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Apresentacao

A Geometria Diofantina, cujo objetivo maior é estudar solucdes inteiras de
sistemas de equagoes polinomiais, é um dos ramos mais antigos da Matemadtica.
As técnicas e raciocinios que utiliza transformaram-se em dois milénios e atual-
mente provém, em parte, da Geometria Algébrica — teoria considerada por
muitos como o topo unificador da Matemética e que j4 conta mais de um século.

Por outro lado, a Teoria dos Modelos tem toda a sua histéria nos 1iltimos no-
venta anos, com origem em consideragoes sobre questdes da Logica Matematica
que exploram as relagdes entre teorias e seus modelos. Os estudos da geometria
interna aos modelos e dos espagos de tipos, que motivam a Estabilidade, inicia-
ram uma torrente de contribuigbes originais a todos os ramos da Matemaética,
em particular & Geometria Diofantina.

A Légica moderna ja contribuira & Teoria dos Niimeros em 1970, por exem-
plo, quando Matiyasevich resolveu negativamente o 102 problema de Hilbert.

Um outro problema “diofantino” cldssico, a Conjectura de Mordell-Lang, foi
satisfatoriamente resolvido por meios proprios da Geometria Algébrica. Trata,
essencialmente, da finitude de um conjunto de solugoes: “Sejam S uma variedade
semi-abeliana definida sobre um corpo de caracteristica 0, X uma subvariedade
de S e I' um grupo de divisao de um subgrupo finitamente gerado de S. Entao
X NT é uma unido finita de transladados de subgrupos de S.” Nenhuma nova
solugao, baseada apenas em truques légicos, seria de interesse. Mas conceitos
como variedades algébricas e sua dimensdo tém correspondentes adequados em
Teoria dos Modelos, a Conjectura de Mordell-Lang equivale ela mesma a um
enunciado de Estabilidade e, como Ehud Hrushovski concluiu em 1996, pode ser
provada de modo uniforme e mais abrangente na nova teoria, com métodos 1iteis
a proximos desafios. Cumpre notar que, em caracteristica positiva, trata-se de
um resultado inédito.

Esta dissertac¢ao estuda a nova abordagem.

Dividimos o texto em duas partes. A primeira introduz um subconjunto su-
ficiente da Teoria dos Modelos para esse estudo. Entretanto, ndo apresentamos
outros temas da teoria, de que apenas citamos alguns: omissao de tipos, estru-
turas o-minimais, seqiiéncias de indiscerniveis, ultrapodutos, back-and-forth e a
teoria geral de Estabilidade.

O capitulo introdutdrio apresenta uma formulagido da Teoria dos Modelos
que nao € necessariamente a mais simples, mas sim versitil. Desse modo, nao
nos furtamos a definir férmulas e estruturas e fundar todo o resto nessa escolha



4 Apresentagio

“cléssica” e algébrica. Embora freqiientemente artigos sumarizem a teoria em
termos mais abstratos e geométricos, destacando conjuntos definiveis como ele-
mentos basicos, tal forma “moderna” ainda nédo é suficientemente presente nos
livros-texto a que se recorre muitas vezes, seja para este estudo em particular
ou por motivos genéricos. Em outras palavras, a linguagem “cldssica” é ainda
universal, porque também sustenta a “moderna”.

Também no primeiro capitulo, tomamos contato com o exemplo que nos
acompanhard por todo o texto: a teoria ACF dos corpos algebricamente fecha-
dos. Contrariamente a outras classes especificas de corpos, sobre as quais toda
a teoria sera concentrada em um capitulo especifico, essa é familiar a formacio
bésica de todo matemaético: optamos entao por destacar seus atributos modelo-
tedricos ao longo do texto, concomitantemente as defini¢bes genéricas que satis-
faz. Além disso, ndo perdemos a oportunidade de comentar outras linguagens
de categorias da Algebra.

Finalmente, esse capitulo apresenta os conjuntos definiveis e suas dlgebras
de Boole, e os tipos como conjuntos de férmulas ou pontos dos espacos de
Stone dessas algebras. Destacamos as relagoes entre esses objetos e a topo-
logia adequada aos espagos de tipos, porque é importante familiarizar-se com
tais conceitos. Concluimos com a construgdo do chamado “modelo monstro”,
uma entidade tratada de modo folclérico na literatura, mas dificil de encontrar
explicitamente. Trata-se de uma estrutura com excelentes propriedades, resu-
midas em saturagao (realizacao de tipos) e homogeneidade forte (existéncia de
automorfismos) em um cardinal pré-estabelecido, mas arbitrario.

Damos grande destaque a raciocinios envolvendo a adigdo de constantes a
linguagens — uma técnica simples e onipresente de que desejamos impregnar
o leitor. Por outro lado, omitimos as demonstragées de alguns resultados que
podem ser encontradas facilmente, por exemplo os Teoremas da Compacidade
e de Lowenheim-Skolem e a eliminacao de quantificadores de ACF'. (Além das
referéncias que indicamos, aproximadamente compativeis com nossa exposigao,
incentivamos o leitor a procurar outras suas favoritas.) A Compacidade, em par-
ticular, é melhor apreciada quando usada em vez de demonstrada: sao muitos
os argumentos, na literatura, que dizem apenas “por compacidade” e referem-se
ou a saturacao de uma estrutura ou ao préprio teorema, com diversas con-
seqiiéncias que demonstramos. Podemos dizer que a Compacidade, principal
motor da Teoria dos Modelos, desempenha um papel analogo (e mais vital) ao
do Teorema de Hahn—Banach em Andlise Funcional.

Optamos por apresentar o posto de Morley bastante precocemente, no se-
gundo capitulo, porque se faz presente em toda a exposi¢ao posterior, enquanto
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por si 86 nao tem pré-requesitos. Assim, agrupamos futuramente cada defini¢ao
com o estudo pertinente do posto — excegao sendo os definiveis fortemente
minimais, jd definidos no Capitulo 1, com breve caracteriza¢io pelo posto. Se-
guimos a corrente moderna que define primeiramente o posto e o grau de Morley
de conjuntos definiveis e associa o posto e o grau de tipos por algumas equagdes
versateis; depois explicamos brevemente como entender o posto topologicamente
nos espagos de tipos.

Esse capitulo segue um roteiro simples para o estudo da Estabilidade e omite
algumas demonstragées que nao se relacionam as técnicas que desenvolvemos.
Com a meta de brevidade, também adotamos uma linha secundaria na apre-
sentagao dos conceitos de deviagdo (forking) e independéncia e tipos definiveis
e herdeiros, baseada em posto e carregada de “lemas técnicos”, mas suficiente
a0s nossos propositos. Entretanto, apresentamos no préprio texto referéncias
para outras abordagens.

O Capitulo 3 estuda principalmente o importante fecho algébrico acl(-), uma
generalizagio do fecho homénimo de corpos. Embora o fecho em si possa ser
definido e estudado ja no primeiro capitulo, consideragtes mais sofisticadas en-
volvem o posto de tipos de Morley, comparando-o com a nogao de dimensao que
surge geometricamente. As nogoes de independéncia via posto e via fecho sdo
identificadas. O conhecimento dos conjuntos definiveis é novamente enriquecido
com o conceito de ortogonalidade.

O préximo capitulo apresenta o mais importante conceito, a nosso ver, do
texto e de toda a Teoria dos Modelos: a interpretagao. Mais uma vez, optamos
por isold-lo em um capitulo especifico e estudar suas propriedades, embora s
requeira para sua definigdo o conhecimento basico do Capitulo 1. Esse é o
contexto adequado para enunciarmos a Conjectura de Zilber, que afirma que os
corpos algebricamente fechados ja respondem pela maioria das interpretagoes.
Acrescenta-se & nogdo de interpretacio a construcdo geral “eq”’, que permite
parafrasear a nogao geométrica de “modularidade local” do capitulo anterior
em termos inerentes a4 Estabilidade.

A primeira parte encerra-se com o estudo dos grupos totalmente transcen-
dentais. Consideramos apenas esse caso especifico dos grupos estdveis, um dos
desenvolvimentos mais surpreendentes da Estabilidade, porque o tratamento
e o uso fundamentam-se sobre o posto ordinal. Desse modo, organizamos a
seqiiéncia de demonstragoes e seu contetido de um modo levemente distinto da
tradicional.

Apresentar a Conjectura de Mordell-Lang e sua demonstragao modelo-tedri-
ca é 0 objetivo da segunda parte. Sua estruturacio é bastante diferente: embora
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seu primeiro capitulo também se concentre em defini¢oes e resultados impor-
tantes, restringe-se as categorias relacionadas a conjectura. Os dois capitulos
seguintes desenvolvem o maquindrio necessario a demonstragio e podem ser omi-
tidos em uma primeira leitura para que se proceda imediatamente & discussdao
da conjectura, no quarto e ultimo capitulo.

A primeira se¢ao desse primeiro capitulo apresenta as novas defini¢oes com
que trabalharemos e seu exemplo mais importante: a topologia de Zariski. Neste
momento, os corpos algebricamente fechados, que nos acompanharam por todo
o texto, mostram sua importancia: o Nullstellensatz de Hilbert é essencialmente
analogo & modelo-completude; o Teorema de Tarski-Chevalley é essencialmente
andlogo & eliminagdo de quantificadores. A segunda se¢do é um resumo de Geo-
metria Algébrica no que concerne a defini¢do de variedades, corpos de fungdes
e dimensoes entre outros, sende brevissimo em alguns momentos. A terceira
secao apresenta alguns resultados necessdrios e a quarta relaciona esse material
ao de Teoria dos Modelos, comparando novamente definibilidade e dimensio e
posto de Morley.

O préximo capitulo analisa o artigo de Hrushovski e Zilber que introduz
uma importante classe para a qual é verdadeira a Conjectura de Zilber. Esse
artigo merece uma dissertacao especifica por sua importancia intrinseca; aqui,
limitamo-nos a apresentar um roteiro para sua leitura e contrastar seus pré-
requesitos com nosso estudo, para adotarmos seus resultados.

Os corpos diferencialmente fechados e separavelmente fechados, tao impor-
tantes na teoria geral e para nés quanto os algebricamente fechados, sdo aqui
definidos e estudados em bloco. De fato, selecionamos apenas os resultados
necessarios e referimo-nos a outros textos para demonstragoes e detalhes. Por
isso, optamos por inserir este capitulo como pré-requesito em vez de agrupé-lo
na primeira parte e novamente sugerimos que ambas as classes sejam estudadas
em dissertagoes proprias.

Finalmente, o ultimo capitulo apresenta as diferentes versdes da Conjectura
de Mordell-Lang — para esta primeira segdo, os dois capitulos anteriores nao
sao necessarios —, inclusive a equivaléncia com um enunciado modelo-tedrico.
Nao poderiamos concluir de outro modo que demonstrando a conjectura por
meio de todo o material desenvolvido.

O pequeno numero de referéncias bibligraficas permite-nos identific-las com
o sobrenome do autor por extenso, seguido de algum rétulo adicional se ne-
cessario. Entendemos que, desse modo, associamos a referéncia ao autor (em
vez de um punhado de letras) e facilitamos sua identificagao visual. Sugestoes de
textos bdsicos em cada assunto sido apresentadas simultaneamente 4 introducao
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do assunto.

A referéncia que foge a todas as regras acima é [MTAG]. Essas notas, que
guiaram a redagdo desta dissertagdo, sdo o produto escrito de um semindrio
realizado em Manchester em 1994 para expor e contextualizar o trabalho de
Hrushovski. Durante o processo de redagao, porém, distanciamo-nos estetica-
mente e tecnicamente de [MTAG], preservando apenas trechos que se adaptavam
a nossa apresentagio. Por exemplo, ndo adotamos a construgao de [Ziegler] de
um modelo monstro constituido de classes préprias, e em geral trabalhamos em
uma estrutura qualquer, nao necessariamente grande.

Adotamos resultados e raciocinios de [Chang, Keisler], [Hodges] e [Poizat 1],
entre outros, a quem creditaremos algumas “inspiragoes”. Em algumas ocasiGes,
apoiamo-nos consideravelmente em [Marker|, que também desenvolve o contetido
de [MTAG].

Tal mesclagem possibilitou pequenas inovagoes em demonstragoes e especial-
mente na ordenagao do material.

Infelizmente, na guerra entre lemas técnicos e exemplos sofisticados, estes
perderam uma batalha neste texto. Além de culpar a urgéncia da redagio da
dissertagdo, também explicamos que boa parte de seu contetido era novo ao
autor, até mesmo as sec¢oes de tipos e modelo monstro do primeiro capitulo. Na
ansia de certificarmo-nos da corretude do que expunhamos, restringimo-nos aos
exemplos necessdrios para a conclusdo do estudo.

Mesmo antes ou fora do curso de Mestrado, muitos contribuiram para o
progresso do autor e desta redagao. Preferimos recordéd-los de modo exato ao
discorrer imprecisamente aqui; a todos o nosso agradecimento. Destacamos
apenas, dentre essas contribuigdes, a orientagdo do Prof. Francisco Miraglia,
a participagdo ativa dos Profs. Ricardo Bianconi, Marcelo Esteban Coniglio e
Marcelo Finger em nossas bancas de defesa e qualificagdo, e o apoio da FAPESP
na forma de bolsa de mestrado com reserva técnica.

Introduzimos agora informacoes tteis por todo o texto:

Pré-requesitos

Na Teoria dos Modelos, faz-se mais uso da Teoria dos Conjuntos moderna
que em outras dreas da Matemadtica. Isso torna necessirio fixar alguma teoria
dos conjuntos: trabalharemos com ZFC, a Teoria dos Conjuntos de Zermelo—
Fraenkel com o Axioma da Escolha, e as defini¢ées usuais de n-uplas ordena-
das, relagoes, ordinais e cardinais, entre outras. Mais precisamente, elegemos o
Apéndice A de [Chang, Keisler| como o material adequado, de modo que nossa
teoria dos conjuntos corresponde aquela usualmente vista nos cursos de gra-
duagao. O Capitulo 8 de [Poizat 1] e o Apéndice A de [Marker] também sio
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bastante informativos.

Também usaremos recursos de Algebra,s de Boole. Em geral, as definigoes e
resultados necessarios ja se encontram nos livros de Teoria dos Modelos: a Segao
6.2 de [Hodges] ou, em [Chang, Keisler|, os Exemplo 1.4.3 e Proposigao 4.1.1 e
0s comentarios que os seguem, além do Exercicio 1.4.9. O leitor deve atentar
especificamente para os conjuntos “com a propriedade de interseccao finita”,
“filtro (préprio)” e “ultrafiltro”, todos nao-vazios, e que cada um estende-se
ao préximo pelo Lema de Zorn. Estas formulagoes equivalentes do conceito de
ultrafiltro serdo de uso freqiiente: (i) filtro préprio maximal; (ii) fillro a que
um elemento pertence se e somente se seu complemento ndo; (iii) filtro préprio
(“primo”) que, contendo a uniao de dois elementos, contém ao menos um deles.
Ao considerar os conjuntos de tipos como espacos de Stone, detalharemos as
propriedades necessérias.

Uma combina¢do booleana é finita, ou seja, obtida por um ntmero finito de
operacoes sucessivas de unido, intersec¢io e complementacao sobre os conjuntos
originais, ou de disjungao, conjuncao e negagao no caso de férmulas.

Ao fazermos recurso avangado a tdpicos de Topologia ou Algebra, apresen-
taremos localmente os conceitos e as referéncias apropriadas, bastando para a
leitura os conhecimentos dos curriculos de graduagao.

Notacoes e convengoes

Os simbolos N, Z, Q, R, € denotam respectivamente os conjuntos de niimeros
naturais, inteiros, racionais, reais e complexos, considerados cada um como
a extensdo natural dos anteriores. HEsses simbolos também representardo as
estruturas algébricas e de ordem usuais com tais dominios. Incluimos o zero
em N, de modo que N e w sdo precisamente o mesmo conjunto. O simbolo *,
aplicado a qualquer desses conjuntos ou a um corpo, representa tal conjunto
sem o zero, ou seja, N* = N — {0}.

O sinal + pode denotar soma cardinal ou ordinal — o sucessor do ordinal
& é £+ 1. Por definigdo, 0 é um ordinal limite, mas trataremos esse caso sepa-
radamente; referimo-nos sempre a ordinais limites nao-nulos. O menor cardinal
infinito ¢ w e os cardinais usualmente indicados N; serao escritos we. O suces-
sor do cardinal @ é o™, de modo que (w¢)* = wey1. A cardinalidade de um
conjunto X € indicada |X]|.

De modo a trabalhar com os postos que definiremos, introduzimos dois
simbolos —1 e 0o, que deverao ser interpretados respectivamente como “me-
nor” e “maior” que todos os ordinais, ou seja, —1 < £ < oo para qualquer
ordinal £&. O supremo de uma classe de ordinais é definido como oo se for ilimi-
tada e —1 se for vazia. Como —1 e 0o sdo apenas simbolos, essas interpretagoes
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podem ser formalizadas em ZFC.

Letras nao identificadas representam nimeros naturais, de modo que ex-
pressoes como m > 1 e r > s tém seu significado usual, ou seja, m € N* e
s £ r < w, e indexacoes 1, ..., T, sao finitas de 1 a n, podendo ser vazias com
n = 0. Esta regra, porém, tem muitas exce¢des. Conjuntos de férmulas, por
exemplo, sio sempre nao-vazios (veja pdg. 15), assim como n # 0 quando se
tomam Dq,...,D, € D ou considera-se X™.

Indices ordinais transfinitos e elementos de conjuntos-indice gerais serao de-
vidamente apresentados.

O conjunto das funcgdes de X a Y é indicado YX. Se f € YX e (z;)iecr ¢
uma seqiiéncia em X, é conveniente definiv f((z;)ier) = (f(x:))ier-

Escrever por extenso seqiiéncias de varidveis vy, . . ., v € n-uplas (ay, - . ., an)
de elementos de um dominio freqiientemente transtorna a manipulagiao de f6r-
mulas. Convenciona-se, entao, escrever apenas uma letra, sendo o comprimento
da seqiiéncia determinado pelo contexto; assume-se que as varidveis sao dis-
tintas, enquanto que os elementos da n-upla podem nao ser. Por exemplo,
Fv d(v,a) abrevia vy ...y, d(v1,. .., Vn,01,.-.,a,). Em enunciados e de-
fini¢oes, explicitaremos tal “contexto”. Se u,v sdo seqiiéncias de n varidveis, di-

gamos U1, .. ., U, € V1,...,V, respectivamente, u = v abrevia realmente ((u; =
V1) A A (U = V).
A n-upla a = (ay,. .., a,) pode representar também o conjunto a = {ay, ...,

an}. Isso é especialmente util na descrigdo de conjuntos de parametros: XYa
abrevia X UY U {ay,...,a,}. Se também b = (by,...,bt), entdo ab é a
seqiiéncia (@i, ..., an,b1,...,bx), que podemos indicar também (a, b), ou o con-
junto {ai,...,an,b1,...,bx}. Novamente, explicitaremos o contexto adequado.

Outras notagoes serao introduzidas no corpo do texto. Alguns simbolos estao
relacionados no inicio do Indice.

Cuidado: textos de Teoria dos Modelos em geral escrevem “modelo M” e
“conjunto de parametros A C M”, sendo exce¢oes [Chang, Keisler] e [Hodges].
Usaremos “estrutura 2 com dominio A”, sempre o dominio indicado pela le-
tra italica correspondente, e “conjunto de parametros X C A”. Optamos pela
antiga grafia para ressaltar visualmente os conjuntos que sao dominios de estru-
turas.

Em geral, ao indicarmos 2, 2;, B, €, assumimos que sao todas estruturas ade-
quadas para a mesma linguagem, excegoes feitas na definigao de interpretacao e
na construcao “eq” e no estudo de geometrias de Zariski. Também geralmente,
ao trabalhar com conjuntos de férmulas, consideraremos uma unica linguagem

e as estruturas apropriadas. Um tal conjunto define a linguagem dos simbolos
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que ocorrem em suas férmulas, ou seja, a menor linguagem em que pode ser es-
crito. Finalmente, quando se trabalha com diversas linguagens, mencionam-se
seus simbolos comuns: evidentemente, assume-se que tenham também a mesma
aridade e a mesma interpretagio.

Usaremos o mesmo operador cl(-), que abrevia em inglés closure, para o
fecho combinatério em uma pré-geometria e o fecho topolégico. Neste caso, a
Unica obstrugéo ao uso da barra superior serd o comprimento grafico de alguns
argumentos.

Invariancia

Sejam S C X™ e & um conjunto de funcoes de X em X, isto é, & C X¥X.
Explicitamos estas defini¢Ges:

(i) S é fizado por ou invariante sob F se f[S] = S para todo f € &. (Em
ingleés, S é fixado setwise por #.) No caso particular de f ser uma bijecdo, a
igualdade equivale a ¢ € S & f(x) € S para todo z € X™.

(if) Os elementos de S s&o fizados por ou invariantes sob F se f(z) = x
para todos f € # e z € S. (Em inglés, S é fixado pointwise por £.)

E preciso cuidado, porque, em muitos textos de Teoria dos Modelos ou
Algebra, por “S invariante sob f’ pode-se entender f [S] € S ou que os ele-
mentos de S sdo fixados por f.
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O ambiente

Descrevemos, neste capitulo, as nogoes bédsicas da Teoria dos Modelos e a
obtencdo do modelo monstro. Buscamos uma introdugao breve: nao numera-
mos definigdes e omitimos algumas demonstragées. O leitor sem experiéncia
prévia poderd consultar [Marker] ou o heterodoxo [Poizat 1], que inclui em sua
defini¢do a estrutura vazia. Os textos homénimos [Chang, Keisler] e [Hodges]
sao referéncias abrangentes, embora o primeiro nao cubra as ramificagdes atuais
da teoria e o segundo trabalhe com linguagens infinitdrias e também a estru-
tura vazia. Um exemplo de como a teoria pode ser compactamente introduzida
em um artigo é [Bouscaren A], além dos artigos com que trabalharemos, como
veremos quando introduzirmos os subconjuntos definiveis.

Construimos a teoria sucintamente, mas incluimos a formalizagdo de termos
e formulas. Algumas no¢oes admitem muitas formulagoes equivalentes, das quais
procuramos as mais simples, embora frisemos e usemos algumas caracterizagoes
imediatas.

1.1. Introdugao

Para fixar notagio e recordar alguns fatos, inicialmente revisaremos o Célculo
de Predicados de primeira ordem com igualdade. Introduziremos entao a Teoria
dos Modelos bésica e cldssica, de modo adequado ao desenvolvimento posterior.

Consideremos a defini¢io de grupo, um conceito bastante comum em Ma-
temética. Um grupo é um conjunto (nao-vazio) munido de uma operagao bindria
que satisfaz determinadas propriedades, ditas de grupo — uma delas destaca
a existéncia de um elemento (constante) neutro. Primeiramente, concentrar-
nos-emos em isolar a “operacao” e a “constante”, depois em como expressar
tais “propriedades” e, enfim, descrever como um “grupo” é uma estrutura ade-
quada para usar-se tal vocabuldrio e porque uma tal estrutura é ou nao um
grupo. Poderfamos também optar por outra abordagem: introduzir estruturas
imediatamente depois das linguagens.

Uma linguagem L constitui-se de conjuntos I,J, K e fungées p : I — N,
v:.J — IN*. Fazemos corresponder um predicado P; a cada i € I, um operador
fj acada j € J, uma constante ¢, a cada k € K. Como formalizaremos a
seguir, o predicado P; é u(7)-4rio (necessita (i) argumentos) e o operador f; ¢
v(j)-ario.
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Adotamos como conectivos logicos a negagdo — e a conjuncdo A e como
quantificador o existencial 3. Dispomos de parénteses, o sinal de igunaldade = e
uma quantidade infinita de varidveis v,, n € N.

Definimos agora os termos de L, obtidos por aplicacio finita destas regras:
(i) vn € cx s@o termos, paran € N e k € K (ii) se £y, . . ., t,(;) s@o termos, entao
fi(ts, ..., tu(5)) é um termo, para j € J.

Definimos entdo as férmulas atémicas de L: (i) se ¢, t’ sdo termos, entaot = ¢/
é uma férmula atémica; (ii) se t1,...,t,() s@o termos, entdao Pi(t1,...,t.)) €
uma férmula atémica, para i € I.

Finalmente, definimos as férmulas (bem-formadas) de L, obtidas por apli-
cagdo finita destas regras: (i) férmulas atomicas sdo férmulas; (ii) se v é uma
varidvel e ¢, sdo férmulas, entdao —¢, (pA¥), Jv @ sao férmulas. Removeremos
ou adicionaremos parénteses as férmulas como for conveniente; a precedéncia
usual é -, 3, A.

Frisamos o cardter finitdrio das regras de formagao de termos e férmulas,
que entdo tém sempre comprimento finito, fundamental para o desenvolvimento
e raciocinio posteriores. Sugerimos que o leitor tenha sempre em vista esse fato.

Uma tarefa que ignoramos é assegurar a auséncia de ambigiiidades, por
exemplo que o simbolo — e a seqiiéncia Jv diferem, e que a formacao de uma
férmula é tinica. Assumimos também que os conjuntos de férmulas, de sen-
tengas (que definiremos a seguir) e de simbolos (Z, J, K) de L foram construidos
como realmente conjuntos de ZF'C. Verifica-se que tais conjuntos tém a mesma
cardinalidade |L| = max{w, |I|,|J|, |K|}, dita o cardinal de L.

Em Jv ¢, a férmula ¢ é o escopo da quantificagdo Fv e qualquer ocorréncia
de v em ¢ é dita ligada. Uma ocorréncia que nao ¢ ligada chama-se livre. Se
Uiy, .-+, Vi, S30 as varidveis que ocorrem livres em ¢, indica-se ¢(vi,, ..., i, ).
Uma férmula sem variaveis livres é chamada senten¢a. Futuramente, escrevere-
mos ¢(vy, - - ., Un) para indicar que as varidveis livres de ¢ s@o algumas ou todas
dentre vy, ..., vn. Ao ler esta segdo, é um exercicio verificar que tal ambigiiidade
nio causa confusao e que o segundo modo, por ser mais geral, é mais ttil.

Embora nao seja necessdrio — as definigoes desta se¢do permaneceriam ade-
quadas —, suporemos que, em uma férmula, nenhuma varidvel ocorre simulta-
neamente livre e ligada e tampouco hd duas quantificagées aninhadas de uma
mesma varidvel (caso em que a exterior ¢ redundante). Isso facilita a leitura das
férmulas e simplifica algumas operagdes, como a substituigao.

Introduzimos as abreviaturas cldssicas, para ¢, férmulas e v varidavel:

(¢ V) abrevia =(—¢ A 1)) — disjungao;
(¢ — o) abrevia —(¢ A =) — implicagao;
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(¢ « 1) abrevia ((¢ — ¥) A (¥ — ¢)) — equivaléncia;
Vv ¢ abrevia -3v ~¢ — quantifica¢do universal.

Se t, t’ sao termos, t # t' abrevia —(t = t').

Quando ® é um conjunto finito e ndo-vazio de férmulas, digamos ® =
{#1,...,¢n} com n = 1, entdo AP abrevia (¢1 A ... A ¢p,) e \/ @ abrevia
(1 V...V ¢,). Esta é uma excecdo a convencao de indexagoes vazias: para
evitar mé-formacao de férmulas (ndo definimos a férmula vazia), obrigatoria-
mente n # 0. A ordem em que é feita a conjungao nao é importante, porque
trabalharemos com férmulas equivalentes.

O fecho de uma férmula é obtido quantificando-se universalmente todas as
suas varidveis livres.

Uma estrutura ou realizacdo A para a qual a linguagem L é apropriada,
ou L-estrutura, constitui-se de um dominio A # 0 e relagoes R C A*) 4 €
I, fungbes ou operacoes f;-"" : A¥0) — A, j € J, e constantes ou elementos
distinguidos ¢ € A, k € K. Cada RA, f?,c% é uma interpretacao de P, f;,cx
respectivamente. Escreve-se A = (4, (R )icr, (f)jes, (Frek)-

Associamos a cada variavel v, um parametro a,, € A, obtendo uma. valora-
¢do x. A valoragio obtida de z substituindo-se a, por a € A ¢ indicada z ().

Devemos inicialmente calcular os termos: (i) [vn]2 = an e [ck]Z = ¢}
(i) [fi(te,- - tu@))IF = (T i) ]2)-

Definimos satisfagdo de férmulas por indug¢ao em sua formacao:

Apat=t' < [t=[13;
A }:I Pi(tl: ce- 7t;z(i)) < ([tl]gv (AR [ty(i)]g) € R? )
A (PAY) & A deA 9,
Ak, ~¢ © nioAf, ¢
A Jvnd & existea € Atal que }=I(:) o .
Assim, dados 2, uma férmula ¢(vi,,..., v, ) € @iy, ... ,a;, € A, dizemos que

com tais parametros ¢ é vdlida ou satisfeita em 2 e A satisfaz ou realiza ou é
modelo de ¢ se A =, ¢ para uma valoragio z com tais parametros. Vemos que
isso independe dos valores de x nas outras varidveis, de modo que se escreve
simplesmente 2 = ¢(a;,, ..., a;,) e diz-se que (a;,,-..,a;,) satisfaz ou realiza
¢ em 2.

Se ¥ é um conjunto de sentencas de L e 2 |= o para toda ¢ € ¥, indica-se
A = ¥. A mesma nomenclatura de satisfagdo aplica-se a este caso.

Suponha 2 uma L-estrutura e X um subconjunto de seu dominio A. Adicio-
ne a L mais constantes, uma para cada elemento de X, obtendo uma linguagem
L(X) Observe que |L(X)| = |L| + |X| = max{|L|,|X|}. Como em qualquer
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expansao de linguagens, as férmulas e sentengas de L sao ainda férmulas e
sentengas de L(X). Também (2, (z)zex) é uma L(X)-estrutura, com cada
2 € X interpretando sua constante, usualmente também indicada z; em algu-
mas ocasides, nao havendo ambigiiidade, escreveremos apenas 2 para nao so-
brecarregar. Note ainda que a defini¢ao de satisfa¢do pode ser feita sem mengao
a valoracoes, com o expediente de considerar apenas sentencas de L(A). Enfim,
quando conveniente, consideraremos férmulas de L com pardmetros em X como
férmulas de L(X) e reciprocamente.

O dominio de uma estrutura (em letra gética) é indicado pela letra ro-
mana correspondente. A cardinalidade de uma estrutura 2 é simplesmente
|A]. Abandonaremos o uso de indices superiores nas relacdes e operadores:
por exemplo, adotaremos a representacido A = (A, (R;)ier, (fj)jes, (ar)kek) €
B = (B, (Si)ier, (95)je, (br)kek), explicando quando necessério.

Entre estruturas 2, B apropriadas para uma mesma linguagem L, definem-
se algumas relagdes que generalizam as da Algebra cotidiana e que passamos a
descrever.

A é subestrutura de B ou B é extens do de A, em simbolos A C B,se AC B
e (i) as relagoes de 2 s@o as restrigoes das correspondentes de B, isto é, R; =
Sila = S; N A#(); (ii) os operadores de 2 sdo as restricdes dos correspondentes
de B, isto &, f; = g;|4; (iii) as constantes de 2 s@o as correspondentes de B,
isto é, ax = bx. Note que, entdo, é necessirio g;[4*1)] C A para cada j € J e
b € A para cada k € K.

Uma imersao h : A — B é uma injecdo h : A — B que transporta 2 a uma
subestrutura de B, deste modo: (ai,...,a,z)) € Ri & (h(a1),...,h(auw)) €
S; (a igualdade também ¢é preservada, pois h ¢ injetora); fj(ay,...,a,)) =a &
9i(h(a1), .-, hlay(s))) = h(a); h(ax) = br.

Caso h seja também sobrejetora, é chamada isomorfismo e indicamos A = 9B.
A inversa de um isomorfimo é um isomorfismo, porque a definigdo de imersao
é feita com equivaléncias. Vemos também que a identidade e a composi¢io
de isomorfismos sdo isomorfismos. Como usual, um automorfismo de ™A é um
isomorfismo de A a A e os automorfismos sobre X C A sdo os automorfismos
de 2 que fixam os elementos de X.

Uma imersao h : A — B é dita elementar se preservar a validade de todas
as férmulas, ou seja, A = d(ay,...,a,) © B E ¢(h(ay),...,h(a,)) para quais-
quer ¢(vy,...,v,) férmula de L e ay,...,a, € A. Considerando —¢, vemos que
bastam a implicagdo direta ou a inversa.

Vemos também, pela defini¢ao de satisfagao, que qualquer imersdo preserva
a validade das férmulas sem quantificadores (também ditas abertas).
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Se 2 C B e a identidade for (imerséo) elementar, escreve-se A < ‘B,
pospondo-se o adjetivo “elementar” aos termos “subestrutura” e “extensao”.

Observamos que um isomorfismo é uma imersao elementar, o que pode ser
verificado por indugao na complexidade das férmulas.

Define-se que 2 é elementarmente equivalente a ‘B e indica-se 2 = ‘B quando,
para toda sentenca o de L, 2 = 0 < B |= 0. Novamente, considerando —o,
vemos que basta uma das implicagoes.

E possivel definir imersao e equivaléncia elementares sem recurso a férmulas,
por meio de isomorfismos locais e back-and-forth, como em [Hodges] (jogos) e
[Poizat 1].

Agora detemos um nimero suficiente de conceitos para vé-los exemplificados.
Comegamos por observar que a condi¢ao de imersdo elementar reescreve-se em
termos de equivaléncia elementar: se A C B e X C A entao A < B &
(R, (2)zex) < (B, (2)zex) = (A, (@)zex) = (B, (z)zex), valendo a implicagao
inversa se X = A. Finalmente, notamos que toda imersao elementar, inclusive
isomorfismos, implica equivaléncia elementar.

Lidaremos principalmente com linguagens apropriadas para estruturas algé-
bricas, que apresentaremos na préxima segao. Contudo, outras linguagens
também fornecerao exemplos tteis, como a linguagem das relagdes de ordem,
um clédssico da literatura.

Exemplo 1.1.1 (Ordens). A linguagem das ordens contém um tnico predi-
cado bindrio, indicado (assim como as relagdes correspondentes) pelo simbolo
< infixo. E usual z < y abreviar ((z < y) A (z # ).

Consideremos a estrutura ordenada N. Por exemplo, N | Jz2Vy (z < v),
porque 0 é o minimo de N, mas N | —~32Vy (y < z). Além disso, se ¢(z,y) é
a férmula -3z ((z < 2) A (2 < y)), entao N |= ¢(n,n + 1) para todo n € N.
Suponha, agora, N < 2 = (4, ). Como a extensdo é elementar, A = ¢(n,n +
1). Vemos, do mesmo modo, que 0 é o minimo de A e concluimos que todos
os elementos de A — N sao precedidos por todos os de IN. Raciocinios andlogos
(em que se possam escrever férmulas) mostram que A ¢é linearmente ordenado
e que nao tem um méximo, entre outros fatos que valem em IN. Em particular,
A — N é infinito, porque caso contrario teria maximo.

Com suas ordens usuais, Q ¢ subestrutura de R. Mostraremos no Exemplo
1.1.5 que Q < R. Porém, tomando R = RU {—00, 400} com a ordem usual,
vemos que R ndo é nem mesmo elementarmente equivalente a Q ou R, porque

tem pontos inicial e final, ainda que @ C R C R como estruturas.

Exemplo 1.1.2 (Igualdade). Por nossa defini¢ao, uma linguagem sem predi-



18 O ambiente 1

cados, operadores ou constantes contém ainda o simbolo de igualdade = (por-
tanto, existindo férmulas). As “estruturas” apropriadas para essa linguagem
sdo os conjuntos (dominios puros, sem estrutura).

Vejamos agora um uso importante do simbolo de igualdade em uma lingua-
gem L arbitrria. Seja ¢(v) uma férmula de L em que v é uma seqiiéncia de m
varidveis livres; ndo indicaremos outras possiveis varidveis (parametros) de ¢.
Suponha k € N* e vy, ..., v; seqiiéncias de m novas varidveis. Definimos

k

IFy g(v) : Jvg ... IV (P(v) — \/(-u =),

i=1
em que nao hd varidveis livres, exceto talvez outros parimetros de ¢. Para
uma L-estrutura 2, temos A = 3% ¢(v) se e somente se ha no maximo k
elementos de A™ que satisfazem ¢ ou, na notagdo que definiremos, |¢(2)| < k.
Note que, em nossa formulagao, pode nao haver elemento que satisfaga ¢.
Definindo F21v ¢(v) : Fv ¢ (v) € F2v p(v) : ~IS9 "1y ¢(v) para j > 2, temos A |=
Iy p(v) & |p(A)| > k. Finalmente, com I=Fv ¢(v) : 3Fy ¢(v) A 3250 ¢(v),
vemos que 2 |= 3=Fv ¢(v) & |¢(A)| = k. Deixamos a cargo do leitor escrever
as formulas para k = 0.

E consegiiéncia do Teorema da Compacidade (Teorema 1.1.9) que nio hi
sentenga o da linguagem de igualdade satisfeita precisamente pelas estruturas
finitas. De fato, hd conjuntos A,, de todas as cardinalidades 0 < n < w, com
A, | 3%*z(z = z) para k < n. Suponha ainda que todos A, = 0. Entao
o conjunto {o} U {3**z (z = z) | k € N} é finitamente satisfazivel, tendo um
modelo infinito realizando o.

Exemplo 1.1.3 (Remocao de constantes e operadores). Em algumas si-
tuagoes, veremos que serd melhor supor que L contém apenas predicados, sem
constantes ou operadores. Descreveremos breve e informalmente um meio de
transformar L sem “perdas”. Substitua cada constante ¢ por um predicado
unério, interpretado em uma L-estrutura 2 como {c?}, e cada operador n-ario
f por um predicado (n + 1)-4rio, interpretado como o gréafico de f2. Obtemos
uma nova linguagem L* e uma L*-estrutura 2A*. Ao custo de varidveis extras,
cada férmula de L pode ser reescrita como féormula de L*, sendo a definicdo
de satisfa¢ao transferida adequadamente de 2 para 2A*. Imersées e isomorfis-
mos nao perdem suas propriedades definidoras. Por exemplo, se S é o predicado
terndrio para soma e Z o predicado unério para 0, entao Jw (Z(w)AVv S(v, w, v))
corresponde a Vv (v + 0 = v).

Apresentamos agora alguns resultados muito tteis. O primeiro serd reescrito
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em termos de subconjuntos definiveis e o segundo, por ser de uso tao freqiiente
na teoria, raramente é referido pela literatura.

Fato 1.1.4 (Tarski—Vaught). Suponha que 21 C B. Entao 2 < B se e
somente se, para quaisquer férmula ¢(v,v1,...,v,) € ay,...,a, € A de modo
que B = v d(v,a1,...,a,), existe a € A tal que B |= ¢(a,a4,...,an).

Referéncias: A Proposicao 3.1.2 de [Chang, Keisler] ou o Teorema 2.5.1 de
[Hodges].

Exemplo 1.1.5. Na linguagem das ordens, Q < R.

Suponha ¢(v,v1,...,vn) € ai,...,a, € Q tais que R |E v d(v,a1,...,an)
como no enunciado. Existe entao z € R tal que R | ¢(z,a4,...,a,). Caso
z € @, ndo hd nada a fazer. Se z ¢ Q, como Q é denso em R e n < w,
existe 7 € Q que satisfaz com ay,...,a, as mesmas relagdes de ordem que z,
todas estritas. Por exemplo, se a5 < = < ag entdo as < r < as. Defina
um automorfismo de ordem de R que fixe cada ay,...,a, € leve z a r, com
uma bijegdo crescente no intervalo em que z e r estao. Por esse automorfismo,
R | ¢(r,a4,...,a,), bastando aplicar o fato.

Fato 1.1.6 (Uniao de cadeia). Sejam (I, <) um conjunto-indice linearmente
ordenado e ;, i € I, L-estruturas tais que se 7 < j entao ¥; C 2;, ou seja,
as estruturas formam uma cadeia. E tnica a L-estrutura 2 que satisfaz A =
Uier Ai e A; C A para todo ¢ € I; indica-se 2 = Uier ™. Se ainda ®A; < 2,
quando i < 7, entdo 2; < 2 para todo ¢ € I, chamando-se a cadeia elementar.
Referéncias: O pardgrafo antecedendo o Lema 3.1.8 e o Teorema 3.1.9 de
[Chang, Keisler] ou a pig. 49 e o Teorema 2.5.2 de [Hodges|. Esse resultado
também é devido a Tarski e Vaught na formulagido mais geral de limites diretos.

Fato 1.1.7 (Amalgamagao). Se 2 = B, entdo existem uma estrutura € e
imersoes elementares de 2 e B em €. Atencdo: este é apenas um de muitos
teoremas chamados “de Amalgamagdo”.

Referéncias: A Proposicao 3.1.4 de [Chang, Keisler] ou o Teorema 6.4.1 de
[Hodges].

Exemplo 1.1.8 (Estruturas finitas). Se 2, B sio duas L-estruturas finitas
com U = B, entao A = B. Para tanto, sejam f : A — C e g: B — € imersoes
elementares como dadas pelo fato. Entao |A| = |C|, porque € |= 37141y (v = v);
por |A| < w e f ser injetora, concluimos que f ¢é bijetora. Do mesmo modo, g é
bijetora e, por defini¢ao, g~' o f é um isomorfismo entre % e B.
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A Teoria dos Modelos Finitos é extremamente importante, relacionando-se
a questoes de Decidibilidade e Complexidade Computacional, mas suas ferra-
mentas estao atualmente dissociadas das que usaremos, em geral por causa da
categoricidade da relagao =.

Dizemos que uma sentenca o é consegtiéncia de um conjunto de sentencas ¥ e
indicamos ¥ F o se todo modelo de ¥ satisfizer 0. Se ¢ é uma férmula qualquer,
a terminologia refere-se ao fecho de ¢. Essa relagio tem uma contra-parte
semi-recursiva no conceito de prova formal, sendo a correspondéncia completa
conseqiiéncia do importante Teorema da Completude de Godel-Malcev—Henkin.
Nao trabalharemos com a nogao de prova formal, de modo que a Completude
perde seu significado. Contudo, esta conseqiiéncia revelou-se muito mais til:

Teorema 1.1.9 (Compacidade). Um conjunto de sentengas tem modelo se e
somente se é finitamente satisfazivellsentencas, conjunto de, isto é, se cada um
de seus subconjuntos finitos tem modelo.

Referencias: O Teorema 1.3.22 de [Chang, Keisler] ou o Teorema 6.1.1 de
[Hodges]. O Corolario 4.1.11 de [Chang, Keisler] e o Teorema 9.5.9 de [Hodges]
apresentam demonstrages por meio de ultraprodutos, sem recorrer & Comple-
tude.

Tal discussao indica a importancia das teorias, conjuntos consistentes de
sentencas — por consistente, entendemos o mesmo que satisfazivel, ou seja, ter
um modelo.

Na linguagem das ordens, por exemplo, o leitor pode escrever as sentencas
das teorias das ordens parciais; lineares ou totais; densas; sem primeiro ou ultimo
elemento, ou seja, sem extremidades. Com a ordem usual, @ é um modelo de
todas essas sentengas.

Vemos que uma teoria 7' é maximal, com respeito a inclusdo e dentre as
teorias da mesma linguagem, se e somente se, para cada sentenga ¢ dessa lin-
guagem, o € T ou ~o € T, exclusivamente pela consisténcia. Desse modo, uma
teoria maximal T" da linguagem L tem cardinalidade |T'| = |L|.

Por exemplo, dada uma L-estrutura 2, o conjunto Th(A) de sentencas de
L vélidas em % é uma teoria de L. Vemos que os modelos de Th(2) sao pre-
cisamente as estruturas elementarmente equivalentes a 2. Além disso, pela
definigao de satisfagao, Th() contém uma sentenga de L ou sua negacio, ex-
clusivamente: entdao Th(2) é maximal. Assim, toda teoria estende-se a outra
maximal, fato conhecido como Teorema de Lindenbaum, bastando tomar Th()
para um modelo 2 da teoria.
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Uma teoria T é completa se todos os seus modelos sdo elementarmente equi-
valentes. Assim, T' é completa se e somente se, para cada sentenca o da lingua-
gem de T, ou T F o ou T F —¢. Teorias maximais s&o, portanto, completas.
Lembramos que alguns textos reservam o termo “teoria” apenas para teorias
completas ou maximais. Por exemplo, verifica-se que a teoria das ordens linea-
res densas sem extremidades é completa.

Duas teorias completas (da mesma linguagem) com um modelo comum tem,
de fato, todos os seus modelos em comum. Em particular, se T é completa e
A =T, entao T e Th(2) tém os mesmos modelos, fato freqiientemente implicito
na transposi¢ao de definigoes entre estruturas e teorias completas.

Também por esse motivo, é costumeiro incluir em uma teoria completa T
todas as suas conseqiiéncias. Assim, |T| = |L| na literatura em geral.

Note ainda que se uma teoria completa tem modelos infinitos, entao todos
os seus modelos sao infinitos.

A teoria Th(%, (a)aea) de L(A) é chamada o diagrama elementar de?. Dado
um modelo seu (B, (by)aca), a fungdo h : A — B, h(a) = b,, é uma imersao
elementar e, reciprocamente, as estruturas em que 2 pode ser elementarmente
imersa sao modelos de Th(%, (a),c4) interpretando-se as novas constantes como
suas imagens pela imersao.

Note que, nesta situacio, nao podemos omitir (z)zex em Th(, (z)zex).

Uma teoria T é modelo-completa se toda imersdo entre modelos de T é
elementar. Isso equivale a, para cada modelo 2 |= T, a teoria T'U D(2) ser
completa na linguagem L(A), sendo L de T' e D() o diagrama de 2, isto é,
a teoria das sentencas atémicas ou negacoes de atomicas de L(A) vélidas em
(A, (@)aca). Para tanto, mostra-se que 2 é imersivel em B se e somente se
B = D(U) com alguma interpretagao para as novas constantes.

Um modelo & |= T é um modelo algebricamente primo de T se todo modelo
de T tem subestrutura isomorfa a 2; é dito simplesmente modelo primo de T
se é elementarmente imersivel em todo modelo de T'.

Duas férmulas ¢, sao equivalentes em uma estrutura se esta for modelo
do fecho de ¢ « . Diz-se que ¢ e ) s@o equivalentes em uma teoria T se o
forem em todo modelo de T. Na notagao desenvolvida, se v é uma segiiéncia de
varigveis incluindo as livres em ¢ ou ¥, temos T & Vv (¢(v) < ¥(v)), ou mais
simplesmente T F ¢ « .

Uma teoria T admite eliminagdo de quantificadores se para cada formula ¢
existe outra equivalente a ¢ em T, sem quantificadores e sem outras varidveis
livres além das de ¢. Nesse caso, a eliminacio estende-se a férmulas de L(A)
para cquivaléncia em U |= T, bastando substituir as novas constantes por no-
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vas varidveis para eliminar os quantificadores. Novamente, sabe-se que é um
exemplo a teoria das ordens lineares densas sem extremidades.

Para evitar consideragbes sobre sentencas sem quantificadores — que so-
mente existem em linguagens com constantes —, alguns autores assumem que
¢ tenha ao menos uma varidvel livre. Nao precisaremos de tal exatidao.

A Segdo 1.5 de [Chang, Keisler] e a Segio 2.7 de [Hodges] apresentam o
conceito em forma ampla, que aqui ndo serd necessaria, mas bastante usada na
Teoria dos Modelos e em Decidibilidade.

Na préxima segdo, esses conceitos serao exemplificados pela teoria dos cor-
pos algebricamente fechados. O leitor encontrard, em nossas referéncias, se¢oes
homoénimas as defini¢Ges e que demonstram tais propriedades para diversas te-
orias.

Como curiosidade, citamos o procedimento canonico e simples de expandir-
se uma linguagem a outra para que haja eliminacao de quantificadores. Para
cada férmula ¢ de n varidveis livres, adicionamos um predicado n-ario P, ao
qual imporemos que essa férmula equivalha (adicionando o fecho de ¢ « Py aos
axiomas da teoria). Cada f6rmula da nova linguagem equivale a uma férmula da
antiga, obtida substituindo-se os novos predicados P, por suas férmulas originais
¢; por sua vez, esta férmula equivale a um novo predicado.

Lembrando que imersoes preservam a validade de férmulas sem quantifica-
dores, obtemos

Fato 1.1.10. Toda teoria que tem eliminacio de quantificadores é modelo-
completa.

Todos os quatro resultados deste teorema sao coletivamente chamados Te-
orema de Lowenheim—Skolem, freqlientemente com os rétulos “para baixo” e

“para cima”. Sao os primeiros teoremas da Teoria dos Modelos, na forma atual
devidos a Tarski.

Teorema 1.1.11. (i) Sejam 2 uma L-estrutura e X C A. Para todo cardinal
3 que satisfaga | X|, |L| < 3 < | 4], existe uma estrutura B de cardinal g tal que
B<Ae X CB.

(ii) Toda teoria de L tem um modelo de cardinal no méximo |L|.

(ili) Seja A uma L-estrutura infinita. Para todo cardinal 3 que satisfaca
3 > |A|, |L|, existe uma estrutura B de cardinal 3 tal que A < B.

(iv) Se uma teoria de L tem modelos infinitos, entdo tem modelos de qualquer
cardinalidade > |L|.

Referéncias: (i) O Teorema 3.1.6 de [Chang, Keisler] ou o Coroldrio 3.1.5 de
[Hodges]. O inicio da Segao 3.1 de [Hodges| sumariza a demonstragdo usual.
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(ii) é facilmente derivado de (i), mas também é uma forma da Completude.

(iii) O Corolério 6.1.4 de [Hodges|. Este resultado também pode ser deduzido
de (iv), por meio de Th(2, (a)aca)-

(iv) O Corolério 2.1.6 de [Chang, Keisler], que envolve apenas (ii) e a Com-
pacidade. Novamente, pode ser deduzido de (iii), usado primeiro em segiiéncia
a (i) para obter um modelo de cardinalidade |L|.

O item (iii) permite obter, sem maiores detalhes, extensoes elementares
proprias de estruturas infinitas. Na demonstragio do Teorema 1.4.11, preci-
saremos do Exercicio 6.1.11 de [Hodges|, que colocamos como um

Adendo. Em (iii), se ainda # = |A| > |L|, podemos assumir |B — A| = |4|,
mas nao 0 < |B— A| < |A]|.

Demonstrag¢io: Tome C' um conjunto de novas constantes, com ANC # 0 e
|C| = |A|. Entao |[L(AUC)| = |L| + |A| +|C| = |A|]. Tome T = Th(, (a)aca) U
{c#a|c€C,ae€ A}. Esse conjunto de sentengas é finitamente satisfazivel,
bastanto interpretar em 2 as novas constantes de C' por elementos que nao
ocorram como constantes de A no ntimero finito de sentencgas, sendo A infinito.
Entdo T tem um modelo (B, (ba)acA, (be)cec), que podemos supor de cardinal
|A|l. Temos % elementarmente imersa em B. Mas |B — A| > |C| porque todas
as constantes de C sao distintas das de A, de modo que |B — A| = |A|.

Como contra-exemplo para o caso 0 < |B — A| < |4], retomamos o Exemplo
1.1.1, em que vimos que os novos elementos de uma extensdo elementar de

N, com sua ordem usual, sdo em nimero infinito. E claro que podemos ter
|B — A| =0, tomando B = 2. QED

Suponha que ® é um conjunto de férmulas de L com varidveis livres dentre
V1,...,Un. Usa-se a notagao ®(vy,...,v,) com o mesmo significado que para
uma tUnica férmula.

Por exemplo, sendo 2 uma L-estrutura e ay,...,a, € A, indica-se 2 |
®(ay,...,an) se e somente se A |= ¢(aj,...,a,) para toda ¢ € . Diz-se que,
nesse caso, (ai, .- .,a,) realiza ® em 2.

Dizemos que 2 realiza ® e ® é satisfazivel em 2 se existe (ay,...,a,) € A"
que realiza ® em 2. Caso isso nao ocorra, dizemos que 2 omite ®.

Finalmente, ® é consistente se satisfazivel em alguma estrutura e consistente
com uma teoria T se satisfazivel em algum modelo de T. Desse modo, ® nao
¢ tratado como um conjunto de axiomas dos quais bastaria tomar os fechos; o
mesmo se aplica a uma tnica férmula.

Assim, ® pode ser finitamente satisfazivel!lférmulas, conjunto de, quando
cada seu subconjunto finito é satisfazivel em alguma estrutura. Substituindo as



24 O ambiente 1

varidveis livres por novas constantes, podemos aplicar o Teorema da Compaci-
dade para concluir que ® é satisfazivel por inteiro. Eis o que ocorre quando a
estrutura é sempre a mesma:

Corolario 1.1.12 (Compacidade). Considere ®(vy,...,v,) um conjunto de
formulas e 2 uma estrutura da linguagem adequada. Se A = Jv; ... 3v, A Do
para todo ®¢ subconjunto finito ndo-vazio de ®, entao existe uma extensdo
elementar de 2 que realiza ®.

Demonstragdo: Adicione a L(A) novas constantes ci, ..., cn, obtendo a lin-
guagem L(A). Seja ®(cy,...,cn) 0 conjunto de sentengas obtido de ® substi-
tuindo-se cada v; pela constante c;.

Observe que, se (a1, .. . ,a,) realiza g, entdao Th(A, (a)aca)UPo(c1,. .., cn) é
satisfeito pela L(A)’-estrutura (2, (a)sea, a1, - -, an), €m que cada a; interpreta
¢;. Assim, T = T, (a)aca) U ®(cy, .. ., c,) é finitamente satisfazivel.

Pelo Teorema da Compacidade, T tem um modelo (B, (ba)aca, b1, - -,bxn)-
Entao (by,...,bn) realiza ® em B e 2 é elementamente imersivel em B. QED

1.2. O exemplo principal: Algebra

As estruturas com que mais trabalharemos sao os grupos e os corpos, en-
tre outras algébricas. Aproveitaremos esta segio para visualizd-los sob a teoria
desenvolvida e agrupar os conceitos especificos de que faremos uso. De fato,
concentrar-nos-emos nos corpos, apenas fixando a linguagem dos grupos e fa-
zendo um breve comentério sobre mdédulos. Dentre todos os corpos, também
privilegiaremos os algebricamente fechados como exemplo em todo o texto, des-
tacando o Capitulo 8 para estudar outras classes de corpos que se farao tteis.

Sugerimos como referéncias, em Algebra, os dois volumes [Jacobson I] e
[Jacobson II] ou o tnico [Lang], embora ndo requeiramos que o leitor domine
todo o seu contetido. Necessitaremos apenas, de inicio, conceitos basicos sobre
0s quais o leitor pode consultar seu texto favorito.

A linguagem apropriada para os corpos tem duas constantes, 0 e 1, dois
operadores bindrios (infixos), + e ., e dois operadores unarios (prefixos), — e
—!. Omitiremos parénteses correspondentes  precedéncia usual e & associagao
da esquerda para a direita e também o simbolo da segunda operagao, indicando-
a pelo modo usual de justaposi¢do. Além disso, usaremos a subtragao bindria
— e a barra de divisao / quando conveniente.

As sentencas da teoria dos corpos sdo os fechos destas formulas: z+y = y+z,
=y, z+y+2) = (zr+y) +z @) = (zy)z, 0+ =z, 1z = z,
t(y+z2)=zy+zz, v+ (—2)=0,2#0 > zz~! = 1,0 # 1. Note que 0! é um
termo dessa linguagem e que, entao, tem valor em toda estrutura apropriada.
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Observamos que, devido ao fato da linguagem ter as constantes e operado-
res usuais (em vez de relagbes de soma e produto), a nogdo de subestrutura,
aplicada a corpos, corresponde precisamente 4 nogao de subcorpo usual. O lei-
tor cuidadoso reparard que o termo 0~! ndo necessariamente pertence a um
subcorpo. Para tanto, convencionamos adicionar 0! = 0 aos axiomas acima.

Quando trabalharmos com extensoes, sem maiores comentarios, assumiremos
conformemente que se tratam também de corpos.

Desse modo, podemos simplificar a notagdo da Teoria dos Modelos para cor-
pos, com os dominios denotando diretamente suas estruturas correspondentes,
ou seja, escreveremos “um corpo L” em vez de “um corpo £”. (A notagdo
italica é atualmente o padrao para quaisquer estruturas.) O mesmo se aplicard
a grupos, anéis e estruturas andlogas: deixamos a cargo do leitor as linguagens
e axiomatizagoes adequadas.

Os niimeros naturais podem ser introduzidos na linguagem dos corpos pelo
modo natural e comum. Se n = 0 ou 1, 7 abrevia a constante 0 ou 1 respecti-
vamente. Se n > 1, W abrevia (n — 1+ 1).

Para cada p natural primo, a sentenga p = 0 é satisfeita por corpos somente
de caracteristica p. Os corpos de caracteristica 0 sao aqueles que satisfazem
{p # 0| p natural primo }.

Podemos também introduzir a abreviatura ¢", para um termo ¢. Se n =0,
" abrevia a constante 1; se n = 1, t™ é o préprio termo (t); se n > 1, t™ abrevia
("),

Desse modo, somos naturalmente induzidos a identificar um polinémio f €
R[z1,...,%,), em que R é um anel qualquer, com o termo de n varidveis livres
e parametros de R correspondente, que escreveremos f(vy,. .., vn)-

Podemos estender as abreviaturas 7 e t" a n € Z: para n < 0, 1 abrevia
——n e t™ abrevia (¢7!)~™. Mais ainda, podemos introduzir todos os racionais:
sep,g € Z,q# 0er =L, entaoT abrevia (p(g)1). Em corpos de caracteristica
0, esses termos tém as interpretagoes usuais.

Omitiremos a barra —.

Com essas convencoes, a teoria dos corpos algebricamente fechados ¢é obtida
adicionando-se aos axiomas de corpo as sentengas Vg . . . Vitn—13y (toy° +... +
Tp_1y" "' 4y™ = 0) para n > 2. Chamaremos a essa teoria ACF' (em ingles, al-
gebraically closed fields). Sejam ainda AC'Fy a teoria dos corpos algebricamente
fechados de caracteristica 0 e ACF, a daqueles de caracteristica p prima.

Atentemos agora para um fato peculiar envolvendo o operador —!. Nessa
linguagem, os termos (por exemplo (1 — ”—}y )/(2(141))) correspondem a fungées
racionais (quocientes de polindmios; no caso (y — z(z + y))/(zyz + yz)). Em
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algumas ocasioes, tais termos dificultam o trabalho. Retirando-se o operador
~1 obtemos a linguagem dos anéis com unidade, para os quais subestruturas
correspondem a subanéis com unidade e isomorfismos a isomorfismos de anéis
com unidade. As abreviaturas acima ndo sofrem qualquer alteragio, mas os
termos passam a ser simples polinomios (por exemploz + 1 — (y + 1)z). Porém,
nessa linguagem, a relagao de inverso é definivel: dois elementos a,b em um
corpo satisfazem ¢(z,y) : (x =y = 0) V (zy = 1) se e somente se sao ambos
nulos ou b = a~!. Assim, Vz3y ¢(z,y) substitui na teoria dos corpos o axioma
de inversao.

Portanto, para Taciocinar sobre corpos, trabalharemos apenas com a lingua-
gem de anéis com unidade. Note que os isomorfismos entre corpos sdo exata-
mente os isomorfismos nessa linguagem, ou ainda os isomorfismos na linguagem
com inversao.

Assim, com termos correspondendo a polindmios, sabemos que férmulas
atOmicas sao sempre da format = t’ e podemos, com ¢t — # = 0, limitarmo-
nos ao caso t = 0, ou seja, a discutir raizes de polindémios. Veja, por exemplo, o
Exemplo 1.3.6. (Pode-se também, com ¢ = 0, racionalizar o termo e considerar
o numerador nulo.)

Teorema 1.2.1 (Tarski). ACF tem eliminagio de quantificadores na lingua-
gem dos anéis com unidade. ‘
Referéncias: O Teorema 3.2.2 de [Marker] ou o Teorema 6.4 de [Poizat 1].
O leitor interessado nao deve sentir-se desestimulado pelo comprimento da de-
monstragao: embora a modelo-completude seja uma conseqiiéncia da eliminagio
de quantificadores, é primeiro demonstrada para depois ser usada no raciocinio.

A maioria das propriedades de ACF que estudaremos sao conseqiiéncias
desse resultado, até mesmo enunciados centrais da Algebra, como o Teorema
de Tarski-Chevalley (Teorema 6.1.9) e o Nullstellensatz de Hilbert (Teorema
6.1.10). Toda teoria de corpos infinitos com eliminagéo de quantificadores nessa
linguagem contém ACF, pelo Teorema de Macintyre (veja o Corolério 5.7.3).

Facamos uma breve observacao que nos apoiard futuramente e que esclarece
o poder das linguagens escolhidas.

Sejam L um corpo, X um subconjunto qualquer de L e K o subcorpo de L
gerado por X, isto é, a intersecgao de todos os subcorpos de L que contem X.
Considere os elementos de L que sao os valores dos termos da linguagem dos
corpos quando suas varidveis tém valores em X: chamaremos esses elementos
como obtidos de X por termos. E ficil ver que K é o conjunto dos elementos
obtidos de X por termos. Primeiramente, como K contém X e é um subcorpo
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de L, contém esses elementos. Por outro lado, o conjunto desses elementos
contém X e é um subcorpo de L, pois é fechado sob +, ., —, ~! e contém 0, 1,
de modo que contém K.

No caso da linguagem dos anéis com unidade, o subanel com unidade gerado
¢ analogamente o conjunto dos elementos obtidos por termos, de modo que K
é seu corpo de fragoes.

Note ainda que (i) os automorfismos de L sobre K sio também sobre X,
porque X C K, e (ii) os automorfismos de L sobre X sio também sobre K,
porque o sao sobre o subanel gerado por X, cujos elementos sao obtidos por
termos polinomiais, e portanto sobre seu corpo quociente. Em outras palavras,
o grupo de automorfismos sobre X é o mesmo sobre K.

Notamos também que os corpos primos sao modelos algebricamente primos
das teorias dos corpos com suas caracteristicas, ou seja, Q estd imerso em todo
corpo de caracteristica 0 e o corpo de p elementos em todos os de caracteristica
p prima. As imagens dos corpos primos sao os subcorpos gerados por §). No caso
das teorias AC'Fy, ACF,, os fechos algébricos correspondentes sdo os modelos
algebricamente primos, simplesmente primos pela modelo-completude de ACF'.
Assim, as teorias ACFy, ACF}, séo completas.

Concluimos com alguns fatos tteis.

Suponha K C L dois corpos e ) # S C L.

Se S é finito, escreva S = {s1,..., sk} sem repeticoes. Diz-se que S é alge-
bricamente independente sobre K se o tnico polinémio p € K(zy,...,zx] com
p(s1,---,8x) = 0 é o nulo p = 0. Por exemplo, todo conjunto unitdrio de

elemento transcendente sobre K é algebricamente independente.

Se S é infinito, diz-se que S é algebricamente independente sobre K se todo
seu subconjunto finito o for.

S é uma base de transcéndencia de L sobre K se S é algebricamente inde-
pendente e L é extensdo algébrica de K(S). Diz-se entao que K(S) é extens ao
transcendental pura de K.

Sabe-se que bases de transcend éncia existem para qualquer extensao K C L,
e quaisquer duas tém a mesma cardinalidade, chamada o grau de transcendéncia
de L sobre K. Referimos o leitor ao Teorema VIIL.1.1 de [Lang] ou ao Teorema
8.35 de [Jacobson IIJ.

Se B ¢ uma tal base, entdo nenhum elemento b € B é algébrico sobre
K(B — {b}), como mostra o Teorema 8.33 de [Jacobson II] ou o Lema ante-
rior ao Teorema 1.8 do Capitulo 5 do livro de J. K. Goldhaber, G. Ehrlich,
Algebra, 2* impressao, The Macmillan Company, 1971.

Suponha agora K C E C L corpos, com L algebricamente fechado e o grau
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de transcendéncia de E sobre K finito. Entdo toda imersao de F em L que
fixa os elementos de K estende-se a um automorfismo de L: remetemos o leitor
ao Coroldrio 2 do Teorema 2.5 do mesmo capitulo de Goldhaber e Ehrlich.
Podemos identificar dois casos particulares:

Se a € L é algébrico sobre K, entdo K(a) é uma extensao algébrica de K
e seu grau de transcendéncia é 0. Suponha b € L também raiz do polinémio
minimal de a sobre K. Sabemos que existe um isomorfismo de K(a) a K(b)
fixando os elementos de K e levando a a b. Obtemos um automorfismo de L
sobre K pelo qual a tem imagem b.

Se a € L é transcendente sobre K, entao K(a) é uma extensio puramente
transcendental de K com base {a} e grau 1. Suponha b € L também trans-
cendente sobre K. Pelos isomorfismos naturais entre K (a) ou K(b) e o corpo
quociente do anel K|z], existe um isomorfismo de K(a) a K (b) fixando os ele-
mentos de K e levando a a b. Obtemos um automorfismo de L sobre K pelo
qual a tem imagem b.

Vemos que esses sao também os tinicos casos possiveis para a,b € L serem
conjugados por um automorfismo sobre K.

Seja agora F' um corpo qualquer de caracteristica p prima. A fungdo de
Frobenius ¢ : F — F, ¢(z) = zP, é uma imersdo de corpos, aditiva e injetora
porque (zty)P = 2P +yP — os outros coeficientes binomiais sdo divisiveis por p.
Observamos que ¢ é (-definivel e sua inversa ¢~ 1p[F| — F também. Definem-
se FP" = ©"[F], em que @™ é a composicao n vezes de ¢ (¢° é a identidade), e
FP™ =N,cn FP

Corpos perfeitos admitem muitas caracterizagoes; portanto, optamos por

n

apresentar aquelas que se fizerem necessirias enquanto pedimos ao leitor que
reconheca a sua favorita. Primeiramente, um corpo é perfeito quando nenhum
polinémio irredutivel com coeficientes nesse corpo tem raizes miiltiplas em qual-
quer extensao. E precisamente o caso dos corpos de caracteristica 0 e dos corpos
de caracteristica positiva em que a fungao de Frobenius é sobrejetora.

A linguagem dos corpos ordenados

Adicionando-se a linguagem dos anéis com unidade (ou dos corpos) um pre-
dicado binério <, obtém-se a linguagem dos corpos ordenados, cujos axiomas sao
as sentengas (i) da teoria dos corpos; (ii) da teoria das ordens lineares ou totais;
(i) VaVyVz (z <y —m xz+z2<y+2), VaVyVz ((z <y A 2> 0) — 22 < y2).

A linguagem dos grupos

Esta linguagem tem dois operadores, de adigiao/produto e oposto/inverso, e
a constante de elemento neutro. Desse modo, as subestruturas de um grupo sao
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precisamente seus subgrupos e os isomorfismos entre grupos sio isomorfismos de
grupos. Fazem-se, para esta linguagem, as mesmas convencoes e abreviaturas
que para a linguagem dos corpos.

Espacos vetoriais e mddulos

Quando generalizamos o conceito de “K-espago vetorial” substituindo o
corpo K por um anel R (com unidade), obtemos um “R-médulo”. O leitor
pode encontrar os axiomas explicitos na Segdo III.1 de [Lang] ou na Secio 3.2
de [Jacobson II], enquanto aqui faremos apenas uma considera¢do. Se M é um
candidato a R-médulo e z € M, r, s € R, uma das propriedades de espagos veto-
riais escreve-se 7(sz) = (rs)z. Porém, R nao sendo necessariamente comutativo,
podemos considerar também r(sz) = (sr)z. Neste caso, escreve-se o produto
A direita, de modo que (zs)r = z(sr). Distingiiem-se, assim, os R-mddulos a
esquerda e a direita.

Surge a questdo de qual linguagem é apropridada para os mdédulos e os
espacos vetoriais. Uma abordagem, comum a outras situagées em que ainda é
muito 1til, toma como dominio da estrutura R-mdédulo M a unido disjunta de R
e M, estipula que dois predicados unérios identifiquem R e M e inclui axiomas
de que sao disjuntos e sua unido é todo o dominio, além de escrever os axiomas
das operacoes identificando as varidveis: “Para todos z,r, se * é um vetor e

r é um escalar...”.

Embora operacional, essa solu¢ao complica os estudos de
cardinalidades e imersoes elementares, entre outros.

Atualmente, recorre-se ao expediente de fixar o anel R e providenciar, para
cadar € R, um operador correspondendo ao produto por 7. Assim, as estruturas
que representam R-mdédulos tém efetivamente o dominio de R-médulos. Quando
se toma uma extensdo elementar, ou um isomorfismo, ainda se trabalha com o
mesmo anel R, que na primeira solugio poderia ser modificado. Note, também,
que o operador s deve entao ser axiomatizado como a composicao de r e s.

A respeito de médulos em Teoria dos Modelos, um estudo muito frutifero,
veja a Segao A.1 de [Hodges] ou a Segdo 6.5 e o Exemplo 16 na Secao 13.3 de
[Poizat 1].

1.3. Subconjuntos definiveis e tipos

Paralelamente a essa teoria algébrica de imersdes e satisfagao, desenvolve-se
o estudo geométrico dos subconjuntos definiveis, que agora expomos. O con-
ceito de conjunto definivel corresponde ao de “lugar geométrico” na Geometria
cldssica. Também seremos naturalmente levados ao estudo dos ultrafiltros de
definiveis, correspondentes a tipos.
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Por toda a secdo, sejam L uma linguagem arbitriria, 2 uma L-estrutura e
X CA

Um subconjunto D de A™ é definivel se existem ¢(z1,...,Tm,Y1,---,Yn)
férmula de L e a € A™ tais que

D =¢(%,a) ={a€ A" |2A|= (o, a)} .

Os elementos da n-upla a sdo ditos par ametros Note que m é fixo, enquanto
nimero de “coordenadas” de D, mas n é arbitrario, podendo mesmo ser n = 0.

Uma familia de definiveis é uniformemente definivel se o for por uma tnica
férmula, mas diferentes parametros.

Caso se queira indicar que todos os parametros pertencem a algum X C A,
diz-se X -definivel ou definivel sobre X. Alguns textos escrevem “0O-definivel” em
vez de “D-definivel”. E importante lembrar que, nessa notagao, todo X-definivel
¢ definivel, mas nao reciprocamente, enquanto que em alguns textos “definivel”
corresponde a “(-definfvel”.

Tais defini¢oes aplicam-se a um elemento a € A como subconjunto {a} (ou
seja, a férmula € satisfeita apenas por a) e a uma fungéo f : R — S, com R C A"
e S C A% como grifico fC Rx SC A" x A5 = A™Fs,

Observamos que férmulas parametrizadas que definem um mesmo conjunto
sdo equivalentes e identificamos totalmente os conjuntos definiveis com as férmu-
las parametrizadas que os definem. Assim, podemos considerar um X-definivel,
uma férmula de L e parametros em X, ou uma férmula de L(X), digamos
¢: seguindo nossa convengao, escreveremos ¢(2A) em vez de ¢(A, (z)zex). As
defini¢bes que faremos a esses conjuntos sdo, na literatura em geral, feitas para
as féormulas que os definem.

Exemplo 1.3.1. Suponha L um corpo e K o subcorpo gerado por X C L. Toda
férmula com parametros em K reescreve-se equivalentemente como férmula com
parametros em X. Isso vale tanto na linguagem dos corpos, porque cada ele-
mento de K é obtido de X por termos, como na que usamos, dos anéis com
unidade. Nesse caso, adicionamos as formulas varidveis quantificadas existenci-
almente para escrever os quocientes dos elementos do subanel gerado por X. Por
exemplo, suponha z,y € X com y # 0 e ¢(v, w) uma férmula com duas varidveis
livres: entdo z/y € K e ¢(v,z/y) equivale em L a (v, z,y) : Jw (¢(v,w) A(z =
wy)), ou seja, ¢(L,x/y) = Y(L,z,y). Portanto, um subconjunto de L™ é de-
finivel sobre K se e somente se é definivel sobre X, porque os elementos de K

sao X-definiveis; na notagao abaixo, Def]’ ;- = Def] y.

Exploremos agora algumas das propriedades dos definiveis.
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Dado X C A4, seja Defy v ou simplesmente Def'y a cole¢do dos subconjun-
tos X-definiveis de A™. Observe que Def% = {0}; portanto, suporemos sempre
m > 1. Trata-se de uma algebra de Boole com as operagoes usuais de inter-
seccao, uniao e complementagio correspondendo respectivamente a conjuncgao,
disjungdo e negacgao de férmulas; seu minimo é @ definido por ~(v = v) e seu
maéaximo é A™ definido por v = v. Note ainda que

(]I)(Q(, (L) - l[)(gl, b) < 2 ': Y (¢('U, a‘) - ¢(U»b)) :

Se X CY C A, lembramos que Def’y C Defy{’ como subdlgebra.

H4 também uma propriedade simples de dlgebras de Boole: dado D € Defy,
os conjuntos {DNE | E € Def’y} e {F € Def’y | F C D} sao idénticos.

Se & : A — B é um isomorfismo e D = ¢(U, a) é um definivel qualquer, entao
€D] = $(B,(a): de fato,

b€ ¢(B,£(a)) & B k= ¢(b¢(a)) &
& A o€ D), a) (pois £ é uma imersao elementar)
& 1 b)edp(A,a) =D & be D).

Alguns resultados que vimos na primeira se¢io podem ter seus enunciados
reescritos sobre definiveis. Por exemplo, o Fato de Tarski-Vaught implica

Corolario 1.3.2. Suponha que 2 C B. Entao 2 < B se e somente se, para
todo A-definivel nao-vazio D C B em ‘B, também A N D é nao-vazio.

e do Coroldrio 1.1.12 conclui-se

Corolério 1.3.3. Suponha ¢;( a;) € Def’y, i € I, uma familia de de-
finfveis em uma estrutura 2 com a propriedade da intersec¢do finita, isto é,
Nier, ¢i(™,a:) # 0 para cada In subconjunto finito de I. Entao hé uma ex-
tensao elementar B de A em que (;c; ¢:(B,a:) # 0.

Note também que, se A < B e ¢ é uma formula de L(A), entdo ¢(A) C 4(B).
Através das férmulas 3=%, vemos que se ¢(2) ou ¢(B) é finito entdo |H(2A)| =
|p(B)] e, assim, ¢(A) = A(B). As operagoes de unido, intersec¢ao e comple-
mentacio sio preservadas sob imersoes elementares e frisamos que a mesma
férmula z = x define o dominio em qualquer estrutura.

Este fato resume diversas propriedades dos definiveis ¢ também permite uma
construcao alternativa da teoria, sem uso de férmulas, bastante usada em arti-
gos. Atentamos para as propriedades (iv), (vi) e (vii). Na forma restrita, entre

parénteses, (iv) corresponde a adigdo de varidveis mudas. As projecoes em (vi)
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podem ser de vérias formas: projebes usuais, permutacdes ou repeticdes de
coordenadas (varidveis) ou todas essas possibilidades simultaneamente. (vii)
permite especializar ou tomar fibras. Note que n pode ser menor, igual ou até
maior que m; em alguns itens, temos m,n > 0.

Fato 1.3.4. Considere, para cadam € N*, um conjunto D,,, de subconjuntos de
A™. Os conjuntos Def’y sdo os menores possiveis com as propriedades listadas
a seguir, de modo que cada D,, = Def}.

(i) Para cada predicado n-drio de L, sua interpretacio pertence a D,,; para
cada operador n-drio de L, o grafico de sua interpretagao pertence a D, 1; para
cada constante de L, o conjunto unitdrio de sua interpretacio pertence a D;.

(ii) Para quaisquer 1 < ¢,j < m, a diagonal {(a1,...,am) € A™ | a; = a;}
pertence a D,,. (Em particular, A™ € D,,.)

(i) Se D € D;, e E € Dy, entao D X E € Dyypyp,. (Basta D x A € Dppyy.)

(iv) Cada D,, é fechado sob complementagao, intersecgio e unido, ou seja,
é uma &lgebra de Boole com as operacoes usuais.

(v)Se D € Dy, e w : A™ — A™, n(ay,-..,am) = (ai,,..-,a;, ), é uma
projeg¢io qualquer, entao w[D] € D,,.

(vi) Se D € Dppyn € a € A™, entao {a € A™ | (a,a) € D} € D,y,.

As propriedades (iii), (iv) e (v) valem também para (Def’y)mens — essas
operacoes a conjuntos X-definiveis resultam em X-definiveis — e a propriedade
(vi) vale também para Defe ™™ e Def’y,.

Referéncia: A Proposigao 1.3.4 de [Marker], com outra numera¢io romana.
O leitor pode considerar este um bom exercicio para manipulagio de férmulas,
de modo que faremos alguns breves comentarios.

Para ver que a familia (Def’y ),en tem essas propriedades é preciso escrever
cada férmula que defina os conjuntos envolvidos. Por exemplo: em (i), tome
as férmulas at6micas mais simples; em (iii), substitua previamente as variaveis
livres comuns das férmulas que definem D e E e tome sua conjuncgao. Se assu-
mirmos que cada D,, é minimo, temos D,, C Def}.

Para mostrar que Def’y C D, considera-se D = ¢(2), em que ¢ é férmula
de L. Isso da conta dos (-definiveis, bastando entao aplicar (vi). Procede-se
por indugao na formacao de ¢ e, inicialmente, na formagiao de um termo de L.
Os casos atomicos ou desaninhados sdo verificados por (i) e (ii). Termos mais
complexos requerem o uso das operagdes de (iv) e (v). Negagdes e conjungoes
sao tratadas pela propriedade (iv) e a quantificagao existencial por (v).

Verifica-se analogamente o

Corolério 1.3.5. Os conjuntos Defy" sao os menores a satisfazerem essas pro-
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priedades com excegdo de (vi). Todos os definiveis podem ser obtidos a partir
de Defy’ e aplicacoes de (vi).

Apresentamos agora a definigao dos conceitos iniciais da Teoria dos Modelos
com inspiracao nesses resultados:

“Uma estrutura é um conjunto A acompanhado de élgebras de Boole Defy’,
subdlgebra do conjunto das partes de A™, contendo as diagonais e fechadas,
como um todo, sob projegoes e suas inversas. Os elementos dessas dlgebras
sao chamados @-definfveis. Um subconjunto de A™ é chamado definivel se é da
forma D, = {a € A™ | (o,a) € D} para D € Defy'*™ ea € A". Caso X C A
e a € X", diz-se que D, é X-definivel. Uma subestrutura elementar de A ¢
B C A tal que, se E # () é B-definivel, entao £ N B # . Consideramos entao
B uma, estrutura cujos (-definiveis sdo as restricoes a B dos ()-definiveis de A.”

Nesse contexto, pode-se definir uma nova linguagem tomando um predicado
m-ario para cada elemento de Defy’. Caso 2 seja uma L-estrutura, a nova lin-
guagem contém os predicados da linguagem obtida no Exemplo 1.1.3 e também
inclui predicados equivalentes as férmulas de L. Pela propriedade de fecho sob
projecoes e suas inversas, ha naturalmente eliminagdo de quantificadores.

Considere agora uma fungdo X-definivel f : R — S, em que R C A" e
S C A*. A imagem direta por f de um X-definivel D C A" é X-definivel,

fID] = {y € S| existe z € (RN)D tal que f(z) =y},
e a imagem inversa por f de um X-definivel & C A° é X-definivel,
fYE] = {z € R | existe y € (SN)E tal que f(z) =y} .

As férmulas que definem f, D, E ji bastam para escrever as novas féormulas, mas
R e S também sdo X-definiveis. Enfim, a composi¢ao de fungoes definiveis é
uma fungao definivel.

Notemos que todo subconjunto finito S de A™ é definivel: de fato, é S-
definfvel. Suponha que S = {s1,...,5x} em que s; = (Si1,...,Sim). Entéo
Ve, Aj=1(v; = si;) define S. Assim, também é definivel todo subconjunto
cofinito, isto é, complemento de conjunto finito.

A colecao dos subconjuntos finitos e cofinitos de A é uma dlgebra de Boole
contida em Def},. Quando contém realmente todos os definiveis de uma “co-
ordenada”, surgem propriedades importantes que encontraremos ao longo do
texto, devendo-se isolar o conceito.

Um definivel D € Def’y é minimal se for infinito (hipitese simplificadora
de caracterizagoes) e, para qualquer E € Def’y, ou DN E ou D — E é finito.
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Porque D ¢ infinito, o outro conjunto é forgosamente infinito. Veremos uma
caracterizagdo com posto de Morley “interno” na Proposigdo 2.1.15.

A estrutura 2 é minimal se o definivel A € Def); é minimal. Nesse caso,
Def}‘ é a élgebra dos subconjuntos finitos e cofinitos.

Uma férmula ¢ de L(A) define um conjunto ¢(A) fortemente minimal se
¢(*B) é minimal em toda extensio elementar B de A. A caracteriza¢ao com
posto de Morley sera apresentada na Proposigao 2.1.21.

A estrutura 2 é fortemente minimal se A é fortemente minimal, ou também,
se toda extensao elementar de 2 é minimal.

Finalmente, uma teoria é chamada fortemente minimal se todo modelo seu
for fortemente minimal. Note que a situagdo é a mesma se supormos apenas
que os modelos sao minimais.

Exemplo 1.3.6. ACF é fortemente minimal. Para mostra-lo, usemos a lin-
guagem dos anéis com unidade. Em um corpo algebricamente fechado, que é
infinito, toda férmula equivale, por elimina¢io de quantificadores, a uma com-
binacdo booleana de férmulas atomicas da forma “polinomio = 0”, em que o
polinémio tem coeficientes no corpo. Entao todo definivel com uma “coorde-
nada” é combinagdo booleana de conjuntos de raizes de polinomios de uma
varidvel, que sao finitos ou todo o corpo (no caso do polinémio 0).

Esta caracterizacdo dos conjuntos fortemente minimais é usada como de-
finicao em [Hrushovski, Zilber|, por exemplo, e apresenta uma limitagdo uni-
forme para os conjuntos finitos de uma familia uniformemente definivel:

Proposi¢ao 1.3.7 (Uniformidade). Sejam 2 uma L-estrutura e D € Def’y
infinito. Entao D é fortemente minimal se e somente se, para cada férmula
é(v,w) de L em que v,w sdo sequiéncias de m,n varidveis respectivamente,
existe k € N* tal que |[DN@(A,a)| <k ou |D — ¢(2, a)| < k para todo a € A™.
Demonstragdo: Escreva D = §(21) com 6(v) férmula de L(A).
Suponbha que D satisfaga a condigio do enunciado e suponha B uma extensao
elementar de 2. Temos

A | Vw (3% (6(v) A ¢(v, w)) V 3y (8(v) A (v, w))),

de modo que também B satisfaz essa sentenga. Como ¢ é arbitriria e w pode
ser interpretada por qualquer n-upla de elementos de B, concluimos que 6(‘B)
é minimal. Assim, D é fortemente minimal.

Assuma agora que D é fortemente minimal e ¢ como no enunciado, mas
que para cada k € N* exista ar € A" com ambos os definiveis com mais de k
elementos. Adicione a L(A) uma seqiiéncia ¢ de n novas constantes. Entao
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Th(2, (@)aca) U {37510 (8(v) A d(v,¢)) A FZF 0 (8(v) A=d(v,c)) | k € N*}

¢ finitamente satisfazivel, interpretando-se ¢ como ay em 2, sendo k o limitante
mdximo das sentengas que ocorrerem em um subconjunto finito. Pelo Teorema
da Compacidade, esse conjunto é uma teoria com um modelo que podemos supor
B extensao elementar de 2 com c¢ interpretada como b € B™. Desse modo,
para qualquer k € N* temos |6(B) N ¢(B,d)| > k ou [§(B) — ¢(B,b)| > k,
contradizendo o fato de #(*B) ser minimal. QED

Introduzimos agora os tipos, que mais estudaremos como ultrafiltros nas
algebras de definiveis.

Um m-tipo sobre X é um conjunto de férmulas de L(X) com m varidveis
livres, usualmente identificadas vy, . . . , U, consistente com Th(%, (z);ex) e ma-
ximal com respeito a inclusao. Indica-se um tipo como p ou p(v).

Assim, todos os tipos sdo fechados sob conseqiiéncia e conjuncao e sao
completos, ou seja, contém uma férmula ou sua negagao. E freqiiente cha-
mar qualquer conjunto consistente de férmulas de tipo (parcial), mas ndo o
faremos. Note também que os m-tipos sobre X correspondem a teorias com-
pletas em L(X U {ec1,...,¢m}), sendo ¢i,...,cn s8o novas constantes, con-
tendo Th(2,(z)zex). Entao o caso m = 0 é trivial, pois o tnico O-tipo é
Th(, (z)zex), € assumiremos sempre m > 1.

Indique S2 (X) o conjunto dos m-tipos sobre X. Comecemos por desenvolver
algum conhecimento a respeito desses conjuntos especiais de férmulas.

Exemplo 1.3.8. Suponha L um corpo e K o subcorpo gerado por X C L. Vi-
mos que uma férmula com pardmetros em K reescreve-se equivalentemente como
férmula com pardmetros em X, de modo que a consisténcia e a maximalidade
de um conjunto de férmulas sao sempre preservadas. Assim, identificaremos
SL(K) = SE(X). Ainda nesta segdo, entenderemos os tipos como ultrafiltros
da algebra dos definiveis. Como Defy’ ;o = Def7 x, seus espagos de Stone sdo
0S IMESImos.

Dado a € A™,

ta(a/X) = {¢(v) de L(X) | (%, (x)zex) I $(a)}

é um tipo, chamado principal de a, porque é consistente (realizado por a) e
maximal (contém uma férmula ou sua negagao). E o tnico (por maximalidade)
realizado por a em . (Escreve-se também tpa(a/X).) Pode-se indicar t(a) =

t(a/0).
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Note que ty(a/X) = tu(b/X) equivale a a e b satisfazerem as mesmas
férmulas de L(X). O Exemplo 1.1.5, estendendo bijegoes crescentes a automor-
fismos da ordem dos nimeros reais, ¢ a discussdo na Segao 1.2, sobre elementos
de corpos algebricamente fechados que sdo conjugados por automorfismos, su-
gerem a

Proposicao 1.3.9. As m-uplas a,b € A™ tém o mesmo m-tipo sobre X se e
somente se existem uma extensao elementar B de 2 e um automorfismo de B
sobre X que leva a a b.

Demonstragao: Concentramo-nos em provar a implicacao direta, porque a
reciproca ¢ imediata. Essa é a Proposigdo 4.1.5 de [Marker].

Procederemos em etapas. Suponha inicialmente €,® quaisquer, X C C e
f: X — D. Dizemos que f é (parcial) elementar se, para todas ¢ férmula de L
com n varidveis livres e a € X™, vale a equivaléncia € |= ¢(a) & D | ¢(f(a)).

Provaremos inicialmente que, nas condigdes dessa definigdo e dado z € C,
existem uma extensao elementar D; de D e uma fungdo ¢ : X U {z} — D
elementar estendendo f. Adicione a L(D) uma nova constante ¢ e considere o
conjunto de sentengas T" constituido de Th(D, (d)4ep) e das sentencas ¢(c, f(a))
em que ¢ é formula de L com n + 1 varidveis livres, a € C" e € | ¢(z,a). O
conjunto T é uma teoria pelo Teorema da Compacidade, porque é finitamente
satisfazivel: tomando conjungdes, podemos trabalhar com uma tnica férmula;
se € |= ¢(z,a) entao € = Fvd(v,a) e D |= v (v, f(a)) porque f é elementar,
interpretando-se finalmente ¢ como a interpretacao de v. Podemos, como costu-
meiro, supor que o modelo D; de T é extensdo elementar de D com um elemento
y interpretando a constante c. Basta entao tomar g(z) = y; g é elementar pela
definigao de T.

Agora, ainda nessas condi¢des, mostraremos como estender f a todo C,
com imagem em uma extensao elementar de ©. Note que entdo obteremos
uma imersao elementar de € na extensao de ©. Indexe os elementos de C
como z¢, £ < |Cl, e tome Dy =D, Xog = X e go = f. Escreva X; = X U
{z¢ | ¢ < €} Definiremos indutivamente uma cadeia elementar (D¢)e<ic) €
fungoes elementares g¢ : X¢ — D tais que ge|x. = g¢ para ( < & Jd temos o
caso £ = 0. Se £ é um ordinal sucessor, aplicamos o argumento anterior. Se £ é

um ordinal limite, tomamos D¢ = |J._, D¢ € g¢ a colagem de todas as funcoes

(<
g¢c, ¢ < &, que sao compativeis. F inaimgente, U§ <icl D¢ e a colagem g de todas
as fungoes g¢ sdo a extensao e a fungdo que procurdvamos.

Finalmente, retome as condigées do enunciado. Tome f: X U {a} — A de
A a U como a identidade em X e f(a) = b. Esta funcao estd bem-definida

¢ ¢ elementar porque tg(a/X) = to(b/X). Escreva %y = 2. Pelo tltimo
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argumento, existem By extensdo elementar de Ay e fu : Ap — By imersido
elementar estendendo f. Novamente procedendo por indugdo, acompanhe o
diagrama a seguir. Dados i € N, 2; < B; e f; : A; — B; imersao elementar,
podemos ver f; ' : fi[Ai] — B; (j& que A; C B;) como fungio elementar de %B;
a ‘B;. Também pelo dltimo argumento, obtemos ;. extensdao elementar de
B; e g; - B; — A; 1, imersao elementar estendendo fl-_l. Mais uma vez, agora
considerando g; ! : ¢i[Bi] — Aitx1 (j4 que B; C A;;1) elementar de 24y a
Ai+1, obtemos B;; extensao elementar de A; 1 e firy : i1 — By, imersao
elementar estendendo g;'. Desse modo, fi;; estende f; e B; estd contido na
imagem de f;y, porque é o dominio de g;.

Este diagrama sumariza a construgao, com flechas continuas correspondendo
a imersoes elementares (sem rétulo quando sao inclusdes) e flechas pontilhadas
a fungbes parciais elementares, cujos dominios sdo subconjuntos das estruturas
indicadas:

Obtemos as cadeias intercaladas
A=Ay < B <A <B; <A < By < U3 < ---

Sejam B = |J;cy i € 0 a colagem de todas as f;, compativeis. Note que
também B = | J;c Bi- EntaoA < B e o : B — B é uma fungdo elementar com
o|x a identidade e o(a) = b. Porque B = |, Bi e a imagem de f;y; contém
B;, obtemos o sobrejetora e, portanto, o automorfismo desejado. QED

Lema 1.3.10. Se ®(v1,. .., v,) é um conjunto de férmulas de L(X) consistente
com Th(, (z)zex), entdo ® é consistente com toda Th(%, (a)eea), de modo que
existe uma extensado elementar de A que realiza ®. Em particular, todo tipo
sobre X é consistente com Th(%, (a)qca) € satisfeito em uma extensao elementar
de U e, por ser fechado sob conjungoes, é finitamente satisfazivel em 2.

Demonstragao: Esse enunciado contorna uma dificuldade: se X # A, um
modelo de Th(2, (z).cx) nao precisa ser extensao elementar de (2, (2)zex).

Substitua as varidveis de ® por novas constantes, que indicaremos c, e tome
(B, (br)zex,b) um modelo de Th(, (z)zex) que realiza ®(c).

Pelo Teorema da Compacidade, basta mostrar que ®(c) U Th(%, (a)aca) ¢
finitamente satisfazivel. Sejam ®g, T subconjuntos finitos nao-vazios de ®(<),
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Th(, (a)aeca) respectivamente. Substitua por novas varidveis v as constantes
de A — X nas sentencas de Tj e seja ¢(v) a conjungio em L(X) das férmulas
obtidas. Portanto, Jv ¢(v) € Th(2, (x)zex). Seja o a conjuncao das sentencgas
de ®¢: trata-se de uma sentenca com constantes em X e as novas c¢; vemos que
o é conseqiiéncia de ®(c).

Entao (B, (bz)zex,b) = o A v ¢(v). Interpretando as constantes de A — X
como os elementos que satisfazem ¢, vemos que ®¢ U7 tem um modelo. QED

Coroldrio 1.3.11. Se 2 < B entdo SZ(X) = S3(X) e tu(a/X) = tp(a/X).
Demonstragdo: Observe que Th(, (z)zex) = Th(B, (z)zcx) € a linguagem
continua sendo L(X), de modo que a condigdo de consisténcia e maximalidade
é a mesma quanto a 2 ou B.
Como (A, (z)zex) < (B, (z)zex), 0 tipo de a é também o mesmo. QED

Desse modo, todo conjunto de férmulas ®(vy, ..., vm) de L(X) consistente
com Th(2, (z)zex) estende-se a um tipo sobre X. De fato, ® é consistente com
Th(2, (a)aca), existindo entao A < B e b € B™ tais que (B, (a)aca) E 2(b).
Assim, ® C tg(b/X) € S2(X). Um outro modo de estender ® & substituir as
varidveis por novas constantes e unir com Th(%, (z)zex), obtendo uma teoria a
que se aplica o Teorema de Lindenbaum.

Coroldrio 1.3.12. S2(X) é o conjunto dos tipos tp(b/X) em que B é uma
extensao elementar de 2 e b € B™.

Demonstragdo: Se B é uma extensdo elementar de % e b € B™, entao
tes (b/X) € S (X) = Sq(X).

Suponha entdo p € S2(X). Pelo lema, existem uma extensiio elementar B
de A e b € B™ que realiza p. Por unicidade, p = t5(b/X). Concluimos que
p € SB(X).

Podemos tomar uma unica extensao B para todos os m-tipos. Enumere-os
pe, € < [SE(X)|, sem repetigio. Por indugdo, suponha definida uma cadeia
elementar (B¢)c<¢ para € < [SA(X)|, com A < By e cada B realizando pe.
Tome B¢ uma extensdo elementar de |J.. B¢ que realize p;. Entao B =
Ue<|sz (x) Be € uma extensdo elementar de 2 que realiza todos os tipos de
S (X).

Do mesmo modo, podemos tomar uma tnica extensao B para todos os tipos
sobre X. QED

Exemplo 1.3.13. Para estudar .S'? (Q) na linguagem das ordens, é conveniente
ja trabalhar em uma extensao elementar de Q em que todos os 1-tipos sejam
realizados. Nao construiremos essa extensao: o leitor pode servir-se de um
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modelo de Andlise Nao-Standard (veja nossas referéncias bésicas) ou construir
uma ultrapoténcia de Q.

A cardinalidade méxima de S&(Q) é 2¢, porque a linguagem das ordens com
parametros em @ é enumerdvel, sendo portanto enumeravel o conjunto de suas
férmulas de uma varidvel, e cada elemento de S2(Q) é um subconjunto desse
conjunto. Mostremos que o maximo é realmente atingido.

Como Q < R nessa linguagem, cada z € R define um tipo tq(z/Q)(v), que
contém as férmulas 7 < v para todo racional r < x. Essa associagao é injetora
e produz portanto |R| tipos. Assim, |S®(Q)| = 2. Dentre esses tipos tq(z/Q),
hé duas espécies: quando z é racional e o tipo é realizado em @, e quando z é
irracional e o tipo nao ¢ realizado em Q.

Fixado r € Q, também podemos considerar um elemento infinitesimalmente
maior que 7, ou seja, um elemento z de uma extensao elementar tal que r < z
e todo racional maior que r é maior que z. Evidentemente, x néo pode ser real,
mas os elementos que devem existir entre r e = para que a ordem seja densa
também ndo precisam ser racionais. Desse modo, z e qualquer outro elemento
entre r e 0s racionais > 7 sdao conjugados por um automorfismo de ordem sobre
Q. O tipo de z sobre @ é o tinico de todos esses elementos e pode ser indicado
r+. Analogamente, existe o tipo 7.

Existem também extensdes elementares de @ e R que, embora nao tenham
um ultimo elemento, tém elementos maiores que todos os racionais e os reais.
Como a ordem é densa e os elementos superam todos os racionais, quaisquer
dois desses elementos sdo conjugados por um automorfismo de ordem sobre
Q. Assim, o tipo desses elementos sobre Q@ é unico e pode ser indicado +oo.
Analogamente, existe o tipo —oo.

A argumentacio com automorfismos de ordem também mostra que esses
tipos sdo todos distintos e essas sdo todas as possibilidades de posicao entre os
racionais e um elemento em uma extensao elementar. O mesmo estudo aplica-se
a qualquer ordem linear, densa e sem extremidades.

Nio serd necessario indicarmos, na maioria das situagoes, com que estrutura
trabalhamos. Assim, escreveremos apenas S,,(X) e t(a/X). Convém também
indicar S(X) = U, en+ Sm(X)-

Procedemos agora & identificagio de tipos com ultrafiltros, o que facilitard
nosso trabalho. A um subconjunto U C Def’y associa-se naturalmente, como
vimos, o conjunto U’ de todas as férmulas de L(X) com varidveis livres dentre
V1,-..,Um que definem os elementos de U. Obtemos esta caracterizagao dos
tipos, de que faremos uso freqiiente:
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Proposicao 1.3.14. (i) Se U é um ultrafiltro em Def’y entdo U’ é um m-tipo.

(ii) Se p € SA(X), entdo U = {D € Defg | D = ¢(, (z)zex) € ¢ € p} é um
ultrafiltro em Def’y e U’ = p.

Demonstracdo: Para provar (i), suponha que U é um ultrafiltro. Como U é
filtro préprio, tem a propriedade da interseccio finita. Entdo U’ é consistente
com Th(%,(z)zex) pelo Coroldrio 1.3.3. Suponha que ¢(v) férmula de L(X)
nao pertenca a U’, de modo que (2, (z)zex) ¢ U e entao (—¢)(A, (z)zex) € U,
donde —~¢ € U'. Entao U’ é maximal, pois qualquer conjunto que o contenha
propriamente contém uma férmula e sua negagio, ndo sendo consistente.

Quanto a (ii), assuma que p é um tipo. Como é maximal, é fechado sob
conjuncoes e conseqiiéncias, de modo que U é um filtro. U é préprio pois p é
consistente com Th(2, (z)zcx): hd um modelo dessa teoria que realiza p; como
ela é completa, se ¢ € pentao Th(, (z)zex) F Fv ¢(v), donde ¢(X, (z)zex) # 0.
U € maximal, pois se V é um ultrafiltro que contém U entao V' ¢ um tipo por (i)
e contém p maximal, donde V' = p e U = V. Concluimos também que U’ = p.

QED

Ou seja: um conjunto de férmulas com ntimero finito de variaveis livres é um
tipo se e somente se, em sua linguagem, é fechado sob conjuncdes, conseqiiéncias
e contém uma férmula se e somente se nao contém sua negacio.

Exemplo 1.3.15. Suponha p € S,,(X) e ¢ um automorfismo de 2. Defina
o - p como o conjunto das férmulas ¢(v, o(z)) em que ¢(v, w) é férmula de L e
= é uma seqiiéncia apropriada de elementos de X tais que ¢(v,z) € p(v). Pela
caracterizagao por ultrafiltro, vemos que o - p é um tipo sobre o[X]. Verifica-se
que a operagao - ¢ uma agao do grupo dos automorfismos de 2 sobre o conjunto
dos tipos sobre subconjuntos de A. Em particular, quando X = A, o grupo dos
automorfismos age sobre o espago Sm(A). Diz-se que o fiza pse o - p = p.

Cuidado: se A < B, vimos que S%(X) = S3(X). Enquanto conjuntos de
férmulas, os tipos sdo os mesmos, mas nio enquanto ultrafiltros: Defy x #
Defg x, jd que os definiveis ganham novos elementos.

Vemos que a associagao (-)’ é injetora, e o item (ii) mostra que é sobrejetora.
Assim, o conjunto S,,(X’) dos m-tipos sobre X identifica-se com o préprio espaco
de Stone de Defy. Note ainda que t(a/X) identifica-se com {D € Def’y|a € D}.

Corolério 1.3.16. Se ainda U for principal, entao U’ = t(a/X) para algum
a € A™, de modo reciproco se a € X™.

Demonstragio: Se U ¢ principal, é gerado por D € Def’¢ nao-vazio: tome
a € D qualquer. Entao U’ C t(a/X), mas temos a igualdade por U’ ser maximal.
Reciprocamente, se ay, . ..,a,, € X, entdo a é X-definivel e U é gerado por {a}.
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QED

Em particular, a correspondéncia mostra-se completa quando X = A, caso
em que se diz que os tipos sao globais, também simplesmente chamados sobre
modelo(s). Afinal, todo definivel é A-definivel, de modo que a dlgebra Def’y tem
importancia destacada. Veremos, ao longo do texto, que muitas propriedades
escrevem-se mais facilmente para tipos globais.

E preciso compreender também, para X CY C Aepe€ Sin(X), ¢ € Sm(Y),
a inclusao p C ¢, quando se diz que q ¢ extensao de p. Como conjunto de
férmulas de L(Y) ou de definiveis de Defy, p é ainda um filtro contido em gq.
Por maximalidade, é claro que p=¢gse X =Y.

Indicamos ¢|x o conjunto das férmulas de ¢ que sao da linguagem L(X),
ou seja, glx = {D € Def’y | D € ¢}. Observamos que ¢|x é um tipo sobre
X, porque os fatos de ¢ ser ultrafiltro e Def’y ser subdlgebra de Defy tornam
g|x um ultrafiltro também. Temos p C ¢|x, donde p = g|x por maximalidade:
entdo g|x € o Unico tipo sobre X contido em gq.

Desse modo, t(a/Y)|x = t(a/X) pois t(a/X) C t(a/Y).

Daremos agora uma topologia ao espago S,,(X) e, para conveniéncia, resu-

miremos algumas propriedades.
Tomamos, como abertos bésicos de Sy, (X), estes conjuntos: para D € Def’y,

(D) ={p€ Sm(X)| D €p}.

Antes mesmo de verificar que esses conjuntos formam uma base, recorda-
mos 0

Fato 1.3.17. Para D, E € Def’y, valem:

(i) (A™) = Spn(X) e (0) = 0.

(ii) (DU E) = (D) U (E); (DN E) = (D) N (E) e (D — E) = (D) — (E).

(iii) (D) C(E) & DCE.

Estas sdo regras bdsicas que valem no espago de Stone de qualquer lgebra
de Boole, observando-se que (-) é um isomorfismo dessas dlgebras. Também
podem ser verificadas diretamente. Por exemplo, demonstremos a afirmagao
(iii). Se D C E, por defini¢ao todo ultrafiltro que contenha D contém F e
vem (D) C (E). Se (D) C (E), entdo todo ultrafiltro que contenha D contém
E. Nio existe, portanto, ultrafiltro que contenha D e A™ — E, de modo que
DN (A™ — E) = () — caso contrdrio, seria uma familia com a propriedade da
intersecgao finita. Assim, D C E.

Agora, é facil verificar que a familia {(D)|D € Def’y } é uma base topoldgica.
Suponha p € S,,(X). Como p # 0, existe D € p, de modo que p € (D). Caso
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p € (D)N(E), temos p € (DN E) C (D) N (E), como desejado. Vemos ainda
que essa base é de abertos que sao fechados, chamados clopen em ingleés.

Se A < B, a topologia de S (X) é a mesma de S (X), porque as classes
de férmulas equivalentes sdo as mesmas.

Vemos, por exemplo, que para X C Y C A a funcio que leva g € S,,(Y) a
qlx € Sm(X) é continua. Afinal, para um X-definivel D, vale ¢|x € (D) se e
somente se q € (D), sendo aqui D como Y-definivel, j4 que gq|x C q.

Os pontos isolados s@o tipos principais. Se p € S(X) é isolado por (D), entao
Depe D #{. Tomando a € D, obtemos D € t(a/X) e t(a/X) € (D) = {p},
como desejado. A reciproca vale, novamente, quando X = A, porque t(a/A) é
isolado por ({a}), j& que a é A-definivel.

Esse raciocinio também mostra que os tipos principais formam um conjunto
denso em seu espaco.

Proposicao 1.3.18. Com essa topologia, S;,,(X) é um espaco compacto Haus-
dorff (ou T3) totalmente desconexo, isto é, em que cada componente conexa
contém apenas um ponto.

Demonstra¢do: Novamente, trata-se de um resultado com demonstragao
comum aos espagos de Stone de todas as algebras de Boole.

Comegamos com a propriedade de Hausdorff. Suponha p,q € S,,(X) dis-
tintos. Por maximalidade, entao p ndo estd contido em ¢, existindo D € p com
D ¢ q, ou seja, A™ — D € q. Assim, p € (D) e ¢ € (A™ — D), que sabemos
serem abertos disjuntos.

A propriedade de compacidade precisa ser verificada apenas em cobertu-
ras por abertos bésicos. Suponha que Sp,(X) = [J;c;(D;) sem subcobertura
finita. Para todo subconjunto finito Ip de I, temos (U;cz, Di) # Sm(X),
donde (;¢; (A™ — D;) # 0. Concluimos que {A™ — D; |i € I} tem a pro-
priedade da intersecco finita, estando contido em um ultrafiltro p € S,,(X).
Mas p € |J;¢;(D;:), de modo que existe i@ € I com D; € p, contradizendo
A™ - D; € D-

Finalmente, se p, q sao pontos distintos de um conjunto R C S,,(X), vimos
que existe um aberto basico (D) que contém p, mas nao q. Entao g € (A™ — D)
e R=(RN(D))U(RN(A™ — D)) mostra que R é desconexo. QED

Por exemplo, a compacidade implica que um clopen é unido finita de abertos
bésicos e, portanto, ja pertence a essa familia, que é uma élgebra de Boole.

Exemplo 1.3.19. Suponha L um corpo algebricamente fechado e K um sub-
corpo qualquer de L. Estudemos o espaco SF(K).
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Se a € L é algébrico sobre K, mostraremos que o tipo t(a/K) é isolado pelo
aberto basico correspondente ao conjunto K-definivel das raizes do polinémio
minimal de a sobre K. Sejam p um tipo sobre K nesse aberto e L' uma extensao
elementar de L com b € L' realizando p. Por defini¢ao, b é raiz do polinémio
minimal de a sobre K. Ambos a e b anulam apenas os polindmios que sao
divisiveis por seu polinémio minimal e, portanto, anulam precisamente os mes-
mos termos de uma varidvel com parametros em K. Sabemos que, assim, a e
b satisfazem precisamente as mesmas férmulas atomicas de uma varidvel livre
com parametros em K e, por combinacio booleana, as mesmas férmulas sem
quantificadores de uma varidvel livre. Mas ACF admite eliminagdo de quanti-
ficadores, permitindo-nos concluir que a e b satisfazem as mesmas férmulas de
uma varidvel livre com parametros em K C L. Assim, p = t(a/K) e quaisquer
duas raizes do mesmo polindmio irredutivel tém o mesmo tipo.

Se a,b € L sao dois transcendentes sobre K, ambos anulam apenas o po-
linomio O dentre aqueles com coeficientes em K. Novamente, a e b satisfa-
zem as mesmas férmulas de uma varidvel livre com pardmetros em K. Assim,
t(a/K) = t(b/K), um tnico tipo chamado dos transcendentes, que vemos nao
ser de nenhum algébrico. Mesmo que nao existam elementos de L transcenden-
tes sobre K, esse tipo existe: o mesmo raciocinio mostra que é o tipo de um
elemento transcendente sobre K em uma extensao elementar de L.

Sabemos que o fecho algébrico de K em L ¢é infinito, porque L é algebrica-
mente fechado. Como cada polindmio minimal sobre K tem um ntimero finito
de raizes, esses polinémios sdo em ntmero infinito e, portanto, S;(K) é infinito.
J& que S;(K) é compacto, tem um ponto de acumulagdo, necessariamente o

tipo dos elementos transcendentes. Concluimos uma caracterizagdo topoldgica
de Sl (K )

Exemplo 1.3.20 (Espago espectral). Suponha ainda K C L corpos, com L
algebricamente fechado. Trabalharemos com o espago Sk (K) e também com o
conjunto Spec K[y, ...,2,] dos ideias primos prdprios de K|y, ..., Zm). Esse
conjunto pode ser definido para qualquer anel R e tem uma topologia chamada
espectral ou de Zariski com fechados bdsicos {P € SpecR|r € P}, r € R.
Para P,(Q € Spec R, vale entao a curiosa propriedade de que () pertence ao
fecho de { P} se e somente se P C Q. Portanto, o ideal {0} é um ponto genérico
de Spec K[z, ..., %) seu unitdrio é denso no espago (mostra-se que qualquer
Spec R tem um ponto genérico; é o ideal dos elementos nilpotentes se for primo).
Dado p € Si(K), considere o conjunto ¢(p) dos polindmios f € K[zy,. ..,
] tais que a formula f(v) = 0 esteja em p. Verifica-se que ¢(p) é um ideal
primo do anel K[xy,..., %], proprio porque o polinomio constante 1 nao pode
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pertencer a ¢(p) (1 = 0 nao é consistente com o diagrama elementar de L).
Obtemos uma fungao ¢ : S;,(K) — Spec K[z, ..., Tm]-

Por exemplo, quando m = 1, a imagem por ¢ do tipo dos elementos trans-
cendentes é o ideal {0}.

Para ver que ¢ é injetora, suponha p,q € S,,(K) com ¢(p) = ¢(q). Dada
uma férmula ¢(vy,...,v,) com parametros em K, por eliminacio de quanti-
ficadores ¢ é combinagio booleana de férmulas atémicas que correspondem a
polindomios de K{z1,...,zn] igualados a 0. J& que ¢(p) = ¢(q), as férmulas
dentre estas que estao em p sao precisamente as que estao em ¢, de modo que
também ¢ € p & ¢ € ¢ quando usamos a caracteriza¢gio mencionada apds a
Proposic¢ao 1.3.14. Assim, p = q.

Mostremos que ¢ é também sobrejetora. Dado um ideal primo préprio P
de K[z1,...,%m), pode-se mostrar que P = Q N K|[zy,...,Z,] para Q ideal
primo préprio de Lzy,...,Z,]. Seja F um fecho algébrico do corpo de fracdes
de L{zi,...,2m]/Q: podemos assumir L C F e entdo L < F. Sendo t; € F
correspondente a z;/Q, para f € K|[zy,...,Z,,] temos f(t1,...,tn) =0 & f €
@, de modo que p(tr((t,.-.,tm)/K)) = P.

Finalmente, ¢ é continua. De fato, dado f € K[z1,...,Zm], a imagem in-
versa de {P € Spec K[z1,...,Zm]| f € P} é {p € Sn(K) | (f(v) =0) € p(v)} o
clopen bésico do conjunto definivel das raizes de f. Porém, ¢ n@oé um home-
omorfismo, pois se fosse entio SL(K) teria um ponto genérico, contradizendo
sua propriedade Hausdorff. Contudo, podemos concluir que Spec K|[z1, ..., Zm]
é compacto.

Pelo Teorema da Base de Hilbert (veja enunciado e referéncias no Teorema

6.1.4), todo ideal em K|z, ...,Zy] é finitamente gerado. Desse modo, existem
até max{|K|,w} ideais em K|zi,...,Zm]. Por outro lado, o dltimo paragrafo

do exemplo anterior permite-nos calcular |S;(K)| > w, |K|. Ao estender 1-tipos
a m-tipos, porque sao consistentes independentemente do niimero de variaveis,
obtemos uma injegao em Sy, (K). Conclufmos que |SE%(K)| = |K| + w.

1.4. O modelo monstro

Introduzimos algumas importantes propriedades, devidas a Morley e Vaught,
Shelah (homogeneidade forte) e Hodges (grandeza). Nosso objetivo tltimo é
mostrar que existem estruturas com essas propriedades, mas previamente deri-
varemos caracterizagoes.

Observamos que, em alguns textos, ha diferencas sutis nas definigées, per-
mutando as desiguladades < e <.

Considere um cardinal infinito x e uma L-estrutura 2.
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2A é r-saturada se, para todo X C A com |X| < &, todo tipo de S(X)
é satisfazivel em (2, (z)zex) e, portanto, principal. 2 é saturada se for |A|-
saturada.

E suficiente verificar a condigao para 1-tipos porque se procede por indugao.
De fato, dado um tipo p(vy,...,Vn) sobre X com m > 1, podemos considerar
o conjunto consistente de férmulas contidas em p com apenas as variaveis livres
V1, .., Um—1. Esse conjunto estende-se a um (m — 1)-tipo, que se assume reali-
zado por a € A™~!. Desse modo, basta realizar p(a,v,,) sobre Xa e, porque s
¢ infinito, temos |Xa| < | X|+m — 1< &.

Em algumas ocasides, substituiremos x por um cardinal finito, mas é simples-
mente questao de abreviatura que pode ser expandida a um enunciado coerente.
E o caso da |A|-saturagdo. Desejariamos obter até |A|t-saturacdo, para que os
tipos globais de S(A) também fossem principais, entretanto se verificaria que
|A] < w, porque podemos considerar o conjunto de férmulas v # a, a € A.
Reciprocamente, toda estrutura finita é saturada. Observamos, com isso, que
os conceitos que introduziremos s se aproximam de nossa expectativa intuitiva
quando aplicados a estruturas infinitas.

Exemplo 1.4.1. Um corpo algebricamente fechado L é saturado se tem grau
de transcendéncia infinito sobre seu subcorpo primo. Em particular, todo corpo
algebricamente fechado nao-enumerdvel, como C, é saturado.

Trabalharemos com 1-tipos. Suponha X C L com |X| < |L| e p € SE(X).
Seja K o subcorpo de L gerado por X. Existem L < L' e b € L' que realiza p.
Se b é algébrico sobre K entao b € L, como desejado. Se b é transcendente sobre
K, tome a € L transcendente sobre K — de fato existe, porque |L| é o grau
de transcend@ncia de L sobre seu subcorpo primo Lg, digamos, e | X| < |L|, de
modo que |K| = |Lo(X)| < |L| e o fecho algébrico de K em L tem cardinalidade
|K| x w < |L|. Temos a,b € L' transcendentes sobre K, de modo que existe um
automorfismo o de L' sobre K com o(a) = b. Como p € SE'(X) e L' |= p(b),
temos L' |= p(a), de modo que a € L realiza p.

Este é um resultado de uso freqiiente:

Proposigao 1.4.2. Destas condicoes, cada uma implica a subseqiiente, e equi-
valem para k > |L|:

(i) A é k-saturada.

(ii) Suponha X C A com |X| < . Entdo qualquer conjunto de férmulas de
L(X) com niimero finito de varidveis livres que seja realizado em uma extensao
elementar de (2, (2)zex) ¢ realizado em (2, (z)zex)-
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(iii) Suponha X C A com |X| < k. Entdo qualquer conjunto de férmulas de
L(X) com nimero finito de varidveis livres que seja finitamente satisfazivel em
(%, (z)zex) € realizado em (2, (z)zex).

(iv) Se De, £ < K, sdo uma familia de subconjuntos definiveis de A™ com a
propriedade da intersecgao finita, entdo (.., D¢ # . Com esta propriedade,
diz-se que A é k-compacta.

Demonstragdo: Observamos que, na condi¢do (ii), a elementaridade da ex-
tensao é essencial, como se deduz do Exemplo 1.1.8. Para kx = |L| = w, vé-se
que (iv) nao implica (i).

(i) = (ii): Um tal conjunto ® é consistente com Th(2, (z).cx) por defini¢io
e estende-se a um tipo de S(X). A k-saturagdo de 2 implica que esse tipo é
realizado em (2, (z)zex), de modo que ® também.

(ii) = (iii): Basta aplicar o Corolério 1.1.12.

(iii) = (iv): Note que os parametros das formulas que definem os conjuntos
D, formam um conjunto de cardinal < k. A propriedade da interseccdo finita
corresponde a satisfagao finita dessa familia de f6rmulas, cuja realizagao por sua
vez corresponde 3 intersecgdo ndo-vazia.

(iv) = (i): Considere X C A com |X| < k e p € Sp(X) como ultrafiltro
de Def%%. Entao seus definiveis tém a propriedade da interseccdo finita. Como
[p| < |L(X)| < &, tais conjuntos tém intersec¢do comum; concluimos que p é
satisfazivel em (A, (2)zex)- QED

Lema 1.4.3. A condigdo de 2 ser x-saturada equivale a este enunciado: “Se-
jam B uma L-estrutura qualquer, X C AeY C Bceom |X|=[Y]| <k e
be B. Se (A, (x)zex) = (B, (¥)yey), em que se entende fixada uma corres-
pondéncia biunivoca entre as constantes de X e Y, entao existe a € A tal que
(%, (z)zex, a) = (B, (y)yev, b).”

Demonstracao: Assuma 2 k-saturada e a situagdo do enunciado. O tipo
t(b/Y) é um conjunto de férmulas de L(X), quando as constantes de Y sao
substituidas pelas correspondentes de X, consistente com Th(%, (z)zex) por
ser finitamente satisfazivel via quantificagao existencial. Estende-se portanto a
um tipo sobre X, realizado por a € A. As sentengas de L(Y'b) correspondem a
férmulas de L(Y") com parametro b e entdo a formulas de L(X) com parametro
a, implicando a equivaléncia elementar desejada.

Assuma entao o enunciado e suponha p € S,,(X). Existem entdo uma ex-
tensao elementar B de A e (by,...,b,,) € B™ tais que p = t((by,...,bn)/X).
Como (U, (z)zex) = (B, (z)zex), existe a; € A tal que (U, ()zex,a1) =
(B, (z)zex,b1). Temos [Xai| = |Ybi] < &, sendo « infinito e a igualdade
garantida pela equivaléncia elementar. Entdo obtemos ay € A correspondendo
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a bg e, sucessivamente, até

(Q[) (a:)IEX) Ay, ..., am) = (%1 ("L‘)J:E)(y bly i 1bm) .
Portanto, (ai,...,an) realiza p em (2, ()zex)- QED

A é k-universal se toda L-estrutura elementarmente equivalente a 2 e de
cardinal < k pode ser elementarmente imersa em 2.

A é k-homogénea se, para todos X, Y C A com |X| = |Y| < k tais que
(A, (2)zex) = (A (Y)yey), em que se entende fixada uma correspondéncia
biunivoca entre as constantes de X e Y, e dado a € A, existe b € A tal que
(2, (2)zex,a) = (A, (y)yev, b)-

A é fortemente rk-homogénea se, para todos X C Acom |[X|< ke f: X —
A tal que (U, (2)zex) = (A, (f(z))zex), f estende-se a um automorfismo de
2A. Desse modo, quaisquer dois elementos a,b € A™ que satisfazem o mesmo
tipo sobre X sdo conjugados por um automorfismo sobre X, considerando-se

(mv ($)IEX7 a') = (m7 ($)16X7 b)

Teorema 1.4.4. Para x > |L|, k-saturagdo equivale a x-homogeneidade e x-
universalidade simultaneas.

Demonstracao: Como ¢é usual, provaremos que s-saturagio implica x-homo-
geneidade e kT -universalidade. J4 que xt-universalidade implica trivialmente x-
universalidade, deveremos também provar que x-homogeneidade e x-universali-
dade simultAneas implicam k-saturagdo. Neste momento, faremos uso da hipé-
tese k > |L|.

Suponha 2 k-saturada: o Lema 1.4.3 implica que 2 é xk-homogénea. Suponha
entdo B = A com |B| < kT, ou seja, |B| < k. Seja (bg)¢<p) uma enumeragao
sem repeticoes dos elementos de B. Definiremos a¢ € A, £ < | B|, indutivamente:
assuma que, para & < |B|, (a¢)c<e esteja definida de modo que (%, (a¢)¢<e) =
(B, (be)¢<e)- (O caso € = 0 é nossa condigao inicial.) O conjunto {b; | { < £}
tem cardinalidade |£| < |B] < k. Pelo lema anterior, existe a¢ € A tal que
(A, (ac)ege) = (B, (be)ege)- Aqui podemos observar que, por sentengas terem
apenas um numero finito de constantes, as equivaléncias da indugao implicam
(2, (ae)e<n)) = (B, (be)e<|B|)- Como (be)e<|p| enumera B, a fun¢ao que leva
be a a¢ é uma imersio elementar de B em A. Concluimos que 2 ¢ ~*-universal.

Suponha agora que A é x-homogeénea e k-universal. Sejam X C A com
|X| < k ep € Sn(X). Substitua as varidveis livres de p por uma seqiiéncia
¢ de novas constantes, obtendo uma teoria T = p(c) U Th(%, (z)zex) em uma
linguagem de cardinal [L(X)|+m < . (T ¢ consistente por defini¢ao.) Ha entao
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um modelo (B, (bz)rex,b) de T, com |B| < k pelo Teorema de Lowenheim—
Skolem, em que b interpreta as constantes ¢. Temos B = 2, havendo por
r-universalidade uma imersao elementar de B em % que assumiremos ser uma
inclusao, ou seja, B < A. Entao

(%, (2)zex) = (B, (bz)zex) = (&, (br)zex)

e, por x-homogeneidade, existe a € A™ tal que
(Q{) (m):z:e)ﬁ a) = (Ql, (bI)zEX) b) = (’:B, (b:t)a:EXyb) .

Assim, a realiza p em (U, (z)zex) porque (AU, (bz)zex) = p(b). Concluimos que
A é k-saturada. QED

Teorema 1.4.56. x-homogeneidade forte implica x-homogeneidade. Se 2 é
| Al-homogeénea entdo 2 ¢ fortemente |A|-homogénea.

Demonstragdo: A primeira afirmacao é simples: sendo A, XY, a como na
definicio de x-homogeneidade e nomeando f : X — Y a bijecio, tome b a
imagem de a pelo automorfismo que estende f.

Para a segunda, podemoes proceder por indugdo finita se | 4| < w: obtemos
o automorfismo quando aplicamos a defini¢gdo ao caso |[X| = |4]| —1ea ¢ X.
Suponha entao 2 infinita.

Assuma que 2 é | A|-homogénea e suponha X C A com |X| < |A|le f: X —
A tal que (U, (2)zex) = (A, (f(z))zex)- Vemos que f é uma inje¢do; como na
definigao de homogeneidade, convém chamar ¥ = f[X].

Indexe sem repetigoes A — X = {T¢fecja) € A—Y = {yefe<ja). Definiremos
indutivamente seqiiéncias (c¢)e<|aj, (d¢)e<ja| sem repetigdes. Assuma & < |A|
e {¢¢,d¢)¢<¢ jé definida de modo que

(A, (2)zex, (ce)ece) = (A, (f(2))zex, (de)c<e) -

(O caso £ = 0 ¢ dado por hipdtese.) Lembramos agors que € escreve-sc de modo
dnico como £ = A + n, em que A é um ordinal limite {ou0) e n < w.
Se n é par, tome ¢g = Tyyn/2- Ji que A é homogenea e | X U{cc}e<eU{ce}| <

b
[ X+ €] + 1 < |A], existe d; € A tal que

Essa equivaléncia elementar mostra que de € (A—Y) — {d¢ | ¢ < €}
Se n ¢ impar, proceda analogamente, mas tomando dg¢ = Y4 (n—1)/2 € 0ob-
tendo ¢ € (A — X) —{cc | ( <€}
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Completada a indugdo, defina o(z) = f(z) para © € X e o(cg) = d¢ para
¢ < |A|. Por constru¢io, o dominio de o é todo A: os casos pares acima exau-
rem A — X, notadamente zxyr = capor. Também a imagem de o é todo A,
porque os casos impares exaurem A — Y, notadamente yx+x = dry2r4+1. Ob-
temos (%, (2)sex, (Ce)e<ia) = (A (F(@))sex, (de)e<iar), ou seia, (A, (a)aen) =
(A, (0(a))aca), de modo que o é um automorfismo de 2 que estende f. QED

Existe uma curiosa equivaléncia entre conceitos geométricos e algébricos:

Proposicao 1.4.6. Suponha 2 k-saturada e fortemente xk-homogéneae X C A
com | X| < k. Um definivel é X-definivel se e somente se é invariante sob todos
os automorfismos sobre X.

Demonstragdo: Seja D um subconjunto definivel de A™. Suponha que D =
d(A,a), com ¢ de L e a € X™, e que £ seja um automorfismo sobre X. Como
¢(a) = a, temos £[D] = p(%, £(a)) = $(%,a) = D.

Suponha agora que D = ¢(2,a) com a € A", ou seja, D é um definivel
arbitrario, e que D seja fixado por todos os automorfismos sobre X. Se D
é vazio, é claro que é X-definivel: assumiremos entdo D # (. Sendo v uma
seqiiéncia de m varidveis, consideraremos ®(v) o conjunto contendo —¢(v,a) e
as férmulas de L(X) satisfeitas por todas as m-uplas de D. Note que | Xa| < .

Primeiramente, mostremos que ® nao é satisfazivel em 2. Suponha o €
A™ tal que A = ®(o): entdo o ¢ D, mas « satisfaz todas as frmulas de
L(X) satisfeitas pelas m-uplas de D. Desse modo, sendo d = (d3,...,dn) € D
arbitrdria, temos (%, (2)zex,d) = (A, (z)zex, ). Note que também |Xd| < .
Definindo f : Xd — X« com f|x a identidade e f(d;) = a; — tal f estd bem
definida pela equivaléncia elementar —, f estende-se a um automorfismo f* de
A por sua k-homogeneidade forte. Ora, f* é um automorfismo sobre X, mas
nao fixa D pois f*(d) = o ¢ D, contrariando nossa hipétese.

Pela k-saturacdo de 2, um subconjunto finito ®;, de ® também nao é rea-
lizado em 2. E claro que —¢(v,a) € ®p, sendo D # (). Podemos supor que ha
outras férmulas em ®g, acrescentando qualquer uma de ®.

Tome 1)(v) a formula de L(X) conjuncio de todas as férmulas de @ exceto
=¢(v,a]. Por defini¢do, se d € D entdao U |= ¢(d); reciprocamente, se o« € A™
realiza v entao a € D, pois caso contrario A = ®p(a). Concluimos que D =
U(A) e que D é X-definivel. QED

Corolario 1.4.7. Nessas condigdes, um subconjunto finito de A™ é X-definivel
se e somente se é invariante sob todos os automorfismos sobre X. Desse modo,
uma m-upla a € A™ é X-definivel se e somente se todo automorfismo sobre X
fixa a.
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Na proposigao, a condigie de ji ser definivel nao pode ser removida, como

Exemplo 1.4.8. IN com sua ordem usual tem uma extensao elementar w;-
saturada e fortemente w,-homogénea € (veremos isso no Teorema 1.4.11), que
podemos assumir prdpriae, tomando antes uma extensao elementar de N que
o seja. Sabemos que todos os novos elementos de C sdo finais, ou seja, sdo
precedidos por todos os naturais.

Assim, N é invariante sob todos os automorfismos (de ordem) de €. De fato,
suponha que um tal automorfismo £ leve n € N a C — N. Podemos supor que
n é minimo com essa propriedade. Como £(0) = 0 (0 é o elemento minimo de
€), temos n # 0. Entao £(n — 1) € N e existem naturais maiores que {(n — 1),
portanto entre £(n — 1) e £(n), de modo que £ ndo é um automorfismo.

Porém, N nio é §-definivel em € por ser uma subestrutura elementar prépria.
De fato, se ¢ é uma férmula sem pardmetros tal que N = ¢(€), ent3o para todo
n € N temos € = ¢(n), donde N |= ¢(n) e conclui-se que N = Vv ¢(v), mas
essa sentenga ndo vale em €, contradigio.

H34 muitas outras propriedades de estruturas com hipédtese de (x-)saturacéo,
homogeneidade ou universalidade, que n&o apresentaremos por nao serem cen-
trais ao nosso desenvolvimento, embora importantes por si mesmas. Porém, o
leitor interessado pode consultar o Capitulo 5 de [Chang, Keisler], o Capitulo
10 de [Hodges] ou o Capitulo 9 de [Poizat 1].

Essas que vimos, porém, sugerem que seja interessante trabalhar em es-
truturas saturadas, especificamente pela homogeneidade forte. Mencionaremos
no Teorema 2.3.14 que teorias importantes, chamadas estaveis, tém modelos
saturados. Contudo, a existéncia de modelos saturados de teorias arbitrdrias
condiciona-se 4 Hipdtese Generalizada do Continuo ou a existéncia de cardi-
nais inaccssfveis muito grandes — csta, alids, ¢ a condigdo cm que [Shelah]
trabalha (p. 7-8) —, como indicam a Proposigao 5.1.5 ¢ o Excreicio 5.1.4 de
[Chang, Kcisler] ¢ os Excreicios 6, 7 ¢ 8 da Scgao 10.4 de [Hodges]. Tal dificul-
dade é observada em [MTAG], que assume entdo a construgao de uma classe
prépria com as caracteristicas desejadas.

Optamos por seguir a sugestao de [Pillay] e introduzir as estruturas s-
grandes de [Hodges]. De modo a nao depender extraordinariamente deste texto,
delinearemos as demonstragoes pertinentes. Adaptamos resultados e exemplos
de suas Sec¢oes 10.1 e 10.2, mas alteramos alguma notagao e conteido. O lei-
tor também pode explorar o conceito andlogo de k-resplendéncia exposto em
[Poizat 1], de onde derivamos alguns raciocinios.
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2 é r-grande se, para todo X C A com |X| < k, vale esta propriedade:
“Adicione a L(X) um novo predicado. Se (B, (by)zex) = (U, (z)zex) € S é
uma relagdo em B, entdo existe uma relagio R em A tal que (B, (bz)zex, S) =
(QI1 (m)IEX:r R)'”

Vemos que toda estrutura finita é k-grande, porque = e = sdo nogoes
idénticas para estruturas finitas.

O Exemplo 4 da Seg¢do 10.1 de [Hodges] informa que um corpo algebricamente
fechado K de grau de transcendéncia infinito sobre seu corpo primo é |K|-
grande e menciona que André Weil, em seu Foundations of Algebraic Geometry
(AMS, 1946), sugeriu que se utilizassem os corpos algebricamente fechados de
grau de transcendéncia infinito como dominios universais. O Teorema 9.17
de [Poizat 1] indica que qualquer estrutura saturada, em geral, tem tamanha
grandeza. Contentamo-nos em demonstrar uma reciproca:

Teorema 1.4.9. k-grandeza implica k-saturagao e x-homogeneidade forte.

Demonstragio: Admita que 2 é uma estrutura s-grande. Para mostrar que
é k-saturada, suponha X C A com |X| < k e p € Sp(X). Sejam B uma ex-
tensao elementar de 2 e b € B™ de modo que p = t(b/X). Temos (B, (z)zex) =
(A, (z)zex), existindo R C A™ tal que (B, (z)zex, {b}) = (A, (z)zex, R). Pela
equivaléncia elementar, vemos que R é unitario, contendo uma m-upla a. Con-
cluimos que as férmulas que sdo realizadas por b em (B, (z)ex) sdo realizadas
por a em (2, (z)zex), considerando-as como sentengas da linguagem estendida.
Assim, (%, (z)zex) | p(a)-

Para mostrar que 2 é fortemente x-homogeénea, suponha agora X C A com
| X| < ke f:X — Atal que (U, (2)zex) = (A, (f(2))zex). Tome um novo
predicado bindrio P e considere, na linguagem apropriada, o conjunto 7' das
sentencas (i) em Th(, (z)zex, (f(z))zex), (i) YuT™tv P(u, v), Vo3=tu P(u,v),
(iii) P(z, f(z)) para cada = € X, (iv) para cada férmula atémica ¢ de L, com
n varidveis livres,

VYup ... Vu,Vur .. .an( /\ P(ui,v;i) = (p(u1,-..,un) < ¢(v1,- .. ,vn))) .
=1

Primeiramente, mostremos que 7' é finitamente satisfazivel. Dado Xy um
subconjunto finito de X, seja T uma |Xp|-upla contendo cada elemento de X
sem repeticio. Temos (A,Z) = (A, f(T)), de modo que T e f(T) realizam as
mesmas féormulas de L e entdo tém o mesmo |Xo|-tipo sobre . Pela Pro-
posicao 1.3.9, existem B uma extensao elementar de 2 e £ um automorfismo
de B com &(Z) = f(T). Seja S o grifico de &, para interpretar P. Temos
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(B, (2)zex, (f(@))zex) = (A, (z)zex, (f(z))zex) e (B, S) satisfaz as sentengas
(ii) e (iv), porque & é um automorfismo, e também P(z, f(z)) para cada = € Xj.
Entao T é consistente e tem um modelo que escreveremos com repetigao
das letras: (B, (b.).ex, (¢x)zex, S), em que b, ¢, interpretam as constantes de
z, f(x) respectivamente. Pela defini¢cdo de T, temos (B, (b.)rex, (Ci)rcx) =
(A, (z)zex, (f(z))zex)- Pela equivaléncia elementar, os elementos de X N f[X]
correspondem exatamente aos by = ¢z, £ € X, porque B b, =¢, & A [
x = f(y). Entdo podemos considerar (B, (b)se s, c, | zex}) = (A, (2)zexus(x))-
Temos |X U f[X]| < |X|+ |X| < 5. Como 2 é x-grande, existe R C A? tal
que (B, (BO)befb,c. |zex}>S) = (A, (%)zexufix], R)- Pelas sentencas (ii), R é
o grafico de uma bijegdo £ : A — A; pelas (iii), £ estende f; pelas (iv), & é
automorfismo de 2. QED

Precisamos agora do resultado conhecido como “Lema da consisténcia (con-
junta) de Robinson”:

Teorema 1.4.10 (Robinson). Suponha L, Ly duas linguagens cujos simbolos
em comum formem a linguagem Lg, mas reunidas formem a linguagem L. Sejam
T, T5 teorias de L1, Ly respectivamente. Se T3 N T é uma teoria completa de
Lo, entdo T3 UT5 é uma teoria de L e diz-se que T3 é consistente com T.

Referéncias: O Teorema 2.2.23 de [Chang, Keisler] ou o Exercicio 6.6.1 de
[Hodges], derivado de seu teorema de mesmo niimero. Ambos os textos tém
outras demonstracoes.

Teorema 1.4.11. Se x > |L| e k é regular, entdo toda L-estrutura 2 tem uma
extensdo elementar x-grande B tal que |B| < |A]|<*.

Demonstragio: Se a, 3 sao cardinais, <? = sup{a” | p cardinal < 8}: por
cxcmplo, 2<% = . Também farcmos uso do produto € #( dc dois ordinais £ ¢ (,
quc corresponde a cdpias de € ordenadas por (. A discussao acima nos permite
assumir que 2 é infinita.

Tome p = |A|<*, de modo que g = p<* > k > |L|. Pclo uso constantc,
chamaremos os ordinais < p e (i e k) de testemunhas.

Podemos indexar com repetigoes (X¢, T¢)o<z<pen 0 pares (X, T¢) em que
Xe¢ é um conjunto de menos de x testemunhas e T; é uma teoria completa na
linguagem obtida de L(X;) adicionando-se um predicado P, de modo que cada
par aparece com freqiiéncia cofinal na lista. Para verificar a indexagdo, note
que g e k 830 k blocos de comprimento p. Suponha que v < k é um cardinal:
o numero de conjuntos de v testemunhas é p¥ = p e o niimero de tais teorias
completas é < 2L+l < p<s = 4.
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Construiremos uma cadeia elementar de estruturas ¢, 0 < £ < pex, em que
A¢ = pe§. Indicaremos (e, ...) uma estrutura que expande ¢. A construgao
serd tal que, se £ > (, a linguagem de (2, ...) é uma expansio da de (e, ...),
e a cadeia serd elementar para cada linguagem, a partir da primeira estrutura
apropriada.

Pelo Teorema de Lowenheim—Skolem, 2 tem uma extensao elementar 2;
de cardinal p; identificamos A; e o ordinal p e 1 = u. Faremos ainda outras
identifica¢oes andlogas, via bije¢des que transformamos em isomorfismos.

Se A < p € um ordinal limite, tome (Ay,...) = Upcer (e, - - )

Assuma que (2, . ..) foi definida com dominio pe&. Considere o par (X¢, T¢).
Se alguma testemunha > p e £ pertence a X¢ ou se a teoria T¢ ¢ inconsistente
com o diagrama elementar de (2, . . .), tome (¢4, . ..) uma extenséo elementar
arbitraria de (2, ...) com dominio pe (£ +1). Isso é possivel com o Adendo ao
Teorema de Lowenheim—Skolem.

Suponha agora que cada testemunha em X, é um elemento de A¢ e que a te-
oria T é consistente com o diagrama elementar de (%, ...). (Neste ponto ocor-
rera expansio da linguagem.) Alguma extensdo elementar (D,...) de (e, ...),
com também alguma interpretagdo para (z)zex, € P, ¢ modelo de T¢. Por
Lowenheim-Skolem, podemos supor que |D| = u e que os elementos de D sao
os ordinais < p e (£ + 1). Desse modo, tome (¢yq,...) = (D,...) com suas
novas interpretagoes.

Tome agora (B,...) = U0<€<#m(ﬁ£,...). Vemos que B é uma extensio
elementar de A € B = p o (1 @ k) tem cardinalidade pu. Reduzida & linguagem
apropriada, (B,...) também é extensdo elementar de cada (¢, .. .).

Mostremos que B é k-grande. Suponha X C B com |X| < k e D tal que
(D, (dz)zex) = (B, (z)zex); seja S uma relagdo em D. Ji que & é regular, pex
é um ordinal de cofinalidade & e existe ( < pex tal que todas as testemunhas em
X sao menores que p e ¢, donde X C A¢ e (D, (d;)zex) = (U¢, (T)zex). Pela
forma da indexagao, existe £ > ¢ tal que X = X e Ty = Th(D, (dz)zex,S). Ao
mostrar que T¢ é consistente com o diagrama elementar de (2, ...), obtemos
(A¢41,--.) modelo de T, e entdo (B, (r)zex) expande-se a um modelo de Tt
como desejado.

Como %A < s e X C A¢, temos (A¢, (2)zex) = (e, (¢)zex), donde
(D, (dz)zex) = (Ue, (2)zex). Entao

Te N Th(Ae, . . ., (a)aca,) = Th(e, (t)zex) ,

sendo a linguagem apropriada a comum dentre as duas originais. Basta entao
aplicar o Teorema de Robinson. QED
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Assim, tomemos k regular e maior que |L| e a cardinalidade das estruturas
e conjuntos de parametros trabalhados, um cardinal sucessor por exemplo. As-
suma agora que 7' seja uma teoria completa de L com modelos infinitos. Pelo
Teorema de Lowenheim—Skolem, T" tem um modelo de cardinal |L|. Por este te-
orema, tal modelo estende-se a outro x-grande € de cardinal no méximo [L|<*.
Entao € é k-grande, k-saturado, fortemente x-homogéneo e s-universal. Por
T ser completa, € estende elementarmente todos os modelos infinitos de T de
cardinal < k. € é chamado o modelo monstro de T, dentro do qual se trabalha
como em um dominio universal.

Freqiientemente, a literatura escreve apenas F ¢(c) ou |= ¢(c) para ¢(vy, .. .,
v,) férmula de L e ¢ € C™, abreviando as afirmagdes (equivalentes porque T é
completa) € |= ¢(c) e T F ¢(c) considerada como sentenca de L(C).

O modclo monstro ¢ indicado € ecm [MTAG] ¢ [Shclah], C cm [Pillay], ¢ de
muitas outras formas. Em algumas ocasides, é apenas preciso uma extensio
elementar de uma dada estrutura 2 como no préprio Teorema 1.4.11, preferen-
cialmente com x > |A|. [Marker] indica tal modelo monstro como M < M ou
G<G.

Usaremos normalmente as letras € e C' como estrutura e dominio quaisquer.

Quando trabalharmos em um modelo monstro, introduziremos sua “versao”
€ a notagao necessria. Em geral, escreveremos o cardinal de sua grandeza,
embora freqiientemente bastem condigdes mais fracas de saturagio e/ou homo-
geneidade forte. Adiantamos que, em diversas ocasioes, adotaremos o mesmo
padrao: dada 2, tomamos B uma extensao elementar w-saturada e, de B, uma
extensao elementar |B|*-grande €.



2
Introducao a Estabilidade

Introduziremos, neste capitulo, conceitos e ferramentas fundamentais na Te-
oria dos Modelos. O posto de Morley de um conjunto definivel, como apresenta-
remos na primeira se¢ao, ¢ uma noc¢ao de dimensao simultaneamente intrinseca
4 Estabilidade e relacionada com nogoes particulares da Matematica. O espago
de tipos, por outro lado, contém amplas informacoes sobre seus modelos e os
resultados de Estabilidade que apresentaremos conectam ambos os conceitos de
modo preciso. Uma terceira fonte/aplicagdo de nogoes e resultados em Estabi-
lidade advém de estudos sobre a classificagdo de teorias e dos modelos de uma
teoria, conduzidos principalmente por Shelah e que nao conheceremos aqui.

Trabalharemos com uma linguagem fixada L, porém arbitraria; outras hipé-
teses variam de se¢do para se¢do e sdo explicitadas em suas introdugées. Con-
sideraremos tipos como ultrafiltros de definiveis, depois como conjuntos de
férmulas. Como usual, escreveremos apenas RMI, dM e afins quando o con-
texto permitir. Por todo o capitulo, letras gregas mintsculas sdo ordinais, ou
férmulas quando assim apresentadas.

Originalmente, redigimos este capitulo seguindo o tratamento de [Ziegler],
embora aqui suas “classes” sejam conjuntos, e adaptando material de [Pillay]
e [Hodges]. Note que [Pillay], [Shelah] e [Ziegler] trabalham em um modelo
monstro, onde muitas de nossas colocagdes (restritivas) nio sao aparentes. Ou-
tras referéncias gerais para Estabilidade sao J. T. Baldwin, Fundamentals of
Stability Theory, Springer-Verlag, 1988, e D. Lascar, Stability in Model The-
ory, Longman Scientific and Technical, 1987 (traducao de J. E. Wallington do
original em frances Stabilité en Théorie des Modéles).

2.1. Posto de Morley para definiveis

Comecamos por definir um “posto de Morley interno” RMIgy. A Secao 5.6 de
[Hodges] chama-o de “posto de Cantor-Bendixson” e indica RCBy. Na Segao
6.2 de [Marker], é indicado RM?: reservaremos, porém, a notacio RMy para o
posto geral.

Expandiremos formalmente a defini¢io usual e deduziremos suas proprieda-
des bésicas. Note que RMIgy e dMly serdo definidos para todos os definiveis; por
exemplo, na definicdo de rmig(D) > £ + 1 abaixo, os definiveis D; tém quais-
quer parametros em A, sejam os mesmos de D ou ndo. Esse procedimento serd
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essencial para a comparagio de tipos sobre conjuntos diferentes (privilegiara os
tipos globais) e para maleabilidade dos enunciados: por exemplo, a Proposicio
2.1.14.

Fixe uma L-estrutura 2. Comegamos por supor D, E, F € Def’y, embora
fagamos outras hipdteses adiante.

Uma motivagio simples é dada em [Marker]. Suponha V um espago vetorial
de dimensao n sobre um corpo infinito K e f : V — K um funcional linear
nao-nulo. Para cadaa € K, V, = {v € V| f(v) = a} é um subconjunto de V'
de dimensao afim n — 1, ou seja, translagdo do nicleo Vy de dimensdo n — 1, e
evidentemente {V, },ck é uma familia infinita de conjuntos dois a dois disjuntos.

Para esta definigao e uso relacionado posterior, note que D; € Defy 4.

Definigao 2.1.1. Por recursio transfinita, definimos a relagao:
I‘mig(D) >0« D+# 0;
rmig (D) > A limite < rmiy(D) > £ para todo & < A;
rmig (D) > € + 1 & existe uma familia infinita de definiveis dois a dois
disjuntos D; C D, i € I, tais que rmiy(D;) > & para todo i € I.
Podemos permutar, sempre, I com IN.
Embora essa relacdo entre D e ¢ seja indicada por rmi(-) >, o simbolo >
sugere uma relagao de transitividade que verificamos na

Proposicao 2.1.2. Se rmi(D) > £ e € > ( entao rmi(D) > (.

Demonstragdo: Procedemos por inducio em &, para qualquer definivel. Su-
ponha { < £ ¢ assuma que rmi(D) > &.

Se £ =0, n&o existe tal { e o resultado é trivialmente verdadeiro. Se £ é um
ordinal limite, por definigao rmi(D) > (.

Scja cntao £ =6 + 1, de modo que ¢ < § ¢ § tcm a propricdade cnunciada.

Suponha que ¢ é um ordinal limite e 7 < {. Como 7 < 4, por hipétese vem
rmi(D) > 7. Desse modo, rmi(D) > ¢ por definigao.

Suponha finalmente que { =+ 1. Existem definiveis dois a dois disjuntos
D; C D, i € I infinito, tais que rmi(D;) > § para todo i € I. Por hipétese, ja
que 7 < §, vale rmi(D;) > 7 para todo i € I. Por definigdo, rmi(D) > n+1= (.

QED

Definigao 2.1.3. Tome RMIy(D) = sup{¢ | rmiy(D) > £}, chamado posto
de Morley interno de D em ¥. (Em ingles, RM abrevia Morley rank, com a
inversao tradicional devida & escola parisiense; escreve-se também MR.)

Conforme nossa convengao, temos RMIyx(0) = —1 e RMIx(D) = oo se
rmiy (D) > £ para todo ordinal &, casos em que se diz que D nao tem posto
interno.
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Note que RMI(D) > ¢ < rmi(D) > £. Essa equivaléncia se mostrard muito
util, em especial porque RMI(D) > € + 1 < existem definiveis dois a dois
disjuntos D, C D, n € N, tais que RMI(D,,) > &.

Vemos que: RMI(D) = 0 & D ¢ finito nao-vazio; RMI(D) =1 & D ¢é
infinito e ndo contém uma familia infinita de definiveis dois a dois disjuntos.

Faremos repetido uso desta proposicao e de seu coroldrio:

Proposigao 2.1.4. RMI(D U E) = max{RMI(D),RMI(E)}.

Demonstragdo: Mostraremos por indugio que rmi(D U E) > £ se e somente
se rmi(D) > £ ou rmi(E) > &, independentemente dos definiveis. Para { = 0,
notamos que DUF # () & D ou E nao é vazio. Usaremos o simbolo % para
negar a relagao rmi(-)>.

Suponha que A é um ordinal limite. Por defini¢do, rmi(DU E) > A &
rmi(D U E) > £ para todo £ < A; por hipdtese, isso ocorre se e somente se
rmi(D) > € ou rmi(E) > £ para cada £ < A. Assim, se rmi(D) > X ou
rmi(E) > A, temos rmi(D U E) > A. Assuma ent&o que existem &, < A tais
que rmi(D) ¥ £ e rmi(E) # (. Para n = max{&,(} < A, temos rmi(D) % 7 e
rmi(E) # 75 pela proposigao anterior e rmi(DU E) # 7, donde rmi(D U E) 2 A.

Tratemos o caso sucessor. Se rmi(D) > £ + 1, entdo existem definiveis dois
a dois disjuntos D; C D, i € I infinito, tais que rmi(D;) > & para todo 7 € I.
Basta observar que D; C D U E para concluir que rmi(D U E) > ¢ + 1. Do
mesmo modo, rmi(E) > ¢+ 1 = rmi(DUE) > £+ 1.

Assuma que rmi(DUE) > £ +1esejam F; C DUE, i € I infinito, definiveis
dois a dois disjuntos tais que rmi(F;) > £ para todo ¢ € I. Por hipdtese, para
cada i € I vale: tmi(F}) > ¢ & rmi(D N F;) > € ou rmi(E N F;) > £. Assuma
ainda que rmi(D) # £+ 1: devemos mostrar que rmi(E) > £+ 1. Por definicdo,
para apenas um nimero finito de indices i € I podemos ter rmi(D N F;) > &.
Por I ser infinito, para um subconjunto infinito de indices ¢ € I realmente temos
rmi(FE N F;) > &, como desejado. QED

Corolério 2.1.5. (i) Por indugao, se D;,..., D, € Def’} para n > 1, entao
R.L\‘.[[(Dl e iU Dn) = maXigign RNH(D,,)
(ii) Se D C E entao RMI(D) < RMI(E).

Primeiramente, estudemos o “posto” oo:

Lema 2.1.6. Existe um ordinal ¢ tal que qualquer D satisfaz RMI(D) < ¢ ou
RMI(D) = co. (Note que ¢ depende de m.)

Demonstragdo: Ja que conjuntos finitos ndo-vazios sao definiveis e tém posto
ordinal 0 e Def’{ é um conjunto, existe o ordinal {( = sup{RMI(D) < oo | D €
Def’}'}. QED
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Lema 2.1.7. Se RMI(D) = oc, existem dois definiveis disjuntos Dy, D1 C D
com RMI(Dy), RMI(D;) = oo.

Demonstragido: Tome ¢ do lema anterior. Entao RMI(D) > { + 2 e existem
D, C D, n € N, definiveis dois a dois disjuntos com RMI(D,,) > ¢ + 1. Em

particular, RMI(Dg), RMI(D;) = co. QED

Essa situacdo ¢ intrigantc: como ocorre RMI(D) = oo 7 A rclagiio rmi(-)>
é definida “de baixo para cima” no caso sucessor, mas esses lemas sugerem que
RMI(D) = oo ¢ uma propricdade “dc cima para baixo”. Estcs lema ¢ cxcmplo
mostram como calcular RMI(D) = co.

Lema 2.1.8. RMI(D) = co se e somente se existe uma arvore bindria de
definiveis D, # 0, s seqiiéncia finita sobre {0,1}, de modo que Dy = D,
Dyo,Ds1 € Ds e DsgN Dy = 0.

Demonstragdo: Se RMI(D) = oo, podemos aplicar o lema anterior induti-
vamente. Consideremos entdo a reciproca. Para cada ordinal £ e seqiiéncia s,
mostraremos que rmi(D;) > £, podendo concluir que todos esses definiveis tém
RMI(D;) = oo.

Para ¢ = 0, é fato pois D, # ). Por indugio, nao ha o que provar em ordinais
limites; suponha entao & = ( + 1 e que rmi(D,) > { para toda s. Vemos que

DSI)DSO].)DS()Ol) & Esly DsO...Oly “E W

séo dois a dois disjuntos contidos em D, de modo que rmi(D;) > ( + 1 =¢&.
QED

Exemplo 2.1.9. Na linguagem da relagido de ordem, a estrutura @ nao tem
posto: RMI(Q) = oo. Basta tomar Dy = @, Dy =0, 5[, Dy =|3,1[ e prosse-
guir subdividindo nos pontos médios dos intervalos, que sio definiveis. Deve-se
comparar esse resultado com o Teorema 2.3.12 e o Exemplo 2.3.7.

Consideraremos agora o posto ordinal. Este lema contrasta com o Lema
2.1.6, porque nao se pode substituir £ por co.

Lema 2.1.10. Se RMI(D) = ¢ > (, entdo existem definiveis F,, C D, n € N,
dois a dois disjuntos com RMI(E,) = (.

Demonstragao: Se & = 0, entao nao existe o ordinal (. Procedendo por
indugdo em &, assuma & > ¢ > 0. Entao RMI(D) > ¢ + 1, existindo infinitos
D; C D dois a dois disjuntos com RMI(D;) > ( e apenas um numero finito deles
tem posto &, do contrario RMI(D) > & + 1. Consideraremos os demais D;, que
podemos supor indexados D,,, n € IN.
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Temos ¢ < RMI(D,) < & Caso RMI(D,) = (, tome E, = D,. Se ( <
RMI(D,,) < &, por hipétese de indugdo existe E,, C D, com RMI(E,) = (; de
fato, existem infinitos conjuntos. Assim, E,, n € N, sao dois a dois disjuntos
contidos em D com RMI(E,) = (. QED

Suponha agora RMI(D) = £. Chame particao de D, provisoriamente, a uma
familia de definiveis D;, i € I, dois a dois disjuntos com RMI(D;) = ¢ tais que
D = J;¢; D;i. Por definigdo, I é finito, de modo que uma parti¢ao nao pode ser
refinada infinitamente. Mostremos que |I| é limitado.

Suponha (D;);er e (E;)jes duas particoes de D refinadas ao méximo, com
|I| < |J|. Tome S = {(i,j) € I x J| RMI(D; N E;) = £}. Como I é finito,
temos RMI(E;) = max;e;r RMI(D; N E;) para cada j € J; portanto, para todo
j € J existe i € I tal que RMI(D; N E;) = £. Entao |S| > |J| > |I|. Como J
é finito, temos RMI(D;) = max;e; RMI(D; N E;) para cada i € I; pelo mesmo
raciocinio, mas com |I| < |9|, existem i € I e ji,j2 € J, j1 # j2, tais que
RMI(D; NE;,) = RMI(D; N E;,) = . Temos D; NE;, € D; — Ej, C D;, donde
RMI(D; — E;,) = &. Mas D; = (D; N Ej ) U (D; — Ej,) definiveis disjuntos:
refinamos (D;)ier, contradigao.

Como (D) é uma partigao de D, temos 0 < dMIy(D) < w nesta definigao:

Definigao 2.1.11. Suponha RMIy(D) = &. O grau de Morley interno de D
em 2, indicado dMlIg (D), é 0 maximo comprimento (finito) n de uma partigao
D = D;U...UD,, D; definiveis dois a dois disjuntos com RMIy(D;) = ¢. (Em
inglés, dM abrevia Morley degree, novamente com a inversao francesa; escreve-se
também DM, deg, Md, .. .)

Note que cada D; de uma particao refinada terd grau 1. Além disso, se
RMI(D) = 0, entao dMI(D) é o niimero de elementos de D.

Obtemos uma segunda caracterizagio da relagao rmi(-)> no caso de ordinais
sucessores, porque RMI(D) > £+1 se e somente se, para k € N* arbitrariamente
grande, existem definiveis Dy, ..., Dx € D dois a dois disjuntos com RMI(D;) >
& para todo 1 < i < k.

Proposigao 2.1.12. Suponha D, E disjuntos com postos ordinais satisfazendo
RMI(D) < RMI(E). Se o posto é o mesmo, dMI(D U E) = dMI(D) + dMI(E);
caso contréario, AMI(D U E) = dMI(E).

Demonstracio: Suponha que RMI(D) = RMI(E), donde RMI(D U E) =
RMI(D) = RMI(E). Particionando, como na defini¢ao, D = Dy U. ..U Damy(p)
e E = EyU...U Eq\qyE), observamos que D U E = Dy U...UDgyypy U
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EiU...UEgyE) € uma particdo que satisfaz as condigoes da defini¢do. Entdo
dMI(D U E) = dMI(D) + dMI(E).

Agora, suponha que RMI(D) < RMI(FE), donde RMI(D U E) = RMI(E) >
RMI(D). Novamente, particione E = E; U ... U Egmie) como na definigdo.
Desta vez, observamos que DU E = (DU E;) U Ex U ... U Eqyyg) é uma
particao que satisfaz as condicées da defini¢ao, porque RMI(E;) = RMI(E) e,
assim, RMI(D U E;) = RMI(E). Entao dMI(D U E) = dMI(E). QED

Corolério 2.1.13. (i) Por indugéo, se D;,...,D, € Def’y, n > 1, sao dois a
dois disjuntos com mesmo posto interno ordinal, entdo dMI(D; U...U D,) =
Yoy AMI(D;).

(ii) Se D C E com o mesmo posto interno ordinal, entao dMI(D) < dMI(E),
bastando particionar £ = (E — D) U D.

Concluimos a exposigio sobre o posto interno com alguns resultados muito
Uteis.

Proposicao 2.1.14. RMI e dMI sfo invariantes por bije¢oes definiveis (na
mesma estrutura) e isomorfismos.

Demonstragao: Entendem-se as bijegbes como parciais, ou seja, sdo bijegoes
entre seus dominios e suas imagens. Por exemplo, se a € A* é fixado, a funcio
f:A™ — A™+E | f(2) = (z, a), é definivel e induz uma bijegio ente D e Dx {a}.
Também permutagoes de coordenadas sdo bijegbes definiveis.

Lembramos que imagens diretas e inversas de definiveis por fungoes definiveis
sdo também definiveis. Resta observar, portanto, que bijegdes preservam par-
tigdes, sejam infinitas (definigdo de rmi(-)>>) ou finitas (definigao de dMI). O
mesmo raciocinio aplica-se a isomorfismos. QED

Proposicao 2.1.15. Um definivel D é minimal se e somente se RMI(D) =1 e
dMI(D) = 1.

Demonstra¢ao: Lembramos que posto > 1 é prerrogativa de definiveis in-
finitos. Se RMI(D) = dMI(D) = 1, entdo D ¢ infinito, mas nao se particiona
em dois definiveis infinitos, ou seja, é minimal. Se D é minimal, por defini¢ao
RMI(D) > 1. Se fosse RMI(D) > 2, haveria uma familia infinita de definiveis
com posto > 1, portanto infinitos, dois a dois disjuntos contidos em D, absurdo.
Entao RMI(D) = 1 e, analogamente, dMI(D) = 1. QED

Lema 2.1.16. Se A < B e D € Defy 4, E € Defly g com D C E, entao
RMIy(D) < RMIg(FE) e, sendo o mesmo posto ordinal, dMIy (D) < dMIg(E).
Em particular, se ¢ é uma férmula de L(A4), entao RMIy(4(A)) < RMlg(¢(B)).
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Demonstracdo: Basta provar que se RMIg (D) > & entdo RMIg(E) > &
por inducao em ¢, independentemente dos definiveis. Se € é um ordinal limite,
mesmo 0, segue por defini¢do das relagoes rmig(-)> e rmig(-)>. Concentremo-
nos entao no caso sucessor £ = { + 1.

Se ¢;, @ € I, sdo férmulas de L(A) tais que ¢; () formam uma familia infinita
de A-definiveis dois a dois disjuntos contidos em D com RMIgy(¢; (™)) > ¢, entdo
também ¢;(?B) N E sdo infinitos definiveis dois a dois disjuntos contidos em E
e tais que RMIg(¢:(B) N E) > ¢ por hipdtese de indugdo. Mais precisamente,
$:(A) C ¢;(B) por extensao elementar e ¢;(A) € D C E implicam ¢;(A) C
$:(B) N E. Assim, RMIg(E) > RMIg(¢(B)NE) > (+1=¢.

Considere agora a situagao RMIy(D) = RMIg(E) = £. Suponha I finito
e RMIy(4;()) = & obtemos RMIg(¢;(B) N E) = £, de modo que |I| <
dMlIg (E). QED

Agora, definiremos o posto de Morley “geral” com ajuda de extensoes w-
saturadas. Precisamos de um lema; comegamos por lembrar que

Fato 2.1.17. Toda estrutura tem uma extensao elementar w-saturada.
Demonstragdo: Tome um cardinal regular k > |L|. Pelo Teorema 1.4.11,
toda estrutura tem uma extensao elementar x-grande. Vimos também que essa
extensdo é, portanto, x-saturada. Como w < kK, a extensdo é w-saturada por
defini¢do.
H4 modos muito menos dispendiosos de mostré-lo, encontrados em nossas
referéncias costumeiras. QED

Encontramos no Lema 7.1.20 de [Chang, Keisler] o melhor enunciado para
nossos propositos:

Lema 2.1.18. Suponha B, € duas L-estruturas w-saturadas, X C B,C com
(B, (2)zex) = (€, (z)zex) € ¢ uma férmula de L(X). Entao RMIp(4(B)) =
RMI¢(¢(€)) e, caso seja um posto ordinal, também dMIg (4(B)) = dMle(¢(C)).

Demonstracio: Provaremos por indugio em £ que se RMIp(¢(B)) = & entdo
RMI¢(4(€)) = &, independentemente de B,€, X, ¢. (Por simetria, portanto,
vale a reciproca de € para B e a igualdade também para os “postos” —1, caso
simples do vazio, e co.) Assuma que a propriedade vale para ordinais < §
e que RMIg(4(B)) = £ Permutando B e €, vemos que nao pode ocorrer
RMI¢(¢(€)) < &, donde RMI¢(4(€)) 2 €.

Sejam ¢; (v, w;), i € I, férmulas de L com v, w; seqiiéncias de m, n; varidveis
respectivamente, e ¢; € C™ de modo que ¢;(€,c;) sejam dois a dois disjun-
tos contidos em ¢(€) com posto > £. Seja ainda x a n-upla de parametros
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de X em ¢. Suponha que |I| > k > dMIg(¢(B)): chegaremos a uma con-
tradigao. Para simplificar a notagao, assuma 1,. ..,k € I. Como B é w-saturada
e (B,r) = (¢, z), podemos aplicar o Lema 1.4.3 n;...n; vezes para obter
by € B™,..., b, € B™ tais que

(B,z,b1,...,0x) = (€, 2,¢1,.. ., 1) .

Essa cquivaléncia mostra que ¢;(%B,b;), 1 < i < k, sio dcfinfveis dois a
dois disjuntos contidos cm ¢(*B). Pcla hipétese de inducio aplicada a cssa
cquivaléncia, sc algum ¢;(B, b;) tivesse posto < &, cntao ¢;(€,c;) teria posto
< €, mas todos tém posto > ¢, contradicao.

Assim, |I| < dMIg(4(*B)), o que dé igualdade de posto (I nio pode ser
infinito) e entao de grau (podemos tomar |I| = dMI(4(€)) e obter a igualdade
por simetria). QED

Assim, esta definicao independe da extensfo tomada:

Definicao 2.1.19. Suponha ¢ uma férmula de L(A). Seja 9B uma extensao ele-
mentar w-saturada de 2. Definimos os posto e grau de Morley do definivel ¢(2)
como RMy(6(2)) = RMIg(4(B)) e, caso esse seja um ordinal, dMg(4(2)) =
dMIg (4(B))-

Usualmente, escreve-se apenas RMg(¢) e dMg(¢). A definicio que apresen-
tamos é dada em [Marker], mas os Lemas 2.1.16 e 2.1.18 mostram que equivale
a de [Hodges] do supremo

RMa(4(2)) = Sup RMIs (4(8))

sobre uma classe prépria de extensoes e que é, de fato, um méximo.

Do mesmo modo, se A < B e ¢ é uma férmula com pardmetros em A, ento
RMau(4(2)) = RM5(4(B)) e, no caso ordinal, dMs (4(2)) = dMsp (4(B)), bas-
tando considerar uma extenso w-saturada elementar de B, que o serd também
de 2. Essa propriedade faz o posto de Morley mais 1til que o interno.

Finalmente, mas imediatamente, vemos que por defini¢do os postos de Mor-
ley geral e interno coincidem em estruturas w-saturadas. Por comparacio com
o posto interno em uma extensao w-saturada, obtemos o

Teorema 2.1.20. Para % uma L-estrutura arbitrdria e D, E € Defyy ,, valem:
(i) RM(D) >0 & D #0; RM(D) =0 < D é finito ndo-vazio, caso em que
dM(D) = |D|.
(ii) RM(D U E) = max{RM(D), RM(E)}.
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(iii) Se D C E entao RM(D) < RM(E) e, caso o posto seja o mesmo ordinal,
dM(D) < dM(E).

(iv) Suponha D, E disjuntos com —1 < RM(D) < RM(E) < co. Entéo,
se D e E tém mesmo posto, dM(D U E) = dM(D) + dM(E); caso contrério,
dM(D U E) = dM(E).

(v) RMy e dMgy sdo invariantes por bijegoes definiveis e isomorfismos.

Demonstragdo: Provemos (i). Suponha que ¢ seja uma férmula de L(A)
com D = ¢(A) e B uma extensao elementar w-saturada de . Temos: D #
0 & Ak Fvol) & BE Jvp(v) & ¢(B) # 0 < RMIn(4(B)) > 0. No
caso finito, temos |¢p(2A)| = |¢(B)].

As afirmacdes (i), (iii) e (iv) podendo ser verificadas de modo andlogo, obser-
vamos os cuidados necessdrios para estabelecer (v). Considerando as férmulas
de L(A) envolvidas, basta seguir a elementaridade da extenséo para vermos que
a funcio definivel continua fungao, com dominio e imagem apropriados e ainda
bijecdo. Pode-se entdo proceder a compara¢ao na extensao. QED

Proposigao 2.1.21. Um definivel D é fortemente minimal se e somente se
RM(D)=1edM(D)=1.

Demonstragio: Seja ¢ uma férmula de L(A) tal que D = ¢(2).

Suponha D fortemente minimal e tome € uma extensao elementar w-saturada
de 2. Temos ¢(€) minimal em € por defini¢io, de modo que RMy(4(2A)) =
RMI¢(4(€)) = 1 e dMa(§()) = dMIe(¢(€)) = 1.

Suponha agora RM(D) = dM(D) = 1 e 2 < B arbitraria: devemos mostrar
que ¢(B) ¢ minimal em B. Tome € uma extensao elementar w-saturada de
%B. Temos RMIy(¢(2)) < RMIp(¢4(B)) < RMIe(4(€)) = RMy(4(2)) = 1,
como esses postos sao ordinais, podemos calcular dMIy (¢(2)) < dMIg(¢(B)) <
dMI¢(¢(€)) = dMg(¢(A)) = 1. Obtemos automaticamente dMIg (4(B)) = 1.
Como D é infinito, temos RMIg (o(2A)) > 1 e vem RMIg(¢(B)) =1.  QED

Exemplo 2.1.22. Como ACF é fortemente minimal, todo corpo algebrica-
mente fechado tem posto e grau de Morley (gerais ou internos) iguais a 1.

Chame um X-definivel com posto ¢ de irredutivel (sobre X ) se nao é a uniao
de dois X-definiveis disjuntos de posto £. (Comentamos que haviamos deri-
vado essa nomenclatura de modo ébvio, mas viemos a encontri-la na pdg. 498
de [Chang, Keisler].) Atencdo: diferentemente dos irredutiveis topoldgicos que
definiremos na Se¢do 6.1, a condigao de disjungdo € essencial.

Um definivel particiona-se, por seu grau de Morley, em definiveis com grau 1
com parametros que nao controlamos, possivelmente apenas em uma extensao
w-saturada. Porém, o mesmo raciocinio permite-nos ainda particionar D €
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Def’y em outros X-definfveis dois a dois disjuntos Dy, ..., D, de mesmo posto
e irredutiveis, embora apenas possa-se garantir dM(D;) > 1 e 1 < n < dM(D).
O raciocinio que fizemos para limitar o tamanho de uma parti¢io também vale
nessa situagao, para mostrar que n é tnico.

Apresentamos agora uma notagdo para uso futuro, mas que também para-
fraseia alguns resultados. Suponha D, E, F € Defyy 4

Proposicao 2.1.23. A relagao =¢ definida por
D=;E & RM(DAE)< ¢,

onde DAE = (D — E)U(E — D), é uma rclagio dc cquivaléncia cm Defy 4. A
relagao C¢ definida por

DC:E & RM(D-E)<¢

induz uma relacdo de ordem parcial no conjunto quociente de =¢ com a qual o
chamaremos simplesmente a dlgebra quociente de =¢. Note que se D C E entéo
DC:E.

Demonstragdo: Primeiramente, notamos que DAD = (), de modo que
RM(DAD) = -1 < £. Também temos DAE = EAD. Aplicando o teorema a
DAF C (DAE) U (EAF), concluimos que =¢ é uma relagio de equivaléncia.

Suponha agora que D =¢ E: entdo D C¢ E, jd que D — E C DAE. Se
DCeEeFE C¢ D, entdo RM(D — E),RM(E — D) < &, donde RM(DAE) < ¢
e D =¢ E. Finalmente, se D C¢ Ee E C¢ F, entao D C; F, pois D — F C
(D-E)U(E - F). QED

Observamos que, tanto no enunciado como na demonstracio, £ pode ser
substituido por oc.

Contudo, para £ ordinal, trata-se de uma 4lgebra atémica, em que os 4tomos
sao as classes de equivaléncia dos definiveis irredutiveis de posto &.

Corolério 2.1.24. Se RM(D) = RM(E) =¢ e D C E entao dM(D) < dM(E),
com igualdade se e somente se D =¢ E.

Demonstragao: Temos D =¢ E <& E C¢ D. Se RM(E — D) < £ entao
dM(E) = dM(D). Se RM(E — D) = £ entao dM(E) = dM(E — D) + dM(D),
que sao dois nimeros nao-nulos, donde dM(E) > dM(D). QED

2.2. Posto de Morley para tipos

Fixe novamente uma L-estrutura 2, e também X C A. Por toda a secio,
D,E € Def{ e p,q € S;»(X). Trabalharemos com p € Sp,,(X) concebido como
ultrafiltro em Def'y, com a devida atencdo em extensoes elementares.
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Definigao 2.2.1. Defina o posto de Morley RMy(p) = min{RMgy (D) | D € p}.
Note que, se p nao contém um definivel com posto, RMg(p) = oo e diz-se que
p nao tem posto, sempre RMgyg(p) > 0 pois seus definfveis sdo nao-vazios; é
efetivamente minimo pela boa ordem dos ordinais.

Caso RMy(p) < oo, dentre os definiveis de p com posto RMg (p) hd um ou
mais com grau minimo n: defina o grau de Morley dMgy(p) = n.

Por exemplo, suponha que p C ¢ s@o tipos, sobre conjuntos um incluso no
outro: a defini¢do por minimo dd RM(p) > RM(q) e, caso os postos sejam
iguais, também dM(p) > dM(q).

Dados ay,...,a, € A, para evitar excesso de parénteses escreve-se

RM(ay,...,an/X) = RM(t((a1,-..,am)/X))

e analogamente com dM.

Assim, paraa € Am e X CY C A, temos RM(a/Y) < RM(a/X) e no caso
de igualdade a relagio transfere-se para o grau dos tipos. E mais freqiiente o
caso especifico de b € A" e RM(a/Xb) < RM(a/X). Também temos a

Proposigao 2.2.2. Sejam a € A™, b € B" com m,n # 0: entao RM(a/X) <
RM(a, b/ X). Em geral, por permutacoes (-definiveis, podemos supor os elemen-
tos a;, b; em qualquer seqiiéncia.

Referéncia: O Exercicio 6.6.11 de [Marker].

Apresentamos a demonstragio da relagio mais simples RM(a/Xb) < RM(a,
b/X). Por definigio, existe D € Defyt™ com (a,b) € D e RM(a,b/X) =
RM(D). Tome A = {a € A™ | (a,b) € D} conjunto Xb-definivel. A tem o
mesmo posto de A x {b} pois f : A — A x {b}, f(a) = (o, b), é uma bijegao
definivel. Como A x {b} C D, temos RM(A) = RM(A x {b}) < RM(D). Ja
que a € A, vem RM(a/Xb) < RM(a,b/X).

Observamos anteriormente que os posto e grau de Morley do definivel de
uma férmula fixada é invariante sob extensdes elementares. Assim, para 2A < B
ep€SA(X)=S3(X), temos RMy(p) = RMw (p) e dMy(p) = dMwp(p).

E preciso tomar cuidado com a definigado de RM, feita para definiveis em
Def'y, enquanto p C Det'y, sendo a principal razao a dificuldade apontada na
discussao sobre particao.

Suponha que RM(p) = £&. Por definigao, existe D € p com RM(D) = € e
dM(D) = dM(p), e diz-se que p determina D porque, se E € p também satisfaz
RM(E) = & e dM(E) = dM(p), entao D =¢ E. De fato, como DN E € p, vale
RM(DNE) > RM(p), donde se conclui RM(DNE) =¢. Também dM(DNE) >
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dM(p), donde dM(D N E) = dM(D). Sabemos que RM(D — E) < RM(D) = &.
Se RM(D — E) = £ entao dM(D — E) = 0, absurdo. Assim, RM(D — E) < &;
analogamente, E C¢ D.

Por outro lado, se E =¢ D entdao E € p. DBasta observar que, como
RM(DAFE) < & DAE ¢ p. Mas DUE € p, pois contém D, e é a unido
de DAFE e DN E disjuntos. Assim, DNE € p.

Particione agora D = Dy U...U D, cada D; € Def’y irredutivel de posto
¢ Algum D; € p porque este é um ultrafiltro, mas entdo dM(D;) > dM(p)
por minimalidade, de modo que n = 1. Isso nos permite concluir que D é
irredutivel; em particular, se p é global (X = A) e ¥ é w-saturada, D tem grau
ledM(p) =1.

O Exercicio 5.6.10 de [Hodges] sugere tomar, para cada d, uma estrutura
de relagao de cquivaléncia com d classes infinitas para obter tipos sobre §) com
posto 1 e grau d. Quanto a tipos globais, obteremos na Secio 2.4 condigOes
apliciveis para grau 1.

Lema 2.2.3. Se p,q € S;,(X) sao tipos distintos com posto e determinam
D,E € S,,(X) respectivamente, entdao D # E.

Demonstragao: Existe F € Def’y tal que F € p, F ¢ g (ou, tomando-
se o complemento, F' € ¢, F ¢ p). Entdao RM(DNF) < RM(D) = RM(p) e
RM(E—F) < RM(FE) = RM(q). Mas DNF € pe E—F € g; por minimalidade,
RM(D N F) = RM(D) e RM(E — F) = RM(E). Se D = E, temos RM(D N
F) = RM(D) = RM(D — F), de modo que dM(D N F) < dM(D) = dM(p),
contradigao. QED

Reciprocamente, D irredutivel determine p do seguinte modo:

Proposigao 2.2.4. Sc RM(D) = £ ¢ D ¢ irredutivel, cutdo p = {E €
Def'y | D C¢ E} ¢ o tnico tipo cm S, (X) com posto ¢ ¢ grau dM(D) que
contém D — note que, assim, p determina D.

Demonstracgao: A unicidade ¢ dada pelo lema, jé que p determinarda D.

Comegamos por verificar que p é um filtro. Se E € pe E C F € Def'y, entéo
DC:EC¢FeFe€p. Se E,F€p, entao RM(D — E),RM(D - F) < £ e vem
RM(D—(ENF)) < &, donde ENF € p. E claro que ¢ p, porque RM(D) = €,
de modo que p é proprio, e que D € p.

Queremos que p seja um ultrafiltro. Se E,A™ — E € p, obtemos 0 € p,
contradi¢io. Se E,A™ — E ¢ p, temos RM(D — E) > € e RM(DNE) =
RM(D — (A™ — E)) > & entao RM(D N E) = RM(D — E) = RM(D), donde
dM(D) = dM(D N E) + dM(D — E), contradizendo a irredutibilidade de D.
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Suponha agora que p determine D’ como acima. Entao RM(D') < RM(D) =
&, mas D C; D', de modo que RM(D N D') = £ e entao RM(D’) = ¢. Também
dM(D’) < dM(D) e novamente D C¢ D’ implica dM(D') = dM(D). Con-
cluimos que p tem o posto e o grau de D. QED

Agora, deduziremos importantes relagdes duais as defini¢oes e que, com estas,
sugerimos chamar equagoes de posto:

Proposigao 2.2.5 (Equagoes de posto). Suponha D € Def'y nao-vazio e
considere o espago S, (X).

(Lembre que RM(p) = minpe, RM(D) e, caso o posto seja um ordinal,
dM(p) = mindM(D) com D € p e RM(D) = RM(p).)

Entao RM(D) = max,¢(py RM(p) e, caso o posto seja um ordinal, dM(D) =
Y- dM(p) com p € (D) e RM(p) = RM(D).

Demonstragio: Se D # (), sempre existe p € (D) e RM(p) < RM(D) por
defini¢do. Se RM(D) = oo, imitamos o raciocinio anterior. Tome & = {E €
Def’y | D — E tem posto ordinal ou —1, ou seja, D C,, E}. Novamente, F é
um filtro préprio que contém D. O raciocinio ndo se aplica para mostrar que
& é ultrafiltro, mas & estende-se a um ultrafiltrp p. Suponha que E € p tenha
posto ordinal. Entao DN E € p tem posto ordinal, mas D— (D — E) = DNE,
de modo que D — E € & C p, contradigdo. Obtemos RM(p) = co méximo.

Suponha entdo que D tem posto ordinal. Particione D = D;U...U D,
em Def’y com D; irredutiveis. D; determina um tipo p, que contém D e com
RM(p) = RM(D;) = RM(D) méximo. Também temos dM(D) = > 7, dM(D;).
Cada D; determina um tipo p;, bastando entao mostrar que py, ..., p, sao todos
os tipos contendo D e com posto RM(D). Um outro tipo p com essas proprieda-
des conteria algum D; por ser ultrafiliro. Suponha que p determine D’. Entao
D’'ND; € p etambém é determinado por p, mas D'ND; C D; irredutivel, donde
dM(p) = dM(D' N D;) = dM(D;) e p = p;. QED

Apresentamos, agora, a caracteriza¢ao topolégica do posto de Morley de um
tipo, ou melhor, a defini¢ao original do préprio Morley em seu artigo Categoricity
in power, Transactions AMS, vol. 114, no. 2, 1965, p. 514-538. Os enunciados
destas proposigoes correspondem ao caso sucessor de uma defini¢ao por recursao
transfinita.

Nao faremos uso futuro deste material, que encerra esta se¢do. Por con-
veniéncia, escreva RMI(p) = minpe, RMI(D).

Proposigao 2.2.6. RMI(p) > £ + 1 se e somente se, para cada D € p, existem
tipos globais distintos p; € (D) C S,,(4), i € N, com RMI(p;) > €.
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Demonstragdo: Para a implicagdo direta, fixe D € p com RMI(D) >> £+ 1.
Entdo existem definiveis D; C D, i € N, dois a dois disjuntos com RMI(D;) > £.
Note que sabemos apenas que D; € Def'y', o que nos forga a trabalhar em S,,,(4).
O mesmo raciocinio com que provamos a Proposi¢ao 2.2.5 mostra que cada (D;)
contém um tipo p; com RMI(p;) = RMI(D;) maximo. Esses tipos sdo distintos
porque D; N D; = para i # j e pertencem a (D) porque cada D; C D.

Para a reciproca, fixe D € p arbitrario e assuma a condi¢do no enunciado:
ao mostrarmos que RMI(D) > £ + 1, obtemos RMI(p) > £ + 1. Suponha entéo
RMI(D) < & como D € p; e RMI(p;) > &, temos RMI(D) = RMI(p;) =
£. Novamente, o raciocinio que demonstrou as equacoes de posto mostraria
dMI(D) = ) mingey, dMI(E) com ¢ € (D) ¢ RMI(q) = RMI(D). Como os
tipos p; sdo em nimero infinito, obtemos uma contradi¢do com dMI(D) < w.

QED

Se X = A, ou seja, p é um tipo global, entdo trabalhamos em S,,(4) e
RMI(p) > £ + 1 se e somente se p é ponto de acumulagio do conjunto dos tipos
g com RMI(q) > £. De fato, se p é ponto de acumulagdo, qualquer vizinhanca
(D) de p contém um tal g e, pela propriedade de Hausdorff e por indugéo, um
nimero infinito desses tipos.

Fagamos, portanto, uma digressio topoldgica. Seja S um espago topoldgico
compacto Hausdorff. Para R C S, defina a derivada de Cantor—Bendizson
R' = {p € R| p ndo é ponto isolado de R}. Note que R’ C R, de modo que
¢ adequada a interseccdo nesta definigio por recursio transfinita: S(® = S;
SE+D) — (5()). 5 — Ne<r S se \ é limite > 0. Verifica-se que cada S é
um subconjunto fechado de S e que existe um ordinal ¢ tal que $©) = S©) para
todo £ > ¢. Denota-se 5(®) = S e ve-se que $(*) nao tem pontos isolados,
sendo de fato a uniao dos subconjuntos de S que nao tém pontos isolados. Por
¢ ser o primeiro ordinal para o qual S¢+1 = §() | obtemos

S = U(S(ﬁ) _ S(€+1)) U §(==)
£<¢

ou S = S(®) se ¢ = 0. Note que essas componentes sao duas a duas disjuntas.

Definigao 2.2.7. O posto de Cantor-Bendizson de p € S, se existir, é o ordinal
CB(p) = € para o qual p € S€ — €&+ ou seja, p ¢ um ponto isolado de S,
Caso ndo exista um tal ordinal, escreve-se CB(p) = .

Entao S&) = {p € S|CB(p) = ¢} e CB(p) > £ +1 se e somente se p é ponto
de acumulagio de S,
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Vemos assim que RMI(p) e CB(p) coincidem em S,,(A), o que ¢ usado
como definigao por exemplo em [Pillay] e justifica a terminologia e a notagao de
[Hodges] para o posto interno.

Proposicao 2.2.8. RM(p) > £+1 se e somente se existem ‘B extensao elemen-
tarde A, X CY C Bege S2(Y) com p C q tal que, para cada D € ¢ (note
que D € Defy y), existem tipos globais distinos ¢; € (D) C S3(B), i € N, com
RM(¢:) = €.

Demonstragido: Para a implicacdo direta, tome 9B w-saturada, ¥ = X e
g = p como conjuntos de férmulas. Entdo RMI(g) = RM(p) > £ + 1 e aplica-se
a proposi¢ido anterior para 8, em que RM(q;) = RMI(¢) > &.

Para a reciproca, fixe ¢(v) € p(v) arbitrdria e assuma a condi¢do no enun-
ciado: ao mostrarmos que RM(¢(2)) > £ + 1, obtemos RM(p) > £ + 1.
Suponha entdo RM(4(B)) < & como ¢(B) € ¢ e RM(qg) > &, obtemos
RM(¢(B)) = RM(g;) = & Pelas equagoes de posto, dM(4(B)) = Y dM(q)
com ¢ € (¢(B)) e RM(q) = RM(4(B)). Como os tipos ¢; sio em nimero
infinito, obtemos uma contradigao com dM(¢(B)) < w. QED

Desse modo, considerando-se tipos globais, RM(p) > £ + 1 se e somente se
existe uma extensao ¢ de p que é ponto de acumulagdo, no novo espago de tipos
globais, de tipos de posto > &.

O grau de um tipo p com RM(p) < oo foi definido por Morley como o minimo
limitante do nimero de extensoes de p a Y arbitrdrio com posto RM(p). Seu
artigo mostra que esse limitante é finito, usando uniao de cadeia, mas é igual
ao dM(p) que definimos, bastando tomar 9B w-saturada e Y = B, situacio em
que as extensdes tém grau 1 (irredutiveis tém grau 1) e aplicam-se as equagoes
de posto. Retomaremos esse raciocinio ao discutir deviagio (forking).

2.3. Transcendeéncia total e Estabilidade

Vimos que os corpos algebricamente fechados tém posto 1, por serem forte-
mente minimais, de modo que podemos explora-los melhor no

Exemplo 2.3.1. Dado K um corpo algebricamente fechado, tomamos L uma
extensdo elementar |K|*-grande de K, ou seja, L é um modelo monstro. £
importante, aqui, que todos os tipos sobre K sao realizados em L e que L é
w-saturado, estrutura ideal para calcular-se o posto de Morley.

Um tipo de S;(K) é sempre da forma t(a/K) para a € L.

Se a ¢ algébrico sobre K, entao podemos considerar o conjunto D das raizes
do polinomio minimal de a sobre K. Temos D finito, definivel e com posto 0.
Entao t(a/K) tem posto 0.
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Como K tem posto 1, pelas equagbes de posto ha um tipo com posto 1.
Trata-se, portanto, do tipo dos elementos transcendentes sobre K.

Esse exemplo inspirou Morley para a terminologia “totalmente transcenden-
tal”, que agora exporemos.

Lembramos que A é o méximo da algebra Defél, 4, sendo O-definivel pela
férmula v = v. Essa mesma férmula define o dominio B de qualquer estrutura
9B, de modo que RMy(A) = supy s RMIg(B).

Se 24 = B, aplique o Lema 2.1.18 a respectivas extensoes elementares w-
saturadas, para obter RMy(A) = RMg(B).

Definicao 2.3.2 (Morley). (i) Uma estrutura % é totalmente transcendental
se RMy (4) < oc.

(i) Uma teoria completa T' é totalmente transcendental se todo (ou um,
como acima) modelo de T for totalmente transcendental.

Assim, as teorias dos corpos algebricamente fechados de caracteristica espe-
cificada ACFy, AC'F, sao totalmente transcendentais.

Se RMy(A) < cc entdo todo subconjunto definivel de A tem posto ou é
vazio. Nao precisamos restringir-nos a Defé[, A

Lema 2.3.3. Se RMy(A) = £ entdo qualquer D € Defy 4 satisfaz RMg (D) <
(£ +1)™, em que esta poténcia é obtida por produto ordinal.
Referéncia: O Lema 5.6.9 de [Hodges].

Corolério 2.3.4. Em uma estrutura (ou teoria) totalmente transcendental,
todo subconjunto definivel nao-vazio, e portanto todo tipo, tem posto e grau de
Morley.

Para fins de “posto < oc”, observamos que nao importa qual posto calcule-
mos:

Lema 2.3.5. Uma teoria completa T é totalmente transcendental se e somente
se RMIy(A) < oc para todo modelo U de T'.

Demonstra¢do: Primeiramente, note que RMy(A) é um supremo de postos,
dentre os quais RMIg(A); este é portanto menor ou igual. Se RMIp(B) < o
para todo modelo B, em particular para uma extensao elementar w-saturada B
de 2, entdo RMy(A4) = RMIn(B) < oc. QED

A terminologia “estabilidade” advém das condigoes para classificagio dos

modelos de uma teoria. De algum modo, se esses modelos sao classificdveis,
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devem ser em pouco numero; “instivel” associa-se, portanto, & realizagdo por
muitos modelos. Porém, o leitor notard um melhor uso dessa terminologia na
parte (ii) desta defini¢do.

Sejam, por toda a se¢do, T uma teoria completa com modelos infinitos na
linguagem L e x um cardinal infinito. Diferentemente da Sec¢do 1.4, estas de-
sigualdades n @o sao estritas e x-estabilidade n @o implica p-estabilidade para
n < K:

Definigao 2.3.6. (i) T é estdvel se nao existem um modelo A de T, uma
férmula ¢(u, v) de L, em que u, v sdo seqiiéncias de r, s varidveis respectivamente,
ean € A", b, € A%, n € N, tais que A |= ¢(am,bn) & m < n. Caso contrério,
T é chamada instdvel.

(ii) T é k-estdvel se |ST(X)| < k para todo modelo A de T e todo X C A
com |X| < k. Caso contrdrio, T é chamada x-instdvel.

(i) T é super-estdvel se existe um cardinal infinito p tal que T' é K-estavel
para todo k > p.

Para uma L-estrutura 2, essas defini¢des referem-se a Th(%).

Exemplo 2.3.7. Com a linguagem de ordem, Q nao é w-estavel, porque cal-
culamos |S®(Q)| = 2 no Exemplo 1.3.13. Sua prépria ordem mostra que Q
também nao é estavel.

Exemplo 2.3.8. Na linguagem dos anéis com unidade, as teorias completas
que contem ACF sao w-estaveis. Para tanto, sejam L um corpo algebricamente
fechado, X C L e K o subcorpo gerado por X. Ao longo da Se¢ao 1.3, identifica-
mos S1(X) = S1(K) e calculamos |S; (K)| = |K| + w. Basta entao calcular que
|K| < |X| x w, porque os elementos de K sao quocientes de elementos obtidos
de X por termos, para obter |.S;(X)| < max{|X|,w}.

Manipula¢do adequada das varidveis na definicao de estabilidade permite
caracterizar essa condigdo de uitos modos sutilmente distintos: por exemplo,
textbfn ao existirem um modelo A de T, uma férmula ¥(z,y) de L, em que z,y
sdo seqiiéncias de k varidveis, e ¢; € A*, i € N, tais que 2 = ¥(c;, ¢;) & i < j.
Incluir parametros nas r-, s- ou k-uplas mostra que, tanto na definicao como
nesta caracterizagao, as formulas em questdo nao existem nem em L(A); em
particular, se 2 é estavel e X C A, também (A, (z)zex) € estavel. O Teorema
da Compacidade permite ainda substituir a indexacdo por N por seqiiéncias
finitas arbitrariamente longas ou ordenadas por Q.

Exemplo 2.3.9. Todo dominio de integridade estdvel é um corpo. Em uma tal
estrutura, a relacao de divisao é definivel por z|y : 2 # 0 A y # 0 A3z (y = x2).
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Dado um elemento a # 0, temos a'|a’ quando i < j; por estabilidade, existem
i > j tais que a’|a’. Como também a’|a’~!, conclui-se que a|l.

Uma primeira observagao é que, novamente, nio precisamos restringir-nos a
1-tipos:

Lema 2.3.10. Se T é x-estavel, entdo |S2(X)| < % para todos m € N*, modelo
AdeT e X C Acom | X| <&
Referéncias: O Lema 6.7.4 de [Hodges] ou o Corolario I, 2.2 de [Shelah].

Evidentemente, devemos relacionar estabilidade e x-estabilidade, cujas de-
finicoes sdo distintas. Este é um teorema central da Estabilidade, porém de uma
longa demonstrac¢ao sem relagao com nosso material:

Teorema 2.3.11. T é estdvel se e somente se existe um cardinal infinito x para
o qual T é k-estavel.

Referéncias: O Teorema 6.7.2 de [Hodges] ou o Teorema 2.10 e a Concluséo
2.11 do Capitulo I de [Shclah].

Esta é a movimentada via da estabilidade, sendo a equivaléncia de trans-
cendéncia total e w-estabilidade devida a Morley quando |L] = w.

Teorema 2.3.12. Se T é totalmente transcendental, entdo T é super-estavel;
mais precisamente, T' é k-estdvel para todo k > |L|. Reciprocamente, se T' é
w-estdvel, entao T ¢ totalmente transcendental.

Demonstragdo: Se T é totalmente transcendental, A =T e X C A, entao
todo tipo sobre X tem posto e determina um X-definivel, ou seja, uma férmula
de L(X). Pelo Lema 2.2.3, |S51(X)| < |L(X)| = |L| + | X].

Se T nao é totalmente transcendental, existe % = T com RMIy(A4) = co
pelo Lema 2.3.5. J4 o Lema 2.1.8 mostra a existéncia de uma arvore bindria
de definiveis sem posto As # @, s seqiiéncia finita sobre {0, 1}, de modo que
Ag= A, Ay, A5y C Age AN Ag = 0. Como a drvore é enumerdvel, podemos
tomar enumeravel o conjunto X dos parametros necessarios para definir todos
os Aj;.

Cada ramo da arvore, dado por o € {0, 1}V, tem a propriedade da interseccio
finita ¢ cstende-se a um tipo p, € S1(X). Os tipos p, s&o todos distintos, pois
onde um ramo bifurca hé dois definiveis disjuntos, e sdo portanto em quantidade
2¢ dc modo que S (X) nao ¢ cnumerdvel. QED

Apenas mencionamos os Exercicios 6 e 7 da Segao 6.7 de [Hodges]: (i) Tome
L a linguagem com predicados undrios P,, n € N, e tome 2% = (N*, (R, )nen)
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com R, o conjunto dos ntmeros divisiveis pelo n-ésimo primo. Entdo 2 é
super-estdvel, mas néo totalmente transcendental. (ii) Tome L a linguagem com
predicados bindrios P,, n € N, e tome T a teoria das sentencas que expressam
“P, é uma relagao de equivaléncia” e “cada classe de P, é uniao de infinitas
classes de P,+1". Entao T ¢ estdvel mas nio super-estivel.

Ha outras caracterizacoes dos conceitos que definimos nesta segdo, das quais
procuramos exibir algumas de maior freqiiéncia. O leitor também pode consultar
[Pillay], em especial sua Segdo 1.4, ou [Poizat 1].

Introduziremos futuramente a nogéo de tipo definivel, mas ja enunciamos
aqui o

Teorema 2.3.13. Equivalem: T é estivel; todos os tipos (ndo necessariamente
globais) sobre modelos de T sio definiveis; T' é x-estdvel para todo k que satisfaz
k= rlll,

Referéncia: O Teorema 6.7.13 de [Hodges].

Sabe-se também que T é super-estivel se e somente se T' é estdvel em todo
cardinal k > 2!,

Finalmente, este é o mais simples de uma série de teoremas de Estabilidade:

Teorema 2.3.14 (Harnik). Se x > |L| e T é k-estdvel, entao tem um modelo
saturado de cardinalidade &.
Referencia: O Teorema 14.2 de [Poizat 1].

Ao aplicarmos estes dois teoremas, concluimos que toda teoria estdvel tem
modelos saturados de cardinalidades arbitrariamente grandes.

2.4. Dois teoremas uteis

Provaremos, sob algumas hipédteses, dois teoremas tteis. O primeiro informa
que o conjunto dos parametros usados para definir conjuntos “grandes”, em uma
caracterizacao envolvendo posto de Morley, é ele proprio definivel. O segundo
mostra que tipos globais com posto ordinal tém grau 1: esta é uma informagio
potente quando aliada as equagtes de posto.

H4 duas abordagens para esse tema, apresentadas uma em [Hodges] e a outra
em [MTAG] e [Marker] — a primeira deve-se a Shelah e a segunda a Lachlan:
veja os comentarios histdricos dessas referéncias. Em [Hodges], a inica condigao
necessaria é estabilidade, como mostra o Teorema 2.3.13; a linha de [MTAG]
e [Marker| requer w-saturagio e transcendencia total (mais precisamente w-
estabilidade), mas seu raciocinio aproxima-se melhor do uso de que faremos.
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Para obter o melhor de cada abordagem, assumiremos apenas estabilidade e
que os tipos necessdrios tenham posto ordinal.

Suponha 2 uma L-estrutura estdvel e X C A. Tome ‘B uma extensao ele-
mentar w-saturada de 2 e € uma extensdo elementar k-grande de B, com
k& > |L],|B|]. Como € = A, também € é estdvel. Serdo importantes, ainda,
o fato de € ser |B|*-saturado e a Proposicio 1.4.6.

Destacamos dois lemas técnicos:

Lema 2.4.1. Suponha w uma scqiiéncia dec n varidveis livres ¢ ¢;(w), 9;(w)
férmulas dc L(C') parai € I, j € J, de modo que |1|,|J| < k¢ J;cp 4:(€) = C™ -
Ujes ¥i(€). Entao cxistc um subconjunto finito Ip de I tal que |J;¢; ¢:(€) =
Uier, 4:(9). ’

Demonstragdo: Este é o Exercicio 4.5.34 de {Marker]. E esclarecedor re-
escrever o enunciado usando “disjungées infinitas”. Afirma-se que, se \/;c; ¢:
equivale a _'(Vje J ¢j) em €, entdo equivale também a uma disjun¢ao finita
ViEIo $i-

Seja Y o conjunto de todos os parametros de C' nas férmulas ¢;, ;. Como
estas sao finitas, temos |Y| < |I| X w + |J| X w < k. Entao todos os tipos sobre
Y sdo principais. Mas, se ¢ € C™ e #(w) é uma férmula qualquer de L(Y"), vale

t(c/Y) € (8(€)) & 6(C) € t(c/Y) ¢ c e 8(C).

Desse modo, Uie[(¢i(¢)) =8.(Y) - Uje.]("p‘j(e:))-

Sendo o membro direito dessa igualdade um fechado em S,,(Y) compacto,
vemos que existe Iy subconjunto finito de I tal que |J;¢ 1, (9:(€)) = U, (9:(€))-
Novamente, temos | ;¢ ¢:(€) = U, ¢:(2). QED

Lema 2.4.2. Scjam v uma scqiiéncia de m varidveis, 8(v) férmula de L(B) ¢
7(v) férmula de L(C). Suponha que RM(6(C)) = RM((6 A 7)(C€)) = £. Entdo
cxiste b € B™ tal que € = (9 A 7)(b).

Demonstragdo: Trata-sc de mostrar que, de certo modo, 8(B) jd ¢ suficien-
temente grande. Note que, por outro lado, nao faz sentido considerar 7(B), jd
que B pode nao conter os parametros de 7.

Procedemos por indugio em £ Se £ = 0, entdo 6(€) é finito e B =
3=19(91y 4(v), donde |8(B)| = |6(€)| finito e obtemos H(B) = H(C); porém
(0 A 7)(€) # @ porque tem posto &.

Se £ > 0 e dM(A(€)) = n > 1, como € é w-saturada particionamos #(€) =
D;U...UD, com D; definiveis também de posto £. Entao algum D; N7 (€) tem
posto &; caso contrario a unido teria posto < £&. Podemos assim supor n = 1.
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Nesse caso, (0 A ~m)(C€) tem posto R < &, por sua uniao com (6 A 7)(€)
ser §(€). Se R = —1 entao §(€) C n(C€) e basta tomar qualquer b € 6(*B).
Para R > 0, como B é w-saturada, podemos usar o Lema 2.1.10 com o posto
geral. Observe que RM(0(*B)) = & existem entdo férmulas 6,(v), n € N,
de L(B) de modo que 6,(B) sao dois a dois disjuntos contidos em 6(*B) com
posto R, valendo o mesmo para 6,(€) em 0(€). Para algum n, (0, A -7)(€) =
0,(€)N(A—-7)(€) tem posto < R: de fato, para todos exceto um nimero finito.
Vem RM((6, A 7)(€)) = R e entao existe b € B™ com b € (0,, A 7)(€). Assim,
€ = 6(b), w(b) como desejado. QED

Teorema 2.4.3. Sejam D € Defy' x com posto £ e ¢(v,w) férmula de L com
v, w seqiiéncias de m, n varidveis respectivamente. Entdo {c € C"|D C¢ ¢(€,¢)}
é X-definivel em €.

Demonstra¢ao: Mostraremos que esse conjunto I' é definivel. Contudo, T" é
invariante sob os automorfismos sobre X, porque se ¢ é um tal automorfismo e
c €T entdo D = o[D] C¢ ¢(€,0(c)) e o(c) € T, sendo a reciproca analogamente
verdadeira. Como k > |X]|, o conjunto I" é X-definivel pela Proposicao 1.4.6.

Reduzimos ao caso em que D tem grau 1. Escreva d = dM(D) e particione
D = D;U...UDjy definiveis de posto { e grau 1. Entao DC¢ E & D, Ce E e
...eDyCe E,jaque D—E = (Dy — E)U...U(Dyg— E). Assim,

d
{ceC™| D Ce ¢(€,0)} = [{ce C™| Di C¢ 4(€,0)} -
i=1
Assuma entao dM(D) = 1. Podemos também supor {c € C" | D C¢ ¢(€,c)}
nao-vazio. Seja D(*B) o conjunto definido em B pela férmula de L(X) que define
Dem (.
Suponha ¢ € C™ com D C¢ ¢(€,c). Mostraremos, primeiramente, que D(B)
contém um subconjunto finito Dg tal que Dy C ¢(€,c) e, para todo b € C*,
valha a implicacao

Dy C ¢(€,b) = D C¢ ¢(C,b).

Se Dy nao existe, construimos a; € C™, b; € C™", i € N, assim: suponha
ag,- .- ,ak—1,bo,...,bx—; construidos para k > 0 de modo que a; € D(*B) N
&(€,¢c) e D Z¢ ¢(€,b;). Temos RM(D N ¢(€,c)) = £ e, por D ser irredutivel,
RM(DN@(€, c)Ng(€,b;)) < & Concluimos que RM((DN¢(€,c)) — (o(€, b)) U
U BT b)) = £ e, pelo segundo lema, existe ax € D(B) N (¢(€,c) —
U:Ol ¢(T,b;)). Mas {ao,...,ar—1}, por ser finito, nio tem a propriedade de-
sejada para Dy (que supomos nao existir). Entao existe by € C™ tal que
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{ag,-..,ax—1,ar} C ¢(€,bx) e D Z¢ ¢(€,by). Por construgdo, ar ¢ ¢(<,b;)
para j < k. Assim,

€ != ¢(aiybj) & a; € ¢(€1b_]) &1 <7 3

contradizendo a estabilidade de €.

Scja 2 o conjunto dos subconjuntos finitos Dy de D(*B) assim obtidos, um
para cada ¢ € C™ com D C; ¢(€,¢). Para Dy € 2, scja xp,{(w) a frmula dec
L(C) que expressa “Dy C ¢(€)(w)” — existe porque Dy é finito. Para qualquer
c € C™, obtemos: D C; ¢(€,c) se e somente se existe Dy € 2 com € = xp,(c).

Temos também |2| < |D(B)|lw < |B|™w < k.

Com o mesmo raciocinio aplicado a —¢, obtemos férmulas ¥, 7 € J com
|J] < &, tais que D C; (—¢)(€, c) se e somente se existe j € J tal que € |=2;(c).

Novamente, D C¢ ¢(€,c) < D Z; (—¢)(€,c) e obtemos precisamente as
condicdes do primeiro lema: existem D;,..., Dy € 2 tais que D C¢ ¢(€,c) see
somente se € = xp,(¢) V...V xb,(¢). QED

Para este resultado, adaptamos os raciocinios da pdg. 232 e do Corolério
6.3.12 de [Marker]:

Teorema 2.4.4 (Lachlan). Todo tipo global com posto (ordinal) tem grau 1.

Demonstracdo: Suponha p € S2(A) e g € S2(B) com p C g e RM(p) =
RM(q) = &; temos dM(g) = 1 porque B é w-saturada e g é global em B.
Dcvemos mostrar que também dM(p) = 1. Scjam D € p dcterminado por p
tendo posto € ¢ grau dM(p) ¢ E € g determinado por g tendo posto € ¢ grau 1.
Note que D N E € ¢ ainda tem posto £ e grau 1 por minimalidade: podemos
catdo supor E C D. Escreva D = ¢(B) ¢ E = ¥(%8,b), com ¢(v) fSrmula de
L(A) ¢ ¥(v,w) férmula de L, v, w scqiiéncias de m, n varidvcis respectivamente
¢ b € B", dc modo que B | Vv (¥(v,b) — ¢(v)).

Tome S; = {c € C* | € = Y (¥(v,c) — ¢(v))} {c € C"]¢(T) <
(=¢)(€,c)}. O primciro conjunto ¢ A-definivel, assim como o scgundo pclo
teorema anterior (com X = A), j4 que RM(¢(€)) = & Entdo S; = {c €
C™ | 4(€,c) C ¢(€) e tem posto £} é A-definivel. Analogamente, S; = {(c,d) €
C™ | (€, ¢) NY(C,d) C $(€) e tem posto £} e S3 = {(¢,d) € C™ " | ¢(€,c) N
(=)(€,d) C #(€) e tem posto &} sdo A-definiveis. Obtemos o A-definivel
S={ceC"|ce S e(cd) &S>NS; para todo d € C"}, que € o conjunto
dos ¢ € C™ tais que (€, c) C ¢(€), ¥(€,c) tem posto e, para todo d € C",
RM(%(€, c)Ny(C,d)) < & ou RM(¢(€,c)—¢(€,d)) < & Note que b € S porque
(€, b) tem grau 1.
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Tome R = SoN (S xS) = {(c,;d) € Sx S|BRM(Cc)NY(Ed)) = &},
A-definivel. Mostremos que R é uma relac¢io de equivaléncia em S com nimero
finito de classes, observando que (b,b) € R. Evidentemente, R é simétrica e
reflexiva. Suponha (c,d), (d,e) € R. Entao ¥(€,d) N(€,e) tem posto £ e estd
contido em

(1/)(67 d) - l/J(Q:, C)) U (l/)(Q:, C) n l,[)(Q:, 6)) )

que portanto tem posto > £ Também (€, d) N (<€, c) tem posto &: pela
caracterizagio de S, entao ¥(€,d) — ¥(€,¢) tem posto < €. Concluimos que
Y(C, c) NY(C, e) tem posto £ e (c,d) € R. Agora, suponha cy,...,c; € S repre-
sentantes de classes distintas de R. Temos ¥(€, ¢;) C ¢(€), mas RM(¢(C, ¢;)) =
€ e RM(p(€,¢;) NY(€,¢;)) < € para i # j, donde k < AM(4(€)) = dM(p).

Como S e R sao A-definiveis e R tem um nimero finito de classe de equi-
valéncia — fatos todos descritos por férmulas de L(A) —, todas as classes de R
intersectam A™.

Tome a € A™ na mesma classe de b. Entao ¥(€,a) C ¢(€) tem posto &,
(€, a) N (€, b) tem posto &, mas (€, a) — (€, b) tem posto < £. J4 que
(€, b) tem grau 1, concluimos que (€, a) tem grau 1.

Finalmente, temos (B, a) de posto £ e grau 1 (lembre que v é férmula de
L e a € A™) contido em ¢(B). Se RM(4(B) — ¥ (B, a)) < &, entao dM(p) =
dM(¢(B)) = 1. Caso contrédrio, dM(¢(B) — (B, a)) < dM(4(B)), de modo
que ¢(B) — (B, a) ¢ p e obtemos (B, a) € p e dM(p) = 1. QED

Assim, se D € Defy é um irredutivel, D determina um tipo global e tem
dM(D) =1.

2.5. Deviagao (forking) e independéncia

Este é um tépico importante sobre o qual, contudo, seremos breves por falta
de espago. Sua existéncia e teoria devem-se a Shelah; um tratamento alternativo
é chamado “parisiense”, baseado em uma “ordem fundamental” e exposto em
[Poizat 1] e no livro de Lascar que mencionamos na introdugao do capitulo.
Fundamentamos nossa apresentagio no que, nas outras abordagens, é apenas
uma caracterizacio: a conservagio do posto de Morley.

Assumiremos que todos os tipos com que trabalharmos tém posto (ordinal).
Fixe uma estrutura 2 e, inicialmente, suponha X CY C A.

Sejam p € S;,(X), ¢ € Sn(Y). Sabemos que, por defini¢ao, se p C ¢ entao
RM(q) < RM(p). Estudaremos a situagao em que ocorre igualdade:
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Defini¢ao 2.5.1. (i) ¢ é uma extensdo direta de p se contém p e tem o mesmo
posto que p. (Diz-se nonforking em inglés.)

(ii) Se g é uma extensao direta de g|x, dizemos que ¢ na@o se desvia sobre
X. (Diz-se not forks em inglés.)

Proposigao 2.5.2 (Existéncia). As extensoes ¢ sobre Y indivisiveis de um
tipo p sobre X satisfazem ) dM(q) = dM(p). Em particular: p tem entre uma
e dM(p) extensdes indivisiveis; esse maximo ¢é alcangado se Y = A; se houver
uma extensao com grau dM(p), serd a dnica extensio.

Demonstragdo: Sendo D € Def’y determinado por p, mostraremos que as
extensdes indivisiveis de p em S,,(Y) s@o precisamente os tipos ¢ € (D) com
RM(q) = RM(D). Feito isso, aplicamos o Coroldrio 2.2.5 em S, (Y): dM(p) =
dM(D) = Y dM(q) com g € (D) e RM(q) = RM(D).

Se ¢ é uma extensdo direta de p, entao RM(q) = RM(p) = RM(D) e D € q.
Por outro lado, suponha que D € ¢ e RM(q) = RM(D) = RM(p). Entao
RM(g|x) > RM(g) = RM(D), mas D € g|x, de modo que RM(q|x) = RM(D).
Suponha que g|x determine E. Entao D N E € ¢|x e, por minimalidade,
RM(D N E) = RM(q|x) e dM(D N E) = dM(q|x), ou seja, q|x determina
DN E. Mas dM(D N E) < dM(D); per D ser irredutivel em Def’y, temos
dM(q|x) = dM(D) e D determina g|x. Pela Proposigéo 2.2.4, temos p = ¢|x,
donde p C q e ¢ é uma extensdo direta de p. QED

Desse modo, um tipo global (com posto e sobre uma estrutura estdvel) tem
uma Unica extensio direta.
Estas propriedades serdo repetidamente utilizadas:

Fato 2.5.3 (Transitividade e Monotonicidade). Sejam p C g C 7 tipos.
Entao 7 é uma extensao direta de p se e somente se 7 é uma extensao direta de
q e g é uma extensio direta de p.

Pois p C ¢ C r implica RM(p) > RM(q) > RM(r).

Exemplo 2.5.4 (Continuidade). Seja D € g determinado por esse tipo.
Tome Yy um subconjunto finito de ¥ de modo que D seja Yy-definivel. Entao
D € qly,, donde RM(gly,) — RM(q) e dM(qly,) = dM(q). Basta entdo invocar
a unicidade, no caso particular da Proposi¢io de Existéncia, para concluir que
q é a tinica extensao direta de gy, a Y. Assuma agora que g desvia-se sobre X.
Também D € qly,x, donde RM(qly, x) = RM(q) > RM(¢|x) e concluimos que
qlxuy, ainda se desvia sobre X.

Introduziremos o conceito de independéncia, primeiramente de m-uplas ¢
depois de conjuntos. Veremos uma caracterizagao geomeétrica na Secdo 3.4.
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Suponha agora X, Y, U W C Aex = (x1,...,2m) € A™, m # 0.

Definicao 2.5.5. Dizemos que z independe de U sobre X e indicamos a:J/ U
se t(z/XU) nao se desvia sobre X, ou seja, t(z/XU) é extensdo chreta de
t(z/XU)|x =t(z/X). Usaremos o simbolo J para negar essa relagao.

Observamos que, na notacao w\LX y, trata-se x como uma seqiiéncia de
elementos e y como um conjunto, notadamente o dos elementos que ocorrem na
seqliéncia y.

Novamente, destacamos estas propriedades de uso repetido:

Corolério 2.5.6 (Transitividade e Monotonicidade). 'J:\LXY Ue a;\LY Y
se e somente se xJ/ YU.
Note que t(z /X) Ct(z/XY) Ct(x/XYU), aplicando-se o fato homdnimo.

Proposicao 2.5.7 (Base finita). :v\LX U se e somente se \LX Up para todo
subconjunto finito Uy de U, ou seja, a:\LX y para toda seqiiéncia y (nao-vazia)
de elementos de U.

Demonstragao: Temos RM(z/X) < RM(z/XUp) < RM(z/XU) para cada
Uy, o que prova a implicagdo direta. Para a reciproca, suponha que x nao
independa de U sobre X, existindo D € t(z/XU) com RM(D) < RM(z/X).
Como a férmula que define D tem um numero finito de pardmetros, existe Uy
subconjunto finito de U tal que D é XUp-definivel. Entdo = n&o independe de
Uy sobre X. QED

Este é o resultado de que mais faremos uso:

Teorema 2.5.8 (Simetria). Sejam z € A™, y € A™ com m,n # 0. Se :c\LX Y
entdo y \L z (valendo a reciproca por simetria).

Demonstmg:ao Como ja fizemos anteriormente, consideraremos a cadeia
A < B < € em que B é w-saturada e € é |B|T-grande. Trabalharemos direta-
mente com os tipos e o posto de Morley em €.

Assuma RM(z/ Xy) = RM(z/X) para mostrar que RM(y/Xz) = RM(y/X).
Escreva RM(z/X) =€ e RM(y/X) =

Tome y’ € C™ realizando uma extensao direta de t(y/X) a B. Entao
RM(y'/B) = (. Porque € é |B|*-saturada e Xy’ < |B|, também existe c € C™
tal que t(x,y/X) = t(c,y’/X). Substituir y por y' é uma bije¢ao definivel que
nos permite concluir que RM(z/Xy) = RM(¢/Xy') e RM(z/X) = RM(c/X).

Tome x' € C™ realizando uma extensao direta de t(c/Xy') a By'. Entédo

RM(z'/By') = RM(c¢/Xy') = RM(z/Xy) = & Note que t(c/X) C t(z'/B),
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de modo que RM(2'/B) < RM(c/X) = RM(z/X) = £ = RM(2'/By’) <
RM(z'/B), donde RM(z'/B) = &. Também t(z,y/X) — t(x y'/X), de modo
que { = RM(y/X) > RM(y/Xz) — RM(y'/Xz') > RM(y'/Bz').

Assim, reduzimos o problema [z,y, X] & situagdo [z',y’, B], em que B é o
dominio de uma estrutura w-saturada e basta mostrar RM(y'/Bz’) = (.

Suponha que exista uma férmula 6(v,w) de L(B), com v, w seqiiéncias de
m,n variaveis, tal que € | 8(z',7’) e que 0(z',€) € t(y'/Bz’) tenha posto
< {. Sejam ainda D € Defg g ¢ E € Defg g com D € t(z ’/B) e E € t(y'/B)
determinados por esses tipos, ou seja, RM(D) = ¢ e RM(E) =

Pelo Teorema 2.4.3, o conjunto Z = {¢c € C™| E Ce (0, ¢, Q:)I é B-definivel.

Temos ' € DNO(E,y')NZ, de modo que este conjunto pertence a t(z’/By’)
e, portanto, tem posto > £. Como estd contido em D, concluimos que seu posto
é precisamente £.

Recorde que D é B-dcfinivel ¢ DN 4(€,y') N Z ¢ C-definivel, ambos com
posto ¢. Pclo Lema 2.4.2, cxistc 2”7 € B™ tal que z” € DNO(C,3') N Z, ou scja,
¢ E0(2",y') e ENO(z”, €) tem posto < ¢, donde RM(y'/B) < (, contradicio.

QED

Concluimos com uma generalizagio:

Decfinigao 2.5.9. Dizemos que U independe de V' sobre X e indicamos U \Lx 1%
se todas as m-uplas de U, m € N*, independem de V" sobre X.

Corolério 2.5.10 (Simetria). Se U \L V entdo V \L U.

Demonstragdo: Sejay = (y1,--.,¥n) € V™, n € N, uma seqiiéncia arbitriria
de elementos de V. Devemos mostrar que y\LX U, ou seja, t(y/XU) nao se
desvia sobre X.

Por continuidade, caso t(y/XU) divida-se sobre X, existe um subconjunto
finito Uy de U tal que t(y/XUp) = t(y/XU)|xv, desvia-se sobre X. Tome
z uma |Up|-upla de U formada pelos elementos de Up sem repeti¢ao. Assim,
t(y/Xz) desvia-se sobre X.

Por hipétese, x\L V et(x/XV) é extensio direta de t(z/X). Mast(z/X) C
t(x/Xy) C t(x /XV), donde t(x/Xy) é extensdo direta de t(x/X), ou seja,
I\Lx y. Por simctria, y \LX z, ou scja, t(y/Xz) é cxtensao dircta de t(y/X),
contradi¢ao. QED

Corolério 2.5.11 (Transitividade e Monotonicidade). Valem V \LYY U
eV 1 Y seesomente se v,y YU.
Bdata aplicar o coroldrio homommo a cada seqiiéncia de elementos de V.
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2.6. Tipos definiveis e herdeiros

Esta sec¢io prové uma caracteriza¢ao sintdtica da extensido direta de um
posto global, sob as hipGteses de estabilidade e tipo com posto ordinal. Contudo,
alguns dos resultados apresentados sdo validos em quaisquer condigoes.

Esta definicao esclarece o enunciado do Teorema 2.3.13:

Defini¢ao 2.6.1. Suponha 2 uma L-estrutura arbitriria e X, Y C A. Um
tipo p € Si(X) é definivel sobre Y se, para toda férmula ¢(v,w) de L com
v, w seqiiéncias de m,n varidveis respectivamente, existe uma férmula d,¢(w)
de L(Y) tal que, para cada a € X™,

d(v,a) € p(v) & (A, (¥)yey) F dpd(a) .

(Note que a equivaléncia refere-se apenas a elementos de X™.) A associagéo d,
é chamada esquema de defini¢io de p. Quando X =Y = A, diremos apenas
que p é definivel.

Observe que, pela definicao e quando X = A, equivalem em 2 as férmulas
dp(—9) e ~dpe, assim como d,(¢p A1) e dpd A dptp, e analogamente para outros
conectivos.

Note também que dois tipos sobre 0 mesmo conjunto e com o mesmo esquema
de defini¢ao sdo, de fato, o mesmo tipo.

Suponha ainda que Y C X. Para cada a € X",

[4(v,a) € p(v) & Ak dpd(a)] & (4(v,a) & dpi(a)) € p(v)

porque dp¢(a) é também uma sentenca de L(X). Note que esta equivaléncia
é verdadeira independentemente do “significado” de dp¢(a), ou seja, de existir
um esquema de definigao de p.

Exemplo 2.6.2. Suponha X,Y C A, D € Def’y, a € A" e ¢(u,v) férmula de
L com wu, v seqiiéncias de m,n elementos respectivamente. Seja A o conjunto
dos elementos das m-uplas de D, também X-definivel (para cada uma das m
varidveis livres da férmula que define D, quantifique existencialmente as demais
e tome a disjungao dessas férmulas). Vemos t(a/A) como conjunto de férmulas
tendo as varidveis v livres; assuma que é um tipo definivel sobre Y.

Note que ¢(u,v) é uma férmula a que podemos aplicar seu esquema de
defini¢ao, obtendo dyq/a)¢(u). Suponha o € A™: entao A | dya/a)la] se e
somente se a formula ¢(«, v) pertence a t(a/A), ou seja, A = p(o,a). Assim,
P(A,a) N A™ = dy(q/ayp(A) N A™ é um conjunto Y U X-definivel.

Em particular, quando ¢(%,a) C D e aplicamos o proximo coroldrio, con-
cluimos que ¢(2, a) é A U X-definivel.
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Corolério 2.6.3. Todo tipo sobre X com posto (ordinal) é definivel sobre X.
Demonstragdo: Podemos supor p € S (X). Tome D € Def’é" x determinado
por p, com RM(D) = RM(p) = €. Entao p = {E € Defg x | D C¢ E}. Suponha
¢(v, w) férmula de L como na definigao. Pelo Teorema 2.4.3, {c € C* | D C¢
#(€,c)} é definido por uma férmula 1(w) de L(X). Assim, para cada a € A™,

¢(v,a) €p(v) & D Ce ¢(€,a) & C(a) & Al P(a).

Tome d,¢ = 3. Note ainda que p é definivel sobre um subconjunto finito de X,
sobre o qual D ¢ definivel. QED

Suponha % < B duas L-estruturas. Trabalharemos somente com tipos her-
deiros e globais, de modo que pospomos o caso geral para a Defini¢ao 2.6.9.

Definicao 2.6.4. (i) Diz-sc quc ¢ € S,,(B) ¢ herdeiro de g4 sc, para toda
férmula ¢ dc L ¢ todo b € B™ com ¢(v,b) € ¢(v), cxistc a € A™ tal que
$(v,a) € qla(v).

(ii) Diz-se que q € S,(B) é co-herdeiro de g|4 se, para toda féormula ¢ de L
¢ todo b € B™ com ¢(v,b) € g(v), cxiste a € A™ tal que B = ¢(a,b).

Importamos dois comentérios de [Poizat 1]:

Primeiramente, esclarecemos a terminologia “herdeiro” — veremos ao fim
da se¢do que “co-herdeiro” é um conceito dual. Suponha que um conjunto de
scntengas ¥ dc uma linguagem cstendendo L(A) com novas constantes tenha
csta propricdadce de consistncia com p € S,(A): sc ¢;, ¢ € I, sao scqiiCncias de
m novas constantes, entao ¥ U {p(c;) | ¢ € I} € consistente. E claro que, nesse
caso, ¥ tcm cssa propriedade também com qualquer restricio de p. Porém, se
q é um herdeiro de p, ¥ tem essa propriedade com g, porque cada subconjunto
finito de ¢ (ou uma tnica férmula, por conjungao) corresponde a um subconjunto
de p, bastando reinterpretar parametros. Desse modo, g herda propriedades de
consisténcia de p.

Outro termo usado é “primogénito”, quando se chamam extensoes de “fi-
lhos”, mas notamos que em geral hd muitos herdeiros sobre um mesmo modelo.

Frisemos duas propriedades simples, para as quais suporemos p C g C r tres
tipos globais sobre trés estruturas de cadeia elementar. Temos g extensao de p
e r de q. Se q é herdeiro de p e r de ¢, entao r é herdeiro de p. Se r é herdeiro
de p, entao q é herdeiro de p, mas vemos que r nao precisa ser herdeiro de ¢.

Recorremos novamente a [Poizat 1] para adaptar seu Teorema 11.1:

Lema 2.6.5 (Existéncia). Suponha p(v) € S;n(A) e ®(v) um conjunto de
férmulas de L(B) fechado sob conjungdes, contendo p e tal que, se ¢(v,b) € @
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com ¢ férmula de L e b € B™, ent@o existe a € A™ tal que ¢(v,a) € p. Entdo
® estende-se a um herdeiro de p sobre B. Em particular, tomando-se ® = p,
vemos que p tem herdeiros sobre B.

Demonstragdo: Considere o conjunto de férmulas em ® e das férmulas
-)(v,d), em que d € B™ e 9 é férmula de L para a qual nio existe a € A™ tal
que ¥ (v, a) € p(v).

Mostremos que esse conjunto é consistente com Th(B, (b)sep). Um sub-
conjunto finito seu constitui-se de ¢1(v,b1),..., dr(v,b;) € @ € 1 (v,d1),. ..,
—1h5(v,ds) com ¢;,1); férmulas de L. Adicionando novas varidveis as férmulas
originais, podemos tomar todas as constantes de B em conjunto e supor que b; =
...=b, =d1 =... =ds, sem alterar as propriedades dadas por hipétese. Ja que
P1(v,b1) AL A dr(v,b1) € D, existe a € A™ tal que ¢1(v,a) A ... Adr(v,a) € p.
Tome € uma extensao elementar de B em que p seja realizado por ¢ € C™.
Por hipétese, ¥1(v,a),...,¥s(v,a) € p, donde =)y (v,a),...,~s(v,a) € pe
€ ¢i(c,a),...,d:(c,a),Pi(c,a),...,~s(c, a). Entao, interpretando b; = d;
como a, vemos que o subconjunto finito é consistente com Th(B), portanto com
Th(*B, (b)sep) pelo Lema 1.3.10. Pela discussao que antecede o Coroldrio 1.1.12,
concluimos que todo o conjunto é consistente com Th(B, (b)seB).

Entao esse conjunto estende-se a um tipo ¢ € S,,(B). E claro que ® C q.
Suponha ¢(v,b) € q(v), com ¢ de L e b € B™, mas que nao exista a € A"
tal que ¢(v,a) € p(v). Entao —¢(v,b) pertence ao nosso conjunto e entdo a q
consistente, contradi¢ao. Obtemos ¢ herdeiro de p. QED

Para caracterizar a unicidade do tipo herdeiro, precisamos do

Teorema 2.6.6 (Beth). Adicione a L novos predicados Py, ns-drio, f € F,
obtendo a linguagem L’. Equivalem:

(i) Suponha 2 uma L-estrutura que, com alguma interpretagdo Ry C A™f
para cada Py, é modelo de uma teoria 7" de L. As interpretagdes R sdo tnicas
de modo que (A, (Ry)fer) ET".

(ii) Cada férmula atéomica Py equivale em 7”7 a uma férmula de L.

Referéncias: O Teorema 2.2.22 de [Chang, Keisler], com pequena adaptacao
na demonstracdo, ou o Teorema 6.6.4 de [Hodges]|, j4 mais forte. QED

Proposicao 2.6.7. Um tipo p € S;,(A) é definivel se e somente se p tem um
inico herdeiro sobre qualquer extensao elementar de 2. [sse herdeiro tem o
mesmo esquema de definigao de p.

Demonstragdo: Suponha p definivel e g € S,,(B) herdeiro de p. Mostrare-
mos que uma férmula ¢(v,b) pertence a g(v), com ¢ formula de L e b € B",
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se e somente se B |= dp¢(b). Feito isso, notamos que g estd perfeitamente
caracterizado, sendo portanto tnico, e que dy = d.

Para todo a € A", vale (¢(v,a) « d,¢(a)) € p(v). Nesse caso, ~(¢(v,a) <
dy¢$(a)) £ p(v) e, por hipdtese, ~(¢(v,b) < d,p(b)) & q(v) para todo b € B™.
Assim, para todo b € B, vale (¢(v,b) — d,¢(b)) € ¢(v), como desejado.

Suponha agora que p tem um tnico herdeiro sobre cada extensao elementar
de 2. Para cada férmula ¢(v, w) de L, em que w é seqiiéncia de n, varidveis e ng
¢ arbitrario nao-nulo, adicione um predicado P, ng-drio a L(A) e interprete-o
em U como A, = {a € A™ | §(v,a) € p(v)}. Observamos que A, N A, =0e¢
A¢ U A_.¢, = A". Tome T' = Th(, (a)aeA, (A¢)¢)

Se (B, (ba)aca, (Bs)s) ¢ um modelo de T', podemos considerar B extensao
elementar de 21 com a identificacio b, = a. Mostremos que o conjunto &
das férmulas ¢(v,b), cm que ¢(v,w) ¢ como acima ¢ b € By, ¢ um conjunto
consistentc com Th(B, (b)sep). Suponha ¢,(v,by), ..., dk(v,bx) férmulas suas:
como p ¢é finitamente satisfazivel em 2, temos

A, (A¢)¢) }= Yws ... Vwyg (P¢1 (‘wl) AN...NA quk (wk) —
v (pr(v, w1) A ... A grlv, wi))) -

Entdo também (B, (By)s) satisfaz essa sentenca e, em particular, B = Jv (¢1(v,
bl) A A dp(v, bk))

Note que ByNB-4 =0 e ByUB_4 = B™, de modo que ® é maximal, ou seja,
um tipo. Além disso, ® contém p: de fato, se ¢(v,a) € p(v) entdoa € Ay C By,

- donde ¢(v,a) € ®. Mas @ satisfaz a condi¢io da definicdo de herdeiro: mais
precisamente, se ¢(v,b) € ® entdao b € By, donde B, # 0 e existe a € A, de
modo que ¢(v,a) € p(v). Vemos que o tipo @ é o herdeiro de p.

Concluimos que cada By é o conjunto das n-uplas b € B™ tais que ¢(v,b)
pertence ao tinico herdeiro de p, ou seja, as interpretagdes By sdo tnicas. Pelo
Tcorcma dc Beth, cada Py(w) cquivale cm T a uma férmula #4{w) de L(4),
donde

P(v,a) € plv) & a€ Ay & (U,(4,)s) = Pyla) & A= Ys(a).
Tome d,¢ — Yg. QED

Lembramos que, pelo Teorema 2.4.4, tipos globais com posto ordinal sobre
estruturas estdveis tém grau 1.

Teorema 2.6.8. Suponha p € S,,(4) com posto (ordinal) e ¢ € S,,,(B) a tinica
extensao direta de p. Se p determina D € Def{ 4, entdo g ¢ o unico tipo de
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Sim(B) com posto RM(p) que contém D. Além disso, ¢ é o tinico herdeiro de p
¢ tem o mesmo esquema de definigéo.

Demonstragdo: Escreva RM(p) = £ e dM(p) = 1. Pela Proposicio 2.2.4, D
determina r € S22 (B) o tnico tipo que contém D com posto RM(D) = £ e grau
dM(D) =1, sendo r = {E € Defyy 5 | D C¢ E} D {E € Defyg 4 | D C¢ E} = p.
Assim, r é extensdo direta de p, ou seja, r = q.

Seja € uma extensao elementar |B|*-grande de B.

Aplicamos agora o Teorema 2.4.3 a B em vez de 2. Suponha ¢(v, w) como
em seu enunciado e D(€) o conjunto definido em € pela férmula de L(A) que
define D em B: entéo {c € C™ | D(€) ¢ ¢(€,c)} é definido por uma férmula
P(w) de L(A). Assim, para b € B", B E (b)) & € E ¥(b) & RM(D(€) —
#(€,b)) < & & RM(D — ¢(B,b)) < £ & ¢(B,b) € r = q. Tome dy¢ = ¥, de
modo que q é definivel.

Contudo, vimos no Coroldrio 2.6.3 que p é definivel, e a Proposigao 2.6.7
entao garante que p tem um tunico herdeiro sobre B, com o mesmo esquema
de defini¢io d,. Basta mostrar entdo que d, é esse esquema, de modo que o
herdeiro sera igual a . Como vimos, v é férmula de L(A): ento, para a € A",
d(v,a) € p(v) & ¢(v,a) € glv) & B | dydla) & A = dgé(a), donde
podemos tomar d, = d,. QED

Sabe-se ainda que, por simetria, ¢ também é o tinico co-herdeiro de p.

A titulo de completude, apresentamos a defini¢ao geral de tipos herdeiros,
embora sua restri¢gao deva ser global.

Suponha 2 uma L-estrutura e Y um conjunto contendo A. Pelo Teorema de
Lowenheim—Skolem e providenciando-se as colagens isomorfas de praxe, sempre
existe uma extensao elementar € de 2 com Y C C. Para considerar tipos so-
bre Y, é preciso especificar a estrutura € a qual (e a Th(€, (y)yecy)) referem-se
afirmacgoes de consisténcia. Supomos entdo € um modelo monstro, sem gran-
deza especifica, e assumimos que as extensoes elementares de 2 contendo Y sao
subestruturas de € — note que nao se trata de universalidade de €, pela qual
se obtém apenas imersao.

Definicao 2.6.9. (i) Diz-se que ¢ € S,,,(Y) é herdeiro de q|4 se se estende a
um herdeiro de ¢|4 sobre qualquer extensao elementar de 2 contendo Y.

(ii) Diz-se que g € S;n(Y) é co-herdeiro de g| 4 se se estende a um co-herdeiro
de q| 4 sobre qualquer extensao elementar de 2 contendo Y.

A mudanga na definicao é apenas aparente:

Proposigao 2.6.10. (i) ¢ € S,,(Y) é herdeiro de ¢|4 se e somente se, para
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toda férmula ¢ de L e todo y € Y™ com ¢(v,y) € g(v), existe a € A™ tal que
8(v,0) € gla(v).

(ii) g € S,.(Y) é co-herdeiro de g|4 se e somente se, para toda férmula ¢ de
L, todo y € Y™ com ¢(v,y) € g(v) e toda extensao elementar B de 2 contendo
Y, existe a € A™ tal que B = ¢(a,y).

Demonstragdo: (i) Para a implicagio direta, tome B extensao elementar de
A com Y C B e aplique a definigdo. Para a reciproca, dada B nessas condigdes,
use o lema de existéncia, cujas hipéteses ja sao verificadas.

(ii) A implicagdo direta é demonstrada pelo mesmo argumento de (i). Para a
reciproca, um resultado correspondente de existéncia pode ser usado do mesmo
modo e encontrado nos Lemas 12.10 e 12.11 de [Poizat 1]. QED

Corolério 2.6.11 (Dualidade). Suponha c,d seqiiéncias de elementos de C
com m,n elementos, respectivamente. Entao t(c/Ad) é herdeiro de t(c/A) se e
somente se t(d/Ac) é co-herdeiro de t(d/A).

Demonstragio: Podemos trabalhar com férmulas de L(A), inserindo sempre
todos os parametros de A ja nas férmulas. Assim, nao precisamos contar outros
parametros em A e podemos supor que seqiiéncias sobre Ac ou Ad sao as préprias
¢ ou d respectivamente.

Pelo item (i), t(c/Ad) ¢ herdeiro de t(c/A) se e somente se, para toda férmula
¢ de L(A) tal que € | ¢(c, d), cxistc a € A™ tal que € |= ¢(c, a).

Pclo item (ii), t(d/Ac) é co-herdeiro de t(d/A) sc ¢ somente se, para toda
férmula + de L tal que € = ¥(d, ¢) ¢ toda cxtcnsao clementar B de 2 contendo
Ac, existe a € A™ tal que B | (a,c). Mas € é uma tal extensdo, e basta
verificar a condi¢ao quanto a € por hipStese — supomos toda B subestrutura
de €.

Basta ent@o tomar ¢ e 7 obtidas uma de outra permutando suas varidveis.

QED
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Geometria do fecho algébrico

Como no capitulo anterior, trabalharemos com uma linguagem arbitrdria L
e outras condigdes serdo particulares a cada se¢gio. Também permanece valida
nossa nota sobre a redagao e as influéncias de [Ziegler], [Pillay] e [Hodges].

Introduziremos o operador mais utilizado neste texto e em boa parte da Teo-
ria dos Modelos: o fecho algébrico acl(-), cujas principais propriedades sao con-
seqliéncias da formulagao de L em primeira ordem. Estudaremos, em seqiliéncia,
sua rela¢do com automorfismos, suas propriedades gerais com o posto de Mor-
ley, seu comportamente enquanto fecho combinatério em conjuntos fortemente
minimais, e as nogbes de dimensao e independéncia resultantes. Identificare-
mos, sob condigdes precisas, a independéncia sob este fecho e a independéncia
de deviagao que estudamos anteriormente.

3.1. Fechos definivel e algébrico

Deveremos deduzir algumas propriedades antes de apresentar exemplos. Se-
jam 2 uma L-estrutura e X, Y C A.

Embora apresentemos esta definigdo diretamente para o grupo de automor-
fismos sobre X, ela pode ser adaptada para qualquer (subgrupo de) grupo de
permutagoes, como em [Hodges]. Seguiremos sua distingdo maiuscula.

Definigao 3.1.1. DCL(X) é o conjunto dos elementos de A fixados pelos
automorfismos sobre X.

ACL(X) é o conjunto dos elementos de A com numero finito de imagens
pelos automorfismos sobre X, chamadas X -conjugados.

Proposigao 3.1.2. (i) X C DCL(X) C ACL(X).

(ii) Se X C Y entao DCL(X) C DCL(Y) e ACL(X) C ACL(Y).

(iii) Se X C DCL(Y) entao DCL(X) C DCL(Y).

(iv) DCL(DCL(X)) = DCL(X).

Demonstragio: Os fatos (i) e (ii) seguem da definiao.

Suponha a € DCL(X) e X C DCL(Y). Por definigio, um automorfismo
sobre Y fixa os elementos de X e é, entdo, um automorfismo sobre X. Portanto,
esse automorfismo fixa a. Concluimos que a € DCL(Y) e obtemos (iii).

Demonstremos (iv). Por (i), temos X C DCL(X), e a propriedade (ii)
implica DCL(X) C DCL(DCL(X)). Também temos DCL(X) C DCL(X), a
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que se aplica a afirmacdo (iii) para obter DCL(DCL(X)) C DCL(X). QED
Faremos agora a defini¢ao e as dedugoes centrais desta -se¢ao.

Definigao 3.1.3. (i) O fecho definivel de X é o conjunto del(X) dos elementos
X-definiveis. (Em inglés, dcl abrevia definable/definitional closure.) Atengdo:
nao se trata de um menor conjunto definivel que contenha X .

(ii) Elementos de conjuntos X -definiveis finitos sdo ditos algébricos sobre X.
Indique acl(X) o fecho algébrico de X, conjunto dos algébricos sobre X. (Em
inglés, acl abrevia algebraic closure.)

Fato 3.1.4. dcl(X) e acl(X) s&o os mesmos em qualquer extenséo (ou subes-
trutura que contenha X) elementar de 2.

Porque a elementaridade preserva o nimero de elementos de um X-definivel
finito.

Fato 3.1.5. dcl(X) C DCL(X) e acl(X) C ACL(X).

Demonstragdo: Suponha que £ seja um automorfismo de 2 e D um subcon-
junto definivel de A™ com ¢ uma férmula de L e a € A™ tais que D = ¢(2, a).
Vimos que &[D] = ¢(2,€(a)). Caso £ seja um automorfismo sobre X e a seja
uma seqiiéncia de parametros de X, temos £(a) = a e {[D] = D. QED

Proposigao 3.1.6. (i) X C dcl(X) C acl(X).

(ii) Se X C Y entao dcl(X) C del(Y) e acl(X) C acl(Y).

(iii) Se X C del(Y') entdo dcl(X) C dcl(Y); analogamente quanto a acl(-).

(iv) del(del(X)) = del(X) e acl(acl(X)) = acl(X).

(v) Para todo ¢ € del(X) existe Xy subconjunto finito de X tal que a €
dcl(Xp); analogamente quanto a acl(-).

Demonstragdo: Novamente, (i) ¢ (ii) scguem da definigdo.

Considcramos (iii), (iv), (v) primeiro quanto a del(-):

Para provar (iii), suponha a € del(X) ¢ X C dcl(Y). Existem ¢(v, v1,...,%n)
férmula de L, 1,...,2, € X e férmulas ¢1,...,d, de L(Y) com {a} = ¢(¥, z,,
..., Zn) e cada {z;} = ¢;(¥, (y)yey). Entao

vy ... Jvn (¢(v,v1,-- -, vn) A /\ oi(v:))
i=1

define a com parametros em Y. O definivel é realmente unitario porque apenas
(z1,...,z,) satisfaz \I_, ¢;(v;) interpretando as varidveis adequadamente.

Consideremos (iv). Por (i), temos X C dcl(X), e entdo (ii) implica del(X) C
del(dcl(X)). Também temos dcl(X) C del(X), a que se aplica a propriedade
(ili) para obter dcl(dcl(X)) C del(X).
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O fato (v) segue da defini¢io: dado a € dcl(X), existe uma férmula com
parametros em X que ¢ satisfeita somente por a; tome Xy o conjunto finito dos
parametros de X que ocorrem nessa férmula.

Agora, os enunciados quanto a acl(-):

Para (iii), o raciocinio correspondente deve ser mais elaborado. Suponha
a € acl(X)e X C acl(Y). Existem ¢(v,vy,...,v,) formulade L, zy,...,2, € X
e formulas ¢1,...,¢, de L(Y) com a € ¢, z1,...,2,) finito e cada z; €
$i(A, (y)yey) finito. Porém, ¢(2A,by,...,b,) pode nao ser finito para alguns
b1,...,b, € acl(Y).

Suponha que ¢(2, 1, . . ., T, ) tenha k elementos e cada ¢; ((, (y)yey)) tenha
k; elementos. Considere o conjunto definido por

n

Fo1 ... v (P(v,v1, - - -, vn) ATFud(u, v1,. .. va) A /\ di(vi)) -
i=1

Para a varidvel v;, temos k; possibilidades de satisfagdo de ¢;(v;), de modo
que hd k; ...k, possibilidades, de inicio, para interpretar as varidveis vy, ..., Up.
Entretanto, 3¥%u ¢(u, vy, ...,v,) garante que o conjunto definido por ¢ com
tais parametros tem < k elementos, de modo que o definivel tem no mdzimo
kki ... ky elementos. Mas, interpretando cada v; como z;, vemos que a pertence
a esse definfvel.

A prova de (iv) é andloga aquela para dcl(-). Na prova de (v), substitua
a satisfacio somente por a pela satisfagio por um nimero finito de elementos,
dentre os quais a. QED

Comparemos estes fechos quando as estruturas séo corpos e a linguagem
é a dos anéis com unidade (apenas). Lembre que, se L é um corpo, X C
L e K é o subcorpo gerado por X, entdo os automorfismos de L sobre X
sao precisamente aqueles sobre K, donde DCL(X) = DCL(K) e ACL(X) =
ACL(K). Por outro lado, sabemos que Def},’ k = Def] x e vem dcl(X) =
del(K) e acl(X) = acl(K). Assim, contentamo-nos em trabalhar diretamente
com o subcorpo K. O primeiro exemplo estuda a extensao cotidianaQ C R e o

segundo apresenta o importante caso em que L é algebricamente fechado.

Exemplo 3.1.7. O tnico automorfismo do corpo R sobre Q é a identidade, de
modo que DCL(Q) = ACL(Q) = R. Primeiramente, notamos que a ordem usual
¢ (-definivel em R porque z < ¥y & R | Jv(z + v? = y), de modo que todo
autormofismo de R sobre @ é crescente. Agora, suponha & um tal automorfismo e
= € R com, digamos, z < £(z): entdo exister € Q comz < r < {(z) < &(r) =7,
contradigao.
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Seja agora ¢(z, w) uma férmula com z varidvel e w seqiiéncia de n varidveis.
Seja também a € Q" e suponha que ¢(R,a) é um conjunto finito com k > 2
elementos, que se ordenam z; < ... < zx. Entdo existem 7y,...,7%—1 € Q
comz; <71 < 23 <...< 71—y < Tx. Com 0s novos parametros r;, podemos
definir cada x;, novamente porque a ordem é @-definivel. Por exemplo, a férmula
#(z,a) A v (z + v2 = r)) tem pardmetros em Q e é satisfeita apenas por z.
Concluimos que acl(Q) = dcl(Q).

Considere o corpo Q" dos niimeros reais algébricos (sobre Q): mostraremos
que dcl(Q) = acl(Q) = Q". Para tanto, faremos uso de conceitos pertinentes &
teoria dos corpos reais fechados, que nao exporemos porque nao tornaremos a
veé-los; contudo, trata-se de um conceito importante em Algebra e também em
Teoria dos Modelos. (Referéncias em Algebra sio o Capitulo XI de [Lang] e o
Capitulo 11 dc [Jacobson II].) Um corpo real fechado é um corpo ordenado cm
que todo polinémio de uma varidvel de grau impar tem raiz e todo elemento
positivo tem raiz quadrada, ou seja, a ordem é definivel como em R. Vemos
entdo que Q" e R s@io corpos reais fechados. Essa teoria tem eliminacio de
quantificadores na linguagem dos anéis com unidade e ordem, como mostram
o Teorema 8.4.4 de [Hodges| ou o Teorema 3.3.15 de [Marker], de modo que
Q" <R.

A eliminacdo de quantificadores nao se estende A linguagem dos anéis com
unidade, embora a ordem seja definivel. De fato, se assim fosse, R seria uma es-
trutura minimal pela demonstragio do Exemplo 1.3.6, porém a férmula Jv (z =
v?) define um conjunto (dos reais positivos ou 0) infinito com complemento in-
finito. Contudo, a ordem ser definivel implica que os conjuntos definiveis sao os
mesmos em ambas as linguagens.

Aqui, é mais importante que também na linguagem dos anéis com unidade a
extensdo Q" < R ¢ elementar, porque as férmulas desta linguagem sao férmulas
da outra. Assim, considere ainda acl(Q) fecho na linguagem original.

Suponha a € Q" com polindmio minimal m € Q[z]. Entao m tem um nimero
finito de raizes e escreve-se a féormula m(z) = 0 com parametros em @, de
modo que a € acl(Q). Assim, Q" C acl(Q). Contudo, como ® é subestrutura
elementar de R, o fecho é 0 mesmo em ambas as estruturas, de modo que

acl(Q) C Q".

Exemplo 3.1.8. Suponha 7. wm corpo algebricamente fechado e K um sub-
corpo de L. Mostraremos que acl(K) = ACL(K) igual ainda ao fecho algébrico
de K em L e que dcl(K) = DCL(K) igual ainda ao fecho perfeito de K em L.

O fecho algébrico de K em L é, por defini¢ao, o subcorpo de L dos elementos
algébricos sobre K. Como L é algebricamente fechado, trata-se também de um
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fecho algébrico (usual) de K porque é uma extensao algébrica. Suponha a € L
algébrico sobre K e seja m € K|[z] seu polindmio minimal. Entdo m tem um
ntimero finito de rafzes em L e m(v) = 0 é uma férmula com pardmetros em
K, de modo que a € acl(K). Sabemos que acl(K) C ACL(K), fato que agora
percebemos generalizar este raciocinio algébrico: sendo £ um automorfismo de
L sobre K, temos também m(£(a)) = €(m(a)) = £(0) =0 e £(a) raiz de m.

Basta, portanto, mostrar que o fecho algébrico de K em L contém ACL(K).
Suponha agora a € L transcendente sobre K. Lembramos que entao existe um
numero infinito de transcendentes sobre K, por exemplo, a™ para cada n € IN*
(sdo distintos porque se a’ = a’ com i > j entdo a’~7 — 1 = 0). Mas, para cada
b € L transcendente sobre K, vimos na Sec¢do 1.2 que existe um automorfismo
de L sobre K que leva a a b. Assim, a tem um nimero infinito de conjugados e
a ¢ ACL(K). A titulo de curiosidade, lembramos que todos os transcendentes de
L sobre K tém o mesmo tipo sobre L, e entao satisfazem precisamente as mesmas
férmulas com parametros em L ou somente K, concluindo-se diretamente que
a ¢ acl(K).

O fecho perfeito de K em L é, também por defini¢do, o menor subcorpo
perfeito de L que contém K — como L é algebricamente fechado, é perfeito.
Suponha L com caracteristica p > 0 e defina K? = = (¢p")"}[K], em que ¢
" = Unen K? 7. A condigio de
sobrejetividade de ¢ e sua injetividade implicam que a intersec¢ao de corpos

¢ a funcio de Frobenius (z) = 2P, e KP

perfeitos é ainda perfeita; como L é perfeito, existe realmente o fecho perfeito F
de K em L. Mostremos que F = KP ~ = {a € L|a?" € K para algum n € N}.
Se p"(a) € K C F entéo, por ™ ser sobrejetora em F' e também injetora, temos
a € F. Por outro lado, (K? "),en é uma cadeia de corpos, verificando-se que
KP™™ é um corpo contendo K e bastando provar que K? . é perfeito. Dado
a€ KP 7 temos a?" € K para algum n € N, existindo b € L com b” —a =0
ja que L ¢é algebricamente fechado. Entao ¢(b) = a e ¥ =" e K , donde
be KP ™.

Observamos, em qualquer caracteristica, que todo elemento de DCL(K) é
algébrico sobre K, porque DCL(K) C ACL(K). Mostraremos inicialmente que
DCL(K) é o conjunto dos elementos a € L algébricos sobre K com polindmio
minimal m € K[z] com raiz Unica a, ou seja, multiplicidade igual ao grau de
m. Suponha a € L algébrico sobre K e m € K|[z] seu polindmio minimal: todos
os conjugados de a sdo raizes de m. Se a é a tnica raiz, entdo imediatamente
a € DCL(K). Se b € L é uma raiz distinta, vimos na Se¢ao 1.2 que existe um
automorfismo de L sobre K que leva a a b, donde a ¢ DCL(K).

Desse modo, no caso de caracteristica 0 e K jd ser perfeito, um elemento de
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DCL(K) tem polindmio minimal com grau 1, de modo que pertence a K. De
K C dcl(K) € DCL(K), concluimos a igualdade dos trés conjuntos.

No caso de caracteristica p > 0 e F = KP ~ o fecho perfeito de K em
L, notamos que o polindmio minimal sobre K de a € DCL(K) é divisivel pelo
minimal sobre F', que portanto também tem a como tinica raiz. Novamente, por
F ser perfeito, este minimal tem grau 1 e a € F. Por outro lado, se a € F entao
¢"(a) € K para algum n € N, mas como " é uma fungéo injetora e @-definivel,
obtemos a € dcl(K). Finalmente, lembramos que dcl(X) C DCL(X).

Facamos algumas colocagdes adicionais, também a titulo de curiosidade, para
caracteristica p > 0. Obtivemos dcl(K) = DCL(K) = K? ~ ={a€ L|a®" € K
para algum n € N}. H4 um raciocinio direto: se £ é um automorfismo de L
sobre K ¢ a?" € K, entdo o = £(aP") = (€(a))?"; por injetividade da fungio
de Frobenius, a = £(a) ¢ a € DCL(K). Além disso, del(K) C dcl(F) porque F
¢ cxtensdo de K. Assim, sc a € dcl(K) entao t(a/F) ¢é isolado pclo conjunto
F-definivel das raizes do polindmio minimal m de a sobre F. Se m tem outras
raizes, todas tém o mesmo tipo t(a/F’), o que contradiz a € dcl(¥'). Conclui-se
diretamente que m tem a como Unica raiz, com grau 1, e que a € F.

Para generalizar as equivaléncias deste exémplo, devemos trabalhar em um
modelo monstro k-grande €, com x > |L| e X C C satisfazendo |X| < &.
Observamos que |L(X)| < & implica |dcl(X)|, |acl(X)| < &, o que nos permite
tratar dcl(X) e acl(X) como conjuntos de parametros também.

Proposigao 3.1.9. Nessas condigoes, dcl(X) = DCL(X) e acl(X) = ACL(X),
ou seja,

(i) a € del(X) & todo automorfismo sobre X fixa a.

(ii) @ € acl(X) « a tem apenas um numero finito de X-conjugados.

Demonstracdo: Basta aplicar o Corolério 1.4.7: o item (i) é dado pelo enun-
ciado sobre a m-upla a, para m = 1; o item (ii) é dado pelo enunciado sobre
subconjuntos finitos, como o dos X-conjugados de a. QED

Finalmente, notamos que o Exemplo 1.3.1 generaliza-se, com o mesmo ra-
ciocinio, A igualdade Defgy)(x) = Def e, entdo, & identificagdo Sy (del(X)) =
8w (X): '

3.2. Relagoes com o posto de Morley

O posto de Morley de um tipo tem propriedades especiais quando ocorrem
relacoes com o fecho algébrico.

Considere ainda 2 arbitrdria e X € A. Suponha a = (aj,...,a,,) € A™
com m # 0.
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Temos RM(a/X) = 0 & a1,...,am € acl(X). Isso ocorre porque () é o
menor posto que um tipo pode ter, precisamente quando contém um definivel
D de posto 0, ou seja, finito; neste caso, as projegoes de D em cada uma de
suas m “coordenadas” sao ainda definiveis finitos sobre os mesmos parametros,
e reciprocamente seu produto é finito. Analogamente, no caso de posto nulo,
dM(a/X) é a menor cardinalidade de um tal D.

Proposicao 3.2.1. Suponha ainda b = (by,...,b,) € A™ com cada b; €
acl(Xa): entao RM(a,b/X) = RM(a/X). Em geral, por permutagoes (-defini-
veis, podemos supor a;, b; em qualquer seqiiéncia.

Demonstragao: Note que podemos assumir n = 1, pois em geral bastard
retirar n elementos.

Pela Proposigao 2.2.2, ja temos RM(a/X) < RM(a,b/X). Provaremos por
indugao em um ordinal £ que RM(a, b/X) > £ implica RM(a/X) > &, concluindo
que RM(a,b/X) < RM(a/X). Os casos de ordinal 0 e limite sendo imediatos,
como de costume, assumimos a hipétese para o ordinal &, em qualquer estrutura
e com qualquer conjunto de parametros, e consideramos o caso £ + 1. Suponha
que RM(a,b/X) > £+ 1 > £, de modo que RM(a/X) > £. Procedendo por
reducdo ao absurdo, suponha RM(a/X) = &.

Tome uma extensao elementar w-saturada B de A. Sejam ¢,y férmulas de
L(X) tais que ¢(B) € tg(a/X) com posto & e U satisfaz Y(a,b) e I~ wY(a, w).
Considere a férmula também de L(X)

¢,(‘U, w) : d)(’U) A "/j(vv 'lU) ANF™"u 'l,b(’l}, ’U,) :

Entao B = ¢'[a,b] e RM(¢'(B)) > £ + 1. Porque B é w-saturada, pelo Lema
2.1.10 existem férmulas 0; de L(B), i € N, tais que 6;(B) sao dois a dois
disjuntos contidos em ¢'(B) e com posto > £. Tome x;(v) : Jwé;(v,w), de
modo que x; implica ¢.

Tome € uma extensao elementar x-grande de B, com k > |L|, |B|. Para cada
i € N, algum tipo a que 6; pertence tem o mesmo posto, pela Proposigao 2.2.5, e
é realizado por (c;,d;), ¢; € C™ e d; € C. Desse modo, RM(c;,d;/B) > € e, por
hipétese de indugdo neste caso, RM(c;/B) > £. Como € k= x;[e;], concluimos
que RM(x;(€)) > €. Mas, por realizar 6;, a seqiiéncia (c;, d;) satisfaz também
¢', de modo que d; € acl(X¢;) C acl(Bc;).

Particione ¢(€) = Dy U ... U Dgyg(e)) dois a dois disjuntos B-definiveis de
posto £ e grau 1 (B ¢ w-saturada). Para cada indice i, como x;(€) C (<),
ambos os conjuntos tem posto £ e existe um indice j tal que D; N xi(€) tem
posto &, donde D; — x;i(€) tem posto < . Para algum j, isso ocorre para
infinitos indices i, j4 que 1 < 7 < dM(¢(€)) < w e i € N. Neste caso, para
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qualquer conjunto finito Io de tais indices, temos |J;¢ ;,(Dj — xi(€)) com posto
< §eentdao D; N[, 1, Xi(€) tem posto £ e, em particular, é nao-vazio.

Como k > |L|, |B|, podemos aplicar o item (iv) da Proposigao 1.4.2 e concluir
que a intersecgdo dos conjuntos x;(€) para uma familia infinita de indices i é
ndo-vazia. Para simplicidade de notagdo, suponha que ji se trata de todo o
conjunto-indice N. Assim, existe ¢ € C™ tal que € | x;(c) para todo i € N
e, para cada i, existe d; tal que € |= 6;[c,d;]. Como os 6;(€) sao dois a dois
disjuntos, os d; sao distintos. Mas 0;(€) C ¢'(€). Assim, € |= (¢, d;) para cada
i, contradizendo € = 3= w (¢, w). QED

Coroléario 3.2.2. Nas mesmas condigdes, RM(b/X) < RM(a/X).
Temos RM(b/X) < RM(a,b/X) = RM(a/X).

Proposigao 3.2.3. Um tipo sobre acl(X) nao se desvia sobre X.
Demonstragiao: Podemos supor que o tipo em questdo é principal, j4 que
seu posto e o fecho algébrico independem da extensdo elementar em que sio
calculados. Considere t(a/acl(X)). Cada seqiiéncia finita nao-vazia = de ele-
mentos de acl(X) satisfaz RM(z/Xa) = 0 = RM(z/X), ou seja, = independe
de a sobre X. Por definigao, acl(X )\LX a e, por simetria, a |  acl(X ), como
desejado. QED

3.3. Pré-gcomctrias

Um dos tépicos da Combinatéria é a teoria das pré-geometrias ou matréides
e geometrias (combinatérias) ou matrdides simples. O objetivo é estudar a
relagao de fecho em seu aspecto “gerador”: o exemplo prototipico sao os espagos
vetoriais com o conceito de combinagdo linear.

Duas referéncias dessa drea da Combinatéria sio os livros de H. H. Crapo,
G.-C. Rota, On the Foundations of Combinatorial Theory: Combinatorial Ge-
ometries, edigao preliminar, The M.L.T. Press, 1970, e D. J. A. Welsh, Matroid
Theory, Academic Press, 1976.

Esta segao é basicamente expositdria, e o leitor pode preferir lé-la por alto,
prosseguir na proxima segdo — em que se estuda o fecho algébrico acl(-) por
esta teoria —, e retornar para consultar os pré-requesitos necessdrios.

Embora este material ndo se relacione diretamente com as nog¢oes geomé-
tricas de curvas algébricas, que objetivamos estudar, veremos ser apenas uma
impressao inicial.

Definicao 3.3.1. Sejam G um conjunto qualquer nao-vazio, P(G) o conjunto
dos subconjuntos de G e cl : P(G) — P(G) uma fun¢ao (em inglés, cl abrevia
closure, fecho). G é chamado pré-geometria se, para todos z,y € Ge X, Y C G,
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(i) X Ccl(X) ese X Ccl(Y) entdo cl(X) C cl(Y).

(ii) Se = € cl(X) entdo existe um subconjunto finito Xy de X de modo que
NS Cl(Xo)

(iii) Se z € cl(X U {y}), mas z ¢ cl(X), entao y € cl(X U {z}), propriedade
conhecida como (MacLane-)Steinitz exchange aziom.

O conjunto cl(X) é o fecho de X e os conjuntos X = cl(X) sao ditos fechados.

G é chamado geometria se ainda cl(§) = @ e cl({z}) = {z} para todo z € G.

Um isomorfismo entre pré-geometrias G, H é uma bijecao f : G — H tal
que sempre flelg(X)] = clu(f[X]).

Essa defini¢do é afinada para uso modelo-tedrico: a propriedade (ii) é di-
ferentemente formulada para diferentes aplicacées. O texto de Crapo e Rota
adota cl(Xg) = cl(X) na pdgina 2.4 e o texto de Welsh trabalha apenas com
conjuntos finitos, conforme seu Teorema 1.2.4.

Fato 3.3.2. cl(cl(X)) =cl(X) e X CY implica cl(X) C cl(Y).
Temos cl(X) C cl(X) = cl(cl(X)) Ccl(X) Ccl(cl(X))eX CY Cecl(Y) =
cl(X) C cl(Y).

Facilmente se verificam os axiomas para a geometria em que todos os con-
juntos s@o fechados: cl(X) = X.

Um espago vetorial é uma pré-geometria com cl(X) o subespago gerado por
X. Nesse caso, cl(X) é o conjunto das combinagdes lineares (finitas) de ele-
mentos de X, de modo que por definigdo satisfazem-se as condigdes (i) e (ii).
Para verificar (iii), lembramos que se z € cl(X U {y}), mas = ¢ cl(X), entdo
y ocorre na combinagdo linear que iguala £ com um coeficiente nao-nulo; fa-
torando, obtemos y como combinac¢ao linear de ¢ dos mesmos elementos de
X. Contudo, o espago nao é uma geometria porque cl(¢) = {0}. Veremos que
algumas definigoes e propriedades de pré-geometria sio apenas generalizagoes
daquelas véalidas em espacos vetoriais.

Exemplo 3.3.3. Um corpo K é uma pré-geometria com cl(X) o fecho algébrico
(tradicional de Algebra) em K do subcorpo gerado por X, ou seja, cl(X) é o
conjunto das raizes dos polinémios nao-nulos com coeficientes no subcorpo ge-
rado por X. Na linguagem dos anéis com unidade, os elementos desse subcorpo
sao quocientes de elementos obtidos de X por termos também polinomiais.

A propriedade (i) ¢ usual em Algebra. Para (i), lembramos o raciocinio de
que o polindomio e os termos sdo finitos, de modo que apenas um nimero finito
de elementos de X sdo necessdrios para escrever um polinémio.



96 Geometria do fecho algébrico 3

Quanto a (iii), suponha z € cl(X U {y}) e ¢ ¢ cl(X). Desse modo, y pre-
cisa ocorrer nos termos dos coeficientes do polinémio com raiz x. Multiplicando
pelo produto dos denumeradores, y é raiz de polinémio com termos polinomi-
ais. Como os termos correspondem a polinémios, por fatoragio obtemos um
polindmio com raiz y e coeficientes obtidos de X U {z} por termos. Entao
y € (X U {z}).

H4 também outras duas geometrias muito importantes baseadas em espagos
vetoriais:

Exempleo 2.2.4 (Gecmetria afim). Suponha que V é um espago vetorial.
Um espago afim é um transladado de um subespago vetorial, ou seja, a + W.
Tome G o conjunto de pontos de V. O fecho de um conjunto X € G é o
menor espaco afim de V contendo X . Verifica-se que G é uma geometria: como
existem espacos afins disjuntos por translagio, cl(@) = 8. Note que a situagao ¢
semelhante & da original de espagos vetoriais, porém aqui a origem 0 perde sua
relevancia.

Exemplo 3.3.5 {Geometria projetiva). Suponha que V é um espago ve-
torial. Tome G o conjunto de retas de V' contendo a origem, ou seja, G é o
conjunto dos subespacos vetoriais de V' gerados por um tnico vetor nao-nulo.
O fecho de um conjunto X C G é a menor familia dessas retas que contém X e
estd contida em um subespaco de V. Verifica-se que G é uma geometria.

Definigao 3.3.6. Suponha A C X C G.
Diz-se que A gera X se X C cl(4), ou seja, cl(A4) = cl(X).
Diz-se que A é independente se, para todo a € 4, a € cl(A — {a}).
Se A gera X e é independente, A é chamado base de X.

Por exemplo, a base usual em um espago vetorial. (Veja também o Exemplo
3.3.9.) Algumas propriedades de conjuntos geradores ou (linearmente) indepen-
dentes de espacos vetoriais generalizam-se, com as mesmas demonstragoes, para
pré-geometrias. Contentar-nos-emos em estudar a

Proposigao 3.3.7. Todo X C G contém um conjunto independente maximal,
que é uma base de X, contendo um subconjunto independente dado. Todas as
suas bases tem a mesma cardinalidade, indicada dim X e chamada dimensaode
X.

Referéncias: O Lema 6.1.9 de [Marker] ou os Teoremas 1 e 2 da Secao IIL.5
de [Lang]. Revisemos o roteiro usual da demonstragao para espagos vetori-
ais: a existéncia do conjunto independente maximal; o fato de ser gerador; a
invariancia da cardinalidade.
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Dado um subconjunto independente de X, por exemplo @, aplicamos o Lema
de Zorn para concluir que X tem um subconjunto independente maximal A. Isso
envolve mostrar que é independente a unido de qualquer cadeia de conjuntos in-
dependentes, momento em que a propriedade (ii) da defini¢do de pré-geometrias
permite estudar uma subcadeia finita.

A condigao (iii) implica que A gera X, porque se z nao fosse gerado ob-
terfamos AU {z} independente, contradizendo a maximalidade de A.

Novo uso das propriedades definidoras mostra que duas bases finitas tém o
mesmo niimero de elementos: o nimero constante de geradores necessarios da
unido de ambas. Finalmente, a condigao (ii) generaliza o resultado para bases
infinitas.

O Exemplo 3 da pig. 167 e o “Primeiro alerta” da pag. 172 de [Hodges]
avisam que a dimensido geométrica das geometrias afins e projetivas é 1 a menos
que a dada pela proposigao, baseada em ntimeros de pontos necessirios para
determinar o conjunto. Por exemplo, uma reta tem dimensdo geométrica 1,
como aprendemos mesmo intuitivamente, mas dimensgo 2 porque é determinada
por dois pontos seus.

Generalizamos, agora, a construgao do quociente de espagos vetoriais. Se V'
¢ um tal espaco e H um seu subespago, temos a + H =b+H & a—-beH &
a € cl({b} UH).

Proposigao 3.3.8. Sejam G uma pré-geometria e S C G. A aplicacio clg :
P(G) — P(G), clg(X) = cl(X U S), é chamada localizagio e transforma o
conjunto G em uma nova pré-geometria indicada G/S. Para § CY C G, temos
dimg Y = dimg S + dimg/s Y.

Demonstracdo: Verificaremos apenas a equagao das dimensoes, sendo as
propriedades de pré-geometria diretamente validas. Suponha B uma base de S,
de modo que B C S, S C cl(B) e B é independente em G também, por defini¢ao.
B estende-se a uma base C' de Y. Tome A = C— B, de modo que |C| = |B|+|A|.
Entao C C (C—B)US = AUS CY,donde Y =cl(C) Ccl(AUS) e AUS gera
Y, ou seja, A gera Y em G/S. Dado a € A, temos a € C e a ¢ cl(C — {a}).
Como B C C —{a}, vem S C cl(C — {a}) e (C — {a})US C cl(C — {a}), donde
a ¢c((C —{a})US) 2clg(A— {a}). Desse modo, A é base de ¥ em G/S.

QED

Parafraseemos a independéncia em pré-geometrias obtidas por localizagao:
Y é independente sobre X, ou os clementos de Y o sao sobre X, se para todo
y €Y temos y € cly(Y — {y}) = (X U(Y — {y})).
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Indicaremos a dimensao de qualquer conjunto Y sobre X também como
dim(Y/X), mesmo que Y n&o contenha X.

Exemplo 3.3.9. Suponha K C L corpos e X C L. Podemos tomar uma base
de transcendéncia Xy C X de K(X) sobre K, de modo que K(X) é extensao
algébrica de K (Xj). Entao K(X) C cl(K(Xp)) = cl(KUXy) = clx(Xo) (porque
K U X, gera o subcorpo K(Xp)). Dado z € X, sabemos que x ¢ cl(K U (Xp —
{z})). Entao Xp ¢ basc dc K(X) sobrec K ¢ dim(K(X)/K) = |Xo| igual ao
grau de transcendéncia de K (X) sobre K. Note que também dim(X/K) = |Xo|
porque X C K(X).

Em particular, dim(L/K) é o grau de transcendéncia de L sobre K e dim(K)
é o grau de transcendéncia de K sobre seu corpo primo.

Definigao 3.3.10. Suponha G uma pré-geometria.
(i) Se para todos X,Y C G fechados de dimensao finita vale

dmX +dimY =dim(XUY)+dim(XNY),

cntdo dizemos que G é modular. (Sabe-sc que a cquagdo jd vale quando X ou
Y tcm dimcensdo infinita.)

(ii) Diz-sc que G ¢ localmente modular sc cxiste a € G tal que a localizagao
de G em {a} seja modular.

(iii) Diz-se que G ¢é trivial ou degenerada se cl(X) = |J ¢ x cl({z}) para todo
X CG.

Exemplo 3.3.11. Um corpo algebricamente fechado K de grau de trans-
cendéncia infinito sobre seu corpo primo Ky nao é localmente modular. Su-
ponha a,b,z € K algebricamente independentes sobre Ky. Tome y = az + b.
Entao dim(Ky(z,y,a,b)/Ko) = 3 e dim(Ky(z,y)/Ko) = dim(Ko(a,b)/Ko) = 2,
mas Kg(z,y) N Ko(a,b) = K.

Espagos vetoriais sao modulares, mas geometrias afins nao, porque existem
retas “paralelas”. Estas geometrias sao apenas localmente modulares.
Apresentamos, neste fato, uma construgdo de que nao faremos uso, para

conveniéncia do leitor que consultar nossas referéncias sobre a Conjectura de
Zilber.

Fato 3.3.12. Dada uma pré-geometria G, tome G’ o conjunto dos fechos
cl({z}) de x € G — cl(D) e defina, para X’ C G, seu fecho cl'(X') = {cl({z}) €
G' |z ecl(JX')}. Entao G’ é uma geometria, dita (canonicamente) associada
aG.
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Equivalentemente, pode-se definir em Gy = G — cl(f)) a relagio de equi-
valéncia z ~ y & cl({z}) = cl({y}). Tome G’ o conjunto das classes de
equivaléncia de ~ e defina, para X’ C G/, seu fecho cl'(X’) como o conjunto
das classes (z/~) € G’ dos elementos z € cl({y € G| (y/~) € X'}).

Todo automorfismo de G induz naturalmente um automorfisimo de G'.

Em espacos vetoriais, G’ corresponde ao conjunto de retas pela origem de
G, ou seja, é a geometria projetiva.

3.4. Conjuntos fortemente minimais

Sabemos que corpos algebricamente fechados sao fortemente minimais e que,
neles, acl(+) é idéntico ao fecho algébrico que exploramos nos exemplos da sendo
anterior. Generalizaremos essa identificagdo, agora, em conjuntos definiveis for-
temente minimais e relacionaremos a independéncia de pré-geometrias com a de
deviagao.

Fixe uma L-estrutura 2 e um subconjunto definivel D C A. Assumiremos
que D é ()-definivel e fortemente minimal, mas enunciaremos o primeiro teorema
de um modo mais geral; veremos também que admitiria prova mais simples nas
condicoes mais fortes. Frisamos que D tem uma tunica “coordenada”, ndo m
como usual.

Teorema 3.4.1. Suponha que D é minimal e Ag-definivel com 49 C A. A
aplicagao que a X C D associa acl(X U Ag) N D transforma D em uma pré-
geometria.

Demonstragdo: Ja estudamos as duas primeiras condigoes da definigao de
pré-geometrias, de modo que nos concentraremos em verificar o Steinitz ez-
change aziom. Suponha X C D e a,b € D. Seja §(v) a férmula de L(Ag) que
define D. Todas as férmulas a seguir serao de L(X Ap). Suponha a € acl(X Agb),
mas a ¢ acl(X Ap).

Existe uma férmula ¢(v, w) de modo que a € ¢(2,b) finito. Sejam n = |DN
¢(AU,b)| = |{d € DA = 6(d,b)}| ep(w) : 37" (6(v)A)(v,w)). Entao A = ¢(b).
Se 1) definisse um conjunto finito, entdo b € acl(X Ag) e de X Agb C acl(X Ap)
concluirfamos que acl(X Agb) C acl(acl(X Ag)) = acl(X Ag), contradi¢ao. Por D
ser minimal, ¥ define um conjunto cofinito em D.

Se {d € D | = ¢(a,d) A p(d)} é finito, por conter b temos b € acl(X Aga)
como desejado (férmula d(w) A ¢(a, w) Ap(w)). Mostremos que a outra possibi-
lidade, ser cofinito em D, é absurda. Suponha que seu complemento em D tem
cardinalidade k. Seja x(v) : 3=%w (§(w) A =(p(v, w) A(w))). Temos A = x(a).
Se x define um conjunto finito, obtemos a € acl(X Ag), absurdo. Se x define um
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cofinito em D, como este é infinito contém ay,...,an4+1 distintos satisfazendo
x. Para cada i, o conjunto D; = {d € D |2 | ¢(ai,d) A(d)} é cofinito em
D, por 2 = x(a;). A intersecgio ﬂ?:ll D; é, portanto, nio-vazia (D infinito),
contendo um elemento dp. Entao 2 E ¢(a1,do),- - ., d(an+1,do), de modo que
{d € D |2 = ¢(d,dp)}| = n+ 1, contradizendo 2 |= ¥(do). QED

Novamente, é importante rever o conceito de independéncia. Suponha, no
enunciado, Ag = @). Paraz € D e X,Y C D, z indcpende de Y sobre X se
z & acl(X UY) (ndo é preciso intersectar com D porque z € D). Também
para ai,...,ar € D e X C D, os elementos a;,...,a; sdo independentes so-
bre X se, para todo %, a; € acl({a;};x: U X). Essas sdo as formulagdes com
que mais trabalharemos. Note gque podem mao existir seqiiéncias de elementos
independentes, como no caso D = X = A.

Impomos agora que D seja (-definivel e fortemente minimal. Considerare-
mos por toda a segdao o fecho acl(-) N D, o que implica assumir X C D para
trabalhar com os conceitos da segdo anterior. Desse modo, trabalharemos nas
pré-geometrias D e D/X.

Teorema 3.4.2. Sexz € De X,Y C D, entao z € ac(X UY) — acl(X) se e
somente se x L Y. Desse modo, para z € acl(X), o conceito “z independe de
Y sobre X” ¢ o mesmo formulado geometricamente ou com deviagao.

Demonstragdo: Note que D € t(z/X) ¢ RM(z/X) < RM(D) < 1.

Sc z € acl(XY) cntao t(z/XY) tem posto 0; sc z ¢ acl(X) cntao t(z/X)
tcm posto 1. Dessc modo, t(z/XY) desvia-sc sobre X.

Sc t(z/XY) desvia-sc sobrec X cntao 0 < RM(z/XY) < RM(z/X) < 1
Concluimos quc de fato t(z/XY) tem posto 0 e t(z/X) tem posto 1, e z €
acl(XY) — acl(X). QED

Observamos que este resultado permite provar o anterior no caso particular
de D ser @-definivel e fortemente minimal: se a € acl(Xb) —acl(X) entéo a j’/,{ b
e, por simetria, b]/‘( a, donde b € acl(Xa) — acl(X).

Lema 3.4.3. E tinico o m-tipo sobre X das m-uplas de D independentes sobre
X . Veremos no Coroldrio 3.4.5 que esse tipo também é exclusivo de tais m-uplas.
Demonstragao: Sejam ay,...,am,b1,...,bm € D com a; independentes so-
bre X e b; também. O enunciado afirma que t(ay, ..., a,/X) = t(b1,...,bn/X).
Procederemos por indugio em m.
Se m = 1, entdo ay,b; ¢ acl(X). Sendo F um X-definivel qualquer, temos
a; € E se e somente se DN E é infinito, porque D é minimal e a; nao pertence
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a X-definiveis finitos. O mesmo vale para b;, de modo que a; € E & b € E,
ou seja, t(a1/X) = t(by/X).

Suponha agora que m > 1 e que o enunciado valha para m — 1 e escreva 6 a
férmula de L(X) que define D.

Retirando-se a,, e b,,, mantém-se a hipétese de independéncia e t(ay,.. .,
Am—1/X) = t(b1,...,bin—1/X). Seja ¢ uma férmula de L(X) com m varidveis
livres, tal que & |= ¢(aq,...,a,). Como a,, & acl(X U {a1,...,am-1}), am €
Dndla,...,am-1,Y4) e D é minimal, obtemos D — ¢(ay,...,am—1,2) finito,
digamos com k elementos. Entdao 2 | 37%v (6(v) A ~d(ay, . - ., am-1,v)), de
modo que

I=F0 (8(v) A (1, . - s Vm—1)(¥)) € t(ar,...,am-1/X) .

Pela igualdade dos tipos, obtemos 2% = 3=%v (8(v) A ~p(b1,. .., bm—1,v)), de
modo que D — ¢(by,...,bpm_1,U) tem k elementos e D N ¢(by,...,bp—1,%)
¢ infinito. Como by, € acl(X U {b1,...,bm-1}) € D é minimal, obtemos b,, €
DNg(by, ... bm—1,U) e A = ¢(b1,...,bn). Concluimos assim que se ¢ pertence
a t(ay,...,am/X) entdo pertence também a t(by,...,bn/X). Um tipo estd
contido no outro e obtemos a igualdade desejada. QED

Teorema 3.4.4. RM(ay,...,an/X) = dim({ay,...,an}/X) para quaisquer
ay,...,am €EDe X CD.

Demonstra¢do: Mostraremos que, se ai,. .., an € D sao independentes so-
bre X, entao RM(ay,...,am/X) = m. O caso geral do enunciado segue ent&o
pela Proposi¢ao 3.2.1, para indices > m, bastando considerar uma base de
{a1,...,@myr} sobre X.

Prossigamos por inducao na dimensao m. Para m = 1, temos D € t(a,/X),
de modo que esse tipo tem posto 0 ou 1. Se tem posto 0, entdo a; € acl(X)
e dim({a;}/X) = 0. Se tem posto 1, entdo a, ¢ acl(X) e dim({a,}/X) = 1,
porque {a;} é base.

Suponha entdao m > 2 e que o caso particular valha até m — 1. Primeira-
mente, computemos dim({as,...,an}/Xa;) = m — 1. Sobre Xa;, o conjunto
{aos,...,a,} é independente porque, para todo i > 2,

a; ¢ a.cl({aj}#,- U X) = aCl({(lj}j;é]_vi UX(Ll) :

Pela Proposicao 3.2.1 aplicada a X a; e pela hipétese de indugao, temos RM (a1,
covam/Xay) = RM(ay, ... an/Xay) =dim({as, ...,an}/Xa;) =m - L

Por independéncia, porém, a; € acl(Xay ... a,,)—acl(Xas. .. a,), oumelhor
ainda, a; € acl(Xay ...am)—acl(X). Assim, a; “Lx {ai,...,amm}. Por simetria,
(ay-- . am) ]/X ay eentao RM(ay,...,am/X) > RM(ay,....an/Xa) =m—1L
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Para agora mostrar que é impossivel RM(ay,...,an/X) > m, tomaremos
B uma extensao elementar w-saturada de 2 e € uma extensao elementar |B|*-
saturada de B. Seja D(B) o conjunto definido em B pela férmula que define
D.

Suponha que (ay,...,a,,) € E € Def',g’x, ou seja, E pertence ao tipo de
(a1,-..,am). Podemos supor que E C (D(B))™, porque este é um @-definivel
com o qual podemos intersectar E, lembrando que cada a; € D(*8). Assumindo
que RM(ay, .. .,am/X) > m, obtemos RM(FE) > m + 1.

Como B é w-saturada, pelo Lema 2.1.10 existem En, E; € Defg’ p de posto
m contidos em FE e disjuntos. Sejam D(€), E)(€), E5(€) os definiveis corres-
pondentes em €. Porque todos os tipos sobre B sao realizados em €, existem
e; € E;(€) com RM(e;/B) = m. Mas t(e)/B) # t(e2/B) porque E, N E; = 0,
de modo que, em vista do Lema 3.4.3, um desses tipos n @0é o tipo das m-uplas
de D(€) independentes sobre B, caso cxista. (Lembramos que também D(C) ¢
fortcmente minimal ¢, no lema, a hipétese B € D(€) é nceessdria somente para
uso da terminologia.)

Suponha que t(e;/B) satisfaz esse quesito. Escreva e; = (¢1,...,¢m) € C™
e, reordenando os indices para convcniéncia, ¢, € acl(Bey...cm—1). Seja b a
férmula de L(B) tal que € = 0(ci, - .., cm), IS*vb(c1, - . ., Cm—1,v), com k € N.
Tome ¢ a conjuncio da férmula que define E; e 8 e 3% 8(vy,. .., vm—1,v),
todas nas varidveis vy, ..., Umn-

Como ¢(€) é um B-definivel ndo-vazio e contido em E;(€) com posto, esse
conjunto determina um tipo ¢(d/B), em que d € C™ porque os tipos sobre B
sao realizados em €. Temos d € E;(€) e d, € acl(Bd;...dmn-1). Observe,
finalmente, que d € D(€)™.

Assim, dim(d/B) < m — 1 < m. Por hipétese de indugdo, RM(¢(€)) =
RM(d/B) < m — 1 < m. Contudo, e; € ¢(€), de modo que ¢(€) € t(e1/B) e
m = RM(e; /B) < RM(¢(€)), contradigdo. QED

Corol4rio 3.4.5. Se existirem m-uplas de D independentes sobre X, qualquer

m-upla de D que satisfizer seu tipo sobre X também ¢é independente.
Demonstra¢do: Existindo m-uplas independentes, seu tipo tem posto m e

qualquer m-upla que o satisfaga serd um conjunto de dimensao m, portanto

independente. QED
Corolério 3.4.6. Para cada férmula ¢(vy,. .., v,, w) de L que implique que os
elementos que realizem vy, ..., v, pertencem a D e para cada k € N, o conjunto

{be D|RM(¢(2,b)) = k} é definivel.
Referéncias: O Corolario 5.6 de [Ziegler] ou o Lema 6.2.20 de [Marker].
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Exemplo 3.4.7. Suponha K C L corpos e L algebricamente fechado. Entao
acl(:) é o fecho algébrico tradicional e L é (-definivel fortemente minimal. Se
ai,...,an € L, temos RM(ay,...,a,/K) = dim({a1,...,a,}/K) = dim(K(a;,
...,an)/K) igual ao grau de transcend éncia dessa extensao pelo Exemplo 3.3.9.

Coroldrio 3.4.8 (Equacao de Lascar). Para todas as seqiiéncias nio-vazias
a,bem D e X C D, vale RM(a,b/X) = RM(a/Xb) + RM(b/X).

Demonstragao: Tome S o conjunto dos elementos de b, ou S =b, e Y o con-
junto dos elementos de a e b, ou Y = ab. Pela Proposicao 3.3.8, dimp,x Y =
dimp;x S + dim(p,x)/sY. O operador fecho em D/X, porém, é dado por
clx(Z) = acl(Z U X); em (D/X)/S é dado por cls(Z) = clx(ZU S) =
acl(ZU (X US)). Assim, dim(p,x)/s Y = dimp,xysY e obtemos dim(ab/X) =
dim(b/X) + dim(ab/Xb).

Pelo teorema anterior, RM(a,b/X) = RM(b/X) + RM(ab/Xb). Contudo,
cada elemento de b pertence a acl(Xb) C acl(Xba) e, pela Proposigao 3.2.1,
RM(ab/Xb) = RM(a/XDb).

Note que aqui, como os postos sao dimensdes finitas (|Y| < w), a soma
comuta. QED

Concluimos com a

Proposigao 3.4.9. Suponha X um fechado de D e a,b € D — X. Entao existe
um automorfismo da pré-geometria de D que fixa os elementos de X e leva a a
b. Diz-se que a pré-geometria é homogénea.

Demonstragdo: Apresentaremos uma prova completa para o caso particular
em que 2 é fortemente | X|T-homogénea e comentaremos como o caso geral é
apresentado em [Hodges].

Cada um de a e b é um elemento independente de X, porque a,b ¢ acl(X)N
D = X. Assim, t(a/X) = t(b/X) e, sob a hipdtese de homogeneidade forte,
existe um automorfismo o de 2 sobre X com o(a) = b. Como D é }-definivel,
temos o[D] = D. Se Y C D, considere uma férmula com parametros em Y:
porque o ¢ elementar, obtemos olacl(Y) N D] = acl(o[Y]) N D. Concluimos que
o|p é um automorfismo da pré-geometria D.

Em geral, [Hodges] deriva a mesma conclusao de dois resultados seus.

Primeiramente, lembre que, porque t(a/X) = #(b/X), a funcio que fixa
cada elemento de X e leva a a b é uma fungao (parcial) elementar. Se Xa e
X b sao estendidos a bases de D, os elementos adicionais podem ser postos em
correspondéncia biunivoca e indexados por um ordinal; do mesmo modo, por
inducao transfinita se conclui que a bije¢do entre as duas bases é uma fun¢io
clementar. Esse é um caso particular de seu Lema 4.5.6.
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Seu Lema 4.5.5, adaptado, aplica o Lema de Zorn para estender essa bije¢ao
a uma func@o parcial elementar com dominio e imagem iguais a D. Porque é
elementar, essa bije¢do é um automorfismo da pré-geometria D. QED

Espacos vetoriais sao homogéneos, porque podemos estender uma base do
fechado a bases do espago, cada uma contendo um dos pontos, e bije¢Ges en-
tre bases geram automorfimos. Também corpos algebricamente fechados sio
homogéneos, como observamos na Segao 1.2.

Retomaremos o estudo da pré-geometria de um @-definivel fortemente mini-
mal na Secdo 4.2.

3.5. Ortogonalidade

Este material é contetido da Segdo 6 de [Ziegler] e usa o fecho acl®d(-), que
apresentaremos no préximo capitulo; o leitor pode postergar sua leitura. As-
sumimos agora que T é uma teoria w-estivel e € é um modelo monstro de
T, com cardinalidade de saturagio ou grandeza a ser especificada. Denotamos
D, E € Defg.

Definigao 3.5.1. Os definiveis D, E sao ortogonais e indica-se D L E se
quaisquer dois elementos d € D e e € E sao independentes sobre qualquer
conjunto de parametros sobre o qual D e E possam ser definidos.

As propriedades de deviagao implicam que, se de e Y O X sao independentes
sobre X, entao d\LX e s dJ,y e. Desse modo, ortogonalidade falha para toda
extensao Y se falha para o conjunto de parametros X.

Esta caracterizagdo ndo menciona deviagao:

Lema 3.5.2. D, E sao ortogonais se e somente se, para todosd,e € C,dp € D e
eg € E e todo conjunto X sobre o qual D e E sio definiveis, com X = acl®l(X),
t(d/X) = t(do/X) e t(e/X) = t(eo/X), vale t(de/X) = t(doeo/ X).
Demonstragdo: A condigao significa que t(d/X) tem uma unica extensdo
a um tipo sobre Xe, notadamente t(d/Xe), que portanto deve ser a extensdo
direta. Isso implica que todos d, e sao independentes sobre todos os conjuntos
fechados por acl®d(-), o que basta para D | E. Recciprocamente, ortogonalidade
implica que t(d/X) tem apenas extensoes indivisiveis a Xe, que sao uma tinica
se X é acl®-fechado. QED

Lema 3.5.3. Um definivel D fortemente minimal ndo é ortogonal ao um
definivel E se e somente se D C acl(X U F) para algum conjunto finito de
parametros X.
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Demonstragio: Para a implicacio direta, suponha D C acl(X U E). Escolha
d € D—acl(X) e um subconjunto minimal {ey,...,e,} C E tal que d € acl(XU
{e1,...,€n}). Entaod
.’(U{el ..... e"—1}
X sobre o qual D e E sio definiveis implica d € acl(Xe) —acl(X). J& que todos
d € D — acl(X) tém o mesmo tipo sobre X temos D — acl(X) C acl(X U E).

QED

en. Para a reciproca, d LY e para algum

Lema 3.5.4. Nio-ortogonalidade é uma relagdo de equivaléncia para definiveis
fortemente minimais.

Demonstragio: Suponha D fortemente minimal nao ortogonal a E, F. Se
X ¢ grande o bastante, encontramos di,d2 € D e e € E, f € F tais que
dy € acl(Xe) — acl(X) e da € acl(X f) — acl(X). J4 que d; e d2 tém o mesmo
tipo sobre X podemos assumir d; = dp, donde d; \X/X ds, 0 que implica e ]/X f.
Isso mostra que E nao é ortogonal a F. QED

O restante da Se¢do 6 de [Ziegler] aplica-se & teoria de grupos que estudare-
mos no Capitulo 5.



4

Interpretacoes

Explicitaremos a mais importante defini¢do de nosso texto, que d4 significado
preciso a “interpretar uma estrutura em outra”. Essa nocio ¢ antiga na teoria
e pode ser encontrada mesmo antes, por exemplo na constru¢io de modelos
da Geometria Hiperbdlica no espaco euclideano. Embora sé a utilizemos em
algumas situagdes, serdo todas intimamente relacionadas a nosso objetivo final.

Também construiremos a estrutura 2°3 devida a Shelah, que permite tratar
as interpretagoes em uma linguagem “uniforme”. Embora essa constru¢io nio
seja essencial & teoria, é usada em muitos textos, tornando-se mesmo um pré-
requesito vocabular.

Por exemplo, uma caracterizagdo modelo-tedrica de familias de curvas pla-
nas fundamenta-se em bases canodnicas, e a Conjectura de Zilber descreve as
interpretagdes nao-triviais.

Trabalharemos com uma linguagem L arbitraria.

4.1. O conceito

Apresentaremos a formulagéo usada em [Marker] e [Poizat 1], embora neste
texto “definivel” seja sindnimo de “interpretdvel”. Para propdsitos mais di-
versos, esta defini¢do pode ser generalizada sintédtica ou semanticamente, como
em [Hodges|. Logo em seguida, apresentamos uma formulagao equivalente, em
termos de definiveis, usada por cxemplo cm [Hrushovski, Zilber].

Definigao 4.1.1. Suponha Lg,L duas linguagens arbitrarias e 2y uma Lg-
estrutura e 2 uma L-estrutura.

Suponha U € Defy , um subconjunto @-dcfinivel de U para cada predicado
k-ario de Lo, uma fungio @-dcfinivel de U* a U para cada opcrador k-irio dc
Lo ¢ um clemento @-definivel dc U para cada constantc de L. Entao, com cssas
interpretagoes, obtemos uma Lg-estrutura (U,...). Caso (U,...) = 9, diz-se
que g é definivel ou definivelmente interpretdvel em .

Suponha agora U € Defy 4 e uma relagao @-definivel de equivaléncia ~ em U.
Suponha também, como no pardgrafo anterior, um @-definivel para cada simbolo
de Lo, mas que independa dos representantes das classes de equivaléncia de
~. Entao podemos, no conjunto U/ ~ dessas classes, interpretar cada simbolo
de Lo de modo correspondente, obtendo uma Lg-estrutura (U/ ~,...). Caso
(U ~,...) =Ny, diz-se que Ay é interpretdvel em A, ou A interpreta Ay.
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A restricao de @-definibilidade é versétil para uso com teorias em vez de

modelos especificos e sera adequada a construgao %9, mas hd situac¢Ges na
teoria em que se convém aceitar parametros.

Proposicao 4.1.2. Suponha Ly, L e 2,2 como na defini¢do. 2Ap é definivel
ou interpretdvel em 2 se e somente se existem n € IN*, um (-definivel U C A"
e uma bije¢do ou sobrejegao, respectivamente, f : U — Ay tal que para todo
D € Dety, o tenhamos f~[D] € Defp’,.

Demonstra¢do: Estudaremos o caso interpretdvel-sobrejetor de modo que a
situagao de inje¢ao corresponda 2 situag¢ao em que as classes de equivaléncia sdo
unitdrias. Assuma que Ly nao tem operadores nem constantes pelo Exemplo
1.1.3.

Suponha U C A™e f : U — Ag como no enunciado da proposi¢dao. Considere
A = {(z,y) € (49)? |z = y} a diagonal §-definivel. Entdo E = f~l[A] =
{(a,b) € U?| f(a) = f(b)} é, por hipétese, (-definivel em 2, obviamente uma
relagdo de equivaléncia que denotaremos ~. Cada predicado k-édrio de Lg define
em 2 sua interpretagio correspondente R C (Ag)*. Por hipétese, f~1[R] é
()-definivel em 2, sendo uma relacio em U* que independe do representante de
~. Obtemos a Lg-estrutura (U/~,...) isomorfa a 2y pela fungio que leva a/~
a f(a), bem-definida pela defini¢ao de ~.

Suponha agora, como na defini¢ao, (U/~,...) = 2y, sendo £ : (U/~) — Ag
o isomorfismo. Defina f : U — Ag, f(z) = &(x/ ~), sobrejetora. Dado D €
Def";o)a, temos £~1[D] € Defg em (U/~,...). Substitua, na férmula de Ly que
define ¢ 1[D], cada predicado pela férmula de L que define sua interpretacio em
U/~. Obtemos uma férmula de L que define E € Def g’f@, contido em U™*. Para
ai,...,ar € U, portanto, (a1,...,ax) € E se e somente se (a1/~,...,ax/~) €
¢~1D]. Concluimos que f~![D] = E. QED

Daremos apenas um exemplo aqui — além, é claro, dos que se fizerem pre-
sentes na conclusao de nosso estudo —, convidando o leitor a buscar outros em
sua drea favorita da Matematica.

Exemplo 4.1.3. O corpo Q ¢ interpretdvel no anel Z. Tome D =Z x Z*, um
definivel de Z?, e a relagio definivel (p,q) ~ (r,s) & ps = qr.

Interpretam-se as relacées de Q como ensinado para fragoes, sempre de modo
definivel. Por exemplo, (p,q)+ (7, 5) = (ps+qr, gs), 0= (0,1) e (p,q) ™' = (¢, p)
se p # 0, podendo-se tomar (0,q)~! = (0, q).

Interpretagdes tém muitas propriedades interessantes, dentre as quais cita-

mos:
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Teorema 4.1.4. Suponha Lg,L e 2y, 2 como na definicao e que 2y seja in-
terpretdvel em 2. Seja k um cardinal infinito. Se A é k-saturada, entdao g
é r-saturada; nesse sentido, também sdo induzidas k-grandeza, x-estabilidade,
estabilidade, super-estabilidade, transcendéncia total e finitude do posto de Mor-
ley.

Referéncias: Estes resultados encontram-se dispersos em cada texto. Apre-
sentamos apenas referéncias aos enunciados em [Hodges|: para s-saturagdo, o
Teorema 10.1.9; para x-grandeza, o Exercicio 10.4.11; para x-estabilidade e
super-estabilidade, o Exercicio 6.7.15; para estabilidade, o Teorema 6.7.1(b);
sobre posto de Morley, o Teorema 5.6.11.

4.2. A Conjectura de Zilber

A nocio de interpretagao é o 1ltimo conceito necessario para enunciar uma
versao da Conjectura de Zilber e comentd-la. Seguiremos a exposi¢gio comum
a [Hodges|, [Marker] e [Ziegler]; uma exposicgo alternativa é dada pelo préprio
Zilber em Dimensions and homogeneity in mathematical structures, in A. Ma-
cintyre (ed.), Connections between Model theory and Algebraic and Analytic
Geometry, Aracne, 2000.

Observamos que, neste texto, nao trataremos da “configuragao de Hrushovski
(ou de Zilber ou de grupo)”: o leitor interessado pode consultar a Segao 4.8 de
[Hodges] ou o final da Segdo 7.5 de [Marker].

J4 encontramos pré-geometrias homogéneas na Proposicdo 3.4.9: dois pontos
que nao pertencem a um fechado sdo conjugados por um automorfismo sobre
esse fechado.

Definem-se também pré-geometrias localmente finitas, em que o fecho de
um conjunto finito sempre € finito. E o caso dos espagos vetoriais sobre corpos
finitos.

Podemos entao enunciar o

Teorema 4.2.1 (Cherlin—Mills—Zilber). Toda geometria G homogénea, lo-
calmente infinita e de dimensdo infinita satisfaz uma destas trés possibilidades:

(i) G é desintegrada, ou seja, todos os seus subconjuntos sao fechados. (Para
pré-geometrias, a condi¢do refere-se & geometria canonicamente associada.)

(ii) G é isomorfa a uma geometria projetiva sobre um corpo finito.

(iii) G é isomorfa a uma geometria afim sobre um corpo finito.

Referéncia: Este é o enunciado adotado no Teorema 4.6.1 de [Hodges|. Re-
metemos o leitor as referéncias desse texto para sua Se¢ao 4.6, na pag. 199.

Sabemos que: geometrias projetivas sdo modulares; geometrias afins sao
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localmente modulares, mas n&ao modulares; corpos algebricamente fechados de
grau de transcendéncia infinito sobre seus corpos primos nio sio localmente
modulares. E facil ver que geometrias desintegradas sdo modulares.

Esses poucos exemplos conhecidos, & parte outros triviais, e o teorema suge-
riam que todas as possibilidades j4 estivessem esgotadas. Em 1984, portanto,
Zilber conjecturou a respeito do qué, de fato, ocorreria. Uma conseqiiéncia,
também conhecida como a prépria Conjectura de Zilber, seria: “A pré-geometria
de um conjunto @-definivel fortemente minimal D com o fecho algébrico é lo-
calmente modular ou D interpreta (como dominio da interpretacao) um corpo
algebricamente fechado.”

Hrushovski obteve um contra-exemplo para esse enunciado em 1988, mos-
trando que muitos dos “conjuntos fortemente minimais localmente modulares”
nao interpretam nem mesmo grupos. Seu raciocinio permitiu-o construir, por
exemplo, uma estrutura fortemente minimal com duas estruturas de corpo (duas
operagoes de soma e duas de produto) de caracteristicas diferentes.

Para esses desenvolvimentos de Zilber e Hrushovski, remetemos o leitor as
referéncias explicitadas em [Hodges], [Marker| e [Ziegler].

Contudo, veremos que a dicotomia entre a presenga e a auséncia da propri-
edade de modularidade local ainda é vilida, como uma forma da Conjectura de
Zilber, no caso de geometrias de Zariski. Estudaremos esse trabalho conjunto
de Hrushovski e Zilber no Capitulo 7.

4.3. Elementos imagindrios

Agora, apresentaremos a construgao “eq”. Adotamos a exposi¢io comum a
[Ziegler], [Pillay], [Poizat 1] e [Marker], aplicivel a qualquer estrutura de qual-
quer linguagem.

Fixe uma L-estrutura 2 arbitraria. Pelo Exemplo 1.1.3, podemos assumir L
sem constantes ou operadores: é costume, porém, utilizar os simbolos dos ope-
radores e constantes da linguagem original como abreviaturas informais. Sejam
x,y duas seqiiéncias de n varidveis cada.

Suponha que 6(z,y) é uma férmula de L tal que a relagao ~g em A™ definida
por a ~g b & A |=0(a,b) é uma relagao de equivaléncia em A™. A férmula 6 é
chamada de equivaléncia. A classe de equivaléncia de a € A™ é indicada a/6 e
chamada um elemento imagindrio. Tome Iy = {a/f |a € A"} e fp: A® - Iy a
projecdo dada por fyp(a) = a/é.

(Veremos no inicio da demonstragio da Proposigao 4.3.2 como se pode con-
siderar o caso mais geral de relagio de equivaléncia em um subconjunto definivel
de A", adotado por [Hodges].)
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Lembramos que o fato de # ser uma férmula de equivaléncia pode ser escrito
como uma sentenca de L, de modo que € serd férmula de equivaléncia também
em toda estrutura elementarmente equivalente a .

Defina A®3 como a uniao (disjunta) dos conjuntos Iy formados por férmulas
de equivaléncia 6. (Por uniao disjunta, entendemos que os conjuntos Iy sao
dois a dois disjuntos por imposi¢ao, por exemplo tomando A% = | J, Iy x {0}.)
Podemos entender que A™ C A®9 identificando a € A™ com sua classe unitaria
a/(xr=y) e A" com I(;—_y).

Exemplo 4.3.1. Este é o Exemplo 4 da Secao 4.3 de [Hodges]. Suponha que
V é um espago vetorial de dimensdo 3 sobre um corpo finito. Podemos escrever
uma férmula 6(z,y) que afirme que z e y sao vetores nao-nulos linearmente
dependentes (ou paralelos); a férmula 6 é de equivaléncia e Iy corresponde ao
conjunto de pontos da geometria projetiva de V' no Exemplo 3.3.5. Também
podemos escrever uma férmula 1(z1, T2, Y1, y2) que afirme que {z1,z2} e {y1, 2}
sio bases do mesmo subespaco; também 7 é de equivaléncia e I, corresponde
ao conjunto de retas da geometria projetiva. Os predicados Qg e @, permitem
definir a relacio de incidéncia dessa geometria, de modo que afirmagdes sobre a
geometria podem ser traduzidas como afirmagoes sobre V9.

Para cada férmula de equivaléncia 6, sendo n qualquer, adicione a L um
predicado undrio P e um bindrio Qp, obtendo a linguagem L°3. Note que
|Le9| = |L|. Interprete Py como Ip e Q¢ como o grifico de fp, isto é, fo C
Iy=y) X Ip. Interprete os predicados n-drios de L nas classes de [(,=y) via
identificacdo (para cada n). Obtemos assim a L®3-estrutura 2°9.

(Como [(;—y) ndo ¢ todo o conjunto A°Y, surge aqui a necessidade de L nao
ter operadores.)

Note que os conjuntos I sao tipos de A®3, embora aqui ndo fagamos uso
dc linguagens de muiltiplos tipos (Em inglés, sorts ¢ many-sorted logics rcs-
pectivamente.). A linguagem torna-sc impcrativamente de miiltiplos tipos sc
desejarmos usar diretamente os operadores fy em vez dos predicados Qg; como
a distingdo é sutil, porém, podemos permanecer com L de primeira ordem e
ainda escrever fy para abreviar férmulas com Qg. Porém, cada varidvel de uma
férmula sé poderd ser interpretada por elementos de um Ip: ou redefine-se a
construcao das férmulas introduzindo sempre a verificagdo P(v) ou assume-se
que as férmulas com que se trabalha estao adequadas a essa exigéncia. E esta
nossa postura.

Como observamos, se 2 = ‘B entdo as férmulas de equivaléncia sdo as mes-
mas para ambas as estruturas, e L é a mesma. Vemos que A =B & A% =
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Bed g, se A < B, entdao A°? < B9, Portanto, se T' é uma teoria completa de
L com modelo 2, consideramos T3 = Th(°9). Também se definem dcl*¥(X) e
acl®d(X) os fechos correspondentes de X C A%,

A teoria T°9 equivale a T com as sentengas que afirmam que, para cada
férmula de equivaléncia 6, fp é sobrejetora sobre Iy € fo(z) = fo(y) < 0(z,y).

Note que todo automorfismo de A estende-se, de maneira natural e unica, a
um automorfismo de 2¢4; por outro lado, todo automorfismo de 2A®9 restringe-se
a um automorfismo de 2. Escrevem-se, portanto, DCL®? e ACL®? quando se
considera toda 29,

Finalmente, todo subconjunto de A™ definivel em 2° é definivel em 2 e,
reciprocamente,

Proposigao 4.3.2. Uma estrutura interpretivel em 2 ¢ definivel em 29,
Demonstragio: Suponha U e ~ como na definigao. Suponha que U e ~ sao
definidos por férmulas ¢(z) e 1(z,y) respectivamente, sem parametros. Entao

0(z,y) : ($(z) A d(y) Ap(z,y)) V (z =)

é uma férmula de equivaléncia, com as classes de ~ e mais uma para cada
elemento do complemento de U.

Suponha que x(ui,...,ui) define, também sem parametros, uma relagao
em U que independe dos representantes de ~, sendo uy, ..., Uk seqiiéncias de n
varidveis. Defina, com varidveis vy, ..., Uk, a férmula de L

w(ve, .. ovk) : Jur . Fug (Qo(ur,v1) Ao A Qoluk, vk) A x(ur, - .. ,Uk)) -

Dadas aj,...,ax € A", se A | x(ai,...,a;) entdo A9 |= w(ar/0,...,ax/8),
tomando a;/(z = y) para interpretar u;. Reciprocamente, se A°? |= (a1 /0,...,
ax/0), entdo existem by,...,by € A™ tais que b; ~p a; e 2 E x(b1,-..,bk).
Vem (by,...,bx) € U* e cada b; ~ a;, de modo que (a1,...,ar) € Ukel =
x(ay,-..,ax). QED

Mencionamos apenas, como observado pela Segao 16.4 de [Poizat 1], que a
correspondéncia (-)°9 é uma bije¢io entre modelos de uma teoria completa T
e modelos de T°9 que omitem o tipo ps, que contém as formulas —Fp; se A é
r-saturada entdo A o é para tipos que ndo contenham poo; se T' é k-estavel
entao T°9 também o é; segundo [Pillay], se % é k-grande, com & cardinal infinito,
também A é k-grande.

Sabemos que, se ¥ ¢ uma férmula de L com m varidveis livres e a € A™,
entdo A = ¥(a) & A = ¥(a). Explorar situagoes andlogas nos impele a
adaptar o Teorema 4.3.3 de [Hodges]:
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Teorema 4.3.3. (i) Cada A" e as relacdes, operadores e constantes de 2 séo
{@-definiveis em 2°9.

(i) Se B < ¥, entdo B = dcl*Y(B) = acl®d(B).

(iii) Para toda férmula ¢(z1,...,z,) de L®9, com z; variivel de tipo Ip,,
existe Y(y1, . . ., y,) férmula de L que equivale a ¢(mp, (1), - . ., 7o, (Yn)) em T°9,
A frmula ¢ independe da particular L-estrutura 2. Em particular, se ¢ tem
uma tnica varidvel livre e de tipo I(,_,), para cada a € A™ vale %A |= ¢(a/(z =
y)) & A= Y(a).

(iv) Uma imersao elementar h : 2 — B estende-se naturalmente a uma
imersao elementar h°9 : 2°9 — 9B°9, sendo 0o mesmo verdade para subestruturas
por simetria. Em particular, se h é a identidade, também h®9 é a identidade.

(v) S8e X C A, entao qualquer dos operadores dcl, acl, DCL, ACL satisfaz
cl(X) = cl®(X) N A.

Demonstragio: E preciso ter em mente a identificacdo a : a/(z = y).

(i) A férmula atémica P(z—y) definc A™. Sc P é um predicado n-ério de L,
entdo Pp(;)ap(y) define R%. Se f é um operador n-drio de L, entdo Qs (=)=f(w))
define o grifico de f*. Se ¢ é uma constante de L, entdo Plz=c)n(y=c) define c.

(if) Dado a/6 para a € A", a férmule Qg(a/(z = y),v) define a/6.

(iii) No caso particular, para cada férmula de equivaléncia 6, devemos ex-
pandir Py, Qg assim: substitua Py(v) por 8(vy,. .., vn, 1, -.,vn) € Qq(u,v) por
O(u1,. ., Un, V1, .y Vn)-

Em geral, note que ¢(7g, (y1),...,7E, (yn)) abrevia a férmula de Led

Var ... Vaa (@21, .-, 20) < (Qo,(y1,21) A ... A Qa, (U, 2n))) -

(iv) A fungdo h®d : A®9 — B®9, h®d(a/f) = h(a)/6, ests bem-definida.

(v) Como L9 expande L, temos acl(X) C acl®¥(X),A. Suponha z €
acl®(X) N A: entdo z € ¢(A°,a) finito com a seqiiéncia de pardmetros em
X e ¢ férmula de L*9. Por (iii), existe ¢ de L tal que, para todo a € A,
A9 = dla,a] & A = Y(a,a). Entdao (2, a) é finito e contém z, donde
z € acl(X). O mesmo raciocinio val no caso do fecho definivel. Obtém-se o
resultado para DCL®? e ACL®? por suas definicges. QED

Repetir a construgao “eq” apenas considera férmulas de equivaléncia sobre
classes de equivaléncia e ¢, portanto, redundante (Exercicio 4.3.5 de [Hodges]
ou Lema 16.13 de [Poizat 1]).

4.4. Bases canonicas

Para relacionar a propriedade de modularidade local (baseada em pré-geome-
trias) ¢ a geometria de curvas, faremos uso de conceitos e resultados que expo-
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remos nesta segio. Adaptamos a Se¢do 8.2 de [Marker].

Fixada a L-estrutura 2, consideraremos também 2(°4. Sabemos que os auto-
morfismos de A e A°®9 sdo essencialmente os mesmos, identificados simplesmente
como “automorfismos”.

Para relacionar automorfismos e definiveis no Lema 4.4.3, assumiremos que
%9 ¢ um modelo monstro em que dcl®? e DCL®? coincidem para qualquer
X C A®9, estrutura que pode nao existir. No Teorema 4.4.5, obteremos implici-
tamente uma limitacdo da cardinalidade dos conjuntos, a qual podemos aplicar
a Proposicio 3.1.9 e considerar um modelo monstro de grandeza especificada.

No Exemplo 1.3.15, vimos que se p € S2(A) e o é automorfismo de 2, entao
o-p={o[D] € A™| D € p} também é um tipo sobre A, de modo que se definiu
uma acao do grupo dos automorfismos sobre o espaco S&(A).

Definigao 4.4.1. (i) Suponha D € Defy 4 e P C A®l. Diz-se que P é um
par ametro (ou base) candnicode D se os automorfismos que fixam D s&o pre-
cisamente os que fixam os elementos de P.

(ii) Suponha p € S%(A) e P C A%, Diz-se que P é um par ametro (ou base)
can dnico de p se os automorfismos que fixam p sdo precisamente os que fixam
os elementos de P.

Lema 4.4.2. Dados X C A e D € Defjy x, existe € dcl®d(X) tal que {a} ¢
um parametro canonico de D.

Demonstragio: Seja ¢(v,w) féormula de L e a € X™ tais que D = ¢(2, a).
Considere a relacio binaria definida em A™ por 0(z,y) : Vv (¢(v,z) « ¢(v,y)).
Tome a = (a/8) € dcl®¥(X), identificando-se (a/f) e a € X™.

Mostremos que {a} é um pardmetro candénico de D. Seja ¢ um automor-
fismo. Se o fixa @ e A |= ¢(z,a), entdao A% |= ¢(o(z), ), de modo que o
fixa D. Suponha entdo que o fixa D. Para todo = adequado, portanto, A |=
d(z,0) = A9 = ¢(o(z),a), donde A9 = ¢(z,a) = A = ¢(c™(z),a)
e A = Vu(v(u,a) = ¥(u,07(a))). Assim, A | Vu(¥(u,o(a)) — P(u,a)).
Como ¢[D] = D, vem 2 |= 6(o(a),a) e o fixa a. QED

Lema 4.4.3. Suponha que P C A° ¢ um parametro canonico de p € S2(A).
Entao Q C A®9 é parametro canodnico de p se e somente se dcl®d(Q) = dcl®I(P).
Em particular, dcl®*(P) é o maior parametro canénico de p.

Demonstracio: Nao afirmamos, ainda, que P existe. Assumiremos que, para
qualquer @ C A% dcl®Y(Q) = DCL*Y(Q) é o conjunto dos elementos de A®
fixados pelos automorfismos que fixam os elementos de Q.

Se Q é um parametro canonico e ¢ ¢ um automorfismo fixando seus ele-
mentos, entao op = p e o fixa os elementos de P, de modo que P C dcl®(Q).
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Analogamente, Q C dcl®¥(P) e obtemos dcl®¥(P) = dcl®(Q).

Reciprocamente, suponha dcl®d(P) = dcl®¥(Q). Os automorfismos que fixam
os elementos de P sdo precisamente aqueles que fixam os elementos de Q. J&
que P é um parametro canénico de p, também @ o é. QED

Para p € S2(A) e P C A®9, esse lema permite-nos enunciar a

Definigao 4.4.4. Se P é um parametro canoénico de p, definimos a base
can dnica de p como cb(p) = dcl®(P). (Em inglés, cb abrevia canonical base.)
Lembre que se trata do maior parametro candnico dep.

Teorema 4.4.5. Suponha que p é definivel. Entdo p tem um parametro

candnico. Se p nao se desvia sobre X C A, entao existe a € acl®d(X) tal

que {a} é um pardmetro canénico de p; caso p|x seja estaciondrio, podemos

tomar a € dcl®d(X). Em cada dessas condigoes, portanto, existe cb(p).
Refereéncia: O Teorema 8.2.7 de [Marker].

Introduziremos agora a geometria de curvas que relacionaremos & proprie-
dade de modularidade local.

Definicao 4.4.6. Suponha D € Defgll, 4 fortemente minimal, E € Def%) A€
C C D? x E definivel. Diz-se que C é uma familia de curvas planas se, para
todo e € E, a curva C. = {d € D? | (d,e) € C} é um subconjunto fortemente
minimal de D2.

Definicao 4.4.7. Suponha D € Defél’ 4 fortemente minimal definido por uma
férmula parametrizada ¥(v). Diz-se que D é linear se, para todo p € Sa(D),
se ¥(v1) A ¥(v2) € p(vi,v2) e RM(p) = 1, a base canbnica de p tem posto no
méximo 1. (O posto de uma base candnica é o menor £ tal que existe parametro
candnico b € A% tal que RM(b) = £.)

Suponha que D = ¢(2, a), cm que a ¢ uma scqiicncia de paramectros, ¢ for-
tcmente minimal. Considere a familia € dos conjuntos Cy, = {(z,y) € D? |2 |
é(z,y,b)}, em que a e b tém o mesmo tipo sobre D. Entdo a relagido de equi-
valeéncia Cy, =; C, em ¥ é definivel — lembre que £ =; F & RM(EAF) <
1 & EAF é finito. Seja p o tipo determinado por D: entéao o posto da base
candnica de p corresponde intuitivamente & dimensado de ¥ quocientada pela
equivaléncia =). Assim, D é linear se e somente se nio existe uma familia de
curvas planas de dimensao maior que 1. Corpos algebricamente fechados nao
sio lineares, porque existe a familia de curvas Cup = {(z,y) |y = az + b}.
Espagos vetorias sao lineares.
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Teorema 4.4.8. Suponha D € Defély 4 fortemente minimal. Equivalem:
(i) Para algum B C D, a pré-geometria D/B é modular.
(ii) D é linear.
(iii) Para todo b € acl(@), D/{b} é modular.
(iv) D é localmente modular.
Referéncia: O Teorema 8.2.11 de [Marker].

Agora enunciamos uma defini¢ao melhor justificada pelo lema que a segue:

Definicao 4.4.9. Dizemos que 2 é um-baseada se, para cada X,Y C A® com
X = acl®¥(X) e Y = acl®d(Y), vale X\L\'ny Y.

Lema 4.4.10. 2 é um-baseada se e somente se, para cada a € (A°9)™ e
Y C A® tais que t(a/Y") é estaciondrio, cb(t(a/Y)) C acl®(a).
Referéncia: O Lema 8.2.13 de [Marker].

Teorema 4.4.11. Suponha que A é fortemente minimal. Entdao 2 é um-
baseada se e somente se A é localmente modular.

Referéncia: O Teorema 8.2.14 de [Marker].
4.5. Eliminacao de imagindrios

Definigao 4.5.1. Uma teoria tem elimina¢do de imagindrios se, em qualquer
modelo seu, todo definivel tem um parametro canénico.

Como a construgdo “eq” ndo precisa ser repetida, por ndo acrescentar novas
informagoes, obtemos a

Proposigao 4.5.2. T°9 tem eliminagao de imaginarios.

Demonstragao: Suponha Deq = ¢(A°9,a1/64,...,a,/6,), em que ¢ é uma
linguagem de L*9. Podemos transformar ¢ em uma férmula ¢ de L e trabalhar
com D = (%, ay,...,a,) no Lema 4.4.2 QED

A teoria ACF tem eliminagao de imagindrios, como mostram as p. 63-64 de
[Pillay A] e o Exercicio 3.4.19 e as p. 91-93 de [Marker].
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Grupos totalmente transcendentais

Trabalharemos com uma linguagem fixada L que expanda a dos grupos.
Suporemos que G é um grupo com estrutura adicional (C,...) apropriada para
L e que essa estrutura, ou a teoria Th(G,...), é totalmente transcendental,
dizendo-se simplesmente que G é totalmente transcendental. De fato, a letra
G rcfere-sc ao grupo G c também a toda a cstrutura (G,...). Estudarcmos os
grupos definiveis em uma se¢ao especifica, com hipdteses proprias.

O produto por um elemento é uma bije¢io definivel, de modo que classes
laterais e outros produtos de conjuntos tém presenga constante. Portanto, aler-
tamos que, neste capitulo, justaposi¢oes como Ha ou BB, tém seu significado
usual de produtos Ha = {ha | h € H} (classe lateral, conhecida em inglés como
coset) e By By = {b1b2|b; € B;} e n@odevem ser confundidas com a justaposigao
XYa=XUY U/{a}, que nao adotaremos aqui.

Ao considerar subgrupos e quocientes de G como L-estruturas, nossas afirma-
¢oes tém implicitas as respectivas hipéteses de que o subgrupo considerado seja
subestrutura de G por toda L e que as relagoes, operadores e constantes de G
independam dos elementos equivalentes pelo subgrupo normal.

Com algumas adaptagdes, este capitulo segue aproximadamente [Lascar]. A
teoria bédsica de grupos com que lidaremos é a usual dos cursos introdutérios
de Algebra, com tépicos como subgrupos (normais) e agdes, e esté contida no
primeiro capitulo de [Lang] e [Jacobson IJ.

O leitor encontrard, em boa parte da literatura, o estudo de grupos estdveis
ou w-estdveis e titulos correspondentes. Concordamos com [Hodges| e optamos
por destacar a propriedade que realmente usaremos, embora muitas proprieda-
des admitam demonstracdes mais complexas para o caso estdvel. Referéncias
abrangentes sao [Poizat 2] e F. O. Wagner, Stable Groups, Cambridge University
Press, 1997.

5.1. Subgrupos definiveis

Tradicionalmente, esta segao teria o titulo “Condigao de cadeia descen-
dente”, mas tal condicdo serd apenas usada para demonstrar que a intersecgao
de subgrupos definiveis de G é a intersec¢ao de um nimero finito deles, propri-
edade da qual faremos maior uso.

Como G ¢ totalmente transcendental, existem o posto e o grau de Morley de
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qualquer subconjunto definivel nio-vazio de G — caso dos subgrupos definiveis.
Esse fato é importante em algumas das proximas demonstragoes.
Esta primeira observagao é simples e crucial.

Lema 5.1.1. Suponha que H é um subgrupo definivel de G e a € G é qualquer.

Entdao RM(Ha) = RM(aH) = RM(H) e dM(Ha) = dM(aH) = dM(H).
Demonstracgo: Basta notar que Ha e aH também sio definiveis e que mul-

tiplicagao por a, a qualquer lado, é uma bijegdo definivel. QED

Corolario 5.1.2. Suponha H, K subgrupos definiveis de G com H C K. Se
[K : H] é infinito, entdo RM(K) > RM(H); se [K : H] é finito, entao RM(K) =
RM(H) e dM(K) = [K : H|dM(H).

Demonstracdo: No primeiro caso, hd infinitas classes laterais de H contidas
em K, definiveis duas a duas disjuntas, todas com mesmo posto. Trabalhando
em uma extensao w-saturada de G, usamos a definigdo de posto interno para
obter a desigualdade.

No caso finito, temos uma particao K = Ha; U...U Han,em quea; =1e
todas as classes tém mesmo posto e grau. Assim, dM(K) = Y7 | dM(Ha;) =
ndM(H), mas n = [K:HJ. QED

Corolério 5.1.3. Se (H,)nen € uma cadeia decrescente de subgrupos definiveis
de G, entao existe ng € N tal que H,, = H,, para todo n > ng.
Demonstragio: Como para tipos, tome ng tal que H,, tenha posto minimo
pela boa ordem dos ordinais e grau minimo pela boa ordem dos naturais dentre
0s que tém posto minimo. O coroldrio anterior impede que haja outro subgrupo
na cadeia propriamente contido em H,. QED

Eis a “propriedade de intersecgao”:

Proposigao 5.1.4. A intersecc¢ao de qualquer familia nao-vazia de subgrupos
definiveis de G ¢é igual & intersec¢io de uma subfamilia finita, de modo que é
definivel.

Demonstragdo: Suponha que # seja uma familia infinita de subgrupos de-
finfveis cuja intersec¢ao nao coincide com a de qualquer subfamilia finita. De-
finamos indutivamente uma cadeia de elementos de %, assim: tome Hy € F#
qualquer; definidos Hy, ..., H, € .Z, por hipétese Ho N...N H,, # [|.#, exis-
tindo H,41 € & com HyN...NH, # HyN...N H, N Hyy;. Obtemos uma
cadeia ([, < )nen de subgrupos definiveis de G, decrescente que nao estaci-
ona, contradigao. QED

Desse modo, qualquer cadeia decrescente de subgrupos definiveis de G esta-
ciona em “comprimento” finito.
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Exemplo 5.1.5. Se A é qualquer subconjunto de G, define-se seu centralizador
Z(A) = {g € G| ga = ag para todo a € A} = (), Z(a), em que Z(a) = {g €
G|ga = ag}. Mas cada Z(a) é {a}-definivel, de modo que Z(A) é o centralizador
de um subconjunto finito de A e é definivel.

Agora, suponha ¢(u),¥(v,u) férmulas de L(G) tais que, se g € G satisfaz
¢, entdo P(G,g) é um subgrupo de G. Entdo Vu(¢(u) — ¥(v,u)) define a
intersecgao de todos esses subgrupos, que também é definida por uma conjungao
finita ¥(v,g1) A ... A¥(v, gn). Ambas as férmulas definem a mesma intersecgiao
em qualquer extensao elementar de G, porque equivalem em G.

Por exemplo, seja A um subconjunto de G definido pela férmula a(u), ou
seja, A = a(G). Entado Z(A) é definido por Yu (a(u) — (vu = uv)), que de-
fine em qualquer extensdo elementar G| de G o centralizador de a(G}). Vimos
no cxcmplo anterior que cxistem ay,...,a, € A tais quc Z(A) ¢ dcfinido por
A (a;v = va;), dc modo quc cssas duas férmulas cquivalem cm G, ¢ cntao
cm qualquer cxtensdo (ou restrigdao contendo os pardmctros adcquados) clemen-
tar de G. Assim, o centralizador do conjunto definido por a é o mesmo de

{ala vk » ,G,n}.

Definigio 5.1.6. Umsubgrupo definivel de G é conexo se ndo contém subgrupo
defintvel prépric de indice finito.

Se G ¢é conexo ¢ N é um subgrupo normal, entic G/N é conexo.

Lema 5.1.7. @ tem um menor subgrupo definivel de indice finito, portanto
conexo, indicado G° e chamado componente coneza de G. (Veja comentério na
pig. 153.) Note que RM(G®) = RM(G).

Demonstragdo: A intersecgic de todos os subgrupos definiveis de indice
finito de G 4 igual & intersecgio GO de um niimero finito deles. Mas entdo GO é
um subgrupo definivel de indice finito. QED

Na préxima segdo, calcularemos dM(G°) = 1 e dM(G) = [G : G°].

Corolario 5.1.8. G° ¢ um subgrupo normal de G.
Demonstragio: Para qualquer g € G, gG%~! é um subgrupo definfvel com
indice [G : GY], donde G = ¢G" . QED

Explicitemos um lema técnico:

Lema 5.1.9. Sejam u uma tnica varidvel e v uma seqiiéncia arbitrdria (fi-
nita). Para quaisquer #(u,v) férmula de L e n € IN*, existe uma férmula €'(v)
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de L expressando que §(G)(v) é um subgrupo de indice n de G quando v é
interpretada.
Demonstragio: De fato, 8’ é a conjungio de

Vg Vs (0(ur, v) A B(ug, v) — (urug,v) AO(ult,v)) AO(L,v),

que expressa “0(G)(v) é um subgrupo de G”, e

Ja; ... 3Ja, (/\ —|0(aiaj_1,v) AYw \/ G(wai_l,v)) ,
i£j i=1

que expressa que esse subgrupo tem n classes laterais. QED

Proposigao 5.1.10. A componente conexa GO ¢ (-definivel e a férmula sem
parametros ¢° que define G® em G satisfaz, para G1 = G, (G1)° = ¢°(G1).

Demonstragio: Sejam ¢(u,v) uma férmula de L e a uma seqiiéncia de ele-
mentos de G de modo que G° = ¢(G,a). Seja k = [G : G°].

Pelo lema, existe uma férmula (v) de L tal que G = +(b) se e somente
se ¢(G,b) é um subgrupo de G de indice k. Assim, G |= ¥(a) e G = ¥(b) &
#(G,b) = G°, de modo que ¢°(u) : Fv (P(v) A ¢(u,v)) define G°.

Note ainda que, por ¢°(G) ser conexo, G satisfaz, para cada £(u, v) férmula
de L e n > k, a sentenca (fornecida pelo lema) que expressa

~3v (€(u,v) A ¢°(u)) “define um subgrupo de indice n”.

(¢ A ¢° definiria qualquer subconjunto definivel de G° com parametros v.)
G satisfaz essas sentengas e também a que expressa “p%(u) define um sub-
grupo de indice k”. Assim, ¢° define a componente conexa de Gj. QED

Corolario 5.1.11. Se G é conexo, entdo qualquer grupo elementarmente equi-
valente a G é conexo.
Basta observar que G = G° & G = VYu¢®(u).

5.2. O espaco dos 1-tipos globais

Recorde que, para os tipos de S;(G), as hipSteses (das segoes) dos Teoremas
2.4.4 e 2.6.8 sdo verificadas: cada tipo é definivel, tem grau 1 e uma unica
extensio direta, que é seu tinico herdeiro e com o mesmo esquema de definigao.

Introduziremos uma ac¢ao de G no espago S)(G), mas faremos uso apenas
de fatos bdsicos a respeito de acoes: o estabilizador Stab(p) ¢ indicado G, na
Seciio 1.5 de [Lang], em que é chamado grupo de isotropia; Stabp na Segao 1.12
de [Jacobson I]; Fix(p) em [Poizat 2], que o chama fizer em ingles.
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Primeiramente observe que, se u, v sdo varidveis, g € G e ¢(u) € uma férmula
de L(G), entdo a férmula obtida substituindo-se u pelo termo gv é também uma
férmula de L(G), que escrevemos ¢(gv).

Seja D — ¢(G) = {z € G| G |~ ¢(z)}. O conjunto definido por ¢(gv)
¢ d(g(G) ={xr € G|G = ¢lgz)} = {x € G|gz € D} = g7'D. Temos
RM(g~1D) = RM(D) pela invarisncia por bijegio definivel, valendo também a

Suponha agora p € S;(G) e defina g-p = {4 | d(gv) € p(v)}. Notamos
que g-p = {¥(g~'v) | ¢ € p}, porque p é fechado sob equivaléncia, ou scja,
(g - p)(v) = p(g~'v). Este modo de escrever g - p serd muito ttil para alguns
calculos. Por exemplo, suponha que um elemento a de uma extensao elementar
de & satisfaca p: ent@o ga satisfaz g - p.

Em tcrmos de definfveis, obtcmos g p= {D | gD € p} = {gE | E € p}.

Dessc modo, g - p € Si{G), porquc g também ¢é um pardmctro dc G ¢
satisfazem-se as propriedades de fechamento sob interseccdo e continéncia e
de complementacio. Temos ainda RM(g-p) = RM(p) e dM{g-p) = dM(p) = 1.

O que definimos ¢ uma agdo de G em S;(G). Temos diretamente 1-p=7p
» calculamos g- (h-p) = g {¢(h™'w) | ¢ € p} = [¢(h™ (g7 )} |$ €
P} = (6((gh)" 1) | 6 € p} = (gh)  p.

(]
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Proposicao 5.2.1. Stab(p) é um subgrupo definivel de G. Se G < Gi ep; éo
herdeiro de p sobre G, entac Stab(p;) ¢ definido em G; pela férmula que define
Stab(p) em G.

Demonstragdo: Suponha que ¢(v) seja uma férmula de L(G) cujo definivel
determine p. Afirmamos que g € Stab(p) < é(g~'v) € p. Sendo a implicagio
direta imediata, lembre-se que, se $(g~'v) € p, temos ¢(v) €g-p. Mas g-pep
tém mesmos posto e grau, ou seja, ¢(G) determina também g - p.

Contudo, escrevendo (v, u) : ¢{u~'v), temos ¢(g~1v) € p & G &= &8(g),
de modo que d;f define Stab(p).

Com respeito a G, o Teorema 2.6.8 mostra que p, é determinado por ¢(G, ).
Assim, novamente Stab(p,) = {9, € Gi|d(g7'v) Epil e dlgi'v) €pL & Gy =
dp8{(g.1)- QED

Proposigao 5.2.2. Sempre Stab(p) C G°.
Demenstragdo: Suponha g € Stab(p) e seja a uma realizagio de p em uma
extensdo elementar G; de G. Seja ¢° a férmula que define G°. Entéo existem

Ciy- .- ok € G, sendo k = [G : G, tais que G = Vu (¢ (xe] ) V... v ¢z ).
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Sendo o mesmo verdade em Gy, um dos ¢; satifaz Gy = ¢°(ac;'). Mas g €
Stab(p) implica t(ga/G) = t(a/G), donde G, = ¢°(gac;"'). Entao g € G°.
QED

Proposigao 5.2.3. Sempre RM(Stab(p)) = RM(p).

Demonstragao: Considere G extensao elementar de G em que todos os seus
1-tipos sao realizados. Seja p; o herdeiro de p sobre G;.

Sabemos que RM(Stab(p)) é o maximo dos postos RM(q) com Stab(p) € q.
Dado q € (Stab(p)) C S1(G), existe b € G; tal que ¢ = t(b/G), ou seja, b
satisfaz em G; a férmula que define Stab(p) em Gj; portanto, b € Stab(p;).
Entao b=! € Stab(p1) e b~ p1 = py.

Seja a um elemento de uma extenséao elementar de G, satisfazendo p;. Entao
b~la realiza b~! - p; = p;, de modo que t(b~'a/G1) = p; e t(b~'a/G) = p.
Obtemos, é claro, RM(b~'a/G) = RM(p).

Mas a fungao de inversao (-)~! é uma bijegao definivel e todo conjunto
definfvel D tem o mesmo posto que D!, enquanto b~la € D & a 'be DL
Assim, RM(a~'b/G) = RM(b~'a/G). Como também o produto por a~! é uma
bijegao definivel, concluimos que RM(b/G) = RM(a~1b/G) = RM(p).

Assim, RM(q) = RM(p), como desejado. QED

Para p € S,(G), sempre G € p por ser 0 maximo de Defl, donde RM(p) <
RM(G). Os tipos para os quais vale a igualdade tém propriedades especiais,
que estudaremos nesta segao.

Definigao 5.2.4. Um tipo p € S1(G) é genérico se RM(p) = RM(G).

Como veremos, os tipos genéricos sdo caracterizados pelo (i) posto, por de-
finigdo; (ii) estabilizador com indice finito; (iii) estabilizador igual a G°.

Lema 5.2.5. Tipos genéricos sempre existem, no maximo dM(G) (veremos no
Corolério 5.2.11 que sdo realmente em nimero dM(G)); o herdeiro de um tipo
genérico é genérico; se p € genérico e g € G, entdo g - p é genérico.
Demonstragdo: Para a primeira afirmagao, tempordria mas necessdria, basta
aplicar a Proposigao 2.2.5. Se G < G, entao RM(G) = RM(G, ), de modo que
um herdeiro tem mesmo posto. Finalmente, basta lembrar que RM(g - p) =
RM(p). QED

Lema 5.2.6. Um tipo p € S1(G) € genérico se e somente se Stab(p) tem indice
finito em G.

Demonstragao: Se Stab(p) tem indice finito, entdo RM(Stab(p)) = RM(G),
de modo que RM(p) = RM(G) e p é genérico.
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Assume que p é genérico: como cada g - p é genérico, [G : Stab(p)] = {g-p
| g € GH < dM(G). QED

Coroldrio 5.2.7. Um tipo p € 81(G) é genérico se e somente se Stab(p) = G°.
Demonstragio: Lembramos que sempre Stab(p) C G°. Se Stab(p) = G°

ent3c Stab(p) tem indice finito e p é genérico. Se p é genérico, Stab(p) tem

indice finito e vem G° C Stab(p). QED

Proposigao 5.2.8. G é conexo se e somente se dM(G) = 1.

Demonstragdo: Se G nic € conexo, ou seja, existe um subgrupo H definivel
com 0 < [G : H] < w, entdo dM(G) = dM(H) [G H] >

Assim, suponha G conexo com RM(G) = §{ e dM(G) = n. Seja G; uma
extensdo elementar w-saturada de G, com RM(G;) = £ e dM(G1) = n. Ope-
raremos principalmente em G;, que também é conexo por ser elementarmente
equivalente a G.

Particione G; = D;U...UD,, com D, definiveis, RM(D;) = £ e dM(D;) = L.
Seja ¢; a férmula de L\Gl) que define D;: sabemos que ¢;(g~'v) define gD;
para g € Gi1.

Cada D; determina p; € S1(G1), genérico de Gy com Stab(p;) — (G1)° —
Assim, para qualquer g € Gy, g-p; — p; € entdo gD; € p;. Para g1, . gk € Gy,
temos ¢;D; N ... NgrD; € p;, sendo portante um conjunto ndo-vazio. Existe
entdo uma extensao elementar Gy de G1 em que ({eq, $i(9™ HGy)) ndo é vazia;
seja h € G um elemento seu. Estendendo G novamente se necessario, podemos
supd-la w-saturada, porque h ainda pertence 2 extensio e satisfaz as férmulas

J._(A—ln.\
pilg V-

Para todo g € Gh, h € ¢:i(g{Gy)), donde G }= ¢:[g71h] e entdo g7 'h €

g ’ k \ = 1!

#:(Gy). Concluimos que g~' € ¢:(G2)h™! e, substituindo g por g~' € Gy,
g e ¢i(G2)l‘—l Obtemos Gl - ¢) \u2 h™ 1

Mas &; (G’z)h é um definfvel com posto RM{¢:(G3)) = RM(D;) = € ¢
grau dM({¢:(G3)) = dM(D;) = 1. Pelo Lema 2.1.16 e sendo G, Gz w-saturadas,
dM(G;) € 1 c obtcmos = = 1. QED
Corolario 5.2.8. dM(G®) = 1 & dM(G) = [G : G

Corolédrio 5.2.10. G 4 conexo se e somente se tem apenas um tipo genérico.
Demonstracio: Pelas equagdes de posto, os tipos genéricos p € §;(G) satis-

fazem dM(G) = 3 dM(p), mas cada dM(p) = L. QED
Coroldrio 5.2.11. H3 dM(G) tipos genéricos em S;(G) e guaisquer doi 03

7

genéricos tém mesma Srbita pela agdo [].
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Demonstragdo: Sendo p genérico, a cardinalidade de sua Orbita é [G :
Stab(p)] = [G : G°] = dM(G), que é o méximo de tipos genéricos, ou seja,
o maximo é atingido. QED

Proposigao 5.2.12. Sejam H um subgrupo definivel e conexo de G e p seu
tipo genérico. Entao:

(i) Em uma extensao elementar |G|T-saturada de G, qualquer elemento de
H é o produto de duas realizagoes de p.

(ii) Se D é um subconjunto definivel de H e RM(D) = RM(H), ent&o todo
elemento de H é o produto de dois elementos de D, ou seja, H = DD.

Demonstragdo: (i) Suponha h € H e a uma realizagio de p em uma extensao
elementar. Porque a é definivel sobre ha=! e reciprocamente, e h € G, temos
RM(ha=!/G) = RM(a/G). Assim, t(ha—'/G) é um tipo genérico de H, e é
igual a p. Mas h = hala.

(ii) J& que o grau de H é 1, é impossivel também RM(H — D) = RM(H).
Entao a férmula que define H — X nio estd em p, de modo que p contém a
férmula que define D, digamos ¢.

Para qualquer h € H, portanto, a extensao elementar satisfaz Ju3v ((h =
uv) A p(u) A ¢(v)). Essa férmula parametrizada vale, entdo, em G. QED

5.3. O teorema de indecomposicao

Nesta se¢do, G é um grupo de posto de Morley finito.

Definicao 5.3.1. Seja D um subconjunto definivel de G. Dizemos que D é
indecomponivel se, para cada subgrupo definivel H de G, o conjunto D/H =
{Hg| g € D} é infinito ou unitério. ([Poizat 2] avisa que indecomponibilidade
a esquerda e a direita ndo equivalem.)

Por defini¢ao, para todo subgrupo definivel de G, ser conexo é o mesmo que
ser indecomponivel.

Proposicao 5.3.2. Seja D um definivel minimal de G. Entao existe um inde-
componivel Dy C D tal que D — Dy é finito.

Demonstragao: Tome Hy a intersec¢ao dos subgrupos definiveis H de G tais
que D/H é finito. Ora, entdo Hy é intersecgdo de um nimero finito desses
subgrupos, de modo que D/Hy é finito. J& que D é minimal, um e apenas um
dos conjuntos Hog N D, g € D, é infinito e seu complemento em D ¢é finito.
Tome Dy esse conjunto infinito e definivel (é cofinito em D). Mostremos que
Dy é indecomponivel.
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Seja. H um subgrupo definivel de G. Se D/H § inﬁnito, entdo Dg/H §
infinito, pois D — Dy é finito. Se D/H é finito, entdo Hy C H e Dg/H tem um
unico elemento. QED

Prnp051gao :3.3. Seia D um subconjunto definivel normal de G, isto §é,
gDg™! = D para todo g € G. Entao D ¢ indccomponivel sc ¢ somentc sc, para
cada subgrupo dcfinivel normal N dc G, o conjunto D/N = {Nglg € D} ¢
infinito ou unitério.

Demonstracdo: A implicagio direta é dada pela definicio. Suponha entdo
que valha a propriedade a respeito dos subgrupos normais e seja H um subgrupo
definivel qualquer de G.

Para cada g € G, a g-conjugacio é uma bijecic que fixa Deleva H a gHg ™!,
de modo que |D/gHg!| = |D/H|.

Tomande-se N = [ g 9Hyg —1 existe um subconjunto finito Gy de G tal
que N =\ cq, 9Hg™ 1. Por sua defini¢io, N é normal, e obtivemos N definivel.

Vemios qiue, para g € Gy, s¢ |D/N| = lentdo |D/gHg | = 1|ese|D/N| > w
entdo |D/gHg " > w. QED

Teorema 5.3.4 (Indecomposigde de Zilber). Sejam D;, ¢ € I, subconjun-
tos definiveis de G indecomponiveis, cada um contendo o elemento neutre 1 de
G. Entao o subgrupo gerado por | J;; D; é definivel e conexo.

Demonstragdo: Acrescentando os conjuntos D; ™ = l={gllge D}, iel,
podemos supor que para cada i existe j tal que D) 1 D;.

Seja H o subgrupo gerado por {J;c; D:

Para cada segiiéncia finita s = {(i1,...,%) de elementos de I, considere

o definfvel Dy = D;,...D;, = {g1...9c | 91 € Di,,...,gx € D;.}. Temos
D, € H. Como RM(G) ¢ finito, existe uma seqiiéncia ¢ tal que RM(D;) ¢
méximo. Scja p € S;{G) um tipo contcndo D, ¢ com RM(p) = RM(D;): basta
tomar p determinado por um irredutivel contido em D,.

Mostrarcmos quc H = Stab(p).

Primciramentc, mostrarcmos quc D; C Stab(p) para todo i € I. Temos quc
1 € D; implica Stab(p) € {gStab Y| g € D;}. Suponha que D; ndo estd contido
em Stab(p): entdo Stab(p) ndo é o tnico elemento de {gStab(p)|g € D;}. Como
D; ¢ indeccomponivel, cxistem a,, € D; distintos, n € N, tais quc sc n # n’ entao
G, Stab(p) # a,: Stab{p), donde a, - p # an’ - p. Entdo todos os tipos a, - p tem
posto RM(D,) e contém a férmula que define o conjunto D;D;. Portanto, este
conjunto tem posto estritamente maior que RM(D;), contradicao.

Assim, H C Stab(p), o que implica D; C Stab(p). Mas RM(Stab(p)) <
RM(p) = RM(D;), donde RM(D;) = RM(Stab(p)). Sendo p um tipo genérico
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de Stab(p), seu estabilizador em Stab(p) é a componente conexa de Stab(p), ou
seja, Stab(p) é conexo. Desse modo, Stab(p) = D;D;, donde Stab(p) C H.
QED

Exemplo 5.3.5. Assuma que G é conexo. Veremos que o grupo derivado G’
gerado pelos comutadores ghg~'h™!, g, h € G, é definivel e conexo.

Para cada g € G, tome Dy, = {ghg'h™! | h € G} definivel e contendo 1.
Entao G’ é gerado por |J gec Dy Basta mostrar que cada Dy € indecomponivel.

Tome E, = g~'D, = {hg~'h~!|h € G}. Para cada subgrupo N de G, temos
|Dy/N| = |E4/N|, pois a multiplicagio por g~ ! induz uma bijegdo, bastando
entao mostrar que E; ¢ indecomponivel. Suponha entdo N normal; devemos
mostrar que |E,/N| é 1 ou infinita. Contudo, hg= A~ N = hg~ ' 'N se e
somente se Nhh'™* pertence ao centralizador de Ng em G/N, de modo que
|E4/N| é o indice desse centralizador. Nao pode ser finito diferente de 1 porque
G/N é conexo.

5.4. Grupos um-baseados

Nesta se¢ao, suporemos que G é um grupo um-baseado com uma extensao
elementar €, modelo monstro adequado.

Proposicao 5.4.1. Se H é um subgrupo definivel conexo de G, entao o
parametro canonico de H é algébrico sobre 0.

Demonstragdo: Sejam g uma realizagdo do tipo genérico de G, p o tipo
genérico de H, p; o herdeiro de p sobre C' e a uma realiza¢io de p;. Seja
q=t(ga/C). Seja u o parametro candnico de H e v o de q.

Observamos que: por G ser um-baseado, v é algébrico sobre ga; u € G;
t(ga/G) é um tipo genérico de G, donde ga e u sao independentes sobre 0;
RM(q) = RM(a/C) = RM(H).

Mostraremos que u é definivel sobre v. Assim, u é algébrico sobre ga e
independente de ga sobre ), portanto algébrico sobre (). Provaremos que todo
automorfismo de C' fixando ¢ fixa o subconjunto definido em C pela férmula
que define H.

Suponha ¢ um automorfismo de € com £-q = g e sejam H; = £[H], g1 = £(9).
Como gH,g,H, € q, temos RM(q) = RM(H) > RM(¢gH N g1H;) > RM(q).
Entao RM(gH Ng,H;) = RM(H). Mas gH Ngy Hy = g2(H N H,) para qualquer
g2 € gH N g1 Hy, donde RM(H N H,) = RM(H). J& que H é conexo, H; = H;
ji que gH N g Hy # 0, gH = g1 H,. QED

Proposigao 5.4.2. G é abeliano-por-finito, isto é, G tem um subgrupo abeliano
definivel de indice finito.
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Demonstracio: Provaremos que a componente conexa de G é abeliana; as-
sumiremos entao que G é conexo e mostraremos que € abeliano.

Counsidere, para g € G, o subgrupo H, = {(h,g 'hg) | h € G} de G? e defina
g~¢ & H, = Hy. Como H, é isomorfo a G, é conexo. Vemos também que
g ~ g’ se e somente se g'g~! comuta com qualquer & € G, de modo que a relagao
~ ¢ definivel. Como H,, é definivel com parimetros algébricos e conexo, existem,
em qualguer extensao elementar de G, ndc mais que um niimere enumeravel de
grupos distintos da forma Hy;, de modo gue ~ tem menos gue w classes, possivel
apenas se for um ntimero finito de classes. A concluséo é que Z(G) tem indice
finito em G. QED

Proposigac 5.4.3. Para todos n € N ¢ p € S,(G), existe g € G tal que
gStab(p) € p.

Demonstragdo: Assumiremos n = 1 e que a base canbdnica de p é vazia —
adicione os parimetros necessdrios como constantes & linguagem. Sejam g uma
realizagic do tipo genérico de G, p; o herdeirc de p scbre C e ¢ uma realizagio
de p;. Seja g = t{ga/C). J4 que g é genérico e g e a sio independentes sobre
G, a e ga 330 independentes sobre G. Sejam S o estabilizador de pou p;, u ©
pardmetro candnico do definivel ¢S e v a base canonica de g.

Primeiramente, mostraremes que % ¢ definivel scbhre v e reciprocamente. Ja
que gS ¢ definfvel com parimetros em C, basta provar que, pars cada auto-

morfismo £ de C, £ fixa ¢S se e somente se fixa ¢ Mas g = g - p;, donde
&(g) =¢(g)- (pl) = £(q) P1, porque & base candnica dep; é vazia, de modo que
=g g m=8g) m e g g €l & g§={g)s Mas([s] =5,
porque S & definivel sem parametros: a base candnica de p € vazia. Assim,
(q) —q © &[gS] —gS.

Agora, como G é um-baseado, v € algébrico scbre ga, e » também é. Por-
tanto, a e gaU{u} séo independentes sobre G, e a e ga sac independentes sobre
G U {u}. Seja a; € C realizando p e independente de u sobre G. J4 que a base
candnica de ¢ = #(ga/G) é definivel sobre u, C e ga sao independentes sobre
G U {u}, a1 e ga sdo independentes sobre G U {u}, e a; e ga U {u} s@o inde-
pendentes sobre G. Concluimos que t({ga,u, a)/G) = t((ga,u,a.)/G. O fato de
ga € gSa é expresso por uma férmula com parametros ga, u {para definir gS)
e a. Entdo ga € gSa; e a € Sa;. Novamente, este fato pode ser expresse por
uma férmula com parametros a e ay, j4 que S é definivel sem parametros, entao
verdadeiro para quaisquer duas realizagdes independentes de p. Portanto, se b
¢ uma rcalizacao dc p cm G, temos a € Sb ¢ bStab(p) € p. QED

Proposigao 5.4.4. Para todo n € N, qualquer subconjunto definivel de G™
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é uma combinacao booleana finita de classes laterais de subgrupos definiveis
conexos de G™.

Demonstragao: Note que, se H é um subgrupo definivel, qualquer classe
lateral de H é uma uniao finita de classes laterais da componente conexa de H.
Podemos entdo ignorar a condi¢do “conexos” no enunciado.

Para provar que qualquer férmula é uma combinacio booleana de férmulas
em uma familia &, basta mostrar que para quaisquer dois tipos distintos existe
uma férmula em % que pertence a apenas um deles.

Provaremos que p = ¢ se p, q € S, (G) sao tais que, para quaisquer subgrupo
definivel H de Gege G,valepe Hg & ¢q€ Hg.

Assuma RM(q) > RM(p). Sejam c, d realizagoes de p, q respectivamentem
independentes sobre G. Seja S = Stab(p). Sabemos que existe ¢ € G tal
que ¢ € Sg. Por hipétese, d € Sg e dc™! € Sg. Note que dc™! e ¢ sao
independentes sobre G. Temos RM(dc~!/GU{c}) = RM(d/GU{c}) = RM(q) >
RM(p) = RM(S), porque RM(Stab(p)) < RM(p), e RM(S) > RM(dc™!/G),
porque dc~! € S. Obtemos q = t(d/G) = t(dc™1c/G) = (dc™') -p=p. QED

5.5. Subgrupos fortemente minimais

Nesta sec¢do, G é um grupo w-estavel abeliano de posto de Morley finito.
[Lascar] informa que a hipdtese de abelianidade é necessiria somente em um
momento e somente por simplicidade.

Proposi¢ao 5.5.1. Seja D um subconjunto definivel fortemente minimal de
G. Entdo existe um subgrupo definivel conexo H de G tal que H C acl(D) e
tal que D — H é finito.

Demonstragiao: Tome Dg indecomponivel contido em D tal que D — Dy é
finito. Seja @ um elemento de Dy e tome D1 = a~!Dy. Entao D; é indecom-
ponivel, contém 1 e estd contido no fecho algébrico de D. Tome H o subgrupo
gerado por G. E definivel e conexo pelo Teorema da Indecomposicio. Estd
contido no fecho algébrido de D e, como contém Dy, D/H é finito. QED

Seja D um subconjunto definivel fortemente minimal de G. Considere a
colecao ABp dos subgrupos conexos B de G, para cada um dos quais existe F'
finito tal que B C acl(F U D).

J& que o posto de G é finito, existe ao menos um elemento de #p de posto
maximal e maximal também quanto a inclusao. Além disso, se By, By € %Bp
entao o subgrupo B Bs gerado por B U By também estd em #p. Entao hd um
clemento méximo Bp € Bp. A proposicao anterior afirma que D/Bp é finito.
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Vemos também que, se D, F sio subconjuntos definiveis fortemente minimais
de GG e nac-ortogonais, entdo Bp = Bg.

Considere agoera a a colegdo % dos subgrupos conexos B de G, para cada
um dos quais existem definiveis Dy, ... D,, fortemente minimais e F finito tal
que B Cacl(FUD;U...UD,). Novamente, % tem um elemento maximo B;
sejam F, Dy, ... D,, para B. Entao B contém By para todo fortemente minimal
D.

Proposigac 5.5.2. Existem definiveis fortemente minimais D;j,..., D, dois a
dois ortogonais tais que B= Bp, ... Bp,_.

Demonstragdo: Considere a colegio dos subgrupos de G da forma Bg, ...
By, com E; fortemente minimais. Pelo Teorema da Indecomposigao, cada E; é
conexo e, como acima, existe um subgrupo méximo H = Bp, ... Bp,. Obser-
vamos que H C B e que, para cada D fortemente minimal, Bp C H, de mode
que D/H ¢ finito. Esta propriedade se estende a qualquer conjunto de posto 1,
porque pode ser particionado em um ndmero finite de fortemente minimais.

Suponha que H # B. Entag B/H ¢ infinito e existe ¢ € B tal que cH ndo
é algébrica sobre F'. Por outro lado, existe um conjunte finitc Y € Dy U... D,
tal que ¢ € acl(F UY). Escolha Y minimal. Entac cH € acl(FUY), existindo
Y CYey €Y tais que cH € ac(FUY' U {y}), mas cH & ac(FUY’).
Tome Yy =Y — {y}, de medo que ¢ £ acl(F UY;) porque Y é minimal, cH €
ac{FUY U {y}) ec€ac(FUYy U {cH}).

Em particular, RM(c/F UYp) = 1, ou seja, ¢ estd contido em um F U Yp-
definivel T de posto 1. J& que ¢ € acl(F U Yy U {cH}), existe uma férmula
#{u,v) com paramctros cm FUY, ¢ k > 1 tais quc G | ¢(c,cH) ¢ cxistem
< k clementos z satisfazendo ¢(z,cH) cm G. Podcmos assumir cntdo que
G & ¢(d,dH) c cxistcm < k clcmentos z satisfazendo ¢(z,dH) cm G, para
cada d € T, dc modo quc d ¢ algébrico sobrc FUYyU {dH}. Mas {dH |d € T}
¢ finito c isso contradiz T scr infinito.

Finalmentc notc que, por G scr abcliano, podcmos supor os subgrupos Bp,
distintos, agrupando cada produtc dc clementos do mesmo subgrupo quando
sc gera um clemento de B. Desse modo, obtemos os conjuntos D; dois a dois
ortogonais. QED

5.6. Grupos dcfiniveis

Sejam L uma linguagem e A uma L-estrutura arbitririas, de modo que L
nio necessariamente expande a linguagem dos grupos.
J& conhecemos a primeira parte desta defini¢do:
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Definicao 5.6.1. Um grupo definivel em 2 é um subconjunto definivel G de
A™ com operagoes de produto e inversao e elemento neutro também definiveis,
sendo a restrigao de fungées definiveis em todo A™, com as quais G ¢é grupo.

Um grupo infinitamente definivel em 2 é a interseccgio G = [;¢; Gi de
subconjuntos definiveis G; de A™, i € I, com operagoes de produto e inversao e
elemento neutro também definiveis, sendo a restrigao de fungdes definiveis em
todo A™, com as quais G é grupo.

Lembramos que basta o produto ser definivel, porque y = 27! & zy = 1.

Supomos 2 w-estével. Usaremos a notaciao multiplicativa ., 7, 1.

Teorema 5.6.2. Se G é um grupo infinitamente definivel em A, entao G é
definivel em 2.

Demonstracao: Observe que, como G # (), a cole¢io {G; | i € I} que define
G tem a propriedade da intersecgdo finita: podemos supor, portanto, que é um
filtro em Def”;, estendendo-a se necessério. Sejam ¢; as férmulas de L(C) que
definem G}, respectivamente.

Vemos que {¢;(u), ¢;(v), ¢;(w) |i € I} implicaul =lu=u, v lu=uu"! =
1, (1)1 =u e (uv)w = u(vw) quando u, v, w sdo substituidos por elementos
de G — sao as propriedades de grupo.

Pelo Teorema da Compacidade, existe um subconjunto finito de I, ou um
Unico 7 € I ja que supomos filtro, tal que @;(u) A ¢;(v) A ¢;(w) jd implicam essas
propriedades. Podemos assumir, substituindo ¢;(u) por ¢;(u) A ¢;(u™1), que
$4(u) equivale a gi(u?).

Seja X um conjunto finito contendo os parametros de ¢; e seja S o conjunto
dos p € S,(X) que contem ¢; e RM(p) = RM(¢;(™)). Entao S é finito e
qualquer realizagao de qualquer elemento de S pertence a G.

Considere H = {h € A | para todo a € A tal que t(a/X) € S e a\LA h,
A = ¢ilha]}. Mostraremos que H = G e que H é definivel.

Dado h € H, seja a € A tal que t(a/X) € S e a\LA h. Entao RM(ha/X) >
RM(ha/X Uh) = RM(a/X Uh) = RM(a/X) = RM(¢i(Y)), donde ha € G ¢
h =haa™! € G.

Reciprocamente, se ¢ € G e a € A é tal que t(a/X) € S e a\LA g, temos
ga € G, de modo que A = ¢;[ga] e vem g € H.

Note que H = {h € A| ¢:(A) Cu d:(h(:),A)} é definivel. QED

5.7. Corpos totalmente transcendentais

Optamos por apresentar aqui a se¢io homonima de [Pillay A]. Trabalhamos
na linguagem dos anéis com unidade (apenas).
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Lema 5.7.1. Suponha que K é um corpo infinito e totalmente transcendental.
Entio K tem um tnico tipo genérico.

Demonstragdo: Fazemos uso do grupo aditivo de K, porque consideramos
tipos sobre K. Suponha que K tem um subgrupo aditivo A préprio e de indice
finito. Entdo, para todo z € K, zA é também subgrupo aditivo de K e existem
Z1,...,Zn € K tais que (), cxz4 = 2;4N0...N z,A. Mas essa intersecgio
também tem indice finito em K, e é um ideal, portanto igual a K, contradigao.
Obtemos K = K°. QED

Teorema 5.7.2 (Macintyre). Todo corpo infinito e totalmente transcenden-
tal é algebricamente fechado.

Referencia: O Teorema 5.7.7 de [Hodges]. Sua demonstracao pode ser acom-
panhada pelo material que desenvolvemos.

Coroldrio 5.7.3. Toda teoria de corpos infinitos com eliminagdo de quantifi-
cadores nessa linguagem contém ACF.

Demonstracdo: Vimos que é a eliminagio de quantificadores responsdvel
pela forte minimalidade dos corpos algebricamente fechados, portanto por seu
posto 1. Concluimos, de fato, que os tinicos postos ordinais para corpes sao
0 (corpos finitos) e 1 (corpos algebricamente fechados); os demais corpos tém
“posto” co. QED
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Um pouco de Geometria Algébrica

Como procedemos na primeira parte, descreveremos neste capitulo o as-
sunto que trataremos, sem numerar defini¢Ges. Observamos, contudo, que esta
exposi¢ao é muito mais restrita e dirigida a nosso objetivo.

Introdugtes & Geometria Algébrica sem pré-requesitos especificos a drea sdo
[Hartshornc], {Shafarcvich] c o inicio de [Lang 2], mas ¢ nccecessirio algum cuidado
ao interpretar enunciados, porque as defini¢ées variam de texto para texto. Em
particular, as variedades com que trabalhamos sdo sempre irredutiveis.

Trabalharemos sempre com um corpo K algebricamente fechado: embora
as definigGes posteriores possam scr adaptadas para corpos arbitririos, raizes
suficientes facilitam o trabalho. Quando considerarmos K" ou K[zi,...,Zx],
assume-se n. > 1.

Indicaremos um espago topoldgico como seu préprio conjunto-base e, con-
trariamente & notagio anterior de pré-geometrias, usaremos cl(-) para indicar
¢ fecho topoldgico. Uma fungio é fechada se a imagem de qualquer fechado é
fechada.

6.1. Espacos noetherianos e a topologia de Zariski

Trabalharemos com topologias que incluam uma nogiao de dimensdo. Os
exemplos dos espagos afins A"(K) e projetivos P*(K), com que mais trabalha-
remos, sao o inicio da Geometria Algébrica de variedades.

Um espago topeldgico é noetheriano se nao existe uma cadeia decrescente de
subconjuntos fechados, ou seja, se toda cadeia descendente de fechados estaciona
(cm “comprimento” finito). Nessc caso, a interscegdo de uma familia de fechados
é igual a interseccdo de um nimero finito deles, como vimos na Proposicao
5.1.4 para subgrupos dcfiniveis. A topologia induzida cm um subconjunto scrd
também noetheriana.

Um conjunto nao-vazio é dito érredutivel se nao é unido de dois subconjuntos
fechados (na topologia induzida) préprios. Apesar do nome, um irredutivel pod
conter outre. Note que o conceito de irredutibilidade implica ¢ é mais restritivo
que o de conexidade: por exemplo, na topologia usual de intervalos de R, todo
intervalo fechado é conexo, mas apenas o3 unitarios sdo irredutiveis, como se vé
na unido [a,c] = [a,b] + [b,¢] para a < b < ¢. Duas componentes irredutiveis
que se intersectam estam na mesma compenente conexa.
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O tratamento centra-se no conceito de irredutibilidade. Assim, caso usemos
o de conexidade topoldgica, avisaremos explicitamente para nao confundir com
a conexidade de grupos.

Fato 6.1.1. Se F' é um subconjunto fechado nao-vazio de um espago noetheri-
ano, entdo existem fechados irredutiveis Fi,..., Fy tais que FF = FyU...U F}
e cada F; ndo estd contido em nenhum outro F}; note que nmao sao necessari-
amente dois a dois disjuntos. Tais fechados (assim como k) sdo tnicos, exceto
por permuta¢io, e chamados componentes (irredutiveis) de F.

Referéncias: A Proposigdo 1.1.5 de [Hartshorne] ou o Teorema IX.2.2 de
[Lang], embora se refira a fechados de Zariski.

Se X é um espago topoldgico, existe o supremo £ dos comprimentos ordinais
¢ de cadeias de fechados irredutiveis Fy C Fi C ... C F¢, em que todas as
incluses sdo préprias. Diz-se que X tem dimensao dim X = €. A dimensao de
um fechado é, por defini¢ao, sua dimensao como subespago topolégico.

Diretamente das defini¢Ges, verifica-se o

Fato 6.1.2. (i) A dimensdo de um fechado é o méximo dentre as dimensdes de
suas componentes. Se F é irredutivel, entdao dim F = sup{dim E + 1| E é um
fechado irredutivel contido propriamente em F'}.

(ii) Se E C F sio fechados irredutiveis, entdo dim £ < dim F, com igualdade
se e somente se £ = F.

(iii) Todo subconjunto aberto ndo-vazio de um conjunto irredutivel ¢ irre-
dutivel e denso nesse conjunto. Todo fecho de conjunto irredutivel é irredutivel.

Trabalharemos apenas com espagos com dimensao finita, o que é realmente
uma hipdtese importante além de simplificadora, mas este € um exemplo diverso
oferecido por [Marker Al:

Exemplo 6.1.3. Dado um ordinal ¢ > 0, podemos tomar como fechados em &
os proprios ordinais 0 < ¢ < £ — note que obtemos uma topologia, mas nao
se trata da topologia usual de intervalos. Novamente, a boa ordem dos ordinais
garante que £ é noetheriano, porque a intersecgao de um conjunto de ordinais é
seu minimo. Nessa topologia, todo fechado nao-vazio é irredutivel. Vemos que
dim(n) =n—1lparal < n < we dim(¢) = ( paraw < { <&

O nome “noetheriano” vem da condi¢gao homénima em Algebra, que preci-
samos estudar brevemente. Considere o anel de polinomios K[z, ..., z,]:
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Teorema 6.1.4 (Base de Hilbert). Toda cadeia crescente de ideais estaci-
ona (em “comprimento” finito) — diz-se que o anel é noetheriano; observe a
inversao das inclusoes des cadeias Em particular, todo ideal é finitamente
gerado.

Referéncias: O inicio da Segdo 7.9 de [Jacobson II] ou a Segéo IV.4 e o inicio
da Segdo X.1 de [Lang].

Para qualquer X C K™, defina I(X) o conjunto desses polinomios que se
anulam em todos os pontos de X: vemos que se trata de um ideal, chamadc o
tdeal de X. Para qualquer S C K[z;,...,z,], defina Z(S) o conjunto das raizes
comuns 20s polindmios em S, ou seja, cs pontos de K™ que anulam todos os
elementos de S, chamados zeros de S: esse conjunto também ¢é indicado V(S)
em muitos textos.

Fato 6.1.5. Sc I ¢ o idcal gerado por S C K|z, ... ,z,), catéo Z(I) = Z(S).
Basta lembrar que I ¢ o conjunto das somas Zle Dis; com k > 0, p; €
K[z1,...,za] e s € S.

K™ é chamado espage afim n-dimensional sobre K e é tradicionalmente
indicado A™ = A™(K). Um subconjunto fechado (de Zariski) ou algébrico de
K™ é da forma

ﬂ {ze K| filz) =0} =Z(fr,-.., fr)

comr > le fi € K[z1,...,2a]. O fato de r ser finito permite-nos trabalhar
com férmulas e usar ferramentas modelo-tedricas, mas o que motiva a definigao
éo

Corolério 6.1.6. Qualqucr conjunto dc zcros Z(S), para S C K[zy,...,Zq), ¢
fechado.

Demonstragdo: Seja I o ideal gerado por S em K|z;,...,z,]. Pelo Teorema
da Base de Hilbert, I é gerado por um ntimero finito r de polindmios f,. .., f-.
Entao Z(S)=Z(I) = Z(f1,..-, fr)- QED

Tanto para fins praticos como para desenvolver nossa intui¢do, apresentamos
este lema tradicional:

Lema 6.1.7. Suponha XY, X; C K" e S, T,S; C Klzy,...,z,] para j € J.
(i) Se X CY entao I(Y) C I(X); se S C T entdo Z(T) C Z(S).
(i) 71(Ujes X5) = Nyes 1(X;5) € Z(Ujes Si) = Njes 2(S;). Note que, em
ambas as igualdades, a uniao ocorre no argumento.
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(iii) Z(I(X)) é o fecho de X. Veremos um enunciado correspondente a I(-)
no Corolario 6.1.11.

Demonstragao: As afirmacoes (i) e (ii) sdo derivadas das definigdes. Para
(i), seja cl(X) o fecho de X. J4 que X C Z(I(X)) fechado, temos cl(X) C
Z(I(X)). Considere agora um fechado arbitrario V' contendo X: entdao V =
Z(8S) para algum conjunto de polindmios S que gera um ideal I. Vem X C Z(I),
donde I(Z(I)) C I(X). Contudo, I C I(Z(I)) e entao Z(I(X)) C Z(I) = V.
Concluimos que Z(I(X)) = cl(X). QED

Como costumeiro, os complementos de conjuntos fechados sao chamados
abertos. Obtemos a

Proposicao 6.1.8. Os abertos formam uma topologia sobre K", chamada de
Zariski, com a qual K™ é noetheriano. Aten¢do: mao se trata da topologia
hom onima deSpec K[z1,...,z,] apresentada no Ezemplo 1.3.20.

Demonstragdo: Trabalharemos diretamente com os fechados, que pelo co-
rolario podemos supor como conjuntos de zeros de colecoes arbitrarias de po-
linomios. Note que, tomando 0,1 € K(zy,...,z,], temos Z(1) = Qe Z(0) = K™.

Para concluir que a uniao finita de fechados é fechada, basta mostra-lo para
uma uniao de dois fechados. Suponha S,T' C K|z1,...,z,] e considere o con-
junto U dos polindmios fg com f € S, g € T. Ora, toda raiz comum dos
polindmios de S é raiz dos polinémios de U, assim como os pontos de Z(T).
Reciprocamente, suponha z € Z(U), mas z ¢ Z(S). Seja f € S com f(z) # 0.
Para todo g € T', temos (fg)(z) = 0, donde g(z) = 0 e z € Z(T). Concluimos
que Z(S)U Z(T) = Z(U).

Devemos finalmente mostrar que a intersec¢do qualquer de fechados é fe-
chada. Suponha S; C K[z1,...,z,] para j € J. Pela defini¢do de Z(-), temos
Njes Z2(S;) = Z(UjeJ S;) e este conjunto é fechado pelo corolario.

Se Fp, O F;, D ... é uma cadeia descrescente de fechados de K™, entao
I(Fp) C I(Fy) C ... é uma cadeia crescente de ideais, que estaciona em digamos
I(F}). Como F; = Z(I(F3)), a cadeia de fechados também estaciona em Fj.

QED

Um subconjunto do espaco topoldgico é construtivel se for uma combinagao
booleana (finita) de fechados.

Teorema 6.1.9 (Tarski—Chevalley). (i) Os subconjuntos construtiveis de
K™ na topologia de Zariski sao precisamente os elementos de Def.

(ii) A imagem de um construtivel por uma transformacdo com componentes
polinomiais, isto é, (f1,..., fin) com cada f; € K[zy,...,z,], ¢ construtivel.
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Em particular, os construtiveis sio fechados sob qualquer tipo de projecdo, que
leva (ay,...,a,) a (ai,,--.,ai,)-

Demonstracao: (i) Os fechados de Zariski sdo conjuntos de raizes de um
numero finito de polinémios, de modo que todos os construtiveis sdo definiveis.
Por outro lado, pela eliminagio de quantificadores em ACF, todo definivel pode
ser definido por uma férmula sem quantificadores, que é combina¢io booleana
de férmulas atomicas. Estas, por sua vez, sabemos que sdo da forma “polinémio
= 0" (na linguagem dos anéis, por exemplo) e definem conjuntos fechados.

(ii) Basta observar que fungdes polinomiais sdo definiveis. QED

A reciproca estd intimamente associada, porque basta remover um quantifi-
cador existencial por vez, comegando pelos mais internos ou aninhados, sendo o
quantificador universal apenas uma abreviatura. De fato, uma férmula da forma
Jvd, com ¢ sem quantificadores, corresponde & projegao usual de uma com-
binagdo booleana finita de fechados, aqueles definidos pelas férmulas atomicas
de ¢.

Antes de prosseguir, precisamos destacar a familia importante de ideais ra-
dicais. Um ideal J de K[z, ...,z,] é chamado ideal radical se, para quaisquer
p € K[z1,...,2,] e k > 0 com p* € 7, temos p € J. E o caso de todo ideal
primo.

Se I é um ideal arbitrério, tome VI = {p € K[zi,...,%,] | p* € I para
algum k > 0}, chamado o radical de I. Vemos que I C /I, com igualdade se e
somente se o proprio I é radical. O Teorema 7.2 de [Jacobson II] ou o Corolério
X.2.3 de [Lang] mostram que V7 ¢ igual & intersecgdo de todos os ideais primos
contendo I, portanto um ideal radical. Observamos que o radical é indicado
nilrad em [Jacobson II] e rad em [Lang).

Teorema 6.1.10 (Nullstellensatz de Hilbert). Sejam I um ideal e p um
polinomio de K[zy,...,z,]. Suponha que todo a € K™ que seja raiz de todo
polindbmio em I é também raiz de p. Entéo p € v/T.

Referéncias: O Teorema IX.1.5 de [Lang] ou a seqiiéncia ao Teorema 7.14 de
[Jacobson II]. Algumas adaptagdes da prova de [Jacobson II] permitem apre-
sentd-la em roupagem modelo-tedrica: o Lema 2.3 de [Pillay A] ou o Teorema
3.2.11 de [Marker]. De fato, o Nullstellensatz equivale a este outro enunciado,
mais modelo-tedrico: “Suponha fi,..., fr,g1,...,9s € K[z1,...,7,] tais que o
sistema de equagoes e inequagoes

fl(‘E) =0,..., fr(‘r):oi gl(x) 7&0) sery gs(:v)%O

tenha uma solugao em algum corpo extensao de K; entao esse sistema jd tem
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uma solugdo em K™.” Este é o Teorema 7.14 de [Jacobson II] (podemos reescre-
ver (g1 ...gs)(z) # 0) e facilmente demonstravel com a modelo-completude dos
corpos algebricamente fechados, bastando tomar um fecho algébrico da extensio
de K (o Exemplo 1 da Segdo 8.1 de [Hodges] ou o Teorema 6.5 de [Poizat 1]).
Alids, vemos que a prépria modelo-completude confunde-se com essa proprie-
dade. A equivaléncia dos dois enunciados é indicada no Exercicio 8.1.11 de
[Hodges].

Corolério 6.1.11. Para S C K[z1,...,zx), [(Z(S)) é o radical do ideal gerado
por S.

Demonstracio: Seja I o ideal gerado por S: temos Z(I) = Z(S). O Nulls-
tellensatz afirma que se p(a) = 0 para todo a € Z(I) entao p € VI, ou seja,
I(Z(I)) € VI. Por outro lado, se p € VT entdo p* € I para algum k > 0, de
modo que se a € Z(I) entdo (p(a))* = 0 ou simplesmente p(a) = 0, concluindo-
se que p € I(Z(I)) e, enfim, VT C I(Z(I)). QED

Corolario 6.1.12. As associacdes I(-) e Z(-) sdo fungdes bijetoras entre as
familias de fechados de K™ e de ideais radicais de K[z, ..., 5], sendo uma in-
versa da outra. Por essa bijecao, os fechados irredutiveis correspondem precisa-
mente aos ideais primos préprios, cujo conjunto é indicado Spec K([z1, . .., Zn)].

Demonstra¢io: O Lema 6.1.7 e o coroldrio anterior indicam que I(-) e Z(-)
sdo uma inversa da outra entre as familias mencionadas. Desse modo, aos fecha-
dos ndo-vazios correspondem precisamente os ideais radicais préprios, porque
I(0) = K[z1,...,Zn)-

Suponha primeiramente X fechado irredutivel e pg € I(X). Entdao X C
Z(pq) = Z(p) U Z(q), donde X = (X N Z(p)) U (X N Z(q)) ambos fechados.
Portanto, ou X = XN Z(p)ep € I(X), ou X = XNZ(q) e q € I[(X).
Concluimos que I(X) é primo, préprio porque X # 0.

Seja agora I um ideal primo préprio e suponha Z(I) = X UY fechados.
Obtemos I = I(X)NI(Y). Sepe I(X), masp ¢ I,eqe I(Y), mas q ¢ I,
temos pg € I(X) N I(Y) = I, contradizendo o fato de I ser primo. Assim,
I =1I(X)oul=I(Y),eentao Z(I) = X ou Z(I) = Y. Como I é préprio,
temos Z(I) # 0 e podemos declarar Z(I) irredutivel. QED

Por exemplo, 0 espaco A™ é irredutivel, porque é gerado pelo polinomio nulo,
cujo ideal é primo.

Além dos espacos afins A", sdo muito importantes também os espagos pro-
jetivos, que agora definiremos.

Define-se em K™+! — {(0,...,0)} esta relagao de equivaléncia: = e y sao
identificados se existe A € K* tal que x; = Ay; para todo 1 < i < n+ L.
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O espago quociente obtido é chamado espago projetivo n-dimensional sobre
K e é tradicionalmente indicado P* = P"(K). Lidam-se com os pontos de
K™ — {(0,...,0)} como representantes de suas classes em P™: diz-se que T
tem coordenadas homogéneas (z1 : ... : z,4+1). Note que, se z; # 0, todos os
representantes dessa classe também tém i-ésima coordenada nao-nula.

O espago projetivo P” corresponde ao conjunto de “retas pela origem” no
espago afim A", sendo os coeficientes de uma “reta” nio todos nulos. E também
uma “compactificagdo” de A™, com um ponto “infinito” extra sob determinada
associagdo: intuitivamente, A! é uma reta e P! é uma circunferéncia; A2 é um
plano e P? ¢ uma superficie esférica.

Um polindmio com n + 1 varidveis é homogéneo se, uma vez que se anule
em z € K™ anula-se em quaisquer coordenadas homogeéneas de z. A soma
de dois tais polindmios e o produto de um por outro polindmio qualquer séo
também homogéneos, de modo que se pode considerar um ideal de polinémios
homogeéneos. Sao um caso particular os polindmios homogéneos de graun, em
que todos 08 monomios tém o mesmo graun.

Considerando apenas polindmios homogéneos, novamente se definem os sub-
conjuntos fechados de P*, que formam uma topologia com a mesma demons-
tragdo acima, mas no Coroldrio 6.1.6 toma-se I o ideal de polindmios ho-
mogeneos gerado por S. O radical de um ideal de polindmios homogéneos ainda
tem seus elementos todos homogéneos, valendo portanto os analogos do Lema
6.1.7 e Corolarios 6.1.11 e 6.1.12. Em particular, P™ é irredutivel. Porque o
Teorema da Base de Hilbert vale particularmente para esses ideais, o espaco P
€ noetheriano. Usaremos sempre, neste caso, I(X) como o ideal dos polindmios
homaogéneos

6.2. Definigoes

Estabeleceremos as categorias de variedades, ou seja, definiremos esses ob-
jetos e os morfismos entre eles, além de topologias e outras estruturas tteis.
Adotamos uma abordagem minimalista inspirada cm [Lang 2] ¢, cm mcnor
grau, [Hindry, Silverman]. Outras referéncias tteis sio [Pillay A], [Hartshorne]
e [Shafarevich], embora alertemos que ha diferentes defini¢oes dos “mesmos” ob-
jetos. A exposicio de [Hindry] inicia-se sobre o corpo € dos niimeros complexos,
cuja teoria é mais rica ao herdar resultados analiticos.

Variedades e pontos racionais

Uma variedade afim é um subconjunto fechado irredutivel de K™. E o caso
(extremo) de A™.
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Subconjuntos abertos nio-vazios de variedades afins sdo chamados varieda-
des quase-afins e tém a topologia induzida. Por exemplo, A' — {0} é a variedade
quase-afim correspondendo & remogao do fechado definido por z1 = 0. Também
o grupo linear geral GL(n) das matrizes n X n invertiveis é uma variedade quase-
afim, dada por GL(n) = {(z;) € A™ | det(z;;) # 0}.

Um subconjunto fechado irredutivel de P™ é uma variedade projetiva.

Subconjuntos abertos nao-vazios de variedades projetivas sao chamados va-
riedades quase-projetivas e tém a topologia induzida.

Atencdo: por variedade entendemos variedade (quase-)afim ou (quase-)pro-
jetiva. Veremos no Coroldrio 6.3.9 como entender todas as variedades como
variedades quase-projetivas e na Proposi¢ao 6.3.8 como definir variedades abs-
tratas apenas com base em variedades afins e entender o espago projetivo como
uma tal.

Lembramos que as variedades quase-afins e quase-projetivas, por terem a
topologia induzida das variedades afins e projetivas que sao irredutiveis, sao elas
préprias irredutiveis e seus fechos sdo as variedades afins e projetivas originais.

Trabalharemos sempre com subvariedades fechadas e nao-vazias ou seja,
uma subvariedade é apenas um subconjunto fechado que preferimos destacar
dos outros fechados.

Ao considerar um conjunto fechado, os subconjuntos fechados na topolo-
gia induzida j4 sdo fechados na topologia do espago original. Desse modo, se
V é uma variedade quase-afim, entdo existem polinémios fi,..., fr,91,---,9s
com coeficientes em K tais que V = Z(f1,..., fr)— Z(¢1,--.,9s), escrevendo-se
uma identidade anloga para variedades quase-projetivas com polinémios ho-
mogeneos.

Se Ky é um subcorpo de K e V é uma variedade qualquer, dizemos que V'
estd definida sobre Ko ou que Ko € um corpo de definigio de V se os polindmios
que definem V' podem ser escolhidos com coeficientes em Ko.

Suponha V uma variedade quase-afim. Se L é uma extensao ou um subcorpo
de K sobre o qual V estd definida como V = Z(fi,...,fr) — Z(g1,---,9s)s
as raizes em L™ comuns a f,...,fr mas nao a g,...,gs sao chamadas pon-
tos racionais de V em L ou pontos L-racionais e formam o conjunto V(L) =
Zi(fr,-- - fr) = Z1(g1,---,9s). Entdo V(K) =V, mas a notagio esclarece o
contexto. No caso de V ser uma variedade quase-projetiva, procede-se analoga-
mente quanto aos pontos agora em L™ e os polindmios agora homogeéneos que
definem V. Desse modo, podemos sempre trabalhar com um corpo qualquer,
tomando as variedades em seu fecho algébrico.

A notacio V(L) é analoga & modelo-teorica ¢(2). Exploraremos essa relagao
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na Seqdo 6.4, mostrando inicialmente que V(L) independe, em qualquer caso, da
escolha especifica de fi,..., fr,91,-.-,9s, desde que tenham coeficientes em L.

Fungoes regulares, corpos de fungdes e morfismos

Seguiremos aqui a exposi¢do da Segdo 1.3 de [Hartshorne]. Lembramos que
polinémios sdo fungdes quando valorados usualmente.

Suponha primeiramente V uma variedade quase-afim ¢ X um aberto de
V. Uma fungdo f : X — K ¢é regular em © € X se existem polindmios D,q
com coeficientes em K tais que ¢ néo se anula em z e f = p/q em toda uma
vizinhanga aberta de z, lembrando que o conjunto de pontos em que g néo se
anula é aberto pela defini¢do da topologia de Zariski. A funcio é dita regular
(sobre X ) se o for em todo ponto de X.

Considere agora V uma variedade quase-projetiva e X um aberto de V. Uma
fungao f: X — K é regular em z € X se existem polindmios p, ¢ homogéneos
de mesmo grau com coeficientes em K tais que ¢ n&o se anula em z e f=n/q
em toda uma vizinhanga aberta de z, lembrando novamente que o conjunto de
pontos em que ¢ nao se anula € aberto. (Observe que p/q é uma funcio onde g
nao se anula porque p e g tém mesmo grau.) A funcdo ¢ dita regular (sobre X )
se o for em todo ponto de X.

Vemos que as fungdes constantes sio regulares.

Sendo V' quase-afim ou quase-projetiva, define-se seu corpo de fungies K (V)
como o conjunto das fungdes definidas em subconjuntos abertos de V' e regulares
em seus dominios, identificadas caso coincidam na intersecc¢do de seus domifnios.
Observemos que K (V') é de fato um corpo, definindo-se adigao e multiplicagio
ponto a ponto (para obter inversos, novamente se usa o fato de que polindmios
se anulam em fechados, restando um aberto) e é extensio de K quando se
identificam a € K e a funcio constante a.

H4 duas cxtensoes de corpos muito importantes na Geometria Algébrica.

Um corpo numérico ¢ uma cxtensao finita de Q, cntdo dc caracteristica 0.

Um corpo de fungoes é o corpo de fungdes de uma variedade sobre um corpo
Ko, chamado corpo constante. Uma extensao K de Ky é um corpo de funcoes
sobre Ky se e somente se satisfaz estas trés condicdes: (i) K ¢é finitamente
gerado sobre Kj, (ii) todo elemento de K algébrico sobre Kj ja pertence a Ky,
(iil) existem t;,...,t, € K algebricamente independentes sobre Kp, tais que K
¢ uma extensao separdvel finita de Ko(t1,...,t,).

Se V' é uma variedade afim, o Teorema 1.3.2(d) de [Hartshorne| caracteriza
K(V) de outro modo. Considere o anel K[V], com operacdes definidas ponto a
ponto, das funcées de V em K dadas por polindmios de K[z, ... ,z,]. Temos
K[V] = K[zy,...,2,]/I(V) e K[V] é um dominio de integridade. Seu corpo de
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fracoes é isomorfo a K(V).

Sejam V, W variedades definidas sobre K. Um morfismo ¢ : V — W &
uma funcio continua tal que, para todo aberto ¥ € W e toda fungao regular
f:Y — K, a fungdo composta fo ¢ : ¢~'[Y] — K é regular. Por inspecio
direta, verificamos que composigao de morfismos ¢ morfismo e fungoes constantes
sao morfismos. O morfismo é dito isomorfismo se for bijetor e sua inversa
também for um morfismo.

Um morfismo de um subconjunto aberto nao-vazio de V a W é chamado
fungdo racional de V a W. Caso a fungao racional ¢ : X — W, em que X é
aberto de V, tenha uma inversa também racional ¢ : Y — V, com Y aberto
de W, de modo que 1 o ¢ e ¢ o) sejam fungdes identidade, diz-se que ¢ € uma
fungdo bi-racional e que V e W sao bi-racionalmente equivalentes.

Desse modo, um morfismo entre variedades afins pode ser visto como uma
transformacio com componentes polinomiais, globalmente agora.

Um morfismo entre variedades estd definido sobre K subcorpo de K, ou Ky
¢ seu corpo de definicdo, se os polindmios que formam suas componentes podem
ser escolhidos com coeficientes em K.

Produtos de variedades

A bijecdo natural entre A™ x A™ e A™™™ induz esta construgio: se V,W
sdo variedades afins em K™, K™ respectivamente, também V' x W é uma vari-
edade afim. Primeiramente, é um subconjunto fechado de K™*": basta tomar
simultaneamente os polinémios que definem V e W com varidveis zy,...,ZTm
€ Tm+1, - - - Tm+n respectivamente. E também irredutivel porque V e W sio,
como indicam os Exercicios 1.3.15 e 1.3.16 de [Hartshorne]. Do mesmo modo, o
produto de variedades quase-afins é quase-afim. Note, porém, que a topologia
de Zariski é mais fina que a topologia produto usual.

E preciso um pouco mais de atengao com espagos projetivos. Defina a fun¢do
de Segre S :P™ x P — Pmntmin,

S((z1:-: Tmar)s W12 Ynt1)) = (Y5 1< <t 1)1€i<mt -

(Note que, nas coordenadas homogéneas, S tem dominio K mtl x K™t e co-
dominio Km+D(m+1) ¢ que independe das coordenadas em cada ponto.) Com
essa funciao, define-se o produto de variedades (quase-)projetivas e ve-se que é
uma variedade (quase-)projetiva.

Uma variedade V' é completa se, para toda variedade 1 da mesma categoria,
a proje¢ao usual 7 : V x W — W é fechada, isto ¢, leva fechados em fechados.
Toda variedade projetiva é completa e toda funcao regular sobre uma variedade
completa é constante.
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Grupos algébricos

Um grupo algébrico é uma variedade V com morfismos p : V x V — V,
em que o produto tem a topologia de Zariski, e p : V — V de modo que p é
uma operagao de grupo sobre V e p é a operagio de inversio correspondente.
Note que, do modo que definimos, a variedade é sempre irredutivel. Além disso,
os grupos algébricos diferem dos grupos topoldégicos, em que se considera a
topologia produto. Diz-se que o grupo algébrico estd definido sobre um subcorpo
Ky seV, p e pestao.

Dois exemplos importantes sao o grupo aditivo G,, que é dado por A! com
a soma de K, e o grupo multiplicativo G, que é dado por Al — {0} com a
multiplicagdo de K, ou seja, K*. Sabe-se que sao os tinicos grupos de dimensio
1. Também o grupo linear geral GL(n) é um grupo algébrico com o produto
matricial usual. Sabe-se que todo grupo algébrico afim é um subgrupo de GL(n)
para algum n € N*.

Na maioria das situagoes, trabalharemos com grupos comutativos (abelia-
nos), de modo que adotaremos a notagao aditiva: elemento neutro 0, operacio
+ e inversao —. Por exemplo, o transladado de X C G por a € G é o conjunto
a+ X escrito aditivamente.

As subestruturas algébricas e geométricas de um grupo algébrico G sao des-
tacadas deste modo: um subgrupo de G é apenas um subconjunto contendo o
elemento neutro e fechado sob as operagdes; uma subvariedade de G é apenas
um subconjunto topologicamente fechado de G; um subgrupo algébrico de G
¢ um subgrupo de G que é simultaneamente uma subvariedade, ou seja, um
subgrupo fechado.

O mesmo se aplica as fungdes, que podem ser: um morfismo de variedades;
um homomorfismo de grupos, que preserva o elemento neutro e as operacdes;
um homomorfismo de grupos algébricos, que é simultaneamente um morfismo e
preserva a estrutura algébrica.

Uma variedade abeliana é um grupo algébrico cuja variedade é completa.
Atentamos para o fato de que o grupo ¢ rcalmente abceliano ou comutativo, uma
conseqiiéncia de sua completude: veja o Exemplo 6.3.11.

O Lema 4.2 de [Pillay A] mostra que a variedade de um grupo algébrico é
suave e separada, isto é, sua diagonal {(g,h) € G? | g = h} é fechada.

Um toro (linear ou algébrico) é um grupo algébrico isomorfo a um produto
(finito) G, X ... x G,,. Uma variedade semi-abeliana é um grupo algébrico S
com subgrupo algébrico T' que é um toro e S/T é variedade abeliana — para a
defini¢ao de quociente, veja comentdrio na pdg. 88 de [Poizat 2] e o Teorema A
na Segdo III.3 de [Shafarevich]. Um tal grupo é comutativo e divisivel, isto é,
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para quaisquer z € S e n € N*, existe y € S tal que ny = z.

Aproveitamos para recordar que, dado um grupo G, seu subgrupo {g €
G | ng = 0 para algum n € N*} é chamado subgrupo de torsao e, dado n € N*,
o subgrupo {g € G| mg = 0 para algum m|n} é chamado subgrupo de n-torsaa

Para esta defini¢ao, podemos supor G um grupo arbitrario, embora tenhamos
que mencionar a caracteristica de K porque usaremos a definigdo para grupos
algébricos. Suponha que G é um subgrupo finitamente gerado de G. Se a
caracteristica de K é 0, suponha ainda que, para cada elemento g € G, existe
n € N* tal que ng € Gp. Se a caracteristica de K é p > 0, suponha ainda que,
para cada elemento g € G, existe n € N* que nao é divisivel por p e tal que
ng € Gp. Entao dizemos que G tem gradagdo finita. (Em ingles, diz-se finite
rank, mas [MTAG] alerta que nao se trata do posto (rank) de Morley.)

Sem maiores detalhes, mencionamos a formulag@o tensorial desse conceito.
Para caracteristica 0, existe r € IN* tal que G ® Q = Q". Para caracteristica
p> 0, exister € N* tal que GO Z ;) = Z{,y, em que Z;,) = {f; la € Z, ke N}.

Dimensao e suavidade

A dimensao de uma variedade V é dimV = k o comprimento méximo de
uma cadeia de subvariedades irredutiveis Vo C ... C Vx = V em que todas as
inclusoes sio préprias. Trata-se, portanto, da mesma dimensio definida para
espagos noetherianos irredutiveis em geral. Note que, por maximalidade, V; é
um conjunto unitério {(ay,...,an)} = Z(z1 — a1,...,Tn — an).

Obtemos a maximalidade da cadeia de ideais primos I(V) = I(V}) C ... C
I(Vy) € K[zy,...,T,). Lembramos também que K[V] = K|[zy,...,z,]|/I(V),
estando os ideais em correspondéncia: dimV é também a dimens ao de Krulldo
anel K[V], que é simplesmente o comprimento maximo k de cadeias de ideais
primos préprios {0} = P C ... C Py C K[V] em que todas as inclusoes s@ao
préprias. Equivalentemente, dim V' é o grau de transcendéncia de seu corpo de
fungoes K (V) sobre K.

A dimensio é sempre um nimero natural (finito) e calcula-se dimA™ =
dim P"* = n pelo grau de transcendencia.

Veremos, no Teorema 6.4.3, que dim V' = RM(V') quando V' é uma variedade
afim.

Agora, apresentamos o espago tangente em um ponto, remetendo o leitor as
Secoes 1.5 de [Hartshorne], A.1.4 de [Hindry, Silverman| e II.1 de [Shafarevich]
para uma discussao completa.

Suponha que V C K" ¢ uma variedade afim V = Z(fy,..., f;) definida por
fiy.- fr € K[z1,...,2,], e suponha a = (ay,...,a,) € V. Lembramos que
podemos derivar polindmios sem recurso a limites, de modo que se escrevem
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as equagoes » ., gﬁ(a)(a:i —a;) =0 paral < j<r. O conjunto T,(V) das
solugdes simultaneas dessas equagoes em K™ é o espago tangente a V em a. Esse
conjunto é a soma de a com um subespaco vetorial de K™, cuja dimensao entao
escrevemos dim T, (V). Sabe-se que T,(V') independe dos polindmios fi, ..., fr.

Para uma variedade V arbitréria, o espago tangente é generalizado como um
espago dual. Sabe-se que, entdo, dim7,(V) > dim V para todo a € V e existe
um subconjunto aberto préprio X C V tal que dim7,(V) = dim V para todo
a € X. A esse respeito, conulte o Teorema 1.5.3 de [Hartshorne] ou o Teorema
3 da Secao II.1 de [Shafarevich].

Os pontos para os quais vale a igualdade das dimensoes da variedade e do
espago tangente sao chamados n ao-singularesou suaves. A variedade é também
chamada n ao-singular ou suave se todos os seus pontos sao nao-singulares.

Novamecnte, quando V = Z(fy,..., f;) é uma varicdadc afim ¢ a = (ay, -. .,
a,) € V, o ponto a é suave se e somente se a matriz (g—i-} (a)) tem posto n—dim V.

Suavidade também pode ser caracterizada por propriedades algébricas de
anéis locais, como na Secdo 1.5 de [Hartshorne] e na Se¢do I1.1 de [Shafarevich].

Curvas e genus

Curvas sao variedades de dimenso 1. Uma variedade abeliana de dimensao
1 é chamada curva eliptica. Toda curva é bi-racionalmente equivalente a uma
unica (a menos de isomorfismo) curva projetiva suave, como nota o Teorema
A.4.1.4 de [Hindry, Silverman|. Assim, trabalharemos apenas com curvas pro-
jetivas suaves.

A cada curva associa-se um nimero natural chamado genus, cuja importan-
cia reside em sua invariancia por fung¢des bi-racionais. Nio temos aqui nem
as ferramentas nem o espago necessarios para definir esse niimero, de modo
que nos satisfaremos em descrever suas propriedades importantes e referimos o
Icitor as Scgoes A.4.2 de [Hindry, Silverman] ¢ 1.2 dc [Lang 2] para defini¢oes
apropriadas.

Para introduzir o genus, [Hindry] atenta para o fato dc que curvas sobre
o corpo € sao usualmente chamadas superficics de Riemann. Intuitivamentc,
identificamos “al¢as” nesses objetos: uma esfera nio tem alca; um toro tem uma
alga; um bitoro tem duas algas. Nesse caso, o genus é precisamente o niimero
de tais algas.

Também podemos mencionar que uma curva projetiva suave definida em P?
(plano) por um polindmio homogéneo de graun tem genus (n—1)(n—2)/2. Veja
o Teorema A.4.2.6 de [Hindry, Silverman] ou as p. 171-173 de [Shafarevich].

As curvas de genus 0 sao bem conhecidas. De fato, lembramos que uma
conica ¢ uma curva definida por um polinémio de grau 2. Sabe-se (0 Teorema
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A.4.3.1 de [Hindry, Silverman]) que cada curva suave projetiva de genus 0 é
isomorfa a uma conica em P2, e é isomorfa a P! sobre um subcorpo Kj se e
somente se tem um ponto Ky-racional.

A familia das curvas de genus 1 é muito mais rica. Entretanto, o Teorema
A.4.4.1 de [Hindry, Silverman] mostra que uma curva de genus 1 é isomorfa a
uma curva ctibica em P2,

As curvas com genus > 2 sao, como se poderia intuir, ainda mais diversas, e
os teoremas que buscam estudi-las tornam-se mais refinados e de demonstragao
mais elaborada. E o caso, por exemplo, da prépria Conjectura de Mordell-Lang.

6.3. Resultados necesséarios

Esta segao relaciona alguns fatos de Geometria Algébrica, nem sempre bési-
cos, necessdrios para o desenvolvimento de nosso raciocinio ou mesmo de nossa
compreensao. Expomos uma fragao do contetido de [Pillay A] e [Pillay B].

Considere ainda K algebricamente fechado e Ky subcorpo de K.

Comegamos por trabalhar os grupos algébricos. Seja G um grupo algébrico,
nao necessariamente comutativo, mas que indicaremos aditivo. Por defini¢do,
morfismos sdo continuos; +, — e fungdes constantes sao morfismos e composta
de morfismos é morfismo.

Vemos que, na topologia de Zariski em A™ ou P™, ve-se que transladado de
aberto/fechado é aberto/fechado (para fechados pela definigao, para abertos por
complemento).

Lema 6.3.1. Suponhaa € Ge X C G. Definem-se a+X = {a+z € G|z € X},
X+a={r+a€eG|zeX}e-X={-2€G|z€ X}. Entao:

(i) Se X é fechado ou aberto, entdo a + X, X + a e —X sao fechados ou
abertos respectivamente.

(i) cl(a + X) = a+cl(X), cl(X + a) = cl(X) + a e cl(—X) = —cl(X).

Demonstragao: Para verificar (i), defina as fungdes ¢1 : G — G, ¢1(g) =
(—a)+g; v2: G = G, pa(9) =g —a; e p3: G — G, p3(g9) = —g; que sabemos
serem continuas. Temos a+ X = T [X]; X +a = o5 ' [X]; e =X = 3 '[X].

Demonstremos (ii). J4 que X C cl(X), temos a + X C a + cl(X) fechado
por (i), de modo que cl(a+ X) C a+cl(X). Assim, também temos a +cl(X) =
a+cl((—a) +a+ X) Ca+(—a)+clla+ X) = cl(a+ X) e concluimos que
cl(a + X) = a + cl(X). Analogamente, obtemos cl(X + a) = cl(X) + a. De
X C cl(X) vem —X C —cl(X) fechado por (i), donde cl(—X) C —cl(X).
Assim, cl(X) = cl(=(=X)) C —cl(=X) C —(—cl(X)) = cl(X), concluindo-se
que cl(=X) = —cl(X). QED
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Lema 6.3.2. O fecho de um subgrupo de G é também um subgrupo de G
(portanto, subgrupo algébrico).

Demonstracio: Seja H subgrupo de G. Temos @ # H C cl(H). Para todo
b € H, temos H — b C H, donde cl(H — b) C cl(H) e, pelo lema anterior,
cl(H) — b C cl(H). Portanto, sendo F = {be€ G |cl(H) — b C cl(H)},

HCF= () {peGlz—-bec(H)}= () (—c(H)+z).
z€cl(H) z€cl(H)

Mas —cl(H) + = = cl( -H + =) pelo lema anterior, de modo que F ¢ fechado e
contém cl(H). Assim, dados a,b € cl(H), vem a — b C cl(H), como desejado.
QED

Proposigao 6.3.3. Suponha X um subconjunto fechado, ou seja, uma sub-
variedade de G, e H um subgrupo de G. Entdao X N H é uma unido finita de
transladados de subgrupos de G se e somente X N H estd contido em uma unido
finita, contida em X, de transladados de subgrupos algébricos de G.

Demonstragdo: Assuma que X N H = |J_;(a; + H;) com a; € G e H;
subgrupos de G. Como X é fechado, XNH C c(XNH) C X, porém cl(XNH) =
U (ai + cl(H;)) e cada cl(H;) é, pelo lema anterior, subgrupo algébrico.

Assuma agora que X NH C |JI_,(a; + X;) C X com a; € G e X; subgrupos
algébricos de G. Temos X NH = |J_,(a; + X;)NH. Se (a; + X;) N H = 0, ndo
é preciso considerar esse fator, que afinal n3o contribui para a unido. Suponha
entdo b; € (a; + X;) N H: mostraremos que (a; + X;) N H =b; + (X;NH), 0
que conclui a demonstragao porque X; N H sao subgrupos de G.

Dadoy € (a; + X;) N H, temos y = a; +z com z € X; e y € H. Tome
2’ = (=b;)+a;+z: como (—a;)+b; € X; e X; ésubgrupo, temos (—b;)+a; € X;,
donde z' € X;; como a, + =y € Heb; € He H é subgrupo, temos z’ € H.
Entsoy=a;+z=b;+2' €b; +(X;NH).

Dado y € b; + (X; N H), temos y = b; + 2’ com 2’ € X; N H. Tome
z = (—a;) + b; + z': como (—a;) +b; € X; ez’ € X;, temos z € X;. Entao
a;+z=b+2 =ycy € a+X;. Também b;,2’ € H, donde y € H ¢
y€(a; + X;)NH.

Note que nao foi necessdria a hipétese de cada X; ser fechado. QED

Coroldrio 6.3.4. Vemos que, na implicagio direta, podemos tomar cl{X N H)
como a uniao finita dos transladados de subgrupos algébricos. Essa é uma
terceira formulagao equivalente.

Depois dessa “exercitagio”, enunciamos alguns teoremas avangados:
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Teorema 6.3.5 (Mordell-Weil). Se A é uma variedade abeliana sobre um
corpo de nimeros K, entao A(X) é um grupo finitamente gerado.

Referéncias: A Parte C de [Hindry, Silverman] ou o Capitulo 6 de [Lang 1],
em que basta que K seja extensio finitamente gerada de seu corpo primo. Este
texto também apresenta o caso de corpos de fungoes, conhecido como Teorema
de Lang—Néron.

Teorema 6.3.6 (Jacobiana). Toda curva projetiva suave C de genus g >
1 definida sobre um subcorpo K estd imersa em uma variedade abeliana de
dimensao g também definida sobre K, chamada a variedade jacobiana de C e
indicada J(C).

Referéncia: O Teorema A.8.1.1 de [Hindry, Silverman].

Teorema 6.3.7. Sejam V uma variedade suave e X, Y C V variedades com
XNY # (. Entdo toda componente irredutivel de X NY tem dimensao >
dimX +dimY —dim V.
Referéncias: A demonstragao é roteirizada a partir de exemplos na Segao 7
de [Marker A]. Veja também a Proposi¢ao 1.7.1 e o Teorema 1.7.2 de [Hartshorne]
ou os Teoremas A.1.3.5 e A.1.3.6 de [Hindry, Silverman].

Introduziremos agora o conceito de variedade abstrata, que permite conside-
rar apenas variedades afins em muitas aplica¢oes. De fato, esta é a abordagem
de [MTAG], mais especificamente das Secées 2 e 3 de [Pillay A].

Uma variedade (abstrata) é um conjunto V- = V3 U...UV,, com bijegoes
fi : Vi = U; onde U; sdo variedades afins, U;; = f;[V; N V;] sao abertos de
Ui e fj o fi ! sdo isomorfismos entre U;; e Uj; como variedades quase-afins. A
topologia ¢ dada por: U C V ¢é aberto se, para todo i, f;[U N V;] é aberto em
U;. Escrevemos V = (V;, fi)igigm-

Podemos entao considerar V' interpretavel em K (ou definivel em K*4), do
seguinte modo. Tome a uniao disjunta dos U; com a relagdo de equivaléncia

que identifique cada U;; com Uj; via fj o fi7!

. Por elimina¢do de imagindrios,
obtemos V definivel em uma poténcia de K, embora percamos a geometria.

Sejam, entao, V = (V;, fi)ici<m € W = (W, 9j)1<j<n variedades quaisquer.

Uma funcao continua f : V. — W é um morfismo se, para todos i,j, a
fungao gj o f o fi_l é um morfismo de variedades quase-afins. Novamente, um
morfismo pode ser identificado com uma fungao definivel entre os definiveis
correspondentes as varidveis.

Nao definiremos V(L) formalmente: observamos apenas que se trata de “sus-
pender” os pontos racionais das cartas afins.
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Novamente, chama-se V' irredutivel se ndo tem dois subconjuntos fechados
disjuntos e préprios cuja unido seja V, isto é, V é conexa. Nesse caso, uma fungio
racional de V a K é um morfismo de algum aberto de V a K. Identificamos
fungdes racionais que coincidem na intersec¢ao de seus dominios. Desse modo,
o conjunto de fungdes racionais sobre V' é o corpo de funcgdes K(V) de V.

Uma funcdo racional ¢ de V a W é formada por ¢y,...,4, € K(V) tais
que ¢(z) = (¢1(z),. .., ¢n(z)) € W para cada z € V em que todas as ¢; sejam
racionais. E chamada isomorfismo bi-racional se existe outra funcio racional 1)
de W a V tal que (po¥)(y) =y e (Yo ¢)(z) == paratodosz € V,y € W em
que se definem.

O produto de V e W ¢ a variedade

VW=V, xW;,(fi,9i))1<i<mei1<ign

em que (f3,9;)(z,y) = (fi(z), g;(y)) como usual.

Uma variedade V' é completa se, para toda variedade W, a projecio usual
m:V x W — W é fechada, isto é, leva fechados em fechados.

Usaremos a

Proposigao 6.3.8. Paracada 1 <i<n+1, tome A? = {(z,:...: Tpy1) €
P" | z; # 0}. Entao P" = AT U...UAL,,. Tome f; : A7 — K™ bijecao dada
por

x Ti—1 Tip TnH1
f,-(:z:lz...:mn+1)=(——,..., , ey .
T; ZT; T; T;

Entdo (A7, fi)icign+1 ¢ uma varicdade definida sobre o corpo primo de K.
P" ¢ interpretdvel sobre ) em K®9, em bijecio ()-definivel com o conjunto §-
definivel correspondendo & variedade. Também P™ é bi-racionalmente isomorfo
a A™ porque K ¢ algebricamente fechado.

Temos K(V)=K(VNA})=...=K(VNAZ,,).

Corolério 6.3.9. Toda variedade quase-afim é quase-projetiva.
q
Demonstragio: Se X C A™ entdo Y = f'[X] C P". Seja Z o fecho de ¥
em P", Temos Y = Z N AP, QED

Concluimos com o

Teorema 6.3.10 (Rigidez). Suponha XY, Z variedades irredutiveis e f :
X xY — Z um morfismo, de modo que X é completa e existe yg € Y tal
que fIX x {yo}] é um conjunto unitério. Entdo, para qualquer y € Y, também
fIX x {y}] é unitdrio, ou seja, a funcdo f depende apenas de seu segundo
argumento,

Referéncia: O Lema 3.18 de [Pillay A).
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Exemplo 6.3.11. Este é o Exemplo 4.6 de [Pillay A]. A primeira tarefa é mos-
trar que uma variedade abeliana A é, de fato, um grupo comutativo. Considere
o morfismo f: Ax A— A, f(z,y) = —z +y + 2. Temos f[A x {0}] = {0} e,
portanto, para todo y € A, vale f[A x {y}] = {fy}. Como f(0,y) =y, obtemos
fy=ye paratodoz € A, —x+y+z=youy+z =z +y como desejado.

Suponha agora que H é um outro grupo algébrico comutativoeg: A — H é
um morfismo. Defina g1 : Ax A — H, g1(z,y) = g(x) + g(y) — g(z +v). Entéo
g1(0,7) = ¢(0) = gi(x,0) para quaisquer x,y € A; aplicando-se o teorema
duas vezes, g;(z,y) = ¢g(0) para quaisquer =,y € A. Assim, g — g(0) é um
homomorfismo de grupos algébricos e g é seu transladado.

6.4. Relagoes com a Teoria dos Modelos

E momento de compararmos a geometria modelo-tedrica, que desenvolvemos
na primeira parte, e a geometria das nogoes que definimos acima. Seja ainda K
um corpo algebricamente fechado.

J4 vimos que, se V' é uma variedade quase-afim, existem polinomios fi,...,
fry91,---,9gs com coeficientes em K tais que V = Z(f1,..., fr) — Z(g1,---,9s),
escrevendo-se uma identidade andloga para variedades quase-projetivas. No caso
projetivo, nio precisamos trabalhar com a identificagio dos pontos de K™"*! e
a interpretagao modelo-tedrica correspondente, bastando trabalhar com os po-
lindmios homogéneos. Assim, todas as variedades sao K-definiveis em poténcias
de K de uma forma especial.

Por exemplo, se L é um corpo extensdo de K ou subcorpo contendo os coe-
ficientes de fi,-.., fryg1,---,9s (0u outros polinémios equivalentes), definimos
V(L) =Z(f1,---» fr) — ZL(g1,---,9s)- Sabemos que, se L também ¢é algebri-
camente fechado, entdo a extensdo ¢é elementar e V(L) é definido em L pela
mesma férmula (sem quantificadores) com parametros em K que define V em
K, notadamente

A\ fi(w) =0) A= N\ (gs(v) = 0).
j=1

=1

Isso mostra, em particular, que V(L) independe dos polinoémios que definem
V quando L ¢é algebricamente fechado, porque as férmulas com parametros em
K que equivalem em K equivalem em L. Se L é qualquer, podemos considerar
seu fecho algébrico tradicional L', que é um corpo algebricamente fechado imerso
em ou extensao de K de modo elementar. Entao V(L') estd bem-definido e as
seqiiéncias de elementos de L que satisfazem essas formulas sdo as mesmas,
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porque as férmulas ndo tém quantificadores e L C L', de modo que V(L) estd
bem-definido.

Verificaremos agora que, no caso de V ser fechada (afim ou projetiva), entdo
também V(L) é irredutivel.

Proposicdo 6.4.1. Suponha fi,...,f, € Klz,...,zs) ¢ L corpo algebri-
camente fechado extensdao ou subcorpo de K contendo os coeficientes desses
polindmios. Se F = Zg(f1,...,fr) é um fechado irredutivel de K™, também
F(L)=Zi(f1,---, fr) é fechado irredutivel de L™.

Demonstragdo: Vemos que F'(L) é fechado por definigio, independentemente
de F ser irredutivel. Suponha F}, F; fechados de L™ contidos propriamente em
F(L), tais que F(L) = F; U F>. Sejam pi,...,Ds,q1,---,G € L{z1,...,2,] de
modo que Fy = Z1,(p1,...,Ps) € Fa = Zr(q1,.--,qt)-

Considere a sentenga o com constantes em L que afirma (i) Z(f1,.-.,fr) C
Z(p1,--ps) U Z(qu,---,q); (i) Z(p1,---,0s) € Z(f1,---, fr); (i) Z(qy,---,
) C Z(f1,---, fr); (iv) existem raizes comuns de fi, ..., fr que ndo sdo raizes
comuns de py,...,Dps; (v) existem raizes comuns de fi, ..., fr que nio sio raizes
comuns de qi,...,¢. A sentenga o traduz, portanto, a situagdo de F (L), Fy
e F5, e pode ser escrita explicitamente usando os polindmios, como organizado
nos itens (i)—(v). Por exemplo, com v segiiéncia de n varidveis, (ii) escreve-se

‘v’v(/\pi(v)zO—r /\fi(v):O).
i=1 i=1

Temos L = o. Substitua em o todas as constantes de L que n&do per-
tencem a K por novas varidveis, cuja seqliéncia indicaremos v, obtendo uma
férmula ¢(v) com pardmectros cm K. Note que os polindmios fi, . .., f nao fo-
ram altcrados. Temos L = v ¢(v) ¢, como (K, (a)eek) = (L, (a)ack ), também
K E Jvé(v). Interpretando conformemente as varidveis de v, obtcmos novos
polindmios pi,...,p,q},...,¢ € Klzi,...,T,] que satisfazem as afirmacdes
(i)~(v) substituindo py,...,ps,q1,- - -, g, mas ainda com fy,. .., f, originais.

Assim, F = Z(p},...,pl)UZ(q5,-..,q) e Z(p3,...,p%), Z(q},--.,q;) estao
propriamente contidos em F', contrariando sua irredutibilidade. QED

Coroldrio 6.4.2. Nessas condigdes, se V' é uma variedade (quase-)afim ou
(quase-)projetiva, V(L) também é.

As técenicas que adotaremos a partir de agora sé se aplicam a variedades
afins, sendo os resultados gerais obtidos considerando-se a cobertura de uma
variedade abstrata por afins. Consideraremos, entdo, essa categoria especifica.
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Ja encontramos no Exemplo 1.3.20 a definigao de ponto genérico de um
espago topolégico: seu unitdrio é denso no espaco. (Note que o fecho de um
unitdrio é sempre irredutivel.) Variedades podem n Go conter pontos genéricos:
por exemplo, V = K! é uma variedade afim em que todo conjunto unitério {a; }
ja é fechado pelo polinémio z; — a;. Alids, em qualquer corpo L extensédo de
K, V(L) = L' ndo contém ponto genérico.

Desse modo, fazemos uma modificagdo simples, observando que o fato dos
parametros pertencerem a um conjunto foi recorrente desde o inicio. Fixados um
corpo L extensdo de K e V uma variedade afim de K", dizemos que a € V(L) é
um ponto K-genérico se a ¢ F(L) para qualquer fechado F de K™ propriamente
contido em V. Note que, neste caso, F(L) é K-definivel; se impuséssemos a
condigdo para todo subconjunto fechado préprio de V(L), entao realmente a
seria um genérico. Por exemplo, um elemento de L transcendente sobre K é um
ponto K-genérico de L.

Suponha agora L uma extensao elementar de K em que todos os tipos de
S(K) sejam realizados. Seja V uma variedade afim de K™: entdo I(V) €
Spec K[z, ...,2,] €, pelo mesmo Exemplo 1.3.20, existe um tipo p € S,(K)
tal que f € I(V) se e somente se a férmula f(v) = 0 pertence a p(v). Mas
p =t(a/K) para algum a € L™, de modo que I(V) é o conjunto dos polinomios
de K[z1,...,2,| que se anulam em a. Concluimos que se F C V entao I(V) C
I(F) e a ¢ F(L), de modo que a é um ponto genérico de V(L). Além dessa
existéncia, vemos que todos os pontos K-genéricos de V(L) tém o mesmo tipo
p sobre K, que é exclusivo desses pontos. Novamente, no caso de K, é o tipo
dos elementos transcendentes.

J4 temos as ferramentas necessarias para a identifica¢io central:

Teorema 6.4.3. Se V C K™ é uma variedade afim, entdo RM(V) =dim V.

Demonstragao: Procederemos por indugao em dimV como grau de trans-
cendéncia de K(V) sobre K. Se dimV = 0, sabemos que V é unitdrio e
RM(V) = 0. Suponha entdao dimV = k > 0 e tome L extensdo elementar
de K em que todos os tipos de S(K) sao realizados. Sabemos que, desse modo,
V(L) contém pontos K-genéricos.

Lembre que todos os tipos sdo da forma t(a/K), V(L) é o definivel em L™
correspondente a V e t(a/K) € (V(L)) & V(L) € t(a/K) & a€ V(L).

Dado a € V(L), tome V, o conjunto dos = € K™ tais que, para cada p €
Klzy,...,2,), se p(a) = 0 entao p(z) = 0. Em outras palavras, V, = Z(Ix(a))
em que [x(a) é o ideal primo dos polinomios sobre K que se anulam em a.
Temos V, C V e V, é uma variedade afim de K™. Se V, C V propriamente,
entdo dimV, < dimV e RM(V,) < k — 1 por indugao, donde RM(a/K) <
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RM(V,) < k—1. Se ¥, = V, no caso de ¢ K-genérico, entido Ix(a) = I(V) e
K(e) =2 K(V) sobre K, e vimos no Exemplo 3.4.7 que RM(a/K) é o grau de
transcendéncia de K{¢) ou K (V) sobre V, ou seja, RM(a/K) — k.
Assim, invocamos a equagdo de posto RM(V) — max,ey () RM(a/K) — k
em que usamos a existéncia dos pontos K-genéricos para atingir o mdximo.
QED

Observamos, porém, que esse resultado pode ser estendide para uma va-
riedade quase-afim U, com fecho V. De fato, V — U é um subconjunto fe-
chado prépric de V e tem dimensaoc < dim V, donde RM(V — I7) <« RM(V) e
RM(U) = RM(V). A Proposigao [.1.10 de [Hartshorne], por outro lado, calculs
dim U7 =dim V.

Coroldrio 6.4.4. Da demonstragio, percebemos que a € V(L) é K-genérico se
e somente se RM(a/K) = “1("‘. Portanto, o tnico tipo p € (V) C S,(K) com
posto RM(V), chamado genérico, é o tipo dos pontos K-genéricos. Conclui-se
que dM(V) = dM(p) = 1, porquc p & global ¢ Th{K) ¢ totalmente transcendental
(K ¢ algebricamentc fechado). Em particular, toda curva afim tem posto ¢ grau
1, sendo um conjunto fortemente minimal.

Vimos que, para variedades e morfismos, a locugao “definido sobre L” implica
a modelo-tedrica “L-definivel”. Reciprocamente, um polinémio com coeficientes
cm K podc induzir conjunto cu fungio L-definivel, mas isso nio significa imedia-
tamente que corrcsponda a um polinémio com cocficicntes em L. Trabalharcmos
sobre cssa questio, agora, lembrando que K & algebricamente fechado.

Lema 6.4.5. Seja F
corpe de definigio K

C K™ um fechado de Zariski. Entdoc F' tem um menor

C K. Todo sutomorfismo de K fixa F se e somente se
xa os elemento Ky

fixa os elementos de Kj.

Referéncia: O Fato 2.6 de [Pillay A].

Corolério 6.4.6. Sejam F' C K™ um fechado de Zariski ¢ L um subcorpo de
K. Ent3o F é L-definivel (modelo-teoricamente) se e somente se F est4 definido
scbre o fecho perfeito de L, que sabemos ser dcl(L).

Demonstragdo: Seja Kg o menor corpo de definigdo, dado pelo lema. Se F
¢ L-definivel, entdo todo automorfismo de K sobre L fixa F e, pelo lema, fixa
os elementos de K. Desse modo, Ky € DCL(L) = dcl(L).

Reciprocamente, se F estd definido por polinomios com ceeficientes em
del(L), entdo cada um desses coeficientes ¢ definide por uma frmula com
parametros em L, de modo que F é L-definivel. QED
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Corolério 6.4.7. Se L é um subcorpo perfeito de K, caso dos corpos algebrica-
mente fechados, entdo as locugdes “definido sobre L” e “L-definivel” equivalem
para variedades afins.

Considere agora um grupo algébrico G, cuja variedade é afim: AM(G) =1e
entdo G = G°. O caso geral é discutido pelo Lema 4.4 de [Pillay A] e a pag. 28 de
[Hindry, Silverman]: quando a defini¢io de grupo algébrico é relaxada a conjun-
tos redutiveis, suas componentes irredutiveis sao duas a duas disjuntas, portanto
conexas; a componente que contém o elemento neutro é tinica e indicada G° —
daf 0 nome “componente conexa”, e G° é uma defini¢ao de Chevalley.

Lema 6.4.8. Um subgrupo definivel de um grupo algébrico é fechado, portanto
subgrupo algébrico.

Demonstragao: Sejam H um subgrupo definivel de um grupo algébrico G e
H, seu fecho, que ji sabemos ser um subgrupo de G. Mas H é unido finita de
conjuntos da forma Y — Z em que Y é fechado irredutivel, contido em Hj, e Z
um subconjunto fechado préprio de Y. Seja U a uniao desses conjuntos quando
RM(Y) é méximo. Entao RM(H; —U) < RM(H,) e U C H. Assim, todo tipo
genérico de Hy contém H. Como vimos no Capitulo 5, HH = H; e H = H;.
QED

Lema 6.4.9. Sejam G, H grupos algébricos e f : G — H um homomorfismo
definivel. Se K tem caracteristica 0 entdao f é um morfismo; se K tem carac-
teristica p > 0 entdo f é um p-morfismo, isto é, composta de morfismo com
poténcias da fungdo (-)~P.

Referéncia: O Lema 4.9 de [Pillay A].

Proposicao 6.4.10. Seja G um grupo definivel em K. Entéo G é definivel-
mente isomorfa a um grupo algébrico. Ao menos quando K tem caracteristica
0, se Ko ¢ um subcorpo de K sobre o qual G ¢ definivel, entao o isomorfismo e
o grupo algébrico podem ser considerados definidos sobre K.

Referéncia: A Proposicao 4.12 de [Pillay A].

Proposicao 6.4.11. Seja F' um corpo infinito definivel em K. Entao F é
definivelmente isomorfo a K.
Referéncia: A Proposigao 4.13 de [Pillay A].

A Observagio 2.14(ii) de [Pillay A] sugere que se incorporem os pontos de
vista de folheacoes e esquemas na abordagem modelo-tedrica.

O leitor que deseja conhecer imediatamente a Conjectura de Mordell-Lang
e seu enunciado modelo-tedrico pode, agora, avancar diretamente para o ultimo

capitulo.



7

Geometrias de Zariski

Este capitulo sintetiza o artigo [Hrushovski, Zilber] e as adaptacdes ne-
cessdrias de [Hrushovski], acompanhado de informacdes de [Marker A], prepa-
rando-nos para o desfecho da Conjectura de Mordell-Lang. Trata-se do ultimo
trabalho de Hrushovski na seqiiéncia de estudos que o levou a percepgiao modelo-
tcérica da Ccomctria Algébrica, antcs da prova da conjectura. O cstudo com-
pleto dc [Hrushovski, Zilber] mercec uma disscrtagio cspecifica, quc sc bascic
também nesses outros artigos, retroativamente. Suas longas passagens técnicas,
scm omitir demonstragoes ou referéncias aos textos anteriores de Hrushovski,
justificam duplamentc csta abordagem.

Dcssc modo, contentamo-nos cm cxpor scu contcido, ajustando alguns prd
rcquesitos aos tdpicos que ja desenvolvemos para usufruir de seus resultados, e
indicandc alguns pontos que nos pareceram mais importantes para que o leitor
interessado consulte-o diretamente. Nio definiremos, contudo, todos os termos
que 14 s3o definidos.

O artigo homonimo dos dois autores em 1993 (Bulletin AMS, vol. 28, no. 2,
p- 315-323) contém uma aplicagdo s variedades complexas e roteiros globais
das demonstragdes.

Este capitulo n3o é necessirio para a apresentacao da Conjectura de Mordell-
Lang e seu enunciado modelo-tedrico.

Para Z C X xY ez € X, escreva Z, = {y € Y|(z,y) € Z} —em
[Hrushovski, Zilber] e [Marker A}, indica-se Z(z). Nesse contexto, como usual,
lemos D™ x D™ — D™*™ ¢ 3 topologia ndo é produto, mas aquela dada pela
definigao.

As geometrias de Zariski s3o uma classe importante para a qual é verdadeira
a Conjectura de Zilber. De fato, reescreveremos os resultades da Segio 4.1 e
veremos que uma geometria de Zariski n3o é localmente medular se e somente
se é ampla. Apés o Teorema 7.1.7, concluiremos que uma geometria de Zariski
ampla interpreta um corpe algebricamente fechado.

7.1. Decfinigocs ¢ os tcorcmas principais

Trabalharemos novamente com espagos noetherianos de dimensio finita.
Apresentaremos imediatamente a defini¢do de geometrias de Zariski, seguin-
do-a das motivagoes dos itens (Zn) e do exemplo fundamental.
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Definigao 7.1.1. Uma geometria de Zariski é um conjunto infinito D, acom-
panhado de uma topologia noetheriana em cada D™, n € N*, satisfazendo estas
condigoes:

(z0) (i) Sejam f; : D® — D, 1 < i < k, fun¢des cada uma constante ou
projecao (da forma fi(zy,...,2,) = ;). Seja f : D™ — DF definida por
f(z) = (fi(z),-.., fr(z)). Entao f é continua. (i) As diagonais A;; = {z €
D" | z; = z;} sao fechadas.

(Z1) Sejam Y C D™ fechado irredutivel e w : D* — D¥, m(z1,...,2,) =
(®iy,-..,Tiy), uma projegéo. Entdo existe um subconjunto fechado préprio F'
de cl(x[Y]) tal que cl(n[Y]) — F C «[Y].

(Z2) (i) D é irredutivel. (i) Se Y C D* x D ¢ fechado, existe m € N* tal
que, para cada a € D¥, Y, = D ou |Y;| < m. Em particular, com k = 0, todo
subconjunto fechado préprio de D é finito.

(z3) dim(D"™) < n. Se Y é um fechado irredutivel de D", entao toda com-
ponente de Y N A; ; tem dimensao > dimY — 1.

Um isomorfismo entre geometrias de Zariski D, E é uma bijecao entre D e
E que induz um homeomorfismo entre D™ e E™, para cada n € N*.

Os comentarios de [Hrushovski, Zilber] sobre essas condigoes sao essenciais:

(Z0) generaliza a condigdo de D™ ter a topologia produto e relaciona as
diversas topologias presentes. Por exemplo, suponha F C D™ x D™ fechado e
a € D™: entdo F, é fechado, porque a fungio f : D™ — D"™  f(z) = (a,x),
é continua por (Z0) e F, = f~'[F]. Em particular, podemos tomar n = m
e F = Ajpp1 NAgpie2 N... N Ay nyn fechado também por (Z0), caso em
que F, = {a} e concluimos que os conjuntos unitérios de n-uplas sao fechados
(irredutiveis entdo).

(Z1) também ¢ uma generalizagao: da condig¢ao de D ser completa, isto é,
todas as projecoes serem fechadas. Sua formulagio, porém, nao exclui curvas
afins. Veremos que se trata de uma forma de eliminagao de quantificadores.

J4 observamos na definicao a conseqiiéncia de (Z2) de que todo fechado
proprio de D é finito.

(Z3) d4 uma teoria de dimensao, chave para todo o artigo em seus lemas
técnicos. Embora ji possa ser chamada de “Teorema de dimensao”, reserva-
se esse titulo para sua generalizagio no Teorema 7.2.4. Prioritariamente, (Z3)
informa que as dimensoes dos D" sdo finitas.

Mostra-se que dim(X x Y) = dim X + dim Y; por (Z2) obtemos dim D = 1,
donde dim(D") = n.

Exemplo 7.1.2. Seja C' uma curva quase-projetiva suave sobre um corpo
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algebricamente fechado, com C™ com a topologia induzida pela topologia de
Zariski. Argumentaremos que C torna-se uma geometria de Zariski.

Como a topologia de Zariski é noetheriana, também a topologia de cada C™
€ noetheriana.

A condigdo (Z0) é verificada porque trata, de fato, de fun¢des com compo-
nentes polinomiais e conjuntos de raizes de polinémios.

Considere agora a condigdo (Z1), com a notagdo da definicio. Por eli-
minagao de quantificadores no corpo algebricamente fechado, existem fechados
irredutiveis Fi,...,Fpn C C* e fechados E; C F; com «[Y] = U, (F: — Ey).
Entao cl(x[Y]) = U, £ e UL, Fi — UL, B C 7[Y].

Quanto a (Z2), note que C é irredutivel na topologia de Zariski e portanto
em si mesma. J& que tem posto e grau de Morley (dimensdo e irredutibilidade
de varicdadc, respectivamcente) iguais a 1, ¢ fortcmente minimal, de modo quc a
Proposigao 1.3.7 implica quc, para qualquer definfvel Y € CF x C cxistc m € N*
tal quc, para qualquer a € C* |V, | < mou |C—Y,) < m. Sc Y & fchado, cntdo
Y, ¢ fcchado; neste caso, se Y, também for infinito, entdo Y, = C.

Para a condigio (Z3), a propricdade dc suavidade torna-se importante, por-
que entao cada C™ serd uma variedade suave. Referimos o leitor ao apéndice de
[Marker A]. Essa referéncia apresenta, contudo, a curva y%z = 23 + 22z em P2
sem (Z3) e a curva y%z = 23 em P? com singularidade e (Z3).

Definicao 7.1.3. Suponha D geometria de Zariski.

(i) Uma curva plana é um subconjunto irredutivel de D? com dimensao
1. Uma familia de curvas planas, parametrizada por um fechado irredutivel
X C D", é um fechado irredutivel C C X x D? de modo que C, é uma curva
plana para cada x € X genérico.

(ii) Diz-se que D é ampla se existe uma familia de curvas planas C C X x D?
como acima dc modo quc, para cada dois pontos genéricos p,q € D? distintos,
existe uma curva C; contendo p e g. Diz-se ainda que D é muito ampla se
também, para quaisqucr p, ¢ € D?, cxistc C, contcndo apcnas um de p, g.

[Marker A], em um exemplo na pédg. 115, afirma que a geometria de Zariski
de uma curva suave é muito ampla.

Enunciamos agora os teoremas apresentados por [Hrushovski, Zilber] em sua
introdugao. Comentaremos sobre a localizacdo das demonstragdes em nessa
Secao 7.5. Este resultado constitui-se do Teorema A de [Hrushovski, Zilber):

Teorema 7.1.4 (A). Seja D uma geometria de Zariski muitc ampla. Entao
cxistc uma curva

juasc-projetiva suave C' scbre um corpo algebricamente fe-

c
4
chado K tal que D e C sic isomorfas como geometrias de Zariski. A curva C
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é completa se e somente se a geometria D é completa, isto é, se todas as suas
projegoes sao fechadas.

A curva C' é essencialmente inica, como mostra sua Proposigédo 1.1:

Proposigao 7.1.5 (1.1). Sejam C,C’ curvas suaves sobre corpos algebrica-
mente fechados K, K’ respectivamente e h : C — C’ um isomorfismo de ge-
ometrias de Zariski. Entao h4d um isomorfismo de corpos hg : K — K’ e,
identificando-se K e K’ por hg, a fungao h torna-se um isomorfismo de varie-
dades algébricas.

Defini¢ao 7.1.6. Suponha D, F geometrias de Zariski. Uma fungdo f: D — E
é dita de Zariski se induz uma fungdo continua em cada D"™. Diz-se que f ¢
fechada se ainda a func¢io induzida em cada D™ é fechada, ou seja, leva fechados
a fechados.

Dada a ambigiiidade com fun¢des fechadas (usuais), escreveremos “fungdo
de tipo Z” e “fun¢io de tipo ZF” para denotar, respectivamente, fungoes de
Zariski comuns e fechadas.

Com essa definigao, enuncia-se seu Teorema B:

Teorema 7.1.7 (B). Se D é uma geometria de Zariski ampla, existem um
corpo algebricamente fechado K e uma funcao de tipo Z sobrejetora f : D —
P!(K). A imagem de um construtivel por f é (algebricamente) construtivel.
Para algum F C D, finito, f é de tipo ZF em D — F.

Como observado na pdgina 6 do artigo, tal fun¢ao f tem fibras finitas, isto
é, a imagem inversa E; = f~[{z}] é finita para cada = € P!. Desse modo, P!
¢ interpretado em D, mais precisamente isomorfo a D/Ey, porque Ef é uma
relagdo de equivaléncia fechada. Além disso, nenhuma estrutura extra é induzida
em P! a partir de D; todo automorfismo de P! estende-se a automorfismo de
D. Desse modo, D pode ser visto como uma cobertura finita de P!. Conclui-
se que D interpreta K. Daremos significado preciso as interpretagoes, porque
precisamos definir a linguagem apropriada, na préxima segao.

Finalmente,

Teorema 7.1.8 (C). Existe uma geometria de Zariski D completa, ampla
e unidimensional que nao pode ser interpretada em um corpo algebricamente
fechado. Em particular, se C' é uma curva sobre um tal corpo, toda funcao
f:C — D de tipo Z é constante.
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7.2. A linguagem de uma geometria

Vimos na Seg¢do 1.3 que uma estrutura da Teoria dos Modelos pode ser
descrita sem prévia definicao de linguagens, mas tomando-se a familia de seus
(-definiveis como informagao primitiva. De um modo anélogo, obteremos uma
linguagem de primeira ordem para uma geometria de Zariski fixada.

Seja entao D uma geometria de Zariski. Defina a linguagem Lp tomando
um predicado n-irio para cada subconjunto fechado de D". A interpretacao
natural desse predicado é o préprio fechado, e obtemos uma Lp-estrutura ®
com dominio D.

Assim, todo fechado ¢ definivel ¢, entao, todo construtivel ¢ definivel. Vere-
mos que hd eliminagio de quantificadores e obteremos a reciproca.

Note que os automorfismos de D, como geometria de Zariski, sao per-
mutagoes de D que induzem homeomorfismos; em particular, levam fechados
a fechados. Por outro lado, os automorfismos modelo-tedricos de D sao as
bijegGes que fixam esses fechados e sdo, portanto, automorfismos de D.

Define-se também a linguagem L,,¢p redugido de Lp que contém somente os
predicados dos fechados invariantes sob os automorfismos da geometria D. Esta
é a chamada linguagem natural de D.

Atengao: modificamos, por razoes de compatibilidade, as notagdes originais
L(D) e Ly, (D) de [Hrushovski, Zilber].

No Teorema B, K e f podem ser escolhidos §)-definiveis em Lyatp, obtendo-se
o Teorema B’:

Teorema 7.2.1 (B’). Se D é uma geometria de Zariski ampla, existem um
corpo algebricamente fechado K, uma curva C suave sobre K e uma fun¢io
f: D — C de tipo Z sobrejetora de fibras finitas, todos @-definiveis em Lya;p-

A Proposigao 2.1 de [Hrushovski, Zilber], demonstrada em sua pag. 8, gene-
raliza o Teorema de Tarski-Chevalley:

Teorema 7.2.2. Em uma geometria de Zariski, a projecio de um conjunto
construtivel é construtivel. Toda estrutura associada a uma geometria de Zariski
admite, portanto, eliminacio de quantificadores, e todo conjunto definivel é
construtivel.

Neste contexto, uma férmula da forma Jv ¢, com ¢ sem quantificadores,
corresponde & proje¢do usual de uma combinacao booleana finita de fechados,
aqucles cujos predicados (de Lp) ocorrem cm ¢.

Coroldrio 7.2.3. A estrutura © de uma geometria de Zariski D é fortemente
minimal.
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Demonstragao: Este é o Coroldrio 2.7 de [Hrushovski, Zilber]. Seja E C
D™ x D um definivel, portanto construtivel. Tome E = X — F com X, F
fechados. Para a € D", se X, é finito, entao E, é finito, com a mesma limitagao.
Entao basta aplicar (Z2) a X e F, pela Proposigao 1.3.7. QED

Para provar sua Proposigdo 2.1, o artigo demonstra alguns lemas técnicos
de interesse préprio, como por exemplo o fato de D™ ser irredutivel para todo
n € N* (Lema 2.2). Remetemos o leitor ao préprio artigo, mas destacamos o
Lema 2.5 que generaliza a condicio (Z3):

Teorema 7.2.4 (Dimensao). Sejam Fy,Fy; C D™ fechados irredutiveis que
se intersectem e W uma componente irredutivel qualquer de F; N F>. Entao
dim W > dim Fy 4+ dim F5 — n.

Observamos que

Teorema 7.2.5. Uma geometria de Zariski ndo é localmente modular se e
somente se é ampla.
Referéncia: O Lema 3.1 de [Marker A].

Fagamos agora um breve salto, para a Secdo 4 do artigo.

Suponha 2 uma Lp-estrutura. Definiremos os conjuntos fechados em A™.
Dados F € D™x D" fechado com predicado (m-+n)-drio P e a € A™, lembramos
que P tem uma interpretacio P(2) em E™". Entdo definimos que o conjunto
P(?), é um fechado; na notagao de definiveis, trata-se do conjunto P(a, (2) C
A™. Chamamos 0-fechado quando m = 0, por analogia com os (-definiveis.

Suponha ® < D', e que o dominio desta estrutura seja £ = D’. Podemos
aplicar essa construgio a D', de modo que

Teorema 7.2.6. Obtivemos realmente uma topologia noetheriana em cada
E", com as quais F é uma geometria de Zariski. Sua linguagem apropriada Lg
expande Lp e o reduto de € a L é a estrutura D', obtida com os casos m = 0.
Caso D seja completa, também E é completa.

Referéncia: A Proposicao 4.1 de [Hrushovski, Zilber], provada nas paginas
14 e 15 do artigo, que também apresenta uma versdo curta da demonstragao
devida a Ziegler.

Desse modo, podemos seguir o padrio modelo-tedrico: o artigo convencio-
nara trabalhar com um modelo monstro, como veremos na proxima se¢ao. Como
em [Marker A] — que indica Dy < D — podemos, a partir de D, considerar
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o modelo monstro extensao ©’ e a geometria da estrutura €. Cuidado: neste
momento, © e € nao sao estruturas com a mesma linguagem apropriada.
O restante da Segdo 4 ¢ técnico; optamos por destacar somente a

Definigao 7.2.7. Suponha %, B = Th(D). Uma ecspecializagdo ¢ um homo-
morfismo na linguagem Lp entre X C A ¢ B, isto ¢, uma fungdo h: X — B
tal que, se x € X™ pertence 2 interpretagio em 2 de um predicado P de Lp,
entdo h(z) pertence & interpretagido de P em ®B. Note que essas interpretagdes

correspondem precisamente aos conjuntos 0-fechados.

Trata-se de uma linguagem (em termos matematicos de “ferramenta”) equi-
valente aquela de conjuntos fechados: veremo-la em a¢do para definir tangéncia
na Segdo 7.4. A Proposigio 4.4 do artigo mostra que, na notagio acima e no
casc de uma geometria completa, toda especializagdo estende-se a todo A.

Pré-requesitos em Teoria dos Modelos

A terceira se¢io de [Hrushovski, Zilber] sumariza os conhecimentos necessi-
rios de Teoria dos Modelos para sua leitura. Dedicamo-nos, agera, a estabelecer
a equivaléncia de sua formulagdo com a que j& estudamos, para usufruir de
seus resultados. Observamos que, como em outros artigos desta drea, sua for-
mulacio é a mais breve possivel e baseada em definiveis. E o caso da definigao
de estruturas por @-definiveis.

Quanto 2 um modelo monstro, associa a cada estrutura 2 uma extensao
elementar 2A*, w;-compacta e fortemente w;-homogénea, que assume existir. De
fato, o artigo trabalha em A* e ndo em ¥, ou melhor, em (%*)®? finalmente.
(Observamos que as letras usadas sao M, N, M*, como na literatura moderna.)

Na Seqao 2, o artigo j4 havia definido estruturas fortemente minimais por
meio de nossa Proposigao 1.3.7.

Também vimos sua formulagao de interpretagio na Proposigao 4.1.2. Sua
construcao da estrutura 2A*9 é semelhante 4 que apresentamos, mas com férmulas
que definem relacdo de equivaléncia sobre um subconjunto definivel em vez de
todo o dominio: veja na demonstra¢io da Proposigao 4.3.2 como abordamos
esse caso.

Seus fechos definivel e algébrico sao idénticos aos nossos.

Sua defini¢io de posto de Morley equivale, como vimos estudando o grau,
4 que apresentamos para posto interno e equivale no nosso modelo monstro w-
saturado. Desse modo, a correspondéncia estende-se ao posto de tipos. O artigo
escreve vk e indica rk(@) = —oc. O posto de um definivel é a dimensio de seu
fecho.
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O artigo define que ay, . . . , an s&o independentes sobre X serk(ai,...,a,/X)
=" ,rk(a;/X), o que equivale com independéncia sobre acl(X), como estu-
damos.

Uma nota da pag. 112 de [Marker A] apresenta este lema como conseqiiéncia
das relagoes de posto:

Lema 7.2.8 (Fibras genéricas). Sejam X C D™*" e r : D™ x D™ — D"
a projecao usual. Se a € cl(n[X]) é genérico, entdo dimX = dimcl(n[X]) +
dim 7=1[{a}].

7.3. “Eliminacao de imaginarios”

Trabalharemos sobre a homénima Secdo 5 de [Hrushovski, Zilber]. Nova-
mente em sua pag. 112, [Marker A] argumenta que, em geral, geometrias de
Zariski ndo tém eliminagdo de imaginarios.

Definicao 7.3.1. Suponha n € IN* e H subgrupo do grupo S, = Sym(n)
das permutagdes de n elementos, que age sobre D™ permutando coordenadas.
O espaco Sy = D™/H das érbitas sob H é chamado tipo especial (em ingleés,
special sort).

Seja w : D™ — S a projegdo natural. Topologizamos S assim: F C S é
fechado se 7~1[F] é fechado.

Definigao 7.3.2. Definiremos regularidade para pontos de vérios conjuntos:
suponha p € F.

(i) F C D™ fechado irredutivel. Seja Ap = {(z,y) e Fx F|lz =y}. pé
um ponto regqular de F se existe um fechado irredutivel Y C D™ x D™ tal que
dim(D™ x D) —dimY = dim F e Ap é a tnica componente de Y N (F x F)
contendo (p, p).

(ii) F C D™ fechado qualquer. p é um ponto reqular de F se estd contido
em uma unica componente de F, cuja dimensao seja dim F', e é ponto regular
dessa componente.

(iii) Com a notagao de definigdo anterior, F' fechado de S. p é um ponto
reqular de F se é imagem por 7 de um ponto regular de 7~ [F].

U C S ¢ regular se U é aberto de c¢l(U) e todo ponto de U é regular em

7

cl(U). Vemos que S é regular.

O leitor pode agora, por ter as defini¢bes necessdrias, saltar diretamente
para a definicio de atlas. Optamos, entretanto, por elencar alguns resultados
importantes.
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Lema 7.3.3 (Lascar—Pillay). Suponha D um conjunto fortemente minimal
e acl(@) N D infinito. Para cada tipo imaginirio S existe uma particdo de S
em um ndmero finito de @-definiveis X;, tipos especiais S; e fungdes (-definfveis
injetoras f; : X; — S;. Equivalentemente, para todo elemento imagindrio e
existe ¢’ de um tipo especial tal que dcl(e) = del(e’).

Referéncia: O Lema 5.1 de [Hrushovski, Zilber].

O Teorema de Dimensao estende-se aos tipos especiais, como mostra o Lema
5.2 de [Hrushovski, Zilber].

O Lema 5.3 de [Hrushovski, Zilber] mostra que, se F é um fechado de S,
ent0 os pontos regulares de F' formam um subconjunto aberto denso. O Lema
5.4 de [Hrushovski, Zilber] generaliza novamente o Teorema de Dimensao.

[Marker A] indica, nas p. 113-114, que em uma variedade algébrica todo
ponto nao-singular é regular.

Definigao 7.3.4. Um eatlas é um conjunto M, acompanhado de um niimero
finito n deinjegbes f; : U; — M em que cada U; é subconjunto regular irredutivel
de um tipo especial, {J;._; fi[lUi] = M e cada {(z,y) € U; x U; | fi(z) = f;(y)} é
subconjunto irredutivel de U; x U; projetando sobre um aberto nao-vazio de U;.
(Evitamos a tradugio vaeriedade do termo inglés manifold, porque jé a usamos
para variety e ambos os conceitos ocorrem neste capitulo.)

Suponha M, N atlas com f;{U;] cobrindo M e g;[V;] cobrindo N.

Para abertos de uma topologia sobre M, tomamos os conjuntos A C M
tais que f'[4] ¢ aberto em U; para cada i. Desse modo, a terceira condigdo
da defini¢do e o Lema 5.5 de [Hrushovski, Zilber] implicam que cada f; é um
homeomorfismo entre U, e f;[U;]. M torna-se noetheriano irredutivel, com a
mesma dimensao que qualquer UU;, e o Teorema de Dimensao vale em M.

Naturalmente, f,[U,] % g,[V;] cobrem M x N ¢ dao ao produto uma cstrutura
de atlas, incluindo topologia.

Definigao 7.3.5. a : M — N ¢é um morfisme se seu grafico é um fechado
irredutivel de M x N. Nac confundir com homomorfismo de geometrias de
Zariski induzidas, aos quais [Hrushovski, Zilber] refere-se como especializacges.

Lema 7.3.6. Dads uma funcio o : M — N, equivalem: « é um morfismo; para
todo j, ™! [Vj] é aberto em M e &|q-1jy;] ¢ um morfismo; para todo 4, aly, ¢ um
morfismo. Tedo morfismo € continuo e a composigio de morfismos é morfismo.
Dados morfismos ay : Mg — Ni, k € {1,2}, o natural o : M; x My — N; x N3,
a(z,y) = (ai(x), a2(y)), é morfismo.

Referéncia: Os lemas numerados de 5.7 a 5.10 em [Hrushovski, Zilber].
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Lema 7.3.7. Se G é um grupo definivel em uma geometria de Zariski D, entao
G pode ser dotado de uma estrutura de atlas, de modo que seu produto G* — G
e sua inversao G — G sao morfismos. Essa estrutura de atlas é unica, a menos
de isomorfismo de atlas. Se G é conexo, ou seja, sem subgrupo definivel préprio
de indice finito, entao o atlas é irredutivel.

Referéncia: O Lema 5.11 e a Observagao 5.12 de [Hrushovski, Zilber].

O restante da secdo, na pagina 25, é técnico e trabalha sobre os tecnicismos
que omitimos da Secao 4.

7.4. “Interpretando o corpo”

Traduziremos livremente, da se¢io homoénima de [Hrushovski, Zilber], a in-
trodugao 6.1.

Para interpretar um corpo F' na geometria de Zariski D, o artigo traba-
lhard na categoria dos conjuntos e fungdes definiveis, em vez da categoria mais
fina de fechados. A estrutura de Zariski surgird apenas através da nogao de
especializacio. Esta é uma descri¢cao da demonstracao em termos gerais.

Suponha primeiramente que D é de fato a reta afim A'(K) sobre um corpo
algebricamente fechado K. Seja F' uma familia de curvas em D?, todas passando
pelo ponto p = (0,0). Assuma que cada curva C em F é o grafico de uma fungao
suave em p. Entdo podemos ver C; € F codificando a inclinagao o; de C; em p.
A composigao

C10Cy' = {(z,y) € D?| existe z € D tal que (2,z) € Cz € (2,y) € C1}

tem inclinagio oy /0,. Portanto, neste caso interpretaremos uma cépia do grupo
multiplicativo se definirmos a relagio de tangéncia de duas curvas em p. Po-
demos faze-lo assim: as curvas C; e Cs sao tangentes em p se existem curvas
genéricas C},Cs € F intersectando-se em dois pontos distintos ¢, q' e existe
uma especializago levando C} a C; e mapeando ambos ¢,q" a p.

Essa idéia pode realmente ser desenvolvida, mesmo que as curvas C; nao
sejam graficos de funcoes racionais. Porém, o grupo obtido desse modo nem
sempre é o grupo multiplicativo, porque todas as curvas podem ter mesma
inclinacdao em p e neste caso o processo distingiiird a segunda derivada (ou de
ordem maior). Nao nos preocuparemos com a natureza do grupo, e escreveremo-
lo aditivamente (4, +, 0). (A operagao de grupo serd diferenciada novamente, e
o resultado serd o grupo aditivo de qualquer modo.)

Agora, suponha que D ¢ uma curva sobre um corpo algebricamente fechado
K, mas nao necessariamente racional. Entdo existe uma correspondéncia finito-
a-finito « entre D e K. Encontramos uma familia F de curvas sobre D%, todas
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passando através de um ponto pg € D?. Através de a, F origina uma familia F’
de curvas sobre K2 = (A!(K))2, passando através do ponto go; C corresponde
a qualquer componente C’ da curva o C' o a1, Esta correspondéncia também
€ finito-a-finito. Assim, devemos reconhecer um grupo tranformado por uma
correspondéncia finito-a-finito: a Subsecdo 6.2 do artigo ocupa-se disso.

Uma vez que temos um grupo abeliano H, podemos repetir o processo com
mais informagoes & nossa disposi¢io. Dada uma familia de funcoes de H a H,
podemos somé-las ponto a ponte e compd-las. As duas operagdes, vistas agindo
sobre o espago tangente, simultaneamente produzem uma estrutura de corpo.

Algumas dificuldades técnicas surgem quando esse plano é desenvolvido. Em
geral, ndo ¢ clare por que a nogao de tangéncia definida acima nao serd dege-
nerada (por exemplo, Cy o Cy! é tangente a Cj o Cr! se e somente se duas
das quatro curvas sdo iguais). Mostraremos que este nio ¢ o caso explorando
certas simetrias da situacao e mostrando que de fato qualquer degenerescéncia
introduziria uma assimetria. Contudo, a necessidade de registrar essas simetrias
leva a uma apresentagdo mais técnica que o esbogo acima sugere.

O artigo assume entdo D fortemente minimal. Na Subsegio 6.2, pode-sc
supo-la apenas minimal em alguma estrutura saturada, em que del(®) = acl(f)
¢ infinito. Em 6.3, pode-se supd-la apcnas infinitamente definivel, isto &, in-
terseccdo de uma familia infinita de definfveis, e minimal em alguma estrutura
saturada.

Proposigao 7.4.1. (i) Se D nio ¢ degenerada, isto é, contém outras familias
nao-constantes de curvas planas além de {a} x D e D x {a}, entdo existe um
grupe abeliano, definivel em D, unidimensional.

(ii) Se D é ampla (ndo é localmente modular), entdo D interpreta um corpo
unidimensional.

Refergncias: Os Lemas 6.10 e 6.11 de [Hrushovski, Zilber].

7.5. Conclusao do artigo

A sétima scgdo de [Hrushovski, Zilber] mostra, cm cspecial a Proposigio 7.10
provada na pégina 41, quc as topologias de Zariski e a induzida no atlas pcla
geomctria dc Zariski coincidem no corpo encontrado na scgiio anterior. Diz-se
que o corpo é puro.

A Segdo 8 prova o Teorema B (impresso no local como D) e a Proposigiio
1.1 do artigo. Para o primeiro, usa-se o Teorema de Macintyre, mas hd um
argumento que o evita,

Estes sao os dois fatos lembrados na Observagao 8.1: (i) Do ponto de vista

modelo-tedrico, K ¢ interpretdvel em D e a estrutura induzida é o corpo puro,



7.6 Generalizagao de Hrushovski 165

com um subcorpo de elementos distinguidos; (ii) Pode-se mostrar para conjuntos
fortemente minimais D, em geral, que se (i) vale entao K pode ser interpretado
sem parametros.

Embutidos na demonstracio do Teorema B, estdo os Lemas 8.2 e 8.3, que
enunciam respectivamente: existe um morfismo néo-constante de D a P! e todo
morfismo sobrejetor de D a P! ¢ uma fun¢io de Zariski fechada em algum
subconjunto cofinito de D.

Niao faremos, sobre a Secio 9 de [Hrushovski, Zilber], mais do que observar
que demonstra os Teoremas A e B’, apds resultados técnicos, e apresenta dois
exemplos. O Exemplo 9.10 mostra que nem todo subconjunto fechado de D™
é definfvel em Lyacp com parametros em D. O Exemplo 9.11 mostra que, na
linguagem natural de um atlas de dimens&o > 1, nao mais se pode achar um
corpo (-definivel.

A Secao 10 considera grupos abstratos G agindo sobre geometrias de Zariski
X de modo que cada g € G torna-se um morfismo. A acao é chamada semi-livre
se cada érbita de G sobre X é regular ou degenerada, assim: se gr = = entao
g =1 ou, para todo ¢’ € G, g’z = z.

Proposicao 7.5.1. Nessa situagao, seja ¢ : G* — G um homomorfismo de
grupos com nicleo finito H. Entao existem geometria de Zariski X*, acao semi-
livre de G* sobre X* e j : X* — X funcao de Zariski fechada e sobrejetora, de
modo que i e j sdo compativeis. Se X é completa, entdo X* é completa.

Referéncia: A Proposigao 10.1 de [Hrushovski, Zilber], para a qual héd uma
demonstragio e um outro roteiro.

Essa proposi¢io permite obter uma geometria de Zariski X *, a partir de cer-
tas condigdes iniciais, que nio é interpretdvel em nenhum corpo algebricamente
fechado. E o que mostra a demonstragao do Teorema C nas péginas 54 e 55.

7.6. Generalizacdao de Hrushovski

Para provar a Conjectura de Mordell-Lang, o artigo [Hrushovski] adequa o
estudo das geometrias de Zariski. Apresentamos aqui suas modificagoes.

Suponha T uma teoria completa, estével e com eliminagao de quantificado-
res de uma linguagem L com um modelo %A e ®(v) um conjunto de férmulas
de L(A) com uma tnica varidvel livre. Considere P = ®(2) = [Jyco 9(A) 0
“conjunto-solu¢ao” de ®. Pelos proximos poucos pardgrafos, chamaremos P de
tipo, como Hrushovski; corresponde de fato ao conjunto de realizacoes de um
tipo incompleto. Se D ¢ um subconjunto definivel de A, dizemos que DN P ¢
um subconjunto definivel de P, ou seja, trabalhamos com os definiveis em P.
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Definigao 7.6.1. P é minimal se todo seu subconjunto definivel for finito ou
cofinito.

P ¢é pluriminimal se é unido finita de tipos minimais.

P ¢é semi-(pluri)minimal se existem um tipo (pluri)minimal Q e um conjunte
finito F' de modo que P C acl(QU F).

Definigao 7.6.2. Suponha que P é minimal. Dizemos que um subconjunto
definivel de P™ ¢é fechado se ¢ intersec¢do de P com um conjunte definido por
uma férmula sem quantificaderes positive, isto é, formada a partir de férmulas
atdmicas com apenas conjungdes e disjungdes. Chamamos P um tipo de Zariski
se

(i) Todo fechade em P™ & unido finita de fechados irredutiveis.

(i) Se X C Y sao fechados de P™, com inclusio prépria, e Y é irredutivel,
entao dimX < dimY.

(iii) Se X é um fechado irredutivel de P*, dmX =meY ={z € P"|xz; =
z;}, entao dimW > m — 1 para toda componente irredutivel W de X NY.

A Observagio 2.4 de [Hrushovski] afirma que, sob essas condigdes, a colegio
de fechados de P™ define uma topologia noetheriana e que a dimensio de um
fechado nesta topologia iguala seu posto. H4 um resquicio de eliminagio de
quantificadores: para cada definivel Y, existe um fechado F contido propria-
mente em cl(Y) tal gque Y — F = cl(Y) — F.

Na pégina 120 de [Marker A], hd um exemplo de que P e seus fechados
podem m aoser uma geometria de Zariski.

Este é o resultado principal de nosso sumirio:

Teorema 7.6.3. Suponha que P é um tipo de Zariski minimal, mas n3o local-
mente modular. Ent&o T interpreta um corpo F, com subcorpos definfveis F,
tais que [, F,, é minimal e ndo-ortogonal a P.

Referéncia: O Lema 2.5 de [Hrushovski]. Note que esse resultado, quando P
€ “conjunto-solugdo” de uma tinica férmula fortemente minimal, é demonstrado
em [Hrushovski, Zilber] pelo Teorema B, mas a prova é idéntica. [Hrushovski]
mostra na Item 2.20, pdg. 667, como adaptar a Se¢éo 6 de [Hrushovski, Zilber]
adequadamente.
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Duas classes de corpos

Este capitulo introduz duas classes de corpos que sao utilizadas na demons-
tracdo modelo-tedrica da Conjectura de Mordell-Lang: os corpos diferencial-
mente fechados e os corpos separavelmente fechados, de caracteristica 0 e po-
sitiva respectivamente. Embora essas classes tenham interesse intrinseco em
Algebra e em Teoria dos Modelos, restringiremo-nos a expor o material ne-
cessario para nosso uso. Novamente, sugerimos que sejam exploradas com os
merecidos detalhes em dissertagdes especificas.

A Secio A.5 do Apéndice de [Hodges| apresenta resultados da Teoria dos Mo-
delos em diversas teorias de corpos. Evidentemente, jd estudamos a linguagem
dos corpos e AC'F na Segao 1.2.

Atentamos para o fato de que, em muitas ocasides, a linguagem apropriada
é diferente, de modo que os raciocinios para ACF nao se transferem imedia-
tamente. E o caso dos corpos diferencialmente fechados, em que hd um novo
operador §.

Este capitulo ndo é necessério para a apresenta¢io da Conjectura de Mordell-
Lang e seu enunciado modelo-tedrico.

8.1. Corpos diferencialmente fechados

Exporemos sem pré-requesitos o que sdo os corpos diferenciais e diferen-
cialmente fechados, porque nao é um assunto estudado em nossos cursos de
graduagao ou pés-graduagao principais.

Como referéncias, indicamos E. R. Kolchin, Differential Algebra and Alge-
braic Groups, Academic Press, 1973, I. Kaplansky, An Introduction to Differen-
tial Algebra, 22 edi¢ao, Hermann, 1976, e o capitulo de C. Wood, Differentially
closed fields, in [MTAG], p. 129-141.

Trabalharemos com a hipétese de caracteristica 0, porque é o contexto em
que esses corpos surgirao, e a teoria ndo ¢ particularmente afinada para carac-
teristica positiva.

A linguagem dos anéis, acrescenta-se um operador undrio d, chamado de-
rivagdo: a teoria dos anéis diferenciais é obtida somando-se aos axiomas de
anel os fechos das férmulas 6(f + g) = d(f) + d(9); d(fg) = d(f)g + fi(g).
Chame 4(f) a derivada de f: a analogia com derivadas elementares é proposi-
tal.
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Novamente, introduzimos a abreviatura padrao 4" (t), parat termoe n € N.
Se n = 0, §"(t) é o préprio termo ¢; se n > 0, §™(¢) abrevia §(6™1(t)).

Atencio: acompanhande [MTAG], quando tratamos de corpos usamos o
edjetivo “definfvel” para conjuntes definfveis na linguagem dos corpos e “3-
defintvel” na linguegem com derivagdo.

Sejam R um anel com unidade, f,g € R e uma derivagio § em R. Vemos
que:

(i) 4(0) = 0 = 4(1), pois 4(0) = 8(0 + 0) = &(0) + 8(0) e 8(1) = 8(1.1) =
S(1)1 + 18(1).

(if) 8(=f) = —8(f) e, caso R seja um corpo e g # 0, 3(g™") = —8(g)/g”.
Temos, de fato, 5(f) +d(—f) =6(f + (—f)) =3(0) =0e d(g')g+g18(g) =

8(97"g) = 6(1) = 0. Desse modo, 6(£) = 5(fg~1) = AL /D)

.....

constantes ¢ um subanel de R: de fato, vimos em (i) que 0 e 1 sao constantes;
a prépria defini¢io de ¢ implica fechamento sob + e ., enquanto o item (ii)
implica fechamento sob —. Caso R scja um corpo, o conjunto das constantcs
tambdém ¢ um subcorpo, pois é fechado sob ~1.

A cssa altura, lembramos o cxemplo tradicional: a derivagio clementar cm
um ancl de polinémios de uma varidvel z, que ao polindmio ) " a;z* associa
i ia;z' !, é realmente uma derivacio.

Exemplo 8.1.1. Suponha K um corpo qualquer de caracteristica 0. Traba-
lharemos com os corpos de fungdes racicnais, cujos elementos sao quocientes de
polindmios.

Lembramos que, inicialmente, o quociente de polinémios nao é definido em
um anel de polinomios K{x]. O simbolo f/g, para f,g € K[z], ndo necessari-
amente representa um polinémio; o quociente f(e)/g(a) ndo estd definido se a
for raiz de g. Contudo, esse anel certamente possui um corpe de fragoes, no-
tadamente o conjunto das classes de equivaléncia de pares (f, g) representados
f/g e identificados assim: f/g = p/q < fq = pg. Esse corpo ¢ indicado K(x).

Sendo § : K[z] — K|[z] qualquer derivagao, estendemo-la & operagio § :
K(z) — K(z), §(f/g9) = %M, como é sugerido pelo item (ii) acima.
Verifica-se que 0 esta bem-definida, realmente estende a derivagao original e é
uma derivacgao.

Assuma agora que R é comutativo, com uma derivacao §. Podemos construir
um outro anel diferencial R{z}, deste modo: imitando a definicio de um anel
de polinémios de infinitas varidveis, consideramos um anel de polinémios nas
varidveis 4"(z), n € N, em que 4™(z) é apenas um sfimbolo. Um tal polinémio
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tem a forma

ko K kn
Zammi + Zali(5(m))i +...+ Z ani(8™(x))* .
i=0 i=0 i=0
Para f € R{z} nao-nulo, seja ord(f) a ordem de f, isto é, o maior natural n
tal que uma poteéncia nao-nula de §”(z) ocorre em f com coeficiente nao-nulo,
ou equivalentemente o menor n tal que f € R[z,...,8"(z)]. Desse modo, tém
ordem 0 os polindmios nao-constantes de R[z]; defina como —1 a ordem de cada
elemento nao-nulo de R. Podemos naturalmente estender a derivagio 4 a todo
R{z} com §(6"(z)) = 6" (x).
Suponha agora K um corpo diferencial com uma derivacao 0.

Definigao 8.1.2. (i) Um ideal I de K{z} é diferencial se §(f) € I para todo
fel.

(ii) Suponha K C L, em que L é um corpo diferencial extensao de K cuja
derivacio estende 8, e a € L. Diz-se que a é diferencialmente algébrico sobre K
se existe f € K {z} nao-nulo tal que f(a) = 0; caso contrério a diferencialmente
transcendente.

(iii) Suponha K C L como acima e a € L. Indicamos o menor subcorpo de
L que contém a e K e é fechado sob a deriva¢ao de L como K(a).

Proposigao 8.1.3. Suponha K C L, em que L é um corpo diferencial extensao
de K cuja derivagdo estende 4.

(i) Suponha que f € K{z} seja ndo-nulo, com ordem no maximo m. Su-
ponha a,b € L tais que f(a) = f(b) =0, {a,...,a™ '} e {b,...,b™ '} sejam
cada um conjuntos algebricamente independentes sobre K, e g(a) # 0, g(b) # 0
para qualquer g de ordem m de grau menor em §™(z). Entao K(a) e K(b) sao
isomorfos sobre K como corpos diferenciais.

(ii) Se @ € L é algébrico sobre K, entao existe f € K{r} nao-nulo tal que
f(a) = 0 de ordem minima. Pode-se escolher f de modo que, se a mesma
assercao vale para b € L, entao K (a) e K (b) sao isomorfos sobre K como corpos
diferenciais.

(iii) Dado f € K{xz}, existem L e a € L como na hipétese tais que f(a) =0
e g(a) # 0 para todo g € K{z} nao-nulo com ord(f) > ord(g).

Referéncia: A Proposigao 4.3.30 de [Marker].

Procuramos por corpos em que as ‘equagoes diferenciais” tenham solugao.
Um corpo diferencial K ¢ chamado diferencialmente fechado se para todos f,g €
K {r} nao-nulos com ord(f) > ord(g) existe a € K tal que f(a) =0 e g(a) #0.
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Iterando o resultado (iii) da proposi¢ic, obtemos primeiramente uma ex-
tensiae de K em que essa propriedade vale para todos os polindmios de K{z}.
Novamente procedendo por indugio e construinde uma cadeia de corpos, con-
cluimos que existe uma extensio de K que é diferencialmente fechada.

Observamos que se axiomatiza a tecria DCFy dos corpos diferencialmente
fechados (differentially closed fields, em inglés): basta acrescentar aos axiomas
de corpo de caracteristica 0, para m > n e k,! gquaisquer, as sentencas que
afirmam que, para todos gj; com 0 < j<m,0< i< kcomalguma,,; =1e
para todos b;; com 0 < j < n, 0 <7 </ com algum b,; = 1 existe z tal que

m k n 1

DD a5 (@) =0, 303 bl () #0

§=0 i=0 §=01=0
(As restrigoes szu(am,- =1)e Vizo(bm- = 1) garantem que os polindmios
tém ordens m e n respectivamente.), sendo uma pequena COrre¢ao necessaria
para o caso n = —1, em que s6 se escreve o primeiro polinémio. Vimos acima
que realmente DCFp tem modelos, bastando considerar um corpo diferencial
qualquer K.

Tecorema 8.1.4. DCFy contém ACFy ¢ admitc climinagao dec quantificadores.

Referencias: Quando f € K{z} tem ord(f) = 0, vemos que f ¢ simples-
mente um polindmio de K [z] ndo-constante, ou seja, grau ao menos 1. A respeito
da eliminagio de quantificadores, que se dd na linguagem com o operador &, veja
o Teorema 4.3.32 de [Marker] ou o Teorema 6.16 de [Poizat 1].

Suponha agora K C L como anteriormente, mas com L = DCF.

Podemos considerar também o anel K{zi,...,z,}, obtido do mesmo modo
que K{z} mas com n varidveis “bésicas” e independentes: a derivada de 6™ (z;)
é §™+1(z;). A definigdo de ideal diferencial é a mesma.

Veremos algumas generalizagoes de resultados cldssicos e de associages que
trabalhamos para a teoria ACF:

Fato 8.1.5. Dado p € S£(K), o conjunto ¢(p) = {f € K{zy,...,z.}| (f(v) =
0) € p(v)} é um ideal préprio, diferencial e primo. A fungao ¢ é uma bijecdo
cntrc SE(K) ¢ o conjunto desscs idcais.

Tcorcma 8.1.6 (Basc dc Ritt—Raudcnbusch). Toda cadcia crescente de
ideais diferenciais e radicais de K{z;,...,z,} estaciona (em “comprimento”
finito).

Referéncia: O Teorema 7.1 do livro de Kaplansky que mencionamos no inicio
da segio.
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De modo anélogo ao Exemplo 2.3.8,
Corolério 8.1.7. DCFy é w-estavel.

Corolério 8.1.8. Sendo K diferencialmente fechado, define-se um subconjunto
fechado de Kolchin de K™ como uma unido finita de conjuntos de raizes comuns
de um ndmero finito de polinomios de K{z,...,z,}. Entao os complementos
dos conjuntos fechados formam uma topologia noetheriana, chamada de Kol-
chin.

Teorema 8.1.9 (Nullstellensatz diferencial). Suponha K |= DCFy. Se-
jam P um ideal diferencial primo e p um polindmio de K{z1,...,z,}. Suponha
que todo a € K™ que seja raiz de todo polindmio em P é também raiz de p.
Entao p € P.

Definicao 8.1.10. Suponha que K C L sejam ambos diferencialmente fecha-
dos. Diz-se que L é um fecho diferencial de K se, para toda extensao diferencial
F, diferencialmente fechada, existe uma imersao de L em F fixando os elementos
de K.

Os fechos diferenciais sempre existem, como mostra o Teorema de Blum,
Teorema 41.3 de G. E. Sacks, Saturated Model Theory, W. A. Benjamin, Inc.,
1972. Uma “unicidade” é exposta no Teorema 6.4.10 de [Marker].

8.2. Corpos separavelmente fechados

Estes corpos serdo necessdrios quando a caracteristica é positiva: fixamos
agora um primo p > 0. Também é adequado expor este desenvolvimento em um
modelo monstro: um corpo algebricamente fechado de alta cardinalidade.

O artigo fundamental desta drea é Y. Ershov, Fields with a solvable theory,
Sov. Math. Dokl. (tradugao AMS) vol. 8, no. 3, 1967, p. 575-576. A referéncia
para nosso estudo é o capitulo de F. Delon, Separably closed fields, in [MTAG],
p. 143-176.

Recordamos que um polinémio irredutivel é separdvel se todas as suas raizes
sao distintas. Um elemento z algébrico sobre um corpo K é dito separdvel sobre
K se seu polindomio minimal sobre K ¢é separdvel.

Seja K*® o conjunto dos elementos separdveis sobre K: trata-se do fecho
separdvel de K. Diz-se que K é separavelmente fechado se K = K°.

O grau de imperfeigio de K ou invariante de Ershov ¢ um nimero natural
ou o infinito oo, indicado v, definido de modo que v € N & [K : KP] < w e,
nesse caso, p* = [K : KP]. Assumiremos sempre que v ¢ finito.



Duas classes de corpos 8

Pt
~
o

A teoria SCF,, dos corpos separavelmente fechados (separably closed fields,
em inglés) de caracteristica p e grau v é completa, como mostra o Teorema 2.1

do capitulo de Delon.
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A Conjectura de Mordell-Lang

Concluimos nosso texto expondo a Conjectura de Mordell-Lang, o enunciado
equivalente natural em Estabilidade e a demonstragdo de Hrushovski.

Nao trabalharemos a respeito de estimativas, que sao um aspecto do pro-
blema de finitude de solugoes. Mencionamos apenas que a Compacidade modelo-
tedrica ja fornece automaticamente estimativas uniformes, mas pobres. Maior
precisdo é obtida na Segao 6 de [Hrushovski].

Podemos supor todos os corpos algebricamente fechados, com excegdo de @,
porque basta sempre considerar seus fechos algébricos para obter os enunciados
gerais.

Todas as curvas de que tratarmos sdo suaves por hipétese.

9.1. Diversas conjecturas

A Conjectura de Mordell-Lang, como trataremos aqui, é o enunciado mais
abrangente de uma cadeia de conjecturas iniciada por Louis Joel Mordell em
1922 e desenvolvida por Serge Lang nos anos 60, mas estendida e demonstrada
por Ehud Hrushovski em 1996 apés uma década de aproximagoes.

Esta seciio apresenta essa cadeia de conjecturas, com comentarios histéricos
e matematicos derivados de [Hindry], [Pillay 97] e [Lang 2], para cujas biblio-
grafias remetemos o leitor interessado nos artigos originais.

Consideremos uma curva projetiva suave C' definida em um corpo de niimeros
algebricamente fechado K. H4 trés possibilidades para o genus g de C:

Se g =0, entdao C(Q) = @ ou todas as solugdes exceto wm nimero finito sao
parametrizadas por funcoes racionais. Também sabemos que C ¢ isomorfa a P!,
de modo que C(K) é igual a todo P'(K).

Se g = 1, entao C(Q) = 0 ou C é uma curva eliptica. O Teorema de
Mordell-Weil afirma que, neste caso, C(K) é um grupo abeliano finitamente
gerado.

Nesses dois casos, ¢ freqiiente que C(K) seja infinito, e isso serd sempre
verdade para C(L), em que L é alguma extensao finita de K.

Se g > 2, Mordell conjecturou que a situagao é diferente:

’

(M) Se C ¢ uma curva de genus > 2 definida sobre um corpo
numérico K, entdao C'(K) é finito.
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A conjectura (M) foi provada por Faltings em 1983.

Suponha agora A — J(C) a jacobiana de C. Com C imerso em A, temos
C(Q) — CN A(Q). Seja I' um subgrupo finitamente gerado de A. Assumindo
(M), ' 1 C ¢ finito. O Teorema de Mordell-Weil mostra que (M) equivale a
este enunciado: “Se X é uma curva em uma variedade abeliana A e T é um
subgrupo finitamente gerado de A4, entao I' N X é finito ou X é transladado de
uma curva eliptica.”

Associa-se a esse enunciado a Conjectura de Manin-Mumford:

(MM) A intersec¢io de X com o conjunto dos pontos de torsao de
J(X) é finita, ou a intersec¢do de X com o conjuntos dos pontos
de uma variedade abeliana A em que X esteja imerso é finita,
exceto se X é transladado de uma curva eliptica.

Em 1960, Lang considerou uma situagio andloga para corpos de fungoes,
chamada relativa:

(L) Sejam K um corpo de funcoes sobre um corpo Ky de carac-
terfstica @ e €' uma curva sobre X de genus > 2. Entao C(K) ¢
finitc ou C ¢ isomorfa a uma curva Cp definida sobre Kj e to-
dos os pontos de C(K) ezcete um nimere finito correspondem
a pontos de Cy(Kj) sob esse isomorfismo.

A demonstragio de Manin em 1963 teve que ser corrigida posteriormente,
mas é importante notar que ji fazia uso de corpos diferencialmente fechados.
A dltima conjectura de Lang tomou forma em 1965:

(ML) Scjam S uma varicdadc scmi-abcliana definida sobre um corpo
dc caracteristica 0, X uma subvaricdadc de S ¢ I' um subgrupo
de gradacdo finita de S. Entdo X NT é uma unido finita de
transladados de subgrupos de S.

A dcmonstragdo dessc cnunciado para T finitamentc gerado & devida a Vojta
cm 1996 ¢ a redugdo a cssc caso havia sido feita por McQuillan no ano antcrior.
O caso abcliano ¢ dc grupos finitamentc gerados data de 1994 por Faltings.
Quando S ¢ abcliana ¢ T' ¢ scu grupo de pontos dec torsdo, o cnunciado corres-
pondc a Conjectura de Manin-Mumford, demonstrada por Raynaud c cstendida
por Hindry.

Estamos em posicio de decifrar a férmula que ilustra a capa de [MTAG].
Pela Proposigao 6.3.3, o enunciado (ML) afirma que existem i,...,vm €[ ¢
subvariedades abelianas de 4 taisque v; + B; C X e
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m

INX(K)=|J(n+B(XK)NT).

i=1

Argumentemos que (ML) implica (M). Seguindo a nomenclatura em (M),
seja A a variedade jacobiana de C, também definida sobre K. Pelo Teorema de
Mordell-Weil, A(Kj) ¢ finitamente gerado. Ora, C(Ky) = C'NA(Kj), de modo
que (ML) implica que o fecho de C(K) é uma unido finita de transladados de
subvariedades abelianas de A. Se todas forem triviais, C(K) é finito. Se nao,
como a dimensao de C é 1, o préprio C(K) é um desses transladados e, portanto,
tem genus 1, contradicdo.

Observemos que, com esses enunciados, (M) e (ML) falham em caracteristica
p > 0. Suponha X uma curva de genus > 2 sobre o corpo primo F, de p
elementos e A sua jacobiana. Sejam Ky o fecho algébrico de Fj,, ¢ um ponto
Ko-genérico de X, K = Ky(t) e I' o subgrupo de A(K) gerado por {t?" |n € N}.
Pelo Teorema de Lang—Nerén, I é finitamente gerado e X NI nao pode ser uniao
finita de transladados. Analogamente, X(K) — X(Kjp) é finito.

Uma versao possivel, devida independentemente a Grauert e Samuel em
1965, tira a condigdo problemadtica:

(GS) Se Kjp é um corpo algebricamente fechado de caracteristica p >
0, K é uma extensdo finitamente gerada de Ko e C' é uma curva
de genus > 2 definida sobre Ky que ndo é fracamente isomorfa
a uma curva sobre Kj, entao C(K) ¢ finito.

Para enunciar a versdo proposta e demonstrada em [Hrushovski], devemos
fazer a convencao usual de que os objetos que buscamos sio “especiais”:

Defini¢ao 9.1.1. Suponha que Ky C K sao corpos e S ¢ uma variedade
semi-abeliana definida sobre K. Uma subvariedade X de S é especial com
respeito a K se existem um subgrupo algébrico S; de S, uma variedade semi-
abeliana Sy definida sobre Kg, uma subvariedade X, de Sp definida sobre Ky
e um homomorfismo racional h : S; — Sp de grupos algébricos tal que X =
h=!'[Xo] + ¢ para algum c € S.

Em particular, uma subvariedade especial é um transladado de um subgrupo.

(H) Sejam S uma variedade semi-abeliana definida sobre um corpo
de caracteristica qualquer, X uma subvariedade de S e ' um
subgrupo de gradagao finita de S. Entao existem subvariedades
especiais X,..., X, de S taisque XNI' C X, U...UX, C X.
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Um caso particular é devido a Buium. O enunciado para caracteristica po-
sitiva é devido a Abramovich e Voloch; frisamos que, anteriormente & demons-
tracdo de Hrushovski, a validade de qualquer enunciado geral em caracteristica
positiva era desconhecido.

Novamente, observa-se que (H) implica (ML).

9.2. O enunciado modelo-tedrico

Esta seqdo nao é pré-requesito para a préxima: devotamo-la a estudar o
capitulo [Pillay B], que demonstra a equivaléncia dos enunciados (ML) e

(P) Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0,
S uma variedade semi-abeliana sobre K ¢ I' um subgrupo de
gradacao finita de S. Entao Th(K,T,(a)sex) é estdvel e T é
um-baseado.

cujo ambiente natural é a Teoria dos Modelos. Observamos que a estrutura

(K,T,(a)ack) constitui-se do corpo K, para o qual subentende-se a linguagem

dos anéis com unidade, de T’ subgrupo de S, por sua vez contido em K™, ou

seja, I' é uma relagdo n-dria sobre K, e dos elementos de K como constantes.
Diferimos de [Pillay B] nesta

Definigao 9.2.1. Sejam K corpo algebricamente fechado, G grupo algébrico
comutativo sobre K e I' um subgrupo qualquer de G. A tripla (K,G,T) é do
tipo de Lang se, para toda subvariedade X de G sobre K, X NT é unido finita
de transladados de subgrupos de G.

Assim, (ML) diz que, se K tem caracteristica 0 e T' é um subgrupo de
gradagao finita de S variedade semi-abeliana sobre K, entéo (K, S,T) é do tipo
de Lang. Provaremos o

Teorema 9.2.2 (Pillay et al.). Scjam K corpo algebricamente fechado, G
grupo algébrico comutativo sobre K e I' subgrupo de G. Entao (K,G,T) é do
tipo de Lang se e somente se Th(K, T, (a),ek) é estdvel e I’ é um-baseado.

Nao aplicaremos a delimitagao usual Demonstragdo—QED, porque o racioci-
nio contera resultados intermerdidrios de destaque.

Inicialmente provamos a implicagio inversa. Suponha X subvariedade de S™.
Entao XNI'™ é definivel na estrutura (K, I, (a)qeek)- Por hipétese e a Proposicao
5.4.4, XNI' é combinagio booleana finita de transladados. Mostra-se que o fecho
de Zariski (em um grupo algébrico comutativo) de uma tal combinacao é uma
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uniao finita de transladados laterais de subgrupos algébricos, bastando aplicar
a Proposigao 6.3.3.

Dedicamo-nos agora & implicacao direta. Sejam 9 = (K, S, T, (a)eek),
T = Th(M), T = (T',(X NI'")x) em que X percorre os subconjuntos de S™
definiveis com parametros em K. Assuma (K, G,T) do tipo de Lang.

Lema 9.2.3. Ty = Th(I") é um-baseada.

Demonstracao: Qualquer subconjunto X de G definivel sobre K é com-
binagao booleana finita de subvariedades irredutiveis X; de G. Entao X NT
¢ uma combinacdo finita dos X; NT. Como (K,G,T) é do tipo de Lang,
X;NT =J,;(C;; NT) em que Cy; é um transladado de um subgrupo algébrico
G;j de G. Assim, cada definivel em T' é definivel no reduto I'p = (T, (BN T)p)
em que B percorre os subgrupos algébricos de G. Sabe-se que toda férmula de
Th(Ty) equivale a uma combinagao booleana de férmulas primitivas positivas.
Em particular, todo conjunto definivel é combinagdo booleana de transladados.
Entao Th(I'o) e também Th(I') é estivel e um-baseada.

QED

Seja & > |T| tal que Ty é k-estdvel. Seja M modelo de T saturado com
|N| > k. Entao MM < N = (K;,G1,T'1,(a)aek). Tome I'y = (T'y, (Y NT1)y)
em que Y percorre os subconjuntos de G(K) definiveis com parametros em K.
Entao I' < I';.

Seja aclg(-) o fecho algébrico como corpo (field).

Lema 9.2.4. Se B C N, |B| < k, entao existe C C I'y, |C| < &, tal que, para
todos a, az € T’y com mesmo tipo sobre C em I'y, existe f : acly(BUKUT';) —
acly(B U K UT) satisfazendo

(i) f fixa os elementos de B, K, C.

(ii) flr, é automorfismo de I';.

(iii) f é (parcial) elementar em (K1, G1, (@)ack)-

(iv) fa1) = as.

(v) Para todos ¢,d € N — acly(BU K UT) existe automorfismo g de 91 que
estende f e g(c) = d.

Demonstragio: Tome B’ = BU K. Para cada upla b de B’, seja C, um
subconjunto finito de Ty tal que o tipo de b sobre I'y em (Ki,G1,(a)aek) €
definivel sobre Cj (existe pois Th(K),G}) ¢é w-estavel). Seja C = |J, Cb, com
|C| € k. Sejam a,, ay como no enunciado: tome f, automorfismo de I'y que fixa
os elementos de C e fi(a1) = as.

Verifiquemos que, para qualquer upla b de B’ e qualquer upla a de 'y, (b, a)
e (b, fi(a)) tém o mesmo tipo em (K),Gy,(a)ack). Suponha ¢(z,y) férmula
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da linguagem de (K, G1, (a)eck)- Existem upla c de C e férmula #(y, z) dessa
linguagem tais que K; = ¢(b,a) & K; | ¢(a,c). Mas ¢y NI é P-definivel
em I';. Como f; é elementar em I'y, temos K = 9(a,c) & K;i = ¥(fi(a),c),
donde K |= ¢(b,a) < K; = &(b, fi(a)), como desejado.

Seja fo : B'UT'; — B’UT que estende f; e é a identidade em B’. Entao f,
é elementar em (K1, Gy, (@)uek)- Seja f extensdo de f, a uma permutacio ele-
mentar (em (K3,G1, (a)aek)) de acly(B'UT). Entao f satisfaz (i)-(iv). Dados
¢,d € N —acly(B'UT,), f estende-se a um automorfismo g de (K, Gh, (a)aek)
com g(c) = d. Como g fixa I'y, é automorfismo de N. QED

Como T é k-estdvel, também o é T. Se M = (K1,G1,T, (a)ack) F T,
entdo qualquer subconjunto de I'? definivel em I é definivel em I';. Do fato
e do primeiro lema, I' é um-baseado para T'. Isso conclui a demonstracio do
teorema.

A verificagdo da Conjectura de Lang produz, entao, uma cole¢ao de teorias
estveis Th(K, T, (a)sek). [Pillay B] credita esta conseqiiéncia da demonstragio
a uma observagao de Poizat:

Proposicao 9.2.5. Suponha D conjunto fortemente minimal, T' subconjunto
arbitririo de D™. Seja I' = (T, (X NI'™) x) em que X percorre os subconjuntos
definiveis de D™™, qualquer m € N. Seja I'' = (T, (Y)y) em que Y percorre 0s
subconjuntos definiveis de I'™ em (D,T'), qualquer m € N. Entao I’ e I tém
as mesmas relagoes §-definiveis.

9.3. Demonstracao do enunciado (H)

Esta segdo demonstra o enunciado (H) da Conjectura de Mordell Lang.
Nossa apresentacdo combina o artigo original [Hrushovski] e a exposigdo em
[Bouscarcn B], mas hd também um rotciro minimo no final de [Pillay 97].

A dcemonstragio cm si ¢ feita para um caso extremamente particular, ao qual
se reduz previamente o enunciado geral. Desse modo, como na segdo anterior,
os raciocinios nao estao delimitados pelo usual Demonstra¢ao—QED.

Seguiremos a linha original de [Hrushovski], ao apresentar paralelamente as
demonstragoes para os casos de caracteristica 0 e positiva, j4 que muitos enunci-
ados sdo os mesmos quando as hipéteses sao adequadas. Em [Bouscaren B, as
variedades estudadas sao abelianas e os casos sao tratados isoladamente: o de
caracteristica 0 é apresentado em maiores detalhes e o de caracteristica positiva
¢é posteriormente roteirizado.

A primeira redugao consiste em considerar, no enunciado (H), o fecho de
X NT escrito como unido de suas componentes irredutiveis: cl(X NT) = X; U
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...U X,, em que cada X; é um fechado irredutivel, portanto subvariedade.
Note que cl(X NT) NT C cl(X NT), enquanto de X NT C cl(X NT) NT vem
(X NT) Ccl(e(X NT)NT), concluindo-se que cl(cl(X NT)NT) =cl(X NT).
Assim,

mas cada cl(X; NT) C X;. Suponha que cl(X; NT') esteja propriamente contido
em X;: entao X; —cl(X;NT) é um aberto ndo-vazio de X;, portanto denso e seu
fecho é X;. Porém X; —cl(X; NT) Cc(XNT) =cl(XyNID)U...Ucl(Xp NT),
de modo que X; —cl(X; NT) C UU;; cl(X;NT) € U, 4; X; fechado. Tomando o
fecho, obtemos X; C | J ;4: Xj € entao existe j # i tal que X; C X, contrariando
o Fato 6.1.1. Desse modo, cada cl(X; NT) = X;, ou seja, X; NT" é denso em
X;. Como precisamos apenas que cada X; seja especial para aplicar o Corolario
6.3.4, basta demonstrar o

Teorema 9.3.1 (Hrushovski). Sejam Ky C K corpos algebricamente fecha-
dos, S uma variedade semi-abeliana sobre K, X uma subvariedade de S e I" um
subgrupo de gradacdo finita de S. Suponha que X NI é denso em X. Entao X
é especial com respeito a Kp.

Apresentamos agora uma reduc¢io devida a Buium. Tome S, X, Ko, ' como
neste enunciado e tome L uma extensdo finitamente gerada de Ky tal que S, X
e um conjunto de geradores de I' estao definidos sobre L.

Em caracteristica p, [L : LP] é finito e (,,cn LP" = K,, de modo que o
mesmo vale para um fecho separavel K de L. Tome I',, = p"S, de modo que
Mnen I'n tem dimensao finita. Entao T'/p"T é finito e I intersecta apenas um
nimero finito de classes laterais de I',,, de modo que alguma classe lateral de
I, intersecta X em um conjunto denso.

Em caracteristica 0, dotamos L de uma derivada para a qual Ky é o corpo de
constantes e tomamos K um fecho diferencial de L. Buium mostrou que existe
um subgrupo de S de dimensao finita contendo T

Adiantamo-nos e consideramos a Observacao 5.8 de [Hrushovski], ou a Subse-
¢do 2.1 de [Bouscaren B]. Tomaremos K’ uma extensao elementar | K|*-grande
de K e K} o corpo de constantes de K’ se a caracteristica é 0 ou Ky =
Muen (K')P" se a caracteristica ¢ p. Temos Ko C Kj. Provaremos o teo-
rema com K’ e K} em vez de K e Kj: existem S] uma subvariedade grupo de
S" = S(K'), uma variedade semi-abeliana Sj definida sobre Kj, uma subvari-
edade X}, de S} definida sobre K{ e um morfismo bijetor A’ : S] — S’ tal que
X = af+ (h")71X{).
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Verifiquemos que podemos voltar ao enunciado original com K e Ky. Como
K ¢ algebricamente fechado, por rigidez S| também ¢ definida sobre Kg. A
afirmagdo “h’ é um morfismo bijetor de S| em S’ com subvariedade X{, defini-
dos sobre Kj tal que X = aj + (h')7![X{]” corresponde a uma sentenga com
constantes em K’ necessérias para definir &/, S, B, X, lembrando que K ¢ de-
finivel em K’. J4 que K < K’, podemos considerar as variedades e os morfismos
definidos pelas férmulas em K.

Notamos que K’ é grande em um cardinal maior que o do conjunto de
parametros necessarios para definir todos esses conjuntos e fungoes.

Desse modo, é suficiente provar o

Tcorema 9.3.2 (Hrushovski). Assuma tais condi¢oes para K, ¢ Ky o corpo
de constantes de K se a caracterfstica for 0, ou Ky = {,cn KT se a carac-
teristica for p > 0. Sejam S uma variedade semi-abeliana definida sobre K e
X uma subvariedade de S. Seja I' um subgrupo infinitamente definivel de S de
dimensao finita. Assuma X NI denso em X. Entao X é especial com respeito
a KO.

Trabalharemos agora sobre este enunciado, assumindo os lemas técnicos de
[Hrushovski] que se fizerem necessirios. Podemos assumir que X tem estabiliza-
dor finito, caso contriric quocientamos pela componente conexa do estabiliza-
dor. Seja A o subgrupo conexo maximal semi-pluriminimal de I'. Por hipétese
X NT é denso em X. Tome Y um definivel contido em X NT tal que Y é denso
em X e de posto e grau minimos. J4 que X é irredutivel, se Y =Y; U...UY,
entdo um dos Y; tem que ser denso em X, concluindo-se que o grau de Y é 1.
Além disso, se Y’ é um subconjunto de Y de mesmo posto, entdao Y’ é denso
em X, id que seu complemento nao pode ser.

Observe que, se translacdo por um elemento a estabiliza ¥ no sentido de
RM(Y N(a+Y)) =RM(Y), cntao o fecho dc Y N(a+Y) precisa ser X. Como
X N (a+ X) ¢ fechado ¢ contém Y N {a+ Y), o clemento a cstabiliza X como
um conjunto. Entdo o estabilizador “posto” de Y estd contido no estabilizador
“conjunto” dc X c¢ ¢ finito.

Portanto, um subconjunto dc Y dc mesmo posto cstd contido cm um trans-
ladado ¢ + A. Em particular, (¢ + A) N X & denso em X. Substituindo X por
X - ccT por A podcmos assumir que I' é semi-pluriminimal.

Escreva A como uma soma de subgrupos ortogonais 4; semi-minimais. Seja
B a soma de todos os 4; nao localmente modulares, e C' a soma dos demais. Se
A;, A; sdo nao localmente modulares, entao sao ndo ortogonais a Ky, e portanto
entre si, donde i = j. Entao B ¢é semi-pluriminimal. Y estd contido em um
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transladado de B. Novamente por translagao, podemos assumir que ¥ C B.

Seja G o fecho de B. Entao G é uma subvariedade grupo de S, contendo X
fecho de Y. Suponha que existem um grupo algébrico Sy definido sobre Ky e um
homomorfismo racional bijetor h : G — Sy definida sobre K e h[B] = Sp(Ko).
Entao Sp é semi-abeliana. Seja Xy o fecho de h[Y]. J4 que h[Y] C h[B] C
So(Kp), temos Xj definida sobre Kj. Claramente h~[X,] contém X. J4 que h
é bijetor, h™1(Xo) = X.

Assim, basta mostrar que Sy e h existem:

Proposigao 9.3.3. Sejam S uma variedade semi-abeliana definida sobre K ¢ A
um subgrupo definivel semi-minimal de S, denso em S. Entao ou A é localmente
modular ou existe um grupo algébrico H definido sobre Ky e um homomorfismo
racional bijetor h: S — H com h[A] = H(Kj).

Demonstragdo: Assuma que A ndo é localmente modular. Existem um
grupo algébrico H definido sobre Ky e um homomorfismo de grupos definivel e
sobrejetor hy : A — H(Kp) com nicleo finito com, digamos, n elementos. Dado
y € hy[A], existe z € H com y = hy(z); defina go(y) = nz, bem-definido porque
se hi(z) = hy(2') entao x — 2’ estd no nicleo de hy e n(z — z') = 0. Vemos que
go é um homomorfismo sobrejetor. Mas o conjunto dos pontos de n-torsao de
H é finito, de modo que g tem niicleo finito.

go ¢ uma fungdo quase-racional. J4 que hy[A] é denso em H, gy define
um homomorfismo g : H — S. Seja R o menor subgrupo fechado de H com
H/R semi-abeliano. Entao R estd definido sobre K. H/R é fortemente rigido,
donde (Kerg)/R estd definido sobre Ky e também Kerg estd. Ja que Ky é
algebricamente fechado, existe um grupo algébrico H' definido sobre Kj e uma
funcao sobrejetora quase-racional f: H — H’ com nicleo Kerg. Obtemos uma
funcio quase-racional induzida ¢’ : H' — S com g = ¢'o f. Como f leva H(Kj)
a H'(Kj), podemos assumir que Kerg é trivial.

A imagem g[H] contém A, que é denso em S, de modo que g[H] = S. Seja
h a inversa de g. Entao h é quase-racional. Compondo com uma poténcia
da funcao de Frobenius e alterando H apropriadamente, podemos assumir h
racional. QED

Tradicionalmente, um ltimo parigrafo deve ser dedicado a novos horizontes.
A existéncia deles, nesta expedicao de Hrushovski, é excepcionalmente nitida.
Em Geometria Algébrica, Teoria dos Modelos “interna” ou qualquer outro ramo
da Matemdtica, as ferramentas que apresentamos tém aplicagao crescente. Nao
a explicitaremos, porém: convidamos o leitor a buscé-la ou crid-la em qualquer

topico que lhe chame a atengao.
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