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Apresentação

A Geometria Diofantina, cujo objetivo maior é estudar soluções inteiras de
sistemas de equações polinomiais, é um dos ramos mais antigos da À/matemática.

As técnicas e raciocínios que utiliza transformaram-se ein dois nülênios e atual-
mente provêm, em pane, da Geometria Algébrica teoria comiderada por
muitos colmo o topo unificador da b/latelnática e que já conta mais de um século.

Por outro lado, a Traria dos Modelos tem toda a sua história nos últimos no-
venta anos, com origem em considerações sobre questões da Lógica h/latemática

que exploram as relações entre teorias e seus modelos. Os estudos da geometria

interna aos modelos e dos espaços de tipos, que motivam a Estabilidade, inicia-
ram uma torrente de contribuições originais a todos os ramos da Â/matemática,

em particular à Geometria Diofantina.
A Lógica moderna já contribuíra à Traria dos Números em 1970, por exem-

plo, quando &latiyasevich resolveu negativamente o 10a problema de Hilbeit.
Um outro problema "diofantino" clássico, a Conjectura de Mordell--Lang, foi

satisfatoriamente resolvido por meios próprios da Geometria Algébüca. Trata,

essencialmente, da finitude de um conjunto de soluções; "Soam S uma variedade

senil-abeliana deíiúda sobre um corpo de característica 0, X uma subuariedade

de S e I' um grupo de divisão de um subgrupo finitamente gerado de S. Então

x n I' é uma união finta de transladados de subgrupos de S." Nenhuma nova
solução, baseada apenas em truques lógicos, seria de interesse. A/las conceitos

como variedades algébricas e sua clinlensão têm correspondentes adequados em

Teoria dos A/modelos, a Conjectura de Mol'dell Lang equivale ela mesma a um
enunciado de Estabilidade e, como Ehud Hiushovski concluiu em 1996, pode sei'

provada de modo uniforme e mais abrangente na nova teoria, com métodos úteis

a próximos desafios. Cumpre notar que, em característica positiva, trata-se de
um resultado inédito.

Esta dissertação estuda a nova abordagem.
Dividimos o texto em duas partes. A primeira introduz um subconjunto su-

ficiente da Teoria dos Modelos para esse estudo. Entretanto, não apresentamos

Duelos temas da teoria, de que apenas citamos alguns: omissão de tipos, estru-

ttuas o-minintais, seqüências de indiscetníveis, ultrapodutos, pack-aria-/arfa e a

teoria geral de Estabilidade.
O capítulo introdutório apresenta uma formulação da Teoria dos Nlodelos

que não é necessariamente a dais simples, Dias sim versátil. Desse modo, não
nos furtanlos a de6nir Mrmüas e mtruturas e fundar todo o resto nessa escolha
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"clássica" e algébrica. Embora heqüentemente artigos sumarizem a teoria eni
termos mais abstratos e geométricos, destacando conjuntos definíveis como ele-

mentos básicos, tal norma "moderna" ainda não é suâcientemente presente nos

limos-texto a que se recorte muitas vezes, seja para este estudo em pa'ticular
ou por motivos genéricos. Ein outras palavras, a linguagem "clássica" é ainda

universal, porque também sustenta a "moderna"
Também no primeiro capítulo, tomamos contato com o exemplo que nos

acompanhará por todo o texto: a teoria .A(7F dos corpos algebricamente incha-

dos. Contrariamente a outras classes específicas de corpos, sobre as quais toda
a teoria será concentrada em um capítulo específico, essa é familiar à formação
básica de todo matemático: optamos então por destacar seus atributos modelo-

teóricos ao longo do texto, concomitantemente às definições genéricas que satis-

faz. Além disso, não perdemos a oportunidade de comentar outras linguagens
de categoHas da Algebra.

Finalmente, esse capítulo apimenta os conjuntos definíveis e suas álgebras

de Boole, e os tipos como conjuntos de fórmulas ou pontos dos espaços de
Stone dessas álgebras. Destacamos as relações entre esses objetos e a topo-
logia adequada aos espaços de tipos, porque é importante familiarizar-se com
tais conceitos. Concluímos com a construção do chamado "modelo monstro" ,
uma entidade tratada de modo folclórico na literatma, mas difícil de encontrar
explicitamente. 'lYata-se de uma estrutura com excelentes propriedades, resu-
nüdas em saturação (realização de tipos) e homogeneidade forte (existência de

automor6smos) em um cai:dinal pré-estabelecido, mas arbitrário.
Damos grande destaque a raciocínios envolvendo a adição de constantes a

linguagens uma técnica simples e onipresente de que desçamos impregnar
o leitor. Por outro lado, omitimos as demonstrações de alguns resultados que
podem ser encontradas facilmente, por exemplo os Teoremas da Compacidade
e de Lõwenheim-Skolem e a eliminação de quantificadores de .A(7F.(Além das

referências que indicamos, aproximadamente compatíveis com nossa exposição,

incentivamos o leitor a procurar outras suas favoritas.) A Compacidade, em par-

ticular, é melhor apreciada quando usada em vez de demonstrada: são muitos
os argumentos, na literatura, que dizem apenas "por compacidade" e referem-se

ou à saturação de uma estrutura ou ao próprio teorema, com diversas con-
seqüências que demonstramos. Podemos dizei que il Compacidade, principal
motor da Traria dos b/modelos, desempenha uin papel análogo (e mais vital) ao
do Teorema de Hahn--Banach em Análise Funcional.

Optamos por apresentar o posto de À'lorley bastante precocemente, no se-
gundo capítulo, porque se faz presente em toda a exposição posterior, enquanto
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por si só não tem pré-requesitos. Assim, agrupantos futmamente cada definição

com o estudo pertinente do posto -- exceção sen(to os definíveis fortemente
mininiais, já deânidos no Capítulo 1, com breve caracterização pelo posto. Se-

guimos a corrente moderna que define primeiramente o posto e o grau de À/lorley

de conjuntos definíveis e associa o posto e o grau de tipos pot algumas equações

versáteis; depois explicamos brevemente como entender o posto topologicamente

nos espaços de tipos.

Esse capítulo segue um roteiro simples para o estudo da Estabilidade e Omite
algumas demonstrações que não se relacionam às técúcas que desenvolvemos.

Caiu a meta de brevidade, também adotamos uma linha secundária na apre-
sentação dos conceitos de deviação (/orAáng) e independência e tipos desníveis
e herdeiros, baseada em posto e carregada de "lemas técnicos" , mas suâciente

aos nossos piopositos. Entretanto, apresentamos no pióprío texto referências

pala ouviu abordagens.

O Capítulo 3 estuda principalmente o importante fecho algébrico acl(.), uma
generalização do fecho homónimo de corpos. Embora o fecho em si possa ser

definido e estudado já no primeiro capítulo, considerações mais so6sticadas en-
volvem o posto de tipos de Morley, comparando-o com a noção de dimensão que

surge geometricamente. As noções de independência via posto e via fecho são
identücadas. O conhecimento dos conjuntos definíveis é novamente enriquecido

com o conceil;o de oitogonalidade.
O próximo capítulo apresenta o mais importante conceito, a nosso ver, do

texto e de toda a Teoria dos Modelos: a interpretação. Â/tais uma vez, optamos
por isola-lo em uin capítulo específico e estudar suas propriedades, embora só
requeira para sua definição o conhecimento básico do Capítulo 1. Esse é o

contexto adequado para enunciarmos a Conjectura de Zilber, que afirma que os
corpos algebricamente fechados já respondem pela maioria das interpretações.

Acrescenta-se à noção de interpretação a construção geral "eq" , que permite

paiafrasear a noção geométrica de "modularidade local" do capítulo anterior
em termos inerentes à Estai)ilidade.

A primeira parte encena-se com o estudo dos grupos totalmente transcen-
dentais. Comiderai3ios apenas esse caso especí6lco dos grupos estáveis, um dos

desenvolvimentos mais surpreendentes da Estabilidade, porque o tratamento
e o uso fundamentam-se sobre o posto oidinal. Desse modo, organizamos a

seqüência de demonstrações e seu conteúdo de um modo levemente distinto da
tradicional.

Apresentei a Conjectma de Mordell-Lang e sita demonstração niodel(»teóri-
c?\ é o ob.jetivo da segunda parte. Sua estruturação é bastante diferente: embora
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seu primeiro capítulo também se concentre em definições e resultados impor-
tantes, restringe-se às categorias relacionadas à conjectura. Os dois capítulos
seguintes desenvolvem o maquinaria necessário à demonstração e podem ser omi-

tidos em uma primeira leitura para que se proceda imediatamente à discussão

da conjectura, no quarto e último capítulo.
A primeira seção desse primeiro capítulo apresenta as novas definições com

que ttabalhmemos e seu exemplo mais importante: a topologia de Zariski. Neste

momento, os corpos algebricamente fechados, que nos acompanharam por todo
o texto, mostram sua importância: o JVÜZZsteZlensatz de Hilbert é essencialmente

análogo à modelo-completude; o Teorema de Tmski Chevalley é essencialmente

análogo à eliminação de quantificadores. A segunda seção é um resumo de Geo-

metria Algébrica no que concerne a deânição de vaüedades, corpos de funções
e dimensões entre outros, send) brevíssimo em alguns momentos. A terceira
seção apresenta algunls resultados necessários e a quarta relaciona esse material

ao de Traria dos Modelos, comparando novamente definibilidade e dimensão e
posto de Moiley.

O próximo capítulo analisa o artigo de Hrushovski e Zilber que introduz
uma importante classe para a qual é verdadeira a Conjectura de Zilber. Esse
artigo merece uma dissertação específica por sua importância intrínseca; aqui,

limitam(anos a apresenta uln roteho para sua leitura e contrastar seus pré-
iequesitos com nosso estudo, para adotarmos seus resultados.

Os corpos diferencialmente ü:chados e separavelmente fechados, tão impor-
tantes na teoria geral e para nós quanto os algebricamente fechados, são aqui
definidos e estudados em bloco. De fato, selecionamos apenas os resultados

necessáüos e referimo-nos a outros textos para demonstrações e detalhes. Por
isso, optamos por in)ferir este capítulo como pré-requesito em vez de agrupa-lo

na primeira parte e novamente sugerimos que ambas as classes sejam estudadas

em dissertações próprias.

Finalmente, o último capítulo apresenta as diferentes versões da Conjectura

de h/lordell-Lang para esta primeira seção, os dois capítulos anteriores não
são necessáüos --, inclusive a equivalência com tun enunciado modelo-teórico.
Não poderíamos concluir de outro modo que demonstrando a conjectura poi
meio de todo o material desenvolvido.

O pequeno número de referências bibligráücas permite-nos identiâcá-las com

o sobrenome do autor por extenso, seguido de algum rótulo adicional se ne-

cessário. Entendemos que, desse modo, associamos a referência ao autor(enl
vez de um punhado de letras) e facilitados sua identificação visual. Sugestões de
textos básicos em cada assunto são apresentadas simultaneamente à introdução
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do assunto.

A referência que foge a todas as regras acima é [MTAGj. Essas notas, que
guiaram a vedação desta dissertação, são o produto escrito de um seminário

realizado em Nlanchester em 1994 para expor e contextualizar o ti'abalho de
Hrushovski. Durante o processo de redução, porém, distanciado-nos estetica-
mente e tecnicamente de IMTAGI, preservando apenas trechos que se adaptavam

à nossa apresentação. Por exemplo, não adotamos a construção de IZieglerl de
um modelo monstro constituído de classes próprias, e em geral trabalhamos em
uma estrutura qualquer, não necessm'lamente grande.

Adoramos resultados e raciocínios de IChang, Keislerl, IHodgesl e IPoizat ll,
entre outros, a quem creditaremos algumas "inspirações" . Ein algumas ocasiões,

apoiamo-nos consideravelmente em IMarkerl , que também desenvolve o conteúdo

de [MTAGI.
Tal mesclagem possibilitou pequenas inovações em demonstrações e especial-

mente ua ordenação do material.

Infelizmente, na guerra entre lemas técnicos e exemplos so6sticados, estes
perderam uma batalha neste texto. Além de culpar a urgência da redução da
dissertação, também explicamos que boa parte de seu conteúdo era novo ao
autor, até mesmo as seções de tipos e modelo monstro do primeiro capítulo. Na
ânsia de certificarmo-nos da corretude do que expunhamos, restringim(»nos aos
exemplos necessários pma a conclusão do estudo.

Mesmo antes ou fora do curso de Mestrado, muitos contribuíram para o
progresso do autor e desta vedação. Preferimos recorda-los de modo excito ao
discorrer imprecisamente aqui; a todos o nosso agradecimento. Destacamos

apenas, dentre essas contribuições, a orientação do Prof. ]àancisco Miraglia,
a participação atiça dos Proas. Ricardo Bianconi, A/larcelo Esteban Coniglio e
Marmelo Fingem em i-fossas bancas de defesa e qualificação, e o apoio da FAPESP
na forma de bolsa de mestrado com reserva técnica.

Introduzimos agora informações úteis por todo o texto:

Pré--requesitos

Na Teoria dos h/modelos, faz-se mais uso da Teoria dos Conjuntos moderna
que em outras áreas da À/latenlática. Isso torna necessário fixar alguma teoria

dos coÜuntos: trabalharemos com ZF(7, a Teoria dos Conjuntos de Zermel(} =
IQaenkel com o Axioma da Escolha, e as deânições usuais de n-uplas ordena-

das, relações, ordinais e cardinais, entre outras. Níais precisamente, elegemos o

Apêndice A de IChang, l<eislerl como o material adequado, de modo que nossa
teoria dos conjuntos corresponde àquela usualmente vista nos cursos de gra-

duação. O Capítulo 8 de IPoizat ll e o Apêndice A de INlarkerl também são
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bastante informativos.

Também usaremos recursos de Álgebras de Boole. Em geral, as definições e
resultados necessários já se encontram nos limos de Teoria dos Modelos; a Seção

6.2 de [Hodgesl ou, em ]Chang, Keisler], os Exemp]o 1.4.3 e Proposição 4.1.1 e
os comentários que os seguem, além do Exercício 1 .4.9. O leitor deve atentar

especificamente para os conjuntos "com a propriedade de intersecção finita" ,
"filtro(próprio)" e "ultrafiltro" , todos não-vazios, e que cada um estende-se

ao próximo pelo Lema de Zorn. Estas formulações equivalentes do conceito de
ultrafiltro serão de uso frequente: (i) Htro próprio maximal; (ii) filtro a que
um elemento pertence se e somente se seu complemento não;(iii) filtro próprio
("primo") que, contendo a união de dois elementos, contém ao menos um deles.
Ao considerar os con.juntos de tipos como espaços de Stone, detalharemos as

propriedades necessárias.

Uma combinação booleana é finita, ou seja, obtida por um número anito de

operações sucessivas de união, intersecção e complementação sobre os conjuntos

originais, ou de disjunção, conjunção e negação no ca«) de hrmulas.
Ao fazermos recurso ax inçado a tópicos de Tipologia ou Álgebra, apresen-

taremos localmente os conceitos e as referências apropriadas, bastando para a
leitura os conhecimentos dos currículos de graduação.

Notações e convenções

Os símbolos N, Z, Q, R, C denotam respectivamente os conjtmtos de números
naturais, inteiros, racionais, I'eais e complexos, considerados cada um como
a extensão natural dos anteriores. Esses símbolos também representarão as
estruturas algébricas e de ordem usuais com tais domínios. Incluímos o zero
em N, de modo que N e w são precisamente o mesmo conjunto- O símbolo *

aplicado a qualquer desses colljuntos ou a um corpo, representa tal conjunto

sem o zero, ou seja, N* = N -- {O}.
O sinal+ pode denotar soma cardinal ou ordind o sucessor do ordinal

( é ( + 1. Por definição, 0 é um ordinal limite, mas trataremos esse caso sepa-

radamente; ieferimo-nos sempre a oidinais limites não-nulos. O menor cardinal

inânito é co e os cardinais usualmente indicados Ne serão escritos oC. O suces-

sor do cardinal a é a+, de modo que (oe)+ = ue+i. A cardinalidade de um
conjunto X é indicada IXI.

De modo a trabalhar com os postos que de6niremos, int.roduzimos dois
símbolos -- l e oo, que deverão ser interpretados respectivamente como "me-

nor" e "maior" que todos os ordinais, ou seja, 1 < ( < (» paira qualquer
ordinal (. O supreluo de uma classe de ordinais é definido como oo se foi ilimi-

tada e --l se for vazia. Colho l e oo são apenas símbolos, (usas interpretações
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podem sei foimalizadt}.s em ZFC.

Letras não identi6cadas representam números naturais, de modo que ex-
pressões como m. > 1 e r a: s têm seu significado usual, ou seja, m C N* e
s < 1' < o, e índexações ];i, . . . , z. são finittts de l a n, podendo sei vazias com

n = 0. Esta regia, porém, rena muitas exceções. Conjuntos de â$mlulas, por
exemplo, são sempre não-vazios (veja pág. 15), assim como n # 0 quando se
comam Z)l , . . . , 1). C D ou considera-se X"

Índices ordinais transíinitos e elementos de conjuntos-índice gerais serão de-
vidamente apl'esentados.

O conjunto das funções de X a y é indicado y.x. Se / C yx e (aç:)ie/ é
uma seqüência em X, é conveniente deânh .f((zÍ)icl) = (/(zí))ic/.

Escrever por extenso sequências de variáveis ul , . . , Um e n-uplas (al, . . . , a«)

de elementos de uni dontínio heqüentemente transtorno a manipulação de fór-

mulas. Convenciona-se, então, escievel apenas uma leria, sendo o comprimento
da seqüência detern)inado pelo contextos assume-se que as variáveis são dis-

tintas, enquanto que os elementos da n-upla podem não ser. Por exemplo,
]'u@(u,a) abrevia 3ui . . . ]t,. @(UI, . . . ,Um,al, . . . ,a.). Em enunciados e de-

Ênições, explicitaremos tal "contexto" . Se u, u são seqüências de rz variáveis, di-

gamos ul, . . . , Un e ul, . . . , Un i'espectivamente, u = u abrevia i'ealmente ((ul =

«i) A . . . A (u« - ««)).

A n-upla a = (ai , . . . , a) pode representar também o coqunto a = {ai , . . . ,
a.}. Isso é especialmente útil na descrição de conjuntos de parâmetros: Xya

abrevia XUYUlai,...,G.}. Se também b =(bt,...,bk), então ab éa
seqüência (ai, . . . , a., bl , . . . , bÀ;), que podemos indicar também (a, b), ou o con-

junto {ai, . . . , a., bi, . . . , bk}. Novamente, explicitaremos o contexto adequado.

Outras notações serão introduzidas no corpo do texto. Alguns símbolos estão
relacionados noinício do Índice.

Cuidado: textos de Teoria dos hlodelos em geral escrevem "modelo A/" e
"conjunto de pmãmetios .A Ç Ã/" , sendo exceções IChang, Keislerl e IHodgesl.

Usaremos "está'utuJa 2t com domínio ..'!" , sempre o domínio indicado pela le-
tra itálica correspondente, e "conjunto de parâmetros X Ç A" . Optamos pela

antiga graça para ressaltar visuahnente os conjuntos que são domínios de cstru-
twas.

Em gcittl, m) indicarmos 21, Hi, B , C, assumimos que são todas cstiutulas ade-

(suadas pala a nlcsnia linguagem, exceções feitas na definição de interpretação e
na construção "cq" e no estudo de geometrias de Zariski. Tanlbéin geralmente,

\o tiabalhai' com coiljmltos de brniulas, consideraremos uma única li1lguagem

e as estruttuas ttpropriadas. Um tal con.junto define a linguagem dos símbolos
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que ocorrem em suas fórmulas, ou seja, a menor linguagem em que pode ser es-
crito. Finalmente, quando se trabalha com diversas linguagens, mencionam-sc

seus símbolos comuns: evidentemente, assume-se que tenham também a mesma

aridade e a ljiesma interpretação.

Usa'erros o mesmo operador cl(-), que abrevia em inglês cZoszire, pala o
fecho combinatória em uma pré"geometria e o fecho topológico. Neste caso, a
única obstrução ao uso da barra superior será o comprimento gráâco de alguns
mgumentos.

Invariância

Sejam S Ç X" e .g um conjunto de funções de X em X, isto é, .g Ç Xx
Exphcitamos estas deíiiúções:

(i) S é Jücido por ou ánuaMante sob .g se /ISI = S para todo / C .g. (Em
inglês, S é 6xado settl;áse por .g.) No caso particulm de / ser uma bijeção, a
igualdade equivale a ç C S o/(z) C S para todo z c X"

(ii) Os elementos de S são .filados por ou ínuahantes sob .g se /(z) = ]ç
para todos .f C .g e z C S.(Em inglês, S é fixado poínttüse por g.)

E preciso cuidado, porque, em muitos textos de Teoria dos b/lodelos ou
Algebla, por "S invariante sob .f" pode-se entendem /ISI Ç S ou que os ele-
mentos de S são Êxodos por /.
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l
O ambiente

Descrevemos, neste capítulo, as noções básicas da Teoria dos Modelos e a
obtenção do modelo monstro. Buscamos uma introdução breve: não numera-
mos definições e omitimos algumas demonstrações. O leitor sem experiência

prévia poderá consultar IÀ/tarkerl ou o heterodoxo IPoizat 11, que inclui em sua
definição a estrutura vazia. Os textos honlõnimos IChang, Keislerl e IHodgesl
são referências abrangentes, embora o primeiro não cubra as ramificações anuais

da teoria e o segundo trabalhe com linguagem inânitárias e também a estru-
tura vazia. Um exemplo de como a teoria pode ser compactamente introduzida

em uin artigo é IBouscaren Aj, além dos artigos com que tlabalharemos, como
veremos quando introduzirmos os subconjuntos definíveis.

Construímos a teoria sucintamente, mas incluímos a formalização de termos

e Brmulas. Algumas noções admitem muitas formulações equivalentes, das quais
procuramos as mais simples, embora frisemos e usemos algumas caracterizações
imediatas.

1 1 Tn+rnHI lnãr..
aP e XXU X v \A LA\Ít+v

Para fixar notação e recordar alguns fatos, inicialmente revisaremos o Cálculo

de Predicados de piimeiia Ordem com igualdade. Intioduziremos então a Teoria
dos À/modelos básica e clássica, de modo adequado ao desenvolvimento posterior.

Consideremos a definição de grupo, uln conceito bastante comum em Ma-

temática. Um grupo é um conjunto (nãovazio) munido de uma operação binária
que satisfaz deteiiúnadas piopiiedades, dita de grupo uma delas destaca
a existência de um elemento (constante) neutro. Primeiramente, concentiar-
nos-emos em isolar a "operação" e a "constante", depois enl como expressar

tais "propriedades" e, enfim, descrever como um "grupo" é uma estrutura ade-
quada para usar-se tal vocabulário e porque uma tal estrutura é ou não una
grupo. Poderíamos também optar por outra abordagem: introduzir estruturas
imediatamente depois das linguagens.

Uma /{nguagem L constitui-se de conjuntos /, ./, .K e hinções p : 1 --- N',

y : ./ --, N*. Fazemos coiiespondei um predicado /'. a cada { C /, um operador

/l a cada .j C J, uma corzsfarzle CÀ. a cada k C /{. Como foimdízarcmos a
seguir, o predicado a é p(i)-brio (necessita p(í) argumentos) e o opeiadoi .h é

p(.7)-aria.
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Adoramos como conectivos lógicos a negação -. e a conjunção/\ e como
quantificados o existencial ]. Dispomos de parênteses, o sinal de igualdade= e

uma quantidade iníiMta de variáveis u., n C N.
Definimos agora os terv7tos de L, obtidos por aplicação finita destas regras:

(i) u« e ck são termos, para n C N e k C K; (ii) se tl, . . . , t«(j) são termos, então

/J (tl, . . . , t,(D) é um termo, para j C J.

Definünos então as JómizuZas atómica de L: (i) se f, r são termos, então t = t'

é uma fórmula atómica; (ii) se tt, . . . ,tP(i) são termos, então P,(ti, . . . ,tP(i)) é

uma fórmula atómica, para iC ].

Finalmente, definimos as/ól'muZm Oem-/or'nadas.) de L, obtidas por apli-
cação âúta destas regras: (i) fórmulas atõ«ficas são Mrmulas; (ü) se u é uma
variável e Ó, @ são Mrmu]as, então -.é, (éA@), ]u Ó são fórmulas. Removeremos

ou adicionaremos parênteses às fórmulas como for conveniente; a precedência
usual é n, ], A.

Frisemos o caráter .#nátáHo das regras de formação de termos e fórmulas,
que então têm sempre comprimento Êxito, fundamental para o desenvolvimento
e raciocínio posteriores. Sugerimos que o leitor tenha sempre em vista esse fato.

Uma tarefa que ignoramos é assegurar a ausência de ambigüidades, por

exemplo que o símbolo n e a seqüência ]u diferem, e que a formação de uma
Hrmula é única. Assumimos também que os conjuntos de Mrmulas, de sen-
tenças(que deíiniremos a seguir) e de símbolos(/, J, /O de L foram construídos
como realmente conjuntos de ZFC. VeriÊca-se que tais conjuntos têm a mesma
cardinabdade ILI = maxlo, l.rl, IJI, IKl}, dita o ca dínaZ de L.

Em ]u é, a fórmu]a é é o escapo da quantMcação ]u e qualquer ocorrência

de u em é é dita ligada. Uma ocorrência que não é ligada chama-se Zí?/rE. Se

u:-, . . . , uÍ~ são as variáveis que ocorrem livres em Ó, indica-se @(ui., . . . ,u{.).

Uma fórmula sem variáveis livres é chamada sentença. Futuramente, escrevere-
mos @(ul, . . . , Un) para indicar que as variáveis livres de é são algumas ou todas

dentre ui, . . . , u.. Ao ler esta seção, é um exercício veriâcar que tal ambígüidade

não causa confusão e que o segundo modo, por ser mais geral, é fetais útil.

Embora nãn sqa necessário as definições desta seção permaneceriam ade-

quadas --, suporemos que, em uma fórmula, neüiuma vmiável ocorre simulta-

neamente livre e ligada e tampouco há duas quantificações aninhadas de uma

mesma variável(caso em que a exterior é redundante). Isso facilita a leitura das
fórmulas e simplifica algumas operações, como a substituição.

Introduzimos as abreviaturas clássicas, para @, @ fórmulas e u variável:

(Ó v @) abrevia -.(=@ A =@) disfunção;

(Ó --. @) abrevia --(é A --@) Mpbcação;
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(Ó -, @) abrevia ((@ -. @) A (@ --- Ó)) equivalência;
Vu é abrevia --lu n@ quantificação universal

Se t, t' são teimou, t # t' abrevia n(t = t').
Quando 4' é um con.junto .anito e rzão-vazio dc fórmulas, digamos @ =

{Ói,...,Ó.} com n > 1, então /\© abrevia (ÓI A ... A Ó.) e V® abrevia
(@l V . . . V @.). Esta é uma exceção à convenção de indexações vazias: para

evitar niá-fornaação de f($rmulas(não defilúmos a /órmtlZa uazãa), obrigatoria-

mente íz # 0. A ordem eni que é feita a conjunção não é importante, psique
trabalharemos com fórmulas equivalentes.

O /echo de uma fórmula é obtido quantificando-se uniuer'saZmente todas as
suas vmiáveis livres.

Uma est7wtum ou realização 2t para a qual a linguagem L é apropriada,
ou L-está"'atum, constitui-se de um domínio 4 # 0 e relações R. Ç ..4P(i), i c
/, funções ou operações /a : .A"(j) --. .A, .j C J, e constantes ou elementos

distinguidos c? C .A, k C .K. Cada R?, /ja, ca é uma ánte7pretação de -fZ., /J,ck

resp"vivamente. Escrev'-se 2t = (.A, (Ry)ie/, (/?)jcJ, (cr)üc K).
Associamos a cada variável u. um parâmetro a. C ..4, obtendo uma ualom-

ção z. A valoração obtida de z substituindo-se an por a € '4 é in(facada z(").
Devemos inicialmente calcular os termos: (i) [u«]: = a« e ]ch]? = c?;

(ü) l/,(t:,...,t.m)l? - /y(lt-l:,..., it,m13).
Definimos satisfação de fórmulas por indução em sua formação:

etl-,t
a F:, P,(tt, . . . ,t.U)

2t l::, (Ó A @)

u F::. --é
etF:, ]««'#

ltly - lt'ly ;
([t:]?, . . . , it.u13) c a? ;
2t f:, @ e a F, @ ;
nã. a f:, Ó ;

existe a € Á tal que a f::,(1:) '#

Assim, dados 2t, uma Mrmula Ó(ui. , . . . , ui- ) e aí. , . . . , aí. C .4, dizemos que

com tais paãmetios @ é uá/{da ou satiólfe ta em a e !ã bati:slfaz ou realiza ou é

modelo de @ se 2t E: Ó pala uma valoração z com tais pmàmetros. Vemos que
isso independe dos valores de z nas outras variáveis, de modo que se escreve

simplesmente 21 F @(ai: , . . . , íz{.) e diz-se que (ai. , . . . , aí.) satáét/az ou rea/{za

Ó em 21.

Se E é um conjtmto de sentenças de L e 21 F a para toda a C E, indica-se
21 F E. A mesma nontenclatura de satisfação aplica-se a este caso.

Suponha 21 uma l-estrutura e X um subconjunto de seu domínio .A. Adicio-
ne a L rUBis constantes, uma pma cada elemento de X, obtendo uma linguagcin

L(Xy Obscivc que IL(X)l = ILI + IXI = maxtjLI, IXj}. Como ein qualquer
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expansão de linguagens, as fórmulas e sentenças de L são ainda fórmulas e
sentenças de L(X). Também (a, (z),cx) é uma l.(X)-estrutu-'a, com cMa

z € X interpretando sua constante, usualmente também indicada z; em algu-

mas ocasiões, não havendo ambiguidade, escreveremos apenas Z para não so-

brecarregar. Note ainda que a defiúção de satisfação pode ser feita sem menção

a valorações, com o expediente de considerar apenas sentenças de L(.A). Enfim,
quando conveniente, consideraremos ü5rmulas de L com parâmetros em X como

fórmulas de L(X) e reciprocamente.
O donúnio de uma estrutura(em letra gótica) é indicado pela letra ro-

mana correspondente. A cardinalidade de uma estrutura a é simplesmente
IAI. Abandonaiemos o uso de índices superiores nas relações e operadores:

por exemplo, adora'amos a representação a = (.A, (Eí)ícl, (.6)ÍCJ, (ak)kcK) e

B = (Z?, (S,)iC/, (gj)jCJ, (bk)kCK), explicando quando necessário.
Entre estruturas a, !B apropriadas para uma mesma linguagem L, definem-

se algumas relações que generalizam as da Álgebra cotidiana e que passamos a
descrever.

Z é subestrzgtu7n de !B ou tB é esçtens ão de a, em símbolos 2t C !B, se .A C .B

e(i) as relações de 2t são as restrições das correspondentes de B, isto é, Ri =
sil,l = si n ..4p(i);(ii) os operadores de a são as restrições dos correspondentes

de !B, isto é, /l = gjl.4; (iii) as constantes de 21 são as coiTespondentes de B,

isto é, aÀ; = bk. Note que, então, é necessário gala"(j)l Ç ..4 paira cada .j C .J e
bj; € .4 para cada k C K.

Uma imersão h : 2t --, !B é uma injeção A : .A --> Z? que transporta a a uma

subestrutura de tB, deste modo: (ai, . . . ,ap(i)) c Ri + (h(ai), . . . , h(ap(i))) €

Si(a igualdade também é preservada, pois h é injetora); /l (ai, . . . , a«(j)) = a #
gj(h(ai),.. .,h(a.U))(a); h(ak) - Z,t.

Caso h seja também sobrejetora, é chamada isomor$smo e indicamos a B tB.

A inversa de um isomoríimo é um isomorüsmo, porque a definição de imersão

é feita com equivalências. Vemos também que a identidade e a composição
de isomoríismos são isomorfismos. Como usual, um automor:/esmo de 21 é um

isomorfismo de a a a e os automorl/irmos sobre X Ç 4 são os automoríismos

de 2t que fixam os elemelltos de X.
Uma imersão h : a ---. !B é dita elementar se pieserval a validade de todas

as Mrmulas, ou sda, 2t 1- @(al, . . . , a«) + 'B b @(A(ai), . . . , h(a«)) pma quais-

quer Ó(tii, . . . , u.) fórmula dc L e ai, . . - , a. C .4. Considerando né, vemos que

bastam a implicação díreta ou a inversa.
Vemos também, pela definição de satisfação, que qualquer imersão preserva

a validade das hrmulas sem quantUicadores (também ditas abertas).
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Se 2t Ç B e a identidade for (imersão) elementar, escreve-se 2t < 'B,

pospondo-se o adjetivo "elementar" aos termos "subestrutura" e "extensão"

Observalllos que um isomoifismo é wn& illtersão elementar, o que pode ser
verificado por indução na complexidade das fórmulas.

Define-se que 21 é elementarmente equ valente a B e indica-se 21 = 8 quando,

para toda sentença a de L, 21 E: a +:> B f:: a. Novamente, considerando aa,
vemos que basta uma das implicações.

É possível de6nir imersão e equivalência elementares sem recurso a fórmulas,

por meio de isomorfismos locais e pack-and-foda, como em IHodgesl(jogos) e
IPoizat ll.

Agora detemos um número suficiente de conceitos para vê-los exemplificados.
Começamos por observar que a condição de imersão elementar reescreve-se eni

termos de equivalência elementar: se 2t Ç !B e X Ç A, então 2t < !B +;>
(21,(r),cx) -<(B,(z),cx) ->(21,(z),cx) =(B,(r),cx), «lendo a implicação

inversa se X = .A. Finalmente, notamos que toda imersão elementar, inclusive

isomoríismos, implica equivalência elementar

Lidaremos principalmente com linguagens apropriadas para estruturas algé-

bricas, que apresenta'emos na próxima seção. Contudo, outras linguagens
também fornecerão exemplos úteis, como a linguagem das relações de ordem,
um clássico da literatura.

Exemplo l.l.l (Ordens). A linguagem das ordens contém um único predi-

cado binário, indicado(assim como as relações correspondentes) pelo símbolo
< i«fixo. É «.ual # < Z/ abrevia' ((z < y) A (z # 3/)).

Consideremos a estrutura ordenada N. Por exemp]o, N F ]zVg(z < y),

porque 0 é o mínimo de N, mas N F -.]zVg (3/ < z). Além disso, se @(z,3/) é

a Mrmula agz ((r < z) A (z < #)), então N F: Ó(n,n + 1) p«'a todo n € N.

Suponha, agora, N < 21 <). Como a eHensão é elementar, a 1- Ó(n, n+

1). Vemos, do mesmo modo, que 0 é o mínimo de .A e concluímos que todos
os elementos de .4 N são precedidos poi todos os de N. Raciocínios análogos

(em que se possam escrever Mrmulas) mostram que .A é linearmente ordenado

e que não tem uin máximo, entre outros fatos que valem em N. Em particular,
.4 N é infinito, porque caso contrário teria máximo.

Com sum ordens usuds, Q é subestrutura de R. Mostraremos uo Exemplo

1.1.5 que Q < R. Porém, tomando R = R U {--oo, +oo} com a ordem usual,

vemos que R não é nem mesnln elementainiente equivalente a Q ou R, psique
tem pontos inicial e final, ainda (lue Q Ç R Ç R como estruturas.

Exemplo 1.1.2 (Igualdade). Por nossa definição, unia línguagein sem predi
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Gados, operadores ou constantes contém ainda o símbolo de igualdade =(por-
tanto, existindo fórmulas). As "estruturas" apropriadas para essa linguagem

são os conjuntos(domínios puros, sem estrutua) .

Vejamos agora uni uso importante do símbolo de igualdade em uma lingua-

gem L arbitrária. Seja Ó(u) uma fórmula de L em que u é uma seqüência de m
variáveis limes; não indicaremos outras possíveis variáveis(parâmetros) de @.
Suponha k C N* e ul, . . . tu seqüências de m novas variáveis. Definimos

]<'u é(u);3ui
k

a«.v« (@(«) --- V(«
í-l

«J),

em que não há variáveis livres, exceto talvez outros parâmetros de é. Pma
uma [-estrutu.a U, temos 2t l- ]<*uÓ(u) se e somente se há no máxüno k

elementos de .A' que satisfazem é ou, na notação que deíiniremos, lé(a)l < k.

Note que, em nossa formulação, pode nào haver elemento que satisfaça é.
De6ündo ]>'u #(u) : ]u Ó(u) e ]>ju Ó(u) : --a<j''u @(t,) p~'a .j a: 2, temos a b
]>'uÓ(u) o l@(a)l a: k. Finalmente, com ]-*ud(u) : ]<'uó(u) A ]>*uó(u),
vemos que a F: ]'X;u Ó(u) + l@(a)l = k. Deixamos a cubo do leitor escrever

as fórmulas para k = 0.

E conseqüência do Teorema da Compacidade (Teorema 1.1.9) que não há
sentença a da linguagem de igualdade satisfeita precisamente pelas estruturas
finitas. De fato, há conjuntos 4. de todas as cardinalidades 0 < n < w, com
Á. f::: 3>k= (z = z) para k < n. Suponha ainda que todos .A« k a. Então

o coÜunto {a} U {3>'z (z = z) l k C N} é fiütamente satisfmível, tendo um
modelo infinito realizando a.

Exemplo 1.1.3 (Remoção de constantes e operadores). Em algumas si-
tuações, veremos que será melhor supor que L contém apenas predicados, sem

constantes ou operador'es. Desci-everemos breve e informalmente um meio de
transformar L sem "perdas" . Substitua cada constante c por um predicado
unário, interpretado em uma L-estrutura Z como {ca}, e cada operador n-ário
/ pol' um predicado (n + l)-ário, interpretado como o gráfico de /a . Obtemos
uma nova linguagem L* e uma L*-estrutura a*. Ao custo de variáveis extras,

cada fórmula de L pode ser reescrita como fórmula de L*, sendo a definição
de satisfação transferida adequadamente de a para a*. Imersões e isomoríis-

nios não perdem suas propriedades definidoras. Por exemplo, se S é o predicado

ternário para soma e Z o predicado unário para 0, então ]w (Z(w)AVu S(u, w, u))
corresponde a Vu (u + 0 = u).

Apresentados agora alguns resultados muito úteis. O primeiro será reacrito
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em termos de subconjuntos deíiníveis e o segundo, por ser de uso tão freqüentc

na teoria, raramente é referido pela literatura.

Fato 1.1.4 (Tarski--Vaught). Suponha que 21 Ç tB. Então 2t -< B se e

somente se, para quaisquer fórmula @(u,ul, . . . , un) e al,. . . ,a. C ..4 de modo

que B E ]uÓ(u,al,...,a«), existe aC .4 tal que B kd'(a,al,. .,a«).
R({/erêrzcím; A Proposição 3.1.2 de IChang, Keislerl ou o Teorema 2.5.1 de

IHodges] .

Exemplo 1.1.5. Na linguagem das ordens, Q < R.
Suponha Ó(u,ul,...,u«) e ai,...,a. C Q tais que R H ]uÓ(u,ai,...,a«)

como no enunciado. Existe então z c R tal que R }- Ó(r,ai, .. .,a.). Caso

r C Q, não há nada a fazer. Se z # Q, como Q é denso em R e 7z < w,
existe r € Q que satisfaz com rzl, . . . , a« as mesmas relações de ordem que z,

todas estritas. Poi exemplo, se aõ < z < az então a5 < r < a2. Defina

um automoríismo de ordem de R que fixe cada ai, . . . ,a. e leve z a r, com
uma bijeção crescente no intervalo em que z e r estão. Por esse automorfismo,

R f: @(r, ai , . . . , a.), bastando aplica' o fato.

Fato 1.1.6 (União de cadeia). Sejam (/, :Ç) um conjunto-índice linearmente

ordenado e %, { € /, 1,estruturas tais que se ã < .j então a{ Ç 2[j, ou sela,
as estruturas formam uma cadeia. É única a L-estrutura U que satisfaz .A =

UiC/ .Ai e aí Ç 21 para todo { C r; indica-se U :: Uic/ ai. Se ainda Zí < aj
quando í < .j, então 2L < 21 pm'a todo ic /, chamando-se a cadeia eZerrzentar.

Rl:/erêncím; O i)arágraío antecedendo o Lema 3.1.8 e o Teorema 3.1.9 de

[Chang, Keis]er] ou a pág. 49 e o Teorema 2.5.2 de IHodges]. Esse resultado
também é devido a Tarski e Vaught na formulação n:Leis geral de /ímíÉes dímtos.

Fato 1.1.7 (Amdgamação). Se a = B, então existem uma estrutura C e
imersões elementares de 2t e !B cm C. .Atenção; este é apenas um de rnuÍlos
teoremas c/mamado.s "de .AmaZgarnação "

Rc/erêncÍm; A Proposição 3.1.4 de IChang, Keislerl ou o Teorema 6.4.1 de

IHo dgesl.

Exemplo 1.1.8 (Estruturas finitas). Se 21, !B são duas l-estruturas finitas

com U = !B, então 21 = B. Pai'a tanto, sejam / : 2t --, C e g : B --, C imetsões

elementares como dadas pe]o fato. Então l.AI = ICI, porque C ]- ]'l'llu (u = -u);

por IÁI < u e .f ser injetora, concluímos que .f é bi.jetora. Do ]neslllo modo, g é
bijetora e, por definição, g't o / é um isonlorfismo entre a e B.
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A Traria dos Nlodelos Finitos é extrelTiamente importante, relacionandc-se
a questões de Decidibilidade e Complexidade Computacional, mas suas ferra-

mentas estão anualmente dissociadas das que usmemos, em geral poi causa da

categoricidade da relação =-

Dizemos que uma sentença a é corzseqüêncÍa de um conjunto de sentenças E e

indicamos E F a se todo modelo de E satis6zer a. Se é é uma fórmula qualquer,

a tenünologia refere-se ao fecho de Ó. Essa relação tem uma contra-parte
gemi-recta)rsiva no conceito de prova /07maZ, sendo a correspondência completa

conseqüência do importante Teorema da Completude de Gõdel--Malcev--Henkin.

Não trabalharemos com a noção de prova formal, de modo que a Completude
perde seu signi6cado. Contudo, esta conseqüência revelou-se muito mais útil:

Teorema 1.1.9 (Compacidade). Unt conjunto de sentenças tem modelo se e

somente se é Jinitamente satils$azúe!/sentenças, canyunto de, isto é, se cada iun
de seus subconjuntos fiútos tem modelo.

Re/erêncim: O Teorema 1.3.22 de IChang, Keislerl ou o Teorema 6.1.1 de
lnodgesl. O Corolário 4.1.11 de [Chang, Keisler] e o Teorema 9.5.9 de IHodges]
apresentam demonstrações por meio de ultraprodutos, sem recorrer à Compõe..
rude

Tal discussão indica a importância das tenhas, conjuntos consistentes de
sentenças por consistente, entendemos o mesmo que sat $/mt'ueZ, ou seja, ter
um modelo.

Na linguagem das ordens, por exemplo, o leitor pode escrever as sentenças
das teorias das ordens parciais; lineares ou totaisl densas; sem primeiro ou último

elemento, ou seja, sem extremidades. Com a ordem usual, Q é um modelo de
+ r\rl n Q f3qqnq qPTl+#3ll/Bn u

Vemos que uma teoria T é maximal, com respeito a inclusão e dentre as
teorias da mesma linguagem, se e somente se, para cada sentença a dessa lin-

guagem, a C 7' ou -.a C 7', exclusivamente pela consistência. Desse modo, uma

teoria maximal T da linguagem L tem cm'dinabdade lrl = ILI.
Por exemplo, dada uma l-estrutura U, o conjunto rHa) de sentenças de

L válidas em 21 é unia teoria de L. Vemos que os modelos de Th(2t) são pre-

cisamente as estruturas elementamente equivalentes a Z. Além disso, pela
deânição de satisfação, rH2t) contém uma sentença de L ou sua negação, ex-
clusivamente: então Th(a) é maximal. Assim, toda teoria estende-se a outra
maximal, fato conhecido como Tmrema de Lindenbaum, bastando tomar T7z(21)

pma um modelo a da teoria
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Uma teoria T é completa se todos os seus modelos são elementarmente cqui-
vdentes. Assim, T é completa se e somente se, para cada sentença a da lingua-

gem de T, ou T k a ou T k -.a. Teorias maximais são, poi'tanto, completas.
Lembramos que alguns textos reservam o termo "teoria" apenas para teorias
completas ou maximais. Por exemplo, veriâca-se que a teoria das ordens linea-
res densas sem extremidades é completa.

Duas teorias completas (da mesma linguagem) com um modelo comum têm,

de fato, todos os seus modelos em comum. Em particular, se T é completa e

U f: T, então T e Th(21) têm os mesmos modelos, fato ü'eqüenteinente implícito
na transposição de definições entre estruturas e teorias completas.

Também por esse motivo, é costumeiro incluí' em uma teoria completa 7'
todas as suas conseqüências. Assim, lrl :: ILI na lutei'atura em geral.

Note ainda que se uma teoria completa tem modelos in6nitos, então todos
os seus modelos são infinitos.

A teoria ]'h(2t, (a).c.4) de L(.A) é chamada o diagrama e/emerzfar de 2t. Dado
um modelo seu (B, (b.).c.q), a função h : 2t --. !B, h(a) = b., é uma imersão

elementar e, reciprocamente, as estruturas em que 2t pode ser elementarmente

imersa são modelos de Th(21,(a)..c.4) interpretand(>se as novas constantes como

suas imagens pela imersão.

Note que, nesta situação, não podemos oMtir (r),cx em Th(21, (z),ex).
Uma teoria 7' é modelo-completa se toda imersão enfie modelos de T é

elementar. Isso equivale a, para cada modelo 21 1- T, a teoria 7' U l)(Z) ser

completa na linguagem L(4), sendo L de T e Z)(2t) o diagrama de 21, isto é,
a teoria das sentenças atómicas ou negações de atómicas de L(.A) válidas em
la, (a).c.a). Pa'a tanto, mostra-se que U é imersível em B se e somente se
IB l- l)(a) com alguma interpretação para as novas constantes.

Um modelo 2t b T é uin modelo aZgebHcamente pomo de T se todo modelo
de T tem subestrutulla isomoifa a 2t; é dito simplesmente made/o pomo de T
se é elementarmente imersível eil:l todo modelo de T

Duas Brmulas é,@ são equivalentes em uma estrutura se esta fol modelo
do fecho de @ -, @. Diz-se que é e @ são equipa/entes ern ur7za telha T se o
forem em todo modelo de T. Na notação desenvolvida, se u é uma seqüência de
variáveis incluilldo as limes eni @ ou @, temos 7' F: Vu (Ó(u) -, Ü(u)), ou mais
simplesmente T F Ó '-+ @.

Umit teoria 7' adnúte cZím nação de í?u.arzlz$cadoms se pma cada formula é

existe outra equivalente a @ cm T, sem quantiíicadores e scni outras vmiáveis

livres além das de @. Nesse caso, a eliminação estende-se a Mrmulas de L( 4)
para equivalência em 21 f:: T, bastando substituir as novas constantes por no-
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vas variáveis para eliminar os quantiíicadores. Novamente, sabe-se que é um

exemplo a teoria das ordens lineares densas sem extremidades.

Para evitar considerações sobre sentenças sem quanti6cadores que so-

mente existem em linguagens com constantes --, alguns autores assumem que
# tenha ao menos uma variável lide. Não precisaremos de tal exatidão.

A Seção 1.5 de IChang, Keislerl e a Seção 2.7 de IHodgesl apresentam o
conceito em forma ampla, que aqui não será necessária, mas bastante usada na
'l'müa dos &lodelos e em Decidibihdade.

Na próxima seção, esses conceitos serão exempliâcados pela teoria dos cor-

pos algebricamente fechados. O leitor encontrará, em nossas referências, seções

homónimas às de6nições e que demonstram tais propriedades para diversas te-
orias.

Como curiosidade, citamos o procedimento canónico e simples de expandir-

se uma linguagem a outra para que haja eliminação de quantncadores. Para

cada fórmula é de n variáveis livres, adicíonainos um predicado n-ário -1%, ao
qual imporemos que essa Mrmula equivalia(adicionando o fecho de é -, PÓ aos

axiomas da teoria). Cada brmula da nova linguagem equivale a uma Mrmula da

antiga, obtida substituindo-se os novos predicados .f)d por suas fórmulas originais
é; por sua vez, esta fórmula equivale a um novo predicado.

Lembrando que imersões preservam a validade de fórmulas sem quantmca-
dores, obtemos

F'ato 1.1.10. Toda teoria que tem eliminação de quantificadores é modelo-
completa.

Todos os quatro resultados deste teorema são coletivamente chamados Te-
orema de Lõwenheim Skolem, heqüentemente com os rótulos "para baixo" e
"para cima". São os primeiros teoremas da Teoria dos Nlodelos, na coima anual
devidos a Tarski.

Teorema l.l.ll. (i) Sejam !ã uma L-estrutura e X Ç .A. Para todo cardinal
P que satisfaça IXI, ILI < P < 1-AI, existe uma estrutura !B de cm'dinal a tal que
B < a e X C ,B.

(ii) Toda t.Corja de L tem um modelo de cardinal no máximo ILI.

(iii) Seja 21 uma L-estrutura infinita. Para todo cmdinal # que satisfaça

P > 1.41, ILI, existe uma cstiutura 9) de cardinal P tal que U < tB.
(iv) Se uma teoria de L tem modelos infinitos, então tem modelos de qualquer

cardinalidade a: ILI.
Re/erências; (i) O Tmrema 3.1.6 de IChang, Keislerl ou o Corolário 3.1.5 de

IHodgesl. O início da Seção 3.1 de lnodgesl sumariza a demonstração usual.
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(ii) é facilmente derivado de (i), Dias também é uma coima da Completude.
(iii) O Corolário 6.1.4 de IHodgesl. Este resultado também pode ser deduzido

de (iv), por meio de Th(a, (a).CA).

(iv) O Corolário 2.1.6 de IChang, Keislerl, que envolve apenas (ii) e a Coin-
pacidade. Novamente, pode sei deduzido de (iii), usado piimeii'o em sequência
a (i) para obter um modelo de cardinalidade ILI.

O item (iii) permite obter, sem maiores detalhes, extensões elementmes
próprias de estruturas infinitas. Na demonstração do Teorema 1.4. 11, preci-
saremos do Exercício 6.1.11 de IHodKesl, que colocamos como uin

Adendo. Em (iii), se ainda P = 1.AI a: ILI, podemos assumir l.a -- .AI = 1-41,

mas não 0 < 1.a .AI < 1.AI.

J)emonstração; Tome C um conjunto de novas constantes, com A n C' # 0 e

ICI = 1.AI. Então IL(.A Ua)l = ILI + l.AI + ICI = 1.AI. Tome 7' = Th(Z, (a).c.4) U

{c # a l c c C, a C .4}. Esse conjunto de sentenças é finitamente satisfazível,
bastando interpretar em 21 as novas constantes de C' poi elementos que não
ocorram como constantes de .4 no número finito de sentenças, sendo -A infinito.

Então T tem um modelo (B, (b.).c.4, (b.).ec), que podemos supor de cardinal
1..41. Temos a elementarmente imersa em !B. Mas l.e -- ..41 > 1C'l porque todas

as constantes de C são distintas das de .A, de modo que l.B -- .AI = 1.AI.

Como contra-exemplo para o caso 0 < IB -- .AI < 1.AI, retomamos o Exemplo
1.1.1, em que vimos que os novos elementos de uma extensão elementar de
N, caiu sua ordem usual, são em número infinito. E claro que podemos ter
IB - ..'il :: 0, tomando !B :: 21. Qno

Suponha que @ é um conjimto de fórmulas de L com variáveis livres dentre

z;:, . . . , u.. Usa-se a notação õ(ui, . . . ,u.) com o mesmo significado que para
uma única fórmula.

Por exemplo, sendo U uma l-estrutura e al,. . . ,a. c ..4, indica-se 21 F:

õ(ai, . . . , a.) se e somente se 21 f:: @(al, . . . ,a«) para toda @ C 4'. Diz-se que,

n«se c:«o, (ai, . . . , G.) .«a/í« 'F em a.

Dizemos que 21 rea/íza @ e q' é .sat /azúeZ em 21 se existe (al, . . . , a.) C ..4"

que realiza @ em 2t. Caso isso não ocorra, dizemos que H omite 'b.
Finalmente, ® é consistente se satisfazível ena alguma estrutura e cores sterzte

com uma teoüa 7' se satisfazível em algum modelo de T. Desse modo, 'P não

é tratado como um conjunto de axiomas dos quais bas+aiia tomar os fechos; o
mesmo se aplica a uma única fórmula.

Assim, '} pode ser #nitamente saÉís/azúeZ fórmrzlas, conyurzto de, quando
cada seu subconjunto anito é satisfazível em alguma estrutura. Substituindo as
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variáveis livres por novas constantes, podemos aplicar o Teorema da Compaci-

dade para concluir que @ é satisfazível por inteiro. Eis o que ocorre quando a
estrutura é sempre a mesma:

Corolário 1.1.12 (Compacidade). Considere 'D(ul , . . . , t;«) um conjunto de

fórmu[as e 21 uma estrutura da ]inguagem adequada. Se 2t b ]ui . . . ]t;. /\ (©o

para todo õo subconjunto finito não-vazio de ©, então existe uma extensão
elemento' de 2t que realiza ($.

Demonstração; Adicione a L(.A) novas constantes ci, . . . , c., obtendo a lin-

guagem L(.Ay. Seja O(ci, . . . , c.) o conjunto de sentenças obtido de 'b substi-
tuindo-se cada u{ pela constante c; .

Obse:'«e que, w (al , . . . , .,.) realiza 'bo, então Th(21, (a).e,l)U©o(cl , . . . , c«) é

satisfeito pela L(.Ay-estrutura (a, (a).:,l, ai, . . . , a.), em que cada Q interpreta

c:. A.sim, T (a).:,{) U õ(ci , . . . , .,.) é fiútameüe satisfazí«l.
Pelo Teorema da Compacidade, T tem um modelo (B, (b.).e,1, bl, . . . , ZI«).

Então (bl, . . . , b«) realiza © em B e H é elementamente imersível em !B. QEO

1.2. O exemplo principal: Algebra

As estruturas com que mais trabalharemos são os grupos e os corpos, en-
tre outras algébricas. Aproveitaremos esta seção para visualiza-los sob a teoria
desenvolvida e agrupar os conceitos especíâcos de que faremos uso. De fato,

concentrar-nos-emos nos corpos, apenas fixando a linguagem dos grupos e fa-
zendo um breve comentário sobre módulos. Dentre todos os corpos, também
privilegiaremos os algebricamente fechados como exemplo em todo o texto, des-

tacando o Capítulo 8 para estudar outras classes de corpos que se farão úteis.

Sugerimos como referências, em ÁJgebra, os dois volumes IJacobson il e
IJacobson ii] ou o único ILang], embora não requeiramos que o leitor domine
todo o seu conteúdo. Necessitaremos apenas, de início, conceitos básicos sobre

os quais o leitor pode consultar seu texto favorito.
A linguagem apropriada para os corpos tem duas constantes, 0 e 1, dois

operadores binários(inâxos), + e . , e dois operadores unários(prefixos), -- e

-i. Omitiremos parênteses correspondentes à precedência usual e à associação
da esquerda para a direita e também o símbolo da segunda operação, indicando-
a pelo modo usual de justaposição. Além disso, usaremos a subtração binária

-- e a barra de divisão/ quando conveniente.
As sentenças da teoria dos corpos são os fechos destas Mrmulas: a:+g/ = y+r,

';g/ :«+(y+,) +y)+,,:«(yz) 0+z lz

r(y+z) -zy+zz,z+(-z) --,zz-' - 1,0 # 1. Notei«0-' é«-
termo dessa linguagem e que, então, tem valor em toda estrutura apropriada.
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Observamos que, devido ao fato da linguagem ter as constantes e operado-

res usuais (em vez de relações de soma e produto), a noção de subestrutura,
implicada a corpos, corresponde precisamente à noção de subcorpo usual. O lei-

tor cuidadoso reparmá que o termo 0-i não necessariamente pertence a um
subcorpo. Pma tanto, convencionámos adicionalr 0-i = 0 aos tlxiomas acima.

Quando trabalharmos com extensões, sem maiores comentários, assunlhelnos

conformemente que se tratam também de corpos.

Desse modo, podemos simpli6car a notação da Teoria dos Modelos para cor-

pos, com os domínios denotando díretamente suas estruturas correspondentes,
ou seja, escreveremos "um corpo L" em vez de "um corpo E"(A notação
itálica é atualmente o padrão para quaisquer estruturas.) O mesmo se aplicará
a grupos anéis e eútuturas aiaálogas: deixamos a cubo do leitor as linguagens

e axiomatizações adequadas.
Os números naturais podem ser introduzidos na linguagem dos corpos pelo

modo natural e comum. Se n = 0 ou 1, H abrevia a constante 0 ou l respecti-

vamente. Se n > 1, R abrevia (h': i+ l).
Pma cada p natural primo, a sentença P = O é satisfeita por corpos somente

de característica p. Os corpos de característica 0 são aqueles que satisfazem
{P # 0 l p natural pi'imo }.

Podemos também introduzir a abreviatura t", pala um termo t. Se n = 0,
t" abrevia a constante 1; se n = 1, t" é o próprio termo (t); se n > 1, t" abrevia

Desse modo, somos naturalmente induzidos a identificar um polinõmio/ C

Rlaçl, . . . , znl, em que R é um anel qualquer, com o termo de rl variáveis livres
e parãmetlos de R correspondente, que escreveremos /(ui , . . . , u«).

Podemos estendem as abreviaturas # e t" a n C Z: pma n < 0, # abrevia

ã e t" abrevia (t'l)'". Mais ainda, podemos introduzir todos os racionais:

se p, q C Z, q # 0 e r = e, então f abrevia (P(©)':). Em corpos de característica
0, esses termos têm as interpretações usuais

Omitiremos a band

Com essas convenções, a teoria dos corpos algebricamente fechados é obtida
adicionando-se aos axiomas dc corpo as sentenças Vro . . . Vr.-i]3/ (g03/0 + . . . +

z« ip"'l + y" = 0) pma 1} a: 2. Chamaremos a essa teoria Á(-;F (em inglês, aZ-

geZ)ra caZZy cZosed JieZds). Sejam ainda .Acto a teoria dos corpos algebiicamente

fechados de característica 0 e .AC'FP a daqueles de característica p prima.
Atentemos agora pala um fato peculiar envolvendo o opeiadoi i. Nessa

linguagem, os termos (pol cxeniplo ( : -- lt# ) /(z( 1+ ' ))) correspondem a funções

i'acionais (quocientes de polinê)mias; no caso Gy -- r(z + y))/(sl/z + .yz)). Em

't)(t"
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algumas ocasiões, tais termos di6cultam o trabalho. Retirando-se o operador
--] , obtemos a linguagem dos anéis com unidade, para os quais subestruturas
correspondem a subanéis com unidade e isomorfismos a isomorfismos de alaéis

com unidade. As abreviaturas acima não sobem qualquer alteração, mas os
tei'mos passam a ser simples polinõmios (por exemplo z + l (3/ + 1)z). Porém,
nessa linguagem, a relação de inverso é desnível: dois elementos a, b em um

corpo satisfmem Ó(z, 3/) :(z e somente se são ambos
nulos ou b = a':. Assim, Vray Ó(z, g) substitui na teoria dos corpos o aroma
deinversão.

Poüanto, para raciocinar sobre coT'pos, tpabalharemos apenas com Q lingua-
gem de arzéãs com unidade. Note que os isomorâsmos entre corpos são exata-
mente os isomorfismos nessa linguagem, ou ainda os isomorfismos na linguagem
com uiversao.

Assim, com termos correspondendo a polinõmios, sabemos que fórmulas
atómicas são sempre da forma t = t' e podemos, com t -- t' :: O, limitarmo-
nos ao caso t ;; O, ou seja, a discutir raízes de polinâmios. Veja, por exemplo, o

Exemplo 1.3.6.(Pode-se também, com t = 0, racionalizar o termo e considerar
o numerador nulo.)

Teorema 1.2.1 (Târski). .A(;F tem eliminação de quantificadores na lingua-

gem dos anéis com unidade.

Rclferêncías; O ltorema 3.2.2 de IMarker] ou o 'lmrema 6.4 de ]Poizat l].
O leitor interessado não deve sentir-se desestimulado pelo comprimento da de-
monstração: embora a modelo-completude sda uma conseqüência da eliminação

de quantiücadores, é primeiro demonstrada para depois ser usada no raciocínio.

A maioria das propriedades de .ACF que estudaremos são conseqüências

desse resultado, até mesmo enunciados centrais da Álgebra, como o Teorema

de Tarski Chevalley (Tmrema 6.1.9) e o MIZZste//msatz de Hilbert (Teorema

6.1.10). Toda teoria de corpos infinitos com eliminação de quantücadores nessa

linguagem contém .A(;F, pelo 'l'trema de Nlacintyre(vda o Corolário 5-7.3) .
Façamos uma breve observação que nos apoimá futuramente e que esclarece

o poder das linguagens escolhidas.
Sejam L um corpo, X um subconjunto qualquer de L e K o subcorpo de l

gemdo por X, isto é, a intersecção de todos os subcorpos de .L que contêm X.
Considere os elementos de L que são os valores dos termos da linguagem dos

corpos quando suas variáveis têm valores em X: chamaremos esses elementos

como obtidos de X por ferrnos. E fácil ver que .K é o conjunto dos elementos

obtidos de X por termos. Primeiramente, como K contém X e é um subcorpo
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de L, contém esses elementos. Por outro lado, o conjulnto desses elementos

contém X e é uin subcorpo de .L, pois é fechado sob +, . , --, -l e contém 0, 1

de modo que contém K'.
No caso da linguagem dos anéis com unidade, o subanel com unidade gerado

é analogamente o conjunto dos elementos obtidos por terillos, de modo que K
é seu corpo de Rações.

Note ainda que (i) os automorfismos de L sobre K são também sobre X

porque X Ç /{, e(ii) os autoinorfisinos de -Z; soba'e X são também sobre /{,
porque o são sobre o subanel gerado por X, cujos elementos são obtidos poi
tel'mos polinoiniais, e portanto sobre seu corpo quociente. Em outras pdavra$
o grupo de automoríismos sobre X é o mesmo sobre .l(.

Notamos também que os corpos primos são modelos algebricamente primos
das teorias dos corpos com suas características, ou sqa, Q está imerso em todo

corpo de característica 0 e o corpo de p elementos em todos os de característica
p prima. As imagens dos corpos primos são os subcorpos gerados por Ü. No caso
das teoria .4CFo, .AC'FP, os fechos algébricos correspondentes são os modelos
algebricamente primos, simplesmente primos pela modelo-completude de .ACF.

Assim, as teorias .Acho, .4C;FP são completas.
Concluímos com alguns fatos úteis.

Suponha K Ç L dois corpos e Ü # S Ç L.
Se S é finito, escreva S :: {sl, . . . , sj;} sem repetições. Diz-se que S é aZge-

bhcamente independente sobre K se o único pohnõmio p C Klzi, . . . ,zkl com

p(sl,. .. ,sk) = 0 é o nulo p = 0. Por exemplo, todo conjunto unitário de

elemento transcendente sobre -K é algebricamente independente.

Se S é infinito, diz-se que S é aZgeóhcamente ándepe7zdenÉe sobre K se todo

seu subconjunto finito o íor

S é uma base de transcênder&cía de É sobre K se S é algebiicamente inde-

pendente e Z, é extensão algébrica de K($). Diz-se então que K(S) é ezte7zsào

frunscerzdenta{ pura de K.
Sabe-se que bases de transcendência existem para qualquer' extensão .K Ç .L,

e quaisquer duas têm a mesma cai'dinalidade, chamada o grau de [zarzscendêrzcáa

de L sobre /{. Referimos o leitor ao Teorema Vlll.l.l de [Langl ou ao Teorema

8.35 de IJacobson lll.
Se B é uma tal base, então nenhtnn elemento b € 1? é algébrico sobre

/{(B -- {b}), como mostra o Teorema 8.33 de IJacobson lil ou o Lema ante-
iioi ao Teorema 1.8 do Capítulo 5 do limo de J. K. Goldhaber, G. Ehrlich,
ÁZgeóra, 2a impressão, Thc )víacmiUan Company, 1971.

Suponha agora K Ç E C Z, corpos, com L algebricamente fechado c o grau
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de transcendência de E sobre K finito. Então toda imersão de B em L que
fixa os elementos de .lí estende-se a um automorâsmo de .L: remetemos o leitor

ao Corolário 2 do Teorema 2.5 do mesmo capítulo de Goldhabei e Elulich.
Podemos identificar dois casos particulares:

Se a c L é algébrico sobre K, então K'(a) é uma extensão algébrica de K

e seu grau de transcendência é O. Suponha b c L também raiz do polinõmio

minimal de a sobre K. Sabemos que eüste um isomorhmo de K(a) a K(b)
fixando os elementos de K e levando a a b. Obtemos um automorâsmo de l,

sobre K pelo qual a tem imagem b.

Se a C L é transcendente sobre K, então K(a) é uma extensão puramente
transcendental de K com base {a} e gi'au 1. Suponha b C -L também trans-

cendente sobre K. Pelos isomor6smos naturais entre K(a) ou K(b) e o corpo
quociente do anel Klrl, existe um isomorfismo de K(a) a Ã'(b) âxando os ele-
mentos de K e levando a a b. Obtemos um automoríismo de L sobre K pelo

qual a tem imagem b.

Vemos que esses são também os únicos casos possíveis para a,b C -L serem
cozljugados por um automorfismo sobre K.

Seja agora F um corpo qualquer de característica p prima A .função de

l+oóendus p : F --. F', (p(z) = zp, é uma imersão de corpos, aditiva e iÜetora

porque(z:Lg)P = zP:LgP os outros coe6cientes binomiais são divisíveis por p.

Observamos que p é 0-desnível e sua imersa p'iplFI --, F também. Deíinem-
se -P'' = p"]P], em que p" é a composição n vezes de p(po é a identidade), e
Fp' =Í'l ...Fp"''' Incha''

Corpos perfeitos admitem muitas caracterizações; portanto, optamos por

apresentar aquelas que se 6zerem necessárias enquanto pedimos ao leitor que
reconheça a sua favorita. Primeiramente, um corpo é perfeito quando nenhum

polínâmio irredutível com coeficientes nesse corpo tem raízes múltiplas em qual-

quer extensão. E precisamente o caso dos corpos de característica 0 e dos corpos

de característica positiva em que a função de Frobenius é sobrejetora.

A linguagem dos corpos ordenados

Adicionando-se à linguagem dos anéis com unidade(ou dos corpos) um pre-
dicado binário <, obtém-se a linguagem dos corpos ordenados, cujos axiomas são

as sentenças (i) da teoria dos corpos; (ii) da teoria das ordens lineares ou totais;

(Üi) VzVgVz (z < g --, = + z < V + z), VzV3/Vz ((z < y A 3 > 0) -- zz < yz).

A linguagem dos grupos

Esta linguagem tem dois operadores, de adição/produto e oposto/inverso, e
a constante dc elemento neutro. Desse modo, as subestruturas de um grupo são
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precisamente seus subgrupos e os isomoríisinos entre grupos são isomorâslnos de

grupos. Fazem-se, para esta linguagem, as mesmas convenções e abreviaturas
que pala a linguagem dos coitos.

Espaços vetoriais e módulos

Quando generalizamos o conceito de ".K-espaço vetorial" substituindo o

corpo K por um anel R (com unidade), obtemos um "J?-módulo". O leitor

pode encontrar os axiomas explícitos na Seção 111.1 de ILanKI ou na Seção 3.2
de IJacobson 11], enquanto aqui faremos apenas uma consideração. Se &/ é um
candidato a l?-módulo e T C À/, r, s c R, uma das propriedades de espaços veto-

iiais escreve-se r(sz) = (rs)r. Porém, R não sendo necessariamente comutativa,

podemos considerar também r(sz) = (sr)r. Neste caso, escreve-se o produto
à direita, de modo que (zs)r = z(sr). Disbingüem-se, assim, os B-módulos à
esquerda e à direita.

Surge a questão de qual linguagem é apropridada para os módulos e os
espaços vetoriais. Uma abordageilt, comum a outras situações em que ainda é
muito útil, toma como domínio da estrutura B-módulo .A/ a união diqjunta de R

e À/, estipula que dois predicados unários identifiquem R e À/ e inclui axiomas

de que são díquntos e sua uüão é todo o domínio, além de escrever os axiomas

das operações identificando as variáveis: "Para todos z,r, se z é um vetar e
r é um escalar. . . ". Embora operacional, essa solução complica os estudos de

cm'dinalidades e imersões elementares, entre outros.
Atualmente, recorre-se ao expediente de fixar o anel R e providencia', para

cada r C n, um opeiadoi coiiespondendo ao produto por r. Assim, as estruturas

que representam R-módulos têm efetivamente o domínio de R-módulos. Quando
se toda uma extensão elementar, ou um isomorfismo, ainda se trabalha com o

mesmo anel R, que na primeira solução poderia ser modificado. Note, também,

que o opeladoi' rs deve então ser axioinatizado conto a composição de l e s.
A respeito de módulos em Traria dos Nlodelos, um estudo muito hutífero,

veja a Seção A.l de IHodgesl ou a Seção 6.5 e o Exemplo 16 na Seção 13.3 de
IPoizat ll.

1.3. Subcon.juntos definíveis e tipos

Pêualelamente a essa teor'ia dgébhca de imersões e satisfação, desenvolve-se

o estudo geométhco dos subconjuntos definíveis, que agora expomos. O con-
ceito de conjunto deíinível corresponde ao de "lugar geométrico" na Geometria

clássica. Tambéili seremos naturalmente levados ao estudo dos ultraíiltros de

definíveis, correspondentes a tipos.
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Por toda a senão, sejam L uma linguagem arbitrária, a uma L-estrutura e

Um subconjunto 1) de .A" é de$núeZ se existem @(rl, . . . ,z«,,gi, . - . ,g«)
fórntula de L e a C .A" tais que

xc.A

0 {a C ..4" l a F @(a, a)}

Os elementos da n-upla a são ditos par àmefrus Note que m. é fixo, enquanto

número de "coordenadas" de D, mas n é arbitrário, podendo mesmo ser n = 0.
Uma família de definíveis é un#omnemente de$núeZ se o for por uma única

fórmula, mas diferentes parâmetros.

Caso se queira indicar que todos os parâmetros pertencem a algum X Ç ,4,
diz-se X-de$núeZ ou de$núeZ sobra X. Alguns textos escrevem "O-desnível" em

vez de "0-definível". É importante lembrar que, nessa notação, todo X-desnível

é definível, mas não reciprocamente, enquanto que em alguns textos "definível"
corresponde a "Ü-definível"

Tais definições aplicam-se a um elemento a C .A como subconjunto {a}(ou
sda, a brmula é satisfeita apenas por a) e a uma função / : R --, S, com R Ç .4'

e S Ç ..4', como gráfico/ Ç R x S Ç -A' x Á' = .A''+'
Observamos que fórmulas parainetrizadas que deânem um mesmo conjunto

são equivalentes e identiâcamos totalmente os conjuntos definíveis com as fórmu-

las parametrizadas que os definem. Assim, podemos considerar um X-desnível,
uma fórmula de L e parâmetros em X, ou uma Mrmula de L(X), digamos

'Ó: seguindo nossa convenção, escreveremos Ó(a) em vez de @(a, (z),cx). As
de6nições que faremos a esses conjuntos são, na literatura em geral, feitas para
as fórmulas que os definem.

Exemplo 1.3.1. Suponha L um corpo e K o subcorpo gerado poi' X Ç Z. 'l'oda

fórmula com parâmetros em K reescreva-se equivalentemente como fórmula com

parâmetros em X. Isso vale tanto im linguagem dos corpos, porque cada ele-
mento de .l( é obtido de X por termos, como na que usamos, dos anéis com
unidade. Nesse caso, adicionamos às fórmulas vmiáveis quantificadas existenci-
almente pa'a escrever os quocientes dos elementos do subanel gerado por X. Por

exemplo, suponha z, y € X com y # O e é(u, w) uma Mrmula com duas variáveis

[iw«: entã. -/y C K e Ó(u, z/y) .q«i«,]e em Z; a Ü(u, z, #) : ]w (@(«, w) A (z

u,y», ou sda, @(L,z/g/) = ü(L,z,y). Po-tanto, um subconj«nto de L" é de-
finível sobre K se e somente se é definível sobre X, porque os elementos de /(

são X-definíveis; na notação abaixo, DefZK = Deq..x .

Exploreinos agora algumas das propriedades dos desníveis
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Dado X Ç .A, seja DefÇ.x ou simplesmente DefjÇ tl coleção dos subconjun-
tos X-desníveis de .A". Observe que Defk = {0}; portanto, suporemos sempre
m > 1. Trata-se de uma álgebra de Boole com as operações usuais de inter-

secção, união e complementação conespondendo respectivamente a conjunção,

dio:junção e negação de 6rmulas; seu mínimo é 0 definido por --(tl = 'u) e seu
máximo é .4" definido por u = u Note ainda que

@(a, a) Ç @(a,b) + a H Vu (Ó(t,,a) --, @(u,b))

Se X Ç y Ç .A, lembramos que DefT Ç DefÇt como subálgebra.

Há também uma propriedade simples de álgebras de Boole: dado Z) c DefT ,

os conjuntos {l) n E l E C DefT} e {/' € DefT l F Ç -D} são idênticos.
Se € : 2t --. B é mn isomor6smo e 1) = @(21, a) é um definível qualquer, então

(li)l - @(B,((a)): de fato,

Z, € @(B,((a)) + B b @(b,((a)) +

+ Z E @((': (b), a) (pois ( é uma imersão elementar)

+ (-'(b) c @(a, a) c eLOs

Alguns resultados que vimos na primeira seção podem ter seus enunciados
reescritos sobre deíiníveis. Por exemplo, o Fato de Tarski-Vaught implica

Corolário 1.3.2. Suponha que 2t Ç !B. Então Z < B se e somente se, para
todo .A-deíinível não.-vazio 1) Ç B em !B, também .A n 1) é não-vazio.

e do Corolário 1.1.12 conclui-se

Corolário 1.3.3. Suponha Ó{(!ã,aí) c DefT, í C .r, unia família de de-
finíveis em uma estrutura a com a propriedade da intersecção finita, isto é,

nic/. @i(21,aÍ) # 0 para cada .ro subconjunto finito de /. Então há unia ex-
tensão elemento' 8 de H em que R:c/ Ói(!B, aí) # 0.

Note também que, se 2( -< 'B e @ é uma Mrmula de L(A), então Ó(a) Ç @(B).
Através das 6rmulas ]-', vemos que se @(a) ou @(B) é finito então l@(Z)l =
Ó(O)l e, assim, @(a) = é(O). As operações de união, intersecção e comple-

ment.ação são preservadas sob imersões elementares e pisamos que a mesma

fórmula z = T define o domínio em qualquer estrutura.

Este fato resume diversas propriedades dns definíveis e também permite uma
construção alternativa da teoria, scm uso de fórtnulas, bastante usada enl arti-

gos. Atentemos pm'a as piopríedades (iv), (vi) e (vii). Na forma restrita, enfie
parênteses, (iv) corresponde à adição de variáveis mudas. As projeções ein (vi)
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podem ser de várias formas: projeções usuais, permutações ou repetições de

coordenadas (variáveis) ou todas essas possibilidades simultaneamente. (vii)

permite espedalázar ou tomar libras. Note que n pode ser menor, igual ou até
maior que m; em alguns itens, temos m, n > O.

Fato 1.3.4. Considere, para cada m C N* , um conjunto .Z). de subconjuntos de

..4". Os conjuntos DefT são os menores possíveis com as propriedades listadas

a seguir, de modo que cada Z)« = Defjf.
(i) Para cada predicado n-ária de L, sua interpretação pertence a 1).; para

cada operador n-ário de L, o gráfico de sua interpretação pertence a 1).+1; para
cada constante de L, o conjunto unitário de sua interpretação pertence a .Di .

(ii) Para (quaisquer 1 < i,.j < m, a dáagonaZ {(al, . . . ,a«) C .A" l aí = aj}
pertence a Z)«. (Em particular, .A- C .D..)

(üi) Se O C O- e .E C D. então D x E C D.+.. (Basta O x ..4 C D.+i.)
(iv) Cada -D« é fmhado sob complementação, intersecção e união, ou sda,

é uma álgebra de Boole com as operações usuais.

(v) Se O C O« e «- : -A" --» .A", «-(al,...,q«) = (q:,...,«:.), é «ma

projeção qualquer, então a-l.DI C Z)n .

(vi) Se O € D«+« e a C .A", então {a C ..4- l (a, a) € O} € .O-.
As propriedades (üi), (iv) e (v) valem também para (DefT)«Cn' essas

operações a conjuntos X-desníveis resultam em X-.desníveis e a propriedade
(vi) vale também para DefÇ+" e DefÇ.

Ri lferência; A Proposição 1.3.4 de lb/íarkerl, com outra numeração romana.

O leitor pode considerar este um bom exercício pai'a manipulação de fórmulas,
de modo que faremos alguns breves comentários.

Para ver que a família (DefT)«CW. tem essas propriedades é preciso escrever
cada fórmula que deâna os conjuntos envolvidos. Por exemplo: em(i), tome
as fórmulas atómicas mais simplesl em(iii), substitua previamente as variáveis

livres comunas das fórmulas que de6nem D e E e tome sua conjunção. Se assu-
mirmos que cada 1),. é mínimo, temos 1),. Ç DefT.

Pa'a mostrar que DefT Ç D«, considera-se J) = Ó(a), em que é é brmula
de L. Isso dá conta dos 0-definíveis, bastando então aplicar (vi). Procede-se

por indução na formação de @ e, inicialmente, na formação de um termo de L.
Os casos atõlnicos ou desaninhados são veri6cados por (i) e (ii). Termos mais

complexos requerem o uso das operações de (iv) e (v). Negações e conjunções

são tratadas pela propriedade (iv) e a quanti6cação existencial por (v).

VF.ri ílf a.qP n n!.l...,;, in,,ntn ,.

Corolário 1.3.5. Os conjuntos Defr são os menores a satisfazerem essas plo-
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priedades com exceção de (vi). Todos os definíveis podem ser obtidos a partir
de DefF e aplicações de (vi).

Apresentamos agora a definição dos conceitos iniciais da Teoria dos Modelos

com inspiração nesses resultados:

"Uma estrutura é um conjunto A acompanhado de álgebras de Boole Def;' ,
subálgebra do conjunto das partes de .4", contendo as diagonais e fechadas,

como iun todo, sob projeções e suas inversas. Os elementos dessas álgebras

são chamados ü-definíveis. Um subconjunto de .4' é chamado desnível se é da

forma D. = {a C 4" l (a,a) € 1)} para 1) c Defr+" e a c .A'. Caso X Ç .A
e a C X", diz-se que 1). é X definível. Uma subestrutura elementar de .A é

1? Ç .A tal que, se .E # ü é B-definível, então .E n B # Ü. Consideramos então

B uma estrutura cujos ü-definíveis são as restrições a -B dos 0-deíiníveis de .A."
Nesse contexto, pode..se defiMr uma nova linguagem tomando um predicado

m-ária para cada elemento de Defr. Caso H seja uma L-estrutura, a nova lin-
guagens contém os predicados da linguagem obtida no Exemplo 1.1.3 e também

inclui predicados equivalentes às fórmulas de L. Pela propriedade de fecho sob

projeções e suas inversas, há naturalmente eliminação de quantificadores.

Considere agora uma função X-deíinível/ : R --, S, em que R Ç .A' e
S Ç ..4'. A imagem direta por / de um X-definível -D Ç .A' é X-definível,

/l-pl { C S l eüste sç c (Rn)o tal que /(r) g} ,

e a imagem inversa poi / de um X-desnível -E Ç .A' é X-desnível,

/':t.EI {:r c R l eüste g/ c (sn)E tal que .f(z)

As fórmulas que definem/, -D, .E .iá bastam para escrever as novas fórmulas, Dias

R e S também são X-definíveis. Enfim, a composição de funções desníveis é
..,. , Ê.n,.;. HDGn{«DI

Notemos que todo subconjunto finito S de ..'i"' é definível: de fato, é S-
deíinível. Suponha que S = {si,...,sk} em que si = (sii,...,si.). Então

Vi:: A;::(uj = síj) define S. Assim, também é desnível todo subconjunto
coíinito, isto é, complemento de conjunto 6nito-

A coleção dos subconjuntos finitos e cofinitos de .A é uma álgebra de Boole

contida em Def\. Quando contém lealmente todos os definíveis de uma "co-
ordenada" , surgem propriedades importantes que encontraremos ao longo do

texto, devendo-se isolar o conceito.

Un) definível J) C DefT é míní7rza/ se for ilúnito (hipótese sinlplificadora
de caracterizações) e, para qualquer E C DefX, ou 1) n E ou z) -- E é finito.
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Porque -D é infinito, o outro conjunto é forçosamente infinito. Veremos uma
caracterização com posto de Nlorley "interno" na Proposição 2.1.15.

A estrutura a é mínima/ se o definível Á € Defh é minimal. Nesse caso,

Def\ é a álgebra dos subconjuntos finitos e cofinitos.
Unia Mrmula é de L(.A) de6ne um coÜunto @(a) /amamenta minimal se

@(!B) é minimal em toda extensão elementar B de a. A caracterização com
posto de A/lorley será apresentada na Proposição 2.1.21.

A estrutura a é /or&mente minimal se .A é fortemente minimal, ou também,
se toda extensão elemento' de Z é miúmal.

Finalmente, uma teoria é chamada /odemerzte min mal se todo modelo seu

for foüemente minimal. Note que a situação é a mesma se supormos apenas

que os modelos são minimais.

Exemplo 1.3.6. .ACF é fortemente minimal. Para mostra-lo, usemos a lin-

guagem dos anéis com unidade. Em um corpo algebricamente fechado, que é
infinito, toda fórmula equivale, por eliminação de quantificadores, a uma com-
binação booleana de fórmulas atómicas da forma "polinâmio = O", em que o
polinõmio tem coeficientes no corpo. Então todo deíinível com uma "coorde-
nada" é combinação booleana de conjuntos de raízes de polinõmios de uma

variável, que são finitos ou todo o corpo(no caso do polinõmio 0).

Esta caracterização dos conjuntos fortemente minimais é usada como de-
6nição em IHrushovski, Zilberl , por exemplo, e apresenta uma limitação uni-
forme para os conjuntos finitos de uma família uniformemente desnível:

Proposição 1.3.7 (Uniformidade). Sejam 2( uma L-estrutura e Z) c DefT
izzÉnito. Então Z) é íorteniente minimal se e somente se, para cada fórmula
Ó(u,w) de L em que u,w são seqüências de m, n variáveis respectivamente,

existe k C N* tal que lz) n ó(a, a)l < k ou IZ) -- @(a, a)l :Ç k para todo a C .A"
l)emort.stração; Escreva 1) = 0(a) com 0(u) Mrmula de L(.A).

Suponha que 1) satisfaça a condição do enunciado e suponha B uma extemão
elemento de 21. Temos

a F Vw(]<'u(0(«) A Ó(u, w)) V 3<'«(0(«) A -.é(«,«,))) ,

de modo que também B satisfaz essa sentença. Como é é arbitrária e w pode

ser interpretada por qualquer n-mpla de elementos de B, concluímos que 0(93)
é nbnimal. Assim, D é fortemente lliinimal.

Assuma agora que 1) é fortemente minimal e @ como no enunciado, mas
que pma cada k € N* exist.a ak C ..'l" com ambos os desníveis com mais de k
elementos. Adicione a L(.4) uma seqüência c de ri novas cortantes. Então
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Th(a,(a).c.4) U {] *+:u(0(u) A@(u,c)) A ] ~+:u(0(u) A-.Ó(u,c)) lk € N*}

é Ênitamente satisfazível, interpretando--se c como ak em U, sendo k o liinitante
máximo das sentenças que ocorrerem em um subconjunto finito. Pelo Teorema
da Conlpacidade, esse conjunto é uma teoria com unl modelo que podemos supor

B extensão elemento de 2t corri c inteipietada como b € 23". Desse modo,

para qualquer k c N* temos lo(u) n @(o,õ)l > k ou lo(s) -- @(tB,ó)l > k,

contradizendo o fato de 0(B) ser minimal. Qno

Introduzimos agora os tipos, que mais estudaremos como ultraíiltros nas
áigebras de desníveis.

Um m-tipo sobre X é um conjunto de 6rmulas de L(X) com in variáveis
livres, usualmente identificadas ui , . . , Um, consistente com 7'h(a, (z),cx) e ma-
ximal com respeito a inclusão. Indica-se um tipo como p ou p(u).

Assim, todos os tipos são fechados sob conseqüência e conjunção e são
completos, ou seja, contêm uma fórmula ou sua negação. E h'eqüente cha-
mar qualquer conjunto consistente de fórmulas de tipo(parcial), mas não o

faremos. Note também que os m-tipos sobre X correspondem a teorias com-

pletas em L(X U {ci,. . . ,Cm}), sendo cl,- . . ,c. são novas constantes, con-

tendo Th(2t,(z),ex). Então o caso m = 0 é trivial, pois o úúco 0-tipo é
Th(a, (z),cx), e assumiremos sempre m > 1.

Indique SX(X) o conjunto dos m-tipos sobre X. Comecemos por desenvolver
algum conhecimento a respeito desses conjuntos especiais de fórmulas.

Exemp[o 1.3.8. Suponha .L um corpo e ]( o subcorpo gerado poi X Ç L. Vi-
mos que uma fórmula com parâmetros em .l( reescieve-.se equivdentemente como

fórmula com parâmetros em X, de modo que a consistência e a maximalidade

de um conjunto de fórmulas são sempre preservadas. Assim, identi6caremos

Sâ(K) = Sá(X). Ainda nesta seção, entenderemos os tipos colho ultraõltros
da álgebra dos defíniveis. Como DefZJK = DefZx, seus espaços de Stone são
os mesmos.

Dadoae.A",

fz(a/X) = {Ó(u) de L(X) l (a, (z),cx) k Ó(a)}

é \mi tipo, chamado pürzcipaZ de a, porque é consistente (realizado por a) e

tnaxinlal (contém unia brmula ou sua negação). É o único (por niaximalidade)
ieabzado por a cm 21. (Escreve-se tanlbéin tpü(a/X).) Pode-se indicam t(fz) =

t(a/0).
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Note que ta(a/X) = ta(b/X) equivale a a e b satisfmerem as mesmas

Mrmulas de L(X). O Exemplo 1.1.5, estendendo bijeções crescentes a automor-

6smos da ordem dos números reais, e a discussão na Seção 1.2, sobre elementos

de corpos algebricamente fechados que são conjugados por automorfismos, su-
gerem a

Proposição 1.3.9. As m-uplas a, b C ..4" têm o mesmo m-tipo sobre X se e
somente se existem uma extensão elementar B de 2t e um automorâsmo de 8

sobre X que leva a a b.
l)emonstração; Concentramo-nos em provar a implicação direta, porque a

recíproca é imediata. Essa é a Proposição 4.1.5 de IMarkerl.
Procederemos em etapas. Suponha inicialmente C, :D quaisquer, X Ç C e

/ ; X --, Z). Dizemos que/ é ÍpamiaZ) elementar se, pa'a todas @ fórmula de L

com n Mutáveis hwm e a € X", vale a q«ivalência C k @(a) + 1) k é(/(a)).

Provaremos inicialmente que, nas condições dessa deânição e dado z c C,

existem uma extensão elementar Di de D e uma função g : X U {z} ---, l)t
elemento estendendo/. Adicione a L(1)) uma nova constante c e considere o
conjunto de sentenças T constituído de Z'Hn, (d)aco) e dm sentenças @(c, /(a))

em que é é formula de L com n + l variáveis livres, 'z € C" e C k é(z,a). O
conjunto T é uma teoria pelo Teorema da Compacidade, porque é finitamente

satisfazível: tomando conjunções, podemos trabalhar com uma única fórmulas
se C F é(z,a) então C l- ]u Ó(u,a) e D k ]u é(t,, /(a)) porque / é elemento,

interpretando-se 6nalmente c como a interpretação de u. Podemos, como costu-

meiro, supor que o modelo Di de T é extensão elementar de 1) com um elemento

g interpretando a constante c. Basta então tomai g(z) = g; g é elementar pela
d pf;nipãa Hp 'r

Agora, ainda nessas condiçõa, mostraremos como estender/ a todo (7,
com imagem em uma extensão elemento' de D. Note que então obteremos
uma imersão elemento' de a: na extensão de D. Indexe os elementos de C

como ze, € < 1CI, e tome Do = 1), Xo = X e go = /. Escreva Xe :: XU

{z{ 1 ( < (}. Definiremos indutivamente uma cadeia elementar (De)e<1cl e
funções elementares ge : Xe --, Z)e tais que Sela. = g( pma ( < e. Já temos o
caso € = 0- Se € é um ordinal sucessor, aplicamos o argumento anterior. Se ( é

um oidinal limite, tomamos ©e = U(<e 1)( e ge a colagem de todas as funções

g(, ( < (, que são compatíveis. Finalmente, Ue<lcl á)e e a colagem g de todas
as funções ge são a extensão e a função que procurávamos.

Finalmente, retome as (ondições do enunciado. Tome / : X U {a} --, Á de
Z a U como a identidade em X e/(a) = b. Esta função está bem-definida

e é elementar porque ta(a/X) = fa(b/X). Escreva ao = 21. Pelo último
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mgumento, existem !Bo extensão elemento de 2[o e jo : 21o --, tBo imersão
elemento' estendendo /. Novamente procedendo por indução, acompanhe o

diagrama a seguir. Dados i C N, 2[i < Bi e /, : 2t{ --, !Bí imersão e]ementa,

podemos ve] /.'i :/i[..4i] --, .B{ Gá que ..4i Ç l?i) como função elementar de Bi

a !Bi. Também pelo último argumento, obtemos 21í+i extensão elemento de

Bi e gi : Bi --, ai+l imersão elemento estendendo .f;t. Mais uma vez, agora
considerando g;: : gi].Bi] --. ..4i+l (já que B{ Ç .4i+l) elemento de 2[í+i a

ai+i, obtemos Bi+t extensão elemento de aí+t e /.+i : ai+t --» Bi+i imersão

elementar' estendendo g;'i. Desse modo, /.+i estende /, e Bí está contido na
imagem de /.+l porque é o domínio de gí.

Este diagrama sunaariza a construção, com flechas contínuas correspondendo

a imersões elementares(sem rótulo quando são inclusões) e flechas pontilhadas
a funções parciais elementares, cujos domínios são subconjuntos das estruturas
indicadas:

/Í:

Obtemos as cadeias intercaladas

Z 2[o < tBo 2ti !Bi < 2[2 < !B2 < 2ts <

Sejam !B = Uien2[Í e a a colagem de todas as /,, compatíveis. Note que

também B = UiCn Bi. Então 21 < B e a : .B --., Z? é uma função elementar com
alx a identidade e a(a) = b. Porque B = U:cn BÍ e a imagem de /.+i contént
Bi, obtemos a sobrejetora e, portanto, o automorfismo desejado. QEO

Lema 1.3.10. Se õ(ui, . . . , t;.) é uni conjunto de Mrmulas de L(X) consistente

com Th(2t, (z),cx), então $ é consistente com toda Th(Z, (a).c..!), de modo que
existe uma extemão elementar de 2t que realiza 'P. Em particular, todo tipo
sobre X é consistente com Th(U, (a).c..l) c satisfeito em uma extensão elemento'
de 2t e, por ser fechado sob conjunções, é fiútanlente satisfazível eni 21.

l)emonstração. Esse enunciado contorna limo dificuldade: se X # .A, um
modelo de Th(21, (s),cx) não precisa sei eüensão elementar de (a, (z),c.v).

Substitiia as variáveis dc (b por novas constantes, que indicaremos c, e tome

jiB, (b:),c.x, b) um modelo de Th(21, (=).c.K) que realiza õ(c).
Pelo Teorema da Compacta?ide, basta mostrar que õ(c) U Th(ü, (a).c..l) é

finitamente satisfazível. Sejam 'Do, Zo subconjuntos finitos não-vazios de '}(C),
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rHet, (a).c..l) respectiwmente. Substitua por novas variáveis u as constantes
de .A X nas sentenças de Zo e seja @(u) a conjunção em L(X) das Mrmulas
obtidas. Portanto, ]u Ó(u) C rH21, (z):ex). Seja o- a conjunção das sentenças
de 4'o: trata-se de uma sentença com constantes em X e as novas c; vemos que

a é conseqüência de O(c).

Então (B, (b,),:x, b) F a A ]z, Ó(u). Interpl'atando as constantes de .A -- X
como os elementos que satisfazem Ó, vemos que õo UTo tem um modelo. Qnn

Corola-io 1.3.11. Se a -< !B ente Sl:(X) = Smo(X) e tz(a/X) = to(a/X).
Demonstração; Observe que Th(a, (z),cx) = Th('B, (r),cx) e a liDE«agem

continua sendo L(X), de modo que a condição de consistência e maximalidade

é a mesma quanto a 2t ou !B.
Como(a,(z),CX) -<(B,(z),CX), o tipo(ie a é também o mesmo. QnD

Desse modo, todo conjunto de brmulas õ(ui, . . . ,u-) de L(X) consbtente

com 7'h(a, (z),cx) estende-se a um tipo sobre X. De fato, Q' é consistente com
rA(a, (a).c..i), eüstindo então a -< B e b € B' tais que (B, (a).c.4) E Q(b).

Assim, 'D Ç te(b/X) C Sl:(X). Um outro modo de estender ® é substituir as
variáveis por novas constantes e unir com Th(2t, (z),cx), obtendo uma teoria a

que se aplica o Teorema de Lindenbaum.

Corolário 1.3.12. S:(X) é o coiJjunto dos tipos to(b/X) em que tB é uma
extensão elemento' de a e b C B"

Z)emomtração: Se B é uma extensão elementar de 2t e b € B", então

to(b/X) C Smu(X) - S:(X).
Suponha então p C SIÊ(X). Pelo lema, existem uma extensão elementar tB

de a e b C B" que realiza p. Por unicidade, p = tu(b/X). Concluímos que
P C SmU (X).

Podemos tomai' uma única extenlsão B para todos os rn-tipos. Enumere-os

pe, ( < 1Sl:(X)l, sem repetição. Por indução, suponha deÊnida uma cadeia
elemento' (B<){<e pma € < 1S=(X)l, com a -< Bo e cada !B{ realizando p(.

Tome !Be uma extensão elementar de Uç<e !B( que realize pe. Então B =
ue<1sã(x)l tBe é uma extensão elemento de a que realiza todos os tipos de
Qa/'V\

Do mesmo modo, podemos tomar uma única ext.então B para todos os tipos

sobre X. QKD

Exemplo 1.3.13. Paa estudar Sf(O) na linguagem das ordens, é conveniente

.já trabalhar em uma extensão elementar de Q em que todos os l-tipos sejam
realizados. Não construiremos essa extensão: o leitor pode servir-se de um
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modelo de Análise Não-StandaM (veja nossas referências básicas) ou constiuh
uma ultrapotência dc Q.

A cardinalidade máxima de Sf}(O) é 2", porque a linguagem das ordens com
pmãmetros em Q é enumerável, sendo portanto enumerável o conjunto de suas

fórmulas de uma variável, e cada elemento de SP(O) é um subco4unto desse
conjunto. b/mostremos que o máximo é realmente atingido.

Como Q < R nessa linguagem, cada = C R dente uln tipo tQ(z/Q)(u), que
contém as fórmulas r < u para todo nacional r < z. Essa associação é injetora
e produz portanto IRI tipos. Assim, lsf(Q)l = 2". Dentre esses tipos tQ(r/Q),
há duas espécies: quando r é racional e o tipo é realizado em Q, e quando = é
irracional e o tipo não é realizado em Q.

Fixado r C Q, também podemos considerar um elemento iníinitesimalmente
maior que r, ou seja, um elemento z de uma extensão elementar tal que r < z
e todo nacional maior que I' é maior que z. Evidentemente, z não pode sei leal,

mas os elementos que devem existir entre r e z para que a ordem sda densa
também não precisam ser racionais. Desse modo, z e qualquer outro elemento
enfie r e os nacionais > r são conjugados por um automoríismo de ordem sobre

Q. O tipo de z sobre Q é o único de todos esses elementos e pode ser indicado
r+. Analogamente, existe o tipo r'

Existem também extensões elementares de Q e R que, embora não tenham

um último elemento, têm elementos maiores que todos os racionais e os reais.
Como a ordem é densa e os elementos superam todos os nacionais, quaisquer

dois desses elementos são conjugados por um automorfismo de ordem sobre
Q. Assim, o tipo desses elementos sobre Q é único e pode ser indicado +oo.
Analogamente, existe o tipo oo.

A argumentação com automoi6smos de ordem também mostra que esses

tipos são todos distintos e essas são todas as possibilidades de posição entre os
racionais e um elemento em uma extensão elementar. O mesmo estudo aplica-se

a qualquer lidem linear, densa e sem extremidades.

Não será necessário indicarnios, na maioria das situações, com que estrutwa

t.iabalhamos. Assim, escievelemos apenas S-(X) e t(a/X). Convém também

indicam S(X) = U,..m. S«(X).
Procedemos agora à identificação de tipos com ultraâltros, o que facilitará

nosso trabalho. A um subconjunto U Ç DefjÇ associa-se naturalmente, como

vimos, o conjunto H' de t(Mas as fórmula\s de L(X) com waríáveis livres dentre
u- , . . . , u,. que definent os elementos de H. Obtemos esta caracterização dos

t.ipos, de que fm'emos uso h'eqüente:
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Proposição 1.3.14. (i) Se U é um ultraâltro em DefjP então U' é um m-tipo.
(ii) Se p C SX(X), ente U = {D € DefÇ l Z) = @(a, (z),ex) e @ C p} é um

ultraâltro em Defjê e U' = p.
Demonstraçãaf Pwa provar (i), suponha que U é um ultrafiltro. Como U é

hltro próprio, tem a propriedade da intersecção finita. Então P' é coiwistente
com rHa, (z),ex) pelo Corolário 1.3.3. Suponha que Ó(u) brmula de L(X)
não pertença a P', de modo que @(a, (z),cx) g U e ente (--@)(a, (z),cx) c P,
donde né € U'. Então U' é maximal, pois qualquer conjunto que o contenha
propriamente contém uma fórmula e sua negação, não sendo consistente.

Quanto a (ii), assuma (iue p é um tipo. Como é maximal, é fmhado sob
conjunções e comeqüências, de modo que U é um filtro. P é próprio pois p é
consistente com rHa, (z),cx): há um modelo dessa teoria que realiza p; como

e[a é completa, se é € p então Th(ü, (z).;cx) k ]u é(u), donde @(a, (z),cx) # 0.

U é maximal, pois se y é um ultrafiltro que contém U então y' é um tipo por(i)
e contém p maximal, donde y' = p e U = }''. Concluímos tunbéni que U' = p.

Ou seja: um conjunto de fórmulas com número finito de variáveis livres é um

tipo se e somente se, em sua linguagem, é fechado sob conjunções, conseqiiências

e contém uma brmula se e somente se não contém sua negação.

Exemplo 1.3.15. Suponha p C S'..(X) e a um automorfismo de a. Defina
a ' p como o conjunto das brmulas @(u, a(z)) em que é(u, w) é Mrmula de L e

z é uma seqüência apropriada de elementos de X tds que @(o,z) C p(u). Pela

cai'acterização por ultrafiltro, vemos que a . p é um tipo sobre ajXI. VeriÊca-se
que a operação . é unia ação do grupo dos automorfismos de a subi'e o conjunto

dos tipos sobre subconjuntos de .A. Em partícula.r, quando X = .A, o gupo dos
automorfismos age sobre o espaço Sm(.A). Diz-se que a .®a p se a - p = p.

Cuidado: se 2t -< !B, vimos que S:(X) = SmB(X). Enquanto conjuntos de

fórmulas, os tipos são os mesmos, mas não enquanto ultraliltros: DefÇ.x #
Defg.x, já que os desníveis ganham novos elementos.

Vemos que a associação (.y é injetora, e o item (ii) mostra que é sobrdet.ora.
Assim, o conjunto S.(X) dos m-tipos sobre X identiâca-se com o próprio espaço

de Stone de DefÇ. Note ainda que t(a/X) identifica-se com {l) C DefT la C D}.

Corolário 1.3.16. Se ainda t/ for principal, então U' = t(a/X) pma algum

a C .,'l", de modo recíproco se a € X''

Z)emorzstração; Se U é principal, é gerado por 1) € DefjÇ não-vazio; tome
rt C 1) qualquer. Ent.ão U' Ç t(a/X), mas temos a igualdade por ü' ser maximal.

Reciprocamente, se ai , . . . , a,. C X, então a é X-desnível e g é gerado por {a}.

Qno
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QEO

Em particulm', a correspondência mostra-se completa quando X = A, caso
em que se diz que os tipos são gZoóa s, também simplesmente chamados sobra
modelors,), Afinal, todo deíinível é .4-desnível, de modo que a álgebra DefT tem

importância destacada. Veremos, ao longo do texto, que muitas propriedades
escrevem-se mais facilmente pma tipos globais.

E preciso compreender também, para X Ç y Ç Á e p € S,«(X), q C $,«(y),
a inclusão p Ç q, quando se diz que q é extensão de p. Como conjunto de
fórmulas de L(y) ou de definíveis de DefÇ, p é ainda um filtro contido em q.
Por maximalidade, é claro que p = q se X = y

Indicamos çlx o conjunto das fórmulas de q que são da linguagem L(X),
ou sela, çlx = {1) € DefÇ 1 1) C q}. Observamos que r7lX é um tipo sobre
X, porque os fatos de q ser ultrafiltro e DefjÇ ser subálgebra de DefÇ tornam
çlx um ultraâltro também. Temos p Ç çlx, donde p = çlx por maximalidade:

então qlx é o único tipo sobre X contido em q.
Desse modo, t(a/y)lx = t(a/X) pois t(a/X) Ç t(a/y).
Daremos agora uma topologia ao espaço S,«(X) e, para conveniência, resu-

miremos algumas propriedades.

Tomamos, como abertos básicos de S«(X), estes conjuntos: para Z) C DefÇ,

(-o> s. (x) l o c p}

Antes mesmo de verificar que esses conjuntos formam uma base, recorda-
mos o

Isto 1.3.17. Para 1), E € DefjÇ, valem:

(i) <.A'"> (X) e <0>

(ü){Du-B> u<.E>;<onE> n<.E>e<O .E>

(Üi) <D> ç <E> + D ç -E.
Estas são regras básicas que valem no espaço de Stone de qualquer álgebra

de Boole, obselvandc»se que <.> é uni isomorfisino dessas álgebras. Também
podem ser verificadas diretamente. Por exemplo, demonstremos a afirmação
liii). Se .D Ç E, por definição todo ultraâltro que concedia D contém E e
vem <1)> Ç <.D>. Se <-D> Ç <E>, então todo ultraíiltro que contenha D contém
E. Não existe, poi'tanto, ultrafiltro que contenha 1) e .A'" -- E, de modo que

1) n (.4"' E) = ü caso contrário, seria \mia fanuüia com a propriedade da

intersecção finita. Assim, 1) Ç E.

Agora, é fácil veriâcar que a família { <1)> 1 Z) C DefjÇ } é uma base topológica.

Suponha p c S,,,(X). Como p # ü, existe D C p, de modo que p C <Z)>. Caso
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P € <1)> n <.E>, temos p c <.D n .E> ç <D> n <.E>, como desejado. Vemos ainda

que essa base é de abertos que são fechados, chamados clopen em inglês.

Se a -< B, & tipologia de SmU(X) é a mesma de Sl:(X), porque m classes

de fórmulas equivalentes são as mesmas.

Vemos, por exemplo, que parei X Ç y Ç -A a função que leva q C S.(y) a
çlx C S;,.(X) é contínua. Afinal, para um X-definível Z), vale qlx C <1)> se e

somente se q C <1)>, sendo aqui D como y-deíinível, já que çlx Ç q.

Os pontos isolados são tipos principais. Se p C S(X) é isolado por <1)>, então
O € p e O # 0. Tomando a C D, obtemos Z) C t(a/X) e t(a/X) C <O> = {p},
como desejado. A recíproca vale, novamente, quando X = .4, porque t(a/.A) é
isolado por <lal>, já que a é ..4-desnível.

Esse raciocínio também mostra que os tipos püncipais formam um conjunto
denso em seu espaço

Proposição 1.3.18. Com essa topologia, S.(X) é um espaço compacto Haus-

doríf (ou Te) totalmente desconexo, isto é, em (lue cada componente conexo
contém apenas um ponto.

l)emonzstração= Novamente, trata-se de um resultado com demonstração

comum aos espaços de Stone de todas as álgebras de Boole.

Começamos com a propriedade de Hausdoríf. Suponha p, q C S.(X) dis-

tintos. Por maximdidade, então p não está contido em q, existindo -D C p com

1) € q, ou sda, .A" -- -D c q. Assim, p C<Z)> e q C (.A" -- Z)>, que sabemos

serem abertos disjuntos.

A propriedade de compacidade precisa ser verificada apenm em cobertu-

ras por abertos básicos. Suponha que S.(X) = UiCÍ<Z)i> sem subcobertm'a

ânita. Para todo subconjunto finito lo de .l, temos <U:cl. Oi> # S;,.(X),
donde R:c/.(.A" l)i) # 0. Concluímos que {.A" -- Z)i l í € /} tem a pro-

priedade da intersecção finta, estando contido em um ultra61tro p C S.(X).
Nuas p C Uicl<1)i>, de modo que existe á C l com -Di € p, contradizendo
A"---Dica.

Finalmente, se p, q são pontos distintos de um conjunto R Ç S«(X), vimos

que existe um aberto básico <1)> que contém p, mas não q. Então q C<.A" -- Z)>

e R = (R n <1)>) u (R n <.4' -- D)) mostra que R é desconexo. QKO

Por exemplo, a compacidade implica que um cloperz é união .Pníta de abertos

básicos e, porá.auto, já pertence a essa família, que é uma álgebia de Boole.

Exemplo 1.3.19. Suponha L um col'po algebricamente fechado e K um sub
coi'po qualquer de Z. Estudemos o espaço Sit(K).
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Se a C L é algébrico sobre /{, mostrmemos que o tipo t(a//q é isolado pelo
aberto básico correspondente ao conjunto /(-deíinível das raízes do polinõmio
minimal de a sobre /{. Sejam p um tipo sobre K nesse aberto e Z)' uma extensão

elemento de L com b C .L' realizando p. Por definição, b é raiz do polinâmio
iünimal de a sobre /{. Ambos a e b anulam apenas os polinõmios que são
divisíveis por seu polinâmio minimal e, portanto, anulam precisamente os mes-

mos tem-tos de uma variável com parâmetros em /(. Sabemos que, assim, cl e
b satisfazem precisamente as mesmas fórmulas atómicas de uma variável livre
com paiàmetros em K e, por combinação booleana, as mesmas fórmulas sem

quantificadores de uma variável livre. h/las .ACF admite eliminação de quanti-
ficadores, permitindc»nos concluir que a e b satisfazem as mesmas fórmulas de

uma variável livre com parâmetros em K Ç L. Assim, p = t(a/K) e quaisquer
duas raízes do mesmo polinõinio irredutível têm o mesmo tipo.

Se a, b C L são dois transcendentes sobre K, ambos anulam apenas o po-
linâmio O dentre aqueles com coeficientes em K. Novamente, a e b satisfa-

zem as mesmas fórmulas de uma variável livre com parâmetros em K. Assim,

t(a//{) = f(b/K), um único tipo chamado dos transcendentes, que vemos não
ser de nenhtun algébrico. Mesmo que não existam elementos de L transcenden-

tes sobre 1(, esse tipo existe: o mesmo raciocínio mostra que é o tipo de um
elemento transcendem;e sobre K em uma'extenlsão elementar de Z,.

Sabemos que o fecho algébrico de K em -L é infinito, porque .L é algebrica-

mente fechado. Como cada polinõmio minimal sobre .l( tem um número finito
de raízes, esses polinâmios são ein nomeio inânito e, portanto, $i(K) é inânito.
Já que St(.K) é compacto, tem um ponto de acumulação, necessariamente o
tipo dos elementos transcendentes. Concluímos uma caracterização topológica

de Si(K).

/

Exemplo 1.3.20 (Espaço espectral). Suponha ainda K Ç L corpos, com L
algebricaniente fechado. Trabalharenios com o espaço SE(K) e tainbéni com o

conjunto Spec K]zi, . . . , r.] dos ideias primos próphos de Klzi, . . . , z.l. Esse
conjunto pode ser definido para qualquer anel R e tem uma topologia chamada

cspectmZ ou de ZaHsi;{ com fechados básicos {P (i Spec R l r c P}, r c R.

Pala .P, (2 C Spec R, vale então a cul'iosa propriedade de que Q pertence ao
fmho de {P} se e somente se P Ç (2. Portanto, o ideal {0} é um ponto gcnéhco
de Spec Klzl , . . . , z,.l: seu unitário é denso no espaço (mostra-se que qualquer

Spec R tem iun ponto genérico; é o ideal dos elementos nilpotentes se íor primo).
Dado p c S«(/{), considere o codunto y(p) dos polinõmios / € Klz] ,

r..l tais que a Mrinula .f(u) = 0 esteja em p. Vciiíica-se que y(p) é uin ideal
primo do iuiel /{lri , . . . , z.l, próprio porque o polinõnlio conlstante l não pode
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pertencer a p(p)(1 = 0 não é consistente com o diagrama elementar de L).
Obtemos uma função p : &«(K) --. Spec X'lzi, . . . , z«l.

Por exemplo, quando m = 1, a imagem por p do tipo dos elementos trans-

cendentes é o ideal {0}.

Paa ver (lue p é injetora, suponha l),q C Sm(K) com p(p) = p(q). Dada
uma Mrmula Ó(ui, . . . ,um) com parâmetros em K, por eliminação de quanti-
ficadores é é combinação booleana de fórmulas atómicas que correspondem a
polinõmios de Klri, . . . ,z«l igualados a O. Já que p(p) = p(q), as fórmulas
dentre está que estão em p são precisamente as que estão em g, de modo que

também @ C p :> Ó C q quando usamos a caracterização mencionada após a
Proposição 1.3.14. Assim, p = q.

Nlostremos que p é também sobrejetora. Dado um ideal primo próprio P

de K]zi,. . . ,z.], pode-se mostra' que P = Q n .l(]ri,. . . ,z,«] para Q ideal
primo próprio de Llzi, . . . ,r.l. Seja F um fecho algébrico do coito de cações

de Z]zi, . . . ,Zm]/Q: podemos assumir Z Ç F e então L < F. Sendo ti C F

correspondente a ri/Q, para / C Klzi, . . . , z.l temos /(ti, . . . , t.) = 0 + / €

Q, de modo que p(tP((tt, . . . , t.)/K')) = P.
Finalmente, p é contínua. De fato, dado / € Klzi, . . - ,z-l, a imagem in-

«rm de {PC SpwKjzi,...,z«l 1/ C P} é {P € Sm(K) l(/(u) = O) C P(u)} o
cZopen básico do conjunto desnível das raízes de/. Porém, p não é um home-

omor6smo, pois se fosse então Sá(K) teria um ponto genérico, contradizendo

sua propriedade Hausdol:íf. Contudo, podemos concluir que Spec Klzi, . . . , =,.l

é compacto.
Pelo Teorema d& Base de Hilbert(veja enunciado e referências no Teorema

6.1.4), todo ideal em .Klzi, . . . , z.l é 6nitamente gerado. Desse modo, existem

até maxllKI,o} ideais em Klzi, . . . ,r.l. Por outro lado, o último parágrafo
do exemplo anterior permitonos calcular ISI(K)l a: co, IKI. Ao estendem l-tipos
a m-tipos, porque são consistentes independentemente do número de variáveis,

obtemos uma injeçh em S.(K). Concluímos que ISá(K)l = IKI + w.

1.4. O modelo monstro

Introduzimos algumas importantes propriedades, devidas a hloiley e Vaught,

Shelah (homogeneidade forte) e Hodges (grandeza). Nosso objetivo último é
mostram que existem estruturas com essas propriedades, mas previamente dcii-

varemos caracterizações.

Observamos que, em algtuis textos, há diferenças sutis nas definições, per-
mutando as desiguladades < e <.

Considere um cardinal ínânito K e uma L-estrutura a.
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21 é K-salumda se, pala todo X Ç .A com IXI < K, todo tipo de S(X)
é satisfazível em (a, (z),cx) e, portanto, principal. 2t é saturada se for l.Al-
satul ada.

E suficiente verificar a condição para l-tipos porque se procede por indução.
De fato, dtLdo um tipo p(ul, . . . , u.) sobre X com m > 1, podemos consideim

o conjunto consistente de Mrmulas contidas em p com apenas as variáveis livres

u-, . . . , u..l. Esse conjunto estende-se a um (m -- l)-tipo, que se assume reali-

zado por a C Á"' i. Desse modo, basta lealizu' p(a, u«) sobre Xa e, porque H

é inânito, ternos IXal < IXI + rn 1 < x.

Em algumas ocasiões, substituiremos n por um caadinal finito, mas é simples-

mente questão de abreviatulla que pode sei expandida a um enunciado coerente.

E o caso da l.Aj-saturação. DesejaríaJnos obter até l..4j+-saturação, para que os

tipos globais de S(Á) também fossem principais, entretanto se verificaria que
l.AI < u, porque podemos considerar o conjunto de fórmulas u # a, a C .A.
Reciprocamente, toda estrutura ânita é saturada. Observamos, com isso, que

os conceitos que introduziremos só se aproximam de nossa expectativa intuitiva

quando aplicados a estruturas infinitas.

Exemplo 1.4.1. Um corpo algebücamente fechado Z; é saturado se tem grau
de transcendência inõnito sobre seu subcorpo primo. Em particular, todo corpo

algebricamente fechado não--enumerável, como C, é saturado.

'l)abalhaiemos com l-tipos. Suponha X Ç L com IXI < IZ,l e p C Si (X).

Seja /( o subcoipo de L gerado por X. Existem L < L' e b C -L' que realiza p.

Se b é algébrico sobre K então b C L, como desejado. Se b é transcendente sobre

/{, tome a C Z) transcendente sobre K -- de fato existe, porque ILI é o grau
de tranlscendência de L sobre seu subcoipo primo Lo, digamos, e IXI < ILI, de

modo que IKI = ILo(X)l < 1-LI e o fuho algébrico de K em L tem cadinalidade
l.KI x w < IZ,l. Temos a, b C L' ti'anscendentes sobre /{, de modo que existe um
-tomoMsmo a de Z.' sobre K com a(a) Como p c Sf'(X) e L' F p(b),

temos L' k p(a), de modo que a C L realiza p.

Este é um resultado de uso heqüente

Proposição 1.4.2. Destas condições, cada uma implica a subseqüente, e equi-

valem pica H > IL

(i) 21 é K-satwada.
(ii) Suponha X Ç .4 com IXI < n. Então qualquer coiÜunto de fórmulas de

L(X) com número anito de variáveis livres que seja realizado em unia extensão

elementar de(a,(r),C.K) é realizado em(a,(z).;C.K).
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(iii) Suponha X Ç .A com IXI < H. Então qualquer conjunto de Mrnlulas de
L(X) com número anito de variáveis livres que sda finitamente satisfazível em
(a,(z),cx) é realizado em(a,(z),cx).

(iv) Se l)e, € < K, são uma família de subconjuntos definíveis de .4' com a

propriedade da intersecção ânita, então ne<. Z)e # ü. Com esta propri(xlade,
díz-se que a é K-cotnpacta.

Z)emomtração; Observamos que, na condição (ii), a elementmidade da ex-

tensão é essencial, como se deduz do Exemplo 1.1.8. Para H = ILI = u, vê-se
que (iv) não implica (i).

(i) ::+ (ü): Um tal conjunto 'b é co-sustente com rHa, (z),ex) por definição

e estende-.se a um tipo de S(X). A K-saturação de 2t implica que esse tipo é
i-ealizado em (a, (z),.cx), de modo que @ também.

(ii) :+ (iii): Basta aplicar o Corolário 1.1.12.

(iii) :> (iv): Note que os parâmetros das brmulas que definem os conjuntos

l)e formam um conjunto de cardinal < n. A propriedade da intersecção ânita
corresponde à satisfação finita dessa faminta de 6rmulas, cuja realização por sua

vez corresponde à intersecção não-vazia.

(iv) -> (i): Co:«adere X Ç .A com IXI < H e p C S«(X) como ultrúltro
de DefÇ. Então seus desníveis têm a propriedade da intersecção 6nita. Como

lpl < IL(X)l < K, tais coÜuntos têm intersecção comum; concluímos que p é
satisfazível em(Z,(z),ex). Qno

Lema 1.4.3. A condição de a ser x-saturada equivale a este enunciado: "Se-
jam tB uma L-estrutura qualquer, X Ç .A e y Ç Z? com IXI = IVI < K e
b € -B. Se (a,(z),CX) = (B, (y),Cr), em que se entende fixada uma corra.
pendência biunívoca entre as constantes de X e y, então existe a C Á tal que

(ü,(z).;cx, a) =(B,(y),cr, b)."

Z)emonzstração: Assuma a K-saturada e a situação do enunciado. O tipo

t(b/y) é um coÜunto de Mrmulas de L(X), (quando as constantes de y são
substituídas pelas correspondentes de X, consistente com rHa, (z),cx) por
ser íinitamente satisfazível via quantHicação existencial. Estende-se portanto a

um tipo sobre X, realizado poi' a C A. As sentenças de L(yb) colvespondem a

Mrmulas de L(y) com parâmetro b e então a fórmulas de L(X) com parâmetro
a, implicando a equivalência elemento' desejada.

Assuma cntà) o enunciado c suponha p € S«(X). Existem então uma ex-
temão elementar 'B de 21 e (bl,. . . ,b.) € /3" tais que p = t((bi, . . . ,b.)/X).
Como (a,(r).c.K) = (B,(z)..C.v), exi;te a: € A tal que (a,(=),cx,a-) =
(B,(z):ex,bi). Temos IXail = lybil < K, sendo H infiúto e a igualdade

garantida pela equivalência elementar. Então ot)temos a2 c Á correspondendo
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a b2 e, sucessivamente, até

(a, (z),cx , a - , , a.) = (B, (z).cx , Z)t, . . . , b.)

Portanto, (ai, ««) :ealiza p em (a. (z).cx). Qno

a é K-universal se toda L-estrutura elementmmente equivttlente a 2t e de
cmdinal < H pode sel- elementaimente imensa em 2t.

a é K-Aomogêzzea se, para todos X,y Ç ..4 com IXI = IVI < H tais que
(21, (z),cx) = (a,(y),cr), em que se entende fixada uma correspondência
biuúvoca entre as constantes de X e y, e dado a € .4, existe b C .A tal que

(21,(a;):cx, a) =(a,(3/),cr, b).
21 é /oMemente K-Aomogênea se, para todos X Ç .A com IXI < H e / : X --,

A tal que (a, (z):cx) = (a,(/(z)),cx), / estende-se a um automoHismo de

2t. Desse modo, quaisquer dois elementos a, b C .A' que satisfazem o mesmo

tipo sobre X são conjugados por um automorfisino sobre X, considerando-se

(a,(a;),:x, a) =(a,(z).cx, b).

Teorema 1.4.4. Pala n > ILI, K-saturação equivale a K-homogeneidade e H-
universalidade simult ãneas.

l)emorzstração; Como é usual, provaremos que K-saturação implica n-homo-

geneidade e K+-universalidade. Já que n+-universalidade implica trivialmente K-
universabdade, deveremos também provar que K-homogeneidade e n-universali-

dade simultâneas implicam K-satwação. Neste momento, íarenlos uso da hipó-
tese H > ILI.

Suponha U K-saturada: o Lema 1.4.3 implica que 2( é K-homogénea. Suponha

então B = a com l.al < n+, ou sqa, l.al :Ç H. Seja (be)(<1al «:"» "un:e:ação
sem repetições dos elementos de B. Definiremos a( C Á, ( < lnl, indutivamente:

assuma que, paJ'a ( < lnl, (ao(<e esteja definida de modo que (a, (ad(<e) =
(B, (Z,d(<e). (O caso ( ssa condição inicial.) O co-junto {b( 1 ( < e}
tem cardinalidade l€1 < 1BI < x. Pelo lema anterior, existe ae C .4 tal que

(a, (ao{<e) = (B, (bo(<e). Aqui podemos observar que, por sentenças terem
apenas um número finito de constantes, as equivalências da indução implicam

(a, (ae)e<1BI) = (B, (be)e<1ol). Como (be)e<1BI -ume:a 13, - ftmção que le-
me ü a( é unia imersão elementar de !B em 21. Cloncluímos que 2t é H+-universal.

Suponha agora que a é K-homogénea c x-universal. Sejam X Ç Á com

IXI < H e p C S«(X). Substitua as variáveis limes de p poi uma seqüência
c de nova.s constantes, obtendo --a teoria T c) U rHÜ, (;r),c.v) e«i u«:a
lingui\gene dc ctudiiial IL(X)l +m < x. (T é consistente por definição.) Há então
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um modelo (B, (b,),cx,b) de T, com l.al < H pelo Teorema de Lõwenheim--
Skolem, em que b interpreta w constante c. Temos B = a, havendo por

K-unia'ersabdade uma imersão elementar de B em a que assumiremos ser uma
inclusão, ou seja, !B -< U. Então

(g, (z),êx- ) (B, (Z,,),éx) = (a, (Z,,),éx)

e, por K-bbomogeneídade, existe a C .4' tal que

(2t, (z),ÉX , a) (a,(Z),),ex, b) =(B,(b,),ex,Z,)

Assim, a realiza p em (a, (z),cx) porque (a, (b,),CX) E p(b). Concluímos que
21 é n-saturada. QEO

Teorema 1.4.6. K-homogeneidade forte implica K-homogeneidtlde. Se 2t é

1..4j-homogénea então a é fortemente l.Aj-homogénea.

Z)emonstraçâo; A primeira afirmação é simples: sendo 2t, X, }', a como na
definição de K-homogeneidade e nomeando/ : X --- y a bijeção, tome b a
imagem de a pelo automorfismo que estende/.

Para a segunda, podemos proceder por indução finita se l.41 < a: obtemos

o automoríismo quando aplicamos a definição ao caso IXI -- l.41 -- le a g X.
Suponha então a inâilita.

Assuma que Z é l.4j-homogénea e suponha X Ç .4 com IXI < 1.41 e / : X --,
4 tal que (a, (=)«x) = (Z, (/(z))*x). Vemos (lue .f é uma iQeção; como na

definição de homogeneidade, convém chamar y =/IXI .

Indexe sem repetições .A -- X = íz€1€<1.41 e .A -- y = {y€1 e<1.41. DefinirelBos

indutivamente sequências (ce)e<1.41, (de)e<1..{1 sem repetiçõa. Assuma ( < 1.AI
e (c(, ód(<e já definida de ntodo que

(a, (z),cx, (cdC.:e ) (a, (/(z)),ex, (4){<e)

rr\nnnn c -- í\A rlndlA hnq' li {+Mn\ TA n xxAn n Ann nTqn c n6'n»n rnnnf+n mnrln
\v body \ v \, uuAtv l/vx iul/vu\'o\"/ u\'&&&vLu&nva UEluLa i-lub \. bovlbvv-o\, u uivuv

único como ( cm quc À é um ordinal bmitc (ou O) e n < u.

Se n é par, tome ce = zx+«/ü. Já quc a é ho1110gênea e IXutc(}<<euÍceJI <
IXI t l€1 -+ 1 < i.AI, existe dt e A td quc

íq í.P\ . . rr.\,,,\
V''q V' / aCI'L l \ '''\ /\. N:Ç /

ra Í fr.\\ . ., rH.\ ..,)\"''} \J V'//=e.J\ } \"v\,q:Ç/

Esn aqui\dênci3 elemento« mitra que de c (..4 -- y) -- {4 1 ( < (}.

Se 7?. é ímpa.r, proceda analogamente, mas tomando de :; yÀ+(n 1)/2 e ob

tendo ce C (.4 X) {c( l ( < {}.
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Completada a indução, deíina a(z) = /(z) para z C X e a(ce) = de pala
( < 1.Al- Por construção, o domínio de a é todo .A: os casos pares acima exau-
iem À -- X, notadamente zx+k = cx+2k. Também a imagem de a é todo .A,
porque os casos ímpares exaurem .4 -- }', notadamente yx+A; = dx+2k+t. Ob-

temos(a,(z),CX,(ce)e.:1.41) =(a,(/(r)),.x,(de)C<1.41), o« seja,(a,(').eA) =
(a, (a(a)).c..l), de modo que a é um automorfismo de 2t que estende /. Qnn

Existe uma curiosa equivalência entre conceitos geométricos e algébricos

Proposição 1.4.6. Suponha a K-satul'ada e fortemente K-homogénea e X Ç Á

com IXI < n. Uni desnível é X-definível se e somente se é invariante sob todos
os automorâsmos sobre X.

Z)emorzstração; Seja 1) una subconjunto deíinível de .4". Suponha que l) :=

#(ü, a), com # de L e a € X", e que € seja um automoMsmo sobre X. Como
((a) temos (l l @(a, C(a)) a)

Suponha agora que D = @(a,a) com a € .A", ou seja, 1) é uln definível
arbitrário, e que Z) seja fixado por todos os automorfismos sobre X. Se D
é vazio, é claro que é X-desnível; assumiremos então 1) # 0. Sendo u uma
seqüência de m variáveis, consideraremos õ(u) o conjunto contendo n#(u, a) e
as fórmulas de L(X) satishitas pol todas as m-uplas de .D. Note que IXal < H.

Primeiramente, mostretnos que © não é satisfazível em 2t. Suponha a C

..4" tal que 2t f: 'b(a): então a # 1), mas a satisfaz todas as Mrmulas de

L(X) satisfeitas pelas m-uplas de 1). Desse modo, sendo d = (dl, . . . ,d.) C l)

arbitrária, temos (a, (z),cx, d) = (a, (z).cx, a). Note que também leal < n.

Definindo / : Xd --, Xa com /lx a identidade e /(di) = ai tal / está bem

deânida pela equivalência elementar --, / estende-se a um automorâsmo /* de
2( por sua pç-homogeneidade falte. Ora,/' é um automorfismo sobre X, mas

não fixa .D pois /'(d) contrariando nossa llipótese.

Pela K-saturação de a, um subconjunto anito Oo de ® também não é rea-

lizado em 21. É dai'o que -.Ó(u,a) c q'o, sendo D # 0. Podemos supor que há
outras â5rnlulas eni ©o, acrescentando qualquer- unia de Q.

Tome Ú(u) a fórmula de L(X) conjunção de todas as fórnaulas de q'o exceto

=Ó(u, al. Por definição, se d C 1) então 21 1- @(d); ieciplocamente, se a C Á"'
ieabza @ então a C 1), pois caso contrário a H q'o(a). Concluíntos que l) =
ü(21) e que 1) é X-definível. QEn

Corolário 1.4.7. Nessas condições, um subconjimto finito de Á"' é X-desnível
se e somente se é invariante sob todos os automoríismos sobre X. Desse modo,

uma rrt-mpla a C A" é X-desnível se e somente se todo automor6smo sobre X
hxa a.
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Na proposição, a condição de já ser deÊ11ível não pod!
este exemplo conclui com X :: Ü:

)movida, como

Exemplo 1.4.8. N com sua ordem usual tem uma extensão elemento ul-
saturada e fortemente oi-homogénea C (veremos isso no Teorema 1.4.11), que
podemos msumir própha, tomando antes uma extensão elementar de N que
o saia. Sabemos que todos os novos elementos de C são finais, ou seja, são
precedidos por todos os naturais.

Assim, N é invariante sob todos os automoríismos(de ordem) de C. De fato,
suponha que um tal automol6smo € 1e-,'e n C N a C - N. Podemos supor quc
n é mínimo com essa propriedade. Como e(0) = 0(0 é o elemento mínimo de
Q:), temos n # 0. Então C(n -- 1) C N e existem naturds maiores que ((n -- l),
portanto entre C(n -- 1) e ((n), de modo que € não é um automor6smo.

Porém, N não é @-desnível em C por ser uma subestrutura elementar própria.

De fato, se é é uma Mrmula sem parâmetros tal que N = é(C), então pa'a todo
n € N temos C E é(n), donde N E @(n) e conclui-se que N E VuÓ(t,), mas
essa sentença não vale em C, contradição.

Há muitas outras propriedades de estrutwas com hipótese de(K-)satwação,

homogeneidade ou universalidade, que não apresentaremos por não serem cen-
trais ao nosso desenvolvimento, embora importantes por si mesmas. Porém, o

leitor interessado pode consultar o Capítulo 5 de IChang, Keislerl, o Capítulo

10 de IHodges] ou o Capítulo 9 de ]Poizat l].
Essas que vimos, porém, sugerem que seja interessante trabalhar em es-

truturas saturadas, especi6camente pela hontogeneidade forte. Nlencionaremos

no Teorema 2.3.14 que teorias importantes, chamadas estás-eis, têm modelos
saturados. Contudo, a existência de modelos saturados de teorias arbitrárias
condiciona-se à Hipótese Generalizada do Contínuo ou à eüstência de cardi-
nais inac(=sívcis muito grandes -- esta, aliás, é a condição cm quc IShclahl
trabalha (p. 7-8) --, como indicam a Proposição 5.1.5 c o Exercício 5.1.4 dc

IChang, Kcislcrl c os Exercícios 6, 7 c 8 da acção l0.4 dcIHodgcsl. Tal diâcul-
dade é observada em IXITACI, que assume então a construção de uma classe
própria com as cm'acterísticas desejadas.

Optamos por seguir a sugestão de IPillayl e introduzir as estruturas K-

gandes de IHodges]. De modo a não depender extraordinariamente deste texto,
delinearemos as demonstrações pertinentes. Adaptamos resultados e exemplos

de suas Senões 10.1 e l0.2, mas alterámos alguma notação e conteúdo. O lei-
tor também pode explorar o conceito análogo de K-lesplendêncía exposto em

IPoizat 11, de onde derivados algu11s raciocínios.
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2t é K-grande se, para todo X Ç 4 com IXI < K, vale esta propriedade:
"Adicione a L(X) um novo piedic:-do. Se (tB, (b,),cx) = (a, (z),cx) e S é

uma relação em .B, então existe u-na relação R em .4 tal que (B, (b,),cx, S) =
(a, (a;),cx , R)."

Vemos que toda estrutura finita é K-grande, porque = e = são noções

idênticas para estruturas finitas.

O Exemplo 4 da Seção 10.1 de IHodgesl informa que um corpo algebricamente
fechado K de grau de transcendência infinito sobre seu corpo primo é IK
grande e menciona que André Weil, em seu Foun(Zatáons o/ .AZge6raíc Geometr'

(AA/IS, 1946), sugeriu que se utilizassem os corpos algebricamente fechados de
grau de transcendência infinito como donzáhios tlnáuersaís. O I'trema 9.17
de IPoizat ll indica que qualquer está'usura saturada, em geral, tem tamanha
grandeza. Contentamo-nos em demonstrar uma recíproca:

Teorema 1.4.9. x-grandeza implica K-satwação e K-homogeneidade forte.

Z)emonstração; Admita que 2t é uma estrutura n-grande. Para mostra que

é x-saturada, suponha X Ç .A com IXI < K e p € S-(X). Soam tB uma ex-

tensão elementar de a e b € -B" de modo (iue p - t(b/X). Temos (B, (]ç),cx) =

(a, (=),cx), eüstindo R Ç Á" tal que (B, (]ç),cx, {Z,}) = (a, (z),CX,R). Pela

equivalência elementar, vemos que R é unitário, contendo uma m-upla a. Con-

cluímos que as liormulas (lue são realizadas por b em (B, (z).cx) são realizadas

por a em (a, (z),ex), considerando-as como sentenças da linguagem estendida.

Assim, (a, (z),cx) k p(a).
Pa'a mostrar que U é fortemente n-homogénea, suponha agora X Ç .A com

XI < n e / : X --, .A t.l que (Z, (z).cx) = (a, (/(z)).cx). Tome «m novo

predicado binário P e considere, na linguagem apropriada, o conjunto T das

se«terças(i) em Th(U,(z),:x,(/(z)),:x),(ü) Va3':u P(u, «), V«3':uP(u,«),
(iii) P(z, /(z)) para cada z C X, (iv) para cada brmula atómica d de L, com
r} vmiáveis livres,

Vui...Vu.Vut
7t

A
i-l

v«« ( P(ui, ui) --- (Ó(u- , , u«) -, @(«-, . . . , ««)))

Primeiramente, mosto'amos que T é 6nitamente satisfazível. Dado Xo um
subconjunto anito de X, seja E uma IXol-upla contendo calda elemento de Xo
sem repetição. Temos (a,E) = (a,/(g)), de modo que = e /(E) realizam u

mesmas fórmulas de L e então têm o mesmo IXol-tipo sobre 0. Pela Pro-
posição 1.3.9, existem B uma extensão elementar de !ã e ( uln automoríismo
de tB com ((E) = /(f). Seja S o gráâco de (, pma interpretar P. Temos
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(B, (z),cx, (/(r)),cx) = (a, (z),cx, (/(z)).cx) e (B, S) satisfaz ,s sentenças

(ii) e (iv), porque € é um automorfismo, e também P(z, /(z» para cada z € Xo.
Então T é consistente e tem um modelo que escreveremos com repetição

das letras: (!B, (ó,):.cx, (c..)..ex , S), em que b:., c:. interpretam as constmtes de
z, .f(z) respecti"amente. Pela deâúção de T, temos (B,(b.,):.ex, (c.),:x) =
(a, (z).cx, (/(a;)).cx). Pela equi«alência elementar, os elementos de x n /lxl
conespondem exatamente aos b, = c,, = € X, porque B E b, = cv +;$ H E
:r = .f(Z/). Então podemos considerar (!B, (b)t,C{Õ,,', ] «x}) = (a, (z),CXu/[X]).
Temos IX U /IXll < IXI + IXI < n. Como 2t é K-grande, existe R Ç -A2 tal

que (B,(b)Õctb,,% ],ex},S) = (a,(z),cxu/[x],R). Peru sentença (ii), R é

o gráfico de uma bijeção € : .A --, Á; peru (iii), ( estende /; pelas (iv), € é
automorâsmo de a. QEO

Precisamos agora do resultado conhecido como "Lema da comistência(con-

junta) de Robinson":

Teorema 1.4.10 (Robinson). Suponha Li, L2 duas linguagens cujos símbolos
em comum formem a linguagem Lo, mas reunida formem a linguagem L. Sejam

Ti, Ta teorias de Li, L2 respectivamente. Se Ti n T2 é uma teoria completa de
Lo, então Ti UT2 é umü teoria de L e diz-se que Ti é corzsá$tente com 7b.

R(:ferências. O Teorema 2.2.23 de IChang, Keislerl ou o Exercício 6.6.1 de

IHodgesl, derivado de seu teorema de mesmo número. Ambos os textos têm
outras demonstrações.

Teorema 1.4.11. Se H > ILI e K é regular, então toda L-estrutura a tem uma
extensão elemento K-grande fB tal que IBI < 1.Al<"

Z)cmonstração; Se a,/7 são cardinais, a<P = supÍaP l p cardinal < Pi: por
exemplo, 2<" = a. Também faremos uso do produto e+( dc dois ordinais € c (,
quc corrcspondc a cópias dc € ordenadas por (. A discussão acima nos pcrmitc

assumir que 91 é infinita.
Tome p = 1.Al<', dc modo quc p :: p<" > H > ILI. Pelo uso constante,

chama'erros os ordinais < p © (p . H) de tesfemunAas.

Podemos indexar com repetições (Xe, 7})o<e<P- os pares (Xe, Te) em que

X( é um conjunto de menos de H testemunhas e Ze é unia teoria completa na
linguagem obtida de L(Xe) adicionando-se um predicado Pe, de modo que cada
par aparece com heqüência cofinül na lista. Para verücar a indexação, note
que p e x são H blocos de comprimento p. Suponha que z/ < H é um cardinal:

o número de coÜuntos de p testemunhas é p" = p e o número de tais teorias
colllpletas é < 21Ll+i'+lo < p<'i ;= p.
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Construiremos uma cadeia elemento' de estrutmas 21€, 0 < ( < p+ lç, em que

.4( = p e (. Indicaemos (ae, . . .) uma estrutura que expande 2te. A construção
será tal que, se € > (, a linguagem de (21€, . .) é uma expansão da de (a(, . . .),

e a cadeia será elementar para cada linguagem, a partir da primeira estrutura
apiopüada.

Pelo Tmrema de Lõwenheim Skolem, 2t tem uma extensão elementar 2ti
de cardinal p; identiÊcamos .Ai e o ordinal p + 1 = p. Fmemos ainda outras
identi6cações análogas, via bi.jeções que transformamos em isomorfismos.

Se À < p é uni ordinal limite, tome(Ux,.. .) = Uo<e<X(ae,.. .).
Assuma que (ae, . .) foi definida com domínio p+(. Considere o par (Xe, Te).

Se alguma testemunha > p e € pertence a Xe ou se a teoria Te é inconsistente

com o digo'ama elemento de (ae, . . .), tome (ae+1 , . . .) «ma eüensão elemento

arbitrária de (21€, . . .) com domínio p . (e + 1). Isso é possível com o Adendo ao

Tboiema de Lõwenheim--Skolem.

Suponha agora que cada testemunha em Xe é um elemento de .4€ e que a te-

oria Te é consistente com o diagrama elementar de (ae, . . .). (Neste ponto ocor-
rerá expansão da linguagem.) Alguma extensão elementar (D, . . .) de (ae, . . .),

com também alguma interpretação para (r),cxe e Pe, é modelo de Te. Poi
Lõwenheim-Skolem, podemos supor que 1.01:: p e que os elementos de 1) são
os ordinais < p ' (( + 1). Desse modo, tome (2[e+i,. . .) = (1), . . .) com suas

novasinterpretações.

Tome agora (B,. .) = Uo<e<...(a(,...). Vemos que 8 é uma e*:te-são
elemento de 2t e B = p e (p . H) tem cm(hnalidade p. Reduzida à linguagem
apropriada, (B, . . .) também é extensão elementar de cada (ae, . . .).

Mostremos que B é K-grande. Suponha X Ç B com IXI < K e D tal que
(1), (d,),cx) = (B, (z),cx); seja S uma relação em D. Já que H é regular, p .n

é um ordinal de cofinahdade H e existe ( < p©K tal que todas as testemunhas em

X são menores que p . (, donde X Ç .A( e (D, (d,),ex) = (a{, (z),ex). Pela

forma da indexação, existe € > ( tal (lue Xe = X e Te = Th(i), (d,),cx, S). Ao
mostra (iue Te é consistente com o diagrama elementar de (ae, - . .), obtemos

(2[e+t, . . .) modelo de Te, e então (B, (r),cx) expande-se a um mode]o de Te

como desejado.

Como 21( -< 21€ e X Ç ÁG temos (aQ(z),CX) = (aç,(z),ex), donde

({0,(d:),cx) =(ae,(:«),c.x). Eutã.

Ten Th(ae, , (a).c,4.) ae, (r),c.x) ,

sendo a linguagem apropriada a comum dent.ie as duas originais. Basta então
llpbcar o Teorema de Robinson. QEO
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Assim, tomemos n regular e maior' que ILI e a cmdinalidade das estruturas
e conjuntos de parâmetros trabalhados, um cardinal sucessor por exemplo. As-

suma agora que T seja uma teoria completa de L com modelos inánitos. Pelo

Teorema de Lõwenheim-Skolem, T tem um modelo de ca'dinal ILI. Por este te-

orema, tal modelo estende-se a outro K-grande c: de cardinal no máximo ILj<"
Então C: é x-grande, K-saturado, fortemente K-homogéneo e K-univemal. Por
T ser completa, C estende elementalmente todos os modelos iiúnitos de T de

cm'dinal < K. C é chamado o made/o monstro de T, dentro do qual se trabalha
como em um domínio universal.

n'eqüentemente, a literatura escreve open'; b Ó(c) ou E Ó(c) p..ra @(til, . . . ,
u.) fórmula de L e c C C'", abreviando as aârmações(equivalentes porque 7' é
completa) C k Ó(c) e T b Ó(c) considerada como sentença de L(C).

O modelo monstro é indicado C cm [MTAGI c ]Shclüh], C cm ]Pillay], c dc
muitas outras formas. Em algumas ocasiõa, é apenas preciso uma extensão
elementar de uma dada estrutura ÇX como no próprio Teorema 1.4.11, preferen-

cialmente com K > 1.41.[Mn.rker] indica tal modelo monstro como À/ < IW ou

Usm'emos normalmente m letra C e C' como estrutura e domínio quúsquer.

Quando trabdhmmos em um modelo monstro, introduziremos sua "versão"

e a notação necessária. Em geral, escreveremos o cardinal de sua grandeza,
embora heqüentemente bastem condições mais fracas de saturação e/ou homo-

geneidade forte. Adiantamos que, em diversas ocasiões, adotaremos o mesmo

padrão; dada 21, tomamos B umü extensão elemento u-saturada e, de B, uma

extensão elementar l.Bj+-grande C.
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Introdução à Estabilidade

Introduziremos, neste capítulo, conceitos e ferramentas fundamentais na Te-
oria dos Modelos. O posto de Morley de um conjunto desnível, como apresenta-
remos na primeira senão, é uma noção de dimensão simultaneamente intrínseca

à Estabilidade e relacionada com noções particulares da Matemática. O espaço
de tipos, por outro lado, contém amplas informações sobre seus modelos e os
resultados de Estabilidade que apresentmemos conectam ambos os conceitos de

modo preciso. Uma terceira fonte/aplicação de noções e resultados em Estabi-
lidade advém de estudos sobre a classihcação de teorias e dos modelos de uma

teoria, conduzidos principalmente por Shelah e que não conheceremos aqui.

Trabalharemos com uma linguagem 6xada L, porém arbitrária; outras hipó-
teses variam de seção para seção e são explicitadas em suas introduções. Con-

sideraremos tipos como ultraültros de desníveis, depois como conjuntos de
fórmulas. Como usual, escreveremos apenas RMI, dNI e afins quando o con-
texto permitir. Por todo o capítulo, letras gregas tninúsculas são ordinais, ou
fórmulas quando assim apresentadas.

Originalmente, iedigimos este capítulo seguindo o tratar lento de IZieglerl ,

embora aqui suas "classes" sejam conjuntos, e adaptando material de ]Pillay]
e IHodgesl. Note que IPillayl, IShelahl e IZieglerl trabalham em um modelo
monstro, onde muitas de nossas colocações(restritivas) não são aparentes. Ou-
tras referências gei'ais pala Estabilidade são J. T. Baldwin, Fundamenta/s o/
Star Z ty lr'he07y, Springer-Verlag, 1988, e D. Lascar, SÉaóáláty in A/odes 7'he

07y, Longman Scientific and Technica1, 1987 (tradução de .J. E. Wallington do

original em õ'ancas Star,!Zité en ThéoHe des Â/odêZes).

2.1. Posto de Morley para deíiníveis

Começamos por definir um "posto de Â/lorley interno" RNllu. A Seção 5.6 de

IHodgesl chama-o de "posto de Cantor Bcndixson" e indica Riba. Na Seção

6.2 de IMarkerl, é indicado RNlçi; reservaremos, porém, a notação RMa para o
posto geral.

Expandirenlos formalmente a deânição usual e deduziremos sitas proprieda-

des básicas. Note que RNlln e dA/lla serão definidos pm'a todos os definíveisl por

exemplo, na definição de rmia(D) a: ( + l abaixo, os deãnívcis l)i têm quaü-
güer palàmctros em Á, sejam os mesmos de D ou não. Esse procedimento será
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essencial para a comparação de tipos sobre conjuntos diferentes(privilegiará os
tipos globais) e para maleabilidade dos enunciados: por exemplo, a Proposição

Fixe uma L-estrutura a. Começamos por supor 1), E,/' C Defjf, embora
façamos outras hipóteses adiante.

Uma motivação simples é dada em IMarkerl. Suponha y um espaço vetorial
de dimensão n sobre um corpo in6nito K e/ : V --, K um funcional bneai
não-nulo. Para cada a c K, Vn = {u c y l .f(u) = a} é um subconjunto de y

de dimemão aÊm n -- 1, ou seja, translação do núcleo Uo de dimensão n 1, e

evidentemente {Za }.CK é uma família infinita de conjuntos dois a dois diRjuntos

Para esta definição e uso relacionado posterior, note que l)i € DefÇ,,!.

Definição 2.1.1. Por recursão transânita, definimos a relação:

r«ia(O) a: 0 + O # g;

rmia(D) À limite o rmiq(1)) > ( para todo € < À;

raia(1)) a: ( + 1 + existe uma família inânita de definíveis dois a dois

disjuntor .Di Ç .D, iC /, tais que rmiz(1)i) a: ( para todo { C .r.

Podemos permuta, sempre .r com N.

Embora essa relação entre 1) e ( sda indicada por rmi(.) >, o símbolo >
sugere uma relação de transitividade que veriâcamos na

Proposição 2.1.2. Se rmi(1)) > € e ( > ( então rmi(D) > (
Z)emonzstração; Procedemos por indução em CI para qualquer definível. Su-

ponha ( < € c assuma quc rmi(-D) > (

Se ( = 0, não existe tal ( e o resultado é trivialmente verdadeiro. Se ( é um

ordinal limite, por definição rmi(1)) a: (.
Seja então € = õ + 1, dc modo quc ( < õ c õ tcm a propriedade enunciada.

Suponha que ( é um ordinal limite e 77 < (. Como 77 < ã, por hipótese vem
imi(D) a: 77. Desse modo, rmi(D) a: ( por definição.

Suponha Ênalmente que ( = 77 + 1. Existem definíveis dois a dois diquntos

l)i Ç Z), { c .r inânito, tais que rmi(1)í) > õ para todo i c .r. Por hipótese, .iá
que 77 < õ, vale rnii(-Di) a: z7 para todo iC .r. Por definição, rmi(1)) a: 77+ l = (

2.1.14

QEO

Definição 2.1.3. Tome RÀlla(-D) = supõe 1 rmia(1)) > e}, chamado posto

de À/orZeZ/ ntemo de 1) em a.(Em inglês, RÀ,l abrevia À/orley mn#, com a
inversão tradicional devida à escola parisiense; escreve-se também híR.)

Coiúorme nossa convenção, temos nX'lla(Ü) = --1 e RbLla(D) = oo se
iiúU(.D) a: ( pma todo ordinal (, casos em que se diz que 1) não tem posto
i7ztenio.
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Note que Rb/ll(1)) a: ( + imi(Z)) a: (. Essa equivalência se inostraiá muito

útil, em especial porque Rh/ll(1)) > € + 1 +;> existem definíveis dois a dois
disjuntos 1). Ç D, n € N, tais que Rbll(D.) a: €

Vemos que: R}'n(o) = o + D é anito não-vazio; Rhll(D) = 1 + D é

iníiúto e não conténa unia faimHia in6níta de definíveis dois a dois disjuiltos
Faremos repetido uso desta proposição e de seu corolário:

Proposição 2.1.4. RhH(D U -E) - maxtn,MI(O), RNH(E)}.

Z)em07zstração; Mostraremos por indução que rmi(1) U E) > ( se e somente

se imi(-D) > € ou imi(.E) a: e, independentemente dos definíveis. Para ( = 0,
notamos que -D U E # 0 ++ 1) ou .E não é vazio. Usaremos o símbolo > pma
nega- » :elação r:ü( )>.

Suponha que À é um ordinal limite. Por definição, rmi(1) U E) a: À +
imi(Z) U .E) a: € pala todo ( < À; por hipótese, isso ocorre se e somente se
r«i(-D) a: ( ou r«i(E) a: ( para cada ( < À. Assim, se r«i(1)) > À ou

rm(-E) a: À, temos tmi(Z) U -F) a: À. Assuma então que existem (,( < À tais
que rmi(1)) > ( e i'mi(E) > (. Para q = maxi(,(} < À, temos rmi(D) > 77 e

imi(-E) > v7 pela proposição anterior e rmi(Z) U -E) > v7, donde lmi(D U -E) > À.

'lkatemos o caso sucessor. Se lmi(Z)) > € + 1, então existem definíveis dois

a dois disjuntos .Di Ç O, iC .r infiúto, tais que rmi(Z){) a: ( pala todo á C /.

Basta observar que l)i Ç 1) U E para concluir que rmi(1) U E) a: (+ 1. Do
mesmo modo, I'«i(E) a: ( + l :+ :«i(D U E) a: ( + l.

Assuma que rmi(1)UE) > ( + 1 e sejam F. Ç l)U E, { € / infinito, definíveis

dois a dois disjuntos tais que imi(.fÇ) a: ( pm'a todo í C /. Por lüpótese, para
c«ia í c .r v,le: :«ü(F.) > ( + r«i(Z) n a) a: { ou ««i(.E n a) > (. Assuma

ainda que rmi(1)) > ( + 1: devemos mostra que rmi(E) a: € + 1. Por definição,
para apenas um número finito de índices ã c / podemos ter rmi(z) n -lq) > {l
Por / ser inânito, para um subconjunto infinito de índices á C / lealmente temos

lmi(E n Fi) > (, como desejado. QED

Corolário 2.1.5. (i) Por indução, se l)l,

RMI(-o- u . . . u D«) - m«.:<:<« RNn(o:).
(ü) Se O Ç E então Rhn(o) :ç RNn(E).

Primeiramente, estudemos o "posto" oo:

Lema 2.1.6. Existe um ordind ( t.al que qualquer D satisfaz Rbll(1)) < ( ou

RNll(D) = oo. (Note que ( depende de m.)

Z)e7rz07zstrrzção: Já que cona untos finitos não-vazios são desníveis e têm posto

ordinal O e DefT é um conjlmto, existe o ordinal ( = supIRhll(D) < oo 1 1) C

Deíjjl } . QUD

, .D. C DefT para rz. a: 1, então
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Lema 2.1.7. Se RÀtll(1)) em dois desníveis dis.juntos .Do, .Dt ÇD

com RNll(1)o), RMI(Di) = oo.

Z)emonstração: Tome ( do lema anterior. Então Rh/ll(1)) a: ( + 2 e existem
1)« Ç 1), n C N, definíveis dois a dois disjuntos com RMI(D«) > ( + 1. Em
pai+icular, RMI(.Do), RMI(.1)i) = oo. Qno

Essa situação é intrigante: como ocorre RÀ'll(D) = oo ? A relação rmi(.)>

é definida "de baixo pua cima" no caso sucessor, mas esses lemas sugerem que

RN41(D) = oo é uma propricdadc "dc cima para baixo". Estes lema c exemplo

mo;tr-m como cdcul-« mh'H(O)

Lema 2.1.8. Rhll(1)) = oo se e somente se existe uma árvore binária de
deíiníveis 1), # 0, s seqüência ânita sobre {0,1}, de modo que Do = J),
D,o, Z),i Ç 1), e l),o n z),l = 0.

l)emonstração; Se Rh/ll(1)) = oo, podemos aplicam o lema anterior induti-
vamente. Consideremos então a recíproca. Para cada ordinal € e sequência s,
mostimemos que rmi(.D,) > e, podendo concluir que todos esses deíiníveis têm

RÀ'H(.O,)

Para( = O, é fato pois 1), # 0. Por indução, não há o que provar em ordinais
limites; suponha então ( = ( + 1 e que rmi(.Ds) > ( para toda s. Vemos que

l)sl, -Ds01) Z)s001, . . . , -Ds0...01 )

são dois & dois di8juntos contidos em 1),, de modo que rmi(1),) a: ( + 1 = €

Qno

Exemplo 2.1.9. Na linguagem da relação de ordem, a estrutura Q não tem

posto: RXíl(Q) = oo. Basta toma DÜ = Q, Z)o =jO, 4t, Z)t =1{, 1[ e prosse-
guir subdividindo nos pontos médios dos intervalos, que são definíveis. Deve-se

compara esse resultado com o Teorema 2.3.12 e o Exemplo 2.3.7.

Consideraremos agora o posto ordinal. Este lema contrasta com o Lema
2.1.6, porque não se pode substituir € por oo

Lema 2.1.10. Se RALI(1)) = € > (, então existem desníveis .E« Ç Z), n C N,
dois n dois dbjuntos com RXn(.E«) = (

J)emon.sfração: Se ( = 0, então não existe o oidind (. Procedendo poi

indução em (, assuma € > ( a: 0. Então RX'll(1)) > ( + 1, existindo ín6nitos

J)i Ç 1) dois a dois disjuntor com R.À'll(Z)i) a: ( e apenas um número finito deles
tem posto (, do contrário RÂ/ll(1)) > ( + 1. Considermemos os demais l)i, que
podemos supor indexados D., n. € N.
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Temos ( < RMI(O«) < (. Caso RMI(D«) = (, tome E« = D«. Se ( <

RNll(1).) < (, por hipótese de indução existe En Ç Z). COm Rh'll(.E«) = (; de

fato, existem infinitos coquntos. Assim, .E., n € N, são dois a dois disjuntor
contidos em -D com RMI(E.) = (. QUD

Suponha agora Rhll(1)) = (. Chame paddçâo de 1), provisoriamente, a uma

família de definíveis l)í, { C /, dois a dois disjuntor com RMI(1)i) = € tais que

1) = Uic/ l)i. Por definição, / é Êxito, de modo que ullla partição não pode ser
refinada infinitamente. Mostremos que 1/1 é limitado.

Suponha (Di)ic/ e (Ej)jC.r duas partições de 1) refinadas ao máximo, com
l.rl < IJI. Tome S {(í,.j) C .r x i RMI(o{ nEj) .r é anito,

temos RMI(.Bj) = maxíc/ RMI(1)i n .EÍ) pala cada .j C .J; portanto, pma todo

j C J existe { € -r tal que Rh/n(.Din EJ) = e. Então ISI a: lal > lil. Como J

é anito, temos RNll(Di) = maxjcJ Rhll(1)Í n Ej) pala cada á C /; pelo mesmo
raciocínio, mas com l/l < ISI, existem ie .r e .ji,j2 C J, .ji # .j2, tais que

RMI(oinÉ;j.) z)in Ej,) = (. Temos oí nEj, Ç oi -- -Ej. Ç Di, donde

RMI(J)i -- Ej,) = (. Mas Z){ = (oi n É;j:) u (z)i -- .Eb.) definíveis disjuntor:

re6namos(Dí){c/, contradição.
Como (Z)) é uma partição de -D, temos 0 < dMla(-D) < w nata deíiMção:

Definição 2.1.11. Suponha RNlla(1)) = e. O gmu de A/orZe3/ interno de l)
em 2t, indicado dMla(1)), é o máximo comprimento (finito) n de uma partição

1) = DI U . . . U 1),., Z){ deíiníveis dois a dois diqjuntos com RMlz(Z)i) = (. (Em
inglês, dM abrevia MorZey degree, novamente com a inversão õ'ancesa; escreve-se

também DM, deg, bld, . . .)

Note que cada l)i de uma partição reânada terá grau 1. Além disso, se
RMI(Z)) = 0, então dMI(Z)) é o número de elementos de l).

Obtemos uma segunda caracterização da relação rmi(-)a: no caso de ordinais

sucessores, poi'que Rb/ll(1)) a: (+ l se e somente se, pala k C N* m'bitra'iamente

grande, existem definíveis l)l, . . . , .Dk Ç 1) dois a dois diquntos com RÀ'll(1)i) a:

€ para todo l < { :Ç k.

Proposição 2.1.12. Suponha 1), E disjuntor com postos ordinais satisfazendo

RNll(D) < RNll(E). Se o posto é o mesmo, dMI(Z) U E) = dNll(1)) + dÀ'll(.E);

cioso contrário, db/n(D u -E) = dMI(E).
Z)em07zstração. Suponha que m\ll(1)) = RNll(E), donde mNll(1) U E) =

RALI(D) = Rbll(E). Particionando, como na definição, Z) - 1)1 U . . . U l)dXti(o)

e E' :: .Et U . . . U .zld}.ti(E)) observamos que .Z) U ZÇ :: Z)l U . . U z)dxíi(o) U
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Ei U . . . U EdNn(E) é uma partição que satisfaz as condições da deânição. Então

dNn(D u .E) ) + dÀU(.E).

Agora, suponha que RÀ,ll(1)) < Rh'll(.D), donde RMI(Z) U .E) = R&ll(E) >

RMI(1)). Novamente, paiticione -E = .Ei U . . . U -EdNtl(lç) como na de6nição.

Desta vez, observamos que 1) U E = (1) U .Di) U .E2 U . . . U EdNtl(E) é uma

partição que satisfm as condições da definição, porque RMI(.h) = RMI(E) e,
assim, RNíl(1) U -Ei) = mbll(.D). Então d&ll(.D U E) = dNll(.E). QnD

Corolário 2.1.13. (i) Por indução, se .Di, . . . , 1). C DefjÍ, n > 1, são dois a

dois disjuntos com mesmo posto interno ordinal, então dÀn(.Di u . . . u .D.) =
El:: dbU(O:).

(ii) Se -D Ç -E com o mesmo posto interno ordinal, então dNll(-D) < dbll(.E),
bastando particionar E = (E -- .D) U O.

Concluímos a exposição sobre o posto interno com alguns resultados muito
Úteis

Proposição 2.1.14. RMI e dMI são invariantes por bijeções definíveis (na
mesma estrutura) e isomoríismos.

Z)emomtração; Entendem-se as bijeções como parciais, ou sda, são bijeções

entre seus domínios e suas imagens. Por exemplo, se a C Ák é fixado, a função
J' : -A" --, ..{'"+*, /(z) = (r, a), é defi«ível e induz uma bijeção ente Z) e -D x {a}.

Também permutações de coordenadas são bijeções definíveis.

Lembramos que imagens diretas e inversas de definíveis por funções definíveis

são também deíiníveis. Resta obserx-ar, portanto, que bijeções preservam par
tições, soam infinitas (deíiúção de rmi(-)>) ou finitas (definição de dMI). O
mesmo raciocínio aplica-se a isomor6smos. QEO

Proposição 2.1.15. Um definível -D é miúmal se e somente se RMI(Z)) = 1 e
dNn(D) - i.

Demonstração; Lembramos que posto a: l é prerrogativa de definíveis in-

Hútos. Se RX'll(D) D) então Z) é infinito, mas não se particiona
em dois definíveis inânitos, ou seja, é minimal. Se 1) é minimal, por definição
RALI(1)) a: 1. Se fosse Rhll(1)) a: 2, hax'ena uma família inúnita de desníveis
com posto > 1, portanto infinitos, dois a dois disjuntor contidos em D, absmdo.

Então RÀn(D) = 1 e, analogamente, dÀ-n(.o) 1. QED

Lema 2.1.16. Se a < tB e Z) € DefÇ...l, E € Defl;,B com /) Ç .E, então
R.Xlla(.D) < RAtIo(E) e, sendo o mesmo posto ordinal, dÀ'HÜ(-D) < dÀllu(.F).
Em particular, se @ é uma fórm«la de L(.A), então RÀ'lla(@(a)) < RÀ'llu (@(B)).
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l)emonst7ação. Basta provam que se RNlla(-D) > ( então Rh/llo(E) > (

por indução em e, independentemente dos definíveis. Se ( é um ordinal limite,
mesmo 0, segue por deânição das relações rmia(-)> e imiW(.)>. Concentiemo-
nos então no caso sucessor ( = ( + 1.

Sc Ói, { C 1, são brinulas de L(.A) tais que @i(a) foiniain mala família infinita

de .A-definíveis dois a dois disjuntor contidos em 1) com Rhlla(é{(a)) > (, então

também @{(B) n E são in6nitos definíveis dois a dois disjuntos contidos eni E

e tais que RNllo(@i(B) n E) a: ( por hipótese de indução. h/leis precisamente,
éi(U) Ç éi(B) poi extensão elemento e @í(a) Ç -D Ç E implic:'m éi(a) Ç
éi(tB) n E. Assim, Rb/llo(.E) a: RMlo(@(B) n E) > ( + l

Considere agora a situação RMla(D) = RMlu(E) = (. Suponha l Édito

e RÃ/llu(Óí(a)) = (: obtemos Rhllo(@i(B) n -E) = (, de modo que l/l <
dh/llu(E) . QEn

Agora, definiremos o posto de Nlorley "geral" com ajuda de extensões u
saturadas, Precisamos de uln leira; começamos por lembrar que

Fato 2.1.17. Toda estrutulJ:a tem uma extensão elementar w-saturada.

l)emonstração: Tome um cadinal iegulm n > ILI. Pelo Teor'ema 1.4.11,
toda estrutwa tem uma extensão elementar K-grande. Vimos também que essa

extensão é, portanto, K-saturada. Como w < H, a extensão é u-saturada poi

definição.

Há modos muito menos dispendiosos de mostra-lo, encontrados em nossas
deferências costureiras. Qno

Encontramos no Lema 7.1.20 de IChang, Keislerl o melhor enunciado paa
"ossos propósitos:

Lema 2.1.18. Suponha tl3, C duas l-estruturas o-saturadas, X Ç B, C com

(B, (z),cx) = (C, (z),cx) e @ uma Mrm«la de L(X). Então mNllu(@(B)) =

RNHc(é(C)) e, caso seja um posto ordinal, também dMls (@(B))

Z)emon.stração; Provaremos por indução em ( que se R&llo (Ó(B)) = ( então

Rhllc(é(C)) = (, independentemente de B, C, X, é. (Por simetria, portanto,
vale a recíproca de C pma !B e a igualdade também para os "postos" --l, caso

simples (to vtlzio, e oo.) Assuma que a propriedade vale pm'a ordinais < €
e que Rblla3(Ó(B)) = (. Permutando B c C, vemos que uão pode oconei

Rbllc(@(C)) < (, donde RNllc(é(C)) > (

Sejam Ói(u, wi), iC /, brmulas de L com u, wí seqüências de m, ni variáveis

respectivamente, e ci c (l;"' de modo que @i(C,cí) sejam dois a dois diqun-
tos contidos eni @(C) caiu posto a: e. Seja ainda z a n.-upla de parãmetios
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de X em é. Suponha que l.rl a: k > dR'lls(Ó(tB)): chegaremos a uma con-
tradição. Para simpli6car a notação, assuma 1, . . . , k € /. Como !B é u-saturada

e (ÍB,=) = (C,z), podemos aplicar o Lema 1.4.3 ni ...ni; vezes pm'a obter

bi C .B"i , . . . , bk € .B"k tais que

(B, z, bi, , bt) = (C, r, c:, . . . , .k)

Essa equivalência mostra quc éi(B,bí), 1 < ã < k, são dcfinívcis dois a
dois disjuntos contidos cm é(O). Pela hpótcsc dc indução apEGada a essa

equivalência, sc algum éi(tB,bí) tivesse posto < e, então éí(C,c:i) toda posto
< â mas todos têm posto a: â contradição.

Assim, l-rl < dR'lls(é(B», o que dá igualdade de posto (-r não pode ser
infinito) e então de grau (podemos tomar l.rl = dMI.!(@(C)) e obter a iguddluie
por simetritt). QED

Assim, esta deânição independe da extemão tomada

Definição 2.1.19. Suponha é uma brmula de L(.A). Seja B uma extensão ele-

mentar w-saturada de a. Definimos os posto e grau de Morde do defiúvel @(a)

como RMgi(é(a)) - mN,llo(é(8)) e, c«o use sda «m ordin,l, dM.a(é(a)) -
dMls(é(B)) .

Usualmente, escreve-se apenas RMa(é) e dMz(Ó). A definição que apresen-

tamos é dada em IMarkerl, mas os Lemas 2.1.16 e 2.1.18 mostram que equivale
à de IHodaesl do supremo

RMa(@(a)) Rins(d(B»

sobre uma classe própria de exteiuões e que é, de fato, um mádmo.

Do mesmo modo, se a -< B e é é uma fórmula com parâmetros em ..4, então

RNlu(é(a» = Rblu(é('B)) e, no cmo ordinal, dMa(Ó(U)) = dN'lo(Ó(B)), bas-
tando considerar uma extensão u-saturada elementar de !B, que o será também

de a. Essa propriedade faz o posto de Morley mais útil que o interno.
Finalmente, mas imediat.amante, vemos que por definição os postos de Nlor-

ley gei'al e interno coincidem em est.Futuras u-saturadas. Por comparação com
o posto intemo em umü extensão o-satul ada, obtemos o

Teorema 2.1.20. Pa.nl a uma L-estrutura arbitrária e 1), E C DefÇ...l, valem:

(i) RNI(1)) a: 0 + .O # 0; UXI(D) = 0 + D é fato não-vazio, caso em que

dX1(-0)

(ü) R&l(D U -8) - muxiRXI(.O), RX'l(É')}.
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(iii) Se 1) Ç E então RÀ4(Z)) < Rb/l(-E) e, caso o posto seja o mesmo oidinal,

dM(O) < dM(.E).

(iv) Suponha l),E disjuntos com --l < RM(-D) < RM(-E) < oo. Então,
se 1) e E têm mesmo posto, dhl(D U E) = dNI(1)) + db'l(.E); caso contrário,
dM(D U E) - dM(-E).

(v) RMa e dMa são invariantes por bijeções definíveis e isomorâsmos.
Z)e7non.stração; Provemos (i). Suponha que é seja uma Mrnlula de L(.A)

com O (a) e B uma exte-são element:« «,-s,tu-ada de U. Temos: D :#
0 + 2t F: :3uÓ(u) F uÓ(u) + @(!B) # 0 + RMlu(@(B» a: 0. No
cmo fi«ito, temos l@(Z)l

As afirtnações (ii) , (iii) e (iv) podendo ser verificadas de modo análogo, obser-

vamos os cuidados necessários para estabelecer(v). Considerando as fórmulas

de L(A) envolvidas, basta seguir a elementmidade da extensão pm'a vermos que

a função definível continua função, com domínio e imagem apropriados e ainda
bi.jeção. Pode-se então proceder à comparação na extensão. Qnn

Proposição 2.1.21. Um desnível Z) é fortemente minimal se e somente se
RÀ'l(D) e dM(O)

Z)emonstração; Seja @ uma fórmula de L(.A) tal que 1) = é(a).

Suponha 1) fortemente minimal e tome C uma extensão elementar w-saturada
de a. Temos @(C) miümal em C por definição, de modo que RMa(@(a)) =
RMlc(é(C)) e dB'la(@(a))(@(C))

Suponha agora RM(-D) = dNI(1)) = 1 e a -< B arbitrária: devemos mostrar
que @(B) é iniúmal em tB. Tome C uma extensão elementar w-saturada de

B. Temos Rh/Ha(é(a)) < RÀ'no(é(B)) < RNnc(é(c» (a))
como esses postos são ordinais, podemos calculei dMla (Ó(a)) < dNlls (Ó(B)) <

dNnc(@(c)) (@(a)) temos automaticamente db'nu(ó(B))
Como O é inânito, temos Rà/lla(@(a)) a: l e vem RMlu(é(B))

Exemplo 2.1.22. Como .ACF é fortemente minimal, todo corpo algebrica
mente fechado tem posto e grau de À'loiley (gerais ou internos) iguais a l.

Chame um X-definível com posto ( de ín'edutz'ue! Ísobre XJ se não é a união

de dois X-definíveis disjuntor de posto (. (Comentainos que havíamos deri-
vado essa nomenclatura de modo óbvio, mas viemos a encontra-la na pág. 498

de IChmg, l<eislerl.) .4te71ção. d fererztemente dos {nedutheás topoZógicos que
de$niremos na Seção 6.1, a condição de disfunção é essencial.

Unl desnível particiona-se, por K'u grau de Morley, eni definíveis com grau l
com pmàmetlos que não controlamos, possivelmente tlpenas em uma extenisão
u-sat.usada. Porém, o iliesmo raciocínio permite-nos ainda pmticionar 1) C
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DefÇ em outros X-desníveis dois a dois disjuntos Di, . . . , .D. de mesmo posto

e inedutíveis, embora apenas possa-se garantir dM(.DÍ) a: l e l :Ç n. < dM(Z)).

O raciocínio que 6zemos para limitar o tamanho de uma partição também vale
nessa situação, para mostrar que 7z é único.

Apresentados agora uma notação para uso futuro, mas que também para-

fl'apeia algum.s resultados. Suponha Z), .E, f' c Defg ,.{.

Proposição 2.1.23. A relação =e definida por

D 0A-D) < ( ,

onde l)A-E = (Z) -- E) U (E -- Z)), é uma relação dc equivalência cm DcfÇ...i. A
relação Ç{ deânida por

D çe .F + RM(D - .E) < (

induz uma relação de ordena parcial no conjunto quociente de =e com a qual o
chamaremos simplesmente a álgebra quociente de =e. Note que se .D Ç -D então

l)emonstração; Primeiramente, notamos que Z)a.Z) = 0, de modo que
RM(DZ\D) Tambémtemos.OAE Apbcandooteoremaa
l)AF Ç (DAE) U (.EAF), concluímos que =e é uma relação de equivalência.

Suponha agora que Z) =e -E: então .D Çe E, já que l) .E Ç DA..E. Se
Z) Çe E e .E Çe D, então mNI(D -- -E), RM(E -- Z)) < e, donde RM(DAE) < €

e l) =e E. Finalmente, se .D Çe E e .E Çe F, então .D Çe F, pois -D FÇ
(1)--E)u(.E --F). QED

Observamos que, tanto no enunciado como na demonstração, € pode sei
substituído por oo.

Contudo, para ( ordinal, trata-se de uma álgebra atómica, em que os átomos
são as classes de equivalência dos definíveis irredutíveis de posto (

Corolário 2.1.24. Se RÀ'l(D) = RÀ'l(.E) = ( e D Ç E então dX{(1)) < dÀ'l(.F),
com igualdade se e somente se Z) =( E.

Z)em07zstração; Temos l) =e E E Çe .D. Se RN'l(E -- 1)) < € então
dÀI(.E) SemM(.E-O) entãodÀI(.E)(.E-.O)+dM(.O),
que são dois números não-nulos, donde dX{(E) > dNI(1)). QED

2.2. Posto de Nlorley pma tipos

Fixe novamente uma L-estrutura a, e também X Ç .A. Por toda a seção,

1),E € DefjÇ e p, q C S.(X). Trabdhm'erros com P C Sm(X) concebido como
ultra61tro cm Defj?, com a devida atenção em extensões elementares.
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Definição 2.2.1. Defina o posto de .i4orZey Rb/la(p) = mintRNlet(1)) l D C p}.

Note que, se p não contém um definível com posto, RMçx(p) = oo e diz-se que
p rzão tem posíq sempre Rala(p) > 0 pois seus defiMveis são não..vazios; é
efetivamente mínimo pela boa ordem dos ordinais.

Caso RMa(p) < oo, dentre os definíveís de p com posto Rala(p) há um ou

mais com grau mínimo n: defina o gmu de À/or/e dela(p) = n.

Poi exemplo, suponha que p Ç q são tipos, sobre conjuntos um incluso no

outro: a definição por mínimo dá RNI(p) > RM(q) e, caso os postos sejam
iguais, também dM(p) > dM(q).

Dados ai, . . . , a. C .A, para evitam excesso de parênteses escreve-se

Rhl(a1) , «./x) , a«)/X) )

e analogamente com dM.

Assim, para a C -4" e X Ç y Ç .A, temos RNI(a/y) < RM(a/X) e no caso
de igualdade a relação transfere-se para o grau dos tipos. E mais heqüente o

caso específico de b C .A" e mN'l(a/Xb) < RM(a/X). Também temos a

Proposição 2.2.2. Sejam a C .4", b C B" com m, rz # 0: então RÀ/l(a/X) <
RNI(a, b/X). Em geral, por pelmutações @definíveis, podemos supor os elemen-
tos a{, bi em qualquer seqüência.

Re/erêncÍa; O Exercício 6.6.11 de [Markerl.
Apresentamos a demonstração da relação mais simples RM(a/Xb) < Rhl(a,

b/X). Por definição, existe 1) c DefÇ+" com (a,b) c 1) e Rh/l(a,b/X) =
RM(O). Tome A {c- C ..4' l (a,b) C D} conjunto Xbdefi«ível. A tem o

mesmo posto de A x {b} pois / : A --, A x {b}, /(a) = (a,b), é uma bijeção

deíinível. Como A x {b} Ç Z), temos RM(A) = RNI(A x {b}) < RNI(Z)). Já

que a c A, vem RM(a/Xb) < RNI(a, b/X).

Observamos anteriormente que os posto e grau de Morley do definível de

uma fórmula fixada é invariante sob extensões elementares. Assim, para a -< B

eles:.(X)(X), temosRblz(p)(p) erma(p)
E preciso tomar cuidado com a definição de RM, feita para definíveis eni

DefX, enquanto p Ç DefÇ, sendo a principal razão a dificuldade apontada na
discussão sobre partição

Suponha que RNI(p) = (. Por definição, existe 1) C p com RM(1)) = ( e
dhl(Z)) = d\l(p), e diz-se que p deter7izÍna 1) porque, se E C p também satisfaz

RNI(E) edàí(E) cntãoO=(E. Oefato, comoDnEcp, vale

R\l(z)n.E) > RNI(p), donde se conclui RÀ'l(Z)n.E) = e. Também dNI(z)nE) a:
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dNI(p), donde dM(1) n E) = dM(.Z)). Sabemos que Rh'l(Z) -- E) < RM(Z)) = (

Se mX4(.D E) = ( então dM(O -- .E) = O, absurdo. Assim, RM(D E) < {;
analogamente, E Çe Z).

Por outro lado, se .E::e -D então E C p. Basta observar que, como
RM(OA.E) < e, OA.E # p. Mas D U -E € p, pois contém -0, e é a união
de -DAE e -D n .F disjuntor. Assim, .D n -E c P.

Puticione agora D = Dt U . . . U 1)., cada -Dí C DefÇ irredutível de posto

(. Algum Di C p por(lue este é um ultraâltro, mas então dM(Z)Í) > dNI(p)
por minimalidade, de modo que n = 1. Isso nos permite concluir que -D é
irredutível; em particular, se p é global(X = .A) e a é ci-saturada, Z) tem grau
l e dNt(p) = l

O Exercício 5.6.10 de IHodgesl sugere tomar, para cada d, uma estrutura
dc rclüção dc equivalência com d chames infinitas para obter tipos sobre g com
posto l e grau d. Quanto a tipos globais, obteremos na Senão 2.4 condições
aplicáveis para grau l.

Lema 2.2.3. Se p,q € S,.(X) são tipos distintos com posto e determinam
O, .E € S«.(X) respectivamente, então D # .E.

l)em07zstração; Existe F C DefjÇ tal que F C p, F g q(ou, tomando-

se o complemento, F € q, F # p). Então RM(D n F) < RN{(1)) = RM(p) e
RM(E-- F) < RM(E) = R.NI(q). alas l)nF c p e E F c q; por miúmalidade,
RM(.DnF') eRM(.E-F) .E). Se.O=.E,temosRM(Dn
F) = R&l(1)) = mhl(.D F), de modo que dM(.D n F') < dM(1)) = dM(p),
contradição.QEO

Reciprocamente, .D inedutível deter77zína p do seguinte modo

Proposição 2.2.4. Sc RX{(O) = ( c 1) é irrcdutívcl, então p = {E C

Dcfj? l Z) Çe .E} é o único tipo cm S«(X) com posto € c grau dM(.D) quc
contém .D -- note que, assim, p determina .D.

l)cmonsfração: A unicídadc é dada pclo lcma, já quc p dctcrminará l)
Começamos por veri6car que p é um filtro. Se E € p e .E Ç F C DefÇ, então

OÇeEÇe Fef'CP. Se-E,FCP,entãoRXI(1) .E),RM(Z) F) <Cevem
RNI(1) (EnF» < e, donde EnF c p. É claro que @ #l p, porque mNI(D) = (,

de modo que p é próprio, e que 1) C p.

Queremos que p seja um ultraÊltro. Se .E,A" -- E C p, obtemos 0 C p,
contradição. Se E,.4" - .F # p, temos m\'l(.o - -F) a: ( e RM(D n E)
RN'l(Z) -- (.4'" -- E)) a: (; então mX'l(Z) n .E) = RM(J) -- -E) = RXI(D), donde

dNI(D) = dÀ,l(D n E) + dM(.D -- .E), contradizendo a irredutibilidade de D.
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Suponha agora que p determine ly como acima. Então RNI(Zy) < RNI(D) =
(, mas -D Çe D', de modo que RM(D n zy) = € e então RNI(ly) = (1. Também

dM(O') < dM(D) e novamente D Çe D' implica dM(D') = db/l(O). Con-
cluímos que p tem o posto e o grau de 1). QED

Agora, deduziremos importantes relações duais às deÊnições e que, com estas,

sugerimos chama equações de posto:

Proposição 2.2.5 (Equações de posto). Suponha 1) C DefÇ não-vazio e
considere o espaço S« (X).

(Lembre que RM(p) = iünoe, RM(-D) e, caso o posto seja um Oldinal,
dl'l(p) dM(D) com O C p e mNI(D) = RM(p).)

Então RM(1)) = maxPC(o> Rb'l(p) e, caso o posto seja um ordinal, dM(1)) =
E dM(p) com p C <D> e IUN{(p)

DeTnonstração; Se -D # 0, sempre existe p € <1)> e Rh/l(p) < RM(1)) por
definição. Se RÀ'l(Z)) = oo, intitamos o raciocínio anterior. Tome # = {E C

DefjÇ l D E tem posto ordinal ou --l, ou seja, 1) Ç.. E}. Novamente, # é
um filtro pr(5prio que contém 1). 0 raciocínio não se aplica para mostrei que
.g é ultrafiltro, mas .g estende-se a um ultraÊltrp p. Suponha que E C p tenha

posto oi'dinal. Então 1) íl E C p tem posto ordinal, mas l) -- (Z) -- -E) = Z) í) -E,

de modo que 1) -- E C .g Ç p, contradição. Obtemos RM(p) = oo máximo.
Suponha então que 1) tem posto ordinal. Pmticione 1) = Z)t U . . . U l).

em DefÇ com .l)i inedutíveis. 1)1 determina um tipo p, que contém 1) e com
RM(p) - mM(O:) - mM(O) máümo. 'F«-bém temos dM(D) - E=;: dM(-O:).
Cada l)í determina um tipo pi, bastando então mostrar que pi, . . . , p. são todos

os tipos contendo J) e com posto RM(Z)). Um outro tipo p com essas proprieda-
des conteria algum l)i por sei ultra61tro. Suponha que p determine -Zy. Então

l)'nDí C p e também é determinado por p, mas .D' n-Dí Ç l)i irredutível, donde

dB/l(p) = dA/l(-ly n Z)i) = dNI(1)í) e p = pí. QED

Apresentamos, agora, a caracterização tipológica do posto de Morley de um

tipo, ou melhor, a definição original do próprio N'lorley em seu artigo aaÉegohcÍtg/

án poder, 'l\ansactious AMS, vo1. 114, no. 2, 1965, p. 514 538. Os enunciados

destas proposições correspondem ao caso sucessor de tuna definição por recursão
transünita.

Não faremos uso hituro deste n)aterial, que encerra esta seção. Por con-

veniência, escreva RX'll(p) = minou, RNll(1)).

Proposição 2.2.6. RNll(p) > € + 1 se e somente se, para cada J) C p, existem
t.ipos globltis distintos pi C <Z)> Ç S,,.(.4), ã C N, com RALI(pÍ) > (
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l)emonstração; Para a implicação direta, âxe .D C p com RALI(Z)) >> ( + 1.
Então eHstem deíiníveis l)í Ç 1), i c N, dois a dois diquntos com RÀ'll(.D{) > (l
Note que sabemos apenas que l)i C DefT, o que nos força a trabalhar em S.,.(.4).

O mesmo raciocínio com que provámos a Proposição 2.2.5 mostra que cada <.1)i>

contém um tipo pi com R«MI(p{) = Rhll(.Di) máximo. Esses tipos são distintos
porque 1){ n Z)j = g para á 7É .j e pertencem a<-D> porque cada l)i Ç l).

Pma a recíproca, 6xe 1) C p arbitrário e assuma a condição no enunciado:

ao mostrarmos (lue RMI(1)) > ( + 1, obtemos RNll(p) a: € + 1. Suponha então
R&H(O) < (: como O c p{ e RMI(pi) a: (, temos R.W(O) = RMI(pi)
(. Novamente, o raciocínio que demonstrou as equações de posto mostrada

dhll(1)) = )ll: minZC.dhll(.E) com q € <1)> e RNll(q) = Rhll(1)). Como os

tipos pi são em número infinito, obtemos uma contradição com dMI(Z)) < o.
Qn)

Se X = .A, ou seja, p é um tipo global, então trabalhamos em S-(Á) e
Rbll(p) > {1 + l se e somente se p é ponto de acumulação do conjunto dos tipos
q com RMI(q) a: (. De fato, se p é ponto de acumulação, qualquer vizinhança

(1)> de 1) contém um tal q e, pela propriedade de Hausdoríf e por indução, um
número inânito desses tipos.

Façamos, portanto, uma digressão topológica. Seja S um espaço topológico

compacto Hausdorfr. Para R Ç S, defina a dehuada de C'andor-Bendüson

R' = {p C R ip não é ponto isolado de R}. Note que J?' Ç R, de modo que
é adequada a intersecção nesta definição por recursão trans6nita: S(o) = S;

$(e+i) :; (S(e)y; S(À) = Í'le<À S(e) se À é limite > 0. Verifica-m que cada S(e) é
um subconjunto fechado de S e que existe um ordinal ( td que S(O = S(O para

todo € > (. Denota-se S('") :: S(O e vê-se que S(-') não tem pontos isolados,
sendo de fato a união dos subconjuntos de S que não têm pontos isolados. Por
( ser o primeiro ordinal pa'a o qual S(C+i) = S(O, obtemos

s = U(s(e) - s(e+')) u s(-)

ou S - S(-') se ( = O. Note que essas componentes são duas a duas disjuntas

€<

Definição 2.2.7. O posto de Cantor-Bendüson de p c S, se existir, é o ordinal

CB(p) = ( pm'a o qud p C S(e) -- S(e+i), ou sqa, p é um ponto iwlado de S(e)
Cmo não exista um tal ordínul, escreve-se CB(p) = oo.

Então S(O = {p C S l CB(p) a: (} e CB(p) > ( + 1 se e soment.e se p é ponto
de aclllllularão de .g(e)



2.3 1Yanscendência total e Estabilidmle 69

Vemos assim que RMI(p) e CB(p) coincidem em S«(.4), o que é usado

como definição por exemplo em IPillayl e justifica a terminologia e a notação de
IHodgesl pala o posto inteiro.

Proposição 2.2.8. Rhl(p) a: e+ 1 se e somente se existem B extensão elemen-

to de 2t, X Ç y Ç -B e q C Smu (y) com p Ç q tal que, pala cada 1) C q (note

que 1) € Defj;,r), existem tipos globais distinos qi € (-D> Ç Smn (B), í € N, com
RM(qi) }: (

Z)emonst7ação; Para a implicação direta, tome !B w-saturada, y = X e

q = p como conjuntos de Mrmulas. Então Rhll(q) = mNI(p) > ( + 1 e aplica-se

a proposição anterior para !B, em que RM(qí) = R.MI(qt) a: €
Para a recíproca, fixe Ó(u) € p(u) arbitrária e assuma a condição no enun-

ciado: ao mostrarmos que RM(@(a)) a: ( + 1, obtemos Rh'l(p) a: € + 1.
Suponha então RI«l(@(!B)) < (: como @(8) C qi e mNI(q{) a: (, obtemos
RM(ó(B)) = RIN'l(qi) Pelas equações de posto, dNI(Ó(8)) = >j:dXI(ç)
com q C <Ó(B)> e mNI(q) = Rhí(é(!n)). Como os tipos qi são em número
infinito, obtemos uma contradição com dNI(@(!B)) < u. Qnn

Desse modo, comiderando-se tipos globais, RM(Z)) > ( + 1 se e somente se
existe uma extensão q de p que é ponto de acumulação, no novo espaço de tipos
globais, de tipos de posto > (

O grau de um tipo p com RÀ'l(p) < oo foi definido por h/lorley como o mínimo
limitante do número de extensões de p a y arbitrário com posto RM(p). Seu
artigo mostra que esse limitante é finito, usando união de cadeia, mas é igual
ao dNI(p) que de6nimos, bastando toma B u-saturada e y = B, situação ein
que as extensões têm grau l(irredutíveis têm grau 1) e aplicam-se as equações

de posto. Retomarentos esse raciocínio ao discutir deviação (/orÃíng).

2.3 'lYanscendência total e Estabilidade

Vimos que os corpos algebricamente fechados têm posto 1, por serem falte

nient.e niinimais, de modo que podemos explora-los melhor no

Exemplo 2.3.1. Dado K um corpo algebricamente fechado, tomamos L uma

extensão elementar IKl+-grande de /{, ou sda, 1, é um modelo monstro. É
importante, aqui, que todos os tipos sobre .l( são i-balizados em L e que É é
u-satwado, cstiutula ideal para calcular-se o posto de Nlorley.

Um tipo de S] (K) é sempre da falida t(a//O pala a. C L.
Sc a é algébrico sobre /{, então podemos considerar o conjunto 1) das raízes

do polint)mio minimal de a sobre /{. Temos .Z) finito, desnível e com posto 0

Então t(a//{) tem posto 0.
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Como K tem posto 1, pelas equações de posto há um tipo com posto l
Trata-se, portanto, do tipo dos elementos transcendentes sobre K.

Esse exemplo inspirou À'lorley para a terminologia "totalmente transcenden-

tal", que agora exporemos.

Lembramos que .A é o máximo da álgebra Defàl,..{, sendo @-definível pela
fórmula t;= u. Essa mesma fórmula define o domínio B de qualquer estrutura

B, de modo que RMa(.A) = supa.<n R.Nulo(B).
Se 2L = 2), aplique o Lema 2.1.18 a respectivas extensões elementares o-

sat-«ias, p"ra obter mala (.A)

Definição 2.3.2 (Morley). (i) Uma estrutura a é lota/mente trens ndenta/

se RNlz(.4) < o..

(ii) Uma teoria completa T é totalmente transcendente/ se todo (ou um,
como acima) modelo de T for totalmente transcendental.

Assim, as teorias dos corpos algebricamente fechados de característica espe:-

ciâcada .Acho, .4CFP são totalmente transcendentais.

Se Rala(.A) < m então todo subconjunto definível de .A tem posto ou é
vazio. Não precisamos restringir-nos a Defà,..l ;

l.ema 2.3.3. Se RMz(.A) = € então qualquer .D C DefÇ,,i satisfw RR4z(.D) <
(e + 1)", em que esta potência é obtida por produto ordinal.

R(:ferêncÍa; O Lema 5.6.9 de IHodges].

Corolário 2.3.4. Em uma estrutura (ou teoria) totalmente transcendental,

todo subconjunto definível não-vazio, e portanto todo tipo, tem posto e grau de
À.lorley.

Para finas de "posto < oo", observamos que não importa qual posto calcule
mos:

Lema 2.3.5. Uma teoria completa T é totalmente transcendental se e somente

se Rhlla(.A) < m pala hdo modelo 2t de 7'
l)emormtração; Primehamente, note que RX'la(..4) é uni suprento de postos,

dentre os quais RNlla(.A); este é portanto menor ou igual. Se RN41w(.B) < oo
pmü todo modelo !B, cm pa'titular para uma extensão elemento u-saturada B
de a, então RX'lü(.4) = R.À-llu(B) < oo. QEO

A terminologia "estabilidade" advém das condições para classiâcação dos
modelos de unia teoria. De algtun modo, se esses modelos são classificáveis,
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devem ser enl pouco númeiol "instável" associa-se, portanto, à realização poi
muitos modelos. Porém, o leitor notará um melhor uso dessa terminologia na

parte (ii) desta definição.

Sejam, por toda a seção, T uma teoria completa com modelos infinitos na
linguagem L e x uin caidinal inânito. Diferentelllente da Seção 1.4, estas de-
sigualdades n ão são estritas e K-estabilidade n ão implica p-estabilidade pma

Definição 2.3.6. (i) 7' é estáueZ se não existem um modelo a de T, uma

fórmula @(u, u) de L, em que %, u são seqüências de r, s vmiáveis respectivamente,

e a« C .A', b« c .A', n c N, tais que a F @(a., b«) + m < n. Caso contrário,
T é chamada instável.

lii) T é K-estátieZ se IS?t(X)l < n pma todo modelo !ã de T e todo X Ç .A
com IXI < H. Caso contrário, T é chamada K-irzsZáuel

(iii) T é super-esfáueZ se existe um cmdinal infinito p tal que 7' é K-estável

para todo K > p.

Para uma l-estrutura 2t, essas definições referem-se a Th(a).

Exemplo 2.3.7. Com a linguagem de ordem, Q não é w-estável, porque cal-

culamos ISI (Q)l = 2" no Exemplo 1.3.13. Sua própria ordem mostra que Q
também não é estável.

Exemplo 2.3.8. Na linguagem dos anéis com unidade, as teorias completas
que contêm .ACF são u-estáveis. Para tanto, sejam -L um corpo dgebricamente
fechado, X Ç Z; e K o subcorpo gerado por X. Ao longo da Seção 1.3, identifica-

mos Si(X) e calculamos ISI(K)l Bmtaentão calcula'que

KI < IXI x o, poi'que os elementos de K são quocientes de elementos obtidos

de X por teimas, pma obter ISi(X)l < maxljXI,u}.

Nlanipulação adequada das variáveis na definição de estabilidade permite
caracterizar essa condição de uivos modos sutilmente distintos: por exemplo,

Êertólh ào existirem um modelo 2í de T, uma fórmula @(r, #) de L, em que #,#

são seqüênciu de k variáveis, e cí c Ak, i c N, tds que 2t f: @(ci, cj) + í < .j.
Incluir paràmetios nas I'-, s- ou k-uplas mostra que, tanto na definição como

nesta caracterização, as fórmulas em questão não existem nem ein L(.4); cm

p'-ti'ul«r, se a é mtável e X Ç .A, tm«bén: (a, (r),cx) é está«l. O Tmrema
da Conipacidade permite ainda slibstituh a indexação por N pol sequências

finitas arbitrariamente longas ou ordenadas por Q.

Exemplo 2.3.9. Todo domínio de integridade estável é lun corpo. Eni unia tal

estrutura, a ie]ação de divisão é definíve] por zlg/ : = # 0 A # # 0 A ]z (g = zz).
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Dado um elemento a # 0, temos aílaj quando í < j; por estabilidade, existem
ã > .j tais que ailaj. Como também ajlai'i , conclui-se que ajl.

tema primeira obserx,anão é que, novamente, não precisamos restringir-nos a

!-tipos:

Lema 2.3.10. Se T é KL-estável, então ISl:(X)l < K para todos m c N', modelo
a de T e X Ç 4 com IXI < x.

Ri:/erências; O Lema 6.7.4 de IHodgesl ou o Corolário 1, 2.2 de IShelahl.

Eüdentemente, devemos relaciona estabilidade e K-estabilidade, cujas de--
finiçõm são distintas. Este é um teorema central da Estabilidade, porém de uma

longa demonstração sem relação com nosso material:

Teorema 2.3.11. 7' é estável se e somente se existe um cardinal infinito H para
o qual T é x-estável.

Rt:/erênciw; O Teorema 6.7.2 de IHodgesl ou o l.êorema 2.10 e a Conclusão

2.11 do Capítulo l dc IShclahl.

Esta é ü movimentada viü da estabilidade, sendo a equivalência de trans-

cendência total e w-estabilidade devida a b/lorley quando ILI = u.

Teorema 2.3.12. Se 7' é totalmente transcendental, então T é super-c:stável;

mais precisamente, T é K-estável para todo H > ILI. Reciprocamente, se T é
o#stável, então 7' é totalmente tramcendental.

l)emonstração; Se T é totalmente transcendental, 2t f: T e X Ç .A, então
todo tipo sobre X tem posto e determina um X-definível, ou seja, uma fórmula

de L(X). Pelo Lema 2.2.3, ISt(X)l < IL(X)l = ILI + IXI.

Se T não é total«ente transcendental, existe U f: T com RMla(.4)
pelo Lema 2.3.5. Já o Lema 2.1.8 mostra a existência de uma án'ore binária
de definíveis sem posto Á, # 0, s seqüência 6níta sobreÍO, 1}, de modo que
.40 = .A, .A,ü, .4,i Ç .4. e .A,o n .A,l = @. Como a árvore é enumerável, podemos

tomar enumerável o conjunto X dos parâmetros necessários para definir todos

Cada ramo da árvore, dado por a € {0, 11n, tem a propriedade da intersecção

finita c cstcndc-sc a um tipo p. C St(X). Os tipos p. são todos distintos, pois
onde um ramo bifurca há dois definíveis disjuntor, e são portanto em quantidade

2''P, dc modo quc St(X) não é cnumcrávcl. QED

os.A

Apenas mencionamos os Exercícios 6 e 7 da Seção 6.7 de IHodgesj: (i) Tome

L a linguagem com predicados unários Pn, n € N, e tome 2í = (hl*, (J?«)«eN)
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com R« o conjunto dos números divisíveis pelo n-ésinio primo. Então 21 é

super-estável, mas não totalmente transcendental. (ii) Tome L a linguagem com
predicados binários .f)n, n C N, e tome 7' a teoria das sentenças que expressam
"Pn é uma relação de equivalência" e "cada classe de .f'n é união de infinitas
classes de Pn+i" . Então T é estável mas não super-estável.

Há outras caracterizações dos conceitos que definimos nesta seção, das quais

procuramos exibir algumas de maior freqüência. O leitor talnbélll pode consultar

IPillayl, em especial sua Seção 1.4, ou IPoizat ll-
Introduziremos futuramente a noção de tipo definível, mas já enunciados

aquio

Teorema 2.3.13. Equivalem: T é estável; todos os tipos (não necessariamente

globais) sobre modelos de 7' são desníveis; T é K-estável para todo H que satisfaz

R( ferêncía; O Tmrema 6.7.13 de IHodgesl-

nlLIH

Sabe-se também que 7' é super-estável se e somente se T é estável em todo
caldinal n a: 2jLI

Finalmente, este é o mais simples de uma série de teoremas de Estabilidade:

Teorema 2.3.14 (Harnik). Se H a: ILI e T é K-estável, então tem um modelo
saturado decardinalidade K.

Re/erêncía; O Teorema 14.2 de IPoizat ll.

Ao aplicarmos estes dois teoremas, concluímos que toda teoria estável tem
modelos saturados de cardinalidades arbitrariamente grandes.

2.4. Dois teoremas úteis

Provaremos, sob algumas hipóteses, dois t(x)lemas úteis. O primeiro informa

que o conjunto dos parànetros usados pata deÊnir conjuntos "grandes" , em uma
caracteiízação envolvendo posto de Nlorley, é ele próprio definível. O segundo
mostra que tipos globais com posto ordinal têm grau 1: esta é uma iníorillação
potente quttndo aliada às equações de posto.

Há duas abordagells para esse tema, apresentadas uma enl IHodgesl e a out.ia

em INITAGI e jbíarkerl a primeira deve-se a Shelah e a segunda a Lachlan:
vel a os comentários llistóiicos dessas referências. Em IHodgesl , a única condição

necessária é estabilidade, como mostra o Teorema 2.3.131 a linha de IÂ/ITAGj

e IXlarkerl requer u-saturação e transcendência total (mais precisamente u-
estabilidade), mas seu raciocínio aproxima-se melhor do uso de que faremos.
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Para obter o melhor de cada abordagem, assumirernos apenm estaóíZidade e
que o$ tipos necessáhos tenham posto ordãnd.

Suponha a uma L-estrutura estável e X Ç .A. Tome B uma extensão ele-

mentar u-MEDrada de a e C uma extensão elementar K-grande de !B, com

E > ILI,iBI. Como C = ü, também C é estável. Serão importantes, ainda,
o fato de C ser IBj+-saturado e a Proposição 1.4.6.

Destacamos dois !eiras técúcos;

Lema 2.4.1. Suponha w uma scqiiênciü dc n vmiávcis livres c #'í(w),@l(w)

Mrmulas dc L((7) para iC l, .j C J, dc modo quc l/l, IJI < H c Uicl @{(C) = C"

UÍCJ @Í(C). Então custe um subconjunto anito lo dc -r t&l quc Uicl #i(c)
U:./. @: (c).

Demonstração; Este é o Exercício 4.5.34 de ÍÂ/[arkerl. E esc]arecedor re-

escrever o enunciado usando "disfunções infinitas". Afirma-se que, se Vier @í

q«i-l. , -(V,..@y) .m C, -tã. .q«i-l. t«-bém ; «m, ü;j-çã. 6Mt-

Seja y o conjunto de todos os parâmetros de C nas hrmulas éi, IPÍ. Como

estas são finitas, temos ll''l < líl x w + IJI x w < H. Então todos os tipos sobre

y são principais. Mas, se c C C" e 0(w) é uma Mrmula qualquer de L(y), 'ç'ale

v:.,0

t(c/}''') € <0(C)> 0 0(C) C t(c/}'') 0 c C 0(C)

Desse modo, Uicl<Óí(e:)> = S«(y) -- Uj.J<@y(C)>.
Sendo o membro direito dessa igualdade um fechado em S..(y) compacto,

vemos que existe lo subconjunto finito de .r tal que U:c/. <@i(C)> = Uíe/ <éi(C)>.

Novamente, temos U:cr. éi(C) = U:cr éi(C). QnD

Lema 2.4.2. Scjam u uma scqüênciü dc m variáveis, 0(u) Mrmula dc L(B) c
n(u) brmula dc L(C). Suponha quc Rh'1(0(C)) A r)(C))

eüstc b € B" tal quc C 1- (0 A «)(b).
l)emonstração; 'l.bata-sc dc mostrar quc, dc certo modo, 0(B) já é suâcicn-

temente grande. Note que, por outro lado, não íaz sentido considerar ?r(8), já
que 1? pode não contei os paiàmetros de a

Procedemos por indução em (. Se € = 0, então 0(C) é finito e B f:
] IP lu0(u), donde lO(S)l = lO(C)l hüto e obtemos 0(B) puré)«

(0 A r)(C) # 0 porque tem posto (.

Se ( > 0 e dN1(0(C)) = n > 1, como C é w-saturada pmticionamos 0(C) =

Z)i U . . . UD. com l)i definíveís também de posto (. Então algum Z)i nn(c) tem
posto €1 caso contrário a união teria posto < e. Podeuios assim supor rz - l



2.4 Dois teoremas úteis 75

Nesse caso, (0 A --a)(C) tem posto R < (, por sua uúão com (0 A a-)(C)

sci 0(C). Se n = 1 então 0(C) Ç «-(C) e basta toma qualquer b C 0(B).
Pala R a: 0, como !B é o-saturada, podemos usei o Lema 2.1.10 com o posto
geid. Observe (lue R&1(0(B)) = (: existem então fórmulas 0.(u), 7?. C N,
de L(B) de modo que 0«(B) são dois a dois disjuntos contidos em 0(B) com
posto R, valendo o mesmo p'-a On(C) em 0(C). Pt«a algum n, (0« A nlr)(C) =
o«(c) n (OA -.r)(C) tem posto < R: de fato, para todos exceto un] número finito.
Vem RM((0« A r)(C)) e então existe b C B" com b C (0« A n)(C). Assim,
C H 0(b) , r(b) como desejado. Qnn

Teorema 2.4.3. Sejam 1) C Dcf=x com posto ( e @(u,w) Mrmula de L com
t;, m sequências de m, n variáveis respectivamente. Então {c C C" l .D Çe @(Q:, c)}
é X-desnível em C.

Z)emorzstração; Mostraremos que esse conjunto I' é definível. Contudo, I' é
invariante sob os automoríismos sobre X, porque se a é um tal automoi6smo e

c C I' então 1) = all)l Ç( Ó(C, a(c)) e a(c) € 1', sendo a recíproca analogamente

verdadeira. Como H > IXI, o conjunto I' é X-definível pela Proposição 1.4.6.

Reduzimos ao caso em que Z) tem grau 1. Escreva d = dM(Z)) e pai'ticione
1) = .Di U . . . U l)d deíiníveis de posto € e grau 1. Então .D Çe .B +::> 1)l Çe E e

e l)d Çe E,jáque D--E=(Z)i .D)U...U(Da--E). Assim,

{c c C" 1 0 Çe é(C, c)} - Í){c c C" l .0i Ç( @(C, c)}

d

lZ

Assuma então dh'l(1)) = 1. Podemos também supor {c C (;" l D Çe Ó(C, c)}
não-vazio. Seja l)(B) o conjunto de6nido em !B pela brmula de L(X) que define
Z) em C.

Suponha c C C" com 1) Çe @(C, c). Mostraremos, primeiramente, que l)(B)
contém ulll subconjunto finito l)o tal que l)o Ç é(C,c) e, pala todo b C C",
valha a implicação

Do Ç @(C, b) ::+ 0 Ç( Ó(C, Z))

Se l)o não existe, construímos aí € C", bi € C", i C N, msim: suponha

a',... ,aA;-i,bo,...,bt-i construídos para k a: 0 de modo que ai c Z)(B) n

Ó(C,c) e D ge @(C,bi). Temos m\l(D n ó(c, c)) = ( e, poi Z) ser irredutível,

Rxl(Dn @(c,c) n@(c,bi)) < (. Concluímos que RM«on@(c,c)) -(@(c,bo) u
U @(C,bx:-i)) = € e, pelo segundo lema, existe ak C l)(B) n (@(c,c)

Uli] @(C,bi)). alas {ao,. ,ak i}, por ser finito, não tem a propriedade de-
sdada pma l)o (que supomos não existir). Então existe Z)k C C" tal que
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{ao,...,ak-i,ak} Ç é(C,bk) e O Ç4( Ó(C,bk). Po: construção, aÃ. Í é(C,b:í)

para .j < k. Assim,

C k d(ai,bJ) + ai c é(C,b.í) + í < j ,

contradizendo a estabilidade de Q:

Seja g o conjunto dos subconjuntos fiútos -Do dc l)(B) assim obtidos, um
puü cada c € C" com 1) Ç;e @(C,c). Para 1)0 € g, soja XO.(w) a fórillula dc
L(C') que expressa "Z)o Ç Ó(C)(w)" existe porque Do é âúto. Para qualquer

c C C'", obtemos: O Çe Ó(C, c) se e somente w Custe Do C g com C f: Xo.(c).
Tema também lal < in(8)lo :ç l.al'w < K.

Com o mesmo raciocínio aplicado a =Ó, obtemos fórmulas @j, .j C J com

IJI < n, tüs que -0 Çe (HÓ)(C, c) se e somente se existe .j € J td que C 1::: @j(c).
Novamente, -D Çe é(C,c) + .Z) ge (-'-é)(C,c) e obtemos precisamente m

condições do primeiro lema: existem -Di, . . . , l)k c g tais que 1) Çe 4(C,c) se e
somente se C: 1- Xo. (c) V . . . v Xo~ (c). QEn

Para este resultado, adoptamos os raciocínios da pág. 232 e do Corolário

6.3.12 de IÀ4arkerl:

Teorema 2.4.4 (Lachlan). Todo tipo global com posto (ordinal) tem grau l.
Z)cmonstrúção; Suponha p C S:(.A) e q € S=(B) com p Ç q e Rb{(p) =

R&l(q) = (; temos d&l(q) = 1 porque B é w-saturada e q é global em B
Dcwnlos mostrar quc também dM(p) = 1. Sejam Z) C p dctcrminado por p
tendo posto ( c grau dX'l(p) c E € q dctcrminado por q tcndo posto € c grau l.
Note que .D n E € q ainda tem posto ( e grau l por minimahdade: podemos
então supor E Ç .O. E«:rcva 1) = @(!B) c E = @(!B,b), com Ó(u) 6rmula dc

L(A) c Ú(u, w) brmula dc L, u, w scqüências dc m, n xwiávcis rcspcctix'amcntc

c b c B", dc modo quc B f: Vu (Ú(t,, b) --. é(u))
Tomc SI f:: Vt,(Ü(u,c) -- é(t,))} {c C C" l é(C) çe

(--'Ü)(C, c)}. O primeiro conjunto é A-dcânívcl, assim como o segundo pelo
teorema a-tenor (com X = .A), já que RNI(Ó(C)) = e. Então Si

C'" l @(C,c) Ç @(C) e tem posto e} é .4-deâní't'el. Analogamente, S2 = {(c, d) C
c"+" l @(c,c) n@(c,d) Ç @(C) e tem posto (} e Sa d) € C'"+" l Ü(c,c)n

(=Ü)(C,d) Ç @(C) e tcm posto (} sü .A-definíveis. Obtemos o .A-definível

S = {c c C'" l c c Si e (c,d) # s2 n Sa para todo d € C"}, que é o conjunto
dos c € C'" tús que -@(C,c) Ç Ó(e:), @(C,c) tem posto ( e, pma todo d € C'",
RÀI(@(c, c) n@(c, d)) < € ou mhl(@(C, c) -- @(C, d)) < (. Note que b € S porque

@.(C, b) t.m bn- l.
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Tome R = s2 n (s x s) = {(c,d) c s x s l RM(@(c,c) n ü(c,d)) = (},

.4-definível. Mostremos que R é uma relação de equivalência em S com número

finito de classes, observando que (b, b) C R. Evidentemente, R é simétrica e
ieíieü«a. Suponha (c, d), (d, e) € R. Então @(c,d) n@(C,e) tem posto ( e está
contido em

(@(c, d) @(c, c)) u (@(c, .) n @(C, e)) ,

que portanto tem posto > (. Também Ü(C,d) n Ü(C,c) tem posto (: pela
caracterização de S, então @(C, d) -- @(C, c) tem posto < (. Concluímos (lue

ü(c, c) n @(C, e) tem posto ( e (c, d) C R. Agora, suponha cl , . . , ck C S iepre--
sentantes de classes distintas de R. Temos @(C, ci) Ç é(C), mas RM(@(Q:, ci)) =

€ e mNI(@(c,ci) n @(c, cj)) < € pala í # .j, donde k < dM(@(C)) = dNI(p).
Como S e R são .4-definíveis e R tem um número JinÍto de classe de equi-

valência -- fatos todos descritos por fórmulas de L(.4) --, todas as classes de R
intersectam Á"

Tome a C .4" na mesma classe de b. Então Ú(C,a) Ç #(C) tem posto (,
@(C,a) n @(C,b) tem posto (, mas @(C,a) - @(C, b) tem posto < (. Já que

@(C, b) tem Wau 1, concluímos que @(C, a) tem grau l.
Finalmente, temos @(B, a) de posto ( e grau l (lembre que @ é Mrmula de

L e a € .A") contido e«: @(B). Se RM(@(B) -- @(B,a)) < (, então dM(p) =

dM(Ó(B)) = 1. Caso contrário, dM(@(B) -- @(B,a)) < dM(@(tB)), de modo

que @(!B) @(B,a) gpeobtemos @(B,a) ep e dbl(p) = 1. QED

Assim, se 1) C DefT é um irredutível, 1) determina um tipo global e tem
dM(O)-l.

2.5. Deviação (/orhng) e independência

Este é um tópico importante sobre o qual, contudo, seremos breves por falta

de espaço. Sua existência e teoria devem-se a Shelah; um tratamento alterna\tivo

é chamado "parisiense" , baseado em uma "ordem fundamental" e exposto em
IPoizat [l e no livro de Lascar que mencionamos na introdução do capítu]o.
Fundanlentamos nossa apresentação no que, n:us outras abordagens, é itpenas

uma caracterização: a conservação do posto de Morley.

Assumiremos que todos os tipos com que trabalharmos têm posto (ordinal).

Fixe uma estrutura 2t e, inicialmente, suponha X Ç y Ç .4.

Sejam p € S,«(X), q C S,.(y). Sabemos que, por definição, se p Ç q então
R.\l(q) Ç RÀI(p). Estudaremos a situação em que ocorre igualdade
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Definição 2.5.1. (i) q é uma extensão dieta de p se contém p e tem o mesmo

posto que p. (Diz-se n071forhng em inglês.)

(ii) Se q é urna extensão direta de çlx, dizemos que q não se desfia sobre
X. (Diz-se not /orks em inglês.)

Proposição 2.5.2 (Existência) . As extemões q sobre y indivisíveis de um
tipo p sobre X satisfazem >ll: dM(q) = dbl(p). Em paticular: p tem entre uma
e dhl(p) extensões indivisíveis; esse máümo é alcançado se y = .A; se louvei

uma extensão com grau dM(p), será a úúca extensão.
l)emonlstlaçãor Sendo 1) C DefÇ determinado por p, mostraremos que as

extensões indivisíveis de p em S«(y) são precisamente os tipos q € <Z)> com
RM(q) = RM(.D). Feito isso, aplicamos o Corolário 2.2.5 em S«(y): dM(p) =
dÀ.l(O) (q) com q C <O> e R.N-l(q)

Se q é uma extensão direta de p, então RÀ'l(q) = mN{(p) = RÀ4(1)) e D C q.

Por outro lado, suponha que 1) c q e mNcl(q) = RÀ'l(Z)) = Rh'l(p). Então
Rh4(qlx) a: Rb'l(q) = RM(.D), mas 1) C çlx, de modo que Rhl(qlx) = RM(1)).
Suponha que qlx determine -E. Então .i) í) E € çlx e, por miMmalidade,
RM(.D n .E) = mN'l(qlx) e dh{(D n E) = dM(qlx), ou seja, çlx deterMna

o n .E. h4as dx4(0 n E) < dÀ'l(.D); por .O ser üredutível em DefÇ, temos

dR'l(qlx) = dh'l(1)) e 1) determina qjx. Pela Proposição 2.2.4, temos p = çlx,
donde p Ç q e q é uma extensão direta de p. QE}D

Desse modo, um tipo global(com posto e sobre uma estrutura estável) tem
uma única extensão dieta.

Estas propriedades serão repetidamente utilizadas:

Fato 2.5.3 ('1kansitividade e Monotonicidade). Sejam p Ç q Ç r tipos.
Então r é uma extensão direta de p se e somente se r é uma extensão direta de

q e q é uma extensão direta de p.

Pois p Ç q Ç r implica RM(p) a: Rh{(q) a: Rxl(r).

Exemplo 2.5.4 (Continuidade). Soja 1) € q determinado por esse tipo.
Tome Zo um subconjunto anito de y de modo que .D seja yo-definível. Então
O C çltt,, donde RX'!(qllh) :' IU'l(q) e dÀ4(qlyo) = dÀ'l(q). Basta ente invoca
a unicidade, no caso particulm' da Proposição de Existência, pua concluí' que

q é a única extensão direta de alvo a y. Assuma agora que q desvia-se sobre X.

Também -D € qlYn.Y, donde RXI(qlV X) = RM(q) > RXI(qlx) e concluímos que

qlXUYn ainda se desvia sobre X.

Introduziremos o conceitlo de independência, primeiramente de m-uplas c

depois de conjuntos. Veremos unia caracterização geométrica na Seção 3.4.
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Suponha apoia X, yl, U, W Ç; .4 e z (zl, , z,«) c .A", m # 0

Definição 2.5.5. Dizemos que z índepende de U sobra X e indicamos z.L. P

se t(=/XH) não se desvia sobre X, ou seja, t(z/XU) é extensão dieta de
t(r/XU)lx = t(z/X). Usaremos o símbolo .Z para negar essa -elação.

Observamos que, na notação zJ,. y, trata-se 3 como uma seqüência de
elementos e 3/ como um conjunto, notadainente o dos elementos que ocorrem na

sequencia 3/.

Novamente, destacamos estas piopriedadcs de uso repetido:

Corolário 2.5.6 ('nansitividade e Monotonicidade). z~L.. U e zJ,. y
se e somente se r. 1 ,., yU

Note que t(z/X) Ç; t(aç/Xy) Ç t(z/XYU), aplicando-se o fato homo)mimo.

Proposição 2.5.7 (Base finita). z.L. U se e somente se rJ,. Uo para todo

subcol\junto finito Uo de U, ou seja, z~L. # para toda seqüêncía 3/(não-vazia)
de elementos de U.

Demonstrrzção; Temos RM(z/X) < RNI(z/XUo) < Rb/l(=/XU) para cada
Uo, o que prova a implicação direta. Para a recíproca, suponha que z não

independa de U sobre X, existindo 1) C t(z/XU) com RNI(1)) < RM(z/X).
Como a fórmula que define 1) tem um número finito de parâmetros, existe Uo
subconjunto finito de H tal que 1) é XUo-definível. Então z não independe de
Uo sobre X. QED

Este é o resultado de que mais faremos uso

Teorema 2.5.8 (Simetria). Sejam / C .A', .y C ..4" com m, n # O. Se r~l,. 3/

então 3/.L, z (valendo a recíproca por siuietria).
l)emonstração: Como já fizemos anteriormente, consideraremos a cadeia

2t tB Q: em que !B é o-saturada e C é l-Bj+-grande. 'l)abalharemos direta-

mente com os tipos e o posto de À/lorley em C.

Assuma lüM(z/Xg/) (z/X) pma mostra que RM(g//Xz)
Esc-eva RM(z/X) = € e Rhl(y/X) = (

Tome 3/' C C" realizando uma extensão diieta de t(3//X) a 13. Então
RM(y'/-B) = (. Porque C é l.ej+-saturada\ e Xg' < IPI, também existe c C (;"
t.al quc t(z, g/X) = t(c,g'/X). Substituir y por g' é unia bijeção desnível que
nos per"iate concluí que R\l(z/Xy) = Rhl(c/Xg') . mNI(r/X) = mNI(c/X).

Tome z' C C'" i-eahzando uma extensão direta de t(c/Xg') a B#'. Então
RXI(r'/B#') RXI(c/X#') (r/Xg/) que t(c/X) Ç t(r'/B),
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de modo que RM(z'/.B) < RR'l(c/X) = RÀ'l(z/X) = ( = Rbl(z'/Bg/') :ç

RÀ'l(z'/-B), donde RÀI(z'/.B) = e. Também t(r, 3//X) = t(z', y'/X), de modo
que ( = mN'l(y/X) > RM(y/Xz) -- RÀ'l(y'/X#') > RÀ'l(g'/.B#').

Assim, reduzimos o problema ]z,:f,X] à situação lz', !f', .el, em que -B é o
domínio de uma estrutura u-saturada e basta mostram RM(g'/BT') = (

Suponha que exista uma â$rmula 0(u, w) de L(.B), com t,,w seqüências de

m,n variáveis, tal que C b 0(z',g/') e que 0(z',C) C t(y'/Bz') tenha posto
< (. Sejam ainda 1) C DefZJB e E C DefZ.B com Z) € t(z'/-B) e E € t(y'/B)
determinados por esses tipos, ou seja, Rhl(1)) = € e RX{(E) = (

Pelo Teorema 2.4.3, o conjunto Z = {c C C" l E Ç( (--©, c, C) } é -B-desnível.

Temos z' c Dno(c, g') n z, de modo que este conjunto pertence a t(z'/Z?Z/')

e, portanto, tem posto > (. Como está contido em D, concluímos que seu posto

é precisamente (.

Rccordc quc Z) é B-dc6nívcl c z) n o(c, y') n z é C-dc6nívcl, ambos com
posto (. Polo Lema 2.4.2, cxistc z" € B" tal quc z" c 1) no(c, #') n z, ou scjü,

C F 0(z", g') e .E n o(3", C) tem posto < (, donde mh'l(y'/B) < (, contracção.
QEn

Concluímos com uma generalização

Definição 2.5.9. Dizemos quc U indcpc:7zde de y soó X e indicamos C/.L. y
se tôdas as 171-uplm de U, nl C N', iudepeildem de y súble X.

Corolário 2.5.10 (Simetria). Se LTJ,. I'' então V.L. H.
Derrzonstração; Seja g = (gl, . . . , y.) c }'", n C N, uma seqiiência arbitrária

de elementos de y. Devemos mostrar que l/J,.:. U, ou seja, t(g/XLr) não se
des\ria sobre..X.

Por contínúdade, caso t(y/XU) divida-se sobre X, existe um subcoÜunto
finito Uo de P tal que t(y/XUo) = t(g/XU)lxt/. desvia-se sobre X. Tome

r uma IUoj-upla de H formada pelos elementos de [Xo sem repetição. Assim,

t(y/Xz) desvia-se sobre X.

Por hipótese, z.L. }' e t(z/X}') é extensa dota de t(r/X). alas t(z/X) Ç

t(-;/Xy) Ç t(z/Xy), donde t(z/Xy) é e*:tempo dieta de t(z/X), ou sdu,
rJ,x g/' Poi simetria, yJ,.x z, ou seja, t(#/Xr) é cxdcnsão drcta dc t(y/X),
contradição. QED

Corolário 2.6.11 (1Yansitividade e A'lonotonicidade). Valem V'J,.,. Lr
e }r.l,. Y' se e somente se t'.L. yt/

Basta aplicar o corolário homónimo a cada seqüência de elementos de }'
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2.6. Tipos definíveis e herdeiros

Esta seção provê uma caracterização sintática da extensão direta de um
posto global, sob as hipóteses de estabilidade e tipo com posto ordinal. Contudo,

alguns dos resultados apresentados são válidos em quaisquer condições.
Esta deânição esclarece o enunciado do Teorenta 2.3.13:

Definição 2.6.1. Suponha 21 uma l-estrutura arbitrária e X,y Ç ..4. Um
tipo p C S,«(X) é de#núeZ soZ)re y se, pala toda simula Ó(u, w) de L com
u, w sequências de m, n variáveis respectivamente, existe uma fórmula 4Ó(w)
de L(y) tal que, para cada a C X",

@(u,a) c p(u) + (a, (g),ev) F d,Ó(a)

(Note que a equivalência receie-se apenas a elementos de X".) A associação dp
é chamada esquema de de$níção de p. Quando X = y = -4, diremos apenas

que p é deÉnãbeZ.

Observe que, pela de6nição e quando X :: .A, equivalem em a as fórmulas

dp(n@) e =cÇé, assim como dp(# A Ú) e dpÓ A dP@, e analogamente para outros
colectivos.

Note também que dois tipos soam o mesmo cozÜunto e com o mesmo esquema
de definição são, de fato, o mesmo tipo.

Suponha ainda que y Ç X. Para cada a C X",

[@(«, a) C p(«) + ü ]- d.@(a) ] + (@(u,a) n d.@(a)) C p(u)

porque (Üé(a) é também uma sentença de L(X). Note que esta equivalência

é verdadeira independentemente do "significado" de dp@(a), ou seja, de existir
um esquema de definição de p.

Exemplo 2.6.2. Suponha X, y Ç Á, 1) € DefjÇ, a c A" e @(u,u) 65rn)ula de
L com 'u, u sequências de m, n elementos respectivamente. Sqa A. o conjunto
dos elementos das m-uplas de 1), tainbént X-definível (para cada uma das m
variáveis limes da fórmula que define Z), qnantifique existencialmente as demais

e tome a disjunção dessas Mrmulas). Vemos t(a/A) como conjunto de Mrmulas

tendo as variáveis u livres; assuma que é um tipo definível sobre y

Note que Ó(u,u) é uma fl$rmula a que podemos aplicam seu esquema de

definição, obtendo á(../ay#(u). Suponha a C A"': então 2t 1:: dt(./a)lal se c
somente se a fórmula Ó(a, u) pertence a t(a/z\), ou sela, 21 F Ó(a,a). Assim:,

@(a, a) n A" = á(./a)ó(a) n A'" é iun conjunto y U X-desnível.
Em pmticular, quando @(U, a) Ç 1) e aplicamos o próximo corolário, con-

cluímos que @(a, a) é A U X-definível.
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Corolário 2.6.3. Todo tipo sobre X com posto (ordina]) é deÊníve] sobre X.
l)ernonstração; Podemos supor p € SS(X). Tome 1) C DefZx determinado

por p, com mNÍ(-D) = RB/l(1)) = (. Então p = {-E € DeíZjx l D Çe .E}. Suponha
Ó(u,w) Mrmuia de L como na deãnição. Pelo 'iieorema 2.4.3, {c € C": i -D Çe
#(C,c)} é definido por uma ü5rmula @(w) de L(X). Assim, paa cada a C Á',

é(u,a) C p(c) + O Çe é(C,a) + C k @(a) + U 1::: @(a)

Tome dp@ = @- Note ainda que p é definível sobre um subconjunto finito de X,

sobre o qual 1) é definível. QSD

Suponha U < !B duas l-estrutura. Tkabalharemos somente com tipos Aer

deíms e gloóaás, de modo que pospomos o caso geral para a Defiúção 2.6.9.

Definição 2.6.4. (i) Diz-sc quc q C S.(B) é Acrdcíra dc ql,{ sc, para toda
fórmula é dc L c todo b € B" com #(u,b) € q(u), cHstc a C .A" tal quc
@(u,a) € ql..!(u).

(ii) Diz-se que q C S.(B) é co-Ae7deám de çl,i se, para toda liormula é de L

c todo b C -B" com Ó(u, b) C q(ti), custe a c .A" td (lue !B k @(a, b).

Importamos dois comentários de IPoizat lj:
Primeiramente, esclarecemos a terminologia "herdeiro" -- veremos ao 6m

da seção que "co-herdeiro" é um conceito dual. Suponha que um conjunto de

scntcnças E dc uma linguagcm estendendo L(.A) com novas constantes tenha
esta propricdadc dc consistência com p C S.(.4): sc ci, í c .r, são scqüências dc

n} novas comLatLw, então E U {p(ci) l iC .r} é consistente. É claiü que, nesse
caso, E tcm essa propriedade também com qualquer restrição de p. Porém, se

q é um herdeiro de p, E tem essa propriedade com q, porque cada subconjunto
finito de q(ou uma única Mrmula, por conjunção) corresponde a um subcoÜunto
de p, bastando reinterpretar pm'àmetros. Desse modo, q herda propriedades de

comist ência de p.

Outro termo usado é "primogêüto", quando se chamam extensões de "6-
Ihos" , mas notamos que em geral há muitos herdeiros sobre um mesmo modelo.

Frisemos duas propriedades simples, para as quais suporemos p Ç q Ç r três

tipos globais sobre três estruturas de cadeia elementar. Temos q extenisão de p

e 7' de q. Se q é herdeiro de p e r de q, então r é herdeiro de p. Se r é herdeiro
de p, então q é herdeiro de p, mas vemos que I' não precisa ser herdeiro de q.

Recorremos novamente a IPoizat il para adaptar seu Teorema ll.l:

Lema 2.6.5 (Existência). Suponha p(u) € S,«(.A) e õ(u) um conjunto de
fórmulas de L(.23) fmhado sob conjunções, contendo p e tal que, se @(u, b) C -+
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com é Brmula de L e b C /3", então existe a € .A" tal que Ó(u,a) C p. Então
a' estende-se a um herdeiro de p sobre 1?. Em particular, tomando-se (b = 1),

vemos que p tem herdeiros sobre B.
l)em07zslração; Considere o conjunto de fórmulas em ® e das fórmulas

-.Ú(u, d), em que d C B" c Ü é Mrmula de L pala a qual não existe a C Á" tal
que @(u, a) € p(u).

Mostremos que esse conjunto é consistente com rHO, (b)ócB). Um sub-

conjunto anito seu constitü-se de Ói(u, bl), . . . , @,(u,b,) C © e -.Úi(u, dl), . . . ,

n@,(u, d,) com éi, @j Mrmulas de L. Adicionando novas variáveis às Mrmulas
originais, podemos tomar todas as constantes de B em conjunto e supor que bi =

= b, :: dt = . . . = d,, sem alterar as propriedades dadas por hipótese. Já que

Ói(u, bt) A . . . A Ó,(u, Z,l) C 4', existe a C -A" tal que ÓI(u, a) A . . . A Ó,(u, a) € p.

Tome C uma extensão elementar de tB em que p seja realizado por c C C"
Por hpótese, @l(u,a), . . . ,Ü,(u,a) # p, donde --WI(u,a),.. . ,--@,,(u,a) C p e

C F Ói(c, a), . . . , Ó,(c, a), -Wi(c, a), . . . , --Ú,(c, a). Então, interpretando bi dj

como a, vemos que o subcoÚunto anito é consistente comi TÂ(!B), portanto com
Th(B, (b)óca) pelo Lema 1.3.10. Pela discussão que antecede o Corolário 1.1.12,

concluímos que todo o conjunto é consistente com 7'h(B, (b)óeB).
Então esse coÜunto estende-se a um tipo q C S.(B). É claro que © Ç q.

Suponha @(u,b) c q(u), com @ de L e b C 1?", mas que nãn exista a C .A"
t&l que Ó(tl,a) C p(u). Então =@(ti,b) pertence «) nosso coÜu-to e então aq
consistente, contradição. Obtemos q herdeiro de p. QnD

Pala caracterizar a unicidade do tipo herdeiro, precisamos do

Teorema 2.6.6 (Beth). Adicione a L novos predicados P/, n/-ário, / C F,
obtendo a linguagem L'. Equivalem:

(i) Suponha 21 unha L-mtrutura que, cona alguma interpretação R/ Ç .A"/

pala cada P/, é modelo de uma teoria T' de L'. As interpretações R/ são únicas
de modo que (a, (R/)/cp) k T'

(ii) Cada fónnula atõinica Pf equivale em T' a unia formula de L.

Re/erêncÍm. O Teorema 2.2.22 de IChang, Keislerl, com pequena adaptação

na demonstração, ou o Teorema 6.6.4 de IHodgesl, já mais forte. QKn

Proposição 2.6.7. Um tipo p C S«(.A) é desnível se e somente se p tem um
thiico herdeiro sobre qualquer extensão elementar de a. Esse herdeiro tem o
incsmo esqttenia de definição de p.

Z)emon.straçãor Suponha p definível e q C S,,.(B) herdeiro de p. Nlostrare-

mos que unia simula Ó(u,Z,) pertence a q(t,), com @ Hrmula de L e Z, C 23",
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se e somente se B k cÇé(b). Feito isso, notamos que q está perfeitamente
caracterizado, sendo portanto única, e que dç :- i=!P-

P«'a todo a C .A", -le (@(t,,a) -. d,#(a)) C p(u). Nesse cmo, -,(Ó(u,Q) H

d.é(a)) # p(u) e, por hpóten, n(@(u,b) -- a«é(ó)) # g(u) p:«a todo Z, € B"
Assim, para todo b c .B", vale (é(u,b) n d,@(b)) € q(u), como desejMo.

Suponha agora que p tem um único herdeiro sobre cada extensão elementar

de a. Para cada Mrmula Ó(u, w) de L, em que w é seqüência de n+ variáveis e nO

é arbitrário nã(»nulo, adicione um predicado Pd n+-ário a L(.4) e interpreh"o
em U como .A+ = {a C .A" l @(u,a) C p(u)}. Observamos que Á+ n .A-.# = 0 c
Áé U .A-.;b = ..4". Tome 7'' Th(a, (a).c,l, (.Aê)Ó).

Se (B, (b.).c,4, (B.P)Ó) é um modelo de T', podemos considerar B extensão
elementar de 2t com a identi6cação b. = a. Mostremos que o conjunto ©

das formulam é(u,b), cm quc @(u,w) é como acima c b € .BÓ, é um conjunto
co-sistcntc com rHO, (b)ÜCB). Supor. é'(«,Z,-), . . . , @t(u,Z,t) brmüm s«m:

como p é finitamente satisfazível em 21, temos

(a,(4)+) F: Vw: ...Vw*(PÓ.(w:) A ... A Pd.(w-) --

]« (ét(«, wi) A . . . A Ók(u, wh)))

Então também (B, (B+)é) satisfaz essa sentença e, em pa'ticu]ar, B l- ]u (Ói (z,,

bi) .A . . . A @R(t , bk)).

Note que l?.pnB-+ = ü e B+UB.é :; .B', de modo que ® é maximal, ou sda,
um tipo. Além disso, Q contém p: de fato, se @(u, a) C p(t) então a C .4.P Ç BÚ,

donde @(u, a) C ®. Bulas ® satisfaz a condição da definição de herdeiro: mais

precisamente, se @(u,b) C 4' então b C B.#, donde B+ # Ü e existe a C .Aé, de
modo que @(ti,a) C p(u). Vemos que o tipo 'P é o herdeiro de p.

Concluímos que cada 1?+ é o conjunto das n-uplas b C B" tais que Ó(u,b)
pertence ao único herdeiro de p, ou seja, as interpretações -B.P são únicas. Pelo
Tcoicmü dc Bcth, cada PÓ(w) cquixnlc cm T' a uma fórmula @+(w) dc L(.A),
don.de

é('y,a) C p(t,) + a C .% + (a, (.AÓ)ê) H .PÓ(a) + a f:: ÜÓ(a)

Tome a,é -- v'+. QEn

Lembramos que, pelo Teorema 2.4.4, tipos globais com posto oi'dinal sobre

estrutltras estáveis tênt grau l

Teorema 2.6.8. Suponha p € S«(.4) com posto (ordinal) e q C S«. (B) a única

extensão diretü de p. Se p dctcnúnü 1) € Defg...{, então q é o único tipo de
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S«(.B) com posto Rhl(p) que contém -D. Aléns disso, q é o único herdeiro de p
e tem o mesmo esquema dc dehnição

Z)eznonstração. Escreva Rbl(p) = ( e dh/í(p) = 1. Pela Proposição 2.2.4, 1)
determina r C Sl: (-B) o único tipo que contém -D com posto R.NI(1)) = ( e grau

db/l(1)) = 1, sendo r = {E C Defg.B l D Çe .E} 2 {É; C Defg...i l Z) Çe -E} = p.
Assim, r é extensão direta de p, ou sda, r = q.

Seja Q: uma extensão elemento IBj+-grande de B.

Aplicamos agora o lborema 2.4.3 a tB em vez de a. Suponha @(ti, w) como
em seu enmciado e l)(C) o conjunto deânido ein C pela hrillula de L(A) que
define 1) em tB: então {c C C" l Z)(C) Çe Ó(C,c)} é definido por uma Mrmula
Ü(w) de L(.4). Assim, pala b C B", 'B H @(b) + C 1- @(b) + RM(Z)(C) --

Ó(C,b)) < € o R.M(O -- @(B,b)) < ( + @(8,b) C r = q. Tome dç@ = @, de
modo que q é desnível.

Contudo, vimos no Corolário 2.6.3 que p é definível, e a Proposição 2.6.7
então gm'ante que p tem unl único herdeiro sobre !B, com o mesmo esquema

de deíiúção cÇ. Basta mostram- então que dç é esse esquema, de modo que o
herdeiro será igual a q. Como vimos, @ é brmula de L(.A): então, pm'a a C Á",
@(u,a) C p(u) o Ó(u,a) c q(u) + B k d,@(a) o H F dçé(a), donde
podemos toma 4, :; dç' Qno

Sabe-se ainda que, por simetria, q também é o único co-herdeiro de p.

A título de completude, apresentaillos a deânição geral de tipos herdeiros,
embora sua restrição (leva ser global.

Suponha 2t uma L-estrutura e y um conjunto contendo Á. Pelo Teorema de

Lõwenheim Skolem e providenciando-se as colagens isomorfas de praxe, sempre

existe uma extensão elementar C de 21 com y Ç O. Pma considera tipos so-

bre y, é preciso especüicar a estrutura C à qual (e a rHC, (g),cr)) referem-se

afirmações de consistência. Supomos então C um modelo monstro, scm gan-
deza específica, e assumimos que as extensões elementares de 21 contendo y são

subestiutulas de C note que não se bata de universalidade de C, pele\ qual
se obtém apenas imersão.

Definição 2.6.9. (i) Diz-se que q c S,.(y) é AerdeÍro de çl,.+ se se estende a

uin herdeiro de çl.4 sobre qualquer extensão elementar de 21 contendo y

(ii) Diz-se (lue q C S,.(y) é co-heMcÍ7'0 de çl,.+ se se estende a um coherdeiro

de çl,.i sobre qualquer extensão elemento de 2t contendo y

A mudança na definição é apenas aparente

Proposição 2.6.10 (i) q C S,.(y) é herdeiro de çl.4 se e somente se, para
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toda fónltula é de L e todo y C y" com é(u,y) C q(u), existe a C .4" tal que
Ó(«,.) € çlÁ(«).

(ii) q € S..(y) é co-herdeho de çl,.l se e somente se, para toda brmula é de
L, todo y € y" com Ó(u,y) C q(u) e toda extensão elementar tB de 2t contendo
y, eüste a c .A" tal que !B F é(a,y).

l)emor&stração; (i) Para a implicação dieta, tome B extensão elemento de
Z com y Ç B e aplique a deÊnição. Para a recíproca, dada !B nessas condições,
use o lema de existência, cujas hipóteses .lá são veri6cadas.

(ii) A implicação dieta é demonstrada pelo mesmo argumento de(i). Para a
recíproca, um resultado correspondente de existência pode ser usado do mesmo
modo e encontrado nos Lemas 12.10 e 12.11 de IPoizat 11. Qni)

Corolário 2.6.11 (Dualidade). Suponha c, d sequências de elementos de C

com m, n elementos, respectivamente. Então t(c/.Ad) é herdeho de t(c/.A) se e

somente se t(d/.Ac) é co-herdeho de t(d/.A) .
l)emonsfraçãor Podemos trabalhar com fórmulas de L(.A), inserindo sempre

todos os parâmetros de .A já nas fórmulas. Assim, não precisamos contar outros

parâmetros em .A e podemos supor que seqüências sobre .Ac ou -Ad são as próprias

c ou d respectivamente.

Pelo item(i), t(c/..4d) é herdeho de t(c/Á) se e somente se, para toda brmula
@ (ic L(.A) td quc C k Ó(c, d), existe a C .A" tal que C f::: @(c, a).

Pclo item(ü), t(d/.Ac) é co-herdeiro dc t(d/A) m c somente sc, para to(ia
fórmula @ dc L tal quc C f: @(d, c) e toda extcmão elementar B dc 21 contendo

Àc, existe a c .A- tal que B F Ü(a,c). Mas C é uma tal extensão, e basta
veriâcar a condição quanto a C por hipótese supomos toda q} subestrutura

Basta então toma é e Ü obtidas uma de outra pemtutando suas variáveis.

de C

QEO
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Geometria do fecho algébrico

Como no capítulo anterior, trabalharemos com uma linguagem arbitrária L
e outras condições senão particulares a cada seção. Também permanece válida

nossa nota sobre a redação e as influências de [Zieglerl, [Pillayl e ]nodges]

Intioduziremos o opeiadoi mais utilizado neste texto e em boa pente da Teo-

ria dos Modelos: o fecho algébrico aclo, cujas principais propriedades são cons-
eqüências da formulação de L em primeira ordem. Estudaremos, ein seqüência,

sua relação com automorfismos, suas propriedades gerais com o posto de A/lor-
ley, seu compoüalnente enquanto fecllo combinatória em conjuntos fortemente

ininimais, e as noções de dimensão e independência resultantes. Identificare-

nlos, sob condições precisas, a independência sob este fecllo e a independência

de deviação que estudamos anteriormente.

3.1. Fechos definível e algébrico

Deveremos deduzir algumas propüedades antes de apresenta exemplos. Se-

jam a uma L-estrutura e X, y Ç A.
Embora apresentemos esta deânição diretamente para o grupo de automor-

íismos sobre X, ela pode ser adaptada pa'a qualquer(subgrupo de) grupo de
permutações, como em IHodgesl. Seguiremos sua distinção maiúscula.

Definição 3.1.1. DCL(X) é o conjunto dos elementos de .A fixados pelos
automorfismos sobre X.

ACL(X) é o conjunto dos elementos de .A com número finito de imagem
pelos automorfisnios sobre X, chamadas X-canyugados.

Proposição 3.1.2. (i) X Ç DCL(X) Ç ACL(X).
(ü) Se X Ç }'' então DCL(X) Ç DCL(}'') e ACL(X) Ç ACL(y).
(üi) Se X Ç DCI.(}'') então OCI.(X) Ç DCL(}'').
(iv) DCL(DCL(X))
l)eírl.orz.strüçâo; Os fatos (i) e (ii) seguem da definição.

Suponha a c DCL(X) e X Ç DCL(y). Por definição, uni autoluorâsino
sobre y fixa os elementos de X e é, então, um automorfismo s)bre X. Portank),

esse automor6smo fixa a. Concluílllos que a C DCL(y) e obtemos (iii).

Demonstiemos (iv). Por (i), temos X Ç DCL(X), e a propriedade (ii)
implica DCL(X) Ç DCL(DCL(X)). Tanlbéni temos DCL(X) Ç DCL(X), &l
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que se aplica a an'mação (iii) para obter DCL(DCL(.K)) Ç DCL(X) QKn

Faremos agora a deânição e as deduções centrais desta senão

Definição 3.1.3. (i) O /echo de$núeZ de X é o conjunto dcl(X) dos elementos
X-desníveis. (Em inglês, dcl abrevia de$nabZe/ae$nÍtíonaZ cZosure.) .4tençâo;
não se ú'ata de urn merzor c07Üunto de$nz't.eZ que contenha X.

(ii) Elementos de coÜuntos X-definíveis finitos são ditos aZgébHcos sobre X.

Indique acl(X) o /mho aZgébhco de X, conjunto dos algébricos sobre X. (Em
inglês, acl abrevia aZgebmác cZosure.)

Foto 3.1.4. dcl(X) e acl(X) são os mesmos em qualquer extemão (ou subes-

trutura que contenha X) elemento de Z.
Porque a elementarídade preserva o número de elementos de um X-desnível

finito.

hto 3.1.5. dcl(X) Ç DCL(X) e acl(X) Ç ACL(X).
Z)emonstração; Suponha que € seja um automoríismo de a e 1) um subcon-

junto deíinível de .A" com é uma f($rmula de L e a C A" tais que Z) = @(a, a).
Vimos que etZ)l = @(a,e(a)). C,se ( sda um automoMsmo sobre X e a seja
uma seqüência de pa'âmetros de X, temos ((a) = a e (]Z)] = 1). QnD

Proposição 3.1.6. (i) X Ç dcl(X) Ç acl(X).

(ü) Se X Ç }'' entã. dcl(X) Ç dcl(}'') e .cl(X) Ç ul(y).
(üi) Se X Ç dcl(y) então dcl(X) Ç dcl(y); analogamente quanto a acl(.).
(iv) dcl(dcl(X)) e ml(ml(X))
(x') Para todo a € dcl(X) eüste Xü subconjunto finito de X tal que a C

dcl(Xo); analogamente quanto a acl(.).
Z)cm07zstração; No'ç'amcntc, (i) c (ii) seguem da dc6úção

Consideramos (iii), (iv), (v) primeiro quanto a dcl(-):

Para proa (iii), suponha a C dcl(X) c X Ç; dcl(y). Existem @(u, ui , . . . , u.)
fórmula de L, zi,...,z. C X e fórmulas éi,..., é. de L(y) com {a} = é(a,zi,

,=«) e c«ia {z } @i(a, (y),CV). Ente.

]u.(é(u,ui, , ««) A A #':(":))i-l

deâne a com parâmetros em y. O deíinível é realmente unitário porque apenas

(zi , . . . , =.) satisfm /\Z;i éi(ui) interpretando as vuiáveis adequadamente.

Comideremos (iv). Por (i), temos X Ç dcl(X), e então (ii) implica dcl(X) Ç
dcl(dcl(X)). Também temos dcl(X) Ç dcl(X), a que se aplica a propriedade

(ni) para obter (icl((icl(X)) Ç dcl(X).
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O fato (v) segue cla definição: dado a C dcl(X), eüste unia Mrmula com

palàmetros em X que é satisfeita somente por a; tome Xo o conjunto finito dos
paàmetios de X que ocorrem nessa fórmula.

Agora, os enunciados quanto a acl(.):
Para (iii), o raciocínio correspondente deve ser mais elaborado. Suponha

a € acl(X) eX Ç acl(}"). EHstem @(u,ul,. ..,u.) brmula de L, zi,...,z. C X
e 6rinulas ÓI,... ,@. de L(y) com a C @(Z,zt,...,z«) .Prato e cada zi C
ói(a, (3/),cr) finito. Porém, é(a,bl, . . . , b«) pode não ser finito para alguns
b:, . . . , Z,. c «l(}''').

Suponha que Ó(a, zi, . . . , z.) tenha k elementos e cada éi((a,(y),cv)) tenha

ki elementos. Considere o conjunto definido por

]u....]u. (@(u,ul, ,u.)A ]<*uÓ(&,ui, «.õ «. l\ó.\«:

Para a variável t;{ , temos kí possibilidades de satisfação de Ói(ui), de modo

que há ki . . . k,l possibilidades, de início, para interpretar as variáveis ui, . . . , u«-
Entrei:àiito, ]<'u Ó(u, ul, . . . , un) garante que o conjunto definido por @ com

tais parâmetros tem:Ç k elementos, de modo que o definível tem 7zo m(ü;ímo
kkl . . . k. elementos. falas, interpretando cada ui como zi, vemos que a pertence
a esse deíinível.

A prova de (iv) é análoga àquela para dcl( ). Na prova de (v), substitua
a satisfação somente por a pela satisfação por um número finito de elementos,

dentre os quais a. QnD

Compra'erros estes fechos quando as estruturas são corpos e a linguagem

é a dos anéis com unidade(apenas). Lembre que, se -L é um corpo, X Ç
1, e K é o subcorpo gerado por X, então os autoinoiÉsmos de L sobre X

são piecisümente aqueles sobre K, donde DCL(X) = DCL(K) e ACL(X) =
ACL(K). Por outro lado, sabemos que Defl,K = Defl,x e vem dcl(X) =
dcl(K) e acl(X) = acl(K). Assim, contentamo-nos em trabalhar dhetamente
com o subcoipo K. O primeho exemplo estuda a extensão cotidiana Q Ç R e o

segundo apresenta o importante caso em que Z é algebricamente fechado.

Exemplo 3.1.7. O único automoríismo do corpo R sobre Q é a identidade, de
modo que DCL(Q) = ACL(Q) = R. Primeiramente, notamos que a ordem usual

é 0-deíinível em R porque = < y + R F 3u(z + u' = #), de modo que todo

autormofisnlo de R sobre Q é crescente. Agora, supoiüia ( uni tal autonlorfismo e

T C R com, dig-ios, = < e(z): então eüste r C Q com = < r < ((z) < ((r)
nnn+i'nHip3n
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Seja agora Ó(z, w) uma Mrmula com g variável e w seqüência de n xnriáveis.
Seja também a c Q" e suponha (lue é(R,a) é um conjunto finito com k a: 2
elementos, que se ordenam ]çi < ... < zi;. Então existem rl,...,rL-i c Q

com zi < ri < za < . . . < ri;--i < zk- Com os novos parâmetros rJ, podemos
definir cada zi, novamente porque a ordem é 0-definível. Por exemplo, a fórmula
Ó(z,a) A ]u (z + t;2 = ri) tem parâmetros em Q e é satisfeita apenas por ];l.

Concluímos que acl(Q) = dcl(Q).

Considere o corpo Q' dos números reais algébricos(sobre Q): mostraremos
que dcl(Q) = acl(Q) = Q'. Para tanto, faremos uso de conceitos pertinelltes à

teoria dos corpos I'eais fechados, que não exporemos porque não tornaremos a
v&..lus; contudo, trata-se de um conceito impor'tente eu Álgebra e taanbéin eni

Temi-ia dos Nludelus.(Refeiênciw em Âlgebra são o Capítulo XI de ILangl e o
Capítulo ll dc IJacobson iil.) Um corpo rca/ /ccAado é um corpo ordenado cm
que todo polinõmio de uma variável de grau ímpar tem raiz e todo elemento
positivo tem raiz quadrada, ou se.ja, a ordem é definível como em R. Vemos
então que Q' e R são corpos reais fechados. Essa teoria tem eliminação de
quantificadores na linguagem dos anéis com unidade e ordem, como mostram

o Teorema 8.4.4 de IHodgesl ou o Teorema 3.3.15 de IB/[arkerl, de modo que
Q'< R.

A eliminação de quantificadores não se estende à linguagem dos anéis com
unidade, embora a ordem sda desnível. De fato, se assim fosse, R seria uma es-

trutura minima] peia demonstração do Exemplo 1.3.6, porém a brmu]a ]u (z =
u2) define um conjunto (dos reais positivos ou 0) ilúnito com complemento in-
finito. Contudo, a ordem ser desnível implica que os conjuntos definíveis são os
mesmos em ambas as linguagens.

Aqui, é mais importante que também na linguagem dos anéis com unidade a

extensão Q' < R é elementar, porque as fórmulas desta linguagem são fórmulas

da outra. Assim, considere ainda ml(Q) tubo na linguagem original.

Suponha a C Qr com polint)mio minimal m C Qlzl. Então m tem um número

anito de raízes e escreve-se a brmula m(z) = 0 com parâmetros em Q, de
modo que a € acl(Q). Assim, Q' Ç acl(Q). Contudo, como Q' é subestrutura
elementar de R, o fecho é o mesmo em ambas as estruturas, de modo que

acl(Q) Ç Q'

Exemplo 3.1.8. Suponha [- iim col'po a]gebricamente fechado e K um sub-

coipo de L. Nlostraremos que acl(K) = ACL(K) igual ainda ao fecho algébrico

de K cm .L e que dcl(/T) = DCL(K) igual ainda ao fmho perfeito de K em l,.
O fecho algébrico de K em Z é, por definição, o subcorpo de .L dos elementos

algébricos sobre K'. Como Z é algebricamente fechado, trata-se também de um
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fecho algébrico(usual) de K porque é uma extensão algébrica. Suponha a c L
algébrico sobre K e sda m C Klzl seu polinõmio minimal. Então m tem um
número anito de raízes enl L e 7n(u) = 0 é uma fórmula com parâmetros eni

/{, de modo que a C acl(K). Sabemos que acl(K) Ç ACL(K), fato que agora
percebemos generalizar este raciocínio algébrico: sendo € um automorüsino de

Z:, sobre K, ten.os também m(C(a))(m(a))(a) raiz de m.

Basta, portanto, mostrar que o fecho algébrico de K em L contém ACL(/{).
Suponha agora a C L transcendente sobre K. Lembramos que então existe um

número infinito de transcendentes sobre K, poi exemplo, a" para cada n C N*

(são distintos porque se ai = aj com i> .j então ai-j -- 1 = 0). Mas, para cada

b C 1; transcendente sobre K, vimos na Seção 1.2 que existe wn automoríismo
de -L sobre K que lema a a b. Assim, a tem um número infinito de conjugados e

a gl ACL(-K). A título de cuiosidade, lembramos que todos os transcendentes de
1; sobre K têm o mesmo tipo sobre -L, e então satisfazem precisamente as mesmas

fórmulas com parâmetros em Z; ou somente K, concluindo-se diretamente que

. # ml(K').
O fecho peiíeito de K em .L é, também por definição, o menor subcorpo

perfeito de Z que contém /{ como L é algebricamente fechado, é perfeito.

Suponha .L com característica p > 0 e deíha -KP'" = (p") ilKI, em que y

é a função de FYobenius g(z) = zp, e KP ' = U..n KP ". A condição de

sobrejetividade de p e sua injetividade implicam que a intersecção de corpos
perfeitos é ainda perfeita; como -L é perfeito, existe realmente o fecho perfeito F

de .K em L. Nlostremos que F = -KP ' = {a C .L l aP" C K para algum n € N}.
Se g"(a) € K Ç F então, poi p" ser soblejetoia em /' e também iiljetora, temos

a C F. Poi outro lado, (KP ").cn é uma cadeia de corpos, verHicando-se que
l(P '~ é ulll corpo contendo K e bastando provar que KP ' é perfeito. Dado
a C KP ', temos ap" C K para algum r} € N, existindo b C L com bP a =0
já que L é algebricamente fechado. Então g(b) = a e U'""' = ap" € /(, donde

Observamos, em qualquer característica, que todo elemento de DCL(-K) é
algébrico sobre /(, psique DCL(K') Ç ACL(/q. Mostraremos inicialmente que

DCL(K) é o conjunto dos elementos a C Z algébricos sobre K com polinõmio
minimal m C Klrl com raiz única a, ou seja, multiplicidade igual ao grau de
rn. Suponha a c L algébrico sobre K e nl € /{1rl seu polinõinio minimal: todos
os conjugados de a são raízes de m. Se a é a única raiz, então iniediatalnentc

a C DCL(K). Se b C L é uma raiz distinta, vimos na Seção 1.2 que existe um
autoniorfismo de 1, sobre .K que leva a. a b, donde a d DCL(/{).

Desse modo, no caso de característica 0 e K' .já ser perfeito, uni elemento de

b € /{p
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DCL(K) tem polinõmio minimal com grau 1, de modo que pertence a -K. De
K Ç dcl(K) Ç DCL(K), concluímos a igualdade dos três conjuntos.

No caso de característica p > 0 e F = /{p ' o fecho perfeito de -K em

Z,, notamos que o polinõmio minimal sobre K de a c DCL(.K) é divisível pelo
minimal sobre F, que portanto também tem a como única raiz. Novamente, por

F ser perfeito, este minimal tem grau le a C F. Poi' outro lado, se a C F então

p"(a) € K para algum n c N, mas como p" é uma função inletora e 0-definível,
obtemos a C dc](-K). Finalmente, lembramos que dcl(K) Ç DCL(K).

Façamos algumas colocações adicionais, também a título de curiosidade, para

característica p > 0. Obtivemos dcl(K) = 1)CL(K) = KP ' = {a c Z;lap" c K
para algum n C N}. Há um raciocínio díreto: se € é um automorfismo de L
sobre K e ap' c K, então ap" = ((aP') = (((a))p'; por i4etividade da função

dc Ftobcnius, a = ((a) c a € DCL(.K). Além disso, dcl(K) Ç dcl(F) porque F

é cxücnsão dc K. Assim, sc a c dcl(K) cntM t(a/F) é isolado pelo conjunto
F-definível das raízes do polinâmio minimal m de a sobre F. Se m tem outras

raízes, todas têm o mesmo tipo t(a/f'), o que contradiz a C dcl(F'). Conclui-se
diretamente que m tem a como única raiz, com grau 1, e que a C F

Para generalizar as equivalências deste exemplo, devemos trabalhar em um

modelo monstro n-grande C, com n > ILI e X Ç C' satisfa.zendo IXI < H.
Observamos que IL(X)l < H implica jdcl(X)l, jacl(X)l < n, o que nos pemiite
tratar dcl(X) e acl(X) como coÜuntos de pmâmetros também.

Proposição 3.1.9. Nessas condições, dcl(X) = DCL(X) e acl(X) = ACL(X),
ou sela,

(i) a C dcl(X) + todo automo-esmo sobre X fixa a.
(ii) a c acl(X) o a tem apenas um número anito de X-conjugados.
Demonstração; Basta aplicar o Corolário 1.4.7: o item (i) é dado pelo enun-

ciado sobre a m-upla a, pu'a m ' 1; o item (ií) é dado pelo enunciado sobre

subcoi\juntos anitos, como o dos X-conjugados de a. QnD

Finalmente, not.amos que o Exemplo 1.3.1 generaliza-se, com o mesmo ra-

ciocínio, à igualdade Def=i(x) = DefjÇ e, então, à identi6cação S;«(dcl(X)) :
s..(x)

3.2. Relações com o posto de Nlorley

O posto de Xlorley de um tipo tem propriedades especiais quando ocoiiem

relações com o fecho algébrico.
Considere ainda a arbitrária e X Ç .A. Suponha a. = (ai, . . . ,a..) € .4"

cem rn # 0.
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Temos RM(a/X) = 0 + ai,...,a« C acl(X). Isso ocorre porque 0 é o
menor posto que um tipo pode ter, precisamente quando contém um definível
Z) de posto O, ou sda, finitos neste caso, as projeções de 1) em cada uma de

suas m "coordenadas" são ainda definíveis finitos sobre os mesmos parâmetros,

e reciprocamente seu produto é finito. Analogamente, no caso de posto nulo,

dÂ/l(a/X) é a menor cardinalidade de um tal D.

Proposição 3.2.1. Suponha ainda b = (bi,...,b«) C .A" com cada bi c
acl(Xa): então RNI(a, b/X) = RM(a/X). Em geral, por permutações 0-definí-

veis, podemos supor aí, bÍ em qualquer seqüência.
Z)em07tstração: Note que podemos assumir n = 1, pois em geral bastará

i-etirai n elementos.

Pela Proposição 2.2.2, já temos RNI(a/X) < RM(a, b/X). Provaremos por

indução em um ordinal € que RM(a, b/X) > € implica Rhl(a/X) > (, concluindo
que RM(a, b/X) < RM(a/X). Os casos de ordinal 0 e limite sendo imediatos,

como de costume, assumimos a hipótese para o ordinal e, em qualquer estrutura

e com qualquer conjunto de parâmetros, e consideramos o caso € + 1. Suponha

que RM(a,b/X) a: € + 1 > e, de modo que RM(a/X) > e. Procedendo por
redução ao absurdo, suponha RM(a/X) = e.

Tome uma extensão elementar w saturada ÇB de a. Sejam é, @ Mrnlulas de

L(X) tais que @(B) C to(a/X) com posto € e U satisfm Ú(a, b) e ]''wV,(a, to).

Considere a Mrmula também de L(X)

é'(u,w): @(u) A Ó(u, w) A ]''u@(u, u)

Então ÇB k Ó'ta, ól e RM(é'(U)) a: € + 1. Porque B é u-saturada, pelo Lema
2.1.10 existem hrmulas 0i de L(B), { € N, tais que 0í(8) são dois a dois
disjuntos contidos em @'(8) e com posto > (. Tome XÍ(u) : ]wOi(u,w), de

modo que Xi implica é.
Tome C uma extensão elemento K-grande de tB, com n > ILI, l.al. Para cada

í C N, algum tipo a que 0í pertence tem o mesmo posto, pela Proposição 2.2.5, e

é realizado por (cí, dí), ci € a" e dí € C. Desse modo, RNI(ci, d{/.B) a: ( e, por
hipótese de indução neste caso, RNI(ci/l?) a: e. Como C ]:: XÍ]ci], concluímos

quc R.NI(XÍ(C)) > e. hl,s, por reahz{« 0i, a sequência (ci, di) satisfm t.ambém

@', de modo que Ü € acl(Xci) Ç acl(Bci).

Particione Ó(C) = 1)l U . . . U l)d i(ó(c)) dois a dois disjuntos B-desníveis de
posto € e grau l (B é w-saturada). Para cada índice {, como Xi(C) Ç @(C),

limbos os conjuntos têm posto ( e existe um índice .j tal que Z)j n Xí(C) tem

posto (, donde Dj Xi(C) tem posto < (. Para algum .j, isso ocoii'e plua
iiüinitos índices {, já que l < .j < dXI(é(C)) < w e á C N. Neste caso, parzl
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qualquer conjunto finito lo de tais índices, temos UÍC /.(Z)j -- Xi(C)) com posto

< € e então .Dj n Ric /. X{(C) tem posto € e, em particular, é não-vazio.

Como H > ILI, IBI, podemos aplicar o item (iv) da Proposição 1.4.2 e concluir
que a intersecção dos conjuntos Xi(C) para uma família infinita de índices i é
não-vazia. Para simplicidade de notação, suponha que já se trata de todo o
conjunto-índice N. Assim, existe c c C" tal que C f:: Xí(c) para todo í c N
e, para cada i, existe d{ tal que C f: Oi]c,di]. Como os 0i(C) são dois a dois
disjuntor, os Ü são distintos. Mas 0i(C) Ç é'(C). Assim, C F Ú(c, Ü) para cada
i, contradizendo C k ]''wÜ(c, w). Qnn

Corolário 3.2.2. Nas mesmas condições, R&l(b/X) < RM(a/X)
Temos RÀ'l(b/X) < RM(a, Z,/X)

Proposição 3.2.3. Um tipo sobre acl(X) não se desvia sobre X.
l)emonstração; Podemos supor que o tipo em questão é principal, já que

seu posto e o fecho algébrico independem da extensão elementar em que são
calculados. Considere t(a/acl(X)). Cada seqüência finita não-vazia z de ele-

mentos de acl(X) satisfm RM(z/Xa) = 0 = RM(r/X), ou seja, z independe

de a sobre X. Por definição, acl(X).l,. a e, por simetria, aJ,. acl(X), como
clesejadt}.QaD

3.3. Pró-geometrias

Um dos tópicos da Combinatória é a teoria das pré-geometüas ou matróides

e geometrias(combinatórias) ou matróides simples. O objetivo é estudar a
relação de fecho em seu aspecto "gerador": o exemplo prototípico são os espaços

vetoriais com o conceito de combinação linear.

Duas referências dessa área da Combinatória são os livros de H. H. Crapo,
G.-C. Rota, On the Foundations of Combinatohal TheoH: CombinatoHat Ge-
ometdes, edição preliminar, The X!.l.T. Press, 1970, e D. J. A. Welsh, .ã/atroád

The07', Academic Press, 1976.

Esta seção é basicamente expositória, e o leitor pode preferir lê-la por alto,

prosseguir na próxüna seção em que se estuda o fecho algébrico acl(.) poi
esta teoria --, e retornar para consultar os pré-requesitos necessários.

Embora este material não se relacione diretamente com as noções geonté-
tricas de curvas algébricas, que objetivamos estudar, \eremos ser apenas uma
impressão inicial.

Definição 3.3.1. Sejam G um conjunto qualquer não-vazio, P(G) o conjunto
dos subconjuntos de G e cl : P(G) --, P(G) wua função (ein inglês, cl abrevia

cZosure, fecho). G é chamado pré-geometHa se, para todos z, g € G e X, y Ç G,
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(i) X Ç cl(X) e se X Ç cl(y) entã. cl(X) Ç cl(}'').
(ií) Se z C cl(X) então eHste um subconjunto finito Xo de X de modo que

z C cl(Xo).

(üi) Se z C cl(X U {:t/}), mas z fl cl(X), então Z/ C cl(X U {z}), propriedade

conhecida como rÀ4acl,ane-JSteínítz escAange amam.

O conjunto cl(X) é o /echo de X e os conjuntos X = cl(X) são ditoslechados.

G é chamado geometMa se ainda cl(0) = ü e cl({z}) = {r} pma todo z € G.
Um {somol$smo entre pré-geometrias G,.H é uma bijeção / : G --, H tal

que sempre /jclC(X)l = clx(/IXI).

Essa definição é afinada para uso modelo-teórico: a propriedade(ii) é di-
ferentemente formulada para diferentes aplicações. O texto de Crapo e Rota

adora cl(Xo) = cl(X) na página 2.4 e o texto de Wekh trabalha apenas com
conjuntos finitos, conforme seu Teorema 1.2.4.

Fato 3.3.2. cl(cl(X)) e X Ç }'' implica cl(X) Ç cl(}'').
Temos cl(X) Ç cl(X) -> cl(cl(X)) Ç cl(X) Ç cl(cl(X)) e X Ç y Ç cl(y) ::>

cl(X) Ç cl(}'').

Facilmente se veriâcani os axiomas para a geometria em que todos os con-

juntos sã. fect:«ios: cl(X)
Um espaço vetorial é uma pr&geometria com cl(X) o subespaço gerado por

X. Nesse caso, cl(X) é o coÜunto das combinações lineares (finitas) de ele-
mentos de X, de modo que por definição satisfazem-se as condições (i) e (ií).

Para verificar (iii), lembramos (lue se z € cl(X U {g}), mas z #l cl(X), então

g/ ocorre na combinação linear que iguala z com um coeficiente não-nulo; fa-
torando, obtemos y como combinação linear de z e dos mesmos elementos de

X. Contudo, o espaço não é uma geometria porque cl(0) = {0}. Veremos que
algumas deíillições e ptopiiedades de pré-geometria são apenas generalizações

daquelas válidas em espaços vetoriais.

Exemplo 3.3.3. Um corpo /{ é uma pré-geometria com cl(X) o fecho algébrico
(tradicional de Álgebra) em K do subcorpo gelado por X, ou seja, cl(X) é o
conjunto das raízes dos pohnõmios não-nulos com coeficientes no subcorpo ge-

lado pol X. Na linguagem dos anéis com tuiidade, os elementos desse s\ibcorpo

são quocientes de elementos obtidos de X por termos tanlbén] polinomiais.

A propriedade (i) é usual em Ãlgebra. Para (ii), lenibrainos o raciocínio de
que o polínõniio e os teimou são finitos, de Díodo que apenas lml número finito
de elementos dc X são necessários pala escrever uin polinõmio.
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Quanto a (iii), suponha z € cl(X U {y}) e z g cl(X). Desse modo, y pre-
cisa ocorrer nos termos dos coeficientes do polinõmio com raiz z. Multiplicando
pelo produto dos denumeradoi'es, y é raiz de polinõmio com termos polinomi-
aís. Como os termos correspondem a polinõmios, por fatoração obtemos um

polint)mio com raiz y e coeficientes obtidos de X U {=} por termos. Então
g/ C cl(X U {r}).

Há também outras duas geometrias muito importantes baseadas em espaços
vetoriais:

Exemplo 3.3.4 (Geometria a6m). Suponha que XP é um espaço vetorial.

Um espaço aám é um transladado de um subespaço vetorial, ou seja, a + 14/
Tome (; o conjunto de pontos de y. O fecho de um conjunto X Ç G é o
menor espaço afim de T''' contendo X. Verifica-se que G é uma geometria: como

existem espaços afins disjuntor por translação, cl(ü) = 0. Note que a situação é

semelhante à da original de espaços vetoriais, porém aqui a oügem 0 perde sua
reles anciã.

Exemplo 3.3.5 (Geometria projetiva). Suponha que y é um espaço ve-

torial. Tome G o conjunto de regas de y contendo a origem, ou seja, G é o
conjunto dos subapaços vetoriais de y gerados por um único vetou não-nulo.
O fecho de um conjunto X Ç; G é a menor família dessas Tetas que contém X e

está contida em um subespaço de y. VerMca-se que G é uma geometria.

Definição 3.3.6. Suponha .A Ç X Ç G.

Diz-se que ..4 ge« X se X Ç cl(.A), ou seja, cl(.A) = cl(X).
Diz-se que Á é independente se, pm'a todo a C .A, a # cl(.A -- {a})

Se ..4 gera X e é independente, .A é chamado base de X.

Por exemplo, a base usual em um espaço vetorial.(Veja também o Exemplo

3.3.9.) Algumas propriedades de conjuntos geradores ou(linearmente) indepen-
dentes de espaços vetoriais generalizam-se, com as mesmas demonstrações, para

pré"geometrias. Contentar-nos-emos em estudar a

Proposição 3.3.7. Todo X Ç G contém uni conjunto independente maximal,
que é uma base de X, contendo um subconjunto independente dado. Todas as
suas bases tem a mesma cardinalidade, indicada dim X e chamada dlmezzs ào de

X

R(i/erências: O Lema 6.1.9 de INlmkerl ou os Teoremas l e 2 da Seção 111.5
de ILangl. Revivemos o roteiro usual da demonstração pua espaços vetori-
ais: a existência do conjunto independente maximal; o fato de ser gerador; a
nvariãncia da cardinalidade.
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Dado um subconjunto independente de X, poi exemplo 0, aplicamos o Lema

dc Zoln pma concluir que X tem um subconjunto independente maximal .A. Isso
envolve mostrar que é independente a união de qualquer cadeia de conjuntos in-

dependentes, momento em que a propriedade(ii) da definição de pré-geometrias
permite estudei unia subcadeia finita.

A condição(iii) implica que .A gela X, psique se 3 não fosse gerado ob-
teríamos ..4 U {z} independente, contradizendo a maximalidade de .A.

Novo uso das propriedades definidoras mostra que duas bases finitas têm o
mesmo número de elementos: o número constante de geradores necessários da

união de ambas. Finalmente, a condição(ii) generaliza o resultado para bases
in6nitas.

O Exemplo 3 da pág. 167 e o "Primeiro alerta" da pág. 172 de IHodgesl

avisam que a dimensão geométrica das geometrias aâns e projetivas é la menos
que a dada pela proposição, baseada em números de pontos necessários para
determinar o conjunto. Por exemplo, uma teta tem dimensão geométrica l,
como aprendemos mesmo intuitivamente, mas dimensão 2 porque é determinada

poi dois pontos seus.

Generalizamos, agora, a construção do quociente de espaços vetoriais. Se V''

é um tal espaço e H uni seu subespaço, temos a+ .17 = b +-lí +::> a b C .17 ++:>

« C cl({Z,} U X).

Proposição 3.3.8. Sejam (; uma pré-geometria e S Ç G. A aplicação cls

P(G) --. P(G), cls(X) = cl(X U S), é chamada localização e transforma o
conjunto G em uma nova pré-geometria indicada G/S. Para S Ç y Ç G, temos

dica y = dimC S + dimC/s y

l)emonstração; VerMcaremos apenas a equação das dimensões, sendo as

propriedades de pré-geometria diretamente válidas. Supoiüta B uma base de S,
de modo que Z? Ç S, S Ç cl(.B) e B é independente enl G também, por definição.

B estende-se a uma base C' de y. Tome .4 = C-- B, de modo que ICI = IBI + l..41.

Então (; Ç ((; -- Z?) U S = .A U S Ç y, donde y = cl(C) Ç cl(AU S) e .AU S gera

y, ou seja, Á gera y em G/S. Dado a C A, temos a C C e a # cl(C -- {a}).
Como 23 Ç C-- {a}, vem S Ç cl(C-- {a}) e (C {a})US Ç cl(C {a}), donde

rl #cl((C {a}) US) 2cls(Á {a}). Desse modo, .A é base de y cm G/S.
QnD

Patas'aseemos a independência cm pió"geometrias obtidas por localização:

y é independente sobre X, ou os elementos de y o são sobre X, se para todo

# c }'' 'erros g/ # cl.K(}'' {g/}) - cl(X U (y {g})).
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Indicaremos a dimensão de qualquer conjunto y sobre X também como

dim(y/X), mesmo que y não contenha X.

Exemplo 3.3.9. Suponha K Ç -L corpos e X Ç .L. Podemos tomar uma base

de transcendência Xo Ç X de K(X) sobre K, de modo que .K(X) é extensão
algébrica de K(Xo). Então K(X) Ç cl(K(Xo)) = cl(bUXo) = clK(Xo) (poi'que

K U Xo gera o subcorpo K(Xo)). Dado z C Xo, sabemos quc = # cl(K U (XO --

{r}». Então Xo é base dc K(X) sobre K c dim(K(X)//O = iXol igual ao
grau dc transcendência dc K(X) sobre K. Note quc também dim(X/K) = IXo
porque X Ç K(X).

Em pinticular, dim(Z/IO é o grau de transcendência de L sobre K e dim(K)

é o grau de transcendência de K sobre seu coito primo.

Definição 3.3.10. Suponha G uma pré-geometria.
(i) Se para todos X, y Ç G fumados de dimensão finita vale

dimX+dimy dim(X U y) + dim(x n y) ,

cotão dizemos quc (; é modular.(Sabe-sc quc a cquação já vale quando X ou

}'' tcm dimensão inhúta.)
(ii) Diz-sc quc G é ZacaZmcntc modular sc cxistc a c G tal que a localização

de G em {a} seja modulm'.

(iii) Diz-se que G é thüal ou degencmda se cl(X) = U,ex cl({z}) pwa todo
xcG

Exemplo 3.3.11. Um corpo algebricamente fechado K de grau de trans-
cendência infinito sobre seu corpo primo Ko m ão é localmente modular. Su-

ponha a, b,z c K algebricamente independentes sobre }(o. Tome y = az + b.

Então dim(Ko(z,y,a, b)/Ko) = 3 e dim(Ko(z,y)/Ko) = dim(Ko(a,b)/Ko) = 2,

m«. Ko(z, g/) n Ko(a, b)

Espaços vetoriais são nodulares, mas geometrias a6ns não, porque existem
regas "paralelas". Estas geometrias são apenas localmente medulares.

Apresentamos, neste fato, uma construção de que não faremos uso, para
conveniência do leitor que consultar nossas referências sobre a Conjectura de
Zilhe!

Fato 3.3.12. Dada uma pré"geometria G, tome G' o conjunto dos &:caos

cl({z}) de i C G -- cl(0) e defina, pala X' Ç G', seu fmho cl'(X') = {cl({z}) C
G' 1 = c cl(UX')}. Então G' é uma geometria, dita rcanorzicammte) associada
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Equivalentemente, pode-se definir em Go = G cl(Ü) a relação de equi-

v,lê:ncia z «. y + cl({:«}) = cl({y}). Tome G' o co-junto d«.; classes de
equivalência de -., e deâna, para X' Ç G', seu fecho cl'(X') como o coÜunto
das clmses (z/-.) C G' dos elementos z C cl({ C G l (g/«') C X'}).

Todo automoríismo de G induz naturalmente uni autonlorfisino de G'

Em espaços vetoriais, G' corresponde ao conjunto de regas pela origem de
G, ou seja, é a geometria projetiva.

3.4. Conjuntos fortemente minimais

Sabemos que corpos algebricamente fechados são fol'temente minimais e que,

neles, acl(.) é idêntico ao fecho algébrico que exploramos nos exemplos da senão

anterior. Generalizaremos essa identificação, agora, em conjuntos definíveis for-

temente minimais e relacionaremos a independência de pré-geometrias com a de

deviação.
Fixe uma L-estrutura a e um subconjunto definível -D Ç .A. Assumiremos

que 1) é 0-definível e fortemente minimal, mas enunciaremos o primeiro teorema
de um modo mais gerall veremos também que admitiria prova mais simples nas

condições mais fortes. F'pisamos que D tem unia ÚMca "coordenada", não m
como usual.

Teorema 3.4.1. Suponha que 1) é minimal e .Ao-definível com ..4o Ç .A. A
aplicação que a X Ç 1) associa acl(X U .Ao) n 1) ti'ansforma Z) em uma pré-
geometria.

Z)emoízstração: Já estudamos as duas primeiras condições da deíiúção de

pré"geometrias, de modo que nos concentraremos em verificar o Steánátz e:c-
cAarzge míom. Suponha X Ç -D e a,b C D. Seja õ(u) a fórmula de L(.Ao) que
define 1). Todas as 6rinulas a seguir serão de L(XÁo). Suponha a c acl(XÀob),

mm « # ml(X.%).
Existe uma fórmula @(u,w) de modo que rz € @(U, b) finito. Soam n = IOn

é(a,ó)l f: @(d, b)}l e Ü(w) : ]'"u (õ(u)AÓ(«,w)). Então2t F Ü(b).

Se @ deânisse um coÜunt.o finito, então b C «cl(X.Ao) e de X-Aob Ç acl(X.Ao)
concluiríamos que acl(X.4ob) Ç acl(acl(X-Ao)) = acl(X.Ao), contradição. Por Z)

ser minimal, @ define um conjunto coânito ein -D.

Se {d C O l a E @(a,d) A @(d)} é fi«ito, por cone« b temos b C acl(XAo-)
como dmjado (Mrmula õ(w) A Ó(a, w) A Ü(w)). N'lostiemos quc a outra possibi-

lidade, ser co6nito eill 1), é absurda. Suponha que seu complemento cnl 1) tem
c:udina]id«ie k. Sda X(t,) : ]'' w (õ(w) A --(Ó(u, w) .'\ Ü(w))). Temos a f:: X(a).
Sc X define uln conjunto finito, obtemos a C acl(X.'h), absurdo. Se X define um
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coÊnito eili 1), como este é infinito contém aí, . . . , a«+i distintos satisfazendo

X. Para cada í, o conjunto l)í = {d C D l a 1- Ó(aí,d) A @(d)} é cofinito em

O, por 2t I' X(q). A intersecção Í):l:t Oí é, po-tanto, não..vazia (D i:anito),
contendo um elemento do. Então a f:: Ó(ai , do), . . . , Ó(a«+i, do), de modo que
lla c D l 21 E @(d, do)}l a: n + 1, contradizendo a b @(cZo). QEn

Novamente, é importante rever o conceito de independência. Suponha, no
enunciado, .4o = 0. Para a; € D e X,y Ç .D, z indcpende de y sobre X se

r # acl(X U y)(não é preciso intersectar com Z) porque z C D). Também
para ai,. . . ,ak C .D e X Ç 1), os elementos ai,. . . ,aÀ: são independentes so-

bre X se, para todo i, ai # acl({ajlj#i U X). Essas são as formulações com
que mais trabalharemos. .Vate que podem n õo existir seq iências de elementos
independentes, como no cmo .D = X = .A.

Impomos agora que Z) seja 0-deíinível e fortemente minimal. Considerare-
mos por toda a seção o fecho acl(.) n z), o que implica assumir X Ç 1) para
trabalhar com os conceitos da seção anterior. l)esse modo, trabaZãammos lias

pré-geometvtm D e DJX.

Teorema 3.4.2. Se z C 1) e X,y Ç -D, então z C acl(X U y) -- acl(X) se e

somente se a; .L. y. Desse modo, pai'a z #l acl(X), o conceito "z independe de

y sobre X" é o mesmo formulado geometricmnente ou com deviação.

l)emonstração; Note quc 1) € t(z/X) c RM(z/X) < RM(D) < 1.
Sc l € ml(X}''') então t(z/X}'') tcm posto O; sc z # «:l(X) «tão t(a:/X)

tcm posto 1. Desse modo, t(z/Xy) desvia-sc sobre X.

Sc t(aç/Xy) desvia-sc sobre X cnth 0 < RM(z/Xy) < RNI(z/X) < 1.

Concluímos quc de fato t(z/Xy) tem posto 0 e t(z/X) tem posto 1, e r C
acl(Xy) acl(X). QnO

Observamos que este resultado permite provar o anterior no caso particular

de 1) ser indefinível e fortemente minimal: se a c acl(Xb) -- acl(X) então a .L. b

e, por simetria, ó.L.:. a, donde b C acl(Xa) acl(X).

Lema 3.4.3. E único 0 7n-tipo sobre X das 7n-uplas de .D independentes sobre

.X. Veremos no Corolário 3.4.5 que esse tipo também é exclusivo de tais m. uplas.

l)emonstração; Sejam ai, . . . , a., bi, . . . , b. C Z) com ai independentes so-

bre X e b: também. O enunciado avilta que t(al, . . . , a./X) = t(bi, . . . , b./X).
Procederemos por indução cm m.

Se m = 1, então ai,bi gl acl(X). Sendo E um X-desnível qualquer, temos
al € -B se e somente se 1) n .B é inânito, porque .D é rnininul e al não pertence
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a X-definíveis finitos. O mesmo vale para bl, de modo que ai C E +:> bi C -E,

- ;d*, t(a-/X) = t(Z,-/X).
Suponha agora que m > 1 e que o enunciado Malha para m -- l e escreva 0 a

fórmula de L(X) que define l).
Retirando-se a. e b., mantém-se a hipótese de independência e t(al, . . . ,

rt.-t/X) = t(bi , . . . , b.-t/X). Seja é uma fórmula de L(X) com m variáveis

livres, td (lue a F 'P(al,. .- ,a.). Como a,« fl acl(X U {ai,.. . ,a.. i}), a. C

o n Ó(ai, . . . ,««.-l,Z) e D é «ü«in-al, obtemos O - Ó(ai, . . . ,a..-l,a) anito,

digamos com k e]ementos. Então U f: ]-*u (0(u) A --Ó(ai, . . . ,a.-i,u)), de

modo que

]-*u(0(u) A -,Ó(ul, . . . , u.-i)(u)) C t(al,

Peia igua[dade dos tipos, obtemos 2t f::: ]''u (0(t;) A -'-é(bi, . . ,b«-i,ti)), de

modo (lue 1) -- d(bi,. . . ,b.-i,a) tem k elementos e 1) n @(bi,. .. ,b.-i,2í)
é infinito. Como b« # acl(X U {bi, . . ,b«-i}) e 1) é minimal, obtemos b. c

l)n@(bt, . . . , b---t, a) e 21 F Ó(bi, . . . , b«). Concluímos assim que se Ó pertence

a t(al,.. . ,a./X) então pertence também a t(bi,. . . ,b./X). Um tipo está

contido no outro e obtemos a igualdade desejada. Qni)

, a.- :/X)

Teorema 3.4.4. R&l(al, . . . , a./X) = dim({ai, . . . , a.}/X) pma quaisquer

ai, . . . , a,. C Z) e X Ç Z).

Z)e7rzonzstração; Mostiaemos que, se ai, . . . , a,. C 1) são independentes so-

bre X, então Rhl(at, . . . ,a./X) = m. O caso geral do enunciado segue então

pela Proposição 3.2.1, para índices a: m, bastando considera uma base de
{al, . . . , a.+k} soba'e X.

Prossigamos por indução na dimensão m. Para m = 1, temos Z) C [(al/X),
de modo que esse tipo tem posto 0 ou 1. Se tem posto 0, então ai C acl(X)
e dim({rzt}/X) = 0. Se tem posto 1, então ai g acl(X) e dim({ai}/X) = 1,

porque {ai} é base.

Suponha então m a: 2 e que o caso pmticular valha até m. -- 1. Primeira-

mente, computemos dim({aZ, . . . , a,.}/Xai) = m -- 1. Sobre Xat, o conjunto

{a2, . . . , a.} é independente porque, para todo { a: 2,

.: # ml({'j }j,.:: U X) «l({aj }j#l,i U Xai)

Pela Proposição 3.2. 1 aplicada a Xal e pela hipótese de indução, temos Rh/[(at,

a./Xai) = mhl(aa,..., a«/Xai) = dim({a2,...,a.}/Xal) = ,n -- l.

Por independência, porém, al C acl(Xai . . . a.)--acl(Xa2 . . . fh), ou melhor

ainda, ai C acl(Xai . . . a.«) -- acl(X). Assim, ai ,Z. {al , . . . , a.,«}. Por simetria,

lat, . .. ,a,.).{. ai eentãoRNI(al,. .,a«:/X) > RM(ai,...,a,«/Xai)
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Para agora mostrar que é impossível RR'l(at, . . . , a./X) > in, tomaremos
B uma extensão elementar c./-satwada de Z e C uma extensão elementar l-el+

satwada de B. Seja -D(!B) o conjunto definido em B pela 6rmula que define

Suponha que (ai, . . . ,a«.) C .E C Def;.x, ou sda, .E pertence ao tipo de
(ai, . . . , a.). Podemos supor que E Ç; (1)(B))', porque este é um 0-definív'el

com o qual podemos intemectar .E, lembrando que cada ai c D(B). Assumindo
que RM(ai, . . . , a«/X) > m, obtemos Rhl(.E) a: m + l.

Como ÇB é o-saturada, pelo Lema 2.1.10 existem .Ei , .E2 C Dele,B de posto
m contidos em .E e diquntos. Soam Z)(C), .Ei(C), Ea(C) os definíveis corres-
pondentes em C. Porque todos os tipos sobre 23 são realizados em C, existem

ci c Ei(C) com RM(ei/B) = m. falas t(ci/.B) # t(c2/B) porque .Ei n .E2 = 0,

de modo que, em vista do Lema 3.4.3, um desses tipos n ãoé o tipo das m-uplas

dc l)(C) independentes sobre B, caso exista.(Lembramos quc também l)(C) é
fortcmcntc minimal c, no lema, a hpótcsc B Ç O(C) é ncccssh'ia somente para

uso (la terminologia.)
Suponha que t(ei/B) satisfm esse quesito. Escreva el = (ci, . . . , c«) C (:"

e, reordenando os índices para conveniência, c- € acl(.Bci . . . c.-l). Seja 0 a

fórmu[a de L(.B) ta] que C F 0(cl,..., c.), ]<'u 0(ci,...,c«-l,t,), com k C N.
Tome @ a coÜunção da 6rmula que de6ne .Di e 0 e 3<*u0(ui, . . . ,u.-l,u),
todas nas variáveis ui, . . . , u..

Como @(C) é um B-definível não-vazio e contido em EÍ(C) com posto, esse

conjunto determina um tipo t(d/-B), em que d € (;' porque os tipos sobre B
são realiz.dos em C. Temos d c .Ei(C) e d,,. C ml(l?di . . .d--l). Obsewe,
finalmente, que d € 1)(C)"

Assim, dim(d/B) < m 1 < m. Por hipótese de indução, RR'l(@(C)) =

RN't(d/.B) < m -- 1 < m. Contudo, ei C é(C), de modo que Ó(C) C t(ei/Z?) e
m (ei/.B) R 'i(é(C)), contradição. QED

D

Corolário 3.4.5. Se existirem m-uplas de .D independentes sobre X, qualquer

m-mpla de 1) que satisfizer seu tipo sobre X também é independente.

Demonstração; Existindo m-uplas independentes, seu tipo tem posto m e

qualquer m-upla que o satisfaça sela um conjunto de dimensão m, portanto
independente. QED

Corolário 3.4.6. Para cada Mrmula é(ul, . . . , u,., w) de L que implique que os

elementos que ieabzem ui , . . . , z,. pertencem a 1) e pala cada k e N, o conjunto

{b c D l RNI(Ó(a,b)) = k} é definível.
Rl:/erê7zcim., O Corolário 5.6 de IZieglerl ou o Lema 6.2.20 de INlarkerl.



3.4 Conjuntos fortemente minimais 103

Exemplo 3.4.7. Suponha K Ç L corpos e .L algebiicamente fechado. Então
acl(.) é o fecho algébrico tradicional e Z é g-definível fortemente minimal. Se

ai,... ,a. C 1,, temos RD«l(ai,. . . ,a.//{) = dim({ai,. . . ,a«}/K) = dim(K(at,
. a«)//{) igual u) grau de tiauscendência dessa extensão pelo Exemplo 3.3.9.

Corolário 3.4.8 (Equação de Lascar) . Pma todas as seqüências não-vazias

a, b em O e X Ç 1), v,le RÀ'l(a, b/X) = mht(a/Xb) + Rhl(b/X).
Z)emonstrízção; Tome S o conjunto dos elementos de b, ou S = b, e y o con-

junto dos elementos de a e b, ou y = ab. Pela Proposição 3.3.8, (bmo/X y =
demo/x S + dim(o/x)/sy O opeiadoi fecho em l)/X, porém, é dado por
clx(Z) = acl(Z U X); em (1)/X)/S é dado por cls(Z) = clX(Z U S) -

acl(ZU (X US)). Assim, dim(o/x)/s y ' digo/xus y e obtemos dim(ab/X) =
dim(b/X) + dim(ab/Xb).

Pelo teorema anterior, RM(a, b/X) = RM(b/X) + RM(ab/Xb). Contudo,

cada elemento de b pertence a acl(Xb) Ç acl(Xba) e, pela Proposição 3.2.1,
RM(.b/Xb) (a/Xb).

Note que aqui, como os postos são dimensões finitas (lyl < o), a soma
comuta.QED

Concluímos com a

Proposição 3.4.9. Suponha X um fechado de Z) e a, b C Z) -- X. Então existe
unl automoríismo da pré-geometria de 1) que fixa os elementos de X e leva a a

b. Diz-se que a pré-geometria é Ãomogênea.

l)emon.stração. Apresentaremos uma piava completa pala o caso pmticular
em que 2t é fortemente IXj+-homogênea e comentaremos como o caso geral é

api'esentado em IHodgesl.

Cada um de a e b é um elemento independente de X, porque a, b # acl(x) n
1) = X. Assim, t(a/X) = t(b/X) e, sob a hipótese de homogeneidade forte,
existe um automoiíismo a de 2í sobre X com a(a) = b. Como Z) é 0-desnível,

temos all)l = 1). Se y Ç 1), considere uma fórmula com parâmetros em y:
porque a é elementar, obtemos ajacl(y) n z)l = acl(ajyl) n D. Concluímos que
alo é um automorfismo da pré-geometria l).

Em geral,[Hodgesl deriva a mesma conclusão de dois resultados seus.
Primeiramente, lembre que, porque t(a/X) = t(b/X), a função que fixa

cada elemento de X e leva a a b é uma função (parcial) elementiu. Se Xa e
Xb são estendidos a bases de D, os elementos adicionais podem sei postos em

correspondência biunívoca e indexados por llm ordinal; do mesmo modo, por

indução transfinita se conclui qtle a bi.jeção entre as duas bases é unia função
elementar. Esse é uin caso particular de seu Lema 4.5.6
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Seu Lema 4.5.5, adaptado, aplica o Lema de Zorn para estender essa bijeção
a uma função parcial elementar com domínio e imagem iguais a 1). Porque é

elementar, essa bijeção é um automorÊsmo da pré-geometria .D. Qno

Espaços vetoriais são homogêneos, porque podemos estender uma base do
fmhado a bases do espaço, cada uma contendo um dos pontos, e bi.Íeções en-
tre bases geram automoríimos. Também corpos algebricamente fechados são

homogêneos, como observamos na Seção 1.2.

Retomaremos o estudo da pré-geometria de um 0-desnível fortemente mini-

mal na Seção 4.2.

3.5. Ortogonalidade

Este material é conteúdo da Seção 6 de IZieglerl e usa o fecho acl'qo, que

apresentaremos no próximo capítulo; o leitor pode postergar sua leitura. As-

sumimos agora que 7' é uma teoria o-estável e C é um modelo monstro de
T, com cmdinalidade de satmação ou grandeza a ser especificada. Denotamos

J), E c Defb.

Definição 3.5.1. Os definíveis Z), E são oüogonais e indica-se 1) 1 E se
quaisquer dois elementos d C .D e e C -F são independentes sobre qualquer
conjunto de pm'ãmetros sobre o qual .D e .E possam ser definidos.

As propriedades de deviação implicam que, se (Ze e y 2 X são independentes

sobre X, então d.Lx e +:> a.L},. e. Desse modo, ortogondidtlde falha pm'a toda
extensão y se falha pala o conjunto de paàmetros X.

Esta caracterização não menciona deviação:

Lema 3.5.2. 1), E são ortogonais se e somente se, para todos d, e € (;, (h € 1) e

eo C -E e todo conjunto X sobre o qual D e .E são desníveis, com X = acl'q(X),

t(d/X) /X) e t(e/X) t(eo/X), vale t(&/X)
Z)em.onstração; A condição signi6ca que t(d/X) tem uma única extensão

a um tipo sobre Xe, notadamente t(d/Xe), que portanto deve ser a extensão
direta. Isso implica que todos d, e são independentes sobre todos os conjuntos

fechados por acl'q(.), o que basta para Z) l E. Reciprocamente, ortogonalidade
implica que t(d/X) tem apenas extensões indivisíveis a Xc, que são unia única
se X é âCleq-fechado. QED

Lema 3.5.3. Um deíiMvel .D fortemente minimal não é ortogonal ao \nn
desnível E se e somente se D Ç ml(X U .B) para algum conjunto fiüto de
paiàmetros X.
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Z)emonstração; Para a implicação direta, suponha D Ç acl(X U E). Escolha

d C D acl(X) e um subconjunto minimal {ei, . . . , e«} Ç E tal que d C acl(XU

{ei, . . . , e..}). Então d..[xut'-,...... :} e«. Para a recíproca, d.Z,x e para algum
X sobre o qual 1) e E são definíveis inlpbca d € acl(Xe) -- acl(X). Já que todos

d' € O -- acl(X) têm o mesmo tipo sobre X temos D -- acl(X) Ç acl(X U -E).
QEO

Lema 3.5.4. Não-ortogonalidade é uma relação de equivalência para definíveis
fortemente miúmãs.

l)enzonsÉração; Suponha Z) fortemente minimal não ortogonal a E, F. Se

X é grande o bastante, encontramos dt,d2 C Z) e e € E, / C F tais que
di C acl(Xe) -- «;l(X) e d2 C .cl(X.f) -- acl(X). Já que di e d2 têm o mesmo

tipo sobre X podemos assumir di :: d2, donde dt .Z,x da, o que implica e .Zx /-
Isso mostríl que E não é ortogonal a F. Qno

O restante da Seção 6 de IZieglerl aplica-se à teoria de grupos que estudare-
mos no Clapítulo 5.



4

Interpretações

Explicitaremos a mais importante definição de nosw texto, que dá significado
preciso a "interpretar uma estrutura em outra". Essa noção é antiga na teoria

e pode ser encontrada mesmo antes, por exemplo na comtrução de modelos
da Geometria Hiperbólica no espaço euclideano. Embora só a utilizemos em

algumas situações, serão todas intimamente relacionadas a nosso objetivo final.
Também construiremos a estrutura H'q devida a Shelah, que permite tratar

as interpretações em uma linguagem "uniforme". Embora essa construção não
sela essencial à teoria, é usada em muitos textos, tornando-se mesmo um pré-
requesito vocabular.

Por exemplo, uma caracterização modelo-teórica de famílias de curvas pla-
nas fundamenta-se em bues canónicas, e a Conjectura de Zilber descreve as
interpretações não-triviais.

Ttabalharemos com uma linguagem L arbitrária.

4.1. O conceito

Apresentaremos a formulação usada em IÀ/iarkerl e IPoizat il, embora neste

texto "definível" sda sinónimo de "interpretável" . Para propositos mais di-

versos, esta definição pode ser generalizada sintética ou semanticamente, como

em IHodgesl. Logo em seguida, apresentamos uma forntulação equivalente, em

tcrmos dc dcfinívcis, usada por cxcmplo cm IHrushovski, Zilbcrl .

Definição 4.1.1. Suponha Lo,L duas linguagens arbitrárias e 21o uma Lo-
estrutura e a uma L-estrutura.

Suponha U € Dcf;,0, um subconjunto 0-dc6nívcl dc C/t pmü cada predicado
k-ária dc Lo, uma função 0-dcfinívcl dc t/k a U pm'a cluiü operador k-ária dc
Lo c um clcmcnto 0-dcfinívcl dc H pu'a cada constantc dc Lo. Então, com essas
interpretações, obtemos uma Lo-estrutwa (U, . . .). Caso (U, . . .) B ao, diz-se
que ao é de/irzÍhe! ou de$niueZmenfe {ntc7p7etát;e! em 2t.

Suponha agora U € Def;.ü e uma relação @-definível de equivalência -' em U.

Suponha também, como no parágrafo anterior, um 0-desnível paul cada símbolo
de Lo, mas que independa dos represent.antes das classes de equivalência de
--. Então podemos, no conjunto U/ «. dessas classes, interpretar cada símbolo

de Lo de modo con'espondente, obtendo uma Lo-estrutura (U/ --, . . .). Caso

(U/--, . . .) B ao, diz-se que 2[o é ínfeWrefáuel cm a, ou a ínfeWrefa ao.
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A restrição de g-definibilidade é versátil para uso com teorias eni vez de

modelos específicos e será ttdequada à construção aeq, mas há situações na
teoria em que se convém aceitai parâiltetros.

Proposição 4.1.2. Suponha Lo, L e ao,21 como na definição. 2to é definível
ou interpretável em a se e somente se existem n c N', um 0-desnível U Ç .4"

e uma bijeção ou sobrejeção, respectivamente, .f : U --, .4o t&l que pma todo

D c Defã.,0 tenhamos .f'it-DI C Def;\.
l)emonstração; Estudaremos o caso interpretável sobrejetol de naodo que a

situação de injeção correspollda à situação em que as classes de equivalência são

unitárias. Assuma que Lo não tem operadores nem constantes pelo Exemplo

Suponha C/ Ç .A" e / : U --+ Áo como no enunciado da proposição. Considere

A = {(z,3/) c (.Ao)' l z = #} a diagonal 0-definível. Então E = /-:lal =
{(a,b) € U' l /(a) = /(b)} é, por hipótese, ü-definível em a, ob«lamente uma
relação de equivalência que denotareinos -,. Cada predicado k-ária de Lo define

em % sua interpretação correspondente R Ç (.4o)k. Por hipótese, /-ilRI é
0-definível em 2t, sendo uma relação em t/t que independe do representante de

-.. Obtemos a Lo-estrutura (U/-', . . .) isomorfa a 2[o pela função que leva a/-'
a .f(a) , bem-deânida pela definição de '-

Suponha agora, como na definição, (t//«.,, . . .) = ao, sendo ( : (U/-.,) --, .Ao
o isoinorâsmo. Defina / : U --, .Ao, /(z) = C(z/ -'), sobrejetora. Dado 1) C

Defã.,0, temos e-ill)l C Defã em (P/«', . . .). Substitua, na Mrmula de Lo que
define C'i IZ)l, cada predicado pela ílormula de L que define sua interpretação em

U/N. Obtemos uma fórmula de L que define E C Def;50, contido em U"k. Para
a',... ,ak C P, portanto,(al,. .., ak) € .D se e somente se(ai/«.,, ... ,ah/N) C

(-i IZ)l. Concluímos que .f'i IZ)l :: É;. QKn

1.1.3

Daremos apenas um exemplo aqui além, é claro, dos que se fizerem pro"

sentes na conclusão de nosso estudo --, convidando o leitor a buscar outros em
sua área favorita da Nlatemática.

Exemplo 4.1.3. O coito Q é interpretável no anel Z. Tome 1) :: Z x Z', um
definível de Z2, e a relação definível (p, q) -' (r, s) + ps = qr.

Interpretam-se as relações de Q como ensinado pala fiações, sempre de modo

definível. Por exemplo, (p,q)+ (r, s) = (ps+qr, qs), 0 = (0, 1) e (p, q)'' = (q,p)

se ]) # 0, podendo-se tomar(0, q)'' =(0, q).

Interpretações têm muitas propriedades interessantes, dentre as (duais cita
1110s:
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Teorema 4.1.4. Suponha Lo, L e ao,a como na deÊnição e que 21o seja in-
terpretável em a. Sda H um cardinal inânito. Se a é K-saturada, então ao
é n-saturada; nesse sentido, também são induzidas K-grandeza, K-estabilidade,

estabilidade, super-estabilidade, transcendência total e finitude do posto de Mor-

re/erêncim; Estes resultados encontram-se dispersos em cada texto. Apre-

sentamos apenas referências aos enunciados em lnodgesj: para K-saturação, o

Teorema lO.1.9; para x-grandeza, o Exercício l0.4.11; para K-estabilidade e
super-estabilidade, o Exercício 6.7.15; para estabilidade, o Teorema 6.7.1(b);
sobre posto de Nlorley, o Teorema 5.6.11.

lw

4.2. A Conjectura de Zilber

A noção de interpretação é o último conceito necessário pma enunciar uma
versão da CoÜectura de Zilber e comenta-la. Seguiremos a exposição comum
a IHodgesl, IMarkerl e IZieglerj; uma exposição alternativa é dada pelo próprio
Zilber em l)ímensÍons and Aomogeneit3/ {n mat/wmatícaJ stmctums, in A. Nla-

ci-ty,e (.d.), O.nnectí.«. beta«,, Mudez fAe.W -d -4Zgeb«ác -d .An Z íc
Geometr , Aiacne, 2000.

Observamos que, neste texto, não trataremos da "conâguração de Hrushovski

(ou de Zilber ou de grupo)": o leitor interessado pode consultar a Seção 4.8 de
IHodgesl ou o anal da Seção 7.5 de IMarkerl.

Já encontramos pré"geometrias homogêneas na Proposição 3.4.9: dois pontos

que não pertencem a um fechado são conjugados por um automoríismo sobre
esse fechado.

Definem-se também pré-geometrias localmente .#nítw, em que o fecho de
um conjunto finito sempre é finito. É o caso dos espaços vetoriais sobre corpos
Editas.

Podemos então enunciar o

Teorema 4.2.1 (Cherlin--Mills--Zilber). Toda geometria G homogénea, lo-

calmente infinita e de dimensão infinita satisfaz unia destas três possibilidades:

(i) G é des ntegmda, ou sdq todos os seus subcoduntos são fmhados. (Para

pré-geometrias, a condição refere-se à geometria canonicamente associada.)

(ii) G é isomorfa a uma geometria projetiva sobre um corpo finito.

(iii) G é isomorfa a uma geometria aâm sobre uin corpo finito.
Rc;ferêncÍa.' Este é o enunciado adotado no Teorema 4.6.1 de IHodgesl. Re-

metemos o leitor às referências desse texto pala sua Seção 4.6, na pág. 199.

Sabemos que: geometrias projetivas são nlodulares; geometrias afins são
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localmente modulaies, mas não modulares; corpos algebricamente fechados de

grau de transcendência inânito sobre seus corpos primos não são localmente
modulares. E fácil vel que geometrias desintegradas são modulares.

Esses poucos exemplos conhecidos, à parte outros triviais, e o teorema suge-

riam que todas as possibilidades já estivessem esgotadas. Em 1984, portanto,
Zilber conjecturou a despeito do quê, de fato, ocorreria. Uma conseqüência,

também conhecida como a própria Conjectura de Zilber, seria: "A pré-geometria

de um conjunto 0-definível fortemente inininlal 1) com o fecho algébrico é lo-
calmente modular ou 1) interpreta(como domínio da interpretação) um corpo
algebricamente fechado."

Hrushovski obteve um contra-exemplo para esse enunciado em 1988, mos-

trando que muitos dos "conjuntos fortemente minimais localmente modulmes"
não interpretam nem mesmo grupos. Seu raciocínio permitiu-o construir, por
exemplo, uma estrutma fortemente minimal com duas estruturas de corpo(duas
operações de soma e duas de produto) de características diferentes.

Para esses desenvolvimentos de Zilber e Hrushovski, remetemos o leitor às

l eferências explicitadas em IHodgesl,[Markerl e ]Ziegler] .

Contudo, veremos que a dicotomia entre a presença e a ausência da propri-
edade de modularidade local ainda é válida, como uma forma da Conjectura de

Zilber, no caso de geometrias de Za'iski. Estudmemos esse trabalho conjunto
de Hrushovski e Zilber no Capítulo 7.

4.3. Elementos imaginários

Agora, apresentaremos a construção "eq". Adoramos a exposição comum a

[Ziegler[, ]Pillay], ]Poizat 1] e ]h/larker] , aplicável a qualquer estrutura de qua]-
quei linguagem.

Fixe uma l-estrutura a arbitrária. Pelo Exemplo 1.1.3, podemos assluúr L
sem constantes ou operadores: é costume, porém, utilizar os símbolos dos ope-

i-adobes e constantes da linguagem original como abreviaturas informais. Sejam

r, y duas seqüências de n variáveis cada.

Suponha que 0(r, 3/) é uma Mrmula de L tal (iue a relação -.a em ,4" definida
poi a -o b + 2t F 0(a, b) é uma relação de equivalência eni .A". A fórmula 6} é

chamada de equina/êrzcÍa A classe de equivalência de a € .A" é indicada a/0 e
chamada um elemerzto imagirzáNo. Tome /a = {a/0 l a C .A" } e /o : .4" --, .ro a
projeção dada por /o(a) = a/0.

(Veremos no início da dellionstração da Proposição 4.3.2 conto se pode con-

siderar o caso mais geral de relação de equivalência em um szibcor%junto definível

de .4", adorado pol IHodgesl.)
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Lembramos que o fato de 0 ser uma fórmula de equivalência pode ser escrito

como uma sentença de L, de modo que 0 será fórmula de equivalência também
em toda estrutura elementarmente equivalente a a.

Defina .A'q como a uüão(disjunta) dos conjuntos lo formados por fórmulas
de equivalência 0. (Por união disjunta, entendemos que os conjuntos /o são
dois a dois diqjuntos por imposição, por exemplo tomando .4'q = Uo lo x {0}.)

Podemos entender que .A" Ç .4'q identi6cando a € .A" com sua classe unitária

a/(r = y) e .A" com .r(z=y)'

Exemp[o 4.3.1. Este é o Exemplo 4 da Seção 4.3 de IHodges]. Suponha que
y é um espaço vetorial de dimensão 3 sobre um corpo 6úto. Podemos escrever

uma Mrmula 0(z, y) que afirme que z e y são vetores não-nulos linea'mente
dependentes(ou paralelos); a fórmula 0 é de equivalência e lo corresponde ao

conjunto de pontos da geometria projetiva de V' no Exemplo 3.3.5. Também
podemos escrever uma fórmula ?7(rl , z2 , yt, g2) que aârme que {zi , r2 } e {gt , g/2}

são bases do mesmo subespaço; também 77 é de equivalência e lq conesponde

ao conjunto de regas da geometria projetiva, Os predicados Qo e (2,Z permitem
de6nir a relação de incidência dessa geometria, de modo que aârmações sobre a

geometria podem ser traduzidas como afirmações sobre yeq

Para cada fórmula de equivalência 0, sendo n qualquer, adicione a L um

predicado unário P4 e um binário QO, obtendo a linguagem Leq. Note que
ILeql = ILI. Interprete .f)a como 10 e QO como o grá6co de jõ, isto é, /ó Ç

J'(H x lO. Interprete os predicados n-ários de L nas classes de /(u-y) via
identmcação (para cada n). Obtemos assim a L'q-estrutura Z'q

(Como .r(, não é todo o conjunto .A'q, surge aqui a necessidade de L não
ter operadores.)

Note que os conjuntos lo são tipos de a'q, embora aqui não façamos uso
dc linguagens dc múltiplos tipos(Em inglês, sons c maná-sod(ü Zogics i'cs-
pcctivamcntc.). A linguagem torna-sc imperativamente dc múltiplos tipos sc
desejarmos usar diretamente os operadores jo em vez dos predicados (2o; como
a distinção é sutil, porém, podemos permanecer com L'q de primeira ordem e

ainda esciex er/0 para abreviar fórmulas com (2o. Porém, cada variável de uma
Mrmula só poderá ser interpretada por elementos de um lo: ou redefine-se a
construção das Mrmulas introduzindo sempre a veri6cação Po(ti) ou assume-se

que as fórmulas cola que se trabalha estão adequadas a essa exigência. E esta

nossa postura.
Como observamos, se a = 8 então as fórmulas de equivalência são as mes-

mas pu'a ambas as estruturas, e Leq é a mesma. Vemos que a = 93 +:+ Ueq =
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1]3eq e, se 21 < !B, então 2t'q < tB'q. Portanto, se T é uma teoria contpleta de
L com modelo a, consideramos 7"q - Th(2t'q). Também se definem dcl'q(X) e

acl'q(X) os fechos conespondentes de X Ç Á'q
A teoria 7':q equivale a 7' com as sentenças que afirmam que, para cada

fórmula de equivalência 0, /o é sobrejetora sobre /o e /o(z) = /0(3/) '-' 0(a:,g).

Note que todo automor6smo de a estende-se, de maneira natural e única, a
unl autoinorâsnao de 2[cql por outro ]ado, todo automorÊsmo de 2teq restringe-se

a um automorfismo de a. Escrevem-se, portanto, DCL'q e ACL'q quando se
considei-a toda 2['q

Finalmente, todo subconjunto de Á' definível em 2t'q é definível em a e,
i'ecipiocamente,

Proposição 4.3.2. Uma estrutura interpretável em 21 é definível em Z'q

l)emonstrüção. Suponha U e -., como na deânição. Suponha que U e -, são
definidos por fórmulas @(g) e Ú(z, y) respectivamente, sem parâmetros. Então

0(z,y):(@(z) A Ó(y) A @(z,g)) V(z g)

é uma fórmula de equivalência, com as classes de N e mais uma para cada
elemento do complemento de U.

Suponha que X(ul, . . . ,uA;) deâne, também sem parâmetros, uma relação
em U que independe dos representantes de «', sendo ui, . . . , zik seqüências de n
variáveis. Defina, com variáveis ui, . . . , tPk, a fórmula de L'q

7r(ul, ,«) : ]u: ]'ük(Qo(ui,ui) A ... A Qo(uk, uk) A X(ul, , %k))

D«Im .:,... ,ak € ..4", w a F X(a-,.. . ,ak) entã', H'q f: .(at/0, . . . ,.k/0),
tomando ai/(z = 3/) pma interpretar uí. Reciprocamente, se 21'n 1- x(al/0,
ak/0), então exbtem bi,... ,bk c .A" tais que bi «'o ai e a F X(bi,...,Z)k).
Vem (bl, . . . ,bk) c Uk e cada bi '- ai, de modo que (al,. . . ,ak) c t/k e 21 l-

X(ai,...,aA;). Qno

N4encionamos apenas, como observado pela Seção 16.4 de IPoizat 11, que a

correspondência (-)'q é uma bijeção entre modelos de uma teoria\ completa 7'
e modelos de 7'eq que omitem o tipo p.« que contém as íórinulas --PÕ; se U é
K-siltul'ada então 21cq o é para tipos que não contenham p.,; se 7' é n-estável

então :Z'':'t talnbéni o é; segundo IPillayl, se 21 é K-grande, com K cardinal inhnito,
também Ucq é K-gi'ande.

Sabemos que, se @ é uma Mrmula de L com m variáveis livres e a c .A"',
então U 1:: Ü(a) + 21'q E d,(a). Explorar situações análogas nos impele a

adtiptm' o Teorema 4.3.3 de IHodgesj:
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Teorema 4.3.3. (i) Cada .A" e as relações, operadores e constantes de Z são
0-definíveis em a'']

(ii) Se B -< a, então B'q = dcl'q(.B) = acl'q(.B).

(iii) Para toda ft5rmula Ó(zi, - . . ,z«) de L'q, com zi variável de tipo lo.,

existe @(g/l, . . . , g/,.) fórmula de L que e(lula'ale a Ó(ao. (Z/i), . . . , ro. (y,.)) em Tq

A fórmula @ independe da pmticular l-estrutura a. Em particular, se é tem
uma úúca variável lide e de tipo /(n=y), para cada a € .A' vale 2['q 1; é(a/(z =
z/)) + H b Ú(a).

(iv) Uma imersão elementar h : Z --, B estende-se naturalment. a .:.a
imersão elementar heq : 21eq ..b Q3eq sendo o mesmo verdade para subestruturas

por simetria. Em particulm, se À é a identidade, também à'q é a identidade.
(v) Se X Ç .4, então qualquer dos operadores dcl, acl, DCL, ACL satisfaz

cl(X) (x) n.A.
l)e7noí tfação: E piecisc} ter eiu Diante a ideutiÊcação cl : a/(z = g).
(i) A fórmula atómica P(= .A". Sc P é um predicado n-úio dc L,

então .f P(=)AP(P) deâne Ra. Se / é um operador n-brio de L, então Q(/(,)=/(v»
define o gráâco de /%. Se c é um& confiante de L, então P(,..)A(g=c) define cZ

(ii) Dado a/0 para a C '4", a Mrmula Qo(a/(z = y), u) define a/0.
(iii) No caso particular, pma cada formula de equivalência 0, devemos ex-

pandir Po, QO assim: substitua Eo(u) por 0(ul, . . . , un, u-, . . . , t;«) e QO(u, u) por
0(u: , . . . , *'«, ": , . . . , ««).

Em geral, note que @(7rE: (yi), . . . , rz. (g«» abrevia a Mrmula de L'q

Vz.(é(zi,..., z.) --(Qo:(yi, zl)A .. . A Qo.(g., z.)))

(iv) A função à'q : .4'q ., 1?-1 h'q(a/0) = h(a)/0, está bem-de6nida.

(v) Como L'q expande L, temos acl(X) Ç acl'q(X),-.4. Suponha = C
acl''(x) n Á: então z c #(a'q,a) 6üto com a sequência de pu'âmetros em

X e é fórmula de L'q. Por (iii), existe @ de L tal que, paa todo a c Á,
Z'q 1::: @la al + a 1::: @(a,a). Então @(a,a) é finito e contém z, donde
a; c acl(X). O mesmo raciocínio val no caso do fecho de6ní\el Obtém-se o

resultado para DCL'q e ACLeq por suas definições. QKD

Vzi

Repetir a construção "eq" apenas considera fórmulas de equivalência sobre
classes de equivalência e é, portanto, redundante(Exercício 4.3.5 de IHodgesl

ou Lema 16.13 de ]Poizat l]).

4.4. Bases canónicas

Para relaciona.r a propriedade de modulmidade local(baseada em pr&geonie-

trias) c a geometria de curvas, facmos uso dc conceitos e resultados que expo-
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ienlos nesta senão. Adaptados a Seção 8.2 de [Markerl.
Fixada a l-estrutura 21, consideraremos taml)ém H'q. Sabemos que os auto-

lnolüsmos de a e 2teq são essencialmente os mesmos, identificados simplesmente
como "automorfismos"

Para relacionar automorâsmos e desníveis no Lema 4.4.3, assumiremos que

2íeq é um modelo monsti'o enl que dCleq e DCLeq coincidem pm'a qualquer'
X Ç ..4'q, estrutura que pode não existir. No Teorema 4.4.5, obteremos implici-

tamente uma limitação da cardinalidade dos conjuntos, a qual podentos aplicam

a Proposição 3.1.9 e considerar um modelo monstro de grandeza especificada.
No Exemplo 1.3.15, vimos que se p C Slan(.A) e a é autonlorfismo de 2t, então

a ' p = {al.DI Ç .A" 1 1) c p} também é um tipo sobre .A, de modo que se definiu

uma anão do grupo dos automorfismos sobre o espaço Sl:(.A).

Definição 4.4.1. (i) Suponha 1) € Def;.4 e P Ç .A'q. Diz-se que P é um
par àmetro rou bme,) can õnícode Z) se os automoríismos que fixam 1) são pre-
cisamente os que fixam os elementos de P

(ii) Suponha p C Sl:.(.A) e P Ç .A'q. Diz-se que P é um par metro rou base)
cara õnàco de p se os automorfismos que fixam p são precisamente os que fixam
os elementos de P

Lema 4.4.2. Dados X Ç .4 e -D C DefÇlx, existe a C dcl'q(X) tal que {a} é
um pa' àmetio cana)bico de l).

l)em07zstração: Seja @(u,w) Ê$rmula de L e a € X" tais que .Z) = é(a,a).
Considere a relação binária deÊúda ein A" por 0(a;, y) : Vu (Ó(u,z) '-, é(u,y)).
Tome a = (aP) c dcl'q(X), identüicand(>se (a/0) e a C X"

Mostremos que {a} é um parâmetro canónico de 1). Seja a um automoi-
fismo. Se a fixa a e 2t'q E Ó(z,a), então 2t'q f:: .#(a(z),a), de modo que o-
fixa D. Suponha então que a fixa 1). Pala todo z adequado, portanto, 2['q l-
Ó(aç,a) ::> 21'q 1: Ó(a(z),cl), donde 2t'q 1- Ó(z,a) + a" f: @(a :(z),a)
e U f: Vu(@(u,a) ---- Ú(u,a':(a))). Assim, 2t k V«(Ü(u,a(a)) ---, Ü(u,a)).
Como alZ)l = -D, vem 2t F: 0(a(a),a) e a fixa a. QED

Lema 4.4.3. Suponha que P Ç .4'q é um pmâmetro canónico de p c Sl:(.A).

Então Q Ç Á'q é parâmetro canónico de p se e somente se dcl'q(Q) = dcl'q(P).
Em pu'ticulai, dcl'q(P) é o maior parâmetro canónico de p.

l)emorzstração; Não afirmamos, ainda, que P existe. Assumiremos que, pua

qualquer (2 ç ..4eq, dcl'q(Q) :: DCL'q((2) é o conjunto dos elementos de Á''l
fixados pelos automorfismos que fixam os elementos de (2.

Se (2 é iun parâil)erro canónico e a é um automoifisino fixando sela ele-
mentos, então ap = p e a fixa os elementos de P, dc modo que P Ç dcl'q(Q).
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Analogamente, Q Ç dcl'q(P) e obtemos dcl'q(P) = dcl'q(Q).
Reciprocamente, suponha dcl'q(P) = dcl'q(Q). Os automor6smos que fixam

os elementos de P são precisamente aqueles que fixam os elementos de (2. Já
que P é um parâmetro canónico de p, também Q o é. QED

Pm'a p € Sl:(.A) e P Ç .A'q, esse lema permite-nos enunciar a

Definição 4.4.4. Se P é um parâmetro canónico de 1), deânimos a base

can õníca de p como cb(p) = dcl'q(P). (Em inglês, cb abrevia canonÍcal base.)

Lembre que se trata do maior pm'àmetro canónico dep.

Teorema 4.4.5. Suponha que p é definível. Então p tem um pai'ãmetro
canõúco. Se p não se desvia sobre X Ç .A, então eHste a C acl'q(X) tal
que {cv} é um parâmetro canónico de p; caso plx seja estacionário, podentos

tomar a C dcl'q(X). Em cada dessas condições, portanto, existe cb(p).

R /erênciai O Teorema 8.2.7 de IMarker].

Introduziremos agora a geometria de curvas que relacionaremos à proprie-
dade de modularidade !oral.

Definição 4.4.6. Suponha D c Defà.,{ fortemente minimal, E € Defà1..4 e
C C .D2 x E desnível. Diz-se que (; é uma /amzaía de carum planas se, pu'a
todo e c E, a cume C. - {d € D' l (d,e) € C} é um subconjunto brtemente
minimal de l)'

Definição 4.4.7. Suponha 1) C Defi..4 fortemente minimal deânido por uma
fórmula parametrizada @(tP). Diz-se que Z) é linear se, pma todo p C S2(1)),

se Ú(t,i) A Ú(u2) C p(ul,u2) e RNI(p) = 1, a base canõMca de p tem posto no
máximo 1.(0 posto de uma base canónica é o menor ( tal que existe parâmetro

canõúco b C .A'q tal que RNI(b) = (.)

Suponha quc 1) = é(a,a), cm quc a é uma scqüêncíít dc parâinctros, é for-

temente minimal. Considere a família '# dos conjuntos cb = {(z,g) € -D2 l a f:
@(g, g, b)}, em que a e b têm o mesmo tipo sobre D. Então a relação de equi-
valência CÕ =1 C. em '# é definível lembre que -B =1 F + RÀ'l(EAF) <

1 +:> EZ\.F' é anito. Seja p o tipo determinado por D: então o posto d& bwe
canónica de p corresponde intuitivamente à dimensão de '# quocientada pela

equivalência =i. Assim, D é linear se e somente se não existe uma família de
cun,as plana.s de dimemão maior que 1. Corpos algebricamente fechados não

são lineares, porque existe a família de curvas C.õ = {(z,y) l y = az + b}.
Espaços vetorias são lineares.
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Teorema 4.4.8. Suponha 1) € Def.l.,.{ fortemente miúmal
(i) Para algum B Ç 1), a pié-geometria Z)/23 é modular
(ii) D é linear.

(iii) Pala todo b € acl(0), D/{b} é modular
(iv) D é localmente modular.

R(:/erê cÍa; O Teorema 8.2.11 de INíarkerl.

Equivalem

Agora enunciainos uma definição melhor .justificada pelo lema que a segue

Definição 4.4.9. Dizemos que Z é um-baseada se, para cada X, }' ç -4eq com

X - acl''(X) ' }'' - ml''(}'"), -le X.L..... }''

l,ema 4.4.10. 2t é um-baseada se e somente se, para cada a € (.A'q)" e
}'' Ç .A'q tais que t(a/y) é estacionário, cb(t(a/y)) Ç acl''(a).

Rí:/erêncía; O Lema 8.2.13 de INlarkerl.

Teorema 4.4.11. Suponha que Á é fortemente minimal. Então U é um-
baseada se e somente se ..4 é localmente modular.

Re/erêncáa: O Teorema 8.2.14 de jblarkeil.

4.5. Eliminação de imaginários

Definição 4.5.1. Uma teoria tem e/imínação de ãmag mano.s se, em qualquer

modelo seu, todo definível tem um parâmetro canónico.

Como a construção "eq" não precisa ser repetida, por não acrescentar novas

informações, obtentos a

Proposição 4.5.2. Teq tem eliminação de imaginários

D'mo«.sf«ção; Suponha D.. (a'-,at/0i, . . ,a«/0«), em que @ é «m;

linguagem de Leq. Podemos transfoi'mm' @ enl uma fórmula -@ de L e trabalha'

com 1) = @(U, ai, . . . , a.) no Lema 4.4.2 Qno

A teoria 4(.:F tem eliminação de imaginários, colmo tnostrain as p. 63 64 de

IPillay AI e o Exercício 3.4.19 c as p. 91 93 de [Nlarkerl.
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Grupos totalmente transcendentais

'ltabalharemos com uma linguagem fixada L que expanda a dos grupos.
Suporemos que G é um grupo com estrutura adicional((7, . . .) apropriada pu'a
L e que essa estrutura, ou a teoria rHC, . . .), é totalmente tramcendental,
dizendo-se simplesmente que G é totalmente transcendente/. De fato, a letra

G refere-sc ao grupo G c também a toda a estrutura (G, . . .). Estudaremos os
grupos desníveis em uma seção específica, com hipóteses próprias.

O produto por um elemento é uma bi.jeção deíinível, de modo que classe
laterais e outros produtos de conjuntos têm presença constante. Portanto, aler-
tamos que, neste capítulo, justaposições como J7a ou .Bt.B2 têm seu signiâcado

usual de produtos -lira = {ha l h C -H}(clube lateral, conhecida em inglês como

coser) e Bil?2 = {bih lbi € -Bi} e n ãodevem ser confundidas com a justaposição

Xya = X U y U {a}, que não adotmemos aqui.

Ao considerar subgrupos e quocientes de G como l-estrutura, nossas a6rma-

ções têm implícitas as respectivas hipóteses de que o subgrupo considerado seja
subestrutura de G por toda L e que as relações, operadores e constantes de G

independam dos elementos equivalentes pelo subgrupo normal.

Com algumas adaptações, este capítulo segue aproximadamente ILascarl. A
teoria básica de grupos com que lidaremos é a usual dos cursos introdutórios

de Àlgebra, com tópicos como subgrupos(normais) e ações, e está contida no
primeiro capítulo de ILangl e IJacobson ll.

O leitor encontrará, em boa parte da literatura, o estudo de grupos estátieís

ou w-estáueás e títulos correspondentes. Concordamos com IHodgesl e optamos
por destacar a propriedade que realmente usm'emos, embora muitas proprieda-

des admitam demonstrações mais complexas para o caso estável. Referências
abrangentes são IPoizat 21 e F. O. \Vagner, Star/e Gmups, Cambridge University
Press, 1997.

5.1. Subgmpos definíveis

'lYadicionalnlente, esta senão teria o título "Condição de cadeia descen-

dente" , mas tal condição será apenas usada para demonstrar que a intersecção

de subgrupos desníveis de G é a intersecção de uin número finito deles, propri-
edade da qual faremos maior uso.

Como G é totalmente transcendent.al, existem o posto e o grau de XÍorley (ie
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qualquer subconjunto desnível não-vazio de G caso dos subgrupos definíveis

Esse fato é importante em algumas das próximas demonstrações.
Esta primeira observação é simples e crucial.

l,ema 5.1.1. Suponha que J7 é um subgrupo definível de (; e a C (; é qualquer

EntãoRM(Ha)(aH)(H)edM(Ha)(aH)
l)emortstração: Basta nota que .lira e a.17 também são desníveis e que mul-

tiplicação por a, a qualquer ]ado, é uma bijeção deâníve]. Qni)

Corolário 5.1.2. Suponha -H, K subgrupos desníveis de G com H Ç .f(. Se

IK:XI é infinito, então RM(K) > RM(H); se [K:a] é finito, então Rh'l(K) =
RM(.H) e dM(-K) - IK :XI dM(H)

l)emorzstração; No primeiro caso, há inânitas classes laterais de .fl contidas
em K, definíveis duas a duas disjuntas, todas com mesmo posto. 'lYabalhando

em uma extensão u-saturada de G, usamos a definição de posto interno para
obter a desigualdade.

No caso finito, temos uma partição K = /7al U . . . U .lira«, em que ai = 1 e
todas as classes têm mesmo posto e Oau. Assim, dM(K) dNI(Hai)
n db/l(.llí), mas n = IK : .KI. QnD

Corolário 5.1.3. Se (H«)«cn é uma cadeia decrescente de subgrupos definíveis

de G, então existe no C N tal que .fÍn:: .17«. para todo n a: zzo
Z)emozzstração. Como pm'a tipos, tome no tal que .f7.. tenha posto mínimo

pela boa ordem dos ordínais e grau mínimo pela boa ordem dos naturais dentre
os que têm posto tnínimo. O corolário anterior impede que haja outro subgrupo
na cadeia propriamente contido em .lln. . QED

Eis a "propriedade de intersecção"

Proposição 5.1.4. A intersecção de qualquer família não-vazia de subgrupos

desníveis de G é igual à intersecção de uma subfamília finita, de modo que é
definível.

l)emonstração; Suponha que .g seja uma faxnília inânita de subgrupos do-

6níveis cuja intersecção não coincide com a de qualquer subfanlília 6nita. De-
finimos indutivainente uma cadeia de elementos de .g, assim: tome Ho C .g

qualquer; definidos Ho, . . . , .H. C .g, por Itipótese J7o n . . . n H. # n.p, exis-

tindo /ln+t C .g com Hon... n.Fin # .17oíl... n.17.nH.+t. Obtemos uma

cadeia (Ri«. HÍ)«CN de Subgrupos definíveis de G, decrescente que não estaci-
ona, contradição. QED

Desse modo, qua/gzier cadeia decrescente de subgrupos definíveis de G esta-

ciona em "compl'imenso" Jinifo.
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Exemplo 5.1.5. Se .A é qualquer subconjunto de G, define-se seu centralizador

Z(.A) ;-tgCGlga agparatodoaC.A}(a), emqueZ(a)=lgC
Gjga = ag}. hías cada Z(a) é {al-desnível, de modo que Z(.A) é o centralizador

de um subconjunto finito de -A e é desnível.

Agora, suponha é(u),@(u,w) 6rmulas de L(G) tais que, se g C G satisfaz
é, então @(G,g) é um subgrupo de G. Então Vu(é(u) --, Ü(u,u» de6ne a
intersecção de todos esses subgrupos, que também é definida por uma conjunção

finita @(u, gi) .'- . . . A Ü(u, g«). Ambas as brmulas de6nem a mama intersecção
em qualquer extensão elementar de (;, porque equivalem em (;.

Por exemplo, seja .A um subconjunto de G definido pela Mrmula a(u), ou
seja, .A = a(G). Então Z(A) é deRnido por Va (a(u) --. (uu = uu», (lue de-

fine em qualquer extensão elementar Gi de G o centralizador de a(Gi). Vimos
no cxcmplo anterior quc existem ai, . . . ,a. € ..4 tais quc Z(Á) é dcânido por
A:=:(aiu = uai), dc modo quc casas duas fórmulas cquivalcm cm G, c calão
cm qualqucr cxtcnsão(ou restrição contcndo os parâmetros adcquados) clcmcn-
tar de G. Afim, o centralizador do conjunto definido por a é o mimo de
{.: .,.})

Dc6nição 5.1.6. Um subgrupo defi:tive! de G é conexo se não contém subgrupo

desnível próprio de índice anito.

SeG ;anexo e .IV é um subgrupo normal, então (;/.N é conexo

Lema 5.1.7. G tem um menor subgrupo deíiní'el de hdice finito, portanto
conexo, indicio GO e c üin o ccmp-crente mncrü dc G. (Vha comentário na

pág. 153.) Note que Rh{(Go)
-nem-'Estragão; A intersecção de todos os subgrupos defina\eis de hdice

anito de G é igual à intersecção Go de um número anito deles. X'lm então Go é
um subgrupo defina'ç'el de índice anito. Qso

Na próxima seção, calculmemos dXI(G') l e dN'l(G) = la : a'l

Corolário 5.1.8. Go é um subgrupo normal de G.

Demonstração; Para qualquer g C G, gGog'i é um subgrupo deâúvel co:
índice K; : Gol, donde Go = gang'i . QKn

Explicitenlos um leda técnico

Lema 5.1.9. Sejam u uma única \nriável e u uma sequência arbitrária (6-

úta). Pwa quaisquer d(u, u) Hrmula de L e n C N', existe uma Mrmula 0'(u)
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de L expressando que 0(G)(u) é unl subgrupo de índice n de G quando tl é
interpretada.

Z)emoristração; De fato, 0' é a conjunção de

VuiVuz(0(ul, u) A 0(u2, u) ---, 0(%lü2, u) A 0(uÍ', u)) A 0(1, u) ,

que e*piessa "0(G)(u) é um subgrupo de G" , e

;«: .. .].«(/\,") AVw VO(«,«;:,"))
í#j í=i

'n

que expressa que esse subgrupo tem ri clmses laterais. Qno

Proposição 5.1.10. A componente conexo (;o é 0-definível e a Mrmula sem
parâmetros Óo que deâne Go em G satisfaz, para Gt = G, (Gt)o = Óo(Gi).

Denz07zstração. Soam Ó(u, u) uma brmula de L e a uma sequência de ele--
bentos de G de modo que Go = Ó(G, a). Seja k = ]C : Go].

Pelo lema, existe uma Mrmula @(u) de L tal que G k @'(b) se e somente
se Ó(G,b) é um subgrupo de G de índice k. Assim, G f: Ü(a) e G E V'(b) é
@(G,b) = G', de modo que @'(u) : ]u (@(u) A @(u,u» define G'

Note ainda que, por '#o(G) ser conexo, G satisfaz, para cada ((u, u) fórmula
de L e n > k, a sentença(fornecida pelo lema) que expressa

nau (((u, u) A Ó'(u)) "define um subgrupo de índice n"

((/\ Óo deâniria qualquer subconjunto definível de Go com pmàmetros u.)
Gt satisfaz essas sentenças e também a que expressa "@'(u) define uin sub-

grupo de índice k". Assim, éo define a componente conexo de GI. QKD

Corolário 5.1.11. Se G é conexo, então qualquer grupo elementmntente equi
valente a G é conexo.

Basta observa que G = Go + G f:: Vu Óo(u).

5.2. O espaço dos l-tipos globais

Recorde que, para os tipos de St(G), as hipóteses (das seções) dos Tmremas

2.4.4 e 2.6.8 são veriâcadas: cadii tipo é definível, tem grau l e uma única
extensão direta, que é seu único herdeiro e com o mesmo esquema de deânição.

Introdlizhenlos mina ação de G no espaço Si(G), mas faremos uso apenas
de fatos básicos a respeito de ações: o estabilizador Star(p) é indicado Gp na

Seção 1.5 de ILangl, em que é chamado gr'upo de isotrapÍa; Stabp na Seção 1.12

de IJücobson lj; Fix(p) em IPoizat 21, que o chama Jüer em inglês.
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Primeiramente obsewe que, se u, u são variáveis, g C G e @(u) é uma fórmula
de L(G), então a Mrmula obtida substituindo-se u pelo termo gt é também tina

6rmula de L(G), que escrevemos é(gt).
Sqa O - Ó(G) - {= € G l G 1- é(]ç)}. O conjunto de6údo por é(gt,)

éé(p(C)) CIGF::é(pz)} {zcGlg=eD} Temos
RX!(g':-D) = Rh!(.D) pela invariância pür Luijeção definís-el, valendo tamWm a
igualdade análoga para grau, L-MO eüsta (un # 0).

Suponha agora rm € Si(G) e defina g ' p - {é l é(gu) C p(t)}. Notamos
que g ' p = {@(g'iu) l @ c p}, psique p é fechado sob equivalência, ou sda,
(g - p)(u) = P-(g''u). Este modo de escrever g . p será muito útil para alW-s

cálculos. Por exemplo, suponha que um elemento a de uma extensão elemento

de G satisfaça p: então ga satisfaz g p.

Em tcrmos dc d(Snívcis, obtcmos g ' p = {D l g'i-D c p} = {gE l üp € p}.
Dcssc modo, g ' p € Si(a), porque g também é um parâmctro dc a c

satisfazem-se as propriedades de fk:chamento mb intersecção e continência e

dc complcmcntaçh. Rios ainda RX'l(g 'p) e dh{(g 'p) (p) = 1.
O que de6úmos é uma anão dc G em Si(G). 'lemos diretamente l p = p- e,

«m cúd«!o, «!cü«nos g'(h.p) {é(A 'w) lé c p} [é(h''(g''u)) ]éc
P} (gA)':u) l Ó C P}

Como em toda ação, somos !evados a comiderm o estabilizador Star(p)
{g € G l g - p = p}.

Proposição 5.2.1. Star(p) é um subgrupo definível de G. Se G -< Gi e pi éo
hei'deito de p sobre Gi, então Sfaó(pi) é de6üdo em Gt pela fórmula que de6ne

Sf,b(p) em G.

l)emonstração; Suponha que @(z) sãa uma &5rmula de L(G) cujo definível
determine p. Aíhlnamos que g C StüZ,(p) w é(g''u) C p. Sendo a implicação

dieta imediata, lembre-se que, se é(g''u) C p, temos @(u) C g 'p. Alas g p ep
têm mesmos posto e grau, ou sda, @(G) determina também g ' p.

Contudo, *c«ndo g(«,u) : é(u''u), temos é(g 'u) c p G b 40(S),
de modo que dp0 de6ne Slaó(p).

Com rupeito a Gi , o Teorema 2.6.8 mostra que pt é determinado por é(Gi ).

A;sim, nov,mente Star(p.) {g C Gi lé(si':«) C pi} e @(gÍ'«) C pt + Gi b
dp9(gi). QEO

Proposição 5.2.2. Sempre Star(p) Ç GO

.Demonstração; Suponha g C Star(p) e seja a uma realização de p em uma
ext.Casão elemento Gi de G. Seja Óo a fórntula que define Go. Então existem

'-,. .. ,ck c G, sendo k tâs que G kVz(é'(=ci'*)v...'«'é'(aci')).
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Sendo o mesmo verdade em Gi, um dos c{ satifaz Gt 1- Óo(áGIl). Mas g C
Star(p) implica t(ga/G) = t(a/G), donde Gi f:: éo(gacj'). Então g € Go

Qnn

Proposição 5.2.3. Sempre Rh/l(SÉaó(p)) = RM(p).
í)emorzstração; Considere Gi extensão elementar de G em que todos os seus

l-tipos são realizados. Seja pi o herdeiro de p sobre Gi.
Sabemos que RM(Star)(p)) é o máümo dos postos RNI(q) com Star(p) C q.

DMo q C <Stab(p)> Ç Si(G), eüste b C Gi tal que q = t(b/G), ou sqa, Z'
satisfaz em Gt a fórmula que deâne Star(p) em G; portanto, b C Star(pi).
Então b': C Star(pi) e b': . pt = pt-

Seja a um elemento de uma extensão elementar de Gi satisfazendo pl. Então

b':a realiza b': . pl = pi, de modo (lue t(b':a/Gi) = pt e t(b 'a/G) = p.

Obtemos, é claro, Rb'l(b':a/G)
Mas a função de inversão (.)': é uma bijeção desnível e todo colljunto

definível .D tem o mesmo posto que Z)'] , enquanto b ia C .D ++P a'tb € 1)'i
Assim, RM(a':b/G) = RM(b':a/G). Como também o produto por a': é uma
bij.ção definível, concluímos que mhl(b/G) = RM(a :b/G)

Assim, RNI(q) = RM(p), como desdado. QED

Para p C St(G), sempre G € p por ser o máximo de Defb, donde Rhl(p) <
RM(G). Os tipos pala os quais vale a igualdade têm pi'opriedades especiais,
que estudaremos nesta seção.

Definição 5.2.4. Um tipo p C Si(G) é gerzéMco se RNI(p) mM(G)

Como veremos, os tipos genéricos são caracterizados pelo(i) posto, por de-

finição; (ii) estabilizador com índice finito; (iii) estabilizador igual a Ga

Lema 5.2.5. Tipos genéricos sempre existem, no máximo dÂ/l(G) (veremos no

Corola'io 5.2.11 que são reahnente em número dNt(G)); o herdeho de um tipo
genérico é genérico; se p é genérico e g C G, então g p é genérico.

l)em07zstração; Para a printeira aãrntação, temporária Dias necessária, basta

aplicar a Proposição 2.2.5. Se G < Gt, então RM(G) = RNI(Gi), de modo que
um lierdeho tem mesmo posto. Finalmente, bula lembrei que RXI(g p) =
RXI(p) . Qn o

Lema 5.2.6. Um tipo p C St(G) é genérico se e sonieilte se Star(p) tem índice
finito em G.

Z)e,rzorz.strnçâo. Se Star(p) tem índice fiúto, então RNI(Sfaó(p)) = RM(G),
dc modo que RNI(p) = mNI(G) c p é genérico
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Assuma que p é genérico: como cada g ' p é genérico, IC : Star(p)l = llg 'p
l g € Cll < dRCI(G). QEO

Corolário 5.2.7. Um tipo p C St(G) é genérica se e sòmente se Star(p) = G'

l)emü früçãü; Lembramos que sempre Stüb(p) Ç (;o. Se Síü8(p) = G"

ente Stüb(p) tem índice finito e p é genético. Se p é genérico, Star(p) tem
índice âúto e vem Go Ç $tüb(p). QEO

Proposição 5.2.8. G é conexo se e somente se db'l(G) = 1.

Demonstração; Se G não é conexo, ou seja, existe um subgrupo .H definível

c.m 0 < [G : X] < w, ente dhí(G) = dN{(H) ]C : -H] > 1.
.hsim, suponha G conexo com RX{(G) = ( e dh'l(G) = n. Seja Gi umn

extensão elementar u-saturada de G, com Rb4(Gi) = { e dh{(Gi) = n. Opc
Hemos principalmen+-e em (;i , que também é conexo por wr elementarmente

equivalente a G.

Puticione Gi = 1)l U. . .U.O. cem 1). deíiníveís, Rh{(J)i) = ( e dh{(-Oi) = 1-

Seja é. a Mrmula de L(Gi) que define -Di: sabemos que éi(g'iu) deâne gl)i
para g € Gi .

Cada Di deterMnapi C S:(Gi), genérico de Gi com Stüb(p{) -- (Gi)' -- Gi.

Assim, para qualquer g c (;i, g -3){ -- pi e então g.Di É! pi. Pai'a gl , . . . , gE C Gi,

temos gi-Di n . . . n gi;.Di € n, ando portanto lnn cona não.veio. Existe
então uma extensão elementar Ga de Gi em que nPcC: éi(g :(G2» não é x-azia;
seja h € (;z um elemento seu. Estendendo (x 2 novamente se necessário, podemos

supõ-!a u-saturada, porque A ainda pertence à extensão e satisfaz as fórmulas

Úi(g''u).
Pa'a todo g C Ct, h c Ói(g''(Gz», donde Gz 1- Óib :hl e então g-'h €

éi(Gz). Conclümos que f7'i C Ói(Gz)h'i e, substituindo g por g'i C unl
g c wA.(G-)h :. Ot;t:m.; G Ç é:(Gü)h''

X M éí(Gü)h'' é um deâ«ível com posto Rh'l(Ói(Cú» = RN!(uni) = € e
grau dM.(éi(Gú)) = dM(.Di) = 1. Pelo Lenn 2.!.16 e sendo Ci, G u-mt'manias,

db{(Gi) :Ç l c obtemos n = 1. QUO

l

Corülái.ío 5.2.9. dXI(Go) l:d (G)

Corelárie 5.2.10. G é conexo se e sonleilte se te11} apenm um tipo genérico.

Dem nstraçãa; Pela equações de posto, os tipos genéricos r' € Si(G) wtis
f:«em dN-l(G) = EdÀ'i(p), mw c.d& dN'l(p) = 1. QEO

.l!. Há dX'!(G) t.ipos genéricos em St(G) e quaisquer dois tipos

genéricos têm !nesnia órbita pela ação [.].

Corolário 5.;
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Denzonstração. Sendo p genérico, a cardinalidade de sua órbita é la
Star(p)l = IC : Gol = dM(G), que é o máximo de tipos genéricos, ou seja,
o máximo é atingido. QnD

Proposição 5.2.12. Sejam .ll uin subgrupo definível e conexo de G e p seu

tipo genérico. Então:
(i) Em uma extensão elemento' IGl+-saturada de G, qualquer elemento de

]] é o produto de duas realizações de p.

(ii) Se Z) é um subconjunto definível de H e R.NI(1)) = RNI(H), então todo

elemento de .17 é o produto de dois elementos de 1), ou seja, .lí = DI).

Demonstração; (i) Suponha A C -H e a uma realização de p em uma extensão
elemento'. Poi'que a é desnível sobre ha'i e reciprocamente, e h € G, temos
RB/í(ha'i/G) = Rbl(a/G). Assim, t(ha t/G) é um tipo genérico de H, eé
igual a p. Nuas A = ha'ia.

(ii) Já que o grau de H é 1, é impossível também RM(H -- 1)) = RM(H).
Então a fórmula que deÊne .17 -- X não está em p, de modo que p contém a
fórmula que de6ne 1), digamos @.

Pa'a qua]quer h € H, portanto, a extensão elementar satisfaz ]tlau ((h =
uu) A @(u) A Ó(u». Essa Mrmula parametrizada vale, então, em G. Qno

5.3. O teorema de indecomposição

Nesta seção, G é um grupo de posto de h/lorley Pnifo

Definição 5.3.1. Seja Z) unl subcoÜunto desnível de G. Dizemos que 1) é

{ndecomporzz'ueZ se, para cada subgrupo definível H de G, o conjunto 1)/.17 =
{Hg [ g C Z)} é inânito ou unitário. ([Poizat 2] avisa que indecomponibi]idade

à esquerda e à direita não equivalem.)

Poi deânição, para todo subgrupo definível de G, ser conexo é o mesmo que

ser indecomponível.

Proposição 5.3.2. Sda 1) um definível minimal de G. Então existe um inde-
componível l)o Ç 1) tal que l) -- l)o é anito.

Z)errzonstração; Tome Ho a intersecção dos subgrupos definíveis .lí de G tais

que Z)/.17 é finito. Ora, então .Ho é intersecção de um número finito desses

subgupos, de modo que -Z)/.EÍo é finito. Já que D é minimal, um e apenas uün
dos conjuntos J7og n 1), g C Z), é inâúto e seu complemento eni /) é finito.

Tome 1)0 esse coÜunt.o infinito e definível (é cofinito em D). Mostremos que
Z)o éindeconlponível.
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Se.ia .f{ um SUbnn'Upo definüvel de G. Se .D/.H é inÊnito, então Z)0/H é
in6N+.o, pois l) - .Do é Êníto. Se .D/.H é fi1lito, então .leio Ç .ll e .Do /.ll tem um
único elemento. QED

Proposição 5.3.3. Seja -D um subconju1lto desnível ?zoll?!a/ de G, isto é,
9ung'l = D para todo g C G. Então 1) é índccomponívcl sc c somcntc sc, pua
cada subgrupo dcfinívcl normal AÍ dc G, o conjunto D/Àr = {.Nrg IS € D} é
infiüto ou uNtário.

Z)cmonstmção; A implicação direta é dada pela dcânição. Suponha então
cine \u!!ia & propriedade a respeito dos subgrupos normais c sda -17 um subgrupo
deÊüvcl qualquer de G.

Pma cada g C G, & g-conjugação é uma bijeção que fixa -D e le\u J7 a gl?g't,
de modo que ID/g-lllg-i l = IZ)/J?l.

Tomando:se .V:: Í)gcc gll'g i, existe um subco11junto 6ilito (l;ü de G t&l
que N' = flgCGo g.Hg'i. Por 3ua deíiilição, .N é normal, e obtivemos .l\r definível.

pa'ag € uno, se IZ)/-VI = 1 cü'üãü l.i)/g.flíg-il = il e se IZ)/JVI > d

então ID/gfíg'il a! w. QEO

Teorema 5.3.4 (1ndecomposição de Zilber). Sejam -Di, { € /, subcoÜmm-

tos desníveis de G indecomponíveis, cada um contendo o elemento neutro l de

G. Então o subgrupo gerado por Uie/ Z)i é de6níxel e conexo.
l)emomtrüção; Acrescentando os conjuntos l): l = {g'i i g C l)i}, í C .r,

podemos supor que pa'a cada í existe .j tal que -D{ 1:: nnJ

Seja -H o subgrupo gerado por Uic/ l)i.
Pma cada seqilência finta s = (il,. . . ,ik) de elementos de 1, comidere

o definív'el l), = 1)i: ...Z)i. - [gi...gk ] gi c l)i:,...,gk C l)i.}. Temos

O. Ç H. Como R 'l(C) é ímto, eüste uma mqüência t tal que RM(Ot) é
máHmo. Seja p € Si(G) um tipo contcndo 1). c com Rh'l(p) = Rhl(Z).): bula
tomar p determinado por um irredutível contido em -Di .

Níostrwcmos quc H - Star(p).

Primcíramcntc, mostra'caos quc Oi Ç Star(p) pua todo ! € .r. 'Rios quc
l e Z){ impeça Star(p) € {gStab(p) l g € wní}. Suponha que Di não wtá contido

.m Sta (p): «tão Sfa (p) nh é o úúco olcmcnto dc {gSta6(p) l g € Dí}. Como
l)i é indccomponívcl, cxistcm a. C /)i distintos, n C N, tús quc sc n. # n' então

a,.Stüó(p) # a«'Star(p), donde a« . p # a«' p. Então todos os tipos a« p têm
posto RÀ'l(.Dt) e contêm a brnlula que define o conjunto .DiZ)t. Portanto, este
conjunto tem posto estritamente muar que RÀI(.Dt), contradição.

Assim, H Ç Star(p), o que implica .Dt Ç Sfaó(p). Rias RÀ{(Star(p)) :e

RX'l(p) = RÀ'l(Z)t), donde RN'l(Z)t) = RÀ{(Slaó(p)). Sendo p mwn! tipo genérico
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de SÉab(p), seu estabilizador em Star(p) é a componente conexa de Star(p), ou
seja, Star(p) é conexo. Desse modo, Star(p) = Z)tl)t, donde Star(p) Ç 17.

QEn

Exemplo 5.3.5. Assuma que G é conexo. Veremos que o grupo derivado G'
gerado pelos comutadores ghg' tA'l , g, h C G, é definível e conexo.

Pala cada g C (;, tome l)S = {ghg'th't l h C G} deíinível e contendo l.

Então (;' é gerado por UscC l)g' Basta mostrar que cada -DP é indecomponível.
Tome .ES = g'tl)S = {hg'ih'i lh C G}. Pma cada subgrupo Ar de G, temos

DP/.MI :; l.EP/.VI, pois a multiplicação por g induz uma bijeção, bastando
então mostra que Eo é indecomponível. Suponha então .ÍV norvnaZ; devemos

mostra' que l.EP/.NI é l ou infinita. Contudo, hg th iJV = h'g'ih'''JV se e
somente se Nhh''l pertence ao centiabzador de Arg em G/N, de modo que

Eo/.7V l é o índice desse centralizador. Não pode ser finito diferente de l porque
ajN ê convexo.

5.4. Grupos um-baseados

Nesta seção, suporemos que G é um grupo um-baseado com uma extensão
elemento' C, modelo monstlo adequado.

Proposição 5.4.1. Se .lí é um subgrupo desnível conexo de G, então o
pm'àmetro cana)naco de J7 é algébrico sobre 0.

Z)emorzstração; Sejam g uma realização do tipo genérico de G, p o tipo
genérico de JÍ, pi o hei'deiro de p sobre (7 e a uma realização de pi. Seja
g = t(ga/C). Seja u o parâmetro canónico de -H e u o de q.

Observamos que: poi G sel um-bmeado, u é algébrico sobre ga; ló C G;

[(ga/G) é um tipo genérico de G, donde ga e ü são independentes sobre 0;

RM(q) - mM(a/a) - mM(H).
Nlostialemos que a é desnível sobre u. Assim, u é algébrico sobre ga e

independente de ga sobre 0, portanto algébrico sobre 0. ProvaJemos que todo

automorfismo de C âxando q fixa o subcoÜunto definido em a pela brmula
que define .H.

Suponha (l um automorHsmo de C com (.q = q e sejam Hi = €1.«, gi = ((g).

Como gH,giHi C q, temos RÀI(q) a: RNI(gH ngiHI) > Rhl(q).
Então RM(gHngtHi) = R-NI(-H). alas gHngiHi = g2(HnHi) para qual(quer

g2 c J/H n giHi, donde RM(H n Hi) = RNI(.f7). .Já que H é conexo, ni = H;
jú que Í/.17 íl giHi # 0, gi7 = gi.llíi. Qun

Proposição 5.4.2. G é abeliano-por-finito, isto é, G tem um subgupo abeliíino
definível dc índice finito.
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Z)emortstração; Prova.remos que & componente conexo de G é abeliana; as-

sumiremos então que (; é conexo e mostraremos que é abeliano.

Considere, para g C G, o subgrupo i7g - {(h, g'thg) l h C G} de G2 e deÊna
# - g' e:> .17s -- 17g'. Como .l?s é ísomorfo a (;, é conexo. Vemos também que

g --ç g' se e somente se g'g'i comuta com qualquer h € G, de modo que a relação
N é definíve!. Como -Hy é definível com parâmetros algébricos e conexo, existem,

em qualquer extensão elemento' de G, não mais que um número enumerável de

grupos distintos d& forma .HO, de modo que N tem menos que a' classe, possível
apenas se br um número húto de classes. A conclusão é que Z(G) tem índice
finito em (;. nwED

Proposição 5.4.3. Pwa todos n C N c p C S.(G), existe g e G tal quc
gSlab(p) C p.

-nemonstmçãa; Assumiremo-- n = le que & bme canónica de p é vazia

adicione os parâmetros necessários como conlstantes à linguagem. Sejam g uma

realização do tipo genérico de G, r-l o herdei'o de p sobre C e a um3 realização
de pi. Seja q = t(ga/C). Já que g é genérico e g e a são independentes sobre
G, ü e ga são independentes sobre G. Sejam S o estabihzüdor de p ou pi, u o

parâmetro canónico do defiüvel gS e c & bwe canõnicü de q.
Primeiramente, mostra'amos que u é definíve! sobre u e reciprocamente. Já

que gS é definível cem pmâmetros em (;, bula prova' que, pwa alada auto-

nlolSsmo de C, € fixa gS se e comente se fixa q. X u q = g ' r"l, donde
((q) = {(g) -€1(pl) = {(g) .pi, porque & bwe canõúca depi é vazia, de modo que

e(q) = q g pt = ((g) -pi $ p''€1(s) c S o gS ={(g)S. blu {lq = S,
porque S é definível sem puâmetros: a base canónica de p é xm.zia. Assim,

((q) - q o (bS] - gS.
Agora, como G é um-baseado, T é algébrico sobre ga, e u também é. Por-

tanto, a e ga U {u} são independentes sobre G, e a e ga são independentes sobre
G U {u}. Sqa i € C realizando p e independente de u sobre G- Já que a base
canõMca de q = t(ga/G) é desnível sobre u, C e ga são independentes sobre

G U {a}, ai e ça são independentes sobre (; U {H}, e ai e ga U {u} são inde-

pendentes sobre G. Concluímos que t((ga,u, a)/G) = t((ga,u,ai)/G. O fato de

ga € gSa é expresso por uma formula com parâmetros ga, u (para de6nir gS)
e a. Então ga € gSai e a € Sat. Novamente, este fato pode sei expresso pol

unia fórmula com parâmetros a e ai, já que S é deíiilível sem parâmetros, então

verdadeiro pua quaisquer duas reztlizações independente de p. Portanto, se b
é uma rcalização dc p cm C, temos a € Sb c bStab(p) C p- QEO

Proposição 5.4.4 Pma todo n. € N, qualquer subconjunto desnível de G"
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é uma combinação booleana finita de classes laterais de subgrupos definíveis
conexos de G"

Z)e7norzstração; Note que, se -flf é um subgrupo definível, quttlquer classe

lateral de -lí é uma união finita de classes laterais da componente conexo de .ll.
Podemos então ignorar a condição "conexos" no enunciado.

Para provam' que qualquer fórmula é uma combinação booleana de fórmulas
em uma família .!r, basta mostrar que pma quaisquer dois tipos distintos existe

uma fórmula em .g que pertence a apenas um deles.

Prova'emos que p = q se p, q € S.(G) são tais que, para quaisquer subgrupo
definível /] de G e g € G, vale p C .17g + q € .flfg.

Assuma RM(q) a: RNI(p). Sejam c, d realizações de p, q respectivamentem

independentes sobre G. Seja S = Star(p). Sabemos que existe g € G tal

que c C Sg. Por hipótese, d C Sg e dc't € Sg. Note que (Zc'i e c são
independentes sobre G. Temos RNI(dc '/GUlc}) = RNI(d/GUlc}) = RNI(q) >

RNI(p) > RM(S), porque RM(Star(p)) < RM(p), e RNI(S) a: RM(dc':/G),
porque (Zc': C S. Obtemos q = t(d/G) = t(dc':c/G) = (dc'l) . p = p. QnD

5.5. Subgrupos fortemente minimais

Nesta seção, G é um grupo w-estável abeZÍazzo de posto de Morley .anito.
ILascarl informa que a hipótese de abelianidade é necessária somente em um
momento e somente poi simplicidade.

Proposição 5.5.1. Sda 1) um subconjunto definível fortemente minimal de
G. Então existe uin subgrupo desnível conexo H de G tal que -lí Ç acl(-D) e
tal que Z) /7 é finito.

Z)emonstrução; Tome l)o indecomponível contido em D td que .l) -- Z)o é

anito. Seja a um elemento de l)o e tome l)i :: a'il)o. Então 1)] é indeconl-

ponível, contém le está contido no fecho algébrico de Z). Tome H o subgrupo
gerado poi G. É definível e conexo pelo Tmreilla da Indecomposição. Está

contido no fecho a]gébrído de ]) e, como contém ])i , ])/J] é finito. QnD

Seja Z) uin subconjunto desnível fortemente minimal de G. Considere a
colação Jgo dos subgrupos conexos 1? dc G, para cada um dos qutlis existe F
finito tal que B Ç acl(F U D).

Já que o posto de (; é anito, existe ao menos um elemento de ágo de posto

maná)al e maxnnal também quanto a inclusão. Além disso, se -Bi, l?z € JZo
então o subgrupo Z?il?2 gerado por .13t U l?2 tanibéni está em .çgo. Então há iun
elemento illáxinio Bo C JZo. A proposição anterior afirma que Z)/BP é finito
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Vemos também que, se 1), E são subconjuntos deíiníveis fortemente ininimais

de G e não-otlogonais, então Bo -- Br.

Considere agora a a coleção úg dos subgrupos conexos B de G, pma cada
um dos quais existem defiüveis l)i, . . . .D,. fortemente minimais e F finito tal
que B Ç acl(F U l)i U . . . U Z),.). Novamente, .@ tem um elemento nláHmo B;

soam F. .[)i, . . . Z),. pma B Então .B contém Bo para todo fortemente miúma]
D

Proposição 5.6.2. Existem defina\ eis fortemente minimais 1)1, . . . , 1). dois &

dois ortogonais tais que B = Bo. . . . Bo.

l)emonutraçêo; Considere a coleção dos subgrupos de G d& forma .BX,
BZ. com E{ fortemente minimais. Pelo Teorema da Indecomposição, cada Ei é

conexo e, como acima, existe um subgrupo máximo .lí = Bo: . . . Bo.. Obser-
vamos que JI Ç B e que, para cada 1) fortemente mínima!, Bo Ç -f{, de modo

que l)/-H é finito. Esta propriedade se atende a qualquer conjunto de posto l,
porque pode ser particionado em um número anito de fortemente minimaís.

Suponha que .17 # B. Então B/-H é ínânito e e:riste c C B tal que c.fi não
é algébrica sobre F. Por outro lado, existe um conjunto anito y Ç -Di U . . . Z),.
tal que c € acl(F U y). Escolha y minimal. Então cH € acl(F U y), eHstindo
}''' Ç }' e # € }'' tãs que cH C acl(.F U }''' U {g}), mu cX # acl(F' U }'').

Tome Zo = y -- {y}, de modo que c # acl(F U HC) porque y é nliúmal, c.H €
ml(F' U Xu U {g/}) . c € ml(F U % U {cH}).

Em particu[ar, ]])u\{(c/F U Yú) = 1, ou sda, c está contido em um /' U yü-
definível 7' de posto 1. Já que c C acl(F U Hü U {cH}), existe uma 6rmula
é(u,t,) com parãmctros cm f' U yü c k > 1 tds quc G E é(c,cH) c cHstcm
< k clcmcntos T satisfazcndo Ó(z,cH) cm C. Podemos assuma cotão quc
a H @(d,dH) c cxistcm < k clcmcntos z satisfmcndo é(z,dX) cm C, pwa
cada d C T, dc modo quc d é algébrico sobre F U Yü U {d.H}. Rias {d.rl l d C T}
é Êüto c isso contradiz T scr infiúto.

Finalmente notc quc, por G scr abchano, podemos supor os subgrupos J?o.

dbtintos, agrupando cada produto dc elementos do mesmo subgrupo quando
sc gera um elemento dc 1?. Desse modo, obtcmos os conjuntos l)i dois a dois

ortogonais.QEO

5.6. Ciupos dcfiní'ç'cis

Sejam L uma linguagem e a uma L-estrutura mbit.Farias, de Díodo que L
não necessariamente expande a linguagem dos grupos

Já conhecemos a primeira parte desta definição:
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Definição 5.6.1. Um .gmpo deÉnz'üeZ em a é uni subconjunto definível G de
.4" comi operações de produto e inversão e elemento neutro também definíveis,
sendo a restrição de funções definíveis em todo .A", com as quais G é grupo.

Uin grupo i?lán lamente de$7zz'ueZ cm 21 é a interseccção G = RiclGi de
subconjuntos desníveis Gí de .A", { C 1, com operações de produto e inversão e

elemento neutro também definíveis, sendo a restrição de funções definíveis em

todo .4", com as quais G é grupo.

Lembramos que basta o produto ser definível, porque y = z'i +:> ry - l.

Supomos a u-estável. Usaremos a notação multiplicativa . , 'i, l

Teorema 5.6.2. Se G é um grupo infinitamente definível em a, então Gé
definível em 21.

l)emorzstração; Observe que, como G # ü, a coleção {Gi 1 { c .r} que deâne

G tem a propriedade da intersecção finita: podemos supor, portanto, que é um
filtro em Def%, estendendo-a se necessário. Sejam é{ as f($rmulas de L(C) que

definelli Gi , respectivamente.

Vemos que {éi(u), éi(t,), Ói(w) l í € 1} implica ul = lu = u, .'--'a - a.--: =
1, (%'')': = % e (uu)w = u(uw) (quando u, u,w são substituídos por elementos

de G -- são as propriedades de grupo.

Pelo ll'mrenta da Conlpacidade, existe um subconjunto finito de /, ou um
único iC -r já (lue supomos filtro, tal (lue @Í(u) A @i(zl) A éí (to) já implicam essas

propriedades. Podemos assumir, substituindo Óí(u) poi @i(u) A éi(u't), que
Ói(u) equivale a éí(u':).

Seja X um conjunto finito contendo os parâmetros de Ói e seja S o conjunto
dos p € S«(X) que contêm @Í e RM(p) = RF«l(@Í(21)). Então S é finito e
qualquer realização de qualquer elemento de S pertence a G.

Considere n = {h C 4 l para todo a € .A tal que t(a/X) C S e aJ,. h,
U F Óilhal}. Mostra'erros que .17 :: (; e que J7 é deíinível

Dado h c -H, seja a c A tal que t(a/X) C S e a.L. h. Então mNI(àa/X) >
Rhl(ha/X U h) = R\l(a/X U /z) = mNI(a/X) = IUI(@í(21)), donde /}a € G e
h = haa'i € G.

Reciprocamente, se g C G e a C .4 é tal que t(a/X) C S e aJ,. g, temos
ga C G, de modo que !ã F éílgal e vem g C .17.

Note que .H = {h C .A l @i(21) Ç. é{(h(.),a)} é definível. Qno

5.7. Corpos totalmente transcendentais

Optamos por apresentar aqui a seção homónima de IPillay AI. TFabalh?fenos

na linguagem dos anéis com unidade (apenas).
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Lema 5.7.1. Suponha que .K é um corpo inÊnito e totalmente tralucendental.
Então K tem uni único tipo genérico.

l)emonstração; Fazemos uso do grupo aditivo de /{, porque consideramos

tipos sobre K. Suponha que K tem um subgi'upo aditivo .A próprio e de índice
finito. Então, para todo z € K, z.4 é também subgrupo aditis,o de .K e existem

=i,.. . ,z,. € K tais que f],CK z.4 = zi.4 n . .. n z,..4. Mas essa intersecção
também tem índice anito em K, e é um ideal, portanto igual a K, contradição.
Obtemos /{ = .Zi.o. QED

Teorema 5.7.2 (R'lacintyre). Todo corpo inâúto e totalmente transcenden-

tal é algebricamente &)ceado.

Rl:l@rêncáa; O Teorema 5.7.7 de IHodgesl. Sua demonstração pode ser acom.

pancada pelo material que desenvolvemos.

Corolário 5.7.3. Toda teoria de corpos iiúnitos com eliminação de quanti6-
cadores nessa linguagem contém .ACF

l)emo?zstração; Vimos que é a eliminação de quanti6cadores responsá\ el

pela forte miúmalidade dos corpos algebricamente fechados, portanto por seu
posto 1. Concluímos, de fato, que os únicos postos ordinais para corpos são

0 (corpos finitos) e l (corpos algebricamente fmhados); os demais corpos têm
"posto" ce. QKD
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Um pouco de Geometria Algébrica

Como procedemos na primeira parte, descreveremos neste capítulo o as-
sunto que trataremos, sem numerar deânições. Observamos, contudo, que esta

exposição é muito mais restrita e diügida a nosso objetivo.
Introduções à Geometria Algébrica sem pré-requmitos especí6cos à área são

IHartshomcl, IShüfmcvichl c o início dc ILang 21, mas é ncccssário algum cuidado

ao interpretar enunciador, porque M deÊnições variam de texto para texto. Em
Radicular, as vuledades com que trabalhamos são sempre irredutíveis.

Tlabalhmemos sempre com um coITo K algcbricümcntc fechado: embora

as definições posteriores possam scr adüptadw pua corpos mbitrárim, raízes

suficientes fücibtam o trabalho. Quzindo considcrmmos K" ou Klzi, . . . , znl,
assume-se 7z. a: l.

Indicwemos um espaço +-opológico como seu próprio conjunto-bwe e, con;

trwiümente à notação a.nterior de pré-geometria.s, usü.remos clo pa.ra indica'
o facho tipológico. Uma função é fachada se a imagem de qualquer íéchado é
fechada.

6.1. Espaços noetherianos e a topologia de Zariski

llabahmemos com tipologias que incluam uma noção de dimensão. Os
exemplos dos espaços afins A"(K) e projetivos I'"(K), com que mais trabalha-
remos, são o início da Geometria Algébrica de variedades

Um espaço tipológico é noet/zeHano se não existe uma cadeia deciesceute de

subconjuntos fechados, ou seja, se toda cadeia descendente de fechados estaciona

(cm "comprimcnto" finito). Nesse caso, a intcrsccção dc uma família dc fechados
é igual à intersecção de um número anito deles, como vimos na Proposição

5.1.4 para subgrupos dcfinívcis. A tipologia induzida ('m um subconjunto será
também noetheriana.

Um coiÜunto não-vazio é dito in'cdutt'ucl se não é uüão dc dois subconjuntos

fechados(nü topologia induzida) próprios. Apear do nome, um irredutível pode

conter outro. Note que o conmito de inedutibilidadc implica e é mais rmntritivo
que o de conexidade: pol exemplo, na tipologia usual de intei'voos de R, todo

intervalo fechado é conexo, niw apenw os unitários são irredutíveis, como se 'ç'ê

na união la, cl = la,bl + lõ, cl para a < b < c. Duas componentes irredutíveis

que se intersectam estai nü mesma componente conexo.
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O tratamento centra-se no conceito de irredutibilidade. Assim, caso usemos

o de conexidade topológica, avisaremos explicitamente para não confundir com
aconexidade de grupos.

F'ato 6.1.1. Se F é um subconjunto fechado não-vazio de um espaço noetheri-

ano, então exísteln fechados inedutíveis FI , . . . , Fk tais que F = Fi U . . . U Fk

e cada F. não está contido em nenhum outro li); rzote que não sào necessaH-

amente dois a dois d tantos. Tais fwhMos (assim como k) são ú«ecos, exceto

por permutação, e chamados componentes rin'edatt'fieis,) de F
Re/erêncías; A Proposição 1.1.5 de IHartshorne] ou o Teorema IX.2.2 de

ILangl, embora se refira a fechados de Zariski.

Se X é um espaço topológico, existe o suprento € dos comprimentos ordinais
( de cadeias de f«hados irredutíveis Eo C Fi C . . . C E(, em que todas as
inclusões são próprias. Diz-se que X tem dimensão dimX = e. A dimensão de

um fechado é, por de6nição, sua dimensão como subespaço topológico.
Diretamente das definições, veri6ca-se o

Fato 6.1.2. (i) A dimensão de um fechado é o máximo dentre as dimensões de
suas componentes. Se F é irredutível, então dimF = suptdimE + 1 1 E é um

fechado irredutível contido propriamente em F}.
(ii) Se E Ç F são fechados irredutíveis, então dim E :Ç dim F, com igualdade

se e somente se E = F

(iii) Todo subconjunto aberto não-vazio de um coÜunto irredutível é irre-
dutível e denso nesse conjunto. Todo fecho de con.junto irredutível é irredutível.

IYabalharemos apenas c'om espaços com dimemão finita, o que é realmente
uma hipótese importante além de simplMcadora, mas este é um exemplo diverso

oferecido por IA/larker A):

Exemplo 6.1.3. Dado um ordinal ( > 0, podemos toma como fechados em (
os próprios ordinais 0 < ( < € note que obtemos uma tipologia, mas não

se trata da topologia usual de intervalos. Novamente, a boa ordem dos ordinais

galante que € é noetheriano, porque a intersecção de uni conjunto de ordinais é
seu nzÍhírrzo. Nessa topologia, todo fechado não-vazio é irredutível. Vemos que

dim(n)=n lptua l<ri.<wedim(O=(parara:Ç(:Ç{

O monte "noetheriano'' vem da condição homónima em Algebra, que prece
somos estudou brevemente. Considere o anel de polinõinios .f(l:l , . . . , r«l:
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Teorema 6.1.4 (Base de Hílbert). Toda ctldeia crescente de ideais estaci-

ona (em "comprimento" finito) diz-se que o anel é noefAedano; oóseme a

ínt-ersão das incZuaões das cadeias Em particular, todo ideal é finitamente
gerado.

Rl:#erêncÍasi O início da Seção 7.9 de IJacobson 111 ou a Senão IV.4 e o início

da Seção X.l de ILangl.

Pwa qualquer X Ç K", deÊna /(X) o conjunto desses polinõinios que se

a.pulam em todos os pontos de X: vemos que se trata de um ideal, chamado o

{dmZ de X. Pma qualquer S Ç -Klzi, . . . , r.l, de6na Z(S) o conjunto dw raízes

comuns aos polinõmios em $, ou seja, m pontos de K" que anulam todos os

elementos de S, coam:Idos zeros de S: esse coqunto também é indicado y(S)
em muitos texto.

Puto 6.1.5. Sc / é o idcal gcrado por S Ç Klsi, . . . ,z.l, cotão Z(1) = Z(S).

Basta lembra' que .r é o cünjmito das süuias },E;;lpis{ com k > 0, pí c
R']açi, . . . , =«] e si c S.

.l(" é chamado esTaCa aBm n-dímenzsiona! sobre K e é tradicionalmente

indicado .A" - A'(K). Um subconjmto /ec/lado rde Zahsh.) ou aZgébNco de
K" é da forma

n {=c K"l/.(=) -o} ,Â)

com r a: l e /, C Klzi, . . . ,z.l. O fato de r ser anito permite"nos trabalhar
com fórmulas e usar ferramentas modelo-teóricas, mas o que motixm a definição
e o

Corolário 6.1.6. Qualqucr codunto dc zcros Z(S), pwa S Ç Klzi, - . . , r«l, é
fechado.

l)cmonstrnção; Seja / o ideal gelado por S em Klzi, . . . , r«l. Pelo Teor'emü

d& Bttse de Hilbert, l é gerado por um número finito r de pohnõmios /l , . . . , .f,..

Então Z(S) = Z(/) = Z(/i , . . . , /,). Qno

Tanto para fins práticos como para desen\-olver nossa intuição, apresentamos
este lema tradicional:

Lema 6.1.7. Suponha X, y. Xi Ç K" e S,7', SÍ Ç Kl=ri, . . . ,znl para .j € J.
(i) Se X Ç }' então .Z(}'') Ç ](X); w S Ç T então Z(T) Ç Z(S).

(ü) /(Ujc,X,) /(.X,) ' Z(Uj.,SJ) ). N't' que, em
a7/abas as igualdades, a união ocorre no argumento.
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(iii) Z(/(X)) é o fecho de X. Veremos um enunciado correspondente a -r(.)
no Corolário 6.1.11.

Z)emorlstração; As a6rmações (i) e (ii) são derivadas das definições. Pma

(iii), seja c](X) o fecho de X. Já (lue X Ç Z(.r(X)) fech«]o, temos cl(X) Ç
Z(.r(X)). Considere agora um fechado arbitrário y contendo X: então y =
Z(S) paa algum conjunto de polini)mãos S que gera um ideal /. Vem X Ç Z(/),

donde /(Z(.r)) Ç .r(X). Contudo, -r ç .r(z(/)) e então Z(.r(X)) Ç Z(.r)

Concluímos (lue Z(.r(X)) = cl(X). Qno

Como costumeiro, os complementos de conjuntos fechados são chamados
abetos. Obtemos a

Proposição 6.1.8. Os abertos formam uma topologia sobre -K', chamada de
ZahsM, com a qual K" é noetheriano. -Atenção: não se trata da topoZogáa

homónima deSpecK'jzi, . . . ,znl apmserztada no arerrzp/o /.3.2a.

Z)ernorzstração; TYabalharemos diretamente com os fechados, que pelo co-

rolário podemos supor colmo conjuntos de zeros de coleções arbitrárias de po-
linõmios. Note que, tomando 0, 1 C Klzi, . . . , z.l, temos Z(1) = 0 e Z(0) = K"

Para concluir que a união finita de fechados é fechada, basta mostra-lo para
uma união de dois fechados. Suponha S, T Ç K]nl, . . . ,z.] e considere o con-
junto U dos polinÊ)miou /g com / C S, g C T. Ora, toda raiz comum dos

polinõmios de S é raiz dos polülõmios de H, assim como os pontos de Z(T).
Reciprocamente, suponha = C Z(U), mas g # Z(S). Seja / € S com /(z) # 0.
Pma todo g C T, temos (/g)(z) nde g(z) (T). Concluímos
que Z(S) U Z(7') = Z(U).

Deven:tos finalmente mostrar que a intersecção qualquer de fechados é R)-

cilada. Suponha Sj Ç /{]zi, . . . ,zn] para .j C .J. Pela deânição de Z( ), temos

Í)jcJ Z(SJ) = Z( Uj.J SJ) e este conjunto é fechado pelo corolário.
Se Eo 2 Ft 2 . . . é uma cadeia descrescente de fmhados de K", então

/(Eo) Ç .r(Fi) Ç . . . é uma cadeia crescente de ideais, que estaciona em digamos

/(Fk). Como a = Z(-r(F.)), a cadeia de fecl-idos também mtaciona em Fk.
QEO

Uni subconjunto do espaço topológico é const tz'uei se foi uma combinação

boolemla (finita) de fechados

Teorema 6.1.9 (Tarski--Chevalley). (i) Os subconjunt.os construtíveis de

Ã'" na tipologia de Zariski são precisamente os elementos de Deck

(ii) A imagem de um construtível por uma trainfonnação com componentes
polinomiais, isto é, (/l,. . . ,/m) com cada /. c Klzl, . . . ,z,:l, é construtível.
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Em particular, os conlstrutíveis são fechados sob qualquer tipo de projeção, que

le«,(al,... , a«) a(a..,..., a..).

Z)emonsfração; (i) Os fechados de Zariski são conjuntos de raízes de um
número finito de polinõmios, de modo que todos os construtíveis são definíveis.
Por outro lado, pela eliminação de quantificadores em 4(7F, todo definível pode

ser definido por uma fórmula sem quantificadores, que é combinação booleana
de fórmulas atómicas. Estas, por sua vez, sabemos que são da forma "polinâmio

= 0"(na linguagem dos anéis, por exemplo) e definem coÜuntos fmhados.
(ii) Basta obserxur que funções polinomiais são desníveis. QEO

A recíproca está intimamente amaciada, porque basta remover um quantifi-
cados existencial por 'ç'ez, começando pelos mais internos ou aninhados, sendo o
quantificados universal apenas uma abreviatura. De fato, uma fórmula da forma

]u é, com @ sem quantificadores, corresponde à projeção usual de uma com-
binação booleana finita de fechados, aqueles deânidos pelas fórmulas atâinicas

Antes de prosseguir, precisamos destacar a família importante de ideais ra-
dicais. Um ideal J de K]ri , . - . , s.] é chamado idem/ radica/ se, para quaisquer

p C K]z:,. . . ,r.] e k > 0 com #' C .j, temos p € J. É o caso de todo ideal

primo.

Se .r é um ideal arbitrário, tome i= {p C Klzi,...,z.l l 3)t C / para
algum k > 0}, chamado o mdácaZ de -r. Vemos que -r Ç 1//, com igualdade se e

somente se o próprio / é radical. O Teorema 7.2 de IJacobson ill ou o Corolário
X.2.3 deILangl mostram que v/ é igual à intersecção de todos os ideais primos

contendo .Z, portanto um ideal radical. Observamos que o radical é indicado
nihad em IJacobson 111 e rad em [Langl.

de @

Teorema 6.1.10 (NuZZsteZZe7uatz de Hilbei't). Sejam .Z um ideal e 3) um
polinõmio de .Klzi, . . . ,z.l. Suponha que todo a c -K" que seja raiz de todo

polinõmio em .l é também raiz de p. Então p c v7.

Re/crêncÍas. O Teorema IX.1.5 de ILangl ou a sequência ao Teorema 7.14 de
IJacobson 11]. Algumas adaptações da prova de IJacobson ill permitem apre-

senta-la em roupagem modelo-teórica: o Lema 2.3 de IPillay A) ou o Teorema
3.2.11 de IÀ'la'kerl. De fato, o AruZZsteZZensatz equivale a este outro enunciado,
mais modelo-teórico: "Suponha /i, . . . , .f,,gi , . . . , g, C Klzi , . . . ,z«l tãs que o

sistenn de equações e inequações

/l(r) /,(=) (z) # 0, , g,(:,) # o

temia uma solução ein algum corpo extensão de J<'; então esse sistema já tcin
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uma solução em K"." Este é o Teorema 7.14 de IJacobson lil (podentos reescre-

ver (gl . . . g,)(z) / O) e facilmente demonstrável com a modelo-completude dos

corpos algebricamente fechados, bastando tomar um fecho algébrico da extensão

de K (o Exemplo l da Seção 8.1 de IHodgesl ou o Teorema 6.5 de IPoizat l)).
Aliás, vemos que a própria inodel(»coinpletude confunde-se com essa ptoprie"

dade. A equivalência dos dois enunciados é indicada no Exercício 8.1.11 de
IHodgesl .

Coro[ário 6.1.11. Para S Ç J(]=1, . . . , z«], .r(Z(S» é o radical do ideal gerado

Doi' S.

Demonstração: Sda / o ideal gerado por S: temos Z(.r) = Z(S). O Nu//s-
te//ensatz aíirnla que se p(a) = 0 pm'a todo a € Z(J) então p c ví, ou sda,

/(Z(/)) Ç vÍ. Poi outro lado, se p c vÍ então p* C l pal'a algum k > 0, de
modo que se a C Z(.r) então (p(a))" = 0 ou simplesmente p(a) = O, concluindo-
se que p C -r(Z(.r)) e, enfim, vÍ Ç .r(Z(-r)). QUD

Corolário 6.1.12. As associações -r( ) e Z(.) são funções bijetoras entre as

famílias de fechados de .K" e de ideais radicais de Klzi, . . . ,z,.l, sendo uma in-

versa da outra. Por essa bijeção, os fechados irredutíveis correspondem precisa-

mente aos ideais primos próprios, cujo conjunto é indicado Spec Klzi, . . . , z«I'

Z)emon.stração; O Lema 6.1.7 e o corolário anterior indicam que /(.) e Z( )
são uma inversa da outra entre as famílias mencionadas. Desse modo, aos fmha-

dos não-vazios correspoildent precisamente os ideais radicais próprios, porque

/(0) l:'i,. .,r«l.
Suponha primeiramente X fechado irredutível e pq C l(X). Então X Ç

Z(m) (p) U Z(q), donde X Z(p)) u (x n z(q)) ambos fmh''los.

Portanto,ouX(p)epCr(X),ouX(q)eqC.r(X).
Concluímos que /(X) é primo, próprio porque X # 0.

Seja agora l um ideal primo próprio e suponha Z(1) = X U y fechados.
Obtemos .r = .r(x) n -r(}''). Se p C /(X), m:« p d ,r, e q C .r(}'), mm q # .r,

temos W C /(x) n /(y) = /, contradizendo o fato de / ser primo. Assim,

/ = /(X) ou .r = -r(}''), e então Z(.r) = X ou Z(/) = }''. Como / é próprio,

temos Z(.r) # 0 e podemos declmm Z(/) irredutível. QEO

Por exemplo, o espaço A" é irredutível, porque é gerado pelo polinõniio nulo,
ctlio ideal é primo-

Além dos espaços afins A", são muito importantes também os espaços pro-

jetivos, ({ue agora definiretnos
Dehne-sc enl K"+: {(0, . . ,0)} esta relação de equivalência: :r e y são

identi6cados se existe À € /{' tal quc zi = Àg/i pala todo 1 < i < ll + l.
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O espaço quociente obtido é chamado espaço prx#etáuo n-dímensionaZ sobre

K e é tradiciona]mente indicado p'" = ]P'(.K). Lidam-se com os pontos de
/{n+l {(0, . . . , 0)} como i'epresentantes de suas classes em IP": diz-se que =
tem cooMenadm Aomogênem (zi : . . . : z.+i)- Note que, se z{ # O, todos os

representantes dessa classe também têm i-ésima coordenada não-nula.

O espaço projetivo P" corresponde ao conjunto de "netas pela origem" no
espaço afim A", sendo os coeâcíentes de uma "teta" não todos nulos. É também

uma "compacti6cação" de .&", com um ponto "infiúto" extra sob determinada

associação: intuitivamente, .A.i é uma teta e Pt é uma circunferência; .A.2 é um
plano e IP2 é tuna superfície esfé:rica.

Um polint)niio com n + l variáveis é Áomogêneo se, uma vez que se anule
em z € K"+l, anula....se em quaisquer coordenadas homogéneas de s. A soma

de dois tais polinõmios e o produto de um por outro polint)mio qualquer são
também homogêneos, de modo que se pode considerar um ideal de pohnõmíos

homogéneos. São um caso particular os pohnõmios à07nogêneos de grau n, em

que todos os monõmios têm o mesmo graus.
Considerando apenas polinâmios homogêneos, no\ amente se deânem os sub..

conjuntos fechados de ]P", que formam umn topologiü com & mesma demons-
tração acima, mas no Corolário 6.1.6 toma-se / o idem de polinõniios ho.-
mogêneos gerado por S. O radical de um ideal de pohnõmios homogéneos ainda

tem seus elementos todos homogêneos, valendo portanto os análogos do Lema

6.1.7 e Coro]ários 6.1.11 e 6.1.12. Em puticu]ar, ]P" é inedutível. Porque o

Teorema da Base de Hilbert vale particularmente para esses ideais, o espaço p'"
é noetheriano. Usaremos sempre, neste caso, /(X) como o ideal dos polinõmios
homogêneoü

R 9 T)nfinin;ine
'qÍVUU

Estabeleceremos as categorias de variedades, ou sda, definiremos esses ob-

jetos e os morfismos entre eles, além de topologias e outras estruturas úteis
Adotamos umü üboidagem íninimülista inispiradu cm [Lang 21 c, cm menor

grau, IHindry, Silvermanl. Outras referências úteis são IPillay Aj, IHartshornel
c IShafme'ç'ichl , embora alertemos que há diferentes definições dos "mesmos" ob..
jetos. A exposição de IHindryl inicia-se sobre o corpo C dos números complexos,

cuja teoria é mais rica ao herdar resultados analíticos.

Variedades e pontos racionais

Uma uaúedade aám é un subconjunto fechado rredütíueZ de /{". E o caso

(extremo) de A"
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Subconjuntos abertos não-vazios de variedades afins são chamados uaheda-
des quase-ajns e têm a topologia induzida. Por exemplo, AI -- {0} é a variedade

quase- afim correspondendo à remoção do fechado definido por zi ' 0. Também
o gmpo !inear gera/ GL(n) dtls matrizes n x n invertíveis é uma variedade quaw-

afim, dada por GL(n) = {(zíj) € .&"' l det(zíj) # O}.

Um subconjunto fechado ifredtttz'ueZ de IP" é uma uaHedade prayetáua.

Subconjuntos abei'tos não-vazios de vmiedades projetivas são chamados t;a-

Hedades gume-proyeláuas e têm a topologia induzida.
Atenção; por uaT'iedade entendemos uahedade rqt me-Jaám oa rqume-)pro-

jetíua. Veremos rzo CoroZáho õ.3.9 colrzo entender todas m t;ahedades c07rzo

variedades (lucise-projetiuus e nü Proposição 6. 3.8 como de$ni variedades abs-

tratüs apenas com base em variedades a$ns e entender o espaço projetiuo como
uma ta/.

Lembramos que as variedades quase-afins e quase-projetivas, por terem a

topologia induzida das variedades aâns e projetivas que são irredutíveis, são elas
próprias irredutíveis e seus fechos são as variedades afins e projetivas originais.

'llabalharemos sempre com subvariedades /ecAadas e n ão-z;azÍaX ou seja,

uma subuaHedade é apenas um subconjtmto R:ceado que preferimos destacar
dos outros fechados.

Ao conlsiderar um conjunto &:ceado, os subconjuntos fechados na topolo"

gia induzida já são fechados na topologia do espaço original. Desse modo, se
V' é uma variedade quase-afim, então existem polinâmios /i, . . . , ./l.,gt, . . . ,g,
com coe6cientes em K tais que V' = Z(.fi, . . . , /,.) Z(gi, . . . , g,), escrevendo-se

uma identidade análoga para variedades quase-projetivas com polinâmios ho-
mogeneos.

Se ](o é um subcorpo de K e y é uma variedade qualquer, dizemos que y

está deÉnida sobre /{o ou que Ko é üm corpo de de$nição de y se os polinõmios

que definem y podem ser escolhidos com coeficientes em .Ko.
Suponha y uma variedade quase-afim. Se L é unia extensão ou um subcorpo

de K sobre o qual y está definida como y = Z(.fi,...,/,) -- Z(gi,. . . ,g,),

as raízes em Z," comuns a /i, . . . , ./l. mas não a gi, . . . ,g, são chamadas pon-

*« ,uci-«ü de y e«, 1, ou p-t« L-«.{on.ü e fo:m- o co-j-to }'(L) =

Zt(/i,. . . ,/.) - ZL(gi, . . . ,g,). Então I'(K) = }', mas « notação es'carece o

contexto. No caso de V ser umt\ vmiedade quase-projetiva, procede-se analoga-

mente quanto aos pontos agora em L"+l e os polinõmios agora homogéneos que
definem y. Desse modo, podemos sempre trabalha com um corpo qualquer,
tomando as variedades cni seu feclln algébrico.

A notação y(L) é }\náloga à modelo-ta$rica @(a). Exploraremos essa relação
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na Senão 6.4, mostrando inicialmente que y(Z) independe, em qualquer cuo, da

escolha específica de /l , . . . , /r,gl , . . . ,g,, desde que tenham coeÊcientes em l;.

Funções regulares, corpos do funções e morfismos

Seguiremos aqui a exposição da Seção 1.3 de IHartshornel. Lembramos que
polínõmios são funções quando valorados usualmente.

Suponha primeiramente y uma variedade quase-afim e X um aberto de

V. Uma função / : X --, K é mgzdar em r € X se existem polinõmios p,q
com coeâcientes em .K tais que q não se anula em z e/ = p/q em toda uma
vizinhança aberta de z, lembi'ando que o conjunto de pontos em que q não se

anula é aberto pela definição da topologia de Zariski. A função é dita regalar
Ísobm X.) se o for em todo ponto de X.

Considere agora y uma variedade quase-projetiva e X um aberto de V. Uma

função/ : X --, K é regular em a; C X se existem polinõmios p, q homogéneos

de mesmo grau com coeficientes em K tais que q não se anula em z e/ = p/q
em toda uma vizinhança aberta de z, lembrando novamente que o conjunto de
pontos em que q não se anula é aberto.(Observe que p/q é uma função onde q

não se anula porque p e q têm mesmo grau.) A função é dita mgu/ar Ísobre X,)
se o for em todo ponto de X.

Vemos que as funções constantes são regulares.

Sendo y quase..afim ou quase-projetiva, define-se seu cama de /uniões K(y)
como o conjunto das funções definidas em subconjuntos abertos de y e regula=res

em seus domínios, identiâcadas caso coincidam na intersecção de seus domínios

Observemos que K(y) é de fato um corpo, definindo--se adição e multiplicação

ponto a ponto(pa'a obter invemos, novamente se usa o fato de que polinõmios

se anulam em inchados, restando um aberto) e é extensão de K quando se
identi6cam a C K e a função constante a.

Há duas cxtcnsõcs dc corpos muito importantes na Geometria Algébrica.
Um como numéhco é uma cxtcnsão finta dc Q, então dc característica 0.

Um c07po de .funções é o corpo de funções de uma variedade sobre um corpo

l(o, chamado c07po constante. Uma extensão K de -Ko é um corpo de funções
sobre Ko se e somente se satisfaz estas três condições:(i) /( é 6útamente
gerado sobre ](o,(ii) todo elemento de K algébrico sobre .f(o já pertence a Ko,

(iii) existem ti , . . . , t,. € K algebricamente independentes sobre .Ko, tais que /{

é uma extensão separável 6nita de /To(ti, . . . , t,).

Se y é uma variedade afim, o Teorema 1.3.2(d) de IHartshornel caracteriza
K(y) de outro modo. Considere o anel Klb'l, com operações defiMdas ponto a

ponto, das funções de V em K dadas por polinõmios de .Z(lzi, . . - ,z.l. Temos
Kly] = K]zi, . . . , z.]//(y) e K]V] é um domínio de integridade. Seu corpo de
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orações é isomorfo a K(1'').

Seja\m V. W' variedades definidas sobre K. Uin 7rz07:/esmo @ : y --' W é

umil função contínua tal que, pena todo aberto y Ç W e toda função regular
.f : Y --, ]{, a função composta .f o Ó : Ó--i]l''] ---} K é regular. Por inspeção

direta, verificamos que composição de inorfisinos é inorfismo e funções constantes
são morfismos. O morfismo é dito ísom07yísTrzo se for bijetoi e sua inversa
t.anlbém for um morfismo.

Um modismo de um subconjunto aberto não-vazio de I'' a W é chamado
/unção rac tenaz de y a y. Caso a função racional @ : X --- }V, em que X é

aberto de y, tenha uma inversa também racional Ü : y --, y, com y aberto
de }V, de modo que Ü o @ e é o @ sejam funções identidade, diz-se que @ é uma
/w7ição bi-racional e que V' e W são bi-mcáonaZmerzte equítiaZentes.

Desse modo, um morfismo entre variedades afins pode ser visto como uma
transformação com componentes polinoiniais, globalmente agora.

Um morfismo entre variedades está de$nÍdo sobre .r(o subcorpo de K, ou /{o

tí seu corpo de de$nição, se os polint)miou que formam suas componentes podem
ser escolhidos com coeãcientes em J(o .

Produtos de variedades

A bijeção natural entre .&" x A" e A"+" induz esta comtrução: se y. W
são variedades aâns em -l('", .l(" respectivamente, também I'' x W é uma vari-
edade afim. Primeiramente, é um subconjunto R:chado de .K'+": basta toma

simultaneamente os polinõlnios que de6nem l,' e W com variáveis zl, . . . , z-

e z-+l, . . . ,Zm+n respectivamente. É também inedutível porque y e W' são,
como indicam os Exercícios 1.3.15 e 1.3.16 de [Hartshornel. Do ]nesmo modo, o

produto de variedades quase-afins é quase-afim. Note, porém, que a tipologia
de Zariski é mais âna que a topologia produto usual.

E preciso um pouco mais de atenção com espaços projetivos. Defina a .função

de $egre S : ]P' x lp' --, lwl«+m+n

y«+-))((z.g/j) -<j<«+-)-<:<«+-

(Note que, nas coordenada homogéneas, S tem domínio K'"+i x X'"+i e co-
donlínio .K(m+l)(n+l) e que independe das coordenadas em cada ponto.) Com

essa função, deâne-se o produto de umiedades(quase-)projetivas e vê-se que é

uim wu'iedade(quase-)plojetiva
Uma vaa.iedade y é corrzpleta se, paa toda vmiedade W da mesma categol'ia,

a projeção usual 7r : V x W' --, W é fmhada, isto é, leva ímhados enl fmhados.
Toda variedade pro.jetiva é completa e toda função regulam sobre unia variedade
completa é constante.

s((;«: z«+-), (g-
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Grupos algébricos

Um gmpo aZgéóHco é uma variedade t'' com mor6smos p : y x y --.. }',
em que o produto tem & topologia de Zm'iski, e p : T'' --. V de modo que p é

uma operação de grupo sobre y e p é a operação de inversão correspondente.

Note que, do modo que deânimos, a variedade é sempre irredutível. Além disso,

os grupos algébücos diferem dos grupos topológicos, em que se considera a

topologia produto. Diz-se que o grupo algébrico está de$nido sobre um subcorpo
/(o se y, p e p estão.

Dois exemplos importante são o grupo adátíuo {G., que é dado por Ai com

a soma de -l(, e o grupo muZtípZicatÍuo G«, que é dado por Ai {0} com a
multiplicação de K, ou seja, K'. Sabe-se que são os únicos grupos de dimemão

1. Também o grupo linear geral GL(n) é um grupo algébrico com o produto
matricial usual. Sabe-se que todo grupo algébrico afim é um subgrupo de GL(n)
para algum n € N'

Na maioria das situaçõ«, trabalharemos com grupos comutativos(abelia-
nos), de modo que adotaremos a notação aditivo: elemento neutro O, operação
+ e inversão --. Por exemplo, o tmnsZadado de X Ç G por a € G é o conjunto
a + X escrito aditiuamente.

As subestruturas algébricas e geométricas de um grupo algébrico G são des-
tacadas deste modo: um suógmpo de G é apenas um subconjunto contendo o

elemento neutro e fechado sob as operações; uma subuaHedade de G é apenas

um subconjunto topologicamente fechado de G; um suógmpo aZgébdco de G
é um subgrupo de G que é simultaneamente uma subvaríedade, ou sda, um
subgrupo fechado.

O mesmo se aplica às funções, que podem ser: um morfismo de variedades;

um homomorfismo de grupos que preserva o elemento neutro e as operações;
um homomorfismo de grupos algébricos, que é simultaneamente um mor6smo e

preserva a estrutura algébrica.

Uma t'adedade aü?/lama é um grupo algébrico cuja variedade é completa.

Atcntamos pua o fato dc quc o grupo é rcalmcntc abcliano ou conlutativo, uma
consequência de sua completude; veja o Exemplo 6.3.11.

O Lema 4.2 de IPillay AI mostra que a variedade de lun grupo algébrico é
suave e separada, isto é, sua diagonal {(g, h) C G2 l g = h} é fuhada.

Um toro rZinear oü aZgébhco,) é um grupo algébrico isomorfo a um produto
(anito) G,« x . . . x G,.. Uma uaàedade semÍ-aóeZáana é um grupo algébrico S

cole subgrupo algébrico T que é um toro e S/T é variedade abeliana para a

deãnição de quociente, veja comentário na pág. 88 de IPoizat 21 e o Teorema A
ua Senão 111.3 de [Shafarevichl. Um tal grupo é comutat.ivo e divisível, isto é,
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pma quaisquer # C S e n C N* , existe g/ € S tal que n3/ :: z.

Aproveitamos para recordar que, dado um grupo G, seu subgrupo {g C
G l rig = O pala algum n € N'} é chamado subgnlpo de íorsào e, dado n C N*,
o subgrupo {g C G l m.g = 0 para algum 7rzln} é chamado suógr'üpo de n-torsàa

Pala esta deânição, podemos supor (; uln grupo arbitrário, embota tei íamos

que mencionar a característica de K porque usaremos a de6nição para grupos

algébricos. Suponha que Go é uni subgrupo finitainente gerado de G. Se a
cítracterística de K é O, suponha ainda que, pala cada elemento g C G, existe

n C N* tal que ng C Go. Se a característica de .K é p > O, suponha ainda que,
para cada elemento g C G, existe n C N* que não é divisível por p e tal que
ng C Go. Então dizemos que G tem g-ralação .Pnita. (Em inglês, diz-se #náte
rank, mas IMTAGI alerta que não se trata do posto(mnk) de hlorley.)

Sem maiores detalhes, mencionamos a formulação tensorial desse conceito.

Para característica O, existe r C N' tal que G ® Q B Q'. Para característica

p > 0, existe r C N* tal que G®Z(P) a Z(P), em que Z(P) = {i;r l a C Z, k C N}.

Dimensão e suavidade

A dimensão de uma vmiedade y é dimV = k o comprimento máximo de

uma cadeia de subvariedades irredutíveis Uo C . . . C UÜ = y em que todas as

inclusões são próprias. 'lYata-se, portanto, da mesma dimensão definida para

espaços noetherianos irredutíveis em geral. Note que, por maximahdade, Uo é
um co-junto uútário {(ai, . . . , a.)} = Z(zl ai, . . . , r. -- a.).

Obtemos a maximahdade da cadeia de ideais primos .r(y) = /(Uk) C . . C

/(yo) c .KlJçi, . . . ,z.l. Lembramos também que Klt''l B Klzi, . . . , z«l//(y),
estando os ideais em correspondência: dimy é também a dÍmens ão de Kr"tzZZ do

anel KIWI, que é simplesmente o comprimento máximo k de cadeias de ideais

primos próprios {0} = Pk C .. C Ro C K]V] em que todas as inclusões são
próprias. Equivalentemente, dim y é o grau de transcendência de seu corpo de
funções K(y) sobre K.

A dimensão é sempre um número natural (finito) e calcula-se dama" =
dim P" = n pelo grau de transcendência.

Veremos, no Teorema 6.4.3, que dim y = RA/l(V) quando y é uma vuiedade

Agora, apresentamos o espaço tangente em um ponto, remetendo o leitor às

Seções 1.5 de IHartshornel , A.1.4 de IHindry, Silvennanl e 11.1 de IShafarevichl
para uma discussão completa.

Suponha que y Ç /{" é unia piedade aânl y = Z(/i, . . . , /,) definida por

.fi,...,/, c Kart,...,r«l, e suponha 'z =(ai,....a.) C y. Lembramos que
podemos deriva' polinõiúos scm recluso a limites, de modo que se escrevem

aâm
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as equações }:i.: gg(a)(zi -- ai) = 0 para l < .j < r. O conjunto Ta(y) das
soluções simultâneas dessas equações em K" é o espaço tangente a y em a. Esse

conjunto é a soma de a com um subespaço vetorial de .K", cuja dimensão então

escrevemos dim Ta(y). Sabe-se que Ta (y) independe dos polinõmios .fi, . . . , /,.

Pala uma variedade y arbitrária, o espaço tangente é generalizado como um

espaço dual. Sabe-se que, então, dimTa(V') >: dim y para todo a C y e existe

um subconjunto aberto próprio X C y tal que dimZn(y) = dimy para todo
a C X. A esse respeito, conulte o Teorema 1.5.3 de IHartshornel ou o Teorema
3 da Seção 11.1 de IShafmevichl.

Os pontos para os quais vale a igualdade das dimensões da vuiedade e do

mpaço tangente são chamados n ão-síngu/acusou saques. A variedade é também

chamada n ào-singular ou suave se todos os seus pontos são não-singulares

Novamcntc, quando V = Z(/i, . . . , ./',.) é umü varicdadc afim c a = (ai, . . . ,

«.) c I'', o p-to " é «a« se . -oment. se . «-atri« ( gg (a)) tem post' "--di- I''.
Suavidade também pode ser caracterizada por propriedades algébricas de

anéis locais, como na Seção 1.5 de IHartshornel e na Seção 11.1 de IShafmevichl

Curvas e gente
Climas são variedades de dimensão 1. Uma variedade abeliana de dimensão

l é chamada cu a eZ2bfáca. Toda curva é bi-racionalmente equivalente a uma

única(a menos de isomorüsmo) cun'a projetixm suave, como nota o Teorema
A.4.1.4 de [Hindry, Silverman]. Assim, trabalha'emos apenm com curvas pi'o-
jetilms suam es.

A cada curva associa-se um número natural chamado ge7zus, cuja importân-

cia reside em sua invariância por funções bi-racionais. Não temos aqui nem
as ferramentas nem o espaço necessáüos para de6nir esse número, de modo

que nos satisfazemos em descrever suas propriedades importantes e referimos o

leitor às Scçõcs A.4.2 dc IHindry, Silvcrmanl c 1.2 dc ILang 21 para dcâniçõcs
apropriadas.

Para introduzir o geRaIs, IHindryl atenta pzua o fato de quc curvas sobrc
o corpo C são usuülmcntc chamadas supera'eles de RÍcmann. Intuitivamente,

idcnti6camos "alças" nesses objetos: uma esfera não tem alça; um toro tem uma

alçar um bitoro tem duas alças. Nesse caso, o Perus é precisamente o número
de tais alças.

Também podemos mencionar que uma cuja pro.lesiva suave definida em P2

(plano) poi um polinõmio homogéneo de graus tem ganas (n-- l)(n-- 2)/2. Veja

o Teorema A.4.2.6 de IHindry, Silvermanl ou as p. 171 173 de IShaíàrevichl.
As curvas de gemas 0 são bem conhecidas. De fato, lembramos que uma

cónica é uma curva definida por um polinõmio de grau 2. Sabe-se (o Teorema
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A.4.3.1 de IHindry, Silveimanl) que cada curva suave projetiva de gentis 0 é
isomoifa & umti cónica em PZ, e é isomorfa a Pi sobre um subcorpo -l(0 se e

somente se tem um ponto /{o-racional.
A família das ruivas de gerzuls l é muito mais rica. Entretanto, o Tmrema

A.4.4.1 de IHindry, Silveimanl mostra que uma culpa de gerzus l é isomorfa a
un:la curva cúbica em Pz

As curvas com Perus > 2 são, como se poderia intuir, ainda mais diversas, e
os teoremas que buscant estuda-las tornam-se mais refinados e de deinoi)stiação

mais elaborada. E o caso, por exemplo, da própria Conjectura de Nlordell-LaJig.

6.3. Resultados necessários

Esta seção relaciona alguns fatos de Geometria Algébrica, nem sempre bási-
cos, necessários para o desenvolvimento de nosso raciocínio ou mesmo de nossa

compreensão. Expomos uma õ:ação do conteúdo de IPillay AI e IPíllay BI.
Considere ainda K algebiicamente fechado e .Ko subcoipo de K.

Começamos por trabalhar os grupos algébricos. Seja G um grupo algébrico,
não necessariamente comutativo, mas que indicaremos aditivo. Por definição,
morfismos são contínuos; +, - e funções constantes são morfismos e composta
de moríismos é morâsmo.

Vemos que, na topologia de Zmiski em A" ou IP", vê-se que transladado de

aberto/&:chado é aberto/fmhado(para fechados pela definição, para abertos por
complemento).

Lema 6.3.1. Suponham C G e X Ç G. Definem-se a+X = {a+l € al= c x},
X + a =lr+ a C G l z C X} e -X =Í--z C G l z C X}. Então:

(i) Se X é fmhado ou aberto, ente a + X, X + a e --X são fechados ou

abertos respectivamente.

(n)cl(a+X)+cl(X),cl(X+a) +aecl(-X) --cl(X).
Z)emonst7ação. Pai:a veriÊcar (i), defina as funções pt : G --, G, pi(g)

(--a) + g; p2 : G --- G, Pe(g) = g -- a; e p3 : G --, G, p3(g) = --g; quc sabemos

*re«: contínuas. Te«:os « + X - pÍ:jXj; X + a - p;:jXj; . -X - p;'jXI.
l)enionstremos (ii). Já que X Ç cl(X), temos a + X Ç a + cl(X) fmhado

poi' (i), de modo que cl(rl + X) Ç a + cl(X). Assim, tambélu temos a + cl(X)
a+cl((--a) +a +X) Ç a+(-a) +cl(a.+X)(a+X) c concluímos que

cl(a + X) = .z + cl(X). Analogamente, obtemos cl(X + a) = cl(X) + a. De

X Ç cl(X) vem --X Ç cl(X) fech«io poi (i), donde cl( X) Ç --cl(X).
Assim, cl(X) = cl(--(--X)) Ç --cl(--X) Ç --(--cl(X)) = cl(X), concluindo-se

(lue cl(--X) = --cl(x). QnD
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Lema 6.3.2. O fecho de um subgrupo de G é também um subgrupo de G
(portanto, subgrupo algébrico) .

l)e7nonstração; Seja H subgrupo de G. Temos 0 # H Ç cl(.H). Pala todo

b C H, temos n -- b Ç H, donde cl(H -- b) Ç cl(H) e, pelo lema anterior,
cl(H) -- b Ç cl(n). Portanto, sendo F = {b € G l cl(H) -- Z, Ç cl(X)},

HCF n {'''i«
rCc!(H)

b c cl(H)} n (-.-un --d
zecl(H)

N'la.s --cl(H) + z = cl( -J7 + z) pelo lema a.nterior, de modo que F é fmhado e

contém cl(H). Afim, d«ios a, b c cl(X), vem a -- b Ç cl(X), como desejado.
Qno

Proposição 6.3.3. Suponha X um subconjunto fechado, ou sda, uma sub-
vmiedade de G, e Jlí um subgrupo de G. Então X íl .f{ é uma uúão finita de

transladados de subgrupos de G se e somente x n -l{ está contido em uma união

finita, contida em X, de transladados de subgrupos algébricos de G.

l)em07zstração; Assuma que x n n = U=;:(a{ + Hi) com ai C G e -Hi

subgrupos de G. Como X é fechado, xnH ç cl(xnH) ç X, porém cl(xnx) =

UZ;;:(ai+ cl(-Hi» e cada cl(-Hi) é, pelo lema antepor, subgrupo algébrico.
Assuma agora que x n H ç U=;;i(ai + Xi) Ç X com aí C G e Xi subgrupos

algébricos de G. Temos XnH = U=;;:(ai+Xi) nH. Se(ai+xi)n# = ü, não

é preciso considerar esse fatos, que afinal não contribui para a união. Suponha

entãobi c(ai +xi)nH; mmtr~'erros que(@ +xi)nH +(xi nH), o
que conclui a demonstração porque Xi í) .17 são subgrupos de G.

Dado g/ C (q + xi) n H, temos y = ai + = com # C Xi e y C H. Tome

z' --bí)+ai+r: como (--ai)+bi C XI e Xi é subgrupo, temos (--bi)+ai C Xi,

donde z' C Xi; como ai + z = 3/ € .11í e b{ C JI e .llr é subgrupo, temos z' € .flr.
Então y + z +z' € bi + (xí n-H).

DMo y c bi+(xinH), temos y com z' c x:nH. Tome

r a.i) +bí + z': como (--ai) + bi C Xi e z' C Xi, temos n C Xi. Então
ai+ z = bÍ + z' = Z/ c y € ai+ Xi. Também bi,z' C Jlr, donde y € .17 c

# € (a: + xi) n a.
Note que não foi necessária a hipótese de cada Xi ser fechado. QnD

Corolário 6.3.4. Vemos que, na implicação direta, podemos toma cl(x n H)

como a timão íiút.a dos transladados de subgrupos algébricos. Essa é uma
terceira formulação equivalente.

Depois dusa "cxercitação" , enunciainos alguns teoremas avançados
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Teorema 6.3.5 (Mordell--Weil). Se Á é uma variedade abeliana sobre uni

corpo de números /(, entiío .A(K) é um grupo finitamente gerado.
Re/erêzzcía.s; A Parte CI de IHindry, Silvermanl ou o Clapítulo 6 de ILang ll,

em que basta que K soja exteitsão finitamente gerada de seu corpo primo. Este
texto tambént apresenta o caso de corpos de funções, conhecido como Teorema

de Lang--Néron.

Teorema 6.3.6 (Jacobiana). Toda cuida projetiua suave (7 de gentis g a:
l definida sobre uin subcorpo -Ko está imersa ein unia variedade abeliana de

dimensão g também definida sobre .Ko, chamada a uaHedade .jacoóÍana de (7 e
indicada J((;).

Rl?/erência; O l:eorema A.8.1.1 de IHindry, Silvermanl.

Teorema 6.3.7. Sejam y uma vmiedade suave e X, y Ç }'' vaiedades com
x n y # @. Então toda componente irredutível de X í) y tem dimensão a:
dimX+dimy--dimy

Rc:ferêncías; A demonstração é roteirizada a partir de exemplos na Seção 7

de INlarker AI. Veja também a Proposição 1.7.1 e o Teorema 1.7.2 de IHartshornel

ou os Teoremas A.1.3.5 e A.1.3.6 de IHindry, Silvermanl.

Introduziremos ágata o conceito de vaiedade abstrata, que pennite conside-

rar apenas variedades afins em muitas aplicações. De fato, esta é a abordagem

de IMTAGI, mais especificamente das Seções 2 e 3 de IPillay A).
Uma uahedade rabstmta) é um conjunto y = Vi U . . . U Vm com bijeções

/i : % --, [A onde [& são variedades aâns, C4j = /.IH n %íl são abertos de

[/Í e /j o/.'l são isomorfismos entre Uij e [aí como variedades quase-afins. A
topologia é dada por: U Ç y é aberto se, pala todo í, /, lu n %l é aberto em

K. Escrevemos y = (%, /.)i<í<,«.
Podemos então considera' y interpretável em K (ou definível em K'q), do

seguinte modo. Tome a união diqjunta dos ZI/í com a relação de equivalência

que identiâque ('ada Uíj com UJí via /J o .fíi. Por eliminação de imaginários,
obtemos V definível em uma potência de K, embota percamos a geometria.

Soam, então, y = (%, /í)i<i<,« e I'' = (WJ , gj)i<j<« vmiedadcs quaisquer.

Unia função contínua / : y --, }y é imi mor#smo se, pala todos i,j, a

função gj o .f o .fÍi é uin morfisnio de variedades quase-afins. Novamente, um
inorfisino pode ser identificado com uma função desnível entre os desníveis
correspondentes às variál,'eis.

Não definheinos y(Z,) formalmente: observamos apenas que sc trata de "sus-
pender" os pontos ritcionais das cartas afins
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Novamente, chama-se I'' in'edulz'ueZ se não tem dois subconjuntos fechados

diquntos e próprios cuja união seja V, isto é, y é conexa. Nesse caso, uma função
mciona/ de V' a K é um morfismo de algum aberto de I'' a K. Identificamos

funções racionais que coincidem na intersecção de seus domínios. Desse modo,

o coqunto de funções racionais sobre V' é o coTO de Acções K(y) de y.
Uma função mdonal é de y a W é formada por éi, . . . ,é,. C /((y) tais

que Ó(s) = (Ói(z), . . . , é«(z)) c W para cada z € 1'' em (lue todas as éj sejam

i'acionais. E chamada {som07:/esmo bi-racional se existe outra função racional @

deW' aV' tanque(@o @)(y)(@o@)(z) p-ratodos=Cy,yCWem
que se deânem.

O produto de V'' e W é a variedade

I'' x W =(Z x Wj,(/.,g»i < i< «. i<j <«

em que (/.,gj)(r,y) = (/.(z),gj(y)) como usual.

Uma vmiedade y é completa se, pala toda variedade l,çr, a projeção usual
7r : }' x I'V' --, W é fmhada, isto é, leva fechados em fechados.

Usaremos a

Proposição 6.3.8. Para cada 1 < i< n + 1, tome ..'l: = {(zl : . . . : Zn+l) C

p'" l zi # 0}. Então IP" = ..4f U . . . U .A:+i. Tome /. : .4? --. /(" bijeção dada
por

. /ZI Zá--l Zí+l Zn+l\
n+lJ = t , . . . , ' . . . , ---:'-- J

Então (.Af, /.)i<í<«+i é uma variedade dc6úda sobrc o corpo primo dc K.
P" é interpretável sobre @ em .l(", em bijeção 6-deâüvel com o conjunto ü-
definíxel correspondendo à vaüedade. Também P" é bi-racionalmente isomorío

a A" porque .l( é algebricamente inchado.

Tem«X'(}) I'n.4T) I'n.'l:+:).
Corolário 6.3.9. Toda \ ariedade quase-:afim é quase-projetiva.

Demonstração: Se X Ç A' então }' = J'.'iíxl Ç P'. Seja Z o fecho de y
em !Em. Temos y :: Z n .4:. QSD

/,(z:

Conc!!danos com Q

Teorema 6.3.10 (Rigidez). Suponha X, X Z vmiedades irredut.íveís e/
X x y --, Z um morfismo, de modo que X é completa e existe yo C }' td
que /rX x íg/oll é um conjunto unia.brio. En+.ão, pua qualquer B C y, +.ambém

.flX x {Sll é unitário, ou seja, :t função / depende i\pena de scu segtmdo

31gumento.

J?l:JfcrêncÍa: O Lema 3.18 de [Pi11ay A].
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Exemplo 6.3.11. Este é o Exemplo 4.6 de IPillay AI. A primeira tarefa é mos-

trar que unia vm'iedade abcliana .A é, de fato, um grupo comutêttivo. Considere

' n:o:fis:no / : .A x .4 --, .A, /(z,3/) = z + y + z. Temos /l.4 x {0ll = {0} e,
portanto, para todo y € .4, vale .fl..4 x {yll = {/y} Como .f(O,Z/) = y, obtemos

/v = y e, palatod0 3 c .4, --z+y+z =y ou y+ =z+g como desejado.

Suponha agora que -17 é um outro grupo algébrico comutativa e g : Á --p .17 é

um illoús«:o. Defi«a gi ; .A x .A --, X, gt(z,y) = g(z) + g(y) g(z + y). Então

gt(0,y) = g(0) = gi(z,0) pma quaisquer r,y C .A; aplicando-se o teorema
duas vezes, gt(aç,y) = g(0) para quaisquer z,y € A. Assim, g -- g(0) é uni
homomorüsmo de grupos algébricos e g é seu transladado.

6.4. Relações com a Teoria dos Nlodelos

E momento de compmarnlos a geometria modelo-teórica, que desenvolvemos

na primeira parte, e a geometria das noções que deânimos acima. Seja ainda K
um corpo algebricamente fechado.

Já vimos que, se y é uma variedade quase-aânt, existem polinõmios /i, . . . ,

/,.,gi,... ,g, com coeficientes em K tais que y = Z(/1,..., /,) -- Z(gl,...,g,),
escrevendo-se uma identidade análoga para variedades quase-projetivas. No caso

projetivo, não precisamos trabalhar com a identificação dos pontos de .K"+i e
a interpretação modem(>teórica correspondente, bastando trabalhar com os po-

linõmios homogéneos. Assim, todas as variedades são-K-definíveís em potências

de .K de uma forma especial.

Por exemplo, se L é um corpo extensão de K ou subcoi'po contendo os coe-
ficientes de .h, . . . , /,, gi , . . . , g. (ou outros polinõmios equivalentes), definimos

t'(.L) = Zt(/i, . . . , /,) -- Zt(gi, . . . ,g,). Sabemos que, se Z) também é algebri-

camente fechado, então a extensão é elementar e y(Z) é definido em L pela

mesma Mrmula (sem quantificadores) com parâmetros em K que define y em
K, notadamente

r s

Ntf:kub-Qbn. NÇg.kub
í=i .j=i

0)

Isso mostra, em p:veicular, que y(.L) independe dos polinõmios que deânclm
V' quando L é algebricani(.nte fechado, porque as íóilnulas com parâmetros eni

K que equivalem cm K equivalem em 1,. Se É é qualquer, podemos considerar

seu &:cho algébrico tradicional L', que é uni corpo algebricamcnte fechado imerso

em ou extensão de X de modo elementar. Então y(L') está bem-definido e as
seqíiências de elementos de L quc satisfazem essas fórmulas são as mesmas,
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porque as hrmulas não têm quantiücadores e L Ç Z,', de modo que V'(L) está
bem-deãnido.

Verificaremos agora que, no caso de I'' ser fmhada(aâm ou projetiva), então
também y(L) é i«dutí«l.

Proposição 6.4.1. Suponha /i,...,.f, C Klzi,.- ,z.l c .L corpo dgebri-
camente fechado extensão ou subcoipo de K contendo os coeâcientes desses

polinõinios. Se F = Zx'(/t, . . . , /..) é um ímhado hredutível de Ã'", também

F(.L) = ZL(.fi, . . . , /,) é inchado hedutíwl de Z"

Z)emomtração: Vemos que F(.L) é fechado por definição, independentemente

de F ser inedutível. Suponha FI, Fa fechados de L" contidos propriamente em
F(L), tais que F(.L) = Fi UFa. Sejampi,...,p,,ql,...,qt C .Llzi,...,r,l de

modo que FI = Zt(pl,...,p,) e Fa = Zt(ql,...,qt).
Considere a sentença a com constmtes em L que a6rma (í) Z(.fi , . . - , /,.) Ç

Z(Pt,...,P,) U Z(qi,...,qv);(Ü) Z(P],...,P,) Ç Z(.fi,...,/,.);(Üi) Z(q],... .
qt) Ç Z(/i, . . . , /,.); (iv) eüstem raízes comuns de /i, . . . , /,. que não são raízes

comuns de pi , . . . ,p,; (v) existem raízes comuns de .fi, . . . , /, que não são raízes

comuns de qt, . . . , qt. A sentença a traduz, portanto, a situação de r'(Z;), Fi
e Fa, e pode ser escrita explicitamente usando os polinõmios, como organizado

nos itens (i) (v). Por exemplo, com u seqüência de n variáveis, (ii) escreve-se

q~ Ç l\p:kUb - q --, l\t:kuÜ - ÜÜ
i-l i-l

Temos L k a. Substitua em a todas as constantes de Z; que não per-
tencem a K por novas variáveis, cuja seqüência indicaremos u, obtendo uma

Mrmula @(u) com parâmetros cm K. Note quc os polinõmios /i, . . . , /, não fu

r«n dtcr«ios. 'Fcmos É b ]« @(«) c, como (K, (a)..K) = (.L, (a)..K), t«nbém

K F ]u Ó(u). Intcrprctando conformcmcntc as xmiávcis dc u, obtemos novos

polinõmios p;, . . . )p:) q;, . . . , qt' C Klzi, . . . , znl que satisfazem u aârmações

(i) (v) substituindo pl, . . . ,p., qi, . . . , qt, mas ainda com /l, . . . , /. originais.
Msim, F' ,...,p:)UZ(q;,...,q;) e Z(p;,...,p:),Z(q;,... ,q;) e;tão

propriamente contidos em F, contrariando sua irredutibilidade. QKI)

Corolário 6.4.2. Nessas condiçõm, se I''' é uma xnriedade (quase-)afim ou
(quase-)plojetiva, V'(L) também é.

As técnicas que adotaremos a partir de agora só se aplicam a variedades
afiiw, sendo os rt'multados gerais obtidos coiuiderando-se a cobertura de uma

vaüedade abst.rata por afim. Consideraremos, então, essa categoria especí6ca.
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Já encontramos no Exemplo 1.3.20 a definição de ponto .gerzéhco de um
espaço topológico: scu unitário é denso no espaço.(Note que o fecho de um
unitário é sempre irredutível.) Variedades podem n ão conter pontos genéricos:
por exemplo, I'' = /{i é uma variedade afim em que todo con.junto unitário {ai }

já é &:chado pelo poliilâinio rl -- ai. Aliás, em qualquer corpo 1; extensão de
K, V(Z;) = L: não contém ponto genérico.

Desse modo, fazemos uma modificação simples, observando que o fato dos

parâmetros peúencerem a um conjunto foi recorrente desde o início. Fixados um
corpo 1; extensão de K e y uma variedade afim de -K", dizemos que a € y(L) é

um pondo K-genéHco se a # F(.L) para qualquer fumado F de K" propriamente
contido em V. Note que, neste cmo, F(-L) é -K-desnível; se ímpusésseinos a
condição para todo subconjunto fechado próprio de y(L), então realmente a
seria um genérico. Por exemplo, um elemento de L transcendente sobre .K é um

ponto K-genérico de Li

Suponha apoia L uma extensão elemento' de K em que todos os tipos de
S(K) sejam realizados. Seja y uma variedade afim de K": então -r(}'') €
SpecK'jzi, . . . ,znl e, pelo mesmo Exemplo 1.3.20, existe um tipo P C Sn(.1{)

tal que / € /(V') se e somente se a Hrmula /(u) = 0 pertence a p(t,). Ma.s
p = t(a//q para algum a € 1,", de modo que /(y) é o conjunto dos polinõmios
de Klzi, . . ,Znl que se anulam em a. Concluímos que se F C y então .r(V') C

/(F) e a # F(.L), de modo que a é um ponto genérico de V'(1)). Além dessa

existência, vemos que todos os pontos K-genéricos de y(1;) têm o mesmo tipo
p sobre K, que é exclusivo desses pontos. Novamente, no caso de Kt, é o tipo
dos elementos transcendentes.

Já temos as fenanientas necessárias para a identiHcação centra!:

Teorema 6.4.3. Se V' Ç K" é uma variedade afina, então RA/l(y) = dim y
Z)emorzstração; Procederemos por indução em dim y como grau de trans-

cendência de /((V) sobre /{. Se dimV = O, sabemos que \'' é unitário e

RM(y) = 0. Suponha então dimy = k > 0 e tome L extensão elementar

de K em que todos os tipos de S(K) são realizados. Sabemos que, desse modo,

ç'(-L) contém pontos /(-genéricos.
Lembre que todos os tipos são da forma t(a/K), y(L) é o deíinível enl L"

correspondente a V e f(a/K) c <1''(L)> + y(É) C t(a//{) + « C y(Z.).
Dado a C y(L), tome Ua o conjunto dos r C /{" tais que, pma cada p €

/{lri,. . . ,r,.l, se p(a) p(z) = 0. Em outl'u palawm, Ua Z(.rK(a))
cm que /K(a) é o ideal primo dos polinâinios sobre K que se anulam em a.
Temos Ua Ç V e Va é uma variedade afim de .K". Se Va C y propriamente,

então dimVa < dimV c RN'l(Un) < k -- l por indução, donde RNI(a//q <
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RÀ'l(l/a) < k 1. Se l/a no cuo (le a K-genérico, então /X'(a)

K(a) = K(y) sobre K, e vimos no Exemplo 3.4.7 que RÀ4(a/K) é o grau de

transcendência de K(a) ou K(1'') sobre I'', ou seja, RA'l(a/K) -- k.

Assim, invocados a equação de posto RA'l(1/) -- mux.eV'(Q RÀ'l(a/K) -- k,
em que usamos a existência des pontos /{-genéricos para atingir o máximo.

OED

Obser\umas, porém, que esse resultado pode ser estendido para
piedade quase-afim tr, com bebo }'. De fato, V' U é um subcoqunto ín

chado próprio de t/ e tem dimensão < dim V, donde RN'l(}' tr) < RN.l(1'') e
RX!(ü ) = RN!(1'). A Proposição 1.1.10 de IHartshornel, por outro lado, calcula
dlm [r = dim {/

Corolário 6.4.4. Da demomtração, perceLuemos que ú € 1'(Z;) é .K-genérico se

e somente se RX{(a/K) . Portanto, o úüco tipo p € <T'> Ç S.(K) com

posto Rbl(1'), chamado .çcnéhco, é o npo dos pontos .K-genéricos. Canela-se
quc dN{('1')(p) = 1, porquc p é global c Th(K) é totalmente trmsccndcntal
(K é algcbricamcntc fechado). Em particular, toda cw'-a mSm tcm posto c grau
1, sendo um coqunto fortemente minimal.

Vimos que, para variedades e morfismos, a locução "defi!!ido sobre 1." implica

a modelo-teórica "-Z-desnível" . Reciprocamente, um polinõmio com coeficientes
cm K pode hdmir conjunto ou feição .L-dcÊníxnl, mas isso não sigilúca imedia-

tamente que corrcsi)onda a um polinõmio com cocíicicntcs em Z,. Tlabalhmcmos
sohurc essa questão, agora, !cobrando quc K é algebricamente fechado.

Lema 6.4.5. Seja F Ç .K' um hchaxio de Zariski. Então F tem um menor
corpo de defiúção J(ü Ç K. Todo automor6smo de K fixa F se e somente se
âxa 03 elementos de }(o.

Rí:/erêncÍa; O Fato 2.6 de IPilnr AI.

Corolário 6.4.6. Sejam F Ç K' um fumado de Zariski e Z; um subcorpc de

.K. Ente F é Z;defiüve!(modelo-teoricamente) se e somente se F mtá defiúdo
sobre o Fecho permito dc L, que sabemos ser dcl(.L).

Z)emonwtração; Seja Ko o me!!or corpo de deÊnição, dado pelo lema. Se F
é L-definível, então todo automorfismo de .R' sobre L fixa F e, pelo lema, fixa

os elementos de Ko. Desw modo, .Ko Ç DCL(Z;) = dc!(É).
R.eciprocamente, se F está definido por polinõntios com coeficientes eln

dcl(É), então cada um desses coeficiente é de6nido per w11a Hrmüa com
parâmetros em Z;, de modo que F é É-desnível. QEO
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Corolário 6.4.7. Se L é um subcorpo perfeito de /{, caso dos corpos algebrica-

mcnte fechados, então as locuções "definido sobre L" e "I.-definível" equivalem

para variedades afins.

Considere agora um grupo algébrico G, cuja variedade é afim: dM(G) = 1 e

então G = Go. O caso geral é discutido pelo Lema 4.4 de IPiUay AI e a pág. 28 de
IHindry, Silvermanj: quando a definição de grupo algébrico é relaxada a conjun-
tos redutíveis, suas componentes irredutíveis são duas a duas disjuntas, portanto

conexas; a componente que contém o elemento neutro é única e indicada Go
daí o nome "componente conexo" , e Go é uma definição de Chevalley.

Lema 6.4.8. Um subgrupo definível de um grupo algébrico é &:chamo, portanto

subgrupo algébrico.

Demorzstração; Sejam Jlí um subgrupo definível de um grupo algébrico G e
Hi seu fecho, que já sabemos ser uni subgrupo de G. falas .llí é ullião finita de
conjuntos da forma y -- Z em que y é fk)ceado irredutível, contido em Ht, e Z

um subconjunto fechado próprio de y. Seja t/ a união desses conjuntos quando

Rhl(y) é máximo. Então RM(.Hi -- P) < RM(.Hi) e U Ç -H. Assim, todo tipo
genérico de .17i contém J7. Como vimos no Capítulo 5, -17.f{ = .HI e .lí = 17l-

QEn

Lema 6.4.9. Sejam G, .17 grupos algébricos e .f : G --, H um homomorâsmo

definível. Se K tem característica 0 então/ é um morfismo; se K tem carac-
terística p > 0 então / é um p-morfismo, isto é, composta de morfismo com
potências da função (.) -

R(:/erêncÍa: O Lema 4.9 de IPillay AI.

Proposição 6.4.10. Seja G uln grupo definível em /(. Então G é definivel-
mente isoinorfa a um grupo algébrico. Ao menos quando K tem característica

0, se ]<o é um subcorpo de K sobre o qual G é definível, então o isomorfisnlo e
o grupo algébrico podem ser considerados definidos sobre .Ko .

l?e/erência; A Proposição 4.12 de ]Pillay A]

Proposição 6.4.11. Seja F um corpo infinito definível em K. Então Fé
deânivelmente isomorfo a K.

Jic/erêncía; A Proposição 4.13 de ]Pillay A].

A Observação 2.14(ii) de IPillay AI sugere que se incorporena os pontos de

vista de folheações e esquemas na abordagem modelo-teórica

O leitor que deseja conhecem imediat.amente a Conjectura de Nlordell Lang

e sni enunciado modem(Fteórico pode, agora, avançar diretamente para o últiilio
capítulo
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Geometrias de Zariski

Este capítulo sintetiza o artigo IHrushovski, Zilberl e as adaptações ne-

cessárias de IHrushovskil, acompanhado de informações de IXíarker AI, prepa-
rando-nos para o desfecho da Conjectura de Mordell-gang. rata-se do último
trabalho de Hrushovski na sequência de estudos que o levou à percepção modelo-

tcórica da Ccomctria Algébrica, antcs da prova da conjectura. O estudo com-
pleto dcIHrushovski, Zilbcrl mcrccc uma dissertação cspccífica, quc sc bascic
também nesses outros artigos, retroativamente. Suas longas passagens técnicas,
scm omita demonstrações ou rcícrênciw aos textos anteriores dc Hrushovski,

justmcam duplamcntc esta abordagcm.
l)cssc modo, contcntamo-nos cm expor scu conteúdo, aj'atando alguns pr6"

rcqucsitos aos tópicos quc já desenvolvemos para usufruir de seus resultados, e

indicando alguns pontos que no:s po.receram mais imporá-antes pma que o leia.or
interessado comete o dlretamente. Não deíiniremos, contudo, todos os termos

que lá são deâüdos.

O artigo homónimo dm dois autores em 1993(Bulletin AR'!S, vo1. 28, no. 2,
p. 315-323) contém uma aplicação às \ ariedades complexas e roteiros globais
das demonstrações.

Este capítulo não é necessário para a apresentação da Conject'ua de ÀÍordeU-

Lang e seu enunciado modelo-teórico.

Pa'aZÇ Xxye=eX,escoe\--Z, = {yeyl(z,y) € Z} em
IHrushovski, Zilberl e IMa.rker Aj, indica-se Z(z). Nesse contexto, como usual,
leram 1)" x .D"' .D"'F" e a topoloKda não é produto, mm aquela dada pela
deb.n.içar

As geometrias de Zariski são uma classe importante pa.ra a qua! é verdadeira

a Conjectura de Zilber. De fato, reescreveremos os resultados da Seção 4.4 e
veremos que uma geometria de Zariski não é localmente modular se e somente
se é ampla. Após o Teorema 7.1.7, concluiremos que uma geometria de Zariski

ampla interpreta um corpo algebrícamente fechado.

7.1. Definições c os teoremas principais

'Ekabalhmemos no'çnmeute com espaços noetherianos de dimemão finita.
Xpresentarelllos imediatamente a deânição de geoiuetrim de Zariski, seguia

=lo-i\ dw meti'ç,ações dos item (Zn) c do exemplo fundiluenta!.
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Definição 7.1.1. Uma geometMa de Zahskü é um conjunto infinito 1), acom-

p:\nhado de uma tipologia noetheriana em cada 1)", rl C N' , satisfazendo estas

condições:

(ZO) (i) Sejam /i : D" --, Z), 1 < { < k, fu«çõcs cada uma constante ou

projeção (da forma /,(zi,...,r«) = 2:j:). Seja / : .D" --, l)k definida por
.f(s) (,ç), . . . , /k(:r». Então / é contínua. (ü) As diagonais Ai,j

D" l zi = =j} são fechadas.

(ZI) Sejam y Ç D" fmhado irredutível e r : l)" --. l)', l(zi,.. . ,=«) =

(açi., . . - , z{.), uma projeção. Então existe um subconjunto fechado próprio F

de cl(atyl) tal que cl(«-lyl) -- F Ç; rlyl.
(22) (i) O é irredutível. (ü) Se }'' Ç O' x O é fechado, eüste rn C N* tal

que, para cada a (i Z)k, ya ' Z) ou jral < m. Em particular, com k = O, todo
subconjunto fechado próprio de .D é anito.

(23) dim(J)") < n. Se y é um fmhado h'edutível de 1)", então toda com-

ponente de y íl a.{,j tem dimensão a: dim y -- l.
Um isomor$smo entre geometrias de Zariski 1), E é uma bijeção entre 1) e

E que induz uin hoineomorfismo entre 1)" e E'l, pm'a cada r} C N*

Os comentários de IHrushovski, Zilber] sobre essas condições são essenciais:

(20) generaliza a condição de 1)" ter a topologia produto e relaciona as
diversas topologias presentes. Por exemplo, suponha F Ç .l)" x 1)" fechado e

a C 1)": então Fa é fechado, porque a função / : l)"' --, D"+"', /(z) = (a,a:),

é contínua por (ZO) e Fa = .f'ilPI. Em pwticular, podemos toma n = rn

e F = Ai.,+l ÍI A2.«+e n ... n A...+. fechado também por (20), caso em
que Fa = {rz} e concluímos que os conjuntos unitários de n-uplas são fechados

(inedutíveis então).

(ZI) também é uma generalização: da condição de Z) ser completa, isto é,
todas as projeções serem fechadas. Sua formulação, porém, não exclui cavas

afins. Veremos que se trata de uma forma de eliminação de (lliantificadorm.
Já observamos na definição a conseqüência de (22) de que todo fechado

próprio de 1) é finito.
(23) dá unia teoria de dimensão, chave para todo o artigo em seus lemas

técnicos. Embora já possa ser chamada de "Teorema de dimensão" , reserva-

se esse título para sua generalização no Teorema 7.2.4. Prioritariamente, (23)
informa que as dimensões dos 1)" são finitas.

Nlostl'a-se que dim(X x y) = dimX + dimy; por (22) obtemos diml) = 1,

donde dim(1)") = 1}.

Exemplo 7.1.2 Seja C' uma curva qume-projetiva suave sobre um coi'po
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algebricamente fechado, com C" com a topologia induzida pela topologia de
Zariski. Argumentaremos que C' torna.se uma geometria de Zariski.

Como a topologia de Zariski é noetheriana, t.ambém a topologia de cada C'"
é noetheriana.

A condição(20) é verificada porque trata, de fato, de funções com compo-
nentes polinomiais e conjuntos de raízes de polinõlnios.

Considere agora a condição(ZI), com a notação da definição. Por eli-
minação de quanti6cadores no coiro algebricamente fechado, existem fechados

irredutíveis -Ft,. . . ,Fm Ç C' e inchados .Ei Ç; F, com -'ll''l (F. Ei).

Entã. cl(r]l'']) e UZ:: P, - U=;: .E: Ç x]l'].
Quanto a(22), note que C é irredutível na tipologia de Zariski e poúanto

em si mesma. Já que tem posto e grau de Xlorley(dimensão e inedutibilidade
dc variedade, rcspcctiv-amcntc) iguais a 1, é hrtcmcntc minimal, dc modo quc a
Proposição 1.3.7 implica quc, pma qualquer dcâníx'cl y Ç Ck x (; existe m € N*

+üd quc, pm'a qualquer a € (1:h IV.i :Ç m ou 1(; Xal x m. Sc y é inchado, então

ya é fechado; neste caso, se ya também for íiúúto, então Ya = C'.

Pua a condição(23), a propriedade dc suavidadc torna-se importante, por-

que então cada (:" será uma variedade suave. Referimos o leitor ao apendice de
jhlarkel' AI. Essa re&)rência apresenta, contudo, a curva !f2z :: 3 + rzz em Pa

sem (23) e a curva y2z = z3 em Pa com singularidlüe e (23).

Definição 7.1.3. Suponha 1) geometria de Zariski.

(i) Uma cama plana é um subconjunto irredutível de D2 com dimensão
1. Uma /amzaÍa de cumes p/anm, parametrizada por um fechado irredutível
X Ç Z)", é um Ê:chado inedutível C Ç X x l)2 de modo que (;.: é uma curva
plana para cada z c X genérico.

(ii) Diz-se que 1) é ampla se eüste uma família de cubas planas C Ç X x D2

como acima dc modo quc, para cada dois pontos genéricos p, q € 1)Z distintos,
existe uma curva C; contendo p e q. Dlz-se ainda que J) é mu fo amp/a se
também, para quaisqucr p, q C .D2, cxistc (l;= contendo apenas um dc p, q.

IX.larker Aj, em um exemplo na pág. 115, a6rma que a geometria de Zariski
de tuna curva suave é muito ampla.

Enunciámos agora os teoremas apresentados por IHrushovski, Zilber] em sua

introdução. Comentaremos sobre a localização das demomtrações em nossa
Seção 7.5. Este raultado comtitui-se do Teorema A de IHrwhovski, Zilberj:

Teorema 7.1.4 (A). Seja -n unu} geometria de Zm'isld muito ampla. Então
cxistc uma cun'a qum'uc-piojctiva suave C' sobre um corpo algcbricamcnte fc-
cbado .K tal que .n e C" são iso orü como gwmetriw de Zuiskd. A cur.'a C'
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é completa se e somente se a geometria Z) é completa, isto é, se todas as suas
projeções são fechadas.

A curva C é essencialmente única, como mostra sua Proposição l.l

Proposição 7.1.5 (1.1). Sejam C, C' curvas suaves sobre corpos algebiica-
mente fechados K, /{' respectivamente e h : (l: --. C' um isomorfismo de ge-
ometrias de Zariski. Então há um isomorâsmo de corpos ho : .K --' /{' e,

identiâcando-se .l( e /{' por ho, a função h torna-se um isomorfismo de varie-

dades algébricas.

Definição 7.1.6. Suponha 1), E geometrias de Zariski. Uma função / : 1) --» E
é dita de ZaMsk{ se induz uma função contínua eni cada Z)". Diz-se que / é
/ecAada se ainda a função induzida em cada D" é fechada, ou seja, leva fechados
a fechados.

Dada a ambigüidade com funções fmhadas(usuais), escreveremos "função

de tipo Z" e "função de tipo ZF" para denotar, respectivamente, funções de
Zal iski comuns e fechadas.

Com essa definição, enuncia-se seu Teorema B

Teorema 7.1.7 (B). Se 1) é uma geometria de Zariski ampla, existem um
corpo algebricamente fechado K e uma função de tipo Z sobrejetora/ : Z) --,

IP'(K). A imagem de um construtível por .f é (algebricamente) construtível.

Pala algum F Ç .D, Êníto, / é de tipo ZF em 1) -- F

Como observado na página 6 do artigo, tal função / tem fibras finitas, isto

é, a imagem inversa E.f ;; .f teta;ll é finita pala cada # C p'i. Desse modo, IPi
é interpretado em Z), mais precisamente isomorfo a l)/EJ', porque E/ é uma
relação de equivalência fechada. Além disso, nenhuma estrutura extra é induzida

em Pt a partir de Z); todo automorfismo de Pi estende-se a automor6sino de
Z). Desse modo, -D pode ser visto como uma cobertura ânita de ]Pt. Conclui-
se que 1) intei'preta K. Daremos signiâcado preciso às interpretações, porque
precisados definir a linguagem apropriada, na próxima senão.

Finalmente,

Teorema 7.1.8 (C). Existe uma geometria dc Zm'iski 1) completa, ampla
e unidimeiuional que não pode ser interpretada em um corpo algebricamente

fechado. Em particular, se (; é lama citava sobre um tal corpos toda função
/ : C --. Z) de tipo Z é constante.
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7.2. A linguagem de uma geometria

Vimos na Seção 1.3 que uma estrutura da 'lboria dos À'modelos pode ser
descrita sem préxna definição de linguagens, mas tomando-se a família de sem
0-desníveis como informação primitiva. De um modo análogo, obteremos uma

linguagem de primeira ordem para uma geometria de Zariski fixada.
Seja então D uma geometria de Zariski. Defina a linguagem Lo tomando

um predicado n-ário para cada subcon.junto fk:ceado de D'. A interpretação
natural desse predicado é o próprio fechado, e obtemos uma Lo-estrutura S)
com domínio .D.

Assim, todo fechado é dcÊnívcl c, então, todo construtívcl é dcíinívcl Vcrc-
nlos que há eliminação de quantificadores e obteremos a recíproca.

Note que os automorfismos de 1), como geometria de Zariski, são per-
mutações de .D que induzem homeomorfismos; em particular, levmn fechados

a fechados. Por outro lado, os automorfismos modelo.-teóricos de D são as
bijeções que fixam esses fechados e são, portanto, automorfismos de -D.

Define-se também a linguagem L.,to redução de Lo que contém somente os

predicados dos fechados invariantes sob os autonlorâsmos da geometria 1). Esta

é a chamada linguagem natura/ de -D.
Atenção: modiücamos, por razões de compatibilidade, as notações oüginais

L(1)) e L.,.(Z)) de IHrushovski, Zilberl.

No Teorema B, K e .f podem ser escolhidos 0-desníveis em L-to, obtendo-se
o Teorema B'

Teorema 7.2.1 (B'). Se 1) é uma geometria de Zariski ampla, existem um
corpo algebricamente fechado K, uma curva (: suave sobre K e uma função
/ : 1) --, C de tipo Z sobrdetora de fibras finitas, todos 0-definíveis em L.,to.

A Proposição 2.1 de IHrushovski, Zilberl, demonstrada em sua pág. 8, gene-
raliza o Teoienu de Tm'ski--Che\nlley:

Teorema 7.2.2. Em uma geometria de Zariski, a projeção de um conjunto
construtível é construtível. Toda estrutura associada a uma geometria de Zariski
admite, portanto, eliminação de quantificadores, e todo conjiuito desnível é
construtí\.el.

Neste ('ontexto, uma Mrmula da forma 3t' é, comi @ sem quanti6cadores,

corresponde à projeção usual de uma combinação booleana 6nita de fechados,

aquclcs cujos predicados (dc Lo) ocos'rcm cm Ó.

Corolário 7.2.3. A estrut.ula D de uma geometria de Zariski Z) é fort.einente
lúnimal.
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Z)emorzsÉração: Este é o Corolário 2.7 de IHrushovski, Zilberl. Seja .E Ç
Z)" x .l) um definível, portanto construtível. Tome E = X -- F com X,F
fechados. Pma a € Z)", se X. é finito, então .E. é finito, com a mesma limitação.

Então btlsta aplicar (22) a X e F, pela Proposição 1.3.7. Qno

Para provar sua Proposição 2.1, o artigo demonstra alguns lemas técnicos
de interesse próprio, como por exemplo o fato de 1)" ser irredutível para todo

n c N* (Lema 2.2). Remetemos o leitor ao próprio artigo, das destacailios o
Lema 2.5 que generaliza a condição (23):

Teorema 7.2.4 (Dimensão). Sejam Fi,Fa ç 1)" fechados irredutíveis que

se lutei'sectem e W uma componente irredutível qualquer de FI n Fa. Então
dim W' > dimFt + dim F2 -- n.

Observamos que

Teorema 7.2.5. Uma geometria de Zariski não é localmente modular se e
somente se é ampla.

Rc/erêncía; O Lema 3.1 de INíarker AI.

Façamos agora um breve salto, para a Seção 4 do artigo.
Suponha Z uma Lo-estrutura. Definiremos os conjuntos fechados em 4"

Dados F Ç l)'" x 1)" fechado com predicado (m+n)-ária P e a C .A", lembi'amos

que P tem uma interpretação P(ü) em -E'+". Então definimos que o conjunto

P(U). é um fechado; na notação de definíveis, trata-se do conjunto P(a, (a) Ç
.4n. Chamamos O-fechado quando m = O, por analogia com os 0-definíveis.

Suponha á) < Sy, e que o domínio desta estrutura seja E = ly. Podemos

aplicar essa construção a Sy, de modo que

Teorema 7.2.6. Obtivemos lealmente uma topologia noetheriana em cada
E", com m quais E é uma geometria de Zariski. Sua linguagem apropriada LE
expande Lo e o reduto de € a Lo é a estrututa ly, obtida com os casos m = 0.
Caso Z) se.Ja completa, também E é completa.

Re/erêncía; A Proposição 4. 1 de IHriuhovski, Zilberl, provada nas páginas
14 e 15 do artigo, que também apresenta uma versão curta da demointração
devida a Ziegler.

Desse modo, podemos seguir o padrão modelo-teórico: o artigo convencio-
nará trabalhar com uni modelo monstro, como veremos na próxima senão. Como

cm INÍarker AI quc indica l)o < D -- podemos, il partir de Z), consideim
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o modelo monstro extensão Sy e a geometria da estrutwa C. Cuidado: neste

momento, S) e C não são estruturas com a mesma linguagem apropriada.

O restante da Seção 4 é técnico; optamos por destacar somente a

Definição 7.2.7. Suponha U, B }::: Th(D). Uma especialização é um homo-

morfismo na linguagem Lo cntic X Ç .4 c .B, isto ó, anil função h : X --, l?
tal que, se z C X" pertence à interpretação em a de um predicado P de Lo,
então h(z) pertence à interpretação de P em B. Note que essas interpretações
correspondem precisamente i].os conjuntos O-hcbados.

'Hatnse de uma linguagem (em termos matemáticos de "ferramenta") equi:
\ dente àquela de conjuntos inchados: veremo:la em ação para definir tangência
na Seção 7.4. A Proposição 4.4 do artigo mostra que, na notação acima e no
caso de uma geometria completa, toda especialização estende-se a todo .4.

Pré-requesitos em Teoria dos Mlodelos

A terceira seção de IHrushovski, Zilberl sumariza os conhecimentos necessá-

rios de Teoria dos À'modelos para sua leitura. Dedicado-nos, agora, a estabelecer
a equiwlência de sua formulação com a que já mtudamos, para mmubuir de
seus resütados. Observamos que, como em outros artigos desta área, sua for-
mulação é a mais breve possível e baseada em desníveis. E o caso da deíiúção

de estrutura.s por 0-deâníx-eis.

Quanto a um modelo monstro, associa a cada estrutwa 2t uma u:tensão
elemento' Z' , a-i-compacta e fortemente ut-homogénea, que assume existir. De

fato, o antigo trabalha em a' e não em a, ou melhor, em(9*yq 6nalmente.
IObsen'amos que as letras usadas são À/, .V, .tf', como na literatura moderna.)

Na Senão 2, o artigo já haxda definido estruturas fortemente minimais por

meio de nossa Proposição 1.3.7

Também vimos sua &)r!!!ulação de interpretação na Proposição 4.1.2. Sua
construção da estrutura 21eq é semelhante à que apresentamos, luas com fórmulas

que de6nem relação de equivalência sobre um subconjunto desnível em vez de

todo o domínio: vqa na demonstração da Proposição 4.3.2 conto abordamos
esse cepo.

Sem fachos deíinível e algébrico são idênticos aos nossos.

Sua definição de posto de Xlorley equiv'ale, como vimos estudando o grau,

à que apresentamos para posto interno e e(luivale no 110wm modelo monistro u-
saturado. Desse modo, a comi'espondência estende-se ão posto de tipos. O artigo

cscre\e rk e indica rk(0) = --x. O posto de um definível é a dimemão de seu
fecho
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O artigo define que ai , . . . , a. são independentes sobre X se rk(al , . . . , a«/X)

' }l:=;t ik(a{/X), o que equivtlle com independência sobre acl(X), como estu-
damos.

Uma nota da pág. 112 de INlarker Aj apresenta este lema como consequência

das relações de posto:

Lema 7.2.8 (Fibras genéricas). Sejam X Ç D'"+" e n- : D" x .D" --. Z)"

a projeção usual. Se a c cl(xjXI) é genérico, então dinlX = dimcl(rjXI) +
,l:. .--l r í . 'l ldim r 'liaFI.

7.3. "Eliminação de imaginários"

'[Yaba[haremos sobre a homónima Seção 5 de IHrushovski, Zi]ber]. Nova-
mente em sua pág. 112, lb/larker AI algunlenta que, em geral, geometrias de
Zariski não têm eliminação de imaginários.

Definição 7.3.1. Suponha n € N* e H subgrupo do grupo S. = Sym(n)
das permutações de n. elementos, que age sobre 1)" peimutando coordenada.

O espaço SH = 1)"/.f? das órbitas sob H é chamado tipo especÍaZ (em inglês,
.p«{aZ soM).

Sda n : 1)" --. S a projeção natural. Topologizamos S assim: F Ç $ é

fmhado se 7r'i IPI é fechado.

Definição 7.3.2. Defiúremos regularidade para pontos de vários conjuntos:
suponha p C F

(i) F' Ç O" fmhado ínedutível. Seja AP = {(z,y) C F' x f' l z = y}. pé

um ponto regular de F se existe um fechado irredutível y Ç Z)" x 1)" tal que
dim(1)" x -D") -- dim y = dimF e Ap é a única componente de y n (F x F)

contendo (p,p).

(ii) F Ç Z)" fechado qualquer. p é um ponto mgüar de -F se está contido
ein unam única componente de F', cuja dimensão seja dimF, e é ponto regular
dessa componente.

(iii) Com a notação de de6nição anterior, -F fmhado de S. p é um ponto
regra/ar de F se é imagem por n de um ponto regulam de 7r'ijFI

U Ç S é m.gtzZar se P é aberto de cl(t/) e todo ponto dc t/ é regular em
cl(U). Vemos que S é regalar

O leitor pode agora, por ter as definições necessárias, saltei diretanlente

para a deÊnição de atlas. Optamos, entrei.anta, por elencar alguns resulte\dos
importantes.
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Lema 7.3.3 (Lascar--Pillay) . Suponha 1) um conjunto fortemente minimal
e acl(Ü) íl -D inânito. Pma cada tipo imaginário S existe uma partição de S
em um número finito de 0-desníveis Xi , tipos especiais Si e funções ü-desníveis
injetoras j. : Xi --} Si. Equivalentemente, para todo elemento imaginário e

existe e' de um tipo especial tal que dcl(e) = dcl(e').

R({/erêncía; O Lema 5.1 de IHrushov'ski, Zilberl.

O Teorema de Dimensão estende-se aos tipos especies, como mostra o Lema

5.2 de IHrushovski, Zilberl.
O Lema 5.3 de IHrwhovski, Zilberl mostra que, se F é um fechado de S,

então os pontos regulares de F formam um subconjunto abert;o denso. O Lema

5.4 delHnushovski, Zilberl generaliza novamente o Tmrema de Dimensão.
IX4arker AI indica, nas p 113 114, que em uma variedade algébrica todo

ponto não:singular é regular.

Definição 7.3.4. Um Qt/QR é um conjunto JW, acompalibado de um número
6níto n de ínjeções /. : Zl& -+ à/ em que cada {lC é subcoqunto regula.r inedutível
d. «m tip' "p"i'l, U=;;: /.IUtl {(z,y) € H, x Q l /-(z) - /J(y)} é

subco4unto irredutív'el de t4 x UJ projetando sobre um aberto não.-xwio de {&.

(Ex-atamos a tradução t;ahcdadc do teimo inglês münl/old, porque .já a mantos

para uaHety e ambos os conceitos ocorrem neste capítulo.)

Suponha .If, .N ateu com /, ]Zi4] cobrindo .&f e gj [lG] cobrindo .V.

Pua !!bertos de uma tipologia sobre .A4, tomamos os coi+juntos .A Ç .A/

tais que /.'il.41 é aberto em [4 para cada i. Desse modo, a terceira condição

da definição e o Lema 5.5 de IHrushovski, Zilberl implicam que cada /t é um
homeomorfismo entre [4 e /, ]Uz]. .à=í torna-se noetheriano inedutíve], com a

mesma dimenlsão que qualquer Z.r{, e o Teorema de Dimensão xale em &/.

Naturalmente, /. IUzl x gj llGI cobrem .X/ X .Ar C dão tlo produto uma estrutura
de atam, incluindo topología.

Definição 7.3.5. a : .A/ --, N é um mor$smo se seu gráâco é um fmhado
irredutível de iA/ x N. Não confu1ldir com honlomorfismo de geometrias de
Za.riski induzidas, aos quais IHrulshovski, Zilberl refere-se como especializações.

Lema 7.3.6. Dada uma função a : À/ -:. ]V, equivalem: a é um morâsmo; pua
todo .j, a'' l ltGI é aberto em .R]' e a'l. il%l é um morÊsmo; pua todo i, a'lü'. é uni
morâsmo. Todo mor6smo é contínuo e a composição de moríismos é mor6smo.

Dados moríismos ak : .À/h -a Àrk, k É {1, 2}, o natural a : .A/i x .à/2 -:' .Nri x J\r2,

a(z,p) - (a-(=), a2(y)), é mora;mo.

R(;ferêrlcía. Os leram numerados de 5.7 ü 5.10 em IHrushovski, Zilberl.
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Lema 7.3.7. Se G é um grupo definível em unia geometria de Zariski Z), então
G pode sei dotado de uma cstrutuia de atlw, de modo que seu produto G2 --, G
e sua inversão G --, G são mol'fismos. Essa estrut\ua de atlas é única, a menos

de isomorfismo de atlas. Se G é conexo, ou seja, sem subgrupo definível próprio

de índice finito, então o aLIas é irredutível.
]?c$erêrlcía; O Lema 5.11 e a Observação 5.12 de IHrushovski, Zilberl.

O restante da seção, na página 25, é técnico e trabalha sobre os tecnicisnlos
que omitimos da Seção 4.

7.4. "Interpretando o corpo"

TYaduziremos livremente, da seção homónima de IHrushovski, Zilberl, a in-

trodução 6.1.

Pua interpretar um corpo F na geometria de Zariski D, o artigo traba-
Ihalá na categoria dos conjuntos e funções deíiníveis, em vez da categoria mais
fina de fechados. A estrutura de Zariski surgirá apenas através da noção de
especialização. Esta é unia descrição da demonstração em termos gerais.

Suponha primeiramente que .D é de fato a neta afim Ai(K) sobre um corpo

algebl'icamente fechado /{. Seja F uma fanuüia de curvas eni .l)2, todas passando

pelo ponto p = (0, 0) . Assuma que cada curva C em F' é o gráfico de uma função
suave em p. Então podemos ver (.:i C F modificando a inclinação a{ de Ci em p.

A composição

Cicio;' y) CO'l eüste.COtalque(z,z)CC2 e(z,y) CCi}

tem inclinação ai/a2. Portanto, neste caso interpretaremos uma cópia do grupo

multiplicativo se definirmos a relação de tangência de duas cuidas eln p. Po-
demos faze-lo assim: as curvals Ci e CZ são tartgerztes em p se existem curvas

genéricas C;, (8 C F intei'sectandc»se em dois pontos distintos q,q' e existe
uma especialização levando C;' a Ci e mapeando ambos q, q' a p.

Essa idéia pode realmente ser desenvolvida, mesmo que as cllrvas Ci não
sejam gráficos de funções racionais. Porém, o grupo obtido desse modo nem
sempre é o grupo multiplicativo, porque todas as curvas podem t(-t mesma
inclinação em p e neste caso o processo distingilirá a scgtmda derivada(ou de
ordem maior). Não nos pieocupmcmos com a uatuleza do grupo, c escieveiemo-

lo aditivamente (.4, +, O). (A operação de grupo será dihienciada novamente, e

o resultado será o grupo aditivo de qualquer modo.)

Agora, suponha que 1) é uma cilrva sobre inn corpo algebricamente fmhado
/{, Dias não necessarianlcnte racional. Então existe unia correspondência Ênito-
a-finito a entre .Z) e K. Encontramos unia lamina F dc cavas sobre Z)a, todas



164 Geometrias de Zariski 7

passando atrai-és de um ponto i)o c Z)2. Através de a, F' origina uma família P'
de curva sobre K2 = (At(K))2, passando através do ponto qo; C corresponde

a qualquer componente C' da fulva a o C o a--i. Esta correspondência também
é omito-a-finito. Assim, devemos reconhecer um grupo tranformado por uma
correspondência finito-a-finito: a Subseção 6.2 do artigo ocupa-se disso.

Uma vez que temos um grupo abeliano J7, podemos repetir o processo com
mais informações à nossa disposição. Dada uma família de funções de H a .H,

podemos soma-las ponto a ponto e campa-las. As duas operaçõm, xdstas agindo
sobre o espaço tangente, simultaneamente produzem uma estrutura de corpo.

Alguma diãculdades técnica surgem quando use plano é dmenxolxddo. Em

geral, não é cimo por que a noção de tangência de6llida acima não será dege-
uelada(pol exemplo, ü'l o (;;! é tangente a (ib o (;T! se e somente se dum

das quatro curvas são iguais). Mostraremos que este não é o caso explorando
cegas simetrias da situação e mostrando que de fato qualquer degenerescência

introduziria uma assimetria. Contudo, a necessidade de registrar essas simetrias

leva a uma apresentação mais técnica que o esboço acima sugo;re.

O amigo u8ume ente) 1) íortemçnte minimal. Na Submção 6.2, pode-se

supõ-la apenas minimal em alguma estrutura saturada, em que dclj©)
é in6nito. Eni 6.3, pode-w supõ-la apenas infinitamente dçfiníx'cl, isto é, in-
tersecção de uma família izu6nita de de6níx'eis, e minimal em alguma estrutura
at'w:ida

Proposição 7.4.1. (i) Se -D não é degenerada, isto é, contém outra famílias

não:constantes de curvas planas além de {a} x -D e .D x {a}, então eüste um
grupo abeliano, defi11ível em .D, unidimensiond.

(ü) Se .O é ampla(não é localmente modular), então .O interpreta um corpo
unidimensional.

.i?e/rerêncãw; Os Leram 6.10 e 6.11 de IHruishovski, Zilberl.

7.5. Conclusão do artigo

A sétima acção dc rHíulshovõki, Zilbcrl m08tra, cm cspccia! a Proposição 7.10

provada na página 41, quc as topologias de Zuísh e a induzida no ateu pela
geonlctria dc Zariski coincidem no corpo encontrado na acção anterior. Diz-se
que o corpo e puro.

A Seção 8 prova o I'trema B(imprmso no local como D) e a Proposição

1.1 do artigo. Para o primeiro, usa-se o Teorema de Xlacintyre, mm há unl
mgumento que o evit,a.

Estes são os dob fatos lembrados na Obsen'ação 8.1: (i) Do ponto de vista

modelo:teórico, .K é interpretável em Z) e a estruttu;t induzida é o corpo puro,
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com um subcoipo de elementos distinguidosl (ii) Pode-se mostrar para conjuntos

fortemente minimais Z), em geral, que se (i) vale então K pode ser interpretado

sem pai àmetios.
Embutidos na demonstração do Teorema B, estão os Lemas 8.2 e 8.3, que

enunciant iespectivaniente: existe uni morfisnio não-constante de ]) & ]Pi e todo

inoiíismo sobrdetor de 1) & Pi é unia função de Zariski fechada em algum
subconjunto cofinito de Z).

Não faremos, sobre a Seção 9 de IHiushovski, Zilberl, mais do que observa
que demonsti'a os Teoremas A e B', após resultados técnicos, e apresenta dois

exemplos. O Exemplo 9.10 mostra que nem todo subconjunto fechado de Z)"
é desnível em L..to com pmãmetros em Z). O Exemplo 9.11 mostra que, na

linguagem natural de um atlas de dimensão > 1, não mais se pode acém um
corpo 0-desnível.

A Seção 10 considera grupos abstratos G agindo sobre geometüas de Zariski

X de modo que cada g C G torna-se um morfismo. A ação é chamada semá-ladre
se cada órbita de G sobre X é regular ou degenerada, assim: se gr = z então

g = 1 ou, pma todo g' € G, l/'z = z.

Proposição 7.5.1. Nessa situação, seja á : (;* --, G um homomoilismo de

grupos com núcleo finito -H. Então existem geometria de Zmiski X' , ação semi-

liwe de G* sobre X' e .j : X' --- X função de Zaliski fechada e sobrejetora, de

modo que á e .j são compatíveis. Se X é completa, então X* é completa.

R(i/erêrzcáa; A Proposição 10.1 de IHrusliovski, Zilberl, pai'a a qual há uma
demonstração e um outro roteho.

Essa proposição permite obter uma geometria de Zariski X' , a partir de cer-

tas condições iniciais, que não é interpretável em nenhum corpo algebricamente

fmhado. É o que mostra a demonstração do Teorema C nas páginas 54 e 55.

7.6. Generalização de Hrushovski

Para prova' a Conjectura de Moi-dela Lang, o artigo [Hrushovskil adequa o
estudo das g«)metrias de Zariski. Apresentados aqui suas modhcações.

Suponha T tuna teoria completa, estável e.com eliminação de quantiãcado-
ies de uma linguagem L com um modelo a e @(1;) um conjunto de fórmulas
de L(.A) com uma única variável livre. Considere P = '}(a) = n+:.b ó(a) o
:conjunto-solução" de d'. Pelos próxiiltos poucos parágrafos, clianlareillos P de

tipo, ct)=o Hrushovskil corresponde de fato ao conjunto de realizações de um
tipo incompleto. Se 1) é uin subcon.jilnto definível dc A, dizemos que 1) n P é

um .stlbcon#ur fo rlt$rzúe{ de P, ou sda, trabalhamos com os definívcis em P.
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Definição 7.6.1. P é minimal se todo seu subconjunto definível íor anito ou
cofinito.

P é p/ztNminíma/ se é união finita de tipos minimais.

P é gemi-(pZuH,)minimal se existem um tipo (pluri)miúmal Q e um codunto

finito F de modo que P Ç acl(Q U F).

Definição 7.6.2. Suponha que P é minimal. Dizemos que um subcoÜunto
definível de P" é Jfec/mda se é intersecção de P com um conjunto deânido por
uma fórmula sem quanti6cadores positáüa, isto é, formada a partir de fórmula
atõlüca.s com apenas conjunções e disfunções. Chamamos P um tipo de Zar'ü#i
se

(i) Todo fmhado em P" é união 6nita de ímhados irredutíveis.
(ii) Se X C y são fechados de P", com inclusão própria, e }'' é irredutível

então dimX < dimy
(iíi) Se X é um fmhado inedutível de /"', dímX = m e y = {z € P" l zi =

zj}, então dimlV > m l para toda componente irredutível W' de X ny

A Observ%ão 2.4 de IHrushovskil a6rma que, sob essas condições, a coleção

de fechados de P" deâne uma topologia noetheriana e que a dimensão de um

fechado nesta tipologia iguala seu posto. Há um resquício de eliminação de
quantncadores: para cada definíx el y, existe um liechado F contido propria-
:Dente em c!(}') td que }'' - -F }') - F'.

Na página 120 de ]A4arker A], há um exemplo de que P e seus fechados

podem n ão ser uma geonmtria de Zariski.
Este é o resultado principal de nosso sumário:

Teorema 7.6.3. Suponha que P é um tipo de Zariski minimal, mas não local-
mente medula.r. Então T interpreta um corpo F, com subcorpos definíveis Fu
tais que Í'la .f:. é minimal e não-ortogonal a P

Re/e7'êncÍa: O Lema 2.5 de jflrushovskil. Note que esse resultado, quando JD
é "conjunto-wlução" de uma úúca fórln.ula brtemente minimal, é denlo1lstrado

em IHrushovski, Zilberl pelo Tmrema B, mas a prova é idêntica. IHruõhovskil

mostra na Item 2.20, pág. 667, como adaptar a acção 6 de IHrmhov'ski, Zilberl
adequadamente.
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Duas classes de corpos

Este capítulo introduz duas classes de corpos que são utilizadas na demons-

tração modelo-teórica da Conjectura de Nlordell-Lang: os corpos diferencial-
mente fechados e os corpos separavelmente fechados, de característica 0 e po-

sitiva respectivamente. Embora essas classes tenham interesse intrínseco eni
Álgebra e em Teoria dos Modelos, restringiremo-nos a expor o material ne-
cessário para nosso uso. Novamente, sugerimos que soam exploradas com os
merecidos detallim em dissertações específicas.

A Seção A.5 do Apêndice de IHodgesl apresenta resultados da Teoria dos Mo-

delos em diversas teorias de corpos. Evidentemente, já estudamos a linguagem

dos corpos e Á(7F na Seção 1.2.
Atentemos para o fato de que, em muitas ocasiões, a linguagem apropriada

é diferente, de modo que os raciocínios para '4CF não se transferem imedia-
tamente. É o caso dos coi:pos diferencialmente fechados, em que há um novo
operador' õ.

Este capítulo não é necessário para a apresentação da Conjectura de Mordell
Lang e seu enunciado modelo-teórico.

8.1. Clorpos diferencialmente fechados

Expotemos sem pré-requesitos o que são os corpos diferenciais e diferen-
cialmente fi3chados, porque não é um assunto estudado em nossos cursos de
graduação ou pós-graduação principais.

Como referências, indicamos E. R. l(olchin, l)i#erel ti 4Zgebrn and ÁZge-

bmic Groups, Academic Press, 1973, 1. Kaplansky, Án /ntroduction to l)iW'eren-
fiaZ .AZgebra, 2a edição, Hermann, 1976, e o capítulo de C. \Vood, Z)z#ewrzt aZZy

cZosed .ÊeZds, in INiTAGI, p. 12g 141.

'Habalhareinos com a hipótese de característica 0, por(lue é o contexto em

que esses corpos surgirão, e a teoria não é particulaintente aânada para carac-
terística positiva.

À linguagem dos anéis, }\crescente-se um operador unário (5, chamado de-

üt;ação: a teoria dos anéis dz/erencÍais é obtida somando-se aos aromas de
mel os fwho; das f(5r:n«las õ(/ + g) = 5(/) + õ(g); õ(/g) = 'i(.f)s + /.5(g).

Chame (5(/) a dentada de /: a analogia cona derivadas elementares é proposi-
tal
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Novamente, introduzimos a abreviatura padrão õ" (t), para t termo e n C N.

Se n = 0, õ"(t) é o próprio termo t; se n. > O, õ"(f) abrevia õ(õ"''(t)).
Atenção: tlcompaTüando jhITAGj, quando trtLtamos de corpos usamos o

a©etiuo "de$níuel" para cona fetos de$níueis nü linguagem dos corpos e "õ-
de$nl.'uel" na !inguagem com dehuação.

Soam R um anel com unidade, /, g € R e uma derivação ó em R. Vemos

(i) Õ(O) = 0 = 8(1), pois õ(O) + O) = ã(O) + õ(0) e õ(1) = õ(1.1)
õ(1)1 + 1õ(1).

(ü) õ(-/) õ(/) e, cmo R «j; -- corp' ' g # 0, õ(g':)

Temos, de fato, â(/) + õ(--.f) --.f)) (0) = 0 e õ(g'')g + g':õ(g)
õ(g''gr) - õ(1) - 0. Duw m.do, õ({) - õ(/g'') - !Ul511a

(iii) Uma cortante de R é um elemento cuja derivada seja 0. O coHunto de
constantes é um subanel de R: de fato, vimos em(i) que 0 e l são cortantes;
a própria definição de õ implica fechamento sob + e . , enquanto o item(ii)
implica fechamento sob -. Coiso R seja um corpo, o conjunto du comtantcs
também é um subcorpo, pois é fechado sob 'l

A essa altura, lembramos o cxcmplo tradicional: a derivação clcmcntar cm

um anel dc pohnõmios dc uma x'aria'ç'cl z, quc ao polinê)iüo }l:i-.o aiz{ associa
Ç'-\7t . ;.l / l . l . +

>l:l:: {aizi-i, é realmente uma dera't'ação.

aue

Exemplo 8.1.1. Suponha .K um corpo qualquer de característica 0. '1Yaba-

Iharemos com os c07pos de Junções racionais, cujos elementos são quocientes de
polinõmios.

Lembramos que, iúcialmente, o quociente de polinõmios não é deânido em

um anel de polinõmios Klzl. O símbolo //g, pma /,g C .Klzl, não necessari-

amente representa um pohnõmio; o quociente/(a)/g(a) não está definido se a
for !aiz de g. Contudo, esse anel certamente possui um corpo de fiações, no-

tadamente Q coÚunto das classes de equivalência de pares(/, g) representados

//g e identificados assim: //g = p/q + /q = pg. Esse corpo é indicado -K(r).
Sendo õ : /fIEl --, .l(lzl qualquer deriv'ação, estendemo-la à operação â

K(u) --, X(u), õ(.f/p) cou-o é sugerido pelo iteui (ü) ágil-a.
V'eriÊca-se que õ está bem-definida, realmente estende a derivação original e é
uma deüvação.

.hsuma agora que R é comutativa, com uma derivação õ. Podemos conlstruir

um outro anel diferencial Rla}, deste modo: imitando a deânição de uu anel
de polinõniios de iníinitu \'viáveis, consideramos um anel de polinõmios nas
variáveis à"(n), rz € N, em que õ"(z) é apenas um símbolo. Um td polinõinio
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tem a forma

ko ki

>l:.o.,:+ l: ::(õ(';)):+
í-oi-o

a.: (õ "(z) )+

Pma / C Rlz} não-nulo, seja ord(/) a ordem de .f, isto é, o maior natural n
tal que uma potência não-nula de õ"(z) ocorre em / caIU coeâciente não-nulo,
ou equivalentemente o menor rz tal que / € Rlz, . . . , .5"(r)l. Desse modo, têm

ordem 0 os polinõmios não-constantes de Rlzl; defina como -- l a ordem de cada

elemento não-nulo de R. Podemos naturalmente estender a derivação õ a todo

Rlz} com õ(õ"(z))
Suponha agora J( um corpo diferencial com uma derivação õ.

Definição 8.1.2. (i) Um ideal .r de -KÍz} é dllfererzc aZ se õ(/) € .r para todo

(ii) Suponha Ã Ç L, em que Z, é um corpo diferencial extensão de K cuja
derivação estende õ, e a C L. Diz-se que a é dlfererzciaZmerzte aZgébhco sobre .l(

se existe / c Klz} não-nulo tal que /(a) = 0; caso contrário a dlfemncia/mente
transcendente .

(iii) Suponha K Ç -L como acima e a € L. Indicamos o menor subcorpo de
L que contém a e K e é fechado sob a derivação de Z) como K<a>.

Proposição 8.1.3. Suponha .l( Ç L, em que L é um corpo diferencial extensão

de K cuja derivação estende õ.

(i) Suponha que .f € Klz} seja não-nulo, com ordem no máximo m. Su-
ponha a,b € L tais que /(a) = /(Z)) . . . ,a"' :} e {b, . .. ,Z)"-:} sejam
cada um conjuntos algebricamente independentes sobre K, e g(a) # 0, g(b) # 0

pma qualquer g de ordem rn de grau menor em õ"(z). Então K<a> e /{<b> são
isomorfos sobre K como corpos diferenciais.

(ii) Se a C L é algébrico sobre /{, então existe / C Klz} não-nulo tal que

/(a) = 0 de ordem mínima. Pode-se escolher .f de modo que, se a mesma

asserção vale para b C L, então K<a> e K<b> são isomorfos sobre K como coitos
diferenciais.

(iii) Dado / C Klz}, existem L e a € 1; como na hipótese tais que /(a) = 0

e g(a) # 0 para todo g C /({r} nãc-nulo com ord(/) > ord(g).

/?({/erêncía; A Proposição 4.3.30 de INlarkerl

Procuramos poi corpos eili (!ue as "equações diferenciais" tenhan] s{)lução.

Um corpo diferencial K é chamado dlfemrzciaZmerlte /achado se pma todos .f, g €

/({=} não-nulos com ord(.f) > ord(g) existe a C /{ tal que .f(a) = 0 e g(a) # 0.
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ltermndo o resultado (iii) da prclposiçãe, obtemos primeiramente uma ex-
te!leão de .K em que essa pi'opriedade vde piu'a todos os polint)mias de Klz}.
Novamente procedendo por indução e comtruindo unia cadeia de corpos, con-

cluía!ns que exbte unia extensão de .K que é diferencialmente íech:!da.

Observamos que se axiomatiza a teoria DC'Fo dos corpos dihrencialmente

fechados(de#emnfla!!y cZosed .Pe/&, em inglês): basta acrescenta ws uHomas

de corpo de característica O, para m > n e k,Z quaisquer, as sentença que
afirmam que, para todos ají com O < .j < m, O < { '( k com algum a.,.i = 1 e

pala todos bjz com 0 < .j < n, 0 < { < / com algum b.,.i = 1 existe l tal que

>l: >: aji(õj(z))' bji(õj(=»' # 0
j-o í-o j-o í-o

(As restrições V* .(a«i = 1) e VI..(b«i = 1) garantem que os polinõmos
têm ordens m e n respectivamente.), sendo uma pequena correção necessária
para o caso n = 1, em que só se escreve o primeiro polinõmio. Vimos acima
que realmente l)OFo tem modelos, bastando considera.r um corpo diferencial

qualquer K.

k Z

Teorema 8.1.4. 1)C'Eo contém ,'lCEo c admite chminação dc quantificadorcs-

RqfcrêncÍw; Quando / C Ktz} tcm ord(/) amos quc / é simples-
mente um polinõmio de K]z] não-constante, ou seja, grau ao menos 1. A respeito

da eliminação de quanti6cadores, que se dá na linguagem com o operador õ, veja

o Teorema 4.3.32 de ]h.larker] ou o Teorema 6.16 de [Poizat i].

Suponha agora -K Ç .Z: como anteriormente, mas com L E l)CRo.

Podemos considerar também o anel -KÍzi, . . . , z«}, obtido do mesmo modo

que Ktz} mas com n \mias,eis "básicas" e independentes: a derixmda de (5"(zi)

é .5''-FI (içi). A definição de ideal diferencial é a mesma.

X/eremos algumas generalizações de resultados clássicos e de associações que
trabalhamos para a teoria .4CF:

hto 8.1.5. OMo P € SnZ(K), o conjunto p(p) C Klzi, . . . ,z.} l (/(t;)
O) € p(u)} é um ideal próprio, diferencial e primo A função p é uma bi.jeção

cntrc Snt(X) c o conjunto dcsscs idcais.

Teorema 8.1.6 (Bwc dc Riu-Raudcnbusch). Toda cadeia cicsccntc dc

ideal difercnciús e iadicús de Klzi , . . . , z.} estaciona (em "comprimento"
ãÚto).

R({#rêrzcáa; O lk:trema 7.1 do livro dc Kaplansl(y que mencionamos no início
'4', ca";,xUW 'V\WV-
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De ntodo análogo ao Exemplo 2.3.8,

Corolário 8.1.7. .Z)CRo é w-estável

Corolário 8.1.8. Sendo -K diferencialnlente íêcllado, deâne-se unl subconjtmto

/ecAado de KoZcAín de K" como uma união finita de conjuntos de raízes comuns

de um número finito de pohnõnlios de Ã'tzi, . . . ,z,:}. Então os complementos
dos conjuntos fechados formam uma topologia noetheriana, chamada de KoZ-

Teorema 8.1.9 (.NuZZsteZle7watz diferencial). Suponha .K F Z)(.;Ãa. Se-

jam P um ideal diferencial primo e p um polinõmio de .Ktzi , . . . , z.}. Suponha

que todo a C .K" que sda raiz de todo polinõmio em P é também raiz de p.
Então p C P

Definição 8.1.10. Suponha que K Ç 1, sejam ambos diferencialmente fecha-
dos. Diz-se que L é um /echo dlfemncía/ de K se, para toda extensão diferencial

F, diferencialmente fechada, existe uma imersão de -L em F fixando os elementos
deK

Os fechos diferenciais sempre existem, como mostra o Teorema de Blum,
Teorema 41.3 de G. E. Sacks, Satumted à/ode/ ]'heoT', W. A. Benjamin, Inc.,

1972. Uma "unicidade" é exposta no Teorema 6.4.10 de IMarkerl.

8.2. Corpos separavelmente fechados

Estes corpos serão necessários quando a característica é positiva: fixamos

agoi'a um primo p > 0. Também é adequado expor este desenvolvimento eni um

modelo monstro: um corpo algebricamente fechado de dta cadinalidade.

O artigo fundamental desta área é Y. Ershov, Fáelds loátA a soZuable tAeor',
Sov. Nlath. Dokl. (tradução AÀ/IS) vo1. 8, no. 3, 1967, p. 575-576. A referência

pala nosso estudo é o capítulo de F. Delon, SeparaóZy cZosed JieZds, in INÍTAGI,

P 143 176.

Recordamos que um pohnâmio irredutível é separáueZ se todas as suas raízes

são distintas. Um elemento z algébrico sobre uni corpo .l{ é dito .separáueZ sobre
K se scu polinõmio minimal sobie .l( é separável.

Seja /{s o conjunto dos elementos sepai'áveis sobre /{: ti'ata-se do /echo
separáueZ de /{. Diz-se que K é separtzue/mente /ecAado se K = K'

O grau de {mpeífeição de /{ ou RtpQhQ7ztc de Ershou é unl número nattn-al

ou o infinito oo, indicado p, definido de modo que p C N +:;+ IK : .Kpl < w e,
nesse caso, pi' ;; IK' : /{PI. Assumiremos sempre que z/ é finito.
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A teoria SCFP,, dos corpos separavelmente fechados(separabZy c/osed .Pelas,

em inglês) de característica p e grau 1, é completa, como mostra o Teorema 2.1
do capítulo de Delon.
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A Conjectura de Mordell-Lang

Concluímos nosso texto expondo a CoÜectura de Mordell-Lang, o enunciado

equivalente natural em Estabilidade e a demonstração de Hrushovski.

Não trabalhaemos a despeito de estimativas, que são um aspecto do pro-
blema de ânitude de soluções. Mencionamos apenas que a Compacidade modelo-

teórica já fornece automaticamente estimativas \miformes, mas pobres. Maior
precisão é obtida na Seção 6 de IHiushovski].

Podemos supor todos os corpos algebricamente R)chados, com exceção de Q,

porque basta sempre considerar seus fechos algébricos para obter os enunciados
gerais.

Todas as curvas de que tratarmos são suaves por hipótese.

9.1. Diversa conjecturas

A Conjectura de Nlordell Lang, como trataremos aqui, é o enunciado mais
abrangente de uma cadeia de conjecturas iniciada poi' Louis Joel hlordell em

1922 e desenvolvida por Serge Lang nos anos 60, mas estendida e demonstrada

por Ehud Hrushovski em 1996 após uma década de aproximações.

Esta seção apresenta essa cadeia de conjecturas, com comentários históricos

e matemáticos derivados de IHindryl, IPillay 971 e ILang 21, para cubas biblio-

grafias remetemos o leitor interessado nos artigos originais.
Consideremos uma curva projetiva suave C definida en] um corpo de números

algebiicamente Imhado K. Há três possibilidades para o genus g de C:
Se g = O, então (;(Q) = 0 ou todas as soluções ezceto um nlímero .anito são

pmametrizadas por funções racionais. Também sabemos que C é isomorfa a p'i ,

de modo que C'(K) é igual a todo P'(K).
Se g = 1, então C(Q) = Ü ou C é uma, curva elíptica. O Teorema de

Nlordell--Weil aârma que, neste caso, C(K) é uin grupo abeliano íinitamente

gelado.

Nesses dois casos, é freqüente que C'(K) seja infinito, e isso será sempre
verdade pala C(L), em que L é algtuna extensão finita de /(.

Se .q > 2, Nlordell conjecturou que a situação é diferente:

(NI) Se C é unia culuã de menus > 2 definida sobre ulli corpo
numérico K, então C(K) é finito.
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A conjectua (M) foi provada por Faltings em 1983.
Suponha agora .4 -- J(a) a jacobiana de C. Com C' imerso em .4, temos

c'(Q) -- c n .A(Q). Seja I' um subgrupo íiútamente gerado de ..4. Assumindo
(M), I' n c é finito. O Teorema de Nlordell-'Hreil mostra que(M) equivale a
este enunciado: "Se X é uma curva em uma variedade abeliana 4 e I' é um
subgrupo finitamente gerado de 4, então I' n X é finito ou X é transladado de
uma cun a elíptica."

Associa-se a esse enunciado a Conjectura de Mania--Nlumford:

(À4M) A intersecção de X com o conjunto dos pontos de torsão de
J(X) é finita, ou a intersecção de X com o conjuntos dos pontos
de uma vmiedade abeliana .4 em que X esteja imerso é finta,
exceto se X é transladado de uma curva elíptica.

Em 1960, Lang considerou uma situação análoga para corpos de funções.
chamada m/afíua:

(L) Sejam K um corpo de funções sobre um corpo }(o de carm-

terística 0 e C' uma cun'a sobre K de menus > 2. Então C(K) é
fi:fito ou C é isomorfa a uma cur\a ao definida sobre .Ko e to

dos os pontos de C'(-K) asceta um ntímefo Jlnãto correspondem

a pontos de Co(Ko) sob esse !somor6smo.

A demonlstração de h'lanin em 1963 teve que ser corrigida posteriormente,
Rias é importante notar que já fuja u$o de corpos diferencialmente fechados.

A última conjectura de Lang tomou forma em 1965:

(h'll) Sejam S uma variedade gemi-abcliana definida sobre um corpo

dc característica 0, X umü subxwicdadc dc S c I' um subgrupo
de gradação ânita de S. Então x n I' é uma união finita de
trasladados de subgrupos dc S.

A dcmomtração dcsm cn'viciado pua F fiNtamcntc gerado é devida a x.b.ita
cm 1996 c a redução a esse caso havia sido feita por À'lcQuillan no ano a.ntcrior.

O caso abcliano c dc grupos aditamento gerados data dc 1994 por Fdtings.
Quando S é abobada c I' é scu grupo dc pontos dc torção, o enunciado corres-

ponde à Conjectura dc X-lanin-h'lunúord, demonstrada por Raynaud c cstcndida
por Hindiy.

Estádios enl posição de decihm a fórmula que ilustra a capa de IX'ITAGI.

Pela Proposição 6.3.3, o enunciado (X{L) alinha que existem 'JI, . . . , '. C I' e
subvariedüdes {lbelianas de .4 tais que 'i+ .Bi Ç X e
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rnx(.K) U (lí + Bi (-K) n F)
í-l

Argumentemos clue (bll) implica (M). Seguindo a nomenclatura em (M),
seja .A a uaiiedade jacobiana de C, também definida sobre .f(o. Pelo Teorema de

Mordell Wei1, .4(Ko) é finitamente gerado. Ora, C(Ko) = c'n .4(Ko), de modo

que (NIL) implica que o fecho de C(K) é uma união 6nita de transladados de
subvaaiedades abelianas de .4. Se todas forem triviais, C(K) é finito. Se não,

como a dimensão de a é 1, o próprio (;(.K) é um desses transladados e, porta\nto,
tem menus 1, contradição.

Observemos que, com esses enunciados, (NI) e (ML) faUlam em característica

p > O. Suponha X uma ceava de genus > 2 sobre o corpo primo FP de p
elementos e ..4 sua jacobiana. Sejam 1(0 o fecho algébrico de FP, t um ponto
/{o-genérico de X, K = /{o(t) e I' o subgrupo de A(K) gerado por {tP" l n C N}.

Pelo Teorema de Lang-Nerón, I' é finitamente gerado e Xnl' não pode ser união

finita de transladados. Analogamente, X(K) -- X(Ko) é finito.
Uma versão possível, devida independentemente a Grauert e Samuel em

1965, tira a condição problemática:

(GS) Se Ko é um corpo algebricamente fechado de característica p>

0, .K é unia extensão finitamente gerada de /{o e C é uma curva

de genus ): 2 deÊnida sobre .Ko que não é hacamente isomorfa
a uma cuida sobre /{o, então C'(K) é âMto.

Para enunciei' a versão proposta e demonstrada em IHrushovskil, devemos

fazer a convenção usual de que os objetos que buscamos são "especiais

Definição 9.1.1. Suponha que -l(o Ç K' são corpos e S é uma umiedade
gemi-abeliana definida sobre /{. Uma subvariedade X de S é especial com

mspeífo a Ko se existem um subgrupo algébrico Si de S, uma variedade semi-
abeliana So definida sobre Ko, uma subvu'iedade Xo de So definida sobre -Ko
e um hoinomoi6smo racional h : St --. So de grupos algébricos t.al que X =

/}-l IXol + c pma algum c € S.

Em particular, uma subvm'iedade especial é uni transladado de um subgrupo

(H) Sejam S unia variedade senil-abeliana definida sobre unl corpo
de cmacterística qualquer, X uma subam'iedade de S e I' um
subgrupo de grttdação fillita de S. Então existem subvariedades

especiais Xi , . . . , X. dc S tais que X nl' Ç Xi U . . . UX. ç X.
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Um caso particular é devido a Buiuni. O enunciado para característica po-
sitiva é devido a Abramovich e Volochl h'usamos que, anteriormente à demons.-

tração de Hrushovski, a validade de qualquer enunciado geral em característica
positiva ei'a desconhecido.

Novamente, observa.se que (H) implica (ML).

9.2 O enunciado modelo..teórico

Efta Betão não é pié-requesito pa.rü & próxima: devotümo-la a estuda' o

capítulo [Pillay B], que demomtra & equiva]ência dos enunciados(NIL) e

(P) Sejam K um c03:po algebricamente fechado de ca.racterística 0,

S uma vw'iedude gemi-abeliana sobre K e I' um subgrupo de

©adação Ênita de S. Ente Th(K,I', (a).eK) é estável e I' é
um-buetuio.

cujo ambiente natural é a Teoria dos Modelos. Obmrvamos que a estrutura
(K, I', (a).e.K) constitui-se do corpo K, pul'a o qual subentende-se & linguagem

dos anéis com unidade, de I' subgrupo de S, por sua vez contido em Ã'", ou
sda, I' é uma relação n-ária sobre K, e dos elementos de .K como constantes.

Díferimos de IPillay BI nesta

Definição 9.2.1. Sejam .K corpo algebricamente fechtldo, G grupo algébrico

comutütivo sobre K e I' um subgrupo qualquer de G. A tripla(K, G, I') é do
tipo de gang se, pm'a toda subvwiedade X de G sobre K, x n I' é união 6nita
de tiünsladados de subgrupos de G.

Assim, (hll) (bz que, se -K tem característica 0 e I' é um subgrupo de

gradação finita de S vuíedade senil-übehanü sobre K, então(.K, $, 1') é do tipo

de Lang. Pro'ç'vemos o

Teorema 9.2.2 (Pílltiy et aZ.). Sejam K corpo algebrictlmente fechado, G
grupo algébrico comutativo sobre K e I' subgrupo de G. Então (K, G,I') é do

t.ipo de Lüng se e somente se rHK, I', (a).ex-) é estável e I' é um-baseado.

Não aplicmeiuos a debnlitação usual l)cmon.stração- QKD, porque o raciocí-

nio conte'rá resultados intçrnierdiários de destaque.

Inicialmente provámos a implicação inversa. Suponha X subvmiedade de S"

Entiio xnl'" é definível na estrutura (K, I', (a).e K). Por hipótese e a Proposição

5.4.4, Xnl' é combinação booleana ânita de transladados. NÍostra-se que o fecho

de Zariski(eni um grupo algébrico comutativo) de uma tal combinação é unia
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união finita de transladados laterais de subgrupos algébricos, bastando aplicar

a Proposição 6.3.3.
Dedicamo-nos agora à implicação direta. Sejam DJt = (K, S, I', (a).eK),

T = Th(9R), I' = (1', (x n I'")X) em que X percorre os subconjuntos de S"
definíveis com pm'ânietros em -K. Assuma (K, G, I') do tipo de Lang

Lema 9.2.3. To = 7'h(1') é uni-baseada.
l)emorzstrnção; Qualquer subconjunto X de G definível sobre .K é com-

binação booleana ânita de subvariedades irredutíveis Xi de G. Então X n I'
é uma combinação finita dos Xi íl I'. Como (K,G,I') é do tipo de Lang,

xí n I' = Uj((;.j n I') em que Cij é um transladado de um subgrupo algébrico
Gij de G. Assim, cada defiüvel em I' é definível no reduto I'o = (1', (B n I')B)
em que B percorre os subgrupos algébricos de (;. Sabe-se que toda fórmula de

Th(I'o) equivale a uma combinação booleana de Mrmulas primitivas positivas.

Em pmticular, todo conjunto definível é combinação booleana de tiansladados.

Então Th(I'o) e também 7'h(1') é estável e um-baseada.
Qno

Sda n > lrl tal que Zo é K-estável. Seja gt modelo de T satwado com
l/VI a: x. Entã. m -< m = (Kt,Gt,I'i,(a).CK). Tome ri (I't,(}''nri)y)
em que y percorre os subconjuntos de G(Ki) definíveis cona parâmetros em /{.
Então I' < 1'i.

Seja acl/( ) o fecho algébrico como corpo (.HeZd).

Lema 9.2.4. Se B Ç N, l.al < n, então existe C Ç I'i, l(71 < H, tal que, pala

todos ai, a2 C I'i com mesmo tipo sobre C em I'i, existe / : acl/(B UKUI'l) --,

aGIr(B U K U I't) satisfazendo

(i) / ha os elementos de B, .K, C.

(ü) /Ir. é autonioúsmo de I'i.

(üi)/ é(p:«cial) elemento' em(Ki,Gi,(a).CK).
(i«) /(a:)
(v) Pm'a todos c, d C N -- acl.f(B U K U I'i) eHste automorfismo g de $t que

estende / e g(c) = d.

l)enzorzstração: Tome .E7' := B U /<. Para cada upla b de B', seja (;b um
subconjunto anito de I'i tal que o tipo de b sobre I'i em (Ki,Gi,(a).cK) é
desnível sobre CÕ (existe pois T«/{i,Gi) é o-(stável). Sda C = UÕCb, com
CI < K. Sejam ai, a2 como no enunciado: tome /i autoniorfisino de I'i que fixa

os elementos de C c /i (al ) = a2.

Veriíiqiienios que, para qualquer upla b de B' e qualquer upla a dc I'i , (b, a)

c (b,/i(a)) têm o mes«-o t.ipo e'- (Ki,Gi,(a)..CK). Suponha '#(z,y) Mrmula



178 A Conjectura de Xlordell--gang 9

da linguagem de (.KI, Gi, (a).CK). Existem upla c de C e Mrmula @(#, z) dessa
linguagem tais que KI f::: Ó(b,a) + Ki 1:: Ü(a,c). Nlm @ n I': é 0-desnível

em I'i. Como /i é ele:sentar e«, I'i, temos K: k Ü(a,c) + K- E Ú(/-(.),c),
donde Ki F Ó(b,a) o Ki F Ó(b,.fl(a», como desdado.

Seja /2 : B' UI'i --, B' U I'i que estende .fi e é a identidade em B'. Então /u

é elementar em (.KI, Gi, (a).CK). Sda / eüensão de .& a uma permutação ele..
mentor (em (KI, Gi, (a).CK)) de acl/(B' UI'i). Então / satisfaz (i)-(iv). Dados

c, d € N -- ,cl/(B' UI'i), / estende-w a ««-: automoMsmo g de (.KI, Gt, (a).cx)
com g(c) = d. Como g fha I't, é automorfismo de gt. Qno

Como Zo é x-..tá«l, também o é T. Se m = (Ki,G:,I',(a)..«-) F T,
então qualquer subconjunto de I'T definível em gt é deíinível em I'i. Do fato
e do primeiro lema, I' é um-baseado para T. Isso conclui a demonstração do
tm!'ema.

A veri6cação da Conjectura de Lang produz, então, uma coleção de teorias

estáveis Th(K, I', (a).CK). IPillay Bj credito esta conseqüência da demonstração
a uma obser\nção de Poizat:

Proposição 9.2.5. Suponha -D conjunto fortemente minimal, I' subconjunto

arbitrário de D". Seja I' = (1', (x n I'")x) em que X percoiTe os subconjuntos

desníveis de -D"", qualquer m C N. Seja ]'' = (]', (y)r) em que y percoine os
subcoÜuntos deíiníveis de I'' em (.D, I'), qualquer m C N. Então I' e I'' têm

as mesmas relações 0-de6Nveis.

9.3. Demonstração do enunciado (H)

Esta seção demonstra o enunciado (H) da Conjectura de À.lordell Lang.
Nossa apresentação combina o artigo original IHrushovski] e a exposição em
IBouscarcn B), mas há também um roteiro mínimo no anal dc IPillay 071.

A dcmonstração cm si é feita para um caso cxtrcmamcntc particular, ao qual
se reduz previamente o enunciado geral. Desse modo, como na seção anterior,

os raciocínios não estão delimitados pelo usual l)emorzstração--QEO.

Seguiremos a linha original deIHrushovskil, ao apresentam paralelinnente as
demonstrações para os casos de característica 0 e positiva, já que muitos enunci-

ados são os mesmos quando as hipóteses são adequadas. Em IBouscaren BI, as
vuiedades estudadas são abelianas e os casos são tratados isoladamente: o de

característica 0 é apresentado em maiores detalhes e o de característica posit.iva

é posteriormente roteirizado.

A primeira redução consiste em considerar, no enunciado (H), o fmho de
x n I' escrito como união de suas componentes irredutíveis: cl(x n I') = xi u
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U X«, em que cada Xi é um fechado irredutível, portanto subvariedade

Note que cl(X n I') n I' ç cl(x n F), enquanto de x n I' ç cl(x n F) n I' vem
cl(x n I') ç cl(cl(x n I') n I'), concl«únd.-se qu' cl(cl(x n I') n F) = cl(x n r).
Assim,

cl(x: n F) u u cl(xt n I') = cl«xi u u xA) n F)

mas cada cl(x{ n I') ç Xi. Suponha que cl(XÍ n I') esteja propriamente contido

em Xí: então Xi -- cl(xí nl') é um aberto não-vazio de Xi, portanto denso e seu
fumo é X: Porém X{ --cl(xí nl') ç cl(xnl') = cl(xi nr) u. .. ucl(xhnF),
de modo que Xi -- cl(xí nl') ç Uj#i cl(xj nl') Ç Uj,íi XÍ fmhado. Tomando o
fecho, obtemos Xi Ç Uj#i Xj e então existe.j # í tal que Xi Ç Xj, conta'aliando
o Fato 6.1.1. Desse modo, cada cl(xi n I') = Xi, ou seja, xi n I' é denso em
Xí. Como precisamos apenas que cada Xi seja especial para aplicar o Corolário

6.3.4, basta demonstra' o

Teorema 9.3.1 (Hrushovskí) . Sejam Ko Ç K corpos algebrícamente fmha-

dos, S uma variedade semi-abeliana sobre /(, X uma subva'iedade de S e I' um

subgrupo de gradação finita de S. Suponha que X n I' é denso em X. Então X
é especial com respeito a /{o.

Apresentamos agora uma redução devida a Buium. Tome S, X, .f(0, I' como
neste enunciado e tome .L uma extensão finitamente gerada de -Ko tal que S, X

e um conjunto de geradores de I' estão definidos sobre L.

Ena característica p, IZ) : Lpl é finito e Í'l,,cn Z,P" . /(o, de modo que o

mesmo vale para um fe'cho separável K de Z,. Tome I'« = p"S, de modo que

R,.cn I'. tem dimensão ânita. Então I'/p"l' é finito e I' intersecta apenas um
número finito de classes laterais de I'., de modo que alguma classe lateral de
I'. intersecta X em um conjunto denso.

Em (aracterística O, dotamos L de uma derivada para a qual /(o é o corpo de
constantes e tomamos K um fecho diferencial de L. Buium mostrou que existe

um subgrupo de S de dimeipsão finita contendo I'
Adiantado-nos e considerandos a Observação 5.8 de IHrushovskil , ou a Subse-

ção 2. 1 de IBouscmen BI. Tomaremos /{' uma extensão elementar IKj+-grande
de K' c /{l) o corpo de constantes de K' se a característica é 0 ou /{Ó =
R.cn(K')p" se a característica é p. Temos X'o Ç Ká. Plovaiemos o teo-
rema com K' e .f(á em vez de K e .l(0: existem S; uma subvaiiedade grupo de
S' = S(K'), uma vmiedade scmi-abeliana S6 definida sobre /{á, uma subvari-
edade XÓ de SI) definida sobre /(6 e um inoríismo bi.jetor h' : S{ --. S' tal que

x + (À')''lxól.
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Verifiquemos que podemos voltar ao enunciado original com K e Ko. Como

K é algebricamente fechado, por rigidez SÍ também é defiúda sobre Ko. .A
a6rmação "h' é um morfismo bijetor de SÍ em S' com subvariedade Xá de6ni-
dos sobre -Z(á tal que X = al) + (h')'ilX6j" corresponde a uma sentença com

constantes em /{' necessárias para deânir h', S, .B, X, lambi'ando que /íé é de-

Ênívnl em K'. Já que /T < K', podemos considerar as variedades e os morfisniüs

definidos pelas fórmulas em .K.

Notamos que lT' é grande em um cardinal maior que o do conjunto de
parâmetros necessários para de6nir todos esses conjuntos e funções.

Desse modo, é su6cíente provar o

Tcorema 9.3.2 (Hrushovskí). Assuma tais condições pma J(, c .Ko o corpo
de cümtantes de K se a cuacterística íor 0, ou }(o = R.cn KP" se a cmac-
terística for p > 0. Sejam S uma variedade gemi-abeliana deÊnida sobre ÃI' e
X uma subvaiiedade de S. Seja I' um subgrupo infinitamente deíinível de S de

dimensão finita. Assuma X fl I' denso em X. Então X é especial com respeito

'lYabalharemos agora sobre este enunciado, assumindo os lemas técnicos de

IHrushovskil que se 6zerem necessários. Podemos assumir que X tem estabiliza-
dor anito, caso contrário quocientamos pela componente conexo do estabiliza-

dor. Seja .4 o subgrupo conexo maximal semi-pluJriminimal de I'. Por hipótese
X nl' é defino em X. 'l'ome y um definíxel contido em X nl' tal que y é demo
em X e de posto e grau mínimos. Já que X é irredutível, se y = yl U . . . U X.

então um dos }l tem que ser denso em X, concluindo-se que o grau de y é l.

Além (Essa, se y' é um subconjunto de y de mesmo posto, então y' é denso
em X, .já que seu complemento não pode ser.

Observe que, se translação por um elemento a estabiliza y no sentido de

RM(}'' n (a + }')) (}''), cotão o fecho dc }'' n (a + }'') precisa scr X- Como

x n (a -F X) é fechado c contém }'' n (a -F }''), o clcmcnto a cstabihza X como

um conjunto. Então o estabilizador "posto" de y está contido no estabilizador
conjunto" dc X c é finito.

Pois:luto, um subconjunto dc y dc mesmo posto está contido cm unl trans-
ladado c + .'l. Em pmticular, (c + .'l) n x é denso cm X. Substituindo X poi

X c c I' por .'l, podemos iwsumir quc I' é scmi-pluriminimal.
Escreva .4 como uma soma de subgrupos Octogonais .4i gemi-minimais. Sda

1? a soma de todos os .4í não localmente modulm'es, e C a soma dos demais. Se

.4i, .4j são não localmente modulmes, então são não ortogonais a.Ko, e portanto
cnt.le si, donde i= .j. Então Z? é gemi pluriminimal. }' mtá contido em um
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transladado de B. Novamente pol translação, podemos assunür que y Ç B.
Seja G o fecho de B. Então G é uma subvariedade grupo de S, contendo X

fecho de y. Suponha que existem um grupo algébrico So definido sobre /{o e um

homomoríismo racional bi.jetor /} : G --. So definida sobre K e hÍ.BI = So(/{o).
Então So é gemi-abeliana. Sela Xo o fecho de /&]r]. Já que h]V] Ç hlBI Ç
So(-Ko), temos Xo deânida sobre Ko. Clmamente h'ijXol contém X. Já que /}
é bijetor, A''(Xo)

Assim, basta mostra que So e A existem:

Proposição 9.3.3. Sejam S uma variedade semi-abeliana definida sobre K e .A

um subgrupo definível gemi-minimal de S, denso em S. Então ou 4 é localmente

modular ou existe um grupo algébrico .17 de6nido sobre /(o e unl homomorfisnto

i-acional bijetoi /l : S --, H com hlÁI = H(Ko).
[)emonstração. Assuma que .A não é ]oca]mente modu]ar. Existem um

grupo algébrico .17 definido sobre .f(0 e um homomorílsmo de grupos desnível e
sobrejetor ht : .4 --, H(,Ko) com núcleo finito com, digamos, n elementos. Dado

g/ € hit.AI, existe z C H com 3/ = ht(z); defina go(3/) = rzz, bem-deãnido porque
se hl(z) = hl(z') então z -- a;' está no núcleo de hi e n(z -- z') = O. Vemos que

go é um homomorfismo sobrejetor. Mas o conjunto dos pontos de n-torção de
H é anito, de modo que go tem núcleo anito.

go é uma função quase-racional. Já que hil.AI é denso em -17, go define
um homomorâsmo g : Jlí --. S. Seja R o menor subgrupo fechado de -H com

.17/R serei-abeliano. Então R está definido sobre .f(o. H/R é fortemente rígido,
donde(Keig)/R está definido sobre -Ko e também Kerg está. Já que /{o é
algebricamente R)ceado, existe um grupo algébrico .EÍ' definido sobre Ko e uma

função sobrejetora quase-racional/ : J7 --- .11' com núcleo l<erg. Obtemos uma
função quase-racional induzida g' : H' --, S com g = g' o .f. Como / leva H(Ko)

a Jlr'(/{o), podemos assumir que Keig é trivial.

A imagem gllíl contém ..4, que é denso em S, de modo que gllíl = S. Seja
h a inversa de g. Então h é quase-racional. Compondo com unia potência
da função de Frobenius e alterando .llí apropriadamente, podemos assumir h
nacional. QKO

Tradicionalmente, uni último parágrafo deve ser dedicado a novos horizontes.

A existência deles, nesta expedição de Hrushovski, é excepcionalntente nítida.

Em Geomet.ria Algébrica, Tcnria dos Nlodelos "interna" ou qualquer outro ramo
da Matemática, as ferramentas que apresentamos têm aplicação crescente. Não

a explicitaremos, porém: convidamos o leitor a busca-la ou cria-la em qualquer

tópico que Ihe chame a atenção
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indecomponível, 123
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família de, 114

pluriminimal, tipo, 166
polinõmio homogéneo, 138

ponto
K'-genérico, 151
não-singular ou suave, 144

racional, 139
regular, 161
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