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Abstract

In this work we study the invariance of P-subspaces and the solubility

of the barideal JV = U © y in the Bernstein algebras. We also show

some relations between these algebras and those originated by the genetic

motivation, as the genetic, train and train principal algebras.



Resumo

Neste trabalho estudamos a invariância dos P-subespaços e a solubili-

dade do barideal .N = U © y nas Algebras de Bernstein. Apresentamos

também algumas relações entre estas álgebras e aquelas surgidas pela mo-

tivação genética, como as álgebras genéticas, train e train principal.
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Introdução

O uso de métodos matemáticos para representar as relações genéticas de

uma popular;ão datam do inicio do século XX, com a famosa Lei de Hardy-

Weinberg, de 1908. Outros trabalhos foram desenvolvidos desde então, por

exemplo por Fisher, Haldane e Wright (ver 1261). Em 1923, após a elaboração

de uma síntese dos trabalhos desenvolvidos até sua época, S.Bernstein propôs

e resolveu parcialmente - o problema da caracterização de todos os operado-

res de evolução que satisfazem o phncíbáo estacionado. TH princípio é uma

generalização das Leis de Mendel e do clássico teorema de Hardy-Weinberg.

Entre 1939 e 1941 1.M.H Etherington inaugura, com um seqüência de ar-

tigos, um novo campo de estudo da Matemática, as álgebras genéticas. Nesta

série de trabalhos, Etherington dá uma formulação matemática precisa das

Leis de Mendel e introduz conceitos fundamentais para esta teoria, como o

de álgebras báricas, traia e traía especial. Desde então, inúmeros autores

têm trabalhado com estas álgebras. Dentro deste grupo de autores, devemos

destacar Schafer e Gonshor que durante a primeira metade da década de

50 introduzem o conceito de áZgebra genét ca e den:tonstram teoremas funda-

l



Introdução 2

mentais sobre elementos idempotentes e potências plenas nas álgebras train

especiais. Aproximadamente 50 anos após S.Bernstein ter formulado seu

problema, Yuri 1. Lyubich e Ph. Holgate, independentemente, definem as

álgebras de Bernstein, dando uma formulação algébrica para o problema.

O objetivo central deste trabalho é o estudo da estrutura das álgebras

de Bernstein, a invariância dos P-subespax;os, a nilpotência e solubilidade

do barideal e as relações entre estas álgebras e outras álgebras bálticas. No

Capítulo l introduzimos os conceitos básicos para o estudo desta teoria, como

a Decomposição de Peirce e identidades básicas. Dedicamos ainda uma seção

para alguns resultados elementares sobre as álgebras de Bernstein-Jordan,

pois muitas das propriedades e resultados sobre as álgebras de Bernstein são

obtidos a partir do estudo deste tipo de álgebras.

O Clapítulo 2 traz o estudo da invariância dos P-subespaços Os P-

subespaços são, em linhas gerais, subespa'ços vetoriais de uma álgebra de

Bernstein .4 = .R'e q) U (D V que tem expressão polinomial em termos de U

e I'', sendo estes últimos subespaços surgidos na decomposição de Peirce da

álgebra de Bernstein.

No Capítulo 3 estudamos as relações entre as álgebras de Bernstein e

outras álgebras bái'ices como as álgebras genéticas, train, train principal e

train especial. Por 6m, no Clapítulo 4, estudamos a solubilidade do bmideal .7V

de uma álgebra de Bernstein .A = .Keq)-V. Mais precisamente, demonstramos

que (.V')õ = 0 e .Nl;l = 0.



CAPÍTULO I

Algebras de Bernstein

As álgebras que surgem na genética são, em geral, comutativas e não

necessariamente associativas. Entre elas, as álgebras de Bernstein tem um

papel relevante. Estas álgebras surgem em relação a um problema proposto

por S.Bernstein em 1923 sobre as condições nas quais uma população "al-

cança" o equilíbrio após uma geração. Dentro das técnicas de estudo destas

álgebras estão a análise dos elementos idempotentes e a Decomposição de

Peirce associada a estes idempotentes.

Neste capítulo apresentamos uma série de definições e resultados básicos

referentes a estas álgebras, introduzidas independentemente por Lyubich 1251

e Holgate j21], e que serão a base para nosso trabalho.

1.1
.e--u +. 'B .P eConceitos básicos

Seja -K um corpo de característica diferente de 2 e 3. Uma áZgebra sobre o

corpo K é um espaço vetorial Á sobre -K no qual está definida uma aplicação,

3



1.1. Conceitos básicos

chamada proa to, de .A x .A em .A que satisfaz

«(3/ + z) - ZZ/ + :«,,

(3/ + ,)«

a(s3/) z(aZ/),

para quaisquer s, Z/, z € .4 e qualquer cv C -K. A álgebra Á é dita comutativa

ou assocíatáua se cumpre, respectivamente, ZZ/ = yz e (açZ/)z = z(3/z), para

todo z,3/,z e.4.

Dado um subconjunto S de uma álgebra .A, indicamos por <S> o subespaço

vetorial de ,4 gerado por $. Denominamos anuZador de S o conjunto definido

por

annS = {z C ..4 l z3/ = 0 para todo Z/ C S}

Além disso, um subespaço vetorial .r de .A é dito um ídeaZ de .A se cumpre-se

.4.r, .r.A Ç /. Uma álgebra .A é dita sámpZes se .A2 # 0 e os únicos ideais de .A

são os triviais, isto é, {0} e .4.

No decorrer deste trabalho .A denotará uma álgebra comutativa, não ne-

cessariamente associativa, de dimensão finita sobre o corpo -K

Há várias maneiras de definir as potências de elementos e subespaços em

uma álgebra não associativa. A seguir destacamos dois tipos de potências

que apresentam signiÊcação genética.

Seja z um elemento da álgebra .A. As potêvzcáas phncípaÍs de z são

dehnidas Dor

zl- z . ::;» - z«* :, (k 2: 2)
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Analogamente, definimos as potências phncdpaás de um subespaço vetorial

U de .A por

U: -U . U'- UU*-:, (k2 2).

Por outro lado, as potências plenas de z e U são definidas, regi

mente, por

zlo] . z e z]k] = iç]k-i]ztk-i]

Ulo] . C/ e U]k] - Utk-tlUÍk-tl

Além disso, as potências de U são definidas por

t/(t) .U e U(k) = 1>' t/(i)U(j)

Um elemento z da, álgebra .A é dito náZpotente épr ncípaZ9 se existe r C N

tal que iç' = 0. Uma álgebra .A é dita náZ se todos os seus elementos são

nilpotentes.

Uma função w : .,4 --} .K é um carácter de .A se w é um homomorfismo

não «l. de álgebras, isto é, «,(z + 3/) = «,(z) + «'(g), «'(z3/) - 'o(JÇ)«'(3/) e

w(az) = aw(sç), para todo z, y C .A, a c K. Tal homomoríismo é chamado

/unção peso. O par (.A, w) é chamado áZgebra báhca, e denotaremos por N

o núcleo do homomorfismo w. Observamos que, se / é um ideal de .A com

/ Ç .N, então ã : ,4// --» K, definido por ã(z+.r) = u(z), para todo z € .A, é

um homomoríismo da álgebra quociente .A// em Ã.. Portanto, o pai (.A//, ã)

também é uma álgebra bárica.

Definição l Uma áZgeZ)ra bár ca (.A,u) é alta t'ma áZgebra de Bernsteãn

q'fiando Date a identidade

(z'y

e (k 2 1),

(k 2 1)

e (k 2 2).

«,(z')z', para todo z € .A. (1.1.1)
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O lema seguinte é devido a Holgate j211

Lema l.l [/ma áZgebra de -Bernsteán (.A,«,) pois.'{ ezat'zme'tte «'m pomo

mor$smo de peso.

Demonstração. Pela de6nição de álgebra de Bernstein temos um homo-

morfismo não...trivial w : .A ---, K. Seja p : Á --' .K outro homomorfismo

não-trivial. Desde que p é compatível com a multiplicação em Á, a identi-

dade (1.1.1) implica (lue 'p(3/y = ç'((3/'y) - p(0) - 0 para todo Z/ C N, logo

p(3/) = 0 para todo y c .M. Portanto kerg = kerw, já que p é não nulo.

Agora seja z c Á -- N. Então a.'(aç) # 0 e y'(aç) # 0 já clue ker'p

kero. Além disso, w(;(D -- z) - 0, e assim ijib -- z c N. Então segue que

0 - ") - :$$ -- p(") - 'P(')(:8 - 1) ' "m' 'p(z) # o, t'mos que

gg - l isto é P(z)

Amparados neste último resultado, passaremos a denotar o par (.A, o)

apenas por .A a fim de simplificar a notação.

Lema 1.2 Sega Á uma áZgebra de Bernstein. -Então

2:«:«j (z:)zj +w(zj)z:, (1.1.2)

para todo z c .A com {, .j 2 2

Demonstração. Linearizando (1.1.1) temos as identidades

2«'(«3/ ) «,(.3/)z' + «,(«:)«3/, (1.1.3)

4(«3/)(.z) + 2«'(3/;) «,(y,)z' + 2w(z3/)z, + «,(z')Z/; + 2'.'(z;)zy,(1.1.4)
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para todo z, 3/, z c .4. Agora, fazendo Z/ = açj'i em (1.1.3), temos

2z'(zj) )z' +«.,(«')«j,

para todo .j 2 2. Seja agora 2 < r $ s e assuma, por hipótese de indução,

que a identidade (1.1.2) é verdadeira para todo par ({,j) com 2 5; á < r e

{ 5; .j. Assim por hipótese de indução segue

2«'(«'':«'-:) - «'tw(«'':)«'':+ «'("'':)"'':}

«,(z''')«'z'': + «,(z'':)«'«'':

! {«,(«'-'"D«'-' + «,(«'''''-D«' + «,@'''"D«'-: + «(.'''''-D«' }

«(«'''''-D«' + ;{«(,''''D«'-: + «(.''''D«'-: }

«.,(g'+''')z' + «,(z')z'':z'-:

Agora, tomando 3/ = z''i e z = z''i em (1.1.4) segue que

4(z'z') + 2z'(«'':z'-:) - «,(z'':z'-:)z' + 2«'("')«'

+«,(z')z'':z'-: + 2«(«')z',

para todo z C .A, e combinado com a relação acima temos finalmente que

2(z'z') «,(«')z' + «,(«'),' ,

para todo z C.A.

Os próximos resultados caracterizam os elementos {dempotentes de uma

álgebra de Bernstein. Como veremos no decorrer deste trabalho, estes ele-

mentos tem um papel central no estudo da estrutura destas álgebras. Deno-

taremos por e un] idempotente não nulo de uma álgebra de Bernstein .A, i.e.

e # 0 e eu :: e.
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Lema 1.3 Seca Á uma áZgebra de .Bernsteín. O conjunto de idempotentes

não nulos de..4 é dado por

{z' l z c Á, c«n «,(z)

Demonstração. Seja e C .A um idempotente não nulo. Substituindo em

(1.1.1) temos

0 - (e'y -- «.,'(e)e' - ' -- «,(e')' - ' -- "(')'-

Logo, «/(e) = 1. Por outro lado, tome z C .A com «;(z) - 1. Então 'i(z') -

w2(aç) = 1 e portanto, de (1.1.1) segue que (z2)a - iç2 e assim z2 é um

idempotente de .A. H

Segue do lema anterior que toda álgebra de Bernstein possui, no mínimo,

um idempotente e. Um elemento r C -A é representado de maneira única

como z = co(z)e + Z/, com 3/ € N. Substituindo está decomposição em

(1.1.1), obtemos imediatamente as identidades abaixo

Col-no .N é um ideal de .A, podemos definir o operador linear .IWe : JV --, N'

por Me(Z/) = 2e3/, para y € N'. A identidade (1.1.5) garante que esse op'rador

é uma projeção, isto é À4e2 -: À4c. Assim, denotando por Uc e I'/e a imagem

e o núcleo de À4., respectivamente, temos a decomposição

N'

2e(2e3/)   2ey, (1.1.5)

2eZ/2 + (2eZ/)2  z/ , (1.1.6)

(2e3/)y'   0, (1.1.7)

    0. l1.1.8)
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onde

Ue = {Z c.Aj2ez=aç}, }/e = {zc..4jez

Segue ainda da identidade (1.1.8) as linearizações

«:'(.,«3) + 2(«:«,)(z-z;)

(Z:Z,)(Z;Z.)+(Z:Z3)(Z,Z.)+(Z:Z«)(Z,":)

0}.

0,

0,

(1.1.9)

(l.l.lO)

para todo zl,z2,z3)z4 € /V

Lema 1.4 Para uma áZgebra de .Ber"zlsteín .A = Ke q) Ue (D I'/e temos as

seguintes inclusões

Ue' Ç %, %'Ç Ue, a} ç ü. (1.1.11)

l)emonstração. De (1.1.6) temos que M.(z/') + M.(3/)' = 3/' pa'ra todo

g/ € N'. Linearizando está igualdade temos que Me(3/13/2) + Me(3/1)Me(Z/2) -

Z/i3/2, pai'a todo Z/i, Z/a C .M. Como ]We(3/) = 3/ se e somente se Z/ C Ue, temos,

tomando g/i, Z/2 C Ue na última equação, que À4e(3/ly2) + Z/tZ/2 - Z/iZ/2, de onde

segue que JWe(Z/tZ/2) = 0, portanto gt3/2 C % e assim, Ue2 Ç }'''e.

Por outro lado, se 3/2 C }/e, segue que .A4e(ylg2) = 3/t3/a, para todo 3/i € ]V

Desta forma, .NI,/e Ç Ue e, em particular, Ue}/e Ç Ue e ve2 Ç Ue. H

O próximo teorema caracteriza as álgebras de Bernstein através de iden-

tidades que relacionam Ue e }/e e serão fundamentais no desenvolvimento do

nosso estudo.

Teorema 1.5 .Em ama áZgebra de Bernsteãn ..4 = Ke a) Ue © % valem as

identidades

«' - «(««) u«' y - (u«y (1.1.12)
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para quaisquer u € Uc e u C l,/e.

Reciprocamente, se .A = -Ke © Ue © }/e é uma áZgebra báüca com e {dem-

potente, eu = !u, eu = 0 para todo U C Ue e u € 1/e, e fazem r-í..r..í.Z) e

(í.1.12), então A é wma átgebra de Bemstein.

Demonstração. Sejam u C Ue, U C l,/e. Para cada a, # C .K, substituindo 3/

por au + Pu em (1.1.7), temos

a:u; + 2a'/3u(uu) + aP'u«' 0

Assim, para a ' l e P = 0 temos u3 = 0 e agora, considerando a = # = 1,

segue-se u(uu) + uu' = 0. Para c- - 2, /3 = 1 temos 4u(uu) + uu' - 0.

Clombinando as identidades anteriores obtemos que u(uu) = 0 e uu2 = 0.

Novamente, fazendo y = au + Pu em (1.1.8), temos

a'(U'y + 4a'Pu'(u«) + 2a'P'u'u' + 4a'0'("")' + 4aP;("")«'' + P'("'y - 0

Já que a igualdade é válida para todo a, P C .f(, segue que

u'u') +2(u«y(u«)'''- 0,("'y -0

Finalmente, usando a linearização da identidade aç3 = 0, para todo Z € Ue

e observando que u2 C Ue, segue-se que u2u2 = --2u(uu2) = 0. Assim,

(u«y

Reciprocamente, seja .A = .Ke © Ue a) % uma álgebra bárica com e idem-

potente, eu = lu, eu = 0 para todo u C Ue e u C %, e onde valem (1.1.11) e

(1.1.12). Observamos primeiro que a álgebra .A é báltica com peso dado por

rÀE -.F u -.F u) obra cada À C K', u € Ue e u C %. Vejamos agora que .A
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verifica as identidades u'(uu) = u'u' = U'(UU) = (u'y = 0 pai'a todo U C Ue

e u C ye. Linearizando u3 = 0 temos

U: (U,U;) + U,(U:U3) + U,(U:U2) (1.1.13)

para todo ul,U2,U3 € [/e Agora, fazendo ul = u2 = u e u3 = uu) temos

2u(u(uu)) + (uu)u' = 0, de onde vem que (uu)u' - 0- Fazendo ui - u2 - u

e u3 = u2 segue que 2u(uu2) + uau2 = O, o que implica que u2u2 = 0. Por

fim, (uu)u2 = 0 e (u')2 = 0 seguem da terceira identidade de (1.1 12), pois

Ue%, %2 ç Ue. Seja agora z = w(aç)e+u+u um elemento da álgebra. Então

z' - o(sç)2e + 2u(aç)u + 2uu + u2 + u2 e

(z'y «,(z)'e + 2«(z):u + 2"(,')'(u«') + "("y"' + "("y"' - "("y"'
Logo, .A é uma álgebra de Bernstein.

Se ..4 - .Ke (D Ue © }/e é uma álgebra de Bernstein com idempotente e,

então podemos decompor cada z C .A da forma única z = o(z)e + u + u com

u C Uc e u C %. Agora, segue do teorema anterior que

«' - «,'(«)e +(«,(z)u+ 2u"+ «') + .'' ) (1.1.14)

com u(3ç)u + 2UU + U2 C Ue e u2 € 1'/e.

Linearizando as identidades de (1.1.12) temos

«(«:«,) u) - 0, "'("'")

u:(u2«) + u,(u:«) «'::(u2")+ 2(":"2)(u:")

«:'(u:u,) - 0, u:'«, + 2u:(u:u,)

(u:«)(u,«) - 0, (u«-)(u",)

(u:u:)«' = u'(u:u,)

0,

0,

0,

0,

0.

(1.1.15)

(1.1.16)

(1.1.17)

(1.1.18)

(1.1.19)
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Lemal.6 Seja eC ..4 um {dempotente não nulo de wma áZgebra de
Bernstein. O conjunto dos idempotentes não autos de A é dado por

{e+u+u'ju € Ue}

Demonstração. Se / = e + u + u2, com u C U, então

/2 = e + 2eu + u2+ 2ua+(ua)a = e + u + ua =/,

já que (u2)2 = 0, u3 = 0 e 2eu - u.

Por outro lado, seja / = e +u +u C -rdÁ. Então temos /2 = e + u+

2uu + u2 + u2 ::: e + u + u, de onde segue que u = u2. H

Sejam e, / C /dA. Pelo lema anterior existe u C Ue tal que / = e+u+u2

O seguinte lema relaciona os subespaços Ue, U/ e %:, V/

Lema 1.7 (7om as notações acima as apZácações lineares p« : Ue --> U/ e

a. : % --, V/ de$nãdas por

P.(u) = u + 2uu «.(«) - « - 2(u + u')«:

para todo u € Ue e u C I'L, são {somor$smos de espaços uetohaás.

Demonstração. Vamos mostrar inicialmente que g e o estão bem deíinidm.

Sejam u C Ue e u C %. Temos então, usando as identidades (1 1.15) a

(1.1.19), que 2/(u + 2uu) = 2(e +u+ u2)(u + 2uu) - 2eu+ 4e(uu) + 2uu +

4u(uu) + 2u2u + 2u2(uu) = u + 2uu. E também que /(u -- 2uu -- 2u2) =

(e + u + u')(« - 2u« - 2u'«) - " - 2'(U") - 2'(u'") + u" 2u(u") -

2u(u'«) + u'« - 2u'2(u«) - 2u'(u'") - 0.

Seja agora u C kerp. Temos então que g(u) = u + 2uu = 0, donde

--2uu c ue n }/e = {0}, e p é injetora. De maneira análoga, seja
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u C kera. Segue então que o(u) = u -- 2uu -- 2u2u = 0, e u = 2uu + 2u2u C

u. n }/e = {0}, logo a também é injetora. Desta forma, dãmUe $ dámU/

e dÍm% $ d mV/. Como dimUe + dim}/e = dãmU/ + dãmy/ - dámN e o

barideal .N tem dimensão finita, temos que p e o são isomorfismos de espaços

vetoriais.H

A decomposição .A = K'e (D Ue a) I''Z denomina-se Decomposição de Peirce

da álgebra .A relativa ao idempotente e. Do último lema resulta que as

dimensões de Ue e }/e independem da escolha do idempotente. Disso decorre

que o par (l + dãmUe, dáml,/e) é um invariante das álgebras de Bernstein de

dimensão finita e é denominado o tipo da álgebra .A.

Daremos a seguir a caracterização de algumas classes especiais de álgebras

de Bernstein

Teorema 1.8 Sda 4 = Ke a) Ue a) I'/e uma áZgebra de .Be7"ztstein decomposta

com relação a um idempotente e.

1. As seguintes a$1"mações são equivalentes e, quando Datem, A é chamada

reg'atar:

(a) n'3/ = «,(z)aZ/ p"a to'Ío z, 3/ € .A;

(b) Ue%+%'=0 0.e. uu eu'=0paratodouCUe euC%);

(c) O quadrado de todo z = w(aç)e + u + u c .A de peso l é dado por

«' - w'(z)e + «,(«)u + u'

11. As seguintes a$vmações são equ valentes e, quando valem, A é cha

mania de ezcepciona!:

(a) Ue: = 0 0.e. u' = 0 p«« to.Zo u C U.);

(b) Para z = o(aç)e+u+u C .4, temos z :: w2(z)e +u(z)u+ 2uu +u2.
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Demonstração. l. (a) --, (b) Sejam u € Ue e u € %. Então, para cada

a,0 c K, considerando z = au + /3u e Z/ = e na identidade (a), temos

0 = w(z)ZZ/ = z23/ = 1(2a#uu + p2u2) + a2u2je = a/3uu + Çu2. Já que esta

relação é válida para todo c!, # C .K, temos que uu = 0 e u2 = 0, donde segue

Ue'l/e = 0 e %2 = 0

(b) ---» (c) É imediata.

(c) --» (b) Sejam u € U, u C V'. Para cada ':-, /3 C -K temos, segun(lo (c),

que e + au + clau2 =(e+ au+/3u)2 = e +(clu + 2aPuu + pau) + a2u2, logo

2a/3uu+#2u2 = 0. Para a = 0 e /3 = 1 temos que u2 = 0 e agora, para cv = 0

e P = 1 segue que uu :: 0.

(b) --, (a) Seja z = «;(aç)e + u + u um elemento arbitrário de .A. Então,

pelo item (c) temos que z' (z) + «'(z)u + u', logo

r' - «,(z)z (z)« C %

e assim)

«'3/ -- «,(z)z3/ = (z' -- «,(z)z)Z/ C %.A

para cada 3/ C .A.

ll. (a) -» (b) É imediato a partir da relação (1.1.14)

Definição 2 Z,/ma ÓZgebra de .Bernsteán .A é dita nuclear quando .A

Notemos que, dada uma álgebra de Bernstein .A = .Ke © Ue a) % temos

..42 . Ke+Ue+Uc% +%2+Ue2 - .Ke+Ue+Ue2. Portanto, temos o seguinte

resultado.

Lema 1.9 Sega ,4 = .K'e(DUe©% Uma áZgebra de .BernsteÍn decomzposta com

relaç(zo (z u7n zde77zpontente e. .ZÇzzt(zo .r4 e nuclear se, e s077zezzte se Z.,re2 := 1//'' .
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1.2 Algebras de Bernstein-Jordan

As álgebras de Bernstein-Jordan surgem naturalmente como quociente

de álgebras de Bernstein. Isto constitui um fato relevante e é o motivo pelo

qual dispensamos uma paire deste trabalho ao seu estudo. Uma álgebra

comutativa .4 é uma áZgebra de Jordan se vale a identidade

(«'Z/)z (1.2.1)

para todo z, Z/ c .A. Dizemos que uma álgebra de Bernstein .A é uma áZgebra

de .Bernsteán-Jordan se .A for uma álgebra de Jordan. E uma álgebra .A é

de potências associativas se as potências principais de todo elemento z de .A

satisfazem arelação içizj = zi+j, para {,.7 2 1.

Em 1241, Lyubich pela primeira vez relaciona as álgebras de Bernstein

com as álgebras de Jordan e de potências associativas. Além disso, em 1977,

Lyubich prova que toda álgebra de Bernstein-Jordan é de potências associati-

vas e verifica a identidade train aç3 = w(z)aç2. Posteriormente outros autores

(González e Mmtínez j141 e Walcher 1341) estabelecem novas caracterizações

as Algebras de Bernstein-Jordan.

Proposição 1.10 Sega .A uma áZgebra de -Bernsteín. São equivalentes;

(a) .A é uma áZgeZ)ra de Jordan;

(b) .A é de potências assocíatÍuas;

(c) %' = 0 para todo e C .rd 4;

(d) P«a to'í. e te«.-se K' = 0 e (u«)«.' - 0 p"' tOdO U C Ue e u c %;

(e) P«' algum e tem-se%')«'-0 3'"" todoue Ue eu C%

(f) .A s«tás/a. « {de«tÍd«de z'
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Demonstração. (a) --, (b) É conhecido que toda álgebra de Jordan é de

potências associativas.

(b) --, (c) Sejam e idempotente e u € %. Então para cada À C K

consideremos o elemento z = e + Àu. Temos que z2 = e + X2u2, z3 :;

e+ i.Xaua+Àau3 z4 = e+lÀau2+À3ua+À4u4 e z2z2 = e+X2u2+À4u4

Como aç4 = z2zz, vem que --âÀ2u2 + Xau3 = 0, para todo À c .K. Portanto

u2 = 0 e assim, l,/e2 = 0.

(c) --, (d) Sejam e € -rdA, uo C Ue e uo C %. Considere o idempotente

/ € -rd4 dado por / = e + uo + uo2. Dm hipóteses e do Lema 1.7 temos

que y/ = { u -- 2(uo +uo')u l u C %} = { u -- 2uou l u c %}. Assim,

0 = (uo -- 2uouoy = t;o' -- 4(Modo)uo + 4(Modo)' - --4(Modo)t'o Portanto,

(MODO)uO = 0 para quaisquer e C -rdA, UO € Ue e uO C %-

(d) --, (e) É imediato.

(e) --, (f) Seja z = ae + u + u € .A, com a C -K, H C Ue e u c K.

Substituindo em iç3 e w(aç)z2 temos que

(ae+u+u)2 :: a2e+ctu+2uu+u2+u2

e

(a.+u+")' c13e + cv2eu + 2ae(uu) + aeu2 + aeu2 + ateu + au2 +

2u(uu)+ uu2+ u3 + a2eu+ club + 2(uu)u+ u3+ u2u

a3e + a2u + 2auu + ceva + au2

Portanto, para qualquer C A, z3 = o(z)z2

(f) --, (a) Linearizando z' - u(z)z:, temos

«'g/ + 2(«y)z «,(Z/)z' + 2«,(z)ZZ/. (1.2.2)
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h/multiplicando (1.2.2) por z vem que

(a'3/)z + 2((«Z/)z)z «,(Z/)z; + 2«,(z)(,y)«, (1.2.3)

e substituindo Z/ ZZ/ em (1.2.2) temos

«'(z3/) + 2(z(rZ/))z «,(z)o(y)«' + 2«,(«)(«Z/)«. (1.2.4)

Finalmente, subtraindo (1.2.3) de (1.2.4) segue (lue

«(«'y) «'(ZZ/) -- .«(Z/)(z' -- «,(')z') 0, (1.2.5)

donde z(g'y) = z'(açZ/). H

Desta última proposição segue uma maneira de caracterizar os ideais -r

de uma álgebra de Bernstein .A cujo quociente .A/-r é uma álgebra de Jordan.

Corolário 1.11 Sejam ,4 uma áZgebra de .Bemsteãn e / Ç .N um ideal de

A. Uma condição necessária e sti$ciente para que A/l sda uma álgebra de

Jor(ía e que 'l/e2 (: / p(zra c(z(ía zdempotente e de .í4.

Corolário 1.12 Sda .A uma áZgebra de -Bernsteín-Jordan. -Então

(z::«,)z;+(z,«3)z:+(z:«3)«2 - 0,(1.2.6)

Z)ara todo zi, a;2, z3 C .ÍV

Corolário 1.13 .Em uma áZgebra de -Bernsteán-Jordazz .A

temos

Ke © Ue (D l,/e

ulu2 :: 0, (u«:)«, + (u«,)«: (1.2.7)

para todo U C [/e e ul) u2 € 1'/e
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A proposição seguinte define o subespaço I' como a intersecção entre os

subespaços Ue, quando e percorre todos os idempotentes, e ainda que ele é

um ideal da álgebra de Bernstein .A. Este ideal foi introduzido por Lyubich

(ver 1261 página 96).

Proposição 1.14 Sqa .A wma áZgebra de Bernsteen. .Então L := Í''l Ue é

bm ideal de ..4 e cumpre-se -L = Ue n ÜRHUe

Demonstração. Seja e um idempotente 6xado de .A. Vejamos que se verifica

a igualdade -L = Ue RannUe. Seja u C .Z;. Pma cada z C Ue, / = e +z+aç2 C

/d4. Já que u C U/, existe {Z C Ue tal que u = ü+2ziZ. Então u -- {Z = 2ziZ C

Ue n Ue2 Ç Ue ÍI % = 0, logo uz = 0. Já que z era um elemento arbitrário de

Ue, segue-se uUe = O. Portanto provámos que .L C Ue n annUe.

Por outro lado, se u C Ue RannUe, então u = U+2UZ C Ue+,+,2 para todo

Z C Ue. Portanto u C Í) Ue = L e assim está provada a outra inclusão.

Provaremos agora que L é um ideal. Já que -L C Ue segue e.Z; C .L e

também .LUc Ç (annUe)Ue = 0 C L. Para todo u C %, {Z C 1, e u C Ue temos,

por (1.1.16), que 0 = ã(uu) +u(ãu) - t'(ãl.'), de onde segue que (-L%)Ue - 0-

Como .L% Ç Ue e (-L%)Ue = 0, segue que -L% Ç Ue n &nnUe = L e assim .L

é um ideal de .A. H

Corolário 1.15 Seca .4 ama áZgebra de .Ber"7}steÍn. Então .,4/-L é uma áZgebra

de Ber"rtstein-Jordan.

Demonstração. Pela proposição acima temos que .L é um ideal de .A e de

(1.1.15) vem que %2 Ç Z,. Da Proposição 1.10 segue que .A/.L é uma álgebra

de Bernstein-Jordan. H
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A seguir demonstramos algumas identidades que serão úteis no decorrer

deste trabalho.

Lema 1.16 Secam .A = .Ke © Ue a) % uma áZgebra de -Ber"7zsteán, u C Ue e

U C Ve. .Então temos, para k ? 1, que:

(,) u«*+:

(b) u.L:(u)

(c) u.L:(u') - 0.

Demonstração. Para o item (a) observe que ua C L e, como .L é um ideal,

uh+i c .L. Assim, uuk+i - 0.

No item (b), para k = 1 temos u(uu) = 0 pela identidade (1.1.12). Consi-

dere então uma álgebra quociente .A = .A/-L. Pelo Corola.rio 1.15, ..4/-L é uma

álgebra de Bernstein-Jordan e, pela Proposição l.lO, (üü)O - 0, para todo

{Z c üa e O C %. Como (uu)u C 1, segue que -Lf-:(u) = ((...(uu)u)...)u) -

ã C Z, e assim temos que u-L5'i = uã = 0.

No item (c) temos que u'u C %' C .L, logo .L5(u2) C Z; para todo k ? l e

«.L:(u') C u-L - 0. H



CAPÍTULO 2

Invariância de /'-subespaços

Neste capítulo fazemos um estudo da invariância dos P-subespaços nas

álgebras de Bernstein. Os P-subespaços são subespaços vetoriais de uma

álgebra de Bernstein .A que tem expressão polinomial em termos de Ue e }/e,

subespaços de .A. A princípio, cada P-subespaço está associado à decom-

posição da álgebra, relativa a um idempontente. Porém, conforme os estudos

de R.A.Oliveira 1281, M.L. Lelis 1231 e J. Picanço l61 e 1301, verificamos que

alguns destes subespaços não dependem da escolha do idempotente, ou seja,

são invariantes da álgebra .A. A partir dos trabalhos de J. Picanço deâni-

mos as álgebras de Bernstein-Picanço como uma subclasse das álgebras de

Bernstein para as quais todo P-subespaço tem dimensão invariante sobre a

mudança do idempotente.

20
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2.1 Conceitos básicos

Sejam .A uma álgebra e X, y subespaços de .A. DeÊnimos os subespaços

X+yeXypor

x+y <z + y l z C X, 3/ C }''>,

X}''' l z C X, 3/ € }''>.

Se .Y é o conjunto de geradores de X e y é o conjunto de geradores de Y,

então Xy = <aç / l z C .Y, 3/ C y>.

Observe ainda que, se X, y e Z são subespaços de uma álgebra .A, então

X(}'''+Z) p'is "(y+') - zy+- '":Z/+",,(Z/+0) +

a;2(0 + z) para todo r, içi, z2 c X, Z/ c y e z € Z.

Lema 2.1 Sda X um subespaço de uma áZgebra comutativa .A

(a) X' = <z' l z C X>;

(b) X + X' 1 , c x>

Então

Demonstração. (a) Basta observar (lue ziz2 = ((zl + Zay

com zi, z2 C X. O item (b) segue de (a) e das identidades z2 =

{(-' + (-«)') e " - (" + "') - "'

- Z:2 -- a;22)

à(« + "') +

Dada uma fan-tília {X«}«c/ de subespaços de uma álgebra, a soma e a

intersecção de elementos dessa família produz dois novos subespaços

Demonstraremos algumas igualdades para as famílias {U/}.fc/a'4 e

{y/}/./.«.
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Proposição 2.2 -Em ama áZgebra de .Bernsteán .4 = K'e a) Ue q) ye valem as

seg'vintes igualdades:

M n 'ç - ''; ' '-w. ', ''.:n;
fclãA.

(b) >1: u/-ueoue';
fciaA

(') 1>: y/ - (Ue%+Ue'%) ©%-

Demonstração. Para o item (a) seja w C Í'l yJ, então, para cada u C Ue,
feira

existe u C % tal que w = u -- 2(u + u2)u. Como, particularmente, w € %,

segue que u -- w = 2(% + U')U C Ue n % - o, logo w = u e (t' + "')u - 0

para todo U C Ue. Do Lema 2.1 temos que w € % n ann(Ue a) Uea) e assim,

ÍI y/ ç % nann(He ©Ue') Agora, seja u c %nann(Ue ©Ue')- Então,
fciaA

paratodou C Ue, U'U'2(U+U2)U C V/, logOuC Í'') y/, oque conclui
felaA

aigualdade.

No item (b), usando os Lemas 2.1 e 1.7 segue que >: U/ - <aç +
fciaA

2uZ l Z,U C Ue> ç Ue a) Ue2. Por outro lado temos obviamente que Ue C

}: U/, e também uz = !(aç + 2uz) -- iaç c }: U/. Portanto, a igualdade
/;Z,4/cia'4
está demonstrada.

Para o item (c), como para cada idempotente / = e + u + u* cumpre'se

y/ -2(u+u')t' lu c %},temos }: y/ = <u-2(u+"')«'luC
fciaA

Ue,U C \4:>. Por outro lado, como l/e C )ll: y/, pelo Lema 2.1 temos
feira

>ll: V/<(«'+"')1" € Ue>%+a')% - %©(K%+Ue'%),
fada
o que verifica aigualdade
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E u/ . t'- E v/,
felaAfeiaA

temos, da proposição anterior, que U = Ue © Ue2 e V' = (Uel'/e + Ue21/e) © l,/e.

Ainda sobre a última proposição é importante observar que os subespaços

U e V não dependem da escolha do idempotente.

Na seção seguinte deânimos o conceito de P-subespaço e destacamos algu-

mas propriedades que serão importantes para o estudo da invariância desses

elementos

l)ehnindo

2.2 .P-subespaços

Seja .A = -Ke © Ue a) I'/e a decomposição de Peirce de uma álgebra de

Bernstein em relação a um idempotente e. De6nimos recursivamente

os subespaços monomÍaís de .A determinados pelos subespaços Ue e l/c da

seguinte forma:

(1) Ue e Ve são subespaços monomiais determinados por Ue e %;

(2) Se ml e m2 são subespaços monomiais determinados por Ue e %, então

m = mlm2 é um subespaço monomial determinado por Ue e ye.

Os seguintes subespaços são exemplos de subespaços monomiais determi-

nados por Ue e Ve

(a} )}
%'

<U(«:U,) l U C Ue

<(U«:)«2 l U C Ue

<(«:«,)«; 1 «:, «:,

<(«:«:)(«,«:) 1 «-

e «l,u2 C Ve>;

e ui,u2 C K>;

":, «2 € %>
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Chamamos de subespaço poZánomáaZ de .A determinado por Ue e

1,/e aos subespaços de A que são somas finitas de subespaços monomiais

determinados por Ue e Ve.

Seja KIU, t''l o anel de poZãnómios Záure nas uadáueÍs comutatáuas e não

assou at uas U e y, e seja P' Ç -KIU,VI o subconjunto formado pelo po-

linâmio 0 e pelos polinõmios com todos os coeficientes iguais a l e o termo

constante igual a 0. Para cada elemento p(U, y) de P', e cada idempotente e

de .A, corresponde um subespaço polinomial determinado ao substituir U e }''

por Ue e I'/e, respectivamente. Tal subespaço polinomial assim determinado

é chamado P-subespaço e será denotado por p(Ue, l/e) OU simplesmente p

Denotaremos por ap(U, V') o grau do polinõmio p(U, V') C P'

Definiremos recursivamente os monóm os pares e {l-npares de -KIU, V'l da

seguinte forma:

(1) t/ é par e }'' é ímpar;

(2) Se mi(t/, V) e m2(U, y) são p'res e "I(U, y) e 7'a(C/, I'') são ímpares,

e«tã. m:(U, }')n:(U, I''') e nl(U, }')na(U, }') sã' p'"" ' "'':(U, }'')m2(U, }') é

impar.

Um poZánómÍo em .KIU, VI chama.se par se todos os seus monõmios são

pares e chama-se {lnpar se todos os seus monâmios são ímpares

Observamos que cada polinõmio P(U, V) € P que não seja par ou ímpar

decompõe-se de maneira única como soma de um polinõmio par e outro

ímpar, isto é,

e

P(U, }'') no(U, V') + Pi (U, }''')

onde no(Z./, b') c 'P é par e Pi(U, V') C P é ímpar.

Dado p(U.V') c P, diremos que p. é {nuarÍante quanto ã escoZAa do
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ádempotente e, ou simplesmente que é impar ante, quando, para quaisquer

e, / c .rd.A, tem-se p. = p.f. Se dim(p.) = dim(p.f), para todo e, / c /dÁ,

diremos que p. tem dimensão nt;amante quanto â escolha do ãdempotente e,

ou apenas que p. tem dimensão ánuaMante.

Lema 2.3 .Em toda áZgebra de .BerízsteÍn tem-se;

(,) Ue2' Ç % e tC~+: Ç U:: P«. k 2 1;

(b) Xk Ç -L para k ? 2;
(c) Z:C-t P«« k 2 1

Demonstração. Provaremos as relações por indução em k. No item (a)

observe que para k = 1, Ue2 C \,'' e Ue3 = Ue2Ue C Ue. Seja k > 1. Por

hipótese de indução as identidades valem para k -- 1. Então

Ue2* = (ZiC'''Ue)U. Ç (%Ue)Ue Ç %, '

tiC'+' = ([#'':Ue)Ue Ç a' Ç Ue.

Para (b) observe que }'e2 Ç Ue e Ue%2 ;: 0, de onde }/e2 Ç -L. Então, como

Z, é ideal de .A, segue da hipótese de indução que %h = Ki ll,/e Ç .LI,/e Ç .L.

No item (c), se k é ímpar, segue do item (a) e da definição de .L que

U:L ç U.L -0.

Para k par temos pelo item (a) e da identidade (1.1.15) que

Uek.L Ue)L Ç Z:C-L Ç Ue(Ue.L)

O próximo corolário segue imediatamente dos itens (b) e (c) do lema

acima.
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Corolário 2.4 Em toda áZgebra de .Bernsteãn tem-se

(a) K' Ç Ue para r ? 2;
(b) t8U' = 0 para r ? 2 e k 2 1.

2.3 Invariância de .P-subespaços nas álgebras

de Bernstein

Conforme discutido na seção anterior, os subespaços U = Ue a) Ue2 e

V' = (Ue\'2 + Ue21/e) © % não dependem da escolha do idempotente e assim,

são invariantes. Temos ainda que .V := Ue q) %, núcleo da função peso é

invariante, pois Ue a)% = U/a)y/ para quaisquer idempotentes não nulos e, /

de .4. Em l71 , Etherington introduziu o ideal gerado pelos elementos da forma

z' -- w(z)z, onde z pertence a uma álgebra báltica .4. Este ideal é conhecido

como ideal de .Ethedngton e será denotaílo por P. Se .A = Ã.'e (D Ue a) %

é uma álgebra de Bernstein decomposta com relação a um idempotente e,

então, conforme 1231, o subespaço (%2 + Ue%) © % coincide com o ideal de

Etherington de .A. De fato, observe primeiro que

e((%' + U.%) © %) e%' + eUe% + e% %'+ deve,

U::((%'+Ue%)©%)(Ue%)©Ue%Ç Ue%+y.,

U:(('L': + Ue%) © %) (Uc%)% + %' Ç %' + Ue%
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Assim, (K'+Ue%)a)% é um ideal de .A. Agora, dado z - co(z)e+u+u

um elemento de Á, com u C Ue e u C l,L, temos que

«'- «(«)« («,(z)e+ u + ")' - «,(«)(«'(z)'+ «'+ ")

«,(zye+ 2«,(«)eu+ «''+ 2u« + «' - «,('y'

-«(«)« - «(«)«

U' -- «,(Z)U + U' + 2U« C % © (K' + Ue%),

donde P Ç (%' + Ue%) © %. Por outro lado, se Z/ C Ue © % = .N então

Z/2 + w(3/)3/ = 3/a € p, ou seja, o quadrado de todo elemento do núcleo de

.A pertence a P. Assim temos que (Ue © 'l/e)2 - ZiC + Ue\4: + %2, donde

i.C, Ue%, %' c P. Por fim, fazendo z - e + u, com u C %, temos w(z) - l e

(e + «y - (e + «)
ea + 2eu + u2 -- e -- u

Como u2 c P, segue que u C P e assim, (I'''2 + Ue%) © % Ç P. Das inclusões

temos que (%' + Ue%) © % = P, como queríamos.

Da última igualdade segue que (K2 + Ue}/e) © % é invariante nas álgebras

de Bernstein.

Segundo demonstrado em l30j, a soma e o produto de P-subespaços in-
d 17. nnvnn sllbesnacos invariantes. Daremos a seguir algunsvariantes prol
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exemplos de P-subespaços invariantes:

NP

ü'+P'
N'ü'

(Ue% + %') © Ue(Ue%), (2.3.1)

(Ue; + Ue'% +(UeK)%+%') © Ue(Ue%),(2.3.2)

(Ue;+(Ue%)%+%'+%;)©Ue',(2 3.3)

(U.; + Ue'% + Ue%) © Ue'. (2.3.4)

E claro que um P-subespaço invariante tem dimensão invariante. Prova-

remos a seguir a invariância da dimensão de alguns P-supespaços-

Lema 2.5 Sqa .,4 :: .Ke (i) ZI/e (1) % uma áZgebra de -Bernsteãn. Então Ue2,

Ue(Ue%) e Ue% + %' têm dome'tsão muar a"te.

Dem.onstração. Conforme vimos anteriormente, U = Ue q) Ue2 é invariante

Logo, di=Ue2 = dimU -- dimUe e portanto Ue2 tem dimensão invariante.

Observando que P, o ideal de Etherington, e l,/e, pelo Lema 1.7, têm

dimensão invariante, segue que deve + %2 Ç Uc tem dimensão invariante.

Por fim, desde que Cle(Ue%) Ç Ve, usando (2.3.1) e o resultado acima

temos que Ue(Ue%) também tem dimensão invariante. H

Lem.a 2.6 Seja .A :: .KeQ) Ue )% uma áZgebra de -BernsteÍn taZ que Ue2% :=

0. Se «.,(U,}'') = a(U,}')/3(U,\'') € 7' é "m «.onómão de grau k 2 3, com

a(U, I'') ' #(U, }'') Ü'P"", 'ntão m.

Demonstração. Seja m. = a./3., onde c-(U, y) e /3(U, I'') são ímpares, com

aa(U, y) 2 2. Então, existem p(U, y), õ(U, y) c P' pares tais que a. ' p.'5'

Assim, temos que

m. - a./3. - (P.Õ.)Ó. Ç Ue'% - 0.
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Seja .4 = Ke © Ue © 'l/e uma álgebra de Bernstein. Para cada u € Ue a

função @. : Ue -.-+ Ue, definida por

Ú.(u) = u -- 2u2u

é um isomoríismo de espaços vetoriais. De fato, se Ú.(u) = 0, u = 2u2u e,

como u2u + 2u(uu) = 0, temos u = 4u(uu). Por outro lado, de u = 2u2u

segue que uu = 2u(u2u) = --2uu3 = 0. Portanto, u = 0 e a aíümação está

demonstrada.

A partir deste momento restringiremos nosso estudo às álgebras chama-

das de Bernstein-Picanço em referência aos trabalhos de J.Picanço (ver l61

e 1301). Uma álgebra de Bernstein Á chama-se -Bernsteen-Pácanço se possui

um idempotente e tal que Ue21./e . 0 e também (uu)u = 0, para todo U C Ue

e u C %. Observamos que esta subclasse das álgebras de Bernstein contém

as álgebras de Bernstein-Jordan.

Sejam .A = .Z(e G) Ue © I'/e uma álgebra de Bernstein e u um elemento

fixado de Ue. A proposição seguinte mostra como as funções lineares @« e

Tu = g. a) o'. dadas por

Tu : Ue © % ----. U/ © y/
@. : Ue u n u+2uu

u F--> u -- 2u22z
« n « - 2(u+u')«

onde .f :: e + u + u2, u c Uc e u C y., se relacionam nas álgebras de

Bernstein-Picanço
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Proposição 2.7 Seja .A = -Ke (D Ue (D }/e uma áZgebra de -Bernsteán-Pãcanço

Então, para cada u,ul,U2 C Ue e u,ul, U2 C }/e, temos.'

(,) ...(U:)Tu(U,)

(b) n.(u)T..(«) (d'«(u)«);

(c) n.(«:)'«(«2) «,)

(d) Ú.(@.(u)u)

Demonstração. Para o item (a) temos, a partir das identidades (1.1 9) e

(1.1.13), q«e

,.. (u:)n.. (u, ) (u: + 2uu:)(u, + 2uu,)

«:"2+ '":(uu,) + 2u,(uu:)+ 4(uu:)(uu,)

.':u, -- 2u(u:u,) -- 2u'(u:u2)

Tu (U:U,) .

No item (b), das identidades (1.1.16) a (1.1.18) e de Ue2% 0 temos

,.. (u)T.. (« ) (u + 2uu)(u - 2u«)

u« - 2u(u«) + 2(uu)« - 4(uu)(u«)

- + 2u(u«) + 2u'(u«).

E, por outro lado,

,.. (@«(u)u ) Tu(U« - 2(U'U)«)

u« - 2(u'u)u + 2u(u«) - 4u((u'u)«)

- + 2u(u«) + 2u'(u«).

Para o item (c) observe que da Proposição 1.10 e da identidade
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(1.1.18) temos

n. («:)n.:. («2 ) («: - 2u«:)(«2 - 2u«')

«:«, -- 2(u«:)«2 -- 2(u«,)«: + 4(u«:)(u«,)

UIU2.

E, ...(«:«,) - «:«, + 2u(«:«2) - «:«,.

Por fim, das identidades (1.1.16) a (1.1.18) e (1.2.7) segue que

@. (@«(«)«) Ú.(u« - 2(u'u)«)

u« - 2(u'u)« - 2u'(u«) + 4u'((u'u)«)

uu.

O (lue verifica o item (d)

Corolário 2.8 Seca .A = .R'e © Ue a) % uma áZgebra de .BernsteÍn-Picando.

.Então, para cada {dempotente / de .A temos U/'y/ = 0 e (ut')u = 0 para todo

u c U/ e « C y/.

Demonstração. Sejam 4 = Ke G) Ue © % uma álgebra de Bernstein-

Picanço e / :: e + u + u2 c .rd4, para u C Ue, um idempotente não

nul.. Temos que U/'V/ = <(h(ut)T..(u2))h(u) l ui,u2 c U:: e u € %>.

M,',(...(u:)K.(u2))n.(«)(u:u,)'«(u)(("-",)'') -(":«',)" -0
Além disso, (T..(u)T.:.(u))n.(u) = '«(@«(U)U)Tu(U) = 'ü(V'«('P«(")U)U)

q.((uu)u) = 0. O que completa a demonstração

Corolário 2.9 Seja .A uma áZgebra de .BerrzsteÍn-PÍcanço. Se X, Xt, X2 ç

Ue e I'r, l,y'i, W2 Ç % são subespaços de .A, erztão:



2.3. Invariância de .f2-subespaços nas álgebras de Bem?tem 32

(a) (XWi)Wa

(b) 'h(XI)Tu(X2)

(c) ,...(X)....(W'')(@«(X)W);

(d) q.(WI)a.(W2) = '..(WiW2) = Mima

Segue da Proposição 1.10 e do fato de Ue2vc Ç l,,''2 que toda álgebra

de Bernstein-Jordan é uma álgebra de Bernstein-Picanço, como havíamos

destacado. Entretanto, conforme 1301 , a recíproca deste resultado não é ver-

dadeira, visto que, para a álgebra de Bernstein -A = -Ke © <u> a) <u> com

tábua de multiplicação dada por

e'ü :: ='ü,

e os demais produtos zero, satisfaz Ue2% = 0 e (%u)u = 0, pois u2 = 0 e

uu = 0, mas u2 # 0 e assim .A não é Bernstein-Jordan.

l
e2 :: e, ,U2 =: ,Ü

Lema 2.10 Soam .,'l uma áZgeZ)ra de Bernste n e p(U, y) C P'. .Então

(a) Se .A é uma áZgebra de Jordan, %p. Ç p.;

(b) Se Á é uma áZgeZ,ra de .Bernsteín-ncanço, Ue'P. Ç P.

Demostração Para o item (a) é suficiente mostrar a relação para cada

monâmio m(U,y) C 7''. Provaremos a relação por indução sobre o grau

k de m(U, V). Para k = 1, se m(U, }') é ímpar, temos %m. = %' = 0. Por

outro lado, se m(U,y) é par, segue que %m. = %Ue Ç Ue. Seja k > 1 e

assuma, por hipótese de indução, que }/eP. Ç p. para cada monõmio p(U, V')

com grau menor que k e seja m(U, y) C P' monâmio com am(U, }'') = k.

Então existem n-tonõmios a(U, y), 0(U, }'') C P' de graus menores (iue k tais
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que m(U, y) = a(U, V)P(U, V). Do Corolário 2.9 e da hipótese de indução

segue que

Km. - %(a.P.) -(%a.)P.+a.(yeP.)

Ç a.P. = m..

Para o item (b), de maneira análoga, é suficiente mostrar a relação para

cada monõmio m(U,y) C P'. Provaremos por indução sobre o grau k de

m(U, V'). Para k = 1 temos que m. = Ue OU m. = %, assim Ue'm. = Ue' C

Ue e no segundo caso t/c21./e = 0. Assuma então que o lema é verdadeiro

para todo monõmio de grau menor que k e seja m(C/, V) um monâmio de

grau k > 1. Então,.pelo Lema 2.6, temos três possibilidades. No primeiro

caso, se m(U,V') é ímpar, então Ue'm. C Ue'% = 0 e, no segundo, se

m. C %2, Ue2m. = Ue21/e2 = O, pelo Corolário 2.4. Por fim, se m(t/,y) -

c-(U, }')/3(t/, I') C P, com a(U, }'), P(U, y) monõmios de grau menor que k,

com a(t/, y) par e #(C/, y) ímpar temos, pelo Corolário 2.9(a) e da hipótese

deindução que

Uc'm. K'(«.P.) P.(a.Uc')C a.#.

o que completa a demonstração

Lema 2.11 Soam .4 um.z áZgebra de -Bernsfein-PÍcanço e p(t/, }') C P par.

Então $..ÇPe] = P..

Demonstração. Como @. é isomorfismo, basta verificar que @«(p.) Ç p.

Seja t C p.. Desde que u2 € Ue2, temos, pelo Lema 2.10, que @.(t)

t -- 2u2t C P. + ZI/eeP. :: P .



2.3. Invariância de .fa-subespaços nas álgebras de Bernstein 34

Teorema 2.12 Se .A é uma áZgebra de .Bernsteãn-Pãcanço e m(U,V),

n(U,}'') c 'P são monómáos tais que m(U,}') é par e '}(U,}'') é ímpar,
então

«./ e n/ - T..(n.)

Demonstração. Sejam K'e © Ue © l,/e = -K/ a) U/ a) y/ duas decomposições

de Peirce da álgebra .A, onde / :; e + u + u2, com u € Ue. Provaremos

a primeira relê,ção do teorema por indução sobre o grau k de m(U, V). Se

k = 1, então m(C/, }'') = U' e m/ = Tu(m.), pois Tu é isomorâsmo de espaços

vetoriais. Seja k > 1 e assuma, por hipótese de indução, que (2.3.5) vale

para todo monõmio de grau menor que k. Se k = 2 e m(U, y) = 1''2 segue

do Corolário 2.9 que m.f = y/2 = Tu(}/e2) = Tu(m.). Em outro caso, existem

monâmios p(U,}''),p(U,}') C P, de grau menor que k, com p(U,y) par e

p(t/, }'') ímpar, tais que m. = p.p.. Então, do Corolário 2.9 e do Lema 2.11

temosquem/)n.(P.)(P.)P.) p.)-'«(m.).
Agora seja n(U, y) C P'. Analogamente, provaremos a segunda igual-

dade do teorema por indução sobre o grau k de n(U, y). Se k = 1, então

n(U, l/') = V' e n.f = Tu(n.). Seja k > 1 e novamente assuma que a segunda

identidade de (2.3.5) vale para todo monâmio de grau menor que k. Então

existem monõmios '(C/, V), .5(C/, y) C P' pares, de grau menor que k, tais que

n. = 1.õ.. Assim, do Corolário 2.9 temos que n.f ' 'y/õ/ = Tu('Y.)Tu('5.)

'h(''.Õ.) - ,..(n.).

Corolário 2.13 .Em ama áZgebra de .Bernsteín-Pàcanço todo P-subespaço

tem dimensão invariante.
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Demonstração. Sejam .A = -Keq)Ue©% uma álgebra de Bernstein-Picanço

e p(U, V) c P'. Então existem monõmios mi(U, V) € P' tais que p. = }: mi,.

D«t. fo-m', p. - >1:m:,/ - E«..(m',.) - '«(}:m:,.) - ...(p.). E"tã'
{-l i-l i-l

p. tem dimensão invariante.

O próximo resultado segue imediatamente do corolário acima.

l2

r

Corolário 2.14 Todo P-subespaço de uma áZgebra de .Bernsteín-Jordan tem

dáme7zsão ázzuadante.

Corolário 2.15 Todo P-subespaço de uma áZgebra de .Ber'nsteãn, da /omza

h., com h(U, T') c P z'rapar, tem dimensão á7'Daria"te.

Demonstração. Seja .A = .R'eq)UeG)I'/e uma álgebra de Bernstein e considere

..4 = .Kê a) t,G © X4 a decomposição da álgebra quociente .A/.L, associada

ao idempotente ê = e + .L. Então, para todo h(C/,y) c P' ímpar, temos

Ã: = (h. © L)/L = h./(h. n .L) = h., desde que .L Ç Ue. E assim, dám(hz) -

dám(h.) . H

Como conseqüência do Corolário acima, temos o seguinte critério para

determinam quando um P-subespaço de uma álgebra de Bernstein tem di-

mensão invariante

Corolário 2.16 S©a p(U, }') = g(U, y) © h(C/, y) € P com g(t/,y) p'zr e

h(U, }'') z'mp«. .E«tão p. tem dome«'ão ín«h-*' ", ' som'"t' ", g. t'"''

dimensão invariante.

Este último Corolário justifica o método usado no Lema 2.5 para a

obtenção de P-subespaços de dimensão invariante nas álgebras de Bernstein.
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O próximo teorema traz um importante critério para determinar se um

P-subespaço de uma álgebra de Bernstein-Picanço é invariante.

Teorema 2.17 Secam .A = Ke a) Ue © I'/e ama áZgebra de -Be7'nsteín-PÍcanço

e p(U, y) C P'. .Então p. é nuadante se, e somente se, Uep. Ç P..

Demonstração. Sejam .A = .Keq) Ue a)% uma álgebra de Bernstein-Picanço

e p(U, y) = g(U, y) © h(U, }') C P' com g(U, y) p" e h(U, y) ímpa-. Para

cada u C Ue seja / = e + u + u2 c /dA. Do Teorema 2.12 temos que

,..(g.) © a.(h.)

{,..(z) l z C g.} © {a.(.«) 1 «« € h.}

{z + 2uz + w -- 2uw l z c g., m c h.}

p. + Gp.

(2.3.5)

C

Suponhamos primeiro que p. é invariante. Assim para cada u € Ue temos

/ = e+ u+u2 c -rdA e p/ - p.. Por(2.3.5), para cada z = z+w C p.,

com z C g/ e w € h/, v«(z) = z + m + 2u(z -- w) C p/ Portanto existe

2 = i+ ú c p. com iC g/ e ü C h.r tal que Tu(z) = 2, isto é

i+ü (z 2uw) + («« + 2u«),

logo

2uw = z -- i c p. e 2uz = ú -- W C Pe-

Assim, uz = u(z+w) C p.. Já que esta relação é válida para cada u C Ue

e z C p. ten-tos que UeP. C p. como queríamos provar.
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Admitimos agora que Up. Ç p.. A identidade (2.3.5) pode ser escrita

como

{« + «« + 2u(« «,) l z C g., w € h.},

de onde vem que p.f Ç p. + Uep.. Usando a hipótese temos que p/ Ç Pe e,

como pelo Corolário 2.13 ambos subespaços tem a mesma dimensão, temos

que p/ = Pe, e Pe é invariante. H

Corolário 2.18 Soam .A = -Ke q) Ue (D l/e uma áZgebra de -Bernstein-Jordan

e p(t/, v) c P'. São equiuaZentes;

(,) P. é {n«,á-*';

(b) UeP. Ç P.;

(c) p. é um {de'Z 'Ze .A.

Demonstração. Segue do Teorema 2.17 que (a) é equivalente a (b).

Vamos mostrar que (b) é equivalente a (c). Desde que .A = K'e © Ue a) %,

temos que p. é um ideal de .A se, e somente se, ep. Ç P., gere Ç Pe e }/eP. Ç Pe.

Como p(U,y) = g(U,y) © h(U,V) c 7'' "m g(U,y) p'r ' h(U,I'') ímp'-

temos, da definição de Ue e do Lema 2.10, respectivamente que ep. Ç p. e

}/eP. Ç P.. Assim, p. é um ideal de .A se, e somente se Uep. Ç p., o que

completa a demonstração. n



CAPÍTUt,O 3

Algebras de Bernstein e

álgebras genéticas

Neste capítulo estudaremos as relações entre as estrutura algébricas que

têm sua motivação na genética e as álgebras de Bernstein.

3.1 Algebras báricas: uma classificação

No que segue, assumimos que .A é uma álgebra comutativa de dimensão n,

não necessariamente associativa sobre um corpo Ã', com um homomorfismo

não nulo u : ,4 -.+ K chamado homomor$smo de peso. Denotaremos por

/(IÀi, - . . , À.l o anel de polinõmios sobre K' nas indeterminadas ÀI, - ' . , Àn

e por IKI o número de elementos do corpo -l( Como já foi destacado, o par

(.A,o) é chamado áZgebra bádca. O núcleo do homomorfismo w é um ideal

de codimensão l chamado Z)arádeaZ.

Lema 3.1 Soam .K um corpo com ao menos k elementos e p(Ài, ' , À«) C

.KIWI, . . . , À.l um poZinómÍo não nulo com grau em À{ < k -- l para cada

38
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á=1,. ,m. -Então eãstemat, ' ,a. cK tais que

P(a:, . . . , a.) # 0.

Demonstração. Faremos uma indução sobre m. Seja m = 1 e p(À) € REAL

um polinõmio não nulo na variável À de grau t < k -- 1. Já que um polinâmio

não nulo de grau t possui no máximo t raízes em .K e l-KI > t + l existe

obviamente cv C .K, a # 0 tal (lue p(c!) # 0. Seja m > 1. Assumimos o

lema para polinõmios em s variáveis com l 5; s < m. Seja p(Àt, ' ' , À.) C

Kiwi, - . . ,Àml um polinõmio não nulo com grau de p(Ài, ' ' ' ,À.) em Ài <

k -- l para cada { = 1, ' . . , m. Então p(Àt, ' ' ' , À.) pode ser representado de

maneira única

P(À1) ,À.)Ài

com ai(Àa, . . , À.) € -KIÀ2, ' ' ' , 'X«l e a.(X2, ' ' , À.) não nulo. Por hipótese

de indução, existem a2, . - ' , a. C K tais que at(a2, ' ' ' , a«) # 0

Sejam/3:=a:(a2,..,"«), {=1,'-. ,t,'

q(.X:) : P(.X:,a,, ,a.) + /32Ài + /3iÀt + 0o

um polinõmio em .KIÀtl de grau t < k -- 1. Já que q(Ài) possui no máximo t

raízesem.K, e IKI > t+l, existeat C -Ktalque cl: #(a2+'''+cv.) e

q(al) # 0. Assim,

P(a:, . - - ,a.) (a:) # 0
e ai+ a2+ .-+cl..}# 0

Portanto, o lema está provado



40

Lema 3.2 Seja .A uma áZgebra báltica sobre um corpo -K, com IKI > r + 2,

e p(À) .X''': + a:X' + . . + a,X «m p.J nó«.{o em -KIWI t'Z q«e p(1) -0
Então p(z) = 0 para todo z c .A de peso -í se, e somente se, o poZánómÍo

P(z) : ''": + a:«,(z)z' + ' ' ' + a,.:«,("y':z' + a,«,('yz,

é uma identidade para cada elemento z C .A.

Demonstração. Assumimos que p(z) = 0 para todo z c .A de peso l-

Então P(z) = p(n) = 0 pma cada z C .A de peso I' Se z C .A com w(z) # 0,

.«tã. «,(iÜ) - l ' -';im,

,(B)

+-.. l «'+: + «:«.,(«)«' +

«,(z)'+' L'

=;($;nP('),
donde segue que P(z) = 0 para todo z c .A com w(aç) # 0-

Agora, seja ]B = [ai, . . . , a.} uma base para '4 tal que cada ai tenha peso

1. Para cada z C .4, denotaremos por ni(z) a coordenda {-ésima de z com

respeito a base ]B, isto é, z = >,ni(z)a{ A forma polinõmial .A : .R'" --, -K

definid» por /,(pl, - - ' , P.) := ":(P( >1: phak)) é igual a "ro pa'; t'do P

(PI,... ,P.) c Ã'" com s(@) := :pk # 0. Então, pelo Lema 3.1 /.
k-l

Portanto, @(z) >1: /.(ni(z), ' ' ' , r«(z))ai - 0 para to(io :' C ''i

Z

(á
r+l

+al

lZ

k l
n

n

lt
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Para o decorrer desse capítulo assumimos que .K' é um corpo com um

número de elementos para os quais os lemas acima são verificados.

Em muitas álgebras que surgem em conexão com problemas genéticos,

para cada z C .A, os coeficientes do polinõmio característico da transfomação

linear /Z, dependem somente do valor do homomorfismo w em iç. Algebras

báricas satisfazendo esta propriedade chamam-se áZgebras trair. Assim, uma

álgebra bárica .A é trair, se existem constantes Pi, ..., Dn C K', tais que

det(.X/ -- ]L) -- PI«,(z).X"': + ... + (--1)"Dn«,(Z)"

para todo z c .4. Equivalentemente, o polinõmio característico de .R,. é

det(À.r -- /Ü) = À" -- 0:À"-: + ... + (--i)"P«, (3.1.1)

para cada z em .A de peso 1. As raízes do polinõmio característico são

chamadas rales trair da álgebra. Notemos que l é uma raiz train já que

para cada elemento g c .A com w(z) = 1 temos que R;o = u, onde -R: é a

aplicação dual de-l&..

Seja .A uma álgebra traia que satisfaz a identidade (3.1. 1). Podemos agora

de6nir o ideal J de KIWI de todos os polinõmios q(À) tais que q(/L) = 0 para

cada z em .A de peso 1. Notemos que J é não vazio já que pelo teorema

de Cayley-Hamilton temos que o polinõmio de (3.1.1) está em J. Portanto,

existe um único polinõmio mõnico

«.(.X) - À' + a:À'-: + +c!,.IÀ+ a,,

que gera J e é chamado poZ nómío minimal da álgebra train .A. Assim, temos

que

m(-h) : -n;lZ/ - ai-R;l-:3/+ + (- 1)"a,3/ - 0, (3.1.2)
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pala cada z,Z/ € .A com w(z) = 1. Fazendo 3/ = z em (3.1.2), obtemos a

identidade

m( .& )(z) + c!,z = 0, (3.1.3)

para todo z C .A, com u(aç) = 1. Dizemos que uma álgebra báltica .A é

tra n pMncàpaZ se existe um polinõmio não nulo q(À), com q(0) = 0, tal (lue

q(z) = 0 para cada elemento aç em .A de peso 1. Seja então .A uma álgebra

train principal. Analogamente à discussão acima, podemos definir o ideal .r

de KIWI de todos os polinâmios q(À) tais que q(0) = 0 e q(z) = 0 para cada z

em .A de peso 1. Já que -A é train principal, o ideal -r é não vazio. Portanto,

existe um único polinõmio mõnico

m.(À) - À'''': -- a:À' + + a,À,

que gera / e é denominado poZinómío minÍmaZ ph7zcípaJ da álgebra .A

O seguinte lema é obvio a partir da discussão acima.

Lema 3.3 Toda áZgebra tra n é áZgebra tra n pdncãpaZ.

A definição acima motiva o seguinte resultado, que é devido a

Etherington l71.

Lema 3.4 Se .4 é uma áZgebra traán, então cada elemento em .N é níZpotente

de índi.ce menor ou igual ao aras do polãnõmio minimal principal de A.

Do lema acima vem que a subálgebra .N = kerw de uma álgebra train é

sempre náZ principal, isto é, todos os seus elementos são nilpotentes principais.

Em geral, algumas das álgebras que surgem a partir de problemas

genéticos têm mais propriedades que as álgebras train definida.s acima. Isto
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levou Etherington (ver l81) a definir as álgebras train especiais e a Schafer as

álgebras chamadas genéticas.

Uma álgebra báltica .A é Gonshor genética se existe uma base, chamada

c«Ónác., {«o,«:,''' ,«.-:} com «,(«o) = 1, «'(«:) - ''' - "("«-:) - 0,

satisfazendo.

uo2 = uo + >1.z ÀooÀ;uk,

7}

k l

n l

>ll: Àoikuk
k-i

(l $ { 5; ,' - l) (3.1.4)

uit;j : ÀijÀ;uk (l $ i,j $n-- l).

Note que da primeira equação segue que w(uoa) = w(uo) - l e u(uk) - 0,

para l $ k 5; n -- 1. No caso de .A ser Gonshor genética temos que .A também

é acha/er genética no sentido que os coeficientes do polinâmio característico

de (qualquer transformação T = /(.&:, ' ' ' , .&.), onde /(pt, ' ' ,m) é um

polinâmio em t associativas não comutativas variáveis sobre -K, dependem

somente das funções w(zi), . - - ,w(gçt). De fato, se .A é Gonshor genética,

para cada z € .A a primeira coordenada de z com respeito à base canónica

{uo,ui, ' ' ,u.-i} é w(z), pois «'(t'o) = 1 e w(t'i) - 0 para { - 1, ' . , n -- l.
Então, novamente com respeito à base canónica, a matriz de todo operador

linear .l?:. é triangular inferior. Assim, a matriz de 7' = /(R,:, ' . ,R,.) é

triangular inferior e a entrada { x ã da matriz de T é /(w(zi)õi{, - , u(zk)'5íi),

onde õii representa o elemento na posição { x { da matriz de /?«. com respeito

à base canónica. Assim, .4 é Schafer genética.

l

k>{,.j7
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Observamos que nem toda álgebra Schafer genética é Gonshor. O próximo

teorema estabelece um critério para a equivalência entre essas estruturas e

pode ser encontrado em ]261 e ]35].

Teorema 3.5 Seca ..4 wma áZgebra acha/er genética sobre um corpo .l{ aZge-

bhcamente fechado. Então A é Gonshor genética.

Observamos da definição que em uma álgebra genética .A o barideal .N é

nilpotente. Uma álgebra báltica .A é chamada áZgebra tra n especáaZ se .N é

nilpotente e todas as potências principais Ni são ideais de .A.

Historicamente, para provar que uma álgebra train especial é uma álgebra

train, Etherington l81 mostrou primeiro que toda álgebra train especial pos-

sui uma base canónica e, em seguida, que os coeficientes do polinõmio carac-

terístico de toda transformação multiplicação à direita R, são funções apenas

de u(z). Em l91, além da existência da base canónica, Etherington observa

que é requerido também que as potências principais do homomorfismo de

peso sejam ideais da álgebra.

Seja ,4 uma K-álgebra comutativa de dimensão n. Se .F é um corpo

com Ã. C F então podemos definir abra;vés do produto tensorial a álgebra

.4P = F 8)K .Á, que será uma álgebra comutativa de dimensão n sobre F com

produto

(a®z)(#®Z/) a,P c F e z, Z/ C .A.

Notemos que se ]B = {ai, ' ' - ,a.} é uma base de .A, então ]Bp = {ãt

[ ® ai,. . . ,ã. = 1 ® a.]. será uma base para '4f'. Se {7ijk}.i: são asL ' ' J {jt-l
constantes da estrutura de .4 com respeito à base ]B, isto é,

(í,.j . . . ,n),
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f ,.,- .. l.'' tnrnhóm sã.n as constantes de estrutura de .4P com respeito
.«'* {*,.}:..:
à baselBp.

Seja ./' : .4 --} Á uma aplicação linear sobre K. Então po

/ a uma aplicação F-linear / de .AT' em .AP definida por

demos estenderSe

a ® z -, .« ® /(z)

Temos que se IWI é a matriz de / com respeito à base ]B, então IWI também

será a matriz de / com respeito à base ]BT'.

Teorema 3.6 Toda áZgebra tra n especial é genética

Demonstração. Seja .A uma álgebra train especial sobre um corpo -K. Pelas

considerações anteriores podemos admitir, sem perda de generalidade, que o

corpo .K é algebricamente fechado. Sejam e C .A um elemento de peso l e r

o menor inteiro positivo tal que 0 = .N'. Além disso, como N{ é um ideal de

,4 temos que 0 = N' C N'r-l C N''-2 ç . . . ç .V3 C JV2 Ç .7\r.

Vamos construir uma base canónica para .A Para { = 1, . - . , r -- l temos

que eNi C .Ni, logo podemos definir -& := N{/.Ni+t --} Ni/Ni+t por Ri(z +

Ni+t) = ze + .Vi+l. Para cada á = 1, '-. ,r -- 1, temos que existe uma

base ]Bi = {cli,i + N:+t, . - - , ai.,(i) + N + } de .N:/.M:+i ta] que M(-&, ]Bi), a

matriz de .& com relação à base ]Bi, é triangular inferior. Então a seqüência

IB = {e,ai,i,''' ,cl,-i,,(,-i)} é uma base de .A. A]ém disso, JM(R.,]B) é

triangular inferior e M(A,,tB) é estritamente triangular, para todo 3/ C .V,

ou seja,
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1 0
# cv2 0

#

0

0

0 0
# o o

#

0

0

. [q]

cl..i 0

# (llVn.

0 0
# o

Assim, para todo z = u(z)e + Z/ C Á, com 3/ C .V, temos

0

«(«).,

#

0

00

u(z)IR.l + l&,l

0

* «(«)««

uma forma polinomial nas

, 0) = 0. Então, para cada

, u(]çt)), temos que a matriz

Agora seja/(pi,.. ,m) c Klpi,-.- ,P.l

indeterminadas Xi,-.. ,Àt tal que /(0,

zi,z2, ' - . ,a;. C ..'i fazendo A/ := /(w(zi),

IWI de /(.]?,,:, . - . , -&,) na base ]B fica

A/ 0
+ a./a2 0

#

0

#

R,,.) é dadode .f(R.:
n

Â.:.)) - ll(À - A/a:

Portanto o polinõmio característico por

det(À.r -- /(.It,: ,

onde ai 1, e o resultado está provado
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Corolário 3.7 Toda áZgebra trair especÍaZ é uma áZgebra trair

Observamos agora que nem toda álgebra genética é uma álgebra train

especial, sendo tal armação verdadeira somente para álgebras de dimensão

menor que 4. A seguir, damos um contra-exemplo para está situação.

Contra-exemplo Usando uma base padrão para ]R4, definimos a álgebra

comutativa com produtos eo2 = eo, voei = ei, eoe2 ' e3, ei2 = e2 e os demais

iguais a zero. Está é uma álgebra genética, conforme 1261. Mas, N2 = je21

não é um ideal de ]R4, pois eoe2 = e3 Assim, esta não é uma álgebra train

especial

O esquema abaixo sintetiza as rega,ções entre as álgebras discutidas até

aqui.

Algebra train especial

Algebra genética

Algebra train

Algebra train principal

Passaremos agora ao estudo das relações entre estes tipos de álgebras e

as Algebras de Bernstein
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3.2 Algebras de Bernstein e outras álgebras

genéticas

No que segue, estudamos algumas relações entre as álgebras de Bernstein

e as álgebras discutidas na seção anterior.

Teorema 3.8 .Em uma áZgebra de .Be7'nsteãn as potências phncipais de N

são ideais de .4.

Demonstração. Seja e C /dA. Já que .V = ker w é um ideal de .A, é

suficiente provar que e(.Nk) C .Vk, para k 2 1. Provaremos por indução sobre

k que e(.Nk) C .Mh. Para k = 1, e.N Ç .N é trivial, já que .N é ideal de .A.

Seja k > 1 e vamos assumir, por hipótese de indução, que e(.Vk'l) C .Nk't

Dado um elemento Z/IZ/2 c .V , com yt C -N e Z/a C .Vk'i, temos que e3/i C .N,

pois .N é ideal e, pela hipótese de indução que, e3/2 C Nk' ' Portanto,

usando a identidade (1.1.6), temos (lue 2e(3/iZ/2) = Z/t3/2 -- 4(eyt)(e3/a) C Nk +

(e.N)(eN'':) C .M*. H

Do teorema acima e dos resultados provados anteriormente temos o se-

guinte corolário

Corolário 3.9 Para wma áigebra de Bernsteãn .4, as seguintes a$rmações

são eq'uàualentes:

(a) .4 é áZgebra trair especáaZ;

(b) Á é áZgebra ge7zétíca;

(c) .V é niZpote,'t'.
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Estudaremos a seguir as potências principais de elementos do barideal -N

e da álgebra .A. Seja 3/ = u + u C .M. Então, do Lema 1.16, temos que

Z/2

Z/s

u2 + 2uu + u2

u'« + 2(u«)« + u'

e, indutivamente, é fácil ver que

Z/"'': - .R:-:(Z/') para k 2 2, (3.2.1)

já que, Ue-L = 0 e .L é um ideal de .A.

Seja agora z = e + u + u C .A. Então, das identidades (1.1.12), obtemos

g2

Z3

. + (« + 2- + «') + «',

. +(« + 2-+ {«' + «'« + 2(-)" + "') + «',

logo

Z3 Z2 ;«' + «'« + 2(-)" + "; C Z,,

e, portanto,

(z' - z')e + («: - «')«

;("' "')+.&(";-"'),

donde, (z' -- z')(z -- {) = R«(Z' -- z').

Novamente por indução em k, é fácil ver que

(-& - !.rd)*("' - "') - .R:('; - "'),

(«' ,')«

(3.2.2)
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para k 2 1. Ap

R,,(& - ;r'Í)*':("' - '')

licando o Lema 1.16, temos

eR:-: (z; -- «') + uR:':(«' -- «')

+«-R:-:(z; - z')

i.n:-: ('3 - «') + «a:': (": - "')
!(& - gl-ró)'':(«' - '') + -n:(«' - "'),

e msim (-& -- ê-rd)'(z; -- z') = Rli(z; -- "').
De interesse especial é a relação entre as álgebras de Bernstein e as

álgebras train e train principal. As considerações e resultados que seguem

visam este estudo

Teorema 3.10 Se uma áZgebra de .Bernsteán .4 de tipo (r, s) é uma áZgebra

trair, então as ral'zes tra n são 1, 4 e 0, com muZtipZácádades 1, r -- l e s,

respectivamente.

Demonstração. Seja e um idempotente. Com respeito a decomposição

.Ke © Ue ©% temos que, R.(e) R.(u) = 0. Então, o

polinâmio característico de R. é dado por

det(À.r'Z -- n.) - (À -- l)(À -- ;y':À',

donde segue a demonstração.

Sejam z C .A um elemento de peso l e e = a;2 idempotente de Á. Existem

iZ € Ue e ü C l/e, únicos, tais que z :: e + Z + ü. Já que z2 = e, temos {Z2 :; 0

e {Z + 2{iO + O2 :: 0.

Vamos agora analisar a matriz do operador R. : .A --' ..4. Seja R, a
=. ,.1. 1? .. }.nriHnnl /V A idpntidnde 2n2Ín?/\ = :2/. com t/ C ArrestriçS ] :r
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pode ser escrita na forma Me(.IÜ) = R=, onde À4e é o operador projeção

Me : .M ---, .N definido por Me(3/) = 2eZ/.

Da identidade M.(/ü) = .It. vem que

Im.Ê,ClmJMe= Ue

e daí, as %-componentes de -L(u) e -FL(u) são nulas para todo u C Ue

e u € %. Em particular, ü C .L e .Ê,(u) = eu + üu = {u + .ã.(u), e

Ê,.(«) +iZ«+0« ({Z+Ü)« C Ue.

A representação matricial de .IÜ com respeito a uma decomposição .A

Ke a) l,/c (D Ue fica na forma

1 1 0 0 l
[.n]- ] [] o o

n n [{.ra+.&] ]
onde [] representam blocos matriciais que são irrelevantes para o cálculo do

polinõmio característico de R, e [ l .rd+.l?ü] a matriz da restrição de l -rd«+.l?ü

ao subespaço Ue.

Da discussão acima temos o seguite resultado.

Lema 3.11 Soam .,4 wma áZgebra de .Bemsteán de tipo (r,s) e iç C .A um

elerr&ento (íe peso .Z. Se e ::: z2 e z = e .+.. u + ü COm. iZ C t/e e u C l,/' , ent(zo o

polinõmio característico de R. é dado por

det(À/'í -- -&) - (À -- t)À'Q(À :),

onde Q(X) é o polinâmio característico da restrição de Rü ao subespaço U..

Observe ainda que z--Jç2 = {Z+ü, ü = M.({Z+Ü) = 2z2(Z--z2) = 2z3--2zu,

ã = ,r ..b r2 -- 2nS. O próximo teorema estabelece uma condição para quee

(3.2.3)
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uma álgebra de Bernstein seja uma álgebra train. O resultado é devido

a Lyubich 1261.

Teorema 3.12 Para que uma áZgebra de .Bernsteán .A sega uma áZgebra tra n

é necessário e suÂciente que o operador Rv seja nilpotente para todo y € N

Demonstração. Em toda álgebra train, .1% é nilpotente em Ar, para todo

g/ c .N. Por outro lado, vamos assumir que .1% seja nilpotente para todo

g/ C .N. Se z é um elemento de peso l então, pelo lema anterior,

det(ÀJd -- -&) = (À -- l)À'C?(À -- i),

onde Q(À) é o polinÕmio caJ'acterístico de ./?ü em Ue, sendo e = z2, z

e+iZ+ O com ü C Ue e ü C }/e. Pela hipótese -Zh é nilpotente, logo

C?(À) = À'': e portanto

det(.X.rd -- n,,) l).X'(.X -- ;y':

Conseqüentemente o polinõmio característico de -&. independe do elemento

a; de peso l e assim a álgebra é train. H

O próximo teorema sintetiza as relações discutidas até aqui.

Teorema 3.13 Para uma áZgebra de -Berrzsteãn .A = K'e (D Ue q) I'/e, as se'

guãntes a$1mações são equ valentes:

(-) .A é áZgeb« t"i";

(b) .A é áZgebra trair pdnclpaZ;

(c) .V é náZ;

(d) R, : -L d .L é nÍZp.tente p«« todo « C %;

(e) R. : Uí --) Uf é nitpotente para todo f ãdempotente e 10 C Vf
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Demonstração. (a) ::+ (b) Segue do Lema 3.3.

(b) ::> (c) É imediato a partir da de6nição de álgebra train principal.

(c) :+ (d) Seja k tal que yk = 0 para todo y € N. Se {Z C L e u C %

então definimos y = {Z + u e, por (3.2.1) temos que

0 -R:-'(3/') - .R:''(2Ü« + «') - 2R:':(Ü) + "' - 2.R:':({Z)

Logo, podemos afh'mar que -R5'i(.L) = O para cada u C }/e.

(d) + (e) Vamos assumir que -h em .L é nilpotente de índice menor ou

igual a k -- 1, para todo U € }/e e sejam agora / um idempontente de .A e

w C y/. Provaremos que .l?.« em U/ é nilpotente de índice menor ou igual a

k + 1. Se u C U/ então ««(wu) C É, logo

R:'':(u) - Rt':(««(««u)) C nt":(L) - 0,

e assim .r?:,, é nilpotente em U/.

(e) :» (a) Sejam z c .A de peso 1, e = sç', iZ C Ue e ü € %

z = e + {i + O. Pelo Lema 3.11 temos que

tais que

c[et(À-rd -- ]L) - (À -- t)À'Q(X -- il),

onde Q(À) é o polinõmio característico de .IÜ sobre Ue. Agora, por

/Ü é nilpotente, logo Q(À) = À''i e assim,

hipótese,

d't(À-rd -- -&) - (À -- i)À'(X -- ;y
e o resultado está provado.

O próximo resultado estabelece uma relação entre as

de Bernstein e as álgebras train especiais. O resultado é

M.Ouattaia (ver l3il).

álgebras

devido à
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Teorema 3.14 Toda áZgebra de -Bernsteãn trair de dimensão menor ou águas

a, 5 é uma átgebra trair especia!.

Demonstração. Suponhamos que .A é uma álgebra de Bernstein train de

dimensão 5. Então a dimensão de .N é 4 e z5 = 0, para todo z € N. Se o

nil índice de .N é 5, existe 0 # z € N tala que {z,z2, zs,z4} seja uma base

para .N Usando a identidade (1.1.2), a tabela de multiplicação de N cumpre

rizj = 0 para {,.7 ;: 2. Assim., Ara := <z2 aç3 z4>, .Íy3 :: <z3,z4>, ./y4 = <z4>

e NS - 0. Portanto, N é nilpotente principal de índice 5 e assim .A é uma

álgebra train especial. Agora, se o nil índice de N é inferior a 5, da identidade

(1.1.2), para {,.j ? 2, segue que a subálgebra .N é de potências associativas

e, conforme jlll, toda nil álgebra comutativa, de potências associativas e

dimensão 4 é nilpotente principal. Logo .A é uma álgebra train especial. H



CAPÍTUI,0 4

Solubilidade do barideal

O objetivo deste capítulo é estudar a nilpotência e a solubilidade do ba-

rideal de uma álgebra de Bernstein. O estudo dessa estrutura tem início a

partir dos resultados obtidos por Lyubich 1261. Em especial, Lyubich de-

monstrou que uma álgebra de Bernstein de dimensão finita é genética se, e

somente se seu núcleo é nilpotente principal e A. Grishkov demonstrou em

j151 que toda álgebra de Bernstein nuclear de dimensão finita é genética. Mais

tarde, C. Ma;rtínez, em 1271, e J.C. Gutierréz, em j101, provaram que se uma

álgebra de Bernstein nuclear é gerada por r elementos, então keru2r+2 = 0

e finalmente J.Bernad em l21 que kerw'+4 :: 0. Por outro lado, l.R.Hentzel,

D.P.Jacobs, P.Sverchkov e L.A.Peresi, em j191, demonstraram que o núcleo

de uma álgebra de Bernstein é solúvel de grau 4. Neste trabalho demonstra-

remos que em uma álgebra de Bernstein o barideal N cumpre (.N2)s - 0 e

N[3] - 0. Estes resu]tados são apresentados em l21.

No que segue, para b, ai, . . . , a. c N, usaremos as notações:

1. an := (Zla2 .an) Oltde (zla2. .(Zn := (ZIRa2 . -Ram

11. ba. := baiau...a. = bR.....Ba« e,

55
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111. Se o' C S«, então a.(«) := aa(1)aa(2)'''aa("), onde S. representa o grupo

simétrico de n elementos.

Ao longo deste capítulo .A = .Keq)UG)V será uma álgebra de Berns-

tein sobre o corpo -K, e um idempotente fixo, e N representará o barideal

da álgebra. Assim .V = U a) I'', onde U e y são as componentes da decom-

posição de Peirce de .A com respeito ao idempotente e. Como usualmente H

e ul, . . . , u. são elementos em C/, e u e ul, . . . , u. elementos em V

4.1 Nilpotência e Solubilidade do barideal

Analisaremos a nilpotência e a solubilidade do barideal .V. No que segue,

estabeleceremos algumas propriedades do produto nas álgebras de Bernstein

que serão úteis na demonstração dos resultados descritos acima.

Lema 4.1 Se ..4 é uma áZgebra de .Bemlsteín-Jordan, então temos que

NK -- N(Kà

Demonstração. Primeiro provaremos por indução sobre o mínimo de {,j

que .Ni.Nj C Ni+j. Para { = 1 o resultado é trivial. Seja então 1 < { 5; .j e

suponhamos que N'.Mt = .V'+t, para todo s,t com l $ s < { e s < t. Por

li.2.6) «m que

(q :a:)(bj) = --(q-ib.j)a. -- '.-i(bj":)

€ ÇNi't NJ'')N -} Ni''L NJ''''L c Ni'+i .

de onde segue aigualdade desejada
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Agora mostraremos que Nk = .N(k). Para k = 1, o lema é trivial. Seja

k > 1 e suponhamos que Ni = ]V({), para l $ á < k. Então segue que

N'(k) . )I' Nm.MO) - )I' Ni.Mj C .V*
{+.j=k {+.j=k

A outra inclusão é trivial.

Lema 4.2 .Em uma áZgebra de Bernsteín-Jordan temos que

uvÀ; = (--1)'uv.(k),

p«« «d« a C Sk, -de (--ly "p"""t« . .ín«Z de a. Em p"'tá'"Z", ''m"
gue (uvk)ui = 0 para todo { com l $ { $ k

Demonstração. E suficiente provar que

( . . .(((uv:-:)«:)«:+:) . . .)«* (. . .(((uv:-:)«:--:)«:). . .)«*,

para todo á com l $ { < k. E esta igualdade segue da identidade (1.2.7), já

que uvi-i C U.

O próximo lema mostra que o produto uluiu2 ' ' 'uku2 é simétrico ou

antisimétrico em ui e u2, dependendo do número de elementos de V entre

eles. Está idéia será fundamental para a demonstração dos resultados desse

capítulo.

Lema 4.3 Sejam .A uma áZgebra de Bernstein-Jordan, ui,u2 c U e

ui, ...,ul; € V'. .Então;

(,) se k = 1, 2 (mod 4), u:v.«', + ",v*u: - 0,
(b) ;e k = 0, 3 (mod 4), u:y»«', - -',v*u:
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Demonstração. Provaremos por indução em k que

(-1)laiaU2VkHI

Para k = 1 a igualdade é trivial. Seja k > 1 e assumimos a igualdade para

todo á com l .$ { < k. Então temos que

UIVkU2 UIVA-lUkU2

-- (U:Vk-:) (U2«k )

(-- 1)(-1) g:# u,".vk-:.':

(-1) g:# ''':+*-: u,v*«':

(-- 1) a::JF" ",vk":

U2VkUI.

Corolário 4.4 Sejam .A = -Ke a) Ue a) }/e Uma áZgebra de .Bernsteán-

J«d-, k = 1,2(moda), t = 0,3(m'd4), ":,''. ,«,,Z':,..- ,Z,, C .V,

u:,''' ,ui;,w:,'.. ,w, c l,/e, e a C -K -- {0}. Se zvk3/a, = azwtyb. para

todo ac,'y c U., então

zvk3/a, -: 0 e zwtZ/b, = 0,

T)ara todo x,'y C U..

Demonstração. 'lYocando z e y na identidade que estamos assumindo e

usando o Lema 4.3 obtemos o resultado desejado. a

O próximo lema apresenta o menor valor que a dimensão do subespaço

U pode assumir. O resultado é devido a Cortéz e Nlontaner (ver ISI).
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Lema 4.5 Se .A é uma áZgebra de .Bernsteán-Jordan e ezástem ui, u2 C U e

u:,...,uk c y tais que uivku2 # 0, com k = 1,2(mod4), então dimU 2 2k+l

Demonstração. Vejamos que a seqüência formada pelos elementos definidos

por ujui:...uÜ, onde.j c {1, 2}, 0 $ t $ kel$ ái < ... < {t $ k, élinearmente

independente. Seja

>l.# Àii...ituluh ' . . ui. + >.J /zi:...i.u2uü

uma combinação linear dos elementos igual a zero. Multiplicando a igualdade

sucessivamente por ui, . . . , uÀ: e usando o Lema 4.2 obtemos

(4.1.1)

ÀOUIUIU2 uk + P0%2ulu2 ' ' ' uk ::: 0

Se multiplicarmos agora por ui obtemos PouavÀ:ut = 0, logo po = 0 e, se

multiplicarmos por u2 obtemos analogamente que Xo = 0. Para cada r

com l $ r $ k obtemos, multiplicando (4.1.1) sucessivamente por

ul,...,u,-l,ur+l,...,uÀ; e aplicando o Lema4.2, que

À,ulu,ul 'Ur -- l 'Ur + l Uk + Prt&2UTUI u,-iu,+i ' . . uh = 0. (4.1.2)

Se multiplicarmos a identidade acima por ui obtemos P,Uavkut = 0, logo

Pr = 0 e, se multiplicarmos por u2 obtemos, analogamente, que Xr = 0.

Agora, para cada par (r,s) com l $ r < s $ k, obtemos multipli-

cando (4.1.1) sucessivamente por ui, . . . ,u,-i,u,+i, . . . , u,-i,u,+i, - . . ,uk, '

aplicando o Lema 4.3, temos que

ÀrsUIUTUsUI ' ' ' Ur-lUr+l ' ' ' Us-lUs+l

PrsU2UTUTUI ' ' ' Ur--lUr+l ' ' ' Us-lUs+l
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Novamente, se multiplicarmos a última identidade por ui obtemos

PrsU2Vkul = 0, logo /l,, :: 0 e, se multiplicarmos por u2 obtemos,

analogamente, que À- = 0.

Continuando com o processo acima, segue que cada coeficiente Xá:...i. e

Pii-.i. é zero e portanto, a seqüência definida acima é linearmente indepen-

dente e, uma vez que há 2k+i elementos, o resultado está provado. H

Os resultados que seguem destacam o produto de elementos de t/ e V em

uma álgebra de Bernstein-Jordan, e serão fundamentais na demonstração de

(.N'); - 0.
Primeiro observe que, se .A é uma álgebra de Bernstein-Jordan, temos

ZV,Z2 (--ly-'v. - (--ly«3V. 0,

para todo z c U. Linearizando a identidade anterior segue imediatamente

que

u:v.(u,u3) + u,v.(u:u;) + u:v.(u:",) - 0, (4.1.3)

para ui)u2,u3 C U

Lema 4.6 Soam .A uma áZgebra de -BernsteÍn-Jordan, z,3/,u c U e

ui, ' . . , ut C V''. .Então;

(a) «v.- .z', « t = 0,3 (m''í 4);

(b) «vv.'
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Demonstração. No item (a) temos (lue

""."« ««*(,«)

1 ,
--uvtzz + ãuvtlç'

!""."'* ;«".,'

,ÜV.Z2

Para o item (b) observe que

- 2Z/ (:«Z/ )v.«

2( -1y''":gv.(«g/) «

2( -1yZ/v.(«('y) )

( -ly''':3/v.(Z/«')

(-lyZ/v.z'y

Z/z'vt3/.

Portanto, o lema está provado. H

Linearizando as igualdades dos itens (a) e (b) do lema acima em z e 3/,

obtemos

uivtu2u3 ' u3vt(uiu2), para t = 0, 3 (mod 4)l

z/l3/2ziv2z2 " Zizeg/iveZ/2.

(4.1.4)

(4.1.5)

Corolário 4.7 Soam .A uma áZgebra de .Ber7}steán-Jordan, z,3/,u C U e

ul,u2 C I''''- .E7}tão

zy'v2zu
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Demonstração. Observe primeiro que

-"3/'v,"" - «Z/'v,(-)

'l' --2«Z/'v,(zu)

62

2«(-)3/'v,
22uz'y'v2

0,

a;y2vazu 4.1.s 3/z2va3/u

-Z/«'v2"Z/ - Z/" v,(3/u)

'2' -2Z/z'v2(3/u)

2Z/(3/u)z'v2

uy'z'v2

uz'y'v2

Por outro lad

Donde segue a identidade.

Linearizando a igualdade do corola.rio anterior em z e Z/ temos que

uiu2usv2u4us = 0. (4.1.6)

Lema 4.8 Para todo ui,u2,u3 C C/ e ui,u2,u3 C 'l/' em uma a/febra de

Bernstein-Jordan, temos

'ÜIV2'Ü2'tZ3'U3 == 'Ü2'Ü3V2.

Demonstração. Da identidade (1.2.6) temos que

/ \ / \ . / \ / \ l / ....\
;)«:(««) 0u3u3 Jue 2-3 3 323

(4.1.7)
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uuu3u3u2 + uuu2u3u3 + u3u3u2uu ' 0.

Trocando u por uiui e u por u2 temos

"-v3"3", + «':v,.'2";": - ";":"2":v, ' 0. (4.1.8)

Permutando ui, u2, u3 em (4.1.8) e somando as identidades vem que

UIV3U3U2+ UIV2U2U3U3 U3U3U2UIV2

UIV3U2U3+ UIV2U3U2U3 U2U3U3UIV2

"3v3"2":+«'3v,":","; - ",":":"3v2 - '. (4.1.9)

) n. nnmn. dns t.ermos da primeira coluna da identidade acima éPor (4.1.4)

zero,isto é

'ülv3'z.l3'u2 't 'ülv3'ü2'ü3 't 'ü3v3'ü2'ul == u)

já que uiv3ujuk ' ukv3(uiuj) = --uk(uiuj)v3 para todo {,.j, k C {1, 2, 3}.

Pelo Lema 4.3 segue que a soma dos dois últimos termos da segunda

coluna também é zero,

ulv2u3u2u3 + u3v2tllu2u3 :: 0.

Analogamente, a soma dos dois primeiros termos da cerce

ou seja, u3uau2uiva + u2u3u3ulv2 ' 0, de maneira que

ulv2u2u3u3 + Hlu3u2u3v2 = 0.

ira coluna é zero
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CJorolario 4.9 Soam .A uma áZgebra de .Bernsteãn-Jordan, %i, u2,u3 C Zl; e

ui,ue,u3) u4 C I' . .E7zf(zo

ulv3u2u3u4 = 0, tllv2u2u3u3u4 = 0.

Demonstração. 'focando ui por uiu no lema anterior e

o Corolário 4.4 obtemos o resultado.

Proposição 4.10 Qua/quer produto de três elementos de U

tos de V em uma átgebra de Ber'rntein-Jordan é nulo.

Demonstração. Aplicando o corolário anterior e o fato do produto de dois

elementos de V ser nulo, para provam a proposição é suficiente mostrar que

ulv4u2t13 = 0 uluit12u3u2z;3u4 = 0, ultz2u3v4 = 0,

do ui, ue,u3 C C/ e ul, u2) u3)u4 C I'''. Observe que

.'-v,.,,.,; g a:v.(u:u,)

«;«: («:«,)«.

z13v3ulu2u4 + t13v3u2ulu4 = 0,

pelo corolário anterior. Para a segunda identidade temos que

4.8 .
'ÜI'UI'U2'Ü3'U2'U3'04 == 1'U2'U3'tZ2'Ü3'UI'U4 == U

combinand

e quatro eZr

para to

o com

Finalmente,

3v4 :: 'u3v4Vui'ü21

1;:6 u3v4ulu2 u3v4u2ul - 0

1.2.7



Proposição 4.11 C?ttaZquer produto de quatro elementos de U e três elemen-

tos de V em uma átgebra de Bernstein-Jordan é auto

Demonstração. Do Lema 4.8 temos que

UIUIU2U3U2U3U4+ UIU2U3U2U3UIU4

U;(U:«:U,)«:U.+ U3(U:«,«;U,)U. ,

e agora pelo Corolário 4.4 segue que cada termo é zero. Assim

uiuiu2u3uau3u4 =0 e uiu2usu2u3uiu4 =0. (4.1.10)

Dos produtos de quatro elementos de U e três elementos de y resta provar

que

65

'tzlv3'ü2'ü3'ü4 == u e ulu2

Segue do Lema 4.6 e das identidades acima que

":":",«;«, '2' «:«,(«:«,)«.

-«;«,(«:«,)«;«.

u3v2ulu2u3u4 + u3v2u2ulu3u4 4'l;to 0.

0U3V3U43 3

E, por fim, temos

1.2.7
"-«'2",v,"' 'é' -u:«:(u:u2)«,u;u

1.2.6 .. .. .. n. '-. .. ,-. l ns.

3 l l ''y'o

Lema 4.12 Sqani} .,4 wma áZgebra de fierzzstein-Jordan, ui,u2lu3 € U

e ui C V..Então

(u:«:u,'u3 ).N - 0.
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Demonstração. Pelo Lema 4.3 temos que uiuiu22u;2u . uuiu22u3 ui e

assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que u = ui. Então

segue que

UIUIU22U32UI 1;:7 UIU22UIU32UI !: U2U12UIU32U2

1;:7 u2u32u12ulu2 !f u3u22u12ulu3

1;:7 u3u12u22ulu3 21 ulu32u22ulul

1;:7 UIU32U1' 22UI 1;17 UIUIU32U22UI

--'Z.ZI'UI'Ü2 'Ü3 'tll)

e assim, 2uiutu2au32ui :: 0.

Por outro lado, temos que

":«:«,'«;:" - ":««:«,'«;' - ":««:«,'(«:«;)

2 1.2.7 .. .. 2.... .. ..
--'tZ3'U'UI't12 'Ü3'tZI =: 'ü3'ü2 'u'ul'ü3'u'l

u2u32uulu2ul 21 ulu32uulu22

'Ü12;UI'Ü22?,Z,32 = --'ÜIUI'U22'Ü32U ,

e assim 2uiuiu22u3eu :: 0, o que prova o lema.

Lema 4.13 Soam .A uma áZgebra de .Bernsteín-Jordan, ui,u2,u3 c ZI/ e

ui,u2 C }'''. /então

(u:«:u:'«2«';)N'

Demonstração. Aplicando os Lemas 4.6 e 4.12, temos

".«:«:'«,«;« g ««:«:'«,(«:«,) - ««:«,'(«:«;)«:

Agora, como uiuiu22u2u3 C 1, ) uiuiu22u2u3u :: 0, pala todo u € }'' e

:«sim, (u:«:u,'«2«':)N = 0 H

4.12
0
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Teorema 4.14 0 baMdeaZ de uma áZgebra de .Bernsteán-Jordan sat :s/az

(N'');.V

Dem.onstração. Observamos que .N2 i./l/ + ZI/2 e assim

N'zNa UI'U' + (U}'')(U}') e (N'')3 UI''u'u'+ ul''u''(u\''),

logo segue dos Lemas 4.12 e 4.13 que

(.V'):N' - U}''U''U''.N + U}''U't''ÜN'

e o resultado está provado

Corolário 4.15 .A seguinte identidade é uáZ da numa áZgebra de .Ber"vzsteán

Jordan,

(.N'y

Demonstração. Aplicando o teorema anterior e o fato de .M2 CI .N temos

(.N'y (.N')'.N' C (.M');.N

Seja agora .A uma álgebra de Bernstein. Pelo Corolário 1.11 temos que

,4/.L é uma álgebra de Bernstein-Jordan já que U2 C -L para cada idem-

potente e de .A. Seja p(zl,''' ,Zm,ZI, ''' ,z.) - 0 uma identidade para

as álgebras de Bernstein-Jordan, isto é, para cada álgebra B de Bernstein-

Jordan, e para cada / C /dA cumpre-se

P(ü:, . - . ,{z.,':, . . ,ü.)
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para todo {Zt, - ' . , {z. € [G e OI, ' ' ' ,Ot C ],'}. Já que .A/-Z; é uma álgebra de

Bernstein-Jordan temos então que p também é uma identidade para .A/L, e

isto significa que para cada idempotente e C .rd.A temos

P(UI, . . - ,t'm,t':, ' .. ,U*) C .L,

para todo ul,''. ,U. C Ue e ul,''' ,ut € }/e. Tendo em conta que L=

ue n ann(Ue + Uc2) segue-se que

p(U:,...,"m,":,''. ,U.)U'

P(U:, - - - ,"m,":, ' ' . ,«.)U'

para cada u,ul,'.. ,U. c Ue e ul,''' ,Ut C }/e. Em particular, como

(uu)u = 0 é uma identidade nas álgebras de Bernstein-Jordan, temos que

l(u«)«lu: e l(u«)«lu:' - o,

paJ'a todo u, UI C Ue e u c 'l/e.

Corolário 4.16 0 baddeaZ de uma áZgebra de Ber"7&steãn saáiqfaz

(.M'y

Demonstração. Pelo Corolário 4.15 temos que (.N2)4 C .L, logo

(.M')s C -LN' C -L(U + U') = 0,

e o resultado está provado

Teorema 4.17 Sda Á uma áZgebra de .Bernsteãn. Então

N[3] . 0
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Demonstração. De (1.1.12) temos que

(w'y(w')'

(uV'')u' - (u'l'')u'

+(u\'')(ul'') . (u\'')(u\'')

+(U}'')(U'T') . (C/}'')U2

Resta-nos então analisar três situações, como segue. Primeiro vamos

mostrar que (UV)U' . (Uy)U' = 0. Temos que

(ul'')u' - (üt''')u' (u'\''' )u'u'(ul'' ) UV'U2C/2yU . 0,

pelo Lema 4.12.

Agora, mostraremos que (UV)(UV) ' (Uy)(Uy) = 0. Observe primeiro

que

(u:«:)(u,«,) . (u,«;)(u.«4) : L'' u:v2"' ' (u;«;)(".".) : y'
«.:V,(U3«;) U,(U.«.) + U:V2(U.«.) ' U,(U;U,)

":V";U, . U,(U.«-) + U:«:«2"*"' ' ",(U;«;).

Portanto, é suficiente mostrar que

uvyyu.uyu -o

Vejamos que uiv3u3'u2(u4u4) = 0 para todo ui,u2,u3,u4 € U e

ui,ua,u3,u4 C l,''. Pelo Lema 4.6 podemos assumir, sem perda de generali-
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dade, que ui = ua z € U. Agora,

"",«.«,(«.«.) --"V,U, . Z(U.«.) -- ZV3(U.«.) . -,
-",«,«.(«.«.)« «.«."'","

;«,«,(«-«d«' -- ;«,«,«,«'

;«,"."."'* ;«,"'","'

-- 'tZ2V4'Ü4ÍZ;

Trocando u2 com u4 temos que 0 = --2u2v4u4z2, e a igualdade está provaíla.

Provaremos Ênalmente (lue (Uy)(U}') - (Uy)U' = 0. Observe primeiro

que

(U:«:)(U,«,) . (U:«3)(U.U5) - (u,«;)(u.u.) (u:«:)(u,«,)

(U;«; )(U.U5) (U,«,)(U:«:) .

Assim, é suâciente mostrar (lue (Uy)U'(Uy)(Uy) = 0. Observe primeiro

que (UV)U'(Uy)(Uy) = UVU'yU(U}') e por Lema 4.3 este espaço vetorial

é gerado por todos os elementos da forma ruiu?u2u(u2u3) com u, ui, u2 C U

e ui, u2,u3 € V'. Pela identidade (l.l.lO) temos que

UUIUÍU2U'U2D3
n f)

'UUIUÍU2U2'UU3 UDIUÍU2U3'UU2

'RUIU?U2U2 ' UU3 + UUIUIU2U3UU2 + UUIU2U2U3U2U

'ü'ul'üi'o2'ü2 ' u'u3)

já que pela Proposição 4.11 segue que C/Vt/2Vyt/U :: 0. Assim

-:«?",.', ' u;"; - -u«:u?«2": ' "'",, (4.1.11)



para todo u,ul,u2,u3 C Z./ e ul,u2)u3 c I'r. Finalmente,

RUIU?U2U ' U2U3 ' RUIU?U2U2 ' UU3

= --u2uiu?u2u'uu3 4nt0

o que demonstra o último caso.
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