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Abstract

In this work we study the invariance of P-subspaces and the solubility
of the barideal N = U @ V in the Bernstein algebras. We also show
some relations between these algebras and those originated by the genetic

motivation, as the genetic, train and train principal algebras.



Resumo

Neste trabalho estudamos a invaridncia dos P-subespagos e a solubili-
dade do barideal N = U & V nas Algebras de Bernstein. Apresentamos
também algumas relacdes entre estas dlgebras e aquelas surgidas pela mo-

tivacdo genética, como as dlgebras genéticas, train e train principal.
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Introducao

O uso de métodos mateméticos para representar as relagoes genéticas de
uma populagdo datam do inicio do século XX, com a famosa Lei de Hardy-
Weinberg, de 1908. Outros trabalhos foram desenvolvidos desde entao, por
exemplo por Fisher, Haldane e Wright (ver [26]). Em 1923, apds a elaboracao
de uma sintese dos trabalhos desenvolvidos até sua época, S.Bernstein propos
- e resolveu parcialmente - o problema da caracterizagao de todos os operado-
res de evolucao que satisfazem o principio estaciondrio. Tal principio é uma
generalizacao das Leis de Mendel e do cléssico teorema de Hardy-Weinberg.

Entre 1939 e 1941 I.M.H Etherington inaugura, com um seqiiéncia de ar-
tigos, um novo campo de estudo da Matemadtica, as dlgebras genéticas. Nesta
série de trabalhos, Etherington d4 uma formulacdo matematica precisa das
Leis de Mendel e introduz conceitos fundamentais para esta teoria, como o
de dlgebras bdricas, train e train especial. Desde entao, inimeros autores
tém trabalhado com estas dlgebras. Dentro deste grupo de autores, devemos
destacar Schafer e Gonshor que durante a primeira metade da década de

50 introduzem o conceito de dlgebra genética e demonstram teoremas funda-
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mentais sobre elementos idempotentes e poténcias plenas nas algebras train
especiais. Aproximadamente 50 anos apds S.Bernstein ter formulado seu
problema, Yuri I. Lyubich e Ph. Holgate, independentemente, definem as
4lgebras de Bernstein, dando uma formulagao algébrica para o problema.

O objetivo central deste trabalho é o estudo da estrutura das dlgebras
de Bernstein, a invariancia dos P-subespagos, a nilpoténcia e solubilidade
do barideal e as relagdes entre estas dlgebras e outras algebras baricas. No
Capitulo 1 introduzimos os conceitos basicos para o estudo desta teoria, como
a Decomposicéo de Peirce e identidades basicas. Dedicamos ainda uma se¢ao
para alguns resultados elementares sobre as dlgebras de Bernstein-Jordan,
pois muitas das propriedades e resultados sobre as algebras de Bernstein sao
obtidos a partir do estudo deste tipo de dlgebras.

O Capitulo 2 traz o estudo da invariancia dos P-subespagos. Os P-
subespacos sdo, em linhas gerais, subespagos vetoriais de uma &lgebra de
Bernstein A = Ke® U @© V que tem expressio polinomial em termos de U
e V, sendo estes 1ltimos subespagos surgidos na decomposicao de Peirce da
dlgebra de Bernstein.

No Capitulo 3 estudamos as relagdes entre as dlgebras de Bernstein e
outras algebras béricas como as dlgebras genéticas, train, train principal e
train especial. Por fim, no Capitulo 4, estudamos asolubilidade do barideal NV

de uma dlgebra de Bernstein A = Ke® V. Mais precisamente, demonstramos

que (N?)®=0e NB =0.



CariTuLO 1

Algebras de Bernstein

As 4lgebras que surgem na genética sdo, em geral, comutativas e nao
necessariamente associativas. Entre elas, as dlgebras de Bernstein tem um
papel relevante. Estas dlgebras surgem em relagao a um problema proposto
por S.Bernstein em 1923 sobre as condigdes nas quais uma populacao “al-
canga” o equilibrio apés uma geracdo. Dentro das técnicas de estudo destas
dlgebras estdio a andlise dos elementos idempotentes e a Decomposig¢ao de
Peirce associada a estes idempotentes.

Neste capitulo apresentamos uma série de defini¢des e resultados bésicos
referentes a estas dlgebras, introduzidas independentemente por Lyubich [25]

e Holgate [21], e que ser@o a base para nosso trabalho.

1.1 Conceitos basicos

Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2 e 3. Uma dlgebra sobre o

corpo K é um espago vetorial A sobre K no qual esta definida uma aplicacao,
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chamada. produto, de A x A em A que satisfaz
z(y + 2) = zy + 2,

(y + 2)z = yz + 2z,

a(zy) = z(ay),

para quaisquer z,v, 2 € A e qualquer o € K. A algebra A é dita comutativa
ou associativa se cumpre, respectivamente, Ty = yz e (zy)z = z(yz), para
todo z,y,z € A.

Dado um subconjunto S de uma élgebra A, indicamos por (S) o subespago
vetorial de A gerado por S. Denominamos anulador de S o conjunto definido
por

annS = {z € A | zy = 0 para todo y € S}.

Além disso, um subespaco vetorial I de A é dito um ideal de A se cumpre-se
AI,IA C I. Uma slgebra A é dita simples se A®> # 0 e os tinicos ideais de A
sdo os triviais, isto é, {0} e A.

No decorrer deste trabalho A denotard uma élgebra comutativa, nao ne-
cessariamente associativa, de dimens@o finita sobre o corpo K.

H4 varias maneiras de definir as poténcias de elementos e subespagos em
uma 4lgebra nao associativa. A seguir destacamos dois tipos de poténcias
que apresentam significacao genética.

Seja = um elemento da &algebra A. As poténcias principais de T sao

definidas por
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Analogamente, definimos as poténcias principais de um subespago vetorial

U de A por
Ult=U e Uk =vuutt,  (k>2).

Por outro lado, as poténcias plenas de = e U sao definidas, respectiva-
mente, por
20 =z e gl = gtk (k>1),
gl =y " yle = gl-tyhk-1, (k> 1).
Além disso, as poténcias de U sao definidas por
v =u e UWP=> UYOD,  (k=2)
i+j=k

Um elemento z da 4lgebra A é dito nilpotente (principal) se existe r € N
tal que z” = 0. Uma algebra A é dita nil se todos os seus elementos sao
nilpotentes.

Uma fungéo w : A — K é um caracter de A se w é um homomorfismo
nio nulo de &lgebras, isto é, w(z +y) = w(z) + w(y), w(zy) = w(z)w(y) e
w(az) = ow(z), para todo z,y € A, o € K. Tal homomorfismo é chamado
fungdo peso. O par (A,w) é chamado dlgebra bdrica, e denotaremos por N
o nticleo do homomorfismo w. Observamos que, se I é um ideal de A com
I C N, entiow: A/I — K, definido por @(z+1) = w(z), para todo z € A, é
um homomorfismo da dlgebra quociente A/I em K. Portanto, o par (A /1,@)

também é uma &lgebra baérica.

Definigdo 1 Uma dlgebra bdrica (A,w) € dita uma dlgebra de Bernstein

quando vale a identidade

(z})? = w(z?)z’, para todo = € A. (1.1.1)
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O lema seguinte é devido a Holgate [21].

Lema 1.1 Uma dlgebra de Bernstein (A,w) possui ezatamente um homo-

morfismo de peso.

Demonstracdo. Pela definicdo de dlgebra de Bernstein temos um homo-
morfismo nao-trivial w : A — K. Seja ¢ : A — K outro homomorfismo
néo-trivial. Desde que ¢ é compativel com a multiplicagéo em A, a identi-
dade (1.1.1) implica que ¢ (y)* = ¢((y*)*) = ¢(0) = 0 para todo y € N, logo
¢(y) = 0 para todo y € N. Portanto kerp = kerw, j4 que ¢ é nao nulo.
Agora seja ¢ € A — N. Entdo w(z) # 0 e o(z) # 0 ja que kerp =
kerw. Além disso, w( ”2 5 —z) =0, e assim _ﬁ — z € N. Entéo segue que
0= (w(i) z) = w(zr)) o(z) = <p(a:)(‘—’ﬂ — 1) e como ¢(z) # 0, temos que

w(z)

ng; 1 =0, isto é p(z) = w(z). [ |

Amparados neste ultimo resultado, passaremos a denotar o par (A,w)

apenas por A a fim de simplificar a notagao.
Lema 1.2 Seja A uma dlgebra de Bernstein. Entao
27'r? = w(z))z? + w(z?)z, (1.1.2)
para todo x € A comi,j > 2.
Demonstragao. Linearizando (1.1.1) temos as identidades
25 (zy) = w(zy)z? + w(z?)zy, (1.1.3)

A(zy)(z2) + 22 (y2) = w(yz)z? + 2w(zy)zz + w(z?yz + 2w(zz)zy, (1.1.4)
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para todo z,y,z € A. Agora, fazendo y = 27~ em (1.1.3), temos
20%(z’) = w(2?)z?® +w(z?)e,

para todo 7 > 2. Seja agora 2 < 7 < s e assuma, por hipétese de inducao,
que a identidade (1.1.2) é verdadeira para todo par (i,j) com 2 < i < T e
i < j. Assim por hipdtese de indugdo segue
2:1:2(1_1'—13;3—1) — $2{w(xr—1)$s—1+w(xs—1)$r—1}

— w(.’IJT—l).’E2(Es_1 +w(.’1:s_l)$2.’1,'r_1

1
— 5{(A)(:I;H-l):z;s—l +w($r+s—2)$2+w(ms+l)$r—l +w(zr+s—2)$2}
1
— LU(.’L'T+S_2)1E2 + —{W($T+l)$s—1 +w($s+l)xr——1}

2
— w(mr+s—2)$2+w($2)$r—1xs—1.

Agora, tomandoy =z" "' e z = z°~! em (1.1.4) segue que

A(z"z®) + 20% (a7 ) = w(z" 2" z? + 2w(z")z?

tw(z?)z 2"t + 2w(z®)z”,
para todo = € A, e combinado com a relagao acima temos finalmente que
2(z7z°) = w(z")z’ + w(z’)s",

para todo z € A. cl

Os préximos resultados caracterizam os elementos idempotentes de uma
dlgebra de Bernstein. Como veremos no decorrer deste trabalho, estes ele-
mentos tem um papel central no estudo da estrutura destas algebras. Deno-

taremos por e um idempotente nao nulo de uma algebra de Bernstein A, i.e.

e£0ee?=e.
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Lema 1.3 Seja A uma dlgebra de Bernstein. O conjunto de idempotentes

ndo nulos de A € dado por
IdA={z* |z € A, com w(z)=1}.

Demonstracido. Seja e € A um idempotente nao nulo. Substituindo em

(1.1.1) temos
0=(e?)? —w?(e)e® =e— w(e?)e=e—w(e)e.

Logo, w(e) = 1. Por outro lado, tome z € A com w(z) = 1. Entdo w(z?) =

w?(z) = 1 e portanto, de (1.1.1) segue que (z2)? = 22 e assim z? é um
idempotente de A. |

Segue do lema anterior que toda dlgebra de Bernstein possui, no minimo,
um idempotente e. Um elemento z € A é representado de maneira tnica
como z = w(z)e +y, com y € N. Substituindo estd decomposigao em

(1.1.1), obtemos imediatamente as identidades abaixo

2e(2ey) = 2ey, (1.1.5)
2y’ + (2ey)? = 9% (1.1.6)
(2ey)y* = 0, (1.1.7)
*)? = 0. (1.1.8)

Como N é um ideal de A, podemos definir o operador linear M, : N — N
por M.(y) = 2ey, paray € N. A identidade (1.1.5) garante que esse operador
é uma projecao, isto é M,* = M,. Assim, denotando por U, e V. a imagem

e o micleo de M., respectivamente, temos a decomposigao

N=U®Ve,
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onde

U, = {z € A|2ez =z}, V., = {z € Alez = 0}.

Segue ainda da identidade (1.1.8) as linearizagoes

I12($2$3)+2(ZE1$2)($1CE3) = 0, (119)

($1$2)($3$4) + (:1:11123)(5132.’174) + (.’L‘1$4)($2.’E3) = {), (1110)

para todo z1, Z2, 23,24 € V.

Lema 1.4 Para uma dlgebra de Bernstein A = Ke® U, @ V., temos as

sequintes inclusoes
U’ C Ve, V.2 C U, UeVe C Ue. (1.1.11)

Demonstracio. De (1.1.6) temos que M.(y?)+ M.(y)> =y para todo
y € N. Linearizando estd igualdade temos que M, (y192) + Me(y1)Me(y2) =
Y172, para todo y1,y2 € N. Como M.(y) =y se e somente se y € U,, temos,
tomando y1,y2 € U, na tltima equagéo, que M, (y1y2) +Y1y2 = Y192, de onde
segue que M, (y1y2) = 0, portanto y1y2 € V, e assim, U2 C V..

Por outro lado, se y € V., segue que M (y1y2) = Y192, para todo y1 € N.
Desta forma, NV, C U, e, em particular, UV, C Ue € V.2 CU.. ]

O préximo teorema caracteriza as dlgebras de Bernstein através de iden-
tidades que relacionam U, e V. e serao fundamentais no desenvolvimento do

nosso estudo.

Teorema 1.5 Em uma dlgebra de Bernstein A = Ke @ U. ® V, valem as

identidades

u = u(uww) = w? = (u?)? = (uv)* =0, (1.1.12)
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para quaisquer u € Ue e v € Ve.
Reciprocamente, se A= Ke® U, ® Ve € uma dlgebra bdrica com e idem-
potente, eu = %u, ev = 0 para todo u € Us e v € Ve, e valem (1.1.11) e

(1.1.12), entdo A é uma dlgebra de Bernstein.

Demonstragio. Sejam u € Ue, v € V.. Para cada «, B € K, substituindo y

por au + Bv em (1.1.7), temos
oPu® + 202 fu(uww) + af’uv® = 0.

Assim, para @ = 1 e f = 0 temos u3 = 0 e agora, considerando o = 3 = 1,
segue-se u(uv) + ww® = 0. Para a = 2, § = 1 temos 4du(uv) + uwv? = 0.
Combinando as identidades anteriores obtemos que u(uv) =0 e w? =0.

Novamente, fazendo y = au + Bv em (1.1.8), temos

o (u?)? 4 4o Bu® (uwv) + 2026%u*v? + 40 B (uw)? + 4o (wv)v® + B (v?*)? = 0.
J4 que a igualdade é vélida para todo a, 8 € K, segue que

w2 =0, u?(w)=0, u®®+2(uwv)’=0, (w)?=0, (@*)?>=0.

Finalmente, usando a linearizagéo da identidade z3 = 0, para todo z € U,

202 = —2u(uv?) = 0. Assim,

e observando que v? € U., segue-se que u
(wv)? = 0.

Reciprocamente, seja A = Ke ® U, @ V. uma algebra bérica com e idem-
potente, eu = %u, ev = 0 para todo u € U, e v € V,, e onde valem (1.1.11) e
(1.1.12). Observamos primeiro que a algebra A é bérica com peso dado por

w(Xe +u + v) para cada A € K, u € U, ev € V.. Vejamos agora que A
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verifica as identidades u?(uv) = u?v® = v2(uv) = (v*)* = 0 para todo u € U

e v € V,. Linearizando u* = 0 temos
Ul (’U,Q’I.L3) + uQ(u1u3) + U3(’LL1U2) =0, (1113)

para todo ui,us,us € U,. Agora, fazendo u; = ug = u e uz = uv, temos
2u(u(uw)) + (uwv)u? = 0, de onde vem que (uv)u? = 0. Fazendo u; = us = u
e uz = v? segue que 2u(uv?) + v?u? = 0, o que implica que u?v? = 0. Por
fim, (uv)v? = 0 e (v?)? = 0 seguem da terceira identidade de (1.1.12), pois

U, V., V.2 C U,. Seja agora ¢ = w(z)e+u-+v um elemento da 4lgebra. Entao
z* = w(z)?e + 2w(z)u + 2uv + v +u e
(%)% = w(z)te + 2w(z)u + 2w(z)?(uv) + w(z)®® + w(z)?u? = w(z)?z?.

Logo, A é uma dlgebra de Bernstein. [ |
Se A = Ke ® U, ® V, é uma algebra de Bernstein com idempotente e,
entdo podemos decompor cada = € A da forma tnica z = w(z)e+u+v com

u€ U, ev €V, Agora, segue do teorema anterior que
2 = w¥(z)e + (w(z)u + 2uv + v?) +u?, (1.1.14)

com w(z)u + 2uv +v? € Ue e u® € V.

Linearizando as identidades de (1.1.12) temos

u(v1v2) = 0, u(u’v) = 0, u?(u?v) = 0,

w1 (ug) + ug(uiv) = 0, u(ug) + 2(uru2)(wv) = 0,

(

(
UIZ(UIUQ) = 0, U12UQ + 2114 (U1U2) = 0, (1117)

(uyv)(ugv) =0, (uvy)(uve) =0,  (

(

(ulu?)v2 = ’LLQ(’Ul'Ug) = 0.
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Lema 1.6 Seja e € A wm idempotente ndo nulo de uma dlgebra de

Bernstein. O conjunto dos idempotentes ndao nulos de A é dado por
IdA={e+u+v® | ue U}
Demonstracdo. Se f = e +u +u?, com u € U, entéo
& —et2eu+ui+ 20 +@W)l=etut+v’ =/,

4 que ()2 =0, u® =0 e 2eu = u.
Por outro lado, seja f = e +u+v € IdA. Entdao temos f2=e+u+
ouv + v2 + u2 = e +u + v, de onde segue que v = u’. i
Sejam e, f € IdA. Pelo lema anterior existe u € Ue tal que f = e+u+u’.

O seguinte lema relaciona os subespagos U, Use Ve, Vj.

Lema 1.7 Com as notagées acima as aplicagoes lineares pu : Ue — Us e

Ou: Vo — V} definidas por
Yu(u) = u + 2uy, ou(v) = v —2(u+ u?)v,
para todo u € U, e v € V,, sdo isomorfismos de espacos vetoriais.

Demonstragdo. Vamos mostrar inicialmente que ¢ e o estao bem definidas.
Sejam u € U, e v € V.. Temos entdo, usando as identidades (1.1.15) a
(1.1.19), que 2f(u +2uu) = 2(e+u+ u?)(u + 2uu) = 2eu + 4e(uu) +2uu +
du(uu) 4+ 2u?u + 2u?(uu) = v+ 2uu. E também que f(v — 2uv — 2u?) =
(e + u + u?)(v — 2uv — 2uv) = ev — 2e(wv) — 2e(u’v) + wv - 2u(uv) —
2u(u®v) + u?v — 2u’2(w) — 2u?(u’v) = 0.

Seja agora u € kerp. Temos entdo que p(u) = u + 2uu = 0, donde

w= —2uu € U.NV, = {0}, e p é injetora. De maneira analoga, seja
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v € kero. Segue entdo que o(v) = v — 2uv — 2u?v =0, e v = 2uv + 2u’v €
U, NV, = {0}, logo ¢ também ¢ injetora. Desta forma, dimU, < dimUy
e dimV, < dimVj. Como dimU, + dimV, = dimUs + dimVy = dimN e o
barideal N tem dimenséo finita, temos que ¢ e o séo isomorfismos de espagos
vetoriais. |

A decomposicio A = Ke ® U, ® V. denomina-se Decomposi¢do de Peirce
da &lgebra A relativa ao idempotente e. Do tltimo lema resulta que as
dimensoes de U, e V. independem da escolha do idempotente. Disso decorre
que o par (1 + dimU.,dimV;) é um invariante das dlgebras de Bernstein de
dimensao finita e é denominado o tipo da élgebra A.

Daremos a seguir a caracterizagao de algumas classes especiais de algebras

de Bernstein.

Teorema 1.8 Seja A= Ke® U, ® V. uma dlgebra de Bernstein decomposta
com relag@o a um idempotente e.

I. As sequintes afirmagdes sio equivalentes e, quando valem, A é chamada
reqular:

(a) 22y = w(z)zy para todo T,y € A;

(b) UVe + Vo2 =0 (ie. uv=0 e v2 =0 para todou € U, ev € V,);

(c) O quadrado de todo = = w(z)e +u+v € A de peso 1 é dado por

7% = w¥(z)e + w(z)u +u’.

II. As sequintes afirmagdes sdo equivalentes e, quando valem, A é cha-
mada de excepcional:
(a) U2 =0 (i.e. u* =0 para todo u € Ue);

(b) Para z = w(z)e +u+v € A, temos T = w?(z)e + w(z)u + 2uv + v°.
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Demonstragdo. 1. (a) — (b) Sejam u € U, e v € V.. Entao, para cada
a,B € K, considerando z = au + fv e y = e na identidade (a), temos
0 = w(z)zy = 2%y = [(2afw + *?) + o*u’le = afuv + %2112. J4 que esta.
relagdo é valida para todo a, 8 € K, temos que uv = 0 e v? = 0, donde segue
UV.=0eV,2=0.

(b) — (c) E imediata.

(c) — (b) Sejam u € U, v € V. Para cada a, B € K temos, segundo (c),
que e + au + o?u? = (e + au + fv)* = e + (au + 20fuv + B%v) + ou?, logo
2afuv+ f*? = 0. Para o = 0 e f = 1 temos que v* = 0 e agora, para & =0
e B = 1 segue que uv = 0.

(b) — (a) Seja ¢ = w(z)e +u + v um elemento arbitrdrio de A. Entao,

pelo item (c) temos que 22 = w?(z) + w(z)u +u?, logo
2 —w(@)z =1 —w(@)v eV,

e assim,
2’y — w(z)zy = (¢ — w(z)z)y € VeA =0,
para cada y € A.
1L (a) < (b) E imediato a partir da relagdo (1.1.14). [

Defini¢do 2 Uma dlgebra de Bernstein A € dita nuclear quando A = A%

Notemos que, dada uma é&lgebra de Bernstein A = Ke @ U. @ V. temos
A2 = Ke+ U, + U Vo +V,2+U.2 = Ke+U.+U.?. Portanto, temos o seguinte

resultado.

Lema 1.9 Seja A= Ke®U.®V. uma dlgebra de Bernstein decomposta com

relacdo a um idempontente e. Entao A € nuclear se, e somente se U2 = V..
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1.2 Algebras de Bernstein-Jordan

As &lgebras de Bernstein-Jordan surgem naturalmente como quociente
de 4lgebras de Bernstein. Isto constitui um fato relevante e é o motivo pelo
qual dispensamos uma parte deste trabalho ao seu estudo. Uma algebra

comutativa A é uma dlgebra de Jordan se vale a identidade

(z*y)z = z°(y2), (1.2.1)

para todo z,y € A. Dizemos que uma 4lgebra de Bernstein A é uma dlgebra
de Bernstein-Jordan se A for uma élgebra de Jordan. E uma dlgebra Aé
de poténcias associativas se as poténcias principais de todo elemento z de A
satisfazem a relagdo z'z! = z't?, para 4,5 > 1

Em [24], Lyubich pela primeira vez relaciona as algebras de Bernstein
com as 4lgebras de Jordan e de poténcias associativas. Além disso, em 1977,
Lyubich prova que toda algebra de Bernstein-Jordan é de poténcias associati-
vas e verifica a identidade train z® = w(z)z?. Posteriormente outros autores
(Gonzélez e Martinez [14] e Walcher [34]) estabelecem novas caracterizagoes

para as Algebras de Bernstein-Jordan.

Proposicao 1.10 Seja A uma dlgebra de Bernstein. Sdo equivalentes:
(a) A € uma dlgebra de Jordan;

(b) A € de poténcias associativas;

(c) Vo2 = 0 para todo e € IdA;

(d) Para todo e tem-se V.*> =0 e (uv)v = 0 para todou € Ue e v € Ve,
(e) Para algum e tem-se V.*> = 0 e (uv)v = 0 para todou € U, ev € Ve,
(

f) A satisfaz a identidade z° = w(z)z?.
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Demonstragao. (a) — (b) E conhecido que toda 4lgebra de Jordan é de
poténcias associativas.

(b) — (c) Sejam e idempotente e v € V.. Entao para cada A € K
consideremos o elemento z = e + Av. Temos que z? = e + A\%?, z° =
e+ N2 + NPzt = e+ IN202 + No? 4+ At e 2232 = e + A% + A\t
Como z* = z2z%, vem que —3X*v? 4+ A*»® = 0, para todo A € K. Portanto
v? = 0 e assim, V.2 = 0.

(c) — (d) Sejam e € IdA, uo € Ue e vo € Ve. Considere o idempotente
f € IdA dado por f = e+ uo + ug?. Das hipéteses e do Lema 1.7 temos
que V; = { v —2(uo +uo®)v | v € Ve} = {v—2upw|vEe V.}. Assim,
0 = (vo — 2uowo)?® = o — 4(uovo)vo + 4(uovo)® = —4(uovo)vo. Portanto,
(ugwo)vo = 0 para quaisquer e € IdA, up € Us e vg € Ve.

(d) — (e) E imediato.

(e) —» (f) Sejaz =ae+u+v € A,comac K,u € U ev € Ve

Substituindo em z® e w(z)z? temos que

(ce +u+v)® = oZe + au + 2uv + v? + v,

(ce +u+v)® = ole + oleu + 2ae(uv) + aev? + aeu® + a’eu + au? +
2u(uv) + uv? + u® + a’ev + auv + 2(uv)v + v® +uv

= o’e+ o’u + 20uv + av? + au’.

Portanto, para qualquer z € A, z° = w(z)z?.

(f) — (a) Linearizando z* = w(z)z?, temos

%y + 2(zy)z = w(y)z® + 2w(z)zY. (1.2.2)
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Multiplicando (1.2.2) por = vem que
(22%y)z + 2((zy)7)T = w(y)z® + 2w(z)(zy)z, (1.2.3)
e substituindo y = zy em (1.2.2) temos
22(zy) + 2(z(zy))z = w(z)w(y)z® + 2w(z)(zy). (1.2.4)
Finalmente, subtraindo (1.2.3) de (1.2.4) segue que
z(z%) — 2*(zy) — w(y)(@® - w(z)z®) =0, (1.2.5)

donde z(2?y) = z%(zy). [ |
Desta tltima proposi¢do segue uma maneira de caracterizar os ideais I

de uma 4lgebra de Bernstein A cujo quociente A /I é uma algebra de Jordan.

Corolario 1.11 Sejam A uma dlgebra de Bernstein e I C N um ideal de
A. Uma condicdo necessdria e suficiente para que A/I seja uma dlgebra de

Jordan é que V.2 C I para cada idempotente e de A.
Coroldrio 1.12 Seja A uma dlgebra de Bernstein-Jordan. Entao

(z129)T3 + (ZT223)T1 + (T123)T2 = 0, (1.2.6)
para todo z1,Z2,%3 € N.

Corolario 1.13 Em uma dlgebra de Bernstein-Jordan A=KeoU. 0V,

temos
vvg = 0, ('LL’Ul)UQ + (’LL’UQ)’UI =0, (127)

para todo u € U, € v1,v2 € V..



1.2. Algebras de Bernstein-Jordan 18

A proposigdo seguinte define o subespago L como a intersecgao entre os
subespagos Ue, quando e percorre todos os idempotentes, e ainda que ele é
um ideal da &lgebra de Bernstein A. Este ideal foi introduzido por Lyubich
(ver [26] pagina 96).

Proposigao 1.14 Seja A uma dlgebra de Bernstein. Entao L := ﬂ U, €
ecldA

um ideal de A e cumpre-se L = U, N annUk.
Demonstracdo. Seja e um idempotente fixado de A. Vejamos que se verifica
a igualdade L = U.NannU,. Sejau € L. Para cadaze U, f=e+z+z?€
IdA. J4 que u € Uy, existe @ € U, tal que u = 4+ 2z%. Entdo u—1u = 22U €
U.NU2CU.NV, =0, logo uz = 0. J4 que z era um elemento arbitrério de
U., segue-se ulU, = 0. Portanto provamos que L c U, N annUk,.

Por outro lado, se u € U.NannU,, entao v = u+2uz € Upypyq? para todo

z € U,. Portanto u € m U, = L e assim est4 provada a outra incluséo.

ecldA
Provaremos agora que L é um ideal. Ja que L Cc U, segue eL C L e

também LU, C (annlU,)U. =0 C L. Paratodowv € V,u € L eu € U, temos,
por (1.1.16), que 0 = @(uv) +u(@w) = u(@v), de onde segue que (LV,)Ue = 0.
Como LV, C U, e (LV.)U. = 0, segue que LV, CU,NannU, = L e assim L
é um ideal de A. |

Corolario 1.15 Seja A uma dlgebra de Bernstein. Entao A/L é uma dlgebra

de Bernstein-Jordan.

Demonstracao. Pela proposigao acima temos que L é um ideal de A e de
(1.1.15) vem que V.?> C L. Da Proposi¢ao 1.10 segue que A/L é uma élgebra

de Bernstein-Jordan. [ |
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A seguir demonstramos algumas identidades que serao luteis no decorrer

deste trabalho.

Lema 1.16 Sejam A = Ke ® U, ® V. uma dlgebra de Bernstein, u € U, e
v € V.. Entdo temos, para k > 1, que:

(a) uv*t! = 0;

(b) uL}(u) = 0;

(c) uLk(u?) = 0.

Demonstracao. Para o item (a) observe que v2 € L e, como L é um ideal,
vt € L. Assim, uo**t! = 0.

No item (b), para k = 1 temos u(uv) = 0 pela identidade (1.1.12). Consi-
dere entdo uma algebra quociente A = A/L. Pelo Corolério 1.15, A/L é uma,
4lgebra de Bernstein-Jordan e, pela Proposicao 1.10, (@) = 0, para todo
d€U,ete Vo Como (w)v e L segue que LE(u) = ((-..(w)v)...)v) =
i € L e assim temos que uLf~! = uti = 0.

No item (c) temos que u?v € V2 C L, logo Lj(u®) € L para todo k> 1 e
uLk(u?) € uL = 0. 3



CAPITULO 2

Invariancia de P-subespacos

Neste capitulo fazemos um estudo da invariancia dos P-subespagos nas
4lgebras de Bernstein. Os P-subespagos sao subespagos vetoriais de uma
algebra de Bernstein A que tem expressao polinomial em termos de U, e V,
subespacos de A. A principio, cada P-subespago esté associado a decom-
posicao da algebra, relativa a um idempontente. Porém, conforme os estudos
de R.A.Oliveira [28], M.L. Lelis [23] e J. Picanco [6] e [30], verificamos que
alguns destes subespagos nao dependem da escolha do idempotente, ou seja,
sdao invariantes da dlgebra A. A partir dos trabalhos de J. Picango defini-
mos as algebras de Bernstein-Picango como uma subclasse das algebras de
Bernstein para as quais todo P-subespago tem dimens&o invariante sobre a

mudancga do idempotente.

20
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2.1 Conceitos basicos

Sejam A uma algebra e X,Y subespagos de A. Definimos os subespagos

X +Y e XY por
X+Y=(+y|lzeXyeY),

XY =(zy|z e X,yeY).

Se X é o conjunto de geradores de X e Y é o conjunto de geradores de Y,
entio XY = (zy |z € X,y € V).

Observe ainda que, se X,Y e Z sio subespagos de uma dlgebra A, entao
X(Y+2Z)=XY +XZ, pois z(y + z) = zy + 2z e 11y + To2 =z1(y+0) +
29(0 + z) para todo z,z1, 72 € X,y €Y ez € Z.

Lema 2.1 Seja X um subespago de uma dlgebra comutativa A. Entao:
(a) X?=(z* |z € X);
b) X +X2=(z+2?|z€X).

Demonstragio. (a) Basta observar que z1z2 = 1((z1 + 22)* — 21° — 22?)
com z1,Z2 € X. O item (b) segue de (a) e das identidades = (z+2%) +
Y~z +(-z)}) ez =(z+2°) —2°. A

Dada uma familia {X,}ner de subespagos de uma élgebra, a soma e a
interseccdo de elementos dessa familia produz dois novos subespagos.

Demonstraremos algumas igualdades para as familias {Us}reraa e

{Vi}reraa
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Proposicao 2.2 Em uma dlgebra de Bernstein A=Ke®U.®V, valem as
sequintes igualdades:

(a) ﬂ Vi = V. N ann(U. ® U.2);

feldA

(b) Y Up=Uc@U;
feldA

) Y. Vi=(UVe+UVe) ®Ve.
feldA

Demonstracao. Para o item (a) sejaw € ﬂ V;, entdo, para cada u € U,
feldA
existe v € V, tal que w = v — 2(u + u*)v. Como, particularmente, w € Ve,

segue que v —w = 2(u +u*)v € UeNVe =0, logow = v e (u+u)v =0
para todo u € U.. Do Lema 2.1 temos que w € V.Nann(U. & U.?) e assim,

ﬂ V; € Ve Nann(U. & U.?). Agora, sejav € VN ann(U. ® U.?). Entao,
feldA
para todo u € U, v =v — 2(u + u?)v € Vj, logo v € ﬂ V¥, o que conclui

feldA
a igualdade.

No item (b), usando os Lemas 2.1 e 1.7 segue que Z U = (z +

feldA
2uz | z,u € U CU® U.2. Por outro lado temos obviamente que U, C

Z Uy, e também uz = 3(z + 2uzx) — 3T € Z U;. Portanto, a igualdade
feldA feldA
estd demonstrada.

Para o item (c), como para cada idempotente f = e+ u+ u? cumpre-se
Vi = {v—2u+u?)v | v €V}, temos Z Vy = (w—2u+u*)v|u e
feldA
Us,,v € V). Por outro lado, como Ve C Z Vs, pelo Lema 2.1 temos
feldA
S Vp = Vet ((utd)lu € UVe = Ve ® (Ue+ U)Ve = V. ® (U.V. +U.Ve),

feldA
o que verifica a igualdade. |
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Definindo

temos, da proposigao anterior, que U=UoU?eV = UV, +U2V.)® V..
Ainda sobre a ltima proposigao é importante observar que os subespagos
U e V nao dependem da escolha do idempotente.
Na se¢éo seguinte definimos o conceito de P-subespago e destacamos algu-
mas propriedades que serao importantes para o estudo da invariancia desses

elementos.

2.2 P-subespacos

Seja A = Ke ® U, ® V. a decomposicao de Peirce de uma algebra de
Bernstein em relacao a um idempotente e. Definimos recursivamente
os subespagos monomiais de A determinados pelos subespagos U, e Ve da
seguinte forma:
(1) Ue e V. s@o subespagos monomiais determinados por U € V;
(2) Se my e my sao subespagos monomiais determinados por U, e V., entao
m = mymg é um subespaco monomial determinado por UceVe.

Os seguintes subespagos sao exemplos de subespagos monomiais determi-

nados por U, e Ve:

UV2 = (u(vve) |ue U, e v,v2 € Ve);
(UVo)Ve = ((uvr)vz |u€Ue € v1,12 € Ve);
V.2 = ((vv2)vs | vi,v2,v3 € Ve);
(UVo)? = ((uw1vr)(ugve) | ur,ups €Ue € 1,02 € Ve).
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Chamamos de subespago polinomial de A determinado por U. e
V, aos subespagos de A que sdo somas finitas de subespagos monomiais
determinados por Ue € Ve.

Seja K[U, V] o anel de polinémios livre nas varidveis comutativas € nao
associativas U e V, e seja P C K[U,V] o subconjunto formado pelo po-
lindmio O e pelos polindmios com todos os coeficientes iguais a 1 e o termo
constante igual a 0. Para cada elemento p(U, V) de P, e cada idempotente e
de A, corresponde um subespago polinomial determinado ao substituir U e V'
por U, e V,, respectivamente. Tal subespago polinomial assim determinado
é chamado P-subespaco e serd denotado por p(Ue, V.) ou simplesmente pe.
Denotaremos por dp(U, V) o grau do polinémio p(U, V) € P.

Definiremos recursivamente os mondmios pares e tmpares de K[U,V] da
seguinte forma:

(1) U é par e V é impar;

(2) Se m1(U, V) e my(U, V) sdo pares e n1(U, V) e ng(U, V) sao impares,
entdo my (U, V)i (U, V) e n1(U,V)na(U, V') séo pares e my (U, V)ma(U, V) é
impar.

Um polinémio em K[U,V] chama-se par se todos os seus monomios sao
pares e chama-se impar se todos os seus mondmios sao impares.

Observamos que cada polinémio P(U, V) € P que nao seja par ou impar
decompde-se de maneira tnica como soma de um polindémio par e outro
impar, isto é,

P(U,V)= R(U,V)+ P(U,V)

onde Py(U,V) € P é par e P,(U,V) € P é impar.

Dado p(U,V) € P, diremos que p. € invariante quanto a escolha do
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idempotente e, ou simplesmente que é invariante, quando, para quaisquer
e, f € IdA, tem-se p. = ps. Se dim(p.) = dim(p;), para todo e, f € IdA,
diremos que p, tem dimensdo invariante quanto a escolha do idempotente e,

ou apenas que p. tem dimensdo invariante.

Lema 2.3 Em toda dlgebra de Bernstein tem-se:
(a) U CV, e U¥H! C U, para k > 1;

(b) V¥ C L para k > 2;

(c) UXL =0 para k > 1.

Demonstragio. Provaremos as relagdes por indugao em k. No item (a)
observe que para k = 1, U2 C V. e U.® = U*U. C Ue. Seja k > L. Por

hipétese de indugdo as identidades valem para k — 1. Entao
UeZk == (Uzk—te)Ue (_: (‘/;Ue)Ue g ‘/ea €

Ut — (U*-'U,)U. C U® C U.

Para (b) observe que V> C U. e U, V.2 =0, de onde V.2 C L. Entao, como
L é ideal de A, segue da hipétese de indugao que Vk=VF1V,C LV, C L.

No item (c), se k é fmpar, segue do item (a) e da defini¢ao de L que
UL CcU.L=0.
Para k par temos pelo item (a) e da identidade (1.1.15) que
UL = (U¥'U.,)L CUZL C U.(U.L) = 0.

n
O préximo coroldrio segue imediatamente dos itens (b) e (c) do lema

acima.
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Corolario 2.4 Em toda dlgebra de Bernstein tem-se:
(a) VI C U, parar 2 2;
(b) UKV =0 parar > 2 ek > 1.

2.3 Invaridncia de P-subespacos nas algebras
de Bernstein

Conforme discutido na secdo anterior, os subespagos U=UU2?e
V= (UeVe + UeQVe) ® V, nao dependem da escolha do idempotente e assim,
sio invariantes. Temos ainda que N = U. @ V,, micleo da fungao peso é
invariante, pois U.® V. = Uy @V} para quaisquer idempotentes néo nulos e, f
de A. Em [7], Etherington introduziu o ideal gerado pelos elementos da forma
22 — w(z)z, onde T pertence a uma dlgebra bérica A. Este ideal é conhecido
como ideal de Etherington e serd denotado por P. Se A= KedU,® Ve
¢ uma algebra de Bernstein decomposta com relacao a um idempotente e,

entéo, conforme [23], o subespago (V.2 4+ UcVe) ® Ve coincide com o ideal de

Etherington de A. De fato, observe primeiro que
e(V2+ UV @ Ve) = eV2+ eUcVe + Ve = V72 + UeVe,

(je((v;,2 + Ue‘/e) @ 1/6) = Ue(UeV;a) @D Ueve.z - Ue‘/e + ‘/ea

Vo (V2+ UV @ V) = VoV2 + (UVe)Ve + V2 C VI + UeVe.
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Assim, (V2+U.V.)®V. é um ideal de A. Agora, dado z =w(z)e+u+v

um elemento de A, com u € U. e v € V¢, temos que

22 —w(z)z = (w(z)et+u+wv)? —w(z)(w(z)e+u+v)
= w(z)% + 2w(z)eu +u® + 2uv + v? — w(z)’e
—w(z)u — w(z)v

= W —w@v+rP+2wel.® (V2 +U.Ve),

donde P C (V2 + U V) ® V.. Por outro lado, sey € U ® Ve = N entéo
2 +w(y)y = y% € P, ou seja, o quadrado de todo elemento do ntcleo de
A pertence a P. Assim temos que U. ® Vo)? = U2 + UcVe + V2, donde

U2 UV, V2 C P. Por fim, fazendo z = e +v, com v € V., temos w(z) =1e

-z = (e+v)’>—(e+v)

= ez+26v+v2—e—v

= ’02'—’0.

Como v2 € P, segue que v € P e assim, (V2+ UV, )@ V. C P. Das inclusoes
temos que (V2 + U.V.) ® V. = P, como queriamos.

Da tltima igualdade segue que (V> +U.Ve) ® Ve € invariante nas algebras
de Bernstein.

Segundo demonstrado em [30], a soma e 0 produto de P-subespagos in-

variantes produz novos subespagos invariantes. Daremos a seguir alguns
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exemplos de P-subespagos invariantes:

NP = (U.V.+V.?) @ Ue(UcVe), (2.3.1)

N* = (UB+UlVe+ (UVe)Ve + Ve?) ® Ue(UeVe), (2.3.2)
U2+ P = (Ul+ (UVo)Ve+V2+ VS @ U, (2.3.3)
NU? = (U3+U2V.+UV.) @ U’ (2.3.4)

E claro que um P-subespago invariante tem dimensdo invariante. Prova-

remos a seguir a invaridncia da dimensao de alguns P-supespagos.

Lema 2.5 Seja A = Ke @ U, ® Ve uma dlgebra de Bernstein. Entao U.?,

U.(U.Ve) e UeVe + V.2 tém dimensdo invariante.

Demonstracao. Conforme vimos anteriormente, U = U, ®U.2 é invariante.

Logo, dimU,? = dim0U — dimU, e portanto U.? tem dimensdo invariante.
Observando que P, o ideal de Etherington, e V., pelo Lema 1.7, tém

dimenséo invariante, segue que U, Ve + V.2 C U, tem dimensao invariante.
Por fim, desde que U.(UcVe) € Ve, usando (2.3.1) e o resultado acima

temos que U.(U.V.) também tem dimensao invariante. [ |

Lema 2.6 Seja A= Ke®U.® V. uma dlgebra de Bernstein tal que U2V, =
0. Se m(U,V) = a(U,V)B(U,V) € P € um monémio de grau k > 3, com
a(U,V) e B(U,V) impares, entao me = 0.

Demonstracao. Seja m. = aefe, onde a(U, V) e (U, V) sdo impares, com
da(U, V) > 2. Entéo, existem p(U, V),8(U,V) € P pares tais que e = fheOe-

Assim, temos que

Me = CYeﬂe = (ﬂ'eée)ﬁe - Ue2Ve =0.
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[ |
Seja A = Ke ® U, @ V. uma élgebra de Bernstein. Para cada u € U, a
fungdo vy : Ue — U, definida por

Pu(u) = u — 2u’u

é um isomorfismo de espacos vetoriais. De fato, se ¥yu(u) = 0, u = 2uu e,
como u?u + 2u(uu) = 0, temos u = 4u(uu). Por outro lado, de u = 2u’u
segue que uu = 2u(u?y) = —2uu® = 0. Portanto, u = 0 e a afirmagéo esta
demonstrada.

A partir deste momento restringiremos nosso estudo as algebras chama-
das de Bernstein-Picango em referéncia aos trabalhos de J.Picango (ver [6]
e [30]). Uma &lgebra de Bernstein A chama-se Bernstein-Picango se possui
um idempotente e tal que U.2V, =0 e também (uv)v = 0, para todo u € U,
e v € V,. Observamos que esta subclasse das élgebras de Bernstein contém

as dlgebras de Bernstein-Jordan.

Sejam A = Ke ® U, ® V. uma é&lgebra de Bernstein e u um elemento
fixado de U,. A proposicdo seguinte mostra como as fungdes lineares ¥y e

Tu = Pu ® oy dadas por

Tu: Ue®V., — UfEBVf
wu : Ue — Ue
) u — u + 2uu ,
u — u-—2u’u
v — v —2u+u)y

onde f = e+u+u?, u€ U ev €V, serelacionam nas algebras de

Bernstein-Picango.
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Proposigao 2.7 Seja A= Ke®U.® Ve uma dlgebra de Bernstein-Picango.
Entédo, para cada u,uy,us € U, € v,v1,V2 € V., temos:

(a) Tu(u1)Tu(uz) = Tu(waus);

(b) Tu(u)7u(v) = Tu(Pu(u)v);

(c) Tu(v1)Tu(v2) = Tu(v1v2) = V1v2;

(d) wu('l/}u('u)'l)) = Uv.

Demonstragdo. Para o item (a) temos, a partir das identidades (1.1.9) e

(1.1.13), que

Ta(ur)Ta(ug) = (w1 + 2uuy ) (ug + 2uuy)
= wug + 2u(uug) + 2uz(uuy) + 4(uu;)(uus)
= U1Ug — 211(?.1.1'1,1,2) — 2112 (u1u2)

= Tu(ul'u,z).
No item (b), das identidades (1.1.16) a (1.1.18) e de U.2V, = 0 temos

Ta(W)Ta(®) = (u+2uu)(v —2uw)
= w — 2u(w) + 2(uu)v — 4(uu)(uw)

= wv+ 2u(uww) + 2u’(w).
E, por outro lado,

Ta(Pu(u)v) = Tu(uv — 2(u%u)v)
— wv — 2(u®u)v + 2u(uv) — du((u’u)v)

= wv+ 2u(uw) + 2u®(w).

Para o item (c) observe que da Proposicao 1.10 e da identidade
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(1.1.18) temos

Ta()Ta(vz) = (v1— 2uvy)(ve — 2uvs)
= vy — 2(uvy)vg — 2(uve)vy + 4(uv:)(uve)

= V1V3.

E, mu(v1v2) = v1v2 + 2u(v1v2) = v1v2.

Por fim, das identidades (1.1.16) a (1.1.18) e (1.2.7) segue que

Yu(Pu(u)v) = Pu(uv - 2(u?u)v)
= wv — 2(ulu)v — 2u?(w) + 4u®((W’u)v)
= uv.
O que verifica o item (d). [ |

Corolério 2.8 Seja A = Ke® U, ® V. uma dlgebra de Bernstein-Picanco.
Entio, para cada idempotente f de A temos UV =0 e (uwv)v = 0 para todo
ueUseveVj.

Demonstragdo. Sejam A = Ke @ U. @ V, uma élgebra de Bernstein-
Picango ¢ f = e +u + u® € IdA, para u € U, um idempotente nao
nulo. Temos que U2V = {((Tu(u1)Tu(u2))mu(v) | w1,uz € Ue e v € Vo).
Mas, (Tu(u1)Tu(u2))ma(v) = Ta(U1u2)Tu(v) = Tu((uru2)v) = (uug)v = 0.
Além disso, (Tu(w)Tu(v))Ta(®) = Tu(Wu(u)v)ra(v) = Tu(Uu(Pu(w)v)v) =

Tu((uv)v) = 0. O que completa a demonstragao. a0

Coroldrio 2.9 Seja A uma dlgebra de Bernstein-Picango. Se X, X1, X3 C
U, e W, Wy, Wy C V, sdo subespagos de A, entdo:
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(a) (XWh)Wa = (XWa)Wy;

(b) Tu(X1)7u(X2) = Tu(X1X2);

(€) Ta(X) (W) = mu(ba(X)W);

(d) Tu(Wh)Tu(Wa) = Tu(W1Wa) = W1Ws.

Segue da Proposicdo 1.10 e do fato de U.*V. C V.2 que toda algebra
de Bernstein-Jordan é uma &lgebra de Bernstein-Picango, como haviamos
destacado. Entretanto, conforme [30], a reciproca deste resultado nao € ver-
dadeira, visto que, para a algebra de Bernstein A = Ke @ (u) ® (v) com

tabua de multiplicagdo dada por

1
e? =e, eu = —u, vi=u,

2

e os demais produtos zero, safisfaz U.2V, = 0 e (uv)v = 0, pois w=0e

uv = 0, mas v% # 0 e assim A ndo é Bernstein-Jordan.

Lema 2.10 Sejam A uma dlgebra de Bernstein e p(U, V) € P. Entao:
(a) Se A € uma dlgebra de Jordan, Vepe < Pe;
(b) Se A € uma dlgebra de Bernstein-Picanco, U.2pe C Pe.

Demostragdo Para o item (a) é suficiente mostrar a relagdo para cada
monémio m(U,V) € P. Provaremos a relagao por indugao sobre o grau
k de m(U,V). Para k =1, se m(U, V) é impar, temos Vem. = V.2 = 0. Por
outro lado, se m(U,V) é par, segue que Vpme = V.U, C Ue. Seja k > 1e
assuma, por hipétese de indugéao, que Vepe. C p. para cada monomio p(U,V)
com grau menor que k e seja m(U,V) € P monémio com dm(U,V) = k.

Entdo existem mondmios o(U, V), B(U, V) € P de graus menores que k tais



2.3. Invariancia de P-subespacos nas algebras de Bernstein 33

que m(U,V) = a(U,V)B(U, V). Do Corolario 2.9 e da hipétese de indugao

segue que

Veme = ‘/e(aeﬂe) = (V;ae)ﬁe +ae(V;3,3e)

C  aefle = Me.

Para o item (b), de maneira anéloga, é suficiente mostrar a relacdo para
cada monémio m(U,V) € P. Provaremos por indugdo sobre o grau k de
m(U,V). Para k = 1 temos que m, = U, ou m, =V, assim US2m,=U.2C
U. e no segundo caso U,?Ve = 0. Assuma entdo que o lema é verdadeiro
para todo mondémio de grau menor que k e seja m(U,V) um mondmio de
grau k > 1. Entdo, pelo Lema 2.6, temos trés possibilidades. No primeiro
caso, se m(U,V) é fmpar, entdo U.m. C U2V, = 0 e, no segundo, se
me C V2, U2m, = U2V2 = 0, pelo Corolério 2.4. Por fim, se m(U,V) =
o(U,V)B(U,V) € P, com a(U, V), B(U, V) monémios de grau menor que k,
com (U, V) par e B(U, V) impar temos, pelo Corolario 2.9(a) e da hipétese

de indugao que
Ue2me = Ue2(aeﬁe) — ;Be(ane2) C aeﬁe = M,
o que completa a demonstragao. |

Lema 2.11 Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Picango e p(U,V) € P par.
Entao Yu(pe) = Pe.

Demonstragdo. Como 1, é isomorfismo, basta verificar que %u(pe) C pe-
Seja t € p.. Desde que u® € U,2, temos, pelo Lema 2.10, que u(t) =
t —2u’t € pe + U.’pe = Pe. [ |
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Teorema 2.12 Se A é uma dlgebra de Bernstein-Picango e m(U,V),

n(U,V) € P sio monémios tais que m(U,V) € par e n(U,V) € impar,

entao
ms;=Tu(Me) € Np=Tu(ne)

Demonstragio. Sejam Ke® U, ® V. = Kf ® Uy ® V; duas decomposigoes
de Peirce da dlgebra A, onde f = e+ u+ u?, com u € U,. Provaremos
a primeira relagio do teorema por indugao sobre o grau k de m(U, V). Se
k=1, entdo m(U,V) = U e my = Tu(me.), pois T, é isomorfismo de espagos
vetoriais. Seja k > 1 e assuma, por hipétese de indugao, que (2.3.5) vale
para todo mondmio de grau menor que k. Se k = 2 e m(U,V) = V? segue
do Corolério 2.9 que ms = V;? = 1y(Ve?) = Tu(me). Em outro caso, existem
mondmios (U, V), p(U,V) € P, de grau menor que k, com pu(U,V) par e
p(U, V) {mpar, tais que m, = fiep.. Entéo, do Corolario 2.9 e do Lema 2.11
temos que my = figpy = Tultte)Tu(Pe) = Tu(Wulke)pe) = Tu(tiepe) = Ta(me).
Agora seja n(U,V) € P. Analogamente, provaremos a segunda. igual-
dade do teorema por indugdo sobre o grau k de n(U,V). Se k = 1, entao
n(U,V) =V e ns = Tu(ne). Seja k > 1 e novamente assuma que a segunda
identidade de (2.3.5) vale para todo mondmio de grau menor que k. Entao
existem monoémios v(U, V), 8 (U, V) € P pares, de grau menor que k, tais que
Ne = Yebe. Assim, do Coroldrio 2.9 temos que ny = 05 = Tu(Ye)Tu(0e) =
Tu(Vebe) = Tu(ne). r

Corolario 2.13 Em uma dlgebra de Bernstein-Picango todo P-subespago

tem dimensao invariante.
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Demonstragio. Sejam A = Ke®U.®V, uma dlgebra de Bernstein-Picango

ep(U,V) € P. Entdo existem mondémios m;(U, V) € P tais que pe = Z M e
i=1

T T T

Desta forma, py = Zmi,_f = ZTu(mi,e) = Tu(zmi,e) = Tu(pe). Entao
i=1 i=1 i=1

pe tem dimensao invariante. |

O préximo resultado segue imediatamente do corolério acima.

Coroldrio 2.14 Todo P-subespaco de wma dlgebra de Bernstein-Jordan tem

dimensao invariante.

Corolario 2.15 Todo P-subespaco de uma dlgebra de Bernstein, da forma

he, com h(U,V) € P impar, tem dimensao invariante.

Demonstracao. Seja A = Ke®U.®V, uma algebra de Bernstein e considere
A = Ke® U, ® V; a decomposigio da 4lgebra quociente A/L, associada
ao idempotente € = e + L. Entdo, para todo h(U, V) € P impar, temos
he = (he ® L)/L = he/(he N L) = he, desde que L C U,. E assim, dim(he) =
dim(he). [ |

Como conseqiiéncia do Coroldrio acima, temos o seguinte critério para

determinar quando um P-subespago de uma dlgebra de Bernstein tem di-

mensao invariante.

Corolério 2.16 Seja p(U,V) = g(U,V) ® h(U,V) € P com g(U,V) par e
h(U,V) impar. Entao pe tem dimensdo invariante se, e somente se, g. tem

dimensao invariante.

Este ultimo Coroldrio justifica o método usado no Lema 2.5 para a

obtencdo de P-subespacos de dimensao invariante nas dlgebras de Bernstein.
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O préximo teorema traz um importante critério para determinar se um

P-subespaco de uma 4lgebra de Bernstein-Picango é invariante.

Teorema 2.17 Sejam A = Ke® U, ® V. uma dlgebra de Bernstein-Picango

e p(U,V) € P. Entao p. € invariante se, e somente se, Uepe C Pe.

Demonstragio. Sejam A = Ke®U.®V, uma dlgebra de Bernstein-Picango
e p(U,V) = g(U, V) ®h(U,V) € P com g(U,V) par e h(U,V) impar. Para
cada u € U, seja f = e+u+u? € IdA. Do Teorema 2.12 temos que

pr = 9rDhy
= TU(ge) @ TU(he)
= {ru(@) | T € g} ® {Tu(w) | w € he}

= {z+2uz+w—2uw |z € g, w € he} (2.3.5)

N

Pe + Uepe.

Suponhamos primeiro que p, € invariante. Assim para cada u € U, temos
f=e+u+u®e IdA e ps=pe Por (2.3.5), para cada z = T + W € P,
com z € gr e w € hy, Tu(2) = z +w + 2u(z - w) € ps. Portanto existe

Z=1 4 € p. com I € g5 e W € hy tal que Tu(2) = Z, isto é
T+ = (z — 2uw) + (w + 2uz),

logo
2uW =T — T € Pe e 2u =W — W € Pe.

Assim, uz = u(z+w) € pe. J& que esta relagao é vélida para cada u € U,

e z € p. temos que Uepe C pe COMO queriamos provar.
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Admitimos agora que Up. C p.. A identidade (2.3.5) pode ser escrita

como
p; = {z+w+2u(z—w) |2z € ge, wE he},

de onde vem que p; C pe + Uepe. Usando a hipétese temos que py C D, €,
como pelo Coroldrio 2.13 ambos subespagos tem a mesma dimensao, temos

que ps = Pe, € P € invariante. |

Corolario 2.18 Sejam A = Ke® U, ® V. uma dlgebra de Bernstein-Jordan
e p(U,V) € P. Sdo equivalentes:

(a) pe € invariante;

(b) Uepe C Ppe;

(c) pe € um ideal de A.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.17 que (a) é equivalente a (b).
Vamos mostrar que (b) é equivalente a (c). Desde que A =Ke®U.® Vs
temos que p, é um ideal de A se, e somente se, epe < Pe, UePe C De € VeDe C Pe.
Como p(U,V) = g(U,V) @ h(U,V) € P com g(U,V) par e h(U,V) impar
temos, da defini¢do de U, e do Lema 2.10, respectivamente que €pe C pe €
Vipe C pe. Assim, p. é um ideal de A se, e somente se Uepe € pe, 0 que

completa a demonstracao. |



CaArPiTULO 3

Algebras de Bernstein e

dlgebras genéticas

Neste capitulo estudaremos as relagoes entre as estruturas algébricas que

tém sua motivagio na genética e as dlgebras de Bernstein.

3.1 Algebras baricas: uma classificagao

No que segue, assumimos que A é uma algebra comutativa de dimensao n,
nio necessariamente associativa sobre um corpo K, com um homomorfismo
nio nulo w : A — K chamado homomorfismo de peso. Denotaremos por
K[, , ] 0 anel de polindmios sobre K nas indeterminadas A1, -+, An
e por | K| o nimero de elementos do corpo K. Como j4 foi destacado, o par
(A,w) é chamado dlgebra bdrica. O nicleo do homomorfismo w é um ideal

de codimensdo 1 chamado barideal.

Lema 3.1 Sejam K um corpo com ao menos k elementos e p(A1, + ,Am) €

K[M,- -+, Am] um polinomio nio nulo com grau em \; < k — 1 para cada

38
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i=1,---,m. Entao existem o, ,Qm € K tais que
m
Zai%o, p(al,"'jam)#o'
i=1

Demonstragdo. Faremos uma indugéo sobre m. Sejam =1e p(A\) € K[A]
um polindémio ndo nulo na varidvel A de grau ¢ < k—1. JA que um polinémio
nio nulo de grau t possui no maximo t rafzes em K e |K | > ¢t + 1 existe
obviamente a € K, o # 0 tal que p(a) # 0. Sejam > 1. Assumimos o
lema para polinémios em s varidveis com 1 < s <m. Seja p(M\1, s Am) €
K[A1,-- , Am] um polindmio nao nulo com grau de p(A1,- -+, Am) em A; <
k—1 para cadai=1,--- ,m. Entdo p(A,--- , Am) pode ser representado de

maneira unica

t
PO, Am) = @i, Am) N
i=1

com a;( Nz, "+, Am) € K[Ag, -+~ , Am] € ai(A2, - -+ , Am) ndo nulo. Por hipétese
de inducdo, existem ag, - -+, am € K tais que ai(ag, -+ ,am) # 0.
Sejam B = ai(@g, -+ ,am), t=1,---,t,¢

g(\1) :=p(1, g, 0, m) = BAL + -+ B2 + B\ + o

um polinémio em K[)\;] de grau t < k — 1. Ja que q()\1) possui no méximo ¢
raizes em K, e |K| > t + 1, existe ay € K tal que oy # —(ag+---+am) e
q(a1) # 0. Assim,

pla, -+, om) = q(an) #0 e oy +ag+ -+ am # 0.

Portanto, o lema esté provado. |
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Lema 3.2 Seja A uma dlgebra bdrica sobre um corpo K, com |K|>71+2,
e p(A) = N + oy A" + -+ + ar A um polinomio em K[\ tal que p(1) = 0.
Entdo p(z) = 0 para todo © € A de peso 1 se, e somente se, 0 polinémio

train
p(z): =z +aqw(z)e" + -+ ar_1w(z) 2 + ayw(z) 2,
¢ uma identidade para cada elemento z € A.

Demonstracdo. Assumimos que p(z) = 0 para todo z € A de peso 1.
Entdo p(z) = p(z) = 0 para cada z € A de peso 1. Se z € A com w(z) # 0,

entao w(w—a—)) =1 e assim,
x
0 = 2(5)
P w(z)

= (;a—))rﬂ + ay (;}%S)T +-0 1t w(;%)

1
= @ [er + ayw(z)z” + -+ arw(m)’x]
1

= w_(z_)rﬁﬁ(z)’

donde segue que p(z) = 0 para todo z € A com w(z) # 0.
Agora, seja B = {ai,- - , a,} uma base para A tal que cada a; tenha peso

1. Para cada z € A, denotaremos por 7;(z) a coordenda i-ésima de = com
n

respeito a base B, isto é, T = Zm(z)ai. A forma polinémial f; : K™ — K
i=1

definida por fi(p1,: s M) = i (ﬁ(Zukak)) é igual a zero para todo [ :=
k=1

3

(1, , m) € K™ com s() = pe # 0. Entdo, pelo Lema 3.1 fi = 0.
k=1

Portanto, p(z) = Zf,»(m(:c), .o+ ma(z))a; = 0 para todo = € A. |
i=1
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Para o decorrer desse capitulo assumimos que K é um corpo com um
numero de elementos para os quais os lemas acima sao verificados.

Em muitas algebras que surgem em conexdo com problemas genéticos,
para cada z € A, os coeficientes do polinémio caracteristico da transfomagao
linear R, dependem somente do valor do homomorfismo w em z. Algebras
béricas satisfazendo esta propriedade chamam-se dlgebras train. Assim, uma

4lgebra bérica A é train, se existem constantes S, ..., B, € K, tais que
det(M — R;) = A" — Brw(z) A" + ... + (—1)"Bow(z)",
para todo z € A. Equivalentemente, o polindmio caracteristico de R, é
det(A\ — Ry) = A" — B\ + ..+ (=1)"B,, (3.1.1)

para cada z em A de peso 1. As raizes do polindmio caracteristico sao
chamadas raizes train da dlgebra. Notemos que 1 é uma raiz train ja que
para cada elemento z € A com w(z) = 1 temos que Rjw = w, onde R} é a
aplicacao dual de R,.

Seja A uma algebra train que satisfaz a identidade (3.1.1). Podemos agora
definir o ideal J de K[)\] de todos os polinoémios g()) tais que g(R;) = 0 para
cada z em A de peso 1. Notemos que J é nao vazio ja que pelo teorema
de Cayley-Hamilton temos que o polinémio de (3.1.1) estd em J. Portanto,

existe um tnico polindmio monico
mA) =X+ N+ )+ o

que gera J e é chamado polinémio minimal da élgebra train A. Assim, temos

que

m(R;) = Ry — Ry + - + (=1)"ary =0, (3.1.2)
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para cada ¢,y € A com w(z) = 1. Fazendo y = z em (3.1.2), obtemos a

identidade
m(Ry)(z) =2 —auz" +--- + a4z =0, (3.1.3)

para todo © € A, com w(z) = 1. Dizemos que uma algebra barica Aé
train principal se existe um polindmio néo nulo g(A), com ¢(0) = 0, tal que
¢(z) = 0 para cada elemento z em A de peso 1. Seja entdo A uma algebra
train principal. Analogamente & discussao acima, podemos definir o ideal I
de K[)] de todos os polindmios ¢()) tais que ¢(0) = 0 e g(z) = 0 para cada =
em A de peso 1. J4 que A é train principal, o ideal I é ndo vazio. Portanto,

existe um tinico polinémio monico
mp(A) = AT — A 4 -+ + 0,

que gera I e é denominado polinémio minimal principal da algebra A.

O seguinte lema é obvio a partir da discussao acima.
Lema 3.3 Toda dlgebra train é dlgebra train principal.

A definicdo acima motiva o seguinte resultado, que é devido a

Etherington [7].

Lema 3.4 Se A é uma dlgebra train, entdo cada elemento em N € nilpotente

de indice menor ou igual ao grau do polinémio minimal principal de A.

Do lema acima vem que a subélgebra N = kerw de uma algebra train €
sempre nil principal, isto é, todos os seus elementos sdo nilpotentes principais.
Em geral, algumas das dlgebras que surgem a partir de problemas

genéticos tém mais propriedades que as édlgebras train definidas acima. Isto
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levou Etherington (ver [8]) a definir as dlgebras train especiais e a Schafer as
algebras chamadas genéticas.

Uma 4lgebra barica A é Gonshor genética se existe uma base, chamada

canénica, {vo, V1, ,Un-1} com w(wg) = 1, w(vy) = -+- = w(vn_1) = 0,
satisfazendo .
-
vo® = vo + Z 00k Uk,
k=1
n—1
VUi = Z%ik'vk (1<i<n-1) (3.1.4)
k=i
n—1
vV = Z Aijk Uk (1<4,7<n—1).
k>i,j

Note que da primeira equacao segue que w(v?) = w(vg) = 1 e w(ux) = 0,
para 1 < k < n—1. No caso de A ser Gonshor genética temos que A também
é Schafer genética no sentido que os coeficientes do polinoémio caracteristico
de qualquer transformagdo T' = f(Rq,, " , Rz,), onde f(pa, -+, ) € um
polinémio em ¢ associativas nao comutativas variaveis sobre K, dependem
somente das fungdes w(zy),--- ,w(z:). De fato, se A é Gonshor genética,
para cada z € A a primeira coordenada de z com respeito & base canonica
{vo,v1, -+ ,Un-1} é w(z), pois w(vg) = 1 e w(v;) =0 parai =1,---,n — 1.
Entdo, novamente com respeito & base canénica, a matriz de todo operador
linear R, é triangular inferior. Assim, a matriz de T = f(Rz,," ,Rz,) é
triangular inferior e a entrada i x ¢ da matriz de T'é f(w(z1)di, - - ,w(zk)dii),
onde &;; representa o elemento na posicao i X ¢ da matriz de R,, com respeito

A base candnica. Assim, A é Schafer genética.
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Observamos que nem toda lgebra Schafer genética é Gonshor. O préximo
teorema estabelece um critério para a equivaléncia entre essas estruturas e

pode ser encontrado em [26] e [35].

Teorema 3.5 Seja A uma dlgebra Schafer genética sobre um corpo K alge-

bricamente fechado. Entdo A é Gonshor genética.

Observamos da definicdo que em uma &lgebra genética A o barideal N é
nilpotente. Uma élgebra barica A é chamada dlgebra train especial se N é
nilpotente e todas as poténcias principais N i sa0 ideais de A.

Historicamente, para provar que uma algebra train especial € uma élgebra
train, Etherington [8] mostrou primeiro que toda algebra train especial pos-
sui uma base canonica e, em seguida, que os coeficientes do polindomio carac-
teristico de toda transformacao multiplicagdo & direita R, sao fungoes apenas
de w(z). Em [9], além da existéncia da base candnica, Etherington observa
que é requerido também que as poténcias principais do homomorfismo de
peso sejam ideais da algebra.

Seja A uma K-dlgebra comutativa de dimensao n. Se F' é um corpo
com K C F entdo podemos definir através do produto tensorial a algebra

Ap = F®g A, que serd uma algebra comutativa de dimensao n sobre F' com

produto
(a®z)(fy)=ab zy, a,feEF e z,y€ A
Notemos que se B = {a1,--- ,a,} é uma base de A, entao Br = {a, =
1®ai, - ,8n = 1 ® a,} serd uma base para Ap. Se {'yi]-k} . sao as
k=

constantes da estrutura de A com respeito a base B, isto é,

CLia,j = Z,Yijka’k (Z)] = 1) e 5n)7
k
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n

entao {’Yijk} _ também sdo as constantes de estrutura de Ap com respeito
1JR=
a base Bp.
Seja f : A — A uma aplicagdo linear sobre K. Entao podemos estender

f a uma aplicagdo F-linear f de Ap em Ap definida por
a®z— a® f(z).

Temos que se [M] é a matriz de f com respeito a base B, entao [M] também

ser4 a matriz de f com respeito a base Bp.
Teorema 3.6 Toda dlgebra train especial é genética.

Demonstracdo. Seja A uma algebra train especial sobre um corpo K. Pelas
consideragdes anteriores podemos admitir, sem perda de generalidade, que o
corpo K é algebricamente fechado. Sejam e € A um elemento de peso 1 e 7
o0 menor inteiro positivo tal que 0 = N". Além disso, como N t ¢ um ideal de
Atemos que 0=N"C N 'CN2C...CN*CN*CN.

Vamos construir uma base canodnica para A. Parai=1,---,7 — 1 temos
que eN C N, logo podemos definir R; := N#/N#*t — N*/N**! por Ri(z +
N+l = ge + N**'. Para cada i = 1,---,7 — 1, temos que existe uma
base B; = {a1 + Nt -+ ;s + N1} de N'/N™ tal que M(R;,B;), a
matriz de R; com relagdo & base B;, é triangular inferior. Entdo a seqiéncia
B = {e, a1, ,0_1r-1)} ¢ uma base de A. Além disso, M(R.,B) é
triangular inferior e M(R,,B) ¢ estritamente triangular, para todo y € N,

ou seja,
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10 0 | 00 0]
x ag O 0 *x 0 O 0
[Re]=| i = e [Ry]= *
an-1 O 0 0
| x ke kO x %k -+ x 0
Assim, para todo z = w(z)e +y € A, com y € N, temos
* w(@)ag 0 .- 0
w(z)[Re] + [Ry] = [Re] = *
0
| x * ceox o w(z)on
Agora seja. f(u1,--+ ) € K[pa, -+ ,pe] uma forma polinomial nas

indeterminadas A;,---,X\ tal que f(0,---,0) = 0. Entdo, para cada

T1,T2, "
[M] de f(Rs,,- -+ ,Rz,) na base B fica
- A,
*
[M] =
*

Portanto o polindmio caracteristico de f(Rg,, -

det(\ — f(Ra,,---

0 .- s 0 1
Afog 0 -+ 0
*
0
X e X Afan_

, Rz,) é dado por

n

aR’Et)) = H()\ - Afai)’

i=1

onde a; = 1, e o resultado estd provado.

.,z € A fazendo Ay := f(w(z1),- -+ ,w(zt)), temos que a matriz
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Corolario 3.7 Toda dlgebra train especial é uma dlgebra train.

Observamos agora que nem toda algebra genética é uma dlgebra train
especial, sendo tal afirmagéo verdadeira somente para dlgebras de dimensao
menor que 4. A seguir, damos um contra-exemplo para esta situacao.

Contra-exemplo Usando uma base padrao para R?, definimos a algebra
comutativa com produtos eo® = e, ege1 = €1, €oez = €3, €1°> = €3 € 0s demais
iguais a zero. Esté é uma algebra genética, conforme [26]. Mas, N? = [e]
nio é um ideal de R4, pois egeg = e3. Assim, esta ndo é uma dlgebra train
especial.

O esquema abaixo sintetiza as relages entre as algebras discutidas até

aqui.

Algebra train especial

|
Algebra genética

v

Algebra train

Algebra train principal
Passaremos agora ao estudo das relagoes entre estes tipos de dlgebras e

as Algebras de Bernstein.
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3.2 Algebras de Bernstein e outras algebras
genéticas

No que segue, estudamos algumas relagoes entre as dlgebras de Bernstein

e as dlgebras discutidas na segdo anterior.

Teorema 3.8 Em uma dlgebra de Bernstein as poténcias principais de N

sdo ideais de A.

Demonstracao. Seja e € IdA. Jé que N = ker w ¢ um ideal de A, é
suficiente provar que e(N*) C N*, para k > 1. Provaremos por indugao sobre
k que e(N*) C N*. Para k = 1, eN C N é trivial, ja que N ¢é ideal de A.
Seja k > 1 e vamos assumir, por hipétese de indugao, que e(N k=1) ¢ N*1.
Dado um elemento y1y2 € N¥, com 3 € N e yo € N*7', temos que ey; € N,
pois N é ideal e, pela hipétese de indugao que, eys € Nk=1. Portanto,
usando a identidade (1.1.6), temos que 2e(y1y2) = Y192 — 4(ey1)(ey2) € N kot
(eN)(eN*—1) C N*. [ |

Do teorema acima e dos resultados provados anteriormente temos o se-

guinte corolario.

Coroldrio 3.9 Para uma dlgebra de Bernstein A, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) A € dlgebra train especial;

(b) A € dlgebra genética;

(c) N € nilpotente.
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Estudaremos a seguir as poténcias principais de elementos do barideal NV

e da slgebra A. Sejay =u+v € N. Entdo, do Lema 1.16, temos que

Y = u? + 2uv + v?

¥ = v+ 2wv)v+v* = Ry(y?) € L,
e, indutivamente, € facil ver que
Y = RF1(y?) para k> 2, (3.2.1)

j4 que, U.L =0 e L é um ideal de A.
Seja agora © = e +u+v € A. Entao, das identidades (1.1.12), obtemos

2 = e+ (u+2uv+vz) + u?,
1
2 = e+ (u+2uv+ 51)2 + u?v + 2(uwv)v +v°) + u?,
logo
1
g — 2= —§v2 +u?v + 2(uww)v +v° € L,
e, portanto,
(22 -2z = (2 —xPe+ (® — 2’
1
= (@ -2+ R - ),

donde, (z* — z%)(z — 3) = Ry(z® — 2?).

Novamente por indugdo em k, é facil ver que

(R; — %Id)k(:r:3 — z?) = R¥(2® - 2%), (3.2.2)
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para k > 1. Aplicando o Lema 1.16, temos

1
R:(R. — §Id)k_1(x3 —2%) = eRMY(2®—2?) +uRi (2’ - z%)
+oR1(2® - 2?)

- %Rﬁ‘l (o — 2%) + vRE1 (2 — ?)

1
_ %(Rm — 1d) @ - o) + Rt - ),

e assim (R, — 31d)*(z® — z%) = RE(a® — 2?).
De interesse especial é a relagdo entre as dlgebras de Bernstein e as
dlgebras train e train principal. As consideragoes e resultados que seguem

visam este estudo.

Teorema 3.10 Se uma dlgebra de Bernstein A de tipo (r,s) € uma dlgebra
train, entdo as raizes train sao 1, % e 0, com multiplicidades 1, 7 — 1 e s,

respectivamente.

Demonstracdo. Seja e um idempotente. Com respeito a decomposigao
Ke® U, ® V, temos que, R.(e) = e, Re(u) = 3u e Re(v) = 0. Entao, o

polinémio caracteristico de R, é¢ dado por
1
det(M\Md— Re) = (A —1)(A — 5)“1/\’,

donde segue a demonstragao. |
Sejam z € A um elemento de peso 1 e e = z? idempotente de A. Existem
a€ U, ed € V., tnicos, tais que £ = e+ 4+ . Ja que 22 = e, temos %> = 0
e+ 2uv+ 0> =0.
Vamos agora analisar a matriz do operador R, : A — A. Seja R, a

restricio de R, ao ba.rideaf N. A identidade 2z*(zy) = zy, com y € N,
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pode ser escrita na forma M,(R;) = R, onde M, é o operador projegao
M, : N — N definido por M.(y) = 2ey.
Da identidade M,(R,) = R, vem que

ImR, C ImM, = U,

e daf, as V,-componentes de R.(u) e Rq(v) sdo nulas para todo u € U
e v € V.. Em particular, @ € L e Ro(u) = eu+ tu = ju+ Ry(u), e
R.(v)=ev+av+Tv= (@ + v)v € U..

A representagdo matricial de R, com respeito a uma decomposi¢io A =

Ke®V, @ U, fica na forma

1 0 0
[R.]=1|0O 0 0 ;
O O [iId+ Rs]
onde [ representam blocos matriciais que sao irrelevantes para o calculo do
polinémio caracteristico de R, e [31d+ R;] a matriz da restrigio de 11du+Rs
ao subespago U,.

Da discussdo acima temos o seguite resultado.

Lema 3.11 Sejam A uma dlgebra de Bernstein de tipo (r,s) e z € A um
elemento de peso 1. Se e=2ez=e+u+0comiecU, ev €V, entao o

polinémio caracteristico de R, é dado por
1
det(Md — R;) = (A — 1X*Q(A - 5), (3.2.3)
onde Q()\) € o polinémio caracteristico da restrigao de Ry ao subespago Ue,.

Observe ainda que z—12 = 4+, & = M,(a+0) = 22?(z—z?) = 22° 222,

e =1z + x2 — 22%. O préximo teorema estabelece uma condigao para que
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uma 4lgebra de Bernstein seja uma dlgebra train. O resultado é devido

a Lyubich [26].

Teorema 3.12 Para que uma dlgebra de Bernstein A seja uma dlgebra train

¢ necessdrio e suficiente que o operador R, seja milpotente para todoy € N.

Demonstracdo. Em toda dlgebra train, R, € nilpotente em N, para todo
y € N. Por outro lado, vamos assumir que R, seja nilpotente para todo

y € N. Se = é um elemento de peso 1 entao, pelo lema anterior,
1
det(\ld — R;) = (A — )I°Q(A — 5),

onde Q(\) é o polindmio caracteristico de R; em U,, sendo e = 72, z =
e+id+Tcoma € U, e v € V,. Pela hipétese R; ¢é nilpotente, logo
Q(\) = X™! e portanto

det(Md — R;) = (A — 1)X*(A — %)f-l.

Consegiientemente o polinémio caracteristico de R independe do elemento
z de peso 1 e assim a algebra é train. [ |

O préximo teorema sintetiza as relagoes discutidas até aqui.

Teorema 3.13 Para uma dlgebra de Bernstein A = Ke © U, ® V., as se-
guintes afirmagdes sao equivalentes:

(a) A € dlgebra train;

(b) A é dlgebra train principal;

(c) N é nil;

(d) R, : L — L € nilpotente para todo v € Ve,

(e) Ry : Uy — Uy € nilpotente para todo f idempotente e w € Vs.
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Demonstragao. (a) = (b) Segue do Lema 3.3.
(b) = (c) E imediato a partir da definigio de élgebra train principal.
(c) = (d) Seja k tal que y* = 0 para todoy € N. Seu € Lev eV,

entdo definimos y = % + v e, por (3.2.1) temos que
0 =" = R*2(y%) = R"%(2aw +v?) = 2Ry (a) + vF = 2RE"1(1).

Logo, podemos afirmar que RF-1(L) = 0 para cada v € V..

(d) = (e) Vamos assumir que R, em L & nilpotente de indice menor ou
igual a k — 1, para todo v € V. e sejam agora f um idempontente de A e
w € V;. Provaremos que R, em Uy é nilpotente de indice menor ou igual a

k+1. Se u € Uy entdo w(wu) € L, logo
REH(u) = R (w(wu)) € Ry ' (L) =0,

e assim R,, é nilpotente em Uj.
(e) = (a) Sejam z € A de peso 1, e = 22, 4 € U, e U € V, tais que

z =e+ 4+ 0. Pelo Lema 3.11 temos que
1
det(\d — R;) = (A = 1)XN°Q(\ — 5),

onde Q(X) é o polindémio caracteristico de Ry sobre U.. Agora, por hipétese,

R, é nilpotente, logo Q(A\) = A"~ e assim,
det(\d — R;) = (A — )X°(A — %)r_l,

e o resultado estd provado. |
O préximo resultado estabelece uma relagao entre as algebras

de Bernstein e as algebras train especiais. O resultado é devido a

M.Ouattara (ver [31]).
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Teorema 3.14 Toda dlgebra de Bernstein train de dimensao menor ou igual

a § é uma dlgebra train especial.

Demonstragio. Suponhamos que A é uma élgebra de Bernstein train de
dimensio 5. Entdo a dimensdo de N é 4 e z° = 0, para todo z € N. Se o
nil fndice de N é 5, existe 0 # = € N tal que {z,z? 2% 2"} seja uma base
para N. Usando a identidade (1.1.2), a tabela de multiplicagéo de N cumpre
cigd = 0 para i,j > 2. Assim, N? = (z?,2%,2%), N° = (z3,z%), N* = (z%)
e N® = 0. Portanto, N é nilpotente principal de indice 5 e assim A é uma
4lgebra train especial. Agora, se o nil indice de N é inferior a 5, da identidade
(1.1.2), para i,j > 2, segue que a subdlgebra N é de poténcias associativas
e, conforme [11], toda nil dlgebra comutativa, de poténcias associativas e

dimensao 4 é nilpotente principal. Logo A é uma dlgebra train especial. W



CariTULO 4

Solubilidade do barideal

O objetivo deste capitulo é estudar a nilpoténcia e a solubilidade do ba-
rideal de uma &lgebra de Bernstein. O estudo dessa estrutura tem inicio a
partir dos resultados obtidos por Lyubich [26]. Em especial, Lyubich de-
monstrou que uma, dlgebra de Bernstein de dimensao finita é genética se, e
somente se seu ntcleo é nilpotente principal e A. Grishkov demonstrou em
[15] que toda algebra de Bernstein nuclear de dimensao finita é genética. Mais
tarde, C. Martinez, em [27], e J.C. Gutierréz, em [10], provaram que se uma
dlgebra de Bernstein nuclear é gerada por 7 elementos, entdo kerw?+2 = 0
e finalmente J.Bernad em [2] que kerw™* = 0. Por outro lado, I.R.Hentzel,
D.P.Jacobs, P.Sverchkov e L.A.Peresi, em [19], demonstraram que o nicleo
de uma &lgebra de Bernstein é solivel de grau 4. Neste trabalho demonstra-
remos que em uma algebra de Bernstein o barideal N cumpre (N ¥ =0e
NBI = 0. Estes resultados sdo apresentados em [2].

No que segue, para b,ay,...,a, € IV, usaremos as notagoes:

I. a, = a1a9...a,, onde a1a2...0n = a1Ray... Ra;

II. ba, := baias...an, = bR,,...Ra, ¢,

95
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III. Se o € Sy, entéo as(n) = Gy(1)8c(2)---a(n)> onde S, representa o grupo
simétrico de n elementos.

Ao longo deste capitulo A= Ke®U @V serd uma 4lgebra de Berns-
tein sobre o corpo K, e um idempotente fixo, e N representars o barideal
da 4lgebra. Assim N =U @V, onde U e V séo as componentes da decom-
posicao de Peirce de A com respeito ao idempotente e. Como usualmente u

e ui,..., U, sao elementos em U, e v e v1,...,Vn elementos em V.

4.1 Nilpoténcia e Solubilidade do barideal

Analisaremos a nilpoténcia e a solubilidade do barideal N. No que segue,
estabeleceremos algumas propriedades do produto nas dlgebras de Bernstein

que serdo uteis na demonstragao dos resultados descritos acima.

Lema 4.1 Se A € uma dlgebra de Bernstein-Jordan, entao temos que
Nk = N®),

Demonstragio. Primeiro provaremos por indugao sobre o minimo de 2, j
que NiNJ C N, Para i = 1 o resultado é trivial. Seja entdo 1 <i<je
suponhamos que N°*N* = Ns+t para todo s,t com 1 < s <ies <t Por

(1.2.6) vem que

(ai-1a:)(b;) = —(ai-1bj)ai — ai-1(b;ai)
€ (N"INJ)N + N-IN#* C N7,

de onde segue a igualdade desejada.
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Agora mostraremos que N* = N®. Para k =1, o lema é trivial. Seja
k > 1 e suponhamos que N* = N () para 1 <7 < k. Entao segue que
N® = " NONO = %7 NN C N
i+j=k i+j=k

A outra incluséo é trivial. |
Lema 4.2 Em uma dlgebra de Bernstein-Jordan temos que
uvi = (—1)uve(x),

para cada o € Sk, onde (—1)7 representa o sinal de . Em particular, temos

que (uvi)v; = 0 para todo @ com 1 <@ < k.
Demonstracao. E suficiente provar que

(...(((uvi_l)vi)viﬂ)...)vk = —(.. .(((uvi_l)viﬂ)vi)...)'vk,

para todo i com 1 <14 < k. E esta igualdade segue da identidade (1.2.7), ja
que uv;—1 € U. |

O préximo lema mostra que o produto wjvivy -« - vkU2 € simétrico ou
antisimétrico em u; e ug, dependendo do nimero de elementos de V entre
eles. Est4 idéia serd fundamental para a demonstragao dos resultados desse

capitulo.

Lema 4.3 Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan, wui,ug € U e
vy, ..., 0k € V. Entao:
(a) se k =1,2 (mod 4), uyviug + ugviug = 0;

(b) se k = 0,3 (mod 4), u1viug — UzViU1 = 0.
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Demonstracao. Provaremos por indugao em k que

§k+12
U1VEUg = ( 1) U VEUL.

Para k = 1 a igualdade é trivial. Seja k > 1 e assumamos a igualdade para

todo 7 com 1 < 7 < k. Entao temos que

UIVEUy = UIVE-1UkU2
= - (Ulvk—l) (U2Uk)
(- 1) 7 u2’Uka—1u1

1

k— 1!
) R =Ly ovius

(=
(=

_ ( 1) (k= 12)k+2k S
(=

kk-{—l
) 2 UVl

Corolario 4.4 Sejam A = Ke® U, ® Ve uma dlgebra de Bernstein-
Jordan, k = 1,2 (mod 4), t = 0,3 (mod 4), ay,--+ ,ar,b1, - ,bs € N,
V1, Uk W, W € Ve, € @€ K —{0}. Se zvyya, = azwiyb, para

todo z,y € U, entao
zviya, =0 e zwiybs = 0,
para todo ,y € Ue.

Demonstracao. Trocando = e y na identidade que estamos assumindo e
usando o Lema 4.3 obtemos o resultado desejado. |
O préximo lema apresenta o menor valor que a dimensao do subespago

U pode assumir. O resultado é devido a Cortéz e Montaner (ver [5]).
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Lema 4.5 Se A é uma dlgebra de Bernstein-Jordan e ezistem uy,ug € Ue

1, ..., s € V tais queuyviug # 0, comk = 1,2 (mod 4), entdo dimU > k41,

Demonstragio. Vejamos que a seqiiéncia formada pelos elementos definidos
pOT U;V;,...V;,, onde j € {1,2},0<t<kel<ii<..<%u < k, é linearmente

independente. Seja

Z iy ..i Uiy * Vi T+ Z Liy . iy U2Vi, * - Vi, = 0, (4.1.1)

uma combinacao linear dos elementos igual a zero. Multiplicando a igualdade

sucessivamente por vy, . . ., Uk € usando o Lema 4.2 obtemos
AoU1V1Vg * * - Uk, + HoUv1V2 - Vg = 0.

Se multiplicarmos agora por u; obtemos pousViui = 0, logo po = 0 e, se
multiplicarmos por uy obtemos analogamente que X = 0. Para cada 7
com 1 < r < k obtemos, multiplicando (4.1.1) sucessivamente por

V1, ..., Vp—1,Vrs1,---,Vk € aplicando o Lema 4.2, que
)\,ulvrvl c o Up—1Upr41 " " Uk + HrU2UrVy -+ *VUp—1VUpy1 """V = 0. (412)

Se multiplicarmos a identidade acima por u; obtemos pyusviu; = 0, logo

i = 0 e, se multiplicarmos por uz obtemos, analogamente, que A, = 0.
Agora, para cada par (r,s) com 1 < 7 < s < k, obtemos multipli-

cando (4.1.1) sucessivamente POT V1,...,Ur—1,Ur4ly s Us—1,Ustly -+ Uky €

aplicando o Lema 4.3, temos que

)‘rsul'UrUs'Ul <o VUp_1Upl """ Us—1Vst1 "~ Uk +

LrsUgUpUpV] - * Up_1Ur1 ** - Us—1Vst1 - Uk = 0.
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Novamente, se multiplicarmos a tltima identidade por wu; obtemos
prsuaviur = 0, logo s = 0 e, se multiplicarmos por up obtemos,
analogamente, que Ars = 0.

Continuando com o processo acima, segue que cada coeficiente A, ..i, €
Liy i, € zero e portanto, a seqiiéncia definida acima € linearmente indepen-
dente e, uma vez que ha ok+1 elementos, o resultado estd provado. |

Os resultados que seguem destacam o produto de elementos de U e V em
uma &lgebra de Bernstein-Jordan, e serao fundamentais na demonstracao de
(N?)®* =0.

Primeiro observe que, se A é uma algebra de Bernstein-Jordan, temos
eva? = (—1)zz’v, = (—1)'z’v, = 0,

para todo z € U. Linearizando a identidade anterior segue imediatamente
que

uyve(ugus) + upvi(uius) + usvi(uug) = 0, (4.1.3)

para ui, Uz, us € U.

Lema 4.6 Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan, z,y,u € U e
v, -+, € V. Entao:
(a) zvizu = uvez?, set = 0,3 (mod 4);

(b) zy*viz = yz°viy.
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Demonstragao. No item (a) temos que

Tvizu = —zviux — Tvi(Tu)
1 2
= —UViIT + §uvta:
1 2, 1 2
= —UViZ" + UV
z T
= uviz’.
Para o item (b) observe que
zy’viz = —2y(zy)viz

= 2(=1)"™yve(zy)z
= 2(-1)"'yvi(z(zy))
= (—1)"yv(yz”)
= (—1)tyvt$2y

= y$2vty y

Portanto, o lema esté provado. |
Linearizando as igualdades dos itens (a) e (b) do lema acima em z e ¥,

obtemos

U Vitgus = usvy(uiug), parat=0,3 (mod 4); (4.1.4)
Y1YaZ1VaT2 = T1ZT2Y1V2Y2. (4.1.5)
Corolario 4.7 Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan, z,y,u € U e

v1,v2 € V. Entao

xy2vau =10.
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Demonstragao. Observe primeiro que

zyPvezu = —zy’veuz — TY°va(zU)
=% _2zy’vy(zu)
= 2z(zu)y’ve

= —uz’y’vs.
Por outro lado,

zy*vozu LSz vayu
= —yz’vouy — yz’ve(yu)
= —2yz?vo(yu)
= 2y(yu)z®vy
= —uy’z?vy
= uz?yiv,.
Donde segue a identidade. =

Linearizando a igualdade do corolario anterior em z e y temos que
U1UUZVU4LUS = 0. (416)

Lema 4.8 Para todo uj,us,us € U e vy,v9,v3 € V em uma dlgebra de

Bernstein-Jordan, temos
U1 VoUoU3V3 = —U1V3U2U3V 2. (417)
Demonstragao. Da identidade (1.2.6) temos que

('LL’U)(’LLg’Ug)'U,Q + (UU)UQ(U3U3) + (’LL3’U3)U,2('LL’U) = 0.
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Dai segue que
UVV3U3Ug + UVUU3V3 + UgV3UuV = 0.
Trocando u por u1v; € v por vz temos
UL V3U3Ug + U VULU3V3 — UIV3UUIVE = 0. (418)

Permutando u, ug, u3 em (4.1.8) e somando as identidades vem que

U1V3Uuzug + U1 VoUaU3V3 — U3V3ULUIV2 +
UuU1vVaugUus + U1 VoU3UV3 — UV3UZUIV2 +
U3V3UU] + UIV2UIUQV3 — UV3UIUVY = 0. (419)

Por (4.1.4) a soma dos termos da primeira coluna da identidade acima é
zero, isto €,

U VaUslUs + U1 VaUgus + UgVauguy = 0,

j4 que uivaujug = urvs(uiu;) = —ur(usu;)vs para todo i,5,k € {1,2,3}.
Pelo Lema 4.3 segue que a soma dos dois ultimos termos da segunda

coluna também é zero,
U1VaU3UugvVs “+ uzvauiUgU3 = 0.

Analogamente, a soma dos dois primeiros termos da terceira coluna é zero,

ou seja, UzV3UgU Ve + UgUsU3UIV2 = 0, de maneira que

U1 VoUU3V3 + UIV3UU3ZVE = 0.
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Coroldrio 4.9 Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan, uy,ug,u3 € U e

v1,v9,v3,V4 € V. Entdo
U1V3UU3Vs = O, U1VaUQU3V3V4 = 0.

Demonstragao. Trocando u; por uiv no lema anterior e combinando com

o Corolério 4.4 obtemos o resultado. [ |

Proposicao 4.10 Qualguer produto de trés elementos de U e quatro elemen-

tos de V em uma dlgebra de Bernstein-Jordan é nulo.

Demonstragao. Aplicando o corolédrio anterior e o fato do produto de dois

elementos de V ser nulo, para provar a proposi¢ado ¢ suficiente mostrar que
U1V4UU3 = 0 U1V1UQU3VV3V4 = 0, ULUQU3Vy4 = 0,

para todo uy, ug,us € U e v1,v2,v3,v4 € V. Observe que
4.6
U1V4UU3 = u3V4(u1u2)
1.2.7
= —"UISV3('U'1'U'2)'U4

1.2.6
= uzVau U4 + ugvauguivg = 0,
pelo coroldrio anterior. Para a segunda identidade temos que
4.8
U1V1ULU3V2V3V4 = —U1V2V3ULU3U1V4 = 0.
Finalmente,

1.2.7
U1UU3Vy = U3V4(U1U2)

1.2.6
= —U3V4UI1 Uy — UIV4UU] = 0.
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Proposicao 4.11 Qualguer produto de quatro elementos de U e trés elemen-

tos de V em uma dlgebra de Bernstein-Jordan € nulo.
Demonstragao. Do Lema 4.8 temos que

0 = uUIV1UU3V2V3Us + UIV2V3UUIV1 U
= ug(u1v1u2)vaug + us(ulvzvsuz)w,
e agora pelo Coroldrio 4.4 segue que cada termo € zero. Assim
ULV1UUIVV3U4 = 0 (S U1V2V3UU3V1IU4 = 0. (4110)
Dos produtos de quatro elementos de U e trés elementos de V resta provar

que

U1V3UU3U4 = 0 € U1UU3V3IU4 = 0.

Segue do Lema 4.6 e das identidades acima que

4.1.4
wvauguzuy = usva(uiug)ug

1.2.7
= —U3V2(U1U2)Uau4

1.2.6 4.1.10
=" U3VU1UU3U4 + UIVoULUI VU4 = 0.

E, por fim, temos

1.2.7
U1UU3V3U4s = —Ua’Ul(u1U2)’02’03U4

1.2.6 4.1.10
=7 U3U U UQUIV3 U4 + UV UgU VoU3Us = 0.

Lema 4.12 Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan, ui,us,us € U
e vy € V. Entao

(U1U1UQ2U32)N =0.
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Demonstragao. Pelo Lema 4.3 temos que wviueusiu = uviugus’uy e

assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que v = u;. Entao

segue que
2, 2 1.2.7 2 2, 46 2 2
wvitetustur = —Uiupviustul = —UgUy ViU Ug
1.2.7 4.6
2T _wpusPuiPoiug = —uzug®ui*vius
1.2.7

4.6
= U3U12U22’01U3 = U1U32U22U1U1

1.2.7 2 2 1.2.7 2 92
= —UU3V1UL UL = UIVIU3 U2 U1
2, 2
= —Uujli1uz U3 Ui,
. - I
e assim, 2ujviugug“u; = 0.
Por outro lado, temos que
wviugiuz?y = —ugvviugus? = —uivviug?(usus)
46 2 1.2.7 2
= —U3VV1UL2 " U3UT = —U3U2 VV1U3U]
4.6 2 46 9 2
= —UgU3 VV1U2UT = —UIU3 VV1U2
1.2.7
= ’U,1’U'UIU,22’LL32 = —u1v1u22u32v,
e assim 2ujiviug?us?v = 0, o que prova o lema. [ |

Lema 4.13 Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan, ui,uz,u3 € U e
v1,v9 € V. Entao

(’LL1’U1’U,22’UQU,3 ) N =0.

Demonstragao. Aplicando os Lemas 4.6 e 4.12, temos

9 4.6 9 4.12
ULV U VAU = UV U Vo (UrU3) = —uviu?(urus)ve = 0.

Agora, como ujvius*vous € V, w v U vouszv = 0, para todo v € V e

assim, (ujv1us?veus)N = 0. [
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Teorema 4.14 O barideal de uma dlgebra de Bernstein-Jordan satisfaz
(N?)3N = 0.
Demonstragao. Observamos que IV 2= UV + U? e assim
N2N?2=UVU?+ (UV)(UV) e (N?)?= UVUU? +UVU?*(UV),
logo segue dos Lemas 4.12 e 4.13 que
(N?)®N = UVU?U?N + UVU?VUN =0,
e o resultado esté provado. A

Corolério 4.15 A sequinte identidade € vdlida numa dlgebra de Bernstein-
Jordan

(N?)*=0.
Demonstragao. Aplicando o teorema anterior e o fato de N2 C N temos
(N?)* = (N?)3N? C (N3N = 0.

[ |

Seja agora A uma dlgebra de Bernstein. Pelo Corolario 1.11 temos que
A/L é uma algebra de Bernstein-Jordan ja que V.2 C L para cada idem-
potente e de A. Seja p(z1,-" " ,Tm, 21, " ,z;) = 0 uma identidade para
as lgebras de Bernstein-Jordan, isto €, para cada 4lgebra B de Bernstein-

Jordan, e para cada f € IdA cumpre-se

p('ala"' 7ﬂma51)”' )1—)!) :Oa
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para todo 4y, ,Um € Uf € V1,7, 0t € V5. Ja que A/L é uma algebra de
Bernstein-Jordan temos entdo que p também é uma identidade para A/L, e

isto significa que para cada idempotente e € IdA temos
p(ula' oy Um, V1, 0 avt) € La

para todo Uy, ,Um € U,ewvy, - ,u € Ve. Tendo em conta que L =

U, Nann(U, + U.?) segue-se que
p(’u’lv"'aumvvl)"',Ut)UZO e

2
p(ul"" y Um, U1, " *° ,vt)U = 0)

para cada u,ui, " ,Un € U, evy, - ,u € Ve. Em particular, como

(uv)v =0 é uma identidade nas dlgebras de Bernstein-Jordan, temos que
[(uwv)v]ur =0 e [(uv)v]us® = 0,
para todo u,u; € U e v € Ve.
Corol4rio 4.16 O barideal de uma dlgebra de Bernstein safisfaz
(N?)® = 0.
Demonstragao. Pelo Corolario 4.15 temos que (NH)* C L, logo
(N?)® c LN* C L(U+U?) =0,
e o resultado estd provado. |
Teorema 4.17 Seja A uma dlgebra de Bernstein. Entao

NBl = 0.
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Demonstragao. De (1.1.12) temos que

NS = (VPPN
— (UV)U? (UV)U?
HUV)UV) - (UV)UV)
HUV)UV) - (UV)U?.

Resta-nos entdo analisar trés situagoes, como segue. Primeiro vamos

mostrar que (UV)U? - (UV)U? = 0. Temos que
(UV)U?- (UV)U? = (UV)UPU*(UV) = UVUPUPVU =0,

pelo Lema 4.12.
Agora, mostraremos que (UV)(UV) - (UV)(UV) = 0. Observe primeiro

que

1.1.16 1.1.10
(ulvl)(uwg) . (’LL3‘1)3) (U4’U4) l= U1vals - (U3’U3)(’u,4'v4) '1‘—‘1

U1V2(U3’U3) . UQ(’U,4’U4) -+ ’u,1V2(U4’U4) . 'U,g('u3'03) =

ULVV3U3 - U (UaVs) + UIVI1VIVAUY - U (usvs).
Portanto, é suficiente mostrar que
Uuvvvu-UvU =0.

Vejamos que ujvaus - ug(uqvg) = 0 para todo g, U, U3, Us € U e

v1,V9,v3,v4 € V. Pelo Lema 4.6 podemos assumir, sem perda de generali-
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dade, que u; = ug = = € U. Agora,

TVaT - uz(ugvs) = —TVaUy- T(usvs) — zV3(uqvs) - TU2
= —UyVsZ - (UgVy)T — ULVAT - UT
1 2 1 2
= Euzva(u4v4)a: + §U4V4U2$
1 2 1 2
= —§U2V4U4$ + §U4V4u2fﬂ

= —U2V4U4$2.

Trocando uy com u4 temos que 0 = —uqvauaz?, e a igualdade estd provada.
Provaremos finalmente que (UV)(UV) - (UV)U? = 0. Observe primeiro

que

(u101) (ugvs) - (uavs)(usus) = —(usvs)(usus)(urv1)(uave)

— ('LL3’U3) (U4U5) (’U,Q’UQ) (Ul’l)l ) .

Assim, é suficiente mostrar que (UV)U?(UV)(UV) = 0. Observe primeiro

que (UV)U(UV)(UV) = UVU?VU(UV') e por Lema 4.3 este espago vetorial

é gerado por todos os elementos da forma uviudvou(ugus) com u, uy, ug € U

e v1, Vs, v3 € V. Pela identidade (1.1.10) temos que

uvlufvgu - UV3 = —’U,’Ul'u%’l)g’ltg *Uv3 — u’ulu%vgvg - UU2
— 2 2 2
= —Uv1U VU2 " uvs + UV U V2U3UU2 + UV U VU3 ULU

= —uvlufvqu *Uv3,
j4 que pela Proposigao 4.11 segue que UVU*VVUU = 0. Assim

uvlufvqu S U3V3 = —uvlu%vzm - U3, (4.1.11)
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para todo u,u1,uz,us € U e v1,v3,v3 € V. Finalmente,

'LL’l)l’U,%’UQ'U, *UV3 = —uvlufvgug * UV3

w

4. 9 4.1.11
= —UVIUVU - UV = 0.

o que demonstra o tltimo caso. |
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