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R,esumo

Neste trabalho usaremos a teoria das Perturbações Singulares e das Va-
riedades Centrais para estudar o fenómeno Canard numa família de campos
de vetores no plano da forma

X.,.(=,y) - cã; + gF(z,y,c,a)ãy' cv c R",c € 1R+

onde F é uma função analítica tal que F'(]ç, g/, 0, 0) = Bzk + O(zk+l , 3/), para
alguma constante Z? # 0. Este fenâineno consiste na existência de famílias de
soluções regulares da equação diferencial, para valores do parâmetro c > 0,
que permanecem próximas de um conjunto normalmente hiperbólico repul-
sor quando tomamos c tendendo a zero. Para valores k > 0, a singularidade
na origem é usualmente chamada de tu7"zláng point.
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Abstract

In this work we use the theory of Singular Perturbations and Center
Manifolds to study the Canard phenoinena in a family of planar vector
fields of the form

X.,.(", y) - ci; + z/-F(", 3/, c, a)l;, '- c R", c c R+

where -F is an analytic function such that -F(z, y, O, 0) = Baça + O(zk+l, y),
&)r some constant B # 0. This phenomena consists in the existence of
families of regular solutions of the diKerential equation for values of the
parameter c > 0, which remam cear of a normally hyperbolic repelling set
when we take c tending to zero. ]l'or k > 0, the singularity at the origin is
usually called a tu77záng poánt.
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(capítulo l

Introdução

Nosso principal interesse é o estudo do /en(imerso Câmara, que pode ser
observado nos sistemas de equações diferenciais com perturbações singulares.

A abordagem geométrica que utilizaremos neste trabalho baseia-se no
artigo IDPj; que nos permitirá introduzir algutnas ferramentas da Teoria
Geométrica de Perturbações Singulares; referimos também à literatura INFI ,
IFDRI,2jejTI.

Nos problemas de Relaxação Oscilação, aparecem tipicamente classes
especiais de ciclos limites, cujo comportamento qualitativo recai no estudo
de problemas de perturbação singular. Vejamos uin exemplo:

Tomemos a famosa equação de BaZtàasar Van der Poi.

cã + (z2 + z)á + z a = O, (c, a) € ]R+ x R, n C R

Esta equação, através de mudanças de coordenadas adequadas e uma repa-
rametrização do tempo, pode ser olhada no plano (z, Z/) como uln campo de
vetores

.f á - (y- r'('))

onde F(z) = /O=(e + (2)d = z2/2 + z3/3; e XO.a é o campo horizontal

Xo,.(#, 3/) = (Z/ F(,))(a/az)

(ver Figura l.l (a)). A cuida cúbica É = {y = F(#)} é dita variedade lenta
cte X...; neste contexto, este sistema é chamado de sZo?u-/ast sgstem.

Para certas curvas no espaço de parâmetros

; -, « (.), «(o)

9
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é possível mostrar a existência de uma família de curvas fechadas {l'?}, tais
que I'' é uln ciclo limite de X.,l(c), para E > 0 e

!UI'! - rg

(na métrica de Hausdorff). O conjunto I'g é uln subconjunto fechado in-
variante por Xo.., que contém trechos da curva lenta L. Fazendo variam

'y(c), obtemos várias formas para este limite I'g, que receberam o nome de
C'-«ds(ver Figura l.l (b)).

(a)

0)

E -- O, a = a(c )

Figura 1.1: Variedade Lenta da Equação de Van der Pol e um Canard

Um /enómeno inesperado pode sei' observado neste exemplo. Existe a
possibilidade de certos Canards conterem trechos cla curva lenta L forma-
dos por pontos nor'ma/nzente háperZ)óiicos repzéZsr9res (ver (definição na conti-

nuação). Tal fato parece pouco provável, pois próximo a tais pontos existe
unia replüsão exponencialmente forte (lue deveria erlzpttnar quase todos os

   
: r''\ '.  

   

 
: ! ' \ l t :

 
 
  : \ l / :
  : ''''.=../ .'
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pontos para longe de L. O artigo IWEI fornece uma explicação para tal
fenómeno utilizando análise assintótica clássica.

Em nosso caso, o Fenómeno Canard será olhado como uin problema de
intersecção de variedades Centrais do tipo atrator-repulsor, chamadas de
Superfícies Canard associadas a uma família analítica de campo de vetores.

Consideremos o campo de vetores analítico

X....(a/az) + -F(z, Z/,c,a)(a/ay), c C ]R,« C(R",0),

sobre um aberto Uz x Uv C IR2, tal que F(z, y, 0, 0) = g/(z, y), onde /(aç, y)
é uma função analítica não divisível por 3/.

Definição 1.0.1 $da ' uma cama no espaço de parâmetros R+ x IR"

'y : 10, Õ) ----, R+ x ]R", (Õ > 0)
P ---» ''r(P) = ('(P), «(P)),

chamzada de cu7"z/a de controle, satáls/agenda

. 'y(o)

. c(p) > 0 se p > 0.

Unia Superfície ClcLTtctrd para Xe,. é umn uaTqedade contín'uct 2- mime'rLsiortal

g-/{z/ ««(z, P)} C M, P ? 0

localmente inuahante pela .famtaia a Mm parâmetro de campos de velares

Xpl M,. c(x')(a/a':)+F(z,y,c(p),«(p))(a/az/), pc(R+,0),

de$«ád« sob« . s«Z,-h 3-dám.n;íon.Z M = U= x Uy x (]R+, 0), e t'/
q«. w'n {P c .L Sina(Xo,o).

Note que o conjunto de singularidades para o campo restrito XPI é dado
pela curva I' = {p = g/ = 0} C Z.

Como a existência de estas Superfícies Canard não está sempre garantida,
podemos colocar o seguinte problema:

Problema Canard Local (PCL):
Dada uma famtaia analítica de campos de uetores X:,. como acima,

d( /írz da sobre C/z x [/y C R.2 podem.os se7npre encontrar urna cu7'ua de
controle p }---' ''ÍÇpÜ no espaço de parâmetros tclt (lhe Q famxnia restrita
XPI = X(.(P),«(P)) lenha tina superfz'cíe Câmara IV"r ?.

Se o conjunto de singularidades Sina(Xo,o) não é normalmente hiperbólico,
a resposta para o problema PCL pode ser negativas como mostra o seguinte
exemplo.
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Exemplo 1.0.2 C'onsáderemos a /amz2áa

X. = c(a/aaç) + (z3/ + c)(a/az/), c c R+

.4 cama I' = {Z/ = c = 0} é tina cama de sãnguZahdades n07maZmente
hiperbólicas enceta em = = Q. De fato, temos que

-.(«,n-l: =l
Logo, (z, 0) é atrator se z < 0, ou repuZsor se z > 0, ou sda I'n {z < o} é o

c07Üunto de s nguZahdades n071zzaZmente hãperbóiicas alratoras e I'n {z > 0}
de repuisoras. .A repulsão ezponencáaZ que ezisfe para z > 0, impede a
ez slêncãa de Superfícies Canards.

De fato suponha que U -- 'w(.=,c] de$ne wma Superfície Curara onde
u)Ç=.eà é uma função contínua de$nida e'rn nm domínio dcl forma. z C U. =
(--nO,açO),zO > 0 c C Uc = lO,co). Para c > 0 podemos escrever

«(-,ü - .$ b( «.,ü.ü' -* .l:,..:4-õ,
pois 10(.=, e) é solução do problema de Cauchy

g/ ( --zo ) .«( --#o , ')

Suponhamos que w(z, c) é uma /unção contígua sobre guaZquer uizínhançcz
d« o''ãge«. «ntid« em t/. x Uc, aZ qu «,(z,0)

Consád«-d' ' c,'",. € = ":, p-a 0 $ z $ ZO, a /unção h(z) = .«(z, z;)
düdct por

.L
h(z) = w(--zo,c)e='5P +e8/ eãP'dt

zo

também deve ser contÍhzla na ohgem. .7Vote que para t C if, 51, vale cz relação

--l --t2 l
G- $ ãP- $ :Ígl;

Assim o segundo teT-mo da junção h satisfaz à desigualdade

u .l:: e5= dt z eH (!:te= ).

P.ü«nt., q-ndo ;, ---, 0, .1«.mente h(#) ---, .:«. .,lb.«-'Z.



13

Na família X.,a, escrevamos para a função F' = F'(z, y, c, a) a seguinte
expansão em série de potências.

2P--l oo

( S: ":k, .),: -- «''(E ":,--:-:k, .),:-u)
i-o {-l

P--l oo

-- ( E ", k, .)«' -- ".k, .),' -- «'(E ",--:-: k, .)«'-n)«

+Q(z, y, c, )y'.

e consideremos sobre a singularidade degenerada z = O C I' a seguinte
hipótese:

Hipótese de 'l-Yansversalidade(HT):
Temo' -B,(0, 0) # 0 e ' /maça. -aZ#ác'

p : IRn ---.-.+ R3p

a ---,(Áo(O, a), ..., .A2P-i(0, a), -Bo(O, a), ..., B.-i(0, a)),

é Ilha submersão numa u zánAança de a = 0.

O resultado principal deste trabalho é o seguinte:

Teorema l.0.3 Se a /amzaãa X..., satis/az a Aãpótese (l#T) na sínguZah-
dade degenerada = 0 C T, então o problema (PCL) tem resposta positiva.

0 JJ

Os passos da demonstração são os seguintes:

1. No capítulo 3, vamos construir variedades centrais dinâmicas T'r, in-
variantes pela família de catnpos no plano

X.,. = c(a/az) + F(z,3/,c,a)(a/ay),(c,a) C R+ x(]R",0),

onde a = ((Á, .B),J,)) c (R3p x R" 3P, 0), definidas sobre conjuntos

normalmente hiperbólícos I' \ {0}.

2 No capítulo 4, será feita a desingularização da singularidade degene-
rada

« (R,O)

pela aplicação Blowing-up '} dada no capítulo 2.

3 Serão construídas, no capítulo 6, variedades centrais dinâmicas I'F':t
sobre o conjunto invariante (divisor excepcional)

®'t(0) {..,:t,..}, (e,.A,) c ]R+ x (IR'':', 0),

cona propriedades assintóticas dada\s no capítulo 5.



14 CAPITULOI iNTRoouçAO

4. Determinamos no capítulo 7, a Região Canard

Of. c (R''' x ]R", 0), I'c I',

e conseqüentemente apresentamos a Superfície Canard representada
pelo par ((9Í., w), em termos das aplicações blowing-up 'b e Blowing-
down ® l



Capítulo 2

Conceitos Preliminares

2.1 Funções Especiais

Com a finalidade de explicar a dinâmica de campos de vetores próxima a
singularidades degeneradas, introduzimos uma mudança singular de variáveis,
denominada blowing-up.

2.1.1 Aplicação Blowing-up

Dado k c N, seja X = )1,;!::i XÍg: um campo de vetores de classe Ok
sobre IR", tal que X(0) = 0. Então consideremos a seguinte coleção de
campos de vetores {y. Z,J}, onde

(a) %,j = 4(açiat -- zjZL), é uln campo vetorial sobre IR', que satisfaz às
qpc'iiintpq fÁrmlllnq'

e Para n = 2

2

)l: < x, K.í > .qj
í,.j=i

< X, yi2 > .Vta+ < X, }'bt > .y2i

2 < X, Ui2 > .Vi2

15
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e Para n = 3

3

>ll: < x, Hj > .uj
,.j=i

< X,Vi2>.V12+ < X,Vi3>.V13

+ < X, V2i > .V2i+ < X, V23 > .Vea

+ < X, V3i > V3i+ < X, V32 )' .V32

2 < X, V12 > .Vi2 + 2 < X, V13 > .Vla

+2< X,V2s>.Ve3

8 No caso geral, obtemos a seguinte expressão

>: < x, %.í > .Uj < X, ylj > .Vi:j +2

n

+2 > : < X, V2j >

n

+2 >1: < x, v3.f >

+ + 2 < X, q. i)« > 'q«-i)«

(b) y - },i::i zi a , é um campo vetorial sobre R", que satisfaz o seguinte

. lt''l'
e Para n = 2, notemos que < X, yi2 >= --{( ç2Xi -- nlX2), logo

< X,V'> .V' = IV''l2.X+ (z2XI --ziX2).Vi2
lyl2.X 2 < X, y12 > .Vi2

e Para n = 3, analogamente obtemos:

< X,I'''> .y = lyl2.X+(z2Xi --ziX2).V12+
+(2ç3Xt - ziX3).yt3 + (z3X2 -- z2X3).Wa3

IV''l2.X -- 2 < X, V12 > .y12 --

2 < X, yi3 > .y13 -- 2 < X, V23 > .V23

De modo geral, para n C N arbitrário obtemos uma expressão para o campo
X na base {y. K,j}, dada pela igualdade

n

E< x,v'>.y+ < x,U.í>.Kj ll'''l:.x
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Definimos a aplicação

® $"'1 x R --.} IR"

(i,,)(il, ...,i.,,) ---,(,il, ...,,il)

Onde, S"': = {(ii, ...,i«)l }l:Zai? = 1}. Note que õ($"'i x {0}) = 0.
Esta aplicação faz uma correspondência difeomorfa entre os conjuntos {r #
0} e R" \ {O}

Observação 2.1.1 Para o caso n = 2, a aplicação 'b com'esconde á tzarzs

/omnação em coordenadas polares /zabituaJ.

(a, ,) --, (-os(a),-ãn(a))

/Vote que a coZeção de campos de velares {X, y, %,j} dados acama, nas co
ordenadas da aplicação Blowing-up ® satisfaz às seguintes JómLulas:

< x, }'' > ('}(i, «)) }: x:«jõ:j('b(i, '))
í,.j=t

« }: iÍxi(@(i, ") )

í-l

< X, %j > ('$(i, ,))

. n 'n

; i>1: xkziõkj - >ll: xkz.jõkil (q'(i, '))
k-l k-l

;lziXj - zjX:l(©(i, '))

b li:.b('b(i, ')) - ijxi(a'(ã, '))l

r3) ll''l2 = r2

Proposição 2.1.2 Seja X um cam.po uetohaZ de classe (:k sobre R", com

X(0) = 0. -Erztão ezáste um campo z,-eloüai X de c/asse (;x;-i sobre S''t x

R+, t.Z q«., 'b*(X) é o Blo-":"g-«p c-.{d«ado).
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DENIONSTRAÇÃO

Consideremos as funções de classe C'k

C r ;< X, y >: ]R" -----.} ]R, aij ::< X, }ij >: R" -+ IR

Onde

"-x.::, ",.-;'":á :)
E definimos os campos vetoriais v e l,:j, como selado

'b*(}'') (%j)

Realmente, verifica-se que V = rg:, e I'';j são rotações em $"'i, sobre o
plano (@, i.j) . Pelas observações anteriores:

õ*(êla.(õ)Ü+ }: a:j(d')%.})
i,.j=i

Onde, a,(O) e aij(©) são funções de classe C'k, sobre
quais se anulam no conjunto {r = 0}, pois

$"'i x R+, as

x(o) }''(o) Uj(o)

E como
7t l

}l: i: ;lx: (ó)
l

a,(Q')2r i-l

-L«:j(©)r' ' ; li: :xj(õ) - ij ;x:(õ)l

são funções de classe Ck'l , sobre {r # 0l; então temos que

.k (a')f' + >ll: a;.j('})Ü.j}
í,.j=t

é de fato uni campo vetorial de classe Ck sobre ($"
se estende diferencia-,'eminente eln classe C't'i a .D =

' x R'"') \ {,
{,

0l; q«e
D
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Definição 2.1.3 1)e.Ênamos o Blowing-up quase-homogéneo, como serzdo
uma apZàcação anaZáíca de$n da como

d):$"'1 xlR+ ---, IR"

(ã,l-) :=(ii,i2, ...,ãi«,7-) ---,('r':il,r''i2

onde cv = (cvi, a2, ..., a.) C (Z+)" é o vetar de pesos e $k'i
K'l;?+...+.E

) 7-'"i.) := r'.z

= {(zl, ..., «) C

Note que quando Q = (1, 1, ..., 1), temos o Blowing-up em coordenadas
polares. Um resultado análogo à proposição 2.1.2 pode ser provado para
blowing-up quase-homogêneos.

Observação 2.1.4 P«« c«mãos X tais que Jk(X)(0) = 0, e Jx;+: (X)(0) #
0, para czZgum k 2 0, o campo

é dlferencãáueZ e não se anula dentácamente em ZI) = {r = 0l; neste caso
daremos que a sánguZahdade 0 € R" é de muZtípZácádade k, e que X é o
trarLsformcLdo estüto de X

2.1.2 Extensões Blowing-up C'k

Seja M C ]R" um subconjunto fechado, denotemos simplesmente por
Ok(À4) o espaço vetorial de funções de classe (;k(no sentido de Whitney)
sobre M (ver IMI).

Definição 2.1.5 Z)ado um subcozÜunto aberto U C IR" dizemos que / C
O'(U) t.m extensão-C'* . F « / C C*(27). Equá«tentem.nte / C C'*(U)
tem extensão (:'k a Z/ se para todo z € Í7 existe uma u zinhança }' = V'(gç)
de z ta! gue / € Ok (Í7'i:Í'F).

Seja U C IR" um subconjunto aberto e consideremos a decomposição
R' = ]R" x IR"-'" tal que cada ponto de IR" tenha coordenadas (z, y).

Definição 2.1.6 1)iremos que uma/unção / C C'k(U), tem extensão blowing-
up C'k e"'' {z = 0}, se ezásÉe üm «za/tá-údàce a = (al, ...,c-«), taZ que, ao
considerar a aplicação de Bloloing- ltp

@
S'"-i x IR+ x IR" "'' --.-lR':

(i, .-, y) ---,(,-''il, ..., r'"i,«, y):=(,-'í, Z/)

af\unção F- fo$ . @ \(U)-- U --+ U tem e=tensãoCk
f o 4) € Ck (U) no sentido de WhitnelJ).

(o«. seja
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Observação 2.1.7 Este tapa de /unções nos permitem estudar ZocaZmenÍe
os pontos nos quais a dilerenciabitidade é perdida. Veremos que as su-
perfícies Canard estudadas adiante pe'r'tendem a tais classes.

Exemplo 2.1.8 JVo aberto U IR2 \ {0}, consideremos a /unção

/(zl,z2) /:,? + :«8, € o'(u)

note que f € C" (U). Considerem,os CL apticctção blo'uring-'up

é : $i x R+ ---} IR2

(il, i2, r) ---* (.'-il , ,'-i2)

.Z"«menu. tem« .F = / . @(ál, ©, ,-) = .'-
Note que St = {1- = Ojl; se consideramos o aberto

U = é-i (U') = {(ii, i2, a'-)ll- > 0} = {1- > 0}

e«tã. «m. F'(i,.'-) = ,- € O'(a) temos q- F' C C''(a) = C'(,- ? 0)

Portanto, / tem extensão b/owáng-up Ct em {z = 0}.

Lema 2.1.9 Suponha que / tem extensão bZowing-up (7k em {z = 0} e seja

'y C C'(lO, õ), ]R") um« cu«a 6a > 0) taZ que 7((0, ó)) C U\ {z = 0}. -Então
.'i.tepc N\t0} t Z qu .fo7 .fc C'(lO,õi)), ronde .f(w)

DE h 10NSTR A (' A O

Seja / = (0,õ), /p = (0,õi), U = é :(U). Usando a expressão do
blowíng-up é, é fácil ver que existe um número natural p C N \ {0} e uma
curvam C O-(-Ç,$"': xR+ xlR" ") tal quem.p = Óo{, onde p(w) = wp,

zo C .Ç, lop C /. Por hipótese F = / o @ C C'k(&); da relação

.f(.«):/.'v(«,') o'Yop(w) ó.{(w)

segue .f r' o l c C''(7,). D

2.1.3 Funções c>o-Flat

Definição 2.1.10 Sejam À/ C IR" rlm subc07Üarlto /achado, e U C IR" am
subconjunto abano. Dizemos que j C CK (U) é o)o .flat a N{, denotado por

/ C Cl1l.,(U, A'/), se para cada subcon;jzznfo compacto /( C IR' taZ que

K\Àlc u
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e para cada m € N, ezãste uma constante C' := (7(K, m) > 0 taZ qwe

l.f(z) l $ 0(d(z, N/ n K'))", w= € K

onde d é uma méthca em Rn

Em pa ácuZar se M = {O}, / C O}Z.,(U, 0); pa« todo subco@unto compacta
Ã' C R" c.m K \ {0} C U, existem consfant« m C N e C' = C(K, m) > 0
taZ que

1/(z)l $ c'(lzl)", vz € /(

Exemplo 2.1.11 Vejamos os seguintes ezempZos

/ /(z1,"2) - F'(zi)«p(lij[) c Ollz.t(U, {z2 - o}), -d' F c 0'(]R) é
um.a /unção arbztrama e t/ = IRa \ {z2 = 0}.

Oom e/Calo, "m. exp(T;â) > : , ' /' «ndo Zãmãtad« e«'' todo com-

pacto .K C R2 \ {z2 = 0}, ezásfe uma constante C = O(-K) > 0, que
depende de K, tal que

.f(zl, z2)l $ Clz21, V(zl, z2) € K

2. /(") - exp(ÍTiÊ) € CR,t(U, {0}), '"'Z' U

C'om e$eáto, "«.o exp(H:;h-) > Íl;h, é {medã'to "r qu.

1/(z)l $ 11zll",Va c R+ \ {O}

3. /(z, y) = lyl exp(:?) C O?l.t(U, {0}), ','de U = R' n {z > 0}.
Z)e /ato para cada (#, y) € K' com a norvzlza da somcz em R2, temos

l.f(z,y)l $ 1z/llzl $ 1:«1'+2l:«llz/l+lyl' l-l+lyl)'(z,z/)I'

Definição 2.1.12 Seja À/ C IR" tlm subc07Üunto /achado, e U C IR" [tm
subconjunto aberto. Para f C C" Çb/l) considere cl extensão \N'hãtney f=
E(.f) C C'(IR"). Z)iremos que g € O'(U) é .o-Fat a .f denotado por
g C C'$..ÇU. hl. f) se Çg f) C CT..ÇU, ÀI).

2.1.4 Blow-down oo-Flat

Consiclereinos a aplicação blowing-up

é : Sn-l X iR+ -- IR"

(il, ..., i., 'r) ---, (I'-'-il r'"i.)
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onde a =(al, ..., a.) € N"\l0}. Utilizaremos as notações(i, r) =(ii, ..., ã:«, r),
e ',"i:=(.'-':il, ..., ','"i«).

Seja r' € Ck(U) uma função arbitrária definida sobre o conjunto aberto
U = {(i,r) C $"'i x K+l r > 0}, e -D = {r = 0} C $"'i o dáuãsor

ezcepcãonaZ. Sendo @ uin difeolTlorfismo em $"'i x R+ n {r > 0}, definimos
sobre U = @(H) C IR" a função

/'(#) := F' o @':(:')

de onde F € (;t(U)

Lema 2.]-.13 F' C (7fi.t(U, D) se e só se .F C (J?Ê..(Z/, 0)

DEMONSTRAÇÃO

i) (C'ondição ]Vecessáha)

Suponha que F' € OjiE;.(U, D), então por definição, para cada conjunto
compacto K C $"'i x IR+, tal que .l( \ .D C U, e cada n C N, existe
uma constante a = a(.K, n) > 0 tal que

IP(i, r)l $ O(d((i, ,-), Ã' n D))", v(i, .'-) c X'

Logo como d((i, r), K' n Z)) = d(',, 0),temos

IF'(i, r)l $ C'lrl", v.'- > 0

consideramos agora um subconjunto compacto X: C R", tal que

K\ {o} c a

Logo existe um subconjunto compacto B. C $"'i x R+, tal que

K = bÇi<), K \D c U,

assim pala cada z C X:, existe (i, r) € X', tal que z = @(i, 'r)
Observemos dois casos

Se 0 $ r < 1, collsideie a = mazlai, ..., a.}, para obter

r'i

<

1,1' ,'lllql
l(r'it,
l (.'-' : í l ,

ll.'-' ill

I','il
,-'i.)ll
,'"i«)l

l«ll.
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Se 1- 2 1, por coinpacidade existem constantes B
C(K:) > 0 tal que ll-l' $ B e a $ 11zll, de onde:

B(X:) > 0, 0

l.'-l'$ €11zll, vzcK

Assim resulta

l/'(z)l (3)l -F(i, ,-)l

$ C(K, n)l,-l" $ C'(.K, n)lrl"
$ O(K', n)Oi(K)"llrll',

onde, (;i(K:) = mazll, #}.

Definindo a constante C(K:, n) C'(K', n)CI (K:)" > 0, obte:nos

/'(z)l $ C(X:,n)llzll", Vz C K CU

Portanto r C Ofi:,(a, 0).

ü) (Oon ãçã. Su$càente)

Em forma análoga, observemos os dois casos
Se 0 < r < l

ll','ill (.'-':il , . .., r""i«)
I','lllill = 1.'-1',

onde, a = án/{cli, ..., a«}'

Se r ? 1, é claro que ll-l' ? 1, e por compacidade existe uma constante

02 ' C2(Ã.) > 0 tal que lla-'ill $ O2; assim temos

1.-'ãll $ 02lrl', v(i, r) € K

Logo supondo válido

/'(z)l $ C(Á:, m)llzll'", 'd= c K, c t4

Consideremos /{ = é'i(X:), tal que /{ \ Z) C U

f = F o d.-i , temos

é-i(Z#), sendo

lr'(i, .'-)l é(i, ,)
$ c(x:, «.)llr'ill":
$ C(X:, «.)C2(/{)''lrl'"
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Definindo, O(K, «n) = C(K:, m)O2(Ã')", temos que

F'(i, ,-)l $ C'(K', m)l.'-l'"

e co:no d(',, 0) = d((i, ,'-), K n O) , então «le

F'(i, 1-)1 $ C(K', m)d((i, l-), -Kn 0)'", VK' c $"'i x ]R+

Portanto F' C CfZ:.(U, -0)
n

2.2 Campos Singularmente Perturbados

Nosso objetivo principal será estudar a extensão da Teoria Geométrica de
Perturbação Singular(TGPS) às singularidades degeneradas. As Variedades
Centrais (ver próximas seções) ao longo das variedades lentas constituem
elementos relevantes desta teoria.

Definição 2.2.1 Uma /amzaãa X.,.(aç) = X(z, c, a) de campos uetohaís so-

b« R", «m p«ám.t«s . C R, a € (R",0), s«á cA.mad« de p'd-Z,«ç''
sÍnguZar se o co?junto Z = Sirzg(Xo,.) de singuZahdades do campo Xo,. é
lzrna uahedade de dimensão > 1 . Esta uahedade Z é denominada variedade
lenta.

Exemplo 2.2.2 }Qgamos alguns ezempZos

(1) A famxüia planar

X.,..(:,, g) + Ecos(a)) (a/az) + (ZZ/ + fs'n(a))(a/ay), c,a C ]R

é üma perturbação singular com 'uahedade lenta Z {«y

r2) .4 equação de Uan der PoZ

X.,.:(=,y) r'(z))(a/az) + ;(' - z))(a/aZ/), ',« C ]R

onde F'(#) € 1Rlzl, é üma pedurZ)anão síngllZar com uahedade lenta
Z {Z/ F(«)}.

(3) A peüurbação singular

X.,.(/, y) = (z2 -- y2 + ac)(a/az) + f(a/aZ/), f,a C iR

''m como «H.d«de Je«t« Z = {(y -- z)(y + z) = 0}
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ry,) .A perturbação sánguZar

X...(z, Z/) =(z(y z2) + ac)(a/az) + c(:n)(a/ay), c,a C IR

tem. uarzedade benta Z := {z := 0} U {y :: z2}

Nosso estudo estará concentrado na análise local das singularidades de-
generadas, nas perturbações singu]ares em ]R' do tipo

X.,.. (-, z/) :Çala=à -t FQu . U, E . aàçalau). (c, «) € ]R x (R", 0)

onde (#, y) C U= x UV C (R,0) x IR, F(z,g, c, a) é uma função analítica em
todas as variáveis tal (lue r'(z, Z/, 0, 0) = y.f(z, Z/) e / analítica e não divisível

por y.

Observação 2.2.3 Notemzos que

B Esta fQnUÜICL SQtISfCLZ

Xo,o(a, Z/)
a

r(', v) - y/(", 3/)ã

. .Ne.fe c«., « «hed.de Zent« Z = Sáng(Xo,o) é a c«« I'

0} de singuZahdades não ásoZadas.

{y/(:«, g)

e A jamtnicl X:,.Ç=.U), pode ser olhada como sendo um campo lietoüal
X(:«, Z/, c, a), s.b« &«. aZ,edo U=,,,.,. C R"+3

X

2.2.1 Classificação das singularidades para X.,.

Singularidades Normalmente Hiperbólicas

Seja X um campo de vetores num aberto t/ C IR" e I' = Sina(X) o seu
conjunto de singularidades.

e Uln ponto q € 1' será chamado de singularidade hiperbólica se

Espec(Z)X(q)) n ÍR = @,

ou seja todo autovalor À C Espec(DX(q)) é tal que Be(À) # 0
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+ g € 1' será dita Normalmente Hiperbólica se Z)X(q) tem pelo menos
um autovalor com parte real diferente de zero.

Exemplo 2.2.4 0bsezz/emzos alguns ezempZos

r/) O co@unto de sãnguia Jades I'A = {y = olnlzl.f(=, o) # 0} do campo
\'' Ç=, U) = UJÇac. U)dali)N) é nownalmente hiperbólico pois cl pare linear

'Los pontos q = (z, 0) C I'h é dada por

-'«,-ls ,a, l
O« sÓ« co«. « condição de q- F(z,3/,0,0) = 3//(#,3/), lema. q«e
I' = {y = c = a = 0} é uma cume de sángulaüdades n07'maZmenÉe

híperbóZã"s p«a o c«mpo X.,. se a F'(", 0, 0, 0) # 0.

(2) Para € = Q, o conjunto de s ngutaddades

F« - {y - :- + :-} \ {(-1,1/6),(0,0)}

para a famzaia Van der Pot

x.,.(-,v)-b-({+{» /a«)+.(.
é normalmente hiperbólico.

ubÇa la'Ü . f,a C ]R

(3) Pctra E = Q, o conliunto de singutaddades

I'h ({# u {z/ = o}) \ {(o, o)}

d« famRüiü

X...(#, y) + Ecos(«))(a/a:«) +(z3/ + :«n(a))(a/a3/), c,a C R

é normalmente hiperbólico

(4) Para E -- 0, o conjunto de singltlahdades

I'h ({y = :«} u {z/ \ {(o, o)}

para a jamtnia abas.=o

X.,,.(z, y) = (z' - ya + fa)(a/az) + :(a/ay):

em uma uizin.hartça. da origem é normalmente h.iperbóli.co. Tül .fam.laia
é den.omi tida fantíiia Tra?tscrítàcüt.
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(5) Para E = 0, o conjunto de sãngulaMdades

I'h z'}) \{(0, 0) }

para a jamtaia abaixo

X.,.(z, y) =(z(Z/ -- z2)+ ca)(a/a=) + c(i:l)(a/õZ/), c, a cR

em uma vizinhança da ohgem é normalmente hiperbólico. Tal famtnia
é demo'minadct famznicl Pitchfork.

Singularidades Degeneradas

Consideremos novamente a família X.,. = ciâ + I'(z, g, c, a) i%; definida
em um domínio Uz x ]R = U= x Uv, onde Uz € (R, 0) é uma vizinhança de
zero, para cada (c, a) C R x R"l sendo I' = {3/ = c = a = 0} H Uz a curva
lenta de Xo.o.

Uma singularidade q € 1' = {y = c = cl = 0} = gang(Xo,o), é dita

degenerada se não é normalmente hiperbólica. Denotemos por Z)eg(Xo,o) C
I' o conjunto de singularidades degeneradas.

Seja -B, := /(z, 0). Então -B, é o autovalor na direção vertical para o
campo Xo,o, em # C ]'. Logo Z)eg(Xo,o) = {(=', 0) C I' l.a,, = 0}

Com a ordenação induzida em I' H Uz, temos transições de sinal para
.B, numa vizinhança y(gç') de z' C -Deg(Xo,o) ein I'.

Vamos estabelecer a seguinte classificação :
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(a) Tr«nsáção e.tá«Z-«tá«Z rs,.J

Vz C (I' \ -Oeg) n }'(z'), -B,, <o

Figura 2.1: '1Yansição estável-estável

(b) Tr- içã. án;tá«.Z-án.tá«/ r«,u)

Vz C (I' \ -Oeg) n }'''(z'), .B, >o

Fiaiirn 9 9 'T\nncipãr. in'=tá\rn].inata\íp]

(c) Tr-.ãção instá«J-está«Z ru,.)

Vz € (F\Oeg)nb'(:«'), = < z'(resp. z' < z), B:, > 0(«.sp. .B:, < 0)T < z'(,«P
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Figura 2.3: 'h'ansição instável-estável

(d) Tr-saga. «tá«Z-ánsfá«i Ís,«J

v« c (I'\D'g)nl'(z'), « < z'(«'P. z' < z), B, < 0(resp. B, > O)

Figura 2 .4: '1tansição estável-instável

Observação 2.2.5 Estas Iransáções serão estendidas por coníánu dado, reza
aplicação btoluing-'up © às singularidades normalmente hàperbóiicas do campo
X o Q nas coordenadas btoloing-ttp

Exemplo 2.2.6 Para -r = 0, a pcdurbação singular

X.(z,y)(a/az)+(z3/+c)(a/ay), : CR

'p"s.«t« « t««áçã. (s, u), n« sjng«i.«íd«d' d'g'n««d« (0, 0), pois B,
«, s.ndo ««*e «se F\O.g {y {(0,0)} ' c««« «o,.«,«/"''.«''
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hiperbólica.
S mi/az'mente

K(z, y) = c(a/az) +(z2Z/ + c)(a/a3/),

"p«..«t. . t«nsáção (u, u), em (0, 0) ond. -B, - .'
O; c«mp« -X.(z, y), -K(z, 3/), .p«'.n*'m «sp«tí-m.«t' « t"«'ÍÇ'"
(u, s), (s, s) .m (0, 0).

2.3 Hipóteses Gerais

Sobre um abei'to t/ = U= X Up X Uc X Ua C (R"+3, O), definimos o campo
vetorial analítico singularmente perturbado

X(z,Z/) az)+r'(z,y,c,.)(a/ay)
"m cur« crític- r = {y = . = « = o} H u= c (]R, o)

2.3.1 Hipóteses para (X, I')

Collsideremos a seguinte expansão em potências de 3/ para -F(z, g/, .c, a)

F'(z,Z/,c,.)(z,.,a) + Pi(z,.,.)Z/+ Q(z,y,.,.)y'

tal que as funções Ro e Ft satisfazem às condições

(i) Ro(«, 0, 0) = 0, Vz C I'

(Ü) Fi(0, 0, 0)

(Üi) FI (z, 0, 0) # 0, Vz C I' \ D.g

isto implica que ])eg = {0} e I' \ Z)eg é normalmente hiperbólico.
Definimos agora o inteiro não negativo /z(X)(0) = p como sendo a multiplici

dade da função FI (z, 0, 0) em z - 0; o qual implicará que FÍ aPFt (0, 0, 0) # 0

2.3.2 Hipóteses de 'H'ansversalidade para (X, 0)

Consideremos as seguintes expansões em potências de z.

A(,, -r, «.)

2p l

>l: .,4i(', ')": + .'12,(', «)z:' + ":'(>1: .'!2p+:-i (', «)#:
f-0Í-2

}, Bj(e, a)'P + .BP(e, «)='+ "'(}1: BP+i-*(c, a)"j':)
.j=o .j=2

:)

r'l(#,.,«)
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(1) Note que pelas hipóteses (ã) e (áã) para (X, I'), temos

Á: (o, o)

Bj (0, 0)

vá> o,

vos.j sp- i, B.(o,o)- i::(o,o,o),'o.
(2) Diremos que a família X = X.,., é transversal a I' se a função

P R"

« ---* (..'!o(0, .), .42P 1(0, a), Bo(0, a), ..., -B.-t(0, a))

for uma submersão em a = 0. Neste caso, o teorema das funções
implícitas garante que, a menos de permutação dos índices, a função
q'(c, a) = (c, .A(c, a), -B(c, a), .4,.) é um difeomoríismo local, onde .4, =
(a3p+l, ..., a.) serão ditos de parâmetros não-essenciais e os novos

parâmetros (c, a, b, .,'Ç) de parâmetros adaptados, onde

{i
.4iíc. a), O < i < 2p l
.Bj(c, a), 0 $ j $ p - l
Ua, c (]R", 0)

2.3.3 Blowing-up Principal

Nas condições anteriores, o Blowing-up quase-hoinogêneo utilizado será

:S3p+2 xR" 3pxR ----, ]R2 xRxRspxR"-3p

((i,©, ê, ã{, Z,j), .4,-, .'-) --,((z, g/), c,(ai, bj), .4,)

descrito pela correspondência

rPg
,rP+le

,r2p --iã{ ,

rP''Z,j,
Á.

2p- l
P l

onde p = lz(X)(0). Tal ti'ansformação será chamada de Blowing-up princi
pal. A família X será dada por

l
)X o 'bT-(

No capítlllo 4 estlidaremos a expressão de X cn] detalhes
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Capítulo 3

Variedades Centrais sobre
F o.g(x)

3.1 T.inpnriunrãn
'uu:yuv

Aqui fazemos a construção de variedades invariantes pelo fluxo de um
campo vetorial singularmente perturbado X, da forma X = c a +F(z, g, c, '4) ai
definido num aberto de R2. Tal variedade será definida por uma .função
,..2;,.Ã,. ;.;,;./

Consideremos os seguintes domínios

Í Uz C (R, 0),
J Uv

) Uc C (R+,0),
1. UH € (R",0).

E suponhamos que X está definido sobre o aberto

um conjunto aberto e C07'teZ0,

U -: U. x UIJ x U: x U.A

satisfazendo as seguintes condições

(i) F' c C':'(U)

(ii) r'(#, o, o, o) = o,

(iÜ) B. gf(z, 0, 0, 0), é tal que in,l > 'i > 0, para algum õ > 0
Da(lui notemos que

33
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1. (i),(íi) implicam que a subval'iedade

I'=ly=c= a =0lu U=

é uma curva de singularidades de X ein U

2 (iii) implica que I' é uma subvariedade invariante normalmente hi-
perbólica; pai'a ver isto é suficiente olhar a parte linear do campo no

ponto (z, o, 0, o) na base {zã,ã}

DX(n, 0, 0, 0)
g(,, o, o, o) z,0,0,0)

3. Pela conexidade de I' H Uz, .B, não muda de sinal, para todo z C I'

4. O campo X = c(a/az)+r'(z, Z/, c, Á)(a/a3/) tem associado uma equação
diferencial de primeira ordem.

:z; == €

Ú y,c,.'t)

para cada (z, y) C Ua x Uv , dependendo analíticainente dos parâlbetros
(C, J) € Uc X Ua.

Equivalentemente podemos escrever a equação diferencial

=z; == €

Ú = r'(z, y, c, .4)
é-o
Á-o

para cada (z,y,c,.A) C t/. x Uv x Uc x C/..t. A parte linear de X no
ponto (z, 0, 0, 0, ) C I' = Cr. é dada por

o o l o

"- DX(",',',Q - : '? 'k ')
o o o o

Clonlo l-e; 1 > õ > 0, o espectro de 1, no espaço IR':+3 :: IR x IR x R/i+l
pode ser decomposto como

a(Z,) = a.(-L) U a.(Z.) U .-«(L)
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onde

a.(L) {À a + iP : a < 0},

a.(Z;) = {.X : a

a«(L) {À a + ÍP : a > 0}.

Notemos que o subespaço R"+2 é gerado pelos autovetores correspon-
dentes aos autovalores À C a.(-L), e IRV = R é gerado pelos autovetores
correspondentes aos autovalores B, C a,(.L) U o«(Z). Assim

. se -B:, > O, entãoo.(L) = é, e ]RV égeradopor autovetores
correspondentes a -B, C o«(-Z;).

. se B, <0, entãoa«(Z;) =é, eR. égeradoporautovetores
correspondentes a B, C a.(-L).

Agora colocando Uz,.,.4 = U= x Uc x C/a ;:: U n {Z/ = 0}, o teorema da
uahedade central local implica no seguinte resultado:

Proposição 3.1.1 Seja z C I' um ponto arb fráào. -Então para cada À; C N
e.êste um« «ã,ánhanç« y=..,.A de :« em U=,.,,{ e u«a ./unção O*(y=,.,,{, R)

w : y=,.,,{

(z, c, .4) ---, 3/ (z, c, ,4)

laZ gue

e w é de$nãda em yz..,.4,

. w(z, 0, 0) = 0,
eW g-/{Z/ w(z, c, .4)}, é «m« -h'd'de ín-h-t. p- X
DENIONSTRAÇÃO

Ver IAkl,IISI.
n

[,y será dita uma variedade centra] ]oca] eln z.

Observação 3.1 2 (consideremos X(z, y) = c a -- z/á. .As uaheda.des ín-
uahanÉes por X, neste caso

lr = g7'a/{y = w(z,:)}, Vz C R,c > 0

são d«d«s po, L}' = g,«/{y = i(c)e''t'}, c.,n i(e) C C'", {(0) = 0 ' a:o < :-
a.rbítráho.

r
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3.2 Variedades Centrais Formais

Proposição 3.2.1 Sda z C I' H U=, 1,r = gra.ft3/ = w(z,c,.4)} tina
uadedade central local em =. Então existem vizinhanças abeüas Ua de = e
UÁ C (]R", 0), e /uniões anai#icas wi(aç, ,4) c O:'(U= x UJ), ã 2 0, dejnàndo
uma única séHe .formal

W(", ', .'1) (", Á)'',
{-0

c Uc c (R+, 0)

t«J que w C Cl?z..(Uo x Ua, {.

T)nh.Tn xía D A n i nX./ IJlyl V 1 1 U X & Ln q3rn V

Observe que esta série pode ser escrita como

B'(z, ., .4) Á) + M'(z, ', Á)

onde

#(«,',Á) («,'{)':
lZ

Assim, usando o teorema da /unção impZüáta e um argumento illdutivo, a
demonstração será feita basicamente em dois passos:

1. (PMme{« P«.o)
Note que para o campo

X(#,z/,e,.4) = c(õ/az)+ -F(z, y,c,À)(a/ay), c c ]R,Á c(R",0)

o conjunto de singularidades

z(x) {(z, y, c, .A) : X(z, 3/, ', .4)
{(z, y, ., .,'t) : c y, 0, .'1)

é uma subval'iedade em C/ = ZI/« x UP x Uc x ZI/a de codimensão 2 =
data({(Z/, c)}), perto de I' = {g = c = H = 0}.
Como o campo X satisfaz à hipótese la'(z, 0, 0, 0)l > õ > 0. fixado
(:«,J) =(z, 0)(Z(X) C {(z, Á)}) existe«.a vizinhança
aberta conexo C/11 C (,h cle .A = 0, tal que

;:(-,o,o,.4)7'o, "cp=, .act,'3:
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daqui pelo teorema da /unção àmpZz'cata, existe uma única função analítica
g = /z(z, 0, À), definida sobre U= x {O} x t/3, tal que F(z, h, c, .4) = 0.
Definindo wO(z, .4) := h(z, 0, Á), fica mostrada a existência da função
wo tal que

z(x) {(z, 3/, c, .4) : € 0, Z/ wo(«, Á)}

Note que, fazendo a mudança analítica de coordenadas

wo(z, .4

temos F'(z, 3/, e, .A) = r'(", y' -- «,o(", .4), c, .'t), e n' bas' {â, EÜ}, o
campo X tem a nova expressão

x - .: -- ''''", «, ., .q ;;
onde F'(z, y, e, .4) = F(#, g' -- «,o(:«, Á), c, .4) + (a/a«:)«o(:«, Á)c
Daqui claramente obtemos:

F'(z, 0, 0, .'t) -F(:«, 0, 0, .'t)

:;r''(,, o, o, .41 - 1;p(., o, o, .41 » õ.

Observamos que as hipóteses para o campo X = (c, r') são preservadas
pela mudança analítica no espaço de fase (z', y') dado acima.

2. (Segundo Passo: Existência de wí, { ? l)

Vamos mostrar a existência das funções toi(z, .A), ã 2 1, recursiva-
mente. Pala tal vamos escrever a série

n'(",','t) (",.'t)''
l

onde wí € C"(U= x t,U).

Vamos ilustrar o procedimento calculando wi(z, .4)

Consideremos a série(lnuclança analítica)

.4) = y -- .v(z, :, .A)
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Olhando o campo X como operador derivação sobre o conjunto das
séries formais, note por um lado que

X(Ã')(", y, e, J)l.-#(,,.,.0 - cã;ly - jÜI + r'i:lZ/

e por outro lado temos

a -
'à [« - w]

,:;'«
Portanto obtemos a relação formal

.-;:M(«, ', .4) - F'(', M, ;, Á).
L/.b

Daqui sendo F analítica em todos seus termos consideremos a seguinte
expansão em g/.

F'(z, y, c, Á) /.(z,c,.4)y:

Como y = À4, obtemos

.}l:À/(';, ', Á) - /o(', ', a) + M(z, ', .4)l/-(", ', H) + 0('))
Com a finalidade de relacionar coeficientes de ambos lados desta igual
dade , tomemos as expansões

/o (z, c, .4) }: Jo,j (", .'t)'j
j=o

/i(z,',.4) >l: /i,.j (:', .4)c'j
j=o

Lembremos que pela primeira parte vale

p(",o,o,A) - o, iilir'(';,o,o,.'t)l > õ > o,

De onde obtemos que

/o (:,, 0, .4) (z, H) € U= x U3
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e conseqüeiltemente

/0,0(Z, .4) V(Z, H) € Uz X t4.

Notemos também que vale

l;P(", g, ., .4) = /i (#, ', Á) + }l: {.Ê(", ', Á)3/:' {-2

de onde obtemos

n
ãr'(", o, o, Á) - J': («, o, Á)

Conseqüentemente da expansão de /i vale

/:,o(-, Á) - /:(", 0, Á) - ;F'(", 0, 0, .4) # 0-

Das expressões acima temos

39

l

/o(';, ', .4) H) + ' }: /o,:j(z, .4)cJ' : ,

}Ü(.ft + 0(e)) = cwl/l.o+ 0(c').

Logo, a equação formal
a- -

'ã;m (/i +0('))
pode ser escrita colho

= é;/o,l + cwi/l,o + 0(é;2)

ou tainbé

0(€2) = c/o,i+ st«i/i,o+ 0(e:).

Agora fazendo -c = 0, após uma divisão por -r nesta últ

0 = .fn.t + tul fi n

in como

il:rla igualdadegu
obtemos
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Logo podemos definir wi como sendo

w:(«, .4 - -./Xlk '4 ,
/l,o(#, Á)

Notemos que w2 pode-se obter, dependendo de wi e dos coeficientes
.Êj ,(i,j
De maneira similar é possível determinar recursivamente as funções
w{ dependendo de /z,j e wj ,(Z = 0, 1 ;.j < i) (o fato importante neste
procedimento é o uso sucessivo do teorema da função implícita nas
mudanças analíticas do plano fase) . Isto encerra a demonstração.

V(#, .4) € U= x Ulà.

n

Observação 3.2.2 Em goraz, a séhe /07maZ P é dáueryenÉe

3.3 Variedade Central Dinâmica

Observação 3.3.1 Para algum corÜunto /achado &/ C U= x [/J,
mostrar que sobre o c07Üunto /achado {e = 0} x À/ vale

2:g(z,0,.4) Á), V(z,.,'t)e&/, {?0

é possível

{!

V(gç, ,4) € &/,

)n,de D' é o o11perador deüuação de ordem i.
Z''go « «ü. W'(z, ', .4) = El=. ««:(#, .'t)': ãd'ntiP"-" "m "m
m.«to d. C''({. 0} x À/).

.,4ssím, pczra cada ponto z' € 1' H U=, podemos restdngír a
«nt«J /.«n.Z }T''(#, ., H) « {z d«da pe!' /u«çâo

tP,, :- ©("', ', .'t) «':(«': .'{)':
0Z

único eZe-

z;aMedade

V(c, .4) € Uc x Ua

Definição 3.3.2 - Z)ado um cona'Halo aberto y C (UE n {f > 0}) x Z-/].
A /unção ã : V' ---, U, € C'" é chamada função condição inicial para
o campo X em c' € 1' se

ã c c;X:.(v. {'
ou seja para algum subconjunto com.pacto !< C V

ly:,)(e, .4)l $ CI(s, .A) - (0, .A)I' V(:, .'1) € /(

o«d. C' C'(/{) . Q ;ã. c.«.,t."*« po;áti-s, . Ã' {f

l(i
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Para zo,açle 1' , zo < zl, de$námos I',.,,: lzo,z:l

Proposição 3.3.3 Sda #O c I', í C Of:..(V. {c = 0}, 1'Vzo) 'üma /unção
condição ínàc aZ arbítráha para o campo X em zO e seja Z?:,o < 0, rou seja
DX(acol é hiperbólico estável). Então para todo zl > a su$cientemente
p,ó«t«.., ..ás*e um« «í'ãnh-ç« JV C Uc,,{ d« o«íge«. (., .4) = (0, 0) f'Z q«.
considerando a resthção de à üo conjunto

0:= V'n.N

ezÍste uma tínáca /unção w(aç, c, .4) C C'' de$nída sobre I',.,,: x O taZ que

rÍ) «,(zo, c, H)

ráà) W g,«/(Z/ c,.4)), éum««ü ãn-''á-tep«X;

rá ã) '" C O/%a.(I',..,: X O, {.

DEh/IONSTR A r' A 0

É suficiente considerar alguma Ok variedade central

H''' g-/{y h'(:«, e, .4)}

em algum ponto z c I',.,,.; e mostrar que

u) := 'u) ü' c OX..(u', {' U' C I',.,,: x (2

Com efeito, pela teoria de formas normais para campos singularmente per-
turbados (ver Apêndice de IDPI), temos que a família de campos de vetores

X..,:{ (a/a«) + F(:«, Z/, e, H) (a/a3/), c R, .4 € (R", o)

é (,;k-equivalente ao campo

rV.N' ..Ub õdb-v su' ÇalÕu' b c ]R,. c {-l,l}

por uma mudança local de coordenadas de classe C'k

(#,y, .4) ----- (=', y'. .'. .4') (z', y - h', c': .'t')

Nestas coordenadas telllos

lt" ";,,.,t,(:1)) (f', .A') í' c CÃ:.(U', {;'
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Para zl) = 0, as trajectórias de y passando pelo ponto inicial (zl),gé))

(0, á'(g', A')) são dadas por

r z'(t)
1. z/'(t)

Assim w' = w -- h' pode ser definida por

Sabemos que a função g(#', c') = ezp(--$), é uniformemente lin)atada na
região {(z', c')lz' $ 0, c' $ 0l; similarmente suas derivadas parciais

:«'(z' , .', .4')
ã'('', J') , se z'

.«P(-$-)Í'('',.'t') ,s' «' > .

c't

e=p( t)á'(c', Á')

a'i+"g
Õs \ Ei Õsl Ei

são uniformemente limitadas; por exemplo no caso si = 2,sa ;: 3,

g:l;:; ~ ,'«',.o(S - :'$ +"$. -«Ja
./ ./ l

'«p(-)')pG')À
onde deg(P) = s2, e como é sabido do cálculo que

obtemos

a'-+"g

l :lliÊl:lll : !..
para todo polinomio P($), com deg(P) = n ? maztsl,s2l;
deríamos obter constantes positivas, a = O(sl, s2), Q = a(sl,
P(sl, s2), tal (lue

z' } pool

c' : 0;

f' ; +oo;

logo PO
s2), .a

Assim, como á'(c', A') € C;Ê.t(U', {c' = 0}), temos (lue

Í'(e', .'1')g(:«', C') C O/Ha.(U', {:'

de onde

«, - h' CX:.(u': {;'
Isto conclui a prova (veja Figura 3.1).

D
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Figura 3.1: Variedade Central Dinâmica Normalmente Hiperbólica

Observação 3.3.4 -Z. Para cada ni < zo, com 1?,. > 0, usarzdo o .Prazo

com tempo negativo mostraríamos o resultado com as mesmas con-
clusões.

2. (17oiocando I' :: I'zo,=.} o cozzJ'unto oÍ C t4,.4 é chamado de região
(7anard e I'Vü é chamada de uahedade cenfraZ d námáca sobre I'

3. Para singulahdades gemi-hiperbólicas sempre existem Ot e Wi.
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Capítulo 4

Geometria no espaço fase de
.v

Daremos explicitamente a estrutura analítica para a família X no espaço
de fase U = U= x Uu x Uc x Z./.A.

Consideremos ao longo da sub variedade .V = {z = Z/ = c = a = b = 0} C U;

o Blowing-up

P

,rp+tê
,r2p--iã{ ,

r'''bj,
Á,

í- o.
.j

2p l
,P- l

Á,

onde p é a multiplicidade da função Fi (z, 0, 0) em z = 0, dado no capítulo
2, seção 2.3; e definimos o campo X sobre o aberto

n = 'b'i(U) € $3p+2 x(R"'3p, 0) x(R+, 0).

(Aqui, (]Rk, 0), representa a família de vizinhanças da origem).

Observação 4.0.5 JVotemos qlte

O campo XjW se anula em JV

O c«mp. X s. -«/. s.b« o ««ju«to 1) = © :(iV) = {r = 0} n
27. rí.t. d«.«.. dí«*««,e«te da «Z«çâ. T(.-) = ',H(í)) p.{., ,'+lí é
iittegra! phmeira pctra X; ist.o ntostra que o conjunto D é inuahante
por X, e em radica/ar qttalqller fatia

O,4P = o n {.4, = .A:}

45
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é também inda ante por X

A família {c, a{, b.Í, .4,} é uma coleção de integrais primeiras para X as quais
definem uma folheação 2-dimensional /' = {dc = dai = db.j = d4, = 0},
sobre t/ \ ]V. Sobre U \ Z) o pull-back de tal folheação é dado por .F' -
{d(.'-p+tÊ) = d(l-2p':ãi) = d(rp'jh) = d4, = 0}.

O fato relevante é que a folheação / é estendida ao Divisor Excepcional
1). Esta folheação é definida pelo sistema de equações de Pfafl.

0

0

0

0

d(c) :

d(':)
d(Z,j)

d(.4)

(p + l)a'-%d('r) + rP+td(E)

(2p á)a'-2'':'ta:d(a'-) + l-2' :d(ãi)

(p .j)7-''j i21jd(a'-) + l-p'jd(ilj)

Para descrever totalmente esta folheação e a dinâmica do campo X sobre
Z), precisaremos de três cartas projetivas que denotaremos por A.í, Ã.:LI,
respectivamente.

4.1 F'olheação regular sobre a carta KÊ

Sobre o subconjunto t4
cismo

{Í > o} c U ©-t(H); existe um difeomor

p; :i.4: --. 1R33'+2x(IR+,0)x(R" 3p,0)

((i,g,í, ã,b),.4,,7-) ---,((ã,ã),ê,(.A, B),A,)

mapeando Z) n Z.4, sobre l) :

e tal que, o difeomorfismo d'.
{ê H ]R;'+' x (]R" :-,0)
= © o pÍ 1 , é dado por

a'g

f2p :..4í

êp'3 Bi.
Á,

á- o,
.j = o,

2p l
P l

Definiremos a carta /íí pelas coordenadas (:í, Ü: ,4, B, .4,), dadtls por
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l
iê' p+i

l
a"êp+t

ãiê' p+i ,

il,ê-p+l,
H,

í - o,

.j = o,

2p l
.,P l

A folheação /' é descrita nestas coordenadas pelo sistema de PfafT (res
trição à carta Kí)

0

0

0

0

d(.a+l) = (p + l)cad(ê)

d(ê2'':.A{) = (2p {)ê2'':'t.,4id(ê) + ê2'':d(.Aí)
d(En'j Bi) '-* B:d(ê) -F ê'''j d (Bj)

d(a,)

o que é equivalente a {dê = d.Ai = d-Bj = d4, = 0}. Portanto no aberto Zi4
a folheação /' é regular(ver Figura 4.1).
Como .T é sempre tangente á foiheação .F, o campo Xju; é de fato uma
família analítica regular definida na carta Kê

Z

€

.''!i

A,

X o d'r
,2p l
.,P l

tendo espaço fase {(i, g)} e parâmetros (ê, .A, .B, .4,) em pc(C4)
Calculem)os a expansão -l? ;: .rb + FtZ/ + (l?y2 na carta /{í

Eo (:«, ', .'t)

2P--l oo

E
Í-0Í-2

}' êap i.4;?ãí + ê2pã:'la2,(a, A) + f )ll: a2,+i-i (c, Á)?

E "2.+:-i (', .'t)«::' :l«:(;, A)z: + z:'la2,(', Á) +

ll

l:ã' + «(.'t,)ã:- + o(í)j
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onde a2.(c, .4) a(.'1,) + O(ê) . Similarmente obtemos

FI (z, e, .'t)

P l

>l: Z,j(c, Á)zj + "'lZ,,(c, .4) + }: Z'p+j i(c, Á)"j :l
j-oj-2

}l: ca-jAêjãj + ?'ã'lb.(c, .A) + ê >ll: Z'p+'': (c, .4)êj
j-oj-2

P l

cal>1: .ejP + B(.4,)ã' + 0(ê)j
.j=o

ll

o«de Z,,(c, .4) = B(.4,) + O(ê).

Agora considerando a expansão Q(z, y, c, .4)
de equações diferenciais associado será

Ç2(.4,)+0(ê) = (2, o sistema

Z

y
C

'4í

Á,

ê''l.h + P.g + ÕÚ'l
0

0, á - 0, ..., 2p l
.j = o, ..., p - l

Xo@E=

Daqui fica claro que o campo X :: #X o õi: é dado por

x - :: -.- [.ã -- ãg -'" õú']@

Lembramos que por hipótese Bo = /3(0) # 0, a(0) = 0, e Qo = Q(0). Em
particular, na JaÉãa Z)o ;; .D n {.,4, = 0} o campo X é a família de equações
diferenciais ordinárias de primeira ordem

"«,,02a - l " Êo(Ê, ..'l) + Pi (ã, B)Ü + <2o#'

iXZi: .A:ã:l + iEii:.l Bjêj + 23oã'l& + QoÚ:

Conhecida como \una família Riccati, note (lue R.4.n(0) é ullla família de
equações lineares.
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0

F

Figura 4.1: Folheação Na Carta .K.

4.2 Estudo nas cartas Ã.:LI.

Consideremos um subconjunto aberto t/:t: = {:L1 > 0} C F = © l(U)
e consideremos o difeomorfismo

P:t. : Ua, ---, (R+,0) x IR;'+a x (IR"':i',0)
((i,g,é,ã,Õ),.4,,,-) ---,(â,(Ú,é,â,b),.'t,).

Mapeai:tdo -D n u:Lã em -D = {â = 0} H R3P+e x (]R"'3p,0) e tal que o
difeomorfisino {':LI = (b o p;!, é dado pela correspondência

Z

y
c'

bj
Á,

â2p-iâ{,

Êp'Jbj,
Á,.

á- o.
.j

2p l
P l

Aqui as coordenadas (Ê, (â, él, â, b), .4,), são definidas por

Z

Ü

c'

H.

(:E)pi pg

(:L)p+ii (p+i)f
(:L)2p ii (2p i)ãi,

(É)p'j=í (p j)bj,
J,.

Z 0,..., 2p l
P- l
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Nestas coordenadas observemos que a folheação .F não é regular, pois é
definida pelo seguinte sistema de equações de Pfaff.

d(âp+iê) = (p + l)Ê'fd(â) + âp+id(é)

d(â''':âi) = (2p - ã)â2'':':âid(â) + Ê'' :d(â{)

d(â''j8j) j)â' j':8jd(â) + a''ja(êlj)
d(.4,).

0

0

0

0

Com a finalidade de descrever melhor tal folheação, consideremos o Blowing-

UP

R.2 x S3P x (R.n 3P,0) x ]R+ ---> ]R2 x R x R.3px IR'} 3P

((â,#),(ê,Ói,À),.4,,R) --",((â,&),ê, âi,bj,.'t,).
dasubvariedade

T = {ê = âi = bj = O, 0 $ ã $ 2p 1, o $ .j $ p - í}
definido pela expressão

.-ÍI':
(â,g,.4,)

R2p iài, á = 0, ..., 2P -- l

Rp'J#j, .j = 0, ...,P-- l

Sobre o subconjunto aberto Z-/õ = {é > 0} C Ü = @-i(pn(UAI)),
consíderelnos o difeomorfismo

p; : t/é ---, ]R2 x (IR+,0) x (]R;',0) x (]R"':',0)
((â, 0),(õ, á{, A), H,) ----,((â, #), e,(.Ai, .Bj), .'{,).

Mapeamos -D :: {R = 0} em .D = {e = 0}, e tal que o difeolnorfismo
@é = @ o p;i é dado por

r (i, ú, .'t,)

@;- z
l aí

€
(â, 0, .'t,)
ep+l

e2P'í.Ai, { = O, ...,2p-- l.

ep'J Z?j, .j = 0, ..., p -- l.

Cllamaiemos as coordenadas (â, #, e, A, .B, .4,) de cartas /{:LI. do Blowing

up, que são dadas por

(â,&,.4,) (i, õ,.'t,
e

.2z=l

ê H.'t )

2p l
P l.
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Assim obtemos o seguinte difeomoríismo

(b:ti. ® . (P;l; o @ o P;:)
a':tã o ©é,

dado pela correspondência

âP+teP+t

z2p--ie2p--{ ...{ . ,

âJ''] eP'] Bj .
H,

á- o,
.j = o,

2p l
.,P l.bj

.4

Nesta carta, a folheação .F' é dada pelo sistema de Pfaff

0

0

0

0

d(â'+te'+i) = (p + l)(âe)'d(âe)
d(â2z''ie2P-:.4i) = (2p -- i)(âe)2p { d(âe) + â2' {e2''id(-A{)

d(Ê''je''jBj) = (p - j)(âe)p'j i.Bjd(âe) + âP'je''jd(.Bj)
d(.4,.)

Que é equivalente a {d(êe) = d.Ai = d-Bj = d.4, = 0}

Observação 4.2.1 ]Votemos que

Para cada .4o = (..4', -B', .4l!) € UJ, a /oZÀeação /' é de#nÍda pejos

ní«.is d« /u«ção (â, e) ---* âe. Á«ám « /olh«çã.

.7%.=.Fu.Dâu E.

constitui a extensão de F ao divisor excepcional D U D, onde

E.
.õ n{.4 =.4o}
.Õ n{.4 =.4'}

são s-ub tlQT'i.edQdcs 2- dãmert.sãos.a.is pa.rametr'iradas pelas coordenadas

(&, e, H') ,(}, 0, H'), «sp«t:«m.«íe.

4 .fotlln. li-mire Ei U E. é tina folha singular da Junção l.Ê, e) --* le
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Nas cartas K'J:e., o campo Xju:L: é dado por

x:': : (à)x ' '} ' (v:';! ' @ ' p;:)

(i)x ' ('b ' ç'ii!) ' ('p ' 'p;:)

(É;)X ' ('b:E; ' Ú:)

( â;')x ' 'b:". ,

onde

â

e

''!i

Á,

üâP+leP+l

/?:L =F pâ2PeP+tÚ
:Fâpep+e
0, ã - 0, ..., 2p l

o, j - o, ...,p l.
0

X o d':Lã.

Agora observemos na carta .l(:Lã. , a expansão -F Eo + FiZ/ + QV2

Eo (z, ., .'{)

2P--l oo

>l: «:(', .'1)z: + "''l«2,(', .'t) + }: "2,+:
{-0{-2
2p l

}' â2p ie:P '.Aí(:Eâ): +
í-o

+(:Lâ)''la2p(c, .'t) + â >1: a2,+í-l (:, J)i;
Í-2

2p l

:t:pl : (:l:ly.Aie:'': + a(.A,) + O(:Ê)j
f-o

.i'p.Ff,

i(., A)«:':l

:( :n ) : ': l
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onde a2,(c,.4) a(.4,) + O(â) . Similaimente obtemos

FI (:,, e, Á)

P l

)ll: Z,j(e, .4)«j + z'lb,(c, .4) + }: Z'p+'': (c,
j-oj-e
P l
}: â'-j.--'-Bj (j:i)j +
j=o

.4)zj':l

E+(j:a)'lz,.(', .4) + â b,+j-i(c, .'t) (:ny' :âí-'l

P l

â'l>1:(i:i)jq'''j+(:nyB(.4,) + o(â))
.j=o

â'-Pi,

onde Z,,(c, .4) = B(.A,) + O(â).
Da mesma forma, C?(z,y,c,Á) = Q(.4,) + O(â) = ÓÜ. Assim, obtemos a

expressão
F':: i.FP: + F'?:g + Õ:tg:l.

Logo, o sistema de equações diferenciais associado a X o ®:Lã. será

â

g
e

'4i
4
Á,

4:âP+teP+i

â'l.É#:+(:FP'p+:+ P14)g + ê:Lg'l
:FnPeP+2

ã - 0, ..., 2p l.

j - o,...,p l.

X o ©:Lã.

Portanto, nas cartas K':ti., obtemos a família de campos vetoriais Xu com
espaço fase (i, g, e) e parâmetros (.A, B, .4.) dado por:

(j:â'''' :)ii + 7':(â, #, ', ..4, .a, .'t,); + (:1:''+') :l

*.''':@i @, $, ., ,4, B, .4J;,

onde F:L JT: + (:T:peP''' + F'?:)Ú + Õ:LÜ:

Obsei'vação 4.2.2 01/zango para o campo X', n.ote qzze
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,'! /Maçã. .f :(â, e) ---, âe, é cJ-«m.nte um' {nteg«Z p«ámen« p«« X

pois ued$ca'Vf.X :;')í:L (..f) seja a função f é constante ao longo
das camas integrais de l)?a: . ..assim l)Í:E é sempre tangente á /olheação Fã. =
.F U .Eâ U .E. e poNanto tangente ao divisor ezcepcionaJ D = {â = 0lruer
ngu« 4.2).

Em particular, tomando Q(0) = Qo, a(0) = 0, B(0) = Bo; sobre o conjunto
.Do = 1) í] {.4, = 0} temos a família restrita

l:e''''' 1; + 7J:(0, &, ', ..'l, B, 0) i%,

onde

]#: (0, $, e, ..4, -B, 0) Po+ (e, .4) + (l:pe''' : + .Pi& (', .B))© + QoÚ'
2p l

>: (j:l):.'l:'''-:
{-0

P l

>l:(:u)f.aj'''j + (:nabo,
.j=o

io& (', .A)

Pl+ (e, B)

Aqui o espaço fase (g, e) corresponderia à família de equações diferenciais
oi dinárias de primeira ordem

g

(.Ao,

l (leal;: c':n:-'':.'--:] -- [:-,.'''': --
-.- x;:ã ('0'4.'-' + 0':D-a.]g -- e.o')

0A&, .(Qo)

onde (..4,.B) ''!2p-i, Bo, ..., Bp i)

4.3 Relação entre as cartas

Lembremos que as cartas /{:Le. e /{Ê estão definidas respectivamente
pelas seguintes coordenadas:

ÊP#
âp+iep+t
z2P ie2P i.Ai

tP' J eP'J Bj
H,

Z

y

aí

bj
A,

;P+l

f2p -iA i

ãp'J Bj
A,',

a'J:.:.
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Figura 4.2: Folheação Na Carta K-:,

onde 0 $ á $ 2p -- 1, 0 $ .j $ P l.
Consideremos o seguinte difeolBorfismo

Z)! := -0(Ã'í, -K:te.) = Pr ' P;! o 'P o 'P;:
(® o 9;:)': o(Õ o PIÊ!) o(q' o P;:)
(d'ê)': o (d'j:i . q'a)
('bé)'l o 'bj:..

Onde
Z

y
C

.L

.ip-J
- Á,,

l são dados pelas seguintes corres

©-:

Á,

(OcA)Logo os difeomorfismos DcJ:

pondências

e

#

y

+1
e
1/

(.4i, BJ , H, )

Z

(o!)': Ü

e

(Hi, Z?j, .A,. )

(:uyá
];

(.4i,.Bj,.4,)(.4{, -Bj , .4.)
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Observação 4.3.1 1)estas relações temos que

Claramente os di.feomor$smos Dt e (Dt)'l relacionam as coordena-

d« (â, g, e, .A, B, H,.),(ã, &, ê, ..4, B, .4,) que de#nem « «das K:Lã.,IG

Os mesmos parâmetros (..'{, -B, .4,) con'escondem para ambas .famzaãas

.t . 7:t; pod««to t.mbém p«« «mZ,.s /amzaá« R.,l,a(Qo) ' C'li,B(Qo).

Isso mostra que a família (Jli,a(Qo) = 1)Í:EIÕ., pode ser vista como uma

compactificação da família Riccatí R.,l,n(Qo) = XIÕ. em ã = :Loo.



C:apítulo 5

Dinâmica Assintótica sobre a
carta ./<'ê

Após a desingularização, os campos vetoriais X,.XJ::, se correspondem
pelas funções Z):l: (definidas no capítulo anterior). Sobre divisor Do = {ê =

o} n {.4, :: 0}, vamos caracterizar o comportamento assintótico das soluções
Ü(ã) da família R.4,B(Ç2o) numa vizinhança de ã = :Loo. Este comporta-
mento assintótico é equivalente (devido ao difeomorfismo (.Df)'i) a estu-

dar as soluções de Oli.B(Qo) numa vizinhança de X - 0 com espaço fase
(X = #,y =(ül)P#) e pa«âmetros(.A, -B).

A caracterização consistirá em definir adequadamente a condição ini-
cial go, tal que o problema de Cauchy IR..{,a(Qo), g(0) = j?ol tenha solução
Ü(ã), satisfazendo #(ã) = o(ãP) ou equivalentemente y(X) = o(1), sobre
vizinhanças de ã = üoo e X = 0 respectivamente.

5.1 0 caso R,.*,o(0)

Vamos começar com o caso especial da família R..!.a(Qo) com B = 0
Qo, neste caso consideremos a família linear de equações diferenciais

2p l

: - ( }: '!'i~) + (Boã')Ú

onde ..4 = (..40, ..., .A2P i), 6o # 0.

Pela fórmula de variação das constantes, o problema cle Cauchy associado

57
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com condição inicial Úo temi uma única solução sobre R dada por

ü(ã) e''5;:n lão + >1: .Aklk(ã)l
k-o

(5.1)

Onde, Jk(ã) = ]o=,-ke'B':i;:ndr, k= 0,1,...,2p l.
Notemos que o comportamento assintótico destas soluções numa vizi-

nhança de ã = ::Eoo depende da expansão assintótica das integrais Jk(ã)
quando ã ---, üoo, conseqüentemente dependerá das constantes Bo e p + l.

5.1.1 Caso Zio > 0

Como as funções Jk(ã) = ]Oz a'-ke'B''i;n'dr são crescentes e limitadas
para todo h = 0, 1, ..., 2p -- 1, então vale a igualdade

" ,rKe'B''Tl:Íd'r-- f Tke'Bo pn dl-.Jk(ã) =
'0 Z

Da proposição 7.4.9 e o exemplo 7.4.6(ver apêndice 1), valem as seguintes
expressoes

ck(Bo) .*. '.];- .i, B;P+i (7' + i):P':i'(1lH''(i-.H)
'0

" ,~. '.-:-,
iã*-p.''' $=' + .(ã''''''.Tn' )Z

onde, I'(#) = .[0m 7-''ie''da'- é convergente para z > 0.
Assim quando ã --, +oo, Jk(ã) tem a seguinte expansão

;k(ã) = «(Bo) + (:1;!)i*''e'B'ji;:n + o(ã'''e'''5m')
0

(5.2)

Logo,temos o resultado

Lema 5.1.1 ,4. soluções g:L(ã) numa «áz{«h««ç' d' ã
de aauc/z# IR,.l,o(0): Ool, gatas/agem o segtzÍnle

üoo do problema

riJ ü+(ã) o(ãP), -m« «{,ánh««ç« d' ã +oo se e só se

2p-l

Üo + >: ck(23o).At
k-o

0

onde Úo := Ü+(0)
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ráà) S P + l é p«, ã-(ã) (ã') n«m« «ázinh-ç. de ã - -'«, s. . .ó
mente se

2p l
üo + )ll: (--1)*+:ck(Bo).Ak - o

k-o

onde go := g (0).

Íáã)S p+léz'mp«,&-(ã) -m«"á'ánh-ç«dei p""
qualquer uetor(&O, .A) :=(g(0), .Ao, ..., ..42,-i)

DENIONSTRAÇAO

(i) Substituindo a expressão (5.2) na solução g+(ã) dada ein (5.1), resulta
a igualdade

g+(ã) - ''''in'l©o + }l: «(Bo)'l'l + (Íil-) }: 'l'ã''' +

2p l

+ >1: o(ã'''),
k-o

de onde obtemos

. 5n' [0. + }: «@d.'!.] + (;) E -4*ã'':' +

+ }' zk-2P
o(ã''p)

k-o

Daqui decorre a condição necessária e suficiente, mostrando (i).

(ii) Se p + l é par, vale a relação

Jt(-Ê) = (--1)*+'Jt(ã)

(-1)*+'lck(õo)+(Êl:)ã''''''' p+l +

+o(ã''''''' 'i;n' ) l
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Logo daqui, definindo Ú-(ã) := g(--ã), e usando (5.1) obtemos ein
forma análoga a seguinte expressão:

k-o
l .'.i= lgo + >: (-1)*''':«(Bo)Á'l +

--(;) E (-Q''"':..'.''-'' -- E ,»-:,-;::í--,

onde claramente Úo := &- (0). Assim, obtemos a condição necessária e
suficiente (ii).

(iii) Se p + l fosse ímpar, obteríamos

Jk ( -ã) (--L)K+ f' TkeB''ín'd'r

(--i)'''': i(à)ã*''''. ã=' + .(ã'''''.$n' )l

0

Definindo g (ã) := g(--ã), e usando (5.1), obtemos

;i.-'.n,. -- .;, }l.
*T«'-',q=,k-o

l)k+i-Akêt 2p

De onde decorre (iii), para qualquer escolha de vetores
(go,À):=(#(0),.Ao, ...,.A2, i).

n

Observação 5.1.2 }Vesfe lema

uizitt.hançrt do É = koo

v. «,«p«t:#c.Ção X (:L+)
./:: q«. y(X) ::: o(1), -,- «Í;l«b'"Ç« .l. X

o restt11,ado acirTt.a
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5.1.2 Caso 23o < 0

Neste caso as funções Jk(ã) = JOz a'-be'B''arda'- quando ã --' oo ten) a
seguinte expansão assintótica

;.(ã) - (Êl-)ã''''''.g:' + o(ã*'''''.$n').

Por outro lado, se p + l é par obtemos

Jt(-ã) = (-1)'+:Jk(ã)

(--i)'' ': 1( i:)ã*'''''' ã;n'+ .(ã*'''''' 'i;n')l(s.4)
E se p + l fosse ímpar

(5.3)

(-'n*-* f' ,*.'.ç='

(--1)'+: l«(--Bo) + (IÉIÍ)ã'''''' p+l +

+.(ã'''''' $n' )l .

Logo daqui, temos o seguinte resultado

Lema 5.1.3 As soluções Ú:L(ã) numa uázárzhança

de a.«hZ/ l-R.,!,o(0), gol, «tã'/«em o s'g«{n*'

ri) g+(ã) = o(ãP), numa uázinÀança de ã =

(go, .A):=(g+(0), -Ao,..., A2,-1),

rá{) Se p + l é p«, g-(ã) = .(ã') n«m« «ã,ánh-
guaiqi.er vetar (Úo, .A) := (Ú (0), .4o, ..., .42, i),

ríãí) Se p+ l é z'mp«, &-(ã) num' «{zinhanç' d' ã - -'", se e 'ó
7nente se

0

de ã = üoo do problema0

qualquer uetor+00 f

ça de Ê 00/

;k (-ã)

(5.5)

2p l

üo + }l: (--1)'+:ck(--Bo).At - o
k-o

.nd. Õo := Ú (0).

DENIONSTRAÇÃO
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(i) Substituindo (5.3) ein (5.1), obtemos a igualdade

'P . :i.'.n,. -- .;, }l ".''-'- -- }l «*-:,#=

Daqui, para escolha arbitrária dos elementos
(go, .A) := (g+(0), .Ao, ..., .A2, i), (i) é satisfeito

(ii) Sep+l épar, definimos Ú(ã)
obtemos analogamente

g(--ã) e substituindo (5.4) em (5.1),

# (ã) l
e

ãp '.çs'ú. -- (;) E ( l)k+i.Ahãt 2p +

+ }' ,Çk-2P
o(ã''p)

k-o

/

satisfazendo (ii) , para escolhas arbitrárias de pares

(go, .A) :=(g+(0), .4o, ..., .A2,-1).

(iii) Se p + l fosse ímpar, definimos #--(ã)
em (5.1), obte:nos a relação

Ü(--:í) e substituindo (5.5)

g-(ã) ;;.-'. 'i-' [üo + >1: (-D'+:k-o
ch(-Bo).Akl +

2p l

+(ã) >1: (-i)'+:.A'ã--:' +

2p-l

k-o
zk-2po(ãk'p)

Assim, (iii) é satisfeito; onde Õo ü-(o)

n

Observação 5.1.4 Símílarmente n.este lema

As expressões --inF- , dadas acima derrotam fuiLções !i-mi.tapas n.uma
t,lzínhança do Ê = üoo,

]V« coo,den«d«s X = 4:!, y(X) = XPÚ:E(:L.}), . «s«it« . «í«,« dã

q«. }''(-V) l), ««m« .,{zi«A««ç« .í. X
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5.2 O caso R.,*,n(0)

Neste caso consideremos a família linear de equações diferenciais de pri
meira ordem

! - ( >1: '!~ã') + (>ll: a:p + Boã')g
k=o .j=o

onde(.A, Z?) =(.Ao, ..., d2,-i, .Bo, ...,-B.-l), Bo # 0.
Pela fórmula de variação das constantes, o problema de cauchy associado

com condição inicial Úo, tem soluções únicas dadas por

ü(ã)
2p l

eP©lg. + }l: ..4x;Jkp(ã)l,
k-o

(5.6)

Ollde

.d(ã)

P(ã)

3

rke P(')dl-, k - o,l, 2p 1,

.ã P l

7o E j '..'-q',-
PZ

+ -Bp.t =-- + 13oP+lP

Observemos que

;P+l ;P+l

aeg(Boi-;T) - 'z'g(p(ã)), p(ã) - BoÍ:H-('(1) + i)

Como no caso anterior, o comportamento assititótico destas soluções numa
vizin[lança de i= ]:oo, dependerá das expansões cassintóticas das integrais
JkP(ã) quando ã --, :Eoo; por tanto das constantes Bo, e p + l.

O estudo é feito ein dois casos.

5.2.1 Caso 23o > 0

Neste caso as funções JkP(ã) = ]o= rke P(')dr
vizinhança de ã = ool logo vale a igualdade

são convergentes numa

.4' ( :i) .rkc Ptr)dT Tke Ptvld.[
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Como o segundo somando satisfaz

/ k,--P(r).,- ze'P(ã) ãke-P(ã) ik-Pe-P(ã)
L '' ' ' '"'' ' Í:FRH ' B;iiG(ÍÍ;3 ''

então temos a seguinte igualdade

;kP(ã) - (a(.B)+(i:-)ãk''e'pm + .(ã'''e'Pm), (5.7)

onde, Ok(Z?) := ./If' rke'P(')d'r é uma função de classe C'" no parâmetro
B =(Bo, ...,B, i) e é tal q« Ok(O) = ck(Bo).

Lema 5.2.1 .As soluções #:t(i) numa vizinhança de ã = :Loo do problema

de (;auchy l.R.4,a(0), &ol , satÍs/agem o seguinte.

rá) Ú+(ã) (i-), n«m« «ázima««ç« de ã s' e só ;e

2p l
go + >1: Ck(.B)Ak

k-o

onde go:= Ú+(0), B =(-Bo, ...,.B, i)

rái) Sep+lép«,Ú-(ã) -m««{,ánh-ç«deã «e'ó''
2p l

üo + >1: (--1)*+:ck(IB).'ik = o,
k-o

onde Úo := &(0), B =(---Bo,...,(--1)*+:.Bk,..., --BP i)

rái)S p+léz'mp«r,&(ã) n«.««á,ãnÀ«nç«d.i p"«
q-Jgue, «to,(&o,-A, B):(0),.Ao, ...,..42. i, Bo, ..., B.-l).

DEh,IONSTRAÇÃO

(i) Substituindo (5.7) em (5.6), obtemos a solução Ú+(ã) dada por
2p--1 , 2p--1 2p--l

Ü+(ã) = ePmlÚ. + }: C'k(B).4kl + (IÉ;) }l: .Atã*'p + >ll: o(ã''').
k=0 vu k-0 k::0

Daqui, resulta que

i:3(© - l.'wlüo + >1: c~(B)'l*l + ( il-) >1: '!'ã*-'' +
k-o ' k-o

' Z-.. ' zk-p 'k-o

onde, Üo := Ü+(0); logo (i) é satisfeito, parca arbitrários (..4, Z?) € jR3P
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(ii) Se p + l é par, vale

P l

-p(-ã) - - >1:(-iy+:% 'ltÍ
Logo obtemos

JkP(--ã) =(--1)'+:lok(IB)+(Êl:)ã*''e'p(-4 +
+o(ik''e P(-'))1. (5.8)

Onde IB =(--Bo, ...,(--1)*+:Z?k, ..., --BP--l).
Assim definindo ã-(ã) := Ú(--ã) e usando (5.6) e (5.8) resulta que

g:g© - ;..'(-qlÚo + }l:(-i)'+:G(P).'l*l +
k-o

--(;) E (-u*''":..'.''-'' -- E .'-',
. 2p-l

3.p(-q lgo + }l: (-1)'+:ok(IB)'lkl +k-o
2p--l ,

+ :l16(-1)'Ák+0(1)lã*':',

onde Úo := Ú-(0)l logo (ii) é satisfeito para parâmetr
(A, B) € R3p

(iii) Se p + l é ínapar vale

-p(-4 - E(-UJ'':nj.;:Ü' + '.na-

Logo obtemos

Jf(-ã) - (-i)*''''lq{)ã* ''

+o(il 'e P(-3))1. (5.9)

J

os arbitral.iosr

P( i)+

65
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Definindo g-(ã) := 0(--ã) e usando (5.6) e (5.9) resulta que

ü-(ã) 2p l

á.p(-©g. +(É;) >:(-1)~''':..4kãk-'- +

+ >1' ak-'p
o(ãk'p)

k-o
, 2p l .

3.p(-©Ú. + }: IÉ-(-i)*+:'lk + o(1)lã' '',

onde Úo := Ú-(0); logo (iii) é satisfeito para arbitrária escolha de ve

fores (Úo, .A, 13) C IR;P+:

D

5.2.2 Caso Bo < 0

Neste caso as integrais JkP(i) = ]o=rke'P(')d7-, numa vizinhança de
ã = +oo possuem a seguinte expansão assintótica

}kp(ã) =('i)ã*''''p© +.(ã*''''pH). (5.10)

Lema 5.2.2 Ás soluções Õ:t(ã) numa uãzánhança de ã = :Loo do proa/ema

de Oauchy IR..!.B(0), #ol, satís/agem o seguárzte

ri) g+(ã) = o(ãP), numa vizinhança de ã = +oo, para qua/quer vetar

(Üo,.A,B) :=(Ü+(0), .Ao, ..., '42,-i,-Bo, ..., B. i).

ráã) Se p + l é p-, 0 (ã) = o(ãP) ««m. «ázính-ç. d. ã p""
g«iqu« «t«(Üo, .A, .B):=(Ú-(0), .Ao, ..., '42,-i, Bo, ..., -B.-l).

rííi) Se p+ l é z'mp«,, &-(ã) = o(ã') ««m« «í,á«h-ç« de ã = '«, s' e 'ó
se

2p l
Üo + }: (--1)'+:Ct(.Ê).At = 0

k-o

o,,d. Õo : B ( -1)A'+ tZ?x. B. l)
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r\ nlx.l rXXra'PD .\ rl i rl
L/ IJ IVI v l q bJ X l Lfl q3rn V

(i) Uscando (5.6) e (5.10) resulta que

i:lêW - l.'mi. + (;) E ..'«'*-'' -- E .'-''-;::i--

áe'WÚo + )ll: 1( il')'!» + o(i)lã*''',

onde io := $+(0), e assim (i) é satisfeito para qualquer escolha de

«fores (gO, .A, B) C R;P' :

(ii) Se p + l é par, vale

:'B,.Í= '.ãp+t

Logo obtemos

;kP(-ã) =(--1)'+:l(''i)ã'''''p(-q +

+o(ãb 'e'P(-'))1. (5.11)

Da(lui definindo Ü-(ã) := g(--ã) e usando (5.6) e (5.11) resulta (lue

ii:ii© - :.'(-qúo + (il') ;ll:(-i)*''':..,{'ã*-'' +

*r«' ',g=
. 2p-l

k-o

l.p(-©g. + }: lll(-1)'Ák + 0(t)lã'':'.

onde Üo := Ü (0); logo (ii) é satisfeito pai'a arbitrária escollla de vetores

(Õo, ..4, .B) € 1R;p+:

(iii) Se p + l fosse ímpar, então vale

-'(-4- E( :BJ.;=+'.F=

67
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Logo as integrais JkP (--ã) = ./i"e ,rke'P(')dl- são convergentes, e quando
ã -+ +oo, podemos escrever a seguinte expansão assintótica

}kP(--ã) -(--i)k+:lok(Ê)+(li:Í)ã"''e'p(-n +

+o(ãk''e'p(-'))l,

o.ide .É = (--Z3o, ..., (--1)k+:Z?k, ..., .B, i).
Daqui definindo & (ã) := Ú(--ã) e usando (5.6) e (5.12) resulta que

. 2p l

:;eP(-© lão + >: (--1)'+:Ok(B)Ákl +
k-o

+(á) E (-u'''':..'!*ã'-'- + E «'-''-i;É:i--' k-o k-o

, 2p--l

:jeP(-;) l©. + >ll: (--1)k+:Ok(B)Akl +
k-o

2p l .

+ )l: l-;(--1)*+:.Ak + o(i)lã''''z-' '/3ok-o '

onde Úo := g (0); logo (iii) é satisfeito para arbitrária escolha de
parâmetros (.A, -B) € 1R3P

(5.12)

ü (ã)

Observação 5.2.3 -Das senões antehores, notemos que

r-íJ S. Bo > 0,e p + l p-, CÉ(B = 0) = Ck(J3 = 0) = ct(Bo),

r2) Se 6o < 0,e p + l {hprzr, Ok(B = 0) = ck(--Zio);

(3) Para os respectivos casos onde aparecem c's funções

Ch(.B), C't(.B), ck(Bo): e Ct(-B), cx:(-Bo);

i.n,icict.{s ün ::= ü.ç(Q\ são fltTlcões !ãltea7es dos(i,s co'n(['tC

(.'!,B)
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Por ezempio no caso IBo > 0,p+ ] pari do Zela 5.2.] temos qüe a
/unção Ú+(0) -- Ú- (0) é dada por

2p l

Ú+(0) - Ú (0) = - >1: 10k(B) + (--1)*0h(IB)l.Ak,

para cada (.A,.B) no domÍhío comlzm de de#náção contido em U C
(]R;', 0) .

5.3 O caso Ro,o(Qo)

Neste caso vamos considerar a equação diferencial não linear dada por

g ã-g+Qog',

a qual corresponde à família Riccati R.a,B(Qo), situada na origem (.A, B) =
(0, 0) do espaço de parâmetros IR3P

É claro que uma solução é dada pela função nula g(ã) = 0, outra solução
não trivial para o problema de Cauchy l-Ro,o(Qo), gol, com jo = Ú(ão) # 0,
é empresa explicitamente por

Z

ü(ã) ;P+l

?f::- .'.n.*
> (5.13)

onde ão € (--oo, +oo), (ver Apêndice l).
Esta solução, está bem definida se o denominador é diferente de zero. Nas
seções a seguir, vamos fazer uin estudo cuidadoso da função

Z.(ã, ão) = Qo ' .'.'T:Rd..
zO

A seguir, vamos usar este estudo para estimar o intervalo inaximal de
existência de uma solução de R,.l,B(Qo) para (.A, -B) suficientemente peque-
llos

5.3.1 (caso p+l par

Tomemos as integrais co(23o) e co(--Z30) definidas nas seções anteriores
(lue podem sei escritas como

co(lz3.l) - .Z ''lo.lll#-.í..- - lz3oliH (P + i)iÜ'':r(iÍ:--Í)
e '''''Da'dr = IZ3oli;n (p + l)F:;l
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Temos as seguintes estimativas para Z'(ã, ão)

Lema 5.3.1 Suponha que

rã) Se IQo > 0, Bo < 0, ão $ 01, ou IQo < 0, Bo < 0, ão 2 01, então

ÀeB'lÊ$:i:Í < .L(ã, ão) < 2À;

rií,) Se IQo < O, Bo < 0, ão $ 01, ou IÇ2o > 0, 13o < 0, ão ? 01, então

-2À < -L(ã, ão) < Xe''Li$ÇF-

.«d. .X : IQolco(laol).

DEÕ.1 0NSTR A í'' A 0

(i) -- Para IQo > 0, /3o < 0, ão $ 01, temos as seguintes desigualdades:
Se --oo < z < zo, com a mudança de variável zo -- t = u, obtemos

L(.ã,ão) := Q.o f='' eBa p+l du
U

> f=o-ãeBouP+t du)eBo'"Fl:T-
0

? -lQol(/ e''Tn'd«)e''Lqn'
0

l Qolco(IZ3o l).''t!$;r-

tro lado, se ão < ã obtemos

L(ã,ãoÕ -- Q.a f:E eBo-F;Tdt<2QO f eB' p+l dt
ão JO

2lQolco (IZ3o l) .

Aqui usaliios a desigualdade

(u }o)p+i =(u+ lãoly+: 2 up+: + l:iolp+l

De forma aitáloga

Por ou
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Para IÇ2o < 0, Bo < 0, ão 2 01, temos as seguintes desigualdades:
Se --oo < ã < ão

L(ã,ã;oÕ - Qo f" etS'';;ídt < -2Qo 1" ee''i=dt
ã JO

2lQolco(IBo l) .

Por outro lado, se ão < ã, com a mudança de variável t -- ão = u
obtemos

L@,:â - a. l:':':'.":n-'-«

> Qo([' e'''Fn'du)en'y9?g
0

> Qa(l eB'"Ê:FTdu)eB''"F;Í
0

-lQo lco(IBo l)e'' !i?ÇÍ-

a desigualdade

(u + ão)p+l ? up+: + lãolp+i

Para IQo < O, Bo < 0, ão $ 01, temos as seguintes desigualdades:
Se --oo < ã < ão, com a mudança ão -- t = u, obtemos

L(ã,ã:oà = --Qo I' eB'l:!:i11i
0

< QO( f"' eB''Tn' du)eB'!ãS!\p+l
0

< r en'"i;fdu)eB'111lpn
0

Qo lco(IBol)e''Lâ1ln-

Por outro lado se, ão < ã

LI.ã,ão) = Qo j"eB'p+x(tt>2Qo l eB'p+xdt
ío JO

-2lQo lco (IBo l)

Aqui usamosT

(Ü)

De fornaa análoga
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Para IQo > 0, Bo < 0, ão 2 01, temos as seguintes desigualdades:
Se --oo < i < ão, obtemos

L(ã,ã;a) = Qo f'eB'p+ldt>-2QO f eB'p+ dt
zO

-21 Qolco(IZjol) .

Por outro lado se, ão < ã, com a mudança t -- ão = u, obtemos

L(it,ã;nà = Q.o I''' etS'!!!:!êgí

< Q.o( f''Ü eB'"F:n- du)eB'''$;r-

$: Q.(r"e'''in'du)eB'B'l=í
0

l Qol'o(IBo l)e''tqn'

0

0

n

5.3.2 Claso p+l ímpar

Neste caso, temos as seguintes estimativas.

Lema 5.3.2 Suponha que

rã,) Se IQo > 0, Bo > 0, ão $ 01, ou IQo < 0, 23o < 0,ão ? 01, então

P+l

L(ã,ão) ? Àe''%í

ráí,) Se IQo < 0, Bo > 0, ão $ 01, ou lÇ2o > 0, Zio < 0,ão ? 01, Calão

=P+l

J.,(ã, ão) $ .\eB'=#n'

o«de À := 1 Qol.o(lõol).

DENIONSTI] ,\Ç .\ O
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li) Para IQo > 0, 23o > 0, io $ 01, temos as seguintes desigualdades
Se --oo < ã < ão, com a mudança ão -- t = u obtemos

É(ã,ão) Qo f'' . 13'"''3:FÍ
0

-Qo( 1" ' e'B'"Fn' du)e'13olêgl!:!!

-Q (f e-B'"i:n-du)eB'iltR'
0

P+l

IQo lco (IBo l)e'' :ih'

0
>

>

Analogamente

Para IQo < 0, /3o < 0, ão ? 01, temos as seguintes desigualdades
Se ão < ã, com a mudança t ão = u obtemos

L(ã,ão) Qo f' ' et3'!113:i#Í'
'0

Qo( I'''o e%"ilr du)eB'!ÊliE!!
0

-lQol(/ e''T:nd«)e''Bgn-

-l Qo lco(IBo l)e''LVir'

>

>

(Ü) Para IQo < 0, /3o > 0, ão $ 01, temos as seguintes desigualdades
Se oo < ã < ão, com a mudança ão -- t = u obtemos

L(ê,io) 0.
0

'z0 z

.-'. "-F-

'z0 z

.-'. l=' a«) .'' :ln'<

<

Ç2o(
0

''. '.:='a«).'':lh"IQol(

;P+l

l ç2o l.o(lao l)e''Sh'

1)

Paul IQo > 0. Bo < 0: =io 2 01, ternos as seguintes clesigttaldacles
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Se ão < ã, com a mudança t -- ão u obtemos

Z.(ã, ão) Qo
'0

Q.( f:''' .'.';g' .u).'.l-'

'' ;o.. "," '.

<

< t f' .'.';=' -..õ...l:-

0

IQol(
0

.=P+l

Qo lco (l6o l)eB' :Íh"

n

Uma consequência destas estimativas é o seguinte

Corolário 5.3.3 Sd« g(ã) um« .oZuçâo d. Ro,o(Ç2o). Sup-ha qu. ezãsl.
"m ponto ão c R, no iate«,«Zo de de$náção de y(«) t.! q«. . Ji;t. IQo, Bo, ão, #ol
satis.faz uma das seguintes condições

rO Se p+ l é par, /3o < 0, e

a) IQo > 0, ão $ 01, ou IQo < 0, ão ? 01, e

-; < úpa .: i.''$=';
b) IQo < 0, ão $ 01, otó IQo > 0, ão 2 01, e

:.'.g:' «:: ©pa «:: .{;

ráí) Se p + l é Ímpar, e

a) IQo > 0,13o > 0,io $ 01, ou IQo < 0,Bo < O,ão ? 01, e
-]
T < Ü(jo) $ 0;

b) lç2o < 0, Zio > 0, io :g 01, ou IQo > 0, 23o < O, :i'o ? 01, e
l

0 $ D(jo) < À
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En,tão, a solução Ü(ã) não pode escapar ao {n$nito em tempo $rtãto

DENIONSTRAÇÃO

(i) Do lema 5.3.1, vale a relação

.B'''F:il"' < -L(ã, ão) < 2À

Se, .L(ã, ão) = ÚdieB' "n , vamos precisar ter

P+l

Üii.B.31h" < .À.8 p+l ,

P+l

2À < ÚãieB'=il;i-

Daqui que obtemos

< @ <á.'':'':,
onde g(ão) yo

Do lema 5.3.1, vale a relação

;P+l

2À < .L(ã, ão) < .Xea'%í

Aqui, se L(ã, ão)

P+l

yO leB' p+l , vamos precisar ter

#ii.B'!?n' < 2À, *.'.?=' ':: Ú;:...Ç

Daqui decorre (i)

(ii) Do lema 5.3.2, vale

L(ã, ão) ?

.P+l

À.B. :G-

LoBo vamos piecisai ter as desigualdades

0 ;3 Üoe >
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Do lema 5.3.2, vale

.;P+l

É(ã, ão) $ ÀeB':#n'

Logo vamos precisar ter as desigualdades

0 $ Úoe..e.!.-..e
A

Daqui decorre (ii), e portanto é mostrado o corolário

D

5.4 Caso -R.,l,.B(Qo)

Aqui enfatizaremos o caso b + l par; Bo > 01, pois este é o caso mais
relevante para o trabalho. Definindo B+ := /3o,e B- := (--1)PBo, o caso da

transição (s, u) é equivalente a ter Bo > 0 e p + l par.
Neste caso consideremos a família não linear de equações diferenciais or-
dinárias

, 2p--l P--l

R.,l,a(Qo) : Z - ( >1: Áiz:) + (>1: nl''j + Boz')z/ + Qoy'.
'' {=o .j=o

Seja U C(]R3p, 0), uma vizinhança aberta de(.A, B) =(0, 0), e suponha que,
para cada (.4, 1?) € U, associamos duas soluções da família Riccati R.4,B(Qo)

(A,B)
y U-.o --, R, e yS''i'a) : C4,., ., 1R (5.14)

tais que

i) U-., [/. C ]R, são vizin]lanças de oo, e + oo respectivamente

ii) Z/y'B)(z), e Z/y'a)(z) dependem continuamente sobre (.A, B) € C/;

iii) Estas soluções tem o comportamento assintót.ico

,Pn, x''pt''n(;-) - .11, x'y!"n(;) - o, (5.15)

para cada (..4,B) c Z./; ou equivalentemente pya)(z) :

yGi'a)(.z:), sobre U-.. , U« respectivamente (ver Figura 5.1)

o(:«P)
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Lema 5.4.1 Suponha qtze B- < 0 r7'esp.B+ > 0). -Balão dada qualquer
co-restante I': > Q, arbitrahamente grande, existe uma pequena vizinhança
N = N(-K) C U de (.A,-B) (0,0), tal que para cada (Á,.B) C JV, a

solução Z/(À,B) rresp. y+ 'B)) pode ser estendida ao àntemaZo (--oo, KI rresp.
l-/{, .«)).

D F R,í nrKISVR A r' :i O

Os lemas da seção anterior mostram que as soluções g(Á,B), e y(Á'a),

são únicas; realmente para 23- < 0, a solução y(Á,B) pode ser vista como
intersecção da variedade central I'r. com o divisor excepcional D, ou seja

y(A.B) . l,r- n z)

(Estes fatos serão precisados no próximo capítulo) .

Note que para (.A, 1?) = (0, 0), 3/(z) = 0 é uma solução de R..l,B(Qo). Assim
pela unicidade temos

y(o,o)(z) = 0, V# C IR

Daqui o resultado segue da dependência contínua das variedades centrais

sobre os parâmetros (.4, .B) (o resu]tado para Z/y'a), é aná]ogo). []

Este resultado é estendido como segue

Lema 5.4.2 Seja ylA,B) e 3/(Á,B) Gamo em r5..Z#,). Suponha gue ezãste um

ponto zo c C/-.. rresp. zo c Z.4,.,), taJ que o uaZor de yy''n) Íresp. yy''a))
pata # = zO, e .A :; -B = 0

Z/(zo) yP'')(z.), (-sP. y(zo) pf',Q(-o) )

ueh$ca uma das condições do coroláho 5.3.3, da seção anterior. Então,
para cada constam.te K > 0, arbitrahamente grande, existe uma pequena
«ã.á«A«nça. N = N(Ã') C U de (.4, B) = (0, O) t.Z q-, p«« c«d« (.A, B) C ]V,

a solução 3/H'B)(z), rresp. Z/y''B)(:)), pode ser esfendÍda a üma solução de
R,,!,a(Qo) « qüa/ é de$«1d« p«« todo # c (--.», KI rresp. z c l--/Ç .»)).

[) EhlONSTR A (' A O

Supondo que tal vizinhança ]V não existe, a continuidade de vSI'lB)(.t),

respeito a (.4: B) implicaria que W!)'o)(z) escapa ao infinito em tempo finito,
isto contradiz o corolário 5.3.3; poi tanto este resultado é imediata con-
seqüência dos gemas c]a seção antes'ior. []
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p+l par p+l impar

l3. ;o

li . ''o

p+l par p+l impar

Figura 5.1: Coinpactificações sobre o Divisor Excepcional -D

Pela fórmula de variação das constantes, a solução geral do problema de
Cauchy IR.,!,a(Qo) , Z/ol pode ser dada implicitamente por

IJ(.=):: eP(=)(.yo-F l Q(.t)e'p(t)dt-t Q.o l e p(t)IJ(~t'jZdt)
0 JO

onde

Z

(5.16)

g/o

Q(«)

P(-)

y(zO)
2p l

}: -A:.:
i-o

z2 PZ
+...+ B,-iZ?oz + Bi

2 P

zP+l

P+l

Consicleian(lo o caso (s, u), (B- < 0, 23+ > 0). do lema 5.4.1, pal'a Ã = 0,
existe uma pequena vizinllança iN' C (R3p,0), cle (.4, B) = (0,0) tal (]ue,

para cada (.A. 1?) € iV, existe soluções únicas yg+,a) e p+4'B), .lefiniclas pura
todo z C (--x.01 e z C 10, oo) respectivamente, com os comportamentos
assintóticos (5.15).
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Assim como no caso linear, aqui podemos considerar a fullção distância

Õ N ;R

(.a, -a) ---, yF'm(o) - py''n(o)

Lema 5.4.3 No caso (s,u), a /unção distánc a 5 é de#nída sobre üma pe
g«e- -izinh-ç« N C (R'-, 0) de (.A, B) (0, 0), «Zé«. dàss.

:l;- (-B) - (-1)'+:Cs('B)l + 0(.4)
S

p«. s C {0, 1, ..., 2p -- 1}, onde Os(.B) . (-J,(IB) são de$nãd« no /em. 5.2..r

Dnt\,IONSTR A r'A o

Definimos as seguintes quantidades

.r+ (..'i, -B) . p(')Z/F,a(Z)2dz,

.r- (.A, B) e 'p(') 3/y',n)(z)'dz .

Como Z/+ 'B), Z/(À,B) C a'«(.V) (pelos lemas da seção anterior), então
também ten)os que .r+, .r- € C''(N).
Da solução geral dada em (5.16), usando a compactiíicação z = },
e fazendo X --, 0, obtemos

y

0

2p l

, (0) + }: Ck(-B).Ak + Qo.r+(.4, B).
k-o

(5.17)

Silnilarmente obtemos

0
2p l

z/ , (o) + >ll: (-1)k+t(4(1B).Ak + <2o.r-(Á, -B).
k-o

(5.18)

Como Z/T'B)(:«) = yg,B)(:.) = 0, então temos /+(0,.B) = /-(0, B) = 0, e
conseqiientemente vale

v-r--p, .n - (gk,
E)l-ç al-t

aA2p-i a-Bo . ã:(IL-)p.n - (o,
0).

Assim, subtraindo (5.18) de (5.17), e derivando com respeito a A;, para
s C {0, 1, ..., 2p - 1}, obtemos

iil(B) -(-1)'''':Cs('B)l + 0(.4)
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Observação 5.4.4 Gonzo fazem as ágwaZdades,

Os (-B

evttão temos a expressão paT'titular

ÕÕ .- 2.,(Bo)+0(Á)

para todos os íhdãce pares s = 0, 2, ..., 2p 2.

D



Clapítulo 6

Dinâmica sobre as cartas
/{'j:i.

Aqui vamos estudar as variedades centrais Wü próximo ao divisor ex-
cepcional Z)o = z) n {.4, = 0}. Escrevamos as coordenadas da carta -K:tã.
simplesmente

(z, y, e, ..4, B, .4,) € C4 x C& x Ue x U,.!,a x UJ,,
onde

Í Z% c (R+,O)

.l Ue = ]R+
l uÁ.B c
1. UJ, C

Nestas coordenadas, o campo IX , é dado por

x:'(-, y, ., 't) -:L''''':("i - 'é) + F':':(", v, ', -4);,

(]R3p, 0)

(]R" 3p,0).

com F':L(z, y, e, .A) = .f/(z, e, À) + .iT: (z, e, J)g + ê:t(:', y, e, .4)g', definido
cOlHo

]%': (z, e, .A)

2p l

>l: (ü1):.4ie:'': + O("),
í-o

F'?: (.,, e, .'t)

P l
:f:P''''': + }:(:n)j%e''j + (:n)'6(.'ç) + o(-'),

.j=o

Q(.A,) + 0(c)Ó:L (:«, y. e, .4)

81
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onde Bo = 13(0) # 0,Qo = Q(0) e O(z) denotam funções analíticas divisíveis
por z
Para cada parâmetro fixado Jo = (.4, B, .4,), em uma vizinhança suficien-
temente pequena de .4, = 0 os pontos

plÊ' = {z = y = e = 0, .4 = .4o}

são singularidades normalmente hiperbólicas pala o campo X', pois a ma
triz Jacobiana -OX'+(p-f'), (resp. Z)IX'(p.!')) tem um autovalor não nulo

B+(JÇ) B(.4,), («.P. B (Á,) (-iyõ(.4,))

Denotaremos as collstantes não nulas B+ := B+(0),B := /3 (0). Logo, o
conjunto

gang(X:) = {(z, 2/, e, .4, .B, .4,)l:« = y = . = 0} := Pü U.4,B x UÁ.

é uma subvariedade de codimensão 3, constituída inteiramente de singulari-
dades normalmente hiperbólicas.

O teorema da variedade central, implica a existência de variedades cen-
trais em cada ponto de Pt; em geral estas variedades não são únicas. Mais
precisamente temos o seguinte resultado

Proposição 6.0.5 Para cada nalüraZ h C N, e cczda ponto .Pzo p:t C /)a,
ezãstem u zánAanças yÜ (: t/ê,e,A,B,.4, destes pontos e /Mações (7k

yJ: :R
(#, e, .4) ---, y = «,:L(z, e, .'t)

tais que:

rÍ,) w:E(gç, 0, 0) = 0,

rái,) I'Ü = gra/{y = w:t(sç,e,.4)}, são ua idades ZocaZmente inca Gretas

Feto fluxo de X'

Todas estas variedades satisfazem a seguinte propriedade de tmicidade

Lema 6.0.6 Süpon.ha qüe B+ > 0, r'resp.

qualquer uahedade cen.traz ZocaZ l,}'-t rresp.
ercepcÍorza/ Z,)o = D n {J, = 0}

B. < Q). Então Q intersecção de

), de classe Ck com o divisor

T'h-nOo y= «,+(o,.,H)},(,'..P. T'T''-noo ,«.fly:: :--(0,e,.A)})

é única e de c{.ci.sse C'"
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DENIONSTRAÇÃO

A variedade c := LU:E n .Do é uma variedade centra! local de classe Ot
para o campo restrito

Xd: lo. = 1:e''''e; + f'::(0, Z/, ', .A, B, 0)l;.
onde

2p l P-l
E
í=o .j=o

F':': = l (ül){die2' il + j:t:pep+i + )ll:(:LI)j.Bje''j + (:ElyBojy + ç203/2

A unicidade decorre do teorema(3.2) ein IISI, pois B+ > 0 (resp.
O fato de que c c C'' decorre do teorema (5.1) em lasl.

B < 0).
n

Consideremos agora expansões formais em séries de cada variedade cen
trai sobre P:t .

Lema 6.0.7 1)ado um suócorÜunto aberto arbãtráho l,:4 = y.,l.B x }C4, c
UA.B x Ua,, tal que yÁ.B C (R3p, 0) tem /ec/zo compacto e yH, C (R"'3p, 0),
ezãstern íntemaZos ],/J: = IO,z:L) C ]R+,Íz+,]ç > 0 C t/â, dependem sopre

y.4.) e ezásfem séhes /omzaís tínãcas

tü.(", ', A) - }l: "';':(«, .'t)':
{-0

de$nidas por uma coleção de .junções analíticas

w: C C"'(I'f x yJ): ácN

tais qtle para cada ponto p:L C -f)a n t,h, e cada uahedade central oca/ }y:t :;
gra/{y = w:L(z, e, A)}, de$nãda numa tízãnhança U deste ponto,

w:L c C}/.,(U, {e 0}, iÜh:)

r) i?x rrlr\la'l'l) .\ / x rn
1./ LJ 1) E v i q LJ X l L/l \5Pfl v

Como Zi+(.A,) # 0, a deinonsCração é similar à proposição 3.2.1. Os
al'gunlentos sobre /)'. . são análogos.

D
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Definição 6.0.8 Z)ado um ponto arbitrado zo C l,'l/:, de$námos as res
Ilações

>: w;': («0, Á)':
i-o

da uahedade central /oz'mai WÜ

6.1 Região atratora

Para à construção das Variedades Clentiais Dinâmicas sobre Pt, preci
samos introduzir o conceito de função condição inicial:

i) Suponha que 6+ > 0.
Fixando um subconjunto aberto arbitrário IÜ C [/,.t colho no ]ema
6.0.7, escolhemos um ponto zO > 0 C tT', e um intervalo ye = (O, eO),
para algum eo > 0 C Ue
TI.nn fi-mean

Ve x yJ ---, R

(e, .4) ---, y = á+(e, .4)

(6.1)

de classe C", tal que

ã" C O/#a,(Ve X rJ, {e

será dita uma função condição inicial para IX=t sobre .rh-

íi) Suponlla agora que 23+ < O.

Fixeinos um ponto eO > 0 € Ue. A fim de deânir a função condição
inicial, necessitamos do seguinte resultado:

Lema 6.1.1 Sopre as /zãpóteses ac n a, ezístem constantes e+, y+ > 0,
dependendo somente sobre o SLLbconjunto V.A, tal que para cada ponto
dado

qo = {(z, y, e, .Á) = (0, yo, eo, J)} C D,

ortc/e0<eo <e+,l?/ol <y+, .AC y],

rl órbita (/o ca7npo :f 10.. começarzdo em qo fezn. seü [ilrtíle e/n P.
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DEF.IONSTR A (' A O

Sobre o divisor excepcional Z) = {aç = 0}, o campo llf in é dado por

.F'' lo e'''' â + F'':(O, y, ', .4) ;
Como /3+ < 0, para cada p c -P+, pelo corolário (13.3) dado em IOPI
temos que existe uma Ot mudança de coordenadas definida sobre
uma vizinliailça UP de p tal que X'rlO é Ot -- equivalente ao campo

}''(g/, ', Á) - -y; - ''''''g(., .4):
Para alguma função estritamente positiva g(e, .4) de classe OI . Agora
sobre a região {e = 0} é claro que a origem (e, Z/) = (0, 0) é u--limite
para as órbitas de y
Por outro lado como y,{ tem fecho compacto, podemos então cobrir l/Á
por um número finito de vizinhanças [4 de p C Pt. De fato podemos
escolher as constantes e+, 3/+ de tal maneira que a região

{(e, y)lO $ e < e+, IZ/l < Z/+} (6.2)

esteja contida na intersecção de todos os domínios uP n {.4 = const.}
n

Diremos que o conjunto aberto R+ definido em (6.2), é a região atratora
para campo vetorial restrito X 'lo, relativamente ao conjunto ya (ver
Figura 6.1).

Definição 6.1.2 C/ma /unção

'& yz x l,h ---, R

(z, .'l) ---, y (#, .4)

de classe C'oo, de#náda sobre 'üm s2íbcozÜunfo ater'fo U. x }'.,{, onde }C4 C [/.A
fem /echo compacto e y= := 10, zol para algum to > 0 C t'T', será c/camada
de função condição inicial, épa.ra o caso B+ < 0,) se

s«p llí(o, J)l < y+

Apoia apresentamos os resultados (lue definem as Varieclcacles Centrais
Dinâmicas.
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(x,À)

Figura 6.1: Região Atratora Na Carta .K+, C

Proposição 6.1.3 Suponha gue B+ > 0 e soam {(e, .4) C O/Zat(ye xyH, {e :

0}, @+.,.) «m. /anca. co«dáção ínác{.Z «bát,áh« p«« T'r e N= := 10, zol c
R+. Balão existe um ãnÍer-z/aio

/\ (0, el) C ye, (0 < el $ eO)

e uma lírLica junção C'" w+(z, e, AI) de$vtida sobre o conjunto abeto N+
N, x N. x VA qKe ueüSccl as seguintes condições:

rá) w+(zo, e, -4) ã(e, .4), V(., .4) C Ne X ya,

rái) ««+ C O?::.(JV+, {e o}, w+),

ríii) }h- = g-/{z/ «,+(z, e, .4)}, é «.« -ceda.Ze inu«h-le po, T+

r) L' h lr\ i\íc'ri) A rl A rl
y'l--'

Consideremos o campo -X ' , dado por

-p - -.'''' '«g:

Como /3+ > 0, pelo corolário 13.3 em IZ)PI, existe uma lnudailça de coorde-
nadas C'k g : (z, y, e, .4) e', H') definida sobre alguma vizinhança
de p C P+-, tal que Xt é Ck--equivalente a

y - , ., .4(«i - .é)
pi\ra alguma função Ct G(z, e, .A) estritamente positiva
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e Para qualquer p € P+.., consideremos uma Variedade central local de
classe (;k I't''' = gra/{y = w'(z,e,.4)} deHnida sobre alguma vizi-

nhança U' de p C P+ e mostremos que 10+ -- w' C OfZ:.(U', {e = 0}).
De fato nas coordenadas (z', y', e', À') temos que 1,}" = gra/{y' = 0}
e que IX''" é Ok equivalente (eliminando as ' '/'') a

Z= --(:li;;Tê)Z/ a -(zã;-eã;), "b" {'> 0}

Agora consideramos a condição inicial

(0 {(:«, y, e, A) (zo, ã(e, A) , ., .4) }

onde ; := í o p-t C OFE:*({e > 0} x yH, {e
do problema de Cauchy IZ, eol é dada por

0}). A solução explicita

z/(t)

e exp( -t)
zO exp(t)

;('(t), .4) "p(- .E ;F$Sn)
Z.(eo)

Tomando t = Zn(;i) e substituindo nas outras equações, temos a con-

vergência y --, 0, e --, 0 juntamente com as derivadas g;Z; isto mostra
({i

e Vamos considerar agora a saturação )'v do conjunto

€ U {(z, y, e,.'t)lz
(e,.4) CVe X y,{

í(e, A) }

pelo fluxo Zt(eo) de Z = y = --lX+
Logo daqui existem os domínios requeridos Ar=, Ab colho acima, tal
que a restrição de }V a Ar+ = Arn x i\re x y,,i é definida como o gráfico
de uma função zo+ c C''(iN+); daqui são satisfeitas (ã), ({í{).

D

Para 13+ < 0, temos o insultado análogo

Proposição 6.1.4 Supor./t'z que B+ < 0, sda i(z, .Á) üm.a /unção con.lição

i.n-ic-ia.t arbitrada para X' (como ri.rl de$nÍção 6.1.2 ), escollletnos uTn ponto
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eO C (0, e+) arbátráho 6e+, de$nádo na região atrito'ra n+,) e sda Ne
10, eo) C R+. -Balão esíste um ante aZo

Nz = 10, el) C y=, (0 < gçl $ aO)

e uma Única C''--/unção w+(]ç, e, Á) de$nãda sobre o colÜun]o aberto ]V+ =
N, x N. x V.A tal qKe

rã) w+(z, eo, .4) = ã(z, .4), V(Z, .4) C N= x y],

Íii) '"+ C OX,.(W'", {e

Oãí) t'tq- = gra/{y = w+(z, e, Á)}, é uma uaàedade inda ante por X+

(Veja Figura 6.2)

Observação 6.1.5 - 1)e /omna análoga, de$námos R' e }y. sobre /l.;
assim as oahedades inuaMantes W-, l,T/+ construídas no processo acama
serão ditas de Vaüedades Centra'ls Dinâmiccts locais sobre P. . P-t

A classi$cüção das singutaüdades degeneradas dada ncl seção 2.2.1
relaciona-se com os sinais de B- e B-t da seguinte forma:

B

B

B.

B.

> 0, B+ > 0, s. . se«..nf. se 0 € F e;t« - « (u, «)

< 0, B+ > 0, s' . .om.nte .e 0 C F «t« «o cas. (s, u)

> 0, B+ < 0, s. . s.mente 'e 0 C I' e;l. no «se (u, .)

< 0, B+ < 0, ;. . s.m.nte s' 0 C I' e't« «o «s. (s, ')

De fato, ncLS cartas K:L.., temos que os conjuntos P.,P.+, estão sobre

a fronteira da contra imagem do bloloing-up q't (T); !ogo por conti-
nuidade o sinal de B- (resp. B-P) con'esconde ao sinal do autoualor
23, # 0 em cízda tlm dos pontos não degenerados = c I' n {z < o}
Ú'esp. z c I'n {z > o}).
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Figura 6.2: Variedade Central Dinâmica na Carta .fí., E

6.2 Extensão Dinâmica das variedades Centrais

Sobre -]J'-, consideremos uma variedade central local arbitrária I't/-, de
finida sobre o domínio /V' = Arz X Are X l/Á por

}ç'- «/{Z/ (#, e, ,4)}

Observamos que, se fixamos uln ponto arbitrário el > 0 C .iVe, a intersecção
PÇ/: n {e = ei} é dada pela subvariedade de codimensão 2

e:(=,Z/,',.4) w(",ei,.'{),ei,Á)}
(= , .Á)cN, x Va

Como ei > 0, esta subvariedade está contida no domínio t4 = {f > 0}
da carta /{é. Na relação feita desta carta com a carta /{..í; no capítulo 4,
aparecem as igualdades de compactificação

BJ,.4.) Bj , .A,)
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Daqui € pode ser escrito como o conjunto

e:- U {(ã,ú,ê,.4)-('J',n'(i,Á),ê,'t)},
(Í,.A)C JVí x VA '

onde

jv

H(ê, .'t)

{ê c R+j-!- € Nz},el
c'

.i'w-( -= , ei, Á) .
' el

(6.3)

(6.4)

Sobre a carta /(Ê, o campo X é dado pela família analítica de equações
diferenciais de primeira ordem

: - P(ã, &, ê, Á)

Para cada q € (, seja & = @(ã, q) a solução analítica do problema de valor
inicial IX, çl, definida sobre seu intervalo inaximal /(q) = (--oo, ã(q)), que
depende continuamente de q.

Definição 6.2.1 t/sande o ./7uzo de X, de$rzamos o saturado de € em [4
dado por

)v' u {&
ÇCe,ãC-r(q)

Z)iremos que )'V' é a edensão da Uahedade Cerzira/ ZocaZ }Ç'. (Ver Figura

Neste sentido, a dependência contínua das soluções sobre as condições inici
ais mostra o seguinte resultado de extensão sobre /(q).

Proposição 6.2.2 Ezãste lém subconlunfo aberto épossiueZmezzée vazão,) O C
AÇ x t'h taZ que para cada ponto q C €1O-, o com'espozzdente ántemaZo m.a-
nimal de de$n.ição l(q) contem a ohgem â: -- Q.

Assim, chanlareinos a O' o domínio mazÍmal de extensão (ta varie-
dade central local ly-. Geometiicainente temos que cada curva solução
começando em €1o- corta a secção transversal E := {ã = 0} num único
ponto q' € E.
Neste sentido a correspondência C' ç' : (ê, .A) ---, (J-, H(ê, .A), ê, .A), mos-
t ra o seguinte resultado.
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E = {x=0 }

Figura 6.3: Extensão Dinâmica da Variedade Central na Carta -Z( ,.

Corolário 6.2.3 Seja q € €1o- cozn coordenadas

q ú, ê;, .4) A),ê, Á)}l

.sd'q' 0) &,ê,A) ê,Á)},oÚnàc.pontoond..Ó,Z,ãt«
{g q)} comem-d. .«. q «d. E. .Então . «piá«çâ'

O' :R

(ê, .4) ---, 3/'

é «m. /unção C'(O')

A função y. será chamada de Punção Transpoüe

Silnilarnlente sobre Pt, temos a extensão dinâmica }V+ da variedade
central local t,h- e o domínio maxiinal de ext.ensão (2+ c i\Ç x }h
cle TT' +l definimos também a coiiespondente função transporte }'q-
(9+: }R

Geometricamente, o gráfico destas flulções y- , yi.. descreve a inter
secção de [K., íh. com a secção ti'aiisversa] E.
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Definição 6.2.4 Consideremos a /urzção distancia A c c'-(o+n(2') dada

A (9+ Í1 (9 ---, R

(í,.4) ---, a(ê,.'t): h-(ê,Á) v.(ê,.'t)

relatada âs uahedades centrais W+ , l,í/:
O swbco@ü,zto .Êc/lado O(W- , }h-) C O+ n O' de$nãdo por

o(w-,}h-) := {(ê,.Á) € o+no l(í,.4)

será chamado de região de colagem das uahedades centrais l,}h., W

Agora veremos situações onde é possível obter a igualdade O(l,y., }Th,)
(2+ n O-- l ou seja as variedades T't/+, I'r- podem ser coladas.

Proposição 6.2.5 rO"o;(s, s),(u, s))
Suponha que B+ < 0. Sida }r. uma uahedade central dinâmica !ocas arbi-
trar'tü em P., de$nida sobre um domínio N, x N. x VA. Então, existe um
subconjuTLto aberto (possivelmente vazio)

/q x V3 C N= x y], /%

e uma cínica uaãedade central dinâmica local }Çh. de/in da sobre o comi'náo
czbedo

]q x M x y], M

p«« «Zg«m el, > 0, t.Z g«. O(l,ç'-, }h-) = O'' n O

D Eb.10NSTR A r' A 0

Consideremos a região atratora

R+: {(z,Z/,e)lr $.<e+,l3/l<g+},

associada a P+.. relativa a }h.
Na carta /{ê, a intersecção c ::: l.r. n .D da variedade central dinâmica
local 1.}/- com o divisor excepcional Z) = {z = 0}, pode ser escrita como o
gráfico de unia função C"

' := g,a/{ã

definida para -4 C yH e ã nilina vizínliança de oo.
Pela proposição 6.2.2, existe um s\lbconjunto aberto i'.á tal que pala cada
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.4 € y.;, a curva c- estende-se para uma solução do campo Xjo, a qual
entra na região atratora R+. Assim, pela continuidade do fluxo de Xjo,
existe uma pequena constante zl) > 0 C Arz, tal que restringindo I'. ao
doinii)io

[O, «Í,) x 4 x V], /V: - (0, e6)

temos que I'l''- pode ser estendida a uma variedade central )'v-,... Tal
variedade corta a secção transversal E.+ = {e - e+l; assim a intersecção
)'V.,«, n E.+ = gra/{ã = ã(z, .4)} define uma função condição inicial á, para
o campo X ' ; logo pela proposição 6.1.4, a função ã define uma variedade
central dinâmica local I'+ em P+... Esta variedade é tal que para cada
lê, .4) c O+ n O', A(ê, .4) = 0, isto mostra o resultado.

D

Analogamente temos o resultado para B- >0

Proposição 6.2.6 acasos (u, s), (u, u))
Suponha que 23- > 0. Seja W+ uma uahedade centrni d nâmãca ioga/ arbi-
trada em P.t, de$nidcl sobre algum domínio N. x N. x V.A. Então, existe
um sueco'ajunto aberto (possivelmente vazio)

/V; X /V: X V3 C Nz X Ne X yÁ, /\ lo, -G), M
e UTllcl úvtica uahedade central dinâmica loccLI W. de$nida sobre o domínio
«Z,edo JV! x JVÉ x V3 t.Z qu. O(W-, }h-)

T) L h .r r t hla'pn .\ r' A r\

Dado o conjunto y.4, definimos a região atratora -R para P- e usando
o campo --Xjo, mostra-se este resultado ein forma análoga á anterior pro-
posição. []

6.3 Estimativas para O(}k'--, W+)

Aqui usando as estimativas assintóticas da família Riccati l?..l,a( Ç2) sobre
a carta /(g, aparece a existência de regiões contidas ein (9(t'}/-, I'lh.), sobre
as (duais tais variedades colalll-se. Nlais precisamente temos os seguintes
resultados.

Lema 6.3.1 ÍO(}y-, IT''+), sobre os casos (s, s), (u,s))
lssu/n.arras qtm 23+ < 0, e sela lt''- ím.r uahedade centra! dinár71ica /oca/
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em .P- , de$'rzáda sobre lzm doma'não .Arz X Ne X yJ, COm .4 = 0 C yJ. Suponha
que a cur"'t;a

y(0,0) :. l,y. n Z)l,{.o

é uma solução da famzaiü RicccLt{ RA.B(.Q) que não escapa ao ãn$nito em
tempo limita. Então existe uma uadedade centra! W.[ de$nida sobre algum
do«.úi. ]q x M x y], t.Z q«. O(W-, }h-) ««tém «m« «í;á«"-ç« «b.'t"
U . g.«.(ê,H) 0) .m(R'' xR",0).

T) h- h,í nmqvR A r'' A 0

Da proposição 6.2.5, segue a existência de l,I''-t para o qual (9(}1,'- , 1'1' +) =
(9 n o+, e dos lemas 5.4.1 e 5.4.2 temos que W- n z) corta a secção E.+,
para parâmetros (.A, B, .4.) numa vizinhança suficientemente pequena de
(.A, -B, .4,) = (0, O, 0). O resultado segue se escolhemos ê > 0 suficientemente
pequeno.

D

Analogamente segue o resultado para 23- >0

Lema 6.3.2 ÍO(1,}'-, 1,}'+), sobre os casos (u, s), (u, u))
.4ssumamos que 13- > 0, e seja T'l/+ uma uahedade central dánám ca local
em Pt, de$nãda sobre um doma'nio Ar= X Ne X yJ, com .4 = 0 C yJ. $zzponha
que a cur"ua

Z/T'o) :. W+ n Z)l,{-o

é uma solução da famzaia Riccati R,A.B(.Q) que não escapa ao in$nito erít
tempo anito. Então existe uma uahedade centra! VV- de$nida sobre algum
doma«{o iq x iVá x V3, t'! que O(}y-, }h-) conto«. um« «á'ánh-ç« «Z,ed«
U d« .hge«.(ê, .'{) =(O: 0) .«.(R+ x R",0).

DEb,IONSTR A (' A O

Similaimente, para ê suficienten]ente pequeno o ]'esultado segue da pl'o-
posição 6.2.6 e os lemas 5.4.1 e 5.4.2.

n

Observação 6.3.3 - iVo cízso linear, as se/rações da /am.zlía R.a,B(0)

}t.ão escapam ao in$n-ito enl tempo anito; logo para lun conjlLnto aberto
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y..l.B C R3p arbitrado com /ec/zo contido em yJ n {.4, = 0}, eaãstem
domÍhíos

JV;, ]V: c R+, IÜ, c (R"';', 0)

[«/ que a. -h'd'd« c.nt«{. }r. , t'h- d'#nÍd« s.ó« /V; xAC x (y].Bx
V3,) «Z'm-« em ««'-' «grão d« /o«n«

0(W- , }T''-p)

Onde AÇ = 10, êo) C R+

Podemos representar com a notação I'r- --+ 1,}/+, o /ato que a uahe-
dade central I'T/.. em -lJ:, induz a uahedade central t'th- em -P+; assim
ãos lentes 6. 3. 1 e 6. 3. 2 1,amos

.V. c«'o (', s); }t''- ----, th-,

/Vo caso (u, s); }K-

No c«.o (u, u); }h.

Agora veremos o caso especial de transição (s, u), onde a região de co-
lagem (2(W- , t'h.) é um conjunto fechado de codimensão uin, definido pelo
gráfico de uma função C"

Lema 6.3.4 Sejam W- e W'+ uahedades centrais locais em -l!- e P+.. res-
pectivamente, de$nidas sobre um comum domínio abeto N, X Ne X V.A com
,4 = 0 € }(4. Então o domZhío mazámaJ de extensão comum dessas uaheda-
des ceíztraãs

0 n 0+ c A/ê x yJ,

onde Ne é como em (6.3), contém uma uizirthança, abeltcl U da, oügem
(f, À)

DEI\.IONSTR A Í'' A O

Fazendo /{ = 0 no Lema 5.4.1 e para (.A, B, .4,) em algum subconjunto
aberto N C y.,t, segue que as soluções y = 1'- n D,g+ = IT/+ n Z) da
família Riccati R.4,n(Q) cortam a secção transversal E = {:z; = 0J; logo as
variedades centrais TT/:, TT/+ também cortam transversalmente a secção E,
para ê suficientemente pe(lueno.

D
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Proposição 6.3.5 ÍO(l,t/--, W+) sopre o caso (s,u))
Usando as notações do lema 6.3..4, $=emos um 'índice par arbitrado s çi

{0, 1, ...,2p -- 1}. Erztão ezÍste Lama u z nhança da ohge'm Us C U e. uma
/unção C''o a, : Us ---+ R, as(O) :; 0 de$nida sobre o domúzío Z./s :=
Us n {.4, = 0}, tai que a reslhção da região O(W-, t'h-) a Us é a a pelo
grá$co de CLs

}h-) n Us {.A. = a.(ê, ..Â, .B, .4,)},

onde .A =(.Ao, ..., ''!.-i, '4.+t, '42p i)

DnNioNSTnACAO

Como a função distância A : (9' n O+ ----, R está definida sobre al-
guma vizinhança aberta U C (9- n o+ da origem (ê, .4) = (0,0), podemos
considerar a expansão A no ponto (0, .A, B, 0)

z\(ê, -.'!, -B, .'t,) + 0(ê, .4,)

Onde (5 é como no Lema 5.4.3.

Logo o resultado segue do teorema da função implícita pois

a.4.1o. á'.
sobre o divisor excepcional Z)o = {ê = .4,

n



Capítulo 7

Superfícies Canard

Com as hipóteses e notações do capítulo 2, consideremos a família de
perturbações singulares

x - .: -- -''(«, «, ., .4;
definida nas coordenadas (z, Z/,e, .4) sobre o subconjunto t/ = U= x Uv x
Uc x [/a, onde U= é um conjunto aberto conexo, ]' = {y = c = .4 = 0} a
curva de singularidades para X, e n = 0 é uma singularidade degenerada
satisfazendo à Hipótese de 'lYansversalidade.
Do capítulo 3, temos que para zo # 0 € 1' e qualquer subconjunto aberto
y c Uc,.,t podelBos considerar uma função condição inicial

á C 0?Ê,,(V. {c o}, w=.)

para X em zo de maneira que para qualquer ponto zl # rO, tal que

0 > zl > ZO, se

0 < zl <: :z:o, se

existe unia única variedade central dinâmica

Ty( 1'. ,,: ) g,«/{y e, .A)}

definida soba'e o domínio I',,..,: x Or,..;: , (onde Or,..,. C y, é um aberto e
I'..,,: = lzo, zil) e tal que w(:o, c, .A) = á(c, .'l).

Com a finalidade de mostrar a existência das Superfícies Canard, váRIos
considerar algtuls resultados de extensão pela aplicação Blowing-up (b defi-
nida iio capítulo 2, onde as 'ç'arieclades centrais dinâmicas }t'(1'.,.,..) serão
estcnclídas as vztriedades centrais dinâmica ty- . TT/+ respectivamente.

97



98 CAPITULO 7. SUPERFICIESCANARD

7.1 Blowing-up e Blowing-down de O(}T/-, W+)

Sobre a carta KJ:e., consideremos o campo X definido pela aplicação
Blowing-up principal a' : U ---> U
Nas variáveis adaptadas (c, a, b, .4) sobre a carta Ã'í, restringindo o Blowing-
up, obtemos a aplicação polinomial

p :(ê, .Aí, .Bj,Á,) a{, bj,Á,) =(ca+l, ê2p'{..4:, ca-jBj,,'t,), (7.1)

onde 0 $ d $ 2p 1, 0 $ .j $ p -- l.
Similarmente sobre a carta -K:Le., para cada ponto fixado â = io o blowing
up restrito às variáveis (c, a, b, .4), é a aplicação polinomial

éâ. : (e, .Ai, Bj, .4,) :4+:e'+: , âãp-ie2P':.4{, q'je''Í.Bj, Á,) (7.2)

Definindo a constante positiva âo := lzol, Vj := yÁ,B x y,4,, onde
y..l,a C IR3P tem fecho compacto e t)h. € (1R"'3P, 0), obtemos os seguintes
resultados.

Lema 7.1.1 0om as notações acima

ra) Suponha que /3- := (--1)PBo < 0, zo < 0 e que ezáste um stzbc07Üunto

aberto Ve = (0,eO), eo > 0 taZ gue y. x yj C é=(}'''), com âo C y=.
Então CL aplicação

/(', ]) :- ($){ ' #'â.(', -Â)
''u0

é 2zma /unção condição ínÍcáaJ para X em .IL, sobre o domíhão Ue X yj

rb) R":p"c«m'nfe, se }y-- = g-/{y = .« (â,e,.'t)} é «m. -h.d«'Z'
central sobre P. de$nidü sobre o domínio Nã X Ne X VÀ, tat que
/(e, .4) := .«-(âo, e, Á); « apüc«çã.

i(', ', z,): '#'=(', ., z')

é a junção condição inicial pctra X em =o -- --Ê0, co-m domínio de

de$níção éâo(ye x }h) = }''

T) nx írxxra'rn .\ n .\ rl
L/ IJ &+ l v 1 1 LJ X l tf\ q3rrX v

Consideremos a expansão fornaal ein beije Ty-,â. cla val'iedacle central
restrita a âo, para o campo X em P- . Por hipótese temos cine

'z lt'« c c'ã,,.(t''', {'



7.] B1,0WING-UP E BLOWING-00WN 0E 0(}y., W+) 99

onde }yz. é a série formal da variedade central I'r(1'«,=.) para o campo X
ein zo = --âo. Logo pela proposição 2.1.13 obtemos

.r - w-,â. c O?h.(ye x V.Â, {e = 0})

e isto mostra o item (a)
O item (b), é análogo

D

O resultado análogo para /3+ é o seguinte

Lema 7.1.2 .Aqui

ra) Suponha que 23+ > 0, zo > 0. .Então a aplicação

/(', j) :- (Ü)ã ' #'â.(',a)

é üma /unção cardação ánãcãaZ para X em Pt, sobre o domíháo % x
}h C @=(}'') «m /e'ho «mp«to.

rb) Regar«-m'nt., .e }h- = g,«/{Z/ = ««+(â,e,.Â)} é um" "hedad'
cena«Z em .% de$nád. s.b« . domhão ]% x Ne x IÜ, t.i q« /(e, .4)

.«+(âo, e, .4); « apZácaçâ.

á(', ., z,) : /'#'=(', ', z')

é rz /unção cardação inicial para X em zo = io, com domÍhão de

d.BRIGão @â.(ye X y.,i)

DENIONSTRAÇÃO
Similar ao lema (anterior n

Denoteillos por I' , I'+ C I', os intervalos abei'tos definidos por

F {;« c u=1:« < o}, i'+ {:« C Ullz > 0}

e (9 C {(c, .4)lc > 0}, uin domínio ei]] V'. Dos lemas anteriores, segue os
l esultados cle extensão blowing- up, bZou-irzg-dou-n.
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Proposição 7.1.3 Suponha que 23 < 0, rresp.B+ > 0) e sda T'Ç''(I' x O)
qlzalquer uahedade central com domínio I' x O, onde

I' C I' , (resp. I' C I'+)

é um subãnteruaLo compacto conegco. Então, para qualquer constante positiva
stz$cÍentemente pequena âo = lzol C t/., e qtzalquer subc07Üunto abeto com
.Pch' "mp«to ye x ya = (0,eO) x (VA,B x yH,) C @J(1'''), "i't' "m"

7''q«.n« «n.t-le 0 < ei < .o t.! q« }T'(r x O) «tema'-'e -ic«menu'
como tina uahedade central I'T/- em -P-, rresp. W+ em P+), de$nída sobre
o domá&ão

Ab x Ne x }'.Â, Ne := (0, el), lO,âol

DENIONSTRAÇÃO

Dos lemas 7.1.1(a) e 7.1.2(a), temos que a função #';.({) cujo gráfico é
dado por

n'(F x o) n {r = -âo}, (,e'p. }t'(r x 0) n {z

é uma função condição inicial para X em /l-, (resp. X em P+). Logo da
proposição 6.1.3 obtemos a extensão desejada.

D

A extensão recíproca é como segue

Proposição 7.1.4 Seja I'T'': qwaZquer uahedade central em /).-, rresp. I'T/+
e'rn P-.-) de$nida sobre o domínio Nt x N. x VÂ. Suponha, qle B- > q
(resp. 13-t < 0). Então, para qualquer constante positiva âo C Nâ e qualquer
subáníe aZo compacto

I' C I'-, (resp. I' C I'+)

..{s'' um. .,ízính-ç« JN = N'(1') C Uc.,{ . gem (e,.'1) = (0,0) 1«1

gaze ly- rresp. tth.J estende-se iznícamente como ü-ma uahedade central
Lt''(F x O), onde

o := óâ.(Jv. x y,i) n Jv.

T) px.ín mqvR A r' A 0

Dos lemas 7.1.1(b) e 7.1.2(b), temos que a função(d';.) '(.r) co:n g-áâco

lt'- n {:, «'p tíG- n {:z; :to})
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é uma função condição inicial pala X em I'-,(resp. X em I'+). Logo por
continuidade do blowing-up, da hipótese segue que B a. > 0 para qualquer
zo = --âo < O c I' (resp. !3êo < 0,Vzo = âo > 0 C I'+), assim o resultado
segue aplicando proposição 3.3.3.

n

Figura 7.1: Blowing-down para o caso /3- <0

r

W(D

Figura 7.2: Blowing-down para o caso 6+ > 0

Obsei'vação 7.1.5 .Valemos que

Os «suta.dos de e«te«-são «im« («« $gu-; '7.1 e '7.2), post«m os

"''-; «peca«is (s, «), («, s) «.p«Éí"",'"*', q«. e.q«.mata"m'"í' p'-

denltos erpTessar conto

1,}''(1'-) --,zs <' 1,T/

1.}'(1'-) ---B'>o l.t/

ih. . >o it.'(F+)

[T',. --,ZI' « T}'(r+)
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O; c«o; (s, s), (u,u) são «náJ.go.. C.m . «.t.ção int«d«á'í" "'
capítulo antepor temos o esquema

}t''(1'-) ---,B- <o l,T,'' . ---, t.h. --u-'- <o l,y'(1'+);

n'(1'-) ---B- >o }t.'. --- w+ ---a+>o }w(r+).

Agora estamos prontos para abordar os resultados principais deste trabalho

7.2 Existência de Superfícies Canard

Seja X um campo singularmente perturbado definido sobre o aberto
U = Uz x UV x Uc x C/J, descrito no capítulo 2, seção 2.3 tal que nas
coordenadas (z, Z/, c, .4) temos que:

1. X satisfaz a Hipótese de 'lFansversalidade na única singularidade de-
generada

z = 0 C I' = {y = c = .A = 0} uU=

com multiplicidade p = p(X).

2. (c, .4) = (c, a, b, .4,.) C Uc x [/J são os parâmetros adaptados para X

Vamos consideram constantes positivas S, R > 0 tal que

{0 < C < R, ll.4ll < S} C }'' C Uc X UÁ n{ 0}, (7.3)

e também um subconjunto compacto conexo I' C I' da forma

I' = 1=o, zil, no < 0 < zl

Vamos escrever mais precisamente no espaço de parâmetros Uc,.A as
regiões OF C V para as quais existem as Superfícies Canard {y = w(z, f, .4)},
em cada caso de transição (s,s),(u,u),(u,s),(s,u) para z = 0. O par
(Oi;, u'), denotará tal superfície.

7.2.1 (OÍ,w) nos casos (s, ;), (u,«)
No caso (s, s) consideramos o ponto base z :

será definida a variedade central fonl al

R(", ;, .'{) l: (-', 'i)':
0

zo C I', a partir do qual

O caso (u, lz) pode ser tratado analogamente, considerando o campo --X
sobre o ponto base 1 = zl C I'
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Teorema 7.2.1 Suponha gue X está no c.zso (s, s) e sOa { C O?E..(K {c=

0}, }H=.) am« /'nção «adição ánáci.i pa« X '«. z :-o. Ente. .zí.t'"'
lama coieção de corzslantes esfhtamente posálãt;üs {m, r, k{, Zj} de$nZndo a

Região Canurd Oi. como um co'njui\to CLbevto da foT'ma

*-lhl!0 $ã$2p l

o$1$p l

e uma única .função C"

'to I' x (2F ----+ R

(z, (., .4)) --, Z/ -«(n, ', .4)

scLtisfcLzendo o seguinte

ri) w(zO,C,.4) = {(c,.4),V(c,A) C 0Í;

ráã) W(f;) : {y (z,c,.'t)} é um« -àed«de àn-h-te p« X;

w tem '«t'n;ão conta- « /e.ho de I' x Or, t«Z q«. ,«(z, 0, 0) =

w tem uma extensão ÓZoming-up (17oo em {z = € :: 0}.

0,

DEhIONSTRAÇÃO
Da última observação, o resultado é mostrado pelo esquema

}V'(1'-) -z5 <o }y. ---, ih. - <o }y(1'+),

onde o par (Oi;, w) é construído como segue

Passo l Para cada #l) C U=, com zo < zl) < 0, deânamos o subintervalo com-
pacto I'o := lzo, zl)l. Pela Proposição 3.3.3, existem uma vizinhança
i\rO C Uc.,4 da origem (f, .4) = (0, 0) e uma função C'

'wo I'o x (11)o -----} R.

(=, :: À) ---, y = «;o(z, !, .A)

onde Oo := V n JVo, tal (lue

(i) :.,o(z. .A) = {(c-, .A), V(f, .A) C 0o
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(ii) }y(I'o) := gra/{y = wo(:r, c, .4)} é uma variedade invariante por

(iÜ) -«o C 0FÊ:,(Fo x 0o, {c = 0}, }V).

X

Considerando âÉ) = lzãl suficientemente pequeno, de (7.3) existe sobre
a carta K.e. uma vizinhança aberta da origem (e, .4) = (0, 0) contida
"o co«j-to é;: (0o).
Clolno /3. < 0, segue da pl'oposição 7.1.3 que a variedade I'ç'(I'o) é
estendida unicamente como uma variedade central

g-/{# (â, e, .Ã)}

Etn P-, definida sobre o domínio aG x Ar. x }lÂ, onde

lo,â61, Ne := (0, «), }h c (R", o)

Passo 2 bolbo /3+ < 0, o Lema 6.3.1 implica que I't/- induz uma única varie-
dade central em PP

gra/{0 = ú+(â, e, .4)}

definida sobre o domínio AÇ x /\C x V'; , onde

/v; : (0, el), y.; c }h

A região de colagem O(l,l/-, t,h.) contém uma vizinhança aberta da
origem (ê, .4) = (0, 0) em t4..,ã; daqui podemos escolher as constantes
r, m, ki, Zj estritamente positivas tal que o conjunto

l

0 < f < ri;:i:Í

..4íl < kí
njl < zj
.'çl < ,n

0 $Í$2p l

o $.j $ p - l

é estritamente contido em O(TW lh-). Além disso vale

g«/{ú i, .'l)}

para alguma função lõ C C''(R x (2(11' l h- ) )
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Passo 3 Da Proposição 7.1.4, existe uma vizinhança JVi C Uc,.,t da origem
(-c, .4) = (O, 0) e unia única função (;' definida por

101 I'i x (9i --,IR

(z, ', .4) ---, y (#, c, Á);

onde I'i := lz{, zil, Ot = iMt n #',l(i\C x yÂ) tal que t,h- estende-se
unicamente como a variedade central

}Ç''(I'i) gra.fly = .«1(z, e, .4)}

Veriâcando as propriedades análogas de l,r(I'o)

(i) wl(zl,c,.4) = ã(c,.4),V(c,.A) € 0i,
(ii) I't'(I't) é uma variedade invariante por X,

(Üi) 'oi C 0?i..(I'i x 0i, {c = 0}, W).

Como na carta /<'r. vale c = êp+t, de uin cálculo direto obtemos a
Região Canard (2Í definida por

oí:

sendo p a função polinomial dada em (7.1); e ajustando as constantes
r, m, ki, Z.Í podemos conseguir a inclusão

0FC 0onOt

Neste caso, sobre este domínio consideremos o Blowing-down das funções

ú , ü, ú+; dadas nas coordenadas (r, c, .A) por

«, (z, ', À) 1,1'ü (l"i,#'il(',A)),
..L ., .=L .

ci;h Ú(nci;:Ü , 9-l(e, J))

«'ú-- (", d'ã' (', H)) .

«-(:«, ., .4)

«,+(z,.,.A)

Aqui usamos as i'elações : = ea+l, ã :: zê-i
Desta construção, sobre o domínio I' x (1)Í defiililnos a função C"

I' x (2í, ---- R

(7, :, .A) -q y = «,(=, :, H)
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como sendo

«,o(r, ', .4) ,
w- (z, ., .4) ,
..-(:«, ., .4) ,
w+(z, ., Á) ,
«,l(z, ., Á) ,

« c I'o : l«o,«l,l
« € 1,1,,o)
z =0

z C (0,Zll
« € ri: l«l,«:l

«,(3,.,.'t)

Claramente w assim construída satisfaz os item (ã), ({i) do enunciado;
e o item (ài{) decorre como conseqüência direta da forma da região
Canard (2i:.. Isto mostra o Teorema.

D

No caso (u, u) , usamos o campo bre a condição inicial ã c O?E.,(I'i x

Oi, {c = 0}, }V=.). A construção do par (OF, w) é completamente análoga
ao caso (s, s)(veja figuras 7.3 e 7.4).



7.2. EXISTÊNCIA DESUPERFÍCIESCANARD 107

E = {x=o )

Figura Superfície Canard no caso (s,s)

E = {x=0)

Figura 7.4: Superfície Canard no caso (u,u)
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7.2.2((9i;,w) sobre o caso(u,s)
Colho no teorema anterior, temos o seguinte resultado

Teorema 7.2.2 Suponha qt&e o campo X está no caso (u, s). -Balão erãstem
uma coieção de constantes esthtamente pos [liuas {m, r, ki, Jj} de$níndo a
Região Canard o-f conto um cona-unto Ghetto du fol'mü

.:-lbÜi
O${ $ 2p l

o s; j $ p - l

e uma função C'"

'to I' x On ---} R

(z, (c, J)) ----» y = «,(z, c, .4)

satis.fazendo o seguinte

rl) w(0, ', .4) = 0,'

rií) W(1') : g-.flZ/ w(z,c,.'t)} é «m« «hed«de ín-h««te po« X;

«, tem .«tensa. c.ntá'«u« « .P.A. d' I' x OÍ, t«Z q«e w(,, 0, 0) =

w (e'm uma eiçtensão b/owáng-zzp O'o em {z = c = 0}.

0

T) H \.ínmSVR A r' A 0

Da observação anterior, este Teorema segue dos esquemas

I'(1'-) ---z3 >o l,y. S t,h. --z3-'-<o l,y(1'+)

onde t; significa que as variedades I'}/-, íÇh. se induzem uma da outra res
pectivamente (ver figura 7.5). Logo a existência de (Oi;, w) é detalllado
como segue.

Passo l Do Lema 6.3.2, existe uma vizinhança aberta U da origem (ê,.A) =
(0, 0) sobre a carta /(ê, e únicas variedades centrais T'T'': en] .f'- e ll'+

eln P+.. (definidas sobre o domínio conluiii iNr/ x JV7 x l/'/ , onde

/N'Í .v: }.i c (R", O)
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Tal que sobre a secção transversal E := {= :; 0} temos

W. nE n gra.fi3/ (ê, .4)},
u c o no'''

Onde y(ê, Ú) é uma função C" arbitrária definida sobre U cona y(0, 0)
0. Daqui segue o item ({) para o caso particular y = 0 sobre alguma
vizinlaança da origem (ê, .4) = (0, 0).
Além disso, como no Teorema 7.2.1 podemos escolher {m, r, kí, lj} tal
que a inclusão Q C O(W-, t,h.) seja estrita e definir a Região Canard
como

of:
o qual tem a forma do enunciado

Passo 2 Da Proposição 7.1.4, podemos respectivamente estender m variedades
centrais W- , LÇ/.+ únicanlente como variedades centrais

H' ( I'o )

}T'' (FI )

g-/{Z/ = «,o(z, ', .4)}, z € 1'o

g««.flz/ = ««i(z,c, .4)}, :« c ri
[«., «6] ,

lz{,«il.

Para funções O" wo, wi definidas sobre I'o x Oo e I't x Oi respectiva-
inel\te, onde

0o JV n @.b(M x V.â), («'P. (9i .M n éÊ{ (]v: x }'3))

para alguma vizinhança N da origem (c, A) = (0, 0).
Controlando as constantes {m, r, kí, Zj}, podemos obter a inclusão

Oi; C (2o n 0i

Logo os item ({ã) , ({i{) são.satisfeitos, pela construção feita no Teorema
7.2.1 da função w € C''(I' x Of;), onde

F I'o U 1:1), 0) U {0} U (0, zll U I'i

D
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E = (x

Figura 7.5: Superfície Canard no caso (u,s)

7.2.3 (OÍ, ««) sobre o -se (s,u)

Finalmente vamos estudar o caso da transição (s, u)

Teorema 7.2.3 Suponha gue o campo X está no caso (s, u) e sejam

ão C 0X,,.(V. {' 0}, }yz.),

il € 0X.,,(V. {' 0}, }Hz.).

funções con.dição inicial arbitráhas para X em = = =o e = = =1 respectiva
mente. Então para cada i'ndÍce par s C {0, 1, 2, ...,2p-- 1} ezãslem;

/. [/ma co/eção de constantes esZhtaznenÍe posi]ãuas {m,r,kí,Zj} de$
Rindo um cortjtLrtto a.beato da .for'tna

0<c<r
1..1 < k:l;lil#
lz,jl < zjl1lEa
l.A,l < ,n

C
0 $i$ 2p l

o $.j $ p - l



7.2. EXISTÊNCIA DESUPERFICIESCANARD 111

2. Uma única subuahedade fechada de codimensão l

g,./{a. (., â, Z,, Á,)},

onde as : Cs := C í) {as :: 0} ---} 1R é u'ma /unção (l;" e â
(«, ..., a,-1, '.+1, -. , «2,-1).

3. Umct 'Única junção C"

I' x Oi; ---, R

(#, (c, .'t)) ---, y = «,(z, c, A)

satisfazendo o seguinte

rã) w(ZA,c,.4) = ãx;(c, .4), V(c,Á) € 0Í,
riã) }T'(1') := g,a/{3/ c,A)} é um« -hed«d. án-'í""'' po,

x,

k - o, l;

ráái,) cv tem extensão blomíng-up O'" enz {c = 0l;

riu9 - w tem extensão continua ao /echo de I'xOi;, taZ que w(z, 0, 0) =

w tem uma edensão bZowáng-up C'' em {z = c = 0}.

0,

DE N,IONSTR A (' A O

Este resultado é mostrado pelo esquema seguinte

I''(1'-) ---»8- <o }K.. ««., }h. . l.y(1'+)

oncte -+, significa que o contato das variedades centrais [r., T,ç/+ é ta] que
sobre a secção transversal E = {z = 0} valem

. 1.1,/- n E = i.h. n E, ou

. A(Í, .4) = 0, V(ê, .A) c 0F

Ver flguias 7.6 e 7.7

ft-leis precisamente os detalhes da construção de ((2i;, w) e a. são como
segiie:
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Passo l Da Proposição 7.1.3, segue que as variedades centrais }y(I'o), }y(I'i)
se estendem ullicamente colho variedades centrais

0-.fl© ú-(â, e, H)}, .m P-,

ç-/{g = ü+(â, e, J)}, '«. &-,

respectivamente dehnidas sobre domínios Ah X Are X I'.,i, onde, em cada
caso,

h

lo,âl,l,

lo,âll,
(R", 0).

Nc = (0, «),

Ne = (0, .1)),

Da definição das variedades T'(I'o), }V(I'i), segue o item ({). Os itens
restantes serão satisfeitos após caracterização da Região de Colagem
o(n'-, Ly+).

Passo 2 Do Lema 6.3.4, existe um subconjunto aberto U C O n(9+ vizinhança
da origem (ê, Á) = (0, 0), sobre a carta .rG.
Da Proposição 6.3.5, pala cada índice par s C {0, 1,2,
existe uma pequena vizinhança Us C U da origem (ê, .4)
lll..ç, lqnips, fllTlpãn r'voo

a. : us n {-A. O} ---, R, «.(O)

tal que a região de colagem (9(W-- , W+), é definida como

o(w-, t'h) n u, := gra/{..4, = a.(ê, .A, .B, .4,)},

.À := (-4o,...,.A. i,''!.+i, ...,..42, i)

Agora como no Teorema 7.2.1, escolhamos a coleção {m, r, ki, Zj}, de
naaneira que a inclusão

seja está'ita, e além disso

o(i,K- , }h-) n o. gr«/{.4, = a;ln, } C Q,

onde

ç2. := ç2 n {.,4. = o} c us n {.A, = o}

Assim. basta deâilir

C P(Q),

Ç(o(Tt'-, tt'-P) n Q.)
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Onde p é a função polinomial dada em (7.1).
E considerando o Blowing-down da função a., obtemos nas coordena-
das (e, â, b, H,) a função a. definida por

c*.(c, â, b, Á,) := c;ll;F a. o p- l (c, â, Z,, .4,)

Da construção feita no Teorema 7.2.1 para a função w C C''(I' x Oi;),
temos a existência de (Oi;, w) satisfazendo o enunciado deste Teorema.

D
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Figura 7.6: '1Fansição Canard no caso (s,u)

Figura 7.7: Superfície Canard no caso (s,u)
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Observação 7.2.4 No caso Zánear Qo 0, obsememos que

]y" c«o. (', ;), (u, u), (u, s), ' R'pião C'--d Oi; '«á'*' p",' "m" "-
bitraha escolha das constantes {m, r, k{, Zjl; com m, r su$càentemerzte

pequenos

No c«.o (s, u), . esp«suão .Z« .função distam ía õ(.A, B) sob« o 'ü«á'or
ezcepcáonaZ Do = {c = .4, = 0} é dada por

2p l
Õ(Á,-B) ICs(B) +(-i)'a,(.Õ)l.A. + }l: ICk(B)+(-1)'Ck(B)l-4k

k=0,k#s

De onde Feto teorema. da função impHcitct $cü dehnida ü junção

Á, (., .4, -B, Á,)

dada no teorema aniCHar, que tem a seguinte ezpresão

2p l

«.lO. - 'l )'0n(-Ó) .::ã:,ICk(B) + (-1)'Ck(B)l-'lk.

E em pa7"ticular para s par e B = B = 0 temos

, 2p l

«.i«.-;:ã©*} « *

7.3 Conclusões

1. Se o conjunto de singularidades degeneradas E)eg(X) para o campo
X: satisfaz à Hipótese de Transversalidade (HT), então existem Su-
perfícies Canaid sobre l)eg(X) C I'. Sendo X o campo de vetores

x(", v) - y.f(:', y)l; c'v"(]x:, o)

E /(l, g) não divissivel por y

2. A existência das Superfícies Canard para campos dados acima., é nios-
tr:\da usando a Teoria Gcoinétrica clãs Perturbações Sine\ilares (TGPS)
a (leal constitui a técnica principal neste traballlo para dal solução ao
Problema Canaid local (PCL)
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3 O uso da aplicação Blowing-up (b, constitui de fato uma ferramenta
nova e de força relevante na pesquisa atua] no meio matemático. Em
particular o uso desta ferramenta ein nosso trabalho (PCL) tive prin-
cipal importância no estudo das Superfícies Canard para classes de
campos de vetores dados acima.



Apêndice l

7.4 Cálculo Assintótico

Provaremos propriedades assintóticas sobre algumas funções conhecidas
e estudaremos a convergência de algumas integrais impróprias.

7.4.1 Escala de Comparação

Uma vizinhança de +oo (resp. de --oo) é um intervalo da forma l-A, +oo)
(resp.(--oo, ÁI), para alguma constante ,4 > O. Temos por objetivo o estudo
de funções continuas / numa vizinhança de +oo; para isto será preciso con-
siderar o conjunto e, que chamaremos .Escada de Comi)oração o qual esta
constituído por funções de um dos seguintes tipos:

1, «'(a # 0), (log(:«))P(/3 # 0), e'' (c # 0, '7 > O)

assim como também os produtos delas, tais como

g(#) «'(log(r))Pe'' , cv, P, c, ,y c R

Este conjunto € satisfaz a seguintes propriedades

(i) g > 0, numa vizinhança de +oo, para cada g C é:,

(ii)g=1, ou g --,0, ou g quando z--'oo,pa:acada
g c e,

(iü) Se h,g € e,então hg c € e h/g C €

Com estas considerações poderíamos encontrar dois cl\sos

l Dada tuna função contínua /, poderíamos encontrar funções g € 8
conhecidas numa vizinhança de +oo tal (lue //g ---, c(c # 0. finito),

117
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quando z ---, oo.
Neste caso escreveremos

f «, cg. o« /(:«) - cg(z)

e chamaremos cg a pane pHncipaZ de /; no caso c = 1, diremos que /
e g são equivalentes, ficando claro a transitividade de -u

2. Também poderíamos encontrar funções g C € conhecidas numa vizi-
nllança de +oo tal que //g ----> 0 ou l/l/g ----, oo.

Exemplo 7.4.1 z + {sán(a'z) «' z

Pala abreviar expressões numa vizinhança de +oo, introduzimos notações
devidas a Landau, relativas a e.

DeHnição 7.4.2 Z)ada uma /unção contÍhüa / numa vizinhança de +oo, e
g €

ri,) Se l/l/g é m@orada por uma constante .Hnáfa e dl@rente de zero, numa
z; zánhança de +oo escreueremos

/

(Ü) S' flg qu.'«do E ---, -F"', """"'"'"'s

f

Observação 7.4.3 - Os casos radiculares, /
ouíamerzte entendidos,

O(1) e .f .(1) são

f- cg +:+ f .g + o(g) o« / cg

Exemplo 7.4.4 zsin(#) = O(z), «. ' - .(«)

Algumas pi'opiiedades relativas a 8

1. Se/=0(g) eg=O(h),então/=0(h)
Se/ = o(g) e g = O(h), e::tão/ = o(h)

2. 0(g) + 0(g) 0(g), c.0(g)
o(g) + o(g) = o(g), c.o(g)
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3 O(gi)O(g2) = O(gig2), o(gi)O(ge) = o(gtg2);
IÓ(g)IX = 0(gÀ), lo(g)IÀ = o(g*),À > 0.

4. Se/i "-cig, e/2 Nc2g,(cl,c2 #O),gC e, então
(/i + /2) -- (ci + c2)g, ci + c2 # 0;
/i + /2 ci + cz = 0.

5 Se/t --, agi, e/2 -., c2g2,(cl,c2 # 0), gi,ge € e, então
(/i/2) -,(cic2)(gtg2),/i//2 '-(ci/c2)(gi/g2)
/À -, cAgA, (c > 0, À > 0).

6. Se .f o(g), e g - ando z ----' +m, então para cada õ >0

exp(-õg) o(exp(/)), exp(/) o(exp(õg))

7. A relação ' '/ = g ou /
ordem total em 8.

o(g) é de equivalência e constitui uma

7.4.2 Convergência de Integrais Impróprias relativas a f

Para uma função contínua /(> 0) sobre la, +oo), temos que para cada
z > a, podemos escrever

+00

frt)at lim -F(z)
]c---+oo ' '

onde

F(z) = 1 f(t)dt
Z

é tal que

(i) F' é inonótotia crescente;

(Ü) F'(z)

E portanto ./'F" .f(t)dt sempre existe. Tal integral é finita se e só se F é
limitada supeiiolmente.
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Dos exemplos seguintesll

T

Z

Q

a
Z

a

ía em 0

/ t"dt = i.i:-i("'''': -''+'),'-# -i;
t-:dt = log(z) log(');

t-:(i'g(t))pat - Fll-Í(ioS(z))p+: -- (log(a))P+:),P # -l;

t :(log(t))':dt = log(logo) log(Ioga);

.'*'dt < .n s. c< 0(> «, se c> 0);

obtemos os seguintes critérios de convergência

(í) Se /(z) = O(z'(logo)P), com a $ 1, e # < 1, então a integral
J=' .f(t)ót é H"ita.

(ii) Se .f(z) ? n'(logo)P, com a 2 --1, e P 2 --1, então a integral
JT' /(t)dt é infinita.

(üi) Se .f(z) = O(e'*'), c < 0, então JT' /(t)'Zt é finita;
Se .f(z) 2 e'" , c > 0, então .ÍT' /(t)dt é infinita.

Exemplo 7.4.5 Para a/unção /(t) = t' ie'', a Íntegra/imprópNa ./r'" /(t)dt,
é $nita para cada = real, pois f C EI e e'' --, Q,t --, oo

Analogamente para integrais de funções sobre (a, ól

b rb

.f(t)dt -- \im j .f(t)dt.

Se o limite existir será chanaada integral impl'óplia de .f em a.

Exemplo 7.4.6 Pa.ra a /unção /(t) = t' le'', a infegraZ irrzprópr

l flt)dt,- f t'-*dt= \im f' t:-ldt Xim(L-E-)
l '~' Jo K-ojh h-0'= ='

ó .Pnifa se = > 0.
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.,. . \ r) . ;..+.n,,.l
pa
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I'(z) - l t=-te 'dt
0

é finita. E conseqüentemente também a integral

+oo .

tae''t/3dt, c > 0, P # 0,a C N
0

+00

(P''!'' )':r(e:;-!) -

Proposição 7.4.7 Sejam /, g duas /Mações corztíhüas por partes em la, +oo)
e g > 0 sobre la, +.x)). Então

Í ) S .Ç'g(t)dt .«t'o -m« «{'án"««ç« '' +'"'.

a.l) Se f := O(.g), então Jl: j(t)dt = O(..fa= g(t)dt);

a.2) Se f = o(g), então J= f(t)at = o(Ja= g(t)dt);

a.3) Se f -, cg (c # 0, constante), então j'l: j'l.t)út -- c Jl: g(t)dt).

(b) Se f:" g(t)dt é $nãtct, então numa vizinhança de '+m:

b.l) Se f :: O(.g), então J:" .f(.t)dt = O(r:'' g(t)dtl;

b.2) Se .f = o(g), então J:"' fl.t)dt = o(J:" g(t)dt);

b.3) Se f -- cg (c # 0, constante), então .f;' j'(t)dt -, c j:" g(t)dt)

DENIONSTRAÇAO

b.2) ./' = o(g) então, para cada -r > 0, existe zO = zo(c) > a tal qt
z ? .to, l/(z)l $ !g(#). Logo do teorenaa do valor niéclio

.f(t'ldt\ $ : 1 g(t)dt

a qual, é igual a:

ie para

1'
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Como /az g(t)dt é finita, então /z=o g(t)dt é também finita quando z ---,
+oo. Assim para z ? zO

+00

.f (t)at l
'+00

fl.t)út - l f(t)út\
zOzO

<

<

<

b

. lim l / /(t)atl + l / /(t)atl
)---''+oo caco' ' ' ' caco

b fzo

:(bl:lE,.\ j g(t)dt-F J, (t)dt)
+oo /'z0

c(. l g(.t)dt -F l g(.t)dt)

Z

zO

+00
g(t)dt .

Z

b.l) E análogo

b.3) Como / -' cg é equivalente a / -- cg = o(g), temos por (b.2) (lue (b.3)
é verdadeiro.

D

Observação 7.4.8 Sda g > 0, continuamente dl@rencááueZ, 1 = o(lg:(dl),
' '«ponh« g« g'(#) «ã. «.«d« de sán'Z ««m« «ázính-ç' d' +'".

(i) Se g' (.=à > ü então alg' está de$nidct llumcü 'vizinhança, de -tm. Da
proposição anterior, a hipótese implica qlte

log(z) OS(lO(z)l))

C'.mo g > 0 . g' > 0, g(z) ---, +'«, l.go log(Ig(r)l) ---, +'», ,'"«,"
uiz-inhança de -hoo; assim pela obsemação 6 da seção antepor, ea:isto
ct > 0 [al qzle

e''l':(IS(,)1) . o(el'g(')): el'g(') - o(e' i'g(lo(,)1))

Assi7n faze a relação

:/" l/a > 0

e Q integral JI'" g(t)dt é in$nitü.
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rii) Se g'(z) < 0, ' ""dáçã. : = o(--!il#), ámZ'Zác' imed{«lamente ÍpeZ«
proposição ante'Fiar) que

log(") - '(i'g(ã(l;j))

como g' < 0 e g > 0, 1og(ii5) --' +oo, :r ---, +.o. ,4nalogame"te
eráste /3 > O, taZ qüe mama'ài;ãnhança de +oo, temos

e pi'g(i/S(,)) . o(el'g(')), el'g(') . o(ePi'g(t/o(=))),

e vale a relação

e

e

g(#) = o(z :/P),

de onde a integral f:" g(t)dt é $nãta.

r áí) S. h'(z) 1), ' p«posáçã. -leão, ámpi{« q«. h(«)

Proposição 7.4.9 .Vas condições da obsemação antepor para g(z) e g'(z);

suponha que h(.3c) = i$iià é co-rttinuamente diferencááuel na vizinhança de
+.« . ;.tàs/a, h'(z) E«tã.

rí) Se g'(a) > 0 n«.« «á,án nç. 'íe +m, . ãnteg«Z .[

/ g(t)dt-,
(g(«»'

riã) Se g'(z) < 0 num« «ã,inh««ç. 'Z. +.«, « ánt.g«Z .Ü' g(t)dt, á $"i'«

i/P > o,

g(t)dt, é ã«#ná*"

g(t)dt -
(g(z))'

DEIÜONSTRAÇÃO

(ii) Como g'(:z;) < 0 e h'(#) = o(1), da observação anterior temos que a
integral ./:'" g(t)dt é finita e

Z

(l + h'(t))g(t).
+00

a

Integrando por partes, esta última integral é igual a

..11:1,:,(z'-a(z,) . Z1lP) - g(")h(")
(g(#))'
-g'( :« )

(g(=))'
g'(z)
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(i) E similar
D

Exemp[o 7.4.10 ],) ]Va integral .C'' e''', as/uniões g(t) = e''', g'(t) =

h(t) = --1/2t, e h'(t) = 1/2t2, salas/agem as hipóteses da

proposição; logo 'ual,e a. relação

2) .V. int.g«! .O- t'e-"'dt, 6c > 0), «.funçõ" g(.) = z«'''', g'(#) =

g(«)(q,': - CP«'-:), h(') .,... e h'(") - !t;:ig:mr, «t:'-
/"«m « hipótese. d« p«po'íç'', assim c.m. ! = o(1), -ie ' "J'ção

+m .. ,,, .. g(Z):
g'(#)

Eq. ctP dt

g(z)'
Ig(z)(qz-: - CP:«p :)

g(z)
qr-i -- CPzp'il

g(z)
-- CPzp'i l

zqe

E( .«")'l
Observação 7.4.11
Umct opção altel-nütiuct no último exemplo seda usar integração por pares

várias vezes no segundo tev'mo da iguatda.de:

+.o tqe''t'dt = ?ili;ii; IÍ+ e'''pd(-:::;bp'])
climintti-ndo as potências =q, e comprouartdo que

':* .''"' -« :h. - .« :=.
Para g(=) = zÇeP("), onde P(=) = ci=p: + c2=" +

p\ > PZ > . > PK, Date a relação
+00

+ Ck;Z;Pkp COr7Z CI < 0,

tq ePtt) (it
.r'/eP(" )

p' («) lr
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7.5 Equações Diferenciais

Veremos alguns conceitos elementares da teoria das equações diferencias
ordinárias com a finalidade de simplificar o desenvolvimento do trabalho.
Seja / = /(to,yo) Ç IR um intervalo e Q Ç IR x R" um conjunto aberto;
consideremos a matriz real A(t) C iV/(n x n) contínua e definida ein t € .r.
Ein geral estaremos interessados em estudar equações diferenciais da forma

Z/' y + N(t, 3/)

onde -N(t, y) é uma função contínua sobre Q.
É conhecido que se iN(t,3/) = -D(t) é um vedor de M(n x 1), pala cada
(tO, yo) € / x R" existe uma única solução p(t) = g(t, to, yo), definida em .r,
do problema de Cauchy y' = .4(t)y + Z)(t), 3/(to) = yo.
Vejamos outras propriedades destas soluções

Lema 7.5.1 S©«m, '}(t), @(t) soluções .fundamentais d' eqH'çã. di/e«n-
cíai l// = .A(t)y. Então ezáste uma matiz constante não singular a, taZ que
q'(t) = 'b(t)C

DER.IONSTRAÇÃO

Esta propriedade decorre trivialmente da igualdade (@(t) ia'(t)y = 0.
D

Neste caso uma solução fundamental é escrita como exp(/tl, .A(1'-)dl-).

Lema 7.5.2 Soam, 'b(t) uma solução /undamentaZ da egaação di/erencáaZ

y' = .4(t)y. .Então a solução p(t) = p(t, to, zo), do problema de OaucAy

y' 3/ + 0(t), y(to)

é dada pela fónnttla

P(t,to,"o) - $(t){@':(to)"o + / 'b':(')0(')'Í'}
\' Jto '

DEN,IONSTRAÇÃO

Pelo lema anterior, podemos colocar p(t) = 'b(t)C'(t); a substituição
desta igualdade na equação leão hoinogênea implica resolver o problema de
Cauchy

c;'(t)
De onde decorre a demonstração.

C'(to) = 't''l(to)=o

D
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Exemplo 7.5.3 Para .funções contúuas p(z), q(#) de ua/or regi, de#nidas
soZ,« /(zo, yo) Ç R; con'id«e . probZe«''' d' Oaac/'y

B(m)
y' - p(z)3/ + q(z)y", m C N

y(zO) = yo

Tomando z -- yt'" , este problema é equivalente a

Í z' =(1--m)p(z)z+(l--m)q(z), mcN
'l ;(zo)

Como 'b(#) - m) /zza P(t)dt), é « ;'Zução /u«d.m'nt'! de

z' = (1 - m)P(z)z.

Elntão us-do os lemas -leão«s temos q« . solução d' B(m) é d«d« peia

«(«,«.,'a-la!::.,. õ'K«) : lú
Em p«díc«i- " po' e-mpla p(z) = EZ;.czz' e q(:«) = pêlo dk"', 'ã.
dois polinõmios reais, então tedamos

, ~ r exp((m-l)P(z)) l;L-
«'", «., ,a - l:;n ;='rh EE;:=,..z)l

0

onde

P(z) -Ê..Ê: À(,) t* exp((m - l)P(t))dt
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