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Resumo

Neste trabalho usaremos a teoria das Perturbagdes Singulares e das Va-
riedades Centrais para estudar o fenémeno Canard numa familia de campos
de vetores no plano da forma

Xe oz y) = 6585 +yF(z,y,e, a)%, a €R" e R,
onde F' é uma funcéo analitica tal que F(z,y, 0,0) = Bz* +0(z**t1, y), para
alguma constante B # 0. Este fendmeno consiste na existéncia de familias de
solugoes regulares da equacao diferencial, para valores do parametro € > 0,
que permanecem préximas de um conjunto normalmente hiperbdlico repul-
sor quando tomamos € tendendo a zero. Para valores k£ > 0, a singularidade
na origem é usualmente chamada de turning point.



Abstract

In this work we use the theory of Singular Perturbations and Center
Manifolds to study the Canard phenomena in a family of planar vector
fields of the form

Xewl2:y) = 5% + yF(z,y,¢, a)%, aeR" eeRy
where F is an analytic function such that F(z,y,0,0) = Bz* + O(zF*!,y),
for some constant B # 0. This phenomena consists in the existence of
families of regular solutions of the differential equation for values of the
parameter € > 0, which remain near of a normally hyperbolic repelling set
when we take ¢ tending to zero. For k > 0, the singularity at the origin is
usually called a turning point.



Conteudo

1 Introducao

Conceitos Preliminares

2.1 Fungdes Especiais . . . . . . . ... ... ..o
2.1.1 Aplicagao Blowing-up . . . . .. ... ... ... ...
2.1.2 Extensées Blowing-up C* . . ... ... ... .....
2.1.3 Fungoesco-Flat . . . . .. . ... ... ... ... ..
2.1.4 Blow-downoo-Flat . . . . . . ... ... ... ....

2.2 Campos Singularmente Perturbados . . ... .. ... ....
2.2.1 Classificagao das singularidades para X.q . . . . . . .

2.3 Hipéteses Gerais

2.3.1 Hip6teses para (X,I") ... ... ... ... ......
2.3.2 Hip6teses de Transversalidade para (X,0) . . . .. ..
2.3.3 Blowing-up Principal . . . . . . . ... ... ... ...

3.1 Linearizagao . .

Variedades Centrais sobre I' \ Deg(X)

3.2 Variedades Centrais Formais. . . . . . . ... . .. ... ...
3.3 Variedade Central Dinamica . . . . . . . . .. ... ... ...

Geometria no espago fase de X

4.1 Folheagao regular sobre acarta Kz . . . ... ... ......
42 Estudomaseartas Kig, .« . v o5 » ¢ 6 s s s mm s @« nos s

4.3 Relagao entre as

5.1 O caso R4,0(0)

cartas Kz Kz, « v 5 505 : 868 50 9430

Dinamica Assintética sobre a carta K:

51.1 CasoByg>0. ... . . . . . . . . .. ...
512 CasoByg<0. ... . . . . . . .. ...

5.2 O caso R4 p(0)

=~

15
15
15
19
20
21
24
25
30
30
30
31

33
33
36
40

45
46
49
54



CONTEUDO

52.1 CasoBy>0. .. . . e e 63
52.2 Caso By < 0. .. . . e e 66
5.3 O caso Ro’()(Qo) ......................... 69
53.1 Casop+lpar. . . ... ... ... 69
53.2 Casopt+limpar . .................... 72
54 Caso RAB(Q0) - -« v - v v i i 76
Dinamica sobre as cartas Ki;, 81
6.1 Regiaoatratora . . . . . . .. .. ... oo 84
6.2 Extensao Dinamica das variedades Centrais . . . . . .. ... 89
6.3 Estimativaspara O(W_,W,) .. .. ... ... .. ... ... 93
Superficies Canard 97
7.1 Blowing-up e Blowing-downde O(W_,W,) . . ... ... .. 98
7.2 [Existéncia de Superficies Canard . . . . . ... .. ... ... 102
7.2.1 (Og,w) nos casos (s,s),(w,u) . . . .. ... ... .. 102
722 (Og,w)sobreocaso (u,s) . . . .. ... ... ... 108
723 (Op,w)sobreocaso(s,u) . . ... ... ........ 110
7.3 Conclustes . . . . . . v v vt e e 115
7.4 Calculo Assintético . . . . . . . . ... Lo 117
7.4.1 BEscala de Comparagao . . . . . . . . .. .. ... ... 117
7.4.2 Convergéncia de Integrais Impréprias relativas a £ . . 119
7.5 Equacgoes Diferenciais . . . . .. .. ... L. 125



Capitulo 1

Introducao

Nosso principal interesse é o estudo do fenémeno Canard, que pode ser
observado nos sistemas de equagoes diferenciais com perturbagoes singulares.

A abordagem geométrica que utilizaremos neste trabalho baseia-se no
artigo [DP]; que nos permitird introduzir algumas ferramentas da Teoria
Geométrica de Perturbagoes Singulares; referimos também & literatura [NF],
[FDR1,2] e [T].

Nos problemas de Relaxagao Oscilagao, aparecem tipicamente classes
especiais de ciclos limites, cujo comportamento qualitativo recai no estudo
de problemas de perturbagao singular. Vejamos um exemplo:

Tomemos a famosa equagao de Balthasar Van der Pol.

i+ (c®+2)i+c—a=0, (s,a)eR" xR, zeR

Esta equagao, através de mudancgas de coordenadas adequadas e uma repa-
rametrizagao do tempo, pode ser olhada no plano (z,y) como um campo de

Xeom{ £ 2 0T
' y = ela—2x)
onde F(z) = [5(§+ £2)d¢ = 22/2 + 23/3; e Xoa é 0 campo horizontal

vetores

Xoalz,y) = (y — F(2))(9/0z)

(ver Figura 1.1 (a)). A curva cibica L = {y = F(x)} é dita variedade lenta
de X. ,; neste contexto, este sistema é chamado de slow-fast system.
Para certas curvas no espago de parametros

—a="y(), a0)=0

m

9
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é possivel mostrar a existéncia de uma familia de curvas fechadas {I'?}, tais
que I'? é um ciclo limite de Xen(e), Parae>0e

. —Y . "I
lig 12 =13

(na métrica de Hausdorff). O conjunto I'j é um subconjunto fechado in-
variante por Xp,, que contém trechos da curva lenta L. Fazendo variar
v(¢), obtemos vérias formas para este limite I'}, que receberam o nome de
Canards(ver Figura 1.1 (b)).

s X
iy |
/ \ |
/ \ [
/ \ /
/ \ /
/ N\ /
/ N
£=0 r0
(b)

e~0,a=a(e)

Figura 1.1: Variedade Lenta da Equacao de Van der Pol e um Canard.

Um fendmeno inesperado pode ser observado neste exemplo. Existe a
possibilidade de certos Canards conterem trechos da curva lenta L forma-
dos por pontos normalmente hiperbdlicos repulsores (ver definicao na conti-
nuagao). Tal fato parece pouco provavel, pois préoximo a tais pontos existe
uma repulsao exponencialmente forte que deveria empurrar quase todos os
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pontos para longe de L. O artigo [WE] fornece uma explicagao para tal
fenémeno utilizando andlise assintética cléssica.

Em nosso caso, o Fenémeno Canard sera olhado como um problema de
intersecgao de variedades Centrais do tipo atrator-repulsor, chamadas de
Superficies Canard associadas a uma familia analitica de campo de vetores.

Consideremos o campo de vetores analitico

Xea =€(0/0z) + F(z,y,¢,a)(0/0y), €€R,ae (R",0),
sobre um aberto U, x U, C R?, tal que F(z,y,0,0) = yf(z,y), onde f(z,y)
é uma fungao analitica nao divisivel por y.
Defini¢ao 1.0.1 Seja vy uma curva no espago de pardmetros Rt x R™
v:[0,8) — Rt xR (§>0)
p — (p) = (¢(p), a(p)),

chamada de curva de controle, satisfazendo
e v(0) =0,
e c(p) >0 sep>0.
Uma Superficie Canard para X. , € uma variedade continua 2-dimensional
W7 =graf{y=w(z,p)} C M, p=0
localmente invariante pela familia a um parametro de campos de vetores

X;’ = Xe(p),a(p) = E(p)(a/am) + F(IE, Y, E(p), a(p))(a/ay)’ pE (R+7 0)7

definida sobre a subvariedade 3-dimensional M = U, x U, x (R*,0), e tal
que WIn{p=0} c L =MnNSing(Xop).

Note que o conjunto de singularidades para o campo restrito X, é dado
pela curvaI' = {p =y =0} C L.

Como a existéncia de estas Superficies Canard nao estd sempre garantida,
podemos colocar o seguinte problema:

Problema Canard Local (PCL):

Dada uwma familia analitica de campos de vetores X., como acima,
definida sobre U, x U, C R? podemos sempre encontrar uma curva de
controle p —— ~(p) no espagco de parametros tal que a familia restrita
X} = X(<(p),a(p)) tenha uma superficie Canard W7%.

Se o conjunto de singularidades Sing(Xp o) nao é normalmente hiperbélico,
a resposta para o problema PCL pode ser negativa; como mostra o seguinte
exemplo.
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Exemplo 1.0.2 Consideremos a familia
X. = £(0/0) + (zy +)(9/dy), ¢ R*.

A curva T' = {y = € = 0} € uma curva de singularidades normalmente
hiperbdlicas exceto em x = 0. De fato, temos que

DXo(z,0) = [ 00 }

Logo, (z,0) € atrator se z < 0, ou repulsor se z > 0, ou sejaI'N{z <0} é o
conjunto de singularidades normalmente hiperbdlicas atratoras e ’'N{z > 0}
de repulsoras. A repulsao exponencial que existe para x > 0, impede a
ezxisténcia de Superficies Canards.

De fato suponha que y = w(z, <) define uma Superficie Canard onde
w(z, €) € uma fungdo continua definida em wm dominio da forma xz € U, =
(=z0,20),20>0 €€ U =[0,g0). Parac >0 podemos escrever

12 =1 z —t2
w(z,e) =ex= (w(—a:o, €)ez + / ert),
i
pois w(z, €) € solugio do problema de Cauchy
{ &Y = e+l
y(—IO) = ’lU(—fE(), E)

Suponhamos que w(z,€) é uma fungdo continua sobre qualquer vizinhanga
da origem contida em U, x U, tal que w(z,0) = 0.

Considerando a curva e = z°, para 0 < z < z9, a fungdo h(z) = w(z, z3)
dada por

11 1 * —t2
h(z) = w(—zp,€)e2= " 27 +e2= / e23 dt
ity
também deve ser continua na origem. Note que parat € (5, 5], vale a relagdo
-1 _ -t -1
e S
8r ~ 2z3 ~ 18z
Assim o sequndo termo da fung¢do h satisfaz a desigualdade
L [F =2 1 1
eﬂ/ e2:3 dt > ez (—wes).
iy 6

Portanto, quando x — 0, claramente h(z) — oo. Absurdo.
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Na familia X, ,, escrevamos para a funcao F' = F(z,y,¢,a) a seguinte
expansao em série de poténcias.

2p—1

F o= ( S Aie, )zt +2%() Aspria(e, a)a:i—l))
1=0 =]

p—1 fee]

+( > Bile,a)a’ + By(e, a)z + 2P(  Bpri-1(e, a):cj_l)>’y

=0 i=2
+Q(z, v, ¢, )y>

e consideremos sobre a singularidade degenerada = = 0 € I' a seguinte
hipdtese:

Hipétese de Transversalidade (HT):

Temos By(0,0) # 0 e a funcao analitica

¢ : R*"— R3P
a — (Ao(o, a), vany AQP_I(O, a), Bo(o, a), ooy BP_I(O, a)),

é uma submersao numa vizinhang¢a de a = 0.

O resultado principal deste trabalho é o seguinte:

Teorema 1.0.3 Se a familia X, ,, satisfaz a hipdtese (HT) na singulari-
dade degenerada x = 0 € T, entdo o problema (PCL) tem resposta positiva.

Os passos da demonstracao sao os seguintes:

1. No capitulo 3, vamos construir variedades centrais dindmicas W, in-
variantes pela familia de campos no plano

Xea = €(0/02) + F(z,y,5,0)(9/0y), (s,a) €RT x (R™,0),
onde a = ((4, B), A,)) € (R? x R"3P,0), definidas sobre conjuntos

normalmente hiperbélicos I"\ {0}.

2. No capitulo 4, serd feita a desingularizacao da singularidade degene-
rada
z=0€eTl € (R,0)

pela aplicacao Blowing-up ® dada no capitulo 2.

3. Serao construidas, no capitulo 6, variedades centrais dinamicas W*
sobre o conjunto invariante (divisor excepcional)

d=1(0) (e, A) € RT x (R"P,0),

{e=A,=0}

com propriedades assintéticas dadas no capitulo 5.
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4. Determinamos no capitulo 7, a Regidao Canard
Of‘ - (R+ X R‘n)0)1 f‘ Ll

e conseqiientemente apresentamos a Superficie Canard representada
pelo par (Of, w), em termos das aplicagoes blowing-up ® e Blowing-
down &1,



Capitulo 2

Conceitos Preliminares

2.1 Funcgoes Especiais

Com a finalidade de explicar a dindmica de campos de vetores préxima a
singularidades degeneradas, introduzimos uma mudanca singular de varidveis,
denominada blowing-up.

2.1.1 Aplicacao Blowing-up
Dado k € N, seja X = >, Xia%{ um campo de vetores de classe C*

sobre R", tal que X(0) = 0. Entao consideremos a seguinte colegao de
campos de vetores {V,V; ;}, onde

1.0 2y . n _ .
(a) Vij = i(z,%j —j7,-), ¢ um campo vetorial sobre R", que satisfaz as
seguintes férmulas:

e Paran=2

2
Z <X,Vij>.Vy; = <X, Via> Vipt+ < X, Vo1 > .V
=1
= 2< X, V2> Vs

15
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e Paran =3

3
Z<X,V,~j>.V,~j = <X,V12>.V12+<X,V13>.V13
1,7=1
+ < X, Vo1 > Vor+ < X, Voz > .Vos
+ < X, V31 > Va1+ < X, V3 > V3
= 2< X, Vig>.Vis+2< X, Vi3> .Vi3
+2 < X, Vo3 > Vos

e No caso geral, obtemos a seguinte expressao:

n n
Z <X:1/‘£j>-‘/ij = 2Z<X,V1j>.V1j+
1,J=1 j=2

+ZZ < X, VQ_.,- > .sz +
j=3

+2) < X, Ve > Vs +

j=4
+..+2< X: 1/(n—l)n > -V(n—l)n

(b) V=31, a:,-a%i, é um campo vetorial sobre R™, que satisfaz o seguinte:
° |V|2 = :1:%—!— +:L‘;21
e Para n = 2, notemos que < X, Vi >= —%(IEQXl —x1X3), logo
<X, V>V = |V2X + (22X1 — 21X2).Vio
VI2X —2< X, Vig> Vo
e Para n = 3, analogamente obtemos:
<X, V>V = |V|2X + ($2X1 —$1X2).V12 +
+(."L‘3X1 — 1131X3).V13 + (.’123X2 — I2X3).V23
= |V|2X -2< X,Via > Vig —
-2 < X, V13 > .V13 -2< X, Vgg > .Vgg

De modo geral, para n € N arbitrario obtemos uma expressao para o campo
X na base {V,V;}, dada pela igualdade

<X V>V4+) <X V;>Vy = |VPX
1<j
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Definamos a aplicacao

d: S*!xR—R"?

(Z,7) = (Z1, ey T, 7) — (7T1, ..., TT) =TT =2

Onde, $" ! = {(Z1,...,Zn)| D1 Z2 = 1}. Note que &(S"! x {0}) = 0.
Esta aplicagao faz uma correspondéncia difeomorfa entre os conjuntos {r #

0} e R™\ {0}

Observacgao 2.1.1 Para o caso n = 2, a aplicagdo ® corresponde d trans-
formagao em coordenadas polares habitual.

(a,7) — (rcos(a), rsin(c))

Note que a colecao de campos de vetores {X,V,V; ;} dados acima, nas co-
ordenadas da aplicagdo Blowing-up ® satisfaz as sequintes formulas:

(1)

<X, V> (®(zr) = Y Xiz;6i(®(z,7))

i,5=1

= r Z z; Xi(®(z,7))
=1

(%)

Xpzidky — | Xp;01)(D(2,7))
1 k=1

[iL‘in - ijin]((I)(f: T))

< X,Vij > (®(z,r)) =

| =
-t
Il

N SN =

j(q)(‘i: 7‘)) - :Ein((I)(l_‘a 7‘))}

(39 VP=r?

Proposigao 2.1.2 Seja X um campo vetorial de classe C* sobre R™. com
X (0) = 0. Entdo existe um campo vetorial X de classe C*1 sobre S"1 x
R*, tal que, ®.(X) = X,(P € o Blowing-up considerado).
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DEMONSTRAGAO
Consideremos as funcdes de classe C*

ar=<X, V>R — R, o;=<X,V;;>R"—R
Onde

- 0 1 0 3]
V= j— i = =Cig— —Tj5—
; T ox;’ Vi 2($ Oz e 8:1;1-_)

E definamos os campos vetoriais V e Vij, como sendo
o,(V)=V, &.(Vy) =V

Realmente, verifica-se que V= r%, e 175]- sdo rotacoes em S™!, sobre o
plano (Z;, z;). Pelas observagoes anteriores:
1 5 —~
é*(ﬁ{ar(d))v + Z a;;(®)Vi;}) =X
ij=1

Onde, a,(®) e ay(®) sio fungdes de classe C*, sobre ™! x R¥, as
quais se anulam no conjunto {r = 0}, pois

X(0) = 0, V(0) = 0, V;j(0) = 0

E como
1 =1
T_Qar((b) — sz;Xl((b)
1=1
1 1.1 1
5@i(®) = SE-X;(P) - ;- Xi(®)]

sdo funcoes de classe C*~1, sobre {r # 0}; entdo temos que
- 1 ~ n ~
X = S{a(®)V + > i (®)Vis}
ij=1

é de fato um campo vetorial de classe C* sobre (S"~! x R¥)\ {r = 0}; que
se estende diferenciavelmente em classe C*~! a D = {r = 0}. O
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Definigao 2.1.3 Definamos o Blowing-up quasi-homogéneo, como sendo
wma aplicacdo analitica definida como

d:S" xRt — R"
(i7 T) = (5:175327 m:i'm'r) — (’Tal.'fl,’r’azitg, ...,Ta":fjn) =7%2

onde a = (ay, g, ..., ) € (ZF)™ € 0 vetor de pesos e S*™1 = {(z1, ..., k) €
RF|z2+ ...+ 22 =1}

Note que quando o = (1,1, ...,1), temos o Blowing-up em coordenadas
polares. Um resultado andlogo a proposicao 2.1.2 pode ser provado para
blowing-up quasi-homogéneos.

Observagio 2.1.4 Para campos X tais que J*(X)(0) =0, e JF1(X)(0) #
0, para algum k > 0, o campo

- 1=
X=—X
7~Ic

é diferencidvel e nao se anula identicamente em D = {r = 0}, neste caso
diremos que a singularidade 0 € R™ é de multiplicidade k, e que X € o
transformado estrito de X .

2.1.2 Extensoes Blowing-up C*

Seja M C R™ um subconjunto fechado, denotemos simplesmente por
C*(M) o espaco vetorial de fungdes de classe C*(no sentido de Whitney)
sobre M (ver [M]).

Definigcao 2.1.5 Dado um subconjunto aberto U C R™ dizemos que f €
Ck(U) tem extensao-C* o U se f € C*(U). Equivalentemente f € C*(U)
tem extensdo C* a U se para todo x € U existe uma vizinhanga V = V(z)
de z tal que f € CX(UNV).

Seja U C R™ um subconjunto aberto e consideremos a decomposicao
R™ =R™ x R"™™ tal que cada ponto de R™ tenha coordenadas (z, y).

Definigao 2.1.6 Diremos que uma fungdo f € C*(U), tem extensao blowing-
up C* em {z = 0}, se eziste um multi-indice a = (v, ..., ), tal que, ao
considerar a aplica¢do de Blowing-up
¢ : S"IxRt xR*"™™ — R™
(i‘1 T, y) = (TQIJ—:I: vy Taml—'mv y) = (Tailr ]])

a fungio F = fod: ¢~ Y(U) =U — U tem extensio C* a U, (ou seja
f oo € C*U) no sentido de Whitney).
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Observagao 2.1.7 Este tipo de fungdes nos permitem estudar localmente
os pontos nos quais a diferenciabilidade € perdida. Veremos que as su-
perficies Canard estudadas adiante pertencem a tais classes.

Exemplo 2.1.8 No aberto U = R? \ {0}, consideremos a fun¢do

f(.’I:l, 2:2) = -\/1‘% + :L‘%, € CDO(U)

note que f ¢ C>®(U). Consideremos a aplicagio blowing-up
¢ : S'xRt — R?
(.’I_,‘l, To, ’I') — (Tfl, TIZ‘Q)

claramente temos F = f o ¢(21, T2, T) = T.
Note que S' = {T = 0}; se consideramos o aberto

Z/{=¢_1(U) = {(5‘1,532,7')|T>0} = {7 >0}

entdo como F(Z,7) = 7 € C®°(U) temos que F € C®(U) = C®(7 > 0).
Portanto, f tem extensdo blowing-up C* em {z = 0}.

Lema 2.1.9 Suponha que f tem extensdo blowing-up C* em {z = 0} e seja
v € C*([0,6),R™) uma curva (§ > 0) tal que v((0,6)) C U\ {z = 0}. Entao
-~ 1 ~
eziste p € N\ {0} tal que foy=: f € C*([0,67)), (onde f(w) = foy(wP))
DEMONSTRAGAO
1

Seja I = (0,6), I, = (0,67), U = ¢ }(U). Usando a expressao do
blowing-up ¢, é facil ver que existe um ndimero natural p € N\ {0} e uma
curva ¥ € C°°(I,,S™ ! x R* x R*™™) tal que yoyp = ¢o7, onde p(w) = w?,
w € I, wP € I. Por hipétese F'= fo¢ € C*(U); da relagao

F(w) i= for(wP) = f oo p(w) = fohoi(w) = Foiw)

segue f:Fo'"yGC'k(Tp). a

2.1.3 Funcgoes oc-Flat

Definigao 2.1.10 Sejam M C R™ um subconjunto fechado, e U C R™ um
subconjunto aberto. Dizemos que f € C*(U) é co — flat a M, denotado por
fe C}',m_(U, M), se para cada subconjunto compacto I C R" tal que

K\McU
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e para cada m € N, existe uma constante C = C(K, m) > 0 tal que
|f(2)| < Cld(z, MNK))™, VzeK.

onde d é uma métrica em R™.

Em particular se M = {0}, f € C'jlai(U, 0); para todo subconjunto compacto
K Cc R® com K\ {0} c U, ezistem constantesm € N e C = C(K,m) >0
tal que

If(z)] € C(|z™, VzeK.

Exemplo 2.1.11 Vejamos os seguintes exemplos:

1. f(z1,x2) = F(z1) exp(T;—;l) € C’}"lat(U, {zq = 0}), onde F € C*(R) ¢
uma fungdo arbitrdria e U = R?\ {zy = 0}.
Com efeito, como exp(ﬁ) > @, e F sendo limitada em todo com-

pacto K C R?\ {z9 = 0}, eziste uma constante C = C(K) > 0, que
depende de K, tal que

|f(SL’1, Ig)l < Clﬂ?gl, V(.’L‘l, iL‘Q) e K.

2. f(z) = exp(ﬁ) € C’??at(U, {0}), onde U = R™\ {0}.

Com efeito, como exp(l—l—;”—a) > W , € imediato ver que
|f(@)] < lle]|* Ya € RT\ {0}.

3. f(z,y) = lylexp(F) € C,,, (U, {0}), onde U =R*N {z > 0}.
De fato para cada (z,y) € K com a norma da soma em R?, temos

£ (2, )| < lyllel < |2 +2|zllyl + [y]* = (lz] + [y])* = (=, 9)I*

Definicao 2.1.12 Seja M C R™ um subconjunto fechado, e U C R" um

subconjunto aberto. Para f € C>®(M) considere a extensao Whitney f =

E(f) € C*(R™). Diremos que g € C*(U) € oco-flat a f denotado por
€ C3iau(U, M, f) se (g — f) € CF, (U, M).

2.1.4 Blow-down oo-Flat
Consideremos a aplicagao blowing-up
6 : S"IxRt — R"

(Z1y oy Ty T) — (71T, ..., TOT,)
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onde a = (ay, ..., a,) € N*\{0}. Utilizaremos as notagoes (Z,7) = (Z1, ..., Tn, T),
e TEF 1= (TME1; ooy T*Tp)-

Seja F' € C*(U) uma fungio arbitraria definida sobre o conjunto aberto
U={&7)eS"!'xRY 7 >0}, eD={r=0}cS"! o divisor
ezcepcional. Sendo ¢ um difeomorfismo em S*~! x R* N {r > 0}, definamos
sobre U = ¢(U) C R™ a fungao

F(z):= Fog¢1(z)
de onde F € C*(U).
Lema 2.1.13 F € C%,,(U, D) se e s6 se F € Cf,,(U,0)

DEMONSTRAGAO

i) (Condi¢ao Necessaria)
Suponha que F' € C’}’?at(U, D), entao por definicao, para cada conjunto

compacto K C S* 1 x R, tal que K\ D C U, e cada n € N, existe
uma constante C' = C(K,n) > 0 tal que

|F(z,7)| < C(d((z,7), KND))*, V¥(z,7)eK.

Logo como d((z,7), K N D) = d(r,0),temos
|F'(z,7)| < C|t|", ¥Yr>0

consideramos agora um subconjunto cémpacto K c R”, tal que

KA{0} cU = (V).

Logo existe um subconjunto compacto K C S*~! x R*, tal que
K=¢(K), K\DcCU,

assim para cada z € K, existe (Z,7) € K, tal que z = ¢(Z, 1) := 7°Z.

Observemos dois casos
Se 0 < 7 < 1, considere a = maz{ay, ..., @, }, para obter

I71* = |=llzll = l|I="z]|
= [[(T%B1y es T°F0)|
< [T Zy, ..., TOTL) ||

= [l7z|] = l|=l]-
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Se 7 > 1, por compacidade existem constantes B = B(K) > 0,C =
C(K) > 0 tal que |7|* < B e C < ||z]||, de onde:

B
lTlaSE”:’:”’ VCBE’C

Assim resulta

| F ()]

|Fo¢~!(z)| = |F(z,7)]
C(K,n)|7|" < C(K,n)|r|™

<
< C(K,n)Ci(K)"|z][",

onde, C1(K) = maz{1, Z}.
Definindo a constante C(K,n) = C(K,n)C1(K)™ > 0, obtemos

|F(z)| < C(K,n)||z||", VzeKCU.

Portanto 7 € C%;,,(U,0).

ii) (Condigao Suficiente)
Em forma andloga, observemos os dois casos
Se0<r<«1
=zl = [|(7%'Z1, ..., 7" Z,)|

[T \l1Zl] = [

IA

onde, a = inf{ay, ..., an}.
Se T > 1, é claro que |7]|* > 1, e por compacidade existe uma constante
Cy = Cy(K) > 0 tal que ||7°Z|| < Cy; assim temos

[|[°zZ|| < Col7|*, VY(Z,7) € K.
Logo supondo valido
|F(z)| < C(K,m)||z||", VzeKcCU.

Consideremos K = ¢~ 1(K), tal que K \ D ¢ U = ¢~ }(U), sendo
F=Fo¢ ! temos

|F(z,7)|

|F o (3, 7)]
C(K, m)||%z||™
C(K, m)Co(IK)™|r|*™

IA A
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Definindo, C(K,m) = C(K, m)Cs(K)™, temos que
|F(z, )| < C(K, m)|7|*™
e como d(7,0) = d((Z,7), K N D), entdo vale
|F(z,7)| < C(K,m)d((z,7), KND)*™, VK cS"!xR*
Portanto F' € C7,,(U, D).

2.2 Campos Singularmente Perturbados

Nosso objetivo principal serd estudar a extensao da Teoria Geométrica de
Perturbagao Singular(TGPS) as singularidades degeneradas. As Variedades
Centrais (ver préximas segoes) ao longo das variedades lentas constituem
elementos relevantes desta teoria.

Definigao 2.2.1 Uma familia X, o(z) = X(z,€,a) de campos vetoriais so-
bre R™, com parametros € € R,a € (R",0), serd chamada de perturbagao
singular se o conjunto Z = Sing(Xo,) de singularidades do campo Xo, €
uma variedade de dimensao > 1. Esta variedade Z € denominada variedade
lenta.

Exemplo 2.2.2 Vejamos alguns exemplos
(1) A familia planar
Xe oz, y) = (zy + ecos(a))(9/0x) + (zy + esen(a))(0/9y), e,a€R
¢ uma perturbagao singular com variedade lenta Z = {zy = 0}.
(2) A equagao de Van der Pol
X. a(2,9) = (y — F(2))(0/03) + £(a - 2))(9/y), c,a€R

onde F(z) € R[z|, € uma perturbagao singular com variedade lenta

Z={y=F(z)}.
(3) A perturbagao singular
X.o(z,y) = (2% — y® + a2)(9/0z) + (9/0y), <,a€R

tem como variedade lenta Z = {(y — z)(y + ) = 0}
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(4) A perturbagdo singular
Xea(,y) = (2(y — 2%) +0)(8/0) + £(21)(8/y), c,a€R
tem variedade lenta Z = {z = 0} U {y = 2%}

Nosso estudo estara concentrado na andlise local das singularidades de-
generadas, nas perturbagcoes singulares em R? do tipo

Xea(z,y) = <(9/02) + F(z,y,¢,0)(0/8y), (s,a) € R x(R",0)

onde (z,y) € U, x Uy C (R,0) x R, F(z,y, €, a) é uma fungao analitica em
todas as varidveis tal que F'(z,vy,0,0) = yf(z,y) e f analitica e nao divisivel
por y.

Observagao 2.2.3 Notemos que

e Fsta familia satisfaz
0
X0,0($> y) = Y(CL‘,y) = yf<z7y)a_y

o Neste caso, a variedade lenta Z = Sing(Xo,) € a curvaT = {yf(z,y) =
0} de singularidades nao isoladas.

o A familia X, ,(z,y), pode ser olhada como sendo wm campo vetorial
X(z,y,¢,a), sobre um aberto Uy e o C R™T

= F(z,y,¢,0)
1¥ = _ 0
= [

QM. ] <.

2.2.1 Classificagao das singularidades para X,
Singularidades Normalmente Hiperbélicas

Seja X um campo de vetores num aberto U C R" e I' = Sing(X) o seu
conjunto de singularidades.

e Um ponto ¢q € T" serd chamado de singularidade hiperbdlica se
Espec(DX(q))NiR = ¢,

ou seja todo autovalor A\ € Espec(DX (q)) é tal que Re(\) # 0.
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q € I serd dita Normalmente Hiperbdlica se DX (q) tem pelo menos
um autovalor com parte real diferente de zero.

Exemplo 2.2.4 Observemos alguns exemplos

(1)

(2)

(3)

(4)

O conjunto de singularidades T'y, = {y = 0}N{z|f(z,0) # 0} do campo
Y(z,y) = yf(z,y)(0/0y) é normalmente hiperbdlico pois a parte linear
nos pontos ¢ = (z,0) € I'y, € dada por

DY{a)= [ (0) f?q) ] '

Ou seja com a condigdo de que F(z,y,0,0) = yf(z,y), temos que
I'={y=¢ =a =0} é una curva de singularidades normalmente
hiperbolicas para o campo X. , se a%F(z, 0,0,0) # 0.

Para € =0, o conjunto de singularidades

2

(L‘3
Th={y =5 + 51\ {(-1,1/6),(0,0)}

para a familia Van der Pol

72 3

Xeala,y) = (v = (5 + %))(8/8:5) +e(a—2)(9)dy), caeR

€ normalmente hiperbdlico.
Para € =0, o conjunto de singularidades
Th = ({z = 0} U{y = 01\ {(0,0)}
da familia
Xeal(z,y) = (zYy + €cos(a))(0/0z) + (zy + csen(a))(9/0y), ¢,a €R
€ normalmente hiperbdlico.
Para € =0, o conjunto de singularidades
Fh=({y=2}u{y=—2})\{(0,0)}
para a familia abaizo
Xealz,y) = (22 =y 4+ €a)(8/0x) + 2(0/dy), c,a€R

em uma vizinhanga da origem € normalmente hiperbolico. Tal familia
€ denominada familia Transcritical.
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(5) Para € =0, o conjunto de singularidades
Th = ({z = 0} U {y = 2?}) \ {(0,0)}
para a familia abaizo
Xea(z,y) = (2(y — 2°) +2a)(8/0z) +(£1)(9/dy), e,a€R

em uma vizinhanga da origem € normalmente hiperbélico. Tal familia
é denominada familia Pitchfork.

Singularidades Degeneradas

Consideremos novamente a familia X , = E(_% + F(z,y,¢, a)a%; definida
em um dominio U, x R = U, x Uy, onde U, € (R,0) é uma vizinhanca de
zero, para cada (¢,a) E Rx R"; sendo ' = {y = ¢ =a =0} = U, a curva
lenta de Xo .

Uma singularidade ¢ € T' = {y = ¢ = a = 0} = Sing(Xo), ¢é dita
degenerada se nao é normalmente hiperbélica. Denotemos por Deg(Xp,0) C
I" o conjunto de singularidades degeneradas.

Seja By := f(z,0). Entao B, é o autovalor na direcao vertical para o
campo Xo o, em z € I'. Logo Deg(Xo,0) = {(2/,0) €' |By = 0}

Com a ordenagao induzida em I" &~ U,, temos transicoes de sinal para
B, numa vizinhanca V' (z’) de 2’ € Deg(Xop) em T

Vamos estabelecer a seguinte classificacgao:
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(a) Transigao estdvel-estavel (s,s)

Vz € (T'\ Deg)NV(z'), B, <0

Figura 2.1: Transicao estavel-estavel

(b) Transigao instdvel-instdvel (u,u)

Vo € (I'\ Deg)NV(z), By>0

Figura 2.2: Transicao instdvel-instédvel

(¢) Transigao instdvel-estdvel (u,s)

Ya € (['\Deg)NV(z'), z < 2'(resp. 2’ <=z), B, >0(resp. B, <0)
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Figura 2.3: Transicao instavel-estével

(d) Transigdo estdvel-instdvel (s,u)

Vz € (T\Deg)NV(2'), z < z'(resp. z’' <z), By <O0(resp. B >0)

Figura 2.4: Transigao estavel-instavel

Observacao 2.2.5 FEstas transigoes serdo estendidas por continuidade, pela
aplicagdo blowing-up ® as singularidades normalmente hiperbélicas do campo
X o ® nas coordenadas blowing-up.

Exemplo 2.2.6 Para ¢ =0, a perturbagao singular
Xe(x,y) = =(9/0z) + (ay + £)(9/8y), =€R

apresenta a transi¢ao (s,u), na singularidade degenerada (0.0). pois B, =
x, sendo neste caso '\ Deg = {y = 0} \ {(0,0)} a curva normalmente
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hiperbdlica.
Similarmente

Yo(z,y) = £(8/0z) + (a°y +¢)(9/dy), c€R
apresenta a transicio (u,u), em (0,0) onde B, = z?.
Os campos —X(z,y), —Yz(z,y), apresentam respectivamente as transigées
(u,s),(s,s) em (0,0).

2.3 Hipodteses Gerais

Sobre um aberto U = U, x U, x U xU, C (R™"+3,0), definamos o campo
vetorial analitico singularmente perturbado

X = Xeo(z,y) =€(0/0z) + F(z,y,<,a)(0/0y)

com curva critical’ = {y = e =a =0} = U, C (R, 0).

2.3.1 Hipdteses para (X, I)

Consideremos a seguinte expansdo em poténcias de y para F(z, v, <, a)

F(l‘Y Y, &, a’) = Fo(l‘,&', a) + Fl(.’E,E, a)y+ Q(QI, Y, &, a)y2

tal que as funcoes Fy e F} satisfazem as condigoes:
(i) Fo(z,0,0)=0, VzeTl |
(ii) F1(0,0,0)=0
(iii) Fi(z,0,0)#£0, Vz e\ Deg

isto implica que Deg = {0} e I\ Deg é normalmente hiperbdlico.
Definamos agora o inteiro nao negativo u(X)(0) = p como sendo a multiplici-

dade da fungao Fi(z,0,0) em = = 0; o qual implicard que 1%!051}:’1 (0,0,0) # 0.

2.3.2 Hipdteses de Transversalidade para (X, 0)

Consideremos as seguintes expansoes em poténcias de z.

2p—1 00

Foy(z,z.a) = Z Ai(s, )zt + Agp(f,a)zzp + illep(Zlep_H'_l(S, a)z'™h),
i=0 i=2
p—1 20

Fi(z,5,0) = Z Bj(s,a)a? + Bp(s,a)x? + .L'p(z Bpri—1(z,a)2?7h).
j=0 j=2
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(1) Note que pelas hipéteses (z) e (iz) para (X,I"), temos
A;(0,0) = 0, Vi>0,
1 OPF

B;(0,0) = 0, W<i<p-1, B{0.0)=57=

(0,0,0) # 0.

(2) Diremos que a familia X = X, , é transversal a I se a funcao

¢: R"—R¥
a — (Ao(o, a), P oy Agp_l(o, a), BQ(O, a), cony Bp_l(O, a))
for uma submersdo em a = 0. Neste caso, o teorema das fungoes
implicitas garante que, a menos de permutacao dos indices, a funcao
U(e,a) = (g, A(e,a), B(g, a), A;) é um difeomorfismo local, onde A, =
(asp+1, ..., an) serao ditos de pardmetros ndo-essenciais e 0s NOVOS
parametros (g, a, b, A,) de pardmetros adaptados, onde

a; = Ai(e,a), 0<i<2p-1
bj = Bj(g,a), 0<j<p-1
Ar € Ua C(R%,0)
2.3.3 Blowing-up Principal
Nas condigées anteriores, o Blowing-up quase-homogéneo utilizado serd
G:SPZXR"P xR — RZxRxR¥P xR

((i; .@7 5, C—Lia 5]')7 ATv T) —t ((557 y): & (ai’ bj)) AT)

descrito pela correspondéncia

z = TI
y = TPy
g = 7ptlg
= a; = TP7%g;, i=0,..,2p—1
b, = T”_jl_)j, 7=0,...,p—1
LA = A

onde p = u(X)(0). Tal transformagao serd chamada de Blowing-up princi-
pal. A familia X sera dada por

X = (,_ip)XO(I)

No capitulo 4 estudaremos a expressao de X em detalhes.
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Capitulo 3

Variedades Centrais sobre
['\ Deg(X)

3.1 Linearizacgao

Aqui fazemos a construgao de variedades invariantes pelo fluxo de um
campo vetorial singularmente perturbado X, da forma X = sa—az—kF (z,v,¢,A) g—y
definido num aberto de R2. Tal variedade serd definida por uma funcdo
condigao inicial.

Consideremos os seguintes dominios

U, € (R,0), um conjunto aberto e conezxo,
U, = R,

U. € (R*,0),

Uy € (R*0).

E suponhamos que X estd definido sobre o aberto
U=U,xUyxU: xUy
satisfazendo as seguintes condicoes
(i) F e CvU),
(ii) F(z,0,0,0)=0,
(iii) B, = g—’;(;r, 0,0,0), é tal que |B;| > d > 0, para algum ¢ > 0.
Daqui notemos que

33
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. (1),(ii) implicam que a subvariedade

é uma curva de singularidades de X em U.

. (iii) implica que ' é uma subvariedade invariante normalmente hi-

perbdlica; para ver isto é suficiente olhar a parte linear do campo no
ponto (z,0,0,0) na base {%, %}

0 0] 0 0
DX(z,0,0,0) = [ %(%0,0, 0) %(m,0,0,0)] - [O B, ] )

. Pela conexidade de I' = U,, B, nao muda de sinal, para todo z € I

. Ocampo X = ¢(9/0z)+F(z,vy, ¢, A)(9/0y) tem associado uma equagao

diferencial de primeira ordem.

{ T=c
9= F(z,y,¢, A)

para cada (z,y) € U xU,, dependendo analiticamente dos parametros
(E,A) e U:. x Uy.
Equivalentemente podemos escrever a equacao diferencial

r =€
y = F(z,y,¢, A)
s'.:()
A=0

para cada (z,y,¢,A) € Uy x Uy x U: x Uy. A parte linear de X no
ponto (z,0,0,0,) € I' = U, é dada por

L = DX(z,0,0,0) =

co oo
coWo
oo -
i3]
codo

Como |B,| > § > 0, o espectro de L no espago R"3 = R x R x R,
pode ser decomposto como

o(L) =0s(L)Uo(L)Uo,(L)
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onde
os(L) = {A=a+if:a<0},
o.(L) = {A=a+if:a=0},
ou(L) = {A=a+1if:a>0}.

n+2 2
Notemos que o subespago R 7 € gerado pelos autovetores correspon-

dentes aos autovalores A € o.(L), e R, = R é gerado pelos autovetores
correspondentes aos autovalores B, € os(L) U oy (L). Assim

e se B, >0, entaoos(L)=¢, eR, égerado por autovetores
correspondentes a B, € o,(L).

e se B, <0, entdoo,(L)=¢, eR, égerado por autovetores
correspondentes a B, € o5(L).

Agora colocando Uz e a4 = Uy X Ue x Ug = U N {y = 0}, o teorema da
variedade central local implica no seguinte resultado:

Proposicao 3.1.1 Seja z € T wm ponto arbitrdrio. Entio para cada k € N
eriste uma vizinhang¢a Vy . 4 de © em Uy 4 € uma fungdo Ck(VI,E,A,R)

w : Voea—Uy
(z,6,A) — y = w(a, e, A)
tal que
o w € definida em Ve 4,
[} w(a:,0,0) = 0,
o W =graf{y=w(z,¢,A)}, é uma variedade invariante por X.

DEMONSTRAGAO
Ver [AKk],[JS].

IV serd dita uma variedade central local em z.

Observagao 3.1.2 Consideremos X (z,y) = 553; — ya—ay. As variedades in-
variantes por X, neste caso

W =graf{y=w(z,2)},YveeR,e >0

sdo dadas por W = graf{y = i(s)eﬂ:! },comi(e) € C*,i(0)=0exp <
arbitrdrio.
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3.2 Variedades Centrais Formais

Proposigao 3.2.1 Seja z € T = U,, W = graf{y = w(z,s, A)} wma
variedade central local em z. Entao existem vizinhancas abertas Uy de x e
Uy € (R™,0), e fungées analiticas wi(z, A) € C¥(Uy xU,), ¢ > 0, definindo
uma unica série formal

W(z, e, A) = szcc Aet, ce U e (R,0)

tal que w € C%y,, (U x U, {£ = 0}, W).

DEMONSTRAGAO
Observe que esta série pode ser escrita como

W(z,e, A) = wo(z, A) + M(z, ¢, A)

onde
M(z,e, A) = wi(z, A)e'.
=1

Assim, usando o teorema da fung¢do implicita e um argumento indutivo, a
demonstragao serd feita basicamente em dois passos:

1. (Primeiro Passo)

Note que para o campo
X(z,y,¢, A) = £(0/0z) + F(z,y,¢,A)(0/9y), €R, Ae (R",0)
o conjunto de singularidades
Z(X) = {lz,y,6,A): X(z,9,¢, A) = 0}
= {(z,9,6,A):¢ =0, F(z,9,0,4) =0},

é uma subvariedade em U = U, x U, x Uz x U4 de codimensao 2 =
dim({(y,€)}),pertode I' = {y = e = A =0}.

Como o campo X satisfaz a hlpotese |‘)5(r 0,0,0)] > ¢ > 0. fixado
(z,A) = (z,0) (Z(X) C {(x. A)} = U, x R") existe uma vizinhanga
aberta conexa Uf) C Uy de .A = 0, tal que

oF
a—y(.lr,0,0,A) £0, zelU,, Aec Ug,
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daqui pelo teorema da fun¢do implicita, existe uma tnica funcao analitica
y = h(z, 0, A), definida sobre U, x {0} x U9, tal que F(z, h,e, A) = 0.
Definindo wg(z, A) := h(z, 0, A), fica mostrada a existéncia da fungao
wo tal que

Z(X)Z{(it,y,E,A):E:O, y:‘wO(mrA)}'

Note que, fazendo a mudanca analitica de coordenadas

{y =y —wo(z,A)

r = T
temos F(z,y,¢,A) = F(z,y — wo(z, A),¢, A), e na base {Z, a%,}, o

campo X tem a nova expressao

a 2
X—5%+F(-’E,y,~,A)3—y

onde F'(z,y,¢, A) = F(z,y — wo(z, A), g, A) + (0/0x)wo(z, A)e.
Daqui claramente obtemos:

F'(z,0,0,A) = F(z,0,0,4)=0 e

o ., 0
a_y/F ((E,0,0,A)l - la_,yF(maO)O:A)|> d.

Observamos que as hipéteses para o campo X = (¢, F') s@o preservadas
pela mudanca analitica no espago de fase (z/,y) dado acima.

2. (Segundo Passo: Existéncia de w;, 7 > 1)

Vamos mostrar a existéncia das fungoes w;(z, A),7 > 1, recursiva-
mente. Para tal vamos escrever a série

M(z,s, A) = wi(z, A)e'
i=1

onde w; € C¥(U, x Uﬂ).

Vamos ilustrar o procedimento calculando w;(z, A).
Consideremos a série(mudanca analitica)

f((.l: y, s, A)=y— ﬁ(.r, =, A).
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Olhando o campo X como operador derivagao sobre o conjunto das
séries formais, note por um lado que

~ 0 - 8 e
X(K)(z,y,s, A”y:ﬁ(m‘s,A) = ea[y - M)+ Fa—y[y —M]=0

e por outro lado temos

Il
|
m

21\/[ ,

o —~

d —
F—[y—-M] = F.
gV ~ M ]
Portanto obtemos a relagao formal

8 = —
sgl\/[(m, e, A)=F(z,M,e, A).

Daqui sendo F' analitica em todos seus termos consideremos a seguinte
expansao em y.

o0

F(I, Y, &, A) = Zfi(:z:) ‘E’A)yi

1=0

Como y = M , obtemos
0 — .
sa—xl\/f(m, g, A) = fo(z, e, A) + M(z, ¢, A)[fi(z, <, A) + O(¢)]

Com a finalidade de relacionar coeficientes de ambos lados desta igual-
dade , tomemos as expansoes

folz,e,A) = > foj(z, A e

j=0
filz,e,A) = > fij(z, A
j=0

Lembremos que pela primeira parte vale
7] . .
F(2,0,0,4)=0,  |5-F(2,0,0,4)[>3>0, A€ Us.
Y

De onde obtemos que

fo(z,0,4) =0, (z, A) € Uy x UY
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e consequentemente
foo(z, A)=0,  V(z,A) €U, xUJ.

Notemos também que vale

ad 2 .
%H@M%M=hmam+§)M%&m¢”
=2

de onde obtemos

3]

@F(m, 0,0, A) = fi(z,0, A).
Conseqlientemente da expansao de f; vale

fro(z, A) = fi(,0,A4) = i1?(3:00,4)7&

Das expressoes acima temos
0 — > o
e—M = =
Oz g Oz

fO(fIZ,S,A) = EfO,l(xaA)+EZf0,j($)A)€j_ly

71=2
M(fi +0() = ewifio+O(e).
Logo, a equagao formal
0~ —
e—M = M €
(91’1 M(f1+ O(9))
pode ser escrita como

o 5 '
e Z ——’LU]'EJ = Ef(),l + Swlfl,o + 0(52)
= ox

ou também como
0(<?) = efo1 + swy fro + O(<?).

Agora fazendo = = 0, apés uma divisao por ¢ nesta tltima igualdade,
obtemos

0= fo.+ wifio-
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Logo podemos definir w; como sendo

—fou(z, A) 0
wy(z, A) = ————=, Y(z, A) € Uy x Uy.
1( ) fl,O(‘T) .A) ( ) A
Notemos que wo pode-se obter, dependendo de w; e dos coeficientes
f,],(1,3=0,1)

De maneira similar é possivel determinar recursivamente as funcoes
w; dependendo de f;; e w; ,(I =0,1 ;5 < 1) (o fato importante neste
procedimento é o uso sucessivo do teorema da fun¢ao implicita nas
mudangas analiticas do plano fase). Isto encerra a demonstragao.

a

Observagao 3.2.2 Em geral, a série formal W é divergente.

3.3 Variedade Central Dinamica

Observagao 3.3.1 Para algum conjunto fechado M C U, x U4, € possivel
mostrar que sobre o conjunto fechado {¢ = 0} x M wale

D w0, )= wila,A),  VzA)eM, i20

onde D' é o operador deriagao de ordem 1.
Logo a serie W (z,e, A) = 3 o2, wi(z, A)e' identifica-se com um inico ele-
mento de C*°({e =0} x M).

Assim, para cada ponto ' € T' = U,, podemos restringir a variedade
central formal W(:c, e, A) a {z = 2'}, dada pela fungio

Wy = W(a' e, A) = wi(z/, A)e', Ve, A) € Uc x Up.
=0

Definicao 3.3.2 - Dado um conjunto aberto V. C (U-N{e > 0}) x Uy4.
A fungao i :V — U, € C* ¢é chamada fungao condigao inicial para
o campo X emz' €T se

i€ Cx(V, {£=0},W,)
ou seja para algum subconjunto compacto K C 'V
16 = W) (e, AN < Clls, A) = (0,417 = Clel°,  ¥(=.d) € K

onde C = C(K) e a sdo constantes positivas, e K —{¢ =0} C V



3.3. VARIEDADE CENTRAL DINAMICA 41

- Para xo,z1€ T, 9 < 71, definimos 'y, z, = [To,z1]

Proposicao 3.3.3 Sejazg € T, i € fla.t(V {e = 0}, PVI ) uma fungado
condigao inicial arbitrdria para o campo X em xqg e seja By, < 0, (ou seja
DX (xo) € hiperbdlico estdvel). Entao para todo x1 > o suficientemente
prozimo, existe uma vizinhanga N C U 4 da origem (s, A) = (0,0) tal que
considerando a restrigao de i ao conjunto
O:=VNN

eriste uma nica fungao w(z, <, A) € C* definida sobre I'yy 5, x O tal que

(1) w(zo, e, A) =i(e, A);

(i) W = graf(y = w(z, ¢, A)), € uma variedade invariante por X;
(i) w € CF, (Lagzy X O,{e =0}, W).

DEMONSTRAGAO
E suficiente considerar alguma C* variedade central

W' =graf{y=h(z,e, A)}
em algum ponto z € 'y, ,,; e mostrar que
w =w—h e€Cx(U,{e=0}), U Clgq, xO.

Com efeito, pela teoria de formas normais para campos singularmente per-
turbados (ver Apéndice de [DP]), temos que a familia de campos de vetores

Xea=¢<(0/0x) + F(z,y,¢, A)(0/0y), ee€R, Ae (R"0)
é C*-equivalente ao campo
(', y, ") =£'(8/02") + sy'(0/0y), =€R,se {-1,1}
por uma mudanca local de coordenadas de classe C*
(z.y,8,4) — (2,y, & A) = (2, y - W, A).
Nestas coordenadas temos

I‘P/ = {1/, == 0}. y:_,“A,(;'l’{)) = il(f/,A/): I S f[fl[ Ul { e = 0} .
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Para z(, = 0, as trajectdrias de Y passando pelo ponto inicial (zp,yg) =
(0,7'(¢', A")) sdo dadas por
g(t) = €,
Y() = esp(—t)i(e!, A).
Assim w' = w — b’ pode ser definida por
(e, A se /=0
'wl(zlasl’A,) = { 7’( : 12 (< / ’ /
exp(—%)i'(e’, A') ,se 2'>0
Sabemos que a fungao g(z/,¢’) = ea:p(—“;—:), é uniformemente limitada na
regido {(2/,¢')|z' <0, ¢ <O0}; similarmente suas derivadas parciais
831-{-529
asl 117/8325/

sao uniformemente limitadas; por exemplo no caso s; = 2,s9 = 3, obtemos

asl+szg . :L"3 $/2 CEI 1
—8511’8325’ ~ g(fB , € (g]g — 12577‘ + 36576 — 246'75')
# a1
= exp(—=)P(7) 55

onde deg(P) = s9, e como é sabido do célculo que

exp(—ﬁ—,’)P(‘g—,') —0 , o — +o0;
exp(—ﬁ—,:)P(“E’—,:) —0 , & —0;
exp(~Z)P(E) — Cte , < — oo

para todo polinomio P(“g—,'), com deg(P) = n > maz{si,s2}; logo po-
deriamos obter constantes positivas, C = C(s1,s2), a = a(s1,s2), 8 =
B(s1, s2), tal que

gs1tszg C

g1a'Ps2¢!’ — zlag!B’

Assim, como i'(', A") € C’?fat(U', g’ = 0}), temos que

i'(e', Ag(al,€") € CRi (U, {£ = 0}),

de onde
w—h =w' e Ci (U, {<=0}).

Isto conclui a prova (veja Figura 3.1).
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Figura 3.1: Variedade Central Dindmica Normalmente Hiperbélica.

Observagao 3.3.4 1. Para cada ) < g, com By, > 0, usando o fluzo
com tempo negativo mostrariamos o resultado com as mesmas con-
clusoes.

2. Colocando T = Izoz1, 0 conjunto Op C U o € chamado de regido
Canard e PVf, é chamada de variedade central dinamica sobre T.

3. Para singularidades semi-hiperbélicas sempre ezistem Of e Wr.
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Capitulo 4

Geometria no espaco fase de
X

Daremos explicitamente a estrutura analitica para a familia X no espaco
de fase U = U, x Uy x U x U 4.
Consideremos ao longo da sub variedade N = {z=y=¢c=a=b=0} C U,
o Blowing-up

T = TZ
y = 7Py
e = 7Ptz
o= § a; = T®7a;, i=0,..,2p—1
b; = Tp_jEj, j=0,...,p—1
LA = A

onde p é a multiplicidade da fungao Fj(z,0,0) em z = 0, dado no capitulo
2, segao 2.3; e definamos o campo X sobre o aberto

U =d&"YU) e S+ x (R"%,0) x (RT,0).
(Aqui, (R*,0), representa a familia de vizinhangas da origem).
Observagao 4.0.5 Notemos que
- O campo X |y se anula em N.

- O campo X se anula sobre o conjunto D = ®~}Y(N) = {r = 0} n
U. (isto decorre diretamente da relagdo X (1) = TH(Z)) pois TPz ¢
integral primeira para X ; isto mostra que o conjunto D ¢ invariante
por X, e em particular qualquer fatia

Do =DnN{A. =AY}

45
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¢ também invariante por X.

A familia {¢, a;, bj, A, } é uma colecao de integrais primeiras para X as quais
definem uma folheagao 2-dimensional F = {de = da; = db; = dA, = 0},
sobre U \ N. Sobre U \ D o pull-back de tal folheagdo é dado por F =
{d(7P*1?) = d(7%~%G;) = d(7P7Ib;) = dA, = 0}.

O fato relevante é que a folheacao F é estendida ao Divisor Excepcional
D. Esta folheagao é definida pelo sistema de equagoes de Pfaff.

= d(e) = (p+ 1)7Pad(7) + Tp+1d(€)

d(a;) = (2p— i) PG d(r) + TP~ d(a)
d(b;) = (p— 7)™ bid(r) + TP d(b;)
= d(A)

Il

o O o O

Para descrever totalmente esta folheacio e a dindmica do campo X sobre
D, precisaremos de trés cartas projetivas que denotaremos por Kz K.iz.
respectivamente.

4.1 Folheagao regular sobre a carta K;:

Sobre o subconjunto Uz = {€ > 0} ¢ U = ®~}(U); existe um difeomor-
fismo

©e Uz — R332 x (RT,0) x (R*3P,0)
((2,9,6,a,b), A4, 7) — ((£,9),¢, (A, B), A)

mapeando D N Uz, sobre D= {é = 0} = R*+2 x (R"3P, 0),
e tal que, o difeomorfismo &z = ® o gogl, é dado por

(z = &F

T
y = &y

(I):== ‘ i ig:_l, . )
a; = & A;, 1=0,....2p—1
bj = e7IB;, j=0..,p-1
LA = A

Definiremos a carta K= pelas coordenadas (. y, ¢, 4, B. A,), dadas por
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FOLHEACAO REGULAR SOBRE A CARTA K:

&
8l

My <
I
N

;;l>
F,DI
(l.§|
|

o
brd

<.

=%

\
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A folheacdo F é descrita nestas coordenadas pelo sistema de Pfaff (res-
tricao a carta K;)

0

0
0
0

o que é equivalente a {d¢ =

d(EP) = (p+ 1)&Pd(#)

A(FP7A;) = (2p — 1)EP T A(E) + €PN d(A))
d(7IB;) = (p — §)& 7 Bid(é) + &7 d(B)
d(Ar)

a folheagao F é regular(ver Figura 4. 1)
Como X é sempre tangente 4 folheagdo F, o campo X|u. é de fato uma
familia analitica regular definida na carta Kz

tendo espaco fase {(z,7)} e parametros (&,

;

T 54
gy = F

XO(I)E—:{ S- - 0 N
A =0, i=0,..,2p—1
Bj =0, j=0,..,p—1
(A =0

A, B, A;) em ¢z(Us).

Calculemos a expansiao F = Fy + Fiy + Qy? na carta K.

Fo(:r, = A)

2p—1

Za( Azt 4+ 2%P[ag,(e, A) +Za2p+1 1(s, Azt

i=0 2

1=2

2p—1 oo
~Ip—1 ~i ~1 ~Ip ~ ~ -
E PN 8T 4 3P [ag,(2, A) + € E aspi-1(s, A)E
i=0 i=2

2p—1

2Py A +a(A
1=0

~p T
g pFo.

)+ O(3)]

dA; = dBj = dA, = 0}. Portanto no aberto Uz
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onde agy(s, A) = a(A;) + O(€). Similarmente obtemos

p—1 oo
Fi(z,e,A) = Y bj(e, Az’ +2P[by(c, A) + Y bpyj-1(e, Az’ ]
j=0 j=2
p—1 oo
= ) @IBET + @iPlby(e, A) + €Y bprja(e, AT F T
=0 J=2
p—1
= &) B;# + B(A)Z" + 0())
7=0

= é?Flv

onde by(e, A) = B(A;) + O(€).
Agora considerando a expanséo Q(z, vy, ¢, A) = Q(A;)+0(€) = Q, o sistema
de equacoes diferenciais associado sera

(

z ép
y = @Fo+Fy+Qy
E =0

Xo®e=9 4 _ 0, i=0,.2-1
B; =0, j=0,..,p—1
(A = 0

Daqui fica claro que o campo X = }%X o ®; é dado por

> 7] ~ ~ o, 0
X =+ [Fo+ Fig+ Qi* ==
8§:+[ o+ Fiy+Qy ]8g}

Lembramos que por hipétese By = B(0) # 0, a(0) =0, e Qo = Q(0). Em
particular, na fatia Do = D N {A, =0} o campo X é a familia de equacoes
diferenciais ordinérias de primeira ordem

4 = Fo(& A)+ Fi(&,B)j+ Q”
R""B(QO) = 2p—1 ~7 p—1 = =P =2
Dol Ad’] + [ijo B;z? + Boa?|y + Qoy
Conhecida como uma familia Riccati, note que R p(0) é uma famnilia de
equacoes lineares.
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F

Figura 4.1: Folheagdo Na Carta K.

4.2 Estudo nas cartas K.z,

Consideremos um subconjunto aberto Uyz = {+Z > 0} c U = &~1(U)
e consideremos o difeomorfismo

Otz Uz — (RT,0) x R%+2 % (R*%,0)
((2,7,5,8,b), A7) — (&, (9,¢,6,D), A).

Mapeando D N Uiz em D = {& = 0} =~ R3*+2 x (R™"3P,0) e tal que o
difeomorfismo ®1; = ® o 11, é dado pela correspondéncia

( = +z

= Py

Fptlg

Pz =0 o = @, i=0,..,2-1
#PIb;, j=0,...,p—1
= A

nh < 8
Il

8
|

PN
Il

>

Aqui as coordenadas (z, (7, €, @, b), A;), sao definidas por

(

=y B
o
L~
H H
S N N’ ey
< < Sl
+ 81
e
S
=
3
—
m)

2 M
Il
o~~~

S B
=
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Nestas coordenadas observemos que a folheacio F ndo é regular, pois é
definida pelo seguinte sistema de equagoes de Pfaff.

0 = d(EPte) = (p+ 1)&Péd(z) + 2P d(é)

0 = d(@* %) =(2p— )2 " ad(2) + 2P 'd(a:)

0 = d(@7b;) = (p— j)3P 7 1bd(&) + 2P d(b;)

0 = d(A,).
Com a finalidade de descrever melhor tal folheagao, consideremos o Blowing-
up

T - R? x S% x (R*%,0) x Rt — RZx R xR¥ xR*™%
((2,9), (&6, B), A, R) — ((2,),,81,b5, Ar).
da subvariedade
T={=a;=bj=0, 0<i<2p-1, 0<j<p-1}

definido pela expressao

(j,']:l, AT‘) = (§:7Q)Ar)

é = Rprtle
= a; = R¥»4;, i=0,..,2p—1
bj = RP—ij, =05 sy =1

Sobre o subconjunto aberto U = {¢ > 0} € U = ¥ (p1z(Ussz)),
consideremos o difeomorfismo
Ve Us — R?x (R, 0) x (R®,0) x (R"7,0)
((i'y Q):(é7 d‘i)Bj)7AT) — ((:iv ’}7),6, (AHBj)v-AT)
Mapeamos D = {R = 0} em D = {e = 0}, e tal que o difeomorfismo
V;=WVo cpé—l é dado por

(2,9, 4,) = (&7 4)

é = eptl
\I,é— a.i = e?p—iAi’ i‘—‘O,...,Qp—]..
b; = iR, §=0,..p—-1

Chamaremos as coordenadas (&, J, e, 4, B, A,) de cartas K45, do Blowing-
up, que sao dadas por

(.',' Ar) = (i‘, gv'Al‘)

e = Reér+tT

=
<>

Pe = .
¢ : = ¢ rtlq;, 1=0,....2p—-1

~

A
B; = @€ I'H‘.‘.'ij. j=0,..,p—1
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Assim obtemos o seguinte difeomorfismo

b1z = Bo(piloTopr))
(I):i:z': o \I/é’

I

dado pela correspondéncia

(2 = &%
y = Py
e — gptlegpt+l
Qo =\ o = a%ieid, i=0,..,2p— 1
1 - ) T Ty Ay p .
b; = ip_jep‘ij, i=0,..,p—1
L Ar = -Ar

Nesta carta, a folheacao F é dada pelo sistema de Pfaff.

= d@Eet) = (p + 1)(Fe)Pd(e)

= d(z% e?P~ TA) = (2p— i)(ze)?P 1 A;d(Ze) + #2P~ie2Pig(A;)
(&
(

(&7 e"™7 By) = (p — j)(&e)P 7~ Bjd(ze) + £"~7 " d(B;)

o O o O

Ar)

l
.

Que é equivalente a {d(Ze) = dA; = dB; = dA, =0}
Observagao 4.2.1 Notemos que

- Para cada A° = (A% B° A%) € Uy, a folheagdo F ¢ definida pelos
niveis da fungdo (&, e) — Ze. Assim a folheagdo

Fie=FUE;UE,
constitui a extensdo de F ao divisor excepcional D U D, onde

Ei = Dn{d=A%
E. = Dn{A=A4%

sao sub variedades 2-dimensionais parametrizadas pelas coordenadas
(g.e. A% ,(&. 9, A%), respectivamente.

- A folha limite E; U E, é uma folha singular da fun¢ao (,e) — Ze
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Nas cartas Kiz_, 0 campo 7(—|Uﬁ é dado por

- 1 _ _
X" =Xy, = (E)X@O(%éoﬁ’wél)
1 _ _
= (E)XO(‘I’wié)O(‘I’O% Y
= ()Xo (Bx0Te)
1
= ()Xo %,
onde
i gpHlert!
g = F*Fpa%ertly
é = FiPePt?
(b Te — s
X0 ez, A =0 i=0,.,2p—1.
B, =0, j=0,..,p—1
AT — 0

Agora observemos na carta Kiz_, a expansao F' = Fp + Fiy + Qv>.

2p—1 (o)
Fo(z,e,A) = > ai(e, Az* + a™lagy(e, A) + D _ agpyizi(s, Az’ ']
i=0 i=2
2p—1
= 3 #F A (xe) +
1=0

+(£2)Plagp(s, A) + 2 Y agppii(s, A)F (£

2p—1

= (D (1) A€ +a(A,) + O()]
1=0

= i.'QPF'Oi,
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onde agy(e, A) = a(A;) + O(Z). Similarmente obtemos

p—l o0
Fi(z,e,4) = Z bi(e’ A):”j + ‘Ep[bp(57 A)+ z bp+j—1(5,A)1'j_1]
7=0 =2

p—1
— ij—jep—ij(ij)j o
j=0

+(£2)P[bp(e, A) + & D bprga(e, A)(£1)T 17

j=2
p—1
= P[> (£1YBjeP™ + (£1)PB(A;) + O(2)]
j=0
= ZPFE,

onde by,(g, A) = B(A;) + O(2). )
Da mesma forma, Q(z,y,¢, A) = Q(A,) + O(2) = Q*. Assim, obtemos a
expressao
B = 8 [F + FiFg + QF97).
Logo, o sistema de equagoes diferenciais associado a X o ®.15, sera

( L 4p+leptl

P[5 + (Fpert + F)g + Q*5)
FiPert?

0, i=0,...,2p—1.

0, j=0,...,p—1.
0

Il

Xodyz =

B SO e O O B
I

3

\

Py s TFE
Portanto, nas cartas K1z_, obtemos a familia de campos vetoriais X com
espago fase (&, ¥, e) e parametros (A, B, A;) dado por:

¥t _ 5optl 9 . . 9 p+2y 9
X = (e )E):i: + F(2,9,e, A, B, A,) 7 + (Fe )Be
3] 5] " 15}
e P+l _ s )
+e (lai_ eae)+F (Z,7, e, 4’B’Ar)0§/’

onde Fi = FOi + (?Pep+l =+ Fli)ll o Qigg

Observagao 4.2.2 Olhando para o campo YI note que
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A funcdo f :(,e) — de, € claramente uma integral primeira para X
pois verifica Vf.X =X (f) =0; ou seja a fungdo f € constante ao longo
das curvas integrais de X . Assim X € sempre tangente d folheagao Fie =
F U E; U E, e portanto tangente ao divisor ezcepcional D = {& = 0} (ver
Figura 4.2).

EA)rn pafticular, tomando Q(0) = Qo,a(0) = 0,B(0) = Bo; sobre o conjunto
Do = DnN{A, =0} temos a familia restrita

9,
:Fep+268e F* (0,9,e,A4,B,0)==

Ibo a~7

onde

FE(0,4,¢,4,B,0) = Ei(e, A) + (FpeP™ + FE(e, B))j + Qod”
2 1

=
Ff(e,A) = Z(:&:l)iAieQP_i

F*(e,B) = Z (1) BjeP™ + (£1)PBo,
=0

Aqui o espagco fase (), e) corresponderia & familia de equagées diferenciais
ordindrias de primeira ordem
9 2p—1
9= b (IS70 () A ] + [Fperti+

Cj‘:B(QO) = o
, SN LY Byer + (£1)PBolj + Qi)

onde (4, B) = (Ao, ..., A2p—1, Bo, ---, Bp_1)

4.3 Relacao entre as cartas K:,K.z,

Lembremos que as cartas Kiz e Kz estao definidas respectivamente
pelas seguintes coordenadas:

(2 = *% r = &
y = iy y = &
< — ,i.p—é—lep—f—l = —  zapt+l
bz = D . b- = - ~.
+Te a; — ‘l,.lp—ze.?p—rAi a; — 52])—1 4
b, = @PIePTIB; b; = é&7B
J J J
LA = A LA = A
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Ee

Figura 4.2: Folheacao Na Carta K_;,.

onde 0<:i:<2p—-1,0<5<p—1.
Consideremos o seguinte difeomorfismo
D¥ .= D(Kz, Kiz.) = ¢zopiroTopr!
(Bowp:") "o (@oprr)o(Top;')
(®e) " o (Buaz 0 Te)
= (®e) ' o Dus,

Onde
T = Z
j = %
g — :‘ﬁ
p=l=J & = =°
c ) A = —2—55;11
Bj = 51»11'
| A, = A,
Logo os difeomorfismos DZ, e (DF)~! sdao dados pelas seguintes corres-
pondéncias
5 — % 0 +<z
pE={ 7 - (D)t ={ ¥ = ('
c g = e : e = =l
(Ai, Bj. A) = (4 B Ay) (Ai, Bj. A) (i, Bj, Ay)
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Observagao 4.3.1 Destas relagoes temos que

- Claramente os difeomorfismos DT e (DE)~! relacionam as coordena-
das (2,79, e, A, B, A;),(Z, 9, &, A, B, A;) que definem as cartas Kiz, ,Kz.

- Os mesmos pardmetros (A, B, A;) correspondem para ambas familias
Xe X—i; portanto também para ambas familias R B(Qo) € CiB(QO).

5 a3 + _ w= .
Isso mostra que a familia C3 g(Qo) = X |p,» Pode ser vista como uma

compactificacio da familia Riccati R4 p(Qo) = X|D0 em T = +oco.



Capitulo 5

Dinamica Assintotica sobre a
carta Kz

Apés a desingularizacao, os campos vetoriais X ,X_i, se correspondem
pelas funcdes DF (definidas no capitulo anterior). Sobre divisor Do={é=
0}N{A, = 0}, vamos caracterizar o comportamento assintético das solugoes
7(z) da familia R4 p(Qo) numa vizinhanga de = +oo. Este comporta-
mento assintético é equivalente (devido ao difeomorfismo (DZ)~1) a estu-
dar as solugoes de C’i 5(Qo) numa vizinhanga de X = 0 com espago fase
(X =%y = (:i:l)pi-'%) e parametros (A, B).

A caracterizagao consistird em definir adequadamente a condigao ini-
cial 7o, tal que o problema de Cauchy [Ra,8(Q0),%(0) = yo] tenha solugao
(Z), satisfazendo y(Z) = o(ZP) ou equivalentemente Y (X) = o(1), sobre
vizinhancas de £ = +oo e X = 0 respectivamente.

5.1 O caso Ry4,(0)

Vamos comecar com o caso especial da familia R4 g(Qp) com B =0 =
Qp, neste caso consideremos a familia linear de equagoes diferenciais

- 2p—1
dy I = 5
. — Aj.: BozP):
T kZ:O kZ") + (BozP)y

onde 4 = (Ag, ... Aop—1), Bo #0.
Pela férmula de variacao das constantes, o problema de Cauchy associado

Y
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com condicdo inicial o tem uma tnica solugao sobre R dada por

okl 2p—1
§(Z) = ™5 [fo + Z ApJi ()] (5.1)
k=0

- Pl
Onde, Ji(z) = [y Tke_BO%dT, k=0,1,....2p— 1.
Notemos que o comportamento assintético destas solugoes numa vizi-
nhanca de # = +oo depende da expansdo assintética das integrais Ji(2)
quando  — Fo0, conseqiientemente dependerd das constantes By e p + 1.

5.1.1 Caso By >0

> +p+1
Como as fungdes Ji(Z) = [y ke POHIT dr sdo crescentes e limitadas
para todo k = 0,1,...,2p— 1, entao vale a igualdade
~p+1 ~p+1 '

oo (e o]
Jk(:i):/ Tke_BOP—H_d'r—/ TR BOHT dr
0 i

Da proposicao 7.4.9 e o exemplo 7.4.6(ver apéndice 1), valem as seguintes
expressoes

o gt k1 kol
()= [ RTar = By DFIC )
0 p+1
o0 #p+1 p+1 zp+1
/ BT gy = L ghpe B R 4 o(ghPe B0 %)
& Bo
onde, I'(z) = [;° 7 te~"dr é convergente para z > 0.

Assim quando Z — 400, Jp(Z) tem a seguinte expansao

+1

p+1 P
Ji (%) —ck<Bo>+(—) k=pe PO 1 o(3kPe 0T (5.2)
Logo, temos o resultado

Lema 5.1.1 As solugées y+(Z) numa vizinhanga de T = oo do problema
de Cauchy [R.0(0), 70], satisfazem o seguinte

(i) 7+(Z) = o(2P), nwma vizinhanga de T = +0oc se e s6 se

2p—1

370 + Z Ck(Bo)Ak =0
k=0

onde yo := y+(0).
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(i) Se p + 1 € par, §_(&) = o(I?) numa vizinhanga de T = —o0, se e sO
mente se
2p—1
o+ Y (=) er(Bo)Ar =0
k=0

onde go := y-(0).

(iii) Se p+ 1 € tmpar, §_(Z) = o(IP) numa vizinhanga de T = —oo, para
qualquer vetor (Yo, A) := (—(0), Ao, ..., Azp_1)-

DEMONSTRAGAO

(i) Substituindo a expressao (5.2) na solugao g () dada em (5.1), resulta
a igualdade

2p—1 2p—1
§u(3) = o e [Go+ > cx(Bo) Akl + ( Z ApzEP 4
k=0

2p—1

+ Z o(z*P)

de onde obtemos

:lj+(:i‘) 1 BoIID+ = = ~k—2p
> = ¢ P+ [y + Z ck(Bo)Ax) + (-—) Z Az *
k=0
2p—1 ~k—p
k—2p0($ )

Daqui decorre a condigdo necessdria e suficiente, mostrando (i).
(ii) Se p+1 é par, vale a relagao

Je(=%) = (=)0 (3)
= (—l)k“[ck(Bo)—}—(?—S%)i'k_pe Bo: l:):l +

o P+l

to(iFPe B )]
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Logo daqui, definindo y_(z) := y(—2), e usando (5.1) obtemos em
forma andloga a seguinte expressao:

2p—1
5 (7 1 Fp+1 B P L
7 -(x) = —Bo%ar [70 + (—1)k+lck(Bo)Ak] +
zP xP k=0
21 2p—1 ~k—
-1 : ~k— AN
Hg) (DA 3 ot T
k=0 =0

onde claramente 7 := y_(0). Assim, obtemos a condi¢ao necesséria e
suficiente (ii).

(iii) Se p + 1 fosse {mpar, obterfamos

Pt

Ji(—F) = (—1)'C+1/ kBT dr
0

zp+1 zp+1
= (_1)k+1[(-51,—)3z-k—1’e’3°':7 + o(#* PP %)),
0

Definindo y_(z) := y(—z), e usando (5.1), obtemos

2p—1

y-(z) _ 1 _pyantl_ 1 ktl 4 =k—2p
= = @t y0+(B—O)Z(—1) Az
k=0
2})-—1 "k—p
,L—Zpo(m )

De onde decorre (iii), para qualquer escolha de vetores
(90, A) == (y-(0), Ao, ..., Azp—1).

Observagao 5.1.2 Neste lema

(~k—p
~ olx . ~ 5 4
- ds expressies (xk-r‘) dadas acima denotam fungdes limitadas numa

vizinhang¢a do & = +20.

- Na compatificagio X = :té, Y(X) = X”g}i(ﬂ:%), o resultado acima
diz que Y (X) = o(1), numa vizinhan¢a do X = 0.
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5.1.2 Caso By <0

- p+1
- . =Bt -
Neste caso as fungdes Ji(&) = [5 TFe” ~°7¥ dr quando  — oo tem a
seguinte expansao assintética

_ zp+1 zpt1
Ju(3) = (B—l)fk—Pe“Bf’ﬁ + o(3k-PeBoTT). (5.3)
0
Por outro lado, se p + 1 é par obtemos
J(—2) = (~)"I(z)
= zp+1 zp+1

= (CDE(GE e T o e T (5.4)

0

E se p+ 1 fosse impar

+p+1

(-8 = ([ ke
0

— zp+1
= (=1)*"[ex(~Bo) + (IB—ll)i‘k_"eB0 P+l
0

zp+1
+o(FFPePo ). (5.5)
Logo daqui, temos o seguinte resultado

Lema 5.1.3 As solugées §+(Z) numa vizinhanga de T = foo do problema
de Cauchy [R4,0(0), 0], satisfazem o sequinte

(i) §4+(z) = o(2P), numa vizinhanga de T = +oo, para qualquer vetor
(?}01 A) = (g+(0)a AOv ceey A?p—l);

(ii) Se p+ 1 € par, y_(&) = o(zP) nwma vizinhanca de T = —oo, para
qualquer vetor (9o, A) := (y-(0), Ao, ..., A2p—1),

(iii) Se p+1 € impar, y—(Z) = o(ZP) numa vizinhan¢a de T = —oo, se e s6
mente se
2p—1
Jo+ Y (=DM le(=Bo)Ar =0
k=0

onde gy := y—(0).

DEMONSTRAGAO
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(iii)
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Substituindo (5.3) em (5.1), obtemos a igualdade

¥+(2) L5 T e 2 £ k=2 k—P)
T) _ 2 BoaT 2 : P 4 3 g 2p 2
w = Yo+ ( ) A s k=p

Daqui, para escolha arbitraria dos elementos
(Yo, A) := (y+(0), Ao, ..., Azp_1), (i) é satisfeito.

Se p+1 é par, definamos y_(Z) := §(—2) e substituindo (5.4) em (5.1),
obtemos analogamente

~ g 2p—1
J-(7) L gt . =1 EEL 5 xF=9p
7P ﬁe r+l yg + ( BO) Z (—1) Akl‘ G
k=0
2p—1 p
k 2;70(1: )

satisfazendo (ii), para escolhas arbitrarias de pares

(g(), A) = (§+(0), Ao, ceey Agp_l).

Se p + 1 fosse impar, definimos §_(Z) := y(—2) e substituindo (5.5)
em (5.1), obtemos a relacao

7-(%) AL S poas
:ip = .._‘e P+1 [yo + Z + Ck(—BO)Ak] +
2p—1 2p—1
1 k+1 k—2 k=2 0($ ?)
+(5;) Z( 1) A ”+Z e

Assim, (iii) é satisfeito; onde 7o := y_(0).

Observagao 5.1.4 Similarmente neste lema

o(z*—P)
ok

As expressoes ===, dadas acima denotam fungoes limitadas numa
vizinhanga do & = +2c,

Nas coordenadas X = :i:%, Y(X)= ngi(i%), o resultado acima diz
que Y (X) = o(1), numa vizinhang¢a do X = 0.
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5.2 O caso R4 5(0)

Neste caso consideremos a familia linear de equagoes diferenciais de pri-
meira ordem

& 2p—1 p—1
=k ~j =y =
pE =:(§£:-Ak$ )4—(§E:f%1ﬂ + BozP)y
k=0 7=0
onde (A, B) = (Ao, ..., A2p—1, Bo, ..., Bp—1), Bo #0.
Pela férmula de variagao das constantes, o problema de cauchy associado
com condicgao inicial yp, tem solugoes tnicas dadas por

2p—1
§(&) =e"Pgo + > A IF (2)), (5.6)
k=0

onde

JP(z) = /OTke—P“)dT, k=0,1,..2p—1,

g Pl
P(F) = / (" By + Bor?)dr
g P getl
= Byi+Bi—+..+B,_1—+B
oz + 12+ + p1p+ op+1

Observemos que

P+l Fpt+1
) = deg(P(z)), P(2) = Bo

deg(Bo )

(o(1) +1)
p+1
Como no caso anterior, o comportamento assintético destas solugdes numa
vizinhanca de £ = 400, dependerd das expansoes assintéticas das integrais
J,f (z) quando T — +oo; por tanto das constantes By, e p + 1.

O estudo é feito em dois casos.

5.2.1 Caso By >0

- - E k- -
Neste caso as funcées JF (i) = I 7ke=P(T)dr sao convergentes numa
vizinhanga de & = ~0o; logo vale a igualdade

o T
r) = / he PMdr — / e PN dr.
0 J i

Ji(
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Como o segundo somando satisfaz
k_—P(&) -k _—P(z) =k—p ,—P(Z)
/Te_P(T)dTNle s fce T Pe
3 | = P'(2)]  Boar(o(1) +1) Bo

entao temos a seguinte igualdade

~1, ; i :
JP(z) = Ck(B)+(B—0):E"_pe_P(I)+o(a;1‘_Pe_P(I)), (5.7)

onde, Ci(B) = fooofr 'e~P(")dr é uma funcao de classe C* no pardmetro
B = (B, ..., Bp—1) € é tal que Ci.(0) = ci(Bo).

Lema 5.2.1 As solugées y+(Z) numa vizinhan¢a de T = Foo do problema
de Cauchy [Ra, B(0),90], satisfazem o seguinte.
(i) 9+(Z) = o(ZP), numa vizinhanca de T = +0o0 se e s6 se
2p—1
jo+ Y Cr(B)Ax =0,
k=0
onde Yo := y+(0), B = (B, ..., Bp-1).

(1) Sep+1 é par, §—_(z) = o(zZP) numa vizinhanga de T = —co, se e s6 se
2p—1
do+ 3 (—1)Cu(B) Ak =0,
k=0
onde yo 1= Y- ( ) ( BO’-"J(_1)k+lBk)"')_Bp—l)'
(iii) Sep+ 1 € impar, y_(&) = o(zP) numa vizinhanga de T = —oco, para

qualquer vetor (3o, A, B) := (9—(0), Ao, ..., Aap_1, Bo, ..., Bp_1).
DEMONSTRAGAO

(i) Substituindo (5.7) em (5.6), obtemos a solugao 3y (z) dada por
2p—1 2p=l 2p—1
74(2) = PG + > Cr(B)AL] + (— Z Az TP+ Y " o(347P).
k=0 k=0
Daqui, resulta que
2p—1 2p—1

(2 1 paye -
y+(z) _ j_peP(r)[yO+ ;)CL AA]+(——) ZAle 2

TP

2p—1 ~k

—p
h— 71) l )
+ Z =

onde, o := y+(0); logo (i) é satisfeito, para arbitrdrios (4. B) R
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(ii) Se p+ 1 é par, vale

p—1 Fi+1 ~p+1
~P(-%) = - Y (-1)""'B; > =

Logo obtemos

JP(-8) = (-)*C(B) + (;—i)ik—pe_})(_i) N
+o(& P, (5.8)

Onde B = (=B, ..., (=1)**1By, ..., = Bp_1).
Assim definindo y_(z) := y(—z) e usando (5.6) e (5.8) resulta que

2p—1

y-(z —F : 5
ig,) = —GP( go + Z )M+ Cr(B)Ak] +
1 2p—1 . . 2p—1 o 2p ( k—p)
+<B—O> PSP PR
k=0 k=0
2p—1
= =" g+ Z 1)*+1Cr(B) Ax] +
2p—1 1
Lk ~k—2p
+ D[ (D A+ o))+,
k=0
onde 7o = y—_(0); logo (ii) é satisfeito para pardmetros arbitrarios
(A, B) € R3.

(iii) Se p+ 1 é impar vale

Tp+1
p+1

Z( 1)1“8 —z + By

Logo obtemos

IE(-8) = (—1)““[(i);z-“—"e—”(—”+

+o(i*Pe~P=5)], (5.9)
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Definindo §_(z) := g(—2) e usando (5.6) e (5.9) resulta que

2p—1

y-(2) 1 pray- 1 k1 4. =h—2p
5 = @ yo+(B—O)I§(—1) Az +
2p—1 oy -
k—2p0(2°7P)
+ZI P zk—p
k=0

2p—1
1 prg. LN k—2p
= =€ Yo + kE_O[BO( 1) A + O(1)]z .

onde 7o := y_(0); logo (iii) é satisfeito para arbitraria escolha de ve-
tores (7o, A, B) € R3P+1,

a

5.2.2 Caso By <0

Neste caso as integrais JF(Z) = Is T*e=P(T)dr, numa vizinhanca de
I = +o00 possuem a seguinte expansao assintética

JP(E) = (;—;)ik_Pe_P(j)—i—o(:i‘k_pe_P(i)). (5.10)

Lema 5.2.2 As solugdes §+(Z) numa vizinhanga de T = oo do problema
de Cauchy [Ra B(0), 7o), satisfazem o segquinte

(i) 9+(Z) = o(ZP), numa vizinhanca de T = +4oo, para qualquer vetor
(g0, A, B) := (9+(0), Ao, ..., Aop_1, Bo, ..., Bp—1).

(ii) Se p+ 1 € par, y—(Z) = o(zP) numa vizinhan¢a de T = —oo, para
qualquer vetor (g0, A, B) := (y-(0), Ao, ..., A2p—1, Bo, ..., Bp—1).

(iti) Sep+1 € impar, y—(z) = o(ZP) numa vizinhanga de * = —c, se e s6
se

2p—1

o+ > (=1)CL(B) Ak =0,
k=0

onde jo := j—(0), B = (=By. .... (=1)F1By, ..., Bp_1).
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DEMONSTRAGAO

(i) Usando (5.6) e (5.10) resulta que

S 2p—1 2p—1

y+(@) _ 1 P 7 =] —k—2p ok 2p0(E57P)
P T oqp go + ( —) Z Az + LZ:O zk-p
2p-1 1
¢ g0+ > [ B JAr +O(1)]z" 7P,
k=0
onde 7o := 94+(0), e assim (i) é satisfeito para qualquer escolha de
vetores (o, 4, B) € R3+1,
(ii) Se p+ 1 é par, vale
p-i j+1 Fp+1
_P(=7) = = S~y g
(-8) = = LB g
Logo obtemos
) = (COFG)E e D
, By
+o(z*PeP(=2))). (5.11)

Daqui definindo y_(Z) := §(—2) e usando (5.6) e (5.11) resulta que

j-(2) Ea
- = = LP(-T)s - k+l ~k—2p
= = ccPe o+( )Z Arz +
29—
+ pX: k—2p O(I )
1 =
- eP(=2) 7 - k—2p.
= = O+Z[ ~(-1)"Ac+ O(1))2

onde gp := §-(0); logo (ii) é satisfeito para arbitraria escolha de vetores
(go, A, B) € R3p+1,

(iii) Se p + 1 fosse impar, entao vale

—P(=8) = = ) _(~1y*1B; 2
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Logo as integrais J,f(—i:) = fo— 78e=P()d7 sdo convergentes, e quando
Z — +o0o, podemos escrever a seguinte expansao assintética

JP(=3) = (~)MICk(B) + (%ﬁk-ﬂe—”-i) +

+o(zFPe~P(=2))), (5.12)

onde B = (=B, ..., (~1)**'By, ..., B,_1).
Daqui definindo y_(Z) := g(—2) e usando (5.6) e (5.12) resulta que

2p—1

7 (i 1 R u =
yi(pl‘) _ i_peP(—I)[go 4 Z (-—1)1”+IC;C(B)Ak] +
k=0
2p—1 g1 ph—
1 L o 0(Z*7P)
e et
k=0 k=0
2p—1

- P(—I) y 4+ Z ’”HCA(B Ak]

2p—1
1 k41 ~k—2p
+ D [ (=) A+ O],
k=0
onde gp := y—(0); logo (iii) é satisfeito para arbitraria escolha de

pardmetros (A, B) € R%.

g

Observagao 5.2.3 Das se¢oes anteriores, notemos que
(1) Se By > 0,e p+ 1 par; Ci(B = 0) = Cr(B = 0) = cx(Bo);
(2) Se By < 0,e p+ 1 émpar; C(B = 0) = c1(~Bo);
(3) Para os respectivos casos onde aparecem as fungoes
Cr(B), Ci(B). cx(Bo). e Ci(B), ex(~Bo):

as condi¢oes iniciais yo := y=(0) sao fungoes lineares dos parametros

(A, B).
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Por ezemplo no caso [Byp > 0,p+1 par| do lema 5.2.1 temos que a
funcao y4(0) — y—(0) € dada por
2p—1

74(0) = §-(0) = = Y [Cr(B) + (—=1)*Cr(B)) Ar,
k=0

para cada (A, B) no dominio comum de definigio contido em U €
(R37, 0).

5.3 O caso Ryo(Qo)

Neste caso vamos considerar a equagao diferencial nao linear dada por

dy . =

d_y: = Bo#P§ + Qoi’,

z

a qual corresponde & familia Riccati R4 p(Qo), situada na origem (4, B) =
(0, 0) do espaco de parametros RP.
E claro que uma solucao é dada pela funcao nula (&) = 0, outra solucao
nao trivial para o problema de Cauchy [Ro0(Qo), %], com Jo = %(Zo) # 0,
é espresa explicitamente por

zpt+1
o eBO pr1
§(@) = —m , (5.13)
Bop z B !
) Jo =9 fi:oe P dt

onde Zp € (—o0, +00), (ver Apéndice 1).
Esta solucao, estd bem definida se o denominador é diferente de zero. Nas
secoes a seguir, vamos fazer um estudo cuidadoso da fungao

tP+1

L(,%0) = Qo / %0 5T dt.
Zo

A seguir, vamos usar este estudo para estimar o intervalo maximal de
existéncia de uma solucdo de R4 p(Qop) para (A, B) suficientemente peque-
nos.

5.3.1 Caso p+1 par
Tomemos as integrais co(Bp) e co(—Bp) definidas nas segoes anteriores,
que podem ser escritas como

_p+1 1
P

o )
0 p+1

).



70  CAPITULO 5. DINAMICA ASSINTOTICA SOBRE A CARTA K:

Temos as seguintes estimativas para L(Z, Zg).

Lema 5.3.1 Suponha que

(’i) Se [Qo >0,Bp< 0,79 < 0], ou [Qo < 0,89 <0,z ZO], entao

[ il -
NPT < (%, %) < 2A;

(ii) Se [Qo < 0,89 <0,z < 0], ou [Qp > 0,By < 0,Zy > 0], entdo
Fq|PFH1

_2\ < L(, &) < AP0

onde X := |Qp|co(|Bol).

DEMONSTRAGAO
(i) — Para[Qo>0,Bp < 0,Z¢ < 0], temos as seguintes desigualdades:
Se —co < x < g, com a mudanca de varidvel zo —t = u, obtemos
To—T — g Pt
. (u=rg)" "
L(.’E,.’Eo) = —QO/ eBo p+1  du
0
To—T B w1 |zg /P!
> —Q( e Pt du)e”® pFl
0

Iiolp+l

o P+1
—|Q0|(/ B0 e du)eB0 pF1
0

v

ZqPH1

|20l
= —|Qolco(|Bol)e™® 1

Por outro lado, se 9 < Z obtemos

= = T pytPtL 0 pgytrtl
L(z,%9) = Qo 0PI dt < QQO/ B T ¢
To 0
= 2|Qolco(|Bol)-

Aqui usamos a desigualdade
(u— .T'o)“’+1 = (u+ |:if0|)‘”+1 > uPtl 4 I:i‘olp+1.

De forma andloga
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— Para [Qg < 0, By < 0,Z¢ > 0], temos as seguintes desigualdades:
Se —oco < T < T
To B (p+1 0 p (p+1
L(z,z0) = —Qo/ 0P dt < —QQO/ P 5TT dt
z 0
= 2[Qo|co(|Bol)-

Por outro lado, se o < &, com a mudanga de variavel t —zp = u
obtemos

T—xo (u+% )p+1
- - (utig)PF7
L(z,29) = Qo/ B o du
0

T—Zo p+1 |3g|P+1
Box By =2
> QO(/ e 0 p+1 du)e 0™ p+1
0

P+ 1Z0lPT!

(o] i 1
Qo(/ PO du)ePo e
0

[
P+l

IV

= —[Qolco(|Bo|)e™
Aqui usamos a desigualdade

(u+ i.o)p-l—l > up+1 4 |§:0|p+1.

(ii) — Para[Qg < 0,Bp < 0,Zo < 0], temos as seguintes desigualdades:
Se —co < T < Tp, com a mudanga Tg — t = u, obtemos
To—T _za)Pt+1
. (uz2o) ™"
L(%,%g) = —Qo/ BT du
0
To—I B WPl B |iD]p+1
< —Qo(/ €0 P du)e”’ Pt
0

o uPHl EDY Ll

B, By lXol

% —Qo(/ e 0 prT du)e ° pHl
0

iq|PtT1

= |Qolco(|Bol)e™® #H

Por outro lado se, 79 < T

T B, 1P+1 x B f])+1
L(z,z0) = Qo/ e " P dt > 2Q0/ B0 o T dt
T 0

Lo

= —2|Qolco(|Bol)-

De forma analoga
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— Para [Qp > 0,8y < 0,Zg > 0], temos as seguintes desigualdades:
Se —o0 < T < Zg, obtemos

P+l

* B [ o Bot—
L(z,%0) = Qo/ e O P dt > —QQO/ PO BT dt
i 0
= —2|Qolco(|Bol)-

Por outro lado se, g < Z, com a mudanga t — o = u, obtemos

T—I )P t+1
R (u+zq)
L(z,z0) = Qo/ PO du
0

|£(PT?

I, 5
< Qo(/ e 0Pt du)e O pHI
0

0 p+1 |39 |P !

BoX—— IZol

< Qo(/ %0 5T du)e™ p
0

inPT1

|zol
= |Qoleo(|Bol)e™ w1

5.3.2 Caso p+1 impar
Neste caso, temos as seguintes estimativas.
Lema 5.3.2 Suponha que

(i) Se[Qp > 0,By> 0,9 < 0], ou [Qy < 0,8y <0,Zo > 0], entdo

b1
L(Z,30) > AP wiT

(ii) Se [Qp < 0,80 > 0,z < 0], ou [Qo > 0,8y < 0,z > 0], entdo

-p+1
To

L(z,Tg) < AePoprT

onde A :=|Qplco(|Bol).

DEMONSTRAGAO
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(i) — Para[Qp> 0,8y >0,

73

Zo < 0], temos as seguintes desigualdades:

Se —oo0 < T < Zg, com a mudancga Tog— t = u obtemos

L(:i‘, ;170)

Il

Anélogamente
— Para [Qo < 0,By <0,

. o )P H!
p+1

To—I (u
— By LutlZo P
—Qo/ e ° d
0

T uP+1 _ |gg P!
p+1 du) e "0 pHl

(v

—Qo(/ - e—Bo
0

© o uPtl &P+l
—Qo(/ e
0
2ol

Ow—_ldu)e c'—IE+L1
20
_|QOICO(|BO|)€BO P

Zo > 0], temos as seguintes desigualdades:

Se g < T, com a mudanga t — o = u obtemos

L(z, zo)

A%

v

(i)

Se 00 < T < Tp, com

L(jv iO)

IN

<

— Para [Qo > 0, B() <0

— Para [Qp < 0, By > 0,

T—TQ Bo(u+ig)l)+l
Qo e
0

p+1
T—Ig
B
Qo(/ e’
0

oo wP+1
—10o|( / B0 ST )
0

du

uPt1

|ZgIP+!
P+ du)e

p+1

Bo

2g|PH!
p+1

= |P+1
p+1

(06}
~|Qoleo(| Bol)e™

Zo < 0], temos as seguintes desigualdades:
a mudanga g — t = u obtemos

/.‘C()—I 4
Jo
—Qo(/

0

190l / T
0

o
|Qolco(|Bo] )™ 7T .

(u+]zg|)PH!
_BO p+1

du

To—T B WP P+l
e

0
0 p+1l du)e 0 p+1

wPt1 B .EP+1
p+1 ([u)e 0 p+1

. Ip > 0]. temos as seguintes designaldades:
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Se g < ¢, com a mudanca t — g = u obtemos

Z—=%0 B (U+10)p+l
L(z,z9) = QO/ e P du
0
T—Io WPl i”Q“
< Qo (/ PO T du) PO

< l0ol( [ PR due
-p+l

= |Qoleo(|Bol)e”

Uma conseqiiéncia destas estimativas é o seguinte.

Coroldrio 5.3.3 Seja y(z) uma solugdo de Ryo(Qop). Suponha que eziste
um ponto o € R, no intervalo de defini¢do de y(z) tal que a lista [Qo, Bo, To, Jo)
satisfaz uma das sequintes condigdes

(i) Sep+1 € par, By <0, e

a) [Qo) 0,520§0], ou [Qo <0,53020], e

_—1< y(z )<1eB°i7’I(%l'
PR AT ’

b) [Qo < 0,20 < 0], ou[Qo > 0,9 > 0], e

ip+l

-1
2\

0 __ .
PO < 7(Zo) <

> =

(i1) Sep+1 € impar, e
a) [Q0> 0,30>0,i‘0§0], ou [Q0<0,30<0,i‘020], e

—1
~ < y(ro) < 0;

b) [Qo <0,By>0,19< O], ou [Qo > 0,8y <0, 19> 0], e

0 < y(3o) < Y:
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Entao, a solugao y(z) nao pode escapar ao infinito em tempo finito.

DEMONSTRAGAO

(i) — Do lema 5.3.1, vale a relagao

|ZgP+!

—AePO TR < L(&, %) < 2.

ip+l

~ o~ ~—1 Bpg=2— .
Se, L(Z, Zo) = Y 16505+ | vamos precisar ter

£p+l ip+1 ip+1

1 Bolo i 1 Bofo__
% 1B « —aePo% i, 2)< %o LeBoser,

Daqui que obtemos

L @) < ieB"i'rg:—ll
\ Y(Zo 2\ )

onde §(Zo) = o

— Do lema 5.3.1, vale a relagao

-p+1
. 20
—2\ < L(%, %) < Ae"wT
P+l

: = = ~—1 By — :
Aqui, se L(z, Zo) = 7 1”05+ | vamos precisar ter

zp+1 zp+1 zp+1
~—1 Bo=2 Bo 90— -1 Bo2_—
Go le® P < —2X, e °PH < gl 0w,

Daqui decorre (i).
(ii) — Do lema 5.3.2, vale

-p+1
o

L(&, ) > —Ae™0wiT

Logo vamos precisar ter as desigualdades

F):+1 1 }g+l
0> joe OHFT > e 0%

V<
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— Do lema 5.3.2, vale

-.E”+1

L(%, 7o) < \ePorT

Logo vamos precisar ter as desigualdades

Ig+l zpt+1
0 < joe PO < Ze 0T

Daqui decorre (ii), e portanto é mostrado o coroldrio.

5.4 Caso Rap(Qo)

Aqui enfatizaremos o caso [p+ 1 par; By > 0], pois este é o caso mais
relevante para o trabalho. Definindo By := Bp,e B_ := (—1)PBy, o caso da
transicao (s,u) é equivalente a ter By > 0 e p+ 1 par.

Neste caso consideremos a familia nao linear de equacoes diferenciais or-
dinérias

2p—1 p—1
d
Rap(Q): Z Agz') + (3 Bjal + Boa”)y + Qoy’.
j=0

Seja U € (R®,0), uma vizinhanca aberta de (A4, B) = (0, 0), e suponha que,
para cada (A, B) € U, associamos duas solugoes da familia Riccati R4 p(Qo)

4B U SR, e yB UL SR (5.14)
tais que :

i) U_oo, U C R, sao vizinhangas de —oc, e + oo respectivamente;

\B)(

il y( z), e z) dependem continuamente sobre (A, B) € U,
i y-

iii) Estas solugoes tem o comportamento assintético

[ 1 -1
Jm X0 = m xSy =0 (519)
para cada (A, B) € U; ou equivalentemente y&'\'B)(.l-) = ofzP) =

.B), - . .
)(.L‘), sobre U_ ., Uy respectivamente (ver Figura 5.1).
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Lema 5.4.1 Suponha que B < 0 (resp.By > 0). FEntdo dada qualquer
constante K > 0, arbitrariamente grande, existe uma pequena vizinhancga
N = N(K) c U de (A,B) = (0,0), tal que para cada (A,B) € N, a

solugdo y(_A’B) (resp. yS_A‘B)) pode ser estendida ao intervalo (—oo, K| (resp.
[_I() OO))
DEMONSTRAGAO
. . - (AB) (A.B)
Os lemas da secao anterior mostram que as solugoes y. "', e yy ',

. - A,B .
sao unicas; realmente para B_ < 0, a solugao y(_ ) pode ser vista como

interseccao da variedade central W_ com o divisor excepcional D, ou seja
yAB) — w_nD.

(Estes fatos serao precisados no préximo capitulo).
Note que para (A, B) = (0,0), y(z) = 0 é uma solugao de R4 g(Qp). Assim
pela unicidade temos

y(_o’o)(:c) =0, VzeR.

Daqui o resultado segue da dependéncia continua das variedades centrais

sobre os parametros (4, B) (o resultado para yﬁj"B), é analogo). O
Este resultado é estendido como segue.
Lema 5.4.2 Seja y(_A‘B) e yS_A’B) como em (5.14). Suponha que existe um

ponto g € U_oo (resp. zo € Us), tal que o valor de y(_A’B) (resp. yiA’B))

parax =1xz9, e A=B =0

y(zo) == y"(z0), (resp.  y(zo) := 43" (z0))

verifica uma das condigoes do coroldrio 5.3.3, da seg¢ao anterior. FEntao,
para cada constante K > 0, arbitrariamente grande, eziste uma pequena

vizinhanga N = N (K) C U de (A, B) = (0,0) tal que, para cada (A, B) € N,
a solugao y&A'B)(I), (resp. yiA‘B)(m)), pode ser estendida a uma solugdo de

R B(Qo) a qual € definida para todo x € (—oo, K| (resp. z € [-K,00)).

DEMONSTRAGAO
.. ~ . _ A.B
Supondo que tal vizinhanca N nao existe, a continuidade de y(i )(.r),
; P4 (0,0 i :
respeito a (A, B) implicaria que y(j: )(.1‘) escapa ao infinito em tempo finito,
isto contradiz o corolario 5.3.3; por tanto este resultado é imediata con-
seqiiéncia dos lemas da secao anterior. O
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p+l  par p+!  impar

BO >0

Bo <0

p+l par p+l  impar

Figura 5.1: Compactificacdes sobre o Divisor Excepcional D.

Pela férmula de variagao das constantes, a solugao geral do problema de
Cauchy [Ra g(Qo), yo] pode ser dada implicitamente por

y(z) = e’ (yo + / Q)ePOdt + Qg / e POy(t)2dt)  (5.16)
0 0
onde
Yo = y(zo)
2p—1 .
Qz) = ZA;-:B"
i=0

P Boz + B, % By By
(x) = Boz+ 1—2—+---+ p—l;"i' op+1-

Considerando o caso (s, u), (B_ < 0,8, > 0), do lema 5.4.1, para K = 0,
existe uma pequena vizinhanca N C (R?7,0), de (A, B) = (0.0) tal que,
para cada (A. B) € N, existe solugtes tinicas y(_A‘B) e yi;'l'B), definidas para
todo © € (—=<.0] e 2 € [0, 00) respectivamente, com os comportamentos
assintéticos (5.15).
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Assim como no caso linear, aqui podemos considerar a fungao distancia

6 : N—R
(4, B) — "7 (0) =y (0).
Lema 5.4.3 No caso (s,u), a fungdo distancia ¢ é definida sobre uma pe-
quena vizinhanga N C (R%P,0) de (A, B) = (0,0), além disso

96
O0A;

para s € {0,1,...,2p— 1}, onde Cs(B) e Cs(B) sao definidas no lema 5.2.1.

= —[Cs(B) — (=1)°*1Cs(B)] + O(4A)

DEMONSTRAGAO
Definamos as seguintes quantidades

o0
I,(A,B) = /0 e Py (B )24y,

—0Q
[_(A,B) = / =P (AB) (1320,
0
Como yiA’B), y(_A‘B) € C*®(N) (pelos lemas da secdo anterior), entao
também temos que I, I_ € C*®°(N).
Da solucao geral dada em (5.16), usando a compactificagdo z = %, = %
e fazendo X — 0, obtemos

2p—1

0=3"P0)+ 3 Ci(B) Ak + Qo4 (4, B). (5.17)
k=0
Similarmente obtemos
2p—1
0 =3"20) + 3 (~1)*1Ck(B) Ax + Qul_(4, B). (5.18)
k=0

Como yf'B)(x) = y(_O'B)(a:) = 0, entao temos [, (0,B) = I_(0,B) = 0, e

consecjiientemente vale
ol oI, 0l ol
DAy T OAy_1" 0By’ 7 OBy

VI, (0,B) = ( 0.8 = (0,...,0).

Assim, subtraindo (5.18) de (5.17), e derivando com respeito a A, para
s€{0,1,...,2p— 1}, obtemos
0]
OA,

= —[Cy(B) — (=1)**'Cs(B)] + O(4).
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a

Observagao 5.4.4 Como valem as igualdades,
Cs(B =0) = Cs(B = 0) = cs(By)

entdo temos a expressao particular

o)
0AsIB=0

= —2¢,(Bo) + O(A)

para todos os indice pares s = 0,2, ...,2p — 2.



Capitulo 6

Dinamica sobre as cartas
Kz,

Aqui vamos estudar as variedades centrais W, préximo ao divisor ex-
cepcional Dy = D N {A, = 0}. Escrevamos as coordenadas da carta Kz,
simplesmente

(z,y,6,A,B,A;) €Uz x Uy x Uo x Uy p x Uy,,

onde
Ui € (R+,0)
Uy = R
U, = Rt
Uap € (R3,0)
Us, € (R™3P0).

Nestas coordenadas, o campo Yi, é dado por
0 0 - 0
Yﬂ:(l Y, € A) = iep+1(x£ - ea—e) + Fi(m1 Yy e, -A)a—yx

com F(z,y,e, A) = Fg:(x, e, A)+ Fli(x, e, A)y+ O*(z,y, e, A)y?, definido
como

2p—1
Ff(zoe,A) = > (1) A + O(a),
i=0
- p—l .
Fi(r,e,A) = FpePt! +) (£1)/BjeP™ + (£1)PB(A,) + O(z),
=0

QF(r.y.e,A) = Q(A,)+O(x).

81
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onde By = B(0) # 0,99 = 9Q(0) e O(z) denotam fungoes analiticas divisiveis
por z.

Para cada parametro fixado Ay = (A4, B, A;), em uma vizinhanca suficien-
temente pequena de A, = 0 os pontos

P ={z=y=e=0,A= A}

w : P : 7w = .
sao singularidades normalmente hiperbdlicas para o campo X, pois a ma-
triz Jacobiana DX (pf"), (resp. DX (p™)) tem um autovalor néo nulo

Bi(A) i= B(A), (resp.  B_(A) i= (1)’ B(A,)).

Denotaremos as constantes nao nulas By := B4(0),B_ := B_(0). Logo, o
conjunto

Sing()_(:t) ={(z,y,e, A, B A)|lx=y=e=0}:=Pr = Uyp xUgu,

é uma subvariedade de codimensao 3, constituida inteiramente de singulari-
dades normalmente hiperbdlicas.

O teorema da variedade central, implica a existéncia de variedades cen-
trais em cada ponto de Py; em geral estas variedades nao sao tnicas. Mais
precisamente temos o seguinte resultado

Proposicao 6.0.5 Para cada natural k € N, e cada ponto fizo py € Py,
existem vizinhangas Vi C Uz . 4 B, A, destes pontos e fungoes Cck

wy : Vie—R
(z,e, A) — y = wy(z, e, A)

tais que:
(l) ’LU—I_—(.’L', 07 0) = 0:

(i) Wi = graf{y = wi(z,e, A)}, sao variedades localmente invariantes
—+
pelo fluzo de X .

Todas estas variedades satisfazem a seguinte propriedade de unicidade.

Lema 6.0.6 Suponha que By > 0, (resp. B_ < 0). Entdo a intersecgdo de
qualquer variedade central local W (tesp. W_), de classe C* com o divisor
excepcional Dp = DN {A, =0}

W.nDy=graf{y=ws(0,e, A)}.(resp. W_NDy=graf{y=w_(0,e.A)})

€ inica e de classe C™.
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DEMONSTRAGAO
A variedade ¢ := Wy N Dy é uma variedade central local de classe C*
para o campo restrito

o . p+2 g -t ; 2
X IDO—:FC 686+F (Oyyve)A’B’O)ay'
onde
2p—1 p—-l
=D (1) 4?7 + [FpePt! + Y (£1)'Bje? ™ + (£1)PBoly + Qoy”.
i=0 §=0

A unicidade decorre do teorema(3.2) em [JS], pois By > 0 (resp. B_ < 0).
O fato de que ¢ € C* decorre do teorema (5.1) em [JS]. a

Consideremos agora expansoes formais em séries de cada variedade cen-
tral sobre Pi.

Lema 6.0.7 Dado um subconjunto aberto arbitrdrio V4 = Vap x Vy, C
Uap xUg,, tal que Vo p € (R®,0) tem fecho compacto e V4, € (R*3P,0),
existem intervalos VE = [0,z4) C RY,(z,,z_ > 0 € U;, dependem sobre
V4) e ezistem séries formais inicas

Wi(z,e, A) = Zw (z, Ae

definidas por uma cole¢do de fung¢does analiticas
wEeC¥(VEXx V), ieN

tais que para cada ponto pr € PL NV y, e cada variedade central local Wy =
graf{y = wi(z,e, A)}, definida numa vizinhanga U deste ponto,

wy € Cfi (U, {e = 0}, W),

DEMONSTRAGAO
Como By(A,) # 0, a demonstragao é similar & proposicao 3.2.1. Os
argumentos sobre P_, sao analogos.

O
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Definigdo 6.0.8 Dado um ponto arbitrdrio zo € VX, definimos as res-
trigoes

o
W:I:,zo = Z wf‘(mo, A)ei
=0

da variedade central formal Wi.

6.1

Regiao atratora

Para & construgao das Variedades Centrais Dindmicas sobre Py, preci-
samos introduzir o conceito de funcao condicao inicial:

i)

if)

Suponha que B, > 0.

Fixando um subconjunto aberto arbitrdrio V4 € U, como no lema
6.0.7, escolhamos um ponto zg > 0 € VI, e um intervalo V., = (0, ep),
para algum eg > 0 € U,.

Uma fungao

it VoxV4—R (6.1)
(e, A) — y =1 (e, A)
de classe C*°, tal que

it € CF,(Ve x Vi, {e =0}, W, 4,)

. ~ D ~—+
sera dita uma fungao condigao inicial para X ' sobre P,.

Suponha agora que B < 0.
Fixemos um ponto eg > 0 € U,. A fim de definir a funcao condicao
inicial, necessitamos do seguinte resultado:

Lema 6.1.1 Sobre as hipdteses acima, existem constantes e,y > 0,
dependendo somente sobre o subconjunto V4, tal que para cada ponto
dado

q0 = {(z,y, e, A) = (0,50, €0, A)} € D,

onde 0 <eg < ey, fyp| <yy, AeVy,
s ~+ _
a orbita do campo X " |p, comegando em qo tem seu w—limite em P, .
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DEMONSTRAGAO

Sobre o divisor excepcional D = {z = 0}, o campo Y+|D é dado por
— 15} ~ 0
XF|p=—ePt2 = + F+(0 Ll

Ip = """ o + I ,y,e,A)By

Como By <0, para cada p € Py, pelo corolério (13.3) dado em [DP]

temos que existe uma C!'— mudanca de coordenadas definida sobre
.. <+ ’ 1 .

uma vizinhanga U, de p tal que X ' |p é C"— equivalente ao campo

ad
V(3 e, 4) =~y — e g(e, ) o

Para alguma funcio estritamente positiva g(e, A) de classe C'. Agora
sobre a regidao {e = 0} é claro que a origem (e, y) = (0,0) é w—limite
para as Orbitas de Y.

Por outro lado como V4 tem fecho compacto, podemos entao cobrir V4

por um numero finito de vizinhangas U, de p € P. De fato podemos
escolher as constantes e,y de tal maneira que a regiao

R* ={(e,y)0 < e<eq, |yl <yy} (6.2)

esteja contida na intersecgao de todos os dominios U, N {A = const.}
a

Diremos que o conjunto aberto RT definido em (6.2), é a regido atratora

para campo vetorial restrito 7+| D, relativamente ao conjunto V4 (ver
Figura 6.1).

Definigao 6.1.2 Uma funcao

i VexVy—R
(2, A) — y = i(z, A)
de classe C°, definida sobre um subconjunto aberto V, x V4, onde V4 C Uy

tem fecho compacto e V, := [0, zo] para algum zo > 0 € V", serd chamada
de funcgao condigao inicial, (para o caso By < 0) se

sup [[i(0, A)[| < y+
AeVy

Agora apresentamos os resultados que definem as Variedades Centrais
Dinamicas.
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Y

(x,A)

Figura 6.1: Regiao Atratora Na Carta K ,,.

Proposigao 6.1.3 Suponha que By > 0 e sejami(e, A) € CF (VexVa, {e =

0},W+,$0) uma funcdo condigdo inicial arbitrdria para X e Ny = [0, z¢] C
R*. Entdo existe um intervalo

Ne:=(0,e1) C Ve, (0< ey <ep)

e uma unica fungdo C*° wy(z,e, A) definida sobre o conjunto aberto Nt =
Ny x N, x V4 que verifica as sequintes condicoes:

(i) wi(zo, e, A) = ie, A), V(e, A) € Ne x Vy,
(ZZ) wt € C??at(N+7 {6 = 0}7W+)l
(i1i) Wy = graf{y =wi(z,e, A)}, é uma variedade invariante por X"

DEMONSTRAGAO
Consideremos o campo —X +, dado por

Xt = etz _ 0y _pr O
X =—e (a:az eae) F

Como By > 0, pelo corolario 13.3 em [DP], existe uma mudanga de coorde-
nadas C* ¢ : (z,y,e, A) — (2, y/, €', A') definida sobre alguma vizinhanca
de p € Py, tal que -X*e C*—equivalente a

V= —y% — PGz, G,A)(l‘% — =),

para alguma funcao C* G(x. e, A) estritamente positiva.



6.1. REGIAO ATRATORA 87

e Para qualquer p € Py, consideremos uma Variedade central local de
classe C* W' = graf{y = w'(z,e, A)} definida sobre alguma vizi-
nhanca U’ de p € P; e mostremos que wy — w' € Tat(U', {e = 0}).
De fato nas coordenadas (z/,y', €/, A’) temos que W’ = graf{y’ = 0}
e que Xt & C* —equivalente (eliminando as *"7" ") a

1 0 5}

Z = —(‘m)ya—y =i ((E% sobre {6 > 0}

=&

9e)”
Agora consideramos a condigao inicial
o= {(.’E, Yy, e, 'A) = (1"07 :I':(e’ -A): €, -A)}

onde i:=i0¢ple CFiui({e > 0} x V4, {e = 0}). A solugdo explicita
do problema de Cauchy [Z, &)| é dada por

e(t) = eexp(—t)
?oeXp(t)
y(t) = i(e(t), A) exp( i 7ing).

8
—~

o~
=

Zy(%0) =

Tomando t = ln(;—o) e substituindo nas outras equagoes, temos a con-
A . A : oky .
vergencia y — 0,e — 0 juntamente com as derivadas ﬁ; isto mostra

e Vamos considerar agora a saturagcdo ¥V do conjunto

£ = U {(z,y,e, A)|z = zo,y = i(e, A)}
(e, A)eVexVy

pelo fluxo Z;(§p) de Z =Y = -x". _
Logo daqui existem os dominios requeridos N, N, como acima, tal
que a restricdo de W a Nt = N, x N, x V4 é definida como o gréfico
de uma fungao wy € C*°(NT); daqui sdo satisfeitas (i), (iii).

O

Para By < 0, temos o resultado andlogo.

Proposigao 6.1.4 Suponha que By <0, seja i(x, A) uma fungio condi¢io

oy N ~+ .. p
inicial arbitrdria para X (como na definigdo 6.1.2 ), escolhemos um ponto
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eo € (0,ey) arbitrdrio (ey, definido na regigo atratora R*) e seja N, :=
[0,e0) C R*. Entao existe um intervalo

Ny =[0,e1) C Vg, (0 < z1 < )

e uma unica C*°—func¢io w4 (z, e, A) definida sobre o conjunto aberto Nt =
Nz x Ng x V4 tal que

(i) wi(z, e, A) =i(z, A), V(z, A) € Ny x Vy,
(ii) wy € C%,, (N T, {e= 0}, W),
(iti) Wy = graf{y = wy(z,e, A)}, é uma variedade invariante por X .

(Veja Figura 6.2)

Observacao 6.1.5 - De forma andloga, definimos R~ e W_ sobre P_;
assim as variedades invariantes W_, W, construidas no processo acima
serao ditas de Variedades Centrais Dindmicas locais sobre P_, P, .

- A classificagdo das singularidades degeneradas dada na segdo 2.2.1
relaciona-se com os sinais de B_ e B, da sequinte forma:

— B_>0,B, >0, se e somente se 0 € " esta no caso (u,u)

(

— B_<0,B4 >0, se e somente se 0 € I" esta no caso (s,u)

- B_>0,B; <0, se e somente se 0 € I' esta no caso (u, s)
(

— B_ <0,B; <0, se e somente se 0 € " esta no caso (s, s)

De fato, nas cartas K,,, temos que os conjuntos P_, P, , estio sobre
a fronteira da contra imagem do blowing-up W=Y(T'); logo por conti-
nuidade o sinal de B_ (resp. B, ) corresponde ao sinal do autovalor
B: # 0 em cada um dos pontos nio degenerados z € I' N {z < 0}
(resp. x e€I'N{z>0}).
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<0/<

Figura 6.2: Variedade Central Dinamica na Carta K_,, .

6.2 Extensao Dinamica das variedades Centrais

Sobre P_, consideremos uma variedade central local arbitraria W_, de-
finida sobre o dominio N~ = N, x N, x V4 por

W_ = graf{y = w_(z, e, A)}.

Observamos que, se fixamos um ponto arbitrario e; > 0 € V., a intersecgao
W_ N {e = e;} é dada pela subvariedade de codimensao 2

é = U {(.‘L‘, y,e,A)z (*Tyw—(xvel&A)»elvA)}'
(2. A)EN.x V4

Como e; > 0, esta subvariedade estd contida no dominio Us = {& > 0}
da carta ;. Na relacao feita desta carta com a carta K_;z, no capitulo 4,
aparecem as igualdades de compactificacao

=k
e
Y
er
= xIe

4B A) = (4, B;, A

= A
Il
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Daqui & pode ser escrito como o conjunto

- o -1
&= U {@580=(=HEA,EA),
(5, A)EN=xV 4 1
onde
N: = EeRﬂéeNﬁ, (6.3)
1

H(EA) = q%4§¢bm. (6.4)

1

Sobre a carta Kz, o campo X é dado pela familia analitica de equacdes
diferenciais de primeira ordem
dy =, . _
E = F(:c,y,s,.A).
Para cada q € &, seja § = #(Z, q) a solugdo analitica do problema de valor
inicial [X, g], definida sobre seu intervalo maximal I(q) = (—oo, Z(q)), que
depende continuamente de q.

Definigao 6.2.1 Usando o fluzo de X, definamos o saturado de é em Ug
dado por

W= |J {i=4¢(¢2)

qe€,zel(q)

Diremos que W~ € a extensdo da Variedade Central local W_. (Ver Figura
6.3)

Neste sentido, a dependéncia continua das solugoes sobre as condi¢oes inici-
ais mostra o seguinte resultado de extensao sobre I(q).

Proposigao 6.2.2 Eziste um subconjunto aberto (possivelmente vazio) O~ C
Nz x V4 tal que para cada ponto q € &|p-, o correspondente intervalo ma-
xtmal de definigao I(q) contem a origem & = 0.

Assim, chamaremos a O~ o dominio mazimal de extensio da varie-
dade central local 1V_. Geometricamente temos que cada curva solucao
comecando em & |o- corta a seccao transversal ¥ := {£ = 0} num tinico
ponto ¢’ € ¥.

Neste sentido a correspondéncia C> ¢ : (£, A) — (=, H(E, A), &, A), mos-
tra o seguinte resultado.



6.2. EXTENSAO DINAMICA DAS VARIEDADES CENTRAIS 91

Figura 6.3: Extensao Dinamica da Variedade Central na Carta K_,_.

Corolédrio 6.2.3 Seja q € £|o- com coordenadas

q= {(i: Y, €, 'A) = (_——1’H(§7 A),E, A)}

€1

e seja ¢’ = ¢(q,0) = {(2,9,¢, A) = (0,y,¢, A) }, o unico ponto onde a drbita
{7 = ¢(Z,q)} comegando em q corta £. Entao a aplicagdo
Y. : OO —R
(5, A) — ' = Y_(, A)

€ uma fungao C*(0O7).
A funcao Y_ sera chamada de Fung¢ao Transporte
- Similarmente sobre Py, temos a extensao dindmica WW* da variedade

central local W, e o dominio maximal de extensaio Ot C Nz x V4

de TW,: definimos também a correspondente fungao transporte Y., :
Ot — R.

Geometricamente, o grafico destas funcoes Y_, Y. descreve a inter-
seccao de W_, W, com a secgao transversal X.
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Definicao 6.2.4 Consideremos a fungdo distancia A € C*(OT*NO~) dada
por
A : OFPnO- — R
(&, A) — A(E, A) =Y, (5, A) = Y_(, A)

relativa as variedades centrais W, W_.
O subconjunto fechado O(W_,W,) C OF N O~ definido por

OW_, W) :={(§,A) €e OTNO7|A(E, A) =0}
serd chamado de regiao de colagem das variedades centrais W, W_.

Agora veremos situagoes onde é possivel obter a igualdade O(W_, W) =
Ot N O~; ou seja as variedades W, W_ podem ser coladas.

Proposigao 6.2.5 (Casos (s, s), (u,s))
Suponha que By < 0. Seja W_ uma variedade central dinamica local arbi-
traria em P_, definida sobre um dominio N, X N, x V4. Entado, eziste um
subconjunto aberto (possivelmente vazio)

N.Lx V) C Ny xVy, N.L=]0,z)

e uma unica variedade central dinamica local W, definida sobre o dominio
aberto
N, x N, x Vy, N.=][0,¢p)

para algum ey > 0, tal que O(W_, W, ) =0t NO~

DEMONSTRAGAO
Consideremos a regiao atratora

R+ = {($3y7 6)|$: 070 <e< 6+7|y| < y+}7

associada a Py relativa a V4.

Na carta Kz, a interseccao c_ := W_ N D da variedade central dinamica
local W_ com o divisor excepcional D = {z = 0}, pode ser escrita como o
grafico de uma fungao C'>°

c_:=graf{y=y_(z, A)}

definida para A € V1 e £ numa vizinhanca de ~o.
Pela proposigao 6.2.2, existe um subconjunto aberto V7| tal que para cada
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A € V/, a curva c_ estende-se para uma solugiao do campo X|p, a qual
A p ¢ P
entra na regiao atratora R,. Assim, pela continuidade do fluxo de X|p,
existe uma pequena constante z; > 0 € N, tal que restringindo W_ ao
dominio
[0,25) x N2 x V4, N.=(0,ep)

temos que W_ pode ser estendida a uma variedade central W_ . Tal
variedade corta a secgao transversal ¥., = {e = ey}; assim a intersecgao
W_ coNZe, = graf{i=i(z, A)} define uma fungao condigao inicial 7, para
0 campo 7+; logo pela proposigao 6.1.4, a funcao i define uma variedade
central dinamica local W, em P,. Esta variedade é tal que para cada
(5, A) e OTNO~, A(, A) = 0, isto mostra o resultado.

O

Analogamente temos o resultado para B_ > 0:

Proposigao 6.2.6 (Casos (u,s), (u,u))

Suponha que B_ > 0. Seja W uma variedade central dinamica local arbi-
traria em Py, definida sobre algum dominio N x N, x V4. FEntdo, eziste
um subconjunto aberto (possivelmente vazio)

N.x N!x V4 C Ny x Nex Vi, N.L=1[0,zp), N.= [0, ¢h)

e uma unica variedade central dinamica local W_ definida sobre o dominio

aberto N, x N} x V) tal que O(W_,W,) =0T nO".

DEMONSTRACAO

Dado o conjunto V4, definimos a regiao atratora R_ para P_ e usando
o campo —X |p, mostra-se este resultado em forma anéloga 4 anterior pro-
posigao. O

6.3 Estimativas para O(W_,W,)

Aqui usando as estimativas assintéticas da familia Riccati R 4 p(Q) sobre
a carta Iz, aparece a existéncia de regioes contidas em O(W_, W, ), sobre
as quais tais variedades colam-se. Mais precisamente temos os seguintes
resultados.

Lema 6.3.1 (O(W_,W,), sobre os casos (s, s), (u,s))
Assumamos que By < 0, e seja W_ uma variedade central dinamica local
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em P_, definida sobre um dominio Nz x NexV 4, com A =0 € V4. Suponha
que a curva

0,0
y( )

:= W_ N D|.aco

é uma solugao da familia Riccati Ra p(Q) que ndo escapa ao infinito em
tempo finito. Entdo existe uma variedade central W, definida sobre algum
dominio N, x N, x V}, tal que O(W_, W) contém uma vizinhanga aberta
U da origem (£, A) = (0,0) em (R x R",0).

DEMONSTRAGAO
Da proposigao 6.2.5, segue a existénciade W, para o qual O(W_, W) =
O~ NO™*, e dos lemas 5.4.1 e 5.4.2 temos que W_ N D corta a seccao X, ,
para parametros (A, B, A;) numa vizinhanca suficientemente pequena de
(A, B, A;) = (0,0,0). O resultado segue se escolhemos € > 0 suficientemente
pequeno.
a

Analogamente segue o resultado para B_ > 0.

Lema 6.3.2 (O(W_,W.), sobre os casos (u, s), (u,u))

Assumamos que B_ > 0, e seja W wuma variedade central dinamica local
em P, , definida sobre um dominio Ny X NexVy, com A= 0 & V4. Suponha
que a curva

v == W 1 D]

¢ uma solugdo da familia Riccati Ry p(Q) que nao escapa ao infinito em
tempo finito. Entao eziste uma variedade central W_ definida sobre algum
dominio N, x N, x V}, tal que O(W_, W,) contém wma vizinhanga aberta
U da origem (£, A) = (0,0) em (R* x R",0).

DEMONSTRAGAO
Similarmente, para ¢ suficientemente pequeno o resultado segue da pro-
posicao 6.2.6 e os lemas 5.4.1 e 5.4.2.
O

Observagao 6.3.3 - No caso linear, as solugoes da familia R4 p(0)
ndo escapam ao infinito em tempo finito; logo para um conjunto aberto
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V! g C R arbitrdrio com fecho contido em VN {A, = 0}, ezistem
dominios

IV:::: Né - R+: V.:i,- € (Rn—Bp’ 0)

tal que as variedades centrais W_, W, definidas sobre N, x N, x (Vi px
V/’lr) colam-se em uma regido da forma

O(W_,Wy) = Ne x (Vi x Vi)
Onde N: = [0,&p) C R™T.

- Podemos representar com a notagio W_ — W, | o fato que a varie-
dade central W_ em P_, induz a variedade central W em Py ; assim
dos lemas 6.3.1 e 6.3.2 temos

— No caso (s,s); W_ — W,,
— No caso (u,s); W_ — Wy e W, — W_,
— No caso (u,u); Wy — W_.

Agora veremos o caso especial de transicdo (s, u), onde a regiao de co-
lagem O(W_, W, ) é um conjunto fechado de codimensao um, definido pelo
grafico de uma funcao C*°.

Lema 6.3.4 Sejam W_ e W, variedades centrais locais em P_ e P, res-
pectivamente, definidas sobre um comum dominio aberto Ny x N, x V4 com
A =0 € V4. Entao o dominio mazimal de extensdo comum destas varieda-
des centrais

O~ NOt C N:x V4,

onde Nz é como em (6.3), contém uma vizinhanga aberta U da origem
?

(5, A) = (0,0).

DEMONSTRAGAO

Fazendo K = 0 no Lema 5.4.1 e para (A4, B, A,) em algum subconjunto
aberto N C Vj, segue que as solugoes y— = W_nND,y, = W, ND da
familia Riccati R4 g(Q) cortam a secgao transversal ¥ = {z = 0}; logo as
variedades centrais W_, IV, também cortam transversalmente a seccao ¥,
para £ suficientemente pequeno.

O
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Proposigao 6.3.5 (O(W_,W,) sobre o caso (s,u))

Usando as notagoes do lema 6.3.4, fiztemos um indice par arbitrdrio s €
{0,1,...,2p — 1}. Entdo eziste uma vizinhang¢a da origem Us C U e uma
fungao C*° ay : U, —» R, as(0) = 0 definida sobre o dominio U, =
Us N {As = 0}, tal que a restrigio da regiago O(W_,W,) a U, € dada pelo
grdfico de as

OW_, W) NU, = graf{As = as(§, A, B, A,)},
onde A = (A(), - As—l, As+1; ve oy Agp_l).

DEMONSTRACAO

Como a funcao distancia A : O~ N OT — R estd definida sobre al-
guma vizinhanca aberta U ¢ O~ N O* da origem (£,.A) = (0,0), podemos
considerar a expansao A no ponto (0, A, B, 0)

A, A, B, A;) = 6(A,B)+ O(§, A,)

Onde § é como no Lema 5.4.3.
Logo o resultado segue do teorema da fungao implicita pois

[9JAN
0A; Do

94
= 0
0A; 7

sobre o divisor excepcional Do = {€ = A, =0}.



Capitulo 7

Superficies Canard

Com as hipéteses e notagoes do capitulo 2, consideremos a familia de
perturbagoes singulares

X =€% +F($’y’E’A)c‘)2y
definida nas coordenadas (z,y, €, A) sobre o subconjunto U = U, x U, x
U. x Uy, onde U, é um conjunto aberto conexo, I' = {y = = A =0} a
curva de singularidades para X, e z = 0 é uma singularidade degenerada
satisfazendo & Hipétese de Transversalidade.

Do capitulo 3, temos que para zg # 0 € [’ e qualquer subconjunto aberto
V C U, 4 podemos considerar uma fungao condigao inicial

1€ Cﬁat(v’ {E = 0}7 1'VIO)
para X em zo de maneira que para qualquer ponto z; # zo, tal que

0>z >z0,85¢ B_<O0
0 <21 <z, S€ B+>O

existe uma nica variedade central dinamica

W(Ceyzy) = graf{y = w(z, <, A)},

definida sobre o dominio I'zy ., X Or,, ,,, (onde Or, . CV, ¢ um aberto e
Crozy; = [0, 1)) € tal que w(zo, €, A) = i(s, A).

Com a finalidade de mostrar a existéncia das Superficies Canard, vamos
considerar alguns resultados de extensao pela aplicacao Blowing-up ® defi-
nida no capitulo 2, onde as variedades centrais dinamicas W (I'y, ., ) serao
estendidas as variedades centrais dinamica 1W_. 1V respectivamente.

97
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7.1 Blowing-up e Blowing-down de O(W_, W)

Sobre a carta Kiz_, consideremos o campo X definido pela aplicagao
Blowing-up principal ® : U — U.
Nas varidveis adaptadas (¢, a, b, A) sobre a carta K, restringindo o Blowing-
up, obtemos a aplicacao polinomial

@ (5, Ai, Bj, Ar) — (5, a4, b, Ay) = (8PF1,8%P714,,@79B;, A, (7.1)

onde0<i<2p—1, 0<j<p—1.
Similarmente sobre a carta K1;_, para cada ponto fixado £ = Zp o blowing-
up restrito as varidveis (¢, a, b, A), é a aplicagao polinomial

bz - (e, Ai, By Ap) — (85T ePHL g2P7 1P~ 4, 3779ePTIB; A,)  (7.2)

Definindo a constante positiva £ := |zo|, V; := Vap x Va,, onde
Vap C R3P tem fecho compacto e V4, € (R"3P,0), obtemos os seguintes
resultados.

Lema 7.1.1 Com as notagées acima

(a) Suponha que B_ := (—1)PBy < 0, zg < 0 e que eziste um subconjunto
aberto V. = (0, ep), eg > 0 tal que V. x V; C q‘)_;ol(V), com Tg € V.
Entao a aplicagao

I(e, A) = ( %) o Gzo(e, A)

€ uma fungdo condigao inicial para X em P_, sobre o dominio VexV ;.

(b) Reciprocamente, se W_ = graf{y = w_(Z,e, A)} € uma variedade
central sobre P_ definida sobre o dominio Nz x N, x V3, tal que
I(e, A) := w_(&o, e, A); a aplicagdo

i(e,a,b) = (2h)I o ¢;01 (¢,a,b)

€ a fungao condig¢do inicial para X em xo = —Zg, com dominio de

deﬁm’§60 (éjO(Ve X VA) =V.

DEMONSTRACAO
Consideremos a expansao formal em serie W_ ;, da variedade central
IW_ restrita a &, para o campo X em P_. Por hipétese temos que

i~ Wiy € CF,(V, {e = 0}),
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onde Wzo é a série formal da variedade central W(I';,,) para o campo X
em zg = —2&o. Logo pela proposicao 2.1.13 obtemos

I-W_;, € CH(Ve x Vg, {e=0})

e isto mostra o item (a).
O item (b), é andlogo

O resultado andlogo para B, é o seguinte

Lema 7.1.2 Aqui

(a) Suponha que By >0, zo > 0. Entdo a aplicagdo
1
I(e, A) := (55)i0 ¢ao (e, A)
o

é uma fungao condigdo inicial para X em Py, sobre o dominio V, x
Vic qb;Ol(V) com fecho compacto.

(b) Reciprocamente, se Wy = graf{y = wy(Z,e LA} é uma variedade
central em P, definida sobre o dominio Nz x N.xV, tal que I(e, A) =

wy (2o, €, A) ; a aplicagdo

i(e, a,b) = (25)1 o 7 (e, a,b)

é a fungdo condigao inicial para X em z9 = Zg, com dominio de
definicao ¢zo(Ve x V) =

DEMONSTRAGAO
Similar ao lema anterior. O

Denotemos por I'_, 'y C I, os intervalos abertos definidos por
_i={zeUle <0}, T;:={zxelUz>0}

e O C {(s, A)|ze > 0}, um dominio em V. Dos lemas anteriores, segue os
resultados de extensao blowing-up, blowing-down.
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Proposigao 7.1.3 Suponha que B_ < 0, (resp.By > 0) e seja W(T x 0)
qualquer variedade central com dominio I' x O, onde

rcr_, (resp. rcry)

é um subintervalo compacto conexo. Entao, para qualquer constante positiva
suficientemente pequena o = |zo| € Uy, e qualquer subconjunto aberto com
fecho compacto Vo x V4 = (0,e0) x (Vap x Va,) C qbgol(V), eriste uma
pequena constante 0 < ey < eg tal que PV(f x O) estende-se unicamente
como uma variedade central W_ em P_, (resp. W, em Py ), definida sobre
o dominio

Nz x N, X VA’ Ng := (0, el), N; = [0, i‘()].

DEMONSTRAGAO
Dos lemas 7.1.1(a) e 7.1.2(a), temos que a fungdo ¢} (i) cujo gréfico é
dado por

W(T x O)n{z = —20}, (resp. W(T x O)N{z = &o})

é uma funcdo condicao inicial para X em P_, (resp. X em Py). Logo da
proposigao 6.1.3 obtemos a extensao desejada.
O

A extensao reciproca é como segue

Proposicao 7.1.4 Seja W_ qualquer variedade central em P_, (resp. W,
em Py) definida sobre o dominio Nz x N, x V;. Suponha que B_ > 0
(resp. By < 0). Entdo, para qualquer constante positiva To € Nz e qualquer
subintervalo compacto

LcT_,(resp. TCTy)

eziste uma vizinhanga N = N(T) C U._x da origem (¢, A) = (0,0) tal
que W_ (resp. W, ) estende-se unicamente como uma variedade central
W(T x O), onde

O 1= ¢34(Ne x V5) N N.

DEMONSTRAGAO
Dos lemas 7.1.1(b) e 7.1.2(b), temos que a funcao (G)EO)_I(I) com grifico

W_n{x = a0}, (resp. Win{x=ip})
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é uma funcao condicao inicial para X em I'_,(resp. X em I'}). Logo por
continuidade do blowing-up, da hipétese segue que B_;, > 0 para qualquer
zg = —29 < 0 € I'_(resp. Bz, < 0,Vzo = &o > 0 € I'y), assim o resultado
segue aplicando proposicao 3.3.3.

a

(o}
e\ 0 E
——— . °
R iy s~
................. I § Bsssssommcsee mcet
W, W)
\_/
D

Figura 7.2: Blowing-down para o caso B, > 0.

Observagao 7.1.5 Notemos que

- Os resultados de extensdo acima (ver figuras 7.1 e 7.2), mostram os
casos especiais (s, u), (u, s) respectivamente, que esquematicamente po-
demos expressar como

WATL) —O-<0 W, W P20 ()
W(ro) —5->0w_,  w, —5+<0(r,).
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- Os casos (s,s), (u,u) sdo andlogos. Com a notagao introduzida no
capitulo anterior temos o esquema

W(T_) —B-<0w_ — w, —B+<0w(r,);
W(_) —B->0W_ — w, <85> w(1,).

Agora estamos prontos para abordar os resultados principais deste trabalho.

7.2 Existéncia de Superficies Canard

Seja X um campo singularmente perturbado definido sobre o aberto
U = Uy x Uy x Uz x Uy, descrito no capitulo 2, segao 2.3 tal que nas
coordenadas (z, v, ¢, A) temos que:

1. X satisfaz a Hipotese de Transversalidade na tnica singularidade de-

generada
r=0el={y=e=A=0}=rU,

com multiplicidade p = u(X).
2. (5, A) = (g,a,b, A;) € U x Uy sao os parametros adaptados para X.
Vamos considerar constantes positivas S, R > 0 tal que
{0<e<R||A|l<S}CcV CU:xUysn{e =0}, (7.3)
e também um subconjunto compacto conexo [ c T da forma
T= [zo,z1], 20 <0 <a;.

Vamos escrever mais precisamente no espago de parametros U; 4 as
regides O C V para as quais existem as Superficies Canard {y =w(z, e, A)},
em cada caso de transigdo (s,s), (u,u), (u,s),(s,u) para = 0. O par
(Of, w), denotard tal superficie.

7.2.1 (Oz,w) nos casos (s, s), (u,u)

No caso (s, s) consideramos o ponto base z = xg € I', a partir do qual
serd definida a variedade central formal

I/»I?(.r, s A) = Z wi(x, A)s'.
1=0

>

O caso (u, u) pode ser tratado analogamente, considerando o campo —.X
sobre o ponto base v = 1) € [’
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Teorema 7.2.1 Suponha que X estd no caso (s, s) e sejai € Cfp,(V,{e =

O},on) uma fungao condigdo inicial para X em x = xg. Entao existem
wma colegdo de constantes estritamente positivas {m,r, k;, l;} definindo a
Regido Canard O como um conjunto aberto da forma

O<e<r
|atl<k||
b < Ljle |P+
|A:| < m

-1

EEE

-]

0<i<2p
0<j<p-1
e uma unica fun¢ao C*
w : I'x OF —R
(z, (e, A)) — y = w(z, ¢, A)
satisfazendo o seguinte
(i) w(zo, €, A) =1i(e, A),V(g, A) € Op;
(ii) W(T) := graf{y = w(z,¢, A)} é uma variedade invariante por X ;

(1)) - w tem extensdo continua ao fecho de [ x Os, tal que w(z,0,0) =
0,

- w tem uma extensdo blowing-up C>® em {z = ¢ = 0}.

'DEMONSTRACAO
Da ultima observagao, o resultado é mostrado pelo esquema

W(Ir.) —B-<0w_ — w, —B+<0w(r,),
onde o par (Of, w) é construido como segue.

Passo 1 Para cada z(, € U, com zg < z < 0, definamos o subintervalo com-
pacto g := [zo, zp]. Pela Proposicao 3.3.3, existem uma vizinhanga
No C U:_4 da origem (g, A) = (0,0) e uma fungao C*

wo - FoXOo——"R
(z,2, A) — y = wo(z, =, A),

onde Op := V N Ny, tal que

(i) wo(zo,s. A) =i(e, A),Y(s, A) € Op;
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Passo 2
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(if) W(Ty) := graf{y = wo(z, <, A)} é uma variedade invariante por
X

(iii) wo € C%,(To x Og, {e = 0}, W).
Considerando &f, = |zg| suficientemente pequeno, de (7.3) existe sobre
a carta K_z, uma vizinhanca aberta da origem (e, A) = (0, 0) contida
no conjunto ¢;,1 (D).

0

Como B_ < 0, segue da proposicao 7.1.3 que a variedade W (I'g) é
estendida unicamente como uma variedade central

W_ = graf{j = w_(&,e, A}
Em P_, definida sobre o dominio Nz X N, x V3, onde

N; :=[0,2g), Ne:=(0,e0), Vj;e€ (R",0).

Como By < 0, o Lema 6.3.1 implica que W_ induz uma tnica varie-
dade central em P,

W, = graf{j = i1 (2,e, A)}
definida sobre o dominio N/ x N/ x V,ii , onde
N :=[0,%], N.=(0,e1), V;CVy
A regido de colagem O(W_, W) contém uma vizinhanga aberta da

origem (&, A) = (0,0) em U, ;; daqui podemos escolher as constantes
r,m, k;, l; estritamente positivas tal que o conjunto

e
0<ze<resl

_ |Ai|<ki 0<21<2p—1
|Bj| <; 0<j<p-1
|A | <m

é estritamente contido em O(W_, W, ). Além disso vale
W_ =W, = graf{y = w(z, 2 A)}

para alguma funcao w € C>=(R x O(IWW_.1V.)).
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Passo 3 Da Proposicao 7.1.4, existe uma vizinhanca N, C U. 4 da origem
(¢, A) = (0,0) e uma tnica fungao C*° definida por

wy Fl X (91 — R
(z,6,A) — y = wi(z, ¢, A);

onde I'y := [z, z1], O1= N1 Ngy (N x V,il) tal que W, estende-se
unicamente como a variedade central

W(Ty) :=graf{y = wi(z,&, A)}.
Verificando as propriedades andlogas de W (I'p)
(i) wi(z1,e, A) =i(e, A),V(e, A) € Oy,

(ii) W(T';) é uma variedade invariante por X,

(iii) wy € C,,(T1 x Oy, {e =0}, W).

Como na carta Kz, vale ¢ = P! de um cdlculo direto obtemos a
Regiao Canard Oy definida por

sendo ¢ a fungao polinomial dada em (7.1); e ajustando as constantes
r, m, ki, l; podemos conseguir a inclusao

Of‘ C OpN O1.

Neste caso, sobre este dominio consideremos o Blowing-down das funcoes
w_, W, wy4; dadas nas coordenadas (z, €, A) por

W@, A) = [alPR-(al, 67 (e A),
wa(z, g, A) = SF*'Llllj‘(:l)SI’_Tlf,cp—l(S,A)),

wy(z, e, A) 2Py (z, ¢;,11(5, A)).

1

T = TE .

Aqui usamos as relagoes = = ZP+1

Desta construgao, sobre o dominio T x Oy definimos a fungao C
w @ I'x O — R ‘
(z,5, A) — y = w(z, =, A)
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como sendo

wo(z, €, A), €T := [z, zq)
w_(z,e,4), € [z),0)

w(z, e, A):=< w~(z,5,A), =0
wy(z,e,A), z € (0,21]
wi(z, e, A), z el :=[z],z]

Claramente w assim construida satisfaz os item (i), (i¢) do enunciado;
e o item (727) decorre como conseqiiéncia direta da forma da regiao
Canard Oy. Isto mostra o Teorema.

d

No caso (u, u), usamos o campo — X sobre a condigao inicial i € C'7,,(I'1 %

O1,{c = O},Wzl). A construgao do par (O, w) é completamente andloga
ao caso (s, s)(veja figuras 7.3 e 7.4).
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Z =(x=0}

Figura 7.3: Superficie Canard no caso (s,s).

2 =(x=0}

Figura 7.4: Superficie Canard no caso (u,u).

107
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7.2.2 (Op,w) sobre o caso (u,s)
Como no teorema anterior, temos o seguinte resultado:

Teorema 7.2.2 Suponha que o campo X estd no caso (u,s). Entao ezistem
uma colegdo de constantes estritamente positivas {m,r, k;, l;} definindo a
Regido Canard Oy como um conjunto aberto da forma

O<e<r

2
o] < Kile] 7

0<i<2p
lb|<lll';L+% 0<j<p-1

A < m

-1

e uma fungao C°
w : I'xO0z — R
(z, (5, A)) — y = w(z, <, A)

satisfazendo o seguinte:

(i) w(0,¢, A) = 0;
(i) W(T) := graf{y = w(z, <, A)} é uma variedade invariante por X ;

(iii) - w tem extensao continua ao fecho de T x Os, tal que w(z,0,0) =
0,

- w tem uma extensdo blowing-up C*° em {z = ¢ = 0}.

DEMONSTRAGAO
Da observacao anterior, este Teorema segue dos esquemas

W(r.) —B->0w_ sw, —B+<0w(r,)

onde < significa que as variedades W_, W, se induzem uma da outra res-
pectivamente (ver figura 7.5). Logo a existéncia de (Og,w) é detalhado
como segue.

Passo 1 Do Lema 6.3.2, existe uma vizinhanga aberta U da origem (2, A) =
(0,0) sobre a carta Kz, e tinicas variedades centrais W_ em P_ e 1V,
em P, definidas sobre o dominio comum N x N/ x Ii‘ onde

N, =1[0,z5), N.=(0.€p), V,/i € (R",0).
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Tal que sobre a secgao transversal £ = {x = 0} temos

W_NT = WyNnZ=graf{y=Y(E A},
U c 0nNOt=0(W_,W,).
Onde Y (£, A) é uma fungao C* arbitraria definida sobre U com Y (0,0) =
0. Daqui segue o item () para o caso particular Y = 0 sobre alguma
vizinhanca da origem (£, A) = (0,0).
Além disso, como no Teorema 7.2.1 podemos escolher {m, r, k;, [;} tal

que a inclusao Q C O(W_, W) seja estrita e definir a Regiao Canard
como

Or == »(Q),

o qual tem a forma do enunciado.

Passo 2 Da Proposicio 7.1.4, podemos respectivamente estender as variedades
centrais W_, W, tnicamente como variedades centrais

W(To) := graf{y=wo(z,e, A)}, z€TLq:= [z,
W(T,) = graf{y=wi(z,¢e A}, z€Tl:= [z}, z.

Para fungoes C™ wy, w; definidas sobre I'g x O e I'1 x O respectiva-
mente, onde

Op:=Nn ¢$~6(Né X V,fi)’ (resp. O;:=N ﬂqbill(Né X le))

para alguma vizinhanga N da origem (=, A) = (0,0).
Controlando as constantes {m,r, ki, [;}, podemos obter a inclusao

OFCOOHOI

Logo os item (ii), (i77) sdo satisfeitos, pela construgao feita no Teorema
7.2.1 da funcao w € C*(T" x Oy), onde

T =ToU[zh,0)U{0}U(0,2}]UT}.
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2 ={x=0)

Y (A.B)

W,

Figura 7.5: Superficie Canard no caso (u,s).

7.2.3 (Oz,w) sobre o caso (s,u)

Finalmente vamos estudar o caso da transicao (s, u).

Teorema 7.2.3 Suponha que o campo X estd no caso (s,u) e sejam

i € ??at(vv {e= 0}7ﬂ7®o):
i1 € Chp(V,{e=0}, Wy)).

fungoes condigao inicial arbitrdrias para X em x = zo e x = x; Tespectiva-
mente. Entdo para cada indice par s € {0,1,2,...,2p— 1} existem:

1. Uma colecdo de constantes estritamente positivas {m,r, ki, l;} defi-
nindo um conjunto aberto da forma

O<e<r
lai] < kilz| 77T 0<i<2p—1
|bj] < leSII%% 0<j<p-1
|| < m
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2. Uma inica subvariedade fechada de codimensao 1
Oz :=graf{as = a,(¢,a,b, A;)},

onde as : Cs := CN{as = 0} — R € uma fungao C* e a :=
((10, vy Qs—1y Qg1 oy a’?p—l)-

3. Uma tnica fun¢ao C*°

w : I'x Of‘ — R
(z, (g, A)) — y = w(z,g, A)

satisfazendo o seguinte

(i) ’w(.’L‘k,E, -A) :'ik(s’ A)) V(€, -A) € Ofv k=0,1;
(ii) I/V(f) = graf{y = w(z,¢, A)} € uma variedade invariante por

X;
(i11) « tem extensao blowing-up C*° em {e = 0},
(iv) - w tem extensao continua ao fecho de f‘XOI:, tal que w(z,0,0) =
0;

- w tem uma extensao blowing-up C*® em {z = ¢ = 0}.

DEMONSTRAGAO
Este resultado é mostrado pelo esquema seguinte

W(T_) —B-<0W_ e W, —B+>0 (1)

onde «~, significa que o contato das variedades centrais W_, IV é tal que
sobre a sec¢ao transversal ¥ = {z = 0} valem

e W_NY=W,.NZE, ou
o A(5,A) =0, Y(:A) e Or

Ver figuras 7.6 e 7.7.
Mais precisamente os detalhes da construgao de (Of, w) e a5 sao como
segue:
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Passo 1

Passo 2
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Da Proposicao 7.1.3, segue que as variedades centrais W (I'g), W(I'1)
se estendem unicamente como variedades centrais

W_ = graf{g=1w_(3e A}, emn P,

I/V+ = graf{'_l) = ’Lb'l'(i,v 67/1)}, em P+v
respectivamente definidas sobre dominios Nz x Ne X V3, onde, em cada
caso,

Nz = [0,%], Ne.=(0,e0),
N; = [0,%}]], Ne=(0,e1)),
Vi € (R*,0).
Da defini¢do das variedades W (T'g), W(I'1), segue o item (7). Os itens

restantes serao satisfeitos apés caracterizagao da Regiao de Colagem
Oo(W_,W,).

Do Lema 6.3.4, existe um subconjunto aberto U € O~NO vizinhanga
da origem (&, jl) = (0,0), sobre a carta K;.

Da Proposigao 6.3.5, para cada indice par s € {0,1,2,...,2p — 1},
existe uma pequena vizinhanca U, C U da origem (¢, A) = (0,0), e
uma unica fungao C*

as :UsN{As =0} — R, as(0)=0,
tal que a regiao de colagem O(W_, W, ), é definida como
OW_, W) NU, = graf{ds=a.( A, B, A)},
A = (Ao, .., As_1, Aspy oy Agp1).

Agora como no Teorema 7.2.1, escolhamos a colegao {m,r, k;,l;}, de
maneira que a inclusao

QcU;
seja estrita, e além disso
O(W_, W )NQs :=graf{d; = asla.} CQ,
onde
Qs =0QN{A; =0} cUs N {4, =0}
Assim, basta definir
C = ¢

Or = ¢(O(W_,W)NQ,).
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Onde ¢ é a fungéo polinomial dada em (7.1).
E considerando o Blowing-down da funcao ags, obtemos nas coordena-
das (z,a,b, A,) a funcdo «, definida por

2p—s

as(s, &, b, Ar) i= €77 ag 0 7 (e, 8, b, A).

Da construgéo feita no Teorema 7.2.1 para a fungao w € C’°°(f x Og),
temos a existéncia de (Oz, w) satisfazendo o enunciado deste Teorema.

O
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2= (x=0})

Figura 7.6: Transicao Canard no caso (s,u).

Y =(x=0)

Figura 7.7: Superficie Canard no caso (s,u).
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Observagao 7.2.4 No caso linear Qo = 0, observemos que

- Nos casos (s, s), (u,u), (u,s), a Regidgo Canard Oy, eriste para uma ar-

7.3

b

bitraria escolha das constantes {m,r, ki, l;},; com m,r suficientemente
pequenos.

No caso (s,u), a espressao da fungao distincia §(A, B) sobre o divisor
ezcepcional Do = {¢ = A, =0} € dada por

2p—1
(4, B) = [Cs(B) + (=1)°Cs(B)JAs + > [Ck(B) + (=1)*Cr(B)) Ay
k=0, k+#s

De onde pelo teorema da fungdo implicita fica definida a fungdo
As = as(s, Aa B7 AT)

dada no teorema anterior, que tem a seguinte expresao

2p—1

> [Ck(B) + (—1)*Ck(B)) A
k=0,k#s

;
%100 = GBY ¥ (~1)°C.(B)

E em particular para s par e B = B = 0 temos

1 2p—1
I, = —as (Bo) Ag.
@ |D0 CS(BO) k=§¢SCK( 0) k

Conclusoes

. Se o conjunto de singularidades degeneradas Deg(X) para o campo

X, satisfaz & Hipétese de Transversalidade (HT), entao existem Su-
perficies Canard sobre Deg(X) C I'. Sendo X o campo de vetores

o a w
X (Iz y) = yf(iy)()—y ekX (RQS 0)

E f(x.y) nao divissivel por y.

A existéncia das Superficies Canard para campos dados acima, é mos-
trada usando a Teoria Geométrica das Perturbagoes Singulares (TGPS),
a qual constitui a técnica principal neste trabalho para dar solugao ao
Problema Canard local (PCL).
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3. O uso da aplicacao Blowing-up @, constitui de fato uma ferramenta
nova e de forca relevante na pesquisa atual no meio matemédtico. Em
particular o uso desta ferramenta em nosso trabalho (PCL) tive prin-
cipal importancia no estudo das Superficies Canard para classes de
campos de vetores dados acima.



Apéndice 1

7.4 Calculo Assintoético

Provaremos propriedades assintéticas sobre algumas fungoes conhecidas
e estudaremos a convergéncia de algumas integrais impréprias.

7.4.1 Escala de Comparacao

Uma vizinhanca de +oo (resp. de —co) é um intervalo da forma [A, +00)
(resp.(—o0, A]), para alguma constante A > 0. Temos por objetivo o estudo
de fungdes continuas f numa vizinhanga de +oo; para isto serd preciso con-
siderar o conjunto &, que chamaremos Escala de Compara¢ao o qual esta
constituido por fungdes de um dos seguintes tipos:

1, 2%(a#0), (log@)’(B#0), ™ (c#0,7>0)
assim como também os produtos delas, tais como
g(z) = z%(log(z))%e", a,B,c,v7€R.
Este conjunto & satisfaz a seguintes propriedades:
(i) ¢ > 0, numa vizinhanga de +oo, para cada g € £,

(i) g=1, ou g—0, ou g— 09, quando x — co, para cada
g€é,

(iii) Se h,g € €, entao hg € E e h/g € €.
C'om estas consideracoes poderfamos encontrar dois casos

1. Dada uma funcao continua f, poderfamos encontrar fungoes g € &
conhecidas numa vizinhanca de +co tal que f/g — ¢(c # 0, finito),

117
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quando x — 0.
Neste caso escreveremos

f~cg, ou f(z)~cg(z)

e chamaremos cg a parte principal de f; no caso ¢ = 1, diremos que f
e g sdo equivalentes, ficando claro a transitividade de ~.

[S]

Também poderfamos encontrar fungoes g € € conhecidas numa vizi-
nhanca de 4+oo tal que f/g — 0 ou |f|/g — co.

Exemplo 7.4.1 z + %sin(ﬂx) ~ .

Para abreviar expressdes numa vizinhanga de +oco, introduzimos notagoes
devidas a Landau, relativas a &.

Definigao 7.4.2 Dada uma fungdo continua f numa vizinhanga de 400, e
geé.

(i) Se|f|/g € majorada por uma constante finita e diferente de zero, numa
vizinhanca de +oco escreveremos

f=0(g)
(ii) Se f/g — 0, quando T — +00, escreveremos
f=o(g).

Observacao 7.4.3 - Os casos particulares, f = O(1) e f = o(1) sao
oviamente entendidos,

- fr~eg &= f=cg+olg) ouf—cg=olg).
Exemplo 7.4.4 zsin(z) = O(z), ze ™ = o(x)
Algumas propriedades relativas a &:

1. Se f =0(g) e g=O(h), entao f = O(h):
Se f =0(g) e g=O(h), entao f = o(h).

2. O(g) + O(g) = O(g), ¢.O(g)=0O(yg);
o(g) + o(g) = o(g). c.o(g) = o(g).
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. 0(g1)0(g2) = O(g192), 0(g1)0(g2) = 0(g9192);

|0(g)* = 0(g"), lo(g)|* = o(g"),A > 0.

. Se fi ~c1g, e fa~cag,(c1,ca#0),9€E, entao

(fi+ f2) ~ (c1 +c2)g, c1+ca#0;
fi+ fa=o0(g), c1+ca=0.

. Se fi ~c1g1, e fa~ caga,(c1,ca #0), g1,92 € €, entao

(fif2) ~ (c1c2)(g192), fi/fa ~ (c1/c2)(91/92)
A ~crg?, (e>0,2>0).

. Se f = o(g), e g — +00, quando z — +o0, entao para cada § > 0

exp(—dg) = o(exp(f)), exp(f) = o(exp(dyg))

. Arelagio ““f=g ou f=o(g) " éde equivaléncia e constitui uma

ordem total em &.

7.4.2 Convergéncia de Integrais Impréprias relativas a £

Para uma funcao continua f(> 0) sobre [a,+00), temos que para cada
T > a, podemos escrever

onde

+00
/a f(Hydt = lim F(z)

T— 100

F(z) = /I f(t)dt

é tal que:

(i)
(ii)

F' é mondtona crescente;

F'(x) = f(2).

-._,l_:\’: . - ’ . ’ ’
E portanto | f(t)dt sempre existe. Tal integral é finita se e sé se [ é
limitada superiormente.
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Dos exemplos seguintes

/a. A = ail($a+1_aa+1)’a7&_l;

/it_ldt = log(z) —log(a);

RO g (1oB(@)?"! = (log(@)**), B # ~1;
/ t~1(log(t))"'dt = log(logz) — log(loga);

/ e'dt < oo se c<0(>c0 se c¢>0);
a

obtemos os seguintes critérios de convergéncia :

(i) Se f(z) = O(z*(logz)?), com o < —1, e B < —1, entdo a integral
L2 f(t)dt é finita.

(ii) Se f(z) > z%(logz)?, com a > —1, e § > —1, entdo a integral
[ f(t)dt é infinita.

(i) Se f(z) = O(et"), ¢ < 0, entdo [ f(t)dt é finita;
Se f(z) > e’ ¢ > 0, entao f:o f(t)dt é infinita.

Exemplo 7.4.5 Para a fungdo f(t) = t*~le~t, a integral imprépria f1+°° f(t)de,

é finita para cada x Teal, pois f € € e et —0,t — oo.

Analogamente para integrais de funcoes sobre (a, b]

b
/ f(t)dt = lim f(t)dt.

h—0 Jath

Se o limite existir serd chamada integral imprépria de f em a.

Exemplo 7.4.6 Para a fungao f(t) = t*~le=t a integral imprépria em 0O

1 oy 3 1 h*
(t)dt ~ trTdt= i 1=t = 2
[ s [t i, et i = 2

€ finita se x > 0.
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para z > 0, a integral

+oo
Iz) = / t*letdt
0

é finita. E conseqlientemente também a integral
+00 "
/ t%e~"dt, ¢>0, B#0,aeN
0

a qual, é igual a:
atl  ;_a+1

(Be#)

Proposigao 7.4.7 Sejam f, g duas fungdes continuas por partes em (@, +0c0)
e g > 0 sobre [a, +00). Entao

(a) Se fa+°° g(t)dt = +oo, entdo numa vizinhanga de +o00:

a.1) Se f = 0(g), entdo [ f(t)dt = O([; g(t)dt);
a.2) Se f =o(g), entdo [T f(t)dt=o( [ g(t)dt);
a.3) Se f ~cg (c#0, constante), entdo [ f(t)dt ~ c [7g(t)dt

(b) Se f+°° t)dt € finita, entao numa vizinhanga de +oo:

b.1) Se f = O(g), entdao f;—oo f(t)dt =0 f+°°g(t)dt);
b.2) Se f = o(g), entdo [ f(t)dt = of f+°° t)dt);
b.3) Se f ~cg (c#0, constante), entao [ f(t)dt ~ cf+°° (t)dt).

DEMONSTRAGAO

b.2) f = o(g) entdo, para cada ¢ > 0, existe xp = 2o(z) > a tal que para
x> 1o, |f(2)] < =g(z). Logo do teorema do valor médio.

|/f )dt| < = / t)dt
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Como [ g(t)dt é finita, entdo f:o g(t)dt é também finita quando z —
+00. Assim para z > xp:

[ s = | /I:oof(t)dt— [ s

b T
b o
< e(um | [ ode+ [ =gl
+o0 zo
< e o+ [ gt

+o0
= ¢ / g(t)dt.

b.1) E andlogo

b.3) Como f ~ cg é equivalente a f — cg = o(g), temos por (b.2) que (b.3)
é verdadeiro.

O

Observagao 7.4.8 Seja g > 0, continuamente diferencidvel, % = o %D,
e suponha que g'(z) ndo muda de sinal numa vizinhanga de +oo.

(i) Se g'(z) > 0 entdo g/g’ estd definida numa vizinhang¢a de +oco. Da
proposi¢ao anterior, a hipdtese implica que

log(z) = o(log(|g(z)|))

Como g >0 eg >0, g(z) — +oo, logo log(|g(x)|) — +oo, numa
vizinhan¢a de +oo; assim pela observagao 6 da segdo anterior, eziste
a > 0 tal que

e~alogio(@)) = o(elosl®)) el98(z) = (g0 loslla(=)Dy,
Assim vale a relagao
2o = o(g(z)). 1/a>0,

e a integral ff’c g(t)dt é infinita.
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i) Se ¢'(z) < 0, a condigao 1 _ (9=
z 9(z)

proposi¢do anterior) que

), implica imediatamente (pela

log(x) = oaog<§f§5>>

como g <0eg>0, log(rl_r)) — 400, x — +0o. Analogamente
eziste 3 > 0, tal que numa vizinhanga de +o0o, temos

e~ Ploa(1/9(x) = o(loe(®)) elog(@) = o(flog(1/9(0)y,
e vale a relagao
g(z) = o(z"'/%), 1/8>0,

de onde a integral f:oo g(t)dt € finita.
(iii) Se W' (z) = o(1), a proposi¢io anterior implica que h(z) = o(z).
Proposicao 7.4.9 Nas condi¢bes da observagao anterior para g(z) eg'(z);
suponha que h(z) = ;7%)5 é continuamente diferencidvel na vizinhanga de
+o0 e satisfaz h'(z) = o(1). Entdao

(i) Se g’(z) > 0 numa vizinhanga de +co, a integral f‘j'oo g(t)dt, € infinita

e
* (9(z))?
g(t)dt ~ .
[, st~ 55
(ii) Se g'(z) < 0 numa vizinhanga de +0o, a integral fa+°°g(t)dt, ¢ finita

’ ro o (g(a))?
[ ot~ T

DEMONSTRAGAO

(ii) Como ¢'(z) < 0 e h'(z) = o(1), da observagao anterior temos que a
integral fa+°° g(t)dt é finita e

+20 o0
/ ot~ [ @+ K,

Integrando por partes, esta tltima integral é igual a

= lm (.94).132) — g(a)hz)
_ (g(x)?
= W

(g(x))?

l9'(x)]
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(i) E similar.

Exemplo 7.4.10 1) Naintegral f;oo e“‘z, as fungoes g(t) = e_‘2, g'(t) =

—2te~t, h(t) = —1/2t, e h'(t) = 1/2t%, satisfazem as hipdteses da
proposi¢do; logo vale a relagao

/+oo 2 6—1:2
e ~ .
o 2z
2) Na integral T ae—ct? gt (¢ > 0), as fungées g(z) = z9e="  g'(z
T

= — —1)zP 1
9(z)(qz 1— cpzP 1): h(z) = qz—_r_'lcgzp—_l e h,(m) = %%;—; satis-

fazem as hipdteses da proposi¢do; assim como % = o(1), vale a relagao

/+00 tqe—ctpdt ~ g(:r)Z
z g'(z)

9(z)
lgz~! — cpar~l
g9(x)

| — cpazP~l]

—caxP
zle

|(—ezP)'|
Observagao 7.4.11

- Uma opgdo alternativa no dltimo exemplo seria usar integragao por partes
vdrias vezes no seqgundo termo da igualdade:

+00 q ,—cxP +oo q
T t
/ tqe_dp dt = £ = — / e—ct” d(——)
x cpzP™ x

—cptp!

diminuindo as poténcias 9, e comprovando que

+>0 , —cxP
5 t9 xle
[ et = o)
T —cptP™

cpzP~!

- Para g(z) = 27eP®) | onde P(x) = c1aPt + coab? + ...+ cpaP*, com ¢y < 0,
p1 > p2 > ... > pi, vale a relagao

/ " b g, T
z [P’ ()]
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7.5 Equacoes Diferenciais

Veremos alguns conceitos elementares da teoria das equagoes diferencias
ordindrias com a finalidade de simplificar o desenvolvimento do trabalho.
Seja I = I(tp,y0) € R um intervalo e & € R x R™ um conjunto aberto;
consideremos a matriz real A(t) € M(n x n) continua e definida em ¢t € I.
Em geral estaremos interessados em estudar equagoes diferenciais da forma

y' = A(t)y + N(t,y)
onde N(t,y) é uma fungao continua sobre 2.
E conhecido que se N(t,y) = D(t) é um vetor de M(n x 1), para cada
(to, o) € I x R™ existe uma tnica solugao ¢(t) = ¢(t, to, yo), definida em 1,
do problema de Cauchy y' = A(t)y + D(t), y(to) = vo.
Vejamos outras propriedades destas solugoes

Lema 7.5.1 Sejam, ®(t), U(t) solugdes fundamentais da equagao diferen-
cial y' = A(t)y. Entdo eziste uma matriz constante ndo singular C, tal que
U(t) = o(t)C.
DEMONSTRAGAO _
Esta propriedade decorre trivialmente da igualdade (¥(t)~'®(¢))’ = 0.
O

Neste caso uma solugao fundamental é escrita como  exp( ftf) A(T)dr).

Lema 7.5.2 Sejam, ®(t) wma solugdo fundamental da equagdo diferencial
y' = A(t)y. Entdo a solugdo ¢(t) = ¢(t, to, o), do problema de Cauchy

y'=A(t)y+ D(t), y(to) =130
é dada pela formula
t

kp(t, to, :L'()) = (I)(t){@_l(to)l‘o + / Q—I(T)D(T)(l’r}.
to
DEMONSTRAGAO
Pelo lema anterior, podemos colocar p(t) = ®(t)C(t); a substituicao
desta igualdade na equagao nao homogénea implica resolver o problema de
Cauchy

C'(t) =&~ (t)D(t), C(to) = &~ (to)xo

De onde decorre a demonstragao.
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Exemplo 7.5.3 Para fun¢ées continuas p(z), q(z) de valor real, definidas
sobre I(zo,y0) C R; considere o problema de Cauchy

= ¥ =p@y+al@)y™, meN
5 = { Yy e

m

Tomando z = y'™™, este problema € equivalente a

{

Como ®(z) = exp((1 —m) ffo p(t)dt), é a solugao fundamental de

"= (1-m)p(z)z+ (1 —m)q(z), meN
(zo)=20=y5 "

W

Z = (1-m)p(z)z.

Entdo usando os lemas anteriores temos que a solugao de B(m) € dada pela
formula

& (2) ]m—l—T
et + (L—m) [ @71 ()g()dt]

Vo0 = |

Em particular se por ezemplo p(x) = 21110 az! e q(z) = Zﬁio dpz®, sdo
dois polinémios reats, entao teriamos

exp((m — 1)P(z)) ]+
%n—l—r + (1= m) YLy diJi(=)

y(fE, o, ’!IO) = [

onde

N

$I+1 N If)-H P T " p
P =Yy - Dot k<:c)—/rot exp((m — 1) P(0))dt
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