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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar algumas propriedades e resultados sobre
ESPAÇOS DE BANACH HEREDITARIAMENTE FINITANIENTE DECONIPONÍVEIS,
introduzido por V. Ferenczi em 1997. Estudaremos suas ligações com espaços de Banach
hereditariamente indecomponíveis. Em particular, mostraremos que em um espaço de Ba-

nach sobre os reais hereditariamente indecomponível, o quociente do espaço de operadores
por espaço de operadores estritamente singulares é um anel de divisão isomorfo ou aos reais,

ou aos complexos, ou ao anel de divisão dos quatéinios.

Todos esses resultados foram provados também por V. Ferenczi e publicados em
Studia h'lath. 123 (2) (1997) 135-149.

Abstract

The aim of tais work is to present some properties and results about HEREDITARILY
FINITELY DECOMPOSABLE BANACH SPACIES, introduced by V. Ferenczi in 1997. We
will study their links with hereditarily indecomposable Banach spaces. In particular, we will
show that in a real hereditarily indecomposable Banach space, the quotient of the space of

operators by the space of strictly singular operators is a division rins isomorphic either to
real, complex, oi the quaternionic division ring

All these results were proved by V.Ferenczi and published in Studia À'lath. 123 (2)
(1997) 135-149.
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INTRODUÇÃO

Abaixo apresentamos a motivação para se estudar em detalhes o artigo
'.Hered tahZg/ ./ínãtelg/ decomposaZ)Je .Banal/i spaces". Studia Nlath. 123(2) 1997 do Prof.

}/aZentdn Ferencz{ que será o tema principal da dissertação em questão.

DEFINIÇÃO 1. Seja X um espaço de Banach. Uma sequência (e.)..w de
elementos em X é uma base de ScAauder para X se para todo z C X, existe
uma única sequência de escalaies (X.).CN tal que z = .E Ài ' ei.

Z

Um problema que ficou em aberto durante anos é o seguinte

PROBLEMIA 2. Todo espaço de Banach separável tem uma base de
Shauder?

Este problema foi resolvido negativamente por Ezz#o em 1973 (121). À/azar, no en-
tanto, já havia provado o seguinte

TEOREMIA 3. Todo espaço de Banach de dimensão inânita tem um subes

paço de dimensão infinita possuindo uma base de Shauder.

Agora, lembrando a definição abaixo,

DEFINIÇÃO 4. Uma base de Schauder (e.)..w de um espaço de Banach é

íncondãcàorzaZ se existe C' c R tal que ll }.Ài ' eill $ C'll)ll:Ài ' eill, V.E finito,
-iCE {-l

E C NeVÀiC K.

Segue naturalment.e, tendo em mente o Problema 2 e o Teorema 3, o seguinte pro
blema

PROBLEN{A 5. Todo espaço de Banach de dimensão infinita possui um

subespaço de din-tensão infinita com base incondicional ?

Este pioblenia só foi resolvido negativamente em 1993 (191) poi }r. T. Gowers e B.A/aürey.

Ao resolverem o Pioblenla 5, esses matemáticos também contribuíram para a resolução do

seguinte problema que estava ein aberto desde 1968:
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PROBLEMA 6. Existe espaço de Banach que seja indecomponível ?

Lembremos que um espaço de Banach X é {ndecomponz'ueJ se ele não pode ser escrito

como soma direta de dois de seus subespaços de dimensão infinita.

Eles deram, na verdade, a seguinte definição

DEFINIÇÃO 7. Um espaço de Banach X é AeredãtaNamente ãndecomponz'ueJ

(.H./.) se nenhum subespaço de X é soma direta de dois subespaços de di-
mensão inÊnita.

E provaram,

TEOREMIA 8. Existe um espaço -H.-r

Ainda mais, o próprio W. T. Gowers (181) provou o seguinte teorema de dicotomia em
espaços de Banach:

TEOREMA 9. Seja X um espaço de Banach. Então X contém um subes
paço com base incondicional ou X contém um subespaço -H..r

A partir desse resultado os espaços -H..r. começaram a desempenhar um papel impor
tente na geometria de espaços de Banach.

Um dos objetivos desta dissertação é mostrar que o seguinte resultado de l,y. T. Gowers

e -B.À/aümy (191) sobre espaços n./. não caracteriza esses espaços

TEOREM.A 10. Seja X um espaço .H./. Então X não tem nenhum subespaço
com base incondicional.

Pala mostrarmos que existem espaços de Banach que não são .H./. e satisfazem a
tese do Teorema 10, estudaremos os espaços -HZ). introduzidos em 1997 por r. Ferenczi no
Ai'tiro (141).

DEFINIÇÃO 11. Seja X um espaço de Banach e n C N*. Dizemos que X
é /?.D,: se contém uin número máximo de n subespaços de dimensão infinita
que falham unia soma direta e finita em X
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Segue das Definições 7 e 11, que um espaço de Banach é H./., se, e somente se, é
.H.Di. Mostraiemos que a soma direta finita de espaços .H./. é um espaço -H.D., quando se
tem rz--comandos (Corolário 3.2.3) .

Pois bem, os principais resultados (141) que apresentaremos em detalhes nesta dis.
sertação são:

TEOREMA 12. (veja respectivamente Teorema 3.3.1 e Teorema 5.1.2) Seja
X um espaço .H.D,.. Então,

0,) X não contém nenhum subespaço de dimensão in6nita com base incondi-
cional;

0i,) para X - (IDXi um espaço H'-Dn fundamental sobre os complexos temos

que todo operador de y, subespaço de dimensão inânita de X, tem a

forma ;E.Àijpij + S onde Àí.Í é uma constante, pÍj é uma projeção e S é
estritamente singular.

l

Indicando por -L(X) o conjunto dos operadores lineares em X e por S(X) o conjunto
dos operadores estritamente singulares em X foi provado

TEOREMA 13. (veja Teorema 5.2.1) Se X é um espaço -H-D,. sobre os
números complexos, então dim(L(X)/S(X)) $ n'

E também, o Teorema Principal,

TEORES'IA 14. (veja Teores-na 7.1.1) Se X é um espaço de Banach n./.
sobre os números reais então -L(X)/S(X) é um anel de divisão isomorfo a R
ou(C ou ao anel dos quatérnios.



CAPITULOI

PRELIMINARES

1.1 Notações

Denotaremos por (C o conjunto dos números complexos, N o conjunto dos números

naturais, IR o conjunto dos números reais, R+ o conjunto dos números reais não negativos,

IR: o conjunto dos números reais estritamente positivos, m[ o ane] de divisão dos quatérnios,
e ]K os corpos ]R ou (C. Denotaiemos por A o fecho do conjunto .A qualquer. vspace-0.2 cm

O símbolo denota o fim de uma demonstração, e o o vetor nulo de um espaço

A menos que mencionemos ao contrário, todos os espaços e subespaços de Banach
considerados nesta dissertação serão de dimensão infinita e fechado. A dimensão de um

espaço de Banach X será denotado por dim(X).

Sejam X e y espaços normados. L(X, y) denotará o espaço de Banach dos operadores

lineares contínuos de X em y com a norma llrll = suplllT(aç) l : llzll $ 1}. Lembremos que

um operador linear T é contínuo se, e somente se, existe M > 0 tal que llr(z)ll $ Wjlzll,
Vz c X. Denotaremos por .D(T) o domínio do operador T, por /m(T) a imagem do
operador 7', isto é, /m(7') = {7'(z) : z C X} e por Ã'er(T), o l<ernel desse operador, ou

seja, -Ke,(T) cX:T(z) Sel'' entãodenotaremos.Z;(X,y)=-L(X).

Sejam X um espaço de Banach e .E um subespaço de X. Denotaremos por -rd, o
operador identidade -rd : X --, X definido por /d(z) = z,Vz c X, e por /E,x, a inclusão

canónica de .E em X definida por /z.x(e) = e, Ve C -E. Também denotaremos por O, o

operador nulo O : X --, X definido por O(z) = a, Vz C X

Uin operador linear T : X --+ y é um isomorfismo se, se somente se, existirem M e

/V números leais positivos tais que JVllzl $ 11r(sç) l $ a/llzll, Vz c X. Nesse caso, dizemos

que X e y são isomorfos e denotaremos X = y

Dada uma sequência (z«)«rí en] um espaço de Banach, usaremos a notação #« --, i

pala denotam blue a sequência (z«)«cn converge para z quando n --, oo.

As demais notações serão indicadas no decorrer das definições e resultados desse e

dos demais capítulos.



1.2 Definições e resultados

A seguir apresentaremos algumas definições e resultados básicos envolvendo espaços
de Ban,a,ch,.

Definição 1.2.1 Sega X üm espaço uefoóaZ sobre um corpo ]K, a apZícação p : X --} ]R+ é
umü semâ-norma sobre X se

. P(Àz) l.XI . P(#), Vz C X, VÀ C K;

. P(z + y) $ P(z) + P(Z/) ,V«, Z/ C X;

Se p(aç) = 0 ãmpZãcar z = 0, então p é uma n07ma em X

Definição 1.2.2 Pm espaço X é um espaço de .Banczch se

B X é 'um espaço vetada!.

8 X é n07.mudo.

e X é como/eto em relação a esscz nor'ma.

Definição 1.2.3 Sendo X e y espaços de -Bazzac/z, de$nãmos a soma djreta enter"7za de X

co«', }'' PO, X 0 y - {(z, 3/) : « C X, Z/ C }''}.

Observação 1.2.4 .4 apZ cação 1 . 11« : X © y --p IR+ de$'Rija übaizo é urlza ilo'r'nta erl}

(r, 3/) . -má*ÍI «ll, llZ/ll}

Pt'oposição 1.2.5 Z)erzotarldo por xl:r o espaço X © y da de$nÍção ].2.3 com a rl07'Fila

definida na observação i.2.4 temos que X© Y é um espaço de BaTiach.

Pio'ç'a : verificação in«tediata

5
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Proposição 1.2.6 .4 soma de dois subespaços /ecAados de um espaço uetoNaJ noz'mudo é

fecha,do quando um dos subespaços é de diuílfensão $Ttita,.

Prova: Sugerimos l71, pág.16

Definição 1.2.7 Sejam X um espaço de .Banal/z e y um subespaço de X. -Dizemos que y
é compZenzentado em X, se existe wm subespaço uetohaZ W de X taJ qae

0) y n w - {a}

Õ!) Vz C X, ]] Z/ C y e ]l w C W : z g/+m

riã0 .'l «pZãc«ção Z{««,p: : X --, }'' e$nã p«p:(n) ty é contínua

Õ«) .'! .pZá«çã. /:""« p: : X --, W de$nãd. po, p,(#) w é contínua

Observação 1.2.8 .Em relação a de$náção anterior ainda temos que

0,) y e PV são chamados stzpZementares topoZógãcos, e escrevemos X = y © W

(ii) 'p\ é cha«ada projeção de X sobre Y e bale

(a)p? - p: (b)llp: 1 2 1 (c)(-rd - P:)' - -rd - P:

Proposição 1.2.9 Se o sübespaço r a phncdbío nâo /achado,) y é compZeme7ztado em um
espaço de Banach X, então Y é fechado.

Prova : Seja y o subespaço ''''etorial complementado do espaço de Banach X da hipótese
Logo, existe p : X --, y, uma projeção sobre y

Seja (ly.)«.Pt uma sequência de y que converge para z Se p(Z/.) ---, p(z) e
P(#.) ão z (z). l.ogo, z C y. H

Proposição 1.2.10 Sejam X um espaço de .Ba7zacA e il/ um subespaço /ec/lado de X
Então hi é comi)tementado em X se, e some'nte se , existe um subespaço fechado N de X

lal que X
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Prova Sugerimos [71, pág.48

Deânição 1.2.11 Seja R üm corÜunto ./inato. .Então, de#námos por lal a cardána/idade de
R

Definição 1.2.12 Z)aços subespaços (Xi)i./z de um espaço de Banach X, onde R é um
conjunto anito de índ ces, de$nimos que a soma deles é dãreta se para todo i, a projeção pi

de 'Ej:icnXi pctra Xi é contínua. Nesse caso, a soma é denotado por ÇDicnXi ou Xn e para
lodo operador 7' sobre XX, vamos denotar qa a resthçâo de T à XX Íse n = {á}, então

escrevemos qi para 7ll:} J. C'onsáderando a soma dãreta Xa e dada outra soma dãreta XL,
de$nimos que X.'n é 'm,en,or do que Xn se existe 'umcl pe'r'rnhtação õ em R tal. que para, todo

á c x, xl c xó(i).

Definição 1.2.13 -Dois espaços de Banana X e y são totalmente áncomparáuejs se nenhum

subespaço de X é àsomorjo a alg'üm subespaço de Y

Vejamos agora algumas definições e resultados sobre operadores

Definição 1.2.14 Seja T : X --} y um operador Jínear, onde X e y são espaços ueÉohaãs

no«n«dos. O g,áHco G(T) de r é o sueco«junto {(z,r(z) : :« € X} e X © }'. Se G(T) é

fechado em X © Y então T é dito um operador fechado.

Observação 1.2.15 Soam X e y espaços uetohals 'formados e T : X H y üm operador
linear. Eittão, valem as seguintes ajiT'mações:

(à) T é je.t:.d. ", ' s'"«-"*' s', p"''« qu«lq«« seq«ê«,ci« Ç=«'\«:*« e'« X, com =. --, ': e
r(z«) --, g/ c y, t'"';" q« y - r(:«);

(ü) Se T é jech«do e i«jet.o« e«tão T-: é fech.d.

Se T é fechcLdo então l<erÇT) é um s'ubespa,ço fechado



Teorema 1.2.16 (Teorema da aplicação aberta) Sda T uma aplicação /{near confÍhua

le um es'paço de BaTtach X sobre um espaço de Bartach Y. Para, todo conjurLto aberto
}t'' c X, ]''(W') é «b.«t..

Prova Sugerimos j101, pág.245

Corolário 1.2.17 Soam X e y espaços de -Banacà e T € Z,(X,y) ÓÜeÉora.
bãcontCnua, isto é, T-\ é contínua,.

Então T é

Prova : Sugerimos j101, pág.245

Teorema 1.2.18 (Teorema do gráfico fechado) .Soam X e y espaços de .Banana e
I' : X -.-+ Y um,a. aplicação linear. Então, T é contínua, se, e somente se, o seu grá$co é
fecha,do.

Prova Sugerimos j101, pág. 251

Corolário 1.2.19 Sigam E um espaço de .BanacÀ, -F um espaço n07v7zado e .B =

{/a : a C ..4} C -L(.E, F') faJ que p«a tod. :« C .E tenhamos suPÍll/a(Z)ll : a C .A} < +«,
Então suPÍll/al : cv C Á} < +oo.

Prova Sugerimos.j101, pág.217

Lei-na 1.2.20 Sejam X e y espaços de Z?aDaGA e T : -D(7') c X ----, y um operador
fecttüdo. ETLtão T possui, um opelüdor iTtuerso co'ntín-uo se, e somente se, T é inlÍetor e pos-
sltl, uma, ima,gem fechada.

Piora : Sugeriinosl131, pág.17

Lema 1.2.21 Seyarn .X' e y espaços de .Bati.acA sega T : X ---...+ y üm operador' /ec/fado

:om imagem fechncla.. Se i\l é tlm subespa,ço (não necessüüamente fechado) de X tal que



N{ -F l<erÇT) é fechado, e'ntão TÇM) é fechado.

de dimensão finita., então TÇNI) é fechado.
Em partic'ul,ar, se M é fecha.do e KerÇT) é

PI'ova : Sugerimos j13j, pág. 25

Lema 1.2.22 Segarn X e y espaços de -Banach e V um subespaço de dimensão ./inata de

X q) y. .E?ztâo y = lCK a) Vv, 07zde yx e Vv são subespaços de dimensão ./inãfa de X e y
I'espectiuamente.

Prova: Imediata

Lema 1.2.23 Se Vi e V2 são dois subespaços /ecÀados de um espaço de .Banana X, de
dãm(X/h) - dám(X/y2) < oo então ezÍste um àsomor$smo de X em X gwe /eua Ui sobre

U2 r o ísomor$snlo pode ser escoa/zàdo sendo o operador identidade sobre }/l í] V2 desde gue
dámjU/K n v21 < '").

Prova : Sugerimos j131, pág.59

Proposição 1.2.24 Todo subespaço de dimensão .Pnáfa de um espaço Jãnear noz'nado é
fechado.

Prova : Sugerimos l71, pág. 16

Pi'oposição 1.2.25 $clja.-rr!. Xi,X2,.- - ,Xn s'übespaços do espaço de l?a7zacÃ X. Se

T : Xi©X2G) . .©X. ----+Xt+X2+...+X. C X éum {somor$smo deXi©...q)X.
soól"e .Vi + . . + X., erzfão Xi + - . + X. é ü-ma se-ma dlreta.

Pio-.'a : Podemos afirmam que Xi í) l.V2 +
li c xl n lx2 + . . - + X.l então zi -- z2

(«:, «:, ' ' ' , «,.) - ..

+ Xnl :: {a} pois, se zi :: z2 + . . . + a,. e

-- z. = o-. E, do isomoifisnio temos que

Seja agora pi : X: + + X. ---, Xi tal que pt(Xi + +x«)- x:
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ms À
Seja (Xi +... + Xn) El MeOM a, X tal que

oo oo
Tv +

o

29 + re + — (mito, Bm) sd Ti.
Então pi(zy ++zm) =QoTm +... +Zn). Logo, p; é contínua, pois é uma composta
das contínuas Q e T-1,

n

Definição 1.2.26 Uma cisão de um espaço métrico M é uma decomposição M = AU B,
onde A e B são dois subconjuntos abertos disjuntos de M. A cisão M = AUB diz-se trivial
quando um dos abertos é vazio. Um espaço métrico M é dito conexo quando a única cisão
possível de M é a trivial. Um caminho num espaço métrico M é uma aplicação contínua
f: [0,1] — M. Os pontos a = f(0) eb= f(1) são os extremos do caminho f. Um espaço
métrico M é dito conexo por caminhos se quaisquer dois pontos de M podem ser unidos por
um caminho contido em M.

1.3 Bases em espaços de dimensão infinita

Nesta seção daremos algumas definições e resultados sobre base em espaços de di-
mensão infinita. Detalhes sobre essas noções podem ser achados em [12].

Definição 1.3.1 Num espaço de Banach de dimensão infinita X, uma sequência (en)nen é
dita ser uma base de Schauderse todo vetor z em X pode ser escrito unicamente na forma
v= 529 Me; onde X's são escalares (DEFINIÇÃO 1 da Introdução).

Observação 1.3.2 Nem todo espaço de Banach tem uma base de Schauder de acordo com
o contra-exemplo de P. Enflo em 1978 ([2)).

Observação 1.3.3 Foi provado por Mazurque todo espaço de Banach de dimensão infinita
tem um subespaço de diminsão infinita possuindo uma base de Schauder (TEOREMA 3 da
Introdução).



Defnição 1.3.4 Num espaço de .Banana de dimensão ánánáta X, uma sequência (z.)..N é

Litct ser hma, base i'n,conde,càonat se existe uma, co'estante C tctl, qte a. desi,gKatdade

l }l:i.z Àizill $ (: 1l )I'l=. Àízill , é sat s/e fa para todo suócon#unto ./ínÍfo -8 de N e qualquer
)oe$ciente \i(DEFINÇÃO 4 da Introdução).

Observação 1.3.5 0s espaços clássicos ZP para p ? l contém uma base ãnc07zdácíonaZ. en-
quanto Z,i não contém men/fuma.

Definição 1.3.6 [/ma seguêncãa (Zn)«CN é uma sequência Z)ásãca Ú'espectduamente uma

;equência básica {ncondic'ionat) se é uma base (respectivamente umcl base incondicional)
do '«Z'"P"ço ./b'A«d. g««d. po« e/., {;Éo é, P« l(««)«~l .

Proposição 1.3.7 (Zn)n é base de ScÀauder de um espaço de Z?anacÀ X, se e somente se,

Õ) z« # a, Vn c N,-

0i) A/ € R]. fa/ que 11111:a:açill $ À/ll }ll:aizill, Vn,p c N,
{-l á-l

OiíJ l(««)«l

Prova : Sugerimos j121, pág. 2

Proposição 1.3.8 Sda X um espaço de .Banana com base de Sc/zauder (z.),.N. .Então

" .P««'"" P« : X ----., X, » C N e$«{d. P« P«(E«::,:) - E«:«: ;'. P,''j.Ç'" '

suP IP« l < +oo i-i í'

Pro't'a : Segulimos (EÀ'l), pág. 47

Definição 1.3.9 Sda (z«)«CN üma base de Sc/}aüder para o espaço de .Ba7zacA X
:111?llP«ll é c/..«..d" ««f««t óá;ic« de (z«)«.~.



Proposição 1.3.10 Se (zn)neN é uma base de Scãczuder noz'maZázada de um espaço de
Z?anata X, então para todo n = 1:a zi em X temos gue la.l $ 2-Kllzll, Vn C N.

Prova : Seja o natural fixado n c N'. Então temos que la.l = la.l . llaç.ll = lla.z.ll
IP«(':) -- P«-:(")ll $ 11P«(Z)ll + llP«-:(:')ll = llP.llllzll + llP.-:llllzll 5; 2-Kllzll.

Proposição 1.3.11 cegam y um suóespaço de dimensão í záníta de um espaço de .Banacà

X, e (Zn)neN base de Schauder de X. .Então para todo inteiro positivo p, eãsfe g/ c y com
IZ/ll = 1 e da/or'ma g/ ' )l. a,.z..

n::P+l

Prova Sugerimos l61, pág. 52

Lema 1.3.12 .Secam W um suóespaço de dãme7zsão ízz@nàta de um espaço de .Banana Z
co«. Z,a" d' S'A-de, (z«)««. E"t" P«« t.do !,'te{,« p«át:" p, o '«Z'"P"ÇO WP--: d. W
'"jo. os e/'m'';f« sã. d. .»«." . E .":": p"« .Zg«m« seg«ê«.{« de e«.J«e. («:):«, é

de divn,então ini$nitü.

Prova : Sejam W um subespaço de dimensão inânita de um espaço de Banach Z, e (z.).
base de Schaudei de X. Então pela Proposiç-ao 1.3.11 segue que para todo inteiro p existe

l € WP+l com llwtll = 1 e da forma wi = >ll: aJzi.
:P+lZ

Seja ni C N tal que ll.:;P+i ll > 1/2. Então, novamente pela Proposição 1.3.11,
existem w2 -:

Seja n2 C N tal que ll >1,. .a?zill a: 1/2. Então continuando por indução encontramos
Í-: n l + l

um sequência de números inteiros p := no < ni < n2 < . . e vetores wj = }1: aÍzi.
Í = 72.j - i+ l

n

E claro que (%)jcW é -L..r. com ll }: aÍzi
i-n.j--i+l

n



Proposição 1.3.13 Se X é um espaço de -Barraca e (aç«)«cw base de $c/zauder de X, então
( lanll )neN é 'üm&a Z)ase 'r&o'r'maZ fada de X co'm a meslrza constante básica.

Prova : Segue diretamente da Proposição 1.3.7

Definição 1.3.14 Soam X um espaço de -Banal/z, (z«)«CN uma sequência Z)ásdca em X,

(pn)ncN uma sequênc a esthtamente crescente de inteiros positãuos e (a.).eN uma sequência

de escaZares. Z./ma sequência (uj)j ácida por uj = 1::l! flana;«, com uj # 0, yJ C N, é
chamada de base de bloco de (E.).CN.

Proposição 1.3.15 Unia base de bloco (uj)jciv de uma segaêncáa básica (z«)..N de üm

espaço de Banach X, é uma sequência básica, cuja constante básica é menor ou igual a
.onst«te bá'ã« de (z.)..~.

Prova Sugerimos j121, pág. 6

1.4 Espaço quociente

A seguir definimos espaço quociente. Sugerimos também j151, pág. 8

Definição 1.4.1. Sda .E um sabespaço do espaço de l?anacÀ X. .Denotamos por X/E o
espaço de Banana guocáente {lnl : sç C X}, onde lzl denota a classe de eguduaZêncáa z + .E

de 3 com a nor'ma lllzlll = inftl z -- ell : e € Z}.

Definição 1.4.2 Der citaremos por codi7n(E) a codámensão do suZ)espaço -E rzo espaço de
Ba'n,ach X, isto é, a. dizer\são do espaço quocie'nte XJE. Indica-remos que E tem codimensão
$-t\ita ent X pela, rtotaçào codimÇE) < -F(x).

Notação 1.4.3 Por QE denataremos a apZ caç(io qzzocãente calzón ca de X em X/.E deÉzilda
por QE(:«) V:r c X
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Proposição 1.4.4 Sejam X e y espaços de .Banana e T : X -----} y um operador /ec/fado

Se ImÇT) possui codimen,são $nita em Y e\tão ImÇT) é um s'ubespctço fecha.do.

Ptova : Sugerimos j131, pág.22

PI'oposição 1.4.5 Todo stébespaço de codãmensão ./imita de um espaço de .Banach X é com.
pZementado em X

Prova : Sugerimos j141 , pág.373

Proposição 1.4.6 Sejam X um espaço de .Banana e A/ um subespaço /ecAado de cod{
m,eqsõ,o Brita em X. Ente,o.

('L) para quc.lquer sabes'paço V de X, exi,ste 'um subespaço de dimensão Brita N contido
.«. }'' t«z q«. }'' - (}' n A/) © N;

OO Se y é denso em X, então y n M é denso emM

Prova : Sugerimos j131, pág.24

1.5 Operadores estritamente singulares, operadores compactos e
operadores de ]ü'edholm

Nest.a seção daremos a.lgttl-nas definições e resultados envolvendo operadores estrita
mente singulares, operadores compactos e operadores de Hedholm.

1.5.]. Operadores estritamente singulares

Definição 1.5.1.1 Um open'apor S de Z para X á dito ser esthtamte7zfe s ngü/ar se pa7'a
lodo sübespaço T'V de Z, a resta'áção Slçr de S pata T.y 7zâo é um ísomor$smo sobre a !ma-



Observação 1.5.1.2 1)Crio(amos por S(X, y) o espaço das ap/ãcações /íneares e conta'n'üas

S . X --+ Y, que são estritamente singul.ares.

Vamos caracterizar os operadores estritamente singulares

Pi'oposição 1.5.1.3 Sejam X e y espaços nor'nados de dimensão 7z$níta. [/7n operador
T : X --} y é esthtamenfe síngz&Zar se, e somente se, Ve > 0, para qualquer W suóespaço
d. dám'"'ã' ãnánàt« d. X, .«riste :« c W t«i q«. llr(z)ll < llzll.

Prova : Sugerimos j151, pág. 26

Proposição 1.5.1.4 Sejam X e y espaços de -Banach de dimensão ín$níta. Síya S : X --.> y

u'm operador tãn,ear e cona'ínuo. S é estritamente singular se, e some'nte se, pata, todo subes-

paço de dimensão ã7z#nãta W de X e para todo 8 > 0, ezàste t,y' suóespaço de dimensão
árzáriãfa de W, taZ que llSltV,ll .$ 8.

Prova : Sugerimos j121, pág. 76

Corolário 1.5.1.5 Sda«z Si e S2 C S(X, y) e a C K. .Então temos (SI + S2) C S(X, y) e
(aSI) C $(X, }'').

Prova : Sugerimos j151, pág. 27

Proposição 1.5.1.6 Seja S üm operador esthtamerzte singular. Sejam T e U operadores

lineares contínuos, para os quais TS e SU estão de$nidos. Então TS e SU sãa operadores
Estütnmente singulares.

Pio'ça : Sugerimos j151, pág. 28

P:'oposição 1.5.1.7 S(X, }') é «m «p«ç. /e.h«do de Z(X, y)

Prova : Sugerimos j151, ])ág. 29
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1 .5.2 Operadores Compactos

Vejamos agora, a definição e alguns resultados sobre operadores compactos

Proposição 1.5.2.1 cegam X e y espaços rzorv17}ados e 7' : X --} y uma apZ cação Zànear.

São equivale'ates a.s seg'pintes prof'úedades:

(á) T teus CL bola unitáha B de X num conjunto retatiuamente compacto de Y, isto é,
r(-B) é «mp«t..

({{) T leda os conjuntos limitados de X em conjuntos relativamente compactos de Y

('ii{) Toda sequência limitada ( .:).cw de pontos em X contém uma subsequência =«. tal
q«. « «q«ên.i« (7'(«.))«~ é ««.ry.nte .m }''

Prova : Sugerimos jlll, pág. 302.

Definição 1.5.2.2 Z)ízemos que um operador linear T : X --> y é compacto se satãé!/az as
c07tdãções equã'valentes citadas lta proposição antepor.

Proposição 1.5.2.3 Sejam X e y espaços noz'nados e T : X --+ y um operador /ànear e
contín'uo, cujct armpagerilr tem dimensão $nita,. Então T é comi)a,cto.

Prova : Sugerimos jlll pág. 303

Definição 1.5.2.4 S©a'm X e y espaços nomeados, T e (Tn)«.N u'm sequência de ope-
i'adoras J Ficares. .Dizemos qüe ZL conuerye ténll/or'demente para T se Ve > 0, 3n,o C N taZ

gt.e Vr C X, 1:« 1 $ 1 te'«',os lira(z) - r(z) $ 8, vn ? n..

Proposição 1.5.2.5 Soam X llm espaço 7toz'made, y um espaço de .Banal/} e 7; : X --, y',

It C N, umü sequência de open'odores compactos tal que T,. converge urtãformemente para T

Então T é pompa.cto.

Piora: Sugerimos jlll, pág. 312
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E bem conheci,do (ue:ja, lí21, pág. '76) qu,e existe'rn operadores estütame\te singhl.ares

q'u,e 'n,ão são operadores co'mpo.elos, m,o e'ntanto, temos

Proposição 1.5.2.6 Sejam X e y espaços n07mados de dimensão {rz$náta.

1( : X -.-} Y é unl operador compacto, então K é está"itamente sing'atar.

Se

Prova : Sugerimos j151, pág. 31

Pi'oposição 1.5.2.7 Sejam X e y espaços de -Banana de dimensão á7záníta. .Assuma que
T . X --+ Y selva um operador tat que a, restrição de T para ne'nhum subespaço de X de

codime'n,são $'nata, é um isontor$smo. Então, para todo 8 > ç), existe 'um subespaço Z de
dimensão nánáta de X taZ que Tlz é compacto e llq,ll $ e.

Prova : Sugerimos j121, pág. 76

Observação 1.5.2.8 Sejam X e y espczços de Banana de dimensão ãzzán ta e T um ope-
rctdor linear co'ntínuo de X e Y. Se para, CLtgnm subespa,ço Xo de X, de codimensão Brita, Q

restüção de T à Xo é xm i,se'm,or$smo sobre a. imagem, e'ratão TI..X) é fecha,do eln Y

1.5.3 Operadores de Fredholm

Vamos apresentar agora algumas definições e um resultado sobre operadores de
Fi'eclholnl.

Definição 1.5.3.1 Seja«z X e y espaços de -Banana e 7' € 1,(X, y) um operador com {m-
ügent fechada.. De$í\intos o 'íTtdice do í\úcleo e o 'índice de de$ctência, de T, res'pectiuüm,eí\te

a(7') = dim(kei(T)) e 0(T) = dim(y//m(T)) = dÍmcoker(T).
por
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Definição 1.5.3.2 Soam X e y espaços de -Banana. Então um operador T € -L(X, y) é
dito ser semi-Fbedhotm superior se sua, imagem ImÇT) é fechada, e ctÇT) <. çn. O conjunto

d' t''i" o' op««'í"« s.mÍ-FredAolm .upeóo, é d.not.do po« 'D--(X, y). [/.m ope«do,
I' c L(X.Y) é düo ser se'rni-Fredho\m injehor se l3(T') < m (neste caso, ImÇT) é fechado
pela Proposição L.4.4). O conjunto de todos os operadores gemi-Fredholm {n.fedor é deno-

tado PO, Q'- (X, }'') .

Definição 1.5.3.3 Soam X e y espaços de Ba7zacA e T C -L(X,y) um operador será
Fredho\m suT)eüor ou gemi-Fredhotm 'infeüor. De$niremos o 'inda,ce de

r c 'D+(x, y) u 'D-(x, }') PO, á(T) a(T) - P(T)

Definição 1.5.3.4 Soam X e y espaços de -Banacà e T C -L(X, y). .Então T é chamado

operador de Fredholm se {(T) < oo, ou equãuatentemente, se T é 'um operador semã-Fredholm

supe'r"ior e gemi-Fredholm injeüor.

O co«j-to .Ze todo; os .p««do«. ã'edA.Zm é d.-t . p« ®(X, }'')

Proposição 1.5.3.5 Soam X e y espaços de .Banana e T C -L(X,y) um operador com
i'macem fechada, para, o qual ciqT) < -+(». Seja S \ X --+ Y um operador estütamente

síngaZar. .Então a(T + S) < oo, T + S tem imagem /ecÀada e {(T + S) = {(T).

Prova : Sugerimos j121, pág. 79

Pi'oposição 1.5.3.6 Sejam T : X operador Frei/loZmi e S : X ------* y üm opera

dor faZ qüe dim(7'(X)) < +oo. Então T + S é um open'apor FredAolm e {(T + S) = {(T).

Pro'ç'a : Sugerimos j121, pág.77

Observação 1.5.3.7 Z)anotando por .L a classe de lodos os operadores Jíneaí'es coRtzzRuos

ente'e espaços de Ba7tach arbitrários podemos definir que um ideal de operadores U é llmü sttb-

cZ«s. d. Z, t«Z q«. d.do' "p«ço. d. B-«A X e }'' « «mpo«.nte. U(X, y) = UnZ.(X, }'),
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sati,sfazem as seguintes condições

(ã,) i(i,E C U, onde E debata o espaço de Banach de dimensõ,o l;

ráí) Se Si, S2 C U(X,y) então St + S2 C U(X, y);

0ãi) Sd«m Xo ' yo e.paç« d. B-«A de ]" € Z(Xo,X),S C U(X,y) . R C L(y,yo)
.nfão -R$r c u(xo, yo).

SeX y 'Z.«''m" " "mpone«fe U(X, }') p« U(X)

Definição 1.5.3.8 Soam X um espaço de -Banach e os operadores T C L(X). .Então,

de$n'lhos a átgebra de Calkin por L(X)/K(X) onde l<(.X) é o ideal de todos os OT)ora-

dores conta,elos sobre o espaço de Ba'n,ach X. De'notaremos :por Q, Q ap\icüção quociente

Q : L(X) ----, -L(X)/K(X) de$«{d« po, Q(T) ,vr € .L(x).

Proposição 1.5.3.9 Sda X um espaço de .Banacà e T : X -----» y. [/m operadora' C -L(X)

á @..ZAoZm se, . som.«te se l7'l é ín«MÍ«.Z - áZgeZ,« de a.Zk{« L(X)/K(X).

Prova : Sugerimos j131, pág.47

Proposição 1.5.3.10 Sejam X e y espaços de 23arzacA e 7' : X ---.} y, wm operador

para o qual á(T) é de$nádo. Ea;isto um -número X(T) > 0 tal que se S : X

ISll < .à(7') então

aJ a(r + s) $ a(T)

(i{) T -} S tem uma imagem fechada e l3(T -F S) É /3(T);

ràáà) {(r + s)
Prova: Sugerimos j121. pág. 78
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1.6 Operadores da forma /d + S

Veremos nessa seção um resultado que caracteriza os operadores da forma (.rd + S)
e definições decorrentes.

Proposição 1.6.1 Soam Z um subespaço de um espaço de Banana X e -A C .L(Z, X). Se ,4
é da, forma, Id-t S, on,de S é estütamente s'lng'ul,ar, então A é lm isomor$s'mo sobre al,gum

subespaço de codãmeítsão .Brita de Z.

Prova : Seja .A c -L(Z, X), onde Z é um subespaço de dimensão infinita do espaço de Banach
X tal que a restrição de .4 pata algum subespaço Z' de codiinensão finita de Z não é um
isomorfismo.

Então, Teta Prol)os'tção 1.5.2.1 te'mos que para todo 8 > Q e=i,ste um subespaço Z" de

Z taZ que .4lz« é compacto. E mais peia Proposição .í.5.2.6, .Alz« é estNfamente sãnguZar.

,'lssãm, se consíderazmos Á na /omna (/d + S) onde S é esthtamente singular

teremos ; ..'llz« = /dlz« + Slz«, ou meJAor ..'llz« -- Slz« = /dlz«

Segue pe\o Corotáüo 1.5.1.5, que Id\z' é estütam,e-rate singular, o que é 'um,a, con-
tradição , pois o operador identidade é bÜetor e bicontÍnao e poüanto, um isomor$smo

sobre ü sua im,agem.

Logo, se A é da, jol'ma. Çld-+ S), ente.o A é 'üm isomor$smo sobre algum subespaço
cie codimensão Ji-feita.

Defillição 1.6.2 Se cada operador .A C Z(Z,X) é üm {somor$smo sobre Z rza ./arma da
P}'oposição 1.6.1, dã,zelos que A é um (.Id-F Sb-isomor$smo.

E'go .. ezãste .4 C L(z,x), (-rd + s)-átomo'$s«.o, e«tão o isom.a.«,o i,'ue«o

.4-i de .A de$rlido sobre .A(Z) satáz!/az ,4'i -- /d = (/d -- .4).4 i. Se-ndo assim tentos;

{-: (/d - .A).A'', pod-to ..4-: é üm (]d + S)-is.«.or$smo s.b« ..4(Z).



Definição 1.6.3 1)oãs subespaços y e Z de tlm espaço de .Banach X sâo ditos
;«em (-rd + S)-í«mor/o. « e«d'te ««. (.r'Z + S)-ds.m.r$smo .Z. }' p«« Z.

Deânição 1.6.4 Subst tuándo o operador estritamente sãnguZar S por um open'apor compacto

1< ba Proposição 1.6.1, também se de$ne A como Çld-+l<)-isomor$s'm,o e co'nsequenternente
rua de$'feição 1.6.3, szbespctços Çld -F l<)-isomorjos.

Lembremos a Proposição 1.5.2.6 que afüma que todo operador compacto é estrita.
mente singular.

1 .7 Espaços de Banach hereditariamente indecomponíveis ( ou -/7./.)

O objetivo dessa seção é definir e apresentar resultados que caracterizam os espaços
de Banach hereditariamente indecomponíveis.

Definição 1.7.1 C/m espaço de Z?anacà de dime7zsão i7zánàta g&e pode ser escrãfo como

ama soma de Feto menos dois subespüços de dimensão in$bitü é dito ser decomponíuel,.

Definição 1.7.2 Pm espaço de .Barzach de dimensão ã7zÉníta é ándecomponz'ueZ se não pode

ser escuto como soma direta de seus subespaços de dãmertsão {n$nita.

Definição 1.7.3 C/m espaço de Banana de dimensão ãn@náta é Aeredátar amante índico-m-

pot\íuet ( ou H.l.) se tenham subespaço dele é soma direta. de dois subespaços de dome'n,são

lnjinita, ou seja,, não admite subespaço de dimensão in$nita, decoml)oníuet (DEFINIÇÃO '7
da Introdução).

Observação 1.7.4 Gowers e J]/attrey, em ]993, corzstr tlz'ram o p7ímeíro espaço de .Barzac/l

H.l. ch,.m«d,o Xc:..:, '«j. l01 (TEORENIA 8 d« l-«t«d«ção).
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Definição 1.7.5 Soam y e Z subespaços /ec/lados de dimensão ànázzãta,

'y(y, Z) = inftllz -- yll : llzll 3/ 1 - 1, y C }'' e , C Z},

é de$nido como sendo o ângulo entre os sttbespaços Y e Z

Lema 1.7.6 Sejam Y e Z subespaços .fechados de dimensão in$nàtct de unl espaço de Ba'naco

X, t«Z q«et''nz- {a}. ntãoy+Z é/e.A«d., " ' soment. «, 7(y,Z) > 0.

Prova : Sugerimos jlõl, pág. 12

Proposição 1.7.7 (Caracte'r'ilação geométhcü dos espaços de Banach H.l.) Se:ja X um
espaço de Band,ch. X é H.l. se, e somente se, para quaisquer Y e Z subesl)aços fechados de

dimensão ãnánÍta de X, e para qualquer € > 0, ezáste 3/ c y e z c Z com llZ/ll = llzll = l
taZ qzze lly -- zll < é:.

Prova : Sugerimos j151, pág.14

Muitos resulta,dos conhecidos n,os espaços H.l. são sobre operadores em espaços com-

plexos H.l.. Em paüicular, Gouers e MaureU mostraram em 101 que se X é 'um espaço
completo H.l., então todo operador sobre X é Q soma de um operador estht(m\e'nte singular
com uma máltipZa identidade.

Teor'ema 1.7.8 rGenera/ãzação d0 7'esuZtado de Gou'ers e Ã/aureg/J Sejam X um espaço
completo H.l. e Y um, subespüço de X. Então ca,da opera.dor de Y para X é dü joT'ma

À/},.x + S, onde À é uma constante como/eza, a apJ cação .rV.x é a íncZusão canónica de y
para X, e S é l.Lm operador estütamextte sina-ul.ür.

Prova : Sugerimos l31
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1.8 Algebras normadas

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos e resultados que serão úteis na prova do
Teorema Principal (Teorema 7.1.1 do Capítulo 7).

Definição 1.8.1 ZI/ma áZgebra nor'nada sobre üm c07'po K é um espaço uetohaZ nozv7rzado .A,

sobre K., no qual de$nãmos uma operação de muttápticação {ntev'na, satisfazendo os seguintes
QztomQs:

ÚJ (ZZ/), z(Z/;),V«;, 3/, , C .A;

Oi) z(Z/+z) +z.e(Z/+z)z +zz,Vz,3/,,c.A;

aii) À(z3/))Z/(.XZ/),V:«,Z/,z C ..'! eVÀ C K;

0u9 11zZ/ll $ 11z l . llZ/l ,Vz,y C ..'l

Observação 1.8.2 C'onsãderando a de$nãção antepor temos que

0) Se K = IR, .A é chamada áZgebra n07mada real, e se ]K = (C, áZgebra n07mada compZeza;

(ü) Uma álgebra 'nomeada. é comutativa se ='y ''J=,'y C A;

Oii) Se À é üm espaço uefohaJ completo em relação à n07'ma ll - ll e é uma ÓJgeóra formada,

então dizemos que .A é uma .4Zgebra de .Banach

Definição 1.8.3 Um. e/em.erzto e de ?lma áZgebra n.or'm.ada ..'l é chamado unidade de Á se,

e somerztese, e#0, e:z;=ae=z, VzC..4 e jje =1.

Observação 1.8.4 En} reZaçã a Z)e$rzição .í.8.3 temos que

(i) A é uma álgebia noitada com unidade se Caíste em A o elemento tt-cidade;

({{) É posssíuel mostrar qlte o elemento unidade quando e:cisne é único;

({-ii) Sendo A uma álgebTa no?vrTtada com unidade, dertotaremos o elemento unidade por l
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Definição 1.8.5 Soam .4 uma áZgebra formada com unidade e z € ..'1. J)ãzemos que z é

ínuedz'ueZ se ezãste ly C .A ÉaJ que 27y = 1 e lyz = 1. O elemento y será chamado anverso de

r e o denotaremos por z'l

Definição 1.8.6 Uma áZgebra nortada com diuis(ío é uma áZgeóra norvrzzada .4 com Maldade

tat que todo elemento não auto é {nuertÍuel.

Teorema 1.8.7 (Caso Complexo do Teorema de Gelfand-À'lazur) Sda Á uma áZgebra de
Banctch completa com divisão, então A é ãsométMcante'rate {somorfo a, C.

Prova : Sugerimos jlSI, pág.16

Definição 1.8.8 Seja .4 uma áZgebra real. .A compZezlHcação .4a de .A é o c07Üunto .4 x .4

para o qual de$nãmos, para todo a, b, c, d € .A, a, # C IR, as sega níes operações;

rà) (a, Z,) + (., d) - (« +.,b+d);

0i) (a + PÍ) («, b) (a« -- PZ,, ab + Pa);

Oii) («, Z,)(c, d) (« - z,d, «d + b.)

Definição 1.8.9 .F /ãcãZ ue7qHcar que Ác possw{ estrtltura de áZgebra compZeza e que a

«pião«ção « ---* («, 0) é um «.on.m.W;mo .Ze Á e«. Áa

Lembramos que para A e B átgebras sobre um cor'po K. um monomor$smo de A em

B é um homomor$smo injetiuo de A em B. Relembrando que homomor$smo de A em B é

"«,« «p/{"chão '} C Z(..4, B) t«Z q«e '}(ZZ/) («) . '>(Z/), V«, Z/ C .A.

Definição 1.8.10 Seja .4 üma áZgebra n07mada real, então lemos

rã) ..4 *'«, ««íd«'í' " ' "«,.«te « .,4c f.m ««ãd«de. S. l é . ««ád«de de .,4, então (1, 0)
é a unidade de.,'!c

ÓiJ « c .,'! é ã««,'tí-eZ « e ..«..nte .e (a, 0) c .4o é !««NÚ.Z, . («, 0)': (.':,o)
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Prova : SugerilBos jll, pág. 69

Definição 1.8.11 Soam ],i,.j, k a base usüaZ de uetores do ]R4, isto é, 1 = (1,0,0,0),á =
(0,1,0,0),i 1,0),k ]). Á áZg.b«do.q-té«ã««b«]R, de«ot«d.p«M
é o espaço 'uetorial R4 com o produto ãnte7'no de.unido sobre os uetores da base da seguinte
Jo'r"rna:

It = 1, lá - {l - á, IJ - ji - J, lk - kl - A,

P =j2 - P' -l, íj :1{ Kj

Observação 1.8.12 Estendendo a muZtíp/ cação anterior, por Jíneahdade, para as com-

óínações Z teares dos elementos da base e considerando a nol'ma de$náda por lzl - l E.sçã ) ,

oílde z = (zi, z2, a3, z4) c ]H, é possúeZ mostrar atruués de cáZc'aios rotlneãros qüe H é áZgebra

sobre ]R, e que laço/l = lzllZ/l Vz,3/ C M, e portanto gue M é uma áZgeZ)ra n07mada sobre ]R.

l

Observação 1.8.13 0 e/ementa l é a unidade de ml, pois dado z = (zi,z2,z3,z4) c m[
temos:

lz 0,0,0)(z:,:«,,.;,:«.) +0ã+0J+0k)(«:+z,á+:";.j+:«-k) +";.j+z.k
e de fol.'m,a a'nátogü podemos mostrar que =l

Observação 1.8.14 Soam z = (zi,l2,z3,z4) e r* = (zi, --z2,--za, s.i) em M. .Erzt'io

:.z* ,z,,:«3,"')(z:, --z2,--';3, --z«) = (z: + z2{ + z3.j + :«-k)(z: -- z,í -- z;.j z4k)

ljzl2 + 0; + 0.j + 0k :: lzl2. ,4ssinrz, sertão z 7é 0, podemos c07zsÍderar o elemento z'i :: Í;j»z*

t«J q« --: (Í$"*) - T$(:««*) 1. .Oe.b«- «á/og« po'Z'"'os mos*"':' q« «: ::« - :.
Z;ogo H é üma áZgeóla rzormada sobre IR co-m diulsão.

Teor'ema 1.8.15 acaso real do Teores a de Ge /aria-À/azüO Sega .,'! uma á/febra dor nada
zea/, com djuisão. Ezltâo ..4 é ísomor:fo a IR, (C ou HI.

Prova : Sugerimos jlSI, pág.23
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1.9 lsomorfismo entre os espaços quocientes .E e .EV

1 .9.1 0 espaço quociente Er

No que segue na Seção 1.9, X será espaço de Banach de dimensão infinita, e o conjunto
dos subespaços fechados de dimensão infinita de X será denotado por Gx. Também no
que segue consideramos para cada y € Gx a aplicação llr definida sobre L(y, X) por
l7'llr suP {n/llriz' l.

z'cyZcy

Observação 1.9.1.1 .Em relação a n07ma czc ma mencionada temos

0) 11rllr = 0 se, e somente se, T é estritamente singular;

ÓÍ) se X é H./., então pala todo T C -L(y,X) e para todo Z C y temos
7'llr llz'l,,l.

z'cz

Prova Sugerimos j151, respectivamente pág. 41 e 46 para as observações {) e {ã)

A seguir nesta seção (1.9), X será um espaço de Banach hereditariamente indecom
ponível.

Definição 1.9.1.2 Pa7'a cada y C Gx denotamos por E}' o espaço quociente de .L(y, X)
peZ. /Q«'Z ' 'pli«ção l . llV, !.to é, Er /S(y,X). Denot«mo' p" ':r "«,

elemento de Ev, e pai'a todo T (i L(Y,X), denotamos por T a classe de T em EY, isto é

r {u c z;(y,x) : u T C S(rX)}. C'casa'ieramos a seguinte apZãcaçâo

l }, : .EV por l arll y = ll7'llr,VT C ar, qüe é uma norma em .Er

Definição 1.9.1.3 Selar7} Z, y C G.x faZ que Z é um sübespaço de y. EzásÍe y' s.ttbespaço

de y taZ q?le y' = (/z + S)(Z) onde /z -F S é um somor$smo. Z)e$izámos e7ztão a seguinte

aplicação de Ev em Ez : Pvz l Ev ---+ Ez tat que T t----., TI.lz -b S).
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l,ema 1.9.1.4 Sejam y e Z em Gx faZ gue Z é um subespaço de y. .Então PVZ é uma
isometria t.i7tear.

Prova : Sugerimos jlSI, pág.50

1.9.2 0 espaço quociente .E

Definição 1.9.2.1 J)e$nãmos em X, o espaço uetoNaZ noívr7zado

z.((Er)r.c;.) (ar)v.a;./]M' € R; : lllarlllr $ m',vl''' c Gx},
.nd..' l(aV)* - .UP lla*llr

Proposição 1.9.2.2 Z)anotamos por Q = {(ar)r.a,. C Z«((.Er)r.a*) se ezãste Xo C Gx
ÉaZ g«. p«« todo y s«Z'"p«ç. d. yo temo. a* - ;'h«(auo)}. .4./i«n«.o. q«e Q é um «p«ç.
linear.

Prova : Sugerimos j151, pág.57

Definição 1.9.2.3 Z)ado (ar)vcc;. c Q segue do Lema 1.9.1.4 gue llarlllr = lllavollluo,

para todo y subespaço de yo, país ay - PYoy(axo) e /;Hny é 'üma {sometrãa. .Assim podemos

de$nir a sega'Lute aplicação em Q

q' : Q ---- IR+ definida por (av)v ----, Q((ar)r) = laxoll

Observação 1.9.2.4 Z)anota'nos por I' = {(ar)rcc;. C Q : 'P((c*V)r) = 0} o suóespaço

fecttado de ç}.

Prova : Sugerimos j151, pág.60

Definição 1.9.2.5 Z)e$námos o espaço quociente .E = Q/I' taZ cite a = (ar)v.c;,. C E onde

« .plãc«çã. . : .E ---- R+ d«d. po« llall - ©((av)v), V(aV)r C a é «m« «««« em -E

(-ej« ltSI, pág 6:).
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1 .9.3 Isometria entre E e EV

Os próximos resultados ajudam a provar i:lo Capítulo 7 que o espaço -EV é isometri
comente isomorfo aos espaços ]R, (C e ]HI.

Definição 1.9.3.1 Soam a e # C -E. .Então de$nãmos aP C .E por (cIMa ®PZÇZ:) orzde

yo, Zt C GX são tais que ay = .f'Yol''(clyo),Vy subespaço de yo e Pz C -EZyo,VZ subespaço de

Pi'oposição 1.9.3.2 0 espaço E com a multípJácação dada na de$nição 1.9.3.1 e noz'ma
de$nida em L.9.2.5 possui está'usura de álgebra nortada com unidade.

Prova : Sugerimos j151, pág.67

Definição 1.9.3.3 Sega X wm espaço de -Banach -H..r. . Para cada y C Gx de$nÍmos a

s'g«ínt. «pZd«çã. J:n«« e : -L(y,X) ----* -E t.Z q«e r ----, e(r) (7'))z, ond. zé
subespaço de Y. Obsemando que E é completo e todo elemento não nulo de E é ãnuertíuet

em re\ação ao produto de$'«ido em \.9.3.L (uej.« ltSI, pág. '75 e '7'7).

Proposição 1.9.3.4 Seja X um espaço de -Banana completo H/. .Então o espaço E com

a multiplicação dada na de$nição L.9.3.L é 'uma álgebra de Banach com unidade.

Prova : Sugerimos jlSI, pág.79

Pt'oposição 1.9.3.5 Sejam X um espaço de Banach .17/ e y üm subespaço qtialq er de X

com. dimensão in$nàta. Então o espaço Ev é {sométhco Q um subespaço de E.

Prova : Sugerimos jiSI, pág.79
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Proposição 1.9.3.6 Seja X üm espaço de -Banana completo H./.. .Então, o espaço é dado

lla De.finição 1.9.2.5 é 'isométhco (l C.

Prova : Sugerimos jlSI, pág. 79

Corolário 1.9.3.7 Seja X um espaço de .Banal/i compZezo .fJ..r.. .Então, .E possua
ã'im,e-n,são l.

Prova : Sugerimos j151, pág. 79



CAPITUL02

QUASI-MAXIMALIDADE DE SUBESPAÇOS

Neste capítulo introduziremos o conceito de subespaços quase-maximais para em
seguida demonstrarmos o Lema 2.2.1 sobre soma direta e subespaços /d + /(-isomorfos,
de grande importância na prova do Lema 3.2.2, que por sua vez auxiliará na demonstração
do Teorema Principal (Teorema 7.1.1). Terminaremos este capítulo com M demonstrações
dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 sobre as relações da quase-maximalidade de subespaços e operadores

estritamente singulares, que desempenham papel importante nas demonstrações do Teorema

12 (ii) e do Teorema 13 que foram enunciados na Introdução.

2.1 Quase-maximalidade

Definição 2.1.1 Sigam X ürri espaço de -Banach e y um sabespaço de X. y é dito quase
ntadmat se para todo subespaço Z de X, a soma Y -F Z não é direta.

2.2 Soma não direta e subespaços /d + k-isomorfos

Lema 2.2.1 Secam X um espaço de -Banana, y e Z subespaços de X. Se para todo sabes
paço I'T'' de Z, a soma y + l,V não é díreta, então y e Z têm subespaços /d + K-ismor/os.

Prova : Sejam y e Z subespaços de X satisfazendo as hipóteses do lema. Pela Observação
1.3.3 podemos assumir que Z tem uma base de Schauder (eí)í.N, com projeções (p.)«CN.

Cloineçamos provando a seguinte afirmação: " 'VC > 0 e para algum-t subespaço I'V de
Z, se a soma y + ly não é direta, então existem vetores unitários, g C y e w C IV tais que

y mll$ € "

Supondo que não, ou seja, existem é: > 0 e g C y e w C T}'', ç'etores unitários tais

que y -- tu 1 > é: temos que

1. y n Ty = {a}. De fato, se y n }y # {o-} então existe z # a, a C y íl l,V' e

0 = llÍi;iÍ -- IÍ;i 1 > e, o que contiaiia a liipótesel
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2. Pela Definição 1.7.5 podemos concluir que

'y(y.}ç') - «,ll: llZ/ll e .« C W} > € > 0;

3. Pelo Lema 1.7.6 temos que (y + }t,') é fechados

4. Seja pr : y + l,V -.. y, a projeção definida por pr(3/ + w) = Z/. Se Z/. + w. Y.:l:!' o e

Py(3/n + Wn) --!-, Z/, então a C .D,,, e w« ----» --3/. Logo, como W' é fechado temos que
--y C y í] }y, e assim y = o. Portanto, pela Observação 1.2.15.(i) e pelo Teorema do
Gráfico Fechado (1.2.18), p., é fechado e consequentemente p., é contínuo.

5. Segue, pela Definição 1.2.12, que (y + l.}') é a soma direta o que é uma contradição
Desse modo llZ/ -- wll $ e, isto é, a afirmação é verdadeira.

Agora provaremos que é possível escolher uma base de bloco normalizada (zi)ícN em

Z e uma sequência (yi)í.N em y tal que )ll: llzi -- 3/í l 5; l.
á€N

De fato, pela afirmação anterior existem 3/; C y e z; C Z com ll3/: = 1, llzlll =l
e llzl -- Z/l.ll $ {. Como (ei)icN é base de Z, temos que existe uma sequência de escaleres

(a!)icN tais que z; = }j:alem.
lZ

Seja ni C N tal que («) i E «J.:
Í=nt+l

e
nl

(z,) IE«!'.ll ? {{-1

Sejam Zi = >jj:aJeí, zi = ÍÍêh e gi = ighÍ. Logo llzill = 1 e llzi -- lyill = ltiêhÍ -- [zHI

íà-lln' 3/;ll g 2-llq'-y;ll +;; z/lll $ 2.111%--;lll+ll;;-z/1111 g 2 ({+ã)

/

Seja Z2 = {( )ll: aieí) C Z}. Então pelo Lema 1.3.12 Z é de dimensão infinita. Logo

pela hipótese Z2 + y não é soma direta e pela afirmação inicial existem 3/l! c y e zl! c Z

caiu l !/1111 = 1, llzl1ll = 1 e llz, -- g2ll $ 1 , sendo zl! = :ll: a?ei para algun-ta sequência de
i=ni+l

esc-gare: (.?)..;,.

nl-.FI

Seja. n.2 C N tal que E «?.:ll $ ü
:= r12+ l

n2

(z,)ll E ? {
f=rtl+l
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Sejam zi = >1:a?ei, z2 ' íiêà e ?y2 ' ligãÍ Logo llz2

iílàí'lln-3/;ll $ 2.116-z/;ll ,l;+,l;-z/l;il 1; 2.111%

/

Z
- l e ll,2 - z/:ll - imã - ighll :
.;ll+ll,l;-3/;lll $ 2.(Ü+Ü)

/

Portanto, como anteriormente, temos que llz2 -- Z/2ll < i. Consequentemente, por
indução, existe uma base de bloco normalizada (zi)í.N em Z e uma sequência (Z/{){cN em y
tal que >1. 11zi -- 3/ill 5; l.

Seja agora Z' o subespaço de Z gerado por (zi)i.n. Como (z{){cN é uma base de bloco
normalizada de (ei)icN segue pela Proposição 1.3.15 que (zi)i.N é base de Schauder de Z'

oo oo

Definimos então o operador Á : Z' --, y tal que .4(>1:aizi) = }1:ai3/i. Notemos que

Á está bem definido, pois sendo Cy a constante básica de (z{)icN pela Proposição 1.3.10 segue

que a série )l:a{(y{ -- zí) converge. De fato, mostraremos abaixo que tal série é de Cauchy.
n+P n+P n+P

l E «:z/:ll- E «.(z/: ;:)+ E «:.:ll 5;
á=rl+l e:;71+l {=rb+l

oo n.+P n+P
$ 2c'llE«:,:ll( E ll3/: - ;:ll) + E 11.:,.11 $

Í=1 {=n+l {=n+l
oo n+P

$ 2C'llEaízíll( E llZ/{ -- zill) + (p -- i)2C'll)l:aizill $
{=1 Z-:n+l {cN
oo oo

$ 2c'llE«:,:l (p í) +(p i)20llE«:.:ll - 4a(p- i)llE«:;:ll
{-l {-l {CN

ll'} Z

l2

Nlais ainda, definimos -K : Z' ----, X sendo -K(:ll:aÍzi) = :1:ai(zi -- y{). Como

anteriormente, temos que -K está bem definido. E também para cada n c N, definimos

K. : Z' modo que /{.(}ll:aizi) = )ll:ai(z{ -- ly{). Sendo /{« operadores com imagens

de dimensão finita, segue pela Proposição 1.5.2.3 que eles são compactos.

l l2Z

llZ 2

Notemos que /{,. converge uniformemente para /(

De fato, seja z = >1:aiz: C Z' com llzll = 1. Logo pela Proposição 1.3.10 temos que

ail 5; 2C', onde C é constate básica de (zi)icN. Então dado 8 > 0 existe no tal que pala

n 2 no temos >: llzi -- Z/ill $ :Ê. Portanto, pm.a n ? no segue que ll-K«(z) -- /((z)
Í=/t+l

l E ai(zi -- yí) l 5; 2C' E llzi -- PÍll $ f.
Í := 1] +l i=n+ l

l
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Sendo (/T«).CN uma sequência de operadores compactos, pela Proposição 1.5.2.5,
concluímos que /( é compacto.

Finalmente observe que Á /d + -K, onde /d : Z' ----* Z' é o operador identidade

Em particular, pela Proposição 1.5.2.6 Á é da forma /d + S, onde S é um operador
estritamente singular. Logo a Proposição 1.6.1 implica que .A é um isomorfismo sobre a
imagem do operador restrito a um subespaço Z de Z' de codimensão finita. Portanto Z"

e .4(Z") são /d + -K-isomorfos.

Lema 2.2.2 Sejam E e Z subespaços de um espaço de -Banana X ta s que -E e Z têm sabes.

l)aços l.id + S)-isomorfos. Então E -F Z não é uma soma direta.

Prova: Seja a aplicação(e,z) c(-E x Z) ----,(e--z) c(.E+Z) tal que l(e,z)lli = ljejl+ llzl

(1)

Suponhamos, por absurdo que .E + Z seja uma soma direta

Logo, exitem constantes não nulas ci e c2 tais que ci ll(e, z)l l 5; jje -- zll $ c2ll(e, z) li,

Ve C -E e Vz c Z(veja jlSI, pág.12, prova do Lema 1.7.6).(2)

Sejam -E' e Z' subespaços respectivamente de .E e Z tais que existe um operador
singular S, com (/d + S) : E' ndo um isomorfismo sobre a imagem em Z'

Ein particular existem constante não nulas c3 e c4 tais que
c3lle' $ 1(/d+S)(e') l$ 4lje'jl, Ve'C -E'.(3)

Como S é estritamente singular e tomando é: = (1 + c3).a, temos pela Proposição

1.5.2.4, que existe uin subespaço de dimensão infinita r' em E' tal que llSlrll $ f, Ve > 0.
(4)

Logo de (2) eni (4) temos que pala / c F' cola ll/ l

c- ll(/, (/a + s)(/))ll 5; l / (-rd + s)(/) s(.f)l $ f
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Então, aplicando (1) na desigualdade acima temos

.:(ll/ll + l(/a+ s)(/)11) $ €

E tomando € (l + c3)g- e aplicando (3) na desigualdade anterior temos

.:(i + .:) $ .:(11/11 + 11(.ra + s)(/)11) $ 8 (l + c3)g-, absurdo

Portanto, .E + Z não é uma soma direta

2.3 Subespaços quase-maximais e subespaços /d + .K-isomorfos

Nesta seção obtemos dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 o Corolário 2.3.1 que será aplicado nas
demonstrações dos próximos Lemas 2.4.1 e 2.4.2.

(corolário 2.3.1 Sejam X um espaço de .Banach e .E um subespaço de X. .Então .E é

quase-lnaximal se, e somente se, para qualquer suZ)espaço Z de X, Z e .E têm subespaços

1.1d -F S)-àsomorjos.

Prova : Seja Z um subespaço qualquer de X. Consequentemente, se E é um subespaço
puas!-mazàmaZ de X, então pela Definição 2.1.1, para qualquer outro subespaço Z de X, a
soma E + Z não é direta. Dessa maneira, pelo Lema 2.2.1 .E e .Z têm subespaços (/d + /O-
isonlorfos.

iK'las pela Proposição 1.5.2.6 todo operador compacto é estritamente singular, logo

t.emos que E e Z t.êm subespaços (.rd + S)-isoinorfos.

Reciprocamente, se para qualque] subespaço Z de X, Z e E tên] subespaços

(/d + S)-isomoifos, então pelo Lema 2.2.2 E + Z não é soma direta. Desse ntodo con-
cluímos, pela Definição 2.1.1 que E é um subespaço quase-i-naximal de X

Observação 2.3.2 0 C'oro/áho 2.3..Z tamZ)ém cí uezdadeáro se sübstil-üú mos (/d + S) por
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1.1a-+Kb, pois todo operador conta,cto é também um operador esthtamente sina'u\ar (Proposição
1.5.2.6).

2.4 Quase-maximalidade de subespaços e operadores estritamente
singulares

Nesta seção demonstraremos os importantes Lemas 2.4.1 e 2.4.2 que serão utilizados
nas provas dos Teoremas 12 (ii) e 13 que foram enunciados na Introdução.

Lema 2.4.1 Sejam X um espaço de .Banana e .E um subespaço quase-maz maZ em X. Sejam

Z um espaço de Banach e T C l.(X, Z). E'ntão T é esthtamente singular se, e somente se,
a, rest'r'ição T\n de T 'para, E é estTqtame'rate s'lng'alar.

Prova : Por uln lado se T é estritamente singular então é imediato pela própria definição

que q. também o seja.

Por outro lado, suponha qa um operador estritamente singular

Seja y um subespaço de X. Então pelo Corolário 2.3.1, se existe um subespaço y

de y e um isomorfismo ..'l = /dlr' + S de y' para E, isso implica que

q..'i - q.(.raia, + s). (1)

Segue de (1) que, q},, r(-rqv'+ s - s) zl,A - rs

Como 7lr e S são estritamente singulares, segue pela Proposição 1.5.1.6 que TE.4
e TS também são estiitainente singulares. Logo, pelo Corolário 1.5.1.5, T }.,' também é
estiitanlente singular

Eln part-icular, pela Proposição 1.5.1.4 isso c(luivale a dizer que V.ç > 0, 3g' C y
y'll = 1 tal que llr(p') l 5; e. Portanto, colho y é arbitrário temos pela Proposição 1.5.1.3

(lue T é estritamente singular.
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l,ema 2.4.2 Sejam X üm espaço de l?anata e E um subespaço qwasá-mazámaZ de X. Sejam
Z -'m e'p«ço d. B-«h e T C Z.(Z,X). -Então, .:«ísfem Z' c Z e 7'' C .L(Z',X) ««.

/«»r' c E [.z q«. (qz' - r') é e'tdt'«,enf. .{«g«Z«.

Prova Seja T € Z,(Z, X). Então temos duas possibilidades para 7'

Se T é estritamente singular, então basta Z' = Z e T' = 0 para que /mT' C .E e que
qz, -- T' = 7lz -- 0 :: :rz, que é estritamente singular pelo Lema 2.4.1.

Caso contrário, 7' não é estritamente singular, ou seja, existe um
subespaço de Z tal que 7' é um isomoríismo desse subespaço sobre a sua imagem que está
nr'n X

Portanto pelo Corolário 2.3.1 aplicado à T(Z) e E, existe um subespaço Z' de Z tal
que através de um isomorfismo da forma .A = (]d + S), T(Z') é isomorfo a um subespaço
de.E

Seja T' = .47lz,. Então, T' = (.rd + S)7lz, = qz, + S7lz, onde tanto qz' como S7lz,

estão contidos em E. Logo, /mT' C E.

Além disso, pela Proposição 1.5.1.6 e 1.5.1.5 temos que Sqz' é estritamente singular

e consequentemente Sqz, = (qz, -- T) também o é.

Observação 2.4.3 0 .Lema e.4.P também é odiado se substátuí7'mos no enunciado operador
estritamente singul.ür par operador campa.cto, pois veta Proposição 1.5.2. 1 segue que para

todo operador S estütamen.te sãn.gltlar sobre Z, existe tlm sttbespa.ço W de Z ta! que S\*. é
campa,cto.



CAPITUL03

ESPAÇOSDEBANACH #D.

Neste capítulo apresentaremos o espaço de Banach -H-D. e seus primeiros resultados

que serão úteis nos outros capítulos. Consequentemente, estaremos em condições de provar o

primeiro resultado (Teorema 3.3.1) dessa dissertação, sobre a caracterização da inexistência

de sequência básica incondicional em espaços de Banach -H-D., Teorema 12 (i) enunciado na
Tn+r,IHllnãn
Lxx ux v u ub wv a

3.1 Espaço de Banach hereditariamente finitamente decomponível

Nesta seção além de definirmos os espaços de Banach .llD«, observamos algumas

relações com espaços de Banach hereditariamente indecomponíveis e a quasi-maximalidade.

Definição 3.1.1 [/}n espaço de .Banana X é heredátahamente ./inã]amente decomponz'ueZ se

o número máximo de subespaços de dimensões n$n tas de X jomnando 'uma soma dãreta
em X é ./inato. Para m natural n 2 1, X é .l?Z). se esse número de somandos é igual a n.

Observações 3.1.2 Decorre da, de$nição ante:r'ior que

({) um espaço de Bartach é HDt se, e somente se, ele é H.l. (hereditaNamente {ndecom

po'r\í'ue l.) ;

(ã{) um espaço de Banach é HD« se, e somente se, contém somas diretas de n subespaços

e toda tat soma é q-uasi-'m,a imal. Em paüàcul.ar, X é um esT)aço de Ba'n,ach H.l. se,
e somente se, todo subespaço J'echado de dimensão in$nãta de X é quase-malima!;

(iii,) todo subespaço Y fecha,do de dimensão in$nita de um espaço de Banach HD. é HD«
pata algum m $: 11.

A seguir na próxima seção (3.2) den«Lonstiarenlos os primeiros resultados em espaços
cle Banach HZ),..
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3.2 Somas entre espaços -/7-D«

O resultado (Proposição 3.2.2) da soma de espaços H.D. será demonstrado utilizando
o Lema 2.2.1 e a Proposição 3.2.1 que provaremos a seguir.

Proposição 3.2.1 Se X é am espaço de .Barzach .ljZ). e s € N*, então X q) R' é .H.D.

Prova : Seja Xt © X2 © . © X. uma soma direta em X (D ]R'. Então pela proposição 1.4.6
Xi = X a) .8, onde -FI. são subespaços de dimensão finita de X{ e X C Xi, V l $ á $ s.

Logo, Xt a) - . . © .XP = }'"1 a) ' . . a) yP © Fi © . . . © FP e pelas Proposições 1.2.9 e 1.2.10

yl a) . . - (D yP é uma soma direta em X.

Como X é .HI). , temos que p $ m. Consequentemente X (D R' é .H.D.

Proposição 3.2.2 .Sejam X um espaço de .Banana .HZ). e y outro espaço de .Banana H.D.
Então X © Y é HD.-t..

Prova Sejam X e y espaços de Banach, respectivamente .HI). e -H.D.

Das hipóteses temos que existem m subespaços de X e n subespaços de y formando
respectivamente uma soma direta em X e outra ein y. Além do que, a soma de todos esses

subespaços é uma soma direta de (m + n) subespaços de X O y

Seja o conjunto de índices /{ = {1, ..., À;} tal que ZÀ; representa. uma soma direta em

X G) y. Então temos que provar que k 5; m + n.

Sejam as piojeções p : X © y - ão vamos começar

provando a aârnlação : "cada pli e cada çlí é ou estritamente singular ou um isoinoifisino
em subespaço Zí, com l 5; { 5; A"

Seja /x o conjunto de { tal que pli é um isomorfismo, de Díodo cine pala í C /x temos
Xi = p(Zi). Seja R o conjunto de subconjuntos R de /x tal que p é um isoirtorfismo sobre
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Z.n ou sobre alguma soma menor (Preliminar 1.2.12)

Seja r = máx {]X : ./? C R].. Como X é .]].D. temos que r 5; m. Podemos assumir

agoi'a que r está fixado pala R - jl, rl tal que pla é um isomorfismo para uma soma menor

de Z;s. Seja pí# o isolnorfismo inverso de plR.

Seja á C /x \ R. Então pela definição de r, p não é um isomorfismo sobre .Z, © Zi, ou

sobre alguma soma menor. Isso implica, em particular, que nenhum subespaço de Xi forma

uma soma direta com Xa, caso contrário, se existe XÍ C Xi, tal que X: e Xa formam uma
soma direta, e supondo ZI = p'i(XI), então sobre Za © Z.: , p é um isomor6smo, o que seria
1 1 mn a Pnntrc:.H in \

u- 'Y 'A--' -

Logo pelo Lema 2.2.1 e consequentemente pela Proposição 1.5.2.6 segue que algum
subespaço de X{ é /d+S-isomorfo a um subespaço de Xa onde S é um operador estritamente

singular. Portanto, para um subespaço Xi de Zi temos que Xi é isomorfo na imagem em

Xn por um operador da forma -rali + Sí.

Isso produz um isomorfismo de Zi na sua imagem em Za da forma
bi = pi#(/dli + &)plí. Para { # -R e não pertecente a -rx, admitimos bi = 0.

Seja b o operador de ZK\n pala ZX cuja matriz de ordem (r, k «) é lz,,--:,

Seja agora uma outra decomposição Zk = ZI q) . . . © Zl; de Zx, definida por ZI = Zi
para l $ ã $ r e Z; = {(--bizi, zí) : zi C ZÍ} para r + l $ ã $ k. Então vamos mostrar que

a restrição de p pala Z.r(\R é estritamente singular.

Seja i C /{ \ n. Então , ou á C /x e então a iestiição de p pala, ZI é definida por
p(--Z)ízí,zi) = --(/d + Si)pzi + pzi = --Sipzi, logo pela Proposição 1.5.1.6 a restrição de p

para Zi é estritamente singularl ou { # /x e então a restrição de p para Zí é definida por
;)(--bízi, z{) = pl:zi(onde pl: é esritamente singular).

Portanto, p é estritamente singular quando restrito a Z;\n

Logo, a, afirmação é veidadeiia, e colho q = .rd -- p, segue pela Proposição 1.6.1 que a

rest.ração de q pala algum subespaço de codimensão finita de Zkvz é um isomoríismo, isto é,
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existe um subespaço I' de codimensão finita de Zk\R tal que W --> y, ou seja W é isomorfo
a um subespaço de y

Considerando fixado uln }y definido no parágrafo anterior seja agora y C ZK\n tal
que ZK\a = W a) V e p : y --, ]R' um isomoríismo sobrejetor, onde s = dãmV. Então,
(ql., p) : ZK\a - y © ]R' definido por (q, g)(«;,u) = (q(«,),g(u)) é um isomorfismo sobre

a imagem, isto é ZK\X = W a) V '-.} y a) R'

Como }' é .H-D. segue pela Proposição 3.2.1 que y a) IR' também é -H.D.. Portanto,
k -- r $ n, ou melhor k = k -- r + r $ n + r $ n + m.

Corolário 3.2.3 Sejam Xi 's espaços de .Banach .H..r. para os naturais ã = 1, ...,n. .Então

o espaço a)Z:: Xi é n.D..

Prova : Da hipótese temos que cada espaço Xi é -H..r.. Segue da Observação 3.1.2.(i) que

um espaço /í./. é um espaço -HZ)l. Clonsequentemente, como (IDll::: Xi :; Xt a) . . © X. é

uma soma direta de espaços .17./. , temos que (DZ:i Xi é uma soma direta de espaços H-Di.

Logo, aplicando a Proposição 3.2.2 temos que (IDi;:::. Xi é um espaço -HDn

O Coroláüo 3.2.3 acima, nos proporci,ona, o T)cimeira, e=emT)l.o de es'paços HD. para.
n > btudo, a, se'ma direta, de rl es'paços H.l. hão é o único ene'rublo de espaços HD..
Um esta,ço HD« n,ão dessa, forma, foi con,strí"ltído em iSI T)or uma, diferente resolução.

Dois res'ültados que jú eram co'nhecidos i)ara es'paços H.l., também sõ,o verdadeiros

p'xrü espaços HD.. Vamos demorLstrá-tos na l)ró=imn seção (3.3).

3.3 ]nexistência de base incondicional em espaços de Banach .H-D«

Já estai)los em condições de provar o Teorema 3.3.1 que foi enunciado como Teorema

12 (i) na Introdução
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Teorema 3.3.1 Todo espaço de .Barraca /}eredãfar amenfe ./inítamertte decomponz'ueZ não

contém ne7zAuma sequência bás ca ãncondícáonaJ.

Prova: Seja X um espaço de Banach -HZ).. Por absurdo, vamos supor que X contém uma
sequência básica incondicional (eÉ)kcN. Então, para todo natural fixado n 2 1, X contém a

soma direta (ID;:: Zq', onde .Ef é o espaço definido por (e«i+j)ÍCN.

Logo, como N é infinito , podemos obter um natural n = m + l que determina uma

soma direta de (m + 1) espaços para X. Consequentemente, descaracteriza X como .H-D.,
o que é uma contradição.

k-z H

Proposição 3.3.2 Sega X um espaço .H.D.. Se Xk -, Xz então k Z

Prova Pela proposição 3.2.2 se X é -H.D,} então Xk é H.D.À; enquanto Xz é .]].D.Z

Como ambos são isomorfos, temos nk nZ, e assim



CAPITUL04

ESPAÇOS DE BANACH HD. FUNDAMENC[AIS

Um tipo particular de espaços .HZ)« chamados espaços de Banach -H-D. fundamentais
será apresentado neste capítulo, que também tem por proposito demonstrar o Lema 4.3.2

sobre operadores em espaços .H-D« fundamentais. Esse Lema, será de grande importância
para provarmos dois dos principais resultados desta dissertação, ou seja, os Teoremas 5.1.2
e 5.2.1 no Capítulo 5 (Teoremas 12(ii) e 13 enunciados na Introdução).

Antes daremos na seção 4.1 a definição sobre os espaços ]l/.D. fundamentais, além

das i-Lotações e observações que auxiliam nos resultados da seção 4.2

4.1 Espaços H.D. fundamentais

Definição 4.1.1 ZI/m espaço de -Banana X é um espaço H.D. /undamentaZ se eZe é a soma d{.

Teta, de n es'paços HI qhe tom,a,dos do'ts a doã,s são ou isomorjos o'u totalmente incomT)aráveis

Lembramos que dois espaços são ditos totalmente {n,compara'ocas se nenhuns subespaço

do phmeiro é i,somorfo a. alg'ü'm, subespaço do segundo (De$nição 1.2.13).

Notações 4.1.2 Seja /' um espaço -]].D. /undarrzezzta/ da /oz"ma F " (11){.: .lq. .Então

rl) paga á, J em {l, . . . , n}, derzotanios por { = J se & e 4 são ísom07:fos,

(ii) para cada i, denotamos por pi, a. pro:jeção F --, Fi;

(àü) para. cada à = j, denotamos por aij um isomorl,s-mo estabelecido de Fi para F3, e por
pij a, ima,gem aijpi de F para. FÓ;

(i'u) denotamos por ciÇF) o conjunto das classes de aqui'ualên,cia. de índices 'para Q rel.ação

(u) de$nimos o conliunto sÇF) como a sequência, anito, dcts classes de e(!ui'ucttên,cl,a. orde-

itadas poi cardinalidade decrescente; também de$nimos o n-útero positivo n(.F) pot
n(J'')' - E l.l:

sCs(f')
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Escreve'ndo esses 'números co'rno fuTtções de F é um abuso de notaçõ,o, porque a,

"pNorã", eles dependem da escolha de decomposição de /' como (DZ:: Fi. Pe7mãfãmos essa

notação porqzze Detemos qzie s(/) e n(.7) são /atires unÍcamerzte deter'minados por /'. .4té

e'ntão , 'pe'usaremos em s e 'n como funções de F suÓeãtcLS a uma decomposi.ção l)aüi,curar.

Metemos qwe s(/) e rz(/') caracteHzam de uma marzeíra o espaço de operadores sobre

F . Nota-se tambérrTlr que 'n, ÇF b 'É 'n.

Observação 4.1.3 Sega / am espaço .H.D. /undamentaJ. .Então uma soma menor do que /'

pode sempre ser escolhida fundamental (se dois espaços não são totalmente {ncomparáueis,
e'n,tão T)assando 'pctrü subespa,ços podemos ass'unir que eles são isomorfos; repetindo esse

procedimento, $rtütizam,os com 'um,a som,a jhn,damental). asco\seremos sempre tab somas
mzenores, sem necessahamente d zê-Zas.

E claro que ambos, sÇJ:) e 'n(F), são presemüdos quando aplicamos um isomor$smo

T)ara, J:. Nota-se tcLmbém qu,e 'n,em s ÇJ:) ne'rn'nÇJ:) rondam quando passamos 'para 'uma. soma

menor; no'lamente isso é um abuso de notação, mas podemos pev'miai-lo aq'u{ porque a com-
paração de duas somas fundamentais é por de.Rnãção Q campa'ração de duas decompor'lções

de somas. .4 prova é a seguinte

Sejam /' ullla soma fundamental e G uma soma menor e para simpliâcar a notação,

assuma que VÍ,Gí C .rl. Então se .lq e FJ são totalmente incomparáveis, também são os
subespaços Gi e GÍ.

Se Fi e .l$ são isomolfos, então pela propriedade da quase-maximalidade em subes-
paços fí.-r., isto é, aplicando o Corolário 2.3.1 concluímos que Gi e Gj não são totalmente
incomparáveis, portanto precisam ser isotnorfos.

4.2 Espaços .H.D« fundamentais, espaços ./7-D« e subespaços quasí-
ili aximais

Esta seção é necessá.ria para estabelecer algumas relações dos espaços .H.D. funda
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mentais com espaços -HZ,). e com subespaços quase-maximais, o que nos permitirá utiliza-las
nas demonstrações dos Teoremas 12(ii) e 13 enunciados na Introdução.

Vejamos então a relação dos espaços .H.D. fundamentais com espaços .H.D.

Lema 4.2.1 Todo espaço -H-D,, cor térn üm espaço .llí.D,} /undamenfaZ

Prova: Seja X, um espaço de Banach .HD.. Então X por definição contém uma soma direta

de no máximo n subespaços. Cada um desses subespaços precisam ser .H./., do contrário X

deverá conter uma soma direta de no mínimo n + l subespaços.

Por observação anterior (4.1.3), passando para subespaços apropriados, podemos as.

sumir que essa soma é um espaço H.D,. fundamental.

Observação 4.2.2 Se X é um espaço de .Banana .H.D., então todo süZ)espaço .IJ.D. /unda-

rne'fetal F de X é quase-'maxis,al e'm, X. Essa, é uma, impo'rtante obsemação com reste'lto

aos Lemas 2.4.í e 2.4.2.

4.3 Operadores em espaços de IBanach .H.D. fundamentais

No que segue seja X uin espaço de Banach /ll)«. Estudaremos agora a posição

relativa de subespaços fundamentais de X. Fixaremos também notações que nos ajudam na
prova do Letra 4.3.2.

Notação 4.3.1 Sejam .F = (Dali Fi 'ü'm espaço /undanlenfaZ e Ç = (IDZ:i (;i um szzbespaço

HD. jnndameí\tal de J:. Denotamos por lç,r a. injeção de Ç na imagem em F, esc'Fita

"":. "«-« «:«[«;; ". x ,,, co«. c.e$cãentes 'm -L(Gj, a), par« ] $ .j $ ,n e ] $ á $ n.

Para l $ { 5; n, lembramos que pi denota a projeção sobre a, e de acordo com a
notação definida en] 1.2.12 pilj é o coeficiente da i-ésima linha e j-ésima coluna da naatiiz
/G'.F'
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Lema 4.3.2 Sejam .F' = q){.i -lq um espaço .IIZ.). /undamentaZ e Ç = (IDl=:: G{, um subes-

paço fundaTÍLenta\ de F. Então existe bma, soma.'K me'nor do que Ç, 'um, iso'mor$sTtto L de

'H para Ç e uma pev'mutação matHcia! E em :F tat que Elç,rl - (o+vs) onde D rel)rebenta
c} matiz diagonal de bloco (m,m) de um {somor$smo, S a matiz l.m,ml) de um operador
esthtamente singular e V alguma matriz (n -- m, m).

Prova: Seja .H uma soma menor de um subespaço fundamental G do espaço de Banach .H.D.

fundamental -F, tal como descritos nas hipóteses.

Vamos primeiro definir que a matriz de um operador de .ll/ para F é da forma Gaus-

siana sobre as k primeiras linhas se ela é da forma ( y s s'), onde -D é a matriz diagonal
de bloco (k, A) de um isomorfismo, S (respectivamente S') a matriz (k, k) (respectivamente
(k, nz -- À;)) de uin operador estritamente singular, e }'' (respectivamente y') alguma matriz
(n -- h, k) (respectivamente (n -- k, m -- k)).

Seja .Ak.l uma matriz da forma Gaussiana sobre as (k -- 1) primeiras linhas e também

a matriz de um isomorfismo. Então existem uma soma -Hk-i menor do que Gh-i, um
isomorfismo -Li;.i : .17t-i -----} G, e uma permutação Ee-i sobre F' tal que .Ei;.l ' /c,p - .Lk-t ::

ÁÀ; l

Seja um automorfismo .B sobre .Hk.i. Então,

E.Ak-t'B= E. (.EK.t'IG,r'LK-t).B = (.E.EK.i) lc.p' (.LK.t'B) = Elc'IG.F'Lk:: AK

onde -E é uma permutação sobre .FYs e LK é um automorfismo de -Hi; em G. Logo, segue
que .4x; é da forma Gaussiana sobre as k pt-imeiras linhas e representa um isomorfismo.

Repetindo esse procedimento até k = m, obtemos o resultado esperado. Portanto

pl'ecisamos determinar .B tal que Ák.i .B :: ''lk.

Sejam N = {1,.. . ,n} e i&7 = {1,-.. ,m}. Então pelo fato de .Ak-i ser uin iso-

nioifismo, temos (lue a restrição de .4x;.i pata -Hx; não é estritamente singular. Logo existe
á ta] que a restrição Fila: (Notação 4.3.1) de ]7k para pi(.Hk) não é estritamente singular.

Pela nossa hipótese sobre a forma Gaussiana de ..'ik-i, temos que ã 2 k. Consequentemente

também é possível afirmei que a menos de uma permutação sobre os /q's, podemos assumir
que í = A.
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Passando para uma soma menor, podemos assumir que para cada .j a restrição phlj
de J% para pk(HJ) é estritamente singular ou um isomorfisino.

Seja J o conjunto de .j tais que pÀ;lj é um isomorfismo. Em particular, k c J. Seja
(% - pk(/$), pala cada .j em J. Então Cj e C'k são subespaços de dimensões infinitas
do espaço hereditaiiamente indecomponível Pk. Logo, aplicando o corolário 2.3.1, (% e Oh
têm subespaços (.rd + S)-isomorfos passando para uma soma menor, podemos assumir que
Ck = (/d + s.j)(C&). Em particular, escolhemos sk = 0.

Seja ój o ope'ador pm:(]alj + sj)pkl.f de A para Hk com .j C J, ou bj
Então a matriz lbi, . . . , ó.l é matriz do operador b de -HW para .17k.

0 para.j é J

/dh.i

Desse modo, -B é o automorfismo sobre ]lrm com matriz l --bllt,k il

0

--Z)]]k+l,m]

Id. k

Vamos agora verificar se .4h .4k.i'.B

ra{«g(p:)f': +sí s, s \
l (pk -- pkb)]]i,e-i] pk]k (pk --pkZ))k]]k+t,«] l onde todos os coeficientes da k-ésima linha

\ %. V2 q /
exceto PÀ;li; são agora estritamente singulares

.-.«. : '"«-«' l""=;-.:'' ;\

Pkllt,k-ll Pklk segue que Áx; é da forma

Realmente, seja .j :# A; então ou .j # J e então (pk -- pkb) é c(luivalente a plj estri-
tamente singular, ou j C J e então (pk -- pkZ))lj = pklj -- (/dlj + s.j)pklj = --sjpklj, tal (lue é

t.ai-nbém estiit ainente singular.

Portanto, .,'lÀ; é da forma Gaussiana sobre as k primeiras linhas, e também é a inatiiz
cle tule isomoifisino.
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Coro[ário 4.3.3 Sejam / = (IDi::i .8 um espaço de .Banal/z .]].D. /undamenfaZ e

g = Çb'=:*Gi um subespaço HD« fundamental de F. Então Caíste'm uma, soma, 'H m,e'n,or

do gue ç, um subconlwnto À4' de {l, . . . , n} de cardánaJãdade m e um {somor$smo ,4 sobre
H t«Z q« ..'l(H) é mente« do q«e .rh:,,

Prova : Sejam F e G tal como na hipótese enunciada. Então, fixado um M' = {1, . . - ,m}
contido em {l, . - . , n}, e aplicando o Lema 4.3.2 determina-se que existe uma soma H menor

do que G, um automoríismo .B sobre .H e um isomorâsmo Z, : .]] ---+ >ll:.Zq que compostos

a menos de uma permutação sobre .FYs, finalizada num conjunto À/' de cardinalidade m
determina Z = -L-B(H) menor do que (IDPí = FM'

lZ

lZ

Proposição 4.3.4 Sejam X um espaço de Banach HD. e J: e J:' subespaços HD. funda-
mentais de X. Então existem 'um g s'übespa,ço HD« fun,damental. de F e respectiuüm,e'r\te Ç'

de J? ta{.s que g e Ç' sõ.o isomorfos.

Prova : Seja X um espaço de Banach .H.D«. Sejam F = G)Z:i 8, e F' = a)Z:: .Zq subespaços
.H.D. fundamentais de X

Seja a soma G menor do que .F. Então pela Observação 3.1.2.(ii), G é quase-maximal

e consequentemente aplicando Clorolário 2.3.1, G e F' têm subespaços (/d + S)-isomorfos.

Como .F' é fundamenta! em X, temos pela Observação 3.1.2.(ii) que /'' é quasi-
maximal. Logo, aplicando o Corolário 2.3.1, Vá C {l, . - . , n}, achamos Gi de Fi que isomorfa

com um subespaço de F' por um operador da forma (/d+ S), isto é, existe (.Bi = /d+Sí)la:

Assim a soma G = a)IL: Gi que é menor do que F, isomorfa caiu uma soma ein F'
poi uni opeladoi B da forma /d+ S, ou seja, .B : G que .B = {.Bi, . . . , .B«}, para
cada subespaço de codiinensão finita de G, pela Proposição 1.6.1.

Seja Z = .B(G). Então, como G C F podemos aplicar o Corolário 4.3.3, sem perda

de generalidade, tendo uma nov'a restrição dos /Vs que é um isomorfislno .L tal que .L(Zi) é
nienoi do que rl
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Portanto a soma G' .L.B(G) é menor do que .F' e isomorfa com G

Agora somos capazes para estudar o espaço de operadores sobre um espaço complexo
H.D. fundamental, e então um espaço complexo .HZ). em geral. Isto será feito no próximo
capítulo.



CAPITUL05

OPERADORES EM ESPAÇOS DE BANACH
COMPLEXO HD.

No presente capítulo demonstraremos os Teoremas 12(ii) e 13 mencionados na In-

trodução (respectivamente Teoremas 5.1.2 e 5.2.1, neste capítulo). Ambos são sobre os
espaços de operadores em espaços de Banach .HD,.

5.1 Operadores em subespaços de um espaço de Banach complexo
H.D. fundamental

Nesta seção 5.1 provaremos o Teorema 5.1.2, onde usaremos os Lemas 2.4.1 e 4.3.2.

Além desses resultados faz-se necessário lembrarmos primeiro o Teorema 5.1.1 demonstrado

emj31

Teorema 5.1.1 Sejam X um espaço de .Banach compZezo -H./. e y um suóespaço de X
Então cada operador de y para X é da /ozvlza À/v.x + S, onde À C (C, /v.x é a imagem da
i-reclusão canónica de Y em X, e S é um operador esthtamente s'ingutar.

No que segue nesta seção, seja 8 = (]1):;: Ei um espaço de Banach complexo -HI,).
fundamental. Lembremos que pfj denota aÍjp{, onde pi é a projeção sobre Ei, e clip um iso-

ntorfismo dado de Ei para Ej (Notação 4.1.2.(iii)). Denotamos por >1-.{=j a soma }l:c >:i,jca'
onde C' percorre as classes de índices com z (Notação 4.1.2.(ii) e (iv)).

Teorema 5.1.2 Sejam 8 = (Di:;:t -Ei tzm espaço de Banana compZezo /7Z). /undamentaZ
e Y uiíl subespaço de distensão inã-neta de E:. Então todo operador de Y tem a .forma

'E' i=j Xijpij -F S, onde Xij é tl-ma constante e S é um operador estrttauTtente singular.

Prova : Sejam y satisfazendo as hipóteses e S um operador estritamente singular ein }'
Logo, y é HD. com m $ n.
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Seja /' = (Di:::;i .Zq um subespaço H'-Dm fundamental de y. Então conforme o Lema
4.3.2, nós podemos, renumerando os -EÍs, assumir que a matriz /F,g de injeção de /' em 8

é da forma (o\,s), onde 1) é a matriz diagonal de blocos (m,m) de um isomorfismo, S é a
matriz (m,m) de um operador estritamente singular, e y é alguma matriz (n -- m,m).

Podemos também assumir, passando para uma soma menor, que para todo

í c {l,...,m}, pÍlí é un-l isomorfismo. Para todo tal {, seja .f/. = pi(.R). Seja pã' o
operador inverso de pil{ definido sobre .1%.

Seja agora 7' um operador de y para e. Para cada .j = {, .H{ é isomorfo por ctÍj a
uni subespaço de -EÍ, portanto pelo Teorema 5.1.1, cada operador de .17á para Ej é da forma
ÀaÍj + S; enquanto para todo J # {, Hí e Ej são totalmente incomparáveis, portanto cada
operador de Hz para Ej é estritamente singular.

Como o operador rp;i; é de .ZÉ pala e, temos que rp;i; é da forma >ll:i.j Ài.jaij + Sí,
onde Si é um operador estritamente singular. Segue que para cada d 5; m, qa é da forma

(>ll:.j~i Àijpij)18 + Si. Se Àíj = 0 para todo á 2: m + 1, então ZIV = )ll:{.j Àijpij + $.

Portanto a restrição para .F do operador $ definido por S = T -- )l-i:j Àijpij é estri-

tamente singular. Consequentemente, pelo Lema 2.4.1, S é também estritamente singular
sobre y

No que segue apresentaremos na próxima seção 5.2 o Teorema 5.2.1 ou Teorema 13
como está enunciado na Introdução.

5.2 Dimensão do espaço quociente entre operadores de subespaços
de um espaço de Banach complexo -/7.D,. e seus operadores estrita-
mente síngulales

Para a deinoilstração do Teorema 5.2.1, além do resultado obtido na seção anterior

(Teorema 5.1.2), usaien-los taillbéin os Lemas 2.4.1, 2.4.2 e 4.3.2.
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Teorema 5.2.1 Sega X um espaço de Banana como/ezo 17.D.. Então

dám(-L(X)/S(X)) $ n(X)' $ n'

Prova Vejamos a armação abaixo

" Sejam X um espaço de Banach complexo .ll-D. e y subespaQ .H'Dm de X

Então dim(Z(y, X)/S(y, X)) .$ n(y) n(X) $ «, - n"

Nota-se que provando a afirmação acima, a demonstração do Teorema é imediata,
pois como por corolário basta fazermos y :; X

Sejam X e y como descriminados na afirmação. Sejam /' = (D=:i Fí um subespaço

.lí.D. fundamental de y e 8 = (]1)Z::: Ei um subespaço .HI)n fundamental de X contendo
/. Sem perda de generalidade, podemos também assumir que a injeção de /' para é: é da
forma dada pelo Lema 4.3.2.

Seja T C Z,(/', X). Como € é quase-maximal em X, para l .$ ã $ m, podemos aplicar

o Lema 2.4.2 onde Z = -E; obtendo .« C -R e 7Í uma perturbação estritamente singular de
71 ., com /mT' C .ç.

Z

Seja /' = }:Z:: .l(. Então podemos assumir que /' é fundamental e 7' é o único

operador sobre .7'' tal que T'., := ZT toma seus valores em 8 para todo ã e T' é uma

perturbação estritamente singular de q/'

Logo, as mesmas formas de 7'' e 71.r, são dadas pelo Teorema 5.1.2

Cloro .F' é quase-maximal em /, temos pelo Lema 2.4.1 que T é da mesma forma

sobre a totalidade de /'. Agora por causa da coima de .F, os elementos de alguma classe
de ecluivalência em a(/) são isomorfos com os elementos de uma e somente uma classe
de equivalência eill a(e). Isso define uma imagem da aplicação (quociente e de a(.F) para

o(é:). Segue que dinz(L(/',X)/S(.F,X)) = E: lal . je(a)l, portanto pela desigualdade de

Cauchy-Schywa:z cZínz(L(.F, X)/S(/, X)) $ n(/) . n(e).
aea(J'')

Agora para. Z subespaço fechado de dimensão infinita de X e C/ c Z,(Z, X), seja U a
classe cle operadores módulo U estiitainente singulaies. Definimos uma inlagenl
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õ : -L(y, X)/S(y, X) ---, L(/, X)/S(/, X) por .5(i:')

linear e pelo Lema 2.4.1 é uma injeção. Logo, segue que
dãm(-L(y, X)/S(y, X)) $ n(y)n(X) 5; m - n.

E claro que õ é um a aplicação



CAPITUL06

TEORIA ESPECTRAL EM ESPAÇOS HD.

Neste capítulo estudaiel-nos a teoria espectral em espaços -H-D. pala demonstrar

o Lema 6.3.1 sobre operadores semi-FYedltom e Hedholm em espaços de Banach -H.D..
Esse lema irá desempenhar um papel importante na demonstração do Teorema Principal
(Teorema 7.1.1).

Primeiramente relembremos algumas definições na Seção 6.1 que são necessá.rias para

os resultados da teoria espectral em espaços -H-D« que serão demonstrados na Seção 6.2.

6.1 Definições na teoria espectral em espaços -H.D.

Definição 6.1.1 $dam X, espaço de -Banal/z e T C -L(X). Já Damos gue 7' é PredhoZm

se sua, imo,gem é fechada,, e seus kem\el, e cabe'mel. têm dimensões $nitas. Dizemos ainda,
que T é semi-Fredholm se sua imagem é .fechada, e seu kemtel ou comer'nel tem dimensão
$nitct. Por $m,, rel,embramos que o índice generatiz do de Fredholm determinado por i,ÇT) --

dim(.Kart) -- dim(co-Kart), é de$nÍdo e adiante provámos que é contúuo sobre o co@unto

de opera,dores senti-Fredhotm.

Denotümos agorct, por SÇT) o esT)entro essencial de T assim de$ni,do

{ À C C : ](7' - À/d) : X --, X, operador contht'o que não é Frei/zoom }, e por õs(r) a
f-o,«tei« de S(T).

Lembremos da Proposição 1.5.3.9 onde a$1"ma que operadores de Fredholm T C LÇX)
.são e altamente l7'l ánlle7'tü/eís, isto é, a cZa.sse de opera.dores compactos ãnzJedz'fieis lza

Algebra. de Calkin LÇX)ji<ÇX) (De$ni,ção 1.5.3.8). Logo, l)el,ü de$ítàção o espectro essencial.

de T é o espectro da classe de operadores T não {ntedíueis na Atgebra de Calhar.

Definição 6.1.2 Soam X ttm espaço de ZialzacA e T C L(X). .Então, o operador T é data

ii Ji-itit.a-mente singular se pata cada sübespaço X' de codimensão Frita de X, a Testhção de

]' para X' não é -lLm. {.somor$smo, o que eq'üi'ual,e Q dizer pe\a. Proposição 1.5.2.'T qle 'para.

rodo € > 0, e=z;late tln} s?lbespaço y de dimensão án#níta de .V ta/ qüe llZI,, ll $ é'.
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Definição 6.1.3 Um escalar À é ãn$n lamente singular para um operador T de -L(X),
o'n,de X é um espaço de Banach, se T -- Xld é i-n$nitamente sin,g'usares. Denotamos T)o'r

l(T) o conjLLnto de valores n$nãtamente singulares parar

Na seção a seguir serão apresentados os resultados envolvendo espectro essencial de

operadores sobre espaços de Banach, que serão úteis na prova do Lema 6.3.1.

6.2 Características do espectro essencial de um operador sobre
espaços de Banach

Inicialmente vamos demonstrar um resultado sobre continuidade no índice genera-
lizado de làedholm.

Proposição 6.2.1 Soam X um espaço de .Banana e T C l,(X). .Então, o z'ndáce genera-

lizado de lüedholm para operadores (T -- Xld) c L(.X) denotado por i(T -- Xld) é definido
B contínuo sobre o conjunto dos operadores ÇT -- )-lab gemi-Fredhotm, onde )- e A C C tem
uator discreto.

Prova : Primeiramente observe que .4 = {À € C/'(T -- À.rd) ou é uln operador Hedholm ou

selni-Fredholm }.

Seja g uma função sobre Á a valores em Z U {!oo} definida por p(À) = á(T -- À-rd).

Observa-se, por definição do índice generalizado de Fredholm que (T -- À/d) ou é Fredholm
ou senti-Fredholm. Para prova-idos que p é contínua, vamos decompõ-la em duas funções a

/ : .,4 - -L(X) e g : .L(X) {!oo}, definidas respectivamente por /(À) = T -- À/d e

g(T À-r'Z) .rd), VT C Z,(X) tais que p

sabeir

Podemos afirmar que / é contínua VÀ C ..4, pois fixado un] Ào arbitrariamente per-

tencente a .4 e uin T C L(X) temos (lue Ve/ > 0, ]õ.f > 0 tal (lue se llÀ -- Àoll < õ/ então

./'(À)-./(Ào)ll À-rd)--(r--Ào-rd)ll -Àol < õ/, VÀ C .A, poitantobasta8/
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Também podemos afirmar que g é contínua VF' C /m/, onde /m/ = Z)g, pois

fixado um T C L(X) e um Eo qualquer da /m/ temos que Vfs > 0, 3(5P > 0 tal que se

/'-Rali - IHl<.5,e«tão Ig(Eo+H)-g(Eo)l H)-{(Eo)l,VF'CDg.(1)

Uma vez que (1) é verdade, segue da proposição 1.5.3.10.(iii) que l{(Eo+ H) --{(Eo) l
í(Eo) -- á(Eo)l = 0 < ro, qualquer que seja .5P > 0.

Logo, como ambas funções são contínuas, temos que a função composta p = g o / é
também contínua para todo À € ..'1 c C.

Vejamos agora a Proposição 6.2.2, que junto com a proposição anterior são usadas
nas demonstrações dos próximos resultados.

Proposição 6.2.2 Soam X um espaço de .Banana e T C -L(X). -Então o espectro essencial
de T, SÇT), é fechado.

Prova : Considerando X e 7' como nas hipóteses, vamos provar que o complemento algébrico
de S(T), isto é, (C \ S(T) é aberto.

Como pela Proposição 6.2.1. o índice generalizado de Fredholm, deânido num sub..

conjunto .4 C (C que caracteriza os À C (C tais que os operadores da forma (T -- À/d)

são Fltedholm ou são gemi-Fredholm, apresenta-se como um função contínua, temos que
(C\ S(T) = {À C (C/(T-- À/d) é Fredholm }, contido em .4 é aberto. Provemos tal afirmação.

Supondo por absurdo que (C \ S(7') é fechado, seja À C õ((C \ S(T)). Então, existe

i(]" - À-rd).

Por outro lado, temos que í(T À/d) não está definido VÀ C (C \ .4

Uma vez que são verdades as afirmações acima, segue (lue Vr > 0, pela Proposição
6.2.1 existe uma bola de raio r e centro em À contendo um conjunto

{À' C .4 : {(T -- À'/d) = oo}. Além disso pela continuidade da mesma Proposição 6.2.1

temos que V.ç > 0, existe À tal que VÀ' C .B,(À), se llÀ -- À'll $ r então VA C N temos
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{(r - x-ra) í(r - À'.rd)l /{ -- ool < 8, absurdo

Portanto, (C \ S(T) é aberto

Provaremos agora os Lemas 6.2.3 e 6.2.4 sobre respectivamente a fronteira e a cardi-

nalidade do espectro essencial de um operador sobre espaço de Banach que nos auxiliarão
na demonstração do Lema 6.3.1

Lema 6.2.3 Soam X um espaço de .B'znacA e T C .L(X). -Então, ÕS(T) C /(7')

Piova : Sejam X e 7' tal como nas hipóteses. Então, pela definição do espectro essencial de

T, S(T) = {À C (C : (T -- À/) operador contínuo que não é Hedholm }, e pela Proposição
1.5.3.9 (T -- À/d) não é invertível na álgebra de Calkin -L(X)/.K(X).

Seja agora À C '5S(T). Então, como S(T) é fechado, ou seja, ÕS(7') C $(T), temos que

(T -- À/d) também não é Hedholm. E nem é semi-nedholm, pois senão, pela continuidade

demonstrada na Proposição 6.2.1 na função de imagem ã(T -- À/d) existiria À' em uma
vizinhança de À tal que (7' À'.rd) seria semi-FYedholm de índice infinito, contrariando a
hipótese de À c ÕS(7') c S(T).

Uma vez que a afirmação anteiror é verdadeira segue da Definição 6.1.1 que
VÀ € .5S(T) ou dim Ker(7' À/d) = oo ou (T -- À/d) não é fechado.

Vamos caracterizar um subespaço de X de acordo com a Definição 6.1.2

Seja X' subespaço fechado de dimensão infinita e de codimensão finita de X. Então,
pela Proposição 1.4.5, X' é complementado ei]] X. Logo, pelas Proposições 1.2.10 e 1.4.6.(i)
existe um subespaço 'V de dimensão finita n de X tal que X = X' O ]V.

No caso da dim /(er(T -- À/d) = oo, seja H unl subespaço de direi-tsão infinita tal
blue n C Kel(T - À.rd). Então, -H n X' :# {a}.

Portanto, existe z C H n X' e z # o- tal clue (T À-rd)(;« ) Assim, (7' À/d)
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não é injetor. Logo, (T À.rd) não possui um isomorfismo

Dessa maneira, T -- À.rd pelas Definições 6.1.2 e 6.1.3 é infinitamente singular e
À c /(T).

Agora, no caso em que (T -- À-rd)(X) não é fechado, considerando a mesma decom-

posição X © N, temos (T -- À.rd)(x) = (r -- À.r.z)(x' + .v) = (T -- À-rd)(x')+
(]'' - .X.rd)(N).

Supondo por absurdo que (T -- À/d)l., é um isomorfisino temos pelas Proposições

1.2.18 e 1.2.14 que (7' À-rd)l*, é fechado.

Supondo apoia que para toda a sequência (z.).CN em X, com
r« ---, z e (r -- À-rd)(z«) ---» 3/ C X, temos inicialmente que z C -0(T -- À-rd)l.,, pois

X' é fechado por hipótese e N é fechado pela Proposição 1.2.24. Como z. ----> z, temos
que (7' -- À.r.Z)(z -- z«) --, a, logo (T(z) -- T(z.)) -- À(z -- z.) ----, a. Dessa maneira,
r(z) -- r(a«), port-t' r(z) --, y.

Logo pela Proposição 1.2.15.(i) (T -- À/d)(N) é fechado e pela Proposição 1.2.6 (T
À/d)(X) é fechado , o que é uma contradição.

Portanto, não existe X', subespaço de X tal que qx' seja um isomorfismo

Desse modo, em ambos os casos (T
assim À C -r(T).

À/d) é infinitamente singular

Proposição 6.2.4 Soam X um espaço de -Banal/i como/ezo .HZ). e T C Z(X). Elrztão a

c«dán«Jid«d. de s(r) salas/a; is(r) 5; n.

Prova : Para isto é suficiente provar que l/(T) $ n. Realmente, disto logo segue pela
Proposição 6.2.3 que l(ís(r) 5; n, de modo que S(T) contém no máximo n pontos isolados.

Das Definição 6.1.2 e 6.1.3 temos que pala cada À em /(T) e cada € > 0 existe uin

subespaço yÀ(e) de X, de codimensão finita sobre o qual l (T -- À/d)ly*..)ll $ 8.



Paralelamente, podemos assumir que a aplicação 8 --, yÀ(e) é crescente, VÀ € /(T),

usando uma sequência básica normalizada (3/«)«CN de valores tais que llr(3/«) -- ÀZ/.ll $ 2-"
Senão vejamos

Sejam (3/.)ncN uma sequência básica normalizada e escaleres (a«)..N tais que
VZ/ C yX(8k), com À C /(7') fixado e é:e > 0 para um finito k, temos lr(g«) -- ÀZ/.ll < 2'" e

(7' -- À-rd)l,*..*, ll < eÀ:. Então temos que

ll(a''--À/ó)(z/)ll $ mail.(T(g/l) -Àz/i)ll+ -..+la&l. llr(z/k) -.Xg/kll+-.. $ hall.2':+. .+
lax;l . 2-* + ' ' ' $ Uawzlail ' 8e

Sejam 8i;+i > é:k > 0. Então, provámos que 3y(8k+i) tal que yx(8k) c yÀ(ek+i) e
À.rd)l,*...,.., ll $ 8x;+i, Vz/ c yx(8k+i).(]''

Se emite um g/ c yÀ(8k) td que z/ « yx(ek+:) então, &:-F: < ll(]"
rilplail = &;, contradição. Logo yX(8k) C yX(ek+l).

À-ró)(z/) l $

Agora provaremos que se À/ é um subconjunto finito de .r(7'), então para algum
8 > 0, os espaços (yx(e))xcw formam uma soma direta, e então do fato de X ser H.D.,
segue claramente que l/(Z')l $ n.

Assumimos que a propriedade é falsa, isto é, para M subconjunto finito de /(T) de

mínima caidinalidade entre aqueles contradizendo a propriedade, os espaços (yÀ(e))À.À/ não
formam soma direta, ou seja, Vf > 0, yÀ. (e) + - . + yÀ.(8) em X não é uma soma direta.

E claro que liM 2 2.

Seja agora a aplicação 7' do subespaço yÀ-(e)©. . -©yÀ.(8) para yÀ:(8)+. . .+yÀ.(e)
definida por T(Z/À: , ' , 3/À.) - 3/À: +' ' '+Z/À.. Considere sobre o domínio a norma sup lIgA: ll,

V(#À:, . - . , yÀ.) C Dr. Então vejamos que : ' '

e T é contínua pois

IIr(g/À.,' '. ,#À.)II = lIgA. +..-+#À.II $ 11g/À:II+. +IIZ/À.II 5; 1]1/1 SUP IIg/À:II, Vg € OT

. T é sobrejetora. De fato, seja a C yÀ:(f) + .. + yÀ.(e). Daí temos

ya*.(C) + ''' + ga*.(é:). Assim considei'ando o elemento

y«.) C yÀ:(e) © ''© yÀ.(e), temos r(y.*.,' , z/..*.) = a.



e T é injetora, pois dado (Z/À: , . . , Z/À.) C /(erT temos clue

T(yÀ., ' . , Z/À.) = lyÀ.+' ' +Z/À. = o :'::> Z/À- ' 3/*, --' ' --3/À.. À'las por hipótese temos

yÀ:(8) n (yÀ,(f) © ' - - © yÀ.(é:)) = {a}. Logo, 3/À. - a ' --3/À, -- ' ' -- Z/À., e asse:n

sucessivamente temos que /Ter(T) = {o-}, o que implica T ser injetora.

Portanto, podemos afirmar que T é contínua, injetora e sobrejetora

Por outro lado, segue do resultado da Proposição 1.2.25 que se yÀ. (e) + . . + yÀ.e)
não é direta, então T : yÀ: (8)©. . .©yÀ.(é:) ----, yÀ:(e)+. .+yÀ.(8) não é um isomoríismo.

Uma vez que as afirmações acima são verdadeiras, segue que T-: : (yÀ.(f) + . . . +

yÀ.(e)) - © '' ©yÀ.(C) definida por 7'':(yÀ. + ... +3/À.) =(Z/À:,... ,yÀ.) não

é contínua . Logo não existe constante K tal que Kll(Z/x:, . . . ,3/X.)ll $ 11r(Z/À:, - - . ,yX.)ll.
Portanto, só podemos aârmar que V8 > 0, llr(Z/X:, . . . ,Z/À.)ll 5; Cll(z/À:, - . . , Z/x.)ll, ou seja,!!w <.':

g

Dessa maneira para os vetores gÀ c yÀ(e), r7zazllZ/Xll = 1 temos LIXA.À/ Z/Xll $ 8
(1)

Aplicando T na desigualdade abaixo, obtemos

x*..«Àz/*ll - llÀ:z/*: + - . . + À«3/*. l llÀ:z/,: + .. . + À,,z/*. + r(z/*:) - r(z/*:) + . .+
r(z/À«) - r(z/*«)ll $ 11r(z/x:) - À:z/*:ll + . . - + llz'(z/*.) - .x«z/x. l + llr(z/*. + . - - + z/*.)ll -
IJI/lf+ ll7'll . ll3/*. +. . . + 3/*. lg IÀ/le+ 11rllc -( wl + llrll) - c.

l

Seja c minX#À'.À,IÀ -- À'l e (7 "' ;-*. .« IÀI

Seja Àc em A/ tal que mazÀ,éX.l yÀ = 1 (tal número existe porque liA/l ? 2). Então
temos

IEÀ;,.J.;(À -- Àc)Z/x l Àc)yÀ. + '- . + (À« - Àf)Z/À.l llÀi3/i -- .XfZ/À: + - . . +À«gÀ. -

À.#À.ll s; llÀ:z/*. + --. + À.z/*.ll + ll(-À.)(y,.+ -.. + #*.)ll g(llrll + IJI.rl) - é: + IÀfl8
(l.\fl + llrll + IIA/l) - € enquanto «.qzll(À -- Àc)Z/xll ? c mán IÀ - ,X'l.\#Àf '' ' '' -' cJÀ./

Visto que € --, yÀ(8) é crescente para cada À fixado, e que Àc torna ià/ com uin
número finito de valores, podemos assumir que ,\c é constantemente igual para algum Ào tal
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que obtemos vetores Z/l. para À # Ào com Z/l. C yÀ(e),

mgzllZ/l. 1 ? c.

*x.z/lll 5; (o + llrll + IMI) ' e, e

Novamente, se 8 ---, yÀ(8) é crescente, a soma de (yÀ(e)) para À # Xo não é di-
ieta, e isso mantém para algum 8 > 0 uma contradição com a minimalidade de M, pois ao

diminuirmos os valores de € > 0 podemos obter um À/' tal que IÀ/'l < IWI, onde (yÀ(eÀ/,))
continua como uma soma não direta, o que contradiz com a suposição feita pala M. H

Finalmente estamos em condições de demonstrar o principal resultado deste capítulo,

o Lema 6.3.1 que terá um papel fundamental na demonstração do Teorema Principal (Teo-
rema 7.1.1).

6.3 Operadores semi-Fredholm e Fredholm em espaços de Banach
HD

Lema 6.3.1 Seja X um espaço de Banach HD.. Então todo operctdor gemi-lqedhotm sobre
X é Fredho\m, com, {n,alce zero.

Prova, : Seja T um operador semi-Hedholm sobre um espaço de Banach X. Consideremos
primeiro o caso em que seja o espaço de Banach X complexo -#.D.. Então, da Proposição

6.2.4 S(T) é quando muito um conjunto com n pontos isolados.

Se T é semi-Fredholm com ã(T) = oo, então pela continuidade do índice generalizado
de Fredholln, para À C S(7') temos que (T -- À/d) é self-ti-Fredholm, o que contradiz o Lema

6.2.3 onde prova-se que (7' -- À.rd) não é semi-Fredholm e nem Fredholm para À c ÕS(T) =

S(T). Portanto T é Fredholm.

Como S(T) é finito, temos pela Definição 1.2.26 que o aberto (C \ S(T) é conexo (por

caminhos), e isso implica que í(T -- À/d) é constantemente igual à i(T) pala À em (C \ S(7')

pela Proposição 6.2.1.

Além disso, quando IÀI ----, oo, T -- À/d
veJ amos:

T/À) está próximo à À/d, senão
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Seja o operador /d : X ----, X, para o qual á(.rd) é definido, existe 8 > 0 tal que
(--Ç) : X --* X satisfaz ll -- {ll < 8. Então, pela Proposição 1.5.3.10.(áá{) temos que:

i,ÇT- \lab i(-rd - {) a(-rd) - p(.rd) o o-o
Portanto, (T À/d) é H'edholm com índice zero, por collsequência de continuidade

'ind(T) - 0.

Assumimos agora que X é um espaço de Banach real -HZ). e considere sua comple-
xificação Xc

Lembremos que Xc, complexificação de X, é definida por Xc = X © X com a lei
á(aç,Z/) = (--Z/, z) (ver Definição 1.8.8).

Então pela Proposição 3.2.2 Xc é um espaço de Banach real .H.D2. e como todo
subespaço complexo de Xa é também um subespaço real, temos que Xa é um espaço de
Banach complexo -H.D. pala algum m $ 2n.

Seja ãr o índice generalizado de Hedholm de T. A complexiÊcação de T sobre Xc,
T a)T é também gemi-H'edholm com índice {r (as dimensões na deânição do índice de T©T
são sobre (C).

Como Xc é hereditariamente finitamente decomponível e pela primeira parte dessa
prova temos que Ír é igual a, zero.

Observação 6.3.2 Podemos obter por coroZáNo, do Z;ema 6.3..Z, que se X é ürrz espaço

d,e Buí\uclt ttereditari,agente $nitümente peco-mpon'íuel., e'ntào X nào é isomorfo Q 'rte'nhum

s-ubespaço próprio.



CAPITUL07

O TEOREMA PRINCIPAL

Neste último capítulo faremos a demonstração do Teorema Principal (Teorema 7.1.1)
de nossa dissertação. Sobre um espaço de Banach real hereditariamente indecomponível, o

quociellte do espaço de seus operadores pelo espaço de seus operadores estritamente singu-
lar es será caracterizado e sua dimensão limitada.

7.1 Operadores em espaço de Banach real ./7./

Na demonstração do Teorema Principal (Teorema 7.1.1) usaremos as Proposições
1.5.2.7, 1.8.15, 1.9.3.5 e os Lemas 2.4.1 e 6.3.1.

Teorema 7.1.1 Seja X u'm espaço de Banach real hereditahamente {ndecomponíuel. Então.
p"« todo 'uZ'espaç' de dà«''en'ã. án@nlt. y d' X, « dãm(-L(y, X)/$(y, X)) $ 4. .4Jé«. dÍ«o,
Z (X)/S(X) é u«. ««J de dã«{.ão ãsomor/o « ]R, C « W.

Prova : Sejam X um espaço de Banach real -H./., y um subespaço fechado de dimensão

infinita de X, e T c Z,(y, X). Denotamos .Er o espaço quociente de -L(y, X) pelo Kernel da

aplicação ll ' llr definida sobre É(y, X), isto é, por llrllr = {n/ llq,, ll (veja a Observação
1.9.1.1.(n)). " '"

Segue da Observação 1.9.1.1 (i) que o kernel das aplicações de Z(y, X) são operadores

estritamente singulares. Dessa maneira -EV = L(y, X)/S(y, X), tal como na Definição
1.9.1.2

Segue também que é possível construir a partir de .Er um espaço quociente .8 com

noiva indicada na Definição 1.9.2.5 e completo (observação da Definição 1.9.3.3) tal (lue
pela Observação 1.8.2.(iii), .E é uma Álgebra de Banach.

Por outro lado, com a multiplicação dada na Definição 1.9.3.1, E possui estrutura de
álgebia normada com unidade (Proposição 1.9.3.2) e por todo elemento não nulo de .E ser
in'çert.ível (observação da Definição 1.9.3.3) segue que E é um anel de divisão.
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Uma vez que as afirmações acima são verdades, segue pelo Teorema 1.8.15, caso real

do Teorema de Ge[fand-À/]azur, que .E é isomorfo ou a ]R, ou a C, ou a m, e portanto que
cZ'á.nz.E < 4.

Agora, como Er é isomorfo a um subespaço de E (veja Proposição 1.9.3.5), segue
que a dimensão do espaço -Er é no máximo igual a 4.

A afirmação relativa ao caso y X pode ser provada diretamente como segue

Seja T um operador não estritamente singular sobre X. Então, pelo Lema 2.4.1,
nenhum-ta restrição de T para um subespaço de X é estritamente singular.

Pela Proposição 1.5.2.7, a restrição de 7' pala algum subespaço de codimensão finita
de X é um isomorfismo na sua imagem, e portanto 7' é semi-H'edholm.

Finalmente, pelo Lema 6.3.1, temos que T é Fredholm

Isso signiâca que todo operador sobre X é ou estritamente singular ou Fredholm

Como os operadores Hedholm são da classe dos operadores invertíveis do módulo dos

operadores estritamente singulares, temos que isso é equivalente para dizer que .L(X)/S(X)
é um anel de divisão, e portanto pelo Teorema de Gelfand-Mazur (Teorema 1.8.15) ele é
isomorfo ou aos reais, ou aos complexos, ou ao anel dos quatérnios.

Finalmente observamos que o seguinte problema está em aberto

Pi'oblenia : F'i:z;e n C N*. Paz'a todo m C N*, m $ n2, ezáste

dim(.L(X«)/S(X.)) = nt?

HD. tat que
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