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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar algumas propriedades e resultados sobre
ESPACOS DE BANACH HEREDITARIAMENTE FINITAMENTE DECOMPONIVEIS,
introduzido por V. Ferenczi em 1997. Estudaremos suas ligagoes com espagos de Banach
hereditariamente indecomponiveis. Em particular, mostraremos que em um espago de Ba-
nach sobre os reais hereditariamente indecomponivel, o quociente do espaco de operadores
por espaco de operadores estritamente singulares é um anel de divisdo isomorfo ou aos reais,

ou aos complexos, ou ao anel de divisao dos quatérnios.

Todos esses resultados foram provados também por V. Ferenczi e publicados em
Studia Math. 123 (2) (1997) 135-149.

Abstract

The aim of this work is to present some properties and results about HEREDITARILY
FINITELY DECOMPOSABLE BANACH SPACES, introduced by V. Ferenczi in 1997. We
will study their links with hereditarily indecomposable Banach spaces. In particular, we will
show that in a real hereditarily indecomposable Banach space, the quotient of the space of
operators by the space of strictly singular operators is a division ring isomorphic either to

real, complex, or the quaternionic division ring.

All these results were proved by V.Ferenczi and published in Studia Math. 123 (2)
(1997) 135-149.
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INTRODUCAO

Abaixo apresentamos a motivagdo para se estudar em detalhes o artigo
“Hereditarily finitely decomposable Banach spaces”. Studia Math. 123(2) 1997 do Prof.

Valentin Ferenczi que serd o tema principal da dissertagao em questao.

DEFINICAO 1. Seja X um espaco de Banach. Uma sequéncia (e, )pen de
elementos em X é uma base de Schauder para X se para todo z € X, existe

(oo}
uma unica sequéncia de escalares (\,)nen tal que z = '21)\1 - €.
1=

Um problema que ficou em aberto durante anos é o seguinte :

PROBLEMA 2. Todo espago de Banach separdvel tem uma base de
Shauder?

Este problema foi resolvido negativamente por Enflo em 1973 ([2]). Mazur, no en-

tanto, ja havia provado o seguinte :

TEOREMA 3. Todo espago de Banach de dimenséo infinita tem um subes-

pago de dimensao infinita possuindo uma base de Shauder.

Agora, lembrando a definigdo abaixo,

DEFINICAO 4. Uma base de Schauder (e,)nen de um espaco de Banach é
o0
incondicional se existe C' € R tal que ||Y ;- e < C||D A - &, VE finito,
i€E i=1
EcCNeV\ ek

Segue naturalmente, tendo em mente o Problema 2 e o Teorema 3, o seguinte pro-

blema :

PROBLEMA 5. Todo espago de Banach de dimensao infinita possui um

subespago de dimensao infinita com base incondicional ?

Este problema s6 foi resolvido negativamente em 1993 ([9]) por W.T.Gowers e B.Maurey.
Ao resolverem o Problema 5, esses matematicos também contribuiram para a resolugao do

seguinte problema que estava em aberto desde 1968:
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PROBLEMA 6. Existe espago de Banach que seja indecomponivel ?

Lembremos que um espago de Banach X é indecomponivel se ele nao pode ser escrito

como soma direta de dois de seus subespagos de dimensao infinita.

Eles deram, na verdade, a seguinte definigao :

DEFINICAO 7. Um espago de Banach X é hereditariamente indecomponivel
(H.I.) se nenhum subespago de X é soma direta de dois subespagos de di-

mensao infinita.

E provaram,
TEOREMA 8. Existe um espago H.I.

Ainda mais, o préprio W.T.Gowers ([8]) provou o seguinte teorema de dicotomia em

espagos de Banach:

TEOREMA 9. Seja X um espago de Banach. Entao X contém um subes-

pago com base incondicional ou X contém um subespago H.I.

A partir desse resultado os espagos H.I. comegaram a desempenhar um papel impor-

tante na geometria de espacos de Banach.

Um dos objetivos desta dissertagao € mostrar que o seguinte resultado de W.T.Gowers

e B.Maurey ([9]) sobre espagos H.I. ndo caracteriza esses espagos.

TEOREMA 10. Seja X um espago H.I. Entdao X nao tem nenhum subespago

com base incondicional.

Para mostrarmos que existem espagos de Banach que nao sao H.I. e satisfazem a
tese do Teorema 10, estudaremos os espagos H D,, introduzidos em 1997 por V. Ferenczi no
Artigo ([4]).

DEFINICAO 11. Seja X um espaco de Banach e n € N*. Dizemos que X
¢ HD,, se contém um ntmero maximo de n subespagos de dimensao infinita

que formam uma soma direta e finita em X.



Segue das Defini¢oes 7 e 11, que um espago de Banach é H.I., se, e somente se, é
H D,. Mostraremos que a soma direta finita de espagos H.I. é um espaco HD,,, quando se
tem n—somandos (Coroldrio 3.2.3).

Pois bem, os principais resultados ([4]) que apresentaremos em detalhes nesta dis-

sertagao sao:

TEOREMA 12. (veja respectivamente Teorema 3.3.1 e Teorema 5.1.2) Seja
X um espago HD,. Entéo,

(i) X nao contém nenhum subespago de dimenséo infinita com base incondi-

cional;

(1t) para X = @X; um espaco H D,, fundamental sobre os complexos temos
i=1
que todo operador de Y, subespaco de dimensdo infinita de X, tem a
forma X A\ipi; + S onde A;; é uma constante, p;; é uma projecao e S é
i~j

estritamente singular.

Indicando por L(X') o conjunto dos operadores lineares em X e por S(X) o conjunto

dos operadores estritamente singulares em X foi provado :

TEOREMA 13. (veja Teorema 5.2.1) Se X é um espago HD, sobre os
nimeros complexos, entdo dim(L(X)/S(X)) < n?.

E também, o Teorema Principal,

TEOREMA 14. (veja Teorema 7.1.1) Se X é um espago de Banach H.I.
sobre os numeros reais entdo L(X)/S(X) é um anel de divisdo isomorfo a R

ou C ou ao anel dos quatérnios.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 Notacoes

Denotaremos por C o conjunto dos niimeros complexos, N o conjunto dos nimeros
naturais, R o conjunto dos nimeros reais, R, o conjunto dos niimeros reais néo negativos,
R o conjunto dos niimeros reais estritamente positivos, H o anel de divisdo dos quatérnios,

e K os corpos R ou C. Denotaremos por A o fecho do conjunto A qualquer. vspace-0.2 cm

O simbolo @ denota o fim de uma demonstragéo, e o o vetor nulo de um espaco.

A menos que mencionemos ao contrario, todos os espacos e subespacos de Banach
considerados nesta dissertagao serdo de dimensao infinita e fechado. A dimensdo de um

espago de Banach X serd denotada por dim(X).

Sejam X e Y espagos normados. L(X,Y") denotara o espago de Banach dos operadores
lineares continuos de X em Y com a norma ||T'|| = sup{||T(z)|| : ||z|| < 1}. Lembremos que
um operador linear T" é continuo se, e somente se, existe M > 0 tal que ||T'(z)|| < M||z||,
Vz € X. Denotaremos por D(T') o dominio do operador 7', por Im(T) a imagem do
operador T, isto é, Im(T) = {T'(z) : = € X} e por Ker(T), o Kernel desse operador, ou
seja, Ker(T)={ze X :T(z)=o0}. Se Y = X, entdo denotaremos L(X,Y) = L(X).

Sejam X um espago de Banach e E um subespaco de X. Denotaremos por Id, o
operador identidade Id : X — X definido por Id(z) = z,Vz € X, e por Ig x, a inclusdo
canonica de E em X definida por Ig x(e) = e, Ve € E. Também denotaremos por O, o

operador nulo O : X — X definido por O(z) = o, Vz € X.

Um operador linear 7' : X — Y é um isomorfismo se, se somente se, existirem M e
N numeros reais positivos tais que N||z|| < ||T'(z)| < M||z||, Yz € X. Nesse caso, dizemos

que X e Y sao isomorfos e denotaremos X ~ Y.

Dada uma sequéncia (z,)eny em um espaco de Banach, usaremos a notagao x,, —

para denotar que a sequeéncia (x,)nen converge para z quando n — oo.

As demais notagoes serdao indicadas no decorrer das defini¢oes e resultados desse e

dos demais capitulos.



1.2 Definicoes e resultados

A seguir apresentaremos algumas definigoes e resultados basicos envolvendo espacgos
de Banach.

Definicao 1.2.1 Seja X um espago vetorial sobre um corpo K, a aplicagdo p : X — R, €
uma semi-norma sobre X se :

o p(A\z) = || p(z), Vz € X,V € K;
o p(z+y) < p(z) +p(y) Vz,y € X;

Se p(z) = 0 implicar x = 0, entdo p é uma norma em X.

Definicao 1.2.2 Um espaco X € um espaco de Banach se :
e X é um espago vetorial.
e X ¢ normado.

e X ¢ completo em relagdo a essa norma.

Definicao 1.2.3 Sendo X e Y espagos de Banach, definimos a soma direta externa de X
comY por X @Y ={(z,y) :z€ X,yeY}.

Observagao 1.2.4 A aplicagdo || . |
XaY.

w X @Y — R, definida abaizo é uma norma em

1(z, y)llso =max{|lz]], [|yll}

Proposicao 1.2.5 Denotando por .X'f’oY o espaco X &Y da definigao 1.2.3 com a norma

definida na observagao 1.2.4 temos que X iY € um espaco de Banach.

Prova : verificacao imediata



Proposicao 1.2.6 A soma de dois subespagos fechados de um espaco vetorial normado é

fechado quando um dos subespagos € de dimensao finita.

Prova: Sugerimos [7], pdg.16.

Defini¢ao 1.2.7 Sejam X um espago de Banach e Y um subespago de X. Dizemos que Y

¢ complementado em X, se existe um subespago vetorial W de X tal que :
(i) YNW = {o}.
(i) Vee X, A yeY el weW:z=y+w.

(411) A aplicagdo linear p; : X —'Y definida por py(z) =y é continua.

() A aplicagdo linear py : X — W definida por py(z) = w € continua.

Observacao 1.2.8 Em relagao a definicao anterior ainda temos que :
(i) Y e W sdo chamados suplementares topolégicos, e escrevemos X =Y @ W.

(it) p, é chamada projecdo de X sobre Y e vale:
(a)pi = p1 ®)lpall > 1 (c)(Id — p1)? =Id — p,

Proposicao 1.2.9 Se o subespago ( a principio ndo fechado) Y é complementado em um
espaco de Banach X, entdo Y € fechado.

Prova : Seja Y o subespago vetorial complementado do espago de Banach X da hipdtese.

Logo, existe p : X — Y, uma projegao sobre Y.

Seja (Yn)nenw uma sequéncia de Y que converge para z. Se p(y,) — p(z) e

P(Yn) = yn — x, entdo x = p(z). Logo, z €Y. =

Proposicao 1.2.10 Sejam X um espag¢o de Banach e M wm subespago fechado de X .
Entao M é complementado em X se, e somente se , eziste um subespaco fechado N de X
tal que X = M & N.



Prova : Sugerimos (7], pdg.48.

Definicao 1.2.11 Seja R um conjunto finito. Entdo, definimos por |R| a cardinalidade de
R.

Defini¢ao 1.2.12 Dados subespagos (X;)icr de um espa¢o de Banach X, onde R é um
conjunto finito de indices, definimos que a soma deles é direta se para todo i, a proje¢do p;
de ) ;cp Xi para X; € continua. Nesse caso, a soma € denotada por ®;crX; ou Xp e para
todo operador T' sobre Xg, vamos denotar Tir a restricio de T a X (se R = {i}, entdo
escrevemos Tj; para T o ). Considerando a soma direta Xg e dada outra soma direta X}z,

definimos que X}2 € menor do que Xg se existe uma permutacdo 0 em R tal que para todo
1 € R, X: C Xé(i)-

Definigao 1.2.13 Dois espagos de Banach X eY sdo totalmente incompardveis se nenhum

subespago de X € isomorfo a algum subespaco de'Y.

Vejamos agora algumas definigoes e resultados sobre operadores.

Definigao 1.2.14 Seja T : X — Y um operador linear, onde X eY sdao espacos vetoriais
normados. O grifico G(T) de T é o subconjunto {(z,T(z) :z € X} de X®Y. Se G(T) é
fechado em X &Y entdo T € dito um operador fechado.

Observagao 1.2.15 Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T : X — Y um operador

linear. Entao, valem as sequintes afirmacoes:

(i) T é fechado se, e somente se, para qualquer sequéncia (T,)nen em X, com T, — T €

T(xp) —y €Y, temos que y =T(z);
(ii) SeT ¢ fechado e injetor entdo T € fechado;

(iti) Se T € fechado entao Ker(T) € um subespago fechado.



Teorema 1.2.16 (Teorema da aplicagio aberta) Seja T uma aplicagdo linear continua

de um espago de Banach X sobre um espago de Banach Y. Para todo conjunto aberto
W C X, T(W) € aberto.

Prova : Sugerimos [10], pag.245.

Corolério 1.2.17 Sejam X e Y espagos de Banach e T € L(X,Y) bijetora. Entio T é
bicontinua, isto é, T~ ¢ continua.

Prova : Sugerimos [10], p4g.245.

Teorema 1.2.18 (Teorema do grafico fechado) Sejam X e Y espagos de Banach e

T : X — Y uma aplicacdo linear. Entdo, T € continua se, e somente se, o seu grdfico é
fechado.

Prova : Sugerimos [10], pdg. 251.
Corolédrio 1.2.19 Sejam E um espago de Banach, F' um espago normado e B =

{fo:a € A} C L(E, F) tal que para todo = € E tenhamos sup{||fa(2)|| : @ € A} < +00.
Entao sup{||fa|| : @ € A} < +o0.

Prova : Sugerimos.[10], pag.217.

Lema 1.2.20 Sejam X e Y espacos de Banach ¢ T - D(T) Cc X — Y um operador

fechado. Entao T possui um operador inverso continuo se, e somente se, T' € injetor e pos-

sui uma imagem fechada.

Prova : Sugerimos [{13], pag.17.

Lema 1.2.21 Sejam X e Y espacos de Banach seja T : X — Y um operador fechado

com wmagem fechada. Se M é um subespago (ndo necessariamente fechado) de X tal que



M + Ker(T) € fechado, entdo T(M) é fechado. Em particular, se M € fechado e Ker(T) é
de dimensdo finita, entio T(M) € fechado.

Prova : Sugerimos [13], pag. 25.
Lema 1.2.22 Sejam X e Y espacos de Banach e V um subespaco de dimensdo finita de

X @Y. EntioV = Vx & Vy, onde Vx e Vi sio subespacos de dimensdo finita de X e Y
respectivamente.

Prova: Imediata.
Lema 1.2.23 Se V, e Vs sdo dois subespagos fechados de um espago de Banach X , de
dim(X/V1) = dim(X/V3) < 0o entdo eziste um isomorfismo de X em X que leva V; sobre

Vo (o isomorfismo pode ser escolhido sendo o operador identidade sobre Vy N Vy desde que
dim[Vi/ViN V3] < o0).

Prova : Sugerimos [13], pag.59.

Proposicao 1.2.24 Todo subespaco de dimensdo finita de um espaco linear normado é
fechado.

Prova : Sugerimos [7], pdg. 16.

Proposicao 1.2.25 Sejam X, X,,---, X, subespagos do espaco de Banach X. Se
T:X,0X96--&X, — X1+ Xo+ -+ X, C X € um isomorfismo de X e X,
o o] o0 o0 0

o0 ¢
sobre X; + -+ X, entdo X; +---+ X, € uma soma direta.

Prova : Podemos afirmar que X; N [Xo+ -+ X,] = {0} pois, se 2 = 2o +--- + T, e
1 € XiN[Xo+ -+ X, ] entdo 2y — 29 — -++ — T, = 0. E, do isomorfismo temos que

(X1, =29, -+, —2,) = 0.

Seja agora p; : Xj + -+ X, — X tal que pi(X; + -+ X)) = X,.
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=1
Seja (X1 + -+ + X,) IS Xie -0 X, 2 X, tal que
o0 (o ¢]
L + T3 4+ - 4+ g, i (21,23, -+ ;24) — Tp.

Entao py(z1+---+2,) =Q o Yzy+--- +x,). Logo, p; é continua, pois é uma composta

das continuas Q e T-!. -

Definigdo 1.2.26 Uma cisdo de um espago métrico M € uma decomposigio M = AU B,
onde A e B sio dois subconjuntos abertos disjuntos de M. A cisio M = AU B diz-se trivial
quando um dos abertos é vazio. Um espago métrico M € dito conexo quando a inica cisio
possivel de M € a trivial. Um caminho num espago métrico M é uma aplicagio continua
f:00,1] — M. Os pontos a = f(0) e b= f(1) sdo os extremos do caminho f. Um espago
métrico M € dito conezxo por caminhos se quaisquer dois pontos de M podem ser unidos por
um caminho contido em M.

1.3 Bases em espacos de dimensio infinita

Nesta segao daremos algumas definicGes e resultados sobre base em espacos de di-

mensao infinita. Detalhes sobre essas nogdes podem ser achados em [12]

Definigao 1.3.1 Num espago de Banach de dimensdo infinita X , uma sequéncia (e,)nen €
dita ser uma base de Schauder se todo vetor em X pode ser escrito unicamente na forma
T =) 2 A€, onde Ns sdo escalares (DEFINICAO 1 da Introdugao).

Observagao 1.3.2 Nem todo espago de Banach tem uma base de Schauder de acordo com
0 contra-exemplo de P. Enflo em 1973 ([2]).

Observagao 1.3.3 Foi provado por Mazur que todo espago de Banach de dimensio infinita
tem um subespaco de diminsdo infinita possuindo uma base de Schauder (TEOREMA 3 da
Introdugado).
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Defnigao 1.3.4 Num espaco de Banach de dimensdo infinita X, uma sequéncia (Tn)nen €
dita ser uma base incondicional se eziste uma constante C' tal que a desigualdade
| 2 e Nzl < C | doico Nizi|| , € satisfeita para todo subconjunto finito E de N e qualguer
coeficiente \; (DEFINCAO / da Introdugdo).

Observagao 1.3.5 Os espagos cldssicos 1, para p > 1 contém uma base incondicional, en-

quanto Ly nao contém nenhuma.

Definigao 1.3.6 Uma sequéncia (Tn)nen € uma sequéncia bdsica (respectivamente uma
sequéncia bdsica incondicional) se ¢ uma base (respectivamente uma base tncondicional)
do subespago fechado gerado por ela, isto €, por [(Zn)nen]-

Proposicao 1.3.7 (x)n € base de Schauder de um espago de Banach X, se e somente se,
(i) zn,#0,VYneN;
m n+p
(i) 3IM € R tal que || az|| < M|y aszi||, Vn,p € N;
i=1 i=1

(1) [(za)n] = X.

Prova : Sugerimos [12], pag. 2.

Proposicao 1.3.8 Seja X um espago de Banach com base de Schauder (Tn)nen. Entdo

0 n
0s operadores p, : X — X, n € N definido por pa(D_aiz;) = Y a;x; sio projecies e
i=1 =

=1
sup||pa|| < +o0
neM

Prova : Segurimos (EM), pag. 47.

Definigao 1.3.9 Seja (Tn)nen wma base de Schauder para o espago de Banach X. Entdo

K = sup||p,|| € chamada constante bdsica de (Zn)nen.
nel
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Proposicao 1.3.10 Se (zn)neN € uma base de Schauder normalizada de um, espaco de
Banach X, entdo para todo z = Za,zZ em X temos que |a,| < 2K||z||, Vn € N.

i=1
Prova : Seja o natural fixado n € N*. Ento temos que |ap| = |ag| - [|zn]] = [lanz,||

1Pn(2) = Pa-1 @) < (@) + lpa-1(@) | = lipalliell + Ipa_illllz]] < 2Kz C

Proposigao 1.3.11 Sejam Y um subespago de dimensdo infinita de um espago de Banach
X, e (Zn)nen base de Schauder de X. Entdo para todo inteiro positivo p, eziste YyEY com
Iyl =1 edaformay= 3 anzn.

n=p+1

Prova : Sugerimos [6], pag. 52.

Lema 1.3.12 Sejam W um subespago de dimensdo infinita de um espaco de Banach Z

com base de Schauder (z,)nen. Entdo para todo inteiro positivo p, o subespago Wyyy de W
(o]

cujos os elementos sao da forma > a;x; para algumas sequéncias de escalares (a;)ien, €
i=p+1
de dimensao inifinita.

Prova : Sejam W um subespaco de dimenséo infinita de um espago de Banach Z, e (z,),

base de Schauder de X. Entio pela Proposm;ao 1.3.11 segue que para todo inteiro p existe

wy € W41 com ||wy]| =1 e da forma w;, = Z alz;.
i=p+1
Seja n; € N tal que || Z a;z;|| > 1/2. Entdo, novamente pela Proposicao 1.3.11,
i=p+1
existem wy = E alz;.
i=nj+1

2
Sejany € Ntalque || 5 a?z]| > 1/2. Entdo continuando por indugdo encontramos

i=ni1+1
o0 .
um sequencia de nimeros inteiros p=mng<mny <ny<--- e vetores w; = > a{l‘i.
f=l‘lj_1+l

, n, :
E claro que (y;)jen € LI com | S alzi|| > 1/2. m
i=nj_1+1
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Proposigao 1.3.13 Se X ¢ um espago de Banach e (z,)nen base de Schauder de X, entdo

(ﬂ%“ﬂ)nem ¢ uma base normalizada de X com a mesma constante bdsica.
n

Prova : Segue diretamente da Proposicdo 1.3.7.

Definicao 1.3.14 Sejam X um espaco de Banach ZTn)nen UMa sequéncia bdsica em X
i ne )

(Pn)nen uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos e (an)nen uma sequéncia
- P; . .

de escalares. Uma sequéncia (u;); dada por u; = D nlpi+10nTn, cOm u; # 0, Vi € N, é

chamada de base de bloco de (Zn)nen-

Proposicao 1.3.15 Uma base de bloco (uj)jen de uma sequéncia bdsica (Tn)nen de um
espago de Banach X, é uma sequéncia bdsica, cuja constante bdsica é menor ou tgual a

constante bdsica de (x,)nen.

Prova : Sugerimos [12], pg. 6.
1.4 Espago quociente
A seguir definimos espago quociente. Sugerimos também [15], p4g. 8.

Definicao 1.4.1 Seja E um subespago do espago de Banach X. Denotamos por X/E o
espago de Banach quociente {[z] : ¢ € X}, onde [r] denota a classe de equivaléncia = + E

de z com a norma ||[z]|| = inf{||z —¢|| : e € E}.

Definicao 1.4.2 Denotaremos por codim(E) a codimensdo do subespaco E no espago de
Banach X, isto €, a dimensdo do espaco quociente X/E. Indicaremos que E tem codimensado

finita em X pela notagdo codim(E) < +co.

Notagao 1.4.3 Por Qg denotaremos a aplicagdo quociente canonica de X em X/E definida
por Qg(z) = [z], Vz € X.
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Proposigao 1.4.4 Sejam X e Y espagos de Banach e T : X — Y um operador fechado.

Se Im(T') possui codimensdo finita em Y entdo Im(T) é um subespago fechado.

Prova : Sugerimos [13], pag.22.

Proposicao 1.4.5 Todo subespago de codimensao finita de um espago de Banach X é com-

plementado em X.

Prova : Sugerimos {14], p4g.373.

Proposicao 1.4.6 Sejam X um espago de Banach e M um subespago fechado de codi-

mensao finita em X. Entdo.

(i) para qualquer subespagco V de X, existe wm subespago de dimensdo finita N contido
emV tal que V= (VNM)& N;

(i) SeV é denso em X, entdo VN M ¢é denso em M.

Prova : Sugerimos [13], pig.24.

1.5 Operadores estritamente singulares, operadores compactos e
operadores de Fredholm

Nesta secao daremos algumas definigoes e resultados envolvendo operadores estrita-

mente singulares, operadores compactos e operadores de Fredholm.

1.5.1 Operadores estritamente singulares

Definicao 1.5.1.1 Um operador S de Z para X € dito ser estritamente singular se para
todo subespago W de Z, a restrigio S|y de S para W ndo € um isomorfismo sobre a ima-

gem.
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Observagao 1.5.1.2 Denotamos por S(X,Y) o espago das aplicagoes lineares e continuas

S X =Y, que sdo estritamente singulares.

Vamos caracterizar os operadores estritamente singulares.

Proposicao 1.5.1.3 Sejam X e Y espacos normados de dimensdo infinita. Um operador
T': X — Y € estritamente singular se, e somente se, YE > 0, para qualquer W subespaco
de dimensdo infinita de X, existe z € W tal que ||T(z)| < &||z|.

Prova : Sugerimos [15], pdg. 26.
Proposigao 1.5.1.4 Sejam X eY espacos de Banach de dimensdo infinita. Seja S : X —-Y

um operador linear e continuo. S € estritamente singular se, e somente se, para todo subes-

pago de dimensdo infinita W de X e para todo £ > 0, existe W' subespago de dimensdo
infinita de W, tal que ||S|w|| < €.

Prova : Sugerimos [12], pag. 76.

Corolario 1.5.1.5 Sejam S e S, € S(X,Y) e a € K. Entdo temos (S1+S5) e S(X,Y) e
(CYSl) € S(X, Y)

Prova : Sugerimos [15], pag. 27.

Proposigao 1.5.1.6 Seja S um operador estritamente singular. Sejam T e U operadores
lineares continuos, para os quais TS e SU estdo definidos. Entio T'S e SU sdo operadores

estritamente singulares.

Prova : Sugerimos [15], pag. 28.

Proposigao 1.5.1.7 S(X,Y) € um espago fechado de L(X,Y).

Prova : Sugerimos [15], pag. 29.
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1.5.2 Operadores Compactos

Vejamos agora, a definigdo e alguns resultados sobre operadores compactos.

Proposigao 1.5.2.1 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y wuma aplicacdo linear.

Sao equivalentes as segquintes propriedades:

(i) T leva a bola unitdria B de X num conjunto relativamente compacto de Y, isto é,

T(B) é compacto.
(ii) T leva os conjuntos limitados de X em conjuntos relativamente compactos de Y .

(i) Toda sequéncia limitada (T,)neny de pontos em X contém uma subsequéncia Ty, tal

que a sequéncia (T(z,,))ren € convergente em Y.

Prova : Sugerimos [11], pag. 302.

Definigao 1.5.2.2 Dizemos que um operador linear T : X — Y é compacto se satisfaz as

condigoes equivalentes citadas na proposicao anterior.

Proposicao 1.5.2.3 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear e

continuo, cuja imagem tem dimensdo finita. Entao T € compacto.

Prova : Sugerimos [11] pag. 303.

Definicao 1.5.2.4 Sejam X e Y espacos normados, T e (Ty)nen um sequéncia de ope-
radores lineares. Dizemos que T,, converge uniformemente para T se VE > 0, Ing € N tal
que Vr € X, ||z]| <1 temos ||T(z) — T(z)|| < €, Yn > ny.

Proposigao 1.5.2.5 Sejam X um espagco normado, Y um espago de BanacheT, : X — Y,
n € N, uma sequéncia de operadores compactos tal que T, converge uniformemente para T .

Entao T' € compacto.

Prova: Sugerimos [11], pdg. 312.
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E bem conhecido (veja [12], pdg. 76) que existem operadores estritamente singulares

que nao sao operadores compactos, no entanto, temos :

Proposicao 1.5.2.6 Sejam X e Y espagos normados de  dimensao  infinita. Se

K : X —Y é um operador compacto, entdo K ¢ estritamente singular.

Prova : Sugerimos [15], pag. 31.

Proposicao 1.5.2.7 Sejam X eY espacos de Banach de dimensdo infinita. Assuma que
T : X — Y seja um operador tal que a restri¢cio de T para nenhum subespaco de X de
codimensao finita € um isomorfismo. Entdo, para todo £ > 0, existe um subespa¢o Z de

dimensdo infinita de X tal que T'|z é compacto e ||T},|| < &.

Prova : Sugerimos [12], pig. 76.

Observacao 1.5.2.8 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita e T um ope-
rador linear continuo de X e Y. Se para algum subespago Xo de X, de codimensdo finita, a

restrigao de T' a Xy € um isomorfismo sobre a imagem, entao T'(X) € fechado em Y .

1.5.3 Operadores de Fredholm

Vamos apresentar agora algumas definigoes e um resultado sobre operadores de

Fredholn.

Definicao 1.5.3.1 Sejam X e Y espagos de Banach e T € L(X,Y) um operador com im-
agem fechada. Definimos o indice do nicleo e o indice de deficiéncia de T, respectivamente
por :

a(T) =dim(ker(T)) e  B(T)=dim(Y/Im(T)) = dimcoker(T).
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Defini¢ao 1.5.3.2 Sejam X e Y espagos de Banach. Entio um operador T € L(X,Y) é
dito ser semi-Fredholm superior se sua imagem Im(T) € fechada e a(T) < co. O conjunto
de todos os operadores semi-Fredholm superior é denotado por ®,(X,Y). Um operador
T € L(X,Y) € dito ser semi-Fredholm inferior se 3(T) < oo (neste caso, Im(T) ¢ fechado

pela Proposi¢io 1.4.4). O conjunto de todos os operadores semi-Fredholm inferior é deno-
tado por ®_(X,Y).

Definicao 1.5.3.3 Sejam X e Y espagos de Banach e T' € L(X,Y) um operador semi-

Fredholm superior ou semi-Fredholm inferior. Definiremos o indice de :

Ted (X, Y)UD_(X,Y) por i(T)=ca(T)— B(T).

Definicao 1.5.3.4 Sejam X eY espagos de Banach e T € L(X,Y). Entio T é chamado
operador de Fredholm se i(T) < oo, ou equivalentemente, se T' é um operador semi-Fredholm

superior e semi-Fredholm inferior.

O conjunto de todos os operadores Fredholm é denotado por ®(X,Y).

Proposicao 1.5.3.5 Sejam X e Y espagos de Banach e T € L(X,Y) um operador com
imagem fechada para o qual o(T) < +oo. Seja S : X — Y um operador estritamente

singular. Entdo o(T + S) < oo, T + S tem imagem fechada e i(T + S) = i(T).

Prova : Sugerimos [12], pdg. 79.

Proposicao 1.5.3.6 Sejam T : X — Y wum operador Fredholm e S : X — Y um opera-
dor tal que dim(T(X)) < +oc. Entao T + S é um operador Fredholm e i(T + S) = i(T).
Prova : Sugerimos [12], pag.77.

Observagao 1.5.3.7 Denotando por L a classe de todos os operadores lineares continuos

entre espagos de Banach arbitrdrios podemos definir que um ideal de operadores U € uma sub-

classe de L tal que dados espagos de Banach X eY as componentes U(X,Y) = UNL(X,Y),
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satisfazem as segquintes condicoes:
(i) Idg € U, onde E denota o espaco de Banach de dimensédo 1;
(ii) Se S1,S, € U(X,Y) entao S; + S: € U(X,Y);

(iii) Sejam Xy e Yy espagos de Banach de T € L(X,,X),S € U(X,Y) e R € L(Y,Y))
entdo RST € U(X,,Yp).

Se X =Y denotamos a componente U(X,Y) por U(X).

Defini¢ao 1.5.3.8 Sejam X wm espago de Banach e os operadores T € L(X). Entdo,
definimos a dlgebra de Calkin por L(X)/K(X) onde K(X) € o ideal de todos os opera-
dores compactos sobre o espagco de Banach X. Denotaremos por @, a aplica¢do quociente
Q: L(X) — L(X)/K(X) definida por Q(T) = [T],VT € L(X).

Proposicao 1.5.3.9 Seja X um espago de Banach eT : X — Y. Um operador T € L(X)
¢ Fredholm se, e somente se [T'] € invertivel na dlgebra de Calkin L(X)/K(X).

Prova : Sugerimos [13], pdg.47.

Proposicao 1.5.3.10 Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y, um operador
para o qual i(T) € definido. FEziste um ndmero \(T') > 0 tal que se S : X — Y satisfaz
IS|| < AMT") entao :

(i) (T + 5) < a(T);
(i) T + S tem uma imagem fechada e 3(T + S) < 8(T);
(iii) (T + S) =i(T).

Prova: Sugerimos [12], pdg. 78.



1.6 Operadores da forma Id + S

Veremos nessa segao um resultado que caracteriza os operadores da forma (Id + )

e defini¢oes decorrentes.

Proposicao 1.6.1 Sejam Z um subespago de um espago de Banach X e A € L(Z,X). Se A
€ da forma Id+ S, onde S € estritamente singular, entio A é um isomorfismo sobre algum

subespago de codimensao finita de Z.

Prova: Seja A € L(Z,X), onde Z é um subespago de dimenséo infinita do espaco de Banach

X tal que a restricdo de A para algum subespago Z’' de codimensao finita de Z nao é um

isomorfismo.

Entado, pela Proposicio 1.5.2.7 temos que para todo €& > 0 existe um subespaco Z' de

Z tal que Al n € compacto. E mais pela Proposicdo 1.5.2.6, Al € estritamente singular.

Assim, se considerarmos A na forma (Id + S) onde S é estritamente singular
teremos : Al = Id|zn + S|, ou melhor A|zn — S| v = Id| .

Seque pelo Corolario 1.5.1.5, que Id|,» € estritamente singular, o que é uma con-
tradigao , pois o operador identidade € bijetor e bicontinuo e portanto, um isomorfismo

sobre a sua imagem.

Logo, se A € da forma (Id + S), entao A é um isomorfismo sobre algum subespago

de codimensao finita. ]

Definicao 1.6.2 Se cada operador A € L(Z,X) € um isomorfismo sobre Z na forma da

Proposigao 1.6.1, dizemos que A € um (Id + S)-isomorfismo.

Logo se existe A € L(Z,X), (Id + S)-isomorfismo, entao o isomorfismo inverso
A~ de A definido sobre A(Z) satisfaz A™' — Id = (Id — A)A™'. Sendo assim temos:
ATt =1d+ (Id— A)A™Y, portanto A= é um (Id + S)-isomorfismo sobre A(Z).



Definicdo 1.6.3 Dois subespacos Y e Z de um espago de Banach X sdo ditos

serem (Id + S)-isomorfos se existe um (Id + S)-isomorfismo de Y para Z.

Defini¢ao 1.6.4 Substituindo o operador estritamente singular S por um operador compacto
K na Proposi¢@o 1.6.1, também se define A como (Id+ K)-isomorfismo e consequentemente
na definicao 1.6.3, subespacos (Id + K)-isomorfos.

Lembremos a Proposicéo 1.5.2.6 que afirma que todo operador compacto é estrita-
mente singular.

1.7 Espagos de Banach hereditariamente indecomponiveis ( ou H./ )

O objetivo dessa secdo é definir e apresentar resultados que caracterizam os espagos
de Banach hereditariamente indecomponiveis.

Definicao 1.7.1 Um espago de Banach de dimensdo infinita que pode ser escrito como

uma soma de pelo menos dois subespagos de dimensdo infinita é dito ser decomponivel.

Definicao 1.7.2 Um espaco de Banach de dimensao infinita € indecomponivel se nio pode

ser escrito como soma direta de seus subespagos de dimensdo infinita.

Definig¢ao 1.7.3 Um espaco de Banach de dimensdo infinita é hereditariamente indecom-
ponivel (ou H.I.) se nenhum subespaco dele é soma direta de dois subespagos de dimensdo
infinita, ou seja, nao admite subespago de dimensdo infinita decomponivel (DEFINICAO 7
da Introdugao).

Observacao 1.7.4 Gowers e Maurey, em 1993, construiram o primeiro espa¢o de Banach
H.I. chamado X¢y, veja [9] (TEOREMA 8 da Introdugado).



Definigao 1.7.5 Sejam Y e Z subespagos fechados de dimensdo infinita,
WY, 2) =inf{|lz -yl : |zl = llyll =L,y €Y ez € Z},

€ definido como sendo o dngulo entre os subespagosY e Z.

Lema 1.7.6 Sejam Y e Z subespagos fechados de dimensdo infinita de um espaco de Banach
X, tal que Y NZ = {o}. EntaoY + Z é fechado, se e somente se, y(Y, Z) > 0.

Prova : Sugerimos [15], pdg. 12.

Proposicao 1.7.7 (Caracterizacdo geométrica dos espagos de Banach H.I.) Seja X um
espago de Banach. X é H.I. se, e somente se, para quaisquer Y e Z subespagos fechados de
dimensao infinita de X, e para qualquer £ > 0, ezistey €Y ez € Z com |y|| = ||z]| = 1
tal que ||y — z|| < £.

Prova : Sugerimos [15], pdg.14.

Musitos resultados conhecidos nos espagos H.I. sdo sobre operadores em espacos com-
plexos H.I.. Em particular, Gowers e Maurey mostraram em [9] que se X é um espago
complezo H.I., entdao todo operador sobre X € a soma de um operador estritamente singular

com uma maultipla identidade.

Teorema 1.7.8 (Generalizagdo do resultado de Gowers e Maurey) Sejam X um espago
complero H.I. e Y um subespago de X. Entdo cada operador de Y para X € da forma
Ay x + S, onde X é uma constante compleza, a aplicagdo Iy x € a inclusio conénica de'Y

para X, e S € um operador estritamente singular.

Prova : Sugerimos [3].



1.8 Algebras normadas

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados que serdo tteis na prova do

Teorema Principal (Teorema 7.1.1 do Capitulo 7).

Definigao 1.8.1 Uma dlgebra normada sobre um corpo K é um espago vetorial normado A,

sobre K, no qual definimos uma opera¢ao de multiplicagio interna, satisfazendo os sequintes

azxiomas:

(i) (zy)z = x(yz),Vz,y,2z € 4;

(ii) z(y+2) =zy+zze (y+2)z=yz + 2z, V1,y,2 € A;
(iii) Mzy) = (\z)y = z(\y),Vz,y,2 € A e VA € K;

(w) |lzyll < [l - llyll, V=, y € A.

Observacao 1.8.2 (Considerando a defini¢do anterior temos que :
(i) SeK =R, A € chamada dlgebra normada real, e se K = C, dlgebra normada compleza;
(ii) Uma dalgebra normada é comutativa se vy = yz Vz,y € A;

(iii) Se A € um espago vetorial completo em relagio ¢ norma ||-|| e é uma dlgebra normada,

entao dizemos que A € uma /flgebm de Banach.

Definicao 1.8.3 Um elemento e de uma dlgebra normada A € chamado unidade de A se,

e somente se, e#0, et =re=z,Vz €A ele]|=1.

Observagao 1.8.4 Em relaga a Defini¢ao 1.8.3 temos que :
(i) A € uma dlgebra normada com unidade se existe em A o elemento unidade;
(ii) E posssivel mostrar que o elemento unidade quando eziste € unico;

(#ii) Sendo A uma dlgebra normada com unidade, denotaremos o elemento unidade por 1.



Definicao 1.8.5 Sejam A uma dlgebra normada com unidade e x € A. Dizemos que z é

nvertivel se existe y € A tal que xy =1 e yx = 1. O elemento y serd chamado inverso de

z e o denotaremos por z".

Definicao 1.8.6 Uma dlgebra normada com divisao € uma dlgebra normada A com unidade

tal que todo elemento ndo nulo € invertivel.

Teorema 1.8.7 (Caso Complexo do Teorema de Gelfand-Mazur) Seja A uma dlgebra de

Banach complexa com divisao, entao A € isométricamente isomorfo a C.

Prova : Sugerimos [15], pag.16.

Definicao 1.8.8 Seja A uma dlgebra real. A complexificagio Ac de A € o conjunto A x A

para o qual definimos, para todo a,b,c,d € A, o, € R, as sequintes operacgdes:
(i) (a,b)+ (c,d) = (a+c¢,b+d);
(i) (o + Bi)(a,b) = (aa — Bb, ab + Ba);

(i1i) (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Definicdo 1.8.9 E facil verificar que Ac possui estrutura de dlgebra complexa e que a

aplicagdo a — (a,0) é um monomorfismo de A em Ac.

Lembramos que para A e B dlgebras sobre um corpo K wm monomorfismo de A em
B € um homomorfismo injetivo de A em B. Relembrando que homomorfismo de A em B €

uma aplicacgao ® € L(A, B) tal que ®(zy) = O(z) - (y), Vz,y € A.

Definicao 1.8.10 Seja A uma dlgebra normada real, entdo temos:

(i) A tem unidade se e somente se Ac tem unidade. Se 1 € a unidade de A, entao (1,0)

¢ a unidade de Ac.

(i1) a € A é invertivel se e somente se (a,0) € Ac € invertivel, e (a,0)~! = (a™1,0).



Prova : Sugerimos [1], pag. 69.

Definigao 1.8.11 Sejam 1,1,7,k a base usual de vetores do R?, isto €, 1 = (1,0,0,0),7 =
(0,1,0,0),5 = (0,0,1,0),k = (0,0,0,1). A dlgebra dos quatérnios sobre R, denotada por H
€ o espago vetorial R* com o produto interno definido sobre os vetores da base da sequinte

forma:

1l =1, li=il=4, 1j=j1=j 1lk=kl=E%k,

Observagao 1.8.12 Estendendo a multiplicagio anterior, por linearidade, para as com-

4 2
binagdes lineares dos elementos da base e considerando a norma definida por |z| = ( Elzfn ,
m=

onde x = (z1, Ty, z3,z4) € H, € possivel mostrar através de cdlculos rotineiros que H ¢ dlgebra

sobre R, e que |zy| = |z||y| Vz,y € H, e portanto que H é uma dlgebra normada sobre R.

Observagao 1.8.13 O elemento 1 é a unidade de H, pois dado = = (1, zo, z3,z4) € H
temos:
1z = (]., 0, 0, 0)(1,‘1, 9, T3, IE4) = (1+0’i+0j+0k)($1+1L‘2‘i+$3j+$4k) = $1+$2i+$3j+$4k =

e de forma andloga podemos mostrar que 1 = z.

Observagao 1.8.14 Sejam x = (1, T2, Z3,z4) € T* = (T1, —T9, —T3, —2,) em H. Entdo

T = (T1, T, T3, Ty)(T1, —T2, —T3, —T4) = (T1 + Tot + 235 + T4k)(T) — Toi — T3] — z4k) =

1z|?+0i40j + 0k = |2|>. Assim, sendo « # 0, podemos considerar o elemento z=! = mpd”
1

tal que xz7! = x- (l—Ili—Z:L:*) = #(’LQS*) = 1. De forma andloga podemos mostrar que 'z = 1.

Logo H € uma dlgebra normada sobre R com divisdo.

Teorema 1.8.15 (caso real do Teorema de Gelfand-Mazur) Seja A uma dlgebra normada

real, com divisao. Entao A € isomorfo a R, C ou H.

Prova : Sugerimos [15], pdg.23.
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1.9 Isomorfismo entre os espagos quocientes E e Ey

1.9.1 O espago quociente Ey

No que segue na Segao 1.9, X serd espago de Banach de dimenséo infinita, e o conjunto

dos subespagos fechados de dimenséo infinita de X serd denotado por Gx. Também no

que segue consideramos para cada Y € G'x a aplicagdo || - ||y definida sobre L(Y, X) por
I Tlly = sup inf ||T| |
Z'cyZcy

Observagao 1.9.1.1 Em relagio a norma acima mencionada temos:

(i) ||IT|ly = 0 se, e somente se, T é estritamente singular;

(i) se X é H.I., entdo para todo T € L(Y,X) e para todo Z C Y temos :

ITlly = inf |71
z'CzZ

Prova : Sugerimos [15], respectivamente pdg. 41 e 46 para as observagoes 1) e 4i).

A seguir nesta segao (1.9), X serd um espago de Banach hereditariamente indecom-

ponivel.

Definicao 1.9.1.2 Para cada Y € Gx denotamos por Ey o espago quociente de L(Y, X)
y, isto €, By = L(Y,X)/S(Y,X). Denotamos por ay um
elemento de Ey, e para todo T € L(Y,X), denotamos por T a classe de T em Ey, isto é
T = {U € LIY,X) : U-T € S(Y,X)}. Consideramos a sequinte aplica¢do

Il - llly : By — Ry dada por |||lay|lly = |T|ly,VT € ay, que é uma norma em Ey.

pelo Kernel da aplicagdo || -

Defini¢ao 1.9.1.3 Sejam Z,Y € Gx tal que Z € um subespago de Y. Existe Y subespaco
de Y tal que Y' = (I + S)(Z) onde Iz + S é um isomorfismo. Definimos entdo a sequinte

aplicacio de By em Ez: Pygz: Ey — Ez tal que T — T(I; + S).



Lema 1.9.1.4 Sejam Y e Z em Gx tal que Z é um subespaco de Y. Entdo Pyz € uma
isometria linear.

Prova : Sugerimos [15], pdg.50.
1.9.2 O espago quociente E

Definigao 1.9.2.1 Definimos em X, o espaco vetorial normado
loo((By)yeay) = {(av)yeax/IM ERE : |[lay]||ly < M,VY € Gx},

onde : |[(ay)y|| = sup |||lay]||y.
YeGx

Proposicao 1.9.2.2 Denotamos por Q = {(ay)yecy € loo((Ey)yeay) se eziste Yo € Gx

tal que para todo Y subespago de Yy temos ay = Pyyy(ay,)}. Afirmamos que Q é um espago

linear.

Prova : Sugerimos [15], pdg.57.

Definicao 1.9.2.3 Dado (ay)yecy € Q segue do Lema 1.9.1.4 que |||lay|lly = |[|ove|llve,
para todo Y subespaco de Yy, pois ay = Pyy(ay,) e Py,y € uma isometria. Assim podemos
definir a sequinte aplicagao em §Q :

U : Q — R, definida por (ay)y — ¥((ay)y) = |||lavll|-

Observagao 1.9.2.4 Denotamos por I' = {(ay)yeacy € @ : ¥{((ay)y) = 0} o subespaco
fechado de 2.

Prova : Sugerimos [15], pag.60.
Definicao 1.9.2.5 Definimos o espago quociente E = Q/T tal que a = (ay)yecy € E onde

a aplicagao || - || : E — R4 dada por |a|| = ¥((ay)y), Y(ay)y € o € uma norma em E
(veja [15], pdg 61).
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1.9.3 Isometria entre F e Ey

Os préximos resultados ajudam a provar no Capitulo 7 que o espago Fy é isometri-

camente isomorfo aos espagos R, C e H.

Definicao 1.9.3.1 Sejam o e § € E. Entao definimos aff € E por (ay, ® Bzcz,) onde
Yo, Z1 € Gx sdo tais que ooy = Pyy (e, ), VY subespaco de Yy e B, € Ezy,,VZ subespaco de
Z1.

Proposicao 1.9.3.2 O espago E com a multiplicagdo dada na definicao 1.9.3.1 e norma
definida em 1.9.2.5 possui estrutura de dlgebra normada com unidade.

Prova : Sugerimos [15], pdg.67.

Definicao 1.9.3.3 Seja X um espaco de Banach H.I. . Para cada Y € Gx definimos a
sequinte aplicagio linear e : L(Y,X) — E tal que T —— e(T) = (Pyz(T))z, onde Z é

subespago de Y. Observando que E € completo e todo elemento nao nulo de E € invertivel

em relagdo ao produto definido em 1.9.3.1 (veja [15], pdg. 75 e 17).

Proposicao 1.9.3.4 Seja X um espagco de Banach complexo HI. Entao o espago E com
a multiplicagdo dada na defini¢do 1.9.3.1 € uma dlgebra de Banach com unidade.

Prova : Sugerimos [15], pag.79.

Proposicao 1.9.3.5 Sejam X um espago de Banach HI e Y um subespago qualquer de X
com. dimensao infinita. Entdo o espago Ey € isométrico a um subespaco de E.

Prova : Sugerimos [15], pag.79.



Proposicao 1.9.3.6 Seja X um espago de Banach complexo H.I.. Entdo, o espago € dado
na Definicao 1.9.2.5 € isométrico a C.

Prova : Sugerimos [15], pag. 79.
Corolario 1.9.3.7 Seja X um espago de Banach complexo H.I.. Entdo, E possui
dimensao 1.

Prova : Sugerimos [15], pag. 79.



CAPITULO 2

QUASI-MAXIMALIDADE DE SUBESPACOS

Neste capitulo introduziremos o conceito de subespagos quasi-maximais para em
seguida demonstrarmos o Lema 2.2.1 sobre soma direta e subespagos Id + K-isomorfos,
de grande importancia na prova do Lema 3.2.2, que por sua vez auxiliard na demonstragao
do Teorema Principal (Teorema 7.1.1). Terminaremos este capitulo com as demonstragoes
dos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 sobre as relagoes da quasi-maximalidade de subespacos e operadores
estritamente singulares, que desempenham papel importante nas demonstragoes do Teorema

12 (ii) e do Teorema 13 que foram enunciados na Introdugéo.

2.1 Quasi-maximalidade

Definicao 2.1.1 Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco de X. Y € dito quasi-

mazimal se para todo subespago Z de X, a soma 'Y + Z ndo € direta.
2.2 Soma nao direta e subespacos /d + k-isomorfos
Lema 2.2.1 Sejam X um espaco de Banach, Y e Z subespagos de X. Se para todo subes-

paco W de Z, a soma Y + W nao € direta, entao Y e Z tém subespagos Id + K -ismorfos.

Prova : Sejam Y e Z subespagos de X satisfazendo as hipdteses do lema. Pela Observagao

1.3.3 podemos assumir que Z tem uma base de Schauder (¢;)ien, com projegoes (pn)nen-

Comecgamos provando a seguinte afirmacgao: “ V€ > 0 e para algum subespago IV de
Z,se asoma Y + IV nao é direta, entdo existem vetores unitarios, y € ¥ e w € W tais que
ly —wll <&7.

Supondo que nao, ou seja, existem £ > 0e y € Y e w € WV, vetores unitarios tais

que |ly — w|| > &€ temos que :

L.YNW = {o}. De fato, se Y N W # {o} entdo existe * # o, 2 € Y NIV e

0= |lm — H—;i—ln > £, o que contraria a hipétese;
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o

Pela Definicao 1.7.5 podemos concluir que :
1Y, W) =inf{lly —wll : lyll =l =LyeY ewe W} > &> 0;

3. Pelo Lema 1.7.6 temos que (Y + W) é fechado;

4. Seja py : Y +W — Y, a projegdo definida por py(y +w) = y. Se y, + w, W s e

Py (Yn + wp) X, y, entdo 0 € Dy e w, — —y. Logo, como W é fechado temos que
—y €Y NI, e assim y = 0. Portanto, pela Observagao 1.2.15.(i) e pelo Teorema do

Griéfico Fechado (1.2.18), p, ¢ fechado e consequentemente p, é continuo.

5. Segue, pela Definicdo 1.2.12, que (Y + W) é a soma direta o que é uma contradicéo.

Desse modo ||y — w|| < &, isto é, a afirmagéo é verdadeira.

Agora provaremos que é possivel escolher uma base de bloco normalizada (2;);eny em

Z e uma sequéncia (y;)ieny em Y tal que > ||z — il < 1.
ieN

De fato, pela afirmagéo anterior existem y; € Y e 2, € Z com ||| = 1, ||zi]| = 1

’ ’ p s A .
e |lz; =yl < 5. Como (e;)ien é base de Z, temos que existe uma sequéncia de escalares

o0
(a})ien tais que z; = Y ale;.
i=1

o ni
Sejan; € Ntalque: (a) | Y alell <3 e () |Daiel > 3.
i=1

i=ni;+1
ni _ / - ’
Sejam 51 = Saes, 21 = gy e 11 = i Logo il = 1e ll —uall = 13y — gl =
1=
1 —_— 7 (b) — 7 T ’ 7 7 —— ’ ’ 7 (a) 1 1 1
mn F=ull < 27—l = 27—z + 2 —ull < 2 [F7 -2l +z-unl] < 2-(G+5) =3
0
Seja Zo = {( ). ae;) € Z}. Entdo pelo Lema 1.3.12 Z ¢ de dimensio infinita. Logo
t=ni;+1
pela hipétese Z; + Y nao é soma direta e pela afirmacédo inicial existem y'2 €EYe z’Q € Z
20
com |[ysl = 1, 23]l = 1 e ||z — yoll < & sendo 2y = Y. aZe; para alguma sequéncia de
i=nj+1

escalares (a});en.

1

e na
Sejany € Ntal que : (a)|]] > afei]| < e (B)] > >
1=ns+1 i=ny+1

o=
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e
e — rer |l =

N1Z-wll < 2B —vall = 2l — 22+ 22— vall < 2|22zl +Hlzo—vall] < 2:(F5+76) = &-

o B
Sejam Z; = ) ale;, 20 = 12 € Yo = v Logo [|2]] = 1 e ||z — ya| —
2 ) A

1
|

Portanto, como anteriormente, temos que |zz — ya|| < i Consequentemente, por

indugdo, existe uma base de bloco normalizada (2;);ey em Z e uma sequéncia (¥;)ieny em Y
tal que > ||z —uil| < 1.
ieN

Seja agora Z o subespaco de Z gerado por (2)ien. Como (;)ien é uma base de bloco

normalizada de (e;);en segue pela Proposicdo 1.3.15 que (2;)ien é base de Schauder de Z'.

(o]
Definimos ent&o o operador A : Z' — Y tal que A(Zazzz) > a;y;. Notemos que
=1 i=1
A estd bem definido, pois sendo C a constante basica de (2;);en pela Proposicao 1.3.10 segue
(o]

que a série Y a;(y; — z;) converge. De fato, mostraremos abaixo que tal série é de Cauchy.
i=1

n+p n+p n+p
I > awll =1l 22 ailyi—2)+ > az|l <
i=n+1 = n+1 i= n+1
< 20”20422“( Z ly: — zll) + Z llaizi]| <
1= n+ i=n+1

< 20 S a:zl( 3 llys = 5l + (p — D20 szl <
i=1 i=n+1 ieN

(o) o0
< 20“2:1%21'”(19 = 1)+ (p= 1)2C||21az-zi|| =4C(p— 1)||%aizf|l

1= 1= i€

Mais ainda, definimos K : Z' — X sendo K (Za i2;) = Zal(zl y;). Como
anteriormente, temos que K esta bem deﬁmdo E tambem para cada n € N, definimos
K, : Z' — X de modo que I,( Ea 2;) Zai(zz y;). Sendo K, operadores com imagens

de dimensao finita segue pela P1 oposlgao l 5 2.3 que eles sao compactos.

Notemos que I, converge uniformemente para K.

o0
De fato, seja z = > a;z; € Z com ||z|| = 1. Logo pela Proposicao 1.3.10 temos que
i=1
la;|] < 2C, onde C' é constate basica de (z;)ien. Entdo dado £ > 0 existe ng tal que para
o

n > no temos Z lzi — yill < &. Portanto, para n > ng segue que ||K,(z) — K(2)|| =
i=n+1

H Z Zi—VYi ||<OCZ”~1_J1“<€

1= n+1 i=n-+1
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Sendo (/{n)nen uma sequéncia de operadores compactos, pela Proposigdo 1.5.2.5,

concluimos que K é compacto.
Finalmente observe que A = Id + K, onde Id: Z' — Z' é o operador identidade.

Em particular, pela Proposigao 1.5.2.6 A é da forma Id + S, onde S é um operador
estritamente singular. Logo a Proposi¢ao 1.6.1 implica que A é um isomorfismo sobre a
imagem do operador restrito a um subespaco Z de Z de codimenséo finita. Portanto Z”

e A(Z") sdo Id + K-isomorfos. -

Lema 2.2.2 Sejam E e Z subespagos de um espago de Banach X tais que E e Z tém subes-

pagos (Id + S)-isomorfos. Entio E + Z ndo é uma soma direta.

Prova : Seja a aplicagéo (e,z) € (ExZ) — (e—2z) € (E+ Z) tal que ||(e, 2)||1 = |le]| + | 2]|-

(1)
Suponhamos, por absurdo que E + Z seja uma soma direta.

Logo, exitem constantes nao nulas c; e ¢ tais que ¢1]|(e, 2)||1 < |le—z|| < eall(e, 2)||1,

Veec EeVze Z (veja[15], pdg.12, prova do Lema 1.7.6). (2)

Sejam E' e Z' subespagos respectivamente de E e Z tais que existe um operador

singular S, com (Id + S) : E' — Z' sendo um isomorfismo sobre a imagem em Z’.

Em  particular existem constante mndo nulas c¢3 e ¢4 tails que
csll€'ll < [[(Td + S) ()| < calle’]], Ve’ € E. (3)

Como S é estritamente singular e tomando £ = (1 + ¢3).2, temos pela Proposicao
1.5.2.4, que existe um subespago de dimenséo infinita F' em E’ tal que ||S|r|| < &, VE > 0.

(4)

Logo de (2) em (4) temos que para f € F com ||f|| =1

all(f, Td+S)Y NI < If = Td+S)(Hl = ISHI < €.
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Entéo, aplicando (1) na desigualdade acima temos

a(lfl+1Zd+S)(NHI) < €

E tomando & = (1 + ¢3)% e aplicando (3) na desigualdade anterior temos
ci(l+cs) <a(llfl+ 1Td+ S)HI) < €= (1+c3)%, absurdo.

Portanto, £ + Z néao é uma soma direta. ™

2.3 Subespacgos quasi-maximais e subespacgos Id + K-isomorfos

Nesta secao obtemos dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 o Corolario 2.3.1 que serd aplicado nas

demonstragoes dos préoximos Lemas 2.4.1 e 2.4.2.

Corolario 2.3.1 Sejam X um espaco de Banach e E um subespaco de X. Entio E €
quasi-maximal se, e somente se, para qualquer subespaco Z de X, Z e E tém subespacos
(Id+ S)-isomorfos.

Prova : Seja Z um subespago qualquer de X. Consequentemente, se £ é um subespacgo
quasi-mazimal de X, entao pela Definigdo 2.1.1, para qualquer outro subespago Z de X, a
soma E + Z nao é direta. Dessa maneira, pelo Lema 2.2.1 F e Z tém subespagos (Id + K)-

isomorfos.

Mas pela Proposicao 1.5.2.6 todo operador compacto é estritamente singular, logo

temos que E e Z tém subespagos (Id + S)-isomorfos.

Reciprocamente, se para qualquer subespaco Z de X, Z e E téem subespacos
(Id + S)-isomorfos, entdo pelo Lema 2.2.2 E 4+ Z nao é soma direta. Desse modo con-

cluimos, pela Definicao 2.1.1 que E é um subespaco quasi-maximal de X. a

Observagao 2.3.2 O Coroldrio 2.3.1 também € verdadeiro se substituirmos (Id + S) por
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(Id+K), pois todo operador compacto é também um operador estritamente singular (Proposicao
1.5.2.6).

2.4 Quasi-maximalidade de subespacos e operadores estritamente
singulares

Nesta se¢do demonstraremos os importantes Lemas 2.4.1 e 2.4.2 que serdo utilizados

nas provas dos Teoremas 12 (ii) e 13 que foram enunciados na Introducéo.

Lema 2.4.1 Sejam X um espago de Banach e E um subespago quasi-mazimal em X. Sejam
Z um espago de Banach e T € L(X,Z). Entio T € estritamente singular se, e somente se,

a restrigdo T\g de T para E € estritamente singular.

Prova : Por um lado se T ¢ estritamente singular entdo é imediato pela prépria defini¢io

que 7}, também o seja.
Por outro lado, suponha Tjg um operador estritamente singular.

Seja Y um subespago de X. Entdo pelo Corolério 2.3.1, se existe um subespago Y’

de Y e um isomorfismo A = I dyy + S de Y’ para E, isso implica que :
TIEA:T|E(Id|Y, +5). (1)

Segue de (1) que, Tjy» = T(Idyy» + S — S) = TjgA—TS.

Como Tig e S sao estritamente singulares, segue pela Proposicio 1.5.1.6 que TigA
e T'S também sdo estritamente singulares. Logo, pelo Coroldrio 1.5.1.5, T'|y» também é

estritamente singular.

Em particular, pela Proposigao 1.5.1.4 isso cquivale a dizer que V€ > 0, 3y’ € Y7,
lly'l| =1 tal que ||T(y')|| < €. Portanto, como Y é arbitrario temos pela Proposicao 1.5.1.3

que T é estritamente singular. ™
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Lema 2.4.2 Sejam X um espago de Banach e E um subespago quasi-mazimal de X. Sejam
Z um espago de Banach e T € L(Z,X). Entdo, ezistem Z C Z e T € L(Z',X) com
ImT' C E tal que (Tiz — T') ¢ estritamente singular.

Prova : Seja T' € L(Z, X). Entao temos duas possibilidades para 7.

Se T ¢é estritamente singular, entdo basta Z' = Z e T" = 0 para que ImT" C E e que

Tz —T' =Tz — 0 = Tz, que é estritamente singular pelo Lema 2.4.1.

Caso contrario, 7 ndo ¢é estritamente singular, ou seja, existe um

subespaco de Z tal que T é um isomorfismo desse subespaco sobre a sua imagem que estd
em X.

Portanto pelo Corolério 2.3.1 aplicado a T'(Z) e E, existe um subespago Z’ de Z tal

que através de um isomorfismo da forma A = (Id + S), T'(Z’) é isomorfo a um subespaco
de E.

Seja T' = ATjz.. Entao, T" = (Id+ S)T|z = Tjz + ST,z onde tanto T}z como STz
estao contidos em F. Logo, ImI' C E.

Além disso, pela Proposigao 1.5.1.6 e 1.5.1.5 temos que STz é estritamente singular
e consequentemente STz = (Tjz» — T') também o é. 3

Observacao 2.4.3 O Lema 2.4.2 também € vdlido se substituirmos no enunciado operador
estritamente singular por operador compacto, pois pela Proposicio 1.5.2.7 seque que para
todo operador S estritamente singular sobre 7, existe um subespaco W de Z tal que S|, é

compacto.



CAPITULO 3

ESPACOS DE BANACH HD,

Neste capitulo apresentaremos o espaco de Banach H D, e seus primeiros resultados
que serao uteis nos outros capitulos. Consequentemente, estaremos em condigoes de provar o
primeiro resultado (Teorema 3.3.1) dessa dissertagéo, sobre a caracterizagéo da inexisténcia

de sequéncia bésica incondicional em espagos de Banach H D,,, Teorema 12 (i) enunciado na

Introducgao.

3.1 Espacgo de Banach hereditariamente finitamente decomponivel

Nesta segao além de definirmos os espagos de Banach HD,,, observamos algumas

relagoes com espacos de Banach hereditariamente indecomponiveis e a quasi-maximalidade.

Definigcao 3.1.1 Um espaco de Banach X € hereditariamente finitamente decomponivel se
o numero mazimo de subespacos de dimensdes infinitas de X formando uma soma direta

em X € finito. Para um naturaln > 1, X é HD, se esse nimero de somandos € igual a n.

Observagoes 3.1.2 Decorre da definicao anterior que :

(i) wm espago de Banach é HD; se, e somente se, ele é H.I. (hereditariamente indecom-

ponivel);

(it) um espago de Banach é HD, se, e somente se, contém somas diretas de n subespagos
e toda tal soma € quasi-mazimal. Em particular, X € um espago de Banach H.I. se,

e somente se, todo subespago fechado de dimensao infinita de X € quasi-mazximal;

(iii) todo subespaco Y fechado de dimensado infinita de um espago de Banach HD,, é HD,,

para algum m < n.

A seguir na préxima secao (3.2) demonstraremos os primeiros resultados em espagos
de Banach HD,,.
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3.2 Somas entre espagos HD,

O resultado (Proposigéo 3.2.2) da soma de espagos H D,, serda demonstrado utilizando
o Lema 2.2.1 e a Proposigdo 3.2.1 que provaremos a seguir.
Proposicao 3.2.1 Se X é um espago de Banach HD,, e s € N*, entio X ®R®* ¢ HD,,.

Prova : Seja X @ X, @ -+ ® X, uma soma direta em X @ R°. Entéao pela proposi¢do 1.4.6
X; =Y, ® F;, onde F; sao subespacgos de dimensao finitade X; e Y; C X;,V 1 <1 <s.

Logo, X1 @ @ X, =Y1®--- @Y, ®F1 @@ F, e pelas Proposigdes 1.2.9 e 1.2.10

Y1 &--- @Y, é uma soma direta em X.

Como X é HD,, , temos que p < m. Consequentemente X ® R* é HD,,. u

Proposicao 3.2.2 Sejam X um espago de Banach HD,, eY outro espag¢o de Banach HD,,.
Entao X ®Y € HD1n.

Prova : Sejam X e Y espagos de Banach, respectivamente HD,, e HD,,.

Das hipoteses temos que existem m subespacos de X e n subespagos de Y formando
respectivamente uma soma direta em X e outra em Y. Além do que, a soma de todos esses

subespagos é uma soma direta de (m + n) subespagos de X @Y.

Seja o conjunto de indices K = {1, ...,k} tal que Z; representa uma soma direta em

X &Y. Entao temos que provar que k < m + n.

Sejam as projecoes p: X &Y — X eqg: X &Y — Y. Entdo vamos comecgar
provando a afirmagao : “cada p|; e cada g|; é ou estritamente singular ou um isomorfismo

em subespaco Z;, com 1 < i < K”.

Seja I'x o conjunto de i tal que p|; é um isomorfismo, de modo que para i € Ix temos

X = p(Z;). Seja R o conjunto de subconjuntos R de Iy tal que p é um isomorfismo sobre
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Z R ou sobre alguma soma menor (Preliminar 1.2.12).

Seja r = méx {|R| : R € R}. Como X é HD,, temos que 7 < m. Podemos assumir
agora que 7 estd fixado para R = [1,7] tal que p, é um isomorfismo para uma soma menor

’ O | . N .
de Z;s. Seja Pir © isomorfismo inverso de pjg.

Seja i € Ix \ R. Entdo pcla definigdo de r, p ndo é um isomorfismo sobre Z, & Z;, ou
sobre alguma soma menor. Isso implica, em particular, que nenhum subespaco de X; forma
uma soma direta com Xp, caso contrdrio, se existe X; C X;, tal que X; e Xg formam uma
soma direta, e supondo Z; = p~*(X;), entdo sobre Zz @ Z;, p é um isomorfismo, o que seria

uma contradigao.

Logo pelo Lema 2.2.1 e consequentemente pela Proposi¢ao 1.5.2.6 segue que algum
subespaco de X; é Id+S-isomorfo a um subespago de X onde S é um operador estritamente
singular. Portanto, para um subespaco X; de Z; temos que X; é isomorfo na imagem em

X g por um operador da forma Idj; + S;.

Isso produz um isomorfismo de Z; na sua imagem em Zy da forma

b; = p]_Rl(Id“ + S;)pji- Para i ¢ R e ndo pertecente a Ix, admitimos b; = 0.
Seja b o operador de Zx\p para Zg cuja matriz de ordem (1, k —7) é [byy1,...,bx].

Seja agora uma outra decomposicio Zy = Z, @ ... Z, de Zx, definida por Z, = Z;
paral <i<re Z; = {(—bizi,2) : z; € Z;} parar+ 1 < i < k. Entdo vamos mostrar que

a restricao de p para Z;{\ r € estritamente singular.

Sejai € K\ R Entdo, oui € Iy e entao a restricao de p para Z; ¢ definida por
p(=bizi, 2) = —(Id + Si)pz + pz; = —Sipz;, logo pela Proposigao 1.5.1.6 a restricio de p
para Z; é estritamente singular; ou 4 ¢ Ix e entdo a restricao de p para Z; ¢ definida por
p(—bizi, 2;) = p;,z: (onde p,, é esritamente singular).

1

Portanto, p é estritamente singular quando restrito a Z K\R-

Logo, a afirmacao é verdadeira, e como ¢ = Id — p, segue pela Proposicao 1.6.1 que a

v . ~ . ! , . . ’
restricao de ¢ para algum subespago de codimensao finita de Z K\ € UM isomorfismo, isto é,
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existe um subespaco W de codimensao finita de Z}{\ g tal que W — Y, ou seja W é isomorfo

a um subespaco de Y.

Considerando fixado um W definido no pardgrafo anterior seja agora V C Zk\r tal
que Zgng = W@V e ¢ : V — R° um isomorfismo sobrejetor, onde s = dimV. Entao,
(@ ®) : Zik\r — Y @ R® definido por (g, ¢)(w,v) = (g(w), ¢(v)) é um isomorfismo sobre
a imagem, isto é Zpp=W OV =Y @ R®.

Como Y é HD,, segue pela Proposigdo 3.2.1 que Y & R® também é HD,,. Portanto,
k—r<n,oumelhork=k—r+r<n+r<n+m. ]
Corolério 3.2.3 Sejam X;’s espagos de Banach H.I. para os naturais i = 1,...,n. Entdo

o espago P, X; € HD,.

Prova : Da hipétese temos que cada espago X; é H.I.. Segue da Observagdo 3.1.2.(i) que
um espago H.I. é um espago HD;. Consequentemente, como P, X; = X ®--- d X, é

uma soma direta de espagos H.I. , temos que €D, X; é uma soma direta de espagos HD;.
Logo, aplicando a Proposic¢do 3.2.2 temos que B, X; é um espago HD,. n

O Corolario 3.2.3 acima nos proporciona o primeira exemplo de espagos HD, para
n > 2. Contudo, a soma direta de n espacos H.I. nao € o unico exemplo de espagos HD,.

Um espago HD,, ndo dessa forma foi construido em [5] por uma diferente resolugao.

Dois resultados que ja eram conhecidos para espagos H.I., também sdo verdadeiros

para espacos HD,,. Vamos demonstrd-los na prézima segio (3.3).

3.3 Inexisténcia de base incondicional em espagos de Banach HD,

Ja estamos em condicoes de provar o Teorema 3.3.1 que foi enunciado como Teorema

12 (i) na Introdugao .



Teorema 3.3.1 Todo espago de Banach hereditariamente finitamente decomponivel ndo

contém nenhuma sequéncia bdsica incondicional.

Prova: Seja X um espaco de Banach HD,,. Por absurdo, vamos supor que X contém uma,
sequéncia basica incondicional (ex)ren. Entdo, para todo natural fixado n > 1, X contém a

soma direta @;‘:1 EY, onde E7 é o espago definido por (eniy;)ien-

Logo, como N ¢ infinito , podemos obter um natural n = m + 1 que determina uma

soma direta de (m + 1) espagos para X. Consequentemente, descaracteriza X como H Dy

o que é uma contradigao. -

Proposigao 3.3.2 Seja X um espaco HD,,. Se X* ~ X! entdo k = 1.
Prova : Pela proposigdo 3.2.2 se X é HD,, entdo X* é HD,; enquanto X! é HD,,.

Como ambos s@o isomorfos, temos nk = nl, e assim k = [. m



CAPITULO 4

ESPACOS DE BANACH HD, FUNDAMENTAIS

Um tipo particular de espagos H D,, chamados espagos de Banach H D,, fundamentais
serd apresentado neste capitulo, que também tem por proposito demonstrar o Lema 4.3.2
sobre operadores em espagos HD, fundamentais. Esse Lema serd de grande importincia
para provarmos dois dos principais resultados desta dissertagao, ou seja, os Teoremas 5.1.2

e 5.2.1 no Capitulo 5 (Teoremas 12(ii) e 13 enunciados na Introdugao).

Antes daremos na secdo 4.1 a definicao sobre os espacos HD, fundamentais, além

das notacgoes e observagoes que auxiliam nos resultados da secao 4.2

4.1 Espagos HD, fundamentais

Definicao 4.1.1 Um espago de Banach X € um espago HD,, fundamental se ele é a soma di-

reta den espagos HI que tomados dois a dois sdo ou isomorfos ou totalmente incompardveis.

Lembramos que dots espagos sdo ditos totalmente incompardveis se nenhum subespaco

do primeiro € isomorfo a algum subespago do segundo (Definigao 1.2.13).

Notacoes 4.1.2 Seja F um espago HD, fundamental da forma F = ., F;. Entdo :
(1) parai, j em {1,...,n}, denotamos pori = j se F; e F; sio isomorfos;
(1) para cada i, denotamos por p;, a projegio F — F;
(ii) para cada i ~ j, denotamos por ay; um isomorfismo estabelecido de F; para F;, e por
pij a imagem «;jp; de F para Fj;
(iv) denotamos por a(F) o conjunto das classes de equivaléncia de indices para a rela¢do

~ .

(v) definimos o conjunto s(F) como a sequéncia finita das classes de equivaléncia orde-
nadas por cardinalidade decrescente; também definimos o nimero positivo n(F) por

n(F)P= Y |s*

SEs(F)
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Escrevendo esses niumeros como funcées de F € um abuso de motagdo, porque a
“priori”, eles dependem da escolha de decomposi¢io de F como @, F;. Permitimos essa
notagao porque veremos que s(F) e n(F) sdo fatores unicamente determinados por F. Até

entao , pensaremos em s e n como fungoes de F sujeitas a uma decomposi¢ao particular.

Veremos que s(F) e n(F) caracterizam de wma maneira o espago de operadores sobre
F. Nota-se também que n(F) < n.

Observagao 4.1.3 Seja F um espag¢o HD,, fundamental. Entdo uma soma menor do que F
pode sempre ser escolhida fundamental (se dois espacos nao sdo totalmente incompardveis,
entao passando para subespacos podemos assumir que eles sdo isomorfos; repetindo esse
procedimento, finalizamos com uma soma fundamental). Escolheremos sempre tais somas

menores, sem necessariamente dizé-las.

E claro que ambos, s(F) e n(F), sao preservados quando aplicamos um isomorfismo
para F. Nota-se também que nem s(F) nem n(F) mudam quando passamos para wma soma
menor; novamente isso é um abuso de notag¢ao, mas podemos permiti-lo aqui porque a com-
paragao de duas somas fundamentais € por definigdo a comparagio de duas decomposi¢oes

de somas. A prova € a sequinte :

Sejam F uma soma fundamental e G uma soma menor e para simplificar a notacéo,
assuma que Vi,G; C F;. Entdo se F; e F} s@o totalmente incomparaveis, também sdo os

subespagos G; e Gj.

Se F; e F; sao isomorfos, ent@ao pela propriedade da quasi-maximalidade em subes-
pagos H.I., isto ¢, aplicando o Coroldrio 2.3.1 concluimos que G; e G; nao sao totalmente

incomparaveis, portanto precisam ser isomorfos.

4.2 Espacos HD, fundamentais, espagos HD, e subespacos quasi-
maximais

Esta secao € necessaria para estabelecer algumas relagoes dos espagos HD, funda-
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mentais com espagos H D,, e com subespagos quasi-maximais, o que nos permitira utilizd-las

nas demonstragoes dos Teoremas 12(ii) e 13 enunciados na Introducdo.

Vejamos entdo a relagao dos espagos HD,, fundamentais com espacos HD,,.

Lema 4.2.1 Todo espac¢o HD,, contém um espago HD, fundamental.

Prova: Seja X, um espago de Banach HD,,. Entdo X por definicdo contém uma soma direta
de no maximo n subespagos. Cada um desses subespacos precisam ser H.I., do contrdrio X

devera conter uma soma direta de no minimo n + 1 subespacos.

Por observagao anterior (4.1.3), passando para subespacos apropriados, podemos as-

sumir que essa soma ¢ um espac¢o HD,, fundamental. m

Observagao 4.2.2 Se X € um espago de Banach HD,, entdo todo subespaco HD, funda-

mental F de X € quasi-mazimal em X. Essa é uma importante observagdo com respeito
aos Lemas 2.4.1 e 2.4.2.

4.3 Operadores em espagos de Banach HD, fundamentais

No que segue seja X um espago de Banach HD,. Estudaremos agora a posicio
relativa de subespagos fundamentais de X. Fixaremos também notagdes que nos ajudam na

prova do Lema 4.3.2.

Notacao 4.3.1 Sejam F = @,_, Fi um espago fundamental e G = @, G; um subespago
HD,, fundamental de F. Denotamos por Ig s a injecdo de G na imagem em F, escrita

como uma matriz n X m com coeficientes em L(G;, F;), paral < j<mel <i<n.

Para 1 < ¢ < n, lembramos que p; denota a projeciao sobre F;, e de acordo com a
notagao definida em 1.2.12 p;j; € o coeficiente da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz

IG‘F
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Lema 4.3.2 Sejam F = P;_, F; um espago HD, fundamental e G = @, Gi, um subes-
pago fundamental de F. Entdo existe uma soma H menor do que G, um isomorfismo L de
H para G e wma permutagdo matricial E em F tal que Elg xL = (D ;S ) onde D representa
a matriz diagonal de bloco (m,m) de um isomorfismo, S a matriz (m,m) de um operador

estritamente singular e V' alguma matriz (n — m, m).

Prova: Seja H uma soma menor de um subespaco fundamental G do espaco de Banach H D,

fundamental F', tal como descritos nas hipéteses.

Vamos primeiro definir que a matriz de um operador de H para F' é da forma Gaus-
siana sobre as k primeiras linhas se ela é da forma (DV+ o V‘,g'), onde D é a matriz diagonal
de bloco (&, k) de um isomorfismo, S (respectivamente S’) a matriz (k, k) (respectivamente
(k,m — k)) de um operador estritamente singular, e V (respectivamente V') alguma matriz

(n — k, k) (respectivamente (n — k,m — k)).

Seja Ap_1 uma matriz da forma Gaussiana sobre as (k— 1) primeiras linhas e também
a matriz de um isomorfismo. Ent@o existem uma soma Hj_; menor do que Gj_;, um
isomorfismo Ly_; : Hy_; — G, e uma permutacdo Ej_; sobre F' tal que Ej_; - Igp Ly =
Ak—l-

Seja um automorfismo B sobre H_;. Entéo,
E-Ax 1 B=FE-(Ex1-Igp-Li1) B=(E-Ex1) Igp-(Ly—1-B) = Ex-Igp- Ly = Ay
onde E é uma permutagao sobre F}s e Lx é um automorfismo de H; em G. Logo, segue

que Ay é da forma Gaussiana sobre as k primeiras linhas e representa um isomorfismo.

Repetindo esse procedimento até k = m, obtemos o resultado esperado. Portanto

precisamos determinar B tal que A;_; - B = Ay.

Sejam N = {1,---,n} e M = {1,--- ,m}. Entdo pelo fato de A;_; ser um iso-
morfismo, temos que a restricao de A;_; para Hy nao é estritamente singular. Logo existe
i tal que a restricao p;x (Notagdo 4.3.1) de Hy para p;(Hy) nao é estritamente singular.
Pela nossa hipétese sobre a forma Gaussiana de A;_;, temos que i > k. Consequentemente

também é possivel afirmar que a menos de uma permutagao sobre os F}’s, podemos assumir

que i = K.
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Passando para uma soma menor, podemos assumir que para cada j a restricao Dklj

de H; para py(H;) é estritamente singular ou um isomorfismo.

Seja J o conjunto de j tais que py; é um isomorfismo. Em particular, £ € J. Seja
C; = pr(Hj), para cada j em J. Entdo C; e Cj sdo subespagos de dimensoes infinitas
do espago hereditariamente indecomponivel F. Logo, aplicando o coroldrio 2.3.1, C; e Cj,
tém subespagos (Id + S)-isomorfos passando para uma soma menor, podemos assumir que

Cr = (Id+ s;)(C}). Em particular, escolhemos s = 0.

Seja b; o operador p;l}c(Ide +5;)pr; de H; para Hy com j € J,oub; =0 paraj ¢ J.

Entéo a matriz [by,- - , by] é matriz do operador b de Hy, para H,.

Idp_4 0 0
Desse modo, B ¢é o automorfismo sobre Hj,; com matriz —bjpk-1 Id —bjri1,m)

0 0 Idp—k

Vamos agora verificar se A, = Ay_; - B.

diag(p:)i ™ +S1 Sy S3

Como Aj_; é da forma Dij[Lk—1] Drlk Drjjk+1,m] | Segue que Ay é da forma
Vi Vs V3
diag(pi)i™t + S, S Ss
(Pr — Peb)jjik—-1 Pk (Pr — Prb)kj+1,m) | Onde todos os coeficientes da k-ésima linha
A Vs v;

exceto pyx sao agora estritamente singulares.

Realmente, seja j # k; entdo ou j ¢ J e entdo (pr — prb) ¢ cquivalente a pj; estri-
tamente singular, ou j € J e entao (pr — pib)|; = pr; — (Idjj + s;)Prjj = —S;Pryj tal que é

também estritamente singular.

Portanto, Ay é da forma Gaussiana sobre as k primeiras linhas, e também é a matriz

de um isomorfismo. &
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Corolério 4.3.3 Sejam F = P;_, Fi um espago de Banach HD, fundamental e
G = @, G; um subespaco HD,, fundamental de F. Entdo existem uma soma H menor
do que G, um subconjunto M' de {1,...,n} de cardinalidade m e wm isomorfismo A sobre
H tal que A(H) € menor do que F),.

Prova : Sejam F' e G tal como na hipdtese enunciada. Entdo, fixado um M’ = {1,--- ,m}

contido em {1,--- ,n}, e aplicando o Lema 4.3.2 determina-se que existe uma soma H menor
m

do que G, um automorfismo B sobre H e um isomorfismo L : H — Y F; que compostos
i=1

a menos de uma permutacgao sobre F}s, finalizada num conjunto M’ de cardinalidade m

determina Z = LB(H) menor do que @ F; = Fyp. u
i=1

Proposicao 4.3.4 Sejam X um espago de Banach HD, e F e F subespa¢os HD, funda-
mentais de X . Entdo existem um G subespaco HD, fundamental de F e respectivamente G

de F tais que G e G sdo isomorfos.

Prova : Seja X um espago de Banach HD,,. Sejam F = @}_, F;, e F' = !, F; subespagos
H D, fundamentais de X.

Seja a soma G menor do que F'. Entao pela Observagao 3.1.2.(ii), G é quasi-maximal

e consequentemente aplicando Corolério 2.3.1, G e F' tém subespagos (Id + S)-isomorfos.

Como F' é fundamental em X, temos pela Observacao 3.1.2.(ii) que F' é quasi-
maximal. Logo, aplicando o Coroldrio 2.3.1, Vi € {1,--- ,n}, achamos G; de F; que isomorfa

com um subespago de F' por um operador da forma (Id+S), isto é, existe (B; = Id+S;)|c;-

Assim a soma G = @@, G; que é menor do que F, isomorfa com uma soma em F' '
por um operador B da forma Id+ S, ou seja, B : G — F' tal que B = {By,---,B,}, para

cada subespaco de codimensao finita de G, pela Proposicao 1.6.1.

Seja Z = B(G). Entdo, como G C F' podemos aplicar o Coroldrio 4.3.3, sem perda
de generalidade, tendo uma nova restrigdo dos Fs que é um isomorfismo L tal que L(Z;) é

/
menor do que Fj.
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Portanto a soma G' = L(Z) = LB(G) é menor do que F e isomorfa com G. m

Agora somos capazes para estudar o espago de operadores sobre um espago complexo
H D, fundamental, e entdo um espago complexo HD, em geral. Isto serd feito no préximo

capitulo.



CAPITULO 5

OPERADORES EM ESPACOS DE BANACH
COMPLEXO HD,

No presente capitulo demonstraremos os Teoremas 12(ii) e 13 mencionados na In-
trodugdo (respectivamente Teoremas 5.1.2 e 5.2.1, neste capitulo). Ambos sio sobre os

espacos de operadores em espagos de Banach HD,.

5.1 Operadores em subespagos de um espago de Banach complexo
H D, fundamental

Nesta segao 5.1 provaremos o Teorema 5.1.2, onde usaremos os Lemas 2.4.1 e 4.3.2.
Além desses resultados faz-se necessério lembrarmos primeiro o Teorema 5.1.1 demonstrado

em [3].

Teorema 5.1.1 Sejam X um espago de Banach complezo H.I. e Y um subespaco de X.
Entao cada operador de'Y para X € da forma Myx + S, onde A € C, Iy x é a imagem da

inclusdo canonica de' Y em X, e S é um operador estritamente singular.

No que segue nesta segdo, seja £ = @@, E; um espago de Banach complexo H D,
fundamental. Lembremos que p;; denota a;;p;, onde p; é a projecao sobre E;, e o;; um iso-
morfismo dado de E; para E; (Notagéo 4.1.2.(iii)). Denotamos por >, ; asoma ), >

onde C percorre as classes de indices com =~ (Notagdo 4.1.2.(ii) e (iv)).

1,j€C)

Teorema 5.1.2 Sejam € = @;_, E; um espago de Banach complezo HD, fundamental
e Y wum subespago de dimensdo infinita de £. FEntao todo operador de Y tem a forma

Zi:j Aijpij + S, onde A\;; € uma constante e S é um operador estritamente singular.

Prova : Sejam Y satisfazendo as hipdteses e S um operador estritamente singular em Y. .
Logo, Y é HD,,, com m < n.
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Seja F = @, Fi um subespago H D,, fundamental de Y. Entdo conforme o Lema
4.3.2, nés podemos, renumerando os E!s, assumir que a matriz /¢ de injecdo de F em &
é da forma (”;%), onde D é a matriz diagonal de blocos (m,m) de um isomorfismo, S é a

matriz (m, m) de um operador estritamente singular, e V' é alguma matriz (n — m,m).

Podemos também assumir, passando para uma soma menor, que para todo
i € {1,...,m}, p;; é um isomorfismo. Para todo tal i, seja H; = p;(F;). Seja pi_l,il 0

operador inverso de p;; definido sobre H;.

Seja agora T' um operador de Y para £. Para cada j ~ 4, Hi é isomorfo por a;; a
um subespago de E;, portanto pelo Teorema 5.1.1, cada operador de Hi para E; é da forma
Aaij + S; enquanto para todo j % 4, H; e E; sao totalmente incomparéveis, portanto cada

operador de H; para E; é estritamente singular.

Como o operador Tpi—lil é de H; para &, temos que Tpi"li1 é da forma )=, Mijou; + Si,
onde S; é um operador estritamente singular. Segue que para cada i < m, Tjr, é da forma
(iji ’\'ijpij)lFi + Si. Se )\5]' =0 para todo % >m+ 1, entao ’T‘y = Ei':j )\ijpij + S.

Portanto a restri¢do para F do operador S definido por S =T — Ei:j Aijpij € estri-

tamente singular. Consequentemente, pelo Lema 2.4.1, S é também estritamente singular

sobre Y. [}

No que segue apresentaremos na proxima segao 5.2 o Teorema 5.2.1 ou Teorema 13

como esta enunciado na Introducao.

5.2 Dimensao do espago quociente entre operadores de subespagos
de um espaco de Banach complexo HD, e seus operadores estrita-
mente singulares

Para a demonstracao do Teorema 5.2.1, além do resultado obtido na secao anterior

(Teorema 5.1.2), usaremos também os Lemas 2.4.1, 2.4.2 e 4.3.2.
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Teorema 5.2.1 Seja X um espago de Banach complezo HD,,. Entdo :
dim(L(X),/S(X)) < n(X)? < n?

Prova : Vejamos a afirmagao abaixo.

“ Sejam X um espago de Banach complexo HD,, e Y subespaq HD,, de X.
Entdo dim(L(Y, X)/S(Y, X)) < n(Y)-n(X) <m-n".

Nota-se que provando a afirmagdo acima, a demonstragio do Teorema é imediata,

pois como por coroldrio basta fazermos ¥ = X.

Sejam X e Y como descriminados na afirmacdo. Sejam F = P, F; um subespaco
H D, fundamental de Y e £ = @], E; um subespaco HD,, fundamental de X contendo
F. Sem perda de generalidade, podemos também assumir que a injecdo de F para £ é da

forma dada pelo Lema 4.3.2.

SejaT € L(F,X). Como £ é quasi-maximal em X, para 1 < i < m, podemos aplicar
o Lema 2.4.2 onde Z = F}; obtendo F, C Fj e T; uma perturbagao estritamente singular de
1} com ImT, C €.

Seja F = S, F. Entdo podemos assumir que F ¢ fundamental e 7" é o tnico
operador sobre F tal que T]IF’ = Ti' toma seus valores em £ para todo i e T° é uma
perturbagao estritamente singular de Iy

Logo, as mesmas formas de T" e T, s@o dadas pelo Teorema 5.1.2.

Como F ¢ quasi-maximal em F, temos pelo Lema 2.4.1 que 7' é da mesma forma
sobre a totalidade de 7. Agora por causa da forma de F, os elementos de alguma classe
de equivaléncia em a(F) sdo isomorfos com os elementos de uma e somente uma classe
de equivaléncia em «(&). Isso define uma imagem da aplicagao quociente e de a(F) para

a(€). Segue que dim(L(F,X)/S(F,X))= > |a|-|e(a)|, portanto pela desigualdade de
aca(F)
Cauchy-Schywarz dim(L(F, X)/S(F, X)) < n(F) - n(€).

Agora para Z subespago fechado de dimenséo infinita de X e U € L(Z, X), seja U a

classe de operadores moédulo U estritamente singulares. Definimos uma imagem
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§: L(Y,X)/S(Y,X)— L(F,X),/S(F, X) por §(T) = Tjr. E claro que § é um a aplicacio
linear e pelo Lema 2.4.1 é uma injegdo. Logo, segue que :
dim(L(Y, X),/S(Y, X)) < n(Y)n(X) < m-n. B



CAPITULO 6

TEORIA ESPECTRAL EM ESPACOS HD,

Neste capitulo estudaremos a teoria espectral em espacos H D, para demonstrar
o Lema 6.3.1 sobre operadores semi-Fredhom e Fredholm em espagos de Banach HD,.

Esse lema ird desempenhar um papel importante na demonstragdo do Teorema Principal
(Teorema 7.1.1).

Primeiramente relembremos algumas defini¢oes na Segao 6.1 que sao necessérias para

os resultados da teoria espectral em espagos H D, que serao demonstrados na Secdo 6.2.

6.1 Definicoes na teoria espectral em espagos HD,

Definigao 6.1.1 Sejam X, espaco de Banach e T € L(X). Jd vimos que T é Fredholm
se sua imagem € fechada, e seus kernel e cokernel tém dimensoes finitas. Dizemos ainda
que T' € semi-Fredholm se sua imagem € fechada, e seu kernel ou cokernel tem dimensdo
finita. Por fim, relembramos que o indice generalizado de Fredholm determinado por i(T) =
dim(KerT) — dim(coKerT), € definido e adiante provamos que é continuo sobre o conjunto

de operadores semi-Fredholm.

Denotamos agora, por S(T) o espectro essencial de T assim definido
{AeC:3(T - \d): X — X, operador continuo que nao é Fredholm }, e por §S(T) a
fronteira de S(T).

Lembremos da Proposi¢ao 1.5.3.9 onde afirma que operadores de Fredholm T € L(X)
sio exatamente [T) invertiveis, isto é, a classe de operadores compactos invertiveis na
Algebra de Calkin L(X)/K(X) (Definigio 1.5.3.8). Logo, pela defini¢do o espectro essencial

de T € o espectro da classe de operadores T nao invertiveis na /{lgeb'ra de Calkin.

Definigao 6.1.2 Sejam X um espago de Banach e T € L(X). Entdo, o operador T é dito
infinitamente singular se para cada subespago X' de codimensao finita de X, a restricdo de
T para X' nao é um isomorfismo, o que equivale a dizer pela Proposi¢do 1.5.2.7 que para

todo € > 0, existe um subespago Y de dimensdo infinita de X tal que ||T},. || < &.
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Definigao 6.1.3 Um escalar \ ¢ infinitamente singular para um operador T' de L(X),
onde X € um espago de Banach, se T — \Id € infinitamente singulares. Denotamos por

I(T) o conjunto de valores infinitamente singulares para T

Na se¢ao a seguir serao apresentados os resultados envolvendo espectro essencial de

operadores sobre espacos de Banach, que serdo titeis na prova do Lema 6.3.1.

6.2 Caracteristicas do espectro essencial de um operador sobre
espacos de Banach

Inicialmente vamos demonstrar um resultado sobre continuidade no indice genera-
lizado de Fredholm.

Proposigao 6.2.1 Sejam X um espago de Banach e T € L(X). Entdo, o indice genera-
lizado de Fredholm para operadores (I' — AId) € L(X) denotado por i(T — A\Id) € definido

e continuo sobre o conjunto dos operadores (T — AId) semi-Fredholm, onde A\ € A C C tem

valor discreto.

Prova : Primeiramente observe que A = {\ € C /(T — A\Id) ou é um operador Fredholm ou
semi-Fredholm }.

Seja  uma fungéo sobre A a valores em Z U { oo} definida por ¢()\) = i(T — \d).
Observa-se, por definicao do indice generalizado de Fredholm que (7 — AId) ou é Fredholm
ou semi-Fredholm. Para provarmos que ¢ é continua, vamos decompé-la em duas funcoes a
saber,

f:A— L(X)eg:L(X) — ZU{ oo}, definidas respectivamente por f(\) =T — \Id e
g(T' = MNd) = i(T — \d), VT € L(X) tais que ¢ = go f.

Podemos afirmar que f é continua VA € A, pois fixado um )\ arbitrariamente per-
tencente a A e um T € L(X) temos que VE; > 0, 395 > 0 tal que se ||\ — \o|| < &y entdo
1FA) = FQo)ll = (T = AId) — (T = NoId)|| = [A—No| < 5, VA € A, portanto basta £; = d;.
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Também podemos afirmar que g é continua VF € Imf, onde Imf = Dg, pois
fixado um T' € L(X) e um Fy qualquer da I'mf temos que V€, > 0, 30, > 0 tal que se
[£7 = Fol| = [[H|| < & entdo |g(Fo + H) — g(Fo)| = |i(Fo + H) — i(Fo)|,YF € Dg. (1)

Uma vez que (1) é verdade, segue da proposigéo 1.5.3.10.(iii) que |i( Fo+ H) —i(Fp)| =
[i(Fo) — i(Fo)| = 0 < &, qualquer que seja &, > 0.

Logo, como ambas fungdes sédo continuas, temos que a funcdo composta ¢ = g o fé

também continua para todo A € A C C. n

Vejamos agora a Proposi¢do 6.2.2, que junto com a proposi¢io anterior sio usadas

nas demonstragdes dos préximos resultados.

Proposicao 6.2.2 Sejam X um espaco de Banach e T € L(X ). Entao o espectro essencial
de T, S(T), € fechado.

Prova : Considerando X e T' como nas hipéteses, vamos provar que o complemento algébrico
de S(T), isto é, C\ S(T) é aberto.

Como pela Proposi¢ao 6.2.1. o indice generalizado de Fredholm, definido num sub-
conjunto A C C que caracteriza os A\ € C tais que os operadores da forma (T — \Id)
sao Fredholm ou sdo semi-Fredholm, apresenta-se como um funcéo continua, temos que
C\S(T) = {\ € C/(T— \Id) é Fredholm }, contido em A é aberto. Provemos tal afirmacdo.

Supondo por absurdo que C\ S(T') é fechado, seja A € §(C\ S(T)). Entdo, existe
i(T — \d).

Por outro lado, temos que (T — AJd) nao estd definido VA € C\ A.

Uma vez que sdo verdades as afirmagGes acima, segue que Vr > 0, pela Proposicao
6.2.1 existe uma bola de raio r e centro em A contendo um conjunto
{N € 4:4(T - NId) = co}. Além disso pela continuidade da mesma Proposicao 6.2.1
temos que Y€ > 0, existe A tal que VA" € B,()\), se |\ — || < 7 entdo Vk € N temos
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[i(T — Ad) — i(T — N'1d)| = |I{ — 0| < &, absurdo.

Portanto, C\ S(T") é aberto. "

Provaremos agora os Lemas 6.2.3 e 6.2.4 sobre respectivamente a fronteira e a cardi-
nalidade do espectro essencial de um operador sobre espagco de Banach que nos auxiliarao

na demonstragao do Lema 6.3.1

Lema 6.2.3 Sejam X um espago de Banach e T € L(X). Entdo, 6S(T) c I(T).

Prova : Sejam X e T' tal como nas hipéteses. Entéo, pela definicao do espectro essencial de
T, S(T) = {\ € C: (T — AI) operador continuo que nio é Fredholm }, e pela Proposicio
1.5.3.9 (T — AId) nao é invertivel na dlgebra de Calkin L(X)/K(X).

Sejaagora A € 6S(T'). Entdo, como S(T') é fechado, ou seja, 6S(T) C S(T), temos que
(T — M d) também nao é Fredholm. E nem é semi-Fredholm, pois sendo, pela continuidade
demonstrada na Proposi¢do 6.2.1 na fungdo de imagem (T — AId) existiria \' em uma

vizinhanga de \ tal que (T — A Id) seria semi-Fredholm de indice infinito, contrariando a
hipdtese de A € 6S(T") C S(T).

Uma vez que a afirmagdo anteiror é verdadeira segue da Definicio 6.1.1 que
VA € 0S(T) ou dim Ker(T — A d) = oo ou (T — Ad) nao é fechado.

Vamos caracterizar um subespago de X de acordo com a Defini¢ao 6.1.2.

Seja X' subespaco fechado de dimenséo infinita e de codimensio finita de X. Entao,
pela Proposicao 1.4.5, X' é complementado em X. Logo, pelas Proposicdes 1.2.10 e 1.4.6.(i)

existe um subespago .V de dimensio finita n de X tal que X = X' & N.

No caso da dim Ker(T — A d) = oo, seja H um subespaco de dimensio infinita tal
que H C Ker(T — \Id). Entdo, HN X' # {o}.

Portanto, existe t € H N X' ez # o tal que (T — Md)(z) = 0. Assim, (T — M d)
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nao ¢ injetor. Logo, (7' — AId) néo possui um isomorfismo.

Dessa maneira, T' — AId pelas Definicées 6.1.2 e 6.1.3 é infinitamente singular e
A€ I(T).

Agora, no caso em que (T'— AId)(X) néo é fechado, considerando a mesma decom-
posicio X = X' @ N, temos (T — Md)(X) = (T — Md)(X' + N) = (T — Md)(X')+
(T — AId)(N).

Supondo por absurdo que (7" — \I d)|x, ¢ um isomorfismo temos pelas Proposicoes
1.2.18 e 1.2.14 que (T — )‘Id)le é fechado.

Supondo agora que para toda a sequéncia (T,)nen em X, com
T, — z e (T — Nd)(z,) — y € X, temos inicialmente que z € D(T — /\Id)|x,, pois
X' é fechado por hipétese e N é fechado pela Proposi¢ao 1.2.24. Como z,, — z, temos
que (T — Md)(z — z,) — o, logo (T'(z) — T(z,)) — Mz — z,) — 0. Dessa maneira,
T(z) — T(z,), portanto T'(z) — v.

Logo pela Proposigéo 1.2.15.(i) (I'— AId)(N) é fechado e pela Proposigio 1.2.6 (T —
A d)(X) é fechado , o que é uma contradicéo.

Portanto, ndo existe X', subespacgo de X tal que Tx, seja um isomorfismo.

Desse modo, em ambos os casos (T — Ad) é infinitamente singular e

assim \ € I(T). m

Proposicao 6.2.4 Sejam X um espago de Banach complezo HD, e T € L(X). Entdo a
cardinalidade de S(T') satisfaz |S(T)| < n.

Prova : Para isto é suficiente provar que |[I(T)| < n. Realmente, disto logo segue pela

Proposigao 6.2.3 que [6S(T")| < n, de modo que S(T') contém no maximo n pontos isolados.

Das Definigao 6.1.2 e 6.1.3 temos que para cada A em I(T) e cada £ > 0 existe um
subespago YA(£) de X, de codimensdo finita sobre o qual ||(T' — M\ d)), || < €.

lyy(



Paralelamente, podemos assumir que a aplicacio & — V() é crescente, VA € I(T),
usando uma sequéncia bésica normalizada. (y,),en de valores tais que ||T'(y,) — Aol < 277,

Senao vejamos :

Sejam (Yn)nen uma sequéncia bdsica normalizada e escalares (0n)nen tais que
Vy € Va(&), com X € I(T) fixado e & > 0 para um finito k, temos T (yn) — Mun|| < 27" e
(T — Ald)y,, o)l < & Entdo temos que :
1T = M) @) < laal - T () = M) |+ -+ + o] [T(w6) = Mll + -+ < ] - 2714+ +
lo| - 27F 4+ ... < nizaNa:mil =&

Sejam &1 > & > 0. Entdo, provamos que AV(Ex41) tal que Yy(Ek) C Ia(Ers) €
”(T - /\Id)|yA(gk+l)|l < gk-Ha Vy € yz\(gk-l-l)'

Se existe um y € Y\(&) tal que y & Ia(Eky1) entdo, Eppy < ||(T — Ad)(y)|| <
meclz\{:clail = &, contradicdo. Logo V\(Ek) C Vr(Extr).

Agora provaremos que se M é um subconjunto finito de I (T), entdao para algum

& > 0, os espagos (V\(€))aem formam uma soma direta, e entdo do fato de X ser H D,,

segue claramente que |/(7T")| < n.

Assumamos que a propriedade é falsa, isto é, para M subconjunto finito de I (T') de
minima cardinalidade entre aqueles contradizendo a propriedade, os espacos (Va(€))aear nao

formam soma direta, ou seja, V€ > 0, Y, () 4+ + W, (€ ) em X ndo é uma soma direta.
E claro que M| > 2.

Seja agora a aplicagdo T" do subespago Yy, (€)@ @Yy, (£) para Yy, (E)+- - -+, (€)
definida por T'(yx,, - - , yr,) = Ya, +- - -+¥a,. Considere sobre o dominio a norma sup |yl
0<i<
Y(Yris -+ > Ya,) € Dr. Entdo vejamos que :
e T ¢ continua pois :

1T @)l = llyas + - Funadl < Dol +- -+ |l < lMlli‘{lg lyalls Yy € Dr.

e T ¢ sobrejetora.  De fato, seja a € Y\ () + --- + W\ (). Dai temos
a = e, (E) + 4 Yy, (E). Assim  considerando o elemento
(ya,\l v Yan, ) EVN(E) B - B, (E), temos T(yah,- o lay,) = Q.
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e T ¢ injetora, pois dado (yy,," "+ ,¥yx,) € KerT temos que :
T(Yrs 1 Ura) = Un+ Y, =0 =y, = —Yr,—* " =Y, Mas por hipétese temos
Yan(E) N (V(E) @ - @M, (€)) = {o}. Logo, yr, =0 = —ys, — -+ — yy,, € assim

sucessivamente temos que Ker(T') = {¢}, o que implica T ser injetora.

Portanto, podemos afirmar que T' é continua, injetora e sobrejetora.

Por outro lado, segue do resultado da Proposicao 1.2.25 que se &)+ +W,E)
nao ¢ direta, entao 7' : Yy, (€)@ - - ®W5,(E) — Y, (E)+- -+, () néo é um isomorfismo.

Uma vez que as afirmagGes acima sdo verdadeiras, segue que 7! : (D (&) +--+
Van(€)) — Yni(€) @ -+ @ I, (€) definida por T (ys, + -+ +4a,) = (Uarr -+ ,¥a,) D0

¢ continua . Logo ndo existe constante K tal que K||(ya,, -+ ,vn)|l < IT(wa,, - s Ua) |-
Portanto, s6 podemos afirmar que Y€ > 0, |T(yx,, -+, yn )|l < EN@Ways -+, ua,)|l, ou seja,
ILl < ¢
vl ==

Dessa maneira para os vetores yy € J\(£), Kzea\:,clly,\ﬂ = 1 temos || Erep wa] < &.
(1)

Aplicando T na desigualdade abaixo, obtemos :
IBrearAvall = MAya + -+ Xaynall = [Magng + -+ + Aatin, + Tyn) — Tlyn) + - +
Tyaa) = Tl < 1T (yn) = Myall + - + (1T (an) = Aawsall + 1T (n, + -+ + 92,)]| =
[MIE+ TN - lya, + -+ + ya,ll < |MIE + ||TNE = (|M|+||T) - €.

Seja ¢ = miny_ycpr|A = N e C = mazyen|).

Seja Ag em M tal que mazaz,||ya|| = 1 (tal ndmero existe porque |M| > 2). Entao,
temos :
[Exne (A = Ae)uall = 1A = AeJya, + -+ (An = Adyanll = Mg — Aewa, + - + A, —

(1)
Acyanll < M yn + -+ Mg+ (=2 (g + - + i)l < (IT) + [M]) - € + | Ael€ =

(el + IT]| + |M]) - € enquanto maz||(A — Ae)ys|| > c= min |\ — X|.
A#EAe AEN eM
Visto que & —— Y,(&) é crescente para cada \ fixado, e que \¢ torna M com um

numero finito de valores, podemos assumir que \¢ é constantemente igual para algum )\ tal
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que obtemos vetores y, para A # Ag com y, € (), ||/\§:\0y:\|| < (CH|T|| + |M])- &, e

maz||y,|| > e
maz|y|l = c

Novamente, se £ — J\(€) é crescente, a soma de (Y)(€)) para A 5% Ao néo é di-
reta, e isso mantém para algum £ > 0 uma contradi¢gdo com a minimalidade de M, pois ao
diminuirmos os valores de £ > 0 podemos obter um M’ tal que |M'| < |M]|, onde (V\(Ex1))

continua como uma soma nao direta, o que contradiz com a suposicao feita para M. "

Finalmente estamos em condigdes de demonstrar o principal resultado deste capitulo,

o Lema 6.3.1 que terd um papel fundamental na demonstragdo do Teorema Principal (Teo-
rema 7.1.1).

6.3 Operadores semi-Fredholm e Fredholm em espacos de Banach
HD,

Lema 6.3.1 Seja X um espago de Banach HD,. Entao todo operador semi-Fredholm sobre
X € Fredholm com indice zero.

Prova : Seja T um operador semi-Fredholm sobre um espago de Banach X. Consideremos
primeiro o caso em que seja o espago de Banach X complexo HD,. Entao, da Proposicao

6.2.4 S(T') é quando muito um conjunto com n pontos isolados.

Se T' é semi-Fredholm com i(T") = oo, entdo pela continuidade do indice generalizado
de Fredholm, para A € S(T') temos que (T" — AId) é semi-Fredholm, o que contradiz o Lema
6.2.3 onde prova-se que (T" — AId) néo é semi-Fredholm e nem Fredholm para A € 0S(T') =
S(T). Portanto T é Fredholm.

Como S(T) é finito, temos pela Defini¢ao 1.2.26 que o aberto C\ S(T') é conexo (por
caminhos), e isso implica que ¢(T — AId) é constantemente igual & ¢(T") para A em C\ S(7)

pela Proposicao 6.2.1.

Além disso, quando |A| — o0, T'— N d = —A(Id — T'/\) estd proximo a A\Id, senao

vejamos:
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Seja o operador Id : X — X, para o qual i(Id) é definido, existe £ > 0 tal que
(—%) : X — X satisfaz || — £|| < £. Entdo, pela Proposicio 1.5.3.10.(ii3) temos que:

i(T — Md) =i(Id— 1) = i(Id) = a(Id) — B(Id) =0 - 0= 0.

Portanto, (T" — A\Id) é Fredholm com indice zero, por consequéncia de continuidade
ind(T) = 0.

Assumamos agora que X é um espago de Banach real HD,, e considere sua comple-
xificagdo X¢.

Lembremos que X¢, complexificagdo de X, é definida por X¢ = X @ X com a lei
i(z,y) = (—y, ) (ver Defini¢ao 1.8.8).

Entao pela Proposigao 3.2.2 X¢ é um espago de Banach real HD,, e como todo
subespago complexo de X é também um subespago real, temos que X¢o é um espago de

Banach complexo HD,, para algum m < 2n.

Seja ir o indice generalizado de Fredholm de 7. A complexificacdo de T sobre X¢,
T ®T é também semi-Fredholm com indice ir (as dimensoes na definigdo do indice de T'®T'

séo sobre C).

Como X¢ ¢é hereditariamente finitamente decomponivel e pela primeira parte dessa

prova temos que ir € igual a zero. "

Observagao 6.3.2 Podemos obter por coroldrio, do Lema 6.3.1, que se X € um espago
de Banach hereditariamente finitamente decomponivel, entdo X nao € isomorfo a nenhum

subespago préprio.



CAPITULO 7

O TEOREMA PRINCIPAL

Neste dltimo capitulo faremos a demonstragdo do Teorema, Principal (Teorema 7.1.1)
de nossa dissertacdo. Sobre um espaco de Banach real hereditariamente indecomponivel, o
quociente do espago de seus operadores pelo espago de seus operadores estritamente singu-

lares serd caracterizado e sua dimensio limitada.

7.1 Operadores em espaco de Banach real H.].

Na demonstracio do Teorema Principal (Teorema 7.1.1) usaremos as Proposicoes
1.5.2.7, 1.8.15, 1.9.3.5 e 0s Lemas 2.4.1 e 6.3.1.

Teorema 7.1.1 Seja X um espaco de Banach real hereditariamente indecomponivel. Entao,
para todo subespago de dimensdo infinita Y de X, a dim(L(Y, X)/S(Y, X)) < 4. Além disso,
L(X)/S(X) € um anel de divisio isomorfo a R, C ou H.

Prova : Sejam X um espaco de Banach real H.I .» Y um subespago fechado de dimensio

infinita de X, e T € L(Y, X )- Denotamos Ey o espacgo quociente de L(Y, X)) pelo Kernel da

aplicagao || - [|y definida sobre L(Y, X), isto é, por IT|ly = inf ”TZ, | (veja a Observacio
z'cz

1.9.1.1.(ii)).

Segue da Observagao 1.9.1.1 (i) que o kernel das aplicagoes de L(Y, X) sdo operadores
estritamente singulares. Dessa maneira Ey = L(Y, X)/S(Y,X), tal como na Definicio
1.9.1.2.

Segue também que é possivel construir a partir de Ey um espago quociente E com
norma indicada na Defini¢do 1.9.2.5 e completo (observagdo da Definicdo 1.9.3.3) tal que

pela Observagao 1.8.2.(iii), £ é uma Algebra de Banach.

Por outro lado, com a multiplicacdo dada na Definicao 1.9.3.1, E possui estrutura de
dlgebra normada com unidade (Proposigao 1.9.3.2) e por todo elemento nao nulo de E ser

nvertivel (observagao da Definicéo 1.9.3.3) segue que E é um anel de divisio.
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Uma vez que as afirmagbes acima séo verdades, segue pelo Teorema 1.8.15, caso real
do Teorema de Gelfand-Mazur, que E é isomorfo ou a R, ou a C, ou a H, e portanto que
dimFE < 4.

Agora, como Ey ¢é isomorfo a um subespaco de E (veja Proposigao 1.9.3.5), segue

que a dimensao do espago Ey é no méximo igual a 4.
A afirmagao relativa ao caso Y = X pode ser provada diretamente como segue.

Seja T' um operador nao estritamente singular sobre X. Entdo, pelo Lema 2.4.1,

nenhuma restrigao de 7' para um subespago de X ¢ estritamente singular.

Pela Proposigao 1.5.2.7, a restri¢do de T para algum subespago de codimensio finita

de X ¢ um isomorfismo na sua imagem, e portanto 7" é semi-Fredholm.
Finalmente, pelo Lema 6.3.1, temos que T é Fredholm.
Isso significa que todo operador sobre X é ou estritamente singular ou Fredholm.

Como os operadores Fredholm sao da classe dos operadores invertiveis do médulo dos
operadores estritamente singulares, temos que isso é equivalente para dizer que L(X )/S(X)
¢ um anel de divisdo, e portanto pelo Teorema de Gelfand-Mazur (Teorema 1.8.15) ele é

isomorfo ou aos reais, ou aos complexos, ou ao anel dos quatérnios. u

Finalmente observamos que o seguinte problema est4 em aberto :

Problema : Fize n € N*. Para todo m € N*, m < n?, existe X,, H D, tal que

dim(L(X,,)/S(Xm)) = m?
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