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Resumo

0 c'onceito de dimensdo de representagao foi definido no inicio da década de 70 por
Maurice Auslander com a intengdo de medir o tipo de representacdo de uma &lgebra
de Artin A. Este niimero, inf{gl. dim(End,(M)°?)}, onde M é gerador-cogerador de
mod(A), caracteriza as 4lgebras de tipo finito, ou seja, A é de tipo finito se, e somente
se, rep.dim(A) < 2. Por longo tempo nédo foi possivel apresentar resultados sobre esta
dimensédo, mas com o avango das técnicas na Teoria de Representacdes, muitos autores
recentemente tém mostrado novos caminhos para entender a dimensao de representacao.
Entre esses resultados, destacam-se a finitude da dimensdo de representagdo, a relagdo
com a conjectura finitistica e as definigdes equivalentes de dimensio de representacio que
permitem calculd-la para algumas classes de dlgebra. Esta dissertacio apresenta estas
defini¢des equivalentes e exemplos de seu uso para calcular a dimensdo de representacio
de dlgebras de tipo finito, 4lgebras hereditdrias de tipo infinito, dlgebras coladas & direita
e algebras coladas & esquerda. Sdo ainda comentados alguns resultados que aparecem na

literatura a respeito da dimenséo de representacao.



Abstract

The concept of representation dimension was introduced in the beginning of 70’s by
Maurice Auslander with the intention to measure the representation type of an Artin
algebra A. This number, inf{gl. dim(End(M)°?)}, where M is a generator-cogenerator
of mod(A), characterizes representation finite algebras, or either, A is of representation
finite type if, and only if, rep.dim(A) < 2. For long time it was not possible to present
results about representation dimension, but with the advance of techniques in the Repre-
sentation Theory, many authors recently have shown new way to reach the understanding
of representation dimension. Among these results, it could be distinguished finiteness of
representation dimension, the relation with finitistic conjecture and the equivalent defini-
tions for representation dimension that allow to calculate it for some classes of algebras.
This work presents these equivalent definitions and examples of their use to calculate the
representation dimension of finite representation algebras, hereditary algebras of infinite
type, right glued and left glued algebras. Some results that appear in literature regarding

the representation dimension are commented in the last section.
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Introducao

No comego da década de 70 do século passado, Maurice Auslander mostrou em “Re-
presentation Dimension of Artin Algebras” ([Aus71]) que a classe de 4lgebras de Artin
de tipo finito estd fortemente ligada & classe de 4lgebras de Artin com dimensdo global
no maximo 2 e dimensdo dominante no minimo 2. Para ser mais exato, considerando
Morita-equivaléncia, essas classes estdo em correspondéncia biunivoca.

Isso 0 motivou a examinar com mais cuidado o que significava para uma, dlgebra ter
dimensio dominante no minimo 2, e dessa forma surgiu a “dimenséo de representacao”,
como sendo um meio de “medir” quao longe uma &lgebra de Artin estd de ser de tipo de
representagao finito.

Por muito tempo nao houve nenhum avanco significativo sobre o assunto, j4 que fica-
ram muitas perguntas sem resposta. Enj:retanto, recentemente o tema ganhou renovado
interesse, pois com o desenvolvimento técnico da teoria foi possivel alargar a classe de
dlgebras para as quais se pode conhecer melhor a dimenséo de representacéo. Isso pode
parecer pouco, mas um resultado de K. Igusa e G. Todorov [IT02] relacionou a dimenséo
de representagdo com a conjectura finitistica, que est4 ligada a outras conjecturas relevan-
tes. Aquele artigo mostra que, para dlgebras com rep.dim(A) < 3, a conjectura finitistica
é valida.

E sabido que a dimensao de representacdo é sempre finita e por muito tempo pensou-se
que ela nao passasse de 3, mas recentemente R. Rouquier anunciou que conseguiu construir
uma algebra com dimenséo de representagao igual a 4, e comentou que o exemplo poderia
ser estendido para todos os naturais maiores que 4.

Este trabalho objetiva colocar o méximo de informagao possivel a respeito da dimensao
de representagéo, apresentando essas relacoes e algumas classes de 4lgebras para as quais

ja se sabe que cla é no maximo 3.



No primeiro capitulo, serdo apresentados conceitos, definicdes e resultados relevan-
tes para o desenvolvimento dos capitulos posteriores. Entre esses resultados, o de mais
destaque € a equivaléncia entre duas categorias, apresentado no Lema 1.23.

As definigdes basicas sobre a dimensédo de representacio sio apresentadas no segundo
capitulo, onde se pode observar a motivagao e a definicio dada por Auslander, uma carac-
terizagao importante que ele mesmo apresentou em termos de geradores e cogeradores, e
uma caracterizagao devida a Coelho e Platzeck, em termos de resolucées de aproximacoes.
Destacam-se os Teoremas 2.11 e 2.21.

No tltimo capitulo, sdo apresentados alguns exemplos que exploram as técnicas de-
senvolvidas no segundo capitulo, calculando a dimensdo de representacio de dlgebras de
Artin de tipo finito, dlgebras hereditérias e dlgebras coladas.

Também aparecem no dltimo capitulo, um resumo dos resultados que aparecem na
literatura, apresentando limitantes para a dimensdo de representacéo de algumas classes
de algebras, como as Algebras Laura, dlgebras que sdo mergulhos em radicais de dlgebras

de tipo finito, entre outros resultados.



Capitulo 1

Algebras e Mdédulos

As dlgebras e médulos constituem um campo de estudo da matemética bastante desen-
volvido. Muitos trabalhos foram apresentados em forma de livros, artigos, apresentacoes
em encontros cientificos. Os resultados bésicos usados nessa dissertacio podem ser en-
contrados em textos como os livros de J.J. Rotman [Rot79], de F. Anderson e K. Fuller
[AF92] e de I. Assem [Ass97).

Este trabalho baseia-se em um tipo especifico de &lgebras (as 4lgebras de Artin) e
mddulos sobre estas dlgebras. Nesta secdo, sdo apresentadas as defini¢des e resultados
gerais, que podem ser encontrados na literatura publicada sobre o assunto. As notagées
seguem de perto as usadas por Auslander em [Aus71], e por Auslander, Reiten e Smalg,
no texto classico sobre teoria de representagdes de dlgebras de Artin, [ARS95].

O uso de técnicas e conceitos categdricos e homolégicos é inevitsvel. As definicdes de
categorias, funtores e aplica¢es naturais sao consideradas conhecidas, e qualquer uso que
se faca destas palavras pode ser facilmente reconhecido quando comparado a algumas das
referéncias ja citadas ([Aus71, ARS95, Ass97]).

A menos de mengdo em contrério, ao longo do texto a palavra médulo significard
médulo a esquerda e anel significard anel com unidade.

Seja R um anel. Denota-se por Mod(R) a categoria dos R-médulos & esquerda e por
mod(R) a subcategoria plena de Mod(R) formada pelos R-médulos finitamente gerados.

Um R-médulo M é indecomponivel quando nao pode ser escrito de forma alguma como
soma direta de seus submddulos.

Se o fato de que um médulo M é isomorfo a N é denotado por M = N, entdo a



relagdo bindria “M se relaciona com N & M = N” define em mod(R) uma relagéo de
equivaléncia. Cada classe de equivaléncia definida por essa relagdo chama-se isoclasse. A
notagdo ind(R) serd usada para representar a subcategoria plena de mod(R) cujos objetos
sio um representante de cada isoclasse [M], com M indecomponivel. Um anel R € um
anel com tipo de representagao finito qﬁando, a menos de isomorfismo, hd apenas um
numero finito de médulos indecomponiveis.

O teorema abaixo, conhecido com Teorema de Krull-Schmidt, ¢ bastante usado ao

longo do texto.

1.1 Teorema. [AF92, 12.9] Considere R um anel artiniano e seja M um R-mddulo de
comprimento finito. Entdo M admite uma decomposigio M =Ny © N @ ... & Ny, com
N; € ind(R), para todoi € {1,...,7}. Essa decomposi¢do € inica a menos de isomorfismo,
ou seja, se M=N"1 &N, & ... &N, entdor =s e para cada i € {1,...,7}, existe um

je{l,...,s}, tal que Ny = N';.

Lembre que M tem comprimento finito se e s6 se M é mddulo artiniano e noetheriano
[AF92, 11.1].

Entdo, se R é um anel artiniano, todo R-médulo finitamente gerado M ¢é de compri-
mento .ﬁnito e portanto, pode ser decomposto de forma tinica em soma direta de seus
submdédulos indecomponiveis.

Este é o caso das algebras de Artin. Estas sdo estruturas algébricas que generalizam
as bem estudadas dlgebras de dimensao finita sobre corpos (veja por exemplo [DK94] ou

[CLS82)).
1.2 Definigao. Seja R um anel.

e Um R-médulo A é uma R-dlgebra quando A tem estrutura de anel e vale, para cada

u,v € A e para cada v € R,

(ru)v = r(uv) = u(rv).

e Uma R-dlgebra A é uma R-dlgebra de Artin quando R é um anel comutativo artiniano

e /A é um R-mddulo finitamente gerado.



1.3 Exemplo. Seja k um corpo. Entdo, toda k-dlgebra de dimensdo finita V é uma
dlgebra de Artin, j& que k é um anel artiniano e V, sendo de dimensao finita, é finitamente

gerada.

Denota-se por R°P ao anel oposto de R, ou seja, ao anel cujo grupo aditivo é idéntico
ao de R, mas com operagdo de multiplicagdo * definida por a * b = ba, onde ba é o
produto de b por a em R.

Se A é uma R-3lgebra, o anel A°P também é R-médulo, e portanto faz sentido perguntar
se A°? é uma R-dlgebra. Para mostrar que isso é verdadeiro, basta observar que vale, para,

cada par a,b € A°P e para cada r € R:

r(a*b) =71(ba) = (rb)a=a*1b
=71(ba) =b(ra) =raxb
Entdo, fica bem definida, para uma dada R-dlgebra A, a sua dlgebra oposta, que serd
denotada por A°P.
As dlgebras de Artin preservam propriedades importantes das &lgebras sobre cor-
pos. Os resultados abaixo podem ser observados no capitulo II de [ARS95]. Lembre

que Homa (M, N) denota o grupo abeliano dos morfismos do médulo M para o médulo

N, e que Ends(M) denota o anel dos endomorfismos de M.
1.4 Proposicao. Seja A uma R-dlgebra de Artin.

o Se Z(A) indica o centro do anel A , entdo A € uma Z(A)-dlgebra de Artin. Assim,

R serd omitido daqui em diante.
e A € um anel artiniano.
o Se M € mod(A), entao Enda(M) € uma dlgebra de Artin.

o Se pA =1P1 @MyPy @ ... ® NP € a decomposicdo de A sequndo o teorema de
Krull-Schmidt, entdo os A-mddulos projetivos finitamente gerados indecomponiveis

estdo no conjunto {Pi}I_,.



1.5 Definigdo. Seja M € mod(A), com A uma 4lgebra de Artin. A subcategoria plena,
de mod(A) formada por somandos diretos de somas finitas de cépias de M, chamada de
subcategoria gerada por M, serd denotada por add(M). Assim, um A-médulo N estd em

add(M) quando existem E € mod(A) e n € N tais que N @ E =nM.
Nao ¢ dificil ver que a caracterizagio abaixo é verdadeira.

1.6 Proposicao. Seja M € mod(A). Entio N € add(M) se e somente se N € isomorfo

a uma soma direta de somandos indecomponiveis de M.

Observe que add(M) é uma subcategoria fechada para somas e somandos diretos e

isomorfismos.

As definigdes abaixo sdo dadas sobre a categoria de médulos sobre uma &lgebra de
Artin A, mas algumas delas podem ser dadas em um contexto mais geral.
Um epimorfismo f : M — N de mod(A) é dito epimorfismo essencial quando satisfaz,

para qualquer g : L — M, a condicdo abaixo:
fg é epimorfismo => g é epimorfismo.

Dualmente, um monomorfismo g : L — M em mod(A) é dito monomorfismo essencial

quando, para qualquer f: M — N, vale:
fg € monomorfismo = f é monomorfismo.

Dada a élgebra de Artin A, se M € mod(A), sempre existe e é tinica, a menos de
isomorfismos, a cobertura projetiva de M, ou seja, sempre existe um epimorfismo essencial
f:Po— M com Py um A-mddulo projetivo finitamente gerado. Para aquele M, sempre
existe também sua envolvente injetiva Io(M), isto é, um monomorfismo essencial g : M —
Io(M) com Iy(M) € mod(A) um injetivo.

Uma seqiiéncia de morfismos L -5 M % N ¢ uma sequéncia ezata em M quando

ker(g) = im(f). Uma seqiiéncia de morfismos
iis = Mt_) Mt+] — Mt+2—) ven
é uma segiéncia ezata quando, para cada i, a seqiiéncia M;_; — M; — M1 é exata.
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Uma resolugdo projetiva de um A-mddulo M é uma seqiiéncia exata (finita & esquerda,

ou nao)
. P3 P2 P] Po M — 0

onde P; € mod(A) é um projetivo. Tal resolugéo é dita minimal quando fo: Pg — M é
uma cobertura projetiva de M e, para cada j, P; 5, im(f;) é uma cobertura projetiva de
im(f; ) = ker(f;j_1). Se a seqiiéncia é finita & esquerda com P, seu iltimo termo néo nulo,
diz-se que a resolugdo tem comprimento r + 1.

O A-médulo M tem dimensdo projetiva menor ou igual a r (em sfmbolos, pd(M) < 1)
quando existe uma resolugéo projetiva minimal de M, com comprimento t + 1. Se toda
resolugao projetiva minimal de M for infinita, diz-se que pd(M) = co. Se n é o menor
natural tal que pd(M) < n entdo pd(M) =n.

Uma resolugdo injetiva de M é uma seqiiéncia exata
00— M BT, 51,5

onde I; € mod(A) é um injetivo. Tal resolugdo é dita minimal quando M 5, Ip é
uma, envolvente injetiva de M e, para cada j, o morfismo f; : coker(f;_;) — I; for uma

15

envolvente injetiva de coker(f;_;) = e
)

O A-médulo M tem dimensdo injetiva menor ou igual a r (em simbolos, id(M) < 1)
quando existe uma resolucéo injetiva minimal de M com comprimento 4+ 1. Se toda
resolugéo injetiva minimal de M for infinita, diz-se que id(M) = co. Se n é o menor
natural tal que id(M) < n entao id(M) =n

Observe que todo A-médulo finitamente gerado admite resolugdes injetivas e proje-

tivas. Este fato e o teorema que segue apds a definicdo abaixo pode ser esclarecido no

capitulo X em [Ass97].

1.7 Definigdo. A dimensdo global de uma 4algebra de Artin A é o ndmero
n =sup{pd(M) : M € mod(A)}. Notacdo: n = gl.dim(A).
1.8 Teorema. Para uma dlgebra de Artin A, walem as igualdades:

gl.dim(A) = sup{pd(M) : M € mod(A)} = sup{id(M) : M € mod(A)}

O préximo lema, usado mais a frente, é conhecido como Lema de Schanuel. Por nao
ter sido encontrada uma demonstragio para a versio deste lema usada nesta dissertacio,

optou-se por demonstra-lo no fim desta secao.
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1.9 Lema. Considere as seqiéncias ezatas abaizo, onde os termos do meio sdo injetivos.

Entio, MaL'=ZLp M'.
Demonstracdo. Nao é demasiada restricio considerar K ¢ L e K € L', uma vez que
im(f) = K = im(f’).
Considere o médulo L & L’ e seu submédulo A ={(a,a) e L& L': a € K}.
A aplicagdo h definida abaixo é um epimorfismo, j4 que dado x’ € L/, vale h(0,x’) = x'.
h: Kel" — L'
(q,1)) » UV—a

Observe que o kernel de h é A, pois h(a,l') =0& 1V —a=0&81U=a& ' € K.

Ke L'
Ent&o, do bem conhecido teorema do homomorfismo ([AF92, 3.7]), 0 médulo V'’ = 2
/
¢ isomorfo a L’. Escrevendo W = L E;iL , tem-se
W _Lel _ L _
V- Ker K ™

Como V' =1’ é um injetivo, é somando de todo médulo que o contém. Entéo, existe

um complementar C’ tal que V'@ C' = W. E daf, C’ = Jy = M. Portanto,
W2V el =L'eM. (1.1)

Alterando convenientemente a aplicacdo h acima, um argumento semelhante mostra

KoL
que V" = % = L. E entéo, existe C” tal que V" @ C” = W. Como % = M/, tem-se

C"= W = M. E assim,

w=V'eC'"=Lo M. (1.2)

Assim, das equagdes (1.1) e (1.2), vale

LM =V'agC"2W=2V' el ' =1L'g M.

m



1.1 Algumas equivaléncias

Esta se¢do contém alguns resultados importantes, para os quais uma demonstracao
mais geral pode ser obtida. Nesta dissertagao, serdo tomadas subcategorias da categoria
de mddulos sobre dlgebras de Artin.

Seja C uma subcategoria plena de mod(A).

Uma C-apresentagio do A-mddulo M é uma seqiiéncia exata Q; n, Qo fooM - 0,
com Qi e Qo em €. Uma C-coapresentagdo do A-mddulo M é uma seqiiéncia exata
0—-M™ Qo™ Qi com Qe Qo em €.

Seja M € mod(A). Denota-se por PM a subcategoria plena de mod(A) formada
por todos os A-médulos que admitem uma add(M)-apresentacio, e IM denota a subca-
tegoria plena de mod(A) formada por todos os A-médulos que admitem uma add(M)-
coapresentacdo. Estas categorias, P\ e IM, sdo importantes quando deseja-se encontrar
equivaléncias entre categorias de médulos, conforme se vé na demonstragdo do teorema
de Morita mais abaixo.

Observe que se M € mod(A), entdo a Proposicio 1.4 diz que End (M) é uma algebra,
de Artin, e portanto, I' = Endo(M)°® também é 4lgebra de Artin. Esta observacio é
importante ao enunciar o lema abaixo, que estabelece equivaléncias entre certas categorias.
A demonstracdo da primeira afirmacdo pode ser observada em [ARS95], capitulo II, 2.5.

A segunda tem prova dual.

1.10 Lema. Sejam A uma dlgebra de Artin, P um A-mddulo projetivo e I um A-médulo

ingetivo. Considere ' = End(P)° e " = EndA(I)°P. Entio os funtores
X € P¥ — Homa(P,X) € mod(T') e X € 31+ Homa (X, I) € mod(T")
sao equivaléncias entre categorias.

Observagdo 1.11. Se A estd em add(P), para algum projetivo P, entdo todo projetivo
indecomponivel estd em add(P), pela Proposigio 1.6. Neste caso, se M € mod(A), entdo

uma resolucao projetiva de M, digamos
f3 fa fi fo
... P3 =P, 5P 5 Pp— M0,

fornece uma add(P)-apresentacdo, j4 que Py e P; sdo somas de projetivos indecomponiveis,

e portanto, estdo em add(P).



Logo, pode-se concluir que se A € add(P), com P projetivo, entdo mod(A) = P¥.

1.12 Definicao. Duas dlgebras de Artin A e A’ sio Morita-equivalentes quando existe

uma equivaléncia entre as categorias de médulos mod(A) e mod(A’). A notagao, neste

caso, é A ~,, A'.

Observe que a relagao A =, A’ define sobre a classe das dlgebras de Artin uma relacio
de equivaléncia.

Estamos em condigGes de enunciar e demonstrar o Teorema de Morita. Este teorema
ajuda a decidir quando duas dlgebras sdo Morita-equivalentes. A notacdo A = € indica

que hd uma equivaléncia entre as categorias A e €, enquanto a notagdo A = B indica que

os anéis A e B sao isomorfos.
1.13 Teorema. As afirmagdes abaizo sio equivalentes, para dlgebras de Artin A e A'.
L Ao A

2. Eziste  um  A-mddulo  projetivo  finitamente gerado P tal que

A € add(P) e Enda(P) = A" como anéis.

3. Ezistem projetivos P € mod(A),Q € mod(A’) tais que A € add(P),A’ € add(Q)
e EndA(P) = Enda/(Q)

Demonstragao.

(1=2)

Seja F : mod(A’) — mod A uma equivaléncia e faga P = F(A’).

Aplicando o Teorema de Krull-Schmidt ao A-médulo projetivo A’, tem-se A’ = @®P;.
Portanto P = F(A') = F(@P]) = ®F(P;).

Considere P; um projetivo indecomponivel em mod(A) e recorde que F é denso. Entdo
existe um projetivo indecomponivel P; em mod(A’) tal que F(P; ) = Pi.

Dai, A = @P; = ®F(P]). Mas @®F(P; ) é somando direto de &F(P;) = P. Portanto
A € add(P).

10



Observe também que, por ser F um funtor plenamente fiel, vale
EndA(P) = Homa(F(A'), F(A')) = Homa(A', A') = (A)P,

onde os isomorfismos sdo isomorfismos de anéis.

(2=3)

Seja Q = A/A’. Entdo, Q é A-médulo projetivo finitamente gerado. E claro que
AN € add(Q).

Ora, A’°? = Endp/(A’) como anéis.

Entao, por hipétese, End(P) = Enda/(Q) = A’°P.

(3 = 1) Considere as dlgebras de Artin I' = EndA(P)°® e I'" = End/(Q)°P.

Por. hipétese,'[‘019 = """ como anéis: Entdo I' = . Neste caso, mod(I") e mod (™)
sao equivalentes.

Do lema 1.10, por serem P e Q projetivos, P} é equivalente a mod(I"), bem como iP?
é equivalente a mod(I").

Como A € add(P), A’ € add(Q), entdo a Observagdo 1.11 diz que P¥ = mod(A) e
P = mod(A’).

Assim,

mod(A) = P} = mod(T") = mod(I") = ﬂ’? =mod(A’) conforme enunciado.  JJJJ/

1.2 Funtores Coerentes

O interesse maior desta segio é estabelecer algumas defini¢es e enunciar resultados

sobre certas categorias de funtores, que serdo relevantes no préximo capitulo.

1.14 Defini¢ao. Uma, categoria C é uma categoria aditiva quando sdo satisfeitas as se-

guintes condigoes:
1. Para cada par de objetos X e Y, o conjunto Home(X,Y) é um grupo abeliano.

2. Para cada par de objetos X e Y, existe uma soma direta X® Y = M € €, ou seja,

existe um objeto M e morfismos i; e iy, m; e 7,

1 vl
X—=—=XeY =Y
Kas| i

]
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1.15

b)

c)

1.16

tz}is que
e i = Ix;
® 7T2‘.L2 = Iy;
o LT + 17 = Ixgy;

onde Ix indica o morfismo identidade em X.

. A composi¢do de morfismos em C é Z-bilinear , ou seja (f+ glh = fh + gh e

f(g +h) = fg + fh para quaisquer morfismos f, g e h de €.
Exemplos.

Seja Ab a categoria cujos objetos sdo os grupos abelianos e cujos morfismos sio os

homomorfismos de grupo, com composigio de fungdes.

Entédo Ab é uma categoria aditiva, pois, para cada par de grupos abelianos X e Y, e
para cada par de morfismos f e g em Hom(X,Y), definindo (f+ g)(x) = f(x) +g(x),

o conjunto Hom(X,Y) torna-se um grupo abeliano.

A soma direta serd, para dois grupos abelianos X e Y, o grupo abeliano X@®Y = X x ¥y

produto cartesiano de X e Y, com operacéo induzida pelas operagoes em X e Y.

De maneira semelhante, se A é dlgebra de Artin, mod(A) também é categoria
aditiva, uma vez que, dados os médulos M e N, Homp (M, N) é grupo abeliano e a

soma direta M @ N de médulos satisfaz as propriedades acima.

Seja M € mod(A), onde A ¢ uma 4lgebra de Artin. A categoria add(M) é categoria
aditiva. Com efeito, por ser add(M) uma subcategoria plena de mod(A), h4 a soma

direta de objetos de add(M) e esta soma direta estd em add(M).

Defini¢do. Um funtor F : € — D entre duas categorias aditivas € e D é funtor

aditivo quando, para cada par de objetos X e Y, a aplicacao

Hom(X,Y) "— Hom (F(X),F(Y))
h — F(h)

¢ homomorfismo de grupos abelianos.
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Para dar um exemplo de funtor aditivo, considere uma &lgebra de Artin A e

A € mod(A) fixado. Entao o funtor

Homa(A,—): mod(A) — Ab
B — Homa(A, B)
é funtor aditivo.

Lembre que, para o morfismo f : B; — B, em mod(A), estd bem definido o morfismo

em Ab
Hom(A,f): Hom(A,B;) — Hom(A,B;)

g:A—By —» fg:A—B;

Considere agora € uma categoria aditiva. Seja A um objeto de @ fixado. Denote por
[Home (A, —), F] a colegio de aplicagdes naturais entre os funtores aditivos F: € — Ab e
Home(A,—):C— Ab.

O lema seguinte, adaptagdo do tradicional Lema de Yoneda, é uma ferramenta ttil
e uma demonstragdo completa pode ser encontrada em [Jac89]. Neste texto, tanto este

Lema quanto a observagéo que o segue merecem atengéo.

1.17 Lema (de Yoneda). A cole¢io de aplicagées naturais [Home(A, —), Fl é um grupo

abeliano, isomorfo a F(A).
Demonstragao. De fato, sdo aplicagoes inversas uma da outra,

§: [Home(A,—),Fl — F(A)
[0 = F(e) = @alla)

onde I indica 0 morfismo identidade de A e

&: F(A) — [Home(A,—),F]
a = 8a)=9a
onde @, ¢ a aplicagdo natural
[Palx: Home(A,X) — F(X)

(k:A—=X) — F(k)(a) e
Isto basta para mostrar que hd uma bijecao entre [Home(A,—), Fl e F(A). Para com-

a=

pletar a prova do lema, é necessdrio munir o conjunto [Home(A, —), F] com uma operagao
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para tornd-lo grupo abeliano; se ¢ e 1 sdo aplicacdes naturais em [Home(A, —), Fl, entdo

a adigao

[0 +¥]x: Home(A,X) — F(X)
(k: A= X) = o@x(k)+Px(k)

o+ =
Xee
faz de [Home(A, —),F] um grupo abeliano, tendo como elemento neutro a aplicagao na-

tural
Ox: Home(A,X) — F(X)

(k:A=X) = 0

0=

Xee
Para finalizar, observe que, para aquelas ¢ e 1, vale

Flo +19) = (@ +WP)a(Ia) = @a(Ia) + Wa(la) = F(0) + F(W),

0 que mostra que § é homomorfismo de grupos abelianos. VA

Observagdo 1.18. Vale uma versao deste lema, para funtores contravariantes, ou seja, se F é

um funtor contravariante, entéo a colegio [Home(—, A), F] é um grupo abeliano, isomorfo

a F(A).

1.19 Exemplo. Se F = Home(—, A’) para algum objeto A’, entdo sdo isomorfos como

grupos abelianos [Home(—, A), Home(—, A’)] e Home(A, A').

A préxima defini¢do aparece de uma maneira mais geral em trabalhos de Auslander,
anteriores aquele estudado por esta dissertagio ([Aus71]). Veja por exemplo [Aus66].
Atualmente, uma abordagem moderna chama. os funtores coerentes de funtores finitamente
gerados, por haver uma disposi¢io em comparar categorias de funtores com categorias de
médulos (veja por exemplo [APT]). Neste trabalho opta-se por manter a terminologia

original.

1.20 Definicao. Seja M um médulo finitamente gerado sobre uma algebra de Artin. Um
funtor aditivo F : add(M) — Ab é chamado funtor coerente quando existe um morfismo
f:A; = Az em add(M) tal que, para qualquer X em add(M), a seqiiéncia de grupos
abelianos abaixo é exata :

Hom(X,f)
e

HOIII@(X, A]) Home(X, Az) —% F(X) — 0.
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1.21 Exemplo. Seja X € mod(A). Denota-se por (—,X) a restricio do funtor
Hom(—, X) : mod(A) — Ab & subcategoria add(M). Assim, o objeto resultante da
aplicagdo do funtor (—, X) sobre um objéto T € add(M) é o objeto (T, X).

Entao o funtor (—, X) : add(M) — Ab é um exemplo de funtor coerente.

1.22 Exemplo. Seja f: Iy — I; um morfismo em add(M). Entdo considere o funtor

F = (—, coker(f)) : add(M) — Ab
cuja associagao entre objetos é dada pela igualdade

(Saf): (S)IO) — (S)Il)
h:S—>1 » fh:S—=1,

F(S) = coker

e que, a cada morfismo t: ] — N em add(M), associa o morfismo

Ty = coker(N,f) — coker(],f)
[h.N =y I]] = [h.t:]—)l]]

onde o$ morfismos entre colchetes sio representantes das classes de equivaléncia nos co-
kernels.

Observe que T; estd bem definido.

Ent&o F é um exemplo de funtor coerente, pois é exata em Ab, para cada X € add(M)
a seqiiéncia,

(X,Io) 20 (x,1,) = F(X) = o.

Se M € mod(A), denota-se por Fp a colegio de funtores coerentes F : add(M) — Ab.
Esta colegao admite estrutura de categoria quando se considera como morfismos entre dois
funtores F e G as aplicacdes naturais @ : F — G. E com a estrutura de categoria que Fpm
serd apontada.

O préximo lema, além de ser importante em demonstragées no préximo capitulo,

permitird neste momento definir um conceito de seqiiéncia exata na categoria Fy.

1A defini¢io dada concorda com a defini¢ao ‘mais geral que se d4 para categorias abelianas, como em
[Aus71], evitando desenvolver a parte da teoria de categorias necessdria para definir as tais seqiiéncias

exatas em categorias abelianas.
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Este lema estabelece uma equivaléncia entre a categoria de funtores coerentes e uma,
certa categoria de médulos associada. Sua demonstragao envolve conceitos categdricos
e homolégicos que fogem ao escopo dessa dissertagio e pode ser encontrada no artigo

original de M. Auslander em [Aus71, 3.2]

1.23 Lema. Seja A uma digebra de Artin e M € mod(A) wm mddulo tal que
A € add(M)?. Considere a dlgebra de Artin T’ = EndA(M)P. O funtor

5: Fm — mod(N)
F — FM)

€ uma equivaléncia entre Fa e a categoria de T-mddulos & direita, finitamente gerados.

1.24 Definicao. Uma seqiiéncia de aplicacdes naturais F; -5 F, b, F3 em Fym é uma
seqiiéncia ezata em Fa quando a seqiiéncia Fi(M) 2 Fo(M) *™, F3(M) é exata em
mod(I).

A definigao acima admite a seguinte forma equivalente:

1.25 Proposigao. A seqiiéncia F1 5 F, b, F3 € ezata em Fpm se e somente se, para cada

C € add(M), a segiiéncia F1(C) <5 F,(C) 2S F3(C) € ezata em mod(T).

Observagdo 1.26. Recorde que, em uma categoria C, um objeto P é chamado objeto pro-
jetivo exatamente da mesma maneira como para médulos, ou seja, quando, para cada
epimorfismo g : M — N e para cada morfismo f : P — N, existe um morfismo f': P — M
tal que gf’ =f.

De maneira andloga, um objeto I é um objeto injetivo quando, para cada monomor-
fismo g: N — M, e para cada f : N — I, existe f': M — I tal que f'g = f.

Quando faz sentido falar de seqiiéncias exatas em uma categoria @, as defini¢des de
dimensdo projetiva e dimensao injetiva para um objeto C sio semelhantes as dadas para
médulos, de modo que ndo serdo explicitadas. As notagdes, neste caso, serd pde(C) e
ide(C).

Assim também serd feito para a definicdo de dimensdo global da categoria @, que seré

denotada. por gl. dim(C).

2tal médulo serd posteriormente chamado de gerador de mod(A)
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Observagio 1.27. Note que a equivaléncia estabelecida no Lema 1.23 garante que

gl. dim(Fnm) = gl. dim(T").

Convém, neste momento, descrever os objetos projetivos da categoria Fy. A préxima
proposigao mostra exemplos de projetivos em Fy e também mostra como sdo todos os

projetivos da categoria Fp.

1.28 Proposicao. Sdo verdadeiras as afirmagdes:

a) O funtor (—,C) : add(M) — Ab ¢ projetivo em Fnm, para todo C € add(M);
b) Se F € projetivo em Fp, entdo existe C € add(M) tal que F = (—, C).
Demonstragao.

a) Basta provar que, para cada seqiiéncia exata F; % F, v, F3 em Fpm, € exata a seqiiéncia,

em Ab:
((=010) (—0nw)

((_)C))F]) ((—)C))FZ) ——) ((—)C))F3)'

SeF1 & F, % F3 é exata em Fn, do lema anterior, F1(C) =< F,(C) ey F3(C) é
exata em mod(I"). Mas o Lema 1.18 diz que F;(C) = ((——, C),Fi). Assim, através

dos morfismos § e & definidos no Lema 1.17, é exata a seqiiéncia

((_)C))Fl) M (("‘) C))FZ) M) ((_)C))F3)'

Observe por fim que os morfismos G@cF e ((—, C), (p) sao iguais, bem como sédo

iguais os morfismos G cF e (( -, C), 11)). Isso termina essa parte da demonstragao.

b) Com efeito, observe que se F é coerente, hd um morfismo A, 5 A, tal que
(—,f)
(= A1) — (—A2) 2 F—0

é exata. Entdo, tomando C = coker(f), e considerando, do item anterior, que

(—, A1) e (—, Az) sdo projetivos, tem-se F = (—, C).

m
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Capitulo 2

A dimensao de representacao

2.1 A motivagao

A dimensdo de representagdo de uma &lgebra de Artin é um valor associado a essa
lgebra e foi introduzida com o objetivo de ajudar a entender o tipo de representacao
de uma algebra, um dos grandes problemas na teoria de representagoes. Foi definido por
Maurice Auslander e apresentado em uma apostila com titulo “Representation Dimension
of Artin Algebras”, publicado em 1971.. Por um longo periodo, esse conceito manteve-
se pouco utilizado, mas técnicas e pesquisas recentes vém ajudando a desvendar melhor
este nimero. Esta primeira segdo destina-se a mostrar, de uma maneira nao rigorosa,
os resultados que Auslander apresenta como motivadores da definicdo de dimensdo de
representacao. Estes resultados foram, posteriormente, melhor tratados em 1995, em
[ARS95], quando sao definidas as 4lgebras de Auslander. A partir desta segdo, quando
nao mencionado, os simbolos A e I' representam algebras de Artin e os médulos serdo

moédulos finitamente gerados sobre dlgebras de Artin.

2.1 Definicao. Para um mdédulo M, diz-se que dom.dim(M) > t quando dada uma

resolucdo injetiva minimal de M
O-M-Ih-L[i-Lo o
I; é prqjetivo para todo j < t.
O Teorema 2.4 abaixo fornece uma ‘comparagéo entre as algebras de tipo de repre-

18



sentacdo finito e dlgebras com restricdes em suas dimensdes global e dominante, as cha-

madas Algebras de Auslander.

2.2 Definicdo. Uma é&lgebra de Artin I' é chamada dlgebra de Auslander quando
dom.dim(T") > 2 e gl. dim(T") < 2.

Observagao 2.3. Observe que dlgebras de Auslander admitem médulos finitamente gerados
que sao projetivos e injetivos simultaneamente. Portanto, considere I' uma dlgebra de
Auslander e seja Tt o subconjunto finito de objetos de ind(I") formado pelos Mmédulos

projetivos-injetivos indecomponiveis. Denote por Qr a soma E Q.
QeTr
O teorema abaixo, conforme comentado, compara 4lgebras de tipo de representacio

finito e dlgebras de Auslander. Este teorema apresenta, na verdade, exemplos de dlgebras

de Auslander e sua prova pode ser encontrada por completo em [ARS95].

2.4 Teorema ([ARS95], cap. VI, 5.7). SejaS a colegio das classes de Morita-equivaléncia
[A] das dlgebras de Artin de tipo finito e V a colegio das classes de Morita-equivaléncia [T']
das dlgebras de Auslander. Se ind(A) = {M}l,, e Qr € 0 mddulo segundo a observagio

anterior, entao as aplicagdes abaizo sao bijecdes inversas entre si:

F: § — A% : V — S
Al = [Enda(3 M;)°P] M — [Endr(Qr)°"]

De uma maneira simplificada, o que este teorema diz é que se A ¢ dlgebra de Artin de

tipo finito, associada a ela hd uma élgeBra ' =F(A) que satisfaz:
1. gl.dim(T") < 2;
2. dom.dim(T") > 2e
3. A é Morita-equivalente a Endr(Qr)°P

O terceiro ponto acima serd generalizado mais a frente (lema 2.13) sob a mesma
hipétese de dimensdo dominante maior que 2, substituindo a soma de projetivos-injetivos
por um mdédulo bem conhecido, a envolvente injetiva da dlgebra A, como se pode observar

na Proposicdo 2.6, que segue o lema abaixo. Este lema apresenta a relacio entre a

dimensdo dominante de A e seus somandos.
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2.5 Lema. Seja I' uma dlgebra de Artin. Entdo dom.dimp(I") > 2 se e somente se

dom. dimp(P) > 2 para cada projetivo P em mod(T).

Demonstragao.
(&) Basta observar que I' é um projetivo finitamente gerado.

(=) Seja P um projetivo indecomponivel finitamente gerado e considere

09PLHLMP) L LP) —...

uma, resolugdo injetiva minimal de P. Como P é indecomponivel, a inclusdo natural
P < T induz um morfismo 1y : Io(P) — Io(T") que faz comutar o diagrama abaixo, onde

Io(I") é uma envolvente injetiva de T.

0

£ 1o(P) —=5 coker(f) — 0

: (1 l

i
& To() —5 coker(g) —=0

o
—e—— P20

0

O morfismo j é bem definido pela igualdade j(po + im(f)) = mr(i1(po)), e satisfaz
jTtp = Tl

A seta pontilhada indica que i; é monomorfismo: com efeito, sabendo que gi é mo-
nomorfismo (composta de monomorfismos) e que, portanto, gi = i;f é monomorfismo,
conclui-se que i; é monomorfismo, uma vez que f é monomorfismo essencial. E assim, por
ser Io(P) um injetivo, i; cinde, e nesse caso I4(P) é somando de Io(I"), que é projetivo.
Portanto, Io(P) também é projetivo.

Como os termos do meio nas seqiiéncias acima sdo injetivos, o Lema 1.9 diz que
Io(T") @ coker(f) = Io(P) @ coker(g). Nesse caso, as envolventes injetivas dessas somas

também serdo isomorfas, ou seja
Io(Io(T) @ coker(f)) = Io(Io(P) ® coker(g)). (2.1)

Entretanto

Io(Io(T) & coker(f)) = Io(Io(T")) @ Io( coker(f))
=N Io(coker(f))
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Io(To(P) @ coker(g)) = Io(Io(P)) @ Io( coker(g))
- = Io(P) @ Io( coker(g)).

Entdo, da equago (2.1),
Lo(T") @ To( coker(f)) = To(P) @ Io( coker(g)).
E como Io( coker(f)) = I;(P) e To( coker(g)) = I;(T"), vale
Io(") @ 1 (P) 2 Io(P) @ I,(I").

Mas por hipétese, I;(I") é projetivo. Logo, I;(P) é somando de projetivo, portanto proje-
tivo.

Seja T agora um projetivo finitamente gerado qualquer. Considere sua decomposicio
em indecomponiveis T = @P;, com P; € ind(I"). Observe que cada P; é projetivo inde-
componivel. Um argumento semelhante ao usado acima sobre a inclusdo natural P; < T
mostra que se 0 — T — Io(T) — I;(T) — ... é uma resolucdo injetiva minimal de T,

entao Io(T) e I1(T) sao projetivos. . m

2.6 Proposicao. Se dom.dim(I") > 2, entdo uma envolvente injetiva de T, digamos Io(T),
tem a propriedade que A = End(Io(I"))°P € Morita-equivalente a A’ = End(Qr)°?. Além

disso, todo projetivo finitamente gerado estd em fﬂ"m.

Demonstragdo. Suponha que as categorias add(Iy(T)) e add(Qr) sejam iguais.
Entao as categorias ﬂ’?(r) e fP?r também serao iguais, bem como Ji"m e Jr.

O Lema 1.10 associado ao Teorema 2.4 asseguram que
mod(A) ~ T:"(r) = f]’?r ~ mod(A').

desde que Io(T') seja projetivo, o que é verdadeiro por hipétese.

Entao basta verificar que add(Io(I")) = add(Qr).

Seja M € add(Io(T")). Entdo M é soma direta de somandos indecomponiveis de Io(T").
Observe que os somandos indecomponiveis de Iy(I") sdo isomorfos a elementos de T, pois
Io(T) é. projetivo-injetivo finitamente gerado. Portanto M é soma direta de Mmddulos

indecomponiveis em add(Qr).
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Por outro lado, seja Q; € Tr. Como Q; é projetivo indecomponivel, considere a,
inclusao natural Q; T Assim, compondo i com uma envolvente injetiva de I', digamos
M I4(T"), tem-se a seqiiéncia exata 0 — Q; g, I[o(I") que cinde, j& que Q; é injetivo.
Logo, Q; é somando de I4(I") e portanto Q; € add(Io(I")), para cada Q; € Tr. Portanto,
add(Qr) = add(Io(I")).

Para observar que todo projetivo P estd em Ji"m = TJ?", considere uma resolugao

injetivda minimal de P, digamos
0= P—Ih(P) > L1(P) = I(P) — ...

Do Lema 2.5, Io(P) e I;(P) sdo projetivos. Portanto, sio projetivos-injetivos, e estdo
em add(Qr) = add(Io(T)).
Entao,

0— P — IH(P) = Li(P)

¢ uma add(Io(T"))-apresentacio deP, e assim, P € J{"m. /A

2.2 A definigao

Com os resultados da primeira segdo em maos, pode-se agora apresentar a defini¢do
dada por Auslander para a dimenséo de representagio. O titulo desta secéo, a rigor, deve-
ria ser “As defini¢oes”, porque hd um esforco em caracterizar a dimenséo de representacio
em termos de geradores e cogeradores. "Tal caracterizacao ja havia sido dada por Aus-
lander naquele primeiro trabalho sobre essa dimensdo, mas usando outra nomenclatura.
Os trabalhos atuais tendem a usar como definicdo essa caracterizagio (e eventualmente
a outra, dada na préxima segéo), e o objetivo desta secio é apresentar o elo de ligacdo

(Teorema. 2.11 e Coroldrio 2.16) entre as duas definicdes que aparecem na literatura.

2.7 Definigao. [AusTl1]

A Dimensdo de Representagdo de uma algebra de Artin A é o nimero
.dim(A) = inf {gl.dim(T"
rep. dim(A) = inf (gl dim(T)

onde A(A) é a classe das dlgebras de Artin que satisfazem:
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e dom.dim(l") > 2e

e A é Morita-equivalente a Endr(Io(T))°P.

A principio, A(A) poderia ser vazia. O resultado em 2.11.b mostra que isso néao
ocorre. Para isso, é necessario definir médulos geradores e cogeradores, com os quais se
construirdo as dlgebras que estardo em A(A). Depois de alguns lemas técnicos, dar-se-§

uma resposta completa para a questao levantada acima.

2.8 Definicao. Um A-médulo X é dito gerador de mod(A) quando para todo médulo
N € mod(A), existe um epimorfismo f : X’ — N com X’ € add(X).
Um A-médulo Y é dito cogerador de mod(A) quando para todo médulo N € mod(A),

existe um monomorfismo f: N — Y’ com Y’ € add(Y).

Observagao 2.9. Sempre existem geradores e cogeradores para qualquer dlgebra de Artin.
De fato, o item (743) da proposi¢ao abaixo mostra que X = ®M; é gerador de mod(A),
onde {M;} é um conjunto contendo todos os A-médulos projetivos de ind(A). Analoga-
mente, se {N;} é um conjunto contendo todos os A-médulos injetivos indecomponiveis dois
a dois nao-isomorfos, entdo Y = @N; é um cogerador de mod(A).

Em particular, se A ¢ dlgebra de tipo finito, o médulo @ M é um gerador-cogerador
Meind(A)
de mod(A).
2.10 Proposigao. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes para um A-mddulo X:
i) X € gerador (resp. cogerador) de mod(A);
i) todo mddulo projetivo (resp. injetivo) estd em add(X);

iii) todo indecomponivel projetivo (resp. injetivo) é somando de X.

Demonstragao. A demonstragao serd feita para o caso “gerador”. O caso “cogerador”

tem prova dual.

i) = ii) Seja P um projetivo. Por ser X um gerador de mod(A), existe um epimorfismo

f:N — P com N € add(X). Logo, a seqiiéncia exata abaixo cinde:
0 - ker(f) 5 N5 P =0,
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ou seja, P @ ker(f) = N. Mas N € add(X), que é categoria fechada para somandos
e isomorfismos, de modo que P € add(X).

il) = iii) Se P é projetivo indecomponfvel, por hipétese existem n € N e E € mod(A)
tais que P@®E = nX. Fazendo X = @®!_,J; com J; indecomponivel parai € ({1,...,7},
o Teorema de Krull-Schmidt (1.1) nos assegura que existe s € {1,...,7} tal que

P = Js, como queriamos.

iii) = i) Seja M € mod(A), e considere f : Py — M sua cobertura projetiva. O morfismo
f é epimorfismo, ¢ Pg é soma de projetivos indecomponiveis. Entao, para cada
M € mod(A), existe um epimorfismo f : Py — M com Py € add(X). Assim, X é
gerador de mod(A).

m

Com estas informacdes estabelecidas, é possivel entdo enunciar o teorema mais impor-
tante desta secdo. A primeira afirmagao diz como sdo as 4lgebras em A(A), enquanto a

segunda resolve o problema da “nao-vacuidade” de A(A).

2.11 Teorema.

a) Se " € A(A), entdo existe um A-mddulo M € mod(A) gerador-cogerador, tal que
' é Morita-equivalente a Enda(M)°P.

b) Reciprocamente, se M € mod(A) € gerador-cogerador, entdo

I'=Enda(M)° € A(A).

A demonstragao deste teorema depende de alguns lemas técnicos, cujas demonstragoes
fazem uso intenso da linguagem categérica, e o Lema 2.12 necessita do uso dos funtores
Ext. A abordagem de cdlculo desses funtores segue de perto a usada por J. Rotman, na

referéncia abaixo. A demonstraciao do Teorema 2.11 encontra-se na pagina 29 deste texto.

2.12 Lema. Seja A uma dlgebra de Artin e M € mod(A) um gerador de mod(A).

1. Seja C; — C; — C3 uma sequéncia (ndo necessariamente ezata) de A-mddulos. Se
(-—, Cq) = (—,C3) = (=, C3) € uma sequéncia exata em Fp, entdo C; — C, — C3

€ uma sequéncia ezala.
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2. Um A-mddulo C € injetivo se e somente se (—, C) € injetivo em Fp.

3. Uma sequéncia ezata 0 — C — Iy — I; de A-mddulos em add(M) € uma coapre-

sentagdo injetiva minimal de C se e somente se
00— (—,C) = (— L) — (—11)
é coapresentacdo injetiva minimal de (—, C) em Fm.
Demonstracao. 1. Seja Cy —» C; — C 3 nas condigoes acima. Entao
(A, C1) = (A, C2) = (A, C)

é exata, ja que A € add(M), pois M é gerador de mod(A). Como (A,C) =C, é

exata C] —C;— C3.

2. Seja C € add(M). Entéo, conforme Rotman [Rot79, 7.12] (—, C) é injetivo em Fpy
se, e somente se Ext' (F, (—,C)) = 0 para todo F € Fm. (Recorde que o funtor

(—, C) pode ser interpretado como médulo).

A prova consiste em mostrar que esta tltima afirmagdo é equivalente a dizer que C

é injetivo em mod(A)

Antes, observe que a categoria Fy, tem dimensao global igual a dois, pois se F € Fy,

entao existe um morfismo f: Ay — A, tal que
(=1
(—,A]) — (—,Az) —F—=0.
Considerando o kernel de f, tem-se a seqiiéncia exata
0 > kerf — A 5 A, que gera
0= (= kerf) = (— A7) =0 (= Az) 5 F 0,

que é uma resolugao projetiva minimal de F, ja que (—, X) é projetivo, para qualquer
X € add(M).

Como isso vale para todo F € Fyy, entdo gl. dim(Fm) < 2.
Logo, fixe uma resolugao projetiva do funtor F
0—-(—C)) > (—C)—=(—Co —=F—o0.
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Entao os grupos Ext }(F, (—, C)) sdo calculados da seguinte maneira:

Aplicando o funtor Homg,, (—, (—, C)) ao complexo
0~ (—,C2) = (-, C4) = (—,Co)
tem-se
0— HOITI]-'M ((_) CO)) (_) C)) - Home ((_) (& )) (_) C)) - HOI'II}‘M ((_l CZ)y ('_) C)) — 0.

A Observagao 1.18 permite estabelecer que, para cada i, Homg,, ((—, Ci), (—, C))

IK

(C;, C), e portanto, é exata a seqiiéncia

0— (Co,C) = (Cq,C) = (Cy,C) — 0.

Logo, Ext'(F,(—,C)) = 0 para cada i € N e para cada F € F se, e somente se,

dada uma seqiiéncia exata

02Co—oCi—oCy—0,

a seqiiéncia
(Co,C) = (Cq,C) = (C3,C) — 0.

é exata, se e somente se, C é injetivo.

3. Decorre dos itens anteriores.

m

2.13 Lema. Se M € um gerador-cogerador de mod(A) e se dom.dim(I") > 2 onde
I'=EndA(M)°?, entdo A ~, Endr (IO(F))OP, onde 1o(T") € uma envolvente injetiva de I.

Demonstragdo. Observe que a subcategoria aditiva gerada por Io(I") é a subcategoria de
mod(f) que contém todos os maddulos finitamente gerados que sao projetivos e injetivos.
Considerando a equivaléncia no Lema 1.23, esta subcategoria corresponde aos funtores de
Fm que sao injetivos e projetivos. Recorde que no lema anterior, um funtor projetivo-
injetivo deve ter a forma (—,I) onde I € add(M) é injetivo em mod(A).

Assim, se {Ii}}‘=| é um conjunto contendo um representante de cada isoclasse dos in-

decomponiveis injetivos de mod(A), entdo o funtor (—, Z;‘:] Ij) gera todos os funtores

injetivos e projetivos.
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Dessas consideragoes, segue que Endp (Io(l"))w e Endg, ((—, Z;;, Ij))op
séo Morita-equivalentes. Mas Endz, ((—, Y ;-;1;)) = Enda ( X2, ;). Por fim, observe
que Enda ( Z;; Ij) é Morita-equivalente a A°P. Dai, Endr (IO(F))Op ~a A V//A

2.14 Lema. Sejam I' uma dlgebra de Artin e 1 um T-médulo injetivo. Entio I} satisfaz:

1. Sel; el; estdo em It ese 0 = M — I} = 1, € exata, entdo M € J1.

2. Um mddulo Q € 3} € injetivo nesta categoria se e somente se Q € add(I).
Demonstracdo. 1. E preciso encontrar uma add(I)-coapresentagio para M.

Sejam 0 — I; L5 Aq &, Are0— 1, b, B, L B, duas add(I)-coapresentagoes de

I; e I, respectivamente.
Como A; e B; estao em add(I), A, @ B; também esta.

Considere o diagrama, abaixo, onde g; é induzido por g.

o
0 I & Ay % Az
g9 191
0 I B B,

L L

Al . a s
Se a sequéncia 0 - M S, A, ﬂ) A, ® B, for exata, entdo tem-se o resultado.

Observe que d;f é monomorfismo, pois é composta de monomorfismos. Como
(d2 g1) o dj o f(m) = (dpdif(m),gidif(m)) = (0,L1gf(m)) = (0,0), tem-se
im(d;f) C ker(d; gi).

Por outro lado, se a € ker(d;, g;), tem-se dy(a) = 0 e gi(a) = 0. Assim,
a € ker(d;) = im(d;), ou seja, existe i; € I tal que d;(i;) = a. Aplicando g; nessa
igualdade, vem 0 = g¢(a) = g1(ds(i1)) = Lig(is). Portanto g(i;) € ker(l;) = {0},

ja que 1y é monomorfismo.

Entdao g(i;) = 0 e i; € ker(g) = im(f), o que implica que existe m € M tal
que f(m) = 1;. Ou seja, existe m € M tal que d:f(m) = d;(i;) = a. E assim,

a € im(d,f).
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2. (=)

Existe uma sequéncia exata 0 — Q — I; — I, com I; € add(I). Como Q §é
injetivo em J%, serd somando de I;. Mas add(I) é fechada para somandos, e portanto

Q € add(I).
(<)

Seja. Q um mdédulo em addI. Q serd injetivo em J! se, e somente se, dados o
f : .
monomorfismo 0 — M; 2 M, e o morfismo M; — Q, na categoria J}, exista um

morfismo M, 15 Q em 7} tal que f’g = f.

Sendo Q somando direto de um injetivo de modT" (recorde que Q € add I), devera
ser injetivo em modT. Neste caso, hd um morfismo f' : M; —» Q em modTl de
modo que vale f’g = f. Como J} é subcategoria plena de modT, entédo f’ é morfismo

de J!, e portanto, o diagrama abaixo é comutativo em J.

0—M; =M,

e

Q
m

2.15 Lema. Se um '-mddulo P em f]§°(r) € projetivo em 3?(” entio P € I'-mddulo proje-

tivo.

Demonstracido. Se P € Ji"(r) é projetivo nesta categoria, e indecomponivel, por ser I' uma

algebra de Artin, P admite uma cobertura projetiva Pg X P 0. Como dom. dim(T") > 2,

o projetivo Py estd em 3?(” (Proposigao 2.6).

Neste caso, f é morfismo de 31"“"), pois esta é uma subcategoria plena de mod(Tl").

Mais que isso, f é epimorfismo em J?m, uma vez que f é epimorfismo em mod(I).

()

Assim, sendo f : Py — P um epimorfismo em J:" e sendo P um projetivo nesta

categoria, havera um morfismo g : P — Py de modo que fg = Ip. Diagramaticamente,

significa que existe um morfismo g em J i"(m tal que, comuta o digrama abaixo.

5|

PO—>P—————>O
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) e s f .
Como o morfismo g é morfismo em mod(T"), a seqiiéncia exata Py — P — O cinde, o

que significa que P é somando de Py, que é projetivo em mod(I'). Logo, P € projetivo em
mod(T).

m

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.11.

a) Esta demonstragio serd dividida em trés partes. Primeiro, serd construido um A-
médulo M finitamente gerado, que satisfaga " ~,,, Ends(M)°P. Posteriormente, mostrar-
se-4 que o médulo M construido é gerador-cogerador.

Com efeito, se I' € A(A), por defini¢do, A é Morita-equivalente a Endr(Io(I"))°P, onde
0TS Io(I") é uma envolvente injetiva de T".

Como Iy(T) é injetivo, o Lema 1.10 garante que f]i"m é categoria equivalente a mod(A’),
onde A’ = Endr(Io(I"))°P.

Neste caso, A é Morita-equivalente a, A’, e portanto, Ji"m é equivalente a mod(A).

Seja @ : 35"(” — mod(A) uma particular equivaléncia.

Como dom.dim(T") > 2, a Proposi¢ido 2.6 diz que todo projetivo de mod(I") estd na
categoria, J £°(r). Entéo o -mddulo projetivo Q = &P; (onde {Pq, Py, ..., Pt} é um conjunto
com todos os projetivos indecomponiveis nao-isomorfos dois a dois) estd em 3£°m.

Seja M = @(Q) € mod(A). Para este A-médulo M vale I' ~,, Endx(M)°P.

De fato, como I' € add(Q), o Teorema de Morita (1.13) diz que I' ~,, Endr(Q)°P. E ja
que @ é equivaléncia, Endr(Q)°? = EndA(M)°P. Entao, I' ~n Endr(Q)°P = Enda(M)°P.

O préximo passo é mostrar que M é cogerador de mod(A).

Para isso, recorde que a Proposigao 2.10 exige de M que todo injetivo indecomponivel
seja somando direto de M.

Seja, pois, N um injetivo indecomponivel em mod(A).

Pela equivaléncia ¢, considere Q' € Ji"m tal que @(Q’) = N.

Observe que Q' é indecomponivel e injetivo na categoria Ji"m 1

Se Q’ for somando de Q, entdo @(Q’) = N serd somando de @(Q) = M e esta parte

da demonstragao termina.

Do Lema 2.14, Q' ser injetivo em J:"(r) implica que Q' € add(Io(T)).

1 Para defini¢do de injetivos e projetivos em categorias, veja a pagina 16.
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Mas sendo Q’ indecomponivel, deverd ser somando de Io(I"). Por ser este injetivo-
projetivo, devera Q’ ser injetivo-projetivo em mod(I").

Como Q foi construido somando os indecomponiveis nao-isomorfos (dois a dois) pro-
jetivos em mod(T"), entdo, Q' é um somando de Q. E sssim N é somando de M, o que
permite concluir que M é um cogerador de mod(A).

Por fim, basta verificar que M é gerador de mod(A).

Seja N um projetivo indecomponivel em mod(A). Pela equivaléncia ¢, considere
Q' e 3§°m tal que @(Q’) = N.

Observe que Q' é indecomponivel e projetivo em fJI]"(r).

Se Q' for somando de Q, entdo N serd somando de M, e como no caso acima, pela
Proposi¢ao 2.10, M ser4d um gerador de mod(A).

Do Lema 2.15, se Q' é projetivo em Ji"m e indecomponivel, entdo Q’ é projetivo em
mod(l') e indecomponivel.

Recorde que Q foi construido somando projetivos indecomponiveis de mod(T"). Entao,
Q' é um somando de Q, e assim, N é somando de M.

Logo, M é um gerador de mod(A), e com isso, fica provado que M é um gerador-

cogerador de mod(A).

b) Para que I' € A(A), deve ser verificado que
i) dom.dimp(T) > 2
il) A ~“m Endr(lo(r))°p

Sob a hipétese de dimenséo dominante maior ou igual a 2, a parte (ii) acima é exata-
mente o que afirma o Lema 2.13.

E uma vez que se demonstre que todo médulo projetivo X em mod(T") tenha dimensao
dominante no minimo 2, fica provado que dom. dim(T") > 2, j& que I' é M-médulo projetivo.
Ou seja, estard completa a prova de (b).

Seja X um IMmédulo projetivo finitamente gerado. O Lema 1.23 diz que existe uma
equivaléncia § : Fp — mod(l). Considere F = F'(X), onde ' é uma cquivaléncia.

inversa de §. Como X é projetivo, o funtor F serd um funtor projetivo em Fym. A
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Proposicao 1.28 caracteriza os funtores projetivos em Fpm, garantindo a existéncia de um
C em add(M) de modo que F = (—, C).

Considere, para este C, uma coapresentagao injetiva minimal
05 C—IH(C) = Ii(C).

Como M € cogerador, a Proposicao 2.10 diz que I4(C) e I1(C) estdo em add(M).
Entao, do Lema 2.12,

0—(—,C) = (—10(C) = (- 1i(C)

é uma coapresentacgio injetiva minimal de (—, C). E da jd citada Proposi¢ao 1.28, séo
projetivos em Fu os funtores (—,Io(C)) e (—,;(C)).
Observe que aquela coapresentagao injetiva minimal pode ser alongada a uma resolugéo

injetiva minimal
0= (—C) = (—(C) = (= L(C) 2 F, 9 F3— ...
Tomando a equivaléncia ¥ sobre esta seqiiéncia, tem-se
02 X=F((—L(C)) 25 ((—1(C)) = F(F) > F(F3) > ...

uma resolugéo injetiva minimal de X, em que os dois primeiros injetivos, ¥ (—, IO(C)) e
3(—,11(C)) sao também projetivos, jé que (—,Io(C)) e (—,11(C)) sao projetivos. Logo,
dom. dim(X) > 2, para cada X € mod(A) projetivo. /A

O préximo corolério, decorrente do Teorema 2.11, é freqiientemente usado como de-
finicao para a dimensdo de representagao. Esta caracterizacio serd ttil quando for ne-

cessario calcular a dimensao de representacdo de algumas classes de lgebras.

2.16 Coroldrio. Para uma dlgebra de Artin A vale:
.dim(A) = inf {gl.dim(l")} =
rep. dim(A) o A){g im(I")}

inf { gl. dim(Endx M) : M€ gerador-cogerador de mod(A)}
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2.3 < Uma outra caracterizacao

Esta segao apresenta uma maneira de calcular a dimenséo de representacao, que ests
implicita no principal texto de M. Auslander sobre o assunto ([Aus71]) e em artigos mais
recentes, como em [Dug02], [Guo05], [APT] e [Xi00]. A abordagem abaixo foi sintetizada
por Coelho e Platzeck em [CP04], e mostra o uso de resolugoes de aproximagdes no célculo
da dimensao de representagido. Usando as idéias desta secao, serdo apresentados exemplos
no préoximo capitulo.

Seja € uma subcategoria plena de mod(A) e considere C %y M um morfismo em A.

2.17 Definigao. O morfismo f é uma C-aprozimacdo d esquerda para M quando C € @

e, para cada X € C, a seqiiéncia abaixo é exata em Ab:
(X, ) 2% (x, M) = o.

Uma seqiiéncia exata

P GRILLN NYGRILINY VN

€ uma resolucdo de C-aprozimagées de M quando C; € € e para cada X € G, é exata a
seqliéncia em Ab

0— (X,Cp) B B0 M) 0.

O numero 1 é chamado comprimento da resolucdo.

2.18 Exemplo. Se Y € add(M), entdo um isomorfismo f : Y — Y é uma resolucio de
add(M)-aproximagdes de comprimento 1, pois 0 — (X,Y) 14, (X,Y) — 0 é exata em
Ab para qualquer X € add(M).

2.19 Definigao. Um A-médulo M é chamado r-aprozimador quando todo A-mdédulo

admite uma resolugdo de add(M)-aproximagcoes de comprimento no maximo T.
O préximo lema é necessdrio para a caracterizaciao dada a frente.

2.20 Lema. Seja M € mod(A)

a) Se Y € mod(A) tem uma resolucdo de add(M)-aprozimagées com comprimento s,

entdo pdg,, (—,Y) <s—1
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b)

Reciprocamente, se pdg,, (—,Y) < s —1 e M € gerador de mod(A), entdo Y tem

uma resolucdo de add(M)-aprorimagies de comprimento s.

Demonstragao.

a)

b)

Considere que a seqiiéncia abaixo seja uma resolucdo de add(M )-aproximacdes de

Y com comprimento s:
0o Mg 1 —>...oMyg—=Y—=0.

Entao, M; € add(M), para cada i € {0,...,s — 1}. Por definicdo é exata em Fp a

seqiiéncia,

0> (—Msq) > ... 2 (=, Mpy) = (—,Y) > 0. (2.2)

Como em Fym os projetivos sdo da forma (—,C), com C € add(M) (Proposicdo

1.28), s@o projetivos em Fp os funtores (—, M).

Logo a seqiiéncia (2.2) é uma resolucdo projetiva de (—,Y) e portanto

Se pdy, (—,Y) < s — 1, entdo existe uma resolugéo projetiva de (—, Y) em Fp com
comprimento s — 1. Novamente da Proposigio 1.28, tem-se que os projetivos de Fm
sao da forma (—,C) com C € add(M). Logo uma resolucao projetiva de (—, Y) tem
a forma

0— (— Me) =5 .25 (=, Mo) 2 (—,Y) =0 (2.3)
com M; € add(M).

Como M é gerador, a Proposigio 2.10 diz que A € add(M). Entdo é exata a

seqiiéncia

0= (A, My_y) 22ty 100a, (A Mg) 12204 (A Y) S 0. (2.4)

Cada morfismo entre colchetes é o morfismo pertencente & aplicacao natural ¢; da

seqiiéncia (2.3) correspondente a A.
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Mas Homa (A, M;) = M; mediante um isomorfismo 8;. Logo, é exata a seqiiéncia,
induzida

0o Moy =% .My S50 (2.5)
onde fi = 61___]] o [(pi]/\o 91.

O lema estard provado se (2.5) for uma resolucio de add(M)-aproximacdes. Mas

isso é verdade, uma vez que M; € add(M) e comuta o diagrama,

0—> (= Moy s oo — % (— V) —0

00— (—, My P . 2 (—Y) —0

my
2.21 Teorema. Seja A uma dlgebra de Artin. Se v €N, sdo equivalentes:
1. rep.dim(A) <r+1;
2. emiste um gerador-cogerador de mod(A) que é t-aprozimador.
Demonstragao.
(1 = 2) Suponha que s = rep.dim(A) < v+ 1.
Do Corolério 2.16, existe um médulo gerador-cogerador M € mod(A) tal que

gl.dim(T") = s, onde ' = End(M)°P.

Esta parte do teorema estard provada se M for um r-aproximador.

Para tanto, é preciso verificar que todo A-médulo X tem uma resolugdo de add(M)-

aproximagoes com comprimento T.

Se X € add(M), entdo considere um isomorfismo f : X — X. Assim, a seqiiéncia

abaixo é uma resolugio de add(M)-aproximacdes com comprimento T:
0—)CT—)...—)C2—)C1i>X—>O,

onde C; = X e, para cada j # 1, C; =0.
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Se X ¢ add(M), considere uma, coapresentacio injetiva minimal de X, por exemplo
0> X—=1p Y I,. Entdo o funtor F = (—, coker(f;)) definido no Exemplo 1.22
é coerente, uma vez que Iy e I; estdo em add(M), pois M é cogerador. Como no

Exemplo citado, é exata a seqiiéncia

0 (—X) = (— L) & (1) S Foo. (2.6)

Recorde que F e mod(T") séo categorias equivalentes (Lema 1.23), e assim
gl. dim(Fm) = gl. dim(T).

Portanto pdy,, (F) < gl. dim(Fm) = gl. dim(T") = s.
Como X ¢ add(M), entao (—, X) néo é projetivo em Fp (Proposigao 1.28).
Seja
O—=2Fii—...oF > (—X)—=0 (2.7)
uma resolugao projetiva minimal de (—, X), onde n = pd(—, X).

Entao, colando as seqiiéncias (2.6) e (2.7) tem-se a seqiiéncia exata

0 Fr - TR—— >(—,Ip) — (-, 1)) —F—0
\(_,X)/’
0/ \O

Assim, pd(F) =n+2 < gl.dim(Fm) =s. Edain+2 < s, donden < s—2, ou
seja, pd(—,X) < s—2.

Observe que o Lema anterior afirma que neste caso, (—, X) admite uma resolugao

de add(M)-aproximagdes com comprimento s — 1. Seja
0—-F _,—...0oFF2F=0

uma tal resolugao. Alongando esta resolugio com “zeros”, encontra-se uma resolucao
de add(M)-aproximagées com comprimento T, o que prova, portanto, que M é T-

aproximador.
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(2= 1) Suponha que M seja um gerador-cogerador de mod(A) que seja T-aproximador.

Para demonstrar que rep.dim(A) < r + 1, basta mostrar que
gl.dim(T") < r+ 1, onde I' = End(M)°P.

Mas, pela equivaléncia no Lema 1.23, é suficiente mostrar que gl. dim(Fpm) < v+ 1.

Seja. F um funtor coerente qualquer em Fy. Por defini¢io, existe um morfismo

£:X" = X' em add(M) tal que
(=, X") =0, (- X)=F=0 é exata em Fm.
Seja X = ker(f). Entdo é exata a seqiiéncia
=3 X =3 X" 5 X

Como M é r-aproximador, existe uma resoluciao de add(M)-aproximacdes para X,

com comprimento T.
Seja
0oM,—...oM Iy X0

uma tal resolucdo. Entdo, M; € add(M) para todoie{l,...,1}e
0= (—M)> ... (M) — (—,X)=0 é exata em Fm.  (2.8)
Como X é kernel de f,
0 (—X) = (x5 (- x)sFo0 ¢ exata em Fam.  (2.9)

Colando (2.8) e (2.9) tem-se a seqiiéncia exata § em Fpm

0-—)(—.Mr)% —)(—’M]) ...................................... ).(_,xlllé(_’xl)_)}:_)o
(_IX)
o/ \0
Recorde que (—,M;), (—,X’) e (—,X”) sdo projetivos em Fpq, e portanto & é

resolucdo projetiva de F. Entao, pdg, (F) = r 4+ 1 para qualquer F € Fy. Neste
caso, gl. dim(Fm) < v+ 2. E portanto, gl. dim(T) < 1+ 2.
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2.22 Coroldrio. Para uma dlgebra de Artin A, vale:
rep.dim(A) = r + 1 & eziste um gerador-cogerador v-aprozimador, mas ndo hd ne-

nhum gerador-cogerador s-aprozimador, para s < 7.
Demonstragdo. Com efeito, se houvesse um s-aproximador com s < T, entdo
rep.dim(A) < s+ 1 <1+ 1 =rep.dim(A)

e assim, T = s, contradigao.
Por outro lado, se hd um r-aproximador, do Teorema acima, rep.dim(A) < v+ 1.
Se, por absurdo, rep.dim(A) < r + 1, entdo rep.dim(A) < r e portanto haveria um

(v — 1)-aproximador, contradicdo. ml
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Capitulo 3

Alguns Exemplos

Neste capitulo pretende-se apresentar alguns exemplos de dlgebras para as quais é
possivel encontrar a dimensd@o de representagio usando as técnicas do capitulo anterior.
No fim do capitulo sdo apresentados também resumos dos principais resultados sobre a

dimensao de representacao que se podem encontrar publicados.

A situacdo mais simples é aquela em que a 4lgebra é semi-simples. Para tais 4lgebras

vale o seguinte:
3.1 Teorema. Seja A uma dlgebra de Artin.

A dlgebra A € semi-simples se, e somente se rep.dim(A) = 0.
Demonstragao.

(=) Se A é semi-simples, serd semi-simples o médulo D(A). Entdo é semi-simples a
algebra I' = End (/\ ® D(/\)) °?. Neste caso, rep.dim(A) < gl. dim(T") = 0, j4 que
A @® D(A) é gerador-cogerador de A .

(&) Serep.dim(A) =0, seja M um gerador-cogerador de mod(A) tal que
0 = rep. dim(A) = gl. dim (EndA(M))*".

Se A nao é semi-simples, entdo existe um projetivo indecomponivel P com compri-
mento maior ou igual a 2. Como M é gerador, P é somando direto de M, e portanto

EndA(M)°P ndo pode ser semi-simples, contradicao.
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Observagao 3.2. Algo importante de se observar é que nao hé dlgebras de Artin com
dimensao de representagéo igual a 1. Isso decorre diretamente do Teorema 2.21, uma vez

que nao podem ocorrer resolugoes de aproximagao de comprimento 0.

A dimenséo de representagdo caracteriza as dlgebras de tipo de representagao finito.
O préximo teorema, mais especificamente a equivaléncia entre (a) e (b), seguindo as
idéias da secdo (2.1) é que motiva Auslander a afirmar que € esperado que a dimensdo
de representagdo forneca uma maneira razodvel de medir qudo distante uma dlgebra de

Artin estd de ser de tipo de representagdo finito [Aus71, pg 134].
3.3 Teorema. Para uma dlgebra de Artin A, sio equivalentes:
a) rep.dim(A) < 2.
b) A € dlgebra de tipo finito.
¢) Eziste M € mod(A) tal que add(M) = mod(A).
d) Eziste M gerador-cogerador de mod(A), 1-aprozimador.
Demonstragao.
(a= b) Para que A seja 4lgebra de tipo de representacio finito, é necessirio que haja

um nimero finito de A-médulos indecomponiveis, finitamente gerados, dois a dois

nao isomorfos.
Seja N um indecomponivel de mod(A).

Como rep. dim(A) < 2, o Teorema 2.21 garante que existe um A-médulo M gerador-

cogerador de mod(A) que é 1-aproximador.

Entao, existe uma resolugdo de add(M)-aproximagoes de N com comprimento 1.
Seja 0 — K 5N =0 tal resolugdo, onde K € add(M). Portanto, K = N e dai
N € add(M). Como N é indecomponivel, deve ser um somando direto de M. Mas
M tem um nimero finito de somandos indecomponiveis (Teorema 1.1), de onde se

conclui que existe apenas um niimero finito de indecomponiveis em mod(A).
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(b=c) Seja M = @ M,;. Entao certamente mod(A) = add(M), uma vez que todo
M; €ind (A)
A-mdédulo finitamente gerado tem seus somandos diretos em add(M).
(c = d) Se M é tal que add(M) = mod(A), entdo M é gerador-cogerador, uma vez
que A € add(M) e D(A) € add(M) (Proposi¢ao 2.10). Este M também é um
1-aproximador, pois, para cada X € mod(A), um isomorfismo 0 -5 X -5 X — 0 é

uma, resolugao de add(M)-aproximagoes de X com comprimento 1.

(d = a) Resulta imediatamente da implicagdo (2 = 1) do Teorema 2.21 com 1 = 1.

m

3.1 Dimensao de Représentagéio 3

Na primeira parte deste capitulo observou-se caracterizagdes, por meio da dimensio
de representagéo, das algebras semi-simples e slgebras de tipo de representagao finito.
Nesta secéo, as algebras em questao sdo dlgebras de tipo infinito.

Um dos fatos que pode ser motivador para encontrar 4lgebras com dimensdo de re-
presentacdo no méximo 3 é aquele comentado na introducgido desta dissertagdo, que é
o resultado encontrado por Igusa e Todorov, em [IT02]. Segundo este artigo, quando
uma dlgebra de Artin A tem dimensdo de representagdo no méximo 3, vale a conjectura

finitistica, ou seja, é finito o valor de
fin. dim(A) = sup{pd(X) : X € mod(A) e pd,(X) < co}.

A proposigdo abaixo decorre diretamente do Corolério 2.22 e da caracterizacao dada
no Teorema 3.3 e serd 1til sob esta hipdtese, para calcular a dimensio de representagio

de élgebras hereditérias, dlgebras coladas a direita e 4lgebras laura.

3.4 Proposigao. Seja A uma dlgebra de Artin de tipo infinito. Entdo rep.dim(A) =3

se e somente se eziste um gerador-cogerador de mod(A) que € 2-aprozimador.

3.1.1 A dimensao de representagao de dlgebras hereditdrias

3.5 Definicao. Uma &lgebra de Artin A é dita dlgebra hereditdria quando os submédulos

do A-médulo regular oA sdo projetivos.
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Rotman ([Rot79, 4.23]) mostra que neste caso, se P é um A-médulo projetivo, entdao
todo submddulo de P é projetivo. Além disso, se I é um A-médulo injetivo e I’ é um
submédulo de I, entdo o médulo quocieﬂte {7 é injetivo.

Também é verdade que A é hereditdria se e somente se gl. dim(A) < 1. Veja, por
exemplo [ARS95, 5.2].

Exemplos de élgebras hereditarias sdo encontrados entre as dlgebras de caminho cujos
quivers néo tém ciclos orientados (veja, por exemplo, [Coe92]).

O principal teorema desta se¢do é o que garante que a dimensao de representacio de
algebras hereditarias de tipo infinito é igual a 3. Antes de provar este resultado, observe

o seguinte lema:

3.6 Lema. Seja A uma dlgebra hereditdria. Se X é um A-mddulo indecomponivel nao-

injetivo, entdo Homn (I, X) =0, para qualquer injetivo 1.

Demonstragdo. Seja f € Homa(I, X) um morfismo qualquer.

Entao é exata a seqiiéncia abaixo:

O—»im(f);)X—),—X——)O.
im(f)

Mas im(f) = kerl(ﬂ, pelo Teorema do homomorfismo (veja [AF92, 3.7]), e como A é

hereditaria, Frl(f_) é injetivo. Portanto im(f) é injetivo e a seqiliéncia acima cinde. Neste
caso, X = im(f) ® T, onde T = F)ff—) Mas X é indecomponivel, por hipétese. Entao
T =0ouim(f) =0. Se T =0, entdo X é igual a im(f), que é um mdédulo injetivo,
contrariando a hipétese. Assim, im(f) = 0, mostrando que f é morfismo nulo. Logo,

Homn (I, X) = 0. V/A

3.7 Teorema. Se A é uma dlgebra hereditdria de tipo de representagdo infinito, entdo

rep.dim(A) = 3.

Demonstragdo. Segundo a Proposigao 3.4, é suficiente encontrar um gerador-cogerador
de mod(A) que seja 2-aproximador.

Considere M = A @ D(A).

Como A & soma direta de todos os projetivos indecomponiveis presentes em ind(A) e
D(A) é soma direta de todos os injetivos indecomponiveis em ind(A), entdo M é gerador-

cogerador de mod(A).
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Para mostrar que M é também 2-aproximador, é necessdrio verificar que todo A-
médulo X admite uma resolugido de add(M)-aproximagoes com comprimento 2.
Se X € add(M), 0 = X =5 X — 0 é uma tal resolugio.
Se X ¢ add(M) e é indecomponivel, considere uma resolugéo projetiva minimal de X,
digamos
‘ 0 = Py = Py X — 0 (recorde que gl.dim(A) < 1).
Como Py e Py sdo projetivos, estdo em add(M). Para que esta resolugao seja uma resolugao

de add(M)-aproximagoes, basta que, para todo Y € add(M), a seqiiéncia de grupos

abelianos
0 — (Y, P1) = (Y, Po) Lo, (Y, X) — 0 seja exata.

Como

0 — (Y,P1) = (Y, Po) 16, (Y, X) sempre é exata, (Ver por exemplo [Ass97]).

Basta entao mostrar que, para cada Y € add(M), (Y, g) é sobrejetora.
Como M = A@D(A),se Y € add(M), entao os somandos diretos indecomponiveis de Y

sao projetivos ou injetivos. Portanto, basta verificar que se Y € add(M) é indecomponivel,

(Y,g) é sobrejetora.
Se Y € add(M) é um indecomponivel projetivo, ndo hd nada que mostrar.

Para Y indecomponivel injetivo, sera necessario mostrar antes que (M, g) é sobrejetora.

Observe que, do Lema 3.6
(D(/\), Po) — (D(/\),X) =0 — 0 é exata,

pois D(A) é injetivo, mas X nao é (se fosse, estaria em add(M)).
E como A é projetivo, (A, Pg) — (A, X) — 0 é exata.

Portanto,
0— (D(A)®A,Py) = (D(A) @ A, Po) = (D(A) ® A, X) — 0 ¢ exata.
Com isso, para o médulo D(A) @ A = M, tem-se a exatidao da seqiiéncia
0— (M,P;) = (M,Po) = (M, X) = 0.
Por fim considere entdo Y indecomponivel injetivo.
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Para que
(Y,g):  (Y,Po) —  (V,X)
h:Y—>Py —» gh:Y—oX
seja sobrejetora, é necessario que, dado t : Y — X, exista v:Y — Py tal que gv = t.
Como Y ¢ injetivo, a seqiiéncia 0 — Y & M cinde, ou seja, existe um epimorfismo

j: M =Y tal que ji = Iy. Considere o diagrama

j

1
il lt
\

Po—5>X—>0

Recorde que (M, g) é sobrejetora. Assim, como tj € (M, X), existe 1 € (M, Py) tal
que gl = tj. Entéo, dado t € (Y, X), existe v =1 € (Y, Py) tal que

gv =g(li) = (gUi = (Kl =t(ji) =tly =t.

Logo, (Y,g) é sobrejetora também no caso em que Y é injetivo indecomponivel. E

assim, para qualquer Y € add(M), para qualquer X indecomponivel, é exata a seqiiéncia
0 — (Y,P1) = (Y, Po) = (V,X) =0,

de onde se conclui que se X é indecomponivel, hd uma resolugao de add(M)- aproximagoes
com comprimento 2.

Se X ndo é indecomponivel, é soma direta de indecomponiveis, e as resolucoes de
add(M)-aproximacoes de seus somandos induzem uma resolugdo de comprimento 2 para

X, concluindo a demonstracio. V/A

3.1.2 Algebras coladas e Algebras Laura.

As colagens de élgebras foram introduzidas por Assem e Coelho([AC94]) para, segundo
os autores, “relacionar a teoria de parti¢des pré-projetivas e pré-injetivas introduzidas por
Auslander e Smalg, com a teoria das élgebras inclinadas (‘tilted’), introduzidas por Happel
e Ringel”. Posteriormente, outras propriedades das algebras coladas foram estudadas em
[ACO03], onde também, ou principalmente, sdo apresentadas as algebras laura (as defini¢oes

sao dadas mais a frente).
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Além da classe de dlgebras coladas & direita e coladas & esquerda, a classe de algebras
laura generaliza outras importantes classes, como por exemplo, das dlgebras fracamente
shod (que por sua vez, contém a classe das dlgebras quasi-tilted, e portanto as dlgebras
tilted).

O principal resultado desta segao é mais um exemplo dado em [CP04] do uso da técnica
comentada naquele artigo, para o calculo da dimensdo de representagdo. Em [APT], os
autores calculam, usando o mesmo método, a dimensdo de representacio para algebras
tilted e para &lgebras estritamente laura (recorde que vale ainda a hipdtese de que as
algebras sdo de tipo de representagao infinito). Para estas e para as dlgebras coladas vale
que rep.dim(A) = 3. Neste tiltimo artigo ainda se mostra que se A é quasi-tilted, entédo
rep.dim(A) < 4.

A definigdo original de dlgebras coladas envolve conceitos que ndo convém ao escopo
desta dissertagdo, portanto serd assumido como definigdo a caracterizagdo dada abaixo.
Sua prova, bem como a defini¢do original de dlgebras coladas podem ser encontradas em
[AC94, ACO03]. Antes de enuncié-la, algumas defini¢des sdo necessarias.

Sejam X e Y dois A-médulos indecomponiveis. Um caminho de X a Y é uma seqiiéncia

(néo necessariamente exata) de morfismos nao-nulos
X=Xo—= X1 =2 X392 ... > Xn_1 = Xu =Y, onde XiEind(/\)

Se existe um caminho de X a Y, diz-se que X é um predecessor de Y, e que Y é um
sucessor de X. Esta situacdo é denotada por X ~ Y.
Observe que X é sucessor e predecessor de si mesmo.
Para uma algebra de Artin A, considere as subcategorias plenas de ind(A):
La = {Xe€ind(A):seY é predecessor de X, entdao pd(Y) < 1}

Rao = {Xe€ind(A):seY é sucessor de X, entao id(Y) < 1}
Recorde que uma subcategoria €’ de € é cofinita em € quando s6 existe um mumero

finito de objetos em C\ €’

Diz-se que uma proposi¢do P sobre objetos de uma categoria C wvale quase sem-
pre em € quando P ndo é verdadeira somente para um subconjunto finito de obje-
tos de €. Em outras palavras, P vale quase sempre em C quando a subcategoria

{X € € : P é verdadeira para X} é cofinita em C.
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3.8 Proposicao. Seja A uma dlgebra de Artin.

1. LA € fechada para predecessores e R € fechada para sucessores.
2. Séo equivalentes

(a) A € dlgebra de Artin colada & esquerda;
(b) LA é cofinita em ind(A);

(c) pd(X) < 1 quase sempre em ind(A).
3. Sao equivalentes

(a) A € dlgebra de Artin colada & direita;
(b) RA € cofinita em ind(A);

(c) id(X) € 1 quase sempre em ind(A).

Demonstragao. Para 2 e 3, veja [AC94] e [AC03]. Para ver que L, é fechada para pre-
decessores, é necessirio mostrar que para cada X € L, pd(T) € LA para qualquer
predecessor T de X. Isso é equivalente a exigir que, para cada predecessor Y de T, valha
pd(Y) < 1. MasseY ~ T, como T ~ X, entdo Y ~ X, e portanto pd(Y) < 1, j& que
X € L. A outra afirmagéo é dual e tem demonstragio semelhante. /A

3.9 Exemplo. Todas as algebras de tipo finito sdo coladas. Mas a reciproca nao é
verdadeira. Este exemplo pode ser visto com detalhes em [AC94]. A dlgebra de caminhos
dada pelo quiver abaixo

NS
AN

D
e _ ]

é uma colagem de duas dlgebra de Kronecker com uma dlgebra de radical quadrado nulo.

Mas nao é uma algebra de tipo finito.

A demonstragao do Lema abaixo pode ser encontrada em [AC03], e envolve os conceitos

de caminhos de irredutiveis, e morfismos quase cindidos a esquerda e a direita.
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3.10 Lema. [AC03, 1.5] Seja A uma dlgebra colada & esquerda. Se 1 é um injetivo
indecomponivel, entdo existe um nimero finito de mddulos N € LA de modo que ezista
um caminho 1 ~» N. Em outras palavras, para cada injetivo indecomponivel 1, existe um
niumero finito de sucessores de 1 em L. Dualmente, para cada P projetivo indecomponivel,

existe um numero finito de predecessores de P em RA.

Observagao 3.11. O conjunto X1 = {N € LA : I ~» N} é finito, para cada I injetivo
indecomponivel.
Portanto, se X denota o conjunto de todos os indecomponiveis injetivos em ind(A),

entdao A, = U A1 é um conjunto finito.
IeX
Observe que &) é fechado para sucessores. Com efeito, se N € X3, entao existe I € X

tal que I ~» N. Se N’ é sucessor de N, entdao, [ ~ N ~» N’, donde I ~» N’.
Observe ainda que se I é injetivo indecomponivel que estd em L, entdo I € X, pois

I é sucessor de si mesmo.

Com estas informagdes em maos, é possivel agora enunciar o resultado que calcula a

dimensao de representagao para dlgebras coladas.

3.12 Teorema. Se A € uma dlgebra de Artin de tipo infinito, colada & esquerda ou colada

a direita, entdo rep.dim(A) =3

Demonstragao. Seja A uma édlgebra colada a esquerda. De acordo com o Teorema 2.21,
é suficiente encontrar um gerador-cogerador de mod(A) que é 2-aproximador.
Como L € cofinita em ind(A), é finito o conjunto X; = ind(A) \ L.

Considere o conjunto finito
X =X, UX,U{P:P é projetivo indecomponivel},

onde A, é o conjunto definido na Observagio 3.11. Entdo M = @X é um gerador-

XeX
cogerador de mod(A). Com efeito, todos os projetivos indecomponiveis sao somandos de

M, por construgao, e se I é um indecomponivel injetivo que ndo esteja em LA (estando
portanto em X), entdo estard em A3, conforme a observagao acima.
Basta entao mostrar que M é um 2-aproximador, ou seja, existe uma resolucdo de

add(M)-aproximagGes com comprimento 2, para cada indecomponivel X.
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Se X € add(M), ndo ha nada que provar. Seja, portanto, X ¢ add(M). Entdo X € LA,
pois se ndo estivesse, deveria ser elemento de Xj, e portanto, estaria em add(M).

Como X € L e ndo é projetivo, vale pd(X) = 1.

Seja 0 — P; — Po — X — 0 uma resolugdo projetiva minimal de X.

Para que esta seqiiéncia exata seja resolugao de add(M )-aproximagoes, deve ser exata
a seqiiéncia

0= (Y,P1) = (Y,Po) = (Y, X) = 0,

para cada Y indecomponivel de add(M).

Recordando a demonstragdo do Teorema 3.7, basta verificar que é exata a seqiiéncia
(Y,Po) = (Y, X) — 0.

Issq é obviamente verdade se Y é projetivo. Mas se Y € X; ouse Y € X,, tem-se
(Y,X) =0. Com efeito, se Y € X; e f : Y'— X é morfismo nao nulo, Y ~» X. Mas X € L,
que ¢ fechada para predecessores (Proposicao 3.8). Neste caso, Y € L4, contradicéo. Se,
por outro lado, Y € A, e f : Y — X é morfismo néo nulo, Y ~» X. Mas X, é fechado

para sucessores (Observagao 3.11). Logo X estd em X e portanto, em add(M), outra

contradigao.
Portanto, fica estabelecido que se A é dlgebra colada & esquerda, rep.dim(A) = 3.
Para uma &lgebra colada a direita A, basta repetir os argumentos usando conceitos duais

de resolugao de add(M)-aproximacdes e provas duais dos resultados usados nesta demons-

tragao. /A

3.13 Definicao. Uma &lgebra de Artin A é um /flgebm Laura quando a subcategoria
plena LAURA é cofinita em ind(A). Uma dlgebra Laura é chamada Laura estrita quando

nao € quasi-tilted.

Os resultados a seguir estdo demonstrados em [APT], e usam o Teorema 2.21 para

construir o gerador-cogerador adequado.

3.14 Proposicao.

1. Se A € dlgebra tilted ou laura estrita, entdo rep.dim(A) = 3;

2. Se A € dlgebra quasi-tilted, entao rep.dim(A) < 4.
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3.2 Outros resultados

Virios autores debrucaram-se sobre a dimensao de representagao, e muitos resultados
foram éncontrados. Este capitulo tem o objetivo de apresentar alguns destes resultados,
sem a pretensdo de esgotar o tema. A maior parte dos resultados serd apenas enunciada,
explicada a relevancia do resultado e sers indicado ao leitor onde mais informagoes podem
ser encontradas. As dlgebras em questdo nesta segdo continuam sendo élgebras de Artin

de dimensao infinita nao-semi-simples.

Sobre a finitude da dimensao de representacdo. Recorde que a dimensao de re-
presentacao de uma &lgebra A foi caracterizada como sendo o infimo de um conjunto,
a saber, o conjunto das dimensdes globais de todas as algebras de endomorfismo de
geradores-cogeradores de mod(A) (veja o Coroldrio 2.16). Em principio, aquele con-
junto ndo precisaria ter um fnfimo, ou seja, para cada gerador-cogerador M € mod(A),
poderia ocorrer que a dimensio global de EndA(M)°P fosse infinita. Entretanto isso nao
ocorre.’

Xi j& especulava em [Xi02, 6.1] o usd de 4lgebras quase-hereditdrias para demonstrar
que 4lgebras sobre corpos tém dimensdo de representagao finita.

Com técnicas semelhantes, Osamu Iyama, em [Iya03], usando o fato de que a dimenséo
global de uma 4lgebra quase-hereditria é sempre finita, conseguiu mostrar que cada A-
médulo X finitamente gerado é somando de um médulo M de modo que EndA(M)°P é
quase-hereditdria. Com isso, foi possivel estabelecer o Teorema abaixo, que garante a
finitude da dimensdo de representacio. Vamos especificar melhor esta observagao. In-
formacdes relevantes sobre dlgebras quase-hereditarias podem ser encontradas no artigo
[DR89], de V. Dlab e C. M. Ringel, que fizeram uso deste conceito (introduzido por
Cline-Parchall-Scott [CPS88a, CPS88b]) para o estudo das élgebras de Artin.

3.15 Defini¢do. Um ideal ] de um anel R é dito ideal hereditdrio quando:
L P=J;
2. Jrad(R)] =0;
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3. rJ € um projetivo

Uma dlgebra de Artin A é dita dlgebra quase-hereditdria quando existe uma cadeia de
ideais
Jo=0ChClhiCclhC...Cla=A

i

tal que

: é ideal hereditdrio de A .

i-1 i-1

Exemplos de &lgebras quase-hereditdrias sdo as dlgebras com dimensao global no
méximo 2 ([DR89]).

A proposic¢ao abaixo foi demonstradé, no artigo citado acima, e a prova consiste em
encontrar uma certa cadeia de subcategorias de mod(A), que fornecerao uma cadeia de

ideais para a dlgebra definida na proposicao.

3.16 Proposigao. [Iya03, 2.2] Seja X um A-mddulo finitamente gerado qualquer.
Defina Xo = X € Xny1 = rad(End o(Xn))Xn S Xn.

Seja m o menor inteiro tal que X, = 0.
m—1

op
Entao, End A (Xo &) @ Xi> € uma dlgebra quasi-hereditaria.

i=1
3.17 Teorema. [Iya08, 1.2] Seja A uma dlgebra de Artin. A dimensdo de representagdo
de A\ € finita.

Demonstragdo. Sejam X e Y como na Observagido 2.9. Entdo Xo = X @ Y é gerador-
cogerador de mod(A), assim como M = Xy@® N, para cada A-médulo finitamente gerado
N. Entdo, aplicando o teorema acima ao médulo Xq, este serd somando direto de um
A-médulo M tal que Endx(M)°P é quasi-hereditéria. Isto significa que existe pelo menos

um gerador-cogerador M = Xo& N de mod(A) de modo que End (M )°P tenha dimensao
global finita. V/A

Sobre equivaléncias, extensdes e limitagdes Ainda em [Xi02], Xi buscava saber
quando algebras de certa forma equivalentes se relacionavam com relagdo a dimensao de
representacao. Ele havia definido o conceito de dlgebras estavelmente hereditdrias, que

sao algebras cujos projetivos indecomponiveis tém seus submddulos indecomponiveis ou
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projetivos ou simples, e cujos injetivos indecomponiveis tém seus fatores indecomponiveis
ou injetivos ou simples (Definicio 3.4 daquele artigo). Estas dlgebras generalizam as
dlgebras que sao estavelmente equivalentes a dlgebras hereditérias, e Xi mostrou que para
dlgebras estavelmente hereditérias, a dimensao de representacao é no maximo 3.

Entretanto, ele queria mostrar que 4lgebras estavelmente equivalentes tinham mesma,
dimensédo de representacio. Em seu artigo ele conseguiu verificar que a dimensao de repre-
sentacdo é invariante mediante equivaléncia estdvel de tipo de Morita, um caso particular
de equivaléncia estdvel. Em dois artigos, de maneira indepentende, X. Guo ([Guo05]) e
por A. Dugas ([Dug02], trabalhando com &lgebras sem nés) provaram finalmente que a
dimensao de representacgao é invariante segundo equivaléncia estavel.

Quando se trata de 4lgebras derivadamente equivalentes, Xi, mostra um exemplo
em que a dimensdo de representacdo nao é invariante sob este tipo de equivaléncia
([Xi02,- Observagao 2 da segdo 4]). Entretanto, a dimensdo de representagdo de ex-
tensoes triviais é preservada quando se tbmam para dlgebras derivadamente equivalentes
([Xi02, 4.2]).

F. U. Coelho e M. 1. Platzeck aproveitam-se deste fato e do Teorema em [CP04, 3]
para mostrar que se A é uma algebra tilted iterada, entdo rep.dim(T(A)) < 3, onde
T(A) é a extensao trivial de A. Este Teorema citado diz que extensoes triviais de dlgebras
hereditdrias tém dimensao de representacao no méximo 3. Estes autores também mostram
que, sob certas condicoes, dlgebras de Artin tém dimensao de representacéo limitada pela
dimensao de representagao de suas extensoes por um ponto.

Um mergulho de radicais f : A — I da &lgebra de Artin A na &lgebra de Artin I'" é
um monomorfismo que aplica o radical de Jacobson de A sobrejetivamente no radical de
I'. Esta definigdo é necesséria para o principal teorema em [EHIS04], que garante que se
f é um mergulho de radicais como acima, e se I' é de tipo finito, entdo rep. dim(A) < 3.
Com este resultado, os autores provam que uma 3lgebra bisserial especial tem dimensao
de representagdao no méaximo 3.

Um esfor¢o grande em mostrar que a dimensdo de representagdo separa os tipos de
representacao foi feito por Thorsten e outros, numa série de artigos, em que se calculam
a dimensdo de representacdo de varias dlgebras ([BHS04, Hol03, Hol04]), conseguindo

verificar que algumas 4lgebras mansas tém dimensédo de representacdo no maximo 3.
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Outra limitacdo foi obtida por Auslander, quando mostrou que uma &lgebra auto-
injetiva A com indice de nilpoténcia igual a n satisfaz rep.dim(A) < n+ 1. Como
exemplo, Auslander considerou o anel de grupos k[G], onde G é um grupo finito e k é um
corpo. .Nesse sentido, Thorten, recentemente [HH05] encontrou que algumas édlgebras de
grupo (Cz x Cam) que sdo de tipo de representacio selvagem (para m > 3) tém dimenséo

de representagao no maximo 3.

Sobre valores maiores para a dimensao de representagao Como se pode perceber,
havia muita expectativa de que a dimensdo de representagdo fosse no maximo 3, para
toda &lgebra de Artin. Muito tempo se pensou que isso fosse verdade, mas recentemente,
Raphaél Rouquier apresentou dois artigos em que apresentava um exemplo de algebra
de Artin com dimensdo de representagio maior que 3. Os artigos [Rou03], [Rou05], do

préprio Rouquier, e [KK05], de Henning Krause e de Dirk Kussin, tratam desse assunto.

Concluindo Muito ainda hé o que desvendar a respeito da dimenséo de representacao.
Aparentemente, esse niimero ainda nao revelou toda informacao que contém, muito menos
hé um meio simples de calculd-lo. Algumas pistas para desvendar mais sobre a dimensao
de representacdo seriam conhecer os indecomponiveis do complemento de A @ D(A) na
composi¢ao do gerador-cogerador que d4 o minimo para a dimensao global de End(M)°P,
observando sua distribui¢do no quiver de Auslander-Reiten; encontrar uma demonstragao
da finitude da dimensédo de representacido usando o Teorema 2.21, mostrando que sempre
existe um gerador-cogerador r-aproximador; e todas as perguntas que Auslander mesmo

elabora na tltima pagina do texto que deu inicio a essa dissertagao.
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