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Resumo

O conceito de dimensão de representação foi definido no início da década de 70 por

Maurice Auslander com a intenção de medir o tipo de representação de uma álgebra
de Artin A. Este número, inftgl. dim(onda(M)'P)}, onde M é gerador-cogerador de

mod(A), caracteriza m álgebras de tipo finito, ou seja, A é de tipo finito se, e somente

se, rep dim(A) < 2. Por longo tempo não foi possível apresentar resultados sobre esta

dimensão, mas com o avanço das técnicas na Teoria de Representações, muitos autores

recentemente têm mostrado novos caminhos para entender a dimensão de representação.

Entre esses resultados, destacam-se a finitude da dimensão de representação, a relação

com a conjectura finitística e as definições equivalentes de dimensão de representação que

permitem calcula-la para algumas classes de álgebra. Esta dissertação apresenta estas

definições equivalentes e exemplos de seu uso para calcular a dimensão de representação

de álgebras de tipo finito, álgebras hereditárias de tipo infinito, álgebras coladas à direita

e álgebras coladas à esquerda. São ainda comentados alguns resultados que aparecem na

literatura a respeito da dimensão de representação.



Abstract

The concept of representation dimension was introduced in the beginning of 70's by

Maurice Auslander with the intention to measure the representation type of an Artin

algebra A. This number, inftgl. dim(EndA(M)'P)}, where M is a generator-cogenerator

of mod(A), characterizes representation rinite algebras, or either, A is of representation

rinite tape if, and only if, rep. dim(.A.) < 2. For lona time it was not possible to present

results about representation dimension, but with the advance of techniques in the Repre-

sentation Theory, many authors recently have shown new way to reach the understanding

of representation dimension. Among these resulta, it could be distinguished finiteness of

representation dimension, the relation with finitistic conjecture and the equivalent defini-

tions for representation dimension that allow to calculate it for some classes of algebras.

This work presents these equivalent definitions and examples of their use to calculate the

representation dimension of rinite representation algebras, hereditary algebras of in6nite

type, right glued and left glued algebras. Some results that appear in literature regarding

the representation dimension are commented in the last section.
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Introdução

No começo da década de 70 do século passado, Maurice Auslander mostrou em "Re-

presentation Dimension of Artin Algebras" (IAus711) que a classe de álgebras de Artin

de tipo finito está fortemente ligada à classe de álgebras de Artin com dimensão global

no máximo 2 e dimensão dominante no mínimo 2. Para ser mais exala, considerando

Monta-equivalência, essas classes estão em correspondência biunívoca.

Isso o motivou a examinar com mais cuidado o que signiâcava pa-ra uma álgebra ter

dimensão dominante no mínimo 2, e dessa forma surgiu a "dimensão de representação"

como sendo um meio de "medir" quão longe uma álgebra de Artin está de ser de tipo de

representação finito.

Por muito tempo não houve nenhum avanço signi6cativo sobre o assunto, já que fica-

ram muitas perguntas sem resposta. Entretanto, recentemente o tema ganhou renovado

interesse, pois com o desenvolvimento técnico da teoria foi possível alargar a classe de

álgebras para as quais se pode conhecer melhor a dimensão de representação. Isso pode

parecer pouco, mas um resultado de K. lousa e G. Todorov jiT021 relacionou a dimensão

de representação com a conjectura finitística, que está ligada a outras conjecturas relevan-

tes. Aquele artigo mostra que, para álgebras com rep. dim(A) $ 3, a conjectura ânitística
é válida.

E sabido que a dimensão de representação é sempre finita e por muito tempo pensou-se

que ela não passasse de 3, mas recentemente R. Rouquier anunciou que conseguiu construir

uma álgebra com dimensão de representação igual a 4, e comentou que o exemplo poderia

ser estendido para todos os naturais maiores que 4.

Este trabalho objetivo colocar o máximo de informação possível a respeito da dimensão

de representação, apresentando essas relações e algumas classes de álgebras para as quais

.]ã sc sabe que cla é no máximo 3
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No primeiro capítulo, serão apresentados conceitos, de6nições e resultados relevan-

tes para o desenvolvimento dos capítulos posteriores. Entre esses resultados, o de mais

destaque é a equivalência entre duas categorias, apresentado no Lema 1.23.

As definições básicas sobre a dimensão de representação são apresentadas no segundo

capítulo, onde se pode observar a motivação e a de6nição dada por Auslander, uma carac-

terização importante que ele mesmo apresentou em termos de geradores e cogeradores, e

uma caracterização devida a Coelho e Platzeck, em termos de resoluções de aproximações.

Destacam-se os Teoremas 2.11 e 2.21.

No último capítulo, são apresentador alguns exemplos que exploram as técnicas de-

senvolvidas no segundo capítulo, calculando a dimensão de representação de álgebras de

Artin de tipo finito, álgebras hereditárias e álgebras coladas.

Também aparecem no último capítulo, um resumo dos resultados que aparecem na

literatura, apresentando limitantes para a dimensão de representação de algumas classes

de álgebras, como as Álgebras Loura, álgebras que são mergulhos em radicais de álgebras
de tipo finito, entre outros resultados.



Capítulo l

Algebras e Módulos
.P

As álgebras e módulos constituem um campo

volvido. Muitos trabalhos foram apresentados em forma de livros, artigos, apresentações

em encontros científicos. Os resultados básicos usados nessa dissertação podem ser en-

contrados em textos como os livros de J.J. Rotman IRot791, de F. Anderson e K. Fuller

IAF92j e de 1. Assem IAss971

Este trabalho baseia-se em um tipo específico de álgebras (as álgebras de Artin) e
módulos sobre estas álgebras. Nesta seção, são apresentadas as deânições e resultados

gerais, que podem ser encontrados na literatura publicada sobre o assunto. As notações

seguem de perto as usadas por Auslander em IAus711, e por Auslander, Reiten e Smalg,

no texto clássico sobre teoria de representações de álgebras de Artin, IARS95) .

O uso de técnicas e conceitos categóricos e homo]ógicos é inevitável. As definições de

categorias, funtores e aplicações naturais são consideradas conhecidas, e qualquer uso que

se faça destas palavras pode ser facilmente reconhecido quando comparado a algumas das

referências já citadas (IAus71, ARS95, Ass971).

A menos de menção em contrário, ao longo do texto a palavra módulo signiâcará

módulo à esquerda e anel significará anel com unidade.

Seja R um anel. Denota-se por Mod(R) a categoria dos R-módulos à esquerda e por

mod(R) a subcategoria plena de Mod( R) formada pelos R-módulos finitamente gerados.

Um R-módulo M é ándecomponz'ueJ quando não pode ser escrito de forma alguma como

soma direta de seus submódulos.

Sc o fato de quc um módulo M é isomorfo a N é denotado por M = N, então a

de estudo da matemática bastante desenS
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relacao binaria "M se relaciona com N {=} M ~ N" define em mod ( R) uma relacao de 

equivalencia, Cada classe de equivalencia definida por essa relacao chama-se isoclasse. A 

notacao ind(R) sera usada para representar a subcategoria plena de mod(R) cujos objetos 

sao um representante de cada isoclasse [M], com M indecomponivel. Um anel R e um 

anel com tipo de represeniaciio finito quando, a menos de isomorfismo, ha apenas um 

mimero finito de modulos indecomponiveis. 

0 teorema abaixo, conhecido com Teorema de Krull-Schmidt, e bastante usado ao 
longo do texto. 

1.1 Teorema. [AF92, 12.9} Considere R um anel artiniano e seja M um R-m6dulo de 

comprimento finito. Eniiio M admite uma decomposiciio M = N1 EB N2 EB ... EB Nr, com 

Ni. E ind(R), para todo i E {1, , r}. Essa decomposiciio e iinica a menos de isomorfismo, 

ou seja, se M = N'1 EB N'2 EB EB N's, entiio r = s e para cada i E {1, ... , r}, existe um 
jE{l, ... ,s}, talqueNi ~N'i· 

Lembre que M tem comprimento finito se e s6 se M e m6dulo artiniano e noetheriano 

[AF92, 11.1]. 

Entao, se R e urn anel artiniano, todo R-m6dulo finitamente gerado M e de compri 

mento finito e portanto, pode ser decomposto de forma unica em sorna direta de seus 

submodulos indecomponiveis. 

Este e o caso das algebras de Artin. Estas sao estruturas algebricas que generalizam 

as bem cstudadas algebras de dirncnsao finita sobre corpos (veja por exernplo [DK94] ou 

[CLS82]). 

1.2 Definicao. Seja R urn anel. 

• Um R-m6dulo A 6 uma R-algebra quando A tem estrutura de anel e vale, para cada 

u, v E A e para cada r E R, 

(ru)v = r(uv) = u(rv). 

• Uma R-algebra /\ e uma R-algebra de Artin quando R e um anel comutativo artiniano 

e R/\ e um R-m6dulo finitamente gerado. 
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1.3 Exemplo. Seja k um corpo. Então, toda k-álgebra de dimensão 6nita V é uma

álgebra de Artin, já que k é um anel artiniano e V, sendo de dimensão 6nita, é finitamente

gerada.

Denota-se por R'P ao anel oposto de R, ou seja, ao anel cujo grupo aditivo é idêntico

ao de R, mas com operação de multiplicação # definida por cl +' b = ba, onde ba é o

produto de b por a em R.

Se A é uma R-álgebra, o anel A'P também é R-módulo, e portanto faz sentido perguntar

se A'P é uma R-álgebra. Para mostrar qüe isso é verdadeiro, basta observar que vale, para

cada par cl, b C A'P e para cada r c R:

r(a + b) = r(ba) = (rb)a = a + rb

= r(ba) = b(ra) = rcl + b

Então, fica bem definida, para uma dada R-álgebra A, a sua áZgebra oposta, que será
denotado por A'P

As álgebras de Artin preservam propriedades importantes das álgebras sobre cor-

pos. Os resultados abaixo podem ser observados no capítulo ll de IARS951. Lembre

que Romã.(M, N) denota o grupo abeliano dos morfismos do módulo M para o módulo

N, e que EndA(M.) denota o anel dos endomorfismos de M

1.4 Proposição. Seca A uma R-áZgebra de .Adia

B .Se Z(A) indica o centro do anel A , então A á uma Z(A)-áZgeóra de .4dÍn. .4ssim,

R será omiládo daqu em diante.

e A é um anel adÍnÍano

. Se M € mod(A), então EndA(M) é uma áZgeZ,ra de .4din

e Se AA := nlPI (D n2P2 © . . . © n.Pr é a decomposição de A segundo o teorema de

Kru11-Schmidt, então os A-módulos projetiuos Jinitamente gerados indecomponíueis

estão no conjunto {Pil{.j.
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1.5 Definição. Seja M C mod(A), com A uma álgebra de Artin. A subcategoria plena

de mod(A) formada por somandos diretos de somas finitas de cópias de M, chamada de

subcategoda gerada por M, será denotado por add(M). Assim, um A-módulo N está em

add(M) quando existem E € mod(A) e n c N tais que N © E = nM.

Não é difícil ver que a caracterização abaixo é verdadeira

1.6 Proposição. Sda M C mod(A). -Então N C add(M) se e somente se N é {somorl/o

a uma soma direta de comandos ándecomponíueds de M

Observe que add(M) é uma subcategoria fechada para somas e somandos diretos e
isomorhsmos

As definições abaixo são dadas sobre a categoria de módulos sobre uma álgebra de

Artin A, mas algumas delas podem ser dadas em um contexto mais geral.

Um epimor6smo f : M --} N de mod(A) é dito epimor$smo essencial quando satisfaz,

para qualquer g : L --} M, a condição abaixo:

fg é epimorfismo ::> g é epimorfismo

Dualmente, um monomorfismo g : L --} M em mod(A) é dito monomor$smo essencãaZ

quando, para qualquer f : M --> N, vale:

fg é monomorfismo :> f é monomorfismo

Dada a álgebra de Artin A, se M C mod(A), sempre existe e é única, a menos de

isomorfismos, a cobertura prolefiua de M, ou seja, sempre existe um epimorâsmo essencial

f : Po -+ M com Po um A-módulo projetivo finitamente gerado. Para aquele M, sempre

existe também sua enuoZtiente inyetiüa lo(M), isto é, um monomorfismo essencial g : M --}

lo(M) com lo(M) c mod(A) um injetivo.

Uma seqüência de moríismos L 5 M -$ N é uma seqÍiê7zcia ezata em M quando
ker(g) = im(f). Uma seqüência de morfismos

--'> Mt --} Mt+l --+ Mt+2 -q

é uma seqdêncÍa ezata quando, para cada i, a seqüência Mi.i --} Mi --} Mi+l é excita

6
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ou nao)

--} Ps -b P2 -b PI -b Po Jb M --} 0,
onde Pi C mod(A) é um projetivo. Tal resolução é dita mín maZ quando fo : Po --> M é

uma cobertura projetiva de M e, para cada j, Pj -3 im(fj) é uma cobertura projetiva de

im(fj) = ker(fj-l). Se a seqüência é finita à esquerda com P, seu último termo não nulo

diz-se que a resolução tem comprimento r + l .

O A-módulo M tem dimensão prdetãua menor ou igual a r (em símbolos, pd(M) < r)

quando existe uma resolução projetiva minimal de M, com comprimento r + 1 . Se toda

resolução projetiva minimal de M for infinita, diz-se que pd(M) = m. Se n é o menor

natural tal que pd(M) < n então pd(M) = r\.

Uma resolução izÜetát/a de M é uma seqüência exata

0 --> M Jb lo -!b l. -b l: -!$

onde li € mod(A) é um injetivo. Tal resolução é dita mánãmaZ quando M

uma envolvente injetiva de M e, para cada j, o mor6smo fi : poker(fj-l) --} lj for uma
envolvente injetiva de coker(fj ]) = il

O A-módulo M tem dimensão {njetáua menor ou igual a r (em símbolos, id(M) < r)

quando existe uma reso]ução injetiva minimal de M com comprimento r + ] . Se toda

resolução injetiva minimal de M for infinita, diz-se que id(M) = oo. Se n é o menor

natural tal que id(M) < n então id(M) = n.
Observe que todo A-módulo finitamente gerado admite resoluções injetiva.s e proje-

tivas. Este fato e o teorema que segue após a definição abaixo pode ser esclarecido no

capítulo X em IAss97j.

1.7 Definição. A dimensão g/obaJ de uma álgebra de Artin A é o número

n = suptpd(M) : M C mod(A)}. Notação: n = gl. dim(A)

1.8 Teorema. Para xma áZgeZ)ra de .4dín A, valem as igualdades;

gl. dim(A) = suplpd(M) : M C mod(A)} = suptid(M) : M C mod(A)}

O próximo lema, usado mais a frente, é conhecido como Lema de Schanuel. Por não

ter sido encontrada uma demonstração para a versão deste lema usada nesta dissertação

optou-se por demonstra.lo no 6m desta seção.
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1.9 Lema. Considere m sequências ezatas abafo, onde os ter'mos do meão são á7Üetáuos

O - K --l- L

O - K --!= L' --g: M' - O

Então, M © L' = L a) M'

Z)emonstração. Não é demasiada restrição considerar K C L e K C L', uma vez que
im(f) = K 3 im(f').

Considere o módulo L a) L' e seu submódulo A = {(a, a) c L O L' : a c K}.

A aplicação h definida abaixo é um epimorâsmo, já que dado x' C L', vale h(0, x') = x'

h: K© L' -.} l.'

la, I') -} L' -- a

Observe que o kernel de h é À., pois h(a, 1') = 0 ++ 1' -- a = 0 ++ L' = a ++ l,' c K.

Então, do bem conhecido teorema do homomorfismo (IAF92, 3.71), o módulo V' = .S.g-t '

é isomorfo a L'. Escrevendo W = :-y:.L, tem-se

g ; g; ;{ ; «.

/

Como V' = L' é um injetivo, é somando de todo módulo que o contém. Então, existe

um complementar C' tal que V' © C' = W. E daí, C' = Vr = M. Portanto,

W' = V' Q C' = L' a) M. (1.1)

Alterando convenientemente a aplicação h acima, um argumento semelhante mostra

que V" = .=:i:: = L. E então, existe C" tal que V" © C" = W. Como w = M', tem-se
C" ; g; = M'. E assim,

W' = V" © C" = L © M' (1.2)

Assim, das equações (1.1) e (1.2), vale

L (D M' = V" © C" = W 3 V' © C' = L' q)M

W

8



1.1 Algumas equivalências

Esta seção contém alguns resultados importantes, para os quais uma demonstração

mais geral pode ser obtida. Nesta dissertação, serão tomadas subcategorias da categoria

de módulos sobre álgebras de Artin.

Seja e uma subcategoria plena de mod(A).
Uma (:-apresentação do A-módulo M é uma seqüência excita Qt !b Qo -!b M -+ O,

com QI e Qo em e. Uma (:-coapresentaçâo do A-módulo M é uma seqüência exala
0 --} M 2} Qo -b QI, com QI e Qo em C?.

Seja M C mod(A). Denota-se por 0)y a subcategoria plena de mod(A) formada

por todos os A-módulos que admitem uma add(M)-apresentação, e Jm denota a subca-

tegoria plena de mod(A) formada por todos os A-módulos que admitem uma add(M)-

coapresentação. Estro categorias, J't't e Jr, são importantes quando deseja-se encontrar

equivalências entre categorias de módulos, conforme se vê na demonstração do teorema
de Monta mais abaixo.

Observe que se M C mod(A), então a Proposição 1.4 diz que onda(M) é uma álgebra

de Artin, e portanto, r = EndA(M)'P também é álgebra de Artin. Esta observação é

importante ao enunciar o lema abaixo, que estabelece equivalências entre certas categorias.

A demonstração da primeira afirmação pode ser observada em IARS951, capítulo 11, 2.5

A segunda tem prova dual.

1.10 Lema. Sejam A uma áZgeZ)ra de .4din, P um A-módulo proyetáuo e l um A-máduZo

ányetíuo. C'onsádere r = onda(P)'' e I'' = EndA(1)'P. -Então os /untores

X C ]'f -} Homo(P,X) C mod(r) e X C Jt n Hom,\(X, 1) C mod(1'')

são eq'uimalênciüs e tfe categoüüs.

Obsemação 1.11. Se A está em add(P), para algum projetivo P, então todo projetivo

indecomponível está em add(P), pela Proposição 1.6. Neste caso, se M C mod(A), então

uma resolução projetiva de M, digamos

--> Ps -b Pz -b PI -b Po -$ M --} 0

fornece uma add(P)-apresentação, já que Po e PT são somas de projetivos indecomponíveis

e portanto, estão em add(P)

9



Logo, pode-se concluir que se A € add(P), com P projetivo, então mod(A) = PP.

1.12 Definição. Duas álgebras de Artin A e A! são Morita-equivalentes quando existe

uma equivalência entre as categorias de módulos mod(A) e mod(A'). A notação, neste

caso, €ADm A".

Observe que a relação A =m A! define sobrea classe das álgebras de Artin umarelação

de equivalência.

Estamos em condições de enunciar e demonstrar o Teorema de Morita. Este teorema

ajuda a decidir quando duas álgebras são Morita-equivalentes. A notação A = € indica

que há uma equivalência entre as categorias A e €, enquanto a notação A = B indica que

os anéis À e B são isomorfos.

1.13 Teorema. As afirmações abaixo são equivalentes, para álgebras de Artin A e A'.

1 ASnA!

2. Existe um A-módulo projetivo finitamente gerado P tal que

A e add(P) e Enda(P) = A'P como anéis.

3. Existem projetivos P E mod(A),Q E mod(A') tais que A € add(P),A' E add(Q)

e Enda(P) = Enda:(Q)

Demonstração.

(152)

Seja F: mod(A”) > modA umaequivalência e faça P = F(A”).

Aplicando o Teorema, de Krull-Schmidt ao A-módulo projetivo A”, tem-se A' = OP;.

Portanto P = F(A)) = F(€P)) = SF(P;).

Considere P; um projetivo indecomponível em mod(A) e recorde que F é denso. Então

existe um projetivo indecomponível Pj em mod(A”) tal que F(P;) = Pi.

Daí, A =P, = &F(P;). Mas &F(P;) é somando direto de SF(P;) =P. Portanto

A € add(P).
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Observe também que, por ser F um funtor plenamente fiel, vale

End..\(P) = Homo(F(A'), F(A')) 3 Homo(A', A') = (A')'P,

onde os isomorfismos são isomorfismos de / eaneis

(2 :} 3)

Seja Q = A,A'. Então, Q é A-módulo projetivo finitamente gerado. E claro que
,.vÁ.' C md(Q).

Ora, A'" = EndA,(A') como anéis.

Então, por hipótese, EndA(P) = EndA,(Q) = A''P

(3 ::+ 1 ) Considere as álgebras de Artin r = EndA(P)'P e r' = End,v(Q)'p

Por hipótese, I''P = F''P como anéis; Então r = 1''. Neste caso, mod(r) e mod(r')
são equivalentes.

Do lema 1.10, por serem P e Q projetivos, J'T é equivalente a mod(r), bem como J'P
é equivalente a mod(1'').

Como A C add(P), A' C add(Q), então a Observação 1.11 diz que 9r = mod(A) e

J'F
Assim,

mod(A) = J'Í = mod(r) = mod(r') = s:'l2 = mod(A.') conforme enunci«io. @W

1.2 F'untores Coerentes

O interesse maior desta seção é estabelecer algumas de6nições e enunciar resultados

sobre certas categorias de funtores, que serão relevantes no próximo capítulo.

1.14 1)eílnição. Uma categoria (: é uma categoha ad fava quando são satisfeitas as se-
guintes condições:

1. Para cada par de objetos X e Y, o conjunto Homo(X,Y) é um grupo abeliano

2. Para cada par de objetos X e Y, existe uma soma direta X © Y = M c e, ou sda,

existe um objeto M e morfismos ii e i2, n] e n2

n2
X=X©Y=Ynl



tais que

e nlit = lx;

e 7t21.2 = IY;

8 ilVtl + i27t2 = IXOY;

onde lx indica o morfismo identidade em X

3. A composição de morfismos em (: é Z-bãlánear , ou seja (f + g)h

f(g + h) = fg + -l:h para quaisquer morfismos f, g e h de e.

fh+gh e

1.15 Exemplos

a) Seja Ab a categoria cujos objetos são os grupos abelianos e cujos mor6smos são os

homomor6smos de grupo, com composição de funções.

Então Ab é uma categoria aditivo, pois, para cada par de grupos abelianos X e Y, e

pára cada par de morfismos f e g em Hom(X, Y), definindo (f+ g)(x) = f(x) + g(x),
o conjunto Hom(X, Y) torna-se um grupo abeliano.

A soma direta será, para dois grupos abelianos X e Y, o grupo abeliano X©Y :: X x Y,

produto cartesiano de X e Y, com operação induzida pelas operações em X e Y.

b) De maneira semelhante, se A é álgebra de Artin, mod(A) também é categoria

aditivo, uma vez que, dados os módulos M e N, Homo(M, N) é grupo abeliano e a

soma direta M © N de módulos satisfaz as propriedades acima.

c) Seja M € mod(A), onde A é uma álgebra de Artin. A categoria add(M) é categoria

aditivo. Com efeito, por ser add(M) uma subcategoria plena de mod(A), há a soma

direta de objetos de add(M) e esta soma direta está em add(M).

1.16 Definição. Um funtor F : e --} !) entre duas categorias aditivos (: e 1) é /untar

aditivo quando, pala cada par de objetos X e Y, a aplicação

Hom(X,Y) -"> Hom (F(X),F(Y))
h. -} F(h)

é homomorâsmo de grupos abelianos.
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Para dar um exemplo de funtor aditivo, considere uma álgebra de Artin A e
A C mod(A) 6xado. Então o funtor

Homo(A, --) : mod(A) --} Ab

B -> Hom,t(A,B)
é funtor aditivo.

Lembre que, para o morfismo f : BI --} Bz em mod(A), está bem deÊnido o morfismo
emAb

Hom(A,f) : Hom(A,BI) --} Hom(A,B2)

g : A. --+ BI r-+ fg : A --} B2

Considere agora e uma categoria aditivo. Seja A um objeto de (! fixado. Denote por

IHome(A, --), F] a coleção de aplicações naturais entre os funtores aditivos F : (: -.+ Ab e

Homo(A, --) : (: -+ Ab.

O lema seguinte, adaptação do tradicional Lema de Yoneda, é uma ferramenta útil

e uma demonstração completa pode ser encontrada em IJac891. Neste texto, tanto este

Lema quanto a observação que o segue merecem atenção

1.17 Lema (de Yoneda). .A co/eçâo de apZ cações naturais IHome(A, --), rl é um grupo

abeldano, ãsom07:fo a F(A).

Z)emonst7ação. De fato, são aplicações inversas uma da outra

3: IHome(A, --),FI --} F(A)
9 -} g(P)= QA(IA)

onde l,\ indica o morfismo identidade de A e

6 : f:(A) H IHome(A, --),F]

a H 6(a)= p.
onde (p..é a aplicação natural

l [9.]x: nome(A, X) --} ]:(X)

l (k: À. --> X) n F(k)(ci)
Isto basta para mostrar que há uma bijeção entre IHome(A, --), FI e F(A). Para com-

pletar a prova do lema, é necessário munir o conjunto IHome(A, --), FI com uma operação

9.::
xç(?
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para torna-lo grupo abelianol se (p e + são aplicações naturais em IHome(A, --), F], então
a adição

Í
llJ 'T' lll = (

L
faz de [Home(A, --), F] um grupo abe]iano, tendo como elemento neutro a aplicação na-
tural

[(p + 0]x : Home(A, X) --} F(X
k : A -+ X) n Qx(k) + Üx(kl x€e

o.J ox: nome(A,X) --} F(x) l,
l K:'L --'N -' o J *..

Para finalizar, observe que, para aquelas g e +, vale

3'(9 ++) = (Q +$)A(IA) J:: P,4(I,\)+ +,\(IA) = 3'(9) + g('$),

o que mostra que g é homomor6smo de grupos abelianos. l4Zg#?'

Observação 1.18. Vale uma versão deste lema para funtores contravariantes, ou seja, se F é

um funtor contravariante, então a coleção IHome(--, A), F] é um grupo abeliano, isomorfo
a F(A.).

1.19 Exemplo. Se F = Homo(--, A') para algum objeto A', então são isomorfos como

grupos abelianos [Homc(--, A), Home(--, A')] e Homo(A, À')

A próxima definição aparece de uma maneira mais geral em trabalhos de Auslander,

anteriores àquele estudado por esta dissertação (IAus711). Veja por exemplo IAus661.
Atualmente, uma abordagem moderna chama os funtores coerentes de funtores finitamente

gerados, por haver uma disposição em comparar categorias de funtores com categorias de

módulos (veja por exemplo IAPTI). Neste trabalho opta-se por manter a terminologia

original.

1.20 Definição. Seja M um módulo finitamente gerado sobre uma álgebra de Artin. Um

funtor aditivo F : add(M.) -+ Ab é chamado /untar coerente quando existe um morfismo

f : Aí --} A2 em add(M) tal que, para qualquer X em add(M), a seqüência de grupos
abelianos abaixo é exata

TT ,., . . Hom(X.f)nome(X, A]) ===::4 Homo(X, A2) --> F(X) --} 0
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i.zi Exemplo. Seja X € modtA). Denota-se por (--,X) a restrição do funtor

Hom( X) : mod(A) --} Ab à subcategoria add(M). Assim, o objeto resultante da

aplicação do funtor (--,X) sobre um objeto T C add(M) é o objeto (l X).

Então o funtor (--, X) : add(M) -+ Ab é um exemplo de funtor coerente.

1.22 Exemplo. Seja f : lo --} ll um morfismo em add(M). Então considere o funtor

F = (--, coker(f)) : addjM) --} Ab

cuja associação entre objetos é dada pela igualdade

IS,lo) --> (S,ll) \

h: S --} lo H fh: S --> ll ./

e que, a cada mor6smo t : J --} N em add(M), associa o morfismo

s,f
F(S) = coker

'tt= poker(N,f) --} coker(J,f)
[h: N --} ]j] n [ht : J --} ]l]

onde og morfismos entre colchetes são representantes das classes de equivalência nos c(>
kernels.

Observe que 'tt está bem definido.

Então F é um exemplo de funtor coerente, pois é excita em Ab, para cada X C add(M)
asequencia

(X, lo) J::3 (X, 11) --) F(X) --} 0.

Se M C mod(A), denota-se por /'M a coleção de funtores coerentes F : add(M) --} Ab.

Esta coleção admite estrutura de categoria quando se considera como morfismos entre dois

funtores F e G as aplicações naturais (p : F --} G. E com a estrutura de categoria que Fm

será apontada.

O próximo lema, além de ser importante em demonstrações no próximo capítulo,

permitirá neste momento deânir um conceito de seqüência exala na categoria Fm. l

IA definição dada concorda com a definição mais geral que se dá para categorias abelianas, como em

IAus711, evitando desenvolver a parte da teoria de categorias necessária para definir as tais sequências

exatas em categorias abelianas.
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Este lema estabelece uma equivalência entre a categoria de funtores coerentes e uma

certa categoria de módulos associada. Sua demonstração envolve conceitos categóricos

e homológicos que fogem ao escopo dessa dissertação e pode ser encontrada no artigo

original de M. Auslander em IAus71, 3.21

1.23 Lema. Sega A uma áZgebra de .Adán e M C mod(A) um módulo taZ que

/\. C add(M)'. Considere a áZgeóra de .Adia r = EndA(M)'P. O /untar

3' : JTM ''> mod(r)
F n F(M)

é uma equiuaZêncÍa entre Fm e a categoha de I'-módulos â díreila, ./ináfamenfe gerados

Ü
1.24 L)elinição. Uma sequência de aplicações naturais FI -=b Fz -=> Fs em Fm é uma

sequência ezata em Fm quando a seqüência FI(M) -:elb F2(M) -!!ilb Fs(M) é exala em

mod(r).

A definição acima admite a seguinte forma equivalente:

1.25 Proposição. 4 seqüêncía FI -g> F2 -!b Fs é ezata em Fm se e somente se, para cada

C € add(M), a seqdêncía Fí(C) Xq F2(C) :l:q F3(C) é ezata em mod(r).

Observação 1.26. Recorde que, em uma categoria e, um objeto P é chamado abeto pro-

jetiuo exatamente da mesma maneira como para módulos, ou seja, quando, para cada

epimorfismo g : M --} N e para cada morfismo f : P --} N, existe um morfismo f' : P --} M

tal que gf' = f.

De maneira análoga, um objeto l é um oóyeto {nyetáuo quando, para cada monomor-

fismo g : N --} M, e para cada f : N --> 1, existe f' : M -+ l tal que f'g = f.

Quando faz sentido falar de seqüêncim exatas em uma categoria e, as definições de

dimerzsão pro$etÍt;a e dimensão {nyefiua para um objefo C são semelhantes às dadas para

módulos, de modo que não serão explicitadas. As notações, neste caso, será pdc(C) e

ide(C) .

Assim também será feito para a definição de dimensão g/oba/ da cateyoha e, que será

denotado por gl. dim(e) .

'tal módulo será posteriormente chamado de gerador de mod(A)
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Obsemação 1.27. Note que a equivalência estabelecida no Lema 1.23 garante que

gl. dim(/'m) = gl. dim(r).

Convém, neste momento, descrever os objetos projetivos da categoria fm. A próxima

proposição mostra exemplos de projetivos em Fm e também mostra como são todos os

projetivos da categoria FM.

1.28 Proposição. São verdadeiras as aármações

a) O /untar (--, C) : add(M) --} Ab é prdetáuo em /'M, para todo C c addjM);

b) Se F é proyeÉÍuo em J'M, então ezíste C C add(M) ta/ que F = (--, C)

r)Pm nm e +.'" " ,. .

a) Basta provar que, para cada seqüência excita FI -!} F2 :b F3 em FM, é excita a seqüência
em Ab:

((-, q, F.) {i--!i:!L((-, q,r:) {LSii:!t((-, q,F3).

Se FI -% F2 :b F3 é exata em Fm, do lema anterior, FI(C) -:eg> F2(C) -1l:b Fs(C) é

exata em mod(1'). Mas o Lema 1.18 diz (lue Fi(C) = ((--, C),Fi). Assim, através

dos morfismos 3' e Q5 definidos no Lema 1.17, é exala a sequência

((-, c),r-) -glg$((-, c),F:) -gg:s$((-, c),r,)

Observe por fim (lue os morfismos Q5gc3' e ((--, C), (p) são iguais, bem como são

iguais os morfismos 6Qcg e ((--, C), +) . Isso termina essa parte da demonstração.

b) CoM efeito, observe que se F é coerente, há um morfismo AI -S Az tal que

(--, A] ) -!-:$ (--, A2) --} F -+ 0

é excita. Então, tomando C = coker(f), e considerando, do item anterior, que
(--, AI) e (--, À2) são projetivos, tem-se F 3 (--, C).

W
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Capítulo 2

A dimensão de representação

2.1 A motivação

A dimensão de representação de uma álgebra de Artin é um valor associado a essa

álgebra e foi introduzida com o objetivo de ajudar a entender o tipo de representação

de uma álgebra, um dos grandes problemas na teoria de representações. Foi definido por

Maurice Auslander e apresentado em uma apostila com título "Representation Dimension

of Artin Algebras" , publicado em 1971- Por um longo período, esse conceito manteve-

se pouco utilizado, mas técnicas e pesquisas recentes vêm ajudando a desvendar melhor

este número. Esta primeira seção destina-se a mostrar, de uma maneira não rigorosa,

os resultados que Auslander apresenta como motivadores da definição de dimensão de

representação. Estes resultados foram, posteriormente, melhor tratados em 1995, em

IARS95j, quando são definidas as álgebras de Auslander. A partir desta seção, quando

não mencionado, os símbolos A e r representam álgebras de Artin e os módulos serão

módulos finitamente gerados sobre álgebras de Artin.

2.1 Definição. Para um módulo M, diz-se que dom.dim(M) a: t quando dada uma
resolução injetiva minimal de M

0 --} M --.} lo --} ll -+ lz -} --} it --}

li é projetivo para todo j < t

O Teorema 2.4 abaixo fornece uma comparação entre as álgebras de tipo de repre-
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tentação finito e álgebras com restrições em suas dimensões global e dominante, as cha.

madas .ÁZgebrus de .4usZander.

2.2 Definição. Uma álgebra de Artin I' é chamada áZgebra de .AusZander quando

dom. dim(r) > 2 e gl. dim(r) < 2.

Observação 2.3. Observe que álgebras de Auslander admitem módulos finitamente gerados

que são projetivos e injetivos simultaneamente. Portanto, considere r uma álgebra de

Auslander e seja Tr o subconjunto finito de objetos de ind(r) formado pelos F-módulos

projetivos-injetivos indecomponíveis. Denote por Qr a soma > Q.

O teorema abaixo, conforme comentado, compara álgebras de tipo de representação

anito e álgebras de Auslander. Este teorema apresenta, na verdade, exemplos de álgebras

de Auslander e sua prova pode ser encontrada por completo em IARS95).

Q€1r€

2.4 Teorema (IARS95], cap. VI, 5.7). Seca $ a coZeção das classes de À/opta-equáuaZência

[A[ das áZgeóras de .4dán de tipo .Pnáto e 'V a coZeção das classes de À4ohta-equíuaZêncía [r]

das áZgebras de .Atzslander. Se ind(A) = {Mil::., e Qr é o módulo segundo a obseruaçâo

antepor, então as aplicações abafo são bzyeções ánuersas entre si;

3': s --> v es: 'v -..} $

IA] n [EndA(2:. Mi)'P] j]'] -> [Endr(Qr)'p]

De uma maneira simpliâcada, o que este teorema diz é que se A é álgebra de Artin de

tipo finito, msociada a ela há uma álgebra r = 3(A) que satisfaz:

1. gl. dim(r) < 21

2. dom. dim(r) a: 2 e

3. A é Monta-equivalente a Endr(Qr)'p

C) terceiro ponto acima será generalizado mais a frente (lema 2.13) sob a mesma

hipótese de dimensão dominante maior que 2, substituindo a soma de projetivos-injetivos

por um módulo bem conhecido, a envolvente injetiva da álgebra A, como se pode observar

na Proposição 2.6, que segue o lema abaixo. Este lema apresenta a relação entre a
dimensão dominante de A e seus somandos.
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2.5 Lema. Sda r uma áZgebra de .Adia. .Então dom.dimr(r) > 2 se e somente se

dom. dimr(P) a: 2 para cada prdetíoo P em mod(1').

Z)emonstrnçâo.

(+=) Basta observar que r é um projetivo finitamente gerado.

(-+) Seja P um projetivo indecomponível finitamente gerado e considere

0 --} P 5 l.(P) -b ll(P) --}

uma resolução injetiva minimal de P. Como P é indecomponível, a inclusão natural
P '-b rr induz um morfismo it : lo(P) --} lo(1') que faz comutar o diagrama abaixo, onde

lo(r) é uma envolvente injetiva de r

0 ----.. ; ---L lo(P) --=L poker(f) ------ 0
I'i I'b lj

0 -----.» 1L l.( 1') --!5n coker(g) ----- 0

O mor6smo j é bem de6nido pela igualdade j(po + im(f)) = nr(il(Po)), e satisfaz
)7tp = 7tl'll .

A seta pontilhada indica que ii é monomorfismo: com efeito, sabendo que gi é mo-

nomor6smo (composta de monomorfismos) e que, portanto, gi = iif é monomor6smo,

conclui-se que it é monomorfismo, uma vez que f é monomorfismo essencial. E assim, por

ser lo(P) um injetivo, il cinde, e nesse caso lo(P) é somando de lo(r), que é projetivo.
Portanto, lo(P) também é projetivo.

Como os termos do meio nas seqüências acima são injetivos, o Lema 1.9 diz que

lo(r) © coker(f) = lo(P) a) coker(g). Nesse caso, as envolventes injetivas dessas somas

também serão isomorfas, ou seja

0 0

lo(lo(r) O coker(f)) = lo(lo(P) © coker(g)) (2.1)

Entretanto

lo(lo(r) © poker(f)) = lo(lo(r)) © lo(coker(f))

= lo(r) © lo( coker(f))
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lo(lo(P) © coker(g)) = lo(lo(P)) © lo(poker(g))

= lo(P) © lo( coker(g)) .

Então, da equação (2.1),

e

lo(r) © lo(coker(f)) = lo(P) © lo(coker(g))

E como lo(coker(f)) 3 11(P) e lo(coker(g)) = ll(r), v-le

lo(r) © it(p) = lolp) © ll(r)

Mas por hipótese, ll (1') é projetivo. Logo, ll (P) é somando de projetivo, portanto proje-
blVU.

Seja T agora um projetivo ânitamente gerado qualquer. Considere sua decomposição

em indecomponíveis T = (DPj, com Pi C ind(1'). Observe que cada Pi é projetivo inde-

componível. Um argumento semelhante ao usado acima sobre a inclusão natural Pj '-+ T

mostra (lue se 0 --} T -+ lo(T) --> ll(T) --} . . . é uma resolução injetiva minimal de T,

então lo(T) e ll(T) são projetivos. /M'

2.6 Proposição. Se dom. dim(r) a: 2, então uma enuoZuente {n#etáua de I', digamos lo(r),

em a propóedade que A = End(lo(1'))'P é Moita-equivalente a A' = End(Qr)'p. .4Zém

disso, todo pr(detIDo ./initamenfe gerado está em Jlo(r)

Z)emonstraçãa. Suponha que as categorias add(lo(r)) e add(Qr) sejam iguais.

Então as categorias 9'io(r) e g)l r também serão iguais, bem como :JF(r) e JI r

O Lema 1.10 associado ao Teorema 2.4 asseguram que

mod(A) z 9l"(r) . g,fr = mod(A')

desde que lo(1') seja projetivo, o que é verdadeiro por hipótese.

Então basta verificar que add(lo(r)) = add(Qr).

Seja M c add(lo(1')). Então M é soma direta de somandos indecomponíveis de lo(r).

Observe que os comandos indecomponíveis de loja) são isomorfos a elementos de Jr, pois

lo(1') é projetivo-injetivo finitamente gerado. Portanto M é soma direta de I'-módulos

indecomponíveis em add(Qr).
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Por outro lado, seja Qj C Jr. Como Qj é projetivo indecomponível, considere a
inclusão natural Qj 'b I'. Assim, compondo i com uma envolvente injetiva de r, digamos

r 'b lo(r), tem-se a sequência excita 0 -.-} Qi -=> lo(r) que cinde, já que Qj é injetivo.

Logo, Qi é somando de lo(r) e portanto Qj C add(lo(r)), para cada Qj C g'r. Portanto,
add(Qr) = add(lo(r)).

Para observar que todo projetivo P está em J. (r) :: :Jflr, considere uma resolução

injetivã minimal de P, digamos

0 -+ P --> lo(P) --} ll (P) --} l2(P) --}

Do Lema 2.5, 1o(P) e l] (P) são projetivos. Portanto, são projetivos-injetivos, e estão

em add(Qr) = add(lo(r)).
Então

0 -+ P -+ lo(P) --lll(P)

é uma add(lo(1'))-apresentação deP, e assim, P € JI'n). M

2.2 A definição

Com os resultados da primeira seção em mãos, pode-se agora apresentar a de6nição

dada por Auslander para a dimensão de representação. O título desta seção, a rigor, deve-

ria ser S'As definições" , porque há um esforço em caracterizar a dimensão de representação

em termos de geradores e cogeradores. Tal caracterização já havia sido dada por Aus-

lander naquele primeiro trabalho sobre essa dimensão, mas usando outra nomenclatura.

Os trabalhos atuais tendem a usar como de6nição essa caracterização (e eventualmente

a outra, dada na próxima seção), e o objetivo desta seção é apresentar o clo de ligação

(Teorema 2.11 e Corolário 2.16) entre as duas definições que aparecem na literatura.

2.7 Definição. IAus711

A l){mensão de Representação de uma álgebra de Artin A é o número

rep dim(A) = inf {gl. dim(r)}
re.\(A) '' ' ' '

onde A(A) é a classe das álgebras de Artin que satisfazem:
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e dom. dim(1') a: 2 e

e A é Monta-equivalente a Endr(lo(r))'P

A princípio, A(A) poderia ser vazia. O resultado em 2.11.b mostra que isso não

ocorre. Para isso, é necessário deânir módulos geradores e cogeradores, com os quais se

construirão as álgebras que estarão em A(A). Depois de alguns lemas técnicos, dar-se-á

uma resposta completa para a questão levantada acima

2.8 Definição. Um A-módulo X é dito gerador de mod(A) quando para todo módulo

N C mod(A), existe um epimor6smo f : X' --> N com X' C add(X).
Um A-módulo Y é dito cogerador de mod(A) (quando para todo módulo N C mod(A)

existe um monomorfismo f : N --} Y' com Y' C add(Y).

Obsemação 2.9. Sempre existem geradores e cogeradores para qualquer álgebra de Artin.

De fato, o item éii,) da proposição abaixo mostra que X = G)Mi é gerador de mod(A),
onde {Mi} é um conjunto contendo todos os A-módulos projetivos de ind(A). Analoga-

mente, se {Ni} é um conjunto contendo todos os A-módulos injetivos indecomponíveis dois

a dois não-isomorfos, então Y = ©Nj é um cogerador de mod(A).

Em particular, se A é álgebra de tipo finito, o módulo (111) M é um gerador-cogerador
Meind(A)

de mod(A).

2.10 Proposição. .4s sega ates a$rv7zaçães são equivalentes para um A-módulo X

i) X é gerador Íresp. cogerador9 de mod(A);

áí) todo módulo prdetíuo Íresp. i@etáuo) está em add(X);

üi) todo indecomponíuel projetiuo (resp. injetiuo) é soma«-do de X.

Z)emonstração. A demonstração será feita para o caso "gerador" . O caso "cogerador"

tem prova dual.

i) ::+ ii) Seja P um projetivo. Por ser X um gerador de mod(A), existe um epimorfismo

f : N --} P com N C add(X). Logo, a seqüência excita abaixo cinde:

0 --} ker(f) --} N -!} P -..} 0,
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ou seja, P © ker(f) = N. Mas N C add(X), que é categoria fechada para comandos

e isomorfismos, de modo que P C add(X).

ii) + iii) Se P é projetivo indecomponível, por hipótese existem n C N e E C mod(A)
tais que P © E = nX. Fazendo X = a){.t Ji com Ji indecomponível para iC {l , . . . , r},

o Teorema de Krull-Schmidt (1.1) nos insegura que existe s € {1, . . . ,r} tal que

P ;: Js, como queríamos

iii) ::> i) Seja M C mod(A), e considere f : Po --+ M sua cobertura projetiva. O moríismo

f é epimor6smo, e Po é soma de projetivos indecomponíveis. Então, para cada
M C mod(A), existe um epimorâsmo f : Po --> M com Po C add(X). Assim, X é
gerador de mod(A).

W
Com estas informações estabelecidas, é possível então enunciar o teorema mais impor-

tante desta seção. A primeira a6rmação diz como são m álgebras em A(A), enquanto a

segunda resolve o problema da "não-vacuidade" de A(A).

2.11 Teorema.

a) Se r € A(A), então ezáste am A-módu/o M C mod(A) gerador-cogerador taZ que

r é Moita-eguiuaZente a EndA(M)'P

b) Reciprocamente, se M € mod(A) é gerador-cogerador, então

r = End,\(M)'P C A(A.).

A demonstração deste teorema depende de alguns lemas técnicos, cujas demonstrações

fazem uso intenso da linguagem categórica, e o Lema 2.12 necessita do uso dos funtorcs

Ext. A abordagem de cálculo desses funtores segue de perto a usada por J. Rotman, na

referência abaixo. A demonstração do Teorema 2.11 encontra-se na página 29 deste texto.

2.12 Lema. Seja A uma áZgebra de .Adia e M C mod(A) um gerador de mod(A)

1. Seja C\ -+ C2. -.+ C; l«ma sequência (não necessaüamebte e=ata) de A.-mó(lutos. Se

(--, CI) --} (--, CZ) --> (--, C3) é Ilha sequência ezata em /'M, então Ct -+ Cz --} C3

é uma sequência ezaía.
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2. Um A-«.ódwZo C é inactivo se e somente se (--, C) é {ngeÉÍuo em /'M

3. [/ma sequência ezata 0 --} C -+ ]o --) ]l de A-módulos em add(M) é uma compre

tentação inyetiua minimal de C se e somente se

0 --} (--, C) --}(--, lo) --}(--,11)

á coam'resentaçâo i«jetáua «.animal de (--, C) em /'M

T)p l ad e+.-n ,.Ã" 1. Seja CI -+ CZ --+ CS nas condições acima. Então

(A, CI) --} (A, C2) --} (A, Cs)

é excita, já que A C add(M), pois M é gerador de mod(A). Como (A, C) = C, é

excita Ci --.} Cz --} C3.

2 Seja C C add(M). Então, conforme Rotman IRot79, 7.121 (--, C) é injetivo em Fm

se, e somente se Ext '(F, (--, C)) = 0 para todo F C /'M. (Recorde que o funtor

1--, C) pode ser interpretado como módulo).

A prova consiste em mostrar que esta última aârmação é equivalente a dizer que C

é injetivo em mod(A)

Antes, observe que a categoria Fm tem dimensão global igual a dois, pois se F € Fm,

então existe um morfismo f : AI -) A2 tal que

1--, AI ) -!-:3 (--, À.2) --} F --} 0.

Considerando o kernel de f, tem-se a seqüência excita

0 --.} kerf -+ At -b À.2 que gera

0 --} (--, ker f) --} (--, AI) -!::3 (--, Az) --} 1: --> 0,

que é uma resolução projetiva minimal de F, já que (--, X) é projetivo, para qualquer

x c «id(M)

Como isso vale para todo F C Fm, então gl. dim(rm) :ç 2

Logo, fixe uma resolução projetiva do funtor F

0 --} (--, Cz) --> (--, CI) --> (--, Co) -+ F --> 0
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Então os grupos Ext i(F, (--, C)) são calculados da seguinte maneira

Aplicando o funtor Homo. (--, (--, C)) ao complexo

0 -->(--, C2) -->(--, Ci) -+(--, Co)

tem-se

0 -+ Homo«(l--, Co),(--, C)) --} Homo.((--, Ci ),(--, C)) --} Homo.((--, CZ),(--, C)) --} 0.

A Observação 1.18 permite estabelecer que, para cada i, Homem ((--, Ci) , (--, C)) =
ICi, C), e portanto, é excita a se(lüência

0 -->(Co, C) H(CI,C) --}(Cz,C) --> 0

Logo, Ext'(F, (--, C)) para c«ia i C N e p'r' c''i' F C /'M se, e somente se,
dada uma seqüência excita

0 -} Co -} Ct -} Cz -} 0,

asequencia

ICo, C) --}(CI, C) --}(C2, C) --> 0

é excita, se e somente se, C é injetivo.

3. Decorre dos itens anteriores

M
2.13 Lema. Se M é um gerador-cogerador de mod(A) e se dom.dim(r) > 2 onde

r = onda(M)'P, então .A. =. En(ir (lo(r))", onde lo(1') é uma enfio/Dente ínyetãua de r

Z)emonstrução. Observe que a subcategoria aditiva gerada por lo(r) é a subcategoria de

mod( r) que contém todos os F-módulos ânitamente gerados (lue são projetivos e injetivos.

Considerando a equivalência no Lema 1.23, esta subcategoria corresponde aos funtores de

fm que são injetivos e projetivos. Recorde que no lema anterior, um funtor projetivo-

injetivo deve ter a forma (--, 1) onde l C add(M) é injetivo em mod(A).

Assim, se {ljl::i é um conjunto contendo um representante de cada isoclasse dos in-

decomponíveis injetivos de mod(A), então o funtor (--, ):j::. li) gera todos os funtores
injetivos e projetivos.
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Dessas considerações, segue que Endr(lo(1')y' e Endr«((--,E::l lj))''
são Monta-equivalentes. Mas Endr« ((--, Ej.l lj)) = EndA ( E.j-l li) . Por fim, observe

q« EndA ( 2..;:. lj) é Monta-equi«lente a A'-. Daí, Endr (lo(r))'' =m A a@

2.14 Lema. Secam r uma áZgebra de .AT'tán e l um F-módulo i7Üet uo. Então JI sat Íaz;

í. Se li e l2 estão em :ít e se 0 -+ M --.> li -+ l2 e e=at(z, então M C Ji.

2. C/m módulo Q C J} é {7ÜeéÍuo nesta categoha se e somente se Q € add(1).

Z)emonstração. 1. E preciso encontrar uma add(1)-coapresentação para M.

Sejam 0 --} l] -g!.> A] -!$ A2 e 0 -.} 12 .!b B] !b B2 duas add(1)-coapresentações de

11 e l2, respectivamente.

Como Az e Bt estão em add(1), Az (D Bi também está.

Considere o diagrama abaixo, onde g l é induzido por g.

0 ---- Ú. -JIL A. -!!!.Jâ.2 © BI

-----.ll' ---=!-. À.l '' > A.2
g 1 1 gl

0 ----+ 1z ----;---,- Bx ; - Bz

Se a sequência 0 --} M -!5 At -!!!-g!.b A2 a) Bi for excita, então tem-se o resultado.

Observe que dlf é monomorfismo, pois é composta de monomorfismos. Como

(d2 gl) o dl o f(m) = (d2dlfjm),gldif(m)) = (0,1tgf(m)) = (0,0), tem-se

im(dlf) C ker(dz gi).

Por outro lado, se a C ker(d2 gl), tem-se d2(a) = 0 e gl(Q) = 0. Assim,

a C ker(dZ) = im(dj), ou seja, existe ii C l] tal que d] (il) = a. Aplicando gt nessa

igualdade, vem 0 = gl(Q) = gi(dl(ij)) = llg(il). Portanto g(it) C ker(1,1) = {0},

já que 1,1 é monomorfismo.

Então g(il) = 0 e il C ker(g) = im(f), o que implica que existe m € M tal

qüe f(m) = i]. Ou seja, existe m C M tal (lue dtf(m) = dl(il) = a. E assim

Q c im(dlf).

0

f

0
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2.

Existe uma sequência excita 0 --} Q --> ll --} l2, com li C add(1). Como Q é
injetivo em Ji , será somando de ll . Mas add(1) é fechada para somandos, e portanto

Q C add(1).

Seja Q um módulo em addl. Q será injetivo em :JI se, e somente se, dados o

monomorfismo 0 --} Mt -$ M2 e o morfismo MI --b Q, na categoria :J}, exista um

Morfismo M2 -!-} Q em Ji tal que f'g = f.

Sendo Q somando direto de um injetivo de mod r (recorde que Q C add 1), deverá

ser injetivo em moda'. Neste caso, há um moríismo f' : Mz --} Q em mod r de

modo que vale f'g = f. Como Ji é subcategoria plena de mod r, então f' é morfismo

de Jt , e portanto, o diagrama abaixo é comutativa em :Ji.

(:})

( <:::)

W
2.15 Lema. Se um I'-módulo P em JF(r) é p7.(Üetáuo em IJf(r) então P é F-módulo pr(Úe-
fáuo.

Demonstração. Se P C JF(r) é projetivo nesta categoria, e indecomponível, por ser I' uma

álgebrá de Artin, P admite uma cobertura projetiva Po -b P --} 0. Como dom. dim(r) a: 2,

o projetivo Po está em J. m (Proposição 2.6).

Neste caso, f é morfismo de Jlo(r) pois esta é uma subcategoria plena de mod(r).
Mais que isso, f é epimoríismo em :Jlo(r), uma vez que f é epimorfismo em mod(r).

Assim, sendo f : Po --} P um epimoríismo em JF(r) e sendo P um projetivo nesta

categoria, haverá um marasmo g : P --> Po de modo que fg = IP. Diagramaticamente,

significa quc existe um morfismo g em Jlo(r) tal que, comuta o digrama abaixo.



Como o morfismo g é morfismo em mod(r), a seqüência excita Po -b P --} 0 cinde, o

que significa que P é somando de Po, que é projetivo em mod(í'). Logo, P é projetivo em

mod(r).

W
DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2.II.

a) Esta demonstração será dividida em três partes. Primeiro, será construído um A-

módulo M finitamente gerado, que satisfaça r =. End,\(M)'P. Posteriormente, mostrar-

se-á que o módulo M construído é gerador-cogerador.

Com efeito, se r C A(A), por definição, A é Monta-equivalente a Endr(lo(r))'P, onde

0 --} r -\ lo(1') é uma envolvente injetiva de r.

Como lo(r) é injetivo, o Lema 1.10 garante que Jt'r) é categoria equivalente a mod(A'),
onde A' = Endr(lo(í'))'P

Neste caso, A é Monta-equivalente a. A', e portanto, Jt'(r) é equivalente a mod(A)

Seja Q : Jla (r) ..} mod(/\.) uma particular equivalência.

Como dom. dim(r) > 2, a Proposição 2.6 diz que todo projetivo de mod(r) está na

categoria :pior). Então o F-módulo projetivo Q = ©Pi(onde {PI , P2, . . . , Pt} é um conjunto

com todos os projetivos indecomponíveis não-isomorfos dois a dois) está em IJI (r)

Seja M = (p(Q) C mod(A). Para este A-módulo M vale I' =. EndA(M)'P

De fato, como I' c add(Q), o Teorema de Monta (1.13) diz que r =« Endr(Q)'p. E já

que Q é equivalência, Endr(Q)'p = End,\(M)'P. Então, I' =. Endr(Q)'p = EndA(M)'P

O próximo passo é mostrar que M é cogerador de mod(A).

Para isso, recorde que a Proposição 2.10 exige de M que todo injetivo indecomponível

seja somando direto de M.

Seja, pois, N um injetivo indecomponível em mod(A).

Pela equivalência (p, considere Q' C Jt'(r) tal que ç(Q') = N.

Observe que Q' é indecomponível e injetivo na categoha Jio(r) l

Se Q' for somando de Q, então p(Q') = N será somando de Q(Q) = M e esta parte
r] n dpm nnatrçipãn tprmin n

Do Lema 2.14, Q' ser injetivo em iJt'r) implica que Q' C add(lo(r)).

iPua definição de injetivos e projetivos em categorias, veja a página 16
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lvlas senão \..! inaecomponivei., devera ser somando (le lol l ). .ror ser este in.letivo-

projetivo, deverá Q' ser injetivo-projetivo em mod(r) .

Como Q foi construído somando os indecomponíveis não-isomorfos (dois a dois) pro-

jetivos em mod(r), então, Q' é um somando de Q. E assim N é somando de M, o que

permite concluir que M é um cogerador de mod(A).
Por âm, basta verificar que M é gerador de mod(A).
Seja N um projetivo indecomponível em mod(A). Pela equivalência Q, considere

Q' € iJt'P) tal que (p(Q') = N.

Observe que Q' é indecomponível e projetivo em g?(r)

Se Q' for somando de Q, então N será somando de M, e como no caso acima, pela

Proposição 2.10, M será um gerador de mod(A).

Do Lema 2.15, se Q' é projetivo em IIF(r) e indecomponível, então Q' é projetáuo em

mod(r) e indecomponível.

Recorde que Q foi construído somando projetivos indecomponíveis de mod(1'). Então,

Q' é um somando de Q, e assim, N é somando de M.

Logo, M é um gerador de mod(A), e com isso, fica provado que M é um gerador-
cogerador de mod(A).

b) Para que I' C A(A), deve ser verificado que

i) dom. dimr(r) a: 2

ii) A =. Endr(lo(r))'P

Sob a hipótese de dimensão dominante maior ou igual a 2, a parte (ii) acima é exata-

mente o que aârma o Lema 2.13.

E uma vez que se demonstre que todo módulo projetivo X em mod( r) tenha dimensão

dominante no mínimo 2, fica provado que dom. dim(1') a: 2, já que r é I'-módulo projetivo.

Ou seja, estará completa a prova de (b).

Seja X um F-módulo projctivo finitamente gerado. O Lema 1.23 diz que existe uma

equivalência 3' : /'M ''} mod(r). Considere F = 3'i(X), onde 3'l é uma equivalência

inversa. de 3. Como X é projetivo, o funtor f: será um funtor projetivo em /'M. A
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Proposição 1.28 caracteriza os funtores projetivos em Fm, garantindo a existência de um

C em add(M) de modo que F = (--, C).

Considere, para este C, uma coapresentação injetiva minimal

0 -+ C --} lo(C) --} li(C)

Como M é cogerador, a Proposição 2.10 diz que lo(C) e ll (C) estão em add(M)

Então, do Lema 2.12,

0 --,(--, C) -.(--, lo(C)) --,(--, l.(C))

é uma coapresentação injetiva minimal de (--, C). E da já citada Proposição 1.28, são

proj'ti"s em /'M os funtores (--, lo(C)) e (--, ll(C))
Observe que aquela coapresentação injetiva minimal pode ser alongada a uma resolução

injetiva minimal

0 --} (--, C) --} (--, lo(C)) --} (--, ll(C)) --> F2 --} F3 --}

Tomando a equivalência 3 sobre esta seqüência, tem-se

0 -+ X --} 3' ((--, 1o(C))) --} 3' ((--, 1] (C))) --> g(F2) --> g(F3) --}

uma resolução injetiva minimal de X, em que os dois primeiros injetivos, 3(--, 1o(C)) e

g(--, it(C)) são também projetivos, já que (--, lo(C)) e (--, ll(C)) são projetivos. Logo,

dom. dim(X) a: 2, para cada X c mod(A) projetivo. /W'

O próximo corolário, decorrente do Teorema 2.11, é freqiientemente usado como de-

finição para a dimensão de representação. Esta caracterização será útil quando for ne-

cessário calcular a dimensão de representação de algumas classes de álgebras.

2.16 Corolário. Para uma áZgebra de ÁdÍn A urze

rep' dim(A) = r(jnf ){gl. dim(r)} =

inf { gl. dim(EndA M)'P : Mé gerador-cogerador de mod(A)}
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2.3 Uma outra caracterização

Esta seção apresenta uma maneira de calcular a dimensão de representação, que está

implícita no principal texto de M. Auslander sobre o assunto (IAus711) e em artigos mais

recentes, como em IDug021, IGuo051, IAPT] e IXi001. A abordagem abaixo foi sintetizada

por Coelho e Platzeck em ICP041, e mostra o uso de resoluções de aproximações no cálculo

da dimensão de representação. Usando as idéim desta seção, serão apresentados exemplos

no próximo capítulo.

Seja (: uma subcategoria plena de mod(A) e considere C -b M um morâsmo em A.

2.17 Definição. O morfismo f é uma e-aprozimaçâo â esquerda para M quando C C e

e, para cada X C e, a seqüência abaixo é exala em Ab:

IX, C) JZ:3 (X, M) -+ O

Uma seqüência exala

o --} c, -b .b C. lb M --} O

é uma resolução de (!-aprozímações de M quando Ci € (! e para cada X C e, é excita a

sequência em Ab

O -+ (X, C.) J:!3 . . . 1:ZB (X, M) --} O

O número r é chamado comprimento da resolução.

2.18 Exemplo. Se Y € add(M), então um isomorfismo f : Y -+ Y é uma resolução de
addjM)-aproximações de comprimento 1 , pois 0 --} (X,Y) -!3:3 (X,Y) --} 0 é exata em

Ab para qualquer X C add(M).

2.19 Definição. Um A-módulo M é chamado r-aproàmador quando todo A-módulo

admite uma resolução de add(M)-aproximações de comprimento no máximo r.

O próximo lema é necessário para a caracterização dada à frente

2.20 Lema. Seja M C mod(A)

a) Se Y C mod(A) tem uma resolução de add(M)-aprozÍmaçães com comphmento s,

então pdFM (--, Y) :Ç s -- l
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b) Reciprocamente, se pdFM(--,Y) :Ç s -- l e M é gerador de mod(A), então Y tem

uma resolução de add(M)-aproãmações de comprimento s.

Demonstração

a) Considere que a sequência abaixo seja uma resolução de add(M)-aproximações de

Y com comprimento s:

0 -+ Ms.] --+ . . . --} Mo --} Y -+ 0

Então, Mi C add(M), para cada iC {0, . . . , s -- 1}. Por definição é excita em Fm a

sequencia

0 -+ (--, M.-t) --> . . . --> (--, Mo) --} (--,Y) -+ 0. (2.2)

Como em /M os projetivos são da forma (--,C), com C € add(M) (Proposição

1.28), são projetivos em /'M os funtores (--, Mi).

Logo a seqüência (2.2) é uma resolução projetiva de (--,Y) e portanto

pdFM (--, Y) < s - l .

b) Se pdFM (--,Y) < s -- 1 , então existe uma resolução projetiva de (--, Y) em /'M com

comprimento s -- 1 . Novamente da .Proposição 1.28, tem-se que os projetivos de Fm

são da forma (--, C) com C C addjM). Logo uma resolução projetiva de (--, Y) tem
a forma

0 --> (--, M;.t) !:=b . . . -Sb (--, Mo) -!% (--, Y) --} 0 (2.3)

com Mi C add(M).

Como M é gerador, a Proposição 2.10 diz que A C add(M). Então é excita a

sequencia

O --, (A., M...) J!::!h Jl1lb (A., Mo) Jlelq (A, Y) --} 0. (2.4)

Cada morfismo entre colchetes é o mor6smo pertencente à aplicação natural Qi da

seqüência (2.3) correspondente a A.
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Mas Hom,\tA, Mi) 3 Mi mediante um isomor6smo 0i. Logo, é exala a seqüência

induzida

O --> M..] -!::b .!b M. -b+ Y --} O (2.5)

onde fi = 0Jj o [(pica o 0i.

O lema estará pmvado se (2.5) for uma resolução de add(M)-aproximações. Mas

isso é verdade, uma vez que Mi C add(M) e comuta o diagrama

0 ----- (--, M..l Í'=L- fo
-,Y) ;0

QO -,Y) ;0o --- (-, Ü.;.. y'!:!.--

M
2.21 1.borema. Seca A uma áZgebra de .4dÍn. Se r C N, são equ uaZentes

1. rep. dim(A) :e r + l;

2. ezáste um gerador-cogerndor de mod(A) que é r-aprozámador.

Demonstração

(1 + 2) Suponha que s = rep. dim(A) < r + l.

Do Corolário 2.16, existe um módulo gerador-cogerador M C mod(A) tal que

gl. dim(1') = s, onde I' = End(M)'P

Esta parte do teorema estará provada se M for um r-aproximador.

Para tanto, é preciso verificar que todo A-módulo X tem uma resolução de add(M)-

aproximações com comprimento r.

Se X C add(M), então considere um isomorfismo f : X --> X. Assim, a seqüência

abaixo é uma resolução de add(M)-aproximações com comprimento r:

o --> c, -+ --} C2 --} CI -b X --.> 0,

onde C] = X e, para cada j # 1 , Ci = 0
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Se X é add(M), considere uma coapresentação injetiva minimal de X, por exemplo

0. --> X -..} lo !b 11. Então o funtor F = (--,coker(fl)) definido no Exemplo 1.22

é coerente, uma vez que lo e ll estão em add(M), pois M é cogerador. Como no

Exemplo citado, é excita a seqüência

0 -+ (--, X) --} (--, lo) l::!!B (--, 11) --} F --} 0. (2.6)

Recorde que Fm e modjr) são categorias equivalentes (Lema 1.23), e assim

gl. dim(/'m) = gl. dim(1')

Portanto pdr. (F) < gl. dim(.7'm) = gl. dim(r) = s.

Como X é add(M), então (--, X) não é projetivo em /Ü (Proposição 1.28)

Seja

0 --> F.-l --} . . . --> Fo --} (--, X) --> 0

uma resolução projetiva minimal de (--, X), onde n = pd(--, X).

Então, colando as seqüências (2.6) e (2.7) tem-se a seqüência excita

(2.7)

0 ------ F«-l ------- . -. -----,- Fo ,- (--, lo) ; ( .ll) :F ;0

( ,x)

0 0

Assim, pd(F) = n + 2 :Ç gl.dim(Fm) = s. E daí n + 2 < s, donde n < s -- 2, ou
seja, pd(--, X) < s -- 2.

Observe que o Lema anterior afirma que neste caso, (--, X) admite uma resolução

de add(M)-aproximações com comprimento s -- 1 . Seja

0 --} FÉ.l --} -.+ ri --} F --> o

uma tal resolução. Alongando esta resolução com "zeros" , encontra-se uma resolução

de add(M)-aproximações com comprimento r, o que prova, portanto, que M é r-

aproximador.
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1 ) Suponha que M. sela um gerador-cogerador de m.odtAJ que

Para demonstrar que rep. dim(A) < r + 1 , basta mostrar que

gl. dim(r) < r + 1 , onde I' = End(M)'P

Mas, pela equivalência no Lema 1.23, é suficiente mostrar que gl. dim(Fm) < r + l .

Seja F um funtor coerente qualquer em fm. Por definição, existe um morfismo

f : X" --} X' em add(M) tal que

(--, x") -!-:3 (--, x') --} F --} o

sela r-aproximados] 0

é exala em FM.

Seja X = ker(f). Então é excita a seqüência

o --} x --> x" -b x'

Como M é v-aproximador, existe uma resolução de add(M)-aproximações para X

com comprimento r.

Seja

O --} M, --> . . . --} M] -!b X --} O

uma tal resolução. Então, Mi C add(M) para todo iC {l , . . . ,r} e

0 -->(--,M,) --}... --}(--,MI) -!-:!B(--,X) --} 0 é excita em .7:M.(2.8)

Como X é kernel de f,

O --} (--, X) --> (--, X") -!-:3 (--, X') --} F --} O é exala em /'M. (2.9)

Colando (2.8) e (2.9) tem-se a seqüência exala õ em /'M

0 -----+ ( , M.) ----,- . . . ----+ (--. Mi ) ---.-----------------» (--.X") ----,- (--.X') ----,- F -----'- 0

(-.x)

o ' ' o

Recorde que (--,Mi), (--,X') e (--,X") são projetivos em /'M, e portanto õ é

resolução projetiva de F. Então, pd;l,. (F) = r + l para qualquer F C Fm. Neste

caso, gl.dim(Fm):Ç r+2. E portanto, gl.dim(r) < r+2.



W
2.22 Corolário. Para uma áZgebra de .ArtÍn A, urze:

rep. dim(A) = r + l ezíste um gerador-cogerador r-aproiç nadar, mas não Àá ne

nhum gerador-cogerador s-aproximüdor, para s < r.

l)emonstração. Com efeito, se houvesse um s-aproximador com s < r, então

rep.dim(A) < s + 1< r+ 1= rep.dim(A)

e assim, r = s, contradição.

Por outro lado, se há um r-aproximados, do Teorema acima, rep.dim(A) < r + l.

Se, por absurdo, rep.dim(A) < r + 1, então rep.dim(A) :Ç r e portanto haveria um

(r -- l )-aproximados, contradição. ,g@
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Capítulo 3

.z\lguns Exemplos

Neste capítulo pretende-se apresentar alguns exemplos de álgebras para as quais é

possível encontrar a dimensão de representação usando as técnicas do capítulo anterior.

No fim do capítulo são apresentados também resumos dos principais resultados sobre a

dimensão de representação que se podem encontrar publicados.

A situação mais simples é aquela em que a álgebra é semi-simples. Para tais álgebras

vale o seguinte:

3.1 Teorema. Sega A tina áZgebra de .4rfin

.4 áZgeóra A é gemi-sÍml)/es se, e somente se rep.dim(A) = 0

Z)emonstrução.

(:+) Se A é gemi-simples, será gemi-simples o módulo D(A). Então é gemi-simples a

álgebra I' = End (A (D D(A))''. Neste caso, rep dim(A) :Ç gl. dim(r) = o, já que

A © D(A) é gerador-cogerador de A

(+) Se rep. dim(A) = 0, seja M um gerador-cogerador de mod(A) tal que

0 = rep. dim(A) = gl. dím ( EndA(M)) ''

Se A não é gemi-simples, então existe um projetivo indecomponível P com compri-

mento maior ou igual a 2. Como M é gerador, P é somando direto de M, e portanto

Enda.(M)'P não pode ser gemi-simples, contradição
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M
Obsemação 3.2. Algo importante de se observar é que não há álgebras de Artin com

dimensão de representação igual a l. Isso decore diretamente do. Teorema 2.21, uma vez

que não podem ocorrer resoluções de aproximação de comprimento 0.

A dimensão de representação caracteriza as álgebras de tipo de representação finito.

O próximo teorema, mais especificamente a equivalência entre (a) e (b), seguindo as

idéias da seção (2.1) é que motiva Auslander a afirmar que é esperado que a dimensão

de rel)rebentação foT"meça uma maneira razoável de medir quão distante uma álgebra de

..4dÍn está de ser de tipo de representação .Prato IAus71, pg 134j.

3.3 Teorema. Para uma áZgebra de .Adia A, são equit;a/entes

aJ rep. dim(A) < 2

b) /\. é álgebra de tipo anito

c) EzÍste M C mod(A) taZ que add(M) = mod(A)

ag EzÍste M gerador-cogerador de mod(A), l -aproümador.

r) Pe71 n«, c+T'- "'i.wywv

la ::::> b) Para que A seja álgebra de tipo de representação finito, é necessário que haja

um número finito de A-módulos indecomponíveis, finitamente gerados, dois a dois
não isomorfos.

Seja N um indecomponível de mod(A).

Como rep. dim(A) < 2, o Teorema 2.21 garante que existe um A-módulo M gerador-

cogerador de mod(A) que é l-aproximador.

Então, existe uma resolução de add(M)-aproximações de N com comprimento l.

Seja 0 -+ K -b N --} 0 tal resolução, onde K € add(M). Portanto, K = N e daí
N € add(M). Como N é indecomponível, deve ser um somando direto de M. Nuas

M tem um número finito de comandos indecomponíveis (Teorema 1.1), de onde se

conclui que existe apenas um número finito de indecomponíveis em mod(A).
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(b ::+ c) Seja M = (D Mi. Então certamente mod(A) = add(M), uma vez que todo
MiCind (A)

A-módulo finitamente gerado tem seus somandos diretos em add(M).

(c ::} d) Se M é tal que add(M) = mod(A), então M é gerador-cogerador, uma vez

que A C addjM) e D(A) C add(M) (Proposição 2.10). Este M também é um
l-aproximador, pois, para cada X C mod(A), um isomorfismo 0 -+ X --> X --} 0 é

uma resolução de add(M)-aproximações de X com comprimento l.

Id + a) Resulta imediatamente da implicação (2 :::> 1 ) do Teorema 2.21 com r = 1.

M

3.1 Dimensão de Representação 3

Na primeira parte deste capítulo observou-se caracterizações, por meio da dimensão

de representação, das álgebras semi-simples e álgebras de tipo de representação finito

Nesta seção, as álgebras em questão são álgebras de tipo in6nito.

Um dos fatos que pode ser motivador para encontrar álgebras com dimensão de re-

presentação no máximo 3 é aquele comentado na introdução desta dissertação, que é

o resultado encontrado por lousa e Todorov, em jIT021. Segundo este artigo, quando

uma álgebra de Artin A tem dimensão de representação no máximo 3, vale a conjectura

finitística, ou seja, é anito o valor de

íin. dim(A) = suptpd.4(X) : X C mod(A) e pd,\(X) < oo}.

A proposição abaixo decorre diretamente do Corolário 2.22 e da caracterização dada

no Teorema 3.3 e será útil sob esta hipótese, para calcular a dimensão de representação

de álgebras hereditárias, álgebras coladas a direita e álgebras loura.

3.4 Proposição. Seja A uma áZgebra de .AdÍn de t po án#nito. Então rep. dim(A) = 3

se e somente se Caíste um gerador-cogerador de mod(A) gue é 2-aprozímador.

3.1.1 A dimensão de representação de álgebras hereditárias

3.5 Definição. Uma álgebra de Artin A é dita áZgebra Acreditada quando os submódulos

do A-módulo regular AA são projetivos.
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Rotman (IRot79, 4.231) mostra (lue neste caso, se P é um A-módulo projetivo, então

todo submódulo de P é projetivo. Além disso, se l é um A-módulo injetivo e I' é um

submódulo de 1, então o módulo quociente + é injetivo.

Também é verdade que A é hereditária se e somente se gl. dim(A) < 1. Veja, por

exemplo IARS95, 5.21.

Exemplos de álgebras hereditárias são encontrados entre as álgebras de caminho cujos

quívers não têm ciclos orientados (veja, por exemplo, ICoe921).

O principal teorema desta seção é o que garante que a dimensão de representação de

álgebras hereditárias de tipo infinito é igual a 3. Antes de provar este resultado, observe

o seguinte lema:

3.6 Lema. Seja A uma áZgebra Acreditada. Se X é um A-mód Zo indecomponz'ueZ não

ányeÉãuo, então Hom,\(l, X) = 0, para qualquer í@etãtio l.

Z)emonstraçâo. Seja f C Hom,\(l, X) um mor6smo qualquer.

Então é exata a seqüência abaixo:

0 --} im(f) '-..} X --} -C-= --} 0
im(f)

Mas im(f) =: G;m, pelo Teorema do homomorfismo (veja IAF92, 3.71), e como A é

hereditária, i;;;liii é injetivo. Portanto im(f) é injetivo e a seqüência acima cinde. Neste

caso, X = im(f) © T, onde T 3 i;;x . Mas X é indecomponível, por hipótese. Então
T = 0 ou im(f) = 0. Se T = 0, então X é igual a im(f), que é um módulo injetivo,
contrariando a hipótese. Assim, im(f) :: 0, mostrando que f é mor6smo nulo. Logo,

Hom.A(l,X) = 0. ,4@'

3.7 Teorema. Se A é uma áZgebra Aeredãfáóa de tipo de representação {zzánáto, então

rep. dim(A) = 3.

Demonstração. Segundo a Proposição 3.4, é stúciente encontrar um gerador-cogerador

de mod(A) que seja 2-aproximador.

Considere M = A © D (A).

Como A é soma direta de todos os projetivos indecomponíveis presentes em ind(A) e

D (A) é soma direta de todos os injetivos indecomponíveis em ind(A), então M é gerador-

cogerador de mod(A).
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Para mostrar que M é também 2-aproximador, é necessário verificar que todo A-

módulo X admite uma resolução de add(M)-aproximações com comprimento 2

Se X C add(M), 0 --} X -!b X --} 0 é uma tal resolução.

Se X é add(M) e é indecomponível, considere uma resolução projetiva minimal de X,

digamos

0 --} PI --+ Po -$ X --} 0 (recorde que g]. dim(A) :Ç ] ).

Como Po e Pi são projetivos, estão em add( M) . Para (lue esta resolução seja uma resolução

de add(M)-aproximações, basta que, para todo Y C add(M), a seqüência de grupos
abelianos

0 --} (Y. PI) -+ (Y. Po) -!!Pb (Y. X) --> 0 seja exala.

Como

0 --} (Y, PI) --} (Y, Po) -!!gl (Y, X) sempre é exala, (Ver por exemplo IAss971)

Basta então mostrar (lue, para cada Y c addjM), (Y. g) é sobrejetora.

Como M = A©D (A), se Y C add(M) , então os comandos diretos indecomponíveis de Y

são projetivos ou injetivos. Portanto, basta verificar que se Y C add(M) é indecomponível,

IY. g) é sobrejetora.

Se Y C add(M) é um indecomponível projetivo, não há nada que mostrar.

Para Y indecomponível injetivo, será necessário mostrar antes que l M, g) é sobrejetora

Observe que, do Lema 3.6

(O(A.), P.) --, (O(A.), X) xata,

pois D(A) é injetivo, mas X não é (se fosse, estaria em add(M))

E como A é projetivo, (A, Po) --} (A, X) --} 0 é exala.

Portanto,

0 --, (O(.A) © Á., P.) --, (O(A.) © A, P.) --, (O(A.) © A., X) --, 0 é .xata

Com isso, para o módulo D(A) © A :: M, tem-se a exatidão da seqüência

0 -->(M,Pt) -+(M, Po) --}(M,X) -+ 0

Por fim considere então Y indecomponível injetivo
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.rara que

(Y, Po) --} (Y. X)

h:Y -+ Po H gh:Y -+ X

seja sobrejetora, é necessário que, dado t : Y --} X, exista v : Y -} Po tal que gv = t.

Como Y é injetivo, a seqÍiência 0 --> Y '-b M cinde, ou seja, existe um epimorfismo

j : M --} Y tal que ji = IV. Considere o diagrama

M=Y :0
L it

Po ---a-'''X ; 0

Recorde que (M, g) é sobrejetora. Assim, como tj C IM,X), existe 1, C (M, Po) tal

que gl = tj. Então, dado t C (Y, X), existe v = li C (Y. Po) tal que

]

t

IY.g)

gv = gjU) =(gl)i =(tj)t = t(ji) = tlv = t

Logo, (YI g) é sobrejetora também no caso em que Y é injetivo indecomponível. E

assim, para qualquer Y C add(M), para qualquer X indecomponível, é exata a seqüência

0 --} (Y. Pi) -+ (Y. Po) --} (Y. X) --> 0,

de onde se conclui que se X é indecomponível, há uma resolução de add( M)- aproximações

com comprimento 2.

Se X não é indecomponível, é soma direta de indecomponíveis, e as resoluções de

add(M)-aproximações de seus comandos induzem uma resolução de comprimento 2 para

X, concluindo a demonstração. ,ág

3.1.2 Algebras coladas e Algebras Laura
+

As colagens de álgebras foram introduzidas por Assem e Coelho(IAC941) para, segundo

os autores, "relacionar a teoria de partições pré-projetivas e pré-injetivas introduzidas por

Auslander e Smalg, com a teoria das álgebras inclinadas ('tiltcd'), introduzidas por Happel

e Ringel" . Posteriormente, outras propriedades das álgebras coladas foram estudadas em

IAC03j, onde também, ou principalmente, são apresentadas as álgebras loura (as definições

são dadas mais a frente).
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Além da classe de álgebras coladas à direita e coladas à esquerda, a classe de álgebras

loura generaliza outras importantes classes, como por exemplo, das álgebras fracamente

shod (que por sua vez, contém a classe das álgebras quasi-tilted, e portanto as álgebras

tilted) .

O principal resultado desta seção é mais um exemplo dado em ICP041 do uso da técnica

comentada naquele artigo, para o cálculo da dimensão de representação. Em IAPTj, os

autores calculam, usando o mesmo método, a dimensão de representação para álgebras

tilted e para álgebras estritamente lama (recorde que vale ainda a hipótese de que as

álgebras são de tipo de representação infinito). Para estas e para as álgebras coladas vale

que rep. dim(A) = 3. Neste último artigo ainda se mostra que se A é quase-tilted, então

rep. dim(A) < 4.

A definição original de álgebras coladas envolve conceitos que não convém ao escopo

desta dissertação, portanto será assumido como definição a caracterização dada abaixo.

Sua prova, bem como a de6nição original de álgebras coladas podem ser encontradas em

IAC94, AC031. Antes de enuncia-la, algumas de6nições são necessárias.

Sejam X e Y dois A-módulos indecomponíveis. Um camaRÃo de X a Y é uma seqüência

(não necessariamente exala) de morfismos não.-nulos

X :: Xo -} XI -+ Xz --} --} X..l --} X. = Y, onde Xi C ind(A)

Se existe um caminho de X a Y, diz-se que X é um predecessor de Y, e que Y é um

sucessor de X. Esta situação é denotado por X -+ Y.

Observe que X é sucessor e predecessor de si mesmo

Para uma álgebra de Artin A, considere as subcategorias plenas de ind(A):
CA = {X C ind(A) : se Y é predecessor de X, então pd(Y) < 1}

R,\ = {X C ind(A) : se Y é sucessor de X, então id(Y) < 1}
Recorde que uma subcategoria e' de (! é co.#nita em (: quando só existe um múmero

finito de objetos em (: \ e'

Diz-se que uma proposição P sobre objetos de uma categoria (: vale quase sem-

pre em (: quando P não é verdadeira somente para um subconjunto finito de obje-

tos de e. Em outras palavras, P vale quase sempre em (: quando a subcategoria

{X C e : P é verdadeira para X} é cofinita em C?.
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3.8 Proposição. Seja A uma áZgebra de .Adia

1. C./... é fechada para predecessores e 'R».. é jechcLdü para sucessores

2. São equivalentes

ra,) /\ é áZgebra de ..4rtÍn colada à esquerda,

ró) ,C,\ é co$nÍta em ind(A);

rc) pd(X) :( l quase sempre em ind(A).

3. São equivalentes

ra) A. é áZgebra de .Adia colada à direita;

ró) 'RA é co$nita em ind(A);

rc) id(X) < 1 quase sempre em ind(A).

l)emonstraçâa. Para 2 e 3, veja [AC94j e IAC031. Para ver que Z:A é fechada para pre-
decessores, é necessário mostrar que para cada X C ,CA, pd(T) C ,CA para qualquer

predecessor T de X. Isso é equivalente a exigir que, para cada predecessor Y de T, valha

pd(Y) < 1. Mas se Y -+ T, como T -+ .X, então Y -, X, e portanto pd(Y) < 1, já que

X € ,C,\. A outra afirmação é dual e tem demonstração semelhante. ,ÜW

3.9 Exemplo. Todas as álgebras de tipo finito são coladas. Mas a recíproca não é

verdadeira. Este exemplo pode ser visto com detalhes em IAC941. A álgebra de caminhos

dada pelo quiver abaixo
e

é uma colagem de duas álgebra de Kronecker com uma álgebra de radical quadrado nulo

Mas não é uma álgebra de tipo finito.

A demonstração do Lema abaixo pode ser encontrada em IAC031 , e envolve os conceitos

de caminhos de irredutíveis, e morfismos quase cindidos à esquerda e à direita.
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3.10 Lema. /2(703, .í.S7 Seja A uma áZgeZ)ra colada à esquerda. Se l é wm ánletÍuo

ándecomponúeZ, então eãste um ntímero .PnÍto de módu/os N C .CA de modo qwe Casta

um camaRÃo 1 ~-. N . .Em outras paZaurns, para cada i7Üetáuo índecomponúeZ 1, Casta Hm

nlímero Anito de sucessores de 'l em C/.... Dualmente, para cada P prolietiuo indecomponíuel,

existe um número anito de predecessores de P em 'RA..

Observação 3.11. O conjunto Xi = {N € ,CA : 1 -+ N} é finito, para cada l injetivo

indecomponível.

Portanto, se X denota o conjunto de todos os indecomponíveis injetivos em ind(A)

ente. Z2 - U Zi é um co-ju«to 6Mto.

Observe que X2 é fechado para sucessores. Com efeito, se N C X2, então existe l C X.

tal que 1 -+ N. Se N' é sucessor de N, então, 1 -+ N -+ N', donde 1 -+ N'

Observe ainda que se l é injetivo indecomponível que está em Zó., então l C X2, pois

l é sucessor de si mesmo.

)

lcx

Com estas informações em mãos, é possível agora enunciar o resultado que calcula a

dimensão de representação para álgebras coladas.

3.12 Teorema. Se A é uma áZgebra de .Adia de tipo 7zán to, Gozada â esquerda ou colada

â direita, então rep. dim(A) = 3

Z)emonstração. Seja A uma álgebra colada à esquerda. De acordo com o Teorema 2.21,

é su6ciente encontrar um gerador-cogerador de mod(A) que é 2-aproximador.

Como ,CA é cofinita em ind(A), é finito o conjunto XI = ind(A) \ ,CA.

Considere o conjunto finito

X = ZI U Z2 U {P : P é projetivo indecomponível},

onde Z2 é o conjunto de6nido na Observação 3.11. Então M = (IE)X é um gerador-

cogerador de mod(A). Com efeito, todos os projetivos indecomponíveis são somandos de

M, por construção, e se l é um indecomponível injetivo que não esteja em ,CA (estando

portanto em XI), então estará em Z2, conforme a observação acima.

Basta então mostrar que M é um 2-aproximador, ou seja, existe uma resolução de

add(M)-aproximações com comprimento 2, para cada indecomponível X.

Xé:.#'f
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Se X c add(M), não há nada que provar. Seja, portanto, X # add(M). Então X C ,CA,

pois se não estivesse, deveria ser elemento de .Yi, e portanto, estaria em add(M).
Como X € .CA e não é projetivo, vale pd(X) = 1 .

Seja 0 --+ PI -+ Po --} X d 0 uma resolução projetiva minimal de X.

Para que esta seqüência exata seja resolução de add(M)-aproximações, deve ser excita

asequencia

0 -+(Y. Pi) -->(Y. Po) -+(Y. X) -+ 0,

para cada Y indecomponível de add(M).

Recordando a demonstração do Teorema 3.7, basta verificar que é exata a seqüência

IY. Po) --} (Y. X) --> 0.
Isso é obviamente verdade se Y é projetivo. Mas se Y C XI ou se Y C X2, tem-se

(Y. X) = 0. Com efeito, se Y C .Yi e f : Y --} X é morfismo não nulo, Y ~+ X. Mas X C ,C,..\,

que é fechada para predecessores (Proposição 3.8). Neste caso, Y C ZA, contradição. Se,

por outro lado, Y C X2 e f : Y H X é morfismo não nulo, Y -+ X. Mas X2 é fechado

para sucessores (Observação 3.11). Logo X está em X2 e portanto, em add(M), outra
nnn+rnH;n;,.

'YC'--'-

Portanto, fica estabelecido que se A é álgebra colada à esquerda, rep. dim(A) = 3.

Para uma álgebra colada à direita A, basta repetir os argumentos usando conceitos duais

de resolução de add( M)-aproximações e provas duais dos resultados usados nesta demons-

çxaqão. 111111

3.13 Definição. Uma álgebra de Artin A é um .AZgebra Z;aura quando a subcategoria

plena .CAU 7?.,\ é cofinita em ind(A). Uma álgebra Laura é chamada Lauru estóta quando

não é quase-tilted.

Os resultados a seguir estão demonstrados em IAPTI, e usam o Teorema 2.21 para

construir o gerador-cogerador adequado.

3.14 Proposição

/. Se A é áZgebra tÍZted ow Zatzra estóta, Calão rep. dimjA) = 3;

2. Se A é áZgebra quase-t Zted, então rep. dim(A) < 4

47



3.2 Outros resultados

Vários autores debruçaram-se sobre a dimensão de representação, e muitos resultados

foram encontrados. Este capítulo tem o objetivo de apresentar alguns destes resultados,

sem a pretensão de esgotar o tema. A maior parte dos resultados será apenas enunciada,

explicada a relevância do resultado e será indicado ao leitor onde mais informações podem

ser encontradas. As álgebras em questão nesta seção continuam sendo álgebras de Artin

de dimensão infinita não-gemi-simples.

Sobre a finitude da dimensão de representação. Recorde que a dimensão de re-

presentação de uma álgebra A foi caracterizada como sendo o ín6mo de um conjunto,

a saber, o conjunto das dimensões globais de todas as álgebras de endomorfismo de

geradores-cogeradores de mod(A) (veja o Corolário 2.16). Em princípio, aquele con-

junto não precisaria ter um ínfimo, ou seja, para cada gerador-cogerador M C mod(A),

poderia ocorrer que a dimensão global de EndA.(M)'P fosse infinita. Entretanto isso não

ocorre.

Xi já especulava em IXi02, 6.11 o uso de álgebrm quase-hereditárias para demonstrar

que álgebras sobre corpos têm dimensão de representação finita.

Clom técnicas semelhantes, Osamu lyama, em jlya031, usando o fato de que a dimensão

global de uma álgebra quase-hereditária é sempre 6nita, conseguiu mostrar que cada A-

módulo X finitamente gerado é somando de um módulo M de modo que EndA(M)'P é

quase-hereditária. Com isso, foi possível estabelecer o Teorema abaixo, que garante a

finitude da dimensão de representação. Vamos especificar melhor esta observação. In-

formações relevantes sobre álgebras quase-hereditárias podem ser encontradas no artigo

IDR891, de V. Dlab e C. M. Ringel, que fizeram uso deste conceito (introduzido por

Cline-Parchall-Scott ICPS88a, CPS88bl) para o estudo das álgebras de Artin.

3.15 Definição. Um ideal J de um anel R é dito deaZ /zereditáóo quando

1. J2 = J;

2. J rad(R)J = 0;
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3. RJ é um projetivo

Uma álgebra de Artin A é dita áZgebra quase-heredÍÉáda quando existe uma cadeia de

ideais

Jo = o ç JI ç Ji ç Jz ç . . . ç J.=A

tal que -.!L- é ideal hereditário de --=-Ji-] Ji l

Exemplos de álgebras quase-hereditárias são as álgebras com dimensão global no

máximo 2 (IDK891).

A proposição abaixo foi demonstrada no artigo citado acima, e a prova consiste em

encontrar uma certa cadeia de subcategorias de mod(A), que fornecerão uma cadeia de

ideais para a álgebra definida na proposição

3.16 Proposição. //ya03, e.2y Seca X um A-módulo ./initamente gerado qualquer.

Z)e$na Xo = X e X«+l = rad(EndA(X«))X. Ç X«.

Sda m o menor inteiro taZ que X. = 0.
/ nt.l \ OP

.Então, EndA l Xo a) (11) Xi l é uma áZgebra guasi-heredátáóa.
\. í,=1 ./

3.17 Teorema. /rya03, .Z.Py Sega A wz7za áZgebra de .Adia. ..4 dime7zsão de representação

de A. é Brita.

l)emonstração. Sejam X e Y como na Observação 2.9. Então Xo :: X © Y é gerador-

cogerador de mod(A), assim como M = Xo © N , para cada A-módulo íinitamente gerado

N. Então, aplicando o teorema acima ao módulo Xo, este será somando direto de um

A-módulo M tal que End,\( M)'P é quase-hereditária. Isto signi6ca que existe pelo menos

um gerador-cogerador M = Xo© N de mod(A) de modo que EndA(M)'P tenha dimensão

global finita. ,@W

Sobre equivalências, extensões e limitações Ainda em IXi021, Xi buscava saber

quando álgebras de certa forma equivalentes se relacionavam com relação à dimensão de

representação. Ele havia definido o conceito de áZgebras estaueZmenfe àeredítáàas, que

são álgebras cujos projetivos indecomponíveis têm seus submódulos indecomponíveis ou
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projetivos ou simples, e cujos injetivos indecomponíveis têm seus fatores indecomponíveis

ou injetivos ou simples (Definição 3.4 daquele artigo). Estas álgebras generalizam as

álgebras que são estavelmente equivalentes a álgebras hereditárias, e Xi mostrou que para

álgebras estavelmente hereditárias, a dimensão de representação é no máximo 3.

Entretanto, ele queria mostrar que álgebras estavelmente equivalentes tinham mesma

dimensão de representação. Em seu artigo ele conseguiu veriâcar que a dimensão de repre-

sentação é invariante mediante equivalência estável de tipo de Monta, um caso particular

de equivalência estável. Em dois artigos, de maneira indepentende, X. Guo (IGuo051) e

por A. Dugas (IDug021, trabalhando com álgebras sem nós) provaram finalmente que a

dimensão de representação é invariante segundo equivalência estável.

Quando se trata de álgebras derivadamente equivalentes, Xi, mostra um exemplo

em que a dimensão de representação não é invariante sob este tipo de equivalência

(IXi02,' Observação 2 da seção 4j). Entretanto, a dimensão de representação de ex-

tensões triviais é preservada quando se tomam para álgebras derivadamente equivalentes

([xi02, 4.2]).

F. U. Coelho e M. 1. Platzeck aproveitam-se deste fato e do Teorema em ICP04, 31

para mostrar que se A é uma álgebra tilted iterada, então rep.dim(T(A)) < 3, onde

T(A) é a extensão trivial de A. Este Teorema citado diz que extensões triviais de álgebras

hereditárias têm dimensão de representação no máximo 3. Estes autores também mostram

que, sob certas condições, álgebras de Artin têm dimensão de representação limitada pela

dimensão de representação de suas extensões por um ponto.

Um mergulho de radicais f : A --} T' da álgebra de Artin A na álgebra de Artin r é

um monomorfismo que aplica o radical de Jacobson de A sobrejetivamente no radical de

r. Esta definição é necessária para o principal teorema em IEHiS041, que garante que se

f é um mergulho de radicais como acima, e se I' é de tipo finito, então rep. dim(A) :Ç 3.

Com este resultado, os autores provam que uma álgebra bisserial especial tem dimensão

de representação no máximo 3.

Um esforço grande em mostrar que a dimensão de representação separa os tipos de

representação foi feito por Thorsten e outros, numa série dc artigos, em que sc calculam

a dimensão de representação de várias álgebras (IBHS04, Ho103, Ho1041), conseguindo

verificar que algumas álgebras mansas têm dimensão de representação no máximo 3.
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Outra limitação foi obtida por Auslander, quando mostrou que uma álgebra auto-

injetiva A com índice de nilpotência igual a n satisfaz rep.dim(A) < n + 1. Como

exemplo, Aus]ander considerou o anel de grupos kIG], onde G é um grupo finito e k: é um

corpo .Nesse sentido, Thorten, recentemente IHH05j encontrou que algumas álgebras de

grupo (C2 x C2m) que são de tipo de representação selvagem (para m > 3) têm dimensão

de representação no máximo 3.

Sobre valores maiores para a dimensão de representação Como se pode perceber,
havia muita expectativa de que a dimensão de representação fosse no máximo 3, para

toda álgebra de Artin. Muito tempo se pensou que isso fosse verdade, mas recentemente,

Raphaêl Rouquier apresentou dois artigos em que apresentava um exemplo de álgebra

de Artin com dimensão de representação maior que 3. Os artigos IRou031, IRou051, do

próprio Rouquier, e IKK051, de Henning Krause e de Dirk Kussin, tratam desse assunto.

Concluindo Muito ainda há o que desvendar a respeito da dimensão de representação.

Aparentemente, esse número ainda não revelou toda informação que contém, muito menos

há um meio simples de calcula-lo. Algumas pistas para desvendar mais sobre a dimensão

de representação seriam conhecer os indecomponíveis do complemento de A © D(A) na

composição do gerador-cogerador que dá o mínimo para a dimensão global de EndÂ.( M)'P,

observando sua distribuição no quíver de Auslander-Reiten; encontrar uma demonstração

da ânitude da dimensão de representação usando o Teorema 2.21, mostrando que sempre

existe um gerador-cogerador r-aproximador; e todas as perguntas que Auslander mesmo

elabora na última página do texto que deu início a essa dissertação.
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