
Um problema isoperimétrico de

bordo livre no plano e no

espaço hiperbólico

Márcio Fabiano da Silva

TESE APRESENTADA

AO

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA

DA

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO

PARA
OBTENÇÃO DO GRAU DE DOUTOR

EM

CIÊNCIAS

Área de concentração: Matemática

Orientadora: Profa. Dra. Rosa Maria dos Santos Barreiro Chaves

Durante a elaboração deste trabalho o autor recebeu auxílio financeiro da CAPES/CNPq.

São Paulo, setembro de 2006.



Um problema isoperímétrico de bordo livre
no plano e no espaço hiperbólico

Este exemplar corresponde à redação
final da tese devidamente corrigida

e defendida por Márcio Fabíano da Silvo

e aprovada. pela comissão jidgadora.

São Paulo, setembro de 2006

Banca examinadora

» Profa. Dra. Rosa Mania dos Santos Berreiro Chaves(orientadora)

e Prof. Dr. Paolo Piccione -IMB..USP

e Prof. Dr. Armando Caputi - DA/l - UFABC - SP

e Prof. Dr. Jorge Herbert Sobres de Lira - DM -UFC

e Prof. Dr. Remato H. L. Pedrosa - IME-UNICAMP

IMlhUSP



Dedico esta tese ao presente mais valioso que recebi de Deus: minha família,

que sempre orou por mim diante dos momentos mais difíceis.



Ainda que eu falasse a língua dos homens e dos anjos, se não tiver caridade, sou como
o bronze que soa, ou como o címbalo que retine. Mesmo que eu tivesse o dom da profecia,
e conhecesse todos os mistérios e t(xia a ciência; mesmo que eu tivesse toda a fé, a ponto
de transportar montanhas, se não tiver caridade, não sou nada. Ainda que distribuísse
todos os metais bens em sustento dos pobres, e ainda que eu entregame o meu corpo para
ser queimado, se não tiver caridade, de nada valeriam

A caridade é paciente, a caridade é bondosa. Não tem invda. A caridade não é
orgulhosa. Não é arrogante, nem escandalosa. Não busca os seus próprios interesses, não

se irrita, não guarda rancor. Não se alegra com a injustiça, mas se rejubila com a verdade.

Tudo desculpa, tudo crê, tudo espera, tudo suporta.

A caridade jamais ac:abará. As profecias desaparecerão, o dom dm línguas cessará, o
dom da ciência findara A nossa ciência é parcial, a nossa profecia é impeMeita. Quando
chegar o que é peMeito, o imperfeito desaparecerá. Quando eu era criança, falava como

criança, pensava como criança, raciocinava como criança. Desde que me tomei homem,
eliminei m coisa de criança. Hoje vemos como que por um espelho, concisa.mente; mas
então veremos face a face. Hoje conheço em parte; mas então conhecerei totalmente, como
eusouconhecido.

Por ora subsistem a fé, a esperança e a caridade - as três. Porém, a maior delas é a
caridade.

ÍCot !3.:1-13.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos o seguinte problema isoperimétrico: "minimizar a área da, fron-
teira de uma região no espaço lúperbólico tridimensional que fica entre duas horoesferm

paralela, fixado o volume, descontando-se a área da parte da fronteira da região contida
nas horoesferas". Reduzimos o problema à análise das regiões invariantes por rotação e

obtemos as possíveis soluções isoperimétricm através do comportamento dm curva ge-

ratrizes das superfícies rotacionais com curvatura média constante no espaço hiperbólico.

Estudamos também & versão deste problema no caso do plano hiperbólico, determinando
o seu per61 isoperimétrico.



Abstract

In tais work we investigate the following isoperimetric problem: "to minimize the área

of the bounda.ry of a region in the three-dimensionM hyperbolic space between two par-
allel horospheres with a prescribed volume, without counting the área of the pari of the

boundary contained in the horospheres". \Vé reduce the problem to the study of rotation-
ally invariant regions and get the powible isoperimetric solutions through the behaviour of
the generating curves of the consta.nt mean curvature rotacional surfaces in the hyperbolic

space. We algo study the version of this problem in the hyperbolic plane and detemiine
its isoperimetric profile.

Palavras-chave

Espaço hiperbólico; plano hiperbólico; problema isoperimétri(:o; superfícies com curvatura
média a)estante; superfícies rotacionais.

Key words

Hyperbolic space; hyperbolic plane; isoperimetric problem; conlstant mean curvatme sur

faces; rotational surfaces.
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Introdução

Problemas isoperimétricos comtituem um tópico clássico em Geometria e têm sido abor-

dados por muit(B autores, sob diferentes condições. Um apanhado histórico é dado no

trabalho li61, de Ritoré e Ros. Para uma variedade Riemanniana M", ele tem a seguinte

formulação: classificar, a menos de um grupo de isometrias de M, as regiões Q Ç M que
minimizam área com volume fixado. Essas regiões são chamadas regiões isoperimétricas.

Muitas vezes chamamos aõ regiões isoperimétricas de soluções isoperimétricas, por serem
soluçõm de um problema isoperimétrico.

No caso em que a variedade ]l/ é o espaço euclidiano R3, Mana Athanaamnas l21 e
'lamas Vogell191 determinarmn, independemente, as regiões isoperímétricm que ficam
limitada por dois planos paralelos e para as quais não é contada a área da pa.rte da

fronteira da região que fica contida nos planos paralelos. Athanassenas mostrou que
os pontos críticos da área quando o volume está fixado(superfícies estacionária) são
superfícies rotacionais com curvatura média constante (superfícies de Delaunay) que en-
contram perpendicularmente o$ planos paralelos. Analisand(»se tais superfícies, apenas a

(gemi)-esfera, o cilindro e o ondulóide ocorrem como fronteiras das possíveis soluções do
problema. No entanto, quando se analisa a estabilidade de tais superfícies(como em l21
e ISI), o ondulóide é descartado por ser instável. Dependendo da relação entre o volume
pré-fixado e a distância entre os planos paralelos, o cilindro ou a gemi-esfera minimiza a

área. Pedrosa e Ritoré mostraram em jlõl que «te resu]tado va]e em ]R"+i,n $ 7, mas
não para n ? 9.

Tal problema isoperimétrico foi nosso objeto de estudo na dissertação de mestrado
j171 e isto nos motivou a estuda-lo no cmo do espaço hiperbólico de ctuvatura seccional

l



2 Introdução

constante igual a -l, que denotamos por H3(--1). Muitos resultados já foram obtidos

para o espaço hiperbólico, qua.ndo o bordo das superfícies está fixado ou pa:ra superfícies
sem bordo. Por exemplo, R. López analisou em l91 o problema procurando determinar su-
perfícies mergulhada com bordo fixo em uma horoesfera e com curvatura média constante

Observamos que no caso euclidiano, as soluções globais do problema isoperimétrico

eram dada em função da distância entre os planos paralelos (ver Capítulo 6 de j171).
Como esperamos o comportamento aná!(BO no espaço hiperbólico, é preciso que a distância

hiperbólica entre as subvariedades que conterão o bordo das soluções isoperimétricas sej a

constante. l1lscolhemm para fmer o papel dos planos paralelos(no caso euclidiano) duas
horoesferas paralelas, que no modelo do semi-espaço superior R:. serão representadas como
dois planos euclidian08 horizontais para]e]os em ]R3+. Embora faça sentido analisar o pro-
blema isoperimétrico que estamos considerando escolhendo»se outras superfícies umbílicas
ao invés de horoesferm, não é verdade que a distância hiperbólica entre dum esfera
geodésicos ou entre duas superfícies totalmente geodésica é constante, de modo que es-
tas situações não nos interessam. No caso de duas superfícies equidistante, a distância
hiperbólica entre elm é constante, mm & clmsificação dm superfícies rotacionais com cur-

vatura média constante que encontram duas superfícies equidistantes perpendicularmente
é mais complicada do que no caso das horoesferas.

Morgan (conforme jlll, j121) garantiu a existência de soluções isoperimétricm para
a classe de espaços Riemanníanos (M,g) nos qual o grupo de isometrias G de M é

co-compacto, bto é, À//G é um espaço tipológico compacto. Na nossa abordagem, anali-
samos o problema isoperimétrico numa região .F entre duas horomferm. Assim, G é o

grupo dm isometrias de M que deixa .F invariante, ou seja, são as rotações ao redor de
uma geodésica vertical e as translações horizontais, de modo que F/G é compacto, pois é
homeomorfo ao intervalo ]O, 1], o que garante a existência de soluções para o nosso caso.

Veremos no Tmrema 2. 1 .6 que as superfícies estacionárias para o problema isoperimétri-
co considerado são superfícies com curvatura média constante que encontram dum horoes-

feras paralelas perpendiculm'mente. Nesta tese, determinamos as variaições que são pontos
críticos do funcional ána e deixam o volume fixado. As superfícies que são dadas por
estes pontos críticos são m fronteiras dm possíveis soluções isoperimétricas. Para saber

quais dentre estai superfícies minimizam a área, quando o voltnne permanece constante,

a'clo



Introdução 3

é necessário ainda analisar a sua estabilidade, que se define de modo análogo ao cmo

euclidiano, descartando aquelas que são instáveis. Como não foi possível fazer tal a,nálise
no caso tridimensional, até o momento da conclusão da tese, o estudo da estabilidade das

superfícies no contexto que estamos considerando será alvo de nosm pesquisa no futuro
breve, visto que as ferramentas necessárias pala esse estudo já foram obtidas durante a

realização deste trabalho.

A fim de apresenta' os resultados que obtivemos, a tese será erga.gizada como a seguir.

No Capítulo 1, tratamos da geometria do espax;o hiperbóli(n tridimensional. Dmcreve-
mm o modelo do gemi-4mpaço superior Ri para o espaço hiperbólico e caracterizamos suas

geodésica, superfícies totalmente geodésicas, superfícies umbílicas, bem como as isome-
trias que deixam R3+ invariante. Damos a definição de superfície rotaciona] no espaço

hiperbólico como aparece em l61. Apresentamos as coordenlàdas ci]índricm em ]Ra+, a
parametrizax;ão natural das superfícies rotacionais do espaço hiperbólico com curvatura
média constante e alguns resultados a respeito de sua geometria que nos serão úteis, caos

detalhes podem ser vistos em [31 .

No Clapítulo 2, obtemos nossos primeiros resultados para o problema isoperimétrico
tridimensional. Mostramos que há uma equivalência entre as variam;ões que são pon-
tos críticos da área e que deixam o volume fixo e as superfícies com curvatura média.

constante que encontram as horoesferm perpendiculmmente ao longo do seu bordo. Pelo

Princípio de Reâexão de Alexandrov jll para piar).os euclidianos verticais(superfícies total-
mente geodésicas de R!), vemos que tais superfícies são rotacionais esférica. Assim, con-

cluímos que as fronteiras das regiões isoperimétricas são superfícies rotacionais(esféricas)

do espaço hiperbólico com curvatura média constante e que encontram as horoesferas

perpendicularmente ao longo do seu bordo.

No Capítulo 3, formulamos o problema isoperimétrico para o plano hiperbólico, visto

como um caso preliminar ao estudo do caso tridimemional. Adaptando os resultados
obtidos no Capítulo 2 (caso tridimensional) para o cmo plano, vemos que as soluções

isoperimétricm são regiões delimitadas por curvas de curvatura. geodésica constante, que
foram caracterizadas em l81, que intersectam dois horociclos paralelos perpendiculamtellte,

quando a intersecção for não-vazia. Descrevemos o sistema de coordenadas polares no

plano hiperbólico e obtemos as expressões para o perímetro e a área das possíveis regiões
isoperimétricm. Comparamos ainda as áreas de tais regiões, no caso em que elas têm o
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mesmo perímetro. Descrevemos, no Teorema 3.6.1, o perfil isoperimétrico da região entre

dois horociclos paralelos no plano hiperbólico.

Finalmente, no Capítulo 4, clmsificamos as superfícies E rotacionaís (esféricas) do

espaço hiperbólico com curvatura média constante entre duas horoesferas lli e llZ, ori-
entáveis, mergulhada, compactas, conexas, com bordo livre aE C lli U ll2 e íntersectando
a.s horoesferas perpendicularmente ao longo do seu bordo. Mais precisamente, no Teorema.
4.1.1, obtemos uma família de superfícies do tipo "prima do catenóide" para ll ' 1, do

tipo "equidistante" para 0 É /l < 1, do tipo "ondulóide" para H > 1, ou umbílica, pma
qualquer .IJ Z 0, como as fronteiras das possíveis soluções do problema isoperimétrico.



CAPÍTULO I

Preliminares

Neste capítulo, introduzimos algumas notações e tratamos dos resultados básicos e necmsários
aos capítulos p08teriores.

1.1 Geometria do espaço hiperbólico

Sejam ,Ca = (]R4,g.i) o espaço de Lorentz de dimensão 4, munido d& métrica de Lorentz

dada por g.i(z,y) = zigfi + z2h + z3h ' z4y4. Chamamos de espaço hiperbólico

(tridimensional com curvattn'a seccionar constante igual a -l) ao coÜtmto

HS ( -- 1) (z, 3/, z, w) € ,C4 : g-i(P, P) 1, w > 0}

Em j181, são descritos alguns modelos do espaço hiperbólico, as isometrias entre eles.
além das expressões das métrica induzidas por estas isometria. Para nossas finalidades.

o modelo mais adequado é o modelo do gemi-espaço superior, definido como

{(z, y, z) c IR;; z > 0},

uuLaino ( i a. in etFicn.

<, >= ds2 = !k!.'+" (Z3fa + dz2
'a
Z2 (1.1)

Em nosso trabalho, vamos tratar das superfícies com curvatura média constante H

que possuem bordo contido em horomferm. Seja é : E ----+ Ki uma imersão isométrica de
uma superfície compacta E com bordo aE # 0. Seja I' uma subvariedade com dimemão

5



6 Preliminar es

[ contida em ]R3+. Dizemos que I' é o bordo de é se é é um difeomorfismo de ÕE sobre I'.
Dizemos que E é uma H-superfície com bordo I' se é tem curvatura média constante H e
I' é o bordo de é. Identificamos E por sua imagem por Ó e aE com a curva I'

C) plano z = 0 é chamado bordo no infinito de IRa+ e é denotado por ânIRI.. As
geodésicas de R3+. são us regas euclidiaiias verticais e as semicirctmferências perpendicu-
Imes a a.K3. contida em RI.; enquanto que m superfícies totalmente geodésicas são os
pla.nos euclidianos verticais e ms gemi-esferas perpendictdares a a«R+ contidas emIR3.. As
superfícies totalmente geodésicas têm curvatura média constante .11 = 0.

As isometrias de R3+ são as aplicaçoes conformes de R3 que deixam R3+ invariante. As-
sim, as translaiQões euclidianas horizontais e as rota.ções ao redor de uma geodésica vertical

são isometria de R3+; us80ciadm a um ponto pO C é)mjR3 , temos duu famiüiu de isome-
trias: M chamadas translax;ões hiperbólica ao longo de uma geodésica a perpendicular a

Z)mJR3. em po, que são homotetims euclidianws centradas em po com falar k > 0

(z:,z,,z,) (P', z,) ---, (k(P' - %), kz3),

e as reâexões hiperbólicas com respeito a uma superfície totalmente geodésica P. Quando

P é uma semi-esfera perpendicular & é)mInI. centrada em po e com raio r > 0, as reflexões
hiperbólica são inversões euclidianas centradas em po que fixam P

ü', .J ---, %, Q + Ê>g'ãP;'R'
Quando P é um plano euclidiano vertical, m reflexões hiperbólicas são reflexõ« euclidianm
com respeito a P

Observemos que existem isometrias de IKi que levam um tipo de superfhie totalmente

geodésica no outro tipo. Por isto, escolhemos aquele que mja mais adequado ao que se

pretende fazer.

Uma técnica importante em nosso estudo é o chamado Princípio da Tangência, que nos

permite comparar localmente duas superfícies de curvatura média constante, tangentes em
um m«mo ponto p Como temos uma única direção normal em nosso caso, vamos orientar

as superfícies em JK3. de modo que e]as tenham .1] > 0.

Princípio da Tangência: Sejam Ei e E2 superfícies orientadas em ln3. com curva-
turas médias .]]i e .]]2, respectivamente, e .17i g ]7z. Se Ei e E2 têm um ponto de tangência.
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p comum, no interior ou no bordo (analítico), e se Ei está acima de Ea em uma vizinhança
de p, então Ei (nincide com E2 em uma vizinhança de p.

Sabe..se que as superfícies umbílicas têm curvatura média constante. Em [181, encon-

tramos uma descrição detalhada destas superHcies no espaço hiperbólico. A seguir, des-
crevemos as superfícies umbílicas no nosso modelo e damos suas repr«entações, quando
camadas por um plano euclidia.no vertical.

a) Zofalmenfe gmdésáczas; já descritas na página 6;

b) eli/ecus geodésÍma.s; definimm uma esfera geodésica como o coNunto de pontos que
equidistam, na métrica dada por (1.1), de um ponto fixo, chamado centro hiperbólico.

Elas são as esferas euclidíamas inteiramente contidas em ]RÍ. Sua curvatura média
satisfaz .17 > 1 e o vetor curvatura média aponta para o interior delas. Se p denota o
raio hiperbólico de uma esfera geodésica, então .# = cotÀP;

Figura l.l: Orientação de .H para uma esfera geodésica.

c) àomeli/ezm; uma horoesfera pode ser vista como uma esfera geodésica com centro
hiperbólico em iR.JR{.. Elas são representadas por planos euclidianos horizontais de

R3+ e esferas euclidianas de Ki tangentes a a.JK3.. Observemos que existem isometrias
de R3+ que levam um tipo no outro. Sua curvatura média satisfaz .fr = 1 e o vetar

curvatura média aponta para cima no primeiro caso (planos horizontais) e para o
interior no segundo caso(esferas) ;
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Figura 1.2 Orientação de H para uma horoesfera.

d) supe7$ciw equ d soantes; são superfícies que equidistam, na métrica (1.1), de uma
superfície tota]mente geodésica. São dada pe]a interseção de R3 com os pianos de ]R3

que não são paralelos nem perpendictdares ao plano z = 0 e pelas esferas euclidianas
que não estão inteiramente contidas emItI, e não são tangentes nem perpendiculares

ao plano z = 0. Observemos que existem isometrias deIR3. que levam um tipo no outro.
Sua curvatura média satbfaz 0 < /í < 1 e o seu vetar curvatura média aponta para a
superfície totalmente geodésica da qual elas equidistam.

Figura 1.3: Orientação de .f/ para uma superfície equidistante
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Superfícies Rotacionais de R3.

Deânição: Uma superfície rotaciona] esférica no espaço hiperbólico R3. é uma su-
perfície inca.rinite por um subgrupo de isometria cujas órbitas principais(paralelos) são

circunferências(euclídianas). Se os paralelos são curam equidistantes ou horocicl08, a
superfície rotacíonal é chamada, de hiperbólica ou parabólica, respectivamente.

Através do Princípio de Reflexão de Alexandrov e do Princípio do Máximo, veremos

que m superfícies interessantes para o nosso estudo são a8 rotacionais esférica. Neste
caso, o grupo de isometrias de RI. fixa uma geodésica 7(eixo de rotação) e os paralelos
são esferas geodésicos a com codimensão 2(circunferências) com centro em '7, cada uma
delas contida em uma subvariedade totalmente geodésica P ortogonal a '. A partir de

agora neste trabalho, superfície rotacional significa super«cie notacional esférica.

Figura 1.4: Superfície rotacional em IKi

1.2 Coordenadas cilíndricas no espaço hiperbólico

Sejam (B,g,2) as coordenadas caMesianas em ln3-. Fixamos a geodésica 7 em R3-, dada
pe[o eixo Z > 0. Soam P' a gemi-esfera euc]idiana de raio ] e centro na origem de ]R3
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perpendicular a a.RI., que é uma superfície totalmente geodésica e seja O = 1 Í) P' a
origem do sistema de coordenadas. Em P', fixamos um raio geodésico 1+ com origem em
O, contido no plano euclidiano © = 0, dado por {32 +22 = 1; 0 < ? $ 1}. Sela p € i1l. uni
ponto qualquer. Tomamos a curva a equidktante de 'y pagando por p(que é a gemi-rota,

por p e pela origem de R3) e seja {p'} = a ÍI P'. Tomamos as coordenadas polares(p, 0)

de #, onde p é a, distância hiperbólica de d a O e 0 é o ângulo entre 'y+ e o mco O#,
medido no sentido anel-horário. Sejam P a superfície totalmente geodésica que pensa por

p e é ortogonal a ' e z a distância hiperbólica do ponto Q a O, onde {Q} = p n'v.

Figura 1.5: Coordenada cilíndricas em R3.

Assim, m coordenadas cilíndricas de p são dada por (p, 0, z).

Em JKI., a relação entre as coordenadas cartesianas e cilíndricas é então

(ã,g,2) e'(t,nh p cos 0, ta«h p sin 0, sechp) , (1.2)

(1.3)

de onde segue que a métrica (1.1), em coordenada cilíndrica, é

dp2 + sinh2 p d02 + cosh2 p dz2.
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A órbita de p = (ã,0o,%) é obtida por R.P(p) = (A),0o + g,a), onde RP(p) é a

rotação de p de ângulo p em torno do eixo 2. Se E é uma superfície mtacional que tem
o eixo Z mmo eixo de rotação, é possível(a menos de isometria) parametrizar E por
.Y(8, t) = a(c(s», onde c(s) é a sua curva geratriz parametrizada pelo comprimento de
arco, de modo que a métrica de E é

&' - d.' + U''(9) .Zt', (1.4)

onde U = t/(s) é uma função positiva. Esta parametrização é chamada natural.

Supondo que a curva geratriz seja, localmente, um gráfico z = À = À(p) no plano

0 -: 0, mostra-se em ISI que os parâmetros naturais podem ser de$nidos pelas relações

ds = vl + À2(p) colha p dp! e dt = dp. (1.5)

Seguem então as relações

t/'(') - 'w' p(') ' À'(') - UI.y;$!L:..eÍd. (1.6)

Assim, a parametrização natural de uma superfície rotacional em coordenadas cilíndricas

é dada por
siM' P(s)

*«.. - J:&#hr'' «,
(1.7)

P(t) = t

1.3 .H-superfícies rotacionais

O estudo das superfícies rotacionais com cun'atura média constante no espax;o hiperbólico,

que chamamos de .#-superfhies rotacionais, é um tema já bem explorado por muitos
autores. Para, nossas finalidades, o trabalho de Barrientos l31 se mostra muito interessante.

Nesta seção, descrevemos, de forma resumida, os principais resultados & respeito das -#-

superfícies rotacionab que nos serão úteis, cujos detalhes podem ser vistos em [31 .
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Uma superfície rotacional no espaço hiperbólico gerada por un)a curva c(s) = (p(s), 0, À(s) ),

que identificaremos como c(s) = (p(s), À(s)) tem curvatura média dada por

«'4 - ãoãh á("wd';Õa:;6). o'Q

Chamando z(s) = U'(s), obtemos a equação diferencial para uma H-superfície rota-

cionalno espaço hiperbólico

; H');'+(1+2"H)'-'',
onde a é uma constante de integração.

Como -T ã 0, estudam-se separadamente os casos É = 0 e É > 0.

No primeiro caso, conclui-se que p(s) = p é constante e, consequentemente, a superfície
rotacional gerada por c(a) = (p, X(s» é um cilindro de rotação (hiperbólico).

No outro caso, estudam-se separadamente m superfhies com H = 1, 0 $ /í < 1 e

H > 1. Observemos que a, orientação do vetar normal à superfície foi tomada de modo

que /] 2: O.

2

(1.9)

A parametrização natural de uma .lJ-super$cie rotacional em Rs+, com .llr = 1, gerada

por tuna cima c(a) = (p(8), À(s» é dada, por

,h-h' P(,)

À(,) /' FRí;-'iT-Flí-;'ã;Pii)i +(i + 2«yt' '''
(l.lO)

P(t)

BmTientos m08trou em [31 que p(s) é uma função ilimitada, par, com um único ponto

de mínimo em s = 0 e que À(s) é ímpar, de onde concluiu que c(s) = (p(s),À(s)) é
simétrica em relação ao raio geodésico p. Além disto, o comportamento da8 curvas geriL-

trizes está determinado pelo pa.râmetro a, que neste cmo, por (1.9), é tal que a > --ã
Mais precisamente,

1. $e -- 11 < a < 0, vale que .i(s) > 0 e as curvas são mergulhadas (primas da catenária);
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2. se a 0, as curvas são dum porções de horociclos tangentes na origem;

3. se a > 0, as curva possuem uma única auto-intersecção

No caso 0 $1 .H < 1, a parametrização natural de uma /J-superfície rotacional, com

geratrü c(s) = (p(s), X(s)), é dada por

,"»' ,N - :4-:L:%:;y@,

À(8) /' V2a(--2a + df
Jo (2"t) '''

(1.11)

P(t)

onde .A = 1+ 2aH, B = .«Í:ii:'ãã#'+ ha e cl =

Neste caso, p(s) é uma função par, ilimitad% com um único ponto de mínimo em
s = 0, enquanto que À(s) é uma função ímpar, limitada e possui limite finito quando
lsl --+ +oo. Conclui-se então que a curva geratriz é simétrica em ralação ao raio geodésico
p, com bordo assintótico constituído de um ou dois pontos. O parâmetro a está definido

para todo número real, por (1.9), e para 0 < -H < 1, tem-ne que

l

2.

3

se a < 0, vale que .i(s) > 0 e m viuvas geratrizes são mergulhadas;

se a = 0, as curvas são dum porções de curva equidistantes(hiperciclos) tangentes
na cingem;

1 . /2a. + .fí\
w . > 0, t.m.« q«e Ã(') - 0 t'm dum «,l«çõ's: '-

s2:: --si. Neste ca«), existem curvas mergtdhadas e não mergulhadug na superfície.

Em particular, para o caso .1/ = 0,

l

2

se a < 0, vale que À(s) > 0 e se a > 0, vale que ,i(8) < 0, ou sda, À(s) é estritamente

monótona. As curvas geratrizes estão todas mergulhadas na superfície(catenóides

hiperbólicos);

se a = 0, tem-se X(s) erva geratriz é o raio p ' (p(s), 0), gerando l"n plan'
totalmente geodésico.
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Fina[mente, no caso /]' > 1, a parametrização natural de uma .li'-superfície rotacional,

com gerat-íz c(s) = (p(s), À(s)), é dada por

;:«»' «@ - 3-tl$e@,

À(s)
.Á 'lã;:ÍBÍli:Í'ã;i;;(iii).jy i- -'B2 «,'(2d) '"'

(1.12)

ÇP(t)

onde .4 = 1 + 2a.l{, B = v'1 + 4a/7 -F 4a2 e a = Ç/.fla -- l.

Em [3], mostra-se que as funçõm p(s) e X(s) são periódica de período : e, & parir

disto, que a ciirva geratriz c(s) = (p(s), X(s» é periódica de períod? .À = À(:). Por (1-9),
--/l+ v.H2 -- l . . . . .

temos que o parâmetro a, nesse caso, é tal que a 2 -----. Mais precisamente,

l

2

=e.-t-Z!!:-:!, tem-se que É = 0 em(1.9) e, como observamos no inicio

desta seção, disto segue que p(8) = p é constante e a superfície rotacional é um
cilindro de rotação (hiperbólico) ;

se =:e.-t-g!!!-:-! < a < 0, vale que .i.(s) > 0(corrigindo un-i pequeno erro em i31),

e as curva geratrizes são os ondulóides hiperbólicos;

3. se a = O, as cavas são semicircuníerências tangentes entre si ao longo do eixo de

rotação;

4. se a > 0, temos que X(s) = 0 tem infinitas soluções, que são pontos de máximo
e mínimo, que se alternam consecutivamente; m curvas geratrizes são os nodóides
hiperbólicos.



CAPÍTULO 2

Caracterizações iniciais das soluções
do problema isoperimétrico

Neste capítulo, mostramos que as soluções do problema isoperimétrico "minimizar a área
da ü'onteira de uma região entre duas horoesferas paralelas, que é uma superfície com
bordo contido na reunião das horomferas, quando uma certa função volume está fixada" ,

são regiões delimit;abas por .ll-superfícies rotacionais que intersectam as horoesferm per-

pendiculamlente ao longo de seu bordo.

2.1 As h'onteiras das regiões isoperimétricas são n-
superfícies perpendiculares às horoesferas ao longo
do bordo

Apresentamos as definições necessárias para caracterizar o problema isoperimétríco que
estados considerando. Observemos que todos os resultados, que serão obtidos nesta seção

para R+, pajem ser generalizados naturalmente para hipersuperfícies em ]RTi.

Seja ll = lli IJ ll2, onde llt e ll2 são horoesíeras representadas por planos euclidianos
horizontais paralelos e distintos. Notemos que as horoesferas 1lão paralelas no sentido que

a distância hiperbólica entre elas é constante. Sqa é : E -----} KI. uma imersão de uma

superfície conexo, compacta, mergulhada, de classe C'2, orientável, com bordo I' = ÕE e
tal que @ aplica I' em ll.

15
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Com. é usual em teoüa de imersões, identiâcam.s (localmente) E com @(E) e X(p) c

TPE com dép(TpE) c Rs+. Assim , temos uma decomposição ortogonal

Zp(R3+) = %(E) © Np(E),

nos espaços tangente e normal a E em pt respectivamente. No contexto de superfícies,

sabemos que existe uma única direção normal à superfície em cada ponto. Assim, fixemos
.V um campo unitário normal à imersão é. Se X(p) € Tp(R3+), podemos decompõ"lo como

x(p) = x(p)' + x(py'' b)' + '-.v(p),

onde a cIR.

Denotemos por < ', ' > a métrica em E induzida pela imersão é : E -----> Ra+, por V

a conexão Riemanniana de R3, e por V a conexão Riemanniana de E. Logo, se p € E,

X, y € 1(E), onde l(E) é o conjunto dos campos vetoriaís diferenciáveis de E definidos
em uma vizinhança de p, então

Vxl'' = ('7xY'')

B(X,}'') = (Vxl''y''

6 é chamada a segunda forma fundamental da imersão Ó.

O operador de Weingarten de @ em relação ao campo normal unitário N, denotado

por Áx, é definido como sendo o endomorfismo linear ,4X : 7'E ----> ll'E dado por

T

.4«,(}'') = --(V*'X')'. (2.1)

A curvatura média H da imersão é é definida por

.H (2.2)

O operador de \Veingarten .4x e a segtmda fobia fundamental -B da imersão é são

relacionados por
< .Ax(X), y >=< B(X, y), N' >

Definição 2.1.1. Erma uahação de é é ama aplicação C", f' : (--c,c) x E --- R3-, taZ

que ét : E ---, Ri, t € (--c, c), de$nà a por Ó.(p) = F'(t,p),VP € E,

raJ é uma imersão;
(b) %
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perpendiculares às horoesáeras ao longo do bordo i7'

S. P € E, x(p) - -ã;-l.. é o campo "ui"i'n,l de é e /(p) -< x(p), W(p) > é a
componente normal do vetar-variação.

A variação é dita normal se o campo variacional X é, em cada ponto, normal à
imersão @.

Dizemos que a variação F tem suporte compacto quando X tem suporte compacto.
Para uma vuiação oom suporte compacto e valores pequenos de t, temos que Ót é uma.
imersão de E em R3+. Neste caso, definimos a função área .A : (--c, c) ---' R por

AÇt) = 1 dA. = 1 V et\(@t)'\'@à\ dA,

onde d.4 é o elemento de área de E. Á(t) mede, em cada instante t, a área de E com a

métrica induzida pela imersão é.. Definimos também a função volume y : (--c, c) "--' R

por

E

V'''(t) f"' a(IK3. ) ,
Jl0,lIxE

onde a(iRi) é o elemento de volume canónico de R3- e p''d(R') é o pu]]-back de d(]R+)
por .F. y(t) mede, em cada instante t, o volume com sinal encerrado pelas imersões é e

Deânição 2.1.2. Sda F' : (--c,c) x E ---, R3+ uma uahação de d'

(ê) .F Pm««,' «Zu«w « V'(t) (O)( 0),Vt € (-e, c);

(ü) .F é ad«aüsú,el se F'(aE) c n,vt € (-', c).

Definição 2.1.3. Á imersão Ó é dita e$tacionáda se .A'(0) = 0, para foda uadações
admássíueàs que p7v8emam volume.

Proposição 2.1.4. r.Z' lza7#ação da .ÁT'ea) Sqa F %ma uaHação de é com campo

uaHadond X e suporte compacto em E. Então

A' (ol = -a Jnnf dA -F .l < x, u > a' ,
(2.3)

onde z/ é o nolll aJ Ítletor no plano tangente a E num ponto p c I', pe7pend c ar ao

uetor tangente a I' em p,) unãfáHo e#ehor ao /ongo do Mêdo I', dA é o elemento de área
de E e dl' é o eZeme7zto de m7npdmenlo de I', ízzduzádo por é.
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Prova: Segue da definição de Á(t) que

"'U - .Z WmÜIm(''']W'"J''«.]) '"«'([W"J''".]-' . á«''J''"J) '"'
Como éo é a inclusão de E em R3+, temos que (Zl#o é a inclusão dos respectivos espaços

tangentes e (@i é a pmjeção ortogonal em lr'E e, assim,

(@o)'@o

Calculando em í; = 0, obtemos

Á'm - .Á lit«p( ' l.t(@J'w*))ÓÁ.

Usando o Lema de Simetria de V+, que denota a conexão ao longo da imersão Ó, temos

ál.w@ - v'1111. - v'x.
que

Portanto,

Z
onde projr-l: denota a pmjeção sobre o vibrado tangente a E.

Decompondo o campo variacional como

X -X7'+Xw,

temos que as pmjeções das componentes tangente e normal (por (2.1)) de V+(X) sobre
IZ'T são

"'m - .Z li'-«.((''"r l. -'' -...-','.*)'" - !«%.(,«;«''x)'",

projrxVÓ(X7') = V(Xr)
projmVó(Xx) = --.4xx-

Portanto, usando (2.2), temos que

A(oà . .L l.ü.x' - 2 < x

Pelo Teorema de Stokes, segue que

A'(o) = .L < )d' , v > a' -- 2 fu < xK , n N > dA=

", H' N' :» )d..4
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--2 l H < X.N > dA -F 1 < X,v > (ã'

--'Z l Hf dA-+ 1 < X,v > dF

19
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Proposição 2.1.5. ('í' Vat'cação do VoZutrw) Sda r' uma uadaçõo de é com campo
uaHacãond X e suZ)ode com7mcto em E. Então

(2.4)/ d.4I''''(o)

.nd. /(P) :< X(p), .N(p) >, como anões

Prova: Adoptamos a prova do Lema (2.1) de l51 e Lema 3.6 de [131. Fixe p c Ee
tome um referencial ortonomnl adaptado pmitivo {ei, e2, N} ao redor de é(p). Assim,

p*a(tK3.) p) dtA'z.A,

onde

d.' (3, 'Ó.('-), '@'(',))

«'(IB, '«.ko, '".ka)
< 1lt, ÓG, dNt >
b(t, P) /t ,

onde b(t, p) = uoZ(@.(e:), W.(ea), Nt).

Portanto, como b(0,p) = 1 e jo = /, segue que

v'w .L:i\-ç.L.w.,põf dõaA - .Loco,püJ' ÚA:

«(t, P)

.Â/''.
l

Formulamos melhor nosso problema isoperímétrico: "minimizar a área da fronteira de

uma região ç) entre duas horoesferas ]]t e ]]a em ]RS , com volume(com sinal) 101 - V

prescrito, descontando-se a área da parte da fronteira contida nas horoesíeras. Stlpomos
que a parte da fronteira que não está contida nm horoesferas seja uma superfície conexo,

mergulhada, orientável, de classe (;2, compacta e com bordo contido em ll = lli U ll2.
Caracterizamos os pontos estai:ionários de .4 segundo a Definição 2.1.3. h/tais precisa-

mente, mostramos no próximo teorema que as fronteira das regiões isoperimétricas são
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.li-superfícies que encontram as horoesferas llt e lla perpendicula:rmente ao longo de seu
bordo.

Teorema 2.1.6. [/ma imersão é : E ---+ ]R3+ é estaciot]áràa se e somente se Ó tem
cu atura média mutante e {nfer8ecta ll odogonaZmente ao longo de I' = âE.

Prova: Adoptamos a prova da Proposição(2.7) de l41. Suponha que é tem clu-
vatura média constante e encontra H ortogonalmente ao longo de I'. Seja Q' uma variação

admissível de @ que preserva volume. Consequentemente,

0 (0) / / d.4.

Além disto, como é encontra H perpendicula.rmente, temos que o conormal exterior &' ao

longo de I' é perpendicular a 11. Como a variação é admissível, segue que ét(1') c ll e,
portanto, X(P) € Tpn,vp c r. h)go,

E
(2.5)

(2.6)

Poüanto, como H é constante, temos por (2.5) e por (2.6) (lue

.4'(o) = -2.a / .f d4 = o.

Reciprocamente, suponha que é é estacionária. Primeiramente, mostremos que @ tem
curvatura média constante. Sejam p € E, onde E denota o interior de E e a bola geodésica

B = BP(r) C E de centro em p e raio r, que é um aberto contendo p.

Defina

E

«. - h J." '-.
Suponha, por absiudo, que existe P € B tal que H(pO > /lo. Sejam

0+ = {q € B : H(q) > Hol;

0' = {q C .B : -H(q) < Ho}

Clamo Fe Z)+ e pela definição de Ho, segue que Z)+" # g e Z)' # g.

Seja U+ :: .a\tD. Assim, t/+UZ)+ = B. Tomando uma partição da unidade em

t/+ Un+ = .B, segue que existe uma função não-negativa rl tal que p c supp rl C ZI)+
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perpen

Sejam q c D' e U' = B\tq}. A«im, U'Ui)- = B e tomando uma petição
da unidade em t/' U.O- = B, segue que existe uma função não-negativa @i tal que

q C suPP @i C -D'

Sejam
(H - Ho) d.B;

(H - Ho) d-B

Pela construção de ri e @i, temos que ai > 0 e bt < 0. Seja c := --Í-

Consideremos agora m funções não-negativas a'' e @ dadas por T ' rl e @ = cÜi.
Definimos a função ?l := (1" + @) . (H -- Ho). Ente

/' u dB - 0. (2.7)

Consideremos uma, vuiação F' com suporte compacto A contido em B e cuja componente
normal do vetou-variação é a função u definida acima. Podemos estendo-la a uma variação

em E de modo a coincidir com f' em A e não variar fora de A. Assim, temos que XI -0

B

r
de onde segue que

< X,P >1 = 0.
F

(2.8)

Portanto, temos uma variação admissível clue preserva volume (por (2.7» definida em

E e, como é é estacionária, temos por (2.3) e (2.8) que

o = .A'(0) = --2 / .Hu dB.
E

(2.9)

Logo,por (2.9) e (2.7)

l (a - HQ)« dn ' .Lnuan - n.
Poroutrolado,

f ÇH -n.ÕI dB= 1 (v+$) .(H -HQ)2 dB>o,

o que é uma contradição. Segue que H ;: .llo em -B. Como E é conexo, segue que -# é
constante em E, isto é, @ tem curvatura média constante.
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Agora, mostremos que é intersecta ll ortogonalmente ao longo de I'.

Sda @ uma variação admissível qualquer que preserva volume com campo variacional

X . Seja po € aE. Suponha, por absurdo, que < X(%), u(n) ># 0. Por continuidlúe,

podemos garantir (lue existe uma vizinhança t/ C aE de po tal que < X(p), z'(p) > > 0,

Vp c U, onde U = Wi Í)aE e Wi é uma vizinhança de po em E. Sejam q € E \Wi e
Wa uma vizinhança, de q, diqunta de Wi. Tomando uma partição da unidade associada

Wi UW2, existe uma função Ci : Wi ---, R diferenciável tal que €1i(Wi) C [0, 11, com
suporte supp (i c Wi e podemos tomar Wa e a função C2 : W2 ----+IR diferenciávei de
modo a satisfazerem (2(W2) C [0, 11, suPP ea C Wa e

l (lj dW\-+ l (,f dWz= 0.
../Wt ./W2

Consideremos a variação ©'e : (--c,c) x E ----, ]R, com suporte contido em Wi U W2 e tal
que

(2.10)

'Ê"' - ':'',,, - l :lli i:;i: ;E
Vamos provar que ®e é, de fato, uma variação.

e Fixando t = fo, temos

'(.?)(«) - « ;l.K@ ",d «pn -- -'.:'-,«,,,"'

Observemos que d©(e(p)to,p)u 7É 0, pois ®' é imersão. Consequentemente,

I'(.?) («)l $ 1''1 1'''«Mll'a i«l -' I"..',,«,,,«l,
onde V denota o gradiente. Assim, tomando h suficientemente pequeno, diminuindo

o intervalo(--c, c) se necessário, podemos garantir que

lfol IX&.,(p)jjV€1 1?;1 + 1d'D(ewt.,p)?;l # 0,

de onde segue que @} é uma imersão, Vt € (--c, e);

e @g :; ©, por construção

Mostremos que õe é uma variação admissível que preserva volume
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l

2

1l ! = et(P) -ãi-, " p c Wt. Como @ é admissível, Negue que ©e é admissível.

Temos que o vetar-variação de @e é

xc(p) - É3il..(p) - (- (p) ;;'l,.(p) - (:(p) x(p), p c w ;
Xe(p) = (,(p) X(P), P € Wa.

Clonsequentemente, a componente nomtal do vetar-variação de 4'e é

/e(P) = ei(P) < X(P), N'(P) >= ei(P) /(P), P C Wi;

/e(P) = ea(P) < X(P), N(P) >= (2(p) /(P), P € Wa;

/e(P) WIUM2.

Portanto, por (2.10), temos que

f leda f (*@üfbõaw--+ Í e,büfQõaw,=o,Jz Jwx JWa

ou seja, $e preserva volume.

(2.11)

Para esta variação, como supomos é estacionária e já mostramos que tem H constante,

temos por (2.3), (2.11), que

o=.A'(o)=--znlxjedA+Jw(i <X,u>a' Jw(t <X,v>a'. (2.12)

Comoe:(Wi) c [0,i] e < X,p >>0em Wi, então /w Ci <X,u> a' >0,oque
é uma contradição com (2.12), que surgiu por termos suposto que < X(m), P(R)) ># 0.

Assim, Vp C aE, temos que < X, p > (p) = 0. l

2.2 As fronteiras das regiões isoperimétricas são su.
perfícies rotacionais

Nata senão, mostramos que as fronteiras dm soluções isoperimétricas são superfícies rota-
cionais. Para isto, vamos usar o que já provámos acima: que elm são .ll-superfícies. Como
este é um tema bem explorado, não vamos repetir aqui as provas dos Princípios do Máximo

no interior e no bordo, mas apenas enuncia-los.
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Con)sideramos planos euclidianos verticais P, que são planos totalmente geodésicos em

IR! e reflexões euclidianas em relação a estro planos, que são isometrias de Ra+. Descreve-

mm, a seguir, o método do Princípio de Reflexão de Alexandrov.

Tomamos uma neta euclidiana r qualquer em uma das horoesferas llt ou llZ e P um

plano perpendicular à teta r obtido da seguinte maneira: consideramos lnn feixe F de

planos(paralel08) perpendiculares a r e escolhemos para ser o plano P aquele plano de F
que primeiro tangencial a superfície. Desta form% temos que P é perpendicular a llt e a

ll2 e é um plano suporte de E.

Figura 2.1: Posição do plano P em relação às horoesferm lli e ll2 e à superfície E

Como E de[imita um sólido compacto K em ]R3+, movemos então o plano P paralela-
mente de modo a cruzar o sólido K. Em cada posição de P, refletimos em relação a P a

parte de E já cruzada e a denotamos por E,. Pm'a pequenos deslocamentos de P, temos
que E, pertence ao interior de -K.
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Mais precisamente, enunciámos o Princípio de Reflexão de Alexandrov.

Seja E uma superfície compacta, orientável, conexo, mergulhada em IKI., que está
localizada entre duw horoesferas Hi e ll2 e com bordo contido na união das horoesfera.s.

Assuma que E tem curvatura média constante .17. Sejam P e K um plano totalmente

geodésico e um sólido, respectivamente, determinados como descrevemos acima. Sda Põ
o plano obtido quando deslocamos P a uma distância euclidiana õ, de modo a cruzar .K.

Sejam {Põ} a famiüia de play(x paralelos a P assim obtidos e {E:} a família formada
pela partes refletidas (euclidianamente) de E em relação a Pó. Definimos:

Õ' := suP{Õ : Õ - 'jÍst(P', P), E: C Ã'},

onde d2st(Põ, P) denota a distância euclidiana entre Põ e P. Continuamos com o processo

de reflexão até o momento em que obtemos põ' e E:' que , por motivo de simplificação,
chamamos nova.mente de P e E,. Pela hipótese de compacidade de E, temos que para este

õ*, E. e a parte E de E que está do mesmo lado de P que E, têm, no mínimo, um ponto
no em comum. Além disto, E, e É têm o mimo plano tangente neste ponto zo. Por esta
razão, ao é denominado o I' ponto de contado.

Como E está entre duas horoesferas, zo pode ocorrer no interior ou no bordo da

superfície (como nas figuras 2.2 e 2.3). Ver detalhes na Seção 3.2 de [171.

Figura 2.2: Representação da possibilidade em que aço € E

Antes de aplicar o Princípio de Reflexão no espaço hiperbólico, vamos apimentar
alguns resultados e definições que nos serão úteis e que aparecem em [71.

Seja P o plano {z = 0} em JKI.. Dado um domínio D em P e uma função u
definimos o gráfico horizontal de a por

G(H) {(u(g, z), g/, z); (0, g/, z) € D}
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Figura 2.3: Representação da possibilidade em que aço c aE

Em l71, é m(Btrado que a equação da curvatura média para um gráfico horizontal
(hiperbólico) é

-:«(ã) -; ("*ü),
onde Vu é o gradiente euclidiano de u, W(u) = (1 + u? + d)' e «i,u2 são as derivadas
parciais de u em ralação a g/ e z, respectivamente.

Sejam Ei e EZ duas superHcies conexas em R]., tangentes e com o mesmo normal
unirá.rio em um ponto p. Escolhemos coordenadas ]ocais para ]R3 de modo que o plano

tangente P comum, em p, mja o plano {z :: 0} e o vedor normal normal comum sda
(1, 0, 0). Assim, em uma vizinhança de p, Ei e Ea são grá6oos horizontais de funções H e u
definidas em um aberh .D de P. Dizemos que Ei está acima de E2 se u 2 u e denotamos
por Ei 2: Ez. lemos então os Princípio do Máximo no Interior e no Bordo.

Princípio do Mláxímo no Interior: Sejam Ei e Ez superfícies em KI., como acima.
Sejam .Ht e H2 sum respectiva curvaturas médias. Se numa vizinhança de um ponto de
tangência comum no interior das superfícies tivermos Ei Z Ea e .lrt $ .1721 então Et :: E2
nata vizinhança.

Princípio do Mláxímo no Bordo: Sejam Ei e E2 superfícies com bordo diferenciável
em IKI. como acima. Sejam .llri e X2 sum respectivas curvaturas médias. Se numa vizi-

nhança de um ponto de tangência comum no bordo das superfícies tivermos Eí 2 Ea e

Ht É H2, então Ei = E2 na vizinhança (que tem p em seu bordo).

Vamos omitir as provas destes princípios, observando que elas são exatamente as mes-

ma que aparecem no caso eticlidiano eml171, visto que os argtmlentos não dependem da
geometria da.s superfícies, mm basicamente de Análise. Outra referência, para maiores
detalhes, é o Capítulo 3 de l71.

(2.13)
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No nosso caso, temos Ei é a reflexão da superfície E, que chamamos de E,, em relação
a um plano euclidiano vertical e E2 é a parte de E que não foi refletida, E'. Como elas

têm a mesma curvatura média, é conhecido que estas superfícies são analíticas. Assim,
como elas coincidem em um aberto, então elas coincidem em toda a sua intersecção. Isto
faz com que E, = E', provando que P é um plano de simetria de E. Como a reta r era

arbitária, concluímos que E tem, em cada direção horizontal, um plano de simetria, de
onde segue que a superfície E é rotacíonal (esférica) e tem uma neta euclidiana vertical

(geodésica de ]R3+) como eixo de simetria. Os detalhes das afirmações acima podem ser
vistos em j171, voto que a situação é análoga, ao caso euclidiano.

Com isto, ficou provado o seguinte resultado.

Teorema 2.2.1. Seca E uma super:/%ae meryuüada em IRI., de c/mse Oa, ohenfáueZ,
(=oneza e c077zpacta, que esta laca/toada el trz as à070ei{/lhas pa7u/elas lli, ll2 e caIR bordo

aE C lli Ull2. Se tiue7mo$ ainda que a cu atura média H de E é mmlanfe então E é
rotaci07mZmetzte simétrica ao i dor de um eüo pefpettdicti/ar a lli e a H2.

Observação 2.2.2. O cone da supe71/ície E com uma h07ne:sl/em 7{, dada por um plano
enclàdxaso hor'izontd, é formado por uma úni.ca c%Tcbnferência eu.cbdiana. De fato, se

o(D'rte fosse comtitt {do de dum drc\ nferên.ci(n concêntmcas(conforme $Wra 2.4) e Q
região ãsoperãmétdca .fosse Gamela delimitada pela.s respectivas cãnunferêndm então, pelo

PdMpio de Reltezão de Alezandrou, seda possível obter um plano totalmente geodésico P,

dada por %m piano eutcládíüno medical, que seda um p/ano de sá7nzf?fTü, mm não conteria
o eüo de aimetda, oófendo msám uma contradição.

Figura 2.4: Representação de uma situação em que E ÍI 7{ consiste de dum circunferências
concêntricas, sendo zo o primeiro ponto de cantata.



 



CAPÍTULO 3

Um caso preliminar: o caso do plano
hiperbólico

Neste capítulo, estudamos o problema isoperimétrico para o caso do plano hiperbólico

3.1 Geometria do plano hiperbólico

Nesta seção, apresentamos alguma deânições e resultados, cujas prova serão, em geral,
omitida.s, pois podem ser encontrada em l8j. Chamamos de plano hiperbólico o conjunto

de$nido por

tK3. := {(z,y) C R'; y > 0},

dotado da métrica

g
<. >- ds2 = (Za;a + dya

A neta euclidiana {g/ = 0} é chamada bordo no infinito de R2+ e é denotado por a»R+.

A seguir, descrevemos as curvas de curvatura geodésica constante k 2: 0 em R3., que
foram caracterizadas no Capítulo 6 de l81(nesta referência, a curvatura é chamada de
hiperbóhc-).

(3.1)

a) Geodés ms; são representadas por netas euclidianas verticais contidas em Ri e semi-
circunferências euclidianas perpendiculares a õ«IK3- e contidas em JK3. . Neste caso,
k 0;

29
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b) circu7 /erêncim geodésimas; são as circuiderências euclidianan inteiramente contida.s em
}K3.. Neste caso, k > le o vetar curvatura aponta para o interior dela. Se p denota o

raio hiperbólico de uma circunferência geodésica então k = cothp;

c) Aorociclos: são representados por retas euclidianms horizontais de R3. e circunferências

euclidianas de K3. tangentes a É)mRI.. Neste cabo, k = le o vedor curvatura aponta
para cima no primeiro caso(Tetas horizontais) e para o interior no segundo cago(cir-
cuMerências).

d) curam e?quádástantes; são curvas que equidistam, na métrica dada por (3.1), de uma
geodésica. São dada pela interseção delR3. com as regas de R2 que não são paralelas
nem perpendiculares à neta {3/ = 0} e pela.s circunferência euclidíanas que não estão

inteiramente contida em R3. e não são tangentes nem perpendiculares à retaÍ3/ = 0}.
Neste caso, 0 < k < le o seu vetar curvatura aponta para a geodésica da qual elas
equidistam.

As isometrias de K3. foram descritas detalhadamente nos Capítulos le 4 de l81. Elas
são m transformaições de Mõbius de R2 que deixam R3. invariante. Destacamos, para
nossos objetivos, as translações euclidianas horizontais, as reflexões euclidianas em relação

à uma geodésica vertical, as homotetim euclidianm e m inversões euclidianas(relativa a

circ«nferêncim cent:Mm emÍg = 0}).

Para R2+., o problema isoperimétrico tem a seguinte versão: "minimizar o perímetro

de uma região contida entre dois horociclos paralelos(representados por retas euclidia.nas
horizontais paralelas), fixada a área, descontando-se & parte da õonteira da região que
está contida nos horociclos". Quando falamos em perímetro de uma região, queremos

dizer o comprimento da honteira da região.

Como a homotetia euclídiana é uma isometria de RI., tomamos o horociclo inferior

como sendo a rega {g = 1} para estudar o problema isoperimétrico e as outras soluções
são então obtidas por homotetia.

Adaptando a prova do Teorema 2.1.6 para o caso plano, temos que as soluções do

problema isoperimétrico são regiões cujas fronteiras são curvas de curvatura geodésica.
constante que encontram os horociclos perpendiculamlente(quando a intersecção for não-

vazia). A existência e regularidade das soluções isoperimétricm é garantida por resultados
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que aparecem nos trabalhos de Morgan(ver jlll e [121), observando que as isbn)etrim de

lni. que deixam & região .F entre os horociclos paralelos invariante são as translações
euclidianas horizontais e as reflexões euclidianas em relação a uma geodésica vertical, de

modo que se G é o grupo de tais ísometrim então .F/G é compacto, pois é homeomorfo

ao intervalo lO, ll.

Nas pr6ximm senões, nosso objetivo é obter as expressões para a área e o perímetro
dm possíveis soluções isoperimétricas.

3.2 Coordenadas po[ares em ]Re+

Sejmi(z, y) as coordenadas cartmianas em ]R2+. Fixamos a geodésica '7 em IRi., dada
pelo eixo 3/ > 0. Seja O =(0, 1) a origem do sistema de coordenadas. Fixamos iun raio
geodésico '+ com origem em O, dado pela rega euclidiana {n = 0; g ? 1}. Seja p € JK3.
um ponto qualquer. As coordenadas polmes(p, 0) de p são definidas como: p é a dktância
hiperbólica de p a O e 0 é o ângulo entre '+ e a geodésica que passa por O e p, medido
no sentido anta-horário.

y- l

7

0

á

Z

Figura 3.1: Coordenadas po]ares em ]Re+

Usando trigonometría hiperbólica, mostramos que a relação entre as coordenadas carte-
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lianas e as polares é

(z,3/) - ..hp - ,inhpc.0(si'hpsin0, 1),

e que a métrica de R3., dada por (3.1), em coordenadas polares, é

da2 = dp2 + sanha P cl02

(3.2)

(3.3)

Comnequentemente, podemos obter as expressões para o compi'imenso de arco de uma

circunferência geodésica, e para a área de um setor em função do ângulo central P.

Para simplificar, tomamos a circunferência de raio hiperbólico p e centro hiperbólico
como sendo o ponto O.

Figura 3.2: Comprimento e área em função do ângulo central

A circunferência geodésica pode ser parametrizada por

a(0) = (P, 0),

com p constate e 0 $ 0 $ P.

1.,ogo, em coordenadas polmes,

(ü2(a') := sinh2 p.

Portanto, o comprimento de arco(na métrica hiperbólica) que subentende um ângulo

central P é

.0 P. (3.4)L(a)=
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Na métrica dada em (3.1), a área Á de uma região R. no plano hiperbólico é deânida

por

d« dy. (3.5)

Usando a métrica em coordenadas polares dada por (3.3), temos que a área 4 do setor de

disco geodésico que subentende um ângulo central # é dada por

A dp'W'P(mhP'l)' (3.6)

Como já vimos, as fronteiras das soluções do problema isoperimétrioo são curvas de cur-
vatura geodésica consta.nte que encontram os horociclos perpendiculumente(adaptação
do Teorema 2.1.6 pua o caso plano). As possibilidades são, então, geodésica verti(cais,
circunferências geodésicos, horociclos representados por circunferências euclidianas deIRI.

tai)gentes a a«nl e curvas equidistantes representadas por circlmferências euclidianas

que não estão inteiramente contidas em R3. e não são tangentes nem perpendiculares à
reta {y = 0}. As regiões no plano limitadas pelo horocicloÍgf = 1} e pelas circtnúerências

geodésica, horociclos e curvas equidistantes que encontram perpendicularmente o horoci-
clo serão chamada, respectivamente, de meio disco geodésico, meio disco horociclo
e meio disco equidistante. A região delimitada pelos horociclos e por dum geodésicos

verticais será chamaria de seção. Meio disco superior e inferior a um horociclo significará

a porção do meio disco, com centro euclidiano no horociclo, que está, respectivamente,
acima e abaixo do homciclo.

3.3 Expressão para o perímetro e a área de uma
seçao

Sejam c > 1 e zo < zi constantes reais. Para simplificar, consideremos as geodésicas

verticais {aç :; zo} e {z = zi}, contidas em R3., e os horociclos paralelos {g/ = 1} e
{ t/ = c }.

Usando a métrica hiperbólica dada por (3.1), calculamos a seguir o perímetro e a área

desta seçh.
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x lõUlaF tJ tJ+ b.J\iyaxJ VIILULv VD uv&v\./x\.ALVOR

Lema 3.3.1. Gom as notaçõw introduziam acima, o Feri'metro e a áma da senão são,
ms;zcüuamente, (fados por

1,=21nc.

,4 -zo) (:3+1).

mento de um segmento geodésico

C

h(i')

vertical com 1 < g/ <Prova Como o compra cal,

Z, = 2 in c

c e

então

Por (3.5), a área é calculada como

r f \aua« (:!-+1).
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3.4 Expressão para o perímetro e a área de um meio
disco geodésico

Sejam c € R; eÍy = c} um horociclo em R3.. Para simplifica, consideramos a circun-
ferência euclidiana S de centro (0, c) e raio r < c. Amam, S também pode ser vista como
uma circunferência geodésica Sx de centro hiperbólico a7{ =(0, h) e raio hiperbólico p.
Determinemos as relações entre os raios e os centros de S e de SH.

P,.+.)

Figura 3.4: Relações entre os raios e os centros de S e de Sx

Como OX - (0, h) equidista. na métrica (3.1), dos pontos de coordenadas (0, c -- r) e

(0, c + r), então parametrizaaldo o segmento vertical com extrenlidad« nestes pontos por
a(t) = (O, t), com c -- r $ t $ c + r e calculando a distância entre o centro hiperbólico e

as extremidades do segmento, temos que

rn l rctf l
1 =. dt= 1 : dt.

J.,t Jh t

de onde segue a relação
(3.8)

Logo, (;h =(0, va':;ã) e o raio hiperbólico é

-- r,\«.*. " ; »(=). (3.9)
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Segue desta última relalção que

r e2P-l
=l - :li;';T = t-h p. (3.10)

Uma infomlação que nos será útil no futuro é a relalção entre as áreas hiperbólicas dos

meio discos geodésicos superior e inferior ao horociclo {3/ = c}, decotadas por .4+ e .A',
respectivamente. Por(3.5), temos que

«-,lr' }'«'.-:/'#:g ». (3.11)

e

«- - ,{ [.} ~ -« -\fJ; ;
pompa'ando os integrandos de Á+ e .4' em (3.11) e (3.12), resulta que

(Ü. (3.12)

.4- > ..4+ (3.13)

De modo análogo, mostramos que os comprimentos de arco da circunferência geodésica
acima e abaixo do hoiociclo, L+ e L', respectivamente, são tais que

z, > 1,+ (3.14)

Seja 0 o ângulo determinado pela gemi-neta {z = 0,y 2 h} e pela geodésica S que
pasm por OX - (0,h) e pelo ponto (r,c) (ver figura 3.5). Assim, 0 mede a metade

do ângulo central que subentende o arco da meia circunferência geodésica superior ao
horociclo {g/ = c} e S tem centro(r, 0) e raio c.

Como a métrica hiperbólica é conforme à métrica euclidima (por (3.1», 0 pode ser
medido pela métrica euclidiana. Para isto, parametrizamos S por a(t) = (c sin t+r, c cos t),

com --:- < t < :. Observemos que

ax =(O, h) =(0, vp:P) = a(to) =(csinto + r, ccosto),

de ondesegue que
(3.15)

Assim, calculando o ângulo 0 entre os vetores tangentes a a(t) e ao eixo y(no sentido

cr«Gente), resulta que
coso = -- sin &) = 1l. (3.16)
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(,,o) c + r, (l

Figura 3.5: Arco de circunferência geodésica subentendido por um ângulo central 0

De modo geral, a área da mgião limitada por S, pelo eixo Z/ e pelo horociclo {3f = c}

pode ser calculada como (vista como sendo a área sob o gráÊco de ]ç = z(3/))

« - /' :$3 ~ - -: * ; - ««- (:).
(3.17)

Suponha c > 1. Conlsideremos os horociclosÍy = 1} e {y = c} e as circunferências

euclidianm Si, com centro (0, 1) e raio ri < 1 e Sz, com centro (0, c) e raio r2 < c ' l (ver

figura 3.6). Por (3.8) e (3.9), Si também pode ser vista como uma circunferência g?odésica

SL de centro jipe'Mh" (0, h.) - (O, vÍ:a) e r'i' hiperbóli" p: = ; 1' (Í:;),
enquanto que SZ também pode ser vista como uma circunferência geodésica Sã de centro

hip'rbóli" (O, h,) - (0, v/7:8) ' r'i' hip"bóli" h - ; in (;:Z).
Sejam ai e /% os ângulos centrais de SL e Sã correspondentes aos arcos superior a

{g/ = 1} e inferior a {g = c}, respectivamente. Por (3.16), temos que

Ü
2 «'.«os(r:)

,« - , «..« (T).
(3.18)

O seguinte resultado reúne as informações acerca dos perímetros e áreas de meio discos

geodésicos.
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Figura 3.6: Perímetro e área, de meio discos geodésicos

Lema 3.4.1. (:bm a8 notações }ntroduzidaó acima, sejam Si a geodésim que pensa por

(JL = (0, hi) e rezo poRIa (ri, 1) e Sa. a geodés m We pensa por (=x = (0, h) e rezo ponto
(f2,c). Soam 0i = :Pt e 0z = n -- ;a, o < 0i,0, < ;. Sendo Li = .Lr e ..4t = .Af o
peiÍmefro e a áma, 7 q)activamente, do me o düm geodésico de/imitado por SL e superior

a {3/ = 1} e Zz2 = 1/2 e .í42 = .A2 o penmetro e (l a7E 7?sl)ecttt/afxe7te, d0 7 e%o disco

gmdé$ico deZàmàtado por Sã e {7%fedor a {y = c}. Então

Lt = 20t cot Ot,

Z, - 0,) cot 0,,
(3.19)

.A- -r+2c.«0:,
(3.20)

.''la = ZÇ=1;iii@} -- R -- 2 cos 02.

Prova: Por(3.4), os comprimentos de arcos determinados por Pi e /% medem, res-
pectivamente

P si'hA, (3.21)
L2 = /3z sinh lh.
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Por (3.9), temos que

,:ü,- - ,':« (; '' (E':)) - '7Êa' .: ",
.:"« - ,:« (à " (=:)) - v;h ~"'"'

Por (3.16),

Assim, por (3.21) e (3.23), provámos (3.19).

Passemos, agora, aos cálculos das área .Ai e .A2. Observemos que

onde .At é a área do setor correspondente ao ângulo Ot e ÁI é a área da região limit

por it, pelo eixo # e pelo horociclo {g/ = 1}. De modo a.nálogo,

onde ..42 é a área do setor correspondente ao ângulo i/% = r -- 0Z e Á2 é a área da rel

limitada por Sa, pelo eixo Z/ e pelo horociclo {y = c}.

Assim, por (3.6) e (3.17), temos que

":-"- («,»,--D-,(-.:-';--«@O), .

.",-'(«-"a ««»,,-D--,(-T--;--«(?)). ''

(3.9),

..;',. - '«» (; " (1=))

.«»« - .«« (; -« (1=))

(3.23)

ada

24)

Mas, por

(3.25)

Como

cot 0í =

2
l
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e

T)' * (@P)' - -,
então, por (3.8), temos

ar«m(r:) = ~min(V'Í:'R) = maia(h:),

««(?) - -:- (Z::4) - -:-(?).

(3.26)

Além disto, por (3.16),

cos Ot = ri,

e

então

sinos =

sin 02
(3.27)

Jlmtmdo (3.24), (3.25), (3.26) e (3.27), provámos (3.20). l

Como consequência do Lema 3.4.1, obtemos no próximo corolário o perímetro e a área

de um meio disco horocic]o, visto que um horocic]o ]EI é uma circunferência geodésica com

centro hiperbólico em õ«]R+. Por (3.16), temos que cosOt = ri e o horociclo é obtido no
caso limite em que ri tende a 1, ou seja, 0i tende a 0.

Coro[ário 3.4.2. Sda ]E]] um h07ucicZo mpmsentado por uma circu7]!ferêncÍa e cZádiana

com centro(O, 1) e mio igual a -í. Secam Z,n e 4n o perímetro e a árm, respect uamenfe,
cZo meio disco Aoroc cZo su;odor ao hoíocicb {3/ = 1}. Então

(3.28)

Proa,a: Basta calcular as expressões de Li e .4i em (3.19) e (3.20) no caso limite em
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3.5 Expressão para o perímetro e a área de um meio
disco equidistante

Seja. E uma curva equidistante representada por uma circunferência euclidiaim com centro
(0, 1) e raio r > 1. Estamos interessada em calcular o perímetro e a área da região
limitada por ]B superior ao horociclo {3/ = 1}, que chamamos de meio disco equidistante.

Euclidianamente, E tem equação

z'+(g-ly

Logo,

ERamR3. 0)}0),(

(o,l} (,,1)

Figura 3.7: Perímetro e área, de um meio dkco equidistante

Observemos que a geodésica 77 da qual E equidista tem equação

z' + g2 . r2 -- l
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Se p denota a distância hiperbólica estrele e 77, temos que p pode ser calculado como a
distância hiperbólica entre os pontos (0, 1 + r) e (0, \4Z:'Í); logo,

, - « (=)*,
de onde segue que

r = cota p. (3.29)

a < ;, então usando trigonometria

Proposição 3 do Capítulo 5 de l81)

Se a é o ângulo (nb-orientado) entre E e q, 0<

hiperbólica, pode-se mostrar que(ver, por exemplo,

tanh p = sin a. (3.30)

O seguinte lema é o principal resultado desta seção e aprmenta as expressões do
perímetro e da área para um meio disco equidistante.

Lema 3.5.1. Oom w ttofações acima, mmideremos E uma clima e4widdsfante mpmsen-

tada por uma dmu71/erênda eucládia7za com centro(0, 1) e mÍo r > 1. Soam l,E e .AE
o pa'Ílnetro e a área, re pêct lamente, do me o düm equid soante superior ao AorocícZo

{g/ = 1}. nfão

'- -= »(á *«'.),
(3.31)

«. -á -«*á «(à*'.*.).
Prova Para calcula LZ, parametrizamos E por

P(t) = (rcost, 1 + r sina), 0 $ t g r

Assim,
T

I'x

Lembrando que

:+«,«;y (-:;y'
sina
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segue que

, ,(«.;)'
1+,'i-' {)'-(''-1)

Para fazer o cálculo da integral acima, fazemos a substituição

Após alguns cálculos, resulta que

---!-- dt
1 + r sin t

«(S+R;4)
Mas,

P l cota,

primeira

Então,

Por (3.29) e (3.30), temos que

de onde segue que

T
visto que 0 < a < !

Portanto,

o que prova a

l,E = --1-- in ( ---:.-- + cot cr),cosa

pente de (3.31)
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Pusemos ao cálculo da área do meio disco equidistante. Por (3.5),

., .» - , f' . ''/'',:g. .«
" ./o 1 + v/r2 -- z2

l~-,f f*' à2

Ap(b uma série de cálculos e simplificações, concluímos finalmente que

, - -":: (;) -- ®é:= ( »ü'. 'r' -- z' + (r' -- l)z)

(,' - 1)«+
0

Consequentemente,

«. -,.Z'J:g; -« -,,-'--ab«-l:: :l:i: ll

::E : 1:1 : 11 - ', -- "n,'
Disto, de (3.29) e de (3.30), segue a área do meio disco equidistante, em função do

ângulo deequidistância a,é

Observamos que

«. -á -«*á »(á *«*.),

o que prova a segunda pane de (3.31). l

3.6 Perfil isoperimétrico da região entre dois horo-
cic[os para[e[os em ]R2

Nata seção, obtemos o perfil isoperimétrico da região /' entre dois horociclos parale-
los em IK3.. Para nossa finalidades, estudamos as regiões Q contidas na região .F que
são 2(-dimensional)-retificáveis (em relação à medida de Hausdorff) com fronteira l(-
dimensionar)-retificável. Para mais detalhes, ver j121 .
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Teorema 3.6.1. Soam c > 1, .F. = {(z,g) c tni : l g y $ c} e .A uma constante maZ

W.{tí«. Sd. C.« = {Q C F., «,«. ána lnl = .A e peMmetro L(Q n F.) < m}.

S©a L.4 = inftl(Q n .Z.) : Q C C.,{}. .Então

.f. e«i'te Q € CqA t«z q«. z (Qn F.)

g. a 7pWão Q minimizante é mnl$t traída de uma lírica compontente mneza e é

ra9 ou um meio dism Ígeodésico, Àorocãclo, equádütanteJ superior a {y = ll;

róJ ou uma senão de .FI. da /alma

n

0

0

SI...,,l = lao, ]çi l x 11, cl

Mais eq)/ícitamente, sendo d a distancia Aàperbóláca emIR os ãoroacZoa, temos que

l « d < 1, eú.t. .h(c) taZ que

e se .A < .4o(c) então Q é um meio dísm gmdésàco;

© se .A = .Ao(c) então Q é um meão dásm geodésico ou uma senão;

. « .A > .%(c) .ntã. Q é ««.a 8 ção;

« d = ], '«bte A(c) t Z g

. se .4 < .4o(c) então Q é um meio dásm geodésim;

© se 4 = .4o(c) então Q é tim meio dism AorocicZo ou uma acção;

. « ..4 > .4o(c) .ntã. Q é u«.a senão;

.. d > 1, «atem d-. .o«..t-fes .&(c) < .A-(c) f , qu

. « .A < .h(') .«fã. Q é ««. «.el. dü« gm é á ;

. .e Á = .%(c) Cata. Q é «m meio düm o,mica.;

. .e .%(c) < ,4 < .A:(c) anta. Q é «m «.eio dü.« q«{düf«*';

e se .,4 = 41(c) então Q é um meio düm equ dütanle ou uma senão;

e se .A > .AI(c) então ç2 é uma 8ecão

2

3.
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meio disco equidistante seção

\L..

..:ããÚ
\

Figura 3.8: Perfil isoperimétrico da região entre dois horociclos paralelos.

Para provarmos o teorema, analisamos o comportamento do perímetro e da área dm
regioes que têm como õonteira as curros de curvatura geodésica constante.

No teorema, comparamos a distância d com 1, visto que a discussão dos casos depende
da constante c tal que se J,n é o perímetro do meio disco horociclo e se L. é o perímetro
da seção em rc então Zn = Ü. Por (3.28), isto significa que

2 = 2 in c,

de onde obtemos que c :: e, ou sda, d = 1.

Seja Si uma semicircunferência euclidiana de centro (0, 1) e raio ri, que está acima
do horociclo {g = 1} . Quando 0 < ri < 1, Si delimita um meio disco geodésico.

Para os casos limites, isto é, 0i --, 0 e 0i --.., r, que ocorrem, por (3.16), quando o meio

disco geodésico se degenera em um meio disco horociclo (ri --, 1) e tnn ponto (ri --, 0) ,
respectivamente, temos por (3.19) ,
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lim L] = 2,o.--o ' '
lim L] = 0.

T '

''' ã
(3.32)

Por (3.2), temos

lim .Ai = 4 -- a,
0i--p0 ' '

lim .4] = 0.
T '

''' !
(3.33)

Assim, o perímetro Li de um meio dis(D geodésico superior a {3/ - 1} cresce de 0 a 2,
quando este passa de um ponto a um horociclo, isto é, quando ri passa de 0 a 1, enquanto

que a área .Ai cresce de 0 a 4 -- n.

Continuando a aumenta ri, se ri > 1 obtemos um meio disco equidistante. Por(3.29)

e (3.30), o ca«) limite a --> ; equivale a ri ---- 1; assim, o meio disco horociclo é também

um limite de um meio disco equidistante. O outro limite, obtido para cl --' O, equivale
a ri --, oo. Por (3.31), temor que o perímetro e a área dos limites de um meio disco
equidistante superior a {y = 1} são, respectivamente,

lim Za =2,T - '

2
lim
a--+0

(3.34)

lim .4Z = 4 -- a,
T - '

2
lim .4X :: oo.
a--PO

(3.35)

Desta forma, vemos por que o perímetro e a área de um meio disco equidistante
superior a {g/ = 1} crescem infinitamente, à medida que rl cresce.

Sendo c > 1, consideremos S2 uma semicircuiúerência, euclidiana de centro (0, c) e raio

r2, que está abaixo do horociclo {3/ = c}. Qimndo 0 < rz < c, S2 delimita um meio disco
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geodésico. Por(3.16), o caso limite 02 --> 0 corresponde a ra --> c e 02 --> { conesponde a
ra --, 0. Por (3.19), temos que, nestes cmo$, os perímetros são

lim l,a = ooh-o '
lím Lz = 0,

&-{ ' '

(3.36)

e, por (3.20), as atem são

lim ,42 :: oo
(3.37)

lim .42=0. ' '
p2 --' 't

Concluímos que L2 e .A2 crescem infinitamente, à medida que r2 --} c. Se r2 2: c, Sa

delimita um meio disco holociclo ou um meio disco equidistante. Por (3.36) e (3.37),
temos que se r2 2 c então o perímetro e área do meio disco inferior a (y = c} tendem ao
in6nito.

Em vista da análiw que fizemos para os perímetros e m área dm possíveis soluções

isoperimétricas, temos os seguintes casos a considerar.

1. Comparamos um meio disco geodésico superior a [3/ = 1} com um disco geodésico

inteiramente contido na. região entre os horociclos {g/ = 1} e {3/ = cl;

2. comparamos um meio disco geodésico superior a {y
geodésico inferior a {3/ = cl;

1} com um meio disco

3. comparamos um meio disco horociclo superior a {g/
geodésico inferior a {3/ = cl;

1} com um meio disco

4. comparamos um meio disco equidistante superior a [g

geodésico inferior a {g/ = c}.

1} con) un} meio disco

Para provar o Teorema 3.6.1, queremos determinar as regiões de perímetro mínimo,
quando elas têm uma área pré-fixada. Isto será feito na prova do teorema. No entanto,
para determinar quais são as possíveis soluções isoperimétricas, vamos seguir uma es-
tratégia diferente, porém equivalente. Vamos comparar m áreas das possíveis regiões
isoperimétricas, quando elas têm mesmo perímetro, e queremos determinar aquelas cuja
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área seja a máxima. N& verdade, para os nossos objetivos, bula mostrar que se tuna região

tem área máxima, dentro aquelas que têm um perímetro dado, então ela tem perímetro
mínimo, dentre aquelas que têm esta mesma área. Como todas as possíveis soluções
isoperimétricas, além da seção, estão descritas nos casos acima, provamm esta última,

afirmação, escolhendo o caso 2 (Lema 3.6.2), no qual são comparad08 dois meio discos
geodésicos. De modo análogo, provámos o que foi afirmado logo acima para os outros

casos. Supomos, sem perda de generalidade, que o meio disco superior a {g/ = 1} tenha

área máxima, quando comparado a qualquer meio disco geodésico inferior & {g = c}, que
tenha mesmo perímetro que ele.

Lema 3.6.2. Sda {)o o meio disco geodésico supeHor a {g/ = 1} com árm .4(Qo) 2: .4(Q),
semfm qw l,(Q) (Qo), pam WaZWer meio disco geodésÍm Q íll/e or a {g = c}, c > 1.

,4"{«., s. Q: é «m meã. düm g«dé.{.« Ingehor { / = c} c.m .4(%) = ..4(Q:) .ntâ.
.L(%) $ .L(Q:).

Proa'a: Suponha, por absurdo, que .L(Qo) > -L(Qi). Aumentamos o ra.io da circtm-
ferência euclidiana que representa ç)i até obtermos um meio disco geodésico fy tal que
Z;(Q') = L(Qo), o que é possível por (3.36). Por (3.37), vimos (lue a área aumenta à

m''lida que o raio aumenta. Assim, .A(Q') > .4(Qi) = .A(Qo) e -L(Q') = Z;(Qo), o que é

absurdo, pois, por hipótese, Qo maximiza área, quando comparada a regiões de mesmo
perímetro.l

Passemos a compara as áreas dm possíveis soluções isoperimétricas, quando elm têm
o mesmo perímetro.

No caso 1, comparamos a área de um meio disco geodésico superior a {# = 1} com a de

um disco geodésico inteiramente contido na região entre os horociclos {3/ = 1} e {y = c},
quando eles têm o mesmo perímetro. Sejam 1 < g/2 < c e S a circtmferência euclidiana de

raio r2, com 0 < r2 < g2 -- l e centro (0, g/a), que delimita o disco geodésico.

Sendo 02 € 1O, ;[ tal que cos02 = B, então por (3.4), (3.6) e (3.9), tem(B que o

perímetro e a área de dkco geodésico(que corresponde a um ângulo central de medida

2z) são dados por, respectivamente, .Z)2 = 2n cot 02 e Á2 = -.:--=.- - 2r.
sinos

Sendo Li e .4i o perímetro e a área, respectivamente, de um meio disco geodésico

superior ao horociclo {3/ = 1}, então por (3.19), por (3.20) e pelas informações acima,

mostramos no próximo Lema que .At > .A2 quando Z;i = 1,2.

Í
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Figura 3.9: Caso l

Lema 3.6.3. Sl#am 01, 02 c lO, l;i tais que

0i cot 0i = r cot 02 (3.38)

Então,

;:S- + 2"'O: - T > ;:lb; - ,«'.
(3.39)

Prova: Para 02 C lO, ;t, elevando os membros de(3.38) ao quadrado e usando que
cosa 02 = 1 -- sina 02, temos então que

sin02

Assim, como cosa 0i = 1 -- sina Ot,

l
T (3.40)

2r -,v-- 2n'
sin02 Jã-y - e -- ' - ,«.

(3.41)

Consideremos a diferença dos termos de (3.39), substituindo o segundo por (3.41).

Seja .A(0]) essa diferença.

.A(0-) - ;:%; + 2C.« Ot -- T -- 21
(3.42)
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Observemos que

Élll3.4(0i) - 4 + n' -- 2

li--% A(0-)
''' !

0
(3.©)

Além disto,

d.'i (o- ) 'T''(;=r': - ':) {: - } « ., (3.a)

pois pma Ot € 1O, 1;[, tema cosOi > 0, shot cosOt -- 0i < 0e

< 1.

'q -- («'' - '?) ,:-' '-
Com isto, .A(Ot) decresce em 10, " 1. Por (3.43), concluímos que '4(0Í) > 0 em
onde segue (3.39).

Segue do Lema 3.6.3 que & área de um meio disco geodési(o superior a {y = 1} é
maior que a área do disco geodésico delimitado por S, quando eles têm o mesmo perímetro.
Consequentemente, o meio disco geodésico é melhor, como solução isoperimétrica, quando

comparado ao disco geodésico.

No caso 2, comparamos a área Ái de um meio disco geodésico superior a {g/ = 1}

com a área .A2 de um meio disco ge«iésico inferior a {g = c}, qtmndo eles têm o mesmo
perímetro. Por (3.19) e (3.20), mostramos nos próximos Lema e Corolário que Ái > .4a,

quando Li := La. Na $gura 3.10, a circunferência tralcxijada foi obtida da inferior por
uma homotetia euclidíana, de modo que os respectivos meio discos geodésicos têm mesmo

perímetro. Por (3.14), o meio disco geodésico inferior & {Z/ = cl} tem perímetro maior

que o do meio disco geodésico superior a {g/ = 1}. Para que Li = L2, é necessário então

diminuir o raio do meio disco geodésico inferior a {y = c}.

l.ema 3.6.4. Sejam 0i,0Z C 10, ;1 ta s que

'T

lo,:l2

0: coto- 0,)coto,. (3.45)
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Figura 3.10: Caso 2

Então,

á* .,«: ; :=-.«",. (3.46)

Prova ParaOt,0a C 10,;1, definimos /(Ot) - ai +cos0. e F(Ot,0z) -/(0i) +

/(0a) -- r . Nosso objetivo é pmvar que F(0i,02) 2: 0. Por (3.45), podemos definir Ot

implicitamente em função de 0a, ou sda, obter uma função g tal que Ot = g(02). Sejam

h.(02) = .F(g(0,), 0a) e h2(0z) = ht(02) sino, + r = sino, /(g(0,)) + sh02 /(02).

A função ha(02) é de classe C" e

hl;(0z) = cos02/(0i) + sin02/'(Ot) g'(02) + cos02/(0a) + sinal/'(0z). (3.47)

Temos

/'(Ot) - sinos -- 0dosOi . sinos =.(3.48)

A derivada d(dz) pode ser obtida através do Teorema das Funções Implícitas. Neste cam,

d(o,)
mt 0, - (r - 02) cw' 0,

cot Ot -- 0i csc2 0i
(3.49)



3.6 Pez.6J isoperimétrico da região entre dois horociclos paralelos em K3.õ3

Observe que cot 0i -- Ot caca 0i = sin20i - 20i Portanto,

d(02) = 2(R' '' 0a '+ sh20a
2sin20t

Substituindo (3.W) e (3.50) em (3.47), obtemos

@(0,) o,+gl5W@. (r-0,)"'0-sinOi sinos '

Como h;(02) = /z{(02) sin02 + hi(02) coroa, r.culta de (3.51) que

a ;i o, - 2 m' Ü + etl=lã$ - .et:êE=% - f'@:, OD «;o,

0- - @;l:$)(m 0: - ..-0D
sin02

n' -- 02

- ("; 0, - 'm 0-)('''0, + :li;i#)-

Para 0i, 02 € 1O, ;], temos 0i $ a -- 02, resultando de (3.45) que

m'' -('i#)«'', :«*"::;'- '',:»«-'- :«,', 0")
Segue-se de (3.52) e (3.53) que h{(0z) $ 0. Isto implica que f'(0i, 02) = F'(g(02),02) =

hi(02) é uma função decrescente para 02 C 10, ;1. Por (3.45), para 02 ' ; e Ot = g(;),
r««lta que cos(g(;)) = 0 e, portanto, g(;) = ;. Como

:( )-r'0(;),;)-r'(;,;)-o,
temos que, em particular:

l

cos 02 cos

(3.50)

(3.51)

(3.52)

f'(o:, o,) a: r'b(;), ;) - o.

/(o:) + /(o,) 2 ;ii:Õ;'

(3.M)

(3.55)

de onde segue (3.46).

A igualdade ocorre se, e somente se, 0i = 02 = i l
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Corolário 3.6.5. Soam Ot,0a C lO, ;t ta s que

0- cot 0: = (r -- 0,) c.t 0,. (3.56)

gL- + cosOt > ---=-- - coroa. (3.57)
sin 0i ' "''' ' sin 02

Pelo Corolário 3.6.5, mostramos que o meio disco geodésico superior a {g/ = 1} é a
melhor solução para o problema isoperimétrico, neste caso.

No caso 3, comparamos a área .,4n de um meio disco horociclo superior aÍ3/ = 1}
com a área .A2 de um meio disco geodésico inferior a {3/ = c}, quando eles têm o mesmo

perímetro. Por (3.28),(3.19) e (3.20), mostramos no próximo Lema que ,4n > .42, quando

l,n = .L2. llustramos o cmo 3 na figura 3.11.

y

g/ = c = e

z=amRi.

Figura 3.11: Caso 3

Lema 3.6.6. Sega 0a € 1O, :[ taZ que

l = (r - 0,) c.t 0,. (3.58)

(3.59)

Elntão.

2 > 1liii?. -- coso2.



3.6 Perfil isoperimétrico da região entre dois horocicZos pa'apelos em JR3.ÕS

Prova Como o horociclo é obtido fazendese 0i --+ 0 no meio disco geodésico superior

a {g = 1}, então bufa fazer Ot --, O em (3.56) e em (3.57) e o resultado segue pela

continuidade dm funções envolvidas. l

Assim , o meio disco horociclo superior a {Z/ = 1} é melhor quando comparado ao meio
disco geodésico inferior a {y = c}.

No caso 4, comparamos a área .4E de imi meio disco equidistante superior a {gf = 1}
com a área .42 de um meio disco inferior a {Z/ :: c}, quando eles têm o mesmo perímetro.

Por (3.31), (3.19) e (3.20), mostramos no próximo Lema que .An > .42, quando LE =

La. Na figura 3.12, a circunferência tracejada foi obtida da inferior por uma homotetia
euclidiana e assim o meio disco equidistante superior a {y = 1} tem mesmo perímetro
que o do meio disco trai::ejado. Logo, é necessário diminuir o raio do meio disco inferior &

[g/ = c} para que Z;X = .L2.

Figura 3.12: Caso 4
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Lema 3.6.7. Slyam a, 0a C 10, :[ tais que

al « (á -- «'«) - (« 02) cot 02. (3.60)

(3.61)
Então,

à *à :-(à *«'.) ; =8 -'«',.

Prova: Para a, 0a € 1O, l;i, definimos

'(-, 'a - ül -. ül -« (á -- «*-) * «,', - üh
Por (3.60), podemos definir 0a implicitamente em função de a, ou mja, obter uma função
g tal que 02 = g(a). Sejam

h:(a) = .F(a, g(a)),
h2(a) = hl(a) sin a.

Logo,

",.«,-(à* : ; --«'.» ;-«-(=ãg - «'.(«)) -:-«

A função h2(a) é de classe C" e

'Ü(-) - ::: * «.~) -= * ;-« «(k * '.*«)*
(3.62)

--í(.) w%o'g'o4'@ @» ;::." - Q - od ... . .... ..;", ";«.

A derivada d(a) pode ser obtida através do Teorema das Funções Implícitas. Neste caso,

:= «(à*«'«)- :
cot 0, + («' - 0,) cm' 0,

d(a) (3.63)

Observe que cot 0a +(R -- 02) csc2 0z ' ' Portmto,

d(-) - (ú«:$.?. .,,) := «(à*..'-)). (3.M)



3.6 Perdi isoperimétrico da região entre dois horociclos paralelos em Ra+57'

Substituindo(3.64) em(3.62), obtemos

'ü(«) - := « (ãl -- «'-) - :l= -- -»« «- (ãl -- «'«)--
(3.65)

2
cos02 a

+
COSA acosa »(á * «'.) - q# ..," *

sin a + hl(a) cosa, resulta de (3.65) que

:: ur" ('«« »(à*'.'.)-

cos 02 cos a

Como hl:(a) = /zi.(a)

hi.(a);ina =). (3.66)

Para a C ]0, 7r [, se

!(«) - ''- " ": (ãl -- «t -),
então

I'(a) = «c' a k(a),
onde

'(«) - «- (ãl -- «'-) - «:-.

Como P(a) - ---;i;i < 0 então k(a) é decrescente em 10, r[ e hmz k(a) - 0. Assim,

k(a) > 0 em lO, ;t. Co««Huentemente, Z('-) é c'mc"te em 10, ;[. Como, limo Z('-) = 1,

(l---}
2

Cl--+
2

ente Z(a) < 1 e, po-t'."*',

.-~ «(à * «..) -à « ../ sina

Além disto, para para a, 02 c 10, ;[, temos que O < sina c08 02 < 1. Afim, para a c ]O, ;[,

concluímos que hl(a) sina < 0 e, portanto, hÍ(a) < 0. L(BO, hi é decrescente em lO, ;[.
Em particular:

"-«0 : -:q.. "-(«) - "ml '(.,«(-» - ,- (:J - -'),a--+ ' (i..+ '
(3.67)

onde P Por(3.28),
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onde ]H é um meio disco horociclo superior a {3/ = 1} e por (3.20),

:4e.=U - !:g - «-p,2 sina

onde G é um meio disco geodésim que tem o mesmo perímetro que H(basta fazer a --} l;

em (3.60) e tomar 02 = #). Mw, em vista do Lema 3.6.6, concluímm que

":(.) - , - (:J - «:') '' ', (3.68)

de onde segue (3.61).

Pelo Lema 3.6.3, Corolário 3.6.5, Lema 3.6.6 e Lema 3.6.7, vimos que & família de
meio discos geodésia)s, horociclos e equidistantes, superiores ao horociclot3/ = 1}, são
soluções melhores para o problema isoperimétrico, quando comparados com os meio discos

geodésicos inferiores ao horocicloÍ3/ = c}, c > 1.

Agora. passemos à prova do resultado principal deste capítulo.

Prova do Teorema 3.6.1: O item l do teorema trata da existência de soluções

para o problema isoperimétrico. Como vimos na Seção 3.1, isto decorre do fato de F./G
ser compacto, onde G é o grupo da.s isometrias de R3. que deixam a região E., entre os
horociclos paralelos, invmiante

Para provar o item 2, usamos o resultado bem conhecido da teoria de problema
isoperimétricos que garante que as componentes conexas de uma solução isoperimétrica
têm como fronteira curvam de mesma curvatura geodésica constante(ver, por exemplo,

Lema 2.2 de [101). Antes de mostrar que uma região minimizante é constituída de
uma única componente conexo, mostramos que uma componente conexo de uma região

isoperimétrica pode ser somente ou uma seção ou um meio disco superior ao horociclo

{y = 1}. As informa.ções contidas em (3.32), (3.33), (3.34), (3.35), (3.36) e (3.37) são
ftmdamentais para a compreensão da prova do teorema. Observemos que para cada c
fixado, o perímetm da senão entre os horociclos {# = 1} e {y = c} está bem determinado

e é igual a 21nc.

l

1. Suponha d < 1, onde d é a distância hiperbólica entre os horociclos. Neste caso,

consideramos um horocicloÍy = c}, com 1 < c < e. Seja .Ao(c) a área do meio disco

geodésico So superior a {g/ = 1}, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano to(c),
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que tem perímetm igual ao perímetro de uma senão qualquer e seja Zo a seção com

área ..4o(c)(ver figura 3.13). Neste caso em que c < e, observamos que o perímetro
da senão Zo é menor que 2, que é o perímetro do meio disco horociclo superior a

{g = 1}. Lembremos que, à medida que o raio euclidiano r do disco varia de 0 a l,
o perímetro do meio disco geodésico superior a {y = 1} cresce de 0 a 2, enquanto a
área,cresce de 0 a,4 -- a.

g
"'.%«J

Figura 3.13: Cmo c < e

Consequentemente, temos que

e se a área .,4 dada for tal que .A = .4o(c), temos que So e a seção Zo têm o mesmo

perímetro e a mesma área dada. Assim, a região minimizante Q é um meio
disco geodésico ou uma seção;

© se .4 < .Ao(c), tem(B(lue a região Q tem área .4 menor que a área de So. Seja
St um meio disco geodésico de área .A, centrado em(0, 1) e com raio euclidiano

rí. Consequentemente, como a área e o perímetro de um meio disco geodésico
decrescem à medida que o seu raio euclidiano decresce, temos que ri < to(c) e

que o perímetro de Si é menor que o de So. Seja Ti a seção de área .A. Logo,

Si e Ti têm a mesma área dada Á, mas o perímetro de St é menor que o de
Tt, pois Ti tem o mesmo perímetro de Zo e So. Então Q minimizante é um
meio disco geodésico. Observamos que como, neste caso, a região Q tem área

.'i menor que a do meio disco geodésico So, não é possível que Q seja um meio
disco horocíclo ou um meio disco equidistante;
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+ se .4 > .4o(c), temos que a região Q tem üea .A maior que a área de So. Sda

S2 um meio disco geodésico de área A, centrado em(0, 1) e com raio euclidiano

r2. Consequentemente, como a área e o perímetro de um meio disco geodésico
crescem à medida que o seu raio euclidiano cresce, temos que r2 > to(c) e que

o perímetro de S2 é maior que o de So. Sqa T2 a seçao de área A. Logo, Sa e
Ta têm a mesma área dada .A, mas o perímetro de Sz é maior que o de T2, pois
Ta tem o mesmo perímetro de Zo e So. Então Q mínimizailte é uma seção.

2. Suponha d = 1. Consideraram un) horociclo {y = c}, com c = e. Seja .4o(c) = 4 -- n
a área do meio disco horociclo So superior a {y = 1}, centrado em (0, ]) e com raio

euclidiano to(c) = 1, que tem perímetro igual ao perímetro de uma seção qualquer
e seja Zo a seção com área .4o(c)(ver âgura 3.14). Neste caso, observamos que o

perímetro de Zo é igual a 2, que é o perímetro do meio disco horociclo superior a

Figura 3.14: Ca«) c = e

Consequentemente, temos que

. se a área dada 4 íor tal que .A = ..4o(c), temos que So e a senão Zo têm o

mesmo perímetro e a mesma área dada. Assim, Q minimizante é um meio

disco horociclo ou uma seção;

e se .A < .4o(c), temos que a região ç2 tem área .4 menor que a área de So. Seja
Si um meio disco geodésico de áma .A, centrado em(0, 1) e com raio euclidiano
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ri. Como a área e o perímetro de um meio disco geodésico crescem à medida

que o seu ra.io euclidiano cresce, até que o disco geodésico se tome iun disco
horociclo, temos que ri < le que o perímetro de Si é menor que o de So. Sqa

Ti a seção de área .A. Logo, St e h têm a mesma área dada .A, mas o perímetro
de St é menor que o de h, pois Ti tem o mimo perímetro de Zo e So. Então
Q minimizante é um meio disco geodésicos

e se .4 > .4o(c), temos que a região Q tem área .4 maior que a área de So. Seja Sz
um meio disco equidistante de área .A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano

ra. (como o perímetro e área de um meio disco equidistante superior a {g = 1}
cr«cem iníinitalnente (a pa.rtir de um meio disco horociclo) à medida que o
seu raio euclidiano cresce, temos que r2 > le que o perímetro de Sa é maior

que o de So. Seja Ta a senão de área .A. Logo, S2 e T2 têm & mesma área dada
.4, ma.s o perímetro de S2 é maior que o de Ta, pois T2 tem o mesmo perímetro
de Zo e So. Então ç2 minimizante é uma seção.

3. Suponha d > 1. Consideramos um horociclo {y = c}, com c > e. Seja .Ao(c) = 4 --r
a área do meio disco horociclo So superior a {g = 1}, centrado em(0, 1) e com raio

euclidiano ro(c) = 1, que tem perímetro igual a 2. Seja Zo a seção de área .4o(c).
Seja Ái(c) a área do meio disco equidistante Si superior a {g = 1}, centrado em
(0, 1) e com rdo euclidiano ri(c), que tem perímetro igual ao perímetro de uma senão
qua.lquer e mja T] a seção com área .Ai(c)(ver figura 3.15). Neste caso, observamos

que o perímetro de h é maior que 2, que é o perímetro do meio disco horocíclo
superior a {y = 1}. Lembramos que o perímetro do meio disco equidistante superior

a {3/ = 1}, cresce infinitamente a partir de 2, à medida que o seu raio euclidiano
prpQrp

Consequentemente, temos que

e se .4 = .&(c) = 4 -- 7r, temos que So e Zo têm a mesma área .A dada, mas

o perímetro da seção Zo é maior que 2, que é o perímetro de So. Assim, Q
minimizante é um meio disco horociclo;

e se ..4 = ..4i(c), temos que Si e a senão Ti têm a mesma área Á e o mesmo

perímetro . Assim, Q minimiza.nte é um meio disco equidistante ou uma seção;

e se .4 < ..4o(c), temos que a região Q tem área ..'l menor que a área de So. Sda
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Figura 3.15: Caso c > e

S2 um meio disco geodésico de área .A, centrado em(0, 1) e com raio euclidiano
r2. Assim, temos que ra < to(c) e que perímetro de Sa é menor que o de So.
Seja Ta & seção de área .A. Logo, S2 e T2 têm & mesma área dada .4, mns o
perímetro de S2 é menor que o de Ta, pois Ta tem o mesmo perímetro de Zo e

So. Então í2 minimizante é um meio disco geodésico;

e se .A)(c) < Á < .Ai(c), temos que a região Q tem área .A maior que a área de So,
mas menor que a de SI . Seja S3 um meio disco equidistünt.e de área .A, centrtldo

em (0, 1) e com raio euclidiano r3. Assim, temos que ro(c) < r3 < ri(c) e que
o perímetro de Sa é menor que o de $i. Seja T3 a seção de área 4. Logo, Sa
e T3 têm a mesma área dada Á, mm o perímetro de Sa é menor que o de T3,
pois T3 tem o mesmo perímetro de Ti e Si. Então ç) minimizante é um meio

disco equidistante;

e se .A > .Ai(c), temos que a região Q tem área .A maior que a área de Si. Seja S4
um meio disco equidistante de área .A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano
r4. Assim, temos que r4 > ri(c) e que o perímetro de Sa é maior que o de St.

Seja Z4 a senão de área Á. Logo, S4 e T4 têm a mesma área dada .4, mas o
perímetro de S4 é maior que o de T4, pois Tó tem o mesmo perímetro de h e

Si. Então Q minimizante é uma seção.

l

Mostramos agora que uma região minimizante é constituída de uma única componente
conexa. Basta ver que não podem ocorrer duas componentes conexas. (k)nforme obser-



vamos no começo da prova deste teorema, as duas componentes conexas deveriam ter a

mesma curvatura geodésica. Seja .4 > 0 e consideremos a região Q' de área .4 formada

por dum seções dísjuntas (ver figura 3.16). Vemos que "colando"uma à outra. obteríamos
uma outra seção de mesma área ..4, mas com perímetro menor, pois o comprimento de
duas geodésicos verticais não seria mais contado. Assim, a região Q' não é minimizante.

Figura 3.16: Caso excluído: situação em que a região minimizante seria constituída de

duas seções.

O outro caso a ser estudado é quando m dum componentes conexo são fomladas por

meio discos superiores a {y = 1} de mesmo raio euclidiano(para que tenham a mesma

curvatura geodésica; ver figura 3.17). Neste caso, usamos um argumento clássico a respeito

da regularidade dm soluções isoperimétricas que garante que uma região não-regular não
é minimizante: sqa, .A > 0 e suponha que (y seja uma região de área .4 formada por dois
meio discos geodésicos disjuntor superiores a {g/ = 1}. Dmlizando um meio disco sobre

{y = 1} até tocar o outro(lembramos que translação horizontal é uma isometria no plano
hiperbólico), obtemos uma região Q" não-regular de área .Á. Assim, Q" não é uma região
que minimiza perímetro, dentre todas M regiões de área .A. Como (y tem a mesma área

que (y', segue que Q' não é uma região minimizante.

Figura 3.17: Caso excluído: situação em que a região minimizante seria constituída de
dois meio discos ge(xlésicos de mesmo raio.

Portanto, uma região minimizante é formada por uma única componente conexo



 



CAPÍTULO 4

Um problema de bordo livre para
superfícies entre duas horoesferas
paralelas

Neste capítulo, estudamos as H-superfícies rotacionais do espaço hiperbólico que estão
entre duas horoesferas paralelas dadas, com bordo livre contido nas horoesferas, e que as
encontram perpendicularmente ao longo de seu bordo.

4.1 0 prob]ema isoperimétrico em ]R]. entre duas
horoesferas paralelas

Na Seção 1.3, apresentamos alguns resultados a, respeito das .lí-superfícies rotacionais do

espaço hiperbólico, que foram obtidos em l31. Com as notações e hipóteses introduzidas

naquela seção, temos, por (1.2), que a parametrização, em coordenada caúesianas, de
uma curva geratriz de uma /7-superfície rotaciond, em tK3., é dada por:

c+(s) = e'@(t«h p(s), s«hp(s)).

# l

Pa'a H = 1, p(s) e À(s) são dados por (l.IO) e o parâmetro a é ta! que a > --;

Quando --; < a < 0, chamamos a família das rotacionab gerada por estas curvas de
superfícies do tipo prima do catenóide e quando a = 0, temos as umbílíca,s com
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Para 0 $ .H < 1, p(8) e À(s) são dados por (1.11) e o parâmetm a está definido para
todo real. Quando a < 0, chamamos a família das rotacionais geradas por estas curvas de
superfícies do tipo equidistante e quando a = 0, temos as umbílicas com 0 É .fr < 1.

Para H > 1, p(s) e À(s) são dados por (1.12) e o parâmetro a é tal que a 2:
:=11:il.iZ!!.=-!. Quando ;iJ < a < 0, chamamos a família das rotacionais geradas

por estas curva de superfícies do tipo ondulóide e quando a = 0, temos as umbílicas
com.ü >1.

Observamos que a curva geratriz c+(s) de tuna rotacional depende dos parâmetros .#,
a e r, onde r é o raio de uma geodésica perpendicular ao eixo 2, que chamamos de ralo

geodésico. Assim, para .H e r fixados, obtemos uma família de -fl-superfícies mtacionais.
Pela homotetia euclidíana 7í,, com falar r,

%. (C-- (8) ) e*U (r t-h p(s) , rwchp(s) ) ,

obtemos as outras famílias de curvas geratrizes das X-superfícies rotacionais. Tomamos
lr

Com o que introduzimos na Seção 2.1, queremos provar o seguinte resultado

Teorema 4.1.1. Soam cl, c2, A constantes mais posiZium, com ci < c2 e Jra,., = {(z, 3/, z) C

lnl. : ci $ z $ c2}. Seyarn

C",.,V {Q C F.:,., mm «Z. me lnl = V'e ám .A(Q n F..,«) < '"},

onde a wgíão ç) é suposta coneza, compacta, 96-dimeTlüond9-refiHcáueZ em F..,. Íem
rel(lção à medida de Hawdor$) em e tem como Porteira(e'ntre as horoesfex'w) hma

superfície merguh.xda, o«ientáuel, de classe C' , 2(-dimen.siond)-«tiMüet (uer lt21).

Sda .A..,.,v = inf{.A(Q n .F..,.) : Q c C.:,.,V}. Então
0

Í .«üt' Q c C.;.,.,« fd q«e ..4(Q n a.,.)
0

''ici,« ,t'' ;

2. se ç\ é vnànimizante então ç\ teTT} como fronteira (entre m horoesleras) uma superfície

(a) ou do tôpo pNma do mtenóide ou umbáZám com .H = 1;

('bJ ou do tipo equádãsfanfe ou umbzüíca mm 0 < .H < 1;

(c) ou do tipo ondulóàde o'ü umbtüãca com H > L.
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Prova: Conforme observamos na introdução da tese, a afirmação l do teorema,(exis-

tência de soluções) segue do fato de F..,./G ser compacto, onde G é o grupo de isometrias

de IR3+ cuja elementos deixam a região rc.,.,, entre as horomfera8, invariante, ou seja, as
rotações ao redor de uma geodésica vertical e as translações horizontais.

Pelos Teoremas 2.1.6 e 2.2.1, tem(n que as frontehm dm soluções isoperimétricas são

.H-superfícies rotacionais que intersectam as horoesferas {z = ci} e {z = ca} perpendicu-

larmente ao longo de seu bordo. Nm próxima seções, estudamos as .ll-superfícies rota-
cionais e determinamos aquelas para as quais existem horoesferas paralelas de modo que
as superfícies encontrem aõ horoesferas perpendicularmente. Faremos esta análise procu-

rando as tangências verticais das chuvas geratdzes das superfícies rotacíonais. Mostramos
que a8 /l-superfícies rotacionais que intersectam perpendicularmente duas horomferas

paralelas são aquelas descritas no teorema anterior.

4.2 Existência de tangência vertical

Começamos definindo tangência vertical .

Definição: Considere c+(s) uma curva parametrizada por (4.1). Dbemos que um
ponto c+(s), com abuso de notação, é de tangência vertical se o vetar tangente em c+($)

satisfm c-r(s) = (0, b), onde b c ]R', ou sda,

.*H(t«h P(-).i(') + s«h'p(,)ê(.)) = 0,
e*@(seda(s).i(s) -- «üp(s) t-h p(s)»(s)) = b.

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Como ex(') > 0, a condição (4.2) pode ser substituída por

t-h p(8).i(s) + s«h'p(s)»(s)

Na verdade, a condição (4.4) garante (lue o ponto é de tangência vertical, enqua.nto

(4.3) dá o sentido em que o vedor tangente vertical aponta.

Substituindo (1.6) em (4.4), temos que se um ponto é de tangência vertical, com
U(8) # 0, então ele satisfm

U'(s) (4.5)
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Assim, as F&ÍzCS de (4.5) dão os possíveis pontos de tangência vertical.

Para -# = 1, temos por (l.lO) que

u''U elt-Ê\;li:l0:<, Ú''m 0.0
Suhtituindo(4.6) em(4.5), obtemos

o -- ,d',' -- (,.'o -- ,d' -. ,d'),' -. '' - '. u.n
Chamando t = s2 em (4.7), obtemos uma equação do 2' grau, cujo discriminante é

6. - (1 + 2.)'(% + 1). (4.8)

Como, para- /7 := 1, 1 + 2a > 0 então

e se --; < a < --1;, (4.7) não tem raízes reais, de onde segue que não há pontos de
tangência vertical neste caso;

e se a = --7, existem, no máximo, dois pontos de tangência vertical

(4.9)

e se a > --1, existem, no máximo, quatro pontos de tangência vertical, que após
simplificações, são dados por

1 + 2a + vÍ':Fãã
2(1+2a) ' s' ' '':,

(4.10)
1 + 2a -- x/Í':i:'ãã

2(1 +2«) ' '' ' ''''

Para 0 $ H < 1, temos por (1.11) que

u'(') - :4':E-:%=;lee4., Ü''(') - ' (4.ii)

Substituindo(4.11) em(4.5), obtemos

.B2H2 cosa'(2as) -- 2.4B cosh(2aõ) + .A' + a'.B' = 0. (4.12)
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Chamando t = cosa(2as) em(4.12), obtemos uma equação do 2':' grau, cujo dis-

A - 4-a'(i - H''y(i + ÜH). (4.is)

Como, pma 0 < .1{ < 1, B > 0 então

e se a < --al}, não há pontos de tangência vertical;

e se a = --ãlã, existem, no máximo, dois pontos de tangência vertical

, - :á«.-«(;);
e se a > -- ini' existem, no má.ximo, quatro pontos de tangência vertical

,: - á«-«( ), ', - -'-

., - i«.«,»( ), '. - -',.
Em paúicular, se H = 0, (4.12) se torna

2B cosa(2s) -- 1 -- B' = 0,

. - :i«...;»(q#) .
Para -H > 1, temos por (1.12) que

p'u - .AJ::%:;eed, ü,u - .

Substituindo(4.18) em(4.5), obtemos

B2H2 sina(2as) + 2.AB sin(2as) + .42 -- a2Bz = 0.

= sin(2as) em (4.19), obtemos uma equação do 2" grau

a. - 4-n'(H'' - iy(i + 4«-a).

n a,\+",\

criminante é]

, cujo.o t

, B >Como pai'a /7 > 1)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

cujas soluções são

(4.17)

(4.18)

(4.19)

discrimi-

(4.20)

(..;.hâIDani

cante é
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-ii.r/, não há pontos de tangência vertical;

- :ib:, existem infinitas possibilidades para tangência vertical

kc Z,

kc Z,

.. -i««« (;) ,
;. - i,.«« (;), ; « '«;. « :

-- 1 1 , existem infinitas possibilidades de tangência vertical

k c Z,

k c Z,

k c Z,

3i = 3o + êli, k c Z,

* - i ««« ( '.'. « ;,

Ã, - i-«:: (:4twl=1''çtw), ; « '«Ã « {,

.. - L «.;« ( ),

;. -i ,.«« ( ; « '~'. « {

(4.21)

onde

e se a )'

(4.22)

onde
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Analisamos, a seguir, o comportamento das curvas geratrizes das .FJ-superfícies rota-
cionais, adaptando os resultados e as prova que dmcrevem(n na Seção 1.3, obtidos por
Banientos em l31.

4.3 Tangência vertical para as curvas geratrizes das
superflícies rotacionais com -H = l

Em coordenadas ci]índricu, o raio geodésico é dado por {À = 0}. Por (4.1), em ]R3+, ele

é dado pela curva c+(s) = (tanhp(s),s«hp(s)), que denotamos por cg' Temia o seguinte
resultado.

[lhrema 4.3.1. Se c+(s) = e*@(t«-hp(s), s«Ap(s)), ««l p(s), À(s) dad« por (].]O), é

a parametHzação da cu a gemtNz de uma .H-superlíãe rotacionaJ em K3., com JI = 1,

então c+(s) é s méfà em relação ao raio geodé$im cg

Prova: Por (l.IO), À(0) = 0. Assim, c+(O) C cs. Além disto, se .r denota a invemão
euclidiana em relação a cg, então como p(s) é par e À(s) é ímpm', segue que

J'(c+(.)) = .::+(-.,)

l

(4.23)

Por definição, p(s) 2: 0. Assim, sina p(s) 2: 0. Além dito, por (l.lO),

sinhp(s) = 0 q:::+ a = 0 e s = 0.

Assim, Be a e 8 nãn forem simultmeamente nulos, temos que tanh p(s) > 0. Sempre
temos sechp(s) > 0. Na Seção 1.3, vimos também que s = 0 é o único ponto de mínimo de

p(s). Deste modo, pela análise que fizemos para (4.8), estudamos as tangêncims verticais
pela variação do parâmetro a.

1. Se --=i $ a < 0, temos (lhe À(s) > O. Assim, se s 2: 0 então

taü p(s).i(s) + seca'p(s)p(s) > 0
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e, portanto, (4.4) não ocorre, ou seja, não há pontos de tangência vertical nestes
casos. Como 1 + 2a > 0, as raízes s., s3 de (4.5), que meão dadas em (4.10), são
estritamente positiva. Logo, não são pontos de tangência vertical. As outras raízes

s2, s4 < 0 são os pontos de tangência vertical. Analisando(4.3), concluímos que
b > O, ou seja, os tangentes verticais apontam para cima. Na figura 4.1, ilustrados
a curva geratriz para -H - le a :: --0, 2 e os horociclos que pensam pelos ponta de

tangência vertical. Na figura 4.2, vemos dum horoesferas paralelas e o pedaço da
superfície rotacional que fica entre as horoesferas e a8 encontra perpendicularmente.

72

Figura 4.1: Curva geratriz para /i l e a 0,2

$
.ê

Figura 4.2: Superfície rotacional com H l e a -0,2

Em particular, se a = -- ! então a raiz s = Õ positiva de (4.5) que foi obtida em (4.9)

não serve como tangência vertical. Neste caso, há somente um ponto de tangência

vertical 8 = --i. No entanto, das informações sobre p(s) e À(s), temos que
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lim ex(')tanhp(s) = 0, 1im ex(4sechp(s) = 0,9-+-m ' ' S--+-m

lim e*(') tanh p(s) = oo, lim eX(')sechp(s) = oo.
8 --+ (X) 8---} -- (X)

Portanto, este caso não nos interessa, pois não é possível encontrar duas horoesferms

de modo que a superfície rotacional as intersecte perpendicula'mente ao longo de
seu bordo. Na figura 4.3, representamos a curva geratríz para JI = 1 e a = --}, e
o horociclo que passa pelo ponto de tangência vertical. Na figura 4.4, vemos uma
horoesfera e um pedaço d& superfície rotacional que a encontra perpendiculamiente.

(4.24)

Figura 4.3: Curva geratríz para /J l e a
l

4

Figura 4.4: Caso excluído: superfície rotaciond com .llr l e a l
4

2. Se a = 0, temos duas porções de horociclos tangentes no ponto (0, 1), que geram as

superfícies umbílicm com /{ = 1, representadas pelo plano euclidiano {z = 1} e pela
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esfera euclidiana de ra.io igual a ;, tangente a aR3+ no ponto (0, 0, 0). Observamos
que, neste caso, as tangências verticais ocorrem somente para as curvas geratrízes
das superfícies umbílicas representadas pela esfera euclidiana, embora haja uma

isometria de Ri que leva um tipo noutro. N& figura 4.5, vem08 0 par de curvas
que geram as superfícies umbílicas com .H = le o horociclo que contém o ponto

de tangência verticall. Na Êgura 4.6, ílustramos uma horomfera e um pedaço da,
superfície umbílica representada pela semi-esfera euclidiana que a encontra perpen-
diculmmente.

Figura 4.5: Curva geratriz para .17 - le a = O

Figura 4.6: Superfície rotacional com .ll = 1 e a = 0

3 Se a > 0, vimos na Seção 1.3 que as curvas geratrizes possuem uma única auto-

intersecção. No entanto, se c+(si) = c+(sj) é uma ante-intersecção, então de (4.1)

segue que si = d:sj. Como as curvas são simétricas em relação a cP, segue que as
auto-intersecções ocorrem em cg' Isto implica que À(si) = À(sJ) = 0. Pol (l.lO),

a(l +a) .
mostramos (lue À(s) tem um ponto de máximo em -- . . ., e de mínimo em
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:li:g:.!}. Em l31, íoi mostrado que

}ie. À(')

Como À(0) = 0 e À(s) é uma função ímpar, temos que À(s) tem o comportamento
dafigura 4.7.

À(8)

1+2a
'.(i+k) i ,/':
1+2.

â
S

Figura 4.7: Comportamento de À(s)

Lembremos que p(s) tem um único ponto de mínimo em 8

se s > =iq$1-;d > 0 então ê(s), Á(s) > 0, o que impLIca

Afim, temos que

tanh p(s).i(s) + SKh'p(s)P(s) > 0,

enquanto quere
!i?l:.gl-d < 8 < o, temos »(a), Ã(8) < o, o que implica

t-hp(s).i(s) + s«h'p(s)ê(.) < 0

Em ambos os casos não vale(4.4), ou mja., não ocorre tangência vertical. Como

a > 0, é possível mostrar que as raízes si, sa, s3, s4 de (4.5), que estão dadas em
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(4.10), são tais que

76

1+2a '

a(l + a)
0<S3< vl . n, ,

Portanto, si e s4 são excluídos das possibidades de tangência vertical. Assim, as
tangências vertica.is ocorrem em s2 e õ3. Temos que Ó(s2) < 0 e X(s2) > 0, o que
implica, por (4.3), que em s2, o tangente vertical aponta pma cima. No entanto,
P(s3) > 0 e X(s3) < 0, o que implica, por (4.3), que em s3, o tangente vertical
aponta para baixo. Este caso também não vai nos interessar, pois se as tangentes
verticais não ocorrem na mesma altura, então um pedaço da curva geratriz fica fora

da região entre os horociclos, aos quais a curva é perpendiculm, como ilustram(n na

figura 4.8. Na figura 4.9, vemos duas horoesferas pai'delas, destacando o pedaço da
superfície rotacional que fica fora da região entre as horoesferm e que as encontra
perpendicularmente.

< s4 < 01+2a

Figura 4.8: Cuida geratriz para H lea =l

Figura 4.9: Caso excluído: pedaço da sup. rotacíonal fora da região entre as horoesferas

No entanto, se as tangências verticais ocorrem na mesma altura, o corte da H-
superfície rotacional com horoesferas dada.s por planos euclidianos horizontais seriam

duas circunferências concêntricas, o que não pode ocorrer, pela Observei;ão 2.2.2.

   
/   . \  

r  
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Concluímos, finalmente, que para /í = 1, a fronteira de Q pode ser uma superfície

do tipo prima do catenóide (ver figura 4.2) ou umbílica (ver figura 4.6), o que prova a
aÊrmação 2.(a) do I'trema 4.1.1.

4.4 '11hngência vertical para as curvas geratrizes das
superfícies rotacionais com 0 $ .H < l

Clomeçamos com o seguinte resultado

Teorema 4.4.1. Se c+(s) = e*(4(t-hp(s), «c@(s)), «,m p(s), X(s) dados por (1.11), é a
paramethzação da cume geratüz de %ma .H-supe71/ície 70tacionaZ em R3+, com 0 $ .fí < 1,

e c+(s) é siméthm em relação ao raio gmdésico cs;

e o bordo msàntótíco dm curam geratózes é mmtituádo de um ou dois pontos

Prova A pmva da simetria em relação ao raio geodésico é a mesma do Teorema

4.3.1, visto que p(8) é par e À(s) é ímpar, também neste caso. Em l31, mostrou-se que
p(s) é ilimitada e À(s) é limitada e possui limite finito. Assim,

lim exUsechp(s) = 0, (4.25)
lal--too

de onde segue, por (4.1), que o bordo assintótico das curva.s é constituído de um ou dois
pontos. l

Por definição, p(s) Z 0 e, assim sinhp(s) 2: 0. Além disto, por (1.11),

sinhp(s) = 0 -$::::> a = 0 e s = 0. (4.26)

Assim, se a e s não forem simultanean)ente nulos, temos que tanh p(8) > 0. Sempre
temos sechp(s) > O. N& Seção 1.3, vimos também que s = 0 é o único ponto de mínimo
de p(s). Lembremos que, neste caso, o parâmetro a está definido para todo real. Pela
análise que fizemos para (4.13), seguem os resultados a seguir.

Suponha0 < /7 < 1.
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1. Se --7T $ a < 0, temos que X(a) > 0. Assim, se 8 2 0 então

taMp(s).i(s) + smh'p(s)ê(s) > 0

e, portanto,(4.4) não ocorre, ou seja, não há pontos de tangência vertical nestes

amos. Consequentemente, descartamos as raízes si, s3 positivas de (4.5), que estão
dadas em (4.15), como pontos de tangência vertical. As outras rales s2, s4 < 0

são os pontos de tangência vertical. Analisando (4.3) para s2 e s4, concluímos que
b > 0, ou seja, os tangente verticais apontam para cima. Na figura 4.10, ilustramos

a curva geratriz para -H = 0, 5 e a = --0, 25 e os horociclos que passam pelos pontos
de tangência vertical.

Figura 4.10: Curva geratriz para .l=í 0,5 e a 0,25

Observamos que o vetar curvatura média do pedaço da superfície rotacional que está

no interior da totalmente geodésica, (plano de simetria da superfície) aponta para
o eixo de rotação, detemiinando assim a região isoperimétrica ilustrada na figura
4.11

Figura 4.11: Superfície rotacional com .fr 0,5 e a 0,25

Em p"ti'"l~', ;' a = --ã# e«tü . raü = %mcc"'(lã) pmiti- de (4.5),
dada em (4.14), não serve como tangência vertical. DescaMamos este cmo, pois há
somente um ponto de tangência vertical s = ---.=arccosh( -; } < 0. Observamos

que a curva geratriz intersecta o horociclo que contém o ponto de tangência vertical

num outro ponto, mas não perpendicular'mente, como vemos na figura 4.12. Assim,

  .f'''*~
/ \\ \

        \
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não é possível determinar uma região isoperimétrica, conforme vemos na Êgura 4.13,

onde mostramos uma horoesfera e um pedaço da superfkie rotacional que a encontra
perpendicularmente.

Figura 4.12: (1)urna geratriz para .fi 0,5 e a 0,5

Figura 4.13: Cmo excluído: superfície rotacional com .17 0,5 e a .0,5

2. Se a temos dum porções de curvas equidistantes tangentes no ponto (0, 1), que
geram as superfícies umbílicas com 0 < .H < 1, repr«entadas por pedaços de esferas

euclidianas que se tangenciam em (0, 0, 1) . Observamos que, no ente..nto, a tangência
vertical ocorre somente para a curva geratriz da superfície umbílica mais próxima

do eixo de rotação. Como o vedor curvatura média desta umbílica aponta para o

eixo de rotação, ela determina uma região isoperimétrica, que ilustramos na figura

4.15. Na figura 4.14, vemos o par de curva.s que geram as umbiOicas com H = 0, 5 e
a = 0 e o horociclo que contém o ponto de tangência vertical.
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Figura 4.14: Curva geratriz para f/ 0,5 e a. 0

Figura 4.15: Super$cie rotacional com .l? 0,5 e a 0

3. Se a > 0, por (1.11), temos (lue À(0) = 0 , À(s) é uma função ímpar, tem um ponto

d. má«m. .m - : .«,h(B;/) . d. mí-:". .« á«.«-h(3;/).

A:'im, " ' > * ,««"h(-BF-) > 0 -tã. Ó('), Ã(') ' o, ' q«. i«..n«

t«ü p(s).i(s) + seca'p(s)»(s) > 0,

."q"mt. q«. w --im«'';»(-BB--) < , < o, t.mm »('), Ã(') < o, ' q« i..p""
ta«hp(s)À(s) + ;«h'p(s)»(') < 0.

Em ambm os casos não vale(4.4), ou seja, não ocorre tangência vertical. Clamo
a > 0 e O < H < 1, é possível mostrar que as raízes si, s2, s3, s4 de (4.5), dadas
em (4.15), são tais que

.- » á«..«»(3 =), ', « -&«...,»(? =),

. « , « á«...,»(z =), -á«''.,»(z =) « '. « '.

Portanto, descartamos si e s4 como pontos de tangência vertical. Assim, m tangências

verticais ocorrem em sa e sa. Temos que »(s2) < 0 e À(sa) > 0, o que implica, por
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(4.3),(lue em s2, o taaigente vertical aponta para cima. No entanto, ê(s3) > 0 e
X(s3) < 0, o que implica, por (4.3), que em s3, o tangente vertical aponta para baixo.

Eliminamos também este caso, pois se as tangêncim verticais ocorrem na mesma.

altura, o corte da .Er-superfície rotacional com horoesferas dadas por planos euclidi-

anos horizontais são duas circunferências concêntrico, o que não pode ocorrer, pela.
Observação 2.2.2. Se ocorrem em alturas diferentes, um pedaço d& superfície rota-

cional fica fora da região entre as horoesferm que contêm 08 pontos de tailgência
vertical das curva geratrizes da superfície rotacional, como d«tocamos na figura

4.17. N& figura 4.16, vemos que o horociclo superior passa pelo ponto de tangência
vertical correspondente a s2 e o inferior a s3.

Figura 4.16: Curva geratriz para .fr 0,5 e a l

Figura 4.17: Caso excluído: superfície rotacional com .17 0,5 e a l

s # 0, pelas informações na Seção 1.3, temos que

1. se a < 0 então À(s) > 0; como para s 2: 0 vale ê(8) > 0, segue que (4.4) nM
ocorre. Assim, há tangência vertical somente para a raiz negativa de (4.17), conforme
ilustramos na figura 4.18.

2. se a > 0 então À(s) < 0; como para s $ 0 vale »(s) < 0, segue que (4.4) não
ocorre. Assim, há tangência vertical somente para a raiz positiva de (4.17), conforme
ilustramos na figura 4.19.

   
/ \ \ ' 

/  
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Figura 4.18: Curva geratriz para ]7 0 e a. 0,5

Figura 4.19: Curva geratriz para H 0 e a l

Nos dois casos anteriores, há somente um ponto de tangência vertical, não sendo

assim possível determinar uma região isoperimétrica, em vista do comportamento
da superfície.

3. se a = O, a superfície rotaciona] obtida é um plano totalmente geodésim. Neste

caso, não é possível encontrar uma horoesfera de modo que eles se encontrem per-
pendicularmente.

Mostramos, finalmente, que para 0 $ .11 < 1, a fronteira de Q pode ser uma superfície

do tipo equidbtante (ver figura 4.11) ou umbílica com 0 < H < 1 (ver figura 4.15), o que
prova a afirmação 2.(b) do Teorema 4.1.1.

4.5 '1rangência vertical para as fulvas geratrizes das
superfícies rotacionais com .H > l

Teorema 4.5.1. Se c+(s) = e*(4(ta-ihp($), 'mÀp(s)), com p(s), À(s) dados por (1.12), é

a parumetózação da cair"t;a gerutdz de uma -H-super:/ícàe rotacional em IKI., com .ll > 1,
então c+(s) é uma cu a peNódàm de Feri'odo a-

prova: Mostraremos que para qualquer s, o comprimento hiperbólico do segmento
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entre os pontos c+(s) e c+(s + =) permanece constante. Em [31, mostrou-se que

d' + 1;) - p('), À(' + :) - À(') + À(1:), (4.27)

de onde,por (4.1),segue que

c...(s + 11) = e*(:)c+(s). (4.28)

Seja ao fixado. Parametrizando o segmento entre os pontos c+(se) e c+(se + =) por

P(t) - (t, l t), o''m eX(")tanhp(se) $ t $ e*(")e'(:)tailbp(se),

segue seu comprimento hiperbólico é dado por

t(P(t)) = À(!) mshp(se). (4.29)

Por(4-29), vemos que o comprimento do segmento depende apenas da função p(s)

que, por (4.27), é periódica de período :. Assim, L(#(t)) tem comprimento constante,
paratodo se. l

Por de6nição, p(s) Z 0 e, afim, sinhp(8) Z 0. Além disto, por (1.12),

,i-h p(') - 0 '++' si«(2'-') - -:- (4.30)

No entanto, é fácil mostrar que

1 +:-+ a = 0

Assim, concluímos que

si«hp(.) = 0

Assim, se a # 0, temos que tanhp(s) > 0. Sempre temos sechp(s) > 0. Além disto,

como o sinal de Ó(s) depende somente do sinal de cos(2as), então

z' kx
ó(s) - o 4:::::> s - Íl; + ;=, k c z.

Para k pm, obtemos os pontos de máximo de p(8) e para k ímpar, obtemos os pontos de
mínimo de p(s) .

(4.31)

Pela análise que fizemos para (4.20), seguem os resultados a seguir
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1. Se --7= $ a < 0, temos que À(s) > 0. Assim, por (4.4), as tangências verticais só

ocorrem para s tak que ê(s) < 0, ou equivalentemente, cos(2a8) < 0, isto é,

]w,w[, . -«. (4.32)

Além disto,

cos(2a8) < 0 '+:::> 5 + 2kn' < 2as < #l + 2kn'

Consequentemente, descartamos as raízes Sk, 8k de(4.22) como possíveis pontos
de tangência vertical, sendo as outras raízes Sk, 3& os pontos de tangência vertical.
Analisando (4.3) para estas raízes, concluímos que b > 0, ou seja, o$ tangentes
verticais apontam para cima. O comportamento da curva geratriz, representado
pela figura 4.20, nos permite observar que existem infinitos tangentes verticais.

Na figura 4.21, ilustramos a superfície rotacional gerada pela ondulária, que chamamos
de ondulóide hiperbólico.

Figura 4.20: Ondulária hiperbólica para /7 3 e ü 0,05
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Figura 4.21: Ondulóide hiperbólico com .11 = 3 e a .0,05

Em particular, se a = --.li'ii então somente as rales 3h, dadas em (4.21), satisfazem
(4.32). Também para estas raízes, temos b > 0 em (4.3), ou seja, os tangentes
verticais apontam para cima.

2 Se a = 0, temos semicircunferência geodésicas tangentes entre si ao longo do eixo
de rotação, conforme a figura 4.22. Cada semicircunferência geodésica gera uma

esfera geodésica em ln3., que são a8 superfícies umbílicas com .17 > 1. Neste caso,
conseguimos sempre determinar regiões isoperimétricas. llustramos duas delas na
figura 4.23.

Figura 4.22: Curva geratriz para H = 2 e a 0
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Figura 4.23: Regiões isoperimétricas com .fí > 1 e a 0

3. Se a > 0, por (1.12), temos que

X(s) = 0 <::> sin(2as)

Mas, isto acontece para

k c z,

k c z,

(4.33)

onde

~ -á««'-(:? P),
: 1 /, --2a -- .H'\

ã - â «:« (:%ie-),
Analisando-se ainda a segtmda derivada de X(s), vemos que seu sinal depende de
cos(2as). Assim, temos que as raízes $k, $k de (4.33) são pontos de mínimo e de
máximo, respectivamente, de À(s).

Pelo Teorema 4.5.1, M curvas geratrízes são periódicas de período ;. Portanto,
benta analisar o que acontece em um intervalo básico. Por exemplo, vamos estuda

:« funções p(s) e x(s) no i"t',«alo 1 -- " , ãi l.
Primeiramente, observamos que m raízes So, So, se, ão, dadas em (4.22), e as raízes
So, $) pertencem a este intervalo. Além dito, como a > 0 e .f/ > 1, é possível
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n)ostrar que
So < $J, % < So,

(4.34)
go > $), $) > se.

Logo, por (4.22) e por (4.34), temos que

(4.35)

Na figura 4.24, 1ocalbamos estes pontos e apresentamos o compoúamento de p(8) e
À(,)

l

l
l
l
l

l

l

l
l

l

l

l /'p

l
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l
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l

l
l

l
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/
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/
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\

\
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'h-
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l
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l
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l
l

l
l

l

Figura 4.24: Comportamento de p(8) e À(s)

Por (4.4), só poderá existir tangente vertical quando Ó(s) > 0 e .i(s) < 0 ou »(s) < 0
e .X(s) > 0, ou sda, quando Ó(s)Ã(s) < 0. Desta forma, excluímos as raízes So e
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go dentre os possíveis pontos de tangência vertical neste intervalo, interessando-nos

apenas se e So. Além disto, os sinais de »(s), ,i(8) para est« pontos implicam,
por(4.3), que em se o tangente vertical aponta para baixo e em So, ele aponta
para cima. Na figura 4.25, o comportamento da curva geratriz nos permite observar

que existem infinitos tangentes verticais. No entanto, se as tangências verticais
ocorrem em uma mesma altura, excluímos a situação, conforme a Observação 2.2.2.
Se (xnrrem em alturas diferente, um poda.ço da superfície rotacional fica fora da
região entre m horoesferm, o que não satisfaz nossa condições. Este caso corresponde

am chamados nodóides hiperbólioos, que não são superfícies mergulhadas. Na figura
4.26, desenhamos um pedaço de nodóide hiperbólico onde há auto-intersecção, para

indicar que um pedaço da superfície fica fora da região entre as horoesferas que
contêm duas tangência.s verticais consecutivas da nodária hiperbólica.

88

Figura 4.25: Nodáría hiperbólica para .f{ 1, 5 e a = 0, 5



4.5 :1bngêncfa vertical para as c]
com .H > l

geratrízu das supeiacies iotacionais
89

À\\\!%q

Figura 4.26: Caso excluído: nodóide hiperbólico

Portanto, para -# > 1, a fmnteira de ç2 pode ser uma superfície do tipo ondulóide (ver
figura 4.21) ou umbílica com # > 1 (ver figura 4.23), o que prova a aârmação 2.(c) do
Tmrema 4.1.1.

Com isto, fica demonstrado o Teorema 4.1.1
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