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Dedico esta tese ao presente mais valioso que recebi de Deus: minha familia,

que sempre orou por mim diante dos momentos mais dificeis.



Ainda que eu falasse a lingua dos homens e dos anjos, se nao tiver caridade, sou como
o bronze que soa, ou como o cimbalo que retine. Mesmo que eu tivesse o dom da profecia,
e conhecesse todos os mistérios e toda a ciéncia; mesmo que eu tivesse toda a fé, a ponto
de transportar montanhas, se nédo tiver caridade, ndo sou nada. Ainda que distribuisse
todos 0s meus bens em sustento dos pobres, e ainda que eu entregasse o meu corpo para

ser queimado, se nao tiver caridade, de nada valerial

A caridade é paciente, a caridade é bondosa. Nao tem inveja. A caridade néo é
orgulhosa. Nao é arrogante, nem escandalosa. Nao busca os seus préprios interesses, ndo
se irrita, ndo guarda rancor. Nao se alegra com a injustiga, mas se rejubila com a verdade.

Tudo desculpa, tudo cré, tudo espera, tudo suporta.

A caridade jamais acabard. As profecias desaparecerdo, o dom das linguas cessard, o
dom da ciéncia findard. A nossa ciéncia é parcial, a nossa profecia é imperfeita. Quando
chegar o que é perfeito, o imperfeito desaparecerd. Quando eu era crianga, falava como
crianga, pensava como crianga, raciocinava como crianga. Desde que me tornei homem,
eliminei as coisas de crianga. Hoje vemos como que por um espelho, confusamente; mas
entao veremos face a face. Hoje conhego em parte; mas entdo conhecerei totalmente, como
eu sou conhecido.

Por ora subsistem a fé, a esperanga e a caridade - as trés. Porém, a maior delas é a
caridade.

1Cor 18,1-18.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos o seguinte problema, isoperimétrico: “minimizar a drea da fron-
teira de uma regiao no espago hiperbélico tridimensional que fica entre duas horoesferas
paralelas, fixado o volume, descontando-se a drea da parte da fronteira da regido contida
nas horoesferas”. Reduzimos o problema & anéalise das regides invariantes por rotagao e
obtemos as possiveis solugoes isoperimétricas através do comportamento das curvas ge-
ratrizes das superficies rotacionais com curvatura média constante no espago hiperbdlico.
Estudamos também a versdo deste problema no caso do plano hiperbdlico, determinando
o seu perfil isoperimétrico.



Abstract

In this work we investigate the following isoperimetric problem: “to minimize the area
of the boundary of a region in the three-dimensional hyperbolic space between two par-
allel horospheres with a prescribed volume, without counting the area of the part of the
boundary contained in the horospheres”. We reduce the problem to the study of rotation-
ally invariant regions and get the possible isoperimetric solutions through the behaviour of
the generating curves of the constant mean curvature rotacional surfaces in the hyperbolic
space. We also study the version of this problem in the hyperbolic plane and determine
its isoperimetric profile.
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Introducao

Problemas isoperimétricos constituem um tépico cldssico em Geometria e tém sido abor-
dados por muitos autores, sob diferentes condicdes. Um apanhado histérico é dado no
trabalho [16], de Ritoré e Ros. Para uma variedade Riemanniana M™, ele tem a seguinte
formulagao: classificar, a menos de um grupo de isometrias de M , as regioes 2 C M que
minimizam 4rea com volume fixado. Essas regides sdo chamadas regioes isoperimétricas.
Muitas vezes chamamos as regides isoperimétricas de solucoes isoperimétricas, por serem
solugoes de um problema isoperimétrico.

No caso em que a variedade M é o espaco euclidiano R3, Maria Athanassenas (2] e
Tomas Vogel [19] determinaram, independemente, as regides isoperimétricas que ficam
limitadas por dois planos paralelos e para as quais nio é contada a 4rea da parte da
fronteira da regido que fica contida nos planos paralelos. Athanassenas mostrou que
os pontos criticos da drea quando o volume estd fixado (superficies estaciondrias) sdo
superficies rotacionais com curvatura média constante (superficies de Delaunay) que en-
contram perpendicularmente os planos paralelos. Analisando-se tais superficies, apenas a
(semi)-esfera, o cilindro e o onduléide ocorrem como fronteiras das possiveis solucoes do
problema. No entanto, quando se analisa a estabilidade de tais superficies (como em [2]
e [5]), o onduléide é descartado por ser inst4vel. Dependendo da relacdo entre o volume
pré-fixado e a disténcia entre os planos paralelos, o cilindro ou a semi-esfera minimiza a
drea. Pedrosa e Ritoré mostraram em [15] que este resultado vale em R In <7, mas
nao paran > 9.

Tal problema isoperimétrico foi nosso objeto de estudo na dissertacdo de mestrado
[17] e isto nos motivou a estudé-lo no caso do espago hiperbdlico de curvatura seccional
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constante igual a -1, que denotamos por H3(—1). Muitos resultados j& foram obtidos
para o espago hiperbélico, quando o bordo das superficies est4 fixado ou para, superficies
sem bordo. Por exemplo, R. Lépez analisou em [9] o problema, procurando determinar su-

perficies mergulhadas com bordo fixo em uma horoesfera e com curvatura média constante
He|o,1].

Observamos que no caso euclidiano, as solugdes globais do problema. isoperimétrico
eram dadas em fun¢do da distancia entre os planos paralelos (ver Capftulo 6 de [17]).
Como esperamos o comportamento anélogo no espago hiperbélico, é preciso que a distancia
hiperbdlica entre as subvariedades que conterdo o bordo das solugbes isoperimétricas seja
constante. Escolhemos para fazer o papel dos planos paralelos (no caso euclidiano) duas
horoesferas paralelas, que no modelo do semi-espago superior R3 serao representadas como
dois planos euclidianos horizontais paralelos em R3. Embora faca sentido analisar o pro-
blema isoperimétrico que estamos considerando escolhendo-se outras superficies umbilicas
ao invés de horoesferas, nao é verdade que a distancia hiperbdlica entre duas esferas
geodésicas ou entre duas superficies totalmente geodésicas é constante, de modo que es-
tas situagoes nao nos interessam. No caso de duas superficies equidistantes, a distancia
hiperbdlica entre elas é constante, mas a classificacdo das superficies rotacionais com cur-
vatura média constante que encontram duas superficies equidistantes perpendicularmente
€ mais complicada do que no caso das horoesferas.

Morgan (conforme [11], [12]) garantiu a existéncia de solugdes isoperimétricas para,
a classe de espagos Riemannianos (M, g) nos quais o grupo de isometrias G de M é
co-compacto, isto é, M/G é um espago topolégico compacto. Na nossa abordagem, anali-
samos o problema isoperimétrico numa regido F entre duas horoesferas. Assim, G é o
grupo das isometrias de M que deixa F invariante, ou seja, sdo as rotagoes ao redor de
uma geodésica vertical e as translagoes horizontais, de modo que F/G é compacto, pois é

homeomorfo ao intervalo [0, 1], o que garante a existéncia de solugdes para o nosso caso.

Veremos no Teorema 2.1.6 que as superficies estacionarias para o problema isoperimétri-
co considerado sao superficies com curvatura média, constante que encontram duas horoes-
feras paralelas perpendicularmente. Nesta tese, determinamos as variacoes que sdo pontos
criticos do funcional drea e deixam o volume fixado. As superficies que sao dadas por
estes pontos criticos sdo as fronteiras das possiveis solugdes isoperimétricas. Para saber

quais dentre estas superficies minimizam a 4rea, quando o volume permanece constante,
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é necessério ainda analisar a sua estabilidade, que se define de modo anslogo ao caso
euclidiano, descartando aquelas que séo instaveis. Como nao foi possivel fazer tal andlise
no caso tridimensional, até o momento da concluséo da tese, o estudo da estabilidade das
superficies no contexto que estamos considerando serd alvo de nossa pesquisa no futuro
breve, visto que as ferramentas necessirias para esse estudo j4 foram obtidas durante a
realizacao deste trabalho.

A fim de apresentar os resultados que obtivemos, a tese ser4 organizada como a seguir.

No Capftulo 1, tratamos da geometria do espago hiperbélico tridimensional. Descreve-
mos o modelo do semi-espago superior R3 para o espago hiperbélico e caracterizamos suas
geodésicas, superficies totalmente geodésicas, superficies umbilicas, bem como as isome-
trias que deixam R3 invariante. Damos a definicao de superficie rotacional no espaco
hiperbélico como aparece em [6]. Apresentamos as coordenadas cilindricas em R3, a
parametrizacao natural das superficies rotacionais do espago hiperbodlico com curvatura
média constante e alguns resultados a respeito de sua geometria que nos serao tteis, cujos
detalhes podem ser vistos em [3].

No Capftulo 2, obtemos nossos primeiros resultados para o problema isoperimétrico
tridimensional. Mostramos que hé uma equivaléncia entre as variagoes que sao pon-
tos criticos da 4rea e que deixam o volume fixo e as superficies com curvatura média
constante que encontram as horoesferas perpendicularmente ao longo do seu bordo. Pelo
Principio de Reflexdo de Alexandrov [1] para planos euclidianos verticais (superficies total-
mente geodésicas de ]Ri), vemos que tais superficies sdo rotacionais esféricas. Assim, con-
clufmos que as fronteiras das regiGes isoperimétricas sao superficies rotacionais (esféricas)
do espago hiperbdlico com curvatura média constante e que encontram as horoesferas
perpendicularmente ao longo do seu bordo.

No Capftulo 3, formulamos o problema isoperimétrico para o plano hiperbdlico, visto
como um caso preliminar ao estudo do caso tridimensional. Adaptando os resultados
obtidos no Capitulo 2 (caso tridimensional) para o caso plano, vemos que as solugdes
isoperimétricas séo regices delimitadas por curvas de curvatura geodésica constante, que
foram caracterizadas em [8], que intersectam dois horociclos paralelos perpendicularmente,
quando a intersecgdo for ndo-vazia. Descrevemos o sistema de coordenadas polares no
plano hiperbélico e obtemos as expressoes para o perimetro e a area das possiveis regioes

isoperimétricas. Comparamos ainda as dreas de tais regides, no caso em que elas tém o
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mesmo perimetro. Descrevemos, no Teorema 3.6.1, o perfil isoperimétrico da regido entre

dois horociclos paralelos no plano hiperbdlico.

Finalmente, no Capitulo 4, classificamos as superficies ¥ rotacionais (esféricas) do
espago hiperbdlico com curvatura média constante entre duas horoesferas Il e Iy, ori-
entéveis, mergulhadas, compactas, conexas, com bordo livre ¥ C II; JII; e intersectando
as horoesferas perpendicularmente ao longo do seu bordo. Mais precisamente, no Teorema
4.1.1, obtemos uma familia de superficies do tipo “prima do catenéide” para H = 1, do
tipo “equidistante” para 0 < H < 1, do tipo “ondul6ide” para H > 1, ou umbilica, para

qualquer H > 0, como as fronteiras das possiveis solugoes do problema isoperimétrico.



CAPiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos algumas notagoes e tratamos dos resultados bésicos e necessérios

aos capitulos posteriores.

1.1 Geometria do espago hiperbdélico

Sejam L* = (R*, g_;) o espaco de Lorentz de dimenséo 4, munido da métrica de Lorentz
dada por g i(z,y) = iy + Tays + T3ys — Z4ys. Chamamos de espago hiperbélico
(tridimensional com curvatura seccional constante igual a -1) ao conjunto

H(=1):={p=(z,9,z,w) € L*: g_1(p,p) =1, w > O}.

Em [18], séo descritos alguns modelos do espago hiperbdlico, as isometrias entre eles,
além das expressdes das métricas induzidas por estas isometrias. Para nossas finalidades,
o modelo mais adequado é o modelo do semi-espago superior, definido como

R} :={(z,y,2) € R% 2> 0},

dotado da métrica
dz? + dy? + dz?

<, >=ds? = 5
4

(1.1)

Em nosso trabalho, vamos tratar das superficies com curvatura média constante H
que possuem bordo contido em horoesferas. Sejagd: ¥ — Ri uma imersao isométrica de
uma superficie compacta ¥ com bordo 9% # §. Seja I' uma subvariedade com dimensio

5
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1 contida em R3. Dizemos que I' é o bordo de ¢ se ¢ € um difeomorfismo de 9% sobre I'.
Dizemos que ¥ é uma H-superficie com bordo I' se ¢ tem curvatura média constante H e

[ é o bordo de ¢. Identificamos ¥ por sua imagem por ¢ e 0% com a curva I,

O plano z = 0 é chamado bordo no infinito de R3 e é denotado por OoR3. As
geodésicas de R3 sdo as retas euclidianas verticais e as semicircunferéncias perpendicu-
lares a 9,,R3 contidas em R3; enquanto que as superficies totalmente geodésicas sao os
planos euclidianos verticais e as semi-esferas perpendiculares a 9,R3. contidas em R3. As

superficies totalmente geodésicas tém curvatura média constante H = 0.

As isometrias de R3 sdo as aplicagdes conformes de R® que deixam R3 invariante. As-
sim, as translagoes euclidianas horizontais e as rotagoes ao redor de uma geodésica vertical
sdo isometrias de R ; associadas a um ponto py € 9,R3, temos duas familias de isome-
trias: as chamadas translacdes hiperbdlicas ao longo de uma geodésica o perpendicular a

OxR3 em po, que sdo homotetias euclidianas centradas em po com fator k > 0

(z1, T2, %3) = (', z3) — (k(p' — Po),kl‘a),

e as reflexdes hiperbdlicas com respeito a uma superficie totalmente geodésica P. Quando
P é uma semi-esfera perpendicular a 6001121 centrada em py e com raio r > 0, as reflexces

hiperbdlicas sdo inversdes euclidianas centradas em pg que fixam P

*(p' — Po, 3)
,T3) — (pg,0) + ———————-
@, 25) = o0+ 7+ a3
Quando P é um plano euclidiano vertical, as reflexdes hiperbélicas sao reflexces euclidianas

com respeito a P.

Observemos que existem isometrias de R3 que levam um tipo de superficie totalmente
geodésica no outro tipo. Por isto, escolhemos aquele que seja mais adequado ao que se
pretende fazer.

Uma técnica importante em nosso estudo é o chamado Principio da Tangéncia, que nos
permite comparar localmente duas superficies de curvatura média constante, tangentes em
um mesmo ponto p. Como temos uma tnica dire¢do normal em nosso caso, vamos orientar
as superficies em R3 de modo que elas tenham H > 0.

Principio da Tangéncia: Sejam ¥; e X superficies orientadas em R3 com curva-
turas médias H; e Ha, respectivamente, e H; < Hz. Se X; e X3 tém um ponto de tangéncia
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P comum, no interior ou no bordo (analitico), e se ¥, est4 acima de Y. em uma vizinhanca
de p, entdao ¥, coincide com X5 em uma vizinhanga de p.

Sabe-se que as superficies umbilicas tém curvatura média constante. Em [18], encon-
tramos uma descrigao detalhada destas superficies no espaco hiperbdlico. A seguir, des-
crevemos as superficies umbilicas no nosso modelo e damos suas representagoes, quando
cortadas por um plano euclidiano vertical.

a) Totalmente geodésicas: j& descritas na pagina 6;

b) esferas geodésicas: definimos uma esfera geodésica como o conjunto de pontos que
equidistam, na métrica dada por ( 1.1), de um ponto fixo, chamado centro hiperbélico.
Elas sdo as esferas euclidianas inteiramente contidas em R3. Sua curvatura média
satisfaz H > 1 e o vetor curvatura média aponta para o interior delas. Se p denota o
raio hiperbdlico de uma esfera geodésica, entdo H = cothp;

} Y

DooR3

Figura 1.1: Orientacao de H para uma esfera geodésica.

c) horoesferas: uma horoesfera pode ser vista como uma esfera geodésica com centro
hiperbélico em OxR3 . Elas sio representadas por planos euclidianos horizontais de
R3 e esferas euclidianas de R3 tangentes a OsIR3.. Observemos que existem isometrias
de R que levam um tipo no outro. Sua curvatura média satisfaz H = 1 e o vetor
curvatura média aponta para cima no primeiro caso (planos horizontais) e para o
interior no segundo caso (esferas);
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!

DooRE

Figura 1.2: Orientagao de H para uma horoesfera.

d) superficies equidistantes: sdo superficies que equidistam, na métrica (1.1), de uma
superficie totalmente geodésica. Sao dadas pela intersecio de R3 com os planos de R3
que nao sao paralelos nem perpendiculares ao plano z = 0 e pelas esferas euclidianas
que ndo estdo inteiramente contidas em R3 e néo sdo tangentes nem perpendiculares
ao plano z = 0. Observemos que existem isometrias de R3 que levam um tipo no outro.
Sua curvatura média satisfaz 0 < H < 1 e o seu vetor curvatura média aponta para a
superficie totalmente geodésica da qual elas equidistam.

OosRE

Figura 1.3: Orientagao de H para, uma superficie equidistante.
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Superficies Rotacionais de R3

Definicio: Uma superficie rotacional esférica no espago hiperbdlico R3 é uma su-
perficie invariante por um subgrupo de isometrias cujas 6rbitas principais (paralelos) séo
circunferéncias (euclidianas). Se os paralelos s@o curvas equidistantes ou horociclos, a

superficie rotacional é chamada de hiperbdlica ou parabdlica, respectivamente.

Através do Principio de Reflexao de Alexandrov e do Principio do Maximo, veremos
que as superficies interessantes para o nosso estudo sdo as rotacionais esféricas. Neste
caso, o grupo de isometrias de R3 fixa uma geodésica 7y (eixo de rotago) e os paralelos
sdo esferas geodésicas a com codimensédo 2 (circunferéncias) com centro em 7, cada uma
delas contida em uma subvariedade totalmente geodésica P ortogonal a . A partir de

agora neste trabalho, superficie rotacional significa superficie rotacional esférica.

Y

Figura 1.4: Superficie rotacional em R3.

1.2 Coordenadas cilindricas no espago hiperbdlico

Sejam (%,7,%) as coordenadas cartesianas em R3. Fixamos a geodésica v em R}, dada

pelo eixo Z > 0. Sejam P’ a semi-esfera euclidiana de raio 1 e centro na origem de R3
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perpendicular a 9,,R?, que é uma superficie totalmente geodésica e seja O = Y[ P' a
origem do sistema de coordenadas. Em P, fixamos um raio geodésico ~* com origem em
O, contido no plano euclidiano § = 0, dado por (#2422 =1;0<Z < 1}. Sejap € R} um
ponto qualquer. Tomamos a curva « equidistante de -y passando por p (que € a semi-reta
por p e pela origem de R®) e seja {p’} = o[} P'. Tomamos as coordenadas polares (p, 0)
de ¢/, onde p é a distancia hiperbélica de p’ a O e 6 é o angulo entre ~v* e o arco Oy,
medido no sentido anti-horério. Sejam P a superficie totalmente geodésica que passa por
p e é ortogonal a 7 e z a distancia hiperbdlica do ponto @ a O, onde {Q}=PN.

Z=7

8l

Figura 1.5: Coordenadas cilindricas em R3.

Assim, as coordenadas cilindricas de p sdo dadas por (p, 0, 2).

Em R3, a relagdo entre as coordenadas cartesianas e cilindricas é entéo
(%,7,%) = €*(tanh pcos 8, tanh psin 6, sechp), (1.2)
de onde segue que a métrica (1.1), em coordenadas cilindricas, €

do? = dp® + sinh? p d6? + cosh? p dz*. (1.3)
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A érbita de p = (po, 6o, 20) é obtida por R,(p) = (po,60 + ¥, %), onde R,(p) é a
rotacéo de p de angulo ¢ em torno do eixo Z. Se ¥ é uma superficie rotacional que tem
o eixo Z como eixo de rotagdo, é possivel (a menos de isometrias) parametrizar Y. por
X(s,t) = Re(c(s)), onde c(s) é a sua curva geratriz parametrizada pelo comprimento de
arco, de modo que a métrica de X é

do? = ds* + U?(s) dt?, (1.4)

onde U = U(s) é uma fungdo positiva. Esta parametrizagéo ¢ chamada natural.

Supondo que a curva geratriz seja, localmente, um gréfico z = A = A(p) no plano
§ = 0, mostra-se em [3] que os pardmetros naturais podem ser definidos pelas relagoes

ds = \/1 +X2(p) cosh®p dp e dt =dp. (1.5)

Seguem entdo as relagoes

1+ U%(s) — U(s)

U?(s) = sinh® p(s) e A(s) = 1+ 02()?

(1.6)

Assim, a parametrizacio natural de uma superficie rotacional em coordenadas cilindricas
é dada por
4
sinh? p(s) = U*(s),

s \ﬁ + U2(t) — U2(t) L7
ﬁM@=A g (L.7)

| (t) =t

1.3 H-superficies rotacionais

O estudo das superficies rotacionais com curvatura média constante no espago hiperbdlico,
que chamamos de H-superficies rotacionais, € um tema j& bem explorado por muitos
autores. Para nossas finalidades, o trabalho de Barrientos [3] se mostra muito interessante.
Nesta secdo, descrevemos, de forma resumida, os principais resultados a respeito das H-

superficies rotacionais que nos serdo tteis, cujos detalhes podem ser vistos em [3].



12 Preliminares

Uma superficie rotacional no espago hiperbdlico gerada por uma curva ¢(s) = (p(8),0,X(s)),
que identificaremos como c(s) = (p(s), A(s)) tem curvatura média dada por

H(s) = ()IU() (U(s)\f FU2(s) - U(s))- (18)

Chamando z(s) = U?(s), obtemos a equagao diferencial para uma H-superficie rota-
cional no espago hiperbdlico

32
54- = (1— HY)2 + (14 2H)z - a?, (1.9)

onde a é uma constante de integracéo.
52
Como % > 0, estudam-se separadamente os casos z =0e 2 > 0.
No primeiro caso, conclui-se que p(s) = p é constante e, consequentemente, a superficie
rotacional gerada por ¢(s) = (p, A(s)) é um cilindro de rotagao (hiperbélico).

No outro caso, estudam-se separadamente as supetficies com H =1, 0 < H <1le

H > 1. Observemos que a orientacdo do vetor normal & superficie foi tomada de modo
que H > 0.

A parametrizagio natural de uma H-superficie rotacional em R3, com H = 1, gerada
por uma curva, ¢(s) = (p(s), A(s)) é dada por

’

a® + (1 + 2a)?s®

sinh” p(s) = —— 5,
1 20 =[ VIT2a(-a(l +a) + (1 +2)°)y/a+ (L +2PF |, (110)
A (—a(1+a) + (1+2a)%?)* + (1 + 2a)*¢?
| o) =t

Barrientos mostrou em [3] que p(s) é uma fungéo ilimitada, par, com um tnico ponto
de minimo em s = 0 e que A(s) é impar, de onde conclufu que c¢(s) = (p(s), A(s)) ¢
simétrica em relacio ao raio geodésico p. Além disto, o comportamento das curvas gera-
trizes estd determinado pelo pardmetro a, que neste caso, por (1.9), é tal que a > —3
Mais precisamente,

1 .
1. se ~3 < a < 0, vale que A(s) > 0 e as curvas sio mergulhadas (primas da catendria);
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2. se a = 0, as curvas sao duas porgdes de horociclos tangentes na origem;

3. se a > 0, as curvas possuem uma Unica auto-intersecgao.

No caso 0 < H < 1, a parametrizagdo natural de uma H-superficie rotacional, com
geratriz c(s) = (p(s), A(3)), é dada por

(. —A + B cosh(2as)
2 —
sinh® p(s) = 507 )

\ A(s) = /‘ V2a(—2a + H(—1+ Bcosh(2at)))y/—A + B cosh(2at) it (1.11)

(—2a + H(—1+ Bcosh(2at)))? + a? B? sinh?(2at) ’

L(,o(t)=t,
onde A =1+ 2aH, B=+1+4aH +4a? e a =+/1— H.

Neste caso, p(s) é uma fungdo par, ilimitada, com um nico ponto de minimo em
s = 0, enquanto que A(s) é uma funcéo fmpar, limitada e possui limite finito quando
|s| — +oo. Conclui-se entdo que a curva geratriz é simétrica em relagdo ao raio geodésico
p, com bordo assintético constituido de um ou dois pontos. O pardmetro a esté definido
para todo niimero real, por (1.9), e para 0 < H < 1, tem-se que

1. se a < 0, vale que A(s) > 0 e as curvas geratrizes sdo mergulhadas;

2. se a = 0, as curvas séo duas porgoes de curvas equidistantes (hiperciclos) tangentes

na origem,
. 1 20+ H
3. se a > 0, temos que A(s) = 0 tem duas solugdes: s1 = % arccosh( a;B ) e
8, = —3;. Neste caso, existem curvas mergulhadas e nao mergulhadas na superficie.

Em particular, para o caso H =0,

1. se a < 0, vale que A(s) > 0 e se a > 0, vale que A(s) < 0, ou seja, A(s) é estritamente
monétona. As curvas geratrizes estdo todas mergulhadas na superficie (catendides
hiperbdlicos);

2. se a = 0, tem-se A\(s) = 0 e a curva geratriz é o raio p = (p(s),0), gerando um plano
totalmente geodésico.
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Finalmente, no caso H > 1, a parametrizacao natural de uma H-superficie rotacional,
com geratriz c(s) = (p(3), A(s)), é dada por

(. .9 _ A+ Bsin(2as)
sinh p(S) - 202 )
!z = * /20(2a + H(1 + Bsin(2at)))4/A + Bsin(2at) dt, (1.12)

o (2a+ H(1+ Bsin(2at)))? + a?B? cos?(2at)

L »(t) =1,

onde A=1+2aH, B=+1+4aH +4a’ea=vH?-1.

Em [3], mostra-se que as fungdes p(s) e A\(s) sao periédicas de periodo X e, a partir
disto, que a curva geratriz c(s) = (p(s), A(s)) é periddica de periodo A= X(Z). Por (1.9),

. , —-H++H?-1 . .
temos que o parametro a, nesse caso, é tal que a > 5 . Mais precisamente,
—H+vVH? =1 . o
l.sea = , tem-se que 2 = 0 em (1.9) e, como observamos no inicio

desta secéio, disto segue que p(s) = p é constante e a superficie rotacional é um
cilindro de rotacao (hiperbdlico);

—H+VEE =1
8¢ 2

e as curvas geratrizes sdo os onduléides hiperbdlicos;

< a < 0, vale que A(s) > 0 (corrigindo um pequeno erro em (3]),

3. se a = 0, as curvas sao semicircunferéncias tangentes entre si ao longo do eixo de
rotagao;

4. se a > 0, temos que A(s) = 0 tem infinitas solugdes, que sao pontos de maximo
e minimo, que se alternam consecutivamente; as curvas geratrizes sao os noddides
hiperbdlicos.



CAPITULO 2

Caracterizacoes iniciais das solugoes

do problema isoperimétrico

Neste capitulo, mostramos que as solugoes do problema isoperimétrico “minimizar a érea
da fronteira de uma regido entre duas horoesferas paralelas, que é uma superficie com
bordo contido na reuniao das horoesferas, quando uma certa fungéo volume estd fixada”,
sdo regides delimitadas por H-superficies rotacionais que intersectam as horoesferas per-

pendicularmente ao longo de seu bordo.

2.1 As fronteiras das regioes isoperimétricas sao H-
superficies perpendiculares as horoesferas ao longo
do bordo

Apresentamos as defini¢des necessédrias para caracterizar o problema isoperimétrico que
estamos considerando. Observemos que todos os resultados, que serao obtidos nesta secao

para R3, podem ser generalizados naturalmente para hipersuperficies em ROH,

Seja. IT = I1; | J 12, onde II, e II; séo horoesferas representadas por planos euclidianos
horizontais paralelos e distintos. Notemos que as horoesferas sao paralelas no sentido que
a distancia hiperbélica entre elas é constante. Seja ¢ : & — R} uma imersdo de uma
superficie conexa, compacta, mergulhada, de classe C2, orientével, com bordo I' = 9% e
tal que ¢ aplica I' em IL

15
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Como é usual em teoria de imersdes, identificamos (localmente) ¥ com ¢(X) e X(p) €

TpY com dp,(T,E) C R3. Assim , temos uma decomposi¢ao ortogonal
Tp(Ri) = Tp(z) @ NP(E),

nos espagos tangente e normal a Y em p, respectivamente. No contexto de superficies,
sabemos que existe uma tinica direcdo normal & superficie em cada ponto. Assim, fixemos

N um campo unitério normal & imersdo ¢. Se X(p) € T,(R3), podemos decompo-lo como

X(p) =X@T+X@)" = X()" +aN(p),
onde o € R.

Denotemos por < -,- > a métrica em ¥ induzida pela imersao ¢ : X1 — R3, por v
a conexdo Riemanniana de R} e por V a conexdo Riemanniana de ¥. Logo, se p € ¥,
X,Y € %(%), onde X(X) é o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis de % definidos
em uma vizinhanga de p, entao

VxY = (VxY)T
B(X,Y) = (VxY)N.
B é chamada a segunda forma fundamental da imersao ¢.
O operador de Weingarten de ¢ em relagao ao campo normal unitdrio N, denotado
por Ay, é definido como sendo o endomorfismo linear Apn : TY — T¥ dado por
An(Y) = —(VyN)T. (2.1)
A curvatura média H da imerséo ¢ é definida por

H= % trago(An). (2.2)

O operador de Weingarten Ay e a segunda forma fundamental B da imersao ¢ sao
relacionados por

< Ay(X),Y >=< B(X,Y),N >.

Definicio 2.1.1. Uma variacdo de ¢ é uma aplicagio C=, F : (—€,€) X & — R3, tal
que ¢t : X — ]Ri, te (-‘E, 6)) deﬁmda por ¢t(p) = F(ta p),\‘/p € EJ
(a) é uma imersao;

(b) &0 = 9.
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SepeX, X(p) = %‘%ﬁ o é o campo variacional de ¢ e f(p) =< X(p),N(p) > é a

componente normal do vetor-variacao.

A variagéo é dita normal se o campo variacional X é, em cada ponto, normal &

imersao ¢.

Dizemos que a variacio F' tem suporte compacto quando X tem suporte compacto.
Para uma variacio com suporte compacto e valores pequenos de t, temos que ¢; é uma
imersdo de ¥ em R3. Neste caso, definimos a fungéo drea A: (—€,€) — R por

At) = | dA = | +/det|(d)*(ddr)] dA,
> 5

onde dA é o elemento de drea de X. A(t) mede, em cada instante ¢, a drea de X com a
métrica induzida pela imersao ¢;. Definimos também a fungio volume V' : (—e, ) — R
por

V() = - / F*d(RS),
[0.4]x3

onde d(R?) é o elemento de volume canénico de R} e F*d(R?) ¢ o pull-back de d(R3)
por F. V(t) mede, em cada instante ¢, o volume com sinal encerrado pelas imersoes ¢ e

Pr.

Definigdo 2.1.2. Seja F : (—€,€) x & — R3 uma variagdo de ¢.
(i) F preserva volume se V(t) = V(0)(= 0),Vt € (—¢,¢);
(i1) F é admissivel se F(9%) C IVt € (—¢,€).

Definicdo 2.1.3. A imersdo ¢ é dita estaciondria se A'(0) = 0, para todas variacoes
admissiveis que preservam volume.

Proposicao 2.1.4. (1° Variacio da Area) Seja F' uma variagdo de ¢ com campo
variacional X e suporte compacto em Y. Entdo

A’(0)=—2LHf dA+/F<X,u>dI‘, (2.3)

onde v é o conormal (vetor no plano tangenie a 3 num ponto p € I, perpendicular ao
vetor tangente a T’ em p) unitdrio exterior ao longo do bordo T', dA € o elemento de drea
de X e dl' é o elemento de comprimento de T, induzido por ¢.
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Prova: Segue da definicao de A(t) que

/ — 1 e * r * —loii_ *
#0) = [ 5 (detldb]) traco({(00 " o G(000) A

Como ¢ é a inclusao de X2 em 3, temos que dey € a inclusao dos respectivos espacos
tangentes e dég, é a projegao ortogonal em T e, assim,

(dgpo)*depo = Id.
Calculando em ¢t = 0, obtemos

#(0) = [ gaco( @0y agd)aa

Usando o Lema de Simetria de V¥, que denota a conexao ao longo da imerséo ¢, temos
que p 96
a 4900t  _ e
dt\ (dde) =V L:O VX

Portanto,
" 1
A(0) = / —trago((V¢X)‘

onde projp: denota a projegéo sobre o fibrado tangente a 3.

+ prOJmV¢X) dA = /

bH

traco (projTEV"’X ) dA,

Decompondo o campo variacional como
X=X"+Xx"

temos que as projegdes das componentes tangente e normal (por (2.1)) de V#(X) sobre
T3 sao

projry VA(XT) = V(X)

projry: V(X)) = —Axn.

Portanto, usando (2.2), temos que

A(0) = / (dz'vXT —~2< XY HN> )dA.
X

Pelo Teorema de Stokes, segue que

A’(0)=/<XT,u>dI‘—2/ <XN HN>dA=
r b3}
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= —2/H <X,N>dA+/<X,u>dI‘=
bH r

= —2/HfdA+/<X,u>dI‘.
> r
i

Proposicio 2.1.5. (1° Variagdo do Volume ) Seja F' uma variagdo de ¢ com campo
variacional X e suporte compacto em ¥. Entao

V'(0) = — /2 7 dA, (2.4)

onde f(p) =< X(p), N(p) >, como antes.

Prova: Adaptamos a prova do Lema (2.1) de [5] e Lema 3.6 de [13). Fixepe X e
tome um referencial ortonormal adaptado positivo {e1, €2, N} ao redor de ¢(p). Assim,

F*d(R%) = a(t,p) dt A dA,

onde

atp) = det (0, (e dbu(er))

= vol( 25, d(er), dbi(en))
- < %‘tﬁ,b(t, DN, >
- b(t)p)ft’

onde b(t, p) = vol(dgx(e1), der(e2), Ne)-

Portanto, como b(0,p) =1 e fo = f, segue que

V'(O):‘L%L:o( [o’t]b(t,p)ft dt)dA:—Lb(O,p)f d =—Lf dA.
i

Formulamos melhor nosso problema isoperimétrico: “minimizar a drea da fronteira de
uma regido Q entre duas horoesferas Il; e Il; em R3, com volume (com sinal) =V
prescrito, descontando-se a drea da parte da fronteira contida nas horoesferas. Supomos
que a parte da fronteira que nao esta contida nas horoesferas seja uma superficie conexa,
mergulhada, orientdvel, de classe C?, compacta e com bordo contido em II = I, Y .
Caracterizamos os pontos estacionérios de A segundo a Definigao 2.1.3. Mais precisa-

mente, mostramos no préximo teorema que as fronteiras das regides isoperimétricas sdo
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H-superficies que encontram as horoesferas I1; e Il; perpendicularmente ao longo de seu
bordo.

z

Teorema 2.1.6. Uma imersio ¢ : & — R3 ¢ estaciondria se e somente se ¢ tem

curvatura média constante e intersecta Il ortogonalmente ao longo de T' = 9%.

Prova: Adaptamos a prova da Proposigao (2.7) de [4]. Suponha que ¢ tem cur-
vatura média constante e encontra IT ortogonalmente ao longo de I'. Seja ® uma variagao

admissivel de ¢ que preserva volume. Consequentemente,
0=V"(0) = — / £ dA. (2.5)
5

Além disto, como ¢ encontra IT perpendicularmente, temos que o conormal exterior v ao
longo de T é perpendicular a II. Como a variagao é admissivel, segue que o)y c Il e,
portanto, X (p) € T,I1,Vp € I'. Logo,

<X,u>| = 0. (2.6)
T

Portanto, como H é constante, temos por (2.5) e por (2.6) que

A(0) = —2H / fdA=0.
b

Reciprocamente, suponha que ¢ é estaciondria. Primeiramente, mostremos que ¢ tem
curvatura média constante. Sejam p € )03, onde f} denota o interior de X e a bola geodésica

B = By(r) C 3, de centro em p e raio r, que é um aberto contendo p.

Defina

1

Suponha, por absurdo, que existe p € B tal que H(p) > Hp. Sejam
D* ={g€ B: H(q) > Ho};
D~ ={qe B: H(q) < Hy}.

Como 7 € D* e pela definigio de Hy, segue que D+ # @ e D™ # 0.

Seja Ut = B\{p}. Assim, Ut|JD* = B. Tomando uma parti¢do da unidade em
Ut |JD* = B, segue que existe uma fungdo ndo-negativa 7y tal que pesupp 1y C DY,
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Sejam ¢ € D~ e U~ = B\{q}. Assim, U-\JD- = B e tomando uma partigao
da unidade em U~ |JD~ = B, segue que existe uma fungdo nao-negativa ¥ tal que
g €supp P, C D™,

Sejam
ay = / T1 (H—Ho) dB;
B
b= / ¥ (H — Hg) dB.
B
Pela construcao de 7 e 9, temos que a; > Oe b <0. Seja c:= —%l.
1

Consideremos agora as fungdes nao-negativas 7 e 9 dadas por T = 11 e P = cir.
Definimos a funcdo u := (7 + %) - (H — Hp). Entao

/ u dB =0. (2.7)
B

Consideremos uma variagio F' com suporte compacto A contido em B e cuja componente
normal do vetor-variagao é a fungéo u definida acima. Podemos estendé-la a uma variagao
em 3 de modo a coincidir com F' em A e ndo variar fora de A. Assim, temos que X| =0,

de onde segue que ’

<X,u>| =0. (2.8)
r

Portanto, temos uma variacio admissivel que preserva volume (por (2.7)) definida em

Y e, como ¢ é estaciondria, temos por (2.3) e (2.8) que
0= A'(0) = —2 / Hu dB. (29)
5
Logo, por (2.9) e (2.7)
/(H—Ho)udB=/HudB—Ho /udB:O.
) > 3

Por outro lado,

/(H——Ho)udef(T-H/J)~(H—H0)2 dB >0,
X b

o que é uma contradi¢do. Segue que H = Hy em B. Como X é conexa, segue que H é

constante em ¥, isto é, ¢ tem curvatura média constante.
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Agora, mostremos que ¢ intersecta Il ortogonalmente ao longo de T'.

Seja ® uma variagio admissivel qualquer que preserva volume com campo variacional
X . Seja pg € 0%. Suponha, por absurdo, que < X (po), ¥(po) ># 0. Por continuidade,
podemos garantir que existe uma vizinhanga U C 0% de po tal que < X(p), v(p) > >0,
Vp € U, onde U = W; [0 e W; é uma vizinhanga de pp em ¥. Sejam g € ﬁ \Wi e
W, uma vizinhanca. de g, disjunta de W;. Tomando uma particdo da unidade associada
W1 |JWs, existe uma fungdo & : Wi — R diferencidvel tal que &(Wh) C [0,1], com
suporte supp & C W e podemos tomar W, e a fungio & : Wo — R diferencidvel de
modo a satisfazerem &(Ws) C [0,1], supp & C Wa e

&Lf dWi+ | &f AW =0. (2.10)

Wi W2

Consideremos a variacio ®; : (—¢,€) x ¥ — R, com suporte contido em W; U W e tal
que

(& t,p), p€ Wh,
CD(EZ t)p)7 D € W2~

Vamos provar que ®; é, de fato, uma variagéo.

(Dé(p) = (bg(t,p) = {

e Fixando t = £y, temos

o
d(q)?)(v) =1 —6T|t=0(£(p) t0,D) dgp(v) + dfb(g(p)t‘,,p)v.
Observemos que d®(¢(t,,5)V 7 0, pois @ é imersdo. Consequentemente,
d(22) W] < ltol 1Xua@IVE o] + |80 camt]

onde V denota o gradiente. Assim, tomando #, suficientemente pequeno, diminuindo

o intervalo (—¢, €) se necessério, podemos garantir que

lto] | Xeo ()IIVE] 0] + [d®(emtom ] # O,
de onde segue que @2 é uma imersdo, Vt € (—¢,€);

e ®? = &, por construgao.

Mostremos que ®¢ é uma variacdo admissivel que preserva volume.
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o od
1. # = £1(p) a0 se p € Wi. Como @ é admissivel, segue que ®¢ é admissivel.
2. Temos que o vetor-variagao de ®¢ é
0%

Xe(p) = 22| (0) = 60) 5y, 0) = 60) X(0), D€ W
Xe(p) = &2(p) X(p), p € Wa.

Consequentemente, a componente normal do vetor-variagio de ¢ é

fe(p) =&(p) < X(p), N(p) >=&(p) f(p), p € Wi
fe(p) = &(p) < X(p), N(p) >=&(p) f(p), D € Wi
fe(p) =0, p ¢ Wi UWa.

Portanto, por (2.10), temos que

[ feda= [ awre) awi+ [ )y am=0, @)
) 34 Wi Wa

ou seja, ®; preserva volume.

Para esta variacdo, como supomos ¢ estaciondria e j4 mostramos que tem H constante,
temos por (2.3), (2.11), que

0=A’(O)=—2H/f¢ dA+ | & <X,v>dl'= &L < X,v>dl. (2.12)
z Wi 241
Como &,(W;) C [0,1] e < X,v >> 0 em W}, entdo & < X,v>dl'>0,0que

%
é uma contradigdo com (2.12), que surgiu por termos supoéto que < X (pg), ¥(po) ># 0.
Assim, Vp € 8%, temos que < X,v > (p) =0. |

2.2 As fronteiras das regioes isoperimétricas sao su-

perficies rotacionais

Nesta segio, mostramos que as fronteiras das solucoes isoperimétricas sdo superficies rota-
cionais. Para isto, vamos usar o que j& provamos acima: que elas sao H -superficies. Como
este é um tema bem explorado, ndo vamos repetir aqui as provas dos Principios do Méximo

no interior ¢ no bordo, mas apenas enuncié-los.
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Consideramos planos euclidianos verticais P, que sdo planos totalmente geodésicos em
R3 e reflexdes euclidianas em relagéo a estes planos, que séo isometrias de R} . Descreve-

mos, a seguir, o método do Principio de Reflexéo de Alexandrov.

Tomamos uma reta euclidiana 7 qualquer em uma das horoesferas II; ou Il; e P um
plano perpendicular & reta r obtido da seguinte maneira: consideramos um feixe F' de
planos (paralelos) perpendiculares a 7 e escolhemos para ser o plano P aquele plano de F'
que primeiro tangenciar a superficie. Desta forma, temos que P é perpendicular aIl; e a
I1, e é um plano suporte de 2.

I,

VN

Figura 2.1: Posigao do plano P em relagao as horoesferas I1; e I, e & superficie 2.

Como ¥} delimita um sélido compacto K em R}, movemos entdo o plano P paralela-
mente de modo a cruzar o sélido K. Em cada posigio de P, refletimos em relagao a P a
parte de ¥ ja cruzada e a denotamos por X,. Para pequenos deslocamentos de P, temos

que X, pertence ao interior de K.
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Mais precisamente, enunciamos o Principio de Reflexdo de Alexandrov.

Seja ¥ uma superficie compacta, orientdvel, conexa, mergulhada em R3, que est4
localizada entre duas horoesferas I1; e II; e com bordo contido na unido das horoesferas.
Assuma que ¥ tem curvatura média constante H. Sejam P e K um plano totalmente
geodésico e um sélido, respectivamente, determinados como descrevemos acima. Seja P?
o plano obtido quando deslocamos P a uma distancia euclidiana, 8, de modo a cruzar K.
Sejam {P’} a familia de plancs paralelos a P assim obtidos e {28} a famflia formada
pelas partes refletidas (euclidianamente) de 3 em relagio a P?. Definimos:

6% :=sup{d : 6 = dist(P°, P), ¥’ c K},

onde dist(P?, P) denota a distancia euclidiana entre P? ¢ P. Continuamos com O processo
de reflexdo até o momento em que obtemos P*" ¢ %" que , por motivo de simplificacéo,
chamamos novamente de P e ¥,.. Pela hipétese de compacidade de ¥, temos que para este
0*, ¥, e a parte & de & que estd do mesmo lado de P que ¥, tém, no minimo, um ponto
Zo em comum. Além disto, 3, e 33 tém o mesmo plano tangente neste ponto z,. Por esta

razao, Ty é denominado o 1° ponto de contato.
b

Como % estd entre duas horoesferas, z, pode ocorrer no interior ou no bordo da
superficie (como nas figuras 2.2 e 2.3). Ver detalhes na Secio 3.2 de [17].

Figura 2.2: Representacio da possibilidade em que g € f}

Antes de aplicar o Principio de Reflexdo no espaco hiperbélico, vamos apresentar
alguns resultados e defini¢oes que nos serdo tteis e que aparecem em |[7].

Seja P o plano {z = 0} em R3. Dado um domfnio D em P e uma fungio u: D — R,
definimos o grafico horizontal de por

G(w) = {(u(y, 2),,2); (0,,2) € D}.
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P I,

Figura 2.3: Representacao da possibilidade em que 2, € 9%.

Em [7], é mostrado que a equagio da curvatura média para um gréfico horizontal
(hiperbélico) é
. Vu 2 Ug
— ) =- e 2.13
dw(W(u)) z (H * W(u))’ (213)
onde Vu é o gradiente euclidiano de u, W(u) = (1 + 2 4 u2)? e wu;, up sdo as derivadas

parciais de u em relagdo a y e z, respectivamente.

Sejam X; e ¥y duas superficies conexas em R3, tangentes e com o mesmo normal
unitdrio em um ponto p. Escolhemos coordenadas locais para R3 de modo que o plano
tangente P comum, em p, seja o plano {z = 0} e o vetor normal normal comum seja
(1,0,0). Assim, em uma vizinhanga de p, ¥; e 3 sio gréaficos horizontais de fungdes u e v
definidas em um aberto D de P. Dizemos que X; est4 acima de Y2 se u > v e denotamos

por ¥; > ¥,. Temos entdo os Principio do Méximo no Interior e no Bordo.

Principio do Méximo no Interior: Sejam ¥, e ¥, superficies em R3, como acima.

Sejam H; e H, suas respectivas curvaturas médias. Se numa vizinhanga de um ponto de
tangéncia comum no interior das superficies tivermos ¥; > doe Hy < Hyyentao ) = ¥y

nesta vizinhanga.

Principio do M4ximo no Bordo: Sejam X; e ¥, superficies com bordo diferencigvel
em Ri como acima. Sejam H; e H, suas respectivas curvaturas médias. Se numa, vizi-
nhanca de um ponto de tangéncia comum no bordo das superficies tivermos ¥; > ¥, e
H, < Hj, entdo X; = ¥, na vizinhanga (que tem p em seu bordo).

Vamos omitir as provas destes principios, observando que elas sdo exatamente as mes-
mas que aparecem no caso euclidiano em [17], visto que os argumentos nao dependem da
geometria das superficies, mas basicamente de Anslise. Outra referéncia, para maiores
detalhes, é o Capitulo 3 de [7].
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No nosso caso, temos ¥, ¢ a reflexdo da superficie ¥, que chamamos de %, em relacao
a um plano euclidiano vertical e ¥, é a parte de & que nao foi refletida, ¥’. Como elas
tém a mesma curvatura média, é conhecido que estas superficies sdo analiticas. Assim,
como elas coincidem em um aberto, entéo elas coincidem em toda a sua interseccgao. Isto
faz com que ¥, = ¥, provando que P é um plano de simetria de 3. Como a reta r era
arbitdria, concluimos que ¥ tem, em cada direcio horizontal, um plano de simetria, de
onde segue que a superficie ¥ é rotacional (esférica) e tem uma reta euclidiana vertical
(geodésica de R3) como eixo de simetria. Os detalhes das afirmagoes acima podem ser

vistos em [17], visto que a situacio é andloga ao caso euclidiano.

Com isto, ficou provado o seguinte resultado.

Teorema 2.2.1. Seja 3 uma superficie mergulhada em R3, de classe C?, orientdvel,
coneza e compacta, que estd localizada entre as horoesferas paralelas 11y, I, e com bordo
¥ C I YIl;. Se tivermos ainda que a curvatura média H de X é constante entdo % ¢
rotacionalmente simétrica ao redor de um eizo perpendicular a I1; e a Il,. -

Observacgao 2.2.2. O corte da superficie ¥ com uma horoesfera ‘H, dada por um plano
euclidiano horizontal, é formado por uma tinica circunferéncia euclidiana. De fato, se
o corte fosse constituido de duas circunferéncias concéntricas (conforme figura 2.4) e a
regiao isoperimétrica fosse aquela delimitada pelas respectivas circunferéncias entdo, pelo
Principio de Reflexdo de Alexandrov, seria possitvel obter um plano totalmente geodésico P,
dado por um plano euclidiano vertical, que seria um plano de simetria, mas ndo conteria
o eixo de simetria, obtendo assim uma contradicdo.

Figura 2.4: Representagao de uma situagio em que ¥ ) H consiste de duas circunferéncias
concéntricas, sendo zg o primeiro ponto de contato.






CAPITULO 3

Um caso preliminar: o caso do plano

hiperbdlico

Neste capitulo, estudamos o problema isoperimétrico para o caso do plano hiperbdlico.

3.1 Geometria do plano hiperbdlico

Nesta segdo, apresentamos algumas defini¢des e resultados, cujas provas serdo, em geral,
omitidas, pois podem ser encontradas em [8]. Chamamos de plano hiperbélico o conjunto
definido por

R? := {(z,y) € R%y > 0},

dotado da métrica

da? + dy?
v

A reta euclidiana {y = 0} é chamada bordo no infinito de R? e é denotada por 9wR?.

<, >=ds* = (3.1)

A seguir, descrevemos as curvas de curvatura geodésica constante k > 0 em R?, que
foram caracterizadas no Capitulo 6 de [8] (nesta referéncia, a curvatura é chamada de
hiperbdlica).

a) Geodésicas: sao representadas por retas euclidianas verticais contidas em R? e semi-
circunferéncias euclidianas perpendiculares a (’)mR'i e contidas em Ri . Neste caso,
k=0;

29
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b) circunferéncias geodésicas: sao as circunferéncias euclidianas inteiramente contidas em
R2. Neste caso, k > 1 e o vetor curvatura aponta para o interior delas. Se p denota o
+ p

raio hiperbélico de uma circunferéncia geodésica entéo k = cothp;

c) horociclos: sao representados por retas euclidianas horizontais de ]R"}r e circunferéncias
euclidianas de Ri tangentes a 8°°IR1. Neste caso, k = 1 e o vetor curvatura aponta
para cima no primeiro caso (retas horizontais) e para o interior no segundo caso (cir-
cunferéncias).

d) curvas equidistantes: sdo curvas que equidistam, na métrica dada por (3.1), de uma
geodésica. Sao dadas pela intersegdo de R3 com as retas de R? que néo sao paralelas
nem perpendiculares  reta {y = 0} e pelas circunferéncias euclidianas que nao estao
inteiramente contidas em R e néo séo tangentes nem perpendiculares a reta {y =0}.
Neste caso, 0 < k < 1 e o seu vetor curvatura aponta para a geodésica da qual elas
equidistam.

As isometrias de R% foram descritas detalhadamente nos Capitulos 1 e 4 de [8]. Elas
sdo as transformagoes de Mdobius de R? que deixam R? invariante. Destacamos, para
nossos objetivos, as translages euclidianas horizontais, as reflexes euclidianas em relagao
3 uma geodésica vertical, as homotetias euclidianas e as inversdes euclidianas (relativas a

circunferéncias centradas em {y = 0}).

Para R?2, o problema isoperimétrico tem a seguinte versdo: “minimizar o perfmetro
de uma regido contida entre dois horociclos paralelos (representados por retas euclidianas
horizontais paralelas), fixada a 4rea, descontando-se a parte da fronteira da regido que
est4 contida nos horociclos”. Quando falamos em perfmetro de uma regiao, queremos

dizer o comprimento da fronteira da regiao.

Como a homotetia euclidiana é uma isometria de Ri, tomamos o horociclo inferior
como sendo a reta {y = 1} para estudar o problema isoperimétrico e as outras solugoes
sao entdo obtidas por homotetia.

Adaptando a prova do Teorema 2.1.6 para o caso plano, temos que as solugdes do
problema, isoperimétrico sdo regides cujas fronteiras sao curvas de curvatura geodésica
constante que encontram os horociclos perpendicularmente (quando a intersecgao for nao-

vazia). A existéncia e regularidade das solugoes isoperimétricas é garantida por resultados
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que aparecem nos trabalhos de Morgan (ver [11] e [12]), observando que as isometrias de
R? que deixam a regido F entre os horociclos paralelos invariante sdo as translagoes
euclidianas horizontais e as reflexdes euclidianas em relagdo a uma geodésica vertical, de

modo que se G é o grupo de tais isometrias entdo /G é compacto, pois é homeomorfo
ao intervalo [0, 1].

Nas préximas secdes, nosso objetivo é obter as expressoes para a drea € o perfmetro
das possiveis solucoes isoperimétricas.

3.2 Coordenadas polares em R%

Sejam (z,y) as coordenadas cartesianas em R?. Fixamos a geodésica 7y em R?, dada
pelo eixo y > 0. Seja O = (0,1) a origem do sistema de coordenadas. Fixamos um raio
geodésico 7+ com origem em O, dado pela reta euclidiana {z = 0; y 2 1}. Seja p € R%
um ponto qualquer. As coordenadas polares (p,8) de p sao definidas como: p € a distancia
hiperbdlica de p a O e 0 é o angulo entre v+ e a geodésica que passa por O e p, medido
no sentido anti-horério.

/ T =0 R%

Figura 3.1: Coordenadas polares em R%.

Usando trigonometria hiperbélica, mostramos que a relagao entre as coordenadas carte-
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sianas e as polares é

1
cosh p — sinh pcos @

(z,y) = (sinh psin @, 1), (3.2)

e que a métrica de R%, dada por (3.1), em coordenadas polares, é
do? = dp? + sinh? p db>. (3.3)

Consequentemente, podemos obter as expressoes para o comprimento de arco de uma

circunferéncia geodésica e para a drea de um setor em funcédo do angulo central 3.

Para simplificar, tomamos a circunferéncia de raio hiperbdlico p e centro hiperbélico
como sendo o ponto O.

X

Figura 3.2: Comprimento e drea em fungdo do angulo central.

A circunferéncia geodésica pode ser parametrizada por

a(0) = (p,0),
com p constante e 0 < § < .
Logo, em coordenadas polares,

do?(/) = sinh? p.

Portanto, o comprimento de arco (na métrica hiperbdlica) que subentende um angulo
central 3 é

B
L(a) = /0 v/do*(a') df = B sinh p. (3.4)



3.3 Expressao para o perimetro e a drea de uma se¢ao 33

Na métrica dada em (3.1), a 4rea A de uma regido R no plano hiperbélico é definida
por

1
A=/—dxd. 3.5
7 Y (3.5)

Usando a métrica em coordenadas polares dada por (3.3), temos que a drea A do setor de

disco geodésico que subentende um angulo central 8 é dada por
B re
A= / / sinh p dp d = 3 (coshp — 1). (3.6)
o Jo

Como j4 vimos, as fronteiras das solugdes do problema isoperimétrico séo curvas de cur-
vatura geodésica constante que encontram os horociclos perpendicularmente (adaptacao
do Teorema 2.1.6 para o caso plano). As possibilidades sao, entdo, geodésicas verticais,
circunferéncias geodésicas, horociclos representados por circunferéncias euclidianas de R?
tangentes a O,cR% e curvas equidistantes representadas por circunferéncias euclidianas
que nao estdo inteiramente contidas em ]Ri e nao sdo tangentes nem perpendiculares a
reta {y = 0}. As regides no plano limitadas pelo horociclo {y = 1} e pelas circunferéncias
geodésicas, horociclos e curvas equidistantes que encontram perpendicularmente o horoci-
clo seriio chamadas, respectivamente, de meio disco geodésico, meio disco horociclo
e meio disco equidistante. A regiao delimitada pelos horociclos e por duas geodésicas
verticais seré chamada de segdo. Meio disco superior e inferior a um horociclo significard
a porcio do meio disco, com centro euclidiano no horociclo, que estd, respectivamente,

acima e abaixo do horociclo.

3.3 Expressao para o perimetro e a drea de uma

secao

Sejam ¢ > 1 e xo < z; constantes reais. Para simplificar, consideremos as geodésicas
verticais {z = %o} e {z = .}, contidas em RZ, e os horociclos paralelos {y = 1} e
{y=c}.

Usando a métrica hiperbélica dada por (3.1), calculamos a seguir o perimetro e a area
desta segao.
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r=1xIg
m:ml
. y==c
,I/'./ "’ v’
I’II',II,
‘s ’:'/,'
,
,"1‘/,:', 2,
P ’ ’ —
2,7 . "I’I y — 1
T = O R2
- Yoot

Figura 3.3: Segao entre os horociclos.

Lema 3.3.1. Com as notagées iniroduzidas acima, o perimetro e a drea da se¢do sdo,

respectivamente, dados por

L=2Inc,

_ 7
A = (21— %) (-cl+1). (3.1)

Prova: Como o comprimento de um segmento geodésico vertical, com 1 <y <cé
(7
ln(i) = l.nc,

entao

L=2Ine.

Por (3.5), a drea é calculada como

@ e g -1
A—Lo '/lﬁdydx—(ml——xo)(—c——kl).
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3.4 Expressao para o perimetro e a drea de um meio

disco geodésico

Sejam ¢ € R’ e {y = ¢} um horociclo em R%. Para simplificar, consideramos a circun-
feréncia euclidiana S de centro (0, c) e raio r < c¢. Assim, S também pode ser vista como
uma circunferéncia geodésica Sy de centro hiperbdlico Cy = (0, k) e raio hiperbdlico p.

Determinemos as relagoes entre os raios e os centros de S e de Sy.

Y
0,c+r)
AR\
y=c
\'CH
,C—T)
z = 3R5

Figura 3.4: Relagoes entre os raios e os centros de S e de Sy.

Como Cy = (0, h) equidista, na métrica (3.1), dos pontos de coordenadas (0,c —7) e
(0, ¢+ ), entdo parametrizando o segmento vertical com extremidades nestes pontos por
a(t) = (0,t), com ¢ —r < t < ¢+ e calculando a distancia entre o centro hiperbdlico e

as extremidades do segmento, temos que

hl C-H‘l
Ya=[ la
/c_rtt /h :

de onde segue a relagao

h=+vc2—1r2 (3.8)
Logo, Cy = (0, v/c? — r2) e o raio hiperbdlico é
o h 1, fe+r
p—/c_rzdt—lnc_r—ﬁln(c_r). (3.9)
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Segue desta 1iltima relagao que

-= = tanh p. (3.10)

Uma informacio que nos seré titil no futuro é a relagio entre as dreas hiperbdlicas dos
meio discos geodésicos superior e inferior ao horociclo {y = ¢}, denotadas por A* e A~

respectivamente. Por (3.5), temos que

[ e

_2/ /-m—ddz /ﬂ V- T (3.12)

7—2_:1;2

(3.11)

Comparando os integrandos de At e A~ em (3.11) e (3.12), resulta que

A- > A%, (3.13)

De modo andlogo, mostramos que os comprimentos de arco da circunferéncia geodésica
acima e abaixo do horociclo, Lt e L™, respectivamente, sdo tais que

I~ > LY, (3.14)

Seja @ o angulo determinado pela semi-reta {z = 0,y > h} e pela geodésica S que
passa por Cy = (0,h) e pelo ponto (r,c) (ver figura 3.5). Assim, 6§ mede a metade
do angulo central que subentende o arco da meia circunferéncia geodésica superior ao
horociclo {y = c} e S tem centro (r,0) e raio c.

Como a métrica hiperbélica é conforme & métrica euclidiana (por (3.1)), 0 pode ser
medido pela métrica euclidiana. Para isto, parametrizamos S por a(t) = (csint+r, ccost),

com —g <t< g Observemos que

4 = (0,h) = (0,Vc2 —12) = aty) = (esinty + 7, ccosty),
de onde segue que
sinto = —%. (3.15)

Assim, calculando o angulo @ entre os vetores tangentes a a(t) e ao eixo y (no sentido

crescente), resulta que
cosf = —sinty =£. (3.16)
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Sn
/) (r, C) y==c

1
1
'

1
1
1

T = OoR3.

(r,0) lzc +7,0)

Figura 3.5: Arco de circunferéncia geodésica subentendido por um angulo central 6.

De modo geral, a drea da regido limitada por S, pelo eixo y e pelo horociclo {y = c}
pode ser calculada como (vista como sendo a 4rea sob o gréfico de z = z(y))

_[r=yE-¢*, 1 7% . (h
A—/’; g dy——z+§—a;rcsm(z). (3.17)

Suponha ¢ > 1. Consideremos os horociclos {y = 1} e {y = c} e as circunferéncias
euclidianas S;, com centro (0, 1) e raio 7y < 1 € S3, com centro (0,c) eraio 2 <c—1 (ver
figura 3.6). Por (3.8) e (3.9), S; também pode ser vista como uma circunferéncia geodésica

1 1
S}, de centro hiperbélico (0, h;) = (0,4/1 —r}) e raio hiperbdlico p; = 5 In ( 3 T ::1),
-n
enquanto que S; também pode ser vista como uma circunferéncia geodésica 5% de centro

hiperbdlico (0, hz) = (0, 1/c? — r3) e raio hiperbdlico p; = % In (Z +:2).
— 12

Sejam (; e 2 os angulos centrais de S}, e S% correspondentes aos arcos superior a
2 H € O

{y = 1} e inferior a {y = c}, respectivamente. Por (3.16), temos que

By = 2arccos(r) . ) (3.18)

,32=21r—2arccos(—c— i

O seguinte resultado retine as informagoes acerca dos perfmetros e dreas de meio discos

geodésicos.
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I

Figura 3.6: Perimetro e 4rea de meio discos geodésicos.

% = O R%

Lema 3.4.1. Com as notagdes introduzidas acima, sejam S a geodésica que passa por
CL = (0,h) e pelo ponto (r1,1) e Sz a geodésica que passa por C3 = (0, hz) e pelo ponto
(re,c). Sejam 6, = -;—,61 el =m— %,82, 0< 6,0, < g Sendo Ly = L} e Ay = A} o
perimetro e a drea, respectivamente, do meio disco geodésico delimitado por S}, e superior
a{y=1} e Ly = Ly e A, = Ay o perimetro e a drea, respectivamente, do meio disco
geodésico delimitado por S%, e inferior a {y = c}. Entdo

Ll = 291 cot 01,

3.19
Ly = 2(m — 63) cot by, (8.19)
e
2
1= .91 —m + 2cos 6,
sm01
(3.20)
9 = ——2(;;032) —m — 2cosfy.

Prova: Por (3.4), os comprimentos de arcos determinados por §; e 2 medem, res-
pectivamente
Ly = ﬁl sinh P,

] (3.21)
Lo = (32 sinh ps.
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Por (3.9), temos que

sinh p; =sinh(l ln(1 +'r1)) =

2 1 —nN ‘Vl “'Tl,
3.22)
; o 1 c+7a\\ _ ) (
sinh p, = sinh (5 hl(c —7'2)) = Tma 'r;‘;.
Por (3.16),
r
cot 0 = —;2,
vien (3.23)
00t92 = 2—2'
C '—T2

Assim, por (3.21) e (3.23), provamos (3.19).

Passemos, agora, aos cdlculos das dreas A; e Az. Observemos que
LYWy S
2 1 = /A1 1

onde A; é a 4rea do setor correspondente ao angulo 6; e Ay é a area da regiao limitada

por S, pelo eixo y e pelo horociclo {y = 1}. De modo anélogo,

1

§A2 = A + 4,

i ’ A 1 2 2 ’ v
onde A; é a 4rea do setor correspondente ao angulo 5,62 =7 — 6 e Ay é a drea da regido

limitada por S, pelo eixo y e pelo horociclo {y = c}.
Assim, por (3.6) e (3.17), temos que

A1 = 201 (COShpl - 1) - 2( —-ri+ ZTZ‘ - arcsm(hl)),

 h (3.24)
Ay =2(m — 03) (coshpy — 1) + 2( - ICE -+ g - arcsm(—zz—)).
Mas, por (3.9),
1 1 + 7y 1
coshp; =cosh{ = In = y
(2 (1—7'1)) 1/1._7-'% (325)
coshp2=cosh(—l- m(c+7‘2>>= A
2 c—rs 2 —r2
Como
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entao, por (3.8), temos

arccos(r;) = arcsin(y/1 — r}) = arcsin(hy),
2 _ 3.26

T2 .
arccoq(?) = arcsin

Além disto, por (3.16),

costh =7y,
e
cosly = —;
entao
sinf, = /1 —1%,
2 —r} (3.27)
sinfy = Y——2,
¢
Juntando (3.24), (3.25), (3.26) e (3.27), provamos (3.20). i

Como consequéncia do Lema, 3.4.1, obtemos no préximo corolério o perimetro e a drea
de um meio disco horociclo, visto que um horociclo H é uma circunferéncia geodésica com
centro hiperbélico em BmRi. Por (3.16), temos que cosf) =71 € 0 horociclo é obtido no

caso limite em que 7, tende a 1, ou seja, 6, tende a 0.

Corol4rio 3.4.2. Seja H um horociclo representado por uma circunferéncia euclidiana
com centro (0,1) e raio igual a 1. Sejam Ly e Am o perimetro e a drea, Tespectivamente,

do meio disco horociclo superior ao horociclo {y = 1}. Entdo

Ly =2,

" (3.28)
AH =4 —.

Prova: Basta calcular as expressoes de L; e A; em (3.19) e (3.20) no caso limite em

que 0; — 0. i
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3.5 Expressao para o perimetro e a drea de um meio
disco equidistante
Seja [E uma curva equidistante representada por uma circunferéncia euclidiana com centro

(0,1) e raio 7 > 1. Estamos interessados em calcular o perfmetro e a drea da regido
limitada por E superior ao horociclo {y = 1}, que chamamos de meio disco equidistante.

Euclidianamente, E tem equacao
2+ (y—-1)>=r%

Logo,
E( )8R} = {(-vr? —1,0), (V2 —1,0)}.

Figura 3.7: Perimetro e drea de um meio disco equidistante.

Observemos que a geodésica 17 da qual E equidista tem equagao

2+ =r'—1.
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Se p denota a distancia hiperbdlica entre E e 7, temos que p pode ser calculado como a
distancia hiperbdlica entre os pontos (0,1 +r) e (0, /72 — 1); logo,

r4+1\3
p_ln(r—l)’

de onde segue que

r = coth p. (3.29)

4 A . . ™ ~ . .
Se a é o dngulo (ndo-orientado) entre Een, 0<a < 3 entdo usando trigonometria

hiperbdlica, pode-se mostrar que (ver, por exemplo, Proposi¢ao 3 do Capitulo 5 de [8])

tanh p = sina. (3.30)

O seguinte lema é o principal resultado desta se¢io e apresenta as expressdes do
perimetro e da area para um meio disco equidistante.

Lema 3.5.1. Com as notagdes acima, consideremos E uma curva equidistante represen-
tada por uma circunferéncia euclidiana com centro (0,1) e raio v > 1. Sejam Lg e Ag
o perimetro e a drea, respectivamente, do meio disco equidistante superior ao horociclo
{y = 1}. Entéo

Lg = 4

= ( - +cota),
cos o sina

(3.31)

2 2 1
Ag = — -7+ ln(_ +cota).
sin o cot @ sin

Prova: Para calcular Lg, parametrizamos [E por

B(t) = (rcost,1+rsint), 0 <t < 7.

Assim,
vy

2 T
Lg =2 — .
e /0 1+ rsint i

Lembrando que

t t
2tan - 2tan —

sint = 2 = 2

3 2 t 2,
1+(ta.n2) (secz)
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segue que

r —
1+7rsint

Para fazer o cdlculo da integral acima, fazemos a substituigao

t
= tan —.
u r+ an2

Apds alguns célculos, resulta que

s

9 T
Lg=2[2 —— dt
E _/0 1+ rsint

o (r+ta.n%—\/r2—l
In )
-1 r+tmg+m

™
2

0

o ]n(’r+l+\/1-ri).

r? =1 r+1—+vr?2-1
Mas,
SrZ —
r+1++7r 1=T+\/’f‘—2_——1
r+1—+7r2-1
Entao,
2r
Lg = In(r +v72-1).
R/~ | ( )
Por (3.29) e (3.30), temos que
1
r=—y,
sina

de onde segue que

r2 — 1 =cota,

. T
visto que 0 < a < 3"

Portanto,

2 1
Lg = ln( - +cota),
cos sin

o que prova a primeira parte de (3.31).
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Passemos ao cdlculo da édrea do meio disco equidistante. Por (3.5),

14+vrI=z2 / — 2
AE—2/ / ld dx = 2/ d
o= rhd

Apés uma série de cdlculos e simpliﬁcaqc")es, concluimos finalmente que

(x — aresin (E) + ——1—
v/ 24/rT—1

(111(7'2\/7‘2 —14+VrP—1Vr2 =22+ (r* = Dz)—

T

—lnlrzx/r2 —1+Vr2—1vr2 — 22— (r? — 1):::|)

0

Consequentemente,
,/ — 2 1 ‘/2_1 2_1
Ag =2 / d ———dr=2r—-n+ lnlr T +(r ).
o 1+ vréi—g2 vri—1 lryr?2—1-(r2-1)

Observamos que

rvr2—1+4(r? —1) =y
E—T- (-1 = (r+vr2-1)~%

Disto, de (3.29) e de (3.30), segue a drea do meio disco equidistante, em fungdo do
angulo de equidistancia «, é

2 2 1
=—— In ( —— + cot a),
sina cot sina
o que prova a segunda parte de (3.31). i

3.6 Perfil isoperimétrico da regiao entre dois horo-

ciclos paralelos em R%

Nesta segao, obtemos o perfil isoperimétrico da regidgo F entre dois horociclos parale-
los em R?. Para nossas finalidades, estudamos as regides 2 contidas na regidao F que
sao 2(-dimensional)-retificiveis (em relagdo & medida de Hausdorff) com fronteira 1(-
dimensional)-retificivel. Para mais detalhes, ver [12].
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Teorema 3.6.1. Sejam ¢ > 1, F, = {(z,y) € R2 : 1 <y < ¢} e A uma constante real
positiva. Seja C.a = {Q C F., com drea |Q = A e perimetro L(Q[) F.) < oo}.

Seja Lo = inf{L(Q) F.) : @ € Ccn}. Entdo
1. existe Q € C, 4 tal que L(2N .;;) = Do a5
2. a regidgo §) minimizanie € constituida de uma unica componente coneza e é
(a) ou um meio disco (geodésico, horociclo, equidistante) superior a {y = 1},
(b) ou uma secdo de F. da forma
Slzo,z] = [Z0, 21] X [1,¢].

Mais explicitamente, sendo d a distancia hiperbélica entre os horociclos, temos que

1. sed < 1, eziste Ag(c) tal que

e se A < Ag(c) entdo 2 é um meio disco geodésico,
e se A = Ag(c) entdo Q2 é um meio disco geodésico ou uma se¢do;
e se A > Ag(c) entdo Q) é uma secao,

2. sed=1, existe Ag(c) tal que

e se A < Ay(c) entdo 2 é um meio disco geodésico;
e se A= Ag(c) entdo Q é um meio disco horociclo ou uma secio;

e se A > Ay(c) entdo Q é uma secdo;

3. sed > 1, ezistem duas constantes Ag(c) < A1(c) tais que

se A < Ag(c) entdo Q é um meio disco geodésico;

se A = Ag(c) entdo Q é um meio disco horociclo;

se Ag(c) < A < A4(c) entdo Q2 é um meio disco equidistante;

se A = Ay(c) entdo Q é um meio disco equidistante ou uma se¢do;

se A > As(c) entdo Q € uma segdo.
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meio disco equidistante secéo

Figura 3.8: Perfil isoperimétrico da regiao entre dois horociclos paralelos.

Para provarmos o teorema, analisamos o comportamento do perimetro e da 4rea das
regices que tém como fronteira as curvas de curvatura, geodésica constante.

No teorema, comparamos a distincia d com 1, visto que a discussao dos casos depende
da constante ¢ tal que se Ly é o perimetro do meio disco horociclo e se L. é o perfmetro

da segdo em F, entdo Ly = L.. Por (3.28), isto significa que
2=2Ine,

de onde obtemos que ¢ = e, ouseja, d = 1.

Seja S; uma semicircunferéncia euclidiana de centro (0,1) e raio r;, que estd acima
do horociclo {y = 1} . Quando 0 < 71 < 1, Sy delimita um meio disco geodésico.
Para os casos limites, isto &, 6, — 0 e 0, — %, que ocorrem, por (3.16), quando o meio
disco geodésico se degenera em um meio disco horociclo (r; — 1) e um ponto (r1 —0),
respectivamente, temos por (3.19),
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lim Ll = 2,
6;—0

lim L, =0. (3.32)
i

6— —

2
Por (3.2), temos

lim Al =4—'7T',
91—»0

lim A; = 0. (3.33)
mw

61— —

Assim, o perimetro L; de um meio disco geodésico superior a {y = 1} cresce de 0 a 2,
quando este passa de um ponto a um horociclo, isto é, quando 7, passa de 0 a 1, enquanto
que a area A; crescede 0 a 4 — 7.

Continuando a aumentar 71, se 7y > 1 obtemos um meio disco equidistante. Por (3.29)
e (3.30), o caso limite a — g— equivale a r; — 1; assim, o meio disco horociclo é também
um limite de um meio disco equidistante. O outro limite, obtido para a — 0, equivale
a Ty — oo. Por (3.31), temos que o perimetro e a érea dos limites de um meio disco
equidistante superior a {y = 1} sdo, respectivamente,

hm7r Lg =2,

a5 (3.34)

il_[}'lu Ly = 0.

hm7r Ag =4 —m,

g (3.35)

lim Ag = oo.
a—0

Desta forma, vemos por que o perimetro e a drea de um meio disco equidistante

superior a {y = 1} crescem infinitamente, & medida que r; cresce.

Sendo ¢ > 1, consideremos S, uma semicircunferéncia euclidiana de centro (0, ¢) e raio

T2, que estd abaixo do horociclo {y = c}. Quando 0 < r; < ¢, .S, delimita um meio disco
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geodésico. Por (3.16), o caso limite §; — O corresponde a r; — c e 6 — 7 corresponde a
re — 0. Por (3.19), temos que, nestes casos, os perimetros sdo

lim Ly = o0
620

3.36
lim Lg = 0, 5:38)
0%
e, por (3.20), as dreas sdo
oﬁmo Az =00
. 3.37
025

Concluimos que L; e Ay crescem infinitamente, & medida que 2 — ¢. Ser, > ¢, Se
delimita um meio disco horociclo ou um meio disco equidistante. Por (3.36) e (3.37),
temos que se 1y > ¢ entdo o perimetro e drea do meio disco inferior a {y = ¢} tendem ao
infinito.

Em vista da andlise que fizemos para os perimetros e as dreas das possiveis solugoes

isoperimétricas, temos os seguintes casos a considerar.

1. Comparamos um meio disco geodésico superior a {y = 1} com um disco geodésico

inteiramente contido na regido entre os horociclos {y = 1} e {y = c};

2. comparamos um meio disco geodésico superior a {y = 1} com um meio disco
geodésico inferior a {y = c};

3. comparamos um meio disco horociclo superior a {y = 1} com um meio disco

geodésico inferior a {y = c};

4. comparamos um meio disco equidistante superior a {y = 1} com um meio disco

geodésico inferior a {y = c}.

Para provar o Teorema 3.6.1, queremos determinar as regides de perimetro minimo,
quando elas tém uma &area pré-fixada. Isto serd feito na prova do teorema. No entanto,
para determinar quais sdo as possiveis solugbes isoperimétricas, vamos seguir uma es-
tratégia diferente, porém equivalente. Vamos comparar as dreas das possiveis regioes

isoperimétricas, quando elas tém mesmo perfimetro, e queremos determinar aquelas cuja
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drea seja a méxima. Na verdade, para os nossos objetivos, basta mostrar que se uma regido
tem drea maxima, dentre aquelas que tém um perfmetro dado, entdo ela tem perfmetro
minimo, dentre aquelas que tém esta mesma drea. Como todas as possiveis solugoes
isoperimétricas, além da secdo, estdo descritas nos casos acima, provamos esta tltima
afirmacao, escolhendo o caso 2 (Lema 3.6.2), no qual sdo comparados dois meio discos
geodésicos. De modo anédlogo, provamos o que foi afirmado logo acima para os outros
casos. Supomos, sem perda de generalidade, que o meio disco superior a {y = 1} tenha
drea méxima, quando comparado a qualquer meio disco geodésico inferior a {y = c}, que
tenha mesmo perfmetro que ele.

Lema 3.6.2. Seja Qg 0 meio disco geodésico superior a {y = 1} com drea A(p) > A(Q),
sempre que L(Q) = L(Q), para qualquer meio disco geodésico ) inferiora {y =c}, ¢ > 1.
Assim, se 0y € um meio disco geodésico inferior a {y = c} com A(Qy) = A() entdo
L(Qp) < L(Y).

Prova: Suponha, por abhsurdo, que L(€) > L(Q;). Aumentamos o raio da circun-
feréncia euclidiana que representa ; até obtermos um meio disco geodésico ¥ tal que
L(Y) = L(S%), o que é possivel por (3.36). Por (3.37), vimos que a drea aumenta &
medida que o raio aumenta. Assim, A(Q) > A(£) = A(Q) e L(Y) = L(), o que é
absurdo, pois, por hipétese, (g maximiza 4rea, quando comparada a regides de mesmo
perimetro. |

Passemos a comparar as dreas das possiveis solugdes isoperimétricas, quando elas tém

0 mesmo perimetro.

No caso 1, comparamos a drea de um meio disco geodésico superior a {y = 1} com a de
um disco geodésico inteiramente contido na regidio entre os horociclos {y = 1} e {y = ¢},
quando eles tém o mesmo perfmetro. Sejam 1 < y, < c e S a circunferéncia euclidiana de

raio 72, com 0 <72 < y3 — 1 e centro (0, y2), que delimita o disco geodésico.

Sendo 8, € |0, g[ tal que cosf, = %2, entao por (3.4), (3.6) e (3.9), temos que o
perimetro e a drea de disco geodésico (que corresponde a um angulo central de medida
21
sin 02 B
Sendo L; e A; o perfmetro e a érea, respectivamente, de um meio disco geodésico

2m) sdo dados por, respectivamente, Ly = 27 cot 0y e Ap =

superior ao horociclo {y = 1}, entdao por (3.19), por (3.20) e pelas informagoes acima,
mostramos no préximo Lema que A; > A; quando Ly = L,.
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Y

Z

&
%

aNW

y=1
T = 0 R%
Figura 3.9: Caso 1.
Lema 3.6.3. Sejam 6,0, € |0, %[ tais que
01 cot 01 = 7 cot 02. (338)
Entio, 0 0
L 4 9cosf — 7 > —— — 2. (3.39)

sin 01 s 02

Prova: Para 6 €0, g[, elevando os membros de (3.38) ao quadrado e usando que

cos? @, = 1 — sin? 6, temos entdo que

2 cot2 2
1 /Ofcot*Oh+m . (3.40)

sinf, 7r

Assim, como cos? 8; = 1 — sin® 4,

2
l —27r=2\/( b ) -6 +n—om. (3.41)

sin 02

Consideremos a diferenca dos termos de (3.39), substituindo o segundo por (3.41).
Seja A(6,) essa diferenca.

20 0, \2 2
A0r) = g + 20080, — 7 - 2\/ (sinlﬂl) - (01) +72 + 2. (3.42)
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Observemos que
alimoA(ol) =447 —2Vn?2+1>0,

_ (343)
llmﬂ_ A(Bl) =0.
91—» =<
Além disto,
200501 sinel 00801 - 01
d4) _ ( ) % p<o, (344)

db, sin® 6y {1 B \/ 0% + ('Ir2 - 0?) sin? 6,

pois para 6; € ]0, g[, temos cos@, >0, sinf,cosé —6; <0e
< Z
\/ 62 + (1r2 - 0?) sin? 0,

Com isto, A(6) decresce em |0, g[ Por (3.43), concluimos que A(6;) > 0 em |0, g[, de
onde segue (3.39). |

0 <1.

Segue do Lema 3.6.3 que a édrea de um meio disco geodésico superior a {y = 1} é
maior que a area do disco geodésico delimitado por S, quando eles tém o mesmo perimetro.
Consequentemente, o meio disco geodésico é melhor, como solugio isoperimétrica, quando
comparado ao disco geodésico.

No caso 2, comparamos a area A; de um meio disco geodésico superior a {y = 1}
com a area Ay de um meio disco geodésico inferior a {y = ¢}, quando eles tém o mesmo
perimetro. Por (3.19) e (3.20), mostramos nos préximos Lema e Coroldrio que A; > Ay,
quando L; = L;. Na figura 3.10, a circunferéncia tracejada foi obtida da inferior por
uma homotetia euclidiana, de modo que os respectivos meio discos geodésicos tém mesmo
perimetro. Por (3.14), o meio disco geodésico inferior a {y = ¢} tem perfmetro maior
que o do meio disco geodésico superior a {y = 1}. Para que Ly = L, é necessério entdo
diminuir o raio do meio disco geodésico inferior a {y = c}.

Lema 3.6.4. Sejam 61,62 € 0, g] tais que

01 cot 01 = (ﬂ' - 02) cot, 02. (345)
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\ y
- y=c
N
\‘ﬁ ti
- y=1
g T = O R2
Figura 3.10: Caso 2
— Uy
— cos fs. (3.46)
f(6y) +

T
+ cosb; >
sin

_01_0 + cos 0y e F(6y,06)

Entao,
sin 01

E], definimos f(6;) =
. Nosso objetivo é provar que F'(61,0;) > 0. Por (3.45), podemos definir 6,

(3.47)

Prova: Para 6,,0; €0

1(62) - sin 0

mphcltamente em funcéo de 2, ou seja, obter uma funcéo g tal que 6; = g(f2). Sejam
h1 (02) sin 02 +r= sin 02 f(g(é)g)) + sin 02 f(02)

ha(02) = F(g(02),02) e ha(62) =

A funcao hg(6:) é de classe C*
h’ (02) = COS 02 f(01) =+ 811102 f’(91) g'(02) + cos 02 f(02) + sm62 f (02)
—cos b (201 — %m201) (3.48)

sin 91 - 01 (e ] 01 e 01 —
2sin” 6,
(3.49)

Temos
!
9) =
f ( 1) sin2 01
A derivada ¢'(6;) pode ser obtida através do Teorema das Fungdes Implicitas. Neste caso

—cot 02 - (7!' = 02) CE!C2 02
cot @y — 0 csc? 6, ’

g'(02) =
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Observe que cot @) — 6y csc? §; = w Portanto,
2sin” 6y
_ 2(r—60)+sin20, 2sin’6,
g(0:) = 2 sin? 0, 20, — sin 20, fd.50)
Substituindo (3.48) e (3.50) em (3.47), obtemos
G1cos0y;  (w—03) cosby
/ _ 2 1 2 2
5(62) = 2cos® 0y + o~ n6; . (3.51)
Como hj(6;) = h{(62) sin 02 + hq(02) cos b2, resulta de (3.51) que
B (0) sin b = 200820, + 10802 _ (T 02) 08l by 0y sty
siné, sin 0y
= cos? 0 — cosfy cosb; — M(cos 01 — cos 6y) (3.52)
in 6,
= (cos 6, — cos 0y)(cos O + 2= 02)
- e 2 e sin 02 '
Para 0,,0, € |0, g], temos @; < 7 — 0, resultando de (3.45) que
™ — 92
cot §; = ( 7 ) cot @y > cot Oy = 6 < 0; = cosy > cosb,. (3.53)
1

Segue-se de (3.52) e (3.53) que h)(6:) < 0. Isto implica que F(6y,0,;) = F(g(02),62) =
hi(02) é uma funcio decrescente para 6, € |0, %] Por (3.45), para 0, = g eb = g(g—),

resulta que cos(g(g)) = 0 e, portanto, g(%) = % Como

m(z)=Fl9(3),5) = F(5,5) =0,
temos que, em particular,
F(01,02) 2 F(9(3), 3) =0. (3.54)
Isto implica que
[0 +1(0:) 2 5o (3.55)
de onde segue (3.46).
T

A igualdade ocorre se, e somente se, ¢, = 6y = 3 |
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Coroldrio 3.6.5. Sejam 0,0, € 0, 7—;[ tais que

01 cot 01 = (7!' - 02) cot 02. (356)
Entao, 4 2
1 T — U2

im0 + cosfy > Sinds cos fs. (3.57)

Pelo Corolério 3.6.5, mostramos que o meio disco geodésico superior a {y = 1} é a

melhor solugio para o problema isoperimétrico, neste caso.

No caso 3, comparamos a drea Ay de um meio disco horociclo superior a {y = 1}
com a area A; de um meio disco geodésico inferior a {y = c}, quando eles tém o mesmo
perimetro. Por (3.28),(3.19) e (3.20), mostramos no préximo Lema que Ag > A, quando
Lg = Ly. Tlustramos o caso 3 na figura 3.11.

Y

\“\@/”' y=1
LS T = OpR2

Figura 3.11: Caso 3.

Lema 3.6.6. Seja 6, € )0, %[ tal que
1 = (7 — 6;) cot ;. (3.58)
Entdo,

™ — 02
sin 92

— cos bs. (3.59)
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Prova: Como o horociclo é obtido fazendo-se #; — 0 no meio disco geodésico superior

a {y = 1}, entdo basta fazer #; — 0 em (3.56) e em (3.57) e o resultado segue pela
continuidade das fungoes envolvidas. |

Assim , o meio disco horociclo superior a {y = 1} é melhor quando comparado ao meio
disco geodésico inferior a {y = c}.

No caso 4, comparamos a drea Ag de um meio disco equidistante superior a {y = 1}

com a area A; de um meio disco inferior a {y = ¢}, quando eles tém o mesmo perimetro.

Por (3.31), (3.19) e (3.20), mostramos no préximo Lema que Ag > Az, quando Lg

L,. Na figura 3.12, a circunferéncia tracejada foi obtida da inferior por uma homotetia
euclidiana e assim o meio disco equidistante superior a {y = 1} tem mesmo perimetro

que o do meio disco tracejado. Logo, é necessério diminuir o raio do meio disco inferior a
{y = ¢} para que Lg = L,.

Figura 3.12: Caso 4.
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Lema 3.6.7. Sejam o, 0, € |0, g[ tais que

1
p—" (sina + cot a) = (7 — 63) cot ba. (3.60)
FEntao,
1 1 —
= 4 n( — + cot a) > T~ 2 _ cosby. (3.61)
sina cota sin o sin 6y

Prova: Para ,0; € ]0, %[, definimos

b

1 1 b
F(o, 6:) = * sin 0 0080, — sinfy

: n(. +cota)+
sina cota sin o

Por (3.60), podemos definir 6, implicitamente em fungao de a, ou seja, obter uma funcao
g tal que 6, = g(a). Sejam

hl(a) = F(as g(a))a

hz(@) = hi(a) sina.

Logo,

hy(a) = (sirlla + co};a In (sirlla + cot a)) sina — (%;7‘%3)2 - cosg(a)) sin a.

A funcao ha(a) é de classe C*® e

. sin o 1 sin . 1
Ha) = p——p In (sina + cota) ~ o +sina In (E + cota)-i—
(3.62)
+4¢'(a) cos b2 (sm(zzg;z;f:(ﬂ —02) sina — (WTi;Oi;)_ cos a + cos b, cos a.
A derivada ¢'(c) pode ser obtida através do Teorema das Fungoes Implicitas. Neste caso,
ct?ﬁx (sin Q oot a) — sin alcos o
(o) = —2= ; 3.63
g (a) cot 02 + (7T - 02) csc? 92 ( )
Observe que cot 0y + (m — ) csc? O, = 205 + 22(” _ 02). Portanto,
2 sin 02
2sin’® 6, 1 sina 1
) — — . .64
g(e) (sin202 + 2(m — 92)) (sinacosa cos? o (sina o cot a)) (3:64)
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Substituindo (3.64) em (3.62), obtemos

, __ sino _ sina . 1
() = cos? a In (sina ¥ cota) cos +sina In (sina + cota)+
(3.65)
-2 _
Lt _sma cosfy In (L + cota) - (L,—ai)cosa + cos 0y cos .
cosa cos?a sina sin 0
Como hj(a) = h(e)sin o + hy(a) cos o, resulta de (3.65) que
) 1 —sina cosf, 1 1
/ = -
hi(a)sina = P (tana In (sina + cot a) sina)' (3.66)
Para a € |0, g—[, se
1
l(a) =tana In (m 4 cota),
entao
() = sec® a k(a),
onde .
k(a) =In (E + cot a) — cosa.
cos? o - , T : .
Como ¥'(a) = —— < 0 entdo k(a) é decrescente em |0, —[ e lim k(a) = 0. Assim,
sina 2 T
T i3 DK
k(c) > 0 em |0, 5[ Consequentemente, [(a) é crescente em |0, —2-[ Como, limﬂ_ (o) =1,

a— —

2
entdo [(a) < 1 e, portanto,

1 1
tan a ln(_— +cota) ——x<0
sina sina

Além disto, para para a, 6; € |0, g[, temos que 0 < sinacosf2 < 1. Assim, para a € |0, g—[,

concluimos que h)(a)sina < 0 e, portanto, k] (a) < 0. Logo, hy é decrescente em |0, %[
Em particular,

G ﬁ), (3.67)

h(e) > lim_hi(@) = lim F(a, g(a)) =2 ( -

a— == a— —

onde 8 = limﬂ_ g(a). Por (3.28),

a— =

2
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onde H é um meio disco horociclo superior a {y = 1} e por (3.20),

Ag+7m _m—p
2  sinp

— cos 3,

. - ; 7T
onde G é um meio disco geodésico que tem o mesmo perimetro que H (basta fazer o — 3

em (3.60) e tomar 6; = 3). Mas, em vista do Lema 3.6.6, concluimos que

m—
sin 3

de onde segue (3.61). |

hy(a) =2 — ( — cos /3) >0, (3.68)

Pelo Lema 3.6.3, Corolério 3.6.5, Lema 3.6.6 e Lema 3.6.7, vimos que a familia de
meio discos geodésicos, horociclos e equidistantes, superiores ao horociclo {y = 1}, sdo
solugdes melhores para o problema isoperimétrico, quando comparados com os meio discos

geodésicos inferiores ao horociclo {y =c}, ¢ > 1.
Agora, passemos & prova do resultado principal deste capitulo.

Prova do Teorema 3.6.1: O item 1 do teorems trata da existéncia de solugdes
para o problema isoperimétrico. Como vimos na Segao 3.1, isto decorre do fato de F./G
ser compacto, onde G é o grupo das isometrias de R? que deixam a regido %, entre os

horociclos paralelos, invariante.

Para provar o item 2, usamos o resultado bem conhecido da teoria de problemas
isoperimétricos que garante que as componentes conexas de uma solucao isoperimétrica
tém como fronteira curvas de mesma curvatura geodésica constante (ver, por exemplo,
Lema 2.2 de [10]). Antes de mostrar que uma regido minimizante é constituida de
uma Unica componente conexa, mostramos que uma componente conexa de uma regidao
isoperimétrica pode ser somente ou uma segdo ou um meio disco superior ao horociclo
{y = 1}. As informagdes contidas em (3.32), (3.33), (3.34), (3.35), (3.36) e (3.37) sdo
fundamentais para a compreensio da prova do teorema. Observemos que para cada c
fixado, o perfmetro da segdo entre os horociclos {y = 1} e {y = c} estd bem determinado
e é igual a 2Inc.

1. Suponha d < 1, onde d é a distancia hiperbdlica entre os horociclos. Neste caso,
consideramos um horociclo {y = ¢}, com 1 < ¢ < e. Seja Ag(c) a drea do meio disco

geodésico Sy superior a {y = 1}, centrado em (0,1) e com raio euclidiano 7o(c),
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que tem perfmetro igual ao perfmetro de uma segdo qualquer e seja Tp a segao com
drea Ag(c)(ver figura 3.13). Neste caso em que ¢ < e, observamos que o perimetro
da secdo Ty é menor que 2, que é o perfmetro do meio disco horociclo superior a
{y = 1}. Lembremos que, & medida que o raio euclidiano 7 do disco varia de 0 a 1,
o perimetro do meio disco geodésico superior a {y = 1} cresce de 0 a 2, enquanto a

4rea cresce de 0 a 4 — .

y
__________________________________________________________ =€
--------------------------------- //7' yy_=c 2

\
Ao 7= G RE

Figura 3.13: Caso c <e.

Consequentemente, temos que

e se a area A dada for tal que A = Ap(c), temos que Sp e a secao Tp t&€m o mesmo
perfmetro e a mesma 4rea dada. Assim, a regido minimizante 2 é um meio

disco geodésico ou uma secao;

e se A < Ay(c), temos que a regido (2 tem 4rea A menor que a drea de So. Seja
S; um meio disco geodésico de drea A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano
1. Consequentemente, como a 4rea e o perfmetro de um meio disco geodésico
decrescem & medida que o seu raio euclidiano decresce, temos que 71 < 79(c) e
que o perimetro de S; é menor que o de Sy. Seja Ty a segéo de drea A. Logo,
S; e Ty tém a mesma area dada A, mas o perimetro de S; é menor que o de
T, pois Ty tem o mesmo perimetro de Ty e Sp. Entdo Q minimizante é um
meio disco geodésico. Observamos que como, neste caso, a regido {2 tem area
A menor que a do meio disco geodésico Sy, nao é possivel que £ seja um meio

disco horociclo ou um meio disco equidistante;
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e se A > Ag(c), temos que a regido (2 tem édrea A maior que a drea de Sp. Seja
S, um meio disco geodésico de drea A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano
r,. Consequentemente, como a, 4rea e o perfmetro de um meio disco geodésico
crescem & medida que o seu raio euclidiano cresce, temos que 72 > ro(c) e que
o perfmetro de S, é maior que o de Sp. Seja Tz a segao de drea A. Logo, S; e
T, tém a mesma, drea dada A, mas o perimetro de S; é maior que o de T3, pois

T, tem o mesmo perimetro de Ty e Sp. Entao (2 minimizante é uma segao.

2. Suponha d = 1. Consideramos um horociclo {y = c}, com ¢ = e. Seja Age) =4—m7
a drea do meio disco horociclo Sy superior a {y = 1}, centrado em (0, 1) e com raio
euclidiano 7o(c) = 1, que tem perfmetro igual ao perimetro de uma segao qualquer
e seja Tp a seqdo com érea Ag(c)(ver figura 3.14). Neste caso, observamos que o

perfmetro de Ty é igual a 2, que é o perimetro do meio disco horociclo superior a

{y=1}.

y

E—— 77 E—
///-% // y=1
\j\ Ao() T = OpR2

Figura 3.14: Caso c =e.

Consequentemente, temos que

e se a 4rea dada A for tal que A = Ag(c), temos que Sy e a secao Tp tém o
mesmo perimetro e a mesma 4rea dada. Assim,  minimizante é um meio

disco horociclo ou uma segéo;

e se A < Ag(c), temos que a regido 2 tem drea A menor que a area de Sy. Seja
S, um meio disco geodésico de 4rea A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano
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r1. Como a érea e o perfmetro de um meio disco geodésico crescem & medida
que o seu raio euclidiano cresce, até que o disco geodésico se torne um disco
horociclo, temos que 7; < 1 e que o perimetro de S; é menor que o de Sp. Seja
Ty a secao de drea A. Logo, S; e T; tém a mesma édrea dada A, mas o perimetro
de S; é menor que o de T}, pois T} tem o mesmo perimetro de Ty e So. Entao

Q) minimizante é um meio disco geodésico;

e se A > Ag(c), temos que a regido {2 tem drea A maior que a drea de Sp. Seja So
um meio disco equidistante de 4rea A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano
r9. Como o perimetro e drea de um meio disco equidistante superior a {y = 1}
crescem infinitamente (a partir de um meio disco horociclo) & medida que o
seu raio euclidiano cresce, temos que 72 > 1 e que o perimetro de S; é maior
que o de Sy. Seja Ty a secdo de drea A. Logo, Sz e T; tém a mesma érea dada
A, mas o perfmetro de S; é maior que o de T3, pois T3 tem o mesmo perimetro

de Ty e Syp. Entao  minimizante é uma secao.

3. Suponha d > 1. Consideramos um horociclo {y = ¢}, com ¢ > e. Seja Ag(c) =4—7
a 4rea do meio disco horociclo Sy superior a {y = 1}, centrado em (0, 1) e com raio
euclidiano ro(¢) = 1, que tem perfmetro igual a 2. Seja Ty a segdo de drea Ao(c).
Seja A1(c) a drea do meio disco equidistante S; superior a {y = 1}, centrado em
(0,1) e com raio euclidiano 71 (c), que tem perfmetro igual ao perimetro de uma segao
qualquer e seja Ty a segio com &rea Aj(c)(ver figura 3.15). Neste caso, observamos
que o perimetro de Ty é maior que 2, que é o perimetro do meio disco horociclo
superior a {y = 1}. Lembramos que o perfmetro do meio disco equidistante superior

a {y = 1}, cresce infinitamente a partir de 2, & medida que o seu raio euclidiano
cresce.

Consequentemente, temos que
e se A = Ag(c) = 4 —m, temos que Sy e Tp tém a mesma drea A dada, mas

o perfmetro da secio Ty é maior que 2, que é o perimetro de Sp. Assim, {2
minimizante é um meio disco horociclo;

e se A = A(c), temos que S; e a secao Ty tém a mesma édrea A e 0 mesmo

perfmetro . Assim, () minimizante é um meio disco equidistante ou uma segao;

e se A < Ap(c), temos que a regido §2 tem 4rea A menor que a rea de So. Seja
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Figura 3.15: Caso ¢ > e.

S, um meio disco geodésico de 4rea A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano
ro. Assim, temos que 7 < ro(c) e que perfmetro de Sy é menor que o de So.
Seja Ty a secéo de drea A. Logo, S; e T; tém a mesma érea dada A, mas o
perimetro de S, é menor que o de T3, pois Tz tem o mesmo perimetro de T e

S,. Entdo  minimizante é um meio disco geodésico;

o se Ag(c) < A < A;(c), temos que a regiao (2 tem drea A maior que a 4rea de Sy,
mas menor que a de S;. Seja S3 um meio disco equidistante de drea A, centrado
em (0,1) e com raio euclidiano r3. Assim, temos que 7o(c) < T3 <71 (c) e que
o perimetro de S3 é menor que o de S;. Seja T3 a secdo de érea A. Logo, S3
e T3 tém a mesma drea dada A, mas o perfmetro de S3 é menor que o de T3,
pois T3 tem o mesmo perfmetro de Ty e S;. Entao 2 minimizante é um meio
disco equidistante; ‘

e se A> Ay(c), temos que a regido 2 tem drea A maior que a drea de 5. Seja S4
um meio disco equidistante de drea A, centrado em (0, 1) e com raio euclidiano
r4. Assim, temos que 74 > r1(c) € que o perimetro de Sy é maior que o de Sj.
Seja Ty a secdo de drea A. Logo, Sy e Ty tém a mesma érea dada A, mas o
perfmetro de Sy é maior que o de T4, pois Ty tem o mesmo perimetro de T e

S;. Entao Q minimizante é uma segao.

Mostramos agora que uma regido minimizante é constituida de uma Gnica componente

conexa. Basta ver que ndo podem ocorrer duas componentes conexas. Conforme obser-
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vamos no comeco da prova deste teorema, as duas componentes conexas deveriam ter a
mesma curvatura geodésica. Seja A > 0 e consideremos a regido (' de drea A formada
por duas segdes disjuntas (ver figura 3.16). Vemos que “colando”uma a outra, obterfamos
uma outra secéo de mesma 4drea A, mas com perfmetro menor, pois 0 comprimento de

duas geodésicas verticais ndo seria mais contado. Assim, a regido {2’ néo é minimizante.

7 N Y
7N A L

Figura 3.16: Caso excluido: situagdo em que a regido minimizante seria constituida de

duas segoes.

O outro caso a ser estudado é quando as duas componentes conexas sao formadas por
meio discos superiores a {y = 1} de mesmo raio euclidiano (para que tenham a mesma
curvatura geodésica; ver figura 3.17). Neste caso, usamos um argumento cléssico a respeito
da regularidade das solugdes isoperimétricas que garante que uma regiao nao-regular ndo
é minimizante: seja A > 0 e suponha que ¢ seja uma regiéo de drea A formada por dois
meio discos geodésicos disjuntos superiores a {y = 1}. Deslizando um meio disco sobre
{y = 1} até tocar o outro (lembramos que translagéo horizontal é uma isometria no plano
hiperbélico), obtemos uma regido §2” nao-regular de drea A. Assim, ()" ndo ¢ uma regiao
que minimiza perfmetro, dentre todas as regides de drea A. Como Y tem a mesma area

que ¥, segue que (' ndo é uma regiao minimizante.

Q, QII

Figura 3.17: Caso excluido: situagio em que a regido minimizante seria constituida de

dois meio discos geodésicos de mesmo raio.

Portanto, uma regido minimizante é formada por uma tnica componente conexa.






CaAPiTULO 4

Um problema de bordo livre para
superficies entre duas horoesferas

paralelas

Neste capftulo, estudamos as H-superficies rotacionais do espago hiperbdlico que estao
entre duas horoesferas paralelas dadas, com bordo livre contido nas horoesferas, e que as

encontram perpendicularmente ao longo de seu bordo.

4.1 O problema isoperimétrico em R3 entre duas

horoesferas paralelas

Na Secao 1.3, apresentamos alguns resultados a respeito das H-superficies rotacionais do
espago hiperbélico, que foram obtidos em [3]. Com as notacdes e hipdteses introduzidas
naquela segdo, temos, por (1.2), que a parametrizagdo, em coordenadas cartesianas, de

uma curva geratriz de uma H-superficie rotacional, em R, é dada por:

¢1(s) = €9 (tanh p(s), sechp(s)). (4.1)

1
Para H = 1, p(s) e A(s) sdo dados por (1.10) e o parametro a é tal que a > —3

1
Quando —3 < a < 0, chamamos a familia das rotacionais geradas por estas curvas de
superficies do tipo prima do catendide e quando a = 0, temos as umbflicas com
H=1.

65
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Para 0 < H <1, p(s) e A(s) sdo dados por (1.11) e o pardmetro a estd definido para

todo real. Quando a < 0, chamamos a familia das rotacionais geradas por estas curvas de
superficies do tipo equidistante e quando a = 0, temos as umbilicas com 0 < H < 1.

Para H > 1, p(s) e A(s) sdo dados por (1.12) e o parametro a é tal que a >
~H+vVH -1

-1
Quando iH < a < 0, chamamos a familia das rotacionais geradas
por estas curvas de superficies do tipo onduléide e quando a = 0, temos as umbilicas
com H > 1.

Observamos que a curva geratriz ¢, ($) de uma rotacional depende dos parametros H,
a e r, onde r é o raio de uma geodésica perpendicular ao eixo Z, que chamamos de raio
geodésico. Assim, para H e r fixados, obtemos uma familia de H-superficies rotacionais.
Pela homotetia euclidiana H,, com fator r,

Hr(c+(s)) = €X9(r tanh p(s), rsechp(s)),

obtemos as outras familias de curvas geratrizes das H-superficies rotacionais. Tomamos
r=1.

Com o que introduzimos na Segdo 2.1, queremos provar o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Sejam ¢y, ca, A constantes reais positivas, comcy < ¢z € Foy ey = {(2,9,2) €
R3 :¢; € z < o}, Sejam

Corny = {0 C Fuy ey, com volume |Q] = Ve drea A(Q( ) Fune) < 00},

onde a regiGo Q) é suposta coneza, compacta, 3(-dimensional)-retificdvel em F., ., (em
relacdo & medida de Hausdorff) em e tem como fronteira (enire as horoesferas) uma

superficie mergulhada, orientdvel, de classe C?, 2(-dimensional)-retificdvel (ver [12]).
Seja Agy cp,v = IDf{A(Q Forey) 1 Q€ Coypep v }- Entdo
o
1. existe Q € Cpy o, v tal que AR Forer) = Acreavs
2. se ) é minimizante entdo 2 temn como fronteira (entre as horoesferas) uma superficie

(a) ou do tipo prima do catendide ou umbilica com H = 1;
(b) ou do tipo equidistante ou umbilica com 0 < H < 1;

(c) ou do tipo onduldide ou umbilica com H > 1.
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Prova: Conforme observamos na introdugao da tese, a afirmacgao 1 do teorema (exis-
téncia de solugdes) segue do fato de F., .,/G ser compacto, onde G é o grupo de isometrias
de R3 cujos elementos deixam a regido F, .,, entre as horoesferas, invariante, ou seja, as

rotacoes ao redor de uma geodésica vertical e as translagoes horizontais.

Pelos Teoremas 2.1.6 e 2.2.1, temos que as fronteiras das solugoes isoperimétricas sao
H-superficies rotacionais que intersectam as horoesferas {z = ¢} e {2z = ¢z} perpendicu-
larmente ao longo de seu bordo. Nas préoximas segoes, estudamos as H-superficies rota-
cionais e determinamos aquelas para as quais existem horoesferas paralelas de modo que
as superficies encontrem as horoesferas perpendicularmente. Faremos esta anélise procu-
rando as tangéncias verticais das curvas geratrizes das superficies rotacionais. Mostramos
que as H-superficies rotacionais que intersectam perpendicularmente duas horoesferas

paralelas sao aquelas descritas no teorema anterior.

4.2 Existéncia de tangéncia vertical

Comegamos definindo tangéncia vertical.

Deflnicao: Considere c;(s) uma curva parametrizada por (4.1). Dizemos que um
ponto c,;(s), com abuso de notagéo, é de tangéncia vertical se o vetor tangente em ¢, (s)
satisfaz ¢/ (s) = (0,b), onde b € R*, ou seja,

¢X®)(tanh p(s)A(s) + sech®p(s)p(s)) = 0, (4.2)
X9 (sechp(s)A(s) — sechp(s) tanh p(s)p(s)) = b. (4.3)

Como €*®) > 0, a condigao (4.2) pode ser substituida por

tanh p(s)A(s) + sech®p(s)p(s) = 0. (4.4)

Na verdade, a condigao (4.4) garante que o ponto é de tangéncia vertical, enquanto

(4.3) d4 o sentido em que o vetor tangente vertical aponta.

Substituindo (1.6) em (4.4), temos que se um ponto é de tangéncia vertical, com
U(s) # 0, entao ele satisfaz
U%(s) = U?(s). (4.5)
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Assim, as raizes de (4.5) ddo os possiveis pontos de tangéncia vertical.

Para H = 1, temos por (1.10) que

2 2,2 3,2
2y 02+ (142a)%% ., o (1+2a)s
Uita) = 1+2 Ule) = a® + (1 + 2a)?s? (4.6)
Substituindo (4.6) em (4.5), obtemos
(1+2a)*s* + (20°(1 +20)" — (1+ 20)*)s? + a' =0. (4.7)

Chamando t = s* em (4.7), obtemos uma equagao do 2° grau, cujo discriminante é

A = (1 +2a)%(4a + 1). (4.8)
Como, para H =1, 1+ 2a > 0 entao

1 1 .
®se—5 <a< 7 (4.7) nao tem raizes reais, de onde segue que ndo hé pontos de
tangéncia vertical neste caso;

1 - . 5 3 :
®sea=-—7 existem, no méaximo, dois pontos de tangéncia vertical

8= *—;

= (4.9)

1
® sea > vt existem, no méximo, quatro pontos de tangéncia vertical, que apds
simplificagoes, sdo dados por

1+2a++v1+4a
81 = y S2 = —81,
2(1 + 2a)
(4.10)
o= 1+2a—+1+4a e o]
3 = 2(1 + 2a) ) 4 = 3-
Para 0 < H < 1, temos por (1.11) que
—A + Bcosh(2as) B?sinh?(2as)

2(0) — 2(5) = . 4.11
U%s) 202 » U(s) 2(—A + Bcosh(2as)) (411)

Substituindo (4.11) em (4.5), obtemos

B2H? cosh?(2as) — 2AB cosh(2as) + A + o’ B* = 0. (4.12)
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Chamando ¢t = cosh(2as) em (4.12), obtemos uma equagdo do 2° grau, cujo dis-
criminante é
A =4B*(1 — H?)?*(1 + 4aH). (4.13)

Como, para 0 < H <1, B > 0 entao

1 :
e se a < ———, ndo hé pontos de tangéncia vertical;

4H
1
° sea=—_m, existem, no méximo, dois pontos de tangéncia vertical
1 1
8= :i:iaa.rccosh(ﬁ), (4.14)
® sea> _Zlﬁ’ existem, no méximo, quatro pontos de tangéncia vertical
A+ (1= H?)+/1+4acH
81 = éza.rccosh( ( BP}" ), 82 = —381,
(4.15)
1 A—(1— H?+/1+4aH
83 = %arccosh( EE ), 84 = —83.
Em particular, se H = 0, (4.12) se torna
2B cosh(2s) — 1 — B? =0, (4.16)
cujas solugoes sao )
1 B?+1
g= iiamcosh( 5B ) (4.17)
Para H > 1, temos por (1.12) que
A+ Bsin(2as) B2 cos*(2as)
U?(s) = U?(s) = : 4.1
(s) 202 » U%(s) 2(A + Bsin(2as)) (4.18)
Substituindo (4.18) em (4.5), obtemos
B2?H?sin?(2as) + 2ABsin(2as) + A2 — o?B? = 0. (4.19)

Chamando ¢ = sin(2as) em (4.19), obtemos uma equagdo do 2° grau, cujo discrimi-
nante é
A = 4B*(H? — 1)*(1 + 4aH). (4.20)

Como, para H > 1, B > 0 entdo
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e sea< _L—llﬁ’ nao hé pontos de tangéncia vertical;
1
®sea=—_m existem infinitas possibilidades para tangéncia vertical
k
Sk =80+ _zr_ keZ,
(4.21)
km
Sk =8 +—, k€ Z,
a
onde 1 1
-7 iy
8¢ = 27.;a~t'csm (E)’ 53 < 2a8) < 3
~ 1 1 ~
30—%arcsm(ﬁ 5 <2 0<—2—
® sea> —m, existem infinitas possibilidades de tangéncia vertical
Sk=So+k—7r, k ez,
a
Sk=§o+%, keZ,
(4.22)
3k=30+£c_7'[’ kEZ,
a
Sk = 80 + l_cg ke Z,
onde
1 . (—A+ (H?*—-1)y/1+4aH
Sg—iarcsm( B ) 53 <2a8’0<§
. 1 . (—A+(H?*—1)\/1+4aH\ = 5 3w
SO_%a.rcsm( B2 ), —2-<2050<—2—,
1 —-A—(H?-1)y1+4aH\ -7 T
so—ﬁa.rcsm( BH? ) 7<20£So<§,
| A—(H*-1)y/1+4aH\ . 3r
so—%arcsm( B ) §<2a30<—§—.
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Analisamos, a seguir, o comportamento das curvas geratrizes das H-superficies rota-
cionais, adaptando os resultados e as provas que descrevemos na Secgao 1.3, obtidos por

Barrientos em [3].

4.3 Tangéncia vertical para as curvas geratrizes das

superficies rotacionais com H =1

Em coordenadas cilindricas, o raio geodésico é dado por {A = 0}. Por (4.1), em R3, ele
é dado pela curva c4(8) = (tanh p(s),sechp(s)), que denotamos por c,. Temos o seguinte
resultado.

Teorema 4.3.1. Se c,(s) = e*®)(tanh p(s), sechp(s)), com p(s), A\(s) dados por (1.10), é
a parametrizacdo da curva geratriz de wma H -superficie rotacional em RS, com H =1,
entdo c.(s) é simétrica em relagGo ao raio geodésico cg .

Prova: Por (1.10), A\(0) = 0. Assim, c4(0) € ¢,. Além disto, se I denota a inversao

euclidiana em relagéo a c,, entdo como p(s) é par e A(s) é impar, segue que

I(c4(s)) = ci(—s).

Por definigao, p(s) > 0. Assim, sinh p(s) > 0. Além disto, por (1.10),

sinhp(s) =0<=a=0es=0. (4.23)

Assim, se a e s nao forem simultaneamente nulos, temos que tanh p(s) > 0. Sempre
temos sechp(s) > 0. Na Secao 1.3, vimos também que s = 0 é o tnico ponto de minimo de
p(s). Deste modo, pela andlise que fizemos para (4.8), estudamos as tangéncias verticais
pela variacao do pardmetro a.

1 .
1. Se ~ < a < 0, temos que A(s) > 0. Assim, se s > 0 entdo

tanh p(s)A(s) + sech®p(s)p(s) > 0
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e, portanto, (4.4) ndo ocorre, ou seja, ndo hé pontos de tangéncia vertical nestes
casos. Como 14 2a > 0, as raizes s;, s3 de (4.5), que estdo dadas em (4.10), sdo
estritamente positivas. Logo, ndo sdo pontos de tangéncia vertical. As outras raizes
89, 4 < 0 sdo os pontos de tangéncia vertical. Analisando (4.3), concluimos que
b > 0, ou seja, os tangentes verticais apontam para cima. Na figura 4.1, ilustramos
a curva geratriz para H = 1 e a = —0,2 e os horociclos que passam pelos pontos de
tangéncia vertical. Na figura 4.2, vemos duas horoesferas paralelas e o pedaco da

superficie rotacional que fica entre as horoesferas e as encontra perpendicularmente.

AN
VAR

Figura 4.1: Curva geratriz para H =1ea=—0,2.

Figura 4.2: Superficie rotacional com H =1ea = —0,2.

. 1 . . | I . A
Em particular, se a = ~21 entdo araiz s = 3 positiva de (4.5) que foi obtida em (4.9)
nao serve como tangéncia vertical. Neste caso, hé somente um ponto de tangéncia

1
vertical s = —3 No entanto, das informagdes sobre p(s) e A(s), temos que
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lim e*® tanhp(s) =0, lim eM)gechp(s) = 0,

8——00 e 9]

(4.24)

lim e*® tanh p(s) = 00, lim e *)sechp(s) = 0.
8——00

8—00
Portanto, este caso ndo nos interessa, pois nao é possivel encontrar duas horoesferas
de modo que a superficie rotacional as intersecte perpendicularmente ao longo de
seu bordo. Na figura 4.3, representamos a curva geratriz para H =l e a = 7
o horociclo que passa pelo ponto de tangéncia vertical. Na figura 4.4, vemos uma

horoesfera e um pedaco da superficie rotacional que a encontra perpendicularmente.

[ )

1
Figura 4.3: Curva geratriz para H =1ea = -1

Figura 4.4: Caso excluido: superficie rotacional com H =1ea = -7

2. Se a = 0, temos duas porcoes de horociclos tangentes no ponto (0, 1), que geram as
superficies umbflicas com H = 1, representadas pelo plano euclidiano {z = 1} e pela
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esfera euclidiana de raio igual a %, tangente a dR3 no ponto (0,0,0). Observamos
que, neste caso, as tangéncias verticais ocorrem somente para as curvas geratrizes
das superficies umbilicas representadas pela esfera euclidiana, embora haja uma
isometria de R3 que leva um tipo noutro. Na figura 4.5, vemos o par de curvas
que geram as superficies umbilicas com H = 1 e o horociclo que contém o ponto
de tangéncia vertical. Na figura 4.6, ilustramos uma horoesfera e um pedago da
superficie umbilica representada pela semi-esfera euclidiana que a encontra perpen-
dicularmente.

I
[ /)

Figura 4.5: Curva geratriz para H =lea =0.

Figura 4.6: Superficie rotacional com H =1e a =0.

3. Se a > 0, vimos na Secao 1.3 que as curvas geratrizes possuem uma Unica auto-

intersecgdo. No entanto, se ¢y (s;) = ¢y (s;) é uma auto-intersecgéo, entao de (4.1)
segue que 8; = *3;. Como as curvas sao simétricas em relagao a c,, segue que as

auto-intersecgoes ocorrem em c,. Isto implica que A(s;) = A(s;) = 0. Por (1.10),

va(l+a
mostramos que A(s) tem um ponto de méximo em ——1%%)- e de minimo em
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va(l+a)

1+ 2a

. Em [3], foi mostrado que

lim A(s) = oo.

8—00

Como A(0) = 0 e A(s) é uma funcdo impar, temos que A(s) tem o comportamento

da figura 4.7.

A(s)

3 a(1 Ha) s;

] VaiFa
//'\ 1+2a 5

14 2q

Figura 4.7: Comportamento de A(s).

Lembremos que p(s) tem um tinico ponto de minimo em s = 0. Assim, temos que

va(l .
se 8 > Lt;i) > 0 entdo p(s), A(s) > 0, o que implica

tanh p(s)A(s) + sech?p(s)(s) > 0,

va(l+a)

T+ < 8 <0, temos p(s),A(s) < 0, o que implica

enquanto que se —
tanh p(s)A(s) + sech®p(s)5(s) < 0.

Em ambos os casos nao vale (4.4), ou seja, ndo ocorre tangéncia vertical. Como

a > 0, é possivel mostrar que as raizes sy, sz, 83, 84 de (4.5), que estdo dadas em
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(4.10), sao tais que

o> va(l+a) _va(l+a)

1+2a ' 2< ""1+2s °
Va(l A/
0<s3 < al +a),— a(1+a)<s4<0.
14 2a 1+ 2a

Portanto, s; e s4 sdo excluidos das possibidades de tangéncia vertical. Assim, as
tangéncias verticais ocorrem em 3; € 3. Temos que p(s2) < 0 e ;\(32) > 0, o que
implica, por (4.3), que em s;, o tangente vertical aponta para cima. No entanto,
p(s3) > 0 e A(s3) < 0, o que implica, por (4.3), que em s3, o tangente vertical
aponta para baixo. Este caso também n&o vai nos interessar, pois se as tangentes
verticais nao ocorrem na mesma altura, entao um pedago da curva geratriz fica fora
da regiao entre os horociclos, aos quais a curva é perpendicular, como ilustramos na
figura 4.8. Na figura 4.9, vemos duas horoesferas paralelas, destacando o pedago da
superficie rotacional que fica fora da regido entre as horoesferas e que as encontra
perpendicularmente.

/

y AN Y

[ ] A—

Figura 4.8: Curva geratriz para H =1lea = 1.

Figura 4.9: Caso excluido: pedago da sup. rotacional fora da regido entre as horoesferas.

No entanto, se as tangéncias verticais ocorrem na mesma altura, o corte da H-
superficie rotacional com horoesferas dadas por planos euclidianos horizontais seriam

duas circunferéncias concéntricas, o que nio pode ocorrer, pela Observagio 2.2.2.
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Concluimos, finalmente, que para H = 1, a fronteira de 2 pode ser uma superficie

do tipo prima do catendide (ver figura 4.2) ou umbilica (ver figura 4.6), o que prova a
afirmagéo 2.(a) do Teorema 4.1.1.

4.4 Tangéncia vertical para as curvas geratrizes das

superficies rotacionais com 0 < H <1

Comegamos com o seguinte resultado

Teorema 4.4.1. Sec,(s) = eX*)(tanh p(s), sechp(s)), com p(s), \(s) dados por (1.11), é a
parametrizacao da curva geratriz de uma H-superficie rotacional em ]Ri, com0< H<1,

entao

e c,(s) € simétrica em relacio ao raio geodésico cy;

® 0 bordo assintético das curvas geratrizes é constituido de um ou dois pontos.

Prova: A prova da simetria em relagio ao raio geodésico é a mesma do Teorema
4.3.1, visto que p(s) é par e A(s) é impar, também neste caso. Em [3]|, mostrou-se que
p(s) é ilimitada e A(s) é limitada e possui limite finito. Assim,

lim eM¥sechp(s) =0, (4.25)

|8|—00

de onde segue, por (4.1), que o bordo assintético das curvas é constituido de um ou dois
pontos. |

Por defini¢do, p(s) > 0 e, assim sinh p(s) > 0. Além disto, por (1.11),

sinhp(s) =0<=>a=0es3=0. (4.26)

Assim, se a e s ndo forem simultaneamente nulos, temos que tanh p(s) > 0. Sempre
temos sechp(s) > 0. Na Secao 1.3, vimos também que s = 0 é o tinico ponto de minimo
de p(s). Lembremos que, neste caso, o parametro a estd definido para todo real. Pela

andlise que fizemos para (4.13), seguem os resultados a seguir.

Suponha 0 < H < 1.
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1. Se L < a < 0, temos que A(s) > 0. Assim, se s > 0 entdo

4H
tanh p(s)A(s) + sech®p(s)p(s) > 0

e, portanto, (4.4) ndo ocorre, ou seja, ndo ha pontos de tangéncia vertical nestes
casos. Consequentemente, descartamos as rafzes s;, s3 positivas de (4.5), que estao
dadas em (4.15), como pontos de tangéncia vertical. As outras rafzes s, s4 < 0
sao os pontos de tangeéncia vertical. Analisando (4.3) para s; e 84, concluimos que
b > 0, ou seja, os tangentes verticais apontam para cima. Na figura 4.10, ilustramos
a curva geratriz para H = 0,5 e a = —0, 25 e o0s horociclos que passam pelos pontos

de tangéncia vertical.

—

VAN
TN

[

Figura 4.10: Curva geratriz para H =0,5¢ a = —0,25.

Observamos que o vetor curvatura média do pedago da superficie rotacional que estd
no interior da totalmente geodésica (plano de simetria da superficie) aponta para
o eixo de rotagao, determinando assim a regido isoperimétrica ilustrada na figura
4.11.

Figura 4.11: Superficie rotacional com H = 0,5 e a = —0, 25.

. 1 - . 1 1 s
Em particular, se a = 10 entao a raiz s = %mccosh(ﬁ) positiva de (4.5),
dada em (4.14), ndo serve como tangéncia vertical. Descartamos este caso, pois ha

5 . . 1 1
somente um ponto de tangéncia vertical s = —z—a.rccosh(ﬁ) < 0. Observamos
o
que a curva geratriz intersecta o horociclo que contém o ponto de tangéncia vertical

num outro ponto, mas nio perpendicularmente, como vemos na figura 4.12. Assim,
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nao é possivel determinar uma regido isoperimétrica, conforme vemos na, figura 4.13,

onde mostramos uma horoesfera e um pedago da superficie rotacional que a encontra,

an RN

[ ] N\

Figura 4.12: Curva geratriz para H = 0,5 e a = —0, 5.

perpendicularmente.

Figura 4.13: Caso excluido: superficie rotacional com H = 0,5 e a = —0, 5.

2. Se a = 0, temos duas porcoes de curvas equidistantes tangentes no ponto (0, 1), que
geram as superficies umbilicas com 0 < H < 1, representadas por pedagos de esferas
euclidianas que se tangenciam em (0,0, 1). Observamos que, no entanto, a tangéncia
vertical ocorre somente para a curva geratriz da superficie umbilica mais préxima
do eixo de rotagdo. Como o vetor curvatura média desta umbilica aponta para o
eixo de rotagao, ela determina uma regido isoperimétrica, que ilustramos na figura
4.15. Na figura 4.14, vemos o par de curvas que geram as umbilicas com H = 0,5 e
a = 0 e o horociclo que contém o ponto de tangéncia vertical.
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AN

Figura 4.14: Curva geratriz para H =0,5e a = 0.

Figura 4.15: Superficie rotacional com H =0,5e a = 0.

3. Se a > 0, por (1.11), temos que A(0) = 0, A(s) é uma fungdo fmpar, tem um ponto

.. 20+ H i . 1 2a+ H
de méximo em —%arccosh( B ) e de minimo em %arccosh( 7B )
Assim, se s > Elga,rccosh(zaHgH) > 0 entao p(s), /'\(s) > 0, o que implica

tanh p(s)A(s) + sech®p(s)p(s) > 0,

enquanto que se — I a.rccosh(za+H
4 que se =5 AT\ "B

tanh p(s)A(s) + sech?p(s)p(s) < 0.

) < 5 < 0, temos p(s), A(s) < 0, o que implica

Em ambos os casos nao vale (4.4), ou seja, ndo ocorre tangéncia vertical. Como
a>0e0 < H < 1, é possivel mostrar que as rafzes sy, Sz, 83, 34 de (4.5), dadas

em (4.15), sdo tais que

1 20+ H 1 20+ H
s > —arccosh( ), S < ————arccosh( ),

2¢ HB 2a HB
1 2a+H 1 20+ H
0<s83< E&arccosh( 7B ), —Earccosh( 7B ) < 84 <0.

Portanto, descartamos s, e 84 como pontos de tangéncia vertical. Assim, as tangéncias

verticais ocorrem em s; e s3. Temos que p(s2) <0 e }\(sg) > 0, o que implica, por
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(4.3), que em 33, o tangente vertical aponta para cima. No entanto, p(s3) >0 e
A(s3) < 0, o que implica, por (4.3), que em s3, 0 tangente vertical aponta para baixo.
Eliminamos também este caso, pois se as tangéncias verticais ocorrem na mesma
altura, o corte da H-superficie rotacional com horoesferas dadas por planos euclidi-
anos horizontais sdo duas circunferéncias concéntricas, o que nao pode ocorrer, pela
Observagao 2.2.2. Se ocorrem em alturas diferentes, um pedago da superficie rota-
cional fica fora da regido entre as horoesferas que contém os pontos de tangéncia
vertical das curvas geratrizes da superficie rotacional, como destacamos na figura
4.17. Na figura 4.16, vemos que o horociclo superior passa pelo ponto de tangéncia

vertical correspondente a s, e o inferior a s3.

//\(\

NN
[ A/

Figura 4.16: Curva geratriz para H =0,5e a = 1.

Figura 4.17: Caso excluido: superficie rotacional com H =0,5e a = 1.

Se H = 0, pelas informagdes na Secdo 1.3, temos que

1. se a < 0 entdo A(s) > 0; como para s > 0 vale p(8) > 0, segue que (4.4) ndo
ocorre. Assim, hd tangéncia vertical somente para a raiz negativa de (4.17), conforme
ilustramos na figura 4.18.

2. se a > 0 entdo A(s) < 0; como para s < 0 vale p(s) < 0, segue que (4.4) nao
ocorre. Assim, hé tangéncia vertical somente para a raiz positiva de (4.17), conforme
ilustramos na figura 4.19.
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Figura 4.18: Curva geratriz para H =0 e a = —0, 5.

IR

[ 1)

Figura 4.19: Curva geratriz para H =0ea = 1.

Nos dois casos anteriores, hd somente um ponto de tangéncia vertical, ndo sendo
assim possivel determinar uma regido isoperimétrica, em vista do comportamento
da superficie.

3. se @ = 0, a superficie rotacional obtida é um plano totalmente geodésico. Neste
caso, nao é possivel encontrar uma horoesfera de modo que eles se encontrem per-
pendicularmente.

Mostramos, finalmente, que para 0 < H < 1, a fronteira de Q pode ser uma superficie
do tipo equidistante (ver figura 4.11) ou umbilica com 0 < H < 1 (ver figura 4.15), o que
prova a afirmacao 2.(b) do Teorema 4.1.1.

4.5 Tangéncia vertical para as curvas geratrizes das

superficies rotacionais com H > 1
Teorema 4.5.1. Se ¢y (s) = e**)(tanh p(s), sechp(s)), com p(s), \(s) dados por (1.12), é
a parametrizacdo da curva geratriz de wma H -superficie rotacional em R‘i, com H > 1,

- P . , T
entdo cy(s) é uma curva periédica de periodo —.
o

Prova: Mostraremos que para qualquer s, o comprimento hiperbélico do segmento



4.5 Tangéncia vertical para as curvas geratrizes das superficies rotacionais
com H >1 83

entre os pontos c;(s) e ¢ (s + E) permanece constante. Em [3], mostrou-se que
a

T s s

—-) = =)= A=), 427
pla+=) = p(s), Ms+2) = \(s) +A() (427)

de onde, por (4.1), segue que

cr(s+ g) = eMBe, (s). (4.28)

Seja sy fixado. Parametrizando o segmento entre os pontos ¢, (sg) e cy (80 + g) por

1 i
B(t) = (t, =————t), com e**) tanh p(sy) < t < e**)eM3) tanh p(s,),

sinh p(so)

segue seu comprimento hiperbélico é dado por
™
L(B(#)) = A(7,) cosh p(so)- (4.29)

Por (4.29), vemos que o comprimento do segmento depende apenas da funcio p(s)
que, por (4.27), é periédica de periodo g. Assim, L(f3(t)) tem comprimento constante,

para todo 3. |
Por definigdo, p(s) > 0 e, assim, sinh p(s) > 0. Além disto, por (1.12),

sinh p(s) = 0 <= sin(2as) = —%. (4.30)

No entanto, é facil mostrar que
A A
=21 —=1 =1,
B = e B > a
Assim, concluimos que

sinh p(s) =0 <= a =0.

Assim, se a # 0, temos que tanh p(s) > 0. Sempre temos sechp(s) > 0. Além disto,

como o sinal de j(s) depende somente do sinal de cos(2as), entéo

w  kr
(s) =0¢=s=—+— kel 431
A(s) $=15T 5, k€ (4.31)
Para k par, obtemos os pontos de maximo de p(s) e para k fmpar, obtemos os pontos de
minimo de p(s).

Pela andlise que fizemos para (4.20), seguem os resultados a seguir.
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1 .
1. Se —— < a < 0, temos que A(3) > 0. Assim, por (4.4), as tangéncias verticais s6

4H
ocorrem para § tais que p(s) < 0, ou equivalentemente, cos(2as) < 0, isto é,

] (2k + )7 (2k + 3)w [’ k par

40 ' A« (4:32)

Além disto,

cos(2as) < 0 < % + 2km < 208 < 3?'” + 2km.

Consequentemente, descartamos as rafzes Si, sy de (4.22) como possiveis pontos
de tangéncia vertical, sendo as outras rafzes Si, 3; os pontos de tangéncia vertical.
Analisando (4.3) para estas raizes, concluimos que b > 0, ou seja, os tangentes
verticais apontam para cima. O comportamento da curva geratriz, representado

pela figura 4.20, nos permite observar que existem infinitos tangentes verticais.

Na figura 4.21, ilustramos a superficie rotacional gerada pela onduléria, que chamamos
de onduléide hiperbdlico.

Fligura 4.20: Onduléria hiperbélica para H =3 e a = —0, 05.
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Figura 4.21: Onduléide hiperbélico com H = 3 e a = —0, 05.

1
Em particular, se a = ~1H entao somente as raizes 3x, dadas em (4.21), satisfazem
(4.32). Também para estas raizes, temos b > 0 em (4.3), ou seja, 08 tangentes

verticais apontam para cima.

2. Se a = 0, temos semicircunferéncias geodésicas tangentes entre si ao longo do eixo
de rotacao, conforme a figura 4.22. Cada semicircunferéncia geodésica gera uma
esfera geodésica em R3, que sdo as superficies umbilicas com H > 1. Neste caso,
conseguimos sempre determinar regides isoperimétricas. Ilustramos duas delas na
figura 4.23.

Figura 4.22: Curva geratriz para H =2 e a = 0.
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Figura 4.23: Regioes isoperimétricas com H > 1ea = 0.

3. Se a > 0, por (1.12), temos que

. —2a—-H
A(s) = 0 <= sin(2as) = —2—;—3—— <0.

Mas, isto acontece para

k
q_sk=sg+§,kez,
(4.33)
s=8 =8+ kesz
a
onde
1 —2a — H T
So—ﬁa.rcsm( B ), —§<2a80<0,
~ 1 . (—2a—H ~ RV
So—éaarcsm(————HB ),w<2aSo<?.

Analisando-se ainda a segunda derivada de A(s), vemos que seu sinal depende de
cos(2s). Assim, temos que as raizes Sg, Sp de (4.33) sdo pontos de minimo e de

méximo, respectivamente, de A(s).

Pelo Teorema 4.5.1, as curvas geratrizes sdo periédicas de periodo g. Portanto,

basta analisar o que acontece em um intervalo bésico. Por exemplo, vamos estudar
T 3T [
40’ 4al’

Primeiramente, observamos que as raizes Sy, S, S0, 3o, dadas em (4.22), e as raizes

as fungdes p(s) e A(s) no intervalo ] -

So, So pertencem a este intervalo. Além disto, como a > 0 e H > 1, é possivel
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mostrar que

5'0 < go, Sy < Sp,
(4.34)

Sg > go, S() > Sg.
Logo, por (4.22) e por (4.34), temos que
7r ~ ~
— < <
4o SO SO,
v

Se < Sp < —,
4o

(4.35)

Na figura 4.24, localizamos estes pontos e apresentamos o comportamento de p(s) e

A(s).
i L 1
1 AN 1
I ’ 1 \ 1
] g ! \\ !
i 7 1 1
' ’ | o™ 1
L 1 sr<0
; < p(s) >0 p(s] . |
i ,’ 1 N 1
I ” 1 A ]
1 2 1 - [
i : \
1 1 ~ = 1
tso | S0 o %
| = S 1 SE \ [
w o ~ 7r v - 7r SO
0 S : :
1

da 4o

A@>

é@'
TR

Figura 4.24: Comportamento de p(s) e A(s).

Por (4.4), 56 podera existir tangente vertical quando j(s) > 0 e A(s) < 0 ou p(s) < 0
e A(s) > 0, ou seja, quando p(s)A(s) < 0. Desta forma, exclufmos as raizes S, e
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8o dentre os possfveis pontos de tangéncia vertical neste intervalo, interessando-nos
apenas s e Sp. Além disto, os sinais de p(s), A(s) para estes pontos implicam,
por (4.3), que em so o tangente vertical aponta para baixo e em Sy, ele aponta
para cima. Na figura 4.25, o comportamento da curva geratriz nos permite observar
que existem infinitos tangentes verticais. No entanto, se as tangéncias verticais
ocorrem em uma mesma altura, exclufmos a situagéo, conforme a Observagao 2.2.2.
Se ocorrem em alturas diferentes, um pedago da superficie rotacional fica fora da
regiao entre as horoesferas, o que néo satisfaz nossa condigoes. Este caso corresponde
aos chamados nodéides hiperbélicos, que nao séo superficies mergulhadas. Na figura
4.26, desenhamos um pedago de noddide hiperbélico onde h4 auto-intersecgdo, para
indicar que um pedago da superficie fica fora da regiao entre as horoesferas que
contém duas tangéncias verticais consecutivas da nodéria hiperbélica.

Figura 4.25: Nodéria hiperbélica para H = 1,5ea=0,5.
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Figura 4.26: Caso excluido: nodéide hiperbélico.

Portanto, para H > 1, a fronteira de Q pode ser uma superficie do tipo onduléide (ver

figura 4.21) ou umbilica com H > 1 (ver figura 4.23), o que prova a afirmacio 2.(c) do
Teorema 4.1.1.

Com isto, fica demonstrado o Teorema 4.1.1.
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