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Resumo

Neste trabalho propomo-nos a realizar um estudo sobre as superálgebras
alternativas simples, classificando-as. Demonstraremos o teorema princi-
pal, mostrando que para característica diferente de 2 e 3 m superálgebras
alternativas simples são associativas ou uma álgebra de Cayley-Dickson.

Abstract

The aim of tais work is to study simple alternative superalgebras. The
main theorem states that, for characteristic not 2 and 3, simple alternative
superalgebras are associative or Cayley-Dickson algebras.



Introdução

O nosso objetivo é a classificação das superálgebtas alternativas simples em
característica diferente de dois e três.

No primeiro capítulo, estudaremos álgebras alternativas. Esse capítulo
está baseado em j141, Capítulos 2, 5, 7, 8, 9 e 13, em jll, Capítulo l e em l81,
Capítulos 1, 2 e 3. As álgebras com composição têm um papel fundamental
na teoria das álgebras altenativas. A Seção 1.2.1 tratará da classificação das
álgebras com composição. Toda álgebra alternativa quadrática simples com
característica diferente de dois é uma álgebra com composição. Com esse
resultado, iremos classificar as álgebras alternativas quadráticas simples. O
Teorema de Kleinfeld, que diz que a única álgebra alternativa simples, não
associativa, é a álgebra de Cayley-Dickson, será provado na Seção 2.5.

O Capítulo 3 está baseado nos artigos jlOI, jlll e j121. Nesse capítulo,
definiremos superálgebras alternativas. Em uma superálgebra alternativa, a
parte ímpar é um bimódulo alternativo. Dessa maneira teremos uma seção
sobre bimódulos. O estudo sobre bimódulos será baseado nos artigos l31 e l91 .
Ao estudarmos bimódulos, veremos a relação entre suas bi-representações.
Um resultado importante é que um bimódulo alternativo é soma direta de
um bimódulo associativo e um bimódulo de Cayley. As superálgebras têm
um papel fundamental para as álgebias não associativas. Uma das utilidades
é a construção de exemplos de álgebras solúveis que não sejam nilpotentes,
teremos um exemplo nesse capítulo no caso em que a álgebra é alternativa.

Na primeira seção do capítulo 4, provaremos o principal teorema desta
dissertação, que trata da classificação das superálgebras alternativas simples
em característica diferente de 2 e 3. Na Seção 4.2, apresentaremos alguns
exemplos de superálgebras simples em característica igual a dois e três.
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Capítulo l

Algebras alternativas
P

Neste trabalho, iremos considerar álgebras não associativas sobre um corpo
F de característica diferente de dois e três. Uma áZgebra .A sobre -F é um
espaço vetorial sobre F', com uma operação de multiplicação, tal que (aç +
y); = z, + y,, :«(y + ') = zy + #; e a(ZZ/) = (ag)y = z(ay), para t'dos
aç,y,z C ..4,a C r'

Os conceitos de subálgeblas, ideais e homomorfismos não envolvem a
associatividade. Estas definições são a mesma em qualquer classe de álgebras
ímsociativas ou não).

Seja .A uma álgebra e a C -4. Denotamos por id<a> o ideal gelado por a
em .A. Seja X uma conjunto de .4, denotamos por alg<X> a álgebra gerada
pelo conjunto X.

A Záneahzação é uma ferramenta importante no estudo de álgebras não
associativas. Ela consiste em tomar uma variável em uma identidade e
substituir pela soma de duas variáveis, obtendo assim uma nova identidade
equivalente à original, onde o grau da variável substituída é menor. Se o
corpo tem característica zero, a linearização completa de uma identidade
produz uma identidade multilinear equivalente à identidade dada.

1.1 Algebras alternativas
P

Uma álgebra .A sobre o corpo -F é chamada de áZgebra aZíervlaláua se, para
todos z,y € ..4, temos z2Z/ = z(zy) e yz2 = (yz)z. Linearizando essas
identidades, teremos

rz.y + zz.3/ z.zy + z.zy e g/.zz + 3/.zz :: Z/z.z + Z/z.z,
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para quaisquer n, y, z C .,4. Podemos observar que toda álgebra associativa
é uma álgebra alternativa.

Toda álgebra pode ser imersa numa álgebra com unidade. Se a álgebra
.4 não possui unidade, definimos em .Á = F' x .A uma estrutura de álgebra,
onde a soma é feita coordenada a coordelaada e a multiplicação é definida
por (a, a)(/3, b) = (a/i, ab + ab + /3a), para todos (a, a), (P, b) C .A. Observe
que a unidade é (l, O) e a álgebra -A está contida em .A, pois .A é isomorfa à
subálgebra de .4 formada pelos elementos cuja primeira coordenada é nula.
Logo, podemos escrever (a, a) = a.l + a, ou simplesmente, a + a. Vamos
verificar que se .A é alternativa, então ,4 também é. Sejam z, y C .A, tais que
z :: a + a, y :: P + b, temos que

(a + «)'(P + b)
(a' + 2a« + a')(P + b)
cv2/3 + a2b + 2aPa + Pa2 + 2cvab + a2b

a2/3 + aPa + a2b + aab + aPa + aab + /3a2 + a.ab

(a + a)(aP + ab + #« + «b)
(a + a)((a + a)(P + b)) - z(ZZ/)

De modo análogo, podemos provar que zy2
possui unidade, podemos considerar .A.

Sejam z, y, z C ..4. Definimos:

e lz,3/l = zy -- yaç, o comutador de z e y.

(zy)y. Logo, se .4 não

. (z, Z/, ,) (z3/) , « (Z/z), o «.i«'Í« '' ',g/ ' ;

e T o'y -- ='-F'yac, Q produto de Jordan de = e y.

Dessa maneira, podemos caracterizar as leis alternativas utilizando o
associador.

Proposição l.l.l Seja .4 uma áZgebm aZte7vzatátia e z, y, z € .4. .Então

(z, z, 3/)

(z, Z/, ,)

(z, Z/, ,)

(z, Z/, z)

(3/, z, =)

- (z, ., Z/) ,

-(y,z,,),
0.

Z)emanstração. Pelas leis alternativas, sabemos que são válidas as três pri
meiras identidades. Como (aç, y, z) = --(=, z, Z/), temos que

(z, y, z) = -(z, z, Z/)
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terminando assim a demonstração. n

Neste momento, vamos mostrar que o produto de dois ideais / e J de
uma álgebra alternativa .A é um ideal de .A. Como /J é un] subespaço,
basta verificar que a multiplicação de elementos de /J por elementos de .A
pertence a /J. Sejam á C .r e .j € J. Para qualquer a C .A, temos

({j)a + ({,.j, a) (á, a, .j) (áa).j + ã(a.j) C -rJ.

Do mesmo modo, temos

«(á.j) (aà).j (a,{,.j) + (í, a, .j) + (ã«).j i(a.j) € -rJ.

Outras propriedades importantes são as chamadas .identidades de .A/ou
/ang, que estão descritas a seguir.

Proposição 1.1.2. Seca .4 uma áZgebra aZte7vtatáua e z,y, z € ,.4. .Balão

/. (z-) Z/ (, (z3/)), « ádentád.d. de Mou/ang à esqui,d.,

2. 3/(z-) (Z/z)e)z, « {d'nlád«d. d. Mou/ang à di«át ;

3. (z3/)(-) (Z/,)z, « ãdentãd«de d' Mou/ang «nt«Z;

4. (Z/, zz, z) -(Z/,z, ,)z;
5. (z, -, y) -z(,, z, Z/)

]')Pqll fila e+T'n f' n n 1. Para quaisquer z, Z/, z € .A, temos

(z-) 3/ - «: (, (zy)) (#,, z, Z/) + (z, ., zg/)
(z, zz, 3/) - (z, zy, ,)

(z (z,)) g/ + z ((z,) Z/)

(z (zy)) , + :« ((z3/) ,)

(z',) y -(z'3/) , + «:((:«,) y +(#y) ,)

(z', z, g) -- (z', Z/, z) -- z'(,y)
z'(yz) + z((z,)y + (zy);)
(,', ,, y) + (.', ,, y)

+z(-z(,3/) - z(Z/') +(:«.) 3/ +(#y) z)

« ((z, ,, y) + (z, y, ,))

« ((r, ,, Z/) (#, ;, y))
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2. Demonstração análoga à anterior

3. Sejam aç, y, z c ..4. Temos

(ZZ/)(,=) #(y,)« (z, y, -) + z(y(zz)) - z(Z/,):«
(z, Z/, -) + z(y(-) (Z/,)z)
-(#,.z,y) - «(y,,,«)
-(z(-))y + z((-)Z/) - :«(3/, ., z))
--(zzz)Z/ + z((zz)y -- (y, z, z)) pela identidade
de Moufang à esquerda

z(;(zy) - (-)Z/ + (Z/, ,, z))

-z(-(;, z, y) + (y, ., z»

4. Sejam r, Z/, z C ..4. Então

(y,zz,«) (g/(açz))z -- Z/(zzz) pela identidade

de Moufang à direita
(y(z,))z - ((Z/z)z)z

(3/, z, z)z.

5. Prova análoga à anterior
n

As identidades dos itens 4 e 5 são generalizações das identidades de
Moufang à direita e à esquerda. Se elas forem linearizadas, teremos

(z, ,««, y) + («,, .z, Z/)

(Z/, «,;, z) + (y, n,, «,)

-z(,, «,, y) - ««(,, z, Z/),

(y, «,, ,)- - (Z/, z, ,)w,

(1.1)
(1.2)

para todos z, y, z, m C .A.
Um resultado muito importante é o Teorema de Artin, que caracteriza

as álgebras alternativas.

Teorema 1.1.3 (Artin). .4 é uma áZgeZ,ra aZtemal ua se, e sa«.ente se,
toda subálgebm gerada por dois elementos de A lfor associativa.

Z)emonstrnção. Seja .A uma álgebra tal que toda subálgebra gerada por dois
elementos de ..4 é associativa. Então claramente ..4 é alternativa. Vamos
verificar a condição contrária. Sejam aç, 3/ C .A. Sejam p = p(3ç, y), q = q(z, Z/)
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e r = r(n, y) monânlios não nulos em z e y. Denotareinos o grau do monâmio
p por dp.

Vamos provar por indução em n = dp + dq + dr que (p, q,r) = 0. Para
n = 3, temos que dp :: dq = dr = 1. Como p, q e r são inonâmios iguais a z
ou a y e .A é alternativa, então (p, q, r) = O. A nossa hipótese de indução será
que (p', «,r') = 0, para todos os monâmios p', q' e r' com dp'+dq'+ dr' < n.
Vamos provar que (p, q,r) = 0 para dp + dq + dr = n. Como z e y são os
únicos falares de p, q e r, temos que dois inonâmios começam com a mesma
letra. Podemos supor que q e r começam com a letra r. Vamos agora separar
em três casos:

Caso 1: Se dq > 1 e dr > 1. Pela hipótese de indução temos que q = zq'
e r = zr'. Dessa forma, temos dq/ = 1+dq e dr' = 1+dr. Ao utilizarmos
a Identidade de Moufang 4 e (1.2), temos

(P,q,,) (P,zq',z,')
-(z,',zq',P)
(-', Pq', ,) +(z,', «, q')P +(-', P, q')z

(z,',Pq',«)
-(Pq',z«',«)
(Pq',z,,')«.

Pela hipótese de indução, temos (p, q, r) = (pq', z, r')z = 0
Caso 2: Se dq > 1 e dr = 1. Pela hipótese de indução temos q

logo dq' = --1 + dq. Pela Identidade de Moufang 4, temos
zq',

(P,q,,) (P,zq',n)
(P,z,q')z

Pela hipótese de indução, temos (p, q, r) = -- (p, z, q')z = O.
Caso 3: Se dq = dr = 1, então q = r = ç. Como .4 é alternativa, temos

que (p, q, r) = 0. []

1.2 Algebras com composição
O objetivo desta seção é estudar álgebras que tenham formas quadráticas
não degeneradas sobre um corpo arbitrário. Isso leva à descrição de uma
classe de álgebras, conhecida como álgebras com composição, que têm um
papel fundamental na teoria das álgebras altellativas. Começaremos com
algumas definições.
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Sejam F' um corpo e .A uln espaço vetorial não nulo sobre r'. A função
/ : .A x .A ---} F' é bá/arear se / for linear em cada coordenada. Dizemos que
.f é sãméthca se ./'(z, y) = .f(y, aç), para todos aç, y c .A. E / é não degenerada

se /(z, y) = O, para todo y C .A, implicar z = O.

Uma função n : .4 ---, F é chamada .»«na quadrátác' se n(az) = a:n(z),
e se /(z,y) = n(z + y) n(z) n(Z/) for bilinear em .4, para arbitrários
z, y C ,4 e a € F

Chamamos n de esfhfamenfe não degenerada se / definida acima for não
degenerada. Dizemos que n admite composição se n(aç)n(Z/) = n(zy), para
todos z,y c.A.

Definição. Uma álgebra .A sobre F com forma quadrático n é chamada de
áZgebru com composição se, para todos aç, Z/ C .A, tivermos

(i) n(zy) (z)n(3/),

(ii) n é estritamente não degenerada,

(iii) a álgebra.A possui unidade

Seja .4 uma álgebra com unidade sobre r'. Dizemos que .A é quadrátáca
se, para qualquer z C .A, existirem [(z), n(z) C r' tais que

z' t(z)z + n(z) (1.3)

Chamamos t(z) de traço de aç e n(z) de n07'ma de z. Prova-se que ambas
são unicamente determinadas.

Agora veremos a relação entre álgebras alternativas e álgebras com com-
posição.

Lema 1.2.1. Seja ,4 uma áZgebm com composição. .Então .A é aZte7vzatáua
e cada elemento de A sati.sjaz uma equcLção quadrático com coe$cientes em
r', ou seja, .A é quadrátáca sobra F'

Z)emonstrnção. Podemos tomar .F.l = F' como subálgebra de .A. Sejam
aç, y, w, z, u € .4. Como .4 é álgebra com composição, temos

n(z)n(Z/ + w) (ZZ/ + zw) (1.4)

e

n(z)/(Z/, w) (zy, z««), (1.5)
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pois

n(z)/(y,.«) (z)(n(y+ ««) n(y) n(««))

+ ««) - n(zy) - n(z«)

Observemos que

.f(z, ,)/(3/, ««) ,«,) + /(,Z/, z«,), (1.6)

pois

/(z,,)/(y, ««) + ,) - n(z) - n(;))/(y,««)
=/(zy + .y,z««+ .«,) -/(zz/,z««) - .f(,z/, ,«,)

zw) + /(z3/, .w) + /(.y, #«,)

+/(,3/, ,.«) - /(:«3/, z-«) - .f(.y, .«,).

Substituindo z = 1 e Z/ = zu em (1.6), temos

.f(z, l)/(zu, .«) .zu, w) + /(zu, z««).

Por (1.5) e (1.7), temos

/(z.zu, .«) + n(z).f(u, «,) - /(#, l)/(zu, w)

Usando que / é bilinear e n(z) C -F, temos

/(z.zu + n(z)u - /(z, l)zu, «,)

Colho /(z, Z/) é não degenerada e w é qualquer, temos

:'.:«u + n(z)u - /(z, l):«u

para todos #, u C ..4. Tomando u = 1 temos

z'- /(z,l)z + n(z)

Vamos agora mostrar que A é alternativa. Tomando (1.9), multiplicando
por u e subtraindo (1.8), temos

«'.u -/(=, 1):«u + n(z)u - z.zu - n(z)u +/(z, l)zu

]uogo, a2u = z.zu.
Para demonstrar que uz2 = uz.z, basta tomar Z/ = uz em (1.6) e repetir

todo o processo. []

(1.7)

(1.8)
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Vamos agora determinar t e n.
Seja p um endomorfismo linear de A. Dizemos que p é ánuoZução da

álgebra .A se, para todos a, b C ..4, tivermos p(p(a)) = a e p(ab) = p(b)p(a).

Lema 1.2.2. .A .função de$náda por a -» ã = /(1,a) -- a, par.z quaZqaer
a c ..4, é uma ãnuoZução da áZgebra .A que deita os eZemeníos de .F .Pios.
P.« «d. « C ..4, t'«." q- t(a) = « + ã C F', n(.) . . s.fisga' '

identidade a' -- t(a)a + n(a) = 0.

l)emonstrnção. Vamos verificar as propriedades da involução. Sejam a, b C
.4 e a C F'. Mostraremos que a n ã é linear. I'emos

a+b .f(l, . + b) - (a + b)
.f(1, .) - . + /(1, z,) z,
ã+b

e

.f(l,a') - a«
a(/(l, a) - «)
Qa.

Agora vamos mostrar que ã a, para todo a C .4. Sabemos que

.f(l, õ) - ã

.f(i,/(i, a) - a)) - /(l, a) + «

.f(l, .f(l, a)) -/(l, a) -/(l, a) + «

.f(1, .).f(i, 1) - 2/(1, a) + ..

Temos que n(1) = n(1)n(1), logo n(1)(1 -- n(1)) = 0. Desse modo, temos

/(1, 1) = n(2) -- n(1) -- n(1) = 4n(1) 2 = 2. Então

ã , .) - 2.f(1, .) + «

Vamos verificar que ab = bã, para arbitrários a, b C .A. A equação (1.9)
é válida para a, b e a + b. Logo,

«' /(a, 1). + n(.)

b' - /(Z,, l)Z, + n(Z,)

«' + «Z,+ b.+ b: .f(', 1)« - .f(a, l)Z, -/(b,l)« -/(Z,, l)Z,+ n(.+ b)
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Ao subtrairmos as duas primeiras expressões da última, temos

ab + ba /(a, l)Z, - /(Z,, l)a + n(. + b) n(.) - n(b) 0. (l.lO)

(1.11)

Substituindo ]; = y 1, z = a e «, = Z, em (1.6), temos

/(1,.)/(1,z,) + /(«, b)

Substituindo(1.11) ein(l.lO), temos

ab + ba /(l, a)Z, /(l, b)« + /(l, a)/(l, Z,) /(l,ab) 0. (1.12)

Ao utilizarmos (1.11) e (1.12), temos

ãb (/(l,a) a)(/(l,Z,) - b)
«b -/(1,.)z,/(l,z,)« +/(1,')/(1,b)
.f(l,.z,) - ó« ó«) ó«

ba.

Agora, seja a C -F. Então

/(l,a) - a
a/(1,1) - a
2a -- a

Observemos que ã = /(1, a)
Por último, aã = /(1, a)a -- a'

a, o que implica a+ã
n(a) C -F.

.f(1, .) t(a) C f'
n

Lema 1.2.3. Sejam .4 uma áZgebra sobra F' com unidade e # n i ama
ánuoiução de .A taZ que, para quaZqwer z € .A, lemos z + ã,zi C .F. Se a
/or'ma qtzadrátãca n(aç) = zi é esthtamenfe não degenerada emz .4, então Á
é simples ou A é {somorfa a F q) F

Z)emonstração. Seja -r um ideal de .4, tal que / # .A e / = .r. Vamos verificar
que / = (0). Pelo fato de que .r n F = (O), temos a + ã = aã = 0, para todo
a € /. Seja a € /. Então

/(.,«) n(a + :«) - n(.) n(z)=ai+ã= =0,
para todo z C .4. Como / é não degenerada, temos que a
pode ser qualquer, então / = (O).

0. Como a
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Vamos supor que .A não é simples. Seja 7' um ideal não nulo de .4, tal
que 7' # ,4. Seja / = T + T. Temos que .r = / e / # (O), então / = .4. Seja
/ :;: T n T. Temos que J :: J e J # .A, logo J é nulo. Então .4 :: 7' ©T
Vamos provar que o ideal T tem dimensão igual a um sobre F'. Sejam
t, s € 7', tal que t é não nulo. Sejam À = [ + í e p = s + ã. Então À,p C F'
Observemos que se À = O, temos t = í c T nT = (o). Logo, À é não nulo.
Como TT + TT ç r nT (o), temos .Xs tp
Logo, pt = Às e s = (À ip)t, ou seja, t e s são linearmente dependentes.
Logo, T é unidimensional sobre -F. Portanto, se .4 não for simples então é
isomorfa à soma direta de duas cópias do corpo. []

Na próxitna seção descreveremos um processo que permite a construção
de álgebras com composição e veremos sua classificação.

1.2.1 Processo de (]ayley-Dickson
Seja .A uma álgebra sobre F com unidade e com involução a n ã, onde
a + ã C F' e aã C F', para todo a C .4. Vamos construir uma nova álgebra,
com involução, que contém -A como subálgebra e, se a dimensão de .A for m,
então a dimensão da nova álgebra será 2m.

Fixemos 0 # a C F e denotemos por (.A, a) a coleção de todos pares or-
denados (ai, a2), tais que ai, a2 C '4, com a adição coordenada a coordenada,
X(al, a2) =(Àal,Àa2), para À C F,(ai,a2)(aa,a4) =(ai.3+ a"4ã2,ãia4 +

a3a2) e a involução (al, a2) = (ãl, --a2).
Observemos que (.A, a) é uma álgebra sobre F', onde (1, 0) é o elemento

unidade e a subálgebra .A' de (Á, a) gerada pelos elementos em que a segunda
coordenada é nula é isomorfa a .A. Seja u = (0, 1). Podemos observar que
«: 1)(0, 1) ,0) e (.A, a) ©«.A'

Logo, para arbitrários z, g/ C (.A, a), podemos representar z = ai + ua2
e g/ = a3 + z;a4, onde al,a2,a3,a4 C .A. Assim, (ai + ua2)(a3 + ua4) =
(alar + aa4ã2) + u(ãla4 + a3a2) e i= ãi -- ua2.

Esse processo descrito anteriormente é chamado de Processo de (7aZ/Zey-
Di,cksol .

Lema 1.2.4. .4 aplicação z -, i é uma {nuolução da áigebm (.A, a), fa! que
«+ ie .F e -i C F', p.m tod. :, C (.A,a). Se ../b«n. q-d,átá« n(a)

é «{Mt«m.«t. «ã. d.g.n.«d. .m ..4, .«1ã. « /o«',. q-d,átã« n(z) = «i
é «tóf«..«te «â. d'g.n.,«d« .m (.A, a).

Z)emonstrnção. Sejam z, y € (.A, cl). Então z = ai + ua2, 3/ = a3 + ua4, onde

al, a2,a3,a4 C .A. Vamos verificar que a operação acima é uma involução
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em (.A,a). Te:nos

((al + a3) -- u(a2 + a4))
(ãl -- ua2) + (ã3 -- ua4)

e, para À C F',

À(ãt -- ua2)

Àal -- t;Àa2

Logo, a aplicação z n ié linear. Agora

gi - -4)(ãi -2)
(ã3ãi + aa2ã4) -- u(a3a2 + ãla4)

Portanto,

(ã3ãi + aa2ã4) -- u(ãla4 + a3a2)

Vamos verificar que o traço e a norma em (.A, a) pertencem ao corpo

(al + ua2) + (ãl -- ua2)
ai+ãi C F',

(ai + -2)(ãi -- -2)
alãi -- aa2ã2 + u(--ãla2 + ãia2)

atei aa2ã2 C Ji'.

Suponhamos agora que n é estritamente não degenerada eln A. Para
ai + ua2, 3/ ' a3 + ua4 C (.4, a), com al, a2, a3, a4 C .4, temosZ

/(z,y) n(z + y) n(z) - n(y)
(z + Z/)(7:FV) :«i Vg

zi? + Z/i

(al + ua2)(ãS -- ua4) + (a3 + ua4)(ãi
"iã3 -- '-a4ãe + u(--ãla4 + ã3a2)
+a3ãt -- aa2ã4 + u(--ã3a2+ ãia4)
aiã3 + asar -- a(a2ã4 + a4ã2).

-2)
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Suponhamos /(aç,Z/) = 0, para todo y C (.4,a). Em particular, para
qualquer3/:: a3 C.4,temos que

0 + .aãi ' /(ai, «3) = /(z, .3).

Como rz é estritamente não degenerada em .A devemos ter ai = 0. Ana-
logamente, concluímos que a2 = 0, tomando y :: aa4 c .A. Logo, n é

estritamente não degenerada em (.A, a). []

Seja A uma álgebra com composição. O próximo resultado determina
quando (.A, a) será novamente uma álgebra com composição.

Teore"ia 1.2.5. Sda ..4 um« áZg.ó« co«. composição. Então (.A, a) é c.«.
composição se, e semente se, .4 é assocãaéáua.

Z)emomstrnção. Sabemos (iue (1,0) é elemento unidade de (.A, a) e n é
tritamente não degenerada em (-A, a). Falta verificar quando n(z3/)
n(z)n(Z/), para todos z,Z/ c (Á,a). Sejam z,Z/ C (-4,a). Escreva z
al + ua2, y :: a3 + ua4, onde al, a2, a3) a4 C .l4. '1'amos

n(z) = zi

alal aa2a2
n(.1) -- an(«2),

logo,

n(ala3 + aa4ã2) -- an(ãla4 + aaa2)

(n('1) an(a2))(n(.3) -- an(.4))
n(alar) + a'n(a4ã2) + a/(alar, a4ã2)

an(ã:.4) -- an(.3.2) -- a/(ã1.4, «3.,)
n('1)n(a3) + an(al)n(a4) + an(.2)n(.3)
a'n(.2)n(.4).

Para arbitrário a C .A, temos que "(ã) = n(a), pois n(ã) = aã = a(t(a)
«) = (t(a) -- a)' = ã' = n(a). Como n('Z,) = n(a)n(Z,) e n(ã) = n(a), para
quaisquer a, b C .A, temos

n(ZZ/) -- n(z)n(y) = a/(aias, a4ã2) -- a./'(ãia4, a3a2).

n(zy) - n(z)n(3/)

Por (1.6), temos

.f(alar , a4ã2) /(ala3 .l, a4ã2)

/(aias.ã2, a4) +/(alar, a4)/(l, ã2)

.f(ai.3(/(l, ã2) -- ã2), «4)

/(.1«3 ..2 , a4)
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e, da mesma coima, temos /(ãia4, a3a2) = /(a4, al.a3a2). Portanto,

n(«Z/) - n(z)n(3/) Q/(«1«3.a2 -- "1."3a,, «4)

Sabemos que n(ZZ/) = n(z)n(y) se, e somente se, para todos ai , a2, aa, a4 C
..'!, tivermos que cl/(alar.a2--al.a3a2, a4) = 0. Como a # 0 e / é não degene-

rada, concluímos que n(ZZ/) = n(z)n(3/) se, e somente se, ala3 a2 al.a3a2 '
0, para todos ai , a2) a3, a4 C ..4, isto é, se, e somente se, ..'] for associativa. []

Tomemos o associador com elementos da álgebra (.A, a). Para todos
a,b,c C (.4,a), escreve-nos . = (al,a2),b = (bi,b2),c = (cl,c2), onde
al,a2) bi,b2,ct,c2 c .'4 Temos

(a, Z,, c) (alba.cl + abuãu.ci+ clc2.b2ai + ac2.ã2bi,
biãi.c2 + aa2b2.c2 + ci.ãib2 + ci.bta2)

(al.blcl + trai.c2b2+ abic2.ã2 + acib2.ã2,
ãi.bic2+ ãi.cib2 + bica.a2 + ac2i)2.a2)

(alba.cl -- ai.bica + ab2ã2.ci -- acib2.ã2
+cvce.b2ai aai.c2b2 + ac2.ã2bi -- abic2.ã2,
biãi.c2 -- ãi.blc2 + aaab2.c2 -- cvc2b2.a2

+ci.ãib2 -- ãi.cib2 + ci.bia2 blcl.a2).

Dessa forma, verificamos que (.4,a) é associativa se, e somente se, .A for
associativa e comutativa.

Analogamente, iremos tomar o comutatador com elementos de (.4, a).
Para (quaisquer a,b c (.4,a), denotamos a = (al,a2),b = (bt,b2), onde

al, a2} bi,b2 c .4. Temos

1«,z,l (ai, aa)(Z,i, b2)(Z,i, Z,2)(ai, a2)
(alba + ab2ã2, ãib2 + bia2) --(blal+ aa2b2, bia2 + aib2)
(ab2ã2 -- aa2b2,(ãi al)b2 + (bl bt)a2).

Assim, podemos concluir que (.A, a) será comutativa e associativa se, e so-
mente se, .4 for associativa, comutativa e a involução for a identidade.

Agora citaremos alguns exemplos de álgebras com composição:

1. Seja F corpo de característica diferente de dois, n(a) = a2 e t(a) = 2a,
para todo cv C -F. Nesse caso, temos que a involução é a identidade.
Observe que se F' tem característica igual a dois, temos /(n,y)
(# + g/)2 z2 -- 3/2 = 2zy = 0. Logo .f é degenerada.
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2 Seja Ã.(p) = (.F,p) = F' + F'ui, onde uil = ui + p, 4p + l # 0 e F um
corpo arbitrário. Definimos a involução por a + /3tÜ = (a + P) -- /3ui
e a felina quadrático por n(a) = aã. Se o polinâlnio z2 -- z -- p é
irredutível em r'lzl, então K(p) é a extensão de um corpo sobre -F;
caso contrário, temos K'(p) = F' O F. Se a característica do corpo F
é diferente de dois, o elemento u = ol -- 4 satisfaz a igualdade u2 :: a,
onde a = p+ } # O. E, nesse cmo, K(p) = (F, a). Inversamente, se F'

é um corpo de característica diferente de dois, então a álgebra (.F', a) é
do tipo 11. De fato, tomando t;i = u+ ;, obtemos u12 = ui + (u2 }) =
ui + (a -- }). Logo, 4(a -- }) + 1 = ãa # 0. Além disso, temos que

X:i:'D8' = À+ /3(u + 4) = À Po + {P = (À +P) Pui. Observe que
se F é de característica igual a dois, então a condição 4p + l# 0 é
satisfeita.

3. Seja C?(p,#) = (K'(p),P),P # 0. Dizemos que Q(p,P) é a áZgeó« de
qualémlàos generalizada. Observe que ela perde a comutatividade.

4. Seja C(p,P,l) = (Q(p,#),'y), onde 7 # 0. Dizemos que C(p,P,7) é a
áZgebru de Oag/Zey-Z) ckson. Observe que ela perde a associatividade.

Como caso particular, temos

1. seja R o corpo do números reais e a
conjunto dos números complexos;

1. Então (IR, --l) será o

2. seja C = (]R, --l) o conjunto dos números complexos e #
((]R, --l), --l) será o conjunto dos quatérnios;

1. Então

3. seja H = ((]R, 1), 1) o conjuntos dos quatérnios e ' = --1. Então
© = (((C, --l), --l), 1) será o conjunto dos números de Cayley.

O nosso próximo passo será classificarmos as álgebras com composição.
Para tanto necessitamos de algumas propriedades.

Sejam .A uma álgebra com composição, B um subespaço de .A e /(z, y) a
forma bilinear associada à forma quadrático n(z). Definimos o complemento
odogonaZ do espaço -B em relação a .f(z, Z/) como o seguinte conjunto

l {a C ..41.f(a, .B)

Lema 1.2.6. Seja B &ma subáZgeóm da áZgebrn corri composição .A, taZ
que a unidade pertença a B. Então B-tB + BB-t Ç B-t e, para todos
a, b C Z?, u C B-L, valem:
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e (z'o == 'u(z,

2. «(«b) (ãb) e (uZ,)«

3. (-)(«b) n(«)Z,ã

Z)emon.t«ção. Sejam a, b,c C B e u, o' C .BX

1. Temos que 0 = /(u,l) = ul + 10 = u + ü. Logo,
0 «) - «ü + «ã, temos -

Como

2. Usando (1.6), temos

/(.,«z,) l,«b) /(a, «)/(l, Z,) /(«Z,, «.l) 0

Analogamente, temos /(a, cu') = O. Então /(a, ub + cu') = 0, ou seja,

BXB + .B.BI Ç .BX. Pelo Lema 1.2.1, sabemos que A é alternativa,
logo,

z(iy) z((t(z) - z)Z/)

(zt(z) z')y
(:«ã)z/,

ou sqa
«(iy) n(z)3/.

Além disso, por (1.3), temos

(1.13)

.f(z, ,)z/ (n(z + z) - n(z) - n(;))3/
((:«+ z)t(z+ z)(z+ z)' -- zt(z)+z:
((z + .)(Fl:';) - zi - z2)y
(z + ,)((E'i:'2)y) - :«(iy) - ,(2y)
«(2Z/) + ;(i3/),

,t(,) + .')y

ou sela,
«(2Z/) + .(iy) ,)y, (1.14)

para quaisquer z, 3/,z € .A. Colocando # = a,y = b, z = u em (1.14),
obtemos a(OZ,) = u(ãZ,). Pelo item l temos a(ub) = u(ãZ,).
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3. De(1.14),(1.5),(1.13) e os itens le 2, temos

(-)(«b) Ü(M.Z,) + /(oa, Ü)b

«(ãO.b) - /(ua, U)b

-«(ã«.Z,) n(«)/(a, l)Z,

«(-.Z,) - n(«)/(a, l)b
«(O.Z,') - n(u)/(a, l)b

n(«) (b. - /(a, l)Z,)

-n(u)bã.

Logo, (u.)(.,Z,)

D

A classificação das álgebras com composição será descrita no próximo
teorema.

Teorema 1.2.7. Seja .A uma áZgebm com c07nposÍção. -Então ..4 é ásom07:fa

a uma das seguintes álgebras:

1) F um co«po de caracte«ísticc- diferente de 2;

n) KtHà F + -Fui, onde uil ul + p e p C F é taZ que 4/z + l # O;

m) QçH.6h çnh,l3) K'(P) + u2K'(P), P # 0;

/v) o(p, P, l) (p, P),'r), l # o

Z)emonstrução. Seja Z? uma subálgebra de .4 de dimensão finita, tal que
a unidade da álgebra pertença a Z? e a restrição de /(z,y) a -B seja não
degenerada. Como / é bilinear temos que -BX é um subespaço de .A.

Seja u C BX. Pelo Lema anterior, temos que O = --u. Logo, n(u) =
.O - --u' = --a # 0. Por (1.5), temos /(.,a,ub) = n(u)/(a,Z,) = --a/(a,b),
logo / é não degenerada em uB e dim Z? = dim u.B. De6nimos o subespaço
Bi = .B + uB. Vamos verificar que .f é não degenerada em Z?t. Seja a =

d + ud' C .Bi, tal que, para qualquer b ;; c + uc/ C Bi, com d,d', c,c/ c .B,
temos

/(., b) , c + «')
fça, cà-t fçü, «d)-F fQud,cà -t fQud,ud)
de-+ cã. -- add -- add
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Tomemos c' = 0, obtemos 0 = dõ+ cd = /(d, c), para todo c C B e, de modo
análogo, para c - 0, obtemos 0 = d'd + c'd' = ./'(d',d), para arbitrário
c/ c .B. Como / é não degenerada em 1?, temos que 0 = d = d', isto é,

a := 0, mostrando assim que / é não degenerada em -Bi. Vamos verificar que
Z?i é uma subálgebra. Temos

ab (d + «d')(c + -')
dc + d(-') + (ud')c + («d')(«')
dc + «(ã') + u(cd') - n(u)c'ã'
'Zc + ac'ã' + u(ãc' + cd') C -Bi.

Como O = --u, temos que a + ub = ã--bu = ã ub. Como Bi é subalgebra
de .A, temos que .Bi é uma álgebra de composição. Resumindo, temos que
23 é uma subálgebra de Bt, a dimensão de l?i é o dobro da dimensão de
B, a operação de multiplicação e a involução em -Bi são as mesmas obtidas
pelo processo de Cayley-Dickson, ou seja, Bi = (23, a). Se Bi # .4 podemos
repetir o mesmo processo. Vamos agora analisar dois casos.

Caso 1: Se F é corpo de característica diferente de 2, temos que / é i:tão
degenerada com relação a .F e podemos tomar o conjunto Z? = F'. Temos
que

1. se B # ..4, existe .BI do tipo ll contido em .A

2. se Z?i # .4, existe B2 do tipo 111 contido em .A

3. se l?2 # .A, existe .B3 do tipo IV contido em .A

4. como B3 não é associativa, pelo Teorema 1.2.5, temos .4

Caso 2: Seja F corpo de característica igual a 2. Vamos mostrar que
existe a € .A\F', tal que t(a) # O. Suponhamos por absurdo que t(z) =
.f(l,z) = 0, para arbitrário z € .4\F. Como t(a) = 2a = 0, para todo

a € F, temos que t(z) = 0 para qualquer z € .4. Logo, / será degenerada,
o que é uma contradição.

Seja a g r', com t(a) # 0 e seja s = ifb. Temos que t(s) - 1 - s + g.

Logo, s' - s + p, p = --sg C F. Sabemos que /(sa,sb) = n(s)/(a,b) =

--p/(a, b). Então, / é não degenerada em F'+sF. Consideremos a involução
definida por

a+Ps= a+Ps= a+P(l .) a -+ 0 -- 13s

Então F' + sF é uma subálgebra do tipo 11. Se B F + sF', temos que
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1. se .B # .A, existe Bi do tipo 111 contido em .A

2. se BI # .Á, existe .B2 do tipo IV contido em .4

3. como Z?2 é não associativa, pelo Teorema 1.2.5, temos que .A

D

Observemos que, pelo Lema 1.2.3, a álgebra dos quatérnios generali-
zada Q(p,/3) e a álgebra de Cayley- Dickson (7(p,/i,7) = (Q(p,/3),y)) são
álgebras simples.

1.2.2 Álgebras quadráticas simples
Sabemos que uma álgebra com composição é alternativa e quadrático sobre
o corpo base. Aqui mostraremos que, para álgebras alternativas quadráticas
simples, o contrário é válido, exceto para alguns exemplos de álgebras com
característica igual a dois.

Na definição de álgebras quadráticas utilizamos duas funções t(gç) e n(aç),
ou seja, o traço e a norma, respectivamente, do elemento z. Agora iremos
saber mais sobre essas funções.

Teorema 1.2.8. Seja .4 ama áZgebra guadrátáca sobre F', que contém no
máximo 3 elementos. Então t é linear e n é guadráÉáca. Se ..4 é aZtervzatáua
então n admite c07nposÍção.

Z)emonstrnção. Vamos mostrar que t é linear.
a # P e cl/3 # 0. Pela equação (1.3), temos

Sejam a, /3 C F, tais que

(az + P3/)' t(az + ay)(az + aZ/) + n(ar + ag/) 0,

a/3(z + y)2 -- aPt(z + Z/)(aç + Z/) + a/3n(z + y) = 0

Portanto, ao subtrairmos a primeira da segunda, teremos

(a2t(aç) -- c-t(az + /3Z/) -- a/3t(aç) + aPt(z + y))aç
(/32t(g) /3t(az + /3y) - a/3t(y) + a#t(z + Z/»Z/

(--a'n(z) P'n(y) + n(az + PZ/) + aPn(z) + a/3n(y) -- a/3n(z + g/))

Se l, ]ç, y são linearmente independentes sobre .F, temos

at(g) t(az + PV) Pt(z) + Pt(z + Z/) (1.15)

24



Pt(y) t(a:« + PZ/) - at(y) + at(z + y) (1.16)

Ao subtrairmos (1.16) de (1.15), teremos

(a P)(t(z) + É(g/) - t(:« + y))

o« seja, t(z + Z/) = t(n) + t(y).
Se 1, z, y são linearmente dependentes, podemos assumir Z/

Por (1.3), temos que

(az+/3)' -- t(Z/)(a:« + P)+(az +/3)(i;:l-'P)

Logo,

t(z/)# (az)2 + 2a/3z + /3' -- (a:«)' aPz -- a'zi
--/3az + a2zi + a/3z + a/3i + P2
2P2 + a/3t(z).

Portanto, t(y) = clt(z) + 2/3. Então

t(z + 3/) t(Z + az + P)

t((l + a)z + P)
(l + a)z + P + (l + a):« + P
(l + a)(z + i) + 2P
(l + a)t(z) + 2P
t(z) + at(z) + 2/3

t(z) + t(y).

Seja À C F'. Ao utilizarmos (1.3), teremos

(Àz)' - t(.Xz)À« + n(Àz) X'(z' - t(z)z + n(z)) 0,

logo,
(.Xt(z) - t(.Xz))Àz - À'n(z) + n(Àz) = 0.

Então t(Àz) = Àt(z) e n(Àz) = À'n(z).
Vamos provar que n(a) é unia forma quadiática. Por (1.3), temos

(z+g)2--t(z+y)(z+Z/)+n(z+3/) = z2+zoy+y2
-t(z)z t(z)y - t(y)z
-t(y)y + n(z + Z/)
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Logo,

.f(z, z/) n(:« + y) - n(z) - n(y)

(z2 + z o y + 3/2 t(z)aç -- t(z)3/ t(y)z -- t(y)3/)
+z' t(z)z + y' - t(3/)3/.

Como o produto de Jordan é bilinear e a função traço é linear, temos que

/(z, Z/) = t(#)Z/ + t(Z/)z - z . y (1.17)

é bilinear.
Seja -A alternativa. Vamos mostrar que n(zy) = n(z)n(y), para todos

z, y € ..4. Multiplicando a identidade (1.17) por ZZ/, temos

/(z,y)zy t(z)yzg/ + t(y)#'y (ZZ/)2 -- ya23/ (1.18)

Por (1.3), temos Z/z'g/ = y(t(z)= n(z))g/
n(z)n(y) e t(Z/)z'Z/ (3/)t(z)zy - t(Z/)n(z)3/.

Por (1.18), obtemos

t(z)Z/z3/ n(z)t(3/)y +

(zy)' (-/(z, y) + t(y)t(z))zy + n(z)n(3/) 0,

se ZZ/ g F', temos que a equação (1.3) é única. Portanto, t(zy) = --/(z, y) +
t(y)t(z) e m(zy) - n(z)n(y).

Vejamos quando z3/ = a C F. Como n é quadrático, temos que n(Àz) =
À2n(z) = n(À)n(z), para qualquer À € F. Logo, basta verificar o caso em
que z g -F e Z/ g -F. Multiplicamos (1.3) por Z/2, temos

r'y' t(aç)açZ/a + n(z)Z/2 = 0,

então
a' - at(z)3/ + n(z)y - 0.

Seja n(z) = 0. Neste cmo, se a # O, temos a = t(z)3/, ou s.ja, g/ C r',

contradizendo que 3/ gl F'. Logo, a = 0 e n(=g) = 0 = n(z)n(Z/). Se

n(aç) # 0, podemos fazer ;:f; -- a;:$gZ/ + y2 - 0. Como Z/ g F', sabemos que

a equ,ção (1 3) é única. Portanto, n(y) - ;:ii, então n(z)"(g) - "(z);:fâ -

Teorema 1.2.9. Seja 4 uma álgebrn aliar'7zat ua quadrátáca simples sobra
F que contém rezo menos três elementos. -Balão .,4 é uma áZgebrn com
composição ou .4 é um c07po com camcterl'stãca igual a dais.
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J)emonstração. Sabemos que n é quadrática e admite composição. Defina
W = {a € .41/(a, .Á) = 0}. Observemos que }y é subespaço Vamos mostrar
que W é ideal. Sejam a C W e r, y C .4. Por (1.6), temos

/(-, 3/) /(a, Z/z) + .f(., y)/(z, l)

Logo, W' é ideal à direita. Da mesma forma, mostramos que IV é um ideal
à esquerda de .4. Como .4 é simples, temos que T'r = (0) ou IV = .A. Se
}y = (0), temos que / é leão degenerada. Então .A é de composição. Falta
verificarmos quando W = .A. Temos que

/(z, 3/) 0 + y) n(z) n(3/)

Logo, n(z + Z/) = n(z) + n(3/), ou seja, n é homomorfismo de anéis. Sabemos
que kern é um ideal de .4 e n(1) = 1. Como kern = 0, pelo teorema do
homomorfismo, temos que .A é isomorfa a um subcorpo F', que será igual a
imagem de n em r'. Logo,

0 .f(l, i) n(2.1) n(1) - n(1) 4 -- 2 ::; 2 c F''

Então .F' tem característica 2 D

1.2.3 Álgebras split
Seja A uma álgebra com composição. Dizemos que A é spZáÉ se existir z € A
não nulo, tal que n(z) = O.

Lema 1.2.10. Seja .4 uma áZgebra com composição. São equivalentes

rO .4 é spZát,

êi,) .A possua divisores de zero

Z)emonstrnção. Vamos verificar que (i) implica (ii). Seja aç # 0. Temos que
n(z) = içi = 0. Então z é divisor de zero.

Vamos agora verificar que (ii) implica (i). Sejam z,y € .A, tais que
zy = 0, z # 0 e 3/ # 0. Temos que 0 = n(zy) = n(z)n(y). Logo n(z) = 0 ou

Lema 1.2.11. Seja .4 uma áZgebra com composição. .4 é spZií se, e somente
se, .A contém um {dempoÍerzZe e rzão tMuàaZ.
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Z)emonstração. Vamos verificar que se .A contém um idempotente não tri-
vial, então ..4 é split. Seja e C Á, idempotente não trivial. Temos que e2 = e,
logo, e' -- e = 0. Por isso, 0 = n(e(e -- 1)) = n(e)n(e 1). Então n(e) =0
ou n(e - 1) = 0, ou seja, .A é split.

Vamos verificar o caso contrário. Seja A split. Existe ]ç C .A, z # 0, tal
que n(z) = O. Vamos mostrar (lue t(z) # O. Suponha que t(aç) = 0. Para
todo a C .A, temos n(ra) = n(z)n(a) = O, ou sda, t(za) = 0. Por (1.11),
temos /(z,a) = t(z)t(a) t(za) = 0. Como .f é nã. degener«ia, temos
r = O, contradição. Logo, t(3) = a # O. Usando que .A é quadrático, temos

que (a lz): = a 'z2 = a-2(t(aç)aç n(aç)) = a '(a,ç) = a'laç. Logo, o
e[emento cl'lz é idempotente. []

Sda e C .A, um idempotente não trivial. Como n(e)n(e 1) = 0, temos
que n(e -- 1) = 0 ou n(e) = 0. Suponhamos que n(e 1) = 0. Logo,

o l)(ê - l) n(e) - t(e) + l

Substituindo o valor de t(e) na equação (1.3), temos n(e)(l
. # 1, temos n(e) = 0.

.) 0. Como

Teorema 1.2.12. Z)uas áZgebms de c07nposàção spZát de mesma dimensão
sobre um corpo F são isomorfos.

Z)emons zução. Seja .4 uma álgebra de composição split e Z? uma subálge-
bra não degenerada de -A que contém elemento unidade e um idempotente
e # 1, 0. Vamos verificar que existe u € 1?X, tal que o2 :: 1. Pela prova do
Teorema 1.2.7 sabemos que existe u C -Ba, tal que u2 = --n(u) = a # 0

e ub Ç .BX. Definimos u = u + cr 1(1 -- a)ue. Temos que t, € BX. Pela

identidade de Moufang central, temos (ue)2 = (ue)(êu) = 0, pois n(e) = 0.
Logo

U2 (u + a'l(l -- a)ue)2 = u2 + a-:(l -- a)(u2e + ueu)
a+ + a-:(aê) ae aê

a + (l - a)(e + ê)

Repetimos o processo do Teorema 1.2.7 e pelo Lema 1.2.11, obtemos que
.4 será isomorfa a uma das á]gebras K'(0), Q(O, ]) ou C(0, 1, 1). []

Corolário 1.2.13. Sda /' um c07po aZgebhcamente /ecàado. l?ntão eãstem
quatro álgebras sobre F com composição, não ãsomorfas entra si.
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Z)emorzslração. Basta vet'ificar que cada álgebra .4 com composição sobre F'
de dimensão maior que um é split. Sejam a C .4 e cl € F', tais que a # F e
a é raiz da equação z2 -- t(a)z + n(a) = O. Como .A é de composição, temos
que

a' t(a)a + n(a) -- (a' -- t(a)a + n(a))
(« - a)(a + a É(a)).

Logo,.4 é split. n

Vamos agora verificar a estrutura das álgebras de composição split. Te-
mos que K(0) é isomorfo a F®F', um homomorfismo é a+Pui -, (a+/3, a).
A involução sei'á a -F pÓ; = a + P -- /3ut, que corresponde a (a, P) = (/3, a),
para todos cv, /3 C .F

Consideremos agora a álgebra das matrizes .A42(F') de ordem 2 com ele-
mentos em .F. Ela é uma álgebra com composição, onde a forma quadrático
é n(z) = det z. Como ]We(.F) possui divisores de zero, sabemos que -ZW2(-F)
é split. Pelo Teorema 1.2.12, teremos que será isomorfo a Q(O,l). Um
isomorfismo é

~--""--'-.«--'«:«-( «;' ':'),
onde a, P, 7, õ € .F, a função traço t(z) será a usual das matrizes e a involução
se:á ã = t(a) -- a, ou sda,

; Ç)-(& Y){
Para considerar a álgebra de Cayley-Dickson 0(0, 1, 1), basta lembrar

que ela é isomorfa F2 + uFe, onde u c .l;bl, é tal que u2 = 1. O conjunto

.:., .Í?
'22, '21

e].2)

e21)

ele2) = ue22,

egÍ) = uel:,
'Ue21)

-'ue12)

forma uma base para a álgebra C(0, 1, 1), onde cada elemento é conhecido
como matiz unátáha de OaZ/ZeZ/-Dáckson. Essa álgebra é denominada áZgebra
das À4athzes de (.:ag/ZeZ/-Z)áckson sobre F. Todo elemento da álgebra das
matrizes de Cayley-Dickson, pode sei representado por

all
a21
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onde aíj = (a(i), aÇj), al3)) € -F3. Adição e multiplicação por escalar são os
usuais e a multiplicação de elementos dessa álgebra é

all
a21 =:: )( 2: z)

clnPii +(ai2,b2i) aiib12 +/322ai2 a21 x b2i \

Piia2i+a22b2i+an x bi2 aee/322+(aai,bi2) ,/ '
onde, para os vetores a = (b,c,d),z = (3/,,,.«) C F;, temos (a,z)
@ + c; + 'Z«, o p«.'Z«''o esc.í«, e ' x b = (cw -- dz,dy -- h«,Z,, -- W), o
produto uetohaZ. A função traço será a usual e, para a norma, usa-se o
correspondente determinante.

Seja .A uma álgebra alternativa com elemento unidade que contém um
sistema de matrizes unitárias de Cayley-Dickson, tais que ell + e22 = 1.
Vamos mostrar que .A é soma direta de submódulos .Aij :: {a c .Ajeüa =
"jj = a}. Se z C .4, temos que " - (eii + e22)z(eii + e22) = eiizeii +

eiiz.e22 + e22z.eii + e22ze22 Usando as leis alternativas, temos

(eÍ{«e«)e*
.«(eiizeÍÍ )

eiázeÍá

eáãzeÍ{

Logo, eíizeii C .Aü, onde ã {1, 2}. Podemos observar ainda que

ei,i,ac.ejj (e:ã, z, ejj) + .*.,ejj eü.e.j.faç + ei{ .zejj

Pelas identidades de Moufang e as leis alternativas, temos

(eüz.ejj)ejj
eü(eí{« .ejj )

e i,i, ac .ej:i }

ei{(eÍ:.ejjz + e* .z.jj)
ei{.ej.jsç + eü .açejj ;: eüz.ejj

Logo, eüz.ejj € .Aij. Vamos verificar que z é determinado de maneira única
Seja iç = }-?k.i scl,k. Temos que eüz.ejj = >ll:ilx;-i eüiçz,k.ejj. Pela identi-
dade de Moufang central, temos

ellzell ellzllell + ellz12.ell + ellz21.ell + ellz22ell

"ll + el1(«12e22)ell+ .ll(e22z21)ell + ellz22ell
zll

Analogamente, provámos que eÍiaç.ejj ;= zij . Logo, .4 .Aii(D.Ai2 (D.-4ei O..422

30



Vamos veriâcar que .4: Ç .Aü. Soam a,b € .Aü. Pela identidaíle de
Moufang à direita, temos

«b = «(eáib'i{) ((«{{)b)eÍ{

Pela identidade de Moufang à esquerda, temos

ab ('*-*)Z, (a(e«Z,)) (ab)

Logo, ab C .Aü. Analogamente, usando as identidades de Moufang, obtemos

,AiÍ'4Íj
.4ij'4ij

(0), .AÍI.Aij + .Aij.Ajj Ç -Atj, .Ajj.4ij = .Aij.Aü = (0)
.Aji,.4ij.4ji Ç .Aü,

onde d # .j.

Podemos ainda verificar que para ã # .j, temos ..4ij = ..4(1) + ..4lj) + ...iij),
onde Jizj)- ..4 e(k) - e(k).4jj.

Seja .4 uma álgebra alternativa, com identidade, que possui um sistema
de matrizes unitárias de Clayley-Dickson, tal que eli+e22 ' 1. Seja r;;'.A :--}

..4ii, a função coordenada, cujo as únicas imagens de n-9) não nulas, são

«'ll (.1:) = .1:,
z:,)(a:k)) = (a:,)e21)),

«-22(«22) :

«s{)(.gb
.12(.22e21) ,

: @íb)«gib.

Dessa maneira, definimos o seguinte homomorfismo n-.A :--, O'(.4ii),

«(«) E
{-l {-l

E«-«(«).« + («Í$) (.).Í5) + «St) («).gb

Em nosso trabalho, estamos considerando a álgebra .A, sobre um corpo
F'. O conceito de álgebra pode sei estendido, ao trocarmos o collpo base por . \
um anel associativo, comutativo e com unidade. ,:z--Ql7 aRAr-aep.Ua\r\P.

Para verificarmos que .Aii é associativo e comutativo,/bastajusar ás iden-
tidades de Moufang. \.....,.,/

Teorema 1.2.14 (Cordenada de Zorn). Sda .4 uma áZgeZlrci aZtematiua
com elemento unidade, que contém um sistema de matizes nnitáüas de
(l;ayZeZ/-l)zcÊson [azs que ell+e22 :; ]. ,E]ntão .4 e uma aZgebra de 7natmzes de

(7ayZeZ/-Z){cÉson sopre o anel Q = .4ii, onde 4ii = {a C .Aleiia = aeii = a}.
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Z)emonstrução. Seja a- o homomorfismo definido anteriormente. Vamos ve
rificar que o homomorfismo é injetor. Seja a C .A, temos que

n'(a) :: >: ««(«).* + >1:(«1E)(.).Í6b + «át)(«).$ib - o.
í-l {-l

2 3

Logo, a-ii(a) = 0,n-Í5)(a) - 0 e a-â{)(a) = O, onde { = {1, 2} e Ê; = {1, 2, 3}.
Pelo Teorema do isomorfismo, sabemos que .A/ ker a' é isomorfo a imagem
de z-. Como kern- = (O), temos que .A é isomorfa a a(Q), ou seja, .A é a
á[gebra das matrizes de Cay]ey-Dickson. []
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(capítulo 2

Algebras alternativas simples
.P

No capítulo anterior citamos um exemplo muito importante de álgebras
alternativas, as álgebras de Cayley-Dickson. A sua importância se dá pelo
motivo de ser a única álgebra alternativa simples, que não é associativa.
O resultado foi obtido por Kleinfeld, que utilizou o teorema de Shirshov
como ferramenta fundamental. O objetivo deste capítulo é demonstrar esse
teorema.

2.1 Resultados sobre as álgebras alternativas
Seja .A uma álgebra. Definimos

. .N(.A) (n, .A, .4) = (Á, n, Á)
assocáatáuo.

(.A,.A,n) 0}, o cezztro

. -K(.A) lk, .41 n''. "m"''*:"

. z(.A) n-K(.4), o «nt«..

Iremos verificar algumas propriedades dos elementos do centro associa-
tivo

Lema 2.1.1. Sda ,4 uma áZgeZ,ra arbátráha, z,y, z C .4 e n C N(.A). Então

-r. n(z, Z/, .) ,y, .),

2. (-, g, ;) nZ/, .),

3. (r,y,,)n (=,y,,n).
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Se , o« g/ « , C N(.A), Cata.

lzy,,l - zlZ/,,l+ lz,.ly. (2.1)

0.m-;t«Çã.. 1. n(z,Z/,,) (n«;,y,;) ((ZZ/).) n(z(Z/,))-((nz)Z/),+
(nz)(yz) ». (n(zy));

2. (zn, y, z) (z, n3/, z)

z(n(y.) + z(z(Z/z)
(zn)(y.) (z(n3/)); + z((ny);)

3.(z,Z/,z)n -(z,y, ,n) =((zg);)n
-z((g/;)n) + z((Z/,)n) - 0.

Vamos provar (2.1). Temos

(z(gz))n (zy)(,n) + z(Z/(zn)) -

1:«3/, zl - :«IV, .l - lz, ,IZ/ (zy), - z(zy) - z(g.) + z(,y) - (z,)y + (-)y
(z, y, ,) (z, z, y) + (,, z, 3/)

p':s " - y o« , C N'(.A) n

Temos que a identidade (2.2), para álgebras alternativas é

lz3/,,l - -lV,.l- lz,,ly (ZZ/), ;(zy) z(y,) +z(.g) -(z;)Z/+(-)3/
(z,y,z) -(z,.,Z/)+(z,z,Z/) Z/,.).(2.3)

Seja .A uma álgebra alternativa. Usaremos N = N(.A) e Z = Z(-A)
A /unção de Ã'Zeã7z/eZd é definida por

/(.«,z,y,,) y,;) T(.«,y,,) (z,y, ,)w, (2.4)

para todos w, z, 3/, z C .A.
Seja h o operador com n variáveis de .A x .A x

h é anta sáméfMco se
x ..4 n .A. Dizemos que

h(al, ..., ai--l, ai, ai+i, .--, aj-l, aj, aj+l, -., a.)
= --h(al, ..., ai-l, aj, ai+l, ..., aj-l, ai, aj+i, ..-, an),

l)ara todos ai,aj C ..4, onde i,.j = 1, .,n

Lema 2.1.2. Seja .A uma áZgebra aZíerv atada. Balão a /unção de .KZeá7z/eZd
é anta-sáméthca.
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Z)emonstração. Sejam a, b, c, d € .4. Definimos

g(a,b,c,d)(Z,,c,d) +('Z,,c,d) +(a,Z,,cd) -(«,Z,c,d)(.,Z,,c)d.

Observemos que g é constantemente nula em uma álgebra arbitrária, po

«(Z,, c, d) -(.Z,, c, d) -(., b, .::d) +(', bc, d) +(', Z,, c)d
d) «(b.cd) - (.Z,.c)d + «b.cd - «b.cd + «(b.cd)

+(a.bc)d - «(bc.d)+(.b.c)d(a.Z,c)d(2.5)

Agora vamos provar que, para qualquer par de argumentos iguais, a
função de Kleinfeld é nula. Temos

-/(d,«,Z,,c) b,c,d)/(d,',Z,,c)
-«(Z,, c, d) +(ab, c,d) +(a,Z,, cd)(a, Z,c,d)

- (a, Z,, c)d - (da, Z,, c) + «(d, Z,, c) + (', Z,, c)d
('Z,, c,d) +(«,Z,, cd) -(',Z,c,d)(d',Z,,c).

IS

Logo,

-/(d,a,Z,,c) .,d) + (cd,a,Z,) (Z,c,d,') - (d«,Z,,c).

Por (2.6), temos que

.f(c,d,',Z,) «Z,,c,d) +(d,',b) -(Z,c,d,') -(d',b,c) .f(d,a,Z,,c).

Como ..4 é alternativa, temos que /(d,a, c,c) = 0. Portanto, .f(c, d,a, c)
/(d, a, c, c) = 0. Ao linearizarmos /(d, a, c, c) = 0, teremos que

/(d, «, Z,, c)

para qua[quer par de argumentos iguais. Logo, / é anta-simétrica. []

Corolário 2.1.3. Sejam .4 uma áZgebrn aZte7v&atáua e / a /unção de -KZeá7z/eid.

.f(d, ., Z,, c) ld, .l, Z,, c) + (lb, cl, d, .), (2.7)
para quaisquer a, b, c, d € 4.

Z)emonstrução. Subtraindo (2.7) de (2.6), obtemos

(la, «l, b, c)+(IZ,,cl,a, .) +(«b,c,d) +(cd,', Z,)(Z,c, d, ') -(d',Z,, c)

Z,,c)(Ü,d,')('b,c,d) -(cd,.,b).

.Então

(2.6)
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Observemos que, para todos z,g/ C .4, temos (zy,z,y) = O. . Ao line-
arizarmos (zy,z,Z/) = 0, com z = a + c e y = d, teremos que (ad,c,d) +

(cd, a, d) = O. Depois, fazemos a linearização (ZZ/, z, y) = 0, colocando :z; = a
e g/ = b + d, obtemos (ad,a,b) + (ab,a,d) = 0. Agora basta linearizarmos
de novo a identidade (zy, aç, y) = 0, para z - a + c, y = b + c. Dessa forma,
obteremos que -(ad,b,c) -(cZ,,d,a) -(aZ,,c,d)(d,a,b) é nuca.[]

Lema 2.1.4. Sejam .4 uma áZgeZ,ru a fematiua e a, b C .4, tais que (a, b, Á)
(0). Então la, Z,l C .V.

Z)emonstrnção. Para quaisquer z,y C -A, pela função de Kleinfeld (2.4),
sabemos que /(z,y, a,b) = (zy,a,b) -- g/(aç,a,b) (Z/,a,Z,)z = 0. Por (2.7),

temos que (la,bl,z,Z/) = /(z,Z/,a,b) (lz,yl,a,Z,) = 0. Logo, la,Z'l C .V. []

Corolário 2.1.5. Sejam .A uma áZgebrn aZter7zatáua. .Então l.V, .AI Ç N

Z)emonstrnção. Sejam .A uma álgebra alternativa e n C .V. Pela função de
Kleiníeld (2.4), temos /(z,3/,n,b) = (ZZ/,n,b) g/(z,n,b) (y,n,b)z = 0.
Por(2.7), temos que(in,bl,z,y) =/(z,y,n,b)(lz,3/l,n,b) = 0, para todos
z,y,b c .A. []

Corolário 2.1.6. Sejam .A uma áZgebrn aZte77}atiua, z,g,z C ..4 e n C N
E\i,ão

n(z,y,,)-(nz,Z/,,) ,g,.) ,)n(2.8)
Z)emonstração. Utilizando o Lema 2.1.1 e o Corolário 2.1.5, temos

(nz, Z/, ,) (Zn,y,,) ,l,V,,)

n(z,Z/,')(z,Z/,;)n(z,3/,;)l
terminando assim a demonstração.

e

n

Seja .A uma álgebra alternativa sobre um corpo F'. Lembremos que .A
denota a álgebra .A acrescida da unidade.

Lema 2.1.7. Seja .4 uma áZgeóru aífervlatãua e seja n C AÍ, taJ que n.Án
(0). Então íd<n>' = (0).

l)emonstmção. Vamos mostrar que .An.4 = id<n>. Como id<n> é um ideal,
temos que .Àn.À Ç id<n>. Para mostrar o inverso, basta verificar que .Án.A é
um ideal da álgebra .A. Sejam r C .A e s,t C .A. Por (2.8), temos

,.s"' (,, s,nt) rs.nt n(r, s, t) C .AnÁ
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Analogamente, temos que snt.r c .4n.A. Então .4n.A é um ideal, ou seja,
.4n.4 = id<n>. Vamos verificar que rns.tnu ::: 0, para todos r,s,t,u C .A.

Por (2.8), temos

rns.tnu ,(n..tn«) + (,, n., tn«)

,((ns.tn)«) ,(ns, tn, «) + n(,, ', tn«)
,((n(st)n)«) ,.n(., t, «)n+(,'', s, n.tn«)

Logo,id<n>' D

2.2 Algebras alternativas simples
Vejamos algumas propriedades das álgebras alternativas simples.

Teorema 2.2.1. Sda .4 u«.a áZgeb« .lte«,«fá- simples. .Então Z(.A) = (0)
- Z(-A) é «m «T..

Z)emonstração. Seja Z = Z(.A) # (O). Sabemos que Z é um anel associativo
e comutativo. Vamos mostrar que Z é um corpo. Seja 0 # z C Z, então z.4
é um ideal de .4. Como .4 é simples podemos observar que, para qualquer
z C ..4, temos z..4 = (0) ou z.A = ..4. Vamos supor z'4 - (0). Seja álgebra .A
sobre um corpo F'. Considere o subespaço Fz e a C F. Para todo a C .4,
temos aza = 0. Logo, F'z é um ideal não nulo de -A, contradizendo que .4
é simples. Então z.4 = .A. Logo, existe e C A, tal que ze = z. Seja z € .A.
Temos que z = zy, para algum y C .A. Logo,

.z = e(.y) = (e,)y = (ze)Z/ = Z

Analogamente, prova-se que ze ::: z. Então e
zz' = e. Para todos z, 3/ C .A, temos

l € Z. Seja z' € .A, tal que

(;',«,y) (,',.t, z/) -',t, y) (e, t, y)

para um adequado t C .A. Analogamente, obtemos (z, z', g/)
Então z' C N(.A). Pela identidade (2.1), temos

(«,y,z')

0.

0

[,',«] l,',ztl ;l,', tl + 1., tl;' je,tl

Logo, z' C Z. Então o inverso de z é z' C Z. D

Uma álgebra .4 sobre F' é chamada central se Z(.A) = -F
Seja .A uma álgebra, e a C .4. Definimos os seguintes operadores de

,4 --, ..4, tais que /?:.(a) = ca e L.(a) = az, para qualquer z C .A. A
subálgebra de End(.A), gerada por nz e -L:, é denotado por À4(Á).
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Teorema 2.2.2. Seja 4 wma áZgebra aZte7 zatiua, simples e central saem F
e K zma extensão sobre F. Então a átgebra AK -- K 6)p A é uma álgebra
central simples sobre K.

Z)emonstrnção. Vamos mostrar a simplicidade de .4K. Seja U ideal não
nulo de ÁK. Seja u C t/ não nulo, onde u = }:iki ® ai, tais que ki C -K,
ai C .A, o conjunto dos ki é linearmente independente sobre F e u tenha
o menor número de ai #: 0. Seja i\4(.4K) a álgebra de multiplicações da
álgebra .AK e considere a -F-subálgebra .4* = .A/''lK(.A) de .A4(.4K), gerada
pelos operadores que são multiplicação por elementos de .A. Se Wr € .4*
temos que W'u :: :iki 6) yai C U. Podemos assumir que ai # 0. Como
Á é simples, temos al 4 ;:; ..4. Logo, existe Wo C .4*, tal que Woai :: l.
lbmemos

ui = Wou ki ® Woai + k2 ® Woa2 + . . . + k,. 8) moa.
ki e) 1 + k2 ab + . . . + k« ® aÍ,. C t/.

Para arbitrário a C .4, temos

li ® «, u:l jl®a,ki6)1+k2 a +...+k«®a;,,l
jl e) a, ki e) ll + j1 (8 a, k2 e) abl +

(l ® a)(ki ® l) - (Àa ® 1)(1 ® a) +

+(l ® .)(k« ® .;,,) - (k,,. ® «.)(l ® «)

k2 ® la, al1l + ... + k. a) la, a.l C u.

+li®«,k- ®.;,.l

Como u tem o menor número de ai # 0, temos que jl ® a, uil = 0. Como
o conjunto dos ki é linearmente independente, temos la, a;l = 0, para todo
á = 2, ..., m. Portanto, a; C K(.A). Podemos observar ainda que, para todos
a, b C .Á, temos

(l ® ., ui, l ® Z,) (l ® a,ki 6) 1, 1® b)+(l ® a, k2 e) a;, l® b)
+... + (l ® a, k- êO «;,., l ® Z,)

k, ® (', 'l:, z,) + ... + k« ® (., .;,., ó).

Como ki é linearmente independente sobre F' e u tem o menor número de
ai # 0, temos que (a, a{,b) = O. Logo a{ C .M(.A). Pelo Teorema 2.2.1, temos
«: € Z(.A)

Defina aÍ = ai C F', temos

ul ki®l+k2®a2+...+k. ®a.
kl 6) 1 + a2k2 ) 1 + . . . + a,.k,. ® l

(kl + a2k2+ ...+ cv.k«) ® 1= k e) l,
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onde 0 # k C .f(, pois ki é linearmente independente sobre F'. Observe que
ul(k'l e) 1) = 1 e) l € U. Logo, U = ..'!K, ou seja, .AK é simples. Vamos
«rificar que Z(.AK) = K. Sda ; = E: ki ai € Z(.At), com ki é linear-Dente
independente sobre F. Para todos a, b C .4, temos

o - l,,i®.l- >:k:®l.:,.l
Z

e

(,, l ® «, l ® Z,) - >: k: 6' (':, «, Z')

Z

Então, ai C Z(.A) = F'. Defina ai = ai € r'. Temos que z = 1:iki ai =
E: aiki ® l C K'. Portanto, Z(AK) Ç K'. Como -K Ç Z(.4K), temos que
Z(.Ax') = K, terminando assim a demonstração. []

Proposição 2.2.3. Anão eüstem áZgebras simples ZocaZmenfe nilpotenfes

Z)emonstrnção. Seja .A uma álgebra localmente nilpotente. Vamos assumir
por contradição que .A é simples.

Seja a € Á não nulo e considere o ideal /. gerado pelo conjunto .Aa + a..'i.
Como .4 é simples, temos que /a = .A. Podemos encontrar 0 # zij C .A, tais
que

]©: . ]©:,a
á-l

(2.9)

onde M,:, é R,:, ou -L=i.
Seja B a subálgebra de .A, gerada pelo conjunto de elementos

{a) nll, . . . ) Zlkl ) , Ztl, . . )Ztkt}

Como B é nilpotente, existe n C .V, tal que B"
segundo membro por (2.9) teremos

(0). Substituímos o a do

A&:*.(}: ]l ..M:,...Ã6:*:«),

Repetimos o processo n -- ] vezes, teremos a = 0. Logo, .A não é simp]es. []

t

lZ
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2.3 Identidades do centro associativo das álgebras
alternativas

Vamos agora analisar algumas propriedades do comutador e do associados

Proposição 2.3.1. Seja .4 ama áZgebrn aZlernaÉãua, a,b,c,r,s,t,u C .A e
n c N. Então

/. In,.l(',ó, c) e (.,z,, c)in,.l

2. In,.l(,,.,t) in,,l(',s,t) . (,,s,t)in,al (a,s,t)in,,l

g. (., b, c)(,, s, t) in, u]

Dentonstração. 1. Pelo Lema 2.1.1 e Corolorário 2.1.5, temos

In, .l (., ó, c) (', in, .lz,, c)
(', in, .ól, c) - (., .In, ól, c)
(., «, c) in, z,l

da mesma forma, provámos a outra identidade

2. Basta linearizarmos as identidades do item anterior

3. Sejam d = (a,b,c) e di = (r,s,t). Pelas identidades (2.1) e (2.8) e o
Corolário 2.1.5, temos que aln,ul dul n(a,Z,,c) + (a,Z,,c)n
In,aul. Logo

aln,ul in,ula. (2.10)

De acordo com (2.10), temos que

aialn,ul = iln,aul = in,duldl = in,Miai = ddiln,ul. (2.11)

Consideremos h = (r, s,t)(a,b,c)in,ul. Sabemos, pelo item 2 desta
proposição, que h é anui-simétrico nas variáveis a, b, c, u. Pelas iden-
tidades (2.10) e (2.11), temos que será h anui-simétrico em todas as
variáveis, com exceção a variável n. Dessa forma, temos

(,, ., t)(., b, .)in, ul (', ., t) (,'', Z,, c) in, ul
(., ó, t) (,'', s, c) in, ul

(., Z,, c) (,, ., t) in, ul
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Por (2.10), temos

(,, ., t)(., Z,, c)in, ul (a, Z,, c)(,, s, t)in, ul
(., b, c)in, («, ., t)ul
In, (,, ., t)ul(«, ó, c)

(,'', s, t) in, ul (., Z,, c)
(,, ., t) (a, Z,, c) in, ul

Logo, (,, s, t) (a, Z,, c) in, ul
D

Para uma álgebra .A, chamamos o ideal -D(.A)
de ideal assocáador.

id<(a, Z,, c) la, b, c c ..'!>

Proposição 2.3.2. Sda .A ama álgebrn arbátráha e -D(-A) o ideal assocáa-
dor. Então

0(.4) Á, .A).A .A, .A).

Z)emonstração. Como (7 = (.A, .4, ..4).A é um subespaço gerado pelos associa-
dores multiplicados por elementos da álgebra ou do corpo, temos que C está
contido em 1)(.4) e contém todos os associadores. Logo, basta mostrarmos
que O é um ideal.

Como C é um subespaço, basta verificarmos se o produto de elementos
de a por elementos de .4 pertence a (7. Para tanto, vamos verificar a mul-
tiplicação à esquerda. Sejam a, b, c, d, e C .A. Pela propriedade distributiva
da multiplicação, basta mostrarmos para elementos geradores. Por (2.5),
temos que

a(Z,, c, d) C C.

Pela definição do associador, temos que

«((b, c, d)e) («(b, c, d))e - (., (Z,, c, d), e)

Por (2.5), para provarmos que (a(b, c, d))e € (1; é suficiente verificarmos
que ((a, b, c)d)e C O. Pela definição do associador, temos

((a,b,c)d).(',b,c)de +((',b,c),d,e) € C.

Então,
«((Z,,c,d)') c,d))e (a, (Z,,c,d),e) C C.

A multiplicação à direita vem da definição do associador e das observações
anteriores. Logo (7 é um ideal e, como a está contido no menor ideal
gerado pelos associadores, temos que a = Z)(..4). Analogamente, prova-se
q- 0(..4) .A, .A). []
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O maior ideal contido no centro associativo da álgebra .A chamamos de
nzícleo associativo e denotamos por U(.4).

Proposição 2.3.3. S©a .A uma áZgebm arbátráha e U(.A) o ntícZeo assocí
atino. EbXão

U(.A) = {z C Álz.A Ç N'}.

Z)emonstrução. Vamos mostrar que 23 :: {z C .Alar..4 Ç .N} é um ideal em ]V.
Observemos que se z C -B então z C N. Como N é uma subálgebra temos
que a soma de elementos de B pertence a .B. Logo, falta mostrarmos o que
ocorre quando multiplicamos elementos de -B por elementos da álgebra.

Sejam a, b C .A e z € Z?. Temos que

:«Z'.a = z.Z,a + (z, b, a) C B

bz.a .z«+(Z,,z,a) zal+za.Z,+(b,z,a) C-B.

Agora é preciso verificar que H(.A) está contido em -B. Seja u € U(.A).
Sabemos que u e ua C .7V, para todo a € .4. Logo, u C -B. []

e

Vejamos o que ocorre quando multiplicamos o núcleo associativo e o ideal
associador.

Proposição 2.3.4. Soam .4 uma álgebra arbàtráha, -D(.A) o ideal associa
dor e U(.4) o nlíc/eo associativo. Então

0(.A)U(.A) -0(.A)

Z)emonslração. Pelo Lema 2.1.1, sabemos que u(a,b,c) = (ua,b,c) = 0 e
(a, b, c)u = (a, b, cu) = 0, para quaisquer a, b, c C .A, u C U(.A). Temos (lue

U(.A)(.4, .4, .A) .A, .A)U(.A)

S.jam a, b, c, d C .A e u C P(.A), temos

u((a, Z,, c)d) Z,, c))d

Logo, U(.A)((-A, .A, -A).À) = U(.A)-D(-A) = 0, provando assim a segunda igual-
dade. A primeira é provada da mesma forma. []

Denotaremos por P(.A) o ideal da álgebra .4 gerado pelo conjunto l.V, .41

Lema 2.3.5. Seja ,4 uma áZgeóra altematiua. ;Então P(.4)
.41.N,.41.

l.N,.41.A
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Z)emonstração. É claro que IX, .AI.À Ç P(.A). Vamos mostrar o contrário,
provando que o subespaço M - l.V, .,41..4 é um ideal da álgebra .A. Nesse
caso, benta analisam)os a multiplicação entre elementos de M e elementos

Sejam z, ; € .A, n C N e Z/ C .A. Temos
de..4

Z/in,«l (nz #n)Z/ + 3/(nz - -) (nz :«n)y

In, zlZ/ + ly, in, rll € M.

Podemos verificar que

In, :,IZ/., ((n:«)y), - ((«n)Z/),
(nz)(y,) (zn)(3/.)
In, zl(z,) c w.

Para finalizarmos, temos

..(in,«Ig) ,((n:«)y (zn)y)
(,(nz))y - (,(-))3/
(,in, zl)y CÇ M.

Logo, .A4 é ideal de .A e, portanto, P(.4)
p(.4) - .AI.v, .AI.

M. Analogamente, plovamos
D

Lema 2.3.6. Sejam Á uma áZgeZ)ra aZtematiua e P(.A) o ádeaZ gerado pelo
conyunt. l.V, .AI. .Então (P(.A), .A, .A) Ç N

Z)emonstração. Pelo Lema anterior, basta verificar que (lz, nly, z, t) € N,
para todos n, y, z, f C ..4 e n C N. Pelo Lema 2.1.5 e as relações (2.8) e (2.1),
temos

(lz,nly,.,t) lz, nl(Z/, ., t)
1:«(y, ,, t),nl «l(Z/, ,, t),nl
1=(V, z, t), nl C l.A, /VI Ç .M.

Logo, l.A, a'l Ç N. D

Vejamos outras identidades para uma álgebra alternativa
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Lema 2.3.7. Seja .A uma áZgeóra aZte7v atava. .Eníâo

(,, y, (z, Z/, ;))

((z, 3/, ;), z, Z/)

(z,y,,).lz,Z/l

z,yl(z,3/,,),
-(,, Z/, z) lz, Z/l,
0,

(2.12)
(2.13)
(2.14)

para lodos z, 3/, z C .'4

Z)emonsíração. Sejam z, y, z C ..4. Vamos provar a identidade

(ZZ/)(z, Z/, ,) = y(z(z, y, ,))

Pela definição do associador e a identidade de Moufang à esquerda, temos

(zy)((zy);) (zy)(z(y,)) 3/(z((ZZ/),) + y(:,(z(Z/,)))
(açy)2z -- ((ZZ/)(zy) + (yaç)(açy))z + Z/(z'(Z/z))
((zy)2 (aç3/)2 -- Z/z2y + yaç2Z/)z = 0.

Para provarmos (2.12), basta aplicarmos a identidade provada. Temos

(z, Z/, (z, y, ,)) - (3/, z, (z, Z/, ,))

-(3/z)(z, y, ,) + Z/(z(z, Z/, ;))

-(yz)(z, y, z) + (zy)(z, 3/, ,)

lz,Z/l(z,y,;).

A identidade (2.13) é análoga à (2.12).
Para a verificação de (2.14), usamos as identidades (2.12) e (2.13). Temos

(«, Z/, .) . lz, Z/l (z, 3/, ,)lz, Z/l+ 1,, yl(z, Z/, ;)
-((#, y, ,),z, Z/) +(z, g,(z, y, z))

como queríamos demonstrar. n

Lema 2.3.8. Seja .4 uma áZgebrn aZfe7 zat ua e z, Z/ € .4. -Então para qzzaás
quer elewientos u,u da subálgebra gerada por n,y, temos

(.4, u, «) Ç (.A, «, Z/)

Z)emonstrnção. Seja -B a subálgebra gerada por z, y e os monõmios não nulos
ui,u2,u{,ul! € B. Denotemos por d(ui) o grau do monâmio ui. Vamos
provar por indução em n = d(ul) + d(u2), que vale (.4,ul,u2) Ç (-A,:«,3/).

Param = 2, temos ul = ce u2 = Z/ ou ui = ye u2 - z, portanto(.A,ui,u2) Ç
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(.A,z,y). A nossa hipótese de indução será que (.A,ul,ul!) Ç (.4,z,3/) é
válida para d(uÍ) + d(ub) < n. Denotamos r = s se r s C (.A, z, Z/). Pela a
identidade de Moufang, temos

(,, z, g/zy) - (,, ZZ/z, y) (zz)(Z/zy) - ;(z3/«g) (.(zyz))3/ + ,(ZZ/z3/)

(((-)y)z)Z/ - (((,z)Z/)z)3/

Logo,
(z,z,yzy) «3/«,y),

para arbitrários aç, y, z C .4. Ao linearizarmos (2.15), obtemos

(2.15)

(2.16)(,,t,yzy) (., «y.t, y)+(z, t3/.z, y) +(z, Z/t3/, z)

Vamos agora considerar dois casos:
Caso 1: Um dos monâmios inicia e finaliza com o mesmo elemento

Suponhamos ul = zuiaç, tal que ui C .B é monâmio não nulo e d(t;l)
d(ul) - 2. Seja z C .A. Por (2.16), temos

(., ul, u2) (., :«lz, u2) = (u2, ,, z«l,)
(U2, «1Z.,, Z) +(U2, -.«], Z) +(u2, #-, UI) 0,

se ul = z2, teremos

(,,ul,u,) (,,n',u2) =(-, z,u2) +(., z,zu2)
(z, z, u2) = 0.

Caso 2: O início ou o íim do monâmio u2 tem o mesmo elemento que o
início da palavra ui. Sejam ul = içui e u2 = zu2, com d(ol) = d(ul) -- l e
d(t;2) = d(u2) -- 1. Pela linearização de Moufang, temos

(,, -1 , -:) -- (z«2 , z«l , ,)
(:«u2, zui, z) +(zu2, z, ul)z +(zu2,z, ul) = 0,

terminando assim a demonstração. U

Corolário 2.3.9. Seja .4 uma áZgebrn altar'7}aí ua e z,y,z € ..4. .Então
para todos elementos ui,ui da subálgebra gerada pelos elementos z,IJ, onde
i = {1, 2}, urze a re/anão

lui, «i, ,) . lu2,u21 ' o (2.17)
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Z)emonstrnção. Seja 1? a subálgebra gerada por z,y e os monâmios não
nulos u,u,u',u' € .B. Denotemos por d(u) o grau do inonâmio u. Vamos
pl'oval por indução em n = d(u) + d(o), que vale (ul , ul, z) o lu, t;l = 0. Pelo
Lema anterior e a identidade (2.14), temos que para n - 2, a identidade
(ul,ul, z) o lu, t;l = 0 é válida. Nossa hipótese de indução será (ui, ul, z) o
lu',u'l = 0 é válida, para d(u') + d(u') < n. Pelo Lema anterior, temos que
eüste , C .A, tal que (ul,',l, z) = (z,y, .i). Se d(u) > 1 e d(u) = 1, podemos
supor u - iç Pela linearização de (2.14) e a hipótese de indução, temos

(ui,«:,,).lu,«l (z,y,zi).lu,zl
-(z,u, ,i) . IZ/, zl y, z2) . lz, Z/l - 0,

para uln adequado z2 e.4.
Se d(u) > 1 e d(«) > 1, temos

(ui,«i,.) .lu,«l (z,y,,i)olu,«l
(z, Z/, ,i ) o lz, ul

0,

(Z,U,.l) .lu,Z/l (u, u, ,i) o lz, Z/l

terminando assim a demonstração. n

Teorema 2.3.10. Soam .,4 uma áZgebra aZtemlatáua, z, Z/ C ..4 e Z? a subáZ-
gebra gerada rezas elementos z,y. .Então, para todos uí,ui C .B,r,s € .4 e
wi = lu{,uil onde á = {1,2,3l}, uaZezrz as identidades

(,«l . W2, ', ')«3
(w: : , ,'', .)«,,

(«:'(«, . «:), ,, ;)
(«?«,' , ,, .)

w3(.«1 . .«2, ,, s) = 0,

w2(w:', ,, .) - 0,

((«,2 . «,3)wl',,', .) = 0,
0.

(2.18)
(2.19)
(2.20)
(2.21)

Z)emonstrnção. Mostraremos que, se r C .4 e u C .B, temos

(.«l o «,2, u, ,) (,«? , u, ,) (2.22)

Pela linearização de Moufang e a identidade (2.17), temos

(«- . «,, «, ,) (,, .«l , U)««2 + (,, ««2 , U).«l
+««2(«,1, U, r) + W1(«,2, U, ,)

w1 . («,2, U, ,) + W2 . («,1 , U, ,) 0

Analogamente, provámos (w?, u, r) = 0
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Vamos agora verificar a identidade (2.18). Ao usarmos (2.13), (2.22),
(2.17), a linearização de Moufang e o teorema de Artin, temos

(««l o w2, ,, .)«,3 -(«: . «,, ,, ')[«;, «;]

(wl o «,2, u3, .)l,, ual + («,i . w2, ", "3)lu3, sl

(wi . .«2, "3, "3)l,', 'l+((.«i o -«2, ', '), u3, «3)

((WI 0 «,2, U3, .), ,', .,3) + ((.«1 0 W2, ,, .,3), U3 , ')
((,«l o .«2, u3, "3) , ,', ')
((wi . ,«2, ,, .), u3 , «3)
(W1 .(,«2, ,, .), u3, «3) +(«,2 .(«,1, ,, '), U3, «3)

w1 .((««2, ,, '), u3, «3) +(.«2, ,, s) .(«,l, u3, "3)

+.«2 .((.«1, ,, S), U3, «3) +(.«1, ,, S) .(«,2, U3, "3) 0

Analogamente, provámos a outra identidade.
A verificação da identidade (2.19) é análoga à anterior.
Para provarmos a identidade (2.20), usamos a identidade (2.22) e a

função de Kleinfeld. Temos

/(«,?, .«2 ':' w3, ,, s) /(,, S, «,1 ', .«2 ' w3)
(«, w:', .«2 ' '"3) -- '(,, ««:', .«2 . w3)

--(s, «,i', .«2 o w3)r = 0.

Apoia, ao utilizarmos as identidades de Moufang linearizada, (2.18) e
(2.19), obtemos

(«,1 '(««2 . w3), «, s) /(WI', w2 ' '"3, ,'', S) + (.«2 . w3)(««1:, ,, S)
+(««, . w3, ', ').«1:
«,2(.«3(WI ', ,, S) + ««3(.«2(«,1', ,, .)

+((.«2 . «,3, ,, s)«,l)«,l = 0.

Analogamente, provámos as identidades ((w2 o w3)w12, r, s) 0 e (2.21). []

Um resultado interessante é sabermos como são os elementos do associ.
odor. Esse resultado é um corolário do teorema anterior. Sejam z,Z/ € .A
Definiremos as funções

nl(,,y) l:«,VI',
n2(z,3/) = lz,3/I'(lz,yl . lz,Z/zl),

n3(z, y) = lz, 3/I'lz, yzl'
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Seja .AJXI uma álgebra alternativa livre, denotamos por /VÁztjXI, o seu
centro associativo.

Corolário 2.3.11. Seja .AJX] uma áigebrn aZte7"7}afáua iáure e z,3/ c .AJX].
.Então os elementos n{(z,y) C ATÁztjXI, pa«a í = 1, 2, 3. Temos, ainda,

ni(z, y)z2 -- n2(z, 3/)z + n3(z, Z/) = 0 (2.23)

Dem07zstrnção. Basta observarmos as identidades do teorema anterior. A
relação (2.23) é vá]ida pejo Teorema 1.1.3. []

2.4 O teorema de Shirshov
O I'trema de Kleinfeld diz que a única álgebra alternativa simples, que não
é associativa é a álgebra de Cayley-Dickson. Para a demonstração deste teo-
rema é necessário o Teorema de Shirshov. Para tanto, iremos utilizar alguns
resultados conhecidos das álgebras associativas, que não serão demonstrados
aqui. Maiores detalhes poderão ser obtidos em l21, j141 e l61.

Para a demonstração do Teorema de Shirshov, vamos considerar uma
álgebra .A sobre um anel Q'. Não podemos esquecer que Q' é associativo,
comutativo e possui elemento unidade. Vamos fixar um ideal .r do anel ®

Seja .4jXI uma álgebra livre. Dizemos que o polinâmio / c .AJXI é
admássz'ueZ, se pelo menos um dos coeficientes dos termos de maior grau é o
elemento unidade.

Seja .A uma álgebra. Dizemos que .A é uma P/-áZgebra se existir um p(»
linâmio admissível /(zl,aç2, ...,z«), tal (lue /(ai,a2, ...,a«) = 0, para todos

Dizemos que uma d' álgebra .A é ./inata sobra / se .A for finitamente gerada
e existirem elementos ai , a2, ..., aA; C ..4, tais que, para algum número natural
m, cada elemento c C .A'", pode ser representado na forma c = )ll::::i zia{,
onde zi C J. Se cada {'-subálgebra de .A finitamente gerada sobre / for finita
sobre /, dizemos que a álgebra B é ZocaZmenfe .Prata sobre .r.

'teorema '2.4.1.(Coroláho do Teorema. Heighl em j141)ILeuüztúl Seja A
uma PI.-álgebra associativa $nitamente gerada sobre ®. Se onda elemento
de .A é náZpotente, então .4 é nálpoterzle.

Dada uma álgebra associativa .A, o rndãmZ ZocaZmente nãZpofenÉe de .4,
denotado por r(.A), é o maior ideal localmente nilpotente de .A. Podemos
provar que 4/r(.Á) não contém ideais à direita, àesquerda ou bilaterais não
nulos localmente nilpotentes.
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Proposição 2.4.2. Seja .A uma áZgebra altera atava. Se lz,yl" = 0, para
quaisquer aç,y € .A, então todos os elementos náZpotentes da áZgebrn .A /ar-
mam um {deai.

l)emonstznção. Vamos analisar o caso ein que .A é associativa. Seja / o
maior nil-ideal de .A. O quociente .A = .A/-r não contém nil-ideais diferentes
de zero. Vamos assumir por contradição que existe 0 # iC .A nilpotente, tal
que ik = 0, onde A C N*. Podemos verificar que se k # 2, temos (ãh)2 = 0.
Portanto, vamos supor que o índice de nilpotencia é 2. Considere o ideal
à direita J = i..4. Para todo g c .Ã, temos 0 = li,Pl"ii7 = (i©)"+', ou
seja, J é uin nil-ideal à direita de índice n + 1. Se o ideal J for nulo, temos
que o id<i> ou i'b, será um nil-ideal não nulo de .A. Logo, J # (0). Pelas
hipóteses, podemos utilizar o Teorema 2.4.1, e concluir que J é um ideal à
direita localmente nilpotente. Logo, temos que Z(.4) # (0). Contradição,
pois r(.A) é um nil-ideal em A.

Agora, iremos verificar o caso em que .A é alternativa. Sejam #,y C .A
nilpotentes, tomemos a subálgebra B gerada por eles. Pelo Teorema 1.1.3
sabemos que .B é uma subálgebra associativa. Observe que B satisfaz as
condições da proposição e os elementos nilpotentes formam um ideal. Em
particular, temos que z + y é nilpotente. Seja a C .A um elemento arbitrário..
Considere a subálgebra gerada por a e z De maneira análoga, temos que az
e za são elementos nilpotentes. Conseqüentemente, os elementos nilpotentes
da á[gebra .A formam um idea]. []

Dizemos que um .4-módulo M é noethehano se para cada cadeia de
subinódulos (.A4«)«cW, ordenados por inclusão À4o ç .R4i ç À4e ç ... ç
J14n. Ç ...,' existir nO € N' tal que, para qualquer n > nO, tem-se que À4n =

0

l.borema 2.4.3. rTeorema yT.2.í em /6/) Sqa M um módulo sobra Hm ane!
..4. Temos que .A/ é noethedano se, e somente se, todo submóduZo de .A4 re,
em paüicular, o próprio M) é Ênitümente gerado.

Proposição 2.4.4. ÍProposáção V7.e..4 em /ó/) C/}n módulo .Pnàtamente ge
fado sobre um anel noethedano é noetheüavto.

Lema 2.4.5. Seja .A uma áZgebra .Ênitamente gerada como um ©-módulo
Então cada subáEgebra $nitamente gerada B da átgebra A é $nitamente ge
fada como ©-módaZo.

Z)emonsírnção. Seja R = {bi,...,bk} o conjunto de geradores de B. Poi
hipótese, exibem elementos cl, ..., c,. C .4 tais que .A :: {'ci + ... + {'c. . Em
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particular, temos que bi = }1:E:t praz, com i::: l, ...,k e ciq = )1';=ipljaz,
com pl,pij C Q', i,.j = 1, ...,m. Seja {'o o subanel do anel 'jj gerado pelo

conjunto {l, p:, pij}. Como @o é um anel finitamente gerado, pelo Teorema
2.4.3, temos que é noetheriano. Consideremos o {'o-módulo .4o tal que
.4o = {'oci + õoc2 + ... + (boc.. Observemos que -Ao é uma d)-álgebra que

contém o conjunto de geradores R. Consideremos a 'bo-subálgebra -Bo Ç .Ao
gerado por R. Pela Proposição 2.4.4, temos que .Ao é noetheriano. Como
.4o é módulo noetheriano, temos que Z?o é uln módulo finitamente gerado
sobre a'o. Pela própria construção de Z? e .Bo, temos que -B :: Bo. Logo, .B
é finitamente gerado. []

Teorema 2.4.6 (Hamilton-Cayley). rTeorema XV.,g.8 em /e/g Sejam .A
um módulo, H'' : ..4 --} ..4 uma /unção linear e /Xy o poZànómÍo carnc-

te7x'stáco da matiz associada a Wr com relação a unia base de .A. Então
/W(W)

Lema 2.4.7. Seja .4 uma áZgebm ./inata sobra l. -Então ..4 é localmente ./imita
sobre l.

Demonstração. Seja .4 uma álgebra finita sobre / e 23 Ç .A uma subálgebra
arbitrária finitamente gerada. Vamos mostrar que B é uma álgebra finita
sobre .r. Como .A é finitamente gerada como /-módulo, temos que .B é
finitamente gerada como l-módulo. Falta verificarmos que -B :: .B//-B é nil-
potente. Seja a álgebra das multiplicações MA(.B), definida por -B*. Como
b2 = LÕ(b) = Rb(b), onde b C B, é suficiente mostrarmos que a álgebra
.B* = B*/-ZB* é nilpotente. Sejam al, ..., a. C .4 e um número natural m, tal
que .A'" Ç ]al + ... + /a.. Para todo W' C B*, temos que W"ai C ..4", onde
i= 1,...,n. Logo, W'"ai:: sinal + ... + si«a,, onde sij C -r;{,.j = 1,2,...,n.
Como ai é gerador de .A", iremos definir S como a matriz de dimensão n x n,
composta pelos elementos sij. Para cada c C -Á' tal que c = miai + ...+z.a.,
onde zi C /, associamos lcl = (zi, ..., z.). Denotamos por â a coluna

Temos que W"c = lcl.S.â, com o produto usual de matrizes. Observemos
que Wt"c :; lcl.Sk.â, para todo k natural. Pelo teorema de Hamilton-
Cayley, temos que a matriz S é uma raiz do polinâinio característico, isto
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é, S" = )ii:Z:é aÀ:Sk onde ah C /. Seja ]ç um elemento arbitrário da álgebra.
Consideremos

};}/rm(n+ 1) g

n, l
w""(w'z) = lw'zl.s".â lw'"zl.s':a

k-o
n -- l n -- l

>ll: aÀ;W-*(W"';) W'@+O)z,k-ok-o

como z é arbitrário, obtemos que

n, l

}ym("+1) . }' akW'"(k+i), ak € .r
k-o

Temos que }y"("+i) C /.B+ para qualquer elemento }y € B*, isto é, .B*
satisfaz a identidade polinomial z"("+i)=o. Pelo Teorema 2.4.1, temos .8 é
ni[potente.[]

Seja X = {a.} um conjunto de geradores da álgebra alternativa livre
,4ZtjXI. Chamamos de ri-palavras aos produtos não associativos da forma
<aÜ,...,ai.> tais que <al> = al e <al,...,an-l,an> = <al, .-.,an-l>a«. Se o

conjunto de geradores foi'em ri-palavras, dizemos que os produtos não ass(>
ciativos da forma descrita acima são r2-palavras. Dessa maneira, definimos
as ri-pa]avras. Seja ]\4 = {mi} um conjunto da álgebra A. Definimos da
mesma forma as ri-pa]avras de ]W.

Teorema 2.4.8. rTeomrna 5.5 em /].47) Se/a .4 ama áZgebra aZte77zatÍua e
U - U(ZI, ..., Zn) Uma palavra arbitráha nâo associativa. .Então para lodos
os .lamentos «i,...,«. C ..4 . fazem.nto u = «(.i, ...,.«) é mp«seno«do em

J07'7na de combànaçoes Záneares de r2-paZazi7'us de al, ...,an c07n 0 7nei?no
comphmento que u.

Seja .AZtjXI a álgebra livre. Dizemos que cada elemento .f = /(zl, ..., z«)
da álgebra -AZtlXI é um .j-poZínómào aitemlaÍáuo, se for expresso por elementos
do conjunto X pelas operações de adição, multiplicação por escalar e mul-
tiplicação quadrático (Uy# = z3/aç). Denotamos por .j.41tjXI o conjunto de
todos os j-polinâmios alternativos e JJX] o conjunto de todos os j-polinâmios
associativos.

Seja .A uma álgebra alternativa. Dizemos que um polinâmio admissível
/ é identidade se .f(al , ..., a.) = O, para arbiti'ários aí C .A.
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Teorema 2.4.9. rTeomma 5.g em /]4/) Soam .4 uma {'-áZgebrn associativa
e {ai} o conjunto de geradores de .4, tais qwe o conjunto dos poiãnómios
jllaill satái!/az algum poZánómão identidade. Se cada elemento do conjunto
.jllaill é aZgébhco sobre /, então a áZgebm .A é ZocaZmente .Pnãta sobra /.

Denotamos a- o homomorfismo canónico da álgebra .4ZtjXI para álgebra
..4ssjXI, onde .AssjXI é a álgebra associativa livre gerada pelo conjunto X

],ema 2.4.10. Sejam X um conyunlo gerador da áZgeóm aZtervlatáua e / :;
.f(zl, ..., z«) C .j..!ztjXI, então

R.f(,:,...,,.) ...,R...).
Z)emonstrnção. Seja S o conjunto de todos .j-polinõmios onde vale

R;... . ~ -- KfeRIt/(zl,...,=«)

Como ..4ZtjXI e .4ssjXI são gerados por X, temos que X Ç S. Como
R, é linear, temos que S é fechado com relação a -Z-combinações lineares.
Vejamos se S é fechado na multiplicação quadrático. Seja / C S. Como /
é .j-polinâmio e a- é o homomorfismo canónico, valem a-u = n- e a-/ ::= /n-.
Logo,

«-/(-R,: , ..., &..).

x/'(,:,-.,,.) ,-.,,.) ...,-n,.)I'(.&:,...,.r&,.).
Sejam /, g € S. Ao utilizarmos a identidade de Moufang à direita, temos

RÍgf tz * .. - .= n] B.f(=i,... ,,.) Rs(=i,...,,.) R.f(zi,...,z« )

«-/(x,: , ..., a,,.)«-g(a,: , . .., .&.)«'/(/t.. , ..., &. )

«-/(/L: , ..., .r?.,.)(«''(g(R,. , ..., R,.)/(a,: , ..., /L.))
«tfgf) tR.. . . . . . R,..').

Observemos que S é gerador e fechado com as operações de multiplicação,
soma e mu]tip]icação quadrático. Logo, S = .j.,lztjXI. []

Seja / C .AZtjXI. Dizemos que f é essencial, se n-/ é um polinâmio ad-
missível na álgebra .ÁsslXI.

Lema 2.4.11. Seja ,4 uma ã'-áZgebm alte7vzatiua com c07Üunfo de geradores
R - [al, ..., ak} e o submád%Zo ]W = .j,.l!.]a] bati:i$az um poZànómio essen-

cial identidade /, onde / C .j.4ZtjXI. Se cada elemento do submóduZo de .A/
á aZgébhco sobra /, então para um nlímero natural n, todas as ri-palavras
geradas pol' ai de comphmevtto maior ou igual ü n são representados eDIl
fomrta de l-combinações lineares de tt-palavras geradas por ai de comph-
mento lrlenor que n.
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l)emonst«ção. S.ja a = (...((ai.ai,)ai,)...)ai, uma rt-palavra, onde ai, €
.f?. Temos que a = /?ai. '''/?aia/?ai2ail Logo, e suficente provarmos que a
subálgebra .4* da álgebra de multiplicação -R(.A) gerada por Rai, .., R... é
finita. Sejam di(zi), ... , d«(zi) .j-polinâmios alternativos arbitrários. Temos
que

Ü(al, ..., ak) € Ã4,

para todo t. Pelo Lema 2.4.10 e pelo fato que /(mi) = 0, para quaisquer
mi C -ZW, teremos

«-/(n'di(R...), ..., «'d«(R...)) n-/(R.i: (..) , ''', R.Ü(..))
R/(di(ai),...,'h.(ai» ' 0.

Pelo fato que .jjXI = n'(.j.,!ztjXI), temos que o conjunto de .j-polinâmios de
oral , ..-, R.X;} satisfaz o polinõmio identidade n-/ = 0. Como os elementos do
submódulo M são algébricos, para todos .j-polinâmio d(31, ..., ZÀ;) € .j..ut IXI,
existe um número natural m e elementos zi C .r tal que

d"'(.l,...,.k)
m l

>: ,:J(':, ..-, .k)
{-1

Ao utilizarmos outra vez o Lema 2.4.10 e o fato que d''(açl, ...,zk) C
j,41tjXI temos que

(«'d)"(n.: , .. ., R. ) r((Z")(-R.., ..., R.) = Rdm(..:,...«)
m -- l m -- l

>: 'i'Rd'(.:,-.«) ;i("d):(R.:, ..., R.)
{-l {-l

Temos que cada .j-polinâmio do conjunto {R.:, ..., R..* } é álgebrico sobre /.
Pe[o Tmrema 2.4.9, temos que .4* é ]oca]mente finita sobre -r. []

Seja X um conjunto gerador, o monânio açi:zi,...zi. c .,4ssjXI e + a
involução em .4ssjXI. Temos que (zi:zi,-..zi.)* = zi...."i,zi.. Seja / =

>,cvíui um polinõmio, onde a{ C F' e ui são monâmios. Ao aplicarmos a
involução em /, temos /* = )ll: anui

['eorema 2.4.12. rTeorema 3.3 emz /].479r(7oÀn,) Sl#am X um c07Üunto ge-

rador, AssjXI Q álgebra associativa, geradct por X tal qve CL inuotuçÕ,o + é
sàméthca. Se a ca,d(X) < 4, então .4ssjXI = jjXI.
Lema 2.4.13. (;bda P/-áZgebru aZte7"7}atáua satázl/az um poZánómáo essencial

identidade ./l onde / c j.4ztjXI.
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Z)emonstrução. Seja g(=1 , ..., aç.) = 0 um polinâmio identidade essencial em
uma Pl-álgebra .A. Defina p(z, Z/) = g(ZZ/, açy2, ..., ]ç3/"). Como g é polinâlnio
identidade, temos que p(aç,y) = O, para todos ]ç,g/ € ..4. Pelo Teorema
de Artin temos que a álgebra .4Ztlaç, Z/l é associativa, e portanto isomorfa a
.A«lz, 3/l. Sda

a(z, Z/) y)P*(z, Z/).

Como a cardinalidade de um colljunto finito é igual ao números de elementos,
temos que o conjunto gerador de .Assaz, yl tem cardinalidade igual à dois.
Como 0*(z, Z/) = (p(z, y)p*(z, y))* = p"(:«, 2/)p*(z, y) = 0(z, 3/), te:nos que a
involução é simétrica. Logo, pelo I'eorema de Cohn, temos que o polinâmio
0(z, y) é um .j-polinâ«iio, ou sda,

0(Z, g) C .jllz, VJI = .j,u.llz, Z/}l

Temos que 0(gç, 3/) é um elemento essencial e uma identidade da álgebra .A,
terminando a demonstração. []

Teorema 2.4.14 (Shirshov). Sda .A uma P/-áZgebrn aZtematãua sobre (b

com c07Üunto de gerudares R = {ai} e sda M o conlunfo de todas rl-
palam'as dos elementos do conjunto R. Se cada elemento do submóduto
.j.ztlMI é aZgébhco sobre ádeaJ /, então a áZgebrn .A é localmente ./inata sobre
l

Z)emonstrnçâo. Pelo Lema 2.4.7, temos que uma álgebra finita sobre /, é lo-
calmente finita sobre /. Logo, é suficiente mostrarmos que todo subconjunto
finito de R gera uma subálgebra finita de .A sobre /. Sda 1? uma subálgebra
arbitrária gerada por um conjunto finito .l?o = {aii, ..., aik}. Como .A é uma
Pl-álgebra, temos pelo o Lema 2.4.13, que .A satisfaz um polinâmio identi-
dade essencial. Pelo Lema 2.4.11, podemos tomar um número natural n, tal
que para cada ri-palavra do conjunto .l?o de comprimento maior que n lé
representada em forma de combinações lineares das ri-palavras de compri-
mento menor que n e escaleres em /. Denotamos por Ri o conjunto de todas
rl- palavras dos elementos de .l?o, com comprimento menor que n. Repe..
tendo o processo em Ri, encontraremos um número natural m, tal que cada
ri-palavra do conjunto Ri com comprimento maior que m-- l é representada
por combinações lineares de ri-palavras do conjunto RI de compriment(i me-
nor que m. Observemos que para cada r2-palavra de comprimento maior
que mn l há combinação linear de r2-palavras do conjunto -l?o de menor
comprimento mn. Pelo 'l'trema 2.4.8, concluímos que cada produto de mn
ou mais elementos de /?o é representado em forma de combinações lineares
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de produtos com um número menor de fatores de /?o. Conseqüentemente, a
á[gebra B é finita sobre /, como queríamos demonstrar. []

2.5 O teorema de Kleinfeld

Lema 2.5.1. Seja .4 uma áZgebra com unidade sobre o c07po F e .K wma
e:pensão de F. Se cl átgebra A ::; K ®F A é quüdrática sobre K então a
áZgebrn .4 é quadrátãca sobre F'. Se .A é uma áZgebra com composição com
7'eZação â n0717za ã, então .A é uma áZgebra com composição onde a n07ma
n será a mstdção da n07ma ã a A.

Z)emonstração. Seja z € .À. Temos que z satisfaz a relação z2 -- i-(z)z +
ã(g) = 0, onde i(aç),ã(z) C K. Definimos t e n pelas restrições a .A do
traço il e da norma ã, respectivamente. Observe que, para provam que .A é
quadrático é suficiente provar que t(z),n(z) € F', para todo z C .A. Pela
deânição, sabemos que se z € F', então t(z) = 2z € F' e n(aç) = aç2 c r'. Seja
T çl F. Então l e z são linearmente independentes. Neste caso, podemos
selecionar uma base .B de .A, tal que B ;: {l,z,ei, e2, ...}. Ela é uma base
para .A sobre Ã.. Tome aç2 C .A. Temos que z2 ;: a + Paç + }:i'yiei, com
cv,P,7Í C .F. Por outro lado, temos que z2 = t(z)z -- n(z). Pela unicidade
da representação de z2 na base Z?, temos que t(gç) = P,n(aç) = a € F'
Portanto, a álgebra .A é quadrática sobre F'

Vamos agora mostrar que se ã é estritamente não degenerada em .A,
então n é estritamente não degenerada em .A. Seja a c .4 e .f(a,z) =

n(a+ z) -- n(a) -- n(z) = O, para z C A arbitrário. Como / = .f ein .A, temos
que /(a,.A) = O, então a = 0. Logo, n é estritamente não degenerada emnÁ

Lema 2.5.2. Seja .A uma áZgebra altera atava com unidade sobra am c07po
án8náfo, taZ que ni(z, y) C I', p«« qu'isqu« z, y C ..4, á = 1, 2, 3 e nl(a, b) #
0 para algum a, b € .4. ,Então ..4 é quadrátáca sobre .F

l)emonstração. Sejam z, y C .A, tais que 3/4 # 0. Logo, existem elementos
distintos Pi C F, ã = {1, 2} tais que (z + #,y)4 # 0. Tome a,b C .A, tais que

la, bl4 # 0 e z um elemento arbitrário. Como a, b não pertence ao comutador,
temos que lz,al # 0 ou lz,ól # 0. Observe que (lb,zl + /3ilb,al)4 = lb,z+
Pial4 # 0. Como 7zi(z, g) c I', por (2.23) existe ai c F, tal. que.(z +P.a)2+
ai(z + Pia) C r', para i- {1,2}. Se la,bl4 # 0, analogamente, temos que
a2 c Fofa. Então z2 + aiz+Piy € .F+ Pa, onde Z/ = zoa. Eliminando 3/ e

dividindo por P2 -- Pi , obtemos z2 +clz+,y = 0a, para adequados c!, 7, 0 C F

Se lz, ól = 0, podemos comutar essa relação com b e obteremos Ola,bl = 0.
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Em ambos os casos, temos 0 :: 0 e 2 + aiz +7 = O. Como z é um elemento
arbitrário, temos que .A é quadrático sobre F. []

Teorema 2.5.3. rXZeá7z/eld) Seca .4 uma áZgebra czitez'rlatãua simples e não
associativa. Então o centro da áZgebm .4 é um c07po e .A é uma áZgebm de
Cayley-Dãclcson sobre o seu centro.

Z)emonstrnção. Vamos supor que .A é comutativa. Pela identidade (2.3),
temos que .A é associativa. Pelo Teorema 2.2.1, temos que .Á é um corpo.

Basta então considerar o caso em que .A é não comutativa. Pelo Teorema
2.2.1, sabemos (lue Z(.A) = (0) ou Z(Á) é um corpo. Vamos mostrar (lue
Z(.A) # (0). Como -4 é não msociativa, vamos verificar que .V(.A) = Z(.A).
De fato, seja n C .N(.A) tal (lue n g Z. Sabemos (lue in,bl € P(.4). Como
.A é simples, temos que P(.A) = .A. Logo, ((z,y,z),r,s) = 0 para todos
r,y,z,r,s € .A. Seja «. = (a,c,d) # O, com a,b,c C ..4. Utilizando as
identidades de Moufang, temos que

(., c, d)(a, e, /) (d,(a, e,/), «)c+(d, ca,(', e,/))+(d,(., e,/)«, c)
-(d, (e, a, /.), c)

Portanto,

(., c, d)3/(., c, d) (a, y, d)c.(', c, d) -(', cd, Z/)(a, c, d) -(., yd, c)(a, c, d)

-((a, Z/, d), c,(a, c, d))(., 2/, d).c(a, c, d)

(«, Z/, d) (d, c, .)

Pelo Lema 2.1.7, temos que id(m>2 = 0. Como ..4 é simples, temos id<m> = 0
e m = 0. Contradição, pois .4 é não associativa. Desse modo, P(.A) = (0) e
In,ól= O. Então,n C Z(.A).

Pelo Lema 2.3.11, basta então mostrar que existem a, b C ..4, tais que
o # la, Z,la

Suponha por contradição que, para quaisquer z, y c .A, temos lz, yl4 =
0. Pela Proposição 2.4.2, temos um idem! .Z, formado por todos elementos
nilpotentes. Como .A é não comutativa, temos que existem a, b C .A, tais que
0 # la, ól C -Z = .A. Logo, .A é uma nil-álgebra.

Como lz,Z/l4 ;: O, para quaisquer z,3/ € .4, sabemos que .A é uma Pl-
álgebra. Como .A é uma nil-álgebra, temos que .4 é algébrica. Pelo Teorema
de Shirshov 2.4.14, sabemos que .A é localmente finita sobre Z(.A). Logo,
qualquer subálgebra gerada por um número finito de elementos, será finita
e nil, ou seja, nilpotente. Logo, .A é localmente nilpotente simples. Pelo
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Lema 2.2.3, é uma contradição. Logo, existem a, b c .4, tais que 0 # la, bl4
Portanto, Z = Z(.A) é uln corpo.

Vamos considerar a álgebra .4 sobre o seu centro. Seja .K uma extensão
infinita sobre Z. Sabemos que a álgebra .AK :: K 6)z .4 é alternativa simples
e central sobre o corpo Z.

Pelo Teorema 2.3.10, podemos observam' que

(n: (z, y), ,, t) lni(a, y), zl = 0,á = {1, 2, 3}

valerá para a álgebra .4K. Então podemos mostrar da mesma maneira que
ni € Z(.AK) = K. Pelo Lema 2.5.2, sabemos que .AK é quadrático. Como
.4K é não comutativa pelo Teorema 1.2.9, temos que .4K é de composição.
Pelo Lema 2.5.1, sabemos que .4 é de composição. Como .4 é não associativa
e não comutativa, sabemos pelo Teorema 1.2.7 que é a álgebra de Cayley-
Dickson.[]

2.6 Anel de Cayley-Dickson
Sejam R um anel com unidade e S um subconjunto de R contendo a unidade,
fechado para multiplicação, associativo e colnutativo. Podemos, então, defi-
nir a relação = em R x S, da seguinte forma:

(a, s) = (b, t) se, e somente se, (at -- bs)u = 0, para algum u € S.

Vamos denotar por (a/s) a classe de equivalência de (a, s) e por S'iR,
o conjunto das classes de equivalência.

O nosso pr(5ximo passo será mostrar que existe uma estrutura de anel
em S :R. Para (a/.), (b/t) elementos de S':R, definimos (a/s) + (b/t) =

\!«t + bsàlst e qalsà. qbltà = ülst.
Vamos verificar que a operação de adição está bem definida. Soam

üls=dlgeblt=Ult!. EwkMqag dsÕlsg=beqbl-UtàlH=q.
Logo,

((a/.) + (b/t)) Ç«lg)-t Wl+ilh kai -k bsàlst qat -v Hg)lgtl
Usando as propriedades do anel R e lembrando que S é associativo e comu
cativo. temos

çal.gtl +. bs.si{ dtl.st Ug.stàlst.g{
@,.Jtl -- de.st -+ bs.gtl -- Hg.stàlst.gql
çüg.ü -- dsdblsga -t qbtl.sg Ht.sg'')ltl.sJ
qag dsbls$1-v Qtl - Btblttl
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Portanto, em S'iR, a adição está bem definida.
Vamos verificar se a operação de multiplicação está bem definida. pe-

sam üls = ald e bjt = ulti. \!Külâo, a. = dsjsl e b = titlt. Usando a.
associatividade e a comutativadade de S, temos

ülst auli{
Kah.g-ü -- dB.stàlst.gt
(a(b'tt''i) .st' a'b'.st)st.s't'
K(H.tg -- dB.stàlst.gtl
KI.dssi't )H.tg -- dH.stàlst.gt
dsHt -- dV.stàlst.gt
dH.st dH.stàls\.gt = Q.

Então a multiplicação está bem definida em S'iR.
Agora, podemos verificar que S iR, com as operações de adição e mul-

tiplicação tem uma estrutura de anel. Sqa a/s € S iR. Temos que --a/s
é o oposto de a/s, o elemento neutro será 0/s e o elemento unidade será
1/1. Vamos verificar se é válida a associatividade na adição e a distributiva
em S-tR. Sejam a/s,b/t,c/u € S iR. Lembrando que S é associativo e
comutativo, temos

q«lsÜ. Qltà - WIJ ). Wlt!)

qa is -k bltà -t .I'« (.t + Z,.)/.t + c/u
(«t.u + b'.u + c..t)/.t.u
(«.tu + bu.. + ct.s)/..tu
«is -V qm -V ctàltu
«is -V Qlt-V luà.

Logo, S iR veri6ca a associatividade na adição. Temos que

«/s((b'« + ct)/tu)
(«.Z,u + «.d)/s.tu
üblst + aclsK
«lsà. Qltà-t qalsà. qcluà.

Portanto. vale a distributiva em .S'iR.
Observe que se um anel R possui um subanel K' que é um corpo, então

R é uma K-álgebra.
A álgebra (anel) .A é chamada de phma(o,; se o produto de dois ideais

não nulos for não nulo.
Pela Proposição 2.3.4, temos o seguinte colorário.

çülsà.qblt-t'lub
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Corolário 2.6.1. Se .4 é u«a áZgeb« phma arbãtráha, então U(.A) = (0)
ou .4 é assocãatáua.

Seja R uin anel primo com unidade. Vamos mostrar que o centro Z
do anel não possui divisores de zero. Suponha por contradição que existam
a, c € R não nulos tais que c € Z e ca = O. Tome os seguintes conjuntos c.R e
aRa. Considere os ideais id<cR> e id<aRa>. Como a, c C R e R tem unidade,
ambos são ideais não nulos. Seja o ideal / = id<id<c.R>id<aBa>>. Para
cada b € /, temos combinação linear de elementos da forma (cbi)(agia) =
bi(ca)cia = 0. Logo, b = 0 e portanto / = (O), contradizendo a hipótese de

.'4 ser primo.
A álgebra (anel) .A é chamada(o) de semíphrrzaro) se não possui ideais

nilpotentes.
Seja R um anel e S um conjunto de R contendo unidade, fechado na

multiplicação, associativo e comutativa. Usaremos a/s = s la, onde a C R
es C S

Proposição 2.6.2. Sejam R um anel e Z seu centro. Se S Ç Z á um
conluvtto multiplicativo que não possui divisores de zero do anel R, então

] p«« c«d. . C S, « /unção p, : R n S-:R t.Z q« p,(,)
para todo r € -R, insere o anel R em $ iR.

s-:(«),

2. Z(S l.R)= S iZ

3. o anel S LR é semipümo (p'r'imo) se, e somente se, o anel R for
semtpmmo tp'mmo}.

4. se o ane! R é uma átgebra alte7-riatiua sobre F, então o avtet S-tR
í«mbé«. é um« áZgeb« .lte«,«tá- sobra F, p«« a(s :,) = ;':(a,),
onde a C /', s C S, r C R.

Z)emonstração. 1. Vamos verificar que p, é um homomorfismo de anéis
Sejam t,u € R. Temos

P, (t)P, (u) s-'(ts)s':(us) s :t(s.':)us = s':(tu..) P,(tu)

Vamos verificar que p, é injetor. Seja t C R, tal que X),(t) = 0. Então
p,(t) = s'l(ts) = 0. Como S não possui divisores de zero, temos
t = O, ou sqa, ps e uln monomorfismo.

2. Sejam z C Z,r,t € R e s, s], se C S. Temos

(s :z,si'r,s;:t) =(ssis2)':(z,r,t) =0
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l.':;, si-:'l =(«i)':l,, ,l = o.
Logo, S iZ Ç Z(S IR). Vamos verificar a condição contrária. Seja
s lr C Z(S'iR). Para todos z, y C R, temos

e

0 = (s :,, z, y) '(r, z, g) (s': (r, z, y))s = (r, z, Z/)

Logo, r € N(R). Analogamente, temos que lr, zl
z C .R, ou seja, r C Z. Concluímos que Z(S iR)

; 0, para qualquer
S iZ.

3 Seja .Z' um ideal de .R. Vamos verificar que S i.f :: .[s-ib]s C S, b C -r}
é um ideal do anel S i-R. Sejam r C S iR e a € S-t.r, onde
a = s-:b, com Z, € /. Temos ra = ,(s :b) = s :rb C S :.Z. Ana-
logamente, provámos para o produto à esquerda. Logo, S'i.Z é um
ideal do anel S iR. Sejam / e J ideais de R, com o produto nulo.
Verificaremos que (S :/)(S iJ) é um ideal nulo em S iR. Temos
que (0) = S '/J = (S :/S)(S'iJ). Reciprocamente, temos (lue
(S':.r)(S':J) = (S :.rS)(S':J) = S''-ZJ = 0. Portanto, se .R é
primo (semiprimo) então S tR é primo (semiprimo). Agora vamos
verificar o contrário. Seja -r # (0) um ideal de S iR e 0 # a C .r,
tais que a = s'lr, onde s C S,r C R. Temos que r é não nulo e
r = sa c .r n -R. Logo, -r n R # (o).

4. Seja R uma álgebra alternativa. Vejamos se S-i.R é alternativa. Te-
mos que (s':r)'si':t = s''si-:r(rt) = s'','((s':,)(si':t)). An,log*-
mente, prova-se a outra lei alternativa.

n

Sabemos que o centro Z de um anel .A é um subanel. Se Z não possui
elementos divisores de zero, então (Z''')'t.4 é uma álgebra sobre o corpo
/' f7+ \ -- 1 /7'

Seja .A um anel alternativo, com o centro Z não nulo e sem divisores
de zero. Chamamos .A de anel de (l;aZ/ley-.Dickson se o anel de quocientes
(Z*)'i.A for uma álgebra de Clayley-Dickson sobre o corpo de quocientes
/' J7+\--1 7'

Sejam .A uma álgebra alternativa e a C .A. Dizemos que a é um divisor
de zero aZPsoZufo se a.Aa = (0). Se .A não possui divisores de zero absoluto
dizemos que é não degenerada.

Vamos agora estudar um teorema que mostra quando uma álgebra al-
ternativa prima é um anel de Cayley-Dickson.
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Seja X um subconjunto da álgebra -A. O conjunto

..'!nn,(X) = {z C .ÁjXz = (0)}

é chamado anuZador â direita de X, o conjunto

.A«nz(X) = {z € .4jzX = (0)}

é o -«Z.do, à esqueM. d. X e ..4mn(X) = .Ann,(X)n.4,«nz(X) é o .nuZ.'í"
de X. Se .A é alternativa e X é um ideal, pela definição do associador,
podemos verificar que todos os anuladores acima serão ideais em .A.

Seja .A uma álgebra e seja / um ideal de .A. Dizemos que / é um {dea!
fhuÍaZ de .A se a multiplicação em / for nula.

Teorema 2.6.3. rTeorema 9.1 em /].47) Seja ,4 uma áZgebra aZte77}atáua
phm« e .r um áde«Z d« áZg.b« ..4. .Então -N(.r) = -r n N(..4).

Lema 2.6.4. Seja .4 uma áZgebra aZte7watáua semzpdma. Sejam / tzm ádeaZ
de ..4 e y um ideal thuàaZ da áZgebrcz .r. -Então os submóduZos .ÁV' e V.A, são
ideais thuiais da álgebra l.

Demonstração. Para verificarmos que .AI,'' é um ideal em /, basta utilizarmos
a definição de associador, nos seguintes elementos (au)c e c(atl), onde a C
.,4, c € / e u C V. Analogamente, mostra-se que V.A é um ideal de /. Sejam
u, u € y. c C .r e a, b € .Á. Por (2.7), temos

/(.,.,«,«) (I', cl,u, «) + (., c, lu, «l) - o

Conseqüentemente, por(2.4), temos

.(.,«,«) /(a, c, u, «) + (ac, u, «) (c,u,«)«

isto é, (a,u,u) C .Ann,(/). Ao mesmo tempo, temos (a,u,u) = (u,a,u) C -r.
Como ..4 é semiprima, / n .Ann,(/) = (O), obtemos assim

(..4, V. }'') (0) . (2.24)

De.(2.24), ao utilizarmos a linearização da identidade de Moufang, temos

(b«, c, u) (c«, Z,, u) +(«, c, u)Z, +(«, b, u)c 0,

isto é,
(.Ay. -r, I'') (2.25)
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Por (2.25) e pelo Lema 2.1.4, temos que l.AV. VI Ç N(/). Por (2.24) e
pelo I'trema 2.6.3 , obtemos

}'''.AI'' Ç N(.A) (2.26)

Pela linearização da identidade de Moufang e as relações (2.25) e (2.24),
temos

«(c,Z,,u) Z,,u) +(c,b«,u)+(«,Z,c,u)
então

\'''(-r, .A, }'') .27)

Seja w = uau. Então w c y. w2 . 0 e por (2.26) temos w c N(.4). Seja
c = ua. Por (2.27), temos

wh« (Z,.'«) .«(b,c,«) 0

Temos que w C .N(.A) e zo.Azo = 0. Pelo Lema 2.1.7, o elemento zo gera um
ideal trivial na álgebra .A, então w = 0. Portanto,

V'.A}''' (2.28)

Por(2.25),(2.24) e(2.28), temos

.f(c, ., b«, u) lc, .l, b«, u) + (c, a, ló«, ul) 0

Logo,

(a, u, b«)c -/(c, ., u, b«) + (m, u, h,) «(c, u, b«) 0,

isto é, (a, u, bu) C .Amai(/). Como .4 é semiprima, podemos concluir analo-
gamente, que

(.A, y. .A}'')

Por (2.24), (2.28) e (2.29) concluímos que (.Ây)2 = (0). Analogamente,
obtemos (['.Áy = (O). []

(2.29)

Lema 2.6.5. (Lema V.1.9Ac em 141)IZo«'nl Se, bum Ganiu«to não '«azio
parcialmente ordenado, toda cadeia tem algum elemento majorante, então o
c07Üunfo contém algum elemento mazãmaZ.

Teorema 2.6.6 (Slater). Sda .A uma álgebm a/tematàtia semiphma. .Então
cada ideal l da álgebra A é uma áLgebra semiphma.
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Z)emonstração. Sejam .4 uma álgebra alternativa selniprima e / um ideal
que não seja semiprimo. Logo, existe (O) # J Ç / um ideal trivial de -r
Denotareinos por / o conjunto de todos ideais triviais de / contidos eln
J. O conjunto ./ é não vazio e ordenado parcialmente pela inclusão. Ao
utilizarmos o Lema de Zorn, sabemos que .7' possui elemento inaximal y
Pelo Lema 2.6.4, temos que .AV C ./ e então .4V Ç V. Analogamente,
y.4 Ç V. Logo, V' é um ideal da álgebra .A. Como .A é semiprima, temos
que y = (O). Como V é maximal, temos J = (0), contradizendo a nossa
hipótese.[]
Corolário 2.6.7. (Jade ideal de uma áZgebru aitemlatáua phma é uma áZgebra
pmma.

Z)emonstraçâo. Seja .4 uma álgebra alternativa prima e seja / um ideal de
.4. Se a álgebra / não é prima, então existem ideais não nulos J, J' Ç / tais
que J1' = (0). Seja .A4 = .4nn,(J). Observe que (.A4 n J)' = (0). Pelo
Teorema anterior temos que .Z é semiprima, então (M n J) = (0). Agora
considere o quociente -Í = //.A/. Seja T um ideal em .Í, tal que F2 = (0).

Se T é a imagem inversa do ideal T na álgebra /, temos que 7'2 Ç .A/ e
(TnJ)' ç 7''nJ ç Mn.J = (0), ou seja, (Tn.J) = (0). Co«seqüentemente,
JT ç J n 7' = (0), e portanto, T Ç M e T = (õ), provando assim que .r
é semiprima. Vmoa mostrar que M é um ideal de .A. Seja a € .A, quero
mostrar que Ma Ç M. De6na o submódu]o M' = M + ]14a. Sejam m =
n/ + na C .A4/ e c C .r. Temos

(n' + n«)c n'c + n(«) + (n, ., c) + n(-) (n, c, a) C M'

Ana[ogamente, provámos que cm C ]14'. Logo, M' é um ideal de M . Observe
que .A4' ÇI M . Logo, a imagem inversa J]/' de ]W' é não nulo. Vamos verificar
que (]Ü')'(.W')2 Ç ]Ü. Primeiramente, temos

(JÜ + (Jt#a)')7 Ç ]ü + (@a)((]üa)-i) + (Ma,.@a,í)
Ç .Ü + (Ma)' + (À4a, Í, .üa)

Ç; ]Ü'+ (]Ü'a)2

Logo, (.ü + (]]#a)2).í Ç ]ü + (]ü'a)2 e (JÜ + (.Züa)2)-í Ç JÜ'. Sejam m €

JW,=,y € .r e a C .A. Como .ít4 é um ideal de /, usando a identidade de
Moufang à es(luerda linearizada, temos (ma, z, Z/) (a, #, m)y = (a, ]ç, y)m --

(yai z,m) C ]W. Logo,

(m., «, y) - (a, #, «.)Z/ (m', z, Z/) (m, ', n)y ma.z3/ -- (m.az)y C M
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Como (m.az)3/ C .Ü, temos que ma.zy C ]Ü, isto é, .ZÜa.Í2 Ç ]Ü. Final-
mente, temos

((]ü'ay(.@«y C
C
C
C

JÜ'(.@a)2, -Ü' é ideal

JÜ'(JÜa)' + (JÜa)(JÜa)' Ç, JÜa é ideal de Í

MMctl'x
]w.

Logo,

(-ü')'(]ü')' Ç «]ü + ]üa)(.ü) + @a))((]Ü + Ma)(M + ]üa))
Ç(M +(]üa)')(.@ +(.üa)') Ç ]ü +(.üa):(]üa)'
\-- JVI .

Temos que
(JÜ'')'(.Ü')' Ç .@ = (Õ).

Como vimos que -Z é semiprima, temos que .A/' = (0). Logo, .A4a Ç M. Da
mesma forma, mostramos que aÀ/ Ç M. Então, i\4 é um ideal de .A. Como
(0) # J Ç .Ann,(M) e .4mn,(.A/) é ideal de .4, contradiz que .4 é prima.
Portanto / é prima, como queríamos demonstrar. []

Lema 2.6.8. Cada idmZ de uma áZgebrn ante -7zaÉáua não degenerada é uma
átgebra não degenerada.

Z)emonstrnção. Vamos agora verificar que -r é não degenerada. Suponhamos
por contradição que existe d € .r tal que d.rd = (0) . Sejam z, y C .A elementos
arbitrários. Pelas identidades de Moufang, temos

(dzd)y(dzd) -(d(z..ZZ/))(dzd) (d(z.d3/))(dz.d) .dZ/)(dz))d 0

Logo, (dzd).A(dará) = (0). Como .4 é não degenerada temos que dzd
Como o elemento aç é arbitrário, isto significa que d-Ad = (0). Então d
ou seja, .r não possui divisores de zero absoluto.

0.
0,
D

Teorema 2.6.9 (Slater). Seja .4 uma áZgebrn aZfematáua, pMma e não
degenerada. Se .A é não associativa então o centro de .4 é nâo nulo.

Z)emonstrnção. Seja .D(.A) = Z), o ideal associador de .A. Como .A é não

associativa, temos que .D # (O). Pelo Corolário 2.6.7, temos que Z) é uma
álgebra pl'ima. Vamos verificar que N'(.D) é não nulo. Temos que NaZtlZ)l Ç
N(Z)). Se NaZtjZ)l # (0), teremos nada a demonstrar. Vamos supor que
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NattjDI ' (0). Para todos z,y c Z), temos lz,Z/l4 - 0. Pela Proposição
2.4.2, temos que os elementos nilpotentes geram um ideal .r, ou seja, / é
uma nil-álgebra. Pelo Teorema 2.4.14, temos que / é localmente finita e
portanto localmente nilpotente. Seja alg<jz,yl> Ç / Ç 1). Como / é prima
temos que lz,yl :; 0. Logo, .r é comutativa e associativa. Sabemos que / é
um ideal de D. Logo N(Z)) # (0). Como Z) é não degenerada e prima, pelo
Teorema 2.6.3, temos

o # n € N(O) - o n .v(..4)

Vamos verificar que P(.4) Ç t/(.A). Suponhamos por contradição que P(.A) gl
N(.A). Logo, podemos achar n C N, a, b, c, d C .A, tais que

m nlb, c, d) # 0

Vamos mostrar que id(m>2 = (0). Sejam e, / C .4. Utilizando as identidades
de Moufang, temos que

(., ., d) (a, e, /) (d,(a, e,/), «)c +(d, c«,(a, e,/)) +(d,(', e, .f)a, c)
- (d, (e, «, /.), c)

Portanto,

(«,c,d)y(',c,d) - (., Z/, d)c.(a, c, d)

-(., g/d, c) (a, c, d)

-((a, y,d), c,(', ', d))(a,y,d).c(.,c, d)

(a, y, d)(cd, c, a) - 0.

(a, cd, y)(«, c, d)

Pelo Lema 2.1.7, temos que id<m>2 = 0. Como .,4 é prima temos id<m>
e m = 0. Logo, P(.A) Ç C/(A). Para qualquer a C .4, temos que

0

In, «l c P(.Á) n .O ç P(.A) n o

Pela Proposição 2.3.4, temos (U(.A) n D)2 = (0). Como .A é prima, temos

(U(.4) n J)) = (0). Logo, in,al = 0, para qual(suei a C .A, isto é, n €

Teorema 2.6.10 (Slater). Sda .4 uma áZgeZ,«z ante«Ralava, phma, não
degeneradct e não associativa. Então A é um anel de CayleU-Dáckson.
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Z)emonslração. Pelo Teorema 2.6.9, o centro Z da álgebra é não nulo. Como
.A é prima, temos que Z não possui divisores de zero do anel 4. Seja .Ai =
(Z*)'iÁ. Sabemos pela Proposição 2.6.2 que Z(-Ai) = (Z*)'iZ = Zi.
Como .4 está contida em .Ai temos que .At é não associativa. Pela Proposição
2.6.2, temos que Ai é alternativa e prima. Pelo Teorema de Kleinfeld basta
provar que .Ai é simples. Como Z)(.Ai) é não nulo, pelo Corolário 2.6.1,
temos que U(.4i) = (0). Agora, seja .r # (0) ideal arbitrário da álgebra .A.
Pelo Corolário 2.6.7, temos que / é prima. Pelo Lema 2.6.8, temos que -r é
não degenerada. Pelo Teorema 2.6.3, se / é associativo, então / Ç .V(-Z) Ç
N(.Ai), contradizendo que U(.Ai) é nulo. Logo, / é não associativo. Pelo
Teorema 2.6.9, temos (0) # Z(.r)- Vamos mostrar que Z(.r) = / n z(-ÁI) =
.r n Zt. Seja z C Z(-r). Para quaisquer a € .4 e b C /, temos

óla,zl ló., ,l - lz,, zl« ., ;) - o

Logo, la,zl € .4nn,(.r) = À/. Observemos (iue (M n /)2 = (0). Como .A é
prima, temos (M n/) = (o). Logo, ja,zl = 0 e z C Zi. Sda 0 # cv c -z'n zi,
temos que [ = aa'l C .r, então .r :: .Ai. Logo, .Ai é simples. []
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Capítulo 3

Superálgebras alternativas

Neste capítulo, o nosso objetivo será definir superálgebras, o conceito de
superálgebra em uma variedade e, então, estudaremos as superálgebras al-
ternativas. Também mostraremos uma das utilidades das superálgebras, a
construção de exemplos de álgebras alternativas solúveis que não são nilpo-
l-pvltpq

3.1 Superálgebras
Uma superálgebra .4 é uma álgebra Z2-graduada, ou seja, .Á = .Ao q) '4t,
onde .Á{ é subespaço de .A e .Ai.Áj Ç .AÍ+j(«,od2)) para i,j C {0, 1}.

Seja um corpo .F em característica diferente de dois. A álgebra de Gras-
smann é definida por

F alg<1,el,e2,...,en, jeiej = --ejei>

Uma base desta álgebra é

{l) eiiei2'-.eikjzl < z2 < < áÀ;, k ? l}

A álgebra de Grassmann é uma superálgebra, onde I'o e I'i são os subespaços
gerados por produtos de comprimento par e ímpar, respectivamente.

Vamos agora definir o conceito de superálgebra em uma variedade.
Seja .A uma superálgebra. Consideremos a F'-álgebra I' ® .A. Denomina-

mos asubálgebra
F(.A) = 1'o ® ..4o + I'i ® .41

de 1' 6) .4 de envolvente de Crassmarzn de ..4
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Sda .A4 uma variedade de álgebras sobre F'. Chamamos a superálgebra
.4 de .M-superáZgeb« se I'(Á) € .M.

Seja .A = .4o q) .At uma superálgebra. Para todo a c .4o U Ai , definimos
p(a) = á se a C .Ai, onde á C {1, 2}.

Exemplo. Vamos determinar quando uma superálgebra .A é comutativa.
Sejam z = ai ® zi e y = b] ® ]Ü, onde ai C I'i,bj C I'j,z{ C .Ai,yJ € .Aj e
i,.j C {0, 1}. Para que zy = Z/aç, devemos ter

('i ® zi)(bj ® yj) (% ® yj)(«: ® zi)

isto é,
('iZ,j) éO(ziyJ)(%'i) ®(yjz:) 0

Portanto,

('ib) ® (ziyj) (--ly(')'(Õj)(ai%) ® (yyz{) = 0

Observemos que p(ai) p(zi) e p(Z)j) = p(W). Logo,

('iZ,j) ® (z:yJ (-ly('J' %«.)

Como (aib)® (ziyj -- (--1)P('')P(Vi)yyzi) = O, para quaisquer ai, bj C I'oUI't,
temos que .4 será comutativa se

ziZ/j::(-- 1)p('{)p(yí)3Üaçi

Podemos verificar que uma superálgebra comutativa não é uma álgebra
comutativa. Para evitar dúvidas, chamaremos as superálgebras comutativas
de supercomutativas. Observe que a superálgebra de Grassmann é superco-
mutativa.

Definimos o supercomutador de uma superálgebra ..4, como

(z: , yj> açiyJ --(--1)P('')P(Pj)yjz: ,

onde ]ç{ C Ái e yJ € .41, com i,.j € {0, 1}.
Seja .A4 uma variedade de álgebras definidas por um conjunto de iden-

tidades. Observemos que as relações que definem as .A4-superálgebrm não
são identidades propriamente ditas, pois são válidas somente para elementos
homogêneos; por isso, essas relações serão chamada de supehdentádades de

Seja .A uma superálgebra. O centro associativo JV(.A) e o centro Z(.4) de
,4 são deânidos pol N'(.A) = {a € .AI(a,Á,.4) = (.A,a,.A) = (.A,.A,a) = 0}

Á
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e Z(.A) = {a C N(.A)lla, .AI = 0}. Esses conjuntos são subsuperálgebras em
Á

Dada uma supeiálgebra de .A, chamamos de supercentro o seguinte con
junto

Z'(Á) + Z;(.A)t,

onde Z'(.A)i = {' € X(.4)il<','j> = 0,V'j C .Aj} e N(.A)i = .v(.A) n .Ai,
para i, .j C {1, 2}.

3.2 Bimódulos

Seja Á uma álgebra sobre o corpo F' e seja .714 um espaço vetorial sobre F'
Consideremos o espaço E - .A O JW. Dizemos que ]\4 é um .A-bámóduZo se

existirem aplicações bilineares

.4 x .A/ --+ .M'

(«, «) - ««,

M'xÁ - M

(«,.) - ««

para arbitrários a C .A e m C M. Seja .M uma variedade e seja .A C M.
Chamamos um .A-bimódu]o ]l/ é de .A4-bámóduio para .A (ou .4-bimódulo
na variedade .A4) se a álgebra -E = .A q) M, com multiplicação definida por
(a + m)(b + n) = ab + an + mb, para todos a,Z, C ..'!,m,n C À4, for um
elemento de .A4. Denominamos a álgebra -E = .A © M de extensão splát de
Á

Seja .A uma álgebra alternativa. Com a definição dada, um módulo J14 é
um ..4-bãmóduio aZtervzatáuo se

(., m, Z,) (m, ', b) (Z,, m, '),

para quaisquer a, b C .A e m C ]\4
Chamamos o bimódu]o ]\4 sobre uma álgebra com unidade .4 de uníía/

se Irra = m, para todo m C iW.
O par de funções lineares de .4 --, End(M), tais que a --, La e a ---, R..,

onde L.(m) = am e R.(m) = ma satisfaz as condições para que .A4 seja um
bimódulo é chamado de bã-representação.

69



Seja .A uma álgebra alternativa. Com a definição dada, uma bi-repre-
sentação é aZtervzalàua se existem transformações lineares L : a ----} L. e
R : a ---} R., tais que

IZ;.., Rt,l R.u -- R.Rb = Lb. -- L.Lb IR.,Lbl (3.1)

Seja .A uma álgebra alternativa. As álgebras altenativas estão intima-
mente relacionadas com as álgebras associativas. Sabemos que a bi-repre-
sentação alternativa (.L, R) satisfaz (3.1). Para essa bi-representação (-L, R)
ser assocàatáua, as requintes condições devem ser válidas:

/?ab :: l?a/?b) l-t'a) /?õl 0, Z,ab := 1'bl'a (3.2)

Seja .A4 um bimódulo para .A Então existem aplicações lineares .A --}
.End(JW), tais que L. : m --, am e R. : m --, ma que define uma bi-
representação. ]nversamente, se uma bi-representação L. e R., age em ]W,
então a composição ma = R.m e am = L.m define um bimódulo. Dessa
forma, podemos concluir que o conceito de bimódulo e bi-representação são
equivalentes.

Seja A uma álgebra com involução e unidade. Seja .A4 um bilnódulo
unital, com aplicações bilineares ma e am. Dizemos que iW é uin bámódulo
de (7ayZeZ/ sobre uma álgebra .4, se as seguintes relações são satisfeitas

(.Z,)m b(.m), (3.3)
(3.4)

para quaisquer a, b € .A e m C -ZI/, onde a n ã é a involução.
A bi-representação de aaZ/Zey (L,R), é definida por L. - Rã e L.Ó =

Vejamos algumas identidades dessa relação.
Lhl.h

Proposição 3.2.1. Sejam .A uma áZgeZ)ra aZte7natíua não comutativa com
ánuoZução, M am bámódaZo de CaZ/ZeZ/ sobre .A, a, b C .A e m C M. .Então

(m«)b «(Z,a) ,

t(')m,
(3.5)
(3.6)

.nde t(.) é /Maçã. t«ço n. áZg.b« ..4

Z)emonslmção. Para provar (3.5), usamos as relações (3.3) e (3.4). Temos

(ma)b (ãm)Z, (ãZ,)m = (ba)m = m(ba)
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Para :verificar (3.6), usamos (3.4). Temos

m.a «m «.

como querímos demonstrar. n

Seja .A uma álgebra. Dizemos que -A é uma áZgeóra de Jordan se, para
quaisquer z, y C ..4, temos z3/ = yz e (z'3/)z = z'(Z/aç).

Seja -D uma á]gebra associativa e seja ]Wn(Z)) a álgebra de matrizes n x n,
com entradas em -D. Como usual, definimos eij as matrizes com l na posição
(á,.j) e 0 nm outra. Temos que eÍjekl = ólkeil, com 4k = 0, se .j # k e
õjk = 1, se .j = k, para i,j,k,Z € {1, ...,n}. Observemos que >1::1::i eü = 1.
Podemos obter uma áZgebra de J07dan -D}, ao trocarmos a composição da
álgebra associativa ab pelo produto de Jordan aob = ab+ ba, para quaisquer
a, b C .D. A álgebra Z)J é chamada áZgebru especial de Jordan.

Sejam A uma álgebra especial de Jordan e M um bimódulo de Jordan.
As bi-representações -L. e R., satisfazem as seguintes relações: L. = R. e
llR., Rbl-Rcl = R(b,c,a) Vamos verificar a segunda relação. Sejam a, b, c C .A.
Temos que

R(b,c,a) R(boc)-
RbRcR. -} RcRbR.. -+ R.RbR. -t R.R.Rb

RbR.R. -- RbR.R. -- R.R.Rb -- R.R.Rb
llR..,.RUIR.l. (3.7)

Seja J uma álgebra de Jordan. Então uma mpreserzlação especial S para
J é uma função linear de J --, End(M), tal que

Sab -- SaSb -+ sisa,

para todos a, b € J.
O próximo teorema estabelece resultados para as álgebras de Jordan

Por esse motivo não iremos demonstra-lo aqui.

Teorema 3.2.2 (Teorema 7.4 em l31). Soam .A't uma classe de áZgebras,
D,B C .M., tal que D tenha unidade e C uma subálgebrcl de B. Tomemos
.A áZgebra das matizes M«(D),n > 1. Sda S um Aomomor$smo de .A.J
8m uma álgebra BJ, tais que as imagens das mata'iões eij são elementos do
nlícZeo associativo da swbáZgebra C; de -B. Então (7 - C(i)OC(2), onde C(1) e

C(2) são ideais, tais que a pv'ojeção de C por S em C(1) é um homomor$smo
e a projeção de C por S em C(Z) é xm anui- homomor$smo.
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Seja -D uma álgebra associativa. Definimos .Á = À4«(-D). Agora vamos
mostrar que a bi-representação Z, : a ---} L. e R : a --) R. de um bimódulo
alternativo unital J\4 são representações especiais de .Aj. Ao utilizarmos
(3.1), temos z;ba - Z'aZ'b+ R.Z,õ -- .LóR. e L.Z, = .LÓÜ +.LÓR. R.Lb. Logo,
para arbitrários a, b C .A, temos

I'-ó I'ab+ba:: ['ab + z/ba = Z)a]'b + -t'b]'a

Logo, La é uma representação especial de .Aj. Analogamente, verificamos
que R. é uma representação especial de .4f. Como .A é associativa, temos
que .L(.A) é uma álgebra de funções lineares do tipo L., com a C .4. Seja o
homomorfismo L. Temos que .L.:. € N(.L(.4)J). Pelo 'l'trema 3.2.2, temos
que .[(.A) = .L(.A)(i) (1) Z)(.A)(2), onde L(Á)(t) e ],(.A)(2) são ideais. Como
M é unita], temos L(.4)]14 = M. Então ]W é decomposto por L(.A), ou
seja, M = @(1) a) .A4(2), com M(i) = .L(.4)(i)-M, onde ã € {1,2}. Temos
que M(i) são subespaços de -Z.,(-A)(i)M. Podemos observar que, pela própria
construção, temos que L(.A)M(i) = M(i), a contração .L. para .A/(i) é um
homomorfismo e, para M(2), é um anui-homomorfismo. Observemos que,
para qualquer a € .4, a função .L(.A) --, .End(JW), tal que Z,. -, l-L., RÓI =
LÓ. -- l,Ó.h, leva transfomações lineares -L(.A) em .L(.4) . Como (Z,(.A)(:))2 =

1.,(.A)(i), os ideais L(.4)(i) são invariantes por essa função. Logo, .A4(i) são
sub..bimódulos. De maneira similar, podemos decompor cada À/(i) em dois
sub-bimódulos, tais que a ----+ R. é um homomorfismo em um e um anti-
homomorfismo no outro. Observemos que se .L. e Rb são homomorfismos,
temos -LI,.. Z,..LÕ = R.Ó -- B.Rt, = 0. Logo, Z. será um anti-homomorfismo
e um homomorfismo, ou seja, a álgebra .A tem que ser comutativa. Como .A
não é comutativa, temos que o sub-bimódulo será nulo. Analogamente, se
L. e RÓ são anti-homomorfismos, teremos um sub-bimódulo nulo. Sabemos,
por (3.2), que se a é um anui-homomorfismo e a --, R. for um
holnomorfismo, então o bimódulo é usociativo. Logo, o bimódulo M é soma
direta de um bimódulo associativo e um outro bimódulo, onde a - --} .R. é
um anta-homomorfismo e a ---, .L. é um homomorfismo.

Teorema 3.2.3. Sega Z) ama áZgebrn associa áua. Todo bimóduZo aZle7v aí uo
representado por À/a(1)) é soma dáreta de um bàmóduZo associativo e um
bimódulo de CüyteU.

Z)emonstrnção. Pelo processo feito acima temos que todo bimódulo alterna-
tivo unita] das á]gebras de matrizes ]Wn(-D) é soma direta de um bimódulo
associativo ]l/i e um outro bimódulo .A42, tais que a -+ L. é um homo-
morfismo e a --, n.. é um anui-homomorfismo. Seja .A = M2(Z)). Vamos
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estudar o bimódu]o ]Ma. 'l'emos que Lab :: L.Z'õ e Rab :: /?bRa em M2

Como M é um bimódulo alternativo, por (3.1) temos IL.., .Rz,l = IRz,, a.l =
l.Lb, ].,.l = IR., LÓI. Definimos Ta = Za + Ra. Temos que

Talo ::= LaLb '+ RaLb L.Lb-+LbR.+ Lbl. L.Lt, = LbT.

Analogamente, mostramos que Ta comuta com RÓ. Logo, ITa,Tbl = 0. Sa-
bemos que (m,',b) = --(m,b,a), o« s.ja, m(ab + ba) = (m«)Z, + (mb)a.
Similarmente, temos que (ab + ba)«a = a(bm) + b(am). Dessa forma, te-
mos que a --, Ta é uma representação de .AJ. Pela identidade (3.7), temos
que T(a,b,c) ' jota,Zõl,Tcl = 0, para arbitrários a,b,c C .4.r. Observemos
(boc)oa--bo(coa) = a.bc+a.cb+bc.a+cb.a--b.ca b.ac-- ca.b--ac.b :: lla, ól, cl,
pois .A é associativa. Logo, Tu = 0, com u = lla,bl,cl, onde a, b,c c .A. Seja
{eijlá,.7 C {1, 2l} o sistema de matrizes unitárias para '4. Como eii -- e22 "

jjet2,e221)edil, temos que 7L12 :: 7e22 (1)omo Li = .f?i := 1, temos 7'i :: 2.
Logo, 7eii :;: 7e22 = 1. (1;omo e12 ::= llet2) e221) e221) temos 7Li2 = 0. Analoga-
mente, temos Te:: = 0. Para todo iç = eiia+ei2b+e2ic+e22d C Mn(.D), com
a, b, c, d C Z), temos que Tz = Te:..,+.i2b+e2ic+.,d = la + Id. Dessa maneira,
podemos concluir que Ta é a função traço multiplicada pela identidade de
M2. Segue que R. = Ta -- l,. = .Lã. Então R. e .L. é uma bi-representação
Cay[ey, para M2(Z)), ou seja, M2 é um bimódu]o de Cay]ey. []

Vejamos algumas identidades dos bimódulos alternativos

Proposição 3.2.4. S(ya .A Hma áZgebra associativa, comutaláua e JI/ um
,4-bãmód Zo aiter'7}atáuo. .Então, para quaisquer a, b, c € .A e m C M, valem

(m«,b,c) c)a ,(«m,Z,,c)(m,Z,,c);
((m, ., b) , ', c)

(3.8)
(3.9)

Z)emonslraçâo. Sejam a, b C -A. Para todo m C M, temos

(m,',b) -(m,Z,,') m.«Z, mZ,.a+ m.Z,«

R.RÕ(m) - RÕR.(m).

Logo, R./?ó RÓ-R.. Sejam a, b, c € .4 e m C .A4. Temos

(m«, Z,, c) - (m, b, c)' (m..Z,)c - ma.bc - (mb.c)' + (m.Z,c)«
R.RÕR.,(m) RÓ.R.(m)

R.R.Rb(m) + R.RÓ.(m)
(RÓ.n.. Rb.R. -- R.RÕR. + .R.RÕR.)(m)
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De modo análogo, provámos que (am,b,c) = a(m,b,c), demonstrando a
identidade (3.8).

Para a demonstração de (3.9), vamos utilizar a identidade (2.12), na
exte«são split E. Temos que ((a, b, m + c), a, m + c) = la, m + cl(a, b, m + c),
para todos a, b, m + c C E, onde a, b, c C A e m C -M. Logo,

((«, Z,, m) , a, c) - la, .l(a,b,m) + l«,ml(a,z,, .) ((', b, c) , a, m)

Como .A é associativo e comutativa, temos que ((a, b, m), a, c)
((m, «, b), «, c)

0, ou seja,
D

3.3 Superálgebras alternativas
De acordo com a definição de superálgebra em uma variedade, a superál-
gebra -A = -Ao © .Ai é aZtematiua se I'(.A) for alternativa, ou seja, se verifica
m identidades (z3/)'+(yz), = z(y;)+y(z,) e z(y,)+z(;y) = (z3/),+(z;)y,
para arbitrários z,g,z c I'(.A).

Vamos descrever as superidentidades para que a álgebi'a I'(.A) seja alter-
nativa.

Sejam z, y, z € 1'(.A). Escreva z = aí ® zi, y = Z'j ® yy e . = cz ® ZZ, onde
a{,bj,ci C I'o U I't, z{,y],ZZ € .Áo U .AI e i,.j,Z C {0, 1].. Ao substituirmos
z, y, , na identid«ie (zy), + (Z/z), = z(gz) + g/(z.), temos

((ai ® zi)(% ® Z/j))(cZ ® zl) + ((% ® yj)(ai ® zi))(CZ ® ,z)
- (ai ® zi)((% ® 3/j)(cl ® ZZ)) (% ® yj)((ai ® zi»(cl ® ,Z))
(aibj.cz) ® (ziyj.zl -- zi.yjzz)
+(--ly('i)'('')(aibj.CZ) ® (ylzi.zl -- U.zizz)
(aiZ,j.ci) ® ((ni, yJ , ZZ) + (--1)P(Vi)P('') (yJ , zi, ZZ)),

para quaisquer ai, by, CZ C I'o U I'i. Portanto, a superálgebra .4 deverá veri-
ficar esta superidentidade

(zi, y] , zl) + (--1)P(vi)P(=')(gy, zi, zl) = 0. (3.10)

Analogamente, pela identidade z(yz) + z(zy)
superidentidade

(ZZ/)2 + (z,)Z/, temos a

(zi, y3, zz) +(--ly(;')p(vj)(zi, zl, W) 0 (3.11)

Essas duas relações determinam dezesseis identidades para uma superál-
gebra .A ser alternativa. Por (3.10), temos
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. (go,yo, zo) + (yo,zo, zo) 0,

0,

0,

0,

0,

0,

0,

0,

. (#o,yo,;l) + (yo,:«o, ;i)

. (z0,3/t,zo) + (yl,zo,zo)

. (zo,Z/i,zi) + (yl,zo,zl)

. (zt,3/t,zo) -- (yl,zl,zO)

. (zl,yl,z1) -- (3/i,zi,zi)

. (zl,yo,zO) + (yo,zl,zO)

. (gl,go, zi) + (Z/o,zt,zt)

para todos z0,3/0,zo C .Ao e %,yt,zt € ..4i. Por (3.11) temos

. (zo,yo, zO) + (zO, zo, 3/0) = 0,

. (#o,yo, zl) + (to, zi, 3/0) = 0,

.(aço,Z/i, zO) +(aço, zo,Z/i) = 0,

. (z0,3/i,zi) (zo,zi,3/i) = 0,

.(zt,Z/i,zo) +(zi,zo,Z/t) = 0,

.(zi,3/i,zi) --(zl,zi,Z/i) = 0,

. (n,yo,zo) + (nl,zo,yo) = 0,

. (zl,yo, zl) + (gl,zl,yo) = 0,

para quaisquer zo, Z/o, zo c -Ao e zl, Z/i, zi C .4i.

Seja .A uma superálgebra sobre um corpo de característica igual a dois.
Sejam « c .Ao e z € .A. Temos 2(a, a,n) = O = (a,a,z) + (a,a,z), ou sda,

(a, a, z) = -- (a, a, z). Logo, se .A é uma superálgebra com característica igual
a dois, então (a, a, z) = 0, para todos a C .Ao e z C .A. Se a característica é
diferente de dois, em conseqüência das superidentidades acima, temos que
(a, a, z) = O, para arbitrários a € .Ao e z C .4.

Sda .4 uma superálgebra alternativa sem unidade sobre um corpo r'
Do mesmo modo como foi feito para álgebras alternativas, vamos considerar
.4 :; F' x .A. Observemos que

1'(.4) (-F x -4o) + I'i ® Ai,
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portanto, I'(.A) é alternativa. Logo, se .A é uma superálgebra alternativa,
então a superálgebra .A é alternativa, onde a parte par é .4o + F e a parte
ímpar é .Ai.

Vamos verificar as relações entre as identidades das álgebras alternativas
e as superidentidades das superálgebras alternativas.

Para facilitar a visualização da próxima superidentidade, iremos denotar
a função p(a) por ã, para a C Á.

Proposição 3.3.1 Selva A uma superálgebra altemLatiua. Então

(zy)(,«,) (z.3/;)«,+

(-- 1)"g+":+:"+"+g'((WZ/)(zz) (t«.yz)z) = 0,
par'a quaisquer iç, y, z, m C .Ao U -Ai .

Z)emonstrnção. Sejam a®z, b®Z/, c®z, de)'« C I'(.Á), onde z, y, z, z« c .AoU.Ai
e a, b, c, d C I'o U I't. Pela linearização da identidade de Moufang central em
uma álgebra, temos

(ZZ/)('««)+(.«y)(-) -(z.Z/,)«, -(«,.y,)z

Ao substituirmos na envolvente de Grassmann, temos

(ab)(d) ®(ZZ/)(,«)((a.b')dk) ®((z.3/,)«,)
+(db)(m) ® (WZ/)(-) - ((d.Z,c).) ® ((«,.yz)z)
('Z,cd) êO((zy)(.w) -(z.Z/,)««)
+(--lyzÓ(baga) ® ((wy)(zz) -- (w.Z/z)aç) .

Como ã i, b = g, õ = 2, d = ü, temos

0 Z,d) ® ((zy)(z«,) - (z.y,).«
+(--1)"g+":+:"+"+©:((«y)(zz) -(w.Z/,)z»

Como a, b, c e d são arbitrários, temos que

(zy)(,w) - (z.Z/.)w

+(-- 1)"g+":+;"+"+g'((WZ/)(zz) - («,.Z/.)z) = 0,
como queríamos demonstrar. D
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Proposição 3.3.2. Seja .A uma superáZgebra alte7natáua e sejam a,b, c C
.4o U .4t ía s que rezo menos um desses elementos pertença ao centro asso-
ciativo, então a seguinte relação é válida

<«Z,, c> a<b, c> + (--1)'(')P(Ó) <a, c>b (3.12)

Demonstração. Sejam a e) a,P e) b e À ® c C 1'(.4), onde a, b, c € .4o U .4i e
a,P, À C I'o U I'i. Pela identidade (2.1), temos

l(a®a)(#®Z,),À®cl(a®')IP®Z,,À®cl
-la«,.,À®cl(#®ó)
(aPÀ) ® ((<aZ,,c> - a<b, c> - (-ly(')'m<a, c>d))

Como a, P e À são arbitrários, temos que a superidentidade <ab, c>
(--1)P(')P(Ó) <a, c>b é válida em .4.

.<Z,, c> +
n

Vejamos alguns resultados que envolvem o associador e o supercomuta-
dor.

Proposição 3.3.3 Sejam .A uma superáZgebrn, a, b, c, r, s, t, u C ..'! e n C N'

<n, a> C N

(., Z,, c) (,, ., t) <n, u>

(3.13)

(3.14)

Oem.n;t«çã.. Soam a®«,P®b,À®c,õ®,,p®.,(®t,é®u C I'(.A) e
q ® n c .V(I'(.A))o U N(1'(.4))t, o«de «, Z,, c, ,, ', t, u C ..4o U .Ai, n C .V(.A)o U

N(.A)i, a,/3, À, õ, p,(, é C I'oUI't e ,7 C -M(1')oU.M(1')i. Pelo Corolário 2.1.5,
temos

(l,Z ® n, a ® al, P ® Z,, À ® c)
(,7a ® <n, a>, P ® Z,, .X ® c)

(qaPÀ) ® (<n, a> , Z,, c).

Como v7, a, /3 e À são arbitrários, temos que a relação (3.13) é verificada.
Provaremos a superidentidade (3.14). Vamos aplicar os elementos da

envolvente de Grassmann na identidade 3 da Proposição 2.3.1, temos

(a ® ', P ® Z,, .X ® c)(Õ ® ,', P ® s, ( ® t) l,7 ® n, @ ® ul
(aPÀõp(?é) ®((., b, c)(,', s, t) <n, u>).

Como os elementos da álgebra de Grassmann são arbitrários temos que
(', b, c) (,, ;, t)<n, u>
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Observemos que a parte par de uma superálgebra é uma álgebra alterna-
tiva e a parte ímpar é um bimódulo alternativo sobre a parte par. Vejamos
outras propriedades que utilizaremos para a demonstração do Teorema prin-
cipal.

Proposição 3.3.4. Seja .4 uma superáZgebrn alte7-7zatãua, faZ que a Fada
par sqa associativa e comutativa. Sejam z,g,z,zi,a,b,r C .A, trás que
cl,b pertençam â pude par e z,Z/,z,aç{ pertençam ã pude l#npar com í C
{1,2, 3,4}. Então;

lzt,z21, - zi(=2,) z2(zi,)
,l=i,z21 = (-i)z2 (-u)zi

(zlz2)(z3«4) -- (z4z2) = (zl.Z2z3)z4 -- (Z4.#2Z3)ZI

(lz,«l,.,z,)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

z(y, a, b) + (z, ., Z,)g/

l«Z/,«l «l3/,.l - lz,.ly - 3(z,y,.)
.(Z,, =, y) + z(Z,, «, y) + - (b, z, Z/a)

(lz,'l,3/.,b) + g/(I','l,z,b) -(lz,'l,y, Ó);(ll«,«l,Z,l,y,,)
(g,Z, ].,«]) ]z,.])+ ](y,z,.),;] l(Z/,,,.),zl

Z)emonsfrnção. Como laço, aç2lr = (zlz2)r
relação pela identidade (3.15). Temos

(z2zl)r, vamos subtrair esta

(ZIZ2), ZI (Z,,) (Z2ZI), + z2(z:,) = (ZI, Z,,,) (Z2,ZI,,)

Ao utilizarmos a definição de superálgebra alternativa, temos

(ZI , Z2, ,) -- (Z2, zl, ,) (zl,z2,,) (zi,z2,,) = 0

Logo, a superidentidade (3.15) é verificada. A demonstração (3.16) é análoga
à anterior.

Pela Proposição 3.3.1 verificamos (3.17) .
Para demonstrarmos (3.18), vamos utilizar linearização da identidade de

Moufang à direita e à esquerda, na extensão split E. Temos

(a,'Z,,z) (a, zZ,, a) - («, ., Z,)z - (a, z, b)a (z,.,b).,

(a,b.,z) (z,Z,«,a) (a, bz, ') + z(b, ', a) + .(Z,, z, .) «(z,.,b),
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para todos a, b, z € E, onde a, b C .Ao e z C .Ai . Como .Ai é um Áo-bimódulo
alternativo, podemos utilizar (3.8) . Temos que

(lz, .l,a, b) ,«, b) - (az, ', Z,)
Z,)« «(z, ., b)
z) - (a, b', z) Z,l, z)

pois .Ao é comutativa.
Pala provar as demais superidentidades, usaremos a envolvente de Gras-

smann. Soam a ® a,/36) b C I'(Á)o e '6) z,À e) y,0 6) . C I'(.A)i, onde
a, b c -Ao, z,y, z C .Ai, cl, P C I'o e À,'y, 0 C I'i.

Para verificarmos (3.19), usaremos a função de Kleinfeld. Temos

/(y,:«,a,Z,) ,a,Z,) «(z/,.,Z,) -(z,«,b)3/ ly,«l,.,Z,)+(l«,bl,y,z).

Ao calcularmos o comutador e cancelarmos os termos iguais, obtemos

-«:(3/,«,b) -(«,«,b)Z/(-zZ/,«,Z,)+(l.,bl,y,z).(3.24)

Substituindo os elementos da envolvente de Grassmann em (3.24), temos

0 ®a)(#®b),À®Z/,7®z) -((7®z)(À®y),a®«,P®b)
-((P ® b)(a ® .),À ® y, "y ® z)+('y ® =)(À ® 3/,a ® «,# ® b)
+(7 ® z, a®, aP ® Z,)(À ® g/)

(aP ® «Z,, .X ® Z/, 7 ® z) - ('yÀ ® zg/, a ® «, P êO b)
-(Pa ® b«, .X 6' g/,7 ® z) +('y ® z)(X ® y, a ® .,P ® b)
+('y ® n, aO, «P ® Z,)(À ® 3/).

Logo,

(aPÀ') ®((.b,g,z)+(z3/,a,b) -(Z,., 3/,z) - z(g, a,Z,)(z,',b)y)

Como cv, P, À e ' são arbitrários, temos que

(aZ,,Z/,z) +(ZZ/, «,b)(b«, y, z) - z(Z/, a,Z,) -(z,',Z,)Z/

Como a parte par é associativa e comutativa, temos

«(y, ., b) Z,)3/.
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Para verificarmos a superidentidade (3.20), vamos utilizar a identidade
(2.3). Temos

3('y ® z, À e' Z/, a ® «)

0

0

-0

l('y ® z)(X ® y), a êO al

(-'y ® z) IÀ ® y, a ® .l
- l7 «, ., a ® .l(À ® y).

Logo,

('yÀa) ® (3(z, Z/, .) - lz3/, al + nly, .l + lz, .IZ/)

Como 7, À e a são arbitrários, temos que

3(Z, Z/, ') - lzZ/, .l + «IZ/, .l + lz, .IV

Para a prova da superidentidade (3.21) basta tomarmos a linearização
da identidade de Moufang. Temos

(aP7À) ® (a(b, :«, y)) + (.XPa.X) ® (=(b, «, Z/))

- (PaÀ') ® (b, a, Z/z) - (P7Àa) ® (Z,, z, y«)

(aP'À) ® (a(b, z, Z/) + z(Z,, a, Z/) + (Z,, ., yz) (Z,, #, Z/a)).

Como a, #, ', À são quaisquer e .Ao é associativa, temos

«(Z,, z, y) + z(Z,, ., y) - (b, z, Z/«)

Para verificarmos (3.22), basta tomarmos a função de Kleiníield (2.4) e
subtrair de (2.7). Temos

('ya.XOP) ® (lz, 'l, y,, Z,) - (.X7aOP) ® (V(l=, .1, ;, Z,))
- ('a.XPO) ® ((lz, 'l, y, b),) - (laPÃO) ® (llz, 'l, ÓI, y, ;)

('yaÀOP) ®((lz, 'l, y,, Z,)+ y(lz, «l, ,, Z,)(l:«, .l, Z/, b);

-(llz, .l, ÓI, y, z)) .

omo ', a, À, 0 e P são arbitrários, temos

(lz, 'l, Z/,, Z,) + Z/(l,, .l, ,, b) - (lz, al, y, Z,); - (llz, «l, Z,l, 3/, ,)

C

80



Para demonstrarmos (3.23), basta tomarmos (1.2) e adicionarmos com
(1.1). Temos

(.X'a0) ®(y, z, a,)(À70a) ®(Z/, «, -)
+(Àaa7) ®(y, ,, az) -(À0"ya) ®(y, ,, z«)
-('TAPA) ® z(y, ,, ') +(ÀOal) ®((Z/, ,, a)z)

(0À'a) ® ,(Z/, z, ') + (.X'ya0) ® ((y, z, '),)
(À'a0) ®((Z/, z, -) -(Z/, z, «) -(3/, ,, -)
+(3/, ', z.) + z(Z/, ,, a)
-(3/, ,, a)« - ,(y, z, a) +(3/, «, a)z).

Como À,'y, a e 0 são quaisquer, temos que

(Z/, z, - l., .l) + (y, ,, lz, .l) l(V, ,, .), zl + l(Z/, «, '), ,l

Então, todas as superidentidades estão verificadas. D

Proposição 3.3.5. Sejam .4 uma superáZgebrn aitervzatáua, não comutatãua
e ]l/ um bzmoduZo de (7ag/Ze3/ soez'e .í4O. Seya7n a É: .40 e 7nl)m2 € Ã'f. 7e7nos

«(m:m2)
(mlm2).

(ml, m2, .)

ml(m,.),
(««:)«,,

jmim,,.l.

(3.25)
(3.26)
(3.27)

Z)emzonstração. Para provarmos (3.25), usaremos a superidentidade alterna-
tiva e as identidades (3.6) e (3.4). Temos

«(mlm2) (aml)m2 ml(am2) + (ml«)m2
--«.l(am2) + (mla + a«.l)m2

ml(am2) + t(a)mima
--ml(am2) + mi(t(a)m2)
ml(ãm, )

ml(m2«).

Analogamente, verificamos a identidade (3.26). Pala provarmos (3.27),
usaremos a identidade (3.25). Temos

(ml , m2 , .) (mlm2)« -- ml(m2.) (mlm2)« -- «(mlm2) lmim,,.l,

como queriamos provar n
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Seja .A uma superálgebra (álgebra). Dizemos que .4 é nãZpotente, se existir
um número natural n não nulo, tal que )l::+j.. .A:.4j = (0), onde .Ai = .A e
.,4j - .4j iÁ. Dizemos que .4 é soZáueZ se existir um número natural rz não

nulo, tal que .4(") - (0), onde .4(1) = ..42 e .4(") = (.4("-i))2
Quando estudamos as álgebras associativas, sabemos que há equivalência

entre álgebras solúveis e álgebras nilpotentesl Para m álgebras alternativas,
se uma álgebra for nilpotente, então ela é solúvel. Quando a dimensão for
finita, podemos verificar que se a álgebra for solúvel, então ela é nilpotente.
Mas isso não ocorre em geral. Isso foi provado por G.V. Dorofeev, que
em 1960, construiu um exemplo de álgebra alternativa solúvel, que não é
nilpotente, veja j141. Esse exemplo é complicado. Uma outra maneira de
exemplificarmos facilmente esse resultado, é utilizarmos as superálgebrm
alternativas como ferramenta para a construção. Esse será o nosso próximo
Pdõbu.

Exemplo. Soam F um corpo e .A - Áo + .Ai a superálgebra, definida por
.Ao = Fa + Fb, .4i = Fz + Faz + .Fza, cujos únicos produtos dos elementos
da base não nulos,são

z.a == ;a

(z.z :: aa;)

b.z = --za,

z.b = za + alç,

-b,

z.(iz :: (i b,

(z:z; .íz; == --íz;.:z;(z := a,

Vamos verificar que as identidades (3.10) e (3.11) valem. Sejam iç, aiç, za €
.4i, elementos geradores. Temos

(«,«,,««) (..,,,««) ('.',)-« «(.«.««)

-(-.z)z« + -(z.z.)
(' - b)z« «.za + -(-a)

Analogamente, provámos que, para qualquer elemento gerador, vale as supe-
ridentidades alternativas. Logo, .4 é uma superálgebra alternativa. Temos
que .A(i) = .42 = Faz + F'za + f'a + r'b e .4(2) = (0). Logo, ..4 é solúvel
de índice dois. Como az.z = a, temos que .A não é nilpotente. Como ..4 é
uma superálgebra alternativa, temos que a envolvente de Grassmann é uma
álgebra alternativa, que será solúvel de índice dois e não será nilpotente.
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3.4 Superálgebras alternativas primas
Quando falarmos de ideais de uma superálgebra, estaremos considerando
ideais homogêneos. Dizemos que a superálgebra Á é phma se o produto de
dois ideais não nulos for um ideal não nulo. Chamamos a superálgebra .4 de
semzphma se não possuir ideais nilpotentes. Falamos que a superálgebia .4
é sámpZes se .42 # (0) e os únicos ideais forem (0) e .A.

Observemos que toda superálgebra simples é uma superálgebra prima.
Vamos verificar que se Á é uma superálgebra prima, então .A será prima.

Observamos que se / é um ideal de .A, também será um ideal de A. Vamos
supor que .'4 é uma superálgebra que não seja prima. Sejam J, J ideais não
nulos de .A, tais que /J = O. Seja a = k + a' € .r, um elemento arbitrário,
não nulo de i, com a' C -A e k C K'. Para todo b = k' + b' C J, com k C K e
b' C .'!, temos ab = ba = O. Logo, 0 = kk' + kb' + k'a + a'b', ou seja, k' = 0

ou k :: 0. Suponhamos que k' = 0, ou seja, b = b' C .A. Como ab = O, temos
hb = --a'b, para qualquer b C J. Se k # 0, temos a c -K. Logo, contradiz
que a é elemento homogêneo. Se k = 0, temos a C .A. Portanto, .r, J C .4,
ou seja, .A não é prima.

Para uma superálgebra .4, denotaremos -D(.A) = id<(a, b, c)la, b, c C -A>.

Chamamos o ideal .D(.A) de ideal assocáador.
Dizemos que o maior ideal contido no centro associativo da superálgebra

A é o nlícZeo assocáatãuo e será denotamos por U(A).
Seja .A uma superálgebra alternativa e não associativa, então Z)(.A) # 0.

Se .4 é prima, pela Proposição 2.3.4, teremos U(.A) = 0.
Agora veremos uin lema interessante para obterá)os informações sobre o

centro.
Definiremos o ideal P(.A) gerado pelo conjunto <.N(.A),.A>, onde <,> é o

supercomutador.

Lema 3.4.1. Seja .4 uma superáZgebrn aZtematát,a e P(.A) de$nádo antes
.««.nte. .Bala. P(.4) = <.V, .4>.A e (P(.4), .A, .A) Ç N(.A).

l)emonstrução. Pela definição de P(Á), temos que <.V, .4>.Á Ç P(.A). Vamos
verificar a inclusão contrária. Seja a C P(.A). Tomemos a ® a C I'(.A), onde
a C I'o U I'(.A)i é arbitrário. Pelo Lema 2.3.5, temos

a a = 177 ® n, P ® ólÀ ® c,

par' P ® b C 1'(.4), À ® c C 1'(.4) e ,7 ® n C .N(1'(.4)), onde b € .Ao U .At, ' C
..4o U ..4i,n c N(.A)o U .V(Á)i,#, À € 1'o U I'i e 77 C N(1')o U N'(1')i. Logo,
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temos

l,7®n,P®blÀ®c
(,7PÀ) ® (<n, b>c).

Como cv, 77, /3, À são arbitrários, temos que a = <n, b>c, onde b C .4o U .Ai, c €
.Ao u.4i, n € N(.A)o U.V(.A)i. Então, temos que P(.A) Ç <.V, -A>.4. Portanto,

P(.A)

Analogamente, pelo Lema 2.3.6, provámos que (P(.A), .A, .A) Ç N(.A) D

Lema 3.4.2. Sda 4 tina stzperáZgebra aZtematáua e P(.A) o ideal de$nádo
«nfeh.«mente. Então P(.A)Z)(.Á) Ç P(.A).

Demonstração. Sejam /, .J ideais de .A, b C / e c C J, onde b € 1o U /i, c C
Jo U Jt. Para todo a C .A, temos

(Z,')« Z,(.«) + (Z,, c, .) (c«) (-1)pm'(d(Z,, a, c) C -rJ.

Analogamente, mostramos que a(bc) C -rJ. Logo, o produto de dois ideais é
um ideal. Logo, será suÊciente mostrar que P(-A)Z)(.A) está contido no asso-
ciador. Um elemento arbitrário desse ideal é a combinação linear de elemen-
tos da fo«ma (z,y, z)u.u<t,n>, onde n C N(.Á) = .M,u,u c .À,",y,z,t € .A.

Como <t, n> € Ar, temos

(z, Z/, ,)u.«<t, n> ((z, y, ,)u.u) <t, n>

((z, y, ,), u, u)<t, n> +((z, y, ,).u«)<t, n>

((z, y, ,), u, «<t, n>) +(z, y, z).u«)<t, n>.

Pelo Lema anterior, temos que na última igualdade, o primeiro termo é
nulo. F'alta mostrar que o segundo termo da última igualdade é associativo.
Como o associador é trilinear, basta verificar para todos w, r, s C .A. Então

((z, y, ,)w.<t, n>, ,, .) y, .),«, ,, s)<t, n>

Pela Proposicão 3.3.3 e a superidentidade (3.12), temos

(t, ,, .)<(,, y, ,)w, n> (t, ,, ;)(z, 3/, .) <.«, n>

Logo, .D(.A)P(.A) Ç N'(.4). Como Z)(.A)P(.4) é um ideal, temos que está
contido em U(.A). []
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Corolário 3.4.3. Seja .4 wma super'áZgeóru aZte77zatãua phma, não associa
tá-. .Então N(.A) = Zs(..4).

Z)emonsÉração. Sabemos que o centro está contido no centro associativo.
Vamos mostrar a outra inclusão. Como .4 é não associativa, temos que
t/(.A) = O. Pelo Lema anterior, temos que P(.4) = 0. Então, .V(.A) Ç Zs(.A),
como queríamos demonstrar.[]

Pala uma superálgebra A arbitrária, observe que Zs(.4)o = Z(.4)o.
Uma superálgebra Á com unidade é chamada centrnZ se Z(.4)o = F
Podemos observar que para uma superálgebra prima 4, temos que o

seu centro é nulo, ou cada elemento z C Z(.4)8 não é divisor de zero. Se
tomarmos a superálgebra .A, temos que será central sobre o corpo de frações
K' = (Z(.Â)8)':Z(.Á)o. Seja L/K uma extensão arbitrária do corpo K e
.4L = ..4 ®K L a correspondente extensão escalar

Lema 3.4.4. Seja .A = .4o + .AI uma áZgeZlra a/femlatãua Z2-graduada e seja

« um .Ze«,.nto p«, tal qu. ('-Ao)a = O. -anta. o eZe«..nt. « ge« «m ád«Z
ná@otente enz 4.

Z)emonséração. Seja z C ,4, tal que # ;: zo + açi, z{ c .A{. Temos que

(-a)- =(.(zo + zl)')(zo + zl)a =((-o)' +(-1)')(zo' + #l«).
Utilizando a hipótese, temos

((a«o). +(-1)«)(zo« + zla) =((azl)a)«o« +((azl)«)zl'.
Pela identidade de b/loufang à esquerda e a hipótese, temos

((-1)a)zo«+((-1).)zl« =(azl)(a:«oa)+((-1)')«1a =((azl)a)zl'.
Pelo Teorema 1.1.3, temos que aza«;a = azia ia C a..4oa = (0) e (az)' =

(azaza)z = 0. Pela introdução e a demonstração do Lema 2 em ]7], temos
que a, gera um idea] so]úve] e portanto gera um idea] ni]potente em .A. []

O próximo resultado relacionará superálgebras alternativas e elementos
nilpotentes da parte par.
Corolário 3.4.5. Seja .4 um superáZgebm aZtervzatáua. Se .A = .Ao + .4i é

semàpHma, então a áZgebra aZterrlat ua ..4o é não degenerada.

Z)e«onstrnção. Seja 1'(.4) = 1'o ® Áo + I'i 8) .4i a envolvente dó Grassmann.
Sabemos que I'(.A) é uma álgebra alternativa Z2-graduada. Tome a = cvo e)
ao C 1'(.4)o, tal que (a1'(.4)o)a = 0. Pelo Lema anterior, temos que a gera
um ideal nilpotente em 1'(.4). Logo, ao gera um ideal nilpotente em .4.
Como .4 é semiprima, temos que aO = 0. []
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Capítulo 4

A classificação

Neste capítulo, provaremos o principal teorema desta dissertação, que trata
de superálgebras alternativas simples em característica diferente de 2 e 3.
Na segunda seção, apresentaremos exemplos de superálgebras alternativas
simples em característica 2 e 3.

4.1 Teorema principal
Para a demonstração do teorema, necessitamos de três lemas. Não pode-
mos esquecer que estamos considerando superálgebras alternativas em ca-
racterística diferente de 2 e 3.

Seja .A uma superálgebra. Definimos B(.A) o menor ideal de .4, tal que
.A/B(.A) seja semiprima. Chamamos B(.A) de àdmZ de -Baer de .A.

Seja L/-K uma extensão arbitrária do corpo K e a álgebra .À a álgebra
.A acrescida da unidade. Denotamos por .AL - .4 ®K .L a correspondente
extensão escalar. Podemos observar que existe um homomorfismo h : ..4 --}
..4Z, tal que h(a) = a ® l.

Lema 4.1.1. Sega .4 uma superáZgebm altar'7zaláua póma em camcter?'ética
dzfewnte de dois e três. Se a superálgebm altera.atava AL é associativa ou
ü pane ímpar é nula e Q FUME par é Q átgebm de CayleU-Dickson, então
a superáZgebm .A é assocáaÉãua ou a pane únpar é nula e a pane par é a
álgebrct de CayteU-Diclçson.

Demonstração. Pela Proposição 2.3.4, temos que 1)(.4) Ç B(.A)
finição de .À, sabemos que l?(.A) Ç -B(.ÀL). Logo,

Pela de

o(.A) n id<.Ai> ç B(.AL) n .A
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Vamos vei iíical (lue B(.ÂL) n .4 ç l?(.A). Seja .r C B(.ÀL) n .A. Como .r € .4

e .r C .4L, temos que / = J ® L, onde J é ideal de .4. Como .r é nilpotente
e Z é uln corpo, concluímos que J é nilpotente. Logo, J C B(.A). Então

B(-AL) n .A ç -B(Á)

Como .4 é prima, obtemos

O(.A) n id<.Ai> ç B(.Àt) n .A ç B(.A) (0)

Como .D(.A) e id<.Ai> são ideais, sabemos que pelo menos um deles tem que
ser nulo. Se -Z)(.A) é nulo, então .A é associativa. Se id<.Ai> é nulo, então
.Ai = (0) e .4o = .A. Como .A é semiprima, pelo Corolário 3.4.5, temos
que Á é não degenerada. Como .A é não associativa, alternativa, prima e
não degenerada, pelo Teorema 2.6.10, podemos concluir que .A é um anel de
Cay[ey-Dickson.[]

Lema 4.1.2. Seja .A ama superáZgebra alte7'Ralava, não associativa pàma,
com u«ãd.de e sd. F = (Z(.Â)8)':Z(.Â)o {n#nit.. -Então « p«de p« é

«cá«t:- e «m«t.tá-, - « áZg.b« (Z(Â)8)':.Ao é q-d,át{« soZ,« .F

l)emonstrnção. Sejam z, Z/ € .Ao. Pelos Corolários 2.3.11 e 3.4.3, temos que
nl(aç, 3/) c .M(Á)o = Z(.A)o Ç F. Vamos considerar dois casos.

Suponhamos que existam a,b C .4o, tal que nl(a, b) = la, bl4 é diferente
de zero. Pelo Lema 2.5.2, temos que .Ao é quadrático.

Vejamos o caso contrário, ou seja, nt(z,Z/) = lz,yl4 = O, para todos
=,y c ..4o. Pela Proposição 2.4.2, sabemos que os elementos nilpotentes
formam um ideal /. Pelo Teorema 2.4.14, obtemos que .r é localmente finita.
Então .r é localmente nilpotente. Logo, alg<jz, yl> é nilpotente. Como .r é
prima, podemos concluir que lz,g/l = O. Logo, .Ao é comutativa. Pela a
identidade (2.3) verificamos que .4o é associativa. []

Lema 4.1.3. Seja .4 uma superáZgebru aZte7"7zatáua phma onde a pane par
é associativa e comutar ua. Então ..4 é assocáatáua.

Z)emonstrnçâo. Sejam z, y, z, a, b, c C .A, tais que aç, Z/, z pertençam à parte
ímpar é a,b, c pertençam à parte par. Vamos demonstrar o lema em vários
passos:

1. Nlostr,remos que (z, a,b)ly,cl = ly,cl(z, ',b) = 0

Pelas superidentidades (3.19) e (3.9), temos que

(z, a, b) (y, a, c) z((Z/, ', c), ., Z,) (4.1)
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Pelas superidentidades (3.19) e (3.18), obtemos

(z,',Z,)ly,.l IV,.l,.,Ó) (4.2)

Ao linearizarmos a identidade (4.2), teremos

IV, cl (z, «, Z,) (z, c, Z,) (4.3)

Seja d = (aç,a,b)Ig/,cl c .4o. Pelas identidades (3.17) e (4.1), observa-
mos que

d2 ((z, «, Z,) IV, cl) ((z, ., Z,) IZ/, cl)
IZ/, cl'(=, a, Z,)' +((z, a, Z,).IZ/, cl(z, a, Z,)) ly, cl
-(ly, cl . ly, cl(z, «, Z,))(z, a, Z,)

((z, «,Z,).ly, cl(z, ', Ó))IZ/, cl(ly, cl.ly, cl(z, ., Z,))(z, ., b)

Vamos verificar que cada termo de d2 é zero.
(3.15),(4.1),(3.19),(3.18) e(4.2), temos

Ao utilizarmos (4.3),

(z, a, b) . l3/, cl (z, ., b) - (z, ., b) . IZ/, .l («, c, b)

- IZ/, «l .(«, ., Z,) (z, c, b)

-l(z, ., Z,), ly, «ll(z, c, b)

(-(z, ., Z,)ly, 'l + l3/, .l(z, ., Z,))(«, c, Z,)

Por(4.3),(3.15) e(3.18), obtemos

ly, cl . IV, cl (z, ., b) IV, cl.IZ/, .l(z, c, b)

IV, .l.IV, cl(z, c, Z,) lly, .l, ly, .ll(z, c, b)

lly, cl, IV, .ll(z, c, Z,).

Definimos aO = llZ/, cl, l3/, all C .Ao. Pelas superidentidades (3.8) e (4.1),
'eremos que d' = ao(z,c,Z,).(z,a,b) = (aoz,c,b).(z,a,Z,) = O. Como
.Ao é não degenerada concluímos que d :: 0. Analogamente, provámos
a identidade ly, cl(z, a, b) = O.

2. Vamos mostrar que l(z,a,ó),cl = (lz, cl,a,Z,)

Seja / = {z € .4ilz.Ai = .Aiz = (0)}. Verificaremos que .r é um

ideal de .A. Sejam z,z C /. Para qualquer d € .Ai, sabemos que
(z + z)d = 0, ou seja, / é fechado para a soma. Sejam z C / e w C .4,
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com m = wo + wl. Podemos observar que zw = z(wo + wl) = zwo.

Logo, para todo Z/ C .Ai, temos (zwo)y = z(.«oy)--(ZZ/)««o+z(Z/.«o) = 0.
Como /2 = (0) e .4 é prima, concluímos que .r = (0). Utilizando (3.19)
e o primeiro passo, teremos

1(:«, «,Z,), cly cl,., Z,)3/ - -lz,.l(y, ',Z,)

Analogamente, obtemos que yl(z, a,b), cl = y(laç, cl,a,b) = 0. Logo,
l(z,a,Z,),cl C -r. Portanto, l(z,a,b), cl = (lz,cl,a,Z,) = 0.

3. Provaremos que (z,a,b)z = 0. Definimos c = (z,a,b)z C .4o. Por
(3.19), obtemos que c - --z(z,a,b). Por (3.17), (4.1), (3.8) e (3.19),
temos

C2 (z, ., Z,) «.(., ., b) «

z'(z, a, óy +((z, ', b).z(z, a, Z,))z

- (z, ', Z,)c.z + zc.(z, ., b)
- (zc, ., Z,)« - (zc, ., Z,)#
-2(-, «, Z,)z.

(z.z(z, ., b))(z, a, b)

Ao utilizarmos 2c
observamos que

C'ã

l(z,a,b),zl,(3.16),(3.8),(3.9) e o segundo passo,

2(zc, ., Z,)«
(«lz, (z, ., Z,)l, a, Z,)«

(z'(z, a, Z,), a, b)z(n(z, a, b).z, a, Z,)z
(z'((z, a, b), a, b))z +(cz, a, Z,)z

(zc,«,Z,)n

Logo, 3(=c, a, Z,)z ;
ente (z, ., b)z = 0

0. Então c2 :: 0. Como ..4o é não degenerada,

4. Mostaremos que (.41, .Ao, Ao)
obtemos (z, a, b)Z/ + (y, a, b)z

0. Pela linearização de (z,a,b)z = 0,
0. Por (3.19), podemos observar que

1(«,.,z,),yl
Seja c = (#, a, b)Z/ C .Ao. Pelas supetidentidades (3.17),;(3.16), (4.1) e
(4.4), temos

c' = y'(z,a, b)' + ((z,a,b).y(z,a, b))Z/ - ((3/.y(=,a, b))(z,a,Z,)
((z, «, b).Z/(z, a, Z,))3/ -((Z/.y(:«, ', b))(z, ., Z,).
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Vamos analisar cada termo de c2. Pela (3.8) e o segundo passo, obte-
mos

((z, ., b).y(z, a, b)) Z/(z, «, Z,) .(z, a, b)

(z.y(z, a, b)', b) -(Z/(z, a, b).z, a, b)

(lz, g/(z, a, Z,)l, ., Z,)

Logo, (z, a, b) .3/(n, a, b) (l=, g/(z, a, ó)l, a, b). Analogamente, teremos

(y.y(z, ., Z,)) (z, a, b) (y(z, ., Z,) .Z/) (z, a, Z,)

+l3/, y(z, «, b)l(z, ., b)

Logo, y.Z/(aç, a, Z,))(]ç, a, b) = ly, y(z, a, b)l(aç, a, Z,). Ao utilizarmos (3.16)
e (4.4), observamos que

C2 (y(z, ., Z,).(z, ., b))y(y(z, a, Z,).3/)(z, ., Z,)
(3/(z, ., b)) l(z, ., Z,) , yl

Como c 0, e«th (z, ., z,) c -r e (z, ., Z,) = 0

5. Veremos que (.Ai,.Ao, l.Ao,.Ail) = (0). Por (3.21) e o quarto passo,
obtemos

«(b, z, Z/)

Analogamente, temos que (Z,,:«,y)a = (b,z, ay). Como (b, z,Z/) C .Ao,
podemos obter que (b, z, y)a = a(b, z, y). Logo,

(Z,,z,ly,.l) (Z,, z, Z/« - «y)
(b, z, g/a) - (b, z, «y)

6. Verificaremos que se .A não íor associativa, então S :: ll.4i, .4ol, '4ol
(O). Primeiramente, iremos verificar que S Ç N(.A)i. Pelos passos
quarto e quinto, basta provarmos que (ll=, al, ól, 3/, z) = 0. Ao usarmos
(3.22), obtemos

(llz, 'l, Z,l, Z/, .) z/(l,,'l,,,ó) (lz, .l, Z/, Z,), +(lz, .l, g., b)

Por Colorário 3.4.3, sabemos que .M(.4) = Z'(.A). Além disso, para
arbitrário aç c Z'(.A)i, temos que <z, z> = 2z2 = O. Logo, z2 = 0. Seja
/ o ideal gerado por s. Logo, .í2 = (0). Como -A é prima, concluímos
que :« = 0. Então Z'(.A)t = (0). Como S Ç Z'(.A)i = (O), então

(0)S
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7. Provaremos que se .A não for msociativa, então temos que l.4i, .4ol '
(0). Ao substituirmos 3/ poi ly, ól C .4t em (3.20) e utilizarmos o quinto

e o sexto passos, teremos lz, ally, ól = O. Pela superidentidade (3.17),
o quinto e o sexto passos, temos

(lz,.ly)' (lz, 'lZ/)(l«, .IZ/)
g'lz, al' +(l:,, al.ylz, al)y(y.3/lz, al)lz, al
(glz, «l.lz, «l)y - Z/(ylz, .l . lz, .l)
l(Z/, lz, «l , 1«, «1), 3/l.

Pelos passos cinco e seis, ao substituirmos z = lz, al em (3.23), ob-
temos (y, l#,'l, lz,al) = 0, ou seja, (lz,.IZ/)' = (0). Como .Ao é «M
degenerada, podemos observar que (lz,alZ/) = 0, para todo y C .4t.
Então, laç, a1 = 0.

8. Vamos mostrar que .A é associativa. Por (3.10), (3.11) e o sétimo passo,
temos

3(3, y, .) (z, y, ,) + (;, «, Z/) + (y, ;, «)
lzZ/, .l + IV,, zl + 1-, Z/l

Logo, (.4i,.AI, .Ai) = 0. Por (3.20) e pelo passo sete, concluímos que

3(z, y, a) = 0, ou seja, (.41, .4t, .4o) = 0. Pelo quarto passo observamos
que (.AI, .Ao, .Ao) = 0. Colho .Ao é. associativa, então 4 é.associativa,

terminando a demonstração. D

Sda ..4 uma superálgebra sobre F, tal que .4o é quadrática e -L o fecho
algébrico do corpo -F. Para qualquer a = a' ® Z C (.At)o, onde a' € .4o e
l € .L, temos

a2 . t(a)a + n(a) = a'2 ® Z2 (a'2 ®Z2) aã (8 Z2+ aã Z2 ()

Logo, (.ÀL)o é quadrático sobre L

Lema 4.1.4. Seja .4 uma superáZgebra altar'7}aláua, não associativa, phma
sobre um cot'po in$nito F. Se a pane par é quadrático, então a pane ímpar
é nula e a pcLüe par é umü álgebra de CayLey-Dickson.

Z)emonstrução. Pelo Lema 4.1.1, podemos considerar F' algebricamente fe-
chado. Vamos analisar a parte par, que é uma álgebra alternativa, semi-
prima e quadrático. Pelos Teoremas 1.2.7 e 1.2.12, ternos que F'-álgebra .Ao
é isomorfa a
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1. a álgebra das matrizes .A42(r');

2. a álgebra split de Cayley-Dickson sobre -F;

3. o corpo F';

4. a soma direta .F © .F

Pelo Lema 4.1.2, é suficiente examinarmos o primeiro e o segundo caso.
Caso 1: Seja .Ao = À42(F'). Como .At é um -4o-bimódulo alternativo

sobre .A42(r'), pelo Teorema 3.2.3, temos que .Ai será soma direta de um
bimódulo associativo M. e um bimódulo de Cayley M.. Provaremos que
..4 é associativa, contradizendo a hipótese do Lema. Iremos separar em três
etapas.

[. Verificaremos que .ÍW.2 = (0). Sejam ml, m2 € ]Wc e a € ,40. Como A é
uma superálgebra alternativa e ml, m2 C .'4i, temos que (mi, m2, a) =
(m2,mi,a). Logo, temos

(mi,m2, a) --(m2,ml,a), por(3.27)
jmim2)al jm2nr&i,al

llm:,m21,'1,

ou seja,
jmi,m21 C -F. (4.5)

Sejam eij as matrizes com l na posição i.j e 0 nas outras e eij -» êij a
involução. Seja n C À4rc, tal que n = nl + n2, onde rzl :: Reli :: êiin :;

e22n e n2 ::= ne22 := ê22n :: elln. (como n2 C .Ao, obtemos que

n2 õell + ae12 + /7e21 + 'ye221 (4.6)

para adequados a, P, 7, õ C F'. Logo,

n12 (e22n)(Reli), por (3.25)

ell(e22n.n), por (3.26)

eii(n2e22), pela associatividade de .Ao

eiin2e22, por (4.6)

ae12
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Analogamente, podemos obter que

n2' = (elln)(ne22) = «2n'.ii = P"i,
nin2 = (e2un)(ne22) = '22n''22 ' ''22,
n2n[ = (e]]n)(ne]]) = .]]n'e]] = Õ ]]

Como lni, n21 ' 'ye22 --õeii, por (4.5), temos que õ = --'y. Ao usarmos
a superidentidade alternativa e as relações anteriores, obtemos

nl(nln2) nl(n2nl)
(nl'n2 -- (nln2)nl + nl(n,nl))
nl'n2 (nln2)nl.

Logo, nl'n2 -- (nin2)ni = nilni, n21, ou sda, a'12"'
7(nl.ll + nl). Co:no nl ii = "'1:'ii - "i,, e«tã.

ntlni,n21
nl(n2nl)

'ye22ni + rii'y

cle12n2 :: 2'ynt (4.7)

Analogamente, obtemos /3e2int = 27n2. Ao tomarmos (4.7) e substi
tuirmos pelo valor de n2, da última identidade, concluímos que

a/3ei2(e2ini) :: --4'2ni

Além disso, ao usarmos (3.3), temos que

.l,(e,:n:) = (e,:e«)n: = n:

Se nl # O, podemos observar que

clP := --472. (4.8)

Se ni = 0 então a
Vamos considerar

P 0, sendo a identidade (4.8) verdadeira

an2'e12 a(Pedi)ei2 = aP'22

Utilizando a superidentidade alternativa, (3.6), (4.7) e as relações de
a e #, temos

'2n2''12 an,(n,.«) + an,(e«n,) -- a(n,e:,)n,
--a(n:e«)n2 + am2(n2 . e«)
--a(n2.12)n2 + a(n2t(ei2))n2

a(n2.:2)n2 + a(n,e:,)n, + a(n,ê«)n,
a(n2e12)n2 = 2'Ynina = 2'y2e22

a/3e22 .
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Logo, 2'y2 = a/3. Por (4.8), teremos que 6'r2 = O, ou mla, ' = 0 = õ.
Dessa maneira, para todo n C .A4rc, obtemos que n2 C Feia +F'e2i. Por
(4.5), observamos que

Ã4c2 C .F.l + /i'e12 + .I' e21

Pela superidentidades (3.25) e (3.26), concluímos que o subespaço .Adc2
é um ideal em P2. Soam m C .A4c2 e a C .AO, tais que, a = ell + e12 +
e21 + e22 e m = a + /3ei2 + 'e2i) com cl,/i,"y C -F. Temos que

ma =(a + P)ell +(a + P)e12 +(.« + 1)e21 +(a + l)e22 g M.'

Então, .A/c2 = (0)

2. Mostraremos que À41cMa ' MaÃ4.
(3.25), temos

(O). Sejam m C Mc, n C .A4a. Por

(.Z,) (mn) m(ab«) .n) (b(ãn))
b(m(-)) a(mn))
(b«)(mn),

para quaisquer a,b C .Ao. Logo, la,Z)l(mn) = 0. Como .Ao não é
comutativa então mn = 0, ou seja, M].]Wa = (O). Da mesma forma,
mostramos que Ã4.-a4. = (O).

3. Agora, verificaremos que a superálgebra .A é associativa. Sda m € Mc.
Para arbitrário a = b + m' + n € .A, onde b C .40, m' € Mc e m € .ü/a,

pelos passos l e 2, obtemos que

ma= mb+m.7n/+mn

Analogamente, provámos que am C .A/c. Logo, Mc é um ideal em .A, tal
que JW.e = (0). Como .4 é prima então Ã4. = (0). Logo, .A - -ZW2(F) +

Ma. Como (M2(F), M2(.F),.4) = (0). Pensando p«'a envolvente de
Grassmann, pelo Lema 2.1.4, temos que IM2(F), À42(F')l Ç .V(.4).
Ao voltarmos para a superálgebra, pelo Corolário 3.4.3, obtemos que
IMe(.F), M2(F')l ç N(.4)o .A)o, contrmição.

Caso 2: Seja .Ao uma álgebra de Cayley-Dickson. Então, a álgebra de
Cayley-Dickson está contida na envolvente de Grassmann. Pelo Teorema
1.2.14, temos que a envolvente de Grassmann é uma álgebra de Cayley-
Dickson. Logo, I'(.A) = 1'o ® .4o + I'i ® .4i = .Ao ® Z(I'(.A)), onde Z(1'(.4))

94



comuta e associa com .Ao. Como o centro da álgebra é associativo e co-
mutativo, temos que .A = .Ao ® B, onde B = Z?o + Bi é uma superálgebra
associativa e comutativa. Logo, .Ai = ..4o ® .Bi. Sqa b C Z?t. Temos que

(b,b> = 2b2 = 0, então b2 = 0. Para todo y C .A, obtemos que (yb)a = 0 e
(by)2 = 0. Seja z C -Ai. Escrevemos z = a®b. Seja id<aç> = /. Cromo o ideal
/ é homõgeneo, sabemos que é a soma direta da parte par da superálgebra .A
com o bimódulo J gerado por z. Observemos que o bimódulo J é nilpotente
de índice nove. Logo, /9 = (0). Como Á é prima então que z = 0. Como z
é arbitrário concluímos que .Ai = (0). [1

Teorema 4.1.5. Seja .A = .4o + .Ai uma slzperáZgebra aite7"rlatãua palma
em caractedstica d#erente de dois e três. Então A é uma sul)erálgebra
assocÍaÉáua ow .At = (0) e .A = .4o é uma áZgebra de OayZeZ/-l){ckson.

Z)emonsfrnção. Pelo Lema 4.1.1, basta verificarmos esse Teorema, para uma
superálgebra alternativa -A, prima, central, com unidade, sobre um corpo
infinito. Vamos analisar o caso que A não é associativa. Pelo Lema 4.1.2,
é necessário considerar dois casos. O primeiro caso, quando a parte par é
associativa e comutativa. Pelo Lema 4.1.3, temos que .A será associativa. O
segundo caso, quando a parte par é quadrático. Pelo Lema 4.1.4, temos que
.4t = (0) e .A = .Ao é uma á]gebra de Cay]ey-Dickson. []

Obtendo assim o teorema principal

Teorema 4.1.6. Seja .A = .4o + .Ai uma superáZgebra aZte77zatáua simples

em carüctedstica diferente de dois e três. Então A é uma.superálgebra
associativa ou .Ai = (0) e .A = .Ao é uma áZgebru de (JaZ/Ze3/-Z)àckson.

Z)emorlsZrnção. Como toda superálgebra simples é prima, esse teorema é um
coro[ário do teorema anterior.[]

4.2 Exemplos em característica 2 e 3
Nesta seção apresentaremos exemplos de superálgebras alternativas simples
não associativa em característica 2 e 3. Para característica igual a 3, temos
os seguintes exemplos.

l A superáZgebrn B(1,2). Seja F' um corpo em característica 3. A su-
perálgebra B(1, 2) = .F.l + F'.z + F'.Z/, tal que zy = --yz = 1 é alterna-
tiva e simples. Essa superálgebra tem a parte pal sendo I'.l e a parte
ímpar sendo F'iç + F'Z/. Essa superálgebra é supercomutativa e com
unidade.
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2. A superáZgebra B(4,2). Seja F' um corpo em característica 3 e M2
a álgebra das matrizes 2 x 2 sobre -F. A superálgebra B(4,2) =
B(4, 2)o +- .B(4, 2)l, onde -B(4, 2)o = ]W2(-F) e 23(4, 2)l = F'.mi + F'.«}a
é alternativa e simples. A álgebra B(4, 2)o age em .B(4, 2)l, por

ei,j'rnK õiX;mk, í,.j, k € {1, 2},
czm,

onde a C .B(4,2)o,m € 1?(4,2)i e a -, ã é a involução em Z?(4,2)o
Temos que Z?(4,2)i é um bimódulo de Cayley. A operação de multi
plicação de Z?(4, 2)l é definida por

m12

m22

ml 7'n2

7n2ml

-- e2 1 7n 9

e127n)

ell)
e22

3 A superáZgebru tústed do tipo uefohaZ -B(@, Z),7). Seja -F um corpo
em característica 3. Seja © uma superálgebra associativa e comutativa
sobre .F, .D uma derivação par de ©, ' C Q'o e seja '} a cópia isomorfa
do espaço vetorial Q', com isomorfismo a p-} ã. Considere o espaço
vetorial -B(©, Z), ') = © + (b e defina a operação de multiplicação, por

a.b

a.b

a.b
a.b

ab,

ab,

( -- 1)p(ó) ãi;,

(--1)P(Ó) (7ab + 2-D(a)b + aD(b)),

onde a, b C õo U õl e ab é o produto em ©. Definimos a Z2-graduação
em -B(d', .D, '), sendo a parte par Oo+ÕI e a parte ímpar Q'i +Oo. A su-
perálgebra B(@, D, ') é alternativa. Será não associativa se -D(õ')©2 #
0. Além disso, será simples se a derivação é D-simples.

Seja .A uma álgebra alternativa Z2-graduada, em característica 2. Sejam
a, b, C .4i e c € .Ai U .4o. I'amos

(a, b, c)+(--1)p(')p©(Z,, a, c) (Z,, ., c) 2(.,b,c)

Logo, os elementos da parte ímpar verificam esta superidentidade alter.
nativa. Claramente os elementos na parte par satisfazem essa mesma su
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peiidentidade alternativa. De modo análogo, verificamos a outra superi-
dentidade alternativa. Assim, concluímos que uma álgebra alternativa Z2-
graduada ein característica 2 é uma superálgebra alternativa.- Vejamos agora
dois exemplos de superálgebras alternativas simples em característica 2.

l A superáZgebrn OayZeZ/-.Z)ácÊson 0(4, 4). Seja F' um corpo em carac-
tet'ística 2. A superálgebra O = 0(4, 4) = -H + u.fr, é a álgebra Z2
graduada, construída pelo processo de Cayley-Dickson em uma álgebra
de quatérnios generalizada H. Ela é uma superálgebra alternativa sim-
ples

2 A superálgebrn doubZe (7tzyZeg/-Z)áckson Ojul. Seja f' um corpo em

característica 2 e u C F' tal que u2 ;:: cl # 0. Seja .Flui = r' + Fu.

Temos que .Flui é uma superálgebra simples de dimensão dois, com
a parte par sendo F' e a parte ímpar sendo F'u. Definimos 0(4, 4) =
r'lul ® ..'!. Nessa superálgebra a parte par é O e a parte ímpar é Ou.

Em jlll, o autor prova que as álgebras apresentadas anteriormente são
todas as superálgebras alternativas simples em característica 2 ou 3, a menos
de isomorfismos.
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