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Resumo

Neste trabalho propomo-nos a realizar um estudo sobre as superilgebras
alternativas simples, classificando-as. Demonstraremos o teorema princi-
pal, mostrando que para caracteristica diferente de 2 e 3 as superdlgebras
alternativas simples sao associativas ou uma algebra de Cayley-Dickson.

Abstract

The aim of this work is to study simple alternative superalgebras. The
main theorem states that, for characteristic not 2 and 3, simple alternative
superalgebras are associative or Cayley-Dickson algebras.



Introducao

O nosso objetivo é a classificagao das superalgebras alternativas simples em
caracteristica diferente de dois e trés.

No primeiro capitulo, estudaremos algebras alternativas. Esse capitulo
est4 baseado em [14], Capitulos 2, 5, 7, 8, 9 e 13, em [1], Capitulo 1 e em [§],
Capitulos 1, 2 e 3. As &lgebras com composicao tém um papel fundamental
na teoria das dlgebras altenativas. A Secgao 1.2.1 tratard da classificagao das
algebras com composicao. Toda algebra alternativa quadratica simples com
caracteristica diferente de dois é uma &lgebra com composicao. Com esse
resultado, iremos classificar as algebras alternativas quadraticas simples. O
Teorema de Kleinfeld, que diz que a tnica algebra alternativa simples, nao
associativa, é a dlgebra de Cayley-Dickson, sera provado na Secao 2.5.

O Capitulo 3 estd baseado nos artigos [10], [11] e [12]. Nesse capitulo,
definiremos superélgebras alternativas. Em uma superalgebra alternativa, a
parte impar é um bimédulo alternativo. Dessa maneira teremos uma segao
sobre bimédulos. O estudo sobre bimédulos serd baseado nos artigos [3] e [9].
Ao estudarmos bimédulos, veremos a relagao entre suas bi-representagoes.
Um resultado importante é que um bimdédulo alternativo é soma direta de
um bimdédulo associativo e um bimédulo de Cayley. As superélgebras tém
um papel fundamental para as dlgebras nao associativas. Uma das utilidades
é a construcao de exemplos de dlgebras soliveis que nao sejam nilpotentes,
teremos um exemplo nesse capitulo no caso em que a algebra € alternativa.

Na primeira se¢ao do capitulo 4, provaremos o principal teorema desta
dissertagao, que trata da classificagao das superélgebras alternativas simples
em caracteristica diferente de 2 e 3. Na Secao 4.2, apresentaremos alguns
exemplos de superdlgebras simples em caracteristica igual a dois e trés.
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Capitulo 1

Algebras alternativas

Neste trabalho, iremos considerar dlgebras nao associativas sobre um corpo
F' de caracteristica diferente de dois e trés. Uma dlgebra A sobre F' é um
espago vetorial sobre F', com uma operagao de multiplicagao, tal que (z +
Y)z = 2z + yz, z(y + z) = zy + zz e a(zy) = (azr)y = z(ay), para todos
x,y,z € A,a € F.

Os conceitos de subdlgebras, ideais e homomorfismos nao envolvem a
associatividade. Estas definigoes sao a mesma em qualquer classe de algebras
(associativas ou nao).

Seja A uma algebra e a € A. Denotamos por id(a) o ideal gerado por a
em A. Seja X uma conjunto de A, denotamos por alg(X) a algebra gerada
pelo conjunto X.

A lineariza¢do é uma ferramenta importante no estudo de algebras nao
associativas. Ela consiste em tomar uma varidvel em uma identidade e
substituir pela soma de duas varidveis, obtendo assim uma nova identidade
equivalente & original, onde o grau da varidvel substituida é menor. Se o
corpo tem caracteristica zero, a linearizagao completa de uma identidade
produz uma identidade multilinear equivalente & identidade dada.

1.1 Algebras alternativas

Uma élgebra A sobre o corpo F' é chamada de dlgebra alternativa se, para
todos z,y € A, temos z2y = z(zy) e yz? = (yz)z. Linearizando essas
identidades, teremos

zz.y+zexy=z.2y+zxy e y.xz-+y.zr=yr.z-+yzzx,



para quaisquer z,y,z € A. Podemos observar que toda dlgebra associativa
é uma dlgebra alternativa.

Toda &lgebra pode ser imersa numa algebra com unidade. Se a dlgebra
A nao possui unidade, definimos em A = F x A uma estrutura de algebra,
onde a soma é feita coordenada a coordenada e a multiplicagdo é definida
por (a,a)(B,b) = (B, ab + ab + Ba), para todos (e, a), (B,b) € A. Observe
que a unidade é (1,0) e a algebra A est4 contida em A, pois A é isomorfa &
subalgebra de A formada pelos elementos cuja primeira coordenada é nula.
Logo, podemos escrever (a,a) = a.1 + a, ou simplesmente, o + a. Vamos
verificar que se A é alternativa, entdao A também é. Sejam z,y € A, tais que
z=a+a,y=[F+b, temos que

2y = (a+a)l(B+D)
= (a® 4 2aa+a?)(B+D)
= a?B+ a®b+2aBa + Ba® + 2aab + b
= o?B+ afa+ a®b+ aab + afa + aab + Ba® + a.ab
= (a+a)(af + ab+ fa+ ab)
= (a+a)((a+a)(B+0b) = z(zy).

De modo anélogo, podemos provar que zy? = (zy)y. Logo, se A nao
possui unidade, podemos considerar A.
Sejam z,y, z € A. Definimos:

e [z,y] = zy — yz, o comutador de z e y.
e (z,9,2) = (zy) z — = (yz), 0 associador de z,y e z.
e zoy = zy+ yz, o produto de Jordan de z e y.

Dessa maneira, podemos caracterizar as leis alternativas utilizando o
associador.

Proposicao 1.1.1. Seja A uma dlgebra alternativa e z,y,z € A. Entdo

(z,z,y) = (y,2,7) =0,
(z,9,2) = —(z,29),
(z,9,2) = —(y,2,2),
(z,y,m) = O

Demonstracao. Pelas leis alternativas, sabemos que sao vélidas as trés pri-
meiras identidades. Como (z,y,z) = —(z, z,y), temos que

(:E’ Y, I) = _(mam1 y) o= 07



terminando assim a demonstragao. O

Neste momento, vamos mostrar que o produto de dois ideais I e J de
uma algebra alternativa A é um ideal de A. Como IJ é um subespaco,
basta verificar que a multiplicagdo de elementos de I.J por elementos de A
pertence a IJ. Sejam i € I e j € J. Para qualquer a € A, temos

(ij)a = i(ja) + (i,5,a) = i(ja) — (3,0, 7) = i(ja) — (ia)j +i(aj) € IJ.
Do mesmo modo, temos
a(ij) = (ai)j — (a,%,7) = (ai)j + (i, @, ) = (a2)j + (ia)j — 1(ag) € IJ.

Outras propriedades importantes sao as chamadas Identidades de Mou-
fang, que estao descritas a seguir.

Proposicao 1.1.2. Seja A uma dlgebra alternativa e z,y,z € A. Entao

~

. (zzz)y = z (2 (zy)), a identidade de Moufang a esquerda,
2. y(zzz) = ((yz)2z)z, a identidade de Moufang a direita;

3. (zy)(zz) = z(yz)z, a identidade de Moufang central;

b (52,2) = —(u,5, 2
5

. (2, 2z,y) = —z(2,z,9).

Demonstragdo. 1. Para quaisquer z,y, z € A, temos
(zzz)y —z(2(zy)) = (zz,7,9)+ (2,2, 1Y)
= - (IE, Tz, y) - ((1:, Ty, z)
= —(z(z2))y +z((z2)y)
—(z (zy)) 2z + = ((zy) 2)

= —(2?2) y— (2%) 2+ 2 ((z2) y + (zy) )
= —(z%2,9) — (z%,y,2) — 2%(2v)

—z*(y2) + z((z2)y + (2y)2)
= "= (:1:2, z,y) + (zz,z,y)

+z (—z (2y) — = (y2) + (z2) y + (zy) 2)
= z((z,2,9) + (z,9,2))
= z((z,2,9) — (z,2,9)) = 0.



2. Demonstragao andloga a anterior.

3. Sejam z,y,z € A. Temos

(zy)(z2) —z(yz)z = (z,y,22) + z(y(22)) — z(yz)z

(z, 9, z2) + z(y(22) — (y2)z)

—(z,zz,y) — z(y, 2, )

—(z(22))y + 2((22)y) — (y, 2, 2))

= —(zzz)y + z((22)y — (v, 2z, z)) pela identidade

de Moufang a esquerda
= —z(2(zy) — (22)y + (y, 2, 2))
= —z(—(z,z,9) + (y,2,2)) =0.

4. Sejam z,y,z € A. Entao

(y,zz,2) = (y(zz))z — y(zzz) pela identidade
de Moufang a direita
= (y(z2))z - ((yz)2)z
= —(y,z,2)z.

5. Prova andloga a anterior.
O

As identidades dos itens 4 e 5 sao generalizagoes das identidades de
Moufang a direita e a esquerda. Se elas forem linearizadas, teremos

(:B, zw,y) + (’LU, Zx:y) = —x(zaway) - w(zvl’)y)1 (11)
(y,wz,z) + (y,zz,w) = —(y,w,2)z— (y,z,2)w, (1.2)
para todos z,y, z,w € A.

Um resultado muito importante é o Teorema de Artin, que caracteriza
as algebras alternativas.

Teorema 1.1.3 (Artin). A é uma dlgebra alternativa se, e somente se,
toda subdlgebra gerada por dois elementos de A for associativa.

Demonstragdo. Seja A uma slgebra tal que toda subédlgebra gerada por dois
elementos de A é associativa. Entao claramente A é alternativa. Vamos
verificar a condigao contraria. Sejam z,y € A. Sejam p = p(z,v), ¢ = q(z,y)
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er = r(z,y) monémios nao nulos em z e y. Denotaremos o grau do monémio
p por dp.

Vamos provar por indugdo em n = dp + dq + dr que (p,q,7) = 0. Para
n = 3, temos que dp = dgq = dr = 1. Como p, ¢ e  sao mondmios iguais a x
ou a y e A é alternativa, entao (p, g,7) = 0. A nossa hipétese de indugao serd
que (p’,q’,r’") = 0, para todos os mondmios p', ¢’ e r’ com dp’ +dg' +dr' < n.
Vamos provar que (p,q,7) = 0 para dp + dg + dr = n. Como z e y sao os
nicos fatores de p, q e 7, temos que dois monémios comegam com a mesma
letra. Podemos supor que g e 7 comegam com a letra z. Vamos agora separar
em trés casos:

Caso 1: Se dq > 1 e dr > 1. Pela hipStese de indugao temos que ¢ = zq’
e r = zr’. Dessa forma, temos d¢’' = —1+dq e dr' = —1+dr. Ao utilizarmos
a Identidade de Moufang 4 e (1.2), temos

(p,q,r) = (p,2q,2r)
= —(zr',2q,p)
= (ar',pq2) + (2r',2,d)p+ (2r',p, d)z
(zr',pd, z)
= —(pq,2r',z)
= (pqd,z,7")z.
Pela hipétese de indugao, temos (p, g,7) = (p¢’,z,r")z =0

Caso 2: Se dg > 1 e dr = 1. Pela hipétese de inducao temos q¢ = z¢’,
logo d¢’ = —1 + dq. Pela Identidade de Moufang 4, temos

(p,gr) = (p,zd,2)
= —(p,z,q)z.

Pela hipétese de indugao, temos (p,q,7) = —(p,z,¢)z = 0.
Caso 3: Se dg = dr =1, entao ¢ = r = z. Como A ¢é alternativa, temos
que (p,g,7) = 0. 0

1.2 Algebras com composicao

O objetivo desta secao é estudar algebras que tenham formas quadraticas
nao degeneradas sobre um corpo arbitrario. Isso leva a descricao de uma
classe de algebras, conhecida como algebras com composicao, que tém um
papel fundamental na teoria das élgebras altenativas. Comecaremos com
algumas definicoes.
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Sejam F' um corpo e A um espaco vetorial nao nulo sobre F'. A funcao
f:Ax A — F é bilinear se f for linear em cada coordenada. Dizemos que
f é simétrica se f(z,y) = f(y,z), paratodos z,y € A. E f é ndo degenerada
se f(z,y) =0, para todo y € A, implicar z = 0.

Uma funcéo n : A — F' é chamada forma quadrdtica se n(az) = o?n(z),
e se f(z,y) = n(z + y) — n(z) — n(y) for bilinear em A, para arbitrarios
z,y€ Aea€eF.

Chamamos n de estritamente ndo degenerada se f definida acima for nao
degenerada. Dizemos que n admite composi¢ao se n(z)n(y) = n(zy), para
todos z,y € A.

Definicao. Uma algebra A sobre F' com forma quadratica n é chamada de
dlgebra com composic¢io se, para todos z,y € A, tivermos

(i) n(zy) = n(z)n(y),
(ii) n é estritamente nao degenerada,
(iii) a dlgebra A possui unidade.

Seja A uma algebra com unidade sobre F. Dizemos que A é quadrdtica
se, para qualquer = € A, existirem t(z),n(z) € F tais que

z? — t(z)z + n(z) = 0. (1.3)

Chamamos t(z) de trago de z e n(z) de norma de z. Prova-se que ambas
sao unicamente determinadas.

Agora veremos a relacao entre lgebras alternativas e dlgebras com com-
posicao.

Lema 1.2.1. Seja A uma dlgebra com composicdo. Entdo A é alternativa
e cada elemento de A satisfaz uma equacdo quadrdtica com coeficientes em
F, ou seja, A € quadrdtica sobre F'.

Demonstragao. Podemos tomar F.1 = F' como subdlgebra de A. Sejam
z,y,w,z,u € A. Como A é dlgebra com composicao, temos

n(z)n(y + w) = n(zy + zw) (1.4)

n(z)f(y, w) = f(zy, zw), (1.5)
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pois

n(z)f(y,w) = n(z)(n(y +w) - n(y) — n(w))
n(zy + zw) — n(zy) — n(zw)
= flay,zv).

Il

Observemos que

f(z,2)f(y,w) = f(zy, 2w) + f(zy, zw), (1.6)
pois
f(z,2)f(y,w) = (n(z+2)—n(z)—n(2))f(y,w)
= f(zy+zy,2w + 2w) — f(zy, zw) — f(2y, zw)
f(zy,zw) + f(zy, z2w) + f(2y,zw)
+f(zy, zw) — f(zy, zw) — f(zy, zw).

Substituindo z = 1 e y = zu em (1.6), temos
f(z, 1) f(zu,w) = f(z.2u,w) + f(zu, zw). (1.7)
Por (1.5) e (1.7), temos
f(z.zu,w) + n(z) f(u,w) — f(z,1)f(zu,w) = 0.
Usando que f é bilinear e n(z) € F, temos
f(z.zu+n(z)u — f(z,1)zu,w) = 0.
Como f(z,y) é nao degenerada e w é qualquer, temos
z.zu+ n(z)u — f(z,1)zu =0, (1.8)
para todos z,u € A. Tomando u = 1 temos
z? — f(z,1)z + n(z) = 0. (1.9)

Vamos agora mostrar que A é alternativa. Tomando (1.9), multiplicando
por u e subtraindo (1.8), temos

2 u — f(z,zu+ n(z)u — z.2u — n(z)u + f(z,1)zu = 0.

Logo, zu = z.zu.

Para demonstrar que uz* = uz.z, basta tomar y = uz em (1.6) e repetir
todo o processo. a

2
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Vamos agora determinar ¢ e n.
Seja p um endomorfismo linear de A. Dizemos que p é involugdo da
algebra A se, para todos a,b € A, tivermos p(p(a)) = a e p(ab) = p(b)p(a).

Lema 1.2.2. A funcao definida por a — a = f(1,a) — a, para qualquer
a € A, € uma involugdo da dlgebra A que deiza os elementos de F' fizos.
Para cada a € A, temos que t(a) =a+a € F, n(a) =aa € F e a satisfaz a
identidade a® — t(a)a + n(a) = 0.

Demonstragao. Vamos verificar as propriedades da involuc¢ao. Sejam a,b €
A e a € F. Mostraremos que a +— a é linear. Temos

a5 = f(la+b)—(a+b)
f(La)—a+ f(1,b)—b

= a+b
e
aac = f(1,aa)—aa
= o(f(l,a) —a)
= aa.

Agora vamos mostrar que a = a, para todo a € A. Sabemos que

f(l,a)—a
= (1L f(1,0)—a) — f(L,0) +a
= f(Lf(1,e) - f(1,a) - f(L,a) +a
= f(l,a)f(1,1) —2f(1,a) +a.

Temos que n(1) = n(1)n(1), logo n(1)(1 — n(1)) = 0. Desse modo, temos
f(1,1) =n(2) — n(1) — n(1) =4n(1) — 2 = 2. Entao

ll

a=2f(1,a) —2f(1,a) + a = a.

Vamos verificar que ab = ba, para arbitrérios a,b € A. A equagao (1.9)
é vélida para a,b e a + b. Logo,

a2 - f((l, 1)a + n(a’) - 0)
b% — f(b,1)b + n(b) = 0,
a? +ab+ba+b* — f(a,1)a — f(a,1)b— f(b,1)a — f(b,1)b+ n(a +b) = 0.

14



Ao subtrairmos as duas primeiras expressoes da ultima, temos
ab+ ba — f(a,1)b — f(b,1)a + n(a + b) — n(a) — n(b) = 0. (1.10)
Substituindo z =y =1,z =a e w = b em (1.6), temos
f(1,a)f(1,b) = f(1,ab) + f(a,b). (1.11)
Substituindo (1.11) em (1.10), temos
ab+ba — f(1,a)b— f(1,b)a+ f(1,a)f(1,b) — f(1,ab) = 0. (1.12)

Ao utilizarmos (1.11) e (1.12), temos

ab = (f(lwa) —a)(f(1,b) — b)
= ab—f(l,a)b—f(l,b)a+f(1,a)f(1,b)
f(1,ab) —ba = f(1,ba) — ba

= ba.
Agora, seja a € F. Entao

a = f(l,a) -«

= af(l,1)—a
= 20—«
= a.

Observemos que a = f(1,a)—a, o que implica a+a = f(1,a) =t(a) € F.
Por tltimo, aa = f(1,a)a — a®> = n(a) € F. O

Lema 1.2.3. Sejam A uma dlgebra sobre F' com unidade e x — T uma
involucao de A tal que, para qualquer x € A, temos x + Z,2Z € F'. Se a
forma quadrdtica n(z) = zT € estritamente nao degenerada em A, entdo A
é simples ou A € isomorfa a F'@® F'.

Demonstragio. Seja I um ideal de A, tal que I # A e I = I. Vamos verificar
que I = (0). Pelo fato de que I N F' = (0), temos a + a = aa = 0, para todo
a € I. Seja a € I. Entao

|

R8I

f(a,z) = n(a+ z) — n(a) — n(z) = aZ + aZ =0,

para todo z € A. Como f é nao degenerada, temos que a = 0. Como a
pode ser qualquer, entao I = (0).
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Vamos supor que A nao € simples. Seja T um ideal nao nulo de A, tal
que T # A. Sejal =T +T. Temos que [ = I e I # (0), entao I = A. Seja
J=TNT. Temos que J = J e J # A, logo J é nulo. Entao A=T @ T.
Vamos provar que o ideal 7' tem dimensao igual a um sobre F. Sejam
t,s € T, tal que t é ndo nulo. Sejam A=t +tepu=s+35. Entao \,u € F.
Observemos que se A =0, temos t = —t € TNT = (0). Logo, A é nao nulo.
Como TT +TT C TNT = (0), temos A\s = ts +1s = ts e pt = tp = ts.
Logo, ut = As e s = (A~!p)t, ou seja, t e s sao linearmente dependentes.
Logo, T' é unidimensional sobre F'. Portanto, se A nao for simples entao é
isomorfa a soma direta de duas cépias do corpo. O

Na préxima secao descreveremos um processo que permite a construgao
de algebras com composigao e veremos sua classificacio.

1.2.1 Processo de Cayley-Dickson

Seja A uma élgebra sobre F' com unidade e com involugao a +— a, onde
a+a € FeaacF, para todo a € A. Vamos construir uma nova &lgebra,
com involugao, que contém A como subdlgebra e, se a dimensao de A for m,
entao a dimensao da nova algebra serd 2m.

Fixemos 0 # a € F' e denotemos por (4, a) a colegao de todos pares or-
denados (a1, az), tais que a1, as € A, com a adigao coordenada a coordenada,
A(a1,a2) = (Aa1, Xag), para A € F, (a1,a2)(as,aq) = (a1as + caqas, araq +
asaz) e a involugao (a1, a2) = (a1, —as9).

Observemos que (A, @) é uma &lgebra sobre F, onde (1,0) é o elemento
unidade e a subdlgebra A’ de (A4, a) gerada pelos elementos em que a segunda
coordenada é nula é isomorfa a A. Seja v = (0,1). Podemos observar que
v2 = (0,1)(0,1) = a(1,0) e (A,a) = A’ ® vA'.

Logo, para arbitrarios z,y € (A, @), podemos representar z = a; + vas
e y = a3 + vay, onde ay,a3,a3,a4 € A. Assim, (a1 + vay)(ag + vay) =
(a1a3 + aaqay) + v(ajaq + azag) e T = a; — vay.

Esse processo descrito anteriormente é chamado de Processo de Cayley-
Dickson.

Lema 1.2.4. A aplicagao = +— T é uma involugdo da dlgebra (A, ), tal que
z+z € F exz € F, para todo x € (A, ). Se a forma quadrdtica n(a) = aa
¢ estritamente nao degenerada em A, entdao a forma quadrdtica n(z) = zZ
é estritamente nao degenerada em (A, ).

Demonstragdo. Sejam z,y € (A, ). Entao z = a; +vay,y = a3 + vay, onde
aj,az,a3,ay € A. Vamos verificar que a operagao acima é uma involugao
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em (A, ). Temos

gty = ((a1+a3)—v(az +a4))
= (5.1 = 'Uag) + (5,3 - va4)
= Z+79
e, para A € F,
AT = )\(@1 - 'Uag)
= a1 —viay
= Az

Logo, a aplicagdo = +— T é linear. Agora

Yy = (5,3 — va4)(5.1 — ’Uag)
(5,35.1 + aagd4) = ’l)(a3a2 + (_11(14).

Portanto,

7y = (a@3a) + aagdy) — v(aiaq + azay)
= yI.
Vamos verificar que o trago e a norma em (A, a) pertencem ao corpo

z+Z = (a1 +vag)+ (@1 —vag)
= a1 +a €F,

zz = (a1 +vag)(a; — vag)
= a1a) — aagdy + v(—ajaz + ajag)
= aja; — aagdg € F.
Suponhamos agora que n é estritamente nao degenerada em A. Para
T = a1 +vag,y = a3 +vay € (A,a), com aj,ag,as,as € A, temos
flz,y) = n(z+y)—n(z) —n(y)
= @+yETY) 2249
= zY+yzx
(a1 + vag)(as — vay) + (a3 + vag)(ar — vag)
= aya3 — caqds +v(—ajaq + azaz)

+aza; — aag@y + v(—agag + aiaq)

= aja3 +aza; — a(agd4 + a4(_1.2).
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Suponhamos f(z,y) = 0, para todo y € (A,«). Em particular, para
qualquer y = a3 € A, temos que
0 =a1a3 + aza; = f(al, a3) = f(.’L‘, a,3).

Como n é estritamente nao degenerada em A devemos ter a; = 0. Ana-
logamente, concluimos que as = 0, tomando y = aay € A. Logo, n é
estritamente nao degenerada em (A4, a). O

Seja A uma algebra com composi¢ao. O préximo resultado determina
quando (A, @) serd novamente uma &lgebra com composicgao.

Teorema 1.2.5. Seja A uma dlgebra com composicdo. Entao (A, a) é com
composi¢ao se, e somente se, A é associativa.

Demonstragao. Sabemos que (1,0) é elemento unidade de (4,a) e n é es-
tritamente nao degenerada em (A, ). Falta verificar quando n(zy) =
n(z)n(y), para todos z,y € (A,a). Sejam z,y € (A4,a). Escreva z =
a1 + vag,y = asz + vay, onde ay,a9,a3,a4 € A. Temos
n(z) = 2T
= @101 — @agas
= n(a1) — an(ag),
logo,
n(zy) — n(z)n(y) = n(aia3 + aasas) — an(aiaqs + azas)
—(n(a1) — an(az))(n(a3) — an(as))
= n(a1a3) + a®n(aqds) + af(a103, asds)
—an(ajag) — an(azag) — af(aiaq, azay)
—n(ai)n(a3) + an(a1)n(as) + an(az)n(as)
—a’n(ag)n(as).
Para arbitrério a € A, temos que n(a) = n(a), pois n(a) = aa = a(t(a) —
a) = (t(a) — a)a = aa = n(a). Como n(ab) = n(a)n(b) e n(a) = n(a), para
quaisquer a, b € A, temos
n(zy) — n(z)n(y) = af(a1as, a4a2) — af(a1as, azay).
Por (1.6), temos
flaras,asas) = f(aras.1,a4as9)
—f(a1a3.a3,a4) + f(aras,a4) f(1,a2)
fla1a3(f(1,82) — G2), a4)

= f(alas-a2, a4)

Il
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e, da mesma forma, temos f(ajaq,asaz) = f(a4,aj.a3a2). Portanto,
n(zy) — n(z)n(y) = af(a1as.a2 — aj.azaz, aq).

Sabemos que n(zy) = n(z)n(y) se, e somente se, para todos a1, az, a3, aq €
A, tivermos que af(ajaz.ag—aj.azaz,aq) = 0. Como o # 0 e f é nao degene-
rada, concluimos que n(zy) = n(z)n(y) se, e somente se, ajaz.az—ai.a302 =
0, para todos aj, as, a3, a4 € A, isto é, se, e somente se, A for associativa. []

Tomemos o associador com elementos da algebra (A,a). Para todos
a,b,c € (A, ), escrevemos a = (a1,a2),b = (b1,b2),c = (c1,c2), onde
ai,ag,by,ba,c1,c0 € A. Temos

(CL, b, C) = (a1b1.01 + abyag.ci + acz.Egal + QCQ.E,QB],
51&1.02 + aaggg.cg + c1.a1by + cl‘blag)
——(al.blcl + aal.CQEQ + OIEICQ.C_LQ + aciby.ay,
C—Ll.l_)lcg + aq.c1bg + bici.ao + aCQI—)Q.ag)
= (a1b1.01 —ayi.bic1 + abyag.cp — aciby.ag
—I—acz.Egal - aal.c252 + 062.5,251 — a51c2.&2,
51(_11.62 s 5,1.1_)102 + aa262‘62 — 010252.0,2

+cy.a1by — @1.c1bg + c1.b1ag — b1c1.a2).

Dessa forma, verificamos que (A4, ) é associativa se, e somente se, A for
associativa e comutativa.

Analogamente, iremos tomar o comutatador com elementos de (A, ).
Para quaisquer a,b € (A4, a), denotamos a = (a1,a3),b = (b1, b2), onde
ai,as, by, by € A. Temos

[a,b] = (a1,a2)(b1,b2) — (b1,b2)(a1,a2)
(a1b1 + abaag,a1bs + biag) — (bia1 + Ozagl—)g,l_)lag + a1b9)
= (abgﬁg — aaggg, (@1 —a1)bs + (bl — Bl)ag).

Assim, podemos concluir que (A, ) serd comutativa e associativa se, e so-
mente se, A for associativa, comutativa e a involucao for a identidade.
Agora citaremos alguns exemplos de algebras com composigao:

1. Seja F corpo de caracteristica diferente de dois, n(a) = a? e t(a) = 2a,
para todo o € F'. Nesse caso, temos que a involucao é a identidade.
Observe que se F' tem caracteristica igual a dois, temos f(z,y) =
(z +y)? — 22 — y? = 22y = 0. Logo f é degenerada.
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2. Seja K(p) = (Fyp) = F + Fvy, onde v? = vy + p, dp+1#0 e F um
corpo arbitrario. Definimos a involucao por a + fv; = (a + ) — g
e a forma quadrdtica por n(a) = aa. Se o polinémio z? —z — p é
irredutivel em F[z], entdo K(u) é a extensdao de um corpo sobre F
caso contrério, temos K(p) = F @ F. Se a caracteristica do corpo F'
é diferente de dois, o elemento v = vy — % satisfaz a igualdade v? = a,
onde a = ,u.+% # 0. E, nesse caso, K(p) = (F, ). Inversamente, se F'
€ um corpo de caracteristica diferente de dois, entao a élgebra (F), ) é
do tipo II. De fato, tomando v; = v+ 3, obtemos v;2 = vi+ (v — 1) =
v1 + (e — 1). Logo, 4(a — 1) +1 =4a # 0. Além disso, temos que
A+ Pvr =2+ B(v+ %) =A—pPv+ %,3: (A + B) — Bv;. Observe que
se F' é de caracteristica igual a dois, entao a condicao 4p + 1 # 0 é
satisfeita.

3. Seja Q(u, B) = (K(n),0B),B # 0. Dizemos que Q(u, ) é a dlgebra de
quatérnios generalizada. Observe que ela perde a comutatividade.

4. Seja C(p, B,7) = (Q(k, B),7), onde v # 0. Dizemos que C(, 3,7) é a
dlgebra de Cayley-Dickson. Observe que ela perde a associatividade.

Como caso particular, temos:

1. seja R o corpo do niimeros reais e « = —1. Entao (R,—1) serd o
conjunto dos nimeros complexos;

2. seja C = (R, —1) o conjunto dos nimeros complexos e 8 = —1. Entao
((R,—1),—1) serd o conjunto dos quatérnios;

3. seja H = ((R,—1),—1) o conjuntos dos quatérnios e v = —1. Entao
0 = (((C,-1),-1),—1) sera o conjunto dos nimeros de Cayley.

O nosso préximo passo sera classificarmos as dlgebras com composicao.
Para tanto necessitamos de algumas propriedades.

Sejam A uma élgebra com composicao, B um subespaco de A e f(z,y) a
forma bilinear associada & forma quadratica n(z). Definimos o complemento
ortogonal do espaco B em relacao a f(z,y) como o seguinte conjunto

Bt = {a € A|f(a, B) = 0}.

Lema 1.2.6. Seja B uma subdlgebra da dlgebra com composicio A, tal
que a unidade pertenca a B. Entio BB + BBL C Bl e, para todos
a,b € B,v € BL, valem:
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1. v=—v eav = va,
2. a(vb) = v(ab) e (vb)a = v(ab),
3. (va)(vb) = —n(v)ba.
Demonstragio. Sejam a,b,c € B e v,v' € B+,

1. Temos que 0 = f(v,1) = vl + 19 = v+ 9. Logo, v = —v. Como
0 = f(a,v) = av + va, temos av = va.

2. Usando (1.6), temos
f(a,vb) = f(a.1,0b) = f(a, v)f(1,b) — f(ab,0.1) = 0.

Analogamente, temos f(a,cv’) = 0. Entao f(a,vb+ cv') = 0, ou seja,
B1B + BB+ C BL. Pelo Lema 1.2.1, sabemos que A é alternativa,

logo,
z(zy) = z((i(z) - z)y)
= (at(z) -2y
= (z2)y,
ou seja
z(zy) = n(z)y. (1.13)

Além disso, por (1.3), temos

@y = (a(e+2) - @) - n@)y
= ((z + 2)t(z + 2) — (z + 2)? — zt(z) + 22 — 2t(2) + 22)y
= ((z+2)(z+2) -2z —22)y
= (z+2)((= +2)y) — z(Ty) - 2(2y)
= z(zy) + 2(zy),

ou seja,
z(zy) + 2(zy) = f(z,2)y, (1.14)

para quaisquer z,y,z € A. Colocando z = a,y = b,z = v em (1.14),
obtemos a(ob) = —v(ab). Pelo item 1 temos a(vb) = v(ab).
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3. De (1.14), (1.5), (1.13) e os itens 1 e 2, temos

(va)(vb) = —v(va.b)+ f(va,v)b
v(av.b) — f(va,v)b
—v(av.b) — n(v)f(a,1)b
—v(va.b) — n(v)f(a,1)b
v(v.ba) — n(v)f(a,1)b
n(v)(ba — f(a,1)d)

= —n(v)ba.

Logo, (va)(vb) = —n(v)ba.
O

A classificacao das algebras com composicao serd descrita no préximo
teorema.

Teorema 1.2.7. Seja A uma dlgebra com composi¢ao. Entao A € isomorfa
a uma das sequintes dlgebras:

I) F um corpo de caracteristica diferente de 2;

II) K(u)=F + Fuy, onde v =v1 +p e p € F ¢é tal que 4+ 1 # 0;
1) Q(p, B) = (K(n), B) = K(1) + v2K (), B # 0;
1V) C(p, B,7) = (@1, B), 1),y # 0.

Demonstragao. Seja B uma subalgebra de A de dimensao finita, tal que
a unidade da algebra pertenca a B e a restricao de f(z,y) a B seja nao
degenerada. Como f é bilinear temos que B1 é um subespaco de A.

Seja v € BL. Pelo Lema anterior, temos que ¥ = —v. Logo, n(v) =
v = —v? = —a # 0. Por (1.5), temos f(va,vb) = n(v)f(a,b) = —af(a,b),
logo f é nao degenerada em vB e dim B = dim vB. Definimos o subespago
B; = B +vB. Vamos verificar que f é nao degenerada em B;. Seja a =
d + vd' € By, tal que, para qualquer b = ¢+ v¢’ € By, com d,d’,c,c € B,
temos

0 = f(a,b) = f(d+vd,c+vc)
= f(d7 C) + f(d7 vcl) + f(’l)d’, C) + f('l)d,, UCI)
= dé+cd—ad? —add.
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Tomemos ¢ = 0, obtemos 0 = dé+cd = f(d, c), para todo ¢ € B e, de modo
analogo, para ¢ = 0, obtemos 0 = d'¢ + ¢/d = f(d',c'), para arbitrdrio
¢ € B. Como f é nao degenerada em B, temos que 0 = d = d/, isto §,
a = 0, mostrando assim que f é ndo degenerada em B;. Vamos verificar que
B; é uma subdlgebra. Temos

ab = (d+vd)(c+vc)

dc + d(vc) + (vd)c+ (vd')(vc)
de 4 v(dc') 4+ v(cd) — n(v)d'd
dc+ acdd +v(dd +cd') € By.

Como ¥ = —v, temos que a + vb = G—bv = a—vb. Como B é subalgebra
de A, temos que B; é uma algebra de composicao. Resumindo, temos que
B é uma subdlgebra de Bj, a dimensao de B; é o dobro da dimensao de
B, a operacao de multiplicacdo e a involucao em B; sao as mesmas obtidas
pelo processo de Cayley-Dickson, ou seja, By = (B, «). Se By # A podemos
repetir o mesmo processo. Vamos agora analisar dois casos.

Caso 1: Se I é corpo de caracteristica diferente de 2, temos que f é nao
degenerada com relagdo a F' e podemos tomar o conjunto B = F'. Temos
que

1. se B # A, existe B; do tipo II contido em A.

2. se By # A, existe By do tipo III contido em A.

3. se By # A, existe B3z do tipo IV contido em A.

4. como B3 nao é associativa, pelo Teorema 1.2.5, temos A = Bs.

Caso 2: Seja F' corpo de caracteristica igual a 2. Vamos mostrar que
existe a € A\F, tal que t(a) # 0. Suponhamos por absurdo que t(z) =
f(1,z) = 0, para arbitrério z € A\F. Como t(a) = 2o = 0, para todo
a € F, temos que t(z) = 0 para qualquer = € A. Logo, f serd degenerada,
o que é uma contradicao.

Seja a € F, com t(a) # 0 e seja s = t(“—a) Temos que t(s) = 1= s+ 3.
Logo, s> = s+ p, p = —s5 € F. Sabemos que f(sa,sb) = n(s)f(a,b) =
—uf(a,b). Entao, f é nao degenerada em F'+sF'. Consideremos a involugao
definida por

a+Ps=a+PBs=a+B(l—s)=a+p—Ps.

Entao F + sF é uma subalgebra do tipo II. Se B = F' + sF', temos que
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1. se B # A, existe B; do tipo III contido em A.

2. se By # A, existe By do tipo IV contido em A.

3. como Bj é nao associativa, pelo Teorema 1.2.5, temos que A = Bs.
O

Observemos que, pelo Lema 1.2.3, a algebra dos quatérnios generali-

zada Q(p, B) e a algebra de Cayley- Dickson C(u,3,v) = (Q(x,8),7)) sao
algebras simples.

1.2.2 Algebras quadraticas simples

Sabemos que uma &lgebra com composigao é alternativa e quadratica sobre
o corpo base. Aqui mostraremos que, para algebras alternativas quadraticas
simples, o contrério é valido, exceto para alguns exemplos de dlgebras com
caracteristica igual a dois.

Na definigao de lgebras quadraticas utilizamos duas fungoes t(z) e n(z),
ou seja, o trago e a norma, respectivamente, do elemento z. Agora iremos
saber mais sobre essas fungoes.

Teorema 1.2.8. Seja A uma dlgebra quadrdtica sobre F', que contém no
minimo 3 elementos. Entdo t € linear e n € quadrdtica. Se A € alternativa
entdo n admite composicao.

Demonstragdo. Vamos mostrar que t € linear. Sejam «, € F, tais que
a # [ e aff # 0. Pela equagao (1.3), temos

(az + By)’ — t(az + ay)(az + ay) + n(az + ay) = 0,

afB(z +y)? — aft(z + y)(z + y) + afn(z +y) = 0.

Portanto, ao subtrairmos a primeira da segunda, teremos

0 = (?t(z) — at(az + By) — aft(z) + aBt(z +y))z
+ (Bt(y) — Bt(az + By) — aft(y) + aft(z +y))y
+ (—a’n(z) — B°n(y) + n(ez + By) + afn(z) + abn(y) — afn(z +y)).

Se 1, z,y sao linearmente independentes sobre F, temos

at(x) — t(az + By) — Bt(z) + Bt(x +y) = 0 (1.15)
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Bt(y) — t(azx + By) — at(y) + at(z +y) = 0. (1.16)
Ao subtrairmos (1.16) de (1.15), teremos
(a = B)(t(z) +t(y) — t(z +v)) = 0,

ou seja, t(z +y) = t(z) + t(y).
Se 1,z,y sao linearmente dependentes, podemos assumir y = az + (.
Por (1.3), temos que

(az + B)? — t(y)(az + B) + (az + B)(az + B) = 0.

Logo,
t@)B = (az)+2apz + B2 — (az)? - afz — o’27
—Baz + a?zZ + afz + bz + B2
= 2032 + aft(z).

Portanto, t(y) = at(z) + 26. Entao

tlz+y) = tz+az+p)
= (1L +a)z+p)
= (1+a)z+B+(1+a)z+p
= (I1+a)(z+2z)+20
= (1+a)t(z)+206
= t(z) + at(z) + 28
= t(z)+ t(y).
Seja A € F. Ao utilizarmos (1.3), teremos
(Az)? — t(\z) Az + n(Az) — N2(z? — t(z)z + n(z)) =0,
logo,
(Mt(z) — t(\z)) Az — A2n(z) + n(Az) = 0.
Entdo t(Az) = Mt(z) e n(Az) = A2n(z).
Vamos provar que n(z) é uma forma quadratica. Por (1.3), temos
(z+y? —te+y)(z+y) +nlz+y) = 2"+zoy+y’
—t(z)z — t(z)y - t(y)z
—t(y)y +n(z +y) =0.
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Logo,

f(z,y) = n(z+y)—n(z) —n(y)
= —(+zoy+y’ —t(x)r — t(z)y — t{y)z — t(y)y)
+a? — t(z)z + 9% — t(y)y.

Como o produto de Jordan é bilinear e a funcao trago é linear, temos que

fz,y) =t(z)y+i(y)z —zoy (L.17)

é bilinear.
Seja A alternativa. Vamos mostrar que n(zy) = n(z)n(y), para todos
z,y € A. Multiplicando a identidade (1.17) por zy, temos

f(z,y)zy = t(@)yzy + t(y)z’y — (zy)? — y2y. (1.18)

Por (1.3), temos yz?y = y(t(z)z — n(z))y = t(z)yzy — n(z)t(y)y +
n(z)n(y) e t(y)zy = t(y)t(z)zy — t(y)n(z)y.
Por (1.18), obtemos

(zy)* = (= f(z,) + t(y)t(2))zy + n(z)n(y) = 0,

se zy ¢ F', temos que a equacao (1.3) é tnica. Portanto, t(zy) = — f(z,y) +
Hy)t(z) e n(zy) = n(@)n(y).

Vejamos quando zy = a € F. Como n é quadritica, temos que n(\z) =
An(z) = n(A)n(z), para qualquer A € F. Logo, basta verificar o caso em
que = ¢ F' e y ¢ F. Multiplicamos (1.3) por 32, temos

?y? — t(z)zy? + n(z)y? =0,
entao
o? — at(z)y + n(z)y = 0.

Seja n(z) = 0. Neste caso, se a # 0, temos a = t(z)y, ou seja, y € F,
contradizendo que y ¢ F. Logo, a = 0 e n(zy) = 0 = n(z)n(y). Se

n(z) # 0, podemos fazer ;:3(‘:—) — a%%y + 92 =0. Como y ¢ F, sabemos que

a equagao (1.3) é unica. Portanto, n(y) = ni(_i—), entao n(z)n(y) = n(z)% =
n(zy). O
Teorema 1.2.9. Seja A uma dlgebra alternativa quadrdtica simples sobre

F' que contém pelo menos trés elementos. Entdo A é uma dlgebra com
composi¢ao ou A é um corpo com caracteristica igual a dois.
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Demonstragao. Sabemos que n é quadratica e admite composigao. Defina
W = {a € A|f(a, A) = 0}. Observemos que W é subespaco. Vamos mostrar
que W é ideal. Sejam a € W e z,y € A. Por (1.6), temos

f(az,y) = f(az,yl) = —f(a, yz) + f(a,y) f(2,1) = 0.

Logo, W é ideal & direita. Da mesma forma, mostramos que W é um ideal
3 esquerda de A. Como A é simples, temos que W = (0) ou W = A. Se
W = (0), temos que f é nao degenerada. Entao A é de composicao. Falta
verificarmos quando W = A. Temos que

f(z,y) =0=n(z+y) —n(z) - n(y).

Logo, n(z+y) = n(z)+n(y), ou seja, n € homomorfismo de anéis. Sabemos
que kern é um ideal de A e n(1) = 1. Como kern = 0, pelo teorema do
homomorfismo, temos que A é isomorfa a um subcorpo F’, que serd igual a
imagem de n em F'. Logo,

0=f(1,1) =n(21) —n(l) —nl)=4—2=2¢€ F.

Entao F’ tem caracteristica 2. ' 0O

1.2.3 Algebras split

Seja A uma &lgebra com composigao. Dizemos que A é split se existir z € A
nao nulo, tal que n(z) = 0.

Lema 1.2.10. Seja A uma dlgebra com composi¢cdo. Sao equivalentes:
(i) A é split,
(i) A possui divisores de zero.

Demonstragdo. Vamos verificar que (i) implica (ii). Seja = # 0. Temos que
n(z) = 2z = 0. Entao z é divisor de zero.

Vamos agora verificar que (ii) implica (i). Sejam z,y € A, tais que
zy =0,z #0 e y # 0. Temos que 0 = n(zy) = n(z)n(y). Logo n(z) =0 ou
n(y) =0. O

Lema 1.2.11. Seja A uma dlgebra com composicao. A € split se, e somente
se, A contém um idempotente e nao trivial.
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Demonstragao. Vamos verificar que se A contém um idempotente nao tri-
vial, entao A é split. Seja e € A, idempotente nao trivial. Temos que e? = e,
logo, €2 — e = 0. Por isso, 0 = n(e(e — 1)) = n(e)n(e — 1). Entao n(e) =0
ou n(e — 1) =0, ou seja, A é split.

Vamos verificar o caso contrario. Seja A split. Existe z € A,z # 0, tal
que n(z) = 0. Vamos mostrar que t(z) # 0. Suponha que ¢(z) = 0. Para
todo a € A, temos n(za) = n(z)n(a) = 0, ou seja, t(za) = 0. Por (1.11),
temos f(z,a) = t(z)t(a) — t(za) = 0. Como f é nao degenerada, temos
x = 0, contradicao. Logo, t(z) = @ # 0. Usando que A é quadritica, temos
que (a7 'z)? = a7 22? = o %(t(z)z — n(z)) = o %(az) = a~'z. Logo, o
elemento a1z é idempotente. O

Seja e € A, um idempotente nao trivial. Como n(e)n(e — 1) = 0, temos
que n(e — 1) =0 ou n(e) = 0. Suponhamos que n(e — 1) = 0. Logo,

0=(e—1)(e—1) =n(e) —t(e) + 1.

Substituindo o valor de ¢(e) na equagao (1.3), temos n(e)(1 —e) = 0. Como
e # 1, temos n(e) = 0.

Teorema 1.2.12. Duas dlgebras de composicao split de mesma dimensdo
sobre um corpo F sdo isomorfos.

Demonstragao. Seja A uma algebra de composicao split e B uma subdlge-
bra nao degenerada de A que contém elemento unidade e um idempotente
e # 1,0. Vamos verificar que existe v € B, tal que v? = 1. Pela prova do
Teorema 1.2.7 sabemos que existe u € B, tal que u? = —n(u) = a # 0
e ub C Bt. Definimos v = u+ a~1(1 — a)ue. Temos que v € B+. Pela
identidade de Moufang central, temos (ue)? = (ue)(éu) = 0, pois n(e) = 0.
Logo

v = (utal(l-a)ue)? =u?+ a1l - a)(ue + uew)
a+e+a(at) — ae—ae
at+(l—a)(e+e)=1.

Repetimos o processo do Teorema 1.2.7 e pelo Lema 1.2.11, obtemos que
A sera isomorfa a uma das élgebras K(0), Q(0,1) ou C(0,1,1). a

Corolario 1.2.13. Seja F um corpo algebricamente fechado. Entdo existem
quatro dlgebras sobre F' com composi¢do, ndo isomorfas entre si.
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Demonstracao. Basta verificar que cada &lgebra A com composigao sobre F'
de dimensao maior que um é split. Sejam a € Aea € F, taisquea ¢ F' e
a é raiz da equagdo z? —t(a)z +n(a) = 0. Como A é de composigao, temos
que

0 = a?—t(a)a+n(a) — (a® - t(a)a + n(a))
= (a—a)(a+ a—t(a)).

Logo, A é split. O

Vamos agora verificar a estrutura das dlgebras de composicao split. Te-
mos que K (0) é isomorfo a F® F', um homomorfismo é a+ fv; — (a+f, a).
A involucao serd a + Bv; = a+ 8 — By, que corresponde a (a, 3) = (B, ),
para todos «, § € F.

Consideremos agora a dlgebra das matrizes My(F') de ordem 2 com ele-
mentos em F'. Ela é uma dlgebra com composicao, onde a forma quadratica
é n(z) = det z. Como My (F') possui divisores de zero, sabemos que My (F)
é split. Pelo Teorema 1.2.12, teremos que serd isomorfo a Q(0,1). Um
isomorfismo é

a + Py + yvg + dvivg ( a+h 7+6>,

¥ o

onde , 3,7, 0 € F, a fungdo trago t(z) serd a usual das matrizes e a involucao
serd a = t(a) — a, ou seja,

a B\_( 6 -8B
vy 6 ) \—v a )
Para considerar a dlgebra de Cayley-Dickson C(0,1,1), basta lembrar
que ela é isomorfa Fs + vF5, onde v € F2_L, é tal que v2 = 1. O conjunto

(1) _ (2) _ (3) _
€11, €19 = €12, €19 = V€22, €19 = Veyy,

2 (1) _ (2 _ (3) _ _
22, €91 = €21, €9 = V€11, €97 = —VE€12,

forma uma base para a édlgebra C(0,1,1), onde cada elemento é conhecido
como matriz unitdria de Cayley-Dickson. Essa dlgebra é denominada dlgebra
das Matrizes de Cayley-Dickson sobre F. Todo elemento da algebra das
matrizes de Cayley-Dickson, pode ser representado por

a1 a1
a agy )’
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onde a;; = (al(-Jl-), ag), ag') ) € F3. Adigao e multiplicacio por escalar sao os

usuais e a multiplicagao de elementos dessa algebra é

( a1l a2 ) ( Bii b2 )
as o9 ba1 B2

_ ( a11f11 + (a2, b21) a11b12 + Baraiz — ag X by >
Biiag1 + abar + arz X big a2 + (ag1,b12) ’
onde, para os vetores a = (b,c,d),z = (y,z,w) € F3, temos (a,z) =

by + cz + dw, o produto escalar, e a x b = (cw — dz,dy — bw,bz — cy), o
produto vetorial. A funcao trago serd a usual e, para a norma, usa-se o
correspondente determinante. ‘

Seja A uma algebra alternativa com elemento unidade que contém um
sistema de matrizes unitarias de Cayley-Dickson, tais que ey; + ey = 1.
Vamos mostrar que A é soma direta de submédulos A;; = {a € Alejia =
aej; = a}. Se z € A, temos que z = (611 + 622)1(611 + 622) = ej1rein +
e11z.e + egnx.e11 + egnxery. Usando as leis alternativas, temos

(eiszeii)eii = eiTes
eiilenzen) = euvei.
Logo, e;jize;; € Aj;, onde i = {1,2}. Podemos observar ainda que
eit.ej; = (e, 2,855) +eu gt = et + enLey;.
Pelas identidades de Moufang e as leis alternativas, temos
(eii:l:.ejj)ejj = e,-i:r:.ejj,
e,—i(ei,-a:.ejj) = e (ei,-.ejja: + ei,-.ze]-j)
= €ii.€j;T + €;;.T€jj; = €;;T.€j;.
Logo, ejiz.ej; € A;;. Vamos verificar que z é determinado de maneira tnica.

Seja x = El,k:l z1 . Temos que e;z.ej; = Zik:l ei;i T k.ej;. Pela identi-
dade de Moufang central, temos

ejnre;; = ejpriier +einriz.ei1 +ei1xroy-e11 + e11r2ei
z11 + e11(zi12e22)e11 + e1n1(exeza1)err + ennzazenn

Analogamente, provamos que e;x.e;j; = T;;. Logo, A = A 1®A 19D A1 D Azs.
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Vamos verificar que A% C A;;. Sejam a,b € A;;. Pela identidade de
Moufang & direita, temos

ab = a(e;;bei;) = ((aeii)b)eis = (ab)esi.
Pela identidade de Moufang & esquerda, temos
ab = (ej;ae;)b = eji(a(eib)) = eii(ab).
Logo, ab € A;;. Analogamente, usando as identidades de Moufang, obtemos

AiiAjj = (O) A“A‘,,J +AUA CA
AijAi; © Aji, AijAji C As,

i AjjAi; = AijAi; = (0)

onde % # j.

Podemos ainda verificar que para i # j, temos A;; = Agjl.) + A§2) AS),
onde A(:j): A;e gc) (k)A

Seja A uma algebra alternativa com identidade, que possui um sistema
de matrizes unitarias de Cayley-Dickson, tal que ej;+e22 = 1. Seja 1r( VA -

k
Aj1, a fungdo coordenada, cujo as tinicas imagens de 7r( ) ndo nulas, sao

. mi(ai) = (;;lbk mog(age) = 612(6]222621)
k
77&2) (a12)) = (a’§2)egl)) ”21)(‘1( )) (e§2) gl))

Dessa maneira, definimos o seguinte homomorfismo 7A :— C(A11),

m(a) = Z mi(a)ei + Z egz) (k) (a)e(k)).

Em nosso trabalho, estamos considerando a algebra A, sobre um corpo
F. O conceito de slgebra pode ser estendido, ao trocarmos o cor o base por
um anel associativo, comutativo e com unidade. 2o aw‘f‘\’\a
Para verificarmos que A1 € associativo e comutativo, /@Jsar as 1den-
tidades de Moufang. CJ

Teorema 1.2.14 (Cordenada de Zorn). Seja A uma dlgebra alternativa
com elemento unidade, que contém um sistema de matrizes unitdrias de
Cayley-Dickson tais que e11+ega = 1. Entao A é uma dlgebra de matrizes de
Cayley-Dickson sobre o anel @ = Aj;, onde Ay = {a € Alej1a = aej; = a}.
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Demonstragao. Seja m o homomorfismo definido anteriormente. Vamos ve-
rificar que o homomorfismo ¢ injetor. Seja a € A, temos que

k (k
Z mii(a)ei + Z 71'12) (a) 6(12) )+ 7r21) (a)eg;))

Logo, mii(a) =0 w(k)(a) =0e 71'21)(0.) =0, onde i = {1,2} e k = {1,2,3}.
Pelo Teorema do isomorfismo, sabemos que A/ker 7 é isomorfo a imagem
de m. Como kerm = (0), temos que A é isomorfa a C(f2), ou seja, A é a
algebra das matrizes de Cayley-Dickson. O
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Capitulo 2

Algebras alternativas simples

No capitulo anterior citamos um exemplo muito importante de algebras
alternativas, as dlgebras de Cayley-Dickson. A sua importancia se da pelo
motivo de ser a tunica algebra alternativa simples, que nao é associativa.
O resultado foi obtido por Kleinfeld, que utilizou o teorema de Shirshov
como ferramenta fundamental. O objetivo deste capitulo é demonstrar esse
teorema.

2.1 Resultados sobre as algebras alternativas

Seja A uma algebra. Definimos

o N(A) = {n € A|(n,AA) = (A,n,A) = (A,A,n) = 0}, o centro

associativo.
o K(A)={k € A|[k, A] =0}, o centro comutativo.
e Z(A)=N(A)NK(A), o centro.

Iremos verificar algumas propriedades dos elementos do centro associa-
tivo.

Lema 2.1.1. Seja A uma dlgebra arbitrdaria, z,y,z € A en € N(A). Entdo
1. n(z,y,2) = (nz,y, 2),
2. (zn,y,2) = (z,ny, 2),

3. (z,y,2)n = (z,y, 2n).
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Se z ou y ou z € N(A), entao
[zy, 2] = z[y, 2] + [z, 2]y (2.1)

Demonstragao. 1. n(z,y,z)—(nz,y, z) = n((zy)z)—n(z(yz))—((nz)y)z+
(nz)(yz) = (n(zy))z — (n(zy))z = 0,

2. (zn,y,2) — (z,ny,2) = ((zn)y)z — (zn)(y2) — (z(ny))z + z((ny)2) =
—z(n(yz) + z(z(yz) = 0,

3. (2,y,2)n — (2,y,2n) = ((zy)z)n — (z(y2))n — (zy)(2n) + 2(y(2n)) =
—z((y=)n) + z((yz)n) = 0.
Vamos provar (2.1). Temos

[zy,2] —zly, 2] — [z, 2ly = (zy)z — z(zy) — 2(y2) + z(zy) — (z2)y + (2z)y
= (.’I:,y, Z) i (III,Z, y) + (Z, a:,y) — 07 (22)
pois z ou y ou z € N(A). O

Temos que a identidade (2.2), para &lgebras alternativas é

[zy, 2] — z[y, 2] — [z,2]ly = (zy)z — 2(zy) — 2(yz) + z(2y) — (z2)y + (27)y
= (z,9,2) — (z,2,9) + (2,2,9) = 3(z,9,2). (2.3)

Seja A uma algebra alternativa. Usaremos N = N(A) e Z = Z(A).
A funcao de Kleinfeld é definida por

fw,z,y,2) = (wz,y, 2) — z(w,y, 2) — (z,y, 2)w, (2.4)

para todos w,z,y,z € A.
Seja h o operador com n varidveis de A X A X ... Xx A — A. Dizemos que
h é anti-simétrico se

h(ala ooy Bi—1, Ay Qig 1y ooey Aj—1, Qg Ajt1, -y an)

= _h(ah ey Bi—15 A5, Qig 1y ooy Qj—1, Qjy Qj41, --oy an))
para todos a;,a; € A, onde 4,5 =1,...,n.

Lema 2.1.2. Seja A uma dlgebra alternativa. Entdo a fun¢do de Kleinfeld
€ anti-simélrica.
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Demonstracao. Sejam a,b,c,d € A. Definimos
g(a,b,c,d) = —a(b,c,d) + (ab, c,d) + (a,b, cd) — (a,be,d) — (a,b,c)d.
Observemos que g é constantemente nula em uma algebra arbitraria, pois

a(b, c,d) — (ab, c,d) — (a, b, cd) + (a,be,d) + (a,b,c)d
= a(bc.d) — a(b.cd) — (ab.c)d + ab.cd — ab.cd + a(b.cd)
+(a.bc)d — a(be.d) + (ab.c)d — (a.bc)d = 0. (2.5)

Agora vamos provar que, para qualquer par de argumentos iguais, a
funcao de Kleinfeld é nula. Temos

—f(d,a,b,c) = g(a,b,c,d)— f(d,a,b,c)
= —a(b,c,d) + (ab,c,d) + (a,b, cd) — (a,be,d)
—(a,b,c)d — (da,b,c) + a(d, b, c) + (a,b,c)d
= (ab,c,d) + (a,b, cd) — (a,be,d) — (da, b,c). -

Logo,
—f(d,a,b,c) = (ab,c,d) + (cd,a,b) — (be,d,a) — (da,b,c). (2.6)
Por (2.6), temos que
f(e, d,a,b) = (ab,c,d) + (cd,a,b) — (bec,d,a) — (da,b,c) = —f(d,a,b,c).

Como A é alternativa, temos que f(d,a,c,c) = 0. Portanto, f(c,d,a,c) =
—f(d,a,c,¢) = 0. Ao linearizarmos f(d, a, c,c) = 0, teremos que

f(dJ a’) b7 C) = 07
para qualquer par de argumentos iguais. Logo, f é anti-simétrica. O

Coroldrio 2.1.3. Sejam A uma dlgebra alternativa e f a func¢do de Kleinfeld.
Entao

f(d,a,b,c) = ([d,a],b,c) + ([b,c], d,a), (2.7)
para quaisquer a,b,c,d € A.
Demonstragao. Subtraindo (2.7) de (2.6), obtemos
([d, a], b, c) + ([b, c], d, a) + (ab, c,d) + (cd, a,b) — (be,d, a) — (da, b, c)
= —(ad, b,c) — (¢b,d,a) — (ab,c,d) — (cd, a,b).
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Observemos que, para todos z,y € A, temos (zy,z,y) = 0. Ao line-
arizarmos (zy,z,y) = 0, com z = a + c e y = d, teremos que (ad,c,d) +
(cd,a,d) = 0. Depois, fazemos a linearizacao (zy, z,y) = 0, colocando z = a
e y = b+ d, obtemos (ad, a,b) + (ab,a,d) = 0. Agora basta linearizarmos
de novo a identidade (zy,z,y) =0, para = a + ¢,y = b+ c. Dessa forma,
obteremos que —(ad, b,c) — (¢cb,d,a) — (ab, ¢,d) — (cd, a,b) é nula. O

Lema 2.1.4. Sejam A uma dlgebra alternativa e a,b € A, tais que (a,b, A) =
(0). Entao [a,b] € N.

Demonstragao. Para quaisquer z,y € A, pela funcao de Kleinfeld (2.4),
sabemos que f(z,v,a,b) = (zy,a,b) — y(z,a,b) — (y,a,b)z = 0. Por (2.7),
temos que ([a,b], z,vy) = f(z,y,a,b) — ([z,y],a,b) = 0. Logo, [a,b] € N. O

Coroldrio 2.1.5. Sejam A uma dlgebra alternativa. Entao [N, A] C N.

Demonstragao. Sejam A uma algebra alternativa e n € N. Pela funcao de
Kleinfeld (2.4), temos f(z,y,n,b) = (zy,n,b) — y(z,n,b) — (y,n,b)z = 0.
Por (2.7), temos que ([n,b], z,y) = f(z,y,n,b)—([z,y],n,b) = 0, para todos
z,y,b € A. O

Corolario 2.1.6. Sejam A uma dlgebra alternativa, z,y,z € A en € N.
Entao

n(z,y,2) = (nz,y,z) = (zn,y,2) = (z,y,2)n (2.8)

Demonstragao. Utilizando o Lema 2.1.1 e o Corolério 2.1.5, temos

(nz,y,2) — (zn,y,2) = ([n,2],9,2) =0

n(m7y1 Z) - (IE, Y, Z)TL i [’I’L, (HZ, Y, z)] =0,

terminando assim a demonstracao. O

Seja A uma &lgebra alternativa sobre um corpo F. Lembremos que A
denota a algebra A acrescida da unidade.

Lema 2.1.7. Seja A uma dlgebra alternativa e seja n € N, tal que nAn =
(0). Entdo id(n)? = (0).

Demonstragio. Vamos mostrar que AnA = id(n). Como id(n) é um ideal,
temos que AnA C id(n). Para mostrar o inverso, basta verificar que AnA é
um ideal da dlgebra A. Sejam r € A e s,t € A. Por (2.8), temos

r.snt = rs.nt — (r,s,nt) = rs.nt — n(r,s,t) € AnA.
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Analogamente, temos que snt.r € AnA. Entao AnA é um ideal, ou seja,
AnA = id(n). Vamos verificar que rns.tnv = 0, para todos 7,s,t,v € A.
Por (2.8), temos -

rns.tnv = r(ns.tnv) + (r,ns, tnv)
= r((ns.tn)v) — r(ns, tn,v) + n(r, s, tnv)
= r((n(st)n)v) — r.n(s,t,v)n + (r,s,n.tnv) = 0.
Logo, id(n)? = (0). O

2.2 Algebras alternativas simples

Vejamos algumas propriedades das algebras alternativas simples.

Teorema 2.2.1. Seja A uma dlgebra alternativa simples. Entao Z(A) = (0)
ou Z(A) € um corpo.

Demonstragao. Seja Z = Z(A) # (0). Sabemos que Z é um anel associativo
e comutativo. Vamos mostrar que Z é um corpo. Seja 0 # z € Z, entao zA
é um ideal de A. Como A é simples podemos observar que, para qualquer
z € A, temos zA = (0) ou zA = A. Vamos supor zA = (0). Seja algebra A
sobre um corpo F'. Considere o subespaco F'z e « € F'. Para todo a € A,
temos aza = 0. Logo, F'z é um ideal nao nulo de A, contradizendo que A
é simples. Entao 24 = A. Logo, existe e € A, tal que ze = z. Seja z € A.
Temos que =z = zy, para algum y € A. Logo,

ex = e(zy) = (ez)y = (ze)y = zy = z.

Analogamente, prova-se que ze = z. Entdao e = 1 € Z. Seja 2’ € A, tal que
2z’ = e. Para todos z,y € A, temos

(#,z,y) = (¢, 2t,y) = (22/,t,9) = (e, t,9) =0,

para um adequado ¢t € A. Analogamente, obtemos (z,2',y) = (z,y,2’) = 0.
Entao 2’ € N(A). Pela identidade (2.1), temos

[, z] = [, 2t] = 2[, ] + [2, t]' = [2Z/,t] = [e,8] = 0.
Logo, 2/ € Z. Entao o inverso de z é 2’ € Z. O

Uma 4lgebra A sobre F' é chamada central se Z(A) = F.

Seja A uma &lgebra, e a € A. Definimos os seguintes operadores de
A — A, tais que Ry(a) = za e L,(a) = az, para qualquer z € A. A
subélgebra de End(A), gerada por R, e L, é denotada por M (A).
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Teorema 2.2.2. Seja A uma dlgebra alternativa, simples e central sobre F
e K uma extensao sobre F. Entao a dlgebra Ax = K @ A € uma dlgebra
central simples sobre K.

Demonstragao. Vamos mostrar a simplicidade de Ax. Seja U ideal niao
nulo de Ag. Seja u € U nao nulo, onde v = ), k; ® a;, tais que k; € K,
a; € A, o conjunto dos k; é linearmente independente sobre F' e u tenha
o menor nimero de a; # 0. Seja M(Ag) a élgebra de multiplicagoes da
dlgebra Ak e considere a F-subdlgebra A* = MAx(A) de M(Ak), gerada
pelos operadores que sao multiplicacao por elementos de A. Se W € A*
temos que Wu = ) . k; ® Wa; € U. Podemos assumir que a; # 0. Como
A é simples, temos a1 A = A. Logo, existe Wy € A*, tal que Wya; = 1.
Tomemos
up=Wou = ki ® Woay + ke @ Woas + ... + k,, ® Woan,
= kh®l+k®ady+...+kp,®al, €U.

Para arbitrario a € A, temos

l®au] = 1®aki®l+k®ay+...+kn,®a,,]
= 1®aki®1+[1®a,ky®ay]+...+ [l ®a,knm ®al,]
= (I®a)(ki®l)—(k1i®1)(1®a)+...
+(1 ® a)(km ® a,) — (km ® am)(1 ® a)
= ko®[a,ah]+ ... + k;m ® [a,a,] € U.
Como u tem o menor niimero de a; # 0, temos que [1 ® a,u;] = 0. Como
o conjunto dos k; é linearmente independente, temos [a, al] = 0, para todo
i = 2,...,m. Portanto, a; € K(A). Podemos observar ainda que, para todos
a,b € A, temos
1®a,u1,10b) = (1®a¢,k®1,19b0)+(1Qa,k®aj 1QDb)
+..+(1®a,k,®a,,,1®Db)
= ky®(a,a5,b) + ... + km ® (a,a.,,b).
Como k; é linearmente independente sobre F' e u tem o menor nimero de
a; # 0, temos que (a,a;,b) = 0. Logo a; € N(A). Pelo Teorema 2.2.1, temos
a; € Z(A)=F.
Defina o} = o; € F, temos
U = kRl +kQas+...+kn®an
= k®l4ako®1+...+amkn®1
= (k1 +agke+ ...+ amkn)®1=k®1,
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onde 0 # k € K, pois k; é linearmente independente sobre F'. Observe que
u(k~'®1) =1®1 € U. Logo, U = Ak, ou seja, Ag é simples. Vamos
verificar que Z(Ak) = K. Sejaz =), ki®a; € Z(A), com k; é linearmente
independente sobre F'. Para todos a,b € A, temos

0 = [2,1®ad] :Zk,-@)[ai,a]

0 = (2,1®0a,10b) =) k®(a;a,b).

Entdo, a; € Z(A) = F. Defina a; = o; € F. Temos que z = ), ki ® a; =
Y aiki ® 1 € K. Portanto, Z(Ak) C K. Como K C Z(Ak), temos que
Z(Ak) = K, terminando assim a demonstragao. O

Proposigao 2.2.3. Nao ezistem dlgebras simples localmente nilpotentes.

Demonstragao. Seja A uma dlgebra localmente nilpotente. Vamos assumir
por contradigao que A é simples.

Seja a € A nao nulo e considere o ideal I, gerado pelo conjunto Aa+aA.
Como A é simples, temos que I, = A. Podemos encontrar 0 # z;; € A, tais
que

t
0= MM, .. M, o, (2.9)
i=1
onde M,,; é Ry,; ou Ly,;.

Seja B a subdlgebra de A, gerada pelo conjunto de elementos

{a,Z11, .y T1kyy o> Ttly - - Tthy }-

Como B é nilpotente, existe n € N, tal que B™ = (0). Substituimos o a do
segundo membro por (2.9) teremos

t

t
o= MyyMyy... My, (> My My, ... My, a),

=1 =1

Repetimos o processo n— 1 vezes, teremos a = 0. Logo, A nao é simples. []
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2.3 Identidades do centro associativo das algebras
alternativas

Vamos agora analisar algumas propriedades do comutador e do associador.

Proposicao 2.3.1. Seja A uma dlgebra alternativa, a,b,c,r,s,t,u € A e
n € N. Entao

1. [n,a](a,b,c) =0 e (a,b,c)[n,a] =0.
2. [n,d](r,s,t) = —[n,7|(a,s,t) e (r,s,t)[n,a] = —(a, s, t)[n,r].
3. (a,b,c)(r,s,t)[n,u] =0.

Demonstracao. 1. Pelo Lema 2.1.1 e Corolorario 2.1.5, temos

[n,a](a,b,c) = (a,[n,alb,c)
= (a,[n,ab],c) — (a,a[n,b],c)
= (a,a,0)[n,b] =0,

da mesma forma, provamos a outra identidade.

2. Basta linearizarmos as identidades do item anterior.

3. Sejam d = (a,b,c) e di = (1,s,t). Pelas identidades (2.1) e (2.8) e 0
Corolério 2.1.5, temos que d[n,u] = [n,du] — n(a,b,c) + (a,b,c)n =
[n, du]. Logo

d[n,u] = [n,du] = [n,u|d. (2.10)

De acordo com (2.10), temos que

did[n,u] = di[n,du] = [n,du]d; = d[n,u]d, = dd;[n,u]. (2.11)

Consideremos h = (r,s,t)(a,b,c)[n,u]. Sabemos, pelo item 2 desta
proposigao, que h é anti-simétrico nas varidveis a, b, c,u. Pelas iden-
tidades (2.10) e (2.11), temos que serd h anti-simétrico em todas as
varidveis, com excegao a variavel n. Dessa forma, temos

(r,s,t)(a,b,c)[n,u] = —(a,s,t)(r,b,c)n,u
= (a,b,t)(r,s,c)[n,u]
= —(a,b,c)(r,s,t)[n,ul.
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Por (2.10), temos

(rys,t)(a,b,¢)[n,u] = —(a,b,c)(r,s,t)[n,u]
= —(a,b,c)[n,(r,s,t)u]
= —[n,(r,s,t)ul(a,b,c)
= —(r,s,t)[n,u(a,b,c)
= —(r,s,t)(a,b,c)[n,u.

Logo, (r,s,t)(a,b,c)[n,u] = 0.
d

Para uma &lgebra A, chamamos o ideal D(A) = id{((a,b,c)|a,b,c € A)
de ideal associador.

Proposicao 2.3.2. Seja A uma dlgebra arbitrdria e D(A) o ideal associa-
dor. Entdo

D(A) = (A, A, A)A = A(A, A, A).

Demonstragido. Como C = (4, A, A)fi é um subespago gerado pelos associa-
dores multiplicados por elementos da élgebra ou do corpo, temos que C' estéd
contido em D(A) e contém todos os associadores. Logo, basta mostrarmos
que C é um ideal.

Como C é um subespago, basta verificarmos se o produto de elementos
de C por elementos de A pertence a C. Para tanto, vamos verificar a mul-
tiplicagdo & esquerda. Sejam a,b,c,d,e € A. Pela propriedade distributiva
da multiplicacdo, basta mostrarmos para elementos geradores. Por (2.5),
temos que

a(b,c,d) € C.

Pela defini¢gao do associador, temos que
a((b, c,d)e) = (a(b,c,d))e — (a, (b,c,d),e).

Por (2.5), para provarmos que (a(b, ¢,d))e € C é suficiente verificarmos
que ((a,b,c)d)e € C. Pela definicao do associador, temos

((a,b,c)d)e = (a,b,c)de + ((a,b,c),d,e) € C.
Entao, :
a((b,c,d)e) = (a(b,c,d))e — (a, (b,c,d),e) € C.

A multiplicacao & direita vem da definicao do associador e das observagoes
anteriores. Logo C é um ideal e, como C estd contido no menor ideal

gerado pelos gssociadores, temos que C' = D(A). Analogamente, prova-se
que D(A) = A(A, A A). a
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O maior ideal contido no centro associativo da élgebra A chamamos de
niicleo associativo e denotamos por U(A).

Proposicao 2.3.3. Seja A uma dlgebra arbitrdria e U(A) o nicleo associ-

ativo. Entao )
U(A) = {z € AlJzA C N}.

Demonstragdo. Vamos mostrar que B = {z € A|lzA C N} é um ideal em N.

Observemos que se z € B entao z € N. Como N é uma subélgebra temos

que a soma de elementos de B pertence a B. Logo, falta mostrarmos o que

ocorre quando multiplicamos elementos de B por elementos da dlgebra.
Sejam a,b € A e x € B. Temos que

zb.a = z.ba + (z,b,a) € B

bz.a = b.za + (b, z,a) = [b,za] + za.b+ (b,z,a) € B.

Agora é preciso verificar que U(A) estd contido em B. Seja u € U(A).
Sabemos que u e ua € N, para todo a € A. Logo, u € B. O

Vejamos o que ocorre quando multiplicamos o niicleo associativo e o ideal
associador.

Proposigao 2.3.4. Sejam A wma dlgebra arbitrdria, D(A) o ideal associa-
dor e U(A) o niicleo associativo. Entdo

D(A)U(A) = U(A)D(A) = (0).

Demonstragao. Pelo Lema 2.1.1, sabemos que u(a,b,c) = (ua,b,c) = 0 e
(a,b,c)u = (a,b, cu) = 0, para quaisquer a,b,c € A,u € U(A). Temos que

U(A)(A A A) = (A A A)U(A) = (0).
Sejam a,b,c,d € A e u € U(A), temos
u((a, b, c)d) = (u(a,b,c))d = 0.

Logo, U(A)((4, A, A)A) = U(A)D(A) = 0, provando assim a segunda igual-
dade. A primeira é provada da mesma forma. O

Denotaremos por P(A) o ideal da élgebra A gerado pelo conjunto [N, A].
Lema 2.3.5. Seja A uma dlgebra alternativa. Entdo P(A) = [N, AA =
A[N, A].
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Demonstragio. E claro que [N, A]JA C P(A). Vamos mostrar o contrario,
provando que o subespago M = [N, A]A é um ideal da &lgebra A. Nesse
caso, basta analisarmos a multiplicagao entre elementos de M e elementos
de A.

Sejam z,z€ AAine Ney¢€ A. Temos

y[n,z] = (nz—zn)y+y(nz —zn)— (nz — Tn)y
= [n,zly+ [y, [n,z]] € M.

Podemos verificar que

I

(n2)y)z — ((zn)y)=
(nz)(y2) — (zn)(y=z)
[n,z](zz) € M.

[n, z]y.z

Para finalizarmos, temos

z([n,zly) = 2((nz)y — (zn)y)
= (z2(nz))y — (2(zn))y
= (z[n,z])y €eC M.

Logo, M € ideal de A e, portanto, P(A) = M. Analogamente, provamos
P(A) = A[N, A]. a

Lema 2.3.6. Sejam A uma dlgebra alternativa e P(A) o ideal gerado pelo
conjunto [N, A]. Entio (P(A),A,A) C N.

Demonstragdo. Pelo Lema anterior, basta verificar que ([z,n]y, z,t) € N,
para todos z,y,z,t € Aen € N. Pelo Lema 2.1.5 e as relagoes (2.8) e (2.1),
temos

([z,nly, z,t) = [z,n](y,21)
= [x(y’zyt)an] —m[(y,z, t))n]
= |[z(y,2,t),n] € [A,N] C N.

Logo, [A,N] C N. O

Vejamos outras identidades para uma algebra alternativa.
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Lema 2.3.7. Seja A uma dlgebra alternativa. Entdo

(z,9,(z,9,2) = [z,9](z,9,2), (2.12)
((may)z)amyy) = —(Iﬂ,y,z)[-’t,y], (213)
(z,y,2)o[z,y] = 0, (2.14)

para todos x,y,z € A.

Demonstragao. Sejam z,y,z € A. Vamos provar a identidade

(zy)(z, 9, 2) = y(z(z,y, 2))-
Pela definicao do associador e a identidade de Moufang & esquerda, temos
(zy)((zy)2) — (2y)(z(yz)) — y(z((zy)2) + y(z(z(y2)))

= (29)’z — ((zy)(zy) + (y2)(zy))z + y(z*(y2))
= ((zy)? — (zy)? — yz’y + ya?y)z = 0.

Para provarmos (2.12), basta aplicarmos a identidade provada. Temos
(may7 ($7 Y, Z)) = —(y711 (13, Y, Z))
= —(y2)(z,v,2) + y(z(z,9,2))

= —(yz)(z,v,2) + (zy)(z, v, 2)
= [z,9(z,y,2).

A identidade (2.13) é andloga & (2.12).
Para a verificagao de (2.14), usamos as identidades (2.12) e (2.13). Temos

(z,9,2)0[z,y] = (2,9,2)[z,y] + [z,9](2,9,2)
= —((:c,y, Z),:E,y) + (xay7 ($7y7 Z)) =0,
como queriamos demonstrar. O

Lema 2.3.8. Seja A uma dlgebra alternativa e z,y € A. Entdo para quais-
quer elementos u,v da subdlgebra gerada por z,y, temos

(A,u,v) C (A, z,y).

Demonstracdo. Seja B a subdélgebra gerada por z,y e os monémios nao nulos
uy,ug,u},uy € B. Denotemos por d(u;) o grau do monémio u;. Vamos
provar por indugao em n = d(u1) + d(uz), que vale (A,u;1,u2) C (4,z,y).
Paran = 2, temos u; = reuy = youu; = yeuy = z, portanto (A4, uj, ug) C
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(A,z,y). A nossa hipétese de indugdo serd que (A,u},uy) C (4,z,y) é
vélida para d(u}) + d(ub) < n. Denotamos r = sser —s € (A,z,y). Pela a
identidade de Moufang, temos

(Z7$) y:L‘y) - (Z,:Ey:ll, y) = (zz)(yﬂfy) - z(my:cy) = (Z(:I:y:n))y -+ z(mymy)
= (((zz)y)z)y — (((22)y)z)y = 0.

Logo,
(Z’ x’ yxy) = (Z7 wyxi y)7 (2'15)
para arbitrarios z,y,z € A. Ao linearizarmos (2.15), obtemos

(z,t,yzy) = (2,zy.t,9) + (2, ty.2,y) + (2,yty, T). (2.16)

Vamos agora considerar dois casos:

Caso 1: Um dos mondémios inicia e finaliza com o mesmo elemento.
Suponhamos u; = zviz, tal que v; € B é mondémio nao nulo e d(v1) =
d(u1) — 2. Seja z € A. Por (2.16), temos

(z,u1,u2) = (z,zv12,u) = (ug, 2,2V T)

= (ug,v1z.2,2) + (ug, zz.91,z) + (ug, z22,v1) =0,
se u; = m2, teremos

(z,u1,u2) = (z,m2,u2) = (2z, z,u2) + (2, z, TUg)

= (z,z,u2) =0.

Caso 2: O inicio ou o fim do monémio us tem o mesmo elemento que o
inicio da palavra u;. Sejam u; = zv; e uy = zvg, com d(v1) = d(u1) — 1 e
d(vy) = d(ug) — 1. Pela linearizagao de Moufang, temos

(z,zv1,zv2) = —(zV2,201,2)

= (zvg,2v1,z) + (TU2, 2,01 )T + (TV2,2,v1) =0,
terminando assim a demonstracao. g

Coroldrio 2.3.9. Seja A uma dlgebra alternativa e z,y,z € A. Entdo
para todos elementos u;,v; da subdlgebra gerada pelos elementos z,y, onde
1 = {1,2}, vale a relagdo

(u1,v1,2) 0 [ug,v2] =0 (2.17)
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Demonstragdo. Seja B a subélgebra gerada por z,y e os mondémios nao
nulos u,v,u’,v' € B. Denotemos por d(u) o grau do monémio u. Vamos
provar por indugao em n = d(u) + d(v), que vale (u1,v1,2) o [u,v] = 0. Pelo
Lema anterior e a identidade (2.14), temos que para n = 2, a identidade
(u1,v1,2) o [u,v] = 0 é vélida. Nossa hipétese de indugao serd (uj,v;, z) o
[«/,'] = 0 é vilida, para d(u’) 4+ d(v") < n. Pelo Lema anterior, temos que
existe z € A, tal que (u1,v1,2) = (2,9, 21). Sed(u) > 1ed(v) =1, podemos
supor v = z. Pela linearizacao de (2.14) e a hipétese de indugao, temos

(’U.l,’Ul,Z)O['U-,U] = (-'E,y,zl)o [’U,,.’II]
—(z,u,21) 0 [y, 7] = (2,9, 22) 0 [z,9] =0,

para um adequado z3 € A.
Se d(u) > 1 e d(v) > 1, temos

(u1,v1,2) o [u,v] = (z,y,21)0 [u,v]
—(.'E, Y, Zl) o [112, U] - (IE,’U, Zl) o [u, y] - (U,U, 21) o [:L’,y]
= 0,
terminando assim a demonstragao. O

Teorema 2.3.10. Sejam A uma dlgebra alternativa, T,y € A e B a subdl-
gebra gerada pelos elementos z,y. Entao, para todos u;,v; € B,r,s € A e
w; = [uj,v5] onde i = {1,2,3}, valem as identidades

(w1 ows, T, s)ws = wz(wy ows,T,s) =0, (2.18)
(w12, 7, 8)wy = wa(wy?,7,8) =0, (2.19)
(wi%(wy 0 w3),r,5) = ((wgows)wi? r,s)=0, (2.20)
(wiwq?,r,5) = 0. (2.21)

Demonstragdo. Mostraremos que, se 7 € A e u € B, temos
(wy 0 wa,u,7) = (w?,u,r) =0. (2.22)
Pela linearizacao de Moufang e a identidade (2.17), temos

(w1 owg,u,r) = (r,wi,u)ws+ (r,ws,u)w;
+w2(w17 u, T) +wy (’l.l)g, U, T)

= wj o (w2, u,r) + w0 (wy,u,r) =0.

Analogamente, provamos (w%, u,r) =0.
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Vamos agora verificar a identidade (2.18). Ao usarmos (2.13), (2.22),
(2.17), a linearizagao de Moufang e o teorema de Artin, temos

—(wy owg, 7, 8)ws = —(wyows,T,s)us,vs)
= (wy 0wy, us, s)[r,v3] + (w1 o wy, T, v3)[us, s]
(wy o wa, uz, v3)[r, s] + (w1 0 we, T, s),us,v3)
((wy 0w, us, s),r,v3) + ((wy o wy,r,v3),us,s)
((wy o wa, u3,v3),7,s)
= ((w1 ows,r,s),us,v3)
(wy o (wa, T, s),us,v3) + (wg o (wq,7,s),us, v3)
= wj o ((we,1,s),us,v3) + (we,r,s) o (w1, us,v3)

+wz 0 ((’wl,r, 3)’ us, 1)3) + (wl,r; 3) © (w2;u37 'U3) =0.

Analogamente, provamos a outra identidade.

A verificagao da identidade (2.19) é andloga & anterior.

Para provarmos a identidade (2.20), usamos a identidade (2.22) e a
funcao de Kleinfeld. Temos

fw? wyows,r,s) = f(r,s, w1, wy 0ws)
= (rs,w;2,wy 0 ws3) — s(r,w;% wp 0 w3)

—(S, w12, w9 O 'wg)'r' =0.

Agora, ao utilizarmos as identidades de Moufang linearizada, (2.18) e
(2.19), obtemos

('w12('w2 ows),r,s) = f(w12,w2 ows,T,s) + (wyo w3)(w12,'r, s)
+(wg 0 w3, 7, s)wy 2
= wo(ws(wi?,7,s) + ws(wa(wi? 1, s)

+((w2 o w3, 7, s)wy)wy = 0.
Analogamente, provamos as identidades ((wzows)wi2,7,s) =0e (2.21). O

Um resultado interessante é sabermos como sao os elementos do associ-
ador. Esse resultado é um coroldrio do teorema anterior. Sejam z,y € A.
Definiremos as fungoes

nl,(m> y) = [:E’ y]4,
na(z,y) = [e,y)([z,y] o [z,yz]),
n3(may) = [I,y]2[I, y$]2'
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Seja A[X] uma algebra alternativa livre, denotamos por N4y [X], o seu
centro associativo.

Corolério 2.3.11. Seja A[X] uma dlgebra alternativa livre e z,y € A[X].
Entdo os elementos ni(z,y) € Nap[X], para i = 1,2,3. Temos, ainda,

nl(may)xz —na(z,y)z + n3($7y) =0 (223)

Demonstragao. Basta observarmos as identidades do teorema anterior. A
relacao (2.23) é vélida pelo Teorema 1.1.3. O

2.4 O teorema de Shirshov

O Teorema de Kleinfeld diz que a tnica dlgebra alternativa simples, que nao
é associativa é a algebra de Cayley-Dickson. Para a demonstracao deste teo-
rema € necessario o Teorema de Shirshov. Para tanto, iremos utilizar alguns
resultados conhecidos das algebras associativas, que nao serao demonstrados
aqui. Maiores detalhes poderao ser obtidos em [2], [14] e [6].

Para a demonstracao do Teorema de Shirshov, vamos considerar uma
algebra A sobre um anel ®. Nao podemos esquecer que ® é associativo,
comutativo e possui elemento unidade. Vamos fixar um ideal I do anel ®.

Seja A[X] uma &lgebra livre. Dizemos que o polinémio f € A[X] é
admissivel, se pelo menos um dos coeficientes dos termos de maior grau é o
elemento unidade.

Seja A uma algebra. Dizemos que A é uma Pl-dlgebra se existir um po-
linémio admissivel f(z1,22,...,z,), tal que f(a1,as,...,a,) = 0, para todos
a; € A.

Dizemos que uma ®-élgebra A é finita sobre I se A for finitamente gerada
e existirem elementos aj, a9, ..., ar € A, tais que, para algum nidmero natural
m, cada elemento ¢ € A™, pode ser representado na forma ¢ = Ele z;a;,
onde z; € I. Se cada ®-subdlgebra de A finitamente gerada sobre I for finita
sobre I, dizemos que a algebra B é localmente finita sobre I.

Teorema 2.4.1. (Coroldrio do Teorema Height em [1/])[Levitzki] Seja A
uma Pl-dlgebra associativa finitamente gerada sobre ®. Se cada elemento
de A ¢ nilpotente, entdo A é nilpotente.

Dada uma &lgebra associativa A, o radical localmente nilpotente de A,
denotado por £(A), é o maior ideal localmente nilpotente de A. Podemos
provar que A/L(A) nao contém ideais & direita, & esquerda ou bilaterais nao
nulos localmente nilpotentes.
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Proposicao 2.4.2. Seja A uma dlgebra alternativa. Se [z,y|" = 0, para
quaisquer z,y € A, entdo todos os elementos nilpotentes da dlgebra A for-
mam um ideal.

Demonstragao. Vamos analisar o caso em que A é associativa. Seja I o
maior nil-ideal de A. O quociente A = A/I néao contém nil-ideais diferentes
de zero. Vamos assumir por contradicio que existe 0 # Z € A nilpotente, tal
que zF = 0, onde k € N*. Podemos verificar que se k # 2, temos (z*)2 = 0.
Portanto, vamos supor que o indice de nilpotencia é 2. Considere o ideal
a direita J = £A. Para todo § € A, temos 0 = [z,7]"zy = (zy)"}, ou
seja, J é um nil-ideal & direita de indice n + 1. Se o ideal J for nulo, temos
que o id(Z) ou Z®, serd um nil-ideal ndo nulo de A. Logo, J # (0). Pelas
hipéteses, podemos utilizar o Teorema 2.4.1, e concluir que J é um ideal &
direita localmente nilpotente. Logo, temos que £(A) # (0). Contradigao,
pois £(A) é um nil-ideal em A.

Agora, iremos verificar o caso em que A é alternativa. Sejam z,y € A
nilpotentes, tomemos a subdlgebra B gerada por eles. Pelo Teorema 1.1.3
sabemos que B é uma subdlgebra associativa. Observe que B satisfaz as
condigoes da proposigao e os elementos nilpotentes formam um ideal. Em
particular, temos que z+y € nilpotente. Seja a € A um elemento arbitrario.
Considere a subéalgebra gerada por a e z. De maneira anédloga, temos que az
e za sao elementos nilpotentes. Conseqlientemente, os elementos nilpotentes
da algebra A formam um ideal. O

Dizemos que um A-médulo M é noetheriano se para cada cadeia de
submdédulos (My,)nen, ordenados por inclusao My € M; C My C ... C
M,, C ..., existir ng € N tal que, para qualquer n > ng, tem-se que M,, =
My, .

Teorema 2.4.3. (Teorema VI.2.1 em [6]) Seja M um mddulo sobre um anel
A. Temos que M ¢é noetheriano se, e somente se, todo submddulo de M (e,
em particular, o préprio M) € finitamente gerado.

Proposigao 2.4.4. (Proposi¢ao VI.2.4 em [6]) Um médulo finitamente ge-
rado sobre um anel noetheriano € noetheriano.

Lema 2.4.5. Seja A uma dlgebra finitamente gerada como um ®-mddulo.
Entao cada subdlgebra finitamente gerada B da dlgebra A é finitamente ge-
rada como ®-mddulo.

Demonstrac¢io. Seja R = {by,...,br} o conjunto de geradores de B. Por
hipétese, exitem elementos cy, ..., € A tais que A = &¢; + ... + $cp. Em
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particular, temos que b; = >, plaj, com i = 1,...k e gic; =3 10q pﬁjal,
com pﬁ,pij € ®,4,7 =1,...,m. Seja &g o subanel do anel & gerado pelo
conjunto {1, pﬁ, pﬁj}. Como ®( é um anel finitamente gerado, pelo Teorema
2.4.3, temos que é noetheriano. Consideremos o ®p-médulo Ay tal que
Ag = Pocy + Poce + ... + Poc- Observemos que Ag é uma ®-dlgebra que
contém o conjunto de geradores R. Consideremos a ®g-subdlgebra By C Ag
gerado por R. Pela Proposicao 2.4.4, temos que Ay é noetheriano. Como
Ap é mddulo noetheriano, temos que By é um mdédulo finitamente gerado
sobre ®q. Pela prépria construcao de B e By, temos que B = By. Logo, B
é finitamente gerado. O

Teorema 2.4.6 (Hamilton-Cayley). (Teorema XV.4.8 em [2]) Sejam A
um ®-mddulo, W : A — A uma fungdo linear e Py o polinomio carac-
teristico da matriz associada a W com relagdo a uma base de A. FEntao
Py (W) = 0.

Lema 2.4.7. Seja A uma dlgebra finita sobre I. Entao A é localmente finita
sobre I.

Demonstracao. Seja A uma algebra finita sobre I e B C A uma subélgebra
arbitraria finitamente gerada. Vamos mostrar que B é uma algebra finita
sobre I. Como A é finitamente gerada como I-mdédulo, temos que B é
finitamente gerada como I-médulo. Falta verificarmos que B = B/IB é nil-
potente. Seja a 4lgebra das multiplicacdes M4(B), definida por B*. Como
b2 = Ly(b) = Ry(b), onde b € B, é suficiente mostrarmos que a slgebra
B* = B*/IB* énilpotente. Sejam ay, ...,a, € A e um nlimero natural m, tal
que A™ C Iay + ...+ la,. Para todo W € B*, temos que W™a; € A™, onde
1= 1,...,n. Logo, W™a; = s;1a1 + ... + sinay, onde s;; € 14,57 = 1,2, ..., n.
Como a; é gerador de A™, iremos definir .S como a matriz de dimensao n x n,
composta pelos elementos s;;. Para cada c € A™ tal que c = z1a1+...+ 2,05,
onde z; € I, associamos [¢| = (1, ..., z,). Denotamos por a a coluna

a

an

Temos que W™¢ = [¢].S.a, com o produto usual de matrizes. Observemos
que W*m¢c = [c].S*.4, para todo k natural. Pelo teorema de Hamilton-
Cayley, temos que a matriz S é uma raiz do polinémio caracteristico, isto
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é, S" = Z;é o1S* onde 0}, € I. Seja z um elemento arbitrario da &lgebra.
Consideremos

n—1
wmrtg = W (WTg) = [Wma].Sha= Y ox[W™a].5*.a
k=0
n—1 n—1
== Zakwmk(W"‘x) = (Z O'ka(k+l))$,
k=0 k=0
como z é arbitrario, obtemos que
n—1
Wm(n+1) — Z O'ka(k+l),0k el
k=0

Temos que W™™+1) ¢ IB* para qualquer elemento W € B*, isto é, B*
satisfaz a identidade polinomial z™(™+1)=0_ Pelo Teorema 2.4.1, temos B é
nilpotente. O

Seja X = {an} um conjunto de geradores da algebra alternativa livre
Alt[X]. Chamamos de ri-palavras aos produtos nao associativos da forma
(@i1, ..., ain) tais que (a1) = a1 e (ai,...,an—1,0,) = (a1, ...,@n—1)an. Se o
conjunto de geradores forem r;-palavras, dizemos que os produtos nao asso-
ciativos da forma descrita acima sdo r9-palavras. Dessa maneira, definimos
as r;-palavras. Seja M = {m;} um conjunto da &lgebra A. Definimos da
mesma forma as r;-palavras de M.

Teorema 2.4.8. (Teorema 5.5 em [14]) Seja A uma dlgebra alternativa e
v = v(21, ..., ) uma palavra arbitrdria ndo associativa. Entao para todos
os elementos ai,...,a, € A o elemento v = v(ay,...,a,) € representado em
forma de combinagées lineares de ry-palavras de ay,...,a, com o mesmo
comprimento que v.

Seja Alt[X] a dlgebra livre. Dizemos que cada elemento f = f(z1,...,Zp)
da dlgebra Alt[X] é um j-polinémio alternativo, se for expresso por elementos
do conjunto X pelas operagoes de adigao, multiplicacao por escalar e mul-
tiplicagao quadrética (Uyz = zyz). Denotamos por ja;[X] o conjunto de
todos os j-polinémios alternativos e j[X] o conjunto de todos os j-polinémios
associativos.

Seja A uma algebra alternativa. Dizemos que um polinémio admissivel
f é identidade se f(ay,...,a,) = 0, para arbitrarios a; € A.
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Teorema 2.4.9. (Teorema 5.3 em [14]) Sejam A uma ®-dlgebra associativa
e {a;} o conjunto de geradores de A, tais que o conjunto dos polinémios
jl{ai}] satisfaz algum polinémio identidade. Se cada elemento do conjunto
j[{ai}] € algébrico sobre I, entdo a dlgebra A ¢é localmente finita sobre I.

Denotamos m o homomorfismo canénico da algebra Alt[X] para dlgebra
Ass|[X], onde Ass[X] é a algebra associativa livre gerada pelo conjunto X.

Lema 2.4.10. Sejam X um conjunto gerador da dlgebra alternativa e f =
f(z1, -, Tn) € jau[X], entdo

Rf(:vl,...,:cn) = ﬂ-f(R:cu ey Rzn)

Demonstragdo. Seja S o conjunto de todos j-polinémios onde vale

Rf(:z:l,...,:r,,) = ﬂ-f(RIIJ eey Rzn)

Como Alt[X] e Ass[X] sao gerados por X, temos que X C S. Como
R, é linear, temos que S é fechado com relagao a I-combinagdes lineares.
Vejamos se S é fechado na multiplicacao quadrética. Seja f € S. Como f
é j-polinémio e m é o homomorfismo canénico, valem 72 = 7 e 7f = fx.
Logo,

sz(:r],...,:l:n) = R2f(zl,...,xn) = [‘”f(R:El'/ ceey R:I:n)]2 = 7Tf2(R:I:1) seey RIn)

Sejam f,g € S. Ao utilizarmos a identidade de Moufang & direita, temos

Rfgf(z1,zn) = Bfrmn)Ro@r,za) Bi@1,.2n)
= 7f(Rzyy -y Re, )79(Reys ooy Ry )T (Rayy ooy Rayy)
= 7f(Rayy s Ren) (@ (9(Ray s -y Ren ) f(Rays -y Ray))
= W(fgf)(RfEl7’7R1'n)

Observemos que S é gerador e fechado com as operagoes de multiplicacao,
soma e multiplicacao quadratica. Logo, S = jau[X]. O

Seja f € Alt[X]. Dizemos que f é essencial, se 7f é um polinémio ad-
missivel na algebra Ass[X].

Lema 2.4.11. Seja A uma ®-dlgebra alternativa com conjunto de geradores
R = {ay,...,ar} e o submddulo M = jau|R] satisfaz um polinémio essen-
cial identidade f, onde f € jau[X]. Se cada elemento do submddulo de M
€ algébrico sobre I, entdo para um nimero natural n, todas as ry-palavras
geradas por a; de comprimento maior ou igual a n sdo representados em
forma de I-combinacées lineares de ry-palavras geradas por a; de compri-
mento menor que n.

52



Demonstragao. Seja a = (...((ai, ai,)ai;)...)a;, uma ri-palavra, onde a;; €
R. Temos que a = Rait...Rai3 Rai2 a;,. Logo, é suficente provarmos que a
subslgebra A* da 4lgebra de multiplicagdo R(A) gerada por R,,, ..., Re, é
finita. Sejam dj(z;), ..., dn(z;) j-polinémios alternativos arbitrérios. Temos
que

di(ay,...,ar) € M,

para todo t. Pelo Lema 2.4.10 e pelo fato que f(m;) = 0, para quaisquer
m; € M, teremos

nf(mdi(Ra;), - Tdn(Ra;)) = mf(Ray(ar)s -+ Rap(as))

R4y (ai),....dn(as)) = 0-

Pelo fato que j[X]| = m(jan[X]), temos que o conjunto de j-polinémios de
{Ra1, ..., Rar } satisfaz o polinémio identidade w f = 0. Como os elementos do
submédulo M sao algébricos, para todos j-polinémio d(z1, ..., zk) € jaun[X],
existe um nimero natural m e elementos z; € I tal que

m—1

d™(ay,...,ar) = Z zd (ay, ..., ax).
i=1

Ao utilizarmos outra vez o Lema 2.4.10 e o fato que d"(zy,...,2k) €
Jar|X] temos que

(Wd)m(Ral, ~ney Rak) = ﬂ-(dm)(Ral) ooy Rak) = Rd’"(al,...ak)

m—1 m—1 )
= Z ziRdi(al,...ak) = Z Zi(ﬂd)l(Ral, --->Rak)-
i=1 i=1

Temos que cada j-polinédmio do conjunto {Ry,, ..., Rq, } é algebrico sobre I.
Pelo Teorema 2.4.9, temos que A* é localmente finita sobre I. O

Seja X um conjunto gerador, o mondnio z; ;,...z;, € Ass[X]| e x a
involugao em Ass[X]. Temos que (zj, Tiy...%3,)* = Tj,..TiTiy. Seja f =
> a;u; um polinémio, onde a; € F' e u; sao monémios. Ao aplicarmos a
involugdo em f, temos f* = ajul.

Teorema 2.4.12. (Teorema 3.3 em [14])(Cohn) Sejam X um conjunto ge-
rador, Ass[X] a dlgebra associativa gerada por X tal que a involugio * é
simétrica. Se a card(X) < 4, entdo Ass[X] = j[X].

Lema 2.4.13. Cada Pl-dlgebra alternativa satisfaz um polinémio essencial
identidade f, onde f € jau[X].
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Demonstracao. Seja g(zy, ..., ,) = 0 um polinémio identidade essencial em
uma PI-dlgebra A. Defina p(z,y) = g(zy, zy?, ..., zy"). Como g é polinémio
identidade, temos que p(z,y) = 0, para todos z,y € A. Pelo Teorema
de Artin temos que a algebra Alt[z,y] é associativa, e portanto isomorfa a
Ass[z,y]. Seja

0(z,y) = p(z,y)p*(z,y)-

Como a cardinalidade de um conjunto finito é igual ao niimeros de elementos,
temos que o conjunto gerador de Ass[z,y] tem cardinalidade igual & dois.
Como 6*(z,y) = (p(z,y)p*(z,y))* = p**(z,y)p* (2, y) = 0(z,y), temos que a
involugao é simétrica. Logo, pelo Teorema de Cohn, temos que o polinémio
0(z,y) é um j-polinémio, ou seja,

9(1‘7 y) € ][{33, y}] = jAlt[{l‘7 y}]

Temos que 6(z,y) é um elemento essencial e uma identidade da &lgebra A,
terminando a demonstragao. O

Teorema 2.4.14 (Shirshov). Seja A uma Pl-dlgebra alternativa sobre ®
com conjunto de geradores R = {a;} e seja M o conjunto de todas r1-
palavras dos elementos do conjunto R. Se cada elemento do submddulo
Jait[M] € algébrico sobre ideal I, entdo a dlgebra A é localmente finita sobre

L

Demonstragdo. Pelo Lema 2.4.7, temos que uma &lgebra finita sobre I, é lo-
calmente finita sobre I. Logo, é suficiente mostrarmos que todo subconjunto
finito de R gera uma subélgebra finita de A sobre I. Seja B uma subélgebra
arbitrdria gerada por um conjunto finito Ry = {a;1, ..., ik }. Como A é uma
PI-élgebra, temos pelo o Lema 2.4.13, que A satisfaz um polinémio identi-
dade essencial. Pelo Lema 2.4.11, podemos tomar um niimero natural n, tal
que para cada ri-palavra do conjunto Ry de comprimento maior que n —1 é
representada em forma de combinacoes lineares das r;-palavras de compri-
mento menor que n e escalares em I. Denotamos por R; o conjunto de todas
r1- palavras dos elementos de Rp, com comprimento menor que n. Repe-
tindo o processo em R;, encontraremos um numero natural m, tal que cada
ri-palavra do conjunto R; com comprimento maior que m —1 é representada
por combinacoes lineares de r1-palavras do conjunto R; de comprimento me-
nor que m. Observemos que para cada re-palavra de comprimento maior
que mn — 1 hé combinagao linear de ro-palavras do conjunto Ry de menor
comprimento mn. Pelo Teorema 2.4.8, concluimos que cada produto de mn
ou mais elementos de Ry é representado em forma de combinagdes lineares
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de produtos com um nimero menor de fatores de Ry. Conseqlientemente, a
algebra B é finita sobre I, como queriamos demonstrar. O

2.5 O teorema de Kleinfeld

Lema 2.5.1. Seja A uma dlgebra com unidade sobre o corpo F e K uma
extensao de F. Se a dlgebra A = K @ A € quadrdtica sobre K entio a
dlgebra A é quadrdtica sobre F'. Se A é uma dlgebra com composicdo com
relagdo & norma 7, entGo A € uma dlgebra com composicao onde a norma
n serd a restri¢cdo da norman a A.

Demonstragdo. Seja x € A. Temos que z satisfaz a relagdo z% — t(z)z +
a(z) = 0, onde #(z),n(z) € K. Definimos t e n pelas restrigdes a A do
traco ¢ e da norma 7, respectivamente. Observe que, para provar que A é
quadratica é suficiente provar que t(z),n(z) € F, para todo z € A. Pela
definicdo, sabemos que se z € F, entdo t(z) = 2z € F e n(z) = 22 € F. Seja
z & F. Entao 1 e = sao linearmente independentes. Neste caso, podemos
selecionar uma base B de A, tal que B = {1,z,e, e2,...}. Ela é uma base
para A sobre K. Tome 2% € A. Temos que 22 = a + Bz + >;7viei, com
a, 3,7 € F. Por outro lado, temos que z? = t(z)z — n(z). Pela unicidade
da representacdo de z2 na base B, temos que t(z) = B,n(z) = —a € F.
Portanto, a dlgebra A é quadratica sobre F'.

Vamos agora mostrar que se n é estritamente nao degenerada em A,
entdo n é estritamente nao degenerada em A. Seja a € A e f(a,z) =
n(a+z)—n(a) —n(z) = 0, para z € A arbitrario. Como f = fem A, temos
que f (a,A) = 0, entdo a = 0. Logo, n é estritamente ndo degenerada em
A. O

Lema 2.5.2. Seja A uma dlgebra alternativa com unidade sobre um corpo
infinito, tal que n;(z,y) € F, para quaisquer z,y € A, 1 =1,2,3 eny(a,b) #
0 para algum a,b € A. Entao A € quadrdtica sobre F'.

Demonstragéo. Sejam z,y € A, tais que y* # 0. Logo, existem elementos
distintos B; € F,i = {1,2} tais que (z + B;y)* # 0. Tome a,b € A, tais que
[a,b]* # 0 e x um elemento arbitrdrio. Como a, b nao pertence ao comutador,
temos que [z,a] # 0 ou [z,b] # 0. Observe que ([b,z] + Bi[b,a])* = [b,z +
Bia]* # 0. Como n;(z,y) € F, por (2.23) existe o; € F), tal que (z + Bia)? +
oi(z + Bia) € F, para i = {1,2}. Se [a,b]? # 0, analogamente, temos que
a? € F+Fa. Entao 22+ oz + By € F+ Fa, onde y = zoa. Eliminando y e
dividindo por 2 — f1, obtemos 22 +az + = fa, para adequados ,v,0 € F.
Se [z,b] = 0, podemos comutar essa relagao com b e obteremos 6[a,b] = 0.
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Em ambos os casos, temos # = 0 e z2 + a;z 4+ = 0. Como z é um elemento
arbitrario, temos que A é quadratica sobre F'. O

Teorema 2.5.3. (Kleinfeld) Seja A uma dlgebra alternativa simples e nao
associativa. Entao o centro da dlgebra A é um corpo e A é uma dlgebra de
Cayley-Dickson sobre o seu centro.

Demonstragdo. Vamos supor que A é comutativa. Pela identidade (2.3),
temos que A é associativa. Pelo Teorema 2.2.1, temos que A é um corpo.

Basta entao considerar o caso em que A é nao comutativa. Pelo Teorema
2.2.1, sabemos que Z(A) = (0) ou Z(A) é um corpo. Vamos mostrar que
Z(A) # (0). Como A é nao associativa, vamos verificar que N(A4) = Z(A).
De fato, seja n € N(A) tal que n ¢ Z. Sabemos que [n,b] € P(A4). Como
A é simples, temos que P(A) = A. Logo, ((z,y,2),7,s) = 0 para todos
z,y,z,1,s € A. Sejam = (a,¢,d) # 0, com a,b,c € A. Utilizando as
identidades de Moufang, temos que

(a, c,d)(a,e, f) = (d,(a,e, f),a)c+ (d,ca,(a,e, ) +(d,(a,e, fa, c)
= —(d,(e,aq, fa),c) =0.

Portanto,

(a, c, d)y(a; c, d) = _(aa Y, d)c'(aw ¢, d) - (a'a cd, y)(av c, d) - (a, yd, c)(a, c, d)
_((aa Y, d)’ ¢, (aa c, d)) - (a, Y, d)'c(a7 G, d)
= (a,y,d)(cd,c,a) =0.

Pelo Lema 2.1.7, temos que id(m)2 = 0. Como A é simples, temos id(m) = 0
e m = 0. Contradicao, pois A é nao associativa. Desse modo, P(A4) = (0) e
[n,b] = 0. Entao, n € Z(A).

Pelo Lema 2.3.11, basta entao mostrar que existem a,b € A, tais que
0 # [a,b]*.

Suponha por contradigdo que, para quaisquer =,y € A, temos [z,y]* =
0. Pela Proposicao 2.4.2, temos um ideal I, formado por todos elementos
nilpotentes. Como A é nao comutativa, temos que existem a,b € A, tais que
0 # [a,b] € I = A. Logo, A é uma nil-dlgebra.

Como [z,y]* = 0, para quaisquer z,y € A, sabemos que A é uma PI-
algebra. Como A é uma nil-algebra, temos que A é algébrica. Pelo Teorema
de Shirshov 2.4.14, sabemos que A é localmente finita sobre Z(A). Logo,
qualquer subélgebra gerada por um nimero finito de elementos, sera finita
e nil, ou seja, nilpotente. Logo, A é localmente nilpotente simples. Pelo
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Lema 2.2.3, é uma contradigio. Logo, existem a,b € A, tais que 0 # [a, b]*.
Portanto, Z = Z(A) é um corpo.

Vamos considerar a dlgebra A sobre o seu centro. Seja K uma extensao
infinita sobre Z. Sabemos que a dlgebra Ax = K ® z A é alternativa simples
e central sobre o corpo Z.

Pelo Teorema 2.3.10, podemos observar que

(ni(‘T)y))Zrt) = [ni(rv y)v Z] =0,i= {17273}'

valerd para a algebra Ax. Entao podemos mostrar da mesma maneira que
n; € Z(Axg) = K. Pelo Lema 2.5.2, sabemos que Ax é quadréatica. Como
Ak é nado comutativa pelo Teorema 1.2.9, temos que Ax é de composicao.
Pelo Lema 2.5.1, sabemos que A é de composigao. Como A é nao associativa
e nao comutativa, sabemos pelo Teorema 1.2.7 que é a algebra de Cayley-
Dickson. O

2.6 Anel de Cayley-Dickson

Sejam R um anel com unidade e S um subconjunto de R contendo a unidade,
fechado para multiplicagao, associativo e comutativo. Podemos, entao, defi-
nir a relacdo = em R x S, da seguinte forma:

(a,s) = (b, t) se, e somente se, (at — bs)u = 0, para algum u € S.

Vamos denotar por (a/s) a classe de equivaléncia de (a,s) e por S7IR,
o conjunto das classes de equivaléncia.

O nosso préximo passo serd mostrar que existe uma estrutura de anel
em S~'R. Para (a/s), (b/t) elementos de S~!R, definimos (a/s) + (b/t) =
(at + bs)/st e (a/s).(b/t) = ab/st.

Vamos verificar que a operacao de adigao estd bem definida. Sejam
a/s = d'/s' e b/t =V /t'. Entao (as’ — a's)/ss’ = 0 e (bt' — ¥'t)/tt’ = 0.
Logo,

((a/s) + (b/t)) — ((a'/s') + ('/t))) = (at + bs)/st — (a't' +V's") /'t

Usando as propriedades do anel R e lembrando que S é associativo e comu-
tativo, temos

(at.s't' + bs.s't' — a't' st — b's'.st)/st.s't
(at.s't' — a't'.st + bs.s't’ —b's'.st)/st.s't

= (as'tt' —d's.tt')/ss'tt’ + (bt'.ss’ — b't.ss")/tt'.ss'
(as’ —d's)/ss’ + (bt' — b't)/tt' = 0.
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Portanto, em S™!R, a adicao estd bem definida.

Vamos verificar se a operagao de multiplicagao estd bem definida. Se-
jam a/s = d'/s’ e b/t = b//t'. Entao, a = a’s/s’ e b = b't/t’. Usando a
associatividade e a comutativadade de S, temos

(a/s).(b/t) — (d'/s").(t' /') = ab/st—ad'b'/s't
= (ab.s't' —a'b'.st)/st.s't
= (a(@'tt'™1).st' — o'V’ .st)st.s't'
(ab'.ts’ — a'V .st)/st.s't
((a'ss' 1) ts' — 'V .st)/st.s't’
(a's.b't — a't .st)/st.s't
(a't/.st — 't .st)/st.s't' = 0.

Entao a multiplicacao estd bem definida em S™!R.

Agora, podemos verificar que S~!R, com as operacoes de adicdo e mul-
tiplicagdo tem uma estrutura de anel. Seja a/s € S™'!R. Temos que —a/s
é o oposto de a/s, o elemento neutro serd 0/s e o elemento unidade serd
1/1. Vamos verificar se é valida a associatividade na adigao e a distributiva
em ST!R. Sejam a/s,b/t,c/u € ST'R. Lembrando que S é associativo e
comutativo, temos

(a/s+b/t)+c/u = (at+bs)/st+c/u
(at.u + bs.u + c.st)/st.u
(a.tu + bu.s + ct.s)/s.tu
a/s+ (bu+ ct)/tu
= a/s+ (b/t+ c/u).
Logo, S~!R verifica a associatividade na adicdo. Temos que
(a/s).(b/t +c/u) = a/s((bu+ ct)/tu)
= (a.bu+a.ct)/stu
ab/st + ac/su
= (a/s)-(b/t) + (a/s)-(c/u).

Portanto, vale a distributiva em S™!R.

Observe que se um anel R possui um subanel K que é um corpo, entao
R é uma K-algebra.

A 3lgebra (anel) A é chamada de prima(o) se o produto de dois ideais
nao nulos for nao nulo.

Pela Proposigao 2.3.4, temos o seguinte colorario.



Corolario 2.6.1. Se A é uma dlgebra prima arbitrdria, entao U(A) = (0)
ou A é associativa.

Seja R um anel primo com unidade. Vamos mostrar que o centro Z
do anel nao possui divisores de zero. Suponha por contradigao que existam
a,c € R nao nulos tais que ¢ € Z e ca = 0. Tome os seguintes conjuntos cR e
aRa. Considere os ideais id(cR) e id(aRa). Como a,c € R e R tem unidade,
ambos sdo ideais nao nulos. Seja o ideal I = id(id(cR)id(aRa)). Para
cada b € I, temos combinagao linear de elementos da forma (cb;)(ac;a) =
bi(ca)cia = 0. Logo, b = 0 e portanto I = (0), contradizendo a hipétese de
A ser primo.

A dlgebra (anel) A é chamada(o) de semiprima(o) se nao possui ideais
nilpotentes.

Seja R um anel e S um conjunto de R contendo unidade, fechado na
multiplicacao, associativo e comutativo. Usaremos a/s = s~!a, onde a € R
eseSs.

Proposigao 2.6.2. Sejam R um anel e Z seu centro. Se S C Z é um
conjunto multiplicativo que mao possui divisores de zero do anel R, entao

1. para cada s € S, a fungdo ps : R — S™IR tal que ps(r) = s~ 1(rs),
para todo r € R, insere o anel R em S™!R.

2. Z(S'R) = 571Z.

3. o anel ST'R € semiprimo (primo) se, e somente se, o anel R for
semaprimo (primo).

4. se o anel R é wma dlgebra alternativa sobre F, entdo o anel S™'R
também € uma dlgebra alternativa sobre F, para a(s™'r) = s~!(ar),
onde a € F,s € S,r € R.

Demonstragao. 1. Vamos verificar que ps é um homomorfismo de anéis.
Sejam t,u € R. Temos

ps(t)ps(u) = s7L(ts)s H(us) = s (ss7us = s71(tu.s) = ps(tu).

Vamos verificar que ps é injetor. Seja t € R, tal que ps(t) = 0. Entao
. ps(t) = s71(ts) = 0. Como S nao possui divisores de zero, temos
t =0, ou seja, ps é um monomorfismo.

2. Sejam z € Z,r,t € Re s,51,52 € S. Temos

(5712, 87r, 551t) = (ss182) " L(2,7,8) = 0
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[s71z,s7tr] = (851) 7 [z,7] = 0.

Logo, S™1Z C Z(S~!'R). Vamos verificar a condi¢do contraria. Seja
s~lr € Z(S7'R). Para todos z,y € R, temos

0=(s"'r,z,y) = s~ (r,z,9) = (s7'(r,2,9))s = (r,2,9).

Logo, 7 € N(R). Analogamente, temos que [r,z] = 0, para qualquer
z € R, ou seja, r € Z. Concluimos que Z(S~!R) = S~1Z.

. Seja I um ideal de R. Vamos verificar que S~'I = {s~'b|s € S,b € I}
¢ um ideal do anel S~!R. Sejam 7 € S”'R e a € S~!I, onde
a=s"1b, combe I. Temos ra = r(s7'b) = s~ lrb € S7I. Ana-
logamente, provamos para o produto & esquerda. Logo, S~1I é um
ideal do anel S™!R. Sejam I e J ideais de R, com o produto nulo.
Verificaremos que (S~1I)(S~1J) é um ideal nulo em S~!R. Temos
que (0) = S7LJ = (S71S)(S7!J). Reciprocamente, temos que
(S7I)(S71J) = (S7IS)(S71J) = S~IJ = 0. Portanto, se R é
primo (semiprimo) entdo S~'R é primo (semiprimo). Agora vamos
verificar o contrdrio. Seja I # (0) um ideal de ST'Re 0 # a € I,
tais que @ = s”!r, onde s € S,7 € R. Temos que 7 é ndo nulo e
r=sa € INR. Logo, I N R # (0).

. Seja R uma 4lgebra alternativa. Vejamos se S™1R é alternativa. Te-
mos que (s7'7)2s7't = s~ s7 r(rt) = s~ir((s~r)(s7't)). Analoga-
mente, prova-se a outra lei alternativa.

O

Sabemos que o centro Z de um anel A é um subanel. Se Z nao possui

elementos divisores de zero, entdo (Z*)"1A é uma &lgebra sobre o corpo

(2912

Seja A um anel alternativo, com o centro Z nao nulo e sem divisores

de zero. Chamamos A de anel de Cayley-Dickson se o anel de quocientes
(Z*)71A for uma &lgebra de Cayley-Dickson sobre o corpo de quocientes
(Zz")1Z.

Sejam A uma élgebra alternativa e a € A. Dizemos que a é um divisor

de zero absoluto se aAa = (0). Se A nao possui divisores de zero absoluto
dizemos que é nao degenerada.

Vamos agora estudar um teorema que mostra quando uma &dlgebra al-

ternativa prima é um anel de Cayley-Dickson.
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Seja X um subconjunto da algebra A. O conjunto
Ann.(X) = {z € A|Xz = (0)}
é chamado anulador a direita de X, o conjunto
Anny(X) = {z € A|zX = (0)}

é o anulador a esquerda de X e Ann(X) = Ann,(X)NAnn(X) é o anulador
de X. Se A é alternativa e X é um ideal, pela definicao do associador,
podemos verificar que todos os anuladores acima serao ideais em A.

Seja A uma dlgebra e seja I um ideal de A. Dizemos que [ é um ideal
trivial de A se a multiplicacao em I for nula.

Teorema 2.6.3. (Teorema 9.1 em [14]) Seja A uma dlgebra alternativa
prima e I um ideal da dlgebra A. Entao N(I) =I1NN(A).

Lema 2.6.4. Seja A uma dlgebra alternativa semiprima. Sejam I um ideal
de A e V um ideal trivial da dlgebra I. Entao os submddulos AV e V A, sao
ideais triviais da dlgebra I.

Demonstragao. Para verificarmos que AV é umideal em I, basta utilizarmos
a definicao de associador, nos seguintes elementos (av)c e c(av), onde a €
A,ce I eveV. Analogamente, mostra-se que VA é um ideal de I. Sejam
u,v € V,ceIea,be A. Por (2.7), temos

f(a,¢,u,v) = ([a,d,u,v) + (a,c¢[u,v]) =0.
Conseqiientemente, por (2.4), temos
c(a,u,v) = —f(a,c,u,v) + (ac,u,v) — (¢, u,v)a =0,

isto é, (a,u,v) € Ann,(I). Ao mesmo tempo, temos (a,u,v) = (v,a,u) € I.
Como A é semiprima, I N Ann,(I) = (0), obtemos assim

(4, V,V)=(AV)V = (0). (2.24)
De(2.24), ao utilizarmos a linearizacao da identidade de Moufang, temos
| (b, c,u) = —(cv, b,u) + (v, c,u)b+ (v,b,u)c =0
isto €,

(AV,1,V) = (0). (2.25)
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Por (2.25) e pelo Lema 2.1.4, temos que [AV,V] C N(I). Por (2.24) e
pelo Teorema 2.6.3 , obtemos

VAV C N(A). (2.26)

Pela linearizagao da identidade de Moufang e as relagoes (2.25) e (2.24),
temos

v(e,b,u) = —c(v,b,u) + (¢, bv,u) + (v,be,u) =0,

entao

VI, A V)= (0). (2.27)

Seja w = uav. Entdo w € V,w? = 0 e por (2.26) temos w € N(A). Seja
¢ = ua. Por (2.27), temos

wbw = w(b.cv) = w(bc.v) — w(b, c,v) = 0.

Temos que w € N(A) e wAw = 0. Pelo Lema 2.1.7, o elemento w gera um
ideal trivial na &lgebra A, entao w = 0. Portanto,

VAV = (0). (2.28)
Por (2.25), (2.24) e (2.28), temos
F(c,a,bv,w) = ([c, a], bv, u) + (c, a, [bv, u]) = 0.
Logo,
(a,u, bv)c = — f(c, a,u,bv) + (ca, u, bv) — a(c,u,bv) = 0,

isto é, (a,u,bv) € Anny(I). Como A é semiprima, podemos concluir analo-
gamente, que

(A,V,AV) = (0). (2.29)
Por (2.24), (2.28) e (2.29) conclufmos que (AV)2 = (0). Analogamente,
obtemos (V A)? = (0). O

Lema 2.6.5. (Lema V.1.9Ac em [4])[Zorn] Se, num conjunto ndo vazio
parcialmente ordenado, toda cadeia tem algum elemento majorante, entdo o
conjunto contém algum elemento mazimal.

Teorema 2.6.6 (Slater). Seja A uma dlgebra alternativa semiprima. Entao
cada ideal I da dlgebra A € uma dlgebra semiprima.
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Demonstracdo. Sejam A uma algebra alternativa semiprima e I um ideal
que nao seja semiprimo. Logo, existe (0) # J C I um ideal trivial de I.
Denotaremos por J o conjunto de todos ideais triviais de I contidos em
J. O conjunto J é nao vazio e ordenado parcialmente pela inclusao. Ao
utilizarmos o Lema de Zorn, sabemos que 7 possui elemento maximal V.
Pelo Lema 2.6.4, temos que AV € J e entao AV C V. Analogamente,
VA CYV. Logo, V é um ideal da dlgebra A. Como A é semiprima, temos
que V = (0). Como V é maximal, temos J = (0), contradizendo a nossa
hipétese. O

Corolério 2.6.7. Cada ideal de uma dlgebra alternativa prima é uma dlgebra
pTIMA.

Demonstracdo. Seja A uma algebra alternativa prima e seja I um ideal de
A. Se a slgebra I nao é prima, entao existem ideais nao nulos J, J' C I tais
que JJ' = (0). Seja M = Ann,(J). Observe que (M N J)? = (0). Pelo
Teorema anterior temos que I é semiprima, entao (M N J) = (0). Agora
considere o quociente I = I/M. Seja T' um ideal em I, tal que 72 = (0).
Se T é a imagem inversa do ideal T na algebra I, temos que 72 C M e
(TNJ)2CT?nJ € MnJ = (0), ou seja, (T'NJ) = (0). Conseqiientemente,
JT CJNT = (0), e portanto, T C M e T = (0), provando assim que I
é semiprima. Vmoa mostrar que M é um ideal de A. Seja a € A, quero
mostrar que Ma C M. Defina o submédulo M’ = M + Ma. Sejam m =
n'+na€ M’ e ce I. Temos

(n' + na)c = n'c + n(ac) + (n,a,c) = n'c+ n(ac) — (n,c,a) € M'.

Analogamente, provamos que cm € M’. Logo, M’ é um ideal de M. Observe
que M' ¢ M. Logo, a imagem inversa M’ de M’ é nao nulo. Vamos verificar
que (M")2(M")? C M. Primeiramente, temos

(M + (Ma))I € M+ (Ma)((Ma)I) (Ma,Ma,I)

M + (Ma)* + (Ma,I, Ma)
M + (Ma)*.

N 1N

Logo, (M + (Ma))I C M + (Ma)2 e (M + (Ma)2)I C M'. Sejam m €
M,z,y € I ea € A. Como M é um ideal de I, usando a identidade de
Moufang & esquerda linearizada, temos (ma, z,y) — (a,z, m)y = (a,z,y)m —
(ya;z,m) € M. Logo,

(ma7 :L')y) - ((L, l‘am)y = (ma,may) - (m1 a, $)y =ma.ry — (maa:)y € M.
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Como (m.az)y € M, temos que ma.zy € M, isto é, Mal?> C M. Final-
mente, temos

(Ma)*(Ma)> C M'(Ma)?, M’ éideal
C M(Ma)*+ (Ma)(Ma)? C, Ma é ideal de T
C MMal?
C M.
Logo,
(M")%(M")? (M + Ma)(M) + Ma))((M + Ma)(M + Ma))

C
C (M4 (Ma)®)(M + (Ma)?) C M + (Ma)*(Ma)?
Cc M.

Temos que
(M')*(M")? € M = (D).

Como vimos que I é semiprima, temos que M’ = (0). Logo, Ma C M. Da
mesma forma, mostramos que aM C M. Entao, M é um ideal de A. Como
(0) # J C Ann,(M) e Ann,(M) é ideal de A, contradiz que A é prima.
Portanto I é prima, como queriamos demonstrar. O

Lema 2.6.8. Cada ideal de uma dlgebra alternativa nao degenerada é uma
dlgebra nao degenerada.

Demonstra¢do. Vamos agora verificar que I é nao degenerada. Suponhamos
por contradicao que existe d € I tal que dId = (0). Sejam z,y € A elementos
arbitrarios. Pelas identidades de Moufang, temos

(dzd)y(dzd) = (d(z.dy))(dzd) = (d(z.dy))(dz.d) = d((z.dy)(dz))d = 0.

Logo, (dzd)A(dzd) = (0). Como A é nao degenerada temos que dzd = 0.
Como o elemento z é arbitrério, isto significa que dAd = (0). Entao d = 0,
ou seja, I nao possui divisores de zero absoluto. O

Teorema 2.6.9 (Slater). Seja A uma dlgebra alternativa, prima e nao
degenerada. Se A é nao associativa entdo o centro de A é nao nulo.

Demonstragao. Seja D(A) = D, o ideal associador de A. Como A é nao
associativa, temos que D # (0). Pelo Corolario 2.6.7, temos que D é uma
dlgebra prima. Vamos verificar que N (D) é nao nulo. Temos que N,;[D] C
N(D). Se Ny[D] # (0), teremos nada a demonstrar. Vamos supor que
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N, [D] = (0). Para todos z,y € D, temos [z,y]* = 0. Pela Proposi¢ao
2.4.2, temos que os elementos nilpotentes geram um ideal I, ou seja, I é
uma nil-4lgebra. Pelo Teorema 2.4.14, temos que I é localmente finita e
portanto localmente nilpotente. Seja alg([z,y]) C I C D. Como I é prima
temos que [z,y] = 0. Logo, I é comutativa e associativa. Sabemos que I é
um ideal de D. Logo N(D) # (0). Como D é nao degenerada e prima, pelo
Teorema 2.6.3, temos

0#n € N(D)=Dn N(A).

Vamos verificar que P(A) C U(A). Suponhamos por contradigao que P(A)
N(A). Logo, podemos achar n € N,a,b,c,d € A, tais que

m = ([a,n]b, ¢, d) # 0.

Vamos mostrar que id(m)? = (0). Sejam e, f € A. Utilizando as identidades
de Moufang, temos que

(a,c,d)(a,e, f) = (d,(a,e,f),a)c+ (d,ca,(a,e f)) + (d,(ae, f)a,c)
= _(d’ (e)a', fa)vc) =0.

Portanto,

(a,c,d)y(a,c,d)

—(a,y,d)c.(a,c,d) — (a,cd,y)(a,c,d)
—(a,yd, c)(a,c,d)

= —((a,9,d),¢,(a,c,d)) — (a,y,d).c(a,c,d)
= (a,y,d)(cd,c,a) =0.

Pelo Lema. 2.1.7, temos que id(m)? = 0. Como A é prima temos id(m) = 0
e m = 0. Logo, P(A) C U(A). Para qualquer a € A, temos que

[n,a] € P(A)ND CU(A)ND.

Pela Proposicao 2.3.4, temos (U(A) N D)2 = (0). Como A é prima, temos
(U(A) N D) = (0). Logo, [n,a] = 0, para qualquer a € A, isto é, n €
Z(A). O

Teorema 2.6.10 (Slater). Seja A uma dlgebra alternativa, prima, nao
degenerada e nao associativa. Entao A é um anel de Cayley-Dickson.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.6.9, o centro Z da élgebra é nao nulo. Como
A é prima, temos que Z nao possui divisores de zero do anel A. Seja A; =
(Z*)7'A. Sabemos pela Proposicio 2.6.2 que Z(A;) = (Z*)"1Z = Z;.
Como A esta contida em A; temos que A; é nao associativa. Pela Proposi¢ao
2.6.2, temos que A; é alternativa e prima. Pelo Teorema de Kleinfeld basta
provar que A; é simples. Como D(A;) é nao nulo, pelo Corolério 2.6.1,
temos que U(A;) = (0). Agora, seja I # (0) ideal arbitrério da 4lgebra A.
Pelo Corolario 2.6.7, temos que I é prima. Pelo Lema 2.6.8, temos que I é
nao degenerada. Pelo Teorema 2.6.3, se I é associativo, entao I C N(I) C
N(A;), contradizendo que U(A;) é nulo. Logo, I é nao associativo. Pelo
Teorema 2.6.9, temos (0) # Z(I). Vamos mostrar que Z(I) =INZ(A;) =
INZ,. Seja z € Z(I). Para quaisquer a € A e b € I, temos

bla, z] = [ba, z] — [b, z]a = 3(b,a,2) = 0.

Logo, [a,2] € Ann,(I) = M. Observemos que (M N I)? = (0). Como A é
prima, temos (M NI) = (0). Logo, [a,2] =0ez € Z;. Seja0 #a e INZ,
temos que 1 = aa~! € I, entdo I = A;. Logo, A; é simples. O
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Capitulo 3

Superalgebras alternativas

Neste capitulo, o nosso objetivo sera definir superédlgebras, o conceito de
superalgebra em uma variedade e, entao, estudaremos as superalgebras al-
ternativas. Também mostraremos uma das utilidades das superélgebras, a
construcao de exemplos de dlgebras alternativas soliveis que nao sao nilpo-
tentes.

3.1 Superalgebras

Uma superalgebra A é uma &dlgebra Zs-graduada, ou seja, A = Ao @ A,
onde A; é subespago de A e A;A; C A} j(modo), Para 4,5 € {0,1}.

Seja um corpo F' em caracteristica diferente de dois. A algebra de Gras-
smann é definida por

I'= alg(l,e1,e9,...,€n, ...|eje; = —eje;).
Uma base desta algebra é
{l,eileiz...eik,il <ig < .. < i, k> 1}.

A dlgebra de Grassmann é uma superélgebra, onde I'g e I'} sao os subespacos
gerados por produtos de comprimento par e impar, respectivamente.
Vamos agora definir o conceito de superdlgebra em uma variedade.
Seja A uma superalgebra. Consideremos a F-dlgebra I' ® A. Denomina-
mos a subalgebra
’ P(A)=F0®A0+F1®A1

de ' ® A de envolvente de Grassmann de A.
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Seja M uma variedade de algebras sobre F. Chamamos a superalgebra
A de M-superdlgebra se T'(A) € M.

Seja A = Ag ® A; uma superdlgebra. Para todo a € Ag U Ay, definimos
p(a) =i sea € A;, ondei € {1,2}.

Exemplo. Vamos determinar quando uma superalgebra A é comutativa.
Sejam T = a; ® ; e y = b; ® y;, onde a; € I';,b; € T'j,z; € A;,y; € Aj e
i,j € {0,1}. Para que zy = yz, devemos ter

(ai ® z:)(bj ® yj) — (bj ® y;)(a: ® ;) =0,
isto é,
(aibj) ® (ziy;) — (bja:) ® (yjz:) = 0.

Portanto,
(aibj) ® (zigs) — (1P (ab)) @ (y52:) = 0.
Observemos que p(a;) = p(z;) e p(b;) = p(y;). Logo,
(aibs) ® (ziy; — (—1)PEPWIy,z;) = 0.

Como (a;b;) ® (ziy; — (—1)PEIPE)y,2;) = 0, para quaisquer a;,b; € ToUT,
temos que A serd comutativa se

Tiy; = (_l)p(wi)p(yj)y].mi_

Podemos verificar que uma superalgebra comutativa nao é uma 4lgebra
comutativa. Para evitar dividas, chamaremos as superilgebras comutativas
de supercomutativas. Observe que a superalgebra de Grassmann é superco-
mutativa.

Definimos o supercomutador de uma superélgebra A, como

(i, y) = Tiy; — (_I)P(zi)p(yj)iji,

onde z; € A; e y; € Aj, com 4,5 € {0,1}.

Seja M uma variedade de dlgebras definidas por um conjunto de iden-
tidades. Observemos que as relagoes que definem as M-superélgebras nao
sao identidades propriamente ditas, pois sao validas somente para elementos
homogéneos; por isso, essas relacoes serao chamadas de superidentidades de
A.

Seja A uma superélgebra. O centro associativo N(A) e o centro Z(A) de
A sao definidos por N(A) = {a € Al(a, A, A) = (4,a,4) = (A, A,a) = 0}
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e Z(A) = {a € N(A)|[a, A] = 0}. Esses conjuntos sao subsuperélgebras em
A.

Dada uma superalgebra de A, chamamos de supercentro o seguinte con-
junto

Z°(A) = Z°(A)o + Z°(A)x,

onde ZS(A)I = {Z € N(A)A(z, aj) = O,Vaj € AJ} e N(A)1 = N(A) N A,
para 3,j € {1,2}.

3.2 Bimoddulos

Seja A uma 4lgebra sobre o corpo F' e seja M um espago vetorial sobre F'.
Consideremos o espago F = A @ M. Dizemos que M é um A-bimodulo se
existirem aplicacoes bilineares

AxM — M

(@,m) +— am,

MxA — M

(m,a) — ma

para arbitrdrios a € A e m € M. Seja M uma variedade e seja A € M.
Chamamos um A-bimédulo M é de M-bimdédulo para A (ou A-bimédulo
na variedade M) se a dlgebra £ = A @® M, com multiplicagao definida por
(a + m)(b + n) = ab+ an + mb, para todos a,b € A,m,n € M, for um’
elemento de M. Denominamos a dlgebra E = A@® M de extensao split de
A.

Seja A uma 4lgebra alternativa. Com a definicao dada, um médulo M é
um A-bimddulo alternativo se

(a7mab) = _(m) a, b) = (b’a’m) = _(b’ m, a),

para quaisquer a,b€e Aem e M.

Chamamos o bimédulo M sobre uma &lgebra com unidade A de unital
se 1m = m, para todo m € M. '

O par de funcoes lineares de A — End(M), tais que a — L, e a — R,
onde L,(m) = am e R,(m) = ma satisfaz as condigoes para que M seja um
bimédulo é chamado de bi-representagao.
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Seja A uma éalgebra alternativa. Com a definicao dada, uma bi-repre-
sentacao € alternativa se existem transformacoes lineares L : a — L, e
R :a — R,, tais que

[La, Ry = Rap — RoRy = Lyg — Lo Ly = [Rq, L) (3.1)

Seja A uma &lgebra alternativa. As algebras altenativas estao intima-
mente relacionadas com as algebras associativas. Sabemos que a bi-repre-
sentacao alternativa (L, R) satisfaz (3.1). Para essa bi-representacao (L, R)
ser associativa, as sequintes condicoes devem ser validas:

R.p = RoRy, [La, Ry] =0, Loy = Ly L. (3.2)

Seja M um bimédulo para A. Entao existem aplicagoes lineares A —
End(M), tais que L, : m — am e R, : m — ma que define uma bi-
representacao. Inversamente, se uma bi-representacao L, e R,, age em M,
entao a composicao ma = R,m e am = L,m define um bimédulo. Dessa
forma, podemos concluir que o conceito de bimédulo e bi-representacao sao
equivalentes.

Seja A uma algebra com involugao e unidade. Seja M um bimédulo
unital, com aplicacoes bilineares ma e am. Dizemos que M é um bimddulo
de Cayley sobre uma algebra A, se as seguintes relagoes sao satisfeitas

(ab)m = b(am), (3.3)

ma = am, (3.4)

para quaisquer a,b € A e m € M, onde a — a é a involugao.

A bi-representacio de Cayley (L, R), é definida por L, = Rz e Ly, =
LyL,.

Vejamos algumas identidades dessa relagao.

Proposicao 3.2.1. Sejam A uma dlgebra alternativa nao comutativa com
tnvolugao, M um bimédulo de Cayley sobre A, a,b€ A e m € M. Entédo

(ma)b = m(ba), (3.5)
moa = t(a)m, (3.6)

onde t(a) € a fungdo traco na dlgebra A.
Demonstragdo. Para provar (3.5), usamos as relagoes (3.3) e (3.4). Temos

(ma)b = (am)b = b(am) = (ab)m = (ba)m = m(ba).
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Para verificar (3.6), usamos (3.4). Temos
moa=ma+am = am+ am = t(a)m,
como querimos demonstrar. a

Seja A uma &lgebra. Dizemos que A é uma dlgebra de Jordan se, para
quaisquer z,y € A, temos zy = yz e (z%y)z = 2%(yz).

Seja D uma algebra associativa e seja M, (D) a dlgebra de matrizes nxn,
com entradas em D. Como usual, definimos e;; as matrizes com 1 na posigao
(2,7) e 0 nas outras. Temos que e;jey; = djkey, com 0 = 0, se j # k e
8jr = 1, se j = k, para 4,5,k,l € {1,...,n}. Observemos que ) " e; = 1.
Podemos obter uma dlgebra de Jordan Dy, ao trocarmos a composicao da
algebra associativa ab pelo produto de Jordan aob = ab+ba, para quaisquer
a,b € D. A algebra Dy é chamada dlgebra especial de Jordan.

Sejam A uma &lgebra especial de Jordan e M um bimédulo de Jordan.
As bi-representagoes L, e R,, satisfazem as seguintes relagoes: L, = R, e
[[Ra, Ry)Rc] = Rp,c,a)- Vamos verificar a segunda relagao. Sejam a,b,c € A.
Temos que

R(b,c,a) = R(boc)oa - Rbo(coa)
= RyR.R,+ R.RyR, + R.RpR. + R.Rc.Ry
—RyR:R, — RyRoR. — R. R, Ry — R, R.Ry,
— (R, Re]R.]. (3.7)

Seja J uma algebra de Jordan. Entao uma representacao especial S para
J é uma funcao linear de J — End(M), tal que

Sab = SaSb + SbSm

para todos a,b € J.
O préximo teorema estabelece resultados para as dlgebras de Jordan.
Por esse motivo nao iremos demonstra-lo aqui.

Teorema 3.2.2 (Teorema 7.4 em [3]). Sejam M uma classe de dlgebras,
D,B € M, tal que D tenha unidade e C uma subdlgebra de B. Tomemos
A dlgebra das matrizes Mp(D),n > 1. Seja S um homomorfismo de Aj
em uma dlgebra By, tais que as imagens das matrizes e;; sao elementos do
niicleo associativo da subdlgebra C de B. Entdo C = CO®C® | onde cW ¢
C?) sdo ideais, tais que a projecio de C por S em CW) ¢ um homomorfismo
e a projecdo de C por S em C® ¢ um anti- homomorfismo.
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Seja D uma algebra associativa. Definimos A = M, (D). Agora vamos
mostrar que a bi-representagao L : a — L, e R : a — R, de um bimdédulo
alternativo unital M sao representacoes especiais de A;. Ao utilizarmos
(3.1), temos Ly, = LoLy+ Ry Lp — LyR, € Loy, = LyLoa+ Ly R, — R, Ly. Logo,
para arbitrarios a,b € A, temos

Lot = Labiba = Lap + Le = LoLip + Ly L.

Logo, L, é uma representacao especial de A;. Analogamente, verificamos
que R, é uma representacao especial de A;. Como A é associativa, temos
que L(A) é uma &lgebra de fungoes lineares do tipo L,, com a € A. Seja o
homomorfismo L. Temos que L, € N(L(A) ). Pelo Teorema 3.2.2, temos
que L(A) = L(A)M @ L(A)®?, onde L(A) e L(A)® sao ideais. Como
M ¢é unital, temos L(A)M = M. Entao M é decomposto por L(A), ou
seja, M = MM @ M® | com M® = L(A)DM, onde i € {1,2}. Temos
que M® sio subespacos de L(A)® M. Podemos observar que, pela prépria
construcao, temos que L(A)M® = M® a contragio L, para M) é um
homomorfismo e, para M, é um anti-homomorfismo. Observemos que,
para qualquer a € A, a fungao L(A) — End(M), tal que L, — [Lq, Rp) =
Lo — LyL,, leva transfomacoes lineares L(A) em L(A). Como (L(A)®)2 =
L(A)®, os ideais L(A)® sao invariantes por essa funcao. Logo, M® sdo
sub-bimédulos. De maneira similar, podemos decompor cada M em dois
sub-bimédulos, tais que a — R, é um homomorfismo em um e um anti-
homomorfismo no outro. Observemos que se L, e Rj sao homomorfismos,
temos Ly, — LoLp = Ry — RoRp = 0. Logo, L, sera um anti-homomorfismo
e um homomorfismo, ou seja, a dlgebra A tem que ser comutativa. Como A
nao é comutativa, temos que o sub-bimdédulo serd nulo. Analogamente, se
L, e Ry sao anti-homomorfismos, teremos um sub-bimédulo nulo. Sabemos,
por (3.2), que se a — L, é um anti-homomorfismo e a — R, for um
homomorfismo, entao o bimédulo é associativo. Logo, o bimédulo M é soma,
direta de um bimdédulo associativo e um outro bimédulo, onde a — R, é
um anti-homomorfismo e a — L, é um homomorfismo.

Teorema 3.2.3. Seja D uma dlgebra associativa. Todo bimddulo alternativo
representado por My(D) é soma direta de um bimddulo associativo e um
bimddulo de Cayley.

Demonstragao. Pelo processo feito acima temos que todo bimédulo alterna-
tivo unital das dlgebras de matrizes M, (D) é soma direta de um bimédulo
associativo M; e um outro bimédulo Ms, tais que a — L, é um homo-
morfismo e a — R, é um anti-homomorfismo. Seja A = My(D). Vamos

72



estudar o bimédulo My. Temos que Loy, = LoLy € Rop = RpR, em M.
Como M é um bimédulo alternativo, por (3.1) temos [Lq, Rp] = [Rp, Ra] =
[Lb, La] = [Ra, Lp]. Definimos T, = L, + R,. Temos que

ToLy = LoLy + RoLp = L,Ly+ LyR, + LyLy — Lo Ly = LpTy,.

Analogamente, mostramos que T, comuta com Ry. Logo, [T,,T;] = 0. Sa-
bemos que (m,a,b) = —(m,b,a), ou seja, m(ab+ ba) = (ma)b + (mb)a.
Similarmente, temos que (ab + ba)m = a(bm) + b(am). Dessa forma, te-
mos que a — T, é uma representacao de Ay. Pela identidade (3.7), temos
que Tapc) = [[Ta, Tv), Tc] = O, para arbitrérios a,b,c € Ay. Observemos
(boc)oa—bo(coa) = a.be+a.cb+be.a+chb.a—b.ca—b.ac—ca.b—ac.b = [[a, b], ],
pois A é associativa. Logo, T, = 0, com u = [[a,b],c|, onde a,b,c € A. Seja
{eijli, 7 € {1,2}} o sistema de matrizes unitarias para A. Como e11 — ez =
[[e12, €22], e21], temos que T, = T¢,,. Como L; = Ry = 1, temos T; = 2.
Logo, Te,; = Te,, = 1. Como ez = [[e12, e22], €22}, temos T, = 0. Analoga-
mente, temos T,,, = 0. Para todo z = ej1a+ezb+egict+egnd € Myp(D), com
a,b,c,d € D, temos que Ty, = Ty, ateisbtesictessd = 1a+ 1d. Dessa maneira,
podemos concluir que T, é a fungao trago multiplicada pela identidade de
M. Segue que R, =T, — L, = Lz. Entao R, e L, é uma bi-representagao
Cayley, para My(D), ou seja, M é um bimédulo de Cayley. a

Vejamos algumas identidades dos bimédulos alternativos.

Proposicao 3.2.4. Seja A uma dlgebra associativa, comutativa e M um
A-bimddulo alternativo. Entdo, para quaisquer a,b,c € A e m € M, valem

(ma,b,c) = (m,b,c)a , (am,b,c)=a(m,bd,c); (3.8)
((m,a, b)a a, c) = 0. (39)

Demonstragao. Sejam a,b € A. Para todo m € M, temos

0 = (m,a,b)— (m,b,a) = ma.b— m.ab— mb.a + m.ba

= RaRb(m) — RbRa(m).
Logo, R,Ry, = RyR,. Sejam a,b,c € A e m € M. Temos

(ma,b,c) — (m,b,c)a = (ma.b)c —ma.bc — (mb.c)a + (m.bc)a
= R.RyR.(m) — Rp.Ro(m)
—RyR.Ry(m) + Ry Rpc(m)
= (RcRa — RocRa — RaRyRc + RoRpRc)(m) = 0.
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De modo andlogo, provamos que (am,b,c) = a(m,b,c), demonstrando a
identidade (3.8).

Para a demonstracao de (3.9), vamos utilizar a identidade (2.12), na
extensao split E. Temos que ((a,b,m +¢c),a,m +c) = [a,m + c|(a,b,m +¢),
para todos a,b,m + c € F, onde a,b,c € Ae m € M. Logo,

((a,b,m),a,c) = [a,c](a,b,m)+ [a,m](a,b,c) — ((a,b,c),a,m)

Como A é associativo e comutativo, temos que ((a,b,m),a,c) = 0, ou seja,
((m,a,b),a,c) =0. O

3.3 Superalgebras alternativas

De acordo com a definicao de superdlgebra em uma variedade, a superdl-
gebra A = Ag® A; é alternativa se I'(A) for alternativa, ou seja, se verifica
as identidades (zy)z+(yz)z = z(yz)+y(zz) e z(yz)+z(2y) = (zy)z+(z2)y,
para arbitrérios z,y, z € I'(A4).

Vamos descrever as superidentidades para que a dlgebra I'(A) seja alter-
nativa.

Sejam z,y,z € I'(A). Escreva z = a; ® i,y = b; @ yj e z = ¢ ® 2, onde
ai,bj,cp € ToUT, z4,y;,21 € AgU Ay e 4,5,0 € {0,1}. Ao substituirmos
z,vy, z na identidade (zy)z + (yz)z = z(yz) + y(zz), temos

0 = ((ai ®zi)(b; ®y;))(c ® =) + ((b; ® yj)(a: @ z:))(c1 ® 21)
—(ai ® z:)((b; ® y;) (a1 ® 21)) — (b; ® y;)((ai ® z:))(cr ® 1))
= (aibj.c1) ® (ziyj.21 — Ti.y521)
+(=1)PUPE) (a;b5.¢;) ® (yjzi-zy — yj.xizy)
= (aibj.c) ® (i, yj, 21) + (—1)PUIPE) (y;, 25, 7)),

para quaisquer a;, b;,c; € I'o UT';. Portanto, a superélgebra A devera veri-
ficar esta superidentidade

(i, Y5, 21) + (—1)PEIPED (25, 2) = 0. (3.10)

Analogamente, pela identidade z(yz) + z(zy) = (zy)z + (z2)y, temos a
superidentidade

(%1, Y5> 21) + (= 1)PEPWU (2 2, 45) = 0. (3.11)

Essas duas relagoes determinam dezesseis identidades para uma superal-
gebra A ser alternativa. Por (3.10), temos
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(z0,Y0, 20) + (Y0, 0, 20) =0,

(z0,Y0, 21) + (Y0, T0,21) = 0,

(20,91, 20) + (¥1, %0, 20) =0,

(mO)ylazl) + (yl)x())zl) = 0)

(z1,¥1,20) — (¥1,%1,20) =0,

(z1,%1,21) — (y1,%1,21) =0,

(21,90, 20) + (Y0, 21, 20) = 0,

(z1,0, 21) + (y0,71,21) =0,
para todos zg, Yo, 20 € Ao € z1,¥1,21 € Aj. Por (3.11) temos

e (z0,Y0, 20) + (Z0, 20,%0) =0,

(0,0, 21) + (20, 21,%0) = 0,

(930,3/1,20) + (:1"07 20,'!/1) = 0’

(z0,y1,21) — (%0, 21,91) =0,

(z1,v1,20) + (z1,20,71) =0,

(251,?!1,21) - (mla 21,3/1) = 0:

(z1,90, 20) + (1, 20,%0) = 0,

(£L‘1, Yo, 21) + ('Il) Zl,yO) = 01

para quaisquer g, Yo, 20 € Ao € 1,¥1,21 € Aj.

Seja. A uma superélgebra sobre um corpo de caracteristica igual a dois.
Sejam a € Ag e z € A. Temos 2(a,a,z) = 0 = (a,q,z) + (a,a,z), ou seja,
(a,a,z) = —(a,a,z). Logo, se A é uma superalgebra com caracteristica igual
a dois, entdo (a,a,z) = 0, para todos a € Ag e x € A. Se a caracteristica é
diferente de dois, em conseqiiéncia das superidentidades acima, temos que
(a,a,z) = 0, para arbitrarios a € Ag e z € A.

Seja A uma superélgebra alternativa sem unidade sobre um corpo F.
Do mesmo modo como foi feito para algebras alternativas, vamos considerar
A = F x A. Observemos que

F(A):F0®(FXA0)+F1®A1,
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portanto, I‘(/i) é alternativa. Logo, se A é uma superélgebra alternativa,
entdo a superalgebra A é alternativa, onde a parte par € Ag + F e a parte
ifmpar é A;.

Vamos verificar as relacoes entre as identidades das élgebras alternativas
e as superidentidades das superélgebras alternativas.

Para facilitar a visualizacao da préxima superidentidade, iremos denotar
a funcéo p(a) por a, para a € A.

Proposicao 3.3.1. Seja A uma superdlgebra alternativa. Entao
(zy)(zw) — (z.yz)w+
(—1)PTHETHETERTE (wy) (22) — (wyz)z) =0,

para quaisquer T,y,z,w € AgU Aj.

Demonstragao. Sejam a®z, b®y, c®z,d®w € I'(A), onde z,y, 2, w € AgUA;
ea,b,c,d € gUT";. Pela linearizacao da identidade de Moufang central em
uma algebra, temos

(zy)(zw) + (wy)(zz) — (z.y2)w — (w.yz)z = 0.
Ao substituirmos na envolvente de Grassmann, temos
0 = (ab)(cd) ® (zy)(zw) — ((abe)dy) ® ((z.y2)w)
+(db)(ca) ® (wy)(z2) — ((d-bo)a) ® ((w.yz)z) .

(abed) ® ((29) (2) — (z-y2)w)
H=1)B(bdea) @ (wy) (22) — (w2)2).

Como a = z,b=4,¢ = z,d = w, temos

0 = (abcd) ® ((zy)(2w) — (z.y2)w
()P R () (22) — (.2)e)).

Como a, b, c e d sao arbitrarios, temos que
(zy)(zw) — (z.y2)w
+(=1)PTHOTETETE (wy) (22) — (w.yz)z) =0,

como queriamos demonstrar. O

76



Proposigao 3.3.2. Seja A uma superdlgebra alternativa e sejam a,b,c €
Ag U A, tais que pelo menos um desses elementos pertenca ao centro asso-
ciativo, entdo a sequinte relagdo é vdlida

(ab,c) = a(b, c) + (—1)PPO (g )b (3.12)

Demonstragio. Sejam a® a,F®be A® c € I'(A), onde a,b,c € AgU A, e
a,B,\ € ToUT;. Pela identidade (2.1), temos

0 = [(e®a)(BRb),\®c—(a®a)[FRbAD ]
—[a®a,A®c(B®D)
= (aB)) ® (({ab,c) — a(b, ¢) — (~1)PP)(a, c)d)).

Como «a, 8 e A sdo arbitrarios, temos que a superidentidade (ab, c) = a(b, c)+
(—=1)PP®) (q, )b é vilida em A. O

Vejamos alguns resultados que envolvem o associador e o supercomuta-
dor.

Proposigao 3.3.3. Sejam A uma superdlgebra, a,b,c,r,s,t,u € Aenec N.
Entao
(n,a) € N (3.13)
(aa b, c)(r,s,t){n,u) =0 (3.14)
Demonstragdo. Sejam a® a,B@b,AR¢c,0@7r,pRs,(®t,pQ@ue(A)e
n®n € N(I'(A))oUN(T'(A))1, onde a,b,c,7,s,t,u € AgU Aj,n € N(A)U
N(A)1,a,B,\,0,p,(,¢ € ToUT'1en e N(I')gUN(T);. Pelo Corolario 2.1.5,
temos
0 = (nena®a,febAraC)
(na®(n,a), 3®b,A®c)
= (napr) ® ((n,a),b,c).
Como 7, a, B e A sao arbitréarios, temos que a relagao (3.13) é verificada.

Provaremos a superidentidade (3.14). Vamos aplicar os elementos da
envolvente de Grassmann na identidade 3 da Proposigao 2.3.1, temos

0 = (a®a,BRbARC)(QT,Pp®s,(RL)N®n, ¢ ul
= (aBAp¢ned) ® ((a,b,c)(r, s,t)(n, u)).

Como os elementos da dlgebra de Grassmann sao arbitrarios temos que
(a,b,¢)(r,s,t)(n,u) =0. O
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Observemos que a parte par de uma superélgebra é uma dlgebra alterna-
tiva e a parte impar é um bimédulo alternativo sobre a parte par. Vejamos
outras propriedades que utilizaremos para a demonstracao do Teorema prin-
cipal.

Proposicao 3.3.4. Seja A uma superdlgebra alternativa, tal que a parte
par seja associativa e comutativa. Sejam z,y,z x;,a,b,r € A, tais que
a,b pertencam a parte par e x,y,z,z; pertengcam a parte impar, com i €
{1,2,3,4}. Entao:

[z1, z2]r = z1(z2r) — z2(Z17) (3.15)

r[z1, z2] = (rz1)z2 — (rTo)T:1 (3.16)

(z122)(2374) — (ZTaZ2) = (T1.Z2%3) T4 — (T4.2973)T1 (3.17)
([z,a],a,b) =0 (3.18)

z(y,a,b) + (z,a,b)y =0 (3.19)

[zy, a] — z[y, a] — [z, aly = 3(z,y,q) (3.20)

a(b,z,y) + z(b,a,y) + —(b,z,ya) =0 (3.21)

(12, al 52,b) + y([z,al, %,b) — (2,0, 9,D)2 — (7,0, b, 9,2) =0 (322)
1,3 [50]) = (5 [5,0]) + [ 5,0), A — [ zaha]  (329)

Demonstragido. Como [z1,z3]r = (z122)r — (z221)r, vamos subtrair esta
relagao pela identidade (3.15). Temos

(z122)r — 1 (227) — (T2Z1)7T + Z2(T17) = (T1, 22, 7) — (22,71, 7).
Ao utilizarmos a definicao de superdlgebra alternativa, temos
(z1,z2,7) — (22, 21,7) = (21, T2, 7) — (21, 2Z2,7) = 0.

Logo, a superidentidade (3.15) é verificada. A demonstracao (3.16) é anéloga
a anterior.

Pela Proposicao 3.3.1 verificamos (3.17).

Para demonstrarmos (3.18), vamos utilizar linearizagao da identidade de
Moufang a direita e & esquerda, na extensao split £. Temos

(a,ab,z) = —(a,zb,a) — (a,a,b)z — (a,z,b)a = (z,a,b)a,

(a,ba,z) = —(z,ba,a) = (a,bz,a) + z(b, a, a) + a(b, z,a) = a(z, a,b),
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para todos a,b,z € E, onde a,b € Apex € A;. Como A; é um Ap-bimddulo
alternativo, podemos utilizar (3.8). Temos que

([z,a],a,b) = (za,a,b)— (az,a,bd)

(z,a,b)a — a(z,a,b)
(a,ab,z) — (a, ba,z) = (a, [a,b],z) =0,

I

pois Ag é comutativo.

Para provar as demais superidentidades, usaremos a envolvente de Gras-
smann. Sejam a ® a,FRb e T'(A)pe Y® 2, A®y,0 ® z € I'(A)1, onde
a,b€ Ao, z,y,2 € A1, ¢, B €T e A\,v,0 €T'1.

Para verificarmos (3.19), usaremos a fungao de Kleinfeld. Temos

f(y,z,a,b) = (yz,a,b) — z(y,a,b) — (z, a,b)y = ([y, z],a,b) + ([a,b],y, x).
Ao calcularmos o comutador e cancelarmos os termos iguais, obtemos
—z(y,a,b) — (z,a,b)y = (—zy,a,b) + ([a,b],y, z). (3.24)
Substituindo os elementos da envolvente de Grassmann em (3.24), temos

0 = ((e®a)(B®D),AQy,7®z) - ((Y®2)(A®Y),a®a,BDb)
—(Beb)(a®a),\Qy,7®z)+ (7®z)(A®Yy,a®a,f®Db)
+(y® z,a®,aB @ b)(A® 1Y)

= (af®@ab,A®Yy,7®z)— (Y AQzy,a®a,fQDb)
~(Ba®ba, A\ ®y,y®z) + (Y ®T)(A®Y,a®a,FRD)
+(y® z,a8,aB @ b)(A ®y).

Logo,
(afBNY) ® ((ab, y,z) + (zy,a,b) — (ba, y,z) — z(y,a,b) — (z,a,b)y) = 0.
Como a, 3, A e -y sao arbitrarios, temos que
(ab,y,z) + (zy,a,b) — (ba,y,z) — z(y,a,b) — (z,a, b)y =0,
Como a parte par é associativa e comutativa, temos

z(y,a,b) = —(z,a,b)y.
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Para verificarmos a superidentidade (3.20), vamos utilizar a identidade
(2.3). Temos

3(y®z,A®y,a®a) = [(v®z)(A®y),a®ad]
(—y®z) ®y,a®aq]
—[y®z,a®a](AQy).

Logo,
(7Ae) ® (3(,, ) — 2y, a] + ly, a] + [z, aly) = 0.
Como v, A e a sao arbitrarios, temos que
3(z,y,a) — [zy,a] + z[y, a] + [z, a]y = 0.

Para a prova da superidentidade (3.21) basta tomarmos a linearizagao
da identidade de Moufang. Temos

0 = (apy)) @ (a(b,z,y)) + (ABa)) ® (z(b, a,y))
—(BaXy) ® (b,a,yz) — (ByAa) @ (b, z,ya)
= (aﬁ7)‘) ® (a(ba z, y) + :Il(b, a, y) + (b, a, y:z:) - (bi z, ya))'

Como «, 3,7, A sdo quaisquer e Ag é associativa, temos
a(b,z,y) + z(b,a,y) — (b,z,ya) = 0.

Para verificarmos (3.22), basta tomarmos a funcao de Kleinfleld (2.4) e
subtrair de (2.7). Temos

0 = (vaA0P) ® ([z,a],92,b) — (Ayabf) ® (y([z, a], 2, b))
—(varp) @ (([z, al, y,b)2) — (vaBA) & ([[z, a], b], v, 2)
= (yerP) ® (([z, a], y2,b) + y([z, a], 2,b) — ([z,a],y,b)z
—([l=, d],b],9,2))-

Como v, o, A, 8 e B sao arbitrarios, temos

([(II, a’]’ yz’: b) + y([:v,a],z,b) - ([a:,a], y:b)z K ([[m,a],b], Y, z) =0.
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Para demonstrarmos (3.23), basta tomarmos (1.2) e adicionarmos com
(1.1). Temos

0 = (Mab) ® (y,z,az) — (M) ® (y,z, za)
+(May) ® (y, 2, az) — (Aya) ® (y, 2, za)
—(vMa) ® 2(y, 2, 0) + (M) ® ((y, 2, 0))
—(0Xva) ® 2(y, z,a) + (Ayab) ® ((y, 7, 0)2)

= (Mab) ® ((y, 7, 02) — (y, 2, za) — (y, 2, ax)
+(y, 2, za) + z(y, z, a)
—(y,2,a)z — 2(y,z,a) + (y,z,0)z).

Como A, 7, a e 8 sao quaisquer, temos que
(ya z, _[zv a]) + (y) 2 [fE, a]) - [(y; 2, a)7 m] + [(ya z, CI.), Z] =0.
Entao, todas as superidentidades estao verificadas. O

Proposigao 3.3.5. Sejam A uma superdlgebra alternativa, nao comutativa
e M um bimddulo de Cayley sobre Ag. Sejam a € Ay e my,my € M. Temos

a(mimg) = mi(maa), (3.25)
(mymg)a = (ami)ma, (3.26)
(m1,m9,a) = [mimg,al. (3.27)

Demonstragao. Para provarmos (3.25), usaremos a superidentidade alterna-
tiva e as identidades (3.6) e (3.4). Temos

a(mymg) = (ami)mg — my(ams) + (mia)my

—ml(amg) + (mla + aml)mg

—my(amzg) + t(a)mimy

—mj(amsg) + mq(t(a)ms)

mi(amy)

= my(maa).

Analogamente, verificamos a identidade (3.26). Para provarmos (3.27),
usaremos a identidade (3.25). Temos

(mq,ma,a) = (myma)a — m1(maa) = (mima)a — a(mima) = [mima, al,

como queriamos provar. O
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Seja A uma superélgebra (dlgebra). Dizemos que A é nilpotente, se existir
um nimero natural n nao nulo, tal que ., ., A'AJ = (0),onde Al =Ae
Al = AT71A. Dizemos que A é sohivel se existir um nimero natural n nio
nulo, tal que A™ = (0), onde A1) = A% ¢ A = (A("-1))2,

Quando estudamos as élgebras associativas, sabemos que h4 equivaléncia
entre dlgebras soliveis e dlgebras nilpotentes. Para as dlgebras alternativas,
se uma algebra for nilpotente, entao ela é solivel. Quando a dimensao for
finita, podemos verificar que se a algebra for solivel, entdo ela é nilpotente.
Mas isso nao ocorre em geral. Isso foi provado por G.V. Dorofeev, que
em 1960, construiu um exemplo de &lgebra alternativa solivel, que nao é
nilpotente, veja [14]. Esse exemplo é complicado. Uma outra maneira de
exemplificarmos facilmente esse resultado, é utilizarmos as superélgebras
alternativas como ferramenta para a construcao. Esse serd o nosso préximo
passo.

Exemplo. Sejam F' um corpo e A = Ay + A; a superélgebra, definida por
Ao = Fa+ Fb, A; = Fx+ Faz + Fza, cujos tinicos produtos dos elementos
da base nao nulos, sao

z.a = za,
a.& = af,
b.x = —za,

z.b = za + az,
Ta.xz = —b,
z.ax =a—0b,

ar.r = —r.xa = a.

Vamos verificar que as identidades (3.10) e (3.11) valem. Sejam z,az,za €
Aj, elementos geradores. Temos

(z,az,za) — (az,z,za) = (z.az)za — z(az.Ta)
—(az.z)za + az(z.za)
= (a—b)za—a.za+az(—a)=0
Analogamente, provamos que, para qualquer elemento gerador, vale as supe-
ridentidades alternativas. Logo, A é uma superdlgebra alternativa. Temos
que AV = A% = Faz + Fza+ Fa+ Fbe A® = (0). Logo, A é soltivel
de indice dois. Como az.z = a, temos que A nao é nilpotente. Como A é

uma superalgebra alternativa, temos que a envolvente de Grassmann é uma
algebra alternativa, que sera solivel de indice dois e nao ser4 nilpotente.
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3.4 Superalgebras alternativas primas

Quando falarmos de ideais de uma superalgebra, estaremos considerando
ideais homogéneos. Dizemos que a superalgebra A é prima se o produto de
dois ideais nao nulos for um ideal nao nulo. Chamamos a superalgebra A de
semiprima se nao possuir ideais nilpotentes. Falamos que a superalgebra A
é simples se A? # (0) e os tinicos ideais forem (0) e A.

Observemos que toda superdlgebra simples é uma superalgebra prima.

Vamos verificar que se A é uma superalgebra prima, entao A serd prima.
Observamos que se I é um ideal de A, também serd um ideal de A. Vamos
supor que . A é uma superalgebra que nao seJa prima. Sejam I, J ideais nao
nulos de A, tais que IJ=0. Sejaa=k+ad € I, um elemento arbitrério,
nionulode I, coma' € Aeke K. Para.todob—lc’+b’ eJ comkeKe
b € A, temos ab = ba = 0. Logo, 0 = kk' + kb’ + k'a + o'V, ou seja, k' =0
ou k = 0. Suponhamos que k' = 0, ou seja, b = b’ € A. Como ab = 0, temos
kb = —a'b, para qualquer b € J. Se k # 0, temos a € K. Logo, contradiz
que a é elemento homogéneo. Se k = 0, temos a € A. Portanto, I, JeA,
ou seja, A nao é prima.

Para uma superélgebra A, denotaremos D(A) = id((a,b,c)|a,b,c € A).
Chamamos o ideal D(A) de ideal associador.

Dizemos que o maior ideal contido no centro associativo da superélgebra
A é o miicleo associativo e serd denotamos por U(A).

Seja A uma superélgebra alternativa e nao associativa, entao D(A) # 0.
Se A é prima, pela Proposigao 2.3.4, teremos U(A) = 0.

Agora veremos um lema interessante para obtermos informagoes sobre o
centro.

Definiremos o ideal P(A) gerado pelo conjunto (N(A), A), onde (,) é o
supercomutador.

Lema 3.4.1. Seja A uma superdlgebra alternativa e P(A) definido anteri-
ormente. Entio P(A) = (N, A)A e (P(A),A, A) C N(A).

Demonstragio. Pela definicdo de P(A), temos que (N, A)A C P(A). Vamos
verificar a inclusao contraria. Seja a € P(A). Tomemos a ® a € I'(A), onde
a € TgUT'(A); é arbitrario. Pelo Lema 2.3.5, temos

a®a=NAn,LRbARc,

para B®bET(A),A®@c€ I'(A) e n®n € N(I'(A)), onde b € AgU Ay, c €
AgUA,n € N(A)oUN(A)l,ﬂ,)\ elpuTyene N(F)oUN(F)l. Logo,
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temos

a®a = [NOn,LRbA®c
= (nBA) ® ((n, b)c).

Como «a,7, B, A sao arbitrérios, temos que a = (n, b)c, onde b € AgU Ay, ce
AoUA;,n € N(A)oUN(A);. Entao, temos que P(A) C (N, A)A. Portanto,

P(A) = (N, A)A.
Analogamente, pelo Lema 2.3.6, provamos que (P(A), A, A) C N(A). O

Lema 3.4.2. Seja A uma superdlgebra alternativa e P(A) o ideal definido
anteriormente. Entao P(A)D(A) CU(A).

Demonstracao. Sejam I,J ideaisde A,be I ece J,ondebe IgUI,ce
Jo U J;. Para todo a € A, temos
(bc)a = b(ca) + (b, ¢,a) = b(ca) — (—1)POP@ (b g ¢) € I,

Analogamente, mostramos que a(bc) € I.J. Logo, o produto de dois ideais é
um ideal. Logo, serd suficiente mostrar que P(A)D(A) esté contido no asso-
ciador. Um elemento arbitrario desse ideal é a combinagao linear de elemen-
tos da forma (z,y, z)uv(t,n), onde n € N(A) = N,u,v € A,z,y,2,t € A.
Como (t,n) € N, temos

(z,y, 2)uv(t,n) = ((z,y,2)uv)(t,n)
= ((z,y,2),u,0)(t,n) + ((z,y, 2).uwv)(¢t, n)
= ((=,9,2),u,v(t,n)) + (z,9, 2).uv)(t,n).

Pelo Lema anterior, temos que na iltima igualdade, o primeiro termo é
nulo. Falta mostrar que o segundo termo da tltima igualdade é associativo.
Como o associador é trilinear, basta verificar para todos w,r,s € A. Entao

((z,y, 2)w.(t,n), 7, s) = ((z,y, 2)w, 7, 8){t,n).
Pela Proposicao 3.3.3 e a superidentidade (3.12), temos
—(t,1,8)((z,y, 2)w,n) = (t,7,s)(z,y, 2z)(w,n) = 0.
Logo, D(A)P(A) C N(A). Como D(A)P(A) é um ideal, temos que estd
contido em U(A). O
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Corolério 3.4.3. Seja A uma superdlgebra alternativa prima, nao associa-
tiva. Entio N(A) = Z5(A).

Demonstragao. Sabemos que o centro estd contido no centro associativo.
Vamos mostrar a outra inclusao. Como A é nao associativa, temos que
U(A) = 0. Pelo Lema anterior, temos que P(A) = 0. Entdo, N(A4) C Z°(A),
como queriamos demonstrar. O

Para uma superalgebra A arbitraria, observe que Z5(A)o = Z(A)o.

Uma superalgebra A com unidade é chamada central se Z(A)g = F.

Podemos observar que para uma superalgebra prima A, temos que o
seu centro é nulo, ou cada elemento z € Z(A)§ nao é divisor de zero. Se
tomarmos a superalgebra A, temos que ser central sobre o corpo de fragoes
K = (Z(A)5)"'Z(A). Seja L/K uma extensdo arbitréria do corpo K e
A = A®g L a correspondente extensao escalar.

Lema 3.4.4. Seja A = Ag+ A1 uma dlgebra alternativa Zy-graduada e seja
a um elemento par, tal que (aAg)a = 0. Entao o elemento a gera um ideal
nilpotente em A.

Demonstragdo. Seja x € A, tal que x = x9 + z1,z; € A;. Temos que
(aza)za = (a(zo + z1)a)(zo + z1)a = ((azo)a + (az1)a)(zoa + z1a).
Utilizando a hipétese, temos

((azo)a + (az1)a)(zoa + z1a) = ((az1)a)zoa + ((az1)a)z1a.
Pela identidade de Moufang & esquerda e a hipétese, temos
((azy)a)zoa + ((az1)a)zia = (az1)(azoa) + ((az1)a)z1a = ((az1)a)z;a.

Pelo Teorema 1.1.3, temos que azaza = azjazia € adpa = (0) e (az)® =
(azaza)z = 0. Pela introdugao e a demonstragao do Lema 2 em [7], temos
que a, gera um ideal solivel e portanto gera um ideal nilpotente em A. [

O préximo resultado relacionard superélgebras alternativas e elementos
nilpotentes da parte par.

Corol4rio 3.4.5. Seja A um superdlgebra alternativa. Se A = Ap+ A; €
semiprima, entdo a dlgebra alternativa Ag € ndo degenerada.

Demonstragao. SejaT'(A) =To® Ap+I'1 ® A1 a envolvente de Grassmann.
Sabemos que I'(A) é uma algebra alternativa Zs-graduada. Tome a = ap ®
ap € I'(A)o, tal que (al'(A)g)a = 0. Pelo Lema anterior, temos que a gera
um ideal nilpotente em I'(A). Logo, ao gera um ideal nilpotente em A.
Como A é semiprima, temos que ag = 0. O
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Capitulo 4

A classificacao

Neste capitulo, provaremos o principal teorema desta dissertagao, que trata
de superdlgebras alternativas simples em caracteristica diferente de 2 e 3.
Na segunda secao, apresentaremos exemplos de superilgebras alternativas
simples em caracteristica 2 e 3.

4.1 Teorema principal

Para a demonstracao do teorema, necessitamos de trés lemas. Nao pode-
mos esquecer que estamos considerando superalgebras alternativas em ca-
racteristica diferente de 2 e 3.

Seja A uma superélgebra. Definimos B(A) o menor ideal de A, tal que
A/B(A) seja semiprima. Chamamos B(A) de ideal de Baer de A.

Seja L/K uma extensao arbitraria do corpo K e a algebra A a algebra
A acrescida da unidade. Denotamos por AL, = A®k L a correspondente
extensao escalar. Podemos observar que existe um homomorfismo h : A —
Ap, tal que h(a) =a®1.

Lema 4.1.1. Seja A uma superdlgebra alternativa prima em caracteristica
diferente de dois e trés. Se a superdlgebra alternativa Aj, é associativa ou
a parte ‘mpar € nula e a parte par € a dlgebra de Cayley-Dickson, entdo
a superdlgebra A é associativa ou a parte impar é nula e a parte par é a
dlgebra de Cayley-Dickson.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 2.3.4, temos que D(A) C B(A). Pela de-
finicao de A, sabemos que B(A) C B(ApL). Logo,

D(A)Nid(A;) C B(AL) N A.
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Vamos verificar que B(AL)N A C B(A). SejaIe B(AL)NA. Como I € A
el € Ap, temos que I = J® L, onde J é ideal de A. Como I é nilpotente
e L é um corpo, concluimos que J é nilpotente. Logo, J € B(A). Entao

B(AL)N A C B(A).
Como A é prima, obtemos
D(A)Nid(A;) € B(AL) N A C B(A) = (0).

Como D(A) e id(A;) sao ideais, sabemos que pelo menos um deles tem que
ser nulo. Se D(A) é nulo, entdo A é associativa. Se id(A;) é nulo, entao
A; = (0) e Ap = A. Como A é semiprima, pelo Coroldrio 3.4.5, temos
que A é nao degenerada. Como A é nao associativa, alternativa, prima e
nao degenerada, pelo Teorema 2.6.10, podemos concluir que A é um anel de
Cayley-Dickson. O

Lema 4.1.2. Seja A uma superdlgebra alternativa, ndo associativa prima,
com unidade e seja F = (Z(A)§)"1Z(A)o infinito. Entdo a parte par é
associativa e comutativa, ou a dlgebra (Z(A)§)™*Ag € quadrdtica sobre F'.

Demonstracao. Sejam z,y € Ag. Pelos Corolarios 2.3.11 e 3.4.3, temos que
ni(z,y) € N(A)o = Z(A)o C F. Vamos considerar dois casos.

Suponhamos que existam a,b € Ay, tal que ni(a,b) = [a,b]? é diferente
de zero. Pelo Lema 2.5.2, temos que Ap é quadrética.

Vejamos o caso contrario, ou seja, ni(z,y) = [z,y]* = 0, para todos
z,y € Ap. Pela Proposicao 2.4.2, sabemos que os elementos nilpotentes
formam um ideal I. Pelo Teorema 2.4.14, obtemos que I é localmente finita.
Entao I é localmente nilpotente. Logo, alg([z,y]) é nilpotente. Como I é
prima, podemos concluir que [z,y] = 0. Logo, Ag é comutativa. Pela a
identidade (2.3) verificamos que Ag é associativa. a

Lema 4.1.3. Seja A uma superdlgebra alternativa prima onde a parte par
é associativa e comutativa. Entao A é associativa.

Demonstrag¢do. Sejam z,y,z,a,b,c € A, tais que z,y, z pertencam a parte
fmpar € a, b, c pertencam & parte par. Vamos demonstrar o lema em vérios
passos: ‘

1. Mostraremos que (z,a,b)[y, c] = [y, |(z,a,b) = 0.
Pelas superidentidades (3.19) e (3.9), temos que

(z,a,b)(y,a,c) = —z((y,a,c),a,b) =0. (4.1)
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Pelas superidentidades (3.19) e (3.18), obtemos
| (z,a,b)ly,a] = —z([y, a],a,b) = 0. (4.2)
Ao linearizarmos a identidade (4.2), teremos
[y, cl(z,a,b) = —[y, a](z, c, b). (4.3)

Seja d = (z,a,b)[y,c] € Ap. Pelas identidades (3.17) e (4.1), observa-
mos que

@ = ((z,a,0)y,d)((zab)y,d)
= [y, C]Q(ma a, b)2 + (($7 a, b)'[y’c](m’a‘7 b))[y, |
— ([, [y, (=, a, b)) (z, a, b)
= ((z,0,0).[y, cl(2,0,0))ly, ] — ([v, c].ly, cl(z, a, b)) (=, a, b).

Vamos verificar que cada termo de d? é zero. Ao utilizarmos (4.3),
(3.15), (4.1), (3.19), (3.18) e (4.2), temos

(z,a,b).[y,c|(z,a,b) = —(z,a,b).ly,d](z,c,b)
= —[y,a].(z,a,b)(z,c,b)
—[(z,a,b), [y7 a]](:r, c,b)
= (—(z,a,b)[y,a] + [y,0a](z,a,b))(z,c,b) =0.

Por (4.3), (3.15) e (3.18), obtemos

ly,cl.ly, c)(z,a,0) = —[y,c].[y,a](z,c,b)
~[y, al.[y, cl(z, c,b) — [y, ¢}, [y, @]l (=, c, b)
_[[ya C], [y) a]](:L‘, ¢, b)

Definimos ag = [[y, ¢}, [y, a]] € Ag. Pelas superidentidades (3.8) e (4.1),
teremos que d? = ag(z,c,b).(z,a,b) = (aoz,c,b).(z,a,b) = 0. Como
Ap é nao degenerada concluimos que d = 0. Analogamente, provamos
a identidade [y, c|(z, a,b) = 0.

. Vamos mostrar que [(z, a,b),c] = ([z, ], a,b) = 0.

Seja I = {z € A|lzA; = Az = (0)}. Verificaremos que I é um
ideal de A. Sejam z,z € I. Para qualquer d € A,, sabemos que
(z + z)d = 0, ou seja, I é fechado para a soma. Sejamz € ew € A,
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com w = wp + wy. Podemos observar que zw = z(wp + wy) = zTwp.
Logo, para todoy € A, temos (zwo)y = z(woy)—(zy)wo+z(ywo) = 0.
Como I% = (0) e A é prima, concluimos que I = (0). Utilizando (3.19)
e o primeiro passo, teremos

(z,a,b),cy = ([z,c],a,b)y = —[z,|(y,a,b) = 0.
Analogamente, obtemos que y[(z, a,b), ¢] = y([z,¢],a,b) = 0. Logo,
[(z,a,b),c] € I. Portanto, [(z,a,b), c] = ([z,],a,b) =0.

. Provaremos que (z,a,b)z = 0. Definimos ¢ = (z,a,b)z € Ag. Por
(3.19), obtemos que ¢ = —z(z,a,b). Por (3.17), (4.1), (3.8) e (3.19),
temos

¢ (z,a,b)z.(z,a,b)x
z2(z,a,b)% + ((z,a,b).z(z,a,b)z — (z.2(z,a,b))(z,a,b)
—(z,a,b)c.x + zc.(z,a,b)
= —(zc¢,a,b)z — (zc,a,b)x
= —2(zc,a,b)z.

Ao utilizarmos 2¢ = [(z, a, b), z], (3.16), (3.8), (3.9) e o segundo passo,
observamos que

¢ = —2(zca,b)z

(z[z, (z,q,b)],a,b)z
(z%(z,a,b),a,b)z — (z(z,a,b).z, a,b)x
= (2%((z,a,b),a, b))z + (cz,a,b)x

= (zc,a,b)z.

Il

Logo, 3(zc,a,b)z = 0. Entdo ¢2 = 0. Como Ap é ndo degenerada,
entdo (z,a,b)z = 0.

. Mostaremos que (Aj, Ao, Ag) = 0. Pela linearizacao de (z,a,b)z =0,
obtemos (z, a,b)y + (y,a,b)z = 0. Por (3.19), podemos observar que

((z,a,b),y] =0. (4.4)

Seja ¢ = (z,a,b)y € Ag. Pelas superidentidades (3.17),+(3.16), (4.1) e
(4.4), temos

¢ = y*(z,0,0)" + ((z,0,0).y(z,a,0)y — (yy(z,a,b))(z,a,b)
= ((z,0,0)y(z,0,0))y — (y-y(z,0,b))(z,a,b).
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Vamos analisar cada termo de c2. Pela (3.8) e o segundo passo, obte-
mos ‘

((z,a,b).y(a:, a, b)) - y(z,a, b)(:L', a, b)
= (z.y(z,a,b)a,b) — (y(z,a,b).z,a,b)
= ([z,y(z,a,b)],a,b) =0.

Logo, (z,a,b).y(z,a,b) = ([z,y(z, a,b)],a,b). Analogamente, teremos

(y.y(x, a, b))(:l,‘, a, b) - (y(.’I:, a, b) .y)(:L‘, a, b)
= +[y,y(z,q,b)](z,a,b) = 0.

Logo, y.y(z, a,b))(z, a,b) = [y,y(z, a,b)](z, a,b). Ao utilizarmos (3.16)
e (4.4), observamos que

¢ = (y($7 a, b)($1 a, b))y - (y(iL’, a, b)y)(:c, a, b)
= (y(x> a, b))[(xa a, b)) y] =0.

Como ¢ = 0, entao (z,a,b) € I e (z,a,b) =0.

. Veremos que (Aj, Ao, [Ag, A1]) = (0). Por (3.21) e o quarto passo,
obtemos

a(b, z,y) = (b, z,ya).
Analogamente, temos que (b, z,y)a = (b, z,ay). Como (b, z,y) € Ay,
podemos obter que (b, z,y)a = a(b, z,y). Logo,

(ba z, [y’ a’]) = (b1 z,ya — ay)
= (b,z,ya) — (b,z,ay) = 0.

. Verificaremos que se A nao for associativa, entao S = [[A1, Ao|, Ao] =
(0). Primeiramente, iremos verificar que S C N(A);. Pelos passos
quarto e quinto, basta provarmos que ([[z, al,b],y, 2) = 0. Ao usarmos
(3.22), obtemos

([[:I:,a],b],y, z) = y([a:,a],z, b) - ([:I:,a],y, b)z + ([m’a]a Yz, b) =0.

Por Colorério 3.4.3, sabemos que N(A) = Z°(A). Além disso, para
arbitrario z € Z%(A);, temos que (z,z) = 222 = 0. Logo, =2 = 0. Seja
I o ideal gerado por z. Logo, I? = (0). Como A é prima, concluimos
que z = 0. Entao Z°(A); = (0). Como S C Z5(A); = (0), entao
S = (0).
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7. Provaremos que se A nao for associativa, entao temos que [A;, Ag] =
(0). Ao substituirmos y por [y,b] € A; em (3.20) e utilizarmos o quinto
e o sexto passos, teremos [z, a][y,b] = 0. Pela superidentidade (3.17),
o quinto e o sexto passos, temos

([z,a)y)* = ([=z,aly)(z,aly)

= y2[$’ a]2 + ([:E, a].y[.'z:, a‘])y - (y.y[m, a])[:v, a’]

= (ylz,a].[z,a))y — y(y[z,a].[z,a])

o [(ya [.’1:, a]7 [:L',a,]), y]-
Pelos passos cinco e seis, ao substituirmos z = [z, a] em (3.23), ob-
temos (v, [z,a], [z,a]) = 0, ou seja, ([z,a]y)? = (0). Como Ag é nao
degenerada, podemos observar que ([z,aly) = 0, para todo y € A;.
Entao, [z,a] = 0.

8. Vamos mostrar que A é associativa. Por (3.10), (3.11) e o sétimo passo,
temos

3z,y,2) = (2,9,2) + (2,3,9) + (v, 2,7)
= [zy,2] + [yz,z] + [2z,y] = 0.
Logo, (A1, A1, A1) = 0. Por (3.20) e pelo passo sete, concluimos que

3(z,y,a) = 0, ou seja, (A1, A1, Ag) = 0. Pelo quarto passo observamos
que (Ajg, A, Ap) = 0. Como Ap é associativa, entao A é associativa,

terminando a demonstragao. ' O

Seja A uma superalgebra sobre F', tal que Ag é quadratica e L o fecho
algébrico do corpo F. Para qualquer a = o’ ® l € (AL)o, onde @’ € Ag e
l € L, temos

a? —tla)a+n(a) =d? @12 - (" ®@1%) —aa®’+aa®!®>=0.
Logo, (/'iL)O é quadratica sobre L.

Lema 4.1.4. Seja A uma superdlgebra alternativa, ndo associativa, prima
sobre um corpo infinito F'. Se a parte par é quadratica, entdo a parte impar
é nula e a parte par é uma dlgebra de Cayley-Dickson.

Demonstragao. Pelo Lema 4.1.1, podemos considerar F' algebricamente fe-
chado. Vamos analisar a parte par, que é uma &lgebra alternativa, semi-
prima e quadrética. Pelos Teoremas 1.2.7 e 1.2.12, temos que F-élgebra Ag
é isomorfa a
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1. a &lgebra das matrizes My (F');

2. a édlgebra split de Cayley-Dickson sobre F';
3. o corpo F};

4. a soma direta F' @ F.

Pelo Lema 4.1.2, é suficiente examinarmos o primeiro e o segundo caso.

Caso 1: Seja Ap = M3(F). Como A; é um Ap-bimédulo alternativo
sobre My(F'), pelo Teorema 3.2.3, temos que A; serd soma direta de um
bimédulo associativo M, e um bimédulo de Cayley M,.. Provaremos que
A é associativa, contradizendo a hipétese do Lema. Iremos separar em trés
etapas.

1. Verificaremos que Mc2 = (0). Sejam my,mg € M. e a € Ag. Como A é
uma superalgebra alternativa e mj;, mg € Aj, temos que (mj, mo, a) =
(mg, m1,a). Logo, temos

0 = (mq1,mg,a)— (mg,m,a), por (3.27)

[mimag, a] — [mam,q]

[[mli m2]7 a]:

Il

ou seja,

[m1,ms] € F. (4.5)

Sejam e;; as matrizes com 1 na posigao %5 e 0 nas outras e e;; — &;; a
involugao. Sejan € M., tal que n = ny+ngy, onde n; = nej; = é1n =
egon € Ny = negy = Egon = e n. Como n? € Ay, obtemos que

n? = de1; + aeys + Pesy + yeos, (4.6)
para adequados «, 3,7,d € F. Logo,

ni> = (exn)(nen), por (3.25)
= ej1(exen.n), por (3.26)
= ej1(n’eq), pela associatividade de A
= enn’ex, por (4.6)

= @«e12.
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Analogamente, podemos obter que

no? = (e11n)(nesr) = esoness = Pear,
ning = (egan)(nes) = esan’esn = yes,
nony = (eun)(neu) = 611’n,2611 = 5611.
Como [n1, ng] = yez —deiy, por (4.5), temos que 6 = —. Ao usarmos

a superidentidade alternativa e as relacoes anteriores, obtemos

ni[ny,ng] = ni(ning) —ni(nang)

= (n1’ng — (n1n2)ny + ny(nani)) — ni(nen1)

= n12n2 — (nlng)nl.
Logo, n1%2ng — (n1na)ny = ni[n1,ne], ou seja, aejang = yesan; +n1y =
~v(niei1 + ny). Como nje1; = nejjern = ny,, entao

aejgng = 29n;. (4.7)
Analogamente, obtemos Beainy = 2yny. Ao tomarmos (4.7) e substi-
tuirmos pelo valor de ng, da ltima identidade, concluimos que
aferz(eaini) = —4y’ny

. Além disso, ao usarmos (3.3), temos que

e12(ea1n1) = (eare12)n1 = ny.
Se ny # 0, podemos obsefvar quev
af = —442. (4.8)
Se n; = 0 entdo a = [ = 0, sendo a identidade (4.8) verdadeira.

Vamos considerar

ang?ejs = a(Begr)err = afess.

Utilizando a superidentidade alternativa, (3.6), (4.7) e as relagoes de
a e (3, temos
anglels = ang(ngeiz) + ans(ejang) — a(ngei2)ng
—a(nger2)ng + ang(ng o e12)
= —a(nge1z)ng + a(nat(e12))ng
—a(nge12)ng + a(ngerg)ng + a(ngéiz)ng
a(ngeja)ng = 2yning = 2’)’2622

= Clﬁ822.
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Logo, 2y = af3. Por (4.8), teremos que 6y2 = 0, ou seja, vy = 0 = 4.
Dessa maneira, para todo n € M., obtemos que n? € Fejs+ Feg;. Por
(4.5), observamos que

M2 C F1+ Fejp + Fey,.

Pela superidentidades (3.25) e (3.26), concluimos que o subespago M2
é um ideal em Fy. Sejam m € M. e a € Ay, tais que, a = ey + eja +
es1 + ee2 e m = a+ Peis + yeo1, com a, B,y € F. Temos que

ma = (Ot + ﬂ)eu =+ (Ot + ﬂ)elz + (a + ’7)621 + (a + ’7)622 g Mc2.
Entdo, M.2 = (0).

2. Mostraremos que M .M, = M M. = (0). Sejam m € M., n € M,. Por
(3.25), temos

(ab)(mn) = m(abn) = m(ba.n) = m(b(an))
b(m(an)) = b(a(mn)) = (b(a(mn))
— (ba)(mn),

para quaisquer a,b € Ag. Logo, [a,b](mn) = 0. Como Ap nao é
comutativa entao mn = 0, ou seja, M M, = (0). Da mesma forma,
mostramos que M, M. = (0).

3. Agora, verificaremos que a superdlgebra A é associativa. Sejam € M,.
Para arbitrdrioa=b+m'+n € A,onde b€ Ag,m’' € M, e n € M,,
pelos passos 1 e 2, obtemos que

ma = mb+ mm’ + mn = mb € M,.

Analogamente, provamos que am € M,. Logo, M. é um ideal em A, tal
que M2 = (0). Como A é prima entdo M, = (0). Logo, A = My(F) +
M,. Como (My(F),My(F),A) = (0). Passando para envolvente de
Grassmann, pelo Lema 2.1.4, temos que [My(F'), Ma(F)] C N(A).
Ao voltarmos para a superalgebra, pelo Coroldrio 3.4.3, obtemos que

[MQ(F),_MQ(F)] C N(A)o = Z(A)o, contradicao.

Caso 2: Seja Ap uma algebra de Cayley-Dickson. Entao, a algebra de
Cayley-Dickson estd contida na envolvente de Grassmann. Pelo Teorema
1.2.14, temos que a envolvente de Grassmann é uma algebra de Cayley-
Dickson. Logo, I'(A) =To® Ao+ I'1 ® A1 = Ao ® Z(I'(A)), onde Z(T'(A))
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comuta e associa com Ag. Como o centro da dlgebra é associativo e co-
mutativo, temos que A = Ap ® B, onde B = By + B; é uma superalgebra
associativa e comutativa. Logo, A1 = Ao ® B;. Seja b € B;. Temos que
(b,b) = 2b% = 0, entdo b?> = 0. Para todo y € A, obtemos que (yb)? =0 e
(by)? = 0. Seja z € A;. Escrevemos z = a®b. Seja id(z) = I. Como o ideal
I é homogeneo, sabemos que é a soma direta da parte par da superélgebra A
com o bimédulo J gerado por z. Observemos que o bimédulo J é nilpotente
de fndice nove. Logo, I° = (0). Como A é prima entao que z = 0. Como z
é arbitrario concluimos que A; = (0). O

Teorema 4.1.5. Seja A = Ag + Ay uma superdlgebra alternativa prima
em caracteristica diferente de dois e trés. Entio A é uma superdlgebra
associativa ou Ay = (0) e A= Agy € uma dlgebra de Cayley-Dickson.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.1.1, basta verificarmos esse Teorema, para uma
superalgebra alternativa A, prima, central, com unidade, sobre um corpo
infinito. Vamos analisar o caso que A nao é associativa. Pelo Lema 4.1.2,
é necessédrio considerar dois casos. O primeiro caso, quando a parte par é
associativa e comutativa. Pelo Lema 4.1.3, temos que A sera associativa. O
segundo caso, quando a parte par é quadratica. Pelo Lema 4.1.4, temos que
A; = (0) e A= Ap é uma algebra de Cayley-Dickson. O

Obtendo assim o teorema principal.

Teorema 4.1.6. Seja A = Ay + Ay uma superdlgebra alternativa simples
em caracteristica diferente de dois e trés. Entdo A é uma-superdlgebra
associativa ou Ay = (0) e A = Ag € uma dlgebra de Cayley-Dickson.

Demonstragdo. Como toda superdlgebra simples é prima, esse teorema é um
corolario do teorema anterior. O

4.2 Exemplos em caracteristica 2 e 3

Nesta secao apresentaremos exemplos de superalgebras alternativas simples
nao associativa em caracteristica 2 e 3. Para caracteristica igual a 3, temos
os seguintes exemplos.

1. A superdlgebra B(1,2). Seja F um corpo em caracteristica 3. A su-
perdlgebra B(1,2) = F.1+ F.z + F.y, tal que 2y = —yz = 1 é alterna-
tiva e simples. Essa superalgebra tem a parte par sendo F.1 e a parte
impar sendo F'z + Fy. Essa superalgebra é supercomutativa e com
unidade.
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2. A superdlgebra B(4,2). Seja F' um corpo em caracteristica 3 e My
a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre F. A superdlgebra B(4,2) =
B(4, 2)0 -+ B(4, 2)1, onde B(4, 2)0 = MQ(F) e B(4, 2)1 = F.mi+ F.mg
é alternativa e simples. A algebra B(4,2)o age em B(4,2),, por

€ijmg = (Sikmkai1j>k€ {172}7

m.a = am,
onde a € B(4,2)o,m € B(4,2); e a — @ é a involugao em B(4,2)o.
Temos que B(4,2); é um bimédulo de Cayley. A operacao de multi-
plicacao de B(4,2); é definida por

m12 = —egm,

m22 = eigm,
mimg = ei1,
momi = —€.

3. A superdlgebra twisted do tipo vetorial B(®,D,~). Seja F' um corpo
em caracteristica 3. Seja ® uma superdlgebra associativa e comutativa
sobre F', D uma derivacio par de ®, v € ®¢ e seja ® a copia isomorfa
do espaco vetorial ®, com isomorfismo a + a. Considere o espaco
vetorial B(®,D,~) = ® + ® e defina a operacio de multiplicacdo, por

a.b = ab,

ab = ab,

a.b (—1)P®)gp,

ab = (=1)?®(yab+ 2D(a)b+ aD(b)),

onde a,b € ®oU P; e ab é o produto em ®. Definimos a Z3-graduagao
em B(®, D, ), sendo a parte par ®o+®; e a parte impar ®;+®g. A su-
perdlgebra B(®, D, ) é alternativa. Sera nao associativa se D(®)®? #
0. Além disso, sera simples se a derivagao é D-simples.

Seja A uma algebra alternativa Zs-graduada, em caracteristica 2. Sejam
a,b,e A; e c€ A; U Ay. Temos

(a,b,¢) + (=1)P@PO) (b a, c) = (a,b,c) — (b,a,c) = 2(a,b,c) = 0.

Logo, os elementos da parte impar verificam esta superidentidade alter-
nativa. Claramente os elementos na parte par satisfazem essa mesma su-
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peridentidade alternativa. De modo anélogo, verificamos a outra superi-
dentidade alternativa. Assim, concluimos que uma &algebra alternativa Zs-
graduada em caracteristica 2 é uma superélgebra alternativa.- Vejamos agora
dois exemplos de superalgebras alternativas simples em caracteristica 2.

1. A superdlgebra Cayley-Dickson O(4,4). Seja F' um corpo em carac-
terfstica 2. A superélgebra O = O(4,4) = H + vH, é a dlgebra Zs-
graduada, construida pelo processo de Cayley-Dickson em uma édlgebra
de quatérnios generalizada H. Ela é uma superalgebra alternativa sim-
ples.

2. A superdlgebra double Cayley-Dickson Olu]. Seja F' um corpo em
caracterfstica 2 e u € F tal que u2 = a # 0. Seja F[u] = F + Fu.
Temos que F[u] é uma superélgebra simples de dimensao dois, com
a parte par sendo F' e a parte impar sendo Fu. Definimos O(4,4) =
F[u] ® A. Nessa superélgebra a parte par é O e a parte impar é Ou.

Em [11], o autor prova que as dlgebras apresentadas anteriormente sao

todas as superélgebras alternativas simples em caracteristica 2 ou 3, a menos
de isomorfismos.
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