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Resumo

Denotamos por Kf o anel comutativo com unidade dos numeros generalizados pleno
de Colombeau. (K denotard R ou C.) Este anel pode ser munido com uma ultra-métrica
de tal modo que K s é um anel topolégico. Denotamos por G;(Q2) a algebra das fungoes
generalizadas plena de Colombeau, {2 é um subconjunto aberto nao vazio de R™, e deno-
tamos por Gy _(£2) aquelas que tem suporte compacto. Mostramos que Gs.(§2) é denso em
G;(Q) com a topologia cortante que definimos para esta dlgebra. Quando D#£QCR"
é aberto e limitado denotamos por Gy (ﬁ) a algebra das fungoes generalizadas plena de
Colombeau sobre o fecho topoldgico de §2. Mostramos que Gy (—ﬁ) munido com sua topolo-
gia é completo. (Ver [4].) Ainda neste trabalho, generalizamos um resultado de existéncia
e unicidade para um problema de valor inicial e de fronteira do tipo parabdlico devido a
Colombeau e Langlais [10]. Para isto aplicamos os resultados topolégicos de densidade e

completude mencionados acima.

XV



Abstract

Let K; denote the commutative ring with unity of Colombeau’s full generalized num-
bers. (Here K will denote either R or C.) This ring can be endowed with an ultra-metric
in such a way that K[ is a topological ring. Let G;(2) denote the algebra of Colombeau’s
full generalized functions, {2 is a non-void open subset of R™, and let G _(£2) denote that
have compact support. We show that Gy _(2) is dense in G;(€2) with the sharp topologies
that we define for this algebra. When @) # € C R" is opened and limited we denote for
Gy (m the algebra of Colombeau’s full generalized functions on the topological lath of 2.
We show that Gy (ﬁ) endowed with its topology is complete. (See [4].) Still in this work,
we generalize a result of existence and unicity for a problem of initial value and boundary
of the parabolic type which had Colombeau and Langlais [10]. For this we above apply

the topological results of mentioned density and completude.
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Introducao

Neste trabalho nos propomos, inicialmente, a pesquisar os aspectos topolégicos e
algébricos do anel dos niimeros generalizados plenos de Colombeau K;. O nosso ob-
jetivo é, portanto, transferir os resultados obtidos por Aragona e Juriaans [5], onde se
pesquisou algumas propriedades estruturais do anel dos niimeros generalizados simplifi-
cados de Colombeau K, para K;. A motivagao para os estudos algébricos surgiu quando
conseguimos dar uma definicao para o conjunto Sy (ver Definigao 1.3.1) que faz o “pa-
pel” do conjunto S definido por Aragona e Juriaans [5]. E a motivagéo para os estudos
topoldgicos vieram de estudos recentes de D. Scarpalézos (ver (15, 16, 14]) que introduziu
topologias metrizaveis sobre K e sobre G(2) (chamadas de “topologias cortantes”) para
a qual todas as operagdes envolvidas na estrutura da K-algebra G(f2) sdo continuas e,
também do conceito de associacio entre elementos de K; que podemos ver, por exemplo,

no trabalho do Kunzinger [12].

Num segundo momento, baseado nos trabalhos de Aragona, Juriaans, Oliveira e
Scarpalézos [6] e Aragona, Fernandez e Juriaans (3|, estudamos uma relagdo de ordem
sobre o anel dos nimeros generalizados plenos de Colombeau, quando o corpo de es-
calares é real, onde obtemos alguns resultados importantes na teoria os quais deixaremos

mais claro no decorre desta pesquisa.

Num terceiro momento, visando generalizar os resultados de existéncia e unicidade de
solugao generalizada para um problema de valor inicial e de fronteira, abreviadamente
PVIF, do tipo parabdlico obtido por Colombeau e Langlais [10], estudamos a topologia
cortante da 4lgebra das funcoes generalizadas plenas de Colombeau, quando definida sobre

o aberto, nao-vazio, 2 C R", G;(€2) e, quando definida sobre o fecho topolégico do aberto,
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nao-vazio e limitado 2 C R™, G; (Q2) obtendo, assim alguns resultados sobre convergéncia
nestas algebras. E importante destacarmos o trabalho de Silva [17], onde reuniu os prin-
cipais resultados sobre a algebra das fungoes generalizadas simplificadas de Colombeau
G(R2) e, foi fundamental para nos espelharmos em nossos estudos, principalmente no que
diz respeito a construgdo da topologia cortante sobre G¢(§2) que, aparentemente, é dife-
rente daquela apresentada por Aragona, Fernandez e Juriaans [3]. Nosso objetivo maior,
consiste em mostrar que com a topologia cortante a algebra das fungoes generalizadas
plenas de Colombeau sobre o fecho topolégico de 2 C R”, Gy (2), é completo (ver [4]) e
que a algebra das fungoes generalizadas plenas de Colombeau sobre {2 C R™ com suporte

compacto, Gs_(Q2), é denso em Gf(2).

Finalmente, aplicamos os fatos topolégicos de completude e densidade, ja mencionados,
para generalizar o trabalho de Colombeau e Langlais [10]. Este trabalho nos mostra uma
real importancia das fungdes generalizadas na solugao de equagbes diferenciais parciais
nao-lineares, uma vez que resolveu um problema desta natureza que nao admitia solu¢ao

fraca (solugao no sentido de distribuigoes) apresentado no artigo de Brezis e Friedman [8].

Para que tenhamos em mao o rumo da nossa pesquisa damos uma breve descri¢ao do

que vamos desenvolver ao longo destas linhas.

No Capitulo 1 trabalhamos os aspectos topolégicos e algébricos do anel dos nimeros
generalizados plenos de Colombeau K;. Na Segdao 1.1 definimos o anel dos ntimeros
generalizados plenos de Colombeau Kf e definimos, também, uma relagao sobre os seus
elementos que chamaremos de associagao (denotada por =). Esta relagdo é uma relagio de
equivaléncia e é também conhecida como igualdade no sentido fraco entre dois elementos
de K; (ver por exemplo [12]). Ainda nesta se¢do construimos uma nogdo topoldgica
para K, fazendo uso do conceito de associagao (ver [3]). Na Secdo 1.2 damos inicio aos
estudos algébricos de K;. Como haviamos dito antes estes estudos sé6 foram possiveis
gracas a definigdo do conjunto Sy que faz o “papel” do conjunto S definido por Aragona
e Juriaans [5]. Como resultados importantes nesta segao destacamos a Proposigao 1.2.2 e
seu Corolério 1.2.3 que afirma que o conjunto das unidades de K é aberto, bem como o
Teorema 1.2.9 onde diz que o nil-radical de Kf ¢é nulo e, portanto, Kf esta contido num
produto de dominios integrais. Na Segao 1.3, estudamos o conjunto das unidades e os
ideais primos e maximais de K; fazendo uma an4lise cuidadosa do conjunto de zeros dos

representantes dos elementos de Ky, definindo um tipo especial de fungdes caracteristicas
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e mostrando que elas estdo relacionadas com os ideais primos e maximais de K. Entre os
vérios resultados obtidos nesta se¢io destacamos: O radical de Jacbson de K é nulo (ver
Teorema. 1.3.20), o conjunto (aberto) das unidades é um subconjunto denso de K; (ver
Teorema 1.3.22). Também damos algumas caracterizagoes para os invertiveis, bem como
uma completa descrigao dos ideais maximais de K; (Teorema 1.3.21). Este resultado e o

da densidade é uma. conseqiiéncia do Teorema da aproximagao (Teorema 1.3.17).

No Capitulo 2 introduzimos uma relagao de ordem parcial sobre R 7, 0 anel dos nimeros
generalizados plenos de Colombeau sobre R, que mostraremos induzir uma relagao de or-
dem total em todo o corpo de classes residuais. Na Secao 2.1, destacamos os seguintes
resultados: A convexidade de ideais (Proposigao 2.1.10) e o Teorema 2.1.17, que con-
sideramos o principal resultado desta segdo. Na Segao 2.2 damos continuidade aos fatos
algébricos estudados no Capitulo 1 e completamos os estudos dos ideais de K s dando uma
‘completa descrigdo dos ideais primos. Um outro fato que merece destaque é a completa
descrigao dos idempotentes de K; (ver Teorema 2.2.1) e que este anel ndo é Von-Neumann

regular (ver Teorema 2.2.5).

No Capitulo 3 construimos uma topologia sobre a algebra das fungoes generalizadas
plenas de Colombeau G;(f2), veremos que esta topologia é Hausdorff e demonstramos
alguns resultados sobre convergéncia em (G(§2),7qs). Ainda neste capitulo definimos
uma topologia sobre G; () e mostramos que com esta topologia Gy (2), 2 C R™ é um
aberto nao-vazio limitado, é completo (ver [4]). E bom salientar que a 4lgebra das funcdes
generalizadas plenas de Colombeau sobre Q2 (o fecho topolégico de 2 C R™) est4 definida
para todo aberto Q C R™ (ver, por exemplo, [10]), mas a topologia nao, a topologia exige
que 2 C R™ seja um aberto nao-vazio limitado. Esta exigéncia foi fundamental para que
tivéssemos uma topologia Hausdorff sobre Gy (m Na Secao 3.1 definimos a exaustao de
um aberto £ C R” e as 4lgebras das funces generalizadas plenas de Colombeau Gy (2)
e G; (?). E bom também notar a Proposi¢éo 3.1.1, muito conhecida ver, por exemplo,
Aragona, Fernandez e Juriaans [3], que caracteriza os elementos moderados e nulos da
algebra via o conceito de exaustao. Na Secao 3.2 chamamos a atengao para a definicao
do conjunto A,,,(u) e a definiao de “valuagao” apresentados na Definicao 3.2.1, pois
é a partir deles e do conceito de associagao que definimos a topologia cortante sobre
Gr(9). E também importante as Proposicoes 3.2.4 e 3.2.5 que definem a aplicagio Dy

que mostraremos definir uma pseudo-ultra-métrica. Na Seccao 3.3 demonstramos alguns
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resultados sobre convergéncia em (Gf(2),7qs). Dentre eles destacamos que a &algebra
fungoes generalizadas plenas de Colombeau de suporte compacto, Gy (§2), é denso em
G;(2) (ver Corolério 3.3.9). Finalmente, na Secdo 3.4, com a topologia definida sobre
Gr (ﬁ), onde Q é o fecho topolégico de 2 C R", um subconjunto aberto, nao-vazio e
limitado temos que a &lgebra das fungdes generalizadas plenas de Colombeau sobre 2 é

completa (ver Teorema 3.4.13) cuja prova encontramos em [4].

No Capitulo 4, estudamos um problema de valor inicial e de fronteira (PVIF) do tipo
parabélico devido a Colombeau e Langlais [10]. Em seu artigo, eles mostraram que se o
dado inicial up é uma fungéo generalizada de suporte compacto, i.e., ug € Gy _(£2) entdo
existe uma tinica u € G5 (Q) solugao do PVIF:

u— Au+u®=0, em G;(Q)
= Uo, em Gy (Q) )
=0, em G;(0Q x[0,T)) o

Yo x[0,T]
(ver Teoremas 4.2.2 e 4.2.4, Segao 4.2). Nosso objetivo é, portanto, mostrar que o mesmo
permanece valendo mesmo que o dado inicial uo nao seja, necessariamente, uma fungao
generalizada de suporte compacto, i.e., basta que ug € Gf(€2) (ver Teorema 4.3.1, Segéo
4.3). Para isto fazemos uso dos fatos topoldgicos de densidade e completude obtidos no
Capitulo 3. E bom observarmos que tanto no trabalho de Colombeau e Langlais [10]
quanto na nossa generalizagao, estamos considerando as funcoes generalizadas plenas de
Colombeau a valores em R. Como haviamos dito antes este problema é um exemplo que
mostra a importancia das fungoes generalizadas na solugao de equagoes diferenciais par-
ciais nao lineares, uma vez que Brezis e Friedman mostraram que o problema acima nao
admite solugao fraca (solu¢ao no sentido das distribuicdes) (ver [8]). Na Secao 4.1, damos
um desenvolvimento histérico do problema mostrando o que afirmou, em 1983, Brezis e
Friedman, (8], com respeito ao PVIF (1), e o avanco dado, em 1990, por Colombeau e
Langlais quando mostraram que (1) admite uma tunica solucao generalizada, se o dado
inicial é uma fungao generalizada de suporte compacto (ver [10]). Na Secgéo 4.2, apre-
sentamos os principais resultados, sem prova, obtidos por Colombeau e Langlais em [10].
Pois, estes resultados serao fundamentais para o nosso propésito. Na Secao 4.3, aplicamos
a topologia cortante sobre G;(Q2) e G; () para generalizarmos o trabalho de Colombeau
e Langlais [10]. Os principais fatos topoldgicos aplicados aqui foram a desidade de G;_(Q2)
em G;(Q) e a completude de G; () (ver [4]).



Notacoes

Vamos enumerar algumas notagdes que vamos usar livremente no decorre deste tra-

balho.

1. I:=)0,1], T:=[0,1] e I,,:=]0,n[, Vn € I.

2. A\ B:={a € Ala ¢ B}.

3. Q, denotard o corpo dos nimeros racionais.

4. K, como é usual, denotara o corpo real (ou complexo), i.e., R (ou C).

5. N, Z, como é usual, denotaré, respectivamente, o conjunto dos nimeros naturais e
o conjunto dos nimeros inteiros. N* := N\ {0} e Z* :=Z \ {0}.

6. K* :=K\ {0}.

7. Ry := {z € R|]z > 0} e R} := {z € R|z > 0}.

8. Q) é um subconjunto aberto, nao vazio, de R® e K CC 2 significa que K é um
subconjunto compacto de Q. Dada uma funcao f: X — Ke () # Y C X definimos
I flly == sup.ek | f(z)], onde K CC Y.

9. N*:=NxN X-- % N. Um elemento o € N" é chamado multi-indice.

10. Temos

n
ol = > e
i=1

)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

é o comprimento a € N" e

lal
0% = —8
021022 . . 098
é o operador derivada a-ésima, a = (a1, @z, ...,0,) € N™.

Férmula de Leibniz:

O (uv) = Y. (a)aa-ﬂuaﬂu,

0<f<a p

onde o, € N*, 8= (01,02,---,0n) e = (01,09, ..,05) s30 tais que

BLlaepfilo Vi=12...,n

R" : =R xR x --- x R é o espago euclidiano real n-dimensional.

n—uvezes

K, denotara o anel dos niimeros generalizados simplificados de Colombeau.

R, denotara o anel dos niimeros generalizados simplificados de Colombeau sobre o

corpo dos ntimeros reais.

C, denotar4 o anel dos nimeros generalizados simplificados de Colombeau sobre o

corpo dos niimeros complexos.
Ky, denotara o anel dos niimeros generalizados plenos de Colombeau.

R 7, denotara o anel dos niimeros generalizados plenos de Colombeau sobre o corpo

dos nuimeros reais.

C;, denotar4 o anel dos niimeros generalizados plenos de Colombeau sobre o corpo

dos nimeros complexos.

Ao(R) := {¢ € D(R)| [;° ¢(z)dz = }, ¢ & par e ¢ = const. em Vp}, onde V; é uma

vizinhanga da origem.
AG(R) == {cp € Ao(R)| [5° :c%go(x)dx =0, paral <jm< q}, onde ¢ € N.

K* := K\ {0}.
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22. Temos que
F'={7:No>Ryly(n) <y(n+1), VneNe 71ll.r{.lo'y(n) = 00}
é o conjunto das seqiiéncias estritamente crescentes que divergem quando n — oo.
23. G(Q), denotar a 4lgebra das funges generalizadas simplificadas de Colombeau.
24. Gc(R) é a algebra das fungbes generalizadas simplificadas com suporte compacto.
25. g +(2), denotaré a élgebra das fungdes generalizadas plenas de Colombeau.

26. G;.(Q), denotard a algebra das fungoes generalizadas plenas de Colombeau com

suporte compacto.

27. Q é o fecho topolégico do aberto @ C R”. Entdo G (Q2) é a slgebra das fungGes
generalizadas simplificadas de Colombeau sobre o fecho fopolégico de 2 C R™ e
Gy (m é a 4lgebra das funcoes generalizadas plenas de Colombeau sobre o fecho
topolégico de 2 C R™.

28. D(R) denotara o espago das fungdes C*°(£2) com suporte compacto em 2 C R™.

29. D’'(f2) denotara o espaco das distribuigoes.
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CApPiTULO 1

Topologia e algebra dos numeros

generalizados plenos de Colombeau

Neste capitulo objetivamos generalizar os resultados algébricos e topoldgicos obtidos
por Aragona e Juriaans [5] para o anel dos nimeros generalizados plenos de Colombeau
K 7. Na Secao 1.1, vamos construir uma topologia intrinseca para K 7 utilizando o conceito
de associagao e, a partir disso, daremos algumas propriedades topolégicas deste anel. Esta
construcgao é devido a Aragona, Fenandez e Juriaans [3]. Na Segdo 1.2 apresentaremos
algumas propriedades algébricas, dentre elas destacamos: O conjunto das unidades de K;
é aberto (ver Teorema 1.2.3), todo ideal maximal de K; é fechado e assim é, também um
conjunto raro (ver Teorema 1.2.4), o seu nil-radical é nulo e, portanto, Kf esta contido num
produto de dominios integrais (ver Teorema 1.2.9). Na Segao 1.3 estudamos tipos especiais
de fungoes caracteristicas mostrando que elas estao relacionadas com os ideais primos e
maximais de K 7. Dentre os resultados obtidos, destacamos: Algumas caracterizagées para
os invertiveis (ou conjunto das unidades) de Ky, que denotaremos por Inv(Ky), o Teorema
da aproximagao (Teorema 1.3.17) e suas aplicacoes, a saber: Uma descri¢ao completa dos
ideais maximais de K; (Teorema 1.3.21) e mostramos que o conjunto Inv(Kj) (aberto) é

também denso em K; (Teorema 1.3.22).
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1.1 A topologia cortante escalar plena

Iniciamos esta se¢ao definindo o anel dos niimeros generalizados plenos de Colombeau
K;. Definimos uma relagio sobre K; chamada de associagio (=), que é uma relagao de
equivaléncia. Esta relacao é também conhecida como igualdade no sentido fraco entre
dois elementos de K;. E a partir desta relacao de associacao que vamos construir uma
nogao topoldgica intrinseca para o anel dos niimeros generalizados plenos de Colombeau.
(Ver [3] para mais detalhes.)

As seguintes definigoes e resultados podemos ver, por exemplo, em [2] (pg. 77-78).

Definicao 1.1.1. Definimos

+oo 1
Ao(R; K) = {(pl € D(R,K)|p1 € par, 1 = const. em Vj e / p1(z)dz = 5} ,
- 0

onde Vy denota uma vizinhanga da origem. E, se g € N*, definimos
+oo0 .
A (R;K) = {‘Pl € Ao(R; K)I/ z7py(z)dz =0, para 1 < j,m < q}
0

Quando K = R, temos a seguinte:

Proposicao 1.1.2. O conjunto Ay(R;R) = A,(R) é ndo-vazio para cada q € N*. Mais
precisamente, para todo a,b € R, e para cada g € N*, eziste p; € Ay(R) tal que p;1(a) = b.

Prova. Ver [2] (pg. 77-78). |

A partir do conjunto A4(R) construimos (ver [2, 12]) classes de fungdes teste para
quaisquer espagos normados, suaves de dimensao finita. Um espago normado, suave F
é entendido como um espago vetorial de dimensao finita munido de uma norma que é
diferenciavel sobre E \ {0}. Para n € N, denotamos por w, a drea da esfera (n — 1)-
dimensional S™~! em R™ e definimos

3—" paran > 1,
Cni=4q "
1 paran=1.

Se E é um espago normado, suave n-dimensional (que enfatizamos escrevendo E = E,,)
com norma || - || , entdo para cada p; € Ao(R) a aplicacao ¢ : z — c,1(||z|E, ) estd em
D(E,) e, portanto,

Ip=1Ig :p1 € Ao(R) — o =cu(pro| - |E.) € D(E,)
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define uma aplicagao injetora.
Definicao 1.1.3. Para todo espago normado, suave E, e para todo q € N definimos
Ay(En) = I, (Ag(R)).

Proposicao 1.1.4. Se E = E,, é um espaco normado, suave, ¢ € A (E,) e P € Pr(E,K)

(o espago dos polindmios k-homogéneos sobre B ) com 1 < k < g, entdo

/ p(r)dz=1e / P(z)p(z)dxz =0, parag>n (1.1) -
En En
Prova. Ver [12], (pg. 34) ou (2], (pg. 80). ]

Para uma lista de propriedades do conjunto A, indicamos os trabalhos de Aragona e
Biagioni [2], ou Kunzinger [12]. E a partir desta lista de propriedades (ver, por exemplo,
a Proposigao 1.7, Segdao 1 em [2]) que podemos escrever simplesmente A,(K), ¢ € N ao
invés de A,(E;K), g €N, i.e., este conjunto nao depende do espago normado, suave E e

sim do corpo K.
Definigao 1.1.5. Seja £4(K) o anel (operagées ponto a ponto) das fungoes
v : A(K) — K.

Entao definimos £ }"’ (K) o subanel de £;(K) cujas fungoes v satisfazem:

(M) 3peN tal queV p € A,(K), 3C=C, >0, In=mn, >0 tal que

[v(pe)] < Ce™, Y0 <e<n.

Estas fungées sao ditas “moderadas”.
Seja
F:={y:No>R,|y(n) <y(n+1), VneNe lim y(n) = oo}
o conjunto das seqiéncias estritamente crescentes que divergem quando n — oco. Entdo

definimos N;(K) o ideal de S}" (K) cujas fungées v satisfazem:

(N) 3peN, 3yeTl talqueVg>peVype A(K), 3C=C,>0, In=mn,>0 ta
que
[v(pe)| < Ce 7P V0 <e <.
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A estas fungoes damos o nome de “nulas”.

Entao o anel dos nimeros generalizados plenos de Colombeau é definido por

K; := £)(K)/N;(K).

O exemplo abaixo nos mostra que Ky néo é um corpo .

Exemplo 1.1.6. Defina as funcgies v,u : Ao(K) — K por

o(e) :={ 0, selfy) =1

1, ee

1, selfy) =1
u(p) ==

0, cc,

onde para cada ¢ € Ao(K) denotamos I(p) := sup{|z||p(z) # 0} (ver [12]; final da pg.

37). E ficil ver que que (u())y, (v(9))y € EM(K) € (u(9))p (0()), ¢ N7(K), portanto
cl[(u(p))y] # 0 e clf(v(p)),] # 0 em Ky. Mas (u.v)(p) =0, V ¢, i.e., uv =0 em K.

K estd contido em K; via a imersdo constante
K> Cw~ d[(C),] € Ky,
onde C(p) = C, Y p € Ay(K).

Definicao 1.1.7. Um elemento v € K, € assoctado ao zero e denotamos por v = 0 se

para um (e, portanto, para todos) representante(s) (v(y)), de v temos que
3p €N tal que liﬂ)l v(pe) =0, V v € 4,(K).

Dizemos que vy = vy se (v; — v2) = 0. Se existe a € K tal que v = a entdo a é chamado

de numero associado ou sombra de v.

Seja 2 C R™ um aberto e ¢ € D(Q), o espago das fungdes C°(2) com suporte

compacto sobre §2. Denotamos por i(¢) o didmetro do suporte da ¢, i.e.,

i(p) := diam(supp(p))-

Notemos que

i(pe) = €ilyp),
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para cada ¢ > 0. Para r € R definimos
d’r 5 Ao(K) — R
por
n(p) = ()"
Notemos que
ar(e) = € (). (1.2)

Lembrando que para K, o anel dos niimeros generalizados simplificados de Colombeau,

Aragona e Juriaans [5] definiram para r € R a aplicagao
a,: I - R

dada por
a(e) =€,

temos por (1.2) que
& (pe) = ar(e)ar ().

Defini¢ao 1.1.8. Para z € Ky defina
A(z) := {r € Rla_,z = 0}

e a valuacao de x por
V(z) := sup(A(x)).

O lema que segue caracteriza um elemento pertencente a A(z), = € K, mais precisa-

mente temos:

Lema 1.1.9. Sejaz € Kf. Entao r € A(x) se, e somente se, existe p € N tal que
lifgs_’z(we) =0, V ¢ € A,(K).

Prova. De fato, r € A(z) se, e somente se, @,z =~ 0 se, e somente se, existe p € N tal

que
lslf(r)l d—r(‘Pe)x(‘Pe) = 01 V QO = 'AP(K)
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se, € somente se, existe p € N tal que

liﬁ)l ez(pe) =0, V p € A,(K),

pois d_.(pe) = i(p) e e i(p) # 0, ¢ € A,(K). E, portanto, segue o resultado. |

A proposigao seguinte enumera algumas propriedades de V(z), = € K;. Propriedades
estas que permitem definir uma funcéo D : K; x K; — R, que define uma ultra-métrica

sobre Kf que é invariante por translagao Coro}é.;io 1.1.11.
Proposigao 1.1.10. Para z,y € £}(K) e A € K, temos:
(2) V(Az) =V(z) se A #0;
(i) V(zy) 2 V(z) + V(y);
(712) V(a,z) =7+ V(z);
(v) V(z+y) = inf{V(z),V(y)},
(v) V(z) = +o0 & z € N§(K)
(vi) V € constante sobre cada classe de equivaléncia médulo N¢(K). Isto é,

V(z) =V(z+y), Vze€&/(K)Vye Ni(K).

Prova. (i) Basta mostrarmos que A(Az) = A(z). Seja r € A(Az). Entao
a_.(A\z) = 0 = (a_,A\)z = 0= (Aa—_, )z = 0= A(a_,z) = 0.
Como X # 0 segue que A nao esta associado com zero e, portanto,
a_,z=0=>r1€A(x).

Logo, A(Az) C A(z). Agora, se r € A(z), entdo &_,x =~ 0. Portanto, multiplicando

ambos os membros por A # 0, vem
AMa—,z) = 0= (Aa—, )z = 0= (a_, Nz = 0= d_.(Az) = 0=>71 € A()\).

E, portanto, A(z) C A(Az). Das duas inclusoes segue o resultado.
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(i) Seja A(z) + A(y) .= {r e Rlr =a+b, onde a € A(z) e b € A(y)}. Entéo, para
mostrarmos que V(z) + V(y) < V(zy) basta mostrarmos que A(z) + A(y) € A(zy). Ora,
se 7 € A(z)+A(y), entdo r = a+b,onde a € A(zx) e b € A(y). Assim, temos que &_,z = 0

e &_py ~ 0. Logo, multiplicando membro a membro estas duas equagdes, vem

(a_oz)(G_py) = 0 A_q(za_p)y =0
a_q(a_px)y =0
(G-ad_p)(zy) = 0
& (a+t)(7y) = 0
a_r(zy) =0

R 2

r € A(zy).

Portanto, A(z) + A(y) C A(zy).

(#41) Com efeito, se a € A(d,z), entdo
G_o(rx) 2 0= (g )z R 0= G (qnT=0=>(a—T) € A(z).
Logo, existe b € A(z) tal que b =a — 7 = a =7 + b. Portanto,

sup(A(&,z)) = r +sup(A(z)) = V(az) =7+ V().

(iv): Seja r < inf{V(z),V(y)}. Entdo r < V(z) er < V(y). Assim, r € A(z) e
r € A(y). Pelo Lema 1.1.9, temos que existe p € N tal que

lim ?"rv(cpe) =0=lime™y(pe), Vo € Ap(K).
Agora, para este p € N temos que
leiﬁ)ls"(:r(we) +y(pe)) =0, V¢ € A,(K).
E, novamente, pelo Lema 1.1.9 podemos concluir que 7 € A(z + y) e, portanto,
r <sup(A(z +y)) =V(z+vy)

o que mostra que V(z +y) > inf{V(z), V(y)}.

(W) V(z) = +0 & A(z) =R & a_,z =0, Vr € R & clfz] = cl[0] & z € Ny(K).
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(vi) Sabemos de (iv) que V(z +y) > inf{V(z), V(y)} = V(z), pois y € N4(K) e por
(v) temos que V(y) = +oo. Portanto, V(z +y) > V(z). Por outro lado, se a € A(z + y),
entdo @_,(z+yY) R0 => a2+ a Yy~ 0=>a,c2x0ed ,y=0" =>acAz) >
A(z +y) C A(z), YV y € Ny(K) = V(z +y) < V(). Das duas desigualdades acima

concluimos o que queriamos. |

A proposi¢ao acima mostra que a fungao
D: Kf X Kf — R+

definida por
D(z,y) = e &,

estd bem definida e com esta notagao temos o seguinte:

Corolario 1.1.11. A fungdo D ¢é uma ultra-métrica sobre Kf que € invariante por translagao.

Prova. Parte 1: Para mostrarmos que D é uma ultra-métrica precisamos mostrar que

para todo z,y,w € Kf vale:

(a) D(z,y) > 0 e D(z,y) = 0 se, e somente se, z —y € Ny, isto é, cl[z] = cl[y];
(b) D(z,y) = D(y,z);

() D(z,y) < max{D(z,y), D(y,w)}
Vamos mostrar (a), (b) e .(c):

(a) Temos D(z,y) = e~ Va1 >0 D(z,y) =0 e VEN =06 V(z—y) =+oo &
r —y € Ny & cllz] = clly] (ver Proposigao 1.1.10(v)).

(b) Temos D(z,y) = e~ V&Y = ¢~ V(E10-2) = ¢~ V=2 = D(y, z), pois V(—1(y—z)) =
V(y — z) (ver Proposigao 1.1.10(z) para A = —1).

(c) Temos que z —y = (z — w) + (w — y), assim

V(z—y) = V((z—w)+ (w—y)) (ver proposigao 1.1.10(iv))
> inf{V(z — w), V(w — y)}.

!Lembremos que &_,y € Nf(K), pois Nf(K) é um ideal de £ }” (K)
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Logo, — V(z — y) < sup{— V(z — w),— V(w — y)} e, portanto,

Dizy) = ¢ V=

sup{~ V(z-w),~ V(w-y)}

IA

IA

sup{e” V(:r—w), e V(w—y)}
sup{D(z, w), D(w,y)}
max{D(z,w), D(w,y)} .. D(z,y) < max{D(z,w), D(w,y)}.

IA

De (a), (b) e (c) segue que D é uma ultra-métrica.

Parte 2: Agora, vamos mostrar que D é invariante por translagao. De fato, para todo

T,Y,2 € Kf, temos
Dz +zy+z) = e Veta-(w+)
= ¢~ V(et+(z-y)—2)

= o ViE-v+E-2)

= e V(e—y+0)
— e V(=)
= D(z,y).
E, portanto,
D(z+ z,y + 2) = D(z,y), YV z,y,2 € K;
o que mostra a invariancia por translagao. H

D determina uma estrutura uniforme sobre K; chamada de estrutura uniforme escalar
cortante sobre K; e a topologia resultante de D é chamada a topologia escalar cortante

sobre Kf e a denotaremos por 7gy.

Seja = € K; e 7 € R}. Entao de agora em diante denotamos por B,(z) (resp. Bj(z)
e S.(z)) a D-bola aberta (resp. D-bola fechada e D-esfera) com centro em z e raio .
No caso onde £ = 0 omitiremos na notagao escrevendo simplesmente B, (resp. B e S;).
Para simplificar definimos

lz|| := D(x,0), ¥ z € K;.

e a distancia entre dois elementos z,y € K; por

d(z,y) = ||z —yl|.
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O resultado abaixo é uma conseqiiéncia imediata da Proposi¢cao 1.1.10 e da definigao
de D.

Corolédrio 1.1.12. Paraz,y € K;, r € R, s € R} ea,b€ K, temos

(@) e+ yll < max{llzll lyll} e lleyll < ll=llvl;
(i) llell = 0 & clfe] = cl[o];
(i44) llaz]| = el se a #0;
(i) llarz] = e lel;

() lall = 1, sea #0;

(vi) lla—b|l =1 — éap (6 de Kronecker).

Prova. (i) Parte 1: Com efeito, se V(z) < V(y), entao
V@) < V) oy V@) > o~ V)

mas entdo ||z|]] > |ly||. Neste caso temos que max{||z|,|lyl|]} = ||z|]l. Agora, pela

Proposi¢ao 1.1.10 (7v), vem

lotall = e Ve

e~ V(z)

Il

max{||z[|, llyl}-

IA

Portanto, ||z + y|| < max{|lz], lyll}-

Parte 2: Pela Proposigao 1.1.10 (z), temos

lzyll = e Ve
< e (VE@HV@E)
— ¢ V@-Vw)

= e V@)V

= llllllyll-
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Portanto, ||lzy| < ||zll|ly]l-

(#3) Pela Proposigao 1.1.10 (v), temos
|z]| =0 e V@ =0 V(z) = +00 & z € N§(K) & z=0.
Logo, ||z]| = 0 & cl[z] = cl[0].
(22) Temos, se a # 0 que

laz] = e V@ (por (i) da Proposigao 1.1.10, temos)-
o= V@)
= |l=ll,
isto &, |laz| = ||z]|.

(iv) Temos pela Proposigao 1.1.10 (iii) que

larz| = eV
_ V(@)

e—r—V(:c)

= e Te V(z)
= e[l

Portanto, ||&.z|| = e "|z|.

(v) Com efeito, se a # 0 e r € A(a), entdo ¢,a =~ 0 = a, = 0 = 7 < 0.
Assim, A(a) =] — 00, 0[ e, portanto, V(a) = sup(A(a)) = sup(] — o0,0[) = 0. Logo,
la|| = e V@ = € =1, isto §, ||a]| = 1.

(vi) Se a = b, entdo a — b = 0 e por (i), temos que |la — b|| = 0. Agora, se a # b,
entioc=a—b#0, c €K e, por (v), temos que ||c|| = 1. Logo,

0, sea=5b
la bl =
1, sea#b.

E pela definigao do § de Kronecker, abaixo

segue que ||ja — b|| = 1 — 0gp. |
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Proposicao 1.1.13. (K;, 7,5) é um anel topoldgico completo.

Prova. Parte 1: Como K; ¢ um anel quociente, basta mostrarmos que as aplicagbes
(+) : Kf x Ky — K tal que (z,y) = z+ye () : Kf x Kf — K[ tal que (z,y) — z -y,
isto é, a soma e a multiplicagao em Kf, respectivamente, sao continuas. Sabendo-se que
(Ky,7sr) é uma topologia ultra-métrica, ¢ suficiente mostrarmos que se {Z, }neN € {Un}nen
sao duas seqiiéncias em K; tais que z, T2 TeYn — Y, entao (z, + y») b = (z+y)e

(Zn - Yn) —2 (z-y). Ora,

l(zn+uyn) — (+9)l = [[(za—2)+ (yn — )|l (pela Corolério 1.1.12(3), temos)
< max{||lz, — z|l, [lyn — yll}

e esta tltima tende a zero quando n — oo, pois ||z, — zl| — 0 e |lyn — || -0

Portanto, o
I(@n +4n) = (@ + Yl — 0= (20 +yn) — (z+).
n—00 n—oo
E isto mostra a continuidade da operacao de soma (+).

Agora, vamos mostrar a continuidade da operagao de multiplicagao (-). Ora,

|Zn - vn —z - ¥ |zn(yn — y) + y(zn — z)|| (pelo Corolério 1.1.12(z), temos)
< max{||z.(y» — ¥)|I, ly(z» — z)||} (pelo Coroldrio 1.1.12(3), temos)

max{||znallvs — yll, lyllllz. — 2|}

A

e esta ultima tende a zero quando n — oo, pois
lzo =2zl — 0, lyn —y| — 0
n—0o0 n—oo

e llzall = l(zn — 2) + 2| < max{llz, — ||, llzll} — llzll = const = |lza|| < const.

Portanto,
20 Yo =2yl —2 0= (2zn-4n) — (z-v)

0 que mostra a continuidade da multiplicagao (-). Assim, concluimos que (]Kf, Ts,f) € um

anel topolégico.

Parte 2: Segue da completude das algebras G; (Q) e G;(£2) (ver Capitulo 3, Teorema

3.4.13 e Corolario 3.4.14) e do fato que K; é o anel das constantes de tais 4lgebras. |

Proposicdo 1.1.14. (i) (Ky,7.5) ndo é um K-espago vetorial topoldgico.
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(#1) (Ky,7s5) nao é separdvel.

(143) (Ky,7ss) ndo € localmente compacto.

Prova. (i) Para mostrarmos isto, mostraremos que a multiplicagao usual
M :K x K f— Kf
dada por

M(a,y) = ay,

onde K estd munido com sua topologia usual nao é continua. Isto é, existe

(@n,yn) —2 (a,9),

M(a,,y.) - M(a,y), ie., anyn - ay.
n—oo n—oo

De fato, basta tomarmos uma seqiiéncia {a,}»en C K com a, — 0 (na topologia usual
n—oo
de K) ea, # 0, Vn € N e uma seqiiéncia {yn}nen com y, = y # 0, V n € N. Entao

temos que

(anayn) 1;’0 (0) y)7

M(amyn) = M(an):():

pois pelo Corolario 1.1.12-(iii), temos || M (an, yn)|| = llan¥all = llanyll = llyll # 0, j& que
y#0. '

As afirmacdes (44) e (ii1) sdo justificadas na Segao 1.3, Proposigao 1.3.5 (11). |

1.2 Propriedades algébricas de Ky

Nesta secdo enunciamos e provamos algumas propriedades algébricas do anel dos
ntimeros generalizados plenos de Colombeau. Na verdade procuramos estender alguns
dos resultados algébricos obtidos para o anel dos nimeros generalizados simplificados de
Colombeau K em [5], para o anel dos niimeros generalizados plenos de Colombeau Kf,

objeto de nossos estudos. Damos inicio com o seguinte:
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Lema 1.2.1. (i) z € B; se, e somente se, V(z) > 0.
(i) Se z € By, entao vale:
(a) z=0;
(b)) D(1,z) = ||[1—=z|| > 1. Portanto, 1 ¢ By, BiNB,(1) =0, B, > B, e B} # B;.
Prova. (i) Temos que

te€B & |z| <1

e Ve <1

—-V(z) <0

&
o e V@ <l
&

& V(z)>0.

(#)(a) Para mostrarmos que z = 0, precisamos mostrar que existe p € N tal que
lima(pe) =0, V ¢ € A(K).
Seja r € A(z). Entdo a_,z = 0. Logo, existe p’ € N tal que
lim &, (e)z(pe) = 0, V p € Ay(K)
o que implica
(i) " lime™"z(pc) = 0, V ¢ € Ay (K).

Como (i(¢))™" > 0, V ¢ € A,(K). Segue que

lim e~ z(pc) =0, ¥ € Ay (K).
Logo, da definigao da valuagao de z e de (z) segue existe p € N tal que

l%e_px(we) =0, Vo € A(K) = e Pz(p:) <1, V ¢ € A,(K).

e € suficientemente pequeno. Dai, z(p.) < €?, V ¢ € A,(K) e ¢ suficientemente pequeno.

E, portanto, existe p € N tal que

lirr(l)x(cpe) =0, V¢ € 4,(K)
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o que implica z = 0.

(b) Suponhamos, por absurdo, que D(1,z) = ||1 — z|| < 1, entdo (1 —z) € B;. Por
(a), temos que (1 —z) =~ 0 = z = 1 o que contradiz (a) j& que = € By e neste caso temos
que z = 0. Logo, D(1,z) = |1 —z|| = e~ V(-2) > 1. Neste caso também temos que
V(1 - z) < 0. Por tltimo, se 1 € By, entdo existe uma seqiiéncia {z,}nen em Bi que é
7, s-convergente a 1 e, portanto, 1 < D(1,2,) = [|1 — z.|| — 0 quando n — oo 0 que é um
absurdo! |

Proposigao 1.2.2. Sejam {an}nen C K uma segiiéncia qualquer e 0 # z € By, t.e.,

S o

n>0

|lz|l < 1. Entdo a série

converge em K 7. Em particular, se a, =1, V n € N, entao

22"

n>0

(1-2)) z"=1

n>0

converge e temos que

E, portanto, (1 — z) € Inv(Kj).

Prova. Seja {S,}nen C K; a seqiiéncia de somas parciais,

n
Sp= E arz®.
k=0

Como, pelo Teorema (1:1.13), (K, 7s;) é um anel topolégico completo segue que para
mostrarmos a convergéncia da seqiiéncia {S, }nen, basta mostrarmos que é uma seqiiéncia
de Cauchy. De fato,

1Sm — Sall = | Z axz¥|| (pelo Corolério 1.1.12 (z), temos)
k=n+1

[max {llaxz*||} (ax € K e ax # 0, Corolério 1.1.12 (i1z), temos)

k
Jmex =7}

k -
n+11nga;f§m{"$" } (lz]l < 1, pois = € By)

(e

_ e V@),

IA I IA

IA
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E, portanto, existe ng € N tal que para todo m > n > ng implica que
|Sm — Sp|| < e~ V@+D g~ V(Ino,

Agora, como = € B; segue pelo Lema 1.2.1 (z) que V(z) > 0 o que implica V(z)no > 0.

—V(z)no

Dai, temos e — 0 e, portanto, ||S, — Sn||l — 0. Logo, {Sn}ren é uma

n—oo y1—00

seqiiéncia de Cauchy e, portanto, {S, }n,en € convergente em Kf. Em particular,

Zxk o (1.3)

converge. Isto é, existe z € K tal que S, — z, onde {S,}nen é a seqiiéncia de somas
n—oo
parciais de (1.3). Sabendo-se que a soma e a multiplicacao de elementos de Kf sao

aplicagoes continuas segue que
Sn-(1—2z) — 2.(1 —2x).
n—oo

Por outro lado, temos

n n+1
Sn(l=2)=D o=} o =1-2" — 1,
n—oo
k=0 k=1

pois |lz"*!|| < ||z||**! — 0, o que implica z"*! — 0. Agora, Como (Kj,7,;) é
n—00

n—oo

Hausdorff segue que 2.(1 — z) =1 e, portanto, z € Inv(K;) e z = (1 — z)~*. Logo,

oo
_;_ " = 2.

n=0

E segue o resultado. ' ]

Coroldrio 1.2.3. O conjunto dos invertiveis de K; que denotamos por Inv(K;) é um

subconjunto aberto de K,—.

Prova. Para mostrarmos isto, precisamos mostrar que para todo a € Inv(Kf) existe 7 > 0
tal que B,(a) C Inv(K;). Seja a € Inv(K;) e defina r := [Ja~!||!. Entdo se z € B,(a),

queremos mostrar que z € Inv(Ky). De fato,

la”(z—a)ll < lla"llllz - al
<

rir

1
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e, portanto, |[a~!(z—a)]|| < 1 e pelo Proposigao 1.2.2 temos que (1—a~!(a—z)) € Inv(K}).
Agora, sendo z = a(l—a~!(a—2z)) segue que z € Inv(K}), pois, por hipétese, a € Inv(Kf).
Em particular, B,—;(1) C Inv(K}). |

Teorema 1.2.4. SejaJ um ideal préprio de K;. Entdo para cadaz € J temos D(1,z) > 1
e D(1,7) = 1. Portanto, todo ideal mazimal de Ky é fechado e assim, é também um

conjunto raro.

Prova. Seja J um ideal préprio de Kf. Entaose z € J, = ¢ Inv(Kf) o que implica
D(1,z) = ||1 —z| > 1, pois se D(1,z) = ||1 — z|| < 1, entdo pela Proposicéo 1.2.2, temos
que 1 — (1 — z) = = € Inv(K;) o que é um absurdo! Mais ainda, D(1,0) = ||1]| = 1, i.e,,
D(1,0) = 1. Isto mostra a primeira afirmagéo. Agora, se m é um ideal maximal de K;

segue da primeira parte que 1 ¢ m. E, portanto, temos a segunda afirmagao. |

Lema 1.2.5. (i) 0 € Inv(Kj);
(#2) Para cada x € K;, ser = —V(z), entdo y = &,z € Sy,
(¢1i) Se z € K, entdo V(z)+ V(z™') <0.

Prova. (i) Sabemos que {¢}nen é uma seqiiéncia em Inv(Ky). Agora, pelo Corolario

1.1.12 (iv), fazendo = = 1, temos

" — 0.

n—oo

lemll = €™

E, portanto, @, — 0 o que mostrar que 0 € Inv(Kj).
n—oo

(#4) Para mostrarmos que y € Si, precisamos mostrar que ||y|| = 1. De fato,

lvll = llé-z|| (pelo Corolério 1.1.12 (iv), temos)
= e "||z|| (como, por hipétese, —r = V(z), temos)
~
1
= izl
[lI
=1

portanto, ||y|| = 1.
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(#43) Com efeito, z € Inv(K;), entdao z.z~! = 1. Agora, pelo Coroldrio 1.1.12 (v),

temos que
Nl=1=2eVW=1=eYWD == V(1) =0
Assim,
0=V(1)=V(z.z™!) > V(z)+ V(™)
esta tltima desigualdade se deve a Proposicao 1.1.10 (i2). |

Proposicao 1.2.6. (i) K; ndo tem ideais proprios aberto.
(72) Nenhum mddulo topolégico X sobre K; tem submddulos préprio aberto.

(732) Se X é um mdodulo topoldgico sobre Kf Hausdorff, entdo para todoz € X, x#0 o
conjunto Inv(K;).z := {Az|\ € Inv(K;)} ndo é um conjunto lkimitado e, portanto,

Inv(K;) ndo é um subconjunto limitado de Kj.
(iv) Um conjunto B C K; é limitado se, e somente se, é D-limitado.

(v) O tinico mddulo topoligico sobre Ky que é limitado é (0) e, portanto, o tinico médulo

topoldgico sobre K; que é compacto é o (0).

Prova. (i) Com efeito, se J é um ideal aberto de Ky, entdo pelo Lema 1.2.5 (i) temos

que I3 NInv(K) # @ e, portanto, I = K; e J ndo é um ideal préprio de K;.

(72) Suponhamos, por absurdo, que existe X moédulo topolégico sobre Kf tal que S é
submédulo préprio aberto de X. Entao fixado zo € X \ S temos pela continuidade da
aplicagao

AeK; - Azg € X

que o ideal J := {\ € Kf|Azo € S} é um ideal aberto préprio de K; o que é um absurdo

pelo item (7). Logo, nao existe tal médulo topolégico X sobre K.

(721) Para mostrarmos que
Inv(K;).z = {Az|) € Inv(K;)}

nao é um conjunto limitado, precisamos mostrar que existe uma 0-vizinhanca W de X tal
que para toda 0-vizinhanca V de K; tem-se que V.(Inv(K).z) nao esta contido em W.

De fato, como X é um médulo topolégico sobre K, Hausdorff existe uma 0-vizinhanca
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W de z tal que = ¢ W. Vamos entdo mostrar que z € V.(Inv(Ky).z) e, portanto, W nao
contém V.(Inv(Ky).z). De fato, pelo Lema 1.2.5 (i) temos que para toda 0-vizinhanga V'
de K; existe A € V NInv(Ky) e, portanto, T = A(A'z) € V.(Inv(K}).z) como querfamos.

(v) Fixemos r > 0 qualquer. Como B;Bs, C Bys, V¢ > 0,s>0¢ natural que para
todo s > 0 existe t > 0 tal que B;B, C B, e, portanto, todo conjunto D-limitado é
limitado. Reciprocamente, se L C Kf é limitado, existe r > 0 tal que B,L C B;. Assim,
pelo Lema 1.2.5 () existe A € B, N Inv(K;)L C A"'B;. Agora, como existe t > 1 tal que
A\1B, C B, segue que L C B; e L é D-limitado. '

(v) A primeira afirmagdo segue imediatamente de (i17) e a segunda afirmagao segue
da primeira levando em conta que em um médulo topolégico todo conjunto compacto €

limitado. (|

Teorema 1.2.7. Se m é um ideal mazimal de K;, entdo K pode ser identificado com um

subcorpo k de L = K;/m e [L: K] > 1, isto ¢, L € uma extensao propria de K;.

Prova. Sejam : K; —» L := K;/m a aplicagao candnica. Entao afirmamos que k :=
7(K) ~ K. De fato, se L = k, entao K; = K +m. Mas K é um subconjunto discreto
de K; e, portanto, do Teorema 1.2.4 e a Proposicao 1.2.6 (1) segue imediatamente que
m UK é um conjunto fechado com interior vazio. Dali, existe z € By, tal que z ¢ mUK.
Entao escrevamos z = k; — my, onde k, € K e m, € m, assim k, # 0 e, portanto,
my = ke —z = k(1 — k;'z). De fato, (1 — k;'z) = k;'m, € m, pois m é um ideal,
assim, (1 — k;'z) € m o que é um absurdo, pois ||k;'z|| = ||lz|| < 1, pois = € B, e, pela

Proposigao 1.2.2 segue que 1 — k3 'z € Inv(Kj). 1

Lema 1.2.8. Sejam Ry, Ry nimeros reais positivos e defina v := InR; — In Ry. Entao

&,.Sp, = Sr,. Em particular, se x € K; \ {0} e r = —V(z), entio &,z € S;.

Prova. E conseqiiéncia imediata do Corolario 1.1.12 (v). i

Teorema 1.2.9. Kf nao tem elementos nilpotentes e, portanto, seu nil-radical é trivial.

Em particular, K; estd contido num produto de dominios integrais.

Prova. Pelo Lema 1.2.8 é suficiente mostrarmos que S, a esfera de centro 0 e raio 1, nao
tem elementos nilpotentes. Mas isto é claro, pois se existisse um tal elemento poderiamos
facilmente mostrar que é nulo. Portanto, se 8 denota o conjunto de todos os idéias primos

de Ky, temos ﬂpem p = 0, que é o kernel da aplicagao natural K; — MpepK;/p. fl
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1.3 Tipos especiais de funcgoes caracteristicas

Nosso objetivo nesta segao é estudar o grupo das unidades do anel dos nimeros ge-
neralizados plenos de Colombeau, Kf, bem como os seus ideais primos e maximais. Para
isto faremos primeiro uma anélise cuidadosa do conjunto de zeros dos representantes
dos elementos de Kf. E em seguida estudamos tipos especiais de fungoes caracteristicas
mostrando que elas estdo relacionadas com os idéias primos e maximais de K;. A nossa

inspiracdo para esta pesquisa surgiu do artigo de Aragona e Juriaans [5].

Vamos agora definir o andlogo ao conjunto S definido em [5] para o anel dos niimeros
generalizados plenos de Colombeau K; e o conjunto P,(Ss). No restante deste trabalho
usaremos com freqiiéncia os simbolos I,1,I, (n € I), Ao(K), A,(K) (¢ € N). Para A C
Ao(K) denote por A° o complementar de A com respeito a Aq(K), i.e., o conjunto de
todos os elementos ¢ € Ay(K) tal que ¢ ¢ A e por X4 a funcao caracteristica de A com
dominio em Ao(K), i.e.,

1, sepe A
0, sepe€ A°.

i"A(‘P) - {

E facil ver que X4 € 8}" (K), mas X, ¢ N, 7(K) e, portanto, X4 # 0. Denotemos por
X, o representante de X4 em Kf. Isto, por abuso de linguagem, ainda sera chamada de

fungado caracteristica de A.
Definicao 1.3.1. Definimos

Sy :={AC AK)|VpeN, 3 p e A,(K) tal que {e|p. € A} € S},
onde S :={S C I|0€ §ﬂ§5}

A proposicdo a seguir nos fornece duas propriedades importantes do conjunto Sy

definido acima.
Proposicao 1.3.2. (i) A€ S A°€ Sy

(i) A€ Sy =0+# ANALK) & Ay(K), Vp € N. Em particular, temos que ANA,(K) #
0 e AN A,(K) # 0 para todo p € N.

Prova. (i) Com efeito, se A € Sy, entdo para todo p € N existe ¢ € A,(K) tal que o
{e|lpe € A} € S. Assim, pela (Proposi¢ao 4.2 item b pg. 2217 de Aragona e Juriaans [5])
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temos que o {e|p. € A}° € S, mas {e|p. € A}° = {e|p. ¢ A} = {e|p. € A°} e, portanto,
o {e|p. € A°} € S. Logo, para todo p € N existe ¢ € A,(K) tal que o {e|p. € A°} € S
e, portanto, A° € S;. Reciprocamente, se A° € Sy, entdo A = (A°)° € Sy e, portanto,
A € S;.

(4) Com efeito, se A € Sy, entdo para todo p € N, existe ¢ € A,(K) tal que o
conjunto A, = {e|lp. € A} € S. Como {pc|le € A} C A,(K) e {p|e € A} C A,
segue que AN A,(K) # 0. Falta mostrarmos que A N A,(K) G A,(K). Que esta contido
é ébvio. Agora que AN A,(K) # A,(K) segue do fato que {p.le € AZ} C A,(K) e
{pele € A} C A° que por (i) também estd em S;. Isto implica que A° N A,(K) # 0. E,
portanto, AN A,(K) & A,(K). |

Proposicio 1.3.3. Seja A € Sy. Entdo Ann(X,) = KX €
K; = Ann(X,) @ Ann(Xae).

Para cada ideal primo p de Kf temos que ou X4 ou Xge = 1 — X,y estd em p.

Prova. Para mostrarmos que Ann(X,) = K 7X e precisamos mostrar que
Ann(X,) CK;Xae e K;Xa C Ann(Xa).

De fato, se z € Ann(X,), entdo zX4 = 0 e como 1 = X4+ X4 segue multiplicando ambos
os membros por = que £ = tXa € Ky X4 e, portanto, Ann(Xs) C K;Xa.. Agora, se
I e KfXAc, entdo r = yX - para algum y € K; e, portanto,

J?XA = (yXac)Xa = y(XaeXa) = 0,

pois X4 e X4 sao idempotentes ortogonais. Isto mostra que z € Ann(X,). Portanto,
K;Xa: C Ann(X,). Das duas inclusoes segue a primeira assertiva. Falta agora, mostrar-
mos que

K; = Ann(X,) ® Ann(X4e).

Novamente, temos que sendo 1 = X4 + X4c segue que multiplicando ambos os membros
por = € Ky, vem

T =1zXs+ X7

com zX4 € Ann(X4c) e zXsc € Ann(X,), pois X4 e X4 sdo idempotentes ortogonais.
Logo, K; C Ann(X4)+Ann(X4c). Agora, se z € Ann(X,)NAnn(X4e), entdo z € Ann(X,)
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e £ € Ann(X,c), portanto, zX4 = 0 e zX4c = 0. Assim, 0=zXy +zX4e =z =>2=00
que completa a prova. Por tltimo, como p 3 0 = XX = Xa(1 — X4c) segue que X4 € p
ou X4c =1— X4 € p. Se ambos pertencem a p, entao 1 = X4 + X4 € p, absurdo. |

Definicao 1.3.4. Definimos, como é usual, P(Sy) como o conjunto das partes de Sy, isto
é, o conjunto de todos os subconjuntos de Sy. Entao denotamos por P,(Sy) o conjunto de

todos os subconjuntos F de P(Sjy) satisfaz:

() Para todo A € Sy, tem-se que A ou A estd em F, nunca ambos.

(i2) Se A,B € F, entio AUB € F.

A segunda condigao nos diz que F é estavel por uniao finita. A proposi¢ao seguinte
enumera algumas propriedades da fungao X4.

Proposicao 1.3.5. (i) Se A € Sy, entao X4 € Sy, i.e., || X4 =1.

(1) Se A, B € F, A# B e Xy # Xp, entao d(Xa,Xp) = |Xa — XB| = 1. Logo, a
topologia de K; ndo tem base enumerdvel. Isto mostra (ii) e (iii) da Proposicdo
1.1.14.

(44i) Se A € Sy, entdo Xa € K;\ {0,1} e X422 = Xa.

(Z"U) (1 - XA)XA = .

Prova. (z) Para mostrarmos que ||X4]| = 1 observemos que
a_,~0&r<0.

Assim, se 7 € A(X,) (ver Defini¢ao 1.1.8), entdo a_,X4 = 0 e, portanto, ¢_, = 0. E pela

observagao acima, temos que ter r < 0, isto é, A(X4) =] — 00, 0[. Logo,

Xl = e~ V¥a) = g=sup(A(Xa) — (0 _ 1.

(1) Seja r € A(X4 — Xp). Entado a_,(X4 — Xg) = 0. Como (X4 — X) nao estd
associado a zero, pois X4 # Xp segue que a_, = 0. Novamente, pela observacao acima

devemos ter 7 < 0 o que implica A(X4 — Xg) =] — 00, 0[. E, portanto,

|Xa — X5 = e~ V(X¥a-Xp) _ —sup(A(Xa-XB)) _ 0 _ 1.



1.3 Tipos especiais de funcoes caracteristicas 31

(44i) Temos X3 = X4.Xs = Xana = Xa. Portanto, X = Xy, i, X4 é um idempo-
tente de Kf

(iv) Temos (1 — Xa).Xa = Xa — X3 = 0, pois por (4i) temos X} = Xj. |
Definigio 1.3.6. Se F € P,(Sy) definimos por
95(F) = ({XalA € F})
o ideal de Kf gerado pelo conjunto de todas as funcdes caracteristicas de A tal que AeF.
Lema 1.3.7. Se F € P,(Sy) e A, B € F, entio Xpnp, XauB € g5(F).

Prova. Com efeito, se A, B € F, entdo pela Defini¢ao 1.3.4 (iz), temos que AU B € F.
Agora, da Defini¢ao 1.3.6 temos que X4, X, XavuB € g7(F). Obviamente,

Xang = XaXp € gs(F)

e, portanto, Xang € gs(F). |

O lema a seguir garante que gs(F) é um ideal préprio de K;. Mais precisamente,

temos o seguinte:

Lema 1.3.8. Se F € P,(S;), entdao gs(F) é um ideal proprio de Ky, i.e., g7(F) 4 K;.

Prova. Suponhamos que g;(F) = K;. Entao existem a; € KieA€eF,i=12,...,n
tal que
1= a;:Xa,. (1.4)
i=1
Defina A := |JI_, A;. Entao como F € P,(Sy) e F ¢é estdvel por unido finita segue que
A € F e A # Ay(K), mais ainda, para todo i = 1,2,...,n tem-se que A; C A. Dali,

XA,"XA = XAJ'\A = XA,"

Agora, multiplicando-se ambos os membros da equagao (1.4) por X, temos

XA == iaiXA‘..XA = iaiXA,. = 1.
i=1 i=1

Logo,
Xa=1=X—1=0= (Xs—1) € N;(K).
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Pela Defini¢ao 1.1.5 que define as “nulas” de Kf, temos que d p € N, 3~ € I tal que
Vg>peVype A(K) (3C=C,>0, 3n=n,>0) tal que

ll - -"?A((Pe” S C&q(q)_ﬂz Vi<e< 7, (15)

onde a X4 é um representante da X4 em K;. Mas A € F C P(S;). Logo, para este ¢

temos que o

{elpe € A} € S = 0 € {e|pe € A} N {e|p. € Ac},

isto é, existe uma seqiiéncia {€, }nen que converge a zero quando n — oo tal que ¢., € A°.

Substituindo isto em (1.5), obtemos
1=[1-Xa(@e)| < Clen)" @7

Como v é divergente, podemos escolher go € N tal que 7(go) —p > 0. Assim, temos
1 < C(e,)"@)? — 0o que éum absurdo. Portanto, g;(F) £ K;. |
n——oo

Teorema 1.3.9. Para todo ideal primo p de K; existe um tnico F, € P.(Sf) tal que
95(Fy) Cp. Em particular, P,(Sy) # 0.

Prova. Seja p um ideal primo de Kf. Entao p é um ideal préprio e como X4 + Xsc = 1
segue da Proposicao 1.3.3 que F, = {A € Sf|X4 € p} satisfaz a condicdo (z) da Definigao
1.3.4. Agora, dados A, B € F,, queremos mostrar que AU B € F,,. Isto é, F, satisfaz a
condi¢ao (z7) da Definigdo 1.3.4. De fato, se A, B € F,, entao X4, Xp € p e sendo

XanB = Xad&B
segue que Xanp € p, pois XAXB € p. Logo,
XauB = Xa+ X — XunB € p. (1.6)

Assim, é suficiente mostrarmos que AUB € Sy. Suponhamos, por absurdo, que AUB ¢ Sy.
Entao X4up = 0 ou Xaup = 1. Se Xaup = 0, entdo por (1.6) segue que

Xa+ Xp = Xpnp. (1.7)
Agora, multiplicando ambos os membros de (1.7) por X4, vem

Xa(Xa+ XB) = XanB (1.8)
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como
Xa+ Xang = Xj + XaXp = XA(XA + XB)

segue por (1.8) que
Xa+ XanB = XanB

e, portanto, X4 = 0 o que implica A ¢ Sy, absurdo. Agora, se X4up = 1, novamente
por (1.6) temos que 1 € p o que é um absurdo, pois p é um ideal préprio de K;. Logo,
AUB € §;. Das condigoes (2) e (i) da Definigao 1.3.4 satisfeitas concluimos que

Para mostrarmos que gs(F,) C p seja X4 € gs(Fp). Entéo pela Definigdo 1.3.6 A € F,
e, portanto, X4 € p o que implica g¢(Fp) C p. A unicidade de F, segue do fato que X4
e X4 sao idempotentes ortogonais cuja a soma ¢ igual a 1 e que p é um ideal préprio de
K;. Por tltimo mostramos que P,(Sy) # 0, pois para cada ideal primo p de K; temos
que F, € P.(S¢). |

O Teorema 1.3.9 associa a cada ideal primo p de Kf um conjunto bem definido
Fy € P.(Sy)
caracterizado pela inclusdo g;(Fp) C p.
Definigao 1.3.10. Sez € Kf e T € um representante de x definimos
Z(z) = {p € Ao(K)|2(p) = 0},
o conjunto de zeros do representante T de T € Kf.

Lema 1.3.11. Seja z € K; \ {0} e F € P.(S;). Entdo as seguintes afirmacdes sio

equivalentes:

(1) = € gs(F).

(i2) Existe A € F tal que X4 = x.

Prova. (i) = (i1): Com efeito, se z € gp(F), entao existem A;, As,..., A, € F e

a1,0Q,...,0n EK, tal que

n
T = E a,,»XAi.
i=1



34 Topologia e dlgebra dos nimeros generalizados plenos de Colombeau

Pela Definigao 1.3.4 (zz) temos que
A=|JAeF
i=1
ecomo A; CA, Vi=1,2,...,n segue que X3, X4 = Xs,na = Xa,. Logo,

IXA = (ia;XAi) XA

=1

= D (@iXa)Xa
i=1

= Zai(XA‘.XA)
i=1

n
= E a,-XA,. =1x.

Portanto, zXy =z e A€ F.

(1) = (2): Com efeito, se existe A € F tal que zX4 = z, entdo = € g7(F), pois existe
A € F ez € K; tal que T = Xy, onde X4 € gs(F). |

Seguinte teorema relaciona os elementos invertiveis de Ky com o conjunto de zeros de

seus representantes, mais precisamente, temos o seguinte:
Teorema 1.3.12. (i) z € Inv(K;) & Z(2) ¢ Sy, V representante £ de x.

(#1) = ¢ Inv(K;) & 3 e € Ky, €% = e (idempotente) tal que z.e = 0. Em particular, se
z € Ky \ {0} e z ¢ Inv(Ky), entdo z é um divisor de zero.

Prova. (i) Suponhamos, por absurdo, que z € Inv(K;) e que Z(Z) € S; para algum
representante £ de z. Entao, pela Proposi¢ao 1.3.5 (i42), temos que z?z(i) ¢ {0,1}, assim
)l;z(i) # 0, mas zXz(;) = 0 e, portanto, z é um divisor de zero, absurdo. Logo, Z(Z) ¢
Sy, qualquer que seja o representante Z de . Para mostrarmos a reciproca é suficiente

mostrarmos (iz).

(43) Vamos agora mostrar que se € K \ {0} e = ¢ Inv(K}), entdo z é um divisor de

zero. Seja Z um representante de z. Entao, temos dois casos a estudar, a saber:

(a) Z(2) € S;.
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(b) Z(2) ¢ S

(a) Se Z(%) € Sy, entdo da Proposigéo 1.3.5 (44i), temos que Xz # 0, mas zXz(z) = 0

o que implica que z é um divisor de zero.

(b) Agora, se Z(Z) ¢ Sy. Defina

o[ 3e), sepz@)
x((p)—{O, se p € Z(%)

entdo z*(p) # 0 para alguma ¢ € Ao(K). Claramente, temos que (z* — z) € Ny(K).
Assim, podemos substituir £ por z*, ou melhor, supor que Z(p) # 0. Como, por hipétese,
z ¢ Inv(K;) segue que L ¢ £M(K), pois se le 5}"’ (K), entdo sendo i seu representante,
vem que 21 = 1= zcl [}]=zi=1=zc¢ Inv(K;), absurdo! Mas 1 ¢ £)(K) implica
pela Definigao 1.1.5 das moderada que V p € N, 3 ¢ € A,(K) talque VC = C, >
0, Vp=mn, >0, 30 <& <n tal que |é(<,050)| > Ceo?. Tomemos C =n, n = %, temos

que existe 0 < €, < % tal que

> ne, P

1
E ((psn)

Agora, para esta ¢ defina o conjunto A,(pp) := {ex|n € N}. Seja

B := {(pp)enlen € Ap(¥p)}-

Entdo B € Sy, i.e., V p € N, exists p, € A,(K) tal que {exl(¥p)e, € B} € S. De fato,

basta mostrarmos que {&,|(¢p)e, € B} € S. Para isto é suficiente mostrarmos que

Ap(pp) = {enl(p)en € B},

pois 0 # A,(pp) N Lm1j2 # 1 —1/2> j& que basta tomarmos 0 < &, < 1/2. Isto é possivel,

pois
. 1
lime, < lim —=0
n—oo n—oo N
e, portanto,
lim &, = 0.
n—0oQ0

Seja a € Ay(pp), entdo a = €, para algum n € N e pela defini¢ao de B, temos que

(‘Pp)a = (‘pp)en €B

2Condigao necessiria e suficiente para que um conjunto pertenga a S.
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e, portanto, a € {e,|(¢p)e, € B}. Dai, temos que

Ap((Pp) Cc {en‘((Pp)s,. (S B}-

Reciprocamente, se a € {€|(¢p)e, € B}, entdo a =€, para algumn € N e

(‘pp)a = (‘Pp)s,. €B

e, novamente, pela definicao de B, temos que a € Ap(p,) e, portanto,

{enl(p)e. € B} C Ap(wp)-

Das duas inclusdes temos que A,(9p) = {€n|¥pe, € B}. E, portanto, {e.|(¢p)e, € B} € S
o que mostrar que B € ;. Vamos, agora, mostrar que iXp € N, #(K). Pela Defini¢ao 1.1.5
das nulas, precisamos mostrar que 3pe NI yeTltalqueVg>p, Vo€ A,(K)3C =
C(p) > 0, 317 =n(p) > 0 tal que |2X8(p:)| < Ce™@P V0 < e < 7. De fato, basta
tomarmos p = 0, y(g) = g, pois |Xp(pe)] < Ce? < 1 para todo ¢ suficientemente
pequeno. E, portanto, £Xp € N;(K). Agora, observe que 2(p) = (Z — i Xg)(p) =
0, Vo € B= BC Z(2) = Z(2) € S, mais ainda, 2 é um representante de z, pois
i—2=4Xge€ N;(K). Logo, iz\?’z(i) =0, com zfz(;) # 0, o que mostra que z é um divisor

de zero. |

Definicao 1.3.13. Dadoz € £ jM (K) e a € N definimos

(1) Na(z) = {p € A(K)llz(p)| < dal¥)};
('l,’l,) /‘\?a,,; = A?Na(z) € Xa,t = XN.,(::)-

Lema 1.3.14. Seja A C Ao(K). Entdo X4 € N;(K) & 3 7 : Ao(K) —]0,1] tal que para
todo ¢ € Ay(K) tem-se que I.(,) C {e|p. € A}.

Prova. Temos pela Defini¢ao 1.1.5 que X4 € Ni(K)e IpeN, IyeTl talqueV q>
p,VoeA(K)IC=C,>0, In=1n, >0 tal que |Xa(p.)| < Ce"D? VO <e <.
Como 7y é divergente, podemos escolher g suficientemente grande de modo que y(q)—p > 2
em seguida tomamos ¢ suficientemente pequeno, digamos 0 < € < 7(yp) < 1 = 1, de modo
que Ce"@~? < 1. Neste caso, temos que |X4(w:)| < 1 & Xa(p:) = 0 & ¢, € A° =
{pcle < T(p)} C A°, ie, {pele € I(,)} C A°. Equivalentemente, I, C {e|p. € A°}. 1
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Lema’1.3.15. (1) XN.@) =1 para todo a € N se, e somente se, T € N;(K).

(i1) Xn,(z) =0 para todo a € N se, e somente se, T € Inv(Kj).
Prova. (i) Tomemos, entdo p = 0, v : N — N tal que v(g) = ¢ > 0. Temos, por
hipétese, que Xn,() = 1 se, e somente se, é\?(Nq(,,))c =1- .i’Nq(x) € N;(K) e pelo Lema

1.3.14 se, e somente se, existe 7 : Ao(K) —]0, 1] tal que para toda ¢ € Ay (K) tem-se que
I+(p) C {€|lpe € Ny(z)}. Pela Definicao 1.3.13 de N,(z) se, e somente se,

|Z(we)| < (i) = (i(0))%e?, Y0 < & < 7(p)

se, e somente se, z € N;(K), pois dado ¢ € Ay(K) tomemos C = C, = (i(9))? > 0, n =
N, = T(p) > 0 e obtemos

la(e)] < (i())%€? = Ce™@7, V0 < & < ()™
Para mostrarmos (44) usamos um raciocinio analogo ao de (3). |
Proposicao 1.3.16. Seja © € K; \ {0} uma ndo-unidade. Entdo eziste a € N tal que

S = N,(z) € S5 e |zXs| < Aq.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que para todo a € N tem-se que
S = Na(a:) ¢ Sf.

Entdo X, € Nj(K) ou X(n,@): € Ny(K). De fato, se Xn,) € N;(K), entao pelo
Lema 1.3.14 existe

7 : Ao(K) —]0, 1]
tal que para toda ¢ € A,(K) tem-se que I(,) € {€|pe € (Na(z))°}. Logo, pela Definicao
1.3.13 de N,(z) temos que

|2(pe)| > dalpe) = (i(p))%%, V0 <& < T(p)

e, portanto, |$| < (i(p))™%?, V 0 < € < 7(p) o que implica que 1 € EM(K) e
sendo a:i = 1 segue que T € Inv(Kf) o que é um absurdo, pois, por hipétese,  nao é

uma unidade. Agora, se X(n, () € Ns(K), entao sendo X(n,(z))c = 1 — X, () segue que

3Veja a Definicdo 1.1.5 das nulas.
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XN,z =1, V a € N e pelo Lema 1.3.15 () segue-se que z € N;(K) o que é um absurdo,
pois, por hipétese, z # 0. Das duas hipdteses verificadas segue entao que existe a € N tal
que S = N,(z) € §. A iltima afirmagao segue imediatamente da definicao de S. g

Vamos agora, enunciar e demonstrar o Teorema da Aproximacao para o anel dos
numeros generalizados plenos de colombeau K. Este teorema serd uma ferramenta fun-

damental para provar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 1.3.17 (Teorema da aproximacio). Seja = € K; \ {0} wma ndo-unidade.

Entao z satisfaz uma e somente uma das condigoes abaizo:

(a) Eziste S€ Sy ea €N tal que

(2) zXs =0;

(12) |xXse| > @aXse (i.e., existe T representante de x tal que
|2(0)] > Galp), V ¢ € Ao(K)).

(b) Ezistem seqiéncias {an}nen C N e {S,}nen C Sy tais que

(2) Sp D Sp+1, Gn < Gpt1 € lima, = oo;
n—oo
(i2) zXs, — O;
n—oo

(i4d) |zXs,| < G, .

Prova. Suponhamos que z nao satisfaz (a) e vamos mostrar que z satisfaz (b). Como
z € K; \ {0} e z ¢ Inv(K;) segue pela Proposi¢ao 1.3.16 que existe a; € N tal que se
Sy = N,,(z), entdo S; € Sy e |zXs,| < dq,- Seja 2 = zXs,. Entdo zo # 0, pois se
Ty = 0, entdo zXs, = 0, isto é, z satisfaz (a) (¢), mas pela Defini¢ao 1.3.13 de N,,(z)
temos também que |TXse| > &, Xs; e, portanto, z satisfaz (a) (ii). Logo, z satisfaz (a) o
que é um absurdo, pois, por hipétese, temos que z ndo satisfaz (a). Agora, zoXse = 0, mas
Xse # 0, pois se 51 € Sy, entéao S§ € Sy e, portanto, 2 € um divisor de zero o que implica
Ty ¢ Inv(K;). Temos entdo que z, esta sobre as hipéteses da Proposicao 1.3.16. Assim,
existe as € N tal que se S == N,,(z2), entao 5 € Sy e |22Xs,| < da, = |2X5 05,] < Qay-
Seja Sy := S1NSy. Entdo S, C S € Sy = Sz € Sf e |zXs,| < dra,. Agora, pela Definicao
1.3.13 de N,,(z2) temos que

Gy < |22 X5| = |$X31n§;| == |:rX5.§|, (1.9)
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pois S§ C S;. De fato, se p € Sg, entdo Gy (9) < |z2(90)| = |z(0)Xs, ()| € sendo
trap = (i(1))*2 > 0 temos que |z(p) X5, (] > 0 = Xs,(p) # 0, isto &, X, (0) =1 = 0 € 5
e, portanto, S5 C Sy e S1 N 5S¢ = S5. Agora, para toda ¢ € S¢ C S, temos por (1.9) que

oy () < |22(0)] = |2(9)] < ey ()-
Dai, temos que ¢a, () < Ga, (9), V@ € S¢ o que implica
(i(9))™ < (i(9))™, YV 9 € 5.
E, portanto, a; < ay para alguma ¢ € S; tal que 0 < i(p) < 1. Tal p € S’; sempre existe,
pois 5‘5 € Sf 1,
Agora, usando os mesmos argumentos usados para obter S, € @, (n = 1,2) podemos
construir indutivamente as seqiiéncias {S,}neN € {@n}nen como em (b) verificando as

condicdes (i) e (iii). Faltando, portanto, mostrar que a condicao (i), se verifica. De fato,

de (iii) segue que para cada n € N, |(zXs,)(0)] < Ga,(p), V¢ € Ao(K) = |lzXs, || <

l|éa,.|| = e~ — 0, pois por (i) temos que a, —> oo e, portanto, zXs, —> 0, isto é,
m n—oo n—oo ™ n—oo
vale (i7). E, portanto, segue o resultado. |

Teorema 1.3.18. z € Inv(K[) se, e somente se, ezistem v > 0, 7 : Ap(K) —]0,1] tal
que

li'(905)| > dr(‘Ps)) V0 <e<(p),

onde T é um representante de x.

Prova. (=) Suponhamos que = € Inv(K). Entdo pela reciproca do Lema 1.3.15 (i)
temos que X z) = 0, Y g €N, ie, XA‘N,,(&) S Nf. Pelo Lema 1.3.14 temos que existe
7+ Ao(K) —]0,1] tal que para toda ¢ € A,(K) tem-se que I;(,) C {e|p. € (Ng(Z))°} e
pela Defini¢ao 1.3.13, segue que

|Z(e)| > éq(pe), ¥V 0 <& <T1(p),
onde Z é um representante de z e, portanto, basta tomarmos q = r.

(<) Com efeito, se existem 7 > 0, 7 : Ag(K) —]0, 1] tal que

|2(0e)| > Gr(pe), ¥V 0 < e <7(p),

4De fato, tome ¢ € S5, entdo i(pe) = €i(yp) e {elpe € S5} € S, portanto existe o tal que @, € Sse
i(pe,) < 1, isto &, 0i(p) < 1, pois i(pe) = €i(p) — 0 quando € — 0.
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entao
|2(e)| = (i(p))7e™, VO <e <7(p)

e, portanto,

li(i%) < (i(9)) ", V0 <& < (p).

Afirmamos que 1/& € £} (K). Para mostrarmos isto, pela Definigdo 1.1.5 das moderadas,

precisamos mostrar que existe p € N tal que V ¢ € A,(K) existem C = C(p) > 0, n =
n(¢) > 0 tal que

1
z <Ce?, VO0<e<n.
Z(e) "
Basta entdo tomarmos p =1 > 0, C = C(p) = (i(¢))® > 0 e n = n(p) = 7(p) > 0 para
obtermos,
1
.5 <(z TeTT=Ce?, V0 <e<T1(p).
7| < ) (v)

E, portanto, a afirmagdo estd provada e z € Inv(K;), pois £1/Z = 1, onde % e 1/% sdo

representantes de z e 1/x, respectivamente. |

Lema 1.3.19. Seja z € K[ \ {0} uma ndo-unidade. Entdo existe a € N tal que

y = 2(1 = An,) + Xn.@) € Inv(Ky).

Prova. Suponhamos que z € K; \ {0} é uma nao-unidade. Entao pela Proposicio 1.3.16
existe a € N tal que N,(Z) € Sy e, portanto, Xy, ) # 0 e Xn,(z) # 1. Seja

= 52(1 — A?N.,(:i)) + /?N.,(:i)-

Entao é suficiente mostrarmos que |§(pe)| > @a(pe), VO < e < 1. Paratodo 0 < e <1,
temos
. 1; se e € N,o(Z)
9(pe) = . e
fL’((pE), se Ye € (Na(x))
E, portanto, para todo 0 < € < 1, temos

ITN={L se . € N,(2)
PN\ 12(@a)l, se ge € (Na(@)*

Logo, pela Definicao 1.3.13 de N,(Z), temos que |§(pe)| > @a(p:) para todo 0 < € < 1,
pois |Z(we)| > da(pe) j& que pe & N,(Z), V 0 < € < 1. Assim, pelo Teorema 1.3.18 segue
que § € Inv(K;) para todo representante § de y e, portanto, y € Inv(Kj). |
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Teorema 1.3.20. Seja = € K; \ {0} uma ndo-unidade. Entdo eriste um ideal mazimal
m de K; tal que = ¢ m e, portanto, o radical de Jacobson de K; denotado por Rad(K;) é
nulo, isto é, Rad(Ky) = {0}.

Prova. Seja z € K[\ {0} uma ndo-unidade. Entao pelo Lema 1.3.19 existe a € N tal que
y = (1 = Xwa@) + Xna(z) € Inv(Ky).

Agora, como X,z ¢ {0,1} e também X, (z) ¢ Inv(K;), K; um anel com unidade, segue
que existe m <1Kf ideal maximal tal que Xn,(z) € m. Agora, veremos que z ¢ m. De fato,
se T € m, entdo zX(n,(z))c = £(1—An,(z)) € m e, portanto, y = z(1— Xn,(z)) + XN.(z) € M.
Como y € Inv(K;) segue que y € m NInv(K;) o que implica m = K; o que é um absurdo.
Logo, = ¢ m. Agora, se
z € Rad(Ky) = ] M,
MK ¢

entao z € M, VM QKf ideal maximal. Assim, se z # 0, entdao pelo que acabamos
de mostrar existe m < Kf ideal maximal tal que z ¢ m, absurdo! Logo, z = 0, isto ¢,
Rad(K;) = {0} |

Seja R := {r : Ao(K) — R|r é limitada} ou seja R = B(Ay(K),R). Parar € R defina
&, : Ao(K) — R

por
&nl) = [i() .

Note que quando () = o, constante, obtemos a fungao (tyo = Grry jA conhecida. Observe

também que

Grlpe) = [ilpe) ™
= [i((p)]r(‘Pe)gr(‘Ps)_

Sendo 7 € R < 3 C tal que 0 < [i(p)]"®) < C. Portanto, |&,(¢:)| < Ce™®), JaeR
tal que a < 7(p.), Ve. Dai,como 0 <e < 1= g"(ve) < g2, E, portanto,

|ér ()] < Ce.

para algum g € N.
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A partir do conjunto R, obtemos uma nova caracterizacao para os invertiveis de K;.

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado deste capitulo como havidmos

prometido, a saber:

Teorema 1.3.21. (i) Para todo ideal mazimal m de K; temos que
m= gf(fm).
(%) Para todo F € P,(Sf) o ideal m := g;(Fpn) € mazimal e F = F,.

Prova. (i) Seja m um ideal maximal de K;. Entio m é um ideal primo de K; e pelo
Teorema da aproximagao existe um unico F = Fp, tal que g¢(F) C m. Seja z € m\ g7(F).
Vamos construir uma seqiiéncia {Z,}nen em gs(F) tal que z, — z em K;. Para isto
vamos mostrar que z satisfaz a condigao (b) do Teorema da A';)?;cimagéo. De fato, se
z nao satisfaz a condi¢ao (b) do Teorema da aproximacao, entao, temos que z satisfaz a

condicao (a) do Teorema da aproximacao, isto é, existem S € Sy e a € N tal que

(1,) (IIXS = 0;

(7:7:) IIIIchl Z daXSC-

Lembre-se que este S é exatamente N,(z). Suponhamos que S € F. Entao
Xs€gs(F)Cm= Xs €m.

Logo,
y:=(L‘(1—Xs)+Xs€m

o que é um absurdo, pois pelo Lema 1.3.19 y é invertivel. Agora, suponhamos que S¢ € F.

Entao Xs. = (1 — Xs) € gs(F) e como por (a) parte (i) zXs = 0 segue que
TXge = :E(]. - Xs) =I € gf(f)

o que é um absurdo, pois, por hipétese, ¢ gs(F). Logo, concluimos que z nao pode
satisfazer a condicao (a) do Teorema da Aproximagao e, portanto, = satisfaz a condigao

(b) do Teorema da Aproximagao, i.e., existem seqiiéncias {a,} C N e {S,} C S tais que
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(7’) Sn D Sn+1, an < Qny1 ©
lim a, = oo;
n—o0
(7,7,) IEXs“ — 0;
n—oo
(#41) |z &Xs,| < A,
Afirmamos que S¢ € F. De fato, se isto nao for o caso, entéo S, € F e, portanto,

Xs, €Egf(F)Cm=> X5, em

e mais uma vez temos que

y=2z(1-Xs,) +Xs, €Em

‘0 que é um absurdo, pois pelo Lema 1.3.19 y € Inv(K,). Logo, S5 € F o que implica
Xse € g5(F), mas Xse = 1 — X, e, portanto,

ZTp =TXge =T — zXs,

é uma seqiiéncia em g;(F) tal que z, — , pois por (i) de (b) do Teorema da aprox-
n—oo

imacao temos que zXs, — 0. E, portanto, m = 95 (Fum)-
n—oo

i1) Pelo Lema 1.3.8 g7(F) é um ideal préprio de K; e, portanto, g;(F) C m para
f f f
algum ideal maximal m de Kf. Mais ainda, pelo Teorema da aproximagao temos que

F = Fn e a conclusdo vem imediatamente de (7). |

O préximo resultado é mais uma aplicagdo do Teorema da Aproximagao.

Teorema 1.3.22. Inv(K;) é um subconjunto aberto e denso de K.

Prova. Sabemos do Corolério 1.2.3 que Inv(II_( ) é um subconjunto aberto de K f, portanto,
resta mostrarmos que Inv(K;) é um subconjunto denso de K;. Isto é, todo elemento
z € K; é limite de alguma seqiiéncia de elementos de Inv(K;). Pelo Lema 1.2.5 (z), temos
que 0 € K; é limite de uma seqiiéncia em Inv(K/) ®. Basta entao estudarmos o caso em
que z € K;\ {0} e z ¢ Inv(Ky), pois se z € Inv(K;) tomamos a seqiiéncia constante. Pelo

Teorema da aproximacao z satisfaz (a) ou z satisfaz (b). Em cada um dos casos vamos

5Veja a sequiéncia {Gn}nen em Inv(K;) que é 7ys-convergente a zero.
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construir seqiiéncias em Inv(K;) que sio 7, f—con;vergente a z. Inicialmente suponhamos
que z satisfaz (a) e defina

z, = z(1 — Xs) + &, Xs.

Vamos mostrar que z, € Inv(K;), V n € N e que z, — z. De fato, pelo o item (¢) de
n—oo
(a), temos que

T, = T + &,Xs, pois zXs = 0.

Agora, lembrando que S = N,(z) e

2a(p) = z(p) + én(p), sep€ S
n 117((,0)7 se p € Sc’

temos que
|22 ()] = éa(), Vo eVneN.

Pelo Teorema 1.3.18, z,, € Inv(K;), V n €N, i.e., {Zn}nen é uma seqiiéncia em Inv(Kj).

Agora, como

T, =T+ &, Xs

segue que

Ty, — T = d’nXS.

E, portanto, pelo Coroldrio 1.1.12 (iv), temos

l#n — zl| = [enXsl| = e[| Xs|| = ™"

)

ie.,

2o — 2|l = ™"

e como e — 0 segue que ||z, — z|]]| — 0 o que implica z, — z. Por tltimo,
n—oo

n—oo n—o0

suponhamos que z satisfaz a condigao (b) e defina
Ty = 117(1 — Xsn) + da,,XS,,-

Vamos mostrar que , € Inv(K;), V n € N e que z, — z. De fato,

n—oo

() = G, (), sep € S,
" z(p), sepeS:.
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Relembrando que na demonstragiao do Teorema da aproximagao Sp, = N, (z), temos que
|$n(80)| Z C'Yan (‘P), V w, V ne N
E, mais uma vez, pelo Teorema 1.3.18, vem z, € Inv(K;), V n € N. Como

T, =T — xXs, + O, Xs,

segue que
"xn - I” = ”danXSn - zXSn "
< ||Gta, Xs, + TXs, || (pelo Corolério 1.1.12 (4), temos)
< max{||dq,Xs, ||, |zXs, ||} (pelo Corolario 1.1.12 (iv), temos)

max{e™*", ||z Xs, [}

Mas pelos itens (i) e (it) de (b), temos -qﬁe max{e ", ||zXs,||} — 0= |lzn—2z|]| — O
n—oo n—0o0

e, portanto, z, — z. Isto mostra nossa assertiva. |

n—oo

Para terminarmos este capitulo temos a seguinte:

Observacao 1.3.23. (i) Se F1,F2 € P.(Sy) € Fi # Fa, entdo gs(F1) + 95(F2) = K;.
Com efeito, se Fy # Fa, entdo existe S € F; tal que S ¢ Fy. Assim, S € Fy e,
portanto, 1 = Xs + Xse € gs(F1) + gs(F2), pois Xs € gs(F1) e Xs- € 95(F2) o que
mostra que K; = gs(F1) + g5(F2)-

(ii) Se F € P.(Sy), entdoK;/gs(F) éum anel local cujo o ideal mazimal égs(F)/gs(F).
Defina B := K;/g;(F) e denote por ¢ : K; — B a aplicagio quociente. Seja, entdo
mo um ideal mazimal de B. Entdom := ¢~1(mg) é um ideal mazimal de Ky contendo
0 ideal g;(F). Portanto, pelo Teorema 1.3.21 segue que F=Fnem= _!H_(]'T) Logo,

temos que

mo = p(m) = ¢ (9(F)) = 9/(F)/95(F)

é o0 ideal mazimal de B.

(i) O corpo K;/g;(F) tem caracteristica zero para todo F € Py(Sy).

Fizemos qualquer F € P,(S;). Pelo Teorema 1.3.21 sabemos que m := g(F) € um
ideal mazimal de K,. Portanto, pelo Teorema 1.2.7 podemos concluir que Kf /m € uma
extensio do corpo K. Portanto, a afirmacado segue do fato que o corpo K tem caracteristica

Zero.
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No Capitulo 2, damos mais algumas propriedades algébricas do anel dos nimeros

generalizados plenos de Colombeau Kj.



CAPITULO 2

Relacio de ordem sobre R 7 € outras

propriedades algébricas de Kf

Neste capitulo, vamos introduzir uma relagao de ordem parcial sobre ﬁf, o anel dos
ntimeros generalizados plenos de Colombeau (sobre os reais) que provaremos induzir uma
relacéo de ordem total em todo o corpo de classe residual. A base para este capitulo sao
os trabalhos de Aragona, Juriaans, Oliveira e Scarpalézos (6] e Aragona, Fernandez e Juri-
aans 3] que desenvolveram pesquisas, semelhantes com o anel dos niimeros generalizados
simplificados de Colombeau K (sobre R ou C).

2.1 Relacao de ordem sobre Ef

O lema abaixo devido a Aragona, Fernandez e Juriaans [3] é a base para a definigao

de ordem em Rj.

Lema 2.1.1. Para todo € R; as seguintes afirmagées sdo equivalentes:

(i) Todo representante & de T satisfaz a condigdo

INeNtadqueVb>0V pe Ay(K) 3
n=n(b,p) € I tal que £(pc) > —€®, Ve € I;

(i3) ewiste um representante & de z tal que T satisfaz (x);
(#43) eziste um representante z, de z tal que z.(p) >0, V p € Ao(K);

47
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(iv) eziste N € N e um representante z, de z tal que z,(p) >0, V p € Ay(K).

Prova. Ver [3]. |

Definicao 2.1.2. Um elemento = € ﬁf é dito quase-positivo ou g-positivo, se tem um
representante satisfazendo as condigoes equivalentes do Lema 2.1.1. Denotaremos isto
por £ > 0. Dizemos também que T é quase-negativo ou g-negativo se —z € g-positivo e
denotamos isto por z < 0. Sey € R; é um outro elemento entdo escrevemos t < y (resp.

T >y)sey—z (resp. T —y) € g-positivo.

Definicao 2.1.3 (Conjunto parcialmente ordenado, cadeia). Um conjunto parcial-
mente ordenado é um conjunto M sobre o qual existe uma ordem parcial definida, isto €,

uma relagd@o bindria que indicamos por < e que satisfaz as seguintes condigoes:

(1) a <a, Va€ M (Refleziva);
(#) sea <beb<a, entio a=">b (Anti-simétrica);

(113) Sea <beb<c, entao a < c (Transitiva).

“Parcial” significa que M pode conter elementos a e b ndo compardveis, isto €, nao vale
que a < b ou b < a. E neste caso dizemos que a e b sdo incompardveis. Ao contrdrio,
dois elementos a e b sao chamados de elementos compardveis se eles satisfazem: a < b ou

b < a (ou ambos, e neste caso temos que a = b).

Um conjunto totalmente ordenado ou cadeia é um conjunto parcialmente ordenado tal
que dois quaisquer elementos do conjunto sio sempre compardveis. Em outras palavras,

uma cadeia € um conjunto parcialmente ordenado que nao tem elementos incompardveis.

Observacao 2.1.4. A Defini¢io 2.1.2 nao define uma relagio de ordem total sobre Ry,
pois, por ezemplo, o nimero generalizado () = oy (p)sin(a_,(p)), V ¢ € Ao(K) nio é
g-positivo nem g-negativo. Entretanto ela define uma relagao de ordem parcial tal que a

soma e o produto de elementos g-positivos sao g-positivos.

Para todo = € Kf, se £ é um representante de z, a funcao

|Z] : Ao — Ry
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definida por
121(0) = |12()]
é naturalmente uma funcdo moderada e |z| := cl[|Z|] é independente do representante Z

de z. Este nimero generalizado pleno de Colombeau é chamado o valor absoluto de z.

Assim, temos a aplicagéo natural z € K;— |z| € Ry,

Definigao 2.1.5. Seja = € Ry. Entdo z* := “’2"" gz = x_zl" sd@o chamados respecti-

vamente de parte g-positiva e g-negativa de .

Note que z+ e = dependem apenas de z.

Definicao 2.1.6. Dado u € 8}” (K) definimos as seguintes fungoes
0. : Ao(K) = K

0.(p) = exp(—i Arg(u(y)))

07! : Ap(K) :(— K

0, () = exp(i Arg(u(p))),

onde Arg(u(p)) denota o argumento de u(p) € K, com a convencao que Arg(0) := 0.

No caso em que K = R as imagens de 8, e 6, pertencem ao conjunto {-1,1}. E
claro também que estas fungdes sao moderadas e uma é a inversa da outra (0,67 =
1 = 67'0,). Mais ainda, u(p)0u(p) = lu(p)|, V ¢ € Ao(K). Portanto, se denotamos
lu| () := |u(p)|, V ¢ € Ao(K), podemos escrever ufy, = lu| e, portanto, |u| € £} (R).

Definigao 2.1.7. Dado u € EM(K) definimos ©,, = cl[6.] e 67" = cl[6;]

Como 0,0;! =1 = 6710, segue que 6,,0;" € Inv(K). Note entretanto, que estas

funcoes dependem do representante.

Proposigao 2.1.8. Seja z,y € R;. Entdo:

(i) = = z* se, e somente se, T = |z| se, e somente se, T € g-positivo.

(i1) = =1z~ se, e somente se, T = —|z| se, e somente se, x é g-negativo.
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(i) (-2)* = —(=7) e (~2)” = ~(z*).
() |z| >0<zt, 27 <0> —zt, |—z|=|z| e|z| > . |
(v) |lz+y| <lz|+ v, llz] = lyll < |z —y| (desigualdade triangular).
(vi) Sexz <y e—z <y, entdo |z| < y.
(vid) =t =z (%) ez =z (52).
(viir) Se A= {p € Ay(K)|Z(p) > 0} entdo zt =zX,y e 2™ = zXye.

Prova. (i)x=x+¢$z_T|“|=O@z—|x|=0©z=|x|20@zéq-positivo.

(72) z=x‘@%ﬁl=0©z+|xl =0& = —|z| <0< z é g-negativo.
(it6) (—z)t = =HE = — =l = g (—g)m = 2l = el o g

(vi) Sez <ye—z < y,entdo —y <z < y e, portanto, |z] < y.

(vii) T (1+291) — I+;ei - z+2lml —ztex (1—291) _ ::—;95 — m—2|:t| -

(viii) Se ¢ € A, entao £X4(p) = #(p) > 0, portanto, z+ = zX,. Agora, se p € A°,
entdo £X4(p) = &(p) < 0 e, portanto, 2~ = TX 4. |

Observacao 2.1.9. Note que se z € C; entdo |z| € Ry, |z| > 0 e, portanto, podemos
aplicar a Proposicao 2.1.8 onde for necessdario. Em particular, a desigualdade triangular

vale neste contexto.

Proposicao 2.1.10 (Convexidade de ideais). Seja J um ideal de K; e z,y € K;.

Entao:
(1) = € J se, e somente se, |z| € J;
(i1) sez € J ely| < |z|, entdoy € J.
(177) se K=Re0<y<z, entdoy € J.

Prova. (7) Se z € J, entdo |z| = 20; € J, pois J € um ideal. Reciprocamente, se |z| € J,

entdo |z| = 20; € J. Agora, sendo O; € Inv(K;) segue que = = |z|©;' € J, ie., z € J.

(1) Se |y| = |z|, entdo por (i) |z| € J, pois = € J e, portanto, |y| € J e pela reciproca
de (i) segue que y € J. Agora, se |y| < |z|, entdo |z| # 0, pois se |z| = 0, entdo |y| < 0
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o que é um absurdo, pois |y| > 0. Seja u = M entdo |y| = u|z| € J, pois por (i) |z| € J

|l=|?

(z € J) e J é um ideal de K;. E mais uma vez pela reciproca de (i), temos que y € J.
(4i1) Segue de (it) e a Proposigéo 2.1.8. |

Observacao 2.1.11. Se z € Cy, entdo é dbvio que podemos escrever z = T + iy, com
z,y € Ry, onde i € classe da funcdo constante V—1. Defina R(2) =z e S(2) =y, as
partes real e imagindria de z, respectivamente. Naturalmente, se Z = &+ V=17 é um
representante de z, entdo I e § sdo representantes, respectivamente, de x e y. E também,
claro que C; é um Ry-mddulo e que as aplicacoes R, : C; — R; sdo Ry-epimorfismos.
Portanto, se J < Cf é um ideal, entdo sua imagem por estes epimorfismos sdo ideais de
ﬁ, e é um exercicio trivial ver que eles coincidem; denotaremos por J. e chamamos a

parte real do ideal J. Pela Proposicdo 2.1.10 segue que J, C J.

Note que a involucao
Cc:C-C

definida por
C(z)=z2

se estende a uma involugdo C; — Cj de C;. Chamaremos esta involugao de conjugagao.

O seguinte resultado é ébvio.

Lema 2.1.12. Seja J <1 C; um ideal de C;. Entao

(7) 3 CJ.
(7)) J=Jr +1J- eJ é invariante por conjugacao.
(#4) Jr = INRy.
Coroldrio 2.1.13. Seja F € P,(Sy). Entdo:
(i) g7,(F) € a parte real de g;(F) (ver a Defini¢ao 1.5.6).
(i1) Se z € Cy, entdo z € gs(F) se, e somente se, |2| € g7, (F).

Lema 2.1.14. Seja F € P.(S;) e z,y € R;. Entdo valem as segquintes afirmagoes:

(i) Se (z —y) € g7,(F) ex™ € g7,(F), entdo y~ € gs (F).
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1) A parte zt ou z~ de T estd em g7.(F).
fr

Prova. (1) Temos pela Proposi¢ao 2.1.8 item (v) que

lz= =97l =

T — IfL‘I IyIH

1
Slz—lel =y + lyl

IA

~(z — 1+ llv] — [=)
< lz—yl,

isto &, ||z~ —y~|] < |z —y|. Como (z —y) € g, (F) segue pela Proposicao 2.1.10 item (i)
que |z~ — y~| € g7, (F) e pela reciproca de 2.1.10 item (7) temos que z~ —y~ € gy, (F) e
como z~ € g5 (F) segue que y~ € gy (F).

(72) Podemos supor aqui que z € g-positivo e nao g-negativo e, portanto,»:t tem um
representante £ tal que 6; ¢ {£1} o que significa que que se A := {p € Ay(K)|0: = 1},

entao A ou A° estd em F e o resultado segue da Proposicao 2.1.8 item (viiz). i

Definigdo 2.1.15. Seja o € R;/gy, (F). Dizemos que o é ndo-negativo o > 0, se o tem
um representante a € R; tal que a parte negativa a™ € 95,.(F). E isto nos dd uma relagdo

de ordem no sentido usual.

O Lema 2.1.14 nos mostra que a Definicao 2.1.15 é intrinseca, i.e., independe do
representantes. O seguinte lema é facil mostrar e muito conhecido:
Lema 2.1.16. Seja (A, <) um anel comutativo com unidade parcialmente ordenado e

a,be A. Entao:

(1) (A, <) é totalmente ordenado se, e somente se, a > 0 ou —a > 0.

(1) Se > é uma relagdo de ordem total sobre A, entao o nil-radical de A é zero, isto é,

N(A)=0esea,b>0=ab>0, entdo A é um dominio integral.
Teorema 2.1.17. Seja F € P.(Sy). Entao (Ry/gs,(F),<) é um anel totalmente orde-

nado.

Prova. Inicialmente vamos mostrar que (Rs/gs (F),<) é um anel parcialmente orde-

nado. As propriedades reflexiva e anti-simétrica é facilmente provadas usando a Proposi¢ao
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2.1.8. Entao resta mostrarmos que vale a propriedade transitiva. De fato, sejam a, 8,7 €
(ﬁi 1195, (F )) com representantes a, b, c € R s- Entéo se a < B e B < 1, queremos mostrar
que a < 7. Mas para isto precisamos mostrar que (y — ) = 0, isto §, (v — @) tem um
representante (¢ — a) € R; tal que (¢ —a)~ € gy, (F) (Definigdo 2.1.15). Ora,sea < f e
B <, entdo (B —a@) > 0e (y—fB) >0, isto é, sdo ambos n-negativos e, pela Defini¢ao
2.1.15 os representantes (b — a),(c — b) € Ry de (8 — a) e (y — ), respectivamente sao
tais que (b—a)~, (c—b)~ € g5,(F). Agora, pela desigualdade triangular, temos que

c—a)" = ((c-a)—lc—a)
- %((c—b)+(b—a)—I(c—b)+(b—a)|

e+ —a)) € g7, (P).

v

E, portanto, vale a ﬁropriedade transitiva. Vamos agora verificar se vale o lado direito de
(i) do Lema 2.1.16. Para isto seja o € (Ry/g5,(F), <) eseja a € Ry um representante. Do
Lema 2.1.14-(44), temos que a* ou a™ estd em gy, (F) e o resultado segue pela Proposicao
2.1.8-(444). E o Lema 2.1.16 nos da a assertiva. |

2.2 Outras propriedades algébricas de Kf

Nesta se¢ao damos continuidade aos fatos algébricos estudados no Capitulo 1, onde os
ideais maximais de K; foram descrito completamente pelo Teorema 1.3.21. Agora nosso
objetivo é descrever completamente os ideais primos de K; e mostrar que este anel nao é

Von Neumann regular.

Se A é um anel comutativo com unidade, denotaremos por B(A) o conjunto dos idem-
potentes de A. Nosso primeiro resultado descreve completamente o conjunto dos idempo-
tentes de K.

Teorema 2.2.1. Se e € K; é um idempotente nao-trivial, entdo eriste S € Sy tal que

e = Xs. Em particular, temos que B(K;) é um subconjunto discreto de K;.

Prova. Seja é = e(p) um representante qualquer de e. Entao como e? = e segue que

e(1—e) = 0, isto ¢, &(1— &) € Ny(K) e, portanto, existem p € N, v € " tal que para todo
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g > p e para toda p € Ay(K) existem C = C(p) >0, n=1(p) >0 tal que
|&(pe)(1 — &(c))| < C@7, VO <& < 7. (2.1)

Sejam S = (N,(8))¢ = {p € Ao(K)|le(®)] > Ga(p)} € & = &€ — Xs. Entao vamos mostrar
que @ € N;(K). De fato, se & = é — Xs, entao para todo 0 < € < 7, temos

R |1 —é(pe)], sep-€S
la(pe)l = ¢ . .
le((pe)la se p. € S°. ‘

Ora, se @, € S, entao |é(w:)| > aa(pe) = (i(p))%e* e, portanto,
1

—— < (i(p)) %™, V0<e<n, (2.2

A 3

observando que |é(pe)| # 0, pois e é um idempotente nao-trivial. Assim, temos

[i(pe)l = [1—é(pe)l
1 - o
= mhﬂ(%)“l — é(pe)|
1 . ,.
< mhﬂ(tpe)(l —é&(pe))l  (por (2.1) e (2.2), temos)
< ((i(p) %) (Ce"D7P), VO <e <

C(i(p)) %@+ v 0 < e < 7.

Portanto,
li(pe)] < Ke™@7F, V0 <e <, (2.3)
onde K =C(i(p))*>0e P=p+a.

Agora, se p. € 5S¢ = N,(€é), V 0 < € <, entao

[é(pe)| < da(we) = (i(0))%e® = |é(pe)| < (i), YO <e <. (2.4)
Mas neste caso, temos que |@(p:)| = |é(¢e)| e por (2.4) segue que
[a(pe)| < (i(p))%e®, VO <e <. (2.5)

Logo, por (2.3) e (2.5) temos que @ € N;(K) e, portanto, é = Xs, ie., e = Xs. Em

particular, temos que B(K) é um subconjunto discreto de K;. |

Definicao 2.2.2. Um anel com unidade é dito Von Neumann regular se todos os seus

ideais principais sao gerados por um idempotente.
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Para o que queremos fazer basta a seguinte:

Proposigao 2.2.3. Seja A um anel comutativo com unidade e seja N'(A) seu nil-radical.
Entdo todo ideal primo de A é mazimal se, e somente se, A/N(A) é Von Neumann

regular.

Lema 2.2.4. Seja vy : Ag(K) = RU {400} tal que

[ 400, se(i(9))! ¢N
") = { p se(i(p)l €N,

onde p é o menor primo que divide (i(¢))™}. Seja = € Ky tal que &(p) = Gy (o) () € um

representante. Entdo o ideal gerado por T nao € um ideal idempotente.

Prova. Suponhamos que J = mK; é um ideal idempotente. Entéo pelo Teorema 2.2.1
existe S € Sy tal que J = XsK;. Pela definicao de 7 temos dois casos a analisar, a saber:
(a) 7v(S) é finito;
(b) v(S) é infinito.

(a) Sejam (S) finito, o := max{z|z € RN~(S)} e fixemos um nimero primo p > o.
Seja também &, := p~". Entao &, — 0e y(p:,) = p ¢ 7(S), Vn € N e, portanto,
Ve, & S, isto é, ¢, € S°. Agora,

2A:((pen) =‘&7(‘-P£n)((p5n) = &P((ioen) = (i((p))pgfl > 07 V ne N

e, portanto, zXs. # 0. Suponhamos, que z € J = XsK;, entdo z = yXs para algum
y € K;. Dai, temos que 0 = (yXs)Xse = X5 # 0 0 que é uma contradigao.

(b) Agora, se y(S) é infinito, entdo existe uma seqiiéncia {e,} C {e|ye € S} que
converge a zero quando n — oo tal que {y(¢e,)} C N é uma seqiiéncia estritamente

crescente e divergente. Suponhamos que Xs = yz. Entao

/{)S(‘Pe) - ﬁ(‘ﬂs)i‘(ﬁoe) =1- ?3(‘,05)5%(905) 7:; 0.

Mas visto que {y(pe,)} é uma seqiiéncia crescente divergente segue facilmente que y nao

pode ser uma funcio moderada, isto é, y ¢ £M(K) o que é uma contradigao.
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Das duas contradiges encontradas nos casos (a) e (b) segue o resultado. |
Com o que desenvolvemos até este ponto podemos afirmar que Kf nao ¢ Von Neumann

regular segundo a Definigao 2.2.2, mais precisamente, temos:

Teorema 2.2.5. K; ndo é Von Neumann regular. Em particular, existe F € P.(Sy) tal

que g;(F) ndo é fechado e K; tem um ideal primo que ndo € um ideal mazimal.

Prova. Sabemos pelo Teorema 1.3.20 do Capitulo 1 que o nil-radical de K; é nulo, isto
é, N(K;) = {0}. Portanto, pela Proposigao 2.2.3 e o Lema 2.2.4 segue que K; nao é Von

Neumann regular. ]

Teorema 2.2.6. Para todo F € P,(Sy), g5(F) € um ideal primo.

Prova. Inicialmente, suponhamos que K = R. Precisamos mostrar que a condigao ()

do Lema 2.1.16 se verifica. Assim, sejam a,b € R; tal que a=,b~ € g;(F). Entao
_ 1
(ab)” = 3(ab— allo
1
= 5[(a+ +a7)(bt +b7) — (at —a”)(bt —b7)]
= atb +ab"
e, portanto, (ab)~ € gs(F), pois a*b™ 4+ a~b* € gs(F). Isto significa que o cone positivo
é invariante por multiplicacdo. Agora, seja a € Ry tal que a®> € g;(¥). Da definicio
do ideal g7(F) (ver Capitulo 1), temos que existe A € F tal que a®? = a®’X,. Portanto,
a?Xac = 0 e assim aXac € N(Ry) = 0. Logo, a = aX4 + aXsc = aX,y € g;(F). Assim,
estamos feito neste caso. Para completarmos a prova consideremos o caso em que K = C.

Sejam z,y € g5(F) tal que zy € gs(F). Entdo |zy| = |z||ly| € Ry N gf(F) = g5, (F). Pelo

primeiro caso |z| ou |y| estd em gy, (F) e pela convexidade de ideais segue o resultado. 1§

Corolario 2.2.7. {g; (F)|F € P.(Sf)} é o conjunto dos ideais primos de R; e

{97(F)|F € P.(S5)}

¢ o conjunto dos ideais primos de C;.



CAPIiTULO 3

A topologia cortante sobre a algebra
das funcoes generalizadas plenas de

Colombeau

Neste capitulo vamos construir uma topologia para a algebra das fungoes generali-
zadas plenas de Colombeau G;(f2), semelhante aquela construida por D. Scarpalézos,
para a algebra das fungdes generalizadas simplificadas de Colombeau G(Q). (Ver [15,
16].) Esta topologia sera chamada a topologia cortante plena e denotaremos por 7qj.
Veremos que esta topologia é Hausdorff e estudamos alguns resultados sobre convergéncia
em (G;(),Tas), dentre eles destacamos que Gy () é denso em G(2). (Ver Corolério
3.3.9.) Ainda neste capitulo, definimos uma topologia sobre Gy @, onde  C R™ é
um dominio limitado e £ é o fecho topolégico de Q. (Ver [4].) Mostraremos que com
esta topologia, denotada por T, Gy () é completa (Teorema 3.4.13). (Ver [4].) Como
conseqiiéncia do Teorema 3.4.13, temos o Corolario 3.4.14. Veremos que os resultados
de densidade e completude, descritos acima, serdo a mola mestra para os estudos que
realizaremos no Capitulo 4, onde pretendemos generalizar os resultados de existéncia e

unicidade de solugao para um problema de valor inicial e de fronteira, abreviadamente
PVIF, do tipo parabélico . (Ver [10].)

o7
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3.1 A algebra das funcoes generalizadas

Seja 2 um subconjunto aberto nao-vazio de R™. Denote por K CC {2 para significar
que K é um subconjunto compacto de Q. Para uma fungao f : @ > Ke 0 # Q' C Q

definimos

I fller := sup |f ()| (3.1)

Uma exaustdo para um subconjunto aberto 2 C R™ é uma seqiiéncia {2, }men de sub-
€

conjuntos abertos nao-vazios de (2 tal que

Q=J% e QnccQnu, YmeN.

meN

No caso particular em que ' = Q,, (V m € N) escrevemos em (3.1) simplesmente || f||

ao invés de || f ||Q,;;, isto é,

| fllm = sup |£(z)].

TEQm

3.1.1 Funcgoes generalizadas sobre um conjunto aberto

Seja
Er(Q) :=={u : Ao(K) x @ — Klu(p,-) € C*(R), V p € Ay(K)}

o anel (operagbes pontuais) de todas as fungoes u : Ao(K) x Q — K tal que
u(p,-) € C*(R), Y v € Ao(K).
Se a € N e £ € 2 definimos

u(p, z) == 9°u(yp, ")(z).
Seja

EMQ) = {ue&(QNV K ccQ, VaeN", IpeNtalqueV p € A,(K)
3C =C(p) >0, In=n(p) > 0 tal que
sup |0%u(pe, )| < Ce™®, VO <e < n}
z€K
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o subanel de £;(Q) das fungdes moderadas e o seu ideal

NiQ) = {uel(QNVKcCc®Q VaeN", 3peN, 3yeTl tal que
Vg>p, VoeAK), IC=C(p) >0, In=mn(p) >0
tal que sup |0°u(pe, z)| < Ce™@7P, V0 <e < n},
zeK

onde I é o conjunto das seqiiéncias estritamente crescente, divergente. Entao definimos a
algebra das funcdes generalizadas plenas de Colombeau G¢(€2) como sendo o anel quociente
E}M(Q)/Nf(ﬂ), isto é,

G; () := E7'(Q)/NF(Q).

Na linguagem da exaustdo é conveniente dé a seguinte caracterizagao bem conhecida,

ver por exemplo, Aragona, Fernandez e Juriaans (3], dos elementos de £}/(Q2) e N;().

Proposicao 3.1.1. (i) u € E}(Q) se, e somente se, V (m,p) € N2, 3NeN,JoeR
tal que V ¢ € An(K) temos ||0Pu(pe,)||m = 0(e?), se € 1 0, ¥V |B| < p;

(1) u € Nj(R2) se, e somente se, V (m,p) € N2VoeR, 3N €N tal queV p € An(K)
temos ||0Pu(we,)|lm = 0(€?), see 1 0,V |B] < p.

Pela Proposi¢ao 3.1.1, temos o seguinte:

Corolario 3.1.2. (i) Seu € 8}”(9), entdo para todo (m,p) € N? ezistem N €N, r €
R tal que para toda ¢ € An(K) eziste n = n(p) € I tal que

10°u(@e, lm < Gr(e), V€ € Iy V |B] < p.

(1) Se u € N;(R), entao para todo (m,p) € N? e para todo r € R eziste N € N tal que
para toda ¢ € An(K) eziste n = n(p) € I tal que

||8B’U,((p6, )”m S dr((pf)) V €€ 1777 V Iﬂl S p.

Prova. (i) Pela Proposicao 3.1.1 u € S}"(Q), se, e somente se, V (m,p) € N2, I3 N €
N, 37 € R tal que V ¢ € Ay(K) tem-se que [|0°u(¢e,")||lm = o(€7),se € L 0, ¥V |B] < p.
Agora, pela definigao de ordem, se e, somente se,

8% (pe, ) llm

lim |

=0 V|38 <p.
i . , V0Bl <p
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Como (i(¢))” > 0 e nao depende de € se, e somente se,

i 107 (e, Yl

Substituindo (i(¢))"e” = &, (p) em (3.2) vemos que a expressdo em (3.2) implica que

105u(pe; )llm

- <L V|l <L
A 1B <p

e para todo ¢ suficientemente pequeno. Portanto, se u € £ }"f (£2), entao para todo (m,p) €
N2, 3INeN, 3reRtal queV ¢ € Ay(K), 37 =n(p) €I tal que

"aﬂu(‘f’m Mm < ér(pe), Ve €Ly, V6| < p. (3.3)

Para mostrar (i) usamos o mesmo tipo de raciocinio que na parte (z). |
O lema seguinte, devido a Aragona, Fernandez e Juriaans [3], associa a cada elemento

u€é& }” (Q2) um elemento u?, € 8}” (R), onde B € N e m € N, mais precisamente, temos:

Lema 3.1.3. Para todo u € S}W(Q), B €N* em €N, temos:

(3) A funcdo v : Ao(K) — Ry tal que uB(p) = ||6Pu(p,-)|lm € moderada (i.e., ub, €
S}”(IR) eclluf] e ﬁf+;

(i) sev e EM(Q) eu—v e Ny(Q), entdo ub, —v5 € N(R) e, portanto, cljub] = cl[v5)].

Prova. Ver [3]. - E

3.1.2 Funcoes generalizadas sobre a fronteira de um conjunto

aberto

Com o objetivo de tornar este texto um pouco mais completo, resolvemos incluir esta
subsec@o de autoria do Aragona [1], mas é claro que vamos adaptar suas notacdes para
as nossas e, os resultados serao indicados sem suas provas. Vamos supor que £ é um
subconjunto aberto de R” comn > 1. Seu € £ }” () (resp. u € N (Q)) e consideramos
a restricao u , entao a definicao de £ }" () (resp. N (£2)) mostra que ul

Ao(K) x5 Ao (K)x 89
satisfaz a condi¢ao de moderacao (resp. nulidade) que motiva a definicio abaixo:
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Definicao 3.1.4. (a) Uma fungdo u: Ao(K) x 0Q — K € dita 0-moderada se para cada
K cc 09 existe N € N tal que para toda ¢ € An(K) podemos encontrar ¢ > 0 e
n € I verificando
lu(pe,z)| <ce™, Vz e K Veel,

(b) Uma fungdo u : Ao(K) x 0Q — K € dita 0-nula se para cada K CC 9Q ezistey € T
e N € N tal que para todo ¢ > N e para toda ¢ € Ay(K) podemos encontrar ¢ > 0
e 1 € I verificando

lu(pe,2)] <@V VzeK, Veel,

Claramente o conjunto

EM©00) = £/(09%K)
= {u: Ag(K) x 02 — K|u é 0-moderada e u(p, -) € C(0;K), V ¢ € Ao(K)},

munida com as operagoes usuais ponto a ponto, é uma K-4lgebra e o conjunto
N;(89) = N5 (0% K) == {u € £}(09)|u é 0-nula}
é um ideal de £}(99). Portanto, a defini¢ao seguinte ¢ significativa.

Definicao 3.1.5. g;(asz) Y= E}” (O)/N;(09Q) é a K-dlgebra das fungoes generalizadas

sobre a fronteira O do conjunto aberto 2. Denotamos por
Ton = MoK : S}W(BQ) — g?(aﬂ)

a aplicagao quociente.

Aqui a notagdo G;(X) é usada para a élgebra das fungoes generalizadas num conjunto
quase-regular, i.e., em subconjuntos X C R™ do tipo QUF, onde {2 é um subconjunto
aberto nao-vazio de R™ ¢ F C 01, de tal modo que, no caso F = () temos as fungoes
generalizadas usual definida sobre Q (ver [1] pg-371). Na literatura, o simbolo G;(X)
foi usado para denotar uma &lgebra de fungoes generalizadas sobre X, um subconjunto
qualquer, nao-vazio, de R”. Na definigao acima usamos a notagao Q?, para nossa algebra

sobre OS2, para nao confundir com esta notagao anterior.
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Fixemos f € G; () qualquer. Se fie€ }" (), (i =1,2) sdo dois representantes de f
€ EM(0Q) (i = 1,2) e de fi — f» € N segue que (fi— f) € N;(8%),
ox o0 Ao x8Q

portanto temos uma aplicacao de restrigao natural

enté.o f,‘ ‘
A

onde f é um representante de f. Se nao surgi; nenhuma confusao, denotaremos Rgn( f)

simplesmente por f "
Exemplo 3.1.6. (a) A aplicagio f € C(3R) — man(f) € G%(092), onde

f(p,z) = f(z), ¥ (p,2) € A(K) x 0Q

é um homomorfismo natural injetivo de K-dlgebras que identifica canonicamente
C(082) com sua imagem em G3(9N) e permite escrever C(9Q) C G5(9Q).

(b) Se V' é um conjunto aberto contendo 02 e g € £ }” (V) € um representante de uma
dada g € G4(V), entdo h := QIA s € EY(99) e sua imagem em G4(0R) é inde-
0 X

pendente do representante § de g, o que fornece uma aplicag¢io natural de restrigao

Ryoa: g € Gy (V) — maq (§| € G;(00),

Ao(x)xan))

onde g € um representante arbitrdario de g. Se nao surgir nenhuma confusao, deno-

taremos Ry sq(g) simplesmente por glan'

Surge ent@o a seguinte questao: Dados quaisquer f € G¢() e g € G5(9Q), encontrar
condigdes suficientes para a existéncia de F' € Gy (Q2) tal que F IQ =feF IaQ =g. (Ver

[1].)
Para darmos uma resposta a questao acima partimos do seguinte resultado classico

bem conhecido.

Lema 3.1.7. Dados f € C®(R2) e g € C(0NN) suponhamos que:

(1) limf(z) = g(£), V £ € 0.

(II) Eziste g§ := lirré(?“f(x), sempre que £ € 052 e a € N™.
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Entdo eziste F € C () tal que FIQ ~fe FLm =g,
Prova. Ver [1] |
A seguir estenderemos o lema acima & estrutura das fungoes generalizadas.

Proposicao 3.1.8. Dados f € Gs(R) e g € Q?(BQ) suponhamos que existem represen-

tantes f e § de f e g respectivamente, verificando as quatro condigbes seguintes:

(1) limf(p,z) = §(,€), sempre que £ € 9 € ¢ € Ao(K).
(IT) Egiste g ¢ := lirréa"‘f(cp, ), sempre que § € 0, ¢ € Ao(K), e a € N".
(II1) (g*: (p,x) € Ao(K) x 02— g5 . EK) € £M(0Q), YV a e N,

(IV) Para todo K CC Q com KNQ # 0, para todo a € N, para cada segiiéncia {¢"}.en,
onde ¢ € A,(K), Vv € N, para toda segiéncia {z,},en em 2NK e para cada
seqiiéncia {€,},en € I com e, | 0, existe C >0, M € N e o € I verificando

sup Ic'?"‘f(cp;,z,,)l <Ce M vVveel,.
veN

Entao, existe F' € Gy (ﬁ) tal que F |Q =feF Ian = g. Mais precisamente, a funcgdo
F: Ao(K) x @ — K definida por

: fp,z), ¥ (0,7) € Ao(K) x Q
Bloi) = { flp,2), ¥ (r2) € AoK) 3.4)
: g(‘P) z)7 A4 ((p,.’li) € -AO(K) X BQ
¢ uma representante de F' e, para cada o € N", temos
- aa f ) y v ) € K Q
O Fp,z) = flp,x), V (p,7) € Ao(K) x (3.5)
o Y (p, z) € Ap(K) x 0N2.
Prova. E uma fécil generalizagio do Lema 3.1.7 (ver [1]). |

Corolario 3.1.9. Sejam f e G representantes arbitrdrios de f € G;(Q) dadaeg € Q?(BQ)

respectivamente. Suponhamos que as sequintes condigoes valem.:

(a) Eziste g3, := lin}B"f(cp,:z), sempre que £ € 0N, ¢ € Ap(K) e o € N™.
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(0) (9*: (p,z) € Ao(K) x 0Q — g2, € K) € £)/(09), para cada o € N".
(c) 8° — G € N§(8Q), onde ¢° = g* de (b) quando & = 0 € N=.

(d) A condigio (IV) da Proposigio 3.1.9.
Entdo eﬁsteFegf@ tal que F|Q=f eF|BQ=g.

Prova. Ver [1] o

Seja X um conjunto quase-regular em R” e {2 um subconjunto aberto em R™, podemos
definir G;(9Q xX) (Ver [10], Teorema 1) do seguinte modo. Primeiro introduzimos o anel

das func¢oes moderada sobre 02 x X que €

EM(OUxX) = {u:A(K) x 92 xX — K|para cada K CC X, a € N" e H CC 90
existe N € N tal que, para toda ¢ € Ayx(K) podemos encontrar
c=c(p) > 0en=n(p) €0,1] satisfazendo |8%u(pe, £, )| < ce™V
paratodoz € K, € Hee € I,)}.

A seguir consideramos o ideal de £ }” (092 x X)) definido por

Ni(O2xX) = {ue 6}”(89 xX)|para cada K CC X, a € N* e H CC 99
existe N € N ey €T tal que, para todo ¢ € N e toda ¢ € A,(K)
podemos encontrar ¢ = c(p) > 0 e n = 7(p) €]0, 1] satisfazendo
|0%u(e, &, )| < ce"DP paratodoz € K, E€ Hee € I,)}.

Definicao 3.1.10. Seja X um conjunto quase-regular em R™ e 2 um conjunto aberto em

R™. A dlgebra das fungoes generalizadas sobre 02 x X €
G (0 x X)) := EM (O x X) /N7 (0 x X).

Exemplo 3.1.11. Algebms de funcoes generalizadas sobre conjuntos quase-regulares e

conceitos relatados aparecem em [10].

Para mais exemplos e aplicagoes dos conceitos acima indicamos a leitura do trabalho

original do Aragona [1].
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3.2 A topologia cortante sobre G(?)

A definicao da topologia que daremos é uma forma alternativa daquela dada no Teo-

rema 3.6 de Aragona, Fernandez e Juriaans [3]. Iniciamos, entao com a seguinte:

Definicao 3.2.1. Seja {n}men uma ezaustdo aberta de Q. Dado u € EM(Q) e (m,p) €

N2 definimos:
Anp(u) :={r e RV g € N, |B| < p tem-se a_pul =~ 0},

onde uf, é como definido no Lema 38.1.3 (i). Definimos a “valuagao” de u o supremo de
Ap(u), isto €,
Vinp(u) = sup(Amp(u)).

O seguinte lema caracteriza os elementos de A,,,(u) e serd fundamental para provarmos

algumas propriedades da valuagao de u, isto é, de V,(u).

Lema 3.2.2. 7 € A,,,(u) se, e somente se, para todo f € N", com |8 < p, existe N € N
tal que
lif‘r)l el (¢.) =0, V p € An(K).

Prova. 1 € App, < ¥ 3 € N com |B| < p tem-se que &_,u?, = 0« I N € N tal que

lim 6, (peJufn () = 0,Y ¢ € An(K) & lim(i(y)) e urn(0e) = 0, V ¢ € An(K)

& liff)l el (pe) =0, ¥ p € An(K),
pois (i(¢))™" > 0 e nao depende de . Portanto, segue o resultado. |

Proposicio 3.2.3. Se a € Amp(u) eb<a, entdo b € Amp(u).

Prova. Pelo Lema (3.2.2) é suficiente mostrarmos que para todo 8 € N*, com |3| < p,
existe N € N tal que
liﬁ)l 7B (p.) = 0, V p € An(K).

Ora, como a € A,,,(u) segue pelo Lema 3.2.2 que para todo § € N*, |B] < p, existe
N € N tal que

li{rol el () =0, V p € An(K).
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Agora, para este N € N,sendo b < ae0 <& < 1segue que e® > ¢® = ¢ ® < e e,
portanto,

e"ul (pe) < e7%up(pe),

pois ul € ﬁf+. E, assim, temos que
leifcx)l 7P (o) < leifgl e b (pe) =0, V p € An(K).
E, portanto, para todo 3 € N* com |8| < p, existe N € N tal que
lsiﬂ} e™uP (p.) =0, V p € Ay(K)
como queriamos mostrar. ]
- ,.Estamos aptos a enumerar algumas propriedades de V,,,. Isto fazemos na seguinte:

Proposicdo 3.2.4. Para todas u,v € £Y(Q), (m,p) € N* e XA € K, temos:

(1) VipO\t) = Vip(u), s€ A # 0;
(48) Vinp(uv) 2 Vinp() + Vimp(v);
(i35) Vimp(ytt) = + Voup(u), ¥V 7 € R;
(#0) Vimp(u +v) > inf{Vymp(u), Vinp(v)}
(v) € NJ(Q) & Amp() =R, V¥ (m,p) € N? & V,,, (1) = +00, V¥ (m, p) € N2.

(vi) Vmp € constante sobre cada classe de equivaléncia médulo Ny ().

Prova. (i) Pelo Lema 3.2.2 temos que 7 € A,,,(Au) se, e somente se, para todo 8 € N*
com |B] <p, 3N € N tal que

lim(Au)7(pe)e™" =0, ¥ ¢ € An(K), (3.6)

Mwfb(ee) = 18°(u)(@e.)llm
= [I2Pu(pe-)llm
= A u(pe-)lm
= |Aub(ee)
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e, portanto, temos
(M) (0e) = A lur (0e). (3.7)

Agora, substituindo (3.7) no primeiro membro de (3.6), temos
liﬂ)l ANl ()™ =0, ¥ p € An(K)

se, e somente se,
limu? (p.)e™™ =0, V ¢ € Ay(K), s (3.8)

el0
pois A # 0 & |A| # 0. E, pelo Lema 3.2.2, temos que (3.8) ocorre se, e somente se,

r € App(u). Logo, App(Au) = Anp(u) e consequentemente, temos que V(M) = Vip(u).

(i1) Seja a < Vmp(u) € b < Vipp(v). Entao a < sup(Anp(u)) e b < sup(An,p(v)).
Agora, pela Proposicao 3.2.3, temos que a € Apnp(u) e b € App(v). E, pelo Lema 3.2.2,
se, e somente se, para todo 3 € N com || < p existe N € N tal que

hH)l e () =0 = liﬁ)l %8 (pe), V ¢ € An(K) (3.9)
€ €
Como pelo Lema 3.1.3

up(pe) = 10°u(@e, Mlm & v (0e) = 10°(e, ) llm,

podemos escrever (3.9) como segue:

0% u(pe, Mim _ o _ y. 10%0(0e, )llm
1;{51—6‘1——‘ —O—IEII%IT, V(,DE.AN(K) (310)
Agora, pela regra de Leibnitz, sendo

8P (uv) B\ %P udlf v , ,
=3 () 7 <o i<

segue que
L 10° () (e, )l
1m
510 6a+b

=0, V p € Ay(K). (3.11)
Mas, novamente, pelo Lema 3.1.3, temos que

16° (wv) (e, )llm = (wv)m(ec)

e, portanto, podemos escrever 3.11, assim:

liﬂ)l e~ @) (uv)B () = 0, V p € Ay(K). (3.12)
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E, pelo Lema 3.2.2, (3.12) ocorre se, e somente se, a + b € A,,(uv) e, portanto,
Vmp(uv) > a+ b.
Como a < V,,,(u) e b < V,,,(v) sdo quaisquer, temos que

Vinp(uv) > Vip(u) + Vi (v).

(#43) Pelo Lema 3.2.2 a € App(d,u) se, e somente se, para todo 3 € N com |B| < p
existe N € N tal que
1%1 e7%(éu)? (pe) =0, V ¢ € Ax(K). (3.13)

Mas, pelo Lema 3.1.3, temos que

(@u)i(pe) = 10°(Gu)(@e,)lm
= |law(pe)°u(e, ) llm
= G (pe)|0%u(@e,)llm
= €"(i())" 1 u(ge, )Im
= €(i(p)) ubm(v)
e, portanto, temos que
(Gru)m(pe) = €7 (i) "l (e)- (3.14)

Agora, substituindo-se (3.14) em (3.13), vem

0 = lime™?€" (i(¢)) um(pe) = (i(¢))" lim e Ul (), V v € An(K)

se, e somente se,
ligx e~ Ul () =0, V ¢ € Ax(K), (3.15)

pois (i(¢))” > 0, V ¢ € Ay(K). E, novamente, pelo Lema (3.2.2), temos que (3.15) ocorre
se, e somente se, a — 7 € App(u) & J 2 € App(u) talque z =a—7 & a=2z+7. E,
portanto,

Vinp(6rtt) = Vipp(u) + 7

(i) Seja a < inf{Vmp(u), Vimp(v) }. Entéo

@ < Vimp(u) = sup(Apmp(u)) € a < Vip(v) = sup(Amp(v))
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assim, pela Proposigao 3.2.3, temos que a € A (u) e a € App(v). Agora, pelo Lema

3.2.2 isto ocorre se, e somente se, para todo 8 € N™ com || < p existe N € N tal que
lg(r)le ul (p) =0= hme 0B (ve), ¥ @ € An(K). (3.16)
Como, pelo Lema 3.1.3, temos
Ul (10c) = 18%u(@e, )lm € v () = [10%v(pe, ) Im

podemos escrever (3.16) como segue:
aﬂ €y )llm
_ 19u(pe )

i 19%v(@e, )lm
i g =0= 1&{)1 T vV € An(K). (3.17)
Portanto,
8 B .
O O S T CR TR OO TRV )
e10 ga 610 510
isto é, o
” (u+v)(@es ) |m =0, ¥V ¢ € Ay(K). (3.18)

510 £9
E, novamente, pelo Lema 3.1.3 podemos escrever (3.18) assim:

ligu—:_“(u + )8 =0, V¢ € An(K). (3.19)

Agora, pelo Lema 3.2.2, temos que (3.19) ocorre se, e somente se, a € An,(u+v) e,
portanto,
a < sup(Amp(u +v)) = Vimp(u +v).

(v) Temos que u € N;() se, e somente se, V (m,p) e N>V r € R, 3N € N tal que
V ¢ € An(K) temos ||0Pu(pe, -)|lm = 0(e7), se € 1 0, V |B] < p (ver Proposicao 3.1.1) se, e
somente se, V (m,p) e N>V r € R, 3 N € N tal que V ¢ € Ay(K) temos u?, (p.) = o(€")
se e |0,V |8 < p, pois |0Pu(@e,)lm = uB,(pc) (ver Lema 3.1.3) se, e somente se,
V (m,p) e N2V reR, 3N €N tal que V ¢ € Ay(K) temos que

llmu Plpe)e " =0, V|68 <p

se, e somente se, T € A,,(u), (ver Lema 3.2.2) se, e somente se, Apmp(u) =R, V (m, p) € N

(pois R C A,,,(u) € Amp(u) C R) se, e somente se,
+00 = sup(Amp(u)) = Vimp(u), ¥ (m, p) € N?
(ver Definigao 3.2.1 da valuagao de u). E, portanto, mostramos (v).

(vi) E facil e deixamos para o leitor! i
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Proposicao 3.2.5. A fungdo Do,y : Gf(2) X Gf(Q2) — R, definida por

Dmp(fy g) = exp(— Vmp(f - §)),

onde f e § sdo representantes quaisquer de f e g, respectivamente, é uma pseudo-ultra-

métrica sobre G5().
Prova. Para mostrarmos-isto, precisamos mostrar que para toda f, g, h € G¢(2), temos:

(1) Dmp(f,9) 20
(%) Dmp(f,9) = Dmp(, f)
(173) Dmp(f, £) =0
() Dump(f,9) < max{Dumy(f, k), Dmp(h, 9)}
(i) Temos que Dyy(f,9) = e~ V=9 > 0 e D,y(f,g) = 0 & e V-9 = 0 &
Voo(f —§) = +00 & f—§ € Nj(Q) & f = § & f = g. E, portanto, mostramos (i),

i.e., Dmp(f, f) = 0. Observe que para mostrarmos (72) usamos fortemente a Proposicao
3.24 (v).

(72) Temos que

Duy(f,9) = & Vmrl®
= e Vm(-DE-1) (pela Proposigao 3.2.4 (z), temos)

_ e Vmplo-D)
= Dmp(g,f)-

E, portanto, Dmy(f,9) = Dmp(9, ), V f,g € G5(Q2).
(tv) Observe que podemos escrever f — § como segue:
f-g=(F-h+(h-3).

Agora, aplicando-se V,,, a ambos os lados da expressao acima e usando a Proposicao 3.2.4

(7v), obtemos
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Portanto, multiplicando-se ambos os membros desta 1ltima expressao por (—1), obtemos

_sz’(f — §) < sup{—Vomp(f — h), = Vinp(h — g}
Assim, temos que
e— Vmp(f—g) S esup{—- vmp(f_i")y'_ vmp(ﬁ—_@}
< sup {e”vmr(f ~h) - er(ﬁ—.&)}

e, portanto, pela defini¢do de D, temos que

Dmp(f) g) S Sup{Dmp(f) h‘): Dmp(h1 g)} = ma‘x{DmP(f: h)? DmP(h’a g)}

e segue a assertiva. |

A estrutura uniforme determinada pela familia {Dmp}(mp)enz é chamada a estrutura
uniforme cortante sobre G;(f2) e, a denotaremos por 7qy. A proposicéo seguinte garante

que Tq ; é Hausdorff, mais precisamente, temos:

Proposigao 3.2.6. Para todo (m,p) € N? a pseudo-ultra-métrica D, € invariante por
translagdo. Mais ainda, para toda f € G¢(Q) e a € N* as seguintes afirmagées se verifi-

cam:

(i) f =0 se, e somente se, para algum (ou equivalentemente, para todo) representante
f de f temos que Vnp (f) = 400 (i.e., Dmp(f,0) = 0) para todo (m,p) € N2.

(ZZ) Dmp(aafa 0) S Dm(p+|a|)(f: 0): para todo (m7p) € N2'
Prova. Vamos primeiro mosfrar que a pseudo-ultra-métrica D,,, ¢ invariante por translagao.
Isto &, Dpp(f + g, R+ g) = Dimp(f, B), ¥ f,9,h € G£(R2). Ora,

Dmp(f + g, h+ g) = e~ VMP((f+§)_(il+§))

— e_VmP(f_il)
= Dmp(f, h‘)) v f;g’h = gf(Q)

Agora, na seqiiéncia, vamos mostrar (%) e ().

(i) Temos que f = 0 < f € Ny(2) e pela Proposicao 3.2.4 item (v) se, e somente se,
YVop ( f ) = 400, V (m,p) € N2, onde f é um representante qualquer de f. Agora, isto é

~

equivalente a dizer que D,,,(f,0) = e~ Ve (f) = 0, pois Vp (f) =400, V (m,p) € N2



A topologia cortante sobre a algebra das funcoes generalizadas plenas de
72 Colombeau

(i7) Com efeito, se & < Vmpt|a)) ( f), entao sendo

Von(p+lal) (f ) = sup(Am(p+lal) (f ))

segue pela Proposicao 3.2.3 que a € A (p+]a)) ( f) . Entao pelo Lema 3.2.2 segue que para
todo § € N® com |B| < p+ |a| existe N € N tal que

lime™ f7.(¢e) = 0, ¥ ¢ € An(K).
Isto é, para todo 8 € N® com || < p+ |a|, existe N € N tal que
leifge‘“llf)"f(soe, Mm =0, V ¢ € An(K).

Portanto,

lime™*10” (0 f(pe, Dllm =0, ¥ 18] <,

pois |#' + a| < p+ |a|. Assim, para todo ' € N™ com |3'| < p, 3 N € N tal que

lime™(0" f)(pe) = 0, ¥ ¢ € An(K).
E, novamente, pelo Lema 3.2.2, temos que a € A,,,, (8" f), assim, mostramos que

Amptlal) (f ) C Amp (B“f) -

Agora, aplicando-se o sup a ambos os lados da expressao acima e usando a definicao de

valuacao, temos que
Vin(p+lal) (f) < Ve (aaf )

o que implica

e VM(pHaI)(-f) Z e Vmp(aaf)
e pela definigao de D,,,, temos
Dm(p-l—[al)(f: O) > Dmp(aafa O)) v (mvp) = N2'

E isto mostra o que queriamos. 1
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Dados s = {(m&, Px) }1<k<v }, uma seqiiéncia finita em N? e a €]0, 1 definimos
W; = {f| sup {Dpm,p,(f,0)} <a}.
1<k<v

Entdo o conjunto B de todos os W¢ (fazendo variar s € N? e a €]0,1[) é um sistema
fundamental de vizinhancas de zero em G;(2). Além disso, se B, := {f|Dmp(f,0) < 7},
entao é ébvio que
we= (1 Bi= () {fIDmn(f,0) <a},
1<k<v 1<k<v

onde BY := {f|Dmyp(f,0) < a}

Usando o sistema de vizinhancgas de zero B temos a seguinte:

Proposicgao 3.3.1. Seja a seqiéncia { fitien C Gs(£2). Entdo as seguintes afirmagoes sao

equivalentes:

(7') fi l_._o’o fem gf(‘Q):

(i) pare toda segiiéncia finita s = {(m,px) h<k<y C N? e para todo a €]0,1[ eziste
lo € N tal que para todo | > ly, existem €; € I =|0,1], Nx € N tal que se 0 < e < g

e 1< k<, entdo |°(fi— )@ Mim < 1% V 9 € An,(K), V 18] < pi.
Prova. Suponhamos que (i) ocorre, i.e., f; . f em G¢(2). Entao sendo B um sis-
tema fundamental de vizinhancas de zero em G;(f2) segue para toda seqiiéncia finita
s = {(mx, px) h<k<w € N? e a €]0, 1] existe lp € N tal que para todo [ > lp tem-se que
(fi — f) € W2. Agora pela definicao de W, temos que

S

sup {Dm,p, (fi — £,0)} <a,

1<k<v
isto é,

sup {exp(—Vimyp, (fi = f)} <.

1<k<Lv

Dai, temos que exp(— Vo, p (fi — f)) <@, V1 < k <v o que implica

Voo (fi— f) > —Ina, V1<k<w
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Pela defini¢do de V,y,p, € a Proposicao 3.2.3segue que —Ina € A, . (fi—f), V1< k<v.
Agora, pelo Lema 3.2.2 para todo 8 € N*, |B] < pr (1 <k <) existe N € N tal que

lsii{)lfl""(fz — )8, (ve) =0, V ¢ € Ay (K). (3.20)
Como pelo Lema 3.1.3 (z), temos

(fr = (@) = 10°(fi = F)(@e, ) lm (3.21)

segue que substituindo-se (3.21) em (3.20), obtemos

lim e"|0°(fi = f)(¢es Mime =0, V ¢ € AN, (K), V |8] < pr. (3.22)
E, portanto, resumindo temos que

V seqiiéncia finita s = {(mk,pr)} CN?eVa €)0,1[3 h €N
talquel >lpel <k<v=VpFeN* com |f] <m

3 N, € N tal que lim.joe™?||8%(fi — f)(@e, )lmy =0,

Y ¢ € An,(K).

= fe (3.23)

Finalmente, mostremos que o que esta entre chaves em (3.23) é equivalente a (i7). Fixemos
s = {(m, Px) }1<k<v € @ como em (72). Pelo que esta entre chaves em (3.23), associados
aos dados acima, podemos encontrar lp € N tal que I > [y e 1 < k < v implica que existe
Ni € N tal que (3.22) se verifica. Assim, VI>lpeVk=1,2...,v 3 €I tal que

P (fi — £)(er Mime <1, VeE L, . (3.24)
Portanto, definindo
€1 := llélél.,{s’*}’

de (3.24) resulta a assergao seguinte (associados aos dados s = {(mx, px) }1<k<v € @ existe
lo € N) tal que para todo ! > lp existem e, € I e Ny e Ntalquee € I;; el <k <v
implica

10°(fi = F)(es WMime < €71, V 9 € AN, (K), V |B] < px (3.25)

que é exatamente a afirmacao (iz). Vamos agora, para finalizar, mostrar que a afirmacao
(#) implica na afirmacdo que esta entre chaves em (3.23). Fixemos s = {(mu, pk) }1<k<v

e a como na afirmacao que esta entre chaves em (3.23). Como a? €]0, 1] podemos aplicar
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(i2) aos dados s = {(mx, Pk) } 1<k © a? e, portanto, existe lp € N tal que para todo I > [

existemeg; € I e Ny € Ntal quee € [, e 1 < k < v implica

182 (fi = £)(@er Mime < €7, ¥ 9 € An, (K), V |B] < ps-

Sendo e~'"* = (¢~ m2)2 3 implicacdo acima pode ser escrita assim: e € I, e 1 < k < v
¢ 1

implica
e™)10°(fr — F)(er Mlm < 7% V.0 € AN, (K), V¥ |B] < p- (3.26)
Como a €]0,1[ ... —Ina > 0 segue que g~ Ina — 0. E, portanto, por (3.26) segue que
lgf)l Elna"aﬁ(fl - f)((Pm ')”mk =0,Vpe ‘ANk(]K)7 v |:B| < Dk- (3'27)

Assim, provamos que associados aos dados s = {(mx, Px)}1<k<w € a existe lp € N tal que
1> 1y el<k<v implica que existe Ny € N tal que (3.27) se verifica e, portanto, temos

a afirmacéo entre chaves em (3.23) satisfeita. Assim, mostramos o que queriamos. |

Como conseqiiéncia da Proposigao 3.3.1, temos que se {fi}ien é uma seqiiéncia em
G;(Q) que é 7 -convergente, entdo para todo a € N", a sequéncia {0°fitien € Tas-

convergente. Mais precisamente, temos:

Corolério 3.3.2. Se f; -~ f, entao para todo a € N™ temos 0° f; = 0°f. Em outros
—00 —00

termos, temos que para todo o € N™, o operador derivagao parcial
0% : feGi)— 0°f € Gs(2)

é continuo.

Prova. Pela Proposicao 3.3.1 basta fixarmos s = {(my, px) }1<k<v € @ €]0, 1[ quaisquer
e provar que existe lp € N tal que para todo | > lp existem ¢ € I, Np € N tal que
O<e<eael <k<v=[[07(fi— f)pe, Mlm < 7% Vo € Au(K), V |B] < p-

Mas isto é evidente, pois como f; — f por hipétese, basta considerarmos a seqiiéncia
l—o0

s' == {(mx,P}) h1<k<v, com pj := P + |a| jA que associados aos dados s’ e a, podemos
achar lyp € N tal que para todo | > [y existem ¢, € I, N € Ntalque 0 < e < g e
1<k <v=107(fi— )(@er)lme < €779, ¥ 7] < ph, pois como |+ a| = |B] + |al, a
defini¢ao de p} mostra que {8+ a||B] < pk} C {7|l7| <Pk}, VE=1,2,...v. 1

Denotamos por HG;(Q2) a algebra das fungbes holomorfas generalizadas plenas de

Colombeau. Com esta notagao temos o seguinte:
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Corolario 3.3.3. Se Q ¢ um aberto de C", entdo HG;(Y) é uma subdlgebra q s-fechada
e, portanto, completa de G¢(Q).

Prova. Seja {fn}nen C HG;(Q) tal que f, — f € G¢(Q) entdo, pelo Corolério 3.3.2,

—

para todo 3 = 1,2...n, temos

Ofn of
0=— — —
9z; 0z
n—oo
o que mostra que % = |

O Corolario 3.3.3 acima é um caso especial do fato geral a seguir; resultante do
Corolario 3.3.2:

Corolirio 3.3.4. Se P € um operador diferencial linear com coeficientes constantes, entdo
o ker(P) é um subespago fechado de G(Q).

Proposicao 3.3.5. Sejam Q e V abertos de R™ tais que ) # V C Q. Entdo, a restri¢do

(que é um homomorfismo de dlgebras)

R=RY: f€(Gi(Q),m5)— f € (Gr(V),1v5)

é continua.

Prova. Para mostrarmos isto, precisamos mostrar que se { fi }ien C G(£2) é uma seqiiéncia

Tq s-convergente, isto é, fi = f, entdo R(f;) —3 R(f). Melhor ainda, fll = f |V, ou
—00 —00 V -0

seja { fllv} . é Ty s-convergente. Pela Proposi¢do 3.3.1 precisamos mostrar para toda
le

seqiiéncia finita s = {my, pr} C N2 e para todo a €]0, 1] existe lp € N tal que | > [, existe

€1 €]0,1] e Ny e Ntalquese 0 <e <gel<k<v,entdo

lo° (7], - £],) @e)]|, <e™ veean, visi<h.  (328)

Fixemos s e a como acima. Sabendo-se que V,, C V,, CC V C Q, ¥V m € N segue
que existe ¢ € N tal que V;,,, C Q,, V k£ =1,2,...,v. Definimos, entdo s’ := (g,p) com
p := maxj<k<,{Pr} €, portanto, associados aos dados s’ e a temos, por hipétese, que existe
lo € N tal que para todo | > [y existe €; €]0,1] e Ny € Ntalquese0 <e<gel <k <y,
entao

18°(fi = f) (e, Mo, < €7, ¥ o € Ay, (K), ¥ 8] < p. (3.29)
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Assim, temos quese 0 <e < ¢ el < k < v, entéo

e (51, - 11,) o)

para cada 8 € N, o que junto com (3.29), mostrar (3.28), poisp>pk, V1I<k<v. 1

< |18%(fi — )(@e e,

Vm k

Lembrando o seguinte fato trivial de Topologia Geral:

Proposicao 3.3.6. Se X e Y sdo espagos topoldgicos, f € C(X;Y), Xo e Yo sao sube-
spagos topoldgicos de X e Y, respectivamente, tais que f(Xo) C Yo, entao g := f o €

0
C(Xo; Yo).

Prova. Se A, é um aberto qualquer de Y, entdo existe um aberto A de Y tal que
Ao = ANY. Como f~1(A) é aberto em X é 6bvio que g~*(Ao) = f1(A) N X, é aberto
em Xo. |

Obtemos a seguinte conseqiiéncia da Proposigao 3.3.5:

Corolirio 3.3.7. Sejam Q,V C C™, abertos tais que ) # V C Q. Entdo a restrigdo (que

é homomorfismo de dlgebras)

*Ry : f € (HG;(), ma5) = f L€ (HG#(V),1vy)

é continua.

No Corolério 3.3.7 (HG;(f2), Tas) denota HG;(€2) munida da topologia induzida 7q s
sobre G;(€2), a mesma coisa para (HG;(V),Tvy)

Observemos por fim que'vale um resultado bem mais geral que aquele da Observacao
3.3.4, a saber:

Proposicao 3.3.8. Se

e Z aa(z)0*

|a|<m
é um operador diferencial parcial linear generalizado ODPLG (isto ¢, an € G5(2), V || <
m) e {fihien C Gf(Q) que é Tq-convergente a f, entio P(fi) — P(f). Em outros

termos, P € Tq s-continua.

Prova. A continuidade da multiplicacio em G;(2) mostra que para cada a € G¢(f2) a
fungio M, : f € G;(Q) — af € Gs(R) é 1o -continua. Agora, pelo Corolario 3.3.2,
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sabemos que 0 f; =t 0°f e, portanto, M,(0*fi) -~ M,(0°f), isto é, a(d*f) P~
a(0*f). Assim, obviamente temos que a(9* fi) " a.(0*f), V |a| < m e, portanto, pela
continuidade da adi¢ao em G¢(Q2) mostra que P(f;) — P(f). |

O resultado a seguir garante que as fungdes generalizadas com suporte compacto Gy _(£2)
é denso em G;(Q2).

Corolario 3.3.9. Sejam {Q,},en uma seqiiéncia ezaustiva de abertos para Q' e X =
{X,}ven uma familia regularizante associada a {2, },en (isto €, X, € D(Qy41) € X,,l =
1, Vv € N), entao X, f — £,V f € Gs(Q) e, em conseqiiéncia G () é denso em
(G5(Q), a5)-

Prova. Pela Proposigao 3.3.1 precisamos mostrar que para toda seqiiéncia finita s =
{(mx, px) hi<k<» C N2 e para todo a €]0, 1] existe I € N tal que para todo I > lo, existem
ggr€leN.eNtalquese0<e<g el <k<v, entao

18°(Xf — £)(ge, Mlme < 7%V ¢ € AN, (K), V |B] < pr. (3.30)

De fato, se tomarmos ly = my, entao para todo I > lp = my temos que §2,,,, C §; o

que implica X] L = 1 e, portanto, X'flg = f|Q yWVI>1lg=mpe assim, (gg=1¢e€

e

N = 0) temos que

10°(f — ) (@es Mlm =0 <e™™%, V |B] < px, V 0 € Ao(K).

Isto é, .
16°(0f — )(@e, Mlmi < €%, VBl < pr, V ¢ € Ao(K).

que é exatamente a desigualdade em (3.30) e, portanto, segue o resultado. |

3.4 A topologia cortante sobre Gy (Q2), 2 C R™ aberto

limitado

Dedicamos esta secao aos seminarios realizados com o Aragona, Orlando e eu, que

culminou nos manuscritos [4] o qual define uma topologia cortante sobre G; (22), onde

sto &, 2, é aberto, 2, CC Nyy1, Vv ENeQ=J,cn
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() C R™ é um aberto limitado e com esta topologia foi possivel mostrar a completude de
Gr (ﬁ), onde © C R™ aberto limitado. Como corolario deste resultado temos que a algebra
das funcdes generalizadas plenas de Colombeau sobre 2, G;({2) € completa. O objetivo de
incluirmos em nosso trabalho estas notas é que vamos precisar delas para generalizar um
problema de valor inicial e de fronteira devido a Colombeau e Langlais [10]. Naturalmente,

fizemos adaptacOes para as nossas notagdes com o intuito de uniformizarmos a notagao.

Suponhamos que € é um aberto, nao vazio, limitado de R™. Dado f € Gy (92) qualquer,
se f €& }" (ﬁ) é um representante qualquer de f e a € N” é claro que

8f(p,") € C®(Q), Y € A(K)

e, portanto,
18°F (2, )l := 0% f (0, )l < +00, V ¢ € Ao(K).

O lema seguinte associa a cada u € £ }"’ (ﬁ) e a € N*, multindice, um elemento bem

definido u, em £} (R) o qual é sua classe clfua] € Ry, . Mais precisamente, temos
Lema 3.4.1. Dado u € £} (Q) e § € N", temos:
(a) A fungdo ug : Ao(K) — Ry tal que ug(p) = |6Pu(p,)|lg é moderada (i.e. ug €
S}J(R)) e cllug] € ﬁf+,'
(b) seve EM (Q) eu—v e N; (Q), entdo ug—vs € Ny(R) e, portanto, cllug] = cl{vg].
Prova. (a) De fato, como u € M (Q) segue que associado a Qcc Qeape N existe
N € N tal que para todo ¢ € An(K) existem C = C(p) > 0 e n = n(p) >€ I de modo

que
10Pu(pe, | < ce™™, Veel,

ou seja

up(ipe) = lug(epe)| < Ce™V, Ve el,

Em resumo, mostramos que existe N € N tal que para toda ¢ € An(K) existem C =

C(p) > 0 e n(p) > 0 de modo que
lug(pe)| < Ce™™, Ve el,

e, portanto, ug € S}W(R). E, assim, clfug] € ﬁf+
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(b) Como u — v € Ny (Q), associados a 2 CC Qe a3 € N, existem N e Neye T
tal que para todo ¢ > N e para toda ¢ € A, existem C = C(p) > 0en =1n(p) € I de

modo que
168 (u — v) (e, )|l < Ce™ N Veel,. (3.31)
Ora,
& (u—v)(p,") = ulp,-) — Pv(p,-), ¥ v € A(K),
mas o

10%u(o, )| — 19P0(,2)]| < 1Pu(ip,2) — Po(p, )], ¥ 0 € Ao(K), ¥ z € T
Por (3], Lema 3.1, temos que
[18%u(0, )l = 12P0(0, )| < 107 = w) (0, ), ¥ 0 € Ao()
o que juntamente com (3.31) mostrar que para toda ¢ € A,(K) tem-se
[1%u(e, Y = 1°v(, )| < CE@N, Ve €1,

Isto é,
lup(pe) — vp(pe)] < CeDN, Vee I,

E, portanto, us — vg € N;(R) o que implica clug] = cl[vg] € R;. |

Do Lema 3.4.1 tem sentido a seguinte:

Defini¢ao 3.4.2. Fizado f € N* qualquer. Para todo u € G I (ﬁ) definimos
lullp = clfitg] = cllp € Ao(K) > 0w, )i € R,
onde i € um representante qualquer de u. Para todo ug € Gy (ﬁ) er € R definimos

W, [uo] := {u € G () | lu—uollo < &, V o < B}

By = {Ws.[0]|3 € N* er € R}.

Quando u = 0 na Definigao 3.4.2 escrevemos simplesmente Wp, no lugar de Wy, [0].

Agora, lembrando que K; C Gy (©2) como o anel das constantes, temos o seguinte:
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Lema 3.4.3. Para todo B € N® er € R, temos que Kf NWg, =V,.

Prova. Ver [4]. ]

Lema 3.4.4. Sejam f,g € G; () (Q dominio limitado). Entdo

(@) If +glle < flle +llglle, ¥V o € N?;

®) Ifglle < Zco OIS Illgllo—y, V o € N™.
Prova. (a) Pela Definigio 3.4.2 é claro que ||f + gllo = cl[v], onde
v: ¢ € Ao(K) = [187(f + ) (e, )l € R

Aqui, temos que f , § sao representantes quaisquer fixados de f e g, respectivamente. Ora,

pela desigualdade triangular, temos que

187 (f + 8) (e, M < 187 e, M + 10750, ), ¥ o € Ao(K) (3.32)

Novamente, pela Definicao 3.4.2, temos que

I£lle+llgle = cllo— 1187 (e, )] + ellp = 1875, )]
= cllp — [18°f(, ) + 18730, )]

= clfu],

onde

u: ¢ € Ao(K) = [18°F (g, )l + 18 3(0, )| € Ry
E, claro que (3.32) mostra que v(p) < u(p), V ¢ € Ao(K), ie.,
(u—v)(p) 20, V¥ ¢ € A(K).

Portanto ([3], Lema 2.1 (iii) mais a Defini¢ao 2.2) cl[v] < clfu], isto é, vale (a).

(b)) Embora um pouquinho mais longa, é inteiramente andloga a (a). De fato, pela

Definigao 3.4.2, temos que || fg|l, = cl[v], onde

v:p € Ao(K) = [18°(f3)(p, )l € Ry
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Pela férmula de Leibnitz e pela desigualdade triangular, temos que

18°(fa) (@, )l < D (;) 18°F (0, B P3(p, I, V ¢ € Ao(K). (3.33)

B<o

Por outro lado, de novo pela Definicao 3.4.2, temos que

I£1lp = cllp € Ao(K) = |8°f(p, )]l € R4]

lgllo—s = cllp € Ao(K) — [16° (0, )|l € Ry]

donde (para 8 < ¢), temos
(;) 1Fllsllgllos = (;) i > 1% F (o, ]l > 10830, ]
- d [(p s (;) 18% 7o, "5, -)n] |

E, portanto,
) (g) 1lllglos = o [w -y (;) 10 7 (0, )10, -)u]
B<Lo B<o
= cly],
onde

wiv € Auli) > 3 (5107002300, )l € R,
B<o

E claro que (3.33) expressa que v(p) < u(yp), V ¢ € Ao(K), i.e.,
(u—v)(p) 20, ¥V 9 € A(K).

Portanto ([3], Lema 2.1 (4¢¢) mais Defini¢do 2.2) resulta que cl[v] < clu] que é exatamente

(b). 1

Lema 3.4.5 (o-lema). Quaisquer que sejam k,r € R’ tem-se que k(c&,)? < &, .

Prova. Tomemos N = 0, fixemos b > 0 e ¢ € Ay(K) = Ay(K) arbitrarios, devemos
entdo achar n = 7(b, @) € I tal que

(& — k(&) (pe) > b, Ve eI, (3.34)
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Como &, () = € (i(p))" e k(é,)2(pe) = ke¥ (i(p))?, o primeiro membro de (3.34) se

escreve assim:
T =T(pe) = €"(i(p))" — ke (i())™
ou seja
T =€ (i(¢))" (1 — ke"(i())")
e, portanto, basta que T > 0 e para tanto é suficiente que 1 — ke™(i(p))” > 0, isto §,

ke™(i(p))7) < 1 ou ainda €” < iy, isto 6, & <7 := «7;7?' Em resumo, definindo

1
= b’ = —,
n =n(b,p) YE:

temos
T(we) = (&r - k(&r)z)((pe) >0> —'E~b, Vee I77'

E, portanto, segue nossa assertiva. 1

Corolario 3.4.6. Para todo k,T € R% tem-se que ki, < &, Vs2>1.
Prova. Com efeito, se s > , entdo &, < &, (6bvio) .. &% < &2 . kd? < ka? < &,. Esta
dltima desigualdade segue do Lema 3.4.5. |

Podemos finalmente mostrar que a multiplicacdo em Gy (Q) é continua (0,0), isto é,
dado W,,, € By, arbitrario existe Wp, € Bg tal que W3, C W,,,. Na realidade, em

vista do enunciado do a-lema acima, o que vamos mostrar é o seguinte:

Lema 3.4.7 (AV};). Para todo W, € Bg, tem-se que W2, C Wa,r

Prova. Sejam

e =g ()4 = mar)

P := o numero de somando em Z { (;) } S = mgx{pa} e k:=M,.

B<o

Entao, devemos mostrar que

f,9 € War= fg€ Wo, (3.35)

De fato,
fL9€Wor & Iflx <y ellgla<ér, VA< 0 (3.36)
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Portanto, se
171 = max{l £} gl := max{llol:},
resulta por (3.36):

I£lls < & e llglls < é.

Entao pelo Lema 3.4.4 (b) resulta, para cada o < a:

Mol < 3 (;) 1A llalllo—s

B<o

Pe Mo || fll+llgll

pM||fll«llgll«
k(&,)?

IAN IAN IA

IA

Q..
Isto é, || fglls < @& o que mostra (3.35). 1

Para mostrarmos que a topologia 75, € compativel com a estrutura de K/-algebra de
Gr (€2) (j4 mostramos que Ta,» € compativel com a estrutura de grupo abeliano de Gy (2)),
como acabamos de verificar AV}; (no Lema 3.4.7), em vista de ([3], Corolério 1.3) resta

apenas verificar a validade de:

(AV}) Fixados g € Gy (ﬁ) e Wo,r € By, arbitrério existe Wp s € By, tal que gWp, C

Wy, (isto é, a homotetia f +— fg é continua em 0).
Isto segue facilmente dos dois lemas seguintes:

Lema 3.4.8. Fizados g € Gj (ﬁ) e a € N™ guaisquer, existem C >0 et € R (provavel-
mente t < 0) tal que ||g]lo < Céy, Vo<

Prova. Seja g€ & }" (ﬁ) um representante qualquer de g entao, associado a @ € N™ (e a
Q cc Q) existe N € N tal que para toda ¢ € An(K) existem ¢ > 0 e n € I de modo que

107 3(ee, )l < eV Vee I, Vo<a. 2
Tomando C := c(i(¢))" podemos escrever a desigualdade acima como segue:

10°4(pe, )| < Ca—n(pe), Ve€ T, Vo <a

2Na realidade, a condigao de moderagao vale apenas para o, mas visto que o conjunto dos o < « é

finito, é 6bvio que a coisa toda vale para todo o < a.
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E, portanto,
lglle £ Cé-n, Vo <a

(o que mostra o Lema 3.4.8 definindo ¢ := —N). ]

Podemos enunciar melhor o Lema 3.4.8 assim:

Lema 3.4.9. Fizados g € Gy () e a € N™ arbitrdrios existem C >0 e N € N tais que
lglle < Céa_n, Vo <a. ,

Lema 3.4.10. Dadosk > 0, 7 > 0 e N, € N quaisquer eziste s > 0 tal que ka_n,&;s < @.

De modo mais preciso, basta tomarmos s > Ny +1 + 1, isto é, ka—_nN, Ny 4r41 < Q.

Prova. Fixados os representantes arbitrarios &y (I = =Ny, s,7) tomemos N = 0 e fixemos
b> 0e ¢ € An(K) = Ap(K) arbitrérios, entao

(5[,. — k&_N1 &N1+r+1)((p5) = Cir(‘Pe) - k&—Nl (WE)&N1+T+1(‘PE)
= ()" — ke™M (i(p) M EMHTH (i) M HTH
= € (i(9)) (1 — ki(p)e) > 0> —¢°

para todo € > 0 tal que 1 — ki(p)e > 0, ou seja, € <7 := 2%(¢). Portanto,

(&r - k&—N1&N1+r+1)((pe) > —'sb; Ve<n=nby) ==
ki(e)

Segue assim o resultado.. |
Vamos agora mostrar a afirmacao (AVy):

Prova. Partimos dos seguintes dados: W, e g. Pelo Lema 3.4.9, associados a g € a «

fica determinado IV € N tal que
lglle < Can, Vo<a (3.37)

Sejam M, p (e M,,p,) como na prova do Lema 3.4.7 (AVy;) e k := MpC (onde C aparece
em (3.37) acima gragas ao Lema 3.4.9). Associados a k,7 (de W,,)e N €N (que também
aparece em (3.37) acima gragas ao Lema 3.4.9), pelo Lema 3.4.10, existe s := N +7+1
tal que

kd_NdN+r+1 S (17- (338)
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Definimos entdo Wgs com B := a e s := N + 7+ 1 e vamos mostrar que
gWa Ntrs1 C W, (3.39)

De fato, fixado f € Wy nyry1, isto é, || fllo < dnyrt1, V 0 < a resulta (Lema 3.4.4, (b))
por (3.37) e (3.38):

loflle < Z(;) lalloll Fllo—s

B<o
< Mp(Ca_n)anira

< &,
E, portanto, ||gf|ls < &V o < a o que implica gf € W,, o que mostra (3.39). li

Para finalizarmos esta se¢ao indicamos os manuscritos do Aragona intitulado: “A
completude das dlgebras de Colombeau G£(f2) e G5 (O), onde Q e O séo abertos de R" e O
é limitado.” (Ver [4].) Nestes manuscritos o professor definiu uma topologia cortante, que
denotou por 75, para Gy (6) e com esta topologia mostrou que este espaco é completo
e como coroldrio mostrou também que G(f2) é completo. Vamos entdo apresentar os

resultados de que vamos usar em nosso trabalho. Iniciamos com o seguinte:

Lema 3.4.11. Fizados 0 € N™ e r € N* arbitrdrios, para g € £} (O) sdo equivalentes

as duas condigoes sequintes:

(i) g € Ws,;

(i) para todo representante § € 8}” (O) de g (e o representante &, de ) vale a
condi¢do: Eziste um N € N tal que para todo b > 0 e para toda ¢ € An(K)
existe n = n(b, ) € I verificando

10°3( 0, )l < i(p) +€*, Veel, eV B <o

Prova. Ver [4]. ]

Lema 3.4.12. Seja {fn}nen uma seqiiéncia de Cauchy em (gf (5) 1T5,b) e firtemos uma

seqiiéncia { fm}Ymen de representantes das f. Entdo:

(a) Eziste duas seqiéncias estritamente crescentes

ArTeEN' -y, eN ep:v, € m(\)—» N, € N*
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tais que: VT €N, Vb>0eV € Ay, 30, =, (b ) € I verificando

”flli+1 - ﬁli)((psv ))” < i((p)rsr +Eb) Vee Invr’

ondeVleN*, Vb>0eV p€ Ay, tem-se
T (b, ) > M (by0) > ...y (b, 0) >0

(b) Vale a seguinte afirmagdo: Vo € N™ eV r € N3 k € N* com k > 7 tal que,
Vie N coml2kﬁ:cado,3p€N* comp>k+r tal queVb>0eV e
An,, 30" =71°(b,¢) € I, com 0*(b, ) < My, (b, ), de modo que

18°(fuipn — For)(pes M S i) €™ + € +€", Ve € eV B <,

sempre que k <1 <.

Prova. Ver [4]. ]

Finalmente, vamos enunciar o resultado que garante que (Gs (0),75,) é completo, a

saber:

Teorema 3.4.13. Se O é um aberto limitado de R™, entdo Gy (—O_) munido da topologia

To, € completa.

Prova. Ver [4]. ]

Como corolario deste resultado, temos que (G¢(£2, 7q s) é completa. Mais precisamente,

temos

Corolario 3.4.14. G;(Q) munida da topologia Tq; é completa.

Prova. Ver [4] i

Devido ao fato que o Teorema 3.4.13 e seu Corolario 3.4.14 ja estao sendo escritos
no formato de artigo, nao colocamos suas provas, apenas indicamos o manuscrito que
foi, como ja haviamos dito antes, fruto dos seminarios realizados por Aragona, Orlando
e eu. Estes resultados foram fundamentais para resolver o problema de valor inicial e de
fronteira (PVIF) do tipo parabélico originado no artigo do Brezis e Friedman (1983) [8],
continuado com Colombeau e Langlais (1990) [10] e finalizado em 2006 no Capitulo 4,
Secao 4.3 do nosso trabalho. (Ver Teorema 4.3.1.)
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CAPIiTULO 4

Solucao generalizada para um
problema de valor inicial e de

fronteira do tipo parabdlico

Neste capitulo vamos generalizar um resultado de existéncia e unicidade para um pro-
blema de valor inicial e de fronteira, abreviadamente PVIF, para uma equagao parabélica
devido a Colombeau e Langlais [10]. No referido trabalho Colombeau e Langlais mostraram
que se o dado inicial é uma fungao generalizada com suporte compacto, i.e. up € G £.(82)
entdo o PVIF para a equagao parabdlica u; — Au+ u® = 0, num dominio regular limitado,
admite uma tnica solugéo generalizada!. Entao nosso propdsito ¢ mostrar (usando resul-
tados da topologia cortante, Capitulo 3) que o mesmo permanece valendo sem que o dado
inicial seja, necessariamente; uma funcao generalizada com suporte compacto. Para tanto
vamos enunciar na Secao 4.2, sem demonstragao, alguns resultados de [10], os quais vamos
precisar no decorrer deste capitulo. E importante salientar que, igualmente ao trabalho

de [10], toda fungao generalizada é a valores em R.

4.1 Desenvolvimento histérico do problema

Analogamente ao que acontece com as equagoes algébricas, acontece com as equagoes

diferenciais parciais. No seguinte sentido; uma equacao algébrica aparentemente simples

1Solugao no sentido das fungdes generalizadas plenas de Colombeau.

89
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pode nao ter solucado em um dado conjunto de nimeros, mas quando tomamos uma
extensdo, conveniente, do conjunto dado a mesma equagao algébrica passa a admitir
uma solugdo no conjunto “maior” (maior no sentido da inclusdo de conjuntos). Assim,
também acontece com as equagoes diferencias parciais; uma equagao diferencial parcial
aparentemente simples pode nao ter solucoes em um dado conjunto de fungdes, mas se
consideramos um outro conjunto de fungdes que contenha aquele conjunto dado, a mesma
equacdo pode admitir soluges. Para uma equacao diferencial parcial conhecemos os
seguintes tipos de solugdes: solugoes classicas (no sentido das fungoes cléssicas), solucoes
fraca (no sentido das distribuigdes) e as solugbes generalizadas (que sao as solugoes no

sentido das fungoes generalizadas de Colombeau).

Como podemos ver, quanto maior o conjunto de niimeros maiores sao as chances de
se obter uma solugao para as equagoes algébricas e de modo andlogo quanto maior for
o conjunto das fungdes maiores sao as chances de se obter solugdes para uma equagao

diferencial parcial.

Quando estendemos um dado conjunto de nimeros ou fungdes fazemos isto de tal
modo que o conjunto maior absorva o maximo das propriedades do conjunto menor (ou
conjunto anterir). Isto é para minimizarmos os prejuizos ao passarmos de um nivel para
outro. O problema é que, quando estendemos um dado conjunto, precisamos pagar um
prego por isto e este prego é muitas vezes calculado no nimero de propriedades que
perdemos ao estender o conjunto dado. Por exemplo ao passarmos de R para C perdemos
uma propriedade importante dos niimeros reais que é a ordem, um outro exemplo é que
quando saimos do conjunto das fungoes classicas para as distribuicoes D’ perdemos a
multiplicagao de fungoes. A S.Igebra das funcgoes generalizadas de Colombeau que, surgiu
neste contexto, é uma algebra comutativa associativa satisfazendo as regras de Leibnitz
que contém as fungoes classicas e as distribuigoes e, neste conjunto est4d bem definida uma

multiplicagao.
Vejamos um paralelo de inclusoes de conjuntos de niimeros e fungoes:

NCZcQcRcC
C®c---cCc---cC°cLy cDcg.

loc
Pelas nossas discussoes acima as equagoes algébricas tém mais chances de terem solucoes
em C, conjunto dos niumeros complexos e, as equagoes diferencias parciais tém mais

chances de terem solugoes em Gy, a dlgebra das fungoes generalizadas plenas de Colombeau.
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Em 1983 Brezis e Friedman [8] consideraram o problema de Cauchy para uma equagao
parabélica nao-linear envolvendo medida como dado inicial (e uma condicao de fronteira),

a saber:

{ ue — Au+ [uff"'u =0, sobre Q=0 x]0, T (4.1)

u(z, 0) = 0(z), sobre 2,
onde © C R™ é um dominio contendo a origem, 0 < p < 00, 0 < T < o0 e §(z) a massa
de Dirac na origem. Entao, mostraram que uma solugao de (4.1) existe se, e somente se,

0 < p < (n+ 2)/n. Em particular, a equagao:

—Au+u*=0, sob =Qx]0,T
{ut u+u sobre Q x]0, T (4.2)

u(z,0) = 6(z), sobre 2,

no tem solugao para toda dimensdo n > 1. Solugdo fraca em Q: nao existe{y,e L} (Q)

(para p > 1) satisfazendo

u; — Au+u® =0, sobre Q = 2x]0, T,

—//wpdxdt-— //uAcpd:z:dt+//u3<pdxdt= 0, V€D (4.3)

u(z,0) = §(z), em Q (4.4)

ie.,

no sentido: para toda funcdo continua ¢ com suporte compacto em
ess lim / u(z, p(z)dz = 9(0). (4.5)

Mais ainda, se aproximarmos § por uma seqiiéncia {0 }nen de fungdes suaves observamos

que as solugoes u, de

{ u; — Au+ud =0, sobre @ =0 x]0,T[ (4.6)

u(z,t) =0, sobre 9 Q x|0, T'[

com condigao inicial
un(z,0) = 6,(z) sobre Q

convergem uniformente & fungao identicamente nula sobre @n = Q x [n,T)], para todo
n > 0. E, portanto, existe um fenémeno chamado lei de fronteira em t = 0 cujo resultado

¢ uma perda da condigao inicial. (Ver (10, 8].)
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A perda acima aparece como um problema de definicdo matemadtica; a condigao (4.5) é
também um étimo caminho para expressar (4.4), pois no interior de Q a solugao u, limite
das solugoes u,, € a funcao nula, a qual sua restrigao a ¢ = 0 é a massa de Dirac na origem
de Q. Esta situagdo lembra a situagao da “fungao Delta de Dirac” antes ser entendida

como uma medida.

Em 1990, sete anos depois que Brezis e Friedman mostraram em [8], que (4.2) ndo tem
solugao fraca (no sentido de distribuigcées) Colombeau e Langlais escreveram um artigo
(ver [10]) cuja proposta era mostrar que a teoria das fungoes generalizadas em [7, 9, 11, 13]

tem uma defini¢do natural para se obter a solucao de (4.2) com a condigao de fronteira
u(z,t) = 0, sobre 9§ x[0, T).

Entao, usando técnicas classicas sobre estas equagbes parabdlicas, obtiveram teoremas
de existéncia e unicidade de solucoes no sentido das fungoes generalizadas plenas de
Colombeau. Estes teoremas, enunciamos em nosso trabalho sem nos preocuparmos com
sua prova, ja que serao uteis ao nosso propésito. Nosso objetivo é, portanto, usar os
resultados topolégicos obtidos no Capitulo 3, a saber: a densidade de G (£2) em G;(Q)
e a completude de Gy (Q2) (ver [4]) para generalizar os resultados de existéncia e unici-
dade de Colombeau e Langlais [10] completando assim, mais uma fase de desenvolvimento
do problema iniciado por Brezis e Friedman [8]. A nossa generalizacao consiste no fato
de como tomamos o dado inicial do problema; enquanto o dado inicial de Colombeau e
Langlais [10] era fungdo generalizada com suporte compacto o dado inicial que tomamos

é qualquer func¢do em G¢(f2).

4.2 A solucao generalizada dada por Colombeau e

Langlais

A base desta segao sao os resultados obtidos por Colombeau e Langlais em [10].

Iniciamos pelo seguinte:

Lema 4.2.1 (Ver [10]). Para todo inteiro k existe um polinémio P € P[X] tal que se
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up € D(Q) entao a solugdo u de

u—Au+u*=0, emnQ=Qx[0,T], T>0

u(z,0) = uo(z), em Q (4.7)
u(z,t) =10 sobre 092 x[0,T)
satisfaz:
"’U."Ck("Q‘) < Py (IImllsz(ﬁ)).. (4.8)

O resultado acima sera importante para mostrarmos que a seqiiéncia {tin}nen C Gy (@
de solugdes do P.V.LF. (4.9) ¢ limitada. Esta seqiiéncia de solugdes é obtida a partir da

seqiiéncia de dados iniciais {@on }nen C Gy (§2) pelo seguinte:

Teorema 4.2.2 (Ver [10]). Para toda uo € G5(?) a valores reais com suporte compacto

eziste u € G;(Q) solugao de

u — Au+ud =0, emgf(@—)
= uo, em Gy (Q) (4.9)
=0, em G¢(0Q x[0,T))

O Lema que segue usamos para mostrar que a seqiéncia {tn}nen C Gy (Q) é uma
seqiiéncia de Cauchy em G; (Q). E usando que Gy (Q) é completa (ver [4]) provamos que

tal seqiiéncia converge para a solucéo de (4.9).

Lema 4.2.3 (Ver [10])'. Seja v € C* (Q)

vw—Av+aw=f, emQ@ (feC“(@)
v(z,0) = g(z), em Q (g € D(Q2)) (4.10)
v(z,t) = h(z,t), em 052 x[0,T] (h € C*(82 x[0,T1])),

onde T > 0 é finito e onde ap(x,t) > 0 em Q. Entao para todo k € N eriste um polinomio

P. € P[X] com coeficientes independente de ao, f, g € h tal que
||U||ck(5) < (”f"c?kﬂ(a) + ||9||c2k(ﬁ) + ||h"C2'=+l(an x[o,T]))Pk (||00||c2k+1(c—9)) . (411)

O teorema que segue nos dé a unicidade de solugao, ou seja, € com este teorema que

podemos decidir que o limite da seqiiéncia {i,}ren C Gy (Q) solugao de (4.9) é tunica.
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Teorema 4.2.4 (Ver [10]). A solugao de (4.9) é unica.

Observacao 4.2.5. Note que as fungoes polinomiais que aparecem nos Lemas 4.2.1 e

4.2.3 nao dependem do parametro ¢ das fungoes generalizadas em questdo.

Como podemos ver Colombeau e Langlais, em seu artigo [10], usaram técnicas cléssicas
para mostrar que com a teoria das fungées generalizadas em [7, 13, 11, 9] podemos obter
solucao e unicidade do P.V.LF. (4.9) desde que o dado inicial seja uma fun¢ao generalizada
de suporte compacto. Na préxima se¢ao vamos usar a topologia desenvolvida em nosso
trabalho, que sdo os fatos de densidade e completude (ver Capitulo 3), para mostrar
que o mesmo permanece valido sem que o dado inicial tenha, necessariamente, suporte

compacto.

4.3 Uma aplicagao das topologias cortantes (G¢(2), T )
e (97 (Q) 7qn)

Nesta secdo vamos fazer o prometido no inicio deste capitulo, isto é, generalizar os
resultados contidos nos Teoremas 4.2.2 e 4.2.4. Para isto vamos usar dois resultados
topoldgicos obtidos no Capitulo 3, a saber: G; () é denso em G#(Q2) (Corolério 3.3.9) e
Gy (ﬁ) é completo (Teorema 3.4.13). No que segue, para cada ¢ € Ap(K) fixa, temos

(4) fion = ton(¥,-) € D();
(#) ftn = tin(p,-,*) € C(Q), onde @ = Q x [0, T7;
(Z'L'L) 'llnm = '&nm((p, °y *) = ﬂn(‘p: %y *) - ﬁm(goi g *) € c* (@’

(Z’U) 6‘0 = do((p, Y *) = ﬁﬂz((p) ) *) + ,&mZ((p, B *) + '&n((p; %y *)ﬂm(% ‘y *) Z 0 em
Q= Qx]0,T].

O objetivo das relagdes acima é simplificar a notagao. £ na forma que aparecem em (i),
(22), (i22) e (iv) que podemos aplicar os resultados de Colombeau e Langlais [10], vistos
na Secao 4.2; principalmente os Lemas 4.2.1 e 4.2.3. Observe que elas vao aparecer,

naturalmente, na prova do teorema que segue:
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Teorema 4.3.1. Suponhamos que o dado inicial do PVIF (4.9) ug € G;(2). Entdo existe
uma unica u € Gy (@ tal que u € solugao de (4.9) com dado inicial up.

Prova. Seja ug € G;(92). Entdo existe uma seqiiéncia {uon}nen C Gy () tal que
Uon — Uo,
n—oo

pois pelo Corolério 3.3.9, temos que Gy (€2) é denso em G(§2). Agora, pelo Teorema 4.2.2,
para cada n € N existe u, € G7(Q) tal que u, é solugdo de (4.9) com dado inicial uon
correspondente. Mas isto é conseqiiéncia do fato que o, representante de uon esta em
D(R) e i, representante de u, estd em C* (Q) e é uma solugao classica de (4.7) com dado
inicial @g,. E, portanto, pelo Lema 4.2.1 para todo k € N existe um polinémio P, € P[X]

tal que i, satisfaz (4.8), i.e.,

||ﬁn||Ck(5) < PF ("ﬁon||czk+1(§)) . (4.12)

Observe que agora, temos uma seqiéncia de solugoes {un}nen C Gy @) do PVIF (4.9)
associado & seqiiéncia de dados iniciais {uon}nen C Gy (£2). Vamos mostrar que existe
u € Gy @) tal que u, —_— i.e., {un}nen é uma seqiiéncia convergente em Gy (_Q)
Como G; (Q) é completo (ver Capitulo 3 Teorema 3.4.13) basta mostrarmos que {tn}nen
é uma seqiiéncia de Cauchy. Seja Unm = Un — Urm. Entdo u,, € uma solugao generalizada
do seguinte PVIF:

(unm)t - A'u'nm + GoUnm = 0; €m gf (@

Unm

=1, em G;(08 x[0,T)),

Qx{O}

Un

m
aQ x[0,T]

onde ag = u2 + U2, + Unlm = (Up + 3Um)® + 3u2,. Como tUpn, representante de unm, é
uma fungao C™ (—Q) solucgao classica do PVIF:

(ﬁnm)t - A'{l'nm + &Oanm = 0) e€m Q

unm

ax{o) o = Uiy et £2 (4.14)

am,,| =0 em 90 x[0, 7],
89 x[0,T)

onde T > 0 6 finito e do = 42 + 2, + Unln = (Gn + 38m)% + 342, > 0 em Q, segue

pelo Lema 4.2.3 que para todo k € N existe um polinomio P, € P[X] com coeficientes



Solucao generalizada para um problema de valor inicial e de fronteira do
96 tipo parabdlico

independentes de @o e Uon — Uom tal que

limmllor (@) < lion — fomllor () Pe (Jlaollaers g ) (4.15)

Como Upm = Up — Um S€GUE qUE Upy = U, — Uy €, portanto, podemos escrever (4.15)

como segue:
ln = @mllcr(g) < lton — tomll c2x () P ("&0"(32*“(6)) : (4.16)
Tem-se que |

l[uon — vomlls < lldon — Gomller ()

= ) 1187 (fion — tiom) (9, )l

lol<k

= 3" luon — vomlls @)

lol<k

este 1ltimo fator em (4.17) tende a zero quando n,m — oo e, portanto, resta mostrar que

Pe (lldol o ) (4.18)

em (4.16) é limitado para mostrarmos que {un,}nen C G5 (Q) é uma seqiiéncia de Cauchy
em G; (Q). Para isto vamos mostrar que (4.18) é limitado trabalhando com a desigualdade
em (4.12), pois Go = 42 + 42, + Ginlim = (Gn + 3Um)* + %ﬁfn e a topologia sobre G; (Q) é
compativel com a estrutura de lgebra. (Ver [4].) Vamos mostrar que {un}nen C G; (Q)
é uma seqiiéncia limitada. Sabemos por (4.12) que para todo n € N e para todo 8 € N*,

temos que

IA

”un"ﬂ ”ﬁnllck(é)

< P (llonlloon ()

A

Pl Y 110%0n(e, )l

lo|<2k+1

= P Z ”u0n”a (4'19)

lo|<2k+1

onde o polinémio Py é independente de ¢ € Ap(K). Como up, — ug segue que
n—oo

Z IIUOn”on—_:;o Z lluollo (4.20)

lo]<2k+1 lo|<2k+1
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e, portanto, existe C = C(y) > 0 tal que

> lluonlls <C, VneN. (4.21)

|lo|<2k+1

Isto mostra que o argumento do polinémio Px em (4.19) é limitado. Agora, notemos
que o coeficiente do termo de maior grau de Py € positivo, pois se nao para valores

arbitrariamente grandes de (4.21) terfamos

Pl > lluonlls | <0

lo|<2k+1

o que é um absurdo, pois isto contradiz a desigualdade em (4.19), j& que ||u,||g > 0. Dai,
existem C" > C e o > 0 tais que C’ € R e para todo z € R com zg < z < C' tem-se que
Pi(z) < P(C") e; portanto, temos por (4.21) que

3 umlle <C =P | Y luonlls | < R(C). (4.22)

lo]<2k+1 |lo|<2k+1

Agora, por (4.19) e (4.22), temos que
lualls < Pe(C') = M, VneN.

e, portanto, {un}nen C Gy (@ é uma seqiéncia limitada. Vamos agora voltar para o
problema de limitar a expressdo em (4.18). Sendo u, limitada para todo n € N segue

desenvolvendo (4.18) que

B(llaollcmrigl) = P | D 18%0(0,)lg

o] <2k+1

= P| D laoll
|o]<2k+1

= B | D lud+ud+ununmlo (4.23)
|o|<2k+1

lembrando que ao = uZ +u2, +UnUn,. Como cada uma das parcelas em ||u2 +u2, + UnUm|lo

é limitada, pois {un}nen € limitada segue que

ST+ uZ + vatinls (4.24)
|lo|<2k+1
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¢é limitado. E, portanto, usando o mesmo argumento que antes para Py, obtemos pelo fato

que a expressao (4.24) é limitada que

Py Z ”ui + u?n + UnUm|l
o] <2k+1
é limitado e, portanto, por (4.23), temos que a expressao em (4.18) é limitada. E isto
é exatamente o que queriamos para concluir que {un}.en C Gy @ ¢ uma seqiiéncia de
Cauchy em G; (Q). Finalmente, como Gy (Q) é completo (ver Capitulo 3, Teorema 3.4.13
com prova em ([4])) segue que existe u € G; (Q) tal que u, o Resta agora, mostrar
que a fungéo generalizada u € G; (Q), limite das u, € G;(Q) é a solugao do PVIF (4.9)
com dado inicial ug € G5(2). Para isto, seja P(u) = u; — Au + u®, entdao precisamos
mostrar que 0 = P(u,) = P(u). Mas isto é imediato da continuidade do operador

derivagao (ver 3.3.2 no Capitulo 3) e da continuidade da multiplicagdo em G; (Q) . 1§
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