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Resumo

Denotamos por IKJ o anel comutativo com unidade dos números generalizados pleno

de Co[ombeau. (]K denotará ]R ou C.) Este anel pode ser munido com uma u]tra-métrica

de tal modo que !K.f é um anel tipológico. Denotamos por g/(Q) a álgebra das funções
generalizadas plena de Colombeau, ç2 é um subconjunto aberto não vazio de R", e deno-

tamos por Ç/.(Q) aquelas que tem suporte compacto. lvlostramos que Ç/.(Q) é denso em

Ç/(ç2) com a topo]ogia cortante que definimos para esta á]gebra. Quando 0 # Q C ]R"
é aberto e limitado denotamos por g.Í (Q) a álgebra das funções generalizadas plena de
Colombeau sobre o fecho topológico de Q. Mostramos que Ç.f (Ía munido com sua topolo-

gia é completo. (Ver l41.) Ainda neste trabalho, generalizamos um resultado de existência

e unicidade para um problema de valor inicial e de fronteira do tipo parabólico devido a

Colombeau e La.nglais j101. Para isto aplicamos os resultados topológicos de densidade

completude mencionados acima.
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Abstract

Let ]K/ denote the commutative ring with unity of Colombeau's fulo generalized num-
bers. (Here ]K will denote either 11{ or C.) Tais ríng can be endowed with an urra-metríc
in such a way that IK/ is a topological rins. Let Ç.r(Q) denote the algebra of Colombeau's

full generalized functions, Q is a non-void open subset of IR", and let Ç.Í.(Q) denote that

have compact support. We show that g.f.(Q) is dense in Ç.r(ç2) with the sharp topologies
that we define for this algebra. When ü # Q C R" is opened and limited we denote for

g/ ({}) the algebra of Colombeau's full generalized functions on the topological lath of Q.

We show that g.r (Õ) endowed with its topology is complete. (See l41.) Still in this work,
we generalize a result of existente and unicity for a problem of initial value and boundary

of the parabolic type which had Colombeau and Langlais j101. For this we above apply

the topological resulta of mentioned density and completude.
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Introdução

Neste trabalho nos propomos, inicialmente, a pesquisar os aspectos topológicos e

algébricos do ane] dos números generalizados p]enos de Co]ombeau ]K/. O nosso ob-

jetivo é, portanto, transferir os resultados obtidos por Aragona e Juriaans l5j, onde se
pesquisou algumas propriedades estruturais do anel dos números generalizados simplifi-
cados de Colombeau ]K, para ]K.f. A motivação para os estudos algébricos surgiu quando
conseguimos dar uma definição para o conjunto S/ (ver Definição 1.3.1) que faz o "pa-

pel" do conjunto .S definido por Aragona e Juriaans ISI. E a motivação para os estudos

topológicos vieram de estudos recentes de D. Scarpalézos (ver jlS, 16, 141) que introduziu

topologias metrizáveis sobre iK e sobre Ç(Q) (chamadas de "topologias cortantes") para

a qua] todas as operações envo]vidas na estrutura da ]K-álgebra Ç(Q) são contínuas e,
também do conceito de associação entre elementos de K.f que podemos ver, por exemplo,
no trabalho do Kunzinger j121.

Num segundo momento, baseado nos trabalhos de Aragona, Juriaans, Oliveira e
Scarpalézos l61 e Aragona, Fernandez e Juriaans l31, estudamos uma relação de ordem
sobre o anel dos números generalizados plenos de Colombeau, quando o corpo de es-
caleres é real, onde obtemos alguns resultados importantes na teoria os quais deixaremos

mais claro no decorre desta pesquisa.

Num terceiro momento, visando generalizar os resultados de existência e unicidade de

solução generalizada para um problema de valor inicial e de fronteira, abreviadamente
PVIF, do tipo parabólico obtido por Colombeau e Langlais j101, estudamos a topologia

cortante da álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau, quando definida sobre

o aberto, não-vazio, Q C R", Ç.Í(Q) e, quando definida sobre o fecho topológico do aberto,

l



2 Introdução

não-vazio e limitado Q C R", g/ (ÍD obtendo, assim alguns resultados sobre convergência

nestas álgebras. É importante destacarmos o trabalho de Silvo j171, onde reuniu os prin-
cipais resultados sobre a álgebra das funções generalizadas simplificadas de Colombeau

g(Q) e, foi fundamental para nos espelharmos em nossos estudos, principalmente no que
diz respeito a construção da tipologia cortante sobre Ç.r(Q) que, aparentemente, é dif&
rente daquela apresentada por Aragona, Fernandez e Juriaans ]3]. Nosso objetivo maior,

consiste em mostrar que com a tipologia cortante a álgebra das funções generalizadas

plenas de Colombeau sobre o fecho topológico de Q c IR", g/ (ÍD, é completo (ver l41) e
que a álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau sobre Q C R" com suporte

compacto, Ç.r.(Q), é denso em g/(Q).

Finalmente, aplicamos os fatos topológicos de completude e densidade, já mencionados,

para generalizar o trabalho de Colombeau e Langlais j101. Este trabalho nos mostra uma
real importância das funções generalizadas na solução de equações diferenciais parciais
não-lineares, uma vez que resolveu um problema desta natureza que não admitia solução
fraca (solução no sentido de distribuições) apresentado no artigo de Brezis e Friedman ]8].

Para que tenhamos em mão o rumo da nossa pesquisa damos uma breve descrição do
que vamos desenvolver ao gongo destas linhas.

No Capítulo l trabalhamos os aspectos topológicos e algébricos do anel dos números

genera[izados plenos de Colombeau ]K/. Na Seção ].] definimos o anel dos números
generalizados plenos de Colombeau IK.f e definimos, também, uma relação sobre os seus
elementos que chamaremos de associação (denotado por a). Esta relação é uma relação de

equivalência e é também conhecida como igualdade no sentido fraco entre dois elementos

de R.r (ver por exemplo j121). Ainda nesta seção construímos uma noção topológica

para tK.r, fazendo uso do conceito de associação (ver l31). Na Seção 1.2 damos início aos

estudos algébricos de K.f. Como havíamos dito antes estes estudos só foram possíveis
graças a definição do conjunto 8/ que faz o "papel" do conjunto S definido por Aragona

e Juriaans lõl. Como resultados importantes nesta seção destacamos a Proposição 1.2.2 e

seu Corolário 1.2.3 que afirma que o conjunto das unidades de K.f é aberto, bem como o

Teorema 1.2.9 onde diz que o ni]-radical de ]K/ é nulo e, portanto, K.f está contido num
produto de domínios integrais. Na Seção 1.3, estudamos o conjunto das unidades e os

ideais primos e maximais de K.f; fazendo uma análise cuidadosa do conjunto de zeros dos

representantes dos elementos de ]K.f, definindo um tipo especial de funções características
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e mostrando que elas estão relacionadas com os ideais primos e maximais de IKJ. Entre os

vários resultados obtidos nesta seção destacamos: O radical de Jacbson de IK.r é nulo (ver

Teorema 1.3.20), o conjunto (aberto) das unidades é um subconjunto denso de ]K.f (ver
Teorema 1.3.22). Também damos algumas caracterizações para os invertíveis, bem como
uma completa descrição dos ideais maximais de R.r (Teorema 1.3.21). Este resultado e o

da densidade é uma conseqüência do Teorema da aproximação (Teorema 1.3.17)-

No Capítulo 2 introduzimos uma relação de ordem parcial sobre IR/, o anel dos números

generalizados plenos de Colombeau sobre IR, que mostraremos induzir uma relação de or-
dem total em todo o corpo de classes residuais. Na Seção 2.1, destacamos os seguintes
resultados: A convexidade de ideais (Proposição 2.1.10) e o Teorema 2.1.17, que con-
sideramos o principal resultado desta seção. Na Seção 2.2 damos continuidade aos fatos

a[gébricos estudados no Capítulo ] e comp]etamos os estudos dos ideais de ]K/ dando uma
completa descrição dos ideais primos- Um outro fato que merece destaque é a completa

descrição dos idempotentes de IK.r (ver Teorema 2.2. 1) e que este anel não é Von-Neumann

regular (ver Teorema 2.2.5).

No Capítulo 3 construímos uma topologia sobre a álgebra das funções generalizadas

plenas de Colombeau Ç/(Q), veremos que esta tipologia é Hausdoríf e demonstramos
alguns resultados sobre convergência em (g.r(Q), Tn.f). Ainda neste capítulo dehnimos

uma topo]ogia sobre g.r (ÍD e mostramos que com esta topo]ogia Ç/ (ÍD, ç2 C ]R" é um
aberto não-vazio limitado, é completo (ver l41). É bom salientar que a álgebra das funções

generalizadas plenas de Co[ombeau sobre Q (o fecho topo]ógico de Q C ]R") está definida

para todo aberto Q C IR" (ver, por exemplo, jlOI), mas a topologia não, a topologia exige
que Q C ]R" seja um aberto.não-vazio limitado. Esta exigência foi fundamental para que

tivéssemos uma topologia Hausdoríf sobre Ç/ (ÍD. Na Seção 3.1 definimos a exaustão de
um aberto Q C ]R" e as álgebras das funções generalizadas plenas de Colombeau Ç.r(Q)
e g/ (ÍD. E bom também notar a Proposição 3.1.1, muito conhecida ver, por exemplo,
Aragona, Fernandez e Juriaans l31, que caracteriza os elementos moderados e nulos da
álgebra via o conceito de exaustão. Na Seção 3.2 chamamos a atenção para a deânição

do conjunto A..(u) e a definição de "valuação" apresentados na Definição 3.2.1, pois
é a partir deles e do conceito de associação que definimos a topologia cortante sobre

Ç.r(Ç2). E também importante as Proposições 3.2.4 e 3.2.5 que definem a aplicação .Z)«P
que mostraremos definir uma pseudo-urra-métrica. Na Secção 3.3 demonstramos alguns
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resultados sobre convergência em (Ç.r(Q), Tn.f). Dentre eles destacamos que a álgebra

funções generalizadas plenas de Colombeau de suporte compacto, g/.(Q), é denso em
Ç/(Q) (ver Corolário 3.3.9). Finalmente, na Seção 3.4, com a topologia definida sobre
Ç/ (ÍD, onde Õ é o fecho topológico de Q C R", um subconjunto aberto, não-vazio e
limitado temos que a álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau sobre Q é

completa (ver Teorema 3.4-13) cuja prova encontramos em l41.

No Capítulo 4, estudamos um problema de valor inicial e de fronteira (PVIF) do tipo
parabólico devido a Colombeau e Langlais j101. Em seu artigo, eles mostraram que se o

dado inicial uo é uma função generalizada de suporte compacto, i.e., uo C Ç/.(Q) então
existe uma única u € Ç.f (Q) solução do PVIF:

Í u. -- Au +u; = 0, em g/ (©)

1 «1:**.,-«, .« '.m m
l ul.. . .. = 0, em Ç/(aQ xjO, 7'l)
t laQx]0,T] ' '' ' ''

(ver Teoremas 4.2.2 e 4.2.4, Seção 4.2). Nosso objetivo é, portanto, mostrar que o mesmo
permanece valendo mesmo que o dado inicial uo não seja, necessariamente, uma função
generalizada de suporte compacto, i.e., basta que uo C Ç/(Q) (ver Teorema 4.3.1, Seção

4.3). Para isto fazemos uso dos fatos topológicos de densidade e completude obtidos no
Capítulo 3. E bom observarmos que tanto no trabalho de Colombeau e Langlais j101

quanto na nossa generalização, estamos considerando as funções generalizadas plenas de
Co[ombeau a va]ores em ]R. Como havíamos dito antes este problema é um exemp]o que

mostra a importância das funções generalizadas na solução de equações diferenciais par-

ciais não lineares, uma vez que Brezis e Flriedman mostraram que o problema acima não
admite solução fraca (solução no sentido das distribuições) (ver l81). Na Seção 4.1, damos
um desenvolvimento histórico do problema mostrando o que afirmou, em 1983, Brezis e
Friedman, l81, com respeito ao PVIF (1), e o avanço dado, em 1990, por Colombeau e
Langlais quando mostraram que (1) admite uma única solução generalizada, se o dado
inicial é uma função generalizada de suporte compacto (ver j101). Na Seção 4.2, apre-
sentamos os principais resultados, sem prova, obtidos por Colombeau e Langlais em j101.

Pois, estes resultados serão fundamentais para o nosso propósito. Na Seção 4.3, aplicamos

a topologia cortante sobre Ç.r(Q) e Ç.f (ÍD para generalizarmos o trabalho de Colombeau

e Langlais j101. Os principais fatos topológicos aplicados aqui foram a desidade de g/.(Q)

em Ç.r(Q) e a completude de g/ (n) (ver l41).



Notações

Vamos

balho.

1. .r :=jO, il, lí := 10, 11 e lq :=10,?l, V q € .r

2. .4 \ -B := {a C Ála # .B}.

3. Q, denotará o corpo dos números racionais.

4. ]K, como é usual, denotará o corpo real (ou complexo), i.e., R (ou C).

5. N, Z, como é usual, denotará, respectivamente, o conjunto dos número

o conjunto dos números inteiros. N' := N \ {0} e Z* := Z \ {0}

6. K* := K\ {0}.

7. 1R+ := {r c ]Rlz 2: 0} e R; := {z c Rjz > 0}.

8. Q é um subconjunto aberto, não vazio, de R" e K CC Q significa que K é um
subconjunto compacto de ç2. Dada uma função .f : X --, ]K e 0 # y C X definimos

ll/llr := sup,cK l/(]ç)l, onde Ã CC y

9. N" := N x N x . . . x N. Um elemento cr € N" é chamado multi-índice

enumerar algumas notações que vamos usar livremente no decorre deste tra-SS IVI eÇr

s naturais e

vezes
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é o comprimento cl C N" e

é o operador derivada a-ésima, a = (a], a2, . . . , a.) C N

Fórmula de Leibniz:

onde a,/3 C N",/3 =(PI,A,...,Pn) e cl =(al,a2, . ..,a«) são tais que

P $ a + 0i $ cli, V { = 1,2, . . . ,n.

R" := B x ]R x . . . x ]g é o espaço euclidiano real n-dimensional.
n-- 'vezes

iRI, denotará o anel dos números generalizados simpliâcados de Colombeau.

]R, denotará o anel dos números generalizados simpli6cados de Colombeau sobre o

corpo dos números reais.

C, denotará o anel dos números generalizados simplificados de Colombeau sob

corpo dos números complexos.

IK.f, denotará o anel dos números generalizados plenos de Colombeau.

IR.f, denotará o anel dos números generalizados plenos de Colombeau sobre o c.
dos números reais.

(C/, denotará o anel dos números generalizados plenos de Colombeau sobre o corpo
dos números complexos.

.4o(IR) := { € D(R)l Íom p(z)dz = 4,p é par e y' = const. em Vo}, onde Uo é uma

vizinhança da origem.

.4,(]R) :- {p C 4o(IR)l Jo ]çâp(z)dz - 0, para l -$ .j,m $ q}, onde q C N.

K' : K \ {o}

a"'(«.«)- }ll:
O$P$a P

re o

rpo

a'
a: a:: - . . @:
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Notações 7

22 Temos que

F: W--,IK-.ll(") <"r("+1), V"e N' lim 7(") -'"}

é o conjunto das sequências estritamente crescentes que divergem quando n --+ oo.

Ç(Q), denotará a álgebra das funções generalizadas simplificadas de Colombeau.

Çc(ç2) é a álgebra das funções generalizadas simplificadas com suporte compacto

g/(ç2), denotará a álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau.

Ç/.(ç2), denotará a álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau com
suporte compacto.

õ é o fecho topo]ógico do aberto Q c ]R". Então Ç (ÍD. é .a álgebra das funções
generalizadas simplificadas de Co]ombeau sobre o fecho topo]ógico de n C ]R" e

g/ (íi) é a álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau sobre o fecho
topo[ógico de Q C ]R"

Z)(Q) denotará o espaço das funções C'(Q) com suporte compacto em ç2 C ]R"

2y(Q) denotará o espaço das distribuições.

23

24

25

26

27

28

29
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CAPÍTULO I

Topologia e álgebra dos números
generalizados plenos de Colombeau

Neste capítulo objetivamos generalizar os resultados algébricos e topológicos obtidos

por Aragona e Juriaans ISI para o anel dos números generalizados plenos de Colombeau

]K/. Na Seção ] .] , vamos construir uma topo]ogia intrínseca para ]K.r utilizando o conceito

de associação e, a partir disso, daremos algumas propriedades topológicas deste anel. Esta

construção é devido a Aragona, Fenandez e Juriaans l31. Na Seção 1.2 apresentaremos

algumas propriedades algébricas, dentre elas destacamos: O conjunto das unidades de IK.f

é aberto (ver Teorema 1.2-3), todo ideal maximal de K.f é fechado e assim é, também um
conjunto raro (ver Teorema 1.2.4), o seu ni]-radical é nu]o e, portanto, ]K.f está contido num

produto de domínios integrais (ver Teorema 1 .2.9). Na Seção 1.3 estudamos tipos especiais

de funções características mostrando que elas estão relacionadas com os ideais primos e

maximais de ]K/. Dentre os resultados obtidos, destacamos: Algumas caracterizações para

os invertíveis (ou conjunto das unidades) de K.f, que denotaremos por Inv(K.f), o Teorema

da aproximação (Teorema 1.3.17) e suas aplicações, a saber: Uma descrição completa dos

ideais maximais de ÍK/ (Teorema 1.3.21) e mostramos que o conjunto Inv(IK.f) (aberto) é

também denso em R/ (Teorema 1.3.22).



Topologia e álgebra dos números generalizados plenos de (Jolombeau

1.1 A topologia cortante escalar plena

Iniciamos esta seção deânindo o anel dos números generalizados plenos de Colombeau

[K.f. Definimos uma relação sobre ]K/ chamada de associação (a), que é uma re]ação de

equivalência. Esta relação é também conhecida como igualdade no sentido fraco entre
dois elementos de K/. E a partir desta relação de associação que vamos construir uma
noção topológica intrínseca para o anel dos números generalizados plenos de Colombeau

(Ver l31 para mais detalhes.)

As seguintes definições e resultados podemos ver, por exemplo, em l21 (pg. 77-78).

Definição l.l.l. .De$nÍmos

.4o(]R;]K) = 1 pi € D(]R,K)lpi épar pt = cmst. em Uo e / pi(z)daç = ; 1,

onde Uo denota uma üz nÀança da cingem. .E, se q C N*, de$nãmos
r p-Foo \

.4(R;K) = -1 pi c A)(tK;K)l / ]çtp:(z)(laç = 0, para l $ .j,m $ q l-

0

0

Quando ]K = ]R, temos a seguinte:

Proposição 1.1.2. O conjunto ,4ç(]R;R) = .Áç(R) é não-vazio para cada q C N'. Mais

p«.ü.m'nte, p'«' t.do a, b C ]R+ ' p.m c.d« q C N*, e«i'te p: C .4,(]R) t'/ que @:(a) = b.

Prova. Ver l21 (pg. 77-78). 1

A partir do conjunto .4ç(]R) construímos (ver l2, i21) classes de funções teste para
quaisquer espaços normados, suaves de dimensão finita. Um espaço normado, suave .B

é entendido como um espaço vetorial de dimensão finita munido de uma norma que é
diferenciável sobre E \ {0}. Para n C N, denotamos por un a área da esfera (n -- l)-
dimensionar Sn-l em ]Rn e definimos

Í gz para n > 1,. .-- } w. ''' '

1. 1 para n::l.

Se E é um espaço normado, suave n-dimensionar (que enfatizamos escrevendo E = E«)

com norma ll ' ll&. então para cada pi C .4o(]R) a aplicação p : z -, c,.pi(llJçllZ..) está em

D(En) e, portanto,

.rb:p- C.b(R)np-'.(p-oll .ll}.) CD(En)
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define uma aplicação injetora

Definição 1.1.3. Para todo espaço n07mado, suave .E« e pam todo q C N deÉ7zímos

.&(En) : (.4(K))

Proposição 1.1.4. Se .E = .E. é um espaço formado, suave, p € .4q(En) e P C Pi(E, IK)

(o espaço dos po!'inõmios k-homogêneos sobre E) com 1 <. k <- q, então

/ P(z)p(z)dz q 2 n (1.1)E.

Prova. Ver j121, (pg. 34) ou l21, (pg. 80). 1

Para uma lista de propriedades do conjunto .4q indicamos os trabalhos de Aragona e

Biagioni l21, ou Kunzinger j121. E a partir desta lista de propriedades (ver, por exemplo,
a Proposição 1.7, Seção ] em l21) que podemos escrever simp]esmente .4ç(]K), q C N ao

invés de .4ç(E; ]K), q C N, i.e., este conjunto não depende do espaço normado, suave E e
sím do corpo K.

Definição 1.1.5. Sd e/(]K) o anel roperações ponto a ponto) das /Mações

« : .6(K) --, K

Bata. e#nÍm« er(K) o 'ub'neZ de f/(K) c«j's /unçõe' « '.tisna"m.

(M) ] p C N ta/ gue V p € .4(K), ] C' (ib > 0, ] ?7 = 77P > 0 taZ gue

lu(P.)l $ C'c ', V 0 < c < 77

Estas junções são ditas "m,operadas"

Sda
I' := {7 : N ---, %-l'y(n) < 7(n + 1), V n C N e

o conliunto das seqãêncãas esthtamente crescentes que divergem quando n --} oo. Então

de$nímo. V/(K) o ideal de er(IK) c«j« /unçõa « s.tás#az'm;

lim 7(n) - .«}
7t ---+ 00

(.M) ]pCN, ]7C]'ta/queVq2.peVpC.,4ç(]K), ]C'=CP>0, ] = P>0taJ
que

lu(P.)l $ (;c'v(ç)-p, V 0 < c < 77.
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Á estas /unçõês damos o nome de "nulas".

Então o ane! dos números generalizados plenos de Colombeau é de$nido por

Ri/ : ey(IK)/X/(K)

O exemp]o abaixo nos mostra que ]K.r não é um corpo

Exemplo 1.1.6. .De$na as /uniões u, u : .4o(IK) --, K por

«(P) se Z(p)
c.c.

«M :- .f t, "z(p)-il u, c.c.,

.n'í' p.« «d« p C .A(K) denot«.« Z(p) : supllzllç'(z) # 0l-fue, /]#; ./in.Z py.

3V9. .É.MciZ «, q«e q«e (u(çp)),, («(p)), € Cr(K) e (u(p)),, («(çp», # V/(K), p.d-t.
cZ[(u(p)),] # O e 'Z](«(p)),] # 0 'm iK.r. .Mm (u.u)(g) i.e., u.u em ]K/.

K está contido emjK.f via a imersão constante

K C n JI(C'),l C ]©,

onde C'(p) = C', V p C .%(K)

Definição 1.1.7. [/m elemento u € ]K.f e associado ao zero e denotamos por u = 0 se

p«,« «m r', p.'t-'', p«« t.d«) "p«nf-teÍsJ (.,(p)), de « temos qu.

] p C N t"/ qHe !n "(ç'.) - O, V p € .4,(K).

Z)ãzemos qwe ui u2 se (ui -- u2) = 0. Se ezãste a C ]K faZ gue u H a então a é chamado
de ntZmero msocáado oa somam de u.

Seja (2 C ]R" um aberto e p C Z)(Q), o espaço das funções C'(Q) com suporte
compacto sobre Q. Denotamos por {(p) o diâmetro do suporte da p, i.e.,

í(p) := diam(supp(p))

Notemos que

ã(P.) - c{(9),
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para cada c > 0. Para r C R definimos

á, : Áo(K) --, ]R

por
ó:,(p) : ({(p)y

Notemos que

à,(P.) - .'à,.(P).

Lembrando que para K, o anel dos números generalizados s

Aragona e Juriaans ISI definiram para r € ]R a aplicação

cl, : .r --.} ]R

a,(c) := c'

temos por (1.2) que
á,(P.) - a,(.)à,(

Definição 1.1.8. Para z € ]K.f de$na

A(z) : {, c là-,z H 0}

e a ualuação de n por

V(z) : sup(A(z)).

O lema que segue caracteriza um elemento pertencente a A(z), 3 C K.f, mais precisa-
mente temos:

Lema 1.1.9. Seja z € R.r. Então r C A(z) se, e somente se, eàste p € N taZ

liFc''z(Ç'.) - 0, V P C H,,(K).

Prova. De fato, r C A(]ç) se, e somente se, (i-,z = 0 se, e somente s
que

ijn à-,(9.)z(p.) V P C H,(K)

13a

mplificados de C]nc

dada por

P)

gKe

e, existe p € N talS

(1.2)

olombeau
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e N tal aue

!F'''.(v'.) - o, v v' c H,(K),

pois á-,(p.) = {(g)''c'' e {(p) :# 0, p C .4,(K). E, portanto, segue o resultado. l

A proposição seguinte enumera algumas propriedades de V(z), z C K/. Propriedades

estas que permitem defina uma função ]]) : ]K/ x KJ --+ ]R+ que define uma urra-métrica
sobre K.Í que é invariante por translação Corolário l.l.ll

Proposição [.].]O. Pam z,y C Cy(]K) e À C ]K, temos;

({) V(.Xz) (r) se À # 0;

({{) V(zy) 2 V(z) + V(3/);

({i{) V(à,.z) - , + V(z);

(ãu) V(z + 3/) ? inflV(z), V(y)};

(u) V(3) +n z CX/(K)

(uí) V é constante sobra cada classe de equipa/ênc a módulo #.r(IK). /sto é,

V(z) +y), VzeeP'(K) V3/CX/(K).

Prova. ({) Basta mostrarmos que A(Àr) = A(z). Seja r C A(Àz). Então

à-,(À=) = 0:::$(à-,À)a = 0:»(.Xá-,)z H 0:+ .X(à-,z) = 0.

Como À 7é 0 segue que À não está associado com zero e, portanto,

à.,z = 0 + , c A(z).

Logo, A(Àz) Ç A(aç). Agora, se r C A(=), então á-,z = O. Portanto, multiplicando

ambos os membros por À # 0, vem

À(à-,-JÇ) H 0 +(Àà-,)z H 0:>(à-,À)z = 0:+ à-,(Àz) = 0::> r c A(Àz)

E, portanto, A(z) Ç A(Àz). Das duas inclusões segue o resultado.

se, e some , ex]n+0 QO ste D C
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({{) Seja A(]ç) + A(y) := {r C Rjr = a + b, onde a € A(aç) e b C A(3/)}. Então, para

mostra:mm que V(z) + V(y) $ V(ZZ/) basta mostrarmos que A(z) + A(3/) Ç A(zy). Ora,
se r C A(z)+A(3/), então r = a+b, onde a C A(z) e b C A(y). Assim, temos que à-..z H 0

e à õy H 0. Logo, multiplicando membro a membro estas duas equações, vem

(à-.z)(à-.3/) H 0 à-.(.à-.)3/ H 0
ã-.(à-.z)3/ H 0
(à-.à-.)(.3/) H 0

á-(.+» (zy) = 0

à.,(,y) H 0

« € A(.y).

Portanto, A(z) + A(3/) ç A(z3/).

({Í{) Com efeito, se a C A(à,.z), então

á-.(à,z) H 0 ::+ ((i-.(i,)aç H 0 ::> ã (.-,)z H 0 + (a ,) c A(z)

Logo, existe b C A(z) tal que b a -- r +. a = r + b. Portanto,

sup(A(á,r» r + sup(A(z)) :> V(à,z) , + V(z)

({u): Seja r < inflV(z),V(3/)}. Então r < V(z) e r < V(3/). Assim, r C A(z) e
r c A(y). Pelo Lema 1.1.9, temos que existe p C N tal (lue

!H '''.(p.) - o - !i8'''z/(ç'.), v p c 4(K)
Agora, para este p C N temos que

time''(a(p.) + z/(p.)) = 0, V p C J,,(]K).

E, novamente, pelo Lema 1.1.9 podemos concluir que r C A(z + g) e, portanto,

C

, $ s«p(A(z + 3/))

o que mostra que V(z + Z/) ? inflV(r), V(y)}.

(t,) V(z) (z) ,.za0, Vr c R+cllzl +z e#/(K)
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(t,{) Sabemos de ({u) que V(z + y) ? inflV(r), V(3/)} = V(z), pois y C X/(]K) e por

(u) temos que V(3/) = +oo. Portanto, V(z + y) 2 V(r). Por outro lado, se a C A(r + y),
então à-.(z + y) = O :+ à-.z + à-.3/ H 0 + á..z H 0 e à .Z/ = O' + « c A(z) :+

A(z + y) C A(z), V 3/ C X/(]K) :+ V(s + y) $ V(z). Das duas desigualdades acima

concluímos o que queríamos. l

A proposição acima mostra que a função

Z) : K/ x ]K.r --, %-

definida por

Z)(]ç, y) := e'\''('-v),

está bem definida e com esta notação temos o seguinte

Corolário l.l.ll .A ./unção D é uma &Ztm-méfhca sobre ]K/ gue é ínuahante por trens/anão

Prova. Parte 1: Para mostrarmos que .D é uma urra.métrica precisamos mostrar que

para todo z, y, w C ]K/ vale:

(a) O(z,y) 2: 0 e -0(z,y) 0 se, e somente se, z - 3/ € #/, isto é, cilzl

(Z,) D(z, y) - 0(y, z);

(c) -0(z, y) $ m«:lO(z, Z/), -0(3/, ««)}

V,mos mo;trai (.), (b) e (.)

(a) Temos Z)(aç, y) = e'v(' v) 2 0 e .D(z,y) = 0 + e' v('-v) = 0 + V(]ç -- g) = +.o +
z -- y C X/ + cljzl = cljyl (ver Proposição l.l.lO(u))-

(b) Temos Z)(z,y) = e'v(' v) - .-V(-l(P-'» - e-vb-') = 1)(y,z), poisV(--l(3/--z))
V(y -- ]ç) (ver Proposição 1.1.10({) para À = --1).

(c) Temos q- , - 3/ (z -- .«) + (.« -- y), «sim

V(z -- 3/) = V((z -- «,) + (.« -- y)) («r proposição l.l.lO({u))

i«fÍV(z - «,), V(,« - 3/)}.

] Lembremos que (i..y c V/(K), pois X.r(K) é um ideal de C7(iK)
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Logo, V(z g/) 5; supÍ-- V(gç -- w), -- V(w -- y)} e, portanto,

e' V(z-y)

CsuPÍ-V(r w),- V(w y)}

sup'le V('-"),e-V("-!r)}

s«P{.0(z, w), 0(.«, y)}

m«:lD(z, w), O(w, Z/)} .'. .O(z, 3/) $ m«:lD(', w), .O(w, y)}

o(., y)

De (a), (b) e (c) segue que .O é uma urra-métrica

Parte 2: Agora, vamos mostrar que Z) é invariante por translação.
z, 3/, z € ]K.f, temos

1)(Z+ Z,Z/ + Z) = e'V«'+z)-(y+;»
e' V(r+('-y)-z)

e'V«=-y)+(z-'»

e' v(=-v+o)

e' v(=-y)

-0(z, 3/).

De fato, para todo

E, portanto
D(:, + ;, y + ,) - 0(z, 3/),

o que mostra a invariância por translação.

Z) determina uma estrutura uniforme sobre IK/ chamada de estrutura uniforme escalar

cortante sobre IK.r e a topologia resultante de Z) é chamada a tipologia escalar cortante

sobre K.f e a denotaremos por Ts/.

Seja z € ÍK/ e r C R;. Então de agora em diante denotamos por B,(z) (resp. B;(z)

e S.(z)) a -D-bola aberta (resp. .D-bola fechada e Z)-esfera) com centro em z e raio r
No caso onde z = 0 omitiremos na notação escrevendo simplesmente .B, (resp. 231. e -S,).

Para simplificar definimos

l

1.11 : o(,,o),
e a distância entre dois elementos z, g/ € 1KJ por

d(Z, Z/) : llz - Z/ll
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O resultado abaixo é uma conseqüência imediata da Proposição 1.1.10 e da definição
de Z).

Corolário 1.1.112. Para z,3/ c ]K.r, r C ]R, s € R; e a,b C ]K, temos

({) llz + Z/ll $ mmtljzll, ll /ll} e llz3/ll $ 11zllll3/ll;

({{) llzll lzl

({d{) 11-11 .11, « . # o;

(i«) llà,«ll llZll;

(u) 11.11 se . # o;

(u{) 11. - óll - õ.. (õ de .K}«deck.r)-

Pro"a. ({) Parte 1: Com efeito, se V(z) $ V(y), então

ev(') $ cV(3r) ::::> e- V(') ? e- V(v),

mas então ll#ll ? llZ/ll. Neste caso temos que maxÍllzll,llyll} = llzll. Agora, pela
Proposição l.l.lO ({u), vem

laç+Z/ll = e-V('+v)
e V(z)

ll«ll

mmtjlzll, llZ/lll-

-rtanto, llz + Z/ll $ m«:lllrll, llvll}.

Parte 2: Pela Proposição 1.1.10 ({{), temos

llz3/ll = e- v('ü
e'(v(=)+v(y»

e' v(=)-v(v)

e v(=)e v(v)

llzllllz/ll.
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Portanto, ll=yll .$ 11açllllyll.

({{) Pela Proposição l.l.lO (u), temos

llzll =0+e-v(') =0« V(z)=+oo zC#/(K)+z-0

Logo, llzll = 0 + cllaçl

({i{) Tema, se « # 0 q"e

ll.«ll e'v(-) (por ({) da Proposição 1.1.10, temos)

e' v(=)

ll«ll,

isto é, ll-ll

({u) Temos pela Proposição l.l.lO ({i{) que

llà,zll = e-v(á'')
e'('+v(=»

e'''v(=)
e''e'v(=)

.''ll«ll.

Portanto, ll(i,zll = e''llall .

(u) Com efeito, se a :# 0 e r C A(a), então à-,a
Assim, A(a) =1 -- oo,01 e, portanto, V(a) = sup(A(a))
hall = e-v(') = eo -; 1, isto é, llall -: l

(t;{) Se a = b, então a -- b = 0 e por (í{), temos que

então c = a -- b # 0, c c K e, por (u), temos que llcll = l

Í 0. sea-b
H.-z'H- 't ll :l,.#..

E pela definição do (5 de Kronecker, abaixo

= o :>
s«P(l

(l-r ;3

- .«, ol)

< 0.

Logo,

1« - óll

Logo,

Agora, se a # b,

se a - b

se a # b.

segue que lla -- óll = 1 -- Õab



20 :topo.logra e álgebra dos números generalizados plenos de(Jolombeau

Proposição 1.1.13. (K/, Ts.f) é um amei topoZógico completo

Prova. Parte ]: Como ]K/ é um anel quociente, basta mostrarmos que as aplicações
(+) : RI/ x R.r --., R/ tal que (g,y) -, z + Z/ e ( ) : iK/ x R.r --» R.r tal que (s,y) -» z . y,
isto é, a soma e a mu]tip]icação em ]K.f, respectivamente, são contínuas. Sabendo..se que
(IRI/, Ts.f) é uma tipologia urra-métrica, é suficiente mostrarmos que se {=.}.eN e {3/.}.cn
são duas sequências em K.f tais que z« ---, z e y« ---, y, então (z. + Z/«) -----, (z + y) e

7}'--+00 7}'--+(X) ' 71--+00

(a« . 3/,)

ll(z« + y«) -- (z +3/)ll = ll(z« -- z) + (Z/« -- y)ll (pela Corolário 1.1.12({), temos)

m«.{llz« - zll, llZ/« - pll}

71'--+ (X]

e esta última tende a zero quando n ----> oo, pois llz. -- zll
Portanto

lly,., - z/ll

l(r« + Z/«) -(a+V)ll ----, 0 +(r« +y«) ----,(z +y).
7Z--+ 00 7}--+ 00

E isto mostra a continuidade da operação de soma (+).

Agora, vamos mostrar a continuidade da operação de multiplicação ( ). Ora,

llz. . y. -- g . Z/ll = llz.(Z/« -- y) + y(z« -- z)ll (pelo Corola-io 1.1.12({), temos)

.$ m,xlllz.(Z/« -- y)ll, llg(z. -- z)ll} (pelo Corolário 1.1.12({), temos)

$ m"'lljz.llllg/. - yll, ll3/ll llz. - :«ll}

e esta última tende a zero quando n ----+ oo, pois

lz« - :,ll ----. 0, llZ/« - Vll ----» 0
7Z ---» 00 7} --+ 00

e llz.ll - ll(z« - z) +zll $ m«.{llz« - zll,llzll} ---, llzll
71--+ 00

Portanto,
const :+ ll,ç«ll $ const.

llr« . 3/« -- r - yll ----, 0 :+ (r. Z/.) ----» (z . y)
7Z '--'> (X) 7} ---» (X)

o que mostra a continuidade da multiplicação (.). Assim, concluímos que (iK/, T ,.f) é um
aneltopológico

Parte 2: Segue da completude das álgebras Ç/ (ÍD e Ç/(Q) (ver Capítulo 3, Teorema
3.4.13 e Corolário 3.4.14) e do fato que K.r é o anel das constantes de tais álgebras. l

Proposição 1.1.14. (á) (]K.f, Ts.f) não é um IK-espaço uetohaZ topoZógãco
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(d{) (R/,rs.f) nã. é sep«á«Z.

({ü) (K/, h/) nã. é ZocaZme"te como"to

Prova. (í) Para mostrarmos isto, mostraremos que a multiplicação usual

dada por
M'(., y)

onde K está munido com sua topologia usual não é contínua. Isto é, existe

«.,y.) ----. (., y),
7} --+ 00

mas
M(..,g«) -« M(.,y), i.e., a«y« -" ay.

7t --+ 00 ' 7} --+ 00

De fato, basta tomarmos uma seqüência {a.}.cN C IK com a« ---1 0 (na topologia usual7} ---+ 00

de ]K) e a« # 0, V n C N e uma sequência {y«}ncN com g« = y # 0, V n € N. Então
temos que

.,. , 3/.)
7t '--+ 00

mas

M(«.,Z/.) -« M(0, 3/) - 0,
7Z ---1 00

pois pelo Corolário 1.1.12-({ii), temos llM(a., y«)ll = lla.3/«ll = lla.yll = llyll # 0, já que

As afirmações (i{) e ({i{) são justificadas na Seção 1.3, Proposição 1.3.5 (á{). l

1.2 Propriedades algébricas dele/

Nesta seção enunciámos e provámos algumas propriedades algébricas do anel dos
números generalizados plenos de Colombeau. Na verdade procuramos estender alguns
dos resultados algébricos obtidos para o anel dos números generalizados simplificados de

Colombeau ]K em ISI, para o anel dos números generalizados plenos de Colombeau K/,

objeto de nossos estudos. Damos início com o seguinte:
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Lema 1.2.1. (í) z c Bi se, e somente se, V(z) > 0.

(à{) Se z € -Bi, então vale:

(«) « H 0;

(b) -0(1,z) -z11 2: 1. Pod-t., l é .B:, .B:n.B:(1)

Prova. ({) Temos que

0, .B; D B; e -BÍ # B;

r € .Bi + llzll < l

++ e' v(=) < l

+:> e' v(=) < eo

+ - V(z) < 0

+ V(z) > 0.

mos que z = O, precisamos mostrar que existe p C N tal

!n«(ç'.) - o, v çp c J,(K).
Seja r C A(z). Então à-,z = 0. Logo, existe p' C N tal que

!iHà ,(P.)z(P.) - 0, V Ç' € ,%(K)

({i)(a) Para mostra-SZ que

o que implica

({(p))'' hm '''#(p.) € .4,.f(K).c--,0

Como ({(p))'' > 0, V p € .%(K). Seg«e que

IU''''(ç'.) - o, v v' c 4(K)
Logo, da definição da valuação de z e de ({) segue existe p C N tal que

11=c''z(Ç'.) - 0, V P C J,,(K) :» C''z(P.) < 1, V P C .4(K).

e c suficientemente pequeno. Daí, z(p.) < cP, V g C .A,(tK) e c suficientemente

E, portanto, existe p C N tal que

!iq Z(P. ) .4(K)

pequeno
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o que implica z H 0.

(b) Suponhamos, por absurdo, que .D(l,z) = jjl -- zll < 1, então (l -- aç) € Bi. Por
(c'), temos que (l - aç) = 0 + z = 1 o que contradiz (a) já que z C -Bi e neste caso temos

que z = 0. Logo, .D(l,aç) = ljl -- zll = e-v(i-') 2: 1. Neste caso também temos que

V(1 -- 3) $ O. Por último, se l € BI, então existe uma seqüência {z«)'n.N em Bi que é

'h.f-convergente a l e, portanto, l $ -D(l, gn) = ljl -- z«ll --, 0 quando n --'' oo o que é um

absurdoll

Proposição 1.2.2. Sejam {a.}«cN C ]K uma seqiiêncáa qualquer e 0 # z C .Bi, {.e.,

lzll < 1- Então a sêde

E"«"
n>0

cona;e7ye em ]K.r. Em radicular se a« = 1, V n C N, então

converge e temos que

E, P.danço, (l ,) C in«(K/)

Prova. Sela {S.}.cN C ]K/ a seqüência de somas parciais,

Sn - > 1.."*

Como, pelo Teorema (1:1.13), (K/,Ts.f) é um anel tipológico completo segue que para
mostrarmos a convergência da sequência {S.}.cn, basta mostrarmos que é uma sequência

de Cauchy- De fato,

k 0

IS« - Snll 1 }: akz'll (pelo Corolário 1.1.12 ({), temos)
k::n+l

"--iÇAr.{llakz'll} (ak € K e ak # 0, Corola-io 1.1.12 (ü{), tem")

.,llE.{ll.'ll}
"-.ISiÇ.{llzll'} (ll:'ll < 1, pois " C -Bi)

ll.ll"*:
- V(=)(n+l)e
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E, portanto, existe no € N tal que para todo m > n ? no implica que

llh S.ll $ e v(')("+i) < e- V(')"o

Agora, como z C Bi segue pelo Lema 1.2.1 ({) que y(a) > 0 o que implica V(z)no > O.

Daí, temos c'V(')"o ----F 0 e, portanto, llS- -- Snjl ---.+ 0. Logo, {Sn},eN é uma
7z '-'-+ oo m,7t ---» oo

sequência de Cauchy e, portanto, {S.}.cn é convergente em ]K/. Em particular,

(1.3)

converge. Isto é, existe z € K/ tal que S. ---} z, onde {Sn}«eN é a seqüência de somas7} --+ 00

parciais de (1.3). Sabendo-se que a soma e a multiplicação de elementos de iK.r são
aplicações contínuas segue que

Sn.(l - Z) ----» ;.(l - Z).n,--->(x)

Por outro lado, temos

sn.(1 - ,) - 1>1: r' - >1' .* - l - ,"'''' :: :,
7} ---» 00k-ok-l

pois llz"+ill $ 11zll"+i ----+ 0, o que implica z"+l ----., O. Agora, Como (R/,Ts.f) é
n,---» 00 7Z ---F CX)

HausdorfF segue que z-(l -- z) = 1 e, portanto, z C Inv(IK/) e z = (1 -- ]ç)''. Logo,

E segue o resultado. l

Coro[ário 1.2.3. O conjunto dos {nuedúeis de ]K.r qKe denotamos por ]nv(]K.f) é um

subcozÜunto abono de ]K.a-

prova. Para mostrarmos isto, precisamos mostrar que para todo a C Inv(K.f) existe r > 0
ta[ que .B,.(a) C ]nv(]K/). Seja a € 1nv(K.f) e defina r := lla-'ll-'. Então se z € .B,(a),
queremos mostrar que z C Inv(IK/). De fato,

l.''(, .)ll
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e, portanto, lla-:(z--a)ll < 1 e pelo Proposição 1.2.2 temos que (l --a'i(a--z)) c Inv(R/).
Agora, sendo z = a(] --a '(a--z)) segue que z C ]nv(]K/), pois, por hipótese, a € 1nv(]K/).

Em particular, -B,-i(1) c Inv(R/). l

Teorema 1.2.4. Sda ] um ideal própho de IK.r. -Então para cada z C J temos Z)(l, z) 2: 1
e D(l,J) = 1. Pod-t., todo {de«Z m«{mal de KJ é /ecA.do e "'im, é t"mZ'ém ""''

c07Üunto raro.

Prova. Seja :J um ideal próprio de k/. Então se z C :J, aç # Inv(R/) o que implica

.D(l,]ç) = ljl -- z11 2: 1, pois se Z)(l, z) = ljl -- zll < 1, então pela Proposição 1.2.2, temos

que 1 -- (1 -- r) = z C Inv(R/) o (lue é um absurdo! Mais ainda, 1)(1,0) = ljlll = 1, i.e.,

.D(1,0) = 1. ]sto mostra a primeira afirmação. Agora, se m é um ideal maxima] de ]K.Í
segue da primeira parte que l # iii. E, portanto, temos a segunda afirmação. l

Lema 1.2.5 ({) 0 € in«(]K/);

({{) Pa« c«d« z C K.f, " , V(]ç), então à,r C S:;

(ãi{) Se z € R/, então V(z) + V(z':) 5; 0

Prova. ({) Sabemos que {à.}..w é uma seqüência em Inv(R.f). Agora, pelo Corolário

1.1.12 (àt;), fazendo z = 1, temos

d.ll = e'" -----» 0
7Z ---» 00

E, portanto, à. ----, 0 o (lué mostrar que 0 € 1nv(]K.f).
7} ---+ 00

({{) Para mostrarmos que 3/ C Si, precisamos mostrar que llZ/ll = 1. De fato,

là,zll (pelo Corolário 1.1.12 ({u), temos)

e''llzll (como, por hipótese, --r = V(z), temos)

ev(') llzll

l

portanto, llZ/ll :: l
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({ii) Com efeito, z C Inv(IK/), então z.z-: = 1. Agora, pelo Corolário 1.1.12 (u),
temos que

jlll = 1 :» e-v(i) = 1 ::> e-v(i) = eo :::> V(1) = 0.

Assim,
0 - V(z.3':) 2: V(,) + V(z'')

esta última desigualdade se deve a Proposição l.l.lO ({{). l

Proposição 1.2.6. ({) K.f não tem ideais pr(ípdos aberto

(i{) .VenAum módulo topoZógáco X sobre IK.r tem submóduZos prol)óo aberto

(ii{) Se X é um módulo topoZógico sobre ]K/ .Hausd07:8 então pam todo z C X, z ?É O o

c.«junt. Inv(K/).z := {ÀzlÀ € 1nv(K/)} nã. é «m cona-fo Zámit.d. e, p.d«n'',
Inv(K/) não é um subcon#«nto limitado de R/.

(i«) t/m c07Üunto -B C IK/ é Zàmãtado se, e somente se, é -D-Zãm fado

(u) O Único módulo topoZógáco sobre K.f que é /imitado é(0) e, portanto, o ?único módulo

t.poló@co «Z,« R/ g«e é c.mp«to é o (0).

Prova. ({) Com efeito, se g é um ideal aberto de K.f, então pelo Lema 1.2.5 ({) temos
que 3 n Inv(IK/) # 0 e, portanto, 3 = IK.Í e :J não é um ideal próprio de K/.

({{) Suponhamos, por absurdo, que existe X módu]o topo]ógico sobre ]K.r tal que S é
submódulo próprio aberto de X. Então 6xado zo C X \ S temos pela continuidade da
aplicação

À c IK.r h+ Àzo C X

que o idea] g := {À C !K/IÀzo € S} é um ideal aberto próprio de ]K.f o que é um absurdo

pe[o item ({). Logo, não existe ta] módu]o topo]ógico X sobre ]K.f.

({Í{) Para mostrarmos que

1-(K/).r {.x:,lx c l-(K/)}

não é um conjunto limitado, precisamos mostrar que existe uma O-vizinhança W de X tal

que para toda 0-vizinhança }'' de K.f tem-se (lue y.(]nv(]K.f).z) não está contido em W
De fato, como X é um módulo topológico sobre KI' Hausdorfí existe uma O-vizinhança
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W de # tal que i # W. Vamos então mostrar que z C y.(]nv(]K.f).z) e, portanto, W não

contém V.(Inv(R.f).r). De fato, pelo Lema 1.2.5 ({) temos que para toda O-vizinhança y

de R/ existe .X C y n in«(R.f) e, port'nto, «; :z) C y.(Inv(IK.f).aç) como queríamos.

({u) Fixemos r > 0 qualquer. Como .Bt.B, C Bt,, V t > 0,s > 0 é natural que para

todo s > 0 existe t > 0 tal que BtB,. C B, e, portanto, todo conjunto .D-limitado é

limitado. Reciprocamente, se Z, c ]K.r é limitado, existe r > 0 tal que B,.Z; C .Bi. Assim,

pelo Lema 1.2.5 ({) existe À C B, n Inv(IK/).L C À'i.B.. Agora, como existe t ? l tal (lue
À-t.BI C Bt segue que -L C Bt e L é l)-limitado.

(u) A primeira afirmação segue imediatamente de ({Í{) e a segunda afirmação segue
da primeira levando em conta que em um módulo tipológico todo conjunto compacto é
limitado.l

Teorema 11.2.7. Se m é um {deaZ mamma] de ]K/, então ]K pode ser àdenti#cado com um

subc07po k de L = ]K//m e IZ, : tKI > 1, isto é, .L é uma extensão própria de ]K/.

Prova. Sela a : ]K.f ---» L := ]K.f/m a aplicação canónica. Então afirmamos que k

r(]K) = ]K. De fato, se Z, = k, então ]K.r = K + m. Mas ]K é um subconjunto discreto

de R.r e, portanto, do Teorema 1.2.4 e a Proposição 1-2.6 (í) segue imediatamente que
m U IK é um conjunto fechado com interior vazio. Daí, existe z € Bt, ta] que z # m U ]K.
Então escrevamos z = k, -- m,, onde k. C IK e m, c m, assim k, # 0 e, portanto,

m, = k, -- z = k,(l k;'z). De fato, (l -- k;'z) = k;:m, € m, pois m é um ideal,

assim, (l -- k;iaç) C m o que é um absurdo, pois llk;iiçll = llzll < 1, pois z C Bi e, pela
Proposição 1.2.2 segue que 1 -- k;iz c Inv(R/). l

Lema 1.2.8. Sejam .RI,.fZ2 ntímeros reais posàtãuos e de$na r := in.Ri -- InR2. Então
à,.SR: = SX,. .Em radicular, se z C R..r \ {0} e r = -- V(r), então à,z C Si.

Prova. É consequência imediata do Corolário 1.1.12 ({u). l

Teorema 1.2.9. K.f não tem elementos náZpotentes e, portanto, seu nãZ-radical é thüaZ.
Em padÍcalar. IK.f está cona do num produto de domÍhÍos integrais.

Prova. Pelo Lema 1.2.8 é suficiente mostrarmos que Si, a esfera de centro 0 e raio 1, não

tem elementos nilpotentes. Mas isto é claro, pois se existisse um tal elemento poderíamos
facilmente mostrar que é nulo. Portanto, se P denota o conjunto de todos os idéias primos

de ]K.r, temos Í)pcV p :: 0, que é o kerne] da aplicação natura] ]K/ --} llpcplK.f/p. l
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1.3 r-sr-se e + 'R fe + a .P ae

Tipos especiais de funções características

Nosso objetivo nesta seção é estudar o grupo das unidades do anel dos números ge-
neralizados plenos de Colombeau, IK.f, bem como os seus ideais primos e maximais. Para
isto faremos primeiro uma análise cuidadosa do conjunto de zeros dos representantes

dos elementos de IK.r. E em seguida estudamos tipos especiais de funções características
mostrando que elas estão relacionadas com os idéias primos e maximais de K.f. A nossa
inspiração para esta pesquisa surgiu do artigo de Aragona e Juriaans ]5].

Vamos agora deânir o análogo ao conjunto S definido em ISI para o anel dos números
generalizados plenos de Colombeau K.r e o conjunto .P.(S/). No restante deste trabalho

usaremos com frequência os símbolos .r,7, 1q (77 € /),.,4o(]K),.&(]K) (q C N). Para .A C

.4o(]K) denote por .A' o complementar de .A com respeito a .4o(K), i.e., o conjunto de

todos os elementos (p C .4o(K) tal que p # .4 e por ;YA a função característica de .A com

domínio em .Ao(]K), i.e.,
Í 1, se p C..4

zÁ(P)
1. 0, se g C.A'

É fácil ver que XA C Cy(]K), mas ZÁ « JU/(]K) e, portanto, ZA # O. Denotemos por
Z,+ o representante de Z..Ü em Kf. Isto, por abuso de linguagem, ainda será chamada de
função característica de .A.

Definição 1.3.1. .De$námos

S/: C.%(K)IVpCW, ] PC.4(K) t.Z gwe {clg. C.4} C-S},

onde .S := {S c -rl0 C 3 n 3i}.

A proposição a seguir nos fornece duas propriedades importantes do conjunto 8/
de6nido acima.

Proposição 1.3.2. ({) .4 c .S/ + .A' c S/

({{) .4 c s/ :> 0 # anJ,(K) $ .A,(K), v P c N. E}« p.dica/"r, ''m« gue .4n.4.(K) #
0 e Á' n .4,(K) # 0 p'm t.d. p C N.

Prova. ({) Com efeito, se .4 C S/, então para todo p C N existe p C .4p(IK) tal que o
{clp. € .,4} c .S. Assim, pela (Proposição 4.2 item b pg. 2217 de Aragona e Juriaans ISI)
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temos que o {clpc C .Alc € S, mas {clgc € Alc = {clç)c # .4} = {clg. C .4c} e, portanto,

o {clp. € .4'} C -S. Logo, para todo p C N existe p € .4p(]K) tal que o {clp. € .4'} € S

e, portanto, ..4' C .S/. Reciprocamente, se .A' C S/, então .A = (.A')' € S/ e, portanto,

.A C -S/.

({{) Com efeito, se Á € .S/, então para todo p € N, existe p € Á,(]K) tal que o
coÜ-to .4. : ip. € .4} C .S. Como {p.lc € .4.} Ç J,(K) e {p.lc € .4.} Ç .A,

segue que .A n .A,(]K) # 0. Falta mostrarmos que .4 n .4(tK) $ .Ap(K). Que está contido

é óbvio. Agora que .A n .4(iK) # .4P(]K) segue do fato que {p.lc € .A:} c .4(iK) e
{p.lc € Á:} C .4' que por ({) também está em S/. Isto implica que .A' n .4(iK) # 0. E,
port-to, ..4 n .4,(]K) $ .4(K). l

Proposição 1.3.3. Seja .A C .S/ Então Ann(ZA) = ]K/ZA. e

IK.r = Ann(XA) © Ann(ZA.).

Para cada àdeaZ ramo p de ]K.f temos gue ou Z,i ou Z,{. = 1 -- X,i está em p

Prova. Para mostrarmos que Ann(X,{) IK/X,q. precisamos mostrar que

Ann(ZA) Ç K.rXÁ. e R/XA. Ç Ann(XA)

De fato, se ]ç € Ann(XA), então zX.4 = 0 e como 1 = XA +Z,4. segue multiplicando ambos

os membros por z que z = zX,4. C ]K.fX,4' e, portanto, Ann(Z.4) Ç ]K/Z.4.. Agora, se
z C ]K.fZ,4., então z = yX.a. para algum 3/ € 1K.f e, portanto,

(Z/ZA.)XA Z/(ZA.ZA)

pois X.A e X..4. são idempotentes ortogonais. Isto mostra que z C Ann(Z...l). Portanto,
]K.fX.4. Ç Ann(Z..4). Das duas inclusões segue a primeira assertiva. Falta agora, mostrar-
mos que

iK.r = Ann(ZA) © Ann(XA.).

Novamente, temos que sendo 1 = X.4 + X..4. segue que multiplicando ambos os membros

por z € K.r, vem
z = zXÀ + zXA

com rZA € Ann(X.4.) e zXÁ. € Ann(XÁ), pois XÁ e ZA. são idempotentes ortogonais.

Logo, R.r Ç Ann(ZA)+Ann(XÀ.). Agora, se z C Ann(XÀ)nAnn(ZA.), então :r C Ann(ZH)
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e z C Ann(ZA.), portanto, zZÁ = 0 e açZ,l. = O. Assim, 0 = z;YA + zZ..4. = iç + z = O o

que completa a prova. Por último, como p 3 0 = X..4X..Ü. = Z,l(l -- X.4.) segue que X.4 € p
ou X,4. = 1 -- Z,l C P. Se ambos pertencem a p, então 1 = Z,{+ Z...l. C p, absurdo. l

Definição 1.3.4. .De$nimos, como é wuaZ, P(S/) como o conjunto das Fadas de S/, isto

é, . "nyunt. de tod« « ;«Z,c.«:j-to; de S/. Ente. denot.m« p« P.(8/) o ««junt. 'í.

todos os subconjuntos F de PÇSlà sati.afaz:

({) Para todo .A C S/, tem-se que .A ou A' está em /, nunca ambos

(ü) Se .A, B C /', então .A U .B C .F

A segunda condição nos diz que .F é estável por união finita. A proposição seguinte

enumera algumas propriedades da função Z,4.

Proposição 1.3.5. ({) Se .A € S/, Cata. ZA € S:, {..., llXÁll

(í{) Se .A,.B C .F, À # .B e ZÁ # XB, então d(XA,Zn) = LIXA - ZBll = 1. .Logo, a

topoZoyi. de K/ não tem Z,«e en.me,á«l. /st. most,« ({{) e ({i{) d. P,«posiçã.

({d{) Se.ACS/, ntã. XA CR/\l0,1} . XA'

({u) (l - XÀ)XA

Prova. ({) Para mostrarmos que ll.thll l observemos que

à., = 0 +::> r < 0

Assim, se r € A(Z..4) (ver Definição 1.1.8), então á-,XA = 0 e, portanto, á-, = 0. E pela

observação acima, temos que ter r < 0, isto é, .A(X..4) =1 -- oo, 01. Logo,

ll&ll p-- V(X.4) = p-- suP(A(X4» eo- l

({{) Sda , C .A(XA -- ZB). E«tãO ã-,.(ZÁ -- ZB) = O. Como (ZA -- XB) «ãO Wtá

associado a zero, pois X,4 # XB segue que à , H 0. Novamente, pela observação acima

devemos ter r < 0 o que implica .4(X,4 -- Zz?) =] -- oo, 01. E, portanto,

IXÁ hall e' V(XA-XB) :: e- SUP(A(XA -XB» eo ;: l
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({Í{) Temos ;Vã = ZA.ZA = XAn,{ = X,4. Portanto, ;tq = XÁ, i.e., X..4 é um idempo"

tente de ]K/

({u) Temos (l -- XA).X4 = XA -- ;q = O, pois por ({i{) temos ;q = XA.

Definição 1.3.6. Se .F C .f'.(S/) de$nãmos por

g.f(.F) := <ÍXAI..4 C .Fl>

o ideal de iK.r gemdo rezo conjunto de todas as ./ünções carácter'éticas de .A taZ gue .4 € .F

Lema 1.3.7. Se / C P.(S/) e .A, .B C .F, então Xamã, XÁua C g.f(F)

Prova. Com efeito, se .4, B C .F, então pela Definição 1.3.4 ({{), temos ql

Agora, da Definição 1.3.6 temos que X.,4, XB, Z,lwB c p.r(.F). Obviamente

ZA.n C g.f(/')

.e.4U.B C.F

l

e, portanto, XA.B C g.f(/).

O lema a seguir garante que g/(.F) é um ideal próprio de ]KJ. Mais precisamente,
temos o seguinte:

Lema 1.3.8. Se .F c &(S/), então g/(/') é u«. id'.Z própóo de K/, i.e., g.r(.F) É R.r.

/(.F) = ]K/. Então existem ai C K.r e Ái C F, { = 1, 2, . . . ,nuponhamos que g]-'rova. b

tal que

(1.4)

Defina .A := Ui::: .A{. Então como .F C P.(S/) e .F' é estável por união finita segue que

.4 C .F e .4 # Áo(K), mais ainda, para todo { = 1, 2, . . . , n tem-se que .Ai C .A- Daí,

XA..XA = XA.n...I = XA:

Agora, multiplicando-se ambos os membros da equação (1.4) por X.4, temos

ZA - }: ':XÁ..XÁ - >: .:XA. - I
á-l {-l

Logo,
ZA 1 = 0 :+ (;eA - 1) c V/(IK)
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Pe[a Definição 1.1.5 que define as "nucas" de K.f, temos que 3 p C N, ] '7 € 1' ta] que
V q?peVpe.4,(K)(]a ],7 >0) calque

li Z.4(P.)l $ (Jc'Y(ç)-p V 0 < c < ?7, (1.5)

onde a X..4 é um representante da Z,4 em R.r. Mas .A C F C P(S/). Logo, para este p
temos que o

{clP. c .A} c .s ::> o c {clP. c Á} n {clP. c .A'},

isto é, existe uma seqüência {c.l}«cn que converge a zero quando n --> oo tal que pe. C .4'

Substituindo isto em (1.5), obtemos

1 = jl -- Z..4(9..)l $ C(c«y7(ç)-p

Como ' é divergente, podemos escolher qo C N tal que l(qo) -- p > 0. Assim, temos

l $ C(c«)'r(ç')-P .. 0 o que é um absurdo. Portanto, g.f(.F) y iK.r. l
7 :(X]

:teorema 1.3.9. Para todo {deaZ pomo p de ]K/ ezÍste um lírico ZP € .P'(8/) taZ que

g.f(ZP) c p. .Em radicular, P.(S/) # g.

Prova. Seja p um ideal primo de ]K/. Então p é um ideal próprio e como Z..4 + Z.4. = l
segue da Proposição 1-3.3 que ZP = {.A € S/IZ..4 c p} satisfaz a condição ({) da Definição

1.3.4. Agora, dados .A, .B C FP, queremos mostrar que .A U .B C FP. Isto é, nP satisfaz a
condição ({í) da Deânição 1.3.4. De fato, se .A, -B C FP, então X..4, Za C p e sendo

ZAnB = XAZB

segue que X.,lna C P, pois X..4ZB € P. Logo,

XAUB = X..ü + XB -- X..4nB C P. (1.6)

Assim, é suficiente mostrarmos que 4UB C S/. Suponhamos, por absurdo, que .AU.B # S/

Então XAUB = 0 ou X.4ua = 1. Se XAuB = 0, então por (1.6) segue que

XA+Xn=ZÁ.B (1.7)

Agora, multiplicando ambos os membros de (1.7) por Z.4, vem

ZA(ZA + XB) = XÁnB (1.8)
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como

ZA + ZAnB = ;q + ZAXB = ZA(XÁ + ZB)

segue por (1.8) que
ZA + XÀ.B = XÁnB

e, portanto, Z,{ = 0 o que implica A # S/, absurdo. Agora, se Z..4ua = 1, novamente

por (1.6) temos que l C p o que é um absurdo, pois p é um ideal próprio de IK.r. Logo
.4 U B C S/. Das condições (í) e ({i) da Deânição 1.3.4 satisfeitas concluímos que

FP C P'(S/)

Para mostrarmos que g/(FP) C p seja .a'A c g/(XP). Então pela Definição 1.3.6 .4 € FP
e, portanto, X,4 € p o que implica g/(FP) C p. A unicidade de FP segue do fato que X,.l
e X..4. são idempotentes ortogonais cuja a soma é igual a l e que p é um ideal próprio de

]kl/. Por último mostramos que .P,(8/) # 0, pois para cada ideal primo p de K.r temos
que FP C P.(S/). l

O Teorema 1.3.9 associa a cada idea] primo p de ]K.r um conjunto bem definido

Fp C P*(S/)

caracterizado pela inclusão g.f(FP) C P.

Definição 1.3.10. Se z C ]K.f e i é um representante de aç de$nimos

Z(â) : {P C Áo(K)lâ(p) - 0},

o colÜunío de zeros do repmsentante â de z C ]K.f.

Lema 1.3.11. Sda z C R.r \ {0} e .F € P.(S/). Então as seyHànfes aá7'mações são
equivalentes:

({) a € g.f(.F).

({{) Ezüte .4 C / t«J que zZÁ

Prova. ({) :> ({{): Com efeito, se z € p.r(J'), então existem .AI,.A,,...,.'l. C .F e

al,a2,...,an € 1K.f tal que
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Pela Definição 1.3.4 ({{) temos que

.4 := U .A c .r

e como '4i C .A, V { = 1, 2, . . . ,n segue que X..4.Z..4 = Z,l.n.4 :: Z.4.. Logo,

/ n \

«zA - IE':zA. lzA
\i=1 /
7}

qZA.)ZA
i-l

a: (;TAXA )
i-]

Portanto, zX,i = z e .4 C .F.

(í{) ::::> (i): Com efeito, se existe Á C .F tal que zZÀ = z, então g C g/(/), pois existe

..4 € f e z C R/ tal que z = zXÁ, onde X4 C g/(/). l

Seguinte teorema relaciona os e]ementos invertíveis de ]K/ com o conjunto de zeros de
seus representantes, mais precisamente, temos o seguinte:

Teorema 1.3.12 ({) ]ç € 1nv(]K.f) + Z(â) # S/, V representante i de z

(í{) z # ]nv(R/) + ] e C R.r, e2 = e 6dempotente9 taZ que z.e = 0. .Em radicular se

z € K/ \ {0} e z # in«(K/), Cata. z é um dà«bo, 'l' ""'.

Proa,a. ({) Suponhamos, por absurdo, que z C Inv(R/) e que Z(â) C S/ para algum

representante â de z. Então, pela Proposição 1.3.5 ({Í{), temos que zz(â) # {0, 1}, assim
xz(â) # 0, mas zzZ(â) ' 0 e, portanto, z é um divisor de zero, absurdo. Logo, Z(â) #
S/, qualquer que seja o representante â de r. Para mostrarmos a recíproca é suficiente
mostra;mos ({ã).

(i{) Vamos agora mostrar (lue se z € ]K.f \ {0} e z g ]nv(]K/), então z é um divisor de

zero. Seja i um representante de z. Então, temos dois casos a estudar, a saber:

(.) z(â) c s/
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(z,) z(â) # s/

(a) Se Z(â) c S/, então da Proposição 1.3.5 ({i{), temos que Zz© # O, mas zzz(â) = 0
o que implica que ]ç é um divisor de zero.

(b) Agora, se Z(â) # S/. De6na

â(p), se p # Z(â)

0, se p € Z(â)

então ]ç'(çp) # 0 para alguma p € .4o(]K). C]aramente, temos que (z' -- â) € V/(]K)
Assim, podemos substituir â por z*, ou melhor, supor que â(p) # 0. Como, por hipótese,

z # Inv(iK/) segue que ! # er(K), pob se ! C y(IK), então sendo ! seu repr's'ntante,
vem que â]l = 1 :+ zcl ]à] = aç' = 1 :> z C Inv(K.f), absurdo! Mas ! # Cy(IK) implica
pela Definição 111:5 das moderada que V p C N, ] p c .4p(]K) tal que V O = (& >

0, V q = qP > 0, ] 0 < co < 0 tal que li(p«)l > Oci'. Tomemos C' = n, q = i, temos

que existe O < c. < i tal que

«'(pl

Agora, para esta p defina o conjunto .AP(pP) := {e:«in C N}. Seja

B : )..lc« C .A,(9,)}

Então B C .S/, i.e., V p € N, ezists pP € Álp(]K) tal que {c.l(pp).. € .B} C .S. De fato,
basta mostrarmos que {c«l(p,).. c -B} € .S. Para isto é suficiente mostrarmos que

.A,(P,) Pp).. € .B},

pois 0 # .4P(PP) n /o-i/a # .lo::i/22 já que basta tomarmos 0 < c. < 1/2. Isto é possível,

pois
lim c. $ 1im -: = 0

n--too n---+oo n,

e, portanto,
lim c. :: 0.

7} --+ 00

Seja a € .4P(pP), então a = c« para algum n C N e pela definição de B, temos que

(9,). - (P,).. C -B

2Condição necessária e suficiente para que um conjunto pertença a .S
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e, portanto, a C {c«l(p,).. C .B}. Daí, temos que

A,(çp,) ç {'«l(p,).. c .e}

Reciprocamente, se a € {c«l(p,).. C .B}, então a Cn para algum n C N e

(P,). .. c B

e, novamente, pela definição de B, temos que a C 4P(p,) e, portanto,

{c«l(9,).. C .B} Ç .4,(Ç )

Das duas inclusões temos que A,(çp,) = {c«ip,,.. € .B}. E, portanto, {e«l(p.).. c .B} € -S

o que mostrar que .B C S/. Vamos, agora, mostrar que âXn C JU/(]K). Pela Definição 1.1.5

das nucas, precisamos mostrar que ] p C N ] 7 C ]' ta] que V q 2 p, V p € Áç(K) ] O' =
C(p) > 0, ] = (g) > 0 tal que li;ea(g.)l $ Ocl©-P, V 0 < c < q. De fato, basta

tomarmos p = 0, 7(q) = q, pois lâZB(p.)l $ Ocç < 1 para todo c suficientemente

pequeno. E, portanto, iXn c X/(]K). Agora, observe que 2(p) := (â -- â;ib)(p) =

0, V p c -B :+ -B Ç Z(2) :» Z(,2) C S/, mais ainda, 2 é um representante de z, pois
â -- ,2 = âZn € X/(]K). Logo, âXz(i) ' O, com Zz(2) # 0, o que mostra que a é um divisor
de zero. l

Definição 1.3.13. Dado z C Cy(K) e a C N de$n mos

({) N=.(z) {P C .%(K)llz(P)l < à.(P)};

({{) Xa,, := ZX.(,) e Z.., ::É XX.(,)

Lema 1.3.14. Sda ..4 Ç .4o(]K). Então ;t4 C X/(K) + ] r : .A(}K) --,lO, ll taZ que para

todo p C .4ç(]K) tem-se que /,.(p) Ç {clp. € ,4'}.

Prova. Temos pela Definição 1.1.5 que &l € V.f(]K) + ] p € N, ] ' C I' tal que V q 2:

p, VpC.,4ç(K)]C'=CP>0, ]q=q,>0talquej;eA(g.)l$Ccl -p, V0<c<q.
Como '7 é divergente, podemos escolher q suâcientemente grande de modo que '7(q) --p > 2

em seguida tomamos c suficientemente pequeno, digamos 0 < e: < 7-(çp) < 77 = 77P, de modo

que Cc'T(q)-P < 1. Neste caso, temos que IZÁ(p.)l < 1 + ZA(g.) = 0 + p. C .4' +
{p.lc < 7-(p)l} Ç .4', i.e, {p.lc C /.(p)} Ç 4'. Equivalentemente, /,(p) Ç {clp. C .A'}. l
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Lema 1.3.15. ({) ;rw.(,) ' l para todo a € N se, e somente se, z C JU/(IK)

({{) XW.(,) = 0 para todo a € N se, e somente se, aç € 1nv(]K.f).

Prova. ({) Tomemos, então p = 0, 7 : N --, N tal que '(q) = q 2 0. Temos, por

hipótese, que XN.(z) ' l se, e somente se, X(Nq(=»' ' 1 -- XNq(z) C X/(]K) e pelo Lema
1.3.14 se, e somente se, existe l- : .4o(]K) --,lO, ]l ta] que para toda g C Áç(]K) tem-se (lue

/r(P) ç {cl9. c Nç(z)}. Pela Definição 1 3.13 de Nq(z) se, e somente se,

lz(9.)l< á,(P.) ({(g))çc«, V 0 < c < r(p)

se, e somente se, z € N/(K), pois dado y' C .4(IK) tomemos O' = CP = ({(p))ç > 0, ,7
q, (p) > 0 e obtemos

lz(P.)l < ({(P))çcç = Oc'v©-p V 0 < c < ?7(P)'

Para mostrarmos ({{) usamos um raciocínio análogo ao de ({). l

Proposição 1.3.16. Seja z C IK.r \ {O} uma não-un dada. Então existe a C N taZ qwe

S = Na(3) € .S/ e lzXsl < à...

Prova. Suponhamos, por absurdo, que para todo a € N tem-se que

S := N..(=à 4 SJ

Então ;[:lv.(,) C J«/(K) ou Z(X.(,»' C J«/(]K). De fato, se XW.(,) C JU/(]K), então pelo
Lema 1.3.14 existe

.'- : Áo(]K) --,lO, il

tal que para toda p € .4ç(K) tem-se que l,(P) Ç {clg c (.NI.(]ç))'}. Logo, pela Definição
1.3.13 de Na(Z) temos que

lr(P.)1 2: d.(P.) ({(p))'c', V 0 < c < r(p)

e, portanto, 1 : 1 $ ({(p))''c'', V 0 < c < 7-(g) o que implica que ! € e#'(K) e
sendo z! = 1 segue que z C Inv(IK.f) o que é um absurdo, pois, por hipótese, z não é
uma unidade. Agora, se X(W.(=»' C #.r(IK), então sendo X(N.(z»' ' l -- ;YW.(=) segue que

3Veja a Definição 1.1.5 das nulas.
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;th.(z) ' 1, V a C N e pelo Lema 1.3.15 (i) segue-se que z C JU/(IK) o que é um absurdo,
pois, por hipótese, z # 0. Das duas hipóteses verificadas segue então que existe a C N tal

que S = /\(.(z) C S/. A última a6rmação segue imediatamente da definição de S. l

Vamos agora, enunciar e demonstrar o Teorema da Aproximação para o anel dos
números genera[izados plenos de co]ombeau ]K/. Este teorema será uma ferramenta fun-
damental para provar o resultado principal deste capítulo.

Teorema 1.3.17 (Teorema da aproximação). Seja z C ]Kf \ {0} uma não-unidade.

.Então z satis/az uma e somente uma das condições aóaízo;

(a) Ente S C S/ e a C N taZ que

({) zZs

({{) lzZs.1 2 à.Xs. 6.e., e«êste â «p,«seno'nte d' z ta/ que

lâ(p)1 2: â.(p), v p c .%(K»

(b) E«atem «@ênd« {..}«.N C N e {Sn}«.N C S/ t«ü g«e

({) Sn D Sn+l, a. < a.+l e lim a« = oo;
7} '--» (X)

(í{) «xü ----, o;7}---p(X)

({i{) lz;rs.l < á..

Prova. Suponhamos que 3 não satisfm (a) e vamos mostra que z satisfm (b). Como
r C K.f \ {0} e z # ]nv(]K.f) segue pela Proposição 1.3.16 que existe ai C N tal que se

Si := .ÍVa.(a), então Si C S/ e lzXs.l < (i..:. Seja z2 = zXS.. Então z2 # O, pois se
z2 = O, então zZs. = 0, isto é, z satisfm (a) ({), mas pela Definição 1.3.13 de .N..(z)
temos também que lzZsí1 2 á..XsÍ e, portanto, z satisfaz (a) ({{)- Logo, a satisfm (a) o
que é um absurdo, pois, por hipótese, temos que z não satisfaz (a). Agora, z2ZsÍ = 0, mas

Xsf 7é O, pois se Si C S.f, então Sf C S.r e, portanto, z2 é um divisor de zero o que implica
z2 # Inv(IK/). Temos então que z2 está sobre as hipóteses da Proposição 1.3.16. Assim,

existe a2 € 1V tal que se S2 := Arar(Z2), então S2 € 1S/ e lr2Zs21 < áa, ::> lzXs.ni21 < Cla2-

Seja S2 := si n Sz. Então S2 C Si C S/ :+ S2 C S/ e lzZal < à.,. Agora, pela Definição

1.3.13 de Na,(12) temos que

ã.: $ 1z,;rja-l zXs..j;l l"Âbl, (1.9)
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pois i; c S:. De fato, se ç' C S;, então à«(P) $ 1=a(P)l - lz(p)Zs-('p)l e sendo

d., = ({(p))" > 0 temos que lz(p)Xs.(pl > 0 ::> Xs. (q') :# O, i;to é, Xs: (y') - 1 + 'P C S:

e, portanto, .g2 C SI e Si n .g; = S2c. Agora, para toda g C S; C Si temos por (1.9) que

à.,(P) $ 1z2(P)l 1 < à.. (P).

Daí, temos que à.,(g) < à.: (P), V p € S; o que implica

({(p))" < ({(9»'' , V 9 c S;

E, portanto, a] < a2 para alguma g C i; tal que 0 < {(p) < 1. Tal p € S2c sempre existe,

pois j; C S/ 4

Agora, usando os mesmos argumentos usados para obter S« e a« (n = 1, 2) podemos
construir indutivamente as sequências {S.}.cn e {a«}«cN como em (b) verificando as

condições (i) e ({i{). Faltando, portanto, mostrar que a condição ({{), se verifica. De fato,

de ({i{) segue que para cada " c N, l(z;Ys.)(g)l < à.«(ç'), V P C .4o(K) :> llzXs.ll $
llà..ll = e-'« ----, 0, pois por ({) temos (lue a« ----' oo e, portanto, zZsn ,;==, 0, isto é,

vale ({{). E, portanto, segue o resultado. l

Teorema 1.3.18. z C Inv(ÍK.f) se, e somente se, existem r > 0, r : .4o(]K) ---']0,1] tal

lâ(p.)l à,(P.), V 0 < c < '(P),

onde â é um representante de aç.

gue

Prova. (+) Suponhamos que aç C Inv(R). Então pela recíproca do Lema 1.3.15 ({i)

temos que zNq(ê) = 0, V q C N, i.e., XNç(Ê) C NJ'' Pelo Lema 1.3.14 temos que existe
r : .,%(]K) --,lO, ]l ta] que para toda ç' € Áç(]K) tem-se que -h(,) C {clp. c (Nç(â))'} e,

pela Definição 1.3.13, segue que

lâ(p.)1 2 à,(P.), V 0 < c < ,-(P),

onde â é um representante de z e, portanto, basta tomarmos q = r

(+) Com efeito, se existem r > 0, r : .4o(]K) --'l0, tl tal que

lâ(p.)1 2 à,(p.), V O < c < r(p),
4De fato, tome p c i8, então i(p.) = ci(p) e {clp. C iS} c -S, portanto existe co tal que p« C S5 e

i(P.) < 1, isto é, co{(P) < 1, pois i(y'.) = c{(p) --- 0 quando c --, 0.



40 :lbpologia e áJgebra dos números venera/izados plenos de(Jolombeau

então

la(P.)1 2: ({(P»'c', V 0 < e' < .'-(P)

e, portanto,

i:-TI $ ({(P))''e'', V 0 < c < ,-(P).
ZÇ.P.J

Afirmamos que l/â C eM(K). Para mostrarmos isto, pela Definição 1.1.5 das moderadas,

precisamos mostrar que existe p € N tal que V p C .4,(K) existem (? = C'(g) > 0, q =

,7(p) > 0 tal que
l

$ (7c'p, V 0 < c < v7.â(P.)
B.'ta então tomámos p = r > 0, C' = O(p) = ({(p))'' > 0 e ,7 = q(g) = r(p) > 0 para
obtermos,

iii;ill $ (i(p))''c'' - cc'', v o < € < ,-(p)
E, portanto, a afirmação está provada e z C Inv(K.f), pois âl/â = 1, onde â e l/â são
representantes de a e l/]ç, respectivamente. l

Lema 1.3.19. Seja 3ç C ]K/ \ {0} uma não-unidade. -Então existe a C N taZ que

(;c ', v u < c < 'rl.q2.J.

y z(l -- ;Yx.(â)) + ;\lh.(a) c Inv(R/)

Prova. Suponhamos que ]ç C ]K/ \ {0} é uma não-unidade. Então pela Proposição 1.3.16

existe a C N tal (lue .7V.(i) c S/ e, portanto, xx.(â) # 0 e xw.(ê) # 1. Seja

0 := â(l -- ;t)v.(â)) + Xx.©

Então é suficiente mostrarmos que IÚ(p.)1 2: à.(g.), V 0 < c $ 1. Para todo 0 < c $ 1,
temos

Í [, se p. c ]V.(i)
Ú@.) - Í â@.), « p. c (w.W)'''"-''

E, portanto, para todo 0 < c $ 1, temos

Logo, pela Definição 1.3.13 de A(.(â), temos que lO(p.)l ? à.(p.) para todo 0 < c $ 1,
pois li(p.)1 2 á.(p.) já que p. # Na(â), V 0 < c $ 1. Assim, pelo Teorema 1.3.18 segue

que Ú c Inv(K.f) para todo representante Ú de Z/ e, portanto, 3/ € 1nv(iK/). l

IÚ(p.) l
:, se p. C Na(â)

la(p.)l, se p. C (Na(Z»'
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Teorema 1.3.20. Seja z € ]K.f \ {0} uma não-Hnádade. .Então e:êste um ideal ma=rÍmaZ

m de R/ taZ que r # m e, po Gato, o radical de Jacobson de ]K.r denotado por Rad(]K.f) é
nulo, üto é, R,d(R/)

Prova. Seja z C K.f \ {0} uma não-unidade. Então pelo Lema 1.3.19 existe a C N tal que

y .(1 ZN.(Ê)) + ZN.(â) C ]nv(]K.f)

Agora, como XW.(ê) # {0, 1} e também Zw.(Ê) # Inv(R/), R./ um anel com unidade,. segue

que existe m < ]K.f ideal maximal tal que Zx.(a) C m. Agora, veremos que z € m. De fato,

se z C m, então zX(X.(a»' ' iç(l --zX.(â)) C m e, portanto, 3/ = z(l --x/v.(a))+xX.(â) € m.
Como Z/ C Inv(R/) segue que Z/ C m n Inv(IK/) o que implica m - IK.r o que é um absurdo.

Logo, z # m. Agora, se

, c R,d(R.f)

então a C 9t, V Dt 4 ]K/ ideal maximal. Assim, se z # Q, então pelo que acabamos
de mostrar existe m < ]K/ ideal maximal tal que z # m, absurdos Logo, z ' 0, isto é,

Rad(R/)

Seja ]k := {r : ,4o(K) --, ]Rlr é ]imitada} ou seja ]k = Zi(.Ao(K), IR). Para r C ]k defina

Â, : .%(K) --, R

por
â,(9) := 1 (p)I'(")

to, constante, obtemos a função à,. = à,. já conhecida. ObserveNote que quando r(p)
também que

â,(p.) 1{(p.)I'«'a

1{(P)I'(plc'(pJ

Sendo r € ik + ] (: tal que 0 5; l{(p)I'(p') $ C'. Portanto, l&,(p.)l $ C'c'(P.), ] a C IR

tal que a $ r(p.), V c. Dai, como 0 < c $ 1 :> c'(q:'') < é:'. E, portanto,

lâ,(p.)is Oc'

para algum q € N
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A partir do conjunto IR, obtemos uma nova caracterização para os invertíveis de K/.

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado deste capítulo como ha;víamos

prometido, a saber:

Teorema 1.3.2]. ({) Para todo {dea! maãmaZ m de ]K/ temos que

m = g.f(Fm)

({{) Pa,« to.Zo f C P.(S/) o ideal m := g/(rm) é m«zimaZ e F = rm

Prova. (i) Seja m um idea] maxima] de K/. Então m é um idea] primo de ]Kf e pelo
Teorema da aproximação existe um úúco .F = Fm tal (lue g/(.F) C m. Seja z C m\g.f(.r).
Vamos construir uma seqüência {3«}nCN em g/(.F) ta] que z. .: =. z em ]K/. Para isto
vamos mostrar que z satisfaz a condição(b) do Teorema da Aproximação. De fato, se
z não satisfaz a condição(b) do Teorema da aproximação, então, temos que z satisfaz a
condição (a) do Teorema da aproximação, isto é, existem S C .S/ e a C N tal que

(i) aZs

({i) lzXs.1 2: à.Zs.

Lembre-se que este S é exatamente Na(3). Suponhamos que S C .F. Então

Zs C g.f(.F) C m :+ Xs C m

Logo,

g/ := z(l - Zs) + Xs € m

o que é um absurdo, pois pelo Lema 1.3.19 3/ é invertível. Agora, suponhamos que S' € .F.

Então Xs. = (1 -- Zs) C g.f(.F) e como por (a) parte ({) zZs = 0 segue que

zXs. - Xs) C g.f(.F)

o que é um absurdo, pois, por hipótese, z # P.r(.F). Logo, concluímos que z não pode
satisfazer a condição (a) do Teorema da Aproximação e, portanto, z satisfaz a condição
(b) do Teorema da Aproximação, i.e., existem sequências {a«} C N e {Sn} C S/ tais que
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({) S« D Sn+l, a« < '«+1 e

lim a. = oo;
71 --+ CX)

0({i) rZs. n, ---+ oo

({ã{) lzXs.l < à.

Afirmamos que S: C .F. De fato, se isto não for o caso, então S. c /' e, portanto,

afsn C g.f(.F) C m + Xs. C m

e mais uma vez temos que

3/ = n(l -- Zs.) + Zs. c m

o que é um absurdo, pois pelo Lema 1.3.19 Z/ C ]nv(]RI/). Logo, Sl: C .F o que implica

Zs: C p.r(f), mas .\h = 1 -- Xs. e, portanto,

z« = zZsi = # -- zZs.

é uma seqüência em g.r(.F) tal que z. :::. z, pois por ({{) de (b) do Teorema da aprox'

imação temos que iZs. === 0. E, portanto, m = g.f(.F«).

({{) Pelo Lema 1.3.8 g.r(F) é um ideal próprio de K/ e, portanto, g.f(F) C m para
algum ideal maxima] m de ]K/. Mais ainda, peão Teorema da aproximação temos que
.F = Jq.. e a conclusão vem imediatamente de ({). l

O próximo resultado é mais uma aplicação do Teorema da Aproximação.

Teorema ]..3.22 In«(R/) é wm 'Hbc.«junto «bodo e den« de KJ

Prova. Sabemos do Corolário 1.2.3 que Inv(IK.f) é um subconjunto aberto de IK.r, portanto,

resta mostrarmos (lue ]nv(]K/) é um subconjunto denso de ]K.r. Isto é, todo elemento

g C RI/ é limite de a]guma sequência de e]ementos de ]nv(R/). Pelo Lema 1.2.5 ({), temos

que 0 € K.r é limite de uma seqüência em Inv(iK.r) 5. Basta então estudarmos o caso em
que z C R.r\ {O} e a # Inv(R/), pois se z c Inv(R.f) tomamos a seqüência constante. Pelo
Teorema da aproximação a satisfm (a) ou z satisfaz (b). Em cada um dos casos vamos

SVeja a seqüência {à«}«CN em Inv(K/) que é rs/-convergente a zero.



44 Topo.rogia e álgebra dos números generalizados plenos de C:olombeau

construir seqüências em Inv(K/) que são Ts.f-convergente a s. Inicialmente suponhamos

que z satisfaz (a) e defina

z. := a(l - Xs) + à.Xs.

Vamos mostrar que ]ç« C Inv(K.f), V n € N e que ]ç« ----, z-
71---+ 00

(a), temos que

z. = z + (i.Zs, pois zXs = 0

Agora, lembrando que S = .NI..(z) e

lz.(p)l? à.(p), V peV n C N.

Pelo Teorema 1.3.18, z« c Inv(K.f), V n c N, i.e., {z«}..N é uma seqüência em Inv(IK.r)

r + á.Xs

z.(9) z(p) + à«(p), se çp C S

z(p), se p C S',

pelo o item ({) deDe fatoato, e e Z

temos que

Agora, como

segue que

z. -- z = à.Xs.

E, portanto, pelo Corolário 1.1.12 (iv), temos

lz« - zll ll llxsll

ll«« «ll - .'"

e como e'" ----+ 0 segue que llz« -- zll ----} 0 o que implica z. ----} z. Por último,
7t ---p 00 7} ---+ 00

suponhamos que z satisfm a condição (b) e defina

z. := «;(1 - ;1h.) + à.Xs.

C Inv(]K/), V n € N e que z. ----» z. De fato
7} --+ 00

:,.(P) -
à.. (p), se p C Sn

.(g), se g C .%

i.e.,

7}---»00

Vamos mostrar que Zn



1. cteríbticas 45

Relembrando que na demonstração do Teorema da aproximação Sn Na. (3), temos que

lz«(9)1 2 á« (P), V P, V n C N.

E, mais uma vez, pelo Teorema 1.3.18, vem Zn C Inv(R/), V n C N Como

z. = z -- zZs. + à..;ts.

segue que

ll,« «ll lá..;rs. -- zZs.ll
llà..Zs. + z;Ys. ll (pelo Corolário 1.1.12 (i), temos)

maxlllà.Xs. ll , llzZs. ll}(pelo Corolário 1.1.12({u), temos)

««{.''' , ll«;kll}.

Mas pelos itens ({) e ({{) de (b), temor que malte''«, llaçZs. 11} i::=, 0 + llgç« -- zll i.:=m 0

e, portanto, z. -----} z. Isto mostra nossa assertiva. ln.--+oo

Para terminarmos este capítulo temos a seguinte:

Obser"ação 1.3.23. (i) Se Fi,Fa € P'(.S/) e Fi # Fa, e"tão g.f(Fi) + g/(72) = K.f
(Jom e/eito, se Fi # F2, então eüste S C Fi ta{ que S # Fa. 4ssãm, S' C Fa e,

pod-t., l xs + Xs. C 9/(Fi) + g.f(F2), po8 Xs C g/(Fi) e Zs' C g/(Fa) o qwe

mo'tm que iK/ = g/(F ) + g/(Fa).

({{) Se F € P.(S/), então R.r/p/(/) é um anel local c@o o ideal mammal ég/(.F)/g.f(F).
Oe$na .B := R.r/S/(.r) e denota por p : K.r --, .B a aplicação quociente. Sda, então
m. «m ide«Z m.«i«.«Z de B. Então m := g é «m {de'Z m«:Ím'Z de K/ ""t'"'í'
. {de«Z g/(f). Pod«t', peZ. Zeo«m. .Z.3.2' "g« que /' = F. e m = g/(f). Z'g.,
temos que

m. - g(m) - ç' (ãXn)
é o ideal mm'ima! de B.

glç )Igj(

(ii{) O como R.r/p.r(r) tem ca«cteMstÍc' «" p«« todo /' € P*(-S/).

Fí'erros qu Zque, /' c P,(S/). Pelo Ze«'m' ].3.2] s.Z'amos que m := g.r(.F) é ""''

ideal maãmaZ de IRI/- Padanto, pelo Teorema -Z.2.7 podemos concluir que IK//m é uma
extensão do c07po IK. Portanto, a aármação segue do /ato que o c07po K tem carácter'útàca
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No Capítulo 2, damos mais algumas propriedades algébricas do anel dos números
generalizados plenos de Colombeau



CAPÍTUI,0 2

Relação de ordem sobre Rf e outras
propriedades algébricas de IK./

Neste capítulo, vamos introduzir uma relação de ordem parcia] sobre ]R.f, o anel dos
números generalizados plenos de Colombeau (sobre os reais) que provaremos induzir uma

relação de ordem total em todo o corpo de classe residual. A base para este capítulo são

os trabalhos de Aragona, Juriaans, Oliveira e Scarpalézos l61 e Aragona, Fernandez e Juri-

aans l31 que desenvolveram pesquisas, semelhantes com o anel dos números generalizados
simplificados de Colombeau IK (sobre IR ou C).

2.1 Relação de ordem sobre IR/

O lema abaixo devido a Aragona, Fernandez e Juriaans l31 é a base para a definição

de ordem em ]R/.

Lema 2.1.1. Para todo z C ]R/ as seg&Íntes aámzações são equivalentes:

({) Todo representante â de z satlis/az a condição

, . 1 ] N C N taZ que V b > 0 V p C .4x(]K) ]

~ '' l ,7 - q(b,p) € .r t'Z que â(p.) ? -'', V ' C /u;

Crista um representante â; de l tat que â; satisfcLZ t+à;({ã)

(ããi) ."í.'' "m "pm«nt«te :,* de . t.Z que z*(g) ? 0, V p C .4o(K);

47
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(iu) e«bte .N € N e um mp«senfante z, de z t'/ que z,(çp) ? 0, V p € .4«,(K)

Prova. Ver ]3]. l

Definição 2.1.2. t/m elemento z C IR.f é data quase-positivo ou q-positivo, se tem um
mpmsentante satln#azendo as condições equivalentes do .Lema 2.]..Z. .Denotaremos isto

por z Z 0. Z){zemos também gue z é quase-negativo ou g-Regalado se --z é q-l)osÍtitio e
denotamos isto por z $ 0. Se 3/ c !R/ é um outro elemento então escrevemos z $ Z/ (I'Psp.

l Z U) se U-- B (resp. u -- 'y) é q-posita«.

Definição 2.1.3 (Conjunto parcialmente ordenado, cadeia). t/m conjunto parcial-
mente ordenado é um c07zgunto .A/ sobre o qual existe uma ordem parcial degrada, isto é,

uma ralação bãnáüa que indicamos por $ e que satlislfaz as seguintes condições:

({) a $ a, V a c M ÍRe#«{ua);

({{) se a $ b e b $ a, então a b Íantí-siméthca);

(ii{) Se a $ b e b $ c, então a $ c r7hnsátíua)

apÜTCiÜZ" signt$ca que ]l/ pode conter elementos a e b não comparáveis, isto é, nâo vale

que a $ b ou ó $ a. .E neste caso dizemos que a e b são incomparáveis. .Ao contráho,

dois elementos a e b são chamados de elementos comi)aráveis se eles satãsjazem: a $ b ou

b $ a raw ambos, e neste caso temos que a = b,).

t/m conjunto totalmente ordenado ou cadeia é um c07Üunto parcialmente ordenado taZ

que does gua sqtier elementos do conjunto são sempre comparáveis- .Bm outras paZat/rm,
uma cadeia é um corÜunto parcialmente ordenado gue não tem elementos ncomparáueàs.

Observação 2.1.4. .A Z)e$nição 2..Z.2 não de$ne uma relação de ordem fatal sobra ]R/,
poi', por ezempZo, o mama,« gene«./ã«do i(g) = àl(p) sin(à-i(g)), V p C .%(]K) não é
q-positivo nem q-negatãuo. Entretanto ela de$ne uma relação de ordem parcial tat que a
soma e o produto de elementos q-posãtãuos são q-posãtãuos.

Para todo aç C iK/, se i é um representante de z, a função

lâl : .4o --, R+
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definida por

líl(çp)

é naturalmente uma função moderada e lrl := clljâll é independente do representante â
de z. Este número generalizado pleno de Colombeau é chamado o valor absoluto de z.
Assim, temos a aplicação natural g C ]K/ l--+ lzl C R.r+

Definição 2.1.5. Seja z C ]R/. .Então z+ := :!::ild e z' := !=:Jg são chamados respecti-

vamente de pane q-pos flua e q-negatítpa de z.

Note que z+ e z' dependem apenas de z

Definição 2.1.6. .Dado u c 8.r(]K) de$nÍmos as seguintes /uniões

o. : .%(K) --, K

0.(p) - exp(-i Arg(u(p)))

0;': : .4.(K) :--. K

a;:(p) = exp({ Arg(u(p))),

onde Arg(u(g)) denota o argumento de :'(p) c ]K, com a convenção qwe Arg(0)

e

No caso em que K = R as imagens de 0« e 0;i pertencem ao conjunto {--l, 1}. É
claro também que estas funções são moderadas e uma é a inversa da outra (0u0;l

1 = 0 '0.). Mais ainda, .'(g)0«(g) = lu(P)l, V p c .,4o(K). Portanto, se denotamos

lul(P) := lu(P)l, V p c .,4o(K), podemos escrever uO« = lul e, portanto, lul C e/'(R)-

Definição 2.1.7. Z)ado u c 7(tK) de$nimos O. = clip.l e O;: = cil0;:l

Como O.O:: - 1 = 01;:0. segue que O«, Ol:' C ]nv(]K). Note entretanto, que estas

funções dependem do representante.

Proposição 2.1.8. Seja z, 3/ C R.f Então

(i) « ", ' ««..«*' «, « - lzl «, . «m'"'e ", ": é g-p«áfà".

({{) « - «' ", ' «me«te «, :« - -lzl .e, e «menu' ", ,' é q-ney.ti"
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(id{) (-z)+ (z') e (-z) («*)

({u) lz1 2 0 $ z''", z' $ 0 2 .z+ , 1 lzl ejz1 2: z

(«) l=+yl $ 1zl + IVI, llzl l3/ll $ 1z vl ÍdesiguaZdade tdangu/ar9

(u{) Se : $ 3/ e -z $ 3/, então laçl $ 3/.

(«Ü) '''' - « (l!#) . .- - , (1:?).
(«íi{) Se A € .%(K)lâ(p) 2 0} anta. z''"

Prova. ({) z = z+ + !:jÜ = O + z -- lzl = 0 + z = lJç1 2: 0 + z é q-positivo.

({{) z = s' + !Jãbl = 0 .» z + lJçl = 0 + z = -lzl $ O + z é q-negativo.

({i{) (-«)' - :!;H - -!:# - -«: e (--')' - :!iU - -!J# - -,-'"
(ui) Se z $ y e --z $ 3/, então --3/ $ z $1 3/ e, po-tanto, lzl $ y.

(«{{) . (t%P) - :qe' - ::yd - «+ . « (LP) - ::5% - ::#
(uÍá{) Se p € .4, então âZÀ(p) = i(g) 2: 0, portanto, z+ a, se p € ..4',

então iZA(p) (p) < 0 e, po-tanto, z' = 'rXA.. l

Observação 2.1.9. Note gue se z C (CJ então lzl C IRr, lz1 2: 0 e, portanto, podemos

apt'icar a PToposáção 2. 1.8 onde jor necessáho. Em padicvlar, a desigualdade tHangutar
Date neste concedo.

Proposição 2.1.10 (Convexidade de ideais). Sda 3 um ideal de ]K.r e z,y €
Então:

({) z C 3 se, e somente se, lzl € 3;

({{) se z C 3 e lyl $ 1zl, então y € 3

({i{) « K R e 0 SI 3/ $ z, então 3/ C 3

Prova. ({) Se z c 3, então lrl = zoã C 3, pois 3 é um ideal. Reciprocamente, se lzl c 3,
então lzl = zoâ c 3. Agora, sendo oã € 1nv(R/) segue que z = laia;' c 3, i.e., z c 3.

({{) Se IZ/l = lal, então por ({) lzl C 3, pois r C 3 e, portanto, l3/l C 3 e pela recíproca

de ({) segue que y c 3. Agora, se lvl < lzl, então lzl # O, pois se lzl = 0, então lvl < 0
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o que é um absurdo, pois l3/1 2 0. Seja u = 1:1, então lyl = ulzl C 3, pois por ({) lzl C 3
(z c 3) e 3 é um ideal de K/. E mais uma vez pela recíproca de ({), temos que y c 3.

({Í{) Segue de ({{) e a Proposição 2.1.8. 1

Observação 2.1.11. Se z € C/, então é ábüo que podemos escret;er z = z + {3/, com

.,3/ c IR/, onde i é cZ.sse d« A«ção ",';t-te v:l. Z)e$n. R(') - " ' 9(') - y, "
partes maZ e {mag nada de z, mspectãuamente. .NatumZmente, se 2 = â + y''--l& é um

representante de z, então â e Ú são representantes, respectivamente, de z e y. E também,

claro que C.r é um R/-módulo e que as aplicações R, 3 : C.r --} tR.r são RJ'-epim07:/irmos.

Portanto, se 3 < Ü.f é um ideal, então sua imagem por estes epãmor$smos são ideais de

li.r e é um ezercüío tdu aZ uer que eles coincidem; denotaremos por 3, e chamamos a
pane real do ideal 3. Pela Proposição 2.J..20 segue gue 3, c 3.

Note que a involução
o':c--,c

definida por
C'(z)

se estende a uma involução C/ --» CJ de C.r. Chamaremos esta involução de conjugação

O seguinte resultado é óbvio.

Lema 2.1.12. Seja 3 < C.r um {dea/ de CJ. .Ehtao

({) 3, c 3

({{) 3 3, + {3, e 3 é {ntiaãante por c07Üugação

({ã{) 3, = 3 n R.r

Corolário 2.1.13. Seja .F € .1:'.(S/). .Então

(Ê gÍ,Ç~J:) é Q T)aüe real de gjtr) (uer a, De$ni,ção 1.3.6).

({{) Se z C C.r, então ' C g.f(/) se, e somente se, 1,1 C p.r,(.F).

Lema 2.1.14. Seja /' C P.(S/) e z,y € 1R.Í. .Então valem as seguintes a$1mações

(i) Se (z g/) € g.f,(/') e z' C g/,(/'), então 3/' € g.f,(/)
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(i{) .A p.de ,+ .u z' de « e;tá em g/,(.f)

Prova. ({) Temos pela Proposição 2.1.8 item (u) que

z -- lzl 3/ -- IVI
2 2

;lz - lzl - 3/ + IZ/ll

$ ;(1z-g/l+llZ/l- lzll)
$ 1z - Z/l,

llz' - Z/'ll

isto é, llz' -- y'll $ 1z -- yl. Como (z -- y) € g/,(F) segue pela Proposição 2.1.10 item ({{)

que lz' -- Z/'l C g/,(.F) e pela recíproca de 2.1.10 item ({) temos que z- -- Z/' € g.f,(/') e

'omo z' € g.f,(/) segue que y' C g/,(/).

({{) Podemos supor aqui que ]ç é q-positivo e não q-negativo e, portanto, z tem um
representante â ta[ que 0Ê # {:L]} o que significa que que se .A := {g C .,4o(]K)l0Ê = 1},

então .4 ou .,4' está em .F e o resultado segue da Proposição 2.1.8 item (uÍi{). l

Definição 2.1.15. Sda a C R.r/g/,(.7). Z)ãzemos que a é não-negativo c1 2: 0, se a tem
"m repmsentante a C R.f tal qwe a pane neg.ztãt,a a' C g/,(F). .F isto nos dá uma relação
de ordem no sentido usual.

O Lema 2.1.14 nos mostra que a Definição 2.1.15 é intrínseca, i.e., independe do
representantes. O seguinte lema é fácil mostrar e muito conhecido:

Lema 2.1.16. Seja (.A, $) um anel comutativa com unidade parcialmente ordenado e
a, b C Á. E7ztâo;

({) (.A, $) é tot«Zmente o«den.do se, e somente se, a 2: 0 -

({{) Se 2 é uma relação de ordem total sobra .4, então o nàZ-radical de .A é zelo, isto é,
.V(.4) = 0 e se a,b ? 0 :> ab ? 0, então A é um domíhào ntegrnZ.

Teorema 2.1.17. $'ja .F C P,(S/). .Então (ÍÊ//g.r,(.F), $) é um amei tot«/m.nte .da-
nado.

Prova. Inicialmente vamos mostrar que (Ê.r/g.r,(.F), $) é um anel parcialmente orde-
nado. As propriedades reflexiva e anta-simétrica é facilmente provadas usando a Proposição
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2.1.8. Então resta mostrarmos que vale a propriedade transitava. De fato, sejam a, P, 'y C

(IR//S/,(.f)) com repr'sentantes a, b, c € 1k/. Então se a $ P e P $ "y, queremos mostrar
que a $ '. Mas para isto precisamos mostrar que ('r -- P) ? 0, isto é, ('y -- a) tem um

representante (c -- a) C ii/ tal que (c -- a)' C g.f,(.F) (Definição 2.1.15). Ora, se a $ /3 e
P $ 7, então (/3 -- a) 2 0 e (7 -- P) 2: 0, isto é, são ambos n-negativos e, pela Definição
2.1.15 os representant« (b -- a), (c -- b) C R/ de (P -- a) e ('7 -- P), respectivamente são

tais que (b -- a)' , (c -- b)' c g/,(/). Agora, pela desigualdade triangular, temos que

(.- .)' .) - l. «l)

b) + (b - .) - l(c - b) + (b .)1

> b)' + (b -- a)') C g.f,(/')

E, portanto, vale a propriedade transitava. Vamos agora verificar se vale o lado direito de

(á) do Lema 2.1.16. Para isto sda a € (R.Í/g/,(F), $) e seja a C RÍ um repr's'ntante. Do
Lema 2.1.14-({{), temos que a+ ou a' está em g.f,(.F) e o resultado segue pela Proposição

2.1.8-({i{). E o Lema 2.1.16 nos da a assertiva. l

2.2 Outras propriedades algébricas de K.f

Nesta seção damos continuidade aos fatos algébricos estudados no Capítulo 1, onde os

ideais maximais de K.r foram descrito completamente pelo Teorema 1.3.21. Agora nosso
objetivo é descrever completamente os ideais primos de RI/ e mostrar que este anel não é
Von Neumann regular.

Se .4 é um anel comutativo com unidade, denotaremos por 23(.A) o conjunto dos idem-

potentes de .A. Nosso primeiro resultado descreve completamente o conjunto dos idempo"

tentes de IK.f.

Teorema 2.2.1. Se e C ]K/ é um {dempotente não-thüaZ, então ezáste S € .SI' taZ que

e = Xs. .Em radicular, te,«os que B(K.r) é um swbco@.','to discreto de ]K.f.

Prova. Seja ê = e(p) um representante qualquer de e. Então como e2 - e segue que
e(l -- e) = 0, isto é, ê(l ê) C X/(K) e, portanto, existem p c N, ' € 1' tal que para todo
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q 2 p e para toda p C .4ç(K) existem C = C(p) > 0, q = ?7(çp) > 0 tal que

jê(p.)(i -- ê(p.))l $ C'c'@-p V 0 < c < q. (2.1)

Sej-: S (ê))' {p C .A(K)jje(p)1 2: à.(p)} e â ê -- &. E«tã. «mm mostrar

que â C JU/(]K). De fato, se â = ê -- Zs, então para todo 0 < c < 77, temos

Ora, se p. C S, então jê(çp.)1 2 à..(p.) = ({(p»'c' e, po:t'n'o,

izÍin' $ ({(p»''''', v o < . < q,
observando que jê(p.)l # 0, pois e é um idempotente não-trivial. Assim, temos

lâ(v.)l - ê(p.)l

iãil;lj'jê(p.)lli - ê(p.)l

5; Íãilp.)l jê(p')(i -- ê(p.))l (por (2 1) e (2.2), temos)
$ (({(P))''c'')(Cc'@ '), V 0 < c <q

0({(P))''cl(ç)-(p+.), V 0 < c < 77.

lü(p.)l - li - ê(p.)l, se p. € S

jê(p.)l, se p. C S'.

(2.2)

Portanto

IÜ(P.)l $1 Kc'v(ç)-p V 0 < c < 77,

onde K = C({(p))'' > 0 e P = p + a.

Agora, se p. C S' = /\(.(ê), V 0 < c < T7, então

IÕ(P.)l < à.(P.) (P))'c' + jê(p.)l < (á(p)yc', V 0 < c < ,7.

Mas neste caso, temos que lü(p.)l = jê(p.)l e por (2.4) segue que

IÜ(P.)l $({(P))'c', V 0 < c < q.(2.5)

Logo, por (2.3) e (2.5) temos que â € JU/(]K) e, portanto, ê = Xs, i.e., e = Zs. Em
particu[ar, temos que 6(]K.r) é um subconjunto discreto de ]K.f. ]

Definição 2.2.2. t/m anel com unidade é dito Uon .Neumann rquZar se todos os senis

ideais pmncipais são gerados por um 'tdempotente

(2.3)

(2.4)
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Para o que queremos fazer basta a seguinte

Proposição 2.2.3. Sda .4 um anel comutativa com unidade e sela ./V'(.A) seu nil-radical.

Ente. tod. {de«Z pdm. de .4 é m«%m.Z se, e somente se, .4/À/'(.A) é Uon Ne«m«n«

regular.

Lema 2.2.4. Sda ' : .4o(]K) --, IR U {+oo} taZ que

,.«,-l ="' mil:ll:i:=,
.nde p é . mente, pomo que d{«id' ({(p))':. Sd. z C R/ t«Z q« â(9)
representante. Então o idem! gerado por ac não é um ideal {dempotente.

â,@(9) é ««.

Prova. Suponhamos que 3 = zlKJ' é um ideal idempotente. Então pelo Teorema 2.2.1
existe S C S/ tal que 3 = XsjKI'. Pela definição de "y temos dois casos a analisar, a saber:

(a) "y(S) é anito;

(Z,) '(S) é infinito

(a) Soam 7(S) finito, a := m«:lzlz € ]R n 7(S)} e fixemos "m número primo p > a.
Seja também c« := p'". Então c« :::: 0 e 7(g..) = p é '(S), V n C N e, portanto,
P.. # S, isto é, p.. C S'. Agora,

â(P..) '',(..J(9.. ) â,(y..) = (ã(p)yé;: > 0, V n C N

e, portanto, zZs' # O. Suponhamos, que z C 3 = XslK.f, então z = Z/Xs para algum
y c R/. Daí, temos (lue 0 = (3/Xs)Xs. = rXs. # 0 o que é uma contradição.

(b) Agora, se '(S) é infinito, então existe uma sequência {c«} C {clp. € S} que
converge a zero quando n --, oo tal que {'y(p..)} C N é uma seqüência estritamente

crescente e divergente. Suponhamos que Xs = 3/]ç. Então

Á.(P.) - ú(P.)â(P.) 1 - j(v.)â(p.) ----, o
71 ---» 00

Mas visto que .('y(p..)} é uma seqüência crescente divergente segue facilmente que 3/ não

pode ser uma função moderada, isto é, y # C/w(K) o que é uma contradição.
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Das duas contradições encontradas nos casos (a) e (b) segue o resultado. l

Com o que desenvolvemos até este ponto podemos afirmar que IK.r não é Von Neumann

regular segundo a De6nição 2.2.2, mais precisamente, temos:

Teorema 2.2.5. K.r nâo é Von Neumann reywZar. .Em padãcular, ezáste .F € .P*(S/) taZ

que g/(/') nã. é /mA'do ' K/ tem «m {de'Z pomo q« «ão é «m íde'Z mmàm.Z.

Prova. Sabemos peão Teorema 1.3.20 do Capítu]o ] que o ni]-radical de ]KI/ é nulo, isto
é, ./V'(R/) = {0}. Portanto, pela Proposição 2.2.3 e o Lema 2.2.4 segue que 1(/ não é Von

Neumamn regular. l

Teorema 2.2.6. Para todo .F C .f',(S/), g.f(.F) é um ideal pomo

Prova. ]nicia]mente, suponhamos que ]K = ]R. Precisamos mostrar que a condição ({{)

do Lema 2.1.16 se veri6ca. Assim, sejam a, b C ]R.f tal que a', b' € g/(.F). Então

1;(ó - I'llól)

;l('''' + '')(ó''" + õ') - («+ - '')(ó''' - b')j
a+b- + a-b+

(.z,)'

e, portanto, (ab)' C g.f(.F), pois a+b' + a b+ C g/(.F). Isto significa que o cone positivo

é invariante por multiplicação. Agora, seja a C lk/ tal que a2 C g.f(J;). Da definição
do ideal g/(.F) (ver Capítulo 1), temos (lue existe .A C .F tal que a2 = aaX,4. Portanto,

a'X.4. = 0 e assim aXA C ./V'(®/) = 0. Logo, a = aZÁ + aXA = aZA C g/(F). Assim,

estamos feito neste caso. Para comp]etarmos a prova consideremos o caso em que ]K = (C.

Sejam z, Z/ C g.f(/) tal que z3/ C p.Í(f). Então lzg/l = lzllyl c R/ n g.f(/) = g/,(.F). Pelo
primeiro caso laçl ou lyl está em g/,(.7:) e pela convexidade de ideais segue o resultado. l

Corolário 2.2.7. {p/,(/)lr C P*(S/)} é o ca7lj«nto dos ideais pomos de lk/ e

{p.r(/')l.r c p.(s/)}

é o conjunto dos ideais pomos de «=j



CAPÍTULO 3

A topologia cortante sobre a álgebra
das funções generalizadas plenas de
(]olombeau

Neste capítulo vamos construir uma topologia para a álgebra das funções generali-

zadas plenas de Colombeau Ç.r(Q), semelhante àquela construída por D. Scarpalézos,
para a álgebra das funções generalizadas simplificadas de Colombeau Ç(Q). (Ver j15,

16].) Esta topologia será chamada a topologia cortante plena e denotaremos por rn.f
Veremos que esta topologia é Hausdorff e estudamos alguns resultados sobre convergência

em (Ç.f(Q),rn/), dentre eles destacamos que g.f.(Q) é denso em Ç.r(Q). (Ver Corolário

3.3.9.) Ainda neste capítulo, definimos uma topologia sobre g.r (Í», onde Q C R" é
um domínio limitado e Õ é o fecho topológíco de Q. (Ver l41.) Mostraremos que com

esta topologia, denotado por r6b, g.r (ÍD é completa (Teorema 3.4.13). (Ver l41.) Como
consequência do Teorema 3.4.13, temos o Corolário 3.4.14. Veremos que os resultados
de densidade e completude, descritos acima, serão a mola mestra para os estudos que
realizaremos no Capítulo 4, onde pretendemos generalizar os resultados de existência e
unicidade de solução para um problema de valor inicial e de fronteira, abreviadamente
PVIF, do tipo parabólico . (Ver j101.)
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3.1 A álgebra das funções generalizadas

Seja Q um subconjunto aberto não-vazio de ]R". Denote por K CC Q para significar

que K é um subconjunto compacto de Q. Para uma função / : Q --} IK e 0 # Q' C Q
dehnimos

ll.fila : suP l/(z)l
reQ'

Uma exaustão para um subconjunto aberto Q C IR" é uma seqüência {Q.}.cN de sub-
conjuntos abertos não-vazios de Q tal que

(3.1)

Q - U n«
m€N

e Q« CC Q.+i, V m c N

No caso particular em que Q' = Q« (V m c N) escrevemos em (3.1) simplesmente ll.fll.
ao invés de ll/lln.,isto é,

1/11. 1/(z)l.
reQ,.

3.1.1 Funções generalizadas sobre um conjunto aberto

Seja

f/(Q) {u : .4o(K) x Q --, ]Kju(p, ) c C'(Q), V p c .,h(K)}

o ane](operações pontuais) de todas m funções u : .4o(]K) x ç2 --, ]K tal que

u(P, .) C C'(Q), V P C .%(K)

Se a C N" e ]ç C Q definimos

a"'u(P, r) : a"'u(P, .)(z)

Seja

{u C f/(O)IV K CC Q, V a C N", ] p C N tal que V p € d,(K)
] O' > O, ] ? > 0 tal que

suP la't'(P., r)j $ Cc ', V 0 < c < ,7}
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o subanel de e.r(Q) das funções moderadas e o seu ideal

{u C €7(n)lv .K cc Q, V c- c N", ] p c N, ] ,y C I' tal que

V q 2 P, V 9 C .4(K), ] C = C'(P) > 0, ] ,7 = 77(P) >0
tal que sup la'u(p., z)j $ Cc'rh)-p V 0 < c < q},

onde I' é o conjunto das seqüências estritamente crescente, divergente. Então definimos a

álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau g.r(ç2) como sendo o anel quociente

Cy(n)/X/(n), isto é,

V/(Q)

Ç.r(Q) : (Q)/#/(Q).

Na linguagem da exaustão é conveniente dá a seguinte caracterização bem conhecida,

ver por exemplo, Aragona, Fernandez e Juriaans l31, dos elementos de C/W(Q) e J«/(Q).

Proposição 3.1.1.({) uC #(Q) se, esomentese,V(m,p) € N', ].NCN, ]aC]R
t.Z que V p C .Aw(K) te«.« llaPu(p., .)ll- = o(c'), se c .l. 0, V IPI $ p;

({{) u € N/(Q) «, e somente se, V (m,p) € N' V a € R, ] .N € N taZ que V p C Á/«(]K)
tem« lla'u(p., .)ll« = .(c'), « c 1 0, V l#l $ P.

Pela Proposição 3.1.1, temos o seguinte:

Corolário 3.1.2. ({) Se u € Z:y(n), então para todo (m,p) C N' e"totem .N C N, rC
R taZ que para toda p C .4X(]K) eàste 77 = 77(g) C .r taZ que

liga(P., .)ll« $ à,(P.), V C C lq, V IPI $ P

({{) Se u C V/(Q), e«tão pa,« todo (m,p) C N' e pa« todo r C R .«bte N C N taZ qae
p«,« t.d« p c .AX(K) e«bte ,7 C .r t'Z q«e

léru(pc, .)ll« .$ à,(P.), V c C in, V IPI $ P.

Prova. ({) Pela Proposição 3.1.1 t' C e.r(Q), se, e somente se, V (m,p) € N', ]] N C
N, ] r C IR tal que V g C .4X(K) tem-se que ll#u(g., .)ll« (c'), se c 1 0, V IPI 5; p.

Agora, pela definição de ordem, se e, somente se,

tabu(P.; ) 1- . 0, V IPI $ P.
CC
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Como ({(p))' > 0 e não depende de c se, e somente se,

u::: lellígÇ:JU . o, v ipi $ p. ' 0.D

Substituindo (i(p))'c' = à,.(g.) em (3.2) vemos que a expressão em (3.2) implica que

ld'u(p.,.)ll.
1::83"' $ i, v IPI $ p

e para todo € suficientemente pequeno. Portanto, se u C C7(n), então para todo (m,p) C
N', ] .N C N, ] r € ]R ta] que V p C .4X(K), ] ?7 = ?(p) C .r tal que

ll#u(P., .)ll« $ &(P.), V c C E,, V IPI $ P. (3.3)

Para mostrar (í{) usamos o mesmo tipo de raciocínio que nã parte ({). l

O lema seguinte, devido a Aragona, Fernandez e Juríaanls ]3], associa a cada elemento

u € C7'(n) um elemento ug. C C7'(IK), onde P C N" e m C N, mais preces'mente, temos:

Lema 3.1.3. Pam todo u C €7(n), # € 1V" e m C N, temos:

(i) .A ./unção ue. : ,G(K) --» R-+ t'Z q«e ug.(p) (p, .)ll« é made,«d. Ó.e., ug. €
r7(K) e cil«âl C R.r+;

({{) « « c 8#(Q) e u - « € #/(Q), ente. ug. - «â. c #/(]R) e, p.d-t., clluâl cll«âl

Prova. Ver l31 l

3.1.2 Funções generalizadas sobre a fronteira de um conjunto
aberto

Com o objetivo de tornar este texto um pouco mais completo, resolvemos incluir esta
subseção de autoria do Aragona jll, mas é claro que vamos adaptar suas notações para
as nossas e, os resultados serão indicados sem suas provas. Vamos supor que Q é um
subconjunto aberto de ]R" com n ? 1. Se u € e# (ÍD (resp. u C JU/ (ÍD) e consideramos

a restrição ul.A(K)xm' então a definição de fM (ÍD (resp. #/ (ÍD) mostra que «1.%(K)xan
satisfaz a condição de moderação (resp- nulidade) que motiva a definição abaixo:
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Definição 3.1.4. (a) Uma /unção u : .4o(]K) x ÕQ --, K é alta 0-moderada se para cada

K CC aQ e«{.te N C N t.Z q«e p«. tod« g C .4X(]K) podem« en«nt«, c > . '

n c l uedficando

lu(P.,.)l $ a'''', V :« c X',V c c /q.

(Z,) [/ma .Nação u : .4o(K) x aQ --' K é dát.z O-REZA se para cada K CC aç2 e"'êste 7 c r
e N C N t.Z q«e p«« t. . q 2 e p.,« t.d. p € .4,(K) p.demos enc"t"«, c >.
e q € 1 'ued$cando

lu(P.,z)l $cc'(ç)-N Vz € K, VcClq

Claramente o conjunto

8r(m) 8y (ao; K)
{u : A(K) x aQ -. Klu é G-mod"'da e «'(p, ') C C(aç2; K), V p C .4o(K)},

munida com as operações usuais ponto a ponto, é uma ]K-álgebra e o conjunto

N/(aQ) - N/(aQ; K) {u c e?''(m)lu é 0-n«la}

é um ideal de 8/w(aQ). Portanto, a definição seguinte é significativa.

Definição 3.1.5. g}(ÕQ) := 8/m(aQ)/X/(a2) é a ]K-áZgebru das /u"iões general fadas
soam a /70nfeára Q do c07Üunto aberto Q. Z)enotamos por

r«;« : e/w(aQ) --» çl:(aO)

a apZ cação quociente

Aqui a notação Ç;/(X) é usada para a álgebra das funções generalizadas num conjunto

quase-regular, i.e., em subconjuntos X c R" do tipo QUF, onde Q é um subconjunto
aberto não.-vazio de ]R" e .F C a(2, de tal modo que, no caso F = 0 temos as funções

generalizadas usual definida sobre Q (ver jll pg-371). Na literatura, o símbolo g.f(X)
foi usado para denotar uma álgebra de funções generalizadas sobre X, um subconjunto

qualquer, nã(>vazio, de R". Na definição acima usamos a notação Çb, para nossa álgebra
sobre aQ, para não confundir com esta notação anterior.
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Fixemos / € Ç/ (ÍD qualquer. Se /, € CM (ÍD , ({ = 1, 2) são dois representantes de /

então .ÂI.A*,n c C#(aQ) ({ - 1, 2) e de .Ã -- /2 c V/ s'g"e que (/1 -- /2)1.%..,o c X/(aQ),
portanto temos uma aplicação de restrição natural

«% : ' . '. ® - «« (ÂI.*.) ' '$'«:,,

onde .f é um representante de /.. Se não surgir nenhuma confusão, denotaremos alia(.f)
simplesmente por ./'

Exemplo 3.1.6. (a) .A aplicação / C C(aQ) -, rm(.f) C Ç}(aQ), onde

/(P,z) /(z), V (P, z) C .4o(K) x aQ

é um homom07$smo natura/ inletãuo de ]K-áZgebrns gue identz©ca canonãcamente

C(aç2) com «' imagem em Çl:(aç2) e pe«mate e««e, C(m) c Çl:(af2).

(Z,) Se \'' é u«. «nyunto .Z,edo c.ntend. aQ e â C er(1'') é «m mp«nt.nte de wm'

d«d« g c g.r(V'), '"tã' i' :- ÕI..Ü*. € e/ (aQ) ' '"' im'gem em Ç}(aQ) é {"d'-
pendente do represa'ntante Ü de g, o que Jomtece uma aplicação natural de resthçõ,o

"«« : . ' "'«, - «« (;1...,*,.,) ' '$'«:,,

onde â é um representante ctrbãtráho de g. Se não surgir nenhuma conjwão, deno-

taremos Rv.Õn(g) simplesmente por g

Surge então a seguinte questão: Dados (quaisquer / C Ç.r(Q) .e g C Ç}(aQ), encontrar
condições suficientes para a existência de F C g.r (ÍD tal que .PI. = .f e .PI.. = g. (Ver

l Ü 1{/3 &

Para darmos uma resposta à questão acima partimos do seguinte resultado clássico
bem conhecido.

]

Lema 3.1.7. Z)aços .f C C'(Q) e g € C(aQ) suponhamos que

(.r) lím./'(r) ((1), V €1 C aQ.

(-r.r) .Haste gCa : 113a"'/(z), ;'mp" que ( C ÕQ e c- c N"

1'
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z«'ã. «*'. F . c- (n) ''z «". .pl. - / ' .pl. - .

Prova. Ver jll

A seguir estenderemos o lema acima à estrutura das funções generalizadas

l

Proposição 3.1.8. Z)aços .f € g.r(Q) e g € Ç}(aQ) suponhamos que ezístem refresca
tartes j} e Õ de J e g respectivamente, uen$cando as quatro condições seguintes:

(-/) lim.f(g,z) (1), semp« qwe € € aQ e p € A(IK).

(.r-r) -E"Bfe p8.( : !iqa'.f(p,z), ''more que (l c aQ, p C .%(K), e '- C N"

(.r.r.r) (g' : (P,z) C .4)(K) x aQ -' S8,, C K) C er(aQ), V a € N"

Z

(.rV) Para todo K CC n com K nç2 # g, p zra todo c- € N, para cada sequência {p"},CW,

onde p" C Á,(K), V p C N, P.,« tod« «qüênc{« {z,},« em QnK e p'« c«d'

sequencza {ci,}i,eN c / com ci, j. 0, ezzsfe C' > 0, À4' c lq e a c / pedi/içando

s«P IÕ'"/(P:,, z,)l $ 0'c'"', V c C .h
p€N

z«tã., .«üt. f' c g/ (Q) t'z q«. PI.
F : .,h(K) x Q --» K de$nida po'

g. Mais precisa'mente, Q h.nção

f'(P;z) /(P, z), V (P, z) C A(K) x Q

â(p, aç), V (P, z) C .4o(K) x aQ
(3.4)

(3.5)

é uma representante de F e, para cada a C N", temos

a"'.P(P,z)
a'/(P, z), V (P, z) C .%(K) x Q

V (9, z) C .4.(K) x aQ

Prova. É uma fácil generalização do Lema 3.1.7 (ver jll) l

Corolário 3.1.9. Soam / e (? representantes arb tráhos de / C g.f(Q) dada e g c ç}(aQ)
respectiuame'nte. Suponhamos qqe a,s seg'vintes condições Datem:

(') Eh'te g;,. cima'/(g,z), semp« q«e (] € aQ, p C .4o(]K) e a C N"
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(b) (g' : (p, z) c A(IK) x aQ -' g;,, c K) c Z:7(aO), p«' c«d. a € N"

(c) g' ê c X/(âQ), onde g' = g' de (b) guan o a oc N'

(d) .A c.«dãção (.rv') d. p'«po.dçã. ..z.g

.Então ezíste F c Ç/ (íi) taz que Plo = .r e .Plm = g

Prova. Ver jll l

Seja X um conjunto quase-.regular em ]R" e Q um subconjunto aberto em ]R", podemos

definir Ç/(aQ xX) (Ver j101, Teorema 1) do seguinte modo. Primeiro introduzimos o anel

das funções moderada sobre an xX que é

C/m(aQ xX) {u : Jo(K) x aQ xX --, Kjpara cada .K CC X, a C N" e .H CC aQ

existe .N C N tal que, para toda p C .4X(IK) podemos encontrar

c = c(çp) > 0 e ? = q(p) CJO, il satisfazendo lõzaU(ÇP., (,r)l $ a'F''
para todo ]ç C K, (l C H e c € /n}.

A seguir consideramos o ideal de Cy(an xX) definido por

Ã/ (aQ xX) {u C C7'(an xX)apara cada K CC X, a € N" e H CC é?Q

existe N C N e ' C I' tal que, para todo q C IV e toda p C .4q(IK)

podemos encontrar c = c(çp) > 0 e 77 = 77(p) CJO, ll satisfazendo

lé#u(p., (l,r)l $ CE'7(ç)-P para todo z € .K, (l C .H e c € /ql-

Definição 3.1.10. Seja X um c07ljzinto quase-mguZar em R" e Q um c07Üwnto aberto em

IR'. .A áZgebrn das .funções genernlãzadm sobre aQ xX é

g/(aQ xX) yça xX)l.NftaQ xX'\

Exemplo 3.1.11. .4Zgeóras de /uniões generalizadas sopre c07Üunfos quase-regulares e

conceitos relatados aparecem em j101.

Para mais exemplos e aplicações dos conceitos acima indicamos a leitura do trabalho

original do Alagona jll.
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3.2 A topologia cortante sobre Ç.f(ç2)

A definição da topologia que daremos é uma forma alternativa daquela dada no Teo-

rema 3.6 de Aragona, Fernandez e Juriaans l31. Iniciamos, então com a seguinte:

Definição 3.2.1. Seja {Q.}«.cN uma exaustão aZ)eMa de Q. Z)ado u € Cy(O) e (m,p) C
IVe de#námos:

A«,(u) {r C iKJV P C N", l/31 $ p tem-se (i-,ue. H 0},

.nde ug. é co«.. de$,'ádo no Z,.m' 3.].3 ({); Oe$n{«.os . ''«.Zu.çã." d' u o '"p«m' 'í'

A.,(u), üto é,
V«,(u)

O seguinte lema caracteriza os elementos de .A-,(u) e será fundamental para provarmos

algumas propriedades da valuação de u, isto é, de V«P(u).

Lema 3.2.2. r c A«,(u) se, e somente se, para todo P € N", com l/31 $ p, Caíste .N C N
tat que

lim c-'ue.(p.) = 0, V p C .4w(K).
C

Prova. r C A.p +$P V P C N" com IPI < p tem-se que à-,uP H 0 ++P ]] .N C N tal que

111àá-,(Ç'.)ue.(«'.) - 0,V P C .4/«(K) + !H(Í(P))''c''"e.(Ç'.) - 0, V P C .A«,(K)

+ h:« e:-'uS.(9.) .4w(K),
C

pois ({(p))'' > 0 e não depende de c. Portanto, segue o resultado. l

Proposição 3.2.3. Se a C A.,(u) e b < a, então b € A«.(u)

Prova. Pelo Lema (3.2.2) é suficiente mostrarmos que para todo P € N", com IPI $ p,
existe Ar € N tal que

li«]c 'ue.(P.) V P € .4x(K).

Ora, como a C A.,(u) segue pelo Lema 3.2.2 que para todo /3 C N", IPI .$ p, existe

.N € N tal que

C

hmc 'ue.(p.) = 0, V p C .4«,(K).cl0
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Agora, para este .V € N, sendo b < a e 0 < c < 1 segue que cb > c' :> c-b < c'' e,

portanto,
c-'%e.(p.) < c''uS.(p.),

pois u5. C R/+. E, assim, temos que

lj#c-'ue.(P.) < !N.c''u5.(P.) - 0, V P C Áx(K).
E, portanto, para todo P C N" com IPI $ p, existe N C N tal que

[imc-'ue.(p.) - O, V p C .4«,(]K)
C

como queríamos mo«rar. l

Estamos aptos a enumerar algumas propriedades de V.P. Isto fazemos na seguinte:

Proposição 3.2.4. Para todas u,u C r(Q), (m,p) C N' e À C ]K, temos:

({) V«,(Àu) (u), « À # 0;

(Í{) V«,(uu) 2: V«.(%) + V«,(«);

({Í{) V«,(á,u) = r + V«,(u), V r € R;

(iu) V«,(u + u) 2: inflV«.(u), V«,(u)}

(u) u C V/(Q) + A«,(u) = R, V (m,p) C N' + V-.(u) = +oo, V (m,p) C N'

(ui) V«P é constante sobre cada classe de equáuaZência módu/o V.r(Q)

Prova. ({) Pelo Lema 3.2.2 te

com l/31 $ p, ] .N C N tal que

!i8(À")5(v'.)''' - O, V p c Á,«(IK),

mos que r c A«,(Àu) se, e somente se, para todo P € N'

(3.6)

mas

(Àu)e.(P.) l#' (.XU) (9. . .)ll.
ll.Xa'u(ÇP. . .)ll.
l.xllld'u(p.. )ll.

l.Xlug.(P.)
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e, portanto, temos

(.Xu)g.(P.) - l.blue.(9.). (3.7)

Agora, substituindo (3.7) no primeiro membro de (3.6), temos

lin l.XIUE.(P.)C'' = 0, V P C .4JV(K)cl0

se, e somente se,

hmuS.(p.)c'' = 0, V p C ,4W(K), (3.8)

pois À # 0 + IÀI # 0. E, pelo Lema 3.2.2, temos que (3.8) ocorre se, e somente se,
r C A«.(u). Logo, A«,(Àu) = A«,(u) e consequentemente, temos que V«,(Àu) = V«,(u).

C

({{) Seja a < V..(u) e b < V«,(t,). Então a < sup(A«,(u» e Z, < sup(A«,(u)).
Agora, pela Proposição 3.2.3, temos que a C A.p(u) e b C A«,(u). E, pelo Lema 3.2.2,
se, e somente se, para todo P C N" com l/31 $ p existe .N € N tal que

[iHc-'ue.(p.) - 0 - !i#c-'ue,(p.), V p € Áx(]K)

Como pelo Lema 3.1.3

(3.9)

ug.(p.) (p.,.)ll- e «g.(p.) (p.,.)ll.,

podemos escrever (3.9) como segue:

!18 t?94:l?:.2b' - o - !B le!!!FC)I', v 9 ' .4«,o©. (3,10)

Agora, pela regra de Leibnitz, sendo

<#-=(g)eç, «-"' ',. ,' ',
segue que

U. liÕ"("")1:', ')jjm . 0, V P € .A«.(K).
Mas, novamente, pelo Lema 3.1.3, temos que

(3.11)

lld'(u«)(P., .)ll. -(u«)C.(P.)

e, portanto, podemos escrever 3.11, assim

time'('''»(u«)Pm(p.) - 0, V P € .4«.(K).C (3.12)
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E, pelo Lema 3.2.2, (3.12) ocorre se, e somente se, a + b C A«p(uu) e, portanto,

V«,(uu) Z a + b

Como a < V.,(u) e b < V«,(u) são quaisquer, temos que

V«,(«) 2 V«,(u) + V«,(«)

(íii) Pelo Lema 3.2.2 a € A«.(à,u) se, e somente se, para todo P € N" com IPI $ p
existe .M € N tal que

l@c''(à,u):.(9.) = 0, V ÇP C .4x(K).

Mas, pelo Lema 3.1.3, temos que

€ (3.13)

(à,.u)5.(9.) ll#(ã,.u)(p., )ll.

là,(p.)d'u(p., .)ll.

à:,.(p.)lld'u(p., )ll.

c'({(P)ylld'u(9., .)ll.

.' ({(P)yu5.(P.)

e, portanto, temos que
(à,u)g.(p.) - .'({(P)yug.(P.). (3.14)

Agora, substituindo-se (3.14) em (3.13), vem

0 - b« c''c'({(P)yu5.(P.) - (i(P)y li:« c'('-')u5.(P.), V P C .4«,(K)
CC

se, e somente se,

limo'('''),.5.(p.) C ÁW(K),

pois ({(p))' > 0, V p € ÁW(K). E, novamente, pelo Lema (3.2.2), temos que (3.15) ocorre

se, e somente se, a -- r C A«,(u) + ] z C A«,(u) tal que z = a -- r + a = z + r. E,

portanto,

C
(3.15)

V«,(à,.u) (u) + ..

({t,) Seja a < inflV«,(u), V«,(t,)}. Então

« < V«.(u) s«p(A«,(u» e . < V«,(u) s«p(A«,(«))



3.2 A topología cortante sobre Ç/(Q) 69

assim, pela Proposição 3.2.3, temos que a C A.p(u) e a C A«p(u). Agora, pelo Lema
3.2.2 isto ocorre se, e somente se, para todo P C N" com IPI $ p existe ]V C N tal que

!B'-'«e.(p.) - o - !i8'-'«â(p.), v p c Á'«(K). (3.iõ)
Como, pelo Lema 3.1.3, temos

«g.(p.) (p., .)ll« e #m(9.) d'«(P., .)ll«

podemos escrever (3.16) como segue:

!g!(!!c)lb . o - ii. !Z.!Ézlc21b, v p c .,4,«(K).Ca cJO Calim
cl0

(3.17)

Portanto,

!B. Ure!!.:l.@:.2b $ !H. .Eeb«:la..-)b + !m !e3K:l?.2b - o, V p ' .4«-(K),
isto é

!B. T?7e"F":lp'Jb' - o, v p ' .4«,(K).
E, novamente, pelo Lema 3.1.3 podemos escrever (3.18) assim:

limo''(u + u)e. = 0, V g € ÁN(K). (3.19)
c10

Agora, pelo Lema 3.2.2, temos (lue (3.19) ocorre se, e somente se, a C A«,(u + u) e,
portanto,

(3.18)

« $ s"p(A«,(u + «)) (u + «).

(u) Temos que u C X/(Q) se, e somente se, V (m,p) C N' V r € ]R, ] N C N tal que

V g € .4W(K) temos ll-yu(p., .)ll« = o(c'), se c .l 0, V l#l $ p (ver Proposição 3.1.1) se, e

somente se, V (m,p) C N' V r € R, 3 N C N tal q- V p C .4/«(K) temos ug.(p.) = .(c')
se € .1 0, V IPI 5; p, pois llaPu(p., .)ll« = ug.(p.) (ver Lema 3.1.3) se, e somente se

V (m,p) C N' V r C R, ] N C N tal que V p C AW(K) temos que

li.« KS.(P.)c'' V IPI $ P

se, e somente se, r C A«.(u), (ver Lema 3.2.2) se, e somente se, A«,(u) = R, V (m, p) C IN'
(pois R C A.,(u) e A«.(u) C ]R) se, e somente se,

+m (A«,(«)) - V«,(«), V (m,p) C N'

(ver Definição 3.2.1 da valuação de u). E, portanto, mostramos (u).

(u{) É fácil e deixamos para o leitorl

C

l
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Proposição 3.2.5. .4 /unção .D-. : Ç/(Q) x Ç/(Q) --, R+ de$nida por

D..tf, g} exp(- V«,(/ - â)),

on,de f e à são representantes quaisquer de f e g, respectivamente, é uma. pseudo-urra.

méthc. «Z,« Ç/(Q).

Prova. Para mostrarmosisto, precisamos mostrar que para toda /, g, h C Ç.r(Q), temos

({) o«.(/, g) ? o

(ií) o«,(.f, g)

(íãi) o-,(./', /)

({.,) O«,(/, g) $ mml-O«.(/, h), D«,(h, g)}

({) Temos que .D-.(.f,g) = e'vm,(/-ã) 2: 0 e Z).,(/,g) = 0 + e'vm,(i-a - 0 +.
V..(.f -- â) / -- â € X/(Q) + / â + .f = g. E, portanto, mostramos ({Í{),
i.e., .D«.(/, /) = 0. Observe clue para mostrarmos ({i{) usamos fortemente a Proposição

3.2.4 (.,).

({{) Temos que

D«.(j, g) p v-.(.f--ã)

e'Vmp«-l)(ã-.f» (pela Proposição 3.2.4 (i), temos)

e' V«,p(õ--.f)

D«,(.g, f).

E, portanto, .O«,(/,g) (g, /), V /,g C Ç/(Q).

({u) Observe que podemos escrever / -- â como segue

/ - â À) + (À - â)

Agora, aplicando-se V«P a ambos os lados da expressão acima e usando a Proposição 3.2.4
({u). obtemos

V.,(.f -- â) 2 inflV«,(.f À), V«.(Â, -- Õ}.
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Portanto, multiplicando-se ambos os membros desta última expressão por (--1), obtemos

V.,(.f - â) $ suPl- V«p(.f Ê), - v«,(À - â}

Assim, temos que

e' Vmp(.f-Õ) < esuP{' Vmp(/-Â),- Vmp(Ê-â}

$ sup {e'V-P(/-Â) , e- Vmp(Â-â) }

e, portanto, pela definição de Z).P, temos que

.O«,(/, g) $ SUP{.O«.(/, h) , O«p(h, g)} (/, h), Om,(h, g)}

e segue a assertiva.

A estrutura uniforme.determinada pela família {D.p}(m,p)eN2 é chamada a estrutura

uniforme cortante sobre Ç/(Q) e, a denotaremos por rn.f. A proposição seguinte garante

que rn/ é Hausdorff, mais precisamente, temos:

Proposição 3.2.6. Para todo (m,p) € N2 a pseudo-uZtm-métrica Z)«, é {ntiaHante por
tmnsZação. Mais ainda, pa«a toda / c g/(Q) e c- c N' « seguintes a$«nações se uenH-

(d) / se, e .temente «, p«« 'Zgum r.« egui«mentem'nte, p«,« t.d.) "pmsent-te
j '. / "« «« ««, (j) - --.« r: . , "«,U, Q - Q «« "'. («,d . ~'

(í{) -0«.(a''/,0) 5; .O«m-l.D(/, 0), p«a tod. (m,p) C N'

Prova. Vamos primeiro mostrar que a pseudo-urra-métrica l).P é invariante por translação

Isto é, D.,(/+ g,h+ g) h), V .f,p,h C Ç/(Q). Ora,

e' Vmp«.f+â)-(Ê+â»

e ' Vmp(.f -h)

D..(f, hà, ''v f, g.h c ÇJ($tà.

o«,(/ + g, h + g)

Agora, na se(lüência, vamos mostrar ({) e ({{).

({) Temos que / = 0 + / C J«/(Q) e pela Proposição 3.2.4 item (u) se, e somente se,

«-, (.f) - --'«, '' («,d ' ~', --. ' ' -" "-««'-'. ««--«. '. /. A.''', :;'. '

equi«le«te , dizer q« D«,(/, 0) - ''"''(j) = 0, pois Vm, (.f) - +m, V (m,p) € N'
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({{) C'm 'kit., w . < V«(«l.D (j) , «tã. *«d.

"««.-.»(j) - ;«-@««---..,(/))

segue pela Proposição 3.2.3 que a C AmM.l.l) (.f) . Então pelo L
todo P € N" com IPI < p + lal existe N C N tal que

[ii8c-'.a(ç'.) - 0, V p c .4x(]K).

Isto é, para todo # C N" com IPI < p + lal, existe /V C N tal que

liHc-'llZ#.f(Ç'., ')llm - O, V P C .4X(K)-

Portanto,

iii# c-' lld''(õ'"'.f(p., '))llm l $ P,

pois IP' + al $ p + lal. Assim, para todo P' C N" com IP'l < p, ] Ar C N tal qu

!H'-'(a"'/)el(p.) - o, v ç' c .4.~(K).

E, novamente, pelo Lema 3.2.2, temos que a C A«p (a'.f) , assim, mostramos que

"««-..-, (.f) Ç "-, (''".f)
Agora, aplicando-se o sup a ambos os lados da expressão acima e usando a definição de
valuação, temos que

"-«-.-.» (j) . ««, ('''/)
o que implica

e-"-(«l-D(j) > .- V«-(a"j)

e pela definição de -D«P, temos

0«MI.D(.f, o

E isto mostra o aue queríamos

ema 3.2.2 segue que para

e

V (m,p) C N:)2 D (a"'./', o)m;py' J } 'J}
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3.3 Resultados sobre convergência em (g/(Q), rn/)

Dados s {(mÉ,pk)}iSh$,}, uma seqüência finita em .N' e a Cl0, ll definimos

}€ {/l s«P {0«.,.(/, 0)} < '}l<k<u

Então o conjunto B de todos OS Wsa (fazendo variar s € N2 e a Cl0, 11) é um sistema
fundamental de vizinhanças de zero em Ç.r(Q). Além disso, se -B,. := {/1.Z)«,(/,0) < r},

então é óbvio que

"':- n .': - íl {/i"«..,.u,o «.},
IÉk$p l$k$p

onde B11 := {/j-Z)«*,.(/, 0) < a}

Usando o sistema de vizinhanças de zero Zi temos a seguinte:

Proposição 3.3.1. Sda a seqdêncÍa {/zlicn C g.r(Q). .Então as seguintes a$rmações são
equivalentes:

({) /i ---, / em Ç.r(Q);
t ---+ oo

({á) para toda seqüêncáa .Prata s = {(mk,pk)}i$ü$, C N' e para todo a Cl0,il ehste
Zo C N taZ gue para todo Z 2 Zo, ezãstem cz C / =10, 11, .nri C N taZ que se 0 < c < cz

e l$k$ p, então llõP(/z -/)(p.,)ll«. $ c''"', VPC .4w.(]K), V IPI $ Pk.

Prova. Suponhamos qlie ({) ocorre, i.e., /z ---, / em Ç;.r(Q). Então sendo B um sis-

tema fundamental de vizinhanças de zero em Ç.f(Q) segue para toda seqüência finita

s = {(mk,PÊ)}iSkÉ, C N2 e a cl0, il existe lo C N tal que para todo Z 2 Zo tem-se que
(/Z -- /) C Wsa. Agora pela de6nição de Wsa, temos que

s«P {0«...(/
l<k<p

/, 0)} < a,

isto é,

sup {exp(-- V«.,.(/Z -- ./')} < a.
l<k<u

Daí, temos que exp(-- V«*,.(/z -- /)) < a, V l $ k $ &' o que implica

'g-.,.(..ft /)> --lna, V l $ k $ p.
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Pela de6nição de V-.P. e a Proposição 3.2.3 segue que -- in a C A«.p.(/i --/), V l $ k $ z.'
Agora, pe]o Lema 3.2.2 para todo P C N", IPI $ pk (] $ k $ p) existe ]Vi C N tal que

lliBci"'(/z -- /)5..(P.) - 0, V 9 C .4x(K).

Como pelo Lema 3.1.3 ({), temos

(3.20)

(/z - /)g.. (p.) /)(p., )ll.. (3.21)

segue que substituindo-se (3.21) em (3.20), obtemos

li«gc'"'ll#(Jz - /)(9., .)ll«. V P € A/«.(K), V IPI $ Pk.

E, portanto, resumindo temos que

E (3.22)

V seqüência finita s = {(mt,pi)} C N' e V a Cl0, il 3 Zo € N

tal que Z 2 Zo e l $ k $ z/ :> V P C N", com IPI $ PÀ;

] Ni € N tal que iim.toc:"'ll#(.á -- .f)(p., .)ll«. = 0,
V p c .4M: (K).

(3.23)

Finalmente, mostremos que o (lue esta entre (haver em (3.23) é e(luivalente a ({{). Fixemos
s = {(mk,pk)}i$kÉ, e a como em ({{). Pelo (lue esta entre chaves em (3.23), associados

aos dados acima, podemos encontrar Zo C N tal que Z ? Zo e l $ k $ p implica que existe

Aíh € N ta] que (3.22) se verifica. Assim, V Z 2: 1o e V k = 1, 2 . . . , p ] Zk C .r tal que

."'ll#(á /)(P.,')ljm. $ 1, V C C lc.. (3.24)

Portanto, definindo

'' :- :gb{...},
de (3-24) resulta a asserção seguinte (associados aos dados s = {(mk,ph)}i$k$, e a existe

lo C N) tal que para todo Z 2 Zo existem ci € .r e /Vi C N tal que c C .C. e l $ k 5; i'

implica
IÍr(.á - /)(P., .)ll«. $ c '"', V P C .4x.(K), V IPI $ PÀ; (3.25)

que é exatamente a afirmação ({{). Vamos agora, para finalizar, mostrar que a aârmação

(i{) implica na afirmação (lue esta entre chaves em (3.23). Fixemos s = {(mk,pk)}iSkS,
e a como na afirmação que esta entre chaves em (3.23). Como a2 Cl0, ll podemos aplicar
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({{) aos dados s = {(mk, pk)}i$k$, e a2 e, portanto, existe Zo C N tal que para todo Z ? Zo
existem ci € .r e Ari € N tal que c C /.. e l $ k $ p implica

ll#(/z - /)(P.,.)ll«. $ c '"'', V P € ÁM:(K), V IPI $ Pk.

Sendo c Z"' - (c'1"')2 a implicação acima pode ser escrita assim: c € /c. e l $ k $ L'

implica
C'"'ll#(/Z - /)(P., -)ll«. $ C-:"', V 9 € .ANk(K), V IPI $ Pt. (3.26)

Como a Cl0, ll .'. -- Ina > 0 segue que c'i"' 1;.1= 0. E, portanto, por (3.26) segue que

time'''jl#(/z - /)(p., .)ll«. = 0, V P C .4x.(K), V IPI $ Pt.

Assim, provámos que associados aos dados s = {(mk,Z)t)}iSiS, e a existe Zo C N tal que
Z 2 Zo e 1 5; k $ p implica que existe ]Vi C N tal que (3.27) se verifica e, portanto, temos

a afirmação entre chaves em (3.23) satisfeita. Assim, mostramos o que queríamos. l

Como consequência da Proposição 3.3.1, temos que se {/ilicn é uma sequência em

Ç.r(Q) que é tn/-convergente, então para todo c! C N", a seqüência {a'/ilzCN é rn.f-
convergente. Mais precisamente, temos:

€
(3.27)

Corolário 3.3.2. Se jz ----} .f, então para todo a C N" temos a'/z ---> a'.f. .Em outros

tempos, temos que pam todo a C N", o operador deóuação parcial

a"' : .f € Ç/(Ç2) -» a".f c ç;/(Q)

é contíguo

Prova. Pela Proposição 3.3.1 basta fixarmos s = {(mk,pk)}i$t$, e a Cl0, ll quaisquer
e provar que existe Zo C N ta] que para todo Z 2 Zo existem cl € .r, ]Vi € N tal que
0 < c < cz e l $ k $ « ::> 11W''(/ -- /)(p., .)ll«. $ '-'"', V P C .&(K), V IPI $ Pt.

Mas isto é evidente, pois como /z ----> / por hipótese, basta considerarmos a seqüêncía

s' := {(mk,pÍ;)}i$k$,, com pÍ; := px; + lal já que associados aos dados s' e a, podemos

achar Zo C N tal que para todo Z ? Zo existem cz C .r, .M C N tal que 0 < c < cz e

l $ k $ p + lla''(/i -- /)(p., .)ll«. $ c''"', V l71 .$ pÍ;, pois como l/í + al = 1/31 + lcll, a

definição de pÍ; mostra que {/3 + al IPI $ pk} c {'yll'rl $ pk}, V k = 1, 2, . . . p. l

Denotamos por 7íg.f(Q) a álgebra das funções holomorfas generalizadas plenas de
Colombeau. Com esta notação temos o seguinte:

Z
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Corolário 3.3.3: Se Q é um aberto de C", então Hg/(Q) é uma suba/febra rn.f-/ecAada

e, p.d-t', «mpZeta de g/(Q).

Prova. Seja {/n}«CN C Hg/(Q) tal que ./l. ---, / C g/(Q) então, pelo Corolário 3.3.2,

para todo .j = 1, 2 . . . n, temos
7}--+00

0

o que mostra que ig; = 0. 1

O Corolário 3.3.3 acima é um caso especial do fato geral a seguir; resultante do
Corolário 3.3.2:

Corolário 3.3.4. $e P é um operador dijfemncÍaZ linear com coe$cientes constantes, então

. ker(P) é um suZ,apago /ecAad. de g/(Q).

Proposição 3.3.5. Sejam Q e y abertos de IR" tais que 0 # y C Q. .Então, a restHção

(que é lm\ homomor$smo de ál.febra.s)

R R$:/ C(g/(Q),'Õ,.Í) n .rl. c(ç.f(v),rv..f)

é continua

Prova. Para mostrarmos isto, precisamos mostrar que se {/zlzcN C Ç/(Q) é uma seqüência

rn .f-convergente, isto é, /z ;:--, ./', então R(/i) z+. -R(.f) Melhor ainda, /z lv. ;:i= /it,.' ou
sqa {/zll,}icN é rv.f-convergente. Pela Proposição 3.3.1 precisamos m(Btrar para toda
seqüência finita s = {n7zk,pk} C Na e para todo a CJO, 1] existe Zo C N tal que Z 2: Zo existe

cz CJO, il e Ari € N tal que se 0 < c < cz e l $ k $ i/, então

,'(."I, @.,')ll.. ..-"', "«''«, "i"i ',.. (3.28)

Fixemos s e a como acima. Sabendo-se que %. C V'. CC y C Q, V m € N segue

que existe q € N tal que ym. C Q,, V À; = 1,2, . . . ,p. Definimos, então s' := (q,p) com

p ::: maxlÉÀ;$pÍpk} e, portanto, associados aos dados s' e a temos, por hipótese, que existe

/o € N tal que para todo Z 2: Zo existe cz Cl0, ll e .Ari C N tal que se 0 < c < cz e l $ k $ p,
então

ll#(/z - /)(p., .)lln. $ c-'"', V p c .4x.(K), V IPI $ p. (3.29)
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Assim, temos que se 0 < e: < ci e l $ k $ p, então

'' (.':1. - '1.) @., ')ll.. . ii'''c" - n@., .)n.,
para cada /3 € N", o que junto com (3.29), mostrar (3.28), pois p ? pk, V l $ k $ z'. l

Lembrando o seguinte fato trivial de Tipologia Geral:

Proposição 3.3.6. Se X e y são espaços topoZó@cos, / C C(X;y), Xo e Yo são.sube-

'p'ç" topozó@co. de x e y, «spect{«mente, t'ü g«e /(Xo) c Yo, "'tã. g := ./'1*. €
C(Xo; yo) .

Prova. Se .4o é um aberto qualquer de Yo, então existe um aberto .A de y tal que

..4o = .4 n y. Como /-t(.A) é aberto em X é óbvio que g-:(.4o) = .f''(.A) n Xo é aberto

Obtemos a seguinte conseqüência da Proposição 3.3.5:

Corolário 3.3.7. Sejam ç2, '1r c C", abertos [a s gue @ # ],r c Q. .Então a restrição Íque

é homomor$smo de átgebra.s)

*/# :/ c(HÇ.r(Q), 'n/) -'/l. c(Hg.f(}'''),rv/)

é conta ua

No Corolário 3.3.7 ('HÇ/(Q), rn.f) denota 7:Íg/(Q) munida da topologia induzida rn .f

sobre g/(Q), a mesma coisa p''a (HÇ.f(y), rv.f)

Observemos por fim que vale um resultado bem mais geral que aquele da Observação

3.3.4, a saber:

Proposição 3.3.8. Se
P- >: ".:(«)a"'

lal.Ç«}

é um ope,«do, d@,«cí.Z p«m{«/ Z'""' ge«e«Zà«do ODPZG @t. é, «. C ç/(Q), V lal 5;

m) e {/lll.N c Ç/(Q) que é zn.f-co"ueryente a ./', então P(/i) =Hm P(/). Em o"tios
ter'mos, P é rn.f-contígua.

Prova. A continuidade da multiplicação em Ç/(Q) mostra que para cada a € Ç.r(ç2) a

função M. : / C Ç.r(Q) -, a/ c Ç.r(Q) é rn/-contínua. Agora, pelo Corolário 3.3.2,
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sabemos que a'/z ---, a-/ e, portanto, Ma(a'/Z) --a Ma(a'/), iStO é, a(a'/Z) ---,
[ --+ oo i--+ (x) ]---» oo

a(a'/). Assim, obviamente temos que a.(a'/z) ----» a.(a'./'), V lal $ m e, portanto, pela
continuidade da adição em g/(Q) mostra que P(/z) ----, P(/). l

O resultado a seguir garante que as funções generalizadas com suporte compacto g/.(Q)
é denso em g/({2).

---»(>o

Corolário 3.3.9. Seljam {Q,},cn uma sequência ezatistÍua de abertos para Qi e .Y

{X.},cU uma /amzaãa reguZaózante wsociada a {Q,},cn rasto é, ZP C 'Z)(Q,+l) e Z.

1, V ., C N), então .M/ Í-: /, V .f C Ç/(Q) e, em comeqüênc a g/.(Q) é densa em
(Ç/ (Q) , vn .f) .

Q

Prova. Pela Proposição 3.3.1 precisamos mostrar que para toda seqüência ânita s
{(mk,pk)}içh$, C N2 e para todo a Cl0, ll existe Zo C N tal que para todo Z 2: Zo, existem
ci C .r e .7Vi C N tal que se 0 < c < ci e l$ k $ z/, então

ll#(a/ /)(P.,.)ll«. $ c-'"',V 9 C Áa:(K), V IPI $ Pi. (3.30)

De fato, se tomarmos Zo = mÉ, então para todo Z ? {o = mÀ: temos que Q-. C Qi o

que implica .blf},,.. = 1 e, portanto, zZ/in.. - /IÍ},,..,v Z P: Zo = mk e, assim, (ci = 1 e
Ni = 0) temos (lue

ll#(&/ - .f)(p., .)ll«. 0 < c- '"', V IPI $ Ph, V 9 C Á)(K)

Isto é,

lé#(Xz/ - /)(P., .)ll-. < e:-''', V IPI $ Ph, V P C .A(K).

que é exatamente a desigualdade em (3.30) e, portanto, segue o resultado. l

3.4 A topologia cortante sobre Ç/ ({D, Q C R" aberto
limitado

Dedicamos esta seção aos seminários realizados com o Aragona, Orçando e eu, que

culminou nos manuscritos l41 o qual define uma tipologia cortante sobre g.r ({» , onde

listo é, Q, é aberto, í2P CC Q,+l, V p C N e Q = UpeN QP
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Q C R" é um aberto limitado e com esta topologia foi possível mostrar a completude de

Ç.f (ÍD , onde Q C ]R" aberto limitado. Como corolário deste resultado temos que a álgebra
das funções generalizadas plenas de Colombeau sobre Q, g.r(Q) é completa. O objetivo de
incluirmos em nosso trabalho estas notas é que vamos precisar delas para generalizar um

problema de valor inicial e de fronteira devido a Colombeau e Langlais j101. Naturalmente,
fizemos adaptações para as nossas notações com o intuito de uniformizarmos a notação.

Suponhamos que Q é um aberto, não vazio, ]imitado de ]R". Dado .f C g/ (ÍD qualquer,

se .f € ePf (ÍD é um representmite qualquer de / e a € N" é claro que

a.f(p, .) c c' ({D , v p c .%(K)

e, portanto,
lla"'.f(p, .)ll lla"'.f(P, .)lln < +'n, V 9 € .A(K)

O lema seguinte associa a cada u C e.r (ÍD e c! C N", multíndice, um elemento bem

definido u. em Cy(]K) o qual é sua c]asse caju.] C ]R.f+. Mais precisamente, temos

Lema 3.4.1. .Dado u € 8#' (ÍD e P C N", temos;

(a) .4 Acção up : .,h(IK) --' R+ t«Z gue u©(g) = ll#"(p, ')lln é m'der"'i' Õ-e. uP C

c/u(R)) ' 'il"pl € R/...;

(b) 'e « € er (Q) e «-« c N/ (Q), e«tã. uP -«p c N/(]R) ', 3'"t-to, cllupl

Prova. (a) De fato, como u € é:# (ÍD segue que associado a a CC Ü e a P € N" existe
N C N tal que para todo g C .4/v(K) existem C = O'(p) > 0 e ?7 = q(g) >C .r de modo

IZ#u(P., .)ll $ u w, V c C /u

que

ou seja
uP(P.) l $ C'c x, V c C in.

Em resumo, mostramos que existe N C N ta] que para toda p C ÁW(]K) existem C'
C'(p) > 0 e 77(p) > 0 de modo que

luP(P.)l $ C'c'/v, V c C /q

e, portanto, up C e/W(R). E, assim, cljuPI c IR.r+
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(b) Como u -- t, C X/ (ÍD, «sociados a Õ CC Õ e a © C N", eüstem N C N e ' C I'
tal (lue para todo q 2: N e para toda p c .Áq existem C = O'(p) > 0 e 77 = ?7(p) C / de

modo que
léP(u - u)(P., .)ll $1 0c'@-w V c C ln' (3.31)

Ora,
d'(u - «)(P, .) d'u(P, .) #u(9, .), V p c .4o(]K),

mas

E ld'u(9, z) l la''«(ÇP,z)ll $ 1d'u(9, z) #«(P,z)l, V P C Áo(K), V z C n.

Por l31, Lema 3.1, temos que

lld'u(p, .)ll lld'«(p,')lll $ 11d'(" u)(p, .)ll, v p c Áo(K)

o que juntamente com (3.31) mostrar que para toda p € .4ç(K) tem-se

la'u(p, .)ll llz#u(p, ')lll $ cc'm-w, v c € in

Isto é,
luP(P.) uP(ÇP.)l $ Cc'7(ç)

E, portanto, uP -- uP c X.f(IR) o que implica ciluPI

Do Lema 3.4.1 tem sentido a seguinte:

N,''{ E C in

: ciluPI C ]R/. l

Definição 3.4.2. .1;'&adop C N" qualquer. Para todo u C Ç.f (iD de$nimos

llullP cllâpl clIP C .4o(K) -, ll#'â(p, .)lla € %-l,

onde â é um representante qualquer de u. Para todo uo € Ç/ ({D e r C ]R de$nãmos

}h,, [«.] {« € g/ (Q) l llu uoll, 5; á,, V a $ #}

e

Zh := {Wa,,.l0llP € N" e r € R}

Quando u = 0 na Definição 3.4.2 escrevemos simplesmente WP,,. no lugar de WP,,.l01

Agora, lembrando que R.r C g/ (ÍD como o anel das constantes, temos o seguinte:
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Lema 3.4.3. Para todo P € N" e r € R, temos que ]K/ n l,yP,, = %

Prova. Ver l41.

Lema 3.4.4. Sejam /,g € ç.f ({D éO doma'nio Z matado.). Então

(a) ll/+Sll. $ 11/11.+ 11pll., V a C N";

(b) ll.fgll. $ E,.. (;)ll/ll,llgll.-,, V a C N"

Prova. (a) Pela Definição 3.4.2 é claro que 11/ + gll. = cljul, onde

« : p c .%(K) -, lla"'(.f + õ)(p, .)ll c ]R+

Aqui, temos que .f, â são representantes quaisquer 6xados de / e

pela desigualdade triangular, temos que

la''(.f + â)(p, .)ll .$ 11a"'.f(p, .)ll + llõ'"'Õ(p, ')ll, v p c A(K)

Novamente, pela Definição 3.4.2, temos que

1./11. + 11pll. n lla''.f(p, ')lll + clIP n llõ''â(p, ')lll

clip n lla''.f(çp, .)ll + llÕ"'â(p, .)lll

cilul,

g,resp ivame

8]

ect lte. O

t3.3Z)

onde

)

u : p C .%(K) n llõ".f(p, .)ll + lla"â(p, .)ll C R.+

É, claro que (3.32) mostra que u(g) $ u(p), V g € Áo(]K), i.e

(u - u)(P) 2: 0, V P C .%(K).

Portanto (l31, Lema 2.1 ({i{) mais a Definição 2.2) cljul -$ cilul, isto é, vale (a).

(b) Embora um pouquinho mais longa, é inteiramente análoga a (a). De fato, pela
Definição 3.4.2, temos que ll./'pll. :: cljul, onde

u : p c ,4o(]K) -, lla'(/ã)(p, .)ll € R+
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Pela fórmula de Leibnitz e pela desigualdade triangular, temos que

Por outro lado, de novo pela Definição 3.4.2, temos que

ll/llP ip € .6(tK) n l#.f(p, .)ll € tK+l

llpll,.p ip c .,4.(K) -» ll8'''pÕ(p, .)ll c R-+l

donde (para P $ a), temos

(;) «'«.«.".-. - (;) . '« - «",'«, -,"' .:'« - ""-'''«, .,"-

)llllõ'"''pâ(p, ')ll l

cinto,

cllul,

«: « ' "'«;' - =(;) «"/'«, .'"""-'''«, .'" ' '*.

É c]aro que (3.33) expressa que u(p) $ u(p), V p € Jo(]K), i.e.,

(u - u)(ÇP) 2: 0, V P C .&(K).

Portanto (l3j , Lema 2.1 ({Í{) mais Definição 2.2) resulta que cljul $ cljul que é exatamente

Lema 3.4.5 (a-lema). C?uaàsquer que soam k,r C R; tem-se que k(d,)' $ à,-.

Prova. Tomemos .V = 0, fixemos b > 0 e p C .4W(]K) = .4o(]K) arbitrários, devemos

ntão achar 77 = q(b, p) C / tal que

(â,. - k(â,.)')(p.) > -c', V c C /n' (3.34)

lla''(jÕ)(p, ')ll $ >1: ;) lld'.f(p, ')ll llõ''''pâ(p, ')ll, V p € ,%(]K)

: 1/11Pllgll.-P = cl «-E ;) "'.«,.' "-'''«,.,

(3.33)

e

E, port

a

onde

e
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Como â,(p.) = c'({(p))' e k(Â,.)'(p.) = kc''({(y')y', o primeiro "e"bro de (3.34) se
escreve assim:

r - 7'(P.) : ({(P)y - kc''({(P))2'

ou sela
r - .'({(P)y(i - k''({(P)y)

e, portanto, basta que 7' 2 0 e para tanto é suficiente que 1 -- kc'({(p))' 2 0, isto é,

kc'({(p))') -É l ou ainda c' $ iRiiE;F, isto é, c $ ? := ;i : ' Em resumo, definindo

q
l

á(P)k}

temos

r(p.) (ê, k(Â,)')(p.) 2: 0 > --c ', V c C .r.

E, portanto, segue nossa assertiva. l

Corolário 3.4.6. Para todo k,r C IKi tem-se gue kà, $ á,., V s 2 r

Prova. Com efeito, se s > r, então á, $ à, (óbvio) .'. á? $ à? .'. kà? $ kà? $ à,.. Esta

última desigualdade segue do Lema 3.4.5. l

Podemos finalmente mostrar que a multiplicação em Ç/ (ÍD é contínua (0, 0), isto é,

dado W.,, C BÜ.b arbitrário existe Wa,, C Bã,õ tal que W02,, C W.,,. Na realidade, em
vista do enunciado do cl-lema acima, o que vamos mostrar é o seguinte:

Lema 3.4.7 (.Ay/'i). Para todo Wa,. C BQ,Õ tem-se que Wa2,, C W.,,

Prova. Sejam

«. :- w { (;) } , « :- w'"'.,',

'.:- . «'«. -.««'' '" E {(') },,:- Twl'.} ' *
Então, devemos mostrar que

/, g C Wa,,- + ./g C Wa., (3.35)

(3.36)
De fato,

/, g C Wa,' + ll.fIlA $ à,, e llgllX 5; à,, V .X $ a.
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Portanto, se

ll/ll, Tl=:Íll/ll*} e llSll, 519:lllpll*} ,
resulta por(3.36)

11/11* $ à,- e llgll* $ á,.

(b) resulta, para cada a $ a:

$ p.w,ll/ll*llpll,
$ pM'll/ll*llpll*

$ k(à,)'
$ à,.

ll/pll. $ )1:
/3$a

1/11allpll..p
a

Então pelo Lema 3.4.4

Isto é, ll/gll. $ á, o que mostra (3.35). 1

Para mostrarmos que a topo]ogia rn,õ é compatíve] com a estrutura de ]K/-álgebra de
g/ (ÍD (já mostramos que rn,Õ é compatível com a estrutura de grupo abeliano de Ç.f (ÍD),
como acabamos de verificar .4W.r (no Lema 3.4.7), em vista de (l31, Corolário 1.3) resta

apenas verificar a validade de:

(Àl7) Fixados g C g/ (iD e W.,,. C 6a,. arbitrário existe W#,, € 6a,Õ tal (lue gWa,, C
W.,, (isto é, a homotetia / -» /g é contínua em O).

Isto segue facilmente dos dois lemas seguintes:

Lema 3.4.8. Filados g € Çj (ÍD e cl c N" quaisquer. ezástem (7 > 0 e t c R éprouaueZ-

mente t < 0) taZ gue llgll. $ O'àt, V a $ a

Prova. Seja â C e/' (Í» um representante qualquer de g então, associado a a C N" (e a
Q CC Q) existe N € N ta] que para toda p C .4W(]K) existem c > 0 e ? C / de modo que

la"â(p., .)ll $ u /", V c € in, V a $ a. '

Tomando C c({(g))X podemos escrever a desigualdade acima como segue

lla''Õ(P., .)ll .É C'&-w(P.), V c C /q, V a $ a.
2Na realidade, a condição de moderação vale apenas para a, mas visto que o conjunto dos a $ a é

finito, é óbvio que a coisa toda vale para todo a $ a.
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E, portanto
llgll. $ C'á-w, V a.Ç a

(o que mostra o Lema 3.4.8 definindo t := --N).

Podemos enunciar melhor o Lema 3.4.8 assim:

l

Lema 3.4.9. Filados g € g/ (ÍD e a € N' arb tráàos erástem C > 0 e Ar C N tais que
lçll, $ (7à-x, V a $cl.

Lema 3.4.10. .Dados k > 0, r > 0 e ]Vi C N quaisquer existe s > 0 taZ que k(l-w:ã, $ à,

Z)e modo mais preciso, basta tomarmos s 2 .Ni + r + l, isto é, ká-w.àx.+,+i $ a,.

Prova. Fixados os representantes arbitrários àl(Z

b > 0 e p C ,4x(K) = .%(K) mbitrá;i", 'ntão

-/V:, s, .) tomemos N - 0 e hemos

(â, -- ka.,.,. â"':...,...-)(p.) â,(p.) -- kÂ /«.(p.)âlv.+,+i(p.)

c'({(p)y -- kc'/": ({(p) 'x: cl"'''''+: ({(p))J"'''"'''''

c'({(P»'(l - ki(P)c) > 0 2 -c'

para todo c > 0 tal que 1 -- k{(p)c > 0, ou seja, c < ?7 := ! (ç'). Portanto,

(Â,- -- kê.w.ax.+,+i)(q'.) > --c', V c < q = ?(t', P) :- i{(P)

Segue assim o resultado.

Vamos agora mostrar a afirmação (.Ay/'):

Prova. Partimos dos seguintes dados: W.,, e g. Pelo Lema 3.4.9, associados a g e aa
fica determinado .N C N tal que

l

llÇll. $ C'à «,, V « $ a. (3.37)

Sejam M,p (e .IWa,P.) como na prova do Lema 3.4.7 (.4y/'/) e k := Mpa (onde C apor'ce

em (3.37) acima graça ao Lema 3.4.9). Associados a k, r (de Wa,,) e N € N (que também

aparece em (3.37) acima graças ao Lema 3.4.9), pelo Lema 3.4.10, existe s := N + r + l
tal que

ká.wà/«--,+: $ à,.. (3.38)
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Definimos então WP,, com P a es N + r + l e vamos mostrar que

gW.,x+,.+i C W..,. (3.39)

De fato, fixado / C W.,X+,+i, isto é, 11/11. $ àX+,+i, V a $ c! resulta (Lema 3.4.4, (b))
por (3.37) e (3.38):

,'. ' =(;) ' '-.-,'
$ Mp(0'à-w)àw,,.....:

$ à,.

E, portanto, llp/ll. $ d;.. V a 5; a o que implica g/ C W.,, o que mostra (3.39). 1

Para íinalizarmos esta seção indicamos os manuscritos do Alagada intitulado: "A

comp[etude das á[gebras de Co[ombeau g/(Q) e Ç/ (Õ) , onde Q e O são abertos de ]R" e O
é limitado." (Ver l41.) Nestes manuscritos o professor definiu uma topologia cortante, que

denotou por rÕ,b, para Ç/(Õ) e com esta topologla mostrou que este espaço é completo
e como corolário mostrou também que g/(Q) é completo. Vamos então apresentar os
resultados de que vamos usar em nosso trabalho. Iniciamos com o seguinte:

Lema 3.4.11. Filados a C N" e r C N* arb tráóos, para g C €1r (õ) são equipa/entes
as duas cona iões seguintes;

ê) g C Wa,,;

(i'i) para todo representante ê € CM (IÕ) de g (e 0 7'epresentante óh. de à,) vale a
c-alça.; E«bte «m N C t'Z que p.,« todo b > 0 e p.,« t. € .4/«(]K)
eúste n = nÇb,gÜ c l uert$c(mdo

l#â(p.,.)ll $ {(py +c', V c C lq eVP$ a.

Prova. Ver l41 l

Lema 3.4.12. Seja {/mlneN uma seqiiência de aaucAg em (Ç/ (Õ) ,7Õ,b) e .fizemos uma

seqiZência {/m}..N de representantes das /m. E7}fão;

(a) Ezáste duas seqÍiêncãas esthtamente crescentes

À:. C N* n «ç C N* ep: u C aum(À) H NP, € N*
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t.{. q«; V , C N*, V Z, > 0 e V p C .Ax.. 3 '7«, - ,7,,(b, g) C .r «ã$c-d.

llÊ:.... - .Ã.)(p., '))ll $ {(9y'' + '', v ' c in.,,

onde V Z C N*, V b > 0 e V p € .4X,. tem-se

77,:(Z), p) > ?7.(b, p) > . . . q,.(b, p) > 0

@,) Ma/e a seguinte a$7mação; V a C N" e V r € N* ] k € N* com k 2: r taZ que,

V Z c N* com Z 2 k Jüado, ] p C N' com p 2: k + r taZ gue V b > 0 e V p C
.4W,, ] 77' = ?7'(b, g) € ]', com 77*(b, p) < ?7up(b, p), de modo que

la''(.Â..... - .Ã.)(p., ')ll $ {(g)'c' + c' + c', V c C lu' e V P $ a,

sempre que k $ $ Z

Prova. Ver l41. l

Finalmente, vamos enunciar o resultado que garante que (Ç/ (Õ) , 7b,ó) é completo, a
saber:

Teorema 3.4.13. Se O é um aberto limitado de R", então Ç.f (Õ) munido da topoZogia

ra,Õ é completa.

Prova. Ver l41. l

Como corolário deste resultado, temos que (g.r(n, rn /) é completa. Mais precisamente,
temos

Corolário 3.4.14. g/(Q) munida da topoZoyãa rn .r é completa

Prova. Ver l41 l

Devido ao fato que o Teorema 3.4.13 e seu Corolário 3.4.14 já estão sendo escritos

no formato de artigo, não colocamos suas provas, apenas indicamos o manuscrito que

foi, como já havíamos dito antes, fruto dos seminários realizados por Aragona, Orlando
e eu. Estes resultados foram fundamentais para resolver o problema de valor inicial e de

fronteira (PVIF) do tipo parabólico originado no artigo do Brezis e Friedman (1983) l81,
continuado com Colombeau e Langlais (1990) j101 e finalizado em 2006 no Capítulo 4,
Seção 4.3 do nosso trabalho. (Ver Teorema 4.3.1.)
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CAPÍTULO 4

Solução generalizada para um
problema de valor inicial e de
fronteira do tipo parabólico

Neste capítulo vamos generalizar um resultado de existência e unicidade para um prc'"
blema de valor inicial e de fronteira, abreviadamente PVIF, para uma equação parabólica

devido a Colombeau e Langlais j101 . No referido trabalho Colombeau e Langlais mostraram

que se o dado inicial é uma função generalizada com suporte compacto, i.e. uo € ç.f.(ç2)
então o PVIF para a equação parabólica ut -- A.u + u3 = 0, num domínio regular limitado,

admite uma única solução generalizadas. Então nosso propósito é mostrar (usando resul-
tados da tipologia cortante, Capítulo 3) que o mesmo permanece valendo sem que o dado

inicial seja, necessariamentei uma função generalizada com suporte compacto. Para tanto
vamos enunciar na Seção 4.2, sem demonstração, alguns resultados de j101, os quais vamos

precisar no decorrer deste capítulo. E importante salientar que, igualmente ao trabalho

de j101, toda função generalizada é a valores em R.

4.1 Desenvolvimento histórico do problema

Analogamente ao que acontece com as equações algébricas, acontece com as equações
diferenciais parciais. No seguinte sentido; uma equação algébrica aparentemente simples

l Solução no sentido das funções generalizadas plenas de Colombeau
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pode não ter solução em um dado conjunto de números, mas quando tomamos uma
extensão, conveniente, do conjunto dado a mesma equação algébrica passa a admitir
uma solução no conjunto "maior" (maior no sentido da inclusão de conjuntos). Assim,
também acontece com as equações diferencias parciais; uma equação diferencial parcial

aparentemente simples pode não ter soluções em um dado conjunto de funções, mas se
consideramos um outro conjunto de funções que contenha aquele conjunto dado, a mesma

equação pode admitir soluções. Para uma equação diferencial parcial conhecemos os
seguintes tipos de soluçõm: soluções clássicas(no sentido das funções clássicas), soluções

fraca (no sentido das distribuições) e as soluções generalizadas (que são as soluções no
sentido das funções generalizadas de Colombeau) .

Como podemos ver, quanto maior o conjunto de números maiores são as chances de
se obter uma solução para as equações algébricas e de modo análogo quanto maior for
o conjunto das funções maiores são as chances de se obter soluções para uma equação
diferencial parcial.

Quando estendemos um dado conjunto de números ou funções fazemos isto de tal
modo que o conjunto maior absorva o máximo das propriedades do conjunto menor (ou
conjunto anterir). Isto é para minimizarmos os prejuízos ao passarmos de um nível para
outro. O problema é que, quando estendemos um dado conjunto, precisamos pagar um
preço por isto e este preço é muitas vezes calculado no número de propriedades que
perdemos ao estender o conjunto dado. Por exemplo ao passarmos de R para C perdemos

uma propriedade importante dos números reais que é a ordem, um outro exemplo é que
quando saímos do conjunto das funções clássicas para as distribuições 'Zy perdemos a

multiplicação de funções. A álgebra das funções generalizadas de Colombeau que, surgiu
neste contexto, é uma álgebra comutativa associativa satisfazendo as regras de Leibnitz
que contém as funções clássicas e as distribuições e, neste conjunto está bem definida uma

multiplicação.

Vejamos um paralelo de inclusões de conjuntos de números e funções:

Í WcZcQcKcC
1. C' c . .. c Ci c... C Co c Z,k. C 2y c Ç/.

Pelas nossas discussões acima as equações algébricas têm mais chances de terem soluções
em C, conjunto dos números complexos e, as equações diferencial parciais têm mais

chances de terem soluções em Ç/, a álgebra das funções generalizadas plenas de Colombeau



4.1 Desenvolvimento histórico do problema

Em 1983 Brezis e Friedman l8j consideraram o problema de Cauchy para uma equação

parabólica não-linear envolvendo medida como dado inicial (e uma condição de fronteira) ,
a saber:

Í u. -- Au + lula'iu = 0, sobre Q = Q xl0,TI

1. u(n, 0) = õ(z), sobre Q,

onde Q C ]R" é um domínio contendo a origem, 0 < p < oo, 0 < T < oo e (5(z) a massa

de Dirac na origem.. Então, mostraram que uma solução de (4.1) existe se, e somente se,

0 < P < (n + 2)/n. Em particular, a equação:

Í ut --6.u+ua = O, sobre (2::Qxl0,7'l
1. u(z,0) = õ(r), sobr' Q,

não tem solução para toda dimensão n 2 1. Solução fraca em Q: não existe u c .t:,.(Q)
(para p 2 1) satisfazendo

(4.1)

(4.2)

u, d.u+ u' 0, sobre C2 = Q xl0, 7'l,

l.e.,

J«««« - f J«»«..« * / /*.'.'' - ', ~ « c D(Q) (4.3)

(4.4)
e

u(r,0)

no sentido: para toda função contínua p com suporte compacto em Q

'w IÜ .Á "(', t)p(')d" - pO)-

Mais ainda, se aproximarmos õ por uma seqüência {(5«}ncN de funções

que as soluções u« de

(4.5)

suaves observamos

ut -- 6.u + ua = 0, sobre (2 ;; Q xl0, irl

u(z, t) = 0, sobre a Q xl0, rl
(4.6)

com condição inicial

u.(z, 0) = ó«(z) sobre Q

convergem uniformente à função identicamente nula sobre C?,7

77 > 0. E, portanto, existe um fenómeno chamado Ze{ de ./Fonteím em t
é uma perda da condição inicial. (Ver jlO, 8j.)

l77, rl, para todo

0 cujo resultado
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A perda acima aparece como um problema de de6nição matemáticas a condição (4.5) é
também um ótimo caminho para expressar (4.4), pois no interior de Q a solução u, limite

das soluções u. é a função nula, a qual sua restrição a t = 0 é a massa de Dirac na origem

de Q. Esta situação lembra a situação da "função Delta de Dirac" antes ser entendida
como uma medida.

Em 1990, sete anos depois que Brezis e F'riedman mostraram em ]8], que (4.2) não tem

solução fraca(no sentido de distribuições) Colombeau e Langlais escreveram um artigo
(ver j101) cuja proposta era mostrar que a teoria das funções generalizadas em l7, 9, 11, 131
tem uma defbição natural para se obter a solução de (4.2) com a condição de honteira

u(z, t) = 0, sobre a Q xl0, 7'l

Então, usando técnicas clássicas sobre estas equações parabólicas, obtiveram teoremas
de existência e unicidade de soluções no sentido das funções generalizadas plenas de
Colombeau. Estes teoremas, enunciámos em nosso trabalho sem nos preocuparmos com
sua prova, já que serão úteis ao nosso propósito. Nosso objetivo é, portanto, usar os

resultados topológicos obtidos no Capítulo 3, a saber: a densidade de g/.(Q) em Ç/(Q)
e a completude de g/ (ÍD (ver l41) para generalizar os resultados de existência e unici-
dade de Colombeau e Langlais j101 completando assim, mais uma fase de desenvolvimento

do problema iniciado por Brezis e Hiedman l81. A nossa generalização consiste no fato
de como tomamos o dado inicial do problema; enquanto o dado inicial de Colombeau e

Langlais j101 era função generalizada com suporte compacto o dado inicial que tomamos
é qualquer função em g/(Q).

4.2 A solução generalizada dada por Colombeau e
Langlais

A base desta seção são os resultados obtidos por Colombeau e Langlais em j101

Iniciamos pelo seguinte:

Lema 4.2.1 (Ver jlO]). Para todo inteiro k ezÍste am po/ànómáo Pi C PIXI taZ que se
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uo C 'D(Q) Cata. « «Zução u d'

Í ut--A.u+u3 =0, ern(?=ç2 x lO,:r'l, lr'>0
'l «(,,0) («), em Q

1. «(',t) aQ x]0,T]

(4.7)

(4.8)
satisfaz:

H"ll.'© ' «: (ll«H.«*:®) .

O resultado acima será importante para mostrarmos que a seqüência {â.}.cN c gJ' (Q)

de soluções do P.V.l.F. (4.9) é limitada. Esta seqüência de soluções é obtida a partir da
seqüência de dados iniciais {âo«}«cw C Ç.r.(ç2) pelo seguinte:

Teorema 4.2.2 (Ver jtOI). Para toda uo C Ç.r(Q) a valores reais com suporte compacto

e«êste u C çJ(Q) s.J«ção d'

u, -- Au + u' = 0, em Ç/ (Q)

"l-*Í'l'", '"ç. (n
Im*lo,n 0, em Ç.f(a2xjO,TI)

(4.9)

O Lema que segue usamos para mostrar que a seqüência {â«}neN C Ç.f (Q) é uma

seqüência de Cauchy em Ç.f (©) . E usando que g/ (Q) é completa (ver l41) provámos que
tal seqüência converge para a solução de (4.9).

Lema 4.2.3 (Ver jtO]). Seja u € C' (Q)

Í «.-A"+«o« - /, emQ (/c C' (a))
'l «(z, 0) - g(z), em Q (g C D(Q))
1. «(z,t) - h(';,t), 'm aQ xl0,7'l (h € C'(aQ xl0,TI)),

-de T > 0 éyinito e .nde .o(z, t) 2 0 'm Q. E«tão pa« todo k € N e«%'te «m p.Zí"ómi'

Ri c PJXI com coe$cÍentes independente de ao, /,g e h taZ gue

(4.10)

Ét"n.-© ' Gi.''H.«*:© -'' ii«n.«m "'- n"n.«*-.« *'..,.D«: (H«H.«*:@) (4.11)

O teorema que segue nos dá a unicidade de solução, ou seja, é com este teorema que

podemos decidir que o limite da seqüência {â«}nclq C Ç/ (Q) solução de (4.9) é única.
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Teorema 4.2.4 (Ver jlO]). .A soZwção de ry.q é Única.

Observação 4.2.5. Note que as Junções poZãnomiaãs que aparecem nos .Lemas .4.P-.í e

4.e-3 não dependem do parâmetro (p das junções generalizadas em questão.

Como podemos ver Colombeau e Langlais, em seu artigo j101, usaram técnicas clássicas
para mostrar que com a teoria das funções generalizadas em l7, 13, 11, 91 podemos obter

solução e unicidade do P.V.l.F. (4.9) desde que o dado inicial seja uma função generalizada
de suporte compacto. Na próxima seção vamos usar a tipologia desenvolvida em nosso
trabalho, que são os fatos de densidade e completude (ver Capítulo 3), para mostrar
que o mesmo permanece válido sem que o dado inicial tenha, necessariamente, suporte
compacto.

4.3 Uma aplicação das topologias cortantes (Ç/(Q), rn/)

e (Ç/ (Q) , Q.)
Nesta seção vamos fazer o prometido no início deste capítulo, isto é, generalizar os

resultados contidos nos Teoremas 4.2.2 e 4.2.4. Para isto vamos usar dois resultados

topológicos obtidos no Capítulo 3, a saber: Ç/.(Q) é denso em Ç/(Q) (Corolário 3.3.9) e

gJ ({D é completo (Teorema 3.4.13). No que segue, para cada p C .4o(]K) fixa, temos

({) â«, .) C D(Q)i

({í) ã« â«(p, ., *) c C' (Q) , onde © a x 10, 7'l;

(ãi{) â«« - â«.(P, ., *) â«(P, ,*) ü«(p, ., *) € c' (Q);

({.,) âo.,*)(çp,.,*)+â«:(p,.,*)+â.(p,.,*)â«(p,.,*) 2:0em
c? lo, rl.

O objetivo das relações acima é simplificar a notação. É na forma que aparecem em ({),
({{), ({Íã) e ({u) que podemos aplicar os resultados de Colombeau e Langlais [101, vistos
na Seção 4.2; principalmente os Lemas 4.2.1 e 4.2.3. Observe que elas vão aparecer,
naturalmente, na prova do teorema que segue:
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Teorema 4.3.1. Suponhamos qwe o dado inicial do Py7F Íy.P9 uo € Ç.r(Q). Então existe

uma lín ca u € g/ (Q) taZ que u é solução de Í4.P9 com dado inicial uo.

Prova. Sda u. C Ç.r(Q). Então existe uma seqüência {uo.}«cn C ç.r.(Q) tal que

'ÜOn ::} 'U0)

pois pelo Corolário 3.3.9, temos que Ç.r.(Q) é denso em Ç/(Q). Agora, pelo Teorema 4.2.2,
para cada n C N existe u« C g/(Q) tal que u. é solução de (4.9) com dado inicial uo.
correspondente. Mas isto é consequência do fato que âo. representante de uo. está em
Z)(Q) e â« representante de u« está em C- (Q) e é uma solução clássica de (4.7) com dado
inicial âo.. E, portanto, pelo Lema 4.2.1 para todo k c N existe um polinõmio Pi € 7>jXI

tal que â,. satisfaz (4.8), i.e.,

7}--+CX)

H'«H.' '&(U'«H.«* ®)
Observe que agora, temos uma sequência de soluções {u.}«cN C Ç/ (Q) do PVIF (4.9)

associado à sequência de dados iniciais {uo«}«cn C ÇJ.(Q). Vamos mostrar que existe

u c Ç/ (Q) tal que u. :l::: u, i.e., {u«}.cn é uma seqüência convergente em Ç/ (Q).
Como É;.f (©) é completo (ver Capítulo 3 Teorema 3.4.13) basta mostrarmos que {u.}«cn
é uma seqüência de Cauchy. Seja u.« = Un ' Um. Então u«« é uma solução generalizada

do seguinte PVIF:

(4.12)

Í («..). - A«««+'ou.. O, em g.r (Q)
J «..l - «« -- uo«, em Ç/(n)
'l in xl0}
l u,.l
\. laQ xlo,rl

onde aO = u: + u: + u.U. = (u« + !u«)' + ãuà. Como â««, representante de U«m, é

uma função C- (a) solução clássica do PVIF:

em g/(a Q xlo, rl),

(4.13)

Í (â««). - Aâ«« + âoâ.,..

l "'l'**' -ü'« p.:ü
l Ü..l . aQ xl0,TI,
L laQ x]0,T]

onde T > 0 é finito e âo = â: + â: + â«â« = (â« + {â«)' + lil2: ? O em Q, segue

pelo Lema 4.2.3 que para todo k C N existe um polinÕmio Pk C p'jXI com coeficientes
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independentes de âo e âo« -- âo. tal que

ii'««u.'@ ' H'» - '««H'«m«: (n'.H.«* ©) . o.«)
Como u.. = U. -- Um segue que â.. = â« -- {Z. e, portanto, podemos escrever (4.15)

como segue:

H'.-'-H.' ' ii'« .«©":(H~n.«. ©) (4.16)

Tem-se que

llu«.- u«.llp $ 11ü«.- â««llc«(a)

>ll: lla"'(ü«. - ü««)(p, ')lla
lal«k

E il«« - «-li.
lal.Çk

este último favor em (4.17) tende a zero quando n, m --, oo e, portanto, resta mostrar que

«: (n'.H.«*-©) «.:©

em (4.16) é limitado para mostrarmos que {u.}«cN C g/ (©) é uma sequência de Cauchy

em Ç.f (Q) . Para isto vamos mostrar que (4.18) é limitado trabalhando com a desigualdade

em (4.12), pois âo = â: + üh + â.â. = (â« + {â«)2 + :ü3, e a topologia sobre Ç/ (©) é
compatível com a estrutura de álgebra. (Ver l41.) Vamos mostrar que {u.}«cN c g/ (Q)
é uma seqüência limitada. Sabemos por (4.12) que para todo n € N e para todo P C N",
temos que

(4.17)

lu.llp $ 11â«llc'(Q)

' '* (H.«l}.«, m)

' l..:*."-" «'-l

' l...=. «-«.l
onde o polinâmio Pi é independente de p C .4o(K). Como uo. ---' uo segue que

7}---»(X)

(4.19)

E ll"«ll. ;== >: ll«.il.
jajÉ2k+ljaj$2k+l

(4.20)
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e, portanto, existe (: = C(p) > 0 tal que

}: llu«.ll. $ 0, V " € N. (4 21)
lal$2k+l

Isto mostra que o argumento do polinõmio Pü em (4.19) é limitado. Agora, notemos

que o coeficiente do termo de maior grau de Pi é positivo, pois se não para valores
arbitrariamente grandes de (4.21) teríamos

ll«»ll.
jaj$2k+l

o que é um absurdo, pois isto contradiz a desigualdade em (4.19), já que llu.llP > O. Daí,
existem (?' > (7 e ro > 0 tais que C' C ]R e para todo z € 1R com zo < z < (7' tem-se que

Rk(z) < Rk(O') ei portmto, temos por (4.21) que

- ,) « *'«,.
}: llu«.ll. $ a' ::> pk

jajÉ2k+l

Agora, por (4.19) e (4.22), temos que

(4.22)
lal$2k+l

llu.llp 5; Ek(o') = w', v n c w.

e, portanto, {u.}.CN c Ç.f (©) é uma seqüência limitada. Vamos agora voltar para o
problema de limitar a expressão em (4.18). Sendo u« limitada para todo n C N segue
desenvolvendo (4.18) que

« l...:*."-" «-.l

« l...:*. "««.l

' l..=*. «' -: -««,l
lembrando que ao = u: +u: + u.u.. Como cada uma das parcelas em llu2 +u2 + u.u.ll.
é limitada, pois {u.}«cN é limitada segue que

pi (llÜllc«--- @) ll)

(4.23)

>l: ll«i+ uà +«.«.ll.
jajÉ2k+l

(4.24)
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é limitado. E, portanto, usando o mesmo argumento que antes para Pi, obtemos pelo fato

que a expressão (4.24) é limitada que

px 1 1: H«:+«:+«.«.H,l
\lal$2k+l /

é limitado e, portanto, por (4.23), temos que a expressão em (4.18) é limitada. E isto
é exatamente o que queríamos para concluir que {u.}.CN C g/ (Q) é uma seqüência de
Cauchy em g/ (Q) . Finalmente, como Ç.f (©) é completo (ver Capítulo 3, Teorema 3.4.13

com prova em (141)) segue que existe u C Ç.f (Q) tal que u. .---: u. Resta agora, mostrar

que a função generalizada u € Ç.f (©), limite das u.« C Ç.r(Q) é a solução do PVIF (4.9)

com dado inicial uo C g/(Q). Para isto, seja P(u) = ut -- 6.u + u:, então precisamos

mostrar que 0 = P(u«) ----, P(H). Mas isto é imediato da continuidade do operador7}--+00

derivação (ver 3.3.2 no Capítulo 3) e da continuidade da multiplicação em Ç.f (Q) . l
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