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Resumo

Neste trabalho definimos um número de Reidemeíster, R(/; .Ai U .A2),
para as auto-aplicações das tríades. Esse número satisfaz as propriedades
esperadas do número de Reidemeister, R(/), na teoria do ponto fixo. Para
tanto. redefinímos outros números de Reidemeister, obtendo uma facilidade
maior no cálculo dos mesmos e novas propriedades. Além disso, apresentamos
caracterizações algébricas para o número de Reidemeister da tríade.



Abstract

In this work we de6ne a Reídemeister number, R(/; .Ai U.42), for selfmaps
of triads. This number satisfies the expected properties of the Reidemeister
number, R(/), in íixed point theory. In ordem to do that, we redeâne other
Reidemeister numbers, thus obtaining easier calculations and new properties.
Algo, we present algebraic caracterizations for the Reidemeister number of
the tríade.
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Chapter l

Introdução

Seja X um poliedro compacto, conexo e uma aplicação /: X Um pro-

blema central na teoria de ponto fixo é encontrar o número mínimo de pontos

fixos, MFI/l, na classe de homotopia de /. A teoria de Nielsen, que se iniciou

por volta de 1927 com o artigo de J. Nielsen, Z./ntersucAu7zgen zur Zopologáe der

gescAoZossenen zweáseátãgen F'Zãchen, é um dos possíveis enfoques para responder

tal questão. Ela foi desenvolvida nos trabalhos de R. Brown jll, B. Jiang l71,

H. Schirmer jlll e X. Zhao j151, entre outros. O número de Reidemeister, R(/),

que foi introduzido em 1936 por K. Reidemeister no artigo Áutom07'phásmen uon

HomotopáekettenMngen, é um limitante superior para o número de Nielsen e, sob

algumas condições, por exemplo quando X é espaço de Jiang, temos R(/)=N(/).

Com a abordagem utilizada por Jiang l71, o cálculo de R(/) é mais fácil que o de

N(/), o que o torna uma ferramenta útil no problema de determinação do número
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MFI/l.

Em 1986, Helga Schirmer em jlll introduziu a noção do número de Nielsen

relativo, N(/; X, Á), para aplicações /: (X,.A) onde X e .A C X são

poliedros compactos e X é conexo, uma vez que o número de Nielsen de /, não

fornece informações suficientes sobre as homotopias de um par de espaços, não

sendo assim um bom limitante para MFI.f; X, ..41.

Em 1988, X. Zhao, em j151, definiu o número de Nielsen relativo para o comple-

mento, N(/; X -- .Á) , a fim de descrever de forma mais precisa o comportamento do

número mínimo de pontos fixos das autoaplicações de pares de espaços no espaço

complementar, WPI/; X --.41, pois nem o número de Nielsen, N(/) nem o número

de Nielsen relativo, N(/; X, .A) , o fazem. Impondo alguma condições nos espaços

envolvidos, ele demonstrou que o número mínimo de pontos fixos do complemento

de uma aplicação é atingido pelo número de Nielsen do complemento.

H. Schirmer estudou o problema do número mínimo de pontos fixos para as

tríades (X,.Ai,Á2), onde X é um espaço compacto e conexo, X = .AiU.A2 e -At, -A2

são subespaços de X. Novamente verificou-se que os números de Nielsen definidos

até então não eram bons limitantes inferiores para MFI/; .At U .421. Em 1993, no
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artigo j121, Schirmer definiu o número de Nielsen, N(/; AI U Á2), para aplicações

da tríade. Além de ter as propriedades usuais de um número de Nielsen, ela

demonstrou que N(/; .At u .A2) é um bom limitante inferior para MFI/; .4i U .A21,

que atinge o mínimo quando os espaços em questão satisfazem algumas hipóteses.

Em l21 foram apresentados números de Reidemeister relativo e o do com-

plemento, iespectivainente -R(/; X, .4) e R(/; X -- .A), que satisfazem quase to-

das as propriedades desejadas, análogas às do número de Reidemeister clássico,

mm que não são invariantes homotópicos. Resolveu-se esse problema definindo

R* (/; X, .A) e -R* (/; X---A) , os respectivos valores mínimos assumidos por R(/; X, .Á)

e R(/; X -- .A), na classe das aplicações homotópicas à /

Neste trabalho melhoramos os resultados obtidos em l21, definindo de maneira

diferente os números de Reidemeister relativo e do complemento que satisfazem

propriedades análogas às de R(/), inclusive a da invariância homotópica. Além

disso, definimos o número de Reidemeister, R(/; .At U .42), no contexto das au-

toaplicações da tríade.

Com o intuito de tornar a leitura deste trabalho mais simples, no Capítulo l

apresentamos de maneira sucinta os conceitos básicos utilizados, cujas demons-
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trações completas podem ser encontradas em l71 e l81. Também incluímos tiver

sos exemplos, ilustrando as possíveis situações decorrentes da aplicação de j15

Proposition 2.11.

Na primeira parte do Capítulo 2 apresentamos um resumo dos resultados obti-

dos por X. Zhao jlõl para o número de Nielsen do complemento. Em seguida,

fazemos uma nova definição do número de Reidemeister do complemento obtendo

novos resultados. Na segunda parte fazemos o mesmo para número de Reidemeis-

ter relativo.

No Capítulo 3 definimos o número de Reidemeister da tríade, R(/; .Ai U .42) e

demonstramos que ele é um limitante superior para o número de Nielsen da tríade.

Além disso, provámos sua invariância homotópica e que ele possui a propriedade

dos espaços de Jiang. Observamos também que ele pode ser encarado como uma

generalização do número de Reidemeister clássico e do número de Reidemeister

relativo, e apresentamos alguns exemplos.

No Capítulo 4 usamos os conceitos desenvolvidos nos artigos l31 e j151, para

reestabelecer caracterizações algébricas para os números de Reidemeister do com-

plemento e relativo (segundo as novas definições) e obtivemos caracterizações
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Capítulo l

Conceitos Preliminares

Neste capítulo procuramos agrupar as definições e resultados básicos para uma

maior compreensão e desenvolvimento da teoria. Como o resultado (j15j , Proposição

2.1) é fundamental para o trabalho, no final deste capítulo apresentamos exemplos

das diversas situações possíveis, decorrentes da aplicação do mesmo.

Deânição 1.1. t/m espaço de recobrimento de X é uma terr&a .E -5 X se

todo = c X tem uma vizinhança aberta U tal que p't (U) é união disjunta de

abetos Si de E, cada um dos quais são homeomodos a U pela aplicação p Um

espaço de recobdmento X -5 X é dito universal se X é simplesmente conexo.

No que segue estaremos trabalhando com o recobrimento universal

Definição 1.2. Sda / : X --} X contígua, onde X é um poZáedro compacto e

conexo. .4 apiãcação / : .Í --, .Í é um levantamento de / se p ' / - / op.
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Dois levantamentos j e j' de j l X --+ X, onde X é lJm potiedno compacto e

conexo, são ditos conjugados se, para p : X --, X apZicaçâo de ret;estámento,

e«i.te ,y C D(.Í) - {'y : .f --» .f l p . 7 - p} f.Z q«e .f' - ' . .f. 7-:

As classes de levantamento são as classes de equivalência dos levant

por conjugação, denotadas por

1/1 - {1 . /. 1-: 1 7 c D(.Í)}

Como o conjunto dos pontos fixos de / e de / têm as

(i) r'Í"(/) -Up-p{«(/)

(ü) pF'á«(/) - pF'á«/', se l.fl - l.f'l

(iü) pF'áz(/) n P/'íz/' l.fl # l.f'l (p

podemos fazer a seguinte deÊnição:

Definição 1.3. O subco@unto praz(.f) de F'áz(/) (Ze7zomína-

ponto fixo de / deter'mi7zada reza classe de Zeuantamento l/l

Além disso, podemos provar que:

Teorema l.l. O «@-t. F'á«(/) s' «c"" "mo «m« «-Íã. d©-t« de 'Z"-

ses de pontos $=os

a.mantose

seguintes propriedadesnte r riee

/

veja l21 e l81)ara maiores detalhesecore

a classedeSse



Demonstração: Imediata

Boju Jiang em l71 considera a classe de ponto fixo de / determinada pela

classe de levantamento 1/1 como um par (pFáa;(/), l.fl), denominado a classe de

ponto fixo rotulada. Nesse sentido temos uma correspondência entre as classes

de levantamento de/ e as classes de pontos fixos. Isto nos leva à definição:

Definição 1.4. O número de classes de Zeuantamento de / roem como o ntímero

de classes de pontos .Pios, vazias ou não,) denomina-se número de Reidemeis-

ter de /, achatado por R(/).

Observe que R(/) é um número inteiro positivo ou infinito.

Esta definição essencialmente diz que: Dois pontos fixos de / estão na mesma

classe se, e somente se, existe um levantamento / de / que tenha pontos fixos em

suas pré-imagens.

O número R(/) é um invariante homotópico, pois temos que:

Teorema 1.2. Segar as apZícações /o,./'l : X --} X. Se eüste uma homotopia

H : jo - .ft, então existe uma com'espondência ente"e as classes de levantamento

de jo e as de ft.
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Demonstração: l71

Além disso, o número de Reidemeister tem as seguintes propriedades

Propriedade l.l (Propriedade Comutativa). Soam X e y poZáedros com

pactos e conexos e f : X -..+ Y, g : Y -+ X aplicações. Então R(.fo g) = R(.go J)

Demonstração: l2

Propriedade 1.2 (Propriedade do Produto). Soam X e y poZáedros com-

pactos e conexos, f : X --+ X, g : Y --} Y aplicações e f x g : X x Y --} X x Y

de$nida por (.j x g)(.z,y) g(g». Então R(.f x g) = R(..f)R(.g).

Demonstração: l2

Propriedade 1.3. $e X e y são poZáedros compactos e cancros, / : X --> X e

g : y --, }'" têm o mesmo tipo de Aomotopia, .nfâ. R(/) = -R(g).

Demonstração: l2

O conceito de índice de ponto fixo é indispensável na teoria de pontos fixos
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Basicamente definimos o índice de um ponto fixo isolado para auto-aplicações

do ]R" (usando o grau de uma aplicação adequada) e, sabendo que todo poliedro

pode ser mergu]hado em a]gum ]R", estendemos a definição de índice para as auto-

aplicações de poliedros compactos. (Para maiores detalhes veja, por exemplo, l51

e l61.)

Seja uma aplicação / : X --, X, onde X é um poliedro compacto e

Seja ]F uma classe de pontos fixos de /. Sabemos que B' é um conjunto de pontos

fixos iso[ados. Assim, o índice de / em ]F, denotado por ánd(/, ]F), é um número

bem definido

conexo

Definição 1.5. 1)dzemos que ]F é uma classe de pontos fixos essencial de /

se índ(/,B') # 0. Se ánd(/,D') dizemos que B' é uma classe (ie pontos

fixos inessencial.

Analogamente definimos

(i) A clmse de levantamento 1/1 é essencial se pF'áz(.f) # ü e é essencial;

(ii) A classe de levantamento 1/1 é inessencial se pFiz(/) # 0 e é inessencial,

ou P.PÍ:«(.f) - g.
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Definição 1.6. O número de Nielsen de /, denotado por .N(/), é o número

de classes de pontos Sãos essenciais de f, isto é,

N'(/) #lPF'Íz(.f) l ind(/, PF{«(/)) # 0}

O número de Nielsen tela as seguintes propriedades que derivam diretamente

das propriedades do índice de um ponto fixo isolado ou decorrem da definição:

[Feorema 1.3. Sega / : X --} X com X poláedro compacto e corzezo. .Então

(i) .N(/) $ -R(./');

(ii) (cada classe de pontos ./üos essenciais é um c07%jurzto não uczzáo;

(Üi) 0 $ .N(/) < '«;

( ) N(j) $ +Pi=(f);

Çv) Se jo, ft = X --' X são homotópicas, então N(.foÕ N' (/: ) ;

(«i) .N(/) $ minl#F'áz(g) l g = .fl;

(«ü) Sda IF «m" cZ"«e não «zá« de pontos jzos de g . /. Então /(B') é «'m"

cZm« d' pontos .Pzo. de / o g . ánd(g o /, B') - {"'Í(/ ' g, /(B')). Á"ám,

Nego f) N(j. gb;
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(viii) Soam X e y poZãedros compactos e conexos. Se / : X --' X e g : y --, y

são aplicações com o 'mes'm,o tipo de homotopi.o., então NÇf) :: N(.g).

Demonstração: l8

Seja / : X --, X aplicação onde X é um poliedro compacto e conexo

Definição 1.7. O suógmpo J(/,zo) c ai(X,/(zo)) denomina-se Grupo de

Jiang de / e é degrada por

/(/,zo) {a € n-l(X, /(a;o)) 1 ] H' {h} : / = /, com <H(zo)> «}

Usa-nos , -ração J(X) ;(ádx, aço) C «'l(X, zo)

Definição 1.8. t/m espaço X é de Jiang se J(X) «:(X, zo)

Como exemplos de espaços de Jiang temos os espaços simplesmente conexos,

os espaços generalizados de Lens L(m; qt , . . . , q.), os -H-espaços e observamos que

produtos cartesianos de espaços de Jiang também é espaço de Jiang

Teorema 1.4 (Propriedade dos Espaços de Jiang). Sda X wm poZãedm

compacto e conexo. Se X é um esT)aço de Jian,g, então quaisquer amas classes de
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pontos $=os de f têm o mesmo índice. Além disso, se L(.f) = 0, então WI..f) = 0;

se L(.f) # Q, então NÇf) = RÇf) = +CokerÇ\ -- f\,3.

Demonstração: l81

Em j151 , Xuezhi Zhao definiu a aplicação {k,ppc entre classes de levantamentos

(ou de pontos fixos) para uma aplicação do par / : (X, .A) --» (X, Á).

Seja .f : (X, .4) --, (X, .A) aplicação de um par de poliedros compactos (.A não

necessariamente conexo) e .Â = U .4k a reunião de todas as componentes de .A

que satisfazem /(.4k) Ç .Ak, sendo /,.l : .4 --, ..4 a restrição de / ao subespaço Á e

/k : .4i; --} .4k a restrição de / ao subespaço '4k.

O espaço X e as componentes de .4 possuem coberturas universais dadas por

n

k-l

p : X --, X e pk : .Ak --, '4k, k 1, 2,

Como .4 C X não é necessariamente conexo, estendemos o conceito de recobri-

mento universal da maneira usual: ..4 :; U .Ai, onde .A é o recobrimento universal

da componente .& de .A.

Consideremos o seguinte morfismo íj: de /k para / (onde áh '4h --* X é aS(]
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inclusão):

/

À
.4k : .Ak

x x

Para cada k = 1, 2, . . . ,n consideremos um levantamento {h

então que: Dados /k, {k existe um levantamento .f de .f tal que o

À
,4i; : .Ah

í*l l i«

x x

comuta, isto é, {É o /k = / o {k.

Assim, determinamos uma correspondência

ik l Lift(.fk) ---, Lijt(j)
fK ---, f

Esta correspondência independe do levantamento {k de ák, e

apenas por {k, sendo denotado por

de ik. Temos

diagrama

/

é determinada

iK.ppc : FPC(fK) --, FPC(j)

onde FPC(/) é a classe de ponto fixo rotulada de /

Temos então:

9



Proposição 1.1. Cada classe de ponto fixo de fp : Ay — Ax pertence a alguma

classe de ponto fixo de f. Além disso, quando pyFix(fo) é não vazia temos que

peFie(fi) E pFic(f) > inprolfd = [f]

(Mesmo quando pp Fiz(fx) = À teremos uma correspondência entre as classes de

levantamento).

Demonstração:[15]. E

A aplicação ip,ppo nos sugere que existem possibilidades de relações entre as

classes de levantamento essenciais e inessenciais. Podemos ter classes de levanta-

mento essenciais contidas em inessenciais e vice-versa, e todos os casos possíveis,

como nos mostram os exemplosa seguir:

Exemplo 1.1. Classe de levantamento inessencial de f que contém classe de

levantamento inessencial de fa:

Sejam X = S! x [0,1], A=S! x (0),e seja

FA — (KA
(2) — (e?,t)

Os levantamentos de f têm a forma fio,t) = (0+2km,;t), KE Z,e as

transformações de cobertura ô/(0,t) = (0 + 2tm,t), LE Z.
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Portanto, temos que R(/) seja, #l/kl

Similarmente, para o subespaço '4 c X, temos que /l.4 = ád4 e os levanta-

mentos de /l...! têm a forma /Á,,(0) = 0 + 2rr, r c Z.

Então, temos que R(/Á)

Como

Z,(/) lytr/*-0; o«de/.:Hç(X,Q)-Hç(X,Q)
q-o

e X = Si x 10, 11 é de Jiang, segue que N(/) = 0, o que impli

classes de levantamento de / são inessenciais.

Similarmente, .L(.fA) = 0 e como Si é de Jiang, segue .V(/Á) = 0, e portanto,

todas as classes de levantamento de /4 inessenciais.

Observe que o diagrama

A.,
]R, x {0} m, x {0}

R x 10, il R x lO, l

comuta se, e somente se,

l

ca que todas as

r J e ;k(0, 0) (0+ 2k«, 0), k C Z

11



Pela Proposição 2.1 (j151), segue

l.Ü,,l cl/,l

ou seja, toda classe inessencial 1/,1 contém uma classe ínessencial do tipo l/A,,l

Exemplo 1.2. Classe de levantamento ánessenciaZ de / q&e contém classe de

levantamento ãnessencial de fA:

Sejam X = S: x j--l, il, .4 = S: x {0} e seja

/ : (X, .A)
(e:',t) ---, (e:', -t)

As classes de levantamento de / têm a forma /h(0, t) = (0 + 2ka, --t), k C Z,

e as transformações de cobertura são dadas por õz(0, t) = (0 + 2Za-, t), g C Z.

Temos então que R(/) = oo e R(/,4) = oo, onde /,{,,(0) = 0 + 2rn, r c Z.

Como Z,(.f) = 0 e X é de Jiang, temos (lue N(/) = 0, ou seja, todas as classe:

l/AI são inessenciais.

Analogamente, para /Á, temos -L(/A) = 0 e S

ou seja, todas as classes l/A,,l são inessenciais.

Também, neste caso, para cada r C Z;, temos l/A,,l C 1/,1, ou seja, temos

á,,ppo : l/A,,l --, 1/,1 bijetora.

logo N'(/a)l é de Jiang 0,g H
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Exemplo 1.3. Classe de Zeuantame7zto essencial de / que contém classe de /euan-

tamento essencia! de jA e classe de levantamento essencial de f que não contém

classe de leuantaTnento de fA:

Sejam X = S: x j--l, ll, .A = {(1, 0)} e a aplicação do

/ : (X, .A)
(e:',t) ---, (e':',--t)

Os levantamentos de / têm a forma /s(0,t) + 2Sa-,--t), s c Z, e as

transformações de cobertura são .5/(0, t) = (0 + 2Za, t), Z C Z.

Temos então, dum classes de levantamento 1/,1, s = 0, 1, e assim, -R(/) = 2.

Como /Á = {d4 = /Á, segue que R(/,.i) = 1.

Os levantamentos ;x; têm a forma ;h(1, 0) 0), k C Z.

Consideremos então o diagrama

ád:
Â-Á : Á-A

{*l l {*

R,xl-l,ll m,xl-l,ll

Para { = o, vale que lãxl c ljol, ou seja, ;ppo(lã.41) = 1iol.

Para { = 1, temos lid41 ( 1.fil-

Colno 1,(/) = 2 implica N(/) = R(/) = 2, segue que as classes de levanta

13
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mento l/ol e l.ftl são essenciais.

Para /Á, temos também que L(.f,.!) = 1, (lue implica .V(/Á) = R(/A) = 1, pois

.4 é de Jiang. Portanto, lía41 é essencial.

Exemplo 1.4. Classe de Jeua7ztamenfo essencíaZ de / que contém classe de Zet;an

lamento essencial de jA e classe de levantamento essencial de f que não contém

classe de levantamento de .fA:

Sejam X = S: x l--t, tl, .4

/ : (X, .4) --- (X, 4)
(e:',t) ---, (e':',-t)

Os levantamentos de .f têm a forma .Ã(0,t) = (--0 + 2sn, --t), s c Z, e

as transformações de cobertura são .5r(0,t) = (0 + 2Zr,t), Z C Z, #l/sl = 2,

#l.fAI

Como Z,(/Á) = 1 e .4 é de Jiang, N(/,{) = R(/A) e portanto l/ÀI é essencial.

Consideremos então o diagrama

À

z'«l

4

X

P

X
{

14



Temos que ;k(--1,0) = (r + 2ka,0), k € Z. Por outro lado, o diagrama

comuta para k = 0 e s = 1.

h

i*l l {*

Â

Para É; = 0, vale que l/ÀI c l/il e a outra classe ljol não contém nad:

Como no exemplo anterior, as classes ljol e l/tl são essenciais.

Exemplo 1.5. Classe de levantamento essencial de / que cozztém classe de le-

vantamento essencial de .fA:

SejamX-S: x l-i,1l, ,4 0),(-1,0)} e

/ : (X, .4)
(e:',t) ---, (e''',-t)

Os levantamentos de / têm a forma /a(0,t) + 2sa', -

transformações de cobertura são õ/(0, t) = (0 + 2Za, t), Z € Z.

Temos então #l/sl = 2, s = 0, 1.

Para o subespaço .A - {(1, 0), (--1, 0)} = .Ai U

t) s c Z:, e as

.42, temos

..4

15
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ou seja, #l/ÁI = 2, e são classes de levantamento essenciais

Temos também que l/ol e l/il são essenciais e vale que

l.h,l c l.ÃI e IÀ.l c IÃI

Exemplo 1.6. Classe de levantamento essencíaZ de / que c07zfém classe de Ze

uantamento tnessenctat de .fA:

Consideremos S2 C ]Ra e os subespaços

'4t

'42

Áo

{(é, @); 0 $ é < 27' e 0 $ @ $ n}

{(@,@); 0 $ é < 2a- e -- a- É @ É 0}

si =..4in.42

Seja .f : (X; .Ai,Á2) --, (X,.At,..42) definida por /(aç) = z e soam /j - .fl.4,,

j - 1,2.

Temos então que /i e /2 possuem apenas uma c]asse de ponto fixo: ]Fi = .Ai

e ]Fa = .A2 e ]Fi e ]F2 são essenciais, pois -L(.Ê) # 0, á - 1, 2, e como .A = { = 1,2

é de Jiang, segue .V(/,) = R(/.), Í = 1, 2.

Por outro lado, temos que B(jo) (io) = 0, pois -L(/o) -0

Pelo j12, Coro]ary 2.51 temos que, (]Fi, ]Fa) é um par inessencialmen

16
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de classes de pontos fixos essenciais. Portanto, essas duas classes essenciais só

contêm classes inessenciais.

Exemplo 1.7. OZczsse de levantamento essencial de / gue contém classe de Zeuan-

tamento essência! de jA e ctmse de levantamento essencial de f que não contém

classe de levantam.ente de j:A:

Sejam X = S' e .4 = {--1} C

.f(e") e'" e /Á

Os levantamentos de / têm a forma //(t) = --t + 2Zn; Z € Z, e as trans-

formações de cobertura são õk(t) = t + 2kn, k C Z.

Temos que #l/zl = 2, r = 0, 1, #l/AI = 1, /A = íd4 e

(X, .A) definida pori e (x, Á)/S e l

IÀI Z l.ãl e l.ãl c l.ÃI

Como Z,(/) = 2 e X é de Jiang, temos que .V(/) = -R(/), ou seja, l/ol e l/il

são essenciais e Z,(.f.A) = 1, logo R(/Á) = -V(/.4) = 1 e portanto l/ÁI é essencial.

Exemplo 1.8. Orasse de Jeuantamento {nessencáaZ de ./' que contém classe de

Levantamento essencial de jA e classe de levantamento {nessencial de j que não

contém classe de levantamento de .fA:

17



Seja / : (X, .4) --, (X, .A) definida por /(aç) = z, onde X - S' e .A = {1}.

Como Z,(/) = 0 e S: é espaço de Jiang, temos que N(/) = 0, ou seja, toda

as classes de levantamento de / são inessenciais.

Para o subespaço Á - [l}, temos

l.ÜI - ia; À(')

Portanto, B(/,{) .V(.fA) - 1, pois Z'(/Á) e assim l/AI é essencial

18



Capítulo 2

Teorias de Reidemeister do
Complemento e Relativa

O objetivo inicial deste trabalho era definir novos números de Reidemeister para

os contextos ainda não contemplados na literatura (veja o Capítulo 3). Entre-

tanto, após os estudos iniciais verificou-se que seria possível melhorar os resulta-

dos obtidos em l21, para os números de Reidemeister Relativo e do Complemento.

Tendo como base o tratamento adotado em l31 para a caracterização algébrica

do Número de Reidemeister Relativo, modi6camos a partição do conjunto das

classes de levantamento apresentada em l21, como veremos a seguir.

Sejam X um poliedro compacto e conexo, 4 c X um subpoliedro finito (não

necessariamente conexo) e / : (X, .A) --, (X, .A) aplicação do par.

Se ,4 = U .Ai, onde .& são as componentes conexas de 4, definimos .f.A: = .fl.4:

e .fl..! : ..'! --, .A-

19



Seja C/ o conjunto das classes de levantamento de / e consideremos a seguinte

partição

Cí- EíUlf

onde:

Q E/ é o conjunto das clmseí

praz(/) é essencial.

Q // é o conjunto das classes de levantamen

que praz(./') é inessencial ou vazia.

Da mesma maneira definimos O/A. :: .E/,4. U //ú. , para cada componente .4i

de ..4 e de6nimos:

de levantamento essenciais, isto é, as 1/1 tais que

as 1/1 taisto inessenciais de /, isto éssencia]

c/, -Uo/«., "...-Uz..

onde a reunião é feita para todo i tal que .f(.Ai) ç .A.

Em relação à paüição adorada, O/ = .E/ U //, temos que o conjunto .E/ das

classes de levantamento essenciais pode ser escrito como reunião disjunta de três

conjuntos distintos:

Zí D .E.r.}CJ{.E/ D //.}Ú{.E/ Z 0/.}
20



onde

o {-E/ D .E/. } denota o conjunto das classes de

que contém alguma classe essencial de .[A;

Q {.E/ D //.} denota o conjunto das classes de

que só contém classes inessenciais de /A

Q {.E/;ó O/,.l } denota o conjunto das classes de levantamento essenciais de /

que não contém nenhuma classe de /,4.

Analogamente, para o conjunto //, temos

4 {// D z/.}cJ{// D .rfA}Ú{.r/ ;ó o/.}

com as mesmas considerações anteriores.

Clom essa paMição do conjunto de classes de levantamento podemos então

definir:

Definição 2.1. O conjunto de Reidemeister é de$ná-

o número de Reidemeister é R(/) = #-Ef + #//.
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Definição 2.2. O conjunto das classes de le

mente comum de / e /Á é de$nádo por

e(/,/A) } D E/.}U {-E/ D //.}

finalidade é denotado T)or E(j, fA3 ' +\Ef D cfA\.

O número de Nielsen do complemento definido por Zhao em

descrito como:

Definição 2.3. Sda / : (X,.A) --, (X,.A) aplicação do par. O número de

Nielsen do complemento X -- .A é de$nido por

NÇf\X- A] NÇf)- EÇf.fA]

vantamento essenciais fracal rS

pode ser

O número de Nielsen do complemento tem as seguintes propriedades:

Teorema 2.1. $da (X,.A) um par de poZãedms compactos com X conexo e seja

/ : (X,.4) ----* (X,.A) 'PZá"çã. . pa,. Temo. Cata';



(1) N'(/; X - -A) 2 0;

(2) N(.f; X - .A) é «m án««í«fe A.mofópíco,-

(3) .V(./'; X -- ..4) $ minl#Fixg/Fixa n (x -- .4) # Ü e g ': / rel (X, .A)};

(4) Se / e g têm . mesmo tip. de homotopi., ntâ. .V(/;X- 4) - N(g; }'"-.B);

(5) .V(.f.g;l'' - B) - N'(go/;X - .A), ond'

/:(X,.A)---(X,Á) e g:(V,n)--'(KB)

e jo g e g o f estilo bem de$nidüs

Demonstração: ltSI.

Vamos definir os conjuntos e números de Reidemeister do complemento e

provar que esta definição reproduz, neste contexto, as propriedades usuais do

número de Reidemeister:

Definição 2.4. Sda / : (X,.A) --, (X,.A) apZácaçâo do par. Os elementos de

{C} D (JfA } sâo chamados de classes de levantamento fracamente comum

de f e fA e de'noto;mos este cobiunto por rÇf. fPI), sendo sua cardtnülid(Lde deu,a-

tada por R(/, /,.1)
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Definição 2.5. Sda / : (X,.A) --, (X,.4) aplicação do par, oncZe (X,A) ê um

par de poZáedros compactos com X conexo. Z)anotamos o conjunto de Reide-

meister do complemento por r(/;X -- .A) e o de$námos por

«(/, x - Á) D 0/,}.

o de Reidemeister do complemento por .R(/; X -- .A)

. de$ná«.« "mo o mama,« de ci.«es de Ze«ntament. 'm r(/; X -- -A)

..'lssãm,

eZ)enofamos o númer

+

0

.Â -U -A.
k

R(f;X - A) R(j) R(f,fA)

R(/; X - .A) D C/.}.

Se R(.f) ou R(j, jA) for in$nito, dizemos que RI.f\X -- A) é {n$nãto

Na Teoria do ponto 6xo, freqüentemente trabalhamos com espaços do tipo

onde ,4k são as componentes conexas (to su

Fazemos então a seguinte observação:

.Â

24
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De fato: Se .4 = 0, então, da deânição de clmse de levantamento, precisamos

ter levantamento de auto-aplicações. Como não existe auto-aplicação, não existe

levantamento e portanto R(/Á) = 0.

Por outro lado, se existir uma componente de -4 que admite /Á como auto-

aplicação, temos que existe levantamento de /A nessa componente, logo temos

pelo menos uma classe de levantamento, ou seja, R(/A) # 0

Observação 2.1. O número de Reidemeister do (-7ompZemento é wma genernZá-

zação do nlímero de Reidemeister R(if), pois:

S©« / : (X,-A) --, (X,.A) «piã«ç:âo d. p« «m (X,.4) p« d' p'Záed,"; "m

pctctos e X conexo. Então

R(/; X - .A) R(/), se .Â

De fato: .Â - 0 ou .4 = 0 ++ R(/A) = 0 <:+ O/. = 0 +-> {0/ D O/.}

0 4::+ R(/, /Á) - 0 +:+ R(/; X - .A) - -R(/).

Proposição 2.1 (Limitante Superior). Se/a / : (X,.A) --' (X,.4) apZácação

do par, onde (X, .A) é um par de poláedros compactos com X conCHa. Então

R(R; X - .A) 2 .V(/; X .A)
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Demonstração: Temos

R(/; X - .A) +rÇf) -- +«Çf, fA]

+Ef-t +lf - #\Ef'-) Cí,\ - +\]t'3 cfA]

+Eí- #\Eí'3 CfAj-k #lf- +\lf'3 Cf.\

Como {// D o/.} c -r/ segue #// -- #{// D O/.} 2 0

Assim, R(/; X -- .A) 2 .V(.f; X -- .A).

O número de Reidemeister do complemento satisfaz propriedades análogas às

do número de Reidemeister clássico, como veremos a seguir:

Proposição 2.2 (Propriedade de Espaço de Jiang). S©a (X,Á) um par de

poliedros compactos, onde X é um espaço de Jiang conexo. Seja a aplicação do

P« .f : (X, .A) --» (X, .4), c.m Z (/) # 0. .E"tão R(/;X - .A)

Demonstração: O espaço X é de Jiang e L(/) # 0, logo N(/) = R(/). Daí,

,(/, A) {0/ D 0/.} .(/, A)
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Portanto,

KÇf\x-Ah -nçf,f.à NÇj)-Eçf.fAh'Ntf\x-A]

Proposição 2.3 (Propriedade do Produto). Sejam (X, .A) e (y. -B) pares de

espaços, onde X, Y, A, B são poliedros compactos e X e Y são espaços conexos.

Sd«m / : (X,Á) --, (X,.A) ' g : (y, .B) --. (y, .B) «pZe"çõe. dos p«es. Ente'

R(/ x g; (X x }'') - (.A x .B)) ' R(g) - R(/, /A) ' -R(g,gB)

Demonstração: Por deÊnição

R(/ x g; (x x }'') - (.4 x -B)) - R(/ x g) - R(.f x g, /A x gB).

Como R(/ x g) (/) . .R(g), basta mostrar que

Rtf, fAh ' RÇg, gBh ' RÇf X g, fA X gBh,

Í R(/ X g, /Á X gB) = #l0(JXP) D 0(/AXSB)}

l -R(/,/A) -#l0/DO/.}

l a(g, g«) - #lQ. D o,,}

onde
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Existe uma correspondência entre os conjuntos

r(f, .fA'l x r(g, gm) - fA x gB),

{0/ D 0/.} X {0g D 0SB} -- xd D 0U.XSB)}.

Seja 1/1 c {0/ D O/.}. Então existe l/Á.l, tal que {k,epal/A.l - l.fl e seja

IÕI € {ae D OPn} Logo, existe IÕn.l tal que i/,ppalgB.l = IPI.

Considere agora o seguinte diagrama:

(l.fl, lãl) 1/ x ãl T 1/1 x IÕI

zk.PPC x tt.PPC \l

(l.ã.l, IÕ,.l) l.à. x ã.,l - IÀ.l x IÕ..l

P

P

1:= {kl.PPC k,PPCltt,FPC)

,grama comuta e temos

R(f. fA ) . R(g, gB) R(j x g, fA X gBh
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Portanto

R(/ x g; (X x }'') (-A x -B)) . .R(g) R(]', JA) ' R(g, gB)

Proposição 2.4 (Invariância Homotópica). Soam /,g : (X,.A) --' (X,.A)

«pZã«iões d. p«, ond. (X,Á) é «m p" de p.Z 'd,«. "mp"t" "m X ""'"-

Se f é ttomotópica a. g (l"el. a A), então

R(/; X - .A) - -R(g; X - .A)

Demonstração: Por definição, temos que:

Í n(/;X - .A) - R(/) - n(/, /Á)

1. R(g;x - .A) - a(g) - -a(g, g«).

Da teoria clássica de Nielsen, sabemos que se / = g então R(/) :

Basta mostrar então que R(/, /A) , g..l), onde

( KÇf. fAà ' +rÇf, fA] ' #\Ef'D cfA] '' #\]f .) cfA]

1. R(g,g«) - #,(g, g.) - #{.E, D q.} + #{/,. D 0g.}

Em j151, Xuezhi Zhao mostrou que

R(g)

E(f, fAb #t-E/ D 0/.} #Í-Ep D 0o. } ' -E(g, g.4). (*)
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Analogamente, definimos

IÇf,fA3 #{// D O/.} e .r(g, g4)

l Qf. fA3 - l (g, gAb

A demonstração é análoga a (*).

Em outras palavras, existe uma correspondência entre /(/, /Á) e /(g, g.4)

D nv4- n n4' n

R(.f; x - .A)

Helga Schirmer, em jlll, descreveu de forma mais precisa o comportamento

do número mínimo de pontos fixos de funções de pares de espaços, WT'l/; X, .AI.

Como o número de Nielsen usual, .N(/), não é um bom limitante inferior para

JWPI/; X, .AI , ela definiu o número de Nielsen relativo, /V(.f; X, .A), como segue:

Definição 2.6. Sda (X,.A) wm par de poZáedros compactos, com X conexo. Se

/ : (X,.A) --, (X,.A) é uma aplicação 'Zo par, então o número de Nielsen
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relativo N(.f; X, .A) é de$«ádo «m.

N(/; X, .A) NÇf) -b NÇJAh

onde

Ntf. fA3 ' #\EJ D nt,3

Teorema 2.2 (Propriedades do número de Nielsen relativo)

(a) 0 # N(/; X, .4) < '«;

(b) -N(/; x, .A) $ #nx (/; x, 4);

(c) $e (X, .A) é m par de poZáedros compactos e se são homotópicas as aplicações

jo, /: : (X,.A) --, (X,.A), 'ntão .V(Jo;X,.A) - .V(/:;X,.4);

(d) -N(/;X,.A) $ minl#Fixg l g = / rel.4} ÍNieZsen reZatÍuo é &m Zámátante

infeHor para o número de pontos Sãos na cta.sse de aplicações homotópicas

a / rel .4);

(e) (Comutati«idade); Soam (X, .A) e (y, .B) Z'ares de poZãe'aros compactos e

« «pZá«çõe. / : (X,.A) --, (y,-B) ' g : (y,B) --' (X,.A). E"tã' tem-''

Nega f\X,AÕ Q g\Y.B);

L)l



(f) (Invariante por tipo de homotopia) ; Soam (X, .4) e (y, -B) pares de poZáedras

como«elos. $e as 'pZácações / : (X,.A) --, (X,.A) e g : (y, .B) --» (y, -B) tém

o me.mo t@o de A.motopáa, .ntâo .V(/; X, Á) - N(g; y, .B);

Demonstração: jlll

Definição 2.7. Sda / : (X, .4) --, (X, .A) apZácação do par. Z)e$7zimos

a(/Á) - #,(/«) - }l: a(/Á.)-
Z

R(/«) ã .V(/A) - >: .N(/«.).

Definição 2.8. O conjunto de Reidemeister Relativo, denotado porá(/; X, .A)

P«« / : (X,.A) --» (X,.A) é de$ná . «mo

r(/; X, .'{) «(/,.,) U r(/) -- r(/, /,.)

onde r(j) = CÍ, r(jA) O/. e r(/, /Á) {0/ D O/.}

Com respeito à partição adotada, C& .Ef U //, temos

r(/; X, .A) {01 D 0/.}
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úmero relativo de Reidemeister relativo é delini(to

R(/; X, .A) -R(/) - R(/, /Á).

Se algum dos números R(/), R(/Á) ou R(/,/A) é infinito, definimos então

R(/; X, .A) contrário, temos -R(/; X, .A) < '".

Com essa definição obtemos propriedades análogas às do número de Reide-

meister, como veremos a seguir:

Proposição 2.5 (Limitante Superior). Sda / : (X, .A) --' (

'' p«,, onde X é palita«. co«p"'' ' "«.e« ($«üo). E'-tã'

R(.f; x, .4) 2 x'(/; x, Á).

Demonstração: Com relação à partição (& = E/ U //, temos que o con

Nielsen relativo se escreve como n(/; X, .4) = .E/ U E/. -- {-E/ D -E/.}.

Por outro lado

Então, o n comon

X,.A) aplicaçãoP C

unto de

r(/; X, .4) 0/uO/.-l0/0 0/.}

.Ef U // U .E/. U .r/A - ({-Ef D .E/.} U {.E/ D //.} U {// D 0/.})

o que implica

+rÇf',X, A3 = +nÇf', X,Ab -t +lj -- #\lf -) cfAI -F alfa - +\Ef 3 lí.l
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Como #.r/ - #{// D O/.} 2 0 e #//. - #{.E/ D //.} 2 0 (visto que

#{.E/ D //.} $ #//.) temos

R(/; X, .A) 2 -V(/; X, .4)

Observação 2.2. Cromo N'(/,/Á) = #{.E/ D -E/A}, da de$náção de R(/,./:,4)

segue -R(.f, /Á) 2 .N(/, .f,.i); o que toma mpossúeZ dem07zstrnr a Proposição 2.5

us«'Zo a' p«de. d. R(/; X, .A).

Observação 2.3. O 7ztímero de Reádeme

número de Reidemeister clássico R(..f):

Sd« / : (X, .4) --, (X, .A) «pZÍc'çâ. 'Í'

ezo e .A C X é wm subpoZãedro. .Entãocon

R(.f; x, .A)

se .4 = 0, ou .Ã = 0, ou .4 = X

De fato: Se ..4 - 0 ou .Â então .R(.fA) e R(/,/A) = 0, e segue que

R(/; X, -A) - R(/).

Se ..4 - X entã. .R(.fA) - R(/) e R(/, /A) - #lO/ D O/.} = #O/ - R(/)-



Portanto, R(/; X, .4) (/) + R(/) -- R(/)

Proposição 2.6. S©a / : (X,.4) --» (X,.A) aplicação do par, com (X,.4) par de

poZíedros compactos, X simplesmente conexo e .4 # 0, ow .4 # 0. .Então

R(/; X, .A) - R(/Á).

Demonstração: Como X é simplesmente conexo, temos R(/) = 1 (/, /Á).

Assim,

R(/;X, .A) - R(/) + R(/A) - R(.f, /A) ) - 1 - R(/A).

Proposição 2.7. Sda / : (X,.A) --, (X,.A) apZ cação do par, com (X,Á) par de

poliedros compactos, X conexo e A simplesmente conexo. Então

R(/; X, .A)

Demonstração: Como .4 é simplesmente conexo, R(/Á) = 1 = R(/, /,{). Assim,

R(/;X,.4) - -R(/)+R(/Á) -R(/,/A) - R(/) + 1- 1 - R(/).
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Proposição 2.8 (Propriedade de Espaço de Jiang). Seja (X, .A) &m par

de poZãedros compactos, com X conexo, onde X e cada componente .Ai de .4 sâo

"p«ço; de JÍ«g. Se Z,(/) # 0 e -L(/«.) # 0, V í, t«Z q«. /(.A:) c .A, Cata'

R(/; X, -4) - .V(/; X, Á)

Demonstração: Como X é um espaço de Jiang, temos que L(/) # 0 implica

RÇfb = NÇf), Xs\o é:, Cí = Ef.

Similarmente, para as componentes .4;s: L(/Á.) # 0 e ,4i é espaço de Jiang, e

temos portanto, R(/A.) = N(/A.), isto é, O/.. que implica O/.

Assim {0/ :) O/.4} = {.E/ D -E/A} e segue que

R(/; X, .4) - .N(/; X, .A)

Proposição 2.9 (Propriedade do Produto). Soam (X,.A) e (y. .B) pares de

espaços, onde X, Y, A, B são poliedros compactos, X e Y conexos. Sejam as

/unçães/ :(X,.4) --,(X,.A) e g:(y,-B) --»(y,B). -E"tão

R(/ x g; X x y, ..4 x .B) - R(/A) ' .R(gB) + R(/) ' R(g) R(f, J'A) R(g, gm)
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Demonstração: Segue da Propriedade 1.2 (Propriedade do Produto), junta-

:nente com o fato R(.fA x gB) = R(.f,.*).-R(gB).

Proposição 2.10 (Invariância Homotópica). Soam /, g : (X, .4) --' (X, .A)

apZácações do par, onde (X,.4) é um par de po/ácaros compactos com X conexo.

Se f é homotópica Q g (wl. Q A), ente,o

R(/; X, .A) - R(g; X, ..4)

Demonstração: Oa teoria clássica temos que R(/) e -R(/Á) - n(g..,)

Pela Proposição 2.4, temos R(/, /Á) = -R(g, g..l). Assim,

R(/; X, .A) - R(g; X, .A)
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Capítulo 3

O Número de Reidemeister da
ll'ríade

Uma tríade (X,.Ai,.A2) consiste de um espaço X que é a reunião de dois

subespaços .Ai e .42. Observe que uma tríade (X,.4i,.42) se reduz a um par

(X, .AI), se .A2 C .AÍ ou (X, .42), se .Ai C .A2.

Assim, uma aplicação de tríade / : (X,.At,..42

aplicações dos pares.

belga Schirmer em j121 definiu um novo número de Nielsen, denominado o

número de Nielsen da tríade. Além das propriedades usuais para o número de

Nielsen, ela demonstrou que para espaços que podem ser descritos como tríades,

este novo número é melhor que o número de Nielsen Relativo para ser usado

como um limitante inferior do número de pontos fixos na classe de aplicações

homotópicm a / : X --} X. Se os espaços em questão obedecem certas condições,
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não muito limitantes, ela mostrou que o número de Nielsen da tríade realiza

número mínimo de pontos fixos na classe das aplicações homotópicas a /

Neste capítulo definimos o número de Reidemeister da tríade, fundamentado

na definição do número de Nielsen da tríade. Veremos que, devido ao seu enfoque

ligado aos levantamentos, tal número de Reidemeister é um limitante superior

para o respectivo número de Nielsen, usando apenas os números de Reidemeister

Relativo, do Complemento, o clássico -R(.f) e argumentos combinatórios. Outras

propriedades usuais do número de Reidemeister da tríade são demonstrados no

final deste capítulo, bem como alguns exemplos.

Sejam X .4o n .42 e/ : (X,.At,.Aa) --*(X,.At,..42) aplicação

da tríade. Então, ficam determinadas as aplicações /j : .AÍ --l .Aj, j = 0, 1,2

onde.Ü = /1.4,

Definição 3.1. $dam / : (X, .4i,.Aa) --, (X, .41,.4a) uma apZícação da tMade e

pjFix(.Ü) uma classe de pontos Jüos de .Ü : .Aj --, .Aj, para .j = 1, 2. O par de

classes de pontos .@os (piFix(/i), p2Fix(/2)) denomina-se um par inessencial-

mente unido rde classes de pontos .Pios,) de /i e /2 se as seguintes condições

forem satisfeitas:

0
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(i) .Urástem uma componente .Ao,k de .Ao e uma classe ánessencía/ de pontos ./üos

po,kFix(/o,k) de jo,k : .Ao,Ã; --, .Ao,Ê qwe esf(í contida em piFix(/t) e p2Fix(/2) Oito

é. {k,j,PPcljo,hl ara .j

(ii) .VenAuma classe essezzciaZ de pontos ./üos po,kFix(/o,h) de qualquer apZácação

/o,k : .4o,j; --, .Ao,Ê está contida em piFix(/t) e p2Fix(/2).

O par (piFix(/t), p2Fix(/a)) é chamado um par inessencialmente unido de

classes essenciais de pontos fixos de .fi e /2 se for um par inessencialmente

unido e ambas as classes p:Fix(/i) e p2Fix(/a) forem essenciais. Denotamos o

número de tais pares de classes por /J(.fi, /2).

Como o pai /J(/i, /2) possui boas propriedades, como invariância homotópica,

comutatividade, invariância por tipo homotópico, belga Schirmer definiu o número

de Nielsen da tríade assim:

N'(/; .A: U ..4,) N'(/- , .A: , .h) + .N(/2 , .'{,, .4o) N (jQh - IJ(j\, fah

O novo número de Nielsen também possui as mesmas propriedades clássicas,

e toda aplicação .f : (X, .AI, ..42) --, (X, .Ai, ..'l2) possui, no mínimo, .V(/; .At U ..'l2)

pontosfixos.
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Neste capítulo, definimos o número de Reidemeister da tríade em função de

outros números de Reídemeister descritos no capítulo 2.

Este número possui também muitas propriedades como veremos a seguir.

Deânição 3.2. Sda a frl'ade (X,Ai,.A2), onde X = .Ai U .42 é um p'Záedra

compacto e conexo, .4{, á = 1, 2, são suópo/ácaros e .Ao :: .Ai n .42. O número de

Reidemeister da tríade é de$nído por

R(.f; .A: u .4,) R(/t ; .Ai , ..4o) + .R(/a ; .Aa, ''!o) R(jo)

A definição acima pode ser reescrita assim

R(/; .A: U .42) R(/ ; .A: - ..4o) + .R(/2; .A,, ''Í')

ou

R(/; .A: U .A,) R(/: ; .4:, .Ao) + R(/2; .'{, - ..4o)

ou

R(/; .A: U .A2) R(/: ; .A: ..4o) + -R(/2; .A2 - '4') + R(/o)
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3.2 Propriedades do número de Reidemeister
da tríade

Seja / : (X,.At,.A2) --. (X,.4i,..42) aplicação da tríade. O

meister da tríade possui as seguintes propriedades:

Teorema 3.1 (Limitante Superior). O ntímero de Reádemeáster da

um limitante supehor para o número de Nietsen da tHade, isto é:

número de Render

R(/; Ái U .42) ? .N(/; Ai U .42)

Demonstração: Em relação à partição adorada temos, para í 1,2

N'(./; ; .A: , .4o)

R(.Ê ; ,4:, ..4o)

+Ef: -F #Ej. - +\Ef: '3 EfnÀ

+CÍ,-b+CÍ.- #\CÍ.3 CÍaÀ

Então

R(/; .Ai u ..'!2) .V(.f; .Ai U ..42) #{//. Z (a.,} + #{.rfe 2 Oí.} + #.rio

- +\Ef. '3 lfoÀ - +\Ef, '3 lfaÀ -+ IJ.

Vamos provar que c :: #-r/. -- #{.E/: :) /J.} -- #l-E/, :) /fa} + /J > 0.

Para tanto, basta vermos como os elementos de //o se comportam em relação

aos outros conjuntos em questão, uma vez que individualmente cada um deles
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tem cardinalidade menor ou igual à de /jo.

Observamos que toda classe de /jo é uma l/o,kl, pai'a algum k, é inessencial e

élevada pelas aplicações

l/o,klP--''l/il , para alguma classe de levantamento de /l

e

l/o,klb"-'} l/al, para alguma classe de levantamento de /2

Analisando os casos possíveis, vemos que cada classe de /jo só contribui com

0 ou l à soma e:

. Se il;,,.,,.;(l.Õ,hl) € //. ' {Z,,,.(l.Ã,kl)~.ç/b, então l.Õ,ÊI s

/jo e não afeta os outros termos de c. Contribuição: l.

. Se il;,r.pa(ljo,hl) c -r/. e áÍ,ppc(ljo,hl) c .E/e, então {Z,PPa(ljo,ÊI) poderá

ser contada em {-Efa D 'r/al' se a classe í2,Ppc(ljo,kl) € .E/a não foi contada

antes e se não estiver na imagem {?,ppa de alguma ljo,jl c .E/o, para algum

.j (neste último caso {Z,ppc(l.ã,kl) € -E/a seria cona«ia em {E/2 D -E/'} ).

Contribuição: 0 ou l.

ó é conta.d a. em0
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. Se ãl,,,c(l.Õ,kl) c .E/: e {Z,PPC(IÃ,ÊI) c //2, a conclusão é análoga ao item

anterior.

. Se á.,ppo(l/o,kl) c -E/. e {Z,PPC(l/o,ÊI) € .E/a, temos que ljo,kl será contada

em /jo' Podemos subdividir este caso em diferentes subcasos:

Se {.,PPC(ljo,hl) for contada em {.E/: D //.} e {Z,PPC(l/o,kl) for contada

em {.E/a D //.} ), segue da partição adorada que ál,ppa(l/o,kl) Z .Dfn

e {Z,PPC(IÃ,Ê1) 2 E/o, o que impli" q"e (íl;,,,,.(IÂ,hl), íZ,PPC(IÃ,kl))

é um par essencialmente unido e portanto é contado em /J. Assim,

contamos uma classe em //., uma classe em {.E/. D //o}, uma classe

em {.EJa D //.]' e mais um par /J, totalizando zero.

Os outros casos são análogos aos anteriores, com contribuição 0 ou l

a soma.

Portanto, temos que

R(/; .At U ..42) 2 .N(/; .Ai U .A2)
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Proposição 3.1 (Invariância Homotópica). Soam as aplicações da trx'ade

.f,p : (X, .A:,.A2) --, (X, .A:,.4e). Se / é h.motópác« a g por um« h.m't'pía qu'

«.fM*" « P« (..4:,.4o) é «Z. .Ao, ' qu. «;tN*" « P« (.A,,.Ao) é «Z. .Ao, .nt''

R(/; .4: U ..4,) - R(g; .A: U .A2)

Demonstração: Por definição, temos

R(/; .A: U .42)

R(g; .Ai U ..42)

R(/:; .A: , .4o) + R(/a; .42, '4o) - R(/o),

R(g:; .4: , .Ao) + .R(g2; .A,, '%) - R(go).

Como os números de Reidemeister e Reidemeister Relativo são invariantes

homotópicos, temos R(.&; .Aj, .Ao) = R(gj; .Aj, .Ao), .j = 1, 2, e

R(jo) (go) + -R(.f; .Ai U .4a) R(g; .A: U -.42)

Observação 3.1. O ntímero de Reádemeáster da t7x'ade R(/; .Ai U .42) generaliza

o número de Reidemeister clássico, R(.J' ), e o número de Reidemeister Relatado,

como veremos a seguir:

(i) Se.Ao se.Ào então.R(/;.4iU..42) (/:)+R(/2)
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De fato: Pela Observação 2.3, temos que R(.Ê; .4i, .Ao) = R(/,), { = 1, 2, e

pejos comentados antehores â Observação 2.1, R(/o) = 0. .Assim,

R(.f; Á: u ..4,) B(.f:; -4:, .4o)+ -R(/e; .4,, '4o) R(.Ú) - -R(.f-) + -R(/2)

(ü) Se .A: - ..4,, então R(/;.A: U .A,) - R(/).

De fato: O.m. ..4: e -R(/-)

R(/), reza Observação 2.3, temos R(./:;Ái,.4o) = B(.Ê) = -R(/), { = 1,2

.4ssám

R(/; .A: U ..42) R(/: ; .4: , ao) + R(/e; .4,, '%) R(/o)

R(f) -F R(f) R(f.) - n(.f).

(üi) Se .Aa C ..4i, então R(/; .Ai U .42) (.fl; .4i, .4o).

De fato: Como .AU C .4i, segtze .Ao = .4t n .A2 = .A2 e /2 l.a, = /o

R(.f; .A: u .4,) R(/l ; .A: , Xo) + B(/o; .Ao, Ao) R(jo)

Mas -n(./b; .Ao, ..4o) R(/o) + -R(/o) - R(/o, /o) R(fo). Poüanto

R(/; .Ai u .42) (/t;.Ai, Áo)
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.4naZogamente, se .Ai C .A2, então

n(/; .Ai U ..42) ; .Aa, '4o)

Uma propriedade importante é obtida quando trabalhamos com espaços to

pológicos X :: ,4t U .42, com .4j simplesmente conexo, .j = 1, 2, e .41 n -A2 conexo

1- 1» 1/' ! = 1..... ...J..
por caminhos.

conexo.

Então, se / : X ---* X (X nm condições anteriores), sabemos da teoria clássica

de Nielsen que R(/J) = 1, .j = 1,2, e o cálculo do número de Reidemeister da

tríade R(.f; Ái U .42) se reduz ao cálculo do número de classes de levantamento

de .fl..l. = jo.

an .anipen noeorema e

Proposição 3.2. Se / : (X,.41,.42) --, (X, .Ai,..42) é aplicação da frl'ade com .Aj

simplesmente canga;o, .j = 1, 2, e .Ao = .At n .42, .Ao # ü rou .Ao # 0,), então

R(/; .A: U ..4,)

Demonstração: Pela Proposição 2.6, temos que: R(/.; .4, Ao) R(/o), á 1,2
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Portanto,

R(/; .A: U .42) R(/o) + R(jo) - a(./b) - -R(jo)

Seja / : (X, .At,.42) --, (X,.At,.A2) aplicação da tríade, onde .4o - .Ai n -A2.

Temos então:

Proposição 3.3. Se .Ao é simpZemente conta;o, e7ztão

R(/; .A: U -.4,) (/-) + R(/2) - l.

Demonstração: Como .,% é simplesmente conexo, -R(jo) = 1 e pela Proposição

2.7 temos que R(.A; .4, .Ao) = R(.Ê), { = 1, 2. Assim,

Rr f: ..'l. U ..4a) = R( fl ) + R( f2) l2 l) z"l]

Proposição 3.4. (i) Se .Ai é sámpZesmente conexo, então

R(.f; .Ai U .Ae) = R(/2; .A2, '4o);

(ii) $e .A2 é simplesmente conexo, então

R(/; .At U ..42) = R(/i; Ái, .Ao).
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Tlowanna+rnpãn.

(i) Se .At é simplesmente conexo, pela Proposição 2.6 segue R(/i; .At, Áo)

Assim,

R(.f; .Ai U ..42) (/o) + R(/2; .42, '4o) - R(/o)

(ii) Demonstração análoga.

R(Jo)

H

H

Proposição 3.5 (Espaços de Jiang). Sda / : (X,.4i,.A2) --' (X,.4i,.42)

aplicação da tr'üde. Se .Ai é espaço de nana e -L(/.) # 0, { = 0, 1, 2, então

R(/; .4i U .42) (/; .At U -42).

Demonstração: Cromo 4 é o espaço de Jiang e L(./;) # 0, á = 0, 1,2, temos

que R(.é;.4j, .Ao) = .N(.Ü;.4j,.Ao), .j = 1,2, e R(áo) = N(/o), o que implica (lue

/J(.f-, /2) - 0. Logo, R(/; .4: U .A,) - -V(/; .A: U .42).

3.3 Exemplos

O cálculo do número de Reidemeister da tríade (ou do número de Nielsen da

tríade) se reduz, como vimos, ao cálculo de outros números de Reidemeister (ou

de Nielsen) já descritos na Teoria do Ponto Fixo de Nielsen.
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A seguir, apresentamos alguns exemplos geométricos usando o número de

Reidemeister da tríade.

Exemplo 3.1 (O Duplo de uma variedade). Seja M uma variedade com-

pacta, conexo, triangu]áve] e com fronteira a.A4 e seja Z)]W = M+ U ]14- o seu

dup[o e / : (M, a]]/) --, (]W, õ.4/) a aplicação do par. A aplicação

Dj l tDM,M-k,M--') --' (.DM,M-},M-à

é uma aplicação da tríade.

Calculemos R(D/; M+ U M-).

Seja -D/i = .D/Im.. e -D/2 ' Z)J'lw.

que Djl = D.f2.

Assim,

Como M+ é homeomorfo a M. , temos

R(O/; M+ U ]W-) 2R(D.fl ) - 'zKÇnf« ,D.fa] -t R(Dfoà

R(O/:;M+,aM) + .R(O/:;JW - ÕM)

Exemplo 3.2 (A Suspensão de um Poliedro). Seja X um poliedro compacto

e sejam X+ e X- cones sobre X, SX = X+ U X- a suspensão de X. A aplicação
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.f : X -.-} X nos define a aplicação da tríade

S/:(SX,x-- u x.) --,(SX,x+ u x-)

Por definição

R(S/; X+ U X-) R(S/l, X+, Xo) + R(S/a, X-, Xo) R(Sjo)

onde $/1 = $.flx+, $/2 = S/lx e S/o = S.flx = /.

Como X+ e X. são simplesmente conexos, temos pela Proposição 2.6 que

R(S/: , X+ , Xo) RÇSfQh e RÇSf2,X-,XQh RÇSfQÕ

Assim,

R(S/; x+ u x-) R(S.f: , X+, XO) + R(S/2, X- , XO) - -R(Sjo)

R(S.fQ) -t R(S.fQ) - R(SJQÕ = R(SfQ)

Exemplo 3.3 (Colando p-alças). Seja À/ = À4i U H a variedade obtida de

.A/i, onde Mi é uma n-variedade compacta, conexo, triangulável (n ? 2), com

fronteira, colando em sua fronteira uma p-alça H, homeomorfa à imagem de -rP x

.r', P + q - n. Temos então: (-M,Mt,-H) é uma tríade, com Mo = Mt n H =
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(õ/p) x -íq e / : (]W, Mi, H) -+ (À4, .A/i, .H) é aplicação de tríade, com /o = /lw.

Como # = /p x .rç, com p + q = n 2 2 que é l-conexo temos que n(/e) = 1.

Para obter a expressão de R(/; Ã4t U .Z]) dividimos nos seguintes casos:

1. Se p = 1:

Temos Mo = {p, q} x .í"'Í = .B"-iCJ-B"': = união disjunta de duas (n l)

bolas.

(a) Se JÜo ão pela Observação 3.1(i) temos R(/; MtUH) = R(/t)+

-R(/2) - R(/-) + l.

(b) Se Mo ão pelaProposição 3.3 temos R(/;MtUn) (/i)+

R(/2) 1 - R(/-).

(c) Se Mo = Mo então temos que R(/o) = 2 e da definição obtemos

R(/; J14iUH) = R(/i; .A4i - À4o) +-R(/2; M2, Mo) = R(/i; Mi -- Mo) +2.

2. Sep = 2

(a) Se n = 2 então JMo = Si x {p, q} a SiúSt - união disjunta de dois

$l
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i. Se Mo = ü então pela Observação 3.1(i) temos R(/; .A4i U H) =

R(.f:) + R(/2) (.f-) + l.

ii. Se .A4o = St ou ]l2o = .A4o então obtemos da definição R(/l À/i U

H)/t;Mt-Mo)+R(/2;M2,Mo) Mi-Mo)+R(/o).

(b) Se n ? 3 então Mo = St x /"-2 então obtemos da definição R(/; À4i U

n)/i;M:-Mo)+R(/2;Me,Mo) Mi-Mo)+R(io).

3. Se p 2 3 temos que O.ÍP é simp]esmente conexo, ]ogo ]üo é simplesmente

conexo e pela Proposição 3.3 temos R(/; .A4i U #) = R(/i) + -R(/2) -- l =

x( .f: ) .

Exemplo 3.4 (Somas Conexas). Consideremos o caso .A/ = À4t#À4a a soma

conexo de duas n-variedades compactas, conexas e trianguláveis, (para n ? 3),

isto é, À4 é obtida removendo-se o interior /nt.B de uma n-bola 1? de Jt6, .j = 1, 2,

e identificando as fronteiras das variedades resultantes com o "buraco"MJo

M4 -- IntB.

Portanto, ,4o = WI) n ]Wao é uma (n -- l)-esfera.

Seja / : (M, À/l), JWeo) --, (M, Jt4f, ]142o) a aplicação da tríade, onde .flWf - .fi,
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.rl«.8 - /2.

Observamos que neste caso, como n 2 3 e .AZo H S" i, segue que ]Mo é

simplesmente conexo. Daí, pela Proposição 3.3 temos

R(/; Wf U ]Weo) - R(/-) + R(/a) l

Exemplo 3.5. Sejam -D2 o disco unitário, âZ)2 St. Consideremos

(.o', s: )
(,.:',.")

(D', S:)
(re3", e'")

com 0 $ r É 1, e seja .D.A4 o duplo de .D2. Temos que

R(.0/; .A/+ U .A/-) = 2

pois R(-Ojo) R(Z)/J) = 1 e R(Z)/J, .O/o)

Como apresentado em j121, JV(Z).f; .A4+ U M.) = 1, portanto, o número de

Reidemeister da tríade pode ser uma boa aproximação para o número de Nielsen

da tríade quando a dimensão do espaço é 2.

Exemplo 3.6. Sejam X = S2 a esfera unitária do ]R3 e

,4i = {(é, @) : 0 $ @ < 2r, 0 $ @ $ a}
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'42 {(é, @) : o $ é < 2a', --a' $ @ $ o}

Se / : (X, Ái,.A2) --, (X, Ái,.42) é a suspensão de uma aplicação jo de grau

d # 1, temos então que -R(/; .4i u ..42) li - 'Í

Ein j121, belga Schirmer calculou o número .N(/; .4

igual ao número de Reidemeister R(/; .Ai U .A2).

l U .4a) que é exatamentea2
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(l;apítulo 4

Caracterização Algébrica do
Número de Reidemeister da
Tlríade

Neste capítulo descrevemos caracterizações algébricas do número de Reidemeister

da tríade. Na primeira parte apresentamos o conceito de p-classe de conjugação,

com bibliografia básica l71 e aplicações à teoria Relativa de Nielsen, através da

definição de uma caracterização algébrica para o número de Reidemeister Relativo

(ver l3l; para aplicações em pares vibrados que preservam fibras, ver l41). Uti-

lizando as definições dadas em l31, obtemos uma primeira caracterização algébrica

para R(/; .Ai u .42). Na segunda pane, seguindo os passos de Zhao, que em j151

obteve fórmulas algébricas para N(/; X, .A) e .V(/; X -- .A) no caso de X e .Ak C .A

serem espaços de Jiang, obtemos uma outra formulação algébrica para o número

de Reidemeister da tríade.
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4.1 F'ormulação Algébrica por(p-conjugação

Sejam X um poliedro compacto e conexo, Á c X um subpoliedro finito (não

necessariamente compacto), / : (X, .A) --, (X, .4) aplicação do par e ?7x : X --, X

a aplicação de revestimento de X.

Seja .f um levantamento de /. Então, para cada a C aou(qx) = ai(X), existe

um único elemento p(a) C nl(X) tal que

fa

A correspondência

.- -.g-, p(a)

é um homomorfismo de grupos fundamentais.

Similarmente, para cada componente .4k de .A, tal que /(.Ak) Ç .Ak, temos

que para cada o C Oou(?7...!.) 3 al(.Ak) e /k levantamento de /A = /1.4., existe um

único elemento ph(a) C rl(.Ah) tal que

f-a - -p~Qa)i:

e a correspondência a --' pk(a) é um homomorfismo de grupos fundamentais.

Como cada levantamento de / é da forma a.f (a C Oou(?7x) e / lixado),
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temos

[«/] lO.fi; a, P C 0«(qx) +-> P/ Gaja " -p(« ').f

e portanto P

Dizemos então que os elementos a, P € Oou(qx) B rl(X) são p-conjugados

e denotaremos por lal a p-classe de conjugação de a C ai(X).

Pelas observações anteriores podemos então enunciar o seguinte teorema:

[Feorema 4.1. .4s classes de Jeuantamento de / estão em coz'mspondêncáa ánye

tara com as (p-classes de c07Üugaçâo de ni(X).

Demonstração: l71

Consideremos a seguinte ação (à esquerda) em nl(X)

«':(X) x «':(X)

(a, a) ---, a . a - aap(a':)

Temos então que: a órbita de a é o conjunto {aap(ct':); a C nt(X)}

Assim, /3 pertence à órbita de o #-> /3 = aap(c! i) .+-> IP/l = la/l
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Definição 4.1. 1)e$námos o conjunto das classes de Reidemeister 7Z(p, z)

'por:

«': (x)

btãda por (p-conjugação (ou o conjunto das órbitas da açãoÇn

R(p, r:) -

onde «. é a relação o

por-p-cobiugação)

Ao juntarmos a D

que:

KQf)

Similarmente, para cada componente ,4k, tal que /(.Ah) Ç .At, temos o con-

junto das classes de Reidemeister 7Z(pk, ni(.Ah)) e -R(/k) = #R(ç'Ê, ai(.4h))

Definimos então

R(ç'A, «- (-A)) - U R(pk, r:(.AÊ))
k

e

R(/A) - #'R(Ç'.., ":(.4)) - }: #R(V'k, ''':(.Ah))

Podemos então reescrever a Proposição 2.1 (j151) assim:

k
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Proposição 4.1. Qua/quer classe de levantamento de /A : 4k --» .4h 'beMence"a

(ou está contida em) alguma classe de levantamento de f : X --} X, no sentido

gue {Ê,Prol/kl ' l.fl, para algum .f. Quando q,.{.nz(.À) não é vazia, temos qwe.

,7.,-*/'áz(.À) é «m u co«junto de qx/'á«(.f) 4-> ák,p,cl.ÃI - l./;l.

Demo"stração: ltS

Considere agora a inclusão ák : .4k -.-> X. Temos um homomoríismo induzido

Ík:.. : n'l(.4k) --, a'l(X)

Como existem bijeções entre r(/) e R(p,rt), e entre r(/k) e R(PÉ,«t(.Ak));

:somor6smos e«tre «:(..4k) a Oo«(q....) e entre «:(X) B O«(qx), e o conju"to

r(.f,/Á) = {0/ D O/.} é formado pelos levantamentos / de / que estão na

imagem dos levantamentos /A de /A, para algum k, através da correspondência:

ák,Epal/kl ' l/l

podemos considerar o seguinte diagrama e definir ik como a aplicação que faz o
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tk,FPC
r(./k)

R(P* , «-: (.A*))

«(/)

R(p, r: (X))

;* lal - lá**al

Pode-se então definir (veja l31) o seguinte conjunto:

7Z(P, 9.4) {lal c R(p, ai(X)) l lal = ;kl/31, para alguma l#l € 7Z(ç'h, r:(.4k))}.

Assim, temos uma formulação algébrica para r(/, /Á) : é o conjunto das classes

de laços em nl(X) pela p, que estão na imagem da classe de laços de al(.A) pela

p..i, através da aplicação ii, para algum k.

Deste modo, podemos reescrever o número de Reidemeist

R(/;X, Á) +R(/a) - R(/, /,.)

Reidemeister do Complemento

R(/; X - .A) - R(/, /Á)

comutar, isto é

er Relativo

e o número der
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em função das classes de Reidemeister

R(.f; x, -.4)

R(.f;x .A)

#R(ç', ri(X)) + )l: #R(pb, "i (.Ah)) - #R(ç', ç'.4)

#R(P, «':(X)) - #'R(P, P..*).

k

Consideremos agora a tríade (X,.4i,.A2) e / : (X,.Ai,.42) --, (X, .At,.A2) a

aplicação da tríade.

Em vista das considerações anteriores e pela definição de R(/l .4t U-A2), temos

o seguinte resultado:

Proposição 4.2. Sda a apZácação da tríade / : (X, .AI, ..42) --, (X, .At, .A2). .Então

o número de Reidemeister da tHade tem Q seguinte ezpv'estão em junção das

card4naliãades da,s classes de Rei,demeãstu':

R(/; .Ai U .A2) (pl, ri(.'!i)) + #R(p2, «i(.42)) +

+ >: #'R(Ç'k, a'i (.Ak)) - #R(y'i , ç'o) - #R(P2, y'o)

Demonstração: Pelas considerações anteriores, temos:

k

.R(.f:; .A:, ..4o) R(Pi, «'t(-Ai)) + }: #R(Ç'h, ":(.4k)) #R(P:, ç'o)

R(/a; Á,, ''l') - #R(p,, r:(.A,)) + > : #R(ph, «:(ÁÊ)) - #R(p,, v'o)

k

+ >ll: #n(ç'* «': (.Ak) )



R(/o)

Assim,

- )l: #R(v'b, ": (.Ak))

R(/; .Ai U ..'!2) #R(p:, «: (.A:)) + #R(g,, ri (.A,)) + >1: #R(ç'Ê, ": (.4k))

- +'R,(9* , -poh - #'R qv,, -pnh.

k

4.2 ];'ormulação Algébrica para Espaços de Jíang

Em j151 Zhao obteve fórmulas algébricas para N'(./'; X .4) e .V(/; X, .A) no caso

de X e ,4t C ,4 serem espaços de Jiang. Como o número de Reidemeister da tríade

R(/; .AiU.A2) é definido em termos de R(.Ê; .A, .AO), i 1, 2, e R(/o), ou em termos

de -R(/,; .& --.4o), { = 1, 2, e R(/o), e vale a igualdade R(/.; .A, .Ao) = .V(/,; .A, .Ao)

ou -R(.Ê;.Ai--Áo) ;.Ai -..40), { quando L(.Ê) # 0, obtemos então

uma outra formulação algébrica para -R(/; .At U ..42) fundamentada nas fórmulas

obtidas por Zhao.

Seja / : (X, .4) --, (X, -A) aplicação do pa:r, onde (X, .A) é um par de poliedros

compactos. Para cada componente .4A; C .A, escolhemos um ponto base ak C .Ak

e um ponto base zo € X. Como os pontos do revestimento universal de .4k e X
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estão em correspondência com as classes de caminhos em .4k e X que partem de

ak e zo, podemos considerar então os caminhos constantes:

<ek> C ..ãh e ão - <e> € .í

Sejam wk o caminho em .Ak, com wk(0) = ak, wÊ(1) = /k(ak), para cada k, e u'o

o caminho em X, com loo(0) (1) = /(zo). Então existem levantamentos

únicos /A e / tais que:

/k(<ek>) <tok> c .4k e / (<e>)

Escolhendo os levantamentos /k e / como referenciais, denotemos por:

V(/A; ak, toh) : o conjunto das jk,.- classes de conjugação em al(.4k, aÊ)

V(/; zo, wo) : o conjunto das /«- classes de conjugação em al(X, zo).

Temos então o seguinte Lema

Lema 4.1. ErásÉem cormspondêncáas ã7%jetoras

pk :''V(jK;aK,wK) --, FPC(jK)

P : V(/; zo,««o) --, F'Pa(/)
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de$nidas por

p.(lal)

p(l#l)

[« . Á]

ip ..fl

Demonstração: l71

Para cada k, em j151 Zhao definiu

7k,. : T:(.4*, «.) --, «':(X, Zo)

"yk,.(<a>) ,«<a>)<lk>

<lk> - <ukwk(./' o uk)':wi:>

duz uma transformação

'yk : V(/k; al;, wÊ) --, V(/; zo, wo)

e 'k independe da escolha do caminho uk, onde uÊ é um caminho de zo até aÉ

Então, 'yi;,. inn
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lte diagrama comutativo

FPCÇfkà

}k,FPC

V(f;=o,too) : FPC(f)

Zhao considerou então o segui1] e

P

isto é:

l<a>1 C V(/k; ak, wk) ::+ ák,ppc ' Pkl<a>1 - P o 7Êl<a>l

ou seja:

l<a>1 se corresponde a uma classe de ponto fixo fracamente comum +:::> está na

imagem de algum 'k (j151, Teorema 4.4).

Para cada k, consideremos o seguinte diagrama comu ativo

C;ok«(l - jh*)

nl(X, ak) -Hi(X) aoAer(l

onde 0É e 0 são os abelianizadores, 77j; e q as projeções naturais

Pelo Lema 4.5 (j151) o seguinte diagrama

a.ke,(l -- /k*)

a.ke,(1 - /*)

Â)

V(/A ; ak, wÀ;)

'yk

V(/; zo, wo)
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écomutativo,onder qo0,rk o0keuÊ(c)(c)+qo0<7A>.

A seguir, usamos a formulação algébrica dos números N(/l X--.4) e .V(/; X, .4)

estabelecida por Zhao para caracterizar algebricamente o número de Reidemeister

da tríade R(/; .At U .42).

Proposição 4.3. Sda / : (X,,4i,.A2) --, (X, .4t,.A2) ap/ácação da tr?'ade e supo-

nhamos que Ái e -42 são espaços de Jla7zg, com .L(.Ê) # 0, { .4o

.Âo - U .h,k, ond. ..'!o,k é «p«ço de Já-g «m lll(/o.h) # 0 ' L(/o,,) - 0,
&-l k-l

para m < q $ n. Então

R(/;.4t U..42) aoÀ;er(l .ft*) + #OoÀ;er(1 - /2*) +

m r m

+ >1' Comer(l -- /o,h.) -- 2# l U uhaoker(l -
k=i Lk=i

Demonstração: Pelo Teorema 4.7 (j151), para á - 1, 2, temos que

R(/.;.A.,.Ao) - .V(.A;.4:,.Ao) - #O.k"(1 - /.,) + )l:#0'k«(i
k-l

- /.,.*) }

É,**)

«* c.k«( l

m m

E
k-l k-l
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Então:

R(/; ..4t, .Aa) # Ooke,( l / *) + #aoker(l /2*) +

# poker( l+
k-l

Â,**) U uk poker(l
k-l
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