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Resumo

Neste trabalho definimos um nimero de Reidemeister, R(f; A1 U As),
para as auto-aplicacoes das triades. Esse nimero satisfaz as propriedades
esperadas do ntimero de Reidemeister, R(f), na teoria do ponto fixo. Para
tanto, redefinimos outros nimeros de Reidemeister, obtendo uma facilidade
maior no célculo dos mesmos e novas propriedades. Além disso, apresentamos
caracterizacdes algébricas para o nimero de Reidemeister da triade.



Abstract

In this work we define a Reidemeister number, R(f; A1 UAy), for selfmaps
of triads. This number satisfies the expected properties of the Reidemeister
number, R(f), in fixed point theory. In order to do that, we redefine other
Reidemeister numbers, thus obtaining easier calculations and new properties.
Also, we present algebraic caracterizations for the Reidemeister number of
the triade.
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Chapter 1

Introducao

Seja X um poliedro compacto, conexo e uma aplicagdo f: X — X. Um pro-
blema central na teoria de ponto fixo é encontrar o nimero minimo de pontos
fixos, MF[f], na classe de homotopia de f. A teoria de Nielsen, que se iniciou
por volta de 1927 com o artigo de J. Nielsen, Untersuchungen zur Topologie der
gescholossenen zweiseitigen Flachen, é um dos possiveis enfoques para responder
tal questdo. Ela foi desenvolvida nos trabalhos de R. Brown [1], B. Jiang [7],
H. Schirmer [11] e X. Zhao [15], entre outros. O nimero de Reidemeister, R(f),
que foi introduzido em 1936 por K. Reidemeister no artigo Automorphismen von
Homotopiekettenringen, é um limitante superior para o nimero de Nielsen e, sob
algumas condicdes, por exemplo quando X é espaco de Jiang, temos R(f)=N(f).
Com a abordagem utilizada por Jiang [7], o célculo de R(f) é mais facil que o de

N(f), o que o torna uma ferramenta til no problema de determinagao do niimero
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MF([f].

Em 1986, Helga Schirmer em [11] introduziu a nogdo do nimero de Nielsen
relativo, N(f; X, A), para aplicagdes f: (X,A) — (X, A), onde X e A C X séo
poliedros compactos e X é conexo, uma vez que o nimero de Nielsen de f, nao
fornece informacdes suficientes sobre as homotopias de um par de espagos, nao
sendo assim um bom limitante para MF[f; X, AJ.

Em 1988, X. Zhao, em [15], definiu o nimero de Nielsen relativo para o comple-
mento, N(f; X —A), a fim de descrever de forma mais precisa o comportamento do
niimero minimo de pontos fixos das autoaplicagbes de pares de espagos no espago
complementar, MF[f; X — A], pois nem o nimero de Nielsen, N(f) nem o nimero
de Nielsen relativo, N(f; X, A), o fazem. Impondo algumas condigdes nos espagos
envolvidos, ele demonstrou que o nimero minimo de pontos fixos do complemento
de uma aplicacéo é atingido pelo ntimero de Nielsen do complemento.

H. Schirmer estudou o problema do niimero minimo de pontos fixos para as
trfades (X,A;,A2), onde X é um espago compacto e conexo, X = AjUAye Ay, A
sio subespacos de X. Novamente verificou-se que os nimeros de Nielsen definidos

até entdo nio eram bons limitantes inferiores para MF[f; A; U Ap]. Em 1993, no



artigo [12], Schirmer definiu o niimero de Nielsen, N(f; A, U A), para aplicages
da trfade. Além de ter as propriedades usuais de um ndmero de Nielsen, ela
demonstrou que N(f; A; U Ay) é um bom limitante inferior para MF[f; A; U Ay,
que atinge o minimo quando os espagos em questdo satisfazem algumas hipdteses.

Em [2] foram apresentados nimeros de Reidemeister relativo e o do com-
plemento, respectivamente R(f; X, A) e R(f; X — A), que satistazem quase to-
das as propriedades desejadas, andlogas as do nimero de Reidemeister classico,
mas que nao sdo invariantes homotdpicos. Resolveu-se esse problema definindo
R*(f; X, A) e R*(f; X—A), os respectivos valores minimos assumidos por R(f; X, A)
e R(f; X — A), na classe das aplicagbes homotdpicas a f.

Neste trabalho melhoramos os resultados obtidos em [2], definindo de maneira
diferente os nimeros de Reidemeister relativo e do complemento que satisfazem
propriedades andlogas as de R(f), inclusive a da invariancia homotépica. Além
disso, definimos o nimero de Reidemeister, R(f; A; U A), no contexto das au-
toaplicacoes da triade.

Clom o intuito de tornar a leitura deste trabalho mais simples, no Capitulo 1

apresentamos de maneira sucinta os conceitos bésicos utilizados, cujas demons-
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tracdes completas podem ser encontradas em [7] e [8]. Também incluimos diver-
sos exemplos, ilustrando as possiveis situagoes decorrentes da aplicacdo de [15,
Proposition 2.1].

Na primeira parte do Capitulo 2 apresentamos um resumo dos resultados obti-
dos por X. Zhao [15] para o nimero de Nielsen do complemento. Em seguida,
fazemos uma nova definicio do niimero de Reidemeister do complemento obtendo
novos resultados. Na segunda parte fazemos o mesmo para niimero de Reidemeis-
ter relativo.

No Capitulo 3 definimos o niimero de Reidemeister da triade, R(f; A1 UAs) e
demonstramos que ele é um limitante superior para o niimero de Nielsen da triade.
Além disso, provamos sua invaridncia homotdpica e que ele possui a propriedade
dos espacos de Jiang. Observamos também que ele pode ser encarado como uma
generalizacdo do nimero de Reidemeister cléssico e do nimero de Reidemeister
relativo, e apresentamos alguns exemplos.

No Capitulo 4 usamos os conceitos desenvolvidos nos artigos [3] e [15], para
reestabelecer caracterizacdes algébricas para os nimeros de Reidemeister do com-

plemento e relativo (segundo as novas definicdes) e obtivemos caracterizagoes
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo procuramos agrupar as defini¢des e resultados bésicos para uma
maior compreensao e desenvolvimento da teoria. Como o resultado ([1 5], Proposigao
2.1) é fundamental para o trabalho, no final deste capitulo apresentamos exemplos

das diversas situacdes possiveis, decorrentes da aplicagdo do mesmo.

Definicdo 1.1. Um espago de recobrimento de X ¢ uma terna E 2 X se
todo = € X tem uma vizinhanca aberta U tal que p~(U) € unido disjunta de
abertos S; de E, cada um dos quais sGo homeomorfos a U pela aplicagdo p. Um

espaco de recobrimento X 2, X € dito universal se X € simplesmente conezo.
No que segue estaremos trabalhando com o recobrimento universal.

Definicdo 1.2. Seja f : X — X continua, onde X é um poliedro compacto e

conezo. A aplicagao f: X — X é um levantamento de f se p o f=fop.



Dois levantamentos f e f de f: X — X, onde X é um poliedro compacto e
conezo, sdo ditos conjugados se, para p : X - X aplicagdo de revestimento,

existe y € D(X) = {y: X - X | poy = p} tal que f=yofoy™

As classes de levantamento sdo as classes de equivaléncia dos levantamentos

por conjugacdo, denotadas por
[fl={vofor'|veDX)}
Como o conjunto dos pontos fixos de f e de f tém as seguintes propriedades:
(i) Fiz(f) = JpFiz(f)
f

(ii) pFiz(f) = pFizf’, se [f] = [f]

(i) pFiz(f) NpFizf =0, se (7] # [f'] (para maiores detalhes, veja [2] e [8]),
podemos fazer a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.3. O subconjunto pFiz( f) de Fiz(f) denomina-se a classe de

ponto fixo de f determinada pela classe de levantamento [f].
Além disso, podemos provar que:

Teorema 1.1. O conjunto Fiz(f) se escreve como uma reunido disjunta de clas-

ses de pontos fizos.



Demonstragao: Imediata. |

Boju Jiang em [7] considera a classe de ponto fixo de f determinada pela
classe de levantamento [f] como um par (pFiz(f), | f]), denominado a classe de
ponto fixo rotulada. Nesse sentido temos uma correspondéncia entre as classes

de levantamento de f e as classes de pontos fixos. Isto nos leva & definicgo:

Definicao 1.4. O nimero de classes de levantamento de f (bem como o nimero
de classes de pontos fizos, vazias ou ndo) denomina-se niimero de Reidemeis-

ter de f, denotado por R(f).

Observe que R(f) é um nimero inteiro positivo ou infinito.

Esta definicio essencialmente diz que: Dois pontos fixos de f estdo na mesma
classe se, e somente se, existe um levantamento f de f que tenha pontos fixos em
suas pré-imagens.

O ntimero R(f) é um invariante homotdpico, pois temos que:

Teorema 1.2. Sejam as aplicagdes fo, fr : X — X. Se eziste uma homotopia

H : fo~ fi, entio existe uma correspondéncia entre as classes de levantamento

de fo e as de fi.



Demonstragao: (7] [}

Além disso, o nimero de Reidemeister tem as seguintes propriedades:

Propriedade 1.1 (Propriedade Comutativa). Sejam X eY poliedros com-

pactos e conezos e f : X =Y, g:Y — X aplicagdes. Entdo R(fog) = R(go f).

Demonstragao: [2] [

Propriedade 1.2 (Propriedade do Produto). Sejam X eY poliedros com-

pactoseconewos,f:X—>X,g:Y—»Yaplz’ca,go”esefxg:XxY—>X><Y

definida por (f x g)(z,y) = (f(z),9(y)). Entdo R(f x g) = R(f)R(9)-

Demonstragao: [2] ]

Propriedade 1.3. Se X e Y sdo poliedros compactos e conezos, f: X—=Xe

g:Y — Y tém o mesmo tipo de homotopia, entio R(f) = R(g).

Demonstragao: 2] u

O conceito de indice de ponto fixo é indispensavel na teoria de pontos fixos.
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Basicamente definimos o {ndice de um ponto fixo isolado para auto-aplicagoes
do IR™ (usando o grau de uma aplicagdo adequada) e, sabendo que todo poliedro
pode ser mergulhado em algum IR", estendemos a definicdo de indice para as auto-
aplicaces de poliedros compactos. (Para maiores detalhes veja, por exemplo, 5]
e [6].)

Seja uma aplicagdo f : X — X, onde X é um poliedro compacto e conexo.
Seja IF uma classe de pontos fixos de f. Sabemos que IF é um conjunto de pontos
fixos isolados. Assim, o indice de f em IF, denotado por ind(f,IF), é um nimero

bem definido.

Definicdo 1.5. Dizemos que IF é uma classe de pontos fixos essencial de f
se ind(f,IF) # 0. Se ind(f,IF) = 0, dizemos que IF é uma classe de pontos

fixos inessencial.

Analogamente definimos:

(i) A classe de levantamento [ f] é essencial se pFiz( f) # 0 e é essencial;

(ii) A classe de levantamento | f] é inessencial se pFiz(f) # 0 e é inessencial,

ou pFiz(f) = 0.



Definigdo 1.6. O ntimero de Nielsen de f, denotado por N(f), é o mimero

de classes de pontos fizos essenciais de f, isto é,

N(f) = #{pFiz(f) | ind(f,pFiz(f)) # 0}

O nimero de Nielsen tem as seguintes propriedades que derivam diretamente

das propriedades do indice de um ponto fixo isolado ou decorrem da definigao:

Teorema 1.3. Seja f: X — X com X poliedro compacto e conezo. Entdo:

(i) N(f) < R(f);

(ii) Cada classe de pontos fizos essenciais é um conjunto nao vazio;

(iii) 0 < N(f) < o0

(iv) N(f) < #Fiz(f);

(v) Se fo, f1: X — X sdo homotdpicas, entdo N(fo) = N(f1);

(vi) N(f) < min{#Fiz(g) | g = f};

(vii) Seja IF uma classe ndo vazia de pontos fizos de g o f. Entdo f(IF) é uma
classe de pontos fizos de f o g e ind(go f,IF) = ind(f o g, f(IF)). Assim,

N(gof)=N(fog);



(viii) Sejam X eY poliedros compactos e conezos. Se f: X — X eg: Y—-Y

sio aplicagdes com o mesmo tipo de homotopia, entio N(f) = N(g).

Demonstragao: (8] [ |

Seja f : X — X aplicagdo onde X é um poliedro compacto e conexo.

Definigdo 1.7. O subgrupo J(f,zo) C m(X, f(2o)) denomina-se Grupo de

Jiang de f e € definido por

J(f,z0) = {a € m(X, f(zo)) | 3 H = {hs} : f = f,com (H(z0)) = a}

Usamos a notacio J(X) = J(idx,zo) C m1 (X, zo).

Definicdo 1.8. Um espagco X ¢ de Jiang se J(X) = m (X, o).

Como exemplos de espacos de Jiang temos os espagos simplesmente conexos,
os espacos generalizados de Lens L(m; g1, . . ., a), 05 H-espagos e observamos que

produtos cartesianos de espacos de Jiang também € espago de Jiang.

Teorema 1.4 (Propriedade dos Espacos de Jiang). Seja X wum poliedro

compacto e conezo. Se X € um espago de Jiang, entio quaisquer duas classes de



pontos fizos de f tém o mesmo indice. Além disso, se L(f) =0, entdo N(f) =0;

se L(f) # 0, entio N(f) = R(f) = #Coker(1 — f1.).

Demonstracao: (8] E

Em [15], Xuezhi Zhao definiu a aplicagéo iy, rpc entre classes de levantamentos
(ou de pontos fixos) para uma aplicagao do par f : (X, 4) — (X, A).
Seja f : (X, A) — (X, A) aplicagdo de um par de poliedros compactos (A néo
n
necessariamente conexo) e A = U Ay, a reunido de todas as componentes de A
k=1
que satisfazem f(Az) C Ay, sendo f4 : A — A a restrigdo de f ao subespago A e

fr : A, — Aj, a restricdo de f ao subespago Ay.

O espaco X e as componentes de A possuem coberturas universais dadas por
p:)z'—aX e pk:Kk—aAk, k=1,2:5. 57

Como A C X nio é necessariamente conexo, estendemos o conceito de recobri-
mento universal da maneira usual: A = |J A;, onde A é o recobrimento universal
da componente A; de A.

Consideremos o seguinte morfismo i, de f para f (onde i : A —» X éa



inclusdo):

Ik
Ag Ag
ik ik
X X
f
Para cada k = 1,2,...,n consideremos um levantamento ix de ig. Temos

entdo que: Dados fk, i) existe um levantamento f de f tal que o diagrama

Ay Ak

Ek Ek

X X
f

comuta, isto é, 7 o fr, = f 0.

Assim, determinamos uma correspondéncia

e Lift(fi) — Lift(f)
Ir — f

Esta correspondéncia independe do levantamento iy de i, € é determinada

apenas por i, sendo denotada por
’ik,ppc 5 FPO(fk) — FPC(f)

onde FPC(f) é a classe de ponto fixo rotulada de f.

Temos entao:



Proposigao 1.1. Cada classe de ponto fizo de fi : Ay — Ay pertence a alguma

classe de ponto fizo de f. Além disso, quando pyFiz( fi) € ndo vazia temos que
peFiz(fi) € pFia(f) <= ixrrolfi] = [f]

(Mesmo quando py, Fiz(fi) = 0 teremos uma correspondéncia entre as classes de

levantamento).

Demonstragao: [15]. |

A aplicagio i ppc NOS sugere que existem possibilidades de relagoes entre as
classes de levantamento essenciais e inessenciais. Podemos ter classes de levanta-
mento essenciais contidas em inessenciais e vice-versa, e todos os casos possiveis,

como nos mostram os exemplos a seguir:

Exemplo 1.1. Classe de levantamento inessencial de f que contém classe de
levantamento inessencial de fa:
Sejam X = S* x [0,1], A= S' x {0}, e seja

fio(X,4) — (X,4)
(619’t) — (ew,t)

Os levantamentos de f tém a forma fi(6,t) = (0 + 2km,t), k € Z, e as

transformacdes de cobertura dy(6,t) = (8 + 2¢m,t), £ € Z.
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Portanto, temos que R(f) = oo (ou seja, #| fi] = 00).

Similarmente, para o subespagco A C X, temos que f|4 = ida e os levanta-
mentos de f|4 tém a forma f4,(0) =0 + 277, 1 € Z.

Entdo, temos que R(f4) = o0.

Como

1
L(f) =Y (-1)trfu=0; onde f.:Hy(X,Q)— Hy(X,Q)

q=0
e X = S'x[0,1] é de Jiang, segue que N(f) = 0, o que implica que todas as
classes de levantamento de f sdo inessenciais.

Similarmente, L(f4) = 0 e como S* é de Jiang, segue N(fa) = 0, e portanto,
todas as classes de levantamento de f4 inessenciais.

Observe que o diagrama

fA,r
R x {0} R x {0}
:L'k "Z:k
R x [0,1] - R x [0,1]
fi

comuta se, e somente se,

r=j e 1x(0,0) = (6 + 2km,0), k € Z

11



Pela Proposicao 2.1 ([15]), segue

[.fA,r] C [fr]

ou seja, toda classe inessencial [f,] contém uma classe inessencial do tipo [fa]-

Exemplo 1.2. Classe de levantamento inessencial de f que contém classe de
levantamento inessencial de fa:
Sejam X = S! x [-1,1], A= S x {0} e seja

FooGA) — (X, 4)
(e,t) — (e —1t)

As classes de levantamento de f tém a forma fi.(8,t) = (0 + 2k, —t), k € Z,
e as transformagdes de cobertura sio dadas por 6,(6,t) = (0 + 2¢m,t), £ € Z.

Temos entdo que R(f) = oo e R(fa) = o0, onde f~A,T(9) =0+ 2rm, r € Z.

Como L(f) = 0 e X é de Jiang, temos que N(f) = 0, ou seja, todas as classes
[fx] so inessenciais.

Analogamente, para fa, temos L(f4) = 0 e S* é de Jiang, logo N(fa) = 0,
ou seja, todas as classes | fA,T] s@o inessenciais.

Também, neste caso, para cada r € 7, temos [fA,,.] c | f;], ou seja, temos

irppct [fas] = | f,] bijetora.

12



Exemplo 1.3. Classe de levantamento essencial de f que contém classe de levan-
tamento essencial de fa e classe de levantamento essencial de f que ndo contém
classe de levantamento de fa:

Sejam X = S* x [-1,1], A= {(1,0)} e a aplicagéo do par

FroxA) — (X4
(eze’t) —_ (6—10,_t)

Os levantamentos de f tém a forma fs(0,t) = (0 + 2sm,—t), s € Z, e as
transformagcdes de cobertura sio d,(6,t) = (0 +2¢m,t), £ € Z.

Temos entdo, duas classes de levantamento [fs], s = 0,1, e assim, R(f) = 2.

Como f4 =ids = fa, segue que R(fa) = 1.

Os levantamentos i tém a forma ix(1,0) = (2k7,0), k € Z.

Consideremos entao o diagrama

ida i
A=A A=A
ik ik
R x [-1,1] - R x [-1,1]
fi

Para i = 0, vale que [id4] C [fo], ou seja, irpc([ida)) = [fol-
Para i = 1, temos [id4] & [f1]-
Como L(f) = 2 implica N(f) = R(f) = 2, segue que as classes de levanta-

13



mento [fo] e [f1] séo essenciais.

Para fa, temos também que L(f4) = 1, que implica N(fa) = R(fa) = 1, pois

A é de Jiang. Portanto, [z'~dA] é essencial.

Exemplo 1.4. Classe de levantamento essencial de f que contém classe de levan-

tamento essencial de fa e classe de levantamento essencial de f que ndo contém

classe de levantamento de fa:
Sejam X = S' x [-1,1], A={(-1,0)} e

fro(GA) —  (XA)
(619,t) — (6_7'0,—1‘,)

Os levantamentos de f tém a forma fi(6,t) = (—6 + 2sm,—t), s € Z, e
as transformacdes de cobertura sio 8¢(0,t) = (6 + 2¢m,t), £ € Z, # fi] =2,

#fal = 1.

Como L(f4) = 1 e A é de Jiang, N(fa) = R(fa) e portanto [f4] é essencial.

Consideremos entao o diagrama

~ ’Lk ~

A X

Pa p
A X

14



Temos que ix(—1,0) = (7 + 2km,0), k € Z. Por outro lado, o diagrama

comuta para k=0e s = 1.

i fa )

A A

Ek gk

X . X
fs

Para k = 0, vale que [f4] C [f1] e a outra classe [ fo] ndo contém nada.

Como no exemplo anterior, as classes [fo] € [ f1] sdo essenciais.

Exemplo 1.5. Classe de levantamento essencial de f que contém classe de le-

vantamento essencial de fa:

Sejam X = S' x [-1,1], A= {(1,0),(-1,0)} e

foXA) —  (X,4)
(eze’t) —_ (6—19,_t)

Os levantamentos de f tém a forma f,(6,t) = (—0 + 2sm,—t), s € Z, e as
transformacdes de cobertura sdo 6,(0,t) = (0 + 2¢m,t), £ € Z.
Temos entdo #[fs] =2, s =0, 1.

Para o subespaco A = {(1,0),(—1,0)} = A; U Ay, temos

A = A, .fA1 = ’idAl e f~A2 = idA2

15



ou seja, #[fa] = 2, e sdo classes de levantamento essenciais.

Temos também que [fo] e [fi] sio essenciais e vale que

[fa) C[Ai] e [fa] C Lfo]-

Exemplo 1.6. Classe de levantamento essencial de f que contém classe de le-
vantamento inessencial de fa:

Consideremos S? C IR? e os subespacos

A = {($¥);0<g<2me0<y <7}
Ay = {($9);0<p<2me —m<th <0}

Ao = SI=A10A2

Seja f : (X; A1, A3) — (X, A1, As) definida por f(z) = = e sejam fi = Flags
j=1,2.

Temos entdo que f e fo possuem apenas uma classe de ponto fixo: IF, = Ay
e IFy = A, e IF; e IF, sdo essenciais, pois L(f;) # 0, ¢ = 1,2, e como Ay=i=1,2
é de Jiang, segue N(f;) = R(fi), i=1,2.

Por outro lado, temos que R(fo) = oo e N(fo) =0, pois L(fo) =0

Pelo [12, Corolary 2.5] temos que, (IF;, IF) é um par inessencialmente unido
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de classes de pontos fixos essenciais. Portanto, essas duas classes essenciais SO

contém classes inessenciais.

Exemplo 1.7. Classe de levantamento essencial de f que contém classe de levan-
tamento essencial de f4 e classe de levantamento essencial de f que ndo contém
classe de levantamento de fa:

Sejam X = S'e A = {-1} c Sl e f: (X,A) — (X,A) definida por
f(e®t)=e " e fa =ida.

Os levantamentos de f tém a forma fy(t) = —t + 2¢m; £ € Z, e as trans-
formacoes de cobertura sdo 0 (t) =t + 2km, k € Z.

Temos que #[f] =2, £=0,1, #[f4] = 1, fa=idse

(fa) ¢ [fo] e [falClfi).

Como L(f) = 2 e X é de Jiang, temos que N(f) = R(f), ou seja, [fo] e (f1]

sdo essenciais e L(f4) = 1, logo R(fa) = N(fa) =1 e portanto (f4] é essencial.

Exemplo 1.8. Classe de levantamento inessencial de f que contém classe de
levantamento essencial de fa e classe de levantamento inessencial de f que nao

contém classe de levantamento de fa:
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Seja f: (X, A) — (X, A) definida por f(z) =z, onde X = S5'e A= {1}.
Como L(f) = 0 e S* é espago de Jiang, temos que N(f) = 0, ou seja, todas
as classes de levantamento de f s@o inessenciais.

Para o subespaco A = {1}, temos
[fal =id;  fa(a) =1,

Portanto, R(f4) = N(fa) =1, pois L(fa) =1 e assim [f4] é essencial.
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Capitulo 2

Teorias de Reidemeister do
Complemento e Relativa

O objetivo inicial deste trabalho era definir novos nimeros de Reidemeister para
os contextos ainda nio contemplados na literatura (veja o Capitulo 3). Entre-
tanto, apds os estudos iniciais verificou-se que seria possivel melhorar os resulta-
dos obtidos em [2], para os nimeros de Reidemeister Relativo e do Complemento.
Tendo como base o tratamento adotado em [3] para a caracterizacao algébrica
do Ntmero de Reidemeister Relativo, modificamos a partigdo do conjunto das

classes de levantamento apresentada em [2], como veremos a seguir.

Sejam X um poliedro compacto e conexo, A C X um subpoliedro finito (n&o
necessariamente conexo) e f : (X, A) — (X, A) aplicagéo do par.
Se A = | J 4;, onde A; sdo as componentes conexas de A, definimos fa, = f|a;

ef|A=fA:A—>A.
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Seja C o conjunto das classes de levantamento de f e consideremos a seguinte
particao
Cr=FE¢U Iy
onde:

o E; é o conjunto das classes de levantamento essenciais, isto é, as [f] tais que

pFiz(f) é essencial.

o I 60 conjunto das classes de levantamento inessenciais de f, isto é, as [f] tais

que pFiz(f) é inessencial ou vazia.

Da mesma maneira definimos Cf, = Ej, UIs, , para cada componente A;
fa; fa; fa;

de A e definimos:
Cp = U CfAi’ By = U EfA,-) Iy, = UIfA,-
7 i %

onde a reunido é feita para todo i tal que f(A4;) C A
Em relacdo & particio adotada, Cy = Ey U Iy, temos que o conjunto Ey das

classes de levantamento essenciais pode ser escrito como reunido disjunta de trés

conjuntos distintos:

E; = {E; D E;,}U{Ef D I;,}U{E; % Cy,}
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onde:

o {E; D Ej,} denota o conjunto das classes de levantamento essenciais de f

que contém alguma classe essencial de fa;

o {Ef D I, } denota o conjunto das classes de levantamento essenciais de f

que s6 contém classes inessenciais de fa;

o {E; 7 C},} denota o conjunto das classes de levantamento essenciais de f

que ndo contém nenhuma classe de f4.

Analogamente, para o conjunto I, temos:

I; = {I; D E, }O{Iy D I1, }U{I; $ Cy,}

com as mesmas consideragoes anteriores.
Com essa particdo do conjunto de classes de levantamento podemos entao

definir:

Definigdo 2.1. O conjunto de Reidemeister ¢ definido por r(f) = E; Ul e

o ntimero de Reidemeister é R(f) = #E; + #I;.
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Definicdo 2.2. O conjunto das classes de levantamento essenciais fraca-

mente comum de [ e fa € definido por

e(f, fa) = {Es D Cy,} = {E; D Bz, } U{Es D I}

e sua cardinalidade é denotada por E(f, fa) = #{Es D Cy,}-

O ntimero de Nielsen do complemento definido por Zhao em [15] pode ser

descrito como:

Defini¢io 2.3. Seja f : (X,A) — (X,A) aplicagdo do par. O niimero de

Nielsen do complemento X — A € definido por

N(f; X — A) = N(f) - E(f, fa)

ou

N(f; X — A) =#E; — #{E; > Cy,}.

O ntmero de Nielsen do complemento tem as seguintes propriedades:

Teorema 2.1. Seja (X, A) um par de poliedros compactos com X conezo e seja

f:(X,A) — (X,A) aplicagdo do par. Temos entdo:
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(1) N(f; X —A) 20,

(2) N(f; X — A) é um invariante homotdpico;

(3) N(f; X — A) < min{#Fixg/FixgN(X —A)#0 e g~ f rel (X, A)};

(4) Se f e g tém o mesmo tipo de homotopia, entdo N(f; X—-A)=N(g;Y-B);

(5) N(fog;Y —B)=N(go f; X — A), onde

f:(X,A) = (X,A) e g:(Y,B)—(Y,B)

e fogego f estio bem definidas.

Demonstragéo: [15]. N

Vamos definir os conjuntos e nimeros de Reidemeister do complemento e
provar que esta definicdo reproduz, neste contexto, as propriedades usuais do

niimero de Reidemeister:

Definicdo 2.4. Seja f : (X,A) — (X, A) aplicagdo do par. Os elementos de
{Cs D C},} sio chamados de classes de levantamento fracamente comum

de f e fa e denotamos este conjunto por r(f, fa), sendo sua cardinalidade deno-

tada por R(f, fa) = #{C; D Cy,}.
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Definicdo 2.5. Seja f : (X,A) — (X, A) aplicagio do par, onde (X, A) € um
par de poliedros compactos com X conezo. Denotamos o conjunto de Reide-

meister do complemento por r(f; X — A) e o definimos por
’I’(f,X = A) = Cf = {Cf D CfA}'

Denotamos o niimero de Reidemeister do complemento por R(f; X — A) e
o definimos como o nimero de classes de levantamento em r(f; X — A).
Assim,
R(f; X — A) = R(f) = R(f, fa)
ou
R(f; X — A) = #Cy — #{C; D Cp,}-

Se R(f) ou R(f, fa) for infinito, dizemos que R(f; X — A) €é infinito.

Na Teoria do ponto fixo, freqiientemente trabalhamos com espagos do tipo
A=JA
k
onde A}, sio as componentes conexas do subespago A tais que f(Ax) C Ag.

Fazemos entdo a seguinte observagao:

AZQ)@R(‘}CA)ZO
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De fato: Se A = 0, entéo, da definicio de classe de levantamento, precisamos
ter levantamento de auto-aplicacoes. Como nao existe auto-aplicagao, nao existe
levantamento e portanto R(f4) = 0.

Por outro lado, se existir uma componente de A que admite f4 como auto-
aplicacdo, temos que existe levantamento de fa nessa componente, logo temos

pelo menos uma classe de levantamento, ou seja, R(f4) # 0.

Observacio 2.1. O nimero de Reidemeister do Complemento é uma generali-
zacdo do nimero de Reidemeister R(f), pois:
Seja f : (X,A) — (X, A) aplicagdo do par com (X, A) par de poliedros com-

pactos e X conezo. Entao

R(f; X —A) =R(f), se A=0 ou A=0.

De fato: A=0ouAd=0<+<= R(fa) =0 Cs, =0« {C; D Cj,} =

0 <= R(f, f2) = 0 < R(f; X — A) = R(f).

Proposicdo 2.1 (Limitante Superior). Seja f : (X,A) — (X, A) aplicagio

do par, onde (X,A) é um par de poliedros compactos com X conezo. Entdo

R(R; X — A) > N(f; X — A).
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Demonstragao: Temos

R(f; X — A) = #r(f) —#r(f, fa)
= #E;+#I; — #{E; D Cp,} — #{I; D Cp.}

= #E; —#{E; D Cp,} +#I; — #{I; D Cp, }-

Como {If D) CfA} C If segue #If - #{If D CfA} > 0.

Assim, R(f; X — A) > N(f; X — A). [ ]

O niimero de Reidemeister do complemento satisfaz propriedades anédlogas as

do nimero de Reidemeister cldssico, como veremos a seguir:

Proposicio 2.2 (Propriedade de Espaco de Jiang). Seja (X, A) um par de
poliedros compactos, onde X € um espago de Jiang conezo. Seja a aplicacdo do

par f: (X, A) — (X,A), com L(f) # 0. Entdo R(f; X — A) =N(f; X — A).

Demonstragio: O espago X é de Jiang e L(f) # 0, logo N(f) = R(f). Dai,

r(f, fa) ={Cs > Cp} = {Bs 2 Cp,} = e(f, fa).
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Portanto,

R(f; X — A) = R(f) — R(f, fa) = N(f) = E(f, fa) = N(f; X — A).

Proposicio 2.3 (Propriedade do Produto). Sejam (X, A) e (Y, B) pares de
espagos, onde X, Y, A, B sdo poliedros compactos e X e Y sdo espagos conexos.

Sejam f : (X, A) — (X,A) eg: (Y,B) — (Y, B) aplicagdes dos pares. Entdo

R(f x g; (X xY) = (A x B)) = R(f) - R(g) — R(f, fa) - R(9, 95)-

Demonstragao: Por definicao

R(f x g;(X xY) — (Ax B)) = R(f x g) — R(f % g, fa X gB).

Como R(f x g) = R(f) - R(g), basta mostrar que

R(f) fA) ' R(g) gB) = R(f X g;fA X gB)a

onde
R(f X g, fA X QB) = #{C(fxg) D) C(fAXgB)}
R(f, fa) = #{C; D Cy,}

R(g,98) = #{Cy D Cyp}
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Existe uma correspondéncia entre os conjuntos

T(f) fA) X T(gagB) —r T'(f X g, fA X gB)a

ou seja,

{Cs D Cp,} x {Cy D Cyp} £ {Clsxg) 2 Clyaxam}-

Seja [f] € {C; D Cy,}. Entéo existe [Fa,), tal que i rpolfa,) = [f] e seja
[3] € {C, D C,}. Logo, existe [jz,] tal que irpc(dn,] = [g]-

Considere agora o seguinte diagrama:

©
(£, (@) — (f x 3] T [f] x [g]
Ik, FPC X 1¢,FPC : I
([fAkL [gBe]) [fAk X ng] = [-fAk] X [gBe]
%)

Definimos entéo

I =g rpc = (ik,ppC, ie,FPC)-

Assim, o diagrama comuta e temos

R(f’ fA) ! R(g)gB) = R(.f X g:fA X gB)
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Portanto

R(f x g; (X x Y) = (A x B)) = R(f) - R(9) — R({, f) - R(9, 9B)-

Proposicio 2.4 (Invaridncia Homotépica). Sejam f,g : (X, 4) — (X, A)
aplicagées do par, onde (X, A) é um par de poliedros compactos com X conezo.

Se f ¢é homotdpica a g (rel. a A), entdo
R(f; X — A) = R(g; X — A).

Demonstracao: Por defini¢do, temos que:

{ R(f; X — A) = R(f) — R(f, fa)
R(g; X — A) = R(g) — R(g, 94)-

Da teoria classica de Nielsen, sabemos que se f ~ g entdo R(f) = R(g)-

Basta mostrar entdo que R(f, fa) = R(g,9a), onde

{ R(f, fa) = #r(f, fa) = #{E; D Cp,} + #{I; D Cr,}

R(Q’QA) = #r(g9,94) = #{Ey = CQA} + #{Ig o C.‘]A}

Em [15], Xuezhi Zhao mostrou que

E(fafA) z#{EfDCfA}:#{EQ :)CQA}:E(g’gA)' (*)
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Analogamente, definimos

I(fafA)=#{If30fA} € I(g,gA):#{IgDCgA}

Temos que
[(fyfA) = I(g’gA)

A demonstracao é analoga a (*).
Em outras palavras, existe uma correspondéncia entre I(f, f4) e 1(g,ga)-
Portanto

R(f; X — A) = R(g; X — A).

Helga Schirmer, em [11], descreveu de forma mais precisa o comportamento
do ntimero minimo de pontos fixos de funcdes de pares de espagos, M F[f; X, A].
Como o ntimero de Nielsen usual, N(f), ndo é um bom limitante inferior para

MPF[f; X, A], ela definiu o niimero de Nielsen relativo, N(f;X, A), como segue:

Definicao 2.6. Seja (X, A) um par de poliedros compactos, com X conexo. Se

f:(X,A) — (X,A) é uma aplicacio do par, entdo o nimero de Nielsen
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relativo N(f; X, A) é definido como

N(f; X, A) = N(f) + N(fa) = N(f, fa)

onde

N(f, fa) = #{Es D Ey,}.

Teorema 2.2 (Propriedades do niimero de Nielsen relativo).

(a') O#N(fQXaA) < 00y

(b) N(f;X,A) < #Fix(f; X, A);

(c) Se(X,A) éum par de poliedros compactos e se sGo homotdpicas as aplicagoes

fo, f1 1 (X, A) — (X, A), entio N(fo; X,A) = N(f;; X, A);

(d) N(f;X,A) < min{#Fixg | g ~ f rel A} (Nielsen relativo € um limitante
inferior para o mimero de pontos fizos na classe de aplicagoes homotdpicas

a frelA);

(e) (Comutatividade): Sejam (X, A) e (Y, B) pares de poliedros compactos e
as aplicagées f : (X,A) — (Y,B) e g : (Y,B) — (X,A). Entao tem-se

N(go f;X,A)=N(fog;Y,B);
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(f) (Invariante por tipo de homotopia): Sejam (X, A) e (Y, B) pares de poliedros
compactos. Se as aplicagbes f : (X, A) — (X, A) eg: (Y,B) — (Y, B) tém

0 mesmo tipo de homotopia, entdo N(f;X,A) = N(g;Y,B);

Demonstragao: [11]. [

Definicdo 2.7. Seja f : (X, A) — (X, A) aplicagdo do par. Definimos
R(fa) = #r(f4) ZRn)

Observamos que:

R(fa) = N(fa) = ZNM

Definicao 2.8. O conjunto de Reidemeister Relativo, denotado por r(f; X, A)

para f: (X,A) — (X, A) € definido como
r(f; X, A) = r(fa) Ur(f) —r(f, fa)
onde r(f) = Cy, r(fa) = Cy, e r(f, fa) ={C; D C,}-
Com respeito & particdo adotada, Cy = Ef U Iy, temos

r(f; X,A) = CrUCy, — {C; D Cy,}-
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Entdo, o nimero relativo de Reidemeister relativo é definido como

R(f; X, A) = R(fa) + B(f) — B(f, fa)-

Se algum dos nimeros R(f), R(fa) ou R(f, fa) é infinito, definimos entao
R(f; X, A) = 0. Caso contrério, temos R(f; X, A) < oo.

Com essa definicdo obtemos propriedades andlogas as do niimero de Reide-
meister, como veremos a Seguir:
Proposigao 2.5 (Limitante Superior). Seja f : (X, A) — (X, A) aplicagio

do par, onde X € poliedro compacto e conezo (finito). Entdo

R(f; X,A) 2 N(f; X, A).

Demonstracao: Com relacio & partigdo Cy = Ef U Iy, temos que o conjunto de
Nielsen relativo se escreve como n(f; X, A) = E; U Ey, —{Ef D Ey, }.

Por outro lado,
r(f; X,A) = CrUCy, —{C; D Cp}

= E;UI;UE; Ul — ({Bf D Ef, } U{E; D I;,} U{If D Cp})

o que implica

#r(f; X, A) = #n(f; X, A) + #1; — #{I; D Cp } + #15, — #{Es D Ip,}

33



Como #I; — #{I; > Cp,} >0 e #I;, — #{Ef D If,} > 0 (visto que

#{E; D I;,} < #Iy,) temos

R(f; X, A) > N(f; X,A).

Observagio 2.2. Como N(f, fa) = #{E; D E;,}, da definicdo de R(f, fa)
seque R(f, fa) > N(f, fa); o que torna impossivel demonstrar a Proposigao 2.5

usando as partes de R(f; X, A).

Observacio 2.3. O nimero de Reidemeister Relativo é uma generalizacao do
nimero de Reidemeister cldssico R(f):
Seja f : (X, A) — (X, A) aplicagio do par, onde X é um poliedro compacto e

conero e A C X é um subpoliedro. Entao

R(f; X, A) = R({)

se A=0, ouA=0, ou A= X.

De fato: Se A = 0 ou A = 0 entdo R(fa) = 0 e R(f, fa) = 0, e segue que
R(f; X, A) = R(f).

Se A= X entdo R(fa) = R(f) e R(f, fa) = #{Cs D Cy,} = #Cs = R(f)-
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Portanto, R(f; X, A) = R(f) + R(f) — R(f) = R(f).

Proposicdo 2.6. Seja f : (X, A) — (X, A) aplicagdo do par, com (X, A) par de

poliedros compactos, X simplesmente conexo e A # 0, ou A # (0. Entdo

R(f; X, A) = R(fa)-

Demonstracgio: Como X é simplesmente conexo, temos R(f) = 1 = R(f, fa).

Assim,

R(f; X, A) = R(f) + R(fa) — R(f, fa) = 1+ R(fa) — 1 = R(fa)-

Proposicdo 2.7. Seja f : (X,A) — (X, A) aplicagio do par, com (X, A) par de

poliedros compactos, X conezo e A simplesmente conezo. Entao

R(f; X, A) = R(f)-

Demonstragio: Como A é simplesmente conexo, R(f4) = 1 = R(f, fa). Assim,

R(f; X, A) = R(f) + R(fa) = R(f, fa) = R(f) + 1 =1 = R(f).
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Proposicio 2.8 (Propriedade de Espaco de Jiang). Seja (X, A) um par
de poliedros compactos, com X conezo, onde X e cada componente A; de A sao

espacos de Jiang. Se L(f) # 0 e L(fa;) #0, V i, tal que f(A;) C A;, entao

R(f; X, A) = N(f; X, A).

Demonstracdo: Como X é um espaco de Jiang, temos que L(f) # 0 implica
R(f) = N(f), isto é, Cy = E.

Similarmente, para as componentes Als: L(f4,) # 0 e A; é espaco de Jiang, e
temos portanto, R(fa,) = N(fa,), isto é, Cy, = Efa;, o que implica Cy, = Efa.

Assim {C; D Cf,} = {Ef D Ey,} e segue que

R(f; X, A) = N(f; X, A).

Proposicio 2.9 (Propriedade do Produto). Sejam (X, A) e (Y, B) pares de
espacos, onde X, Y, A, B sdo poliedros compactos, X e Y conexos. Sejam as

fungdes f : (X,A) — (X,A) eg: (Y,B) — (Y,B). Entdo

R(f x g;X x Y, Ax B) = R(fa) - R(gs) + R(f) - R(9) — R(f, fa) - R(9,9B)
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Demonstragio: Segue da Propriedade 1.2 (Propriedade do Produto), junta-

mente com o fato R(fa x gg) = R(fa).R(9B). |

Proposigdo 2.10 (Invaridncia Homotépica). Sejam f,g : (X,A) — (X, A)
aplicagées do par, onde (X, A) é um par de poliedros compactos com X conezo.

Se f € homotdpica a g (rel. a A), entdo

R(f; X, A) = R(g; X, A).

Demonstracio: Da teoria cldssica temos que R(f) = R(g) e R(fa) = R(ga).

Pela Proposicao 2.4, temos R(f, fa) = R(g, ga). Assim,

R(f; X, A) = R(g; X, A).
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Capitulo 3

O Numero de Reidemeister da
Triade

Uma triade (X, A;, A) consiste de um espaco X que é a reuniao de dois
subespagos A; e A;. Observe que uma triade (X, Aj, Ay) se reduz a um par
(X, Ay), se Ay C A; ou (X, Ag), se A; C Ao.

Assim, uma aplicacéo de trfade f : (X, A1, 4s) — (X, A1, As) generaliza as
aplicacdes dos pares.

Helga Schirmer em [12] definiu um novo nimero de Nielsen, denominado o
ntimero de Nielsen da triade. Além das propriedades usuais para o nimero de
Nielsen, ela demonstrou que para espacos que podem ser descritos como triades,
este novo niimero é melhor que o nimero de Nielsen Relativo para ser usado
como um limitante inferior do nimero de pontos fixos na classe de aplicacoes

homotépicas a f : X — X. Se os espagos em questdo obedecem certas condigoes,
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ndo muito limitantes, ela mostrou que o nimero de Nielsen da triade realiza o
niimero minimo de pontos fixos na classe das aplicagoes homotdpicas a f.

Neste capitulo definimos o nimero de Reidemeister da triade, fundamentado
na definicdo do niimero de Nielsen da triade. Veremos que, devido ao seu enfoque
ligado aos levantamentos, tal nimero de Reidemeister é um limitante superior
para o respectivo nimero de Nielsen, usando apenas os nimeros de Reidemeister
Relativo, do Complemento, o classico R(f) e argumentos combinatorios. Outras
propriedades usuais do nimero de Reidemeister da triade sao demonstrados no
final deste capitulo, bem como alguns exemplos.

Sejam X = Ay U Ay, Ag=A1NAse f:(X,A,A) — (X, Ay, Ap) aplicagao
da trfade. Entdo, ficam determinadas as aplicagbes f; : A; — A;, j = 0,1,2,

onde fj = flAj'

Definicdo 3.1. Sejam f : (X, A1, As) — (X, A1, Az) uma aplicagio da triade e
p;Fix( fJ) uma classe de pontos fizos de f; : A; — A;, para j = 1,2. O par de
classes de pontos fizos (p1Fix( f1), paFix( f2)) denomina-se um par inessencial-
mente unido (de classes de pontos fizos) de fi e f se as sequintes condigoes

forem satisfeitas:
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(i) Bristem uma componente Aoy de Ag e uma classe inessencial de pontos fizos
pokuix(fO,k) de fox : Aoj — Ao que estd contida em pFix(fy) e poFix(fa) (isto
é: irjrpclfor] = [f5], para j =1,2).

(ii) Nenhuma classe essencial de pontos fizos poFix( fo,k) de qualquer aplicacdo

fo : Ao — Aoy estd contida em piFix( f1) e poFix(f).

O par (piFix(f1), poFix(f2)) é chamado um par inessencialmente unido de
classes essenciais de pontos fixos de f; e f, se for um par inessencialmente
unido e ambas as classes piFix(f;) e poFix(fs) forem essenciais. Denotamos o
nimero de tais pares de classes por IJ(f1, fa)-

Como o par IJ(fi, f2) possui boas propriedades, como invariancia homotépica,
comutatividade, invariancia por tipo homotépico, Helga Schirmer definiu o niimero

de Nielsen da triade assim:
N(f; A1 U Ay) = N(f1, A1, Ao) + N(f2, Az, Ag) — N(fo) = IJ(f1, fa)-

O novo ntimero de Nielsen também possui as mesmas propriedades cléssicas,
e toda aplicacdo f : (X, A1, Ag) — (X, A, A) possui, no minimo, N(f; AU A»)

pontos fixos.
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Neste capftulo, definimos o niimero de Reidemeister da triade em funcao de
outros niimeros de Reidemeister descritos no capitulo 2.

Este nimero possui também muitas propriedades como veremos a seguir.

Defini¢do 3.2. Seja a triade (X, A1, As), onde X = A; U Ay € um poliedro
compacto e conezo, A;, i = 1,2, sdo subpoliedros e Ag = A1 N Ay. O nimero de

Reidemeister da triade ¢é definido por

R(f; A1 U Ag) = R(f1; A1, Ao) + R(f2; A2, Ao) — R(fo)

A definicdo acima pode ser reescrita assim:

R(f; A1 U Ay) = R(f1; A1 — Ao) + R(f2; A2, Ao)

ou

R(f; A1 U Ag) = R(f1; A1, Ao) + R(f2; A2 — Ay)

ou

R(f; Ay U Ay) = R(f1; A1 — Ao) + R(f2; A2 — Ao) + R(fo).
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3.2 Propriedades do nimero de Reidemeister
da triade

Seja f @ (X, A1, Ag) — (X, Aj, A,) aplicacdo da triade. O ntiimero de Reide-

meister da triade possui as seguintes propriedades:

Teorema 3.1 (Limitante Superior). O niémero de Reidemeister da triade é

um limitante superior para o nimero de Nielsen da triade, isto é:
R(f, A1 U Az) Z N(f, A1 U Ag)
Demonstracao: Em relagio & partigdo adotada temos, para i = 1, 2:

N(fi;; A, Ao) = #Ey +#Ep —#{Ef, D Ey,}

R(fi; Ai, Ao) #Cf, + #Cp — #{Cr, D Cy,}

Entao

R(f; AyUAg) — N(f; A1UAg) = #{I; D Cp} +#{Ip,  Cr.} + #ly,

—#{Es, D Is,} —#{Ep, D It} + IJ.

Vamos provar que € = #I;, — #{Es, D Is,} —#{Esp D I} +I1J 2 0.
Para tanto, basta vermos como os elementos de I, se comportam em relagao

a0s outros conjuntos em questdo, uma vez que individualmente cada um deles
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tem cardinalidade menor ou igual & de Iy,.
Observamos que toda classe de If, é uma [ fo,k], para algum £k, é inessencial e

é levada pelas aplicagoes

ivrpc | forl—[fi], para alguma classe de levantamento de fi

zf rpc  [foxl—[fa], para alguma classe de levantamento de fa

Analisando os casos possiveis, vemos que cada classe de Iy, sé contribui com

0Ooul asomae:

° Se illc,FPC([fO,k]) €ly e Z?:,1«"1%‘([]50#]) € Ij,, entdo [fou) s6 é contada em

I, e ndo afeta os outros termos de . Contribuicao: 1.

o Se illc,FPC([fO,k]) €l e i%,FPC([fO,k]) € Ej,, entdo iz,FPc([fo,k]) podera
ser contada em {Ey, D Iy}, se a classe i} ppo (| fox]) € By, ndo foi contada
antes e se ndo estiver na imagem i3 pp de alguma [ foj] € Ej,, para algum
j (neste wltimo caso i2 ppc([fox]) € Ej, seria contada em {Ey, O Ey,} ).

Contribuigdo: 0 ou 1.

43



o Se il ppo([for]) € Epy e i2 ppo([fo]) € I, a conclusdo é andloga ao item

anterior.

o Se i} ppo([fox]) € By, e i2 ppc([fox]) € Ef,, temos que [fox] serd contada

em Iz,. Podemos subdividir este caso em diferentes subcasos:

— Se i}:’ppc([fo,k]) for contada em {Ey, D Iy, } e i%,FPC([fg,k]) for contada
em {E;, D I;,} ), segue da parti¢do adotada que z',lc,FPC([fo,k]) 2 Ej,
e & ppo((for)) B By, 0 aue implica que (i rpo(Ufos), & rec(lfon)
é um par essencialmente unido e portanto é contado em IJ. Assim,
contamos uma classe em I, uma classe em {Ej D I}, uma classe

em {Ej, D I;,} e mais um par IJ, totalizando zero.

— Os outros casos sao anilogos aos anteriores, com contribuigao 0 ou 1

A soma.

Portanto, temos que

R(f; AU Ag) > N(f; A1 U Ay)
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Proposicao 3.1 (Invaridncia Homotdépica). Sejam as aplicacdes da triade
f,9: (X, A1, As) — (X, A1, Ay). Se f € homotdpica a g por uma homotopia que

restrita ao par (Ay,Aq) € rel. Ay, e que restrita ao par (Az, Ag) € rel. Ao, entdo

R(f, Al U Ag) = R(g, Al U Az)

Demonstracao: Por definigao, temos:

R(f; A;UAy) = R(f1; A1, Ag) + R(fa; Az, Ao) — R(fo),

R(g; A1 U As) = R(g1; A1, Ao) + R(ge; Az, Ao) — R(go)-

Como os nimeros de Reidemeister e Reidemeister Relativo s@o invariantes

homotépicos, temos R(f;; Aj, Ao) = R(g;; Aj,A0), j =1,2, €

R(fo) = R(g0) = R(f; A1 U Ap) = R(g; A1 U Ay).

Observacao 3.1. O nimero de Reidemeister da triade R(f; A1 U Ag) generaliza
o niimero de Reidemeister cldssico, R(f), e o mimero de Reidemeister Relativo,

cO™MO Veremos a Sequar:

(1) Se Ao = @ ou se /1() = @, entao R(f, A1 U Az) = R(fl) =+ R(fz)
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De fato: Pela Observagdo 2.3, temos que R(f;; Ai, Ao) = R(fi), 1=1,2, e

pelos comentdrios anteriores & Observagéo 2.1, R(fy) = 0. Assim,

R(f; Ay U Ay) = R(f1; A1, Ao) + R(fa; As, Ao) — R(fo) = R(f1) + R(f2).

(ii) Se A; = As, entdo R(f; A1 U As) = R(f).

De fato: Como A; = Ag, fi = fa = f = fo e R(f1) = R(f2) = R(fo) =
R(f), pela Observagao 2.3, temos R(f;; Ai, Ao) = R(f;) = R(f), i = 1,2.

Assim

R(f; Ay U Ay) = R(f1; A1, Ao) + R(f2; Az, Ao) — R(fo)

R(f) + R(f) — R(fo) = R(f)-

(111) Se Ay C Ay, entdo R(f, AU Ag) = R(fl;Al, A())

De fato: Como Ay C Ay, seque Ay = A1 N Ay = As e fo = fla, = fo-

FEntao:

R(f; A1 U Ay) = R(f1; A1, Ao) + R(fo; Ao, Ao) — R(fo)-

Mas R(fy; Ao, Ao) = R(fo) + R(fo) — R(fo, fo) = R(fo). Portanto

R(f, Al U A2) = R(fl; Al, Ao)
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Analogamente, se Ay C Ay, entdo

R(f; A1 U A2) = R(fa; Az, Ao).

Uma propriedade importante é obtida quando trabalhamos com espagos to-
polégicos X = A; U Ay, com A; simplesmente conexo, j = 1,2, e A; N Ay conexo
por caminhos. O teorema de Van-Kampen nos diz entdo que X é simplesmente
conexo.

Entdo, se f : X — X (X nas condiges anteriores), sabemos da teoria cléssica
de Nielsen que R(f;) = 1, j = 1,2, e o célculo do niimero de Reidemeister da

triade R(f;A; U Az) se reduz ao célculo do nimero de classes de levantamento

de fle = fo.

Proposicio 3.2. Se f: (X, Ay, A3) — (X, A1, Ay) € aplicagdo da triade com A;

simplesmente conezo, j = 1,2, e Ag = A1 N Az, Ay # 0 (ou Ag #0), entdo

R(f; A1 U A3) = R(fo)-

Demonstragao: Pela Proposicao 2.6, temos que: R(fi; Ai, Ao) = R(fo), 7 =1,2.
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Portanto,

R(f; A1 U As) = R(fo) + R(fo) — R(fo) = R(fo)-

Seja f : (X, A1, Ay) — (X, A1, A,) aplicagéo da trfade, onde Ag = Ay N A,.

Temos entao:

Proposicao 3.3. Se Ag € simplemente conezo, entdo

R(f; AtUAg) = R(f1) + R(f2) — 1.

Demonstracao: Como Ay é simplesmente conexo, R(fo) = 1 e pela Proposicéo

2.7 temos que R(fi; Ai, Ag) = R(f;), i = 1,2. Assim,

R(f; A1 U A3) = R(f1) + R(f2) — 1.

Proposicao 3.4. (i) Se A; é simplesmente conezo, entdio

R(f; A1 U A3) = R(fa; As, Ao);

(ii) Se Ay € simplesmente conezo, entao

R(f; A1 U Ag) = R(f1; A1, Ao).
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Demonstracgao:
(i) Se A; é simplesmente conexo, pela Proposicéo 2.6 segue R(fi; A1, Ao) = R(fo)-

Assim,
R(f; Ay U Ay) = R(fo) + R(fa; Aa, Ag) — R(fo) = R(f2; A2, Ao)

(ii) Demonstragéo andloga. u

Proposicao 3.5 (Espacgos de Jiang). Seja f : (X, A1, 4s) — (X, A1, Ag)

aplicacdo da triade. Se A; é espago de Jiang e L(f;) # 0, i =0,1,2, entdo
R(f, AU .A2) = N(f, AU Az)
Demonstragio: Como A4; é o espaco de Jiang e L(f;) # 0, i = 0,1,2, temos

que R(fj; A;, Ao) = N(f;; 45, 40), j = 1,2, e R(fo) = N(fo), o que implica que

IJ(f1, f2) = 0. Logo, R(f; A1 U Ag) = N(f; A1 U Ag). i

3.3 Exemplos

O célculo do nimero de Reidemeister da triade (ou do niimero de Nielsen da
triade) se reduz, como vimos, ao célculo de outros nimeros de Reidemeister (ou

de Nielsen) j4 descritos na Teoria do Ponto Fixo de Nielsen.
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A seguir, apresentamos alguns exemplos geométricos usando o niimero de

Reidemeister da triade.

Exemplo 3.1 (O Duplo de uma variedade). Seja M uma variedade com-
pacta, conexa, trianguldvel e com fronteira OM e seja DM = M, U M_ o seu

duplo e f: (M,0M) — (M,0M) a aplicagdo do par. A aplicacdo

Df : (DM, M, M_) — (DM, My, M_)

é uma aplicagdo da triade.
Calculemos R(Df; My U M_).

Seja Df; = Df|a, € Dfs = Df|p_. Como M, é homeomorfo a M_, temos

que Dfy = D fo.

Assim,

R(Df;MyUM.) = 2R(Df1)—2R(Df1,Dfo) + R(D fo)

Exemplo 3.2 (A Suspensdo de um Poliedro). Seja X um poliedro compacto

e sejam X, e X_ cones sobre X, SX = X, UX_ a suspensdo de X. A aplicacao
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f: X — X nos define a aplicacdo da triade

Sf:(SX, Xy UX_)— (SX, X, UX_).

Por definigao

R(Sf; X4 UX_) = R(Sf1, X+, Xo) + R(S fa, X_, Xo) — R(S fo)

onde Sf; = Sfl|x,, Sfa=Sflx_e Sfo=5flx=f.

Como X, e X_ sdo simplesmente conexos, temos pela Proposicao 2.6 que

R(Sfl,X+,Xo) = R(Sfo) e R(sz,X_,Xo) = R(Sfo)

Assim,

R(Sf; X UX_) = R(Sfi, X+, Xo)+ R(Sfa, X-, Xo) — R(Ss,)

= R(Sfo) + R(Sfo) - R(Sfo) = R(Sfo) = R(f)-

Exemplo 3.3 (Colando p-algas). Seja M = M; U H a variedade obtida de

M, onde M, é uma n-variedade compacta, conexa, trianguldvel (n > 2), com

fronteira, colando em sua fronteira uma p-alca H, homeomorfa & imagem de 7 x

19, p+ g = n. Temos entdo: (M, My, H) é uma triade, com Mo = M1 N H =
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(OIP) x I e f: (M, M;,H) — (M, M, H) é aplicacgo de triade, com fo = f|nsp-
Como H =2 JP x J% com p+ g =n > 2 que é 1-conexo temos que R(f>) = 1.

Para obter a expressdao de R(f; M; U H) dividimos nos seguintes casos:

1. Sep=1:
Temos Moy = {p,q} x I""! = B"~1UB™! = uniao disjunta de duas (n — 1)-
bolas.
(a) Se My = () entéo pela Observacdo 3.1(i) temos R(f; MyUH) = R(f1)+
R(f2) = R(f1) + 1.
(b) Se My = I""! entéo pela Proposicio 3.3 temos R(f; MiUH) = R(f1)+
R(f2) —1 = R(f1).
(c) Se My = M, entdo temos que R(fo) = 2 e da defini¢io obtemos
R(f; MiUH) = R(f1; My~ Mo)+R(f2; Ma, Mo) = R(f1; My — Mo) +2.

2. Sep=2:

(a) Se n = 2 entdo My = S x {p,q} = S'US" = unido disjunta de dois

St
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i. Se My = () entdo pela Observacio 3.1(i) temos R(f; My U H) =
R(fi) + R(f2) = R(f1) + L.
ii. Se My = S! ou My = M, entdo obtemos da definicio R(f; M; U

H) = R(fi; My — Mo) + R(f2; My, My) = R(f1; My — Mo) + R(fo)-

(b) Sen > 3 entdo My = S x I"2 entdo obtemos da definicdo R(f; MU

H) = R(f1; M1 — My) + R(fo; Ma, M) = R(f1; M — M) + R(fo)-

3. Se p > 3 temos que OI? é simplesmente conexo, logo My é simplesmente
conexo e pela Proposicao 3.3 temos R(f; M1 UH) = R(f1) + R(f2) — 1=

R(f1)-

Exemplo 3.4 (Somas Conexas). Consideremos o caso M = M;#M> a soma
conexa de duas n-variedades compactas, conexas e trianguldveis, (para n > 3),
isto é, M é obtida removendo-se o interior IntB de uma n-bola B de M;, j = 1,2,
e identificando as fronteiras das variedades resultantes com o “buraco” M](-’ =
M; — IntB.

Portanto, Ag = M{ N M3 é uma (n — 1)-esfera.

Seja f : (M, M2, M3) — (M, M?, M) a aplicagdo da triade, onde f[yo = f1,
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flug = Fo.
Observamos que neste caso, como n > 3 e My ~ S"!, segue que M, é

simplesmente conexo. Dai, pela Proposicao 3.3 temos

R(f; M{ U M) = R(f1) + R(f2) — L.

Exemplo 3.5. Sejam D? o disco unitdrio, #D? = S*. Consideremos

fo(0%8) — (D28

(re®®, eit) — (redi?, edit)

com 0 < r < 1, e seja DM o duplo de D?. Temos que

R(Df; My UM_) =2

pOiS R(Dfo) = 2, R(Df]) =1le R(Df_,, ng) = 1, ] = 1,2
Como apresentado em [12], N(Df; My U M_) = 1, portanto, o nimero de
Reidemeister da triade pode ser uma boa aproximagéo para o nimero de Nielsen

da triade quando a dimenséo do espago é 2.

Exemplo 3.6. Sejam X = S? a esfera unitaria do R3 e

A ={(4,9):0<¢p<2m0<y <7}
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A2={(¢)¢)ZOS¢<27‘.7_WS¢SO}

Se f: (X, A1, Ay) — (X, A1, Ap) é a suspensdo de uma aplicagao fo de grau
d # 1, temos entdo que R(f; A1 U Az) = R(fo) = |1 —d|.
Em [12], Helga Schirmer calculou o nimero N(f; A; U Az) que é exatamente

igual ao niimero de Reidemeister R(f; A1 U Ay).
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Capitulo 4

Caracterizacao Algébrica do
Niumero de Reidemeister da
Triade

Neste capitulo descrevemos caracterizacdes algébricas do niimero de Reidemeister
da triade. Na primeira parte apresentamos o conceito de y-classe de conjugacao,
com bibliografia bésica [7] e aplicagdes & teoria Relativa de Nielsen, através da
definicio de uma caracterizacéo algébrica para o nimero de Reidemeister Relativo
(ver [3]; para aplicacdes em pares fibrados que preservam fibras, ver [4]). Uti-
lizando as definicdes dadas em [3], obtemos uma primeira caracterizagéo algébrica
para R(f; A1 U Ay). Na segunda parte, seguindo os passos de Zhao, que em (15]
obteve férmulas algébricas para N(f; X, A) e N(f; X —A) no casode X e Ay C A
serem espacos de Jiang, obtemos uma outra formulagéo algébrica para o nimero

de Reidemeister da triade.
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4.1 Formulacao Algébrica por p-conjugacao

Sejam X um poliedro compacto e conexo, A C X um subpoliedro finito (nao
necessariamente compacto), f : (X, 4) — (X, A) aplicagao do par e 7x : X > X
a aplicacio de revestimento de X.

Seja f um levantamento de f. Entdo, para cada o € Cov(nx) = m(X), existe

um tnico elemento (o) € m(X) tal que

A correspondéncia

o2 (o)

é um homomorfismo de grupos fundamentais.
Similarmente, para cada componente Ay de A, tal que f(Ax) C Ay, temos
que para cada o € Cov(na,) = m1(Ax) e fi; levantamento de fr = f]a,, existe um

tinico elemento (o) € m1(Ak) tal que

fro = (o) fi

e a correspondéncia o — ¢} (c) é um homomorfismo de grupos fundamentais.

Como cada levantamento de f é da forma af (a € Cov(nx) e f fixado),
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temos:

of] = [Bf); @, B € Cov(nx) <= Bf =oafo =oape™)f

e portanto 8 = gap(c™?).
Dizemos entdo que os elementos a, 8 € Cov(nx) = m1(X) séo p-conjugados
e denotaremos por [o] a p-classe de conjugacdo de o € m1(X).

Pelas observacdes anteriores podemos entao enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.1. As classes de levantamento de f estdo em correspondéncia inje-

tora com as p-classes de conjugacio de m(X).

Demonstragao: [7]. =}

Consideremos a seguinte acio (& esquerda) em my(X):

7T1(X)X7T1(X) — ’/Tl(X)

(a,0) +— a-0=acp(a")

Temos entdo que: a 6rbita de o é o conjunto {aop(a™);a € m(X)}.

Assim, f3 pertence & 6rbita de 0 <= 8 = acp(a™') <= Bf] = [ f].
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Definigdo 4.1. Definimos o conjunto das classes de Reidemeister R(p, 7)

por:

7('1(X)

~

R(QD) 7!'1) =
onde ~ ¢é a relac@o obtida por p-conjugagio (ou o conjunto das drbitas da agao

por p-conjugagdo).

Ao juntarmos a Definicdo 4.1 com as observagdes anteriores, podemos dizer
que:

R(f) = #,R'((p)ﬂ'l)

Similarmente, para cada componente Ay, tal que f(Ax) C A, temos o con-
junto das classes de Reidemeister R (¢, m1(Ax)) € R(fi) = #R(%k, m1(Ak))-

Definimos entéo

Ripa, m(A)) = |J Rlpr, m1(Ar)
k

R(fa) = #R(pa, m(A)) = Y #R(s, m(Ar)).
k

Podemos entdo reescrever a Proposicéo 2.1 ([15]) assim:
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Proposicao 4.1. Qualquer classe de levantamento de fi, : A — Ay “pertence”a
(ou estd contida em) alguma classe de levantamento de f : X — X, no sentido
que ix rrelfi] = | fl, para algum f. Quando na, Fiz( fx) ndo é vazia, temos que:

na, Fiz(fi) é um subconjunto de ny Fiz(f) < irrrelfi] = [f]-

Demonstragao: [15] =

Considere agora a inclusdo iy : A — X. Temos um homomorfismo induzido

'ik# . 7!'1(Ak) — 7!'1(X)

Como existem bijecoes entre r(f) e R(p, ™), e entre r(fi) € R(¢k, m1(Ax));
isomorfismos entre 1 (Ay) = Cov(na,) e entre m(X) = Cov(nx), e o conjunto
r(f, fa) = {C; D Cy,} é formado pelos levantamentos f de f que estdo na

imagem dos levantamentos fj, de f, para algum k, através da correspondéncia:

irrrclfi] = 1]

podemos considerar o seguinte diagrama e definir 7, como a aplicagao que faz o
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diagrama

r(fx) —_— r(f)

R((Pk, B! (Ak)) ,R’("P’ 1 (X))
comutar, isto é:

Ek[a] = [ik#a]

Pode-se entdo definir (veja [3]) o seguinte conjunto:

R, p4) = {[o] € R(p,m(X)) | [e] = ix[8], para alguma [] € R(pr, m1(4x))}-

Assim, temos uma formulagio algébrica para r(f, f4) : é o conjunto das classes

de lagos em 7, (X) pela ¢, que estio na imagem da classe de lagos de m;(A) pela

pa, através da aplicacao %, para algum k.

Deste modo, podemos reescrever o niimero de Reidemeister Relativo

e o nimero de Reidemeister do Complemento

R(f; X — A) = R(f) — R({, fa)
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em funcao das classes de Reidemeister:

R(f; X, A) = #R(p,m(X))+ ) #R(px, m(Ar) — #R(¢,¢a)
k

R(f; X —A) = #R(p,m(X)) — #R(p,04).

Consideremos agora a triade (X, A;,As) e f : (X, A1, 42) — (X, A1,4;) a
aplicacdo da triade.
Em vista das consideracdes anteriores e pela defini¢cio de R(f; A1 UA»), temos

o seguinte resultado:

Proposicao 4.2. Seja a aplicacio da triade f : (X, A1, As) — (X, A1, Az). Entdo
o niumero de Reidemeister da triade tem a seguinte expressdo em fungdo das

cardinalidades das classes de Reidemeister:

R(f; A1UAy) = #R(p1,m(A1)) + #R(p2, mi(A2)) +

+ 3 #R(pr, m1(Ar)) — #R(p1, p0) — #R (2, %0)
k
Demonstracao: Pelas consideracoes anteriores, temos:
R(f1; A1, Ao) = #R(p1, m (A1) + Z#R(‘Pk;ﬂ'l(-’qk)) — #R(¢p1, ¥o)
k

R(f2; A, Ao) = #R (2, m(4s)) + Y #R(pr, m1(Ar)) — #R (102, o)
k
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R(fo) = > #R(r, m1(Ag))

k

Assim,

R(f; AlUA) = #R(p1,mi(A1) + #R (02, m(A2)) + ) #R(pr, m(Ak))
k

—#R (1, 0) — #R(p2, Po)-

4.2 Formulacao Algébrica para Espacos de Jiang

Em [15] Zhao obteve férmulas algébricas para N(f; X — A) e N(f; X, A) no caso
de X e A;, C A serem espacos de Jiang. Como o ntimero de Reidemeister da triade
R(f; AjUA,) é definido em termos de R(f;; As, Ao), © = 1,2, e R( fy), ou em termos
de R(f;; Ai—Ap), i = 1,2, e R(fo), e vale aigualdade R(fi; A;, Ao) = N(f3; As, Ao)
ou R(f;; A; — Ag) = N(fi; Ai — Ap), i = 1,2, quando L(f;) # 0, obtemos entao
uma outra formulacao algébrica para R(f; A; U A;) fundamentada nas férmulas
obtidas por Zhao.

Seja f : (X, A) — (X, A) aplicagéo do par, onde (X, A) é um par de poliedros
compactos. Para cada componente Ay C A, escolhemos um ponto base ay, € Ay,

e um ponto base £y € X. Como os pontos do revestimento universal de 4; e X
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estdo em correspondéncia com as classes de caminhos em Ay e X que partem de

ay € To, podemos considerar entao os caminhos constantes:

Sejam wy, o caminho em Ay, com wy(0) = ax, wi(1) = fir(ax), para cada k, e wo
o caminho em X, com wy(0) = zo, wo(1) = f(z). Entdo existem levantamentos
unicos fk e f tais que:

filler)) = (wi) € A e f=((e)) = (wo) € X

Escolhendo os levantamentos fk e f como referenciais, denotemos por:
V(fr; ax, wy) : o conjunto das fi .- classes de conjugacdo em (A, ax).

V(f;zo,wo) : o conjunto das fr- classes de conjugacéo em 71 (X, Zo).

Temos entdo o seguinte Lema:

Lema 4.1. Existem correspondéncias injetoras

ok : V(fi;ak, we) — FPC(fy)

p:V(f;zo,wo) — FPC(f)
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definidas por

p(la]) = [aofil

p(1B) = [Bof]

Demonstragao: [7].

Para cada k, em [15] Zhao definiu

Ve + T1(Ak, ax) — (X, Zo)

por

Yer((@)) = (itm () ()

onde
(i) = (upwi(f o uk) " wg")

Ent&o, 7k, induz uma transformagao

Vit V(fs ar, wi) = V(f; o, wo)

e v independe da escolha do caminho wu, onde u é um caminho de zo até a.
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Zhao considerou entdo o seguinte diagrama comutativo

V(fanw) —— FPO(A)
Yk ik,FPC
V(f; o, wo) FPC(f)
p
isto é:
[(@)] € V(fi; ar, wr) = ix,rpc o prl{@)] = povel(a)]
ou seja:

[(a)] se corresponde a uma classe de ponto fixo fracamente comum <= estd na
imagem de algum 7, ([15], Teorema 4.4).

Para cada k, consideremos o seguinte diagrama comutativo

0 Tk
7T1(Ak, G,k) Hl(Ak) C’oker(l — fk*)
'ik,'/rl (1 (78
m (X, ax) Hi(X) Coker(1 — f.)
0 n

onde 0;, e 0 sdo os abelianizadores, 75 € 1) as projecoes naturais.

Pelo Lema 4.5 ([15]) o seguinte diagrama

Tk

V(fi; ag,wy) ———— Coker(l— fr.)

Vk Uk

V(f; zo,wo) Coker(1 — f+)

66



é comutativo, onde 7 =006, 7, =N, 0 O € uk(c) = i (c) + 1m0 O{Vk).
A seguir, usamos a formulagao algébrica dos nimeros N(f; X—A) e N(f; X, A)
estabelecida por Zhao para caracterizar algebricamente o nimero de Reidemeister

da triade R(f; A; U Ay).

Proposicao 4.3. Seja f: (X, A1, As) — (X, A1, As) aplicagio da triade e supo-
nhamos que Ay e Ay s@o espagos de Jiang, com L(f;) #0,1=1,2, Ag = A1NA,,

n m
Ay = UAO,k; onde Ay € espaco de Jiang com HL(fO,k) #0 e L(fo,) =0,
k=1 k=1

para m < q < n. Entao

R(f; AU Ay) = #Coker(1— f1,) + #Coker(1— fo,) +

4 i Coker(1 — fox,) — 2# {U uy, Coker(1 — fO,k*)}

k=1 k=1

Demonstragao: Pelo Teorema 4.7 ([15]), para ¢ = 1,2, temos que

R(fi; Ai, Ao) = N(fi; Ai, Ao) = #Coker(1—fi,) + > #Coker(l — fix,) —

k=1

— # {O uy, Coker(1 — fi,k*)} )

k=1

mas f;x, = fok,, para i = 1,2 e temos que

R(fo) = N(fo) = >_ N(fox) = Y #Coker(1 — fox,).
k=1 k=1
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Entao:

R(f; A1,Ay) = #Coker(l — f1,) + #Coker(1— fo,) +

+ z #Coker(1 — for,) — 2# {U ug Coker(1 — fo,k*)}

k=1 k=1
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