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Resumo

Se M é um submodelo elementar de Hp, onde 6 é um cardinal regular, P € M é uma
ordem parcial e G é um P-genérico, tomamos, na extensdo por forcing V[G], o conjunto
M[G] = {7¢: 7 é um P-nome}. Este é um submodelo elementar de H;/ [G], ou seja, de “Hyp”
da extensdo. Neste trabalho analisamos algumas propriedades para submodelos elementa-
res, por exemplo, quando estas sao preservadas numa extensao por forcing. Damos especial
atencao a propriedade de ser w-covering e investigamos a existéncia de submodelos elementa-
res w-covering com uma determinada cardinalidade. Finalmente estudamos a preservacao de
algumas propriedades topolégicas por forcing.

Abstract

If M is an elementary submodel of Hy (for a regular cardinal ), P € M is a parcial order,
and G is a P-generic filter, we can take the set M[G] = {7¢: 7 é um P-nome}, in the extension
by forcing V[G]. We have that it is an elementary submodel of HeV [G], i.e., the “Hy” of the
extension. On this work we analyze some properties for elementary submodels, for example,
when these are preserved on an extension by forcing. For instance, we focus on the w-covering
property and we investigate the existence of w-covering elementary submodels of some given

cardinality. Later we study the possibility to preserve some topological properties by forcing.

X
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Introducao

Desde sua criacao, por Paul J. Cohen em [Coh63], a técnica de forcing tem sido usada
como ferramenta para demonstrar a consisténcia e a independéncia de certos resultados, bem
como para obter novos principios combinatérios. Em ambos os casos, encontram-se iniimeras
possibilidades de aplicagoes a Topologia Geral e a Teoria dos Conjuntos.

Uma vez que numa extensdo por forcing podemos ganhar novos subconjuntos de um
conjunto do modelo inicial, e com isso teremos novas unioes, em geral uma topologia do modelo
inicial deixara de ser uma topologia na extensao. Entretanto, a topologia inicial é base para
uma nova topologia na extensao. E natural, entao, considerar este novo espago topolégico e
nos questionarmos quais propriedades topoldégicas sao preservadas, quais sao eventualmente
ganhas ou perdidas. Muito j& foi publicado sobre essa discusséao e podemos citar [DTW90a],
[DTW90b], [LaB92], [FLS96] e [GJTI8]. No livro Open Problems in Topology ([vMRI0]), por
exemplo, encontramos um paragrafo ([Wat90]) somente com perguntas em aberto acerca de
preservacao de propriedades topoldgicas por forcing.

Desde os anos 80 o uso dos submodelos elementares se difundiu como ferramenta em
Topologia Geral e em Teoria dos Conjuntos para demonstrar teoremas, bem como para cons-
truir importantes exemplos de espagos topologicos. Alguns desses usos podem ser vistos em
[Dow88al, [FWOI5] e [Bal96]. Neste tltimo, Zoltan Balogh construiu, em ZFC, um espago de
Dowker com a cardinalidade do continuum. O tnico exemplo obtido por Mary Ellen Rudin
([Rud84]), até entao, tinha cardinalidade muito maior.

Em [Dow88a] e em [Dow95], por exemplo, encontramos espacos topolégicos e submodelos
elementares “interagindo” com algum tipo de propédsito especifico. Licia Junqueira e Frank
Tall, em [Jun96] e em [JT98], olham esta interagao na forma de uma construgao de espago
topoldgico via uma operacgao topoldgica envolvendo um espago topoldgico e um submodelo
elementar. Se (X,7) € M < Hy é um espago topolégico, podemos definir uma topologia
em X N M, tendo como base o conjunto {U N M:U € 7 N M}. Chamemos X N M, com
esta topologia, de X);. Esta topologia é, em geral, menos fina que a topologia de subespaco
induzida por (X, 7') sobre XN M. Tem inicio, entao, um estudo mais sistemético desse espago
e de suas propriedades, bem como das possiveis “herancas” entre X e Xy;. Além de [JT98],
podemos citar [KT00], [Tal00a], [Jun00], [Tal00b], [JT03] e [Kun03].
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2 INTRODUCAO

Esta tese teve seu “germe” no estudo dessas duas ferramentas em conjunto. Essa conjuncao
faz sentido pois, se P € M < Hp é uma ordem parcial, construimos M[G] = {7¢:7 €
M é P-nome} e podemos provar que M[G] < Hy[G] = Hy [l Estas proposicdes se encontram
demonstradas no livro Proper Forcing ([She82]). Outros resultados e usos de M[G] encontram-
se dispersos na literatura como, por exemplo, em [Dow88b], [Dow89] e [Dow92]. Nés nos
propusemos iniciar um estudo mais cuidadoso da conjuncao entre essas duas ferramentas.

Varias questoes acabaram por cruzar nosso caminho e as respostas - algumas delas parciais
- vieram formar esta tese de doutorado. Sao elas:

1. O que acontece entre M e M[G]?

2. Numa extensao por PP, temos dois espagos topolédgicos: X e X M[c)- Como estes se
relacionam?

3. Se M é enumeravelmente fechado ou w-covering, o que pode-se esperar de M[G]? De-
pende de hipdteses sobre [P uma possivel heranga de uma das propriedades?

4. E as propriedades por si sé6s? Como é um submodelo elementar w-covering? E um
enumeravelmente fechado?

No primeiro capitulo apresentamos alguns dos resultados bésicos conhecidos - e alguns
nao tao conhecidos - sobre forcing e sobre submodelos elementares. Nés nos concentramos
naqueles que mais usamos ao longo do trabalho e tivemos por intengao fixar a notacao, sempre
usual e encontrada em [Kun80], [Jec03] e [Eng89].

No segundo capitulo apresentamos uma simplificacao da demonstracao de Saharon Shelah
(em [She82]) para “M[G] < Hy[G] = H, € ea demonstragdo de “M[G] NV = M”. Ele,
nesse livro, chega a definigao de forcing prdprio e para tanto define condigoes (P, M)-genéricas.
Nés as destrinchamos, analisando a igualdade mais “globalmente”. Acabamos por tratar da
transitividade de M e definimos o cardinal td(M).

No capitulo seguinte estudamos a propriedade “w-covering” mais atentamente. Classifica-
mos os “menores” submodelos elementares w-covering e verificamos que, a partir de ®,,, nem
todo cardinal pode ser cardinalidade de um submodelo elementar w-covering. Por exemplo,
assumindo a existéncia de determinados large cardinals, podemos nao ter submodelos elemen-
tares w-covering de cardinalidade X,,;;. Provamos que a existéncia de submodelos elementares
w-covering de cardinalidade x depende da cofinalidade de [x]® com relacio a C. Estudamos
a preservacao de propriedades, como ser w-covering ou enumeravelmente fechado, de M para
M|G]. Por exemplo, provamos que, se M é w-covering e P tem a countable covering property
(c.c.p.), entdo M[G] é w-covering. Na tltima se¢do iniciamos um estudo da generalizacao
natural para “k-covering”.

No udltimo capitulo retornamos ao estudo de preservagao de propriedades topoldgicas nas
extensoes por forcing. Fizemos uma analise “backward”, ou seja, que volta ao “passado”,
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para propriedades topolégicas como ser de Fréchet, sequencial ou ter tightness enumeravel.
Este mesmo tipo de analise foi aplicada a algumas fungoes cardinais e mostramos que forcing
por ordens parciais com a countable covering property (c.c.p.) nao pode “colapsar” algumas
delas a Ng. Respondemos, entao, parcialmente algumas perguntas de [Wat90]. Na tltima
secao temos um estudo inicial sobre Xy e Xa(q).

Os resultados que nao tém autoria mencionada nem comentada sao do autor. Parte do
terceiro capitulo foi desenvolvido em conjunto nao somente com a orientadora mas também
com o Prof. Paul Larson que esteve em visita a Universidade de Sao Paulo em junho de 2006.
Resultados desse capitulo e do segundo compoem o artigo ja submetido [JLP].
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos enunciar quase todos os conceitos necessarios para a leitura deste
trabalho. Além de convencionarmos a notagao, enunciaremos fatos que minimizam a consulta
a outros trabalhos. Os resultados que foram demonstrados representam algum tipo, parcial
ou total, de contribui¢ao do autor.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Trabalharemos sob a axiomética de Zermelo-Fraenkel e admitindo sempre o Axioma da
Escolha (ZFC). ON denota a classe dos ordinais e CARD ¢ a classe dos cardinais.!

Se < é uma ordem parcial em X, dizemos que f:Y — X é uma funcao cofinal em X,
com relagao a <, se, para todo z € X, existe y € Y, tal que z < f(y).

Para X, conjunto de ordinais, c¢f(X') denota o menor ordinal a para o qual existe f: o —
X, fungao estritamente crescente e cofinal em X. Tal ordinal serd chamado de cofinalidade
de X.

Se X é um conjunto, P(X) é o conjunto das partes de X. Se x é um cardinal, [X]* é o
conjunto das partes de X de cardinalidade k. Analogamente podemos definir [X]<* ou [X]=*.

CH ¢ a Hipétese do Continuo, ou seja, a afirmacio “¥; = 2% = ¢”. GCH ¢ a
Hipétese Generalizada do Continuo, ou seja, a afirmagao “para todo ordinal «, vale
( ZNQ = Na+1 )n.

Na exponenciacao cardinal, a cofinalidade da “base” é sempre determinante. Sob GCH,
esses valores sao facilmente calculados. Porém GCH é deveras muito forte! Pode-se en-
fraquecer tal hipétese mantendo ainda “boa” determinagao para o calculo da exponenciacao

IEmbora ON e CARD sejam classes, cometeremos o abuso de escrever “a € ON”, “« € CARD” e
“a € M N ON” | para abreviar as frases “a é um ordinal”, “k é um cardinal” e “a é ordinal que é elemento
de M”, respectivamente. Isso somente para citar alguns exemplos!

)
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cardinal. Um desses enfraquecimentos é a Hipétese para Cardinais Singulares (indi-

cada por SCH) que afirma o seguinte: “para todo cardinal singular &, se 2(*) < k, entéo
f(k) _ +» 2

KOV = g7,

Para resultados sobre Aritmética Cardinal e para SCH recomendamos fortemente o livro
[Jec03].

A seguir apresentamos definigoes e resultados sobre modelos importantes de ZFC-P.2 A
grande maioria pode ser encontrada no livro [Kun80].

Definicao 1.1.1. Seja A um conjunto. Definimos, por recursio em n < w: |J°A = A e
UA=U(U"A). Dai, teremos o fecho transitivo de A:

trcl(A) = U (U "A).

n<w

Lembremos que um conjunto X é dito transitivo se z C X, sempre que z € X.
~Lema 1.1.2. Seja A um conjunto. Entao:

1. trcl(A) € transitivo e é o menor transitivo que contém A. Portanto, A é transitivo se,
e s6 se, A= trcl(A).

2. Sex € A, trcl(z) C trcl(A).
3. trcl(A) = AU J{trcl(z): z € A}. O
Sendo assim, podemos definir:

Definicao 1.1.3. Para qualquer cardinal infinito k, H, = {z: |trcl(z)| < k}.

Os elementos de H, sao ditos ter cardinalidade hereditaria estritamente menor
que k. Ainda temos que cada H, é conjunto:

Lema 1.1.4. Seja k um cardinal infinito. Se xz € conjunto e |trcl(z)| < k, entdo rank(z) < &.
Portanto, H,, é conjunto. O

Lema 1.1.5. Para k, cardinal infinito, temos:
1. H, é transitivo e H. N ON = k. 3. Se xz,y € Hy, entio {z,y} € H,.

2. Sex € Hy, entao | Jx € H,. 4. SeyCz € H,, entioy € H,.

2kt denota o cardinal sucessor de k.
3Vale ressaltar aqui que “ser modelo de ZFC—P?” é ser modelo para ZFC a menos do Axioma das Partes
(por isso o “—P”).
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5. Se k é regular, entdoVz (x € H, > x C Hy N |z| <kK). d
Teorema 1.1.6. Se k > w € regular, entao H,, é modelo de ZFC—P. O]
Proposigao 1.1.7. Se k > w, entao |H.| = 2<". O

1.2 Forcing

Forcing é a técnica com a qual Paul J. Cohen ([Coh63]) demonstrou a consisténcia da
negacao da Hipédtese do Continuo (-CH), bem como a consisténcia da negagao do Axioma
da Escolha com ZF. Basicamente ela consiste em estender um “modelo enumerédvel transi-
tivo V de ZFC” adicionando a ele um novo conjunto G e obtendo-se um modelo transitivo
enumeravel V[G] de ZFC. Esse novo conjunto sera obtido através de uma ordem parcial P
tomada em V.

O abuso de supor V modelo de ZFC nao nos causa problemas pois lembramos que uma
demonstragdo matematica envolve somente uma quantidade finita de axiomas da Teoria dos
Conjuntos. Para qualquer lista finita de axiomas de ZFC podemos lhe produzir um modelo
enumeravel e transitivo.

Para a linguagem de forcing seguiremos neste trabalho muito da notagao de [Kun80).

Por todo o trabalho, sempre que “forcarmos” com uma ordem parcial, esta serd uma tripla
(P, <,1), onde 1 é o maior elemento de IP. Em geral abreviaremos esta tripla por PP.

Todo elemento de IP serd chamado de condigao. Diremos que a condicao g é extensao da
condigao p, se ¢ < p. Duas condigoes serao ditas compativeis se tém extensao em comum.
Se p e q forem incompativeis, denotaremos esta situagao por p L q.

Dizemos que D C PP é denso em P, se toda condigao de P tem alguma extensao em D.
D C P sera dito pré-denso se toda condigao de P é compativel com algum elemento de D. De
maneira natural estendemos estas definigoes para denso abaixo de p e pré-denso abaixo
de p, onde p € P. D C IP é dito aberto em PP, se toda extensao de elementos de D também
é elemento de D.

Diremos que A C P é uma anticadeia se quaisquer dois elementos distintos de A sao
incompativeis. Uma anticadeia é dita maximal se nao hé anticadeia prépria que a contenha.
Uma particao de uma condi¢ao p é uma anticadeia cujos elementos sao extensoes de p e que
ainda é pré-denso abaixo de p.

Um filtro em P é um subconjunto G de P, tal que:
1. VpgeGIreG(r<p Ar<gq)e
2.VpeGVqeP (p<q—qeq).

Um filtro é dito P-genérico (sobre V) se intersecta todos os densos em P (de V). E fato
conhecido:
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Proposicao 1.2.1. Sdo equivalentes:

1. G é genérico,

2. (G intersecta todos os pré-densos de P e

3. G intersecta todas as anticadeias mazimais em IP.
Ainda, se p € G e G € filtro, G ser genérico equivale a:

1. G intersecta todos os densos abaizo de p,

2. G intersecta todos os pré-densos abaizo de p e

3. G intersecta todas as particdes de p.

Também, se E C P e E nao intersecta o genérico G, entao existe ¢ € G incompativel com
todos os elementos de F. O

Os elementos de V[G] ser@o obtidos através de “nomes” em V e do genérico G. Portanto,

todos os elementos de V[G] terao nomes em V. Desta forma poderemos “falar”, em V, de
objetos em V[G].

Definicao 1.2.2. Definimos, por recursao no rank(r), que 7 é um P-nome se, e somente
se, 7=10 ou
' T € uma relagio e VY (o,p) € T (o éP-nome A peP).

Para garantirmos que V seja sempre subconjunto de V[G], criamos “nomes-padrao” para
os elementos de V.

Definicao 1.2.3. Sez € V, entao Z = {(9,1) :y € z}.
A seguir definimos aqueles que serdo os elementos de V[G].
Definicao 1.2.4. Se G € um P-genérico e 7 € um P-nome, entao
17¢ = {og: {(o,p) €T A p € G}.
Definicao 1.2.5. Se G é um P-genérico, entao V[G] = {7¢: T € P-nome}.
Lema 1.2.6. Se G é um genérico, entao:
1.VeeV (& éP-nome A (Z)ea=2x) e

2. 0={(®,p):peP} éP-nome, Tc =G e VU{G} C VI[G]. O
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Até o momento percebemos que, se G nao for elemento de V- e em geral nao sera -
os elementos de V nao conseguem dizer “quem” (o que) sdo os elementos de V[G]. Apesar

disso, o forcing nos d4 ferramentas para que os elementos de P decidam sobre os teoremas
verdadeiros em VI[G].

Definicao 1.2.7. Seja ¥(vy,...,v,) uma formula na qual somente as varidveis v, ..., Un
sdo livres, e sejam 71, ..., Tn, P-nomes. Dizemos que uma condi¢io p forga (7y,...,T,) -
e denotaremos essa situagdo por “p = (ry, ..., )", se vale (YP((T1)a, - - -, (12)e)VE, para

todo genérico G ao qual p pertence.
Rapidamente chega-se ao:
Lema 1.2.8. Nas condi¢des da defini¢ao, sao equivalentes:
1. plEab(r, ..., 7a),
2.Vr<p(rika(n,...,m)) e
3. {r:r Ik Y(m,...,7a)} € denso abaizo de p. O

Essa definicdo usa genéricos e portanto ficamos com a incomoda sensagao que decidir
sobre “forcar uma férmula v depende de verificagoes sobre elementos que nao sao elementos
do nosso modelo inicial, ou seja, que nao podemos “falar” de forcing estando em V. Esse
incomodo é contornado com a definicao de “ IF* 7. Esta nao usa os genéricos e lida somente
com subconjuntos densos e pré-densos abaixo de condigbes. Portanto “IF* " serd definivel
em V e a decisdo sobre “p IF* (71, . .., 7,)” pode ser tomada em (dentro de) V. Demonstra-se
que p Ik (m, ..., ) < (pIF P(r,...,7) )V. Em [Kun80] essa discussao é melhor e mais
extensamente feita. Vamos resumir nas préoximas proposigoes fatos que serao necessarios no
decorrer da leitura deste trabalho.

Proposicao 1.2.9. Seja (vy, .. .,v,) uma formula na qual somente as varidveis vy, ..., U,
sao livres. Sejamp € P e 1,...,T,, P-nomes. Entao:

1. pl-1 =79 se, e somente se,
(a) para todo (my,s1) € 11,
{g<pqg<si—3(my,s) € (<82 A glbm =m )}

¢ denso abaizo de p, e

(b) para todo (s, $2) € Ta,

{g<pqg<sy—I(m,s1)€n (¢<s1 N qlbmy=m)}

¢ denso abaizo de p.
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2. plk1 € 5 se, e somente se,
{g3(ms)en(qg<s AN glbkm=1)}
€ denso abaizo de p.

3. Se ¢(v1,...,v,) também € férmula na qual somente as varidveis vy, ..., v, sao livres,
entiopl- “Y(1y,...,7) N é(11,...,7)” se, e somente se,

plEY(m,...,7) A plEd(m, ..., 7).

4. plF =(m,...,7,) se, e somente se, nao hd extensio q de p para a qual tenhamos
qlFY(rm,. .., T)-

5. Se ¢(u,vy,...,v,) € formula na qual somente as varidvies u,v,, ..., v, sdo livres, entio
plk “Jz ¢p(x,1,...,7)” se, e somente se,

{r:30, P-nome, ( v+ (o, 71,...,7) )}
€ denso abaizo de p. O
Enunciamos aquele que é teorema fundamental para a teoria de forcing:

Teorema 1.2.10. ( %((11)c,-- -, (Ta)c) )V se, e somente se, existe p € G, tal que p I+
’lp(Tl, e ,,Tn)— Il

Outro teorema importante sobre forcing é:

Teorema 1.2.11 (Principio Maximal). Sejam 74, ..., 7,, P-nomes, e seja ¥(u,vy, ..., v,)
uma formula na qual somente as wvaridvies w,vi,...,v, Sao lwvres. Suponha que
plF “3zp(z,m,...,7,)". Entdo existe w, P-nome, tal que p Ik (w1, ..., 7). O

Como veremos em exemplos mais a frente, G pode acrescentar uma funcao entre A e B,
ambos conjuntos tomados em V. Existe, entao, a possibilidade de tornar equipotentes dois
elementos que originalmente nao o eram. Preservar cofinalidades e preservar cardinais sdao
preocupacoes que logo podem surgir.

Definigao 1.2.12. Dizemos que uma ordem parcial P preserva cardinais se, sempre que
G é um P-genérico,
(B é cardinal )V « (B é cardinal )VI©

para todo ordinal f € V.

Definicao 1.2.13. Dizemos que uma ordem parcial P preserva cofinalidades se, sempre
que G € um P-genérico e y € V é um ordinal limite,

(cf(7)Y = (cf(y))V
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Limitar os tamanhos das anticadeias resulta em consideracoes importantes sobre tais pre-
servacoes.

Definicao 1.2.14. Seja 6 um cardinal. Dizemos que a ordem parcial P € 0-c.c., se toda
anticadeia em P tem cardinalidade estritamente menor que 6.

Definicao 1.2.15. O grau de Souslin da ordem parcial P, c.c.(P), é o menor cardinal ¢
para o qual P € O-c.c.

Quando c.c.(PP) é R;-c.c., diremos que P é c.c.c. (do inglés “countable chain condition”).

Lema 1.2.16. Se P é uma ordem 0-c.c. para um cardinal 6, entao P preserva cofinalidades
maiores ou iguais a 0. Ainda, se (6 € regular)V , entdo P preserva cardinais maiores ou iguais
ad. O

Devido a Tarski, sabemos:
Proposigao 1.2.17. Se c.c.(P) > w, entdo c.c.(IP) é regular. O
O seguinte resultado sobre ordens f-c.c. é importante:

Lema 1.2.18. Sejam P uma ordem 0-c.c. e A, B € V. Seja T um P-nome e suponha que
pl- ‘Tt A — B”. Entio existe F: A — P(B) tal queVa € A (p - “r(a) € (F(a)) 7 A
|F(a)] <6 ). O

Com os argumentos usados em [Kun80, teorema 6.17], demonstra-se:

Proposicao 1.2.19. Sejam P uma ordem 6-c.c. e A€ V. Se k = I[]P’]<‘9||A|, entao 1 IF
P(A) < &”. O

Em muitos momentos usaremos o génerico para construir uma fungao. Algumas das ordens
parciais, com cujos genéricos construiremos tais fungoes, tém como condigoes funcoes parciais.
Fixamos neste momento a notacao e relembramos alguns resultados sobres estas ordens.

Defini¢ao 1.2.20. Para I e J, conjuntos, e A, cardinal,
Fn(l,J,\)={pCIxJ:p € fungio N |p| < A}.
Ainda, Fn(I, J) = Fn(I, J,w). Definimos, em ambos, p < q por q C p.

Quando x é cardinal, Fn(k X w, 2) sdo os conhecidos reais de Cohen (usados por Cohen
para forgar “-~CH?”).
Lema 1.2.21. Se J # 0 e G é Fn(I, J, \)-genérico, entao temos que | JG € uma sobrejecio
de I em J. ]

Devido a este lema, temos que, se k é cardinal e G é Fn(k X w, 2)-genérico, temos (2 >
||)VI€l. Por isso, é comum dizer “adicionar  reais de Cohen” quando se forga com Fn(x x
w, 2). Sobre o grau de Souslin de tais ordens pode-se dizer:

Lema 1.2.22. Fn(I,J,)\) € (|J|<*)*-c.c. Em particular, se J é enumerdvel, Fn(I,J) é
C.6.L. .
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1.2.1 Algumas classes de ordens parciais

O lema 1.2.16 nos fala sobre a preservacao de cofinalidades e a de cardinalidades a partir
de um certo cardinal. As ordens k-fechadas vao apresentar resultados sobre preservacao até
um certo cardinal.

Definicao 1.2.23. Seja k um cardinal. Uma ordem parcial P € dita x-fechada, se, sempre
que (pe:€ < A\) € uma sequéncia decrescente de condigoes de P com \ < k, existe q¢ que €
extensao comum a todos 0s pe’s.

Em particular, chamaremos P de enumeravelmente fechada, se for R-fechada.

Lema 1.2.24. Se k é um cardinal regular, entdo Fu(I, J, k) € k-fechada. O
Para ordens k-fechadas temos:

Teorema 1.2.25. Sejam A, B,k € V, onde k € um cardinal infinito. Suponha ainda P k-
fechada e |A| < k. Sepl- “t A — B”, existem q < pe f:A — B, tais que ¢ IF T =
f}). D

O teorema, em suma, diz que ordens x-fechadas néo acrescentam subconjuntos novos de

cardinalidade estritamente menor que k. Sendo assim, prova-se:

Corolario 1.2.26. Se (P é k-fechada)V, entio P preserva cofinalidades até k e, ainda, pre-
serva cardinalidades até k. O

A propriedade demonstrada no teorema 1.2.25 nao é equivalente a ser s-fechada. Uma
classe maior de ordens parciais pode ser definida:

Definicao 1.2.27. Seja k um cardinal infinito. Dizemos que uma ordem parcial P é k-Baire
se, para toda colegao de densos abertos em P, {Dy: v < A}, onde A < K, (), Do € denso
em P.

a<A

Demonstra-se:
Proposicao 1.2.28. Sejam k um cardinal e P uma ordem parcial. Sao equivalentes:
1. [B]**NV = [B]<*NV[G], sempre que B €V e G ¢é um P-genérico,

2. [VI=*N'V = [V]|*NV[G], sempre que G é P-genérico e

3. P é k-Baure. O
Portanto:
Proposicao 1.2.29. Se P é k-fechada, entao P é k-Baire. U

Dai provamos:
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Proposigao 1.2.30. Seja P uma ordem wy-Baire. Sejam p € P e 7 e o, P-nomes, tais que:
plk 10— a”.

»

Entao existem q < p e p C o, P-nome enumerdvel,tais que g I+ ‘ran 7 = p”.

Demonstracao. Para cada n < w, definimos

< < C(>) — o0
Dn:{qu: Amryeo(q<p A qg<r A qlr“r(p) = )}

vV qlp

que é aberto em IP.

Vejamos que D,, é denso em P. Seja s € P. Caso s L p, s € D,. Se s e p sao compativeis,
seja t extensdo comum as duas condigoes. Como p I+ “7(i) € o”, pela proposicao 1.2.9,
existem ¢ < t e (m,7) € 0, tais que ¢ <7 e qlF “r(R) = 7". Dai ¢ € D, e q estende s.

Como P é w;-Baire, () D,, é denso.

n<w

Fixemos q € [, Dn que é extensao de p. Para cada n < w seja (m,,7,) € o tal que

nw
g<r, N qlF“r(n)=m,".

Seja p = {{mn, ) :n <w}. Dai ¢ IF “ran 7 = p”, p C 0 e ainda p é enumeravel. O

I fato bem conhecido que, se P é c.c.c., todo subconjunto enumerével de V numa extensio,
pode ser coberto por um enumerdvel do modelo original. Pela proposicao 1.2.28, temos que
ordens parciais wi-Baire também tém essa “propriedade de cobrir enumeraveis”. Podemos
definir uma nova classe de ordens parciais por essa propriedade (ver, por exemplo, [Kru]):

Definicao 1.2.31. Seja P uma ordem parcial. Dizemos que P é c.c.p. (do inglés, “countable
covering property”) se P for¢a que todo subconjunto enumeravel novo de V pode ser coberto
por algum enumerdvel do modelo original.

Portanto ordens parciais c.c.c. e ordens parciais w;-Baire sdo c.c.p. Observamos ainda
que ordens parciais c.c.p. preservam wj.

Apresentamos agora uma equivaléncia a definicao.
Proposicao 1.2.32. Sao equivalentes:
1. P €ccp. e

2. para quaisquer 7,0, P-nomes, se p Ik “T:&0 — o7, entao existem q < p e p C o,
P-nome enumerdvel, tais que q IF ‘tan 7 C p”.

3. para quaisquer o, p, P-nomes, se pl- ‘¢ C p A o é enumerdvel”, entao existem q < p
e i C p, P-nome enumerdvel, tais que g = “oc C p”.
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Demonstracao. (1 — 2) Sejam 7 e o P-nomes e p € P tais que p IF “rm:&0 — o”.
Para cada n < w, definimos

D,={q<p:3(ms)€o(qg<s A qlF“r(n) =7")}

que € denso abaixo de p visto que p I “7(2) € ¢” (proposi¢ao 1.2.9). Seja A, C D, uma
particao de p. Paracada g € A,, fixemos (7, 4, Sn,q) € 0 talque ¢ < s, A g lF “7(R) = m, "

Definimos

p={Z @ n<w A qg€A, Nz =(n,(Tpng, Snq))}-

Temos que p I+ “p é fungao de w em &”.

Como o, em particular, é um conjunto de V, por hipétese, existem r < pe Y € V,
enumerével, tais que 7 I “ran p C Y.

Seja =Y No e vejamos que 7 I- “ran 7 C x”. Sejam s <7 en < w. Como A, é particao
de p, existe ¢ € A, compativel com s. Dai

”

gk “p(n) = (Tng,Sng)” N @< Spg N qlb “T(R) =7, 7.

Seja u uma extensdao comum a ¢ e s e temos que u Ik “p(it) = (7,4, 8nq)” € Y7, ou seja,
(Tn,q Sng) € Y No = p. Portanto, u Ik “r(n) € u”.

(2 — 3) Sejam o, p, P-nomes, e p € P, tais que p I- “c C p A o é enumerdvel”. Pelo
principio maximal (teorema 1.2.11), existe 7, P-nome, tal que p I- “7:& — p A ran 7 = o”.
Por hipétese existem ¢ < p e pu C p, enumerédvel, tais que ¢ I+ “o =ran 7 C p”.

(3 — 1) Sejam o, P-nome, e p € P, tais que
plF“c CV A o é enumerdvel”.

Seja B € V tal que p IF “c C B”. Por hipétese, existem q < pep C B, enumerével,
tais que ¢ IF “o C p”. Dado que u C B, p = C, para algum C. Como p é enumerdvel, C é
enumeravel. Portanto g I “oc C C”. O

1.3 Submodelos elementares

Durante o nosso trabalho usamos a linguagem usual da Teoria dos Conjuntos (que é enu-
merével). Portanto, no que segue, os resultados e definicoes, sempre serdo dadas considerando-
se esse contexto. Podemos citar [Dow88a] e [Dow95], por exemplo, como referéncias.

Definicao 1.3.1. Diremos que M ¢é submodelo elementar de N, e denotaremos esta

situagao por M < N, se M C N e, para toda formula ¢(v,, .. ., v,), na qual somente v, . .., v,
sao varidveis livres, e quaisquer ay, ..., a, € M, tiwvermos que
M N
2 (ala"',an) =P (ala-"1a'n)7
ou seja,

M= p(ai,...,a,) <« NEo@(a,---,a,).
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Vale o seguinte teorema de Lowenheim-Skolem:

Teorema 1.3.2 (“Downward Lowenheim-Skolem Theorem”). Para qualquer conjunto
H e qualquer subconjunto X de H, existe submodelo elementar M de H, tal que X C M e
|M| < |X]|-No. O

Um importantissimo critério para decisao se M é um submodelo elementar de H é:

Teorema 1.3.3 (Critério de Tarski-Vaught). Sejam M e H tais que M C H. Sao
equivalentes:

1. M<He

2. para toda formula @(u,vy,. .., v,), na qual somente as varidveis u, vy, - .., Un Sao livres,
e todo {ay,...,a,} C M, se existe y € H tal que p(y,a1,...,a,), entdo existe y € M
tal que p(y,ay,...,a,). O

Usando o teorema concluimos:

Corolério 1.3.4 (“Definibilidade”). Sejam ¢(u, vy, ...,v,) uma formula, na qual somente
as varidveis u, vy,. .., U, sao lwres, e H um conjunto, tais que, existe I, funcao, definida por

z=(ay,...,a,) EH X...x H— F(z) € H,
—

n vezes

tal que o(F(x),ay,...,a,). Se M < H, entio F(ay,...,a,) € M, sempre que ay, ...
a, € M. O

Usando definibilidade prova-se facilmente:

Proposigao 1.3.5. Seja M < Hy, para 0 cardinal regular. Entao:

1.Vz,y (z,ye M & {z,y} € M ). 4. Ya € MNON (cf(a) € M ).
2.VzeM (UzeM). 5. Ve eM (P(x)e M 28l <9).
3. VzeM (|lz|eM). 6. wC M.

7. Vz,ye M (zUy,zNy,z\ye M ).
8. Vk € CARD (kT <0 ) keM o rteM). O

Sendo assim, concluimos que, se A é finito, A é elemento de um submodelo elementar
se, e somente se, for subconjunto dele. O que podemos falar sobre conjuntos infinitos? A

proposicao a seguir ja expoe, pelo menos, quando um submodelo elementar tem elemento
infinito.
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Proposicao 1.3.6. Seja M < Hy, para 0 cardinal reqular nao enumerdvel. Entdo:
Vn<w (wp, EM > w, <)
Em particular, w é sempre elemento de M. O

Por causa do lema 1.1.4 e do teorema 1.1.6, os Hy’s, para 6 regular e nao-enumerdvel,
sao conjuntos e modelos de ZFC—P. Em poucas ocasioes explicitaremos o valor de #, mas
ressaltamos que € sera sempre regular e nao-enumeravel! Além disso, # serd sempre
tomado “grande o suficiente” para que os objetos estudados em questao, por exemplo, nas
demonstragoes, sejam elementos de Hy.

A proposicao 1.3.8 e o coroldrio 1.3.9 serdo exaustivamente usados no trabalho e sao
conseqiiéncia do lema a seguir, que, por sua vez, também serd exaustivamente citado, mesmo
que nao explicitamente!

Lema 1.3.7. Sejam M < Hy e f € M uma funcao. Set € M Ndom f, entdo f(t) e M. O
Dai chegamos a:

Proposicao 1.3.8. Sejam A, B € M e M um submodelo elementar de Hy. Suponha que A e
B sao equipotentes. Entao A C M se, e somente se, B C M. O

Corolario 1.3.9. Seja M < Hy. Todo elemento enumerdvel de M é subconjunto de M. O

1.3.1 Construcao de submodelos elementares

Ainda que o teorema de Lowenheim-Skolem garanta a existéncia de submodelos ele-
mentares, podemos, exatamente usando o citado teorema, em varios momentos, construir
submodelos elementares satisfazendo algumas condig¢oes que nés desejemos no instante.

Nesta secao vamos mostrar algumas maneiras de construi-los a partir de outros ja exis-
tentes.

O lema a seguir nos da que < é um ordem transitiva:

Lema 1.3.10 ([Dow88a]). Sejam M, N e H tais que M C N < H. Entao M < N se, e
somente se, M < H. (]

Diremos que M é uma cadeia de submodelos elementares, se o for segundo C, ou seja,
para dois elementos M, N € M, tivermos M C N ou N C M. O teorema a seguir amplia
nossas possibilidades de submodelos elementares.

Teorema 1.3.11 ([Dow88al). Seja M uma cadeia de submodelos elementares de H, entdo
UM < H e ainda, sempre que M € M, M < |J M. O
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Nem a uniao, nem a intersecgao de dois submodelos elementares sao garantidamente sub-
modelos elementares. O teorema anterior tratou da unido e a proposicao a seguir trata da
interseccao.

Proposicao 1.3.12. Sejam M e N tais que M < N. Seja P € M tal que P C N. Entao
MNP <P.

Demonstragao. Seja p(u,vy,...,v,) uma férmula na qual somente as varidveis u, v, ..., v,
sao livres. Sejam zy,...,T, € M N P e suponha que exista y € P tal que ¢(y,z1,...,Tx).

Seja v uma varidvel que ndo aparece em ¢(u,vi,...,v,). Definimos a férmula
¥(u,v,vq,...,0,) por

“uev A p(u,vr,...,0,)".

Dado que {zy,...,z,,P} € M € N e P C N, temos que existe y € N tal que
¥(y, P,x1,...,T,). Como M < N, vale ¥(y, P,x1,...,T,) para algum y € M, ou seja,
existe y € M N P tal que ¢(y,x1,...,Tn). O

Se M < Hp e k < 0, nao podemos garantir que H, é elemento de M, ainda que kK € M,
visto que H,, pode nao ser elemento de Hy. Mesmo assim temos:

Proposicao 1.3.13. Sejam M < Hy e K € M um cardinal regular. Entao M N H, < H,.

Demonstracao. Basta tomar a demonstragao da proposicao anterior e tomar por
Y(u,v,v1,...,T,) a formula “v é cardinal A |trcl(u)| <v A @(u,v1,...,v,)". O

O préximo resultado é apresentado em [Lar04], mas encontra-se demonstrado em versao
generalizada embora com condigdes distintas. Apresentamos a demonstracao aqui para os
casos que usaremos.

Teorema 1.3.14. Sejam M < Hy et € |J M. Entdo
Mt ={f(@t):feM N f é funcio A t € dom f} < Ho.
Ainda
1. MU{t} C M[t],
2 M=M[|tj—teMe
3. |M[t]] = |M]|.

Demonstragao. Usemos o critério de Tarski-Vaught.

J4 temos que M[t] C Hy. Seja ¢(u,vy,...,v,) uma férmula na qual somente as varidveis
u, vy, ...,V, sao livrtes. Sejam zi,...,z, € M][t] e suponha que exista y € Hy tal que
(Y, 1, .. Tn).
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Para cada ¢ € {1,...,n}, seja f; € M tal que
f,(t) =T; A\ f,'ZXi —_— Hg AN te Xi = dom fi-

Por definibilidade, cada X; € M, visto que f; € M. Seja

{zeﬂX Eytpy,fl()---,fn(w))}

e temos que ¢t € X. Como {X;,...,X,, f1,..., fa} C M, por definibilidade, teremos X € M.

Para cada = € X, fixemos g(z) € Hy tal que ¢(g(z), f1(z),..., fo(z)). Como X € H,,
temos que a fungao z € X +— g(x) é elemento de Hy. Sendo assim, existe g em Hy tal que

g é fungao de dominio X A Vz € X (¢(g(z), fi(z),..., fu(z)) ).

Como M < Hy, podemos usar o critério de Talskl—Vaught para esta féormula e existe g € M,
fungao de dominio X, tal que

Dado que t € X, temos que g(t) € M[t] e p(g(t),z1,---,Tn)-

Para mostrarmos as outras afirmagoes, note que podemos fixar Y € M, tal que t € Y,
pois t € |J M.

Para cada a € M, temos que a fungédo f, definida por
T €Y — fo(z) =a

¢ elemento de M, por definibilidade. Dai, f,(t) = a € M[t]. Portanto M C M[t]. A funcao
identidade em Y, idy, é elemento de M (por definibilidade) e dai idy (t) =t € M][t].

Se t € M, temos que f(t) € M, sempre que f € M é fungao, pelo lema. 1.3.7. Portanto,
te M — M= M[t].
Como ¢ é sempre elemento de M|[t], temos que
M= M[t] >te M.

Facilmente, vemos que |M| = |M|[t]|, pela prépria construcao. O




Capitulo 2

Extensoes de submodelos elementares
por forcing

Em seu livro Proper Forcing ([She82]) S.Shelah define ordens parciais préprias e, em
uma das equivaléncias para a defini¢ao, surge a necessidade de discutir se, dados M < Hy,
tais que P € M, e G é um P-genérico,

M[G] < Hy',

onde M|[G] = {7¢: 7 € M é P-nome}.

Como P € Hy, temos que |P| < @ e, sendo assim, P é f-c.c. Dado que 6 é regular, IP
preserva cofinalidades e cardinais a partir de 6. :

Se a € M, por definibilidade, & € M, visto que P € M. Sendo assim, M C M[G]. Pelos
mesmo argumento, I' = {(p,p) : p € P} € M (ver lema 1.2.6), dai, G € M[G].

A questao colocada sugere que M[G] é o menor submodelo elementar de H(y [G], tal que
M U{G} C M[G].

Na primeira secao deste capitulo provamos o fato que M[G] < H;/ [Gl, bem como que
Hb,V ) = H,[G)]. J4 na secdo seguinte estudamos quando M e M[G] tém os mesmos ordinais.
Este estudo conduz & definicao de condigoes (P, M)-genéricas, a definigdo de ordens parciais
proéprias e a definigdo de td(M) que “mede” a transitividade de um submodelo elementar.

Vale a pena lembrar que trabalhamos com submodelos elementares de Hy, onde 0 sera
sempre regular e nao enumeravel!

Dado que “IF” (definigao 1.2.7) é definivel em V (ver comentdrios na pagina 9), temos
que, se p(vy, ..., v,) é férmula onde somente as variaveis vy, ..., v, ocorrem livres, conjuntos
como, por exemplo,

D={pePypl- (T, Ta) b

19
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sao elementos de Hy, pelo lema 1.1.5, e, por definibilidade, D serd elemento de M, sempre que
Ti,...,Tn € M forem P-nomes (uma vez que também P € M). Exploraremos muito este fato
e este argumento caberd também para outros conjuntos definidos usando “IF”’, IP, P-nomes,
bem como outros “parametros” que estejam em M.

2.1 Extensoes de submodelos elementares

Suponhamos dados M < Hy e P € M, uma ordem parcial. Se G é um P-genérico,
perguntamos se

M[G] < HY'¥
De fato, esta afirmacdo ¢ valida e ainda Hy[G] = H, & ([She82]).

Usando as idéias bésicas contidas na demonstracao de S.Shelah apresentamos aqui uma
prova mais direta de tais fatos. Comegamos com o seguinte lema:

Lema 2.1.1. Sejam P € Hy, uma ordem parcial, p € P e 7 um P-nome. Se p I+ “trcl(7)| <
07, entao existe o € Hy, P-nome, tal que plk 7 = 0.

Demonstragao. Provaremos este fato por indugao sobre o rank(7).

Seja A uma particao de p que decide os valores de [trcl(7)|. Sendo assim, para cada a € A,
seja 0, < 0, cardinal, tal que a I+ “|trcl(7)| = 6,”. Como A C P € Hy, temos que |A| < 6.
Dado que 6 é regular, temos que 1 = sup{f,:a € A} < 0. Assim p I+ “|7| < ji”. Pelo Principio
Maximal (teorema 1.2.11), existe p, P-nome, tal que p I+ “p: i — 7 é funcdo sobrejetora”.

Escrevamos 7 = {(7;,p;) :1 € J}.

Fixemos v < p. Como p I- “p(¥) € 77, o conjunto D, ={g < p:Fi € J (¢ < piAql
“p(7) = 7i")} é denso abaixo de p. Entao seja I, C D, uma particéo de p e, para cada q € L,
fixemos i(7, q) € J, tal que (¢ < pi(y,9) A IF “p(¥) = Ti(y,)”)- Para cada g € I, temos que

qlF “|trd('ri(7,q))| LS 9”7

e, por hipétese de inducao, existe o(,q) € Hy, tal que ¢l “o(y,q) = Ti(y,q)”-
Definimos
o={{c(v,9),q):q € [, Ay <u}.

Como cada |I,| < f e u < 6, temos que |o| < 6. Assim, o € Hp, pelo lema 1.1.5. Vejamos
que
plo=r.

Seja G um genérico tal que p € G. Sejam v < pe g € I, NG. Como ¢ < piy.q),
temos que (0(7,q))c = (Titvg))e € Te, jo que piyq € G. Portanto, o C 7¢. Agora
tomemos 7 € J tal que p; € G. Seja v < u tal que pc(y) = (7i)e. Seja g € GN I,
Assim (;)e = pc(Y) = (Tirg))e = (0(71,9))e € o¢. Logo 7¢ € o¢ e completamos nossa
demonstragao. O
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Usando o lema anterior e a elementaridade, temos o préximo resultado:

Proposicao 2.1.2. Seja M < Hy e seja P € M wma ordem parcial. Seja (u,vi,. .., v,)
uma férmula na qual somente as varidveis u, vy, ..., U, sao livres. Sejam 1y, ..., T, € M
P-nomes. Entao existe p € M, P-nome, tal que

VpeP (plk “ye Hy W(y,11,---,7))” —=plEo(p,m,...,7) ).
Demonstragao. Seja
D={peP:3o0 € Hy (o é P-nome A pl-1(o,m,...,7) )}

Por definibilidade, D € M, visto que {P,7y,...,7,,} C M. Notamos que D é um aberto em
P.

Seja A maximal (para C) entre as anticadeias que sao subconjuntos de D. Como D € M,
podemos supor que A € M. Para cada a € A, podemos fixar o, € Hy, P-nome, tal que
al-(0a, 71, ..., 7). Podemos definir

p={{r,r):a€c AANTr<aATlF“T€d,” N TEdoma,}.

Para cada a € A, temos a I p = 0, ([Kun80, lema VII 8.1]). Como IP € Hy, cada 0, € Hy e
ainda |A| < 6, teremos p € Hy. Como A é pré-denso abaixo de qualquer elemento de D,

péP-nome e VYpe D (plkd(p,11,...,7) ).

Por elementaridade, existe p € M, P-nome, tal que pIF ¥ (p, 71, -+, T»), sempre que p € D.
Agora sejap € P tal que pI- “Ty € Hy (¥(y,71,...,7a))” e seja ¢ < p. Pelo lema anterior,

existem 7 < q e 0 € Hp, P-nome, tais que 7 I+ 9(o,71,...,7,). Sendo assim 7 € D e dai

r - (p, 71, ..., Tn). Logo pl-(p, 11, -, 7,), pelo lema 1.2.8. |

Agora estamos aptos a demonstrar o préximo teorema:

Teorema 2.1.3 ([She82]). Sejam M < Hy e P € M, wma ordem parcial. Se G é um
genérico (sobre Hyp),

M[G) < Ho[G] = Hy'.

Demonstracio. Como G C P e P € Hy, temos que G € V[G] N HGV[G]. Logo Hy|G] C H;][G].

Mostremos que Hev € ¢ Hy[G]. Seja z € HeV [ Entdo, para algum p € G e algum
7, P-nome, 7¢ = z e p Ik “r € Hy”. Pelo lema anterior, existe 0 € Hp, P-nome, tal que
plk7=0. Sendo assim z = 7¢ = 0¢ e T € Hy[G].

Como P € M, temos que I' = {(p,p):p € P} € M. Sendo assim, G = I'c € M[G].
Portanto temos que M|[G] C Hy|G]. Para provarmos que M[G] < Hp[G], usaremos o critério
de Tarski-Vaught.
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Seja ¥ (u,v1, . . ., v,) uma férmula em que somente as varidveis u, v1, . . ., v, ocorrem livres,
e sejam i, ..., T, € M[G], tais que

Jy € Ho[G] (Y(y,x1,...,2,) ).

Para cada 7, fixemos 7; € M, P-nome, tal que (7;)¢ = z;. Portanto existe ¢ € G tal que

qlF“Iye Hy (P(y,m,...,7) ).

Como {7,...,7,} € M, pela proposi¢ao anterior, podemos fixar p € M, P-nome, tal que
VpeP (plk“Iy € Ho (Y(y,71,---,7))” —=plkY(p,m,...,7) ).

Dado que q € G, pec € M[G] e vale ¥(pg, 1, . .., Tn). O
Observacao 2.1.4. Vale notar que, em V[G], |M[G]| = |M|, pois M C M[G] e a aplicagdo
TEM é P-nome — 716 € M[G]

é sobrejetora.

No exemplo 3.3.7, o lema abaixo serd necessdrio. Este tem demonstracio ansloga a do
teorema anterior.

Lema 2.1.5. Sejam M < Hg e k € M wm cardinal reqular nao enumerdvel. SejalP € MNH,
uma ordem parcial. Se G € um P-genérico, (M N H,)[G] = M[G] N H.[G].

Demonstracao. Pela proposicao 1.3.13, M N H, < H,..
Seja 7 € M um P-nome. Usando de argumentos e construgoes muito parecidos aos usados
na proposicao 2.1.2, consegue-se mostrar que existe p € M N H,, P-nome, tal que

VpeP(pl-“reH —plkp=1).
Basta trocar o aberto D daquela proposicao por
D ={peP:30 € H., P-nome (plt7=0)}.

Vale observar que nao podemos usar diretamente a proposicao pois, apesar de P € M N H,. <
H,, 7 pode nao estar em H,.

Jé temos que (M N H,)[G] € M[G] N H[G]. Lembremos que H[G] = HY'E. Seja
z € M[G]N HX[G]. Logo existem p € G e 7 € M, P-nome, tais que z = 1¢ e p I “r € H,.”.
Pelo pardgrafo anterior existe p € M N H, tal que p I+ “7 = p”. Logo = = 7¢ = pg €
(M N H)[G]. O
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2.2 Quando M[G]NV =M

A extensdo por forcing V[G] tem os mesmos ordinais que V. E quanto a M[G]? M|[G]
tem sempre os mesmos ordinais de M? E quanto a elementos de V7 Podemos forcar que
elementos de V estejam em M|[G], mesmo se nao estivessem em M? Ficam as perguntas:
“Quando M[G]N'V = M? Quando M[G]NON = M N ON?” Em [She82] temos as
respostas.

Reproduzimos aqui a demonstragdo de S.Shelah pois variagoes das idéias contidas nela
serao usadas mais a seguir.

Proposicao 2.2.1 ([She82]). Sejam M um submodelo elementar e P € M uma ordem
parcial. Suponha G um P-genérico. Entao sao equivalentes:

1. GN M é P-genérico sobre M (i.e., para todo D € M denso em P, GNAM N D # (),
2. M[GINV =M e
3. M[G]NON = M N ON.

Demonstragdo. (1 — 2) Seja x € M[G]N'V. Entéo z = 74, para algum 7 € M, P-nome.
Dado que {P,7} € M, temos que

D={peP:Gy (phkr=9))Vpl“r&V'}eM

e é denso em P. Tomemos p € GNM ND. Como 7¢ =z € V, temos que Jy (pl-7=7).
Visto que {P,p,7} C M, existey € M tal que pl-7=79. Dai, z =1¢ =y € M.

(2 — 3) E trivial, dado que ON C V.

(3 — 1) Seja D € M um denso em P. Por elementaridade, existe A € M, anticadeia

maximal contida em D. Também por elementaridade, podemos fixar (p,:a < ff) € M que é
enumeracao dos elementos de A. Sendo assim,

T={(¥Pa):y<a<pP}eM

e é P-nome.
Seja o < 3 tal que p, € GN A e temos 7¢ = a. Como M[G] N ON C M, temos que
a € M. Pelo lema 1.3.7, p, € M e DNMNG # 0. O

Vale a pena observar que, se “IP C M”, teremos a igualdade M[G] NV = M. Esta parece
ser a condicdo mais facil sob a qual tem-se a igualdade. Em [She82] S.Shelah tem como
objetivo definir ordem prépria e continua analisando a citada igualdade de um ponto de
vista mais pontual. Para tanto ele chega a seguinte definicao:

Definicao 2.2.2. Sejam M < Hy e P € M wuma ordem parcial. Dizemos que p € P é
(P, M)-genérica, se DN M é pré-denso abaizo de p, sempre que D € M ¢é denso em P.
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Observacao 2.2.3. Na defini¢ao anterior podemos trocar “D é denso” por “D € pré-denso”,
por “D ¢é denso abaizo de p” ou ainda por “D € pré-denso abaizo de p”.

Usando a proposicao anterior, provamos facilmente a seguinte:
Proposicao 2.2.4 ([She82]). Nas condigées da definicao, sao equivalentes:
1. p é (P, M)-genérica,
2. M[G]NV =M, sempre que p € G e G é um P-genérico; e
3. M[G]NON = M N ON, sempre que p € G e G é um P-genérico. O

Dadas que as anticadeias maximais sao conjuntos pré-densos, bastaria entao pedir que
elas estivessem contidas em M, sempre que fossem elementos de M. Como todo elemento
enumeravel de M estéd contido em M (corolédrio 1.3.9), podemos concluir a proposicao a seguir:

Proposigao 2.2.5.. Sejam M < Hy e P € M wma ordem parcial c.c.c. Entdo toda condi¢ao
é (P, M)-genérica e, por conseqiiéncia, M[G]N'V = M, para todo genérico G.

Demonstragao. Seja D € M um denso em P. Temos que existe A C D, anticadeia maximal.
Por elementaridade, podemos supor que A € M. Ja que IP é c.c.c., temos que A é enumeravel
e,como Aec M, AC M. Como A é pré-densoe A=ANM C DN M, DN M é pré-denso.

Provamos, entdo, que 1 é (IP, M)-genérica. Como toda extensao de uma condigao (P, M)-
genérica também é (P, M)-genérica, todas as condigdes de P o serdao. Logo, pela proposicio
anterior, M[G]N'V = M, sempre que G é genérico. O

O fato mais importante usado na demonstragao anterior nao foi IP ser c.c.c., mas sim termos
algumas anticadeias de IP contidas em M, ou melhor, pelo menos aquelas que sao elementos
de M. Isso é suficiente para demonstrarmos a proposi¢ao a seguir, na qual notamos que tal
condicao também é necessaria.

Proposicao 2.2.6. Sejam M < Hy e P € M uma ordem parcial. Sao equivalentes:
1. M[G]N'V =M, para todo genérico G;
2. AC M, sempre que A € M ¢ anticadeia.

Demonstragao. Provemos somente que (1 — 2), j4 que que (2 — 1) é completamente andlogo
a proposicao anterior.

Seja A € M, anticadeia. Tomemos (p,: @ < ) € M que é enumeracio dos elementos de
A. Exatamente como na proposicao 2.2.1, temos que 7 = {(¥,pa):7y < @ < B} € M e é
P-nome. Fixemos a@ < 3 e um genérico G ao qual p, pertenca. Dai, 7¢ = @ € M[G] N ON.
Por hipétese, a € M. Como (p,:a < 3) € M, p, € M. O
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Analisando melhor a demonstragao anterior, podemos tomar [ = |A| e observamos que
LIk “rep.
Bastava entao,
M[G)N B C M,

para concluirmos que A C M. Este comentdrio prova a implicagao (1 — 2) do nosso préximo
resultado:

Proposigao 2.2.7. Sejam M < Hy e P € M wma ordem parcial. Seja 3 € ON N M. Sao
equivalentes:

1. M[G]NpB=pBNM, para todo genérico G;
2. A C M, sempre que A € M ¢ anticadeia e |A| < |B|.

Demonstragao. (2 — 1) Seja 7 € M um P-nome e suponha que pI-7 € B, para algum p € P.
Vamos mostrar que p IF “7 € M”.

Seja D={geP:Ja< B (ql-T7=a&)Vql-7 ¢} enotamos que D é denso em P. Por
definibilidade, D € M, ja que {P, 3,7} C M. Por elementaridade, existe A € M, anticadeia
maximal, tal que A C D. Seja

X={a<pf:IgeA(qlrr=a)},

que ¢ elemento de M, pois que {r,P,3,A} C M. Vejamos que p IF “7 € X". Seja q < p.
Como p IF 7 € B, existem r < g e a < 3, tais que r IF 7 = &. Seja s € A tal que s e r sdo
compativeis. Dai slF7=dea € X.

Para cada, o € X, seja g, € A tal que ¢, IF 7 = &. Por elementaridade, podemos
supor (g.:a € X) € M. E facil ver que (ga: o € X) é uma fungao injetora. Dado que
{go:x € X} C A, também é anticadeia. Além disso, |[{ga: € X}| < |B|. Por hipétese,
{ga:x € X} € M. Como estd em bijecdo com X por uma funcao que é elemento de M,
temos que X C M (proposicao 1.3.8). Entao p IF “7 € M.

Sendo assim, provamos que, se 7 € M é P-nome,
1F“Tef—7€eM.
Portanto, se G é genérico, M[G] NS C M. O
Depois dessa proposicao, ficam imediatos os corolérios a seguir:

Corolario 2.2.8. Nas condi¢oes da proposi¢ao anterior, se B = k € cardinal, entdo sao
equivalentes:

1. M[G]Nk = M Nk, para todo genérico G;
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2. AC M, sempre que A € M € anticadeia e |A| < k. O

Corolario 2.2.9. Nas condigcoes da proposi¢ao, podemos substituir o por X € M, qualquer.
Sao equivalentes:

1. M[GINX = MnN X, para todo genérico G;
2. AC M, sempre que A € M ¢€ anticadeia e |A| < | X]|. O

Continuamos “esgotando” os argumentos buscando condicao mais lobal”, ou seja, con-
7 7
dl(}é,O sobre a ordem toda, para que se poSsa ter a “manutengé,o” dos ordinais.

Proposicao 2.2.10. Ainda sob as condigdes da proposicao anterior, seja k € M wm cardinal
tal que M Nk € ordinal. Se P € k-c.c., entao M[G] N ON = M N ON, sempre que G é
genérico.

Demonstragao. Seja A € M uma anticadeia em P. Sendo assim, temos que |A| € M Nk,
visto que IP é k-c.c. Dado que M Nk é ordinal, |[A| C M. Pela proposicao 1.3.8, A C M. Pela
proposicao 2.2.6, M[G] N ON C M, sempre que G' é um genérico. O

Proposicao 2.2.11. Sejam M < Hy e P € M uma ordem parcial. Seja k € M um cardinal
tal que kK € M. Se, para todo genérico G, M[G)Nk = M Nk, entdo P € k-c.c.

Demonstragao. Suponha que exista anticadeia de P de tamanho «. Por elementaridade, temos
que existe A € M, anticadeia de cardinalidade k. Pelo corolario 2.2.8, temos que A C M.
Logo k € M, pela proposicao 1.3.8, o que é um absurdo. O

Corolario 2.2.12. Sejam M < Hy e P € M wuma ordem parcial. Seja k € M um cardinal
tal que kN M € ordinal e kN M < k. Sao equivalentes:

1. P tem k-c.c., e

2. M[G]NON = M N ON, sempre que G é genérico. O

2.3 Ordens proprias

Embora haja mais de uma “definigao” para ordens préprias, vamos apresentar aqui so-
mente aquela que lida com objetos com os quais temos trabalhado e trabalharemos neste tra-
balho. Para maiores detalhes recomendamos a leitura sobre tais ordens em [She82], [Bau84]
e [Jec86].

Definicao 2.3.1. Uma ordem parcial P serd dita prépria, se, para todo M < Hgy, onde
P e M, M é enumerdvel e 0 > w é cardinal regular, toda condi¢ao p € M tem extensio que
é (P, M)-genérica.

Para tornar o trabalho mais completo vejamos uma demonstragao do resultado a seguir:
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Proposicao 2.3.2. Se P € ordem parcial propria, P € c.c.p.

Demonstragdo. Usaremos a equivaléncia dada pela proposicao 1.2.32. Sejam 7, o, P-nomes, e
p € P, tais que p Ik “mmw — o7

Seja M < Hy, enumeravel, tal que {p,P, 7,0} C M. Como P é prépria, existe ¢ < p que
é (P, M)-genérica

Seja 1 = o N M e vejamos que ¢ I “ran 7 C p”.

Para cada n < w, definimos

Dnz{rep: I(ms)yeo(r<s Arlk“r(a)=m )}

vV rlp

Pela proposicao 1.2.9, dado que p IF “7(n) € 0”, temos que D,, é denso em IP. Por definibili-
dade, D, € M, dado que {p,P,7,0,n} C M.

Sejam t < ge n < w. Como ¢q é (P, M)-genérico, existe r € D, N M compativel com
t. Como t é extensdo de p, 7 é compativel com p e existe (m,s) € o, tal que r < s e
r - “r(n) = 7. Como M < Hy, {P,r,7,0,n} C M e

HyE3(ms)yeo(r<s A rlk“r(n)=7"),

temos que existe (m,s) € cNM = ptal que r < ser - “7(i) = 7. Se u é extensao comum
aret, uestende s e temos que u I+ “7(R) =7 € p”. O

J& conhecemos exemplos de ordens parciais proprias:
Proposigao 2.3.3. Se P é uma ordem parcial c.c.c., entao P é propria.
Demonstragio. Pela proposicao 2.2.5, toda extensao é (P, M)-genérica. O
Proposigao 2.3.4. Se P é enumeravelmente fechada, entao IP é prépria.

Demonstragdo. Ver, por exemplo, [Jec86]. O

2.4 O cardinal td(M)

Muito da discussdo até agora transcorreu sobre garantir que alguns elementos de M -
mais precisamente as anticadeias em [P ou aquelas de cardinalidade limitada - fossem também
subconjuntos. Pela proposi¢ao 1.3.8, se A, B € M, sdo equipotentes, entao A C M < B C
M. Isso nos motivou a definir um certo “grau de transitividade” do submodelo elementar:

Definicao 2.4.1. Seja M um submodelo elementar nao-transitivo. Entao definimos:

td(M) = minfa € ONNM:a Z M}.
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Vale observar que td(A/) é um ordinal que é elemento de M. Este fato serd amplamente
explorado.

Observacao 2.4.2. Como todo elemento enumerdvel de M < Hy é também subconjunto
de M (coroldrio 1.8.9), temos que, se 8 = Ry, M serd transitivo, visto que todos o0s seus
elementos sao enumerdveis. Portanto, nesta se¢do trabalharemos com 0 > R,.

Direto da definigao temos:

Corolério 2.4.3. Nas condi¢oes da definigao 2.4.1, suponhamos ainda que w, C M e |M| =
R,, onde n € um natural e wpy1 < 6. Entdo td(M) = wpq1. O

Também como coroléario da definicao, temos:

Corolario 2.4.4. Nas condicoes da definicao 2.4.1, temos que, se A € M, entao A C M se,
e somente se, |A| < td(M).

Demonstragio. (Sé se) Ja que |A| € M (definibilidade), pela proposigdo 1.3.8, |A| C M.
Sendo assim, |A| < td(M).
(Se) Visto que |A| € M, pela definigao de td(M), |A| C M. Sendo assim, A C M. O

Proposicao 2.4.5. Nas condicées da definicdo 2.4.1, temos que td(M) € cardinal regular
nao-enumeravel.

Demonstragao. Dado que todo elemento enumeravel de M é subconjunto de M, td(M) > w.

Como td(M) € M, temos que |td(M)| € M. Visto que td(M) € M, chegamos a [td(M)| €
M e portanto [td(M)| > td(M). Logo td(M) é cardinal.

Agora suponha 1 = cf(td(M)) < td(M). Por definibilidade n € M. Por elementaridade,
existe (zo: @ < 1) € M, sequéncia cofinal em td(M). Dada a definigao de td(M), temos que
n € M, e, por conseqiiéncia (proposicao 1.3.8), {z.:a < n} C M.

Suponha 3 < td(M). Existe a < 7 tal que < z,. Como z, € M e z, < td(M), temos
que z, € M, pela definicao de td(M). Logo f € M. Mas isso implica que td(M) C M, uma
contradicao. O

Proposicao 2.4.6. Nas condigoes da definicao 2.4.1, td(M) N M < td(M). Além disso, se
k€ M é tal que M Nk < K, entao td(M) = k.

Demonstragao. Dada a definicao de td(M), temos que td(M)NM € ON. Como td(M) € M,
td(M) N M < td(M).

Agora suponha k € M tal que Kk N M < k. Observe que kN M € ON. Como k € M,
temos que td(M) < k. Se td(M) < &, teriamos que td(M) € kN M. Logo td(M) C M N k&,
o que é um absurdo. O

Podemos comparar td(M) e c.c.(P) (definigdo 1.2.15), e teremos:
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Teorema 2.4.7. Sejam M um submodelo elementar nao-transitivo e P € M. Entao sao
equivalentes:

1. c.c.(P) < td(M),
2. M[G]NON = M N ON, para todo todo genérico G.

Demonstragdo. Vale lembrar que c.c.(P) € M, visto que P € M (e definibilidade).

(1 — 2) Seja A € M uma anticadeia de P. Entao |A| € M Nc.c.(P). Dai, |A] € M. Sendo
assim, A C M, pela proposicao 1.3.8. O resultado segue pela proposicao 2.2.6.

(2 — 1) Seja A € M uma anticadeia de IP. Por hipétese, A C M (proposicao 2.2.6). Logo
|A| € M. Pela definigdo de td(M), teremos |A| < td(M). Portanto

M EVACP (A éanticadeia — |A| < td(M) ).
Por elementaridade,
V EVACP (A éanticadeia — |A| < td(M) ).
Portanto, c.c.(P) < td(M). O
Proposicao 2.4.8. Nas condicdes do teorema anterior, se td(M) < c.c.(P), temos que
td(M) = min{a € M N ON: M[G] N a # M N «, para algum genérico G}.

Demonstracdo. Por elementaridade, podemos tomar uma anticadeia A € M, tal que |A| =
td(M). Sendo assim, A € M. Dai, pelo coroldrio 2.2.8, existe G, genérico, tal que M[G] N
td(M) # M Ntd(M).

Seja & € M e suponha que o < td(M). Entao a« C M C M[G], pela definicao de td ().
Dai o = M[G] Na = M N «, para todo genérico G. d
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Capitulo 3

Preservacao de propriedades de
submodelos elementares

Em grande parte da literatura envolvendo submodelos elementares e topologia, duas
propriedades acompanham largamente os submodelos: enumeravelmente fechado e w-
covering.

Estudaremos neste capitulo quando uma dessas duas propriedades - dando mais atengao
A w-covering - é “herdada” por M|[G], caso M ja a tenha. Essa heranca fundamentalmente
depende da ordem P.

Investigamos também a possibilidade de conseguir uma dessas propriedades em M[G]
mesmo quando M nao a satisfaz.

3.1 Submodelos elementares w-covering

Por definibilidade temos que, se X é um conjunto finito, entao X € M se, e somente se,
X C M, para qualquer submodelo elementar M. J&, se X € M é enumerdvel, X C M,
dada a definibilidade dos naturais e do conjunto dos naturais (corolério 1.3.9). E quanto aos
subconjuntos enumeraveis de M7 Nao podemos determinar, usando somente a elementari-
dade, que estes sejam também elementos de M. Para tanto definimos as propriedades que se
seguem.

Definicao 3.1.1. Dizemos que um submodelo elementar M é enumeravelmente fechado,
se [M]¥ C M, ou seja, se todo subconjunto enumerdvel de M é também elemento de M.

Um submodelo elementar enumeravelmente fechado é, de certa forma, grande, visto que
precisamos ter k* = k, se k = |M|. Em particular, x deverd ser maior ou igual ao continuum.

A.Dow ([Dow88a]) propoe um enfraquecimento dessa condicao mantendo ainda uma boa
propriedade sobre os enumeraveis:

31



32 CAPITULO 3. PRESERVACAO DE PROPRIEDADES DE SUBMODELOS ELEMENTARES

Definicao 3.1.2. Seja M um submodelo elementar. Diremos que M ¢é w-covering se, para
todo X C M, enumerdvel, existe Y € M, enumerdvel, tal que X C Y.

Todo submodelo elementar enumeravelmente fechado serda w-covering. Mas, como logo
veremos, podemos ter submodelo elementar w-covering eventualmente de tamanho bem menor
que o continuum - salvo, claro, o caso em que o continuum ja é suficientemente pequeno (CH).
Em [Jun00], L.Junqueira prova:

Teorema 3.1.3 ([Jun00]). CH ¢ equivalente a “todo submodelo elementar w-covering é
enumeravelmente fechado”. (|

Para a demonstracao de tal resultado precisa-se do:
Teorema 3.1.4 ([JunO00]). Se M é submodelo elementar w-covering, entdo w; C M. O
Podemos generalizar este tltimo teorema para:

Proposicao 3.1.5. Sejam M um submodelo elementar w-covering e 3 € M um ordinal de
cofinalidade nao-enumerdvel. Entao cf(M N ) > w.

Demonstragao. Seja g:w — M N uma fungao estritamente crescente.

Como M é w-covering, existe X € M, enumeravel, tal que gjw] C X. Visto que {X, 3} C
M, temos que Y = SN X € M, por definibilidade. Dado que Y é enumeravel e cf(8) > w,
temos que v =supY + 1 < f3 e, ainda, v € M, por definibilidade.

Sendo assim, glw] C v e g ndo pode ser cofinal em M N f. O

Em [Dow88a] encontramos uma construcao de submodelos elementares w-covering de ta-
manho R;. No préximo teorema, fazemos uma caracterizagao completa de tais submodelos.

Teorema 3.1.6. Seja M < Hy tal que |M| = Ry. Entao M é w-covering se, e somente se,
eziste (Ma, Aa): @ < wy), tal que M = M, e:

a<w]

lL.Va<fB<w (MyCAy,€EMg)e
2. Va<w1(Ma<M VAN AQEAI /\lj\/[al:IAorI:NO)

Demonstragao. (Sé6 se) J& que M tem cardinalidade R;, podemos escrever

M= ] X,

a<w)

onde cada X, é enumeravel.

Suponhamos a seqiiéncia construida em 8 < w;. Dado que {A.:a < A} U X5 é um
subconjunto enumerével de M, existe Mg < M, enumeravel, tal que {A,: o < f}UXz C Mp.
Visto que M é w-covering, seja Ag € M um enumeravel tal que Mgz C Ag.

(Se) Seja X € [M]“. Existe @ < w; tal que X € [M,]*. Dai X C A, e A, é um elemento
enumeravel de M. O
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Observamos que o ultimo teorema nos ensina como construir submodelos elementares w-
covering de tamanho X;. Com uma pequena modificagao em sua demonstracao chegamos
ao:

Corolario 3.1.7. Seja M um submodelo elementar w-covering e seja X C M de tamanho
N;. Entao eziste N < M tal que X C N e N é w-covering de tamanho X;. O

Na demonstragao do teorema 3.1.6, usamos que subconjuntos enumeraveis de w; sao limi-
tados, ou seja, nés nos valemos que cf(w;) > w. Esta mesma argumentacao nos demonstra:

Proposicao 3.1.8. Seja (M,: oo < \) uma seqiiéncia crescente de submodelos elementares w-
covering, onde \ é um ordinal limite. Se cf(\) > w, entdo M =], My € w-covering. [

Esta proposicao acaba por provar o seguinte lema:

Lema 3.1.9. Seja n > 1 um nimero natural. Seja N < Hy, w-covering. Para todo sub-
conjunto X de N, de cardinalidade X, existe M < N, w-covering de tamanho X, tal que
X CM.

Demonstragao. J4 demonstramos para o caso n = 1. Prosseguimos com a demonstragao por
indugao em n.

Seja X € N um conjunto de tamanho XN, ;. Podemos escrever X = U
cada X, tem tamanho N,,.

Vamos construir uma seqiiéncia crescente de submodelos elementares w-covering de N,
(My: o0 < wpa), tal que

X4, onde

a<wnit1

Va < wnpr ( Xa © Ma A |Mo]| =R, ).

Suponhamos que a seqiiéncia ja estd construida em 3 < w,;. Por hipétese de indugao, existe
Mg < N, w-covering de tamanho X,, tal que (|, P M,)U X5 C M.
Pela proposicao anterior
M= |J M,

a<wni1

é w-covering de tamanho N,,,; e X C M < V. O

Assim concluimos a caracterizagao de todos os submodelos elementares w-covering de
tamanho menor que R,;:

Teorema 3.1.10. Seja M um submodelo elementar de tamanho R,, onde n é um nimero
natural tal que n > 1. Entao M é w-covering se, e somente se, existe uma sequéncia crescente
de submodelos elementares w-covering, (My: o < wy,), tal que

M=) M, e Vo<uw, (|Ma] =Rny).
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Demonstracao. Basta aplicar a mesma construgao usada na demonstracao do lema anterior.
O

E quanto a R,? E possivel termos um submodelo elementar w-covering de tal tamanho?
E para outros tamanhos maiores? Veremos pelos resultados a seguir que alguns cardinais nao
podem ser cardinalidade de um submodelo elementar w-covering.

Proposicao 3.1.11. Seja M = |J,_ Ma, onde (M,: a0 < \) € uma seqiiéncia estritamente
crescente de submodelos elementares e X € um ordinal tal que cf()\) = w. Entdo M ndo é
w-covering.

Demonstragao. Seja (an,:n < w) uma seqliéncia estritamente crescente e cofinal em \. Para
cada n < w, seja T, € My, ,, \ Ma,-

Seja Y € M um conjunto enumerével. Dai Y € Mp, para algum § < ), e ainda Y C M.
Seja n < w tal que B < a,. Sendo assim, z, & Mg e, por conseqiiéncia, z, € Y.

Concluimos que X = {z,:n < w} ndo pode ser subconjunto de nenhum elemento enu-
meravel de M. O

Chegamos ao:

Corolario 3.1.12. Seja M um submodelo elementar w-covering. Entao |M| tem cofinalidade
nao-enumerdvel.

Demonstragdo. Sejam p = |M| e A = cf(u). Podemos escrever M = |J,_, Xa, onde para
cada o < A, N < | X,| < p.
Por recorréncia, construimos uma seqiiéncia estritamente crescente (M,: a < \) tal que

Va<A(Xa CMy <M A |M|<p).

Seja Mo < M, tal que Xo C My e |Mp| = | Xo|. Suponhamos que a seqiiéncia estd determinada
em 3 < A. Como A é regular, ||J, <8 M,| < p. Sendo assim, podemos fixar z € M \ (X5 U
Ua<p Ma). Fixamos Mz < M, tal que {z} U XU, 5 Mo € Mp e |Mg| < pu.

Entao M = J,., Ma. Como a seqiiéncia construida é estritamente crescente, concluimos
que A > w, pela proposicao anterior. O

Corolario 3.1.13. Se a é um ordinal limite de cofinalidade enumerdvel, entio nao hd
submodelos elementares w-covering de cardinalidade R,. |

Na secao 1.3.1, apresentamos algumas contrugoes de submodelos elementares. Vejamos
quando os submodelos elementares resultantes também sao w-covering.

Proposicao 3.1.14. Seja M < Hy um submodelo elementar w-covering e seja Kk € M um
cardinal regular nao enumerdvel. Entao M N H, € w-covering.
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Demonstracdo. Seja X C M N H,, um conjunto enumeravel.

Como M é w-covering, existe Z € M, enumeravel, tal que X C Z.

Seja Y = {z € Z:|trcl(z)| < k}. Como {Z,k} C M, temos, por definibilidade, que
Y € M. Dado que Z é enumeravel, Y é enumerdvel e é subconjunto de H,. Pelo lema 1.1.5,
temos que Y € H,.

Como X C H,, temos que X CY. O

Para o préximo resultado, introduziremos uma definigao.

Definicao 3.1.15. Sejam M < Hy e X € M. Diremos que M € w-covering para os
subconjuntos de X, se, para todo conjunto enumerdvel Y C X N M, emste Z € M,
enumerdavel, tal que Y C Z.

Observacao 3.1.16. Sem perda de generalidade, podemos supor Z C X, visto que X € M.

Percebemos que, se M é submodelo elementar w-covering, entao M é também w-covering
para todos os subconjuntos de todos os seus elementos. Na grande maioria das aplicagoes de
submodelos elementares w-covering na literatura, usamos mesmo é que M € w-covering para
os subconjuntos de um determinado elemento. Mesmo assim, nao sabemos se vale a reciproca,
ou seja, se caso M seja w-covering para todos os subconjuntos de seus elementos, entao M
sera w-covering.

A definicao anterior nos habilita a demonstrar que M N H,, é w-covering sob outras cir-
cunstancias:

Proposicao 3.1.17. Sejam M < Hy e k € M, cardinal reqular nao enumerdvel, tal que
2<Kk € M. Se M é w-covering para os subconjuntos de 2<%, entao M N H, €é w-covering.

Demonstragdo. Como s é nao enumerdvel, temos que |H,| = 2<% < 0 (proposi¢ao 1.1.7). Dai
H, € Hy e, por definibilidade, H, € M. Sendo assim, podemos fixar f € M, bijecao entre
2<F e H,, dada a elementaridade de M. _

Seja X € M N H, um conjunto enumeravel. Como X C M e f € M, temos que
f7UX] € 2" N M e é enumeravel. Por hipétese M é w-covering para os subconjuntos de
2<K ¢ entdo existe Y € M, enumerdvel, tal que f~[X] C Y C 2<% Dai, X C f[Y] e f[Y] é
enumerdvel. Visto que f € M, f[Y] e M. O

Se continuamos discorrendo sobre w-covering para subconjuntos, provamos:

Proposicao 3.1.18. Sejam M < Hy e kK € M, cardinal, tal que k* € M. Se M é w-covering
para subconjuntos de k e cf(M N k') > w, entdo M é w-covering para subconjuntos de K.

Demonstracao. Seja X € M N k* um conjunto enumerdvel.

Como cf(M Nk*) > w, existe « € M N kT tal que X C a. Por elementaridade, podemos
fixar f € M, sobrejegao de k em «. Ainda explorando a elementaridade, para cada = € X,
existe 1, € M Nk tal que f(y.) = .

Dado que M é w-covering para subconjuntos de k, existe Z € M, enumeravel, tal que
{ye:z € X} € Z C k. Dai, X C f[Z] e f[Z] é enumerdvel. Visto que {f,Z} C M,
flZ] e M. O
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Corolario 3.1.19. Sejam M < Hy e k € M um cardinal reqgular nao enumerdvel. Suponha
que 2<% = N, < 0, para algum n < w e que cf(M Nwy,) > w, para todo natural m, tal que
1 <m <n. Entao M N H, é w-covering.

Demonstragao. Se cf(MNw;) > w, temos que w; C M e M é w-covering para os subconjuntos
de X;. Portanto, se 2<% = X;, entdo M N H, é w-covering pela proposicao 3.1.17. E temos o
corolério valido para n = 1.

Por inducao, podemos mostrar que M é w-covering para os subconjuntos de X,,, para
todos m < n e novamente usar a proposigao 3.1.17. |

Para a ultima construcao da secao 1.3.1 também podemos discutir w-covering;:
Proposigao 3.1.20. Seja M < Hy um submodelo elementar w-covering e seja t € |J M.
Entao M[t] é w-covering.

Demonstragao. Seja X C M|t] um conjunto enumeravel.
Para cada z € X, fixemos f, € M, tal que
fr € funcao A t€dom f, A f.(t) ==z.
Fixemos T' € M tal que t € T. Para cada = € X, seja

| fo(u) seuweTNdom f,
gz(u)_{o seu €T\ dom f,

Por definibilidade, cada g, € M, visto que {f,,T'} C M. Temos, ainda, que cada g, é funcao
de dominio T e g.(t) = z.

Como M é w-covering, existe Z € M, enumeravel, tal que {g,:z € X} C Z. Seja
F = {g € Z:g é fungao de dominio T'}. Por definibilidade, F' € M. Ainda temos que F é
enumeravel e {g,:z € X} C F.

Seja h a funcao definida por

y €T h(y) ={g(y): g € F}.

Por definibilidade, h € M. Portanto Y = h(t) € M][t], por construgdo. Ainda, X CY eY é
enumeravel. O

3.1.1 Submodelos elementares w-covering de cardinalidades maio-
res

Visto que nao existe submodelo elementar w-covering de tamanho X, é natural pergun-
b
tarmos: “E quanto a R,41? E para cardinais ainda maiores?” Veremos neste momento que a
resposta é: “Depende!”

Se M < Hg, M é w-covering se, e somente se, M N [M]* é cofinal em [M]“, com respeito
a C. Chega-se, entao, a que discutir tamanho de submodelos elementares w-covering equivale
a discutir cofinalidade de [X]“, onde X é um conjunto infinito.
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e

Defini¢ao 3.1.21. Sejam X um conjunto e u < |X| um cardinal. Dizemos que C C [X]* é
cofinal em [X]*, se, para todo x € [X]*, existe y € C, tal que x C y (isto é, se C € cofinal
com respeito a C). Para cardinais p < k, definimos cf([s]*, C) como a menor cardinalidade
de uma familia cofinal em [K]".

A definicao anterior, bem como alguns dos resultados abaixo, podem ser encontrados em
[AMO5]. Em [Koj01] achamos exatamente a defini¢cao abaixo e também uma breve discussao
sobre pcf theory (do inglés “possible cofinalities”; ver, por exemplo, [Jec95], [Koj95] ou
[AMO5]). Esta teoria foi criada por S.Shelah na intencao de discutir poténcias de um cardinal
singular.

Defini¢ao 3.1.22. Para wm cardinal infinito k, seja Cov, (k) = cf([s]°, C).
Observagao 3.1.23. Percebe-se logo que: cf([k]*®, C) = 1 e, por consegiiéncia, Cov,,(Ro) = 1.
Lema 3.1.24. 1. Se Xy < u < K, entao

[k} = 2 - cf ([£]").

2. A “fungao” k € CARD — Cov,(k) é crescente.
3. Se k é um cardinal nao enumerdvel, Cov, (k) > k.
4. Se a é um ordinal, Cov,(Ray1) = Cov,(Ra) - N1 O

Demonstragdo. 1. Suponha \ = cf([k]*) e seja {V,: @ < A}, uma familia cofinal em [k]*. Para
cada «, fixemos uma bije¢ao f, entre p e V,. A funcao definida por

(X, @) € (W X A = fa(X)
é uma sobrejegdo em [k]".
2. Trivial

3. Provemos primeiro para os casos em que & é regular. Seja C C [k]* de cardinalidade
estritamente menor que k. Temos que

sup{supz: = € C} <&,

dado que & é nao enumeravel e que |C| < k. Sendo assim, C nao pode ser cofinal.

Agora suponha & singular. Sendo assim, k£ = sup{\": A < k é cardinal}. Portanto,
At < Cov,, (A1) < Cov,(k),

sempre que w < A < K.
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4. Pelos itens anteriores, ja temos que Cov,(R,) - Rar1 < Cov,(Nay1).

Seja C uma familia cofinal em [R,]¥ de cardinalidade Cov,,(R,). Para cada vy € R, 1, tal
que R, < 7, fixemos uma bijegao f,: R, — . Sendo assim,

{fHIX]:X €C A Ry <y <Rapr}

é cofinal em [R,1]™.

-

Corolario 3.1.25. Se n é um natural ndo-nulo, Cov,(R,) = ,,.

Demonstracao. Temos que w; € cofinal em [Nl]NO. Portanto, 8; > Cov,(X;). Pelo lema
anterior, Cov,(X;) = ;. Para os outros naturais prosseguimos por inducao e ainda usando
o lema anterior. O

Notamos que, se existe M que é um submodelo elementar w-covering de cardinalidade «,
entdo Cov, (k) = k. Veremos no teorema a seguir que essa condi¢ao é suficiente.

Teorema 3.1.26. Seja kK um cardinal. Sao equivalentes:

1. Existe submodelo elementar w-covering de cardinalidade k e
2. Cov,(k) = k.

Demonstragdo. (2 — 1) Suponha que Cov, (k) = . Entao k > Xy. Vamos construir uma
seqiiéncia crescente (M,: a < wy) tal que

1.Va (M, <Hy N |My=k)e
2. VaVY € [Mo]* 3Z € May1 (|Z]=Ro A Y C Z).

Seja Mo < Hg de cardinalidade k. Para 8 < wj, ordinal limite, seja Mg = J,_ 5 M. Para
o caso sucessor, fixemos C C [M,]*, de cardinalidade x e cofinal em [M,]“. J& que C C H,,
podemos achar M,y; < Hy de cardinalidade & tal que M, UC C M,.;. Como C é cofinal em
[My]“, Muy1 satisfaz o item 2.

Entdao M =,y

Seja Y € [M]”. Dai existe & < w; tal que Y € [M,]“. Por construcao, existe Z € M1,
enumeravel, tal que Y C Z. Ainda temos que Z € M. Portando M é w-covering. O

M, é submodelo elementar de tamanho «.

Concluimos:

Corolério 3.1.27. Existe submodelo elementar w-covering de cardinalidade R, se, e s6 se,
COVM(NW_!_l) = Nu}—{-1~ O

A demonstragao do teorema 3.1.26 pode ser modificada para obtermos:
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Proposicao 3.1.28. Seja k um cardinal tal que Cov, (k) = k. Se X C Hy tem cardinalidade
Kk, entdo existe M < Hy, w-covering de cardinalidade K, tal que X C M.

Demonstracao. Seguimos a mesma demonstragao do teorema 3.1.26 tomando M, tal que
X C M. O

Como nao hé submodelos elementares w-covering de tamanho R, sempre que « é ordinal
limite de cofinalidade enumeravel, temos:

Proposicao 3.1.29. Se o € um ordinal limite de cofinalidade enumerdvel, Cov,(R,) =
Cov,(Ray1). Em particular, Cov,(R,) = Cove,(Rui1).

Demonstragao. Pelo coroldrio 3.1.13 e pelo teorema anterior, Cov,,(X,) > Ry41. Pelo lema
3.1.24, Cov,(Ray1) = Covy,(Ry) - Raq1 = Covy,(Ra). O

Podemos agora discutir quais cardinais podem ser cardinalidade de submodelo elementar
w-covering.

Lema 3.1.30. Seja k um cardinal tal que kK = K. Entao existe submodelo elementar w-
covering de cardinalidade k.

Demonstragao. Pelo lema 3.1.24, temos k < Cov, (k) < |[&]“| = k¥ = k. O

Corolério 3.1.31 (GCH). Se k é um cardinal de cofinalidade nao enumerdvel, entao existe
submodelo elementar w-covering de cardinalidade k.

Demonstracao. Por causa de GCH, k satisfaz k* = k. | O

Observagao 3.1.32. Podemos generalizar o coroldrio anterior supondo SCH e requerer k,
cardinal, tal que cf(k) > w e kK > 2%. Teremos, também, k* = K (ver, por ezemplo, [Jec03]).

E consistente termos a equivaléncia no lema 3.1.30:

Proposicao 3.1.33 (CH). Eziste submodelo elementar w-covering da cardinalidade K se, e
somente se, K = K.

Demonstracao. Se M é um submodelo elementar w-covering de cardinalidade x, M é enume-
ravelmente fechado pelo teorema 3.1.3. Dai [M]“ C M de onde teremos k < k* < k. O

Podemos mostrar a consisténcia de “Cov,, (R4 41) = Nep1”

usando a seguinte proposicao:
Proposicao 3.1.34. Se X, € limite forte,' entao Cov,(R,) = 2%,

Demonstragio. Se R, é limite forte, temos que 2% = R (ver, por exemplo, [Jec03]) e qile
2% < N,,. Pelo lema 3.1.24, Cov,,(R,) = R¥ = 28w, O

IDizemos que um cardinal k é limite forte se 2* < &, para todo A < & ([Jec03]).
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Concluimos:

Corolério 3.1.35. Se R, é limite forte, “Cov,(Nuy1) = Ruq1” € equivalente a “2% =
Nop1” n

Os resultados a seguir mostram a independéncia de “Cov,(R,+1) = R,41”, quando se
assume a existéncia de determinados large cardinals.

Teorema 3.1.36 ([MagT77a, Mag77b|). Se existe um cardinal supercompacto, entdo ezxiste
extensdo genérica na qual R, € limite forte e 2% = R, 4. O

Teorema 3.1.37 ([Git89]). Se eziste cardinal mensurdvel x de ordem de Mitchell K™+,
entdo existe extensao genérica na qual GCH wale abaizo de R,, e 2% = R, 5. O

Observacao 3.1.38 ([Koj01]). M.Kojman diz que a consisténcia de “Cov,,(Ryy1) > Ny1”
ezige a da existéncia de large cardinal.

- Em [Koj95] ou em [AMO5] podemos encontrar demonstracoes para os dois resultados
abaixo, ambos de autoria de S.Shelah.

Teorema 3.1.39. R < N(gu)+. Portanto Cov,,(R,,) < N(gu)+. O
Teorema 3.1.40. Cov,,(R,) < R,. O
Observacao 3.1.41 ([Koj01]). Por causa do lema 3.1.24, temos que

R- = 2Y- Cov,(R,).

E interessante notar que o fator 2 € ilimitado mas o fator Cov,(X,) € limitado! Ordens
c.c.p. que preservam cardinais, por exemplo, nao mudam o nimero Cov,(R,).

No exemplo a seguir mostramos que “Cov,,(X,;1) = R,41” independe do valor do conti-
nuuUm.

2

Exemplo 3.1.42. Eziste modelo no qual “2¥ =X 5 e Cov,(Ryy1) = Rop1”.

Demonstragao. Suponhamos GCH e seja P = Fn(R, 2 X w,2). Se G é P-genérico adicio-
namos X, reais de Cohen, ou seja, (2¢ = R,12)VI¢l. Dado que P tem c.c.c., P preserva
cofinalidades e cardinais.

Como vale GCH, existe submodelo elementar M, w-covering de cardinalidade W_,;.
Na segao seguinte mostraremos que, se G é P-genérico, M[G] é w-covering. Sendo assim,
(COVw(Nw_H) = Nw+1)V[G]. O
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3.2 Preservacao de w-covering

Nesta secao investigamos quando M[G] é w-covering. Num primeiro instante suporemos
que M é w-covering e veremos quais ordens parciais preservam essa propriedade em M[G].
Em seguida estudamos a possibilidade de “tornar” M|[G] w-covering, ainda que M nao o seja.

Observacgao 3.2.1. Para um submodelo elementar M, denotaremos o conjunto {(7,1):7 €
M éP-nome} por M, para que, dado G, genérico, Mg seja M[G] e trabalhemos somente com
P-nomes.

Nossa investigacao vai depender tanto da propriedade do submodelo elementar, como de
propriedades da ordem parcial com a qual forcamos. Para tanto vale lembrar o diagrama das
classes de ordens parciais:

C.C.C. enumeravelmente

l fechada

prépria w1-Baire

T

preserva wi

C.CIPs

Classes de ordens parciais (Figura 3.2)

Para nosso primeiro teorema precisaremos do lema a seguir.

Lema 3.2.2. Sejam M < Hy, w-covering, P € M, uma ordem parcial c.c.p., e T, um P-nome.
Entao

D —loep do € M ( o é P-nome enumerdvel N ql- “TCo”)
=19 "V qlF T nao é subconjunto enumeravel de M”

é denso em P.

Demonstragdo. Seja p € P. Se p € D,, nao ha o que fazer. Podemos supor que p € D.. Pela
proposicao 1.2.9, p tem extensao p’ tal que

pIF“r CM A 7 éenumerdvel”.
Pela proposicao 1.2.32, existem p C M, P-nome enumeravel, e ¢ < p/, tais que

qlF “T C p”.
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J& que M é w-covering, existe X € M, enumeravel, tal que dom p C X. Seja
o={(m,1):m € X éP-nome }.

Por definibilidade, o0 € M, dado que {X,P} C M. Além do mais, o é P-nome enumerével e
p C o. Ainda, q I+ “7 C o”. O

Teorema 3.2.3. Seja M < Hy, w-covering, e seja P € M, uma ordem parcial c.c.p. Se G €
um P-genérico, entao M[G] é w-covering.

Demonstragao. Seja X um subconjunto enumerével de M[G]. Dai existem p € G e 7, P-nome,
tais que ¢ = X e

plE“TCM A 7 é enumeravel”.
Pelo lema anterior, existe ¢ € D, N G, ja que D, daquele enunciado é denso em P.

Como p e ¢ sao compativeis e p IF “7 é enumeravel”, existe 0 € M, P-nome enumeravel,
tal que ¢ IF “7 C ¢”. Como q € G,

X =71¢ Cog GA/[[G]
e oc € enumeravel. . |
Parece natural, entao, definir:

Definicao 3.2.4. Dizemos que uma ordem parcial P preserva w-covering, se para todo
cardinal reqular 6 e todo M < Hy, w-covering, tal que P € M, M[G] é w-covering, sempre
que G € IP-genérico.

Dado o teorema 3.1.4, temos:
Teorema 3.2.5. Se P preserva w-covering, entdao preserva w.

Demonstracao. Seja M um submodelo elementar w-covering de cardinalidade R; tal que IP €
M. Seja G um P-genérico. Temos que M[G] é w-covering. Pelo teorema 3.1.4, wY[G] C M[G].
Sendo assim M[G] é ndo enumerével e, ji que |M[G]| = |M|VI€l = [X;|VI€ conclui-se que
Ry = RY. O

Dada a caracterizacao dos submodelos elementares w-covering de cardinalidade R; (teo-
rema 3.1.6), chegamos ao:

Teorema 3.2.6. Seja P uma ordem parcial. Entao P preserva w, se, e somente se, P preserva
w-covering para submodelos elementares de cardinalidade N, .

Demonstragao. (S6 se) Seja M um submodelo elementar w-covering de cardinalidade ®; ao
qual IP pertenca. Pelo teorema 3.1.6, existe ((M,, Aq): @ < wy) tal que M = |J M, e

a<wi

l.Va<fB<w (MaCA,€Mg)e
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2 Va<w (Ma<M A As €M A |My| =|Aa] =0 ).

Podemos, sem perda de generalidade, supor que P € () M,.

a<wi
Para cada «, seja
7o = {{0,1):0 € A, é P-nome}.

Sempre que o < 3, por elementaridade, 7, € Mg, visto que {A,, P} C Mp.
Ainda, se G é um P-genérico, temos que M[G] = J M,[G] e

a<w]

1. Va < B < w; ( Ma|G) C (1a)c € Mg[G] ) e
2. Va < wy (Mu|G] < M[G] A (Ta)e € M[G] N |M,[G]| = |(Ta)c| = No).

Como w; é preservado, a seqiiéncia ((Ma[G], (Ta)c): @ < wy) estd nas condigoes do teorema
3.1.6, e M[G] é w-covering. a

Ainda usando a Caractel‘iza é.O dOS “nlellOl‘eS” Sumedelos elell]el]ta-res w-coverin, Ode—
)
mos mostrar: '

Teorema 3.2.7. Se P é uma ordem parcial que nao colapsa a cofinalidade de w, para w, para
todo natural n > 1, entao P preserva w-covering para todo submodelo elementar w-covering
de cardinalidade menor que V.

Demonstracao. Vamos proceder por indugao em n. Pelo teorema anterior ja demonstramos
para n = 1.

Seja M um submodelo elementar de cardinalidade R, ;. Pelo teorema’3.1.10, M =
Ua —_— M,, onde (My:a < wyy1) € uma seqiiéncia crescente de submodelos elementares
w-covering de cardinalidade X,,. Se G' é um P-genérico, por hipétese de indugao, cada M,[G]
¢ w-covering. J& que M[G] = U,,,.,, MalG] e (cf(wns1))VE > w, temos que M[G] é w-
covering, pela proposicao 3.1.8. U

Na demonstragao da proposigao 3.1.11 foi importante termos que a seqiiéncia fosse estri-
tamente crescente. Para garantirmos que as extensoes sejam diferentes usaremos o axioma da
regularidade no resultado abaixo.

Teorema 3.2.8. Seja P uma ordem parcial que preserva w-covering. Entao qualquer cardinal
k de cofinalidade mnao enumerdvel continua com cofinalidade nao enumerdvel em qualquer
extensao por P.

Demonstracio. Sejam \ = cf(k) e @ > (max{x*, [trcl(P)|})*. Assim teremos {x“, P} C H,.
Construiremos, por recursao, uma seqiiéncia (M,:a < A), tal que:

1. Va< A (M, <Hy N |My|=5")e

2. Va < B < A ({Ma}U[My)” C Mg ).



44 CAPITULO 3. PRESERVAGCAO DE PROPRIEDADES DE SUBMODELOS ELEMENTARES

Seja My < Hy tal que |My| = k* e P € My. Suponhamos a seqiiéncia construida em 3 < \.
Dado que cada M, € Hy, existe Mg < Hy tal que |Mp| = £ e {My:a < B}U[U,.5 Ma]®
Msp.

Ja que A > w e a seqiiéncia é crescente, M = |J,_, M, é um submodelo elementar w-
covering.

a<f3

Para cada a < A, seja 7, = {(0,1):0 € M, é um P-nome }. Sempre que a < 3, por
definibilidade, 7, € Mg, dado que {M,, P} C Mp.

Seja G um P-genérico. Temos que M[G] = J, ., M.[G] e
1. Vo< A ( My[G] < HyY'' ) e
2. Va < B <A ( ML[G] = (1a)e € Mp[G]).

Por causa do item 2, a seqiiéncia (M,[G]:a < A) é estritamente crescente. Pela proposicao
3.1.11, teremos (cf(k))VI€ > w. O

O exemplo a seguir mostra que preservagdo de w-covering para submodelos elementares
de tamanho N; nao implica preservagao de w-covering para submodelos de tamanhos maiores.

Exemplo 3.2.9. Eziste ordem parcial que preserva w-covering para submodelos elementares
de cardinalidade X, mas nao para aqueles de cardinalidade R,.

Demonstragao. Seja P = N o forcing de Namba (ver, por exemplo, [Nam71] ou [Zap98]).
As condigoes de N sao arvores perfeitas nao-vazias T' C w5 com um “tronco” tr(T) € T,
tais que para todo elemento s € 7', s C tr(T) ou tr(7) C s, e, se tr(T) C s, entdo s tem
exatamente Ry sucessores imediatos. Ordena-se N por C (i.e., T' < U se, e somente se, T' C U).
E conhecido que N preserva w; mas colapsa a coﬁnahdade de ws para w. Sendo assim,

N é um exemplo de ordem parcial que preserva w-covering para submodelos elementares de
cardinalidade N; mas nao para aqueles de cardinalidade RN,. (]

3.2.1 Forcando w-covering

Até o momento nds sempre iniciamos com um submodelo elementar w-covering e tentamos
provar que sua extensao também era w-covering. Vejamos se é possivel termos extensao w-
covering quando o submodelo elementar nao era w-covering no “ground model.”

Proposicao 3.2.10. Seja P € M uma ordem parcial c.c.p., onde M é um submodelo elemen-
tar. Suponha que p I= “M € w-covering” para alguma condi¢ao (P, M)-genérica p. Entdo M
€ w-covering.

Demonstragao. Seja X C M um conjunto enumeravel.
Entao existem ¢ < p e 7 € M, P-nome, tais que

gl “X C71 A 7 é enumeravel”,
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ja que p IF “M é w-covering”.
Posto que IP é c.c.p.,

D= {7“ c P: (3Y, enumerével, (r - “TNAV CY")) }

V rlF “7NV nao é enumeravel”

¢ um subconjunto denso de P. De fato, se t € P\ D, t tem extensao u tal que w IF “7 N
V é enumerével” (proposigao 1.2.9) e dai existem Y, enumeravel, e v < u, tais que v IF
“TMV CY”, e v éextensao de t que estd em D.

Ja que {7,P} C M, por definibilidade, temos D € M. Entao D N M é pré-denso abaixo
de p, dado que p é (P, M)-genérica.

Seja 7 € D N M compativel com ¢ e seja s uma extensao comum a 7 e ¢g. Dado que ¢ I-
“r é enumerdvel”, fixemos, por elementaridade, Y € M, enumeréavel, tal que 7 IF “7NV C Y.
Entao
slF“XCrnvCy”,

ou seja, X C Y. O

Corolario 3.2.11. Sejam M < Hy e P € M uma ordem parcial com c.c.c. Sempre que G é
P-genérico, M[G] é w-covering se, e somente se, M € w-covering.

Demonstragdo. J4 que IP tem c.c.c., todas as suas condigoes sao (P, M)-genéricas (proposi¢ao
2.2.5). O

O fato é que nao podemos retirar do teorema a condi¢ao (IP, M)-genérica. Veremos isso
no exemplo 3.3.7 onde a extensao de um submodelo elementar que nao é nem w-covering se
torna enumeravelmente fechado.

3.3 Outras propriedades de M e M|G]

Na secao anterior discutimos w-covering, nesta discutiremos enumeravelmente fechado.

Definig¢ao 3.3.1. Diremos que P preserva enumeravelmente fechado, se para todo car-
dinal reqular 6 e todo M < Hy, enumeravelmente fechado, tal que P € M, M[G] é enumera-
velmente fechado, sempre que G € P-genérico.

Para ordens parciais wi-Baire temos um lema analogo ao lema 3.2.2.

Lema 3.3.2. Sejam M < Hjy, enumeravelmente fechado, P € M, uma ordem parcial w;-
Baire, e T, um P-nome. Entao

DT:{qGIP’:

do € M (o éP-nome enumerdvel A qlk “T=0")
V qlF “T nao € subconjunto enumerdvel de M”

€ denso em P.
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Demonstracao. Seja p € P\ D,. Pela proposigao 1.2.9, p tem extensao p’ tal que p’ I+ “r C
M A 7 é enumerdvel”. Pela proposicao 1.2.30, existem o C M, enumeravel, e ¢ < p/, tais
que ¢ IF “7 = ¢”. Como M é enumeravelmente fechado, dom ¢ € M. Como o C M,
o = dom o x {1}. Por definibilidade, o € M. O

Teorema 3.3.3. Seja M um submodelo elementar enumeravelmente fechado e seja P € M
uma ordem parcial wi-Baire. Se G € P-genérico, entdo M[G] é enumeravelmente fechado.

Demonstragao. Seja X um subconjunto enumerédvel de M|[G]. Dali existem p € G e 7, P-nome,
tais que 7¢ = X e
plE“T CM A 7 é enumeravel”.

Pelo lema anterior temos que existe ¢ € D, N G, pois que D, daquele enunciado é denso em
P.

Como p e ¢ sao compativeis e p |- “7 é enumerdvel”, existe o € M, P-nome enumerével,
tal que ¢ IF “7 = ¢”. Como q € G, X = 17¢ = 0¢ € M|[G]. O

Os teoremas 3.2.3 e o anterior incrementam o diagrama da figura 3.2 (pdgina 41), obtendo:

enumeravelmente

606
fechado
/ preserva
propria w1-Baire —— enumeravelmente
\ feChado
c.c.p.

preserva w); <—— preserva w-covering

Os exemplos a seguir mostram como preservar enumeravelmente fechado é um pouco mais
complicado:

Exemplo 3.3.4. Ezxiste ordem parcial que preserva w-covering mas ndao preserva enumera-
velmente fechado.

Demonstragao. Seja M um submodelo elementar enumeravelmente fechado com a cardinali-
dade do continuum e seja k € M um cardinal, tal que k > 2“. Por definibilidade, temos que
P=Fn(k xw,2) € M.

Se G é um P-genérico, adicionamos x reais de Cohen e teremos (2 > k) Como
P é c.c.c., M[G] é w-covering e (|[M[G]| = |M| < k < 2°)VI€l lembrando que PP preserva
cardinais. Portanto M[G] nao é enumeravelmente fechado. O

viey,
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Exemplo 3.3.5. Existe ordem que “torna” w-covering em enumeravelmente fechado.

Demonstragao. Seja P = Fn(/,2,w;) para um conjunto nao enumerdvel /. Temos que P
é enumeravelmente fechada (lema 1.2.24) e, portanto, wi-Baire. Em qualquer extensao por
P, temos CH ([Kun80]). Sendo assim, se M é w-covering, M[G] se torna enumeravelmente
fechado pelo teorema 3.1.3. O

Temos uma versdao da proposi¢ao 3.2.10 para enumeravelmente fechado e w;-Baire:

Proposicao 3.3.6. Seja P € M uma ordem parcial w,-Baire, onde M < Hy. Suponha que
p IF “M € enumeravelmente fechado” para alguma condigao (P, M)-genérica p. Entao M é
enumeravelmente fechado.

Demonstragao. Seja X C M um conjunto enumeravel.

Ja que p Ik “M é enumeravelmente fechado”, existem ¢ < p e 7 € M, P-nome, tais que
g X =1

O conjunto

B ~ (3Y, enumeravel, (7 I “TNV =Y7))
b= {T €P: V 7l “r NV nao é enumeravel”

é denso em P. De fato, se t € P\ D, t tem extensdo u, tal que u |- “7 NV é enumeravel”.
Como P é w;-Baire, existem v < u e Y € V, enumerdvel, tais que v IF “7NV =Y”. Dai, v
estende t e é elemento de D.

Dado que {7,P} C M, temos, por definibilidade, que D € M. Entao, D N M é pré-dendo
abaixo de p, visto que p é condicao (P, M)-genérica.

Seja r € D N M compativel com ¢ e fixemos s, uma extensao comum a 7 e g. Dado
que ¢ IF “7 é enumeravel”, fixemos, por elementaridade, Y € M, enumeravel, tal que r I+
“TAV=Y" EntdoslF“X=r1NV=Y"eX=Y€M. O

O exemplo abaixo mostra a necessidade de termos a condigao sendo (IP, M)-genérica.

Exemplo 3.3.7. Ezistem submodelo elementar K, que nao é w-covering, P € K, ordem
parcial enumeravelmente fechada, e G, P-genérico, tais que K|[G] é w-covering.

Demonstracio. Seja @ = X5 e suponha que vale 2% = R, ;, sempre que n € 4. (Observamos
que vale CH e dai temos que todo submodelo elementar w-covering serd também enumera-
velmente fechado.)

Vamos construir L < Hy satisfazendo:
w CL, cf(LNwy) =w e cf(LNuws)=cf(LNw,) = ws.

Depois construiremos f € P € L, tais que P é ws-fechada, P mantém “Vn € 4 (2% =R, )”
e ainda
cf(L[G) Nwy) = wy = cf(L[G] Nws) = cf(L[G] Nwy),
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sempre que f € G e G é [P-genérico.
Sendo assim, K = L N Hy, < Hy, mas nao é w-covering pois cf(K Nwy) = w (proposigao
3.1.5). Entretanto, se G for um P-genérico ao qual f pertenca, teremos

LIG] < H:[G] e cf(L[G] Nw;) = ws, paratodoz €5\ 1.

Pelo corolério 3.1.19, L[G] N H!:Z [} serd w-covering e pelo lema 2.1.5, K [G] = (LN H)[G] =
LIG)n HY 9.

Teremos, a seguir, @ < Hy que vai “controlar” cf(L N wy).
Por recursao, construimos uma seqiiéncia (Q.: @ < wi), de submodelos elementares w-
covering, tal que

l.Va<w (w3 CQa<Hp N |Qal =R3 A td(Qa) =wy ) e

2. Va<fB<w (QaCQs N QaNws € Qg ).

Observando o item 1, teremos sempre que td(Q,) = wy, pelo coroldrio 2.4.3. Ainda, pela

proposicao 2.4.6, Q, Nwy < wy. Seja Qo < Hy, w-covering, tal que ws C Qp e |Qo| = N3. Para

a € wi, seja Qay1 = Qu[Qa Nwy]. Pelo teorema 1.3.14, Qqy1 < Hy € ainda |Qot1] = N3 e

QaU{QaNws} C Quy1. Pela proposicao 3.1.20, Q41 €é w-covering. Para f < wy, limite, seja

Qg < Hp, w-covering de cardinalidade R3, tal que | J, «3®a CQp (que existe pelo lema 3.1.9).
Por construgao,

(—UBCQ: UQQ<H97

a<wi

@ tem cardinalidade Nj e, pela proposicao 3.1.8, é w-covering. Pelo corolédrio 2.4.3, td(Q) = wy
e, pela proposigao 2.4.6, QNwy é ordinal e (Q,Nwy: @ < wy) é seqiiéncia estritamente crescente
e cofinal em @Q N wy.

A seguir, construimos N < @, que controlard cf(L Nws).
Analogamente & construgao de @), teremos uma seqiiéncia (N,: @ < w;), de submodelos
elementares w-covering, tal que

1. Va < w; (

LU2U{QQ0LU4ZQ<LU1}CNQ'<Q e
A |Na| =Ry A td(N,) = w3 )

2. Va<f<w (NyCNg AN NyNws € Ng ).

Seja No < @, w-covering, tal que we U {Qa Nwg:ax < w1} C Ny e |[No| = Ry. Para o < wy,
seja Not1 = Na[ Ny Nws). Vale ressaltar aqui que N, Nws < ws C Q. Portanto, pelo teorema
1.3.14, Noy1 < Hp e também Q[N, Nws] = @ < Hy. Como N,y1 C Q, teremos Nyyy < @,
por causa do lema 1.3.10. Para < wy, limite, seja Nz < @, w-covering, tal que |Ng| = Ry e
Uacpg Na C Np.
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Definimos

N:UNQ

a<w]

e temos que wy U {Q, Nws:ax < w1} C N < @ e |[N| = Ry. Pela proposicao 3.1.8, N é
w-covering. Por construgao, (N, Nws:a < wy) é estritamente crescente e cofinal no ordinal
NN ws.

Finalmente chegamos ao L!

Seja Lo < N, w-covering de tamanho Ry, tal que {Q,Nwy:a < wi}U{NyNws:ax < w1} C
Lo. Para cada n < w, seja L,y1 = Ly[L, N ws], que é submodelo elementar de N (pelos
mesmos argumentos usados na construgao dos N,y1’s), é w-covering (pela proposigao 3.1.20)
e tem cardinalidade ®;. Definimos

L= L.

n<w

Dai L < N, tem cardinalidade ®; e, como (L, Nwy:n < w) é estritamente crescente e cofinal
no ordinal L N wy, L nao é w-covering. Dado que L C N, (N, Nws:a < wy) é cofinal em
L N ws, pois a mesma seqiiéncia é cofinal em N Nw;. Analogamente, (Qo Nwy: v < wy) é
cofinal em LN wy.

A ordem parcial é P = Fn(ws, ws, N3).

Como P C Hy, e |P| = |[ws x ws]<M| = [[ws x ws]e| = R3? = (2%2)X2 = 2% = Ry, temos
que P € Hy,, e, por definibilidade, P € L. Além disso, temos que P é ®4-c.c. Do lema 1.2.16,
IP preserva cofinalidades e cardinalidadas a partir de ®4. Do lema 1.2.24, concluimos que P
é Ws-fechada e, pelo corolario 1.2.26, IP preserva cofinalidades e cardinalidades até N3. Dado
que P é N3-Baire, “vn € 3 ( 2% = N,,; )” é mantido em qualquer extensdo por causa da
proposicao 1.2.28. Pela proposicao 1.2.19, temos “2% = X,” em toda extensdo por P.

Para a construcao de f € P, conforme nossos propésitos, precisamos de mais um submodelo
elementar.

Seja M < N, w-covering de cardinalidade N;, tal que L C M. Pela proposicao 3.1.5,
cf(M Nwy) > w;. Como |M| =Ry, M Nws é ordinal e M Nwsy < wy. Logo cf(M Nwy) =w; e
podemos fixar (y,: @ < wy), seqiiéncia estritamente crescente e cofinal em M Nws.

Vamos construir f € P, (P, M)-genérica, tal que, cf(L[G] Nwy) = w;, sempre que G é
genérico e f € G.

Seja (D, o < wy) uma enumeracao dos densos de P que sdo elementos de M.
Construiremos, por recorréncia, as seqiiéncias (fo: @ < wi) e (o a0 < wy), tais que

lL.Va<w (fa €DaNM A x4 € (dom fo) NL A fo(Za) =Ya ) €

2. Va<fB(dom f, Cxg A foC fz).
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Seja g = Np Nws. Como Dy € M é denso e {(zg,%0)} € M NP, existe fo € Dy N M,
tal que fo < {(®o,y0)}. Suponhamos as seqiiéncias construidas em 3 < w;. Temos que
X = {sup(dom f,):a < B} € M, visto que M é enumeravelmente fechado. Ainda, sup X €
M Nws € NNuws. Como (N, Nws: @ < wy) é cofinal em N Nws, temos que existe § < w; tal
que Ns Nws > sup X. Seja zg = N; Nws. Dado que

(U fa)U{{zp,ys)} € MNP
a<fB
e Dg € M é denso em P, existe fzg € DgN M tal que

fﬁ < (U fa) U {(wﬁ’yﬂ>}'

a<f

f:Ufa-

a<w]

Seja

Tomemos G um genérico ao qual f pertenca. Dai, F'=|JG € L[G}, dado que G € L[G].
Ainda F:ws — w3, f C F e, como z, € L C L[G], F(z.) € L|G], sempre que a < w;.
Portanto a fungao

a<w; - F(z,) = f(Ta) = Ya € LIG] Nwy

é estritamente crescente no ordinal L[G] N ws.

Dado v € L[G] Nws, temos que v € M[G] Nws = M Nwy, visto que f é (P, M)-genérica.
Dai, existe o < w; tal que v < y,. Concluimos, entao, que (F(z,):a < w;) é cofinal em
L[G] Nwy. Portanto, cf(L[G] Nwy) = wy.

Se v € L|G] Nws, temos que v € M[G] Nws = M Nws, pois f é (P, M)-genérica. Dado
que M Nws C N Nws, existe o < wy, tal que v < Ny Nws. Mas N, Nws € L C L[G]. Entao
(NaNws: a < wy) é cofinal em L[G] Nws. Concluimos que cf(L[G]Nws) = w;. Analogamente,
chegamos a cf(L[G] Nwy) = wy.

Sendo assim, chegamos a L[G] < HgV ¢ satisfazendo
cf(L[G] Nw;) = w;, paratodoi € 5\ 1.
Construimos assim L, IP e f como queriamos. Logo K = LN Hy, nao é w-covering mas K|G]
é w-covering e enumeravelmente fechado. O
3.4 k-covering

Visto que trabalhamos com subconjuntos enumeraveis, é natural pensar em generalizar a
defini¢do de w-covering para cardinais maiores.
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Definicao 3.4.1. Para um cardinal k, diremos que um submodelo elementar M, tal que
|M| > &, é k-covering, se para todo X, subconjunto de M de cardinalidade k, existe Y € M,
tal que X CY e |Y]| = k.

J4 podemos demonstrar, por causa da definicao:
Proposicao 3.4.2. Seja M < Hy, k-covering, onde k € M, é um cardinal. Entdao |MNk| = k.

Demonstracao. Seja X C M de cardinalidade k. Como M é k-covering, existe ¥ € M, tal
que X CY el|Y|=x.

Dado que Y € M, por elementaridade, existe f € M, bijegao entre k e Y. Como X C
M NY, temos que f~'[X] C M Nk, pelo lema 1.3.7. Dai [M Nk| > |f1X]| = |X|=x. O

Observacao 3.4.3. Se k é um cardinal tal que |M N k| = Kk, entdo M Nk € ilimitado em
K. O

Precisaremos de alguns resultados para provarmos os mais interessantes.

Lema 3.4.4. Seja k um cardinal tal que |M N k| = k. Se X é um cardinal tal que \ < cf(k),
entdo existe ;1 € M Nk, cardinal, tal que A < |M N pl.

Demonstracdo. Fixemos f: M Nk — kK, bijecao, e seja A = f7![\]. Entdo A C M Nk e
|A| = X\. J& que X\ < cf(k), supA < k. Pela observagao anterior, existe v € M N k, tal que
supA <. Logo, AC MNye=|Al <|MnN~|. Mas M N+ é equipotente a M N p, se
p = |y| (basta usar o lema 1.3.7). Sendo assim, A < |[M Npu|, p € M Nk e, além disso, p é
cardinal. . O

Coroléario 3.4.5. Seja k um cardinal. Se |M N kt| =k, entdo |M Nk| = k. O

Coroldrio 3.4.6. Seja M < Hy e sejan < w tal que |M Nwpp1| = N < 0. Entao
Wpn41 - M.

Demonstracao. Provemos por indugao em n.
Pelo corolério 1.3.9, M Nw; é sempre ordinal. Se |M Nw;| =Ry, M Nw; = wy.
Suponhamos |M N wyya| = N,40, onde M < Hy, para 6 > wy49. Pelo coroldrio anterior,

temos que |M N wy,i1| = R,4q e, pela hipétese de indugdo, wpyy € M. Como wyy1 € M,
podemos usar o lema 1.3.7 e a proposi¢ao 1.3.8, para provar que M Nw,42 é ordinal. Caso
M Nwnig < Wpyo, terfamos |M N wppo| < N,pq, um absurdo. O

Agora voltemos nossa atencao aos k-covering.

Teorema 3.4.7. Seja M < Hy e sejaxk € M um cardinal tal que k™ < 0. Se M é k™ -covering,
entao M € k-covering.
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Demonstragao. Seja A C M, com |A| = k. Ja que M é k'-covering, existe C € M, de
cardinalidade x*, tal que A C C.

Visto que {x*,C} C M, podemos fixar f € M, bijecdo entre k* e C. Como |A| = &,
temos que sup(f![A]) < kT e, ainda, existe v € M N k™, tal que sup(f~[A]) < 7, dado que
MNk™T éilimitado em x*. Sendo assim, B = f[y] € M, |B| = |y| = k, bem como A C B. O

Coroléario 3.4.8. Seja M < Hy e sejan um natural tal que w, 41 < 0. Se M é N, 1-covering,
entao M € R;-covering, para todo i € n+ 1. O

Corolario 3.4.9. Seja M < Hy e seja n um natural tal que w, 1 < 0. Se M é R, -covering,
entao wpy1 C M.

Demonstracao. Se M é w-covering, temos que wy C M, pelo teorema 3.1.4.

Agora suponha M < Hy, X, ;1-covering, onde w, 1 < 6. Pelo coroldrio anterior, temos que
M é R, -covering e, por hipétese de indu¢ao, wpy1 C M. Como w, 1 € M (por definibilidade),
M N w9 é ordinal.

Suponhamos M Nwy o < Wpye. Sendo assim, |M Nw,yis| = V1. Dado que M é R, ;-
covering, existe Y € M, tal que M Nw,42 CY e |Y]| = R,41. Seja

Z={x €Y:zéordinal A |z|] <N, 4}

Por definibilidade, dado que {Y,R,,1} € M, Z € M. Além disso, M Nwn4o C Z e, dai,
|Z| = W,,41. Também, por definibilidade, sup Z + 1 € w40 N M C Z, um absurdo. Portanto,
Wnyo C M. O

J& vimos que existem submodelos elementares w-covering de cardinalidade X;. Portanto,
estes nao sao N;-covering! Nao podemos esperar que, se M é R,-covering, também seja
R, 41-covering. Ainda assim, conseguimos a proposi¢ao abaixo:

Proposicao 3.4.10. Seja M < Hy, onde 0 é cardinal e X, < 0. Se M é R, -covering, para
todo n < w, entao M é W, -covering.

Demonstragao. Lembramos que o conjunto {R,:n < w} é definivel, e portanto, é elemento de
M. Sendo assim, R, = sup{R,:n <w} € M.
Seja A C M de cardinalidade X,,. Entao podemos escrever
A= A,
n<w

onde cada |A,| = N,. Por hipétese, para cada n < w, existe X,, € M, tal que 4, C X,, e
| Xn| =R

Sendo assim C' = {X,:n < w} é um subconjunto enumerdvel de M e existe D € M,
enumeravel, tal que C' C D, dado que M é w-covering. Como {X,, D} C M, temos que

E={zeD:|z|] <N, } € M,

é enumerdvel e C C E. Logo B =|JE € M e |B| < R,. Visto que A C [JC, temos
ACB. |




Capitulo 4

Extensoes de espacos topoldgicos por
forcing

Se tomamos um espago topoldgico (X,7), 7 pode deixar de ser uma topologia numa
extensao por forcing. Ainda assim, podemos usar 7 para gerar uma topologia em X nessa
extensao. Visto que podemos “ganhar” abertos (novas unides), propriedades topolégicas
podem ser perdidas ou ganhas. Este fato é objeto de estudo em varios artigos envolvendo
topologia geral e teoria dos conjuntos, como, por exemplo, [LaB92], [FLS96], e [GJT98] . Em
[Wat90], encontramos uma lista de problemas envolvendo esse tipo de questao.

Neste capitulo apresentamos os resultados, que conseguimos provar até o momento, en-
volvendo forcing e topologia geral. Alguns deles sao respostas parciais para. perguntas em

[Wat90].

Uma vez que podemos tomar um espago topolégico (X, 7) € M, e definir um novo espago
topolégico Xy (ver [Jun96], [JT98], [Tal00b] e [JT03], por exemplo), também podemos fazé-lo
numa extensao por forcing e obtermos o espaco Xps(¢)- Na iltima se¢ao iniciamos uma estudo
sobre esse dois espagos.

4.1 Algumas definicoes de topologia geral

Para detalhamentos e outros resultados sobre os conceitos, que relembramos nesta secao,
recomendamos consulta aos livros [Eng89] e [Juh80).

Definigao 4.1.1. Se X € um espago topoldgico e x € X, o cardter do ponto = é o
menor cardinal infinito &k para o qual x tem sistema fundamental de vizinhancas abertas de
cardinalidade menor ou igual a Kk, e serd denotado por x(z,X). Definimos o cardter do
espago topolégico X por x(X) = sup{x(z, X):z € X}.

Definicao 4.1.2. Diremos que um espago topolégico X é de Fréchet, se, para todo A C X
e todo x € A, eziste seqiiéncia em A que converge para .
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E facil ver que, se x(X) = R, X é de Fréchet. H4 exemplos que mostram que as duas
classes nao sao iguais.

Definicao 4.1.3. Seja X um espaco topologico. Diremos que A C X € sequencialmente
fechado, se todo limite de seqiiéncia convergente de A, também € elemento de A. O espaco
X € dito sequenczal se todo sequencialmente fechado for fechado.

Todo espago de Fréchet é sequencial.

Definicao 4.1.4. Seja X um espago topologico. Diremos que o tightness do ponto z,
t(xz, X), € o menor cardinal infinito k para o qual todo conjunto, ao qual p é aderente, admite
subconjunto de cardinalidade menor ou igual a k ao qual p também € aderente. O tightness
de X € o cardinal t(X) = sup{t(z, X):z € X}.

Temos que todo espaco sequencial tem tightness enumeravel.

4.2 Forgando alguma sequencialidade
Em [Dow88al, A.Dow mostra:

Lema 4.2.1 ([Dow88a, Lema 5.3]). Se X é um espago topoldgico de tightness enumerdvel
tal que todo todo subespaco enumerdvel Y satisfaz x(Y') = Ro, entdo tightness enumerdvel é
preservado por qualquer extensao por ordem parcial enumeravelmente fechada. Ol

Melhoramos este resultado mostrando que um espago topoldgico em tais condigbes é, na
verdade, de Fréchet e continua sendo de Fréchet nas extensoes.

Proposicao 4.2.2. Seja X um espago topologico com tightness enumerdvel tal que todo su-
bespago enumerdvel tem cardater enumerdvel. Entao X € de Fréchet e X continua de Fréchet
em qualquer extensao por forcing enumeravelmente fechado.

Demonstragao. Seja A C X e seja z € A.
Como t(z, X) = N, temos que existe B C A, enumerdvel, tal que € B. Seja Y =
B U {z} e temos que x(Y) = No. Fixemos (V,:n < w), seqiiéncia de abertos de X, tal que
{V.NY:n < w} seja sistema fundamental de vizinhangas de z no subespago Y. Para cada
n < w, fixemos
2o € BO([) Vin).

m<n
Seja 2 um aberto de X, vizinhanca de z. Existe ng < w, tal que V,,, NY C QNY. Portanto,
Tn, € Voo NY C Q, sempre que ng < n < w. Portanto (z,:n < w) converge para z.

Seja P uma ordem parcial enumeravelmente fechada. Pelo lema anterior, temos que X
continua tendo tightness enumeravel em qualquer extensao por P.
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Seja G um P-genérico. Se Y € V[G] é um subconjunto enumeravel de X, temos Y € V,
ja que PP é enumeravelmente fechada (proposigoes 1.2.29 e 1.2.28). Sendo assim, em V,
X(Y) = Ro. Dai, (x(Y) = Ro) VI,

Concluimos, entao, que X continua com as duas propriedades originais: tem tightness

enumeravel e todo subespaco enumeravel tem carater enumeravel. Pelo que j& provamos, X
é de Fréchet em V[G]. O

O exemplo abaixo mostra que nao podemos comegar com X sendo somente de Fréchet:

Exemplo 4.2.3. Ezistem um espago de Fréchet X e ordem parcial enumeravelmente fechada
P, tais que X mao tem tightness enumerdvel nas extensoes por P.

Demonstragao. Seja P = Fn(wi,w,N;), que j& sabemos ser enumeravelmente fechada. Seja
X =w; X wU {oo} (onde oo pode ser (w,w)), munido da topologia gerada por:

1. todo elemento de w; X w ¢é isolado e
2. se frw; — w,
U ={{,n):a<w; A n> f(a)}U{oo}

é vizinhanga aberta de co.

Por conveniéncia, definimos, para A C X \ {oc0} e @ < wy:
Ay ={n <w:{a,n) € A}.
Vejamos que, em V, X é de Fréchet. Como todo ponto de X diferente de co € isolado,

basta nos preocuparmos com a situagao na qual A C X e co € A\ A

Suponhamos que todos os A,’s sejam finitos. Podemos definir f:w; — w por

fla) = { max(A,) ,se Ay #0

10 , caso contrario

Como oo € A, existe (a,n) € Us N A. Daf, n € A, en > f(a) = max(A4,) > n, um absurdo!
Seja a < wi, tal que A, é infinito. Dai podemos escrever A, = {ni:k < w}, onde
(ng: k < w) é estritamente crescente. Dai

liin (o, g) = o0,

e cada (@, ny) é elemento de A.

Agora, seja G um P-genérico. Vejamos que, em V[G], t(co, X) > Ro.

Temos que B = |JG é uma fungao de w; em w e, dai B C X \ {oo}. Lembremos que os
abertos em V[G] sao gerados pelos abertos de V, logo, seja f € V, fungao de w; em w. O
conjunto

Dy = {p€P:3a € domp (pla) > f(a) )}
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é denso de P. De fato, se ¢ € P, seja a > sup(dom p) e teremos p = qU {{a, f(a) + 1)} € Dy
estendendo ¢. Se p € G N Dy, entdo existe @ < w; tal que n = p(a) > f(a). Sendo assim,

(a,n) epnNU; C BNUy .

Portanto oo € B.
Em V|G|, seja A C B, enumeravel. Como P é enumeravelmente fechada, A € V. Para

todo o < wy, |A4| < 1, visto que B é uma funcdo. Dai, co ¢ A. Logo B testemunha que, em
V[G], t(oc0, X) > V. O

A préxima proposicao mostra que nao é possivel diminuir o tightness para certas ordens
parciais.

Proposicao 4.2.4. Sejam X um espago topologico e x € X. Seja k um cardinal infinito e P
uma ordem parcial KT -c.c. Se existe p € P, tal que

plk 4z, X) <|&|”,
entao t(z,X) < Kk, em V.

Demonstracio. Seja A C X, tal que z € A. Como p I+ “& € E”, temos que existem ¢ < p e
7, P-nome, tais que
n

g “rk— A AN TeTan T

Pela lema 1.2.18, temos que existe F: k — P(A) tal que
Va <k (qlF “7(a@) € (F(a))” A |F(a)| <k).

Seja C = |, ., F(a). Dai C € [A]s*. Além disso, ¢ I+ “ran 7 C C”. Portanto q IF “¢ €

¢”. Como C € V, temos que z € C.
Portanto t(z, X) < k. O

Se tomamos kK = N na proposicao, chegamos ao:

Corolario 4.2.5. Seja P uma ordem parcial c.c.c. Se X ¢é um espaco topoldgico e eziste
p € P, tal que p - “¢(X) = Vo7, entdo X tem tightness enumerdvel em V. O

Nossos préximos resultados mostram que nao é possivel tornar um espacgo sequencial ou
de Fréchet: ele ja teria que o ser no “ground model”.

Proposicao 4.2.6. Sejam X um espaco topologico e P uma ordem parcial wy-Baire. Supo-
nhamos que X ¢é sequencial em uma extensao genérica por P. Entao X jd era sequencial no
modelo original.




4.3. FORCANDO ALGUMAS FUNGOES CARDINAIS ENUMERAVEIS 57

Demonstracao. Seja p € P, tal que p IF “X é sequencial”. Seja A C X sequencialmente
fechado e vejamos que p IF “A é sequencialmente fechado”.

Tomemos g < p e seja z € X, tal que
q IF “existe uma seqiiéncia de elementos de A que converge para z”.
Como P é w;-Baire, existem r < g e (z,:n < w), uma seqiiéncia de elementos de A, tais que
rl-“ li_ran () =%

Temos que, em V, lim, x,, = z, e, como A é sequencialmente fechado, z € A.

Dado que p IF “X é sequencial”, temos que p I “A é fechado”. Visto que A € V, temos
que A é fechado. O

Proposigcao 4.2.7. Sejam X um espago topoldogico e P uma ordem parcial w;-Baire. Seja
p € P tal que pl- “X é de Fréchet”. Entao X é de Fréchet em V.

Demonstracdo. Seja A C X e suponha z € A. Por hipdtese, temos que
p Ik “existe uma seqiiéncia de elementos de A que converge para z.”
Como P é w;-Baire, existem ¢ < p e (z,:n < w), uma seqiiéncia de elementos de A, tais que
ql-« li,l,n (B =5°.

Sendo assim, lim, z, =z, em V. O

Em [Pra99] temos resultados andlogos aos dois anteriores. Porém estes lidam com os
espagos X e Xy, e pede-se que o submodelo elementar M seja enumeravelmente fechado.

4.3 Forcando algumas fungoes cardinais enumeraveis

O coroléario 4.2.5 pode ser generalizado para ordens c.c.p. e pela mesma argumentagao,
podemos mostrar que certas fungoes cardinais nao podem se tornar R, para ordens c.c.p.
Antes de vermos tal teorema relembremos mais algumas funcoes cardinais:

Definigao 4.3.1. Para um espacgo topolégico X definimos:

1. a densidade de X, d(X) = min{|D|: D = X} + Ro. X serd dito separdvel se

2. o grau de Lindelof de X, L(X), como sendo o menor cardinal infinito k para o qual

todo recobrimento aberto de X admite subrecobrimento de cardinalidade menor ou igual
a k. X € dito de Lindelof se L(X) = Ro.
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3. 0 peso de X, w(X) = min{|B|: B € base para os abertos de X} + V.

Nenhuma das fungoes cardinais que citamos neste capitulo pode se tornar enumeravel para,
ordens parciais c.c.p. por causa do resultado a seguir:

Teorema 4.3.2. Sejam X um espago topologico e P uma ordem c.c.p. Tomemos uma fung¢ao
cardinal f € { t, d, x, w, L }. Se f(X) = Ro em alguma ezxtensio por P, entao, f(X) = Ny,
em V.
Demonstracdo. Seja f =t esejam A C X e x € A. Daf para algum p € P,

plF “t(&,X) =Ry A &€ A
Sendo assim, existem ¢ < p e 7, P-nome, tais que

qIF “t €7 A 7 éenumerdvel A T C A”.

Pela proposicao 1.2.32, existem r < g e C' € A, enumeravel, tais que r I+ “7 C C”. Portanto
riF“teC”exzeC. '

Dai t(X) = Ro.

Seja f = d. Seja p € P tal que p IF “X é separavel”. Sendo assim, existem ¢ < p e T,

P-nome, tais que
qglF “7 C X A é denso enumeravel de X”.

Pela proposigao 1.2.32, existem ¢ < p e D C X, enumerdvel, tais que g I- “7 C C”. Sendo
assim, D é denso em X e X é separavel.

Se f = x, sejam 7, a topologia de X, e p € P, tal que
p Ik “X tem carater enumeravel”.
Tomemos x € X. Entao existem ¢ < p e 7, P-nome, tais que
q - “r C T é sistema fundamental enumeravel de vizinhancas de Z”.

Pela proposicao 1.2.32, existem 7 < g e V C T, enumerével, tais que r I “7 C V”. Sendo
assim, V € sistema fundamental enumerdvel de vizinhangas de z e x(z, X) = Ro.

Para f = w ou f = L, os argumento sao anélogos! O

Observacgao 4.3.3. No teorema anterior tratamos de algumas das fungoes cardinais mais
significativas. Resultado andlogo pode ser conseguido para outras funcées cardinais como, por
exemplo, mx (pseudo-cardter) e mw (pseudo-peso) (ver [Juh80)]).




4.3. FORGCANDO ALGUMASFUNGCOES CARDINAIS ENUMERAVEIS 59

No teorema anterior observamos que, se tornamos X um espaco de Lindel6f numa extensao
por um forcing c.c.p., ele ja era de Lindel6f no modelo original. O resultado abaixo mostra
como manter a propriedade de Lindelof numa extensao por forcing e responde parcialmente
a seguinte pergunta de S.Watson em [Wat90]:

Pergunta 4.3.4 ([Wat90, problema 87]). ZFC implica que forcing enumeravelmente fe-
chado preserva “ser de Lindeldf” para espacos de cardter enumerdvel?

Observagao 4.3.5. Depois da conclusdo desta tese encontramos em [Tal95] um resultado
parcial relacionado a pergunta anterior. F.Tall apresenta varias condigoes sob as quais um
espago de Lindelof se mantém de Lindelof nas extensoes por forcing enumeravelmente fe-
chado. Nosso resultado apresenta uma demonstragcao “mais direta” para uma das condigoes.

Proposicao 4.3.6. Seja X um espago topologico de Lindelof de cardinalidade X, e seja P
uma ordem parcial enumeravelmente fechada. Entao X se mantém de Lindelof numa extensao
por P.

Demonstragao. Seja T a topologia de X em V. Suponha que existam p € P e 7, P-nome, tais
que

p - “XC_IUT AN TCT”.

Sejar < p. Suponha X = {z,: @ < w;}. Vamos construir, por recursao, ((pa, 2a): @ < wy),
tal que

LVYa(za €Q€T N pa <71 A pall—“QaeT”)e

2. Va< B (ps<pa)

Como 7 IF “%g € |J7 A 7 C T”, existem py < 7 e )y € 7, tais que zg € p € po I Qo € 7.
Suponha a seqiiéncia construida até . Como IP é enumeravelmente fechada, existe ¢ € P, tal
que Ya < B (¢ < pa). Dali, existem pg < g e Q25 € 7T, tais que pg IF “Qg e’

Dado que X é de Lindelof e {Q2,: @ < w;} é recobrimento aberto de X, existe Y C wy,
enumeravel, tal que X C |J, oy Qa- Seja v < wy tal que y > sup Y. Entéo

Py IF “X C U{Qa: a<yf”.
Ainda, p, IF {Q:a < v} C 7. Portanto mostramos que

p IF ¢ existe subrecobrimento enumeravel de 7 ”.

A pergunta fez sentido uma vez que temos:

Corolario 4.3.7 (CH). Se X ¢é um espago topoldgico de Hausdorf e de Lindeldf, que tem
cardter enumeravel, e P € uma ordem parcial enumeravelmente fechada, entdo X se mantém
de Lindelof nas extensoes por PP.

Demonstrag¢ao. Basta lembrarmos que, pelo teorema de Arhangel ‘skii (ver, por exemplo,
[Juh80)), | X| < 2L()xX) >
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4.4 Os espagos Xy e Xy

Dados M < Hy e (X,7) € M um espago topolégico, podemos definir uma topologia
em X N M, tendo como base o conjunto {U N M:U € 7T N M}. Chamemos X N M, com
esta topologia, de X);. Esta topologia €, em geral, menos fina que a topologia de subespago
induzida por (X, 7) sobre X N M. Esta construcao pode ser encontrada em [JT98].

Se {X,7T,P} € M < Hp, é natural considerar em uma extensdo por PP, dois espacos
topoldgicos: Xy e Xjr(g. Temos o diagrama:

\Ys - VI[G]
X Lo )l(
Xy Xwm(a)
P

Xum

O que se pode dizer desses dois espagos? Se M[G] NV = M, temos que os dois espagos
serdo iguais. Note que, em geral, X N M[G] = X N M nao implica que Xy; e X M[c) coincidirao
como espago topoldgico. Como Xy C Xypy(g), serd que Xy € subespago de X () na extensao?
X e pode ser subespago de X7 Apresentamos nesta segao alguns resultados inciais e exem-
plos basicos. Esta investigagao estd no inicio e pretendemos dar-lhe continuidade num futuro
breve.

Como conseqiiéncia imediata da definicao das topologias envolvidas mostra-se:
Proposicao 4.4.1. Se B € M, é uma base para os abertos de X, entao:

1. {UNM:U € BN M} é base para Xy, em V e em V[G]; e

2. {UNMI[G):U € BN M[G]} € base para X pq)-

Podemos, entao, mostrar:
Proposicao 4.4.2. Sejam X, T, P e M nas condi¢des descritas até o momento.
1. Xy € subespago de X, em V, se, e somente se, o € em V|[G]|.

2. Se X\ € subespago de X, em V, entao, Xy € subespago de Xprc), em V[G]; e
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3. Se Xy € subespago de X, em V, e X N M = X N M[G], entdo X € subespago de
X, em V[G].

Demonstracao. 1. Conseqiiéncia da proposicao anterior.

2. SejaV € TNM[G] esejax € VNM. Dado que X é subespago de X, existe U € TNM,
talquez e UNM C VN M. Como a inclusao continua valendo na extensao, segue que
Xu € subespago de X yq)-

3. Demonstra-se analogamente ao item anterior.
O

Em [Jun96] encontramos discutido o caso no qual kK € M é um ordinal com kK N M =
[ < K, e toma-se X = k + 1 com a topologia usual da ordem para um ordinal. Temos que
Xy = BU{k} com a topologia: em (3 coincide com a mesma de 7; e os abertos bdsicos!
para k sao |a; B[U{k}, para a < . Como |3; k| é aberto, X falha em ser subespago de X.
Mesmo assim, notamos que X,; é homeomorfo a 4+ 1. Para poder acontecer M Nk < k,
com kK € M, temos que M nao pode ser transitivo. Nesta situacao, pela proposicao 2.4.6,
td(M) = k. De qualquer maneira, se M for transitivo, caimos na trivialidade, uma vez que
os espagos X, Xy e Xy coincidirao. Chegamos, entao, ao:

Exemplo 4.4.3. Se M < Hy é nao-transitivo, existe espago topologico X € M para o qual
sao equivalentes:

1. Xy € subespago de Xpq),
2. XNM=XNM[G] e
3. os espacos Xy e X M[G] coéncz’dem. |

Demonstragao. Seja X = td(M) + 1 e tomemos a topologia usual de ordem para um ordinal.

(1 — 2) Seja f € kNM[G]. Dai |3; k] € M[G] e é vizinhanga de k. Logo existe « € M Nk,
tal que Jo; k)N M C |B; k). Logo a > 8. Mas td(M)N M é ordinal e a +1 C M. Concluimos
que S € M.

(2 — 3) Pelo pardgrafo anterior, temos que Xy e X)) tém os mesmos abertos. O

Observamos que este exemplo ainda ndo demonstra a necessidade de “XNM = X NM[G]”
no item 3 da proposicao 4.4.2, visto que X, nao é subespago de X. Esta questao continua
em aberto para o nosso estudo:

Pergunta 4.4.4. “X); € subespaco de X” implica que “Xjjq € subespago de X7, mesmo
quando X N M # X N M[G]?

O resultado a seguir é conhecido e pode ser encontrado em [Jun96].

'Para um espaco de ordinal, usamos a notagao popular “Ja; 8[” para indicar o conjunto {y < f:a < v} e
suas variagoes naturais para [a; ], [o; B[ e |o; A].
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Teorema 4.4.5. Se X € M < Hy é um espago topolégico de cardter enumerdvel, entao Xy
é subespaco de X. ]

Sendo assim, temos:

Corolario 4.4.6. Se X € M < Hy é um espaco topologico e P € M € uma ordem parcial,
entdo Xpq) € subespago de X, em V[G], sempre que (x(X) = Ro)VIc. O

Usamos este fato para mostrar:

Exemplo 4.4.7. Ezistem um espaco topologico X e uma ordem parcial P nas condicées do
coroldrio, tais que Xy nao € subespaco de X mas Xyq) € subespago de X.

Demonstragao. Seja P = N o forcing de Namba (ver exemplo 3.2.9). E fato que N preserva
w; mas colapsa a cofinalidade de wy para w.

Sejam X = wy+1e M < Hp, w-covering de cardinalidade X; (construgao possivel pelo lema
3.1.9). Pelo teorema 3.1.4, temos que w; € M. Pelo corolario 2.4.3, temos que td(M) = ws.
Pela proposic¢ao 2.4.6, M Nwy < wy. Pela proposigao 3.1.5, ¢f(M Nws) = wy. Em X geramos
a topologia por

1. todo a < wy é ponto isolado e
2. para cada a < ws, 0 conjunto |a;ws] é vizinhanga aberta de ws.

Notamos que |a;ws] € M se, e s6 se, @ < M Nwsy. Por causa do aberto |M Nwsy;wsy|, X nao
é subespago de X. Em V, x(w2, Xpr) = w; e x(wg, X) = wy. Dado que (cf(wy) = Ro) VI,
temos que (x(X) = Ro)VI® e, portando Xy é subespago de X, em V[G]. O

A compactificagdo de Stone-Cech de w nos proverd mais um exemplo. Nés a de-
notaremos por fw e serd o conjunto dos ultrafiltros em w com a topologia gerada por
B = {o(a):a € P(w)}, onde o(a) = {U € Pw:a € U}. Em [Wal74], por exemplo, pode-
mos encontrar os resultados aqui citados sobre fw. E conhecido que B é o conjunto dos
abertos-fechados de Sw e que estd em bijegcdo com P(w). Portanto, se fw € M < Hy, entao
B € Meola) € M se, e sése, a € M. Ainda, dado que os ultrafiltros fixos de fw sao
elementos de M (por definibilidade), o(a) N M C o(b) N M se, e s6 se, a C b. Lembramos
também que A C U gera U se, para todo b € U, existe a € A, tal que a C b. Para fw temos:

Proposicao 4.4.8. (fw)y € subespago de Pw se, e somente se, M NU gera U, para todo
Uepwnh.

Demonstragdo. (S6 se) Sejam b € U € M N Pw. Se (Pw)y é subespago de Pw, temos, pela
proposicao 4.4.1 e pelo paragrafo anterior, que existe a € P(w) N M, tal que o(a) N M C
o(b) N M. Também pelo paragrafo anterior, concluimos que a C b. Logo M NU gera U.

(Se) Suponhamos que U € M N fw e seja b € U. Por hipdtese, existe a € M NU, tal que
a Cb. Daio(a) e M el € o(a)NM Co(b)N M. O
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Dada a construgao das vizinhangas dos elementos de fw, temos, como conseqiiéncia ime-
diata:

Proposigao 4.4.9. Se U € fw, entao x(U, fw) = min{|S|: S gera U}. O
Em [Wal74] ou [Bla03], podemos encontrar a demonstracdo para:

Proposigao 4.4.10 (Pospisil). Fziste U € Pw, tal que x(U, fw) = c. O
Portanto, temos:

Proposicgao 4.4.11. Se |M| < ¢, entao (fw)y nao é subespago de Pw.

Demonstracao. Como existe U € fw, tal que x(U, Pw) = ¢, podemos, por elementaridade,
tomar tal i € M. Sendo assim, |M NU| < ¢ e M NU nao pode gerar U, pelas duas proposigoes
anteriores. Pela proposi¢ao 4.4.8, (fw)y nao é subespago de fw. O

Apds expormos estes resultados, temos:

Exemplo 4.4.12. E consistente que existam submodelo elementar M e ordem parcial P € M,
tais que (Bw)py ndo € subespago de fw mas (Bw)c) € subespago de fw, nas extensoes por P.

Demonstracao. Seja V um modelo de “CH. Sejam M < Hj, w-covering de tamanho ¥; (que
existe pelo coroldrio 3.1.7), e P = Fn(/, 2,w;), para I € M nao enumeravel. Por definibilidade,
{P, Bw} C M. PP é enumeravelmente fechado pelo lema 1.2.24.

Pela proposigao anterior, ja que X; < ¢, (fw)y nado é subespago de fw. Provamos no

teorema 3.2.3, que M[G] é w-covering e enumeravelmente fechado, j& que vale CH em VI[G]
([Kun80]), e dai, P(w) € M[G]. Logo (Bw)m|c) é subespago de Sw. O



Consideracoes finais

Além das perguntas deixadas ao longo do trabalho, vale a pena ressaltar que varias linhas
de pesquisas podem ser seguidas a partir deste. Apresentamos aqui algumas destas.

Algumas propriedades de submodelos elementares ainda nao foram trabalhadas. Por exem-
plo, internally approachable (ver [Kru]), que surge quando nao temos CH.

O teorema 3.2.7 apresenta uma reciproca parcial para o teorema 3.2.8. P.Larson nos
apresentou uma generalizacao do forcing de Namba que, aparentemente, nao torna as co-
finalidades enumeraveis mas nao é c.c.p. Parece, também, que preserva w-covering.

O exemplo 3.3.7 nos mostrou a dificuldade de “incluir” elementos em um submodelo ele-
mentar e a de construir condigao que nao é (P, M)-genérico. Esse mesmo problema se refletiu
para diferenciar Xj; e Xyg)- Os casos mais interessantes sao os que tratam de preservagao
de cardinais ou cofinalidades.

O autor pretende prosseguir com o estudo iniciado na secao 4.4 e tentara aplicar as técnicas
usadas no estudo dos submodelos elementares w-covering para resolver problemas relaciona-
dos a preservacao de propriedades topoldgicas. Na literatura estudada envolvendo a fungao
Cov,(+) nao se encontrou o uso de tais submodelos elementares. Seria esse “approach” possivel
para o estudo de pcf theory? Podem os submodelos elementares w-covering acrescentar algo
de novo - ou mesmo algo - a tal teoria? E realmente uma abordagem diferente?

Além do mais, todas as linhas de pesquisa citadas também interessam muito o autor, bem
como o descrito na pergunta 4.3.4.
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