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Resumo

Se À4 é um subnlode]o e]einentar de .17o, onde 0 é um cardina] regu]ar, ]P' C M é uma
ordem parcial e G é uin P-genérico, tomamos, na extensão por /orcáng VJCI, o conjunto
À4lCI = {tG: 1- é um ]P-nomes. Este é um subinodelo elementar de Hr]C], ou seja, de "Ho"
da extensão. Neste trabalho analisamos algumas propriedades para subnlodelos elementa-
res, por exemplo, quando estas são preservadas numa extensão por /orcáng. Damos especial
atenção à propriedade de ser u-covering e investigamos a existência de submodelos elementa-
res u-covering com ullla determinada cardinalidade. Finalmente estudamos a preservação de
algumas propriedades topológicas por /orcáng.

Abstract

If M is an elenlentary submodel of Ho (for a regular cardinal 0), P C M is a parcial order,
al-Ld G is a ]P-generic filter, we can take the set .ÍVICI = {zc: 1- é um P-nomes, in the extension
by /orcãng vlal. We have that it is al-l elementary submodel of /7;'lCI, i.e., the "Ho" of the
extension. On this work we analyze some properties for elementary submodels, for example,
when these are preserved on an extension by /orcãng. For instance, we focus on the o-covering
property and we investigate the existence of u-covering elementary sublnodels of some given
cardinality. Later we study the possibility to preserve some topological properties by /orcáng.
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Introdução

Desde sua criação, por Paul J. Cohen em ICoh631, a técnica de /orcíng tem sido usada
como ferramenta para demonstra.t a consistência e a independência de certos resultados, bem
como para obter novos princípios combinatórios. Em ambos os casos, encontram-se inúmeras
possibilidades de aplicações à Tipologia Geral e à Teoria dos Conjuntos.

Ui-na vez que numa extensão por Jorcáng podemos ganhar novos subconjuntos de um
conjunto do modelo inicial, e com isso tecemos novas uniões, em geral uma topologia do modelo
inicial deixará de ser uma topologia na extensão. Entretanto, a topologia inicial é base para
uma nova topologia na extensão. E natural, então, considerar este novo espaço topológico e
nos questionainlos quais propriedades topológicas são preservadas, quais são eventualmente
ganhas ou perdidas. Muito já foi publicado sobre essa discussão e podemos citar IDTW90al,
IDTW90b), ILaB921, IFLS961 e IGJT981. No livro Open ProbZems ín TopoZogy (jvMR901), por
exemplo, encontramos um parágrafo (IWat901) somente com perguntas em aberto acerca de
preservação de propriedades topológicas por /orcáng.

Desde os ai-los 80 o uso dos sublnodelos elementares se difundiu coillo ferramenta em
Tipologia Geral e em Teoria dos Conjuntos pala demonstrar teoremas, bem como para cons
fruir importantes exemplos de espaços topológicos. Alguns desses usos podem ser vistos ein
IDow88al, IFW951 e IBa1961. Neste último, Zoltan Balogh construiu, em ZFC, um espaço de
Dowker com a cardinalidade do contírzuwm. O único exemplo obtido por Mary Elles Rudin
(IRud841) , até então, tinha caidinalidade muito maior.

Em IDow88al e em IDow951, por exemplo, encontramos espaços topológicos e subinodelos
elementares "interagindo" com algum:t tipo de propósito específico. Lúcia Junqueira e Hank
Tall, ein IJun961 e em IJT981, olham esta interação na forma de uma construção de espaço
topológico via uma operação topológica envolvendo um espaço topológico e um submodelo
elementar. Se <X,7> c M -< .ll/a é um espaço topológico, podemos deHnir uma topologia
em x n ]w, tendo como base o conjunto {t/ n M: u c 'r n M}. Chalnemos x n .l\4, com
esta topologia, de XW. Esta topologia é, em geral, menos fina que a topologia de subespaço
induzida por <X, 7> sobre X nM. Ten:t início, então, um estudo mais sistemático desse espaço
e de suas propriedades, bem colho das possíveis "heranças" entre X e Xw. Além de IJT981,
podemos citar IKT00j, ITa100al, IJun001, ITa100bl, IJT031 e IKun031.
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2 INTRODUÇÃO

Esta tese teve seu "gern]e" no estudo dessas duas ferramentas en] conjunto. Essa conjunção
faz sentido pois, se IP C M -< .ll/P é uma ordem parcial, construímos À/ICI = {rc:'r C
À4 é p'-nomes e podemos provar que M l(i;l -< .27olGI ::; /lrv]c]. Estas proposições se encontram
demonstradas no livro Propor Forcing (IShe821). Outros resultados e usos de MIAI encontratn-
se dispersos na literatura como, por exemplo, em IDow88bl, IDow891 e IDow921. Nós nos
propusemos inicial um estudo mais cuidadoso da conjunção entre essas duas ferramentas.

Várias questões acabaram por cruzar nosso caminho e as respostas - algumas delas parciais
vieram formar esta tese de doutorado. São elas:

1. 0 que acontece entre M e MIAI?

2. Numa extensão por P, temos dois espaços topológicos: XM e XWlq. Colllo estes se
relacionam?

3 Se M é enuineravelmente fechado ou u-covering, o que pode-se esperai de .A4lCl? De
pende de hipóteses sobre ]P uma possível herança de uma das propriedades?

4. E as propriedades por si sós? Como é um submodelo elementar u-covering? E um
enumeravelmente fechado?

No primeiro capítulo apresentamos alguns dos insultados básicos conhecidos - e alguns
não tão conhecidos - sobre /orcáng e sobre sttbmodelos elementares. Nós nos concentramos
naqueles que mais usamos ao longo do trabalho e tivemos por intenção fixar a notação, sempre
usual e encontrada em IKun801, IJec031 e IEng891.

No segundo capítulo apresentamos ump amplificação da demonstração de Saharon Shelah
(em IShe821) para ".iWICI -< .HolG1 - /4'ÍCi«, à a demonstração de "À/lcl n v = À/". Ele,
nesse livro, chega à definição de /orcáng própho e para tanto define condições (F', M)-genéricas.
Nós as destrinchalnos, analisando a igualdade dais "globalmente" . Acabamos por tratar da
transitividade de M e definimos o cardinal td(À4).

No capítulo seguinte estudamos a propriedade "w-covering" mais atentamente. Classifica-
mos os "menores" submodelos elementares w-covering e veri6calnos que, a partir de N., nem
todo cardinal pode ser cardinalidade de um submodelo elementar w-covering. Por exemplo,
assumindo a existência de determinados Zarye cardãrzaZs, podemos não ter submodelos elemen-
tares w-covering de cardinalidade N.+i. Piovainos que a existência de submodelos elementares
u-covering de cardinalidade K depende da cofinalidade de IKIK' colll relação a Ç. Estudamos
a preservação de propriedades, como ser w-covering ou enumeravelmente fechado, de .A4 para
WI(;l. Por exemplo, provámos que, se M é w-covering e P tem a countaó/e couehng prope7'tg/

(c.c.p.), então À4lCI é u-covering. Na última seção iniciamos um estudo da generalização
naturalpara "K-covering"

No último capítulo retomamos ao estudo de preservação de propriedades topológicas nas
extensões por /orcáng. Fizemos uma análise "backward", ou seja, que volta ao "passado",
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pata propriedades topológicas como ser de Fréchet, sequencial ou ter tãghtness inumerável.
Este mesmo tipo de análise foi aplicada a algumas funções cardinais e mostramos que /orcÍng
por ordens parciais com a cowrztable coueNng propedZ/ (c.c.p.) não pode "colapsar" algumas
delas a No. Respondemos, então, parcialmente algumas perguntas de IWat901. Na última
seção temos um estudo inicial sobre XW e XmlCI.

Os resultados que não têm autoria mencionada nem comentada são do autor. Parte do
terceiro capítulo foi desenvolvido en] conjunto não somente com a orientadora idas tambéna
com o Prof. Paul Latson que esteve em visita à Universidade de São Paulo em junho de 2006.
Resultados desse capítulo e do segundo compõem o artigo já submetido IJLPj.
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Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo vamos enttncial quase todos os conceitos necessários para a leitura deste
trabalho. Além de convencionarmos a notação, enunciaremos fatos que minimizam a consulta
a outros trabalhos. Os resultados que foram demonstrados representam algum tipo, parcial
ou total, de contribuição do autor.

1.1 [Feoria dos Conjuntos
TYabalharen:tos sob a axiomática de Zermelo-l+aenkel e admitindo sempre o Axioma da

Escolha (ZFC). ON denota a classe dos ordinais e CARD é a classe dos cardinais.i

Se 5; é uilla ordem parcial en-l X, dizenaos que /: y ---> X é uma função cofinal eln X,
cona relação a $, se, para todo z C X, existe Z/ C y, tal que ír $ /(3/).

Para X, conjunto de ordinais, cf(X) denota o menor ordinal a pala o qual existe /: a
X, função estritamente crescente e coíinal em X. Tal ordinal será chamado de cofinalidade
deX

Se X é um conjunto, P(X) é o conjunto das partes de X. Se K é um cardinal, IXj" é o
conjunto das partes de X de cardinalidade H. Analogamente podemos definir IXj<" ou IXJS"

CH é a Hipótese do Contínuo, ou seja, a afinação "Ni = 2n' = c". GCH é a
H.ipótese Generalizada do Contínuo, ou seja, a armação "para todo ordinal a, vale
( 2N' = N.+t )"

Na exponenciação cardinal, a cofinalidade da "base" é sempre determinante. Sob GCIH,
esses valores são facilmente calculados. Porém GCH é deveras muito fortes Pode-se en-
fraquecer tal hipótese mantendo ainda "boa" determinação para o cálculo da exponenciação

tEn)bola ON e CARD sejam classes, collleteienlos o abuso de escrever "a C ON", "K C CARD" e
"a C À4 n ON" , pala abreviar as frases "a é uln ordinal", "K é um caidinal" e "cr é Oldinal que é elemento
de À4" , respectivamente. Isso somente pala citei alguns exemplosl
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6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

cardinal. Uln desses enfraquecimentos é a Hipótese para Cardinais Singulares (indi-
cada por SCIH) que afirma o seguinte: "para todo cardinal singular n, se 2'r(") < K, então
KCf(K) ;; K.+» 2

Para resultados sobre ,4htmética C'ardina/ e para SCH recomendamos fortemente o livro
IJec031.

A seguir apresentamos definições e resultados sobre ilaodelos importantes de ZFC--P.3 A
grande maioria pode ser encontrada no livro IKun801.

Definição 1.1.1. Seca .A um c07Üunto. Z)e$nimos, por rec rsão em n < w; UO.4 = ,4 e
U "+:..'l U(U".'l). 0«6 tem«,o; o .&ch. t-nsítiu. de ..4.

trcl(.A) U(U"-4).

Lembremos que uin conjunto X é dito transitivo se z C X, sempre que z C X

Lema 1.1.2. Seca .A um c07Üunto. .Então;

í. trcl(.4) é t«n.{tá« . é o «..-, t««.át:" g«e contém .4. Pod-t., .A é t««;it:" ";
e .ó «, .'l - trcl(.'1).

2. Se :« C .A, trcl(:«) C trcl(Á).

3. trcl(Á) - .4 U Ultrcl(z): :« C .A}.

Sendo assim, podemos definir:

Definição 1.]-.3. Para qwa/quer cardánaZ ingrato K, H. = {z: jtrcl(z) < H}.

Os elementos de .H. são ditos ter cardinalidade hereditária estritam
que K. Ainda temos que cada .17. é conjunto:

l.ema 1.1.4. Sda K u« cardánaZ {n#náto. Se z é co@Hnto e jtrcl(z) < K, então rank(aç) < K.
PoManfo, .Z]/. é cor%junto. []

Lema 1.1.5. Para H, cara naJ ánánãto, temos.

1. .17. é transitado e .17. n ON = K. 3. Se z, y C .H., então {z,g} C .fí'..

2. Se z C H., então U z C -Z7K. 4. Se g C z € }7., então g/ C H.

zK+ dellota o cardinal sucessor de K.
aVale iessalta] aqui que "ser modelo de ZFC--P" é sei modelo para ZFC a ]nenos do Axioma das Partes

(por isso o "--P")-

ente menor

n



\.2. FORCiNG

5. Se K é «g«Z«, .ntão V:« ( «; C H. n «; C H. A lzl < K ) n
D

n
Teores-na 1.1.6. Se K > w é regular, então .ll/,; é morte/o de ZFC P

Proposição 1.1.7. Se K > u, então IH«l 2<"

1.2 -Zi'orcãng

Forcãng é a técnica com a qual Paul J. Cohen (ICoh631) demonstrou a consistência da
negação da Hipótese do Contínuo (=CH), bem como a consistência da negação do Axioma
da Escolha com ZF. Basicamente ela consiste em estender um "modelo enumerável transi-
tivo V de ZFC" adicionando a ele um nodo conjunto G e obtendo-se um modelo transitivo
enuinerável VJCI de ZFC. Esse novo conjunto será obtido através de uma ordem parcial IP
tomada em V

O abuso de supor V modelo de ZFC não nos causa problemas pois lembramos que un)a
demonstração matemática envolve somente uma quantidade finita de axiomas da Teoria dos
Conjuntos. Para qualquer lista finita de axiomas de ZFC podemos Ihe produzir un:l modelo
enumerável e transitivo

Para a Zãnguagerrz de /orcing seguiremos neste trabalho muito da notação de IKun801.

Por todo o trabalho, sempre que "forçarmos" com uma ordeili parcial, esta será uma. tripla
<lP, $, 1>, onde l é o maior elemento de P. Em geral abreviarenlos esta tripla por P

Todo elemento de IP será chamado de condição. Diremos que a condição q é extensão da
condição p, se q 5; p. Duas condições serão ditas compatíveis se têm extensão :em comum
Se p e q forem incompatíveis, denotarem)los esta situação por p l q.

Dizemos que -Z) Ç P' é denso em P', se toda condição de P' tem algunaa extensão em -D.
Z) Ç IP será dito pi'é-denso se toda condição de P' é compatível cona alguill elemento de 1). De
maneira natural estendemos estas definições para denso abaixo de p e pré-denso abaixo
de p, onde p C IP. .D Ç IP é dito aberto em F', se toda extensão de elementos de .D também
é elemento de .D.

Diremos que .A Ç F' é uma anticadeia se quaisquer dois elementos distintos de .4 são
incoilapatíveis. Uma anticadeia é dita maximal se não há anticadeia própria que a contenha.
Uma partição de uma condição p é uma anticadeia cujos elementos são extensões de p e que
ainda é pré-denso abaixo de p.

Um filtro em P' é um subconjunto G de 1", tal que:

1. Vp, q C G ]r C G ( r 5; p A r $q)e

2. Vp C G Vq C P' ( P 5; q --, q C G )

Um filtro é dito ]P-genérico (sobre V) se intersecta todos os densos ein ]P (de V). E fato
conhecido:
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Proposição 1.2.1. São eguãuaZentes;

1. G é genético,

2. G intersecta todos os pré-densos de P' e

3. G intersecta todas as anticadeias ma=ámais em V'

Ainda, se p ç: G e G é $\tro, G ser genético equiual,e ü:

1. G intersecta todos os densos abaixo de p,

2. G intersecta todos os pré-densos abaixo de p e

3. G intersecta todas as paüições de p.

Também, se E Ç V' e E não intersecta o genético G, então existe q C G incompatível. com
todos os elementos de .E. []

Os elementos de VJCI serão obtidos através de "nomes" en] V e do genérico G. Portanto,
todos os elementos de VJCI terão nomes em V. Desta forma poderemos "falai" , ein V, de
objetos em vlal.

Definição 1.2.2. De$nimos, por recursão no rank(r), gue 1- é 'uM p'-nome se, e somente

7 éumareZação e V<a,p> Cr( .- éP-nome A pCP').

Para garantirmos que V seja sempre subconjunto de VJCI, criamos "nomes-padrão" pala
os elementos de V

Definição 1.2.3. Se z C V, então i= {<©, 1> : Z/ C z}.

A seguir definimos aqueles que serão os elementos de VJCI.

Definição 1.2.4. Se G é um p'-genéãco e r é um ]P nome, então

zc = {o-c;: <a, P> C 1- A P C G}.

Definição 1.2.5. Se G é um p'-genéhco, então Vjal = {zc:l- é IP-nomes.

Lema 1.2.6. Se G é m genéhco, então:

/. Vz C V ( É é ]P-nome A (i)c - z ) .

2. 1' {<P,p>:pciP} élP-nome, I'c=G e VuÍalcVjal.

se, l- = 0
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Até o momento percebemos que, se G não for elemento de V- e eln geral não será
os elementos de V não coilseguein dizer "quem" (o que) são os elementos de Vjal. Apesar
disso, o /orcÍng nos dá ferramentas pala que os elementos de P decidam sobre os teoremas
verdadeiros em VÍCI.

Definição 1.2.7. Sda @(ul, . . . ,u«) uma /ó7muZa rza q aZ somente as uaháuezs ui, . . . , u«
são Záures, e soam ,-1, . . . , %., F'-nomes. Z){zemos que uma condição p .força @(,-l, . . . , Tn) -

. de«t«.m« «s« ;átu«ção p« '» If-- @(,:, . . . ,Tn) ", « «Ze (@((,-:)G, . . . , (h.)C))"]'], p««
todo genético G ao qual, p l)eüence.

Rapidamente chega-se ao

Lema 1.2.8. Aras condições da de$náção, são equáuaientes

.Í. P IF-' @(,-:, . . . , Tn),

2. Vr $ p ( r If- @(.-i, ,Tn) ) .

3. {«: , 1F-' @(,-:, , h.)} é d.n;o «Z,«à«o 'Z' P. n

Essa definição usa genéricos e portanto ficamos com a incómoda sensação que decidir
sobre "forçar uma fórilntla @" depende de verificações sobre elementos que não são elementos
do nosso modelo inicial, ou seja, que não podemos "falar" de /orcãng estando em V. Esse
incómodo é contornado com a definição de " 11-* ". Esta não usa os genéricos e lida somente
com subconjuntos densos e pré-densos abaixo de condições. Portanto " If-* " será definível
em V e a decisão sobre "p If-'* @(7-l, . . . , Tn)" pode ser tomada em (dentro de) V. Demonstra-se
que p IF @(l-l, . . . ,Tn) -* ( P If-* @(1'-1, . . . , %.) )v. Ein IKuii801 essa discussão é melhor e n:tais
extensamente feita. Vamos resumir nas próximas proposições fatos que serão necessários no
decorrer da leitura deste trabalho.

Proposição 1.2.9. Sda Ú(ui, . . . , u.) uma /óz'muda na gua/ somente as uaháueãs n,
são Záures. Soam p C P' e I'-l, . . . , Tn, p'-nomes. .Então;

'Un

.Z. p If- l-i = r2 se, e somente se,

ra) para todo <ai, si> C l-i,

{q $P:q 5; sl --, ]<«'2,s2> C r2( q$ s2 A qlF"«-i «, )}

é denso abaixo de p, e

ró,) para todo <n-2, s2> C r2,

{q$p:q$ s2--, ]<«i,si> c ,-i( q$ si A qlf--r2 «: )}

é denso abaixo de p
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2. p If- l-i C r2 se, e somente se,

{q: ] <«', s> C r2 ( q $ . A q IF-' «- ,- )}

é denso abaixo de p

3. Se @Qu\, . . - ,u..) também é fó'r'mul,a. na. qual. somente üs uaüáueis u\,
.ntão P IF'- '@(,-:, . . . ,%.) A é(,-:, . . . ,%.) " «, . se"..,''' ",

, u. são \jures,

P IF-' @(,: , , .,.) A P IF-' @(.-:, . . . , rn)

P IF-' -.@(,-- e some'rate se, não há elAensão q de p 'para, a, q'ual tenham,os
q IF- @(,-:

5. Se #l.'u,,u\. . . . ,'Dn] é jó'rmula. TLQ qual somente as 'uüriáuies 'u,,'D\,
p lF-' "aT @(z,,--, . . . ,Tn)" se, e .o«..nf' ",

, u. são tirares, então

{,: ].-, p'-nom., ( , If-- Ó(a, .-:, ,L.) )}

é denso CLbaixo de p. D

Enunciámos aquele que é teorema fundamental para a teoria de /orcáng:

Teorema 1.2.10. ( Ú((,-:)c,...,(.,.)a) )"]'] «, ' ««.ente «, ezá.t. p C G, t.Z qae p lt--

Outro teorema importante sobre /orcáng é

Teorema 1.2.11 (Princípio Maximal). Soam ri, . . . , 'h, IP-nomes, e seja @(u,t;i, . . . , t;«)
uma, fó'r'mata na qual se'mente as uaT"iáuies u,u\.....u. são livres. Suponha, que
p [F " ]:« Ú(z, ,--, : . . ,h.) ". -Então ezá'Z' «-, H"-nome, t«Z qu. p ]f- @(«-, ,-:, . . . , h.). []

Como veremos em exemplos mais à frente, (; pode acrescentar unia função entre .A e .B,
ambos conjuntos tomados em V. Existe, então, a possibilidade de tornar equipotentes dois
elementos que originalmente não o eram. Preservar cofinalidades e preservar. cardinais são
preocupações que logo podem surgir.

Definição 1.2.12. Dizemos gue uma ordem rarEIa/ P' preserva car'dÍnaás se, sempre que
G é um IP-genéhco

(P é c«dán«/ )" -, (P é c«rdánaZ )v]';]

para todo ordiTta1, l3 C V

Definição 1.2.13. Z)ãzemos que urna ordem rareia/ P' preserva co#naZ Jades se, sempre
qu,e G é lnn W-genético e 'l C V é um ordinat \imite,

(cf("y))" (7))"]']
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Limitar os tamanhos das anticadeias resulta ein considerações importantes sobre tais pre-
servaçoes.

Definição 1.2.14. Sega a um cardánaZ. Z)ázemos gue a orderrz rareia/ IP é é?-c.c., se toda
anticadeea, em V' tem caril nal dado esthtamente menor (iue 0.

Definição 1.2.15. O gra% de SousZen da ordem pátria/ IP, c.c.(P'), é o menor cara naZ 0
para o guaZP' é 0-c.c.

Quando c.c.(IP) é Nt-c.c., diremos que IP é c.c.c. (do inglês "countable chain cotldition").

Lema 1.2.16. Se P é uma ordem 0-c.c. para %m cardàna/ 0, então IP presema co$naZádades
maiores ou iguais a 0. ,Ainda, se (0 é regular)v , então P' presema cardinais maiores ou iguais

D

Devido a Tarski, sabemos

Proposição 1.2.17. Se c.c.(P') ? w, então c.c.(P) é regHZar.

O seguinte resultado sobre ordens 0-c.c. é importante:

Lema 1.2.18. Se#amz IP uma ordem 0-c.c. e .A, .B C V. Sda 1- wm
p If-- ",:..4 .B". Bata. «êste F':..'l t«Z q«e V« C .4 (p
F'(«) < 0 ).

Com os argumentos usados em IKun80, teorema 6.171, delllonstra.

D

p'-nome

IF'- '',(á)
e suponha, que
c (/'(«)y " A

n
se:

:: llpl':'Proposição 1.2.19. Sejam F' uma ordem 0-c.c. e Á C V. Se K
'l7'(.Á) $ Ê".

IAI, então l If-
n

Em muitos momentos usaremos o génerico pata construir uma função. Algumas das ordens
parciais, cona cujos genéricos construiremos tais funções, têm como condições funções parciais.
Fixamos neste monaento a notação e relembrainos alguns resultados sobres estas ordens.

Definição 1.2.20. Para / e J, coz%juntos, e .X, cardánaZ,

Fn(-r,J,À) = {pc / x J:p é/unção A lpl < À}.
.4ãnda, Fn(/, J) = Fn(/, J,«,). Z)e$námos, em ambos, p $ q por q Ç p

Quando K é cardinal, Fn(K x w, 2) são os conhecidos reais de Cohen (usados por Cohen
para forçar "--.CH")
Lema 1.2.21. Se J # ç] e G é Fn(/, J, À)-genéhco, então temos que UC é uma sobrdeção

Devido a este lema, temos que, se K é cardinal e G é Fn(K x w, 2)-genérico, temos (2" ?
KI)vlc;l. Por isso, é coinuin dizer "adicionar K reais de Cohen" quando se força com Fn(K x
w, 2). Sobre o grau de Souslin de tais ordens pode-se dizer:

Lema 1.2.22. Fn(/,J,À) é (IJI'')+-c.c. .Em radicular, se J é enumeráueZ, Fn(/,J) é
nc.c.c
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1.2.1 Algumas classes de ordens parciais
O lema 1.2.16 nos fala sobre a preservação de cofinalidades e a de cardinalidades a partir

de um certo cardinal. As ordens K-fechadas vão apresentar resultados sobre preservação até
um certo cardinal.

Definição 1.2.23. Sega K urra cardánaJ. t/reza ordem parcáaZ P é data K-/fachada, se, sempre
gae <p(:( < .X> é wma següêncãa decrescente de corzd iões de ]P com À < H, existe q que é

eaAe'nsão comam Q todos os pt;'s.
Em padácuZar, chamaremos P' de enumeraueZ7rzente /fachada, se /or Ni-/ecAada.

Lema 1.2.24. Se K é um cardãnaZ regular, então Fn(/, J, K) é K-/ecÀada. n
Para ordens K-fechadas tellios

Teorema 1.2.25. Sigam .4, -B, K C V, onde K é um cardina/ á7zánãto. Supor/za ainda P' K-
/fachada e l.AI < K. Se p If- 'q:.Á -----.} .B", ezãstem q $ p e /:.4 ---} B, tais gwe q 11-- 'q- ::
/ H

O teorema, em suma, diz que ordens K-fechadas não acrescentam subconjuntos novos de
cardinalidade estritamente n:tenor que K. Sendo assim, prova-se:

Corolário 1.2.26. Se (P é K-/fachada)v, então IP presema co$naZãdades até K e, ainda, pre-
sema cardánaZidades até K. []

A propriedade demonstrada no teorema 1.2.25 não é equivalente a ser n-fechada. UITla
classe maior de ordens parciais pode ser definida:

Definição 1.2.27. Sela K am cardánaZ ázzánito. Z)ázemos que 'urrza ordem parcáaZ P' é K-.Barre
se, para toda coZeçâo de densos aZ)fados em ]P, {Z).: a < À}, onde À < K, n.<À -D.. é denso
emIR

Demonstra.se

Proposição 1.2.28. cegam K m cardánaZ e P' uma ordem parcial. São egHãualeníes

7. lnl'" n v = 1.el<" n vlcl, sempre que .B C V e G é um p'-genético,

2. lvl<" n v = lvl'" n vlcl, sempre qwe G é IP-gerzéhco e

g. ]P é K-.Barre. n

H

Portanto

Proposição 1.2.29. Se P' é K-/ecAada, então ]P é K-Barre.

Daí provámos
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Proposição 1.2.30. Seja IP uma ordem wi-Barre. Sejam p C IP e 1- e a, IP-nomes, tais que

P IF 'q':Ó --} o."

Então ezàstem q 5; p e p Ç a, p'-nome enumeráueZ,tais gue q 11-- 'lan r P"

Z)emonstraçâo. Pala cada n < u, definimos

'.'.-{«'«: ;<",'>'"(«''c «;, " . ",'@-«")}

que é aberto ein P'
Vejamos que -D,, é denso em P'. Seja s C P. Caso s -L p, s C -D«. Se s e p são compatíveis,

seja t extensão comulll às duas condições. Como p If- "r(ã) C o-", pela proposição 1.2.9
existem q 5; t e <n, r> C a, tais que q $ r e q If- "7-(ã) = n". Daí q C -D. e q estende s.

Como ]P é wrBaiie, Í).<. -D« é denso.

Fixamos q C n.<. -D« que é extensão de p. Para cada n < w seja <a., r.> C o- tal que

q $ «. A q IF'- ".'-(ã)

Seja p {<a-., r.> : n < w}. Daí q ll" "ran r p" , p Ç a e ainda p é inumerável. D

E fato bem conhecido que, se P' é c.c.c., todo subconjunto enumeiável de V numa extensão,
pode ser coberto por um enulnerável do modelo original. Pela proposição 1.2.28, temos que
ordens parciais wi-Barre tainbéin têm essa "propriedade de cobrir enumeráveis" . Podemos
definir uma nova classe de ordens parciais por essa propriedade (ver, por exemplo, IKrul):

Definição 1.2.31. Seja F' wma ordem parcial. .Dizemos que P' é c.c.p. rdo ãngZês, "countabZe
couerãng 'E)roT)edy") se R' força, que todo subconjunto enumeráuet nodo de V pode ser cole'üo
l)or atgbTTt en'umeráuet do made\o ohgin,al..

Portanto ordens parciais c.c.c. e ordens parciais wrBaire são c.c.p. Observamos ainda
que ordens parciais c.c.p. preservam wi.

Apresentamos agora uma equivalência à definição.

Proposição 1.2.32. São equivalentes

/. IP é c.c.p. e

2. para quaisquer a'-,o-, IP-nomes, se p If- 'q-:ú ---} a", então ezãstem q 5; p e p Ç a,
IP-nomze enumeráueZ, íaás que q If- 'qan r Ç /z"

3. para qua squer a,p, P-nomes, se p If- 'b Ç p /\ a é enumeráueZ", então ezástem q 5; p
e p Ç p, IP-nome enumeráueZ, tais gue q If- 'b- Ç p".
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Demonstração. (1 --* 2) Sejaill a'- e a I'-nomes e p C IE" tais que p If- "l-: ã' --' a"
Para cada n < w, definimos

0. .ÉP:l<«', > Ca ( q5; . ,'\ qlF-' ",-(ã)

que é denso abaixo de p visto que p If- "r(ã) C a-" (proposição 1.2.9). Seja .4. C
partição de p. Para cada q C .A., fixemos <a«,q, s«,q> C o- tal que q $ s.,q A q If- "7-(ã)

Definimos

Z). uma
== Tn,q»

P = {<i,q> :n < w A q C .,'l. A z = <n, <n-.,q,s«,q>>}

Temos que p If- "p é função de ú em õ"

Como a, em particular, é uni conjunto de V, por hipótese, existem r 5; p e
inumerável, tais que r If- "ran p Ç y"

Seja p = y na e vejamos que r If- "ran r Ç p". Sejam s $ r e n < o. Como ..4. é
de p, existe q C .4. compatível com s. Daí

y c V,

partição

qll-'"P(ã) .«,,>'" A q5;..,. A qlF-'",-(ã) ,."
Sda u uma eMe«são comum a q e s e temos que u IF "p(ã) = <«-«,q, s.,q>- c y'", ou seja,
<"«,,, s«,.> c }' n a Portanto, u If- ".-(ã) C p"

(2 --, 3) Sejam o-,p, IP-nomes, e p C IP, tais que p If- "a Ç p A a é enumeiável"
princípio inaxima] (teorema 1.2.11), existe a'-, ]P-nome, tal que p If- "l-:ã A ran r
Por hipótese existem q $ p e p Ç p, enumerável, tais que q If- "o- = ran 1- Ç p"

Pelo
= a»

(3 --, 1) Sejam o-, P-nome, e p C ]P, tais que

p If- "a C V /\ a- é enumerável"

Seja 1? C V tal que p IF "o- Ç .é". Por hipótese, existem q $ p e /z Ç -B, enumerável,
tais que q If- "o- Ç /z". Dado que p C .B, p = C', pala algum C'. Como p é enumerável, C' é
enumerável. Portanto q If- "a Ç C'" []

1.3 Submodelos elementares

Durante o nosso trabalho usamos a linguagem usual da Teoria dos Conjuntos (que é enu-
merável). Portanto, no que segue, os resultados e definições, sempre serão dadas considerando-
se esse contexto. Podemos citar IDow88al e IDow951, por exemplo, como referências.

Definição 1.3.1. Diremos que À4 é submodeZo elementar de ]V, e denotaremos esta
situação por M -< N, se M Ç N e, para toda fóv'mula (pQu'L . . . . ,'Un], 'n,Q qual. somente u\, . . . , u.
são uaháueís Ziures, e quaÍsqwer ai, . . . , a. C .A/, tivermos que

P"'(«:,...,«.) '- P'''(«-,...,««),

ou sqa,
1 ) , ««) -, N k p(«:, . . . ,«.)
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Vale o seguinte teorema de Lõwenheim-Skolem

Teorema 1.3.2 ("])ownwaid Lõwenheim-Skolem Theorem"). Para qualquer conjunto
H e qualquer s'übconjunto X de H, eaciste s'ubmodel,o e\emendar M de H, tat que X Ç M e
ml $ 1xl No. i]

Um importantíssimo critério para decisão se .A/ é um submodelo eleilaentar de .ZI/ é:

Teorema 1.3.3 (Critério de Tarski-Vaught). Soam M e n tais qwe À4 Ç H. São
eq íuaZentes;

1. M-< H e

2. p«« tod« .M«-/« g(u, «:, . . . , «.), m« q&«Z .oment. « «há«i. u, «:, . . . , «. ;ão /:"",
e t.do {«:, . . . ,««} C M, « e«í;te y C H t.Z q«e p(Z/,«-,. . ,.«), então '«ã.te y C M
t«z g«. P(z/, «., . . . , «.). []

Usando o teorema concluímos

Corolário 1.3.4 ("Definibilidade" ). Soam p(u, ui, . . . , u.) uma /órmuZa, rza qual somente
as variáveis 'u, ul,. . , u. são livres, e H um conjunto, tais que, existe F, junção, de$nida por

« - (":, . . . , "«) C {{.=.=.;=.=.;g n F'(") C H,
n Vezes

Se M -< -H, então -F(al,...,a.) C M, sempre qwe .zi,t«Z qu. P(F'(«), «:,
a.c M'.

;

n

Usando definibilidade prova-se facilmente

Proposição 1.3.5. S©a M < -ll/o, para f? cardãnaZ regular. -Então

/. V«,Z/ ( «,y € M -, {«,3/} C M ) 4. Va € M' n ON ( cf(a) c M )

2. Vz C M ( U«; C M' ) 5. Vz C M' ( 7'(z) C M' - 21'1 < 0 )

g. Vz C M ( 1«1 € M ) 6. Q c M

7. vz,g/ c M ( z uy,zn3/,z\Z/ c M )

8. VK € CARD ( K+ < 0 )( K c M' -, K+ c M ) n

Sendo assim, concluímos que, se .A é finito, .A é elemento de um suba:modelo elementar
se, e somente se, for subconjunto dele. O que podemos falar sobre conjuntos infinitos? A
proposição a seguir já expõe, pelo menos, quando um submodelo elementar tem elenaento
infinito.
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Proposição 1.3.6. Sega M -< -ll/o, para 0 cara naZ regular nâo enumeráueZ. Então

Vn < «, ( «,. C M -* w« < 0)

Em particular, u é sempre elemento de M. n

Por causa do lema 1.1.4 e do teorema 1.1.6, os Ho's, para 0 regular e nã(Fenumerável,
são conjuntos e modelos de ZFC--P. Em pouca-s ocasiões explicitareinos o valor de 0, mas
ressaltainos que é? será sempre regular e não-enumerável! Além disso, 0 será sempre
tomado "grande o suficiente" para que os objetos estudados em questão, por exemplo, nas
demonstrações, sejam elementos de Ho.

A proposição 1.3.8 e o corolário 1.3.9 serão exaustivamente usados no trabalho e são
consequência do le[na a seguir, que, por sua vez, tainbéin será exaustiva]nente citado, ]nesmo
que não explicitamentel

Lema 1.3.7. Soam M -< Ho e ./ C ]W uma/unção. Se t C MOdoin /, então .f(t) C M. []

T) si í phpan mne à .
t)WAxxvu wB

Proposição 1.3.8. Sejam .4, -B C M e M wm submodelo e/ementas de -ZI/o. Suponha que .4 e
B são eguipotentes. Então ..4 C M se, e somente se, B C M. []

Corolário 1.3.9. Sda M -< .Ha Todo el,eme'nto enbmeráuet de M é subconjunto de M. n

1.3.1 Construção de submodelos elementares
Ainda que o teorema de Lõwenheim-Skolem garanta a existência de subinodelos ele-

mentares, podemos, exatalnente usando o citado teorema, em vários momentos, construir
submodelos elementares satisfazendo algumas condições que nós desejemos no instante.

Nesta seção vamos mostrar algumas maneiras de construí-los a partir de outros já exis.
tentes.

O lema a seguir nos dá que < é un] ordem transitava

Lema 1.3.10 (IDow88a]). Soam M, N e n tais que ]W Ç N -< H. Então JW -< .M se, e
somente se, M < H. []

Diremos que .A4 é un-la cadeia de subnlodelos elementares, se o for segundo Ç, ou seja,
para dois e]ementos M, .N C .A4, tivermos .A4 Ç ]V ou .N Ç .A/. O teorema a seguir amplia
nossas possibilidades de submodelos elementares.

Teorema 1.3.11 (IDow88a]). Sda .M uma cadeia de suZ,made/os elementares de H, enlâo
U.Aa -< -H e ainda, sempre que M c .A4, M -< U.A4. []
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Nem a união, nem a intersecção de dois submodelos elementares são gaiantidamente sutJ-
modelos elementares. O teorema anterior tratou da união e a proposição a seguir trata da
intersecção.

Proposição 1.3.12. Sejam JW e Ar tais que À/ -< -V. Seca P C M taZ que P C ]V. Então
M'np-<p

Z)emonstração. Seja g(u, ui, . . . , u«) uma fórmula na qual sonaente as variáveis u, ui, . . . , u«
são livres. Sejam zi, . . . , z. c A4 n P e suponha que exista 3/ C P tal que g(Z/, zi, . . . , iç«).

Seja u unia variável que não aparece em g(u,ui,...,u.). Definimos a fórmula
Ú(u, u, ui, . . . , u.) por

u C u A P(u,ul, , t;«)"

Dado que {zt,...,z.,P} C M Ç .N e P C ]V, temos que existe y C .N tal que
@(Z/,P,:«t,...,z«). Como M -< ]V, vale @(y,P,«;i,...,z.) para algum« y c M, ou seja,
existe 3/ c M n P ta] que p(g/, zi, . . . , z.). []

Se M -< .ll/P e n < 0, não podemos garantir qlte -H. é elemento de Ã4, ainda que K C ;W,
visto que .27K pode não ser elemento de -170. Mesmo assim temos:

Proposição 1.3.13. Sey'am M -< .17o e K C À4' um cara rzaZ regra/ar. .Então M n .11/. < .17K

Z)emonstração. Basta tomar a demonstração da proposição anterior e
Ú(u,u,ui,. . .,z.) a fórmula "u é cardinal A jtrcl(u)l < u A p(u,ul, . . .,u.)"

tomar por
n

O próximo resultado é apresentado em ILar041, mas encontra-se den-tonstrado em versão
generalizada embora com condições distintas. Apresentamos a demonstração aqui para os
casos que usaremos.

Teorema 1.3.14. Sejam .A4 -< .Ho e t C U M. -Então

\.Ji.Ü. j c M b. f é função b. t C dom f\ -( Ho

.4{nda

-í. M u {t} ç m'ltl,

2. M = Wltl H t C .í\4 e

g. lmltll - lm'

Z)emonstração. Usemos o critério de Tarski-Vaught.
Já temos que À4ltl Ç -Ha. Seja g(u, ui, . . . , u.) uma fórmula na qual somente as variáveis

,u. são livres. Sejam zl,...,z. C a4ltl e suponha que exista y C -Z7o tal que
«.)l

tl,ul
P(Z/, z:
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Para cada ã C {l, . . . ,n}, seja /. C M tal que

.Ê(t) = zi A /.:X: A t € X: = dom /,

Por definibilidade, cada Xi c M, visto que .A c M. Seja
n

x - { « . n x: ]Z/ P(Z/, /:(z), . . . , /n(:«))

e temos que t C X. Como {Xi, . . . , X., ./'l, . . . , /n} C M', por definibilidade, teremos X C M

Pa-'a cada " C X, fhemos g(z) C -H0 tal que g(g(z),/i(z), . . . ,/n(z)). Como X C Ho,
temos que a função z C X - g(z) é elemento de Ha. Sendo assim, existe g em J7o tal que

g é fu:-ção de domínio X A Vz C X ( p(g(:«), /l(z), . . . ,/n(z)) ).

Como M < .Ho, podemos usar o critério de Tarski-Vaught para esta fórmula e existe g C M
função de domínio X, tal que

V:« C X( P(g(z), /:(z),.. . , /n(z))).

Dado que É C X, temos que g(t) C À/ltl e p(g(t), zl, . . . , z«).

Pala mostrarmos as outras afinnações, note que podemos fixar y C .114, tal que t C y
pois t C U À4'.

Pat'a cada a C Ã4', temos que a função /a definida por

« € }'' -, /a(«)

é elemento de .A/, por definibilidade. Daí, /a(t) = a C Wltl. Portanto M Ç Wltl. A função
identidade em y, ddr, é elemento de M (por definibilidade) e daí ãdr(t) = t c mltl.

Se t C M, temos que /(t) C À4, sempre que / C M é função, pelo lema 1.3.7. Portanto,

t c m' --* M - wltl.

Como t é sempre elemento de iWltl, temos que

m' = À4'ltl ---» t c À4'.

Facilmente, vemos que IÀ/ ;: l.ü/ltl 1, pe]a própria construção. []



Capítulo 2

Extensões de submodelos elementares
por for'i'«,g

Ein seu livro Propor Forcãng (IShe821) S.Shelah define ordens pat'dais próprias e, em
uma das equivalências para a definição, surge a necessidade de discutir se, dados iW -< .17a,

tais que IP C M, e G é uln F'-genérico,

m'lc1 -< /4'l'

onde MIAI = {ra: I'- C Jt/ é IP-nolne}.

Como P C -Ho, temos que j]P < 0 e, sendo assim, ]P é 0-c.c. Dado que 0 é regular, P'
preserva cofinalidades e cardinais a partir de 0.

Se a C M, por definibi]idade, ã C M, visto que ]P C M. Sendo assim, M Ç MIAI. Pelos
mesmo argumento, I' = {@,p> :p c P} c M (ver lema 1.2.6), daí, G c Jt4lal.

A questão colocada sugere que MIAI é o menor subn:modelo elementar de /íyiq, tal que
M u {c} ç MIAI.

Na primeira seção deste capítulo provámos o fato que WJCI -< -llív]c], bem colho que
.f4rtC] - X,l(.;l. Já na seção seguinte estudamos quando M e JVlal têm os mesmos ordinais.
Este estudo conduz à definição de condições (]P, M)-genéricas, à definição de ordens parciais
próprias e à definição de td(Ã4) que "mede" a transitividade de um submodelo elementar.

Vale a pena lembrei que trabalhamos com submodelos elementares de Ho, onde 0 será
sempre regular e não enumerável!

Dado que "lF" (definição 1.2.7) é definível em V (ver comentários na página 9), temos
que, se p(ul, . . . , u.) é fórmula onde somente as variáveis ui, . . . , u. ocorrem livres, conjuntos
colho, por exemplo,

D -lP C l":P IF- P(,'-:,.. . , Tn)},

19
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são elementos de }lío, pelo lema 1.1.5, e, por definibilidade, -D será elemento de À/, sempre que
7-:, . . . , Tn C M forem P-nomes (uma vez que talnbéln ]P C M'). Explorarelnos muito este fato
e este argumento caberá também para outros conjuntos definidos usando "lf-" , P', p'-nomes,
bem como outros "parâmetros" que estejam em M

2.1 Extensões de submodelos elementares

Suponhamos dados M -< Ho e IP c M, uma ordem parcial. Se G é um IP-genérico,
perguntamos se

m'lcl-.<.K:'lq

De fato, esta afhnlação é válida e ainda -Z7olGI - HvlCI (IShe821).

Usando as idéias básicas contidas na demonstração de S.Shelah apresentamos aqui unia
prova mais direta de tais fatos. Collleçamos com o seguinte lema:

Lema 2.1.1. Soam P' c -Ho, Hma ordem pare aZ, p c P' e r wm ]P-nome. Se p IF- 'jtrcl(7-) <
0", erztão ezãste o- C -]í0, ]P-nome, taZ que p If- l- = o.

Z)emorzstração. Provaremos este fato poi indução sobre o rank('r).
Seja .A unia partição de p que decide os valores de jtrcl(1'-)l. Sendo assim, para cada a C .A,

seja 0. < 0, cardinal, tal que a If- "jtrcl(r)l = 0.". Como ,4 Ç P' C Ho, temos que l,41 < 0.
Dado que f? é regular, temos que p ;: SUPÍOa: a C -''!J' < 0. Assim p If-' "ll'-l $ p" . Pelo Princípio
Maximal (teorema 1.2.11), existe p, l"-nome, tal que p If- "p: & --* I'- é função sobrejetoia"

Escrevamos l- = {<a,pi> : á C J}.
Fixemos ' < p. Como p ]f-- "p('Y) C r", o conjunto Z), = {q $ p: ]{ c J (q $ piA q If-

"p(+) = 'a" )} é denso abaixo de p. Então seja .G c Z),y uma partição de p e, para cada q c .G,
fixemos ã('y, q) C J, tal que (q $ pí(,,q) A q If- "p(?) = n(,r,ç)"). Para cada q C 4, temos que

q If- "jtrcl(%h,O)l < Õ )

e, por hipótese de indução, existe a(7, q) C Ho, tal que q If- "a(7, q)
Deíinilnos

Ti(7,q)

a - {<a('y, q), q> : q C /l A 7 < p}.

Como cada l.r,rl < 0 e p < 0, temos que lal < 0. Assim, a C .17P, pelo lema 1.1.5. Vejamos
que

P IF a :: l-.

Seja G um genérico tal que p C G. Sejam 'r < p e q C /l
temos que (a(I',q))a 'ah,O)c c rc, já que pí ,d c G- Poi
tomemos á C J tal que p C G. Seja ' < p tal que PC('y) =
ASSIM (q)G = PG('y) = (Lh,,))G = (O'('y,q))G € aG. LOGO TG Ç
demonstracão.

n (;. Como q $ pi(7,ç),
tanto, oc Ç tG. Agora
(r )a. Sda q c G n 4.
oc e completamos nossa

D
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Usando o lema anterior e a elementaridade, temos o próximo resultado

Proposição 2.1.2. Sda M -< .Ho e sda 1" C JM wma ordem parcáaZ. Seja @(u,ui, . . . ,u«)
uma fóTmuta na qual somente as variáveis u, ul, . . . , u. são livres. Sejam TI, . . . , 1. C M
IP-rzomes. Ent(ío existe p C M, P-nome, taZ qHe

VP C 1" ( P IF-' "ly C -Ha (@(y, ,-i, ,Tn))" --»P IF-' @(P,.'-:,...,Tn) )

l)emonstração. Seja

D {p c p': ]a C -Ho ( .- é ]P-nome A p If- @(a, .'-i, ,Tn) )}

Por definibilidade, -D C M, visto que {P',a''i, . . . ,Tn} C M'. Notamos que .Z) é um aberto em

Seja .A maximal (para Ç) entre as anticadeias que são subconjuntos de D. Como D C M,
podemos supor que -A C M. Para cada a C .A, podemos fixar a. C -Ha, ]P-nome, tal que
a IF @(a., 7-l, . . . , Tn). Podemos definir

P

P {<7-,r>:aCÁ A r $ a A rlf- "rCa." A 'rcdolll o-.}

Para cada a € .A, temos a ]f- p = o. (IKun80, ]enla V]1 8.11). Como ]P C Ho, cada a. C Ho e
ainda l.41 < 0, teremos p C -Ho. Como -A é pré-denso abaixo de qualquer elemento de Z),

p é I'--me e Vp C D ( p If- @(p,.'-:, ,%.) )

Por elementaridade, existe p C M, I'-nome, tal que p If-' @(p, 7-l, - ' ' , Tn), sempre ãue p C l,).
Agora seja p € P ta] que p ]f-' "]3/ C HO (@(3/, 7-l, . . . , Tn))" e seja q $ p. Pelo leiloa anterior,

existem r 5; q e o- C HO, P-nome, tais que r If-' @(o',l-l,. . ,Tn). Sendo assim r C 1) e daí
r IF @(P,'ri,... ,Tn). Logo p ]f-' @(p,ri,.. .,h,), pe]o ]ema 1.2.8.[]

Agora estamos aptos a demonstrar o próximo teorema

Teorema 2.1.3 (IShe821). Soam .ü/ -< -Ho e P C À'f, wma ordem parcáaZ.
geTtérico (sobre Ho),

MIAI -< XolCI - Xylq

Se G é um

Demonstruç(ío. Colho G C P e P' c //o, temos que G C VJCI n .#v]a]. Logo .17olGI Ç .17vlcl

À'lostremos que /íylCi Ç XolCI. Seja z C .17ylcl. Então, para algum p C G e algum
r, IP-nome, zc ;; z e p If- "l'- C ,ll/o". Pelo lema anterior, existe o- € .ZI/o, P-noite, tal que

p If- r = a. Sendo assim z = rc = ac e z c .17olGI.

Como P' c ]\4, temos que I' = .[<P,p> :p c P} c .ü/. Sendo assim, G = 1'c c À4]C].
Portanto temos que .ü/ICI Ç .27olCI. Para prova-idos que À/ICI -< .KolCI, usaremos o critério
de Tarski-Vaught.
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Seja Ú(w, ui , . . . , u.) uma fórmula ein que somente as variáveis u, ui,
e sejam zi , . . . , iç. C WI(i;l, tais que

, u. ocorrem livres,

]g/ C HolGI( @(Z/,z:,. ..,:«.) )

Para cada ã, fixemos % C .A4, 1'-nome, tal que (n)c zi. Portanto existe q C G tal que

q IF-' "ag/ C -H,( @(Z/,',:,. . .,L.))"

Como {7-l, . . . , Tn} C À/, pela proposição anterior, podemos fixar p C M, P-nome, tal que

VP C P ( P ll-- "ly C -Ho (@(y, ,-:, ,%))" --*P IF-' @(P,,-:,. . .,.«) )

Dado que q C G, PC C MIAI e vale @(PC,zi,. .., z«).[]

Observação 2.1.4. Ua/e notar que, em VJCI, IÀ/hall = IÀ41, pois M Ç MIAI e a apZ cação

r C M é P-nome r- -, ucm'lcl
é, sobrejetorü

No exemplo 3.3.7, o lema abaixo será necessário. Este tem den:tonstração análoga à do
teorema anterior.

Lema 2.1.5. Soam À/ -< Ha e K C M wm cardãna/ reyuZar não enumeráue/. Sda P' C .A/n.H.
«m« .roem p«mÍ'J Se G é «m I'-ge«éh«, (M n H.)IGj - MIAI n x.lcl.

Z)errzonstração. Pela proposição 1.3.13, JW n .17. -< /1í..
Seja 1- C 7V uill P-nome. Usando de argumentos e construções muito parecidos aos usados

na proposição 2.1.2, consegue-se mostrei que existe p € JW n H., p'-non-te, tal que

VpC P'(plf- "rC -H." --,plf- p

Basta trocar o aberto 1) daquela proposição por

D {p C p': ]a C .H., P-non)e ( p If- r « )}

Vale observar que não podemos usar diretamenfe a proposição pois, apesar de P C J14 n .l/K <
.27., 1- pode não estar em .H..

Já temos que (M n -17K)IGI ç .ü/ICI n X.lq. Lembi'emos que X.ICI = .Hyiq. Seja
z c .w'lcl n .Hvlcl. Logo existem p C G e r C .A4, P-nome, tais que z :: TG e p IF "r C .17x"
Pelo parágrafo anterior existe p C M n H. tal que p If- "r = p". Logo z = zc = pC c
(m n -u.) lcl. []
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2.2 Quando MIAI n v
A extensão por /orcing VJCI tem os mesmos ordinais que V. E quanto a MIAI? MIAI

tem sempre os mesmos ordinais de .ÍW? E quanto a elementos de V? Podemos forçar que
elementos de V esteja.m e]n JWICI, mesmo se não estivessem en] M? Ficam as perguntas:
"Quando Wjcl nv = M? Quando MIAI n ON = M n ON?" Em IShe821 temos as
respostas.

Reproduzimos aqui a deillonstração de S.Shelah pois variações das idéias contidas nela
senão usadas mais a seguir.

Proposição 2.2.1 (IShe821). Soam M rn submodeZo eZemerztar e P' C ]V uma ordem
parcial,. Suponhct G um W'-genético. Então são equiual,entes:

.7. G n M é p'-genérico sopre M 0.e., para todo -D C M denso em ]P, G n M n -D # çó),

á?. .ü4lCI n V = M e

s. MIAI n ON = M n ON

Oemonstração. (1 --, 2) Seja z C mIaI n v.
Dado que {P', 'r} C M, temos que

Então z ra, para algum r C M, P-non:te

D {p C P:(]y ( pll- r # )) V p If- "r g V"} C M

e é denso em P. Tomemos p c G n M n -D. Como tG = z C V, temos que ]Z/ ( p If- r = # )
Visto que {F',p, r} C M, existe 3/ C .ÍW tal que p IF 1- = Ú. Daí, z = rc = y C M.

(2 --, 3) E trivial, dado que ON C V

(3 --, 1) Seja D C M una denso em P. Por elementaridade, existe .A C À/, anticadeia
maximal contida em Z). Tanlbéin por elementaiidade, podemos fixar <p..: a < /3> C À/ que é
enumeração dos elementos de .4. Sendo assim,

1- = {<'?, P.> : 'r < a < /3} C M'

e é P-nome.
Seja a < /3 tal que p. c G n .4 e temos rc MIAI n ON ç M, tenros que

cl c À4. Pe]o ]ema 1.3.7, p.. C À4 e -D n iw n G # 0. []
Vale a pena observar que, se "P' Ç À4" , teremos a igualdade MIAI n v = .A/. Esta padece

ser a condição mais fácil sob a qual tem-se a igualdade. Em IShe82) S.Shelah tem como
objetivo definir ordem própria e continua analisando a citada igualdade de uin ponto de
vista mais pontual. Para ta.nto ele chega à segitinte definição:

Definição 2.2.2. Sejam .A4 -< .17o e P' € M uma ordem parcãaZ. Z)ízemos que p C P' é
(I", M)-genéMca, « D n M é p«é-den« «Z,«{:«o 'í' p, "mp« q«e C M é "« em F'
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Observação 2.2.3. .Na de$náçâo antepor podemos trocar "D é denso" por "D é pré-denso",
por "D é denso abaixo de p" ou ainda, por "D é pré-denso abaixo de p"

Usando a proposição anterior, provainos facilmente a seguinte

Proposição 2.2.4 (IShe821). Nas condições da de$náção, são equipa/entes

-7. p é (F', M)-ge«éh«,

e. mIaI nv A'f, semzpre que p C (; e (; é um ]P-gerzédco; e

s..a4jcjn ON M n ON, sempre que p C G e G é um IP-gezzéhco. n

Dadas que as anticadeias maximais são conjLmtos pré-densos, bastaria então pedir que
e[as estivessem contidas em ]W, sempre que fossem e]en:tentos de M. Colmo todo elemento
enumerável de M está contido eln À/ (corolário 1.3.9), podemos concluir a proposição a seguir:

Proposição 2.2.5. Sejam À4 -< Ha e IP C M uma ordezrz rareia/ c.c.c. .Então toda cardação
é (P', M)-genéãc« e, po, c-«qüênc{«, MIAI n v P«« t.do ge«éh« G.

Z)emorzstruçâo. Seja -D C M um denso em IP. Temos que existe .4 Ç .D, anticadeia maximal:
Por elementaiidade, podemos supor que .4 C .A4. Já que P é c.c.c., temos que .A é enumerável
e, conho .4 C À/, .A Ç M. Como .4 é pré-denso e .4 = .A í] .A4 ç 1) n .A4, z) n M é pré-denso.

Provámos, então, que l é (P', M)-genérica. Como toda extensão de uma condição (P', M)-
genérica também é (]P, À4)-genérica, todas as condições de P' o serão. Logo, pela proposição
anterior, mIaI n v = M, sempre que (]; é genérico. []

O fato mais importante usado na den-tonstração anterior não foi P' ser c.c.c., Dias sim termos
algumas anticadeias de IP' contidas em .A/, ou melhor, pelo menos aquelas que são elementos
de M. Isso é suficiente para demonstrarmos a proposição a seguir, na qual notamos que tal
condição também é necessária.

Proposição 2.2.6. Sejam M --< Ho e ]P C M uma ordem parcãaZ. São equíua/entes

/. MIAI nv M, para, todo geTtéüco G;

2. ,4 Ç À4, sempre que .4 C M é arztácadeãa

Z)emonstração. Provemos somente (lue (1 --, 2), já que que (2 --, 1) é completamente análogo
à proposição anterior.

Seja .A C À4, anticadeia. Tomemos <p..: a < P> C .A4 que é enumeração dos elementos de
.,4. Exatamente como na proposição 2.2.1, temos que r :; {<'y,p.> :7 < a < /7]. C M e é
IP-llome. Fixemos a < /3 e ulll genérico (; ao qual p. pertença. Daí, zc :: a c .a41(;1 n ON.
Por hipótese, a C À/. Colmo <p.: a < #> C M, p. c M. []



2.2. QUANDO]WÍGlnV=À4 25

Analisando melhor a demonstração anterior, podemos tomar P = .41 e observamos que

l IF "r € /3"

Bastava então,
mlc'l n p ç w,

pa-ra concluirmos que .4 Ç À/. Este comentário prova a implicação (1 --, 2) do nosso próximo
resultado:

Proposição 2.2.7. Sejam Ã4 -< /7a e F' € M uzrza ordem parcial. Sega # c ON n M. são
eguàuaZerztes;

.z. mIaI n p Í3 n M, para todo gene'r"tco G;

2. ,4 Ç M, sempre que .4 c M é antãcadeia e l.AI 5; IPI

l)emonstração. (2 --, 1) Seja 1- C .IW um l"-nome e suponha que p IF r C /3, para algum p C I".

Vamos mostrar que p If- "l- C À4"

Seja Z) = {q C P: ]a < /3 ( q If- r = (ã ) V q IF r g /3} e notamos que Z) é denso em P'. Por
definibi[idade, -D C M, já que {P, /7, 1-} C À4. Por e]einentaiidade, existe .A C ]W, anticadeia
nlaximal, tal que ..'{ Ç Z). Seja

.x {a < P: ]q C ..'i ( q IF-' l-

que é elemento de M, pois que {7-,F',/7, .4} C JW. Vejamos que p If- "r C X"-.. Seja q 5; p.
Como p 11-- 1- C /3, existem r $ q e cl < /3, tais que r If- 1- = ã. Seja s C .4 tal 'ãue s e r são
compatíveis. Daí s If- a'- = à e cl C X

Para cada, a C X, seja q« € Á tal que q. If- I'- = (ã. Por elementaridade, podemos
supor <qa:CE C X> C JM. E fácil ver que <q.:a C X> é uma função injetora. Dado que
{q.:ct C X} Ç ..4, também é anticadeia. Além disso, llq.:a C Xll $ 1/71. Por hipótese,
{q.: a C X} Ç ]W. Como está em bijeção com X por uma função que é elemento de M,
ten-tos que X Ç M (proposição 1.3.8). Então p If- "r C À/"

Sendo assim, provanaos que, se r C M é IP-nome,

l If- "r € /3 -> r C M"

Portanto, se G é genérico, JWICI n /3 Ç M. n

Depois dessa proposição, ficam imediatos os corolários a seguir

Corolário 2.2.8. ovas condições da proposição anfehor, se /3 = n é cardánaZ, então são
eqtiàualentes;

/. mIaI n K = À/ n H, para todo genéNco G;
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2. ..4 Ç M, sempre qzze -4 C M é antãcadeáa e l,41 $ K. n

Corolário 2.2.9. .Nas condições da proposição, podemos substituir a por X C M, qualquer.
São equiual,elites:

-z. mlc'l nx M n X, para todo genético G;

2. ,4 Ç M, sempre que .4 c M é antícadeàa e l.41 5; IXI D

Continuamos "esgotando" os argumentos buscando condição mais "global" , ou seja, con-
dição sobre a ordem toda, para que se possa ter a "manutenção" dos ordinais.

Proposição 2.2.10. .4{rzda soó as condições da proposição antepor, sega n C .í14 uzrz cardãnaZ
laZ gue M n K é ordánaZ. Se P' é n-c.c., então .ü4lal n ON :; .A4 n ON, sempre gue G é
generzco.

Z)emonstração. Seja .A C .A4 uma anticadeia em P. Sendo assim, temos que l.,41 c .A/ n K,
visto que P' é K-c.c. Dado que Mn.K é ordinal,. l.AI Ç À4. Pela proposição 1.3.8, .4 Ç M. Pela
proposição 2.2.6, mIaI n ON ç M, sempre que G é um genérico. []

Proposição 2.2.11. Sejam M -< -17o e P C M uma ordem parcãaZ. Sega n C M um cardãnaZ

ta/ gue K ÇI .A4. $e, para todo genéhco G, À4lcl n n = À/ n K, então P' é K-c.c.

Z)emonstração. Suponha que exista anticadeia de IP de tamanho K. Por elementaridade, temos
que existe .4 C M, anticadeia de cardinalidade n. Pelo corolário 2.2.8, temos que .4 Ç M
Logo 6 Ç .A4, pe]a proposição 1.3.8, o que é uln absurdo. ]]

Coro[ário 2.2.12. Soam M < -17o e ]P C .Â/ Hma ordem parcial. Sega H C M m cardánaZ
l,ctl que K f\ M é ordinül e K n M < K. São equimate'r\tes:

/. ]P tem K-c.c., e

e..A/lcln ON iw n ON, sempre gue G é genéhco. n

2.3 Ordens próprias
Embora haja mais de uma "definição" para ordens próprias, vamos apresentar aqui so-

mente aqueça que lida com objetos com os quais temos trabalhado e trabalhareinos neste tra-
balho. Para maiores detalhes recomendamos a leitura sobre tais ordens em IShe821, IBau841
P l IPT'XI)l

Definição 2.3.1. U7rza ordem parcáaZ F' será ditcz próp7'ia, se, para todo M -< Ha, onde
E' ç: M, M é enumeráuet e 0 > w é cardinal regue,ar, toda coTtdição p C M tem extensão que
é (F', M)-g.né«ác«.

Para tornar o trabalho mais completo vejamos unia demonstração do resultado a seguir
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Proposição 2.3.2. Se P' é ordem parcial própha, P' é c.c.p

Z)emonstração. Usaremos a equiva]ência dada pe]a proposição 1.2.32. Sejam a'-, a, ]P-nomes, e
p C P, tais que p If- "l-: ú --+ o."

Seja M -< -HP, enumerável, tal qite {p, P', r, o-} C M. Como IP é própria, existe q $ p que
é (F', M)-genérica

Seja p = o n i\4 e vejamos que q IF "ran r Ç p"
Para cada n < w, definimos

O.-{,.P: ;<"';>'«(, " r-- ",-W-«")}

Pela proposição 1.2.9, doado que p If- "r(ã) C cr" , temos que Z). é denso eni P. Por definibili-
dade, -D« C M, dado que {p, P, I'-, o-, n} C M.

Seja.m t $ q e n < w. Colho q é (F', M)-genérico, existe r C o,, n M compatível com
t. Con:to t é extensão de p, r é co]npatível cona p e existe <a,s> C o, tal que r 5; s e
r If- "7(ã) . Como M -< HP, {F',r,a'-,a,n} C Me

o k ] <«, s> C a ( r $ s A r If- ",-(ã) a-" ),

talhos que existe <n, s> c a n M = p tal que r .$ s e r If- "r(ã)
a r e t, u estende s e temos que u If- "7-(ã) = a- C /z"

n-" . Se u é extensão comlun
D

Já conhecemos exemplos de ordens parciais próprias

Proposição 2.3.3. Se P' é uma ordem parcial c.c.c., então F' é própria

Z)emonstração. Pe]a proposição 2.2.5, toda extensão é (]P, M)-genérica. n

D

Proposição 2.3.4. Se P' é enumeraue/mente /ecAada, então IP é própria

Demonstração. Ver, por exemplo, IJec861

2.4 O cardinal td(À/)
Muito da discussão até agora transcorreu sobre garantir que alguns elementos de M

mais precisamente as anticadeias em P' ou aquelas de cardinalidade limitada - fossem também
subconjuntos. Pela proposição 1.3.8, se -A, -B C M, são equipotentes, então .4 Ç .A4 -> B Ç
JV. Isso nos motivou a definir um certo "grau de transitividade" do subnlodelo elementar:

Definição 2.4.1. Sega M um suómodelo elementar não-transitado. Então de$nãmos

td(M') mania c ON n M: a Z À/}
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Vale observar que td(À/) é uin ordinal que é elemento de M. Este fato será amplamente
explorado.

Observação 2.4.2. Como todo elemento enumeráueZ de .A4 -< Ho é também subconlwnto
de M (coral,áho 1.3.9), temos que, se 0 = 'R\, M será transitiuo, visto que todos os se'us
eleTTtentos são e'numeráuei,s. Poüanlo, n,esta, seção trabalharemos coTít 0 >

T)irntn Hn HnGnipãn +nnl''-axxYUV uuxxxvu

Corolário 2.4.3. .Nas condições da de$nãção 2.#.-Z, suponhamos ainda gue u. c À4 e l.a/ ::
N., onde n é um nata«Z e «,«+i < 0. -Então td(M)

Também colmo corolário da definição, temos

Coro[ário 2.4.4. .Nas condições da d(i/inãção e..4..Z, temos gue, se .4 C .A,/, então .A C ]14 se,
e somente se, l..'il < td(M).

Z)emonstração. (SÓ se) Já que l.41 c M (definibilidade), pela proposição 1.3.8, l.41 c M
Sendo assim, l-AI < td(M).

(Se) Visto clue l.41 C M, peça de6nição de td(M), l.41 (. M. Sendo assim, .4 C JW. []

Proposição 2.4.5. idas condições da de$nãçâo e.4..Z, temos que td(À4) é cardãnaJ regular
não-enumeráuei.

Z)emonsfração. Dado que todo elemento enumerável de M é subconjunto de M, td(À4) ? wi.

Colho td(M) € ]W, temos que ltd(.W)l € M. Visto que td(M) gl M, chegamos a jtd(m)l Z
M e portanto jtd(.ü/)l ? td(M). Logo td(M) é cardinal.

Agora suponha v7 = cf(td(M)) < td(À/). Por definibilidade 77 C À/. Por elelllentaiidade,
existe <z..: a < ?7> C Ã4, seqüência cofinal en:l td(M). Dada a definição de td(M), temos que
77 Ç M, e, por conseqüência (proposição 1.3.8), {z..: cl < ?7} Ç M

Suponha /3 < td(M). Existe cv < ? tal que /3 < z.. Como z. C À4 e z. < td(À4), temos
que z. Ç ]W, pela definição de td(À4). Logo /3 C À/. Mas isso implica que td(M) Ç M, unia
contradição.[]

Proposição 2.4.6. ovas condições da deÉníção e..4..z, td(M) n Ã/ < td(M)
K C M é [a/ que M n K < K, .nfâo td(M)

.4Zém disso, se

Z)emonstração. Dada a definição de td(M), temos que td(M)nM c ON. Como td(JW) gl M,
td(M') n M < td(M).

Agora suponha n € .A4 tal que K n .A4 < n. Observe que K n M € ON. Como K gl M,
temos que t(i(-M) 5; K. Se t(i(M) < H, teríamos que td(M) c K n M. Logo td(M) ç M n K,
o que é lula absurdo. []

Podemos comparar td(M) e c.c.(P) (definição 1.2.15), e tecemos
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Teorema 2.4.7. Sejam À4 um swbmodeZo eZememtar não-transitado e ]P C ]t/. .Então são
eq valentes:

'. c.c.(P') $ td(M);

e. À/lcl n ON M n ON, para todo todo genéMco G

Demonstração. Vale lembrar que c.c.(P') C M, visto que P' C .A4 (e dehnibilidade).
(1 --, 2) Seja .4 C M uma anticadeia de P. Então l.AI c Mnc.c.(IP). Daí, l.41 Ç M. Sendo

assim, .4 Ç M, pela proposição 1.3.8. O resultado segue pela proposição 2.2.6.
(2 --, 1) Seja .4 C M unia anticadeia de P'. Por hipótese, .4 Ç M (proposição 2.2.6). Logo

.AI Ç M. Pela definição de td(.A4), teremos l..'il < td(.A4). Portanto

M F: V.4 Ç P' ( .4 é anticadeia --, l.AI < td(À4) )

Por elementaridade,

V 1- V.4 Ç IP ( -A é anticadeia --, l.AI < td(M) )

Portanto, c.c.(P') 5; td(M). n

Proposição 2.4.8. ovas condições do teorema antepor, se td(.a4) < c.c.(P), temos que

td(M') mãn.[cr c M n ON: m]c] n cr # M n a, para aZgHm genéóco G).

Z)emonstração. Por eleinentaridade, podemos tomar uma anticadeia .4 c M, tal que l.41 =
td(]W). Sendo assim, -A Z M. Daí, pelo corolário 2.2.8, existe G, genérico, tal que A/lcl n
td(M') # M n td(M').

Seja a C M e suponha que a < td(JW). Então cv C À4 Ç MIAI, pela definição de td(M).
Daí a = Jwlcl n a :: M n cv, para todo genérico G. []
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Capítulo 3

Preservação de propriedades de
submodelos elementares

Em grande parte da literatura envolvendo subnlodelos elementares e topologia, duas
propriedades acoillpanham largamente os submodelos: enumeravelmente fechado e w-
covenng.

Estudaremos neste capítulo quando uma dessas duas propriedades - dando mais atenção
à w-covering - é "herdada" poi WJCI, caso M jú a tenha. Essa herança fundamentalmente
depende da ordem P

Investigamos também a possibilidade de conseguir uma dessas propriedades em MIAI
mesmo quando ]\4 não a satisfaz.

3.1 Submodelos elementares w-covering
Por definibilidade temos que, se X é um conjunto finito, então X C M se, e somente se,

X C M, para qualquer subn:modelo elementar M. Já, se X C M é inumerável, X C M,
dada a definibilidade dos naturais e do corÜunto dos naturais (corolário 1.3.9). E quanto aos
subconjuntos inumeráveis de M? Não podemos determinar, usando somente a elementari-
dade, que estes sejam também elementos de À/. Para tanto definimos as propriedades que se
seguem

Definição 3.1.1. 1)ãzemos que um submodelo e/ementas M é enumeraueZ7rbente /achado,
se lml" c À/, ou seja, se todo subc07%j nto enumeráueZ de Ã4 é também elemento de M

Um submodelo elementar enumeravelmente fechado é, de certa forilaa, grande, visto que
precisamos ter K" = K, se K = IWI. Em particular, K deverá ser maior ou igual ao continuam.

A.Dow (IDow88al) propõe um enfraquecimento dessa condição mantendo ainda uma boa
propriedade sobre os inumeráveis:

31
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Definição 3.1.2. Sega .A4 m subrnodeZo eZemenÉar. Paternos que M é w-coue7'áng se, para
todo X C M, erzKmeráueZ, ehste y C ]W, enumeráueZ, ta/ gue X Ç y

Todo submodelo elementar enun:teravelmente fechado será u-covering. Mas, como logo
veremos, podemos ter submodelo eleinenta.r w covering eventualmente de tamanho bem menor
que o corztãnuum - salvo, claro, o caso em que o contánuum já é suficientemente pequeno (CH).
Em IJun001, L.Junqueira prova:

Teorema 3.1.3 (IJun001). CH é eqwÍua/ente a "todo submode/o elementar u-couehng é
enumerada/mente /achado ". []

Para a demonstração de tal resultado precisa-se do

Teorema 3.1.4 (IJun001). Se M é suómodeZo e/ementas w-couehng, então ui Ç M. n
Podemos generalizar este último teorema pala

Proposição 3.1.5. Sigam JW um swbmodeZo elementar w-couehrzg e P C M «m ordánaZ de
co$1tali,ande não-e'numeráuel. Então ciÇM n l3) > u.

Z)emonstração. Seja g: w --, M n P un-la função estritamente crescente.
Como M é o-covering, existe X C À4, enumerável, tal que glul Ç X. Visto que {X,/3} C

M, temos que y = # n x c M, por definibilidade. Dado que y é enun:terável e cf(D) > w,
ten:tos que 'y = sup y + 1 < /7 e, ainda, ' C À4, por definibilidade.

Sendo assim, glul Ç ,y e g não pode ser cofina] enl M n P. []

Enl IDow88al encontramos uma construção de subillodelos elementares u-covering de ta-
n:ranho Ni . No próximo teorema, fazemos unia caracterização completa de tais submodelos.

Teorema 3.1.6. Seca .A4 --< -Ho taJ gue IÀ/ -; Ni. Então .IW é w-coueóng se, e somente se,

.«ã.fe <(Ma, Á.,): '« < «,:>, t«Z q«. M - U.... Ma e'

/. Va < P < «.,1 ( .A4a Ç .4« C MP ) e

2. Va < WI ( .A4a -< M A .A. C -M A l.A/al .A.l- No)

Z)emonstração. (SÓ se) Já que M tem cardinalidade Ni, podemos escrever

w- U x.,

onde cada X. é inumerável.
Supollhamos a seqüência construída en-l P < ui. Dado que {.4.:a < /3} U XP é um

subconjunto enumeráve] de M, existe À4P -< M, enumeráve], ta] que {.4.: a < /3} UXP Ç ]MP.
Visto que M é u-covering, seja .AP C M um enulneráve] ta] que ]MP Ç .4P.

(Se) Seja X C IWj". Existe Q < wi tal que X C IW.I". Daí X Ç .A.. e .4.. é un] elemento
entuneráve[ de M. []
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Observamos que o último teorema nos ensina como construir subnlodelos elementares w-
covering de tamanho Ni. Com uma pequena modificação enl sua demonstração chegamos
ao

Corolário 3.1.7. Seca 7V um s&bmodeZo elementar u-coueh7zg e seja X Ç M de tamanco
Ni. Então existe .N -< M taZ que X Ç .7V e .N é w-coueh7zg de tamzarzAo Ni. []

Na demonstração do teorema 3.1.6, usamos que subconjuntos enumeráveis de wi são limo
Lados, ou seja, nós nos valemos que cf(ol) > w. Esta mesma argumentação nos demonstra:

Pt'oposição 3.1.8. Sey'a <À4a: CV < À> uma seqüêncãa crescente de submodelos e/emenfares w-
coueãng, onde À é um ordãnaZ Zimãte. Se cf(À) > «,, então .&/ = U..* Ma é «,-coueüng. []

Esta proposição acaba por provar o seguinte leda

Lema 3.1.9. Sega n ? l llm ntímero natural. Sega .V < Ho, w-coueMng. Para todo sub-
conjunto X de N, de cürdinatidade'R«, existe M -< N, u-cave'úng de tamanho 'ü«, ta\ que
x c M.

Z,)emonstração. Já demonsttainos pa-ia o caso n = 1. Prosseguimos com a demonstração poi
inHllpãn r'na mywv vxxx f ua

Seja X Ç .V uin conjunto de tamanho N«+i. Podeillos escrever X = U.<«.,: X., onde
cada X. tem tamanho N..

Van:tos construir uma seqüência crescente de submodelos elementares w-covering de N,
(M.: a < o«+i>, tal que

Va < «,«+1 ( X. Ç Ma A IMa N« )

Suponhamos que a seqüência já está construída em P < o«+i. Por hipótese de indução, existe
À4O -< N, w-covering de tamanho N«, ta] que (U.<p ]Wa) U XP Ç ]WP.

Pela proposição anterior "'- u ".
Cl<Wn+l

é u-covering de tamanho N«+t e X Ç M -< .7V. n

Assim concluímos a caracterização de todos os suba)odelos eleinentaies u-covering de
taipal-tho menor que N..,:

Teorema 3.1.10. Seca À4 am submodeZo e/errzenfar de tamanco N«, onde n é um número
natural tal q'ue n > 1. Então M éw-coueHng se, e somente se, existe uma seqÍiência crescente
de sub'modelos eteunfe'ntares üo-co'ue'úng, kM.'. cl < u.lh, tat que

M' <«,« ( Mal = N«-l )
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Z)emonstração. Basta aplicar a mesma construção usada na demonstração do lema anterior.
n

E quanto a N.? E possível termos um submodelo elementar w-covering de tal tamanho?
E pala outros tamanhos maiores? Veremos pelos resultados a seguir que alguns cardinais não
podem ser cardinalidade de tule submodelo elementar u covering.

Proposição 3.1.11. Sqa JV = U.<À M.., onde <À/a: a < À> é uma seqdêncáa esthtamente
crescente de subTn,odelos elewtentares e }. é um ordinal tal q' e cEÇXà -- u. Então M não é
w co'uertng.

Z)emonstração. Seja <a.: n < u> uma seqüência estritamente crescente e cofinal em À. Para
cada n < u, seja z,. C À/a,....: \ M..

Seja y C M um conjunto enun:teráve]. Daí y C .A/P, para a]gum /3 < À, e ainda y Ç ]MP.
Seja n < w tal que /3 < a.. Sendo assim, z. çí À/O e, por conseqüência, z« g y

Concluímos que X = {z.: n < w} não pode ser subconjunto de nenhum elemento enu-
ineráve[ de M. []

Chegamos ao

Corolário 3.1.12. Seca M um suómodeZo elementar w-couehng. -Então IWI tem co$na/idade
nâo-en&meráueZ.

Demonstração. Sdan:L p = IWI e À = cf(p). Podetnos escrever .A4 = U.<ÀX., onde para
cada a < À, No $ 1x.l < /z.

Por recorrência, construímos uma seqüência estritan:tente crescente <.IW.: a < À> tal que

Va < À ( X. Ç À/a -< MA Mal < P )

Seja .Aao -< M, tal que Xo Ç À4o e lJWol = IXol. Suponhamos que a seqüência está determinada
em /3 < À. Como À é regular, l U.<P W.l < p. Sendo assim, podemos fixar z C À/ \ (XPU
U.<p .A4a). Fixamos À/O -< M, tal que {z} U XP U U.<P M.. Ç À/P e lnP < p.

Então M = U.<À ]Wa. COlllo a seqüência construída é estritamente crescente, concluímos
que À > o, pela proposição anterior []

Corolário 3.1.13. Se a é wm ord naZ Z mate de co#naZàdade enumeráueZ, Calão não há
swbrrzodeZos elementares w-couehng de cardãnaZídade N.. []

Na seção 1.3.1, apresentamos algum:tas contruções de submodelos elementares. Vejamos
quando os subinodelos elementares resultantes também são w-covering.

Proposição 3.1.14. Sega Jt/ < Ho um submode/o elementar u-couehng e seja H C M um
cardànal reg'alar não enumeráuel,. Então M f\ H. é w-couehng.
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Oemonstração. Seja X c M n H« um conjunto enumerável.
Como À4 é w-covering, existe Z C À4, enumerável, tal que X Ç Z.
Seja y = {z C Z: jtrc](aç)l < K}. Como {Z,K} C ]W, temos, por definibilidade, que

y C iM. Dado que Z é enumerável, y é enumerável e é subconjunto de -H«. Pelo lema 1.1.5,
temos que y C -H..

Como X C .H., temos que X Ç y. n

Para o próximo resultado, introduzirenlos uma definição.

Definição 3.1.15. cegam A4 < -HP e X C J14. Daremos que 7W é co-coue7'ing para os
sueco:rzluntos de X, se, para todo coz%junto enumeráueZ y c x n M, ezÍste Z C M,
erzumerátieZ, taZ que y Ç Z.

Observação 3.1.16. Sem perda de generalidade, podemos supor Z Ç X, Disto que X € M
Percebemos que, se ;W é submodelo elementar w-covering, então À4 é também w-covering

para todos os subconjuntos de todos os seus elementos. Na grande maioria das aplicações de
submode[os elementares w covering na ]iteratura, usamos mesmo é que ]t/ é w-covering para
os subconjuntos de un] determinado elemento. Nlesmo assim, não sabemos se vale a recíproca,
ou seja, se caso ]W seja w-covering para todos os subconjuntos de seus elementos, então M
sela u-covering

A definição anterior nos habilita a den:tonstrai que M n H« é u-covering sob outras cir-
cunstâncias:

Proposição 3.1.17. Sejam M -< .ll/o e H C .M, cardánaZ regular não enumeráueZ, taJ que
2<" C: M. Se M é u-coueriTtg T)ara, os subconjuntos de '2<' , elttão M n H. é u-çoueüng.

Z)emonstração. Como K é não enumei'ável, -temos que IHxl = 2<" < é) (proposição 1.1.7). 'Daí
H. C Ho e, por definibilidade, H« C M. Sendo assim, poden-Los fixar / C M, bijeção entre
2<" e H... dada a elementaridade de À/.

Seja X c M n .H. um conjunto enumerável. Como X C .ÍW e / € À4, temos (lue
.f ilxl c 2<" n M e é enumerável. Por hipótese .A4 é u-covering para os subconjuntos de
2<" e então existe y c JW, enumerável, tal que /-táXI Ç y c 2<'. Daí, X Ç. /IVI e /lrl é
enumeráve[. Visto que / C .A4, /IVI C M. []

Se continuamos discorrendo sobre co covering para subconjuntos, provainos:

Proposição 3.1.18. Sejam M -< -Ho e K C M, cardinaZ, taZ que K+ c M. Se JW éu-couehng
pa« suóconluntos de K e cf(M n K+) > «,, então M é «,-cave ng para sueco«:juntos de K+

Oemonstração. Seja X c M n n+ uin conjunto enunierável.
Como cf(M n K+) > w, existe a C JV n K+ tal que X C a. Por elementaridade, podemos

fixar .f € M, sobrejeção de K em a. Ainda explorando a elementaridade, para cada z C X,
existe Z/, c iw n K tal que /(Z/,) = #.

Dado que M é o-covering para subconjuntos de K, existe Z C M, enumerável, tal que
{Z/,:z c X} Ç Z C K. Daí, X Ç /IZI e /IZI é enuinerável. Visto que {/,Z} C M,
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Corolário 3.1.19. cegam Jt/ -< Ho e K C M wr/z cardãnaZ 7'emular não enurrzeráue/. Sup07iAa
gue 2'' = N« < 0, pira algum n < u e gue cf(À/ n w.) > «,, para todo rzatura/ m, laZ que
l 5; m $ n. Então M n .H. é w-couehng.

Z)emonstrnção. Se cf(.Mnwi) > w, temos que ul c À4 e Jt/ é o-covering para os subconjuntos
de Nt. Portanto, se 2<' = Ni, então M n .ll/. é w-covering pela proposição 3.1.17. E ten:tos o
corolário válido para n - l.

Por indução, podemos mostrar que M é o-covering para os subconjuntos de N., para
todos m $ n e novamente usar a proposição 3.1.17. []

Para a última construção da seção 1.3.1 tatnbém podemos discutir w-covering:

Proposição 3.1.20. Seja M -< -H# um submodeZo elementar o-coueüng e seca t c UÀ4
.Então Wltl é u-couehng.

Oe«zonstraçâo. Seja X C Wltl uin conjunto inumerável.
Para cada z C X, fixemos /z C M, tal que

/= é função A t C dom /= A /=(t) Z

Fixemos T c À4 tal que t c T. Para cada z c X, seja

,,(«) -{ t(")se u C 7' n dom /z
se u C T \ dom /=

Por deíinibi[idade, cada g, C M, visto que {/z, T} c ]W. Temos, ainda, que cada g, é função
de domínio T e g,(t) = z.

Como M é o-covering, existe Z C M, inumerável, tal que {g,:z c X} Ç .Z. Seja
F = {g C Z:g é função de domínio T}. Por definibilidade, -F C M. Ainda temos que .F é
inumerável e {g,: z C X} Ç F'

Seja h afunção definida por

Z/ C 7' -, h(3/) - {g(Z/): g C f'}

Por definibilidade, h C M. Portanto y
inumerável.

h(t) C Wltl, por construção. Ainda, X Ç y e y é
n

3.1.1 Submodelos elementares u-covering de cardinalidades maio-
res

Visto que não existe submodelo elementar u-covering de tamanho N., é natural pergun-
tarmos: "E quanto a N.+i? E para cardinais ainda maiores?" Veremos neste momento que a
resposta é: "Dependem"

Se A4 < .leio, JW é u-covering se, e somente se, M n IÀ4l" é cofinal em l.A4l", com respeito
a Ç. Chega-se, então, a que discutir tamanho de submodelos elementares co covering equivale
a discutir cofinalidade de IXj", onde X é un-l conjunto infinito.
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Definição 3.1.21. cegam X am c07Üunto e p $ 1X um cardána/. Dizemos que C Ç IXIP é
co#naZ em IXJP, se, para todo z C IXJP, ezàste Z/ c C, ta/ que z Ç y rasto é, se C é co$naJ
com respeito a Ç). Para c«dànaãs p $ ,', de$,'amos cf(lnl", Ç) como a «.enter cardãnaZãdade
de uma Jamzqãa co$naZ em IKIP

A definição anterior, bem como alguns dos resultados abaixo, podem ser encontrados em
IAM051. Em IKoj011 achamos exala.mente a definição abaixo e também unia breve discussão
sobre pcf theory (do inglês "possible cofinalities" l ver, por exemplo, IJec951, IKoj951 ou
IAM051). Esta teoria foi criada por S.Shelah na intenção de discutir potências de um cardinal
singular

Definição 3.1.22. Para um cardánaJ inánãto K, sda Cov.(K) cf(l«l"' , Ç)

Observação 3.1.23. Percebe-se logo que; cf(IKl", Ç) " ', P" "««qüêncÍ«, Cov.(No) l

Lema 3.1.24 /. Se No 5; p $ K, então

1«1"1 - 2" . cf(1«1")

2. .4 'lfunção" K C CARD -* Cov.(K) é crescente

3 S. « é «. c«dÍ-Z «'' '-m«á«Z, Cov.(K) 2 «

#. S. .« é um ordãn«J, Cov.(N..+i) Cov.(N.) - N.+: n

Z)emonsfração. 1. Suponha À = cf(IKIP) e seja {ya: a < À}, uma família cofinal em IKIP. Para
cada a, fixemos uma bijeção /a entre p e K.. A função definida por

(X, a) C lpl" X À n /a(X)

é uma sobrejeção em IKIP

2. rhivial

3. Provemos primeiro para os casos eln que K é regular
estritamente menor que K. Temos que

Seja C Ç IKINo de cardinalidade

suPtsuPz: z C C} < K,

dado que K é não enun:terável e que ICI < K. Sendo assim, C não pode ser cofinal.

Agora suponha K singular. Sendo assim, H = suplÀ+: À < K é caidinal}. Portanto,

À' $ Cov.(.X+) 5; Cov«(K),

sempre que w < À < K
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4. Pelos itens anteriores, já temos que Cov«(N.) - N..+i $ Cov«(N.+i).
Seja C uma família cofinal eni IN.IK' de cardinalidade Cov«(N.). Para cada 'y C N.+i , tal

que N. 5; ', fixenlos uma bijeção /l: N.: Sendo assim,

{/llXl: X C C A N. $ ' < N.+i}

é cofinal em in.+ilN'
n

Corolário 3.1.25. Se n é um nat raZ não-nw/o, Cov«(N«) N.

Z)emonstração. Temos (lue c';i é cofinal em lnil~'. Portanto, Ni ? Cov.(Ni). Pelo lema
anterior, Clov«(Ni) = Ni. Pata os outros naturais prosseguimos por indução e ainda usando
o [ema anterior. []

Notamos que, se existe M que é un] submodelo elementar u-covering de cardinalidade K,
então Cov.(K) = K. Veremos no teorema a seguir que essa condição é suficiente.

Teorema 3.1.26. Seja n um cardárzaJ. São egaãuaZentes

Z Bz;êste suómzodeZo eZemzentar w-couehng de cardána/ dada n e

2. Cov«(K) - n

Z)emzomstração. (2 --, 1) Suponha que Cov.(H)
seqüência crescente <.A4a: Cr < ul> tal que

K Então K > No Vamos construir uma

1. Va ( Ma -< Hú A IMal « ) .

2. VaVy C IMal" ]Z C Ma+: ( IZI No ,'\ }'' Ç Z )

Seja ÀZo < ]7a de cardinalidade K. Para P < ul, ordinal limite, seja MP = U.<P À/a. Para
o caso sucessor, fixemos C Ç l.A/aj", de cardinalidade K e cofinal em IÀ/al". Já que C Ç Ho,
podemos achar À/a+l < HO de cardinalidade K tal que Jt4a U C Ç .A4a+i Como C é cofinal eln
IÀ4al", A/a+l satisfaz o item 2

Então M' = U.<.. À/a é submodelo elementar de tamanho H.
Seja y C IWl". Daí existe cl < cdl tal que y C l.A4aj". Por construção, existe Z C À4a+l,

enumeráve[, ta] que y Ç Z. Ainda temos que Z C M. Portando À/ é u-covering. []

Concluímos

Corolário 3.1.27. Bz;ásfe swómodeZo elementar w-couedng de cardãnaZádade N.+i se, e só se,
Cov.(N.+-) - N«--:. []

A demonstração do teorema 3.1.26 pode ser modificada para obtermos
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Proposição 3.1.28. Sda n um cardánaZ taZ que Cov«(H) = K. Se X Ç -Ha tem cardánaJádade
K,, então e isto M -< Ho, w-come'üvtg de cürdinaLidüde K,, tül que X Ç M

Demonstração. Seguimos a mesma den-tonstração do teorema 3.1.26 tomando À4o tal que

Como não há subinodelos elementares w-covering de tamanho N., sempre que a é ordinal
limite de coflnalidade enumerável, temos:

Proposição 3.1.29. Se cv é um ordínaZ ZámÍte de co$
Cov«(N..+:) . Em p«dãc«Z«, Cov«(N«) - Cov«(N«+:).

Demonstração. Pelo corolário 3.1.13 e pelo teorema anterior, Cov«(N.) ? N.+i. Pelo lema
3.1.24, Cov«(N.*--:) - Cov«(N.) . N.+: - Cov«(N.). []

Podemos agora discutir quais cardinais podem ser caidinalidade de subinodelo elementar
u-covering

Lema 3.1.30. Sdü K wm c
couering de cardinctlidade K,.

Z)emonstraçâo. Pe]o ]ema 3.1.24, temos K 5; Cov.(K) $ 11Kl"l = H" = n. []

Corolário 3.1.31 (GCH). Se K é um cardinaZ de co$naZádade não enumeráueZ, então ezáste
su,bmodelo elementar u-couehng de cardivtalidade K.

Z)emonstração. Por causa de GCIH, K satisfaz H" = K. []

Observação 3.1.32. Podemos generaZázar o coroZáMo arzferáor supondo SCH e requerer K
cardinal, tal, que ctÇKÕ '> u e K'Z 2u . Teremos, tawtbém, Ru = K (uer, por ezempl.o, IJecOSI).

E consistente termos a equivalência no lema 3.1.30:

Proposição 3.1.33 (CH). Ezáste swbmodeZo elementar w-couehng da cardána/idade K se, e
somente se, Ku = K.

Z)emonstraçâo. Se M é um submodelo elementar u-coveiing de cardinalidade K, M é enume-
rave[mente fechado pe[o teorema 3.1.3. Daí lml" c ]V de onde teremos H 5;. H" 5; K. []

Podemos mostrar a consistência de "Cov«(N«+i) = N.+i" usando a seguinte proposição:

Proposição 3.1.34. Se N. é limite /ode,i então Cov.(N.) = 2N"

Z)emonstração. Se N. é limite forte, temos que 2n" = N: (ver, por exemplo, IJec031) e que
2''' < N.. Pe]o ]ema 3.1.24, Cov.(N.) = N: = 2N". []

tDizenios que un] cardinal K é limite forte se 2À < K, para todo À < H (IJec031).

(Nn.n].{.d.a.d.p. p.'n.ll.wl, e,rán e. ]. Cove7 /

sllbwl. o d,p. 1, o 81.p.'m,e.n.t.a.r ua,rd.i.n,a.l. +,a.t. p.x.á.st,er K .s r
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Concluímos

Corolário 3.1.35. Se N« é limite /ode, 'Cov«(N.+i) N.+i" é equivalente a "2n"

Os resultados a seguir inostrant a independência de "Cov«(N.+i)
assume a existêl:toa de determinados Zarye cardína/s.

Nw+l", quando se

Teorema 3.1.36 (IMag77a, Mag77bl). Se ezãste urra cardinal supercompacto, então existe
extensão genéhca na qual N. é Jámáte /ode e 2n" = N.+2. []

Teorema 3.1.37 (IGit89]). Se existe cardinal mensurável K de ordem de Mitchell n++,
então ea;ás]e ea;tensão gerzéráca na qaaZ G('H urze abaázo de N.., e 2R" ;: N..,+2. []

Observação 3.1.38 ([KojOl]). M.Ãdman dãz que a corsas êncáa de "Cov«(N«+i) > N.+t "
e:úge a, dü existência de tange cardo'nal,.

Em IKoj951 ou en-l IAM051 poden:tos encontrar den-tonstrações para os dois resultados
abaixo, ambos de autoria de S.Shelah.

Teorema 3.1.39. N: < N(2")+ Portanto Cov.(N«) < N(2«,)+ D

nTeorema 3.1.40. Cov«(N«) < N«,

Observação 3.1.41 ([KojOl]). Por causa do gema 3.-í.e.g, temos que

N= Cov.(N.)

E interessante n,atar que o favor 'Z'' é ilimitado ma,s o falar (13ov.ÇX..3 é limüadol arde'n,s
c.c.p. qwe presemam cardinais, por exemplo, não mudam o número Cov.(N..,).

No exemplo a seguir mostramos que "Cov«(N«+i) = N.+l" independe do valor do conta

Exemplo 3.1.42 Existe modelo no qwaZ "2" N...., e Cov«(N.,-:)

Z)emonstrução. Suponhamos GCH e seja ]P = Fn(N.+2 x w, 2). Se G é ]P-genérico adicio-
nainos N..,+2 reais de Cohen, ou seja, (2" = N.+2)vlq. Dado que ]P' tem c.c.c., P preserva
cofinalidades e cardinais.

Como vale (llCH, existe submodelo elementar M, u-covering de cardinalidade N.+i.
Na seção seguinte inostraremos que, se G é P-genérico, WI(;l é w-covering. Sendo assim,
(Cov«(N«---) - N«--:)"lq. []
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3.2 Preservação de u-covering
Nesta seção investigamos quando JWlal é w-covering. Num primeiro instante suporemos

qite M é u-covering e veremos quais ordens parciais preservam essa propriedade em WI(;l.
Em seguida estudamos a possibilidade de "tornar" mIaI w-covering, ainda que M não o seja.

Observação 3.2.1. Para um submode/o elementar M, denotaremos o corÜunto {<r, 1> : r C
M é ]P-nomes por MI, para qwe, dado G, genéhco, &lC sda JWICI e traz)aZAemos somente com
IP nomes.

Nossa investigação vai depender tanto da propriedade do submodelo elementar, como de
propriedades da ordem parcial cole a qual forçamos. Para tanto vale lembrar o diagrama das
classes de ordens parciais:

c.c.c.

propria

enun-teravelmente
fechada

ui-Barre

+

c.c.P.

preserva wi

Classes de ordens parciais (Figura 3.2)

Para nosso primeiro teorema precisaiemos do lema a seguir

Lema 3.2.2. Sejam .A4 --< .ZI/o, w-couehmg, IP C M, wma ordem parcàaZ c.c.p., e 'r, um IP-nome

D,
{« ' «:

]aCM ( a él"-nome enfim«á«Z A qlf- '',Ça") l
V q If" 'q não é suócorÜunto enumeráueZ de l\41" J

é derzso em P'

Z)emonstração. Seja p C P. Se p C Z),, não há o que fazer. Podemos supor que p g Z),. Pela
proposição 1.2.9, p tem extensão p' tal que

p/ If- "l- C: Nt /\ 1- e enuinerável"

Pela proposição 1.2.32, existem p Ç b4t, p'-nome enuinerável, e q $ p', tais que

q IF-' "l'- Ç P"
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Já que M é w-covering, existe X c M, enumerável, tal que dom p Ç X. Seja

a' {<n-, 1> : r C X é P-nome }

Por definibilidade, o- C M, dado que {X, p'} C M. Além do mais, o- é IP-nome enumerável e
p Ç o. Ainda, q ]f- "l- Ç o". []

Teorema 3.2.3. Sega M -< .ll/a, w-couehng, e seja F' C M, uma ordem parcjaJ c.c.p. Se (; é
um ]P-genéhco, erztão MIAI é u-coueãng.

Z)emonstração. Seja X um subconjunto enulnerável de MIAI. Daí existem p C G e 1-, P-nome,
tais que rc :: X e

p IF "l- C IW /\ r é enumerável"

Pelo lema anterior, existe q C 1), n (17, já que -D, daquele enunciado é denso em P
Como p e q são compatíveis e p ]f- "l- é enumeráve]", existe o C M, ]P-non-te enumerável,

tal que q If- "l- Ç o" . Como q C G,

X = ZG Ç aG C MIAI

e aG é enun-terável. n

Parece natural, então, definir

Definição 3.2.4. Z)ízemos que wma ordem parcãaJ P' preserva u-comer'ámg, se para todo
cardánaZ regra/ar 0 e todo M -< -Ho, o-coueüng, faZ que ]P C .A4, MIAI é u-couehng, sempre
que G é IP-genéhco.

Dado o teorema 3.1.4, temos

Teorema 3.2.5. Se P presema w-couehng, então prever?/a wi

Z)emorzsfração. Seja À/ um submodelo elementar w-covering de cardinalidade Ni tal que P C
M. Seja G um P-genérico. Temos que WJCI é w-coveiing. Pelo teorema 3.1.4, w:'lal Ç WI(i?l.
Sendo assim MIAI é não enumeráve] e, já que IWICll = IMlv]C] = INllv]C], conclui-se que

D] ]

Dada a caracterização dos submodelos elementares u-covering de cardinalidade Ni (teo-
rema 3.1.6), chegamos ao:

Teorema 3.2.6. Sega P' urrza ordem parcial. Então P' Frase a ul se, e somente se, ]P prever"t/a
u-couehng para submodetos elementares de cardinatidade RI.

l)emonstração. (SÓ se) Seja À/ uln submodelo elementar w-covering de caidinalidade Ni ao
qual P' pertença. Pelo teorema 3.1.6, existe <(.A4a, .Á«): a' < wl> tal que M = U.<.. À/a e

1. Va < # < «,1 ( Ma Ç .4.. C MP ) e
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2. VCr < OI ( .A4a -< M A .,4. C M A l;Wa l.A.l - No )

Podemos, sem perda de generalidade, supor que P' C n.<.. À4a.

Ta = {<a, ]> : O' C .4.. é ]P-nomes.

Sempre que a < P, por elementaridade, Ta C À/a, visto que {..4., P} C MP
Ainda, se G é um p'-genérico, temos que MIAI -: U.<.: Ã4alGI e

Para cada a, seja

1. Va < P < WI( Malga Ç(Ta)G C WPICI) e

2. V.« < «,: (Malga -< MIAI ». (Ta)G C m'lCI .A IMalGI 1(%.)cl - No)

Como w: é preservado, a seqüência <(]t4alGI , (Ta)G): a < wl> está nas condições do teores-ta
3.1.6, e JWICI é w-covering. []

Ainda usando a caracterização dos "menores" submodelos elementares w-covering, pode-
mos mostrar:

Teorema 3.2.7. Se P' é unia ordem parcáaZ que rzão coZapsa a co/iria/idade de u. para w, para
todo natural n Z 1 , então V' prever"ua co-comer'i'rtg para todo submodelo eteTnentar ui-couehTLg
de cardánaládade menor gue N..

Demonstração. Vamos proceder por indução eln n. Pelo teorema anterior já demonstramos
pala n - l.

Seja M um subnlodelo eleinentai de cardinalidade N«+i. Pelo teorema; 3.1.10, M =
U..<..+. À4a' onde <JWa: a < W.+l> é uma seqüência crescente de submodelos elementares
u-covering de cardinalidade N«. Se G é um IP-genérico, por hipótese de indução, cada m.lcl
é w-covering. Já que MIAI = U.<«....: W.*lCI e (cf(on+l))VJGI > w, telhas que JWICI é u-
covering, pe]a proposição 3.1.8. []

Na demonstração da proposição 3.1.11 foi importante termos que a seqüência fosse estri-
tamente crescente. Para garantirmos que as extensões sejam diferentes usaremos o axioma da
regularidade no resultado abaixo.

Teorema 3.2.8. Seca F' wma ordem pare aZ qwe presema u-couehng. Então qualquer cardànaZ
n de co$nalàdade não enumeráuet continua com co$nalidade não enumeráuet em qualquer
esçterzsâo por IP'

Z,)emonslração. Sejam À = cf(K) e 0 2. (maxÍK", jtrcl(IP)l})+. Assim teremos {/ç", P} C Ho
Construiremos, por recursão, uma seqüência <.IM.: a < À>, tal que:

1. Va < À ( Ma -< -Ho A IMal «" ) .

2. Va < # < ,X ( {Ma} U IMaj" C MO )

6
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Seja ÀZo -< -HP ta] que lmol = K" e ]P C ]Wo. Suponhamos a seqüência construída em /7 < À.
Dado que cada À/a C ]lo, existe MP < .17o tal que IWPI = K" e {À4a: CI < P} U IU.<p .Real" C

Já que À > u e a seqüência é crescente, M = U.<À Jt4a é uln subinodelo elementar w-
covering

Para cada a < À, seja Ta = {<a, l> :a C À4a é un] P-nome }. Sempre que a < /3, por
deíinibilidade, Ta C JWP, dado que {.A4a, P} (. À/O.

Seja G um ]P-genérico. Temos que MIAI = U.<À À/alga e

1. Va < À ( MajGI -< .H;'']'] ) e

2. Va < P < .X ( .A4alGI (%.)c C WojCI )

Por causa do item 2, a seqüência <À/ajGj: a < À> é estritamente crescente.
3.1.11, teremos (cf(K))v]C] > «,.

Pela proposição
D

O exemplo a seguir n:mostra que preservação de w-covering para submodelos elementares
de tamanho Ni não implica preservação de u-covering para submodelos de tamanhos maiores.

Exemplo 3.2.9. Ehásíe ordem parcial que prever"t/a w-couehng para submode/os elementares
de cardánaZàdade Ni rezas não para agua/es de cardãna/idade N2.

.Z)emonstraçâo. Seja F' = N o forcing de Namba (ver, por exemplo, INaln711 ou IZap981).
As condições de N são árvores perfeitas não-vazias T C w2<" com um "tronco" tr(T) C T,

tais que para todo elemento s C 7', s Ç tr(T) ou tr(T) Ç s, e, se tr(T) Ç s, então s tem
exatamente N2 sucessores imediatos. Ordena-se IV por Ç (i.e., T $ t/ se, e somente se, T Ç U).

E conhecido que N preserva oi mas colapso a cofinalidade de u2 para u. Sendo assim,
N é un] exemplo de ordem parcial que preserva u-covering para subinodelos elementares de
cardinalidade Ni mas não para aque]es de cardina]idade N2. []

3.2.1 Forçando w-covering
Até o momento nós sempre iniciamos com uni subinodelo elementar o-covering e tentamos

provar que sua extensão também era u covering. Vejamos se é possível termos extensão w-
covering quando o submodelo elementar não era u-covering no "ground model."

Proposição 3.2.10. Sega IP C JW wma ordem parcíaZ c.c.p., onde M é um swbmodeZo eZemen-
t«. S«FORA« q« p ll-- "M é «,-co«''á"g" p«« «/g«m« «ndãção (I', M)-g.né«ác« p. E«tão M
e u-couemng.

Z)emonstração. Seja X C M um conjunto enumeiável
Então existem q 5; p e 'r C M, IP-nome, tais que

q IF "X Ç a'- /\ 1- é inumerável",
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já que p If- "lMI é w-covering"
Posto (lue P' é c.c.p.,

D {, ' «:
(]y, enumerável, (, IF- ",- n v ç V'")) 't

V r IF "r n v não é enumerável" l

é uln subconjunto denso de F'. De fato, se t C IP \ -D, t tem extensão u tal que u If- "r n
V é enuinerável" (proposição 1.2.9) e daí existem y, inumerável, e u $ u, tais que u If-

"l- n v ç y" , e u é extensão de t que está em Z,)
Já que {l-, F'} C M, por deíinibilidade, temos -D C M. Então z) n JV é pré-denso abaixo

de p, dado que p é (IP, M)-genética.

Seja r C ]) n ]w compatível com q e seja s uma extensão comuna a r e q. Dado que q If-
"r é inumerável" , íixemos, por elenlentaridade, y c À/, enumerável, tal que r If-- "7-nv ç y"
Então

s If- "X Ç r n v ç y" ,

ou seja, X Ç y. D

Coro[ário 3.2.11. Sejam M < /i'a e ]P' C À4 umâ ordem parcãaZ com c.c.c. Sempre que G é
IP-genéhco, MIAI é w-couehng se, e somente se, M é w-coueüzzg.

Z)emonstração. Já que ]P tem c.c.c., todas as suas condições são (]P, M)-genéricas (proposição

O fato é que não podemos retirar do teorema a condição (I", M)-genérica. Verem:tos isso
no exemplo 3.3.7 onde a extensão de um submodelo elementar que não é nen] o-covering se
torna ellumeravelmente fechado.

3.3 Outras propriedades de ]U e 7WI(?l

Na seção anterior discutimos w-covering, nesta discutiremos enumeravelmente fechado

Definição 3.3.1. Daremos que P preserva emumeraueZ77zente /achado, se para todo car-

dãnaZ regra/ar é? e todo M -< Ho, enumeraueZmente /achado, taZ que P' € .1\4, À/ICI é enumern-
uelmente fechado, semT)re que G é V'-genéü.co.

Para ordens parciais wi-Barre temos um lema análogo ao lema 3.2.2

Lema 3.3.2. Sejam M -< .ll/o, enumeraueZmente /ecAado, IP € M, uma ordem parcáaJ wi
Barre, e 1-, um P-nome. Então

D,
{« ' «:

]a c M ( . éP'-«o«.e .m«me,á«Z A q If- '', - a" ) 'l
V q If- '? não é subcozÜunto enumeráueZ de b4[" J

é derzso em IP
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l)emonstraçâo. Seja p C P' \ D,. Pela proposição 1.2.9, p tem extensão p' tal que p' If- "r Ç
M[ /\ 1- é enulneráve]". Pe]a proposição 1.2.30, existem o- Ç $4[, enumeráve], e q .$ p', tais
que q If- "l- = a". Como M é enuineravelmente fechado, dom a C À4. Colho a Ç $1[,

a = dom a x {]}. Por definibi]idade, a C M. []

Teorema 3.3.3. Sega M um suZ)modelo eZememtar enumeraue/mente /ecAado e seca ]P C ]W

alma ordem pare aZ wi-J?abre. Se G é ]P-genérico, então MIAI é enKmeraueZmente /ecAado.

.Demonstração. Seja X uln subconjunto enun:terável de MIAI. Daí existem p C G e 1-, P-nome,
tais que rc := X e

p If- "l- C $1 /\ 1- é enumerável"

Pelo lema anterior temos que existe q C .D, n G, pois que D, daquele enunciado é denso em
P

Como p e q são compatíveis e p ]f- "l- é enumeráve]" , existe o- C M, ]P-nome inumerável,
ta[ que q [f- "r = cr". Como q c G, X = rc :: ac c ml(;l. []

Os teoremas 3.2.3 e o anterior incrementana o diagranaa da figura 3.2 (página 41), obtendo

c.c.c.

propria

enumeravelmente
fechado

ut-paire

c.c.P

preserva
enumeravelmente

fechado

'-- preserva w-coveringpreserva ui

Os exemplos a seguir mostram como preservar enumeravelmente fechado é um pouco mais
compZãcado:

Exemplo 3.3.4. -Ezásfe ordem pare aZ gue preserz;a w-couehng mas não prever't/a enumera-
uetwtente fecho,do.

l)emonstração. Seja M um submodelo elementar enumeravelmente fechado com a cardinali-
dade do contãnuum e seja K C Jt4 unl cardinal, tal que n > 2". Por definibilidade, temos que
P' - F«(K x w, 2) c M'

Se G é um IP-genérico, adicionainos n reais de Cohen e teremos (2" ? K)vlq. Como
p' é c.c.c., MIAI é w-covering e (IWICI = IÀ41 < K $ 2")vlq, lembrando que IP preserva
cardinais. Portanto AdIeI não é enumerave]mente fechado. []
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Exemplo 3.3.5. -Züz;êste ordem qKe "tomba" u-couehng em enurneraueZmenfe /achado

l)emonstração. Seja P = Fn(/,2,wi) para um conjunto não inumerável /. Temos que I"
é enunleravelmente fechada (lema 1.2.24) e, portanto, wi-paire. Em qualquer extensão por
P', temos CH (IKun801). Sendo assim, se À4 é w-covering, À/ICI se torna enumeravelmente
fechado pe[o teorema 3.1.3. []

Temos uma versão da proposição 3.2.10 para enunleravelmente fechado e wi-Baire

Pi'oposição 3.3.6. Sega P' C 7W uma ordem parcial wi-Barre, onde M --< -Ho. Suponha que
p If- 'M é e-m««eZme«te /e.A«do" p«« «Zgum« «ndãçã. (I', M)-genéh« p. ntâ. Mé
enumerauelmente .fechado.

Oemonstração. Seja X C M un] conjunto enuinerável.
Já que p If-- "R4t é enumeraveln:tente fechado", existem q $ p e r C M, p'-nome, tais que

q If- "X = r"
O conjunto

D {, ' «:
(]y, en«mera«l, (, IF- ",- nv - P")) 'l

V r If- "r n V não é enulnerável" J

é denso em P'. De fato, se t C ]P \ Z), t tem extensão u, tal que u If- "l- n v é enumerável"
Como IP é wi-Barre, existem u $ u e y C V, enunierável, tais que u If- "r n v = y". Daí, u
estende t e é elemento de .D.

Dado que {a'-, ]P} C M, temos, por de6nibi]idade, que Z) C ]W. Então, 1) n M é pré-dando
abaixo de p, visto que p é condição (P, M)-genérica.

Seja r C D n M compatível cona q e fixemos s, unia extensão comum a r e q. Dado
que q If- "l- é enunlerável", fixemos, por elententaridade, y C À4, enumerável, tal que r If-
"rRV = y". Então s ]f- "X = rnv = y" e X = y C M.[]

O exemp]o abaixo mostra a necessidade de termos a condição sendo (]P, M)-genética

Exemp[o 3.3.7. EzÍstem submode]o elementar .K, que não é w-couehng, ]P C -K, ordem
parcáaZ enwmeraueZmente /ecAada, e G, p'-genéNco, tais que /(lal é w-couehng.

Z)emzonstração. Seja é? = Ns e suponha que vale 2n" = N«+i, sempre que n C 4. (Observamos
que vale CH e daí temos que todo submodelo elementar w-covering será também enumera-
velmente fecllado.)

Vamos construir .L < .Ho satisfazendo:

«,i c -L, cf(L n«,2) «, e cf(.L n «,3) cf(z, n «,.) - «,:

Depois construiremos / C P' C -L, tais que F' é u3-fechada, IP mantém "Vn C 4 ( 2n'
e ainda

cr(-Llcl n «,2) ICI n «,3) lcl n «.,4),

N.+l )"
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sempre que / C (7 e (; é P-genérico.

Sendo assim, -K = .L n -HR. -< Hu. mas não é w coveling pois cf(-K n w2)
3.1.5). Entretanto, se G for um P-genérico ao qual / pertença, teremos

w (proposição

LICI -.< X;'']';] e cf(Z,IGI n «,:) wi, para todo ã C 5 \ l

Pelo corolário 3.1.19, Llcl n .f/vlCI sela u-covering e pelo lema 2.1.5, ,r(ICI

z,lcl n H=Ea]
(z n #x)IGI -

Teremos, a seguir, Q -< HP que vai "controlar" cf(-L n u4).
Por recursão, construímos uma seqüência <Q.: a < wl>, de subnlodelos elementares w

covering,tal que

1. Va < «,i ( «,3 C Q. -< Ho A IC?.l N3 A tcl(Q..)

2. va < p < «.,i ( Q.. c Q/3 A Q. n«,4 c QP )

Observando o item 1, teremos sempre que td(Q.) = w4, pelo corolário 2.4.3. Ainda, pela
proposição 2.4.6, Q. nw4 < u4. Seja Qo -< .Ho, u-covering, tal que u3 C C?o e IQol = N3. Para
a C wi, seja C?..+i = Q..IQ. nw41. Pelo teorema 1.3.14, Q.+i -< Ho e ainda IQ.+tl = Ns e
Q. u {Q.. nu4} c Q.+l. Pela proposição 3.1.20, Q«+l é u-covering. Para /7 < wi, limite, seja
QP -< .lío, u-covering de cardinalidade N3, tal que U.<P Q« C QP (que existe pelo lema 3.1.9).

Por construção,

«,; c Q - U Q.. -< Ho,

Q tem caidinalidade Ns e, pela proposição 3.1.8, é w-covering. Pelo corolário 2.4.3, td(Q) = w4
e, pela proposição 2.4.6, Qnw4 é ordinal e <Q.no4: a < ol> é seqüência estritamente crescente
e coÊnal em Q n w4.

A seguir, construímos ]V -< Q, que controlará cf(É n u3).
Analogamente à construção de Q, terenaos ullla sequência <.Ara: a < ul>, de subinodelos

elementares w-covering, tal que

1. VcE < wi w2 u {Q. n u4: cl < Wl} C Ara < (2
A INal A td(Na) - «,3 ) ) .

2. ''gct < 13 < u\ Ç N. c ND N N. n us ç: NB)

Seja Aro -< Q, u-covering, tal que o2 U {Q. n o4: a < wi} C Aio e IXol = N2. Para a < oi,
seja ]Va+l = Anal.Ara n wsl. Vale ressaltar aqui que Ara n u3 < u3 C Q. Portanto, pelo teorema
1.3.14, Ara+l ''< -Ho e também QJAra n u31 ' Q -< J7o. Como .Ara+l Ç Q, terenaos ]Va+l -< Q,
por causa do lema 1.3.10. Para P < wi, limite, seja .AíP < Q, w-covering, tal que IXol :: N2 e
U..::p Na C NP.



3.3 OUTRASPROPRIEDADES DEiW niwt(q 49

Definimos

"- U Na

e temos que w2 U {Q. n w4:a < wi} C .N -< Q e IIVI = N2. Pela proposição 3.1.8, N é
u-covering. Por construção, <A(.. n u3: a < wi> é estritamente crescente e cofinal no ordinal
]v r] w3.

Finalmente chegamos ao -L l
Seja LO -< -N, w-covering de tamanho NI, tal (lue {Qa nw4: a < Ul} U cara nco3: a < wl} (.

Z.,o. Para cada n < o, seja L.+i = -c.l.t. n w21, que é submode]o e]en-tentar de ]V (pelos
]nesmos argumentos usados na construção dos .At..+i 's), é u-covering (pela proposição 3.1.20)
e tem caidinalidade Ni. Definimos

z; - U z«

Daí .L -< ]V, tem cardinalidade Nt e, como <h n u2: n < o> é estritamente crescente e cofinal
no ordinal -L n w2, .L não é co-covering. Dado que L C .lv, <Ar n w3: a < ui> é cofinal em

L n ua, pois a mesma seqüência é cofinal em .N n w3. Analogamente, <(2. n w4: a < wi> é
cofinal eni .L'n w4.

A ordem parcial é IP = Fn(w3, w3, N3).

Como P' C -HK, e IP'l = ll«,3 x «,3l':*'l = ll«,3 x «.,3lS"'l = N:' = (2"')'' = 2*' = N3, temos
que P' C -ll/N., e, por definibilidade, P C L. Além disso, temos que F' é N4-c.c. Do lema 1.2.16,
IP preserva cofinalidades e caidinalidadas a partir de N4. Do len:ta 1.2.24, col-tcluínlos que IP
é NS-fechada e, pelo corolário 1.2.26, P' preserva cofinalidades e cardinalidades até N3. Dado
que P é N3-Barre, "Vn C 3 ( 2n« :: N.+l )" é mantido enl qualquer extensão por causa da
proposição 1.2.28. Pela proposição 1.2.19, temos "2n' = N4" em toda extensão por IP.

Para a construção de / C P', conforme nossos propósitos, precisamos de mais um submodelo
element ar.

Se.ja M -< N, w-covering de cardinalidade Ni, tal que Z, C M. Pela proposição 3.1.5,
cf(À4 nco2) 2 wi. Como l,4/l = Ni, M nw2 é ordinal e À4 nw2 < u2. I'ogo cf(À/ nw2) = wi e
podemos fixar <3/.: a < w] >, seqüência estritamente crescente e cofinal em .A4 n u2.

Vamos construir / C P', (I", M)-genérica, tal (lue, cf(-LIGA n u2) = wi, sempre que G é
genérico e / c C;.

Seja <Z).: a < ui> uma enumeração dos densos de P' que são elementos de M.
Construiremos, por recorrência, as seqüências </a: a < wl> e <z«: a < wl>, tais que

1. Va < «,1 ( /a C D« n M ». «;. C (dom /a) n -L A /a(Z..) = y.: ) e

2. ''gcx < 13 Ç dom f.. C sB N f. C fn ).
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Seja zo = No nãos. Como Do C JW é denso e {<zo,yo>} c M n IP, existe /o C .Do n M,
tal que /o $ {<zo,yo>}. Suponhamos as sequências construídas eni P < wi. Temos que
X = {sup(don-t /a): a < /7} C À4', visto que M' é enunleravelinente fechado. Ainda, supX C
M n w3 ç Ar n w3. Como <.Ara n w3: a < ul> é cofina] em ]v nw3, temos que existe õ < ul tal
que Aró nw3 > supX. Sqa zP :: .ívõ n w3. Dado que

( U /a) U {<:«P, g/P>} c M n P'

e .DP C A/ é denso ein P', existe /P C z)P n .A4 tal que

/O .$ (U /a) Ul<«P, yP>}

Seja

Tomemos (l; um genético ao qual / pertença. Daí, -F = U (; c z,la}, dado que G c .LICI.
Ainda -F:o3 '' ws, / C /' e, como z« C -L C ZICI, F(z.) C Z,ICI, sempre que a < wi.
Pnr+ ., nt,-. :, fll npãnx vx vwxxuv u x UlxYUv

a < «,: n r'(z.) - .f(:«.) - y.. c Leal n «.,:
é estritamente crescente no ordinal Z,lcl n u2.

Dado ' € z,lcl n w2, temos (lue ' C mIaI n u2 = M n u2, visto que / é (P', ]W)-genérica.
Daí, existe a -< wi tal que "r < g... Concluímos, então, (lue <F(z..): a < ui> é cofinal em
-Leal n u2. Portanto, cf(LIGA n u2) = wi.

Se ,y C Z,ICI n w3, temos que 'y c ml(;l í] w3 :: .A4 n w3, pois .f é (P', M)-genérica. Dado
que M n u3 c .N n u3, existe a < ul, tal que 'y < .nc:. n w3. Mas Ara n w3 c .L c .Leal. Então
<Na nw3: a < ul> é cofinal eln Zlcl nua. Concluímos que cf(-LIGA nw3) = ol. Analogamente,
chegamos a cí(Llcl n co4) = wi.

Sendo assim, chegamos a LI(-;l -< /Jvlcl satisfazendo

cf(LIGA n «,{) ui, para todo ã c 5 \ l

Construímos assim -L, P' e / colho queríamos. Logo -K
é w covering e enumeravelmente fechado.

z, n .ll/n. não é u-covering mas -Z(ICI
n

3.4 K-covering
Visto que trabalhamos com subconjuntos enulneráveis, é natural pensar ein generalizar a

definição de w-covering para cardinais maiores.
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Definição 3.4.1. Para uml cardána/ n, diremos que um swbmodeZo e/ementas M, taZ que
]W > K, é K-comer'áng, se para todo X, swbc07Üunto de M de cardinaZádade H, ezãste y C À4,
taJ qae X Ç y e IVI = H.

Já poden-tos demonstrar, por causa da definição:

Proposição 3.4.2. Sega iW < .ll/o, K-couerãng, onde H c M, é um cardinaJ. Então IÀ/nKI = K

Demonstração. Seja X C Ã4 de cardinalidade K. Como M é K-covering, existe y C M, tal
que X Ç y e IVI :; K.

Dado que y C M, por elenlentaridade, existe / C À4, bijeção entre K e y. Como X Ç
À4 ny, temos que/ ilXI ç MnK, pe]o]enla 1.3.7. Daí IMnK1 2 1/ ilxll = lxl = K.[]

Observação 3.4.3. Se K é um cardánaJ taZ que lw n n
K

n. então M n K, é ilimitcLdo em
n

Precisaiemos de alguns resultados para provarmos os mais interessantes

Lema 3.4.4. Seja H wm caril naZ taZ que liw n KI = K. Se À é um cardãnaZ taJ que À < cf(n),
então e:«êste p c M n K, «,dán«J, t«Z que .X 5; lm n PI.

Demonstração. Fixeinos /: ]l/ n K --, K, bijeção, e seja .A = ./''tlÀI. Então .4 c M n Ke
.41 = À. Já que À < cf(K), sup.A < H Pela observação anterior, existe ' C À4 n K, tal que

suP.4 < ' Logo, -A ç M n'y e À = 1.41 5; iiu n VI. Mas M n7 é equipotente a .lw n /z, se
lz = 1"rl (basta usei o lema 1.3.7). Sendo assim, À 5; in n PI, P c M n K e, além disso, p é

Corolário 3.4.5. Seja H um cardánaZ. Se lw n K+l H' , então lw n K n

Corolário 3.4.6. Seja M < .fl/o e seja n < u ta/ q e lw nw.+i
u.+iC]W

N.+l 5; 0. E7ztâo

Z)emonstração. Provemos por indução em n.
Pelo corolário 1.3.9, M nwt é sempre ordinal. Se IÀ4 nwil = Nt, À4 n wi = wi.
Suponhamos IÀ/ n w.+21 :: N,,+2, onde A4' -< .fj'o, para é? 2 u.+2. Pelo corolário anterior,

temos que IÀ4 n w.+il = N«+i e, pela hipótese de indução, w.+i C M. Como w.+i C J\4,
podemos usar o lema 1.3.7 e a proposição 1.3.8, para provar que M n w.+2 é ordinal. Caso
]w n w.+2 < w«+2, teríamos IÀ4 n w.+21 $ N,.+i, um absurdo. []

Agora voltemos nossa atenção aos K-covering

Teorema 3.4.7. Sda M < Ha e seja K C M um cardinat tal que K+ < 0. Se M é K+-coueMng,
eTttão M é K- couehng.
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Z)emonstração. Seja .4 C M, colei l.AI = K. Já que M é K+-covering, existe C' C Jt/, de
cardinalidade n+, tal que .4 C a.

Visto que {K+,O'} C .A4, podemos fixar / C A4, bijeção entre K+ e C. Como l,al = K,
temos que sup(/'il.AI) < K+ e, ainda, existe ' C À4 n K+, tal que sup(/ il.41) < 7, dado que
MnK+ é i]iniitado em K+. Sendo assim, -B = /1'1 C M, l-el = 1'yl = K, bem como .Á Ç B. []

Corolário 3.4.8. Seja iU -< J7o e sega n um zzatura/ taZ que w.+l < 0. Se M é N.+l-couehng,
então M é Ni couehng, para todo ã C n + ]. []

Corolário 3.4.9. Seja À/ -< Ho e seca n um nat rnZ ta/ que u.+i < 0. Se .A4 é N.-couehng,
então u.+i C Jt4

Z)emonstrução. Se ]W é w-covering, temos que wi C M, pelo teoren-ta 3.1.4.
Agora suponha .A4' --< -H0, Nn+Fcovering, onde u.+l < 0. Pelo corolário anterior, temos que

M é N.-covering e, por hipótese de indução, u.+i C M. Como o«+i C À4 (por definibilidade),
M n u.+2 é ordinal.

Suponhamos M n u.+2 < u.+a. Sendo assim, IA/ n w«+21 = N.+i. Dado que M é N.+l-
covering, existe y c À4, tal que .A4 n w.+2 Ç y e IVI = N.+i. Seja

Z = {z C y:z é ordinal/\ lzl $ N.+i}.

Por definibilidade, dado que {y, N«+i} C M, Z C À/. Além disso, À4 n w.+2 Ç .Z e, daí,
ZI :; N«+i. Talalbém, por definibilidade, sup Z + l c w.+2 n À4 ç Z, un:l absurdo. Portanto,

Já vimos que existem subinodelos elementares u-covering de cardinalidade Ni . Portanto,
estes não são Nt-coveringl Não podemos esperar que, se M é N.-covering, também seja
N«+rcovering. Ainda assim, conseguimos a proposição abaixo:
Proposição 3.4.10. Sega M --< Ho, onde 0 é cardãnaZ e N. < a. Se M é N.-couehng, para
todo n < w, então M é N.-couehng.

Z)emonst7ução. Lembramos que o conjunto {N.: n < w} é definível, e portanto, é elemento de
M. Sendo assim, N. :: supÍN.: n < co} C M.

Seja .4 C .A4 de cardinalídade N.. Então podemos escrever

.4 - U .4«

onde cada l.4«l = N«. Por hipótese, para cada rz < u, existe X. C À/, tal que ..4. Ç X. e
x.l-N..

Sendo assim C' = {X.:n < w]. é uin subconjunto enumerável de M e existe Z) C M
enumerável, tal que C' Ç .D, dado que M é w-covering. Como {N., 1)} C M, temos que

E {z C D: lzl < N.} C M,

U .E C M e l-el .$ N..é enumerável e C' Ç E. Logo -B
..4 c.B.

Visto que .A Ç UC', temos
n



Capítulo 4

Extensões de espaços topológicos por
Jorc't'ng

8

Se tomamos uin espaço topológico <X,7">, 'r pode deixar de ser uma topologia numa
extel:tsão por forcing. Ainda assim, podemos usar 7 para gerar uma topologia enl X nessa
extensão. Visto que podemos "ganhar" abertos (novas uniões), propriedades topológicas
podem ser perdidas ou ganhas. Este fato é objeto de estudo em vários artigos envolvendo
topologia geral e teoria dos conjuntos, como, por exemplo, ILaB921, IFLS061, e IGJT981 . Em
IWat901, encontramos uma lista de problemas envolvendo esse tipo de questão.

Neste capítulo apresentamos os resultados, que conseguimos provar até. o momento, en.
volvendo /orcíng e topologia geral. Alguns deles são respostas parciais para perguntas em
IWat901 .

Unia vez que podemos tomar ulll espaço topo]ógico <X, 7"> C ]\4:, e definir um novo espaço
topológico XW (vei IJun961, IJT98j, ITa100bl e IJT031, por exemplo), também podelllos fazê-lo
numa extensão por /orcíng e obtermos o espaço XW]C]. Na última seção iniciamos uma estudo
sobre esse dois espaços.

4.1 Algumas definições de topologia geral
Para detalhanlentos e outros resultados sobre os conceitos, que relembramos nesta seção,

recomendamos consulta aos livros IEng891 e IJuh801.

Definição 4.1.1. Se X é um espaço topoZógÍco e z C X, o caráter do ponto z é o
menor cardinal, in$nito K T)arca o qual, = tem sistema fundame\tat de uizinhan,çns aberta,s de
cardinalàdade menor ou igual a K, e será denotado por X(.=,X). Delinãmos o caráter do
-Paço topoZÓgáco X PO, X(X) = suP{X(z, X): z C X}.
Definição 4.1.2. -Daremos que m espaço topo/ógáco X é (Ze -Zibéchet, se, para todo .A ÇX
e todo z C .4, ea;êste seqüêncãa em .4 que converge para z.

53
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É fácil ver que, se X(X)
classes não são iguais.

No, X é de l#échet Há exemplos que mostram que as duas

Definição 4.1.3. Sega X um espaço topoZógáco. .Diremos que .A Ç X é sequenciaZmente
fechado, se todo \imite de seqilência. co'nuerge'nte de A, também é elemento de A. O es'paço
X é dito sequencial, se todo sequencialmente jechüdo for fechado.

Todo espaço de Fréchet é sequencial

Definição 4.1.4. Sega X uzrz espaço fopoZógãco. Daremos que o tÍghtmess do ponto z,
tÇx,X), é o me'n,or cardiTtal in$nito K para o qual, todo conjunto, ao qual,'p é aderente, admite
subconjunto de cürdinctlidade HcltoT o'u. i,g'üat o, K ao qual 'p tambéwt é aderente. O tightness
de X é o c«din«/ t(X) f(z,X): :« € X}.

Temos que todo espaço sequencial tem tágAtness enumerável

4.2 Forçando alguma sequencialidade
Em IDow88al, A.Dow mostra

Lema 4.2.1 (IDow88a, Lema 5.31). Se X é um espaço topoZógÍco de tigÀtness enumeráueZ
tal que todo todo subespaço enumeráuet Y satisfaz X(Y) = Ro, então tightness enumeráuel é
prece'Nado por qualquer elAensão 'por ordem l)arcàa], enumeraue]mente fechada. t]

Melhorar)los este resultado mostrando que um espaço topológico ein tais condições é, na
verdade, de H'échet e continua sendo de Fréchet nas extensões.

Proposição 4.2.2. Sega X urra espaço topoZógáco com tãghfrzess enumeráueZ taZ que todo su-
bespaço enumeráuet tem caráter enumeráuel. Então X é de Fréchet e X continua de Fréchet
CTít q'uatq' er e:de'n,são por forc'lng e'rvuuílferauelme'FILE fecha,do.

Z)emonstração. Seja .4 Ç X e seja z C .A.
Como t(z,X) = No, temos que existe B Ç .A, enumerável, tal que z c B. Seja y

B U {z} e temos que IX(y) = No. Fixemos <yn: n < w>, seqüência de abertos de X, tal que
{yn n y: ri < w} seja sistema fundamental de vizinhanças de r no subespaço y. Para cada
n < u, íixemos

z. c.B n
m<n

Seja O um aberto de X, vizinha.nça de z. Existe no < o, tal que Vn. n y ç Q n y. Portanto,
z. c yn. n y ç Q, sempre que no $ n < w. Portanto <z«: n < u> converge para. z.

Seja P ulnã ordem parcial enuineravelmente fechada. Pelo leda anterior, temos que X
continua tendo íãghtness enunierável em qualquer extensão por IP
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Seja G um P-genérico. Se y C VJCI é um subconjunto enulnerável de X, temos y C V,
.já que P' é enumeravelmente fechada (proposições 1.2.29 e 1.2.28). Sendo assim, em V,
X(}') = No. Oaí, (X(}') = No)"1']

Concluímos, então, que X continua com as duas propriedades originais: tem tágAtness
inumerável e todo subespaço enunlerável tem caráter enumerável. Pelo que já provalnos, X
é de Héchet em VJCI. []

O exemplo abaixo mostra que não podemos começar com X sendo somente de l#échet

Exemplo 4.2.3. .Züz;ãstem m espaço de Préchet X e ordem parcial enwmeraue/mente /ecAada
IP, país que X não tem tlgAtness enumeráueJ nas extensões por IP

Z)emonstração. Seja ]P = Fn(ui, w, NI), que já sabemos ser enulneravelmente fechada. Seja
X = ui x w U {oo} (onde oo pode ser <wi, w>), munido da topologia gerada por:

l todo elemento de wi x o é isolado e

2. se /: ui --, w,
q - {<a,n>:a < «.,: A m >/(a)}U{.«}

é vizinhança aberta de oo.

Por conveniência, definimos, para '4 Ç X \ {oo} e a < wi

,,'l.. < «,: <a, n> C }

Vejamos que, em V, X é de H'échet. Como todo ponto de X diferente de oo é isolado,
basta nos preocuparmos com a situação na qual .A Ç X e oo C .4 \ .4.

Suponhamos que todos os .A.*'s sejam finitos. Podemos definir /:wi --, o por

/(«) {F-'"'' , se ..'l. # a
, caso contrário

Como oo C Ã, existe <c!, n> c u/ n .,4. Daí, n C .4.. e n > /(a) = n]ax(.4.) 2 n, un] absurdos
Seja a < wi, tal que .,'l. é infinito. Daí podemos escrever .4. = {nk:A < u}, onde

<ni;: k < o> é estritamente crescente. Daí

lim <a, nk> - oo,k

e cada <a, rzk> é elemento de .4.

Agora, seja G um IP-genérico. Vejamos que, em VJCI, t(oo, X) > No.
Temos que -B = U G é uma função de wi em w e, daí B Ç X \ {oo}. Lembremos que os

abertos em VJCI são gerados pelos abertos de V, logo, seja / € V, função de wi em w. O
conjunto

O.r p': ]a C dom p ( p(a) > /(a) )}
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é denso de 1". De fato, se q C F', sda a > sup(dom p) e teremos p = q U {<a, /(a) + 1>} C l,)/
estendendo q. Se p C G n D.r, então existe cv < wi tal que n = p(cl) > /(a). Sendo assim,

<a, n> c P n u/ ç B n u/

Portanto oo C .B.

Em Vjal, seja .A Ç -B, enutnerável. Colho IP é enunleravelmente fechada, .4 C V. Para
todo a < wi, l.4.l $ 1, visto que 1? é uma função. Daí, oo g1 .4. Logo .B testemunha que, ein
VJCI, t(.n, X) > No. []

A próxima proposição mostra que não é possível diminuir o tãgAtness para certas ordens
parciais.

Proposição 4.2.4. Sigam X wm espaço fonológico e z C X. Seja K um cardánaZ ãzt/inato e P
uma ordem parcial K+-c.c. Se ez ste p C F', ta/ que

p ir-' "t(i,x) $ 1É

Cata. t(z, X) 5; «, em V

Z)emonstração. Seja .A Ç X, tal que z C ,4. Como p If- "i C .4", temos que existem q $ p e
r, ]P-nome, tais que

q If- "r: É ---} ..4/\ É C 'íãliíT "

Pela lema 1.2.18, temos que existe F': H --., P'(-A) tal que

Va < n ( q If- ".-(ã) c (-F(ã))' " A IF'(a) $ «; )

Seja C' = U.<. F'(a). Daí (; C l.AIS'. Além disso, q If- "ran 1- Ç Õ". Portanto q IF "i C
O". Como CJ C V, temos que z C C.

Portanto t(#, x) .$ K. n

Se tomamos K No na proposição, chegamos ao

Corolário 4.2.5. Seca P wma ordem parcáaZ c.c.c. Se X é wm espaço topo/ógíco e ezáste
p C P', t«Z q«e p ]f- 't(X) - No ", .«tão X tem tãgAZne« en«m«á«/ .«. V. []

Nossos próximos resultados n-mostram que não é possível torllar um espaço sequencial ou
de Fréchet: ele já teria que o ser no "ground model"

Proposição 4.2.6. Sejam X um espaço topo/ógáco e IP wma ordem parcial ul-paire. Sapo
nham,os que X é seqweTtci,al, em blna, elAensão ge'n,ética por V'. Então X jú era, sequencial, n,o
modelo oàgána/.
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l)emonstração. Seja p C F', tal que p IF "X é sequencial". Seja .4 Ç X sequencialmente
fechado e vejamos que p IF ".4 é sequencialmente fechado"

Tomemos q $ p e seja z C X, tal que

q ll- "existe uma seqüência de elementos de ,4 que converge para i"

Como P' é wt-Barre, existem r $ q e <z.: n < u>, uma seqüência de elementos de .A, tais que

, If-- "lim (z.)' - É"

Temos que, ei-n V, lira. z. - z, e, como .A é sequencialnlente fechado, z C .4.

Dado que p If- "X é sequencial" , temos que p If- ".,4 é fechado". Visto que .4 € V, temos
que .,4 é fechado. []

Proposição 4.2.7. Sejam X wm espaço topoZógáco e ]P uma ordem parcial wi-Barre. Sega
p C IP taJ í7ue p If- "X é de PrécAet". Então X é de PrécAef em V

Demonstração. Seja .4 Ç X e suponha z C .4. Por hipótese, temos que

p IF "existe uma sequência de elementos de .4 que converge para É."

Como P' é oi-Baire, existem q $ p e <z.: n < u>, uma seqüência de elen:tentos de -A, tais que

Sendo assim, lim. z. = z, em V. n

Em IPra991 temos resultados análogos aos dois anteriores. Porém estes lidam com os
espaços X e Xm, e pede-se que o subniodelo elementar À4 seja enumeravelmente reGI:Lado.

4.3 F'orçando algumas funções cardinais enumeráveis
O corolário 4.2.5 pode ser generalizado para ordens c.c.p. e pela mesma argumentação,

podemos mostrar que certas funções cardinais não podem se tornar No pala ordens c.c.p.
Antes de vermos tal teorema relembremos mais algumas funções cardinais:

T)nfi nirãn .l R l Para, um espaço tol)ilógico X. de$nimos

]. « d n;ã ad. de X, d(X)
d(x)

mintjZ.)l: -D X} + No. X será dito separáueZ se

2. o grau de Limdelõf de X, LÇX), co'm,o sen,do o lllenor cardinal {n$nüo K para, o qual
todo recoódmento azedo de X admite suórecobhmento de cardínaZídade menor ou águas
« . X é dãt. de ZándeZÓ/ « L(X) - No.



58 CAPITUL04 EXTENSOES DE ESPAÇOS TOPOLÓGICOS POR FOR(;lNG

3. o pe- de X, ««(X) minljBl: 23 é base para os abertos de X} + No

Nenhuma das funções cardinais que citamos neste capítulo pode se tornar enumerável para
ordens parciais c.c.p. por causa do resultado a seguir:

Teorema 4.3.2. Sejam X um espaço topoZógáco e P uma ordem c.c.p. 7'amamos wma /unção
cardÍna// C { t, d, X, w, .L }. Se /(X) a/grama edensão porP, então, /(X)
emV

1.)emorzstração. Seja / = t e sejam .4 Ç X e z C .A. Daí para algum p C P,

P IF-' "t(i, X) A É C .Á"

Sendo assim, existem q $ p e r, IP-nome, tais que

g If- "i C 7 A 1- é inumerável/\ r Ç ,4"

Pela proposição 1.2.32, existen-t r $ q e C' Ç .4, enunlerável, tais que r If- "l- Ç Cl:". Portanto
r If- "i c C'" e z c (7.

Daí t(X)

Seja / = d. Seja p C F' tal que p If- "X é separável". Sendo assim, existem q $ p e r,
P-nome, tais que

q If- "l- Ç X /\ é denso enumerável de X"

Pela proposição 1.2.32, existem q $ p e /) Ç X, inumerável, tais que q If- "r Ç (l;'". Sendo
assim, .D é denso en] X e X é separável.

Se / X, sejam 'r, a topologia de X, e p C F', tal que

p If- "X tem caráter enumeiável"

Tomemos z C X. Então existem q $ p e I'-, ]P-nome, tais que

q lF- "l- Ç 7" é sistema fundamental enumerável de vizinhanças de É"

Pela proposição 1.2.32, existem r $ q e P Ç 7", enumerável, tais que r IF "l- Ç P". Sendo
assim, P é sistema fundamental enumerável de vizinhanças de z e X(z, X) = No.

Para ./: L, os argumento são análogosl D

Observação 4.3.3. .No teorema anichar tratamos de algumas das /uniões cardinais mais
sàgni$caiiucts. Resta\Lado a'nálogo pode ser co'nsegui,do para. outras funções cardin,ais como, por
e=e«plo, «x (pseudo-carüer) e '«- (pseudo-peso) ('«er IJ'«h801).
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No teorema anterior observamos que, se tornamos X um espaço de Lindelõf numa extensão
por um /orcãng c.c.p., ele já era de Lindelõf no modelo original. O resultado abaixo mostra
como manter a propriedade de Lindelóf numa extensão por /orcãng e responde parcialmente
a seguinte pergunta de S.Watson enl IWat90j:

Pergunta 4.3.4 (IWat90, problema 871). Z-FC' àmpZáca que /orc ng en meraueZmente /a-
chado T)resemct "ser de Lindetõf" para espaços de caráter eTtumeráuet?

Observação 4.3.5. Z)epoàs da concZwsão desta tese encontramos em /TaJ957 um resultado
parcial, rel,ac'tarado à pergü'ntct ante'pior. F. Tala, apresenlct 'uávqcts condições sob as q' ais 'üm
espaço de Lindo\õf se mantém de Lindelõf ncLS extensões por forcimg enumera'uetme'rate fe-
chado. Nosso resultado aT)Tese ta uma demonstração "mais direta" para uma das co'adições

Proposição 4.3.6. Sega X um espaço topo/ógáco de ZindeZóy de cardánaZádade Ni e seca P'
uma, ordem parcial, eituTtterüuetmente fecha,da. Então X se mantém de Linde],õjnumcl ea],então

Z)emonstração. Seja 7" a topologia de X em V. Suponha que existam p C P' e a'-, P-nome, tais

por P'

que

p lr-' ".x ç 1. J,- A .'- ç í"
Seja r $ p. Suponha X = {z.:: a < u:}. Vamos construir, por recursão, <(p.., Q.): a < wi>,

tal que

1. Vcv(z.C(2.C7" A p.5;r A p.*lf- "Q..Cr")e
2. Va < P ( PP $ P. )

Como r If- "io € U7- /\ .r Ç 'r", existem po 5; r e Qo C 7", tais que zo C ç2o e po If- Qo C r
Suponha a seqüência construída até /7. Como IP é enun:teiavelmente fechada, existe q C P', tal
que Va < /3 (q $ p.*). Daí, existem PP $ q e nP C 7", tais que PP If- "QP C r"

Dado que X é de Lindelõf e {Q.: cl < wi} é recobrimento aberto de X, existe y Ç wi,
enumerável, tal que X Ç U.cV ç2.. Seja ' < wi tal que ,y > supy. Então

p, IF- ".X Ç Uln.: cl < 'rl'"
Ainda, p,v 11-- {(2.: c! < 'rl' Ç 'r. Portanto mostramos que

p IF " existe subrecobrimento enunteiável de T "
n

A pergunta fez sentido uma vez que temos:

Corolário 4.3.7 (CH). Se X é um espaço topoZógico de -#awsdod e de Lande/ólÉ que tem
caráter enumeráuel, e W é uma ordem parcial enumerauetmente fechada, então X se mantém
de Lindel,õf nas eaâe\sões porá

Z)emonstraçâo. Basta lembrarmos que, pelo teorema de Arhangel'skii(ver, por exemplo,
IJuh801), IXI $ 2z'(x)'x(x) . []
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4.4 Os espaços XW e X.MIAI

Dados M -< .17o e <X,7> C M um espaço topológico, podemos de6nir uma topologia
em x n M, tendo como base o conjunto {u n M: c/ € 7" n M}. Chamemos x n M, com
esta topologia, de XX/. Esta topologia é, em geral, n-fenos fina que a topologia de subespaço
induzida por <X, 7"> sobre x n M. Esta construção pode ser encontrada em IJT981.

Se {X,7,P} C M -< Ha, é natural considerar em uma extensão por P, dois espaços
topológicos: XM e XW]c]. Temos o diagrama:

v ' :vlal

Xwlc]

XM

O que se pode dizer desses dois espaços? Se MIAI n v = M, temos que os dois espaços
seixo iguais. Note que, em geral, x n Jvlcl ::; x n M não implica que XW e XW[C] coincidirão
como espaço topológico. Como XW Ç XW]a], será que XW é subespaço de XW]C] na extensão?
XWICI pode ser subespaço de X? Apresentamos nesta seção alguns resultados inciais e exem-
plos básicos. Esta investigação está no início e pretendemos dar-lhe continuidade num futuro
breve1'

Como conseqüência imediata da definição das topologias envolvidas mostra-se

Proposição 4.4.1. Se 23 C M, é wma base para os abetos de X, então

/. {unJM:u c 23nM} é baseparaXw, emV e emVJGj; e

2. {u n MIAI: u c B n .ü4lal} é Z,ase para XM]c]

n

Podemos, então, mostrar

Proposição 4.4.2. Sejam X, 7", 1P e J\4 nas condições deschtas afé o momento

1. Xw é suZ)espaço de X, em V, se, e somente se, o é em VJCI

2. Se Xw é subespaço de X, em V, então, XM é subespaço de Xw]c], em VJCj; e
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3. Se xM é subespüço de X, em V, e X f\ M
x,.«.vlcl.

X í) WJCI, então xà/[a] é suóespaço de

T) pm ..«. ct.-n p ã aW\WV l Conseqüência da proposição anterior

2. Seja y c 7"nwlCI e seja z C VnM. Dado que XW é subespaço de X, existe C/ C 7"nM,
tal que z c u n M ç v n /w. Conto a inclusão continua valendo na extensão, segue que
XW é subespaço de XW]c].

3. Demonstra-se analogamente ao itens anterior
D

Em IJun961 encontramos discutido o caso no qual K C M é uln ordinal com K n Ã4 ::
P < K, e toma-se X = K + l com a topologia usual da ordem para um ordinal. Temos que
XW = 0 U .[H} com a tipologia: em P coincide com a mesma de 'rl e os abertos básicosi
pala H são la; PIU{K}, para cl < /3. Colho IP; KI é aberto, XW falha em ser subespaço de X
Mesmo assim, notamos que XW é homeomoifo a /3 + 1. Pala poder acontecer M n K < K,
com K C JW, temos que ]W não pode ser transitivo. Nesta situação, pela proposição 2.4.6,
td(À4) = K. De qualquer maneira, se M for transitivo, caímos na trivialidade, uma vez que
os espaços X, XA/ e XWICI coincidirão. Chegamos, então, ao:

Exemp[o 4.4.3. Se ]W < -17o é não-transitado, ezáste espaço topoZógíco X C À4 para o qual
são equivalentes:

/. XW é subespaço de XW[C],

2. x n M x n MIAI e

3. os espaços XW e XW[CI coíncádem

Z)emonstraçâo. Seja X = td(M) + l e tomemos a topologia usual de ordem para um ordinal.
(1 --, 2) Seja P c KnMIGI. Daí IP; KI C WJCI e é vizinhança de K. Logo existe a € .íwnK,

tal que la; KI n M ç IP; KI. Logo cv ? /3. Mas td(À4) n À/ é ordinal e a + l Ç M. Concluímos
que /3 C .M.

(2 --, 3) Pelo parágrafo anterior, temos que XW e XW]c] têm os nlesinos abertos. n

Observamos que este exemplo ainda não demonstra a necessidade de."xniM = xnwlcl"
no item 3 da proposição 4.4.2, visto que XM não é subespaço de X. Esta questão continua
em aberto para o nosso estudo:

Pergunta 4.4.4. 'tXW é subespaço de X" implica que
qu«nd. x n M # x n MIAI ?

"XWlal é subespaço de X ", mestria

O resultado a seguir é conhecido e pode ser encontrado em IJLul96.

apara um espaço de oidinal, usamos a notação popular "lc!; Pl" pala indicar o conjunto {'r < P: a < '} e
suas variações naturais pala la; PI, la; PI e la; PI.
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Teorema 4.4.5. Se X c .A4 -< -HP é um espaço topo/ógáco de caráter en mer(íueZ, erztão XW
é subespaço de X []

Sendo assim, temos

Coro[ário 4.4.6. Se X € ]W -< .17o é urra espaço topoZógãco e P C M é wrrza ordem parcáaZ,
.ntã. XW[C] é ;wZ'"p«ç. d. X, e«. VJCI, «mp« q«. (X(X) - No)"1']. []

Usar-tos este fato para mostrei

Exemplo 4.4.7. -Ea;ásÍem wm espaço íopoZógàco X e uma ordem parcial P' nas condições do
coraláho, tais que XW não é suóespaço de X mas XW[CI é subespaço de X

Z)emonstração. Seja P' = N o forcing de Namba (ver exemplo 3.2.9). É fato que N preserva
wi in&s colapsa a cofinalidade de wu para u.

Sejam X = uz+ l e M -< Ho, u-covering de cardinalidade Ni (construção possível pelo letna
3.1.9). Pelo teorema 3.1.4, temos que wi Ç M. Pelo corolário 2.4.3, temos que td(A4) = u2.
Pela proposição 2.4.6, iw n co2 < w2: Pela proposição 3.1.5, cf(À4 n u2) = ui. Enl X geianlos
a topologia por

1. todo a < we é ponto isolado e

2. para cada a < u2, o conjunto lai u21 é vizinhança aberta de u2

Notamos que laiw21 C À4 se, e só se, a < À4 í")w2. Por causa do aberto lw nw2;w21, XW não
é subespaço de X. Eni V, X(u2,XW) = wi e X(u2,X) = w2. Dado que (cf(u2) = No)v]C],
temos que (X(X) = No)v]C] e, portando Xwlol é subespaço de X, em vlal. []

A compactificação de Stone-Cech de u nos proverá n:tais uin exemplo. Nós a de-
notaremos por /3w e será o conjunto dos ultrafiltros ein o com a topologia gerada por
23 = {o(a):a C P'(u)}, onde o(a) = {Z/ C Pw:a C Z/.}. Enl IWa1741, poi exemplo, pode-
n-los encontrar os resultados aqui citados sobre /3w. E conhecido que 23 é o conjunto dos
abertos-fechados de Pu e que está em bijeção com 7>(w). Portanto, se Pw C M -< .Ho, então
23 C M e o(a) C M se, e só se, a C M. Ainda, dado que os ultrafiltros fixos de Pw são
elementos de .A4 (por deíinibilidade), o(a) n M ç o(b) n M se, e só se, a Ç b. Lembramos
também que .4 Ç U gera Z/ se, para todo b C Z/, existe a C .,4, tal que a Ç b. Para Pu temos:

Proposição 4.4.8. (/3w)A/ é subespaço de /3w se, e somente se, J\4 n z,r gera a, para todo
U c l3u n M

Z)emonstração. (SÓ se) Sejam b C Z/ c M n Pw. Se (/3o)Â/ é subespaço de /3«,, temos, pela
proposição 4.4.1 e pelo parágrafo anterior, que existe a C P'(u) n M, tal (lue o(a) n M ç
o(b) n .A/. Também pelo parágrafo anterior, concluímos que a Ç b. Logo M n z/ gera Z/.

(Se) Suponhamos que Z/ c M n /3co e seja b C Z/. Por hipótese, existe a C M n z/, tal que
« Ç Z,. Daí .(a) C M e U C o(a) n M ç .(z,) n M. []
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Dada a construção das vizinhanças dos elementos de /3u, temos, colho conseqüência ime
dieta:

Proposição 4.4.9. Se a c /3w, então X(Z/,Pw) lninljSl: S gera U} D

n
Em IWa1741 ou IBla031, podenaos encontrar a demonstração para

Proposição 4.4.10 (PospíÉil). Ea;êste Z/ C /3co, taJ q e X(Z/,/3u) C

Portanto, temos

Proposição 4.4.11. Se IW < c, então (/3w)x/ nâo é subespaço de Pw

Z)emonstração. Como existe U C Pw, tal que X(Z,/, Pw) = c, podemos, por elementaridade,
tomar tal Z/ C .A4. Sendo assim, IMnz/l < c e .A4nZ/ não pode gerar U, pelas duas proposições
anteriores. Pe]a proposição 4.4.8, (/3w)i\,r não é subespaço de /3w. []

Após expormos estes resultados, temos

Exemplo 4.4.12. E corzsàstente que ezestam submodelo elementar .A4 e ordem parcial P C À/,
laás que (P«,)A/ não é .wZ,esp«ço de P«, m«' (P«,)W[C] é s«Z,«p«ço de P«,, n« e«t'n'ões por P'

Z,)emonsZração. Seja V um modelo de =CIH. Sejam M -< -Ho, w-covering de tamanho Nt (que
existe pelo corolário 3.1.7), e P = Fn(/, 2, ui), pala / c À/ não enun)erável. Por definibilidade,
{P, Po} C M. IP é enunleravelmente fechado pelo lema 1.2.24.

Pela proposição anterior, já que Ni < c, (/3w)m não é subespaço de /3u. Provainos no
teorema 3.2.3, que MIAI é u-covering e enumeravelmente fechado, já que vale CH em Vjal
(IKun801), e daí, P(w) Ç JWICI. Logo (/3u)w]c] é subespaço de Po. []



Considerações finais

Além das perguntas deixadas ao longo do trabalho, vale a pena ressaltar que várias linhas
de pesquisas podem ser seguidas a partir deste. Apresentam-tos aqui algumas destas.

Algumas propriedades de submodelos elementares ainda não foram trabalhadas. Por exem
plo, ãntemaZZg/ approachab/e (ver IKrul), que stuge quando não temos Clll.

O teorema 3.2.7 apresenta uma recíproca rareia/ para o teorema 3.2.8. P.Larson nos
apresentou uma generalização do forcing de Namba que, aparentemente, não torna as co-
finalidades enumeráveis mas não é c.c.p. Parece, também, que preserva w-covering.

O exemplo 3.3.7 nos inostiou a dificuldade de "incluir" elementos em uin submodelo ele-
mentar e a de construir condição que não é (P, M)-genérico. Esse mesmo problema se refletiu
para diferenciar XW e XW]c]. Os casos mais interessantes são os que tratam de preservação
de cardinais ou coíinalidades.

O autor pretende prosseguir com o estudo iniciado na seção 4.4 e tentará aplicar as técnicas
usadas no estudo dos submodelos elementares u-covering para resolver problemas relaciona-
dos à preservação de propriedades topológicas. Na literattua estudada envolvendo a função
Cov.(.) não se encontrou o uso de tais submodelos elementares. Seria esse "approach" possível
para o estudo de pcf theory? Podem os submodelos elementares w-covering acrescentei algo
de novo - ou mesmo algo - à tal teoria? E realmente uma abordagem diferente?

Além do leais, todas as linhas de pesquisa citadas também interessam muito o autor, bem
como o descrito na pergunta 4.3.4.
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