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Notações

Ao longo deste texto, X e y denotarão espaços de Banach de dimensão infinita sobre
C. Se V' Ç X, denotaremos por spanty} o subespaço linear gerado por V, e por IVI o
subespaço fechado gerado por V

Fixado um espaço de Banach X com a norma 1 1. 11, denotaremos por .Bx a bola unitária
fechada de X, e por Sx a esfera unitária de X,

x {z € x : llzll $ 1} sx x : llnll

X* denotará o conjunto dos funcionais lineares contínuos de X, e {x : X --, X** denotará
a imersão canónica de X em .X**, onde {x(a)(z*) = ]ç*(z). Nesse sentido, diremos que
um espaço de Banach X é reflexivo quando ix for sobrejetora, e que X é complementado
em X** quando {x(X) for complementado em X**

Denotaremos por q) o espaço das sequências complexas que convergem a 0,

{(%.)« a. C (C, lim a. 0},
com a norma

l(a.)«ll

por ri o espaço das sequências complexas somáveis

z {("«)« : '« c c, >1: 1.«1 < -}.«}

com a norma
ll(.«)«ll %.l

e por r.o o espaço das sequências complexas limitadas

z. {(.,.) . a« c C, sup 1%.l < +ool;

Denotaremos por en e e; as sequências

e« = (0, 0, l, o,
T

.)



2 Notações

.l; - (o, o, l, o:
T

.)

em % e em Zi respectivamente.
Se T : X --» y é um operador limitado, denotaremos por T* : y* --, X* o adjunto de

T definido por T*y* = 3/* o T

Além da topologia induzida pela norma, consideraremos outras duas topologias: As
topologias fraca e ftaca*: a primeira sendo definida para espaços de Banach em geral
através do seguinte sistema fundamental de vizinhanças em torno da origem:

W(0, z; , , z;, .) {z C X : ls:zl, , lz;zl < cl}, onde n:, , z; C X*, c > 0

e a topologia fracas sendo definida apenas para espaços duais através do seguinte sistema
fundamental de vizinhanças em torno da origem:

H'' (0 , z - , :««,c) {z* C X* : ln*z-l , IZ*Znl < c}, onde zl, : z. € X, c > 0

A partir disso, temos que uma se(luência (z«)« converge fracamente a 0 em X (notação
z« -3 0) se e somente se para todo z* c X*: z*z« --, 0, e uma sequência (z;)« converge
fraca* a zero em X* (notação ]ç; =; 0) se e somente. para todo z € X aç;lz --, 0. Conside-
raremos também as noções de sequências fracamente de Cauchy e de espaços fracamente
sequencialmente completos. Dizemos que uma sequência (aç«)« é fracamente de Cauchy
se pa-ra todo n* € X* (z*z«) for convergente, e um espaço de Banach X é fracamente
sequencialmente completo se toda sequência fracamente de Cauchy em X for fracamente
convergente.



Introdução

Motivados pelo lema de Phillips, l31 pág. 83, que diz que a aplicação ({.o)* : c;** --} c;
(que funciona de certa forma como uma piojeção) é fracas-ll.ll sequencialmente contínua,
W. Freeman e A. Ulger introduziram em l71 as propriedades de Phillips para espaços de
Banach

Um espaço de Banach X possui a propriedade (fraca) de Phillips sempre quando a
aplicação (ix)* : X*** ---, X* for fracas-jl.ll (fraca) se(luencialmente contínua, e possui a
propriedade (fraca) de Phillips hereditária se todo subespaço fechado de X possuir tal
propriedade.

Nesse texto, relacionaremos as propriedades de Philips com diversas propriedades
t geométricas definidas em espaços de Banach, tais como as propriedades (u) e (y) de
Pelczynski, a propriedade de Dunford-Pettis e a propriedade de Gi'otendieck. Para isso,
estruturaremos o texto da seguinte forma:

No primeiro capítulo, faremos uma breve coletânea de resultados envolvendo as pro-
priedades utilizadas ao longo do trabalho.

Na parte inicial do segundo capítulo, introduziremos as propriedades de Phillips, da-
remos caracterizações dessas propriedades em termos das aplicações definidas no bídual
de espaços de Banach a valores em %. Também daremos caracterizações das versões here-
ditárias das propriedades de Phillips em termos das propriedades geométricas definidas no
capítulo 1, e provaremos versões para espaços com a propriedade de Phillips de resultados
válidos para Q.

Em seguida, destacaremos diversas conexões da propriedade fraca de Phillips com a
propriedade de Grotendieck. Um resultado que ilustra bem a proximidade entre essas
duas propriedades é que um espaço de Banach X possui.a propriedade fraca de Phillips se
e somente se para todo operador 7' : X** --, q, temos T = T o {x fracamente compacto,
enquanto X possui a propriedade de Grotendieck se e somente se todo opera-dor T : X --,
q for fracamente compacto.

Terminaremos nosso trabalho destacando alguns problemas envolvendo as proprieda-
des de Phillips que se encontram em aberto.
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Capítulo l

Algumas propriedades definidas em
espaços de Banach

1.1 Resultados Preliminares
Ao longo do trabalho utilizaremos os seguintes resultados

Teorema l.l.l (Teorema da Aplicação Aberta) Soam X e y espaços de Banal/z
e T : X --, Y um operador !imitado sobre3etor. Então T é uma aT)ligação aberta.

l)emonsÍração. l91 Theorem 1.6.5

Teorema 1.1.2 (Teorema do Gráfico Fechado) Sejam X e y espaços de Z?anata, e
r : x --, y «« «pZ{«çã. Zá«e«. Se p«« t.d« «q«ê«{« (z«)« em X t«l q« z. ---, 0 .
Tz« ---l Z/ c y íamos Z/ :: 0, então T é Z mÍíada.

Z)emonstração. l91 Theorem 1.6.11

Teorema 1.1.3 (Teorema de Hahn-Banach) Suponha que /o sda um /uncjonaZ Z:
cear comi huo de$nádo em um suóespaço y de um espaço norrrzado X. Então eüsée um
/uncionaZ Zám fado / : X --, C ta{ que ll/ll = ll/oll e /Ir = /o.

l)emonstração. l91 Theorem 1.9.6

Corolário 1.1.4 Se i é um elemento não nu/o de um espaço n07'nado X, então mÍste
/ c X' ía/ que ll/ll = le/(z) = llzll.

Demonstração. l91 Corollary 1.9.8

Teorema 1.1.5 .Sejam X e y espaços de Banana e T : X --, y um operador ZÍmítado
Então:

(a) T é sobre3etor se e somente se T* é um ãsomor.esmo sobre a imagem
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(b) T' é sobrejetor se e somente se T é um isomorljismo sobre a ima,gem

Demonstração. l91 Theorem 3. 1.22

Teorema 1.1.6 (Princípio da Limitação Uniforme) Sega 7 uma /amzl a não uaz a
de operadores de$nidos em um espaço de Banach X a valores em um esl)aço norrnado Y
Se suptll7'zll : 7' C 7l< +oo para cada ç € X erzíão suplll7'll : 7' c 7"} < cn.

Z)emorzstração. l91 Theorem 1.6.9

Teorema 1.1.7 (Teorema de Banach Steinhaus) Sda (Tn) Hma sequênc a de opera-
dores de$nidos em um es'paço de Band,ch X o, valores em um es'paço 'normctdo Y tül que
lim«T«z mÍste para todo z € X. -Z,)e$nÍndo 7' : X --, y como 7'aç -: lim.(rnz temos que
T é kmãda,do.

Demonstração. l91 Corollary 1.6.10

Proposição 1.1.8 Secam X e y espaços de /ianach e 7' : X --> y ma ap/ácação Zãnear.
Então 7' é 11.11 - 11.11 corzÍz'Rt&ü se e somente se T é/faca - /faca conÍúua.

IZ)em.onséração. l3j Theorem 5, pag. 12

Proposição 1.1.9 Sejam X e y espaços de Banana e 7' : X --> y Hm operador limitado
Então T* é !ra,c(f-!rucd coTtl.ínuo.

DernonsÉração. l91 Theorem 3.1.11.

Teorema 1.1.10 Sejam X urn espaço de Banacà e /( Ç X c07zuma. Então .K = r ,
onde K' denoh, o fecho de K no, tipologia, fraca.

Z)emonstração. l3j Theorem l pag. ll

Teorema l.l.ll (Teorema de Goldstine) Seja X um espaço de Banana
é jra(n' densa em Bx.. .

Então Bix (x )

Z,)ernonstração. l3j pag. 13

Teorema 1.1.12 (Teorema de Banach-Alaoglu) Seja X um espaço de Z?anata. Então
Bx. é früc(É' comi)acta.

Z)emonsÉração. l31 pag. 13

Teorema 1.1.13 (Teorema de Eberlein-Smulian) Sda X um espaço de Banana. Então
K Ç X éjracamente compacto se e somente se K éjracamente sequenciatmente comi)acto.

Z)cmonstração. l31 pag. 17.
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Teorema 1.1.14 Seja X um espaço de Bazzac/t. São equ valentes

(.) X é «Re-i«

(b) X* é «$.«i«o

(c) Bx é jracame«-te co«pacto

(d) Bx é fracamente sequenciatmente compacta

(e) Todo sabes'p.,ço fecha.lo de X é repelido

Z)emonsÉração. l91 Theorem 1.11.16, Corollary 1.11.17, Theorem 2.8.2

Teorema 1.1.15 Sdarrz X um espaço de Banana e Ã' Ç X /raramente compacto. Então
a enuotuntóHa convexa de K, tõl.K) é fracamente compacta.

Demonstração. l91 Theorem 2.8.14

Proposição 1.1.16 Se um espaço de Banach X é separáueJ ou reHmÍuo, então X é
fra,comente comi)acto gerado.

Demonstração. l91 Proposition 2.8. 17

Teorema 1.1.17 Se X é um espaço de l?anacÀ /rcicamente compacto gerado, então .Bx
é jracü* sequencialmeçte comi)acta,.

Z)emonstração. l31 Theorem 4 pag. 228

Definição 1.1.18 Soam X, y espaços de Banana e 7' : X --, }' um operador ZÍmí-
bad,o. Di,zelos que T é fracamente comi)acto quando TBx !or jracüme'nte relata,lamente
compacto em y

Teorema 1.1.19 (Teorema de Gantmacher) Soam X e y espaços de Banach, eT
X --+ y um operador /ám fado. São equ ua/entes;

(a) T é jra,Game'nte compacto

(t,) T* é f«c«~e'«te c.m'p«to

Íc) T**(X**) Ç {r(}'')

(d) T* é j«cd-j«co co'«tí«uo

Demonstração. l91 Theorems 3.5.8, 3.5.13, 3.5.14

Teorema 1.1.20 (Teorema de Rosenthal) Sega X um espaço de Banach. Para que
toda sequência !imitada em X possua uma subsequência fracamente de CauchIJ, é ne-
cessário e su$ciente que X não possua um subespaço isomorfo a €1.
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Demonstração. l31 pag. 200-218

Teorema 1.1.21 (Teorema de Josefson-Nissenzweig) Se X é um espaço de BanacA
d. dome«'ã. {ná«{t., .«tão "'á.'' "m« .q«ê«.{« (z;)« .m X* t«Z q«. a; U 0 . z; c S*
para todo n € N.

Demonstração. l31 pag. 219-225

Teorema 1.1.22 Soam X e y espaços de BanacÂ e 7' : X --, y wm operador tal que T*
Jüa uma c(@ a de ri Oito é, eàsíe um subespaço F Ç X {som07:fo a /l ta/ que 7'lP é um
isomor$s'mo sobre a. imagem). SuT)onhaTTtos que 'para toda. squência. Qg'nà. em Y' tat, qle
(T*ü) sda uáuaZent' « (e;) tem« q« (T*ü) nã. conta.ry' a 0 - top.Ioga« /r«c«* d'

X* . Então T jüü umü cópia de t\.

Demzonst7'anão. l31 pag.219

1.2 Bases de Schauder e sequências básicas
Nesta seção, demonstraremos alguns resultados básicos envolvendo bases de Schauder.
Tais resultados serão utilizados na próxima seção, principalmente nos teoremas envolvendo
as propriedades (u) e (V) de Pelczynski.

Definição 1.2.1 Seja X urra espaço de Bartacà

(a) Dizemos que a sequência (=«).eN e7rl X é base de Schauder de X, se para todo
z c X te "m" á,'ác« .q«êncáa d. «c«/«es (a«)«« t«/ q«e :«

ÍÓ) .Dáz.""'os q«e (z«)«« '«'* X é u«.« uênc{. básá.« ;. (z«)«« é b«'e de l(a«)..nl

Íc) .Dizemos que (z.).cw ez/z X é base de ScAauder oa seqttênc a óásáca {ncondácÍona/
se a covtuergência dada nos itens acima, jor incondicional.

Observação 1.2.2 Se (z«)« é base de ScAauder de X então

ÍaJ {z«}« é L..r.

(b) X é separáuel

Proposição 1.2.3 Se?am X um espaço de Banana e (z.)« base de ScAa der de X. .De
tinindo em X a Rolha

11.111 : x --,c
>, a«iç« p--' SUPn l l >1,k.. akzÀ;ll

*em« que (X, 111.111) é «m espaço de B-«A
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O.«on;É«ção. Seja(Z/«)-«, 3/.
Primeiramente notemos que:

>ll:. anm3. uma sequência de Cauchy em (X, lll.lll)

: : ll.«ll ll(.: .:)««ll

<

5; 21113/k g/illl, Vk,Z,n € N

Com isso temos que (a=')mcN é sequência de Cauchy em (C para todo TZ € N, logo para
todo n C N existe a. € (C tal que a=' -3 a..

Agora mostremos que existe 3/ = >1: aiç. e que 3/« l Hll 3/.
Como (Z/m) é sequência de Cauchy, existe Xõ c N tal que para todo k,p 2 h

IÜ? «:ll $.
i-l

suP

Logo lixado rt c N e fazendo p ---, oo temos que

}:(a: - 'f)r:ll .$ ., vk ? k.:,,n cN
í-l

e portanto

>l:(«: «i)«.ll 5; .,
{-1

suP 'qtç 'z h, (1.1)

Já que existe )ll:. anhgÇ. temos que existe no € N tal que Vn ? no, Vr € N

n+r

«F"z:ll 5; .

logo

$ 2suP

< 3c

Portanto existe y },. anz. e por 1. 1 temos y. l [lll

Corolário 1.2.4 '4 aplicação {dent dado /d : (X, lll.lll) --, (X, 11.11) é um {somor$smo
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Demonstração. Pelo Teorema da Aplicação Aberta, é suficiente mostrarmos que Id é
limitada. De fato:

< sup
n  

 

      

 

 

 

 

 

 

n

> Gibi

i=1    
1dS, Ann) >AnTn > Ana

Corolário 1.2.5 Definindo a aplicação xp: X >» C, como z;(DAnn) = ax, temos que
Tr e X*. é

Demonstração. Obviamente x; é linear, e

a (pen) Izell = |arzel|
  

 

 

  

  

< qua! > AnTn
n    

O próximo teorema nos dá um critério para saber se uma sequência em um espaço de
Banaché básica ou não.

Teorema 1.2.6 Sejam X um espaço de Banach e (Zn)n uma sequência de termos não

nulos em X. Então (xn)n é uma sequência básica se e somente existe K > O tal que para
toda sequência de escalares (ax)k, e para todos m,n EN,n >m, temos:

m n

) AkTk ) AkLTk

i=l i=l

Demonstração. Suponhamos que (x,)n seja uma sequência básica. Definindo o operador

Pm: [(2n)Jn — [(2n)]n como

Pa (£ea) = 3 Gi; =E (>es) Ti
i i=l i=l j

Claramente temos que Pm é limitado, e x = lim >, Giz; = lim, Pa(x), logo para
todo x E X temos sup, ||Pn(x)|| < +oo, e pelo Princípio da limitação uniforme temos
sup, ||Ph|| < +oo.

<K
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Logo para toda sequência de escolares (a.)., Vn ? m, temos

$ (supllp,ll)l >,«.zh
' llt=i

Basta tomarmos portanto /( = sup. llPnll.
Reciprocamente, para mostrarmos que (a.) é sequência básica, devemos provar que

todo elemento z € 1(z,.)l« se escreve de modo único como z = >ll:. a.z.. Para a unicidade,
suponhamos que }l:. a«z« = >ll:. b.iç., com isso temos >1,.(a« -- b«)z« = 0. Agora, para
todos .j, k c N

.j Ójlll«jll - ll('j - Ó.f)"jll $ X'll>1,(«: Z':)a:

Isto implica que para todo .j c N vale:

t :J

bi)zi

e portanto .j c N laJ - bjl = 0, Vj € N. Com relação à existência, a hipótese de
que ll>ll:i;;:. aÍzill $ -K 11>1;=:. aiaill para toda sequência de escolares (%.)«, para todos
m < n, implica que o operador JEI« : spanlzi : i c N} --} spanlzl,...,z.} definido
por f{«(>1.,i-i aiz{) = >'i-l aizi é limitado e ll/:hll $ X' para todo m € N. Logo Pm
admite extensão linear contínua P- : l(z«)l« --, liz-, . . . , z.}l. Como para todo m € 1V

(Pm Pm i)Cll:L.aiz:) C 1{ mll, temos que ('F« IP«-i)(z) C llz«}l, para todo ze
l(z«)in. Com isso, para todo z C X, existe a. € (C tal que ('F- -- 'F«-i)(z) = a.z..
Dados zC l(zn)l«ec > 0, temos que existe n(c) ea € 11zi,.-., çn«)}l tal que llz-all < c.
Logo para todo rt ? n(c)

Z p« (z)l l <
<
<

<

lz all + llFn(a) -- .-ll+ llP.(a)
z - all-Fila all +llP.lllla a

(í + K)lla - zl l
(l -F K').

p« (z)l l

Logo

:« = lim P«(z) = lim l PI(z) P:- - (n)
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Lema 1.2.7 Sigam X um espaço de Dana(ü de dimensão ãn$n ta e F' Ç X um suóespaço
de dim«'ã. ./ínit.. Então d«d. . > 0, .«i;te :« € Sx t«Z q«e ll3/ll $ (1 -+ .)ll3/ + azul,
VgC F',Va C C.

Demonstração. Tomemos 0 < c < 1, e inicialmente consideremos o caso em que llZ/ll

Como dimr' < -+(x), temos que SP é compacta, logo para todo c > 0, existem Z/i , . . . , y. €
SP tal que para todo 3/ C SP, existe { € {1,...,m}, tal que llZ/ -- Z/ill < c/2. Pelo
Teorema de Hahn-;Banach temos que existe Z/; € Bx. , { c {], . . . ,m}, ta] (lue Z/;(Z/i) = 1.
Escolhendo z c nz: ker3/;, llzll = 1, temos que:

ll3/+ azul >
>

>

llZ/: -} azl l -
y; (Z/: -F a:«)

L - .I'z
l

l+c
l lz/l l
l+c

llz/ - y:l l
./2

Logo. para todo y C f', Z/ # 0 t,emos

o'-o üh--üh« ?HH
e portanto

(i + .)ll3/ + a:«11 2 113/l VZ/C F', a C C

l.borema 1.2.8 Todo espaço de Barraca de dimensão á7iánita passai um suóespaço /e
ceado de dimensão inÃnita com base de Schazder.

Demons ração. Consideremos uma sequência (c«)., c« > 0 tal que 11=.(1 + c{) $ 1 + c,
tome zi C Sx. Pelo lema anterior, existe z2 C Sx tal que

llzll 5; (1 + .-)ll:« + .X:«,ll, Vz C llzill, VÀ € C

Novamente pelo lema, existe z3 € Sx, tal que

1:«11 5; (i + .,)llz + À«:3ll Vz C llzi,z2ll, VÀ c C

Continuando esse processo, obtemos uma sequência (z«)« em X tal que

llzll $ (i + ..)llz + .xz.+- ll V# C llzi,. . . ,]ç«}l, VÀ € C



1.2 Bases de Schauder e sequências básicas 13

Logo para todos m, n € N, m < n, para toda sequência de escaleres (a«)., temos

E..«.ll$
{-1

' -* .«) llE «:«:
{-1

(l+...
{-1

<

<

H(i + '.)
{-1

E":":
í-l

o -- oll>: «:«:
i-l

Logo pelo Teorema 1.2.6 temos que (z.)n é básica, e claramente vale diml(an)in -F(x)

Teorema 1.2.9 Soam X um espaço de Z?anal/t e (gç«). uma sequência em Sx taZ que
z. -3 0. .Então (z«) possuí uma SKósequê7zcáa óásáca.

Demonstração. Dado 0 < c < 1, considere (c«)« uma sequência de números positivos
menores que l tal que 11=.(1 -- c«) > 1 -- c. Provemos que podemos encontrar uma
subsequência (a«.)k tal que

llz/ -F az«*.. ll 2 (i ..)llz/ l l Vg c S]{,..,...,z«.}], (1.2)

e utilizando o mesmo argumento do Teorema anterior obtemos o resultado.
Suponha que existam gç«. , . . . , z«. satisfmendo 1.2, e considere y(k) = lÍz.. , - , açn.}l.

Escolhendo zi, . . . ,z« € Sr(k) tal que para todo 3/ € Sv(k) existe á c {l, . . . ,m} tal que
llZ/ -- zill < cA;/4. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem z;,.. . ,z= C .Bx. tal que
z;(zi) - 1. Além disso, como iç. -S 0, existe nk+i > nk tal que lz;(z..+.)l < c/4.
Verifiquemos que 1.2 é satisfeita. Temos duas possibilidades:

Caso l: la1 < 2.

Para cada Z/ c Sv(k), temos que existe { c {l, . . . , m} tal que llZ/ - zill < cÀ;/4, logo:

IZ/ + az«.+. >
>

>

>

>

1,;(3/ + az«*:...)l
1,;(z:)l l;;(z/ z:)l

l - llV - ,:ll - lalT
1 - 9 . 211&

4 4
(i ..)llz/ll

i«il,;(«..*.)

Caso 2: lal ? 2
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Para todo Z/ c Sv(k) temos

llz/ + a:««..... ll ? lal llz/ll ? llz/ll ? (i .k)llz/ll

Definição 1.2.10 Sejam (aç.)« e (g«)« bases de Sc/tauder para os espaços de Z?anata X e
}'' ".p«t:«me«te. -O{«m« q«e (3.)« é q«{«Ze«te « (yn)« 'e « c««ryênc{« d. E. '.z«
/or equiuaZente â convergência de )ll:. a«Z/n.

Teorema 1.2.11 Soam (z.)« e (3/«É., bases de Schaader para os espaços de Banana
X . }'' «.pecZ{«mente. E«tão (z«). é q«í«/e«te « (yn)« .. e «m.«te .e .«i;le «m
somor$smo de X em y qtée Zela cada ]ç« em Z/«.

Demonstração. Utilizando o Corolário 1.2.4 para provarmos a condição necessária basta
mostrarmos que a aplicação 7' : (X,lll.lll) -, (r,lll.lll) definida por T(}l:.a«z.) =
>l:.a.y. é um isomorfismo que leva cada z. em Z/«. Por hipótese temos que 7' é uma
bijeção, e claramente 7' é linear. Provemos então que 7' possui o gráfico fechado. Sejam
z" = >ll;. a='JÇ. --, 0 em X e T(z") = .>:. a='yn --' 3/ - >, a.Z/. em y. Dado c > 0, existe
mo C N tal que

e

Logo para todo n € N temos

««lllz/«ll llz.ll <

<

<

ll(a=" - %.)Z/«ll llz.ll +

2maxÍjlz.ll, llz/.ll} ln \

4 maxlllr«ll, llynlllc

1«="'z«l llz/«ll

Portanto a. = 0 para todo n € N, e Z/ = 0, utilizando os lboremas do Gráfico Fechado e
da Aplicação Aberta concluímos que 7' é um isomorfismo que leva cada. ]ç« em Z/«.

Reciprocamente, se z = >1:. a,.z, temos que:

7'« - 7'(}: '«"«) - >1:P(««"«) - }l: '«T("«) - >ll: .«gn

Logo se }l:. a«3n converge, então }:. an#n também converge.
converge temos que >1:. a«a. converge. H

Analogamente, se >1:. G.gn

Definição 1.2.12 Seja X tira espaço de Banana. Dizemos que a séhe )l:.z. é /rara-
mente {ncoztdácáonaZmente de CaticAy em X, se e somente se para todo z* € X* temos
E. l,ç*(z«)l < +'«.
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Teorema 1.2.13 Seca X um espaço de l?anach. São equáua/entes

(a) ')I'.ac. é /rücü-l tettt,e inca dicior ütrrtertl,e de CauchlJ.

(b) Existe CI > 0 tal que para toda sequência (t.). c e., vale:

suP 5; C' suP it.l

rc) P«« t.d« .q«ê«c!« (t«)« c q, tem« qu. E. t.z. """ry'.

Demonstração
(a) + (b). Definindo T : X' --, g. como 7'z* = (z*z.)., temos que T

definida, é linear e possui o gráfico fechado, pois se zl -+ 0 em X* e T#* -.+
em ri, temos que dado c > 0 existe mo tal que para todo m 2 mo

11«:;11 $ . e >i'lz/« - zLa.l $ .

está bem
z/

Então para todo .j € N

lz/jl $ 1z/j zl.z:íl + la=.açjl

$ >11: 1v. - z;..:««l + llz;..ll llzjl

5; (l + llzjll).

Com isso temos que yj = 0 para todo .j c N, e portanto y = 0. Logo para toda
(t«)« c /-, para todo z* € .Bx. temos:

sequencla

$ sup ltkl llrz*lk

5; llTll(suP ltkl)
k

Com isso temos

suP
ll='ll$i

$ 11Tll(suP lttl)
k

e portanto

É''"*
k-l

suP $ 117'll(sup it«l)
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(b) -> (c). Dado (tt)t C q, por (b) temos que para todos m, n € N, m < n vale

}l: *'"*
k::t7z

$ C' suP ltkl
rn<k<n

Além disso como (tk)k c có, temos que dado c > 0 existe mo € N tal que para. todo
m ? mo, it«l < c. Logo para todos m, n € N, mo $ m 5; n vale

k::m
$ C' suP ltkl $ (7c

nzz<k<n

e portanto >1:. t.z. converge.
(c) + (a). Por hipótese, para toda (t«) C có temos que }l:. t.z. converge, logo para

todo z* C X* temos que iç*(}l:. t«z.) = >1:. t«r*(z«), com isso temos que (z*aç.). C /i , e
portanto >,. la*z.l < -Foo. H

Corolário 1.2.14 Se (z«)« é «ma sequência básica em X taJ que inf. llz«ll > 0 e >ll:. z. é
fra(nmente incondicionalmente de Cüuchy, então (Zn)n é equivalente à base (de Schüuder)
c-ónÍc« de q, (e.)«.

Demonstração. Pelo Teorema anterior, a convergência de }:. t«e« implica na convergência
de )ll:. t«]ç.. Reciprocamente, se >1:. t.z. converge, então t.z. --, 0, com isso, dado c > 0
existe no € N tal que para todo n ? no llt.z.ll < c, logo temos:

*« -l#«ú: '
e (t«)« C q

Teorema 1.2.15 Sega X um espaço de l?anach. São equáuaZe7zÍes

(a) Toda séhe fracamente incondicionalmente de Cauchy em X é incondicionalmente
convergente.

(b) X não possui um subespaço isomorlo a co

Z)emonstração. Se existisse um subespaço de X isomorfo a. q, teríamos que existiria uma.
sequência (el.)« em X onde cada el. seria imagem de e., como o fato de uma. série ser fra-
camente incondicionalmente de Cauchy ou incondicionalmente convergente é preservado
por continuidade, mostrando que >ll:. e« é fracamente incondicionalmente de Cauchy, mas
não é incondicionalmente convergente em q, estaremos provando que >1:. e. é fracamente
incondicionalmente de Cauchy, mas não é incondicionalmente convergente em X. De fato,
para cada Z/* = (a.) € ri, temos que

l3/'e.l
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e portanto, >ll:. e« é fracamente incondicionalmente de Cauchy.
(Àn)n c co, teríamos que para cada e; c gi:

Mas se }l:. e« À

l - .;(ej) - e;(>: e«) - 'l;(.X) - .Xj

Portanto À = (1, 1, . . . , 1, . . .), que não pertence a co, contrariando nossa hipótese.

(b) :+ (a). Suponha que exista >ll:. z« que seja fracamente incondicionalmente de
Caychy, mas não seja incondicionalmente convergente, existiriam então c > 0 e (nk)i;,
(p«)«, (q«)« sequências crescentes de números naturais, Pn $ q. tal que

q«

E ««.l ?.
k=1).

VneN

Definindo 3/. = >1:Z:P. 2n!, temos que >ll:. Ti:iÍ é fracamente incondicionalmente de Cau.
chy, pois para todo z* € X* temos:

«' (Ü) «ÚÊ «* IÊ.«
. N q«

ü;i=hiãEE i«*(««Ji

-jm ; «*'««,

<

<

<

Consequentemente temos também que (ÍÍ:ÍÍ) converge fracamente a zero, e pelo Teorema
1.2.9 ( g" ) possui uma subsequência básica (Zn)n que satisfaz as condições do Corolário
1.2.14. Logo (z«)« é equivalente a (e«)« e pelo Teorema 1.2.11 l4.l. ç X é isomorfo a có.

Definição 1.2.16 Sigam X e y espaços de Z?anata, e 7' : X --+ y operador / m lado
Dizemos que T é incondicionalmente convergente se para toda séhe .fracacamente {ncon.
dicÍonaZmente de CaucAy >ll:. #«, temos >1;. Tz. {ncond cÍonaZmenée conueryente em y

Proposição 1.2.17 Sejam X e y espaços de Banach eT : X ---+ y um operadorZÍmátado
São equivalentes:

Ía) T não é incondicionalmente conueryenÉe

(b) Existe um subespaço S de X {somorlo a co tat que T\s é um isomor$smo sobre a,
imagem.
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D eTítonstra,cão .

(a) + (b). Como T não é incondicionalmente convergente, existe uma série >ll:. 4.
fracaiiieiiLe iiiconücionalrnente de Cauchy tal que >1:. Tz,. não é incondicionalmente con-
vergente. A partir disso, temos que existem c > 0 e sequências crescentes de números
naturais (p«)«, (q«)« e (nÀ;)k, p. $ q« tal que

rl E ;«.
k'P.

?.c, Vn c N

Definindo então z. = )1,L:P. z,.., temos que inf. llraç«ll > 0, e utilizando o mesmo argu-
mento do Teorema 1.2. 15 temos que >ll:. z. e >1:. 7'iç. são fracamente incondicionalmente
de Cauchy. Além disso

inf l lz«1 1 2 !!!!:;ilK!:!11 > o

Utilizando o Teorema 1.2.9 e o Corolário 1.2.14, temos que (a.)« possui uma subsequência
básica (wk)k e(luivalente a (e«)«. Novamente utilizando o Corolário 1.2. 14, temos que (wk)z
possui uma subsequêncía (wk.)i tal (lue (Tmk.)z é uma. sequência básica equivalente a (e.)..
).mostremos agora (lue (wx;.)z é uma sequência básica equivalente a (e«)«. De fato, (wk.)z
é sequência básica. pois para todos r,s € N, r > s, para toda sequência (a«). em C,
definindo (b.)« como sendo bk. = a{ e bj = 0 se .j # ki temos:

'n

k,

>l:':.«.
{-1

S

>ll: ":.«&

<

{-1

e (wk.)z é equivalente a (e«)« pois se >1:. tlwk. convergísse, então )ll:A; tl;wx; também con-
vergiria, onde tt. = tz e tl; = 0 se Ê # At, para todo / C N. Com isso que (tl;)k € cb,
e portanto (tz)z C. co. Por outro lado, se (tZ)z C co, consideremos a sequência (tl)z como
sendo tl:. = tz, e tl; = 0 se k # ki para todo Z € N. Temos então que (tl;) € co, logo existe
>ll;k tkwi; = )ll:. tlwk. . Portanto temos que tanto (wk.)z quanto (Twk:)z são equivalentes a
(e«)«, e consequentemente (wk.)z e (7'wt.)i são e(luivalentes. Logo pelo Teorema 1.2.11
temos que l(mk.)lz a l(T«,k.)lz = có, e existe um isomorfismo H : l(«,k.)li --, l(T««k.)l! que
leva cada wk. em 7'wk:, mas essa última condição implica que U = Tll(«*.)li-

(b) -> (a). Considere )ll:. el. em S, onde el. é a imagem de e. através do isomorfismo
dado por hipotese. Temos então que )l.. e. é fracamente incondicionalmente de Cauchy,
mas não é incondicionalmente convergente em X, e como Tls é ísomorfismo sobre a ima-
gem, segue que >:. 7'el. não é incondicionalmente convergente em }', e portanto 7' não é
incondicionalmente convergente. H
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Terminaremos essa seção enunciando uma versão do Teorema de Rosenthal que utiliza
bases equivalentes.

Teorema 1.2.18 (Teorema de Rosenthal) Soam X am espaço de BanacÀ, e (z«).
umQ sequência em X que não possui subsequências fracamente de CavchlJ. Então (.=n).
po«u{ «m« '«ósq«anca« (z«.)k equiual«[e « (e;). ó«e de g..

1.3 Propriedades geométricas definidas ein espaços
de Banach

Nesta seção deflniremos as propriedades geométricas que nos auxiliarão no estudo das
propriedades de Phillips. Comecemos provando uma equivalência entre duas afirmações
que serão utilizadas na definição da propriedade (V).

Proposição 1.3.1 Sega X wrn espaço de Banana. São equÍuaZenÉes

Ía) Para todo espaço de Z?anata y, para lodo operad07' T : X -, y incondicionalmente
Lonuergente, temos T jra.cü'm,ente compacto.

(b) Para todo subconjuTito K Ç X* tat que para toda série jrcLcamente incondicional-
mente de C'aucAy },. sç«

lím sup lz*znl = 0
n' z'eK' (1.3)

lemos /( re/atáuamenÍe /raramente compacto.

Z)emonstração (a) + (b). Inicialmente observemos que dada >ll:. z«, se para toda sequência
(En)« tal que cada En Ç N é finito, En n Fm - 0 se n # m e U.En = N temos
lim. l l)I'x;cP. zkl 1 = 0, então >1,. #. é incondicionalmente convergente. De fato, se )l,. z.
não fosse incondicionalmente convergente, existiriam sequências crescentes de números na-

turais (nk)k, (p«)n e (q«)., p. $ q«, Vn c N tal blue l l>1:n:.. z«. 1 1 ? c. Utilizando esse fato,

obteríamos uma sequência (Rn)n satisfazendo as condições acima tal que l l)I'x;.x. zkl 1 ? c
para infinitos valores de n. Além disso, se >1:. ]ç« for fracamente incondicionalmente de
Cauchy, então )I'. OI'..P. ]çk) é fracamente incondicionalmente de Cauchy, para toda
sequência (En)« satisfazendo as condições acima. Considere agora K' satisfazendo 1.3.
Para cada ]ç € X, temos que },. iÇz é absolutamente convergente, e em particular
>l:. ãl;z é fracamente incondicionalmente de Cauchy, logo por 1.3, existe no € N tal que
sup,'cK lr' (!m)l < 1. Com isso, sup,.CK lz*(z)l < 2"', e pelo Princípio da Limitação
Uniforme, temos sup,.CK llz*ll < -Foo. Logo podemos dehnír T : X --, Z.(K), como

r(z) : Ã' --, c
,' - «*(«)
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Temos que 7' é limitado, pois

llr(z)l l suP lz*(z)l
]ç'eK'

< 11:«11 1 sup ll:«*ll
.3* eK'

e T é incondicionalmente convergente, pois se )ll:. #« é fracamente incondicionalmente
de Cauchy, então para toda sequência. (En) satisfazendo as condições enunciadas no
início da demonstração, temos }:. >-x:cp. zk fracamente incondicionalmente convergente,
e lim« sup..CK lz*(>1:..Xn Zk)l = 0, com isso lim« ll7'Oll;x;.r- içk)ll = 0, e portanto }l:, Tzk
é incondicionalmente convergente. Logo 7' é fracamente compacto, e pelo Teorema de
Gantmacher T* é fracamente compacto. Definindo então, para cada z* C /{, õ,. c
(r.(-K))* comoó,.(/) , temos llõ,.ll $ 1 er*õ,. e como7'* é fracame«te
compacto, segue que /( é relativamente fracamente compacto.

(b) :+ (a). Seja T : X --, y um operador incondicionalmente convergente. Pelo

Teorema de Gantmacher, se provarmos que T* é fracamente compacto, teremos que T
também será fracamente compacto. Seja então >ll:. z. uma série fracamente incondicio-
nalmente de Cauchy em X, temos então que >1:,. 7'z. é incondicionalmente convergente
em y, em particular Tz. -+ 0, com isso temos que

lim sup Z/*(Tz,.)
n' V'eBr...

0

logo
lim sup T*y*(z.) = 0,
n' V'eBr.

e portanto {7"Z/* : 3/* C Br. } é fracamente relativamente compacto

Definição 1.3.2 Dizemos que um espaço de Banana X posstt a prophedade (V), se X
satis.faz as condições equivalentes dadas no teorema antepor.

A seguir definiremos a propriedade (n) e demonstraremos que todo subespaço fechado
de um espaço de Banach com a propriedade (u) possui tal propriedade, e que todo espaço
de Banach com base incondicional possui a propriedade (u), resultados esses que motiva-
ram a introdução dessa propriedade.

Definição 1.3.3 Sda X um espaço de Banal/t. Dizemos que X posou a propHedade (u)
se para toda sequência (=n)n fracamente de CauchlJ eTTL X, existir uma série fracamente
íncondÍcÍonaZmeztte de OaucAZ/ )ll:. Z/. tal que z. -- >1:t.. yx; -b 0

Proposição 1.3.4 Se tlm espaço de Banana X possua a prophedade (u), então iodo su.
bes'paço fechado de X possui esta 'prof'r'tedüde.
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Z)emonsÉração. Se.ja (aç«)« uma sequência fracamente de Cauchy em um subespaço fechado
f' Ç X, temos então que (z«)n é uma sequência fracamente de Cauchy em X, logo
existe uma série )ll:.y. fracamente incondicionalmente de Cauchy em X tal que u,. -
z" -- }l'É;:. 3/: -= 0 em X. Como u,. -3 0 em X, temos que existem combinações convexas
uj :: >.,p í.:+i À«t&.., tal que 0 = po < pi < . . ., À. ? 0, >.,p p,..+. À,. :: l e )ll:.i llujll <
+oo (ISI pág. 422). Definamos zlÍ = }.,:::;p,..+i À«z., zi - ]çl, e zj = açlí zj.i, Vj ?2
Notemos que iç« - >1:;-i zj ' an -- ]ç. converge fracamente a zero em F, pois para todo
z' € F*, para todo c > 0, existe mo C N tal que lz*(3ç« - z.)l < c, Vn,m ? m. com isso
para todo n ? mo

,' (,. -,$..,,,1
'.,'',« ,.')

«*(«« «:)

}: Àílz*(,«-«j)l
.j=P. - l + l

,$*.
$

Resta portanto mostrarmos que >1;j zj é fracamente incondicionalmente de Cauchy.
isso observemos que:

É
n=P.j -- i+ l

P.j -- l

À.:«. )ll: .x«'';"
n-:P.j

E .x«E":
n::P.j-i+l i::l

}l: p«'",
n'=P.j -2+ l

u'.j--l T

P.j-i

E
n=Pj-2+l

"j E
i-l

À. g/i

u.j
r

u.f.l + onde 0 $ /1,. 5; l

Portanto para z* c F* temos:

1:«* (zj ) l 2ll:«*llE:ll«líll +>: >1:
.j .j=1 n=P.j-t+l

2llz*ll >1: 11ulíll -F 2 >1: 1z*z/«l < +.«
J

oo P.j--t

K.,l«*v«l+>1: >1..1
.j=1 n=P.j-2+l

P. lz*Z/« l

Lema 1.3.5 Seja (]Çn)n uma sequência Z)ásãca incondicional / m fada em um espaço de
Banana X [a/ que edita z* c X' saÉáé@zendo inf. lz'(a«)l > 0. Então (z.). é equit,aZe7zte
à b«e (e:) de r-.
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Demonstração. Suponha que a série )ll:: tiz{ sela convergente, por hipótese temos que
>l;. tíz{ é incondicionalmente convergente, em particular temos >1:i trai fracamente incon-
dicionalmente de Cauchy, logo )ll:. útil laç'iç€1 < +oo, com isso para todo N € 1N

N . N . oo

E i*:i :ç alça E i*:i i«*«:l $ üt:ll;a:í E i':l i«*.:i

logo >1:: útil < +oo. Por outro lado, se >ll:. ltil < +oo, como (z,)« é limitada, temos

}l:: ltil l lzill < +oo, e consequenteipente )ll;: tiaçi é convergente. H

No próximo resultado precisaremos da noção de base de bloco, e de um teorema pro-
vado por C. Bessaga e A. Pelczynski.

Definição 1.3.6 Soam X um espaço de Banana e (]ç.). ama sequência óásÍca em X
O{«m.. q« « .q«ên.{« b. - E2:,. "', c.m 3/« # 0, @n)« (q.). sq«ênc{« c«.Gente.
de números natura s ta s que p] < qi < p2 < q2 < . . . é uma base de bloco de (aç.)..

Teorema 1.3.7 Soam X um espaço de Banana e (p«). uma sequência óás ca em X com
/uno-«ás c.e$cíente. (z;)«. Se (y«). é ãQa ;d«ênç{« em }' [«] q«.

lim inf llynll > 07n, n,>m

e

.«[ão (y«)« é eq«{«lente « um« b«; bZoc. de (z.).

Demonstração. l31 pág. 46

Lema 1.3.8 Sda X #m espaço de Banana com base {ncondícáonaZ (z.). e /unc ona s

coe$c{.ates (z;)«. Se (3/«)« é «m' 'equêncí« #«.«m.nÍe e CaucAZ/ e z;(yn) -5 0, Vi C N,
então Z/. = 0.

Demonstração. Suponha que (3/.)« não convirja fracamente a zero, existem então c > 0,
z* € X' e uma subsequência (yn.)k tal que ínfk llZ*(yn*)11 2 c. Pelo Teorema 1.3.7, temos
que (g..) possui uma subsequência (novamente denotada por (3/..)) que é equivalente a
uma base de bloco de (z«)«. Com isso temos que (Z/«.) é sequência básica íncon(ücional,
e pelo Lema 1.3.5, (yn*) é equivalente a (e;)« base de /l. Porém (e;) não é fracamente de
Cauchy, pois para/ =(1,0, 1,0, 1,.. .) € Z-, temos que l/(e;+.) --/(e;)l = 1, Vn c N, e
isso contraria a hipótese de (g«)« ser fracamente de Cauchy. H

Teorema 1.3.9 Se um espaço de Banana X tem uma base {ncondác anal, então ele possua
« P«Pãd«d. (u)-
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Z)emzonséração. Sejam (z«)« uma base incondicional de X, e (]ç;). a se(luência dos funci-
onais coeficientes em X*. Dada uma sequência fracamente de Cauchy (zn). em X, temos
que existe a{ = lim« z;(z«), com isso definamos para cada n € 1V gn = a.gç.. Utilizando o
fato de que (z«)« é base incondicional, dados z = )ll;.z:(z)açi, a' c X* e (b«). sequência
de escolares, lbil $ 1, temos que para cada. rz € N

E
{-1

b:z* (a:)z; (z) E
{-1

$ «; («)«* («:) l

l«*l l >: 1«: («)«:
{-1

EI«*ll }: l«; («)«:l
{-1

Aplicando o Princípio da Limitação Uniforme para a família de funcionais {>1;L. biz* (açi)zl'
n c N e (b{) em C tal que lóíl $ 1 }, temos que existe A4,. tal que

b:z' (:«.)#;
{-1

Vn € N e V(b:) em (C tal que lbil $ 1

com isso temos

}l: l.* (z/:) l
i-l

}: l«*(«:)«: l
{-1

xü-Ei=gh«*("J i'l«":(,o

i'l« El-g:ih«*(«J«;oo

xü'Ei:ih«*(«J«;
ÀÉ..supllzkll

E

<

<

Portanto )ll:. 3/. é fracamente incondicionalmente de Cauchy. Finalmente, mostremos que
z« Z/: -b 0. Utilizando o Lema 1.3.8, é suficiente provarmos que (z« -- )ll:Li 3/:)«
é fracamente incondicionalmente de Cauchy, e para todo .j € N z;(z. -- )l,i-l gi) --, 0.
De fato, como (z«)« é fracamente de Cauchy e ):: Z/i é fracamente incondicionalmente de
Cauchy, temos que (z. -- >'i.l Z/{)n é fracamente de Cauchy, e para a segunda afirmação
temos que:

«;l.. «;(;«) - >: liam«;('')';(z')
í-l

z;(;«) hkm";('.) -3 0
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O próximo resultado relaciona as propriedades (u) e (V) e será utilizado na caracterização
da propriedade fraca de Phillips hereditária.

Proposição 1.3.10 Sda X um espaço de Banach com a prophedade (u) ía/ que X não
possui subespüços isomorlos Q ei. Então X possui a prophedade (V).

Demonstração. Sejam y um espaço de Banach, T : X --, y um operador incondicional-
mente convergente e (z«). uma sequência limitada em X. Como X não possui subespaços
isomorfos a /i , temos pelo Teorema de Rosenthal que (z.)« possui uma subsequência (]ç.. )
fracamente de Cauchy. Agora, utilizando o fato de X possuir a propriedade (u), existe
uma série >ll:A;ut fracamente incondicionalmente de Cauchy tal que ]ç.* -- >1,k . uj -3 0,
o que implica T(zn. -- },}.. uj) -3 0, e como >1:x; 'ruj é incondicionalmente convergente:
temos portanto que T(z,..) -!' >1:.Í Tuj. H

Proposição 1.3.11 Se wm espaço de Banal/t X possa a propãedade (V), então todo
operador Zim lado 7' : X --} y, onde y é u.rn espaço de Banana qtl,e não possui i óespaços
i,sornorlos Q (h, é Jracarilpent,e comi)a,ct,o.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2. 15 toda série fracamente incondicionalmente de Cau-
chy em y é incondicionalmente convergente. Logo todo operador limitado T : X + y
é incondicionalmente convergente: e consequentemente fracamente compacto, já. que X
possui a propriedade (y). H

Definiremos agora a propriedade (V*), que será utilizada para provarmos resultados Feia.
clonados à propriedade(\'').

Definição 1.3.12 Dizemos que urn espaço de Banana X possa a propóedade (V*) se
l,odo K Ç X sattsjüzebdo

lim sup z;z - 0 (1.4)n' zeK'

para toda séhe fracamente incondicionalmente de Cauchy }l:.Z'n em X* jor relativamente
/raramente cornpacÍo.

Proposição 1.3.13 Sda X um espaço de Banal/t. Se X posou a propóedade (y),
.«tã. X* p«.«{ « p«póed«d' (}''*), e ;e X* p«;«{ « p«ph«Z«de (}'), e«lã. X po««{ «

p«phed«de (}'*).

Demonstração. Seja /( Ç X* tal que para toda. série >1:.zi* fracamente incondicional-
mente de Cauchy em X** lim«sup,.CK ;*(z*) = 0. Tomando então >1:.z. uma. série
fracamente incondicionalmente de Cauchy em X, temos que >1;.ã.x(]ç«) é fracamente
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incondicionalmente de Cauchy em {x(X), e portanto >ll:. ix(z«) é fracamente incondici
onalmente de Cauchy em X** , logo

lim sup z*(aç«) = lim sup {x(z«)(z') = 0n' z'eK' n' z'eK' ' ' ' '

e como X possui a propriedade (y), temos que X é relativamente fracamente com-
pacto. Para a outra afirmação, considere -K Ç X tal que para toda série )ll:.z; em
X' lim.sup.CKiç;(aç) nsequentemente lim.sup...C *(K)z**(sç;) Como X'
possui a propriedade (V), temos {x(K) relativamente fracamente compacto em X**, e
portanto .l{. é relativamente fracamente compacto em X. H

Proposição 1.3.14 Se um espaço de BazzacA X posou a propóedade (V'*), então lodo
subespaço fechado de X possui ta\ 'prol)'r'tedüde.

Demonstração. Sejam F Ç X um subespaço fechado, e K Ç f' tal que lim. sup,CK z:(z) =
0 para toda série >1:. z; fracamente incondicionalmente de Cauchy em F*. Considerando
então )ll:. 3Ü fracamente de Cauchy em X*, temos que >ll: Z/:lP é fracamente incondicio-
.nalmente de Cauchy em .F*, pois para cada n?} c F'**, tomando q : F --, X a inclusão,
vale que

>: jm(Z/;l,')l - >: lq**(m)(Ü)l < +w

portanto K satisfaz lim. sup.CK zl;(z) = 0, para toda série >1:. ]ç; fracamente incondicio-
nalmente de Cauchy em X*, e como X possui a propriedade (V''), temos K relativamente
fracamente compacto em F'. H

l lt t

Proposição 1.3.15 Se um espaço de /ianacA X possuí a propóedade (V*), então X tí
/raramente sequencáaZmente completo.

Z)emonslração Seja (a«). uma sequência fracamente de Cauchy. Inicialmente mostremos
que para toda série )ll:. <. fracamente incondicionalmente de Cauchy em X' , lim« supk z;(zk)
0. Consideremos então }l: z; fracamente incondicionalmente de Cauchy em X*. Para cada
T € X, temos (]ç;z) € Zli, logo para cada t = (t«)« € /«, temos }l:. t«z;(aç) convergente.
pelo Teorema. de Banach-Steinhaus, vale que z; = )ll:.t.z; € X'. Como (a«). é fra-
camente de Cauchy, temos que existe lim.z;z- = lim. }l:. t.a;(z«), logo a sequência
(3/«.)«., onde Z/« = (z;z«..)n é fracamente de Cauchy em rl. Como Zi é fracamente sequen-
cialmente completo e possui a propriedade de Schur, temos que (Z/.)« é ll.jl-convergente,
10õa0

Z/. U (limar;z.). = (a,.). c Zi,

iW }: lz;("«.) - '«l - 0

e
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Portanto dado c > 0, existe mo ta] que pa-ra todos m ? mo, zz € N

1.;1(:'m) - "«l $ 1>. 1"il(3m) - '*l < ;

suP la;(z«) ««l < .,
mimo

Para m $ mo temos que:

ê.: lz;(z«.) - ««l < +«,
Logo existe rzo tal que para todo n ? no

lz;(zm) - ««l $ 1; < ., Vm $ mO

Com isso
suP lz;(z«)

«zÉmo
««l < ..

E portanto
sup lz;(z«) - ««l < .:
m€N

Vn 2 n.

Agora
suP lz;l(z-)l $ suP l;«;(z-) «,.l + l«,.l -b

Logo lim« sup. laç:(z-)l = 0. Como X possui a propriedade (V*)
uma subsequêncía fracamente convergente, e utilizando o fato de
Cauchy; temos (gç«)« fracamente convergente. H

0

, temos que (z.). possui
(z.). ser fracamente de

Proposição 1.3.16 t/m espaço de Banal/t X (í reP uo se e somente se X pois á as
p«p«áed«d« (y) . (}'*).

Demonstração. Se X é reflexivo, temos que tanto X quanto X* possuem a propriedade
(V), utilizando a. Proposição 1.3.13 temos que X possui também a propriedade (V*).
Reciprocamente, se X possui a propriedade (V), temos que X* possui a propriedade
(y*), pela Proposição 1.3.15 temos que X' é fracamente sequencialmente completo, disso
segue que X* não possui subespaços isomorfos a q, logo pelo Teorema 1.2.15 temos que
toda. série >1,. z; fracamente incondicionalmente de Cauchy em X* é incondicionalmente
convergente, e em particular l lz;(aç)ll -3 0. Consequentemente

suP lz;(z)l $ 11z;ll -b 0
reBX

e como X possui a propriedade (V*), temos que Bx é fracamente compacta, logo X é
reflexivo.
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Proposição 1.3.17 Sda X um espaço de l?anata com a propriedade (V)
reflexivo se e somente se nenhum subespaço de X é isomorfo Q co.

R.ntãn Y á

Z)emonsÉração. Se X é reflexivo, então todo subespaço fechado de X é reflexivo, e como
% não é reflexivo, segue que X não possui subespaços isomorfos a Q. Reciprocamente,
se X não possui subespaços isomorfos a co, então toda série >ll:. z« fracamente incondici-
onalmente de Cauchy em X é incondicionalmente convergente. Logo

suP
z'eBx

z*z.l 5; llaç.ll -= o

Portanto .Bx. é fracamente compacta e X é reflexivo

Passemos à definição da propriedade de Dunford-Pettis, e aos resultados que serão utili
zados no texto que envolvem tal propriedade.

Definição 1.3.18 Sejam X, y espaços de Barraca. Dizemos que um operadora : X --} y
é c.mpZe{«me«[e ««th- « p«« t.'í« .eq«ên.{« (#.). .«. X, z. -% 0, «/. T«. y 0.

Definição 1.3.19 -Dizemos que um. espaço de Banacà X posou a propóedade de Du7t/ord-
Petti,s, se 'para. todo es'paço de Büna,ch Y: todo operadora : X --, Y jra,comente comi)acto
/or como/eéamente contíguo.

Teorema 1.3.20 Seca X wm espaço de Banana. $ão equÍua/entes

(a) X possui CL pro'phedüde de Dunjord-Pettis

(b) Tod,o operam,orT . X --* c. jr.,comente co«p.,cto é co«ptetü«".e-«te conHnuo

r.) Se z« -3 0 .m X e :«;l -b 0 .m X*, .«tão lim.a;(r«) 0

rd) Se (a«) é «m« sequência /r«.«mente de C'a«ch3/ em X . z; -5 0 em X*, então
lim. z;z. = 0.

Z)ernonstração.(a) +(b). Imediato.
(b) :+ (c). Sejam a. -3 0 em X, e z; -3 0 em X'. Definindo o operador T

Ta = (z;z)«, temos que T está bem definido, e é limitado, pois
X --, co,

llrzl sup lz;lzl $ (s«p lz;ll)llzll,

além disso T* : /. --, X* é dado por T*((t«)) = }1:.t«z;. Mostremos então que 7'* é
fracamente compacto. De fato, seja .4 = {z;} U {0}, temos então que ,4 é fracamente
compacto em X*, com isso .4 = U{À..4 : À € C, IÀI = 1} também é fracamente compacto
em X* , pois claramente toda sequência em .4 possui subsçquên(ia fracamente convergente
em 4. Portanto temos que a envoluntória convexa de Á, m(.4) é fracamente compacta.
Considerando agora (t«)« c .Bz., temos que T*((t«)) = E.t.aç; c m(Á), logo T*(.Bf.)
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Ç m(.4), T*(Bz.) é fracamente relativamente compacto e 7'* é fracamente compacto.
Pelo Teorema. de Gantmacher T é fracamente compacto e por hipótese segue que 7' é
completamente contínuo. Com isso, e utilizando o hto de z. -S 0, temos que l IT(z.)ll --,
0, e como

lz;(z«)l $ suP la;(:«)l - ll'r(z«)ll
J

concluímos que lim. z;lz. :: 0.
(c):+ (d). Sejam (z.) uma sequência fracamente de Cauchy em X, e z; -b 0 em X*

Suponhamos que (a;z.) não convida a 0. Passando a uma subsequência se necessário,
podemos supor que existe c > 0 tal que lz;z.l ? c para todo n C N. Como z. -b 0, existe
uma subsequência (z;.)k de (z:) tal que laç;.#kl $ $ para todo k c N. Notemos ainda

(lue zn. -- aÀ; -= 0, logo por (c), existe h tal (lue laç;*.(a«« zh)l $ ã. Porém

C $ 1Z;«3n«l $ 1z;..(açn« -- zk.)l + lz;«z««l $ 3ã

Absurdo.
(d) + (c). Imedato.
(c) :+ (a). Suponha que (a) não ocorra. Existiriam então um espaço de Banach y, e um

operador T : X --} y fracamente compacto que não é completamente contínuo. Com isso
existiriam c > 0 e z. -3 0 em X tal que llrz.ll ? c, para todo rz € N. Consideremos então
Z/; C .Br. tal que Z/;Tz« = ll7'aç.ll, temos pelo Teorema de Gantmacher que (Z/:) possui
subsequência (Z/;.) tal que (T*3/;*)k converge fracamente para * C X*. Por (c), temos

(r*g;* - z*)(a«.) --» 0, e como z*(#n.) --' 0, existiria k tal que l(7'*Z/;. z*)(z«.)l < {,
lz*z«.l < $. Contudo

. $ 11a":««.ll l(7'*3/;.)z«.l $ 1(r*z/i. z*)z«.l + lz*z«.l < c

Absurdo

Corolário 1.3.21 Seca X um espaço de Banal/z com a prophedade de Dual/ord-PelÉás.
Então toda sequência (=:.). fracamente nula em X* converge unif07memente em todo
cozÜunío .4 Ç X pré-compacto Ía é pré-compacto se boda sequência crn 4 possuí uma
subsequência, fracamente de Caach')

Corolário 1.3.22 Sega X wm espaço de Banal/t. Se X* possui a propóedade de Duzi/ord.
Pettis, então o mesTRa ocorre com X

Demonstração. Utilizando a condição (c) do Teorema anterior, temos que se z. -= 0 em
X e aç; -3 0 em X* então vale {x(a.) -3 0 em X**, logo lim«{x(aç«)(,ç;) = 0, e conse-
quentemente lim. a;aç. -: 0. H

Enunciaremos agora dois resultados que relacionam a propriedade de Dunford-Pettis com
outras propriedades geométricas. Daremos apenas a referência para as demonstrações,
pelo fato destas fugirem aos objetivos do nosso trabalho.
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Teorema 1.3.23 Sega X um espaço de Banacã com a propóedade de Z)u7z/ord-PeÉtÍs
her(ditada. Então X possui a propüedade (u).

Demonstração. l81 Theorem 2.1

'l'eorema 1.3.24 Seca X um espaço de Banach. São equãua/entes

(a) X possui a. pro'pddade de Dunford-Pettis e n,ão l)ossqi subesTüços isoTnorjos a, t*

(b) X* T)ossui a propriedade de Schur.

Demonstração. jll Proposición ll.lO

Para terminarmos o capítulo, daremos a definição da propriedade de Grotendieck, e enun-
ciaremos um resultado que nos permitirá estabelecer diversas conexões dessa propriedade
com a propriedade fraca de Phillips.

Definição 1.3.25 Dizemos que um espaço de BanacÀ X possuí a propóedade de Cro
l,endieck se toda sequência Jra.ca' converge'nte e'm, X* jor jra,comente convergente.

Teorema 1.3.26 C/m espaço de l?anata X possa a propriedade de Grotendáeck se c
somente se todo opera,dor txmitado T l X --, Y jor jraccLmente co'rnpacto.

Demonstração. l61 Teorema 11.3
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Capítulo 2

As propriedades de Phillips

2.1 Resultados iniciais
Definição 2.1.1 Sega X urra espaço de BanacÀ.

í. X l)assai a propriedade de Philtips se a aplicação p -- (iX)* : X*** H X* éfraca+-
norma seqt&encãaZmente conlíhua.

2. X 'possui, Q 'prol)piedade fraca de PhilliT)s se a. aplicação .p
/faca #-/faca sequencÍaZmenÉe contígua.

ix)* : X'** --, X* é

g. X. 'possui a 'pro'priedade (jTüca,) de Phithps hereütáha, se todo su,bespcçço fechado de
X 'possui ü pro'phedüde (jrac.,) de Phillips.

Começaremos nosso estudo das propriedades de Phillips analisando a propriedade fraca
de Phillips. O primeiro resultado nos dá uma condição necessária para que um espaço de
Banach possua a propriedade fraca de Phillips.

Lema 2.1.2 Se3ü X uln espaço de Banach. Se X possui a propriedade fraca de Philbps,
então X* é .fracamente sequencialmente completo.

Z)emonstração. Seja (z;) sequência fracamente de Cauchy em X*. Temos então
que para todo z** C X**, existe lim«z**(aç;). Pelo Teorema de Banach-Steinhaus. se
r*** : X** --, C é definido por iç***(z") = lim. iç**(z;), então z*** € X***, e da definição
da topologia fracas segue que ix. (z.) -- z*** :3 0. Como X possui a propriedade fraca de
Phillips, temos p({x.(z;) - z***) -B 0, e portanto z; -5 p(#***). a

Observação 2.1.3 Se X ou X** possuem a prophedade de Grotendíe(t, então X possuí
l propriedade jra,ca, de Philhps.

Demonstração. Seja ]ç;** :3 0 em X***. Se X** possui a propriedade de Grotendieck, te-
mos então que a;l** = 0, e como p é fraca-fraca contínua, segue que p(a;*') -= 0. No caso
em que X possui a propriedade de Grontendieck, notemos que p é fracas-fraca* contínua,
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logo p(a;'*) = 0 , e portanto p(z;l**) -S 0

Para o próximo resultado, utilizaremos a definição da propriedade de ivlazur

Definição 2.1.4 ZI/}n espaço de Bct7zach X possua a propóedade de A/azul se lodo /uncá-
«.Z A : X* -- (C .#«.* 'q«e«'{«!m.«te c«tM- em X** p«t.n«, « {x(X).

Notemos que todo espaço de Banach separável possui a propriedade de À'lazur, já que
os funcionais fracos contínuos do dual de um espaço de Banach X são os elementos de
áx(X) (l31 pág. 13), e a bola unitária do espaço dual de todo espaço de Banach separável
é fracas metrizável.

Proposição 2.1.5 Seja X am espaço de BanacÀ tal que X** possa a propóedade de
Mazur. Então X possui a, 'prol)idade fraca, de Phittips, se e somente se X é reflexivo.

l)emons&ração. Suponha que X possua a propriedade fraca de Phillips. i\'mostremos que
({X)**(X**) = p*(X**) Ç {x:.(X**), e do Teorema de Gantmacher seguirá que {x é
fracamente compacto, e consequentemente X será reflexivo.

Sejam iç:** =; 0, z** C X**, temos então que:

P(z;") U 0 + z**(P(z;*')) --, 0 :+ p*(;«**)) (r;l**) --* 0,

logo p*(z*') é fraco* sequencialmente contínuo. Como X** possui a propriedade de N4azur
segue que p'(z**) € {x.. (X**).

Se X é reflexivo, então {x : X --, X** é fracamente compacto, e pelo lborema. de
Gantmacher temos que p = ({x)* é fraca*-fraca contínua, e portanto X possui a proprie-
dade fraca de Phillips. H

A partir do resultado acima temos que o espaço de James J (l91 pág. 411) não pos-
sui a propriedade fraca. de Phillips, pois J é separável, isométrico a ./** e não-reflexivo.

O próximo lema e a próxima. observação serão utilizados na. caracterização das propri-
edades de Phillips em termos das aplicações definidas no bidual de espaços de Banach a
valores em q.

Lema 2.1.6 Sda T : X -+ q um operador ZámÍíado. Então

1. T é fracamente compacto se e só se T*e* .ib 0

l l l l

2. T é compacto se e só se 'F*e; !q 0

Demonstração
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l Suponha que 7' seja fracamente compacto. Pelo Teorema de Gantmacher. temos
que T* é fracos-fraco contínuo, e como e; := 0 em /l , segue que 7'*e;l -b 0.

Para a recíproca, seja (Z/;)XCA rede em /i , tal (lue 3/; - (aà)«, e 3/; = 0. Mostremos
que T*(3/;) -3 0.
De fato, considere z** c X**, temos então que:

'*'' "", - ' l,* l;:.:.;l
«: (z** (7'*e;))

Por hipótese, temos que T*e; -= 0, logo

(n**('r*':))« € 'o ::> }1: «l: (z**(l"*e;)) y;(z**(T*e;l)) -à 0

+ l"*(z/;) -b o

2. Suponha que T seja compacto. Temos que

llr*e;ll = sup IT*e;(z)l = sup je;l(7'z)l $ sup le;Z/l
zCBX zeBX gCTBx

Por hipótese, TBx é totalmente limitado, logo para todo c > 0, existem Z/i,
T.Bx, tal que para todo Z/ € 7'.Bx, existe .j C {l, . . . , k}, tal que

ll3/-yll<; + je:(Z/-3/j)l<;,VncN.

Além disso, como yj € có segue que existe no tal que je;(Z/Í)l < ã,'dn ? no,V3 C
{l,... ,k}. Portanto, Vy € 7Bx,Vn 2 no, temos:

je;(Z/)l $ je;l(Z/-3/j)j+je;(3/j)l <c + sup je;(Z/)l <c,Vn?n.
ueTBx

+.. r*.; yo.

Para a recíproca, mostremos que TBx é totalmente limitado.

De fato, como T*e; ilJ 0, existe no C N, tal que sup.CB* le;(Pz)l < c,Vn ? no, e
com isso, suPvcrB* je;(3/)l < c,Vn ? n..

Como 7' é limitado, temos que existe M > 0, tal que

l IVll $ M VZ/ € T.Bx,

em particular
je;(Z/)l $ M, Vn $ n.
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Definindo

S : Q ---, (C"', ll.ll-)
(%.) -, (a- , . . . , G.)

Segue que S(7'-Bx) Ç -elC"', WI, e -eK"', WI é compacta
Logo existe

.- q.), . . . , z* , zn..,) € S(T.Bx),

tal que para todo z c S(T.Bx) existe .j € {1,...,k} tal(lue llz - Oll. < {.

DefinindoZ/j =(zji,. . . , q..,0,0, . . .), .j € {1,. . . , k}, temos que para todo g € 7'.Bx,
existe .j ctl,... , k} tal que llS(Z/) -- zÍll < c, logo

llZ/ yjll = sup je;(Z/) -- e;(yJ)l < c,

pois se rz $ no, ente.o

je; (3/) e;(3/j)l $ 11s(3/) - zJll $ c,

e se n 2 rzo, então
je;(y) - e;(yJ)l (3/)l < .

Portanto TBx é relativamente compacto. H

Observação 2.1.7 Todo operadora' : e- --} co é /racamenie compacto

Z)emonstração. Notemos primeiramente que 7'*e; :3 0, pois se z € Z«, então (7'*e;)(z) =
e; (7'(z)) -b 0, já que e: :3 0 em r.. Como P. possui a. propriedade de Grontendíeck
segue que T*e; :3 0, logo 7' é fracamente compacto. H

Teorema 2.1.8 Um espaço de Banach possui a propriedade (jTacQ) de PhiLlips se e so-
m."-'' s' 'p«". t,o'L' ope««d,o' T : X" --* %, o ope«d,o« T = T . ix é (f«c««ente)
co'm'Pacto .

Dem07zsÉração. Para. a condição necessária, sejam
da observação 2.1.7, temos que T*e; :3 0, e

X** ---, q. Pelo mesmo argumento

r*e: (T o {x)*e; (á} . 7'*)(e;) (7'*e;)

Se X possui a propriedade fraca de Phillips, temos que T*e; -5 0, o que implica T

fracamente compacto , e se X possuí a propriedade de Phillips, temos T*e. !U 0, o que
implica. 7' compacto
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Para a condição suficiente, considere z;** :3 0 em X***. Definimos 7' : X** -.+ q
como T(z") = (:;"(z*))«. Como z;** U 0, temos pelo Princípio da Limitação Uniforme
que Existe ]\4 > 0 tal que sup. llz;**ll $ Jt4, logo para todo a** c X**

7'(z* *)l l s«P lz;l**(z**) 5; llz**ll sup ll,ç;l**ll $ M'llz**ll'n

Portanto 7' é limitado. Já que

7' *e;(z * * ) e;l(T(z' * )

temos 7'*e; = z=*, e pelo que vimos na primeira implicação, temos p(T*e;) = T*e;, logo

se T é fracamente compacto, temos p(z;*') -5 O, e se f é compacto temos p(a;l**) l!-y 0. H

A seguir veremos que todo espaço de Banach com a propriedade (y) possui a propri-
edade fraca de Phillips. A partir disso, obteremos uma grande quantidade de exemplos de
espaços de Banach com a propriedade fraca de Phillips. De fato, em j121 é demonstrado
que toda C'-álgebra possui a propriedade (V).

Teorema 2.1.9 Se um espaço de l?a7zacÀ possuí a propóedade (}'), então eZe possa a
pro'prieda,de jra,ca. de Philli'ps.

Demonstração. h/mostremos que todo operador T : X** --, co é incondicionalmente conver-

gente, pois se isso não ocorresse, existiria um subespaço E C X** tal que Tlr : .D ---} (b é
um isomorfismo. Considerando q : .E --, X** a inclusão, e (ix.)* : X**** --, X** a projeção
canónica, deflnamos S : E** --, co , S = T o ({x.)* o q". Como (Tlr)** : E** --» Z. é
isomorfismo, e pela observação 2.1.7 S o (7'lr**)'i é fracamente compacto, temos que

'- ('.PI )**) .(,1.*)-'
é fracamente compa-cto.

Notemos agora que ({X.)* o q** o {E = q, pois para todo z** € E**,z' € X* temos

({x.)* ' q** . {,(«**)1(«*) (G.*0*G,(«") . «U) («D

(:,(«*D . «* . :.*.) («l
áE(z** . q*(ix. (z*))

{E(z'')({x. (z*) . q)
{x. (z*)(q(z**))
q(z* *) (a') .

Disso segue que S o iZ = 7' o q = lr Jg, e como S o ãr é fracamente compacto temos que
T fz é fracamente compacto, logo T(Ei)'é fracamente compacto em co,mas como Tlr é
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um isomorfismo, deveríamos ter -B. fracamente compacta, e consequentemente % seria.
reflexivo,contradição.

Portanto se X tem a propriedade (V'), e T : X** --., q é limitado, temos que T é incon-
dicionalmente convergente, logo 7' é fracamente compacto, e isto implica que T = 7' o {X
é fracamente compacto; e do Teorema 2.1.8, segue que X possui a propriedade fraca de
Phjllips. H

É importante salientarmos que existem exemplos de espaços de Banach com a propri-
edade de Phillips que não possuem a propriedade (V).

Com efeito, em l21 é construído um espaço de Banach X, tal que X não contém su-
bespaço isomorfo a (x) e X* é isomorfo a ri . Com isso, temos que X** possui a propriedade
de Grotendieck (já que X** é isomorfo a 1?-). A partir disso, é fácil ver que X possui a
propriedade fraca de Phillips. Como claramente X* possui a. propriedade de Schur, segue
da Proposição 2.1.11(que veremos abaixo) que X possui a propriedade de Phillips. À/las
como X** é não-reflexivo e X não possui uma cópia de q), segue do Teorema 1.3.17 que
X não possui a propriedade (V').

A seguir, daremos algumas caracterizações da versão hereditária da propriedade fraca
de Phi[[ips. Para isso, utilizaremos um resu]tado de H. Rosentha] que diz que um espaço
de Banach X tem a propriedade (u), e X não contém uma cópia de Zli se e somente se
para todo subespaço fechado À4 C X, ]M* é fracamente sequencialmente completo.

Teorema 2.1.10 Sega X um espaço de Banana. São equíua/entes

(cl) X l)ossux ü pro'püedüde jracct de Philli'ps hereditária

(b) Para todo subespaço fechado M C X, M* é jra,comente sequenciülmente com'pl,eto

rc) X tem « p«phed.d. (u), . X nã. contém «m« .óp{« e

Ía) X p«.u{ « pr.pód«de (}'') A«edãÉáó«

Demonstração.(a) + (b) e (d) :> (a) decorrem do Lema 2.1.2 e do Teorema 2.1.9 respec-
tivamente, (b) + (c) segue de j13j Corollary 1.5. Como a propriedade (u) é hereditária
(c) + (d) segue da Proposição 1.3.10. H

Proposição 2.1.11 Um espaço de Banana X possuí a propàedade de Ph IZíps se e se
utente se X possui Q 'pro'p'piedade jra,co, de Philbps e X* possui ü proph(dado de Schur.

Dernonslração. Se X possui a propriedade de Phillips, obviamente X possui a propriedade
fraca de Phillips. Considere então z; -3 0 em X*, temos que:

:.*.(«D -. :(G.o* .:.*.)(«Din.,
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mas

(G*)* . '*. (.D) («) :*. («D . :*) («)
áx . (a;)({x (z) )

(:.* (,)) («D
«;(«)

Logo ({x)* o ix. = {dx., e com isso temos que aç; m 0, e consequentemente X* possui a
propriedade de Schur.

Para a recíproca, seja. s:** :3 0 em X*". Como X possui a propriedade fraca de
Phillips, temos p(#:") -3 0 em X*, e portanto p(z;**) ly 0 em X*, já que X' possui a
propriedade de Schur. H

Corolário 2.1.12 Sega X tzm espaço de Banana qae é {som07yo a um suóespaço /ecAado
de zm espaço que possui base incondicional. Então:

(a) X:'possui ", pro'p"'tedade de Philh'ps se e some«-te se X' pois'«i ü propriedade de
Schux.

(b) X possui Q prophedade .fraca de Phittips hereditáüa se e somente se X não contém
uma cópia de /i .

r) p'rn n'n e+q'n r' n n

(a) A condição necessária segue imediatamente da Proposição 2.1.11.

Se X* possui a propriedade de Schur, então X não contém uma cópia de l?i , e como
todo subespaço fechado de um espaço com base incondicional tem .a propriedade
(u), segue do Teorema 2.1.10 que X possui a propriedade fraca de Phillips, e pela
Proposição 2.1.11 temos que X possui a propriedade de Phillips.

(b) A condição necessária segue imediatamente do Teorema 2. 1.10

Para a condição suficiente, vimos acima que X possui a propriedade (u), e como X
não possui cópia de ri, segue do Teorema 2.1.10 que X possui a propriedade fraca
de Phillips hereditária. H

O próximo resultado nos diz que nos espaços de Banach que não possuem subespaços
isomorfos a ri , as versões hereditárias da propriedade de Phillips e de Dunford-Pettis são
equivalentes.

Teorema 2.1.13 Sela X am espaço de BanacÀ. São equivalentes

(a) X possui a propriedade de Phitbps hereditáha

(b) Para, todo subesTüço fecho,do M Ç X, M* l)ossui Q propüedade de Schur



38 As propriedades de Phillips

(c) X possui a propüedade de Dunlord-Pettis hereditáHa e não contém uma cópia de

Demonstração .
(a) -> (b) Segue da Proposição 2.1.11.
(b) -> (c) Segue do fato de que M possui a. propriedade de Schur se e somente se M

possui a propriedade de Dunford-Pettis e A4 não contém uma cópia de rl.
(c) :> (a) Pelo Teorema 1.3.23 temos que X possui a propriedade (u). Considere então

J\4 Ç X subespaço fechado:. Como X possuí a. propriedade de Dunford-Pettis hereditária.
e X não possui uma cópia de Zi, temos que JV* possui a propriedade de Schur, e como
a propriedade (u) é hereditária, temos que M possui a propriedade (u). Pelo Teorema
1.3.10, temos que M possui a. propriedade (V'), e pelo Teorema 2.1.9, segue que M possui
a propriedade fraca de Phillips, logo pela Proposição 2.1. 11, temos portanto que JI/ possui
a propriedade de Phillips.

Proposição 2.1.14 Soam X e y dois espaços de Z?anata, e stiponAa que X possua a
'propü(ande de Phillips. Então todo o'perüdor T . X- --+ Y que é jra.co+-fraco coTtUnuo é
campa,ct,o.

Demonstração. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu, temos que .Bx.. é fracas compacta,
e como T é fracos'-fraco contínuo, segue quq,T.Bx.. é fracamente compacto, logo T é
fracamente compacto. Cgm isso, temos que T = T o {x : X --, y também é fracamente
compacto, assim como T'. Logo se (r*zd)« é uma sequência em 7'*(-Br.), então existe
uma subsequência ('r*Z/;.)t fracamente convergente. Utilizando o fato de X* possuir
a propriedade de Schur (Proposição 2.1.11) temos que (T*g;.)k converge em norma, e
consequentemente 'r* é compacto. Logo T** também é compacto. Pelo Teorema de
Gantmacher, e lembrando que 7' é compacto temos que 7'**(X**) Ç {r(y). A partir disso
e do fato de {r ser um isomorfismo sobre a imagem, temos que {v'l oT** : X** --, y está
bem definida, e é fracas-fraca contínua. Mlostremos então que T = {r'i o 7'**

Para todos z C X, y* € }'* temos:

(f-G.* («») b) (,'** . G.0"«.*(«») b)
(,**G.* («) . 0*)D) hl
(:*(«) . o.o* . ,'*) ho
ix(z) . ({x)*(Z/* . T)

ix(z)(3/* . T . {x)
Z/* . ({x(z))
z/* (r({x (z) )

(:*aQ.* («m) &D
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Portanto para todo ]ç € X, vale T**({x(z)) = {Y o 7'({x(z)), em particular, temos que
7'**(#**) = {v o T(aç**), Vz** C -Bi*(x) , e pelas observações acima, segue que

T(:«**) (ã*)'' . f**(z**), VZ** C -Bix(X)

Como pelo Teorema de Goldstine, Bix(x) é fracas densa em .Bx.. , e T, {r'iT** são fraco+-
fraco contínuos, segue que T(z*') = {y'' o7"*, Vz** c Bx'' , e portanto T - {r-i of**,
e como T*' é compacto, temos T é compacto. H

Lema 2.1.15 Sda y um espaço de Banana.
}'*, ente. X(X) é c.mpZem.«t«d. .m X"

Se X é um subespaço complemenl,ado de

Z)emonsÍração. Sejam q : y* ---, X Ç y* projeção, k : X --, y* a inclusão e ({r)*
y*** ---» y* a projeção canónica. Primeiramente mostremos que ({r)* o k- o {x = k. De
fato, para cada z € X, Z/* c y temos:

(0*)* . *" . :.*(«))M (0«)*G.*(«) . *D)M
(:.* («) . ** . '*)M
({* (z) . k*)({r(Z/))
áx(z)({r(Z/) . k)

{r(Z/)(k(z) )
k(:«) (y) .

Logo para cada z C X temos

{x . q .({*)* . k**({x(z)) . q(k(z)) {x (z)

E portanto {X o q . ({y)* o k**X**. H X** --, {x(X) é projeção, e {x(X) é complementado em

Observação 2.1.16 Se X possuí a propMedade de P/tã/vips, então para toda sequência
z;** ==; 0 em X***, vale ]ç;** --} 0 unli/b7'mernente para z € .Bix '

Olmo"stração. Isto é claro, já que (s;** ' {x)(:«) (z;l**(z)), e p(z;**)
implica p(a;**)(z) converge uniformemente a 0 para z C Bx. H

ly 0, o que

Um resultado bem conhecido envolvendo %, é o fato desse espaço não ser complementado
no seu bidual r.. O próximo resultado mostra que tal fato é verdadeiro para todo espaço
de Banach de dimensão infinita possuindo a propriedade de Phillips.

Teorema 2.1.17 Sega X um espaço de Banana de d mensã0 7tánÍta. Se X possua a
prophedade de Phillips, então X não é complementado em nenhum espaço dual.
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Demonstração. Suponha. que X seja complementado em ãgum espaço dual. Pelo Lema.
2.1.15, temos que {x(X) é complementado em X**. Considere q : X** --, {x(X), projeção
sobre {x(X). Pela Observação 2.1.16, temos que para- toda sequência z;l*' !S 0 em X-*
aç;** o {x --+ 0 uniformemente em .Bx. Mostremos então que para toda sequência z= :3 0
em X*, z; --, 0 uniformemente em Bx. De fato; como {x é um isomorfismo sobre a
imagem, temos que S = ({x)'l o q : X** --, X, está bem deílnido, e é limitado, logo S*
é limitado e consequentemente é fracos-fraco'K contínuo. Temos também que Slix(x) =
({X)': , logo se z; = 0 em X* , temos S*z; U 0 em X**, e portanto (z; o S)({X(z)) --, 0
uniformemente para iç € .Bx. Como X possui dimensão infinita, temos pelo Teorema. de
Josefson-Nissenzweig que existe uma sequência (z;)« em X* tal que z; :3 0 e lla;ll = 1.
Com isso, para cada n € N, existe z« € -Bx ta] que z;(]ç.) ? 1/2, e consequentemente
r;(z) -« 0 uniformemente para z C -Bx, contrariando o que vimos acima. H

Corolário 2.1.18 Se X é um espaço de Z?anata de dimensão ánánáta, então X* não
possua Q propriedade de Phàllips.

Demzonstração. Isso ocorre pois {x' o (ix)' : X*** --, {.x.(X*), é projeção sobre ix.(X*),
logo {x. (X*) é complementado em X'**, e pelo Teorema 2.1.17 segue que X' não possui
a propriedade de Phillips. H

Porém espaços duais podem possuir a propriedade fraca de Phillips (qualquer espaço
da forma -B(H), com H sendo um espaço de Hilbert, por exemplo). O teorema abaixo
nos dá algumas condições para que tal fato não ocorra.

Teorema 2.1.19 $eÓa X znrz espaço de Banal/z não-regezáuo saía:i/acendo as sega ates
propóedades;

(cl) X 'possui a. 'pro'p'piedade jracü de Phillil)s, e

(b) Bx. é fraca* sequencialmente compacta

Então X não é com'plevrtentado em nenhum esl)aço dua!.

Z)emonsíração. Suponha que X seja complementado em algum espaço dual. Pelo Lema
2.1.15, temos que {x(X) é complementado em X**, considere então q : X** --, {x(X)
projeção sobre {x(X), e S = ({x)'' o q. Temos então que p o S* = {dx., pois para todo
z* c X*, z c X vale:

b . S* (a*)) (z) (P(z* . S))(z)
@(z' . ({x)'' . q))(a)
z* . ({x)'' . q({x(z))
z*(({x) ' ' {x (z) )

z*(z).
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Logo como X possui a propriedade fraca de Phillips, temos que {dx. é fraca*-fraca. se-
quencialmente contínua. Considere (r;)« sequência em Bx. . Como Bx. é fraca* sequen-
cialmente compacta, temos que (z;)n possuí subsequência (z;.)k fraca* convergente, logo
(z;.)k é fracamente convergente e .Bx. é fracamente compacta, segue então (lue X* é
reflexivo, e portanto X é reHexivo. H

Corolário 2.1.20 Sda X um espaço de Banal/z faJ que X* é gerado por um conjunto
fracamente compacto, então todo subespaço não re.Re=iuo Y Ç X* que é complementado
não T)osssi o, T)ro'pr'Leda,de fra,ca, de Phillips. Em l)ürticwlar, todo es'paço dual, separáuel que
não é reftmiuo não possua a, l)roT)ü(d,a,de jracü de Philhps.

Z)emonslração. A primeira afirmação decorre imediatamente de que se X é gerado por um
conjunto fracamente compacto, então -Bx. é fracas sequencialmente compacta (Teorema

E se X* é separável, segue que X* é gerado por um conjunto fracamente compacto,
além disso temos que X* é complementado em X***. H

1.17)l

.2.2 Caracterizações da Propriedade fraca de Phillips
O objetivo desta seção é estabelecer conexões entre as propriedades fraca de Phillips e a
propriedade de Grotendieck. Isso é feito explorando o fato de que um espaço de Banach X
!)ossui a propriedade fraca de Phillips se e somente se para todo operador 7' : X** --, % vale
T fracamente compacto, enquanto X possui a propriedade de Grotendieck se e somente
se todo operador T : X --, q for fracamente compacto.

Lema 2.2.1 Suponha que X' sega /raramente sequenciaZmente como/eto.
somente uma das aFr"mações abaixo ocorre:

Então um,a, e

1. Para todo OT)Gradar T l X" --+ (h, T é jrcLcamente comi)a,cto

2. Ezi;te «m ope«d« S : X** --» q t«Z q«e S(X**) s(x)

Demonstração. Suponhamos que exista T : X** --, q tal que 7' seja sobrejetor e fraca-
mente compacto Pelo Teorema da Aplicação Aberta, temos que {nt if(Bx) ) # @, e como

T é fracamente compacto, temos que 7'(Bx) é fracamente compacto. Com isso temos que

existgz € B« e r > 0 tal que -B,(z) ç r(.Bx) o que implica IB,(z) = Ê;Í;iT ç f(.Bx)',
logo -B,(z) é fracamente compacto e isso implicaria q reflexivo, absurdo. Portanto os dois
casos acima são exclusivos.

Suponhamos agora que T não seja fracamente compacto. Temos então que T* também
não é fracamente compacto- Portanto existe uma sequência (g/;) na bola unitária de c; =
Zi tal que (T*g/*) não possui subsequência fracamente convergente. Como q é separável,
segue que Bz. é fracas sequencialmente compacta, logo existe 3/* € Zi e subsequência (que
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continuaremos denotando por (Z/;)) tal que Zd !3 3/*; e (7'*y;) não possui subsequência
fracamente convergente. Considerando então ;< = 3d -- Z/*, temos que z; != 0 e (f*<) não
possui subsequência fracamente convergente. Claramente vale também 7'*z* !3 0. Como
X* é fracamente sequencialmente completo, temos que (T*z;) não possui subsequência
fracamente de Cauchy, ]ogo pe]o Teorema de Rosentha] temos que (7'*z;) possui uma
subsequência (novamente denotado por (T*z;)) que é equivalente à base canónica de Pi.
Agora como < :3 0, temos que T*(<) :S 0 e (7'*(<)) é equivalente à base de canónica
de /i , pois se (7'*(z;)) possuísse uma subsequência fracamente de Cauchy, teríamos que
(7'*(<)) = (({x)*T*(<)) também iria possuir uma subsequência fracamente de Cauchy.

Considerando M. = 7'*z;, temos (/.«) e (p(M.)) = (T'<) fracas nulas e equivalentes à
base de .ei . Definindo então

-, (P«(a**)).«

temos pelo Teorema. de Banach-Steinhaus que S é limitado: e S é tal que S(z)
(p(p«)(z))«CN. Como S*e; = p(p«) e (p(H.)) é equivalente à base de rl, temos que
S* é isomorfisrno sobre a imagem, e portanto S é sobre.jetor. H

No próximo teorema adaptaremos uma série de aârmações equivalentes à propriedade
de Grotendieck para obtermos afirmações equivalentes à propriedade fraca de Phillips.
E interessante notarmos que tanto o enunciado quanto a demonstração da versão desse
teorema para a propriedade de Grotendieck seguem imediatamente do enunciado e de-
monstração do teorema abaixo, substituindo X** por X e 7' por T

Teorema 2.2.2 Seja X um espaço dc Banach. .4s sega ates aP?'rrzações são equivalentes

(o,) X 'possui Q 'pro'pri(ande fraca. de Philh'ps

(b) X* éjraoümente sequeTtcialmente completo e não existe vtenhum operadora : X'* --,
Q t«Z q« 7'(X)

(c) X' é !racümente seqKen,cialmente co'm'pleno, e parti todo espaço de Banach nãa rePe-
úuo Y que não contenha um snbespüço isomorfo Q (l, não existe nenhum operador
7' : X*' ---, }' t«Z q«e T(X)

(d) Para todo espaço de Bünach separáuel Y e todo operador T : X'* --, Y l,erros qxe
T é jracaTT\ente comi)acto

(e) Paro. todo esta.ço de Band.ch Y e todo o'perüdor T
/raco*-/Taco sequenciaZmente cona huo

X** --} y temos que T* é

Demonstração

(a) + (b). Decorre do Lema 2.2.1 e do Teorema 2.1.8
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(b) -> (c). Suponhamos que existam um espaço de Banach não reflexivo y, e
um operador 7' : X** --» y tal que T(.X) = y. Como y não é reflexivo, temos

que y* também não é reflexivo, logo existe uma sequência (zd) em -Bv. tal que
(3d) não possui subsequência fracamente convergente. Com isso temos que (T*3/;)
não possui subsequêncía fracamente convergente, já que 7" é isomorfismo sobre a
imagem, e como X* é fracamente sequencialmente completo, temos pelo Teorema
de Rosenthal que (3/;) possui uma subsequência (novamente denotado por (Z/;)) tal
que (7'*3/;) é equivalente a (e;) base de /i. Temos também que !d é equivalente à

(e;), e portanto T* fixa uma cópia de rl . Utilizando o hto de que y não possui um
subespaço isomorfo à gt , temos pelo Teorema 1. 1.22 que existe uma sequência z= em
.Br. tal que T(<) = 0, e (fz;) é equivalente a (e;). Novamente usando o fato de

T* ser isomorfismo sobre a imagem, temos que (g:) é equivalente a (e;) e Z/; !; 0.
Definindo então

n (<(3/)).«

temos que é é limitado, e como @*ei = z;, t.amos que é* é isomorflsmo sobre a
imagem, e portanto @ é sobrejetor. Logo tomando S = @ o 7' : X** --, cc temos que
S(X) = co, contrariando a hipótese. '

(a) + (d). Soja (g/;) em Br.. Como }'' é separável, temos que .BV. é fracas se(luen-
cialmente compacta, logo (zd) possui uma subsequência (Z/l;.) fracas convergente
Com isso, temos que T*Z/:. é fraca' convergente em X***. Como X possui a propri-
edade fraca de Phillips, (pT*3d.) = (7"3C.) é fracamente convergente, com isso T*
é fracamente compacto, e consequentemente T é fracamente compacto.

(d) + (a). Basta tomar }'

(a) + (e). Sda zd := 0. Utilizando o fato de 7" ser limitado, temos que 7'*Z/: := 0
em X***. Como X possui a propriedade fraca de Phillips, temos portanto T*Z/* =
({x)*T*Z/l; -S 0 em X* ' ""

(e) + (a). Considere y = co e 7' : X** --, q. Como e; U 0 em Z., temos por
hipótese T'e;l -3 0, logo T é fracamente compacto e X possui a propriedade fraca
de Phillips. H

Corolário 2.2.3 Suponha que

(cl) X Tossia, Q prophedüde fraca, de Philhps

6ó,) y sega como/emendado em y** e que .Br
compacta.

com Q tol)elogia jra,cd' seja, sequencialme'nte

En,tão todo opera,dor u . X --, Y é jfa,comente compacto
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Demonstração. Seja u : X --, y operador limitado: e q : y** --, {r(y) projeção. Consi-
derando S = {y'i o q o u" : X" --, y e utilizando o fato de que u** o áx = {r o u, temos
S = u, e portanto pelo item (d) do teorema acima, temos que u é fracamente compacto. H

Como consequência do corolário acima: temos que todo operador definido em um espaço
de Banach com a propriedade fraca de Phillíps a valores en] um espaço dual separável é
fracamente compacto.

O próximo corolário nos diz que para espaços de Banach complementados em seus
biduais, a propriedade fraca. de Phillips é equivalente à propriedade de Grotendieck.

Corolário 2.2.4 SuFPon/lamas qae sta um operador 7' : X** -+ X [aZ que 7'(X) =X
Então X possui Q 'proph(dado fraca de PhilEips se e somente se X posa'ui a prophedade
de Grotendieck.

Demonstração. Precisamos apenas provar a condição necessária. Pelo item (b) do te-
orema acima temos que X* é fracamente sequencialmente completo, suponhamos então
que exista um.operador S : X --, cO sobrejetor, definindo u = S o T : X** --, co, teríamos
que ã = S o T também seria sobrejetor, contrariando o item (b) do teorema. Logo X
possui a propriedade de Grot.endieck. H

Como generalização do corolário acima temos a seguinte proposição

Proposição 2.2.5 Sejam X Hm espaço cair a propàedade /faca de PA //áps e (7' : X** +
y tzm operador ía/ que T**X** é denso em y**. Então y posou a propriedade de Gro-
tendieck.

Demonstração. Seja (y;) uma sequência em y* tal que y: = 0. Pelo item (e) do Te-
orema 2.2.2 temos que T'3/; -3 0 em X*. Com isso temos que para todo z** c X**
z**(7'*Z/;) --, 0, o que implica T**(z**)(Z/;) --, 0, e portanto Z/**(Z/l;) -, 0, para todo

Z/** c 7'**(X**). Utilizando o fato de (y;) ser limitada e 'r**(X**) = y**, temos que
y; --, 0 H

O próximo resultado é uma adaptação para espaços com a propriedade de Phillips do
teorema que afirma que todo operador definido em um espaço com a propriedade de Gro-
tendieck a valores em um espaço de Banach é fracamente compacto ou fixa uma cópia de
Zi . Novamente a demonstração da versão para espaços com propriedade de Grotendieck
é facilmente obtida a partir da demonstração do teorema abaixo.

Teorema 2.2.6 Segarn X um espaço com a propóedade /faca de P# IZips c T : X** --} y
"m ope,« o, ta/ que 7'(X- (X). Baia. «m« e .pen« u«.« d« a#,m«çõ« «Z,«ízo
ocorre:

1. T é fra,can\ente co'ml)a,cto
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2. T Jüa uma cópia de €1

Mais aindcb, T é Jra,cülrLente coinpücto se e sorítertl,e se T(X) é fracamente coma)acto
gerado.

/)emonstrllção Se T é fracamente compacto, então f(-Bx) é fracamente compacto, logo
T(X) = ]r BX)] é fracamente compacto gerado. Reciprocamente suponhamos que Z =
T(X") = T(X) seja fracamente compacto gerado, então pelo Teorema 1.1.17 temos
que .Bz. é fracas sequencialmente compacta, logo pelo Teorema 2.2.2 (d) temos que 7' é
fracamente compacto.

Suponhamos agora que T não seja fracamente compacto. Então T* não é fracamente
compacto e portanto existe uma sequência (3Ü) em -Br. tal que (7'*3/;) não possui sub-
sequência fracamente convergente. Como X* é fracamente sequencialmente completo,
temos então que (T*3/*) não possui subsequência fracamente de Cauchy. Passeando a
uma subsequência se necessário, temos pelo Teorema de Rosenthal que (7'*3/;) é equiva-
lente a (e;). Temos também que (Ü) é equivalente a (e;). Logo #*li(,;)j é isomorfismo
sobre a imagem e 7'* fixa uma cópia de ri. Suponha agora que exista uma sequência (Z/;)
em -BV. ;tal (lue (T*g:) seja equivalente a (e;) e T*Z/: S 0 em X*, provemos que T*3/: = 0

em X***. De fato, seja z** c X**. Como T(X) = 7(X"), temos que dado c > 0, existe
r c X tal que lraç** - Taçl < c/2, logo

'*«:) («*D l3/: (l"z * *) l
IZ/;(P:«** - f;Z)l + IVl;(fz)l

./, -- l (p*«:) («)

Logo escolhendo no tal que l(T'Z/;)(z)l < c/2, para todo n 2 no, temos que l(r*Z/;)(z)l < c
para todo n 2 no, e portanto 7"Z6 =+ 0 em X***. Como X possui a propriedade fraca
de Phíllips, segue que pT*Z/: = T*Z/: -b 0 em X*, contrariando o fato de (7'*ZC) ser
equivalente a (e*). Logo pelo Teorema 1.1.22 temos que T fixa uma cópia de ri. H

Corolário 2.2.7 Secam X tlm espaço de Banana corri a propóedade /faca de Ph /Zãps c
y um espaço compZemenlado em y"- Então todo operador u : X --, y fuga imagem é
tensa em Y e não é .fra,comente compacto Jüa uma, cópia de e\.

Demonstração. Seja q : y** ---, {r(y) projeção e defina 7' = qou". Como u-oãx = {r't',
temos que T - u, e de y = u(X) = 7'(X), segue que 7 (X-) = f(X), logo pelo teorema
acima temos o resultado. H

Para o próximo resultado precisaremos das seguintes definições

Definição 2.2.8 Sega X um espaço de Banach
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(a) Dizemos que X 'possui Q 'prol)rid.ade de GelÍünd-Phithl)s se todo com'unto A Ç
X tat que toda sequência jraca* nata em X* conüÜü uniformemente eTn A Jor
relütiualite7tl,e coTttpücl,o.

(b) Dizemos que X possua a, l)roT)cidade recíproca de Dunjord- Pettxs se 'para, todo es'paço
de Banach Y todo o'perüdor T : X --, Y completamente coTttíbuo jor fracamente
compacto.

Teorema 2.2.9 Sejam X um espaço de Banana com a prophedade /faca de .f)hiZZãps e a
'proprieda,de de Dunford-Pettis, e Y um esl)aço comptemen do em Y" com, a, 'prof'úd,a,de
de Gelfand-Phillil)s. Então todo operador'u : X --, Y é completamente contínuo. Conse-
quentemente, se X t,ümbém 'possui a, 'prof'piedade recíproca de Dunjor(l-Pettxs temos que 'u
também é fracamente compacto.

Demonstração. Soam .A Ç X fracamente pré-compacto e q : }'** --, {r(y) projeção.
Definindo T : X** --, y, T = ({},)'' o q o H**, temos que 7' = u. Tomando (Ú) em

y* tal que ZÜ =) 0, temos que r*!d =+ 0 em X***. Como X possui a propriedade fraca
de Phillips, temos que {kr*3/; -b 0 em X*, e como 7' = u, temos que u*3/; -3 0 em X*
Utilizando o fato de que.X poõsü aproprlqdddç de Dunford-Pettis, temos que (u*zd) ---» 0
uniformemente em .4, o que implica zã --' 0 uniformemente em u(.Á). Mas como y possui
a propriedade de Gelfand-Phillips, temos u(.4) relativamente compacto, e portanto u é
completamente contínuo. H

Como o espaço C(K) com X HausdorH compacto possui as propriedades fraca de Phillips,
de Dunford Pettis (l31 pág. 1 13), recíproca de Dunford-Pettis, temos o seguinte resultado:

Corolário 2.2.10 Seja y como no teorema acama. Então todo operadora de um espaço
d« Jo«m« C(K), wm K H.usdo,$ co«'p«to, « -lo«s .« Y é j«c'm:nte como«cto (e
compZetamenÉe conlÍhuo2. H

Definição 2.2.11 Sejam X um espaço de /7anacA, e .Bi(X) o s&óespaço de X** cons-
tituído pelos to*-limites de sequências em ix(X). Dizemos que X possui a prol)hedade de
Dieudonné se l,odo operador T de$nido em X a valores em UITI esT)aço de Banach Y tal
que 7'**(.B-(X)) Ç {r(}') /o, /r«.«menu. como«to.

Proposição 2.2.12 Seca X &m espaço de l?anata com a prophedade de Dáeud07zné. Se
(z;) é uma SWuêncÍa em X* [a/ que para to o « € Bi(X) tive«nos m(g;) --, 0 entãol/J
g/= -3 07Z

O próximo resultado pode ser utilizado para mostrar que alguns espaços de Banach
possuem a propriedade de Grotendieck.

Proposição 2.2.13 SttponAamos que X possua a propóedade/faca de Ph JZtps e y possam
« p«phed«de d. DÍeudon«é. Seg« 7' «m ope«d« É«Z q«e .B-(}') Ç 7'**(X**)- .E«[ã. }''
possui cl propriedade de Grotendieck.
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Z)emonstração. Seja Z/; = 0 em y*.
Agora pa-ra z** € X** temos

Pelo Teorema 2.2.2 (e) temos T*(ZÜ) -b 0 em X*

'í**(«n - «*' (p*hD) - ..
Utilizando o fato de -Bt(y) Ç T**(X**), t?mos que m(7'*(Z/;)) --, 0 para todo m c -Bi(y),
logo pela Proposição acima temos que Z/; -b 0 e y possui a propriedade de Grotendieck. H

O último resultado utiliza um diagrama para concluir que um determinado espaço não é
complementado em seu bidual.

Proposição 2.2.14 Se#arn X, y e Z espaços de Z?anata tais que

(ü) X seja. wão-re$mtuo e 'possua Q l)ropüe(frade fraca, de Philhps

(b) Z Ç Y seio, subespa,ço fecha(lo com (Bz, jra,ca' ) sequenciülmente conta,cta,, e

(c) /hasta um somor$smo u : X --, Z qae se estenda a um operador S : X** --, y
;Então Z não é como/emendado em y

De77zonstração. Suponha que exista uma projeção q : y --, .Z. Definindo 7' = q o S, temos
que 7' = q o So {x = qo u = u. Utilizando o Teorema 2.2.2 (e) e o fato de (-BZ, fracas) ser
sequencialmente compacta, temos que T*, é fracamente compacto, logo o mesmo ocorre
com u. Mas como u é um isomorfismo, deveríamos ter X reflexivo, contrariando assim
uma das hipóteses. H

2.3 Problemas em aberto

Terminamos nosso trabalho listando alguns problemas em aberto relacionados com as
propriedades de Phillips.

Proa/ema /. Existe um espaço de Banach X tal que X' possui a propriedade de Schur
mas X não possui a propriedade de Phillips ?

Proa/ema 2. Existe um espaço de Banach X tal que X* é fracamente sequencialmente
completo mas X não possui a propriedade fraca de Phillips ?

Proa/ema 3. As caracterizações da propriedade fraca de Phillips dadas no Teorema 2.2.2
estão relacionadas com o bidual do espaço. Será que existe uma caracterização da propri-
edade que envolva apenas o espaço e seu dual?

ProóZema 4. Será que o espaço X(X) dos operadores compactos em um espaço refle-
xivo X possui a propriedade fraca de Phillips?



48 As propriedades de Phillips

ProóZema 5. Não sabemos se o fato de um espaço de Banach X possuir a propriedade
fraca de Phillips implica ou é implicado por X* possuir a piopiiedade (y*).

Problema 6. Sejam X um espaço de Banach com a propriedade fraca de Phillíps e K um
conjunto HausdorH compacto. Não sabemos se o espaço (y(X', X) das funções contínuas
de /( em X munido com a norma do supremo possui a propriedade fraca de Phillips.
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