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Resumo

Nosso trabalho de mestrado tem como objetivo o estudo das propriedades de Phillips,
estabelecendo relagdes com diversas propriedades geométricas bem conhecidas, tais como
as propriedades (u) e (V) de Pelczynski, a propriedade de Dunford-Pettis e a propriedade
de Grotendieck. Os resultados que serao estudados nesse trabalho se encontram nos
artigos [7] e [14], artigos esses onde as propriedades de Phillips foram introduzidas.

Abstract

with some well-known geometric properties, such as the Pelezynski ‘s properties (u) and
(V), the Dunford-Pettis property and the Grotendieck property. The results that will be
studied in this text are found in [7] e [14], articles in which the Phillips properties were
introduced.
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Notacoes

Ao longo deste texto, X e Y denotarao espacos de Banach de dimensdo infinita sobre
C. Se V C X, denotaremos por span{V'} o subespaco linear gerado por V, e por [V] o
subespago fechado gerado por V.

Fixado um espago de Banach X com a norma ||.||, denotaremos por Bx a bola unitéria
fechada de X, e por Sx a esfera unitdria de X,

Bx={ze X :|lz|| < 1} Sx ={ze X:||z||=1}.

X* denotara o conjunto dos funcionais lineares continuos de X, e ix : X — X** denotars, -
- a imersao candnica de X em X**, onde ix(z)(z*) = z*(z). Nesse sentido, diremos que
+ um espago de Banach X ¢ reflexivo quando ix for sobrejetora, e que X é complementado -
em X** quando ix(X) for complementado em X**.

Denotaremos por ¢y 0 espago das sequéncias complexas que convergem a 0,

co = {(an)n : an € C,lima, = 0},

com a norma
”(an)n” = sup |ax|
n

por ¢; o espago das sequéncias complexas soméaveis
l, = {(an)n : an € C, Z |an| < +o0}
n

com a norma

@n)all = 3 fanl

e por £, o espago das sequéncias complexas limitadas

Lo = {(an)n : @ € C,sup |a,| < +o0};

Denotaremos por e, € e as sequéncias
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em co e em ¢, respectivamente.

Se T': X — Y é um operador limitado, denotaremos por 7* : Y* — X* o0 adjunto de
T definido por T*y* =y* o T.

Além da topologia induzida pela norma, consideraremos outras duas topologias: As
topologias fraca e fraca®, a primeira sendo definida para espagos de Banach em geral
através do seguinte sistema fundamental de Yizinhangas em torno da origem:

W(0,zy,...,z,,€) ={z € X : |zjz|,...,|z;x| <€}, ondez],...,z} € X* e>0

e a topologia fraca® sendo definida apenas para espagos duais através do seguinte sistema
fundamental de vizinhangas em torno da origem:

W(0,z1,...,Zn,€) = {x* € X" : |z*xy]|,...,|z°2s| <€}, ondez,...,z, € X,e>0.

A partir disso, temos que uma sequéncia (z,), converge fracamente a 0 em X (notacdo
. Tn — 0) se e somente se para todo z* € X* z*z, — 0, e uma sequéncia (z}.),, converge
fraca* a zero em X* (notagdo x, 3 0) se e somente para todo z € X z*z — 0. Conside-
raremos também as nogoes de sequéncias fracamente de Cauchy e de espagos fracamente
sequencialmente completos. Dizemos que uma sequéncia (z,), é fracamente de Cauchy
se para todo z* € X* (xz*z,) for convergente, e um espaco de Banach X é fracamente
sequencialmente completo se toda sequéncia fracamente de Cauchy em X for fracamente
convergente.



Introducao

k¥ ¥

Motivados pelo lema de Phillips, [3] padg. 83, que diz que a aplicagdo (ic,)* : c}
(que funciona de certa forma como uma projegao) é fraca*-||.|| sequencialmente continua,
W. Freeman e A. Ulger introduziram em (7] as propriedades de Phillips para espagos de
Banach.

Um espago de Banach X possui a propriedade (fraca) de Phillips sempre quando a

aplicagao (ix)* : X*™** — X* for fraca*-||.|| (fraca) sequencialmente continua, e possui a
propriedade (fraca) de Phillips hereditaria se todo subespago fechado de X possuir tal
propriedade.

Nesse texto, relacionaremos as propriedades de Philips com diversas propriedades
: geométricas definidas em espagos de Banach, tais como as propriedades (u) e (V) de
- Pelezynski, a propriedade de Dunford-Pettis e a propriedade de Grotendieck. Para isso,
estruturaremos o texto da seguinte forma:

No primeiro capitulo, faremos uma breve coletanea de resultados envolvendo as pro-
priedades utilizadas ao longo do trabalho.

Na parte inicial do segundo capitulo, introduziremos as propriedades de Phillips, da-
remos caracterizacoes dessas propriedades em termos das aplicagoes definidas no bidual
de espagos de Banach a valores em ¢p. Também daremos caracterizacoes das versdes here-
ditarias das propriedades de Phillips em termos das propriedades geométricas definidas no
capitulo 1, e provaremos versoes para espagos com a propriedade de Phillips de resultados
vélidos para cp.

Em seguida, destacaremos diversas conexdes da propriedade fraca de Phillips com a
propriedade de Grotendieck. Um resultado que ilustra bem a proximidade entre essas
duas propriedades é que um espago de Banach X possui a propriedade fraca de Phillips se
e somente se para todo operador T': X** — ¢, temos T' = T o ix fracamente compacto,
enquanto X possui a propriedade de Grotendieck se e somente se todo operador T : X —
¢o for fracamente compacto.

Terminaremos nosso trabalho destacando alguns problemas envolvendo as proprieda-
des de Phillips que se encontram em aberto.
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Capitulo 1

Algumas propriedades definidas em
espacos de Banach

1.1 Resultados Preliminares

Ao longo do trabalho utilizaremos os seguintes resultados:

Teorema 1.1.1 (Teorema da Aplicacao Aberta) Sejam X e Y espacos de Banach
eT: X —Y um operador limitado sobrejetor. Entao T é uma aplicag¢io aberta.

Demonstragao. [9] Theorem 1.6.5.

Teorema 1.1.2 (Teorema do Grafico Fechado) Sejam X e Y espagos de Banach, e
T :X —Y uma aplicagio linear. Se para toda sequéncia (xn)n em X tal que z, — 0 e
Tz, —>y€eY temosy =0, entao T € limitada.

Demonstracao. [9] Theorem 1.6.11.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Hahn-Banach) Suponha que fo seja um funcional k-
near continuo definido em um subespaco Y de um espago normado X. Entdo existe um
funcional limitado f : X — C tal que ||f|| = || fol| € fly = fo.

Demonstragao. [9] Theorem 1.9.6.

Coroldrio 1.1.4 Se x € um elemento nao nulo de um espago normado X, entio existe
feX tal que ||fll=1 e f(z) = ||z||.

Demonstragao. [9] Corollary 1.9.8.

Teorema 1.1.5 Sejam X e Y espacos de Banach ¢ T : X — Y um operador limitado.
Entao:

(a) T é sobrejetor se e somente se T* é um isomorfismo sobre a imagem.
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(b) T* € sobrejetor se e somente se T é um isomorfismo sobre a imagem.
Demonstragao. [9] Theorem 3.1.22.

Teorema 1.1.6 (Principio da Limitacao Uniforme) Seja T uma familia nio vazia
de operadores definidos em um espaco de Banach X a valores em um espaco normado Y .
Se sup{||Tz|| : T € T }< +oo para cada x € X entao sup{||T||: T € T} < .

Demonstracgao. [9] Theorem 1.6.9.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Banach Steinhaus) Seja (T,) uma sequéncia de opera-
dores definidos em um espago de Banach X a valores em um espago normado Y tal que
lim,, T,z eziste para todo x € X. Definindo T : X — Y como Tz = lim,, T,,x temos que
T € limidado. ‘

Demonstracao. [9] Corollary 1.6.10.

Proposigao 1.1.8 Sejam X eY espacos de Banach e T : X — Y uma aplicacio linear.
Entao T €||.|| - ||.|| continua se e somente se T € fraca - fraca continua.

: ;;DAemonjst-mgdo. [3] Theorem 5, pag. 12.

Proposicao 1.1.9 Sejam X eY espacos de Banach e T : X — Y um operador limitado.
Entao T* € fraco*-fraco* continuo.

Demonstragao. [9] Theorem 3.1.11.

Teorema 1.1.10 Sejam X um espago de Banach e K C X convezo. Entio K = K,
onde K denota o fecho de K na topologia fraca.

Demonstragao. [3] Theorem 1 pag. 11.

Teorema 1.1.11 (Teorema de Goldstine) Seja X um espago de Banach. Entao B;y (x)
€ fraca® densa em Bx-+.

Demonstragao. [3] pag. 13.

Teorema 1.1.12 (Teorema de Banach-Alaoglu) Seja X um espaco de Banach. Entdo
Bx. € fraca* compacta.

Demonstragao. [3] pag. 13.

Teorema 1.1.13 (Teorema de Eberlein-Smulian) Seja X um espaco de Banach. Entdo
K C X € fracamente compacto se e somente se K € fracamente sequencialmente compacto.

Demonstragao. [3] pag. 17.
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Teorema 1.1.14 Seja X um espago de Banach. Sao equivalentes:
(a) X € reflezivo.
(b) X* € reflexivo.
(¢) Bx € fracamente compacta.
(d) Bx € fracamente sequencialmente compacta.
(e) Todo subespago fechado de X € reflewivo.

Demonstragao. [9] Theorem 1.11.16, Corollary 1.11.17, Theorem 2.8.2.

Teorema 1.1.15 Sejam X um espago de Banach e K C X fracamente compacto. Entdo
a envoluntoria conveza de K, co(K) € fracamente compacta.

Demonstragao. [9] Theorem 2.8.14.

Proposigao 1.1.16 Se um espago de Banach X é separdvel ou reflexivo, entio X ¢
- fracamente compacto gerado.

« Demonstragao. [9] Proposition 2.8.17.

Teorema 1.1.17 Se X € um espago de Banach fracamente compacto gerado, entdgo By-
€ fraca® sequencialmente compacta.

Demonstracao. [3] Theorem 4 pag. 228.

Definigao 1.1.18 Sejam X, Y espacos de Banach e T : X — Y um operador limi-
tado. Dizemos que T € fracamente compacto quando T Bx for fracamente relativamente
compacto em Y .

Teorema 1.1.19 (Teorema de Gantmacher) Sejam X eY espagos de Banach, e T :
X =Y um operador imitado. Sao equivalentes:

(a) T é fracamente compacto.
(b) T* é fracamente compacto.
(c) T*(X**) Ciy(Y).

(d) T* é fraco*-fraco continuo.

Demonstracao. [9] Theorems 3.5.8, 3.5.13, 3.5.14.

Teorema 1.1.20 (Teorema de Rosenthal) Seja X um espaco de Banach. Para que
toda sequéncia himitada em X possua uma subsequéncia fracamente de Cauchy, é ne-
cessdrio e suficiente que X nao possua um subespago isomorfo a ¢;.
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Demonstragao. (3] pag. 200-218.

Teorema 1.1.21 (Teorema de Josefson-Nissenzweig) Se X ¢ um espaco de Banach
de dimensao infinita, entao existe uma sequéncia (z;), em X* tal que x5, 530 e z* € Sy
para todo n € N.

Demonstracao. [3] pag. 219-225.

Teorema 1.1.22 Sejam X eY espagos de Banach e T : X — Y um operador tal que T*
fiza uma copia de £y (isto €, emiste um subespagco F C X isomorfo a ¢, tal que T|r é um
isomorfismo sobre a imagem). Suponhamos que para toda sequéncia (y..), em Y* tal que
(T*y;) seja equivalente a (e}) temos que (T*y}) nao converge a 0 na topologia fraca* de
X*. Entao T fiza uma cépia de ¢;.

Demonstracao. [3] pag.219

1.2 Bases de Schauder e sequéncias basicas

Nesta secao, demonstraremos alguns resultados bdsicos envolvendo bases de Schauder.
‘Tais resultados serao utilizados na proxima secao, principalmente nos teoremas envolvendo
as propriedades (u) e (V) de Pelczynski.

Definicao 1.2.1 Seja X um espago de Banach:

(a) Dizemos que a sequéncia (Tn)nen em X € base de Schauder de X, se para todo
z € X emisle uma unica sequéncia de escalares (an)nen tal que =3 anz,.

(b) Dizemos que (Tn)nen em X € uma sequéncia bdsica se (Tn)nen € base de [(Tn)nen].

(c) Dizemos que (Tn)nen em X € base de Schauder ou sequéncia bdsica incondicional
se a convergéncia dada nos itens actma for incondicional.

Observagao 1.2.2 Se (z,), € base de Schauder de X entao:
(a) {xn}n € L.L
(b) X € separdvel.

Proposicao 1.2.3 Sejam X um espaco de Banach e (x,), base de Schauder de X. De-
finindo em X a norma

= X - C

E anTn > sup, || 2112:1 akxk“

temos que (X, |||.]||) € um espago de Banach.
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Demonstragao. Seja (Ym)men, Ym = ), a7'T, uma sequéncia de Cauchy em (X, |||.||).
Primeiramente notemos que:

2 l
ak = allzall = ek ~ ab)all

n n—1

< |12tk = ab |+ || Dotk — ey
i=1 =1

S 2|”yk—yl”|) Vk)l;nEN

Com isso temos que (a;')men é sequéncia de Cauchy em C para todo n € N, logo para
todo n € N existe a, € C tal que a™ " an.

Agora mostremos que existe y = ) a,T, € que ym -1 9.

Como (ym) é sequéncia de Cauchy, existe ko € N tal que para todo k,p > ko

n

Z(af - af)xi

i=1

sup

n

<e

Logo fixado n € N e fazendo p — oo temos que

n
> (ai—af):
i=1

SE, Vk)Zko,TLEN

e portanto

<e, Vk> ko (1.1)

n
Z(ai — af)z;
=1

J4 que existe ), akoz, temos que existe no € N tal que Vn > no, Vr € N

sup
n

n+r
ko
E a;°Zi|| < €,
i=n
logo
n+r n+r n+r
k k
E a;zi|| < E (ai — a;°)zif| + E:aioxi
i=n i=n i=n
n
k
< 2sup E (ai — a;°)x;|| + ¢
n .
=1
< 3e

Portanto existe y = ), anZn € por 1.1 temos y, Ll y. W

Corolario 1.2.4 A aplicacdo identidade Id : (X, |||.|||) = (X,||.||) € wm isomorfismo.
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Demonstragao. Pelo Teorema da Aplicagao Aberta, é suficiente mostrarmos que Id é
limitada. De fato:

n
E a;x;

=1

Z UnTn

n

< sup
™

Id(z G.nIn) Z AnTn

Corolario 1.2.5 Definindo a aplicagao zi : X — C, como zi(}_, anzn) = ax, temos que
z; € X*.

Demonstragao. Obviamente xj € linear, e

} (Z a,n:cn)

n

lzell = [laxzl

< 2||Id)

Z anTn
n

O préximo teorema nos dd um critério para saber se uma sequéncia em um espago de
Banach € basica ou nao.

Teorema 1.2.6 Sejam X um espago de Banach e (x,), uma sequéncia de termos nao

nulos em X. Entao (z,). € uma sequéncia bdsica se e somente existe K > 0 tal que para
toda sequéncia de escalares (ax)k, € para todos m,n € N, n > m, temos:

m n
E ArTk E ArTr
i=1 i=1

Demonstrag¢ao. Suponhamos que (z,). seja uma sequéncia bésica. Definindo o operador
P : [(Zn)]n = [(zn)]a como

P (Z afﬂ?i) = Zm: aixT; = im," (Z ajxj) T;
i i=1 i=1 j

Claramente temos que P, ¢ limitado, e z = lim, ), , a;z; = lim, B,(z), logo para
todo z € X temos sup, ||P.(z)|| < 400, e pelo Principio da limitagao uniforme temos
sup, || Pu|| < +o0.

<K
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Logo para toda sequéncia de escalares (a,)n, Vn > m, temos:

m n
Z AkTk Pm(z axTk)
k=1 k=1

n
% ||Pm|| Zakmk
k=1
n
< (sup (1PN || axzx
* k=1

Basta tomarmos portanto K = sup,, || B,.||.

Reciprocamente, para mostrarmos que (z) é sequéncia bésica, devemos provar que
todo elemento z € [(x,)]. se escreve de modo tnico como z = 3", a,x,. Para a unicidade,
suponhamos que ) anTn = ), by, com isso temos Y (a, — bn)x, = 0. Agora, para
todos 7,k € N

j+k

Z(ai = bi)ib“i

|aj = bjllizill = II(a; — b5)z;1] < K

‘Isto implica que para todo j € N vale:

Z(ai - bi)ﬂ?i

la; — byl <
1 || 2

e portanto j € N |a; — b = 0, Vj € N. Com relagdo & existéncia, a hipétese de
que |07 aiwi|| < K |37, asxil| para toda sequéncia de escalares (an)n, para todos
m < n, implica que o operador P, : span{z; : © € N} — span{z,..., 2z} definido
por Pn(} im, aix:) = Yo%, aw; é limitado e ||Py|| < K para todo m € N. Logo P,
admite extensdo linear continua Pr, : [(zn)]n — [{%1,...,Zm}]. Como para todo m € N
(Pn— Pno1) Qo aiws) € [{zm}], temos que (P, — ﬁm_l)(x)_e [{zm}], para todo z €
[(Zn)]n. Com isso, para todo z € X, existe a.,, € C tal que (P, — Pro1)(2) = amm.

Dados z € [(zn)]n € € > 0, temos que existe n(e) e 0 € [{z1,...,Tnq}] tal que ||z—0]|| < ¢
Logo para todo n > n(e)
lz = Pa(@)ll < llz = oll + Pa(0) — oll + [[Pa(o) - Pua(a)]
< Ml =oll+ llo — all +[[Pall||o — 2]
< (L+K)llo —=||
< (I1+K)e

Logo

n

T = li:n P,(z) = lirzn (Fl(x) + ) Pi(z) - F,-_l(a:)> = limZaixi
i=1

=2



12 Algumas propriedades definidas em espacos de Banach

Lema 1.2.7 Sejam X um espago de Banach de dimensao infinita e FF C X um subespaco
de dimensao finita. Entio dado € > 0, eziste z € Sx tal que ||y|| < (1 +¢)||ly + az||,
Yy € F,Va e C.

Demonstragao. Tomemos 0 < € < 1, e inicialmente consideremos o caso em que ||y|| = 1.
Como dimF' < 400, temos que Sr é compacta, logo para todo € > 0, existem vy, ..., ym €
Sr tal que para todo y € Sp, existe ¢ € {1,...,m}, tal que ||y — || < €/2. Pelo
Teorema de Hahn-Banach temos que existe y; € Bx-, 7 € {1,...,m}, tal que y!(y;) = 1.
Escolhendo = € (-, kery;, [|z|| = 1, temos que:

lly +azl|| > |y +oz|| — ||y — vl
> yi(y+ax) — €/2
= 1-—¢/2
1

>

- 1+e

 llyl

1+e€
Logo para todo y € F', y # 0 temos:
v+ g e =

llyll Iyl

e portanto
(I+elly+az| =2 |lyll VyeF, aeC

|

Teorema 1.2.8 Todo espago de Banach de dimensao infinita possui um subespago fe-
chado de dimensao infinita com base de Schauder.

Demonstragao. Consideremos uma sequéncia (€n)n, €x > 0 tal que [[2, (1 +€) < 1+,
tome x; € Sx. Pelo lema anterior, existe o € Sx tal que

[lz]] < (14 e)l||lz + Azs|, Vr e [{z1}], VAeC
Novamente pelo lema, existe z3 € Sx, tal que
[lz|| < (1 4+ e2)||z + Axs]], Vz € [{z1,22}], VYAeC
Continuando esse processo, obtemos uma sequéncia (z,), em X tal que

llz]] < (1 4 €)]|lx + Aznpa]l, Ve e [{z1,...,za}], VAeC
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Logo para todos m,n € N, m < n, para toda sequéncia de escalares (@n)n, temos:

m m-+1
Z a;T; < (1 + Cm) Z a;T;
i=1 S =1
< (T4em).--(1+€ny) Xn:a,—xi
i=1
< ﬁ(l +€) zn:ail’i
i=1 i=1
< (I+4¢) z": a;x;
i=1

Logo pelo Teorema 1.2.6 temos que (z,), € bésica, e claramente vale dim[(z,)], = +oo.

Teorema 1.2.9 Sejam X um espago de Banach e (z,), uma sequéncia em Sx tal que
(xn = 0. Entdo (z,) possui uma subsequéncia bdsica. : -

Demonstragao. Dado 0 < € < 1, considere (en)n uma sequéncia de nimeros positivos
menores que 1 tal que [~ (1 —€,) > 1 —¢. Provemos que podemos encontrar uma
subsequéncia (x,, )« tal que

Iy + axn, Il 2 (L= e)llyll Yy € Sizny,.en, )y Va€C (1.2)
e utilizando o mesmo argumento do Teorema anterior obtemos o resultado.

Suponha que existam @y, . . ., Ty, satisfazendo 1.2, e considere Y (k) = [{zn,, . . . + T J]-
Escolhendo z, ...,z € Sy tal que para todo y € Sy (k) existe ¢ € {1 .,m} tal que
lly — z|| < ek/4 Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem z{,...,z! € BX. tal que

z}(z) = 1. Além disso, como z, — 0, existe ngy; > my tal que |2} (Tnyy )| < €/4.

Verlﬁquemos que 1.2 € satisfeita. Temos duas possibilidades:
Caso 1: |a| < 2.
Para cada y € Sy, temos que existe i € {1,...,m} tal que ||y — z|| < ex/4, logo:

“y + ax”lk+1 ” 2 Iz:(y + axnk-n)l
> |zi (@)l = |27 (y — 2)| = ||z} (T, )|
€k
> 1—||1/—Zi||—|01|z
€k €k
gl R V.
- 4 4
> (1 —e)llyll

Caso 2: |a| > 2.
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Para todo y € Sy () temos:

ly + aZn |l 2 ledl||Zne, || = 111l 2 llyll = (1 = e)llyl]-

Definicao 1.2.10 Sejam (z,)n € (Yn)n bases de Schauder para os espacos de Banach X e
Y respectivamente. Dizemos que (T,)n € equivalente a (yn)n se a convergéncia de Y, anTn
for equivalente d convergéncia de ), anyn. '

Teorema 1.2.11 Sejam (z,)n € (Yn)n bases de Schauder para os espagos de Banach
X e Y respectivamente. Entao (z,). € equivalente a (y,)n se e somente se existe um
wsomorfismo de X em Y que leva cada x, em y,.

Demonstracao. Utilizando o Corolario 1.2.4 para provarmos a condi¢do necesséria basta
mostrarmos que a aplicagao T : (X, |||.|ll) — Y, |||-|l]) definida por T}, anzn) =
> n GnYn € um isomorfismo que leva cada z, em y,. Por hipétese temos que T é uma
bijecao, e claramente T' é linear. Provemos entao que T" possui o gréfico fechado. Sejam
gt =), arx, > 0em X eT(z™) =) alyn — Y= anYn em Y. Dado € > 0, existe
mo € N tal que '

‘ Za,’?"zn <€ e ‘ Z(a;"" — an)Ynl|| < €
n n
Logo para todo n € N temos:
|an|llyall llzall < 11(an® = an)ynll llzall + llagozal| [yl
< 2max{llzall, llgall} ( > (@ = an)ynl|| +|||D aozn )

< 4m3-X{”$n”7 ”yn”}€

Portanto a,, = 0 para todo n € N, e y = 0, utilizando os Teoremas do Grafico Fechado e
da Aplicagao Aberta concluimos que 7' ¢ um isomorfismo que leva cada z,, em y,.
Reciprocamente, se £ = ), @, temos que:

Tx = T(Z an:I:n) = ZT(anl‘n) = ZanT(xn) = zanyn

n n

Logo se ), anTn converge, entdo ) a,y» também converge. Analogamente, se Y. a,y»
converge temos que ) anZ, converge. M

Definicao 1.2.12 Seja X um espago de Banach. Dizemos que a série ), x, é fraca-
mente incondicionalmente de Cauchy em X, se e somente se para todo x* € X* temos

Y on |z (za)] < 4o00.



1.2 Bases de Schauder e sequéncias basicas 15

Teorema 1.2.13 Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:
(a) 3, %n € fracamente incondicionalimente de Cauchy.
(b) Eziste C >0 tal que para toda sequéncia (t,)n € Lo vale:

Z LT

k=1

sup

n

< C'sup |ty

(c) Para toda sequéncia (t,)n € co, temos que Y. t,x, converge.
Demonstragao.
(a) = (b). Definindo T : X* — ¢, como Tz* = (2*T,),, temos que T estd bem

definida, € linear e possui o grafico fechado, pois se z}, — 0 em X* e Tz}, — y = (Yn)n
em ¢;, temos que dado € > 0 existe mg tal que para todo m > mg

lewll <e e > lyn—ahaal <e
n

Entao para todo j € N

lyil < ly; — zh,025] + |2h,, 25

< g = Tl + Nl | 1511
n
< (L4 lall)e

Com isso temos que y; = 0 para todo j € N, e portanto y = 0. Logo para toda sequéncia
(tn)n € £, para todo x* € Bx. temos:

& (i thk)
k=1

< sup |tk
k

n
>t
k=1
< sup |t [|Tz"||

k
IITII(SgpItkI)

z” <i tk_:ck)
k=1

Z LTk

k=1

INA

Com isso temos:

n
g Lkk
k=1

= sup
llz*[1<1

% IITII(Sgpltkl) VneN

e portanto

sup < |IT|(sup [tnl).
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(b) = (c). Dado (tx)x € co, por (b) temos que para todos m,n € N, m < n vale

n
Zthk < C sup |t

[ m<k<n
Além disso como (tx)r € co, temos que dado € > 0 existe mp € N tal que para todo
m > my, |tm| < €. Logo para todos m,n € N, mo < m <n vale

n
Ztkmk < C sup |tk_| < Ce

k=m m<k<n
e portanto Zn tnTn converge.

(c) = (a). Por hipétese, para toda (t,) € co temos que ), t,x, converge, logo para
todo z* € X* temos que z*(},, thZn) = Y, tnz*(z,), com isso temos que (z*z,), € 41, e
portanto ) |z*z,| < +oco. B

Coroldrio 1.2.14 Se (z,)n € uma sequéncia bdsica em X tal queinfy, ||z,||>0e) =, €
fracamente incondicionalmente de Cauchy, entao (z,). € equivalente a base (de Schauder)
canénica de cy, (€n)n-

Demonstragao. Pelo Teorema anterior, a convergénciade Y t,e, implica na convergencia
de En t.z,. Reciprocamente, se Zn tnT, converge, entao t,z, — 0, com isso, dado € > 0
existe ng € N tal que para todo n > ng ||t,z.|| < €, logo temos:

_ [|tnznl| € €
znll  llznall = infy ||z

|t

e (tw)n €Eco. N
Teorema 1.2.15 Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:

(a) Toda série fracamente incondicionalmente de Cauchy em X € incondicionalmente
convergente.

(b) X nao possui um subespago isomorfo a co.

Demonstragao. Se existisse um subespago de X isomorfo a ¢, terfamos que existiria uma
sequéncia (e,,), em X onde cada e, seria imagem de e,, como o fato de uma série ser fra-
camente incondicionalmente de Cauchy ou incondicionalmente convergente é preservado
por continuidade, mostrando que ), e, é fracamente incondicionalmente de Cauchy, mas
nao ¢ incondicionalmente convergente em ¢y, estaremos provando que ) e,, é fracamente
incondicionalmente de Cauchy, mas nao ¢ incondicionalmente convergente em X. De fato,
para cada y* = (a,) € £, temos que

Z [y"enl| = Z |an| < 400
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e portanto, ) e, é fracamente incondicionalmente de Cauchy. Mas se ) e, = A =
(An)n € co, terfamos que para cada e € £;:

1= ej(e;) =ej(Den) =€(N) =

Portanto A = (1,1,...,1,...), que ndo pertence a ¢, contrariando nossa hipétese.

(b) = (a). Suponha que exista ) z, que seja fracamente incondicionalmente de
Caychy, mas ndo seja incondicionalmente convergente, existiriam entao ¢ > 0 e (ng),
(Pn)n, (gn)n sequéncias crescentes de nimeros naturais, p, < g, tal que

qn
POEN

k=pn

> € VneN

Definindo y, = Y {"  Zn,, temos que )

chy, pois para todo z* € X* temos:

n oy € fracamente incondicionalmente de Cau-

N y 1 N dn
x* _n S e ;‘C* _'En
S ()] = memmsl (=)

1 N gqn
O TR T 14 £

n=1 k=p,
1
i 2 |77 (@)
infp ||ynl| ;

Consequentemente temos também que (”z:”

1.2.9 (”fj—:“) possui uma subsequéncia basica (z,), que satisfaz as condi¢ées do Coroldrio

1.2.14. Logo (2.)n € equivalente a (en)n € pelo Teorema 1.2.11 [z,], € X é isomorfo a cq.
[ |

) converge fracamente a zero, e pelo Teorema

Definigao 1.2.16 Sejam X e Y espacos de Banach, e T : X — Y operador limitado.
Dizemos que T' € incondicionalmente convergente se para toda série fracacamente incon-
dicionalmente de Cauchy ), xn, temos ), Tx, incondicionalmente convergente em Y .

Proposigao 1.2.17 Sejam X eY espacos de Banach eT : X — Y um operador limitado.
Sao equivalentes:

(a) T nao é incondicionalmente convergente.

(b) Eziste um subespago S de X isomorfo a ¢y tal que T|s é um isomorfismo sobre a
mmagem.
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Demonstragao.

(a) = (b). Como T n&o ¢ incondicionalmente convergente, existe uma série Y onn
[racamente incondicionalmente de Cauchy tal que ) Tz, ndo ¢ incondicionalmente con-
vergente. A partir disso, temos que existem € > 0 e sequéncias crescentes de niimeros
naturais (Pp)n, (gn)n € (Mk)k, Pn < ¢n tal que

T (i an)
k=pn

Definindo entéo z,, = Z":pn Zny, temos que inf, ||[Tz,|| > 0, e utilizando o mesmo argu-
mento do Teorema 1.2.15 temos que ), z, e Y, Tz, sao fracamente incondicionalmente
de Cauchy. Além disso

> €, Vne N

inf, ||Tz,||

17|
Utilizando o Teorema 1.2.9 e o Coroldrio 1.2.14, temos que (z,), possui uma subsequéncia
bésica (wk)r equivalente a (€,.),. Novamente utilizando o Corolario 1.2.14, temos que (wg);
possui uma subsequéncia (wx, ) tal que (T'wy,); € uma sequéncia bésica equivalente a (e, ).
Mostremos agora que (wg, )i ¢ uma sequéncia basica equivalente a (e,)». De fato, (wy,);
€ sequéncia bésica pois para todos r,s € N, r > s, para toda sequéncia (a,), em C,
definindo (bn), como sendo bx, = a; € b; = 0 se j # k; temos:

r kr
Z A;Wk; Z biw;
i=1 i=1
ks
K Z b,-u)i
i=1

)

= K Zaiwki

=1

inf ||z,|| > >0
n

IA

e (wx, )1 € equivalente a (en)n pois se ), tywy, convergisse, entdo Y., t,wx também con-
vergiria, onde t;q =tiet, =0sek # ki, para todo [ € N. Com isso que (te)e € co,
e portanto (t)i € co. Por outro lado, se () € co, consideremos a sequéncia (t;); como
sendo t;q =t;, et, =0 se k # k para todo [ € N. Temos entdo que (t,) € co, logo existe
Sk tewk = Y, tiwy,. Portanto temos que tanto (wg,): quanto (Tw,); séo equivalentes a
(én)n, e consequentemente (wg,): € (T'wy,): sdo equivalentes. Logo pelo Teorema 1.2.11
temos que [(wg, )1 = [(Tw,)]: = co, € existe um isomorfismo U : [(wg,)]: — [(Tww,)]: que
leva cada wy, em T'wy,, mas essa tltima condig¢ao implica que U = T|[(wk,)]z-

(b) = (a). Considere Y, e, em S, onde e, é a imagem de e, através do isomorfismo
dado por hipétese. Temos entdo que Y, e, é fracamente incondicionalmente de Cauchy,
mas nao ¢ incondicionalmente convergente em X, e como T'|s é isomorfismo sobre a ima-
gem, segue que . Te,, ndo é incondicionalmente convergente em Y, e portanto T nao é
incondicionalmente convergente. W



1.3 Propriedades geométricas definidas em espacos de Banach 19

Terminaremos essa se¢ao enunciando uma versdao do Teorema de Rosenthal que utiliza
bases equivalentes.

Teorema 1.2.18 (Teorema de Rosenthal) Sejam X um espago de Banach, e (Za)n
uma sequéncia em X que nao possui subsequéncias fracamente de Cauchy. Entdo (z,),
possui uma subsequéncia (Tn, )i equivalente a (e}), base de £;.

1.3 Propriedades geométricas definidas e espacos
de Banach

Nesta segao definiremos as propriedades geométricas que nos auxiliardo no estudo das
propriedades de Phillips. Comecemos provando uma equivaléncia entre duas afirmagoes
que serao utilizadas na definigdo da propriedade (V).

Proposigao 1.3.1 Seja X um espago de Banach. Sao equivalentes:

i+ (a) Para todo espagco de Banach'Y, para todo operador T : X -» Y incondicionalmente -
convergente, temos T' fracamente compacto.

(b) Para todo subconjunto K C X* tal que para toda série fracamente incondicional-
mente de Cauchy ), zn
lim sup |z*z,| =0 (1.3)
n z*eK

temos K relativamente fracamente compacto.

Demonstragao (a) = (b). Inicialmente observemos que dada Y . z,, se para toda sequéncia
(Fy)n tal que cada F,, € N € finito, F;, N F,, = 0 se n # m e U,F, = N temos
limyg || er, zk|| = 0, entdo Y, 2, é incondicionalmente convergente. De fato, se Y onTn
nao fosse incondicionalmente convergente, existiriam sequéncias crescentes de nimeros na-

turais (nk)k, (Pr)n € (Gr)n, Pn < gn, Vn € N tal que HZZ":p,. Ty

obterfamos uma sequéncia (F},), satisfazendo as condigoes acima tal que ||Z,ce F, xk” > €
para infinitos valores de n. Além disso, se ) z, for fracamente incondicionalmente de
Cauchy, entdo Y, (3 scp, @) € fracamente incondicionalmente de Cauchy, para toda
sequéncia (F,), satisfazendo as condigbes acima. Considere agora K satisfazendo 1.3.
Para cada z € X, temos que ) 2%16 ¢ absolutamente convergente, e em particular
>on 2%,3: é fracamente incondicionalmente de Cauchy, logo por 1.3, existe ny € N tal que
SUP,+c i lzc* (2%0)| < 1. Com isso, sup,.¢x |z*(z)| < 2™, e pelo Principio da Limitagao
Uniforme, temos sup,.¢x ||z*|| < 4+00. Logo podemos definir 7' : X — £, (K), como

> ¢. Utilizando esse fato,

T(z): K — C

zt - z'(x)
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Temos que T ¢ limitado, pois:

T (@)l = fg};{lx*(w)l

< Jjall (sup ||x*||)
z*eK

e T é incondicionalmente convergente, pois se > x, é fracamente incondicionalmente
de Cauchy, entdo para toda sequéncia (F,) satisfazendo as condigdes enunciadas no
inicio da demonstragao, temos ) > 7, Zx fracamente incondicionalmente convergente,
e limy, sup,.cx |7* (3 e, k)| = 0, com isso limy, ||T'(3,cr zk)|| = 0, € portanto Y, Tax
¢ incondicionalmente convergente. Logo 7' € fracamente compacto, e pelo Teorema de
Gantmacher T* é fracamente compacto. Definindo entao, para cada z* € K, d,. €
(b (K))* como 6,+(f) = f(x*), temos |[0.+|]] < 1 e T*6,« = z*, e como T* é fracamente
compacto, segue que K ¢ relativamente fracamente compacto.

(b) = (a). Seja T : X — Y um operador incondicionalmente convergente. Pelo
Teorema de Gantmacher, se provarmos que T é fracamente compacto, teremos que T
também sera fracamente compacto. ‘Seja entdo ) x, uma série fracamente incondicio-
nalmente de Cauchy em X, temos entdo que ), Tz, ¢ incondicionalmente convergente
em Y, em particular Tz, — 0, com isso temos que

lim sup y*(Tz,) =0,

n 'y‘GBy«

logo
lim sup T*y*(z,) =0,
n y.EBY‘

e portanto {T*y* : y* € By.} é fracamente relativamente compacto. W

Definicao 1.3.2 Dizemos que um espago de Banach X possui a propriedade (V), se X
satisfaz as condigoes equivalentes dadas no teorema anterior.

A seguir definiremos a propriedade (u) e demonstraremos que todo subespaco fechado
de um espago de Banach com a propriedade (u) possui tal propriedade, e que todo espago
de Banach com base incondicional possui a propriedade (u), resultados esses que motiva-
ram a introdugao dessa propriedade.

Definigao 1.3.3 Seja X um espago de Banach. Dizemos que X possui a propriedade (u)
se para toda sequéncia (Tn)n fracamente de Cauchy em X, existir uma série fracamente
incondicionalmente de Cauchy Y, yn tal que T, — Y o vk — 0

Proposicao 1.3.4 Se um espago de Banach X possui a propriedade (u), entao todo su-
bespaco fechado de X possut esta propriedade.
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Demonstragao. Seja (zn), uma sequéncia fracamente de Cauchy em um subespago fechado
F € X, temos entdo que (z,). é uma sequéncia fracamente de Cauchy em X, logo
existe uma série ) vy, fracamente mcondlclonalmente de Cauchy em X tal que u, =
T — Zz—l y; —> 0 em X. Como u, — 0 em X, temos que existem combinagGes convexas
u; =, 1+1/\nun,talque0-—p0<p1< oy Pg 2= 0, n—p_1+l)‘ lez [|lui|| <
400 ([5] pag. 422). Definamos z; = Ep] S /\n:cn, 2n=1x,ez= e Ty, Vj> 2.
Notemos que T, — )7 2j = Zn — ,, converge fracamente a zero em F, pois para todo
xz* € F*, para todo € > 0 existe mo € N tal que |z*(z, — zm)| < €, Vn,m > my com isso
para todo n > my

Pn
(@ -zl = |2 [ za— DY Nz
J=Pn-1+1
Pn
= D Na'(wa - )
J=pn-1+1
Pn
S Y M-
J=pn-1+1
Pn
< Z )\j6=€
J=pn—1-+1

Resta portanto mostrarmos que ) ; z; é fracamente incondicionalmente de Cauchy. Para
isso observemos que:

pPj Pj—1
Z;j = E )\nxn— E An.:vn
n=pj_1+1 n*pj 2+1
Pj—1
it Y WY ue Y aYw
n=p;_1+1 =1 n=p;_o+1 i=1

pj

= wi—w_ + Y finyn, onde0 < p, <1

n=pj_2+1
Portanto para z* € F* temos:
o o0 Pji—1
Yol < 2l ||Z||u ||+Z Z ale'yal + Y > palatyal
j=1 j=1n=pj_1+1 J=1 n=p;_2+1

< 2[}=| leujll +2) [a'Y| <+o0 W
J n

Lema 1.3.5 Seja (z,), uma sequéncia bdsica incondicional limitada em um espago de
Banach X tal que ezista z* € X* satisfazendo inf, |z*(z,)| > 0. Entdo (x,). ¢ equivalente
a base (e}) de ¢;.
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Demonstracao. Suponha que a série ) . t;z; seja convergente, por hipétese temos que
> tiz; € incondicionalmente convergente, em particular temos >, tiz; fracamente incon-
dicionalmente de Cauchy, logo . |ti| |z*z:| < +00, com isso para todo N € N

N 1 N 1 oo
L)< — tl lo¥z;] < ——— ti| |x*z;
;l il < inf,, |z*z,| ;I il 2"z < inf, |z*x,| ;l il [z

logo >, |t < +oco. Por outro lado, se ), |t < +o0, como (z,), é limitada, temos
> i lti] llz]| < 400, e consequentemente ) . ¢;z; é convergente. W

No préximo resultado precisaremos da nocao de base de bloco, e de um teorema pro-
vado por C. Bessaga e A. Pelczynski.

Definicao 1.3.6 Sejam X um espago de Banach e (z,), uma sequéncia bdsica em X.
Dizemos que a sequéncia y, = Z":pn Tk, COM Yn £ 0, (Pn)n (gn)n sequéncias crescentes
de numeros naturais tais que p1 < g1 < P2 < g2 < ... € uma base de bloco de (x,),.

Teorema 1.3.7 Sejam X um espago de Banach e (z,)n uma sequéncia bdsica em X com
funcionais coeficientes (z},)n- Se (Ym)m € uma sequéncia em'Y tal que

lim inf ||y,|| > 0
m n>m

limz, ym =0 VneN
entao (Ym)m € equivalente a uma base de bloco de (xp)n.

Demonstragao. [3] pag. 46.

Lema 1.3.8 Seja X um espago de Banach com base incondicional (x,), e funcionais
coeficientes (z})n. Se (Yn)n € uma sequéncia fracamente de Cauchy e z}(y,) = 0, Vi € N,
entao yn — 0.

Demonstrag¢ao. Suponha que (y¥»). ndo convirja fracamente a zero, existem entdo ¢ > 0,
z* € X* e uma subsequéncia (yx, )« tal que infy ||z*(yn, )|| > €. Pelo Teorema 1.3.7, temos
que (yn,) possui uma subsequéncia (novamente denotada por (yn,)) que é equivalente a
uma base de bloco de (z,)n. Com isso temos que (¥, ) é sequéncia bésica incondicional,
e pelo Lema 1.3.5, (yn, ) € equivalente a (e},), base de £;. Porém (e}) ndo é fracamente de
Cauchy, pois para f = (1,0,1,0,1,...) € £, temos que |f(e},;) — f(er)|=1,Vne N, e
isso contraria a hipétese de (y.). ser fracamente de Cauchy. W

Teorema 1.3.9 Se um espaco de Banach X tem uma base incondicional, entao ele possui
a propriedade (u).
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Demonstragao. Sejam (z,), uma base incondicional de X, e (z%), a sequéncia dos funci-
onais coeficientes em X*. Dada uma sequéncia fracamente de Cauchy (z,), em X, temos
que existe a; = lim,, z7(2,), com isso definamos para cada n € N y,, = a,z,. Utilizando o
fato de que (zn)» € base incondicional, dados = = ), z}(z)z:, z* € X* e (bn). sequéncia
de escalares, |b;] < 1, temos que para cadan € N
n

< Yl (@)t ()

=1

n
< ') el (@)l
=1

o (z:)xl (x

< =Y ki@

Aplicando o Principio da Limitagdo Uniforme para a familia de funcionais {>°8, biz* (xs)a?
: n€Ne (b;) em C tal que |b;| <1 }, temos que existe M. tal que

be (x:)x

com isso temos:

<My, VneN e V(b) em C talque |b]<1

Z 2% (vl = Z |2* (i) a|

(z ar:,)az

@ zdadl”

(x x;i)a;

Traay @i (@)

37 17, al
2 ) (e
l|(z*z;)a
M, supllz::ll
k

o' (@) lima} (z)

sup [[ |

VAN

Portanto ) § y. ¢ fracamente incondicionalmente de Cauchy. Finalmente, mostremos que
Zn— Dy Vi % 0. Utilizando o Lema 1.3.8, é suficiente provarmos que (z, — ) . Yi)n

¢ fracamente incondicionalmente de Cauchy, e para todo j € N z* H(2n = 2o, i) — 0.
De fato, como (z,), ¢ fracamente de Cauchy e ), v; é fracamente mcondlclonalmente de
Cauchy, temos que (2, — Y. ¥i) é fracamente de Cauchy, e para a segunda afirmagao
temos que:

z} (z,, - Zyi) = zj(2a) — Zli}cnx? (2k)z; (z:)
i=1 i=1

= zj(2n) lilin zi(2k) >0 Al
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O préximo resultado relaciona as propriedades (u) e (V) e sera utilizado na caracterizacao
da propriedade fraca de Phillips hereditaria.

Proposigao 1.3.10 Seja X um espaco de Banach com a propriedade (u) tal que X nao
possut subespagos isomorfos a £1. Entao X possui a propriedade (V).

Demonstragao. Sejam Y um espago de Banach, T': X — Y um operador incondicional-
mente convergente e (z,), uma sequéncia limitada em X. Como X néo possui subespacos
isomorfos a £y, temos pelo Teorema de Rosenthal que (z,,), possui uma subsequéncia (z,, )
fracamente de Cauchy. Agora, utilizando o fato de X possuir a propriedade (u), existe
uma série ), ur fracamente incondicionalmente de Cauchy tal que z,, — Z;f:l u; = 0,
o que implica T(z,, — E;?:l u;) — 0, e como Y, T'u; é incondicionalmente convergente,

temos portanto que T'(z,, ) — 2 Tu;. B

Proposicao 1.3.11 Se um espago de Banach X possut a propriedade (V), entao todo
- operador limitado T : X — Y, onde Y €é um espaco de Banach que nao possui subespacos
tsomorfos a cy, € fracamente compacto. ,

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.15 toda série fracamente incondicionalmente de Cau-
chy em Y ¢ incondicionalmente convergente. Logo todo operador limitado T : X — Y
é incondicionalmente convergente, e consequentemente fracamente compacto, ja que X
possui a propriedade (V). B

Definiremos agora a propriedade (V*), que sera utilizada para provarmos resultados rela-
cionados & propriedade (V).

Definigao 1.3.12 Dizemos que um espago de Banach X possui a propriedade (V*) se
todo K C X satisfazendo
limsupz,z =0 (1.4)
n zeK
para toda série fracamente incondicionalmente de Cauchy )zl em X* for relativamente
fracamente compacto.

Proposigao 1.3.13 Seja X um espago de Banach. Se X possui a propriedade (V),
entao X* possui a propriedade (V*), e se X* possui a propriedade (V), entao X possui a
propriedade (V*).

Demonstragao. Seja K C X* tal que para toda série ) z}* fracamente incondicional-
mente de Cauchy em X** lim,, sup,.cx z;;"(z*) = 0. Tomando entdo ) =z, uma série
fracamente incondicionalmente de Cauchy em X, temos que ) ix(z,) é fracamente
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incondicionalmente de Cauchy em ix(X), e portanto Y _ix(x,) é fracamente incondici-
onalmente de Cauchy em X**, logo

lim sup z*(z,) = lim sup ix(z,)(z*) =0
n zv€K n zreK

e como X possui a propriedade (V), temos que K ¢ relativamente fracamente com-
pacto. Para a outra afirmagdo, considere K C X tal que para toda série Y. Zh em
X* lim, sup, ¢ zi(x) = 0, consequentemente lim, SUPgeeciy(k) T (7;,) = 0. Como X*
«possui a propriedade (V'), temos ix (K relativamente fracamente compacto em X**, e
portanto K ¢ relativamente fracamente compacto em X. M

Proposicao 1.3.14 Se um espago de Banach X possut a propriedade (V*), entao todo
subespaco fechado de X possui tal propriedade.

Demonstragdo. Sejam F' C X um subespaco fechado, e K’ C F tal que lim,, sup,¢j % (z) =
0 para toda série ) z;, fracamente incondicionalmente de Cauchy em F*. Considerando
entdo ) v fracamente de Cauchy em X*, temos que Y y}|r é fracamente incondicio- .
.-nalmente de Cauchy em F*, pois para ca,da. m € F**, tomando ¢ : FF — X a inclusao,

. vale que
Z (walr)| = Zlq** )(¥2)| < +o0

portanto K satisfaz lim, sup,¢ 7;,(z) = 0, para toda série )z} fracamente incondicio-
nalmente de Cauchy em X*, e como X possui a propriedade (V*), temos K relativamente
fracamente compacto em F. B

Proposigao 1.3.15 Se um espago de Banach X possui a propriedade (V*), entio X ¢
fracamente sequencialmente completo.

Demonstragao Seja (), uma sequéncia fracamente de Cauchy. Inicialmente mostremos
que para toda série ) |, z;, fracamente incondicionalmente de Cauchy em X*, lim,, sup,, = »(2e) =
0. Consideremos entao E ;, fracamente incondicionalmente de Cauchy em X *. Para cada

z € X, temos (z;z) € £y, logo para cada t = (tn)n € Lo, temos Y t,x%(z) convergente.
pelo Teorema de Banach-Steinhaus, vale que z; = ), t,z, € X*. Como (Zn)m é fra-
camente de Cauchy, temos que existe limp, z;Zm = lim, Y, t,2} (zm), logo a sequéncia
(Ym)m, onde Ym = (T;,Tm)n é fracamente de Cauchy em ¢;. Como ¢, é fracamente sequen-
cialmente completo e possui a propriedade de Schur, temos que (Ym)m é ||.||-convergente,
logo

Vi i (Umz}zm)n = (an)n € 41,

lim ) " |z (zm) — an| =0



26 Algumas propriedades definidas em espacgos de Banach

Portanto dado € > 0, existe mg tal que para todos m > mgp, n € N
* P * - 6
() ~ anl < 3 lak(om) = o < 5

Logo
sup |z} (zm) — an| <, Vn € N

m>mg
Para m < mg temos que:
Z |z7(Tm) — an| < +00
n

Logo existe ng tal que para todo n > ng

€
|2} (Zm) — @n| < 5 <6 Ym < my.

Com isso
sup |z (zm) — an| < €.
m<mg :
E portanto .
sup |z, (Tm) — an| <€, Yn > ng
meN
Agora

sup |2, (Tm)| < sup |27, (Tm) — anl + |an| = 0

Logo lim,, sup,, |z},(zm)| = 0. Como X possui a propriedade (V*), temos que (z,,),, possui
uma subsequéncia fracamente convergente, e utilizando o fato de (z,), ser fracamente de
Cauchy, temos (z,), fracamente convergente. ll

Proposicao 1.3.16 Um espaco de Banach X € reflezivo se e somente se X possui as
propriedades (V) e (V?*).

Demonstracao. Se X é reflexivo, temos que tanto X quanto X* possuem a propriedade
(V), utilizando a Proposigao 1.3.13 temos que X possui também a propriedade (V'*).
Reciprocamente, se X possui a propriedade (V'), temos que X* possui a propriedade
(V*), pela Proposicao 1.3.15 temos que X* é fracamente sequencialmente completo, disso
segue que X* nao possui subespagos isomorfos a cp, logo pelo Teorema 1.2.15 temos que
toda série ), z;, fracamente incondicionalmente de Cauchy em X* ¢ incondicionalmente
convergente, e em particular ||z} (z)|| = 0. Consequentemente

sup |z;,(z)| < |lzyl| =0
z€Bx

e como X possui a propriedade (V*), temos que Bx ¢ fracamente compacta, logo X ¢é
reflexivo.
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Proposigao 1.3.17 Seja X um espaco de Banach com a propriedade (V). Entio X ¢é
reflexivo se e somente se nenhum subespago de X € isomorfo a c.

Demonstragao. Se X é reflexivo, entao todo subespaco fechado de X é reflexivo, e como
co nao € reflexivo, segue que X nao possui subespagos isomorfos a c¢y. Reciprocamente,
se X nao possui subespagos isomorfos a co, entao toda série ) x, fracamente incondici-
onalmente de Cauchy em X ¢é incondicionalmente convergente. Logo

sup |z'z,| < ”3711“ 50
I‘Eon

Portanto Bx. € fracamente compacta e X ¢ reflexivo. l

Passemos a definigao da propriedade de Dunford-Pettis, e aos resultados que serdo utili-
zados no texto que envolvem tal propriedade.

Definicao 1.3.18 Sejam X, Y espacos de Banach. Dizemos que um operadorT : X — Y

s ) A z w
¢ completamente continuo se para toda sequéncia (z,), em X, x, — 0, vale Tz,, — L. 0.

Definicao 1.3.19 Dizemos que um espago de Banach X possui a propriedade de Dunford-
Pettis, se para todo espago de Banach Y, todo operadorT : X — Y fracamente compacto
for completamente continuo.

Teorema 1.3.20 Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:
(a) X possui a propriedade de Dunford-Pettis.
(b) Todo operador T : X — ¢y fracamente compacto é completamente continuo.
(c) Sex, >0 em X ex: 50 em X*, entdo lim, z%(z,) = 0.

(d) Se (zn) € uma sequéncia fracamente de Cauchy em X ezt = 0 em X*, entdo
lim, z}z, =

Demonstragao. (a) = (b). Imediato.
(b) = (c). Sejam z,, — 0 em X, e 2}, > 0 em X*. Definindo o operador T : X — Co,
Tx = (x}x)n, temos que T estd bem definido, e é limitado, pois

ITz|| = sup |z;z| < (sup ||zo|)]lll,
n

além disso T* : ¢, — X* é dado por T*( ) Z tnT;,. Mostremos entdo que T* é
fracamente compacto. De fato, seja A = {xn} U {0}, temos entdao que A é fracamente
compacto em X*, com isso A = U{AA : A € C,|\| = 1} também é fracamente compacto
em X*, pois clararnente toda sequéncia em A possui subsequéncia fracamente convergente
em A. Portanto temos que a envoluntéria convexa de A co(A) ¢ fracamente compacta.
Considerando agora (t,). € By,, temos que T*((tn ) =Xtz € co(A), logo T*(By,)
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~

C co(A), T*(By,) € fracamente relativamente compacto e T* é fracamente compacto.
Pelo Teorema de Gantmacher T' é fracamente compacto e por hipétese segue que T é
completamente continuo. Com isso, e utilizando o fato de z,, — 0, temos que ||T(z,)|| —
0, e como

|z ()] < sup |zj(@n)| = 1T (za)l

concluimos que lim, %z, = 0.

(c)= (d). Sejam (x,) uma sequéncia fracamente de Cauchy em X, e 22 % 0 em X*.
Suponhamos que (z,z,) ndo convirja a 0. Passando a uma subsequéncia se necessario,
podemos supor que existe € > 0 tal que |z}z,| > € para todo n € N. Como z} = 0, existe
uma subsequéncia (7, )x de (z;,) tal que |z}, zx| < § para todo k € N. Notemos ainda
que z,, — zx — 0, logo por (c), existe ko tal que T30 (Trio — ZTho )| < . Porém

€ < el < 240 (Erio = Tho)| + [y T | < 35
Absurdo.

(d) = (c). Imediato.

(c) = (a). Suponha que (a) ndo ocorra. Existiriam entdo um espaco de Banach Y, e um
operador 7' : X — Y fracamente compacto que ndo é completamente continuo. Com isso
existiriam € > 0 e z, — 0 em X tal que ||Tz,|| > €, para todo n € N. Consideremos entio
Y, € By- tal que y;, Tz, = ||Tz,||, temos pelo Teorema de Gantmacher que () possui
subsequéncia (y;, ) tal que (T*y, )« converge fracamente para z* € X*. Por (c), temos
(T*yn, — ") (@n,) — 0, € como z*(z5,) — 0, existiria k tal que |[(T*y;, — z*)(xn,)| < &,
|z*2p, | < 5. Contudo

€ <|[Tznll = (T yn ) Tril < (T Yy — T5)Zn | + |27, | <.
Absurdo. W

Corolério 1.3.21 Seja X um espago de Banach com a propriedade de Dunford-Pettis.
Entao toda sequéncia (z},)n fracamente nula em X* converge uniformemente em todo
conjunto A C X pré-compacto (A € pré-compacto se toda sequéncia em A possui uma
subsequéncia fracamente de Cauchy).

Corolario 1.3.22 Seja X um espago de Banach. Se X* possui a propriedade de Dunford-
Pettis, entao o mesmo ocorre com X.

Demonstragao. Utilizando a condigdo (c¢) do Teorema anterior, temos que se z, — 0 em
w -~ 5 w . -

X ez, —» 0 em X* entdo vale ix(z,) — 0 em X**, logo lim, ix(x,)(z}) = 0, e conse-

quentemente lim, z}z, =0. B

Enunciaremos agora dois resultados que relacionam a propriedade de Dunford-Pettis com
outras propriedades geométricas. Daremos apenas a referéncia para as demonstragoes,
pelo fato destas fugirem aos objetivos do nosso trabalho.
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Teorema 1.3.23 Seja X um espago de Banach com a propriedade de Dunford-Pettis
hereditdria. Entao X possui a propriedade (u).

Demonstragao. [8] Theorem 2.1.

Teorema 1.3.24 Seja X um espago de Banach. Sao equivalentes:
(a) X possui a propriedade de Dunford-Pettis e ndo possui subespacos wsomorfos a ¢;.

(b) X* possui a propriedade de Schur.

Demonstragao. (1] Proposicién I1.10.

Para terminarmos o capftulo, daremos a defini¢ao da propriedade de Grotendieck, e enun-
ciaremos um resultado que nos permitira estabelecer diversas conexdes dessa propriedade
com a propriedade fraca de Phillips.

Definicao 1.3.25 Dizemos que um espaco de Banach X possui a propriedade de Gro-
tendieck se toda sequéncia fraca® convergente em X* for fracamente convergente.

-Teorema 1.3.26 Um espaco de Banach X possui a propriedade de Grotendieck se e
somente se todo operador limitado T : X — Y for fracamente compacto.

Demonstragao. [6] Teorema 11.3.
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Capitulo 2

As propriedades de Phillips

2.1 Resultados iniciais

Defini¢ao 2.1.1 Seja X um espago de Banach.

1. X possui a propriedade de Phillips se a aplicagao p = (ix)* : X*** — X* ¢ fraca™
norma sequencialmente continua. ,

2. X possui a propriedade fraca de Phillips se a aplicagdo p = (ix)* : X*** — X* ¢
fraca*-fraca sequencialmente continua.

3. X possut a propriedade (fraca) de Phillips hereditdria se todo subespaco fechado de
X possui a propriedade (fraca) de Phillips.

Comegaremos nosso estudo das propriedades de Phillips analisando a propriedade fraca,
de Phillips. O primeiro resultado nos d4 uma condigao necessaria para que um espago de
Banach possua a propriedade fraca de Phillips.

Lema 2.1.2 Seja X um espago de Banach. Se X possui a propriedade fraca de Phallips,
entao X* € fracamente sequencialmente completo.

Demonstragao. Seja (z;,) sequéncia fracamente de Cauchy em X*. Temos entdo
que para todo z** € X**, existe lim, z**(z;). Pelo Teorema de Banach-Steinhaus, se
z*** : X** — C € definido por z***(z**) = lim, 2**(z},), entdo z*** € X***, e da definicdo
da topologia fraca* segue que 7 y.(z) — z*** 23 0. Como X possui a propriedade fraca de
Phillips, temos p(ix.(z}) — z***) = 0, e portanto z* p(x*™*). B

Observagao 2.1.3 Se X ou X** possuem a propriedade de Grotendieck, entdo X possui
a propriedade fraca de Phillips.

~ - w* a . .
Demonstragao. Seja z;,"* — 0 em X***. Se X** possui a propriedade de Grotendieck, te-
~ w ’ ’
mos entdo que 2, — 0, e como p € fraca-fraca continua, segue que p(z**) 3 0. No caso
em que X possui a propriedade de Grontendieck, notemos que p é fraca*-fraca* continua,
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*¥¥ *¥%x%x

logo p(z**) £3 0, e portanto p(z:**) > 0. W

Para o préximo resultado, utilizaremos a defini¢ao da propriedade de Mazur.

Definicao 2.1.4 Um espago de Banach X possui a propriedade de Mazur se todo funci-
onal A : X* — C fraco* sequencialmente continuo em X** pertencer a ix(X).

Notemos que todo espago de Banach separavel possui a propriedade de Mazur, j4 que
os funcionais fraco® continuos do dual de um espago de Banach X sao os elementos de
1x(X) ([3] pag. 13), e a bola unitaria do espago dual de todo espago de Banach separavel
¢é fraca® metrizavel.

Proposicao 2.1.5 Seja X um espaco de Banach tal que X** possui a propriedade de
Mazur. Entao X possui a propriedade fraca de Phillips, se e somente se X € reflezivo.

Demonstragcao. Suponha que X possua a propriedade fraca de Phillips. Mostremos que
(X)) (X™) = p"(X*) C ix..(X™), e do Teorema de Gantmacher seguird que i, é
fracamente compacto, e consequentemente X serd reflexivo.

Sejam z£* 230, £** € X**, temos entdo que:

pry) =0 = 2"(p(") =0 = (') () -0,

logo p*(x**) é fraco* sequencialmente continuo. Como X** possui a propriedade de Mazur
segue que p*(z**) € iy.(X*).

Se X é reflexivo, entao tx : X — X** é fracamente compacto, e pelo Teorema de
Gantmacher temos que p = (ix)* é fraca*-fraca continua, e portanto X possui a proprie-
dade fraca de Phillips. W

A partir do resultado acima temos que o espago de James J ([9] pdg. 411) nao pos-
sui a propriedade fraca de Phillips, pois J é separavel, isométrico a J** e nao-reflexivo.

O préximo lema e a proxima observagao serao utilizados na caracterizacao das propri-
edades de Phillips em termos das aplicagoes definidas no bidual de espacos de Banach a
valores em cy.

Lema 2.1.6 Seja T : X — co um operador limitado. Entao:

7 7’ w
1. T € fracamente compacto se e so se T*e;, — 0

p p (-1l
2. T € compacto se e so se T*e; — 0

Demonstracao.
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1. Suponha que T seja fracamente compacto Pelo Teorema. de Gantrnacher temos
que T ¢ fraco*-fraco continuo, e como e 25 0 em ¢, segue que T*ex 5 0.

Para a reciproca, seja (y3)rea rede em £y, tal que y§ = (a)n, € yi =3 0. Mostremos
que T*(y3) = 0.

De fato, considere z** € X**, temos entdo que:

™ (T* (Z a;\Le;)> =g~ (Z a,’)T*eZ)
— Z a ** T*e*)) "

Por hipétese, temos que T*e}, = 0, logo:

@ (T e )neco = Y ah(@™(T*)) =y (a™(T*eL)) >0

(T ()

I

= T*(y3}) 2> 0.

2. Suponha que T seja compacto. Temos que:

IT*en|| = Sup 1T e, (z)| = Sup len(Tz)| < sup lenyl.
yETBx
Por hipétese, T Bx ¢ totalmente limitado, logo para todo € > 0, existem Y-, Yk €

T By, tal que para todo y € T By, existe j € {1,...,k}, tal que :
€ . €
lv-vill<y = laly-wl<zVneN

Além disso, como y; € co segue que existe ng tal que |eX(y;)| < 5 Vn > ng,Vj €
{L,...,k}. Portanto, Vy € TBx,Vn > ng, temos:

len@)| < leay—wdl+len(y)l <e = sup |er(y)] < ¢ Vn > no
yeT By

= Tre; M' 0.

Para a reciproca, mostremos que T By é totalmente limitado.

De fato, como T*e}, Ll 0, existe ng € N, tal que sup,¢p, |e;(Tx)| < €,Vn > ng, e

com isso, sup,erg, len(y)| < €,Yn > no.

Como T ¢ limitado, temos que existe M > 0, tal que
llyll < M Vy e TBxy,

em particular :
len(¥)| < M, Vn <mno.
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Definindo
S: o = (C]] )
(an) = (al;"')a'n)
Segue que S(T'Bx) C B[C™, M|, e B[C™, M] é compacta.
Logo existe
zZ1 = (Zj];., 5 ;Zjno); ey 2 = (zkl, P ,ano) S S(TB)(),
tal que para todo z € S(T'Bx) existe j € {1,...,k} tal que ||z — z||o < §.
Definindo y; = (251, - - -, Zjne, 0,0,...), 7 € {1,..., k}, temos que para todo y € T By,
existe j € {1,...,k} tal que ||S(y) — 2| <€, logo
Iy — ysll = sup lez.(y) — en (i)l <,
pois se n < ng, entao
len(y) — en(wi)l < lls(y) — zll < e,
e se n. > ny, entao

len(y) — en(ws)l = len(y)l <€

Portanto T'Bx ¢ relativamente compacto. l
Observagao 2.1.7 Todo operador T : o — co € fracamente compacto.

Demonstragdo. Notemos primeiramente que T*e’;, 2> 0, pois se = € Lo, entdo (T*¢?)(z) =
er (T(z)) = 0, j& que eX 23 0 em ¢;. Como £, possui a propriedade de Grontendieck,
segue que T*e’ 25 0, logo T é fracamente compacto. H

Teorema 2.1.8 Um espago de Banach possui a ;m"opriedcule~ (fraca) de Phillips se e so-
mente se para todo operador T : X*™* — ¢y, o operador T = T oix € (fracamente)
compacto.

Demonstragao. Para a condigao necessaria, seja T : X** — ¢p. Pelo mesmo argumento
~ wW*
da observagao 2.1.7, temos que T"e;, — 0, e

T*es = (T oix)'el, = (i o T*)(ep) = p(T"ey).

Se X possui a propriedade fraca de Phillips, temos que f*e;‘l %0, o que implica T

fracamente compacto , e se X possui a propriedade de Phillips, temos f*e; Ll 0, o que

implica T' compacto .
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.~ . . w*
Para a condigdo suficiente, considere z;;* — 0 em X***. Definamos T : X** — ¢,
W - % . . ~ .
como T'(z**) = (2;"*(2*))n. Como z;** = 0, temos pelo Principio da Limitacdo Uniforme

n

que Existe M > 0 tal que sup, ||z:**|| < M, logo para todo z** € X**

1T (@) = sup |2." (=" I < llelsuplz”|l < M]lz"]].

Portanto 7' ¢ limitado. J4 que
T'en(27) = ,(T(z™) = 2" (z™),

temos T™e;, = z,,**, ¢ pelo que vimos na primeira implicagdo, temos p(T*e?) = T*e* » logo

se T é fracamente compacto, temos p(z:**) = 0, e se T é compacto temos p(z* I o m

A seguir veremos que todo espago de Banach com a propriedade (V) possui a propri-
edade fraca de Phillips. A partir disso, obteremos uma grande quantidade de exemplos de
espagos de Banach com a propriedade fraca de Phillips. De fato, em [12] é demonstrado
que toda C*-dlgebra possui a propriedade (V).

Teorema 2.1.9 Se um espago de Banach possui a propriedade (V), entio ele possui a
-propriedade fraca de Phillips.

Demonstragao. Mostremos que todo operador T' : X** — ¢y é incondicionalmente conver-
gente, pois se isso nao ocorresse, existiria um subespago £ C X** tal que T|g : E — ¢ é
um isomorfismo. Considerando ¢ : E' — X** ainclusdo, e (ix+)* : X**** — X** a projecéo
candnica, definamos S : E** — ¢y, S = T o (ix+)* 0 ¢**. Como (T|g)** : E** — £, é
isomorfismo, e pela observagao 2.1.7 So (T'|g"") ™! ¢ fracamente compacto, temos que

S = (so (TIE)**> o (T|5™)™"!

¢ fracamente compacto.
Notemos agora que (ix:)* o ¢** o ig = g, pois para todo z** € E** z* € X* temos:

(x) oq o) @) = ((x)(inE") 0q)) ()
= (iE(:z: )oq 02x>
= ig(a" o g'(ix-(x"))

= 1g(z")(ix+(z%) 0 q)
= ix+(z")(q(z™))
= q(z")(z").

Disso segue que Soip =T oq = T|g, e como S o ig é fracamente compacto temos que
4 z I
T [k € fracamente compacto, logo T'(E;) é fracamente compacto em co,mas como T'|g é
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um isomorfismo, deveriamos ter B, fracamente compacta, e consequentemente ¢, seria
reflexivo, contradigao.

Portanto se X tem a propriedade (V), e T : X* — ¢ é limitado, temos que T é incon-
dicionalmente convergente, logo T" é fracamente compacto, e isto implica que T=To ix
¢ fracamente compacto, e do Teorema 2.1.8, segue que X possui a propriedade fraca de
Phillips. &

E importante salientarmos que existem exemplos de espacos de Banach com a propri-
edade de Phillips que nao possuem a propriedade (V).

Com efeito, em [2] é construido um espago de Banach X, tal que X ndo contém su-
bespaco isomorfo a ¢y € X* é isomorfo a £,. Com isso, temos que X** possui a propriedade
de Grotendieck (ja que X** é isomorfo a £). A partir disso, é f4cil ver que X possui a
propriedade fraca de Phillips. Como claramente X* possui a propriedade de Schur, segue
da Proposigao 2.1.11(que veremos abaixo) que X possui a propriedade de Phillips. Mas
como X** é nao-reflexivo e X nao possui uma cépia de ¢y, segue do Teorema 1.3.17 que
X nao possui a propriedade (V).

A seguir, daremos algumas caracterizagoes da versao hereditéria da propriedade fraca
de Phillips. Para isso, utilizaremos um resultado de H. Rosenthal que diz que um espaco
de Banach X tem a propriedade (u), e X ndo contém uma cépia de £, se e somente se
- para todo subespago fechado M C X, M* é fracamente sequencialmente completo.

Teorema 2.1.10 Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:
(a) X possut a propriedade fraca de Phillips hereditdria.
(b) Para todo subespago fechado M C X, M* € fracamente sequencialmente completo.
(c) X tem a propriedade (u), e X nao contém uma cdpia de ¢;.

(d) X possui a propriedade (V) hereditdria.
Demonstragao.(a) = (b) e (d) = (a) decorrem do Lema 2.1.2 e do Teorema 2.1.9 respec-

tivamente, (b) < (c) segue de [13] Corollary 1.5. Como a propriedade (u) é hereditaria
(c) = (d) segue da Proposigao 1.3.10. B

Proposigao 2.1.11 Um espago de Banach X possui a propriedade de Phillips se e so-
mente se X possui a propriedade fraca de Phillips e X* possui a propriedade de Schur.

Demonstragao. Se X possui a propriedade de Phillips, obviamente X possui a propriedade
fraca de Phillips. Considere entdo z* > 0 em X*, temos que:

ixe(z) S0 = ((ix)* oz‘x.)(x;) g
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mas

(60 eix @)@ = (ix(2) 0ix) (@)
= ix(22)(ix(2)
= (ix@) ()
= i)

. . ; . (-1l :
Logo (ix)* oix. = idx+, e com isso temos que x} = 0, e consequentemente X* possui a
propriedade de Schur.

Para a reciproca, seja z:** 23 0 em X***. Como X possui a propriedade fraca de
Phillips, temos p(z;**) = 0 em X*, e portanto p(z:**) 0 em X*, ja que X* possui a

propriedade de Schur. W

Corolario 2.1.12 Seja X um espago de Banach que € isomorfo a um subespaco fechado
de um espaco que possui base incondicional. Entdo:

(a) X possui a propriedade de Phillips se e somente se X* possui a propriedade de
Schur.

(b) X possui a propriedade fraca de Phillips hereditdria se e somente se X ndo coniém
uma copia de £;.

Demonstragao.

(a) A condigdo necesséria segue imediatamente da Proposigao 2.1.11.

Se X* possui a propriedade de Schur, entdo X néo contém uma cépia de #;, e como
todo subespago fechado de um espaco com base incondicional tem a, propriedade
(u), segue do Teorema 2.1.10 que X possui a propriedade fraca de Phillips, e pela
Proposicao 2.1.11 temos que X possui a propriedade de Phillips.

(b) A condiggo necessdria segue imediatamente do Teorema 2.1.10

Para a condigao suficiente, vimos acima que X possui a propriedade (u), e como X
nao possui cdpia de £1, segue do Teorema 2.1.10 que X possui a propriedade fraca
de Phillips hereditria. W

O préximo resultado nos diz que nos espagos de Banach que néo possuem subespagos
isomorfos a £;, as versoes hereditdrias da propriedade de Phillips e de Dunford-Pettis sio
equivalentes.

Teorema 2.1.13 Seja X um espago de Banach. Sao equivalentes:
(a) X possui a propriedade de Phillips hereditdria.

(b) Para todo subespago fechado M C X, M* possui a propriedade de Schur-.
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(c) X possui a propriedade de Dunford-Pettis hereditdria e ndo contém uma cdpia de
4.

Demonstragao.

(a) = (b) Segue da Proposic¢ao 2.1.11.

(b) = (c) Segue do fato de que M possui a propriedade de Schur se e somente se M
possui a propriedade de Dunford-Pettis € M n&o contém uma cépia de #;.

(c) = (a) Pelo Teorema 1.3.23 temos que X possui a propriedade (u). Considere entao
M C X subespago fechado. Como X possui a propriedade de Dunford-Pettis heredit4ria,
e X nao possui uma cépia de ¢;, temos que M* possui a propriedade de Schur, e como
a propriedade (u) é hereditaria, temos que M possui a propriedade (u). Pelo Teorema
1.3.10, temos que M possui a propriedade (V'), e pelo Teorema 2.1.9, segue que M possui
a propriedade fraca de Phillips, logo pela Proposicao 2.1.11, temos portanto que M possui
a propriedade de Phillips.

Proposigao 2.1.14 Sejam X e Y dois espagos de Banach, e suponha que X possua a
propriedade de Phillips. Entao todo operador T : X** — Y que € fraco*-fraco continuo é
compacto.

Demonstragao. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu, temos que Bx.. ¢ fraca* compacta,
e como T ¢ fraco*-fraco continuo, segue que T'Bx-.. é fracamente compacto, logo T é
fracamente compacto. Com isso, temos que T'= T oix : X — Y também é fracamente
compacto, assim como T*. Logo se (T*y;). é uma sequéncia em T*(By-), entdo existe
uma subsequéncia (’1""y_,’§k),c fracamente convergente. Utilizando o fato de X* possuir
a propriedade de Schur (Proposigao 2.1.11) temos que (T*y;;k)k converge em norma, e
consequentemente T* ¢ compacto. Logo T também ¢ compacto. Pelo Teorema de
Gantmacher, e lembrando que 7' é compacto temos que T**(X**) C 7y (Y). A partir disso
e do fato de iy ser um isomorfismo sobre a imagem, temos que 7y ! oT** - X =Y estd
bem definida, e é fraca*-fraca continua. Mostremos entdo que T = iy ! o T**.
Para todos z € X, y* € Y* temos:

(T ix@) @) = (770 (0" (ix(@) &)
= (T"(x@) 0 (X)) ")
= (ix@ o (x) o T") (")
= ix(x)o(ix)"(y* o T)
= ix(@)(y o T oiy)
= y*oT(ix(x))
= y" (T(ix(x))
= (v (T(ix@)) @)
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Portanto para todo z € X, vale YN“*(i x(z)) = iy o T(ix(z)), em particular, temos que
T**(z**) =1y o T(x**), Vz** € Biy(x) , € pelas observagdes acima, segue que

T(CC**) — (iY)_l Of**(aj**), VZL'** c Bix(X)-

Como pelo Teorema de Goldstine, B;, (x) é fraca* densa em Bx.., e T, iy ~'T** sdo fraco*-
fraco continuos, segue que T'(z**) =iy ~'oT**, Vz** € Bx.., e portanto T = iy Lo T*,
e como T™** é compacto, temos T' é compacto. W

Lema 2.1.15 Seja Y um espago de Banach. Se X ¢ um subespaco complementado de
Y™, entao ix(X) é complementado em X**.

Demonstragao. Sejam g : Y* — X C Y* projecgdo, k : X — Y* a inclusdo e (iy)* :
Y*** — Y a proje¢ao canodnica. Primeiramente mostremos que (iy)* o k** 0 ix = k. De
fato, para cada z € X, y* € Y temos:

(Gr) ok oix(@)®) = (Gv)(ix(z) o)) (w)
(ix(x) ok"o iv) (v)
= (1x(z) o k") (iv (y))
ix(2)(iv (y) o k)

= r(y)(k(z))
= k(z)(y).

Logo para cada z € X temos:
ix ©qo (iy)" o k™ (ix(z)) = ix o q(k(z)) = ix(z).

E portanto tx o go (iy)* o k** : X** — ix(X) é projegao, e ix(X) é complementado em
X*.

Observagao 2.1.16 Se X possui a propriedade de Phillips, entio para toda sequéncia

w* .
T, — 0 em X**, vale z;,'* — 0 uniformemente para x € B;,, .

*kk 8]

Demonstragao. Isto € claro, ja que (z;" oix)(z) = p(z;*™*(z)), e p(z:**) = 0, o que
implica p(z;,**)(z) converge uniformemente a 0 para z € Bx. W

Um resultado bem conhecido envolvendo ¢y, é o fato desse espaco néo ser complementado
no seu bidual £. O préximo resultado mostra que tal fato é verdadeiro para todo espago
de Banach de dimensao infinita possuindo a propriedade de Phillips.

Teorema 2.1.17 Seja X uwm espago de Banach de dimensdo infinita. Se X POssul a
propriedade de Phillips, entao X nao é complementado em nenhum espaco dual.
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Demonstragao. Suponha que X seja complementado em algum espaco dual. Pelo Lema
2.1.15, temos que ix (X) é complementado em X**. Considere q : X** — ix(X), projecio
sobre ix(X). Pela Observagao 2.1.16, temos que para toda sequéncia z:** X5 0 em X e
z;* oix — 0 uniformemente em Bx. Mostremos entao que para toda sequéncia z* =5 O
em X*, z; — 0 uniformemente em Bx. De fato, como ix é um isomorfismo sobre a
ima.gem, temos que S = (ix)™' o g : X** — X, estd bem definido, e é limitado, logo S*
é limitado e consequentemente é fraco®-fraco* continuo. Temos também que S|;,(x) =
(ix)7!, logo se =}, =3 0 em X*, temos S*z% 5 0 em X**, e portanto (z% o S)(ix(z)) — 0
uniformemente para x € Bx. Como X possui dimensao infinita, temos pelo Teorema de
Josefson-Nissenzweig que existe uma sequéncia (z},), em X* tal que 2, =5 0 e ||z%|| = 1.
Com isso, para cada n € N, existe x, € Bx tal que z}(z,) > 1/2, e consequentemente
z;(x) - 0 uniformemente para x € By, contrariando o que vimos acima. Wl

Corolario 2.1.18 Se X € um espago de Banach de dimensao infinita, entao X* nao
possui a propriedade de Phillips.

Demonstragao. Isso ocorre pois ix- o (ix)* : X*** — ix.(X™), é projegao sobre ix.(X*),
logo ix-(X™*) é complementado em X***, e pelo Teorema 2.1.17 segue que X* nao possui
.+-a propriedade de Phillips. B

Porém espagos duais podem possuir a propriedade fraca de Phillips (qualquer espaco
da forma B(H), com H sendo um espago de Hilbert, por exemplo). O teorema abaixo
nos dé algumas condigoes para que tal fato nao ocorra.

Teorema 2.1.19 Seja X um espago de Banach nao-reflerivo satisfazendo as sequintes
propriedades:

(a) X possui a propriedade fraca de Phillips, e
(b) Bx+ € fraca® sequencialmente compacta.

Entao X nao é complementado em nenhum espaco dual.

Demonstragao. Suponha que X seja complementado em algum espaco dual. Pelo Lema
2.1.15, temos que ix(X) é complementado em X**, considere entdo ¢ : X** — ix(X)
projecao sobre ix(X), e S = (ix)™! o q. Temos entdao que po S* = idx-, pois para todo
z* e X*, z e X vale:

(poS*(z%))(z) = (p(z” 0 S))(z)

(p(z* o (ix) "' 0 @) (z)
z* o (ix) ™" o qix(z))
= *((ix) "ix(z))

x*(x).

I
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Logo como X possui a propriedade fraca de Phillips, temos que idx. é fraca*-fraca se-
quencialmente continua. Considere (z},), sequéncia em Bx.. Como Bx. é fraca* sequen-
cialmente compacta, temos que (z7,)» possui subsequéncia (z}, )« fraca* convergente, logo
(z7, )k € fracamente convergente e Bx. é fracamente compacta, segue entdo que X* é
reflexivo, e portanto X é reflexivo. l

Corolario 2.1.20 Seja X um espago de Banach tal que X* €é gerado por um conjunto
fracamente compacto, entao todo subespago nao reflexivo Y C X* que é complementado
nao possui a propriedade fraca de Phillips. Em particular, todo espa¢o dual separdvel que
nao € reflexivo nao possui a propriedade fraca de Phillips.

Demonstragao. A primeira afirmagao decorre imediatamente de que se X é gerado por um
conjunto fracamente compacto, entdo Bx- € fraca* sequencialmente compacta (Teorema
1.1.17).

E se X* é separdvel, segue que X* é gerado por um conjunto fracamente compacto,
além disso temos que X* é complementado em X***. W

2.2 Caracterizagoes da Propriedade fraca de Phillips

O objetivo desta secao é estabelecer conexdes entre as propriedades fraca de Phillips e a
propriedade de Grotendieck. Isso é feito explorando o fato de que um espago de Banach X
possui a propriedade fraca de Phillips se e somente se para todo operador T : X** — ¢, vale
T fracamente compacto, enquanto X possui a propriedade de Grotendieck se e somente
se todo operador T': X — ¢y for fracamente compacto.

Lema 2.2.1 Suponha que X* seja fracamente sequencialmente completo. Entio wma e
somente uma das afirmagoes abaizo ocorre:

1. Para todo operador T : X** — ¢, T é fracamente compacto

2. Emiste um operador S : X** — ¢o tal que S(X**) = §(X) =co

Demonstragao. Suponhamos que exista 7' : X** — ¢, tal que T seja sobrejetor e fraca-
mente compacto. Pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, temos que int (T(B v()) # 0, e como

T é fracamente compacto, temos que T'(Bx) ¢ fracamente compacto. Com isso temos que

~ _ — =
existe € B, e 7 > 0 tal que B,(z) C T(Bx) o que implica B,(z) = B.(z) C T(By) ,
logo B, (z) é fracamente compacto e isso implicaria co reflexivo, absurdo. Portanto os dois
casos acima sao exclusivos.

Suponhamos agora que T nao seja fracamente compacto. Temos entdo que T* também
nao ¢ fracamente compacto. Portanto existe uma sequéncia (y;;) na bola unitaria de ¢} =
¢, tal que (’IN’*y;) nao possui subsequéncia fracamente convergente. Como cy ¢ separavel,
segue que B, € fraca® sequencialmente compacta, logo existe y* € [; e subsequéncia (que
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continuaremos denotando por (y)) tal que 37 2 y*, (T*y ) nao possu1 subsequéncia
fracamente convergente. Considerando entdo 2} = y* —y*, temos que z 3 0 e (T *2}) nao
possui subsequéncia fracamente convergente. Claramente vale também f*z,’; 23 0. Como
X* é fracamente sequencialmente completo, temos que (’1~" *2) ndo possui subsequéncia
fracamente de Cauchy, logo pelo Teorema de Rosenthal temos que (CIN’*z_,;) possui uma
subsequéncia (novamente denotada por ('f*z;)) que ¢ equivalente a base canonica de ¢;.
Agora como z; 25 0, temos que T*(2}) & 0 e (T*(z%)) é equivalente a base de canédnica
de ¢1, pois se (T*(z})) possuisse uma subsequéncia fracamente de Cauchy, terfamos que
(T*(z ) = ((¢x)*T*(2;)) também iria possuir uma subsequéncia fracamente de Cauchy.

Considerando p, = T7*z;, temos (i,) e (p(un)) = (T*z,’;) fraca® nulas e equivalentes &
base de ¢;. Definindo entao

S: X >
% = (U (T™))nen

temos pelo Teorema de Banach-Steinhaus que S é limitado, e S é tal que S(z) =
(p(n) (%)) nen.  Como 5‘ * = p(un) € (p(in)) € equivalente & base de £, temos que
S* & isomorfismo sobre a 1magern e portanto Sé sobrejetor. M

No préximo teorema adaptaremos uma série de afirmacoes equivalentes a proprledade
de Grotendieck para obtermos afirmagdes equivalentes & propriedade fraca de Phillips.
E interessante notarmos que tanto o enunciado quanto a demonstragido da versao desse
teorema para a propriedade de Grotendieck seguem imediatamente do enunciado e de-
monstracgao do teorema abaixo, substituindo X** por X e T por T.

Teorema 2.2.2 Seja X um espago de Banach. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) X possui a propriedade fraca de Phillips.

(b) X* € fracamente sequencialmente completo e nao existe nenhum operador T : X** —
co tal que T(X) =

(c) X* € fracamente sequencialmente completo, e para todo espago de Banach nao refle-
mwo Y que nao contenha um subespag:o wsomorfo a ¢y, nao existe nenhum operador
T:X* > Y tal que T(X) =

(d) Para todo espaco de Banach separdvel Y e todo operador T : X** — Y temos que
T € fracamente compacto

(e) Para todo espago de Banach Y e todo operador T : X** — Y temos que T* ¢
fraco*-fraco sequencialmente continuo

Demonstragao

(a) & (b). Decorre do Lema 2.2.1 e do Teorema 2.1.8.
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(b) = (c). Suponhamos que existam um espago de Banach nio reflexivo Y, e
um operador T : X** — Y tal que T(X ) =Y. Como Y ndo é reflexivo, temos
que Y* também nao € reflexivo, logo existe uma sequéncia (y}) em By. tal que
(y) ndo possui subsequéncia fracamente convergente. Com isso temos que (T*yn)
nao possui subsequéncia fracamente convergente, ja que T* é isomorfismo sobre a
imagem, e como X* ¢é fracamente sequencialmente completo, temos pelo Teorema.
de Rosenthal que (y,;) possui uma subsequéncia (novamente denotada por (y})) tal
que (f*yn) é equivalente a (e;,) base de ;. Temos também que y* é equivalente 3
(e}), e portanto T* fixa uma copia de £;. Utilizando o fato de que Y ndo possui um
subespago isomorfo 3 a ¢,, temos pelo Teorema 1.1.22 que existe uma sequéncia z;; em
By tal que T(z )50, e (Tz ) € equivalente a (e}). Novamente usando o fato de
T* ser isomorfismo sobre a imagem, temos que (y;) € equivalente a (ef) e y* 23 0.

Definindo entao
p: Y >
Y = (23(Y))nen
temos que ¢ € limitado, e como ¢*e}, = 2z}, temos que ¢* é isomorfismo sobre a

imagem, e portanto ¢ é sobrejetor. Logo tomando S=¢oT : X* - ¢ temos que
S(X) = ¢o, contrariando a hipétese.

(a) = (d). Seja (y;) em By.. Como Y ¢ separével, temos que By é fraca* sequen-
cialmente compacta, logo (y3) possui uma subsequéncia (y5,) fraca® convergente.
Com isso, temos que T"y,, é fraca* convergente em X***. Como X possui a propri-

edade fraca de Phillips, (pT*y} ) = (T’*y,’;k) é fracamente convergente, com isso T*
¢ fracamente compacto, e consequentemente T ¢ fracamente compacto.

(d) = (a). Basta tomar Y = c.

(a) = (e). Seja y;, = 0. Utilizando o fato de T* ser limitado, temos que Ty, — 20
em X***, Como X possui a propriedade fraca de Phillips, temos portanto T*
(ix)*T*y%t 5 0 em X*.

(e) = (a). Consmlere Y =ceT: X™ — ¢. Como e, 5 0 em ¢, temos por

hipétese T*e %0, logo T é fracamente compacto e X possui a propriedade fraca
de Phillips. I

Corolario 2.2.3 Suponha que:
(a) X possua a propriedade fraca de Phillips.

(b) Y seja complementado em Y** e que By. com a topologia fraca* seja sequencialmente
compacta.

Entao todo operadoru : X — Y € fracamente compacto.
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Demonstragao. Seja u : X — Y operador limitado, e ¢ : Y** — 1y (Y) projegao. Consi-
derando S = iy 'ogou™: X™ — Y e utilizando o fato de que u** o ix = iy o u, temos
S = u, e portanto pelo item (d) do teorema acima, temos que u é fracamente compacto. W

Como consequéncia do corolario acima, temos que todo operador definido em um espaco
de Banach com a propriedade fraca de Phillips a valores em um espago dual separdvel é
fracamente compacto.

O préximo corolario nos diz que para espagos de Banach complementados em seus
biduais, a propriedade fraca de Phillips é equivalente a propriedade de Grotendieck.

Coroléario 2.2.4 Suponhamos que exista um operador T : X** — X tal que TN"(X) = X.
Entao X possut a propriedade fraca de Phillips se e somente se X possui a propriedade
de Grotendieck.

Demonstragao. Precisamos apenas provar a condigao necessaria. Pelo item (b) do te-
orema acima temos que X* é fracamente sequencialmente completo, suponhamos entao
que exista um operador S : X — cp sobrejetor, definindou = SoT : X** — ¢, terfamos
que u© = S o T também seria sobrejetor, contrariando o item (b) do teorema. Logo X
possui a propriedade de Grotendieck. B . S

Como generalizagao do corolario acima temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.5 Sejam X um espago com a propriedade fraca de Phillips e T : X** —
Y um operador tal que T**X** € denso em Y**. Entao Y possut a propriedade de Gro-
tendieck.

Demonstragdo. Seja (y%) uma sequéncia em Y* tal que 37 25 0. Pelo item (e) do Te-
orema 2.2.2 temos que T*y,’; % 0 em X*. Com isso temos que para todo z** € X**
™ ’ZN“*y,’;) — 0, o que implica ff**(:r** (yr) — 0, e portanto y**(y;) — 0, para todo
Y€ T*(X**). Utilizando o fato de (y) ser limitada e T*(X**) = Y**, temos que
yr— 0Nl

O préximo resultado é uma adaptagao para espagos com a propriedade de Phillips do
teorema que afirma que todo operador definido em um espago com a propriedade de Gro-
tendieck a valores em um espago de Banach é fracamente compacto ou fixa uma cépia de
¢;. Novamente a demonstragao da versao para espagos com propriedade de Grotendieck
¢ facilmente obtida a partir da demonstracao do teorema abaixo.

Teorema 2.2.6 Sejam X um espaco com a propriedade fraca de Phillips e T : X** - Y

um operador tal que T(X** = TV(X ). Entao uma e apenas uma das afirmagoes abaizo
ocorre:

1.T é fracamente compacto
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2. T fiza uma cdpia de ¢;.

Mais ainda, T € fracamente compacto se e somenle se T(X) € fracamente compacto
gerado.

Demonstragao. Se T é fracamente compacto, entao T(B x) € fracamente compacto, logo

T(X) = [T(Bx)] é fracamente compacto gerado. Reciprocamente suponhamos que Z =

T(X**) = T(X) seja fracamente compacto gerado, entdo pelo Teorema 1.1.17 temos
que Bz. € fraca® sequencialmente compacta, logo pelo Teorema 2.2.2 (d) temos que T é
fracamente compacto.

Suponhamos agora que T nio seja fracamente compacto. Entdo T* ndo é fracamente
compacto e portanto existe uma sequéncia (y;) em By. tal que (T* Y~) ndo possui sub-
sequéncia fracamente convergente. Como X* é fracamente sequencialmente completo,
temos entao que (T*yn) nao possui subsequéncia fracamente de Cauchy. Passsando a
uma, subsequéncia se necessdrio, temos pelo Teorema de Rosenthal que (TV* ») é equiva-
lente a (e;). Temos também que (y;) é equivalente a (eX). Logo T* livz)) € isomorfismo
sobre a 1magem e T* fixa uma copia de 4;. Suponha agora que exista uma sequéncia (y,)
em By.tal que (T*yn) seja equivalente a (ey,) e 7 Ty * 25 0 em X*, provemos que Ty %50
em X***. De fato, seja z** € X**. Como T(X) (X**) temos que dado € > 0, existe
z € X tal que |Tz** — Tz| < €/2, logo

(i)

Il

lyn (Tz™)|
< lya(Tz™ — Ta)| + ly;(Tx))|
< o2+ |(T'y) )|

Logo escolhendo ng tal que I(T*y )(x )| < €/2, para todo n > ng, temos que |(T*y)(z)| < ¢
para todo n > nyg, e portanto T*yn % 0 em X***. Como X possui a proprledade fraca
de Phillips, segue que p = T*: 5 0 em X*, contrariando o fato de (T*y) ser
equivalente a (e}). Logo pelo Teorema 1.1.22 temos que T fixa uma copia de ¢,.

Corolério 2.2.7 Sejam X um espago de Banach com a propriedade fraca de Phillips e
Y um espago complementado em Y**. Entdo todo operadoru : X — Y cuja magem ¢
densa em Y e nao € fracamente compacto fita uma copia de ¢;.

Demonstragao. Seja g : Y** — iy(Y) projecao e defina T = gou**. Como u**oiy = iyou,

temos que T =u, e de Y = u(X) = T(X) segue que 7'(X**) = f(X), logo pelo teorema
acima temos o resultado. Wl

Para o préximo resultado precisaremos das seguintes definigges:

Definicao 2.2.8 Seja X um espago de Banach.
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(a) Dizemos que X possui a propriedade de Gelfand-Phillips se todo conjunto A C
X tal que toda sequéncia fraca® nula em X* convirja uniformemente em A for
relativamente compaclo.

(b) Dizemos que X possui a propriedade reciproca de Dunford-Pettis se para todo espaco
de Banach Y todo operador T : X — Y completamente continuo for fracamente
compacto.

Teorema 2.2.9 Sejam X um espaco de Banach com a propriedade fraca de Phillips e a
propriedade de Dunford-Petiis, e Y um espago complementado em Y** com a propriedade
de Gelfand-Phillips. Entao todo operador uw : X — Y € completamente continuo. Conse-
quentemente, se X também possui a propriedade reciproca de Dunford-Pettis temos que u
também € fracamente compacto.

Demonstragao. Sejam A C X fracamente pré-compacto e q¢ : Y** — iy (Y) projecao.
Definindo T : X* — Y, T = (iy)~! o g o u*™*, temos que T = u. Tomando (yr) em
Y™ tal que v}, N 0, temos que T*yn ¥ 0 em X**. Corno X possui a proprledade fraca
de Phillips, temos que i%T*y} = 0 em X*, e como T = u, temos que u fyr = 0 em X*.
Utilizando o fato de que X possai a.propnedade de Dunford-Pettis, temos que (u*y}) — 0
uniformemente em A, o que implica gy} — 0 uniformemente em u(A) Mas como Y possui
a propriedade de Gelfand- Phillips, temos u(A) relativamente compacto, e portanto u é
completamente continuo. W

Como o espago C(K') com K Hausdorff compacto possui as propriedades fraca de Phillips,
de Dunford Pettis ([3] pag. 113), reciproca de Dunford-Pettis, temos o seguinte resultado:

Corolério 2.2.10 Seja Y como no teorema acima. Entao todo operadoru de um espago
da forma C(K), com K Hausdorff compacto, a valores em Y € fracamente compacto (e
completamente continuo). M

Definigao 2.2.11 Sejam X um espaco de Banach, e By(X) o subespago de X** cons-
tituido pelos w*-limites de sequéncias em ix(X). Dizemos que X possui a propriedade de
Dieudonné se todo operador T' definido em X a valores em um espaco de Banach Y tal
que T**(B1(X)) C iy (Y) for fracamente compacto.

Proposigao 2.2.12 Seja X um espago de Banach com a propriedade de Dieudonné. Se
(x) é uma sequéncia em X* tal que para todo m € B,(X) tivermos m(y’) — 0 entao

n

y: 5 0.

O préximo resultado pode ser utilizado para mostrar que alguns espagos de Banach
possuem a propriedade de Grotendieck.

Proposigao 2.2.13 Suponhamos que X possua a propriedade fraca de Phillips eY possua

a propriedade de Dieudonné. Seja T um operador tal que B,(Y) C TZN‘**(X **). Entio Y
possui a propriedade de Grotendieck.
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Demonstragio. Seja y;, = 0 em Y*. Pelo Teorema 2.2.2 (e) temos f*(y,*,) =0 em X*.
Agora para z** € X** temos

T (@) ) == (T*(w2) — 0

Utilizando o fato de B,(Y) C T**(X**) temos que m(T*(yn)) — 0 para todo m € B, (Y),
logo pela Proposigdo acima temos que 717 > 0 e Y possui a propriedade de Grotendieck. B

O qltimo resultado utiliza um diagrama para concluir que um determinado espago nao é
complementado em seu bidual.

Proposigao 2.2.14 Sejam X, Y e Z espagos de Banach tais que
(a) X seja nao-reflezivo e possua a propriedade fraca de Phillips
(b) Z CY seja subespago fechado com (Bz, fraca*) sequencialmente compacta, e
(c) Egzista wm isomorfismo u: X — Z que se estenda a um operador S : X** — Y.

Entao Z nao € complementado em Y .

Demonstragdo. Suponha que exista uma projegao q : Y — Z. Definindo T = go S, temos
que T' = go Soix = gou = u. Utilizando o Teorema 2.2.2 (e) e o fato de (Bgz, fraca*) ser
sequencialmente compacta, temos que T* ¢ fracamente compacto, logo o mesmo ocorre
com u. Mas como u € um isomorfismo, deverlamos ter X reflexivo, contrariando assim
uma das hipéteses. B

2.3 Problemas em aberto

Terminamos nosso trabalho listando alguns problemas em aberto relacionados com as
propriedades de Phillips.

Problema 1. Existe um espago de Banach X tal que X* possui a propriedade de Schur
mas X nao possui a propriedade de Phillips ?

Problema 2. Existe um espago de Banach X tal que X* é fracamente sequencialmente
completo mas X nao possui a propriedade fraca de Phillips ?

Problema 3. As caracterizagoes da propriedade fraca de Phillips dadas no Teorema 2.2.2
estao relacionadas com o bidual do espago. Serd que existe uma caracterizagéo da propri-
edade que envolva apenas o espago e seu dual?

Problema 4. Serd que o espago K (X) dos operadores compactos em um espago refle-
xivo X possui a propriedade fraca de Phillips?
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Problema 5. Nao sabemos se o fato de um espago de Banach X possuir a propriedade
fraca de Phillips implica ou é implicado por X* possuir a propriedade (V*).

Problema 6. Sejam X um espago de Banach com a propriedade fraca de Phillips e K um
conjunto Hausdorff compacto. Néo sabemos se o espago C'(K, X) das fungoes continuas
de K em X munido com a norma do supremo possui a propriedade fraca de Phillips.
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