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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades e exemplos de grupos de Lie munidos de uma
métrica Riemanniana invariante à esquerda. Procuramos relacionar propriedades do grupo
e da álgebra associada com propriedades geométricas, como a curvatura. Estudamos a cur-
vatura sec(tonal, de Rico e escalar de um grupo de Lie equipado com uma métrica invariante

à esquerda. Outro grande objetivo é a busca por exemplos e para isso eüudamos um grupo
de Lie de dimensão três unimodular. Finalizando, estudamos o caso de métrica bi-invariante

e o caso especial de curvatura estritamente positiva. Os resultados principais deste trabalho

foram apresentados no artigo aBrI/atuns of .E;(i# IntlaNant .A/etHcs on Zlie Groups]17] de
John Milnor. O caso especial de curvatura eúritamente positiva que também apresentamos
aqui foi demonstrado por No1an Wallach em l22j. A teoria necessária para esse estudo
envolve algumas noções de grupos de Lie e geometria Riemanniana. Há, portanto, no decor-
rer da exposição, uma introdução aos conceitos básicos necewários à nossa teoria. Ao leitor

interessado em uma exposição menos introdutória a esses conceitos recomendamos ]23] e l41.

Abstract
This work has the purpose of presenting a study on Lie groups equípped with a left invari-

ant metric. In specíal we cear(b for relations between topological and algebraic properties
of the group and the associated algebra and geometrical properties, such as curvature. We
úudy seccional, Rica and scalar curvatures and search for examples, se we start with a three
dimenisional unimodular Lie group equipped with a left invariant metric. FinaUy we study
the case of bi-ínvariant metric and the special case of strictly positive curvature. The main
part of tais work is based on the article(;umafums o/ Ll!# /ntiaNant Malhas on LÍe Groups
j171 by John Milnor. For the resulta about úrictly positive curvature that fere presented
fere we reter to No1an Walladi 1221. Some theory on Lie groups and Ríemannian manifolds
is necessary. During the toca there are some basic faces, but for the interested leader we
recommend [231 and ]41.



l Introdução

Um grupo de Lie é um grupo topológico que possui estrutura de variedade diferenciável

de maneira que as operações multiplicação e invemão são diferenciáveis. Entretanto, por trás

de tal definição formal há décadas de desenvolvimento matemático envolvendo principalmente
equações diferenciais e geometria. Por volta de 1870, através de CamiUe Jordan e principalmente
de Felix Klein, Sophus Lie entrou em contato pela primeira vez com a importância da relação

entre teoria de grupos e geometria.

De 1870 a 1873 Lie e Klein se aproximaram mais. Klein estudava propriedades geométricas de
um tetraedro complexo e Lie comiderou este problema de uma maneira totalmente original. Para

desenvolver este problema geométrico, Lie essencialmente de6niu o que seria um sistema fechado
de transformações que comutam, o que mais tarde íoi chamado de gr"-tipo de fmnsfon7}ações. Em

particular Lie estudou tramformaçõe8 que diferem muito pouco da identidade, as chamando
de trama/07'mações {7zdn tesímaÍs e de6niu os espaços iníinitesimais. A parceria entre Klein e

Lie durou de 1870 a 1873. Em 1870 eles publicaram em conjunto dois trabalhos [13], [14],
relacionados com o problema do tetraedro complexo, onde estão as principais idéias de Lie sobre
grupos de tranisíormações. Um grupo de tranformações do plano é um caso muito particular

do que mais tarde definiu-se grupo de Lie e, além disso, no espaço vetorial du transformações
in6nitesimais Lie introduziu um produto que o transforma em uma álgebra, a mais tarde chamada

á[gebra de Lie. Mais precisamente, Lie considerou um grupo analítico ]oca] de tramforma.ções

de uma vizinhança aberta da origem no espaço complexo n-dimensional (Cy e o relacionou com
o espaço in6nitesimal. Lembramos que na época não existia uma de6nição formal de grupo,
mesmo com a teoria de Galois desvendada por Ludwig Sylow.

Outro aspecto importante na teoria de Lie é a iní]uência de Cara Gustav Jacobi. Também

em 1870, enquanto se aproximava de Klein, Lie estudava a teoria geral de equações a derivada
parciais- Lie se interessava nu aplicações a esta teoria da teoria de grupos, ele procurava

uma analogia entre os resultados obtidos com Klein sobre tetraedros complexos e a teoria de
Galois que ressurgia na mesma época, envolvendo-se assim com a teoria de Jacobi em equações

diferenciais parciais e sistemas dinâmicos. Através de tais relações Lie apresentou, num trabalho

de três volumes publicados entre 1988 e 1893 com colaboração de F. Engel [15], importantes
rmultados. Em termos atuais, o primeiro resultado importante de Lie é o conhecido resultado

que mostra que a aplicação exponencial é um difeomor6smo de uma vizinhança da identidade
da álgebra numa vizinhança da identidade do grupo. O segundo que mencionamos aqui é a

correspondência entre grupos e álgebras de Lie. Observamos aqui que esses e outros resultados

odbidos por Lie em 7'hmde de 7}am$olmatíonsgT"uppen são locais. O tratamento global foi
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desenvolvido mais tarde, principalmente por Elie Cartas e Hermann Weyl.

O estudo dos espaços infinitesimais, ou álgebras de Lie, foi desenvolvido por outros matemáti-

cos, principalmente Wilhelm Killing, Cartan e Weyl. Killing, em quatro artigosl121 publicad(x
entre 1886 e 1890, tinha como objetivo principal classi6car as álgebras de Lie simples. Mas
Cartan aprofundou e completou os estudos de Killing, em 1894 l51. Weyl, por volta de 1949,
tomou-se particulamiente interessado nestes estudos pela influência da teoria da relatividade.

Durante este período Weyl entrou em contado com o trabalho de Clartan sobre representação de
álgebras de Lie, em particular também se envolveu com os resultados de lssai Schur sobre repre"

sensação do grupo ortogonal especial SO(n) e invmiantes em SZ(n, (C). Em 1924 Weyl publicou

dois trabalhos]24], j2S] que estendem o que Schur fez para o grupo simplético, generalizando
o que Cartan fez sobre representações irredutíveis de uma álgebra de Lie simples. Muito ainda

podese dizer sobre o desenvolvimento desta teoria, recomendamos l81 ao leitor interessado.

Neste trabalho vamos considerar um grupo de Lie como uma variedade Riemanniana, isto é,
uma variedade diferenciável equipada com uma métrica Riemanniana. Em particular estudamos

aqui métricas invariantes à esquerda. Há muitas vantagem em estudar esse tipo de variedade
Riemanniana que possui boas propriedades como a homogeneidade e completeza. Em especial o

cálculo da curvatura toma-se mais simples, o que gera interessantes relações entre propriedades

da álgebra, propriedades topológicu do grupo e propriedades de curvatura(seccional, de Rica

e escalar). As Seções 2, 3 e 4 deste trabalho estudam tah relações. Parte-se na Seção 5 à busca
de exemplos, com objetivo de aplicar os resultados das seções anteriores. Consideramos assim

um grupo de Lie de dimensão três unimodu]ar e estudamos alguns exemp]os como SZ(2, ]R),
S0(3), SP(2), o grupo de Lorentz, o grupo Euclidiano, grupo de Minkowski, grupo de Poincaré
e grupo de Heisenberg. Na Seção 6 estudamos propriedades de curvatura de tais exemplos. Na
Seção 7 consideramos o caso não-unimodular e também exibidos resultados sobre a curvatura.

A Seção 8 dedica-se ao estudo do caso bi-invariante, isto é, uma métrica invariante à esquerda
e à direita, onde o resultado principal é a caracterizar um grupo de Lie munido de uma métrica
bi-invariante. Na Seção 9 caracterizamos os grupos de Lie com métrica invariante à mquerda
#at, isto é, que possuem curv tuta identicamente nula. Finalmente na Seção 10 estudamos dois
teoremas de No1an Wallach sobre curvatura estritamente positiva, em especial mostramos que

SU(2) é o único grupo de Lie simplesmente conexo munido de uma métrica invariante à esquerda
de curvatura seccional estritamente positiva.
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2 Curvatura Seccional

Seja G um grupo de Lie de dimenlsão n, e seja Ç a álgebra de Lie associada a G, formada pelos

campos de vetores a' i«variantes à esquerda, ou seja, tab que (dLp)h(X(h)) = X(.Lp(h)) =

X(gh), para todo g e h pertencentes ao grupo G; ou equivalentemente d-LgoX = XoLg' Comide-
remos agora a variedade Riemanniana (G, g) onde g (ou < ., . >) é uma métrica Riemanüana
em G invariante à esquerda, ou soja, tal que as tranislações à esquerda são isometria. Sda
{el, . - . , en} uma bale para g. Observe que:

< 'i,ej >,=< ei(z),ej(z) >=< (dl,,)iei(1), (d-L,)iej(1) >=< ei, ej >i,

para todo z C g, onde lé a identidade de G. Portanto os coe6cientes da métrica com relação
a uma base de campos de vetores invariantes à esquerda são constantes iguais ao vralor na
identidade. Assim, uma métrica invariante à esquerda cm G restrita ao espaço tangente à
identidade TeG = g de6ne um produto interno em g. Reciprocamente, dado um produto

interno < ., . >e em g, tal estende-se naturalmente a uma métrica invariante à esquerda em G
de6nindo-se:

< u, « >. (d.L,--),(u), (d.L,--),(«) >.

para z € G, u, t; C TzG. Isso significa então que a restrição g }--.F gÍrIa é uma bijeção entre o
conjunto das métricas invariantes à esquerda e produtos internos em g, e segue que a família

de métricas invariantes à esquerda distintas em G possui dimemão 4n(n + 1). Veremos neste
trabalho que dependendo de métrica que é considerada, obtemos propriedades do grupo(como

a curvatura) totalmente distintas.

Um grupo de Lie G equipado com uma métrica invariante à esquerda é uma variedade

homogênea e completa. De fato, dados p, q pontos de G, a translação à esquerda definida

por LW-i é uma isometria que leva p a q. Lembremos que pelo teorema de HopFRinow, para
verificar que a variedade Riemaluiiana G é completa, podemos mostrar que (; é completo como

espaço métrico, isto é, toda sequência de Cauchy converge em G, com a distância Riemanniana.
Como G é localmente compacto, escolhemos c pequeno de maneira que a bola fechada de raio

c e centro na origem sda compacta. Como a translação à esquerda -LP é uma i80metria, a bola
fmhada de raio c e centro g também é compacta. Seja(z«).CN uma sequência de Cauchy em
G. Então dado õ > 0 qualquer, existe no tal que para quaisquer m, n 2: no, d(g«, z«) $ â, onde
d denota a distância Riemanmana em G. Tomemos (i = c. Temos assim que toda sequência

de Cauchy em G está contida em algum compacto. Logo possui subsequência convergente e,

portanto,converge.
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Lembremos alguns conceitos sobre variedades Riemannianas. Seja(M, g) uma variedade
Riemanniana. O teorema de Leva-Civita garante que existe uma única conexão a6m V em .M
que é simétrica e compatível com a métrica g. Tkll conexão é chamada conexão de Leva-Civita

ou de Riemann. Essa conexão associa a cada par z, y de campos de vetores CO' em M o

campo de vetores Vzy chamado de derivada covariante de 3/ na direção z. O operador V,Z/ é

h"r em g m,' não em 3/, i,to é, V/,+,,, = /V,z + gV,, e V,(y + ,) = V,y + V,,, mm

V,(/y) = /V,y + z(/)y, para todos z, y, z campos de vetores a" em M (tal conjunto será
denotado por X(M» e/,g funções a" em M . Além dhso, como a conexão de Riemann V em

À/ é compatível com a métrica, vale que z < y, z >:;< Vzy, z > + < g/, V,z > para todos z, Z/

e . C 2'(.M).

No caso de (G,g) um grupo de Lie com uma métrica invariante à esquerda, temos que

< 'Vzy,z > + < 3/, Vzz >= 0, para todos z, 3/, z C g. Com isso é possível para z, y, z

pertencentes à álgebra g simplificar a fórmula de Koszul:

;(< 1',i/], , > -- < ]v,,], , > +
< 1.,z],V > +z < y,, > --' < z,y > +3/ < ,,« >)

y], , > - < ]V, ,], , > + < 1., z], y >).

< Va3/, Z >Z

O temor de curvatura de Riemann -R é uma correspondência que associa a cada par z, y C

Z(M) uma aplicação R(,,,) : 'Y(M) -l Z(Àf) dada por .R,V ' R(z, y) = V[,,,] -- V«VV + V,V,
onde V é a conexão de Riemann de .Af. Dado um ponto p de M e um subespaço bidimensional

11 C TPM, o número real K(z, y) = K(11) dado por:

< /{( 3Ç. t/ )Z. t/ >-

KW) - K(',ü - U,H'HgUl;' - <'., 3' >'

é chamado curvatura seccionar do plano ll em p onde {z,y} é uma base para 11. Sabemos
que a curvatura seccionar não depende de uma escolha particular de base, dependendo somente

do ponto p C .Af. Pela homogeneidade de um grupo de Lie equipado com métrica invariante à
esquerda, podemos olhar para a curvatura seccionar somente na identidade do grupo, de maneira

que pode ser calculada diretamente na álgebra g. A álgebra por sua vez pode ser descrita através

das chamadas conlstantes estmtumis aijk com relação a uma dada base ortonormal {ei, . . . , en},
debnidas por:

jei,ejJ = > ,aijket

(observe que o colchete de Lie de dois campos de vetores invariantes à esquerda é também

um campo de vetores invariante à esquerda, logo é combinação linear de elementos da base).

k
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Temos que aijt :=< jei, ej], ek > e é fácil ver que aijk ;:: -ajiÉ. O lema seguinte diz que podemos
elcprwsar a cunatura seccional somente em função das constantes estruturais. O fato importante

contido nesse lema é que em um grupo de Lie munido de uma métrica invariante à esquerda,
a álgebra de Lie associada e o valor da métrica na identidade determinam completamente a
conexão de Riemann.

Lema l. Oom as consfanles está"uturaís aijk de$nidas como anfeHormente,
d-al Ê(el, e2) é dada pe/a .H«-/a'

a cutvatufu sec

E('-, ',) - :l:(;a«'(-a«* + a«-+ a*-,)

--;(a12É -- '2Ê: + ak 2)(a«k + a2kl -- ak12) -- akttakD)

Demonstração: Podemos escrever a fórmula de Koszul para os elementos da bme ortonor-

mal {el, . . . , en} da álgebra. Assim temos que:

V.: ej }:(aijk -- ajA;{ + akij)'k

Agora reescrevamos u fórmulas da curvatura seccionar e tensos de Riemann:

k

k(el, e2) =< R(et,e2)el, e2 >,

R(e-, e2)ei .,«]'l + V«V..et - V..V.e-
Substituindo e usando a linearidade do operador V, temos:

'Voei,ealel :: Vll:É a.,ACheI :: >./ a12kVekel ::
k

}: a«* (; )ll:(a*« - .«. + «.«).. -

}-' "'2&(ak« -- a«k + atkl)''
k,t

v.v...- - v.,(li :(a::* - .:.: + «.«)«) -

:(a: * - a«: + a.-DV.« -
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li )l:(a :* - a:*- + a.-0(li }:(a«. - «*« + ««O.D -

} }:(a--' - a:« + a.:- )(a«' - a'a + aa.)''.

k

,t

V..V.et = V.. (ã }l,(aaik - aik2 + ak21)'k) -

u.}; )ll:(a,:' - a-« + a«:)V.- " -
1.

IÍ :(a,-. - a:« + ««o(li )l:(a-« - a.« + ««O.J

]l }:(a,:k - a«, + a«-)(a:*' - a**- + a«.)''
h,t

Substituindo os valores encontrados em < -R(el, e2)ei, e2 > e fmendo alguma simpli6cações,
encontra-se a fórmu]a desejada.[]

A expressão do lema mostra que a curvatura seccional pode ser obtida conhecendo-se somente

a álgebra de Lie e o valor da métrica na identidade, o que simplifica muito seu cálculo. Além
disso, a curvatura seccionar é um polinâmio contíli.uo em função das constantes aijh e ela se
anula sempre que as constantes se anulam.

Sda .L uma transformação linear .L : y -+ lr onde V' é um espaço vetorial de dimemão

6nita com um produto intemo < ., . >. Existe uma única transformação linear .L* de V em

y tal (lue < -L(z),y >=< z,.L*(y) > para todo sç e g/ em I'', chamada de adjunto de .L. A

transformação -L é chamada de anta-adjunta se .L*:= --1,. Para cada aç pertencente à álgebra
g fixado, a tramformação linear 3/ -} [z,y] de g em g será denotado por ad(z) ou ad, e será
chamada de tmnls$onnação ou repwsenfação a(Üunfa de É;. Dado G grupo de Lie equipado com

uma métrica invariante à esquerda, soja u um vedor na álgebra de Lie de G. Temos o seguinte
lpmn'

Lema 2. Sda u Wdencente â áZgebm de Zie g ./gado. Se a tmn!!formação Z nmr ad(u) /or
«tí-.junta, ente. k(u,u) Z 0, p.m t«í. « ;«denwnt' a g. .A ig«idade «Z' '' e «m'«te «
u é odWonaZ ao suóeswço [t}, ç].
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Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos assumir que u, t; são ortonormais.
Vamos completar u, u a uma base ortonormal el,... ,en com el = u, e2 :: o. Por hipótese

«d+(el) --.d(et). l«go:

< ad(et)(ei), ej >: -- < ei, ad(et)(ej) >

ou seja, < [ei,ei],ej >:; -- < ei,[ei,ej] >. Segue que aiü ;: -- < ei, :kaijkek >= --aiji. Daí
octraímos as seguintes relações:

(zt2k :: '(Zlk2 :: (lk12

clbll = --aiki = --(--alia) = 0

Temos então que:

kk-, eD - )l: j':«(a%O - ;P«:« - a«0(a«O

-Ee3a * .,
e é igual a zero se e somente se a2ki :: 0, ou seja, se e somente se < je2, ekl) el >:= 0 para todo
k, fogo se e somente se u é ortogonal ao subespaço lu, çl. []

k

Observe que o adjunto de uma tramformação, quando existe, depende do produto interno
escolhido, ou seja, a hipótue da proposição anterior depende de uma escolha particular de
métrica. O próximo corolário livra-nos desta escolha.

Corolário 1. Sda G um g po de Z){e. Se u pertence ao centra da (íigebra de l;ie g de G, então
1«,« q«lque, «.étH.« {n«d«nt. â "q««da, a d«igu.Jdad. k(u,u) ? 0 é «tís/eíla }«« [M.

Demonstração: Se u pertence ao centro de g, então lu, yl = 0, para todo 3/ em g. Logo a

tramformação adjunta ad(u) é nula. Como a transformação nula é sempre anui-adjunta, segue

da proposição interior que k(u, tl) 2 0, para todo u em g. a

Para os próximos resultados, lembremos a definição de aplicação exponencial- Seja X um
campo de vetores leva.riante à esquerda. Sabemos como conisequência do teorema de existência

e unicidade de equações diferenciais que existe c > 0 e uma curva integral #x :(--c,c) -+ G
com #x(0) = 1. Não é difícil veri6car que o campo X é completo, ou sda, suas curva integrais
estão de6nidas em todolR A aplicação exponencial de G é definida como sendo a aplicação
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wp : g '} G que leva X em éx(1). Obse-"e que d l...éx(st) - 8éx(O) - sX e @,x(t) - éx(st).

Em particular d'x(t) - étx - exp(tX) e assim d je;oexp(tx) - d it..éx(t) - X. Também
não é difícil concluir que a aplicação exponencial é diíerenciável e sua diferencial na origem é a
identidade.

Temos também a exponencial de6nida nâ variedade Riemanniana G. Seja í2 c TG(onde
TG é o obrado tangente de G) de6nido por n = [u C TG : '.(1) está de6nida} onde 7« é a

geodésica com 7;(0) = u C TPG, 7u(0) = p C G. É possível mostrar (lue n é aberto de TG- A

aplicação exponencial, expp : Q C TG -'} G em p C G é definida por expp(u) = lu(1). Temos que
a aplicação exponencial é diferenciável e, além disso, dado p c (;, a aplicação © : í2 -.+ G x G

de6nida por õ(u) =(m(t;), exp«(.) u) é um dihomor6smo local de uma vizinhança de OP em 7'M
sobre uma vizinhança de (p,p) em G x G, onde n : TG -+ G é a projeção r l(p) = TpG. Como

consequência, dado 1) C G, existe uma vizinhança U de p em G e um c > 0 tais que expp é
um difeomor6smo entre a bola .Bo,(c) C TPG e sua imagem em G. Em geral u exponenciais
do grupo e Riemanniana não coincidem, mas se o grupo G é equipado com uma métrica bi-
invariante, isto é, invariante à esquerda e à direita; observe que nesse caso as geodésicas de G

são curva.s integrais de campos invariantes à esquerda.

Precisamos também da de6nição de repmsentação adyunla de um grupo de Lie G. Sqa g c G;

podemos de6nir um automoríismo de G, Jnn(g) : G -+ G, .rnn(g)(z) = gsçg''. Essa aplicação

é de fato um automor6smo de G, (mamado autom07yismo {nlemo de6nido por g. A diferencial

d(-rnn(g)) : g -+ g deíhe um automor6smo de g, que denotamos por Ad(g). Temos então:

.A.z(g)(x) = á It:::..znn(g)(exp tx) - á l.:oS exp txg''
O homomor6smo .Ad : g C G -+ -Ad(g) C .Aut(g) é chamado wpresenfação ajunta de G. A
diferencial d(.Ad) it de6ne a mpresenfaçãa adjunta de g em g que é denotado por ad. E possível
mostrar que esta de6nição e a dada anteriormente usando o colchete coincidem, vejal231

O seÉ;uinte resultado envolve métrica bi-invariantes e a aplicação .Ad(g)

Proposição 1. Sqa (; um gr"tipo de l;ie. Então (; possuir uma méfHca bÍ-int/adapte é equipa

lente a eãsfÍr um pr(bufo {ntemo em TeG = g .Ad-int/amante, isto é, faJ que

< .Ads(u), .Adp(u) >=< u,t; >,

lmm todos u, u peNencentes a g. Isto {mpZÍca em a tina/07 7 anão adjunta ser anta-a(Üunla e
t/ale a rvcOuom 8e G é colmo.

Demomtração: Suponhamos que G possui uma métrica bi-invariante. Então vamos re-
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stringir essa métrica ao espaço tangente à identidade. Temos, para todo g c G e u, U C TeG

< .ÁdS(z), .Adp(y) >.=< d(.Lp.RS-: )e(Z), d(.LgRp--).(y) >.

=<(d-Lg)g--(dRg--)e(Z),(dZlg)g--(dRg--).(y) >e

--).(z), (dRs-- ).(y) >g--

Reciprocamente, suponhamos que existe um produto interno <., >. em g que é Ad-
invariante. Podemos estender esse produto interno a uma métrica invariante à esquerda fazendo

< ",u >g-< (dLs--)S(u), (dZ}S -)g(u) >. pa'a todos u, u C TSG e g € G. Vamos mostrar que

essa métrica(que é evidentemente invariante à esquerda) também é invariante à direita. De fato:

<(dRh)s(u),(dRh)p(tJ) >R.(g)

=< (dLh--e--)sh (dRh)e(u)

=< d(.Lü--.Z;p -)ph(dRh)g(u)

;<(dLh--)h(dLs--)sh(dRh)s(u)

=<(d-Lh--)J,d(.Ls- - .Rh)p(u)

=< (dZü--)hd(-RhZs--)s(u)

=< (dLh--)h(dRh)e(dZg -)g(U)

=< d(.Lh-- .Rh)e(d-Lg--)g(U)

((dZ., -),(u))

- )g(u), (d.Lp-

, (dLh--g--)ph(dRh)p(t,) >.
, d(.Lh-- .Lp-- )ph(dRh)p(tJ) >.

,(dLh--)h(dZ;p--)ph(dRh)p(t;) >.

, (d-Lh-- )hd(Lg --Rh)s(u) >.

,(d-Lh--)hd(Bh.Ls--)p(t;) >.

,(d-Lh--)h(dRh).(dLp--)s(tJ) >.

, d(.Lh--Rh).(dLp--)p(u) >.

, .Adh«dl, -),(«)) >.
-- )g(u) >.=< u, " >g

Portanto, vale a recíproca. Agora suponhamos que existe um produto interno em g que é
..4d-invariante. Vamos mostrar que ad;:: --adz, para todo z C g. Temos por hipótese que
< .AdS(z), .Adp(y) >=< z,y >, para todo z, Z/ C g e para todo g C G. Seja g = exptz, para

z C g. Portanto < .Ad..pt,(z), .4dxptz(3/) >=< z,3/ >. Logo:

< .Ad..:, t,(z) , .Ad.,.. t,(y) >= 0 +'

d
,(z), Á'ÍuP''(V)l... > + < -A.k..,t,(Z)l.::o' ãil..Ád«p''(V) >- 0 +'

.o 'xP((t'd.)(z)), y > + < z, ãil.n «p((t'Ó,)(V)) >- 0
13



e segue que < ad,(z), / > + < z, ad.(y) >= 0 o que mostra que a aplicação ad. é anui-adjunta

para todo z c g. A volta vale para todas as passagens exceto a primeira. Gostaríamos de
mostrar que:

-=1. . < ..4c&.p''(z), .A(Ü*pt,(y) >= 0 +'< .A(&.p''(z), Ád.p t,(y) >=< z, y >
(ztlto ' ''' ' '-' 'z '-' ''

Então 6xemos g, 3/, z pertencentes à g. Soja /ZVZ : R -+ ]R dada por

/,,,(t) =< .Ad«. t,(z), .Ad«p t,(3/) >

Temos (lue /,V,(O) =< z, y > e .C.,(0) = 0. Agora observemos (lue:

X,,(t) - ál.../z«,(t + h)

ãi; l... < .A'kp«'u' (z), -A'h«o....,, (1/) >

ãh Ih < 'Ad'p', "'p'' (z), .A'z«p.' '"p", (z/) >

Chamemos ã = .Ad«p.,(z) e g = Ád«p., (y). Então .C.,(t) = á Ih-o .&Í,(h) = 0. Logo .f,.,(t)
é constante, do que segue que /,v,(t) =< z, 3/ > para todos z, y, z pertencentes a g. Mostramos

que < -Adg(z),.Adp(y) >=< z,3/ > para todos z, y pertencentes a g e g em uma vizinhança
da identidade. Como G é gerado por uma vizinhança da identidade, sendo G conexo segue que

< .Adp(z),.Adg(y) >=< z, > para todo g € G n

Usando esta proposição, podemos mostrar que um grupo de Lie admite uma métrica bi-
invariante conistruindo um produto interno .Ad.invariante na sua álgebra. Por exemplo, veremos

na Seção 8 que se G é compacto, conseguimos conlstruir tal produto interno. Mais geralmente,

mostraremos que um grupo de Lie admite uma métrica bi-invariante se e somente se ele é isomorfo

a um produto cartesiano de um grupo de Lie compacto com um grupo vetorial aditivo(um IR').
Na realidade esta proposição vale para um caso mais geral. Se y é um espaço vetorial real(ou

complexo), dizemos (lue a representação de G em }' p : G --} .Aut(V) é ortogonal (unitária) se

< p(g)(u),p(g)(t;) >=< u, t; > para todo g C G e u, t, C y. Então dada uma representação p de
um grupo de Lie compacto sobre um espaço vetorial real(complexo), existe um produto interno

em V sobre o qual p é ortogonal(unitário).

Em um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante, todas as curvatura seccionais são
maiores ou iguais a zero, melhor dizendo, a curvatura seccional satisfaz:

k(g, 3/) - ; < IZ, VI, [,, V] >
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De fato, se G possui métrica bi-invariante, pela proposição anterior, adp é anta-adjunta, para
qualquer sç C g. Logo:

< [z, z], y >=< ad.z, y >= < z,ad,y>

< z, ],, /] >=< ]V, ,], g >

Usando a fórmula de Koszul, temos que < 'V'a.3/,z >= 4 < [z,y],z >. Logo, Va.:

Substituindo no temor de Riemann:

1?:-;V = V[,,V] -- VzVy + VVV,

- ;"',,«, - }.',"« -'- i'',",.
Usando agora a fórmula de Jacobi, segue que adia,!f] --adzady+adlfadz :: 0. Logo, RW :; lad]z,g]
Finalmente substituindo na fórmula da curvatura seccionar, segue:

k(r,y) -< .&Vz,y >= i< ad],,V](z),y >

- ;< [t,, y], ,], y>- -;< [,, [,, g]],y >

- -; < ü,(]', v]),v>- ]1< 1,, v], 1,, z/l >

E interessante observar que os caos de curvatura seccionar estritamente positiva são raros.

Um teorema de WaUach (veja 1221) que demonstraremos na Seção 10 diz que Str(2) (matrizes
2 x 2 complexas unitárias com determinante igual a 1) é o único grupo de Lie simplesmente
conexo que admite uma métrica invariante à esquerda com curvatura seccionar estritamente
positiva. Para o caso de curvatura seccionar identicamente nula observamos que se a álgebra
g é comutativa, então o col(:mete é identicamente nulo, dessa maneira as constantes estrutural

são nulas, o que implica que para qualquer métrica invariante à esquerda a curvatura seccional
é identicamente nula, pelo Lema 1. A recíproca não vale sempre, veremos na Seçao 6 que o

grupo .E(2) constituído pelos movimentos rígidos do plano euchdeano é um grupo de Lie não
comutativo que possui métrica invariante à esquerda ílat. Na Seção 9 classi6caremos os grupos

de Lie com métrica invariante à esquerda ílat, onde mostraremos que a caracterização nesse caso

é através da álgebra.

O caso de curvatura seccional menor ou igual a zero íoi classi6cado por R.Azencott e
E.Wilson, veja ]2]. Um exemplo deste caso é interessante a ser estudado. Antes precisamos da
seguinte:
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Proposição 2. Sela (; um gr"upo de Z;íe com uma métHca ínuaHante â e8guerda < ., >. Stq»-

mAGmas que a áZgeóm de LÍe de G, g, contenha um ideal Z/ de codÍmenlsão í. Seja b um üefor

«#W-./ a U. Sda .L : Z/ -+ a « tmnsfo«nação ad(b) «'teta a Z/, o« ,d«, .L(u) = [t,,u], pa«-
u C a. Sda .L* . a©-t. d' .L ' 'da S = {(.L+.L') ' pane a«to-a©-ta de Z. .E«tã. . .l««'í"
deHuada coüaHante VÕ satÍli$az Vób = 0 e VÕu = 1(.L -- .Z;')u, pam mda u C a. .Além disso, o

ol)enudor Vu safíil/'az 'V'ub :: --Su e Vuu = 'V'ut;+ < Su, t; > b, pam todo u e ti pertencentes a Z/,

07ide V é a caberão de .Ríemann pam a subáZgeóm Z/, onde Z/ lmssuí a métrica induzida de Ç.

Demonstração: Usando a fómiula de Koszul:

< V,y, , >- ;(< ]z,y],, > + < 1., ,],y > - < [y, ,],z >),

temos que < Vób, b >;: O. Além disso, para todo w € Z/:

< VÜb, .« > ]Ó, Z'],w > -- < [b, «,], b > + < ]w, Ó], b >)

a primeira parcela é igual a zero pois ]ó, ó] :: 0, a segunda também é zero pois]b, to] € Z/ já que
a é um ideal e b é ortogonal a Z/ e, pelo mesmo motivo, a terceira parcela também é zero. Logo

Vób ;: 0. Analogamente,

< Võu,.« > ;(< ]Z',u],«, > + < [.«,b],u >) - ;(< ]b,u],w > - < u, [b,w] >)

1;(< .L(u),w > - < .L*(«),w >) (.L - .L')(u),«« >,

para qualquer w em Z/, em particular para w ' (.L -- .L')(u). Portanto, VÜu = {(.L -- .Z)')(u),
para todo u c Z/. Temos também que:

< V.b,«, > ;(< ]u, Z'],w > - < ]b,w],u >) = ;(< -.L(u),'" > + < -.L(w),« >)

(u),«' > + < -.L'("), '" >) (u),«' >,

para todo w C Z/. Logo, V«b = --S(u), para todo u € Z/.

Para concluir a demonstração, queremos mostrar que V.t;

calcular a componente na direção b:

Vamos

<V.«,b> ;(-<1",b],u>+<]b,u],«>)

(")," >+ < L(")," >) - ;(<(Z + Z')(u)," >).

Logo, < V,ti, b >=< S(u), t; >. Agora calculemos a componente ortogonal a b. Seja w perten-
cente a U qualquer:

< v.«,.« >- ;(< ]u, "],w > - < 1«,w],u > + < ]w,«],« >).
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Sendo u, u, w pertencentes à Z/, temos que < Vuu, w >::< Vuu, w >

Su, u > b. Isto termina a demowtração. O
Portanto, V.u VutJ+ <

O seguinte exemplo é interessante

2.1 Exemplo

Seja G um grupo de Lie com métrica invariante à esquerda g e seja g a álgebra de Lie de G

com dimensão maior ou igua] a 2. Suponhamos que o co]chete lz, 3/l é umà combinação ]ineu
de g e y, isto é, [z, y] = az + Py onde a princípio a e P dependem de g e y. Queremos mostrar

que [z, y] = Z(3/)z+ Z(z)y, onde / : g -+ R é um funcional Ihear. Queremos conc]uh 6na]mente

que a curvatura seccional é constante e estritamente negativra.

Seja z c g 6xado- Seja Rz = {az : a € ]R} um subespaço vetoria] de g e considere o
quocientes/Rz ={ :t;eglonde =luc g:uvu} =tuc g:u--ti clRz}. Seja

n : g -+ g/Rz a projeção a-(y) = i7 = {u C g : u -- Z/ = kz,k C ]R}. Como ]Rz C ker(ad,), a

ap[icação ajunta ad. : g -+ g induz uma aplicação bem de6nida de g/]Rz em g/Rz denotado por

;ia,, e dada por aã,(g) = ]z, y]. Temos que ]z,g] = aZ+Pg = rü+ÕV = P©. Como ãã, é linear,

P não depende de y, fogo P = Z(z), para Z : g -+ ]R uma função que não sabemos ser linear.

Portanto [z,y] = ad.(g) = Z(z)Í. Observe que [z,3/] C ]z,y]. Logo ]z,y] C Z(z)©, segue que

[z, y] -- J(z)y = kz onde k pe-tende a ]& ou sda, [z,y] = Z(z)(y) mod Rz. Sda {z, 3/t, . ' ' ,y«-i}
uma base de g. Podemos escrever a matriz de ad(z) nesta bme:

.d,(z)

«d,(3/t) = Z(z)y. mod Rz

ad,(3/«-t) = 1(z)Z/«-t mod Rn

Segue que o traço de ad, nesta base satisím tr(ad.) = (n -- ])Z(z). Portanto, Z é linear em z.

Podemos trocar z por 3/ no início do exemplo e analogamente encontramos que ]z, 3/] +Z(y)z = cy
onde c € R Suponhamos que z, y são linearmente independentes. Anteriormente tínhamos

lz,3/l -- Z(z)3/ = kz com k C R. Juntando as dum equações e usando que z e 3/ são l.i. segue que

lz, Z/l = J(z)y -- Z(3/)z. Supondo z, 3/ linearmente dependentes, segue a mesma fórmula.

Queremos agora achar a curvatura seccional onde supomos que / é um funcional não nulo.

Sda Z/ o núcleo do operador 1, que é um ideal comutativa, pois se z C g e y C Z/ então
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lz, i/l = 1(z)y -- Z(3/)z = Z(z)y c Z/. Escolhemos um vedor uütário b ortogonal a U e seja À = Z(b).
Usando u notações da Proposição 2, temos que L(u) = jb,u] = J(b)u -- l(u)b = Z(b)u, pok u
pertence ao kemel de Z. Logo .L(u) = Àu. Aplicando a proposição 2, segue que Vz, é identicamente

nulo, pois Z :; .L'. Soja z pertencente a g, que podemos escrever como u+ kb, onde k é uma

co«soante real e u € a. Queremos cdc«]a- V.z. Substituindo, V«z = V«(u+kb) = V.u+kV.b.
De acordo com a proposição 2, Vuu = V.u+ < Su, u > b. Mu V.u = 0 (pois Z/ é comutativo)
e kVtib = --kSu. Logo Vuz ;::; O+ < Su,u > b -- kSu. Como k =< z,b >, temos que

V.z =< Su,u > b-- < z,b > Su. Usando (lue Su = Xu, temos que V.z = À(< u,u > b-- <

z, b > u) = À(< u, z > b-- < z, b > u).

Com isso podemos mostrar que o tensor de Riemann é dado por

R,,.(z) = À2(z < Z/, z > --3/ < z,z >)

para quaisquer z, 3/, z pertencentes a g. Se z :: b, Z/ := u c Z/ então 'Vtb,u] = ÀVu e como 'V'Õ = O,

temos .RÓ.. :; V[Ó,«] -- VbVu + V.Vó = ÀV.. Este resultado coincide com a fórmula desejada.

Agora suponhamos que z, 3/ pertençam a Z/ e seja z c g qualquer. Temos que .R,y(z) =

Vt.,!rlz -- V,V,z + V,V,z e o colchete lz, Z/l é dado por Z(z)y -- Z(y)z. Como por hipótese g e Z/
pertencem ao kemel de Z, o colchete é nulo. Logo Vt,,!rlz é nulo. Além disso:

V,V,z = À(b < z, V.z > z < Õ, V.z >)

e o colchete ]z, y] é nulo, ]Z/, z] = Z(y)z -- Z(z)y = --/(z)y e ]z, z] = Z(z)z. Substituindo na Mrmula
de Koszul:

<z,V,,> <Z(')3/,z> -- <Z(')z,y>) - -J(z) <z,3/>,

< õ, v,,> À< /,,> - < [,,ó],v>)

Logo:

V,V.z = --ÀZ(z) < z, y > b -- À' < z, 3/ > z.

Analogamente

V,V,z = À(b < y, V,z > .3/ < b, V,z >),

< y, V,, >= --Z(,) < z, 3/ >,

< b, V,z >:: À < z, z >,

V,V,z = X(--l(z)) < z, 3/ > b X2 < z z > y

Substituindo na Mrmula do temor de Riemann conquistámos exatamente a brmula Rw(z)

X2(z < y,z > --y < z, z >). A Mmiula para z, y c g é obtida considerando a bilinearidade de

R"v
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Lembremos (lue a curvatura seccionar é dada por k(z, y) =< R,v(z), 3/ >, para z, y unitários
Substituindo, temos:

b(z,y) z,3/>' - < ",z >< y,y >).

Portanto, a curvatura seccionar é igual a -X2, quando z, 3/ são dois vetores quaisquer ortonor-

mais na álgebra, o que conclui o exemplo.

Veremos na próxima seção(Teorema 3) que estes exemplos que encontramos são raros. Ou-
tros exemplos de curvatura estritamente negativa serão estudados na seção 6. Em 1974, E.
Heintze [9] classificou as métrica invariantes à esquerda com curvatura seccionar estritamente
negativa. Ele mostrou que nesse(nso a álgebra de Lie se decompõe em uma soma direta ]ç, g] ©
Rz para algum z C g tal que todos os autovalores de ad(g) restrita a lç, çl possuem parte real
estritamente positiva.
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3 Curvatura de Rica

Seja g :; en um vedor unitário em TPG e {ei ,
a z. Considere:

, e.-i } bme do hiperplano de TPG ortogonal

a{...(') - ;:T }: < -n(', '')', '' >
€-1

l

Sejam u, tl pertencentes a TpG. Façamos Q(z, 3/) = traço da aplicação z » R(g, z)y. Q é bilinear
pois o censor de Riemann é bi]inear. Seja {el,e2,. . . ,e.-l,en :: z} uma base ortonorma] de

TüG. Temos:

E
i-l {-l

Q(z, y) < -R(g, q)3/, ei >= }: < -R(y, e{)z, e{ >= C?(y, z)

onde a segunda igualdade é uma propriedade do censor de Riemann. Logo Q é bilinear simétrica.
Agora:

C?(z,z) = > 1 < (z, ei)z,ei >= > .1 < -R(z,ei)z,ei >= (n -- l).Rá%(z)

Seja r(z) = Q(z, z). Se z é um vetor u«etário, chamamos r(z) de cuT«atum de -Rícc{ na dÍmção
z. A curvatura de Rica na direçã0 3 é soma de curvaturas seccionais de planos gerados por z e
elementos de uma bme ortonormal. Podemos olhar iwo também como a contrição do censor de
curvatura

l

l lt t

Para algunls cálculos, pode ser mais conveniente trabalhar com a chamada tmnlgormação
de -Rícci auto-ajunta, de6nida por f(g) = >1:i R,.,(e{) e que está relacionada com a forma

quadrático r pela identidade r(z) =< f(z), z >. Os autovalores de Fsão (Jiamados de cuwatums

;»f"tncílmís de RÍcci. SejaÍei, . . . , e.} uma base ortonormal de TPG consistindo de autovetores
de Ê Dessa maneira r é diagonalizável e r(fiel + . . . + («e«) = >1:{ r(ei)(? onde, na realidade,

cada r(ei) é uma curvatura principal de Rica

No caso de um grupo de Lie equipado com métrica invariante à esquerda, a curvatura de
Rica, usam como a curvatura seccionar, pode ser calculada somente na álgebra de Lie associada.

É intuitivo pensar então que teremos propriedades parecidas com aquelas mostradas na seção
anterior. De fato, temos o seguinte lema:

Lema 3. Sda G um gr"upo de Lie munido de uma métHca int;amante à esquema e seja u vetar

-itáH. ped.«Gente â áZgeb«. m«coada g. Se . t'«mfo«-çã. ZÍ«m, «d(u) é «tí-.©u"*a,
.nfão ,(u) 2: 0 onde a {gu.Made «d' se e «mente se u é . WonaJ a IÇ, ÇI.
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Demonstração: Usando a notação anterior, temos que:

,(u) - }: < R(u,ei)u, ei > }:k(u,ei)
i::l {::l

Pelo Lema 2 da seção anterior, se ad(u) é anel-adunca, k(u,u) 2: 0 para todo t; em g. Logo
r(u) 2: 0 e r(u) é igual a zero se e somente se k(u, e{) = 0, para todo {, ou sda, se e somente se

u é ortogonal ao subespaço jei, çl para todo {, pelo Lema 2. Isto termina a demonstração.

Vimos também na seção anterior que se u pertence ao centro da álgebra g, então a aplicação

(ü(u) é identicamente nula e portanto é anel-adjunta. Logo, se u peúence ao centro de g,
r(u) 2 0. Resultados mab interessantes aparecem agora, o que é de se esperar já que a contração
do tensor de curvatura simplifica muito seu cálculo. Agora surge a primeira relação entre uma
propriedade tipológica do grupo com uma propriedade de cunatura. O próximo teorema é uma

espécie de recíproca 'l'trema de Bonnet-Myers:

Teorema 1. Crm gmpo de ZÍe conexo admÍfe uma méfHca {nt/amante â esquerda com todas

m cumafums de .Ríccí estHtamente pos f t;as se e somente se e/e é compacto e }mssui gr"tipo

Jündamenta/ .#nÍto.

Demonstração: Suponhamos que G admite uma métrica invariante à esquerda com todas

as curvaturas de Rica estritamente positivas. Precisamos garantir que neste caso u curvaturas

de R.icci não se aproximam de zero, isto é, r(z) 2: õ > 0, para todo g e para algum õ > O. Com
isto podemos usar o teorema de Bonnet-Myers. Este teorema diz exatamente que se a curvatura

de Rica satisfaz tal desigualdade, então a variedade é compacta e possui grupo fundamental

finito. Considere a transformação de Rica auto-adjunta f caracterizada por r(z) =< f(z), 3 >
Existe uma base ortonormal {ei, . - . , e.} em g formada por autovetores de f. Logo, f:(ei) = Àie{

e r(ei) = Xi. Como a variedade é homogênea, os autovalores são constantes (por bso estamos
olhando somente para a identidade) e são estritamente positivos, por hipótese. Peguemos o

menor deles, e(Jiamemos de .A4. Qualquer a; na álgebra é dado por sç " )l,i dei, onde ci C R
Então

+ q.e.) '(q)c? 2 M )ll:c? > o,

pois M > 0 e ci não são todos nulos. Assim temos r(z) 2 õ > O para todo z, e podemos usar o
teorema de Bonnet-Myers.

t t
,(g) (clel +

Reciprocamente suponhamos que G é compacto e possui grupo fundamental anito. Clamo

G é compacto, possui uma métrica bi-invariante (veja Seção 8) tal que ad(g) é anui-adjunta,
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para todo õç em g. Pelo Lema 3, r(z) 2 0, para todo z na álgebra. Vamos mostrar que a
igualdade não ocorre, para isso mostremos que g = IÇ, ÇI. Lembremos que todo grupo de Lie
possui um recobrimento n- : G --} (;, onde G é um grupo de Lie simplesmente conexo e r é um

homomor6smo de grupos de Lie. Além disso, a cardinahdade do recobrimento(univemal) é igual
ao número de elementos do grupo fundamental. Como G é compacto e o número de folhas é
finito, segue que G é compacto.

Suponhamos por absurdo que g # ]Ç, g]. Temos que 'H = IÇ, gl é uma subálgebra de ç e,
mais do que isso, é um ideal em g. Pelo teorema de Lie, existe um único subgrupo conexo .ü de

G tal que a álgebra de Lie de .H é 7{. Na realidade, -ü é subgrupo normal de G de maneira que
podemos fazer o quociente G/.H. Podemos mostrar ainda que a álgebra de Lie do quociente é

isomorfa à g/7{ que, por sua vez, é uma álgebra de Lie abeliana e, portanto, isomoría a um Rn
Podemos considerar assim a ap]icaição exponencia] exp : ]Rn -"F G/-17' como um homomorfismo
de grupos (onde estamos considerando agora o grupo aditivo ]Rn). O grupo G/ü é compacto

(e completo), portanto possui uma métrica bi-invariante, segue que as exponenciais do grupo e
Riemanniana coincidem. Podemos agora utilizar o teorema de HopFRinow para concluir que esta
aplicação é sobrqjetora, e mais ainda, é um recobrimento. Com estro informações construímos o
segunite diagraana:

ê .É,

«- .L

IR"

.L exp

cln
Temos então r a aplicação de recobrimento e ' : (; --} G/.H a aplicação natural que leva um ele...

mento de G em uma classe lateral em G/-ü. Pela propriedade de levantamento de recobrimentos,
como G é simplesmente conexo, temos induzido um homomor6smo de grupos de Lie @ entre G

e ]R". Portanto, @(G) é um subgrupo compacto e conexo de W' , do que segue @(G) = {0}. Mas

ao mesmo tempo, exp(0) = eG/H, logo G/H = {e}, absurdo. O

Veremos na Seção 8 que se G é compacto e simples, então a métrica bi-invariante que existe em
G é única a menos de multiplicação por uma constante positiva. Além disso, esta métrica possui

curvatura de Rica estritamente positiva e conlstante. Variedades Riemannianas que possuem
curvatura de Rica conlstante são usualmente chamadas de üaHedades de .Eínstein.

No caso de variedades Riemannianm em geral, mencionamos o resultado obtido por Richard

Hamilton em 1982 ( [71). Utilizando técnicas de equações diferencial parciais, Hamilton mostrou

que se M é uma variedade Riemanliiana simplesmente conexa, compacta de dimensão três com
todas as curvatura de Rica estritamente positivas, então À/ é diíeomorfa à esfera S3
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E interessante estudarmos os casos de grupos de Lie que admitem curvatura de Rica identica-

mente nu]a ou menor ou igual a zero(constante ou não). Desta vez relacionaremos propriedades

da álgebra associada com propriedades de curvatura. A próxima proposição é análoga ao Lema
3 desta seção.

Proposição 3. Se u é odWona/ â imagem ]g, g] então r(u) $ 0. .4 igualdade t/aZe se e semente

« .d(u) é anta-ady-la.

Demonstração: Por hipótese, u é ortogonal a IÇ,ÇI, logo ul 2 1Ç,ÇI. Então a = ux é
um ideal de g (pois se aç c g, Z/ C a, ]z, y] C ]Ç, g] Ç Z.{) e possui codimensão 1. Queremos agora

aplicar a Proposição 2 da senão anterior para u e para o ideal Z/. Temos que r(u) = >1:1::? k(u, tii)
onde {t/l, . . ' ,ti..l} é base ortonormal para Z/. Tomemos tal base consistindo de autovetores da

tramformação auto-adjunta S (ou soja, Stii = Àiu{). Seja u um vedor unitário qualquer. Então:

É(u, t,) =< .h«(u), u > V[«,.]" Vt.VuU + Vt,VuU, U >

=< Vlu,ulU, tJ > -- < V.V,U, U > + < V,V.U, U >

-< V.(-)",«> - < ;(L -L')V«"> +0

, « > + < ;(.Z; - .L')S"," >

Tomando u autovetor e notando que < .Lt;i,u{ >::< ui, .L*t;j >= Ài, temos

k(u,ui) = -- < S.Lu{,ui > +; < .LStli,ui > --; < L'St;{,u{ >

= -- < S.Lui,tli > +; < LÀitli, ui > --1; < Jl*Àiui,ui >

e M duas últimas parcela se cancelam. Logo k(u,tii) = -- < S.Lui,tii >= -- < Ài.Lui,t;{ >=
--Xi < .Lui,tii >= --À?. Substituindo, temos que r(u) = }1;::J k(u,t;i) = -- >1:11i:t .V $ 0 e é

igual a zero se e somente se todos os autovalores de S são nulos, o que é equivalente a S = 0,

que por sua vez é equivalente a aplicação ad ser anel-adjunta. []

Combinando a proposição anterior e o Lema 3 obtemos o seguinte teorema

Teorema 2. Suponha que g é uma áZgebm de .Lie nilpotente e não comutatÍt/a. -Então pam

quaZque7' métHca {nt;aHanfe à esquerda ezíste uma dicção de cuwatura de .RÍcc{ esfdfamente

nqatíua e uma dÍreção de cuwatura de Rícc{ estHtamenfe lusÍtít/a.

23



Demonstração: Por hipótese g é nilpotente. Isto signi6ca que algum termo da série

g .)[Ç,Ç].)[Ç,]Ç,Ç]] D

é zero. Escolha u vetar unitário no último termo não nulo da série. A6rmamos que tal u pertence

ao centro de g. De fato, seja Z/ c g qualquer. Então lu,yl C júltimo termo não nulo, ÇI ;; .[0}.
Portanto, r(u) 2 0 pob ad(u) é anui-adjunta. Como u C ]Ç, g], u não é ortogonal a [g, g]. Logo
r(u) > 0, pelo Lema 3.

Sda Z =centrog. Se g = [Ç,Ç] + Z, então ]Ç,Ç] = ]Ç,]Ç,Ç] + Z] = ]ç,[ç,ç]]. Dessa
forma, a série estabilizada em [g, Ç], absurdo. Portanto, g não pode ner escrito como ]Ç, Ç] +Z
e existe um vedor unitário u tal que u.Ljg,gl e t; não pertence a Z. A6rmamos que ad(u) não
é anel-adjunta. Suponhamos que sim. A tramformação ad(u) é nilpotente, digamos, de índice
h 2 2 e sejam z,y c g quaisquer. Então:

O =< .d5(z), y >=< ad,(ad5''(z)), y >= < «d5-:(z), «d.(y) >

Como 3/ é qualquer, podemos tomar y = ad5'z(z), o que resulta em contradição. Logo ad não é

anel-adjunta. Portanto r(u) < 0, pela Proposição 3. O

Com maior generalidade, temos o seguinte teorema

I'eorema 3. Suponhamos que a áZgebra de .Lie de G contém três uetoms Z nmrmenfe indepen-

dentes z, y, z tais que lz, yl = z. .Então eãste uma métHca ínt;amante à esquerda em G taJ que

r(z) < 0 e r(z) > 0.

Demonstração: Completemos z, 3/, z a uma base de g, denotemos tal base por .B - [bi =

z,b2 :: y, bs :; Z, . . . ,bn}. Soja c > 0 dado. Então de6na:

el cbt, e2 cb2, ei :: c2bi, { > 3

Exbte uma única métrica invariante à esquerda g. em G tal que (; -: {el, . . , en} é ortonormal
As constantes estruturais de g. com relação à base (7 são dadas por:

a12k =< [el,e2], ek >:;<]cbl, cbz], ek >=< ca]bi, b21, ek >

:=< c2b ek >=< e3, ek >= õ3k

Se.jam i, .j diferentes de 1, 2:

aiji :=< [e{,ej],ei >=< ]c2bi,c2bj],el >::=< c4tbi,bl],el >
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:: c4 < jbi,bjl, ei >-;:= c4 < 1>'xP. bt, ei >:= c3P.ji

onde/3ijk são as constantes estruturais de g com relação à base .B. Analogamente, aij2 :; caPij2
e para {, j, k diferentes de 1, 2 temos aijk = c2Pijk.

]ibzendo o limite c -+ 0, percebe-se que as constantes estruturais(como são funções contínuas
de c) convergem para um valor de6nido. Temos que ai2k -+ õ3k, e o restante vai a zero. Essas

cortantes estruturais do limite de6nem uma nova álgebra Ço não comutativa. Em go, o colchete
satisfaz

je-, .,] = --je,, e-] = e3,

t

jei, ejl = 0,

caso contrário. Existe em Go uma única métrica go tal que a base a é ortonormal. Usando

o Lema 3 e Proposição 3, temos r(ei) < 0 pois ei é ortogonal a ]go,go] e ad(el) não é anti-
adjunta. E temos que r(e3) > 0 pois ad(e3) é anta-adjunta (é identicamente nula) e e3 não é

ortogonal a ]go,go]. De fato, se ad(el) fmsa anta-adjunta, teríamos < ad(ei)(e2),e3 >= -- <

e2,ad(et)(ea) >. Portanto:

< jet, e2], e3 >::= < e2, jet} e3] >=+

< e3le3 >-: 0,

o que é absurdo. Além disso, e3 não é ortogonal a ]Ç,Ç] pois < e3,[ei,e2] >= 1. Portanto,
r(ei) < 0 < r(e3) em go. Como a curvatura de Rica é um polhâmio contínuo em função das
constantes estruturais(pois assim o é a curvatura seccionar, conforme mostramos na seção an-
terior), segue que r(ei) < 0 < r(e3) para a métrica g., para € su6cientemente próximo a zero. []

Esta proposição mostra que muitos grupos de Lie possuem uma métrica invariante à esquerda
cuja curvatura de Rica admite direções de curvatura positiva e direções de curvatura negativa.

Em conntraste temos o exemplo 2.1 da seção anterior, em que o colchete é uma combinação

linear de z e 3/.

Um grupo de Lie G é chamado de unimoduZar se sua álgebra é unimodular. Aqui de6nire-

mos uma álgebra de Lie g como sendo unimodular se o traço da aplicação adjunta ad. for
identicamente nulo para todo z pertencente à álgebra. Agora seja g uma álgebra qualquer.

Vimos na Seção 2 que vale a identidade adt=,V] := adzacÇ -- adyadz, para todos z, y perten-
centes à á[gebra. Logo tr(adl,,VI) = 0, para todos z, y- Segue que a ap]icação # : g -+ ]R
definida por @(z) = tr(ad,) é um homomorfismo de álgebras de Lie. O kernel desta aplicação,
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U = {aç C g;tr(adz) = 0} é um ideal, bto é, ]Ç,Z/] Ç U (lue contém o ideal comutador IÇ, ÇI. Z/
é uma álgebra de Lie unimodular chamada de cerne/ un m(üuZar de g. O seguinte lema envolve
esses conceitos com propriedades da curvatura de R.icci.

Lema 4. Seja G um gr"tipo de ZÍe conexo que lmssu{ uma métHca ínuaHante â esquerda com
fadas as cumatums de Ricc{ esfHtamente ;usitít/as. -Então G é uninzoddar.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que G não é unimodular. Podemos escolher

um vetar unitário b ortogona] ao keme] unimodu]ar de g(de fato, se não houvesse ta] vetou,
teríamos que o kernel unimodular seria o próprio grupo, absurdo pois estamos supondo G não

unimodular). Então tr(adÕ) #: O e se adó fosse anta-adjunta teríamos adÓ = --ad; e portanto
tr(adõ) = --tr((ü;) = --tr(adó), absurdo. Logo adÜ não é anel-adjunta. Pela Proposição 3,

r(b) < 0, absurdo. O
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4 Curvatura Escalar

Sda {e:, , e.} uma bme de vetores tangentes a G no ponto p. O número real

p=r(ei)+'''+r(e«) = 2 l:k(e{,ej)

é chamado de cur"t./atum esm/ar no ponto p.

No próximo lema estamos cowiderando a curvatura es(Miar em g e denotando-a por p - p(g).
Com a notação da Proposição 2 da Seção 1, Z/ é uma álgebra de Lie com a métrica induzida por
g e podemos comiderar p(Z/). Neste cmo temos o seguinte lema:

l,ema 5. .A c««,«*«m e"«Za, p(g) a«cada à áigeó« de ZÍe g é igual . p(Z/) --t,(P) --(tr(S))'

Demonstração: Sejam u, u vetores ortonormais em Z/. Comparando a curvatura seccional

k(u,u) em g e ÃI(u,u) em U, temos que k(u,t,) (u,u)+ < Su,u >' - < Su,u >< Su,u > (é

a equação de Gauss). Esco]hamos agora uma bue ortonorma] {ui, . . . , th. 1} de Z/ formada de

autovetores de S. Segue que k(ui,uj) = k(ui,uj) -- À{Àj, para { # .j. Fixando { e somando em

.j, temos que:

}: k(ui,uj) É(ui,uj) - }: XiÀj +

r(u{) = F(ui) -- .Xitr(S).

Temos que {b,ui, . . ' ,u..i} é uma base ortonormal de g. Vimos na Proposição 3 da Seção 2

que r(b) = --tr(S'). Logo:

J J J

,(b) + ,(ui) + + ,(u« l) (S') +F(ut) Àit,(S) + + f(u«-l) -- À.-itr(S)

portanto,

p(g) t,(s)' - t,(s'). ü

Teorema 4. Seja G um gr"tipo de Zie saZtítiei. -Então fada métHca {nt;amante à esquerda em G
au é Jtat, ou mssu{ cumatura escalar esfHtamente n(ValIDa.

Demonstração: A demonstração será feita por indução cobre a dimenisão da álgebra g.
Seja n tal dimensão. O caso n :: l é imediato pois assim a álgebra é abeliana e, portanto,
qua[quer métri(n invariante à esquerda é í]at. Estamos supondo g # {0} so]úve]. Então temos

que g # [g, Ç] pois se fosse igual a série derivada estabilizada, absurdo. Temos que [g, Ç] é um
ideal em g e existe um subespaço Z/ de g de codimensão l contendo]g, g]. Na realidade Z/ é um

ideal em g e, por isso, é uma subálgebra solúvel. Pela hipótese de indução, temos que p(Z/) $ 0.
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Po:ta«to, p(g) $ -tr(«) - t,(S)' $ 0. Ou seja, p(g) < 0 ou p(g) = 0. Queremos verMca- que

se p(g) = 0, então a métrica é ãat. A igualdade vale se p(Z/) = 0 e se --tr(S') -- tr(S)' = 0.

Como a matriz de S é diagonal, tal igualdade implica que S := 0. Vamos mostrar que se tais
fatos oconem, então g é flat, isto é, o censor de curvatura R é identicamente nulo.

Se S -: 0, pela Proposição 2 da geção l (e usando toda aquela notação), temos que V.u = 9.u

para cada u,u no ideal Z/. Portanto, &..(to) = -h.(to), para u,tl e w no ideal. Como p(Z/) é
nulo, temos pela hipótese de indução que a é ílat e então .R = 0, o(lue implica -lZ:..(to) = 0
para todos u,t;,w em U. 'lbmbém pela proposição citada, temos Vtlb :: --Su, logo se S :: 0,
segue que V.b :: 0, para todo u € Z/. Se z pertence a g, então z = u + kb onde u C a e k é

uma constante e b é um vetor unitário ortogonal a Z/. Logo Vzb = Vu+kbb :: Vub + kVób :: 0.

Segue que .R,v(b) = 0 para qualquer z,y em g. Sabemos que vale < -R,.(b), z >=< RÕ,(z), 3/ >
Portanto RÓ, = 0 para qualquer z. Podemos calcular R,g(z) para quaisquer z,3/,z em g; basta
escrever cada elemento como u+ kb com u € Z/ e k uma constante, usar que -l? é linear em z,y e
z e usar o que mostramos anteriormente. Segue que .R é identicamente nulo. Portanto g é flat
e isto termina a demonstração.

R. Azencott e E. Wilson mostraram em l21 que se um grupo de Lie G possui uma métrica
invariante à esquerda com toda as curvaturas seccionais menores ou iguais a zero, então ele é
solúvel. Se além dis80 0 grupo é unimodular então tal métrica com toda as cunaturas seccionais

menores ou iguais a zero é, na realidade, flat. Ou sda, nesse cmo toda métrica invariante à
esquerda em G possui algum plano de curvatura seccionar estritamente positivo, a não ser que

tal métrica soja de curvatura identicamente nula. Suponhamos que G é unimodular e solúvel.
Pelo resultado anterior, toda métrica invariante à esquerda em (; ou é flat ou possui curvatura

escalar estritamente negativa. Se não é flat, como G é unimodular, pelo resultado de Azencott

e Wilson, existem planos de curvatura seccionar esritamente positiva. Ao mesmo tempo se a
métrica não é flat e como G é solúvel, pelo resultado demonstrado anteriormente existem planos

de curvarura seccional estritamente negativa. Mostramos assim o seguinte corolário:

Corolário 2. Sela G um grupo de -Líe soZtíue/ e unÍmoddar. .Então t(üa nzétHca íntiaHante â

wquerda em G ou é.Pat ou possuí planos com cair"t/atum seccíona/ pos tira e planos com cumatura

swcÍonaZ n(Valida.

Um critério muito geral está contido no próximo teorema

Teorema 5. Se a álgebra de .Lie g de G é não comufatít/a, então G possui uma métHca {ntiad
ante â esquema com cuwatura escalar estHtamente nqatiua.
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Demonstração: Observe que se z, y, e ]z, y] fossem sempre linearmente dependentes então
estaríamos lidando com o exemplo da seção le neste caso mostramos que a curvatura seccional é
estritamente negativra, para qualquer escolha de métri(n invariante à esquerda. Podemos excluir

esse caso e supor que existem vetores linemente independentes z, y e z na álgebra de Lie

de G tais que z :: lz,yl. Completemos z, 3/, z a uma base de g, denotemos tal bue por
.B :: {bt = Z, b2 :: y, b3 :: Z, . . . , bn}. Seja c > 0 dado. Então defina:

ei:= cbt, e2 :; cb2,ei:= c2bi,i> 3

Existe um& única métrica invariante à esquerda g. em G ta] que a = {ei, . , e,l} é ortonormal.

Analogamente ao que foi feito no Tmrema 3 da seção anterior, podemos estudar as cons-

tantes estruturais aijk de Ç com relação à (:y. Sabemos assim que alzk = ó3k e para {lj # 1, 2,
aijt = caêijl, onde Piji são as constantes estruturais de g com relação à base .B. I'amos também

aij2 := c3P.j2. Para {, j, É 7é 1,2 temos aijk :; c Pijk. F'açamos agora o limite c -+ 0. As
constantes estruturais de g tendem para valores definidos de maneira que temos de6nida uma

nova álgebra go, equipada com uma métrica go tal que a é ortonormal. Observe agora que no

limite, aiw ;::< [el, e2], e3 >= 1, logo a álgebra go não é comutativa. Observe também que no

Emite temos que aijk = 0 para os outros casos. Portanto [ei, ]ej,ekj] = 0 para todo {, j, k, o
que mostra que go é uma álgebra nilpotente e, portanto, solúvel. Pelo resultado anterior, toda

métrica invariante à esquerda em Go ou é ílat ou possui cunatura escalar estritamente negativa.
Como a álgebra de Lie go de Go não é comutativa, pelo Teorema 3 da Seção 3, toda métrica
invariante à esquerda em Go possui uma direção de curvatura de Rica estritamente positiva e

uma direção de curvatura de Rica estritamente negativa. Logo Go não é flat, e assim p(go) < 0.
Lembremos agora pe]o Lema ] da Seção ] que a curvatura seccionar é um polinâmio contínuo

em função dm constante estruturais da álgebra, portanto assim o é a curvatura escalar. Então

p(g, g.) < 0 para c su6cientemente pequeno. O

Na Seção 10 estudaremos o caso de curvatura escalar estritamente positiva. Veremos que
se G contém um subgrupo compacto não comutativo então G admite uma métrica invariante

à esquerda de cuwatura escalar estritamente positiva. Este resultado foi apresentado por N.
Wãllach.
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5 Grupos de Lie de Dimensão 'l)ês

Seja g um espaço vetorial de dimemão três. Uma orientação para g é uma clmse de
equivalência de bares ordenadas, onde a base ordenada {bi, b2, b3} tem a mesma orientação

da base {ól,ól!, óll} se b; = }1:ij aüb3 com det(aij) > O e tem orientação oposta se det(aij) < 0.
Seja então G um grupo de Lie conexo de dimeiwão 3 com uma métrica invariante à esquerda

e seja g sua álgebra com uma orientação escolhida, de maneira que podemos de6nir o produto

vetorial em g. Para u e t; em g, o produto vetorial de u por u, denotado por u x tl, é tal que u x t;
é ortogonal a u e t; e possui comprimento igual à raiz quadrada de < u, u >< t}, t; > -- < u, t; >2

A direção de u x u 6ca determinada quando assumimos que a tripla {u,ti, u x u} é orientada
positivamente sempre que u e t; são linearmente independentes. Para G e g dessa maneira,

temos o seguinte lema:

Lema 6. O colchete em Ç está wlacíonado com o produto uetoHal atmués de ]u, u] = -Z)(u x u),

onde .Z; é uma aplicação ZÍnmr de g em g unicamente diÚnida e ]., .] : g x g -+ g é a operação

colchete da áZgebra. .Á/ém disso, G é un modular se e somente se L é auto-adyunla.

Demonstração: Seja {el, e2, e3] um& base ortonormal de g orientada positivamente. Podemos
de6nir uma única tramformação linear .L : Ç --} Ç através dos seus valores em tal bme:

L(.1) [e2, ea],

L(e,) [.3,e-],

L(e3) je-,e2].

'lemos que .L(el x e2) = .L(e3) = jet,eal, e o mesmo vale para os outros elementos da base

Portanto, pela linearidade, .L(u x u) = ]u, t;] para todos u, u em g. Podemos escrever L(ei)

)l,j aijej. Por exemplo, temos .L(el) = adiei + a12e2 + ai3e3. Além disso, temos:

«d(ei)(ei) = Oei + Oe2 + Oea,

ad(ei)(e2) = jei, e21 = .L(e3) = a3iel + a32e2 + a33es,

«d(et)(ea) = jel, eal = ---L(«) = --«2i'i -- '"'2 -- ''3'3,

po'tanto tr ad(el) = --a23 + aa2. Analogamente temos que tr ad(e2) = --a3i + a13 e tr ad(e3) =

--ai2 + a2i. O grupo (; é unimodular se e somente se traí = 0. Logo, se e somente se an :: a32,
a31 :: a13 e ai2 :; a21. Isto implica que a matriz aÜ é simétrica o que é equivalente a dizer que

.L é auto-adjunta. o
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Mostramos que se G é unimodular, temos .L auto-adjunta. Portanto, existe uma base ortonor-

mal (que podemos assumir ser orientada positivamente) {ei , e2, e3} de g formada de auto-vetores

de .Z;. Neste caso temos, por exemplo, [ei, e2] = .Z;(ei x e2) = .L(e3) = À3e3. Analogamente, obte-
mos jeS,ei] := À2e2 e je2,e31 :: Atei. (]onseguilnos obter o comportamento do colchete em uin
grupo de Lie unimodular G de dimemão 3. Observe que se mudarmos a orientação da álgebra,
então o produto vetoria] mudará de sinal e consequentemente .L e seus autovalores mudarão de

sinal. Gostaríamos de saber como se comporta a curvatura neste caso. Para isto introduzimos

a seguinte notação:

Pi = ;(Xi + X2 + Xa) - Xi.

Temos o seguinte lema

Lema 7. .4 base {el, e2, e3] asco/Anda conzto anteríorvnente diagonaZiza a /Oltlla quadralÍca de

.Eicc{. .4s cumaturas pHncipais de -Ríccí são dadas por r(ei) = 2p2p3, r(e2) = 2pip3 e r(e3) =

ZPtP2.

Demonstração: Primeiro, mostremos que vale a seguinte fórmula

\7'elU :: pies x ti,

para todo u C g- Pela linearidade do operador V e do produto vetorial, basta veri6car a fórmula

para os elementos da bme {ei, e2, e3}. Usando que V..ej = )ll:t {(aüh -- ajki + akij)ek, temos:

V..., - }: :(a«. - '-«- + a.:,)«
k

«- -a« +a :,)'- +(a-« -am: +a2:')'2 +(a-« -am- +a3:')'3)

-« - am: + a;-2)e3,

pob as duas primeiras somas são zero já que aí2i -< jet, e21, ei >=< Àae3, el >= 0 e a122 =<

jet,e2], e2 >= 0. Observemos que a123 :=< jet, e2], e3 >:: À3, a23i :; Ài e a3i2 := À2. Logo:

V..e2 = Õ(X3 -- Xi + X2)e3 = pies = pl(el x e2).

Analogamente mostramos que vale para outras escolhas de elementos da bme {ei, e2, e3}. E fácil
veri$car também para os elementos da base a seguinte identidade:

el x (e, x u) -- e2 x (el x «) (ei x e2) x « = 0
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Substituindo a fórmula que encontramos para a conexão na fórmula do censor de Riemann

R(el, e2)u = VX,.u V.. (p2e2 x u) + V.(ptet x u)

:= À3p3e3 x t; p2piet x(e2 x u) +pip2e2 x(el x u)

= (ÀSp3 -- p2pl)ea x u

Analogamente mostramos que

R(el, es)u = (pipa -- À2p2)e2 x u,

R(e2,e3)u = (Àlpi -- p3p2)et x t,

Assim co«segui«os encontrar a transformação auto-adj«nta de Rico f, f(et), f(e2) e f(e3). Por
exemplo, temos:

f(el) = (À3p3 -- pipa)ei + (À2p2 -- ptpS)ei

= (P3(À3 pi) + p,(--pi + X2))ei (p2p3 + p3p2)ei,

lembrando que À3 -- pt ;; p2 e À2 -- Pt = Pa. Analogamente calculamos f(e2) = (2ptp3)e2 e

f(e3) = (2PtPa)e3. Portanto, {ei,e2,e3} é uma bue de g formada de autovetores de f; segue
que r(ei) = 2p2/z3, r(e2) = 2pip3 e r(ea) = 2PiP2. n

Em particular, a curvatura escalar é dada por p = 2(p2p3 + pipa + pipa). O produto

r(ei)r(e2)r(e3) = 8(ptp2p3)' é sempre maior ou igual a zero e será ig«al a zero se algum r(ei)
for nulo. Suponhamos sem perda de generalidade que r(ei) = 0. Então nesse caso, ou p2 ou p3

são iguais a zero. Suponhamos (s.p.g.) que p2 = 0. então temos r(e3) = 2pip2 = 0. Logo, se o
detemninante for zero, então pelo menos duas curvaturas principais de Rica são zero.

Agora suponhamos que o produto r(ei)r(e2)r(e3) é diferente de zero. Isto quer dizer que
todos os r(ei) são nã(»nulos. Por exemplo, r(el) # 0. Então 2p2p3 # 0. Logo p2 # 0 e p3 # 0.
Podemos fazer todas as inversas, já que são todos não nulos. De fato, temos:

P, = ;,('-)P;' - ;'(':)2P:'('2)'' - '('-)'(',)''P: - '('-)'(',)'' ;'('a)P;'
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Po-tanto, (p2)' = àr(et)r(ez)''r(ea). Analogamente, (p3)' = 4r(ei)r(e3)':r(e2) e (pi)' =

{r(e2)r(ei)'ir(e3). Lembre-se também que pi + p2 :: X3, p2 + p3 ' XI e pt + p3 = X2. Então

podemos escrever cada Xi em função das curvaturas principais de Rica r(ei).

Se mudamos a orientação de g, então o produto vetoria] muda de sinal, portanto .L muda de

sinal e assim cada Xi muda de sinal, portanto cada pi muda de sinal. Cada r(ei) é produto de

dois pi, logo o sinal de r(ei) é mantido, como se espera.

Sejam ?7, (] ( conlstantes quaisquer. Suponhamos agora que escolhemos uma métrica em G

tal que a base {77(el,e(e21 (?7e3J' é ortonormal. Temos a aplicação .L : g --} g de6nida por:

.L(t7(et) = 1«e2,(,7e3] = ((:Àt)(?7ei,

Z)«](e2) = ]e,7e3 77(el] = (,7'À2)e(e2,

.L(eqea) = (('Àa)(,7e3

Portanto as constantes estruturais da nova base {?7(ei, «ee)€17ea} são múltiplos positivos de Xi,
ou seja, podemos alterar um pouco a métrica de maneira que os autovalores de .L se tornem

+l, --l, ou O. Além disso, podemos assumir que no máximo uma das conistantes XI, À2, À3 é

negativa já que caso duas delas forem negativa, mudamos a orientação da álgebra de maneira

que todas elas mudam de sinal. Contabilizando, temos seis possibilidades para os sinais de Xi,
X2 e Xa. Exibiremos agora exemplos de cada uma delas. Nos próximos exemplos, denotaremos

por M(n, KI) o conjunto das matrizes n x n com coeficientes em um corpo K e por GJ(n, K) o
conjunto das matrizes n x n de determinante não nulo com coe6cientes em K.

5.1 SZ(2, ]R)

O conjunto SZ(2, ]R) é formado pelas matrizes 2 x 2 reais com determinante igual a 1; não é
difícil ver que tal conjunto é um subgrupo abstrato de GZ(2, R). De fato, soam .A, .B pertencentes

a SZ(2,]R), então det(-A.B) = det.Adet-B = 1, e det(.A'l) = (det .Á)': = 1. Portanto .4.B,.A-i c

S/(2, R). Acém disso, podemos mostrar que SZ(2, ]R) é uma subvariedade fk)chada mergulhada de
GZ (2, R) .

Consideremos a fuJiÇão / : GZ(2, R) -} ]R dada pelo determinante /(X) = det X. Temos que

SZ(2,R) = {X C GJ(2,R);/(X) -- 1 = 0}. Se mostrarmos que tal função é independente em

SZ(2, ]R) então S{(2, R) é subvariedade fachada mergulhada de GZ(2, R). Mostrar (lue ta] função
é independente em S/(2, R) signi6ca mostrar que a diferencial(dF), é Ihearmente independente
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(não-nula) para todo z € SZ(2, R). l)e fato, temos

«- =}
e portanto

(«), (dz}), zà(z)
(dz?), zg(z) * :ll:l(üg),

onde se a é uma matriz qua]quer em GZ(2,]R), então 4(a) = a{. Se exhtisse um elemento

z c SZ(2,]R) tal que (aF), = 0, então poderíamos ter (dF),(z) = 2detz = 0, absurdo. Logo

(aF), é linearmente independente e SJ(2, R) é subvariedade fk)coada mergulhada de GZ(2, R).
Logo, as operações de grupo de Lie de GJ(2, R), a saber, Gi(2, ]R) x GZ(2, ]R) -+ G/(2, ]R) que íaz
(.A, .B) -] .A . B e GZ(2, ]R) -+ G/(2, ]R) ta] que .A -} .A'', quando restritas à SZ(2, ]R), continuam

a". Logo SZ(2, ]R) é subgrupo de Lie fmhado de G/(2, ]R) de dimemão 3.

Seja X C M(2, R), onde lembramos que estamos comiderando M(2, IR) como álgebra de Lie

de GZ(2,R), e exptX subgrupo a um parâmetro de GZ(2,R). Lembremos que se # : G -+ .#

é um homomor6smo de grupos de Lie então vale que #(exptX) = expt((dé).(X)), onde X

pertence à álgebra de Lie de G. No caso deste exemplo temos que det(exptX) = expt(trX),
onde X c M(2,]R). Lembremos agora que um elemento X € M(2, R) pertence à álgebra de Lie

de Si(2,]R) se e somente se exptX pertence a SZ(2,R) para todo t real. Mas isso ocorre se e
somente se trX = 0. Portanto a á]gebra de Lie de S1(2, ]R), que denotaremos por SC(2, ]R) é o
mnjunto:

-SC(2,R) 2, ]R); t,X

que é uma subá]gebra da á]gebra de Lie de GJ(2, R) de dimensão 3. Não é difícil ver que o
conjunto

l «-;l: .: l,«-;l: :l,«-;(: :l l
é uma base de .SC(2,R), assim como {ei, e2 -- e3, e2 + eal; chamemos tal bme de {bl, b2,b3}. E

imediato veri6car que:

0

l

jbl, b2] ;= jet, e2 -- e3] = jei) e2] jet, e3} :: e2 + e3 = b3,

[b3, bi] =]e2 + e3,ei]:= je2,ei] + [e3, ei] ;= 'e2 + e3 :; 'b2)

[h, b3] = je2 ea, e2 + e31 := 2le2, e31 :: 2ei -: 2bi

O grupo SJ(2,R) é unimodu]ar pois 'SC(2,]R) é uma álgebra unimodular, ou Soja, o traço da
ap[icação adjunta ad. é identicamente nulo, para cada z C S.C(2]R). Temos (lue ad,(y) = [z, y],
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e seja z :; Í ii aia l um elemento qualquer da álgebra. Calculando adz(e{) para { = 1,2, 3,
\ a21 a22 /

não é diãcil encontrar a matriz da transformação adjunta, que é dada por:

:«,*- ] ]; .«:>, ..T .., l
que possui traço nulo, para qualquer g pertencente à álgebra. Portanto S.C(2, R) é unimodular.

Vamos mostrar que o grupo SZ(2,R) é conexo. Sda ]R+ o conjunto dos número reais es-
tritamente positivos. Vamos de6nir uma aplicação # : ]R+ x Si(2, ]R) -+ GZ+(2, R) como sendo

@(À,.A) = À .A. Essa aplicação é um homomor6smo de grupos abstratos. De fato, sejam
(À,.A) e (À',.A') e]ementos de ]R+ x S1(2,R). Então temos +((À,.A) . (À',.A')) = @(ÀÀ',.A.A') =

(ÀÀ')(-{..4') . .{Á' (À,.A) - é(X',.A'). Seja (.X,.A) € R+ x S{(2,]R) tal que (À,.A)

Então À . .A = /, e assim deLA = .#, logo À :: l e ..4 = /. Logo o homomorüsmo em questão

é injetor. Seja .B uma matriz em G/+(2,R) qualquer com determinante d > 0. Sda .A a ma.
triz em S/(2,]R) dada por l .B Então para o elemento ('?ã,.4) de R+ x SZ(2,R) temos que
é('«ã, 4) = v:i. ..4 = -B; portanto ta] homomorfismo é sobrdetor. Queremos mostrar que mais
que um homomorfismo, é é um homeomorfismo. Lembremos que se G e G' são dois grupos

topológicos localmente compactos e se G possui base enumerável, então um homomoríismo bjje-
tor de G em G' é, mais do que ipso, um homeomoríismo. Como todo grupo de Lie é localmente
compacto e possui base enumeráve], segue que # : R+ x SZ(2,]R) -+ GJ+(2,]R) é um homeo-

mor6smo. Sabendo que GZ+(2, R) é conexo (é uma componente conexo de GZ(2, R), veja [23]),
segue que ]R+ x SZ(2,]R) é conexo. Como S/(2,]R) é imagem contínua de R+ x SZ(2,R), temos
6na[mente que S/(2, ]R) é conexo.

Para 6nalizar, veriÊquemos que S/(2,R) é um grupo de Lie simples. Um grupo de Lie G
é simples se sua álgebra de Lie é simples, ou seja, é não abeliana e não possui ideais próprios.
Suponhamos por absurdo que .SZ(2,]R) não é simples e que possui um ideal % de dimensão 2.

Pela expressões encontrada do colchete em {bi,b2,b3} temos que g :; ]Ç,Ç]. Vamos agora
escolher uma base {ci,c2,c3} de g tal que cl e c2 pertencem a 'l{ mas ca não pertence a 7Z.
Então temos que ]ct,c21 C 7{, ]ct,c31 € '1Z e ]c2,c3] € 7í pois 7{ é um ideal em g. Portanto
IÇ, ÇI c 'l{, e assim g :: IÇ, ÇI C % e g = 7Z. Analogamente mostramos que g não pode possuir
ideais de dimenisão 1, do que segue que g é uma álgebra simples.
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5.2 SU(2) e S0(3)

O conjunto U(2) é formado pelas matrizes 2 x 2 complexas unitárias, isto é, U(2) = {.A c
GZ(2, C); ./l.A' = 1}, onde -A' denota o trawposto conjugado de .A. Não é difícil veri6car que este

conjunto é um subgrupo abstrato de G/(2, C). Se .4, -B € tr(2), então note que (.'lB)(.4B)'
.AB(B'-A')).A'=.M.A*=.M'(.A'')(.A'')' ')(.4')'' .Á)''

.l-t = .Z. Agora seja Á =(aij)i,j pertencente a U(2). Consideremos as seguintes funções:

/.j(.A) = aiiãji + af2ãj2 ' óij,

para l $ i,.j $ 1, 2. Notemos que podemos representar U(2) como

U'(2) {.A c qz(2,c); #{ = o,i= i, 2,3,4}

onde @i = W(/t2), #2 = 3(/t2), Ó3 = R(/il) -- l e é4 = $t(/m) -- 1. Não é diãcil veri6car que

(déi)p, . . . , (d#4)p são linearmente independentes para todo elemento p C U(2). Isto implica

que U(2) é uma subvariedade ímhada mergulhada de GZ(2, C) de dimensão 4. Em particular
as operações de grupos de Lie de GZ(2, C), quando restritas a U(2), continuam diferenciáveis.

Portanto U(2) é subgrupo de Lie de GZ(2,C) de dimensão 4. A sua álgebra de Lie é dada pelo
espaço tangente à identidade. Então seja .A(t) uma curva em U(2) que passa pela identidade

em t = 0. Temos que .A(t).A(t)* = .r para todo t, logo ál. ..A(t).A(t)' = 0 e a primeira parcela
da igualdade é igual a .A'(0).A(0) + .A(0).Á'(0)' = .A'(O) + .À'(0)'. Portanto o espaço tangente

TTU(2), que é a álgebra de Lie de U(2), é dado por {A C M(2, C); .A + .Á' = 0}.

O conjunto SU(2) é formado pelas matrizes 2 x 2 complexas unitárias e com determinante

igual a 1, ou soja, SU(2) = {.A c M2,.2(o;.A.A* = 1 e det.A = 1}. Consideremos a aplicação

g : U(2) -} Si de U(2) na esfera unitária Si dada pelo determinante, isto é, g(.A) = det .A. Esta
aplicação é um homomorEismo de grupos de Lie pois é diíerenciável e g(.A . .B) = det(.4 . .B) =

det(.Á) det(.B) = g(.A) . g(B). O kernel deste homomor6smo é exatamente SP(2). Portanto

SU(2) é subgrupo de Lie fechado de U(2). Seja .A c SU(2) da forma 1 " T 1. Temos que
7

.A.A' :: .r, portanto:

1 ; ç l l ; l - l: : l
r lal'+lPI' ©+Pã \ /' 1 0 \

\ ã +õÕ lvl'+lõl' 7

Extraímos disso que lal2 + IPl2 = 1, oq + Pã = 0, 'ã + ÕP = 0, lvl2 + lõl2 = 1 e também

aõ -- 'P :: 1. Multiplicando esta última relação por ?, por exemplo, encontramos que P = --?.
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libzendo multiplicações análogas podemos encontrar outras relações de maneira que a matriz

..4temafo-ia ( a: '? 'l eSU(2) = {( a;; '? 'l :a,PC qlal2+lPI' = 1}. Existeum
\. --p a ) \ --p a J

diíeomor6smo entre SU(2) e a esfera unitária Sa. A esfera pode ser representada pelo conjunto

{(a,P) C (y; lal' + IPI' = 1} e o diímrmor6smo é dado por:

".,,;l .) =) «'.,,,'«

Portanto SU(2) é um grupo de Lie(pelo que vimos antes) de dimensão três simplesmente conexo
e compacto, pelo diíeomorfismo citado.

Sua álgebra é dada pelo kemel da diferencial do homomor6smo g na identidade. Sda Z -:

(zij) uma matriz em u(2) da forma Í z'i z'2 1. Temos que g(z) = det Z = ziizm -- zi2z2i e
\ Z21 Z22 /

portanto a;ã-(Z) = z22, e assim por diante. Assim, a diferencial de g na identidade é exatamente
o traço de Z e a álgebra de Lie de SU(2) , que iremos denotar por SZ/(2) , é o conjunto dm matrizes

Z pertencentes à álgebra de Lie de U(2) tais que trZ = 0. Fazendo algum cálculos com essas
condições conseguimos encontrar uma maneira mais útil de escrever o conjunto SZ/(2):

SU(2) ;l;, «, .}
''.«-'.{
tal que:

0 1
-1 0 il I'-,»«.«"'',

[el,e2] :: e3,

[.;, .-] - .,,

je,, e3] = e:

Precisamos verificar que ta] grupo é unimodular. Para encontrar ad,(ei), fazemos a operação

colchete, onde não é dHci] encontrar (iue adz(el) = --a2e3 + a3e2, onde z = >1:i atei e aí € C.

Analogamente podemos encontrar ad.(e2) e adr(e3) e mostrar (lue am e an são iguala a zero.
Logo o traço de adz é identicamente nulo, para qualquer z C .SZ/(2) e SU'(2) é unimodular.
Podemos mostrar que SU(2) é simples exatemente como 6zemos em 5.1.

O conjunto S0(3) é de6nido por {-A C M(3,R);det.4 = 1 e .A.At = .r}. Consideremos
também GJ+(3, R) = {.4 C M(3, R); det(.A) > 0}, que é um subconjunto aberto de RO. Definimos
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/ : GJ+(3,R) -+Sim(3,R) dada por /(.A) = .A'.A. Temos S0(3) = /'1({/}) e podemos mostrar
que a diferencial dF.4 é sobrejetora para toda matriz .A C S0(3). De fato:

#,4(.H) +t-a) :f(4)

(.A + t.üy(.A + t.ü) - .A'.A::lim':: ::! :: l :: ::::=.Ar.H'+.llt.A

Seja .B uma matriz simétrica qual(quer. Então é claro que :y- pertence a TA(GZ(3,]R)) e de fato

temos ÓF.4(:g) = -B. Portanto dF.4 é sobrQjetora para qualquer ..4 C S0(2) e segue que S0(3) é
subvariedade mergulhada(e portmtto é um subgrupo de Lie) de GZ(3,]R) de dimensão 3.

Como tal conjunto é imagem inversa de um fkxhado por uma função contínua, segue que

S0(3) é um subgrupo de Lie ík)ceado de GJ(3,]R). A condição de que .A.At = .r implica que a

soma dos quadrados dm entradas de cada linha de .A é igual a 1, do que concluímos que S0(3)
é compacto. Portanto tal conjunto é um grupo de Lie compacto de dimensão três. A álgebra de
Lie de S0(3), denotado por S0(3), constitui-se dm matrizes 3 x 3 real tais que .Á + .At = 0 e
tr.A:= 0. Não é difícil concluir que o col+junto

l /o-io\ /oo-l
l ..- {l : . . l,« - {l . . .
l \ o o o / \ l o o

é uma base para S0(3) tal que:

t--FO

(: ;}) }
[et,eaJ := e3,

[e3, etJ :: e2,

je,, .3] = e:.

Está relações de colchete mostram que a álgebra .S0(3) e .SZ/(2) são isomorfm, o que implica
que .S0(3) é simples e unimodular.

Para 6nalizar, sabemos que toda rotação no espaço euclidiano pode ser representada por
uma matriz pertencente a S0(3). Toda rotação está determinada pelo seu eixo de rotação e
pelo ângulo 0 com 0 $ 0 $ n- pelo qual ocorr© a rotação do espaço através do eixo. Se escolhermos

a direção do eixo como sendo aquela cuja rotação por 0 é no sentido horário, então podemos dizer

que os elementos de S0(3) estão todos determinados por um vetar que será aquele correspondente

ao eixo escolhido como antes e pela sua norma, que será dada por 0. Olhemos então para a bola

fmhada de raio n no espaço euclidiano. Então a cada ponto de S0(3) temos um ponto da bola,

ma.s note que esta correspondência não é injetiva pois os pontos antípodas da bola correspondem
a rotações de ângulo n- através do mesmo eixo, mas em direções oposta(e estas rotações de6nem
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um mesmo elemento em S0(3)). Ao identi6carmos estes pontos antípodas, obtemos um espaço
topológico homemoMo u) espaço S0(3). Na realidade ente espaço é uma variedade diferenciável

diíeomorfa a S0(3) e também difeomoda ao espaço projetivo real de dimensão três. Esta é uma

maneira de ver que S0(3) é conexo (mas não é simplesmente conexo).

5.3 0(1, 2)

gelam z, y dois vetores em ]Rn. A operação «K z, Z/ »:= --zt3/i +z2y2+. .+znyn é uma forma

bi[inear simétrica não-degenerada indefinida em ]R" , e o espaço R" juntamente com esse seini-

produto é chamado eslmço .LorentzÍana de dimensão n e é denotado por ]RI'n'l . Dizemos que uma

base {ui, .. . ,u.]. de R" é ortonorma] segundo Lorentz se «K ul,ui »= --1 e «K ui,uj »= óij
caso contrário. Chamamos de nonlta l;orenfzÍana a norma lllzlll dada por «« g z 3». O
coi+junto dos z pertencentes a ]R" tais que lllzl ll := O forma um cone, chamado de cone-luz de Rn

Quando lllzlll = 0 dizemos que g é um vetou tipo-/uiz, se lllzlll > 0 dizemos que ele é tipo-e8lmço

e se l llzl ll < 0 dizemos que ele é tipo-tempo.

Uma aph(nção .L : ]R" -+ W' tal que «K L(z),.L(y) »=«K z,Z/ » para todos Z, y C Rn é

chamada de tranisformação de Lorentz. Uma matriz .A real n x n é chamada de matiz Zowntzíana

se e somente se a transformação linear associada a .A, .Á : R" -+lR" dada por .A(a) = .A g é uma

transformação de Lorentz. O conjunto das matrizes Lorentzianas com a operação usual forma
um grupo geralmente denotado por O(l, n -- 1) e chamado de gmpo de Zonntz. Consideremos
agora, por simplicidade e de acordo com nossos interesses, o cmo n:: 3.

Podemos mostrar que se Á pertence a O(1, 2), então ela satisfaz .AtJÁ = ..41..4t = J, onde J =

De fato, por hipotese .A é uma matriz de Lorentz. Portanto, a tranlsformação

..4 : ]R3 -+ ]Ra dada por Á(z) = Á ' aç preserva o produto interno «K -,. ». Lembremos que,

como no caso do produto interno usual do R3, a transformação ..4 é de Lorentz se e somente se

é linear e {.4(ei), .A(e2), .4(e3)} é uma bme ortonormal segundo Lorentz, onde {ei, e2, e3} é base
canónica dolR3. Isto implica evidentemente que as coluna.s de Á formam uma base ortonormal
segundo Lorentz de IR3 . Portanto vale:

/' «K .Á(ei),.A(ei) » «K .A(ei),.A(e2) » «K .A(et),.A(ea) » \ /' -l
l «.A(e2),.4(et)» «K.A(e2),.A(e2)» «.A(e2),.A(ea)» l = 1 0
\. «K.Á(ea),À(ei)» «KÁ(eS),.A(e2)» «KÁ(e3),.A(ea)» ./ \. 0

e a primeira matriz é exatamente igual a ÁtJ.4, do que segue a a6rmação inicial. Se .A pertence
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a O(1,2) então .AtJ..4 = J, usam é fácil observar que (det.A)2 = 1 e det.A = :LI. Podemos

de6nir precisamente o conjunto O(1, 2) como:

O(1, 2) = {.A c GZ(3, ]R); Á'J.A

Este conjunto é subgrupo abstrato de GJ(3,R)- De fato, sejam .A, .B pertencentes a O(1,2)
Então:

(.A-ayJ(.A.e) .A')J(.m) = -a'(.A'z.A).e '.l.B = J,

portanto Á.B pertence a O(1, 2). Seja .A € O(1, 2). Então

(-A'iyJÁ'' =(.A')''JÁ'' =((.AJ).A')': J'\ = J,

logo .A-i pertence a O(1,2). Comidere a aplicação / : G1(3,R) --l Sim(3,R) dada por /(.A) =
ÁtJ..4. Então esta aplicação é O" e /-i({J}) = O(1,2). Se mostrarmos que J é valor regular
de /, então /-t({J}) = O(1,2) admite estrutura de variedade diferenciável que a torna sub-
variedade mergulhada de GZ(3, R) de dimemão 3. Para isso, precisamos mostrar que / é uma
submersão ©m todo ponto P C /'t(J), ou seja, que a diferencial dFp é sobrqjetora para todo
P C /'i(J). A diferencial é dada por:

dFp(X) = Ihln /(P + sX) - /(P)
s--}0 .S

.: (P + 8X)tJ(P + sX) -- ptJP-lim
s-+0 S

Pt +sX')a(P+sX} /
s-+0 S

.: (Pejo + sXtJP + sPtJX + f2XtJX-lims--}0S

- Xt JP -t Pt JX

J

Seja a C Sim(3, R), tomemos .B = {Z(p''y(7 (observe que detP ül). Então

dFp(.B) -(;}(p':yOy;P + P'Z(;J(p''ya)

11(a«p''yylap+p'(p')''a)= c.
Logo .f é submersão em todo ponto de /'i(J), como (queríamos. Portanto, O(1, 2) é subvariedade

mergulhada de G.L(3, ]R) de dimemão três e por isso as operações de grupo de Lie de G/(3,R),
(.A, .B) -} .A - -B e .Á H .A't quando restritas à O(1,2) continuam diferenciáveb. Mostramos
assim que O(1, 2) é um grupo de Lie de dimensão três.
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Vamos encontrar sua álgebra de Lie. Para tanto achemos o espaço tangente à identidade

T/O(1, 2) através do keme] da diíerencia] da função / na identidade .r, onde X C M(3,]R), que

é dada por dFr(X) = XtJ+ JX. A álgebra de Lie de O(1, 2), que iremos denotar por O(1, 2), é
o conjunto:

0(1, 2) = {.4 C -M(3, R); .AJ + J.A'

Não é difícil fazer uma descrição matricial com estas condições e obter que

'':,''-'"'"':,«,;«-l; =1,
onde a C]R qualquer, z é um vedor Unha qualquer e .B é uma matriz 2 x 2 real anui-simétrica.

O grupo O(1, 2) não é conexo. Ele possui quatro componentes conexo, dependendo do fato

da matriz prwervar ou reverter a orientação do tempo ou espaço. Mais claramente, se ..4 c O(1, 2)

' -, «-m, l ': = 1 , -.. .. ' " . ', é ««, m-t-« 2*' -"", '"'m« .« « p-'*'«' (m«".)

a orientação do tempo se at > 0 (at < O) e que Á preserva (reverte) a orientação do espaço se
det 1) > 0(det .D < O). Temas usam quatro componentes conexas correspondentes à matriz
preservar tempo e espaço, preservar tempo mas reverter espaço, e assim por diante. E possível

mostrar que a mmponente conexo na identidade é dada pelo subgrupo de O(1, 2) da8 matrizes
com determinante igual a le que preservam a orientação de tempo, vela j18]. Indiquemos
este subgrupo por SOo(1, 2) e o chamámos de gmpo de lo ntz es;nciaZ. Como SOo(1,2) éa

componente conexo na identidade de O(1, 2), é um grupo de Lie conexo e sua álgebra de Lie
SOo(1, 2) é isomoda (isomorfbmo de álgebras de Lie) à álgebra de Lie de O(1, 2). É fácil veri6car

base para SOo(1, 2) e vale que: '

que o conjunto : i : )e2 == ; : i : l : }«-,-,

je., e,l = .3,

je3, e-] = --e,,

1.,, e3j - --'-

Dessas relações concluímos que as álgebras SOo(1,2) e S.C(2,R) são bomorím e portanto
SOo(1, 2) é unimodular e simples.
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5.4 -E(2)

E(2) é definido como sendo o conjunto dos movimentos rígidos, ou isometrias, do plano
euclidiano. Podemos representar movimentos rígidos que preservam orientação pela ação natural

do conjunto S0(2) em vetores de ]R2, seguida de uma translação. Podemos então definir E(2)
como sendo o produto seinidireto S0(2) N R2. Então .E(2) = (S0(2) x R2,o) onde (X,O o
(Y, q) = (Xy. Xq + O. Com essa operação .E(2) é um grupo de Lie (conexo) de dimensão três.

Como conjunto de matrizes, podemos representar -E(2) como o conjunto das matrizes reais 3 x 3

da forma 1 . : 1 onde .A pertence a S0(2) e b é um vetar em ]R2. Sua álgebra é dada pelo

produto gemi direto das á]gebras de S0(2) e ]R2 que como conjunto de matrizes pode ser escrita
como

C(2) = {XcM(3,]Rs);X= r 'f : 'l ,.A+..4t =0,t,CR'}.\ o o

Não é difícil calcular uma base para esse espaço, que é dada por

{ . : I' :l -l: ::l -l:::l l
e que satisfaz

je-, e:l = e3,

je,,.a]

jea, '-l - ',

Vamos verificar que esta álgebra é unimodular. Para isso precisamos veri6car que traí, = 0

para todo g c C(2). Não é difícil ver que para z C e(2), temos ad.(el) = ]z, ei] = b:e2 + b2eS

onde bt,b2 C ]R O mesmo pode ser feito para adz(e2) e ad,(e3) para concluir que a álgebra

é unimodular. Portanto o grupo euclidiano .E(2) é unimodular. Podemos mostrar que .E(2) é
solúvel. Um grupo de Lie é solúvel se sua álgebra de Lie é solúvel. Lembrando que se g é uma

álgebra de Lie, então a série derivada de g é construída tomando a sequência de subalgebras de

g dada por Ç 2 [Ç,Ç] ] ]]Ç, ç],[ç,ç11 2 ... e dizemos que g é so]úve] se algum termo dessa

sequência é nulo. Sejam z, g elementos quaisquer de e(2). Então temos z = atei +a2e2 +a3e3 e

y = biei +bae2 +b3e3 e calculando diretamente temos que ]z, 3/] = (alba --a3bl)e2 +(a2bi --aió2)e3

do que segue imediatamente que [[z, 3/], [z,y]] :: 0, pois [e2, e3] :: 0. Logo a á]gebra é solúvel e

.E(2) é ,olÚ«l.
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5.5 .E(1, 1)

O conjunto .E(1, 1), também chamado de gmW de PoÍncaré, é formado pelos movhnentos

rígidos do plano de Minkowski. O plano de Minskowski é uma variedade pseudc»Riemanniana,
isto é, uma variedade diferenciável com uma dada métrica pseudoRiemanniana. Uma métrica

pseudo-Riemanliiana é uma escolha, para cada ponto p da variedade, de uma forma bilinear
simétrica não degenerada <, >(que não precisa ser, necessariamente, de6nida positiva) no espaço

tangente à variedade no dado ponto No cmo do plano de Minkowski, tomamosJR2 onde ij:;
é identi6cado com ei = (1,0) e a com e2 = (O,l). A métrica é dada por < el,ei >= 1,

< e2, e2 >:= --1 e < ei,ej >:; 0 caso contrário. Se z pertence ao plano de Minkowski, então a

tramlação Ó(u) = z+tl é uma isometria deste conjunto. Na realidade, todo movimento rígido de

.D(1, 1) é dado por @ol'', onde 'r é uma rotação hiperbólica representada por uma matriz do grupo

de Lorentz especial SOo(1, 1). O conjunto .D(1, 1) pode ser escrito como um produto semidireto

SOo(1, 1) N R2 e isso mostra que .E(1, 1) é um grupo de Lie conexo de dimensão 3. Sua álgebra
é dada pelo produto gemi direto das álgebras de SOo(1, 1) e R2 que como conjunto de matrizes,

podeserescritacomoe(1,1) - {X c M(3,R);X - l . . l ,.A € M(2,R),AJ+J.Á' = 0,be

Ra}. Não é difícil ver que o conjunto:

.-- ( : i : ).
o o l
o o o
o o o

o o o
o o l
o o o) }

forma uma base para o espaço C(1, 1)- Um cálculo com esta base mostra que

je-, e:l = e3,

je,,e3]

jea,e-]

Analogamente ao caso de .E(2) podemos mostrar que [[z, y], ]z, y]] = 0 para todo z, 3/ c C(1, 1)
Portanto e(1, 1) é uma álgebra solúvel e assim .E(1, 1) é um grupo de Lie solúvel.
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5.6 Grupo de Heisenberg

O grupo de Hei8enberg, que denotaremos por H é formado pelas matrizes 3 x 3 reais da

forma Podemos identificar H com RS através de

i: }l «''«,,

Dessa maneira, H herda um& estrutura de variedade deita, de maneira natural
/l g ,\ /l

ésubgrupoabstratodeSZ(3,]R), defato,sqjamÁ= 1 0 1 Z/ l e.B= 1 0
\ o o 1 / \ o

elementos de H, então:

Além disso H

:;)«:

« '-ii 'i' '\i;"'i'-
r l --z --z+zZ/ \

.4':-l o l -y I'n
\ o o l /

Logo este conjunto também possui estrutura de grupo; e também observemos que as aplicações
ip x ]Ra -.} R; dada por ((z,y,z), (z',3/',z')) » (z + z',y + y',z + z' + zy') e ]R3 -+ R; dada

por (z, y,z) -} (--z, --y, --z + zy) são a". Logo H é um grupo de Lie de dimemão três. Soja

.A(t) um subgrupo a um parâmetro de HI. Então existe X C % tal que ..4(t) = exptX, onde %

é a álgebra de Lie de H. Além disso, ralé.o-A(t) :: X e exptX € H para todo t. Derivando o

subgrupo a um parâmetro, temos que X é da forma onde a, b, c são reais quais-

quer. Podemos então escrever a álgebra de Lie de H como sendo formada pelas matrizes dessa

==:===«.-«-ll= : :1 1: : il l: ! :ll'
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je-,e,]

je2,ea]

je3, e-] = --e,

Podemos mostrar que % é uma álgebra nilpotente, isto é, algum termo da série 7z a [7{, 7z] 2
[7z, [7{, 'H]] a .. - é nulo. De fato, sejam z, 3/, z elementos quaisquer de 7{, que podemos expressar

como combinações lineares reais dos elementos da base. Então sejam g = }1;i atei, g/ = }1:Í blej
e z = )ll:k ckek. Observemos que:

[z, [y, ,]] .iei, [ll, bjej, }: chekj] = i>1: «iei, (blc3 -- b3'1)e2] =0

pois [ei, e2] = 0 e [ea, e31 ;= 0. Portanto ]V{, ]'K, '7Z]] e nu]o e H é ni]potente.

kt J t

Vimos aqui, desde o exemplo 5.1 até 5.6, exemplos de cada caso de sinais de Ài, À2, À3, sendo
que no total temos 6 casos de sinais. Em]17], J. Mlilnor organiza cada um destes caos em uma
tabela que reproduziremos de uma maneira um pouco diferente aqui:

Sinais de Xi, Xz, Xa
+,+,+
+,+,-
+,+,o
+,-,o
+,o,o
o, o, o

Grupo de Líe associado
SP(2) ou S0(3)
S.L(2, ]R) ou 0(1, 2)
.E(2)

.E(1,1)
Grupo de Heiaenberg

Propriedade do grupo
compacto e simples

simples
solúvel

solúvel

nilpotente
comutativo

Estudemos agora a curvatura, em específico a curvatura de Rica destes exemplos da tabela.
Utilizaremos principalmente as técnicas desta seção, como o Lema 7. Este é o tema da próxima
seçao.

45



6 Curvatura em grupos de Lie unimodulares

Nesta seção denotaremos os sinal das curvaturas principais de Rica por sgn(r(et ), r(e2), r(e3))

Em 5.2 mostramos que SU(2) é um grupo de Lie de dimen.são três, unimodular, simples,
compacto, simplesmente conexo(e portanto possui grupo fundamental anito). Pelo Teorema
l da Seção 3, SU(2) admite uma métrica invariante à es(luerda com todas as curvaturas de

Rica estritamente positiva. Logo, para esta métrica temos sgn(r(ei), r(e2), r(e3)) = (+, +, +)

e consequentemente a curvatura escalar também é estritamente positiva. Ao mesmo tempo,
como SZ/(2) é uma álgebra de Lie não comutativa, pelo Teorema 5 da Seção 4, SU(2) possui
uma métrica invariante à esquerda de curvatura escalar estritamente negativa.

Em 5.2 encontramos os autovalores À{ = 1, para { = 1, 2, 3. Mas pelo que observamos após a

demonstração do Lema 7, podemos mudar um pouco a métrica em SU(2) de maneira que, por
exemplo, Xi ;: X2 ' À3 com X2 > Àa > 0. De acordo com o Lema 7, teríamos nesse caso:

,('i) = !«Xi)' -- (X2 -- À3)') = 0,

,(',) - ;((À,)' - (À- - xa)') - li((À,)' - (À, - À3 - À3)')

- À: + 4À2.X3 ) - ;(4À3(À2 - Xa)) > 0,

,('3) - ;((À3)' -- (À2 -- ÀI)')

Portanto podemos ter também sgn(r(eÍ), r(e2), r(e3)) = (0, +, O). Observe que podemos escrever
a curvatura escalar em função dos autovalores Ài. De fato, substituindo a8 fórmulas encontradas

no Lema 7 e simpli6cando, temos:

lo = (XiX2 + À2Àa + ÀIX3) - {(À? + À! + Àã)

Podemos perguntar se existem Xi, X2, X3 estritamente positivos tais que p :: 0. Mantendo X2,

À3 conlstantes, escrevemos uma equação quadrático em Ài e a resolvemos. Em XI temos, por
exemplo, a seguinte equação:

p(Ài) - -;À? + Ài(À2 + x3) + li(À3 - x2)'

Resolvendo essa equação encontra-se que Ài =(X2 + X3) + 2vÀ2Às é solução, onde Ài > 0, para
{:: 1, 2, 3. Podemos calcular a curvatura de R.icci para estes valores de Ài. Não é di$cil concluir

que teremos os sinal dados por (+, --, --).
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A conclusão final é que em SU(2), dependendo da métrica invu'jante à esquerda

escolhida, teremos os sinal dm cur«aturam (le Rica(+,+, +), (+,0,0) ou (+, --, --) e

a curlntura escalar pode ser estritamente positiva, estritamente negativa ou nula.

Em contraste, estudemos o grupo de Heisenberg. Vimos em 5.6 que o grupo de Heisenberg
é um grupo de Lie conexo de dimenlsão três, unimodular e nilpotente e encontramos ÀI > 0,
À2 :; X3:= 0. Substituindo na.s fórmulas encontradas no Lema 7, temos:

,('-) - --'('2) - --'('3) - --P
2

Portanto, para qualquer métrica invariante à esquerda no grupo de Heísenberg, as
curwturas príncipes de Rica têm sinal sgn(r(ei), r(e2), r(es)) = (+, --, --) e a curwtura
escalar é sempre estritamente negativa (veja Teorema 2 da Seção 3).

Mostramos em 5.5 que o grupo .E(1, 1) é um grupo de Lie de dimensão três unimodular e

solúvel e encontramos Ài = 0, X2 < 0 e X3 > O. Utilizando novamente o Lema 7 da Seção 5,
temos, por exemplo, r(ei) < 0, r(e2) = --r(e3). Podemos alterar um pouco a métrica de maneira

que ÀI = 0 e X2 = --X3, o que implica r(ei) < 0 e r(e2) = r(e2) = 0. Em ambos os casos, a
curvatura escalar satisfaz:

P (X2--À3)'

Já em SZ(2, R), encontramos Ài = 2, X2 = 1 e À3 = --1. Substituindo nm fórmulas encon-

tradas temos r(ei) - O, do que é imediato pelo Lema 7 da Seção 5 que r(e2) < 0 e r(e3) = 0. Logo

e'üte uma métrica invariante à esquerda em SZ(2, R) tal que sgn(r(et), r(e2), r(ea)) = (0, 0, --)
e p < O. Poderíamos alterar um pouco a métrica de maneira que, por exemplo, Ài :: ã, À2 := --l

e X3 = 1. Não é dócil verMcar que nesse caso teremos sgn(r(ei),r(e2),r(e3)) = (--,+,--).
Mas, para qualquer métrica invariante à esquerda em S/(2, ]R) temos curvatura escalar es-

tritamente negativa. De fato, suponhamos que encontramos Ài, À2, .Xa quaisquer com, por
exemplo, Xi < 0 < X2, À3. Vimos que a curvatura escalar pode ser escrita em função de
Ài, como p(ÀI,À2, X3) - (X2À3 + XiÀ3 + À2XI) -- {(À? + Àg + Àg). No«amente hemm À, e

X3 e consideremos p como função de Ài. Temos que :é16- := --ÀI + X2 + À3, o que mostra

que para Ài $ O, p é uma função monótona crescente(vista como função de Ài). Portanto
P(ÀI, À2, À3) < P(O, À2, X3) = --4(X2 -- X3): $ 0. Analogamente mostramos para os outros caos.

Concluímos com todas essas observações (lue se G é SZ(2, ]t) ou .E(1, 1), então dependendo

da escolha de métrica invariante em G que é feita, podemos ter sgn(r(et), r(e2), r(ea» =
(+, --, --) ou sgn(r(et), r(e2), ,(e3)) = (0, 0, --). Entretanto, pu'a qualquer métrica i.-di-
ante à esquerda tomada em G, a curvatura escala' é estritamente negativa.
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Em 5.4 estudamos o grupo euclidiano E(2). Vimos que sua álgebra não é abeliana, portanto

.E(2) não é um grupo de Lie comutativo. De fato, encontramos Xi = 0, X2 = 1 e À3 = 1. Logo
r(el) = 0, r(e2) = 0 e r(e3) = 0. Po-tanto ex'iate «ma métrica invariante à esquerda em -E(2) com

todas as curvatura de Rica iguais a zero. Como este grupo possui dimensão três e nesse caso

as curvaturas de R.icci determinam a curvatura seccional, e esta determina a curvatura .R, pegue

que -E(2) admite uma métrica ínva.riante à esquerda flat (vda Teorema 9 da Seção 9).
Podemos alterar a métrica de maneira que ÀI -; O, e Xs > X2 )' 0. Novamente utilizando o Lema

7 da Seção 5 conclui«os que nesse caso teríamos sgn(r(et), r(e2), r(ea)) = (--, +, --). Mostramos
em 5.4 que .E(2) é solúvel. Logo, pelo Teorema 4 da Seção 4, toda métrica invariante à esquerda

em .E(2) ou é flat ou possui curvatura escalar estritamente negativa, ou sda, toda métrica que

não é í[at em E(2) é ta] (lue p < 0. Mostramos que o grupo euc]ídiano não é comutativa,
mw admite uma métrica invariante'à esquerda flat. Toda métrica invariante à
esquer(ia em E(2) que não é flat é t&l que sgn(r(ei),r(eZ),r(e3)) = (--,+,--) e possui
curvatura escalar estritamente negativa.

Na próxima seção estudaremos o caso não unimodular
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7 O caso não-unimodular

O seguinte lema descreve a álgebra de Lie de um grupo de Lie não-unimodular de dimensão
tr&

Lema 8. Seja G um g po de LÍe não-unam(üula7' de dimensão três. .Então sua á/gebm g possa

urna base {el)e2le3} ta/ que:

jei, e21 := (xe2 + /3e3

jet, e3j :: '7e2 + (íe3

je2, e3j -: 0,

e a matiz -A = r . 'l possuí faça a + õ = 2. -EzcZuÍndo-se o caso em que .A -: í, temos

que det .A defenztÍna como/elamente a áZgebm g

Demonstração: A álgebra de Lie g não é unimodular. Conisideremos & como sendo o keme]

unimodular de g, de6nido na Seção 3, que é o kernel do homomor6smo é : g -+ R, definido por
@(z) = tr(ad.). Como mostramos ao final da seção 3, Z/ é um ideal unimodular de dimensão 2.

Vamos mostrar que Z/ é também comutativa. SejaÍe2, e3} uma base qualquer de Z/ e sejam z,
y C Z/, qualquer. Então [z, y] ;= ja2e2 + a3e31 b2e2 + b3e31 -: a2ZBje2, e3] + a3b2je31 e2], onde ai, bi

são reais quaisquer para i:: 1, 2. Se veri6carmos que je2, e3] -: O, então teremos [z, y] :: 0, para
quaisquer z, y. De fato, vamos escrever as matrizes de adia e ade3. Temos que:

«í.(e2) = 0

«d.(e3) = je2, e3] = ae2 + k3

«d.(e2) = [e3, e2] = --]e,, ea] = --«2 -- Z''3

M.(e3) = 0.

Portanto tr(ad«) - t7'(ad«) = 0 e assim a = 0 e b = 0. Temos então je2, ea] = 0 e segue que Z/
é comutativo.

Então [ad,] :: o b
0 a

e jade3] = 1 'a O ). Mas temos que e2 e e3 pertencem à z/.

Podemos escolher um ei C g ortogonal a ü tal que tr(ad..) = 2. De fato, se escolhermos

êt c g ta] que tr(ada.) não é igual a 2, digamos, tr(adê.) = a + d # 0, tomamos el = ;;i;iêi e
teremos que tr(ad..) = 2. Vamos escolher tal ei. Cowidere a tramformação .L : Z/ -.} Z/ dada

por ad.. restrita à Z/, isto é, .L(u) = [ei, u], para u € Z/- Observe que se tomarmos ei e e{ como
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anteriormente, segue que tr(ad(..-e{)) = tr(ad..) -- tr(adÍ) = 0 e portanto el -- e{ pertence a

i/ que é comutativa, e assim temos que .L é independente da escolha de ei e pela escolha que
6zemos, seu traço é igual a 2- Se .L(u) = Xu, onde À é uma cortante, então tr(.L) = 2À. Ao

mesmo tempo, tr(.L) = 2 e portanto À = 1 e .L(u) = u. Assim, jet,e2] = e2 e [ei, e3] = e3 o

que implica quelz, Z/l é combinação linear de z e y para z, 3/ quaisquer. Estudamos esse caso
no Exemplo 2.1, vamos então assumir que esse não é o caso. Vamos escolher e2 C Z/ ta] que e2

e .L(e2) = e3 são linearmente independentes. Dessa maneja:

jei, e2] = -t(e2) = e3,

jei, e3] = ad. (e3) = ae2 + be3.

Então, a matriz [ade.] é dada por ( 0 a 'l . Como o traço dessa matriz é igua] a 2, temos que

b = 2. Além disso, det -L = det(ad..) = --a, portanto a = -- det .L = --.D. Podemos escrever:

jei,e2] := e3,

jet, e3] :: ---l)e2 + 2e3,

je,, e3] - O

e assim mostramos que existe uma base {ei,e2, e3} de g tal que o colchete em g satisfaz as
igualdades acima. Portanto o colchete, com relação a essa base especialmente escolhida, fica
totalmente determinado, conhecendo-se o determinante da matriz Á. n

Assim como foi feito para o caso unimodular, queremos dar uma descrição da curvatura de
Rica. Seja g uma álgebra de Lie não-unimodular com uma dada uma métrica. Vamos escolher
el C g tal que ei é ortogonal ao kernel unimodular Z/. Completemos ei a uma base ortonorma]

.B :; {el, e2,e3} de Ç, onde .B' :: {e2, e3} é uma base de Z/. Temos o operador .L : Z,r -+ Z/ dado

por L(u) - jel,u]. Sda« .L(e2) = a'e2 +P'e3 e Z(e3) = 7'e2 + õ'e3 onde a', P', 7', õ' c R Soja
(7' :: {ê2, êa} tal que:

ê2 := coa 0e2 + sinOea,

e3 = -- sinOe2 + cos 0e3.

O conjunto O' :; {ê2,ê3} é umâ bale ortonormal de Z/. Para achar a matriz de .L nessa base.
precisamos fazer .ll/t].L]B,.M onde -M é a matriz mudança de base de B' para C'. Então temos:

l.Llc,
cos 0 sino

-- sino cos a # Ó'
.' 7' coso

sino
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.A(0) a(0) \
Bq0) DqO) )'

onde

.A(0) cos'0 + Õ'sh'0 -(# +7') shOcm0,

a(0) = '/ cos' 0 -- P' si«' 0 + (a' - ó') si« 0 cos 0,

B(0) = --7' sina 0 + P' cosa a + (a' -- õ') sin 0 cos 0,

.D(0) = a' sina 0 + õ' cosa 0 + (P' + 'y') sin 0 cos 0.

Obse«e que < .L(êz), -L(ê3) >= .A(0)a(0) + -B(0)-0(0). Tema cla.agente que

.A(o)o(o) + -a(o)o(o) + p'ó',

.A(;)C(;) + .B(;)-0(;) -

Como esta é uma função contínua em 0, existe um 0', 0 < 0' < { tal que

< L(ej!), Z(e;) > .A(0')0(0') + B(0').0(0')

onde ej! = e2cos0' + e3sin0' e eâ = --e2sin0' + e3 coso. Chamemos a = .A(«), /3 = -B(0'),

,y = 0(0') e õ = D(#). Então mostramos que exbte uma base {el,el,e;} de g tal que el

é ortogona] a Z/ e as imagens -L(ej!) e L(eâ) são ortogonais, a]ém disso não é difícil ver que
a + õ = .A(0) + 1)(0), para qualquer 0, em particular a + (í = a' + â' # 0, e claramente

cl,y + PÕ = 0. O colchete satisfaz:

je-, e;]

je-,.l,l

jej;, e],]

O seguinte lema relaciona tais comtantea com a curvatura de Rica

Lema 9. S(#a {ei, e2, e3} uma luso escolhida con7}0 anferÍonnente.

guadráfÍca de RÍcci, e as cuwafums pHncipaÍs são dadas lur:

,(':) - -a: - õ' - l!(P + ')',

,('z) - -a(a + õ) + :('/ - P'),

r(e3) - -õ(a + ã) + ;(P' - 7').

Tat base diagonaliza a jorna
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Demonstração: Vamos calcular as constantes estruturais da álgebra g com relação à esta
base escolhida. Por exemplo, aHk :: a32k = 0 para k := 1,2,3, pala Z/ é comutativa. Temos
tunbém aiji :: 0 para todo {,j, pois el foi escolhido ortogonal à Z/. Finalizando, temos:

(z122 ::< jet, e2], e2 >:= (z)

ai23 ::< [el, e2], e3 >= P)

ai32 =< jei, e3], eu >:= ',

ai33 =< jei, e3], e3 >= õ

Podemos calcular agora o censor de Riemann. Por exemplo,

'f?e2eie2 = V le2,eile2 Ve2 'V'eles + V.: V'e, e2

(IVe2e2 ' JfjVe3e2 Ve2Vei e2 + Vei 'Ve2 e2

(]om ag constantes estruturais encontradas, não é difícil calcular que Ve2e2 :: ael e 'V'eles = 0,

usando a fórmula V..ej = }1;k {(afjk -- ajki + clkij)ek. Analogamente:

V..e2 = ;(P -- ')e3,

V.e3 l;('r+P)ei,

V..e3 = 1;("r -- P)e2

e, pela simetria da conexão de Riemann, temos V..ej = Vejej Assim não é difícil encontrar

R'«-., - -a'.- - {(P + ')': - ;(P'

;','l

'y')'el

.IL«-e3 - -- ;('r + P)el -- õ2e #')el

Então, por exemplo,

f(ei) - R«.-e2 + B... ea = (--a' -- õ' -- ;(P + ')')ei

Analogamente podemos achar

f(e2) - (--a(a + ã) + ;('' + P'))e2,

f(ea) - (--õ(a + Õ) + ;(P' - P))'3
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Logo {el, e2, e3} é uma base de autovetores de f, com r(ei) igual a cada autovalor correspondente
Da ei

Seja {ei , e2, e3 } uma base de g escolhida como no Lema 9. Podemos relacionar o determinante

1) da matriz 1. 1. 1 com as curvaturas de Rica encontradas no Lema 9. Este é o resultado

do próximo teorema:

Teorema 6. Se o determinante -D é estHtamente negatÍtio, então toda métHca ínuadanfe â es-

g«e«í. .m G é t«Z q« .gn(,(et),,(e2), ,(e3» = (--, --, +). Se .O = 0, ente. tda métd.« in«d-
«nf. â e,que«d. em G é t'Z q«e « .gn(r(ei), ,(e2), ,(e3)) = (--, --, +) - .gn(r(et), ,(e2), ,(ea)) =

(0, --, --). Se .O > 0, então sgn(r(ei), r(e2), r(e3)) = (--, --, +) e Wm O > 1 Casta uma métHca

inuaHante â esquema de cumatum de -Rica conlstante negativa. -Em todos os casos, a cumatum
wca/ar é estHtamenfe nqatítia.

Demonstração: Façamos uma mudança de variáveis de maneira que a + õ:: 2. Como

escolhemos {ei, e2, e3} tais que L(e2) e .L(e3) são ortogonais, podemos escrever:

a=1+e

P = (i + C),z

'y

Õ

onde podemos supor que € 2: 0 e ?7 ? O. Então a2 = (1 + e)2, õ2 = (1 -- O2, P + 7 = 2l7(,

7a = q2(l -- C)2 e P2 = 172(l + C)2. Portanto, pelo Lema 9 desta seção:

r(ei) - --(l + O' -- (l - O' -- ;(2t7O' - --2(1 + ('(1 + l7'» $ -2

,(e2) -2(1 + ((1 + ,7'))

r(e3) = --2(1 -- ((1 + q'»

Se ( = 0 e 77 :::: O, então temos a = 1, P = 0, ,y :: 0 e õ = le a matriz .A é igual à identidade.
Mas estamos excluindo esse caso. Então sejam ( > 0 ou 77 > 0. O determinante da matriz ..4
nesse caso é dado por -D = (1 -- (2)(1 + 772); suponhamos que D < 0. Então devemos ter que

(l > 1 e t7 2: O- Assim,

r(e3) > --2(1 -- (1 + 772)) = 2172 2 0
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e ,(e2) $ --2. Logo sgn(r(ei),,(e2),r(e3)) = (--, --,+). Se O = 0 então temos {l = 1 (e ? 0) e
77 2 0. Se ( = 1 e 77 > 0, então

r(e3) = -2(1 - 1(1 + q2)) .2(--772) = 2qa 2: 0

Poú"to nmse «se, .gn(r(ei),r(e2),,(eS» +). See 1e ,7 e«tão é i«Mato
veri6car que r(ei) = --4, r(e2) = --4 e r(e3) = 0.

Suponhamos que -D > 0. Então devemos ter 0 $ (1 < 1. Se ( = 0, como q > 0, teremos
.D > 1 e não é difícil v©r que r(ei) = r(e2) = r(e3) = --2, ou soja, existe uma métrica invariante

à esquerda de curvatura de Rica cortante e negativ . Se 0 < ( < ]e 77 = 0, não é difícil

conclui, que sg't(r(et),r(e2), r(e3)) = (--, --, --). Por outro lado, se 0 < ( < 1 e 77 > 0, obtemos
sgn(r(et), I'(ea), r(e3)) = (--, --, +). Em geral, a cu«atura escala é dada por:

r(el) + ,(e2) + r(e3) = 6 -- 2('(1 + q') 4€172 < 0

e hto conclui a demonstração. o

Portanto, no caso de grupos de Lie não-unimodulares, pelo menos duas curvaturas principais
de Rica são estritamente negativa. Comparando com o caso unimodular estudado ao anal da

Seção 6, percebemos que nenhum grupo de Lie de dimenisão três admite uma métrica invariante

à esquerda tal que os sinal das curvaturas principais de Rica satisfmem (+, +, --) ou (+, :L, 0).
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8 Métricas Bi-invariantes

Nesta seção consideraremos um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante, ou sya,
uma métrica iDlr&riâDte à esquerda e à direita. Mostramos na Proposição l da Seção 2 que um

grupo de Lie possuir uma métrica bi-invariante é equivalente a existir um produto interno em

ZeG = g Ád-invariante, isto é, tal que < Ádp(u),.Ádp(t;) >=< u,u >, para todos u, u c g,
g € G. Vimos que hto implica em a transformação adjunta ser anui-adjunta, para todo elemento

da álgebra e vale a recíproca se o grupo é conexo. E conveniente de6nirmos que uma métrica
em g é bi-invariante se ad. é anta-adjunta, para todo g C g

Calculamos também a curvatura seccional no cuo de métrica bi-invariante, utilizando a

Mrmula de Koszul para mostrar que a conexão satisfaz V, = tad, e R(z,y) = tadt,,!r]. Final-
mente encontramos:

k(Z, y) - ; < [,,3/], ]z,y] >

Segue(lue k(g, y) 2 0 e vale a igualdade se e somente se lz, yl = 0. Lembremos que a curvatura de

Rica na direção de um elemento unitário z da álgebra é soma de curvatura seccionais de planos

gerados por z e elementos de uma base ortonorma] de g, melhor dizendo, r(z) = )i:i h(z,ei).
Neste cuo, como k(z,ei) 2: 0, para todo i, então r(z) ? 0 e vale a igualdade se e somente ae

k(z,ei) = 0, para todo {, ou seja, se e somente se [z, ei] = 0, o que é equiva]ente dizer que sç
pertence ao centro da álgebra. A curvatura de Rica também pode ser caracterizada como o
traço da aplicação y -} R(z, y)(z). Com métrica bi-invariante, esta aplicação é dada por:

y ''* i"'i,,,t(,) - -;.d:(v).
A forma bilinear em g x g, dada por P(z, 3/) = t7'(ad,adV) é claramente simétrica e é chamada
/unha de -K{/lÍíig em g. Note pelo que escrevemos acima que em um grupo de Lie com métrica

bi-invariante, temos r(r) = --àP(z, z), e isto mostra que r(z) é independente de uma escolha
particular de métrica bi-invariante.

O principal resultado desta seção é a classificação dos grupos de Lie conexos que admitem

métrica bi-invariante. Antes de tal resultado, mostremos que todo grupo de Lie compacto

admite uma métrica bi-invariante. Porém, para mostrarmos este resultado prechamos de alguns
ruultad08 e de6nições sobre variedades Riemanniana.s e para tanto recomendamos ao leitor o

Apêndice A.

Lema IO. Um gr"tipo de .Líe G compacto e conexo admite uma méfdca bi-Ínt/amante

Demonstração: Vamos usar a Proposição l da Seção 2 e alguns fatos contidos no Apêndice
A. Seja < ., - >e um produto interno en TcG. O grupo G admite um único elemento de volume
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Q bi-invariante tal que noZ(G) = 1 (veja Apêndice A). Dados X, y € TeG, vamos deânir uma
função em G por:

/(g) .Ad(g)X, .Ad(g)}'' >.

Vamos de6nir <., . >; forma bilinear em TeG por:

< X,}''' >;= / /(g)Q = / < ..4d(g)X, .Ad(g)}''' >. Q.

Pelas propriedades de integral e por < ', ' >. ser um produto interno em TeG, segue que < ., . >:
é, de fato, um produto interno em TcG. Pela Proposição l da Seção 2, G admitir métrica bi-
invariante é equivalente a existir um produto interno Ad-invariante em TeG. Vamos mostrar que

< ., - >; é este tal produto interno. Ou seja, precisamos mostrar que:

< .Ad(a)(X),.Ad(«)(y) >;

para todo a c G. De fato,

< .Ad(a)(X), .4d(a)(y) >:

g)(.A.Z(a)X), -Ad(g)(.4d(a)y) >. Q

/ < .Ád(ga)(X), .Ád(ga)(y) >. Q

(g»çl-

A segunda igualdade ocorre pois .Ad : G -+ .Aut(g) é um homomor6smo. Observe que n. : G -+
G é um diíeomorfismo, então pelas propriedades de integral de uma n-forma em G vistas no
Apêndice A, pelo fato de Ra preservar a orientação de G:

l n:f(g)n l f(g)çJG JG

G

e a pri"eha integral é exatamente IC /(R.(g))ç), e a8si« seg«e o resultado, hto é, < ', . >: é

um produto interno em TeG .Ád-invariante.[]

Com isso é possível clmsiíicarmos os grupos de Lie conexos munidos de métrica bi-invariante

Este é o próximo teorema.

Teorema 7. tlrm gr"tipo de Líe coneza G admite métrica bÍ-inuaHante se e somente se G é
isomorfo a 1{ x 'W' , onde H é um gr'%po de Lie compacto.
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Demonstração: Em um primeiro momento, olhemos como é descrita a álgebra associada
nesta situação. Se a métrica em g é bi-invariante, sabemos que a transformação adx é anti-

adjunta para todo X. Seja .4 um ideal em g e a um elemento pertencente ao complemento
ortogonal de .4, que denotamos por .'4X. Sqa y C g qualquer. Então observemos que, para
z C .4 temos:

< z, l3/, al >= -- < lv, zl, a >= 0

pois [y,z] C .4. Logo ]3/,a] C .,4X, para qualquer Z/ € g. Portanto .4X é um ideal na á]gebra

e sabemos que g :: .4 (D .41. Se estes ideais forem simples, então comegulmos escrever a
álgebra como soma direta ortogonal de ideais simples. Se não, prosseguimos fazendo a mesma

decomposição ortogonal. Ao final deste processo, obteremos uma decomposição da álgebra em
soma direta ortogonal do tipo:

g::.4l©.42©...©.4k

onde .4i ou é um ideal simples, ou é abeliano unidimensional. Definindo

Á
lidem.Aí

l<dim4

temos g = .,4 (D B, onde Á é um ideal abehano. É uma consequência do teorema de Ado(vqa
[23]) que se g é uma álgebra de Lie qualquer, então existe um grupo de Lie conexo e simp]esmente

conexo cuja álgebra associada é g. Portanto, cada componente .4i de B é álgebra de Lie de um

grupo de Lie simplesmente conexo .Ai, além disso observe que o centro de cada .4{ é trivial, pois
se não finge teríamos um ideal não trivial, absurdo. Note que g induz uma métrica bi-invariante

em qualquer subálgebra, portanto em particular a cunatura de Rica em .4i C B é não negativa

e é nuca se e somente se o e]emento pertence ao centro. Como o centro é trivial, segue que todas

as curvaturas de Rica são estritamente positivas. Pelo I'trema l da Seção 3, segue que cada
.Ai é compacto. Se .4i pertence à soma .4, sabemos que seu grupo de Lie conexo e simplesmente
conexo correspondente .Aj é isomorfo a R-

EB- A

Seja G o recobrimento universal de G. A álgebra de Lie do recobrimento é isomorfa à

g:: .,4 © B. Como G é simplesmente conexo, àquele isomor6smo de álgebras corresponde um
isomorfismo de grupos

G = IR X ]R X . . ]R X .Ai X . . ..An

onde cada .Ai é compacto. Logo G z R" x H, onde H é um grupo de Lie compacto. Seda
n- : G -+ G a aplicação de recobrimento. Sabemos que sua diferencial dn' : TeG -+ TeG é Um
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isomorfismo e, portanto, é um diíêomor6smo local. Logo, o conjunto ll = ker r = a-'i ({e}) é um
subgrupo normal discreto de G, onde discreto signi6ca que se a C 11, então existe um aberto V de

G ta] que y n ll =ta}. Podemos assim considerar o quociente G/ll e existe um isomoríismo de

grupos de Lie G = G/ll. Seja Pi (11) a projeção de ll em IP' . Como este conjunto é um subgrupo
discreto de ]P", existem ei, . . - , ed e]ementos de Pi(11) ]ineamiente independentes sobre ]R tais

que cada elemento de Pi(11) é escrito unicamente como combinação linear dei + . . . +nded onde

ni são i«tenros, { = 1, . - . , d. Ou sda:

pi(n) =ll:ceei; ni € Z,i= 1,... ,d}.

d

lt

Seja }r o subespaço de ]W' gerado por [ei,
assim: '

, ed}. Então podemos escrever ]Rn := y' © V'X e

G = é/n = (R" x H)/n = (1'a x T' x H)/n

= ya x (y x .ü)/n

pois ll age trivialmente em VX e o segundo termo do produto é compacto. Reciprocamente
suponhamos que o grupo é isomorfo a ]Rn X .H, onde -H' é um grupo de Lie compacto e conexo

Observe que IRn é um grupo de Lie abeliano, isto é, o colchete é identicamente nulo. Portanto a

ap[icação adjunta ad. é anui-adjunta (pois é identicamente nu]a) para todo g c ]R" , ]ogo qua]-
quer forma bi[inear positiva < ., . >. definida na sua á]gebra (que é o pr(5prio ]Rn) estende-se

naturalmente a uma métrica bi-invuiante no grupo. Pelo lema anterior, como -ü é um grupo de
Lie conexo e compacto, admite uma métrica bi-invuiante. Considerando a métrica Riemanniana

produto em .H X ]Rn, obtemos o resultado. n

Veremos agora que se a]ém disso G for simp]es, então ta] métrica é única, a menos de
mu[tip[icação por um esca]ar rea] positivo. E o próximo lema:

Lema 11. Seja (; um gr"tipo de -LÍe compacto cu/a áZgeóm associada é simples. .Então a méfHca

h-int/adapte que ed8fe em G é Única a menos de mu/ttp/ícação por uma consfanfe rm/ posÍtÍua.

Além disso ta! métHca possui cuwatuta de Rica constante e é dada pela forma de Killing.

Demonstração: Lembremos da álgebra linear que em um espaço vetorial }' de dimensão

Edita com produto interno < ., . >, um operador linear S em Tr é chamado positivo se é auto.-
adjunto e < S(u),u > é estritamente positivo, para todo u C y. Sabemos que existe um

isomor6smo entre o conjunto dos operadores lineares positivos de y e o conjunto das formas
bilineares simétricas de6nidm positiva. TH isomorfismo leva um operador S na forma bilinear
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< S(u), u >. Seja agora < ., . > uma métrica bi-invariante em G, que sabemos existir pelo Lema

10 e conisideremos a sua restrição à Ç. Pelo resultado mencionado, qualquer outro produto
interno em g é escrito como < S(z),y >., onde S é um operador positivo em g, denotemos tal

métrica por < ', >'. A aplicação axbunta é anta-adjunta em ambas as métrica, portanto:

< ad(u)(z), y >'= -- < z,ad(u)(y) >

< ]u, z], y >'= -- < z, lu, PI >'

< S(lu,zl),3/>. < Sz, lu, yl >. ad(u)(Sz),y >. +

< S.ad(u)(z),3/ >.(u) .(Sz),3/ >. +

< (S . a<(u))(z) (.d(u) . (S))(z), y >.

para todo y € g. Segue usam que a aplicação adjunta comuta com S. Com isso, se u pertence
a um autoespaço de S correspondente a um autovalor À(que sabemos ser real e estritamente
positivo, pob S é positivo), então ad(u)(S(u)) = lu, Sol = lu, Xt;l = Àlu,ul. Ao mesmo tempo,
M(u)(S(t,)) = S(ad(u)(t,)) = S([u,u]), o que mostra que a aplicação adj«nta ]e« cMa au-

toespaço de S ne]e mesmo. isto em particular implica que cada auto..espaço é um ideal de g.
(como a álgebra é simples, ela possui somente um autoespaço, isto é, S(g) = Xz, para todo g c g
e para algum À > 0 real. Portanto:

< Z, 3/ >':: À < a, Z/ >e,

onde À > 0. Isto mostra a unicidade da métrica

Considerando ainda a métrica bi-invariante < .,. > em g, lembremos que a curvatura princi-
pal de Rica satbfaz a relação r(z) =< f(z), z >, onde f: é a transformação auto-adjunta de Rica.
Vimos também(lue neste caso t'(z) 2 0 e vale a igualdade se e somente se g pertence ao centro

da á[gebra. Como o centro de g é uln ideal e a á]gebra é simp]es, a igua]dade não ocorre. Logo

r(z) > 0, para todo z c g. Segue que a transformação f: é positiva e < r,y >'=< f(z),Z/ >
é um produto interno em Ç. Este produto interno pode ser estendido naturalmente a uma
métrica invariante à esquerda em G. Nesta situação esta métrica também é invariante à di-

reita. Usando o mc8mo argumento acima, segue que f(g) = Àz para todo g C g e algum À
cortante real estritamente positvo. Se u € g é unitário, temos r(u) =< Àu,u >= À > 0.
Para finalizar a demonstração, veri6quemos que < z,y >= --ãP(z,y), onde P é a fobia de

KiUing, é um produto interno bi-invariante em g. A forma de Ki]]ing P : g x g -+ ]R é dada por
P(z, 3/) = tr(ad(z)ad(y)). Esta fo«na biMear é evidentemente si«étnica, além dhso em uma

álgebra simples e compacta satisfm P(g, z) $1 0, se g c g # 0. Portanto < z, y >= --ãP(z,y) é
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um produto interno em g. Se mostrarmos que este produto interno é bi-invariante, teremos de

maneira natural pela homogeneidade uma métrica Riemanniana bi-invariante em todo o grupo.
De fato, veríi6quemos que nesta métrica a aplicação adjunta é anta-adjunta para todo elemento
da álgebra. Sejam z, 3/, z C g quaisquer:

< «d(z)(y), ' >-< ]z, V], z > t,('d(]z, y])'d(,))

-; t,(]'d(z) , «d(y)]a'í(') )

(a'Z(z)a'í(3/) - ''í(y)''í(z))'d(,))

(«d(z)ad(y)M(')) - f,(«d(3/)«d(z)'d(,))

(y)ad(,)ad(z) - «d(y)«d(z).d(,)) Z/, ],, z] >

isto Êna[iza a demonstração. []

l
tr(aa

4

Em uma variedade Riemanniana qualquer, podemos relacionar as conexões 'V e 'V com

relação às métrica Riemannianas < ., > e À < ., - >, onde À é uma constante estritamente

positiva. Utilizando a fórmu]a de Koszu], podemos facilmente concluir que nesta situação m

conexões coincidem, isto é, V = V (geralmente mostra.se (lue se (M, < ., . >) é uma variedade
Riemanmana qualquer e se < .,. >';: /2 < ., . >, onde / é uma função (lyoo em .A/ que nunca

« an«la, ente '9xy -- Vxy = (})(X(/)}' + }''(/)X -- g«d(/) < X, }' >) é a rel;.çã. entre

as conexões). Voltando ao caso estudado, como a8 conexões coincidem, o mesmo ocorre com
o censor de curvatura. As curvaturas seccionais satisfazem k = À'tk e a curvatura de Rica

não se altera, isto é, r:: f. Então inicialmente podemos escolher uma métrica de maneira que
r(z) =< z, sç >, ou seja, de maneira que a curvatura de Rica seja constante igual a +l.

Suponhamos agora que G é um grupo de Lie conexo cujo recobrimento universal G é com-

pacto, de maneira que admite uma métrica bi-invuiante. De acordo com a conistrução do Lema
11, sua álgebra de Lie se decompõe como soma direta ortogonal de ideais simples e assim existe

um isomorfismo G = Ái x . x .Ak, onde .4i são grupos de Lie simples. Pelo Lema 12, cada um
destes grupos é equipado com uma única métrica bi-invariante de curvatura de Rica constante

igual a +l. Utilizando a métrica produto, G admite uma métrica bi-invariante de curvatura de

Rica constante igual a +l. Sabemos que n- é uma isometria local, de maneira que, localmente,
G admite um& métrica bi-invariante de curvatura de Rica constante igual a +l.
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9 Grupos de Lie com curvatura zero

Gostaríamos de classi6car agora os grupos de Lie que admitem métrica invariante à esquerda

ílat, isto é, tal que a curvatura é identicamente nula. De acordo com o Lema l da Senão 2, se G
é abeliano então toda métrica invariante à esquerda em G é flat. Porém vimos na Seção 6 que
.E(2) é um grupo de Lie não comutativo, mas que possui uma métrica invariante à esquerda flat.

Veremos aqui que a caracterização do caso íiat é feita através da álgebra de Lie.

Teorema 8. Um gr"tllM de .Líe G simplesmente cancro admite méfHm {nuaNante â esquerda de
cumatura nu/a se e somente se sua á/febra de LÍe se decompõe em uma soma dÍwta aNogona/

B ©Z/ onde B é uma subáZgeóra comutatÍt;a, Z/ é um {dm/ comutafÍuo e a fmnó$onnação /ínear
ad(b) é anui-adyunfa pam todo ó C B.

Demonstração: G é uma variedade Riemanniana completa de curvatura seccional conistante

igual a zero. Um importante resultado de geometria Riemanniana nos diz essencialmente quais

são as variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas com curvatura constante, veja

por exemp]o ]4], pág 163. Neste cmo temos que G é isométrico a ]lP'. Seja -ll um subgrupo
compacto de G e consideremos a ação de .lí em G por translações à esquerda. Esta a,ção

determina um subgrupo compacto -H do grupo de isometria delRn que é isomorfo a .ll. Sabemos

que o grupo de isometria do R" é o produto semidireto de O(n) por R". Como .H é compacto,
nenhum de seus elementos admite uma componente tramlacional. Logo, ã C O(n). Segue daí

que .ll possui um ponto 6xo em (;. Mm uma translação à esquerda em (; não trivial não possui
pontos fixos, portanto .ll :: {e}.

Consideremos a correspondência V' : Ç -+ -End(g), onde -ETü(g) é o conjunto das trans-

formações lineares de g, dada por Ú(z) = V,. Seja < ., . > a métrica invariante à esquerda em

G de curvatura -R identicamente nula. Lembremos que para z, Z/ e z pertencentes à álgebra as-

sociada, vale que < V,y, z >= -- < Z/, V,z >, e isto em particular implica que @ é anel-adjunta.

(como a curvatura é identicamente nula, Vt,,v] = VaVy -- VgVz. Logo:

@(lz, Z/l) Vt,,«] - V.Vv 'quN.

='V,©u--'V,+, ='$,'b. ú,@, =l@,,@,l

Portanto @ é um homomor6smo de álgebru. O seu kemel, que denotaremos por Z/, é um
ideal, mas mais do que isto é também comutativa. De fato, a conexão V é simétrica, ou seja,
[aç, i/] = Vz3/--Vyz, para todo z, 3/ pertencentes à g. Em particular, ]u, u] :: VutJ--'V'tru = 0, para
u, u C Z/. Se.ja B o complemento ortogonal de U, B = Z/X. Para qualquer b € B, a transformação
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Vt, leva um elemento Z/ em Z/- De fato, se u c Z/, então

IÓ, ul = Vóu -- V.b = Vóu

e [b,u] C Z/ pois U é ideal. Portanto VÕ leva B em B e assim, se z, y c B, então Vzg/, VPz c B
e consequentemente lz, yl C B, o que mostra que tal conjunto é uma subálgebra de g. Sabemos
que g se decompõe na soma direta ortogonal de espaços vetoriai8 g = Z/ (D B. Queremos veri6car

que B é comutativa. A aplicação @lB : B -+ @(B) leva B isomoríicamente em uma subálgebra
de O(n), formada pela transformações de g anui-simétricas. Este conjunto é álgebra do grupo

mmpacto O(n), que possui uma métrica bi-inva.diante. Portanto qualquer subálgebra de O(n)
pode ser equipada com uma métrica bi-invariante e, em particular, podemos equipar B com

uma métrica bi-invariante. De acordo com a construção feita no Lema 11, podemos decompor
B = Bt (D . -. © Bk como soma direta ortogonal de ideais, alguns simples e outros abelianos.

Suponhamos que algum B{ não é comutativa. lbl Bi é uma subálgebra de g, logo existe um

único subgrupo conexo .Bi de G ta] que sua álgebra de Lie é Bi. Este grupo é compacto, pela
construção do Lema 11. Mm pelo que comentámos no início da demonstração, .Bi é trivial, logo

B{ = {0}. Segue finalmente que B é comutativa. Finalizando, para qualquer b c B, ad(b)IB é
anui-adjunta pois é identicamente nula e vimos que ad(b)lz/ é dada por Vt,u.

Agora suponhamos que g = B © Z/ onde efta soma é ortogonal, B é subálgebra comutativa,
Z/ é um ideal comutativo e ad(b) é anta-adjunta, para qualquer b C B. Queremos verificar que
R(z, y)z = 0, para qualquer z, y, z C g. Qualquer g C g é escrito de maneira única como t; + b
onde u c Z/ e b C B. Então, utilizando a fórmula de Koszul, temos, para z, g/ c g quaisquer:

< V.z, y >:::< V.u + Vub, w + b >

=< V.t;, w > + < V.t;, b > + < V.b, w > + < Vub, b>

observe que < V'ut;, w >;:= 0, pois u, u, w € Z/ e 24' é comutativa. Vqa que:

<v.«,8> 1","1,8> -- < 1«,ÕI,«>+< lã,ul,«>)

e a primeira parcela se anula pois ]u,u] = 0, e u duas últimas se cancelam pois ad(b) é anti-
adjunta para todo b C B. Analogamente mostramos que < Vub,w > e < Vt.b, b > são nulos.

Logo V. = 0. Além dhso, ad(b)(u) = [b,u] = Vüu -- V.b = Vóu para ó c B e u c Z/, ou soja

M(b)

Para concluir que o temor de curv tuta é nulo, precisamos substituir em R(z, y)z elementos

da forma u + b e usando a trilinearidade de -R chegamos a algumas parcelas. Substituindo em

cada parcela a Hrmula da curvatura, e usando que V. = 0 e VÕ = ad(b) para u c Z{ e b € B,
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respectivamente, concluo..se que todos estes termos são nulos e portanto .R = 0. Por exemplo,

R(u, t;)w = 0 para qual(quer u, u, w C Z/ pois vimos que V« = 0 e o termo -R(b, b') também é
nulo para b, b' c B, pois

R(õ, b' ) jad(Õ) , .d(b' )l

e isto conclui a demonstração. a

Um problema mais geral estudado por muito tempo foi encontrar exemplos de variedades
Riemanmanas com curvatura de Rica identicamente nula, mas curvatura seccional não nula.

Em 1953, Lichnerowicz provou que uma variedade Riemanmana conexo, compacta e homogênea
com curvatura de Rica nula é um toro euclidiaxo. Este resultado íoi estendido para variedades

homogêneas em geral por Alekseevski e Kimel'fel'd em 1975 [11 utilizando técnicas de Análise
Funcional.

ã
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10 Grupos de Lie com curvatura estritamente positiva: Teore
mas de Wâllach

Nesta seção pretendemos estudar dois resultados interessantes envolvendo o caso de um grupo
de Lie mullido de métrica invariante à esquerda de cunatura estritamente positiva. Mencionamos

na Seção 2 um teorema de Wallach 1221 que classifica os grupos de Lie simplesmente conexos de

curvatura seccional estritamente positiva. Antes de demonstrmos tal resultado, que envolve
alguns fatos sobre campos de Killing e submersões Riemannianas, estudemos o caso de curvatura

escalar estritamente positiva. Para este cmo, precisamos do seguinte teorema:

'Rorema 9 (lwasawa). Sda G um g«l;« de l;Íe coneza. Então todo su@mpo '.mpacfo de G está

confÍdo em um suar"ul» campacfo magma/ -H, que é necessariamente um gT"tira de llÍe conQzo.

Além disso H é único a menos de conjugação e G é homeomorjo, como espaço tol)otógico, ao
lJr(auto .l? x Rt, para algum k.

Para a demonstração recomendamos [11]. Finalmente temos o seguinte teorema:

Teore«ia IO (Wallach). Sda G um gml« de .Lie mnezo que contém um 8u@N'po '',mpacto
não-comufatÍuo. .Então G admite urna métNca int/amante à esquen/a de cumatum essa/ar esfN-
[amenle }losítíua.

Demonstração: Por hipótese, G contém um subgrupo compacto não comutativa. Pelo

teorema de lwasawa este subgrupo está contido em um único subgrupo compacto maximal .ll,
que é um grupo de Lie conexo. Consideremos este grupo .l? Como H é compacto e conexo, existe

uma métrica em g(lue é .4d-- .H invariante, isto é, invariante pela tramformação adjunta .4d(/t)
g -+ g, para todo h C .H. Consideremos esta métrica e {el,. . ' ,e.} uma base ortonormal de

7Z, que é uma álgebra não comutativa, pois -H é não comutativo e conexo. Vamos completar
esta base à uma base de g, digamos, (7 = {el,- ' ' ,en}. As transformações ad(ei), - . . ,ad(e.)
são anta-adjuntos, mas o resto pode não ser. Fixemos c > 0 e vamos construir uma nova base a
fazendo:

el := el) ' ' ' , em := em,

em+l = Cem+l , ' ' ' , en = Cen.

Existe uma única métrica invariante à esquerda em G tal que a base a é ortonormal. Vamos
considerar agora a mesma álgebra g mas com esta nova métrica e, assim como fizemos na demon-

stração do Teorema 5 da Seção 4, olhemos para M constantes estruturais ãijk :=< ]êi, ê/], êt >:

âijk = aÍjk l $ {,.j, k $ m
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ãijt = caijt m + l $1 {, j, k 5; n

ãijt = aiji; l $ { $ m m + l $ .j, Ê $ n

âijk=caijk l$1J,k$m m+15;i$jn.
Temos assim definido um limite quando c tende a zero e estas constantes estruturais do limite

determinam uma nova álgebra de Lie que denotaremos por go e é dada pela soma direta ortogonal
7Z © Z/, onde Z/ é um ideal comutativo. Existe uma métrica go em go tal que C é ortonormal.
Pela construção que 6zemos, a aplicação adjunta ad(h) é anta-adjunta para todo h C H. Além
disso, lembrando que:

k
V..ej = 1; >ll:(aijk -- ajA;i + akij)ek

e que V é IR-linear, temos Vu = 0 para todo u € Z/ já que as constantes estruturais se anularão

neste caso. Segue assim que -R,. = O, para z C g e u C U e consequentemente k(z, u) = 0, para
todo z C g e, em particular, r(u) = O em Z/

Como ad(A) : g -+ g é anui-adjunta para todo h c H, pelo Lema 3 da Seção 3 temos r(h) 2 0
e a igualdade vale se e somente se h é ortogonal a l7{, %l, mas como H não é comutativo, existe
h c % tal que 7'(A) > 0. Segue que a curvatura escalar em go é estritamente positiva. Como a

curvatura escalar é um polinâmio contínuo em função das constantes estruturais(veja Lema l
da Seção 2), p(g, g.) > 0 para c su6cientemente pequeno. D

Agora pretendemos estudar o seguinte teorema

'Rorema ll (WMach). Sda G «m g«.p. de -L{. c-«', '.mpact. . ,ímpZ«mente m«e« q«.

admÍfe uma métHca int/amante à esquerda de cumafum seccíonaJ estNfamente posítÍüa. Então

G é isomorfo (como gmpo de Lie) a SU(2).

Para estudarmos este resultado importante, precisamos de algumas de6nições gerais. Sda
(M, < ., - >) uma variedade Riemanniana qualquer e X, y campos de vetores a" em M. É

possível darmos ao colchete de Lie]X, y] uma interpretação através de derivações de y ao longo
de curvas integrais de X. Podemos dar uma interpretação parecida para campos sensoriais de M

(para a definição de campos tensoriais em M, recomendamos o Apêndice A). Se X é um campo
de vetores a" em M e se T é um(0, 8)-temor em M, então a derivada de Lie .Lx aplicada em
T é dada por:

LxT - IÜ ;]@;(r) - (r)]

onde Ót é o fluxo local de X. Podemos, em particular, estudar a derivada de Lie aplicada no

censor métrico g =< ., - >. 1)izemos que o campo de vetores (;m X em .!W é um campo de
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Killing se -Lx(g) = 0. Vamos denotar por VX a aplicação que a cada campo y usocia o campo
VTX. Com estas notações temos a seguinte proposição:

Proposição 4. X é um Ganiu de -K{// ng se e somente se a ap/{cação VX é anil-sÍméfdca, isto
é, < VvX, Z > + < yl, VzX >::: 0, quaisquer que sejam y e Z campos de t/efores (7'o em .A/

Demonstração: Como .Lx é uma derivação, respeita a regra do produto. Logo

(Zxg)(y. Z) = .Lxg(y, Z) g(.LxX Z) - g(y, LxZ)

- < [x, }''], z > - < y, [x, z] >

=<VvX,Z> +<y.VzX>

onde a última igualdade é obtida aplicando a fórmula de Koszul. Portanto .Lx(g)
somente se < VTX, Z > + < yl, VzX >:: 0 para todo y, Z. []

0 se e

Observe através da fórmula de .Lxg que se os fluxos locais ét de X forem isometrias, teremos

Lxg = 0 pois #t g :: g. Por outro lado suponhamos que X é um campo de Kilhng, seja ét fluxo
local de X e u um vedor tangente ao domínio do fluxo. Observe que para 8 pequeno, o vedor

w = d@,(u) também é vedor tangente ao domínio do fluxo. Portanto, pela fórmula de derivação:

IU t (g('í#'.w, dAw) - g(w, w»

Além disso, como é,-h = #s+t, temos:

!!11 ; (g('Íé,+t(u), d#,+t(")) - g(d#,(u), d#',(u)))

Isto mostra que a função real 8 H g(d#,(t;), dé,(u)) possui derivada sempre zero e poúanto é
uma função constante, ou seja:

g(ú@,(«),aé,(«)) («, «)

]l.ogo o fluxo local age por isometrias em M. Mostramos o seguinte:

Corolário 3. [rm campo de t/etows X é de K{ZZing se e somente se o gm;m a um parámetm
msacÍado a X comeste em {somefNas de M.

Seja (; um grupo de Lie equipado com uma métrica invariante à esquerda e X um campo
de vetores invariante à direita. O fluxo ét de X em G é, na realidade, um fluxo global tal que

@(g) = @(e)g = exp(tX)g, para g € G e t C ]R Estas são isometria globais de G, o que mostra

que todo campo invariante à direita em G é um campo de Killing.
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Em 1965, M. Berger mostrou algumas propriedades interessantes sobre campos de Killing.
Estudaremos algumas delas aqui.

Lema 12 (Berger). Sda y um cam;m de K{/Jing em uma uaHedade -Riemanniana M e sda
p C .M um }Dnto cn'lIGo da /unção

q o< yl, y >q

Então as seguintes igualdades se ueHJicam para todo campo Z de M

< Vzy,y>,=0

< Vzy, Vzl'' >p ' !ZpZ < y. }'' > + < R(y, Z)y. Z >p

Demonstração: Seja /(q) =< y, }' >q' Como p é ponto crítico de /, ZP(/) = dFp(Z) = 0,

para todo campo Z. Portanto:

/
0 = Zp(/) = 2 < Vzy, y >p

e segue a primeira igualdade do lema. Observemos agora que se Z é um campo qualquer em .AÍ,

ZP(Z/) depende somente do valor de Z em p. De fato, se W é outro campo tal que WP = ZP,
então como p é ponto crítico de /, observe que:

Wp(W'/) Zp(Z/) Wp(Z/) W'],(/)

o que mostra que ZP(Z/) está unicamente determinado pelo valor de Z em p. Além disso

sabemos que < Vzyl, Vzy > e < .R(yl, Z)yl, Z >p dependem somente do valor de Z em p.

Podemos modi6car Z de maneira conveniente, mantendo fixo o valor de Z em p, de forma que

podemos supor Vt,Z = O, para todo u c TPM. Utilizando todas esses fatos, temos:

j:ZpZ < y, }'' >= Zp < VzY, }''' >= Zp(- < Z, Vv'y >)

= Zp(< Vv'Z, y > --y < Z, y >) = Zp < VTZ, y > --Zpy < Z, y >

VTZ, }''' >, + < VYpZ, VZ,}'' > -ZPy < Z, }'' >

=< VzVv'Z,y >p--Zpy < Z,y >,

onde usamos que a métrica é compatível, que V}' é uma aplicação anta-simétrica e que V,Z :: 0,
para todo u C TPM. Por outro lado:

<-R(y,Z)y.Z >, <.R(y,Z)Z,}''>,

< VM.zlZ VTVzZ+VzVv'Z,y >p
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= -- < V]v,z],Z, yp > + < V}''VzZ, y >p -- < VzVTZ, y >p

=< VvVzZ,y >p--< VzVv'Z,y >p

Nestas igualdades estamos novamente utilizando os mesmos fatos. Ficamos com:

:ZpZ < y, }''' > + < R(y. Z)Y. Z >p= -Zpl'' < Z, y > + < VvVzZ, y >,

Desenvolvendo o último termo:

<VvVzZ,y >p= yp< VzZ,y > < Vz,Z,V%,}''>

= yp(Z < Z,}'''> - < Z,Vzy >)

=ypZ< Z,y >--yp< Z,Vzy >=ypZ< Z,y >

A última igualdade ocorre pois como Vy é anel-simétrica, < Vzy; Z >= 0. Assim temos:

;ZpZ<y.}''>+<-R(y,Z)y,Z>P-ypZ<Z,y> -Zpl''<Z,y> IV,ZI,<Z,V>
Por outro lado:

IV. Zjp < Z, y >=< Vtv.z],Z, yp > + < Z, Vlv,zly >p

:: -- < VZ}' [y. Z] >P:; -- < VZ,y, 'V'YpZ -- VZ,y >:;< VZ}', VZy >P

E fina[mente encontramos a fórmula desejada.[]

Como consequência interessante temos o seguinte

Corolário 4 (Berger). Sda M uma t/arÍedade .Riemanníana coneza, compacta de dimensão ;mr

mm cur-t/atura seccionar estHfamenfe positÍua. Então f(üo cam;u de X'ÍZZÍng X em M ;)ossu{
dgsma singt laHdade.

Demonstração: Sda q C M e consideremos novamente a função / : M -+ IR dada por
/(q) =< X, X >q. Como a variedade M é compacta, essa função possui um ponto de mínimo
global p € -A/. Suponhamos por absurdo que X(p) # 0. A aplicação VX msocia a cada campo

y, o campo 'V'l'X e de acordo com o lema anterior, < VYX, X >p= 0, para qualquer campo y
em M. Portanto, a aplicação VX induz a seguinte aplicação:

Ú = VjVx:yX-.}VZ

onde y é a rega gerada por X(p) # 0. Agora mostremos que mais do que linear e anel-simétrica,

esta aplicação é um isomor6smo. Basta veri6car(lue @ é injetiva. Como p é mínimo, ZP(Z/) 2: 0
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e pela hipótese de curvatura, < R(XP, ZP)XP, ZP > é estritamente positivo, para ZP c yZ, ZP #
0. Pelo lema anterior, < VzX,VzX >p é estritamente positivo, e portanto a aplicação @ é
injetiva. Mas observe que a dimensão de yl é ímpar, pois por hipótese a dimensão de .M é par.
Mostramos então que @ é um isomor6smo anta-simétrico em um espaço vetorial de dimensão

ímpar, porém isso é absurdo pob em geral se .Á C M(n, R) é inver8ível e ..4t = --..4 então:

det .Á = det .At = -- det ..4 ( -- 1) det .A

O que imp[ica em n par. []

Muitos outros resultados envolvendo curvatura e campos de Killingjá foram encontrados. Em
1946 Bodiner mostrou que se À/ é compacta e possui todas as curvaturas de Rica estritamente

negativas, então todo campo de Killing em M' é trivial. Em 1995, X. Rong encontrou uma
re[ação entre uma propriedade de campos de KiUing com o grupo fundamental da variedade.

Estes resultados fogem dos nossos propósitos e ao leitor interessado recomendamos j191 e 1201.

Para a demomtração do teorema de Wallach, além dos fatos sobre campos de KiUing aqui
demonstrados, precisamos de alguns fatos sobre submersões Riemannianm. Comideraremos G

um grupo de Lie compacto, -H subgrupo fechado de G e .H\G o conjunto das classes laterais
à direita, isto é, -#\G -: {.Hr;z C G}. Sabemos que existe uma métrica bi-invariante em G e

para ta[ métrica existe uma única métrica Riemanmana em ]]\G ta] que a projeção canónica
r : G --l .H\G é umâ submersão Riemanniana (veja l61). Seja OC(.H) o grupo centralizador de

.H em G, ou seja:

aC(-Ü) C G;g

Para cada g C Ca(-H), a translação à esquerda .Ls : G -+ G induz uma função bem de6nida no
quociente:

Ls : H\G -+ H\G.

Esta aplicação é, de fato, um dihomorfismo com inversa .E;t :; Eg-i e .[g o n- ;:;: n' o .Z)g' Mais do

que ipso, .LP é uma isometria de .27\G, onde a métrica de6nida em -#\G que torna a projeção
uma submersão Riemanmaiu é dada por:

<< tl, w )'>Hg::< Op, üg >

onde Os e üg são os levantamentos horizontais de tl, w C (.l?\G)xp em g, respectivamente
Privemos agora que l;P é uma isometria de .17\(;. Veja que:

(dZ,)Hv(t;) = (dÉ,)«(,)(dn')v(o) = d(Z, ' n')p(õ) = dn'z,,(,) (dl,)«(ü)
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e isto mostra que (dt,),(ü) é o levantamento hora,ontal de (dl,)H.(t,) em .[,(y). Portanto

<< (dZ,)Hv(u), (dÊ,)H,(w) >>=< (d-L,)v(ü), (dl,)!r(ú) >=< ü,ú >.=<< tl, w >>

Justi6ca-se usam que cada g c aC(.H) gera uma isometria de -H\G

Usaremos também outros resultados sobre submemões Riemannianas que enunciaremos aqui
sem demonstração, mas deixamos referência precisas ao leitor interessado. Com a mesma
notação anterior, primeiro temos a seguinte:

Proposição 5. Sejam X e }' camlms de t/etaws em uma uadedade dÍfe ncÍát/eJ .M e sejam .F
e y os Jet/andamentos AoHzontais de X e y em M, fespectitPamenfe. .Então;

Vry- Vxy+jjX,}'l"

onde [X, y]u indica a componente ue7'fica/ do campa ]X, y].

Demonstração: Recomendamos 3.55, l61

O próximo resultado é conhecido como fórmula de O'Neill

Proposição 6 (O'Neill). Sda p : M -+ M uma submersão RÍemanniana e X, y camas de
uetaws odonormais em Àf cam Zet/anfamenfos X e y. Sejam K, K as cumatums seccionais

em MI e MI, respectivamente. Então:

K'(x, }'') - R(T, 7) + ;]]]X, 7]"ll'

Demonstração: Recomendamos 3.61, l61

Outra de6nição necessária é a de toro maximal. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo.

Um toro maximal T é um subgrupo de Lie fklchado de G que é um toro (SI x . . - x SI) e que

é maximal no mentido usual, isto é, não está contido em nenhum outro toro de G- Observe que
para X # 0 pertencente à álgebra de Lie de G, a apli(nação:

é : t » exp(tX)

para t c ]R é um homomorfismo de grupos de Lie. Seu fecho em (;, que denotaremos por .H,
é um subgrupo de Lie compacto, conexo e abeliano de dimensão k, digamos. Mas sabemos da

teoria de grupos de Lie que nessa condições .]] é um toro Tk (veja [16]). Em particulu todo
grupo de Lie conexo e compacto possui um toro unidimemional.
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Existe uma Tuta linha n& teoria de grupos de Lie envolvendo o estudo de toros maxi-
mais, como por exemplo a teoria de representação de grupos de Lie compactos. Para os nossos

propósitos, precisaremos de um resultado que classi6ca grupos de Lie que possuem um toro

unidimenisional maximal(é equivalente dizermos que o grupo possue uma subálgebm de Canal

de dimemão 1). Usaremos aqui que SU(2) é o único grupo de Lie simplesmente conexo que
polui um toro maximal unidimensional. Este resultado pode ser encontrado com mais detalhes

em [10], capítulo X, 5 6.
Finalmente podemos demonlstrar o teorema de WãUach.

Demonstração do teorema 12: Lembremos que por hipotese G é um grupo de Lie simples-
mente conexo munido de uma métrica invariante à esquerda de curvatura seccional estritamente

positiva. Como consequência do teorema de Bonnet-Myers, (; é compacto. S4a T um toro
unidimemional cm G(que sabemos existir, pelas observações anteriores). Consideremos agora a
variedade compacta 7'\G. Pela Proposição 6 (fórmula de O'Nele), T\G também tem curvatura
seccional estritamente positiva. Vimos também que todo campo invariante à direita em G é um

campo de Killing e além disso nun(n se anula. Pelo corolário 4, G tem dimensão ímpar e todo
campo de Kilhng na variedade T\G(de dimensão ímpar) se anula em algum ponto.

Vamos mostrar que T é um toro maximal de G. Seja (l&;(T) o grupo centralizador de T em
G. Para mostrarmos que T é maximal, basta veri6carmos que (;b(T) = T, pois qualquer toro
IZ/ que contém T está contido om aC(T). Para isso, basta mostrarmos que a álgebra de Lie de

(;C(T) está contida na álgebra de Lie de 7', observando que o centralizador (Ja(T) é um grupo
de Lie con©xo (veja [10], pág. 287). Sda X um elemento da álgebra de Lie de Oa(T). Vamos
definir um campo em T\G por:

.í(rg) l...t-.«4(rp).
Então o fluxo em X é dado por dt(Tg) = .É.P(tx)(Tg) e vimos nos comentários antecessores

desta demonstração que as transformações .Lexp(tX) são isometrias de 7'\G. Portanto X é um

campo de Killing. Mas vimos que todo campo de Killing em T\G se anula em algum ponto
Então se Tg é um zero de X, a curva integral .É..(tx)(Tg) é constante e portanto exp(tX) € T,
para qua[quer t € ]R e assim X é um elemento da á]gebra de Lie de 7'. Logo T é um toro max-

imal unidimenlsional e pelo resultado de classificação mencionado anteriormente, o único grupo
de Lie compacto e simp]esmente conexo que possui um toro maxima] unidimemional é SU(2). [:]
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11 Apêndice A

Definição l Um fenlsor T em um espaço tiefoda/ \'' soba ]R é uma ap/{mção mtdtÍZÍnear

T : y x . . . x y. x y* x V''. -.} ]R,
'-----..----z ''----,---u '

onde y* é o espaço dua/ a V''. Chamamos r de ardem cot/aHanfe e s ardem confmt/amante de

r 8

T

Costumamos dizer que T é um censor (#, s) e denotamos o conjunto de todos os censores (r, s)
em y por '7:(y). É possível mostrarmos que, com de6nições natural de soma e multiplicação

por escalar, o conjunto 'C(y) é um espaço vetorial de dimensão n'+'. Podemos estender esta
de6nição para variedades diferenciáveis da seguinte maneira:

De6nição 2. tl/+n campo tensodaZ (ly«' de ordem r em uma uaHedade dil/erencíáue/ (ly'» .M é uma

Acção ® que associa a cada p C M um e/emenlo d'P C T(TpM). .4/ém d sso, dados r camas de

«t«« C" XI,. . . ,X, em um abano U de M, 'nfã. ®(Xt,. . . ,X.) = @,(Xi(p), . . ,X,(P)) é

uma Junção (17'' em U. l)enofamos o conjunto de t(Mos os campos de fensows cot/amantes O«'

de .«d.m , e«. -M po, 'r(.M).

Este conjunto também é um espaço vetorial sobreIR e, além disso, um módulo sobre C"(M)
O campo memorial © C '7'(M) é dito simétrico se para cada l $ {,j $ r:

Q'(Xi,... ,Xi,''' ,Xj,-.- ,X,) = ®'(Xt,. . ,Xj,... ,Xi,. . ,X,),

e alternado se

@(xll ,Xi,...,Xj, ,x,) , xj, - . . ,x:, . . . ,x,)

Assim como é feito para o cmo de um espaço vetorial, podemos definir um campo tensor-
ial alternado em uma variedade .A/ através de permutações e sinais de permutações. Se a é

uma permutação do conjunto (l,' ' ,r), dizemos que @ é alternado se ©(X.(i),' ' ' ,X.«,)) =
sgn(a)©(Xi , . . - , X,). Gostaríamos também de definir o produto de campos tensoriais. Dizemos

que se é C 'T'(M) e @ € 'r'(.A/), então o produto de é por @ é dado por:

@®@(Xi,...,X,,X,+i, ,x,+,) , X,)Ú(X,+i, .. ,X,+,)

O produto é um campo sensorial de ordem r + s (é, de fato, uma função a-). Esta aplicação é
bilinear e associativa e se wl, . . . , o. é uma base de 'ri(M), então {wi- ® . . . ®wi'; l $ {i, . . . {, $
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n} é uma bue de 'r(M). Lembrando o que é feito no cmo de espaços vetoriais, em geral, o

produto de dois censores alternados não é um censor alternado,(cante desta situação introduz-
se o que é chamado de produto exterior. Um campo sensorial covariante alternado de ordem r

em uma variedade é chamado de forma diferencial exterior, ou somente r-forma. Denotando o

mnjunto de todas r-formas em M por A'(W), considerem(n a aplicação de /V(W) x /V(W) -+
/\'+'(M) definida por:

(d', v') -} !!:ll;;!.A(ó ® 'p)

onde A : 'r(My -+ 'P(M) é dada por:

(ÁQ')(X- , , x,) - à >1: 'gn(a)@(X.«O,
a'

,Xah).

Este produto é chamado de produto exterior de # e @ e é denotado por é A @. Podemos mostrar

que o produto exterior é bilinear, associativo e satisfaz a relação # /\ @ = (--1)"@ /\ #. Estes
conceitos estão relacionados com a orientação de uma variedade. Em especí6co, definimos uma

variedade -M como sendo orientável se é possível de6ür em M uma n-forma w que não se anula

em nenhum ponto, dizemos também que -M é orientada pela escolha de tal w. Na realidade,

c.; orienta cada espaço tangente à variedade. No caso de y um espaço vetorial de dimensão n,
observe que dim/\"(y) = 1, logo qualquer elemento não nulo é base deste conjunto. Ocorre que
se {el,. . , e«} e {/i, . . . ,/.} são dum bases de y e se (a)ij é a matriz de mudança de base,

então Q(el, - . . , e.) = det(a)i,jç2(/i, . . - , /«), onde Q é «m te«sor co«ariante alternado de ordem

n = dim y. Poranto, í2 tem mesmo sinal em duas bases se o determinante de mudança é positivo

e tem sinal contrário no outro caso, de maneira que a escolha de tal Q determina uma orientação
para }r. Dois censores Qi, Q2 determinam a mesma orientação se e somente se Qt :; ÀS22,

onde À é um real positivo. O mesmo ocorre em uma variedade(üferenciável -M, com algumas
diferença. Existe outra de6nição de orientabilidade em variedades, mais intuitiva. Ela diz que
uma vrariedade M é orientável se pode ser coberta por uma coleção de vizinhança coordenadas

tais que se t/a n tl/# # 0, então #a o @PI possui Jacobiano positivo. E possível m08trar que as
duas definições coincidem. Estas definições são u mesmas se estamos lidando com uma variedade

Riemanniana. A vantagem no caso de orientabilidade é que em umâ variedade Riemanniana .M
orientáve[ existe uma única n-forma w que va]e +] em toda base ortonorma] orientada. Esta tal
forma é chamada de e/ementa de uo/ume de M.

Com o conceito de n-forma em uma variedade diíerenciável M, podemos de6nir a integral
de uma n-forma w em M, denotada por /mw. Mais ainda, com o conceito de métrica, em
uma variedade Riemanniaiu podemos de6nir a integral de uma função sobre um domínio de
integração.
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Agora seja .M uma variedade diferenciável orientada, e n :: dim M. Portanto existe uma n-
forma(um elemento de volume) í2 que nunca se anula em M. Além disso, qualquer outra n-forma
w é dada por w = /Q, onde / é uma função em .M (w tem a mesma classe de diíerenciabihdade

de /). Uma função / em M é dita integrável se é limitada, tem suporte compacto e é contínua

exceto em um conjunto de medida nula(dizemos quase-contínua). Uma n-forma w em M, como
função que associa a cada p C .M um elemento wp C A"(Zp(M)) é dita integrável se w =/Q,
onde/ é uma função integrável. Então seja w uma n-forma em M integrável e tal que seu
suporte está contido no interior de um cubo C? C .M, isto é, Q está contido no domínio de uma

vizinhança coordenada orientada (H,4 -' (zi, . .- ,z")) tal que é(Q) = O, onde C é o cubo

uútário em ]R" dado por {z C ]R'';0 $ zi $ 1,{ = 1, . . . ,n}. Seja (n, @) vizinhança coordenada

associada a (2 e suponhamos que a expressão @ i*(o) = /(z)dzt A . . . A (h" é a representação

de w em coordenada locais. Então / é limitada e quase-contínua em a, de maneira que Jc /du,
onde dt; := dzt /\ . . . /\ dz", está de6nida. Temos assim:

l u- l f(íu.

Para de6nirmos /mw quando o suporte de o não está contido em uma carta, usamos uma
partição da unidade {/a} subordinada à cobertura {t/a} e decompomos w em uma soma 6nita
de n-forram com suporte contido em cada {tl/a}. É possível mostrar que esta integral acima é
independente de uma escolha particular de cubo Q e que satisfaz alguma propriedades. Por

elcemplo, ela muda de sinal se mudamos a orientação da variedade e a aplicação u b"-} /M w é
R.linear. Além disso, se F : À/i -+ .Aí2 é um difeomorfismo e w é uma 2-forma em M2, então:

l ff' '(IJ == -t- l f.}

J Ã41\ J )a.z

onde o sinal depende se .F é uln difeomor6smo que preserva ou reverte orientação

Agora soja M uma variedade Riemanniana orientável e seja Q a orientação escolhida. Pelo

que vimos acima, qualquer outra n-forma em -M é dada por /ç2, onde / é uma função CO' em

M. De6nindo mais precisamente, se -D é um domínio de integração em M, e ko é a função
característica de .D, deânimos o volume de D por uoZ(.D) = Jm kóQ. Se/ é uma função em M

limitada e contínua exceto em um conjunto de medida nula, a integral de/ sobre .D é de6nida por
Jo / = Jm /koQ. Se M é compacta, temos t;oZ(M) = JM Q e /m / = JM /Q. Esta de6nição de

hto faz sentido pois ko é contínua exceto da õ'inteira de .l), que possui conteúdo nulo, e possui
suporte compacto. E possível mostrar que esta integral de6nida satisfaz as mesmas propriedades
da integral de Riemann em IR"

0

Tudo 6ca mais interessante quando a variedade em questão é um grupo de Lie. Então máa G
um grupo de Lie de dimensão n. Um campo tenlsorial covariante de ordem r Q em G é chamado
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de invariante à esquerda (direita) se .L:©ag = 'Fp (.R:®S. = @g). Dizemos que © é bi-invariante
se é invariante à uquerda e à direita. Observemos que todo campo sensorial covariante invariante

à esquerda (ou direita) em G é, de fato, a". Se {Xi, . - . , X.} é uma base de campos de vetores
OO' invariantes à esquerda, então:

(.L:©)p«Xt)g, , (X«)s) = @.p(dl..(XI), , d-L. (X«)) ,x«)

O pri«ei;o te«no é igual a QS((Xt)P, . . . , (X«)S). Se tomarmos então g = e, temos que o termo

©(Xi,' ' ' ,X.) é cortante e, portanto, C". Temos que u componentes de © com relação a
qualquer base (lyoo são conistantes e, portanto, (7ao. Mostraremos agora algumas propriedades

parecidas com o que 6zemos com métricas invariantes à esquerda, o que é esperado pois a métrica
é um campo sensorial covariante de ordem 2.

Sda ©e um temor covariante de ordem 7' em TeG. Para cada g C G, existe uma úni(n

translação à esquerda .LP que leva e em g. Podemos assim de6nir q'S :: Z.-i$e um campo
tensoria[ de ordem r em G que coincide com $e em e. Não é difícil veri6car que este campo
assim de6nido é invariante à esquerda. Analogamente podemos de6nir R: . Oe e mostrar que tal
campo é invariante à direita. Assim como 6zemos na Proposição l da Seção 2, podemos mostrar

aqui que q'. determina um tensor bi-invariante se e somente se .Ad(g)*@. = @., para todo g c G.

Se ©' é bi-invariante, então .Ad(g)'@. = .LP ' Rg-i ©'. = ®.. Ao mesmo tempo, se tal igualdade
vale,então:

a

.L;-- ©. - .L;.. . .L; . R;-- @. - R;-- $..

O primeiro e último termo dessa igualdade são os campos invariante à esquerda e à direita

determinados por @e, respectivamente. Mostramos que eles coincidem em todo g € G, o que
conclui o que a6rmamos.

Como consequência, todo grupo de Lie é orientável. A escolha de um produto interno e

de uma orientação em TeG determinam um elemento de volume Qe neste espaço que pode
ser estendido(pelo que mencionamos acima) a um elemento de volume Q em G. Finalmente
chegamos ao principal resultado deste apêndice.

[Deorema 12. Seja (; um gr"upo de Zie campacfo e conexo. .Então G possuí um líRIco eZemenfo

de «/ume bi-ín«Naif. Q fa/ de -/(G) = 1.

Demonstração: Seja n um elemento de volume invariante à esquerda em G. Queremos
mostrar que Q é também invariante à direita. Pelo que mencionamos anteriormente, basta
mostrarmos que .Ad(g)*Q. = Q., para todo g c G. Soja Xi,. . , X. uma base de g. Considere-

mos a representação adjunta de G, Ád : g c G -+ .4d(g) C .Aut(g), onde .Aut(g) é o conjunto de
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automor6smos de g. SQa (aij(g)) a matriz de -Ad(g) com relação à base Xt, . . . , X.. Podemos

escrever -Ad(g)XJ = }1:i aÜ(g)Xi e mostrar que a aplicação de G em GJ(n,R) de6nida por
g -} (aij(g)) é um homomo-Esmo C'". Além dbso:

.Ad(g)*Q. = det(aij(g))Q.

A aplicação de G em R*(grupo multiplicativo dos reais exceto o zero) dada por g -> det(aij(g))
é um homomoríismo (;m e portanto sua imagem é um subgrupo compacto e conexo de R'. Mas

isso implica que ta] imagem é {+]}, logo det(aij(g)) = 1 e .Ad(g)*Q. = n., para todo g C G e
bto mostra que Q é bi-invariante.

Qual(quer outra forma bi-invuiante é escrita como À(2 onde À é uma constante real estrita-

mente positiva-:. Assim
uo!(G)= 1 XÇ X l çljG JG

de maneira(lue podemos escolher uma única cortante À # 0 tal que uoZ(G) = 1. D
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