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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades e exemplos de grupos de Lie munidos de uma
métrica Riemanniana invariante a esquerda. Procuramos relacionar propriedades do grupo
e da 4lgebra associada com propriedades geométricas, como a curvatura. Estudamos a cur-
vatura seccional, de Ricci e escalar de um grupo de Lie equipado com uma métrica, invariante
a esquerda. Outro grande objetivo é a busca por exemplos e para, isso estudamos um grupo
de Lie de dimensdo trés unimodular. Finalizando, estudamos o caso de métrica bi-invariante
e o caso especial de curvatura estritamente positiva. Os resultados principais deste trabalho
foram apresentados no artigo Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups [17] de
John Milnor. O caso especial de curvatura estritamente positiva que também apresentamos
aqui foi demonstrado por Nolan Wallach em [22]. A teoria necessdria para esse estudo
envolve algumas nocoes de grupos de Lie e geometria Riemanniana. H4, portanto, no decor-
rer da exposicdo, uma introdugdo aos conceitos basicos necessirios & nossa teoria. Ao leitor
interessado em uma exposi¢do menos introdutéria a esses conceitos recomendamos [23] e [4].

Abstract

This work has the purpose of presenting a study on Lie groups equipped with a left invari-
ant metric. In special we search for relations between topological and algebraic properties
of the group and the associated algebra and geometrical properties, such as curvature. We
study seccional, Ricci and scalar curvatures and search for examples, so we start with a three
dimensional unimodular Lie group equipped with a left invariant metric. Finally we study
the case of bi-invariant metric and the special case of strictly positive curvature. The main
part of this work is based on the article Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups
[17] by John Milnor. For the results about strictly positive curvature that were presented
here we refer to Nolan Wallach [22]. Some theory on Lie groups and Riemannian manifolds
is necessary. During the text there are some basic facts, but for the interested reader we
recommend [23] and [4].



1 Introducao

Um grupo de Lie é um grupo topoldgico que possui estrutura de variedade diferencidvel
de maneira que as operacoes multiplicacao e inversao sdo diferencidveis. Entretanto, por trés
de tal definigdo formal hi décadas de desenvolvimento matemdtico envolvendo principalmente
equacoes diferenciais e geometria. Por volta de 1870, através de Camille Jordan e principalmente
de Felix Klein, Sophus Lie entrou em contato pela primeira vez com a importéancia da relagio

entre teoria de grupos e geometria.

De 1870 a 1873 Lie e Klein se aproximaram mais. Klein estudava propriedades geométricas de
um tetraedro complexo e Lie considerou este problema de uma maneira totalmente original. Para
desenvolver este problema geométrico, Lie essencialmente definiu o que seria um sistema fechado
de transformagdes que comutam, o que mais tarde foi chamado de grupo de transformacoes. Em
particular Lie estudou transformagoes que diferem muito pouco da identidade, as chamando
de transformacées infinitesimais e definiu os espagos infinitesimais. A parceria entre Klein e
Lie durou de 1870 a 1873. Em 1870 eles publicaram em conjunto dois trabalhos [13], [14],
relacionados com o problema do tetraedro complexo, onde estdo as principais idéias de Lie sobre
grupos de transformacoes. Um grupo de transformagoes do plano é um caso muito particular
do que mais tarde definiu-se grupo de Lie e, além disso, no espago vetorial das transformagoes
infinitesimais Lie introduziu um produto que o transforma em uma, 4lgebra, a mais tarde chamada
dlgebra de Lie. Mais precisamente, Lie considerou um grupo analitico local de transformacoes
de uma vizinhanga aberta da origem no espago complexo n-dimensional C" e o relacionou com
o espacgo infinitesimal. Lembramos que na época nao existia uma definicao formal de grupo,

mesmo com a teoria de Galois desvendada por Ludwig Sylow.

Outro aspecto importante na teoria de Lie é a influéncia de Carl Gustav Jacobi. Também
em 1870, enquanto se aproximava de Klein, Lie estudava a teoria geral de equagoes a derivadas
parciais. Lie se interessava nas aplicagbes a esta teoria da teoria de grupos, ele procurava
uma analogia entre os resultados obtidos com Klein sobre tetraedros complexos e a teoria de
Galois que ressurgia na mesma época, envolvendo-se assim com a teoria de Jacobi em equagdes
diferenciais parciais e sistemas dindmicos. Através de tais relagoes Lie apresentou, num trabalho
de trés volumes publicados entre 1988 e 1893 com colaboragdo de F. Engel [15], importantes
resultados. Em termos atuais, o primeiro resultado importante de Lie é o conhecido resultado
que mostra que a aplicagao exponencial é um difeomorfismo de uma vizinhanca da identidade
da &lgebra numa vizinhanga da identidade do grupo. O segundo que mencionamos aqui é a
correspondéncia entre grupos e dlgebras de Lie. Observamos aqui que esses e outros resultados

exibidos por Lie em Theorie de Transformationsgruppen sdo locais. O tratamento global foi



desenvolvido mais tarde, principalmente por Elie Cartan e Hermann Weyl.

O estudo dos espagos infinitesimais, ou dlgebras de Lie, foi desenvolvido por outros matemati-
cos, principalmente Wilhelm Killing, Cartan e Weyl. Killing, em quatro artigos [12] publicados
entre 1886 e 1890, tinha como objetivo principal classificar as 4lgebras de Lie simples. Mas
Cartan aprofundou e completou os estudos de Killing, em 1894 [5]. Weyl, por volta de 1949,
tornou-se particularmente interessado nestes estudos pela influéncia da teoria da relatividade.
Durante este periodo Weyl entrou em contato com o trabalho de Cartan sobre representacio de
dlgebras de Lie, em particular também se envolveu com os resultados de Issai Schur sobre repre-
sentagdo do grupo ortogonal especial SO(n) e invariantes em Sl(n,C). Em 1924 Weyl publicou
dois trabalhos [24], [25] que estendem o que Schur fez para o grupo simplético, generalizando
o que Cartan fez sobre representagoes irredutiveis de uma algebra de Lie simples. Muito ainda

pode-se dizer sobre o desenvolvimento desta teoria, recomendamos (8] ao leitor interessado.

Neste trabalho vamos considerar um grupo de Lie como uma variedade Riemanniana, isto é,
uma variedade diferencidvel equipada com uma métrica Riemanniana. Em particular estudamos
aqui métricas invariantes i esquerda. H4 muitas vantagens em estudar esse tipo de variedade
Riemanniana que possui boas propriedades como a homogeneidade e completeza. Em especial o
cilculo da curvatura torna-se mais simples, o que gera interessantes relagdes entre propriedades
da 4lgebra, propriedades topolégicas do grupo e propriedades de curvatura (seccional, de Ricci
e escalar). As SecOes 2, 3 e 4 deste trabalho estudam tais relages. Parte-se na Secdao 5 a busca
de exemplos, com objetivo de aplicar os resultados das secoes anteriores. Consideramos assim
um grupo de Lie de dimensdo trés unimodular e estudamos alguns exemplos como SI(2,R),
S0(3), SU(2), o grupo de Lorentz, o grupo Euclidiano, grupo de Minkowski, grupo de Poincaré
e grupo de Heisenberg. Na Secao 6 estudamos propriedades de curvatura de tais exemplos. Na
Secao 7 consideramos o caso ndo-unimodular e também exibimos resultados sobre a curvatura.
A Secdo 8 dedica-se ao estudo do caso bi-invariante, isto é, uma métrica invariante & esquerda
e 4 direita, onde o resultado principal é a caracterizar um grupo de Lie munido de uma métrica
bi-invariante. Na Secdo 9 caracterizamos os grupos de Lie com métrica invariante & esquerda
flat, isto é, que possuem curvatura identicamente nula. Finalmente na Secdo 10 estudamos dois
teoremas de Nolan Wallach sobre curvatura estritamente positiva, em especial mostramos que
SU(2) é o inico grupo de Lie simplesmente conexo munido de uma métrica invariante & esquerda

de curvatura seccional estritamente positiva.



2 Curvatura Seccional

Seja G um grupo de Lie de dimensdo n, e seja G a dlgebra de Lie associada a G, formada pelos
campos de vetores C* invariantes & esquerda, ou seja, tais que (dLg)n(X(h)) = X(Ly(h)) =
X (gh), para todo g e h pertencentes ao grupo G; ou equivalentemente dLgoX = XoL,. Conside-
remos agora a variedade Riemanniana (G, g) onde g (ou < -,- >) é uma métrica Riemanniana
em G invariante & esquerda, ou seja, tal que as translagoes & esquerda s3o isometrias. Seja

{e1, - ,en} uma base para G. Observe que:
< ej,ej >;=< €i(z),ej(z) >=< (dLz)1ei(1), (dLz)i1ej (1) >=<e;, ej >1,

para todo z € G, onde 1 é a identidade de G. Portanto os coeficientes da métrica com relagéo
a uma base de campos de vetores invariantes & esquerda sdo constantes iguais ao valor na
identidade. Assim, uma métrica invariante & esquerda em G restrita ao espago tangente &
identidade T.G ~ G define um produto interno em §. Reciprocamente, dado um produto
interno < -,- >, em G, tal estende-se naturalmente a uma métrica invariante a esquerda em G
definindo-se:

< Uy v >z=< (dLz-1)z(u), (dLy-1)z(v) >e

para z € G, u, v € T;G. Isso significa entdo que a restricao g — ngxG € uma bijecao entre o
conjunto das métricas invariantes & esquerda e produtos internos em G, e segue que a familia
de métricas invariantes & esquerda distintas em G possui dimensao %n(n + 1). Veremos neste
trabalho que dependendo de métrica que é considerada, obtemos propriedades do grupo (como

a curvatura) totalmente distintas.

Um grupo de Lie G equipado com uma métrica invariante & esquerda é uma variedade
homogénea e completa. De fato, dados p, ¢ pontos de G, a translagdo a esquerda definida
por Lg,-; é uma isometria que leva p a ¢. Lembremos que pelo teorema de Hopf-Rinow, para
verificar que a variedade Riemanniana G é completa, podemos mostrar que G' é completo como
espago métrico, isto é, toda sequéncia de Cauchy converge em G, com a distancia Riemanniana.
Como G é localmente compacto, escolhemos € pequeno de maneira que a bola fechada de raio
€ e centro na origem seja compacta. Como a translacdo a esquerda L, é uma isometria, a bola
fechada de raio € e centro g também é compacta. Seja (Zn)nen uma sequéncia de Cauchy em
G. Entdo dado 6§ > 0 qualquer, existe ng tal que para quaisquer m,n > ng, d(zn,zm) < §, onde
d denota a distdncia Riemanniana em G. Tomemos § = €. Temos assim que toda sequéncia
de Cauchy em G estd contida em algum compacto. Logo possui subsequéncia convergente e,

portanto, converge.



Lembremos alguns conceitos sobre variedades Riemannianas. Seja (M,g) uma variedade
Riemanniana. O teorema de Levi-Civita garante que existe uma inica conexao afim V em M
que é simétrica e compativel com a métrica g. Tal conexio é chamada conexdo de Levi-Civita
ou de Riemann. Essa conexdo associa a cada par z, y de campos de vetores C®° em M o
campo de vetores V;y chamado de derivada covariante de y na direcdo z. O operador V,y é
linear em = mas ndo em y, isto &, V02 = fVez +gVyz e Vi(y+ 2) = Vyy+ Viz, mas
Vi(fy) = fVzy + z(f)y, para todos z, y, z campos de vetores C™ em M (tal conjunto sers
denotado por X(M)) e f, g funcdes C*° em M . Além disso, como a conexdo de Riemann V em
M é compativel com a métrica, vale que z < y,z >=< Vgy,z > + <y, Vzz > para todos z, y
ez € X(M).

No caso de (G,g) um grupo de Lie com uma métrica invariante 3 esquerda, temos que
< Vzy,z2 > + < y,Vgz >= 0, para todos z, y, 2 € G. Com isso é possivel para :1:: Y, 2

pertencentes & dlgebra G simplificar a férmula de Koszul:
1
< Vgy,z >= §(< [z,9],2> — < [y,2],z > +

<lzg gl y>+r<y,z2>—2<z,y >4y <z,z>)
1
= §(< [:l")y]az >—< [y,z],:z: > [Z,il)],y >)

O tensor de curvatura de Riemann R é uma correspondéncia que associa a cada par z, y €
X(M) uma aplicagdo Ry ) : X(M) — X (M) dada por Rgy = R(z,y) = V|54 — V2 Vy +V, V,
onde V é a conexao de Riemann de M. Dado um ponto p de M e um subespago bidimensional
IT C T,M, o nimero real K(z,y) = K(II) dado por:

< R(z,y)z,y >

K(Il) = K(z,y) =
lzlI*lyll* — < 2,y >2

é chamado curvatura seccional do plano II em p onde {z,y} é uma base para II. Sabemos
que a curvatura seccional ndo depende de uma escolha particular de base, dependendo somente
do ponto p € M. Pela homogeneidade de um grupo de Lie equipado com métrica invariante &
esquerda, podemos olhar para a curvatura seccional somente na identidade do grupo, de maneira
que pode ser calculada diretamente na algebra G. A algebra por sua vez pode ser descrita através
das chamadas constantes estruturais a;j; com relagdo a uma dada base ortonormal {ey,--- ,e,},
definidas por:
leives] = ) aijren
k

(observe que o colchete de Lie de dois campos de vetores invariantes & esquerda é também

um campo de vetores invariante & esquerda, logo é combinacdo linear de elementos da base).
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Temos que oy =< [ej, €], ex > e é facil ver que oy = —ajik. O lema seguinte diz que podemos
expressar a curvatura seccional somente em funcao das constantes estruturais. O fato importante
contido nesse lema é que em um grupo de Lie munido de uma métrica invariante & esquerda,
a 4lgebra de Lie associada e o valor da métrica na identidade determinam completamente a

conexao de Riemann.

Lema 1. Com as constantes estruturais oyj; definidas como anteriormente, a curvatura sec-

cional k(ey, e3) é dada pela férmula:

1
k(ei,e2) = Z(Eam(-‘amk + agk1 + ag2)
k

1
—Z(al2k — agk1 + og12) (g + 0okl — Ak12) — Qg110%k22)-

Demonstragao: Podemos escrever a férmula de Koszul para os elementos da base ortonor-

mal {ej,--- ,ey} da dlgebra. Assim temos que:
1
Veej =35 > (e — i + oij)e-
k
Agora reescrevamos as férmulas da curvatura seccional e tensor de Riemann:
k(e1,e2) =< R(e1,ez)e1, ez >,

R(e1,e2)e1 = Vi, es)€1 + Ve, Vee1 — Ve, Vesen.

Substituindo e usando a linearidade do operador V, temos:

V[el,ez]el = Vzk ajorer €l = Zawkvekel =
k

1
Z 0-'12k,(§ Z(aklt — augk + a1 )er =
k t

1
=3 Z ok (Qg1s — gk + g1 )es.
k.t

1
Ve Verer = Ve, (5 > (o — oukr + o1 )ex) =
k

1
2 > (ouik — a1 + akn)Ve,er =
k

9



DN | =

1
Z(allk — o1 + akll)(§ Z(azkt — ok + agk)er) =
k t

1
1 > (k= awer +aki1) (@oke — ke + Qap e
kot

1
Ve, Ve,e1 = Ve1(§ D (ca1k — ane + oo Jex) =
k

1
2 D (oo — oz + oka1) Ve e =
k
1 1
3 > (o — ok + gz )( 3 D (ke — o + pr)er) =
k ¢

1
1 > ook — gz + akor) (ke — ke + @uik)es-
kit

Substituindo os valores encontrados em < R(e1,ez)er, ez > e fazendo algumas simplificagoes,

encontra-se a férmula desejada. O

A expressao do lema mostra que a curvatura seccional pode ser obtida conhecendo-se somente
a 4lgebra de Lie e o valor da métrica na identidade, o que simplifica muito seu célculo. Além
disso, a curvatura seccional ¢ um polindémio continuo em fungdo das constantes a;ji e ela se

anula sempre que as constantes se anulam.

Seja L uma transformagdo linear L : V — V onde V é um espago vetorial de dimensao
finita com um produto interno < -,- >. Existe uma tnica transformacao linear L* de V em
V tal que < L(z),y >=< z,L*(y) > para todo z e y em V, chamada de adjunto de L. A
transformagao L é chamada de anti-adjunta se L* = —L. Para cada z pertencente & algebra
G fixado, a transformagdo linear y — [z,y] de G em G seré denotada por ad(z) ou ad, e serd
chamada de transformacdo ou representacio adjunta de G. Dado G grupo de Lie equipado com
uma métrica invariante & esquerda, seja u um vetor na 4lgebra de Lie de G. Temos o seguinte

lema:

Lema 2. Seja u pertencente a dlgebra de Lie G fizado. Se a transformagdo linear ad(u) for
anti-adjunta, entdo k(u,v) > 0, para todo v pertencente a G. A igualdade vale se e somente se

u € ortogonal ao subespaco [v,G].
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Demonstragdo: Sem perda de generalidade, podemos assumir que u,v s3o ortonormais.
Vamos completar 4, v a uma base ortonormal ej,--- ,e, com e; = u, e; = v. Por hipitese
ad*(e1) = —ad(e;). Logo:

< ad(er)(ei),ej >= — < ej,ad(e1)(e;) >

ou seja, < [e1,ei],ej >= — < e;,[e1, €] >. Segue que ay;; = — < €, Y, apjper >= —ayji. Dai
extraimos as seguintes relagoes:

Q1o = —O1k2 = Ok12
agil = —aqk1 = —(—ank) = 0.

Temos entao que:

1 1
k(e,e2) =) gozk(0zkt) — 7 2ok — e2k1)(azk1)
k

Z (02k1)2
= AT >
= 4 = 0,

e é igual a zero se e somente se agg = 0, ou seja, se e somente se < [ey, ex],e; >= 0 para todo

k, logo se e somente se u é ortogonal ao subespaco [v,G]. O

Observe que o adjunto de uma transformagdo, quando existe, depende do produto interno
escolhido, ou seja, a hipétese da proposicdo anterior depende de uma escolha particular de

métrica. O préximo corolédrio livra-nos desta escolha.

Coroldrio 1. Seja G um grupo de Lie. Se u pertence ao centro da dlgebra de Lie G de G, entdo
para qualquer métrica invariante ¢ esquerda, a desigualdade k(u,v) > 0 € satisfeita para todo

vEQG.

Demonstragio: Se u pertence ao centro de G, entdo [u,y] = 0, para todo y em G. Logo a
transformagdo adjunta ad(u) é nula. Como a transformagdo nula é sempre anti-adjunta, segue

da proposicdo anterior que k(u,v) > 0, para todovem G. O

Para os préximos resultados, lembremos a definicio de aplicagdo exponencial. Seja X um
campo de vetores invariante & esquerda. Sabemos como consequéncia do teorema de existéncia
e unicidade de equagdes diferenciais que existe € > 0 e uma curva integral ¢x : (—¢,€) = G
com ¢x(0) = 1. Nao ¢ dificil verificar que o campo X ¢ completo, ou seja, suas curvas integrais

estdo definidas em todo R. A aplicacdo exponencial de G é definida como sendo a aplicagao
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exp: G — G queleva X em ¢x(1). Observe que %It_odax(st) = 3¢ (0) = 8X e dsx (t) = px (st).
Em particular ¢x(t) = ¢1x = exp(tX) e assim ‘%It—o exp(tX) = g—t t—0¢X(t) = X. Também
nao é dificil concluir que a aplicagdo exponencial é diferenciivel e sua diferencial na origem é a
identidade.

Temos também a exponencial definida na variedade Riemanniana G. Seja 2 C T'G (onde
TG é o fibrado tangente de G) definido por @ = {v € TG : 7,(1) estd definida} onde 7, é a
geodésica com +,(0) = v € T,G, 1,(0) = p € G. E possivel mostrar que € é aberto de TG. A
aplicagdo exponencial, exp, : 2 C TG — G em p € G € definida por exp,(v) = 7,(1). Temos que
a aplicagao exponencial é diferencidvel e, além disso, dado p € G, a aplicaggo ® : @ -+ G x G
definida por ®(v) = (m(v), €xpy(y) v) é um difeomorfismo local de uma vizinhanga de 0, em T'M
sobre uma vizinhanca de (p,p) em G X G, onde 7 : TG — G é a projegdo 7~ 1(p) = T,G. Como
consequéncia, dado p € G, existe uma vizinhanca U de p em G e um € > 0 tais que exp, é
um difeomorfismo entre a bola Bo,(¢) C TG e sua imagem em G. Em geral as exponenciais
do grupo e Riemanniana nio coincidem, mas se o grupo G é equipado com uma métrica bi-
invariante, isto é, invariante & esquerda e a direita; observe que nesse caso as geodésicas de G

8d0 curvas integrais de campos invariantes & esquerda.

Precisamos também da definigao de representac@o adjunta de um grupo de Lie G. Seja g € G;
podemos definir um automorfismo de G, Inn(g) : G — G, Inn(g)(z) = gzg~'. Essa aplicacio
é de fato um automorfismo de G, chamado automorfismo interno definido por g. A diferencial

d(Inn(g)) : ¢ — G define um automorfismo de G, que denotamos por Ad(g). Temos entdo:

d d _
Ad(g)(X) = = tzOInn(g)(exp tX) = 7l 9exP tXg~ L.

O homomorfismo Ad : ¢ € G — Ad(g) € Aut(G) é chamado representacdo adjunta de G. A
diferencial d(Ad) it define a representacdo adjunta de G em G que é denotada por ad. B possivel

mostrar que esta definigdo e a dada anteriormente usando o colchete coincidem, veja [23].
O seguinte resultado envolve métricas bi-invariantes e a aplicacao Ad(g).

Proposicao 1. Seja G um grupo de Lie. Entdo G possuir uma métrica bi-invariante € equiva-

lente a ezistir um produto interno em T.G ~ G Ad-invariante, isto €, tal que
< Adg(u), Adg(v) >=<u,v >,

para todos u, v pertencentes a G. Isto implica em a transformagdo adjunta ser anti-adjunta e

vale a reciproca se G € conezo.
Demonstraciio: Suponhamos que G possui uma métrica bi-invariante. Entdo vamos re-
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stringir essa métrica ao espago tangente a identidade. Temos, para todo g € G e u, v € T,G:
< Ady(z), Ady(y) >e=< d(LgRy-1)e(z),d(LgRy-1)e(y) >

=< (dLg)g‘l (ng‘l)e(z)s (dLg)g—l (ng")e(y) >e
=< (dRg-1)e(2), (ARg-1)e(y) >g-1=< 2,y > .
Reciprocamente, suponhamos que existe um produto interno < -,- >, em G que é Ad-
invariante. Podemos estender esse produto interno a uma métrica invariante & esquerda fazendo

< u,v >¢g=< (dLg-1)g(u), (dLy-1)4(v) >¢ para todos u, v € TyG e g € G. Vamos mostrar que

essa métrica (que é evidentemente invariante & esquerda) também é invariante & direita. De fato:
< (dRp)g(u), (dRn)e(v) >Ry ()

=< (dLp-14-1)gh(dRn)g(u), (dLp-14-1)gn(dRA)g(v) >e
=< d(Lp-1Lg-1)gn(dRp)g(u), d(Lp-1 Lg-1)gn(dRp)g(v) >e
=< (dLp-1)n(dLg-1)gn(dRp)g(u), (dLp-1)n(dLg-1)gn(dRp)g(v) >e
=< (dLp-1)pd(Lg-1Rp)g(u), (dLp-1)pd(Lg-1Rp)g(v) >
=< (dLp-1)ad(RpLg-1)g(w), (ALp-1)nd(RrLy-1)g(v) >e
=< (dLp-1)n(dRn)e(dLg-1)g(u), (dLp-1)n(dRp)e(dLg-1)g(v) >
=< d(Lp-1Rp)e(dLg-1)g(u), d(Lp-1 Rp)e(dLg-1)g(v) >e
=< Adp((dLg-1)(u)), Adp((dLg-1)(v)) >e

=< (dLg-1)4(u), (dLg-1)4(v) >e=< u,v >4.

Portanto, vale a reciproca. Agora suponhamos que existe um produto interno em G que é
Ad-invariante. Vamos mostrar que ad; = —adg, para todo £ € G. Temos por hipdtese que
< Ady(z), Adg(y) >=< z,y >, para todo z, y € G e para todo g € G. Seja g = exptz, para
z € G. Portanto < Adexptz(z), Adexpt:(y) >=< z,y >. Logo:

d
E't:o < Adexp (), Adexptz(y) >=0=

d d
< £|t=0Admtz(z),Adexpu(y)L:O >+ < Adeis@)|_s |

d d -
< 2| oxp((tad) @),y > + <, 2| exp((tads)(y)) >=0
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e segue que < ad,(z),y > + < z,ad,(y) >= 0 o que mostra que a aplicagdo ad, é anti-adjunta
para todo z € G. A volta vale para todas as passagens exceto a primeira. Gostariamos de

mostrar que:

d

Entao fixemos z, y, z pertencentes & G. Seja fzy, : R = R dada por

fzyz (t) =< Adexpts (z), Adexp t2(y) > -

Temos que fgy,(0) =< z,y > e fz,,,(0) = 0. Agora observemos que:

fs:;yz(t) = d;dh hzofzyz(t+ h')

d
- E Ih:O i AdexP(t'*‘h)‘ (:1;), Adexp(t+h)z (y) >

d
- %lh:o < Adexp,, expy, (:‘c)’Adexptx €xXpy, (y) > .

Chamemos & = Adexp,, (z) € § = Adexp,, () Entdo fl,.(t) = & |h=0 fzgz(h) = 0. Logo foy,(t)
é constante, do que segue que f;y,(t) =< z,y > para todos z, y, z pertencentes a G. Mostramos
que < Ady(z), Adg(y) >=< ,y > para todos z, y pertencentes a G e g em uma vizinhanga
da identidade. Como G é gerado por uma vizinhanga da identidade, sendo G conexo segue que
< Ady(z),Ady(y) >=< z,y > paratodoge G. O

Usando esta proposi¢ido, podemos mostrar que um grupo de Lie admite uma métrica bi-
invariante construindo um produto interno Ad-invariante na sua &lgebra. Por exemplo, veremos
na Secdo 8 que se G é compacto, conseguimos construir tal produto interno. Mais geralmente,
mostraremos que um grupo de Lie admite uma métrica bi-invariante se e somente se ele é isomorfo
a um produto cartesiano de um grupo de Lie compacto com um grupo vetorial aditivo (um R™).
Na realidade esta proposi¢ao vale para um caso mais geral. Se V' é um espaco vetorial real (ou
complexo), dizemos que a representacdo de G em V p : G — Aut(V') é ortogonal (unitéria) se
< p(9)(u), p(9)(v) >=< u,v > para todo g € G e u,v € V. Entao dada uma representagio p de
um grupo de Lie compacto sobre um espago vetorial real (complexo), existe um produto interno

em V sobre o qual p é ortogonal (unitério).

Em um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante, todas as curvaturas seccionais sdo

maiores ou iguais a zero, melhor dizendo, a curvatura seccional satisfaz:
1
k(:z:,y) = Z < [x,y],[:v,y] > -
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De fato, se G' possui métrica bi-invariante, pela proposicdo anterior, ad; é anti-adjunta, para

qualquer z € G. Logo:
< [z,z],y >=<ad,z,y >= — < z,ad,y >

=—< x5y >=<[y,2],z>.

Usando a férmula de Koszul, temos que < V3y,2 >= % < [z,y],z >. Logo, V; = %a,dz.

Substituindo no tensor de Riemann:

I?q;y = V[a:,y] - Vsz + Vsz

1 1 1
= §ad[x,y] - Zadzady + Zadyadx.
Usando agora a férmula de Jacobi, segue que ad|; ) —adzady +adyad; = 0. Logo, Ry = %ad[z’y].

Finalmente substituindo na férmula da curvatura seccional, segue:

1
k(z,y) =< Rgyz,y >= 1 < ad[:c,y](x)’y ko

= % < [[a:,y],:z:],y >= "‘i < [(l;, [:l:,y]],y >

= '—i < adz([a"v y])ay = i < [:L‘, y],[:z:,y] .

E interessante observar que os casos de curvatura seccional estritamente positiva sdo raros.
Um teorema de Wallach (veja [22]) que demonstraremos na Secdo 10 diz que SU(2) (matrizes
2 x 2 complexas unitrias com determinante igual a 1) é o dnico grupo de Lie simplesmente
conexo que admite uma métrica invariante & esquerda com curvatura seccional estritamente
positiva. Para o caso de curvatura seccional identicamente nula observamos que se a 4lgebra
G é comutativa, entdo o colchete é identicamente nulo, dessa maneira as constantes estruturais
sao nulas, o que implica que para qualquer métrica invariante & esquerda a curvatura seccional
é identicamente nula, pelo Lema 1. A reciproca nao vale sempre, veremos na Secao 6 que o
grupo F(2) constituido pelos movimentos rigidos do plano euclideano é um grupo de Lie nio
comutativo que possui métrica invariante & esquerda flat. Na Secdo 9 classificaremos os grupos
de Lie com métrica invariante & esquerda flat, onde mostraremos que a caracterizagio nesse caso

é através da algebra.

O caso de curvatura seccional menor ou igual a zero foi classificado por R.Azencott e

E.Wilson, veja [2]. Um exemplo deste caso é interessante a ser estudado. Antes precisamos da

seguinte:
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Proposicdo 2. Seja G um grupo de Lie com uma métrica invariante d esquerda < -,- >. Supo-
nhamos que a dlgebra de Lie de G, G, contenha um ideal U de codimensdo 1. Seja b um vetor
ortogonal a U. Seja L : U — U a transformagdo ad(b) restrita a U, ou seja, L(u) = [b,u], para
u € U. Seja L* o adjunto de L e seja S = %(L+L“) a parte auto-adjunta de L. Entdo o operador
derivada covariante Vy satisfaz Vyb =0 e Vyu = %(L — L*)u, para cada u € U. Além disso, o
operador V satisfaz Vyb = —Su e Vyv = Vyv+ < Su,v > b, para todo u e v pertencentes a U,

onde V € a conezdo de Riemann para a subdlgebra U, onde U possui a métrica induzida de G.

Demonstragao: Usando a férmula de Koszul:
<Vzy,z >= %(( [z,9],2 > + < [z,z),y > — <[y, 2],z >),
temos que < Vb, b >= 0. Além disso, para todo w € U:
< Vpbyw >= %(< (6,0, w > — < [b,w],b >+ < [w,b],b>)

a primeira parcela é igual a zero pois [b,b] = 0, a segunda também ¢é zero pois [b,w] € U j& que
U é um ideal e b é ortogonal a U e, pelo mesmo motivo, a terceira parcela também ¢é zero. Logo

Vb = 0. Analogamente,

1 1
< Vyu,w >= §(< [b,ul,w > + < [w,b],u >) = §(< [b, u],w > — < u, [b,w] >)

" %(< Bl 0 — < o), ) = % < (L - L), w >,

para qualquer w em U, em particular para w = (L — L*)(u). Portanto, Vyu = %(L — L*)(u),

para todo u € Y. Temos também que:

1 1
< Vubyw >= §(< [uw,b),w > — < [bw],u >) = -2—(< —L(u),w >+ < —L(w),u >)

= 2(< ~D{u)w > + < ~L*(u),w >) =< —S(),w >,
para todo w € Y. Logo, Vb = —S(u), para todo u € U.

Para concluir a demonstragdo, queremos mostrar que Vyv = Vyv+ < Su,v > b. Vamos

calcular a componente na diregdo b:
1
< Vyv,b>= 5(— < [v,8],u >+ < [b,u],v >)

- %(< L*(0),u > + < L(u),v >) = %(< (L+ L) (w),v >).

Logo, < Vyv,b >=< S(u),v >. Agora calculemos a componente ortogonal a b. Seja w perten-

cente a U qualquer:

1
< Vyv,w >= §(< [u,v],w > — < [v,w],u > + < [w,u],v >).
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Sendo u, v, w pertencentes 3 U, temos que < Vv, w >=< V4w, w >. Portanto, Vv = Vvt <

Su,v > b. Isto termina a demonstragao. O
O seguinte exemplo é interessante:

2.1 Exemplo:

Seja G um grupo de Lie com métrica invariante & esquerda g e seja G a dlgebra de Lie de G
com dimensdo maior ou igual a 2. Suponhamos que o colchete [z,y] é uma combinagio linear
de z e y, isto é, [z,y] = az + Py onde a principio a e f dependem de = e y. Queremos mostrar
que [z,y] = l(y)z + l(z)y, onde [ : G — R é um funcional linear. Queremos concluir finalmente

que a curvatura seccional é constante e estritamente negativa.

Seja z € G fixado. Seja Rz = {az : ¢ € R} um subespago vetorial de G e considere o
quociente G/Rz = {v:v € Glondev ={u € G:u~v}={u€G:u—v € Rz}. Seja
m:G — G/Rz a projegdo n(y) =9y ={u € G: u—y = kz,k € R}. Como Rz C ker(ad;), a
aplicacao ajunta ad; : G — G induz uma aplicacdo bem definida de G/Rz em G/Rz denotada por
ady, e dada por ad,(j) = [z,y]. Temos que [z,y] = oT + 7 = a0+ By = By. Como ad; & linear,
B nio depende de y, logo f = l(z), para |l : G — R uma fungdo que nio sabemos ser linear.
Portanto [z,y] = ad,(7) = l(z)g. Observe que [z,y] € [z,y]. Logo [z,y] € I(z)7, segue que
[z,y] —l(z)y = kz onde k pertence a R, ou seja, [z,y] = I(z)(y) mod Rz. Seja {z,y1, " ,Yn_1}

uma base de §. Podemos escrever a matriz de ad(z) nesta base:
adz(z) =0

adz(y1) = [z,31] = l(z)y1 mod Rz

adz(Yn—-1) = l(z)yn—1 mod Rz.

Segue que o trago de ad; nesta base satisfaz tr(ad;) = (n — 1)I(z). Portanto, [ é linear em z.
Podemos trocar z por y no inicio do exemplo e analogamente encontramos que [z, y]+1(y)z = cy
onde ¢ € R. Suponhamos que z, y sao linearmente independentes. Anteriormente tinhamos
[z,y] — l(z)y = kz com k € R. Juntando as duas equacGes e usando que z e y sdo Li. segue que
[z,y] = l(z)y — l(y)z. Supondo z, y linearmente dependentes, segue a mesma férmula.

Queremos agora achar a curvatura seccional onde supomos que ! é um funcional nao nulo.

Seja U o niicleo do operador [, que é um ideal comutativo, pois se z € G e y € U entdo
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[z,y] = l(z)y — l(y)z = l(z)y € U. Escolhamos um vetor unitério b ortogonal a U e seja A = I(b).
Usando as notagdes da Proposicdo 2, temos que L(u) = [b,u] = I(b)u — l(u)b = I(b)u, pois u
pertence ao kernel de I. Logo L(u) = Au. Aplicando a proposi¢io 2, segue que V, é identicamente
nulo, pois L = L*. Seja z pertencente a G, que podemos escrever como u + kb, onde k é uma
constante real e u € Y. Queremos calcular V2. Substituindo, Vyz = Vy(u+kb) = V,u+kV,b.
De acordo com a proposicio 2, Vyu = Vyu+ < Su,u > b. Mas V,u =0 (pois U é comutativo)
e kVyb = —kSu. Logo Vyz = 0+ < Su,u > b — kSu. Como k =< z,b >, temos que
Vuz =< Su,u > b— < 2,b > Su. Usando que Su = Au, temos que Vyz = A< u,u > b— <
z,0>u) =A< u,2>b—<z,b>u).

Com isso podemos mostrar que o tensor de Riemann é dado por:
Roy(2) =Xz <y,z> -y <z,2>)
para quaisquer z, ¥y, z pertencentes a G. Se z = b, y = u € U entdo Vip,y) = AVy € como V; = 0,
temos Ry = Vipy) — VeV + Vi Vp = AV,. Este resultado coincide com a férmula desejada.

Agora suponhamos que 7, y pertencam a U e seja z € G qualquer. Temos que Rgy(z) =
Vizy? — VzVyz + Vy V2 € o colchete [z,y] é dado por I(z)y — I(y)z. Como por hipétese z e y
pertencem ao kernel de [, o colchete é nulo. Logo V|; 4z é nulo. Além disso:

VaVyz=Xb < 2, Vyz > —2 < b, Vyz>)

e o colchete [z,y] é nulo, [y, z] = l(y)z —l(2)y = —I(2)y e [z, 2] = l(2)z. Substituindo na férmula
de Koszul: ;
<z,Vyz >= 5(— <l(2)y,z > — <l(2)z,y >) = —l(2) < z,y >,
<b,Vyz >= %(O+A <y,z>—<|[znby>)=A<z,y>.

Logo:
VoVyz = =N(2) <z,y >b- N < z,y >z

Analogamente:
VyVez=Ab<y,Vgzz > —y <b,Vzz>),

<y,Vzz>=—l(z) < z,y >,
<bVzz>= A< 2,z >,
VyVez = A(=l(2)) <z,y > b— A2 < z,2>y.

Substituindo na férmula do tensor de Riemann conquistamos exatamente a férmula Ry (z) =

X(z < y,z > —y < z,z>). A férmula para z, y € G é obtida considerando a bilinearidade de
Ray.
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Lembremos que a curvatura seccional é dada por k(z,y) =< Rgy(z),y >, para z, y unitérios.
Substituindo, temos:
k(z,y) = (< z,y >% — < 2,2 ><y,y >).

Portanto, a curvatura seccional é igual a —\?, quando z, y sdo dois vetores quaisquer ortonor-

mais na dlgebra, o que conclui o exemplo.

Veremos na préxima segio (Teorema 3) que estes exemplos que encontramos s&o raros. Ou-
tros exemplos de curvatura estritamente negativa serao estudados na se¢do 6. Em 1974, E.
Heintze [9] classificou as métricas invariantes & esquerda com curvatura seccional estritamente
negativa. Ele mostrou que nesse caso a 4lgebra de Lie se decompGe em uma soma direta [G, G] &
Rz para algum z € G tal que todos os autovalores de ad(z) restrita a [G, G] possuem parte real

estritamente positiva.
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3 Curvatura de Ricci

Seja £ = e, um vetor unitario em T,G e {e1, - ,en—1} base do hiperplano de T,G ortogonal

a z. Considere:

Ricy(z) = —— Z < R(z,e;)z,e; >

Sejam u, v pertencentes a T,,G. Facamos Q(z,y) =traco da aplicacdo z — R(z, z)y. Q é bilinear
pois o tensor de Riemann é bilinear. Seja {e;,e2,--- ,epn—1,en = =} uma base ortonormal de
T,G. Temos:

Qlz,y) = Z < R(z,e;)y,e; >= Z < R(y,e;)z,e; >= Q(y, z)
i=1
onde a segunda igualdade é uma propriedade do tensor de Riemann. Logo @ é bilinear simétrica.
Agora:

n—1

Q(z,z) = Z < R(z, ei)z,e; >= Z < R(z,e;)z,e; >= (n — 1)Ricy(z).
i=1 i=1
Seja r(z) = Q(z, ). Se = é um vetor unitario, chamamos 7(z) de curvatura de Ricci na diregcdo
z. A curvatura de Ricci na diregdo = é soma de curvaturas seccionais de planos gerados por = e
elementos de uma base ortonormal. Podemos olhar isso também como a contracio do tensor de

curvatura.

Para alguns célculos, pode ser mais conveniente trabalhar com a chamada transformacao
de Ricci auto-adjunta, definida por 7(z) = ) ; Re;z(ei) e que estd relacionada com a forma
quadratica r pela identidade r(z) =< 7(z),z >. Os autovalores de 7 s3o chamados de curvaturas
principais de Ricci. Seja {e1,--- ,en} uma base ortonormal de T,G consistindo de autovetores
de 7. Dessa maneira r ¢ diagonalizével e r(£1e1 + - - + &nen) = Y;7(€i)¢? onde, na realidade,

cada r(e;) é uma curvatura principal de Ricci.

No caso de um grupo de Lie equipado com métrica invariante & esquerda, a curvatura de
Ricci, assim como a curvatura seccional, pode ser calculada somente na algebra de Lie associada.
E intuitivo pensar entdo que teremos propriedades parecidas com aquelas mostradas na 8e¢ao

anterior. De fato, temos o seguinte lema:

Lema 3. Seja G um grupo de Lie munido de uma métrica invariante ¢ esquerda e seja u vetor
unitdrio pertencente & dlgebra associada G. Se a transformacdo linear ad(u) € anti-adjunta,

entdo r(u) > 0 onde a igualdade vale se e somente se u é ortogonal a [G,G).
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Demonstragao: Usando a notagdo anterior, temos que:

n n
r(u) = Z < R(u,e;)u,e; >= Z k(u,e;).
i=1 i=1
Pelo Lema 2 da secdo anterior, se ad(u) é anti-adunta, k(u,v) > 0 para todo v em G. Logo
r(u) > 0 e r(u) € igual a zero se e somente se k(u, e;) = 0, para todo i, ou seja, se e somente se

u é ortogonal ao subespaco [e;, G] para todo i, pelo Lema 2. Isto termina a demonstragcio.

Vimos também na se¢do anterior que se u pertence ao centro da élgebra G, entio a aplicacido
ad(u) é identicamente nula e portanto ¢ anti-adjunta. Logo, se u pertence ao centro de G,
r(u) > 0. Resultados mais interessantes aparecem agora, o que é de se esperar ji que a contracao
do tensor de curvatura simplifica muito seu cdlculo. Agora surge a primeira relagdo entre uma,
propriedade topoldgica do grupo com uma propriedade de curvatura. O préximo teorema é uma

espécie de reciproca Teorema de Bonnet-Myers:

Teorema 1. Um grupo de Lie conezo admite uma mélrica invariante a esquerda com todas
as curvaturas de Ricci estritamente positivas se e somente se ele € compacto e possui grupo
fundamental finito.

Demonstragao: Suponhamos que G admite uma métrica invariante & esquerda com todas
as curvaturas de Ricci estritamente positivas. Precisamos garantir que neste caso as curvaturas
de Ricci nao se aproximam de zero, isto é, r(z) > § > 0, para todo z e para algum § > 0. Com
isto podemos usar o teorema de Bonnet-Myers. Este teorema diz exatamente que se a curvatura
de Ricci satisfaz tal desigualdade, entdao a variedade é compacta e possui grupo fundamental
finito. Considere a transformacao de Ricci auto-adjunta 7 caracterizada por r(z) =< #(z),z >.
Existe uma base ortonormal {ej,--- ,e,} em G formada por autovetores de 7. Logo, #(e;) = Aje;
e r(e;) = A\;. Como a variedade é homogénea, os autovalores sdo constantes (por isso estamos
olhando somente para a identidade) e sdo estritamente positivos, por hipétese. Peguemos o
menor deles, e chamemos de M. Qualquer z na 4lgebra é dado por z = }; cie;, onde ¢; € R.
Entao:

r(z) =r(cie1 + - +cnen) = Y _r(e)c; X MY c} >0,
i

1
pois M > 0 e c; nao sdo todos nulos. Assim temos r(z) > § > 0 para todo z, e podemos usar o

teorema de Bonnet-Myers.

Reciprocamente suponhamos que G é compacto e possui grupo fundamental finito. Como

G é compacto, possui uma métrica bi-invariante (veja Secdo 8) tal que ad(z) é anti-adjunta,
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para todo £ em §G. Pelo Lema 3, r(z) > 0, para todo = na &lgebra. Vamos mostrar que a
igualdade ndo ocorre, para isso mostremos que G = [G,G]. Lembremos que todo grupo de Lie
possui um recobrimento 7 : G = G, onde G é um grupo de Lie simplesmente conexo e 7 é um
homomorfismo de grupos de Lie. Além disso, a cardinalidade do recobrimento (universal) é igual
ao numero de elementos do grupo fundamental. Como G é compacto e o nimero de folhas é

finito, segue que G é compacto.
Suponhamos por absurdo que G # [G,G]. Temos que # = [G,§] é uma subdlgebra de G e,

mais do que isso, é um ideal em G. Pelo teorema de Lie, existe um tinico subgrupo conexo H de
G tal que a 8lgebra de Lie de H é H. Na realidade, H é subgrupo normal de G de maneira que
podemos fazer o quociente G/H. Podemos mostrar ainda que a 4lgebra de Lie do quociente é
isomorfa & G/H que, por sua vez, é uma algebra de Lie abeliana e, portanto, isomorfa a um R".
Podemos considerar assim a aplicagdo exponencial exp : R* — G/H como um homomorfismo
de grupos (onde estamos considerando agora o grupo aditivo R™). O grupo G/H é compacto
(e completo), portanto possui uma métrica bi-invariante, segue que as exponenciais do grupo e
Riemanniana coincidem. Podemos agora utilizar o teorema de Hopf-Rinow para concluir que esta
aplicacao é sobrejetora, e mais ainda, é um recobrimento. Com estas informagoes construimos o
seguinte diagrama:

¢ L m

Tl { exp
¢ L G/H

Temos entdo 7 a aplicagdo de recobrimento e v : G — G/H a aplicacdo natural que leva um ele-
mento de G em uma classe lateral em G/H. Pela propriedade de levantamento de recobrimentos,
como G é simplesmente conexo, temos induzido um homomorfismo de grupos de Lie 1 entre G
e R™. Portanto, (@) é um subgrupo compacto e conexo de R*, do que segue %(G) = {0}. Mas
a0 mesmo tempo, exp(0) = eg/x, logo G/H = {e}, absurdo. O

Veremos na Segao 8 que se G é compacto e simples, entdo a métrica bi-invariante que existe em
G é tnica a menos de multiplicagdo por uma constante positiva. Além disso, esta métrica possui
curvatura de Ricci estritamente positiva e constante. Variedades Riemannianas que possuem

curvatura de Ricci constante sdo usualmente chamadas de variedades de Einstein.

No caso de variedades Riemannianas em geral, mencionamos o resultado obtido por Richard
Hamilton em 1982 ( [7]). Utilizando técnicas de equagdes diferenciais parciais, Hamilton mostrou
que se M é uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, compacta de dimensdo trés com

todas as curvaturas de Ricci estritamente positivas, entdo M é difeomorfa & esfera S°.
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E interessante estudarmos os casos de grupos de Lie que admitem curvatura de Ricci identica-
mente nula ou menor ou igual a zero (constante ou ndo). Desta vez relacionaremos propriedades
da algebra associada com propriedades de curvatura. A préxima proposi¢io é andloga ao Lema

3 desta segao.

Proposicao 3. Seu € ortogonal ¢ imagem (G, G] entdo r(u) < 0. A igualdade vale se e somente

se ad(u) € anti-adjunta.

Demonstragio: Por hipétese, u é ortogonal a [G,§], logo u* D [G,G]. Entdo U = ul ¢
um ideal de G (poisse z € G, y € U, [z,y] € [G,G] C U) e possui codimensdo 1. Queremos agora
aplicar a Proposigo 2 da secéo anterior para u e para o ideal Y. Temos que r(u) = 30" k(u, v;)
_onde {v1,--- ,v,_1} é base ortonormal para /. Tomemos tal base consistindo de autovetores da

transformacio auto-adjunta S (ou seja, Sv; = A\;v;). Seja v um vetor unitario qualquer. Entdo:
k(u,v) =< Ruy(u), v >=< V[ yju — VuVyu+ Vy Vyu,v >
=< V[u,,,]u,v > — < VuVyu,v >+ < V,Vyu,v >
1 *
=< Viywmu,v>-< 5(L —L*)Vyu>+0

1
=< —-SLv,v >+ < E(L — L*)Sv,v > .

Tomando v autovetor e notando que < Lw;,v; >=< v;, L*v; >= \;, temos:

1 1
k(u,v;) = — < SLv;,v; > +§ < LSv;,v; > —3 < L*Sv;,v; >

1 1
= — < SLv;,v; > +§ < L;v;,v; > ~3 < L*\wi,v; >

e as duas 1ltimas parcelas se cancelam. Logo k(u,v;) = — < SLv;,v; >= — < \Lw;,v; >=
—\i < Lw;,v; >= —)?. Substituindo, temos que r(u) = Y0 k(u,v;) = =37 A2 <0eé
igual a zero se e somente se todos os autovalores de S sdo nulos, o que é equivalente a S = 0,

que por sua vez é equivalente a aplicagao ad ser anti-adjunta. O

Combinando a proposigdo anterior e o Lema 3 obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2. Suponha que G € uma dlgebra de Lie nilpotente e ndo comutativa. Entdao para
qualquer métrica invariante a esquerda eziste uma direcio de curvatura de Ricci estritamente

negativa e uma diregcdo de curvatura de Ricci estritamente positiva.
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Demonstragao: Por hipétese G é nilpotente. Isto significa que algum termo da série:
6>16,6]01(6,06,9]1 >---

é zero. Escolha u vetor unitério no dltimo termo nao nulo da série. Afirmamos que tal u pertence
ao centro de G. De fato, seja y € G qualquer. Entéo [u,y] € [Gltimo termo ndo nulo, G] = {0}.
Portanto, r(u) > 0 pois ad(u) é anti-adjunta. Como u € [G,§], u nédo é ortogonal a [G,G]. Logo
r(u) > 0, pelo Lema 3.

Seja £ =centroG. Se G = [G,G] + Z, entdo [G,G] = [G,[G,G] + Z] = [G,[G,G]]- Dessa
forma, a série estabilizaria em [G, G], absurdo. Portanto, G nio pode ser escrito como [G, G] + Z
e existe um vetor unitario v tal que v.L[G,G] e v ndo pertence a Z. Afirmamos que ad(v) nio
¢ anti-adjunta. Suponhamos que sim. A transformacio ad(v) é nilpotente, digamos, de indice

k > 2 e sejam z,y € G quaisquer. Ent3o:
0 =< ad¥(z),y >=< ady(ad* ' (z)),y >= — < ad* " (z),ad,(y) > .

Como y é qualquer, podemos tomar y = ad®~2(z), o que resulta em contradigdo. Logo ad ndo é

anti-adjunta. Portanto r(v) < 0, pela Proposi¢do 3. O

Com maior generalidade, temos o seguinte teorema:

Teorema 3. Suponhamos que a dlgebra de Lie de G contém trés vetores linearmente indepen-
dentes z, y, z tais que [z,y] = z. Entdo eziste uma métrica invariante d esquerda em G tal que

r(z) <0 er(z) >0.

Demonstracdo: Completemos z, y, z a uma base de G, denotemos tal base por B = {b; =
z,bp =y,b3 = z,--- ,by}. Seja € > 0 dado. Entao defina:

e1 =€by, exg =¢€by, e€; = ezb,-, 7> 3.

Existe uma tnica métrica invariante 3 esquerda g, em G tal que C = {ej,--- ,e,} é ortonormal.

As constantes estruturais de G, com relagio & base C sdo dadas por:
arg =< [e1, ea), e >=< [eby, €bo], ex >=< €2[by, bo], e >

=< €2bs, e} >=< e3, e} >= 3.

Sejam i, j diferentes de 1, 2:
ajj1 =< [e,-,ej],e1 >=< [Ezbi,€2bj],81 >=< 64[bi,bj],81 >
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4 4
= €' < [bi,bjl,e1 >=€" <D Bijebr,e1 >= B,
i

onde f;; sdo as constantes estruturais de G com relagdo & base B. Analogamente, ajjo = €3B;j2

e para i, j, k diferentes de 1,2 temos a;jr = €2Bijk-

Fazendo o limite ¢ —+ 0, percebe-se que as constantes estruturais (como séo fungdes continuas
de €) convergem para um valor definido. Temos que ajg; — d3k, € 0 restante vai a zero. Essas
constantes estruturais do limite definem uma nova algebra Gy ndo comutativa. Em Gy, o colchete

satisfaz

[e1,e2] = —[e2,e1] = e,
[eive.‘i] =0,

caso contrdrio. Existe em Gy uma tdnica métrica g, tal que a base C' é ortonormal. Usando
o Lema 3 e Proposigdo 3, temos r(e;) < 0 pois e; é ortogonal a [Gy,Go] e ad(e1) ndo é anti-
adjunta. E temos que r(e3) > 0 pois ad(e3) é anti-adjunta (é identicamente nula) e ez nio é
ortogonal a [Go, Gp]. De fato, se ad(e;) fossa anti-adjunta, teriamos < ad(e;)(ez),e3 >= — <
es,ad(ey)(es) >. Portanto:

< [61,62],83 >=—< e, [61,63] >=

<es,ez3 >=0,

o que é absurdo. Além disso, ez ndo é ortogonal a [G,§] pois < e3,[e1,e2] >= 1. Portanto,
r(e;) < 0 < r(e3) em Gp. Como a curvatura de Ricci é um polinémio continuo em fungio das
constantes estruturais (pois assim o é a curvatura seccional, conforme mostramos na se¢io an-

terior), segue que r(e;) < 0 < r(e3) para a métrica g, para e suficientemente préximo a zero. O

Esta proposi¢do mostra que muitos grupos de Lie possuem uma métrica invariante 3 esquerda
cuja curvatura de Ricci admite direcoes de curvatura positiva e diregoes de curvatura negativa.
Em constraste temos o exemplo 2.1 da segdo anterior, em que o colchete é uma combinagio

linear de z e y.

Um grupo de Lie G é chamado de unimodular se sua algebra é unimodular. Aqui definire-
mos uma &lgebra de Lie G como sendo unimodular se o trago da aplicacdo adjunta ad, for
identicamente nulo para todo z pertencente a &lgebra. Agora seja § uma &dlgebra qualquer.
Vimos na Secdo 2 que vale a identidade ad;,; = adyady — adyads, para todos z, y perten-
centes & dlgebra. Logo tr(adj,) = 0, para todos z, y. Segue que a aplicagio ¢ : G — R
definida por ¢(z) = tr(ad;) é um homomorfismo de 4lgebras de Lie. O kernel desta aplicacao,
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U = {z € G;tr(ad;) = 0} é um ideal, isto é, [§,U] C U que contém o ideal comutador [G,G]. Y
¢ uma 3lgebra de Lie unimodular chamada de kernel unimodular de G. O seguinte lema envolve

esses conceitos com propriedades da curvatura de Ricci.

Lema 4. Seja G um grupo de Lie conezo que possui uma mélrica invariante d esquerda com

todas as curvaturas de Ricci estritamente positivas. Entao G € unimodular.

Demonstragdo: Suponhamos por absurdo que G nio é unimodular. Podemos escolher
um vetor unitdrio b ortogonal ao kernel unimodular de G (de fato, se ndo houvesse tal vetor,
teriamos que o kernel unimodular seria o préprio grupo, absurdo pois estamos supondo G nio
unimodular). Entdo tr(ady) # 0 e se ady fosse anti-adjunta terfamos ady = —ad} e portanto
tr(ady) = —tr(ady) = —tr(ady), absurdo. Logo ady ndo é anti-adjunta. Pela Proposigio 3,
r(b) <0, absurdo. O
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4 Curvatura Escalar

Seja {e1,--- ,en} uma base de vetores tangentes a G no ponto p. O nimero real:
p=rle))+---+r(ep) = 22 k(ei, e;)
i<j
¢ chamado de curvatura escalar no ponto p.

No préximo lema estamos considerando a curvatura escalar em G e denotando-a por p = p(G).
Com a notagao da Proposicdo 2 da Segdo 1, I é uma 3lgebra de Lie com a métrica induzida por

G e podemos considerar p(U). Neste caso temos o seguinte lema:

Lema 5. A curvatura escalar p(G) associada a dlgebra de Lie G € igual a p(U)—tr(S?)—(tr(S))2.

Demonstracao: Sejam u, v vetores ortonormais em Y. Comparando a curvatura seccional
k(u,v) em G e k(u,v) em U, temos que k(u,v) = k(u,v)+ < Su,v >2 — < Su,u >< Sv,v > (¢
a equagdo de Gauss). Escolhamos agora uma base ortonormal {u1,--- ,up—;} de U formada de

autovetores de S. Segue que k(ui,u;) = k(ui,u;) — A\i)j, para i # j. Fixando i e somando em

Z k(ui,uj) = Zl_c(uz',uj) = E Aidj =
j j J

r(u;) = 7(u;) — Aitr(S).

j, temos que:

Temos que {b,u1,- - ,un—1} é uma base ortonormal de G. Vimos na Proposi¢ao 3 da Se¢io 2
que r(b) = —tr(S?). Logo:

r(b) +r(ur) + -+ +r(un_1) = —tr(S?) + 7(u1) — Mitr(S) + - -+ + F(un_1) — An—_1tr(S)

portanto,
p(G) = pU) — tr(8)* — tr(S%). O

Teorema 4. Seja G um grupo de Lie solivel. Entao toda métrica invariante da esquerda em G

ou € flat, ou possui curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstragao: A demonstragdo serd feita por inducgdo sobre a dimensao da 4lgebra G.
Seja n tal dimensdo. O caso n = 1 é imediato pois assim a 4lgebra é abeliana e, portanto,
qualquer métrica invariante & esquerda é flat. Estamos supondo G # {0} soliivel. Entdo temos
que G # [G, G] pois se fosse igual a série derivada estabilizaria, absurdo. Temos que [G,G] é um
ideal em G e existe um subespago U de G de codimenséo 1 contendo [G,§G]. Na realidade ¢ é um
ideal em G e, por isso, é uma subdlgebra solivel. Pela hipétese de indugdo, temos que p(i4) < 0.
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Portanto, p(G) < —tr(S?%) — tr(S)? < 0. Ou seja, p(G) < 0 ou p(G) = 0. Queremos verificar que
se p(G) = 0, entdo a métrica é flat. A igualdade vale se p(U) = 0 e se —tr(S?) — tr(S)2 = 0.
Como a matriz de S é diagonal, tal igualdade implica que S = 0. Vamos mostrar que se tais

fatos ocorrem, entdao G é flat, isto é, o tensor de curvatura R é identicamente nulo.

Se § = 0, pela Proposigao 2 da se¢do 1 (e usando toda aquela notagio), temos que Vv = Vv
para cada u,v no ideal Y. Portanto, Ryy(w) = Ryy(w), para u,v e w no ideal. Como p(if) é
nulo, temos pela hipétese de indugdo que U é flat e entdo R = 0, o que implica Ry, (w) = 0
para todos u,v,w em U. Também pela proposicao citada, temos Vb = —Su, logo se S = 0

b)

2

segue que Vb = 0, para todo u € U. Se z pertence a G, entdo z =u+ kbondeu e Y e k é
uma constante e b é um vetor unitrio ortogonal a U. Logo Vb = Vyirpbd = Vb + kVyb = 0.
Segue que Ry, (b) = 0 para quaisquer z,y em G. Sabemos que vale < Ry (b), 2 >=< Ry,(z),y >.
Portanto Ry, = 0 para qualquer 2. Podemos calcular R;,(2) para quaisquer‘.a:,y,z em G; basta
escrever cada elemento como u + kb com u € i e k uma constante, usar que R é linear em z,y e
z € usar 0 que mostramos anteriormente. Segue que R é identicamente nulo. Portanto G é flat

e isto termina a demonstragao.

R. Azencott e E. Wilson mostraram em [2] que se um grupo de Lie G possui uma métrica
invariante & esquerda com todas as curvaturas seccionais menores ou iguais a zero, entdo ele é
solivel. Se além disso o grupo é unimodular entdo tal métrica com todas as curvaturas seccionais
menores ou iguais a zero é, na realidade, flat. Ou seja, nesse caso toda métrica invariante a
esquerda em G possui algum plano de curvatura seccional estritamente positivo, a nao ser que
tal métrica seja de curvatura identicamente nula. Suponhamos que G é unimodular e solivel.
Pelo resultado anterior, toda métrica invariante & esquerda em G ou ¢é flat ou possui curvatura
escalar estritamente negativa. Se ndo é flat, como G é unimodular, pelo resultado de Azencott
e Wilson, existem planos de curvatura seccional esritamente positiva. Ao mesmo tempo se a
métrica nao é flat e como G é solivel, pelo resultado demonstrado anteriormente existem planos

de curvarura seccional estritamente negativa. Mostramos assim o seguinte corolario:

Coroldrio 2. Seja G um grupo de Lie solivel e unimodular. Entdo toda méirica invariante d
esquerda em G ou é flat ou possui planos com curvatura seccional positiva e planos com curvatura

seccional negativa.

Um critério muito geral estd contido no préximo teorema:

Teorema 5. Se a dlgebra de Lie G de G € nao comutativa, entdo G possui uma métrica invari-

ante @ esquerda com curvatura escalar estritamente negativa.
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Demonstragido: Observe que se z, y, e [z, y] fossem sempre linearmente dependentes entao
estariamos lidando com o exemplo da secdo 1 e neste caso mostramos que a curvatura seccional é
estritamente negativa, para qualquer escolha de métrica invariante & esquerda. Podemos excluir
esse caso e supor que existem vetores linearmente independentes z, y e z na 4lgebra de Lie
de G tais que z = [z,y]. Completemos z, y, z a uma base de G, denotemos tal base por
B = {b; =z,bp =y,b3 =2z,--- ,b,}. Seja € > 0 dado. Entdo defina:

e1 = eby, e3 = €ba,e; = €2b;,i > 3.

Existe uma tinica métrica invariante a esquerda g. em G tal que C = {e;,--- ,e,} é ortonormal.

Analogamente ao que foi feito no Teorema 3 da se¢do anterior, podemos estudar as cons-
tantes estruturais a;j; de G com relagdo & C. Sabemos assim que oo = d3. € para i,j # 1,2,
aij1 = e3ﬂ,-j1, onde f;;1 sdo as constantes estruturais de G com relagdo & base B. Temos também
Qijo = e3ﬂij2. Para i, j, k # 1,2 temos oy, = ezﬁ;jk. Fagamos agora o limite € — 0. As
constantes estruturais de G tendem para valores definidos de maneira que temos definida uma
nova 3lgebra Gy, equipada com uma métrica g, tal que C é ortonormal. Observe agora que no
limite, 193 =< [e1,e2],e3 >= 1, logo a 4lgebra Gy ndo é comutativa. Observe também que no
limite temos que a;j; = 0 para os outros casos. Portanto [e;,[e;,ex]] = 0 para todo 4, j, k, o
que mostra que Gg é uma algebra nilpotente e, portanto, solivel. Pelo resultado anterior, toda
métrica invariante & esquerda em G ou é flat ou possui curvatura escalar estritamente negativa.
Como a 3lgebra de Lie Gy de Gy nao é comutativa, pelo Teorema 3 da Secdo 3, toda métrica
invariante & esquerda em (¢ possui uma direcao de curvatura de Ricci estritamente positiva e
uma diregdo de curvatura de Ricci estritamente negativa. Logo G nao é flat, e assim p(Gg) < 0.
Lembremos agora pelo Lema 1 da Segdo 1 que a curvatura seccional é um polinémio continuo
em fungdo das constantes estruturais da algebra, portanto assim o é a curvatura escalar. Entdo

0(G,g.) <0 para e suficientemente pequeno. O

Na Secéo 10 estudaremos o caso de curvatura escalar estritamente positiva. Veremos que
se G contém um subgrupo compacto ndo comutativo entdo G admite uma métrica invariante
a esquerda de curvatura escalar estritamente positiva. Este resultado foi apresentado por N.
Wallach.
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5 Grupos de Lie de Dimensao Trés

Seja G um espago vetorial de dimensdo trés. Uma orientagdo para G é uma classe de
equivaléncia de bases ordenadas, onde a base ordemada {b;,bq,bs} tem a mesma orientacio
da base {by, by, by} se b; = 2 _ij @ijbj com det(a;;) > 0 e tem orientagdo oposta se det(a;;) < 0.
Seja entdo G um grupo de Lie conexo de dimensdo 3 com uma métrica invariante & esquerda
e seja G sua algebra com uma orientagao escolhida, de maneira que podemos definir o produto
vetorial em G. Para u e v em G, o produto vetorial de u por v, denotado por u X v, é tal que u x v
é ortogonal a u e v e possui comprimento igual & raiz quadrada de < u,u >< v,v > — < u,v >2.
A direcdo de u x v fica determinada quando assumimos que a tripla {u,v,u X v} é orientada
positivamente sempre que u e v sdo linearmente independentes. Para G e G dessa maneira,

temos o seguinte lema:

Lema 6. O colchete em G estd relacionado com o produto vetorial através de [u,v] = L(u X v),
onde L é uma aplicagio linear de G em G unicamente definida e [-,-] : G x G = G € a operagdo

colchete da dlgebra. Além disso, G € unimodular se e somente se L é auto-adjunta.

Demonstragio: Seja {e;, ez, e3} uma base ortonormal de G orientada positivamente. Podemos

definir uma tnica transformagio linear L : G — G através dos seus valores em tal base:
L(el) = [62763]a

L(eg) = [63,61],
L(e3) = [61,62].

Temos que L(e; X eg) = L(e3) = [e1,e2], € 0 mesmo vale para os outros elementos da base.
Portanto, pela linearidade, L(u X v) = [u,v] para todos u, v em G. Podemos escrever L(e;) =

Zj aijej. Por exemplo, temos L(e;) = ajie; + aizez + ajzes. Além disso, temos:
ad(e1)(e1) = Oe; + Oeg + Oes,

ad(e1)(e2) = [e1, e2] = L(e3) = azie1 + azzez + aszes,
ad(e1)(es3) = [e1,e3] = —L(e2) = —az1e1 — aggez — agses,

portanto tr ad(e;) = —ag3 + a3z. Analogamente temos que tr ad(ez) = —a31 +a13 e tr ad(e3) =
—a12 +ag;. O grupo G é unimodular se e somente se trad = 0. Logo, se e somente se ag3 = agg,
a31 = a3 € a1z = ag;. Isto implica que a matriz a;; é simétrica o que é equivalente a dizer que

L é auto-adjunta. O
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Mostramos que se G € unimodular, temos L auto-adjunta. Portanto, existe uma base ortonor-
mal (que podemos assumir ser orientada positivamente) {ei, ez, e3} de G formada de auto-vetores
de L. Neste caso temos, por exemplo, [e1,e2] = L(e; X e2) = L(e3) = Aze3. Analogamente, obte-
mos [e3,e1] = Agez e [e2,e3] = Aje;. Conseguimos obter o comportamento do colchete em um
grupo de Lie unimodular G de dimensao 3. Observe que se mudarmos a orientagio da algebra,
entao o produto vetorial mudara de sinal e consequentemente L e seus autovalores mudardo de

sinal. Gostariamos de saber como se comporta a curvatura neste caso. Para isto introduzimos
a seguinte notagao:
1
Qi = §(A1 + A2 +A3) — A

Temos o seguinte lema:

Lema 7. A base {e1,ez2,e3} escolhida como anteriormente diagonaliza a forma quadrdtica de
Ricci. As curvaturas principais de Ricci sGo dadas por v(e1) = 2uaps, r(e2) = 2uius e r(es) =

2p1pa.
Demonstragao: Primeiro, mostremos que vale a seguinte féormula:
Ve;v = [i€i X U,

para todo v € G. Pela linearidade do operador V e do produto vetorial, basta verificar a férmula

para os elementos da base {ej, ez, e3}. Usando que Ve; =) %(a;‘jk — Qjki + agij)ek, temos:

1
Veaez =)y 5 (2 — aze1 +akiz)ex
k

1
= 5[(0!121 — ag11 + anz)er + (122 — ag21 + agi2)ez + (123 — @931 + @312)es]

1
= 5(0123 — a31 + aziz)es,

pois as duas primeiras somas 830 zero ja que ajz; =< [ej,ez],e1 >=< Azez,e; >=0 e a3 =<

[e1,e2],e2 >= 0. Observemos que 123 =< [e1,e2], €3 >= A3, ag31 = A1 € az12 = Ag. Logo:
1
Ve €2 = 50\3 — A1+ Az)ez = pre3 = pi(er X eg).

Analogamente mostramos que vale para outras escolhas de elementos da base {ej, ez, e3}. E facil

verificar também para os elementos da base a seguinte identidade:
e1 X (e2 X v) — ez X (e; X v) — (e X eg) x v=0.
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Substituindo a formula que encontramos para a conexdo na férmula do tensor de Riemann:
R(e1,e2)v = Vgeav — Vg, (11262 X 1) + Ve, (161 X ) .

= A3pu3e3 X v — pgpier X (e2 X v) + pipges X (e X v)

= (Asp3 — popi1)es X v.

Analogamente mostramos que:
R(e1,e3)v = (p1ps — Agpz)es X v,

R(ez,e3)v = (Aip1 — p3pa)er X v.

Assim conseguimos encontrar a transformacdo auto-adjunta de Ricci 7, #(e;), 7(e2) e #(e3). Por

exemplo, temos:

#(e1) = (Asps — pipa)er + (Aapa — pi1ps)er

= (u3(As — p1) + pa(—p1 + A2))er = (paps + psps2)er,

lembrando que A3 — 1 = p2 € Adg — 1 = p3. Analogamente calculamos 7(e3) = (2u1us)es e
7(e3) = (2u1p2)es. Portanto, {e1,e2,e3} é uma base de G formada de autovetores de #; segue

que 7(e1) = 2uop3, r(e2) = 2pu1pu3 e r(e3) = 2pu1pe. O

Em particular, a curvatura escalar é dada por p = 2(uous + pi1ps + pip2). O produto
r(e1)r(e2)r(es) = 8(p1p2p3)? é sempre maior ou igual a zero e serd igual a zero se algum r(e;)
for nulo. Suponhamos sem perda de generalidade que r(e;) = 0. Entao nesse caso, ou us ou us3
830 iguais a zero. Suponhamos (s.p.g.) que pg = 0. entdo temos 7(e3) = 2u 2 = 0. Logo, se o

determinante for zero, entao pelo menos duas curvaturas principais de Ricci sdo zero.

Agora suponhamos que o produto 7(e;)r(ez)r(e3) é diferente de zero. Isto quer dizer que
todos os r(e;) sdo ndo-nulos. Por exemplo, r(e;) 7# 0. Entao 2uous # 0. Logo ps # 0 e uz # 0.

Podemos fazer todas as inversas, j4 que sao todos nao nulos. De fato, temos:

= grleg! = grie)Zmrlen)™ = r(evr(en) ™ m = rlen)r(ea) ™ Srleaiz’.
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Portanto, (u2)? = ir(e1)r(e2)"'r(es). Analogamente, (u3)? = Lr(ei)r(es) r(e2) e (u1)? =

7(e2)r(e1) " r(es). Lembre-se também que p11 + po = Ag, pia + 13 = A1 e 1 + p3 = Ag. Entdio

podemos escrever cada )\; em fungao das curvaturas principais de Ricci 7(e;).

Se mudamos a orientagdo de G, entdo o produto vetorial muda de sinal, portanto I muda de
sinal e assim cada ); muda de sinal, portanto cada y; muda de sinal. Cada r(e;) é produto de

dois p4, logo o sinal de r(e;) é mantido, como se espera.

Sejam 7, ¢, £ constantes quaisquer. Suponhamos agora que escolhemos uma métrica em G

tal que a base {n¢e1,£{(es, énes} é ortonormal. Temos a aplicagio L : G — G definida por:
L(nCe1) = [€Cez,Enes] = (£*M1)¢ner,

L(£Cea) = [Enesner] = (n®X2)&Cea,

L(€nes) = (¢*)3)énes.

Portanto as constantes estruturais da nova base {n(e;,£Ces,€énes} sdo miiltiplos positivos de );,
ou seja, podemos alterar um pouco a métrica de maneira que os autovalores de L se tornem
+1, —1, ou 0. Além disso, podemos assumir que no méximo uma das constantes \;, A2, A3 é
negativa j& que caso duas delas forem negativas, mudamos a orientagio da 4lgebra de maneira
que todas elas mudam de sinal. Contabilizando, temos seis possibilidades para os sinais de AL,
A2 e A3. Exibiremos agora exemplos de cada uma delas. Nos préximos exemplos, denotaremos
por M(n,K) o conjunto das matrizes n X n com coeficientes em um corpo K e por Gl(n,K) o

conjunto das matrizes n X n de determinante ndo nulo com coeficientes em K.

5.1 Si(2,R)

O conjunto SI(2,R) é formado pelas matrizes 2 x 2 reais com determinante igual a 1; néo é
dificil ver que tal conjunto é um subgrupo abstrato de GI(2, R). De fato, sejam A, B pertencentes
a Sl(2,R), entdo det(AB) = det Adet B =1, e det(A~') = (det A)~! = 1. Portanto AB, A~! ¢
S1(2,R). Além disso, podemos mostrar que SI(2, R) é uma subvariedade fechada mergulhada de
GIl(2,R).

Consideremos a fungdo f : GI(2,R) — R dada pelo determinante f(X) = det X. Temos que
Sl(2,R) = {X € GI(2,R); f(X) —1 = 0}. Se mostrarmos que tal funcio ¢ independente em
S1(2,R) entdo SI(2,R) é subvariedade fechada mergulhada de GI(2,R). Mostrar que tal funcao
é independente em SI(2, R) significa mostrar que a diferencial (df ), é linearmente independente
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(ndo-nula) para todo z € Si(2,R). De fato, temos:

z} dzy
i
e portanto:

(dz1)s =3(z)
(dz})s 23(2)
onde se ¢ é uma matriz qualquer em GI(2,R), entdo :z:f (e) = a{ . Se existisse um elemento
z € Sl(2,R) tal que (df); = 0, entdo poderiamos ter (df);(z) = 2detz = 0, absurdo. Logo
(df)s é linearmente independente e SI(2,R) é subvariedade fechada mergulhada de GI(2,R).
Logo, as operagoes de grupo de Lie de GI(2,R), a saber, GI(2,R) x GI(2,R) — GI(2,R) que faz
(A4,B) = A-B e GI(2,R) = GI(2,R) tal que A — A~!, quando restritas & SI(2,R), continuam
C*®. Logo Sl(2,R) é subgrupo de Lie fechado de GI(2,R) de dimenséo 3.

(df)z =

zi(z) (dz})s l
) (dz3)q

T3 (z

Seja X € M(2,R), onde lembramos que estamos considerando M (2, R) como &lgebra de Lie
de GI(2,R), e exptX subgrupo a um pardmetro de GI(2,R). Lembremos que se ¢ : G — H
¢ um homomorfismo de grupos de Lie entdo vale que ¢(exptX) = expt((dp)e(X)), onde X
pertence a dlgebra de Lie de G. No caso deste exemplo temos que det(exptX) = expt(trX),
onde X € M(2,R). Lembremos agora que um elemento X € M(2,R) pertence & 4lgebra de Lie
de SI(2,R) se e somente se exptX pertence a SI(2,R) para todo ¢ real. Mas isso ocorre se e
somente se {rX = 0. Portanto a dlgebra de Lie de SI(2,R), que denotaremos por SL(2,R) é o
conjunto:

SL(2,R) = {X € M(2,R); trX = 0}

que ¢ uma subdlgebra da 4lgebra de Lie de GI(2,R) de dimensdo 3. Nao é dificil ver que o

(1 0 [0 1 (00
T2 g 21 )% 2 g 0 0% 721 o

¢ uma base de SL£(2,R), assim como {e;, e — e3,e2 + e3}; chamemos tal base de {b1,b2,b3}. E

imediato verificar que:

conjunto

[b1,b2] = [e1,e2 — e3] = [e1,e2] — [e1,€3] = €2 + e3 = b3,
[b3,b1] = [e2 +e3,e1] = [e2,e1] + [e3,e1] = —e2 + 3 = —bo,
[bz,b3] = [82 —e3,€e2 + 63] = 2[62, 63] = 2e; = 2b;.

O grupo SI(2,R) ¢ unimodular pois S£(2,R) é uma &lgebra unimodular, ou seja, o trago da
aplicagao adjunta ad; ¢ identicamente nulo, para cada z € SL(2R). Temos que ad,(y) = [z, 9],
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a .

esejaT = ( i ) um elemento qualquer da 4lgebra. Calculando ad;(e;) para i = 1,2,3,
G21 G22

nao é dificil encontrar a matriz da transformagdo adjunta, que é dada por:

0 —ag; a12
[adz] = | —2a12 (a11 —a2) 0
2az; 0 (a2 —an1)

que possui trago nulo, para qualquer = pertencente & dlgebra. Portanto S£(2,R) é unimodular.

Vamos mostrar que o grupo S1(2,R) é conexo. Seja Rt o conjunto dos nimero reais es-
tritamente positivos. Vamos definir uma aplicagdo ¢ : Rt x SI(2,R) — GI*(2,R) como sendo
¢(N\,A) = X- A. Essa aplicagdo é um homomorfismo de grupos abstratos. De fato, sejam
(A, 4) e (XN, 4") elementos de Rt x Si(2,R). Entdo temos ¢((A, A4) - (N, 4")) = (AN, 44") =
(AN)(AA") = XX - AA" = ¢(N A) - p(N, A"). Seja (A, A) € Rt x SI(2,R) tal que (), A4) = I.
Entdo A - A = I, e assim det A = 35, logo A = 1 e A = I. Logo o homomorfismo em questio
¢ injetor. Seja B uma matriz em GI*(2,R) qualquer com determinante d > 0. Seja A a ma-
triz em SI(2,R) dada por ‘/LEB. Entdo para o elemento (vd, A) de R* x SI(2,R) temos que
#(v/d, A) = v/d - A = B; portanto tal homomorfismo ¢ sobrejetor. Queremos mostrar que mais
que um homomorfismo, ¢ é um homeomorfismo. Lembremos que se G e G' sdo dois grupos
topoldgicos localmente compactos e se G possui base enumerével, entdo um homomorfismo bije-
tor de G em G’ ¢, mais do que isso, um homeomorfismo. Como todo grupo de Lie é localmente
compacto e possui base enumerdvel, segue que ¢ : RT x SI(2,R) = GI*(2,R) é um homeo-
morfismo. Sabendo que GI*(2,R) é conexo (é uma componente conexa de GI(2,R), veja [23]),
segue que R* x §1(2,R) ¢ conexo. Como SI(2,R) é imagem continua de R* x SI(2,R), temos
finalmente que SI(2,R) é conexo.

Para finalizar, verifiquemos que SI(2,R) é um grupo de Lie simples. Um grupo de Lie G
¢ simples se sua 4lgebra de Lie é simples, ou seja, é ndo abeliana e nio possui ideais préprios.
Suponhamos por absurdo que SI(2,R) nio é simples e que possui um ideal # de dimensio 2.
Pelas expressoes encontradas do colchete em {by,bs,b3} temos que G = [G,G]. Vamos agora
escolher uma base {c1,cz,c3} de G tal que ¢; e ¢y pertencem a H mas c3 ndo pertence a H.
Entdo temos que [c1,c2] € H, [c1,¢3] € H e [c2,c3] € H pois H é um ideal em G. Portanto
[G,G] CH,eassim G =[G,G] CH eG=H. Analogamente mostramos que G nio pode possuir

ideais de dimenséao 1, do que segue que G é uma &lgebra simples.
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5.2 SU(2) e SO(3)

O conjunto U(2) é formado pelas matrizes 2 X 2 complexas unitérias, isto &, U(2) = {A €
Gl(2,C); AA* =T}, onde A* denota o transposto conjugado de A. Nio é dificil verificar que este
conjunto é um subgrupo abstrato de GI(2,C). Se A, B € U(2), entdo note que (AB)(AB)* =
AB(B*A*) = A(BB*)A* = ATA* = AA* =T e (A7)(A™YH)* = (AH)(4%)! = (4*A)! =
I7!' = 1. Agora seja A = (ai;)i; pertencente a U(2). Consideremos as seguintes fungdes:

fij(A) = an@j1 + apaje = d;j,
para 1 <1,7 <1,2. Notemos que podemos representar U(2) como:
U(2) = {A € GI(2,C); ¢ = 0,i = 1,2,3,4}

onde ¢1 = R(f12), ¢2 = F(f12), #3 = R(f11) — 1 e ¢a = R(f22) — 1. Nio é dificil verificar que
(dé1)p, -+ ,(dgs)p sdo linearmente independentes para todo elemento p € U(2). Isto implica.
que U(2) é uma subvariedade fechada mergulhada de GI(2,C) de dimensdo 4. Em particular
as operagoes de grupos de Lie de GI(2,C), quando restritas a U(2), continuam diferenciveis.
Portanto U(2) é subgrupo de Lie de GI(2,C) de dimensdo 4. A sua 4lgebra de Lie é dada pelo
espaco tangente & identidade. Entdo seja A(t) uma curva em U(2) que passa pela identidade
em ¢t = 0. Temos que A(t)A(t)* = I para todo ¢, logo %L:OA(t)A(t)* = 0 e a primeira parcela,
da igualdade é igual a A'(0)A(0) + A(0)A'(0)* = A'(0) + A’(0)*. Portanto o espago tangente
T7U(2), que é a 3lgebra de Lie de U(2), é dado por {A € M(2,C); A + A* = 0}.

O conjunto SU(2) é formado pelas matrizes 2 X 2 complexas unitérias e com determinante
igual a 1, ou seja, SU(2) = {A € M2x2(C); AA* =T e det A = 1}. Consideremos a aplicagdo
g:U(2) = S" de U(2) na esfera unitaria S* dada pelo determinante, isto é, g(A) = det A. Esta
aplicagdo ¢ um homomorfismo de grupos de Lie pois é diferencidvel e g(A4 - B) = det(4 - B) =
det(A) det(B) = g(A) - g(B). O kernel deste homomorfismo é exatamente SU(2). Portanto

SU(2) é subgrupo de Lie fechado de U(2). Seja A € SU(2) da forma ( @

v
a f ay\) (10
) B &) \o1
o2+ 1812 o7+ Bd (10
ya+388 |y + |62 01)
Extraimos disso que |e|> + [B]2 = 1, a7+ B8 = 0, ya + 68 = 0, |72 + |6]® = 1 e também
ad —yB = 1. Multiplicando esta ltima relagdo por ¥, por exemplo, encontramos que f = —7.

p ) Temos que

AA* = I, portanto:
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Fazendo multiplicagGes andlogas podemos encontrar outras relagbes de maneira que a matriz

Atemaforma( « ﬂ)eSU(2)={( « {3) :a,p € Gla|? + |8|2 = 1}. Existe um
a

difeomorfismo entre SU(2) e a esfera unitaria S3. A esfera pode ser representada pelo conjunto
{(e, B) € C%;|a|? + |B|2 = 1} e o difeormorfismo é dado por:

SU(2)9( aB ?)t—)(a,ﬂ)es:’
—f @

Portanto SU(2) é um grupo de Lie (pelo que vimos antes) de dimens3o trés simplesmente conexo

e compacto, pelo difeomorfismo citado.

Sua 4lgebra é dada pelo kernel da diferencial do homomorfismo g na identidade. Seja Z =

Z11 %

(2ij) uma matriz em U(2) da forma ( s ) Temos que g(Z) = det Z = 211290 — 212291 €
21 Z2

Dk o ) = 222, e assim por diante. Assim, a diferencial de g na identidade é exatamente

8z11

portanto
o trago de Z e a dlgebra de Lie de SU(2), que iremos denotar por SU(2), é o conjunto das matrizes
Z pertencentes & dlgebra de Lie de U(2) tais que trZ = 0. Fazendo alguns cdlculos com essas

condigbes conseguimos encontrar uma maneira mais til de escrever o conjunto SU(2):

Su(2)={<_it i);teRzeC}.

—Z 1
. 0 0 1 0 ¢
O conjunto { e; = 1 ¢ C)ee=3 ye2=1 ’ é uma base para SI(2)
0 — -1 0 1 0
tal que:
[61,62] = €3,
[63,61] = ey,
[e2,e3] = e;.

Precisamos verificar que tal grupo ¢ unimodular. Para encontrar ad;(e;), fazemos a operacio
colchete, onde néo é dificil encontrar que ad;(e;) = —age3 + azey, onde z = > aiei e a; € C.
Analogamente podemos encontrar ad;(ez) e adz(e3) e mostrar que ag e ass sdo iguais a zero.
Logo o trago de ad; é identicamente nulo, para qualquer z € SU(2) e SU(2) ¢ unimodular.

Podemos mostrar que SU(2) é simples exatemente como fizemos em 5.1.

O conjunto SO(3) ¢ definido por {A € M(3,R);det A = 1 e AA* = I}. Consideremos
também GI*(3,R) = {A € M(3,R); det(A) > 0}, que é um subconjunto aberto de R®. Definimos
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f: GI™(3,R) —Sim(3,R) dada por f(4) = A*A. Temos SO(3) = f~L({I}) e podemos mostrar
que a diferencial df 4 é sobrejetora para toda matriz A € SO(3). De fato:
A+tH) - f(A

—0 t

¢ 4t
:]jm(A+tH) (A+tH) — A*A
t—0 i

= A'H + H'A.

Seja B uma matriz simétrica qualquer. Entdo é claro que ATB pertence a T4(Gl(3,R)) e de fato
temos df 4(42) = B. Portanto df4 é sobrejetora para qualquer A € SO(2) e segue que SO(3) é
subvariedade mergulhada (e portanto é um subgrupo de Lie) de GI(3,R) de dimensao 3.

Como tal conjunto é imagem inversa de um fechado por uma funcdo continua, segue que
SO(3) é um subgrupo de Lie fechado de GI(3,R). A condicdo de que AAt = I implica que a
soma dos quadrados das entradas de cada linha de A é igual a 1, do.Que concluimos que SO(3)
¢ compacto. Portanto tal conjunto é um grupo de Lie compacto de dimenséo trés. A 4lgebra de
Lie de SO(3), denotada por SO(3), constitui-se das matrizes 3 x 3 reais tais que A+ A* =0 e

trA = 0. Nao é dificil concluir que o conjunto

0 -1 0 0 0 -1 0 0
ee=3|1 0 0 |,e2=5|00 0 [,es=3 0 -1
0 0 0 1 0 O 0
¢ uma base para SO(3) tal que:
[e1, e2] = es,
[es, e1] = ea,
[e2, e3] = e1.

Estas relagGes de colchete mostram que a algebra SO(3) e SU(2) sdo isomorfas, o que implica

que SO(3) é simples e unimodular.

Para finalizar, sabemos que toda rotagdo no espago euclidiano pode ser representada por
uma matriz pertencente a SO(3). Toda rotagdo est4 determinada pelo seu eixo de rotacao e
pelo dngulo 6 com 0 < 6 < 7 pelo qual ocorre a rotagdo do espago através do eixo. Se escolhermos
a diregdo do eixo como sendo aquela cuja rotagdo por 6 é no sentido horério, entio podemos dizer
que os elementos de SO(3) estdo todos determinados por um vetor que ser4 aquele correspondente
ao eixo escolhido como antes e pela sua norma, que serd dada por 6. Olhemos ent3o para a bola
fechada de raio m no espago euclidiano. Entéo a cada ponto de SO(3) temos um ponto da bola,
mas note que esta correspondéncia nao ¢ injetiva pois os pontos antipodas da bola correspondem

a rotagbes de angulo 7 através do mesmo eixo, mas em dire¢des opostas (e estas rotagdes definem
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um mesmo elemento em SO(3)). Ao identificarmos estes pontos antipodas, obtemos um espaco
topoldgico homemorfo ao espago SO(3). Na realidade este espago é uma variedade diferencisvel
difeomorfa a SO(3) e também difeomorfa ao espago projetivo real de dimensio trés. Esta é uma,

maneira de ver que SO(3) é conexo (mas ndo é simplesmente conexo).

53 0(1,2)

Sejam z, y dois vetores em R™. A operagao < z,y >= —z1y1+T2ya+- * -+ Zn¥Yy é uma forma
bilinear simétrica nao-degenerada indefinida em R", e o espago R™ juntamente com esse semi-
produto é chamado espago Lorentziano de dimenséo n e é denotado por R 1. Dizemos que uma,
base {u1,--- ,up} de R" é ortonormal segundo Lorentz se < u1,u; >= —1 e < u;,u;j >= 0ij
caso contrdrio. Chamamos de norma Lorentziana a norma |||z||| dada por /< z,z>. O
conjunto dos = pertencentes a R" tais que |||z||| = 0 forma um cone, chamado de cone-luz de R".
Quando |[|z|[| = 0 dizemos que z é um vetor tipo-luz, se |||z||| > 0 dizemos que ele é tipo-espaco

e se [||z||| < 0 dizemos que ele é tipo-tempo.

Uma aplicagao L : R* — R" tal que <« L(z), L(y) >=< z,y > para todos z, y € R" §&
chamada de transformagao de Lorentz. Uma matriz A real nxn é chamada de matriz Lorentziana
se e somente se a transformacao linear associada a A, A: R" - R" dada por A(z) = A-z é uma
transformagao de Lorentz. O conjunto das matrizes Lorentzianas com a operacio usual forma
um grupo geralmente denotado por O(1,n — 1) e chamado de grupo de Lorentz. Consideremos

agora, por simplicidade e de acordo com nossos interesses, o caso n = 3.

Podemos mostrar que se A pertence a O(1,2), entao ela satisfaz A'JA = AJA* = J, onde J =

-1 0 0
0 1 0 |. De fato, por hipétese A é uma matriz de Lorentz. Portanto, a transformacdo
0 01

A : R® - R? dada por A(z) = A -z preserva o produto interno < -,- . Lembremos que,
como no caso do produto interno usual do R3, a transformacdo A é de Lorentz se e somente se
é linear e {A(e1), A(e2), A(es)} é uma base ortonormal segundo Lorentz, onde {ey, e, e3} € base
canénica do R3. Isto implica evidentemente que as colunas de A formam uma base ortonormal

segundo Lorentz de R®. Portanto vale:

K Afer), Aler) > < Afer), Ale2) > < Aer), Aes) > -1.00
K Afez), Ale1) > < Alez), Ae2) > < Aler), Ale3) > | = 0 10
K Ales), Aler) > < Aes), Aler) > < Ales), A(e3) > 0 01

e a primeira matriz é exatamente igual a A*JA, do que segue a afirmacio inicial. Se A pertence
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a O(1,2) entdo A'JA = J, assim é facil observar que (det A)2 = 1 e det A = +1. Podemos

definir precisamente o conjunto O(1,2) como:
0(1,2) = {A € GI(3,R); A JA = J}.

Este conjunto é subgrupo abstrato de GI(3,RR). De fato, sejam A, B pertencentes a O(1,2).
Entao:
(AB)tJ(AB) = (B'A%)J(AB) = BY(A'JA)B = B'JB = J,

portanto AB pertence a O(1,2). Seja A € O(1,2). Entao:
(A IAT = (AHTTAT = ((ANAY T =T =,

logo A~! pertence a O(1,2). Considere a aplicagdo f : GI(3,R) — Sim(3,R) dada por f(A4) =
A'JA. Entéo esta aplicagio é C*® e f~1({J}) = O(1,2). Se mostrarmos que J é valor regular
de f, entdo f~1({J}) = O(1,2) admite estrutura de variedade diferencidvel que a torna sub-
variedade mergulhada de GI(3,R) de dimensdo 3. Para isso, precisamos mostrar que f é uma
submersao em todo ponto P € f~1(J), ou seja, que a diferencial dfp é sobrejetora para todo
P € f~1(J). A diferencial é dada por:

f(P +sX) — f(P)

8

dfp(X) = lim

T (P+sX)'J(P +sX)— PtJP

3s—0 38
L (P‘+th)J(P+sX)—J
o s—0 S
~ lim (P‘JP +sXtJP + sP'JX +2XtJX — J
o s—0 8
= X'JP + PtJX.

Seja C' € Sim(3,R), tomemos B = £J(P~1)!C (observe que det P = +1). Entéo:
1
dp(B) = (3J(P~V'O)'TP + PLI(LI(P™YC) =

%(C((P‘l)‘)‘JJP + PY(PH)" o) =C.

Logo f é submerséo em todo ponto de f~'(J), como queriamos. Portanto, O(1,2) é subvariedade
mergulhada de GL(3,R) de dimenséo trés e por isso as operagdes de grupo de Lie de GI (3,R),
(A,B) = A- B e A+ A quando restritas & O(1,2) continuam diferencidveis. Mostramos
assim que O(1,2) é um grupo de Lie de dimensao trés.
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Vamos encontrar sua algebra de Lie. Para tanto achemos o espago tangente & identidade
T70(1,2) através do kernel da diferencial da fun¢do f na identidade I, onde X € M (3,R), que
é dada por dff(X) = X*J + JX. A élgebra de Lie de O(1,2), que iremos denotar por O(1,2), é

o conjunto:

0(1,2) = {A € M(3,R); AJ + JA = 0}.

Nao ¢ dificil fazer uma descri¢do matricial com estas condigdes e obter que:

0(1,2) = {A € M3,R); A = ( ° Z )}

onde a € R qualquer, z é um vetor linha qualquer e B é uma matriz 2 x 2 real anti-simétrica.

O grupo O(1,2) néo é conexo. Ele possui quatro componentes conexas, dependendo do fato
da matriz preservar ou reverter a orientagao do tempo ou espago. Mais claramente, se A € 0(1,2)

Gy

é da forma, ( ) ,onde a; € Re D é uma matriz 2 X2 real, dizemos que A preserva (reverte)

C
a orientagdo do tempo se a; > 0 (a; < 0) e que A preserva (reverte) a orientagio do espago se

det D > 0 (det D < 0). Temos assim quatro componentes conexas correspondentes 3 matriz
preservar tempo e espago, preservar tempo mas reverter espago, e assim por diante. E possivel
mostrar que a componente conexa na identidade é dada pelo subgrupo de O(1,2) das matrizes
com determinante igual a 1 e que preservam a orientagdo de tempo, veja [18]. Indiquemos
este subgrupo por SOy(1,2) e o chamemos de grupo de Lorentz especial. Como S0¢(1,2) é a
componente conexa na identidade de O(1,2), é um grupo de Lie conexo e sua algebra de Lie
80y(1, 2) é isomorfa (isomorfismo de 4lgebras de Lie) & 4lgebra de Lie de O(1,2). E fAcil verificar

010 0 01 0 0 O
que o conjunto e = 1 00 |,e2a=10 0 0 |,es=| 0 0 1 forma uma
000 1 00 0 -1 0
base para SOy(1,2) e vale que:
[61,82]263,
[e3, e1] = —eq,
[62,63] = —e€].

Dessas relagdes concluimos que as algebras SOy(1,2) e SL(2,R) sdo isomorfas e portanto
S80y(1,2) é unimodular e simples.
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5.4 E(2)

E(2) é definido como sendo o conjunto dos movimentos rigidos, ou isometrias, do plano
euclidiano. Podemos representar movimentos rigidos que preservam orientagio pela acio natural
do conjunto SO(2) em vetores de R?, seguida de uma translagdo. Podemos entdo definir E(2)
como sendo o produto semidireto SO(2) b« R?. Entdo E(2) = (SO(2) x R?,0) onde (X,¢) o
(Y,n) = (XY, Xn+€). Com essa operagdo E(2) é um grupo de Lie (conexo) de dimens3o trés.
Como conjunto de matrizes, podemos representar E(2) como o conjunto das matrizes reais 3 x 3

A b
da forma ( 01 ) onde A pertence a SO(2) e b é um vetor em R?. Sua algebra é dada pelo

produto semi direto das dlgebras de SO(2) e R? que como conjunto de matrizes pode ser escrita

COomo:

A b
5(2):{X€M(3,]R3),X: ( 0 O>,A+At=0,b€]R2}.

Nao é dificil calcular uma base para esse espago, que é dada por

0 -1 0 0 01 000
ee=| 1 0 0 |,ee=] 0 0 O |[,e3=] 0 0 1
0 0 O 0 0O 000

e que satisfaz:

[eli 62] = €3,
[e2,e3] =0,
[es, e1] = ea.

Vamos verificar que esta 4lgebra é unimodular. Para isso precisamos verificar que trad, = 0
para todo = € £(2). Nao ¢ dificil ver que para = € £(2), temos ady(e1) = [z, e1] = bies + boes
onde by,b; € R O mesmo pode ser feito para ad;(es) e ad;(e3) para concluir que a lgebra
é unimodular. Portanto o grupo euclidiano E(2) ¢ unimodular. Podemos mostrar que E(2) é
solivel. Um grupo de Lie é solivel se sua dlgebra de Lie é solivel. Lembrando que se G é uma
dlgebra de Lie, entdo a série derivada de G é construida tomando a sequéncia de subalgebras de
G dada por G D [G,G] D [[G,G],[G,G]] D --- e dizemos que G é solivel se algum termo dessa,
sequéncia € nulo. Sejam z, y elementos quaisquer de £(2). Entdo temos z = aje; +asey +asze3 e
y = bie1 +boea +bse; e calculando diretamente temos que [z,y] = (a1bz—azb1)ea+(azb; —ayby)es
do que segue imediatamente que [[z,y],[z,y]] = 0, pois [e2,e3] = 0. Logo a 4lgebra é solivel e
E(2) é soluvel.
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5.5 E(1,1)

O conjunto E(1,1), também chamado de grupo de Poincaré, é formado pelos movimentos
rigidos do plano de Minkowski. O plano de Minskowski é uma variedade pseudo-Riemanniana,
isto é, uma variedade diferencidvel com uma dada métrica pseudo-Riemanniana. Uma métrica
pseudo-Riemanniana é uma escolha, para cada ponto p da variedade, de uma forma bilinear
simétrica ndo degenerada <, > (que ndo precisa ser, necessariamente, definida positiva) no espaco
tangente & variedade no dado ponto. No caso do plano de Minkowski, tomamos R? onde %
¢ identificado com e; = (1,0) e 3_2; com ez = (0,1). A métrica é dada por < ej,e; >= 1,
< ez,e2 >= —1 e < ¢;,e; >= 0 caso contririo. Se z pertence ao plano de Minkowski, entdo a
translagdo ¢(v) = z+v é uma isometria deste conjunto. Na realidade, todo movimento rigido de
E(1,1) é dado por ¢o, onde 7 é uma rotagao hiperbélica representada por uma matriz do grupo
de Lorentz especial SOg(1,1). O conjunto E(1,1) pode ser escrito como um produto semidireto
S0(1,1) a R? e isso mostra que E(1,1) é um grupo de Lie conexo de dimenséo 3. Sua dlgebra
é dada pelo produto semi direto das dlgebras de SOy(1,1) e R? que como conjunto de matrizes,

A b
pode ser escrita como £(1,1) = {X € M(3,R); X = ( g B ) yAeE M(2,R),AJ+JA*=0,b €

R?}. Nio é dificil ver que o conjunto:

81: ,62:

S = O
S O =
S O O
S O O
S O O
OO =

@

w

|

S O O
(== e I
S = O

forma uma base para o espago £(1,1). Um célculo com esta base mostra que:

le1, e2] = es,
le2,e3] = 0,
[63,61] = —e€2.

Analogamente ao caso de E(2) podemos mostrar que [[z,¥], [z,y]] = 0 para todo =, y € E(L,1).
Portanto £(1,1) é uma 4lgebra solivel e assim E(1,1) é um grupo de Lie soltvel.
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5.6 Grupo de Heisenberg

O grupo de Heisenberg, que denotaremos por H ¢ formado pelas matrizes 3 x 3 reais da
1 z =z
forma | 0 1 y |.Podemos identificar H com R? através de:

001

(2,9, 2).

o O =
o = 8
- N

Dessa maneira, H herda uma estrutura de variedade de R?, de maneira natural. Além disso H

1 z 2 1z 2
¢ subgrupo abstrato de SI(3,R), de fato, sejam A= | 0 1 y |eB=| 0 1 ¢ | dois
0 01 0 0 1

elementos de H, entio:

1 z4+4 z+2'+zy
A-B=|0 1 y+y €eH
0 0 1

l —z —z+4+ay
Al'=10 1 —y €H
0 0 1

Logo este conjunto também possui estrutura de grupo; e também observemos que as aplicagoes
R? x R* — R® dada por ((z,y,2),(z',y',2")) = (c+ 2",y + 9,2+ 2 + /) e R - B dada
por (z,y,z) = (—z,—y, —z + zy) sdo C*®. Logo H é um grupo de Lie de dimensdo trés. Seja
A(t) um subgrupo a um parametro de H. Entdo existe X € # tal que A(t) = exptX, onde %
é a dlgebra de Lie de H. Além disso, % t—oA(t) = X e exptX € H para todo t. Derivando o

0 e c

subgrupo a um parametro, temos que X é daforma | 0 0 b | onde q, b, c sdo reais quais-

0 00
quer. Podemos entéo escrever a dlgebra de Lie de H como sendo formada pelas matrizes dessa
010 0 01 000
forma. E imediato concluir que o conjunto 00O0(|,|]O0O0O],]00T1 é
000 0 00O 000

uma base de H tal que:



Podemos mostrar que H ¢ uma 3lgebra nilpotente, isto é, algum termo da série # D [H,H] D
[H,[H,#]] 2 --- énulo. De fato, sejam z, y, z elementos quaisquer de #, que podemos expressar

como combinagdes lineares reais dos elementos da base. Entdo sejam z = i Gt Y = EJ- bje;

[ela 62] = 0,
[e2, e3] =0,

les, e1] = —ea.

e z= ) ;. cyex. Observemos que:

[z, [y, 2]l = [D_ aiei, [Y  biej, . crexll = [ aiei, (bics — bser)ea] = 0
i j k i

pois (e, e2] = 0 e [ez, e3] = 0. Portanto [, [#,H]] é nulo e H é nilpotente.

Vimos aqui, desde o exemplo 5.1 até 5.6, exemplos de cada caso de sinais de A1, A9, A3, sendo

que no total temos 6 casos de sinais. Em [17], J. Milnor organiza cada um destes casos em uma

tabela que reproduziremos de uma maneira um pouco diferente aqui:

Sinais de A1, Az, A3
+, +, +

+5 = =

+, 4, 0

+,-,0

+,0,0

0,0,0

Estudemos agora a curvatura, em especifico a curvatura de Ricci destes exemplos da tabela.

Utilizaremos principalmente as técnicas desta segfo, como o Lema 7. Este é o tema da préxima

secao.

Grupo de Lie associado Propriedade do grupo

SU(2) ou SO(3) compacto e simples

SL(2,R) ou O(1,2) simples
E(2) solivel
E(1,1) solivel
Grupo de Heisenberg nilpotente
ReROR comutativo
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6 Curvatura em grupos de Lie unimodulares

Nesta secdo denotaremos os sinais das curvaturas principais de Ricci por sgn(r(e1), r(ez), r(e3)).

Em 5.2 mostramos que SU(2) é um grupo de Lie de dimens3o trés, unimodular, simples,
compacto, simplesmente conexo (e portanto possui grupo fundamental finito). Pelo Teorema
1 da Secdo 3, SU(2) admite uma métrica invariante & esquerda com todas as curvaturas de
Ricci estritamente positivas. Logo, para esta métrica temos sgn(r(e;),r(e2),r(e3)) = (+,+,+)
e consequentemente a curvatura escalar também é estritamente positiva. Ao mesmo tempo,
como SU(2) é uma Slgebra de Lie ndo comutativa, pelo Teorema 5 da Secdo 4, SU(2) possui

uma métrica invariante a esquerda de curvatura escalar estritamente negativa.

Em 5.2 encontramos os autovalores A\; = 1, para ¢ = 1,2,3. Mas pelo que observamos apés a
demonstracao do Lema 7, podemos mudar um pouco a métrica em SU(2) de maneira que, por

exemplo, A\; = Ag — A3 com Ag > A3 > 0. De acordo com o Lema 7, teriamos nesse caso:
1
r(e1) = 5(0\1)2 — (X2 —X3)%) =0,

rea) = 3(09)” = O = 29)%) = 2 ((4)” = (ha = D3 = 2)?)

1 1
= 5(,\g — A2+ 4003 —402) = 513002 = A3)) > 0,

r(es) = 5(0%)” — Oz = 2)) =0.

Portanto podemos ter também sgn(r(e1), r(ez),7(e3)) = (0,+,0). Observe que podemos escrever
a curvatura escalar em fungio dos autovalores \;. De fato, substituindo as fé6rmulas encontradas

no Lema 7 e simplificando, temos:
L2 2 2
P = (A1A2 + A3 + A1A3) — —2‘(A1 + A5+ AS)-

Podemos perguntar se existem A, Ay, A3 estritamente positivos tais que p = 0. Mantendo Ag,
A3 constantes, escrevemos uma equagio quadritica em ); e a resolvemos. Em )\, temos, por

exemplo, a seguinte equacao:
1., 1 9
p(Al) = —§A1 +A1(Ae + A3) + §(A3 = /\2) .

Resolvendo essa equagdo encontra-se que A1 = (A2 + A3) + 24/ A2X3 6 solugdo, onde \; > 0, para
1+ =1,2,3. Podemos calcular a curvatura de Ricci para estes valores de \;. Nao é dificil concluir

que teremos os sinais dados por (+,—, —).
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A conclusdo final é que em SU(2), dependendo da métrica invariante & esquerda
escolhida, teremos os sinais das curvaturas de Ricci (+,+,+), (+,0,0) ou (+,—,—) e
a curvatura escalar pode ser estritamente positiva, estritamente negativa ou nula.

Em contraste, estudemos o grupo de Heisenberg. Vimos em 5.6 que o grupo de Heisenberg
¢ um grupo de Lie conexo de dimensdo trés, unimodular e nilpotente e encontramos A\; > 0,
A2 = A3 = 0. Substituindo nas férmulas encontradas no Lema 7, temos:
AL
r(e1) = —r(ez) = —r(es) = —p = DN
Portanto, para qualquer métrica invariante & esquerda no grupo de Heisenberg, as
curvaturas principais de Ricci tém sinal sgn(r(e1),r(ez2),r(e3)) = (+,—, —) e a curvatura

escalar é sempre estritamente negativa (veja Teorema 2 da Secdo 3).

Mostramos em 5.5 que o grupo E(1,1) é um grupo de Lie de dimensdo trés unimodular e
solivel e encontramos A\; = 0, A\a < 0 e A3 > 0. Utilizando novamente o Lema 7 da Secdo 5,
temos, por exemplo, r(e1) < 0, r(eg) = —r(e3). Podemos alterar um pouco a métrica de maneira
que A\; = 0 e Ay = —A3, o que implica r(e;) < 0 e r(ez) = r(e2) = 0. Em ambos os casos, a

curvatura escalar satisfaz:
1
p= -§(A2 — )\3)2.

J4 em SI(2,R), encontramos A\; = 2, Ay = 1 e A3 = —1. Substituindo nas fé6rmulas encon-
tradas temos r(e;) = 0, do que é imediato pelo Lema 7 da Secéo 5 que r(e3) < O e r(e3) = 0. Logo
existe uma métrica invariante & esquerda em SI(2,R) tal que sgn(r(e;),(es),(e3)) = (0,0, -)
e p < 0. Poderiamos alterar um pouco a métrica de maneira que, por exemplo, A\; = %, Ao =—1
e A3 = 1. Nao ¢ dificil verificar que nesse caso teremos sgn(r(e1),r(ez),r(es)) = (= +,-).
Mas, para qualquer métrica invariante & esquerda em SI(2,R) temos curvatura escalar es-
tritamente negativa. De fato, suponhamos que encontramos )\, A2, A3 quaisquer com, por
exemplo, A\; < 0 < Ay, A\3. Vimos que a curvatura escalar pode ser escrita em fungio de
Ai, como p(A1, A2, A3) = (A2ds + Az + AeA1) — 2(A? + A2 + A3). Novamente fixemos )y e
A3 e consideremos p como fun¢io de A;. Temos que a%% = —A1 + A2 + A3, 0 que mostra
que para A; < 0, p é uma funcgdo monétona crescente (vista como funcio de A1). Portanto

P(A1;A2,2A3) < p(0,A2,A3) = —2(A2 — A3)? < 0. Analogamente mostramos para 0s outros casos.

Concluimos com todas essas observagoes que se G é SI(2,R) ou E(1,1), entdo dependendo
da escolha de métrica invariante em G que é feita, podemos ter sgn(r(e1),r(e2), m(e3)) =
(+,—,—) ou sgn(r(e1),r(e2),r(es)) = (0,0, —). Entretanto, para qualquer métrica invari-
ante & esquerda tomada em G, a curvatura escalar & estritamente negativa.
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Em 5.4 estudamos o grupo euclidiano E(2). Vimos que sua 3lgebra nao é abeliana, portanto
E(2) nao é um grupo de Lie comutativo. De fato, encontramos A; =0, Ay =1 e A3 = 1. Logo
r(e1) =0, 7(e2) = 0 e r(e3) = 0. Portanto existe uma métrica invariante 4 esquerda em E(2) com
todas as curvaturas de Ricci iguais a zero. Como este grupo possui dimensio trés e nesse caso
as curvaturas de Ricci determinam a curvatura seccional, e esta determina a curvatura R, segue
que E(2) admite uma métrica invariante & esquerda flat (veja Teorema 9 da Secdo 9).
Podemos alterar a métrica de maneira que A\; =0, e A3 > A2 > 0. Novamente utilizando o Lema
7 da Segdo 5 concluimos que nesse caso teriamos sgn(r(e1),r(ez2),r(es)) = (—,+,—). Mostramos
em 5.4 que E(2) é solivel. Logo, pelo Teorema 4 da Secdo 4, toda métrica invariante 3 esquerda
em F(2) ou é flat ou possui curvatura escalar estritamente negativa, ou seja, toda métrica que
ndo é flat em E(2) é tal que p < 0. Mostramos que o grupo euclidiano nfio é comutativo,
mas admite uma métrica invariante:a esquerda flat. Toda métrica invariante a
esquerda em FE(2) que ndo é flat é tal que sgn(r(e1),r(e2),7(e3)) = (—,+,—) e possui

curvatura escalar estritamente negativa.

Na préxima se¢do estudaremos o caso ndo unimodular.
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7 O caso nao-unimodular

O seguinte lema descreve a algebra de Lie de um grupo de Lie ndo-unimodular de dimensao

trés.
Lema 8. Seja G um grupo de Lie ndo-unimodular de dimensao trés. Entao sua dlgebra G possui
uma base {e1, ez, e3} tal que:
[e1, e2] = aes + PBes
e1, €3] = veq + des
[621 63] = 01
1o

v
que det A determina completamente a dlgebra G.

e a matriz A = ( ) possui traco a + § = 2. Ezcluindo-se o caso em que A = I, temos

Demonstracao: A élgebra de Lie G ndo é unimodular. Consideremos U como sendo o kernel
unimodular de G, definido na Secao 3, que é o kernel do homomorfismo ¢ : G — R, definido por
¢(z) = tr(ad;). Como mostramos ao final da se¢do 3, Y é um ideal unimodular de dimenséo 2.
Vamos mostrar que U é também comutativo. Seja {e2,e3} uma base qualquer de U e sejam z,
y € U, quaisquer. Entdo [z,y] = [azez + azes, baeg + bzes] = asbs[es, €3] + asbs[es, ez], onde a;, b;
sao reais quaisquer para 1 = 1,2. Se verificarmos que [ez, e3] = 0, entdo teremos [z,y] = 0, para

quaisquer z, y. De fato, vamos escrever as matrizes de ade, € ade,. Temos que:
adez (62) =0

ade,(e3) = [e2,e3] = aes + bes
adey(€2) = [e3,e2] = —[e2, €3] = —aez — bes

(J.de3 (63) =0.

N 0 a —a 0
Entdo [ad.,] = ( - ) e [ade,] = ( 5 0 ) Mas temos que ez e e3 pertencem 3 I.

Portanto tr(ade,) = tr(ade,) =0 € assim a = 0 e b = 0. Temos entdo [ez,e3] = 0 e segue que U

é comutativo.

Podemos escolher um e; € G ortogonal a U tal que tr(ade,) = 2. De fato, se escolhermos
€1 € G tal que tr(ad, ) néo é igual a 2, digamos, tr(ads,) = a + d # 0, tomamos e; = a%dél e
teremos que tr(ade,) = 2. Vamos escolher tal e;. Considere a transformacdo L : U — I dada

por ad, restrita & U, isto é, L(u) = [e1, u], para u € U. Observe que se tomarmos e; e €} como
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anteriormente, segue que tr(ad(, _e)) = tr(ade,) — tr(ade;) = 0 e portanto e; — e pertence a
U que é comutativo, e assim temos que L é independente da escolha de e; e pela escolha que
fizemos, seu trago é igual a 2. Se L(u) = Au, onde A é uma constante, entdo ¢r(L) = 2. Ao
mesmo tempo, ir(L) = 2 e portanto A = 1 e L(u) = u. Assim, [e;,ez] = eg € [e1,e3] = e3 0
que implica que [z,y] é combinacdo linear de = e y para z, y quaisquer. Estudamos esse caso
no Exemplo 2.1, vamos entao assumir que esse nao € o caso. Vamos escolher eg € U tal que ey

e L(ez) = e3 sdo linearmente independentes. Dessa maneira:
[e1, e2] = L(ez) = e3,
[61, 63] = adg, (83) = aeg + bes.

0 a P
Entao, a matriz [ad,, | é dada por ( i b ) . Como o trago dessa matriz é igual a 2, temos que

b = 2. Além disso, det L = det(ad,,) = —a, portanto a = —det L = —D. Podemos escrever:

[e1,e2] = e3,
[e1,e3] = —Dey + 2e3,
[62183] = 0

e assim mostramos que existe uma base {e;,ez,e3} de G tal que o colchete em G satisfaz as
igualdades acima. Portanto o colchete, com relacdo a essa base especialmente escolhida, fica

totalmente determinado, conhecendo-se o determinante da matriz A. O

Assim como foi feito para o caso unimodular, queremos dar uma descrigdo da curvatura de
Ricci. Seja G uma éalgebra de Lie ndo-unimodular com uma dada uma métrica. Vamos escolher
e1 € G tal que e; é ortogonal ao kernel unimodular &/. Completemos e; a uma base ortonormal
B = {e1,ez,e3} de G, onde B’ = {e3, €3} é uma base de 4. Temos o operador L : Y — I dado
por L(u) = [e1,u]. Sejam L(ez) = o’ez + f'es e L(e3) = 7'es + d'e3 onde o, B', ', §' € R. Seja
C' = {éy,é3} tal que:

€2 = cos feq + sinfes,
€3 = —sinfeq + cos fes.

O conjunto C' = {é3,€3} é uma base ortonormal de U/. Para achar a matriz de L nessa base,
precisamos fazer M*[L]p M onde M ¢ a matriz mudanga de base de B’ para C'. Entdo temos:

e = cosf sind od & cosf —sinf
¢ —sinf cos@ B sinf cos@
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[ A) (o)
-\ B(6) D) )’

A(6) = o/ cos? 0 + §'sin? 6 — (B’ + ') sinf cos b,

onde

C(0) =+ cos® 0 — B'sin? @ + (o' — §')sinf cos b,
B(0) = —'sin?0 + B cos? 0 + (' — §') sinf cos 6,
D(0) = o/ sin? 0 + &' cos? 6 + (B’ + ') sin O cos .
Observe que < L(é), L(é3) >= A(0)C(0) + B(0)D(6). Temos claramente que:
A(0)C(0) + B(0)D(0) = o' + B¢,
A(FC(Z) +B(7)D(5) =38 - o

Como esta é uma fungdo continua em 6, existe um 6,0 < ' < 7 tal que:

< L(e}), L(e) >= A(6'YC(6') + B(6')D(8') = 0,

onde e = excos@’ + e3sinf e e = —ezs8inf’ + e3cosd’. Chamemos o = A(#'), B = B(6'),

v = C(¢') e § = D(¢'). Entdo mostramos que existe uma base {e1,e), et} de G tal que e;

é ortogonal a U e as imagens L(e)) e L(es) sdo ortogonais, além disso ndo é dificil ver que

a+ 3§ = A(0) + D(), para qualquer 8, em particular « + § = o + § # 0, e claramente

a7y + 86 = 0. O colchete satisfaz:
[e1, €3] = cre + Pes,

[e1, €3] = ves + dej,
[6,2,631 =0.

O seguinte lema relaciona tais constantes com a curvatura de Ricci.

Lema 9. Seja {e1,e2,e3} uma base escolhida como anteriormente. Tal base diagonaliza a forma

quadrdtica de Ricci, e as curvaturas principais sao dadas por:

rler) = —a?— 8 - %(ﬁ +17%,

r(e2) = a+6)+ 72 B?),

r(e3) = —6(a +4) + §(ﬂ2 -7?).
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Demonstragéo: Vamos calcular as constantes estruturais da dlgebra G com relagao i esta
base escolhida. Por exemplo, ag3r = ager = 0 para k = 1,2,3, pois Y é comutativo. Temos

também a;;; = 0 para todo 4,5, pois e; foi escolhido ortogonal & Y. Finalizando, temos:
a2 =< [e1,e2],e2 >=a,
a123 =< [e1, e2],e3 >= B,
a1z =< [e1, e3], ez >=1,

a133 =< [61,63],63 >=4.

Podemos calcular agora o tensor de Riemann. Por exemplo,
Rezele2 = V[ez,el]GQ - VezveleZ + Vel Ve262 =

—av¢3262 — ﬂVese2 - V32V3162 + V8[ Vezeg.

Com as constantes estruturais encontradas, néo ¢ dificil calcular que Ve,eq = ae; e Ve 1 =0,

usando a férmula Vee; = 3", $(cijk — @jki + okij)ex. Analogamente:
1
Veiez =5 (B —7)es,

1
Ve,€3 = 5(’)’ + B)e,

1
Ve €3 = 5(’)’ — Bex

e, pela simetria da conexdo de Riemann, temos V¢e; = Ve;ei. Assim ndo ¢ dificil encontrar:

Reseres = —aPe1 = (8 4+ 7)er - 1(8° ~ 1)y

04 1
Regere3 = =5 (7 + Bler — 8%er — 3(72 — B%e;.

Entao, por exemplo,

. 1
T'(el) = Regele2 + Resel €3 = (—(12 - 52 - §(ﬁ + 7)2)61'

Analogamente podemos achar
AN (L 1 2,
(e2) = (—ala + ) + 5 (4% + )en,
5 1
#(ea) = (=8(a+8) + 5 (87 ~)es.
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Logo {e1,e2,e3} é uma base de autovetores de 7, com (e;) igual a cada autovalor correspondente

ae. 0O

Seja {e1, e2, e3 } uma base de G escolhida como no Lema 9. Podemos relacionar o determinante
D da maitriz * ; com as curvaturas de Ricci encontradas no Lema 9. Este é o resultado

do préximo teorema:

Teorema 6. Se o determinante D ¢é esiritamente negativo, entdo toda métrica invariante & es-
querda em G € tal que sgn(r(e1),r(e2),7(e3)) = (—, —,+). Se D =0, entdo toda métrica invari-
ante a esquerda em G € tal que ou sgn(r(e1),r(e2),v(e3)) = (—, —, +) ou sgn(r(e1),r(e2),r(e3)) =
(0,—,—). Se D > 0, entdo sgn(r(e1),r(e2),r(e3)) = (—,—,+) e para D > 1 eziste uma métrica
invariante d esquerda de curvatura de Ricci constante negativa. Em todos os casos, a curvatura

escalar € estritamente negativa.

Demonstracao: Facamos uma mudanca de varidveis de maneira que a + § = 2. Como

escolhemos {e;, ez, e3} tais que L(e2) e L(es) sdo ortogonais, podemos escrever:

a=1+¢
B=(1+8&n
¥=—(1—&)y
§=1—¢

onde podemos supor que £ > 0 e 7 > 0. Entdo o? = (1+¢)?%, 62 = (1 - €)?, B+ = 2n¢,
72 =n2(1— €)% e B% = 1?(1 + €)%. Portanto, pelo Lema 9 desta secio:

rler) = —(1+8? = (1= — (2n8)? = ~2(1+€2(1 +1%) < —2

r(e2) = —2(1 + £(1 +1%)

r(es) = —2(1 — &(1 +1?)).

Se{ =0en=0,entdo temosa =1, F=0,7=0¢ed =1 e a matriz A é igual & identidade.
Mas estamos excluindo esse caso. Entao sejam & > 0 ou 7 > 0. O determinante da matriz A
nesse caso ¢ dado por D = (1 — £?)(1 + 7?); suponhamos que D < 0. Entdo devemos ter que
£§>1en>0. Assim,

r(es) > —2(1 - (1+17%)=29">0
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e r(e2) < —2. Logo sgn(r(e1),r(e2),r(e3)) = (=, —,+). Se D = 0 entéo temos £ =1 (¢ > 0) e
n2>0. Seé=1en>0, entdo

r(es) = =2(1 = 1(1 +7%)) = —2(-n") = 27° > 0.

Portanto nesse caso, sgn(r(e1),r(ez2),r(e3)) = (—,—,+). Se & =1 e n =0, entdo é imediato

verificar que r(e;) = —4, r(e2) = —4 e r(e3) = 0.

Suponhamos que D > 0. Entdo devemos ter 0 < ¢ < 1. Se &€ = 0, como 7 > 0, teremos
D > 1 e nao é dificil ver que r(e;) = r(e2) = r(e3) = —2, ou seja, existe uma métrica invariante
a esquerda de curvatura de Ricci constante e negativa. Se 0 < £ < 1 e n = 0, ndo é dificil
concluir que sgn(r(ei),r(e2),(e3)) = (—,—, —). Por outro lado, se 0 < £ < 1 e 5 > 0, obtemos

sgn(r(e1),r(e2),r(e3)) = (—, —,+). Em geral, a curvatura escalar é dada por:
r(e1) +r(e2) + r(es) = —6 — 26%(1 +7?) — 4én* < 0
e isto conclui a demonstragdo. O
Portanto, no caso de grupos de Lie nao-unimodulares, pelo menos duas curvaturas principais
de Ricci sdo estritamente negativas. Comparando com o caso unimodular estudado ao final da

Secdo 6, percebemos que nenhum grupo de Lie de dimenséao trés admite uma métrica invariante

a esquerda tal que os sinais das curvaturas principais de Ricci satisfazem (+, +, —) ou (+, %, 0).
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8 Meétricas Bi-invariantes

Nesta secdo consideraremos um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante, ou seja,
uma métrica invariante & esquerda e a direita. Mostramos na Proposigdo 1 da Segdo 2 que um
grupo de Lie possuir uma métrica bi-invariante é equivalente a existir um produto interno em
T.G ~ G Ad-invariante, isto é, tal que < Ady(u), Ady(v) >=< u,v >, para todos u, v € @,
g € G. Vimos que isto implica em a transformacdo adjunta ser anti-adjunta, para todo elemento
da 4lgebra e vale a reciproca se o grupo é conexo. E conveniente definirmos que uma métrica

em G é bi-invariante se ad; é anti-adjunta, para todo z € G.

Calculamos também a curvatura seccional no caso de métrica bi-invariante, utilizando a
férmula de Koszul para mostrar que a conexao satisfaz V; = 1ad, e R(z,y) = %ad[z,y]. Final-
mente encontramos:

Kow) = § < [o9h o] >
Segue que k(z,y) > 0 e vale a igualdade se e somente se [z,y] = 0. Lembremos que a curvatura de
Ricci na direcao de um elemento unitario z da 4lgebra é soma de curvaturas seccionais de planos
gerados por z e elementos de uma base ortonormal de G, melhor dizendo, r(z) = Y, k(z, e;).
Neste caso, como k(z,e;) > 0, para todo i, entdo 7(z) > 0 e vale a igualdade se e somente se
k(z,e;) = 0, para todo i, ou seja, se e somente se [z, e;] = 0, o que é equivalente dizer que z
pertence ao centro da 4dlgebra. A curvatura de Ricci também pode ser caracterizada como o

trago da aplicagdo y — R(z,y)(z). Com métrica bi-invariante, esta aplicagio é dada por:

1 1
Y= Zad[z,y] (:L‘) = —Zadg(y)'

A forma bilinear em G x G, dada por f(z,y) = tr(adsad,) é claramente simétrica e é chamada
forma de Killing em G. Note pelo que escrevemos acima que em um grupo de Lie com métrica
bi-invariante, temos r(z) = —1f(z,z), e isto mostra que r(z) é independente de uma escolha

particular de métrica bi-invariante.

O principal resultado desta secdo é a classificagdo dos grupos de Lie conexos que admitem
métrica bi-invariante. Antes de tal resultado, mostremos que todo grupo de Lie compacto
admite uma métrica bi-invariante. Porém, para mostrarmos este resultado precisamos de alguns
resultados e definicées sobre variedades Riemannianas e para tanto recomendamos ao leitor o
Apéndice A.

Lema 10. Um grupo de Lie G compacto e conezo admite uma métrica bi-invariante.

Demonstragéo: Vamos usar a Proposi¢do 1 da Secdo 2 e alguns fatos contidos no Apéndice

A. Seja < -, >, um produto interno en T.G. O grupo G admite um tnico elemento de volume
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Q) bi-invariante tal que vol(G) = 1 (veja Apéndice A). Dados X, Y € T.G, vamos definir uma
fungdo em G por:

flg) =< Ad(g) X, Ad(g)Y > .

Vamos definir < -, - >7’ forma bilinear em 7,G por:

<X,Y >r= /G £(g) = /G < Ad(g)X, Ad(q)Y >, .

Pelas propriedades de integral e por < -, - >, ser um produto interno em 7, G, segue que < -,- >7’

[
é, de fato, um produto interno em 7.G. Pela Proposi¢cdo 1 da Secao 2, G admitir métrica bi-

invariante é equivalente a existir um produto interno Ad-invariante em T,G. Vamos mostrar que

<-,->7 é este tal produto interno. Ou seja, precisamos mostrar que:
< Ad(a)(X),Ad(a)(Y) >.=< X,Y >,

para todo a € G. De fato,
< Ad(a)(X), Ad(a)(Y) >7

_ /G < Ad(g)(Ad(a)X), Ad(g)(Ad(a)Y ) >¢ O
_ / < Ad(ga)(X), Ad(ga)(Y) >¢
G

= / f (Ra(9)2-
G

A segunda igualdade ocorre pois Ad : G — Aut(G) é um homomorfismo. Observe que R, : G —
G é um difeomorfismo, entdo pelas propriedades de integral de uma n-forma em G vistas no

Apéndice A, pelo fato de R, preservar a orientagado de G:

[ mis@n= [ ran

e a primeira integral é exatamente [; f(Ra(g))S2, e assim segue o resultado, isto é, < -,- >3’ é

um produto interno em T,G Ad-invariante. 0O
Com isso é possivel classificarmos os grupos de Lie conexos munidos de métrica bi-invariante.
Este é o préximo teorema.

Teorema 7. Um grupo de Lie conezo G admile mélrica bi-invariante se e somente se G é

isomorfo a H X R", onde H é um grupo de Lie compacto.
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Demonstragao: Em um primeiro momento, olhemos como € descrita a dlgebra associada
nesta situacdo. Se a métrica em G é bi-invariante, sabemos que a transformacio adx é anti-
adjunta para todo X. Seja A um ideal em G e a um elemento pertencente ao complemento
ortogonal de A, que denotamos por A'. Seja y € G qualquer. Entio observemos que, para
z € A temos:

<uz,ly,a] >= - <[y,z],a >=0

pois [y,z] € A. Logo [y,a] € AL, para qualquer y € G. Portanto AL é um ideal na 4lgebra
e sabemos que G = A ® AL. Se estes ideais forem simples, entdo conseguimos escrever a
algebra como soma direta ortogonal de ideais simples. Se ndo, prosseguimos fazendo a mesma
decomposicao ortogonal. Ao final deste processo, obteremos uma decomposi¢io da 4lgebra em
soma direta ortogonal do tipo:

. G=A10 A0 ---® A

onde A; ou é um ideal simples, ou é abeliano unidimensional. Definindo:

A= D A

1=dim.A;

B= Y A

1<dimA;

temos G = A @ B, onde A é um ideal abeliano. E uma consequéncia do teorema de Ado (veja
[23]) que se G é uma Slgebra de Lie qualquer, entdo existe um grupo de Lie conexo e simplesmente
conexo cuja algebra associada é G. Portanto, cada componente A; de B é dlgebra de Lie de um
grupo de Lie simplesmente conexo A;, além disso observe que o centro de cada A4; é trivial, pois
se nao fosse teriamos um ideal ndo trivial, absurdo. Note que G induz uma métrica bi-invariante
em qualquer subdlgebra, portanto em particular a curvatura de Ricci em A; C B é néo negativa
e € nula se e somente se o elemento pertence ao centro. Como o centro é trivial, segue que todas
as curvaturas de Ricci sdo estritamente positivas. Pelo Teorema 1 da Segdo 3, segue que cada
A; é compacto. Se A; pertence & soma A, sabemos que seu grupo de Lie conexo e simplesmente

conexo correspondente A; é isomorfo a R.

Seja G o recobrimento universal de G. A &lgebra de Lie do recobrimento é isomorfa &
G = A® B. Como G é simplesmente conexo, aquele isomorfismo de 4lgebras corresponde um
isomorfismo de grupos
GeRxRx---RxA; x---A,

onde cada A; é compacto. Logo G ~ R" x H, onde H é um grupo de Lie compacto. Seja
7 : G = G a aplicagio de recobrimento. Sabemos que sua diferencial dr : T.G - T,G é um
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isomorfismo e, portanto, é um difeomorfismo local. Logo, o conjunto II = kerm = 7~!({e}) é um
subgrupo normal discreto de é’, onde discreto significa que se o € II, entdo existe um aberto V de
G tal que VNII = {o}. Podemos assim considerar o quociente G/II e existe um isomorfismo de
grupos de Lie G ~ é/l’[. Seja Py (IT) a projecdo de IT em R". Como este conjunto é um subgrupo
discreto de R", existem ey, --- ,eq elementos de P;(II) linearmente independentes sobre R tais
que cada elemento de Pj (IT) é escrito unicamente como combinagéo linear nje; +- - - +ngeq onde
n; s3o inteiros, 1 = 1,--- ,d. Ou seja:
d
P(I) = {) niegni € Z,i=1,--- ,d}.
i=1
Seja V' o subespago de R™ gerado por {e;,--- ,eq}. Entdo podemos escrever R* =V @ V-5 ¢
assim: ¥
G~G/M~(R"xH)/I~((VxV xH)/I

~ VL x (V x H)/I

pois IT age trivialmente em V' e o segundo termo do produto é compacto. Reciprocamente
suponhamos que o grupo é isomorfo a R"® x H, onde H é um grupo de Lie compacto e conexo.
Observe que R" é um grupo de Lie abeliano, isto é, o colchete é identicamente nulo. Portanto a
aplicagao adjunta ad; é anti-adjunta (pois é identicamente nula) para todo z € R*, logo qual-
quer forma bilinear positiva < -,- > definida na sua élgebra (que é o préprio R") estende-se
naturalmente a uma métrica bi-invariante no grupo. Pelo lema anterior, como H é um grupo de
Lie conexo e compacto, admite uma métrica, bi-invariante. Considerando a métrica Riemanniana

produto em H x R", obtemos o resultado. O

Veremos agora que se além disso G for simples, entdo tal métrica é tnica, a menos de

multiplicagdo por um escalar real positivo. E o préximo lema:

Lema 11. Seja G um grupo de Lie compacto cuja dlgebra associada € simples. Entdo a métrica
bi-invariante que eziste em G € dnica a menos de multiplicac@o por uma constante real positiva.

Além disso tal métrica possui curvatura de Ricci constante e € dada pela forma de Killing.

Demonstragéo: Lembremos da dlgebra linear que em um espago vetorial V' de dimensao
finita com produto interno < -,- >, um operador linear S em V é chamado positivo se é auto-
adjunto e < S(v),v > é estritamente positivo, para todo v € V. Sabemos que existe um
isomorfismo entre o conjunto dos operadores lineares positivos de V' e o conjunto das formas

bilineares simétricas definidas positivas. Tal isomorfismo leva um operador S na forma bilinear
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< S(u),v >. Seja agora < -,- > uma métrica bi-invariante em G, que sabemos existir pelo Lema
10 e consideremos a sua restricdo & G. Pelo resultado mencionado, qualquer outro produto
interno em G ¢ escrito como < S(z),y >, onde S é um operador positivo em G, denotemos tal

métrica por < -,- >~. A aplicagdo adjunta é anti-adjunta em ambas as métricas, portanto:
< ad(u)(z),y >"= — < z,ad(u)(y) >~ =

<[u,z],y >=— < z,[u,y] >~ =
< S([u,z]),y >e= — < Sz, [0, y] >e=< ad(u)(Sz),y > =
< Soad(u)(z),y >e=< ad(u) o (Sz),y >e =
< (S oad(u))(z) — (ad(u) o (5))(z),y >e=0,

para todo y € G. Segue assim que a aplicagdo adjunta comuta com S. Com isso, se v pertence
a um autoespaco de S correspondente a um autovalor A (que sabemos ser real e estritamente
positivo, pois § é positivo), entdo ad(u)(S(v)) = [u, Sv] = [u, Av] = A[u,v]. Ao mesmo tempo,
ad(u)(S(v)) = S(ad(u)(v)) = S([u,v]), 0 que mostra que a aplicagio adjunta leva cada au-
toespago de S nele mesmo. Isto em particular implica que cada auto-espaco é um ideal de G.
Como a 4lgebra é simples, ela possui somente um autoespago, isto é, S(z) = Az, para todo z € G

e para algum A > 0 real. Portanto:
<z,y >"= A< z,Y >,

onde A > 0. Isto mostra a unicidade da métrica.

Considerando ainda a métrica bi-invariante < -,- > em G, lembremos que a curvatura princi-
pal de Ricci satisfaz a relagdo r(z) =< #(z),z >, onde 7 ¢ a transformagao auto-adjunta de Ricci.
Vimos também que neste caso r(z) > 0 e vale a igualdade se e somente se z pertence ao centro
da dlgebra. Como o centro de § é um ideal e a &lgebra é simples, a igualdade ndo ocorre. Logo
r(z) > 0, para todo z € G. Segue que a transformagio 7 é positiva e < z,y >~=< #(z),y >
é um produto interno em §. Este produto interno pode ser estendido naturalmente a uma
métrica invariante & esquerda em G. Nesta situagdo esta métrica também é invariante 3 di-
reita. Usando o mesmo argumento acima, segue que #(z) = Az para todo £ € G e algum )
constante real estritamente positvo. Se u € G é unitdrio, temos r(u) =< Au,u >= \ > 0.
Para finalizar a demonstragao, verifiquemos que < z,y >= —41,3(2, y), onde B é a forma de
Killing, ¢ um produto interno bi-invariante em G. A forma de Killing 8: G x G — R é dada por
B(z,y) = tr(ad(z)ed(y)). Esta forma bilinear é evidentemente simétrica, além disso em uma

algebra simples e compacta satisfaz f(z,z) <0, se z € G # 0. Portanto < z,y >= —18(z,y) é
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um produto interno em G. Se mostrarmos que este produto interno é bi-invariante, teremos de
maneira natural pela homogeneidade uma métrica Riemanniana bi-invariante em todo o grupo.
De fato, verfifiquemos que nesta métrica a aplicacdo adjunta é anti-adjunta para todo elemento

da algebra. Sejam z, y, z € G quaisquer:

< ad(@)(y), » >=< [5,3], 2 >= — s tr{ad((z, y])ad ()

= —itr([ad(:v), ad(y)]ad(z))
- —itr((ad(x)ad(y) — ad(y)ad(z))ad(2))
= —i(tr(ad(z)ad(y)ad(z)) — tr(ad(y)ad(z)ad(2))

= —%tr(ad(y)ad(z)ad(az) _ ad(y)ad(z)ad(z)) =< y,[z,z] > .

Isto finaliza a demonstragdo. 0O

Em uma variedade Riemanniana qualquer, podemos relacionar as conexdes V e V com
relacdo as métricas Riemannianas < -,- > e A < -,- >, onde \ é uma constante estritamente
positiva. Utilizando a férmula de Koszul, podemos facilmente concluir que nesta situacio as
conexdes coincidem, isto é, V = V (geralmente mostra-se que se (M, < -,- >) é uma variedade
Riemanniana qualquer e se < -, >~= f2 <. - > onde f é uma fungio C®° em M que nunca
se anula, entdo VxY — VxY = (%)(X(f)Y +Y(f)X — grad(f) < X,Y >) é a relagao entre
as conexdes). Voltando ao caso estudado, como as conexdes coincidem, o mesmo ocorre com
o tensor de curvatura. As curvaturas seccionais satisfazem k& = A\~'k e a curvatura de Ricci
ndo se altera, isto é, r = 7. Entdo inicialmente podemos escolher uma métrica de maneira que

r(z) =< z,z >, ou seja, de maneira que a curvatura de Ricci seja constante igual a +1.

Suponhamos agora que G é um grupo de Lie conexo cujo recobrimento universal G é com-
pacto, de maneira que admite uma métrica bi-invariante. De acordo com a constru¢io do Lema
11, sua 4lgebra de Lie se decompde como soma direta ortogonal de ideais simples e assim existe
um isomorfismo G ~ A; x --- X Ay, onde A; sdo grupos de Lie simples. Pelo Lema 12, cada um
destes grupos é equipado com uma tinica métrica bi-invariante de curvatura de Ricci constante
igual a +1. Utilizando a métrica produto, G admite uma métrica bi-invariante de curvatura de
Ricci constante igual a +1. Sabemos que 7 é uma isometria local, de maneira que, localmente,

G admite uma métrica bi-invariante de curvatura de Ricci constante igual a +1.
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9 Grupos de Lie com curvatura zero

Gostariamos de classificar agora os grupos de Lie que admitem métrica invariante & esquerda
flat, isto é, tal que a curvatura é identicamente nula. De acordo com o Lema 1 da Segdo 2, se G
¢ abeliano entao toda métrica invariante & esquerda em G é flat. Porém vimos na Segdo 6 que
E(2) é um grupo de Lie ndo comutativo, mas que possui uma métrica invariante 3 esquerda flat.

Veremos aqui que a caracterizagao do caso flat é feita através da 4lgebra de Lie.

Teorema 8. Um grupo de Lie G simplesmente conezo admite métrica invariante d esquerda de
curvatura nula se e somente se sua dlgebra de Lie se decompée em uma soma direta ortogonal
B @ U onde B ¢ uma subdlgebra comutativa, U é um ideal comutativo e a transformacédo linear
ad(b) € anti-adjunta para todo b € B.

Demonstracao: G é uma variedade Riemanniana completa de curvatura seccional constante
igual a zero. Um importante resultado de geometria Riemanniana nos diz essencialmente quais
sao as variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas com curvatura constante, veja
por exemplo [4], pdg 163. Neste caso temos que G é isométrico a R”. Seja H um subgrupo
compacto de G e consideremos a acdo de H em G por translagdes & esquerda. Esta agdo
determina um subgrupo compacto H do grupo de isometrias de R" que é isomorfo a H. Sabemos
que o grupo de isometrias do R* é o produto semidireto de O(n) por R*. Como H é compacto,
nenhum de seus elementos admite uma componente translacional. Logo, H C O(n). Segue daf
que H possui um ponto fixo em G. Mas uma translacdo a esquerda em G ndo trivial ndo possui

pontos fixos, portanto H = {e}.

Consideremos a correspondéncia 9 : G = End(G), onde End(G) é o conjunto das trans-
formacgoes lineares de G, dada por ¥(z) = V. Seja < -,- > a métrica invariante & esquerda em
G de curvatura R identicamente nula. Lembremos que para z, y e z pertencentes 3 dlgebra as-
sociada, vale que < Vzy,z >= — <y, V32 >, e isto em particular implica que 1 é anti-adjunta.

Como a curvatura é identicamente nula, Vizg = VzVy — VV;. Logo:
¢([$, y]) - V[z,y] = v;nVy - Vyv;p

= Vz‘(/Jy = Vy",bz = 1/)z¢y - ¢y¢z = ["»bm"/’y]'

Portanto % é um homomorfismo de 4lgebras. O seu kernel, que denotaremos por U, é um
ideal, mas mais do que isto ¢ também comutativo. De fato, a conexdo V é simétrica, ou seja,
[z,y] = Vzy—Vyz, para todo z, y pertencentes & G. Em particular, [u,v] = V,0—V,u = 0, para
u, v € U. Seja B o complemento ortogonal de U, B = U~*. Para qualquer b € B, a transformacao
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V) leva um elemento U em U. De fato, se u € U, entdo:
[b,u] = Vyu — Vyub = Vyu

e [b,u] € U pois U ¢ ideal. Portanto V; leva B em B e assim, se z,y € B, entdo V,y, V,z € B
e consequentemente [z,y] € B, o que mostra que tal conjunto é uma subilgebra de G. Sabemos
que G se decompde na soma direta ortogonal de espagos vetoriais G = U @ B. Queremos verificar
que B é comutativa. A aplicacdo 9| : B — (B) leva B isomorficamente em uma sublgebra
de O(n), formada pelas transformagdes de G anti-simétricas. Este conjunto é lgebra do grupo
compacto O(n), que possui uma métrica bi-invariante. Portanto qualquer subdlgebra de O(n)
pode ser equipada com uma métrica bi-invariante e, em particular, podemos equipar B com
uma métrica bi-invariante. De acordo com a construgdo feita no Lema 11, podemos decompor
B = B; @--- ® By, como soma direta ortogonal de ideais, alguns simples e outros abelianos.
Suponhamos que algum B; nao é comutativo. Tal B; é uma subdlgebra de G, logo existe um
tinico subgrupo conexo B; de G tal que sua 4lgebra de Lie é B;. Este grupo é compacto, pela
construcdo do Lema 11. Mas pelo que comentamos no inicio da demonstragio, B; é trivial, logo
B; = {0}. Segue finalmente que B é comutativo. Finalizando, para qualquer b € B, ad(b)|s é

anti-adjunta pois é identicamente nula e vimos que ad(b)|y é dada por Vyu.

Agora suponhamos que G = B @ U onde esta soma é ortogonal, B é subdlgebra comutativa,
U ¢ um ideal comutativo e ad(b) é anti-adjunta, para qualquer b € B. Queremos verificar que
R(z,y)z = 0, para qualquer z, y, z € G. Qualquer z € G é escrito de maneira tnica como v + b

onde v € U e b € B. Entdo, utilizando a férmula de Koszul, temos, para z,y € G quaisquer:
< Vuz,y >=< Vyuv+ Vyb,w+ b>
=< Vuv,w >+ < Vv, 0> + < Vybyw > + < Vb, b >,
observe que < Vyv,w >=0, pois u,v,w € U e U é comutativo. Veja que:
< Vuv,b>= %(< [w,0],b > — < [v,b],u >+ < (b, u],v>)

e a primeira parcela se anula pois [u,v] = 0, e as duas Gltimas se cancelam pois ad(b) ¢ anti-
adjunta para todo b € B. Analogamente mostramos que < Vyb,w > e < Vub,iw > sao nulos.
Logo Vy = 0. Além disso, ad(b)(u) = [b,u] = Vyu — Vyb = Vyu para b € B e u € U, ou seja,
ad(b) = V.

Para concluir que o tensor de curvatura é nulo, precisamos substituir em R(z,y)z elementos
da forma u + b e usando a trilinearidade de R chegamos a algumas parcelas. Substituindo em
cada parcela a férmula da curvatura, e usando que Vy =0 e V;, = ad(b) parau € U e b € B,
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respectivamente, conclue-se que todos estes termos sdo nulos e portanto R = 0. Por exemplo,
R(u,v)w = 0 para quaisquer u, v, w € U pois vimos que V, = 0 e o termo R(b,b') também é

nulo para b, b € B, pois
R(b,b') = ad([b,b]) — [ad(b),ad(b)] =0,

e isto conclui a demonstragao. O

Um problema mais geral estudado por muito tempo foi encontrar exemplos de variedades
Riemannianas com curvatura de Ricci identicamente nula, mas curvatura seccional nio nula.
Em 1953, Lichnerowicz provou que uma variedade Riemanniana conexa, compacta e homogénea
com curvatura de Ricci nula é um toro euclidiano. Este resultado foi estendido para variedades
homogéneas em geral por Alekseevski e Kimel'fel’d em 1975 [1] utilizando técnicas de Anlise
Funcional.
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10 Grupos de Lie com curvatura estritamente positiva: Teore-
mas de Wallach

Nesta se¢ao pretendemos estudar dois resultados interessantes envolvendo o caso de um grupo
de Lie munido de métrica invariante & esquerda de curvatura estritamente positiva. Mencionamos
na Se¢do 2 um teorema de Wallach [22] que classifica os grupos de Lie simplesmente conexos de
curvatura seccional estritamente positiva. Antes de demonstrarmos tal resultado, que envolve
alguns fatos sobre campos de Killing e submersoes Riemannianas, estudemos o caso de curvatura

escalar estritamente positiva. Para este caso, precisamos do seguinte teorema:

Teorema 9 (Iwasawa). Seja G um grupo de Lie conezo. Entio todo subgrupo compacto de G estd
contido em um subgrupo compacto mazimal H, que € necessariamente um grupo de Lie conezo.
Além disso H € iunico a menos de conjugacdo e G é homeomorfo, como espaco topoldgico, ao

produto H x R¥ | para algum k.

Para a demonstragdo recomendamos [11]. Finalmente temos o seguinte teorema:

Teorema 10 (Wallach). Seja G um grupo de Lie conezo que contém um subgrupo compacto
nao-comutativo. Entao G admite uma métrica invariante a esquerda de curvatura escalar estri-

tamente positiva.

Demonstragao: Por hipétese, G contém um subgrupo compacto nio comutativo. Pelo
teorema de Iwasawa este subgrupo estd contido em um tnico subgrupo compacto maximal H,
que é um grupo de Lie conexo. Consideremos este grupo H. Como H é compacto e conexo, existe
uma métrica em G que é Ad— H invariante, isto é, invariante pela transformagao adjunta Ad(h) :
G — G, para todo h € H. Consideremos esta métrica e {e,--- , e, } uma base ortonormal de
H, que € uma dlgebra ndo comutativa, pois H é nio comutativo e conexo. Vamos completar
esta base & uma base de G, digamos, C = {e1,--- ,e,}. As transformacdes ad(e1),--- ,ad(en)
sao anti-adjuntas, mas o resto pode ndo ser. Fixemos € > 0 e vamos construir uma nova base ¢
fazendo:

élzelv"' :ém:em,
€m+1 = €€my1," " ,€n = €€q.

Existe uma tnica métrica invariante & esquerda em G tal que a base C é ortonormal. Vamos
considerar agora a mesma 4lgebra G mas com esta nova métrica e, assim como fizemos na demon-

stragéo do Teorema 5 da Segéo 4, olhemos para as constantes estruturais &z =< [é;, &;], & >:
Qijk = Qlji 1<4,5,k<m
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Gijk=oyr 1<i<m m+1<jk<n

Temos assim definido um limite quando € tende a zero e estas constantes estruturais do limite
determinam uma nova algebra de Lie que denotaremos por Gy e é dada pela soma direta ortogonal
H DU, onde U é um ideal comutativo. Existe uma métrica gy em Gy tal que C' é ortonormal.
Pela construgdo que fizemos, a aplicacdo adjunta ad(h) é anti-adjunta para todo h € H. Além
disso, lembrando que:

Veej = % Zk:(aijk — Qjki + agij)e

e que V é R-linear, temos V, = 0 para todo u € U ji que as constantes estruturais se anulario
neste caso. Segue assim que Ry, = 0, para £ € G e u € U e consequentemente k(z,u) = 0, para

todo = € G e, em particular, r(u) =0 em U.

Como ad(h) : G = G é anti-adjunta para todo h € H, pelo Lema 3 da Secdo 3 temos r(h) > 0
e a igualdade vale se e somente se h é ortogonal a [, ], mas como H néo é comutativo, existe
h € H tal que r(h) > 0. Segue que a curvatura escalar em Gy é estritamente positiva. Como a
curvatura escalar é um polinémio continuo em funcgao das constantes estruturais (veja Lema 1

da Secdo 2), p(G,ge) > 0 para € suficientemente pequeno. O

Agora pretendemos estudar o seguinte teorema:

Teorema 11 (Wallach). Seja G um grupo de Lie conezo, compacto e simplesmente conezo que
admite uma métrica invariante ¢ esquerda de curvatura seccional estritamente positiva. Entdo

G € isomorfo (como grupo de Lie) a SU(2).

Para estudarmos este resultado importante, precisamos de algumas definigbes gerais. Seja
(M, < -,- >) uma variedade Riemanniana qualquer e X, Y campos de vetores C™ em M. E
possivel darmos ao colchete de Lie [X, Y] uma interpretacéo através de derivagdes de Y ao longo
de curvas integrais de X. Podemos dar uma interpretagio parecida para campos tensoriais de M
(para a defini¢do de campos tensoriais em M, recomendamos o Apéndice A). Se X é um campo
de vetores C* em M e se T é um (0, s)-tensor em M, entdo a derivada de Lie Lx aplicada em
T é dada por:

LT = lim 1[4 (T) ~ (1)
onde ¢; é o fluxo local de X. Podemos, em particular, estudar a derivada de Lie aplicada no

tensor métrico g =< -,- >. Dizemos que o campo de vetores C*° X em M é um campo de
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Killing se Lx (g) = 0. Vamos denotar por VX a aplicagéo que a cada campo Y associa o campo
VyX. Com estas notagoes temos a seguinte proposigao:

Proposigéo 4. X ¢ um campo de Killing se e somente se a aplicagdo VX ¢ anti-simétrica, isto

€ <VyX,Z >+ <Y,VzX >=0, quaisquer que sejam Y e Z campos de vetores C®° em M.

Demonstracdo: Como Lx ¢é uma derivagao, respeita a regra do produto. Logo:
(Lxg)(Y, Z) = Lxg(Y, Z) — g(LxY, Z) — g(¥, Lx Z)
=X<Y,Z>-<[X,Y],Z>-<Y,[X,Z] >
=< VyX,Z>+<Y,VzX >,

onde a tltima igualdade é obtida aplicando a férmula de Koszul. Portanto Lx(g) = 0 se e
somente se < VyX,Z >+ <Y,VzX >=0paratodoY, Z. O

Observe através da férmula de L xg que se os fluxos locais ¢¢ de X forem isometrias, teremos
Lxg = 0 pois ¢;g = g. Por outro lado suponhamos que X é um campo de Killing, seja ¢; fluxo
local de X e v um vetor tangente ao dominio do fluxo. Observe que para s pequeno, o vetor

w = d¢s(v) também & vetor tangente ao dominio do fluxo. Portanto, pela férmula de derivagao:
L1
lim —(g(dprw, dprw) — g(w, w)) = 0.
t=0 ¢

Além disso, como ¢sd; = sy, temos:

lim ~ (g(do 1£(0), dbare(v)) — g(dehs (v), debs (v))) = 0.

t—0 t

Isto mostra que a fungdo real s — g(d¢,(v),d¢,(v)) possui derivada sempre zero e portanto é

uma funcao constante, ou seja:

g(dds(v), dgs(v)) = g(v,v).
Logo o fluxo local age por isometrias em M. Mostramos o seguinte:

Coroldrio 3. Um campo de vetores X é de Killing se e somente se o grupo a um paréametro

associado a X consiste em isometrias de M.

Seja G um grupo de Lie equipado com uma métrica invariante & esquerda e X um campo
de vetores invariante & direita. O fluxo ¢; de X em G §, na realidade, um fluxo global tal que
$(g9) = p1(e)g = exp(tX)g, para g € G e t € R. Estas sdo isometrias globais de G, o que mostra
que todo campo invariante & direita em G é um campo de Killing.
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Em 1965, M. Berger mostrou algumas propriedades interessantes sobre campos de Killing.
Estudaremos algumas delas aqui.

Lema 12 (Berger). Seja Y um campo de Killing em uma variedade Riemanniana M e seja
p € M um ponto critico da funcdo
g—<Y,Y >,.

Entao as seguintes igualdades se verificam para todo campo Z de M :
<VzY,Y >,=0

1
<VzY,VzY >,= §ZpZ <Y,)Y>+<RY,2)Y,Z >,.

Demonstragio: Seja f(g) =<Y,Y >, Como p é ponto critico de f, Z,(f) = df,(Z) = 0,

para todo campo Z. Portanto:
/ 0=2Zp(f) =2<VzY,Y >,

e segue a primeira igualdade do lema. Observemos agora que se Z é um campo qualquer em M,
Zp(Z f) depende somente do valor de Z em p. De fato, se W ¢ outro campo tal que Wy, = Z,,

entao como p é ponto critico de f, observe que:
Wp(Wf) - Zp(Zf) = Zp(Wf) - Wp(Zf) = [Z, W]p(f) =0,

0 que mostra que Zp(Zf) estd unicamente determinado pelo valor de Z em p. Além disso
sabemos que < VzY,VzY > e < R(Y,Z)Y,Z >, dependem somente do valor de Z em p.
Podemos modificar Z de maneira conveniente, mantendo fixo o valor de Z em p, de forma que

podemos supor V,Z = 0, para todo v € T, M. Utilizando todas esses fatos, temos:
1

2Z,,Z <Y)Y >=2Z,<VzY,Y >=Z,(- < Z,VyY >)

== Zp(< VyZ)Y >-Y <ZY >)= Zp < VyZY >-Z,Y <Z)Y >
=< VzVyZ)Y >, + < VyyZ, VZ,,Y > —ZyY < Z,Y >
=< VzVyZ,Y >, -Z,Y < Z,Y >,

onde usamos que a métrica é compativel, que VY ¢é uma aplicagao anti-simétrica e que V,Z = 0,

para todo v € T, M. Por outro lado:
<R(Y,Z2)Y,Z >p=— < R(Y,Z2)Z,Y >,
=—-< V[Y,Z]Z —VyV2Z+VzVyZY >,
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=—< V2,2, Y >+ < VyVzZ)Y >, - <VzVyZY >,
=< VyVz2)Y >p — < VzVyZY >p -

Nestas igualdades estamos novamente utilizando os mesmos fatos. Ficamos com:

1
EZ"Z <Y, Y >+ <RY,2)Y,Z >y=—2,Y < Z,Y >+ <VyVzZ)Y >,.

Desenvolvendo o dltimo termo:
<VyVzZ)Y >p=Y,<VzZ Y >-< VZ,,Z, VYPY >

=Y,(Z<Z)Y >-<2ZVzY >)
=YpZ < 7)Y > -Y,<Z,VzY >=Y,Z< Z,Y >.

A 1ltima igualdade ocorre pois como VY é anti-simétrica, < VzY,Z >= 0. Assim temos:

1
5ZoZ <Y)Y >+ <R(Y,2)Y,Z>=%Z <ZY > -Z,Y <ZY >=[\,Z}, <Z,Y >.

Por outro lado:
Y,Z], < Z,Y >=< Viv,21,%: Yy >+ < Z,Vy,z71Y >p
=< VzY[Y,Z] >p=—-<VzY,Vy,Z-VzY >=<VzY,VzY >,.

E finalmente encontramos a férmula desejada. O

Como consequéncia interessante temos o seguinte:

Coroldrio 4 (Berger). Seja M uma variedade Riemnanniana coneza, compacta de dimensio par
com curvatura seccional estritamente positiva. Entdo todo campo de Killing X em M possui

alguma singularidade.

Demonstracéo: Seja ¢ € M e consideremos novamente a fungdo f : M — R dada por
flg) =< X, X >4. Como a variedade M é compacta, essa fungio possui um ponto de minimo
global p € M. Suponhamos por absurdo que X (p) # 0. A aplicacdo VX associa a cada campo
Y, o campo Vy X e de acordo com o lema anterior, < Vy X, X >,= 0, para qualquer campo Y

em M. Portanto, a aplicacdo VX induz a seguinte aplicagao:
Yp=V|pL:Vtosvt

onde V é a reta gerada por X (p) # 0. Agora mostremos que mais do que linear e anti-simétrica,

esta aplicagdo é um isomorfismo. Basta verificar que % ¢ injetiva. Como p é minimo, Z,(Zf) > 0
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e pela hipétese de curvatura, < R(Xj, Z,)X,, Z, > é estritamente positivo, para Z, € V1, Zy #
0. Pelo lema anterior, < VzX,VzX >, é estritamente positivo, e portanto a aplicagio 1 é
injetiva. Mas observe que a dimensdo de V- é impar, pois por hipétese a dimensdo de M é par.
Mostramos entdao que % é um isomorfismo anti-simétrico em um espago vetorial de dimensio

impar, porém isso é absurdo pois em geral se A € M(n,R) é inversivel e A* = —A ent3o:
det A = det A* = — det A = (—1) det A.

O que implica em n par. O

Muitos outros resultados envolvendo curvatura e campos de Killing j4 foram encontrados. Em
1946 Bochner mostrou que se M é compacta e possui todas as curvaturas de Ricci estritamente
negativas, entdo todo campo de Killing em M ¢ trivial. Em 1995, X. Rong encontrou uma
relagdo entre uma propriedade de campos de Killing com o grupo fundamental da variedade.

Estes resultados fogem dos nossos propdsitos e ao leitor interessado recomendamos [19] e [20].

Para a demonstracdo do teorema de Wallach, além dos fatos sobre campos de Killing aqui
demonstrados, precisamos de alguns fatos sobre submersées Riemannianas. Consideraremos G
um grupo de Lie compacto, H subgrupo fechado de G ¢ H\G o conjunto das classes laterais
a direita, isto é, H\G = {Hz;z € G}. Sabemos que existe uma métrica bi-invariante em G e
para tal métrica existe uma tnica métrica Riemanniana em H\G tal que a projecio candnica
m: G — H\G é uma submersdo Riemanniana (veja [6]). Seja Cg(H) o grupo centralizador de
H em G, ou seja:

Ce(H) ={9 € G;gh = hg,Yh € H}.

Para cada g € Cg(H), a translagio & esquerda L, : G — G induz uma fungio bem definida no
quociente:
L, : H\G - H\G.

Esta aplicagdo é, de fato, um difeomorfismo com inversa L;' = L,—1 e Lyor = mo L,. Mais do
que isso, Ey ¢ uma isometria de H\G, onde a métrica definida em H\G que torna a projecio

uma submersao Riemanniana é dada por:
<< v, w >>gg=< Vg, Wy >

onde 7, € Wy 830 os levantamentos horizontais de v, w € (H\G)py, em g, respectivamente.

Provemos agora que Eg ¢ uma isometria de H\G. Veja que:
(dflz)Hy('U) = (dl_'z)n(y) (d"r)y('_’) = d(f’z 9 W)y(’-’) = d”rLz(y) (dL:c)y("_’)
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e isto mostra que (dL;)y() é o levantamento horizontal de (dLz) gy(v) em L, (y). Portanto:
<< (dLz) ry(v), (dLz) oy (w) >>=< (dLz)y(D), (dLz)y(W) >=< 9,0 >y=<< v,w >> .

Justifica-se assim que cada g € Cg(H) gera uma isometria de H\G.

Usaremos também outros resultados sobre submersoes Riemannianas que enunciaremos aqui
sem demonstracao, mas deixamos referéncias precisas ao leitor interessado. Com a mesma

notagao anterior, primeiro temos a seguinte:

Proposicdo 5. Sejam X e Y campos de vetores em uma variedade diferencidvel M e sejam X

e Y os levantamentos horizontais de X e Y em M, respectivamente. Entdo:
T
VY =VxY + E[X,Y]v

onde [X,Y]? indica a componente vertical do campo [X,Y].

Demonstragdo: Recomendamos 3.55, [6].

O préximo resultado é conhecido como férmula de O’Neill.

Proposigdo 6 (O'Neill). Seja p : M — M uma submersdo Riemanniana e X, Y campos de
vetores ortonormais em M com levantamentos X e Y. Sejam K, K as curvaturas seccionais

em M e M, respectivamente. Entdo:
- S
K(X,Y) =KX,Y) + ZlI[X, Y]"lI".

Demonstracéo: Recomendamos 3.61, [6].

Outra defini¢do necesséria € a de toro maximal. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo.
Um toro maximal T é um subgrupo de Lie fechado de G que é um toro (S x --- x §') e que
¢ maximal no sentido usual, isto é, ndo est4d contido em nenhum outro toro de G. Observe que

para X # 0 pertencente & dlgebra de Lie de G, a aplicagao:
¢:t— exp(tX)

para t € R ¢ um homomorfismo de grupos de Lie. Seu fecho em G, que denotaremos por H,
¢ um subgrupo de Lie compacto, conexo e abeliano de dimensédo k, digamos. Mas sabemos da
teoria de grupos de Lie que nessas condigdes H é um toro TF (veja [16]). Em particular todo

grupo de Lie conexo e compacto possui um toro unidimensional.
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Existe uma vasta linha na teoria de grupos de Lie envolvendo o estudo de toros maxi-
mais, como por exemplo a teoria de representacdo de grupos de Lie compactos. Para os nossos
propdsitos, precisaremos de um resultado que classifica grupos de Lie que possuem um toro
unidimensional maximal (é equivalente dizermos que o grupo possue uma subdlgebra de Cartan
de dimensdo 1). Usaremos aqui que SU(2) é o tnico grupo de Lie simplesmente conexo que
possui um toro maximal unidimensional. Este resultado pode ser encontrado com mais detalhes
em [10], capitulo X, § 6.

Finalmente podemos demonstrar o teorema de Wallach.
Demonstracéo do teorema 12: Lembremos que por hipétese G € um grupo de Lie simples-
mente conexo munido de uma métrica invariante i esquerda de curvatura seccional estritamente
positiva. Como consequéncia do teorema de Bonnet-Myers, G é compacto. Seja T um toro
unidimensional em G (que sabemos existir, pelas observacGes anteriores). Consideremos agora a
variedade compacta T'\G. Pela Proposicdo 6 (férmula de O'Neill), T\G também tem curvatura
seccional estritamente positiva. Vimos também que todo campo invariante & direita em G é um
campo de Killing e além disso nunca se anula. Pelo coroldrio 4, G tem dimenséo impar e todo

campo de Killing na variedade T'\G (de dimensdo impar) se anula em algum ponto.

Vamos mostrar que 7' é um toro maximal de G. Seja Cg(T") o grupo centralizador de T' em
G. Para mostrarmos que 7' é maximal, basta verificarmos que Cg(T) = T', pois qualquer toro
T que contém T ests contido em Cg (T'). Para isso, basta mostrarmos que a 4lgebra de Lie de
Cg(T) estd contida na 4lgebra de Lie de T', observando que o centralizador Cg(T) é um grupo
de Lie conexo (veja [10], pdg. 287). Seja X um elemento da 4lgebra de Lie de C(T). Vamos
definir um campo em T'\G por:

5 di -
X(Tg) = 7 tZOLexp(tX)(Tg)-

Entdo o fluxo em X é dado por ¢;(Tg) = l—lexp(tx) (T'g) e vimos nos comentdrios antecessores
desta demonstracdo que as transformagoes f,exp(tx) sdo isometrias de T'\G. Portanto X é um
campo de Killing. Mas vimos que todo campo de Killing em T'\G se anula em algum ponto.
Entéo se Tg é um zero de X, a curva integral l_}a(p(t x)(T'g) é constante e portanto exp(tX) € T,
para qualquer £ € R e assim X é um elemento da 4lgebra de Lie de T. Logo T é um toro max-
imal unidimensional e pelo resultado de classificagdo mencionado anteriormente, o tinico grupo

de Lie compacto e simplesmente conexo que possui um toro maximal unidimensional é SU(2). O
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11 Apéndice A

Definicdo 1. Um tensor T' em um espaco vetorial V sobre R é uma aplicagdo multilinear

T:Vx---xVXxV*xV* 3R,
N e’ N !
T 3

onde V* € o espaco dual a V. Chamamos v de ordem covariante e s ordem contravariante de
T.

Costumamos dizer que T é um tensor (7, s) e denotamos o conjunto de todos os tensores (r, 5)
em V por 77 (V). E possivel mostrarmos que, com definicGes naturais de soma e multiplicagao
por escalar, o conjunto 7, (V) é um espago vetorial de dimensdo n"**. Podemos estender esta

definigao para variedades diferencidveis da seguinte maneira:

Definicao 2. Um campo tensorial C*° de ordem r em uma variedade diferencidvel C®° M ¢é uma
Jungdo @ que associa a cada p € M um elemento ®, € T"(T,M). Além disso, dados r campos de
vetores C® X1,--- , X, em um aberto U de M, entio ®(Xy,--- ,X;) = ®p(X1(p), -+, X-(p)) €
uma funcgao C° em U. Denotamos o conjunto de todos os campos de tensores covariantes C'™
de ordem r em M por TT(M).

Este conjunto também € um espago vetorial sobre R e, além disso, um médulo sobre C*®(M).
O campo tensorial ® € 77 (M) é dito simétrico se para cada 1 <1i,5 <r:

@(Xl,... 1Xi1"' )Xj)"' )Xf') — @(Xl,... )Xja"' 1Xia“' 1XT))
e alternado se
q)()(11"' 1Xi:'” 7Xj)"' 1X1') = —(D(Xl"" )st"' 7Xi)"' 1Xr)-

Assim como é feito para o caso de um espago vetorial, podemos definir um campo tensor-
ial alternado em uma variedade M através de permutacGes e sinais de permutacdes. Se o é
uma permutagdo do conjunto (1,---,r), dizemos que ® ¢ alternado se ®(X,(y),-- - 1 Xofr)) =
sgn(o)®(Xy,--- , Xr). Gostariamos também de definir o produto de campos tensoriais. Dizemos
quese p € TT(M) ey € T°(M), entdo o produto de ¢ por 1 é dado por:

¢®"/J(X1a"' ’Xr’Xr-Ha"' aXr+s) :¢(X1,'“ »Xr)"l)(XrHa"‘ 1X1'+8)'

O produto é um campo tensorial de ordem r + s (é, de fato, uma funcdo C*). Esta aplicacio é

bilinear e associativa e se wy,- - - ,wn é uma base de T'(M), entdo {w"' ®---Quwir;1 < iy,---i, <

72



n} é uma base de 77(M). Lembrando o que é feito no caso de espagos vetoriais, em geral, o
produto de dois tensores alternados ndo é um tensor alternado, diante desta situagio introduz-
se o0 que é chamado de produto exterior. Um campo tensorial covariante alternado de ordem r
em uma variedade é chamado de forma diferencial exterior, ou somente r-forma. Denotando o
conjunto de todas r-formas em M por \"(M), consideremos a aplicacio de A"(M) x A\*(M) —

A"T*(M) definida por:

@9~ T s ey,

onde A: T(M)" = T7(M) é dada por:

1
(AQ)(XI’ i ,Xr) = ﬁ Z sgn(a)Q(Xd(l)r T 1Xa(r))'

Este produto é chamado de produto exterior de ¢ e 9 e é denotado por ¢ A 3. Podemos mostrar
que o produto exterior é bilinear, associativo e satisfaz a relagdo ¢ Ay = (—1)™1) A ¢. Estes
conceitos estdo relacionados com a orientacao de uma variedade. Em especifico, definimos uma
variedade M como sendo orient4vel se é possivel definir em M uma n-forma w que nio se anula
em nenhum ponto, dizemos também que M é orientada pela escolha de tal w. Na realidade,
w orienta cada espago tangente a variedade. No caso de V um espago vetorial de dimensdo n,
observe que dim A"(V) = 1, logo qualquer elemento nio nulo é base deste conjunto. Ocorre que
se {e1, - ,en} € {f1, -+, fn} 880 duas bases de V e se (a);; é a matriz de mudanca de base,
entdo $2(e1,--- ,e,) = det(a); ;Q(f1,- - , fn), onde £ é um tensor covariante alternado de ordem
n = dim V. Poranto, {2 tem mesmo sinal em duas bases se o determinante de mudanga é positivo
e tem sinal contrério no outro caso, de maneira que a escolha de tal 2 determina uma orientagio
para V. Dois tensores {21, {l determinam a mesma orientagido se e somente se £2; = Ay,
onde A é um real positivo. O mesmo ocorre em uma variedade diferencidvel M, com algumas
diferencas. Existe outra definigdo de orientabilidade em variedades, mais intuitiva. Ela diz que
uma variedade M ¢é orientdvel se pode ser coberta por uma colegéo de vizinhangas coordenadas
tais que se Uy, NUp # 0, entdo ¢4 0 ¢El possui Jacobiano positivo. E possivel mostrar que as
duas defini¢oes coincidem. Estas definigbes sdo as mesmas se estamos lidando com uma variedade
Riemanniana. A vantagem no caso de orientabilidade é que em uma variedade Riemanniana M
orientavel existe uma tnica n-forma w que vale +1 em toda base ortonormal orientada. Esta tal

forma, é chamada de elemento de volume de M.

Com o conceito de n-forma em uma variedade diferencidvel M, podemos definir a integral
de uma n-forma w em M, denotada por | u W- Mais ainda, com o conceito de métrica, em

uma, variedade Riemanniana podemos definir a integral de uma fung¢éo sobre um dominio de

integragao.
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Agora seja M uma variedade diferenciavel orientada, e n = dim M. Portanto existe uma n-
forma (um elemento de volume) 2 que nunca se anula em M. Além disso, qualquer outra n-forma
w é dada por w = f(2, onde f é uma fungdo em M (w tem a mesma classe de diferenciabilidade
de f). Uma fungdo f em M ¢ dita integravel se é limitada, tem suporte compacto e é continua
exceto em um conjunto de medida nula (dizemos quase-continua). Uma n-forma w em M, como
fungdo que associa a cada p € M um elemento w, € A"(T,(M)) é dita integrivel se w = f,
onde f é uma funcdo integrivel. Entdo seja w uma n-forma em M integrivel e tal que seu
suporte estd contido no interior de um cubo QQ C M, isto é, Q est4 contido no dominio de uma
vizinhanga coordenada orientada (U,¢ ~ (z',--- ,z"™)) tal que ¢(Q) = C, onde C é o cubo
unitdrio em R™ dado por {z € R*;0 <z* < 1,i=1,--- ,n}. Seja (U, ¢) vizinhanca coordenada
associada a @ e suponhamos que a expressdo ¢~'*(w) = f(z)dz! A--- A dz™ é a representagio
de w em coordenadas locais. Entdo f é limitada e quase-continua em C, de maneira que / c fav,

onde dv = dz' A --- A dz™, esté definida. Temos assim:

A{w:./(,‘fdv.

Para definirmos f W quando o suporte de w nao estd contido em uma carta, usamos uma
parti¢do da unidade {f,} subordinada & cobertura {U,} e decompomos w em uma soma finita
de n-formas com suporte contido em cada {U,}. E possivel mostrar que esta integral acima é
independente de uma escolha particular de cubo @ e que satisfaz algumas propriedades. Por
exemplo, ela muda de sinal se mudamos a orientagdo da variedade e a aplicagio w /; pywé
R-linear. Além disso, se F' : My — My é um difeomorfismo e w é uma 2-forma em M, entao:
F*v =4+ w
M, M,

onde o sinal depende se F' é um difeomorfismo que preserva ou reverte orientagio.

Agora seja M uma variedade Riemanniana orient4vel e seja 2 a orientacio escolhida. Pelo
que vimos acima, qualquer outra n-forma em M ¢ dada por f(2, onde f é uma funcio C*® em
M. Definindo mais precisamente, se D é um dominio de integragio em M, e kp é a funcgéo
caracteristica de D, definimos o volume de D por vol(D) = [, k4. Se f é uma funcio em M
limitada e continua exceto em um conjunto de medida nula, a integral de f sobre D é definida por
Jp f = Jp fkDQ. Se M é compacta, temos vol(M) = [, Qe [, f = Jis FQ. Esta definicio de
fato faz sentido pois kp é continua exceto da fronteira de D, que possui contetido nulo, e possui
suporte compacto. I possivel mostrar que esta integral definida satisfaz as mesmas propriedades

da integral de Riemann em R".

Tudo fica mais interessante quando a variedade em questao é um grupo de Lie. Entéo seja G

um grupo de Lie de dimensdo n. Um campo tensorial covariante de ordem r ® em G é chamado
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de invariante & esquerda (direita) se L;®q9 = @4 (R; P4, = D4). Dizemos que ® ¢ bi-invariante
se é invariante & esquerda e & direita. Observemos que todo campo tensorial covariante invariante
a esquerda (ou direita) em G ¢, de fato, C®°. Se {Xi,--- , X} é uma base de campos de vetores

C® invariantes & esquerda, entao:
(L;‘I))g((Xl)ga"' ) (Xn)g) = ¢’ag(dLa.(Xl))"' adLa(Xn)) = <I>9(X1,- .- ,Xn)-

O primeiro termo é igual a ®4((X1)g," - ,(Xn)g)- Se tomarmos entdo g = e, temos que o termo
®(X1,---,Xy) é constante e, portanto, C*. Temos que as componentes de & com relagio a
qualquer base C'® séo constantes e, portanto, C*°. Mostraremos agora algumas propriedades
parecidas com o que fizemos com métricas invariantes & esquerda, o que é esperado pois a métrica

é um campo tensorial covariante de ordem 2.

Seja <I>; um tensor covariante de ordem r em T.G. Para cada g € G, existe uma tnica
translagdo a esquerda L, que leva e em g. Podemos assim definir &, = L;_l ®, um campo
tensorial de ordem r em G que coincide com ®, em e. Néo é dificil verificar que este campo
assim definido é invariante & esquerda. Analogamente podemos definir R;‘_l ®, e mostrar que tal
campo € invariante & direita. Assim como fizemos na Proposicio 1 da Secdo 2, podemos mostrar
aqui que @, determina um tensor bi-invariante se e somente se Ad(g)*®, = ®,, para todo g € G.
Se ® ¢ bi-invariante, entdo Ad(g)*®, = Lj o R)_®, = ®,. Ao mesmo tempo, se tal igualdade
vale, entao:

L;_1<I>e = L;_, oLgo R;_lfbe = R;‘_, ..

O primeiro e dltimo termo dessa igualdade sdo os campos invariante 3 esquerda e 3 direita
determinados por ®., respectivamente. Mostramos que eles coincidem em todo g € G, o que

conclui o que afirmamos.

Como consequéncia, todo grupo de Lie é orientdvel. A escolha de um produto interno e
de uma orientagdo em TG determinam um elemento de volume {2, neste espago que pode
ser estendido (pelo que mencionamos acima) a um elemento de volume €2 em G. Finalmente

chegamos ao principal resultado deste apéndice.

Teorema 12. Seja G um grupo de Lie compacto e conezo. Entdo G possui um unico elemento

de volume bi-invariante Q2 tal de vol(G) = 1.

Demonstragio: Seja §2 um elemento de volume invariante & esquerda em G. Queremos
mostrar que {) é também invariante & direita. Pelo que mencionamos anteriormente, basta
mostrarmos que Ad(g)*$2e = (2, para todo g € G. Seja X1, --- , X, uma base de G. Considere-
mos a representacio adjunta de G, Ad: g € G — Ad(g) € Aut(G), onde Aut(G) é o conjunto de
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automorfismos de G. Seja (a;;(g)) a matriz de Ad(g) com relagdo & base X1,--- , X,,. Podemos
escrever Ad(g)X; = ) ; aij(9)X; e mostrar que a aplicagdo de G em Gl(n,R) definida por
g+ (@ij(g)) é um homomorfismo C*®. Além disso:

Ad(g)*$2e = det(cxij(9)) .

A aplicagdo de G em R* (grupo multiplicativo dos reais exceto o zero) dada por g +— det(c;(g))
é um homomorfismo C'* e portanto sua imagem é um subgrupo compacto e conexo de R*. Mas
isso implica que tal imagem é {41}, logo det(a;;j(g)) = 1 e Ad(g)*Q2 = Q, para todo g € G e

isto mostra que {2 é bi-invariante.

Qualquer outra forma bi-invariante é escrita como A{2 onde )\ é uma constante real estrita-

vol(G):/G)\Qz)\/GQ

de maneira que podemos escolher uma, inica constante A # 0 tal que vol(G) =1. O

mente positiva. Assim
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