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ABSTRACT

Let .K :be a compact set in a complex metrizable
].ocally convex space E and F a complex Banach space. In thls
work we ai:e concerned wlth resulta furnishi.ng Information about the

behavlour of the space of holomorphi.c germs H(K;F) endowed wi.th

the Nachbin topology Z,..r with the relation to followlng
propertles: ho]omorphica]]y borno]ogica]. (hbo) , holomorphically
barreled (hba), holomorphically i.nfrabarrele d (tüb) aiü holomorphlcally

}íackey (h[[), introduced in [Nl]/ [N2] and [BllN]. In 5$if 2 and3

the treatement is geral for arbltrary locally convem spaces.

In $1 we define the following propertles: polinoiü-ally

bornological, poli.nomlally barreledf polinomially infrabarreled and

pollnomially llackey :Eor an arbitrará locally convex space. The

study of the relatlons between these propertíes and the hbop hba,

híb and hM properties leads up naturally to the concepts of

D-ho.lomorphy and D+--hoJ-omorphy

In $2. we prove that for a polinomially bornological space

Er property hbo is equivalent to the completeness of (H(U;F);Zo)

for all non vota open subset U c E and all complete Hansdorff

local].y convex space Fr v/here 'Bo is the topology of uniform
(i)
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convergente on compact subsets of U.
The aim of $3 is the compaflson of l&)atei propertles

Introduced in [M] w]th prope=t]es hbo, hba and hlb.

In 54. we Introduce the deflnltlon of G-spacea whlch is

a particular kind of locally convex space üxat enbodles an extenslve

class of H(K;F) spaces. We prove that every G-space is

polínomlally bornologlca! zlid pollnoni.ally barreled. The nata reault
of th[s S (q[h. 4.6.) , eatab].]6hes that in a G-space Er propertlea

open subset U cE and all complete Hansdorff locally convem space

Fp and other propert]es, are equi.va].ent.
We conclude thls work, in $5, wlth a collectlon of

resulta concernlng some particular cases .
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Seja K uma parte compacta de um espaço localmente
convexo metxlzãvel completo E e F um espaço de Banach colnp].excb

O estudo do espaço de germes holomorfos H(K:F) munido da tc>polo-

gla %,.. de Nachbln fol abordado por vários autores, por chae [Ch]
quando B é um espaço de Banach, por Muj]ca [Mu] e Av]]eo [A-Mu]
no caso em que E é um espaço localmente convexo inetrlzável satlg.

fazendo certas condições; também por Sarag] [S] e wander]ey tW]. O
ponto de vista adorado nestes trabalhos é, em certa formal o da

"classificação linear", Isto é.f são obtl.dos rasurados que . dizem
respeito ao comportamento daa espaços l{(K}F) em relação ãa pro'

prledades: bornológlco, tonelado, completo, (OF) Motlizávclp }&)n

te[f Schvartz, nuca.ear,í etc. Estes resultados aão aplicados ao eg

tudo daa partes limitadas e relatlvaimnte compactas dentes espaços.

o premente trabalho espera ser UMa contribui.ção aa estudo da "clag.

slflcação ho].amorfa' dos espaços H(KiF) F Isto é. procurei obter

resultados dando Informação sobre o comportamento destes espaços
em relação ãa propriedades: holomorflcamente bornológlco, holoiüor

flcanente tone[ado. ho]omorf]cainiente ]nfra ].ado e holoiüorflca-

mente de Mackey, introduzidos em [NlJp [N2] e [Bl©l]. o $O con
(111)
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que se Inicia o trabalhos é uma compilação das notaçÕesr conven-

ções e terminologi.a que utIlIzareI nos 5$ seguintes. No 51 In-
troduzo os espaços pollnomlalmente bornológlcos r pollnoiü.aumente
toneladas , pollnomialmente infra-toneladas e polinomialmente de

Mackey. que são' Intennedlãrlos entre os espaços holomorflcamente bo:

nolõglcos f holomorficamente tonelados , holomorficamente Infra-tons.
].idos e holomorfi.comente de [4ackey por um lado e os espaços borno-

].ógi.cos, toneladas, Infra-toneladas e de I'lackey por outro lados reg.

pectivamente.
Além disso, defino as ap]]caçÕes D-ho].omorfasr D#-

ho].omorfas e h]poho].amorfas. O interesse das noções "pollnomiais"

se apoia nos doi.s fatos seguintes. Por l-HiTI lado (como é demonstrado

no $4), os espaços H(K;F) possuem estas propriedades. De outro

lado -- como consegui reconstituir as propriedades "holomorfas" a

partir das propriedades "pollnomlals" correspondentes com a ajuda

das noções de D-holomorfi;a e D+-holomorfla -- posso expressar cada
uma das noções "holomorflcamente bornológico" r 'holamorflcamente
canelado" e "holomorflcamente Infra-tonelado" como reunião de pro-

priedades mais slmplesr o que aparentemente. deveria si.mpllflcar a

tarefa da classifi.cação holomorfa dos espaços H(K;F). Este $ g
gaba com a defi.ni-ção dos espaços holomorficamente gemi-borno].Ógi.-

cos e com um exemplo que mostra a independência rec'zproca entre a.l

gumes das noções definidas.
No 52. depois de alguns resultados gerais, provo que

}
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nm espaço pollnomlalnlente bornológlco E é holomorflcainente borda

lógico se e sõ se (H(U;F) ; o) é completo para cada aberto equlll
brado Uc E e para cada espaço localmente convexo separado complg.

to F. Combinando este resultado com wn outro do ãlp obtenho o

principal resultado deste 5 (TEOR. .2.6) .
o $3 foi sugerido pela leitura de um trabalho de bíg

tos [M], no qual são introduzidas as propriedades de Montei e se

demonstra que a propriedade "holomorflcamente tonelada" (resp.
"holomorflcamente i.Hera-tonelada") Impli-ca a propriedade de Montei

(resp. infra-}4ontel) . O estudo da validade das recíprocas destas

proposições me conduziram ã definição da propriedade de Àscoll. NO
flm deste $, repetindo um argumento usado em dois resultados an-

teriores, provo que a propriedade de }lontel (resp Infra-Montei) IU

placa a propriedade (O+) (resp. (D)) / o que me permite llgarp pa'

ra espaços com propriedades pollnomialmente significantes l as pro'

prledades de 11onte]. e- Infra-Montei com as propriedades "holomorfl-
l X..t .,." "ha] nmn,-f] namnnta tonelada" e "holomorflcameEcomente boniolõglc

te Infra lado"

Nos $$ 1, 2 e 3 os resultados são apresentados para

espaços localmente convexos geralsf Isto é, não é demonstrado ne-
nhum resultado sobre os espaços t{(K;F)

É só no $4 que entro no problema da classificação

holomorfa dos espaços H(K;F). Neste $í a fim de evi.tar as nota
X..+ 3n H'.a nanãpHq da germes. Introduzo a noção

r

complicadas Prçoes
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de G-espaço que é lm tipo de espaço ].oralmente convexo que possui
as principais propriedades estruturais dos espaços de germes holo-

morfos estudados habitualmente. Demonstro que todo G-espaço é pg

linomlalmente bornológlco e polinomíalmente tabelado . Demonstra taD

bém que toda a.pllcação D'v-holomorfa sobre um G-espaço e D-ho-
lomorfa. Estes três resultados, juntos a resul-Lados dos $$ 1, 2e

3, me perdi-tem provar o principal resultado deste $ (TEOR. 4.6.)

segundo o qual, num G-espaço as propriedades "holomorfícamente

bornológlco" l "holomorflcamente tonelado" , "holomorflcamente :lnfra-

tonelado", (o) , (D+) , "!qontel", "lnfra-Montei" e mui.tas outras,

são equivalentes. O $4 acaba com resultado caracterizando os G-
espaços que são espaços de Salva e os G-espaços não metrizãveJ.s.

Final.mente, o $5 é uma miscelânea de resultados di-
versos obtidos na tentativa de achar uma conde.ção necessária e su-

a.ciente, em termos da teoria dos espaços localmente convexosr pa'
ra que um G-espaço seja ho]omorficamente borno].Ógico. Este pro-

blema não parece fácil de resolver, o resultado mais proxi.mo que

obtive nesta di.reção fol a PROP. 5.3. (e sua rectrproca parcial,

a PROP. 5.4.), na qual é interessante observar a forma em que iD
tervém o conceito de D-holomorfia.

Devo algumas palavras de reconhecimento ãs multas peg

boas que tornaram possível a realização deste trabalho. Em espe-

cial, agradeço aos professores
Drs. Chalé S. }lÕnlg, Domingos Plsanelll e Waldyr M. 9
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Dr. Leopoldo Nachbln, o meu otlentadorr pelos ensina-
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De modo geral adotaremos as notações de [B}Rl] e [Nl]

e a menos de advertência em contraçãó usaremos as seguintes convem

çÕes: E e F Indicam dois espaços localmente convexos complexos
e U um aberto não vazio de E. O conjunto de todas as Gemi-nor-

mas continuas sobre E ê Indicado por SC(E); se acSC(E), r é

número real poslti.vo e € c E Inda.canos com Ba r(e) (resp. $a,r(E))
a a aberta (resp. fechada) de centro € eralo r em E. Dg.

notamos por E,. o espaço vetorlal E senil-normado por ücSC(E)p

por E/a o espaço formado associado a Ea e por a anormasobre
E/Ü

Se l é um conjunto e F é um espaÇO Bebi.-normadof

Indicamos com Z (l;F) o espaço gemi-normado de todas as apllcg.

çõe$ 11xü.fadas de l em F.
Indicamos com H(U;F) o espaço vetorlal de todas as

aplicações holomorfas de U em F e com H(UiF) o espaço
H(U;$) nFU, onde F Indica wn completado de F.

Dlz-se que uma aplicação f:U '--F F é algebrlcamente

holomorfa se a restrição ílU ns é holoinorfa para cada subespaço

s de E de dlinlensão fInIta Intersectando uf onde s esta munl

l
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do de sua topologia natural. Indicamos com Ha(U;F) o espaço veta
real de todas as aplicações algebri.comente holoraorfas de U cm F;

denotamos por f{.(U;F) o subespaço vctori-al- de H.(U;F) formado

pe.las aplicações limitadas sobre as partes compactas de u e inda

camoé com lic(U;F) o espaço vetori.al if (U;Ê) n Fu. Denotamos com

Hh(U?F) :o subespaço vetorlal de ffc(U;F) formado pelas aplica-
ções hipoholomorfas, isto é, as aplicações algebricamente holomor-

fas de U em F que são contínuas sobre as partes compactas de U.

Se HC :N, denotamos com P.("'E;F) o espaço vetorial
dos pollnõmios m-llomogêneos de E em F. indicamos a)m P.(mE;F)

o subespaço vetorial de P.(mE;F) formado pelos polinõmios que são
limitados sobre as partes compactas (ou equivalentemente, sobre as

partes ].imi.fadas) de E. Denotamos por Ph(mE;F) o subespaço ve'
toria[ de Pc('"E;F) formado pe]os po].inõmios hipo]io]omorfos, isto
é, os pollnÕmios m-homogéneos de E em F que são contínuos so-

bre as partes compcactas de E. Indicamos com P(inE;F) o espaço
vetorlal dos po].Inõnü.os m omogêneos contínuos de E em F

Se. mcJN, a notação Las(mE;F) indica o espaço veta
riam das ap].ilações.m-]ineares simétricas de E em F e denota-

mos com Ls(mE;F) o subespaço vetorial de l.as(iate;F) formado pe-
las aplicações m-li.neares simétricas contínuas de E em F

Se fe H(U;P), usamos as notações habituais para os

operadores diferenci.ais definidos a partir dos coefi.ci.entes da sé-
ri.e de Taylor de f num ponto de U:



d.''í(H{U:P(''E:F)) e d"'fcHtU:l. {':E;F'} {)lclN).

3

(l {U;P.('E;F)) e d"'fcf{(U;l..{':E;l'} (mcliy)

Quando fcH.(U;F}, usamos a notação 3mf (resp. a f) emvez de
ânf (resp. alar).

Dado wnespaço E de aplicações de tJ em F tina.tâ

das sobre as partes cona)actas (re3p. .con@actas de dlimnsão finita)

de UP [nd[camos com 7o (re3p. of) a topos.og]a sobre E da cog
vergência uniforme sobre as partes conçPactas (resp. compactas de i3&

menção fInIta) de U. se BeSC(E') e K é umcompacto (resp.

coilipacto de dlmenaão fInIta) de U, a seio.-norma %.-contínua

(resp. ofe"contilnua) sobre E definida por B e K é Indicada

poz' ll'llB.K'' Isto é, para todo fcE:

llfllB,K ; suP {BEf(x) ]lxcK}

Uma aplicação f:U -.-+ F êantplamente lied.fada se B'f

é localmente limitada para cada 8 c SC(F') . l)e modo geral, um con-

junto X de ap]]caçÕes de U em F é amp].ainente li.írd.fado se o
conjunto B .X é localmente lIRa.Lado para cada B(SC(P). Indlcg:

mos com AB(U;F) o conjunto de todas as partes anplaimnte llm.t
daa de Fu

â"í

a

Quando F=C, o excluJlraus da notação para espaços de

funções, assim por exemplos, escrevemos H(U) em vez de {f(U;C);

P (Db) em vez de P(lib;C) , etc.
A envoltorla absolutamente convexa fecham

conjunto .X de E é indicada pe].a notação EACF(X)

subdea



4

um espaço ].oralmente convexo E é dito holomorflca-

mente bornológlco se, para cada U e para cada F, tivermos

f{ (U;F) = ff (U;F) .

Um espaço localmente convexo E é dito holomorflca-
nnnte tonelado (resp. holomorflcamente Infra-tonelada) se , para cg:

da u e para cada F. toda parte Xcf{(u;F) ê amplamente lliü.tâ

da se (e sempre sÓ se) X é uma parte oÍ-limitada (resp. %8'li-
mitada) de l{(U;F').

Um espaço ]oca].mente convexo E é alto holoinorflca-
mente de blackey sel para cada U e para cada F, toda aplicação

f:U--+ F pertence a n(u;F) se (e sempre sÕ se) ql'fcH(U) pa-

ra cada + c F''

Usamos as seguintes abreviaturas para propriedades dos

espaços localmente convexos: B= Baile; s = salva; sm=semi-metal

zãve[; hba nhO]OHOlficâMentG tonel.ado; hbo = ho]omorf]camente boga

nológlco; hlb = holoinnrficamente Infra-tonelada ; hll= holomorflca-

mente de Mackey. Temos as seguintes Implicações entre estas pro-

priedades, que serão usadas sem advertência prévia (cfr. [Bl©q])

B

S

Sln

hba

hlb

hbo
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DEPINlêÃO 1.1. Uma aplicação fe +fc(U;F) é dita D-holoinorfa se
âmf(ç) ( P(ptE;F) para cada mclJ e para cada €1c U. Indicamos com

fln(U;F) o espaço vetorlal de todas as aplicações D-holoinorfas de
U em F. Díz-se que um espaço localmente convexo E possui a prg

pçjedqçlç ..CP} se para cada U e para cada Fr temos

H(U;F) : Hn(U;F).

D = propriedade (D)abreviaturaUsaremos a

DEFINIÇÃO 1.2. Dlz-se que um espaço localmente convexo

pohololRoçfg se para cada U e para cada Fr temos

t{ (U;F) : Hh (U;F) .

mialmente hlpoholomorfo se para cada HC l{D[z-se que E é oo].]nomi

e para cada F. tenns

P (t"E;F) = Ph (]l'E;F) .

: h = h]poho].omorfo; ph : pollnomlalmen-Usaremos as abrevia
A. n lq 4 n ! A l p\m \lpn F/\

PROPOSIÇÃO 1.3 Pal''a cada U e papa cada F
5
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ff(U}F) c f#o(U}F) G ffh(U;F) ' Hc(U;F)

Fm aonaaqii ada te los ae 8 gu nteg mpZ eagãlec eHt!'e ae pl'opl''iedg.

dea hba, h e D:
hbo -:-» h -::'$, D.

É suficiente verificar que tfD(U;F) c= }fheu;F) . Se:ja
fe+fr..(u;P)í K um compacto de uf eeK emostraremos que ílK é
contínua em e. SuponhalDos F separado. Fixado p>lP exi.ste

acSC(B) tanque V=Ba.l/p(e)cUí (l-À)(+Àxc u paracada
ÀeC tanque IXlsp epal'acuda x(V. $e BcSC(F)í pela
fórmula da ='esta de Taylor, para cada x( Vn K e para cada m(l{
terias

BEf(x) - f(e) ] 3jr(e) (x - e)1 + ----..B
P (p-l)

onde

suP{B(ft([-À)e+).x])lxcK e IXlup},

o que pz'ava o resu].Lado neste caso pois P > 1. suponham08 agora F
atbi.Erário, seja F o espaço deparado .a8aoclado a F e seja

q:F """+ F a aplicação quociente. Pelo caBO anterior temos

HDeu;P) c tfh(U}F). Dada feHD(U;F) arbttrárla é claro que
q efc ffO(UiF) e em con80qüêncla q .fcffh(u;F), o que acarreta
fcHt.(uFF). com efeltor fixados um compacto Kcuf ecK erma vl.

zlnhança fechada V de f(e) em F, V0:q(v) é uma vizinhança



rfo e portanto possui a propriedade (D) .

):yA@O. Todo k-espaço local-mente convexo complexo éh

(q'f)(w)çvOr donde f(W)cV:V. []

q(f(e)) eentãoexiste umavizinhança tt de € em K

7

de q(í(E)) eentãoexiste umavizi.nhança t'i de E em K tal

que (q'f)(W)çvOr donde f(W)cV:V. ]]

OBSE)tyA@O. Todo k-espaço localmente convexo complexo ê hlpoho-

loinorfo e portanto possui a propriedade (D) .

PROpoSIçÃO 1.4.. Se E á um espaço hipohoZomoz'.fo, então (H(U}F);&o)

á comPZleÍ;o, se F ; clomPZet;o.

Prova

Se F é completos o espaço (tfc(U;P);'q.) é completo

preto. Como E é hlpoholomorfo, H(U;F) : fÍh(U;F). []

DEFINIÇÃO 1.5. Um espaço localmente convexo E é dito oolino
mlalmente bornológlco se para cada mc:Q{ e para cada Fr temos

P (mE;F) - P. (laE;F)

obo = polinomialmente bornal.ogi.co .abz'evlaturaUsaremos a

PROPOSIÇÃO 1.6. Paz'a um espaço Z.ocaZmente conoeao E sao eqaíoa

lentes ae as8ez'does aegzzintea:
(1) E á /zoZomop.f'ieame7zte boz'noZÓg'ido.

(11) E á /z'iPo;zoZom02'/'o e poZenoméaZment;e bol'noZÓgeao.

(111) E poaazi'i a p2''opl''eedade (D) e á poZ nom aumente boz'noZágtco

Prova
Todo espaço holomorflcamente bornológlco ê pollno
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rld.a].mente borno].og]co e então, pe].a PROP. 1.3., resulta que

(1) :+ (11) :+ (111). Vamos mostrar que (lil) :+ (í). Sejam da-

dos U, Fseparado e feH.(U;F). Se K é um compactode Ef

ecus e mcl{, existe p>Q tanque €1+)Lxeu paracada ÀeC
tal .que IÀI sp e para cada xcK. Em conseqüêncla. pela fórmula

integral de Cauchy,

$mf(E)(K) c BSEA.CFtf(e+).xjlxcK e iXl=p}.

Como E é pollnomlalmente bornológlco, a relação acima prova que

â"f(e) € P (niE;F)

para cada mclU{ e para cada EcU. donde resulta que feH((J;F)

pois E possui a propriedade (D). O caso F arbitrário se reduz

Imediatamente ao caso F separado como na PROF. 1.3. Ü

P

PROPOSIÇÃO 1.7. Pa!'a um espaço ZooaZment;e aonueao E aa aaael''

goês segtiEní;es são eqait;aZent;eo
(i) E á h'ipo;zoZom02''fo.

(ii). E poaszi'i a pl''opl''iedade (D) e á poZinom aZment;e /zipohoZomorJ''o.

Prova

A implicação (1) -1' (11) segue da PROP. 1.3. Mos-

tremos que (11) :+' (1). Dados Ur F separado, fcHh(u;F)r se

eeU, mcl; e K é um compacto de E, existe p>0 calque
e+ÀxcU paracada ÀeC, IXlsp eparacada xcK. Emconse-

qüêncla. pela fórmula integral de Cauchy, se Be SC(F) e ne Kí pg
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ra cada x( K, temos

BEânf(e)(x) - amf(e)(Q)] 5 !gi suP{BEf(e+Xx) - f(e+ xn)]jlxl -P}

como o conjunto

L = {E+Àxlxc K e IÀI = p}

é uma parte coiltpacta de Ur resulta que íll ê unlforinemente coE.

tÍnua, portanto dado c>0 existe acSC(E) tal que

y,zcl e a(y s] :-+' BEf(y)-f(z)] slii5-

Em conseqüênci.a, para cada xc Ba l/p(n) n K temos

BEâmf(e) (x) - 3mf(E) (ri) ] g E

o que provam levando em consideração o fato de E ser po]]nom]a].-

mente hi.poholomorfo, que amf(E) € p(inE;F) para cada medi e para

cada ec U. Como E possui. a propriedade (D) resulta então que

fcH((J;F). O caso F arbitrário se reduz imediatamente ao caso

F separado. []

DEFIN[ÇAO 1.8. Um espaço ]oca].mente convexo E é di:to Eg!=&noinlal-

inente IBEra lado se para cada m(IQI ê para cada Ff todo coE.

junto - Xcp(aiE;F) que é lliütado sobre os compactos de E é am-

plamente limitado (ou equlvalentemente , eqülcontínuo)
Usaremos a abreviatura: . plb = pollnomialmente infra-tonelado.

LEMA 1.9. Sei/a E um Baraço poZ nom aumente {nf'ra-tabelado e ae

Ja XcH(U;F) zlm oonluní;o Zemitacío eobpe oe compaetoa de U. En
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t;ão, para cada €1(u e paz'a dada mcIN, o conjzíní;o

X. . = {âmf(E) lí € X} c p(inE;F)m,E

á ambZamePtte Z m fado

Prova

É guflclente verá.ficar que X. r ã lliü.Lado sobre os

compactos de E. Seja K um compacto de E. então, existe p>0

ta].que E+ÀxcU paracada ÀeC ta].que IXlsp e para cada

x c K er em conseqüênc]a, pe].a fórmula Integral de Cauchy, para cg

da f c X, temos

)

â"r(e) (K) c TÊ' BfP

onde

Bf EACPlí(E + Xx) l IÀI = p e x € Klr

donde

f.X (E) (© c ?ii .UX Bf
e

Como X é limitado sobre o compacto

{E +Xxl IÀI =p e xc KJp

o conjunto

EACFlf(e+ Xx) l IÀI =p, xc K e

é uma parte Limitada de F e. então, a re].açao

U., Bf c X
fcX '
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acarreta

U âmf(e)(K) = {dmf(e)'xlxcK e fÉX}
f(x

Ü

PROPOSIÇÃO 1.10. Papa um aBRaça ZocaZmenüe aonoeuo E aao equilia-

Zentée aa aoserpõeõ .aegu'ífltes =

(i) E á hoZomo?f eament;e {n.fpa-tonelada.

(11) E á poZ pzomiatment;e {nfl'a-toneZadoe p080ui a pl''oprÍedade (D)

(1) :+' (11). É suficiente verificar que E possui a

propriedade (D). Dados tJ, F seFnarado, f(}fD(u:P) e Ee U vamos
innstrar que existe uma vizinhança V de Ç em u ta]. que ílV écog.

tínua. Fixado p>lf existe acSC(E} tanque V=Ba l/p(e)'U.
(].-À)e+ÀxcU paracada XeC ta].que IXlsp eparacada x(V e

f(*) - T :à âjt(o (x-e)
j«0 'J' '"' . * , .. "F\j:t*' .*

para todo x(v e todo mcJN. Resulta. então, que o conjwtto

X = {fmjmc:D!}, onde para cada mcDV pomos

f.:x.v l...-+ } :f\. ãlf(E)(x-e) eF
" j:o ];

r

é uma parte limitada de (n(V;P);Z.). Como E é holomoxflcamente
[nfra-tone]ado, resu].ta que X e eqi]i.contínuo. De outro ].ado, co-

mo llm f.(x)=f(x) para cada xcv, oconjunto X(X) :Ífm(x)jm(m}
M'+'m
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-e re lativamente c ompa c to em F p a ra cada XE V , donde, pe lo teo-

rema de Ascoli , segue que X é uma part e re la t i vamente compacta 

de (C (V ; F) ;G). Em conseqüência, a i magem do filtro de Fr é che t p~ 
o 

la aplicação ~ f - um filtro s obre X q ue possui 
m e um pon-

m 

to aderente g ,E e cv; F ) 
" 

o que implic a que 

B[ f (x ) - g (x) J = O p ara todo XE V e para t oda 8 E se (F). 

Como F é separado , r e sulta f jV=g, donde f E H(U ;F ) . O caso F 

arbitr5rio s e gue do c aso F separado como n a PROP. 1 .6. 

(ii) ~ {i) : Dada uma p a r te l imitada X de {H (U) ;?; ) , 
o 

mos tremos que X é local men te l imitada. Consideremos a aplicação 

assoc iada a X, 

-e conhecido q ue 

Como E é polinom.ialmente infra-tone lada , o LEMA 1.9. a carr eta 

que âmfx{') é l o calment e limitado e , por tanto , contínuo p a ra ca­

da ., E u e p a r a c ada m E JN, o que prova q u 

e, em cons eqüênci a , 

00 

f x tc: H ( U; i ( X)) , 

pois E po ssui a proprieda de {D). Res u l t a q ue -e localmente 
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limitada. Isto é, X é localmente llini.fada Ü

COROLÁRIO 1.11. Pal'a um abraço poZinomeaZmente bornal;Fico

eond ?8es aeguintea são equeoaZent;ea:

(i) E á hoZomor/'eclamente bol''noZÓgÍco.

(llj E á /zoZomoz'.ricamente {n.fl''a-tona fado.

(i.ll) E :á ;z'ipo/zoZomoz'/'o.

(iv) E pooeu a pz'op2''Íedade (O).

E a8

prova

A.s equivalências (1) '+:+' (111) '#::+ (lv) resultam da

PROP. ]..6., a Implicação (11) ::+' (lv) segue da PROP. 1.10. e
ê conhecido que (1) :+' (11) . []

DEFINIÇÃO 1.12. Um espaço localmente convexo E é dito nollno
mialmente de Mackey se, para cada mclDÍ e para cada F/ as leia

çÕes .Popa(aiE;F) e @'PcP(nIE) epara cada WcP', implicam.
P c P (inE;F) .

Usaremos a abreviatura: PM = pollnomialmente de Mackey.

DEFINIÇÃO 1.13. :Um espaço localmente convexo E possui a nro-

pr4çqggg (eD) (resp. é ) se para cada

U, tentos

H(u) : HO((J) (resp. f{(U) : Hh(U)).

PROPOSIÇÃO 1.14. (19) Pa2'a um abraço localmente eonueao E ao oo2
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d'içãeo eegu'inte8 aão eqzzZuaZenteo

(1) E á /zoZomopfÍcament;e de MackeZ/ e pooawi a pz'oprdedade (eD)

(11) E á poZ'irem aZment;e de Maekey e poeatt a pz'opz'eedade (D).

(29) Paz'a um abraço localmente conueao E aa eoZ

d'igõea Baga'int;às aão equiuaZení;ea:

(1) E é /zoZomoz'ficament;e de MackeZ/ e escaZapment;e /aipo/zoZomoz'fo

(11) E á poZ'ínomeaZmente de Mackey e h'ipohoZomor.fo.

(3Q) Pa!'a um abraço ZoaaZmení;e corztpeao E ae ao3

d çaea aegzzintes eãa eqzi'iuaZent;eai

(1) E á hoZomor/'Ecament;e {n.fpa-tabelado e e8caZapmente h po/zoZo-

morfo.

(11) E á poZ nomeaZmente nora-tonelada e /z pohoZomoP/'o.

Prova

(19) (1) ::+' (11): Dados U, F e fcHD(U;F), é clâ

ro que W .fctfc(U) para cada QcF' e,como para cada e(Ur mclU{

e W € F', temos

â"(+ . í) (ç) = w . a":e(e)

resultaque $oeclf-D(IJ) para cada @cF'. Como E possui aprg
priedade (eD), segueque PofcH(U) para cada V ( F'r donde
f c H(U;F) .

(11) :+(1): Dados u e Fcc>nç)teta, seja

f:U --> F uma ap].]cação ta]. que V .f € H(U) para cada @cF'. ED.



IS

tão, é claro que feH.(U;F). De outro lado, se K é uma parte
compacta de U, f(K) é uma parte fracamente llnJ.toda ep portantos

limitada de F. o que mostra que fcHc(U;F). Como E é polino-
m[a[Hente de Mackey, as re].açoes

â"(w . í) (e) = @ ' $"r(ei)

para cada mclR{, € € U e W €

âmf(e) ( P (DtE;F) ,

F' Impli.cam que

para cada mcJN e Ec U.

f € f{(U;F) pois E possui. a proSegue que f c HD(l
prledade (D)

(29) (1) :-$' (ij.)

é escalarmente hipoholomorfo,

donde f € f{(U;F)

Dados Uf F e f c tfn (U;F) f COlnD E

temos P . f( H(U) para cada W c F',

(il) :+' (1) Segue de (19) e da PROP. 1.3.

Segue de (2Q) e da implicação( 39) (i) :+ (li)
hlb -» hM

(11) -e' (i) resulta das proposições ]..3. e ]..lO. Q

PROPOSIÇÃO 1.15. : Para um espaço ZocaZment;e condeno E aa condi-

plea oegziintes oão equ'iuaZentea:
(1) E á /zoZomol''fecament;e de Maakey

(11) Paz'a cada abe2't;o não vazio U de E e papa cada abraço gemi

?tornado F, as cona çÕea

(a) feH.(U;F);(b) X=lW.fl+cF' e 11011=1} cH(U)
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mpZ cam que X á eqi2{cont;t'nao

Prova
} (1) :+ (il). Seja U um aberto não vazio de E. F um

espaço seininormado e suponhamos que f:U --+ F satisfaz as condi-
ções (a) e (b) de (11). A condição (b) llnpllcaque V.fcff([J)

para cada +eF' êr então, por (í) resulta íeH(U;F). donde f

é localmente llmi.tapa. Dado E c U arbitrário, existe, então, uma

vizinhança V de € em U tal que

M = sup { tlf(x)ll l xcV} < n

e. em conseqilênciar

suPll<f(x), >1 1 11+11=1 e x(V} g M

o que prova que X é localmente ].imitado. Resulta, então, (cfr.

[B], Prop. 3.4.) que X é eqüicontínuo.

(il) :a' (1). Seja U um aberto não vazio de E/ F um

um espaço ].oralmente convexo e f:U --+ F uma apli.cação tal que
Q . f: c }f(U) para cada W(P'. Resulta. então, que fera(u;F) :lfa(U;P)nF';

a].ém. disso, se K é um compacto de Ur é claro que f(K) é fra-

camente llilü.fado er portanto, llini.todo, donde f cnc(u;F) - SÓ reg.

ta, então, verificar que- f é amplamente limitada. Seja BeSC(F) f

então, como f c nc(uiFB) e

x= {».íl+c(PB)' e IWlIB:l} ' f{(U).

lta aue X é eatíicontÍnuo. Dado um compacto KcU(11) resupor
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arbitrário,

sup {Btf(x) ] ix c K} < "

o qub acarreta

suP {j'çf(x), >tl ((rB)', ll+llB=1 e xcKl:M <

o que mostra que X é uma parte %o-limitada de H(U).

to X sendo eqülcontÍnuo e 'tSo'llitijtãdo é localmente
(cfr. [B], Prop. 3.4.). Dado eeU arbitrário, existe

ma.vizinhança V de E em U tal que

suP {l<f(x),g>ll@c (pB)', ll+llB:i e xcV} <

donde. pelo teorema de Hahn-Banach, resul-ta

sup {Btf(x) ] lx c V}

e. portanto, f € n(u;F). n

r

N

o conjun-
lliiü.Lado

então, u-

N < o'

coral-ÁRIA 1.16. Se.Ía E um e8pago hoZomoz'/'Íaament;e de Mackey. E2.

tão» paz'a cada abez'to não u«z o U de E e paz'a cada aBRaço aemt

noz.nado F, ao ao?zd ç ea:

(a) fcn.(tl;F); (b) x-tqi'fl+cF- e ll+ll:llcrf(IJ)

{mpZ'ieam que X á o-2''eZateoament;e compacto em H(U)

Prova
Como E e holomorflcamente de Mackey/ pela PRQ'.1.15.,

as condições (a) e (b) implicam que X é eqÍilcontínuo e da mes-
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ma formaque na PROP. 1.]-5. se provoque X e o-limitado em
fí(U). Em conseqiiêncla, o conjunto X(x) : {f(x) jfcX} é uma par'

te relativamente compacta em C para todo xc Uf donde, pelo teg

rema de Ascoll, resulta que X é o-relativamente compacto. []

A seguir vamos demonstrar um resultado análogo à

PROP. 1.10. para espaços ho].omorflcamente tonelados. Para tanto,

precisamos das duas definições segui.ntes.

DEFINIÇÃO ]..17. Um espaço localmente convexo E é dito oolino-
mi.aumente tonelado se para cada mcl{ er para cada Fr todo coB.

junto X c P(mE;F) que é limitado sobre os compactos de dimensãof&.

ni.ta de E é amplamente limitado (ou equlvalentemente, eqüicontí-

nuo).
ÍTqarpmns a abreviatura: pba = po].i.nomialmente tonelado.

DEFINIÇÃO 1.18. Un\a aplicação fe Ha(U;F) é dita 2::bgJ-omoría
se 8mf(E) € P(mE;F) para cada mcB{ e para cada eeU. Indica

mos com Hn+(U;F) o espaço vetorial de todas as aplicações D+'h9
lomorfas de U em F. Dlz-se que um espaço localmente convexo E

possui-a Elglp11&gggde D+) ser para cada U e para cada Ff ternas

f{ (U;F) : Hn+ (U;F)

Usaremos a abreviatura: D+ = propriedade (D+) .

É c].aro que vale a impli.cação D+ ::+' D
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LEMA 1.19. $e.Ía E um espaço poZinom aumente tabelado, U um a-

be?t;o não vazio de E, F um espaç?o ZocaZment;e eonDeBO e XcH(U;F)

um CPn.junto Z m fado soez'e os compact;oa de d mansão /'imita de U.

Então, para cada E(U e pa2'a cada mcl{, o con.Ízlní;o

X.'. =tâmf(e)jfcX} c P(tnE;F),

á ampZaménte limitado.

l

Prova

O argumento é anal.ogo ao usado na prova do LEMA

1.9. B

PROPOSIÇÃO 1.20. Paz'a um abraço ZocaZment;e aonueao E, as cona

?âes oeguint;es são ec?z.lÍuaZent;es:

(1) E á hoZomoz'/'ecament;e t;anelada.

(11) E á poZ'inomeaZmente í;anotado e poaeai a pz'opr'iodada (D')

Prova

Resulta de pequenas modificações na prova da PI«)P. l.lO. Q

A seguir introduzimos uma noção mais forte que a de

"pollnomialmente tonelado" f a saber a de "fortemente polinomialmeB
te tonelada". O interesse desta nova noção ê que, como veremos no

$4. uma extensa classe de espaços de germes possui esta proprieda-
de.

DEFINIÇÃO 1.21 Um espaço localmente convexo E ê dito fortemen
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te polinolttia].pçpte tgpelg:qg se para cada mcD; e para cada F. tg

do conjunto Xc p(mE;F) que é limo-Lado sobre os conjuntos fInItos
de ,E é amplamente li.irü.Lado (ou equlvalentemente. eqiilcontínuo) .

Usaremos a abrevi.atura : spba = fortemente polinomialmente tonelada.

É claro que vale a Implicação: spba :+' pba.

O resultado seguinte fornece uma classe de exemplos de

espaços polinomlalmente bornológlcos e uma classe de exemplos de es

paços fortemente polinomi.almente toneladas .

PROPOSIÇÃO 1.22. (19) Se E á um eapago (DF), tabelado e boz'ng

Zogiao, então» E e poZ{PzomeaZmente bol'noZágico.
(29) Se E á um espaço (DF) e tabelado, ent;ãq.

E á .foz'tement;e poZ nom aZment;e t;anelada.

Prova

(19) Seja F um espaço localmente convexo. mcIN e

PcPC(mE;F)r então, existe À( l.as(mE;F) tal que Â=P. Vamos
provar que A é contínua. Como E é (DF) e tonelador basta ve-

rificar (cfr. [G.], Ch ]V, $3, n9 2, Coral. l du Th. 2) que A é

separadamente contínua e, como A é slii\étrlca. é stlflclente verlfl

car que A é contínua na primeira variável, isto e, fixados a21.''r
em E, a aplicação linear

u:xc E }''-'-> A(xr a2/.''r am) ( F

é bornolÓaico. basta provar que u e lImItacontínua Como E og Pe
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da, o que resulta da fÕrmu].a de polarização e por ser P lliü.Lado
sobre os ].situ.todos.

(29) Dados um espaço localmente convexo Fr mcl{ e

Xc p (inE;F) ta]. que X é limitado sobre os conjuntos fInItos de E,

mostremos que X é eqiiicontínuo. Consideremos o conjunto

X = {A.e 1..(lnE;F) IA=P}.

então, pela fórmula de polarização e por ser X limitado sobre os
conjuntos fInItos de E. resulta que X é uma parte lIRa.fada de

L.(mE;F) para a tipologia da convergência simples. Resulta, en-
tão, (cfr. loc. cit.) que X é uma parte eqülcontínua. donde sg.

gue que X é uma parte eqii]contínua. []

.f\

DEFINIÇÃO 1.23. Um espaço local-mente convexo E e dito a'poli.-
nome.aumente iBEra-tonelado se para cada espaço localmente convexo

Fr para cada conjunto enumerãvel de pollnÕirü.os contínuos de E em
F

r : {P. jmc 11} c P(E;F)

e pax'a cada aberto absoJ-utamente convexo não vazio W de E, se

rlW = {Pmlwjmcl!}

é uma parte llmi.tapa de (}f(W;F) ;To)i então VIW é eqülcontínua.

abreviatura: aplb = a-pollnomialmente infra-tonelada.Usaremos a

PROPOSIÇÃO 1.24 (19) Se E e um abraço a-poZinom aZment;e infrg
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t;anotado, ent;ão E possui a px'opriedade {D)
(2Q) Pa2''a um Baraço ZocaZme?zte conoeico E, as as-

oepf6eo oeguint;eo são equioaZent;ea

(.1):E á hoZomol'/''icament;e nora-tonelada.

(li) E á poZinomZaZmelzte in.fz'a-tonelada e a-poZinomiaZ,mente {n-

fz.azt;olzeZada

(39) Paz'a 24m espaço poZinomiaZment;e bo?noZ;bico

E, as aoaeppães segui'intea são eqzíioaZentea:
(1) E á ;zoZom02''r'icamente boz'noZág'Íao.

(li) E á a-poZÍzzom.iaZment;e inf?a-tabelado

(111) E poa8u a pz'opz'iodada (D)

Prova

(19) Retomamos a prova e as notações da

(i) -$' (11) , até o ponto em que se demonstra que X

uma parte lliütada de (ff(V;F) ;to) . Seja agora

pm : :ll. .+: ají(E), para cada iReI;

y: :.{Pmjmcll} e W = Ba,l/p(0) '

PROP. ].].O.,

{f.jmcw} é

É Imediato verificar que o fato de X ser uma parte

(H(V;F) ;tn) acarreta que

y IW : {PmlW'mc lq}

é uma parte llnütada de (H(W;F);to). Como E é a-

].imitada de

pollnomlalmeB
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te Infra-tonelada, resulta que VIW é uma parte eqÍilcontínua de

H(w;.F), donde segue que X é uma parte eqiilcontínua de H(V;F)

A pàrtlr deste pintor a prova prossegue sem alterações como na
PROP. l.IO. , (i) :+ (ii)

(29) (1) -> (ií): Claro; (il) -> (i): Resultade (IQ)

e da PROP. l.lO., (il) :+ (1)

(39) Como E é pollnomialmente bornológlco, pelo

COROA. ]..ll., tersos (1) ê= (liÍ), logo é suficiente verificar que

(1) :+ (il) :+' (111). A primeira destas implicações é clara pois

hbo -> hlb ::+ aplb. A segunda Implicação é a primeira asserção da

proposição. []

DEFINIÇÃO 1.25. Um espaço localmente convexo E e dito locâlmen
te holomorflcamente Infra Çgnelado se para cada U, para cada F

e para toda parte Xc f{(U;F) que é limitada sobre os compactos de

u, o conjunto
XIK = {glKlg € x}

é uma parte eqiílçontÍnua de C(K;F) para todo compacto K de U.

eixos a abreviatura: Ihlb = localmente holoinorficamente Infra-
tonelado

Usa

PROPOSIÇÃO 1.26. Paz'a um eapago localmente oonoeao E a8 Cona

gõea aeguintea eão eqzí{ aZent;ea;
(1) E á ZoeaZmení;e /zoZomol''.ricamente {nfz'a-tonelada.
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(i.i) E sat; afaz à DEF. 1.25. no caso ]3'=C

(111) Papa cada IJ, uma pari;e Xcf{(U) á 'Bo-Z{ ada se e aó ee

á 'B.-p2'ecompacta.

Prova

É claro que (1) :+ (1i). }lostremos que (íi) :+' (1).

Dados U e F, seja X uma parte llnütada de (K(u;P);ãl)). Fi-

xados um compacto Kcu e BcSC(F), seja

Y = {+ c (FB) 'l ll»llB:i}.

então, é claro que

x(v) = {» ' ílr E X e @ € 'P}

é uma parte llinltada de (H(U);'q,). Por (li) resulta que

X(V) IK = {hlKlh € X('r) }

ê uma parte eqülcontínua de C(K). Segue que, fixado EcK arbi-
trário, existe uma vizinhança V de € em K tal que

lh(x)-h(E)l g Ir paracada x(v epara cada hcX(Y)IK.

Como pelo teorema de Hahn-Banach temos

sup[Btf(x)-f(e)]1fcX e xcV} = suptl<f(x)-f(E) , +>llfcX, xcV e +eV},

resulta

BEf(x)-f(e)]sl, para cada xcV eparacada f(X.

(1) -+ (iil): Seja X uma parte limitada de (H(u);Bo>.
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Por (i), para cada compacto KcU/ o CO

XIK = {ÇIK l gcX}

ê uMà parte eqülcontÍnua de C(K) er como o conjunto

X IK(X) = {g(x) IgcX}

é limitado para cada xcK, pelo teorema de Ascollf XIK é uma

parte relativamente compacta de (l(K) para cada compacto Kc U.

De outro lado, é claro que 7. coi.Raide com a topologla limite prg
jetivo sobre f{(U) para a fainÍlla de aplicações

PK:Í c H(U) b"-'-> ÍIK c C(K)

quando K percorre o conjunto das partes compactas de U. Orar

como pK(X) :XIK é precompacto em C(K) para cada compacto. KcUr
segue que X é uma parte ?.-precompacta de f-f(U)

(iu) ::+'(i): Selva x uma parte llinltada de (H(u) ;'q.) .
então, por (lli), X é uma parte precompacta de (K(u);'ql.) don-

de XIK = pK(X) é uma parte relativamente compacta de C(K) para
cada compacto K cu. Pelo teorema de Ascoll, XIK e eqíiicontÍnuo

para cada compacto . K c U. []

njunto

}

PROPOSIÇÃO 1.27. Se E á /z'ipo/zoZomoz'/'o e localmente hoZomoz'.fica

mente napa-t;oneZadoJ então E e ho21omopfecament;e n/'Pa-tonelada

Prova

Dados U e uma parte lliü.fada X de (}f(U);'q,)r con
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sideremos a aplicação algebrlcamente holomorfa associada a X,

fX:xc U t"---> (g(x))g.x ( Z"(X)

Como E é ].ocalmente holomorficamente infra-tonelado, resulta

f. € t{. (u; z"(x) )
/\ IX

e. então; como E é hipoholomorfof segue que fXcH(U; Z'(X)), ig.

to é, X é localmente ]]initado. []

Dados dois espaços localmente convexos E e Fr In-

dicamos com L..(E;F) o espaço vetorial de todas as aplicações ll.
neares de E em F que são seqüencialmente contírluas. É claro que

L(E;F) c L..(E;F). Um espaço localmente convexo E é dito Bebi.-

bornQlêgj:çg (cfr. [P]) se L(E;F) ; l.8c(E;F) para cada espaço
localmente convexo F. Vamos usar esta noção como motivação para

a proxima definição. Seja U um aberto não vazio de um espaço lo-
cal.mente convexo E e seja F wn espaço localmente convexos inda.

daremos com a notação

H .(U;F)
$ c '

o espaço vetorial complexo de todas as aplicações algebricamente

holomorfas de u em F que são seqüencialmente contínuas. com eg.

tas notaçoes pomos:

DEFINIÇÃO 1.28. Um espaço localmente convexo E é dito holomor'

fi.cadente gçB+:.bgEp9J=é9].co se para cada (J e para cada Fr temos
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H (U;F) = t{ (U;F)sc

Usaremos a abreviatura: hsb = holomorflcam

PROPOSIÇÃO 1.29. Se.Íam Er F do'is eS

U am aberto nao uazeo de E, ent;ao

(19) Hh(U;P) c }f.c(U;F) .

(29) Se todo campact;o de E á aeqiienc aumente

t{.. (U;F) c H. (U;F)

coagente seio. -bornoiogz

08 localmente eonuea08 e

(19) Seja fcHh(U;F). Dada uma sequência (Xm)la.W

convergente em U, se x=llm xm' o conjunto K = {xmjmclll} utx}
UI'"»oo'

é compacto em u e, portanto, ílKc C(K;F). donde limo(xla.);f(H.

(29) Seja fc Hsc(U;F) . Suponhamos. por âbsurdor que

Então, existe um compacto KcU e $(SC(F) tais que

sup {BEf(x) ] lx € K} : "

la. existe uma sequência (Xm)m.W em K tal que

BEf(xn) ] 2 m. para cada mclN.

Por hlpóteser (Xm)m(]N .possui uma subseqüêncla convergente

(xmV)V.W ' seja x = 1:m XmV € K, coiro f é seqüencialmente cog.

[[m B[ (x...) ] = BEf(x) ]
tD..»00 v
=. r= .. J .:=. n nAn:: Inn4 n

f # H (U;F)C

consequencein

9

tÍnua temosl l

n)(xé pelaabsurdoque0
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COROLÁRIO 1.30. Se.ja E um aBRaço ZacaZme?zí;e eonDeaço ?!o qual to'-
n::...,f.7:,..,n+a /'nítTnnnto. E'ntac). Paz'a cada U e Pado compact;o e pequena

z.a cada F, tempo

H(U;F} c Hn(UiP) c Hh(U;F) ' Hsc(U;F) ' Hc(U;F)

Fm Co?zseqzzenatai em EJ t)atem a8 aegu'brio;es 'LmpZI,oaç?oea

hsb :::a h -::+ D.hbo

prova
Resulta In\edlatamente da PROF. 1.28. e da PROF.1.3 n

PROPOSIÇÃO 1.31. Se.Íam E» F dois eepaç?oo ZoaaZment;e conoenoe e

U u/n anel't;o nao uaz o de E) ent;ao oaZeln ao a ez'çoea seguintes:

(19) $e f ( H.(U;F) , enl;ão,
Smf(e) ( ?. (1nE;F)

paz'a cada € c U e papa cada mclB{

(2e) $e E á poZdnomiaZmente bor'naZogÍco, então

ffD([J;F) = Hh(U;F) ' Hc(U;F) '

(3?)..Se E e poZ,{nomiaZlment;e baz'ltoZlogico e í;odo compacto de E á

seqüena aumente comPact;o, ent;ao

HD(U;F) : Hh(U;F) : Hsc(U;F) : Hc(tJ;F)

Prova

A asserção (la) esta contida na prova da PROF. 1.6. e

(2ê) decorre da (lê) e da PROP.1.3. A casserção (3$) resulta
da (2?) e do CORAL.1.30, []
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Enterramos este $ con\ uma breve referência a alguns

casos particulares. Começamos com wlt exemplo considerado em [BMil]

mostra a illdependêncla de algumas das noções definidas. Se X

é um espaço de:Banach de dimensão Infinita e Y:C(N) esta munido

da sua estrutura habitual de espaço de Silvo, selva E:X XY o es-

paço localmente convexo produto de X. por Y. Como E e um espg

ço tone].ado, bornológico e (DF), pela PROP. 1.22., resulta que
E é poltrona.aumente bonlológlco e fortemente pollnomialmente tona.
lado (e. portanto, pollnom]a]merite tonel.ado) . De outro lado, (cfr

[BMN], Ex. ].8) E não é holomorf]cauente borno].Õgicor em conse-

quência, resultam as seguintes observações:

(19) E é um espaço pollnomia]n\ente borno].Ógico que não é holomor
ricamente bornolõgico; pe]a PROP. ]-.6. , resulta que E nao

possui a propriedade (D).

(29) E não possui a pi'oprledade (D+) pois/ por (IQ)

sul a propriedade (D) e é c].aro que D# :-#'D.

(39) E não é holomorflcamente Infra-tonelada, pois, por (19) f E

nao possui a t)rol)rledade {D) e hlb ::+' Dr peia PROF. 1.]-0.

(49) E é um espaço fortemente pollnoltlialmente tonelada que =ao e
ho[omorflcamlte tonel.ado, poisa por (39) , E não é ho].omor-

ficamente infra-tonelada e hba -:' hib.

(59) E é um espaço pollnomialmente iHfFâ-tOri9lado (pois pbo+'pib)
aue 1lão é hololnorfican\ente infra-tclne].ado .

E naof
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(69) E não é a-pollnomialmente infra-tonelada, pois. por (19) E

não possui a propriedade (D) e apib :-l' D, pela PROP.1.24.,
(19)

Na rea]]dade, pode-se pi'oval (cfr. [BMN], Ex.22) que

este espaço E tem a seguinte E)roprledade: se F é um espaço lo-

cal.mente convexo, P:E --"+ F é um polínÕmi.o de E em F (Isto ér

uma soma finita de polinâínlos homogéneos) e U é um aberto não va

zio de E. para que P seja contínuoi3 suflcl.ente que P seja
llnd.Lado sobre cada compacto de U.

Um espaço holomorficamellte infra-tabelado que não é

holomorflcamente bornolõgico é um exemplo de um espaço que possui.

a propriedade (D) (pela PROP. 1.10.) que não é poltrona.atraente

bonto].Óglco (pela PROP. 1.6.) . Un\ exemt)lo de um tal espaço e um

espaço localmente convexo nao bornológlco que e um espaço de Balde.



§2 - CLASSIFICAÇÃO HOLOMORPA E PROPRIEDADES DE APROXI MAÇÃO 

Nó que s e segue, i ndicamos com a notação 

"' 
(H(U;F) ; ?;, ) 

o 

0 completamento do espaço localmente convexo ( H (U; F) ;ê;). 
o 

LEMA 2.1. Seja U um aberto ç- equi li brado de um espaço l ocalmen­

te convexo E, seja F um espaço l ocalme nt e convexo s e parado e s u 

ponhamos verifi cada a condição seguin t e : 

( *) 

Então, 

Para aada IDE lN, aada P E Ph (mE; F) , ca da a E SC(F), aada 

aompacto KcE e cada E >O, existe fE H(E ; F ) tal . que 

H(E;F) e H (U; F ) s ão denso s e m ( (H
1 

(U; F ); 'c;) 
l O 

e, em con-

seqüência, se F é aomple to, t emo s : 

~rova 

seja g E Hh (U;F), K um compacto de u, e E SC(F) e 

E > 0. Como u 
... 
e (-equtlibrado, para cada X EU temos 

00 

g(x) = I ;! âmg(~) (x -( ) , un ifor.nemente em K 

m•O 
3 
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e, portanto, existe vclN tal que

Blg(x) - } ii?!n ang(e)(x-e)} s c/2. para todo xcK.

Seja 6 umnÜRero real tal que 0<6(1-6)'i < nü.n (l. c/2). Co-

mo K-e = {x-Elx eK} é um compacto de E e, pela fórmula i.nte-

gral de Cauchy, temos:

amg(E) c Ph(uIE;F), para todo Incas,

a hipótese (+) acarreta que existe uma seqüêncla fi.nata (fn)OSmsv
em f{(E;F) de modo que

Í ll - l alas(E)llB,K-e 5 Óm. para todo

l fo:xc E b'--> g(Ç) € F

1, 2 .

Seja
V

x € E b---+ }l f.(x - e) ( F.
m=0

É claro que f( f{(E;F) e é fácil verificar que

11 g - fllB,K 5 ''
o que prova que H(E;F) é denso em (Kh(u;P);'êl)) er em conse-
qiiência. H(U;F) também o é. A prova da PROP. 1.4. mostra que

(+fh(U}F);?o) é separado e completo se F é completar logo como

(l{(U;F);Zo) é um subespaço uniforme de (}fh(U;F);to), resulta a
asserção re]at]va ao comp]etamento. []

f
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COROLÁRIO 2.2. Se.ja U um abez'to e-equiZÍb2'ado de am espaç:o lo-

calmente conueaco E, se.Ía F um espaço localmente conoeoco sopa!'g.

do e=aziponhamoa uez'eficada a cona ção aeguint;e;

(+) : l P(nE;F) ' á denso em (Ph(uiE;F); o) paz''a cada mcD{.

Então, ff(E;P) e l{(u;P) aão densos em (}fh(U;F);'(,) e, em con-

seqzienc a» se F e completo

(f{(u;p);'t'.)" -(Hh(U;F);Z.).

}

Prova

Basta tomar, na prova do IEltíA 2.1., a seqiiêncla

(fm)OgmgV de modo que fmc P(atE;F) para cada m=0lJ-,...,v. []

CORal-ÁRIA 2.3. Sela U um abez'to E-eqzieZeb!'ado de zlm eopago po-

&inomiaZmente ;z'Epo;zoZomoz,/'o E (cfr. DEF. 1.2.) e sela F zlm

abraço localmente oonueao aepaz'ado. Ent;ão, l{(E;F) e H(U;F) aão

demãos em (Hh(U;F); o) e9 em aon8eqi2ene'iaa se F ê completo» te

CH(u;p);a.)' :(tfh(u;p);'q,)

Prova

A hipótese (+) do COROL. 2.2. está trivlalmente
verificada neste caso. []

As relações de i.nc].usão

P(mE;F) c P}.(tnE;F) c P.(atE;F)
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para todo E. F e mclÍf mostrar\ que todo espaço polinonü.aumente

bornolõgico é pollnoiü.a]mente hi.poho]omorfo, ]-ogo como caso parti-
cular do COROL. 2.3. temos o resultado seguinte:

PROPOSIÇÃO 2.4. Se.Ía U um abe2''to El-eqzz Z br'ado de zzm abraço pg

ZÍ?zomÍaZment;e b02'noZãgico E e sela F um abraço ZoaaZmení;e con-

de o oepapado. Então, H(E;F) e f{(U;F) aão den80s em (tfh(U;F); o)
» em clo?zseqzienc aa 8e F ê comPZetoJ temOS

(H(U;F) ;to)" : (Hh(U;P) ;'q) .
No resultado seguinte a expressão

"U é equilibrado''

significa que existe ecU tal que U é e-equilibrado

PROPOSIÇÃO 2.5. Pal'a zzm espaço poZenomiaZme?zte bol'"noZágíoo E, as

aaoez.ç ea Bege ntea são eqzí oaZenteai

(1) E á ;zoZomorf lamente boz'noZágeco.

(11) (K(U;F);'E). á completo paz'a cada abez'to não vazio U de E

e paz'a cada: espaço ZoeaZment;e conDenO 8epa2'ado compZ:eto F

(lli) (í{(u;p);'E.) á eompZeto papa cada abez'to equÍZÍbz'ado U de E
e paz'a cada abraço .ZocaZment;e campeão seZ2a2'ado completo F

(lv) E á ;zoZomoz'ricamente de ackey e (f{(U);To) á completo PI

ra cada abe2''í;o equiZibz'ado U de E.
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prova

As implicações (i) :-;' (11) :+' (i.ii) e (i) :o (i-v)

são 'claras. blostremos que (lil) -$" (i). Pelo COROL. 1.11., bag.

ta ver que E é hlpoholomorfo. A condição (ili) e a PROP. 2.4.

Implicam . que

f l \

H (U;F) : Hh (U;F)

para cada equilibrado u de E e para cada espaço localmente cog
vexo separado comp].eto F. Resulta. Imediatamente, que (1) va-

le para cada aberto nao vazio U de E er então, sõ resta verif&.

calque (1) vale para todo F. Fixados U e F arbitrários,sg.

ja F o separado completado de F e j:F c-"-> Ê a apli.cação Gang

ni.ca. Oada fcHh(U;F), é claro que j 'fcHh(U;Ê) ; t{(U;f), lo-
go f é amplamente limitada ep em consequência. fe f{(U;F).

Vejamos, finalmente, que (iv) :u (i) . o raciocínio

precedente prova que o fato de (f{(U) ;?o) ser completo para cada
aberto equilibrado Ur acarreta que E é escalarmente hlpoholo-
morfo (cfr. DEF. 1.13.). Comer por (lv)r E é tambémholomor-

flcamente de Mackeyt pela PROP. 1.14., (2Q)f resu].ta que E ê

hlpoholomorfo, logo holomorficamente bornolõglco. pelo COROL.l.ll.
Ü

OBSERVAÇÃO. Se. no enunciado da PROP. 2.5., supomos apenas que

E é polinomialmente hlpoholomorfol então as condições (11) e
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(lii) são equivalentes à condição

(1') E é hipoho].amorfo

De fato, (1') ::+' (li) resulta agora da PROP

ção : (ili) -> '(i') .se prova como na PROP. 2.5
usando o. COROL. 2.3. no lugar da PROP. 2.4.

1.4

r

e a Implica-

(lii) -:#' (i) ,

TEOREMA 2.6. Papa 24m abraço poZÍnomZaZmení;e bol''notágico E, as ag

oerçãea aegaÍnt;e8 aão eqziiuaZente8:

(1) E á ;zoZomo!'/'Ícamente boz'noZÓgiao.

(11) E á hoZom02'.f'ieamezzte n/'Pa-toPzetado

(llí) E poa8zz'i a p!'op2''iedade (D)

(IV) E á ;z po/zoZomoz'.fo .

(v) (fí(U;P);'Z') á completo para cada abe2'to oaz o U de E e

para cada abraço ZooaZment;e conoeao agrupado compZet;o F

(vi) (K(UÍP);7.) á completo pa2''a cada abez'to eqziiZibz'ado U de
E e papa cada abraço ZocaZment;e condeno sepaPacío aompZeí;o

(vlX) E á hoZomoz'/''icczmente de Maakeg e (H(U);?o) á completo Pg

pa cada abez'i;o eqziiZib2''ado U de E.

(vlll) E á a-poZinomeaZlmente 'in.f2''a-í;anelada.

F

Prova

Segue Imediatamente do COROA. 1.11., da PROF.1.24.,

(39) e da PROP. 2.5. []
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EXED@'LO ].. Seja E um espaço metrizãvel e distinguido, então, o

dua[forte El; de E éumespaço (DF) (cfr. [G], Ch]V, $3í
n9 1, T'h.]), tone]ado e borno]óg]co (cfr. [n], ch. 3f$16P Th.]). p9

la PROP. 1.22,, resulta, então, que E; é um espaço pollnomlal-
mente bornolõgíco e fortemente pollnoiü.alenlnte tonelado. Portanto ,

em E; são equivalentes as asserções.do TEOR. 2.6. De outro la
do, pela PROP. 1.20., o espaço Eb é holomorficamente tonela-
do se e sÓ se E: possui a propriedade (D+)

EXEMPLO 2. Um caso part]cu]ar do considerado no EXEMPLO ]. é o

dos espaços t)FM estudados em [D] (um espaço DFM é o dua] fo;l

te de um espaço de Frechet-Blontel) , pois todo espaço de Montei é

di.stinguido. Como no EXEMPLO l resulta que um espaço Z)FM .é po-

].i.nomia]mente borno]ógico e fortemente po]]nomia]mente tone].ado. A

PROP. ] de [D] mostra que todo espaço Z)FM é um k-espaço, ]g

go hipoholomorfo e, portanto, satisfaz todas as conde.çÕes equiva-
lentes do TEOR. 2.6. (cfr. [D], COROA. ]])



$3 PROPRIEDADES DE MONTBL E À$COLI

A fim de slmpli.ficar a exposição deste $, começamos

introduzindo a].gomas notações. Fixados E, F e U vamos distin-

guir as seguintes classes de conjuntos de aplicações holomorfas:

R(U;F) : conjunto das partes 'Õ.-relativamente compactas de H(U;F).

R(U;F) = con:junto das partes %.-relativamente compactas de n(u;F).

Rf(U;F) : conjunto das partes 'Çjf-relativamente compactas de r{(U;F).
Rr(U;F) - conjunto das partes Zof-r latlvaimnte compactas de n(U;F)

B.(U;F) = conjunto das partes 'ê'.-limitadas de f{(U;F)

B.(U;F) = conjunto das partes 'Bo-limitadas de l{(U;F)

Bof(U;F) : conjunto das partes ''q,f'iinütadas de H(U;F)

Bof(U;F) = conjunto das partes %of'limitadas de n(u;F)

N(u;F) = {XcFUIX(x) é relativamente compacto para cada xc U}

BN(U.;F) = Bo(U;F) n N(U;F); Blq(U;F) : Bo(U;F) n N(U;F)

BNf(U;F) = Bof(U;F)nN(U;F) ; BNf(U;F) =Bof(U;F)nN(U;F)

Eq(U;F) = conjunto das partes eqüicontÍnuas de H(U;F)

Eq(U;F) = conjunto das partes eqiii.contínuas de H(U;F)

B (U;F)u ' ' ' conljunto das partes 'Z,..-limitadas de H(U;F)
38
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AB#(u;P) {X c H (U;F) IX c AB (u;F) }

Para cada xc U temos as apllcaçoes lineares

P.:Í ( H (IJ;F) }'--'-> f(x) ( F

. : f ( H (U;F) b-"""+ f (x) € F

e é claro que estas aplicações são of-contínuas (er portanto,
.-contínuas).

O resultado seguinte sela usado freqiientemente no que

segue.

PROPOSIÇÃO 3.1. QuaÍsquel' qzie ae.Íam E. F e U Datem ao :''eZa

poça aegziint;es

(19) AB+(U;F) : EqtU;F) nBo(U;F) : Eq(U;F) n Bof(U;F).

(2Q) Eq(U;F) n N(U;F) c Eq(U;F) n N(ti;F} c R(U;F)

Prova

(19) Cfr. [B], PROP. 3.4.; (29) H(U;F) é ?o-fecha
do em C(U;F) , logo o resultado segue do teorema de Ascoll. O

PROPOSIÇÃO 3.2. Paz'a um abraço ZocaZlment;e conzJeao E, aõ asõez'-

pões aegzzintes são eq uaZent;es

(i) E á hoZomoz"/''icamente {n.fpa-tonelada.

(il) AB+(U;F) = Bu(U;F) : Bo(U;F), pa2'a cada U e cada F
(iii) R(u;F) - AB+(u;F) : B,..(U;F) = B.(U;F). pa2''a cada U e paz'a

cada espaço semí-Mo }z t;e Z F 8
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(lv) R(U) = AB (U) B (u)u ' B (U), pa2'a cada U0 '

Prova

su].ta

(i) ::d> ( ii) e de [B], PROP. 3.1.r rg

AB+(U;F) c Bu(U;F) c Bo(U;F)

(1) , vem B.(U;F) c AB+(U;F)

(11) ::+ (11i): A condição (íl) acarreta que

e/ por

R(U;F) c AB+([J;F) : Bu(U;F) : Bo(U;F)

Como F é seHi-Montelr B.(U;F) c N(u;F), portanto, de Bo(U;F):
= AB+([J;F) e da PROP. 3.1.r (19) segue Bo(U;F) c Eq(U;F). Em
consequência, pela PROP. 3.1. , resulta

B.(u;F) c Eq(U;F) n N(U;F) c R(U;F),

pois Fr sendo senil-Montei, ê dlferenclalmente estável e, portam'
to, H(u;F) = n(u;F). A.s implicações (lli) :+" (j.v) -> (i), são

claras. U

PROPOSIÇÃO 3e21... : Paz''a tm caraGO &oeaZment;e con eao EJ. aS a88eZ'

ç?aes oegaint;es são equ'iuaZenteo

(1) E á ;zoZomoz'ficament;e t;onerado.

(ii) AB+(U;F) - Bu(U;F) : Bo(U;F)
da F

(ili) R; (U;F)

Bof(U;F) , paz'a cada U e cg

R (U ; F) AB+ (U;F) B (U;F) B (U;F)0 Bof (U;F) r
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pa2'a cada ÍJ e paz'a cada abraço sem -AíonteZ F

(iv). Rf(u) :R(u):AB+(U)-Bu(U) :Bo(U) :Bof(U), paz'a cczda U

Prova

Reàu[ta (]e pequenas modificações na prova da PROP.3.2

COROLÁRIO 3.3. Se E á zlm abraço hoZomoz'f'ícamente 2;onerado rz'esp.

hoZomop.fiaamelzte {n/'?a-toneZadoJ, então (H(u;P) ;'qÍ) e (U(U;P);2:)
rl'esp. (K(U;P);'B )J aao eopaçloa rz'esp. e zim espaço gemi-Mono;eZ

pa?a cada U e para cada espaço oemí-l#ont;eZ F

n

J

DEFIN[ÇÃQ 3.4. (Matos; [F']], [BbIN]) . D]z-se que um espaço localmeg

te convexo E possui a propriedade de Montei (resp. l-nela-Móntel)
se

R(U;F) : BNr(U;F

para cada U e cada F

N9..g99..gggW, Sgeng9 E

4Q 4 p;pplil$gggp iqg Montei (rçgp;! lpfra:Montei) escreveremos abre-
viadamente:

BN(U;F))R(U;F)(resp)

"E possui a propriedade (M) " (resp. "E possui a propriedade (i.M)")

Olz-se que E possui a propriedade (eM) (resp. (eiM)) se

R(u): BNf(u) =Bof(u)(resp. R(U) :BN(U) :Bo(U))

para cada U. Usaremos as abreviaturas seguintes:
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M = propri.edade (fl) ; i.i4 = propriedade (IFI)

eM = propri.edade (eFT) ; eIM = propri.idade (eill)

PROPOSIÇÃO 3.5. (Matos; [FT], [BIRJ]). Se E á um espaço hoZomoz'-

fica ent;e t;onerado r!'eop. hoZomol'.fÍcamelzte n.fz'a-tonelada;, então

E posszí{ a pz'oÉz'iodada (M) rz''e8p. (iM))

J

Prova

Mostremos, por exemplo, que hib ::$' iM. Fixados U e

F arbitrários, a i.nclusão R(U;F) c BN(U;F) segue da continuida-

de da aplicação

.:feH(U;F) '--'-> f(x) eF; x(U.

De outro lado, como E e holoJnorficamente Infra-tonelado, resulta

que Bo(U;F) c Eq(U;Ê) e, em conseqüênci.a.

B. (U;F) c Eq (U;F) ,

o que, pela PROP.3.1.,(29) Implica Blq(U;F) c R(U;F). De forma anã

[oga., se verifica que hba -:+M. []

DEFINIÇÃO 3.6. Di.z-se que um espaço localmente convexo E possui

a propriedade de Ascnc1l:} se para cada U e para cada F. todo con

junto Xc H(U;F) que é 'E.-relativamente compactos é amplamente

li.iM.Lado (ou equivalentemente , eqüicontÍnuo) , Isto é,

R(U;F) c AB+(U;F) (ou eq'ulvalenteimnte, R(U;F) c [q(U;F))

N9..g119..g9s!!g, aye!!g9 E
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piedade de Ascoli , escreveremos ab;evza!

"E possui a propriedade (A)

Dlz-se que E possui. a propriedade (eA) se

R(u) c AB+(u) (ou equlvalentemente. R(U) c Eq((J))

para cada U. Usaremos as seguintes abreviaturas:

À = propriedade (A) ; eA - propriedade (eA)

amante

O resultado segui.nte, que justifica o nome da proprig.

dade caracterizada na DEF. 3.5. , resulta imediatamente da PROP.

3.1., (29)

PROPOSIÇÃO 3.7. Se E á um eapago ZooaZment;e condeno que posou

a pz'opz'iodada (A), ení;ão, papa cada U e paz'a cada abraça di/e-
penceaZlment;e est;soez F, t;amos

R (U;F) = Eq (U;F) n N (U;F)

PROPOSIÇÃO 3.8. Pa2''a zim abraço ZoaaZment;e conoeao

põem aegt4'int;es oão equ oatentes;

(i) E á /zoZomoz'/''ieament;e 'in.f!'cz-tome lado .

(ii) E pooau{ aa p2''oprÍedadeo (iM): e (A)

(111) E poaatl aa pz'opl''íedades (eIM) e (eA)

E

Prova

( j.) :+ (li) E possuí a propriedade (IM) pela PROF
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3.5. e possui a propriedade (À) de modo evidente. (li) -$" (iii)
Claro. (lii) ;+'(1): Fixado u arbitrário, temos:

B.(U) = BN(U) = R(U) : R(u) c AB'(U)

PROPOSIÇÃO 3.8'. Pa2''a zlm aBRaço localmente cona;caco

gõe8 Baga nt;es são equÍuaZenteai

(i.) E á /zoZoPiorr cament;e z;anotado.

(li) E poasziE as ppopz'iedadeo (M) e (A)

(ill) E posszl{ as pz''oprÍedades (eM) e (eA)

E aa eond{

Prova

Resulta de pequenas lnodlficaçÕes na prova da PROF.3.8.
B

PROPOSIÇÃO 3.9. (Matosf [N2] e [BMN], Prof. 58}. Paz'a zzm abraço

loaaZment;e conueao E aa condíçães aegz4inteo aão eqaez;a&ent;eo

(i) E á /zoZomoz''f'boamente tabelado.

(11) E á ;zoZomoz'ricamente {n.f2''a-toneZado e prosa'i a pz'opr idade

(M).

(ill) E á hoZomopr comente n/'ra-tabelado e posszz{ a pl'opz'iodada

(e14)

Prova

Pela PROP. 3.5., só resta verificar que (ii.l) ::» (i)

Fixado U arbitrário, é claro que Bof(U) c N(U) er entaoP por
(ii,i), temos



co gemi. tel Dará cada U).
(1) E poaou{ a pz'op2''iodada (eIM) (Isto é, (H(U)

goês segziinteo. são eqzzít;aZentea:

PROPOSIÇÃO 3.10. Paz'a 24h eapczço ZoaaZmení;e eonoeac

Bof(U) : BNf(U) : R(U) : R(U) c Bo(U) c E'{(U).
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B o f (U) BNf(U) = R(U) R(U) c B. (U) c E({(U) D

PROPOSIÇÃO 3.10. Paz,a zlm eapczFO ZoaaZment;e Condeno E as eondÍ-

fóea segziinteo. são eqzz aZentea

(1) E p080u a pz'opz'iodada (eIM) (Isto é, (t{(u);'ã'.) é um espg:

ço gemi.-Montei para cada U)

(li) E á ZocaZment;e hoZomoz'.ricamente {nfz'cz-t;anelada (cfr. DEF

1.25.) e (H(u)iZ.) á qz4aae-compZet;o pa2''a cada U.

Prova

(i) ->(11): Fixado U arbi.Erário, como (H(U);'<)
é seio.-Monte], e quase-comp]eto. Pe].a PROP. 1.26., é suficiente

verificara DEF. 1.25. nocaso F=c. Dado XcB.(u)r seja K
um compacto arbitrário de u, então, a continuidade da aplicação

PK:f € (f{(U) ;'q) ""'-"> ílK c C(K)

e a hi.pótese (i) implicam que pK(X) é relativamente compacto em

C(K):, donde pelo teorema de Ascolir pT{(X) é eqüicontÍnuo.

(ii) :-l'' (i) : Fi.xado U arbitrário, seja XcBN(U)nB.(U).

Pela PROF. 1.26., resul-ta que X é uma parte 'E.-precompacta de

H(U) , logo B.-relatlvahente compacta, pois (rf(U);'B.) é quase-
comp[eto. []

CORal.ÁRIA 3.11. Papa zzm espaç?o ZocaZment;e condeno E são equipa

Zentea aa aorzd çlães seguCnt;es:
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(i) E á /zoZomopf comente {n.fl''a-t;onerado.

(il) E posou as t;râs pz'opl''iedades segziÍntes:
(a) E á localmente /zoZomor'ricamente {nfra-í;oneZlado

(.b) E p08su'i a pz'opi'Iodada (eA)

(c) (t{(U);'<) á quase-compZ:eto papa cada U.

Prova

Pela PROF. 3.10., a condição (11) equi.vale ã con

dlção (ili) da PROP. 3.8. n

o nosso objetivo seguinte são os resultados correspoD.
dentes à PROF. 3.].0. e o COROL. 3.11. para a noção "holomorfi

comente tonelada". A proxima definição e análoga a DEF. 1.25.

DEFINIÇÃO 3.12. Um espaço localmente convexo E é dito localmen.
te ho].omorficamente toilQ:!:a4q se para cada Ur para cada F e pa'

ra toda parte XcH(U;F) que é lim:LLuada sobre os con\pactos de di

mensao fmi.ta de u, o conjunto

XIK = {çlK l gcx}

ã uma parte eqülcontÍnua de C(K;F) , para cada compacto de dimen
são finita K de U.

Usaremos a atrevi.atura: l.hba = localmente holomorficamente tonelada

PROPOSIÇÃO 3.].3. Pa2''a zzm espaço ZooaZment;e eonueaco E as cona

gola oegutntea sao eqzzLuaZent;eo:
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(i) E á localmente /zoZomop.fÍoament t;onerado.

(li.) E satisfaz a DEF. 3.12. no cabo F:C

(lli.} Pal''a Cada U, uma pa?te Xcl{(U) ã 'q.Í--limitada se esóse

e G..\r'P2'eeompaata.

Prova

Resulta de pequenas iiltodifi,çaçoes. na prova da PROP.1.26.
D

PROPOSIÇÃO 3.10f. Paz'a um espaço ZocaZlmení;a campeã;o E, as asoez'

Paga segzzÍnt;es são equ uczZentea:
(i) E pooou{ a ppopl'Iodada (eBÍ).

(li.) E ã ZoaaZmení;e /zoZomoz'fdcamente tabelado e (f{(U); of) á qzig

se-completo papa cada U.

Prova

Análoga ã prova da PROF. 3.10 Ü

COROLÁRIO 3.11'. Paz'a um abraço ZocaZlment;e con e o

fãea aegzi'int;ea aão equÍtJaZent;ea:
(1): E. e hoZomoz'/'Ccament;e í;anelada.

(il) E aat; afaz ãs t;2'ãa cona g8es sagra'i
(a) E á localmente hoZomoz'/'ieamênt;e tabelado.

(b) E poosu{ a pl'opz'iedade (eA) .

(c) (H(U); of) e quase-aompZleto papa cada U.

E, a8 a88-êr
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Prova

Análoga à prova do CORAL. 3.11 D

O resultado seguinte expressa que IM :+ D; como coB

seqiiêhcià resultará .que para os espaços pollnomialmente bornológi-

cos a propriedade (IM) é equivalente ã propli.edade "holomorflca-

mente bornal.Õgi.co".

PROPOSIÇÃO 3.14. $e 24m eopafo localmente con eao E poaazi{ a pz'g

prdedade (IM), então E possui a pz'oppiedade (D)

Prova

Retomamos a prova da PROP. l.lO., (1) -> (il) até

o ponto em que se demonstra que X = {fm l mclIN} é uma parte. Eo'

llinitada de H(V;F)r Isto é, XcBo(v;F) c Bo(V;F). Como

llm f.(x) = f(x) para todo x ( V

resulta que XcN(V;F), donde XeBN(V;F}. Como E possui aprg

priedade (iM), resulta XeR(V;F) e. portanto, X é uma parte

'ê' -rélatlvamente :compacta de C(V;F). A partir deste pintor a prg

va prossegue como na PROP. ].]O., (1) -+ (11). []

/

COROLÁRIO 3.15. Papa zim.abraço poZ nom aZment;e {n.fl'a-tabelado E

(cfr. DEF. 1.8.), aão equ'íuaZ,entoa aa aoaez''çoea oeguiní;ea:

(1) E á /zolomoz'/'ecament;e {n.fz'a-t;anotado.

(il) E poasti a pz'op2''Cidade (IM)

e
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(lii) E posa a pz'opl'Iodada (D)

Prova
)

(i):::>(li): PROP. 3.5.;(1i):->(j.il): PROP. 3.14.;

(lii) :+' (i) : Como E é pollnomialmente infra-tonelado, a asser-

ção segue da PROP. ]..]O. []

COROLÁRIO 3.16. Paz'a zzm abraço poZínomiaZmente bol'noZágÍao E oão

equiuaZentes aa assaz'pães oegu nt;e8:

(1) E á /zoZomoz'/'icamente boz'noZágico.

(i.l) E p080a{ a px'opz'Zedade (iM) .

(111) E p068a{ a pz'opz'iedade (D).

Prova

(1) -4' (i.i): Basta observar que hbo :-l"hlb e que,

pela PROF. 3.5., hib -l''IM; (li) :+' (ili): PROP. 3.14.; (iii)::+

:= (i) : Como E é pollnomialmente bornológico, o resultado segue
da PROP. ]..6. []

PROPOSIÇÃO 3.17. : Se um eepapo localmente condeno E possui a pz'g

p2''dedade (M), então E possuí a p2'0pz'iodada (D+) (cfr.DEF.]-.18.).

Prova

Resulta de pequenas modificações na prova da PROP.1.20

da mesma forma que a PROP. 3.14. segue da PROP. ].]O. []

COROLÁRIO 3.18. Pal'a zaill espaço poli zom aumente tabelado (cfr. DEF.
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1.17.) ao aaserçlões segzíent;es são equiuaZentes

(i) E á hoZomoz''/'icamení;e í;anelada.

(11) E posou a p2''oppÍedade (M)

(iii) E possui a: pz'opl''iedade (D+)

Prova

(i) :-+ (il): PROF. 3.5.; (1i) -> (ili): PROP. 3.17.;
(lií) -9' (i) : Como E é polinomialmente toneladol o resultado se-
gue da PROP. 1.20. []



$4 - C-ESP;GOS

Seja: (Em)mcW uma sequência crescente de espaços de
Banach e Indiquemos com E o espaço vetori.al reunião dos espaços

Emr munido da topologia lImIte Induti.vo para as inclusões Emc E.

Seja mcn{, XcEm e F umflltro sobre X. Dlz-seque F ê Em-
-Cauchy (resp. E.-convergente) se F é um filtro de Cauchy (resp.

convergente) ]l)ara a estrutura uniforme i.nduzida sobre X por Em'
Analogamente, diz-se que F é E-Cauchy (resp. E-convergente) se F
é um filtro de Cauchy (resp. convergente) para a estrutura unifor-

me sobre X Induzida por E.

Usando a term]no]og]a i.ntroduzida em [Mu], Def. 1.5.,
(c) , diremos que E - lim E. é um lira..te indutivo Cauchy-regulará

se para cada parte limitada BcE. existe meia tal- que B esta

contida e é li.mirada em E. e/ além disto, para cada filtro F sg

bre;B. F é E auchyseesõse F ig Em-Cauchy

DEFINIÇÃO 4.1. [Jm espaço ]oca]mente convexo separado E é ditotzn
G naco se satisfaz as duas condiçoes seguintes:

(GI) Exi.ste uma sequência crescente (Em)mcW de e.spaços de Banach
ta]. que:

(a) E = U E.
mcH '

51
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(b)

}

(c)

Para cada mcn{, a inclusão j :Euc'--'> Em+l e contínua
e llõ.ll
A topologi.a de E é a topologla limite Indutivo para a

seqiiência de Inclusões im:Em c---> E, mcJN

llm .E.- é um liiíd.te Indutivo Cauchy-regular(G2) E

EXEl@lD l . Todo espaço de Banach é de modo trivial um G-espaço

EXEl@L0 2. Se X e Y são dois espaços de Banach complexos e K

é uma parte compacta não vazia de Xr então o espaço

(H (K;Y) ; 'q..)

dos germes holomorfos sobre K a valores em Y munido da topolo-

gia Bmr é um G-espaço (cfr. [ChJr PROP. 3.2. e PROP. 3.8.).

EXEBiPL0 3. Se X é um espaço localmente convexo metrzzavex e quZ

se ável complexo e K é uma parte compacta nao vazia de Xr eE.

tao o espaço

(H (K) ;'<,)

dos germes holomorfos sobre K a valores em Cr ê um G-espaço
(cfr. [A- Mu] , Th. 2) .

NO%ÇÃO. No que segue, a menos de advertência em contrario, o síD
bolo

inda.ca um G-espaço complexo e U indica um aberto nao ü'azío de E
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PROPOSIÇÃO 4.2. Sela E = llm E. zim G-abraço, ent;ao:

(19)' E á t;onerado, b02'noZõgÍao, (DF) , completo e quase-nopmázJeZ.

(29) Se B á uma pa2'te Z m fada de E e mc.E{ á taZ qzie B es-

tá cona;ida e á Zemetada em E., enz;ão ao í;opoZog'iao induzi-

das:aoZ>1'e B p02'' E e pOP Em aO'itze caem e, po:'t;anta, B e
meti záueZ. Em pari; euZaz', t;oda pa2''í;e compacta de E á aeqiie2

a aumente compacta.

Prova

(19) Os espaços E. são de Banachr logo são tonela-
das, bornolõgicos, (DF) e quase-normãvels, portanto, E tailibém pog

sui estas propriedades por razões de estabilidade bem conhecidas.

Para verificar que E é completar como E é (DF)r é sua.ciente
provar que E é quase-completo. Seja F um filtro E-Cauchy so-
bre uma parte li.mirada fechada X de E, então existe HEIN tal

quer se lm:Emc"'- E indica a inclusão, o conjunto X=i;la (x) eg.
tã cónt]do e é ].i.ilü.todo em Em er como lm é contínua. X õ uma

parto fechada em: Ea' Por (G2)r F é Em-Cauchyr lOgO Em-con
vergenter donde F é E-convergente

(2Q) Seja % (resp. 6.) a topologia induzida sobre

B por E (resp. EDa). Como lm:EmC"" E é contínua, éclaroque

'ts"B ' Para cada xcB. Indlquemos com y.B(x) (resp. t/'q.(x)) o
filtro das 'E-vizinhanças (resp. 'E.-vi.zlnhanças) de xf então pa-



54

ra verificar aue u >ço e su

y'E(x) 3 E/ê-u(x), para cada xcB

Suponhamos que B é fechado em Em' É claro que

chy,: logo por ' (G2)r tk(x) é Em'Cauchy. Como

E e completar B é completar portanto,

U7(x) -' x

e, em consequência. tZB(x) D t/em(x) . o que prova
te caso. No caso geral, seja B o fecho em E.
precede as topologías Induzidas sobre B por E
logo o mesmo acontece com B. Ü

fi.ciente provar que
m.

U,(x) é E-Cau
B é fechado e

nes-

de B; pelo que

e E coi.nci.dem.m '

TEOREMA 4.3. Paz'a z.lm G-espaço E = llm E. fazem as assai''Fogo sg.

guiní;es;

(19) E á poZ nomdaZmente bopnoZÓgiaa (cfr. l)EF. l.S.)

(29) E é fol''t;emezzte poZinom aZment;e tonelada (cfr. DEF. 1.21.) q.

p02''tant;o poZinomÍaZment;e tabelado (cfr. DEF. 1.17.}.
(39) E á ZoaaZme.nte ;zoZomorf lamente t;anotado (cfr. DEF. 3.12) e

ZocaZmeüt;e ho Zona!'.ficamení;e {n.fz''a-t;one leda .

Prova

As asserções (19) e (29) resultam imediatamente da

PROP. 4.2., (19) e da PROF. ]..22. Para demonstrar a asserção
(39) , vamos verá-ficar por exemplo que E é localmente holomorfl-

camente [nfra-tone]ado (para "]oca].mente ho]omorf]camente tonelada"
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basta trocar na prova que segue a pa].avia "compacto" pela expreg.
são "compacto de dimensão finita", etc.). Da.do:; u e F, seja X

uma parte '&.-li.citada de f{(U;F). Fixado um compacto Kc u arbl
Etário, existem m:cll{ tal que K esta contido e é llmltadoem Emr
logo K é umcompactode U.pUnE.. Como x.=lílu.lícx} ég' ''' '' ' m m m ' ' m''
ma parte 'T-llmi.fada de f{(U.;F) e .E. é localmente holomorflcg

mente [nfra-tone]ado, resu].ta que X.]K =X]K é uma parte eqü]con-
tÍnua o que prova o resultado, poi.s as toPologlas Induzidas sobre

K por E epor E. coincidem. pe].a PROP. 4.2., (29). []

LEMA 4.4. Se E=llmE. á zlm G-espaço, en'.ao pal.'a cacía U e pa

pa cczda F t;amos (cfr. DEF. 1.18. e DEF. ].]..),

HD# (U;F) = HD(U;F)

Prova

Seja fctfn+(U;F) e K umcompacto de U. Existe

mcl{ tal que K esta contido e é compacto em Um=UnEm; seja

fm : fiam' Indicando com lm:Em c'''» E a Inclusão, as relaçoes

a"f(e) '1mr para cada ncD{ e cada Ecus

provam que fmC HO+(Um;F). Orar como Em é holomorfi.cadente tona
lado, pela PROP. 1.20., resulta que fmcH(Un;F), o que iinpllca
que f(K) = f.(K) ê ]imitado em F. []



56

liEMA 4.5. Paz''a um G-abraço E 8ao equÍDaZe7zteo as a86el''çoe8 8e

gutntea;

(i) E á hoZomol''fÍcament;e bo!'noZÓgÍco.

(li-) E á hoZómoz'.fiaament;e tonelada

(li.l) E .pooozi'i a pz'opz'eedade (D+)

Prova

(1) -> (11): Pela PROP. 1.6., E possui. a propriedÊ

de (D), logo, pelo LEMA 4.4., E possui a propriedade (D+). Cg

mo E é polinoiM.almente tonelada (pelo TEOR. 4.3.) , a PROP.1.20.

implica que E é holomorflcamente tonelado.
(li) -!:' (li.i): Segue da PROP. 1.20.

(111) -9' (1): Corro D+ ::+Dp resulta que E possui a

propriedade (D). De outro lado, pelo TEOR. 4.3., E é pollno-
rni.aumente bornológlco e. então, (1) segue da PROP. ]..6. O

Adorar estamos em condições de demonstrar o resu].fado

principal deste trabalho.

TEOREMA 4.6. Pãz'a üm G aço E aa a.'lse2'does segzzÍlztes eao

quepaZent;ea:

(1) E á /zoZom02''.ricamente bol''noZágíao

(li) E á /zoZomo!'/'eoament;e t;anotado.

(ill) E á /zoZomol''/'iaament;e n/'ra-tabelado

(lv) E poaazi'i a pz'opl'eedade (D)

e
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(v)

(vl)
}

(vll)

(vlll)

(J. x )

E p08szi'Í a pz'opz'iodada (D+) .

E á a-poZinom'iaZmelzte 'ínf?a-tonelada (cfr. DEF. 1.23.).
E á hoZomoz'/'eaament;e some-boz'noZógiao (cfr. OEF. 1.28.).
E á /z'iPoho Zomoz'ra .

(}í(u;p);q,) é completo papa cada U e para cada abraço Zg
calmante cona;e o separacío compZet;o F

(W(U;P);Z.) á Completo paz'a cada U equÍZ'ibl'ado e paz'a cg
da abraço ZoaaZment;e coque 0 8epa2'ado aompZeí;o F.

E á hoZomopfecamente de Maekey e (tÍ(U);'q.) á aomPZeta Pg.

pa cada U equeZibz'cêdo.

E poaozi'i a pz'opz'dedade (M) (cfr. DEF. 3.4.).
E poeeud a p!'opz'iodada (IM) (cfr. OEF. 3.4.)

(x)

(xl)

(xll)

(xlj.l)

Prova

Como E é pollnomlalmente bornológlco (pelo TEOR.4.3.,

(19)), as equivalências:

(-1)' +#' (11.1) eo' (lv) 'e+" (vi) '++ (vlil) '$H" (lx) '+l'' (x) 'ç:+ (xl)

seguem do TEOR. 2.6. Pelo LEDA 4.5., resulta (1) +:o' (li) '+e'(v).
Pela PROF. 4.2., (29), todo compacto de E é seqüenclalmente

compactos portanto, pe].o CORAL. 1.30. i temos: (i) ::+ (vll) -o' (vÍU)

e, como (1) ++ (v]]]), resu].ta que (1) ++' (vll). Finalmente, o

TEOR. 4.3., (19) e o COROL. 3.16. Impllcamque (i) ++ (xlll) e
o TEOR. 4.3..(29) e o CORAL.3.18. mosto'am que (11) '++' (x]i.). []
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OBSEnVAÇKO ].. É claro que podem ser obtidas nc>vas condições equí
valentes ãs do TEOR. 4.6. a partir das proposições 3.2. e 3.2'
assim como taitibém a partir dos coral.árias 3.11. e 3.11'.

OBSERVA®0 2. É trIvIal dar exemplos de G-espaços holomorflcameg

te bornológlcos qtn não são espaços de Salva: um espaço de Banachde

dimensão Infinita é um G-espaço holomorflcamente bornológlco, mas

não é um espaço de Salva, pois não é um espaço de Montei.

PROPOSIÇÃO 4.7. Paz'a um G-eapafo

gzient;ea aão eqzi uaZent;es

(1) E á zzm espaço de S{Zoa.

(11) E á 24m espaço de oac/ZOQPt;Z.

(iii.) E ã um eapaFO de Mental (ou equlvalentemente. senti-140ntel

pois todo G-espaço é IBEra-tonelada)

f

as a88epçoe8 8e

prova

(1) ::H' (il): Como E é um espaço (DF) e infra-tonelg:

do, .resulta que E é quase-normãvel e. como E (por definição) é

separado, é suflciehte verificar que todo limitado de E ê precoD

pacto. Dada uma parte lIRa.fada L de E, existe mc:N tal que L

está contido e é liitü.tadó em E., portanto, se indicamos com B a

bo].a unitária em E.l exi.ste X >0 tal que ÀLcB. Como conse-

qiiência de (1), resulta. Indicando com jm:Em c"''> Em+l a Inclu-
saof que
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jm(ÀL) : Àjm(L) : ÀL

é re.latlvamente compacto.em Em+lr donde L é precompacto em E

(ii).::=, (i.ii): Se L é uma parte limitada de Er por

(11) , L é precompactop logo relativamente compacto em Er pois E

é completo pela PROP. 4.2., (19)
(lli.) :+ (i) : É claro que basta mostrar que existe u-

ma subseqiiência (EmV)V.W de (Em)m.W tal que as inclusões

hv:EmV c'''» EmV+l são compactas para cada vcW. Deflnlimns nO :0

e suponhamos definidos mlf...r mV de modo que mO <ml< ''' <mV e

que as Inclusões hi:Emi c"--> Emi+l sejam compactas para 1:0, 1, ...

v definir mV+l ' Seja B a bola unitária de EmV r

então, Indicando com lmV:EmV c;'-'> E a i.oclusão, o conjunto

im.,(B) : B ê lIEd.Lado em E. logo, por (ii.l). B é relatlvameE.
te compacto em E. Resulta. então, que existe pcIN talque B eg.

tã contido e é relativamente compacto em E,. e ê claro que pode

nos depor p>mv e definir mv+l:p' []

Como os espaços de Banach de dlinensão infi.nata sao e

xemplos banais de G-espaços holomorficamente bornológlcos que não

são espaços de Si.].va, a flm de eVItar este caso trivial , aã

mos a seguinte definição

+

DEFINIÇÃO 4.8 Chama-se G-egppço prõpr+q a todo G-espaço



60

lim E. tal que E. $ E para todo mcJlq.

PROPOSIÇÃO 4.9. Um G-espaç?o pz'op2''io E : llm Em não e 24m gerara
nora'ézdo.

Prova

Se E fossenormado, peia PROP. 4.2., (].9)P E se-

ria um espaço de Banach. Como E e prõpl'lor para cada mclqr a

Inclusão j. :Em e'"-> E não é sobrejetora, donde, pelo teorema da â

pllcaçao aberta, Em e magro em E. Como

E = U E.,
HEIN

resulta que E é uma reunião enumerãvel de conjuntos raros o que
ê absurdo. []

Na realidade, para os G-espaços próprios temos o rS.

sulcado multo mais completo seguinte

PROPOSIÇÃO 4.-10. ; Paz'a um G-abraço

guenteb aão eqz4ioaZent;eai

(1) E. $ E paz'a cada mcllJ (Isto é, E é próprio)

(11) Faeate tina azibaeqi2ârzcia (EmV) de Em ta& que EmV $ EmV+l

paz'a í;odo v en{.
(111) E não á met;p záueZ.

lim E. as aosez'Fogo . oe-
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Prova

(1) :+ (il) Se não fosse assim, na seqiiêncla

Ea a""-+ E. a"'-+ . . . c;--+ Er

haveria apenas wn numero fInIto de inclusões próprias er portanto,

existirlà pc:D{ talque E.=E, pois E: U E.LJ n- UBt' mC IEI

(j.l) :q> (lli): Suponhamos. por âbsurdor que E é me'

trlzáve].. Por (lí)f exi.ste xVCEmV+l\EmV para cada vcD{ er
então, peia condição de enumerab]].idade de Mackey (cfr. [Hlr Ch.2r

$6) aplicada ã seqüêncla de lliütados ({xv})vcnl existe um ll-

iü.Lado B em E e uma seqüêncla (Àv)vclN de números reais posa.

junto

L - {Àvlx.u l vcW}

e uma parte limitada de E e. portanto, existe p(n{ tal que L

está; contido e é ].imitado em Epr o que acarreta que xV(Ep pa'
ra todo vcW. Ora. é claro que exi.ste qe:Q{ tal que EpcEmqr

em consequência., XVCEmq para todo vcw, o que é absurdo,

pois xq+l #' Emq'

(111) :+ (1): IClaro, pois se existe m(IN talqtn

então, E é um espaço de Banach, Logo metrizáve]. []Ü

OBSElil/ZÇX0 Em virtude da condição (li.) da PROP. 4.10., pode
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mos supor sem perda de generali.date no que segue, que todo G-espZ

ço proprlo E : lí.m Em satisfaz a condição Em.$ Em+l $ E pataca
da mcl{.

E[im[nando o caso tri.v]a]. dos G-espaços ho]omorficÂ

mente bornológicos que não são espaços de Salva constituído pelos
espaços de Banach de dimensão infinita e, considerando que os Úni-

cos G-espaços próprios holomorflcamente bornolõgicos que conhece

mo$ são os G-espaços que são espaços de S]].va. parece natural a

questão seguinte: "Para um G-espaço próprio E vale a i.inpllcaçao:

E é holoinurflcamente bornológi.co -:q> E é um espaço de Salva?"
Pela PROF. 4.7., para que um G-espaço proprlo E seja um.espa'

ço de Salva ê suficiente que E seja seio.-blontel, desta forma, a

questão acima pode ser formulada assim: "Para um G-espaço próprio

E va]e a ]mp].lcaçao: E é holomorflcamente bornológlco ::::p» todo

liinltado de E é relativamente compacto?"



$5 co)ELEMENTOS E Casos PAnrlclilAnEg

O nosso primeiro objetivo neste 5 é provar uma con-

dição suficiente para que um G-espaço própri.o não se:ja holomorfl
lamente bornolõgico (PROP. 5.3.). Na PROP. 5.4. provamosqueeg.

ta condição e, em c erros casosr tambémnecessãrla. Preclsaremos dos
dois lemas seguintes.

LEMA 5.1. Sela U um abez't;o n-ão oazio de um espaço localmente
condeno não gemi-Ho?nado Es sela F 24m espaço ZocaZment;e conDe-

aco, Bela fcHn(U;F) e ejcU. Então, sâo eqzzÍpaZent;eo ae asse2'-

(i) f á eontt'nua em E

(il) f á ZocaZment;e Z m fada em l
(i.li) Paz'a Cada B(SC(P), ea ot;e acSC(E), a#0 taZ que

(a) iià' $mf(e) € P(gIBa;FB), paz'a todo mcW

b) suP iià- â"í(o ll.,B « «

Prova

Ci) -> (ii.): Claro; (li) -:> (llí): Suponhamos F sg.

Dada B( $C(F) arbitrária. como f é localmente lira.fada
e E não é Bebi.-normado, existe acSC(E), a#0 tal que

63

parado

em €
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Ba l(e) c U
sup tBL! (x) J l a(x- e) g xl

Como.. .e+ÀtcB& lÍe) para cada ÀccrlÀlgl e paracada tcSa](0)r
resu].ta:

âmf(e)'t = :i:ii' JtXt.t Xm+l dÀ

<

cada tparar c Ba,l (0), mc W

donde, pelo teorema do valor médio de Lagrange, segue

11 1 alar(e)11a,BS suptBEf(e+Xt)] ljXj=1 e a(t)-l} g S

para cada menir o que prova (a) e (b) no caso F separado. Su-

ponhamosr agora. F arbitrário. Seja F o espaço separado asso-
ciado a F e q:F -'> F a aplicação quoci.ente. então,

f = q o f € H(U;F).

Dada B cSC(F), seja Be SC(F) a senil.-norma definida pela rela-

ção Boq=Br então, pelo caso anterior. assocladaa B e f.
existe a € SC(E), a # O tal que

;à- :$"1Ê (a c P(lnec;FB) para cada m c:N

sup iiià' $"}(a

o que prova as asserções (a) e (b) em vi.rtude da relação

ll;êr $mf(e)11a.Â - ll l amf(e)11a.E para todo mcll.a.B
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(iii) ~ (i) : Fi xada 8 E SC (F) a rb:~t r á ri a , i ndiquemos 

com '. r:F â ~ F/ 
8 

a aplicação quociente e com 
. 
13 a semi-norma in-

- . 
duzida por B sol;>re F / $ (isto e, 8 = 13 ° r) • 

Sej a g = r O f. Por 

(iii), existe Ct E SC (E), Ct ~ 0 

s = sup 
mEIN 

tal que 

< oo. 

se V 
... e uma vizinhança ~-equilibrada de 

Como 

em u, temos 
a, 

g(x) = r 
m-=O 

pontualmente para cada 

Dado e: > o' seja p tal que O<p<l e 
-1 

Sp(l-p) se:, 

para cada x E: B ( ~) n V, temos 
a,p 

a, 

13[f(x) - f(~) J = é[g(x) - g(~) J s l 
m=l 

11 
1 "m 11 ( ) m ( - 1 

Ín! .d g ( ~) a., é O. X - ~ S S p 1 - p) S e:. 

XE:V. 

então, 

o 

LEMA 5.2. Um espaço iocaimente convexo E é hoLomorficamente bor 

noZÓgico se e só se verifica a condição seguinte: 

(*) Para cada aberto absoiutamente convexo W e E e para cada eBPE! 

ço normado 

tada em O. 

G, toda apLicação g E: H (W;G) 
e 

é localmente Zimi-



66

Prov.a
)

C].ara. []

PROPOSIÇÃO 5.3. Se.Ía E = lim E., zlm G-abraço p?opl'"eo (cfr.DEF.

4.8.) e:ind'iqziemoo eom BSv) a bola abez'ta de cena;?o 0 e raio r

no abraço Eu Fazia cada vcl{. Szipoz/zam08 zJe2il,ft.cada a eoncZ'Lçao

Oegu'Ente:

(+) FzCst;e am abraço n02''nado G, existe tina seq{2;Raia (Pn)mclN

taZqz4e P.cP(mE;G) papa cada mcl{ e e st;e r>0, de mo-
do qz4e ao p2''op2'eedades eegaintes est;ão uez'{.fÍaadao:
(a) .4 sá?ee

}. (PmIEv) (x)m=0

eonoe!'ge pontziaZmente para cada x(BÍv) e pa?a cada vcll
(b) Pa?a cada a € SC(E), a # 0 temos

:= ll'.ll. : -'
Fzzt;ao, E nao e hoZom02''.ricamente bol'noZág'ico.

Prova

Vamos construir um aberto I'í de E e uma aplicação

fcHn(W;G) : H.(W;G)(Cfr. PROP. 1.31.r(39))

tal que f não é contínua. Como jjjujl=1 para cada vc:UI (cfr

DEF. 4.1., {GI). (b))r é claro que BI.v) cBTV+l) para cada
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vcl{ e. portanto, o conjunto reunião

V: U BSW
vclN '

0 em E; seja Wê uma vizinhança de
0V É claro que a série

P (x)
m

converge pontualmente para cada x € w e, em conseqüêncla. define

uma aplicação
P (x) ( G

m.

Mostremos que f é algebricaltlente holomorfa. Seja S um subespa-

ço vetorlal de dimensão finita de E. então, existe k€1{ calque
ScE,.. Fixado € cWnS, vamos provar que existe uma vlzi.nhança g.
bertaAde € em WnS calque ílA(n(AiG). É claro que existe

nzk tal que EcBln). Consideremos, para cada vc:u{ a aplica-
ção

gv:xcBÍv) -.....> } (PmIEv) (x) eG.

A hipótese (a) acarreta que gvctf(BÍv);G) para cada cl{. Cg
ns e wnS são abertos em s que contêm e, o conjunto

B(a) n W n S

é unl aberto em S que contém € e, como

flA. = g.IA H(A;G),

r

r
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segue que fcf{.(IV;G). A seguir. po

Wv ; W nEv para cada vcl{,

nhainos

e mostremos que

fv = ílWv € H(Wv;G) para cada vcl{.

Fixado vclE{ arbitrário, como f CHa(W;G) é claro que fVcffa(Wv;G)

e, em conseqüêncla. como WV é um aberto conexo de EVr por um
teorema clássi.co de Zorn, é suficiente verá.ficar que o conjunto

x dos pontos de w~, em que fu é contínua, é não vazio. Oral ig.
to é Imediato, pois as relações:

gvcH(BÍv);G) e flwnBÍv) =gvjwnBrv)

mostram que d) # W n Bl:vJ c X, o que prova a asserção. Em conse-

qüênci.a. resulta que f clfc(W;G)/ pois se K é um compacto de WP

existe vcl{ tal que K esta contido e é compacto em EVr logo

K c W'\, = W n En

er como fV = f IWv € H(WV;G)r segue que f(K) é limitado. Mostra.
itns, finalmente. que f não é contínua. Pela unicidade do desen-
volvi.mento de Taylor. temos

$mf(O) para todo mcl{.

Em conseqiiência. dada a eSC(E), a #O arbitrária, a hipótese (b)

Implica
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suP liiià' â'ím) ll.

Como E é um G-espaço proprior pela PROP. 4.10., E não e se-
nil.-normado, logo pelo LElãA 5.1., temos f#'t{(W;G), donde E não
é ho[omor:Eícamente borno]ógico.[]

}go proxima resu].Lado, usamos a notação seguinte. Se

E = lim E., é um G-espaço próprio e W ê um aberto não vazio de

E, para cada mcE{, pomos:

W nE
m.

PROPOSIÇÃO 5.4. Se.Ía E = llm E., zzm G Braço pz'opz'io e eupon;za

m08 ue!''i/'eaada a pz'opz'iedade oegu'iní;ei

(F) Papa cada abez'í;o absoZut;amena;e aonueao WcE» t;enjoo

inf {dmjm (11} > 0

onde d. = di.st (0. aW.) .

Fnt;ãa, a cona'íção (+) da PROF. 5.3. á necessáz'ea paz'a qzie E não

oajd hoLomorf{.comente bol'notõg{.co.

Prova

Pelo LEMA 5.2. , existe um aberto absolutamente con-

vexo WcEr existe um espaço normado G e exi.ste gcffc(\t;G) tal
que g não é localmente lira.fada em 0. Seja r umnÜmero real

tal que
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0 < r < i.nf {d l m(.N}
!n '

então, é claro que BÍm) cWm para todo mc:U{. o
dó

que acarretar pior

Pm = ià amg(0) para cada mcW

que a serie

}l. (Prole.y) (x)mn0

converge pontualmente para cada x c BSv) e para
tro dado, como g não é ].oca]mente ].]iü.fada em

para cada a € SC(E), a #O devemos ter

suP llP.ll. : ". []

cada v eD{ . De ou

0, pelo bEbIA 5.1.,

Os resultados que seguem usam técnicas desenvolvidas

em [Ch] para os espaços molhados e em [A-Mu] no caso dos empa'

ços localmente convexos metrlzãvei.s. Em primeiro lugar. enunciámos
o seguinte:

LEMA 5.5. Todo q:z40e.{ent;e de am espaço hoZomoz'/{cament;e boz'noZág{

co á boZomol'/'icament;e boz'noZÓgeco.

Prova

C].ara. []

NO resultado seguinte indicamos com
[ P ("E) ] l
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o espaço P("'E) munido da topologi-a llílü.te Indutivo, isto é

[ p(mE) ] . = ]]m ? (lnE. )

Indicamos com ' f{(K) (resp. H(K;Y)) o espaço localmente convexo

(ff(K);tu) (resp. (f{(K;Y);%u) dos gentes.holomorfos sobre K a vâ
].ares complexos (resp- a valores em Y) l mwlldo da topologla 'a'

PROPOSIÇÃO 5.6. $e./a E am espaço ZocaZmente eontJeao, K tim sz4ê.

conjunto compacto nãa paz o de E e suponhamos qae t{(K) á /zoZo-

mop.f'icament;e b02''no Zágiao, ení;ão;

(19) [P(tnE)]i á /zoZomoz''ricamente bol'noZágeeo para cada mcll{.

(29) Se E á meta'ezáueZ e d st ngziedo, então o dziaZ .foz'te E: de
E ã ;zoZomoz'/icament;e boz'noZJgÍao e J+ol't;eme?zt;e poZ.inomZaZmen-
í;e tonelada

f

l

Prova

(19) Peia Prop. ] de [A-Fiu], resu].ta que [P(mE)]{
ê UM quociente de t{(K) , logo a asserção segue do LÍBIA 5.5.

(29).:Pelo Coro]. daProp. ]- de [A , as hipóte-

ses feitas sobre E impli.cam que E;, é lsomorfo a E:j-rP(iE)li.,
Logo E; é ho].omorf]camente borno]õgico por (19). Como E; éum
espaço (DF) e tonelado, E: é fortemente polinomialmente tonela-
do pela PROP. 1.22. []

COROLÁRIO 5.7 Se.Ía E zlm espaço localmente conde o.meto záueZ e
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d st ngziÍdo í;aZ que o dzzaZ /'opt;e E: de E não á /zoZomoz'.ficamelz-

boz'noZág co. Ent;ao» pal''a cada paz't;e aompact;a nao vazia Kc Eí o eâ
pago : f{(K) não á /zoZomop/'iaamen ;e boJ''noZágÍcó.

Prova

Segue Imediatamente da PROF. 5.6., (29) B

PROPOSIÇÃO 5.8. Sela X zzm e8paFO n02''nado oompZeao, Y zim espa-

o de Bcznaah compZeao ê K alma pa2''te compaat;a não oazea de X. En

t;ão, ao conddçãea segziiPztea são equitlaZenteo:
(1) t{(K;Y) á zzm espaço de Situa.

(il) X e Y t;ãm dimensão .f'inata.

Prova

A Implicação (11) :::+' (i) é bem conheci.da, portanto,

sÕ resta verificar que (i) :=' (i.i). A hipótese acarreta que

H(K;Y) é um espaço de Montei e, em conseqüênci.a. o espaço de

Banach L(X;Y)r que é um subespaço fechado de H(K;Y) (cfr.[Chlr
Prop.. 7.2.), é um espaço de Montei. Resulta que l.(X;Y) tem di.-
pensão finita. donde (li.). Q

O Último resultado deste trabalho é uma condição Bufa.
ciente para que um espaço de germes não seja um espaço de Salva.

Se U é um aberto não vazio de um espaço localmente convexo E e

F é um espaço de Banach, Indicamos com a notação
H'(U;F)
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o espaço de Banach de todas as aplicações holomorfas limitadas de
U em F.

\

LEMA. 5.9. Sela E .um espaço ZocaZme)zte conoeaco compZeao metriza-

ueZ, F .um espaço de Banach compZeao de d mansão {nlpinÍta e U e

V dolo abertos nao tJazÍos de E t;aia que Véus Fnt;ao+ a aplica

Grão de z'est;peçãa

j:í c fÍ"(U;F) b'--''> ílV c H"(V;F)

não á compact;a

Prova

Seja B a bo].a unitária aberta de

nhamos, por absurdo, que j é compacta. Fixado
+ = .b . H

ê claro que a aplicação

u: f ( fÍ" (V;F) t--+ f(e) c F

H"(u;F) e supo-
€ € V arbitrário,

ã linear contínua. Como j é compactas j(B) é relativamente colo

pacto em tf"(v;.F) er em consequência. o conjunto

tx(j(B)) = {Í(e) l Íc B} : B(Ç)

é re].ativamente canil)acto em F. lias, de outro lado, a apJ-lcação

composta

u o j:í € Ff"(U;F) }""'-> í(E) € F

é linear contínua e sobrejetora e v(B) = B(E) . o teorema da anil
ão aberta acarreta aue v é aberta. logo B(e) é aberto em FcaÇ
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e, como B(e) é relativamente compactos resulta que F tem dimeB.

são finita, contra o suposto. ]]

PROPOSIÇÃO 5.10. :([Glr ch lvr 51r n9 5r Th. 1) Sela F um empa'

FO localmente. aon eao separado que á z'ez4nÍão de cima seqi2âncea cz'eg

cante de espaços de Fz'áe/zet (Fm) e 8uponhamoo que a inclusão
F ';--> F á eontt'nua. Se E á zlm espaço de Fz'ác/zet; e $:E '-> F ê

z.lma aplicação Z cear conta'nua, ení;ão eac ate mclR{ e alma apZ pagão

Zeneaz' continua +m E --> Fm toz'mando eomzitatÍt;o o d'iag!'ama

E

+

V

F

PROPOSIÇÃO 5.11. Seja K ama paz'te compact;a não az a de um espg

FO ZocaZment;e aozzoeno compZeno meta, aáueZ E e sela E' zím espaço
de Banca/z compZeao de d mansão {n/'ezzeta. Fnt;ão, o espaço t{(K;F)
não á am espaço de S{ZtJa.

Prova

o conjunto .K possui um -sistema fundamental enunerã

vel decrescente de vi.zinhanças abertas (Um)mc3 e. então

(U ;F)lim Ht{ (K ; F) in

Se f{ (K ;F) fosse um espaço de Salva, existiria uma seqüêncla crer.
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Gente (Bp)p€1m de espaços de Banach complexos cuja reunião é
H(K;F)r a topos.agia 't;.., sobre f{(K;F) coi.nclde com a topologla

lünite Indutivo para as inclusões B. ç"-'» H(K;F) r p €1N e tal que
as i.nclusoes

:B. '--' B....l
sao compactas para cada p€1n]. Peia PROP. 5.].0., para cada m(ID{

existe p = p.enq e uma aplicação linear contínua
mutatívo o diagrama

tornando

H"(Um;F)

F{ (K ; F)

O mesmo raciocínio aplicado a

aplicação linear contínua Pn

B..bl mostra que existem n(IQ{ erma
tornando comutativo o diagrama

Bp+l

H (K; F)H (U F)n

Como a seqüêncla (ff"(Ui;F)) é crescente. podemos supor que nzm
e. em consequência. temos uma aplicação de restrição

j : lf' (u. ; p) (u ;F) .
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o diagrama de aplicações lineares continuas (Injetoras).

H"(U ;F)Tn

ff" (U ;F)
11

tem todos os "triângulos Internos" comutatlvos, donde resulta que

j : w'. ' j'p 4'p

er como i.n é, por hi.pótese compactas segue que j é compacta em
contradição com o LEMA 5.9. []

]
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