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ABSTRACT

Let XK be a -compact set in a complex metrizable
locaily convex spacé E and F a complex Banach space. In this
workvnaafe concerned with results furnishing information about the
behaviour of the space of holomorphic germs H(K;F) endowed with
the Nachbin topology Zw, with the relation to following
properties: holomorphically bornological (hbo) , holomorphically
-~ barreled (hba), holomorphically infrabarreled (hib)and holomorphically
Mackey (hM), introduced in [N1], [N2] and [BMN]. In §6§1, 2 and 3
the treatement is geral for arbitrary locally convex spaces.

In §l1 we define the following properties: polinomially
bornological, polinomially barreled, polinomially infrabarreled and
polinomially Mackey for an arbitrary locally convex space. The
study of the relations between these properties and the hbo, hba,
hib .and hM properties leads up naturally to the concepts of
D-holomorphy anq D*-holomorphy.

| In §2,v«apiove that for a polinomially bornologicai space

E, property hbo is equivalent to the completeness of (H(U;F);t%)

for all non void open subset U < E and all conplete Hansdorff

locally convex space F, where 'Co is the topology of uniform

(1)
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convergence on compact subsets of U,

The aim of §3 is tﬁe comparison of Montel properties
introduced in [M] with properties hbo, hba and hib.

In §4, we introduce the définition of G—spaces-which is
a partiéular kind of locally convex Space that embodies an extensive
class of H(K;F) spaces. We prove that every G-space Iis
polinomially bornoiogicalzﬁﬁipolinomially barreled. The main result
of this § (Th. 4.6.), establishesvthat in a G-space E, properties
hbo, hba, hib, completeness of (H(U;F);¢)  for all non void
open subset U éE and all complete Hansdorff locally convex space -
F, and other properties, are equivalent.

We conclude this work, in §5, with a collection of

results concerning some particular cases.



INTRODUCAO

Seja K uma parte compacta de um espago léacalmente
convexo metrizavel complexo E e F um espago de Banach complexo.
0 estudo do espago de germes holomorfos H(K;F) munido da topolo-
gia 'Gm de Nachbin foi abordado por varios autores, por Chae [Ch]
gquando E & um espago de Bé;nach, por Mujica [Mul e Avilés [A-Mu]
no caso em que E & um espaco localmente convexo metrizavel satis
fazendo certas condicdes; tamb@&m por Soragi [S] e Wanderley [W]l. O
ponto de vista adotado nestes trabalhos é, em certa forma, o da
"classificagao linear", isto &, sdo obtidos resultados que  dizem
respeito ao cbmportaménto dos espacos H(X;F) em relagao as pro-
priedades: bornoldgico, toneladb, completo, (DF) metrizavel, Mon-
tel, Schwartz, nuclear, etc. Estes resultados gao aplicados ao es-
tudo das partes limitadas e relativamente compactas -destes espacos.
O presente trabalho espera ser uma eontribuigs.o ao estudo da "clas
sificagao holomorfa" dos espac;oé H(K;F), isto &, procurei obter
resultados dando informagao sobre o comportamento destes espagos
em relagao as propriedades: holomorficamente bornolégico, holomor-
ficamente tonelado, holomorficamente infra-tonelado e holomorfica-

mente de Mackey, introduzidos em [N1], [N2] e [BMN]. O §0 com

(1ii)
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que se inicia o trabalho, & uma compilagao das notagoes, conven-
coes e terminologia que utilizarei nos §§ seguintes. No §l1 in-
tro@uzo os espacos polinomialmente bornoldgicos, polinomialmente
tonelados, polinomialmenﬁe infra-tonelados e polinomialmente de
Méckey que séo*inte;mediérios entre os espagos holomorficamente bor
nolégico$, holomorficamente tonelados, holomorficamente infra-tone
lados‘e ﬁolomorficamente de Mackey por um lado e os espagos borno-
1l6gicos, tonelados, infra—tonelados e de Mackey por outro lado, res
pectivamente.

Além disso, defino as aplicagdes D-holomorfas, D=
holomorfas e hipoholomorfas. O interesse das nogoes "polinomiais”
se apoia nos dois fatos segquintes. Por um lado (como & demonstrado
no §4), os espagos H(K;F) possuem estas propriedades. De outro
lado — como consegui reconstituir as propriedades "holomorfas" a
partir das propriedades "polinomiais" correspondentes com a ajuda
das ndgaes de D-holomorfia e D*-holomorfia — posso expressar cada
uma das nogSes "holomorficamente bornoldgico”, "holomorficamente
tonélaao" e "hoiomorficamente infra-tonelado" como reuniao de pro-
priéaades mais.simples, o que aparentemente, deveria simplificar a
tarefa da classificagao holomorfa dos espagos H(K;F). Este § a
caba com a definigao dos espacgos holomorficamente semi-bornologi-
cos e com um exemplo que:mostra a independéncia reciproca entre al
gumas das nogoes definidas.

No §2, depois de alguns resultados gerais, provo que



(v)

um espaco polinomialmente bornoldégico E € holomorficamente borno
18gico se e s6 se (H(U;F);z%) & completo para cada aberto equili
brado UcE e para cada espago localmente convexo separado comple
to F. Combinando este resultado com um outro do §1, obtenho o
principal resultado deste § (TEOR. 2.6).

0 §3 foi sugerido pela leitura de um trabalho de Ma
tos [M], no qual sao introduzidas as propriedades de Montel e se
demonstra que a propriedade "holomorficamente tonelado” {resp.
"holomorficamente infra-tonelado") implica a propriedade de Montel
(resp. infra-Montel). O estudo da validade das reciprocas destas
proposigoes me conduziram 3 definicdo da propriedade de Ascoli. No
fim deste §, repetindo um argumento usado em dois resultados an-
teriores, provo que a propriedade de Montel (resp.infra-Montel) im
plica a propriedade (b*) (resp. (D)), O gue me permite ligar, pa-=
ra espagos com propriedades polinomialmente significantes, as pro-
priedades de Montel e infra-Montel com as propriedades "holomorfi-
camente bornolégico",“holomorficamente tonelado" e "holomorficamen
te infra-tonelado”.

Nos §§ 1, 2 e 3 os resultados sao apresentados para
espacos localmente convexos gerais, isto &, nio & demonstrado ne-
nhum resultado sobre os espagos H(K;F).

£ s6 no §4 que entro no problema da classificagao
holomorfa dos espacgos H(K;F). Neste §, a fim de evitar as nota

¢oes complicadas proprias dos espagos de germes, introduzo a nogao
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de G-espago dque € um tipo de espaco localmente convexo que possui
as principais propricdades estruturais dos espacgos de germes holo-
morfos estudados habitualmente. Demonstro que todo G-espaco € po
linomialmente bornoldgico e polinomialmente tonelado. Demonétro tam
bém que toda aplicacao D*~holomorfa sobre um G-espago & D-ho-
lomorfa. Estes tres resultados, juntos a resultados dos §§ 1, 2 e
3, me permitem provar o principal resultado deste § (TEOR. 4.6.)
segundo 0 qual, num G-espag¢o as propriedades "holomorficamente
bornolégico”, “"holomorficamente tonelado”, "holomorficamentejnfra—
tonelado", (D), (D*), "Montel"”, "infra-Montel" e muitas outras,
sao equivalentes. 0O §4 acaba com resultado caracterizando os G-
espacos que sao espacos de Silva e os G-espacos nao metrizaveis.

Finalmente, o §5 é uma miscelanea de resultados di-
versos obtidos na tentativa de achar uma condigao necessaria e su-
ficiente, em termos da teoria dos espagos localmente convexos, pa-
ra que um G-espaco seja holomorficamente bornoldgico. Este bro-
blema nao parece facil de resolver, o resultado mais proximo que
obtive nesta direcao foi a PROP. 5.3. (e sua reciproca parcial,
a PROP., 5.4.), na qual é interessante observar a forma em que in
tervém o conceito de D-holomorfia.

Devo algumas palavras de reconhecimento as muitas pes
soas que tornaram possivel a realizagéo deste trabalho. Em espe-
cial, agrade¢o aos professores

Drs. Chaim S. Honig, Domingos Pisanelli e Waldyr M. O
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Dr. Jorge Mujica pela sua participagao desprendida na
discuss§6 de varias partes deste trabalho. Em particular é dele a
idéia da prova de que todo G-espago € polinomialmente bornologi-
co;

Dr. Leopoldo Nachbin, o meu orientador, pelos ensina-
mentos, por haver proposto as questoes estudadas, pelo estimulo, a
tengdo e apoio constante, enfim, pela sua orientagdao que nao me
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§0 = PRELIMINARES

De modo geral adotaremos as notacoes de [BMN] e [N1]
e a menos de adverténcia em contragdo usaremos as seguintes conven
goes: E e F indicam dois espagos localmente convexos complexos
e U um aberto nao vazio dé E. O conjunto de todas as semi-noxr-
mas continuas sobre E & indicado por SC(E); se aeSC(E), T é
nimero real positivo e EeE indicamos com Ba’r(a)(reﬂ; §a,é€”
a a-bola aberta (resp. fechada) de centro ¢ e raio r em E. De

notamos por Ea o espago vetorial E semi~normado por o ¢ SC(E),

por E/a o espa¢o normado associado a E, é por & a norma sobre
E/a'

Se I & um conjunto e F & um espago semi-normado,
indicamos com z”(I;F) 5 espago semi-normado de todas as aplica
coes limitadas de I “em F.

Indicamos com H(U;F) o espago vetorial de todas as
aplicacdes holomorfas de U em F e com H(U;F) o espago
H(U;ﬁ)f\FU, onde # indica um completado de F.

Diz-se que uma'éplicagéo f:U — ¥ & algebricamente

holomorfa se a restrigao flu ns & holomorfa para cada subespago

5 de E de dimens3o finita intersectando U, onde S estd muni



do de sua topologia natural. Indicamos com H (U;F) o espago veto
rial de todas as aplicag¢oOes algebricamente holomorfas de U em F;
denoiamos éor HC(U;F) o subespago vetorial de Ha(U;F) formado
pelaé aplicagoes limitadas sobre as partes compactas de U e indi
camos Eom Hc(ﬁ;F) .0 espago vetorial HC(U;ﬁ)thU. Denotamos com
Hh(U;F) -0 subeépago vetorial de HC(U;F) formado pelas aplica-
¢oes hipoholomorfas, isto &, as aplicégSes algebricamente holomor-
fas de U em F que sao continuas sobre as partes compactas de U.
Se me N, denotamos com Pa(mE;F) o espago vetorial
dos polindmios m-homogéneos de E em F. Indicamos com PC(mE;F)
o subespac¢o vetorial de Pa(mE;F) formado pelos polinodmios que sao
limitados sobre as partes compactas (ou equivalentemente, sobre as
partes limitadas) de L. Denotamos por Ph(mE;F) o subespago ve-
torial de Pc(mE;F) formado pelos polindmios hipoholomorfos, isto
€, os polindmios m-homogéneos de E em F que sdo continuos so-
bre as partes compactas de E. Indicamos com P (™E;F) O espago
vetorial dos polindmios m~homogéneos continuos de E em F.
| Se me N, a notacgao Las(mE;F) indica o espago veto
rial.dgs aplicagSes,m—lineares simétricas de E em F e denota-
mos com LS(mE;F) o subespac¢o vetorial de Las(mE;F) formado pe-
las aplicagOes m-lineares simétricas continuas de E em F.
Se fe H(U;f), usamos as notagSes habituais para os
operadores diferenciais definidos a partir dos coeficientes da sé-

rie de Taylor de £ num ponto de U:



a"f ¢ H(U; P("E:F)) e d"fe H(u;L_("E;E) (mem).

Eal

Quando f£eH _(U;F), usamos a notagdo 9"f (resp. 3"f) em vez de
d"t (resp. a"f).

Dado um espago E de aplicagoes de U em F limita
das sobre as partes compactas (resp. compactas de dimensdo finita)
de U, indicamos com —Eo (resp. ’gof) a topologia sobre E da con
vergéncia uniforme sobre as partes compactas (resp. compactas de di
mensao finita) de U, Se BeSC(F) e K & um compacto (resp.
compacto de dimensdoc finita) de U, a semi-norma r’to-continua
(resp. Ko g~continua) sobre E definida por B e K & indicada

por II-HB g+ 1isto &, para todo £ ¢E:
I€llg y = sup {BLE(x)I|xeK].

Uma aplicagac £:U — F & amplamente limitada se Bof
é localmente limitada para cada Be SC(F). De modo geral, um con-
junto X de aplicagdes de U em F & amplamente limitado se o
conjunto B eX & loca;lmente limitado para cada BeSC(F). Indica
mos com AB(U;F) o conjunto de todas as partes amplamente limita-
das de FU. .

Quando F=¢C€, o excluimos da notagao para espaéos de
fungoes, assim por exemplo, escreffemos H(U) em vez de H(U;C);
P("E) em vez de P("E;C), etc.

A envoltoria absolutamente convexa fechada de um sub-

conjuntc X de E @& indicada pela notagdao EACF(X).



Um espago localmente convexo E & dito holomorfica-
mente bornolégico se, para cada U e para cada F, tivermos
H(U;F) = H _(U;F).

Um espago localmente convexo E & dito holomorfica-
mente tonelado (resp. holomorficamente infra-tonelado) se, para ca
da U e para cada F, toda parte -Xc:H(U;F) & amplamente limita
da se (e sempre b se) X & uma parte ?af-limitada (resp. 2;~114
mitada) de H(U;F).

Um espago localmente convexo E & dito holomorfica-
mente de Mackey se, para cada U e para cada F, toda aplicacao
f:U -+ F pertence a H(U;F) se (e sempre 86 se) yo fet(U) pa-
ra cada PeP',

Usamos as seguintes abreviaturas para propriedades dos
espagos localmente convexos: B=Baire; S=58ilva; sm=semi-metri
zavel; hba=holomorficamente tonelado; hbo =holomorficamente box
nologico; hib==holom9rficamente infra-tonelado; hM==holomorfica—
mente de Mackey. Temos as seguintes implicacOes entre estas pro=

priedades, que serao usadas sem adverténcia prévia (cfr.. [(BMN]) :

hba
hib == hM.

>
=

hbo

\V/N\/

sm



§1 - CLASSIFICACAO POLINOMIAL DE ESPACOS LOCALMENTE CONVEXOS.

APLICACOES D-HOLOMORFAS E D*-HOLOMORFAS.

-

DEFINICZO 1.1. bma'aplicagéo fe HC(U;F) & dita D-holomorfa se

3™£(£) ¢« P(TE;F) para cada meIN e para cada e U. Indicamos com
HD(U;F) o espago vetorial de todas as éplicaqaes D-holomorfas de
U em F. Diz-se que um espago localmente convexo E possul a pro

priedade (D) se para cada U e para cada F, temos

H(U;P) = HD(U;F).

Usaremos a abreviatura: D = propriedade (D).

DEFINICRO 1.2. Diz-se que um espago localmente convexo E é  hi-

poholomorfo se para cada U e para cada F, temos

H(U;F) = Hh(U;F).

Diz-se que E € polinomialmente hipoholomorfo se para cada me IN

e para cada F, temos
P("E;F) = Ph(m‘E;F).

Usaremos as abreviaturas: h = hipoholomorfo; ph = polinomialmen-

te hipoholomorfo.

PROPOSICRO 1.3. Para cada U e para cada F temos



H{u;F) < HD(UiF} c Hh(U;F) < HC(U;F}‘

Em comseqiiéencia temos as seguintes implicagcee entre as proprieda
des hbo, h e D:

hbo === h === D.

Prova

£ suficiente verificar que H (U;F) « Hh(U;F) . Seja
fe HD(U;F) ¢ K um compacto‘ de U, £e¢X emostraremos que £[|K &
continua em £. Suponhamos F separado. Fixado p>1, existe

ae SC(E) tal que V =B (E) e U, (L=A)E+Ax ¢ U para cada

e,1/p
Ae€ tal que |A|sp e para cada xeV. Se BeSC(F), pela
f6rmula do resto de Taylor, para cada xeVnK e para cada melN

temos

D1 aj M
BLE(x) - £(£)7 s s[z L 3ece (xag)} T
jmg 3° p™ (p=1)

onde
M = sup{B(E[(l-ME+xix])|xek e [r|=0pl},

o que prova ¢ resultado neste caso pois p > 1. Suponhamos agora F
arbitrario, seja | g‘ o espago separado ‘asgociado a F e seja
q:F =+ F a aplicagao quociente. Pelo caso  anterior temos
HD(U;E‘) 5 Hh(U:‘E‘). Dada fe¢ HD(U:F) arbitraria & clarc que
gefe HD (U;F) e em conseqiiéncia qofe Hh (U;F), o que acarreta
fe Hh(U;F) . Com efeito, fixados um compacto KeU, E£e¢K euma vi

zinhanga fechada V de £(§) em F, V,=q(V) & uma vizinhanga



de q(f(E)) e entdo existe uma vizinhangca W de £ em K tal

que (geo £) (W< Vor donde f£(W) eV = V. 0

OBSERVAGRO. Todo k-espago localmente convexo complexo €& hipoho-

1qmdrfo e portanto possui a propriedade (D).

PROPOSICAO 1.4. Se E é um espago hipoholomorfo, entdo (HﬂhF);a;)

¢ completo, se F & completo.

Prova
Se F & completo, o espaco (HC(U;F);Q%) é completo
e H, (U;F) é fechado em (HC(U;F);?%), logo (Hh(U;F);i%) € com

pleto. Como E & hipoholomorfo, H(U;F) = H (U;F). 0

DEFINIGEO 1.5. Um espago localmente convexo E € dito polino-

mialmente bornoldgico se para cada melN e para cada F, temos

P(ME;F) = Pc(mE;F) .

Usaremos a abreviatura: pbo = polinomialmente bornologico.

PROPOSIGAO 1.6. Paia um espago localmente convezo E sao equiva-
lentes as asgergoes seguintes:

(i) E ¢ holomorficamente bornoldgico.

(i1) E € hipoholomorfo e polinomialmente bornologico.

(1ii) E possui a propriedade (D) e é.polinomialmente bornologico.

Prova
Todo espago holomorficamente bornologico é polino-



mialmente bornoldgico e entao, pela PROP. 1.3., resulta que
(i) == (ii) = (iii). Vamos mostrar que (iii) == (i). Sejam da-
dos; U, F separado e f’eHC(U;F). Se K & um compacto de E,
Eel e meNlN, existé p>0 tal que £+ AxeU para cada AeC

tal que |A| sp e para cada xeK. Em conseqiiéncia, pela formula

integral de Cauchy,

M (E) (K) < B2 EACF{£(E+Ax) [xeK e |A|=p}.
0

Como E & polinomialmente bornoldgico, a relagao acima prova que
3"£(E) e P("E;F)

para cada melN e para cada £ e U, donde resulta que £f e H(U;F)
pois E possui a propriedade (D). O caso F arbitrario se reduz

imediatamente ao caso F separado como na PROP. 1.3. o

PROPOSICAO 1.7. Para um espago localmente convexo E as asser-
goes seguintes sao equivalentes:
(i) E e hipoholomorfo.

(ii). E' possui a prbpriedade (D) e ¢ polinomialmente hipoholomorfo.

Prova

| A implicacao (i) == (ii) segue da PROP. 1.3. Mos-
tremos que (ii) = (i).._ Dados U, F separado, fe Hh(U;F) p se
EeU, melN e K & um compacto de E, existe p>0 tal que
E+Ax eU para cada AeC, |A] <p e para cada xe K. Em conse-

qiéncia, pela formula integral de Cauchy, se BeSC(F) e neK, pa



ra cada xe¢ K, temos

BIA™E(E) (x) - 3™E(E) (M1 < %{5 sup{BLE(Z +Ax) - £(E+An) 1|1l =p}.

Comof,o conjunto
L= {E+Ax|xekK e |A|=0p}

€ uma parte compacta de U, resulta que- f|L & uniformemente con

tinua, portanto dado € >0 existe o e SC(E) tal que

m

yizeL e aly-2z) <1 == BIf(y) -£(2)] < =

Em conseqiiéncia, para cada xe B (n) n XK temos

a,l/p
BLARE(E) (x) - a"F(E)(m)] < ¢

0 gue prova, levando em consideracao o fato de E ser polinomial-
mente hipoholomorfo, que Smf(g) e P("E;F) para cada meIN e para
cada £e U. Como E possui a propriedade (D) resulta entao que
£ eH(U;F) . O caso F arbitrario se reduz imediatamente ao caso

F separado. 0

DEFINIGAO 1.8. Um espago localmente convexo E é dito polinomial-

mente infra—toneLado se para cada meIN e para cada F, todo con

junﬁo X <P(™E;F) que & limitado sobre os compactos de E é am-
plamente limitado (ou equivalentemente, eqiiicontinuo) .

Usaremos a abreviatura:  pib= polinomialmente infra-tonelado.

LEMA 1.9. Seja E um espago polinomialmente infra-tonelado e se-

ja Xec H(U;F) wum conjunto limitado sobre os compactos de U. En-
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tao, para cada E£e€U e para cada melN, o econjunto

o & {(d™£(E) | £ e X} « P("E;F)

e amplamente limitado.

Prova

‘ £ suficiente verificar que Xm’g € limitado sobre os
compactos de E. Seja K um compacto de E, entao, existe p>0
Ftal que £+ AxeU para cada Xe € tal que [A] =p e para cada
x e K e, em conseqiiéncia, pela formula integral de Cauchy, para ca

da f eX, temos

Am me
d £(&) (K) « ;; Bg

onde
B, = EACF{f(E+Ax)|IAl=p e xeK},

donde

U a"s(e) (x) « B | B,
feX P™ feX

como X & limitado sobre o compacto
{(g+xx]IAl=p e #eK}.
o conjﬁnto
X = EACF{f‘A(£+ Ax) | IAl =p, xeK e feX}
& uma parte limitada de F e, entdo, a relagao

U B, € X
feX
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acarreta

U a%f(e) (K) = (A"F(E)+x|xek e feX} ¢ Bix. 0O
feX p™

PROPOSICAO 1.10. Para um espago localmente convexo E sao equiva-
lentes as assez;geSes seguintes:
(i) E & holomorficamente infra-tonelado.

(i1) E & polinomialmente infra-toneladoe possui a propriedade (D).

Prova

(i) => (ii). £ suficiente verificar que E possul a
propriedade (D). Dados U, F separado, feHD(U;F) e EeU vamos
mostrar que existe uma vizinhanca V de & em U tal que £|V &con

tfnua. Fixado p>1l, existe «aeSC(E) tal que V =B (£) < U,

a,l/p
(1-\)E+ Axe U paracada AeC talque |\ sp eparacada xeV e

i
g ]
o I-

FL(1=-N)E +Ax]
m+ 1

A (A-1)

dx

m A S
£(x) - | (e (x~8) = -—-—{

i= Al =p
para todo xe¢V e todo meWN. Resulta, entao, que o conjunto

X = {fmlm elN}, onde para cada meIlN  pomos

L ey x-6) er,

o 3

H‘

%

m

<
B~

3
é uma parte limitada de (H(V;F) ;2;0) ., Como E & holomorficamente

infra-tonelado, resulta que X é equicontinuo. De outro lado, co-

mo lim £ (x) = f(x) para cada xeV, o conjunto  X(x) ={fm(x) |me1N}
m->ee
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& relativamente compacto em F para cada x eV, donde, pelo teo-
rema de Ascoli, segue que X & uma parte relativamente compacta
de (C(V;F){C;). Em conseqiéncia, a imagem do filtro de Fréchet pe
la éplicagao m+—> f_ & um filtro sobre X que possui um pon-

to aderente ge C(V;F) o que implica que
B[ f(x)-g(x)] =0 para todo xeV e para toda Be SC(F).

Como F & separado, resulta £|V=g, donde f ¢ H(U;F). O caso F

arbitrario segue do caso F separado como na PROP. 1.6

(ii) => (i): Dada uma parte limitada X de (H(U);Ziﬂ,
mostremos que X & localmente limitada. Consideremos a aplicagao

associada a X,

£yixe U —> (g(x)) g y € 27 (%),

e conhecido que

f eHc(U;z“(X)).

X
Como E é polinomialmente infra-tonelado, o LEMA 1.9. acarreta

que 3me(E) & localmente limitado e, portanto, continuo para ca-

da EeU e para cada melN, © que prova que

fX € HD(U;R’ (X)) I3

e, em consequéncia,

£, e H(U;2T (X)),

X

pois E possui a propriedade (D). Resulta que f, & localmente
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limitada, isto é, X & localmente limitada. O

COROLARIO 1.11. Para um espago polinomialmente bornologico E as
condigoes seguintes sao equivalentes:
‘(is E ¢ holomorficamente bornologico.
(ii) E & holémorficamente infra-tonelado.
(iii) E e hipoholomorfo.
E

(iv) possui a propriedade (D).

Prova
As equivaléncias (i) <= (iii) <=> (iv) resultam da
PROP. 1.6., a implicagao (ii) = (iv) segue da PROP. 1.10. e

& conhecido que (i) == (ii). 0

DEFINICAO 1.12. Um espago localmente convexo E € dito polino-

mialmente de Mackey se, para cada meIN e para cada F, as rela

goes Pe Pa(mE;F) e YoPecP(™E) e para cada VeF', implicam
Pe P("E;F).

Usaremos a abreviatura: pM = polinomialmente de Mackey.

DEFINICKO 1.13.._Um espago localmente convexo E possui a pro-

priedade (eD) (resp. é escalarmente hipoholomorfo) se para cada

U, temos

H(u) = HD(U) (resp. H(U) = H (U)).

PROPOSICRO 1.14. (19) Para um espago localmente convero E as con
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digoes seguintes sao equivalentes:
(i) E €& holomorficamente de Mackey e possui a propriedade (eD).

(1i) E é polinomialmente de Mackey e possui a propriedade (D).

(2Q) Para um espago localmente convexo E as con
digoes seguintes sao equivalentes:

(i) E ¢é holomorficamente de Mackey e escalarmente hipoholomorfo.

(ii) E ¢é polinomialmente de Mackey e hipoholomorfo.

(39) Para um espago localmente convexo E as con
digoes seguintes sao equivalentes:
(i) E ¢ holomorficamente infra—tonelado e escalarmente hipoholo-
morfo.

(ii) E é polinomialmente infra-tonelado e hipoholomorfo.

Prova
(1) (i) => (ii): Dados U, F e feH (U;F), & cla
ro que 1y of eHC(U) para cada Y e¢F’ é)como para cada £eU, melN

e YePF', temos
3™ (p o £Y (E) = y o ™E(E)

resulta que ¢ o £ eHD(U) para cada Y eF'. Como E possul a pro
priedade (eD), segue que VYo £fe H(U) para cada vV ¢ F', donde
feH(U;F).

(ii) => (i): Dados U e F completo, seja

f:U — F uma aplicagdo tal que Vo f ¢ H(U) para cada VeF'. En
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tao, & claro que f ¢ Ha(U;F) . De outro lado, se K €& uma parte
compacta de U, f£f(K) & uma parte fracamente limitada e, portanto,
limitada de F, o que mostra que fe¢ HC(U;F) . Como E & polino-

mialmente de Mackey, as relagoes
3"y o £) (E) = ¥ o BUE(E)
para cada mém; EeU e YeF! implicaLm que
§mf(€,) € P(mE;F), para cada melN e EeU.

Segue que feHD(U;F), donde feH(U;F) pois E possui a pro-

priedade (D).

(29) (i) => (ii): Dados U, F e f¢ Hh(U;F) , como E
e escalarmente hipoholomorfo, temos ¢ o fe H(U) para cada yeF',
donde fe H(U;F).

(ii) => (i): Segue de (1?) e da PROP. 1l.3.

(39) (i) == (ii): Segue de (29) e da implicagao
hib => hM.

(ii) => (i) : Resulta das proposig¢oes 1l.3. e 1.10. [

PROP:OSICKO l.'15A. - Para um espago localmente convemo E as condi-
goes séguintes sao equivalentes:
(i) E ¢ holomorficamente de Mackey.
(ii) Para cada aberto nao vazio U de E e para cada espago semi
normado F, as condigoes:

(a) £eH _(U;F); (b) X= {(poflyeF' e |W||=1} e H(U)



16

3 . -» s o ¢
implicam que X e equicontinuo.

Prova

’ (1) => (ii). Seja U um aberto nao vazio de E, F um
espaéo seminormado e suponhamos que f:U — F satisfaz as condi-
gSesﬂ '(a) e (b) de  (ii). A condigcdo (b) implica que  Yefel(U)
para cada tbéF' e, entz'io,rpor (1) resulta £ e H(U;F), donde £
& localmente limitada. Dado £ e¢U arbitrario, existe, entao, uma

vizinhanca V de & em U tal que
M= sup {HEGI| xeV} < =
e, em consequéncia,
sup {|<£(x),v>| | W=l e xeV} s M

o que prova que X & localmente limitado. Resulta, entao, ' (cfr.

[(B], Prop. 3.4.) que X ¢é egliicontinuo.

(ii) => (i). Seja U um aberto nao vazio de E, F um
um espago localmente convexo e f:U — F uma aplicacao tal que
p o £ e H(U) para cada YeF'. Resulta, entao, que feHa(U;F)=Ha(Usf‘)nFU;
além disso, se K & um compacto de U, & claro qué f(X) e fra-
caménte limitado e,’. portanto, limitado, donde £ eHc(U;F) . SO res
ta, entdo, verificar que f & amplamente limitada. Seja BeSC(F),

entao, como feHc(U;FB): e
X={peflye(Fg)' e IWilg=1} < H(U),

por (ii) resulta que X & eqiiicontinuo. Dado um compacto KcU
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arbitrario,
M= sup {BLf(x)1|xeK} < =
o que acarreta
sup {|$f(x),¢>|l@€ (FB)', Illbll8=l e XeK}=M< =

o que mostra qﬁe X & uma parte zo—limi_tada de H(U). O conjun-
to X sendo eqiiicontinuo e FGo—limitado é localmente limitado
(cfr. [B1, Prop. 3.4.). Dado £Ee€U arbitrario, existe, entao, u-

ma vizinhanca V de & em U tal que

N

sup {I<£(x) ,¥>||be (Fg)', ilg=1 e XeV} < o
donde, pelo teorema de Hahn-Banach, resulta
sup {BIE(x)]|xeV} = N <=
e, portanto, £ e H(U;F). 0O
COROLARIO 1.16. Seja E um espago holomorficamente de Mackey. En

tao, para cada aberto nao vazio U de E e para cada espago semi

normado F, as condigoes:

(a) £cH_(G;F); (b) X={yeoflver' e lli=1}eH(0)
implicam que X e ‘Eg—relativamente eompacto em H(U).
Prova

Como E & holomorficamente de Mackey, pela PROP. 1.15.,

as condicoes (a) e (b) implicam que X & eqiiicontinuo e da mes-
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ma forma que na PROP. 1.15. se prova que X é ?i—limitado em
H(U). Em conseqiiéncia, o conjunto X(x) = {f(x) |£f e X} € uma par-
te relativamente compacta em € para todo xeU, donde, pelo teo

rema de Ascoli, resulta que X & El-relativamente compacto. 0

A seguir vamos demonstrar um resultado analogo &
PROP. 1.10. para espagos holomorficamente tonelados. Para tanto,

precisamos das duas definic¢Oes seguintes.

DEFINICEO 1.17. Um espago localmente convexo E & dito polino-

mialmente tonelado se para cada melN e, para cada F, todo con

junto XcP(™E;F) que é limitado sobre os compactos de dimensao fi
nita de E & amplamente limitado (ou equivalentemente, eqﬁiconti—

nuo) .

Usaremos a abreviatura: pba = polinomialmente tonelado.

DEFINIGEO 1.18. Uma aplicagao fel (U;F) é dita D*-holomorfa

se SMf(E) e P(ME;F) para cada meIN e para cada Ee U. Indica
mos com HD*(U;F) o espago vetorial de todas as aplicacoes D*-ho
lomorfas de U em F. Diz-se que um espago localmente convexo E

possui.a propriedade (D*) se, para cada U e para cada F, temos

H(U;F) = HD*(U;F)

Usaremos a abreviatura: D* = propriedade (D¥).

£ claro que vale a implicagao: p* => D.
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LEMA 1.19. Seja E um espago polinomialmente tonelado, U um a-
berto nao vazio de E, F um espago localmente convexo e XeH (U; F)
um conjunto limitado sobre os compactos de dimensao finita de U.

Ent&b, para cada &€ U e para cada meWN, o conjunto

Xm;g = {AP£(E) |£e X} e P("E;F),

é amplamente limitado.

Prova

0 argumento € analogo ao usado na prova do LEMA

1.9. 0

PROPOSICAO 1.20. Para um espago localmente convexo E, as condi-
coes seguintes sao equivalentes:
(1) E & holomorficamente tonelado.

(ii) E ¢é polinomialmente tonelado e possui a propriedade (D*).

Prova

Resulta de pequenas modificagOes na prova da PROP.1.10. [

A'sgguir introduzimos uma nogao mais forte que a de
"poiinomialmente tonelado", a saber a de "fortemente polinomialmen
te tonelado". O interesse desta nova nogao € gue, COmO Veremos no
§4, uma extensa classe de espacos de germes possui esta proprieda-

de.

DEFINICAO 1.21. Um espago localmente convexo E & dito fortemen-
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te polinomialmente tonelado se para cada meIN e para cada F, to

do conjunto Xc P(™E;F) que & limitado scbre os conjuntos £initos
de E & amplamente limitado (ou equivalentemente, eqiiicontinuo).

Usaremos a abreviatura: spba = fortemente polinomialmente tonelado.

£ claro que vale a implicagao: spba == pba.
O resultado seguinte fornece uma classe de exemplos de
espagos polinomialmente bornoldogicos e uma classe de exemplos de es

pacos fortemente polinomialmente tonelados.

PROPOSICAO 1.22. (19) Se E ¢é um espago (DF), tonelado e borno
l6gico, entado, E & polinomialmente bormoléogico.
(290) Se E é um espago (DF) e tonelado, entao

E ¢ fortemente polinomialmente tonelado.

Prova

(19) Seja F um espaco localmente convexo, melN e
P1sPc(mE;F), entao, existe Ac Las(mE;F) tal que A=P. Vamos
provar que A & continua. Como E & (DF) e tonelado, basta ve-
rificar (cfr. tG], ch 1V, §3, n® 2, Corol. 1 du Th. 2) que A &
sepﬁradamente contiﬁua e,como A & simétrica, & suficiente verifi
car que A & continua na primeira variavel, isto é, fixados Bgreeer
a em E, a aplicagao iinear

Y

uixe E > A(x, Borecer @) € F

& continua. Como E & bornoldgico, basta provar que u & limita-
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da, o que resulta da formula de polarizacao e por ser P limitado

sobre os limitados.

3

} (29) Dados um espag¢o localmente convexo F, melN e
Xe PkmE;F) tal que X & limitado sobre os conjuntos finitos de E,

"~

mostremos que X & eqiicontinuo. Consideremos o conjunto
X = {ael_("E;F |A=P},

entdao, pela foérmula de polarizacao e por ser X limitado sobre os
conjuntos finitos de E, resulta que X é uma parte limitada de
Ls(mE;F) para a topologia da convergéncia simples. Resulta, en-
t3o, (cfr. loc. cit.) que X & uma parte eqiiicontinua, donde se

gue que X & uma parte eqgiliicontinua. ]

DEFINIGCAO 1.23. Um espaco localmente convexo E é dito g=poli-

nomialmente infra-tonelado se para cada espago localmente convexo

F, para cada conjunto enumeravel de polindmios continuos de E em
F:

y = {P_|meIN} < P(E;F)
e pgra cada abeftp absolutamente convexo nao vazio W de E, se
Yiw = (Pm|W|mel\1}
€ uma parte limitada de :(H(W;F);z%),. entao V|W & egliicontinua.

Usaremos a abreviatura: opib = o-polinomialmente infra-tonelado.

PROPOSICAO 1.24. (19) Se E e um espago o-polinomialmente infra
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tonelado, entao E possui a propriedade (D).
(2Q) Para um espago localmente convexo E, as as-
ser¢5es seguintes sao equivalentes:
(1) E ¢é holomorficamente infra-tonelado.
(ii)TE. é poliﬁomialmenté infra-tonelado e o-polinomialmente in-
fra4tonélado.
(39) Para um espago polinomialmente bornologico
E, as assergoes seguintes sao equivalentes:
(1) E e holomorficamente bornologico.
(ii) E ¢é o-polinomialmente infra-tonelado.

(iii) E possui a propriedade (D).

Prova
(19) Retomamos a prova e as notacoes da PROP. 1.10.,
(i) == (ii), até o ponto em que se demonstra que X=={fm|me]N} é

uma parte limitada de (H(V;F);Y;). Seja agora

nm e

P = -.l.-an(g), para cada melN;
m o 2o 3

V=.{Pmlmem} e W=Ba’1/p(0).

f imediato verificar que o fato de X ser uma parte limitada de

(H(V;F);zi) acarreta que
VW = {PmIWime m}

é uma parte limitada de (H(W;F);zg). Como E €& o-polinomialmen
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te infra-tonelado, resulta que y|Ww & uma parte eqiiicontinua de
H(W:F), donde segue que X & uma parte eqiiicontinua de H{V;F).
A pd:tir deste ponto, a prova prossegue sem alteracoes como na

PROP. 1.10., (i) => (ii).

(20) (1) = (i1): Claro; (ii) = (i): Resultade (19)

e da PROP. 1.10., (ii) == (i).

(32) Como E & polinomialmente bornoldgico, pelo
COROL. 1l.11l., temos (i) <= (iii), logo & suficiente verificar que
(i) = (ii) = (iii). A primeira destas implicagoes & clara pois
hbo => hib == gpib. A segunda implicag¢do €& a primeira assercao da

proposicao. O

DEFINICEO 1.25. Um espago localmente convexo E é dito localmen-

te holomorficamente infra-tonelado se para cada U, para cada F

e para toda parte XcH(U;F) que & limitada sobre os compactos de
U, o conjunto

X|k = {g|K|g e X}
é uma parte eqﬁidontinua de C(X:F) para todo compacto K de U.
Usarembs a abréviatura: 1hib = localmente holomorficamente infra-

tonelado.

PROPOSICRO 1.26. Para um espago localmente convexo E as condi-
¢oes seguintes sao equivalentes:

(1) E & localmente holomorficamente infra-tonelado.
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(ii) E satisfaz a DEF. 1.25. no caso F=C.
(iii) Para cada U, wuma parte XecH(U) e ‘8;~Zimitada se e 80 se

-

e 'E;-precompacta..

Pfova,
£ claro que (i) == (ii). Mostremos que (ii) = (i).
Dados U' e F, seja X uma parte limitada de (H(U;F);Z;). Fi-
xados um compacto KcU e Be sC(F), seja
¥ = {ye (Fp) '|llw||B=1},

entao, € claro que

X(¥) = {pof|feX e PeVl}
é uma parte limitada de (H(U);?%). Por (ii) resulta que |
(1) |k = {h|K|heX(¥)}
é uma parte eqiicontinua de C(K). Segue que, fixado & eK arbi-

trario, existe uma vizinhangca V de & em K tal que

|h(x) -h(E)| s 1, para cada xe¢V e para cada he X(¥) |K.
Com@“pelo teorema de Hahn-Banach temos
sup{B[f(x)—f(g)]|feX e xeV} = sup{|<E(x)-£(E), ¥>||feX, xeV e peV¥l,

resulta

B[f(x) - f(E)]1<1l, para cada xeV e para cada f ¢ X.

(1) => (iii): Seja X uma parte limitada de (H(m;“G'o).
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por (i), para cada compacto Kec U, ©O conjunto

X|x = {g|K | geX}

)

uma parte eqiiicontinua de C(K) e, como o conjunto

s

X|R(x) = {g(x)|geX}

& limitado para cada xe¢K, pelo teorema de Ascoli, X|K & uma
parte relativamente compacta de C(K) para cada compacto KecU.
De outro lado, & claro que ?7’0 coincide com a topologia limite pro

jetivo sobre #H(U) para a familia de aplicagoes
pK:feH(U) > fIK e C(K)

gquando K percorre o conjunto das partes compactas de U. Ora,
como pK(X) = X|K & precompacto em C(K) para cada compacto KcU,

segue que X @& uma parte C ~precompacta de H(U).
(s}

(iii) =>(i): Seja X uma parte limitada de (H(U);?%),
entdo, por (iii), X & uma parte precompacta de (H(U) ;'50) don-
de X|K = pK(X) & uma parte relativamente compacta de C(K) para
cada compacto K cU. Pelo teorema de Ascoli, X|xg & eqiiicontinuo

para cada compactb ‘Ke U. O

PROPOSIGCRO 1.27. Se E ¢ hipoholomorfo e localmente holomorfica-

mente infra-tonelado, entao E é holomorficamente infra-tonelado.

Prova

Dados U e uma parte limitada X de (H(U);?;;), con-
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sideremos a aplicagao algebricamente holomorfa associada a X,

fyixeU > (g(x) 4 ¢ 27(X) .

R

como. E é localmente holomorficamente infra-tonelado, resulta

£, ¢ H, (U; 27 (X))

X
e, entdo, como E €& hipoholomorfo, segue que fxs H(U; £7(X)) , is

-

to &, X & localmente limitado. 0O

Dados dois espacos localmente convexos E e F, in-
dicamos com LSC(E;F) o espago vetorial de todas as aplicagoes li
neares de E em F que sao seqiiencialmente continuas. E claro que
L(E;F) < L  (E;F). Um espago localmente convexo E ¢é dito semi-

bornoldgico (cfr. [P]) se L(E;F) = LSC(E;F) para cada espago

localmente convexo F. Vamos usar esta nogdo como motivagao para
a proxima definigao. Seja U um aberto nio vazio de um espago lo-=
calmente convexo E e seja F um espago localmente convexo, indi

caremos com a notagao
HSC(U;F)

o) eépago vetorial complexo de todas as aplicagaes algebricamente
holomorfas de U em F que sao seqiiencialmente continuas. Com es

tas notagoes pomos:

DEFINICAO 1.28. Um espago localmente convexo E & dito holomor-

ficamente semi-bornoldgico se para cada U e para cada F, temos
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H(u;m) = H (U;F).
sc

Usaremos a abreviatura: hsb = holomorficamente semi-bornoldogico.

3

PROPOSIGCEO 1.29. Sejam E, F dois espagos loealmente convexos e
U um aberto nao vazio de E, entao

(19) H (U;F) < H_ (U;F).

(29) Se todo compacto de E & seqiiencialmente compacto, entdo

Hsc(U;F) c HC(U;F) .

Prova

(19) seja f e Hh(U;F) . Dada uma sequencia (Xm)meIN

convergente em U, se x=1lim x , © conjunto K = {xmlmelN} v {x}
m->co

& compacto em U e, portanto, f|K e C(K;F), donde lim f(xm.)=f(x).
m-roe

(29) seja fe HSC(U;F) . Suponhamos, por absurdo, que

f¢H (U;F). Ent3o, existe um compacto KcU e BeSC(F) tais que
sup {BLf(x)]|xeK} = =

e, em conseqiiéncia, existe uma seqiiéncia (x ) em K tal que

me IN

" BLE(x )] 2 m, para cada meIN.

Por hipotese, (xm) me N possui uma subseqliéncia convergente

(xm\))vem , seja x = lim x, € K, como f & sequencialmente con
vV

tinua, temos ]
Lim Bl (xp )] = BLE(x)]

m->e

0

o que & absurdo pela definigao da sequencia (xm) meTN"
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COROLARIO 1.30. Seja E um espago localmente convexo no qual to-
do compacto é sequencialmente compacto. Entac, para ecada U e pa

ra cada F, temos
H{u;F) < HD(U;F) c Hh(U;F) c ﬁsc(U;F} c HC(U;F).
Em conseqiiencia, em E, valem as seguintes implicagoes

hbo == hsb == h == D.

Prova

Resulta imediatamente da PROP. 1.28. e da PROP.L.3. 0

PROPOSICRO 1.31. Sejam E, F dois espagos localmente convexos ¢
U um aberto nao vaazio de E, entao, valem as assercgoes seguintes:
(12) Se fe HC(U;F), entao, |

3"E(E) e P_("E;F)

para cada EeU e para cada me WM.

(23) Se E & polinomialmente bornologico, entao
f1]e - ° = o T
HD‘U,F) Hh(U,F) HC(U,I).
(33).Se E ¢é polinomialmente bornolégico e todo compacto de E é

seqiienctialmente compacto, entao

HD(U;F) =.Hh(U;F) = HSC{U;F) = HC(U;F).

Prova

A assercio (12) estd contida na prova da PROP. 1.6. e
(23) decorre da (18) e da PROP.1.3. A assercao (33) resulta

da (22) e do COROL.1.30. 0
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Encerramos este § com uma breve referéncia a alguns
casos particulares. Comegamos com um exemplo congiderado em [BMN]
quefmostra a independéncia de algumas das nogoes definidas. Se X
& um espago de Banach de dimensao infinita e y=¢c™ estd munido
da sﬁa estrutura habitual de espago de Silva, seja E=XXY O es~
pago locélmente convexo produto de X, por Y. Como E € um espa
co tonelado, bornoldgico e (DF), pela PROP. 1.22., resulta que
E & polinomialmente bornologico e fortemente polinomialmente tone
lado (e, portanto, polinomialmente tonelado) . De outro lado, (cfr.

[BMN], Ex. 18) E nao € holomorficamente bornoldgico, em conse-

giéncia, resultam as seguintes observacoes:

(19) E & um espago polinomialmente bornoldgico que nao é holomor-
ficamente bornoldgico; pela PROP. 1.6., resulta que E nao
possui a propriedade (D).

(29) E nao possui a propriedade {(p*), pois, por (1), E nao pos
sui a propriedade (D) e & claro que D* == D.

(39) E nao & holomorficamente infra-tonelado, pois, por (19), E

r nao posSui a propriedade (D) e hib =» D, pela PROP. 1.10.

(49) E & um espago fortemente polinomialmente tonelado que nio &
holomorficamnte tonelado, pois, por (39}, E nao &€ holomor=
ficamente infra—tonélado e hba ==+ hib.

(59) E & um espago polinomialmente infra~tonelado {pois pbo=>pib)

que nao & holomorficamente infra-tonelado.
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(6@) E ndo & o-polinomialmente infra-tonelado, pois, por (1?) E

nao possui a propriedade (D) e opib = D, pela PROP.1.24.,

f. (19) .

Na réalidade, pode-se provar (cfr. [BMN], Ex.22) que
este espago E tem a sequinte propriedade: se T é um espago lo-
calmente'convexo, P:E —+ F & um polindmio de E em F (isto &,
uma soma finita de polinémios homogéneos) e U & um aberto nao va
zio de E, para que P seja continuo &€ suficiente que P seja
limitado sobre cada compacto de U.

Un espago holomorficamente infra-tonelado que nao &
holomorficamente bornoldogico & um exemplo de um espago que possui
a propriedade (D) (pela PROP. 1.10.) que nao é polinomia}mente
bornoldgico (pela PROP. 1.6.). Un exemplo de um tal espago & um

espago localmente convexo nao bornoldgico que & um espago de Baire.



§2 - CLASSIFICACKO HOLOMORFA I PROPRIEDADE: DE APROXIMACEO

k)

N6 que se segue, indicamos com a rnotagao

(H(U;F) 5 &)

O completamento do espago localmente convexo (H(U;F);?%).

LEMA 2.1. Segja U um aberto gE-equilibrado de um espago localmen-

te convexo E, seja F um espago localmentie convexo separadoe su

ponhamos verificada a condigao seguinte:

Para cada melN, cada Pe Ph(mE;F), cada B e SC(F), cada

(%) compacto KcE e cada €7 0, existe E£eMH(E;F) tal que

HP—fH&Ksc.

Entao, H(E;F) e H{UiF) gao densos em ((Hh(U:F);?%) e, em con-

seqiiéncia, se F e completo, temos:

(H(U;F)i8) = (H, (U;F) 5 G)

Prova .
e

Seja g’eHh(U7F), K um compacto de U, £ eSC(F) e

€>0. Como U & E-equilibrado, para cada x eU temos

Z L 5mg(g)(x-g), uniformemente em K

m:

m=0

g(x) =

31
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e, portanto, existe veIlN tal que

v ~
, B{g(x) - 2 le a“‘g(g) (x-€)} < ¢/2, para todo xe¢ K.
m-o L d [ |

L min (1, €/2). Co-

Seja 6 um nimero real tal que 0<&(l-6)
mo K- £.= {x-&|x eK} & um compacto de E e, pela formula inte-

gral de Cauchy, temos:
Smg(g) € Ph(mE;F), para todo melN,

a hipbétese (*) acarreta que existe uma seqiiencia finita (£ ) 0<msvy

em H(E;F) de modo que

Hfm-iﬁlfsmg(g)ns,x-g < 6", para todo m=1,2,..., V.

fO:Xe E k> g(&)eF.

Seja
v
f:XeE —> ) £ (x-§) cF.
m=0

£ claro que feH(E;F) e & facil verificar que

“ g-= f”B,K < Ey

o qué prova que H(lél;F) é denso em (Hh(U;F) ;'2%;) e, em conse-
guéncia, H(U;F) também o €. A prova da PROP. 1.4. mostra que
(Hh(U;F) ;fc’o) é separadoie completo sé F & completo, logo como
(H(U; F) ;Tgo) € um subespaco uniforme de (Hh.(U;F) ;’Co) , resulta a

assercao relativa ao completamento. a
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COROLARIO 2.2. Seja U um aberto E-equilibrado de um espago lo-
calmente convexo E, seja F um espago localmente convexo separa

)

do e suponhamos verificada a condigao seguinte:
(*) = | P(ME;F) & denso em (Ph(mE;F);a%) para cada melN.

Entao, H(E;F) e H(U;F) sao densos em (Hh(U;F);Za) e, em con-

sequencia, se F ¢é completo
HW;F;T) " = (H (0F):8) .

Prova

Basta tomar, na prova do LEMA 2.1., a seqiiéncia

(£)

m —
m’ 0<m<v de modo que fme P("E;F) para cada m=0,1,...,v. O

COROLARIO 2.3. Seja U wum aberto E-equilibrado de um espago po-
linomialmente hipoholomorfo E (cfr. DEF. 1.2.) e seja F um
espagd localmente convexo separado. Entao, H(E;F) e H(U;F) sao

densos em (Hh(U;F);%;) e, em congseqiuencia, se F & completo, te

mos
(H(UiF) ;&))" = (Hy (0P iG) .
Prova _
A hipotese - (*) do COROL. 2.2, estd trivialmente
verificada neste caso. 0

As relagoes de inclusao

P("E;F) < Ph(mE;F) c Pc(mE;F)
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para todo E, F e melN, mostram que todo espago polinomialmente
bornoldgico & polinomialmente hipoholomorfo, logo como caso parti-

cul&r do COROL. 2.3. temos o resultado seguinte:

PROPOSIGRO 2.4. Seja U um aberto E-equilibrado de um espago po
linomialmente bornolégico E e seja F -um espago localmente con-
vexo separado. Entao, H(E;F) e H(U;F) sao densos em (Hh(U;F);C;)

e, em consequencia, se F e completo, temos

(H(U:F) 5T ) " = (H (UF);E) .

No resultado seguinte a expressao
"U & equilibrado"

significa que existe &£e¢U tal que U & E-equilibrado.

PROPOSICAO 2.5. Para um espago polinomialmente bornologico E, as

assergoes seguintes sao equivalentes:

(1) E ¢é holomorficamente bornologica.
(ii) (H(U;F):t%)v ¢ completo para cada aberto nao vazio U de E
L e para cadd egpago localmente convezo separado completo F.
(iidi) kH(U;F);T%) é completo para cada aberto equilibrado U de E
e para cada espa¢o ZocaZmente convexo separado completo F.
(iv) E € holomorficameﬁte de Mackey e (H(U);T%) ¢ completo pa

ra cada aberto equilibradoe U de E.
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Prova

As implicacgdes (i) = (ii) == (iii) e (1) == (iv)
sdo claras. Mostremos que (iii) => (i). Pelo COROL. 1.11., bas
ta ver que E ,é hipoholomorfo. A condigdo (iii) e a PROP. 2.4.

implicam que

(1) ' H(U;F) = H, (U;F)

para cada equilibrado U de E e para cada espaco localmente con
vexo separado completo F. Resulta, imediatamente, que (1) va-
le para cada aberto nao vazio U de E e, entao, sO resta verifi
car que (1) vale para todo F. Fixados U e F arbitrarios,se
ja F o separado completado de F e J:F &> F a aplicacao can§
nica. Dada f ¢ Hh(U;F), & claxro que jof eHh(U;ﬁ) = H(u;¥), lo-
go f & amplamente limitada e, em consequéncia, £e H(U;F).
Vejamos, finalmente, gue {iv) == (i). O raciocinio
precedente prova que o fato de (H(U);t;) ser completo para cada
aberto equilibrado U, acarreta gque E é escalarmente hipoholo-
morfo (cfr. DEF. 1.13.). Como, por (iv), E & também holomor-
ficaﬁepte de Mackey, pela PROP. 1.14., (29), resulta que E &

hipoholomorfo, logo holomorficaménte bornoldgico, pelo COROL.1.ll.

0

OBSERVACAO. Se, no enunciado da PROP. 2.5., supomos apenas dJue

E & polinomialmente hipoholomorfo, entao as condigoes (ii) e
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(1ii) sdo equivalentes a condigao

(i') E & hipoholomorfo.

k]

De fato, (i') == (ii) resulta agora da PROP. 1l.4. e a implica-
gao - (iii) == (i') se prova como na PROP. 2.5., (iii) == (1),

usando o COROL. 2.3. no lugar da PROP. 2.4.

TEOREMA 2.6. Para um espago polinomialmente bornologico E, as as
sergoes seguintes sao equivalentes:
(1) E ¢ holomorficamente bornologico.
(1i) E & holomorficamente infra-tonelado.
(iii) E possui a propriedade (D).
(iv) E & hipoholomorfo.
(v) (H(U;F);E;) é completo para cada aberto vazio U de E e
para cada espago localmente convexzo separado completo F.
(vi) (H(U;F);%L) é completo para cada aberto equilibrado U de
E e para cada espago localmente convexo separado completo
F.
(vii) E e hotomorficamente de Mackey e (H(U);z%) ¢ completo pa
. ra cada aberto equilibrado U de E.

(viii) E e o-polinomialmente infra-tonelado.

Prova
Segue imediatamente do COROL. 1.11l., da PROP.1.24.,

(3) e da PROP. 2.5. O
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EXEMPLO 1. Seja E um espago metrizavel e distinguido, entao, o
dual forte Eé de E €& um espago (DF) (cfr. [G]l, Ch IV, §3,
ne 1; Th. 1), tonelado e bornoldgico (cfr. [H], Ch.3,§16, Th.1l). Pe
la PROP. 1.22,, resulta, entao, que Eé € um espago polinomial-
mente bornolégico e.fortemente polinomialemnte tonelado. Portanto,
em E! s3o equivalentes as assergoes do TEOR. 2.6. De outro la-
do, pela PROP. 1.20., O espago Eé € holomorficamente tonela-
do se e sO se E, possui a propriedade (D¥).

EXEMPLO 2. Um caso particular do considerado no EXEMPLO 1 & o
dos espagos ODFM estudados em [D] (um espago 0DFM & o dual for
te de um espago de Frechet-Montel), pois todo espaco de Montel &
distinguido. Como no EXEMPLO 1 resulta que um espaco DFM .é po-
linomialmente bornoldégico e fortemente polinomialmente tonelado. A
PROP. 1 de [D] mostra que todo espago DFM é um k-espago, lo
go hipoholomorfo e, portanto, satisfaz todas as condig¢oes equiva-

lentes do TEOR. 2.6. (cfr. [D]1, COROL. 11).



§3 - AS PROPRIEDADES DE MONTEL E ASCOLI

A fim de simplificar a exposiqao deste §, comecgamos
introduzindo algumas notacgbes. Fixados E, F e U vamos distin-

guir as Seguintes classes de conjuntos de aplicagoes holomorfas:

R(U;F) = conjunto das partes E;—relativamente compactas de H(U;F).
R(U;F) = conjunto das partes t%—relativamente compactas de H(U;F).
Rf(U;F)==conjunto das partes z%f-relativamente compactas de H(U;F).

Rf(U;F)==conjunto das partest;f—relativamente compactas de H(U;F).

BO(U;F) = conjunto das partes ng—limitadas de H(U;F).
B_(U;TF) = conjunto das partes ”Go-limitadas de H(U;F).
B ((U;F) = conjunto das partes Q%f—limitadas de H(U;F).

Bof(U;F) = conjunto das partes T%f—limitadas de H(U;F).
N(U;F) = {X<:FU|X(X) & relativamente compacto para cada xe U}

BN(U;F) = B_(U;F) a N(U;F);  BN(U;F) = B_(U;F) n N(U;F)

BNf(U;F) = Bof(U»;f)nN(U;F) ; BNf(U;F) = Bof(U;F)nN(U;F) .

Eq(U;F) = conjunto das partes eqliicontinuas de H(U;F).

Eq(U;F) = conjunto das partes eqiiicontinuas de H(U;F).

Bw(U;F) = conjunto das partes (c;—limitadas de H(U;F).

38
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AB*(U;F) = {X cH(U;F)|X e AB(U;F)}.

Para cada xe U temos as aplicagoes lineares

lIJX:fe H(U;F) V—> f(x) ¢ F

‘f’x:f € H(U;F) +—=> £(x) ¢ I

e & claro que estas aplicagoes sao k;f-continuas (e, portanto,
rz:o—continuas).
0 resultado seguinte serda usado freqlientemente no que

segue.

PROPOSICRO 3.1l. Quaisquer que sejam E, F e U wvalem as rela-
¢coes seguintes:

(19) AB*(U;F) = Eq(U;F):wBO(U;F) = Eq(U;F)nBO-f(U;F)o

(29) EqQ(U;F) n N(U;F) ¢ Eg(U;F) n N(U;F) < R(U;F) .

Prova

(19) Cfr. [B1, PROP. 3.4.; (29) H(U;F) & G -fecha

do em C(U;F), logo o resultado seque do teorema de Ascoli. 0

PRDPbS;CKO 3.2. Para um espago localmente convezxo E, as asser-
goes seguintes sao equivalentes:

(i) E ¢ holomorficameﬁte infra-tonelado.

(ii) AB*(u;F) = Bw(U;F) = BO(U;F), para cada U e cada F.
(1ii) R(U;F) = AB*(U;F) = B (U;F) = B_(U;F), para cada U e para

cada espago semi-Montel F.
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(iv) R(U) = AB"(U) = B (U) = B_(U), para cade U.

Prova
(1) => (ii): De &, s & e de [B], PROP. 3.l., Te
sulta - -

®
AB" (U:F) < Bw(U,F) c BO(U,F)
e, por (i), vem BO(U;F) c AB*(U;F).
(ii) => (iii): A condicao (ii) acarreta que
R(U;F) < AB*(U;F) = B (U;F) = B _(U;F).

Como F & semi-Montel, BO(U;F) c N(U;F), portanto, de BO(U;F)=
= AB*(U;F) e da PROP. 3.1., (19) segue B _(U;F) ¢ Eq(U;F). Em

conseqiiéncia, pela PROP. 3.1l., resulta
BO(U;F) c Eq(U;F) n N(U;F) < R(U;F),

pois F, sendo semi-Montel, & diferencialmente estével e, portan=
to, H(U;F) = H(U;F). As implicagbes (iii) = (iv) == (i), s30

claras. g

PROEbSICAD 3.2'. ' Para um espago localmente convexo E, as asser
goes 3éguintes sao equivalentes:
(1) E e holomorficameﬁte tonelado.
(ii) AB¥*(u;F) = Bm(U;F)‘= B (U;F) = B ¢(U;F), para cada U e ca
da F.

(iii) R (U;F) = R(U;F) = AB* (U;F) = B, (U;F) = B_(U;F) = B_ (UiF),
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para cada U e para cada espago semi~Montel ¥.

(iv)fl R (U) = R(U) = AB™ (U) =8,(0) =B, (1) = B (U), para cada U.

Prova -
Resulta de pequenas modificagoes na prova da PROP.3.2.
0
COROLARIO 3.3. Se E ¢ um espago holomorficamente tonelado (resp.
holomorficamente infra-tonelado), entao (H(U;F);zgf) e (H(Uﬂﬁiza
(resp. (H(U;F);?%)) sao espagos (resp. é um espago) semi-Montel,

para eada U e para cada espago semi-Montel F.

DEFINICAO 3.4. (Matos; [M], [BMN]). Diz-se gue um espa¢o localmen

te convexo E possui a propriedade de Montel (resp. infra-Montel)

se

R(U;F) = BNf(U;F) (resp. R(U;F) = BN(U;F))
para cada U e cada F.

No que seque, quando E for um espago localmente convexo possuin-

do a”propriedade=de Montel (resp. infra-Montel) escreveremos abre-

viadamente:

"E possui a propriedade (M)" (resp. "E possui a propriedade (iM)").
Diz-se que E possui a propriedade (eM) (resp. (eiM)) se

R(U) = BN, (U) =B__(U) (resp. R(U) =BN(U) =B_(U))

f

para cada U. Usaremos as abreviaturas seguintes:
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M = propriedade (IM); iM = propriedade (iM)

eM = propriedade (eM); eiM = propriedade (eiM).

il

PROPOSICEO 3.5. (Matos; [M], [BMN]). Se E & um espago holomor-
fieamente tonelado (resp. holomorficamente infra-tonelado), entao,

E possui a propriedade (M) (resp. (iMj).

Prova

Mostremos, por exemplo, que hib => iM. Fixados U e
F arbitrarios, a inclusao R(U;F) < BN(U;F) segue da continuida-

de da aplicagao
‘l‘x:fe H(U;F) —=> f(x) ¢ F; xeU.

De outro lado, como E & holomorficamente infra-tonelado, resulta

que BO(U;ﬁ) c Eq(U;F) e, em consegii@éncia,
B (U;F) e Eq(U;F),
o que, pela PROP. 3.1.,(2¢) implica BN(U;F) ¢ R{U;F). De forma ana

loga, se verifica que hba =M. O

DEFIﬁIQKO 3.6. Diz-se que um espago localmente convexo E possui

a propriedade de Ascoli se para cada U e para cada F, todo con

junto Xc H(U;F) que é Vﬁo—relativamente compacto, €& amplamente

limitado (ou equivalentemente, eqiiicontinuo) , isto &,
R(U;F) ¢ AB*(U;F) (ou equivalentemente, R(U;F) c Eq(U;F)).

No que segue, quando E for um espaco localmente convexo possuin-
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do a propriedade de Ascoli, escreveremos abreviadamente:

J "E possui a propriedade (A)".
Diz—ée que E ,possui a propriedade (eA) se
R(U) ¢ AB*(U) (ou equivalentemente, R(U) e Eq(U))
para cadg U. Usaremos as seguintes abreviaturas:
A = propriedade (3); eA = propriedade (ed).
0 resultado seguinte, que justifica o nome da proprie

dade caracterizada na DEF. 3.5., resulta imediatamente da PROP.

3.1., (29)-

PROPOSICRO 3.7. Se E ¢é um espago localmente convexo que possui
a propriedade (A), entao, para cada U e para cada espago dife-

pencialmente estavel F, temos

R(U;F) = Eq(U;F) n N(U;F).

PRO?OSICKO 3.8. Para um espago localmente convexo E as condi-
Qaeg'seguintes g&o gquivalentes:

(i) ﬁ ¢ holomorficamente infra-tonelado.

(ii) E possui as propfiedades (iM) e (A).

(1ii) E possui as propriedades (eiM) e (ehd).

Prova

(i) == (ii): E possui a propriedade (iM) pela PROP.
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3.5. e possui a propriedade (A) de modo evidente. (ii) = (iidi) s

Claro. (iii) =» (i): Fixado U arbitrario, temos:

B, (U) = BN(U) = R(U) = R(U) « AB* (). O

PROPOSI¢§O 3.8'. Para um espago localmente convexo E as condi-
¢goes seguintes sao equivalentes: A
(1) E e holomorficamente tonelado.
(ii) E possui as propriedades (M) e (A).

(iil) E possut as propriedades (eM) e (ed).

Prova
Resulta de peguenas modificagoes na prova da PROP.3.8.

0

PROPOSICEO 3.9. (Matos; [N2]1 e [BMN], Prop. 58).  Para um espago
localmente convexo E as condigoes seguintes sao equivalentes:
(i) E ¢é holomorficamente tonelado.
(ii) E é holomorficamente infra-tonelado e possut a propriedade
m.
(iii) E € holoﬁorfﬁcamente infra-tonelado e possui a propriedade

{eM) .

Prova
Pela PROP. 3.5., s resta verificar que (iii) = (i)
Fixado U arxrbitrario, &€ claro que Bof(U) < N{(U) e, entao, por

(iii), temos
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Bof(U) = BNf(U) = R(U) = R(U) < BO(U) c Eq(U). 0

PRDﬁOSICEO 3.10. Para um espago localmente convexo E as condi-
goes geguintes,sao equivalentes:
(i)'E possui a propriedade (eiM) (isto &, (H(U);zi) é um espa
co Semi-Montel para cada U). |
(ii) E ¢ localmente holomorficamente infra-tonelado (cfr. DEF.

1.25.) e (H(U);?%) é quase-completo para cada U.

Prova

(i) == (ii): Fixado U arbitrario, como (H(U);Z%)
é semi-Montel, & quase-completo. Pela PROP. 1.26., ¢é suficiente
verificar a DEF. 1.25. no caso F=C. Dado X eBO(U), seja K

um compacto arbitrario de U, entao, a continuidade da aplicagao
pg:fe (H(U);?%) ~—> f|K e C(K)

e a hipotese (i) implicam que pK(X) é relativamente compacto em

C(K), donde pelo teorema de Ascoli, pK(X) & eqiiicontinuo.

(ii) = (i): VFixado U arbitrario, seja XeBN (U) =B _(0U).
Pela PROP. 1.26., resulta que X & uma parte ’@o—precompacta de
H(U), logo Zi-relativamente compacta, pois (H(U);t%) € quase-

completo. 0

COROLARIO 3.11. Para um espago localmente convexo E sao equiva-

lentes as condigoes seguintes:



46

(i) E e holomorficamente infra-tonelado.
(ii) E possui as tres propriedades seguintes:
. (a) E & localmente holomorficamente infra-tonelado.

_(b) E possui a propriedade (ed).

(c) (H(U):k%) é quase-completo para cada U.

Prova
Pela PROP. 3.10., a condigdao (ii) equivale a con-

digcao (iii) da PROP. 3.8. 0

0 nosso objetivo seguinte sao os resultados correspon
dentes & PROP. 3.10. e o COROL. 3.11. para a nocao "holomorfi

camente tonelado"”. A proxima definicdo & andloga & DEF. 1.25.

DEFINICAO 3.12. Um espago localmente convexo E é dito localmen-

te holomorficamente tonelado se para cada U, para cada F e pa-

ra toda parte XcH(U;F) que & limitada sobre os compactos de di-
mensao finita de U, o conjunto

XIK = {glK | geX}

& uma parte eqiicontinua de C(X;F), pafa cada compacto de dimen-
sao finita K de U.

Usaremos a abreviatura: lhba=localmente holomorficamente tonelado.

PROPOSICAC 3.13. Para um espago localmente convexo E as condi-

¢oes seguintes sao equivalentes:
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(i) E ¢é localmente holomorficamente tonelado.
(ii) E satisfaz a DEF. 3.12. no caso F=C.
(iii) Para eada U, wuma parte X cH(U) e z%f—limitada se e 80 se

-

e %%f—precompacta.

Prova
Resulta de pequenas modi ficacoes na prova da PROP.1.26.

0

PROPOSICEO 3.10'. Para um espago localmente convexo E, aé asser
¢coes seguintes sao equivalentes:

(i) E possui a propriedade (eM).

(ii) E é localmente holomorficamente tonelado e (H(U);tgf) e qua

se-completo para cada U.

Prova

Analoga a prova da PROP. 3.10. ]

COROLARIO 3.11%'. Para um espago Zocalmenie convexo E, a8 asser-
goes seguintes sao equivalentes:
(iy E e hoZomoéficamente tonelado.
(ii) E satisfaz as trés condigoes seguintes:
(a) E e Zocalmente‘holomorficaménte tonelado.
(b) E possui a propriedade (eh).

(c) (H(U)72%f) ¢ quase-completo para cada U.
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Prova

Analoga a prova do COROL., 3.11. 0

0 resultado seguinte expressa que 1M = D; como con
seqiiéncia resultard que para os espagos polinomialmente bornoldgi-
cos a perriedade (iM) é equivalente & propriedade "holomorfica-

mente bornoldgico”.

PROPOSICAO 3.14. Se um espago localmente convexo E possut a pro

priedade (iM), entao E possui a propriedade (D).

Prova
Retomamos a prova da PROP. 1.10., (i) = (ii) ate
o ponto em que se demonstra que X = {fml meIN} & uma parte. ‘Eo—

limitada de H(V;F), isto e, Xe BO(V;F) c BO(V;F). Como

lim fm(x) = £(x) para todo x eV,

M-

resulta que X eN(V;F), donde XeBN(V;F}. Como E possui a pro
priedade (iM) , resulta Xe R(V;F) e, portanto, X & uma parte
?%-félativamenté-compacta de C(V;F). A partir deste ponto, a pro

va proésegue como na PROP. 1.10., (i) = (ii). 0

COROLARIO 3.15. Para um espago polinomialmente infra-tonelado E
(cfr. DEF. 1.8.), s8do equivalentes as assergoes seguintes:
(1) E ¢é holomorficamente infra-tonelado.

(ii) E possui a propriedade (iM).
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(iii) E possui a propriedade (D).

Prova
(i) => (ii): PROP. 3.5.; (ii) == (iii): PROP. 3.1l4.;
(iii) = (i) : Como E & polinomialmente infra-tonelado, a asser-

cao segue da PROP. 1.10. [

COROLEARIO 3.16. Para um espago polinomialmente bornolégico E sao
equivalentes as assergoes seguintes:

(i) E & holomorficamente bornologico.

(ii) E possui a propriedade (iM).

(iii) E possui a propriedade (D).

Prova

(1) = (ii): Basta observar que hbo = hib e que,
pela PROP. 3.5., hib == iM; (ii) => (iii): PROP. 3.14.; (iii)=
=> (i): Como E & polinomialmente bornoldégico, o resultado segue

da PROP. 1.6. 0

PROPOSICEO 3.17. ° Se um espago localmente convexo E possui a pro

priedade (M), entao E possui a propriedade (D*) (cfr.DEF.1.18.).

Prova
Resulta de pequenas modificagOes na prova da PROP.1.20.

‘da mesma forma que a PROP. 3.14. segue da PROP. 1.10. ]

COROLARIO 3.18. Para um espago polinomialmente tonelado (cfr. DEF.
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1.17.) as assergoes seguintes sao equivalentes:
(i) E € holomorficamente tonelado.
(ii) E possui a propriedade (M).

(iii) E possui a propriedade (D*).

Prova
(i) => (ii): PROP. 3.5.; (ii) = (iii): PROP. 3.17.;
(iii) => (i): Como E & polinomialmente tonelado, o resultado se-

gue da PROP. 1.20. 0



§4 - G-ESPACOS

seja. (E_)

o men Uma seqiiéncia crescente de espacgos de

Banaéh e-indiquemos’com E o espago vetorial reuniao dos espagos
Em, munido da topologia limite indutivoApara as inclusoes EmczE.
Seja melN, XcE e F um filtro sobre X. Diz-se que F & E -
-Cauchy (resp. Em—convergente) se F e um filtro de Cauchy (resp.
convergente) para a estrutura uniforme induzida sobre X por Em.
Analogamente, diz-se que F & E-Cauchy (resp. E-convergente) se F
@ um filtro de Cauchy (resp. convergente) para a estrutura unifor-
me sobre X induzida por E.

Usando a terminologia introduzida em [Mul, Def.1l.5.,

(c), diremos que E = lim E_ € um limite indutivo Cauchy-regular,
s

se pafa cada parte limitada B<cE, existe meIN tal que B esta
contida e € limitada em E_ e, além disto, para cada filtro F so

bre B, F & E-Cauchy se e sd se F & E -Cauchy.

DEFINIGEO 4.1. Um espago localmente convexo separado E & ditoum
G-espago se satisfaz as duas condigOes seguintes:

(Gl) Existe uma seqgiiéncia crescente (E ) de espagos de Banach

m’ meIN
tal que:
(a) E = | E_

me N
51



52

(b) Para cada meIN, a inclusao j :E <= E ¢ continua
m° _ m+1
e I3 1l=1
T.(c) A topologia de E & a topologia limite indutivo para a

segliéncia de inclusdes i :E < E, melN.

(G2) E = 1lim E_ - & um limite indutivo Cauchy-regular.
: 3 m

EXEMPLO 1. Todo espago de Banach & de modo trivial um G-espago.

EXEMPLO 2. Se X e Y sao dois espagos de Banach complexos e K

& uma parte compacta ndo vazia de X, entdao o espago
(H(K:¥);G)

dos germes holomorfos sobre K a valores em Y munido da topolo-

gia & , & um G-espago (cfr. [Ch], PROP. 3.2. e PROP. 3.8.).

EXEMPLO 3. Se X & um espago localmente convexo metrizavel e qua
se~-normavel complexo e K & uma parte compacta nao vazia de X, en
tao o espago

(H(K) ;%)

dos'germes holomorfos sobre K a valores em €, €& um G-espacgo

(cfr. [A-Mul, Th. 2).

NOTACAO. No que segue, a menos de adverténcia em contrario, o sim

bolo

E = 1lim E
-—-.)m

indica um G-espago complexo e U indica um aberto nao vazio de E.
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PROPOSICRO 4.2. Seja E = lim E_ um G-espago, entao:
D m

(19)' E ¢é tonelado, bornolégico, (DF), completo e quase-normavel.
(290) Se B ¢ uma parte limitada de E e meIN ¢ tal que B es-
ta contid& e-é‘Zimitada em E_, entac as topologias induzi-
das ‘sobre B por E e por E_ coineidem e, portanto, B é
metrizavel. Em particular, toda parte compacta de E & seqien

citalmente compacta.

Prova

(19) Os espagos E_ sao de Banach, logo sao tonela-
dos, bornoldgicos, (DF) e quase-normaveis, portanto, E também pos
sui estas propriedades por razoes de estabilidade bem conhecidas.
Para verificar que E & completo, como E & (DF), & suficiente
provar que E & quase-completo. Seja F wum filtro E-Cauchy so-
bre uma parte limitada fechada X de E, entao existe meIN tal
que, se i :E <> E indica a inclusao, o conjunto X==i;1(x) es
ta contido e & limitado em E_ e, como i é continua, X & uma
parﬁé fechada eh# Em' Por (G2), F & Em—Cauchy, logo E_-con-

vergente, donde F & E-convergente.

(29) seja & (resp.'E;)A a topologia induzida sobre
B por E (resp. E_ ). Como i :E &—>E & continua, é claro que
g = s"Cm. Para cada xe B, indiquemos com %U(x) (resp. Vzﬁ(x)) o

filtro das Q:-vizinhangas (resp.“@%—vizinhanqas) de x, entao pa-
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ra verificar que 'C;Zég é suficiente provar que

Mc(x) 5 V&h(x)' para cada X e B.

3

Suponhamos que B & fechado em E_- £ claro que %;(x) é E-Cau
chy,. logo por * (G2), %g(x) = E _-Cauchy. Como B é fechado e
E, é co@pletd/ B & completo, portanto,

Em

V() == x
e, em conseqiiéncia, uc(x) > Ugh(X)' O que prova que ’C'ZZ% nes-
te caso. No caso geral, seja B o fecho em Em de B; pelo que
precede as topologias induzidas sobre B por E e Em coincidem,
logo o mesmo acontece com B. O
TEOREMA 4.3. Para um G-espago E = lim E_ valem as asaer¢6es se

PRSI
guintes:

-

(19) E e polinomialmente bormologics (cfr. DEF. 1.5.).

(29) E & fortemente polinomidlmente tonelado (cfr. DEF. 1l.21.) e
portanto, polinomialmente tonelado (cfr. DEF. 1.17.).

(39) E ¢ localmente holomorficamente tonelado (cfr. DEF. 3.12) e

;'Zocalmehte holomerficamente infra—-tonelado.

prova

As assercgoes (19) e (29) resultam imediatamente da
PROP. 4.2., (19) e da PROP. 1.22. Para demonstrar a assergao
(39), vamos verificar por exemplo que E €& localmente holomorfi-

camente infra-tonelado (para "localmente holomorficamente tonelado"
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basta trocar na prova que segue a palavra "compacto" pela expres
sao "compacto de dimensao finita", etc.). Dados U e F, seja X
uma?parte 'Cg—limitada de H(U;F). Fixado um compacto Kec U arbi
trario, existe, meIN tai que K estd contido e & limitadoem E_,
1ogol K & um compacto de U, =UnE . Como X ={flU_ | £eX} éu
ma parte: 2%—1imitada de H(Um;F) e ,Em- € localmente holomorfica
mente infra-tonelado, resulta gue XmIK==XIK € uma parte eqiiicon-
tinua o gque prova o resultado, pois as topologias induzidas sobre

K por E e por E_  coincidem, pela PROP. 4.2., (2¢). O

LEMA 4.4. Se E=1im E_ e um G-espago, entao para cada U e pa

—p

ra cada F temos (cfr. DEF. 1.18. e DEF. 1l.l.),

Hp#(U;F) = H (U;F).

Prova
Seja £ eHD*(U;F) e K um compacto de U. Existe
melN tal que K estad contido e & compacto em U =UnE ; seja

£, =£10 . Indicando com i :E <> E a inclus3@o, as relagoes
3“fm(g) = S“f(g)o im, para cada neIN e cada ¢ e Um

provam que fme HD*(Um;F}. Ora, como. Em & holomorficamente tone
lado, pela PROP. 1.20., resulta que fme H(Um;F), o que implica

que £(K) = f_(K) € limitado em F. O
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LEMA 4.5. Para um G-espago E eao equivalentes as assergoes se-
guinfes:
(i) E ¢é holomorficamente bormologico.
(ii) E ¢é holoémorficamente tonelado

(iii) E :possui'a propriedade (D%).

Prova
(i) => (ii): Pela PROP. 1.6., E possui a proprieda

de (D), logo, pelo LEMA 4.4.,, E possui a propriedade (D*). Co
mo E & polinomialmente tonelado (pelo TEOR. 4.3.), a PROP.1.20.
implica que E € holomorficamente tonelado.

(ii) = (iii): Segue da PROP. 1.20,

(iii) => (i): Como D* => D, resulta que E possui a
propriedade (D). De outro lado, pelo TEOR. 4.3., E é polino-

mialmente bornoldgico e, entao, (i) segue da PROP. l.6. 0

Agora, estamos em condigOes de demonstrar o resultado

principal deste trabalho.

TEOREMA 4.6. Pafﬁ um G-espago E as assergdes seguintes sao e-
quivalentes:
(i) E & holomorficamente bornologico.
(ii) E é holomorficamente tonelado.

(iii) E € holomorficamente infra-tonelado.

(iv) E possui a propriedade (D).
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(v) E possut a propriedade (D¥).
(v}) E & o-polinomialmente infra-tonelado (cfr. DEF. 1.23.).
(vii) E ¢ hoZomorficaménte semi-bornologico (cfr. DEF. 1.28.).
(Qiii)fE é hiéohblqmorfo.

(ix) (H(U;F)}zi) é completo para cada U e para cada espago lo
calmente convexo separado completo F.
(x) (H(U;F);?%) ¢ completo para cada U equilibrado e para ca
da espago localmente convexo separado completo F.
(xi) E ¢ holomorficamente de Mackey e (H(U);z%) e completo pa
ra cada U equilibrado.
(xii) E possui a propriedade (M) (cfr. DEF. 3.4.).

(xiii) E possui a propriedade (iM) (cfr. DEF. 3.4.).

Prova
Como E @& polinomialmente bornoldégico (pelo TEOR.4.3.,

(19)), as equivaléncias:
Ci)i¢=> (iii) = (iv) > (vi) == (viii) <= (ix) <= (x) <= (xi)

seguem do TEOR. 2.6. Pelo LEMA 4.5., resulta (i) => (ii) <= (v)
Pela PROP. 4.2., (29), todo compacto de E & seqliencialmente
compacto, portanto, pelo COROL. 1.30., temos: (i) = (vii) => (viii)
e, como (i) <> (viii), resulta que (i) <= (vii). Finalmente, o
TEOR. 4.3., (1) e o COROL. 3.16. implicam que (i) <= (xiii) e

o TEOR. 4.3.,(29) e 0o COROL.3.18. mostram que (ii) <= (xii). 0
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OBSERVACKO 1. £ claro que podem ser obtidas novas condigodes equi-
valeptes 3s do TEOR. 4.6. a partir das proposicoes 3.2. e 3.2°.

assim como também a partir dos corolarios 3.11. e 3.11°.

OBSERVACKD 2. E trivial>dar exemplos de G-espagos holomorficamen

te bornoldgicos que nao sao espagos de'Siiva: um espago de Banachde

dimensdo infinita é um G-espago holomorficamente bornoldgico, mas

nao é um espago de Silva, pois nao & um espago de Montel.

PROPOSIGEO 4.7. Para um G-espago E=1lim E_, as assergoes Se-
e

guintes sao equivalentes:

(1) E & um espago de Silva.

(ii) E € um espago de Schwarta.
(iii) E & um espago de Montel (ou equivalentemente, semi-Montel,

pois todo G-espago & infra-tonelado) .

Prova

(1) => (ii): Como E & um espago (DF) e infra-tonela
do, resulta que E & quase-normavel e, como E (por definigao) &
sepérado, e sufiéiehte verificar que todo limitado de E & pfecog
pacto. Dada uma parte limitada L de E, existe melN tal que L
estd contido e € limitado em E_+ poftanto, se indicamos com B a
bola unitaria em Em, existe A >0 tal que AL<cB. Como conse-
qiéncia de (i), resulta, indicando com jm:Em Gmip B a inclu-

+1
sao, que
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Jm(KL) = Ajm(L) = AL
& relativamente compacto em E_, ,, donde L & precompacto em E.

. (ii) = (iii): Se L & uma parte limitada de E, por
(ii); L e precompécto, logo relativamente compacto em E, pois E
é compleﬁo pela PROP. 4.2., (19).

(iii) == (i): B claro que basta mostrar que existe u-
ma subseqgiiéncia (Emv) de (E_) tal que as inclusoes

veIN m’ meIN
hy:Epm, = Eq,,.q sdo compactas para cada veIlN. Definimos m,=0

e suponhamos definidos Mygeeey M de modo que m,<m,; <... <m, e

que as inclusdes h;:Ey. <> Ep. sejam compactas para i=0,1, ...

eoey V=1; wvamos definir m

vele Seja B a bola unitaria dg Eny e

entao, indicando com imy:En, <> E 2 inclusao, o conjunto
imv(B) =B & limitado em E, logo, por (iii), B & relativamen
te compacto em E. Resulta, entdo, que existe peIN talque B es
td contido e & relativamente compacto em Ep e & claro que pode-

mos sepor p >nk, e definir m

Como os espagos de Banach de dimens3o infinita sao e-
xemplos banais de G-espagos holomorficamente bornoldgicos que nao
sao espagos de Silva, a fim de evitar este caso trivial , da

mos a seguinte definicao:

DEFINICKO 4.8. Chama-se G-espago proprio a todo G-espago
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E = 1lim E_ tal que E_$§ E para todo melN.
_ m m

b}

PROPbSICﬂO 4.9, Um G-espago proprio E = lim E. nao € um egpago
normado. ’ -*
Prova

Se E fosse normado, pela PROP. 4.2., (1?), E se-
ria um espago de Banach. Como E & proprio, para cada melN, a
inclusao i :E = E n3o é sobrejetora, donde, pelo teorema da a

plicagao aberta, E_ é magro em E. Como

E= || E_,
me IN m

resulta que E & uma reuniao enumeravel de conjuntos raros o que

€ absurdo. 0O

Na realidade, para os G—espagos proprios temos o re
sultado muito mais completo seguinte.
PROPOSIGAO 4:10.; Para um G-espago E = lim E ~as assergoes 8e-
: S I :
guintes sao equivalentes:
(1) E, § E para cada mnelN (isto é, E & proprio).

(ii) Existe uma subsequencia (Ep ) de Em tal que En, S Eny,q

my
para todo VvelN.

(iii) E nao é metrizavel.



61

Prova

, (1) == (ii): Se nao fosse assim, na seqiiéncia

EO > E1 — .,., & E,;

haveria apenas um nGmero finito de inclusdes préprias e, portanto,

existiria peIN tal que E_=E, pois E = || E .
P ' meN O

(ii) => (iii): Suponhamos, por absurdo, que E é me-

trizavel. Por (ii), existe X, € Em\,+1 \Emv para cada velN e,

entao, pela condigdo de enumerabilidade de Mackey (cfr.[H], Ch.2,

§6) aplicada a seqiiéncia de limitados ({xv}) existe um li-

velN '’

mitado B em E e uma seqiiéncia ()‘v) de numeros reais posi

ve IN
tivos tais que A;lx veB para todo velN. Em conseqiiéncia, o con
junto

_ -1
L—{lv xvl\)elN}

é uma parte limitada de E e, portanto, existe pelN tal que L

estd contido e € limitado em Ep, o que acarreta que X € Ep pa-

v
ra todo veIN. - Ora, é claro gue existe qelN  tal que Ep c qu,
em conseqliéncia, . X, € qu para todo velN, o que € absurdo,
pois xq+1’ 4 qu.

(iii) == (i): Claro, pois se existe meIN tal que E =E,

entao, E & um espago de Banach, logo metrizavel. [

OBSERVACEO. Em virtude da condigao (ii) da PROP. 4.10., pode-
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mos supor sem perda de generalidade no que segue, que todo G-espa

co proprio E = lim E satisfaz a condigao E_ § E ¢ E paraca
- m m- m+1 -

da ﬁeDL

Eliminando o caso trivial dos G-espagos holomorfica
mente bornoldgicos que nao sac espagos de Silva constituido pelos
espagos de Banach de dimens3o infinita e, considerando que os uni-
cos G-espagos proprios holomorficamente bornoldgicos que conhece
mos sao os G-espacos que sao espagos de Silva, parece natural a
questdo seguinte: "Para um G-espago prdprio E vale a implicagao:
E € holomorficamente bornoldgico ==> E & um espago de Silva?".
Pela PROP. 4.7., para que um G-espago proprio E seja um espa-
¢o de Silva é suficiente que E seja semi-Montel, desta forma, a
questdo acima pode ser formulada assim: "Para um G-espago proprio
E vale a implicacao: E & holomorficamente bornolégico ==> todo

limitado de E & relativamente compacto?"



§5 - COMPLEMENTOS E CASOS PARTICULARES

0 nosso primeiro objetivo neste § & provar uma con-
digao suficienﬁé para que um G-espago proprio nao seja holomorfi
camente bornoldgico (PROP. 5.3.). Na PROP. 5.4. provamos que es
ta condigao &, em certos casos, tambémnecessaria. Precisaremos dos

dois lemas seguintes.

LEMA 5.1. Seja U um aberto nao vazio de um espago Llocalmente
convexo nao semi-normado E, seja F um espago localmente conve-
xo, seja £ eHD(U;F) e £ eU. Entao, sao equivalentes as asser-
goes seguintes:
(i) £ e continua em E.
(ii) £ e localmente limitada em E.
(iii) Para cada B e SC(F), existe o0eSC(E), a=0 tal que

(a) %? §mg(g) € P(mEa;FB)’ para todo meIlN

1 2m
(b) sup ||=¢ 3"£(E) || < w,
meN m. o,B
Prova
(i) == (ii): Claro; (ii) == (iii): Suponhamos F se
parado. Dada B e SC(F) arbitraria, como f €& localmente limitada
em £ e E nao é semi-normado, existe ae SC(E), a=#0 tal que

63
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Ba’l(E) cU e

i)

s = sup {BLf(x)] |a(x=-E) =1} < =,

Como £ +AteB, ,(E) para cada AeC,|A| sl e para cada teﬁa L0

resulta:’
Lo SMeir)er = L FEHAL) 4 - .
= 9 £(E) -t Sl IIA|=1 )\m+1 d\, para cada teBa’l(O), me N

donde, pelo teorema do valor médio de Lagrange, segue

III—[}!- Smf(E)Ha,B < sub {BLE(E+At)]1 | IAl=1 e a(t)=1} =S

para cada melN, o que prova (a) e (b) no caso F separado. Su-
ponhamos, agora, F arbitrario. Seja F o espago separado asso-

ciadoa F e q:F = F a aplicac;'éo quociente, entao,
% =qgef € H(U;f‘).

Dada B ¢SC(F), seja Be SC(E) a semi-norma definida pela rela-
cao Bog=B, entdo, pelo caso anterior, associada a B e f,
exislte o€ SC(E), o=0 tal que

I—nl_!-’S‘“E(g) € P(“‘Ea;ﬁ-é) para cada melN

1 am7
sup ||= 37£(8) ||, g < =
meN, B %k

o que prova as assergoes (a) e (b) em virtude da relagao

1 a2 1 an:
lgr 3%l g = llgy 3"€(@ Il 5 para todo mem.
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(1ii) => (i): Fixada B e SC(F) arbitraria, indiquemos

com Tr:FB e F/B a aplicagéo quociente e com é a semi-norma in-
duzida por B ‘sobre }E‘/B (isto &, B=éor). Seja g=re f. Por

(iii), existe X Sc(E), a=0 tal que

ﬁ% 3m9(5) € P(mEa;F/B), para cada melN

1 42am
g = sup ||=+ 9 gle) || & < .
meIN HhS a, B

Como (ge€ HD(U;F/B), se V € uma vizinhanga t-equilibrada de §

em U, temos

g(x) = z ﬁ% §mg(g)(x—£), pontualmente para cada xeV.
m=0 " °

Dado € >0, seja P tal que 0<p<l e sp(l.--p)“1 <e, ent3o,
para cada x€B, p(E)nV, temos
4

aL£(x) - £(E)] = Blg(x) ~g(B)] = 1 B $"g(e) (x- 811 s

m=1
5= 5 Hﬁ% smg(g)Ha 8 a(x-£)" < sp(l- p)—'1 2 €4 ]
m"l . 1 r

LEMA 5.2. Um espago localmente convexo E ¢ holomorficamente bor

nologico se e so se verifica a condigao seguinte:

(*) Para cada aberto abgolutamente convexo WcE e pard cada espa

¢o normado G, toda aplicag&o ge HC(W;G) 6 localmente limi-

tada em O.
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Prova

Clara. o

PROPOSICEO 5.3. Seja E = lim E, um G-espago proprio (cfr.DEF.
_ —

(v)

r

no espago E  para ecada veIN. Suponhamos verificada a eondigao

4.8.) e indiquemos com B a bola aberta de centro 0 e raio r

seguinte:

(*) Existe um espago normado G, existe uma seqiiencia (Pm)mGIN

tal que P e P(™E;G) para cada melN e existe r>0, de mo-

do que as propriedades seguintes estao verificadas:

(a) A serie

mzo (PmlEv)(x)

converge pontualmente para cada xaBiv) e para cada Ve,

(b) Para cada ace SC(E), a=0 temos
sup ||P_Il, = =.
meIN mee

Entao, E nao é holomorficamente bornologico.

Prova -

Vamos construir um aberto W de E e uma aplicagao
£feHy(W;G) = H_(W;G) (cfr. PROP. 1.31., (39))
tal que f nao & continua. Como va||=1. para cada veIN (cfr.

DEF. 4.1., (Gl), (b)), €& claro que BiV) c B£v+1) ~ para cada
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velN e, portanto, o conjunto reuniao

3

v= | M
velN ¥

€ uma Vizinhanga de 0 em E; seja W=V. £ claro que a série

8

o~

Pm(x)

m=0

converge pontualmente para cada XeW e, em conseqiiéncia, define
uma aplicacao

(=)
f:xeW —> J P _(x) €G
m
m=0

Mostremos que £ & algebricamente holomorfa. Seja S um subespa-
¢o vetorial de dimensao finita de E, entdao, existe - kelN tal que

ScE,. Fixado EeWnS, vamos provar que existe uma vizinhanga a

berta A de E em WnS tal que f£f|A eH(n;G). E claro que existe

nxk tal que £e¢ Bin). Consideremos, para cada velN a aplica-

cao

i (v) 5
g,i¥xeB 7T —> mZO (PmIE\)) (x) €G.

A hipOtese (a) acarreta que g, € H(B](TV);G) para cada veN. Co
(n)

T

mo B NS e WnS sdo abertos em S gque contém §, O conjunto

a=8" qwas
r
& um aberto em S gque contém & e, como

fla = gnlA H(n;G),
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segue que f e Ha(W;G) . A seguir, ponhamos

3

wv =WnEv para cada VvelN,

e mostremos que

£y

fIWv € H(Wv;G) para cada VvelN.

Fixado veIN arbitrario, como £ efl_(W;G) e claro que fveHa(Wv;G)
e, em conseqiiéncia, como W v € um aberto conexo de Ev' por um
teorema clissico de Zorn, & suficiente verificar que o conjunto
X dos pontos de Wv em que fv é continua, € nao vazio. Ora, is

to é imediato, pois as relagoes:

(v)

r

(v)

(v),
g, €H(B."7;G) e flWw n B N

=gv|WnB

(v)

mostram que ¢ # W n B_

c X, O que prova a assergao. Em conse-
giéncia, resulta que £ eHc(W;G) , pois se K & um compacto de W,

existe velN tal que K estd contido e é compacto em E,, logo

chv = WnEv

e, como f\) = f.lwz.\) € H(Wv;G)' segue que £(K) & limitado. Mostre
mos ,' finalmente, qué' f nao & continua. Pela unicidadé do desen-
volvimento de Taylor, temos

1

— —— Am
Py = 23 9 £(0) para todo melN.

Em conseqiiéncia, dada o ¢SC(E), o =0 arbitraria, a hipotese (b)

implica
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sup ||=F 3"£(0) || = =
meIN :

3

Como E & um G-espago proprio, pela PROP. 4.10., E nao & se-
mi-riéfmado, logo pelo LEMA 5.1., temos f£¢ H(W;G), donde E nao

é holomorficamente bornoldgico. 0

No proximo resultado, usamos a notagao seguinte. Se
E = ii? E, € um G-espago proprio e W & um aberto nao vazio de
E, para cada melN, pomos:
Wm =W nEm.

PROPOSICAC 5.4. Seja E = lim E, wum G-espago proprio e suponha
—_—

mos verificada a propriedade seguinte:
(F) Para cada aberto absolutamente convexo WcE, temos
inf {dmlme]N} >0

onde d_= dist (0, 9W_}.
m m

Entdo, a condigdo (*) da PROP. 5.3. ¢é necessaria para que E ndo

seja holomorficamente bornologico.

prova |

Pelo LEMA 5.2., existe7um aberto absolutamente con-
vexo WecE, existe um espago normado G e existe geHc(W;G) tal
que g nao & localmente limitada em 0. Seja r um nimero real

tal que



70

0 < r < inf {dml meIN}

(m) -

entao, € claro que B."/cwW para todo melN, o que acarreta, pon

do
1 am
P =T 9 g(0) para cgda meIN

que a série

mzo (p_|E,) (x)

(v)

converge pontualmente para cada x eB_

e para cada veIN. De ou
tro lado, como g nao é localmente limitada em 0, pelo LEMA 5.1.,

para cada o € SC(E), o =0 devemos ter

sop |lB Il == O
meIN
Os resultados que seguem usam técnicas desenvolvidas
em [Ch]l para os espagos normados e em [A-Mu] no caso dos espa-
¢os localmente convexos metrizaveis. Em primeiro lugar, enunciamos

o seguinte:

LEMA 5.5. Todo quociente de um espago holomorficamente bornologi-

co é holomorficamente bornologico.

Prova

Clara. O

No resultado seguinte indicamos com
[P("E) 1,
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o espago P("E) munido da topologia limite indutivo, isto &,

’ [P(™E)]. = lim P(E ).
1 L

——

Indicamos com ' H(K) (resp. H(K;Y)) o espage localmente convexo
(H(K);z@) (resp; (H(K;Y);t%) dos germes holomorfos sobre K a va

lores complexos (resp. a valores em Y), munido da topologia Za.

PROPOSIGAO 5.6. Seja E um espago localmente convexo, K um sub
conjunto compacto nao vazio de E e suponhamos que H(K) ¢& holo-
morficamente bornologico, entao:

(19) [P(mE)]i € holomorficamente bornolégico para cada melN.

(29) Se E ¢ metrizavel e distinguido, entdo o dual forte E; de

E ¢ holomorficamente bornolégico e fortemente polinomialmen-

te tonelado.

Prova
(1?) Pela Prop. 1 de ([A-Mul, resulta que [P(mE)]i
é um:qﬁociente de H(K), 1logo a assercao segue do LEMA 5.5.
'(2§);Pelo Corol. da Prop. 1 de [A-Mul, as hipote-

ses feitas sobre E implicam que E! & isomorfo a E£==CP(1E)]i,

b
logo Eg € holomorficamente bornoldgico por (19). Como Eg e um
espago (DF) e tonelado, Eg € fortemente polinomialmente tonela-

do pela PROP. 1.22. 0

COROLARIO 5.7. Seja E um espago localmente convexo metrizavel e
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distinguido tal que o dual forte Eé de E nao ¢ holomorficamen-—
bornolégico. Entdo, para cada parte compacta nao vazia KcE, 0 es

pago” H(K) nao e holomorficamente bornoligico.

Prova

Segue imediatamente da PROP. 5.6., (29). O

PROPOSIGAO 5.8. Seja X um espago normado complexo, Y um espa-
go de Banach complexo e K wuma parte compacta nao vazia de X. En
t&o,'as condigoes seguintes sao equivalentes:

(1) H(K;Y) € um espago de Silva.

(ii) X e Y tem dimensao finita.

Prova

A implicagao (ii) = (i) & bem conhecida, portanto,
sO0 resta verificar que (i) = (dii). A hipotese acarreta que
H(K;Y) & um espago de Montel e, em conseqiiéncia, o espago de
Banach - L(X;Y), que é um subespago fechado de H(K;Y) (cfr.[Ch],
Prop. 7.2.), :é‘um espago de Montel. Resulta que L(X;Y) tem di-

mensao finita, donde’ (ii) . O

O dltimo resgltado deste trabalho é uma condigao sufi
ciente para que um espago‘de germes nao seja um espagco de Silva.
Se U & um aberto nao vazio de um espago localmente convexo E e
F & um espago de Banach, indicamos com a notagao

H® (U;F)
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o espago de Banach de todas as aplicacoes holomorfas limitadas de

U em F.

LEMA: 5.9. Seja E um espago localmente convexo complexo metriza-
vel, F ;um espago de Banach complexo de dimensao infinita e U e
V dois abertos nao vazios de E tais que V<cU, Entao, a aplica
gao de restrigao

j:f e HZ(U;F) —> £|Ve HZ(V; F)

nao e compacta.

Prova

Seja B a bola unitaria aberta de H”(U;F) e supo-
nhamos, por absurdo, que j & compacta. Fixado £ eV arbitiério,
é claro que a aplicagao

us £ eHoo(V;F) ——> F(E) e F

& linear continua. Comoc j & compacta, Jj(B) & relativamente com
pacto em Hw(V;F) e, em consequéncia, o conjunto

u(j(B)) = {£(g) | £e B} = B(E)
& relativamente compacto em F. Mas, de outro lado, a aplicagao
conposta

. o

v=uocj:feH (U;F) —> £(E) ¢F

& linear continua e sobrejetora e v(B) = B(§). O teorema da apli

cagao aberta acarreta que v & aberta, logo B(E) é aberto em F



74

e, como B(E) & relativamente compacto, resulta que F tem dimen

sao finita, contra o suposto. a

PﬁOPQSICKO 5:10, :(LG], ¢ch 1v, §1, n® 5, Th. 1) Seja F um espa-~
go Zocalmente.éOnvexo separado que ¢ reuntiao de uma sequencia cres
cente de.espagos de Fréchet (F ) e ‘suponhamos que a inclusao
F <> F 6 continua. Se E & um espago de Fréchet e ¢:E —> F e
uma aplicagdo linear continua, entao existe meIlN e uma aplicagao

linear continua ¢m:E - F_ tornando comutativo o diagrama

E
6 0
v
F > F

PROPOSICRO 5.11. Seja K wuma parte compacta nao vazta de um espa
go localmente convexo complexo metrizavel E e seja F um espago
de Banach complezo de dimemsao infinita. Entac, o espago H(K;F)

nao é um espago de Silva.

Prova

0 conjunto K possui um sistema fundemental enumera-

vel decrescente de vizinhangas abertas e, entao

(Um) me IN

H(K:;F) = lim H“(Um;F).
—_—

Sse H(K;F) fosse um espaco de Silva, existiria uma seqiiéncia cres
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cente (Bp) de espacos de Banach complexos cuja reuniao &

pe IN
H(RK;F), a topologia ’Ew. sobre H(K;F) coincide com a topologia
limite indutivo para as inclusoes Bp «—>» H(R;I'), pelN e tal que
as inclusoes
i :B <= B
PP pt+l
sao compactas para cada peN. Pela PROP. 5.10., para cada melN

existe p = p eIN e uma aplicagao linear continua ¢p tornando co

mutativo o diagrama

H (Um;F)

Bp >  H(K;F)

0 mesmo raciocinio aplicado a Bp+1 mostra que existem neIN e uma
aplicacao linear continua v tornando comutativo o diagrama

Bp+1

H™(U_iF) > H(K;F)

Como a seqiiéncia (Hw(Uj;F)) € crescente, podemos supor que nxm

e, em conseqiiéncia, temos uma aplicacdo de restrigao

3eH7 (U s F) —> KO (U F)
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0 diagrama de aplicagdes lineares continuas (injetoras)

H“’(Um;F) %, B,
\ /)

3 l H(K;F l ip
. " ™
H(U_3F) - Bp+1

n
tem todos os "triangulos internos" comutativos, donde resulta que

= i o
] v 5 ¢p
e, como ip &, por hipdtese compacta, segue que Jj & compacta em

contradicao com o LEMA 5.9. 0
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