CURVATURA TOTAL

DE FOLHEAGOES

CLAUDIO POSSANI

TESE APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA OBTENGCAO DO GRAU DE DOUTOR
EM

MATEMATICA

ORIENTADOR:

Prof.Dr. REMI LANGEVIN

SAO PAULO, JULHO DE 1989



SUMARIO

INTRODUGAD s 5o sos 5506 as s aunssansnssiessssssestssssesseses

ABETRACT v eeowosnsinnsonsssesssecssasssss tessesceseccesao s

CAPITULO I: QUASE-FOLHEACOES E INTEGRAIS DE CURVATURA NO PLA

NO
I.1. Introdugao ........ S Ceeesee e
I.2. QUASE~FOLlhCACOES v ueeuroencnonneennnnnnnnennnns

T.3. Curvatura TOtAl ..eevicssscocsnnsennnasensssonses
I.4. MiInimo da CUrvatura TOtal e..eeeeeoseooeenennnn.
To5s O ANBL covvnsvsncsinsnncnnnsonevessmesms SR v
I.6. Um resultado Combinatbrio sobre a Curvatura To-

tal de uma Folheacgao Orientavel ....... ceeeeenan

CAPITULO II: ENVOLTORIAS E CURVATURA TOTAL

IL.l, TINEYOAUGAO woswvimnisncnsiosssssneesnnesnonosssssoss
IT.2. Ourigcos e EnvoltOrias ......eeeeeseeeess cEsesdne
IT.3. Curvatura Total de Folheagcdes que Estendem Cam-
pos de N-Planos cujas Envoltdrias sao Ouricos
IT.4. ExemploS ........ ceesesns slisie w s se v EE S . e 5 e
II.5. Folheagoes que Estendem um Campo de Vetores Dado

ao Longo do Bordo do Disco D? .....erenrennnnn.

CAPITULO III: CURVATURA TOTAL DE FOLHEACOES EM SUPERFICIES

HIPERBOLICAS

TTT. 1. INtrodUGA0 vt ittt ine et ittt et eeeennnnn.

14

20

26

34

34

38

41

47

58



I1I.2. O Teorema da Troca para Segmentos Geodésicos

em

2
H @ © ¢ ®» ® © © 0 ® © © 0 & » © © © © 9 O O © ° ° & 0 O © ° ° O 0 & O & 0 0 0 » 6 O " o 5O

III.3. Curvatura Total de Duas Folheagoes
numa Superficie Hiperb0lica .eeeeeeeesaocss

ITI.4. A Geometria do Disco de Poincaré ......e....

CAPITULO IV: O TEOREMA DA TROCA COM CURVAS

IV.1l. INtrodUGA0 «..eevesssasosnsosasanssanssnnss

IV.2. O Teorema da Troca com Poligonos do Plano .

e

Ortogonais

IV.3. O Teorema da Troca com Curvas Regulares do Plano

BIBLIOGRAFTIA ¢t oeoocesosoassasssssssscssscsssssssssossossosos

58

64

68

72

72

77

81



INTRODUGAO

Nosso objetivo neste trabalho é o de estudar curvatura total

de folheacoes: dado W c Rn+1, aberto limitado e F uma folheacgao

de codimensdo 1 de W, pomos: se x € W é um ponto regular de F ,
|K|(x) indicara o moédulo da curvatura de Gauss, em x, da folha

F,. A curvatura total de F, K(F) é dada por

K(F) = J K] (x) dx.
W

Questoes que se colocam naturalmente sao:

- determinar, dado W, o minimo de K(F), dentro de uma classe de
folheacgoes;
- determinar a existéncia ou nao de folheagdes que realizem o mi-

nimo da curvatura total ("folheagBes justas") .

Remi Langevin e Gilbert Levitt obtiveram minizantes para a
curvatura total de folheagoes com singularidades do tipo sela nu-
ma superficie hiperbdlica; para folheagOes orientdveis do  disco
D2, tangentes ao bordo; e para duas folheagoes ortogonais na esfe
ra S?. Estes resultados constituem o ponto de partida deste tra-
balho.

No capitulo I estudamos uma generalizacgao de um teorema de
[L.L.Z] e obtemos para folheagoes com singularidades de indice po
sitivo (nao necessariamente orientaveis), tangentes ao bordo de

uma regiao D ¢ R?, difeomorfa ao disco D? a desigualdade

K(F) > f2(3D) - 24



onde L{obL) € U perimetro do bordo Ge U € G € o diametro geode€sico
de D.

Apresentamos, também neste capitulo o conceito de quase-fo-
lheagoOes, que sao limites de sequencias de folheagoes e responde
mos completamente a questao da existéncia de folheagoes justas.

No capitulo II a situagdo estudada € a seguinte: dado um cam

n+1l n

po de n-planos ao longo da esfera s ¢ R , X: S > con

An,n+1
sideramos folheagoes (quando existirem) F que estendam X ao inte
rior da bola Bn+1. Obtemos um minimizante para K(F) que relacio-
na-se com a envoltdria determinada por X. Quando esta envoltdria

é um ourigo [L.L.R] obtemos

K(F) > %J Ih®(z)|dz

Sn
onde h®(z) é a funglo simétrica da funcdo suporte do ourico.
Quando n=1, isto é, X é um campo de vetores ao longo de S1 '
obtemos uma interpretagao para K(F), como uma "drea algébrica" so

1 . .
x R, mesmo no caso em que a envoltoria determi-

bre o cilindro S
nada por X nao seja um ourigo:

No capitulo III, obtemos um minimizante para a soma das curva
turas totais de duas folheagoes ortogonais de uma superficie com-
pacta, sem bordo, de género g, munida de uma métrica de curvatura
constante - 1.

O resultado obtido é a desigualdade:

2

K(p) + K(FY) > I [x(m) |

»



111
onde & = 4,27 é o comprimento do lado do pentagono regular do pla

no de Poincaré, H?, gue tenha os cinco angulos internos iguais a

TT

':2' .

A técnica utilizada no capitulo III de contar contatos com o
pentégono de H?, nos leva, no capitulo IV, a considerar generali-
zacoes do Teorema da Troca. Apresentamos duas delas, validas no
plano: uma onde a contagem de contatos € feita com poligonos  do
plano, e consideramos contatos com os lados e os angulos do poli-
gono; outra onde a contagem de contatos é feita com curvas regula
res quaisquer do plano. Estas idéias podem ser generalizadas ' em

dimensoes mais altas, mas era preciso parar em algum ponto e es-

tas generalizacgdes nao foram incluidas aqgui.
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ABSTRACT

The subject of this work is the study of total curvature of
foliations. Given w c RP*1 , limited and open, F a codimension 1
foliation of W, we set: if x € W 1is a regular point of F , then
|K|(x) will denote the absolute value of the Gaussian curvature,
in x, of the leaf through x, and the total curvature of F, K(F)

will be

K(F) = J K] (x) ax.
W

In Chapter I, we obtain, for W difeomorphic do D2? ¢ R? , and
F a foliation of W whose singularities are all of positive index,
F tangent to 9W, a generalization of a theorem due to Remi
Langevin and Gilbert Levitt [L.L.1]J.

Chapter II concerns to foliations of the unit ball Bn+1 c Rn+1

that extends to Bn+1 a n-plane field given along i

In Chapter III we study two ortogonal foliations of a surface
M, compact, without boundary, with a metric of constant curvature
-1.

One of the central tools we use along this work is the Ex-

change Theorem. 1In Chapter IV we discuss some generalizations of

it.



CAPITULO 1

QUASE-FOLHEACOES E INTEGRAIS DE CURVATURA NO PLANO

I.1. Introdugao

Seja M uma variedade Riemanniana e F uma folheacao de
M de codimensao 1 com singularidades isoladas. Para x em M-SingF
indicamos por |k(x)| o mddulo da curvatura Gaussiana, em X, da
folha que passa por x. A curvatura total de F, k(F) € [O; + «ﬂ,

é, por definigdo, o valor da integral

J |k (x)].

M

Em [L.L.l], R. Langevin e G. Levitt demonstram que se M
€ uma superficie de curvatura constante -1 e F é uma folheacao de
M com singularidades do tipo sela, entao a curvatura total de F é

maior do que ou igual a (12 log2-6 log3). |x(M)].

Em [L.L.ZJ, R. Langevin e G. Levitt mostram que se F ¢é
uma folheagdao orientavel do disco D2 c R?, tangente ao bordo, en-

tao k(F) > 2n-4.

Nos dois trabalhos citados sao exibidas as folheagoes

gue minimizam a curvatura total.

Neste capitulo demonstraremos os seguintes resultados

na linha dos trabalhos acima:
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Teorema A: Seja D uma regiao do plano R?, homeomorfa ao disco D?

e limitada por uma curva regular, 9D, e seja F uma fo

lheagao de D, tangente ao bordo, com singularidades de indice po-

sitivo. Entao k(F) > 2(3D)-2d, onde 2(3D) é o comprimento do
bordo de D e d é o diametro interior (ou diametro geodésico) de
D. (Veja definigao de didmetro interior no paragrafo I.3).

Teorema B: Seja A ¢ R? uma regiao homeomorfa ao anel {(x,y) €

€ R? |0 < 'y < x? + y? < ry} com bordo 3A formado por
duas curvas regulares, Cy (externa) e C, (interna) e seja F uma

folheacao de A, tangente ao bordo, sem singularidades. Entao

k(F) > R(Cl) + 2(C,) - 2d , onde d é o comprimento da envol-
toria convexa geodésica interior de C,. (Veja definig8o no para-

grafo I.5).

Definiremos a nogao de quase-folheacao e mostraremos
que em cada um dos casos acima o minimo da curvatura total é atin

gido numa quase-folheagdo de D ou A, respectivamente.

I.2. Quase-Folheagdes

Uma quase-folheagao de uma regido D pode ser pensada co
mo uma folheagao de D que possui um conjunto critico C, onde a fo
lheagao € "angulosa", mas de modo que possamos calcular a "curva-

tura da folheacao acumulada em C".



C
Figura 1
I.2.1. Definigao. Se F é uma folheagdo de uma regido D € RZ e L

€ uma reta do plano entdo |u|(F;L) € N u {e} &
o numero de pontos de contato entre L e F. Analogamente se I € um
intervalo aberto em R?, |u|(F;I) é o nimero de pontos de contato

entre I e F.

I.2.2 Definigao. Uma quase-folheagdo de uma regido D € R2 com
bordo 3D regular € uma terna (F(n); F ; C) onde
(n) ,

F € uma segiiéncia de folheagoes de D, tangentes a 38D, C é um

conjunto finito de curvas e F uma folheagao de D-C verificando:
(1) F(n) + F em D-C, na topologia C?2.

(IT) Para todo segmento I do R?, existe o limite limlul(F(n);I)-

n—-o

Este limite serd indicado por |u|(F;I).



(111) k(F(n)) < M, para algum M € R' independente de n.

Se F é uma folheagao por retas de D-C, entdo (F(n);F;C)
serd dita quase-folheacao geodésica.
Quando nao houver possibilidade de confusao indicaremos

a quase folheagao por F.

(a)
(b)
F(n) F
Figura 2

Por analogia ao Teorema da Troca (Exchange Theorem) [Buﬂ

definimos a curvatura totzl k(F) da quase-folheagao F por

K(F) = | [ul(Fr;L)am(L) |
g



onde G é o espago das retas do plano, com sua medida candnica.
Da condigao III da definigao de quase-folheacao e do Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que

k(Fp) = jluI(F;L)dm(L) = lim j |u|(F(n);L)dm(L) = lim I lk(n)l(x)
S n—+o g n—+ro S
= 1im k(p(“)).
n-—+oo

(n)

Uma folheacgao F determina, de modo natural, uma distribuicgao
de curvatura TF(n) (em nosso caso esta distribuicao é uma medida)

em D: a cada ¢: R?2 + R, C~, de suporte compacto, T (¢) =
¢ ) p(n)

= J ¢ (%)

D

k| (x).

Em D-C, F determina uma distribuicao de curvatura TF de

modo analogo:

T.(0) = [ 000kl (x) ax
D-C

Das condigoes I, II e III segue que existem, no sentido

de distribuigoes, os limites iiz Te(n) € lim (Tp(n) = TF) gue sao

também medidas, em nosso caso. O suporte da distribuicao

T = lim(TF(n) - TF) estd contido no conjunto critico C porque
n-o .

F(n) + F com classe C?, fora de C [Ll].

Se F é uma quase-folheagao geodésica, a curvatura total
de F estd concentrada em C, e pode ser calculada de uma maneira
simples, a partir do angulo @ determinado em cada ponto de C pe-

las retas da quase-folheacdo e por C.



| S

Figura 3

Toda reta pertencente a 0(x) e passando por x tem conta

to com F.

Sy

Figura 4




Figura 5

Seja L uma reta do plano passando por x € C, e suponha-

mos que L e F tenham contato; indicando por ds o elemento de arco

oot S

X\ \/J2(>\

\\ AN \\

AN

em C tem-se

Figura 6

A medida das retas gue passam por ds e sao paralelas a L ¢

——




sen o ds.

Como toda reta pertencente ao angulo 0(x) tem contato a medida do
conjunto de retas que passam por ds e tém contato com F é&
M=oy

( j seny(x) dx ) ds = (cos @) + cos a,) ds

)

Logo se F é geodésica

J Iul(FiL) = j (cos a; + cos a,) , 0 < Gy, 0y < T
G C

Assim nos exemplos da figura 2 tem-se

27

(a) k(r) = j cos % + cos 0 = j 1 ds = 2m.

c 0 )

" ¢

(b) k(Fr) = J cos a; + cos 0 = 2 f [cos(T - 5 )+1]do = 2m-4.

(& 0
I.3. Curvatura Total
I.3.1. Teorema: Sejam D uma regiao do plano R?, homeomorfa ao

disco Dj, com bordo C, curva regular e F uma fo-
lheacao de D, tangente ao bordo com singularidades de indice posi

tivo. Entao

J




k(F) > £(c) - 24 ,

onde £(C) é o comprimento do bordo C e d é o didmetro geodésico
D: d = sup{d(x;y); X,y € D, onde d(x;y) € o comprimento da geodé-

sica y ¢ D, ligando x e y}.

Demonstragao: Podemos supor que F tenha 2 singularidades do tipo

"por-do-sol":

Figura 7

Singularidades de indice 1 ou

N

podem ser transformadas em singu-
laridades do tipo por-do-sol, através das operagdes indicadas
abaixo aumentando-se a curvatura total de F, tao pouco quanto se

gueira.




2l

indice 1

E - (&

espinho - indice % 1 por-do-sol

fonte/pogo 2 pores-do-sol l

N

R =

© e

centro~indice 1 2 espinhos .. ... _. .2 pores-do-sol - : '

Figura 8

De uma maneira mais geral, qualquer singularidade civi-
lizada, isto €, tal que a oscilacgdo do campo de retas restrito>a
qualquer circulo centrado no ponto singular seja uniformemente ma
jorada, pode ser substituida por um pogO ou um por-do-sol aumen-

tando-se a curvatura total tao pouco guanto se queira.

Vamos substituir a folheagao numa vizinhanca de raio r

do ponto critico x, por uma das folheacdes padroes seguintes
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indice 1 indice %

Figura 9

Seja 0, a fungao angulo no circulo bordo de D, , das fo
lheagoes padroes acima e 0, a fungao angulo determinada por F. 9o
é de oscilagao majorada e é homotopica a uma das fungoes 0, defi-
nidas acima. Existe homotopia entre OO e 61 com oscilagao majora
da (por exemplo usando interpolacao linear de fungoes de recobri-

mento de 90 e 91).

Num anel de largura § << r a homotopia ©, determina um
campo de retas nos circulos concéntricos de raio entre r e r-§. A

curvatura total da folheagao assim determinada é majorada por

2
J x| < J,/kZ + ¥ = J[Igrad ol

anel anel anel

As componentes de grad ¢ em coordenadas polares (p;¢)

sao =— e p 3T - Entao vale a seguinte majoragao

anel anel anel

30 \
ap




1:2
Pela definigao do campo essas duas integrais sio de mes

ma ordem de grandeza que r.

Agora colocamos no disco de centro x e raio r uma das
folheagoes padrces e fazendo r tender a zero, obtemos folheacgoes
com um pogo do tipo padrao ou um por-do-sol do tipo padrdo e com

curvatura total tao prdxima da curvatura total de F quanto quiser

mos .

A demonstragao do teorema esta baseada no Teorema da
Troca ([L-2] ou [BLR]). Seja Yy a geodésica interior a D 1ligando

os dois pores-do-sol,

Figura 10

Vamos determinar o numero de contatos de uma rela L, do
plano, e F. Salvo num conjunto de retas de medida nula, L encon-
tra D num namero finito de segmentos. Em cada segmento gue nao encontra
v hé pclos mencs un contatc entre F e L. De fato se AB € um SeQ-

mento de L n D gue nao encontra y, entdo o bordo C e AB determi-
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nam dois "discos" no plano e como AB n y = ¢, os dois pores-do-

sol estao num mesmo disco.

No disco que nao contém os pores-do-sol a folheacgao

M~

orientavel e a situacgao esta descrita abaixo

77 T

Figura 11

Assim ha pelo menos um ponto de contato em AB. Indican

do por n(L) numero de segmentos em que L encontra D e nao corta Yy

e por s(L) o numero de segmentos em que L encontra 7Y temos

lul (F;L) > n(L), e

L{c) = % J'# (L nC) = j n(L) + s(L) [s].
g )

L(C) = j n(L) + j s(L)
G G

L(C) < [ |ul(r;L) + j s(L) = | |ul (F;L) + 2L(y)
G g G




e portnto k(F) = JIUI(F;L) > L(C) - 24

I.4. Minimo da Curvatura Total

Mostraremos neste parégrafo que em D sempre existe uma

quase-folheacao F que minimiza a curvatura total, isto €,
k(F) = L(C) - 2d.

I.4.1. Lema: Quaisquer que sejam p e g em D, existe uma Unica

geodésica y ¢ D, ligando p e q.

G
onde d é o diametro interior de D.

A existéncia desta geodésica esta demonstrada em [H,
Pg . 184]. Para um estudo da existéncia de geosésicas em casos '

mais gerais ver [A,AJ.

A unicidade segue do fato de D ser simplesmente conexa:
Se Y1 € Yy forem geodésicas ligando p e 4, Yy1,Y, © D, entao a cur ‘.
va fechada Yq u 72 limita uma regiao R homeomorfa a um disco, com

—~

R © D. Existira entdao um arco KE, localmente convexo em 9R. Su- ‘
T~
ponhamos AB C Yq- A curva Y3 obtida de Yy trocando-se AB pelo

segmento AB, estd contido em R, liga p e g e tem comprimento me-

nor que Y;, o que e impossivel.




Figura 12

Em D sejam P e Q dois pontos tais que a geodésica y 1li-
gando P e Q seja um diametro interior de D. P e Q estdo necessa-
riamente em C. Todo ponto x € D pode ser unido a P por uma (Uni
ca) geodésica Y, contida em D. Estas geodésicas determinam uma

folheagao de D-C, por retas.

I.4.2. Lema: A folheagao de D-C, por retas, determinada acima &

uma quase-folheagao F de D.

Demonstragao: O conjunto critico é C, F é a folheagdo por retas

determinada acima. Para definirmos a sequéncia de

(n)

folheagoes F procedemos como segue: todas as folheagdes terao

2 pores-do-sol, em P e Q. Como P e Q pertencem a L, as folhea-

(n)

goes F serao orientaveis e podemos defini-las através de cam-

pos de vetores.

Seja Ve, @ vizinhanga tubular de C em D de raio €+ Em
D-C F determina um campo de vetores Cm, X. Em D—VEn ; tomamos
Yn = X. Em Vcn/g , colocamos uma folheacao com dois pores-do-
sol, paralela a , conforme modelo abaixo, e definimos

Y S
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como sendo o campo induzido pela folheacao.

\60\\ | //

Figura 13

E - . T o
stendemos o campo Y, definido acima, a Vey Ven/g v
de modo que Yn nao tenha singularidades em D: tomamos Y, em
Ve = Vep/p + que varie linearmente nas secgoes ortogonais a cur-
v . (o _ com

va 0 que limita Ven lnternamente, e colncida em (Ven VEn/Z)

0 campo Y ~como foi definido acima e em seguida tomamos a folhea-

cao F(n) como sendo a folheagao induzida por Yn

A folheagao construida acima € de clacsse Cl, e de clas-

@ . . . . .
se C fora das curvas que limitam internamente as vizinhancas tu

bul 7
ares \En e VEn/2
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n/2

Figura 14

Se fizermos e tender a 0, entdo FM) tenders a F em

D-C e existe

lim lul (F(n)

n-+o

;L) .

Para concluirmos a demonstragao do teorema A basta mos-
trarmos que com excegao de um conjunto de medida nula de retas do
plano, toda reta L do plano verifica a seguinte propriedade: LnD

é formada por um numero finito de segmentos de reta e

a) se um segmento AB ndo encontra o didmetro y ent3o hd exatamen-

te um ponto de contato entre L e F, em AB, isto &, |u|(F;AB)=1.
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b) se AB n y + ¢ entao |p|(F;AB) = 0.

Dai seguira por um raciocinio semelhante ao da demonstracao do

teorema do paragrafo I.3 que k(F) = 2(C)-24d.

Seja portanto uma reta L do plano e AB um segmento, em
L n D, tal que AB n vy = ¢.

(n) (n)

Em D - Ve ,L e F nao possuem contatos pois F é
formada por retas. AB divide D em discos homeomorfos ao disco
D? ¢ R?, um dos qQuais nao contém P nem Q.

(n)

Neste disco cada folheacgao F e orientavel e
lul(F(n);L) = 1, para n suficientemente grande , e portanto

lul (F;L) = 1.

J

Y
ZAL

Figura 15

Se AB n y # ¢ entao P e Q estdao de lados opostos de AB
e IUI(F(n);L) = 0 para n suficientemente grande. Portanto

lul(rF;L) = 0. (Veja fig. 16).




[u=]
(G}

7// /’/ \w Y //,/ |

Figura 16

Observagao: com um pouco mais de paciéncia poderiamos construir

. ~ (e} ~
uma aproximagao de classe C para a quase-folheagao

F.

Figura 17

Na figura 17 esta eshbocada uma quase-folhcagao justa numa re-

giao D.
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I1.5. O Anel

Seja A uma regiao homeomorfa ao anel {(x,y) €'1R2|O<rl <
< x? +y? < r2} com bordo 3A formado por duas curvas regulares,

C1 (externa) e C, (interna).

Um conjunto X € A € convexo por geodésicas em A se para
todo par de elementos x e y em X, as geodésicas unindo x a y em A

estao contidas em X.

I.5.1. Definigao: a envoltdria convexa geodésica interior de um

conjunto U c A, € a interseccao de todos os con

juntos X ¢ A, convexos por geodésicas tais que U C X.

Com pequenas modificagdes nos argumentos ja ‘utilizados

demonstraremos o

I.5.2. Teorema B: Seja A uma regiao homeomorfa a um anel, como

acima,

(a) Se Fé umafolheagao de A, sem singularidades, tangente ao bor-
do entao k(F) > Q(Cl) + (C,) - 2d, onde 4 € o comprimento da
curva ) gue lirmitz exteriormente a envoltoria convexa geodési

ca interior de C, em A. (Veja figura 18).

(b) Existe urz cuase-fclhezcdo F de A que minimiza a curveture

total, isto é, k(F) = L(Cl) + 2(C2) - 24.
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Figura 18

A parte a) do Teorema B repousa na seguinte observacao:
com excegao de um conjunto de medida nula de retas do plano, toda
reta L ¢ R?, intercepta A num numero finito de segmentos e se um
tal segmento AB ndo intercepta Yy, isto é, AB n y = ¢ entdo AB e F
tém pelo menos 1 contato. Isto ocorre porque se AB n y = ¢ entdo

{a;B} c C; ou {a,B} < C, e em qualquer caso fica determinado um

disco do plano como abzixo e |ul(r7;zB) > 1.

\_/

A ___\Pﬂ_

Figura 19




N
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A partir dai, repetindo os argumentos usados na parte
a) do Teorema A, conclui-se que k(F) > R(3A) + -2d = z(cl) +

+ Q«(Cz) - Zd.

Parte b). Comegamos com as observacgoes seguintes:

(1) Qualquer que seja x € A, existe uma unica geodésica fechada

contida em A, Y4+ Passando por x.

Figura 20
(2) Uma orientacdo em C, induz uma orientagao em Y, - Indicamcs
por 1, o trecho de Y4 que une x até C,(x) = primeiro ponto de

C, em gue 1, encontra C,, com a orientagac indurida por C~ em
“~ r=

YX.

(3) Se x + y entao: (a) ix c ?v ou




N
w

(b) Yy © ¥4 ou
(c) ?x e ?y nao se encontram no interior de
A.

(4) As geodésicas ?x, X € A, determinam uma quase-folheagao de A
por retas, F.
Para definirmos a sequéncia de folheagdes F(n) procedemos de
modo analogo ao do Lema I1.4.2.,tomando o cuidado de escolher em

C, e C, a mesma orientagao.

(5) Para completarmos a demonstragdo observamos que se L é uma re
ta genérica do plano entdo L n A é formada por um nimero fini

to de segmentos de retas. Seja AB um destes segmentos.

(a) se AB n y = ¢ entdo |u|(F™;AB) = 1 para n suficientemente

grande e portanto |u|(F;AB) = 1.

Figura 21

(b) Se AB n y + ¢ entao |u|(F<n);X§) = 0 para n suficientenen

te grande e |yl (r;AE) = 0.
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Figura 22

Desta ultima observagao, segue como no Teorema 1, que

k(F) - 2(C)) + 2(Cy) - 2d.

I.5.3. Observagoes: 1) se C, €é uma curva convexa, entao y =C, ,

d = 2(cy) e &(cy) + 2(Ccy) -2d = 2(Cy) -

- 2(c,).

2) Nos dois casos analisados neste trabalho,
se as regioes D e A forem limitadas por
curvas convexas entdo existem folheagoes da

regiao gue minimizam a curvatura total.
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k(r) = g2(c)-24 k(F) = R(cl) - z(cz)

Figura 23

Por outro lado se C = 3D, no caso do disco, (C = C, ou
C = C, no caso do anel) ndao é uma curva convexa enti3o nao existe
folheagao de D(A) que minimize a curvatura total, isto €, este mi

nimo € atingido apenas por quase-folheacgoes.

De fato, suponhamos que F é uma folheagdo de D(A). Se
C possui apenas 2 pontos de inflex3o e cada um é& um por-do-sol,
entdo a geodésica y que os une n3o é um didmetro como mostra um

calculo de variacdes, e da demonstragao do Teorema A . segue que

k(F) > L(C) - 2L(y) > L(C) - 2d.
Podemos supor, portanto que C possui um ponto de infle-

xao regular para F. Seja T a reta tangente a C em P.
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Existe Q numa vizinhanga V de P tal gue a reta T' tan-

gente a C em Q encontra C em pelo menos dois pontos, Q, O'. Exis
te uma folha ¢ de F tal ague #(o n T') > 2, (0 numa vizinhanca tu-
bular V de C, de raio suficientemente pequeno). Pomos o0 n T' =

= {o";o™}.

Seja T" uma reta paralela a T', tangente a ¢ em S, com
S € V, e seja Q" a intersecgao de T" e C (Q" numa vizinhanca de
0').

Seja G o conjunto de retas do plano que interceptam os

segmentos QQ"'e Q'Q". G é um aberto no corjunto das retas -e- se

L € G entdao |u|(F;L) > 2.

I.6.Un Resultado Combinatdrio sobre a Curvatura Total de uma Folhea

gao Orientavel

Em [L.L.Z] os autores observam (sem demonstragao) que a

desigualdade k(F) > 2n-4 pode ser escrita como

k(F) > 2m-2 ) (-1 aceie) ()

1<i<j<2n

onde P <iPol sdo as singularidades de F, contidas no bordo do

10
disco e numeradas ciclicamente, e d(Pi;Pj) é a distancia euclidea

na entre os pontos Pi e Pj.

Mostraremos que a relacgao (*) pode ser estendida ao con

texto mais ceral em gue a reaiao D e homeonoria ac disce D~ c
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d(Pi;Pj) € a distancia geodésica interior entre P. e P. como

J r

definimos anteriormente.

Mostraremos tambem gue uma relagac Como a do teorema b

m

nao pode ser obtida, mesmo no caso em gue D seja convexo.

I.6.1. Teorema; Seja D = D?, 3D regular como acima e F uma fo-

lheagao orientavel de D, tangente ao bordo, e se

jam Pl;...;P2n suas singularidades em 3D, numeradas ciclicamente.
Entao
k(P) > 2(3D) -2 ) (-1)i*I*l a(py;P)
1<i< j<2n
Demonstragao:

2(3D) =-% j#(L n 9D) dmL = J(ng de segmentos de L n D) dmL

§ g

Com excegao de um conjunto de medida nula, todas as re-
tas de G gue encontram D, o fazem em um conjunto finito de segmen

tos de reta.

Dada uma reta L no plano indicamos por n(L) o numero de

segmentos de L n D que separam P.; em dois conjuntos com

l"";P2n
numero par de elementos, e s(L) o nimero de segmentos de LnD que

dividem Pyi...iP, em dois conjuntos com numero impar de elemen-

tos.

~

L(eD) {(n(L) + s(L)) dmL = { n(L) dmL =+ ] s(L) dmL.

g g &
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Se um segmento AB divide Pl;...;P2n em dois conjuntos
com numeros pares de elementos, (digamos que de um dos lados de
AB as singularidades sejam Pk’pk+1”"’Pk+2t+l , com k e k+2t+1
de paridades distintas), entdo hd pelo menos um ponto de contato
entre F e AB e portanto |u|(F;L) > 1. (Veja figura 25).

Pr+1
Pr+2t+1
Px
Af {3
Figura 25
Como k(F) = flpl(F;L) dmL segue de
S
L(3D) = [ n(L) anL + [ s(@) amt que
S §
L(dD) < I |ul (F;L) dmp + J s(L) dmL e portanto
§ g
K(F) > L(8D) - [ s(L) amL.
g
Nos lemas que seguem vamos calcular a uUltima integral

acima.

1.6.2. Lema: Nas condigoes acima sejam Pr e P_ duas singularida-
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des de F tailis que r e s tenham paridades distintas. Sejam P_P

r+l
e PsPs+1 os arcos geodesicos de D ligando Pr a Pr+1 e Ps a Ps+1
respectivamente. Para cada reta L do plano seja m(L) o numero de
segmentos de L que encontram Prpr+1 e PSPS+1 :
Entao

j m(L) dmL = d(Pr;Ps) + d(p
g

r+1:Pgs1) ¥

- d(Pr"Ps+l) - d(Ps;Pr+l)

Figura 26

Um segmento AB encontra PrP e PSPS+1 se s sO se en-

r+1
contra PIPS e pr+1Ps+l e nao encontra nem PrPS+1 nem Pr+1ps'
Dai segue que
1 L) g = @b s ) . - .
l myL) dmb L\xr,ls) + d(Ps+1'Pr+1) d(Pr'Ps+1) +

5

d(Pryyilg)
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(Lembre-se que j[nQ seg. de (L n C)] dmL = o(C), para

uma curva C regular). §
1.6.3. Lema: j s(L) amL = 2 ) (-1)i*Itd a(p;p,)
g 1<i<j<2n

Seja L uma reta do plano, indicaremos por s_., (L) o nu-
r

mero de segmentos de L n D que encontram ambos os arcos geodési-

cos PrPr+1 e PkPk+1 em D.

s (L)

]

Z si,j(L)

l<i<j<2n

i,j de paridades distintas

Logo js(L) dm(L) = Z f si'j(L) dmL
g l<i<j<2n g

i,Jj de paridades distintas

lo Iemal.6.2: = . .
Pelo [ iy amL d(PiiPy) + A(Py,15Ps, ) +
g
- d(Pi;Pj+1) - d(Pi+1;Pj)

Cada termo d(Pr;Pk) aparece duas vezes:

- Se r e k tem mesma paridade d(Pr;Pk) aparece em

J‘ Sr_l;k(L) e .l' Sr;k_l(]'_,) com sinal "-".
6 g



- Se re k tem paridades distintas, entao d(Pr7Pk) aparece em

( s . (L)Y e f s . . -(L) com sinal "+".
J r; K t-=1;k-1

Logo J s(L) dmL = 2 Z (—1)i+j+1 d(Pi;Pj)

g l<i<j<2n

Isto conclui a demonstragao do Lema e do Teorema.

Veremos a seguir, através de um contra-exemplo, que o
Teorema A nao se generaliza ao caso de regioes homeomorfas ao dis

co, isto €, existem folheacgoes tais que k(F) < 2(3D) -24.

O contra-exemplo sera exibido para uma regiao D, cujo
bordo 3D é um poligono. O exemplo pode ser modificado - de modo

que 9D seja cl, ou mesmo C .

I.6.4. Contra-Exemplo: Seja D o quadrildtero ABCD com AB = AC =

= AD = CD =1, CB = BD e F a folheacao

exibida abaixo:
As singularidades de F no bordo sao A,B,C,D. Uma nume-
racao ciclica é P =A, P,=C, Py =Be P, =D. Como AB = AC =

= AD = CD = 1 entao CB = BD = V2 - /3 = 0,51763.
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Se L é uma reta do plano, entao com anotagao da demons-

tragao anterior, temos.

Se L n D separa {A,B,C,D} em dois conjuntos com numero
impar de elementos entdo |u|(L n D;r) = O. Caso contrario

|ui(F;L n D) = 1.

Logo k(r) = £(3D) -2 ) (-1)**3*1 a(p;py)

1<i<j<4
k(F) = AC + CB + BD + AD - 2(AC + CB + BD + AD - AB - CD).
k(F) = 2(AB + CD) - (AC + CB + BD + AD)
K(F) =4 - (2 + 2/2 - /3 ) =2 - 2/2 - /3 = 0,96472
Por outro lado
2(a8D) - 28 = 2 4+ 2/2 - /3) - 2 = 2/2 - 73 ) = 1,03527

Assim k(F) < £(8D) - 24.



I.6.5. Pergunta: A desigualdade do teorema I1.6.1 nao € intrinse-

ca de D, no sentido de que depende da posigao
das singularidades Pl;...;P2n no bordo de D. Por outro lado como
vimos 2(3D) - 2d nao é um limitante inferior de k(F) mesmo D sen
do convexo. Existe estimativa para o minimo de k(F), intrinseca

de D ?

Em vista do exposto acima, torna-se natural perguntar:

dada a regiao D, qual é o maximo de Z (=1)2+I+d d(Pi;Pj) i

1<i<j<2n

onde Pi'Pj sao pontos de 3D ?




CAPfTULO II

ENVOLTORIAS E CURVATURA TOTAL

ITI.1. Introdugao

Neste capitulo vamos estudar folheagdes da bola unitaria
Nt1l Rn+1 submetidas a condigao de serem tangentes, no bordo s"
de B", a um campo de n-planos dado e fixado. A envoltdoria deste
campo de n-planos tera um papel central neste estudo.

Em dimensdo n suporemos que esta envoltdria é um ourico, - e
no caso plano obteremos resultado mais geral, valido para envolto
rias quaisquer.

E claro que nem todo campo de n-planos dado ao longo de gt
pode ser estendido ao interior de S": se existir uma tal folhea-
gdo F, ela induzird em S uma folheagao tangente em cada ponto ao
trago do campo de n-planos, em g%, Comb nem todo campo de (n-1)
planos em S" é integrdvel, vemos que nem todo campo de n-planos

. . . n .
pode ser estendido ao interior de B'. Nosso resultado continua

valido como um resultado acerca dos campos de planos.

IT.2. Ourigos e Envoltorias

EM [L.L.R] os autores introduzem a nogao de ourigo: dada uma

funcdo h: s” ¢ g2 R, o sistema

(x,z) = h(z)

(x,dz) = dh(z)
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admite, para cada valor z € s”, uma unica solugao x = xh(z). Es-

tas solugoes definem em geral uma hiper superficie H, lisa por

partes. Abaixo damos dois exemplos de ourigos:

Figura 28
O conceito de ourico € uma generaiizagéo do conceito de con-
junto convexo e muitas propriedades dos convexos podem ser esten-
didas para ourigos (para maiores detalhes veja-se [L.L.RJ).

Em particular, o "volume" de um ourigo se define como

i

vol(H) = [ h det(Hess(h) + h Idn) dz.

- S

Este "volume" vol(H) é um numero real nado necessariamente po

si1tivo.

No caso n = 1, temos

vol (HY = T(B) = h(C)ar (comprimento algébrico)
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Indicaremos por |2|(H) © "volume absoluto" de um ourigo, que

se define por

| o] (n) =J [h8(z)|dz
sn

onde h®(z) = % (h(z) + h(-z)). Este valor |%|(H) é igual a inte-

gral sobre H da (n-1)-ésima funcao simétrica de curvatura de H. g
:
Obs.: hs, ao contrario de h, nao depende da escolha da origem em |
|

R"™1 ¢ n(z) = h(-z). i

As partes lisas de um ourigo admitem sempre uma orientagao
transversa, de modo que em um ponto xh(z) o vetor normal € =z . |

Assim a aplicagao Xp é uma "inversa da aplicagao normal de Gauss

de H". i
Um ourigo sera dito projetivo se e sd se h(-z)-=--h(z) S ?
| {
f
_&
t
ourico proictivo dadec por xh(:‘ = cen (232).
Figura 29
Um ourigo é a envoltdria do campo de n-planos do R'*1 de
equagao \x,z> = h(z).
Ne gue se segue consideraremos a situacao seguinte: seja
x: s” = An,n%] um campo de n-planos em .  Este campo determina

uma envelidria que genericamente, € uma hiper superficie lisa por

partes. Selre uma cnvoltoria também podemos definir uma aplica-
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3) Obtido pela rotagao do exemplo anterior

(el

n =2
Figura 30

II.3. Curvatura Total de Folheagoes que Estendem Campos-de N-Pla-

nos cujas Envoltdrias sdao Ourigos. __ _ .

As folheagoes deste paragrafo sao de codimensao 1, sé  pos-
suem singularidades isoladas, se x é um ponto regular de F, |K(x)|
designa o valor absoluto da curvatura de Gauss em x da folha F,

e F,

o]

de F, que passa por x, € K{F) seré a curveiturz toteal

(4]

K(F) [K(x)|dx.

'Bn+1

Suporemos gue F <ceja em s”, bordo de Bn+1 tangente ao n-pla

n . -y . Lo
no P(x), x € &', de uma familia de n-plancs cuja envclidria

n
m
.
0

um ourigo H.
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I1.3.1. Teorema: Seja Bn+] .

; , i n+
a bola unitaria de R S

5 s” ceu bordo

. n .
e P: S =+ An,n+1 um campo de hiperplanos de

Rn+1 dfinido em S" cuja envoltoria seja um ourigo com fungao su-
porte h.

Toda folheagao F de Bn+1, orientavel, de codimensao 1 gue eg

tenda P e que s6 tenha singularidades isoladas, satisfaz:

K(F) > J [h®(u)|du
Bn

_Um ponto u € s” determina uma reta L(u). Para todo t€ L(u),

indiquemos por Ty o plano ortogonal a L(u) passando por t.
IuI(F;Tt) € N U{w} € o numero de pontos de contato entre Ty

. -e folhas de-F. O Teorema da Troca lB.L.R| nos da a igualdade

i e

——— vt .. s

K(F) = % J ] J lul (F;T)at qu.
L(u)

Para provarmos o teorema precisamos mostrar que

J IUI(F;Tt)dt > RS ] . (%)
L(u)

Como H é um ourigo, a projegao ortogonal PL(u): H - L(u) tem,
para guase todo u € &7,

exatamente dois pontos criticos Xy, Xa

Suponhamos gue h(u) seja a projecao ortogonal de X, sobre L(u).

. _ ‘ . % g . ’ n c
Sejam ty = Py (x9) i to = Py y(x,), e sejam yy,y, € & os
pontos de S" tais gue r(y]) = Ty e F(y,) = Tt

_] i)
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Mostremos que para quase-todo t sobre o segmento |t1;t2|exi§ H
te pelo menos um ponto de contato entre T, e folhas de F, o que b

implica dizer IUI(F:Tt) > 1. 1Isto prova a desigualdade (*) acima.

Demonstragao: utilizemos mais uma vez o Teorema da Troca.

Como F € orientav:1l, nds podemos definir sobre B uma aplica-
gao de Gauss Yp que a cada ponto regular x da folheagao F associa
o vetor n(x), normal em x a folha F de F que passa por x. O vetor
n(x) é determinado pela orientacdo de F.

A aplicacgao Yp € continua sobre B-sing(F). Sua restrigao ?F |
ao bordo de B é injetora pois H é um ourico, e é portanto um ho-
meomorfismo sobre sua imagem st

Com o vetor u fixo, coloquemos Dt>=—B~n Tt e St = Dt ¢ Se

t €*1tl;t2[” e se T, n3ao contém singularidades de F, entdo u ou.

-u pertencem a imagem Yp(D,).

Com efeito, u pertence a YF(Sti) e -u pertence a Y (St,). A
imagem do cilindro (PL(U))_I(Itl;tzl) por Y, € um cilindro em s”
com bordo ?F (Stl) U 7F(St2). A imagem ?F(St) € um hipersuperfi-
cie de s” que separa s” em dois hemisférios, um contendo u, o ou-

tro contendo -u. Cecrmo ﬁF(Dt) contém um dos hemisférios de Lbordc

7F(St), Yr(Dy) contém um dos vetores u ou -u, e portanto IulﬁﬁTth

Observagao: quando n=2, o resultado acima fornece K(F) > 7 (H).
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L(z)

c(2)

R ‘ : o Figura 31 : & e mminer. =

II.4. Exemplos

1

II.4.1. Se F é uma folheacao de B"*! ta1 que o bordo S" seja uma

folha, entao

H=s", n%z) =2, vzes", e
n+1l
K(F) > 1 2 dz = area (8") = AR » onde
2 (m+1
S g e

¥R

I' e a funcéo gama.
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! cujas folhas sejam superficies fe-

11.4.2. Toda folheacdo de B"”
chadas convexas, tal que s” seja uma folha, e gque possua

apenas 1 singularidade € uma folheacgao justa e
K(F) = drea (s")

Obs.: uma folheagao justa € uma folheagao que minimiza a curvatu-

ra total.

Em alguns casos conseguimos construir folheaglSes justas que
. ’ n+1l . s s
estendem p ao interior de B . Daremos a seguir algumas defini-

coes preliminares.

I1.4.3. Definigdo: um ponto x € R" é um ponto interior (ou inter-

no) de um ourico E se para guase toda reta
orientada L, determinada por z € gL ¢ passando pela origem de
R", P; (x) pertence ao intervalo de extreridades h(z) e h(-z).
Exemplos
1)

R € a regido dos pontes interiores




O é o unico ponto interior

3) O conjunto dos pontos interiores € vazio.

Figura 32

4) Se H é um ourico projetive entac H n2o possui pontos interic-

res.




44

Seja ¢: Bn+] + R a funcgao

¢(x) = J |PL(z) (x) - h(z)]| az
Sn

1

- ~ . n+ ’ .
¢ e uma fungao continua em B , que e um conjunto compacto.

I1.4.4 Definigao: Um ponto Xq € Bn+1, que seja ponto de minimo de

¢ sera chamado de um centro de H.

1

Observando que: para todo z € s e todo x € Bt vale a desi

gualdade
(*) |PL(,)(x5) = hz)| + |Pp,y(x) = h(-2z)| 2 |h(z) + h(-2)
segue que

p(x) > % J |n(z) + h(-2)| dz = |2|(H).
n
S

Se x é um ponto interior de H entdo vale a igualdade em (*)

acima e conclui-se que

1) g(x) = |o|(m)

2) x €& um centro de H.

A reciproca nao é verdadeira: um ourigo pode nao ter pontos
internos.
- . R . ~ n
Se H é um ourico projetivo entdo h®°(z) = 0, ¥V z € RP", e por

tanto || (1) = 0, mas ainda podemos definir o centro de H.
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Pergunta: Se H € um ourigo projetivo e F estende X ao interior

de B", entao

K(F)

v

¢ (centro) ?

Existe F tal que K(F) ¢ (centro) ?

ITI.4.5. Construgao de uma Folheagdo Justa que Estende p, guando

n = 2 e H tem Pontos Interiores

Como H é um ourigo,o campo de vetores P, que indicaremos por
X tem indice 1. A folheagdo justa terd um fonte/poco se H esti-
ver contido em D? e uma sela caso H esteja contido no exterior de
D?.

Se H estiver contido em D?, podemos supor que X é transver-
sal a s!. caso contrario, existe pertﬁrbagéo de X, que altera a
curvatura total tao pouco quanto se queira e que seja transversal

a sl. 7

S

Figura 33

A singularidade de F sera uma fonte ou pogo, conforme X aponte

. y . 1 . ,
para o exterior ou interior de S°, respectivamente. Vamos supor
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que X aponte para o interior. Seja P um ponto interior de H, que
serd o pogo.F serd a folheagao obtida ligando-se P a cada ponto
x € Sl, através de um arco convexo, com vetor tangente em x igual

a X(x).

O Teorema de Troca da:

K(F) = J J lul (FiT )dt au = o(n).
st J1(u)

Um ourico exterior a Sl, gque vem de um campo de indice 1 e que

pode ser estendido a uma F orientdvel é do tipo abaixo com 4 pon-

tos de contato e quatro cuspides.

Figura 34

2 cuspides correspondem as separatrizes que tendem a sela e
2 as separatrizes que saem da sela. O ponto de sela P pode ser

qualquer ponto de D2 e as folhas arcos convexos ligando P a Sl.
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I1.5. Folheacoes gque Estendem um Campo de Vetores dado ao longo

do Bordo do Disco D?

Neste paragrafo vamos examinar com mais detalhes as folhea-
goes que estendam ao interior do disco D?, um campo de vetores da
do ao longo de Sl. Demonstraremos uma versao mais geral do Teore
ma II.3.1, para o caso em que a envoltdoria do campo de vetores ndo
é necessariamente um ourigo, e F ndo é necessariamente orientdvel.
Esta versao do teorema serd mais fraca no seguinte sentido: supo-
remos conhecidas as singularidades de F e sua posigdao em D?. Este
resultado nos fornecerd uma desigualdade, que relacionara K(F)
com uma "drea algébrica" de uma regido do cilindro S! x R.

Antes de enunciarmos o teorema principal deste paragrafo da-
remos algumas definigoes.

Suporemos sempre que X: S1 - Ts1 é um campo de vetores C% em

Sl, X(0) + 0, ¥V OE€ st. Podemos supor (apds pequenas perturba-
goes de X) que os pontos de tangéncia de X com st si3o pontos iso-
lados.

H sera sempre a envoltdria do campo de direcdes determinado
por X.

Dado z € Sl, sejam L a reta orientada, passando pela origem

de R?, determinada por z, e.PL a projegao ortogonal P D? - L

L:
Um ponto critico de PL € um ponto interior de um arco de curva re
gular de H, que seja ponto critico de P, no sentido usual. Cuspi

des nao sao pontos criticos.

F sera sempre uma folheagao gque estende X ao interior de D2.

RN s

et T e ST A
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II1.5.1. fndice de um Ponto Critico de PLIH

Seja x € H um ponto critico de P Se x € D? dizemos que

L|u"

seu indice é -1. Se x ¢ D? dizemos que seu indice e +1.

\ L

Figura 35

II.5.2. Indice de uma Singularidade de F

0 indice de uma singularidade de r serd o indice definido so
bre RPl de modo andlogo ao que faz sobre Sl. No caso de uma sin-
gularidade orientavel este indice é o dobro do indice usual.

Podemos supor que as singularidades de sao espinhos ou
tripés.

Singularidades de indice +1 ou + % podem ser transformadas
em espinhos através de operagoes que alteram a curvatura total
tao pouco guanto se queira, assim como singularidades de indice
negativo podem ser transformadas em tripés.

No Capitulo 1 fizemos, em detalhes, esta transformacao para

as singularidades de indice positivo, transformando-as em pores-
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do-sol. O procedimento para espinhos ou tripés é andlogo.

Selas com m separatrizes podem ser transformadas em m-2 tri-

sela com m separatrizes (m-2) tripés

Figura 36

Através destas "Operagoes de Whitehead" podemos obter espi-
nhos e tripés, com a propriedade de terem, numa vizinhanga do pon

to singular, folhas localmente convexas.

II.5.5. Indice de um Ponto de Contato

Distinguiremos 2 tipos de ponto de contato entre folhas de F

e retas perpendiculares a uma reta orientada L dada, atribuindo:

P, /

\

Nk ,

N .

F
Y
indice (x) = -1 indice (y) = +1
X € um ponto de mini y € um ponto de mdxi
mo local de PL Fx mo de PLIFy

Figura 37

——
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I1.5.4. Definigao: dada L, t € L, Tt perpendicular a L por t, de

finimos numero algébrico de contato do nivel

£, ua(F;Tt), como sendo a soma dos indices de todos os pontos de
contato de Tt com folhas de F.
O médulo do nimero algébrico de contato do nivel t serd indi

cado por IuaI(F;Tt).

ua(F;Tt) = =2 |ua|(F;Tt) = 2 IUI(F;Tt) = 4,
Figura 38

E claro que Iul(F;Tt) > lual(F;Tt), ¥z esl, vt € L, e por-

tanto K(F) > % J J ]uaI(F;Tt) dt dz.
st /L

Nosso objetivo, entretanto, é o de analisar como varia

|ua|(F;Tt) guando t percorre L e interpretar a integral da direi-

ta como uma "drea algébrica" sobre o cilindro S1 x R.

IT.5.5. Definigao: t € L serd um nivel critico de P, se t= Py (x)
para algum ponto critico x de PL|H , ou se
existe singularidade de F em T, .

Por extensao as singularidades de F também serao chamadas de

"pontos criticos de PL”. Para quase toda reta L os pontos criti-

i

) RN T



cos de P. sao isolados e estao em niveis distintos. Se uma singu

L
laridade de F, estiver em H, podemos desloca-la fazendo uma per-
turbagao de F em uma vizinhanga da singularidade que altera K(F)

tao pouco quanto se queira.

I1.5.6. Definigao: o indice i(t) de um nivel critico t é o indi-

ce do ponto critico de P, deste nivel ou o indice @a

singularidade de F que pertence a T, .

II.5.7. Teorema: com as notagoes introduzidas acima temos: Se t
é um nivel critico de L, entado para ¢ suficien

temente pequeno
lual(F;T

) = |ua|(F;T e) + indice (t)

t+e t=

12 caso: o nivel t € um nivel critico de P

L
Seja A € Sl, tal que X(A) € T,. Para quase todo z€st,  x(a)
nao € tangente a st. Seja AB = D? n T, . Como P. ¢ uma funcgao de

Morse, em AB nao existem outros pontos criticos de PL nem singula
ridades de F e a folha de F gque passa por A, Fas nao esta contida
em AB. Vamos supor, sem perda de generalidade que X aponta para

dentro de Sl, em uma vizinhanga de A.

Ha 2 possibilidades:
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1) indice de t = -1.

Figura 39

Como a folha FA nao esta contida em AB, existe € > 0 tal que

FA sai da faixa de raio € em torno de AB. Sejam A,,A, pontos de

1 1

com o bordo da

S”, proximos de A, dados pela intersecgao de S

faixa de raio € acima.

Podemos supor A1 ET A2 € Tt- Em Al e A,, X aponta pa

t+e’ €

ra o interior da faixa.

Se Fa sair da faixa pelo lado de Aq entao as folhas Fp , com
B 1€ XXI tem um contato de indice -1 com as retas Tt' , t<t'<t+e ,
a»mais que as folhas Fp, com B € 5;3.
ﬁj?ﬁ‘Se F, sair da faixa»pelo lado de A, as folhas Fg com B € i;i
ie;éo um ponto de contato de indice +1 com T, , t-e<t<t a mais do

que as folhas FB com B € AA e portanto em qualquer caso

1’

Il (Pime ) = Tugl(rimy_ ) + indice (7,).
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2) indice de t = +1.

Figura 40

A situagao € analoga a descrita acima.

22 caso: No nivel ha uma singularidade de F

Seja P o ponto singular de F no nivel t. H& duas possibili-

dades:

’

1) P € um espinho.

Sejan: D2(g) - rP! a aplicagao que a cada x € D?(r), nao
singular associa a direcao ﬁangente em x, a folha F. ., onde D2 (r)
€ o circulo de centro P e raio r.

Existe € > 0, tal que: ¥V §, 0 < e < &, n s(g) tem indice 1,

onde S({) = &(D(8)). Assim para toda reta L, existe x;(g) € &(&)

1a! qgue it }xg\(e) ] L.
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Para quase toda reta L, PL(XG(E))* PL(P), e XG(E) € um ponto

de contato 3iA que T Fxc(a) = TPL(X@(C))'
L
Xs(€) - 5
—— -—I’)——'\ ————— L, (%s (€))
'\ ) t
N—/
Figura 41

Em vizinhangas de raio suficientemente pequeno de um espinho

P, reta tangente, T, a uma folha (exceto a folha que tende a P)

deixa esta folha e P de um mesmo lado de T, ja que as folhas sao
localmente convexas.

' Assim se PL(xé(s)) > t este contato.seré de indice +1 e se

PL(XG(e)) < t o contato € de indice -1.

2) P é um tripé

Como acima obtemos pontos de contato XG(E)' Em vizinhangas
de P a reta tangente a uma folha (exceto as separatrizes) separa
a folha e P em semi-planos opostos e portanto o contato sera de

indice +1 se PL(XG(E)) < t e de indice -1 se PL(xé(e)) > t.

e

{

=

==

[

T

e L ST
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Figura 42

Isto completa a demonstracao do Teorema II.5.7.

Como observamos acima vale a desigualdade

K(r) > % J

S

J IuaI(F;Tt) dt dL.
1 °L

Vamos interpretar o termo a direita como uma drea -algébrica
sobre o cilindro Sl.x R.

Cada reta T do plano pode ser parametrizada pelas.. coordena-
das polares de sua intersecgao com a reta N perpendicular a T e

passando pela origem

N
T /
~ .
;7\\
[ o i
A\ -
Figura 43
Assim a cada reta do jplano podemos associar ponto (0;d) no
1

cilindro € x R. Fsta aplicacao preserva a medida canonica de

et

e
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G |Sa|.

Toda curva C do plano pode ser representado em S1 x R, atra-
vés do procedimento seguinte: dado z € Sl, sejam Tl""'Tr as re-
tas do plano, perpendiculares a diregao de z e tangentes a C. Ca
da reta Ti corresponde a um ponto em S1 x R. Quando z percorre
S, obtemos uma curva no cilindro, que € a imagem de C. (Em gerai
a imagem de C tera duas componentes conexas).

Um ponto P do plano pode ser representado pela curva 1limite
das imagens no cilindro de circulos concéntricos de centro P e
raio €+0.

Seja X um campo em S1 como acima e H sua envoltdria. Suponha
que as singularidades de F sejam determinadas a priori, em sua n=

tureza e posigao. Vamos indicar o conjunto das singularidades

por Sing = {Pl,...,Pm}.

Definigao: o diagrama associado a X e Sing, D(X,Sing) é a repre-

sentacao em S1 x R da curva H e das singularidades

{Py,...,P_}.

Exemplgz

. imagem de P (meia faixa)
-~ -~ - — — 1imagem de H

Figura 44




A cada ponto de uma "curva imagem" em S1 x R podemos asso-

ciar um indice que representa essencialmente o indice em D?2 de

sua "pré-imagem": y

- o indice de um ponto de uma curva imagem de uma singularidade é
igual ao indice da singularidade;

- o indice da curva imagem da envoltdria H serd definido "por pe-
dagos": +1 nos arcos que sao imagem de arcos de H externos a D?

e -1 na imagem dos arcos de H internos a D?.

Um diagrama qualquer D(X,Sing) sempre esta contido em S%J}lﬁﬂ-
Dado um ponto x = (@;t) no cilindro, definimos o indice de
X, i(x) como sendo a soma dos indices dos pontos de interseccgao

da semi-reta vertical {0}x]-«;t] com as curvas de D(X,Sing).

Definigcdo: a &drea algébrica A(D(X,Sing)) de um diagrama D(X,Sing)

é

A(D(X;sing)) = J li(x)]| ax .

cilindro

E claro da construcdo acima que

I,

J' |1Ja|(F;Tt) dt dL = A(D(X;Sing)).
S

L
Obs.: da construgao acima e do Teorema I1I1.5.7 temos também que:
(x=(0,t) , |t]>1) =>i(x) = 0, o que mostra que a area al

gébrica acima esta bem definida.



cAPfTULO 111

CURVATURA TOTAL DE FOLHEACOES EM SUPERFICIES HIPERBOLICAS

II1.1. Introdugao

Curvatura Total de folheagoes em superficies hiperbdlicas é
um assunto pouco explorado e a excegao de um teorema de Langevin
e Levitt nada se sabe acerca de minimizantes da curvatura total
de folheagoes destas superficies.

O teorema de Langevin e Levitt citado acima aparece em [L.L.
1] e se aplica a folheagoes F cujas singularidades sejam todas de
indice negativo (selas). A curvatura total K(F) de tais folhea-

coes satisfaz a desigualdade

K(F) > (12 log 2 - 6 log 3).|x(M)]|.

Mostraremos a seguir um teorema que fornece um minimo para

K(F)#K(FY),sendo F orientdvel, sem restrigdes quanto ao indice de suas

singularidades.

ITI.2. O Teorema da Troca para Segmentos Geodésico em H?2

Veremos a seguir uma versao do Teorema da Troca, adaptada a
superficies hiperbdlicas e onde a "contagem de pontos de contato"
sera feita com um pentagono geodésico.

M € uma superficie, compacta, sem bordo, de género g conexa,

com uma métrica dc curvatura constante -1, H2 o Plano de Poinceard,
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identificado com o interior de um disco e p € a aplicacao de reco

brimento

p: H?2 -+ M
p € uma isometria local e um difeomorfismo local.
Seja F uma folheacao de M com singularidades isoladas e
p_l(F) a folheagao induzida em H2?. Quando ndo houver possibilida
de de confusao indicaremos p-l(F) por F.

Sejam ainda:

- G o espago das geodésicas de HZ2;

- gl o0 espac¢o dos segmentos geodésicos de H2? de comprimento 2(fi
xado) ;

- Seja G o espago das isometrias de H? que preservam a orientacgao
em H?.

Em G definimos uma relagdo de equivléncia:
ITT.2.1. Definigao: 91 ® gy € P o gp o gél = p , isto é, g1~ 95
se e sO se o diagrama abaixo comutar:

~1
91 ° 9>

M 19 -+ M

Indicaremos o qguociente G/~ por G.
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I1T1.2.2. Definigao. Seja D € H?. A simetria geodésica por D ¢é a

— = 2 rr 2

isometria GI de H?, definida por:
Seja X € H?, X # D, entao:
J

1) ©,(X) pertence a (unica) geodésica determinada por D e X,

2) d(p;x) = d(D;eL(X))

Se X=D, ©On(X) = D.

Se AB € um segmento geodésico, indicaremos a reflexdo pelo
ponto médio de AB por Opp -

EM H?, queremos idé%tificar segmentos geodésicos de compri-
mento 2, que se projetem por p sobre o mesmo arco de geodésica de

M.

III.2.3. Definigdo: Em G, definimos a seguinte relagdo de equiva

léncia:

€y ®Cy & (g €6, g(cyg) = Cy, [q] = [1d] ou [q] = [QC ]

2
2
Indicaremos o quociente gg/z por 92
Observacao: Dados Cyr Cy € Gy - existem exatamente 2 isometrias
9,:95 de G gue levam C1 sobre C2 , € elas verificam

Se L é uma geodésica em H?, x € L, podemos parametrizar as

geodésicas D, que cortam um disco de raio r, e centro x atraves:

a) da geodéscia D' erpendicular a D e que passa por X, ue forma
pery

angulo € com L;
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b) da distancia r entre x e a interseccao D' n D. A medida inva

riante por G em G se expressa por m = cosh r . dr . d© [Sé].

Para parametrizar um segmento geodésico AB de gz , gue corte
o disco de centro x e raio r, tomamos a geodésica suporte D de
AB, definimos © e r como em a) e b) acima e tomamos s como a dis-
tdncia entre o ponto médio de AB e D n D'.

Em G, a medida invariante sera:

m = cosh r dr 46 ds.

Figura 45

ITI.2.5. Lema. A medida m definida em G, induz uma medida em Ql,

através da aplicacao quociente.

~

Demonstra§§9: sejam @: 52 + G, a aplicagao quociente e

(Al

{[c]lcezxcgz}cc”;z

Para [C] € [A] tomamos um representante C e uma vizinhanga

V, de C em G, , de modo que ¢ vy Seja injetora. Definimos uma den
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sidade em §£ pondo

m([v]) = mg (V).

2
Como os automorfismos do espaco de recobrimento sao isome-
trias, esta densidade nao depende da escolha do representante.
Antes de passarmos ao Teorema central deste paragrafo vamos recordar
um fato basico da Geometria das superficies hiperbdlicas: com as

notagcoes acima, sendo,
p: H? =+ M

a aplicagao de recobrimento, ent3o M é a imagem por p de um poli-

gono gebdésico Fg de H? com 4g lados, com soma dos angulos inter

nos igual a 2mn. p P é difeomorfismo e uma isometria local. Um
g

tal poligono € chamado um Dominio Fundamental de M [M].

Um compacto conexo de H?, F, com as propriedades: p(F) = M ,

pP|{s difeomorfismo também serda chamado um dominio fundamental de
F

M.

IIT.2.7. Teorema: (Teorema da Troca para segmentos geodésicos)

Com as notagoes acima K(F) = gf J |u|(g(F);C) , onde C €§,

G
é um segmento fixado.

£t ot

s=mrren
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K(r) = J K| (x) ax = J K| (x) dx onde ﬁl é o interior

M Ml

de um dominio fundamental.

Pelo Teorema da Troca

o ;L)

K(r) = J K| (x) dx = J lul (F i
o 1

Ml g

Por outro lado

j lul(rlg 0) = j Ac [ [ul(r|g s1) = 2 J lul(rlg 1)
G, 1 L ’ 'g 1 G 1
(L geodésica
suporte de C)
1 . 1 '
Logo K(Fr) = <+ |l (Fle s0) = ¢ | lul (F;[c])
2 M L Jg
92 1 2
onde |u](F;[kﬂ) = numero de pontos de tangéncia entre folhas de
F e um representante de [ﬁ] e dai segue
K(F) = o= [ lul (lglricg)
22 )~ "~ o
G
onde lul([Q]F;CO) = numero de pontos de tangéncia entre folhas de
g,(F) e C  , com g, representante de [g]. O fator 2 aparece na

igualdade acima pois cada ponto de contato sera contado 2 vezes

em G.
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III.3. Curvatura Total de Duas Folheagoes Ortogonais numa Super-

ficie Hiperbolica

Em H? um poligono (geodésico) regular de n lados pode ter

& . . n-2 .
seus angulos internos assumindo qualquer valor a, 0 <a< L_H_l'

Para o pentagono geodésico regular com angulos internos iguais a

m

5 O lado mede 2 4,27. Tal pentagono sera denotado por P.

e

III.3.1. Teorema. Seja M uma superficie compacta, sem bordo, de
género g, e sejam F folheagao de M com singu-

laridades isoladas e F= a folheagao ortogonal. Entao

K(r) + k(rD) 2 I [x(m)|.

Indicaremos por F e Fl as folheagoes de H?, induzidas por F
e FL, respectivamente.
Seja |ul(F;P) € N U{w} o nimero de pontos de tangéncia entre

folhas de F e os lados de P.

Figura 46
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Em [L.L.2| os autores consideram sobre S2 um triangulo geodé

: s . . : il S ; .
sico com angulos internos iguais a 7 . Em H? ndo existem tais
tridngulos. O pentdgono é o primeiro poligono com numero impar
de lados para o qual isto € possivel. Queremos agradecer a R.

Connelly pela idéia de considerar os pentdgonos, que permite ob-

ter um lema como o que segue:
III.3.2. Lema. |u|l(F;P) + |ul(Ft;pP) > 1.

Demonstragao. Se um dos vértices de P, for ponto de contato .de
L ~ .
F, ou F com P, entao nada resta a demonstrar, lo-
L - . «

go suporemos que nem F, nem F~ € tangente a P em seus vertices.
Suporemos também que os vértices de P nao sao singularidades de
F. As singularidades de F sendo isoladas esta condigao é genéri-
ca, com relagao a medida que introduzimos no conjunto dos segmen-
tos geodésicos de H?.

Seja F uma folha de F que passe por um vértice A; de P. Exis

tem duas possibilidades:

- F e exterior a P, isto é, localmente F sd encontra P em A;;
- F é interior a P, isto é, localmente uma semi-folha de F, deter

minada por Ay esta no interior de P e a outra semi-folha esta

no exterior de P.
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exterior

Figura 47

Como o numero de vértices de P é impar, existem 2 vértices
consecutivos Ai , Aj onde as folhas de F sao ambas internas ou am

bas externas.

Figura 48

Se em Ai e Aj as folhas de F sao interiores entao existe

X € AiAj onde a folha F, é perpendicular a AiAj e portanto em x,

AiAj € tangente a FL.

Se em A; e Aj as folhas sao exteriores, entao existe x EAiAj

onde F é tangente a AjAy-

Em qualquer caso
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lul (r;P) + |yl (rL.p) > 1 0

Vamos completar a demonstracao do Teorema III.3.1.
Fixamos o pentagono geodésico P de H?, com angulos internos

iguais a % . Em vista do Teorema III.2.7 (Teorema da Troca para
Segmentos Geodésicos).
Temos

K(F) + K(rT)

- b ], blare iy [ luiertin)
= T%E j& [Iul(gF:P) + |u|(gfl;P)] e do Lema III.3.2
acima vem
o)

1 -
K(F) + K(F7) > 1oL Jé 1 =

-

III1.3:3. Lema. m(G) = 2m2.|x(M) |

Demonstragég: Seja [g] € G. Com a notagao do paragrafo anterior

temos

v([g])

[g(CO)J

g(CO) € §, e pode ser parametrizado por O, r e s como no paragra

fo anterior, onde foi fixado um ponto x ¢ P. Para @ variando num
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intervalo de comprimento m, e I e s variando em intervalos dr

ds pequenos temos um conjunto de segmentos g% tal que

v=1(ey)
€ bijetora
e mé(w-l(Gi)) = f cosh r dr ds = nw(drea de uma vizi-
nhanga de x em Pg).

Lembrando que w—l(C) € formada por 2 isometrias de G, segue
m(G) = 2m . drea Fg.

Como a area de Py é 2m|x(M)| (veja pProximo pardgrafo) segue
m(G) = 2n2|x(M)| © que conclui a demonstracao do Lema e do Teore-
ma.

Observemos também que se F & uma folheagcao de M com sé singu
laridades do tipo sela o resultado de Langevin/Levitt citado na
introducao fornece:

K(F) + K(rb) > 2(12 log - 6 log 3)|x(M) |~ 3,45 x (M) |

Esta estimativa € a melhor possivel no sentido que existem

folheagoes que realizam este valor minimo. O Teorema III.3.1 aci

ma fornece
2
K(F) + K(rD) > %@ Ix(M)| = 0,46]x(M)].

IIT.4. A Geometria do Disco de Poincaré

Neste paragrafo vamos recapitular alguns fatos simples sobre

o Plano de Poincaré.

e s
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O Plano de Poincaré H? é o interior de um disco em R? e usual !
mente € apresentado como um "modelo de uma geometria nao-euclidea
na", neste modelo os "pontos" s3o os pontos do interior do disco,
"retas" sdo didmetros do disco ou arcos de circunferéncia perpen

diculares ao bordo do disco.

Plano de Poincaré
Figura 49

Neste modelo temos uma métrica que induz em H? uma curvatura
negativa constante igual a -1.

A geometria deste modelo é dita hiperbdlica e toda superfi-

cie com curvatura constante igual a -1 é localmente isométrica a

H?. H? é ainda o Revestimento Universal destas superficies.
ITI.4.1. Teorema: d&rea de Fg = 2m | x(m)].
Demonstracao: segue imediatamente do Teorema de Gauss-Bonett

lados

Z J Kg(s)ds + JJ K do + z a, = 2n-x(F§)
Pg



70 i
onde oy

sao os angulos externos de F_,

g
JJ -1 do + 4g 1 - 2m = 27

Fg

- ALrea (Fg) = -4g + 41 = 2m(2-2g) = 2mx(M)

Area (Fg) = 2m|x(M)|.

I1I.4.2. Teorema: O comprimento £ do lado de P é solucido (iunica)
da equacgao
cosh £ =1 + a? senh? 2 - a? senh? % s« cos %g ,
sen %
onde a = >
sen 'S—N

Aplicando a Lei dos senos e a Lei dos cossenos ao

tridngulo ABC abaixo temos

B
Figura 50
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senh d _ senh £
(1) L 27
sen 7 sen
(2) cosh £ = cosh? d - senh? d « cos %g
il
sen 7
De (1) vem senh d = — g5 ° senh ¢ = a senh .
sen —|— '
5
e senh? d = a? senh? £
Como cosh? d = 1 + senh? d (Teorema Fundamental da Trigono-
metria Hiperbodlica), segue
cosh? d = 1 + a? senh? Q.
Assim (2) fica:
cosh & = 1 + a? senh? 2 - a? senh? £ + cos %} .
Consideremos a funcgao
2 2 2T
f(2) = cosh £ - 1 + a? senh? & (cos = - 1)
Esta funcdo tem derivada negativa para x > 0,7771..., é posi
tiva no intervalo O < x < 4 e negativa para x > 5. Assim f pos-

sul uma unica raiz positiva cujo valor aproximado é

- DT e e .

e i

iy m——

&



capfTULO 1V

O TEOREMA DA TROCA COM CURVAS

IV.I. Introducao

A técnica utilizada no capitulo anterior de "contar conta-
tos" com poligonos geodésicos nos leva, de maneira natural, a pro
curar uma versao mais geral do Teorema da Troca, onde a "conta-
gem de contatos" seja feita com curvas quaisquer.

Neste capitulo, exporemos, de forma sucinta, dois teoremas
que apontam nesta diregao: um onde levaremos em conta os contatos
de uma folheagao com os angulos dos vértices de um poligono do
plano e outro, também no plano, para curvas quaisquer.

Temos fortes suspeitas que resultados analogos a este ultimo

valem em dimensoes mais altas.

IV.2. Teorema da Troca com Poligonos do Plano

Neste paragrafo W sera um aberto limitado do plano e F uma fo
lheagao de W, por curvas.
A definigao seguinte € natural, quando se pensa em "contar

contatos" com curvas, aproximando-as por poligonos:

IV.2.1. Definigdo: Seja F uma folheacdo de W, A € W, e BAC um an

gulo de vértice A. Diremos que F e BAC tenha
um ponto de contato em A se a reta tangente a folha F‘, TpFa + es
tiver contida no par de angulos opostos pelo vértice A e suplemen

tares a BAC.
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Figura s3]

Quando A for vértice de um poligono regular a condig¢do acima

é a de que TAFA tem uma semi-reta determinada por A, contida no

angulo externo do poligono, no vértice A.

Podemos Parametrizar um dngulo BAC de vértice A e medida

0 < 90 < 7, fixada, através de 3 parametros (x,y,0) onde x e y sao
—_—

as coordenadas de A e @ € inclinac3o do lado AB medido com o eixo

das abscissas (as medidas de angulos se farao sempre no sentido

anti-horario, e g3 partir do eixo das abscissas quando for o caso)

y

y F-——

Figura g2

s
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0 par (x,y) percorre o plano R? e O varia no intervalo Bk2ﬂ[-

Seja AQD o conjunto dos angulos do plano de medida @O com a
parametrizagao acima. Ag, pode ser pensado como o cilindro szsl-
Em Ag, temos uma medida candnica, qgue € invariante pelo gru-

po das isometrias do plano. Esta medida ¢ dada localmente pela

densidade
m = dx dy do@

De modo andlogo ao que fizemos no capitulo anterior esta me-
dida induz uma medida no grupo G das isometrias do plano que pre-
servam a orientacdao do plano: fixamos um angulo de medida 0, + to
mando, por exemplo, B, no eixo das abscissas e A, como a origem,

e definimos

definindo m(BﬁC) como a isometria do plano que aplica BOAOCO em
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~ ~

BAC, isto é: ¢(BAC) = g &= g(B_A_C,) = BAC. Como ¢ é uma  bije-

Gao, ela induz a medida desejada.

Observagég: G também pode ser pensado como sendo R? x Sl-

Por analogia as situagdes estudadas anteriormente vamos indi

car por |u|(F;g(BoﬁOCo» € {0;1} o numero de pontos de contato en-

tre F, e o angulo g(BOAOCO).

IV.2.2. Lema: com as notagoes acima - ==

area (W).(ﬂ-@o)

N

J IuI(F;g(BOﬁOCO)) dmg
G

J lul (Fig(B_A_C_)) dmg

Jj J |u|(F;g(BoﬁoCo))d9 dxdy

O,2n[

= drea (W).2(n-0,)
A Ultima igualdade segue dos fatos:

- se g(a)) gw, |ul(rig(BAC,)) = 0

- se g(AO) € W entao existem 2 casos:

S ] ( a ] < ~ -~ ] ~

eja o o angulo formado por Tg(AO)Fg(AO) e o eixo das abscas

sas: |u|(F;g(B A C )) = 0 ¢= o 4ngulo entre g(A B ) e o eixo das
' ! oo o E 7070

abscissas estiver entre Q—Go e a ou entre a-0,+m € atn;
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|u|(F;g(BOAOCO) = 1 caso contrario.
Se Pn =AjB, ... Al for um poligono convexo do plano, com
0, = medida do angulo interno de P em A;, pomos:
Iul(F;Pn) = z |u|(F;Ai) onde |u|(F;Ai) € o numero de
i
pontos de contato entre F e angulo de vértice A;. Neste caso in-
n
indicando a soma Z |u|(F;Ai) por |ul|(Fr; 3 Pn), temos:
i=1

IV.2.3. Lema: J lul (F; % g(Pn)) = area (W) . 4m.
G

Demonstrag%g: basta aplicar o Lema anterior e lembrar que a soma

dos angulos externos de um poligono convexo do p!-

no e 2m.
Observagao: Resultado semelhante vale para poligonos quaisquer
nao necessariamente convexos.
As consideracoes sobre o Teorema da Troca para segmentos,

feitas no capitulo anterior, se aplicam também ao plano e obtemos
um resultado semelhante:

IV.2.4. Lema: Se F é uma folheacgao da regiao aberta W ¢ R? e Cq

é um segmento de reta de comprimento %2 o plano, en
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K(F) = %E [ |u|(F;g(CO)) dm(g) .

Se P = AjA, ... Al € um poligono fixado de lados AiAj de

comprimentos Ly entao obtemos o Lema:

n
IV.2.5. Lema: K(F) =% Z 21_ J lul (Fig(a;a;,,))dn(g)
i=1 i

G

Se P_ é um poligono regular de lado & a igualdade acima fica

J lul (Fig(asa;, 1 ))an(g) | = 5 j lul (F;g(P,))dm(g)
1l “¢ G

onde |u|(F;g(Pn)) é o numero de pontos de contato de F e g(P_)

Juntando a observagao acima com o Lema IV.2.3 obtemos:

IV.2.6. Teorema: Se F é uma folheacdao do aberto W c R?, e se Pn

€ um poligono convexo regular de lado %, entdo

E%E J |“|(Fi9(Pn))dm(g) + % J lul (F; 3 g(P_))dam(g)=K(F) + area(W).2m
G G

IV.3. Teorema da Troca com Curvas Regulares do Plano

Neste pardgrafo W sera um aberto limitado do plano, F uma fo
lheagao de W por curvas e C serd uma curva regular em R? parame-

trizada pelo comprimento de arco, fixada.



Lembramos gue o espago G das isometrias do plano que preser-
vam a orientagdo é o cilindro R? x Sl, e sobre G consideramos a
medida dada pela densidade m = dx dy d©.como no paragrafo ante-

rior.

Dado um ponto (x,y,s) € W x C existem duas isometrias em G,
9,95, que levam s sobre (x,y) em W do modo que a folha F y) se
ja tangente em (x,y) a curva gi(C) , i=1,2. Estas isometrias d.

ferem por uma rotagao de T.

Figura 54

Identificamos g, e g, ., © chamaremos G o quociente de G por esta

relacdo de equivaléncia.

Definimos ¢: WxC - G pondo

¢(x,y,s) = lgl &= g é uma isometria do plano gue leva

s em (x,y) de modo que F ) e g(C) sejam tangentes em (x,vy).
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IV.3.1. Lema: Orientando F e g(C) de modo que em (x,y)os veto

X,y)

res tangentes a F ) e a g(C) tenham mesmo senti

(x,y

do, temos
Jac ‘P(x,y,s) = |KF(x,y) - Kg(s)| ,

onde KF(x,y) € a curvatura da folha F(x,y) em (x,y) e Kg(s) € a

curvatura de g(C) em s, ambas com sinal.

~ =¥ -+ -+
Demonstracao: totamos a base ortogonal I_el;ez,c,'..(s)]no espago .tan-

gente a WxC no ponto (x,y,s) Can[él,—éz]base canonica do .

1

e a base ortogonal [31,32,¥] no tangente a G =R? x S onde f ¢

o vetor tangente a familia de pares de isometrias em G que rolam

C sobre F(x ) sem escorregar, (rotagoes) no sentido de F(x,y)'

’
Quando C rola sobre F(x v) sem escorregar o ponto de contato
4

entre g(C) e F tem velocidade de translagao nula em cada instante

e tem componente de rotacgao Kp - Kg

O *
Ja 0 * =
¢ (x,v,s) det 4 :
0 0 (Ko(x,v) - K_(s)
L P : g "]
= IKF(x,y) - Kg(s)| o
Este Lema nos da diretamente o Teorema da Troca com Curvas

do Plano:
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Iv.3.2. Teorema: Sendo W aberto limitado do plano, F folheacgao
de W por curvas, e C uma curva regular do pla-

no, parametrizada por comprimento de arco, entao

2 f lul (Fig(c))am(g) = j [Kp(x,y)-Kg(s)| dx dy ds
G WxC

onde |p|(F;g(C) é o nimero de pontos de contato entre folhas de F
e a curva g(C) , Kf(x,y) e Kg(s) as curvaturas com sinal de F(x,:

em (x,y) e Kg(s) de g(C) em s, respectivamente.

Demonstracao:

2 J lul (F;g(c))am(g) = J~|u|(F:[9](C))dm|g| = J lul (F;[g] (€))am([g])
G G @ (WxC)

J'KF(x,y) - Kg(s)[ dx dy ds.

WxC

onde, [g](C) = gq(c) v g,(c) , se [g] = {gy,9,}-



[A,a] R.

[BLR] F.

[x] A.

[L.1] R.

[L.2] Rr.

[L.n.1] R.

[L.1.2] Rr.

[L.L.R] R.
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