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INTRODUÇÃO

Nosso objetivo neste trabalho é o de estudar curvatura total

de fQJ!!eêçggê: dado W c IRn+], aberto limitado e F- uma folheação

de codi.menção l de W, pomos: se x C W é um ponto regular (ie r' ,

KI(x) indicará o módulo da curvatura de Gauss, em x, da folha

F.. A curvatura total de r', K(p) é dada por

K(F) KI (x) dx
W

Questões que se colocam naturalmente são:

determi.nar, dado U, o mínimo de K(r), dentro de uma classe de

folheaçÕes;

determinar a existência ou não de folheaçÕes que realizem o mí-

nimo da curvatura total ("folheações justas'')

Rema. Langevi.n e Gi.lbert Levitt obti.velam minizantes para a

curvatura total de folheaçÕes com singularidades do tipo sela nu-

ma superfície hiperbólica; para folheações orientáveis do disco

D2, tangentes ao bordo; e para duas folheações ortogonais na esfg

ra S2. Estes resultados consta.tuem o ponto de partida deste tra-

balho.

No capítulo l estudamos uma generalização de um teorema de

[L.L.2] e obtemos para folheaçÕes com singularidades de Índice pg

sitivo (não necessariamente orientáveis), tangentes ao bordo de

uma região D c R2, difeomorfa ao disco D2 a desigualdade

K(F') > 1.( 1)D) - 2d
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de D.

onde

Apresentamos, tambem neste capitulo o conceito de quase-fo-

IheaçÕes, que são li.mates de sequênci.as de folheações e responde

mos completamente a questão da exi.stência de folheações justas.

No capítulo ll a situação estudada é a seguinte: dado um calo

po de n-pianos ao ].ongo da esfera Sn c Rn+l , X: Sn . An,n+l coD.
si.devamos folheaçÕes (quando existirem) F que estendam X ao intS

ri.or da bola Bn+l. Obtemos um minimizante para K(p) que relacio-

na-se com a envoltÓria determinada por X. Quando esta envoltÓria

é um ouriço LL.L.RJ obtemos

K(r) .z { l Ihs(z)Idz
Sn

onde hS(z) é a função simétrica da função suporte do ouriço.

Quando n=1, isto é, X é um campo de vetores ao longo de S't ,

obtemos uma interpretação para K(p), como uma ''área algébrica'' SQ

bre o cilindro Sa x IR, mesmo no caso em que a envoltÓria det

nada por X não seja um ouriço;

No capítulo 111, obtemos um minimizante para a soma das curva:

Luras totais de duas folheaçÕes ortogonais de uma superfície com-

pacta, sem bordo, de género g, munida de uma métri.ca de curvatura

constante - l

O resultado obtido é a desigualdade

erma

K(r) + K(pl) X ( F] )
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onde [ :' 4,27 é o comprimento do dado do pentágono regular do p]R

no de Poincare, H2, que tenha os cinco ângulos internos iguais a
T

2

A técnica utilizada no capítulo 111 de contar contatos com o

pentagono de H2, nos leva, no capztullo IV, a considerar generali-

zações do Teorema da Troca. Apresentamos duas delas, válidas no

plano: uma onde a contagem de contatos é feita com polígonos do

plano, e consideramos contatos com os lados e os ângulos do polí-

gono; outra onde a contagem de contatos é feita com curvas regula:

res quaisquer do plano. Estas idéias podem ser generali.zadas em

dimensões mais altas, mas era preciso parar em algum ponto e es

tas generalizações não foram incluídas aqui
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ABSTRACT

The subject of tais work is the study of total curvature of
r\.L l

foliations. Given W c R'''' , limited and open, F a comi.menti.on l

foliati.on of W, we set: i.f x C IV is a regular poi.nt of r' , then

KI(x) will denote the absolute vague of the Gaussian curvature,

in x, of the leal through x, and the total curvature of r', K(p)
wzll be

K(F) = 1 IKI (x) dx
W

In Chapter 1, we obtain, for W difeomorphic do D2 c R2 , and

F a fo]iation of W whose singu]ari.Eles are a]]. of positive index,

F tangent to ah, a generali.zation of a theorem due to Rema

Langevin and Gilbert Levitt [L.L.l]

Chapter ll concerne tofoliations of the unit bala Bn+l
n.bl n

that extends to B''''t a n-plane field given along Sn

In Chapter [[[ we study two ortogonal fo].iate.ons of a surface
ompact, wi.thout boundary, with a metro.c of constant curvatC ure

l

une ot the central tools we use along this work is the Ex-

change Theorem. In Chapter IV we discuss some generalizati.ons of
it
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CAPÍTU[,O ]

QUASE-POLHEAÇÕZS E INTEGRAIS DE CURVATURA NO PLANO

1.1. Introdução

+

Seja M uma variedade Riemanniana e F' uma folheação de

M de codimensão l com singularida(ies isoladas. Para x em M-SingF

indicamos por lk(x) l o módulo da curvatura Gaussiana, em x, da

folha que passa por x. A curvatura total de F', k(F) C [O; + m],
é, por defina.ção, o valor da i.ntegral

k(x)l
M

Em [L.L.l], R. Langevi.n e G. Levitt demonstram que se M

e uma superfÍci.e de curvatura constante -l e F é uma folheação de

M com singulari.dades do tipo sela, então a curvatura total de F é

maior do que ou i.gua]. a(12 1og2-6 1og3). IX(M)l

Em [L.L.2], R. Langevin e G. Levitt mostram que se F e

uma folheaçao orientávell do disco D2 c R2, tangente ao bordo, en-
tão k(F) > 2li-4

Nos dois trabalhos citados são exibidas as folheações

Imlzam a curvatura total

Neste capítulo demo

a dos tuba alhos aci ma

nstraremos resulta(iosseguintesos
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Teorema À Se Ja u uíila regxao cío plano R/, homeomorfa ao disco D

e li.citada por uma curva regular, aD, e seja F' uma fo

Iheaçao de D, tangente ao bordo, com si.ngularidades de Índi.ce po-
siti.vo. Então k(F) .à l(aD)-2d, onde Z(aD) é o comprimento do

bordo de D e g é o diâmetro interior (ou di.âmetro geodésico) de

D. (Veja definição de di.âmetro interi.or no parágrafo 1.3)

Teorema B: Seja A c IR: uma região homeomorfa ao anel {(x,y) C

C li2 10 < rl < x2 + y2 S. r2} com bordo aA formado por

duas curvas regulares, CI (externa) e C2 (interna) e seja F uma
folheação de A, tangente ao bordo, sem si.ngularidades. Então

k(F) .à 2(CI) + l(C2) - 2d , onde g é o comprimento da envol

tóri.a convexa geodési.ca interior de C2' (Veja defina.ção no para
grato 1.5)

Definiremos a noção de quase-folheação e mostraremos

que em cada um dos casos acima o mini.mo da curvatura totall é atin

giro numa quase-folheação de D ou A, respectivamente

1.2. Quase-Folheações

Uma quase-folheação de uma região D pode ser pensada cg

mo uma follheação de D que possui um conjunto crítico C, onde a fo

Iheação é ''angulosa--, mas de modo que possamos calcular a ''curva-
tura da folheação acumulada em C'-
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Figura l

Se F e uma folheaçao de uma região D c ]R2 e L

e uma Teta do p].ano então IUI (F;L) C w U {m} é

o número de pontos de contato entre L .e p. Analogamente se l é um

intervalo aberto em R2, IUI(P;l) é o número de pontos de contato

l 2 l nefi.feição

entre l Fe

1.2.2 Definição. Uma quase-folheação de uma região D c R2 com
bordo aO regular é uma terna (F'(n); F ; C) on(ie

r'''' é uma sequência de folheaçÕes de D, tangentes a aD, C é um

conjunto fi.nato de curvas e F uma folheação de D-C verá.fi.cando:

(1) F'(n) -, F em D-C, na topologia C2

(11) Para todo segmento l doR:, existe o limite limjpl(F (n);l)
Este li.mate será indicado por lul(r;l)

n -> cx
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(111) k(F (n)) < M, para algum M (E R+ i-ndependente de n

Se F é uma folheaçao por netas de D-C, então

será di.ta quase-folheação geodésica

Qual(io não houver possibilidade de confusão inda.cabemos

a quase folheação por r'

;P;C)

(a)

(b)

.(n)

Figura 2

Por analogia ao Teorema da Troca (Exchange Theorem) [BLR]

definimos a curvatura total k(F') da quase-folheação r' por

k(F) = 1 1 )i l (F;L)dm(L)
9



onde G é o espaço das Tetas do plano, com sua medida canónica

Da condição 111 da defina.ção de quase-folheação e do Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue segue que

5

k(F) = J'lpl (p;L)dm(L) = lim

lim k(r'(n) )

; L) dm( 1. ) lim Í lk(n) l (x)
'"ê

Uma folheação r'(n) determina, de modo natural, uma di.atribui.ção

de curvatura TF(n) (em nosso caso esta distribuição é uma medida)

em D: a cada +: li' -- R, C", de suporte compacto, TF(n)(q)) :
Ç (x) lk

Em D-C, F determina uma distribuição de curvatura T, de
modo análogo:

rp(4') : f $(x). lkl (x) dx
D-C

Das condições 1, 11 e 111 segue que exi.atem, no sentido

de distribuições, os limites lim TF(n) e lim (TF(n) - rr) que sãon->m ' ' '

também medidas, em nosso caso. o suporte da (distribuição

lim(Tr(n) - Tr) está contido no conjunto crítico C porque
D-»m '

r(n) . /;, com calasse C2, fora de C [Ll]

Se F é uma quase-folheação geodésica, a curvatura total

de F' está concentrada em C, e pode ser calculada de uma maneira

simples, a partir do ângulo O determinado em cada ponto de C
las Tetas da ciuase-folheacão e nor C

pe
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0(x)

@C

Figura 3

Toda reta pertencente a O(x) e passando por x tem conta:

to com F

0(x)

a(x)
C

Figura 4
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Figura 5

Seja L uma teta do plano passando por x C C, e suponha-

mos que L e f' tenham contato; indicando por ds o elemento de arco
em C tem-se

0(x)
al (x)

\

x '''\.7 ü2 (x)

\

'\ \
Figura 6

À medida das Tetas que passam por ds e são paralelas a L é



sen a ds

Como to(ia Teta pertencente ao ângulo O(x) tem contato a medida do

conjunto de Tetas que passam por ds e têm contato com F' é

IT -- (l l

( J ;.-+(*) '*) ';: ('';': ''';":, ';
a',\

Logo se F é geodésica

l U l (Fil)
9

(cos al + cos a2)
C

D S. all, a2 S. lr

Asse.m nos exempJ-os da figura 2 tem-se

(a) k(F)
.2'n

]. ds = 2'n

(b) k (F) cos al + cos o: 2 .ricos(Tr - 4)+z]ó0 = 2.r-4

1.3. Curvatura Total

Sejam D uma região do plano R2, homeomorfa ao

disco Dz, com bordo C, curva regular e F uma fo-

]})cação de D, tangente ao bordo com singularidades de J'ndice pos.i
tive. Então

l 3 l Teorema



k(F') .à 2(C) - 2d

onde Ê(C) é o comprimento do bordo C e d é o diâmetro geodésico

D: d = supld(x;y); x,y C D, onde d(x;y) é o comprimento da geodé-

sica y c D, ligando x e y}

P !pgp:E11gç99: Podemos supor que F tenha 2 singulari.jades do tipo

''por-do-sol''

/

Figura 7

caridades do tipo por-do-sol, através das operações indicadas

abaixo aumentando-se a curvatura total de F, tão pouco quanto se
quebra
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fonte/poço
índice l 2 pores-do-sol

espinho j.-dj... { l por-do-sol

Gente:odndice l 2 espinhos 2 pores-do-se!

Fi.aura 8

De uma maneira mais geral, qualquer singularidade civi-

lizada, isto é, tal que a oscilação do campo de tetas restri.to a

qualquer ci.óculo centrado no ponto singular seja uniformemente mg

jogada, pode ser substi.tolda por um poço ou um por-do-sol aumen-

tando-se a curvatura total tão pouco quanto se quem.ra

Vamos substituir a folheação numa vizinhança de rai

do ponto crítico x, por uma das folheações padrões seguintes

0 r
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líndice

Figura 9

Seja OI a função ângulo no círculo bordo de Dr ' das fg

IheaçÕes padrões acima e 00 a função ângulo determinada por F. 00

é de osci.lação majorada e é homotópica a uma das funções OI defi-

nidas acima. Existe homotopia entre C)O e OI com oscilação majorg:
da (por exemplo usando interpolação linear de funções de recobri-

mento de On e OI)

Num anel de largura 6 << r a homotopia O+ determi.na um
campo de tetas nos círculos concêntricos de raio entre r e r-6. A

curvatura total da folheação assim determinada é majorada por

KI s. grau Oli

anel anel anel

As componentes de grau ( em coordenadas polares (p;o
são aO e p l)e . Então vale a seguinte maJoraçao

* l e *l, p
anel anel anel



Pella definição do campo essas duas integrais são (ie me.g

ma ordem de grandeza que r

]

Agora colocamos no disco de centro x e raio r uma das

folheaçÕes padrões e fazendo r tender a zero, obtemos folheaçÕes

com um poço do tipo padrão ou um por'do-sol do ti.po padrão e com

curvatura total tão próxima da curvatura total de F quanto quiser
mos

A demonstração do teorema está baseada no Teorema da

Troca ([L-2] ou [BLR]). Seja y a geodési.ca interior a D li.bando
os dois pores-do-sol,

Figura IO

Vamos determinar o número de contitos de uma relia L, do

plano, e r. Salvo num conjunto de Tetas de medida nula, L encon-

tra D num nÚmer'o fi.Dito de segmentos. Em cada segmento que não encontra

) l-)á pclor n.e]jps ]n. coi)tatc entre F e L. De fato se AB e UITP SPO

mento de L n D que não encontra ),, então o bordo C e AB determi-



nam dois ''di.ecos'' no pllano e como AB n y : ç,, os (bois pores'do

sol estão num mesmo disco.

]

l
No disco que não contém os pores-do-sol a folheação e

orientáve]. e a si.tuação está descrita abaixo

Figura ll

Assim há pelo menos um ponto de contato em AB. Indicam.

do por n(L) número de segmentos em que L encontra D e não corta y

e por s(L) o número de segmentos em que L encontra y temos

UI (P;L) .à n(L) , e

L(C) { k''..'
9

n(L) + s(L) [s]

DaÍ

L(C) n(1,) + Í s(L)

L(C) s l lul(r;L) + l s(L) (r; L) + 2Lo')
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e portnto k(F) = llpl(r;L) .Z L(c) - 2d

onde d é o diâmetro interior de D.
9

1. 4 Mini.mo da Curvatura Total

Mostraremos neste parágrafo que em D sempre exi.ste uma

quase-folheação r' que mini.miza a curvatura total, isto é,

k(F') = L(C) - 2d

Quaisquer que sejam p e q em D, existe uma

geodésica y c D, ligando p e q

A existênci.a desta geodésica está demonstrada em

pg. 184]. Para um estudo da existênci.a de geosésicas em

mais gerais ver LA.,AJ

4l l Lema unlca

[H,

casos

A uni.cidade segue do fato de D ser simplesmente conexa:

yl e y2 forem geodésicos ligando p e q, yl,y2 c D, então a cul

va fechada yl u Y2 li.mito uma região R homeomorfa a um disco, com
R c D. Exi.stirá então um arco AB, locallmente convexo em aR. Su-

ponhamos AB c YI' A curva y3 obtida de yl' trocando-se AB pelo
segmento AB, está contido em R, liga p e q e tem comprimento me-

nor que yl, o que é impossível
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Figura 12

Em D sejam P e Q dois pontos tais que a geodésica y li-

gando P e Q seja um diâmetro interior de D. P e Q estão necessa-

riamente em C. Todo ponto x C D pode ser unido a P por uma (Ún.L

ca) geodésica yx contida em D. Estas geo(iésicas determinam uma

folheação de D-C, por Tetas.

]..4.2. Lema: A folheação de D-C, por Tetas, determinada acima é

uma quase-folheação F de D.

Pçy9ee!!ieçe9: O conjunto crítico é C, F é a folheação por Tetas

determi.nada acima. Para definirmos a seqiiência de

folheações F(n) procedemos como segue: todas as folheações terão

2 pores-do-sol, em P e Q. Como P e Q pertencem a L, as folhea-

ções F'(n) serão orientávei.s e podemos definÍ-las através de cam-

pos de vetores.

Seja Vcn a vizinhança tubular de C em D de raio Cn' Em

D-C F' determina um campo de vetores C", X. Em D-Vcn ' tomamos

Yn : X Em \rC:n/2 ' colocamos uma foJheação com dois pol'es'do-

sol, paralela a , conforme modelo abri.xo, e defi.nin\os X.l.
''i' Cn/2
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como sendo o campo induzido pela folheação

V
Cn

V
Cn/2

Figura 13

ustenaemos o campo Yn defina.do acima, a Vcn - Vcn/2 ,

de modo que Yn não tenha singularida(ies em D: tomamos Yn em

Vcn - Vcn/2 ' que vara.e li.nearmente nas secções ortogonais à cur-

va a que limita VC:n internamente, e coincida em (Vcn - Vcn/2)com
o campo Yn como foi defi.nado acima e em seguida tomamos a folhea-

çao r''''' como sendo a folheação induzida por Y

A folheação construída acima é de calasse C-t, e de clas-

se C fora das curvas que limitam i.nternamente as vizinhanças tB

bulares VC:n e Vcn/2

n
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Figura 14

Se fizermos E:n tender a O,.então P(n) tenderá à F em
D-C e existe

lim IU
n-» oo

;L)

Para concluirmos a demonstração do teorema A basta mos-

trarmos que com exceção de um conjunto de medida nula de retas do

plano, toda neta L do plano verifica a seguinte propri-edade: LnD

é formada por um numero finito de segmentos de Teta e

a) se um segmento AB não encontra o diâmetro y então ná exatamen-

te um ponto de contato entre L e r, em AB, isto é, útil(r;AB)=]



b) se AB n v + q' então lul(F;AB) = o

DaÍ segui.rá por um raciocínio semelhante ao da demonstração do

teorema do parágrafo 1.3 que k(F') = 2(C)-2d

18

Seja portanto uma reta L do plano e AB um segmento, em

L n D, tal que ÀB n y = 4).

Em 1) - Vcn'L e F(n) não possuem contatos pois F'(n) é

formada por Tetas. AB divide D em discos homeomorfos ao disco

Dz c R2, um dos quais nao contém P nem Q.

Neste disco cada folheação P(n) é ori.en

ul(p(n);L) : 1, para n suficientemente grande , e

PI (r;L) : l

tável e

portanto

Figura 15

Se AB n y + (l- então P e Q estão de lados opostos de AB

e:' 1Lll(F(n);L) : O para n suficientemente grande. Portanto

l [,l (r;L) = O. (veja f:ig. ]6}
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Figura 16

9Besrixes99: com um pouco mais de pack.ênci.a poderíamos construir

uma aproximação de classe C" para a quase-folheação

Figura 17

Nca f:iqtll'a ]7 está esLloçada uma q\lasc'-folheação justa numa rc

gzao D



2C}

1.5. O Anel

Seja A uma região homeomorfa ao anel {(x,y) €1i:jo<rt S

< xz + y2 S. r2} com bordo aA formado por duas curvas regulares
C. (externa) e C) (i.eterna)

Um conjunto X C A é convexo por geodésicas em A se para

todo par de ellementos x e y em X, as geodésicas unindo x a y em A

estão contidas em X

f

1.5.1. 2SiÊI.nZSgg: a envoltÓria convexa geodési.ca interior de um

conjunto U c A, é a intersecção de todos os coD

juntos X c A, convexos por geodésicas tais que U c X

Com pequenas modificações nos argumentos já utilizados

demonstraremos o

: Seja A uma região homeomorfa a um anel, como

acima,

(a) Se ré l=mfolheação de À, sem singularidades, tangente ao bor

do então k(F) .Z l(CI) + (C2) - 2d, onde d é o comprimento da
cul võ ) qtle ]ir:ita exteriormente a envoltÓria convexa geodés.i

ca interior de C2 em A. (Veja figura 18)

(b) Existe ur E (.:.]asf-fcltle=ção r de À que minimiza õ curves\:!-a

total, isto é, k(F) = ç(C.) + !(c.) - 2d

l 5 2 Teorema B
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Fi.aura 18

A parte a) do Teorema B repousa na seguinte observação:

com exceção de um conjunto de medida nula de Tetas do plano, toda

neta L c Ra, intercepta À num numero finito de segmentos e se um

tal segmento AB não intercepta y, isto é, ÀB n y = $ então ÀB e F

tem pelo menos l contato. Isto ocorre porque se ÀB n y = + então

{À;B} c CI ou {A,B} c C2 e em qualquer caso fi.ca determinado um

disco do plano como abaixo e l l(.';.;E3) 2

/'
A

Figura 119



À partir daÍ, repetindo os argumentos usados na parte

a) do Teorema À, conclui-se que k(F) .à Z(aÀ) + -2d = 2.(C.) +
+ Ê(Co) - 2d.

Parte b) Começamos com as observações seguintes

(1) Qualquer que seja x C A., exi.ste uma Úni.ca geodési.ca fechada

conta.da em A, yx' passando por x

Figura 20

(2) Uma orientação em C2 induz uma orientação em yx . Ind:icamos

por )x o trecho de )x que une x até C2(x) = pi-in:eito ponto óe

C2 em que )x encontra C2' com a OI ientaçào ind\il'ida F,or C2 em

(3) Se x ( a )então+ )



(b) ly c tx ou

(c) yx e :ty não se encontram no interior de
A.

(4) Às geodési.cas ? , x C À, determinam uma quase-folheação de A

por retas, F

Para defi.rirmos a sequência de folheações r(n) procedemos de

modo análogo ao do ].ann 1.4.2.,tomando o cuidado de esco].her em

CI e C2 a mesma ori.estação

(5) Para completarmos a demonstração observamos que se L é uma rS

ta generica do plano então L n À é formada por um número fin.i
to de segmentos de Tetas. Seja AB um destes segmentos

(a) se ÃE n y = (b então IUI (rn;XE) = 1 para n suf

grande e portanto lpl(r';An) = l
i.ci.entemente

Figura 2]

(b) Se ÃE n y :t ç então 1111(r(n);ÃÊ) : O para n suficientes-eD

te g r a n(ic e l p 1 ( r;.<ÊI) = O
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Figura 22

Desta Última observação, segue como no Teorema 1, que
k(F) - Ê(CI) + l(Co) - 2d.

1 . 5 . 3 9PISrvações 1) se C2 é uma curva convexa, então y = C2

d = 2(C2) e t(CI) + !.(c2) -2d : 2(CI) -

2(Co)

2) Nos dois casos analisados neste trabalho,

se as regiões D e A forem Ilimitadas por

curvas convexas então existem follheaçÕes da

região que minimizam a curvatura total

J

h
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k(F) = 2(C)-2d
k(F') = 1(CI) - l(C2)

Fi.guia 23

Por outro ].ado se C = aD, no caso do disco, (c = cl ou
C : C2 no caso do anel) não é uma curva convexa então não existe

folheação de D(A) que minimize a curvatura total, i.sto é, este mí
ni.mo é atingi.do apenas por quase-fo].reações.

De fato, suponhamos que F é uma folheação de D(À). Se

C possui apenas 2 pontos de inflexão e cada um é um por-do-sol,
então a geodésica Y que os une não é um diâmetro como mostra um

cálculo de variações, e da demonstração do Teorema A segue que
k (r) .à L(C) - 2L('r) > L(C) - 2d.

Podemos supor, portanto que C possui um ponto de i.nfle-
xão regu].ar para F. Seja T a neta tangente a C em P

Figura 24



Exi.ste Q numa vi.zinhança V de P ta] que a Teta T' tan-

gente a C em Q encontra C em pelo menos dois pontos, Q, Q' . Exi.g

te uma folha a de F' tal aue +t(a n T') ? 2, (a numa vizinhança tu-

bular V de C, de raio sufici.entemente pequeno). Pomos a n T' =

{Q'''; Q '''' }

(

Seja T'' uma reta paralela a T', tangente a a em S, com

S C V, e seja Q'' a intersecção de T'' e C (Q'' numa vizinhança de

Q')

Seja G o conjunto de Tetas do plano que interceptam os

segmentos QQ''' e Q'Q''. G é um aberto no conjunto das Tetas e se

L C G então IUI(r;L) .à 2

1.6. tÃn ResultadoCombinatÓri.o sobre a Curvatura Total de uma Folhea

ção Orientável

Em [L.L.2] os autores observam (sem demonstração) que a

desigualdade k(F) .à 2r-4 pode ser escrita como

k(F) .z 2t-2 y(-i)J'+j+l d(p;;p.i)
IS.i< jS2 n

( * )

onde Pl;...;P2n são as singularidades de r', contidas no bordo do

disco e numeradas ciclicamente, e d(Pl;P.i) é a distância euclideg.

na entre os pontos Pi e P.ç

flostraremos que a relação (+) pode ser estendida ao coB

texto mais aera] CHI alce a i-Calão D e }lomeo=lolíâ ão disco Li: c
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comoa(pi;Pj) é a entre Pi e P.i
definimos anteriormente

f:os'.Faremos 'Lãn.''uen- que ulllà relaça{/ couto a (io teorema D

nao pode ser obtida, mesmo no caso em que D seja convexo.

Seja D = D2, aD regular como acima e F uma fo-

Iheação ori-entável de D, tangente ao bordo, e se

jam Pl;...;P2n suas singularidades em aD, numeradas ciclicamente
Então

l 6 l Teorema ;

k(F) .à z(an)
'2 >1 (-1)z+j+l d(pz;pj)

IS.i< jS.2n

Demonstração

z(ao) = 1 J+(L n aD) dml = f(n9 de segmentos de L n o) dml

Com exceção de um conjunto de medida nula, todas as Te-

tas de G que encontram D, o fazem em um conjunto finito de segmeB
tos de Teta

Dada uma Teta L no plano indicamos por n(L) o número de

segmentos de L n D que separam Pl;...;P2n em dois conjuntos com

numero par de elementos, e s(L) o número de segmentos de LnD que

dívi(iem Pl;...;P2n em dois conjuntos com número Ímpar de elemen-
to'lc

L( aD) l(n(L) + s(L)) dml = J n(1,) dml + i s(L) dml



Se um segmento AB divide Pl;. ;P2n em doi.s conjuntos
com números pares de elementos, (digamos que de um dos lados de

AB as singularidades sejam Pk,pk+l'..',Pk+2t+l ' com k e k+2t+]
de paridades distintas), então há pelo menos um ponto de contato

entre F e AB e portanto IUI(r;L) .à l. (Veja figura 25)

Pk+l

Pk+2t+l

.Pk

BA

Fi.aura 25

Como k(F) til(P;L) dml segue de

+ l s(L) dml que

L(aD) S. f l ul (F';L) dml

9

k(F) .à 1.( 8D)

L( aD ) n(L) dml

s(L) dml+

9

- l s(1,) dml.
9

Nos lemas que seguem vamos calcular a Ú]tima i.ntegra]
acima.

1 . G . 2. Lema
Xas condições acima sejam Pr e Pn duas singullarída



des de F tais que r e s tenham paridades di.stintas. Sejam PTPr+l

e PsPs+] os arcos geodési.cos de D ligando Pr a Prol e Ps a Ps+l

respectivamente. Para cada Teta L do plano seja m(L) o número de

segmentos de L que encontram PrPr+l e PsPs+l

Então

29

m(L) dml = d(Pr;Ps) + d(Prol;Ps+l) +
9

d(Pr;Ps+l) d(Ps;Prol)
Peu9plEleçê9:

Figura 26

Um segmento AB encontra PTPr+l e PsPs+l se s se se en

contra P[Pq e Pr+lPs+l e nao encontra nem PrPs+l nem Pr+lPs

DaÍ segue que

l n.(1,) drttl

Ps)

d(Ps+l;Prol d(Pr;Ps+l) +



(Lembre-se que fLn9 seg. de (L n c)] dml = z(c), para
C regular). 9

1.6.3. Lema: l s(L) dml = 2 >1 (-1)l+j+l d(pi;P.)
ê :5.i;:jS::' J

Seja L uma Teta do plano, indicaremos por sr;k(L) o nú-
mero de segmentos de L n D que encontram ambos os arcos geodési.-

cos PTPr+l e PkPk+l em D.

s(L) = >1 sj.,j(L)
lg.i<jS.2n

i , j de paridades distintas

go Js(L)óm(L) b >1 Jsj.;j(L)óml
9 IS.i<jS.2n g

i,j de paridades di.stintas

sj.j(L) dml = d(Pi;pj) + d(pi.+l;pj+l) +
9

- ó(pi;pj+i) - d(pj.+i;pj)

Cada termo d(Pr;Pk) aparece duas vezes

Se r e k tem mesma paridade (j(Pr;Pk) aparece em

.l sr-l;k(L) e .l sr;k-l(L) com sinal ''-''

unia curva

Lo

Pelo lplm 1. 6 . 2

g 9



Se re k tem pari.(jades distintas, então d(Pr;Pk) aparece em

J ':;*(L. ' J s:-:;}...:(L) '- sina] "'"

Logo l s(L) dml
9

2 >1 (-].)z+j+l Ó(pi;pj)
IS.i.< jS.2n

Isto conclui a demonstração do Lema e do Teorema

Veremos a seguir, através de um contra-exemplo, que o

Teorema À não se generaliza ao caso de regiões homeomorfas ao di.g

co, i.sto é, existem folheaçÕes tais que k(F') < 2(aO) -2d

O contra-exemplo será exiba.do para uma região D, cujo

bordo aD é um polígono. O exemplo pode ser modificado de modo

que aD seja c', ou mesmo c

1.6.4. Contra-Exemplo: Seja D o quadra.].útero ABCD com AB = AC =

= AD = CD = 1, CB = BD e F a folheação

exiba.da abaixo:

As singularidades de F no bordo são A,B,C,D. Uma nume

raçaoczclica é PI = A, P2: C, P3:Be P4 ;D. Como ÀB=AC
= AD = CD = 1 então CB = BD. = )/2 - l/3 z 0,51763



Figura 27

Se L é uma Teta do plano, então com anotação da demons-

tração anteri.or, temos.

Se L n D separa {À,B,C,D} em dois conjuntos com número

Ímpar de elementos então IUI(L n D;r) = O. Caso contrário
ui(r;L n D) = ].

Logo k(/') = z(ao) -2 }l (-i)J +j+i ó(Pi;Pj)
ZSi < jÉ4

k(F) = ÀC + CB + BD + AD - 2(ÀC + CB + BD + ÀD - AB - CD)

k(F) = 2(ÀB + CD) - (AC + CB + BD + ÀD)

k(F) = 4 - (2 + 2/z - /.j ) = 2 - 2/7'':''173 = 0,96472

Por outro lado

f(aD) - 2d = 2 + .ol/z - ..J) - 2 = 2,'/2 - I''3 ) q ],035?7

Assim k(r) < 1(8D) - 2d



A desigualdade do teorema 1.6..1 nào é intrínse-

ca de D, no sentido de que depende da posição

das singulari.danes Pl;...;P2n no bordo de D. Por outro lado como
vimos Ê(aD) - 2d não é um limitante infere.or de k(F) mesmo D sen

do convexo. Exi.ste estimativa para o mini.mo de k(f'), i.ntrínseca

3 3

6 5l Per finta

Em vi.sta do exposto aci.ma

dada a regi.ão D, qual é o máximo de

onde P.i,P.i são pontos de aD ?

f natural perguntar

i+j+l d(Pz;Pj)



CAPÍTULO ll

ENVOLTÓRIAS E CURVATURA TOTAL

ll.l. Introdução

Neste capítulo vamos estudar folheações da bola unitária

Bn+l c Rn+l submetidas à condição de serem tangentes, no bordo Sn

de B'', a um campo de n-planos dado e fixado. A envoltÓri.a deste

campo de n-planos terá um papel central neste estudo.

Em dimensão n suporemos que esta envoltória é um g!!g:.ISg, e

no caso plano obteremos resultado mais geral, válido para envolta

rias quaisquer

É claro que nem todo campo de n-planos dado ao longo de Sn

pode ser estendi.do ao interior de Sn: se exi.sti.r uma tal folhea-

ção F, e]a induzirá em Sn uma fo].heação tangente em cada ponto ao

traço do campo de n-planos, em S''. Como nem todo campo de (n-l)

planos em Sn é integrável, vemos que nem todo campo de n-planos

pode ser estendido ao interior de Bn. Nosso resultado continua

válido como um resultado acerca dos campos de planos.

11 . 2 Ouriços e EnvoltÓrias

EM [L.L.lt] os autores introduzem a noção de gUrj:çp: (fada uma

função h: Sn c Rn+l - R, o sistema

<x,z> = h(z)

<x,dz> = dh(z)



admite, para cada valor z (l Sn, uma única solução x : xh(z). Es-
tas soluções definem em geral uma hiper superfície H, lisa por

partes. Abaixo damos dois exemplos de ouriços:

35

n = 2

Figura 28

O conceito de ouriço é uma generalização do conceito de con

junto convexo e muitas propriedades dos convexos podem ser esten

dirias para ouriços (para maiores detalhes veja-se [L.L.R])

Em particular, o ''volume'' de um ouriço se define como

vo] (H) -lT l h det(Hess(h) + b Idn) dz
Ç

Este ''\:o]ume'' vo](H) é um número real não necessariamente pg

s:itj vo

No caso n = ], temos

vc.]([]) : :.(n) = ! }]((')â:~ (coma»cimento algébrico)
0



Indicaremos por lzl(n) o ''vollume absolluto'' de um ouriço, que

se define por

l E l(n) : l Ih;(z) Idz

ondehs(z) = 1(h(z) + h(-z)). Este valor lzl(n) é igual à inte-

gral sobre H da (n-l)-ésima função simétrica de curvatura de H.

Obs.: hs, ao contrário de h, não depende da escolha da origem em
Rn+l e h(2) : h(-z)

Sn

As partes l i.sas de um ouriço admitem sempre uma orientação

transversa, de modo que em um ponto xt..(z) o vetor normal é z

Assim a aplicação xh e uma "i.nversa da apli.cação normal de Gauss
de H"

Um ouriço será dito projetivo se e sÓ se h( ):-=- -h(z)

F

vo dado For x}.rz
Fi.gota 29

Um ouriço e a envoltÓria do campo de n-planos do Rn+]

equação \x , z:l) : }] ( z )

Nc' que se segue consideraremos a situação seguinte: seja

X: Sn -. Àn,n.] um campo de n-planos em Sn. Este campo dotei-n:ina

uma c'i)voltólii. quc gei)el-icantpi)te, é ]]mõ })ippr su})erfÍcie ]isa f'ol

[-)al'tcs. Sc)l.-]c \iNiã ( ]]voJtoi-ia tan)t)eni ].)c)tieitios defii)ii' unia at.)]ica

\t j0 !'l CO pro s e:l ( 3 2 )

de



ção norma] de Gauss, mas esta aplicação pode não ser uma bi jeção

1 )

.eÜ' :::,:lá,.&

2)



3) Obtido pela rotação do exemplo anterior

!

n = 2

Figura 30

11.3. Curvatura Total de FolheaçÕes que Estendem Campos-de N-Pla

pos cujas EnvoltÓrias são Our.içou

As fo[heaçÕes deste parágrafo são de codimensão ]., se pos-

suem singularidades isoladas, se x é um ponto regular de r, IK(x)l

designa o va]]or abso].uto da curvatura de Gauss em x da folha F,

de F', que passa por x, e }(í:-) será a cul'veta:-= total ée .r,

K (r) : l ' IK (x) Idx

Bn+]

Suporemos que F seja em Sr), bordo de Bn tl tangente ao n-plg

no P(x), x C $n, de uma família de n-l:,]âl)c,$ ctljõ envc.]tó) ia seja
llm ntl 1- ; r-n H



11.3.1. Teorema: Seja Bn+] a bola unitária de Rn+], Sn seu bordo

e p: S'' -p An,n+l um campo de hiperplanos de
Rn+l dfinído em Sn cuja envoltÓri.a seja um ouriço com função su-

porte h.

Toda folheação F de Bn+l, orientável, de codimensão l que eg.

tenda p e que sÓ tenha singularidades i.saladas, satisfaz:

K(r') .Z l Ih s(u)Idu
Bn

Um ponto u C Sn determina uma teta L(u). Para todo tC L(u),

inda.quemos por Tt o plano ortogonal à L(u) passando por t

IUI(P;Tt) € N UÍ-} é o número de pontos de contato entre Tt

e folhas de-F. O Teorema da Troca IB.L.RI nos da a igual.dade

IUI(P;Vt)ót du
1,(u)

Para provarmos o teorema precisamos mostrar que

l PI (r;Tt)dt 2 Ihs(u) l
L(u)

( * )

Como H é um ouriço, a projeção ortogonall PL(u): H - L(u) tem,

para quase todo u C S'', exatamente dois pontos críticos xn, x-

Suponhamos q\le h(u) seja a projeção ortogonal de xl sobre L(u)

Sejam t[= P],(u)(x]) ; t2 : PL(u)(x2), e sejam }'],y2 € Sn os

pontos de S'' tais q\le r(y]) : Tt. e r(v?) = Tt 'n



f

Mostremos que para quase-todo t sobre o segmento Itl;t21 exiE

te pelo menos um ponto de cantata entre Tt e folhas de F', o que
implica dizer IUI(r';Tt) .Z l. Isto prova a desigualdade (+) acima

Peu9ee!!ieçêg: utilizemos mais uma vez o Teorema da Troca

Como F é orientável, nÓs podemos defíni.r sobre B uma aplica-

ção de Gauss yr, que a cada ponto regular x da folheação F associa
o vetou n(x), normal em x à folha F de F que passa por x. O vetou

n(x) é determinado pela orientação de F.

A aplicação yr é contínua sobre B-sina(F'). Sua restrição 'yr
ao bordo de B é injetora pois H é um ouriço, e é portanto um ho-

meomorfismo sobre sua imagem Sn

Com o vetou u fixo, coloquemos D+.. = Bn T+.. e S+.. = D+ . Se

:.::!:..ê].].!zil2:l:.. e se Tt não contém singularidades :de r, então u .ou
-u pertencêiÜ à imagem yp(Dt)

Com efeito, u pertence à 'yl;.(Sti) e -u pertence à yl,(St2). A

imagem do cilindro (Pt,(u))'l(Itl;t21) por yP é um cilindro em Sn

com bordo :tr (Stl) u tr(St2). À imagem tr(St) é um hipersuperfÍ-
cie de Sn que separa Sn em dois hemisférios, um contendo u, o ou-

tro contende, -u. Corro )r.(Dt) con+-ém um dos hemisférios de t;crdc

?F(St), I'r(ot) contém um dos vetores u ou -u, e portanto lpl(r,Tt).Z
l>

quando n=2, o resultado acima fornece x(r) > JI(H)
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L(z)

a 1 . 4 . t;xemp.tos

11.4.1. Se F é uma folhea

folha, então

Sn , hs(z). = 2 , b z C Sn , e

n+]

K(r) .2 l Sn2 dz : área (Sn) = 2 n z

Bn+lde tal bordoçao que 0

f 1 1 n .- ; ,-.J e a gania(

uma



11.4.2. Toda folheação de Bn+] cujas folhas sejam superfícies fe-
chadas convexas, tal que S'' seja uma folha, e que possua

apenas l singularidade é uma folheação 'justa e

4 2

K(r') = área (Sn)

Obs.: uma folheação 'tosta é uma folheação que minimi.za a curvatu
ra total

Em alguns casos conseguimos construir folheaçÕes justas que

estendem p ao interior de Bn+l. Daremos a seguir algumas defina.-
ções preliminares.

11.4.3. 291j:.e.a.Çgg: um ponto x € Rn é um ponto interior (ou inter-

no) de um ouriço E se para quase toda Teta

orientada L, determinada por z (l Sn'l e passando pela origem de

R'', PL(x) pertence ao intervalo de ext] e=ids3cs }l(:) e h(-z)

EIÇPPl9e

R e a l-egiao dos pontos il tPriores



2 )

O é o único ponto interior

@

3) O conjunto dos pontos interi.ares é vazio

Fi.gota 32

4) Se H é un] ouriço f)]-ojet:ivc e:)tàc H nào fnossui flcnntos iite=ic
res.



B'''' -} R a fun

Q(x) = 1 IP, ,.~(x) - h(z)l dz

cp é uma função contínua em B'''l, que é um conjunto compact

11.4.4 Def:iniçao: Um ponto xo C Bn+l, que seja ponto de mínimo de
9 será chama(io de um centro de H

Observando que: para todo z C Sn e todo x C Bn+l vale a des.i

gualdade

(*) lpl(,) (

segue que

q(x).à{ l Ih(z) +h(-z)l dz= lll(n)
Sn

Se x é um ponto interior de H então vale a igualdad

e conclui-se que

]-) (P(x)
2) x é un-: centro de H

A l-ecÍI)roca não é verdadeira: um ouriço pode não ter pontos

nos

Se H é um ouriço projetivo então hS(z) = O, V z € Rpn, e p

tanto IÇlíF]) = O. mas ainda nndpmnn dPflnlr n í-pntrn dp H

Seja çaoq

0

h(z) h(z) h( z)h( z) >+ +xo) lpl(z) (x)

( * )e em

acima

enter

or

(x)
nS



Peraunta: Se H é um ouro.ço projetivo e F estende X ao interior
de Bn, então

K(F) .à Q (centro) ?

Existe F tal que K(F) g (centro) ?

11.4.5. Constou

n = 2 e H tem Pontos Interiores

uando

Como H é um ouriço,o canqln de vetores p, que indicaremospor

X tem Índice 1. À folheação justa terá um fonte/poço se H esti-

ver contido em D2 e uma sela caso H esteja contido no exterior de

Se H estiver contido em D2, podemos supor que X e transver-

sal à S't. Caso contrário, existe perturbação de X, que altera a

curvatura total tão pouco quanto se queira e que seja transversal

D2

sla

Figura 33

A singularidade de F será uma fonte ou poço, conforme X aponte

para o exterior ou interior de S L, respectivamente. \ramos supor



que X aponte para o interior. Seja P um ponto :interior de H, que

será o poço.r será a folheação obtida ligando-se P a cada ponto

x C St, através de um arco convexo, com vetou tangente em x igual
a X(x)

O Teorema de Troca da

46

K(F) pl (r';Tt )dt du = !(H)
Sa J L(u)

Um ouriço exterior à Sa, que vem de um campo de índice ] e (]ue

pode ser estendido à uma F orientáve]. e do tipo abaixo com 4 pon-

tos de contato e quatro cÚspides.

Fi.aura 34

2 cÚspides correspondem às separatri.zes que tendem à sela e

2 às separatrizes que saem da della. O ponto de sela P pode ser

qualquer ponto de D2 e as folhas arcos convexos ligando P a SI



1 1 . 5 .

do Bordo do Disco Dz

47

Neste parágrafo vamos examinar com mais detalhes as folhea-

çoes que estendam ao interi.or do disco D2, um campo de vetores dg.

do ao longo de S't. Demonstraremos uma versão mais geral do Teor.g

ma 11.3.1, para o caso em que a envoltÓri.a do campo de vetoresnão

é necessariamente um ouro.ço, e F não é necessariamente orientável

Esta versão do teorema será mais fraca no segui.nte senti.do: supo'

remos conhecidas as si.ngulari.jades de F e sua posição em D2. Este

resultado nos fornecerá uma desigualdade, que relacionará K(p)

com uma ''área algébri.ca-- de uma região do ci.lindro SI x R

Antes de enunciarmos o teorema principal deste parágrafo da-

s algumas definições.

Suporemos sempre que X: SI -p I'Sa é 'um campo de vetores C" em
l . ---+.. l

S', X(e) + O, V O C S'. Podemos supor (após pequenas perturba-

ções de X) que os pontos de tangênci.a de X com SI são pontos iso-

por X

Dado z C S't, sejam L a neta ori.entada, passando pela origem-E

de R2, determinada por z, e.PL a projeção ortogonal PL: D2 -p L
Um ponto crítico de PL e um ponto interior de um arco de curva re

guiar de H, que seja ponto crítico de PI. no sentido usual. CÚsp.l
des não são pontos críti.cos.

F será sempre uma folheação que estende X ao interior de D?

remo

].idos

H envoltóri.agera dosempre de direçÕesa determinadocampo

Ç

i
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1 1 . 5 . 1 Ín(vice de um Ponto Crítico de P. i.,

Seja x € H um ponto crítico de PLjn' Se x C D2 dizemos que
seu Índice e -l. Se x € D2 dizemos que seu Índice e +l

L

Figura 35

11 . 5. 2 Índice de uma Singularidade de F

O Índi.ce de uma si.ngularidade de F será o Índice definido sg
bre RP't de modo análogo ao que faz sobre S'L. No caso de uma si.n-

gu].ari.date orientável este Índi.ce é o dobro do Índice usual

Podemos supor que as singularidades de são espinhos
trupes.

Singullaridades de Índice +l ou + l podem ser transformadas

em espinhos através de operações que alteram a curvatura total

tão pouco quanto se queira, assim como singulari.danes de Índice

negativo podem sez- tl-ailsformadas em tripés.

No Capítulo l fizemos, em detallhes, esta transformação para

as si.ngularidades de Índice positi.vo. transformando-as em oores

ou



do-sol. O procedi.mento para espinhos ou tri.pés é análogo.

Selas com m separatri.zes podem ser transformadas em m-2 tri.-

pes;

ri.zes (m-2) tripés
Figura 36

Através destas "Operações de Whi.tehead" podemos obter espi-

nhos e tripés, com a propri-edade de terem, numa vizinhança do poD.

to si.ngular, folhas localmente convexas.

se].a separatcom m

11 .5. 5 Índice de um Ponto de Contato

Dista.ngui.remos 2 ti.pos de ponto de contado entre folhas de F

e Tetas perpendi.culares a uma Teta orientada L dada, atribuindo:

Índice (x) = -1 Índice (y) = +l
x e um pontodemín.i y é umponto de maxi
mo local de PL F. mo de PLlr

Fi-aura 37



11.5.4. 2S.Ê.i.n.içar: dada L, t € L, Tt perpendi.cular a L por t, d.g
fi.nimos

E, Pa(F';Tt), como sen(io a soma dos Índices de todos os pontos de
contado de T.b com folhas de /'

O módulo do número algébri.co de contato do nível t será inda

cado por dual(p;rt)

-c.

50
P

Ua(F;Tt) : -2 dual (p;Tt) = 2

Figura 38

É claroque IUI(p;Vt) 2 dual(r;Vt), V z C SI, V t C L, e por

tantoK(F) .z{ f r IPal(r;Tt) dt dz
S' 'L

lul(p;pt)

Nosso objetivo, entretanto, é o de anaIS.sar como varia

dual(r;Tt) quando t percorre L e interpretar a integrall da di.Fei-
ta como uma ''área algébrica-' sobre o cilindro SI x R

: t C L será um nívell crítico de PT. se t= PT.(x)
para algum ponto crítico x de P, 1,. , ou sel l l ll

existe singularidade de r eríl T

Por extensão as singularidades de F também serão chamadas de

''pontos críticos de PL". Para quase toda Teta L os pontos crÍti-

511 5 Ra f 4 r, { n ; ,.

t



cos de PT. são isolados e estão em níveis distintos. Se uma singB
laridade de r', estiver em H, podemos desloca-la fazendo uma per'

turbação de F' em uma vizinhança da si.ngulari.date que altera K(p)

tão pouco quanto se queira

5]

11.5.6. Definição: o Índice i.(t) de um nível crítico t é o Índi-

ce do ponto crÍti.co de PL deste nível ou o Írldice da

si.ngularidade de F que pertence a Tt

11.5.7. Teorema: com as notações introduzidas acima temos: Se t

é um nível crítico de L, então para c suficieD.

temente pequeno

Epal(P;Tt+.) l Ual (F';Tt-C) + Índice (t)

l?ep9 !!!eçê9

le caso: o nível t é um nível crítico de P.

Seja .A C Sa, tal que X(A) C Tt' Para quase todo zCSi, X(A)

nao e tangente a Sa. Seja AB = D2 n Tt' Como PL e uma função de

Morde, em AB não exi.atem outros pontos críticos de PL nem singulg.

ri.danes de F e a folha de F que passa por A, FA' não está contida
em ÀB. Vamos supor, sem perda de generali(Jade que X aponta para

dentro de SI, em uma vizinhança de A.

Ha 2 possibil idades :
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1) Índice de t = -l

L

Figura 39

Como a folha FA não esta contida em ÀB, existe c: > O ta]. que

FA sai da fai.xa de raio € em torno de ÀB. Sejam AlfA2 pontos de
S41.-.-próximos de À, dados pela intersecção de SI com o bordo da
faixa de raio E: acima .

Podemos supor AI € Tt+c' A2 € Tt-c ' Em AI e A2, X aponta PB.
ra o interior da faixa

Se FA sai.r da faixa pelo lado de AI então as folhas FB , com

.f:sí:AAJ. tem um contato de Índi.ce -l com as netas Tt. , t<t'<t+c .

a..::mai.s que as folhas FB, com B C A;À.

Se FA sair da faixa pelo lado de À2 as folhas FB com B C A2A
terão um ponto de contato de Índice +l com Tt , t-c<t<t a mais do

que as folhas FB com B C AAIP e portanto em qualquer caso

leal(r;Tt+.) l Pal (p;Tt-.) + Índice (Tt)

ê

}+'

{:B
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2) Índice de t = +]

Figura 40

A situação é análoga à descrita acima

2e caso: No nível ha uma sinqulari.date de r'

Seja P o ponto si.ngular de F no nível t. Há duas possibili
danes:

pinho.

SejaTt: D:(c) ->RPa a aplicação que a cada x C D:(r), não

onde D:(r)

e es

\

sinaular associa a direção tangente em x, a follha

é o círculo de centro P e raio r

l.xisto c: >o, tal que: V ó, o< e< ó, nls(õ) tem Índice l
OI)df s(1-) = a(n('s)). Assim para toda Teta L, existe x.ç(c) ( S(1 )
X-i;J (]Ljí .i } ..., r r-l l L



Para quase toda Teta L, PL(xÓ(c)) + PL(P), e x6(c) é um ponto
de cantata -iá ailn r F'.. ..\ = 'rn. /.../.\\

A C) \ c- / ' r .L \ À 0 \. c...//

L

x(5 (c) ,- \

/
\ . /

PL (xÓ (c) )

t

Ê

}

}

Figura 41

Em vizinhanças de raio suficientemente pequeno de um espi.nho

P, teta tangente, T, a uma folha (exceto a follha que tende a P)

deixa esta folha e P de um mesmo lado de T, já que as folhas são
].oralmente convexas.

Assim se PI,(x6(c)) > t este contato será de Índice +l e se

P..(x,ç(c:)) < t o contato é de Índice -l

2) P é um tripé

Como acima obtemos pontos de contato xÂ(c). Em vi.zinhanças

de P a neta tangente a uma folha (exceto as separatrizes) separa

a folha e P em gemi-planos opostos e portanto o contato será de

Índice +l se PL(x6(c:)) < t e de Índice -l se PT.(xÁ(c)) > tJ-J v IJ u

!
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#

l'l''' pl (xó (c) )
t

Figura 4

Isto completa a demonstração do Teorema 11.5.7

Como observamos aci.ma va].e a desigualdade

K(p) .z { l l dual (r';Tt) dt dl.

Vamos i.nterpretar o termo à direi.ta como uma área algéb
sobre o ci.li.ndro S'L x R

Cada Teta T do plano pode ser parametrizada pelas... coordena-

das polares de sua i.ntersecção com a reta N perpendicular a T e

passando pela origem

sl L

rica

N
T

Figura 43

Assim a cada Teta dc, }'lado }.odc'n.-os associar ponto (O;d)

cilin(iro $'1 x R. Esta anil(-açao p)-f'serva a medida canonica

0

no

de
{

Ê
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9 jsd
Toda curva C do plano pode ser representado em S t x R, atra-

vés do procedimento seguinte: dado z C Sa, sejam TI,...,Tr as Te-
tas do plano, perpendiculares à di.reção de z e tangentes à C. C.â

da teta Ti corresponde a um ponto em St x R. Quando z percorre

SI obtemos uma curva no ci.li.nato, que é a imagem de C. (Em geral
a i.macem de C terá duas componentes conexas)

Um ponto P do plano pode ser representado peia curva ].i.mate

das i.magens no ci]i.ndro de cÍrcu].os concêntricos de centro P e

raio c:->O.

Seja X um campo em SI como acima e H sua envoltori.a. Suponha

que as singularidades de F sejam determinadas a priori, em sua Tn?

tureza e posição. Vamos indicar o conjunto das si.ngu].aridades

por Sing = {PI,...,Pm}

29Êj.2jSão: o di.agrama associado à X e Sina, D(X,Sina) é a repre-

sentação em S't x R da curva H e das singularidades

{PI, ...,P.}

j.l-'\
/

r

\H

inugenl de P (mei.a faixa)
imagem de HFigura 44



A cada ponto de uma ''curva i.macem'' em Sa x R podemos asso-

c.lar um indzce aup reoresenta essencialmente o I'ndzce em D2 dp

sua ''pré-i.macem''

57 l

!

o Índi.ce de um ponto de uma curva imagem de uma si.ngulari.date é

igual ao Índi.ce da si.ngulari.date;

o Índi.ce da curva imagem da envoltoria H será definido "por pe'
paços'': +l nos arcos que sao i-magem de arcos de H externos a D2
e -l na imagem dos arcos de H internos a D2

Um di.agrama qualquer D(x,sina) sempre está contido em slxE-l;l]

Dado um ponto x = (O;t) no ali.ndro, defi.Rimos o Índice de

x, i(x) como sendo a soma dos Índices dos pontos de intersecção

da semi-Teta vertical {O]fx]-m;t] com as curvas de O(X,Sing)

Pei!}.nis29: a..é.!is.g...sl.séibli}.sz A(D( X, Sina) ) de um di.agrama D(X,Si.ng )
e

A(D(X;Sina)) = 1 li(x) dx
cilindro

É claro da construção aci.ma que

. IUal(r';Tt) dt dl : A(O(X;Sina))
S L

Obs da construção aci.ma e do Teorema 11.5.7 temos também que

(x;(O,t) , tl>1)=>i(x) : 0, oquemostraquea área a.!

gél)ri.ca aci.ma esta bem defina.da



CAPÍTULO lll

CURVATURA TOTAL DE FOLHEAÇÕES EM SUPERFÍCIES HIPERBÓLICAS

T T T l T n +- r r.,d. . ,- =,.UYL.'v

Curvatura Total de folheações em superfícies hiperbólicas é

um assunto pouco explorado e à exceção de um teorema de Langevin

e Levitt nada se sabe acerca de minimizantes da curvatura total

de folheaçÕes destas superfícies

O teorema de Langevin e Levitt ci.taco aci.ma aparece em [L.L.

1] e se apl i.ca a folheaçÕes F cujas singulari.danes sejam todas de

Índice negativo (selas). A curvatura total K(F) de tai.s folhea

çÕes satisfaz a desigualdade

K(r) .à (12 1og 2 6 1og 3) . l X(M) l

Mostraremos a seguir um teorema que fornece um mínimo para

K(F)«(f'$,sendoF ol.j:entável, sem restri.çÕes quanto ao Índice de suas

si.ngularidades.

111 .2 O Teorema da Troca para Seqmentos Geodésico em H2

Veremos a seguir uma versão do Teorema da Troca, adaptada a

superfícies hiperbólicas e onde a ''contagem d

será feita com um pentágono geodésico.

M é uma superfÍc:ie, compacta, sem bordo, de género g conexo

com \ima nlet)-icõ de cul-vat\lra constante -1, Hz o Plano de Poincal'e

depontos contato''e

f
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identifica(io com o interior de um disco e p é a apli.cação de reco
brimento

P: H2 -» M

p é uma isometria local e um difeomorfismo local

Seja F uma folheação de M com singularidades i.saladas e

p (r') a folheação induzida em Hz. Quando não houver possibili.dg:
de de confusão i.ndicaremos p'l(r') por r'

Sejam ai.nda

9 o espaço das geodésicas de H2;

9Z o espaço dos segmentos geodésicos de H2 de comprimento Z(f.L
xado);

Seja G o espaço das isometrias de H2 que preservam a ori.entação
em H2

Em G defina.mos uma relação de equivlência

111.2.1. Definição: gl =92<::o P o gl ' g21 = p , istoe, gl~92
se e só se o diagrama abaixo comutar

-1
gl . g2'

H2

M

P
Id

Indicaremos o quociente G/ por G



aeDejcj u t: H'. A simetria qeoaesl

isbn.etnia C,n de n', deí:i.inda pot
Seja X C H2, X + D, então

1) 0D(X) pertence à (Única) geod

2) d(O;X) = d (D; OD(X) )

Se X=D, OD(x) = D.

Se AB é um segmento geodésico, indicaremos a reflexão pello

ponto medi.o de ÀB por OÀB

EM H2, queremos id(;ntifi.car segmentos geodésicos dé compra.-

o t, que se prometem oor o sobre o mesmo arco dç nPndÉ in;a

11 1 2 2 Defina ao Dca por

erminadaeslca por f

e

det

lllelll

111.2.3. Defin:i;São: Em gZ defina.mos a seguinte re].ação de equi.VB.
lência

Ci ~ C2 ea(g C G, g(Ci) = C2 a]g] =]Zd] ou]g] =101iZ]

Indicaremos o quociente 92,/~ por 92.

9DISTXgçeg: Dados CI, C2 C 9P, ' existem exatamente 2 isometri.as

gl'92 de G que elevam CI sobre C2 , e elas verificam

gl : 0C. ' g2

Se L é uma geo(ieslca em H2, x C L, podemos parametrizar as

geodésícas D, que cortam um disco de raio r. e centro x através:

a) da geodéscia D' perpendicular- a D e que país

ângulo O com L

2

foi-maa por x , que

/



b) da distância r entre x e a intersecção D' n D. A medida ínva

ri.ante por G em 9 se expressa por m : cosh r . dr . dO [Sa]

6]

Para parametri.zar um segmento geodésico AB de 9P. , que corte

o disco de centro x e raio ro tomamos a geodésica suporte D de
AB, defi.nimos O e r como em a) e b) acima e tomamos s como a dis-

tanci.a entre o ponto médi.o de AB e D n Dt

Em 9Z a medida i.nvariante será:

m = cosa r dr dO ds

Fi.aura 45

111.2.5. Lema. A medida m defi.lida em GI, induz uma medida em gt'
através da apl-icação quociente

sejam q': 92, ' 9e a aplicação quociente e

[d {lC] C € A c Sl} c ê.

Para [C] C [A] tomamos um representante C e uma vizinhança

v, de C em 9t , de modo que plv seja injetora. Definimos uma deD
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cidade em 9Z pondo

m ( [V] )

f

}

!

Como os automorfi.senos do espaço de recobrimento são i.sime-

trias, esta densidade não depende da escolha do representante

Antes de passarmos ao Teoreinn central deste parágrafo veanns recordar

um fato bási.co da Geometria das superfícies hiperbÓlicas= com as

notações acima, sendo,

ê

g

P: H2 -F M

a aplicação de recobre.mento, então M é a imagem por p de um 2o].í-

9929.--geodésico Fq de H2 com 4g lados, com soma dos ângulos intel

nos igual a 2lr. plP. é di.feomorfismo e. uma i.simetria local. Um

tal polígono é chamado um DQ!!!Í!!io Fundamental de M :llb4Ü

Um compacto conexo de H:, F, com as propriedades: pl(F) = M ,

pl:i di.feomorfismo também será chamado um
M

}

111.2.7. Teorema: (Teorema da Troca para segmentos geodésicos)

Com as notações acima K(r') = #il l lul(g(P);c) , onde CC9t
é um segmento fixado.



F)nmnn c t r n r- = n

K(r) : J IKI(x) dx'M
KI (x) dx

0

MI

onde M. é o interior

de um domínio fundamental

Pelo Teorema da Troca

K(F) KI(x) dx
9

0

MI

: l I''l.:;. : J.*c J l-l',
(L geodésica
suporte de C)

l u 1 ( F
9

Logo K(P) : '} l IÚI(r
91

onde [U[(p;]C]) = número de pontos de tangência entre folhas de

F' e um representante de [C] e daÍ segue

l
u[ (p; [c] )

K(') : 'jii J.lpl (Igl,;c.)

onde lpl(rg.Ir;Co) ; número de pontos de tangência entre folhas de

gll(r) e Co ' com gl representante de [g']. O fatos 2 aparece na
igualdade acima pois cada ponto de contato será contado 2 vezes

Gem
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111.3. Curvatura Total de Duas Folheações Ortogonais numa Super-
fície Hiperbólica

Em H2 um polígono (geodesico) regular de n lados pode ter

seus ângulos internos assumindo qualquer valor a, o <a< .(.E=2.}

Para o pentágono geodésico regular com ângulos internos iguais a

{ o lado mede 2 ; 4,27. Tal pentágono será denotado por P

111.3.].. Teorema. Seja M uma superfície compacta, sem bordo, de

gênero g, e sejam r' folheaçao de M com singu-

lari.jades isoladas e F'L a folheação ortogonal. Então

K (F) + K(FJ.) g i*'«,i

Inda.cabemos por F e F't as folheaçoes de H2, induzidas por F
e F'', respectivamente

Seja IPI (F;P) C N Ulw} o

folhas de F e os lados de P

de depontos tangêncianumero entre

Fi.aura 46



Em [L.L.2] os autores consideram sobre s: um triângulo geod.é

saco com ângulos i.nternos iguais a { . Em H2 nao existem tais

triângulos. O pentágono é o primeiro polígono com número ímpar

de lados para o qual i.sto é possível. Queremos agradecer a R

Connelly pela i.déi.a de considerar os pentágonos, que permite ob-

ter um lema como o que segue

65

111.3.2. Lema pl (p;p) + lul (F'l;p) .z l

Pee99elilieçê9. Se um dos verti.ces de P, for-ponto de contato ..de

F, ou Fu' com P, então nada resta a demonstrar,' lo-

go suporemos que nem F, nem F' é tangente a P em seus vértices

Suporemos também que os vértices de P não são si.ngularidades de

F'. As singul-aridades de F sendo i.somadas esta condição é generi-

ca, com rel-ação à medida que introduzimos no conjunto dos segmen-

tos geodésicos de H2

Seja F uma folha de F que passe por um verti.ce A: de P. Exis

tem duas possibi l i.jades :

F e Exterior a P, isto é, localmente F se encontra P em A:;

F e .j:.!!iEsr.j:.et. a P, isto é, localmente uma gemi-folha de F, deter

minada por A] está no interior de P e a o\Jtra gemi-folha está
no exterior de P
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exterior

l anteE

Flor

prior
iate-

Figura 47

Como o número de verti.ces de P é ímpar, existem 2 vértices
consecutivos A: , A: onde as folhas de F são ambas internas ou am

bas externas.

Fi.aura 48

Se em A: e A. as folhas de F' são interiores então existe

Aias onde a folha Fx é perpendicular à Aias e portanto em x,

Aias e tangente a F'
A: as folhas são exteriores, então existe x CA:A:

onde F é tangente a A{ÀH
Em qualquer caso
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ll l (F;P) + l IJ l (r'-L;P) .2 l D

Vamos comp].etar a demonstração do Teorema 111.3.1

Fixamos o pentagono geodésico P de H2, com ângulos internos

i.guais a ã . Em vista do Teorema 111.2.7 (Teorema da Troca para
Segmentos Geodésicos)

Temos

K(F) + K(F'I) = TàII I; IUI(gF;P) + Tê'II J= IUI(gFI;P)G 'G

= iÕil JC [lul(ÇP;P) + lul(gPt;P)] e do Lema 111.3.2

acima vem

K(P) + K(rl) .Z 'íãi l. l

]:11;. 3: 3: . Lema . m(G ) 2lí : . l X (M) l

PÇy999111gçgg: Seja [g] C G. Com a notação do parágrafo anterior
temos

@: G -' G2,

$( [g] ) [g(Co).]

g(Co) C 9t e pode ser parametrizado por O, r e s como no parágrR
fo anterior, onde foi fixa(io urn ponto x ( P. Para O var:bando num



intervalo de comprimento 11, e l e .g variando em intervalos dr

dsbj.eeuenos temos um conjunto de segmentos 9t ta] que @lW-l(CZ)

€,8

e mê(@'l(GI)) : ll J cosh r dr ds = lr(área de uma vizi
nhança de x em Pa)

Lembrando que @'l(C) é formada por 2 isometrias de G
m(ê)

Como a área de Pg é 2TrjX(M) l (veja próximo parágrafo) segue

m(G) = 2v2lX(M)l o que conclui. a demonstração do Lema e do Teore
ma

seguer

Observemos também que se F é uma folheação de M com sÓ si.ngg

lari.jades do ti.po sela o resultado de Langevin/Levitt citado na
introdução fornece

K(F') + K(f'l) .à 2(12 ].og 6 1og 3) l X(M) l 3,45 l x(M) l

Esta estimati.va é a melhor possível no senti.do que existem

folheações que realizam este valor mínimo. O Teorema 111.3.1 aci
ma fornece

t

g

K(F) + K(p'L) .à '!; IX(M) l 0,4ÕI x(M)

111 .4 incaré

Neste f)arágrafo vamos recapitular allguns fatos simples sol)i e
o Plano de Poincaré



O Plano de Poincaré Hz e o interior de um disco em R2 e usual

mente é apresentado como um ''modelo de uma geometri.a não-eucl i.dea

na", neste modelo os "pontos'' são os pontos do interior do disco,

"netas" são diâmetros do dj.sco ou arcos de circunferência perpe2
di.culares ao bordo do disco.
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Plano de Poincaré
Figura 49

Neste modelo temos uma métrica que induz em H2 uma curvatura
negativa constante igual a -l

A geometria deste modelo é dita }';-- :'' e toda superfÍ-

c].e com curvatura constante igual a -l é localmente isométríca a

H2. H2 é ainda o Revestimento Universal destas superfÍci.es.

111.4.1. Teorema área de F.
g 2ITI X(M) l

PS1'9p911gção segue imediatamente do Teorema de Gauss-Bonett

«,';'.; . JJ « .. . X .: : :«'*'-',,
lados p

g



,. t}
onde aj são os ângulos externos de Fa,

-l da + 4g lr - 2r = 2lr

Pg

Área (Fg) : -4g + 4lr = 2n(2-2g) = 21rX(M)

Área (Fg) : 2lrlx(M)l

111.4.2. Te9zelng.: o compra.mento P, do lado de P é solução (ilin.j:.Ca:)

da equação

cosa â2 senha 1, -- a2 senha Ê e cos

onde

P9y9Bg!!gçgg: Aplicando a Lei. dos senos e a Lei. dos cossenos ao

tri.ângulo ÀBC abaixo temos

}

Fi.aura 50



7]

.b.

#

b

( 1 ) seno d
n

sen ã
seno !.

2rsen '';
D

(2) cosh 2 = cosh2 senha d . cos

De (1) vem seno d seno Z = a senh Ê

e senh2 d = â2 senha l,

Como cosh2 d = 1 + senha d (Teorema Fundamental da Tri.dono
metria HiperbÓli.ca), segue

cosh2 d = ]. + 82 senha 2,

Assim (2) fica

cosa Ê = ]. + â2 s©nh2 ã2 senha '';T i

FConsideremos a função

cosa l 1 + â2 senha 2 (cos

Esta função tem derivada negativa para x > 0,7771..., é pos.L l

tivano intervalo O< x < 4 e negativapara x > 5. Assimf pos-

sui uma ún:ica raiz positiva cujo valor aproximado é

g , 27 5 3a

r
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CAPÍTULO IV

O TEOREMA DA TROCA COM CURVAS

IV.l.. tntroducão

A técnica util i.zada no capítulo anterior de ''contar conta-

tos'' com pollígonos geodésicos nos leva, de maneira natural, a prg

curar uma versão mai.s geral do Teorema da Troca, onde a ''conta-

gem de contatos'' seja feita com curvas quaisquer

Neste capítulo, exporemos, de forma sucinta, dois teoremas

que apontam nesta direção: um onde levaremos em conta os contatos

de uma folheação com os ângulos dos verti.ces de um polígono do

piano e outro, também no p].ano, para curvas quaisquer

Temos fortes suspeitas que resu].tados análogos a e últimoste

va].em dimensões altasem mais

}

IV.2 Teorema da Troca com Polígonos do Plano

Neste parágrafo W será um aberto limitado do plano e F' \ma fg

Iheação de W, por curvas.

A defina.ção seguinte é natural, quando se pensa em ''contar

contados'' com curvas, aproximando-as por polígonos:

Seja F uma folheação de W, A C W, e BAC um aB

guio de vértice À. Di.remos que F e BÀC tenha

um ponto de contato em A se a Teta tangente a folha FA, TAFÀ , e.g
tiver contida no par de ângulos opostos pelo vertice A e suplemel!

tarei a BAC

2lv l Defi.nação
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!

F'igura 51

Quando À for Vértice de um pollígo

:.:..:: :": '«'« ''" -"; ;.«:--.'; ..:.:.:::=:'::''»:'::::::;..:::
ângulo externo do polígono, no vertice À.

no

Figura 52



o par (x,y) percorre o plano R: e O vara-a no intervalo [0;2r]

Seja AOo o conjunto dos ângulos do plano de medida Qo com a

parametrização acima. AOo pode ser pensado como o cilindro R2xS'

Em AOo temos uma medida canónica, que é invariante pelo gru-

po das isometrias do plano. Esta medida é dada localmente pela

densidade

74

m = dx dy dO

De modo análogo ao que fizemos no capítulo anterior esta me-

dida induz uma medi.da no grupo G das isometrias do plano que pre-

servam a orientação do plano: fixamos um ângulo de medida Oo ' tg

mando, por exemplo, Bo no eixo das abscissas e Ao como a ori.gem,
e definimos

Figura 53

9

definindo q(BAC) como a isomet!-ia do plano que apllica BnAnCn em



BAC, isto é: q(BAC) = g <:a g(BoAoCo) :: BAC. Como g é uma bije-
ção, ela i.nduz a medida desejada

7 5

9 g ! eçêp G também pode ser pensado como sendo [Rz x S t

Por analogi.a às situações estudadas anteriormente vamos iRaI.

car por IUI(P;g(BoAoCo» C {O;l} o número de pontos de cantata en-

tre F, e o ângulo g(BoÂoCo)

IV.2.2 Lema com as notações aci.ma

lul(P;g(BoAoCo)) dmg : { área(w).(r-Oo)

P9999911gç$9:

lul(P;g(BoÂoCo)) dmg IUI(P;g(BoAoCo))dO dxdy
Ê'i :'llo, 2xt

área (W) .2(Tr-O.)

A Última igua].dade segue dos fatos

se g(Ao) /w, lpl(r;g(BoÂoCo)) : o

se g(A.) C W então existem 2 casos

seja a o ângulo formado por Tg(A.)Fg(A.) e o eixo das abscí.g
sas: lpl(r;g(BoÀoCo)) : O ç= o ângulo entre g(}Ç:É:) e o eixo das

abscissas estiver entre cl-Co e Q ou entre a-Oo+u e a+r.;
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IJ 1 ( r'; g (BoÂoCo) l caso contrári.o

Se Pn :AIA2 ''' An for um polígono convexo do plano, com

OI = medida do ângulo interno de P em Àj, pomos:

l Li 1 ( P; Pn ) pl (F;Ai) onde ul(P;Ai) é o número de

pontos de contato entre F e ângulo de vértice A] . Neste caso i.n

indicando a soma > lul(r;à.j) por lpl(P; + P.), temos:
n

ll

IV. 2 . 3 . Lema IG (P; + g(Pn))
área (W) . 4lí

PgDgpg!!gçgg: basta aplicar o Lema anterior e lembrar que a soma

dos ângulos externos de um polígono convexo do plp'

no é 2lr

9Deerveçe9: Resultado semelhante vale para polígonos quaisquer
não necessariamente convexos.

Às considerações sobre o Teorema da Troca para segmentos,

feitas no capítulo anterior, se aplicam também ao plano e obtemos

um resta.atado semelhante

IV.2.4. Lema: Se F e uma folheaçao da região aberta h] c fR2 e Co

e um segmento de rata de comprimento Ê o plano, eD

tao



77

Kh) : -à P l (r;g(Co) ) dm(g)

Se Pn : ÀIA2 ''' An e um polígono fixado de lados Aj.Aj
cumpri.mentos ÊI então obtemos o Lema

de

ív.2.5 Elug: K(r) ;i 1 :: : J rPI(r;g(AiAi*i))am(g)l

Se Pn e um polígono regue-ar de lado l a igualdade acima fica

K(p) = 1 l >1 1 lul(f';g(Aj.Ai+t))dm(g) = ãiii r IUI(f';g(Pn))dm(g)
n

onde lul(P;g(Pn)) é o número de pontos de contato de F e g(Pn)

Juntando a observação acima com o Lema IV.2.3 obtemos

IV.2.6. Teorema: Se F e uma folheação do aberto W c R2, e se P.
é um polígono convexo regular de lado 1, então

!h l.i-i',;,'-.'''«',, . l.t-l.,; ' ,'-.'''«',,:«',, -. á-;'",.:«

IV.3 Teorema da Troça com Curvas Regulares do Plano

Neste parágrafo W será um aberto Ilimitado do plano, F uma fg

Iheaçao de h' por curvas e C seta uma curva regullar em R2 parame-

trizada pelo comprimento de arco, fixada



Lembramos que o espaço G das isometrias do plano que prever'

vam a orientação é o cilindro R2 x Sa, e sobre G consideramos a

,la dada mpla densidade m = dx dy dO.como no parágrafo ante-medid

Flor

Oado um ponto (x,y,s) € W x C existem duas isometrias em G,

gl.g2, que levam s sobre (x,y) em W do modo que a folha F(x,y) sg
ja tangente em (x,y) à curva gi(C) , i:1,2. Estas isometrias d:

ferem por uma rotação de ll

/

l

\

\

\

\

l

Figura 54

Identificamos gl e g2 ' e chamaremos G o quociente de G por esta
relação de equivalência

Definimos g: Wxc -p G pondo

ç(x,y,s) = Igl e+ g é uma isometria do p]ano que leva

s em(x,y) de modo que F(x,y) e g(C) sejam tangentes em(x,y)

Ê



IV.3.1. Lema: Orientando F(x,y) e g(C) de modo que an (x,y)os veta

res tangentes à F(x,y) e à g(c) tenham mesmo sent.i
do, temos

q) ( x , y , s ) IKp(x,V) Kg(s)l ,

onde KF(x,y) é a curvatura da folha F(x,y) em (x,y) e Kg(s) é a
curvatura de g(C) em s, ambas com sinal

Pen9pe!!eçãe: totamos a base ortogonal ]=1;e2,c-' (s)] n) espaço .tan-

gente à WXC rx) ponto (x,y,s) canjZt'e2Jbasecan8nica do i:

e a base ortogonal [el'e2,?] no tangente a G = R: x SI onde f: L
o vetou tangente à família de pares de isometri.as em G que rolam

C sobre F(x,y) sem escorregar, (rotações) no sentido de F(x,y)

Quando C rola sobre F(x,y) sem escorregar o ponto de contato
entre g(C) e F tem veloci.date de translação nula em cada instante

e tem componente de rotação KF - Kg

....*,;,:. .,..,](x,y, s)
det

IKr(x,y)

Este Lema nos óá diretamente o Teorema da Troca com Curvas

do Plano:



IV.3.2. Teorema: Sendo W aberto limitado do plano, F folheação

de W por curvas, e C uma curva regular (io pla-

no, parametri.zada por comprimento de arco, então

3 l.lpl (F;g(C))dm(g) 1.*.i«,'*,"'-«,';,i .* , .;
onde lpl (p;g(C) é o número de pontos de contato entre folhas de F

e a curva g(C) , kf(x,y) e Kq(s) as curvaturas com si.nal de F(x,

em (x,y) e Ka(s) de g(C) em s., respectivamente

5 l.lul (r;g(C))dm(g) . ] u] (F; [g] (C) )dm ] g p [ ( F ; [g] (c) )d«( [g] )
9(WxC)

IKr(x,y) - Kg(s)l. dx dy ds

WxC

onde, [g] (C) gl(C) u g2(C) ;. [g] {gl, g2}



BIBLIOGRAFIA

[À , A.] R. A].exander, S. Alexander, ''Geodesic i-n Riemannian Mini

foles with Boundary''. Inda.ana University Mathematic

Journa[, 30 (].981) 481-487

[BLR] F

J

Bri.to, R. Langevin, H. Rosenberg: ''lntégrales de cour
bule sur des varietés feui].letées; Jour. Di.ff. Geom

16 (1981), 19-50.

Hadamard,"Leçons sur le calcul des vara.ations:' (Helman

Paras 1910)
ln]

[K] A Kafker, ''Geodesi.c fields wi.th singularities''

Univ. of Pensylvania, fev. 1979

Langevin, "Courbure, Feuilletages et surfaces''

Publications Mathemati.quem D'Orsay. 80-03.

Ph.D

[L.l] R Tese

[L.2] R Langevin, ''Feuilletages tendus''. Bull. Soc. Math.F'ran

ce, 107 ( 1979) p. 271-28]-

[L.L.l] R Langevin, G. Levitt, ''Courbure tota].e des feui].letages
des surfaces''. Comment. Mata. Helvetici 57 (1982) 175

195

[i,.L.2] R Langevin, G. Levitt, ''Sur lõ courbure totale des feri

[etages des surfaces a bord''. Bo]. da Soc. Bus. de

Dla t. vo11. 1 6, n9 1 (1 9 8 5) 1 -1 3

[L.L.R] R Langevin, G. Levitt, H. Rosenberg. ''Herrisons et mu]

tiherrissons''. (Enveloppes parametrees par leur appli

cation de Gauss). À aparece)-




