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Introducgao

O objetivo principal deste trabalho é estudar as propriedades de tra-
jetérias de tempo 6timo para sistemas invariantes & direita num grupo de
Lie. A idéia é usar, para tanto,o algoritmo da integral multiplicativa prin-
cipalmente para a demonstragao do principio maximo de Pontriaguin. As-
sim, no primeiro capitulo, damos algumas nogoes bésicas sobre a teoria
geométrica do controle em grupos de Lie; sao af apresentados alguns resul-
tados classicos sobre as propriedades dos conjuntos de acessibilidade de um
sistema invariante a direita, tais como aqueles que aparecem em [4]. Além
disto, constam deste capitulo um estudo sobre os levantamentos hamiltoni-
anos, que serao posteriormente utilizados para a formulagao do principio do
méximo, e um resumo do algoritmo da integral multiplicativa, cuja teoria,
como estd em (7], € utilizada durante todo o texto.

Um dos pontos principais da teoria do controle étimo € o principio
do méximo de Pontriaguin; é este teorema que estudamos no capitulo 2,
primeiro com o formalismo hamiltoniano habitual na variedade simplética
T*G com a estrutura simplética candnica, depois este formalismo é passado
para a variedade T'G, por uma tranformagéo de Legendre obtida através de
uma métrica riemanniana invariante & esquerda colocada em G e permitindo
usar a integral multiplicativa para expressar a solugdo do levantamento
tangente do sistema. Este principio, na verdade, d4 uma condigéo necesséria
para que uma determinada trajetéria fique na fronteira do conjunto de
acessibilidade em tempo dado. A relacéio deste teorema com o problema
do tempo 6timo é estudada a seguir (teorema 13.3) e d4 neste caso uma
condigao necessiria para uma trajetéria ser de tempo 6timo, sendo este
resultado utilizado no outro capitulo.

Para os sistemas lineares o principio do méximo d4 uma condigdo
necessdria e suficiente para descobrir os controles étimos mas este ndo é



o caso para os sistemas nao lineares, e em particular para os sistemas de
controle evoluindo sobre um grupo de Lie. Um teorema importante no caso
linear € que uma trajetéria 6tima provém de um controle bang-bang com um
nimero finito de trocas, assim pode-se procurar os controles timos entre
aqueles que sao bang-bang com um nidmero finito de trocas e que satis-
fazem o teorema de Pontriaguin. No terceiro e ltimo capitulo estudamos,
como uma aplicagao do principio do méximo, um teorema do bang-bang
com um ndmero finito de trocas para um sistema de controle invariante
a direita, que ¢ uma generalizagao do teorema para o caso linear, e que
coloca em evidéncia a importincia dos colchetes de Lie dos campos perten-
centes & familia de campos do sistema de controle satisfazerem determinadas
relagoes. .

Este dltimo capitulo é uma adaptagao para grupos de Lie do artigo de
Sussman [9].*

*Durante a execugiio deste trabalho o autor recebeu auxilio do CNPq
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Capfitulo 1
Sistemas de controle invariantes a direita

§1 Introducdo ao problema: Vamos, neste pardgrafo, definir qual
serd o nosso problema de controle.

Definigio: Um quarteto £ = (M, ®,U,) é um sistema de controle
quando: ,
e SC1. M é uma variedade diferencidvel.
e SC2. U é um subconjunto de um espago vetorial de dimensao finita.
¢ SC3. ® £ uma famflia de campos dc vetores indexados por U.
e SC4. (1 é uma classe de fungoes de intervalos da reta em U, satisfazendo:
oo SC4.1. se u:|a,b] — U estd em {1, entdo u é mensurdvel segundo
Lebesgue.
oe SC4.2. se u:1 — U estd em {1, entdo u |; também estd. Onde J é
qualquer subintervalo de I e u|; € a restrigao de u.
oo SC4.3. se u;:[a,b] — U e uj:[b,¢] — U estio em {1, entdo o controle
us: [a,¢] — U definido por

ui(t) sea<t<d
us(t)={

ug(t) seb<t<e

também estd em {1 .
oo SC4.4. se u:I — U € constante por partes entdo ¢ € {).
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Definigao: A classe () serd chamada classe de controles admissiveis de
L.

Escolhido um controle admissivel u, definiremos a equagao de evolugao
do sistema para o controle u como sendo a seguinte equagao diferencial:

5(t) = X(z,u(t)) (L.1)

onde X(z,u) é o elemento da familia & indexado por u € U.
Definigao: Uma aplicagao 4:J — M de um intervalo na variedade M
¢ uma trajetéria de ¥ para o controle u se

A(t) = X(7(2), u(t)) (12)

para quase todo ¢t € J.

Para garantir a existéncia e unicidade de solugio maximal de (1.2)
que cumpre a condigao inicial y(to) = z, utiliza-se um teorema cléssico de
Caratheodory. Nao entraremos nestes detalhes aqui, pois nosso problema
serd mais especfﬁco.

Denotaremos por 7(t,t0, %o, %) & solugdo de (1.2) que no instante £,
passa por Zo.

Definigao: Chamaremos de conjunto de acessibilidade em tempo T a
partir de zo o conjunto:

Ax(T,z0) = {7(T + to, o, zo,u): u € 0}

sendo que na férmula acima T + £y deve estar no dominio da solugio 1.

Definigao: Chamaremos de conjunto de acessibilidade a partir de zg o
conjunto:

Az(zo) = U Ag(t, zo)
t€R

obs.:Ax(t,20) pode ser vazio.

O estudo das propriedades geométricas dos conjuntos de acessibilidade
¢ um dos problemas fundamentais da teoria do controle.

Existem varios conceitos de controlabilidade, dentre os quais definire-
mos
e e ¥ é completamente controlivel a partir de x se Ax(z) = M.
oo X ¢ completamente controldvel se Ag(z) = M para todo x de M.
® ¢ ¥ ¢ localmente control vel se para todo x de M Ag(z) contém uma
vizinhanca de x.



§2 Levantamentos hamiltonianos: Vamos tomar uma variedade,
M analitica e seja X um campo vetorial analitico completo sobre esta va-
riedade. Denotemos por TM e T*M os fibrados tangente e cotangente
respectivamente. Vamos, a partir de X, construir um campo em TM e

outro em T* M.

Seja X;: M — M o grupo a um parimetro de difeomorfismos associ-
ado ao campo X. Através da derivagao obtemos o grupo a um parametro
de difeomorfismos em TM:

Xt :TM —TM
e um grupo a um parametro de difeomorfismos em T* M:
X;'mT°M —T'M

A estes dois grupos a um pardmetros de difeomorfismos temos associados
dois campos, um em T'M que serd denotado por X e outro em T M que
denotaremos por X, este dltimo ser4 chamado de levantamento hamiltoni-
ano do campo X. O motivo para chami-lo assim € que X serd um campo
hamiltoniano para a estrutura simplética canonica do fibrado cotangente
™M .

Daremos algumas propriedades do levantamento hamiltoniano. Tome-
mos p: T*M — M a projegao candnica do fibrado cotangente, entao :

Propriedade 1:
poX=Xop

De fato, basta notar que
poXli=Xiop

que € decorrente da prépria definicao de X*,. Tomemos agora um ponto
w € T*M, entao teremos

poXZy(w) = X;op(w)
derivando obtemos:
d . d
7P 0 X24(w) |e=0= FXi 0 p(w) |i=o

ou seja D, 0 X(w) = X(p(w))

o que demonstra nossa propriedade. Seja A a forma de Liouville em T* M.
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Lembremos que dado um campo de vetores V em T*M podemos definir a
derivada de Lie de varios objetos definidos em T* M, em particular para a
forma de Liouville temos

(Vi oa-2)
t

brr=m

Enunciemos agora a préxima propriedade:
propriedade 2:

LgA=0
basta mostrar que X3 oA = A,

Como X = (X*,)", escolhemos um w € T*M e v € T,T*M e calcule-
mos < X{ o A,v > usando as definicoes de X e X{ obtemos:

< X} o Mw)yv > =< (X2)* 0 Mw),v >
—< (X0 (X)) 0>
X)) (K2, () >
=< X2,(w),ps(X2,)s(v) >
=< X2 (w), (X 0 p)e[v) >
=< Mw),v >

e portanto LgA = 0.

Obs. 1: Estas duas propriedades caracterizam o levantamento hamiltoni-
ano, bastando para ver isto, escrever os campos em coordenadas locais.
Obs. 2: No caso de uma 1-forma a derivada de Lie pode-se escrever

Ex)« =12d) +dig)
no nosso caso como a derivada de Lie se anula temos
120\ = —dig)

como d) define a forma simplética candnica em T* M concluimos que X é
um campo hamiltoniano cuja fungao hamiltoniana é H = 13 A,

Tomando uma carta (U,x) em Me (p~!(U),x 0 p,y) em T* M tal que
d) = Y, dz;dy;, entdo podemos escrever
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X=Yoit e X=Ybd +egs

usando as propriedades 1 e 2 podemos calcular a expressao local do levan-
tamento hamiltoniano

donde a expressio do campo X fica

X= Za,a—z‘+z E,gz: 8% (2.1)

O levantamento hamiltoniano ainda nos sera itil do ponto de vista for-
mal para a formulagdo do Principio do méximo de Pontriaguin no préximo
capitulo.

Com relagao ao levantamento hamiltoniano temos o seguinte lema.
Lema 2.1 A aplicacao que a cada campo de vetores analitico em M associa o
seu levantamento hamiltoniano em T'* M serd um homomorfismo de dlgebras
de Lie.
dem. De fato pelas observagoes 1 e 2 acima, para cada campo analitico X
em M existe um dnico campo X em T" M que satisfaz as propriedades 1 e
2.

Entao sejam X e Y campos em M. Temos:

po(X+P)=poX+p. ol =(X+Y)op

E como L4 .p = Ly + Ly segue imediatamente que Ly A = 0 0 que

acarreta: -
(X+Y)=X+7
para mostrar que - )
[X,Y] = [X’ Y]
notemos que

Liz g =[Lgs Ly
5



ou seja
B[X,P]A =LgoLpA-LpoLgAr=0

como a primeira propriedade ¢ imediata fica demonstrado o lema.
Obs.3. Para as propriedades da derivada de Lie veja a referéncia [1).

Seja X um campo de vetores analitico em M e seja :] — M uma
trajetoria deste campo.
Definigao: Uma trajetéria de X, A: ] — T*M € um covelor adjunto ou
solugao adjunia de - se para todo ¢ € I tivermos At)eT (t)M

Definigdo: Da mesma forma, uma trajetéria , v: ] — TM. de X & um vetor
adjunto de -y se para todo ¢ € I tivermos v(t) € T, M.

A partir de nossas defini¢oes é imediato o seguinte lema:
Lema 2.2 Se A(t) é um covetor adjunto de v e se v(t) é um vetor adjunto
de +y entao temos para todot € I

<At),v(t) >=< A(0),(0) >

dem. Pelo fato de A(t) ser trajetéria de X temos que A(t) = X*,(A(0
pela nossa definigio do campo X. Temos também que v(t) = Xu( (0))

portanto
< A(B),v(t) >=< X%, (A(0)), X (v(0)) >

de onde segue imediatamente o resultado.

Definigao: Seja ® uma familia de campos de vetores em M indexados por
um conjunto U. Dentotemos & = {X, }ycv. Entio a famflia & de campos
de vetores em T"* M formada pelos levantamentos hamiltonianos dos campos
de ® € chamado levantamento hamiltoniano de ®.

Definsgao: A familia ® de campos de vetores em TM constituida pelos
levantamentos em T'M de campos de & serd chamado levantamento tangente
de 9.

Podemos escrever

6 = {Xu}ue[f e 6 = {Xu}uEU

Definigdo: O sistema de controle £ = (T*M, &, U, 1) ser chamado sistema
congugado hamiltonsano de L e o sistema L = (TM &,U, (1) seré chamado
de levantamento tangente do sistema .

)
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Lema 2.8 Se \:] — T*M é uma trajetéria de £ para um controle ad-
missfvel u(t) € (0 entdo po A\: I — M€ uma trajetéria de T para o mesmo
controle,

dem. Como A(t) é trajetéria de 3 para u(t) entdo

A(t) = Xu(y(A(t)) quase sempre
entdo

d(po At :
( dt()) =p¢0/\(t)
= ps 0 Xu(1)(A())
= Agft) (p O)\(t))
donde se conclui que po A  uma trajetéria de T para o controle u(t).

Da mesma maneira podemos mostrar um lema completamente anlogo
para o sistema L.

Faremos uma tltima observagao a respeito dos covetores adjuntos de
um levantamento hamiltoniano do sistema ¥, mais precisamente daremos
a forma local das equagoes de evolugao levantamento hamiltoniano.

Seja (V,21,...,2,) uma carta local da variedade M, e seja
(p~'(V),21,-+.1Zns Y1y -, Yn) uma carta local de T*M. Tomemos uma
uma trajetéria (t) de um campo X que nestas coordenadas se escreve

d d
X(z) = “1(-‘5)‘:,—zl L +“n(-’5)a
Entao definindo z;(t) = =; o 7(t) as fungdes z;(t) devem satisfager :

:(t) = a;(~(2)).

Se A(t) é um covetor adjunto entdo podemos colocar A;(t) = yi o A(t) e
teremos em coordenadas

At) = (z1(t)y- - s Zalt)s A1 (E)se - oy An(?))
e portanto satisfaz

At =E¢,.(:)a%+i.'(t)% (22)
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como sabemos também que A(t) é uma trajetéria de X e comparando a
férmula acima com a férmula (2.1) deste pargrafo cocluimos que A(t) deve
satisfazer a seguinte equacao diferencial

zi(t) = aif)

L) =- X%

Notemos agora que em V um vetor de T,V pode-se representar por uma
matriz coluna com suas coordenadas, e um covetor de T;V por uma ma-
triz linha, de modo que < A,v >= )} A;v;. Se definimos uma fungdo
H()\z) =< A,e(z) >= ¥ Mai(z) entao a equagdo (2.3) pode-se escrever

como
. BH’A z)
i = Pi’
\. _— _08H(Az
Ao = -2l

Obviamente quando M = R™ entao as equagoes do covetor adjunto sempre
se escreverdo assim como em (2.4).

(2.3)

(2.4)



§3 Sistemas em grupos de Lie : A classe dos nossos sistemas de
controle vistos até agora é muito grande para obtermos algum resultado
fundamental. Para prosseguirmos no estudo teremos que redusgir substan-
cialmente a classe dos sistemas de controle impondo restrigoes tanto na
variedade de configuragao do sistema, quanto na familia de campos difer-
enciaveis, como também no conjunto de controles admissiveis.

De fato se tomarmos um caso simples em que M = R"™ |

® = {Az + Bu}ucrm com A e B matrizes com coeficientes reais, U C R™
compacto ¢ 1 = {u:] — U | u  mensurdvel}, vemos que esta classe de
sistemas j4 possui uma literatura enorme. Sdo os chamados sistemas lin-
eares. Na verdade ¢ nos resultados desta classe de sistemas que basearemos
nossos estudos. Trabalharemos com uma classe um pouco mais geral que
chamaremos de sisiemas de controles snvarsanies & diresta.
Definigao: Um sistema de controle invariante & direita é um sistema de
controle ¢ = (G, ®,U, 1) onde G serd um grupo de Lie conexo de dimenséo
finita, ® uma familia de campos de vetores sobre G tal que cada campo
seja invariante a direita, U um subconjunto da dlgebra de Lie L(G) de G
e {1 uma classe de controles admissiveis que definiremos de acordo com as
circunstancias. .

Como existe um isomorfismo de dlgebras de Lie entre o espago tangente
na identidade do grupo G' ( que para nés é L(G)) e o conjunto dos campos
invariantes & direita dado pela translagao & direita do grupo

R(z):G — G
y —yz

entao nossa familia de campos de vetores serd dada por
® = {dR(2).(u)}ocv

onde e representa a identidade do grupo.
A equagao de evolugao do sistema Dg serd

&(t) = dR(s(t))e(u(t)) (3-1)

onde u:I — U serd um controle admissfvel, z percorre G .
Como exemplo tomemos M um grupo de matrizes n X n,M € Gl(n,R),

eatdo R(X)(Y)=Y.X
9



e sabemos que L(M) € M(n X n), conjunto de todas as matrizes nzn com
o colchete de Lie usual.
Seja U € L(M) entdo

dR(X);(U) =UX (3.2)
pois se 7: ] — M € uma curva diferencidvel tal que y(0) = I e 4(0) =
entao definindo

8(t) = R(X)((t)) = 7(t)-X

temos derivando em t = 0

P |eeo = am(X) ()
=4(0).X
=UX

neste caso a equagao de evolugdo é
X(t) =U(t).X(t)

Em [1], Brockett estuda sistemas de controle que evoluem em SO(3)
do tipo: '

t) + Zu, )).X (%)
=1

onde neste caso, A;(t) e B;(t) sdo matrizes antissimétricas.
Uma outra forma de chegarmos a um sistema de controle invariante a
direita é a partir de uma funcéo de conjuntos

I:1 — P(L(G))

onde P(L(G)) serd o conjunto das partes da dlgebra de Lie L(G). Desta

forma definimos a classe doscontroles admissiveis como sendo o conjunto das
fungdes mensuréveis segundo Lebesgue u:] — L(G) tal que u(t) € T'(t)
para todo ¢t € 1.

Neste caso a equagao de evolugao fica

() = dR(z).(u(t)  u(t) €T(Y) (3.8)
10



Obs.: Note que se I'(t) =T for constante e I' um subsepago afim de L(G),
isto é, I' = X + L onde L é um subespago vetorial de L(G), entio teremos
u(t) = X + ¥ w(t)Y; com ¥; € L, e (3.3) fica

= X(2) + ) _ui(t)¥:(a) (3.4)

com X(z) = dR(z).(X) e Yi(z) = dR(z).(Y:).

Lema 3.1 Para todo g € G temos Ayg,(T,g) = Agq(7, e)

dem.: Seja g, € A(T, g) entdo existe um controle admissivel u: [0, T] — U

tal que a trajetéria associada, vy (t), satisfaz 4, (0) = g € ¥ (T) = g1.
Tomemos agora uma curva fy: I — G dada por

Bu(t) = 1(t)g™" = Rg™) (nu(t))

vemos rapidamente que f,(t) serd uma trajetéria de Lo associada a u.
De fato:

/91&( t) = dR(g _1)'1..(f)('.7u(t))
= dR(97")yu s © AR (vu(t))e ((t)
= dR(vu(t)g™")(u(t))

Notemos agora que f,(0) = e e ainda B,(T) = g1.¢g7! dal segue que
919”1 € A(T, ¢} ou seja g; € A(T, e)g.

De outro lado, se h € A(T, e)g entdo hg~! € A(T,e) donde existe con-
trole admissivel u(t) e uma trajetéria associada 7, de Ig tal que
76(0) = e e 1 (T) = hg~ 1.

Construimos agora a curva f, (t) = R(g)(u(t)), e verificamos, de forma
andloga & anterior que fy (t) serd uma trajetéria de L g associada ao controle
u e que satisfaz §,(0) = ¢ e fu(T') = h, portanto h € A(T,g) que termina
a demonstracao do lema.

Notemos que, como conseqilencia imediata deste lema temos que
Az (9) = Asq(e)g.

Também como conseqiiencia deste lema vemos que para demonstrar
que o sistema Lg é completamente controlivel basta demonstrar que
Axg (e) G.
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Lema 8.2 As(¢) é um semi-grupo.
dem.: Vamos mostrar que se g e g; € Az, (e) entdo g19 € Ax, ().

De fato, g e g1 € Az, (e) implica que existem Tp e T} reais positivos
tais que g € Ay, (To,¢€) e g1 € ALg(Th,e¢).

Entdo g19 € Ax, (T1,¢)g e pelo lema 3.1 g1g € Ax, (T, 9). Daf segue
que existem controles admissiveis uo: [0,Ty] — U e u1:[0,Ty] — U
e trajetérias vy, e 7y, tais que 7y, (To) = 74, (0) = g, 1, (0) = e e
Y (T1) = 19.

Definimos agora um novo controle ¥ dado por

up(t) se0<t< Ty
u(t) = (3.5)
t1(t) SeTogtSTo+Tl.

Neste caso a trajetoria de L associada a u que passa pela identidade do
grupo no instante inicial coincide com 7, (t) no intervalo [0,T;] e para
t > To teremos vy (t) = Yu, (t — To) , portanto teremos

Yu(To + T1) = Yo, (Th) = 019

o que acarreta 19 € Ag, (To + T1), que termina a demonstragio do lema.

Seja e = (G,®,U,1) um sistema de controle invariante & direita.
Denotemos por L{U) a subélgebra de Lie gerada pelos elementos de U, e
seja S o subgrupo de Lie conexo de G cuja dlgebra de Lie seja L{U).

Lema 3.3 As(¢) C S.

dem.: Basta notar que pelo fato de todos os campos invariantes & direita
da familia ® poderem se reduzir a campos invariantes a direita em S entao
o sistema de controle E¢ pode ser reduzido a um sistema Zg = (S, ®,U, (1)
que continua sendo invariante a direita e daisegue que Az, (e) = Ax, (€), 0
que prova o lema.

Lema 3.4 Se Ay, (¢) for um subgrupo de Lie de G entdo Ag, (e) coincide
com S.
dem.: Seja K a élgebra de Lie de Az, (e). Entdo como conseqiiéncia do

lema 3.3 temos K C L(U).
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Seja, agora,um v € U e consideremos o controle constante u(t) = v.Seja
7 a trajetéria de L associada a u que no instante inicial passa por e. Na
verdade,como neste caso a equagao de evolugao fica:

&= dR(z).(v)

a trajetéria é dada pela exponencxa.l "u(t) = ezp(tv) e ezp(tv) € Az, (e)
para todo ¢ € R j& que Ax, é subgrupo. Mas entdo 4,(0) = v estd em
K donde concluimos que U C K e portanto L(U) C K o que implica
L(U) = K. Como S e Ax(e) sio conexos entdo S = Axy,(e) terminando
a demonstracao do nosso lema.

Os lemas acima indicam que a questao de controlabilidade estd rela-
cionada com o fato de descobrir quando que Ay, (e) . é um subgrupo e
especialmente quando que Ax,(e) =G.

Note que, como conseqiiéncia dos lemas acima temos o resultado:

Lema 3.5 Se Ax, (e) for um subgrupo de Lie e se L(U) = L(G) entdo Lq
¢ completamente controlavel.

Passaremos a seguir ao estudo de como exprimir as trajetérias de um
sistema de controle invariante a direita através de uma integral multiplica-
tiva. O que nos dard, de passagem, a garantia da existéncia de trajeté
rias Unicas definidas em todo dominio de defini¢ao de um controle ad-
missivel. O objetivo serd mostrar um principio de extremalidade , que
chamaremos de principio de Pontriaguin, utilizando a integral multiplica-
tiva.

O estudo da integral multiplicativa em grupos de Lie de dimensao finita
bem como as aplicagoes em teoria do controle estao feitos no trabalho de
San Martin [7). O que faremos a seuir serd um resumo deste trabalho,
informando as idéias e os teoremas relativos a integral multiplicativa que
usarel no préximo capitulo.
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§4 Integrais multiplicativas: Antes de iniciarmos com as integrais
multiplicativas vamos fixar nosso sistema de controle como aquele cuja
equagao de evolugdo é do tipo (3.3) e I': [0,00] — P(L(Q)).

Seja G um grupo de Lie de dimensdo finita e conexo e L(G) = T.G
sua 4lgebra de Lie. Seja u: [a,8] — L(G) uma fungéo mensurdvel segundo
Lebesgue. Definiremos uma aplicacao II que a cada fungado u da forma
acima associard um um elemento de G e que serd denotado por ITu(t)dt.

Para construirmos esta integral para toda u Lebesgue integravel,supo-
remos inicialmente que u seja constante por partes e que P = {lo,...,tn}
seja uma partigdo do intervalo [a, b tal que

ul (ti— 1 sti] - u'.

de modo que cada u; seja um vetor constante de L(G). Neste caso temos
Definigdo: Se u:[a,b) — L(G) for uma fungéo constante por partes nas
condigdes acima entdo a integral multiplicativa (3 direita) de u ser4 definida
por

b n
u(r)dr = || ezp([t; — ti-1]us) (4.1)
=0er=]1
onde
ezp([t: — ti-1]us) = exp([tn — tn—1]un)... exp([ts — to]u1)
1=1
Notemos que:

e A ordem de como é feita a multiplicagdo é importante pois os ele-
mentos do grupo podem nao comutar .
e Nao importa a escolha da particao, pois se

ul[‘i-hti] — ul[t",tH,l] = U

entao

ezp([tiz — ts]u.).ezp([ts — ti-1]us) = ezp([tigs — tim1u)
Assim se u: [a,b] — L(G) for uma fungéo constante teremos

b
H u(r)dr = ezp([b — a]u).

14



A definicao da integral multiplicativa para o caso geral em que u for
Lebesgue integrivel estd baseado no seguinte teorema que nao demon-
straremos.

Teorema 4.1 Seja u:[a,b] — L(G) integrdvel segundo Lebesgue, e seJa
C o conjunto de todas as seqiiéncias uj:[a,b] — L(G) tal que uj seja
constante por partes e tal que ||ug — u|[; — O entdo teremos:
( a) € ndo € vazio.
( b)A seqiiéncia gx = H ug(r)dr converge para foda seqii€ncia {ur}ren
e o limite nao depende da seqiiéncia de C escolhida.
Entio definimos [[° u(r)dr = limj oo I1: ui(r)dr onde {us}ren € C.
Enumeremos algumas propriedades da integral multiplicativa que sio
conseqiiéncias diretas da definigao:
Propriedade 1- Se u: [a,b] — L(G) for Lebesgue integrével e se para todo
t1,t2 € |a,b] tivermos que o colchete de Lie de u(t;) e u(t2) se anula entéo

b
Hu 7)dr = exp [ u(r)dr). (4.2)

Propriedade 2- Para toda u:[a,b] — L(G) Lebesgue integrivel e para
¢ € |a, b] temos

H f)d‘r—(Hu (r)dr) H u(r)dr) (4.3)

Propriedade 3- Seja H um outro grupo de Lie, e seja :G — H um ho-
momorfismo de grupos de Lie. Entao temos a relagao com as exponenciais:
Y(ezpc(u(t))) = ezpr(dve(u(t))) o que acarreta a propriedade seguinte

b

b
7(H u(r)dr) = H dve(ur)dr. (4.4)

¢ H

Uma fungdo ¢:[e,b] — G serd dita absolutamente cont{nua se for
absolutamente continua em cada sistema de coordenadas.

O préximo teorema é o teorema fundamental do célculo para as in-
tegrais multiplicativas, é também o teorema que vai permitir exprimir as
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trajetérias de nossos sistemas de controles invariantes a direita por uma
férmula bem comoda.

Teorema 4.2 Seja u:[e,b] — L{G) uma fungdo Lebesgue integrivel e
tomemos ¢: (a,b] — G definida por

g(t) = ﬁ u(r)dr (4.5)

entdo g(f) serd absolutamente continua e ainda

g(t) = dR(g(t))e(u(t))- (4.6)
glgm disso se ¢:[a,b] — G for uma fungio absolutamente continua e
u(t) = dR(g(t)™")g((4(2)) € L(C) (4.7)
teremos
g(t) = ([ u(r)dr)g(a) (4.8)
| dem.:

a ) Se u{t) = wuo for constante entdo a primeira parte ¢ trivial pois
[1% v(r)dr = ezp([t — a]uo) de onde temos que

§(t) = dR(ezp([t — aJuo)e(uo).

b ) Quando u(t) for constante por partes, também é fécil pois supondo
que no intervalo [to,t] u seja constante igual a u, entdo

i to
glt) = (H u(r)dr)(]] s(r)dr)

= cap(t - tlu) [t
= Eig(to)eaplt tlo)
16



e portanto

§(t) = dR(g(to)) exp((s~to]uo © AR(ezp([t — to]uo))e(uo)
= dR{g(t))(x(t))

isto mostra a primeira parte do teorema para o caso em que u(t) e
constante por partes.
¢ ) Para o caso geral, tomamos uma seqiiéncia {u; } tal que ||ug—ull; — 0
e definimos g (t) = []; u&(r)dr entdo temos que g converge uniforme-
mente para g (ver [:5
Seja (¢,U) um sistema de coordenadas locais em G tal que g (t) € U
para ¢ percorrendo um subintervalo de [a,b].  definimos agora
hi(t) = (¢ o g&)(t) entdo verifica-se que hj converge uniformemente para
h=¢og, e temos

g:t—(t) = dpg, (5 0 dR(gi(t))c (ur(t)) teJ

e portanto

hk(t) = hk(c) + lt d(¢ o R(gk(t))]e(uk(f)d‘r cel

passando ao limite k — co obtemos o resultado.
Para a segunda parte basta notar que definindo h = ¢ o g teremos h
absolutamente continua por defini¢éo e

h{t) = ddy(0) 4 (¢))
= d(¢ o Rlg(t))(=(2)

e como a aplicagio ¢ — d(¢ o R(g(t))) e continua e h(t) integrével, entio
u(t) serd integravel.
 Agora definindo g.(t) = g(t)~* []. u(r)dr temos que:
3u(t) = dL(g(t) ) (A(E)) + dRBW) s G (49)
chamando h(t) = ] u(r)dr.
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Sabemos pela primeira parte que (de (4.6):
b(t) = dR(E).ul1) (.10

por outro lado temos ¢(t)g(t)~! = e entdo
dL(g(#))g(e)-+ (§(8) ") = —dR{g(t) ") (2 (9(¢)

g = L) o dR) e ()

ou ainda, levando em considerago (4.7) temos:

§(t)™" = —dL{g(t)")e(u(t) (4.11)
substituindo (4.10) e (4.11) em (4.9) obtemos

gs(8) = dL(9(t) ™" )age) (AR (A(2))e (u(£))) — dR(R(E) o)+ (dL(a () ~")e(u()))

de onde concluimos que §,(t) = 0 quase sempre, e portanto

¢

()7 T wlr)dr = (o)

a

de onde segue a férmula (4.8) terminando também a demonstragio do teo-
rema.

Este teorema serd importante para o nosso trabalho, pois através das
relagoes (4.5) e (4.6) vemos que pela integral multiplicativa podemos es-
crever a solugdo da equagdo diferencial (3.3) do pardgrafo anterior , mos-
trando ainda que se o controle admissivel u : [a,5] — U estd definido em
um intervalo [a,b] entdo as solugdes de (3.3) também estardo definidas no
intervalo inteiro.

As trajetérias do sistema de controle (3.3) terdo portanto a forma

m(t) = (J] v(r)dr)g

sendo que esta trajetéria satisfas -y, (a) =g € G.
18



Usando algumas propriedades de continuidade e diferenciabilidade da
aplicagao I17: £?([a, ], L(G)) — G (ver [7]), pode-se mostrar algumas pro-
priedades geométricas e topoldgicas dos conjuntos de acessibilidade.

Notemos que com a notagao da integral multiplicativa podemos es-
crever

Az (T,e) = {1;[ u(r)dr| we})

Asq(e) = {];[ u(r)dr| uveete(0,00)}

Apenas para ilustrar os tipos de propriedades que podemos mostrar,e-
nunciaremos, novamente sem a demonstragao que requer varios detalhes
técnicos,um teorema ([7]) seguinte:

Teorema 4.3 Seja I': [0,00) — P(L(G)) tal que cada I'(t) seja compacto
e convexo e tal que I' seja continua na métrica de Haussdorff sbbre os
compactos de L(G), entdo Az (T,e) serd compacto em G, para cada T €
0, 00).
| ()) teorema acima sera particularmente Gtil para nds, pois com as mes-
mas hipdteses do teorema poderemos garantir a existéncia de um controle
de tempo 6timo.

Para precisar, consideremos o problema de atingir um ponto ¢ € G
a partir de e por uma trajetéria de L¢ no menor tempo possivel. Para
resolver este problema consideremos o conjunto:

S, ={t€0,00)| g€ Az, (t )}

Em primeiro lugar nao é garantido que este conjunto seja diferente do vazio,
mas uma garantia para isto é que o sistema seja completamente controldvel
ou controldvel a partir de e (sdo equivalentes no caso).De qualquer forma
uma vesz verificado que S; nao é vagio precisaremos das hipéteses do teorema
anterior para garantir a existéncia de um controle 6timo. Ou seja:

Teorema 4.4 Nas mesmas hipéteses do teorema (4.3). Se S, nio for vazio
e t, = inf S; entdo t, € S,.(isto € ¢, e tal que g € Ay, (t.,e) eset < ¢,
entdo g ¢ A, (¢ ¢)).
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dem.: Seja ty uma seqiiéncia de elementos em S, tal que ty — ¢, e con-
sideremos uy € 0 tal que g = [[¢¥ un/(r)dr.

Como para todo N natural t, < ¢y entdo podemos considerar os con-
troles admissiveis uy = un|jo¢,}. Do fato de I'(f) ser compacto e convexo
o conjunto dos u € {) tal que u: [0,¢,] — L(G), é fracamente compacto em
£*([0,t,], L(G)) . Portanto existe u*:[0,,] — L(G) controle admissfvel
tal que uy converge fracamente para u*. Entéo usando uma propriedade
de continuidade de II temos que [[g u} (r)dr converge para [[5 u*(r)dr.

Mas agora

]j un(7)dr = [NI un(7)dr I:I uiy(7)dr

passando ao limite e da continuidade da multiplicacdo em G obtemos
g= Hf) u*(7)dr portanto t. € S; que era o que se queria demonstrar.
Portanto a hipdtese acima é uma condicao suficiente para a existéncia
de controle 6timo em sistemas invariantes a direita.
Faremos ainda neste capftulo mais duas observagoes gerais a respeito
dos grupos de Lie e de seus fibrados tangente e cotangente, e uma maneira
de relacionar o fibrado tangente com a variedade simplética T*G.



§6 A estrutura de grupo de Lie em TG: Para utilizarmos poste-
riormente, a integral multiplicativa no fibrado tangente, estudaremos um
pouco da estrutura de grupo de Lie em TG. Esta estrutura de grupo serd
introduzida naturalmente através da multiplicagao em G.

Denotemos por m:G x G — G a multiplicagdo em G e por
ms: TG X TG — TG a aplicagao induzida nos fibrado tangente.

Denotemos por m: TG — G a projecao do fibrado, se vy € TG isto
significa que (v;) = b.

Lema 5.1 Se v, € TG e vy € TG entao teremos:

Mo (0.3) (Ve 08) = AR(b)o(va) + dL{a)s(v3) € 7 (m(e,0)  (5.1)

dem.: Seja (¢,U) uma carta em torno de a, (3,V) uma carta em torno de
b e (§,W) uma carta em torno de m(a,b) e consideremos a fungéo:

h=0omo(¢ ¢~ UXV — W

entao

dh(ﬁ,ﬁ) (Vl’ V2) = 8hz(V1) + ahy(v2)

onde

i=¢(a) 9=9(0)
3ha(V3) = dh(, 5)a(V2)
Bhy(V2) = dh(i, Js(V2)

Para mostrar o resultado agora basta ver que:
a ) R(b):G — G quando escrita nas cartas acima fica A(., ).
b ) L(e):G — G quando escrita nas mesmas cartas fica h(u, D).
De onde segue o resultado desejado, notando que V; = d¢,(v,) e
Va = dips(vs).
Este lema permite mostrar que m, deﬁne uma estrutura de grupo em
TG.(Na verdade grupo de Lie pois m, e ana.lltlca)
De fato, seja ®:G — TG a seccao nula do fibrado tangente, e colo-
quemos 0, = ®(¢). Entdo 0, serd o elemento neutro de m., ou seja, serd a
identidade do grupo (TG, m,). Isto decorre imediatamente de (5.1).
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Dado um v; € TG entéo o inverso de v, serd denotado por v; ' e vale:

v, = d(R(b™") o L(67))s(-vs) (5-2)

e a verificacdo é imediata bastando colocar (5.2) na férmula (5.1) substi-
tuindo v, por vy .

Portanto (TM,m,) € um grupo de Lie.
Obs. 1: Outra consequéncia trivial do lema 5.1 é que a projegao 7 €, na
verdade, um homomorfismo de grupos de Lie.
Obs. 2 Seja a:R — G e f:R — G duas curvas diferencidveis, e consi-

deremos a curva:
§(t) = m(af(t), A(t))
entao derivando obtemos
8(t) = mu(a(e) sy (@lt), BE))
e portanto pelo lema 5.1 obtemos a formula
5(t) = dR(B(t))age(&(t)) + dL(e(t))p(r) (B(E) (5.3)

férmula que j4 tivemos a necessidade de utilizar (veja (4.9)).
Vamos considerar agora a representacao adjunta do grupo G

Ady: L(G) — L(G)

dada por
Ady(v) = dR(g™"), o dL(g)e(v)

esta representacio define uma acao a direita do grupo G no espago vetorial
. E consideremos o grupo de Lie L(G) X 44 G produto semi-direto de
L G’ (como grupo abeliano) por G através da acao Ad.
A lei de grupo definida em L(G) X 44 G € a seguinte:

(u,9).(v,h) = (v + Ady(v), gh)

E ficil verificar que o elemento neutro deste grupo é (0,¢) e que se
(u,9) € L(G) X 44 G entdo

(v,9)" = (—Ady-1(u),977).
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Para detalhes do produto semi-direto ver [6).

Lema 5.2 (TG, m.) é isomorfo a L(G) X 44 G.
dem.: Consideremos a aplicagao:

8:TG — L(G) x4a G

dada por

8(v,) = (dR(g™")q(vy),9) (5.4)
e facil ver que © é diferencidvel pois ® = (dRosox)otdx Tonde R € a
translagdo & direita, © a projecdo, ¢ a inversio em G e 4d a identidade em
TG.

Também & facil ver que © ¢ inversivel e que sua inversa é dada por

87'((,9)) = dR(g)(v) (5.5)

Resta apenas mostrar que ® é um homomorfismo de grupos.
De fato:

8(vywh) = 8(m.(vg, wn))
= 6(dR(h)y(vy) + dL(g)1(ws)) de (5.1)
(dR(lgh] en(@R(h)q(vg) +dL(g)n(wn)), gh)
= (dR(97")4(v) + dR(g™"); 0 dL(g)e 0 dR(h™")n(wn), gh)
= 6(v,).6(ws)

e esta terminada a demontragao.

Vamos agora demonstrar uma propriedade relativa aos levantamentos
tangentes de campos de vetores em G.

Seja X um campo de vetores sdbre G e X seu levantamento ao fibrado
tangente, TG, entao teremos a igualdade:

roX=Xonx (5.6)
cuja demonstracao é andloga dquela feita da propriedade 1 do pardgrafo 2

Lema 5.8 Se X for um campo invariante & direita em G, entdo X serd um
campo invariante a direita em 7'G.
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dem.: Seja a:R — G a solugao da equagdo diferencial § = X(g), com a

ccccc

Como X é invariante 3 direita o grupo a um parametro de difeomorfis-
mos associado a X € :

¢t = L(e(t)):G — G
Assim pela definigao do levantamento dada, o grupo a um parametro asso-

ciado & X é
(¢:)s = dL{c(t)): TG — TG

portanto a solugio de §§ = X(y) que no instante ¢ = 0 passa por 0, identi-
dade de TG, é :

() = 91 (0) = dL(a(t)).(0) = &(a(t))

onde ® é asecgdo nulade TG.
Desta forma a solugéo de § = X(y) com a condigdo de passar por v no
instante inicial £ = 0 pode-se escrever como

20(t) =m0t )
= dL(a({)eml) 51)

(basta usar novamente a férmula (5.1)).
Definindo:

~

L(v,) = m.(v,,.)
(t) = L(v(t)) (v) (5.8)

Ao(t) = dR(0) 40 (1) (S0 (t))
= dR(0) o (0 (K (10(1))) (5.9)

Yolt) = X (7 (2))
em particular quando ¢ = 0 obtemos

X(v) = dR(v)o,(X(0.)) (5.10)

podemos escrever:

e portanto

e por outro lado
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o que acaba de demonstrar o nosso lema.
Obs.: Notemos que se X um campo de vetores em TG e se X for o levanta-
mento de algum campo X de G e se X for invariante & direita entio X deve
ser invariante a direita.

De fato, se X for invariante & direita entio vale a igualdade (5.10) com
v € TG e seja J: R — T'G a trajetéria de X tal que 75(0} = 0, entdo
temos também vélida a relagdo (5.8), ou seja, 0 grupo & um parimetros
associado a X é L(go( )).

Agora como X € o levantamento de X, deve estar satisfeita a pro-
priedade 3

o X=Xonx

de onde concluimos que, se ¢; for o grupo a um parametro associado a X,
entao 3

7o L(v(t)) =¢eon
Agora, pelo fato de 7 ser um homomorfismo de grupo temos imediatamente

ro Lno(t) (v) = Llalt)) o (s) = ¢e(v

onde a(t) = (70 (t)) serd a trajetéria de X tal que a(0) =e.
Assim concluimos que ¢; = L{a(t)) o que acarreta que o campo X
também é invariante a direita. )
Assim se ¥ for um sistema de controle invariante a direita entao ¥
também sera invariante a direita.
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Capitulo 2
O principio do maximo de Pontriaguin

§6 Definicoes bésicas: Vamos, neste paragrafo, dar as definigoes bési-
cas do problema a ser tratado neste ca.pltulo O problema é essencialmente
o seguinte: quando que um ponto g € G estd na fronteira do conjunto de
acessibilidade Ax(T,¢), de um sistema de controle invariante & direita ?

A resposta desta questao nao pode ser dada completamente, uma ves
que o teorema que demonstraremos d4 apenas uma condi¢ao necessiria para
um ponto estar na fronteira, mas esta condigdo nem sempre é suficiente.

O sistema de controle aqui tratado serd um sistema mva.nante a direita
Z(G,%,U,0) onde U C L(G) e a classe dos controles admissiveis sio fungbes
mensuraveis

wl[0,T]| —U

onde T serd um ndmero real positivo.
Neste caso a equagao de evolugao do sistema serd, como j& vimos an-
teriormente.

(6.1) i = dR(z).(u(t))

E dado um controle admissivel u € {1 definida num intervalo 0,7}, teremos
a trajetdria de ¥ associada ao controle u e que passa pela identidade no
instante inicial, dada pela expressao

(62) - z{t) = I:Iu(‘r)df



portanto podemos escrever

(6.3) As(T,e) = {li[ u(r)dr | v €}

Notemos que por esta férmula é bem mais ficil concluir que
A(T,g) = A(T,e)g (cf. lema 3.1).

definigao: Duemos que uma trajetéria 4: [0,T] — G associada a um cont-
role admissivel do sistema I ser4 ezfrema se e somente se para todo t € [0, 7]

temos que
'7(t) € 6A(Ta e)

onde §A(T,e) denota a fronteira de A(T,e).
E facil mostrar o seguinte lema.

Lema 6.1 Se fy(t) for uma trajetéria de T e ~(t1) € 6A(t1,¢) para algum
t; € [0,T] entdo «(t) € 6A(t,¢) para todo t € [0,t].

Para a demonstra¢ao deste lema faremos algumas consideragoes sobre
sistemas de controle inverso de um sistema dado.
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§7 Sistemas inversos: Seja ® = {X, }yey uma familia de campos de
vetores numa variedade M. Entao colocaremos —@ = {— X, }uev
definigéo: Dado um sistema de controle T = (M, @, U, Q1) o sistema inverso

deste sistema sera:

1= (M,-8,U,0)

definiggo: Um sistema de controle serd dito simétrico quando £-! = ¥ isto
¢ —® =@,

No caso de um sistema de controle invariante a direita, dado um con-
trole admissivel u temos a equagao de evolugdo do sistema dada por (6 l)
Utilizando o mesmo controle a equagao de evolugao para o sistema X! serd

da forma:
= ~dR(z).(u(t)) = dR(z).(~u(t) (1.1

De onde concluimos que um sistema de controle invariante & direita é
simétrico se e somente se U = —U onde U C L(G).

Notemos agora que para um mesmo controle u:[0,7] — U teremos
uma trajetéria de ¥ que no instante ¢ = 0 passa por e v:[0,T] — G dada

por t
= 1;[ u(r)dr (7.2)

e também uma trajetéria de £~ passando por e no instante ¢ = 0 e deno-
tada por 4*:[0,T] — G, que em vista de (7.1) também pode ser escrita

= 12[ —u(r)dr (7.3)

se multiplicarmos as duas relagdes (7.2) e (7.3) iremos obter

Y (th(t) = I:;I —u(r)dr I:I u(r)dr (7.4)

Agora € uma consegiiéncia direta da definigao da integral multiplicativa que
o segundo membro da igualdade ¢ a identidade do grupo G. ( Basta tomar
uma sequéncia 4, de fungdes constantes por partes que convirja para u e
aplicar a definicao da integral multiplicativa.)

Portanto 4*(t)}y(t) = e . Assim demonstramos o seguinte lema:
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Lema 7.1 Se g € Ax(t,e) entdo g~ € Ag-1(t,e).
Como conseqiéncia disto temos o seguinte:
Se y € Ax(T - to,z) entdo

y € Ax(T - to, )z

ou
yz~ ! € Ag(T - to,¢)

de onde concluimos pelo lema acima
zy~! € Ag-1 (T - to,€)

ou
T € Ay-1 (T = By y).

Com estas observagoes demonstraremos o lema 6.1 enunciado no paragrafo
anterior.
Demontragao do lema 6.1:

Suponhamos, por absurdo, que exista um to € [0, ;] tal que (to) seja
interior a Ax(fo, €). |

E fécil ver que y(t;) € Ag(t: — to,¥(to)). Portanto pela observagio
anterior temos que

Alto) € Ag-1 (t1 — toy1(11))

Devido & dependéncia continua das condigdes iniciais das solucdes de (7.1),
dada uma vizinhanga aberta V de 4(to) existe uma vizinhanca W de 7(t;
tal que W serd levado em V pela fluxo de (7.1).

Podemos, pela hipdtese feita, tomar V C Ag(to,e). Portanto dado um
ponto w € W existe um v € V tal que v € Ap-1(t; — to,w) e pela mesma
observagao anterior temos que

w e Ag(tl - io,v)

e como v € As(to,e) vem que w € Ag(ty,¢) ou seja W C Ax(ts,e) o que é
absurdo pois (t;) estd na fronteira. E isto demonstra o lema.

Obviamente, de forma, dual isto também demonstra que se (t;) for
um ponto inferior ao conjunto de acessibilidade em tempo ¢, € [0,T]|. Entao
~(t) seré interior para todo ¢ maior que ¢;.
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§8 Trajetérias de momento maximo:Consideremos o sistema de
controle invariante a direita como no parigrafo 6, e seja 3 o seu levanta-
mento hamiltoniano.

Tomemos ainda em T*G a estrutura simplética canonica determinada
pela forma nao degenerada dA onde X aqui é a forma de Liouville em T*G.
Esta forma em T*G permite construir uma aplicagao que a cada campo de
vetores X de G associa uma fungao

Mx:T*G— R

definida por
Mx(w) =< A(w),X(w) >=12A (8.1)

ou levando em consideragio a definigio da forma de Liouville, podemos
escrever

Mx (w) =< w, X >p() (8.2)

p a projegao do fibrado cotangente.

Definigdao: A funcao My serd chamada de momento de X.

Observagdo: Se definirmos o colchete de Poisson de duas fungoes definidas
em T*G como {f,g} = dA(Xy, X,) onde X; e X, sio campos hamiltonianos
associados a f e g. Entao teremos M(x,y)(w) = {Mx, My }(w).

Seja 7:{0,7] — G uma trajetéria do sistema ¥ associada a um con-
trole admissivel v. Entio dado um ponto & € p~!(y(t)) para algum
t € [0, T), existe uma tnica trajetéria 4: [0,T) — T*G do sistema ¥ asso-
ciada ao controle v e tal que 4(t) = &.

Definigdo: 4(t) seré chamada de levantamento hamiltoniano de ~(t) em &.

Devido as propriedades dos levantamentos hamiltonianos notamos que
se 4 for uma trajetéria de £ associada a um controle u, entao po 4(t) serd
uma trajetéria de L associada a u.

De fato,
__dp ;?(t) = Pt'?(t)
=P«0 u(t)ﬁ(t”
= Xy(z)(po (1))
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Defini¢do : Uma trajetéria 4(t) de £ para um controle admissivel u € 1
¢ dito de hamslionsano mdzimo se para todo v € U tivermos

Mx o (3(2)) 2 Mx, (4(2))

e 4(t) for ndo trivial.
No nosso caso a condigao da definigio serd

Miros(t))e(u()) A(t)) > Margpoa(s)).(v) (A () (8.3)

que também pode ser escrita, lembrando a férmula (8.2) como

<4(0), dR(poA()e(u(t) >2< A1), dB(poAW)(e) > (84

para todo v € U.
Definigao: Uma trajetéria 4 de T associada a um controle u serd de mo-
mento mdzimo se e somente se existir um levantamento hamiltoniano de
~ que seja de hamiltoniano méximo.

Isto termina a parte de defini¢oes bésicas para o princfpio do méximo,
mas antes de enuncid-lo vamos demonstrar um lema que nos d4 uma forma
de construir levantamentos hamiltonianos de trajetérias de I.
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§9 O levantamento hamiltoniano de uma trajetéria:
Lema 9.1 Fixado um € 1 e w € p~!(e), entdo existe uma dnica trajetéria
4:[0,T] — T*G do sistema de controle $ associada a0 controle u e tal que
4(0) = w. Além disso 4 e dada pela férmula:

'?(t)=(L(]z[u(f)df))“‘(w) (0.1

onde L(z):G — G € a translagio a esquerda do grupo G.
dem.: Vamos demonstrar que a curva 4(t) dada pela férmula (9.1) é real-
mente uma trajetéria de £ uma vez escolhido o controle u. A unicidade
decorre dos teoremas cléssicos de equgoes diferenciais.

Dividiremos a demonstragao em trés etapas, partindo da forma mais
simples do controle u para as formas mais complicadas, até o caso geral.
Em todos os casos vamos provar que :

D) — X (00 (02

para quase todo ¢; € [0,T] e onde X,,( representa o levantamento hamil-
toniano do campo de vetorm dR(z &))
CASO 1: Se u(t) = v constante.

Lembremos para este caso que a solugao que passa por e no instante ¢ =
0 do campo de vetores invariante a direita, dR(z).(v) pode ser expressa pela
exponencial, ezp(tv) , e portanto o grupo a um parametro de difeomorfismos
associado ¢é

¢¢ = L(ezp(iv)(.):G — G.

Assim ¢:* "1, que é o grupo a um pardmetro do grupo levantado em T*G
escreve-se COmMO

= (L(ezp(tv)))*:T°G — T*G (9.3)
e a solugao que no instante inicial passa por w fica

7' (¢) = (L{eap(tv)))*~ (w) (94)
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Mas quando u(t) = v for constante entdo a integral multiplicativa de u fica

pela definigao:
t

IJ u(r)dr = ezp(tv) (9.5)

substituindo na férmula (9.1) e comparando com a (9.4) obtemos 4*(t) =
4(t) o que demonstra o resultado para o primeiro caso.
CASO 2: se u(t) for constante por pedagos.

Neste caso fazemos:

’

vy sel<i<ty

Vg set1§t<t2
uft) = {.

U selp 1 <t<t, =T

\

Vamos tomar um f € (tg—3,¢;) com 1 < k < n. Entdo para ¢t numa
vizinhanga de f teremos pela definigao da integral multiplicativa que:

i

l;[ uv('r)dr = ezp([t — te-1]vi) ... ezp(t1v1) (9.6)
Assim t thot
Alt) = (L(tH u(r)dr IOI u(r)dr)* ™ (w)

usando uma propriedade da integral multiplicativa.
Fatorando as translagoes a esquerda obtemos

3(8) = (Leap((t — tu-tJor)" o) 1)
onde ezp([t — tp_1]ve) = [[3,_, v(r)dr e

tx-1
o= W] e

ou ainda
A(t) = (L(ezp(tve))* " (we) (9.8)
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com wy = (L{ezp(—tk-1vk))* " (w1).
Neste caso aA(t)
di lt—f— "k( (i))

e nestas condigdes X,, = X,(7. Como o nosso ¢ pode ser tomado generica-
mente com exec¢ao de um nimero finito de pontos em [0, T}, terminamos o
caso 2.
CASO 3: u(t) é uma fungao mensurdvel genérica.

Este é o caso geral, e ai sabemos pela construgao da integral multiplica-
tiva que existe uma seqiéncia u,, de £1([0, T}, L(G)) tal que u,, e constante
por partes para todo n e tal que |[u, — u[; — 0 e neste caso temos

i

lim | un(r)dr ﬂ u(r
0

n—00

Consideremos a aplicagio:
v,:G — TG (9.9)

que ¢é definida por
Vu() = (L(9)) " () (9.10)

Notemos que ¥, ¢ diferencidvel.
Consideremos agora as curvas :

Enlt) = Ty (IZI n(r)dr)

=¥, (1;[ u(r)dr)

como ¥, é continua temos £,(t) — £(2).

Agora

t
dE;t(t) — q;w(dR(I;I ta(r)dr)e(un(f)))
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0 e (AR ) )
passando ao limite teremos

én(f) - f({)

mas

e pelo caso 2 temos

€all) = X, (5 (3 (6)

X (In(0) — df’,ﬁf’

portanto

e por outro lado
X @ (t)) — Xup (7))

o que demonstra o caso 3 e termina o lema 9.1.
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§’10 O principio do méximo: Vamos neste pardgrafo demonstrar o
principio de Pontna,gum para os sistemas da forma (6.1). O enunciado orig-
inal deste principio d4 uma condi¢io necesséria para que uma determinada
trajetéria de um sistema de controle seja 6tima, no sentido de minimizar
um funcional de custo dado ([5]). Este mesmo principio hgeu'amente reela-
borado pode ser interpretado como uma condigéo necessaria para que uma
trajetéria seja extrema, no sentido definido no pardgrafo 6; ou pode ser
visto também como uma condi¢ao suficiente para um determinado ponto
estar no interior do conjunto de acessibilidade em tempo T.

Observagdo: Se tivermos uma trajetéria, 4:(0,T] — G de um sistema de
controle, se provarmos que 4(T) est4 na fronteira do conjunto de acessibil-
idade A(T, ) entdo ) serd extrema pelo lema 6.1.

A idéa do pnnc1p10 é a seguinte: se z € A(Te) for um ponto de G,
entao construiremos um cone no espago tangente 7.G que , em deterrm
nado sentido , aproxima o conjunto de acessibilidade A(T, c). Se este cone
fortodo o espago T, G entao o ponto x serd um ponto interior ao conjunto de
acessibilidade. Por isso para que x esteja na fronteira este cone ndo poderd
ser o espago tangente inteiro.

Teorema 10.1 Se :[0,T] — G for uma trajetéria extrema do sistema
de controle (6.1) associada ao controle u* € ) entdo « serd de momento
maximo.
dem.: Na primeira parte construiremos um cone no espago tangente TG,
a partir de perturbagoes no controle u*.

Comecemos lembrando que no caso dos sistemas invariantes a direita
a trajetéria 4:[0,T] — G que passa pela identidade no instante t = 0

pode-se escrever como
t
= H w*(r)dr (10.1)

Vamos definir o que é uma perturba.gao do controle u*.

Seja u; um controle admissivel, ¢; um ponto interior de 0,71, €,A
nimeros reais pomtxvos tais que t; — Ae > 0, entao definimos o controle
perturbado de u* pela perturbagao m(u;, 15, A c) como o controle admissivel

(1) se0<7<t— e
UrtuaaelT) =3 wilr) seti-de<r <ty (10.2)
w(r) sef; <7<T.
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Yp(uy b)) ¢ controle admissivel porque é concatenacao de controles ad-
missiveis.
Portanto a trajetoria que passa pela identidade no instante ¢ = 0 do sis-

tema de controle (6.1) associada ao controle (10.2) pode-se escrever, usando
novamente a integral multiplicativa, como:

t
Vx(ug,t1,),¢) (t) = H u:’(ul i1 .t\,e)(r)df (103)
0

Em particular Yr(u, ¢,,1,)(T) € A(T,¢). E usando as propriedades da inte-
gral multiplicativa obtemos

T 1

t1—Ae
Vr(usts.06) (1) =Hu*(f)dr 11 w1 (7)dr H w*(r)dr (10.4)

t 0

Esta relagio torna evidente como a solugdo (10.3) depende de ¢, e per-
mitindo ¢ variar no intervalo (0, %) definimos a fungio

tl tl —Ae

f«(ul,tl,x,e)(f)#I:Iu*(f)df 11 uy(7)dr 1;1 w*(r)dr (10.5)

notemos que pela propria definigao e pelas observagoes anteriores temos que
Ex(ur,t1,),)(€) € A(T,¢) para todo € no intervalo de definigio. Definindo,
assim, uma curva em A(7\e).

Além disso Ex(u, ,2,)(0) = [[o v* (r)dr = 7(T). Assim o vetor

. d T U1,81,A,.
Uriar ) = him ( x( 4 )(e))

e—0t

serd um vetor tangente que pertence a T, 7G.

A seguir vamos calcular de forma explicita o vetor vy (y, ¢, ,1,),derivando
a férmula (10.5) no instante ¢ = 0. Para tanto escrevamos inicialmente

E’(“l’tl !Ay') (f) = a.b(f)
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b()=t11eu1 7)dr H |

entao

Bnluy 1 2, db
x(utxkfx ) |€=0= dL(a)b(o)(a |€=0)

como b(0) = []¢ u*(r)dr o termo a direita da igualdade acima pode-se
escrever como:

dL(];[ dT '1(‘1 de IG—U) U (u1,t1,2,) (10’6)

Note, pela férmula acima, que Va(ui,ti,),) € 8 translacao de um vetor de

T,,(tl)G por uma trajetéria de ¥ associada ao controle u*. Para notar
isto,basta demonstrar de forma absolutamente anloga ao lema 9.1 o seguin-
te lema

Lema 9.1a: Seja v um controle admissivel do sistema (6.1) entio dado um
ponto v € 7~ 1(e), a trajetéria de £ associado a u e que no instante ¢ = 0
passa por v e dada pela férmula

i

4(t) = dL(l;I u(r)dr).(v) (10.7)

Voltemos agora & nossa férmula (10.6). Resta-nos calcular $ |.o.
Outra vez fazemos b(e) = ¢(¢)d(e) onde:

15}

c(e) = t llcul(r)dr

d(e) = I:[u*(r)d‘r
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Usando a férmula (5.3) e apds alguns calculos usando a regra da cadeia
iremos obter:

D |oco= dR(1{t))eDhuaftr)) - MROVE)(o () (108

Combinando com (10.6) obtemos

T

V(o tr3) = AMAL(] ] 0 (7)dr)a(er) (dR(v(E1))e(ua(t1) - w* (1)) (20.9)

t)

Chamaremos (10.9) de vetor de perturbagdo elementar associado & per-
turbagdo m(u1,t1,),¢€).

Observagao 1: O vetor de perturbagao nao vai depender de e.

Observagio 2: Pela férmula (10.9) é ficil ver que

Ur(u1,t1,3) = AVs(uy,t,1) (10.10)

ou seja se v for um vetor de perturbagao elementar entao Av também é um
vetor de perturbacao elementar para A positivo.

Observagio $: Se os controles admissiveis %; e «* coincidem num ponto ¢
entao Un(uy i) = 0.

Estamos prontos para definir o cone de Pontriaguin. Denotemos por
K; = |JVs(u;,1,2), @ reunido de todos os vetores de perturbagoes ele-
mentares. Pela observacao 2 anterior K serd um cone.

Definigao: O fecho convexo do cone K; chamaremos de cone de Pontriaguin
no ponto 4(T') em relagao & trajetéria 7.

Mostraremos a seguir que esta defini¢ao é uma boa definicdo no sen-
tido que, o cone de Pontriaguin, K,,, assim definido contém vetores de per-
turbagoes nao elementar&e, o que € fundamental para entendermos K, como
um cone que aproxima A(T,e) no ponto 4(T').

Exphca,ndo melhor, podemos definir uma perturbagao nao elementa.r
de u* através de uma seqiiéncia finita u;...u, de controles admlsswels,
€ > 0 e uma seqiiéncia finita de nimeros posmvos Al...xz2ety...t, com
0<t <...<t, <T satisfagendo ainda t; — Aje > ¢;_y

Definimos o novo controle

P ()_ "’i(T) set; — Aie<7 <Y
Ua(uiti D)7 = (r) caso contrério
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u* pode ser visualizado num gréfico.

° ’ . { . .
Obviamente ug,. ;. .y serd um controle admissivel e a trajetéria asso-

ciada a este controle que passa por pela identidade quando ¢ = 0 pode ser
escria como

]T) = || v’ (r)dr. 1 U (7)dT -+ uy (7)d7. w*(7)dr
v (T) H (7) "H“ (7) hll( (r)dr. ] w*(r)

- (10.12)
e analogamente ao que foi feito anteriormente podemos definir uma fungao
£°:10,e0) — A(T,¢) definida através da férmula (10.12) como:

¢'(e) =*(T)
com €p = inf{-ti—_f‘,‘;‘, ﬂ-}

A férmula acima define uma curva em A(T,e). Definiremos o vetor de
perturbacao nao elementar como
d¢®
Vieitihs) = go le=0 (10.13)
Vamos demonstrar que v° estd em K,. Na verdade, temos o seguinte lema:
Lema 10.2

n

8 —_
U (uistisdi) = E”’(“nti»'\i)'
s=1
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dem.: A demonstragao deste lema é simplesmente o cdlculo da derivada de
(10.13).

Faremos o computo apenas para o caso ¢ = 2 para darmos uma idéia
do processo de indugao.

Se
t2 t2—Az¢ t t1=Me
u*(7)dr H o(7)dr v*(r)dr 11 g (r)dr w*(r)dr
H t2—Age lt—i[ t1—Are 1;1
Entao

T
¢'(0) = dL(H u* (7)dr) (1) (€10)

onde ¢y (€) = g(€)f () com

g(e) = H ug(7)dr H w*(r)dr
¢ ty ti—Ase
fle)= E uy(7)dr H w*(r)dr

Assim
& (0) = dR(1 (0))y(0)(¢" 0)) + dL(o(0) 1) (7'(0)

mas f(0) = 4(t1) e 9(0) = []¢? u*(r)dr e & fAcil calcular f/(0). Com um
pequeno calculo isto da:

11(0) = MdR((t1))e(v1(81) - v (t1)

De onde fazendo as devidas substituigoes obtemos

T
£"(0) = dL(J] w*(r)dr)aa) 0 AR v (r3ar (00)) + Oaus i)

i3
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86 falta calcular ¢'(0). Para isto fa,zemos novamente g(e) = I(¢).h(e) com

He) =TT _x,c walr)dr e he) = Ty~ (r)dr.

Usando outra vez a relagao 5 3) e utilizando a regra da cadeia obte-

g'(0) = dR(h(0))y(0)(+'(0)) + dL((0)n() (#'(0))
[(0)=e eh(0)= ﬁu"(‘r)d‘r
além disso

F(0) = Aaua(ts) € dROY(t1)) 72 ue r)r (H'(0) = —A2dB({ta))e(u" (t2))

e substituindo convenientemente na férmula (10.9) obtemos o resultado para
i=2.
| Para o caso geral notemos que teremos outra vez

f" = dL( H“ 7)dr) 1(t..) n—-1(0))

onde ¢n—1(€) = g(e)f{e) e

ta"’AgC

fI tp(7)dr H w*(r)dr

t'—AnC tg_]

ta-1 t1—Ae

f(f) = H un_l('r)dr s H u‘(T)dT

tn—l-/\o-lf 0

e segue-se 0 mesmo caminho dado que agora pela hipétese de indugao co-

nhecemos f/(0). O que conclui a demonstragio do lema 10.2 e, de passagem,

mostra que os vetores de perturbagao nao elementares também estao em K,.
Veremos agora como o cone de Pontriaguin,K,, aproxima o conjunto

de acessibilidade A(T,e).
42



Vamos denotar por ¢ = 7(T), e tomemos (¢,U,) uma carta em torno
de q. Fixemos as seguintes notagoes:

~ G=4()

A(T,e) = ¢(A(T,e) N T,)

Ky (T) = dgy (K, (T))
£(¢) = #(¢(¢)).

/’ | Wk(ﬂ

onde Kp(T') representa o cone de Pontriaguin no ponto (7).
Notemos agora que K, = T,G se e somente se K, = Tyd(U), dado que

d$, ¢ um isomorfismo de espagos vetoriais.
Seja v € K, um vetor de perturbagao nao elementar. Entao como
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vimos anteriormente podemos escrever

n

b= E vf(uisti)/\i) (10'14)

=1
para u; € {l.

Vamos supor que u; # u; e t; # t; se ¢ # j. Neste caso o vetor v serd
obtido calculando-se a derivada da seguinte funcao no ponto zero:

T
§o(T,e) = H u®(r)dr
0
onde u* ¢ dado pela relagdo (10.11). o que nos leva a obter

do, (E:: (T’ 0)) = d¢, (”)
o que acarreta a seguinte igualdade

lim fv(Ta C) — 4

e—0t €

Il

b
°*,

2>
o

onde #; = MP(”*;”:’;‘;’ s)w'))'
Esta dltima férmula pode-se escrever

£, (T,e)=§+e Z Aid; + ofe)

=1

que chamaremos de formula fundamental das perturbagoes.

Esta formula mostra que para uma combinacao linear de vetores de
perturbagoes elementares com coeficientes positivos, fica definido um ponto
(§+ €Y Ai0;) que estd em A(T, e) exceto por um erro o(e), e que portanto
o cone K, serve como uma aproximagao local do conjunto A(T',e) no ponto
d. , ,

A demonstragéo de que se K, = Ty¢(U) entdo § é interior a A(Te)
segue de uma série de lemas topolégicos e pode ser encontrada em [ 5] (lema
2.2 do capitulo 4 pp 251).
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Portanto se K, = T,G teremos como conseqiiéncia que ¢ serd um ponto
interior de A(Te) o que contraria a nossa hipétese de extremalidade.
Concluimos que se (t) for extrema entio existe w € T;'G tal que

<w,v>>0 sev¢K,

<w,v ><0 sevek,
o que em particular acarreta, que para todo vetor de perturbagao elementar

< w,dL(f[«*(r)dr),,u,)(dR('x(tlne(ul(m ~w (1)) ><0
Desta forma temos

T
< @[ r)ir )" ARl ela 1) >

T

<< (@([ ¥ ()i v, dR(e el () >

basta agora notar que temos (dL([[;, u*(r)dr))*w um levantamento hamil-
toniano de ~(t), e isto segue do lema 9.1. E assim concluimos a demon-
stragao do teorema.

Note-se que pudemos enunciar o principio do maximo utilizando a es-
trutura simplética canonica de T*G e provamos a existéncia de uma tra-
jetéria ndo trivial de . satisfazendo uma certa propriedade de extremali-
dade.

Para transportarmos este teorema para o fibrado tangente TG pre-
cisaremos de uma estrutura simplética também em T'G o que motivou o

paragrafo seguinte.
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§ 11 Dualidade entre TGe T*G : Estudaremos a seguir uma forma
de relacionar os fibrados tangente e cotangente tranportando ao primeiro a
estrutura de variedade simplética. Colocando de outra forma procuraremos

uma aplicagao

S: TG — TG

que seja um isomorfismo de fibrados e além disso se dA for a forma simplética
candnica em T*G entao S*dA serd uma 2 forma fechada nao degenerada o
que torna S um isomorfismo simplético.

Para isto, vamos adicionar uma estrutura a mais em G escolhendo no
grupo uma métrica riemanniana invariante a esquerda,que denotaremos por
<,> e consideremos a aplicagao

D:TG — T*G
dada por
D(v) =< .,v > T"G.

Esta aplicagao é um homeomorfismo de fibrados pois obviamente pre-
serva as fibras e

D{v, +t4) =< 0 + g >=< 0, > 4+ < 115 >
Vejamos algumas propriedades desta aplicagao:

Lema 11.1 : Seja V:G — TG um campo de vetores invariante & direita
entao :

D,oVoD 1=V

(ou seja: este lema nos di uma relagao entre o levantamento tangente e o
levantamento hamiltoniano de um campo de vetores invariante & direita).

dem. Seja ¢::G — G o grupo a um parametro de V, pelo fato do campo
ser invariante & direita entao sabemos que

¢t = L{ezp tv)
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e como a métrica invariante é invariante i esquerda entao ¢; sao, na verdade,
isometrias. Donde :

< Pp U, P, v >=< U, v >

ou seja
< U, s, 0 >=< Pt U, U >
ou
(Do ¢1.(v))(w) = D(v) (¢t (u))
dai

Do i, (v) = ¢_1" 0 D(v)
derivando dos dois lados para ¢ = 0 obtemos:
 D.oV(e)=VoD()
donde concluimos:
D,oVoD 1=V

que demonstra o lema.
_ Deste resultado segue também que se 7:R — T'G ¢ uma trajetéria de
V tal que 4(0) = v entdo

DomR —T'G

seré uma trajetéria de V tal que D o 4(0) = D(v), ou seja a aplicagio D
leva trajetoérias de V em trajetérias de V' e vice-versa.
Definigao : Como D é um difeomorfismo podemos definir

A = D*X e (A forma de Liouville)
& = D*d)

Estas serao formas diferencidveis em TG e & serd fechada e nao de-
gene;ada dando a TG uma estrutura de variedade simplética. Com esta
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estrutura slmpletlca. D ¢, por construgao, um difeomorfismo simplético en-
tre (TG, @) e (TG,w).

Sejam novamente V:G — T'G campo de vetores em G, V seu levanta-
mento hamiltoniano em 7" G e V o levantamento em T'G e seja H a fun¢ao
hamiltoniana de V temos os seguintes lemas

Lema 11.2 : A funcao H=HoD:TG — R éuma m'oegra.l primeira do
campo V.
dem. Seja a(t) uma trajetéria de V entdo

H(aft)) = HoDoalt)
e como D o a(t) € uma trajetéria de ¥V pelo lema anterior, temos que
H(aft) = cte
j4 que H é uma integral primeira de V.

Lema 11.8 : Héa fun¢io hamiltoniana de V.
dem. Lembramos que

i50(w) = &(V,w) = D*w(V,w)

D*w(V,w) = w(D, VD1, D,w) = w(V,w)

mas

w(V,wl) = —dE(wl]
= —dH(D.w)
= —d(H o D){w)

Assim V é um campo hamiltoniano cuja hamiltoniana é H = i3,
Veremos que nossa transformagao D ¢, na verdade, a transformagao de
Legendre relativa a métrica <,>.

Seja T:TG — R uma fungao. Vamos comegar definindo o que seria
a derivada vertical de T
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Denotemos por To: T,G — R a restrigio de T & fibra 771(a). J4 que
Ts ¢ um espago vetorial entao dado um ponto v, € TG tal que 7(v,) = a
temos que

Taw‘, - dTa(”o)
¢ uma aplicacdo linear de T,G em R.
Assim a aplicagao dada por
FT(w) = dT,(w)(w)
estd bem definida e é chamada derivada fibrica de T.
Se T(v) = 3 < v,v > entdo temos a igualdade
FT(v,) = D(v,).
De fato, temos que

Tlx-1(a)=Ta = % <V,0 g

¢ uma forma quadratica definida em T,G portanto sua derivada é

1 1
DTa(va)(w‘;) - 5 < wd,vu > +§ < wa, va >

=< Wq,Vg >

donde concluimos o resultado.

O que também mostra ser D a transformagao de Legendre associada ao
sistema mecdnico (G, T,0), isto é, o sistema mecénico cuja energia cinética
¢ dada por T e cuja energia potencial & 0. (cf. Godbillion [3])
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§ 12 O Principio do Maximo no Fibrado Tangente: A idéia
deste paragrafo é dar um enunciado do principio do méximo de Pontriaguin
no fibrado tangente e tirar algumas relagoes adicionais levando em consi-
deragdo a estrutura de grupo de TG e a integral multiplicativa que pode
ser definida neste grupo.

Vimos no pardgrafo anterior que através de uma métrica invariante a
esquerda existe, pela fungao D, uma relagao biunivuca entre trajetérias de
um campo X e trajetérias de um campo em TG, X, se X for um campo
invariante a direta em G.

Analogamente para o sistema de controle ¥ invariante 3 direita obtemos
o lema

Lema 12.1 Seja ¥ um sistema de controle invariante & direita, 3 e &
respectivamente os levantamentos hamiltonianos e tangente; <,> uma
métrica riemanniana invariante a esquerda do grupo G ¢ D:TG — T*G
definida como no paragrafo anterior. Fixemos v € {) um controle admissivel.
Entao 4 é uma trajetéria de ¥ associado ao controle u se, e somente se,
D o4 ¢ uma trajetéria de £ associado a u. i
dem. Seja 4:{0,T7] — TG uma trajetéria de ¥ associada a u e con-
sideremos D o 4:[0,T] — T*G, entdo derivando com relagdo ao tempo
obtemos:

423 _ p.iy
o D.;(Xu(t)(’?(tm

onde X“.(t) ¢ o levantamento tangente de Xy ().
Entao podemos escrever

d(Doit) _ p Xu()0 (D' o DoA(t))

dt
agora usando o lema 11.1 temos
d (DoA(t A .
( :tq( )) = Xu(t) 0 (D 0 'Y(t))

portanto D o 4(t) é uma trajetéria de L.
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Reciprocamente, se 4(t) é uma trajetéria de & associada a u entio
consideremos D! 04:[0,T] — T'G e mostremos que é uma, trajetéria de

De fato, derivando com relagao a t obtemos

-14
d (D . M) _ Dot o4(t) = D7t o Ry 0 4(Y)

usando novamente o lema 11.1 temos

-1 A .
d (D dto 4(t) =D;loD,o Xugg) 0 (D10 A(t))
donde se conclui que D! 0 4 é uma trajetéria de ¥ associada a %, 0 que

mostra o lema.
Portanto temos também uma relagdo biunivoca entre as trajetérias de

¥ associadas a v e as trajetdrias de X associadas ao mesmo controle .
Conseguimos assim demonstrar o seguinte coroldrio:

Corolério 12.2 Seja v:(0, T| — G uma trajetéria extrema de I associ:
ada ao controle & € {1, entao existe uma trajetéria v: [0,T] — TG de &
associada ao controle @ e diferente de zero tal que para todo ¢ € [0,T] e
u; € {] teremos satisfeita a condicao de maximo:

<o(t), Xy (V(2)) >2>< v(t), Xu, (9 (7(F) > (12.1)

Observagio Lembramos que neste caso <,> ¢ a métrica invariante 3 es-
querda. Usaremos indistintamente <, > para a métrica riemanniana e para
a avaliagao de 1-formas, a diferenca fica clara pela natureza dos elementos
que aparecem dentro do simbolo. )
dem. : Pelo teorema 10.1 existe um trajetéria X:(0,7] — T*G de &
associado a u e nao trivial tal que para todo ¢ € [0,T] e u; € Q1 temos

< A(t)vxu(t) ('7(“’)) >2< A(t)':-xttl(t)('Y(t)) >

tomemos v(t) = D~(A(t)), entio pelo lema anterior v(t) ¢ uma trajetéria
de ¥ diferente de zero e associado a u e que satisfaz portanto:

Do)/ (Xun (v(2))) 2 Dlp(e))(Xu (0 (v(2))
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e pela definigao da fun¢ao D obtemos:

< Xu(r)((1)),v() >2< Xy () (v(2)), 0(2) >

o que conclui a demonstragao do coroldrio.
Vimos, na demonstragao do principio do méximo, que A(t) é obtida
por uma férmula:

dL(H r)dr))*” (12.2)

Veja a formula (10.22). Onde

t

= dL(H i(r)dr))'w (12.3)

0

e w ¢ uma forma de T(t)"(G) tal que w < 0 se u € K,
Assim v(t) é a trajetéria de ¥ que no instante { = 0 passa pelo ponto
D~1{wy) e temos

i

H 7)dr)). 0 D71 (wy) (12.4)

0
formula que também pode ser facilmente vista pelas relagoes:

- dL(I:Iﬁ(r)dr

donde, por isso:

D(v(t))(v)=<w1,(dL(1ja(r)dr))) 1

levando em consideragao novamente a definicdo de D teremos:

D(v(t))(v) =< D™ 1wy, (dL I}I i(r)dr)))
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e pela invarianga a esquerda da métrica riemanniana < .,. > teremos final-
mente

t
D(v(t))(v) =< dL(] ] &(r)dr)) D 'wy,v >
0

o que resulta na formula (12.4).

Lembremos agora que 0 sistema de controle ¥ é um sistema invariante &
direita (lema 5.3) cujo espago de configuragio é o grupo de Lie T'G isomorfo
ao produto semi-direto L(G) x 44 G (parégrafo 5) pelo isomorfismo © e cujo
conjunto de controles admissiveis é o mesmo de X.

Seja u € U,entao o grupo a um parametro de G associado ao campo
X, seré dado por :

¢¢ = L(ezp tu)
e portanto pode ser escrito como:

SLLZCTNN
da

Xu(g) = dR(9).(u).

Da mesma forma o grupo a um pardmetro em T'G associado ao campo
X, por defini¢io é:

¢1, = dL(ezp tu): TG — TG.

Consideremos o grupo a um pardmetro em L(G) X44 G dado pela
composi¢ao comutativa

e dL(ezp tuL Q
6-! 6

L(G)x4aG —2— L(G)xaeG

que define um grupo a um pardmetro associado a um campo invariante &
direita em L(G) X 44 G dado ser © um isomorfismo de grupos de Lie.
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Calculando:

¥,(0,¢) = B(dL(ezp tu))0, = (0, ezp tu)
e portanto

: ‘I,d(to > |i=o = (0,4) € L(G) x L(G) = L(L(G) x 44 G)

portanto temos que

8, 0 X,(v,g) = dR(v v,9)(0,e) (0, ) (12.5)

onde representamos por R a translagao a direita em L(L(G) X 44 G.
Entao o sistema 8% o & = (L(L(G) x 44 G, 0% 0 X, U, V), onde Véa
classe das fungoes

i:[0,T) — L(G) x L(G)

tais que @(t) = (0, u(t)) para algum u € @ é um sistema invariante 3 direita
e a equagao de evolugao é dada pela férmula:

i = d(z) 0. 1) (126)
onde R é a translagdo i direita em L(L(G) x 44 G) ¢ portanto as trajetérias
do sistema de controle (12.6) sdo dadas pela integral multiplicativa em
L(L(G) x 44 G) = TG. Se a trajetéria se inicia num ponto v € L(G) x G
feremos:

t

z(t) = H t(r)dr)v. (12.7)

0
Da férmula (12.4) podemos concluir que:

= O(dL( IOI i(r)dr) (D7} (w1)))

I;I i(r)dr))(@ o D (w)) (12.8)

54



onde o produto no segundo membro é o produto semi-direto e #(t) =

(0, u(t)).

Ou, levando em consideragao a definicio de © do pargrafo 5 temos:

12

6(v(t) = (Ad[y: 5(ry, (D (1)) ];[

H i(r)dr) (D~ w,¢)) (12.9)

0

que é uma férmula para o célculo de v(t).
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§ 18 O Princfpio do Méximo ¢ o Problema de Tempo Otimo :

O problema do tempo 6timo foi definido no pardgrafo 4 (cf. Teo-
rema 4.3). Daremos uma breve colocagao do problema que para nés serd o
seguinte:

Denotaremos por A(e) = Ute[0,oo) e chamemo-lo o conjunto de acessi-
bilidade a partir de e do sistema X e seja ¢ um ponto de A(e). Consideremos
agora o conjunto:

Sg={tcR |ge At ¢}

Chamemos ¥ = inf S,. Eventualmente { € S, neste caso g € A(f,e) e
portanto existe um controle admissivel @: [0,{] — U e uma trajetéria de &
associada a v dada por

A(t) = lj&(f)dr

tal que 4(0) = e e A4(f) = g.

Definigao : Chamemos @ de controle de tempo 6timo e 7 de trajetdria
de tempo 6timo.

Observemos que o controle de tempo 6timo pode nao existir, e se existir
nao precisa ser unico. Uma condigao de suficiéncia para a existéncia de
controle étimo ¢ aquela dada pelo teorema 4.3.

Notem que uma outra maneira de definir o problema de controle timo
¢ a seguinte:

Encontrar um controle & e a trajetéria 7 associada a este controle tal
que:

'7(0) = &, ;T(f) =g
e além disso seja minimizado o funcional:

t"
F(y,a) = L 1dr.

Para estudarmos este problema do ponto de vista do principio do méxi-
mo de Pontriaguin, lembremos que a equagao de evolucao do nosso sistema
de controle invariante & direita dado por ¥ = (G, ®,U,1) é dada pela
equagao diferencial
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& = dR(z).(u)

onde dR(z).(u) € Q. Consideremos agora um sistema de controle ¢, que
chamaremos de sistema extendido do sistema ¥ que definimos como:

5 = (G¢, 8*,U, Q) (13.1)

onde G° ¢ o produto direto dos grupos G e R, ou seja G¢ = G x R. Entdo
o fibrado tangente TG* = TG x TR = TG x R

Se® = {X.}uev entdo & = {(X,,1)}uev . Naturalmente, (X,,, 1)¢é
um campo de vetores em G¢, ainda maxs, como X, e invariante & direita
em G entdo (Xy, 1) também é invariante & direita em G°.

De fato, em R. com a estrutura de grupo abeliano a translacao 3 direita
i€ dada por R(z)y = y + = e dai segue imediatamente que dR(z)o = idg
para todo z € R.

Assim nosso sistema ¥¢ ¢ um sistema de controle invariante a direita e,
portanto, podemos escrever sua equagao de evolugdo associada ao controle
% € {1 como

y = dR(y)e (u(t)) (13.2)

onde y € G°, R aqui ¢ a translagdo & direita do grupo G* cujo elemento
identidade é ¢’ e u(t) estando na verdade em L(G) pode ser pensado como
o elemento (u(t), 1) da dlgebra de Lie L(G®) j& que L(G*) = L(G) x L(R).

Notem agora que o nosso problema de controle de tempo étimo pode
ser reformulado da seguinte forma:

Encontrar um controle @ € {) e uma trajetéria ¢ do sistema (13.1) que
parta da identidade (e,0) de G* e atinja o conjunto g x [0, 00) de tal modo
que minimize a segunda projecao, P;, de G°.

P:G° — R
(g,8) — t

Reescrevemos a equagio (13.2) separadamente para tornar mais clara
algumas afirmagoes, ela é equivalente ao sistema
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; =dR t

{ :'E (x)c(u( )) (13.3)
y =1

notem que a segunda equagio do sistema (13.3) nao utiliza nenhum controle

e a primeira nao depende de y, entao concluimos de modo ébvio que

At e) = Alt,e) x ¢

onde denotamos por A¢(t,e') o conjunto de acessibilidade de £¢ em tempo
t a partir de €’ e A(¢, ) o andlogo para o sistema X.

Desta forma se % é um controle de tempo 6timo e 4° ¢ a trajetéria
de X¢ associada a #, entdo as observacoes feitas até aqui nos permitem
concluir que 7 também € uma trajetéria extrema. De fato, A°(,¢’) ndo
tem nenhum ponto interior (todos estéo na fronteira).

Observando isto, é natural que possamos utilizar o teorema 10.1 para
a trajetéria 7°, isto é, como 4° ¢ extrema, entdo é de momento maximo,
mas também é natural esperar que esta afirmacédo ndo diga nada especial
ja que, na verdade, toda trajetéria de £¢ ¢ de momento médximo.

Pelo teorema 10.1 sabemos que existe A°® trajetéria ndo trivial associada
a @ do sistema Y¢ tal que para todo £ e todo u; € ) temos a relagao:

<A(t), (Xugey (3(1)), 1) >2< A°(8), (Xu, (9 (3(2)s 1) >,
Mas A°(t) = (A(t),c) onde A(t) é uma trajetéria adjunta de ~(t) do

sistema ¥ e ¢ é uma constante (para ver isto basta, por exemplo, a forma
local do levantamento hamiltoniano) e como para A%(t) nao ser trivial basta
que ¢ seja diferente de zero (e no caso €) entao a desigualdade acima nao
passa de uma relagao trivial.

No entanto o préximo lema j4 oferece algum subsidio para uma pro-
priedade das trajetérias de tempo 6timo.

Lema 13.1 Se @ ¢ um controle de tempo 6timo do sistema T e se 7y é
a trajetéria de L° associada ao controle % entao °(t) estd na fronteira de
A¢(e') para todo ¢ € [0, ).
dem. : Se existir um ¢; para o qual 4°(¢;) est no interior de A(e), entdo
existe uma vizinhanga de ¥°(t) = (5(t1),t,) da forma W x J, onde W ¢ uma
vizinhanga de J(¢1) em G e J uma vizinhanga de ¢; em R, tal que W x J C
A¢(¢'). Em particular , existe um € > 0 tal que (5(t1),£; — ¢) € A¢(e') e
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isto, de maneira clara, significa que 7(t;) pode ser atingido em tempo t; — ¢
por um controle uo € {} (Basta notar que (j(t1),%; - €) € A°(t1 — ¢,¢') =
A(ty — ¢,¢) x {t; — ¢} donde 7(t;) € A(¢; — ¢,¢).

Agora utilizando o controle definido por

u"’(t)— uo(t) se 0 <t<t; —¢
Clalt+e) seti-e<t<i-¢

Vemos que a solugdo v* de ¥ associada a u* satisfaz * e v* (f—¢) = 7({)
0 que contraria o fato de 7 ser de tempo étimo, logo °(t1) est4 na fronteira
de A°(e’) como queriamos demonstrar.

Antes de prosseguirmos daremos um pequeno lema. O teorema 10.1
nos diz que se uma trajetria 4 associada ao controle @ é extrema entio
existe uma trjetéria A de 5 associada a 4 e satisfazendo:

Mx, iy (A1) > Mx, .y (A(t) Ve€[0,T] e Vuen.

Lema 13.2 Neste caso Mx,,, (A(f)):[0,T] — R ¢ constante.

dem. : Tomemos uma carta (ql,.. eylny P1y- -, Pn) €m T*G em torno
de um A(r) para algum 7 € (0,T), vamos mostrar que numa vizinhanca de
7 a derivada de m(t) = Mx,,, (A(t)) se anula.

Vamos supor que nestas coordenadas temos:

Xa(t) = zn: fi(q(t),ﬁ(t))% ¢

=1
n

Alt) = Z Ai(t)dg;.

Neste caso temos Mx, t) ('\(t)) = E?:l ’\f(t)ff'(q(t)aﬁ(t))'
Se definirmos H(n, q, u) = ¥ i n:fs(g,u) entao claramente temos:

Mx, (A®) = H(A(t), a(t), (2)
e sabemos pelo principio do méximo que

H(A(t), ¢(t),u(t) = max H(A(t), g(t), u).
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Sabemos também que em coordenadas locais as equagdes de evolugao
do levantamento hamiltoniano ficam:

G = f«(%( ),ult))
3 i(t),u
A EJ =1 A I qi t
ou, levando em consideragao a definicio de H

{ q- — OH (Mt),a(t),u(t))
%

dp;
X. — _ 8H(A(t),q(t),u(8)
' dg;

Neste caso fixemos um t; na vizinhanga de 7 onde m(t) seja derivivel
(m(t) é absolutamente continua) e tomemos um #' tal que t' > #; entio

m(t) - m(t') > H(A®F), ¢(t'), 5(t1)) - H(A(t1), ¢(t1), %(t1))
= H(A(t'), (t"), (1)) = H(A(t'), q(t1), 8(t2))+
+ H(A(t'), q(t1), (1)) — H(A(t1), 9(t1), 5 (t1))

dividindo ambos os lados por t' — £; e passando ao limite quando ¢’ tende
a t; obtemos

d m( t) 3H G . OH X _
L-t, dq; 4 op; )L:tx =¥
pois
BH q, af,
E ’\J 6q,
e

aHA i EA f;

donde & 7 b >0.
Para concluirmos o resultado basta agora tomar um ¢’ < #; e repetirmos
o processo concluindo entao que
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dm(t)
di

e portanto 47! — 0 o que acarreta m(t) = constante e prova o lema.
Agora em cada ponto ¢ € [0, T} podemos definir o cone de Pontriaguin
Ky(t) como sendo o fecho convexo dos vetores do tipo Vx(us,t1,2) ODdeE

Uz (u1,t1,4) (t) = d—ii(eﬁll

| <
=t

¢=0

4
é(t’ 6) = Hu’;‘(l] 31,21 ’c)(f)d‘f .

com t, (t)v o controle de perturbagdo de #(t).
Vimos acima que Ky ¢ um cone que nos serve pouco para o problema
do controle de tempo étimo porque K, serd um cone que aproxima A(T,e)
e no caso do sistema I¢ A(T, e} ndo tem pontos interiores. A idéia entdo é
procurar um outro cone que ao invés de aproximar A(Te) aproxime A(e).
Juntemos ao cone K,(7) para 7 € (0,T) os vetores

v4(r) = dR((r)).(a(r))

v-() = —dR(x(r)).(8(r))
7(t) trajetéria extrema associada a & € 1 e denotemos por por K4(r) o
cone convexo gerado por Ky(r) U {v4(r)} U {v_(7)}.
Consideremos agora um elemento de K4 da forma
(1) = ve(7) + avy (1)

onde v, (7) € o vetor de perturbagiio associado ao controle u?, entdo para
um ¢ suficintemente pequeno podemos escrever:

7+¢€a T

E(r+es,e)= ] ﬁ(t)dtu us(t)dt
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ou seja

T+¢a

(7 + eae) = H a(t)dté(r )

derivando com respeito a ¢ obtemos:

d &(7+ea,¢ d é(r,¢
ted) - arpw)eo)+ 209
onde f(e) = [[7** &(r)dr, entio
dE(r+e€a,e _

Wt —wrp)a) +ael) (134
nao ¢ dificil notar que £(r + €a, €) € uma curva em A(e) e no ponto zero vale
(). |

Para o caso em que a < 0 obtemos:
T+€a T T
&(7 + eay€) H uy = ( H a(t)dt)™! Hu;(t)dt
0 T7+€a 0
e derivando novamente temos que:
d f('r‘—ii-cea, ) L=0 = avg(7) + av1{7) = ave(7) — av_{7)

portanto este cone K4 serd um cone que aproxima o conjunto A(e) no
ponto () no sentido que ele satisfaz as mesmas férmulas de perturbagées
fundamentais do paragrafo 10.

Voltemos a considerar agora o sistema ¢ seja 4¢ uma trajetéria asso-
ciada ao controle & de tempo étimo.

Seja (U, ¢) uma carta local em torno de 4°(7), 7 um ponto interior de
[0, T e coloquemos as seguintes definigdes de notagso:

V(1) = $(°(r))

A(e') = ¢(UNA(e)
0 =4(U)

£(t,¢) = 4(£(t,¢))



Entao comegamos observando que se v for um vetor de K A(7) entdo

existe uma curva £(t, €) tal que d—f%tﬁﬁ) = v(r) e portanto:

(7 + ea,€) = qe(r) + ev(r) + o(e)

e outra vez usando um lema de [5 (lema 2 da pag. 253) teremos que se v 8 é
interior a K 4(7) entéo existe um I > 0 tal que se € < [ entio Ne(r) +ev(r) é
um ponto interior de A(e').

Desta forma o vetor (0,-1) de T(;)G® = T;(;jG X R ndo pode ser
interior a K4 pois desta forma ¢(r) + €(0, —1) seria interior a A® (¢') para
algum ¢ o que significa que ((r),7) + (0, —¢) = (y(r),7 — €) € A*(e’) 0 que
ja vimos pelo lema 13.1 que nao pode ocorrer

Assim existe uma forma ndo nula #° em Ty(r)G* tal que < 9°,v ><0
se v € Ka(r) e <90 >>08e v ¢ Ku(r).

Seja q‘gt) a trajetéria de L¢ tal que n{7) = ¢ encontrada acima, entio
pelo lema 13.2 temos -

<n°(t), dR(7°(t)).(%(t)) > € constante
e por outro lado
< n°(t), dR(v*(t))e(8(t)) >=< 2%(r),v4(r) >< 0

< n°(t), —dR(v*(t)).(&(t)) >=< n*(r),v-(r) ><0
implicam que
<n°(t),dR(v* (1)) (8(t)) >=0
como podemos escrever 7°(t) = (A(t), ¢) onde A(t) € T,;(t)G e ¢ uma con-
stante menor que zero ( pois < ¢,—1 >> 0 o que implica ¢ < 0 ). A relagio
do Pricipio do mdximo de Pontriaguin mostra que devemos ter:

< A(t), dR(v(2)).(8(2) > +¢ 2< AE), dR(Y(t))e(us(t) > +¢  (13.5)

para todo ¢ € (0,7 e todo u; € 1.
Assim mostramos o teorema

Teorema 13.3 Seja ¥ um sistema de controle invariante & direita e seja
7:[0,T] — G uma trajetéria de T tal que 7(0) = ¢ e associada a um
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controle de tempo 6timo %: [0,T) — U entao existe uma trajetéria ndo
nula A; do levantamento hamiltoniano £ associado ao controle @ e uma
constante positiva p tal que para todo ¢ € [0,T] e todo v € Q temos que

p= ch(t) (A(t)) > qu(t) (’\(t)) (13'6)

dem. : De toda a argumentgao acima e da férmula (13.5) temos que p = —c.

Para notarmos que A(f) néo é nula basta ver que se A(t) = 0 entio
p = 0 pela formula (13.6) donde teriamos (A(t),c) = 0, mas sabemos que
(At),¢) = n%(t) € nao trivial.

Isto conclui a demonstragao.

Este dltimo teorema também é chamado o principipo do méximo de
Pontriaguin para o problema de tempo étimo.



Capitulo 3

Teorema do Bang-bang

§14 Trajet6rias singulares : O principio do miximo de Pontriaguin
nos da, como vimos anteriormente, condigoes necessirias para que uma de-
terminada trajetéria de um sistema de controle invariante & direita, associ-
ada a um determinado controle admissivel, seja extrema ou de tempo étimo.
Isto significa que, dentre todas as trajetérias possiveis, aquelas que tém
chance de serem extremas ou de tempo étimo devem satisfazer o principio.

K bem conhecida na teoria do controle clissica que no caso dos sistemas
de controles lineares, ou seja, os da forma:

" Z=Az+Bucomz€eR"euclU (14.1)

com U poliedro de R?, o principio do méximo € uma condicio necessiria e
suficiente para controle étimo [5], mas para sistemas néo lineares isto ndo
¢ mais verdade.

O que iremos estudar aqui é justamente, como, a partir da condigzo de
momento maximo para uma trajetéria 4, podemos determinar o controle
admissivel que deu origem a esta trajetéria.

Comecemos estudando um particular sistema de controle invariante &
direita.

Seja G um grupo de Lie conexo e tomemos um espago afim, F, de sua
dlgebra de Lie L(G). Entao podemos escrever:

F=X+{¥i...,Y,}en. (14.2)
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onde {Y1,...,Y; }.. denota um subespago vetorial de L(G) gerados pelos
vetores Y1,...,Y,. Consideremos o sistema de contole invariante 3 direita
Y = (G,%,U,Q), onde U serd um subconjunto de F definido por v € U
se e somente se v = X 4+ Y°7_, w;¥; e u; € R com [u5| < 1. De acordo
com o paragrafo 3 podemos escrever a equagdo de evolucdo deste sistema

de controle como: ,

=X(z)+ Z ui(t)Yi(z) (14.3)
s=1
u;:[0,T] — R mensurével segundo Lebesgue e X(z), Y;(z) sio campos
invariantes a direita tal que X(e) = X e ¥;(e) = ¥;.

Vamos supor,agora,que 4 seja uma trajetdria de ¥ associada a um
controle admissfel & e de momento méximo. Vale dizer que neste caso @(t) =
X+Y P, %i(t)Yi e no que segue usaremos abusivamente desta relagio entre
um controle v € {) e uma seqii€ncia finita de funcdes reais u;.

Como 7y e de momento maximo entdo existe uma trajetéria A néo trivial
do sistema X associada a % satisfazendo:

p (4

<MELX(v(1) + ) w()Ya(y(t) >2< M), X(v(2) + Y wi¥s(v(2) >
= (44
para todo ¢ € [0,T] e todo v; tal que |5 < 1.
Da relagao (14.4) pode-se concluir facilmente levando-se em consi-
deragao a linearidade de A, o seguinte:

i;('—“(‘) - vi). <A(E),Yi(o(t)) >> 0. (14.5)

L

Fixemos um nimero j € {1,...,p} e t € [0,7] e tomemos niimeros v; tal
que v; = @;(t) se § # J e v; deixamos variar livcemente com médulo menor

ou igual a um.
A relacao (14.5) deve ser cumprida, portanto

u;(t) — v;). < A(t), Yi(7()) >> 0 (14.6)

para todo v; com |v;| < 1.
Faremos agora trés hipdteses sobre < A(t), Y;(t) >
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1. Se < A(t),Y;(t) >> 0. Neste caso devemos ter (#;(t) — v;) > 0 para
todo v; e portanto devemos ter

a;(t) = 1 | (14.7)

2 . Se < At),Y;(t) >< 0. Neste caso de maneira andloga & anterior
devemos necessariamente ter

a;(t) = -1 (14.8)

e finalmente

3 . Se < A(¢),Y;(t) >= 0, ndo podemos determinar o valor do controle
;(t).
Sumarizando, acabamos de demonstrar o seguinte lema:

Lema 14.1 Seja -y uma trajetoria de momento méximo associada ao con-
trole & do sistema de controle (14.3). Seja A(t) uma trajetéria ndo trivial
de L de hamiltoniano maximo( i.e. satisfaz (14.4)). Se todas as fungoes ¢;
definidas por

$i(t) =< Alt), Yilt) > (14.9)

tém um nimero finito de geros no intervalo [0, 7 entdo os controles ;(t)
ficam, neste intervalo, unicamente determinados ( a menos por um niimero
finito de pontos ) pela férmula:

&;(t) = sgn(d:(t)) (14.10)
sgn denota a fungao sinal.

Infelizmente este nao é sempre o caso. Entdo daremos a definigdo
seguinte
Defini¢do: Uma trajetéria -y juntamente com seu levantamento hamiltoni-
ano A serd chamada de singular se para algum ¢ € {1,...,p} e para algum
intervalo (a,b) C [0,T] temos que ¢;(t) = 0 em (a, b).
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§15 Um exemplo: Vamos supor que a trajetéria de (14.3) associada ao
controle & = 0 seja de momento maximo. Neste caso as relagées (14.6) nos

dariam
—v; < A1), Y;(t) >> 0

para todo v; com |v;| < 1, de onde, escolhendo v; = 1 e v; = —1 devemos
necessariamente ter

<A(t), Y;() >=0

o que significa que esta trajetéria é singular. Na verdade esta trajetéria é
o subgrupo a um pardmetro associado a0 campo X(z), o que nos permite

escrever
v(t) = ezp(tX)

(Obs. Estamos sempre considerando trajetérias que comecem na identidade
do grupo.)

Tomemos os elementos {X,Y],...,Y,} e denotemos por L a algebra de
Lie gerada por eles e por S o subgrupo de Lie conexo de G cuja 4lgebra de
Lie é L e S(z) ser4 a variedade integral de L passando por z € G.

Denotemos por Ly o ideal de L gerado por {Vy,...,Y,}, e por Sg o
subgrupo de Lie conexo de S que est4 associado a L. Notemos desde j& que
So serd normal em S. Continuando nesta linha Sy(z) denotard a variedade
integral associada a Ly que passa por z € G.

E fécil ver que Lq e de codimensio 0 ou 1 em Lou seja, dimS = dimSy
ou dimS = dimS, + 1,vamos tomar esta dltima alternativa como hipétese.

Fixemos um T € [0.00), consideremos o ponto g = ezp(TX) e vamos
considerar o problema de atingir o ponto ¢ a partir da origem em tempo
otimo.

Seja ®; 0 grupo a um parametros de difeomorfismos associado ao campo
X(z):

Qtl G—G

esta definido por
®:(g) = ezp(tX)g. (15.1)

Utilizaremos ainda a notacio Lo(z) = {v € T,G | v € Ly comv =

dR(z).(vo)}.
Por um lema de Sussmann-Jurdjevic {10] (lema 3.5) temos que &, leva
uma variedade integral de Lg em variedade integral de Ly, isto é:

8,(S0(z)) = So(#4(z)) (15.2)
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Em conseqiiéncia disto temos que

@t.(Lo(Z)) = Lo(@t(.’b)). (15.3)

Vamos agora definir campos de vetores dependentes do tempo pelas formu-
las
hi(g,t) = ¢, (Yi(24(g)) (15.4)

Notemos que h;(g,t) € Lo(g), portanto se tomarmos g percorrendo o sub-
grupo Sy entdo h;(g,t) serd um campo em Sj, isto signiﬁca que uma tra-
jetéria de h; que passe por um ponto de So permanecerd sempre em Sp.
Fixemos agora p funoes mensuraveis u;: [0,T] — [-1,1] ( que por sua
vez define também um controle de (14.3)), e definamos a equagao diferencial

-]

y= ) ui(t)hi(y,t). (15.5)

Pelas observagoes acima vemos que se y(t) for uma solugio de (15.5) que
passa por ¢ € G para algum instante ¢, entdo y(t) € So(z) para todo ¢ do
dominio de y.

Tomemos agora a solugao yy:[0,T] — G de (15 5) tal que y(0) =
Assim yy(t) € S para todo ¢ € [0, 7.

Definimos uma fungéo z,:(0, 7] — G dada por

zult) = Bloa(t) (15.)

Notemos, em primeiro lugar, que z,(0) = e e que z, e absolutamente
continua. Derivando (15.6) em relagdo ao tempo obtemos

() = X((sa 1) + 00 (5(0)
= X{za(t) + 0 zu‘ heloa (0, 1)

= X(zu(t)) + Zui(t)}’e(% ®))

o que significa que z,(t) e uma trajetéria de (14.3) associada ao controle
u(t) = X+ Y, wi(t)Y;, logo qualquer trajetéria do sistema de controle
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(14.3) que comece na identidade vai poder ser escrito como a formula (15.6).
E como este sistema ¢ invariante & direita a relagao (15.6) fica

13

LI u(r)dr = exp(tX)y.(t) (15.7)

ou
t
Yu(t) = ezp(—tX) H u(r)dr (15.8)
0
Como conseqiiéncia particular da férmula (15.7) obtemos o lema
Lema 15.1 A(T,e) C So(ezp(tX)).

Em particular, qualquer trajetéria +y do sistema (14.3) associada a u
e tal que ¥(0) = e satisfaz 7(t) € So(ezp(tX)).Se fizermos a hipétese de
que além de normal o grupo Sy seja fechado em S (o que acontece se S for
simplesmente conexo por exemplo), entio podemos afirmar que existe um
nimero positivo € tal que para todo ¢; e t2 € [0, €| teremos que se t; # ¢,
entdo Sy(ezp(t1X)) N So(ezp(t: X)) = 0.

Neste caso temos o lema:

Lema 15.2 Considerando o sistema de controle (14.3), e supondo que es-
tejam satisfeitas as condigoes: Lo tem codimensdo 1 em L e S e fechado
em S. Entdo a trajetéria ezp(tX) associada ao controle u; =0 (ou v = X)
que vai de e até um ponto exp(TX) = ¢ para T € [0, ¢/, é uma trajetéria de
tempo 6timo.

dem.: Com as observagoes feitas antes do enunciado do lema, se existir um
controle u* tal que a trajetéria 7* associada satisfaz 4*(0) = ee v*(T1) = ¢
com Ty < T, entdo pelo lema 15.1 temos que 7*(T}) € So(ezp(T1 X)) mas
isto significa que ¢ € So(ezp(T1 X)) N So(ezp(T X)) o que contraria a nossa
hipdtese sobre a escolha de T. Logo ndo pode haver uma tal trajetéria
v*,ferminando o lema.
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§16 Trajetérias fortemente extremas:Neste pardgrafo generalizaremos
um pouco as idéias do anterior, em busca de critérios para substituir uma
trajetoria que ligue a identidade a um ponto ¢ do grupo, associada a um
controle u por outra que também ird da identidade até g no mesmo tempo
mas com algumas propriedades de extremalidade melhores.

Vamos considerar o sistema de controle (14.3) e L, Lo, L(z) eLo(z) serdo
como no paragrafo anterior. Suponhamos que «(t) seja uma trajetéria de
(14.3) associada a um controle #(t), de tempo 6timo e que satisfaz v(0) =
eeq(Th)= ,

Entao pelo principio do méximo (teorema 13.3) existe uma trajetéria
A(t) levantamento hamiltoniano de ~(t) ndo trivial e tal que satisfaz a
relagdo de momento méximo (13.6).

Utilizando o lema 2.2 € trivial demonstragio do seguinte lema

Lema 16.1 Seja T'(t) uma familia de subespagos satisfazendo:
a )T(t) C TG
b ) T(t) = dL([]; &(r)dr)(T(0))-
Entao se A(to for nao trivial em T'(¢o), A(t) serd ndo trivial em T(t)
para todo t € [0,T}].

Como a trajetéria () passa por pela identidade, ela estd toda con-
tida no subgrupo S. Podemos assim considerar o sistema de controle (14.3)
reduzido ao grupo de Lie S, jé que: X(z)+ Y5_, ui(t ) i(z) € L(z), de-
notaremos este sistema por L. Entao ~(t) também serd uma trajetéria de
tempo otimo para este sistema reduzido, uma vez que se houvesse outra
trajetoria que realizasse o percurso em tempo menor, esta também seria
trajetéria do sistema original. E assim podemos aplicar o teorema (13.3)
também para este sistema reduzido, isto é, existe uma trajetona p(t) de S
levantamento hamiltoniano de 4(t) tal que u(t) seja ndo trivial em L(y(t))
e satisfaz a relagdo (13.6).

Tomemos 1(0) € L* e seja Ag € L(G)* tal que

< Ag,v >=< p(0),v >

para todo v € L, e consideremos A(t) o levantamento hamiltoniano de ~(t)
no sistema original que no instante inicial passa por Ag. Entao temos

< A@)o(t) >=< p(t),o(t) >
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sempre que v(t) € L(~(t)), pois isto significa que v(t) = dL([]¢ &(r)dr)e(vo)
para algum vo em L, ainda A(¢) satisfaz a relagao (13.6). Resumindo
acabamos de demonstrar o seguinte :

Lema 16.2 Se 4(t) for uma trajetéria de tempo 6timo do sistema (14.3

associado a um controle 4, entdo existe um levantamento hamiltoniano A(t

ndo trivial em L(+(t)) que satisfaz a relagdo (13.6), ou seja 4(t) e de hamil-
toniano maximo.

O lema acima nos induz a perguntar se para a trajetéria 7(t) do lema
nao existiria um levantamento hamiltoniano e de hamiltoniano méximo e
que fosse nao trivial em Lo(7(t)). Isto ndo é sempre verdade o que provoca
uma nova definicao
Definigdo: Se 4(t) for uma trajetéria de tempo 6timo e existir A(t) le-
vantamento hamiltoniano de hamiltoniano médximo nao ftrivial em
Lo(~y(t)) diremos que (t) é uma trajetéria fortemente extrema e o controle
associado a estas trajetérias também serd dito fortemente extremo.

Vamos,agora demonstrar o seguinte lema que nos permite obter tra-
jetorias fortemente extremas.

Lema 16.3 Seja 7(t) uma trajetéria de tempo étimo do sistema (14.3)
associado a um controle t,tal que 4(0) = e e 4(T;) = g . Entéo existe
um controle admissivel u*: [0,7h) — U que é concatenagio de um cont-
role fortemente extremo e um controle constante e tal que a trajetéria de
(14.3),7* associada ao controle v* verifica v*(0) = e e v*(T1) =

dem.: Tomemos ug € U arbitrario (ou up = X+)_F_, u0;Y;) e consideremos
a equagao :

t=X(z +Zuo, = dR(z).(uo) (16.1)

=1
Naturalmente o campo do lado direito da equagao é invariante a direita e
denotemos por ¢;° seu grupo a um parametro de difeomorfismos. Também

sabemos que
¢° = L(ezp(tuo) (16.2)

Exatamente da mesma forma que no paragrafo anterior, construimos os
campos dependentes do tempo:

b (0,8) = 6%, Yi(41° (0) (16.3)
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Observagao Decorre imediatamente de (16.2) que para cada t fixado k" (g, t)
serd um campo invariante a direita.

Dadas p fungdes mensurdveis u;: [0,T1] — [—1,1] podemos considerar
a equagao seguinte que pode ser pensada como a equacao de evolugao de
um sistema de controle

S

y(t) = ) (w(t) - wor) i (9:2) (164)

t=

p—

levando em consideragao a ltima observagao e o mesmo raciocinio feito no
parégrafo anterior podemos considerar o sistema acima como um sistema
de controle evoluindo em Sp,(pois o fluxo ¢3¢ leva variedades integrais em
variedades integrais de Lo) € um sistema invariante & direita pois para cada
t o segundo membro é um campo invariante 4 direita.

Criamos,assim, um sistema de controle invariante 4 direita que chama-
remos Lo = (So, $o,V, (o

Denotaremos por y.(t) a solugdo de (16.4) associada ao controle u que
cumpre ¥, (0) = e (lembrando que entao y,(t) € Sy ) e definimos

zu(t) = 6¢° (vu (1)) (16.5)

derivando isto com relagio ao tempo vemos que,como anteriormente , z,(t)
e a trajetéria de (14.3) associada ao controle u e tal que z,(0) = e.

Em particular:
(t) = za(t) = 61° (va(t)) (16.6)

¢ = z4(T1) = 72 (a(T1))
Pela relagao (16.5) percebemos que
Az, (t ¢) = ¢%%(Ax(t,¢€)) (16.7)

onde T e o sistema dado por (14.3).
Como Ax(t,e) é compacto (teorema 4.3) entdo Ay, (t,e) também é
compacto e as trajetérias y,(t) pode-se escrever como

e portanto

yu(t) = ¢‘1°t(1:I u(r)dr) (16.8)
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ou

yu(t) = ezp(—tuo) IZ[ u(r)dr (16.9)

Se pusermos y,(71) = ¢* entdo pelo teorema 4.4 existe uma trajetdria
de tempo 6timo para Lo que transfere o ponto e € Sy ao ponto ¢! € Sp.
Denotemos entao por u* este controle que fornece a trajetoria de tempo
otimo e por T'* o tempo tal que

Ve (T*) = ¢ e gur(0) = (16.10)

Definimos o controle u*: [0, Ty] — U por

% < < *
W () = u*(t) se0<t<T
1) seT*<t<T
Assim z,.(t) é uma trajetéria de (14.3) tal que z4.(0) = e e 24 (Th) = ¢.
De fato

= ezp([Ty — T*Juo) IOI @* (r)dr

= ezp([Ty — T Juo) ¢ (yu (1))

= exp([Ty — T"Juo)$7% o 473

=9
Para completar a demonstragao do lema vamos mostrar que o controle u*
sera fortemente extremo. Pelo teorema 13.3 existe uma trajetéria u(t) de

f’,o levantamento hamiltoniano de g+ nao trivial e satisfazendo a condig¢ao
(13.6) que aqui se traduzem como:
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,i (uf(t) — wos )R (yue (2),8) > 2>

=1

p

pt) ) (0 = woi) B (g (8),2) > (16.11)

=1

para todo ¢ e todo w; € [-1,1].

B claro que p(t) € T3 50 = (Bofye ()", logo o) = ¢4 (u(0)
estd em (Lo(zy:(t)))* € sinda p(t) é nao trivial em Lo(zy-(t). Da relagao
(16.11) ainda decorre

p ?
,Z t) ﬂo,)h yu‘ t) >2< p $Z Wi — uOS)h 0 yﬂ ) t) >
1=1

1=1

ou seja

{4

— woi)¥i(ue (1)) >2< p(t), ) (wi - voi)¥i(awe (1)) >
=1

(16.12)

Mv

!
t=1

o,

para todo ¢t € [0,T*] e w; € [-1,1].
Da relgdo (16.5) decorre que a aplicagio

‘II‘ = ¢tioe © Qa

define um fluxo da equagdo (16.4) para um controle « fixado, onde @, e um
fluxo da equagdo (14.3) para o mesmo u escolhido.
Entao

W# -1 _ ¢“°'-10Q' -1
Q* =1 _ uot \Il* -1

como p(t) = Wi~ (uo) para algum po € Lj entdo p(t) = ®}—1(po) o que
significa que p(t) é trajetéria de 5.

Agora tomemos uma forma linear wy € L(G)* tal que < wp,v >=<
p(0),v > quando v € Lo e tomemos um levantamento hamiltoniano de
zy+(8), w(t) tal que w(0) = wo.
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Entao pelo lema 16.1 temos
<w(t),v(t) >=<p(t),v(t) >

se v(t) € Lo(zy+ (t)) e portanto w(t) satisfaz :

w(t),i:(u,?( — ug;)Yi(ze () >2< w(t ,i: — ug;)Yi(zy (t)) >

1=1 =1
' (16.13)
para todo ¢ € [0,T") e w; € [-1,1]. e somando dos dois lados o termo
P
olt) Ko () + 3 uocHizer ) >
=1

e obtemos o resultado, demonstrando o lema 16.3.

Resumindo, o que obtivemos foi que se 7(t) for uma trajetéria de
tempo 6timo ligando a identidade do grupo a um elemento g entao podemos
substitui-la por outra também de tempo 6timo mas que seja concatenagao
de uma trajetoria de controle constante e outra fortemente extrema.
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§17 O principio do bang-bang: Vimos no paragrafo anterior que se
tivermos uma trajetéria ~(t) do sistema de controle invariante & direita
(14.3) e que leva a identidade e em um ponto g € G em tempo 6timo pode
ser substituida por uma trajetéria cujo controle é a concatenagao de um
fortemente extremo com um controle constante. Mas na teoria do controle
nao sao as trajetérias fortemente extremas as mais importantes mas as do
tipo bang-bang queremos definir.
| Consideraremos novamente o sistema de controle (14.3). Entao os con-
troles admissiveis sdo fun¢bes mensurdveis u:[0,7] — RP com
u(t) = (u1(t),...,up(t)) e |us| < L.
Definigao: Um controle bang-bang é um controle do tipo acima tal que
|u;(t)| = 1 para todo t € [0, T]
Definiggo: Um controle bang-bang chama-se bang-bang com nimero finsio
de trocas se cada u;(t) for constante por partes.

A questao agora € saber quando existe uma trajetéria do sistema de
controle acima que esta associada a um controle bang-bang com um nimero
finito de trocas.

Lembremos que no paragrafo 15 concluimos que se A(t) fosse um levan-
tamento hamiltoniano de «(t) e se as fungdes ¢;(t) definidas aquela altura
tivessem uma quantidade finita de zeros entdo determinarfamos u;(t) que
seriam bang-bang com um ndmero finito de trocas.

Para mostrarmos a existéncia de controles bang-bang com um ndmero
finito de trocas, a idéia é mostrar que tais fungoes ¢; tém um nimero finito
de raizes.

Fixemos a notag¢ao:

(dX)(¥) = [X,¥] ¢ (adX)/(¥) = 0dX o (edX)(¥)

Claro que como X, Y} sao campos invariantes a direita, também serao os
campo (adX)?(Y}).

Faremos agora uma hipétese adicional sobre o sistema (14.3). Supore-
mos que para todo = de G e todos r,s nimeros naturais, e 5 > 0 inteiro,
tenhamos :

Y, (adX)(Y,)] = ; o (@dX)H(1,) + b (dXPH(Y)  (11.)

com |bje| < 1.



Demonstremos o seguinte resultado.

Lema 17.1 Se o sistema de controle (14.3) satisfaz a hip6tese (17.1), entdo
toda trajetéria fortemente extrema ~(t) associada a um controle & é uma
trajetéria bang-bang com um nimero finito de trocas.

dem.: Como 7(t) € fortemente extrema, existe uma trajetéria A(t) levan-

tamento hamiltoniano de -y que nao trivial em Lo(7(t)) para todo t € [0, T
e que satisfaz o principio do méximo de Pontriaguin, ou seja:

i(t) < A(t), Ya(v(#)) >2 v < A), Yi(n(t) >

para todo v € [-1.1].
Notemos ainda que como a 4lgebra de Lie de G tem dimensdo finita,e-
xiste um m inteiro positivo tal que para todo k:

(adX)™11(Y;) = Zc, (17.2)
2=0

¢; 820 constantes reais. | ]

Seja f(t) =< A(t),Z(7(t)) >, onde Z serd um campo invariante &
direita. Entao um rapido célculo em coordenadas locais, e levando-se em
consideragdo as equagées diferenciais de 4(t) e A(t) (ver a férmula (2.3)),
obtemos a seguinte relacao:

7 =< N) X, 2](0(0) > +ilt) <ML [V, 2)0() > (173)
Consideremos agora as fungoes
¢ =< A(t), (adX)?"1(Y,) > (17.4)

Entdo pela relagao (17.3) obtemos

$5(t) =< Mt), (edX ) (¥:)((2)) > +

+iﬁ,(t) < /\(t),[Y”(adX)j_l (Yr)l(’Y(t) > (17.5)

a=1
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pela hipétese (17.1)

Y, (adX)?1(Y,)] = 32_: al™1e" (adX)}(Y,) + bj—15-(ad X)? (Yy)

1
1=0

pela definiao de ¢} temos que

¥ 3P ]
(1+ Zﬁa ()bi—12r )7y 1 + E ai— " dL(t) (17.6)
=1

=1,=1

isto para 0 <7 <m, para ) = m + 1 temos

8741(8) = rmya(t) =< AR), (adX)™ (Y, )(n(2)) >
e pela relagio (17.2) temos

m+1

Prat2(t) = Z ei-195(t)
1=1

¢ portanto |
m+1,p

bria)= Y (14 u(bmer)or— + G (H)aPI50)  (177)
k=1,2=1

Assim as fungoes ¢7,...,¢},,; sao absolutamentes continuas e satisfazem
a equagao diferencial:

81 = ol (1)1 () + BF(t)65 )
85(t) = a5 ,1(1)61(t) + o3 5 (1) 65 (¢) + A3(t) 45.(2)

br m+1 (t) = Oy, 1(t)¢' (&) +---+ a;;z+1,m+1(t)¢:n+l(t)

onde af ; e 87 sio definidas de forma 6bvia a partir de (17.6) e (17.7).

Destas relagow também concluimos que B sdo fungdes sempre positivas e
limitadas e of ; sao fungoes limitadas.
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Com estes preliminares podemos agora aplicar o lema 4.1 de Sussmann
[9] que afirma que nestas condigoes a fung@o ¢ ou é identicamente nula ou
se anula,no maximo, em m pontos.

Se ¢] se anula em m pontos no méximo, para todo r € {1,...,p}
entao isto implica que < A(t}, ¥s(y(t]} > tem um nimero finito de raizes
para cada r, e portanto (t) serd bang-bang com um nimero finito de trocas.
Para terminar a demonstragao do lema, resta eliminar o caso em que ¢j e
identicamente nula para algum r.

Pela forma das equagoes diferenciais das ¢%, se ¢ for identicamente
nula também o sao todas as ¢; até j = m + f Entao suponhamos,por
absurdo, que isto acontega e consideremos ¢ o conjunto dos campos invari-
antes & direita que sao combinagoes lineares dos campos

Y,, (adX)(Y,), ..., (adX)™(Y,)

Vemos que se Z € ) entao
Z =Y di(edX)*(¥,)
+=0

e portanto
X,z -—E d;(adX)* (Y,
X, 2] _0( )Y

e tendo em vista (17.2) temos que [X, Z] € Q.
Considerando agora [Y,, Z] temos

V2] = Y sf¥ (0l (1)

=0

e pela hipétese (7.1) descobrimos que também Y, para todo s € {1,...,p},
estd em (). Provamos assim que @ ' um ideal de L, e como Y, € @
concluimos que Ly C @ . Mas se Z € Q verifica-se

<ML Z0(0) >= Y didliat) =0

=0

o que implica que A(t) anula Lo((t)) o que é absurdo j& que tomamos A(t)
nao trivial nestes subespagos. Fica assim demonstrado o lema.
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