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Introdução

O objetivo principall deste trabalho é estuda as propriedades de tra.
jetórias de tempo 6timo pa.ra sistema.s invuiantes à direita num grupo de
Lie. A idéh é usu, pa.ra ta.nto,o algodtmo da integral multiplicatiw prin-
cipalmente para a demonstração do princípio máximo de Pontriaguin. A&
sim, no primeiro capítüo, damos algumas noções b&icas sobre a, teoria
geométrica do controle em grupos de Lie; são aí apresentados alguns resul-
tados clássicos sobre a.s propriedade dos conjuntos de acessibilidade de um
sbtema inwriante à direita. tais como alqueles que aparecem em l41. Além
disto, constam deste ca.pítulo um estudo sobre os lewntamentos hb.miltoni-
anos, que serão p08tedormente utilizados para a formulação do princípio do
máximo, e um resumo do dgorítmo da, integral multiplicada% cuja. teoria,
como está em l7Í, é utilizada dura,nte todo o texto.

Um dos pontos principais da teoria, do controle ótimo é o princípio
do máximo de Pontriaguin; é este teorema que estudamos no capítulo 2,
primeiro com o fomulismo hamiltoniano habitual na va.riedade simplética
T'G com a estrutwa. simplética. cm6nicb depois este formalismo é passado
pua a variedade TG, por uma tranform%ão de Legendre obtida através de
uma métrica riemanniana, invarimte à esquerda colocada em G e permitindo
usu a integral multiplicatim para expressa a solução do lemntamento
tangente do sistema. Este princípio, na,verdade, dá uma condição necessária
pua que uma detemiinada trdetória fique üa &onteira do codunto de
uessibilidade em tempo dado. A rel%ão deste teorema com o problema,
do tempo ótimo é estudada a seguir (teorema 13.3) e dá neste caso uma
condição necessária pan uma trdetória ger de tempo ótimo, sendo este
resulta(lo utilizado no outro capítulo.

Pua os shteauas lineares o princípio do máximo dá uma condição
necessária e suâciente paü descobrir os controles 6timos aw este não é
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Introdução 

O objetivo principal deste trabalho é estudar as propriedades de tra-
jet6rias de tempo 6timo para sistemas invariantes à direita. num grupo de 
Lie. A idéia é usar, para t&nto,o algoritmo da integral multiplicativa. prin-
cipalmente para a demonstração do princípio máximo de Pontriaguin. As-
sim, no primeiro capítulo, damos algumas noções básicas sobre a teoria 
geométrica do controle em grupos de Lie; são aí apresentados alguns resul-
tados clássicos sobre as propriedades dos conjuntos de acessibilidade de um 
sistema invariante à. direita, tais como aqueles que aparecem em [4]. Além 
disto, constam deste capítulo um estudo sobre os levantamentos hamiltoni-
anos, que serão posterior!llente utilizados pa.ra a formulação do princípio do 
máximo, e um resumo do algoritmo da integral multiplica.tiva., cuja teoria, 
como está em (7J, é utilizada durante todo o texto. 

Um dos pont~ principais da teoria do controle ótimo é o princípio 
do máximo de Pontriaguin; é este teorema que estudamos no capítulo 2, 
primeiro com o formalismo ha.miltoniano habitual na variedade simplética 
T*G com a estrutura simplética canônica., depois este formalismo é passado 
para a variedade TG, por uma tranf ormação de Legendre obtida através de 
uma métrica riemanniana. invariante à esquerda colocada em G e permitindo 
usar a integral multiplicativa para expressar a solução do levantamento 
tangente do sistema. F.ste princípio, na verdade, dá uma condição necessária 
para que uma determinada trajetória fique na fronteira do conjunto de 
acessibilidade em tempo dado. A relação deste teorema com o problema 
do tempo 6timo é estudada a seguir (teorema 18.S) e dá neste caso uma " 
condição necessária para uma trajetória ser de tempo ótimo, sendo este 
resultado utilizado no outro capítulo. 

Para os sistemas lineares o princípio do máximo dá uma condição 
necessária e suficiente para descobrir os controles 6timos mas este •nio é 
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o caso pa'a os sistemas não lineares, e em particular para os sistemas de
controle evoluindo sobre um grupo de Lie. Um teorema importante no caso
linear é que uma trajetória ótima provém de um controle gang-band com um
número anito de troca, assim pode-se procura os controles ótimos entre
aqueles que são band-band com um número finito de troca.s e que satis-
fawm o teorema de Pontriaguin. No terceiro e último capítulo estudamos,
como uma aplicação do princípio do máximo, um teorema do band-bang
com um número finito de trocas para um sistema, de controle invuiante
à dheita., que é uma, generalização do teorema, pua o cam linear, e que
coloca em evidência a importância dos colchetes de Lie dos camp08 perten-
centes à fãmüa de campos do sistema de controle satisfazerem detemúnadas
relato«.
Este último capítulo é uma adaptação para grupos de Lie do artigo de
Sus8man l91.#

+Durmte 8 execução deste trabalho o autor recebeu auxílio do CNPq

Ü

o caso para os sistemas não lineares, e em particular para os sistemas de 
controle evoluindo sobre um grupo de Lie. Um teorema importante no caso 
linear é que uma trajetória 6tima provém de um controle bang-bang com um 
número finito de trocas, assim pode-se procurar os controles 6timos entre 
aqueles que são bang-bang com um número finito de trocas e que satis-
fazem o teorema de Pontria.guin. No terceiro e último capítulo estudamos, 
como uma. aplicação do princípio do máximo, um teorema do bang-bang 
com um número finito de trocas para um sistema de controle invariante 
à direita, que é uma generalização do teorema para o caso linear, e que 
coloca em evidência a importância dos colchetes de Lie dos campos perten-
centes à família de campos do sistema de controle satisfazerem determinadas 
relações. 
Este último capítulo é uma adaptação para grupos de Lie do artigo de 
Sussman [9}. * 

*Durante a execução deste trabalho o autor recebeu auxílio do CNPq 
) . 



Capítulo

Sistemas de controle invuíantes à direita

$l ]ntrodação ao problema: Vam08, neste par:ágrúo, definir qual
será o nono probleau de controle.

De$nÍção: Um quanto E = (M,õ,U,n) é um sbtema de contrde
qu-.ndo:
e SCI. M é uma variedade diferenciável.
e SC2. IJ é um subconjunto de um espaço wtorial de dimensão Ênih.
e SC3. + é uma família. de ca,mp06 dc wtoHa indexados por U.
e SC4. n é uau classe de funções de intervalos da. neta em U, utishzendo:
ee SC4.1. 8e 8: la,ól ---+ U está em n, então u é memorável segundoW W br V H.Ü .B.b

Lebesgue.
ee SC4.2.

u «: l.,ól

se B:Z' ---+ U está em n, então B l,.r também estás
quallquer subintervalo de le +l.J é a, restrição de u.
ee SC4.3. 8e #i: la, &l ---+ ~[7 e s2: lõ,cl --+ U então em O, então o controle
Bs: ]a, c] ---+ U deÊnido por

l.r Onde J é

deÊnido por

«,(t)
-,(1)

n SC4.4.
!tá em O .
n w: / ---+ ü é coastmte por pa'tes então 8 € í}

l

Capítulo 1 

Sistemas de controle invariantes à direita 

§1 Introdução ao problema: Vamos, neste parágrafo, definir qual 
será o nosso problema de controle. 

Definição: Um quarteto E = (M, t, U, O) é um sistema de controle 
quando: 
• SC 1. M é uma variedade diferenciável. 
• SC2. Ué um subconjunto de um espaço vetorial de dimensão finita. 
• SC3. t é uma família de campos de vetores indexados por U. 
• SC4. O é uma classe de funções de int.ervalos da reta em U, satisfazendo: 
•• SC4.1. se u: [a,b] ---+ U está em n, então u é mensurável segundo 
LebtaBgue. 
•• SC4.Z. se u: I ---+ U está em O, então u {J também está.. Onde J é 
qualquer subintervalo de I e •I, é & restrição deu. 
•• SC4.3. se u1: (a, b) ---+ 'U e u2: (6, e] ---+ U estão em O, então o controle 
ua: [a, e) ---+ U definido por 

também está em O . 
•• SC4.4. seu: I---+ Ué constante por partes então u E O. 

1 



Z)e$t íção: A classe n será chamada classe de controles adinissíveb de
E.

Escolhido um controle admissível u, deÊniremos a, equação de evolução
do sistema pua o controle u como sendo a seguinte equação diferencial:

à(t) = x(,,«(t)) (1.1)

o-de X(,, «) é o el«:e-t. da tbMU, © i-demo p.. « C U.
.De$tl&ão: Uma aplicação ,y: J --w À/ de um intervalo m mdedade M

é uma trdetória de E pua o cona'ole u m

+(t) = X(l(t),«(t)) (1.2)

pua quase todo t € J.
Pua garantir a oütência e unicidade de solução maxiaü de (1.2)

que cumpre a condição inicial '(to) = zo utilba-se um teorema cláwicb dé
Caratheodory. Não entrarem08 lutes detalhes aqui, pois nwo problema
será mab especifico.

Denota'erros por '(t,fo,zo,«) & solução de (1.2) que ao amante to
pasta por zo.

Z)e$&ição: Chamaremos de codunto de ac«sibilidade em tempo T a
partir de zo o conjunh:

.AD(r, ,o) = {'y(T + to, to, %, «): « € Q}

sendo que na 6rmula Mima T + fo deve está no domhio d& solução l.
Z)e.Êtiição: Chamaremm de codunto de uessibilidade a partir de zo o

conjunto:

.Á»('o) : U .A,(t,,o)
t€R

obs.:.AE(t, zo) pode 8er vazio.
O estudo das propriedades geométúcu dos conjuntos de uessíbibdade

é um dos problema fundameatah da teorh, do controle.
Existem vários conceit08 de controlabilidade, dentre 08 quais definhe-

.. E é completamente controlável 8 püir de x u .AE(z) = M.

. . E é mmplet,me-h co-tmlá«l n .AD(.) = M p«,Údo x de M.

....E é lo«l«e-te co-t-ol vel n p«' tod' x de M ÁE(z) co-té« -«,
ü$inbmça de x.

2

Definição: A cl~ O será chamada classe de controles admissíveis de 

Escolhido um controle admissível u, definiremos a equação de evolução 
do sistema para o controle u como sendo a seguinte equação diferencial: 

x(t) = X(x, u(t)) 
onde X ( x, u) é o elemento da familia t indexa.do por u E U. 

Defini~ão: Uma aplicação 7: J--+ M de um intervalo na variedade M 
é uma trajet6ria de E para o controle use 

i(t) = X(7(t), u(t)) (1.2) 
para quase todo t E J. 

Para garantir a existência e unicidade de solução maximal de (1.2) 
que cumpre a. condição inicial ,y(to) = z0 utiliza-se um teorema clássico de 
Caratheodory. Não entraremos nes~ detalhes aqui, pois nosso problema , . 'fi sera mais ~pec1 co. 

Denotaremos por i(t, to, zo, u) a, solução de (1.2) que no instante to 
passa por zo. 

Definição: Chamaremos de conjunto de acessibilidade em tempo Ta 
partir de z0 o conjunto: 

AE(T,zo) = {7(T + to,to,zo,u):u E O} 
sendo que na fórmula a.cima T + to deve estar no domínio da solução,. 

Definição: Chamaremos de conjunto de acessibilidade a, partir de zo o 
conjunto: 

AE(zo) = LJ AE(t, xo) 
tER 

obs.:AE(t, xo) pode ser vazio. 
O ~tudo das propriedades geométricas dos conjuntos de ac~bilidade 

é um dos problemas fundamenta.is da teoria do controle. 
Existem vários conceitos de controlabilidade, dentre os quais definire-

mos 
• • E é completamente controlável a partir de x se AE ( x) = M. 
••E é completamente controlável se A1:(x) = M para todo x de M. ••E é loca.l~ente control vel se para todo x de M AE(x) contém uma. 
vizinhança de x. 
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$2 Levantamentos hamiltonianos: Vamos tomar uma va.piedade,
M analítica e seja X um campo vetoríal malitico completo sôbre esta %-
piedade. Denotemos por TÀ/ e T'À/ os vibrados tangente e cotangente
respectivamente. Vamos, a patim de X, construí um campo em TÀ/ e
outro em 7'*À/.

Sda Xt: À/ --+ À/ o grupo a um puâmetro de difmmor6smos associ-
ado ao campo X. Através da derilnção obtemos o grupo a um parâmetro
de difmmorfismos em T.ZU:

Xt.:TÂ/ --+ TÀ/

e um grupo 8 um puâmetro de difeomorÊsmos em T'À/:
Xt-:': 7''M --..,--..} T*À/

A estes dois grupos a um parâmetros de difmmor6smos temos associados
dob camp08, um em T.À/ que será denotado por X e outro em T'.Àf que
denotaremos por tl este último sa'á chamado de levmtameüto hamiltoni-
mo do campo X. O motivo pu'a chama-lo asdm é que X nrá um campo
hamiltoniano para a estrutura simplética canónica do vibrado cotangente

Daremos alguma propriedades do levantamento hamiltoúano. Tome-
mos p: T'.À/ ---+ Àf a proleçao canónica do vibrado cotangente, então :
Propriedade .í:

+

A

P. oX = X o P

De fato, bufa nota que

P o Xlt = Xt o P

que é decorrente da própria de6nição de Xlt. Tomemos agora um ponto
w e 7''JU, então teremos

P ' X!.(o) = X . P(o)
derivado obtemos:

ã:p ' x!.(w) I':o: á.x . p(") I':o
ou KJa

P, . ]'(w) = X(P(w»
o que demomtra. nossa, propriedade. Sda À a forma de Liouville em T'À/.

3

§2 Levantamentos hamiltonianos: Vamos tomar uma variedade, 
M analítica e seja X um campo vetorial analitico completo sôbre estava-
riedade. Denotemos por TM e T* M os fibrados tangente e cotangente 
respectiva.mente. Vamos, a partir de X, construir um campo em TM e 
outro em T* M. 

Seja. Xt: M ___. M o grupo a. um parâmetro de difeomorfismos associ-
ado ao campo X. Através da derivação obtemos o grupo a um parâmetro 
de difeomorfismos em T M: 

Xt.:TM -+TM 
e um grupo a um parâmetro de difeomorfismos em T• M: X,1*: T* M-+ T* M 
A estes dois grupos a um parâmetros de difeomorfismos temos associados 
dois campos, um em T M que será denotado por X e outro em T• M que 
denotaremos por X, este último será chamado de levantamento hamiltoni-,. 
ano do campo X. O motivo para chamá-lo assim é que X será um campo 
hamiltoniano para a estrutura simplétiea canônica do fibrado cotangente 
T*M. 

Da.remos algumas propriedades do levantamento hamiltoniano. Tome-
mos p: T* M ---t M a projeção canônica do fibrado cotangente, então : 
Propriedade 1: 

p.oX=Xop 
De fato, l>Mta notar que 

poX~t = Xt op 
que é decorrente da pr6pria definição de X~t· Tomemos a.gora um ponto 
w E T* M, então teremos 

derivando obtemos: 

;,ox:,(w) 11=0= !x, o p(w) lt=O 
• ou seJa 

P• o X(w) = X(p(w)) 
o que demonstra nossa. propriedade. Seja ,\ a forma de Liouville em T* M. 
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Lembrem08 que dado um campo de vetores y em T*À/ podemos deÊnir a
derivada de Lie de vários objetos deÊnidos em T'À/, em particulu pua a
forma de Liouville tempo

l«x : 11%
(y.' o .X - .à)

Enunciemos agora a próxima propriedade:
propriedade 2:

E.t .x = o
bula mostra que .t; o À = À.

Como }; :; (X11.)', «wlh.mw «m w C T'M e ü € TwT'M e cdc«le-
mos < .fi o X,u > usado u definições de À e ;e obtemos:

< .Í; . .X(w), « > :< (X!.)' . .X(w),« >

:< (x!,)'(À(x!.(.«»),« >
:< À(n.(w», PC.)*(«) >
:< x:.(«),P.(x:.),(«) >
< n.(«), (x ..p).(«) >

:< À(w),« >

e portanto .E.Í.X = 0.
Obs. 1: Estas duu propriedades caracterizam o levantamento hamiltoni.
ano, bastando para 'rer isto, escrever os campos em coordenadas locais.
Obs. 2: No caso de uma l-forma, & derivada de Líe pode-se escrever

EXÀ : lIdA + alIA
no nosso caso como a derivada, de Lie w mula temos

í.fd.x = -d{.f.x

como dÀ deÊne a forma simplética cmõnica em T'À/ concluímos que ii é
um campo hamiltonimo cuja função halniltonima é & = ilf.X.

Tomado um cMa (U,x) m M e (p-:(U),x . p,y) em T'M M que
dÀ ; l:id=idg , então podemos escrwer

4

Lembremos que da.do um campo de vetores V em T* M podemos definir a. 
derivada de Lie de vários objetos definidos em r• M, em particular para a 
forma de Liouville temos 

Enunciemos agora a próxima propriedade: 
propriedade f: 

basta mostrar que í; o,\=,\, 
Como Xi = (X~tr, escolhemos um w E T* Me v E TwT* Me calcule-

mos < x; o ,\, v > usando as definições de ,\ e x; obtemos: 

< x; o ,\(w),v > =< (x:tr o ,\(w),v > 

e portanto l :t À = O. 

=< (X~t)*(,\(X~t(w))), v > 
=< l(X~t(w)), (X~t).(v) > 
=< X~t(w),p.(X~t).(v) > 
=< ~t(w), (Xt o p)~(v) > 
=< ,\(w),v > 

Obs. 1: Estas duas propriedades caracterizam o levantamento hamiltoni-
ano, bastando para ver isto, escrever os campos em coordenadas locais. 
Obs. 2: No caso de uma 1-forma. a derivada de Lie pode-se escrever 

no nosso caso como a derivada de Lie se anula temos 

(td,\ = -di;tÃ 

como d). define a forma simplética canônica em T• M concluímos que Í é 
um campo hamiltonia.no cuja função hamiltoniana é H = Í;tÀ, 

Tomando uma carta (U,:x) em Me (p-1(U),x o p,y) em T• M tal que 
d,\ -,_ E, t&,dt/i, então podemos escrever 
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x E & ..#=EÓ.â+qÜ
usando u propriedades le 2 podemos calcula.t' a expressão local do leva.n
lamento hamijtoniano

ci

donde a expressão do campo ti fica

A.X ; «é -'- i:( .[
agi (2.1)

O lemntamento hamiltoniano ainda nos será útil do ponto de vista for-
mal pa.ra a, fomiulação do Princípio do máximo de Pontriaguin no próximo
capítulo.

Com relação ao levantamento ha,miltoniano temos o seguinte lema.
Lema 2.1 A a,plicação que a cada campo de vetores a,nalítico em M associa o
seu levantamento hamiltoniano em T* À/ será um homomor6smo de álgebras

dem. De fato pelas observações l e 2 acima, pua cada campo analítico X
em M exbte um único campo ii em I''À4 que utisfm as propriedades l e

Então soam X e Y campos em M. Temos:
2

p..(.t+t) ..t+p..P' =(x+l'').p.

E como .ej+p.
uureta:

:0Z.t + .ep. segue imediatamente que .E.t+pÀ o que

(ÍT'v)
pwa mosh'u que

l.ín'l
notemos que

zl.t,tl = 1.e.t, .ep.l
Õ

usando as propriedades 1 e 2 podemos calcular a expressão local do levan-
tamento hamiltoniano 

donde a expressão do campo Í fica 

(2.1) 

O levantamento hamiltoniano ainda nos será útil do ponto de vista for-
mal para a f ormulaçã.o do Princípio do máximo de Pontriaguin no próximo 
capítulo. 

Com relação ao levantamento ham.iltoniano temos o seguinte lema. 
Lema 2.1 A aplicação que a cada campo de vetores analítico em M associa o 
seu levantamento hamiltoniano em T* M será um homomorfismo de álgebras 
de Lie. 
dem. De fato pelas observações 1 e 2 acima, para cada campo analítico X 
em M existe um único campo Í em T* M que satisfaz as propriedades 1 e 
2. 

Então sejam X e Y campos em M. Temos: 

I'• o ( ..t + 9°) = f'• o Í + f'• o t = ( X + Y) o p. 

E como f, i + 9' = f, :k + l9- segue imedia.tamente que f, i + 9- À = O o que 
a.carreta: 

para mostrar que 

notemos que 

(XfY)=X+Y 
--- ,. ,. [X, Y] = [X, Y) 

.C1;t,t1 = [lt, lt ] 
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ou «la

EI.t,tlÀ = E.t . Etx - Zt . E.tÀ = o
como a primeira propriedade é imediata fica demonstrado o lema.
Obs.3. Para as propriedades da derilmda de Lie vda a Deferência jll.

Seja X um campo de vetores analítico em M e sda 'F.l ---} À/ uma
trdetóHa deste campo.
.De$n;ção: Uma trajetória de X, À: / ---+ T'JU é um cotlefor a4%t3to ou

õoZ«ção a4&ntü de ' se pu'a todo t € .r tiverm08 À(t) c q(t)M.
Z)e#t {ção: Da mesma forma, uma. trdetória , u: .l --.+ TÀ/. de X é um uefor
ü©wtlfo de ' w p\ra todo t € / tivemos o(t) € ZI(t)M.

A pa,rtir de nossas definições é imedhto o seguinte leal:
Lema 2.2 S. À(t) é um c.«etor Mj«nto de l e u ü(t) é um vetou ajunto
de ' então temos pua, todo t C /

< .x(t), «(t) >=< .X(o), «(o) >

d.«.. Pelo fato de À(tl w. t.detida de .k hmm q« À(tl

pela Rosa deÊnição do campo X. Temos também que ü(t)
portmto

< À(t),«(f) >=< x!*(À(o)), x .(.(o» >

: x!.(À(o))
X *(ü(0)) e

de onde segue imediatamente o resultado.
DeátlÍção; Soja q' uma fàimüia de campos de vetores em M indexados por
um conjunto tJ. Dentotemos õ = {X.}.CD. Então a família & de campos
de vetores em T*.IU formada pd08 levantamentos hamiltonia.nos dos campos
de © é chamado levmtamento hamiltonimo de @.
Z)e$BÜão: A fãmíHa @ de campos de vetores em TÀ/ constituída pelos
lewntamentos em 7'M' de camp08 de õ será chamado !eüantatmnto füngede
na a)

Podemos atrever

&:ÍX}..« . 6: {Ã}..«
Dd«irão; O ,bt.«, de co-t.ole Ê = (T'4, 6, H, n) p.á ü«üo .üü"''
conDWado Àümüon;ano de E e o siüema E = (TM. õ, a, n) será chamado
de Zeüantümedo tútigettte do sistema E.

6

• ou seJa 
.Clt,t1Ã = lt º ltÃ - .Ct º .Ct'>.. = o 

como a primeira propriedade é imediata fica demonstrado o lema. 
Obs.3. Para. as propriedades da. derivada de Lie veja a. referência. [1]. 

Seja X um campo de vetores analítico em M e seja '"(! I M uma 
trajetória deste campo. ,.. 
Definição: Uma trajet6ria de X, À:/ --+ T* M é um covetor adjunto ou 
solução adjunta de 1 se para todo t E J tivermos À(t) E T~(t)~· 
Definição: Da mesma forma, um.a tra.jet6ria , v: 1 T M. de X é um vetor 
adjunto de 'Y se para todo t E / tivermos v(t) E T,(t)M. 

A partir de nossas definições é imediato o seguinte lema: 
Lema 2.2 Se À(t) é um covetor adjunto de 'Y e se v(t) é um vetor adjunto 
de , então temos para todo t E I 

< À(t), v(t) >=< À(O), v(O) > 
dem. Pelo fato de .-\(t) ser trajetória de Í temos que .-\(t) = X~t(À(O)) 

. A 

pela nossa definição do campo X. Temos também que v(t) = Xh(v(O)) e 
portanto 

. < À(t), v(t) >=< X~i(À(O)), Xt.(v(O)) > 
de onde segue imediatamente o resultado. 
Defi,ni~ão: Seja t uma fanu1ia de campos de vetores em M indexados por 
um conjunto U. Dentotemos t = {Xu}ueU• Então a famt1ia ide campos 
de vetores em T* M formada pelos levantamentos hamiltonia.nos dos campos 
de t é chamado levantamento hamiltoniano de t. ,., 
Definição: A família t de campos de vetores em T M constitui da pelos 
levantamentos em T M de campos de t será chamado levantamento tangente 
de t. . 

Podemos escrever 

i = {Ía}ueu e Í = {Xv}uer, 

Definição: O sistema de controle t = (T* }ef, i, U, íl} ~rá chamado ailtema 
conjugado hamiltoniano de E e o sistema E= (TM, t,U, íl) será chamado 
de levantamento tangente do sistema E. 
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Lema 2.3 Se À: / ---+ T'.À/é uma, trajetóúa de Ê pua um controle ad-
«i«í«] «(t) € n e-tü p . À: 1 ---- Mé «m, t.d'tó.i, de E p,,. o mama
controle.

&«.. Como À(tl é t,detóh de Si p«, «(t) e-tã.

Ã(t) = .É«.(t)(À(t)l quue nmpre

então

d(P . À(t»
Ü p* . .i(t)

p* . }.u(À(tll
x.{0 (P . 'À(t»

donde se conclui que p o À ' uma trdetória de E pua o controle tt(t).
Da, mesma asneira podem08 mostra um lema completamente análogo

pa'a o sbtema E.
F'Hemos uma últilm observação a, respeito dos covetores adjmtos de

um levantamento hainiltoniano do sistema E, mais precisamente daremm
a forma local du equ%&s de evolução lemntamento hainiltoniano.

%ja (y,zl,...,z«) uma carta local da v üedade M, e sda
(p''(y),,i,...,'«,,:,...,y«) «ma tuta Imd de r'M. Tom«-m «m
uma trdetória, '(fl de um campo X que nesta coordenada se esteve

x@ : .:@:; + . . . + ««@:;
Então de6nindo zi(t) ,i . '(t) u f«çõ« %(t) de«m uti;fwe.

à(t) (l(t)).

Se À(t) é um c.«et.- dj«to e«tã. p.deram "lwu Ài(t)
teremos em coordenada

y. . À(t) e

À(t) = (,: (t),. , ,«(f), .x: (t), . . . , À« (t))

e portmto utisfb.z

À(t) (2.2)

7

Lema 2.S Se ,\: I --+ T• M é uma trajet6ria de Ê para um controle ad-
missível u(t) E íl então p o À: I--+ Mé uma trajet6ria de E para o mesmo 
controle. 
dtm. Como >i(t) é trajetória de t pa.ra. u(t) então 

~(t) = Íu(t)(Ã(t)) quase sempre 

então 

d(p o ,\(t)) _ '(t) d,t - J)* O A 

= P• o Íti{t)(.\(t)) 
. =Xu{t)(po·À(t)) 

donde se conclui que p o À ' uma trajet6ria de E para o controle u(t). 
Da mesma !fl&neira podemos mostrar um lema completamente análogo 

para o sistema E. 
Faremos uma. última observação a respeito dos coveto~ adjuntos de 

um levantamento hamiltoniano do sistema E, mais precisamente daremos 
a forma local das equações de evolução levantamento hamiltoniano. 

Seja (V, xi, ... , xn) uma carta local da variedade M, e seja 
(p-1(V),z1, .. ,,xn,Y1, ... ,yn) uma carta local de T*M. Tomemos uma 
uma. tra.jet6ria 1(t) de um campo X que nestas coordenadas se escreve 

X(x) = a1(x) ~ô + ··· +an(x) 8
8 

UZJ Sn, 

Então definindo x1(t) = Xi o 1(t) as funções z;(t) devem satisfazer : 

Zi(t) = iii(1(t)). 
Se ,\(t) é um covetor adjunto então podemos colocar Ã,(t) = y, o ,\(t) e 
teremos em coordenadas 

e portanto satisfaz 

. " ô . ô >.(t} = Zi(t} aZi + >.i(t} ÜJi (2.2) 
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como ubemos também que À(t) é uma tr4et6da de t e compumdo a,
fómula Mima com a fórmula (2.1) dele parágafo cocluimos que À(t) deve
mtisfmer 8 seguinte equação diferencial

à{(t)

L(t)

q(f)

EJ xj(t) %P
(2.3)

Notemos agora que em V um vetou de T.y pode-se representar por uma
matriz coluna com suu coordenadas, e um covetor de 7:V por uma ma-
triz linha., de modo que < À,ü >= }:Xiüi. Se definimos uma função
.E(À,z) =< X,a(z) >= EÀi(z) então; a .qu%ão (2.3) pode-w «cn«'
n/\m /\

(2.4)

Obviamente qmndo
u ucreverão mim como em (2.4)

À/ = R" então u equações do covetor adunt0 sempre

como sabemos também que À(t) é uma. trajet6ria de Í e comparando a. 
fórmula acima com a f6rmula (2.1) deste parágrafo cocluimos que Ã(t) deve 
satisfazer a seguinte equação diferencial 

x .. (t) = "'i(t) 

ii(t) = - E; l;(t) 88i~t) 
{2.3) 

Notemos agora que em V um vetor de T:Y pode-se representar por uma 
ma.triz coluna com suas coordenadas, e um covetor de T;V por uma ma-
triz linha, de modo que < À, v >= E À,v,. Se definimos uma função 
H(À, x) =< À, a(x) >= E Àilli(x) então a equação (2.8) pode-se escrever 
como 

{2.4) 
~ . __ 8H(.\,%} 

' - bzi 

Obviamente quando M = Rn então as equações do covetor adjunto sempre 
se escreverão assim como em {2.4). 
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$3 Sistemas em grupos de Líe : A classe dos nossos sistemas de
controle vistos até agora. é muito gra,nde pa.ra obtermos algum resultado
fundamental. Pua prosseguimios no estudo teremos que reduzir substan-
cialmente a classe dos sistemas de controle impondo restrições tanto na
variedade de con6guração do sistema, quanto na, família de campos difer-
enciaveb, como também no conjunto de controles admissíveis.

De fato se toma.amos um caso simples em que Àf = Rn ,
q' = {.Az + .B%l-ca.., com .A e B matrizes com coeficientes reais, U C R"
compacto e í) = {B: / ----} t/ l B mensurável}, vemos que esta classe de
sbtemas já powü uma literatura enorme. São os chamados shtemas lín-
eues. Na, verdade é nos resultados desta desse de sbtemu que basearemos
nossos estudos. Tt'abalhuemos com uma classe um pouco mais gual que
chamaremm de 8üfema8 dc conttolcõ intparfa te8 à direita.
Z)e#nÍção: Um sistema. de controle invuhnte à direita é um sistema de
controle Ea = (G, õ, [;l, n) onde G será um grupo de Lie conexo de dimensão
finita, $ uma fãmüa de campos de vetores sobre G tal que cada campo
ula invariante à direita, t/ um subconjunto (h álgebra de Líe .L(G) de G
e n uma classe de controles admi«fieis que definhemos de acordo com u
circumHnciu.

Como existe um isomor6smo de álgebru de Lie entre o espaço tangente
na identidade do gmpo G ( que pu'a nós é .[(G» e o conjunto dos campos
inca.dantes à direita dado pela translação à direita. do grupo

.E(z):G --. G
y ---+ gz

então nossa fmüh de campos de vetores será dada por

Õ = {d.R(,).(«)}..«

onde e reprwenta a, identidade do grupo.
A equação de evolução do sistema. Ec :rá

é(t) (,(t».(«(t» (3.1)

arde tl: 1 --+ U será um controle admissível, z percone G .
Como exemplo tomemos M um grupo de matriz » x R,M € GZ(R, R),

então

.R(X)(}'') = Y.X
9

iS Sistemas em grupos de Lie : A classe dos nossos sistemas de 
controle vistos até agora é muito grande para obtermos algum resultado 
fundamental. Para prosseguirmos no estudo teremos que reduzir substan-
cialmente a classe dos sistemas de controle impondo restrições tanto na 
variedade de configuração do sistema, quanto na fanu1ia de campos dif er-
enciaveis, como também no conjunto de controles admissíveis. 

De fato se tomarmos um caso simples em que M = Rn , 
t = {Ax + Bu }ueRm com A e B matrizes com coeficientes reais, U C Rm 
compacto e n = {u: I U I u mensurável}, vemos que esta. classe de 
sistemM já possui uma literatura enorme. São os chamados sistemas lin-
eares. Na verdade é nos resultados desta classe de sistemas que basearemos 
nossos estudos. Trabalharemos com uma classe um pouco mais geral que 
chama.remos de &idemas de controleB invarianteB à direita. 
Defini~ão: Um sistema de controle invariante à direita é um sistema de 
controle Ea = (G, t, U, íl) onde G será um grupo de Lie conexo de dimensão 
finita, t uma famt1ia de campos de vetores sobre G tal que cada campo 
seja invariante à direita, U um subconjunto da. álgebra de Lie L(G) de G 
e íl uma classe de controles admissíveis que definiremos de acordo com as 
circunstâncias. 

Como existe um isomorfismo de álgebras de Lie entre o espaço tangente 
na identidade do grupo G ( que para n6s é L(G)) e o conjunto dos campos 
invariantes à direita dado pela. translação à direita do grupo 

R(x):G G 
. y yx 

então nossa família de c.a.mpos de vetores será da.da por 

1 = {dR(x)e(u)}veU 
onde e representa a. identidade do grupo. 

A equação de evolução do sistema Ea será 

z{t) = dR{:t(t))e(u(t)) 
onde u: I U será um controle admissível, x percorre G . 

(3.1) 

Como exemplo tomemos M um grupo de matrizes n x n,M E Gl(n, R), 
então 

R(X)(Y) = Y.X 
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e ubemm que L(M) € .M(n x n), conjunto de t.das u matrizn nzn com
o colchete de Lie umal.

%ja ü C Z}(M) ente

d.R(X).(U) = U.X (3.2)

+(o) = u'pob se '7: .r ---. M é um curva diíerenciável hl que '(0)
então de6nindo

Ó(t) = E(X)('7(t)) = 1(t).X
temos derinndo em t = 0

=/e

-u.x

q? '*:.dR(X)i(U)
+(o).x

neste caso a equação de evolução é

.t(t) (t).x(t)

Em ltl, Brockett estuda sistemas de controle que evoluem em S0(3)
do tipo:

.i(tl :('{(t)+ E":(t)B;({)).XG)

onde -at. «m, 4(t) e Bi(t) ú «atrizu anui«i«ét,icu.
Uma outra forma de chegarmos a um sistema de controle invariante a

dhdt& é & putir de uma função de coduntos

t

t

F: .r --, /'(E(G»

onde P(Z}(G» será o conjunto das partes da álgebra de Lie Z)(G). DeM
forma definimos a cla80e dmcoütroles admisáveb como nado o codunto du
funções memoráveis suado Lebesgue «: .r --. Z,(G) M que B(t) € 1'(t)
pua todo t € /.

Neste caso a equação de solução Êca

ê(t) = dR(.).(«(t)) «(t) € F(t) (3.3)

10

e sabemos que L(M) E M(n x n), conjunto de todas as matrizes nxn com 
o colchete de Lie usual. 

Seja U E L(M) então 

dR(X)1(U) = V.X (3.2) 
pois se 1: J ---+ M é uma curva diferenciável tal que 1(0) = I e i(O) = U 
então definindo 

6(t) = R(X)(1(t)) = 1(t).X 
temos derivando em t = O 

d6~t) lt=O = dR(X)r(U) 
=i(O).X 
=U.X 

neste caso a equação de evolução é 

X(t) = U(t).X(t) 

Em [t], Brockett estuda sistemas de controle que evoluem em S0(3) 
do tipo: . 

e 
X(t) = (A(t) + L Ui(t)B,(t)).X(t) 

i=l 

onde neste caso, Aã(t) e Bi(t) são matrizes antissimétricasi 
Uma outra forma de chegarmos a um sistema de controle invariante a 

direita é a partir de uma função de conjuntos 

r: 1 -+ P(L(G)) 

onde P(L(G)) será o conjunto das partes da álgebra de Lie L(G). Desta 
forma definimos a classe doscontroles admissf veis como sendo o conjunto das 
funções mensuráveis segundo Lebesgue u: 1 ---+ L(G) tal que u(t) E r(t) 
para todo t E I. 

Neste caso a equação de evolução fica 

z(t) = dR(z)e(u(t)) u(t) E r (t) (S.8) 
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Obs.: Note que se I'(t) = 1' for constante e I' um suboepaço a6m de Z)(G),
hto é, r = x + .L o-de Z é «m sub«p%o «to'id de L(G), entã. teremm
«(t) E.i«{(t)b com Y. C L, e (3.3) 6ca

á +E".(t)v.(") (3.4)

com X(,) = d.R(,).(X) e y.(,) = d.R(,).(Y.).
l,ema 3.1 P,'a todo g C G tema .Áz. (T,g) = .AE. (T, .)g.
&«..: Sda gi C .A(T. g) então «bte um cona.ole ad«bsivel B: to, rl ---. u
td q« , t.detida «mci.«h, %,(t), mtbfm %,(0) = g e 'h(r) = g;.

Tomemos agon. uma cana P.: .r --.} G dada por

P.(t) = '7.(t).g': .R(g'') (l. (t))

vemos rapidamente que P.(t) será uma trdetória de Ea associada a u.
De fato:

Ó.(t) a.R(p''),.,.H (ã. (t))
dR(g''),.U. R('y-(t)).(«(t»
d.E('b(t)g'').(«(t»

Notemos agora que P.(0) = e e ainda P.(T) = gt.g-i dd wgue que
g:g-Í € .A(t. e) o« «j, g: € X(T. .)g.

De ouço IÚo, n À C .Á(T.e)g então hg'i € .A(T, e) donde existe con-
trole admissível B(t) e uma trdet6ria associada, 1« de EC tal que
1.(0) = . e l.(r) = hg''.

ü-.t.Mm qo« a c«.« P.(t) = .E(g)(l.(t», e «,iÊc,mm, de fo-.
máloga à interior que Pu(f) nrá uma ü'aletória de EC associada ao controle
B e que utisfu P.(0) = g e P.(T) = Á, pormto X € .4(T,g) que Mmina
a demomtr%ão do lema

Notemos que, como conseqüencia. imediata deste leal temos que
.A,. (g) = Á,. (.)g.

Também como conseqãencia deite leal vem08 que para demonstra
que o sbtema Ea é completamente controlável bula demomtru que
Áz.(.)= G.
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Obs.: Note que se r(t) = r for constante e r um subsepaço afim de L(G), 
isto é, r =X+ L onde L é um subespaço vetorial de L(G), então teremos 
u(t) =X+ Li "1(t)Y, com Y, E L, e (3.3) fica 

{3.4) 

com X(x) = dR(x)e(X) e Y,(x) = dR(x)e(1'i). 
Lema S.l Para todo g E G temos AE0 (T,g) = A:Ea(T,e)g. 
dem.: Seja 91 E A(T, g) então existe um controle admiss{vel u: [O, T] --+ U 
tal que a trajet6ria associada, "Yu(t), satisfaz 1u(O) = g e "Yu(T) = fl• 

Tomemos agora uma curva /J"': I-+ G dada por 

vemos rapidamente que Pv(t) será uma trajet6ria de Ea associada a u. 
De fato: 

Pu(t) = dR(g-l ),.(t)(1u(t)) 
= dR(g- 1 ), .. (t) O dR(,yu(t))e(u(t)) 
= dR("fu(t)g-1 )e(u(t)) 

Notemos agora que Pv.(O) = e e ainda Pv.(T) = g1.g-1 dai segue que 
g1g-1 E A(T, e) ou seja 91 E A(T, e)g. 

De outro lado, se h E A(T, e)g então hg-1 E A(T,e) donde existe con-
trole admissivel u(t) e uma trajet6ria associada "'fu de Ea tal que 
'Yu(O) = e e 1u(T) = hg-1• 

Construimos agora acurva Pu(t) = R(g)(1u(t)), e verificamos, de forma 
análoga à anterior que /Ju (t) será uma trajetória de EG associada ao controle 
u e que satisfaz P"(O) = g e P"(T) = k, portanto k E A(T,g) que termina 
a demonstração do lema. 

Notemos que, como conseqüencia imediata deste lema temos que 
AEa (g) = ÂEa (e)9. 

Também como conseqüencia deste lema vemos que para demonstrar 
que o sistema. ~G é completamente controlável basta demonstrar que 
Â:Ea(e) = G. 

l 
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Lema 3.2 .AE.(e) é um gemi-grupo.
d.«..: V«nm mmtru q« « g e g- € .Áz. (.) e-tü g:g € .AE. (.).

b fato, g e gi C ÁE. (el aplica que exbt.m Zo e Ti reis positivos
tab q« g C .AS. (ZO, .) e gt C .AEC(Tí,.).

Ente gig C .At. (Ti,c)g e pelo lema 3.1 gig c .AE.(Ti,g). Daí segue
que existem controles 8dmiwíveis Bo: lO,Zol ---+ U e Bl: lO,Til ---+ U
e t«jetó,iu 'y«. e '«: td; q« ,y..l&) = '«.(0) = g , h.ló) = . e
1«. (71) g:g.

Deânim08 agora um novo controle B dado por

se 0 $ t < To

«(f) (3.5)
se Zo $ t gl Zo + TI

Neste caso a trdetóría de Ea awociada a tl que pasm pela identidade do
grupo no instante inicial coincide com '«.(t) no intervalo lO,Zol e pua
& > Zo teremos l«(f) = '.. (t - Zo) , portanh te«mm

'7«(Zo + T ) = '«. (T ) = g-g

o que acarreta gig € .As. (To + TI), que termina a demonstr%ão do lema.
Seja Ea = (G,@,U,nl um sbtema de controle hwiante à direita.

Denotemos por Z'(U) a subálgebra de Lie gerada pelos elementos de U, e
sda S 0 subgrupo de Lie conexo de G cuja álgebra de Lie mja .L(U).

Lema 3.3 .AE. (e) c S.
dem.: Basta notar que pelo fato de todos o$ campos invarimtes à dkeita
da família © poderem 8e reduzir a camp08 invuiante8 à direita em S então
o sbtema de controle Ea pode 8er reduzido a, um sbtema ES = (SI d', UI n)
que continua, sendo invariante à direis e daíngue que .Az, (e) = ÁE. (e), o
que prova o lema.

l,ema 3.4 Se AE.(e) for um subgrupo de Lie de G ente .As. (e) coincide
com S.
dem.: Sda .K a álgebra de Lie de .As.(e). Então como consequência do
le«a 3.3 tema .K C L(a).

12

Lema S.2 ÂEa (e) é um semi-grupo. 
dem.: Vamos mostrar que se g e g1 E ÂEa (e) então 919 E ÂEa (e). 

De fato, g e 91 E ÂEa (e) implica que existem To e T1 reais positivos 
tais que g E ÂEa(To,e) e g1 E AEG(T1,e). 

Então g1g E Ata(T1,e)g e pelo lema 3.1 g1g E Ar:a(T1,g). Daí segue 
que existem controles admissíveis uo: [O, To] --+ U e u1: [O, T1 ] --+ U 
e trajetórias "fuo e 7u1 tais que ')'u0 (To) = "fu1 (O) = g , "tu.o (O) = e e 
IU1 (Ti) = 919• 

Definimos a.gora um novo controle u da.do por 

uo (t) se O < t < To 
u(t) = (3.5) 

ui (t) se To < t < To + Ti. 

Neste caso a trajetória de Ea associada a u que passa pela identidade do 
grupo no instante inicial coincide com 1u.o (t) no intervalo [O, To) e para 
t > To teremos "'Yu.(t) = ')'u1 (t - To) , portanto teremos 

o que acarreta g1g E ÂEa (To+ T1), que termina a demonstração do lema. 
Seja bG = (G, 1, U, íl) um sistema de controle invariante à direita. 

Denotemos por L(U) a subálgebra de Lie gerada pelos elementos de U, e 
seja S o subgrupo de Lie conexo de G cuja álgebra de Lie seja L(U). 

Lema S.3 AE0 (e) e S. 
dem.: Basta notar que pelo fato de todos os campos invariantes à direita 
da familia I poderem se reduzir a campos invariantes à direita em S então 
o sistema de controle Ea pode ser reduzido a um sistema Es = (S, t, U, íl) 
que continua sendo invariante à direita e daísegue que ÂEs (e)= ÂEa (e), o 
que prova o lema. 

Lema S.4 Se AE0 (e) for um subgrupo de Lie de G então ÂEc(e) coincide 
com S. 
dem.: Seja K a álgebra de Lie de ÂEa(e). Então como conseqüência do 
lema 3.3 temos K e L(U). 

12 



%jq q"q«m « € U e colide«mw o c«t.ole comente B(t) = «.%ja
'7. a trdetória de Ea associada a ti que no instante inicial pasn por e. Na
verdade,como neste caso a equação de evolução fica

à (,).(«)

. t.qjetó-i, é dü, pel' "p""'i'l l.(f) = .W(t«) e ..p(t.) C .AE. (.)
para todo t € R já que .AE. é subgrupo. Mas então j.(0) = u está em
X donde concluimog que U C .K e portmto .L(U) C Ã o que implica
.L(ü) = .K. Como S e .As. (e) são conex08 então l$ = Ás.(e) temiinmdo
a demonstraçã) do nosso lema

Os lema acima indicam que a, questão de controlabilidade está rela-
cionada com o fato de descobre. quando que .ÁE.(c) . é um subgmpo e
especialmente quando que .AE. (e) = G.

Note que, como consequência dos lema acima temos o multado:

Lema 3.5 Se AE. (e) for um subgupo de Lie e se L(tr) = L(G) então EC
é completamente controlável.

Passaremos a 8eguh ao estudo de como expriiúr u trajetóHas de um
sistema de cona'o]e invadmte à dh'eiü atrav& de uma integral multiplica-
tiva« O que nos da,rá, de passagem, a, garantia, da existência de trdetó
riu únicas definidas em todo domínio de deânição de um controle ad-
miwível. O objetivo será mostrar um princípio de extremalidade , que
chamaremos de princípio de Pontriaguin, utilizando a integral multiplica-

O estudo da integral multiplicatiw em grupos de Lie de dimensão ânita
bem como u a,plicações em teoria. do controle estão feitos no trabalho de
Sm Mutin IVI. O que farem08 a seus será um resumo deste trabalho,
informado as idéiu e m teorema relativos a. integral multiplicativa que
usuei no próximo capítulo.

tava.
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Seja., agora,um tJ EU e consideremos o controle constante u(t) = v.Seja. 
1u a trajet6ria de Ea associada a u que no instante inicial passa por e. Na 
verdade,como neste caso a equa<;ão de evolução fica: 

z = dR(x)e(v) 

a trajetória. é dada pela exponencial 1u(t) = exp(tv) e exp(tv) E ÂEa (e) 
para todo t E li já que ÂEa é subgrupo. Mas então iu(O) = v está em 
K donde concluímos que U e K e portanto L(U) e K o que implica 
L (U) = K. Como S e ÂEc: (e) são conexos então S = ÂEc: (e) terminando 
a demonstração do nosso lema. 

Os lemas acima indicam que a questão de controlabilidade está rela-
cionada com o fato de descobrir quando que A~a (e) . é um subgrupo e 
especialmente quando que AEa(e) = G. 

Note que, como conseqüência. dos lemas acima temos o resultado: 

Lema S.5 Se ÂEa (e) for um subgrupo de Lie e se L(U) = L(G) então Ea 
é completamente controlável. 

Passa.remos a seguir ao estudo de como exprimir as trajetórias de um 
sistema de controle invariante à direita através de uma integral multiplica-
tiva O que nos dará, de passagem, a garantia da existência de trajetó 
rias únicas definidas em todo domínio de definição de um controle ad-
missível. O objetivo será mostrar um princípio de extremalidade , que 
chamaremos de princípio de Pontriaguin, utilizando a integral multiplica-
tiva. 

O estudo da integral multiplica.tiva. em grupos de Lie de dimensão finita. 
bem como as aplicações em teoria do controle estão feitos no trabalho de 
San Martin [7]. O que faremos a seuir será um resumo deste trabalho, 
informando as idéias e os teoremas relativos a integral multiplicativa. que 
usarei no próximo capítulo. 
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$4 ]ntegrab multiphcativas: Anta de iniciarmos com as inte©ais
multiplicativa vamos fixa,r nosso sistema de controle como aquele cuja
qu,ção de e«l«çü é do tipo (3.3) e I': 10, ®l --, .P(L(G».

%ja G «m p«po de Lie de dize«ã. Ê-it* e co-uo e .L(G) = ZG
sua á[gebra de Lie. Seja «: la, õl --..} .E(G) uma função mensurável segundo
Lebesgue. Definhemos uma, a.p]icação ]l que a, cada flinção w da forma.
Mima awociuá um um elemento de G e que «rá denotado por IT!%(f)ã.

Para comtruirmos esta integral para toda tl Lebesgue íntegrável,supo-
remos inicialmente que tl nla constante por puxes e que P = {t0, . . . , tn}
8da uma partição do intewalo ja, õl tal que

%l[t.--,t.] : %
de modo que cada q «ja um vetar constante de .L(G). Neste caso tem08
Z)e$&ição: Se %: la,ól ---- L(G) for uma nação constante por p'nes nas
condições acima então a integral multiplíatiw (à direita) de & má de$aida
por

ll «(')a' - ll «p(lt'

b n

ti-,l«.)

onde
n

n.ZP(lt; - t.--l«.) .,p(it. -t.--l««l ..p(lt: - tol«:)

Notemos que:
e A ordem de como é feita a multiplicação é importante pob os ele-

mentos do grupo podem não comuta .
e Não importa a escolha da partição, pois se

Bl[&-:,t.] : 'wl]t.,t...] : B,

então

e,p(it.+, - t.l«.).''p(lt; - t.-:l«.) = ew(it.+: - t.-:l«.)
A«i« n «: 1., ól --, L(G) fo. ««. h-çh "-'t"b t.nmm

b

ll«(,)a'
B

mp(l6 - al«)

14

§4 Integrais multiplicativas: Antes de iniciarmos com as integrais 
multiplicativas vamos fixar nosso sistema de controle como aquele cuja 
equação de evolução é do tipo (3.3) e r: [O, oo] ---. P(L(G)). 

Seja G um grupo de Lie de dimensão finita e conexo e L(G) = TeG 
sua álgebra de Lie. Seja u: (a, 6]---. L(G) uma função mensurável segundo 
Lebesgue. Definiremos uma apli~ão Il que a cada func;ão u da forma 
a.cima associará um um elemento de G e que será denotado por IT!u(t)dt. 

Para construirmos esta integral para toda u Lebesgue integrável,supo-
remos inicialmente que u seja constante por parte, e que P = { to, ... , tn} 
seja uma partição do intervalo [a, 6] tal que 

ullt,-1,t,1 = u; 
de modo que cada u, seja um vetor constante de L(G). Neste caso temos 
Defini~ão: Se u: [a, b] ---. L(G) for uma função constante por partes nas 
condições acima então a. integral multiplicativa. (à direita) deu será definida 
por 

6 n II u(r)dr = JI exp([ti - ti-i]ui) 
a. •=1 

(4.1) 

onde 
n n exp((ti - ti-1]ui) = exp([tn - tn-1)un).,. exp([ti - to)u1) 

•=l 
Notemos que: 

• A ordem de como é feita a multiplicação é importante pois os ele-
mentos do grupo podem não comutar. 

• Não importa a escolha da partição, pois se 

uJi~-1,ti] = uh~,tH1l = "• 
então 

ezp([t.,+1 - t,]u.).exp((t, - t,-1]u.) = exp([ti+t - t,-1]u.) 
Assim seu: [a, 6] ---. L(G) for uma. função constante teremos 

b II u(r)dT = up([b - a]u). 
e& 
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A definição da integral mu]tip]icativa pua o caso geral em que tl íor
Lebesgue integrável está baseado no seguinte teorema que não demon-
stra'erros.

Tmnm,a 4.1 Sda ©: ja,ól ---+ .L(G) integrável ugundo Lebesgue, € seja
C o conjunto de toda u sequências &i: la,61 --. .[(G) b] que u wja
cortante por partes e tal que lltii - wllt -+ 0 ;ntão teremos:

í a,l C não é veio.

l b) A «qüê«i, g. = ll: «.(')d, co«eqe p«' t'd' "qüênci, {«.}..,«
e o Emite não dcpmde da sequência de ( escolhida.
Então de6nimos 111 t&(fiar = limo-« 111 t'i(r)dr onde {«&li.x C C.
Enumeremos alguaus propriedades da'integral multiplicativa que são

con8eqãências diretas da de$nição:
Propriedade .í- Se tl: ja, &l ---, Z;(G) for IHbesgue integMvel e se pu'a todo
ti, t2 € 1ü, ól tivermos que o colchete de Lie de «(tl) e tl(t2) w anula então

b pÕ

ll-(')d' - "p(/' "(')a'). (4.21

Propriedade 2- Para toda %: la,61 --.. l}(G) Lebesgue integrável e para
c € 1a, õl temos

b

ll«(,)a'
B

b c

n n«(,la.) ( «(.)d.l

Propriedade 3 Sda E um outro grupo de Lie, e sda 1: G --+ .B um ho
momor6smo de grupos de Lie. Então temos a. relação com u exponenciais:
1(«pc(-(t») = «PH(d'y.(B(t») o q« «,neh . p''p'i''l'd' «guinte

b

'y(11«(,)a'l
a

b

11 aa.(«')i'.
a H'

(4.4)

Uma função g: la,ól --.} G será dita absolutamente contínua se for
a.boolutamente contínua em cada sbtema de coordenadas.

O próximo teorema é o teorema fundamental do cálculo pua u in-
tegral multiplicativa.s, é também o teorema que vai pemlitir exprimir as

15

A definição da integral multiplicativa para o caso geral em que u for 
Lebesgue integrável está baseado no seguinte teorema que não demon-
straremos. 

Teorema 4.1 Seja u: [a, b) --+ L(G) integrável segundo Lebesgue, e seja 
C o conjunto de todas as seqüências u1: [a, b) -+ L(G) tal que u, seja 
constante por partes e tal que !luk - ul! 1 O então teremos: 

( a) e não é vazio. 
( b) A seqüência g1c = II! u1c(1)dr converge para toda seqüência {uA:}A:eN 

e o limite não depepde da seqüência de C escolhida. 
Então definimos n: u(r)dr = limi-+oo n: tih(1)d1 onde {uh}heN E C. 
Enumeremos algumas propdedades da integral multiplicativa que são 

conseqüências diretas da definição: 
Propriedade 1- Seu: [a, b] -+ L(G) for Lebesgue integrável e se para todo 
ti, t2 E [a, 6) tivermos que o colchete de Lie de u(ti) e u(h) se anula então 

b b IJ u(r)dr = exp(1 u(r)dr). (4.2) 

Propriedade e- Para toda u: [a, b] -+ L(G) Lebesgue integrável e para 
e E [a, b] temos · 

b b e 
II u(r)dr = (II u(r)dr)(II u(r)dr) (4.3) 

Propriedade !J. Seja H um outro grupo de Lie, e seja 1: G ---+ H um ho-
momorfismo de grupos de Lie. Então temos a relação com as exponenciais: 
1(expa(u(t))) = expH(d,oy.{u(t))) o que acarreta a propriedade seguinte 

b b 
i(II u(r)dr) = II d1e(u1)d1. (4.4) 

" "H 

Uma função g: [a, 6) ---+ G será dita absoluta.mente contínua se for 
absolutamente contínua em cada sistema de coordenadas. 

O próximo teorema é o teorema fundamental do cálculo para as in-
tegrais multiplicativas, é também o teorema. que vai permitir exprimir as 
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trdetórías de nossos sistemas de controles invariantes a direita por uma
fórmula bem cómoda.

I'trema 4.2 Sda tl: la,61 --+ Z,(G) uma função Lebesgue integrável e
tomemos g: la, õl ---..} G definida por

t

: ll«('ia,
&

(4.5)

ente g(t) w.á .b«l«t,menu conta«, e .i-d,

õ(t) = a.E(plt)).(«(t)).(4.6)

Além disso se g: la,ól --....} G for uma função absolutamente contínua e
definimos

«(t) = d.R(g(t)''),H(&(t» € .L(G) (4.7)
teremos

p(t) = (11 «(,)a')p(') (4.8)

t

B

a ) Se t.(t) = Bo for consente então a primeira pude é trivial pob
Íll. «(.)á. = mp(if - .l« ) de o-de t.mm q«

Õ(t) = d.R(.W(it - a]«o).(«o).

b ) Quando ©(f) for cortante por partes, também é fbn pois supondo
que no intervalo lto,tl u seja constante igual a Bo então

p(t) - (Ç "(')d')(y -(')a')
bll

= ..p(if - fol« )ll«(')a
= .R(g(to»(.,p(it - tol«o)

Ih

6

trajetórias de nossos sistemas de controles invariantes a direita por uma 
f6rmula. bem cômoda. 

Teorema 4.2 Seja u: [a, b] L(G) uma função Lebesgue integrável e 
tomemos g: ( a, b} _... G definida por 

t 
g(t) = fl u(r)dr (4.5) 

CI, 

então g(t) será absolutamente contínua e ainda · 

g(t) = dR(g(t))e(u(t)). (4.6) 

Além disso se g: [a, b] _... G for uma função absolutamente contínua e 
definirmos 

u(t) = dR(g(t)- 1 )9(t)(g(t)) E L(G) (4.7) 
teremos 

t 
g(t) = (II u(r)dr)g(a) (4.8) 

CI 

dem.: 
a ) Se u(t) = uo for constante então a primeira parte é trivial pois 

TI! u(r)dr = exp([t - a]ua) de onde temos que 

g(t) = dR(exp([t - a]uo)e(uo). 

b ) Quando u(t) for constante por partes, também é fácil pois supondo 
que no intervalo [to, tJ u seja constante igual a u0 então 

t f(i 

g(t) = l:{J u(r)dr)(IJ u(r)dr) 

to 
= ezp([t - toJUo) fl u(r)dr 

• = R(g(to))(exp(lt - to]uo) 
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e portmto

õ(t) dE(g(to»«,U*-*.]. o a.R(.,P(it
d.R(g(t».(-(&))

tol«o)).(«o)

isto mostra a primeira parte do teorema para o caso em que B(t) e
comtmte por puta

c ) Pua o caso geral, tomamos uma 8eqüência {%i} ta] que lltii-- &lli -+ 0
ê de6-i«m g;(tl = rl: «i(,)d. e-tà t.mm à«;gi co- &gé «üo.m.-
mente para g (ver l31).
Seja, (Ó,U) um sküiüa de coordenada ]ocü em G ta] que gi(t) € U

pa'a t .percorrendo um subintervalo de ]a,ó]. definim08 agora
h&(t) = (Ó o g&)(t) e-tã. «e.inca-w q«e ã& coice-je «úfo-mede-t. p«'
h e temos

4iãD . (í'(f».("'(1)) fcJ
e portanto

h&(tl = A.i(cl + / d(é . .a(gi(t))l.(«i(,)a.
t

e
cc J

pasmado ao limite k -+ oo obtemos o regalado.
Para a segunda parte basta notar que deÊnindo à

a,bBolutamente contínua. por definição e
Ó o g teremos h

À(t) @.«} (& (tl)
d(+ . .R(g(t»)(e(t))

e como a aplicação t -+ d(é o R(g(t))) e contínua e .Ê(t) integrável, então
«(f] «rá int-Wavd.

Agua de6nindo g, (t) = g(t)'' 11: B(TPF tema que:

Ó.(t) it)'')hH(À,(t)) + a.E(X(t)).U-. (Õlt)'') l4.0)

ch«:«do A(t) = U!«(,ld'.

e portanto 

g(t) = dR(g(to))ezp([t-to]uo o dR(exp([t - to]uo))e(uo) 
= dR(g(t))e(•-(t)) 

isto mostra a primeira parle do teorema para o caso em que u(t) e 
constante por partes. 

e ) Para o caso geral, tomamos uma seqüência {ui} tal que llu1; -ull1 -+ O 
e definimos g1i:(t) = IJ! ui(r)dr então temos que 9k converge uniforme-
mente pa.ra g (ver [3]). 
Seja(</,, U) um sistema de coordenadas locais em G tal que g,(t) EU 

para t percorrendo um subintervalo de [a, b]. definimos agora 
h,(t) = (tP o gi)(t) então verifica-se que hJc converge uniformemente para 
h = <p o g, e temos 

e portanto 

h1(t) = ht(c) + l d(~ o R(gk(t))).(ut(1 )d1 e E J 

passando ao limite k oo obtemos o resultado. 
Para a segunda parte basta notar que definindo h = <p o g teremos h 

absoluta.mente contínua por definição e 

h(t) = d<pg(t>(g(t)) 
= d(</, o R(g(t)))(u(t)) 

e como a aplicação t -+ d(t/> o R(g(t))) e contínua e h(t) integrável, então 
u(t) será integravel . 

. Agora definindo g •. (t) = g(t)-1 IJ! •(,-).Ir telD08 que: 

g*(t) = dL(g(t)-1 )h(t}(h(t)) + dR(h(t))g(t)-1 (g(t)-1) (4.9) 

ch&IQ&ndo h(t} = IJ! u(r)dr. 
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Sabemos pela primeha para que (de (4.6)

À(t) (A(t».(«(t» (4.10)

p.. o«t" lüo tema g(t)g(t)-' e então

dl(g(t)),H- - (}(t) '') -a.E(p (t) ''),U (ilt) )
ou ula

õ(t)': = -a.L(g(t)':). . a.R(p(t)''l.u(Õ(t))
ou ainda, lemndo em consideração (4.7) temos:

õ(t)': = -a.t(g(tl'').(-(tl) l4.iil

substituindo (4.10) e (4.11) em (4.9) obtemos

&.(t)(f)'')AH(d.R(À(t)).(-(f))) -dR(X(t)),H--(dl(g(t)'').(-(t»)

de onde concluímos que á,(t) 0 quase sempre} e portanto

g(t)''ll«(')a'
a

t

g(.)''

de onde segue a fórmula (4.8) terminando também a demomtração do teo-
A \.ll!!b:

Este teorema será importante pu'a, o nosso trabalho, pob através du
relações (4.5) e (4.6) vemos que pela integral multiplicatim podemos es-
crever a solução da equação diferencial(3.3) do pu'ág'do interior , moP
traído ainda que se o controle admissível ti : la, õl ---.} U está deÊnido em
um intendo la,õl então as soluções de (3.3) também estão de6nidas no
intervaloiateiro.

As trdetórím do sidema de controle (3.3) terão portanto a fama

t

1.(t) = (ll «('la')g
a

sendo que «a trdetória utisfu l..(a) = g C G.
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Sabemos pela primeira parte que (de (4.6): 

h(t) = dR(h(t))t(u(t)) 

por outro lado temos g(t)g(t)- 1 = e então 

dL(g(t))g(t)-1 (g(t)-1) = -dR(g(t)-1)g(t)(g(t)) 
• ou seJa 

g(t)-1 = -dL(g(t)-1 )e o dR(g(t)-1 )g(t)(g(t)) 
ou ainda, levando em consideração ( 4. 7) temos: 

g(t)-1 = -dL(g(t)-l )e(u(t)) 

substituindo (4.10) e (4.11) em (4.9) obtemos 

(4.10) 

(4.11) 

g. (t) = dL(g(t)- 1 )h(t)(dR(h(t))e(u(t)))-dR(h(t))g(t)-1 (dL(g(t)- 1 )e(u(t))) 
de onde concluímos que g. (t) = O quase sempre, e portanto 

t 
g(t)-1 II u(r)dr = g(a)-1 

a 

de onde segue a fórmula (4.8) terminando também a demonstração do teo-
rema.. 

F.ste teorema será importante para o n<MOO trabalho, pois através das 
relações (4.5) e (4.6) vemos que pela integral multiplicativa podemos es-
crever a soluçá.o da equação diferencial (3.3) do parágrafo anterior , mos-
trando ainda que se o controle admissível u : [a, 6] ---t U está. definido em 
um intervalo [a, b) então as soluções de (3.3) também estarão definidas no 
intervalo inteiro. 

AP, trajet6rias do sistema de controle (3.3) terão portanto a forma 

t 
"Yu(t) = (Il u(r )dr )g 

CI, 

sendp que esta trajetória satisfaz 1u (a) = g E G. 
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Uundo alguma propHedades de continuidade e diferencia,bilidade da.
aplicação ljP: EP(la, ól, L(G» --. G (ver l71), pode-se m08trar alguma pro-
priedades geométricas e topo16gicu dos codunt08 de uessibilidade.

Notemos que com a notação da inte©al multiplicativa podemos es

.AE. (T, e)
T

{ll«(')a,t
0

« € n}

« c n e t c to, ml}

Apenas pua ilustra os tip08 de propriedades que podemos mostra,a-
nunciaremos, novamente sem a demonstração que requer vários detalhes
técnicos,um üoreala(IVI) seguinte:

Tmn"a 4.3 Sj, F: 10, m) ---, .P(.L(G)) td q« cüa I'(t) «ja comp«t'
e convexo e tal que I' seja contínua na métúca de Raussdorf sôbre os
comp«t" de L(G), então .AE. (T, e) «,á «mp«h .m G, p«a «d, 7' C

O teorema acima será particularmente útil para nós, pois com u mes-
mas hipóteses do teorema poderemos garantir a existência de um controle
de tempo ótimo.

Para precisam consideremos o problema de atingir um ponto g € G
a partir de e por uma trdetória de Ec no menor tempo possível. Pua
resolver este problema comideremos o conjunto:

0.ool

Sg = {t € 1O, m) l g C A,. (t,.)}

Em primeiro lugar não é guantido que este conjunto seja diferente do veio,
mas uma garantia pa.ra, isto é que o sistema sda completamente controlável
ou controlável a pat'tir de e ($ão equivalentes no can).De qualquer forma
uma vez veriÊcado que Sg não é guio precisuemos du hipóteses do teo!'ema
a,nterior pu'a gumtir & existência de um cona'ole ótimo. Ou seja

Teorema 4.4 Nas mesmas hipóteses do teorema(4.3). Se Se não íor veio
e t\ = infSe então.t. € Sg'(iúo é t. e td que g € .ÀZ.,(t.;e) e n t < t.
e-th g # .A,.(t, .».

Usando algumas propriedades de continuidade e diferencia.bilidade da. 
aplicação IIP: .CP([a,b), L(G))----+ G (ver [7]), pode-se mostrar algumas pro-
priedades geométricas e topológicas dos conjuntos de acessibilidade. 

Notemos que com a notação da integral multiplicativa podemos es-
crever 

T 
AEG(T,e) = {Il u(r)dr I u E íl} 

o 
t 

AEa (e)= {I] u( r)dr I u E íl e t E [O, oo]} 

Apenas para ilustrar os tipos de propriedades que podemos mostrar ,e-
nunciaremos, nova.mente sem a demonstração que requer vários detalhes 
técnicos,um teorema. ([7]) seguinte: 

Teorema 4.S Seja r: [O,oo)----+ P(L(G)) tal que cada r(t) seja compacto 
e convexo e tal que r seja contínua na métrica de Haussdorff sôbre os 
compactos de L(G), então A1::0 (T,e) será compacto em G, para cada TE 
[O, oo). 

O teorema acima será particularmente útil para nós, pois com as mes-
mas hipóteses do teorema poderemos garantir a existência de um controle 
de tempo ótimo. 

Para precisar, consideremos o problema de atingir um ponto g E G 
a partir de e por uma trajetória de Ea no menor tempo possível. Para. 
resolver este problema. consideremos o conjunto: 

S1 = {t E [0,oo) j g E ÂEa(t,e)} 
Em primeiro lugar não é garantido que este conjunto seja diferente do vazio, 
mas uma garantia para isto é que o sistema seja completamente controlável 
ou controlável a partir de e (são equivalentes no caso).De qualquer forma 
uma vez verificado que S, não é vazio precisaremos das hip6t~ do teorema 
anterior para garantir a existência de um controle ótimo. Ou seja: 

Teorema 4.4 Nas mesmas hip6teses do teorema (4.3). Ses, não for vazio 
e t. = inf s, então t. E s,.(isto é t. e tal que g E A1:o(t.,e) e se t < t. 
então g A'Ea (t, e)). 
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dem.: Sda tx uma sequência de elementos em Se tal que tX -.} t. e con-
siderem08 %x C n tal que g = TT? %X(r)dr.

Como para todo .N natural't. < tx então podemos considera' os con-
trola admi8síveís % = wXllo,t.l. Do fato de I'(t) 8er compus e convexo
o S?.ajunto dm t. C n t'] que B: lõ, t.l ---, Z}(G), éâ'lamente comp,cto em
Z?(lO,t,l,Z}(a)) . Pod«-b "ih .i': lO,t*l -b L(G) co-t.ole «m«í«l
ta] que Bh converge fracamente para %'. Então usando uím propriedade

de contiguidade de ll tem08 que Hâ' B&(r)dr conveqe pua llã' «'(r)dr.
Mas Wra

ll««,(')a,
0 Ç«Ha.ll«hn

pasmado ao linúte e da continuidade da. multiplicação em G obtemos
g = 118' B'(7)dr portanto t. € Se que era o que se queria demomtru.

Portmto a hipótu: acinu é uma condição su$ciente pam a existência
de controle ótimo em dstemu invarimtes à direita.

Fuemos ainda neste capítulo mais duas obserlnções gerais a, respeito
dos grupos de Lie e de seus vibrados tangente e cotangente, e uau ma.fieira
de relaciona o obrado tangente com a va.piedade simplética, T'G.

dem.: Seja tN uma seqüência de elementos em Sg tal que fN -+ t. e con-
sideremos UNE n tal que g = n~N UN(r)dr. 

Como para todo N natura.1'"'t. < tN então podemos considerar os con-
troles admissíveis uN = uNl[o,t.]• Do fato de r(t) ser compacto e convexo 
o conjunto dos u E íl tal que u: [O, t •] ----+ L!G), é fracamente compacto em 
! 2([0,t.],L(G)). Portanto existe u•: (o,t. ----+ L(G) controle admi&mvel 
tal que u N converge fracamente para u •. Então usando uma propriedade 
de continuidade de II temos que I]~· uN(r)dr converge para II~· u*(r)dr. 

Mas a.gora 

passando ao limite e da continuidade da multiplicação em G obtemos 
g = II~• u*(1)d1 portanto t. E Sg que era o que se queria demonstrar. 

Portanto a hip6tese acima. é uma condição suficiente para a existência 
de controle ótimo em sistemas invariantes à direita. 

Faremos ainda neste capítulo mais duas observações gerais a respeito 
dos grupos de Lie e de seus fibra.dos tangente e cotangente, e uma maneira 
de relacionar o fibrado tangente com a variedade simplética T•G. 
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$5 A estrutura de grupo de Lie em TG: Para utilizarmos poste-
riormente, a integral multiplicativa no vibrado tangente, ntuda.remos um
pouco da. estrutura de grupo de Lie em TG. Esta estrutura. de grupo será
introduzida naturalmente atrav& da multiplicação em G.

Denotemos por m:G x G ---+ G a multiplicação em G e por
m,: TG x 7"G --+ 7'G a. a.plicação induzida. nos vibrado tangente.

Denotemos por x:TG --+ G a, proüeção do vibrado, se tià C TG isto
significa que z(uõ) = ó.

Lema 5.1 Se ü. € TG e üõ c TG então teremos:

"-, h,» («. , .õ) dR(Ó).(..) + dZ(.)&(.&) € .': («.(., &)) (5.1)

de«..; Seja (é, ü) uma c..rta em torno de «, (+,}'') ««. c..'ta em to.no de
b e (8, H') u«' .ut, «: hmo de «.(., &) e cona.iuemm a fu-çã.:

h = 8 . m . (é':,+':):P x V --. n'

então

onde

Ü«,q (VI , V2 ) aÀ,(Ví) + âA,(V2)

ã = ó(.) õ = @(b)

õh, (h) = ah(., õ)e(v )
âh.(b) = Ü(ã, .)i(V2)

Pa.ra mostra,r o resultado agora basta ver que:
a ) .E(b): G --. G quando ucrita nu cara acinn Êca À(.,õ).
b ) .[la): G --, G quedo «cHt. nu mumu cut« Êca À,(ã, .).

De onde cegue o multado dentado, notado que Vi = W.(t,.) e
V2 : dd'õ(t,õ).

lote lema pa'imite mostra que IR.. deSDe uma estatura de gmpo em
TG.(Na verdade grupo de Lie pob m* e analítica).

De hto, sda ã': G ---} TG a, secção nula, do vibrado taqente, e colo.
quedos 0. = $(e). Então 0. será o elemento neutro de m*, ou mja, má a
identidade do grupo (TG,m.). Isto decorre imdiatamente de (5.1).
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§5 A estrutura de grupo de Lie em TG: Para utilizarmos poste-
riormente, a integral multiplica.tiva no fibrado tangente, estudaremos um 
pouco da estrutura de grupo de Lie em TG. Esta estrutura de grupo será 
introduzida naturalmente através da multiplicação em G. 

Denotemos por m: G x G --+ G a multiplicação em G e por 
m.: TG x TG -+ TG a aplicação induzida nos fibrado tangente. 

Denotemos por ,r: TG -+ G a projeção do fibrado, se v1, E TG isto 
significa que ,r(vb) = b. 

Lema 5.1 Se Va E TG e v1, E TG então teremos: 

dem.: Seja (</,, U) uma carta em torno de a, (f/,,, V) uma carta em torno de 
b e (6, W) uma. carta em torno de m(a, 6) e consideremos a função: 

então 

onde 

h=lomo(</>-1,1/,-1):UxV-+ W 

ú = t/,(a) v = 1/, (b) 
aha:(V1) = dh(., v)u(V1) 
ôh,(V2) = dh(u, .)ij(V2) 

Para mostrar o resulta.do agora basta ver que: 
a ) R(b): G G quando escrita nas cartas acima fica h(., v). 
b ) L(a): G--+ G quando escrita nas mesmas cartas fica k(ú, .). 

De onde segue o resultado desejado, notando que V1 = "'ft(J(vCJ) e 
V2 = dt/,&(vb). 

&te lema permite mostrar que~ define uma est.rut.ura de grupo em 
TG.(Na verdade grupo de Lie pois m. e analitica). 

De fato, seja. t: G TG a. secção nula. do fibrado tangente, e colo-
quemos Oe = t(e). Então Oe será o elemento neutro de m., ou seja, será a 
identidade do grupo (TG, m.). Isto decorre imediatamente de (5.1). 
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Dado um uó C TG então o inverso de uõ será denotado por uõ'i e vale:

«Ó'' d(R(6'') . .[(Õ'')).(-«.) (5.2)

e a veri6c,ção é i«ediata botando co]wu (5.2) m brm«]a (5.1) substi-
tuindo tl. por tJó''.

Porbnto (i'M, m*) é um grupo de Lie.
Oóõ. .í: Outra consequência trivial do lema 5.1 é que a proleção r é, na,
verdade, um homomor6smo de grupos de Lie.
O&õ. 2 Seja a: R ---+ G e J8:R ---} G duu curva diferenciáveis, e consi-
deremos a curou

ó(t) = «.(«(t),P(t))
então derimndo obtendo

á(t) "'*(.u ,pe» (à(t) ,Ó (t) l

e portanto pelo lema 5.1 obtemos a fórmula

á(t) aR(P(t)l.W(à(tl) + dl(a(tl)PH(Ó(t) (5.3)

fómula que já tivem08 a necwidade de utilizar (veja (4.9».
Vamos considerar agora a representação adjunta do grupo G

.Ad.: L(G) --. .Z;(G)

dada por
.Ad,(«) :). . d.L(g).(«)

esta representação define uan anão à direita do grupo G no espaço vetoria]
L(G). E consideremos o grupo de Lie .L(G) x..la G produto gemi-direto de
L(G)(como grupo abeliano) por G através d& anão .Ad.

Ald de #«p. deÊ-ida .m Z;(G) x.Ad G é a %Mk

(«, g).(«, h) (« + .Ad. («), gX)

E fácil veriâcu que o elemento
(«,g) c Z(G) x«a G e-t&

neutro dele grupo é (0,e) e que se

(«,g)': = (-.Ád.-- («),g':)
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Dado um Vb E TG então o inverso de Vb será denotado por vb 1 e vale: 

(5.2) 

e a verificação é imediata bastando colocar (5.2) na fórmula (5.1) substi-
tuindo V4 por Vi" 1• 

Portanto (T M, m.) é um grupo de Lie. 
Obs. 1: Outra conseqüência trivial do lema 5.1 é que a projeção ,r é·, na 
verdade, um homomorfismo de grupos de Lie. 
ObB. S Seja o:: R -+ G e /J: R -+ G duas curvas diferenciáveis, e consi-
deremos a curva.: 

6(t) = m(a(t), P(t)) 
então derivando obtemos 

e portanto pelo lema 5.1 obtemos a fórmula 

c5(t) = dR(/l(t))a(t)(ã(t)) + dL(a(t))11(t)(,8(t) (5.3) 

fórmula ·que já tivemos a necessidade de utilizar (veja (4.9)). 
Vamos cQnsiderar agora a representação adjunta do grupo G. 

Adg: L(G) -+ L(G) 

dada por 
Adg(v) = dR(g- 1)g o dL(g)e(v) 

esta representação define uma ação à direita do grupo G no espaço vetorial 
L(G). E consideremos o grupo de Lie L(G) XAd G produto semi-direto de 
L(G) (como grupo abeliano) por G através da ~ão Ad. 

A lei de grupo definida em L( G) XAl G é a seguinte: 

( u, g). ( v, h) = ( u + Adg ( v), g h) 

E fácil verificar que o elemento neutro deste grupo é (O, e) e que se 
(u,g) E L(G) XAd G então 

(u,g)-1 = (-Adg-1 (u),g-1 ). 
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Pua, detalhes do produto seaú-direto ver Í6j

Lema 5.2 (7'G,m.) é Mmoúo a .L(G) x..4a G.
dem.: Consideremos a aplicação:

0: 7'G ---, L(G) x..+a G

dada por
0(«.) =(d.R(g':).(«.), g)(5.4)

e fácil ver que 8 é diferenciável pois 8 = (d.R o{ o r) o {d x g onde R é a,
trmslação à direita, r a projeção, f a inversão em G e {d a identidade em

Também é fácil ver que O é invenÍvel e que sua inverta é dada por

8':««,g» = dR(g).(-) (5.5)

Resta a.penas m08tra.r que 8
De fato:

é um homomorfismo de grupos

o («. .«À ) 8 («., (.., WÀ))
0(dX(À,),(.,) + dl(g)Á(»Á» d. (5.1)
(dR(IgXI'').h(d.R(h).(..)+ dl(g)i(w«)), gh)

(d.R(g':).(«.)+ a.E(g':), . dZ(g). . dE(h':)A(.«A),ÍA)
8(«.).0(WÀ)

e esta temiinada a demontração.
Vamos agora demonstra uma propriedade relatam am lev ntamentos

tangentes de campos de velares em G.
Sda X um campo de vetorm sôbre G e X seu lemntamento ao obrado

taqente, 7'G, então teremos a igualdade:

x'* oX = X o T (5.6)

cuja demomtralção é análoga. àquela feia da propHedade l do puágra,fo 2

Lema 5.3 Se X for um campo lava.diante à dirdta em G, então X será um
campo iwaHmte à direita em TG.
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Para detalhes do produto semi-direto ver [6]. 

Lema 5.2 (TG, m.) é isomorfo a L(G) XAd G. 
dem.: Consideremos a aplicação: 

9:TG L(G) XAdG 

dada por 
(5.4) 

e fácil ver que 8 é diferenciável pois 8 = (dR oi o ,r) o id x 1r onde R é a 
translação à direita, 1r a projeção, i a inversão em G e id a identidade em 
TG. 

Também é fácil ver que 8 é inversfvel e que sua inversa é dada por 

a-1((u,g)) = dR(g)e(u) (5.5) 
Resta apenas mostrar que 8 é um homomorfismo de grupos. 

De fato: 

8(v9wh) = 8(m. (v9, wh)) 
= 8(tlR(k)g(v,) t dL(g)1(.,l)) de (5.l) 
= (dR([gh]- 1)gh(dR(h)0(vg) + dL(g)h(wh)),gh) 
= (dR(g- 1 )0(v,) + dR(g- 1 )0 o dL(g)e o dR(h- 1 )h(w,i),gh) 
= 8(v,).9(wi) 

e esta terminada a demontração. 
Vamos agora demonstrar uma propriedade relativa aos levantamentos 

tangentes de campos de vetores em G. .., 
Seja X um campo de vetores sôbre G e X seu levantamento ao fibrado 

tangente, TG, então teremos a igualdade: 

(5.6) 

cuja demonstração é análoga àquela feita da propriedade 1 do pará.grafo 2 
N 

Lema 5.S Se X for um campo invariante à direita em G, então X será um 
campo invariante à direita em TG. 
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wm.: Dela a: .K ----+ G a, solução aa, equação aiierencla g = ÀtgJ) com a.
c«diÇh i-icU .(0) = ..

Como X é inval'jante à finita o grupo a um pa'âmetro de difeomor6s-
-- '..,:.J. . ]' Z .

á = L(a(t»: G --, G

Assim pala definição do lewntamento dada., o grupo a um
dado à X é

(@), = dl(.(t»:rG --. TG
post'nto a solução de # = .i(!r) que no hsbante t = 0 pam por
jade de TG, é :

lo(t) = Ó..(0.) = dl(.(f)).(0.) = ©(.(t))

onde q' é a secção nula de TG.
Data forma 8 solução de i = X(g) com a condição de pagar por t' no

iwtante inicial t = 0 pode:-8e escrever como

l (t) ('h(t),«)
(t»,n(«)

(b«ta «w- «« me-t. , fórmula (5:1».
Decaindo:

Ê(,.) - «,(«., .)

podemos escrever:
%(tl = .É(lo(tl)(«)

e portanto

h(t) = d.Ê(-)«H(qo(t))
= d.E(ü),.H (X(lo(t)»

e poroutrolado
h(t) = x(l.(t))

em partícula.r quando t = 0 obtemos

.Í(«) = d.Ê(«)o.(.Í(0.))
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&meparâmetro asso-

ídenti0. )

(5.7)

(5.8)

(5.9)

í5.10)

dem.: Seja a: R -t G a solução da equação diferencial g = X(g), com a 
condic;ão inicial a(O) = e. 

Como X é invariante à direita o grupo a. um parâmetro de difeomorfis-
mos associado a X é : 

<l>t = L(a(t)): G -t G 

Assim ~la definição do levantamento dada, o grupo a um parâmetro asso-
ciado à X é 

(tf>t)• = dL(a(t)):TG ---4 TG 
~rtanto a solu~ão de iJ = X(y) que no instante t = O passa por Oe, identi-
dade de TG, é: 

onde t é a secção nula de TG. 
Desta forma a solução de y = X(y) com a condição de passar por v no 

instante inicial t = O pode-se escrever como 

1't1{t) = m.(7o(t),v) (5.7) = dL(a(t))tr(11 )(v) 

(basta usar novamente a fórmula (5~ 1)). 
Definindo: 

L(v11) = m* (v11, .) 
podemos escrever: 

,y~(t) = Í('Yo(t))(v) (5.8) 
e portanto 

i11(t) = d.R(v ),0 (t) (io (t)) (5.9) "' .., = tlR{v)10 (t)(X(1'o(t))) 
e por outro lado .., 

i~(t) = x(,~(t)) 
em particular quando t = O obtemos 

X(v) = dR(v)o.(X(o,)) (5.10) 
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o que acaba de demonstra o nosso lema
Oóõ.: Notemos que se X, um campo de vetores em TG e Be X for o lewnta-
mento de algum campo X de G e se X for invariante à dil'dta então X deve
ser ínvu'jante à direita.

De fato, se X for invuimte à dheita então vale a, igua]dde (5.]0) com
o C TG e sda, '70:R --+ TG & tra:jetória de X td que ,yo(0) = 0. então
tema também valida, a relação (5.8), ou uja, o grupo a um parâmetros
«,ocÍdo , X é Zbo(t».

Agora como X é o levantamento de X, deve esta' mtísfeita a pro
priedade

x* o X = X o r

de onde concluímos que, se Ót for o grupo a um puâmetro associado a X,
entào

« .É(to (t))

Agora, pelo fato de z ser um homomor6smo de grupo temos imediatamente

« . Z('o (t)) («1 . «(«)

onde a(f) = «(lo({» wrá a trdetóHa de X tal que a(0) = ..
Assim concluímos que +t = .L(a(f» o que acmeta que o campo X

também é invariante à direis.
Afim se E for um sktema de controle invuiante à direita ente E

também será invariante à direita.
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o que acaba. de demonstrar o nosso lema.. - -Obs.: Notemos que se X, um campo ge vetores em TG e se X for o levanta-
mento de algum campo X de G e se X for invariante à direita então X deve 
ser invariante à direita. 

De fato, se X for invariante à direita então yale a igualdade {5.10) com 
v E TG e seja 10: R --+ TG a trajet6ria de X tal que 10(0) = Oe então 
temos tam~m vj.lida a relação (5.8), ou seja, o grupo a um parâmetros 
associado a X é Lbo(t)). 

Agora como X é o levantamento de X, deve estar satisfeita a pro-
priedade 

de onde concluímos que, se ef>t for o grupo a um parâmetro associado a. X, 
entào 

1r º i(1o(t)) = 4't º 1r 

Agora, pelo fato de ,r ser um homomorfismo de grupo temos imediata.mente 

1r o i(1o(t))(v) = L(a(t)) o 1r(v) = <Pt(v) 

onde a(t) = 1r(1o(t)) será a trajetória de X tal que a(O) = e. 
Assim concluimos que 'Pt = L(a(t)) o que acarreta que o campo X 

também é invariante à direita.. 
Assim se E for um sistema de controle invariante à direita então É 

também será invariante à direita. 
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Capítulo

princípio do máximo de Pontriaguin

$6 ])efinições básicas: Vamos, neste parágrafo, dar as deânições bási-
cas do problema a ser tratado neste capitulo. O problema é essencialmente
o seguinte: quando que um ponto g € G está na üonteira do coqunto de
acasibilidade .AE(T. e), de um sMema de controle invarhnte à direita ?

A resposta data questão não pode ser dada completamente, uma vez
que o teorema que demonstraremos dá apenas uma condição necessária para
um ponto esta' na â'inteira.. mas esta condição nem sempre é suficiente.

O sbtema de controle qui tratado será um sistema invariante à direita
E(G, q', tl, Q) onde U c É(Gj e a clara d08 controles MmimGeis são funçõu
inen8urave18

«: to,rl --. u

onde T será um número real p08ítivo.
Neste caso a equ%ão de evolução do sistema será, como já vimos an-

teriormente.

(6.1) ã = d.R(,).(«(t))

E dado um controle admililshel tl € n definida num intervalo to,rl, teremo.s
a trqjetóda de }3 associada, ao controle 8 e que passa pela identidade no
insbnte inicial, dada pela expm88ão

(6.2) i:l" ,

Capítulo 2 

O princípio do máximo de Pontriaguin 

§6 Definições básicas: Vamos, neste parágrafo, dar as definições bási-
cas do problema a ser tratado neste capftulo. O problema é essencialmente 
o seguinte: quando que um ponto g E G está na fronteira do conjunto de 
acessibilidade AE (T, e), de um sistema de controle invariante à direita ? 

A resposta desta questão não pode ser dada completamente, uma vez 
que o teorema que demonstraremos dá apenas uma condi~ão necessária para 
um ponto estar na fronteira, mas esta condição nem sempre é suficiente. 

O sistema de controle aqui tratado será um sistema invariante à direita 
E(G, t, U, íl) onde U e L(G) e a classe dos controles admissfveis são funções , . mensura veis 

u: I o, T] u 
onde T será um número real positivo. 

Neste caso a equação de evolução do sistema será, como já vimos an-
teriormente. 

(6.1) z = dR(x)e(u(t)) 
E dado um controle admissível u E íl definida num intervalo (O, T}, teremos 
a trajet6ria de E associada ao controle u e que passa pela identidade no 
instante inicial, dada pela expressão 

t 
(6.2) 2:(t) = ij u(1)d1 
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portanto podem08 escrever

(6.3) Á,(r,.)

Notemos que por efta fórmula é bem mak fácil concluir que
.A(T, g) = A(T,e)g (cf. le«, 3.1).
(!e$ttíção: Diremos que uma traletóüa 1: to,rl --.+ G auociada a um conto
..ie Mmiss&el do sbtema }3 será edrenlase e somente se pma todo f € 1O,PI
temos que

l(t) € Ó.A(T, .)

onde }A(T, .) denot. , boné'i« de .A(7',').
É íâil ámt.u o «g«hte le«,..

l.ema 6.1 Se l(t) for uma t.detória de E e l(tí) C õ.A(tt,e) para algum
tl € to,rl e-MI(t) € ó.Á(t,.) p«,. hdo ' € 1O,tíl.

Pua a demomtração deste lema faremos algunlu comiderações sobre
sistemas de controle inverso de um sistema dado.
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portanto podemos escrever 

t 
(6.3) AE(T, e)= {II u(r)dr I u E O} 

o 

Notemos que por esta f6rmula é bem mais fácil concluir que 
A(T, g) = A(T, e)g (cf. lema 3.1). 
defini,ão: Diremos que uma trajetória 1: (O, T} --+ G associada a um cont-
role admissível do sistema E será extrema se e somente se para todo t E (O, TJ 
temos que 

1(t) E 6A(T, e) 
onde 6A(T,e) denota a fronteira de A(T,e). 

É fácil mostrar o seguinte lema... 

Lema 6.1 Se 1(t) for uma trajet6ria de e i(ti) E 6A(ti, e) para algum 
t1 E {O, T] então 1(t) E 6A(t, e) para. todo t E [O, t1], 

Para a demonstração deste lema faremos algumas considerações sobre 
sistemas de controle inverso de um sistema dado. 
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$7 Sistemas invernos: Sela $ = {XslsCÜ um& família de campos de
vetores numa va.piedade Ã{. Então colocuemos --$ = {--Xs}.eU
de$nfção; Dado um sí8tema de controle E = (M, $, U, a) 0 sistema inverso
deste sistema será

E'' -$,U,n)
de$niçãoi Um sistema de controle será dito simétrico quando E't = E isto
e --q? = w'

No caso de um sistema de contrde innriante à direita. dado um con-
trole admissível B temos a equação de evolução do sistema dada por (6.1).
Uülizmdo o mesmo controle a equação de evolução para o sistema E-i será
da forma

ê = -d.R(,).(«(t)) = dR(,).(-«(t)) (7.1)

De onde concluímos que um sistema, de controle inmrimte à direita é
simétrico se e mmente n U = -U onde U C E(G).

Notemos agora que para um mesmo controle B: ]O,P] ---+ U teremos
uma trdetória de E que no instante t = 0 pasta por e ''r: to,rl ----} G dada
por

t

: ll«(,)d,
0

(7.2)

e também uma trdet6ria de E'í passando por e no imtante t = 0 e deno-
tado por '*: ]O,P] em vkh de (7.1) também pode ser ucrih
coa10 t

--tl(r)dr (7.3)

se multiplicarmos as duas relações (7.2) e (7.3) iremos obter

'v'(t)'y(tl
t

n
0

«(')a'll«(')a,
0

t

(7.4)

Agora é uma consequência direta da definição da, integral multiplicatim que
o segundo membro da igualdade é & identidade do grupo G. ( Bata toma
uma gequêncía ti. de funções constmtes por partes que convhja para ti e
aplica' a de6nição da íntegrall multiplicativa. )

Po.&«h I'(th(t) = .. .AMm d«n-,ti,« o «N-ü l""-
28

§'1 Sistemas inversos: Seja t = {X"}ueu uma familia de campos de 
vetores numa variedade M. Então colocaremos -t = {-Xu}aeu 
defini~ão: Dado um sistema de controle E= (M, t, U, O) o sistema inverso 
deste sistema será.: 

E-1 = (M, -t, U, íl) 
definição: Um sistema de controle será. dito simétrico quando E-1 = E isto 
é - t = t. 

No caso de um sistema de controle invariante à direita., dado um con-
trole admi~fvel u temos a equação de evolução do sistema dada por (6.1). 
Utilizando o mesmo controle a equação de evolução para o sistema E-1 será 
da forma: 

x = -dR(x)e(u(t)) = dR(x)e(-u(t)) (7.1) 
De onde concluimos que um sistema de controle invariante à direita é 
simétrico se e somente se U = -U onde U e L(G). 

Notemos agora que para um mesmo controle u: [O, T] ---+ U teremos 
uma trajetória de E que no instante t = O passa por e 1: [O, T} ---+ G da.da. 
por 

t 

ry(t) = II u(r )dr (7.2) 
o 

e também uma trajet6ria de E-1 passando por e no instante t = O e deno-
tada por 7*: [O, T] ---+ G, que em vista de (7.1) também pode ser escrita 
como 

t 
,.t*(t) = TI -u(r)dr (7.3) 

o 
se multiplicarmos as duas relações (7.2) e (7.3) iremos obter 

t t 
1*(t),y(t) = II -u(1)dr II u(1)d1 (7.4) 

o o 

Agora é uma. conseqüência. direta da definição da integral multiplicativa que 
o segundo membro da igualdade é & identidade do grupo G. ( Basta. tomar 
uma sequência Un de funç~ constantes por~ que convirja para u e 
aplicar a definição da integral multiplicativa.) 

Portanto 1*(t),(t) =e. Assim demonstramos o seguinte lema: 
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Le-a 7.1 S. g C .AE(t,.) e«th g': C .AS-- (t,.)
Como consequência disto temos o seguinte:
S. g € .A»(T - t., ,) e-tü

3/ c A,(r - to, e),

ou

g,'' C d.,(7' - to, .)

de onde concluímos pelo lema acima

W-: C AD--(T - to,.)

ou

, € Á,-- (r - to, g).

Com estro observações demonstruemos o lema 6.1 enunciado no pa,rágrafo
anterior.
Demontração do lema 6.1:

Suponhamos,.por absurdo, que exista um to € 1O, tíl tal que ,y(to) sda
int.Hg, a À,(fo, .).

É fhi] Úr qÚe '(ti) c .ÁZ(ti
interior temos que

to, 7(to)). Po-h-to p.], ob;ew,çM

l(to) € .ÁE.-, (f- fó, l(f: ))

Devido à dependência continua das condições iniciais das soluções de (7.1),
dMa uma vizinhnça aberta y de '(to) existe uma vizinhança W de '(ti)
tal que W será levado em y pela Buxo de (7.1).

Podemos, pela hipótese feita, tomar V C ÀE(to, e). Portanto dMo um
ponto w € n' existe um t, € V td que ü € .AE-- (fi - to,w) e pela mesma
observação anterior temos que

© € A,(t: - to,«)

e.como ü € A (fo e) vem q« .« € .AE(tÍ,e) ou «ja n' c .AE(h,.) o que é
ahurdo pois '(ti) está na â'ontem'a. E isto demonsh'a o lema,

Obviamente, de fom% dual isto também demomtra que w l(ti) for
um ponto interior ao conjunto de uessíbilidade em tempo ti € to,rl. Então
,y(f) será interior para todo f maior que fi.
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Lema 7.1 Se g E AE(t, e) então g-1 E AE-1 (t, e). 
Como conseqüência disto temos o seguinte: 
Se y E AE(T - to, x) então 

y E AE(T - to, e)x 

ou 
yx- 1 E AE(T - to, e) 

de onde concluímos pelo lema acima 

ou 
x E ÀE-1 (T - to, y). 

Com estas observações demonstraremos o lema 6.1 enunciado no parágrafo 
anterior. 
Demontração do lema 6.1: 

Suponhamos, por absurdo, que exista um to E [O, ti] tal que ry(to) seja 
interior a ÀE(to, e). · 

É fácil ver que 1(t1) E At ( t1 - to, 1( to)). Portanto pela observação 
anterior temos que 

"Y(fo) E ÂE-1 (ti - to, 7(t1)) 
Devido à dependência continua das condições iniciais das soluções de (7.1), 
dada uma vizinhança aberta V de 1(to) existe uma vizinhança W de ,(t1) 
tal que W será levado em V pela fluxo de (7.1). 

Podemos, pela hipótese feita, tomar V e A1:(t0, e). Portanto dado um 
ponto w E W existe um v E V tal que v E AE-1 (t1 - t0 , w) e pela mesma 
observação anterior temos que 

w E AE(t1 - to, v) 

e como v E AE(to,e) vem que w E AE(t1,e) ou seja W e AE(ti,e) o que é 
absurdo pois '"Y(t1) está na fronteira. E isto demonstra o lema. 

Obviamente, de forma, dual isto também demonstra que se 1(t1) for 
um ponto interior ao conjunto de acessibilidade em tempo t1 E [0,TJ. Então 
1(t) será interior para todo t maior que t1, 

> 
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$8 1)'qjet6rías de momento máximo:Consideremos o sistema de
controle ínvaiante à direita como no parágrafo 6, e seja E o seu lemnta-
mento bamiltoniano.

Tomemos ainda em T'G a estrutura simplética canónica determinada
pela forma não degenerada dÀ onde À aqui é a forma de Liouville em 7''G.
Esh forma em T'G permite construir uma. a.plicação que a cada campo de
vetores X de G associa uma função

À/x:T*G --+ R

de6nida por

Mx('') À(«),.tla)> (8.1)

ou lewndo em comideração a. definição da, forma de LiouviUe, podemos
Hcrever

Mx(w) =< '«,X >,(«) (8.2)

p a. proleção do vibrado cotaqente.
,De$nÍção; A função À/x será chamada de momento de X.
Oó$eroação: Se definirmos o colchete de Poiwon de duu funções defiúdu
em T*G como {/, g} = dÀ(X/, Xg ) onde X/ e Xe são campos hamiltoúanos
«cMm , / e g. Ente t.«mm Mlx,rl(") = {Mx,Mv}('«).

%j, l: l0,7'l ---, G «««, t,detóü ú út.«, E ««ci«da a «m co--

tm[ç ,d«i«i"] ". Bata' d'd' -m p'-t' â € p-:('(t» p«a .,]g"m
t € .1o,rl, exbte uma úúca trdet6ria e: lO,PI ---+ T'G d08istema Ê asso-
ciüa ao controle tí e hl que q(t) = â.
De#Riçãoi q(t) wrá chamam de le«anhmento haMtoüimo de 7(t) em â.

lbvHo às propliedadq dos levantamentos hamiltonianos notamos que
se q íor uma tlqjei6üa, de Ê associada a um cona'ole «, então po q(t) será
uma trdetória, de E associada, a, tl.

Dehh.

dP o +(t)
d

p. . .ÍI.U(t(t))
x.H (p . q(t) )
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~8 Trajetórias de momento máximo:Consideremos o sistema de 
controle invariante à. direita como no parágrafo 6, e seja Ê o seu levanta-
mento hamiltoniano. 

Tomemos ainda em T*G a estrutura simplética canonica determinada 
pela forma não degenerada d). onde À aqui é a forma de Liouville em T*G. 
Esta forma em T•G permite construir uma aplicação que a cada campo de 
vetores X de G associa uma função 

Mx:T•G -t R 

definida por 
(8.1) 

ou levando em consideração a definição da forma de Liouville, podemos 
escrever 

Mx(w) =< w,X >p(w) (8.2) 
p a projeção do fibrado cotangente. 
Definição: A função Mx será chamada de momento de X. 
Observação: Se definirmos o colchete de Poisson de duas funções definidas 
em T*G como {f,g} = d~(XJ,Xg) onde Xi e Xg sã.o campos hamiltonianos 
associados a/ e g. Então teremos M[x,Y](w) = {Mx,My }(w). 

Seja 1: [O, T] -? G uma trajetória do sistema. E associada a um con-
trole admissivel u. Então dado um ponto w E p-1{1(t)) para algum 
t E [O, T], existe uma. única trajetória ,y. [O, T] T•G do sistema t asso-
ciada ao controle u e tal que i(t) = w. 
Definição: ~(t) será. cha.mada. de levantamento hamiltoniano de '"t(t} em w. 

Devido às propriedades dos levantamentos hamiltonianos notamos que 
sei for uma. trajet6ria de t associa.da a um controle u, então p o i(t) será 
uma tra.jet6ria de 'E associada. a u. 

De fato, 

dp o i(t) _ ,. ('t) 
dt -P•'l 

= P• 0 Íu(t)(i(t)) 
= x.c,) (P º i(t)) 
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Z)e$nfção : Uma tr4etóHa. {(t) de ÉI pwa, um controle adMdvel tl en
e dito de 6 milfonf«no tl áz tiw se pua todo v C U tivemw

Mx.w (8(t)) 2: Mx.(q(t))

e 4(t) for não trivial.
No nm) can a condição da dc6nição Beta

Mhü.e«».(.«»(4(t)) Z .À/aaQ'.w.M({(t)) (8.3)

que também pode ser escrito lembrando a, fómula, (8.2) como

< â'(t), a.R(p . +(t)).(«(t)) >2:< 8(t), az(p . '}(t».(«) > (8.4)

pua todo t} C U.
.De$níção: Uma trdet6rh ' de E associada a um controle tl será de tno-
meMo m&imo se e somente se existir um levantamento hainiltoniano de
"y que seja de hamiltoniano máximo.

lato teriúna a pu'te de deÊníções básicas pua o principio do máximo,
mas antes de enuncia.lo v mos demonstrar um lema que nos dá uma forma
de construir levantamentos hamiltonianos de trajetóriu de E.
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Definição : Uma trajet6ria i(t) de Ê para um controle admissivel u E n 
e dito de hamiltoniano mázimo se para todo v EU tivermos 

Mxc(t) (Py(t)) > Mx'O (ly(t)) 

e 1 ( t) for não trivial. 
No nosso caso a condição da definição será 

MdR(poi(t)).(u(t)) (i(t)) > MdR(poi(t)).(t>) (i(t)) (8.3) 
que também pode ser escrita, lembrando a f6rmula (8.2) como 

< i(t), dR(p o i(t))e(u(t)) >>< i(t), dR(p o i(t))e(v) > (8.4) 
para todo v EU. 
Defini~ão: Uma trajet6ria 1 de E associada a um controle u será de mo-
mento máximo se e somente se existir um levantamento hamiltoniano de 
'1 que seja de hamiltoniano máximo. 

Isto termina a parte de definições básicas para o principio do máximo, 
mas antes de enunciá-lo vamos demonstrar um lema que nos dá uma forma 
de construir levantamentos hamiltonianos de trajetórias de E. 
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$9 0 levantamento hamíltoniano de uma trdet6ria:
Lema 9.1 Finado um © € í) e w c p'' (e), então existe uma úúca trdetóda
{: to, rl --.} T'G do sistema de contrai; Ê associada ao controle ti e ta] que
q(0) Além digo q e &,da p.]. B.m«]u

q(t) (.t(11 «(,)d'll''' ("I
0

t

(9.1)

onde L(z): G ---+ G é a tramlação a equerda do grupo G.
dem.: amos demoMrar gue a cana q(t) dada pela fórmula (9.1) é real-
mente uma trdetória de E uma vez escolhido o controle w. A unicidade
decorre dos teoremas clássicos de equções diferencial.

Dívidil'emm a demonstração em três etapas, pu'rindo da fama mab
simples do controle B pua u formas amais comp]icadu, até o caso geral.
Em todos os casos vamos prova que :

lIgO . x...J(+(f-» (9.2)

pu'a quase todo tt € to,rl e onde .Xs(tD.apresenta o leva,ntamento ha,min-
to-imo do «mp. de «t',u d.R(z).(.i(t».
CMO 1: S. «(t) comi«t..

Lembremos para este caso que a. mluçao que paria por e no ínstmte f =
0 do campo de velares inmümte à dhei@ dR(z).(t,) pode ser expressa pela,
exponencial, ezp(tu) , e portmto o grupo a um pa'àmeh'o de diíbomoMnnos
associado é

d = z(«p(t«)(.):a ----. a.
Assim ét''t, que é o grupo a, um pu'âmetro do grupo levmtado em T'G
ucreve-@ com.o

h'-' (.[(ap(t«)))''':r'G --. r'G lo.a)

e a solução que no impante inicial passa por w fica

'f(tl = (1(«P(f«l»'':(u)
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§9 O levantamento hamiltoniano de uma trajetória: 
Lema 9.1 Fixado um u E íl e w E p-1(e) então existe uma. única trajet6ria 
1': [O, T] --+ T• G do sistema de controle ~ociada ao controle u e tal que 
1'(0) = w. Além disso ')' e dada pela fórmula: 

t 
i(t) = (L(Il u(r)dr))•- 1(w) (9.1} 

o 

onde i(x): G _. G é a. translação a esquerda do grupo G. 
dem.: Vamos demonstrar que a curva 1(t) dada pela f6rmula (9.1) é real-
mente uma trajetória de t uma vez escolhido o controle u. A unicidade 
decorre dos teoremas clássicos de equções diferenciais. 

Dividiremos a demonstração em três eta~, partindo da forma ma.is 
simples do controle u para as formas mais complicadas, até o caso geral. 
Em todos os c&sOS vam~ provar que : 

(9.2) 

para quase todo ti E (O, T] e onde Xu(~ representa o levantamento hamil-
tonia.no do campo de vetores dR(x)e(u\t)). 
CASO 1: Se u(t) = " constante. 

Lembremos para. este.caso que a solução que passa por e no instante t = 
O do campo de vetores invariante à direita, dR{x)e(v) pode ser expressa pela 
exponencial, exp( tv) , e portanto o grupo a um parâmetro de difeomorfismos 
associado é 

<Pt = L(exp(tv)(.):G--+ G. 
~im </>/-1, que é o grupo a um parâmetro do grupo levantado em T*G 
escreve-se como 

e a solução que no instante inicial passa por w fica 

't(t) = (L(exp(tv)))*-1(w) 
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Mu quando tl(f) = u for constate então a integral multiplicativa de © fica
pela definição:

(9.5)«(.)a, = .,p(t«l

substituindo na fórmula (9.1) e comparando com a (9.4) obtemos ''(t)
+(t) o que demonsba o resultÜo pua, o primeiro caso.
CM0 2: se t.(t) for cortante por ped%os.

Neste caso fwemos:

ul

U2

Un

se 0 $ t < ti
n fi $1 f < fZ

«(t)

se t.-t $ t $ f. T

Varro. to«,. «: í C (ti-Í,ti) com l É h $1 «. E-M p«' ' ""'
vizinhmça de i teremos pela de6úção da integral mulüplícatim que:

t

ll«(')a'
0

e.p(Íf - ti--l«t) WP(t :«: ) (9.61

n
usando uma propriedade da integral multiplicativa.

Fatorando u translações 8 esquerda, obtemos

õ(t) = (.[( «(')d' ll «(')d,)'':(«)
0

q(t) = (.t(',p(it - t&--l.&)))'''(«,)

o,de «p(it -- t&-tl«) = ll!... «(')d, e

(9.7)

«(.)d,))' '' (w )

ou ainda
q(t) = (.L(e,P(t.i»'''(w2) (9.8)

Mas quando u(t) = v for constante então a integral multiplica.tiva de u fica 
pela definição: 

t II u(r)dr = exp(tv) (9.5) 
o 

substituindo na f6rmula (9.1) e comparando com a (9.4) obtemos i'(t) = 
1(t) o que demonstra o resulta.do para o primeiro caso. 
CASO 2: se u(t) for constante por pe~os. 

Neste caso fazemos: 

tJt se0<t<ti 

u(t) = V2 se t1 < t < t2 
• • . . 
• • 

Vn se tn-1 < t < tn = T 

Vamos tomar um l E (tk-t, tt) com 1 < k < n. Então para t numa 
vizinhança de l teremos pela definição da integral multiplicativa. que: 

t II u(r)dr = exp([t - t,-1)v1) ... exp(t1v1) (9.6) 
o 

Assim 
t t1.:-1 

1(t) = (L( II u(r)dr II u(r)dr)*-1 (w) 
t1-1 0 

usando uma propriedade da integral multiplica.tiva.. 
Fatorando as translações a esquerda. obtemos 

1(t) = (L(ezp((t - ti-1]v1))t-1(w1) 

onde exp([t - ti-1]v1) = rr:k-1 u(r)dr e 

ou ainda 

fir-1 
w1 = (L( II u(1)d1))*-1(w) 

o 

i(t) = (L(exp(tvA:))*-1 (w2) 
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'.m«,
Neste caso

'. -: «.)) ' '' («,: )

x. (l(tq l

e nesta condições Xe. = X..(i). Como o posso í pode 8er tomado generica-
mente com execçao de um núlúero finito de pont08 em 10, rl, terminado.s o

CASO 3: 8(t) é uma função memurável genérica.
Ente é o caso geral, e ai ubemos pela construção da integral mulüplica-

ti«, q« exkte ««, «qüência &. de .e' (lO, rl, l(G» ü q«e &« e con8tmte
por pentes pua, todo n e ta.l que lltl. - tilli -+ 0e neste caso temos

,!n,#«« ,

t t

ll«(,)a .
0

Consideremos a, aplic%ão:

©.:G --.-.} T*G (9.q

(9.10)
que é definida por

$«(g) = (.L(g»*':(«)
Notemos que g'. é diferenciável.

Consideremos agora as curvas

e«(f) w« (11 ««(')d'l
0

t

e

c.mo W« é c«tÍ«. bmw (.,,G)
Agora

; {(f).

«hg l.-p g..(M(1 "-(')a')'("-(D»
34

com w2 = (L(exp(-tA:-1t1A:)t-1(w1). 
Neste caso ( ) d1t lt=F x.k (1(l)l 

e nestas condições Xv,c = Xv(l). Como o nosso f pode ser tomado generica-
mente com execção de um número finito de pontos em (O, T], terminamos o 
caso 2. 
CASO 3: u(t) é uma função mensurável genérica. 

&te é o caso geral, e ai sabemos pela constru~ão da integral multiplica.-
tiva que existe uma seqüência Un de f,1 ([O, T], L( G)) tal que Un e constante 
por parte.s para todo n e tal que llun - ull1 --. O e neste caso temos 

t t 
lim Ilun(r)dr = flu(r)dr. 

o o 

Consideremos a apli~ão: 

Ww:G---. T*G (9.9) 

que é definida por 
(9.10) 

Notemos que '16 w é diferenciável. 
Consideremos agora as curvas: 

t 
en(t) = Ww(Il Un(1)d1) 

o 
e 

t 
e(t) = w..,(II u(r)dr) 

o 

como Ww é continua temos {n(t) -+ {(t). 
Agora 
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!:P l.:p ««,(a.a(H"(')a').("(q»
pasmado ao liaúte teremos

é.(q - é(o

é(Q - ©(q

e pelo caso 2 temos
ê«(tq n(q«(i»

portmto

x..m('t.(i)) --'' 4;9
e por outrolado

x.,n('l«(f)) --. x.n(q(Í))
o que demonstra o caso 3 e termina o lema 9.1

35

e 

passando ao limit,e teremos 

mas 

e pelo caso 2 temos 

portanto 

e por outro lado 

ê(~ = 

ên(t) = Xu4 (l)(1n(~) 

(" (í"l) d7(l) 
x."(i) '" t1 ----+ dt 

Xu~(t)(1n(l)) ----+ Xu(t)(7(l)) 
o que demonstra o caso 3 e termina o lema 9.1. 
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q10 0 princípio do máxixno: Vamos neste puágrdo demowtru o
principio de Pontdaguin para os sistemas da foram (6. 1). O enunciado oHg-
inal deste principio dá uma condição necessái'ia para, que uma determinada
trdetória de um sistema de controle nja 6tima., no sentido de minimiza.r
um funcional de culto dado (ISI). Este mesmo principio ligeira.mente reela,-
botado pode ser interpretado como uma condição necessária para. que uma
trajetóda 8qa extrema, no sentido definido no puágrafo 6; ou pode ser
visto também como uma, condição su6ciente pua um determinado ponto
está no interior do conjunto de uessibilidade em tempo T.
06õetti%ão: Se tivermos uma trdetória, 1: to,rl --+ G de um sbtema de
controle, n provarmos que l(T) wtá na boitehà do conjunto de ace«bil-
idade .A(T. e) então l.será extrema pe]o lema 6.1.

A idéia do principio é a seguinte: se z € .Á(fiel for um ponto de G,
então construiremos um cone DO espaço tangente TzG que , em detemii-
nMo wntído , a,proxima o conjunto de mesibilidade Á(T, e). Se mte cone
fortodo o espaço 7:,G então o ponto x será um ponto ínteHor ao conjunto de
uessibilidade. Por isso pa,ra que x esteja na, &onteira este cone não poderá
ser o espaço ta.agente inteiro.

Tmrema 10.1 Se ,y: lo,rl --+ G for uma trdetórh extrema do sistema
de controle (6.1) a«ciciada ,o controle ti* € í} ente. l será de momento
ma)nmo.

dem.: N& primeira puto construiremos um cone no espaço tangente TI(p)G,
a parta de perturbações no controle &'.

Comecemos lembrando que no caso dos sistema invariantes à direita
a trajetória l: lo,rl ----} G que passa pela identidade no impante t = 0
pode-se escrever como

(lO.l)

Vamos definir o que é uma. perturbação do controle tl*.
Sda %i um contmle admissível, tt um ponto interior de ]O,P], c,X

números reais podüv06 tais que ti - Xc > 0 , então definimos o controle
perturbado de «* pela perturb%ão x(tli, tt, À, ;) como o controle adMaÂel

r B'(,) w0$ rS tÍ - Àe

":(.-,'.,À,0(')= 1 -:(') nt: -.X'<, t
1. «'(') mf: <' r

(l0.2)
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llO O princípio do máximo: Vamos neste parágrafo demonstrar o 
principio de Pontriaguin para os sistemas da. forma. (6.1). O enunciado orig-
inal deste principio dá uma condição necessária para que uma determinada 
trajetória de um sistema de controle seja 6tima, no sentido de minimizar 
um funcional de custo dado ([5]). Este mesmo principio ligeira.mente reela-
borado pode ser interpreta.do como uma condição necessária para. que uma 
trajetória seja extrema, no sentido definido no pa.rágraf o 6; ou pode ser 
visto também como uma condição suficiente para um determina.do ponto 
estar no interior do conjunto de acessibilidade em tempo T. 
Observ~ão: Se tivermos uma trajetória, 1: [O, T] _. G de um sistema de 
controle, se provarmos que 1(T) está na fronteira do conjunto de acesmbil-
idade A(T, e) então 1 será extrema pelo lema 6.1. 

A idéia do princÍpio é a seguinte: se x E A(T, e) for um ponto de G, 
então construiremos um cone no espaço tangente TzG que , em determi-
nado sentidQ , aproxima o conjunto de acessibilidade A(T, e). Se este cone 
fortodo o espa.c;o TzG então o ponto x será um ponto interior ao conjunto de 
acessibilidade. Por i~ para que x esteja na fronteira este cone não poderá 
ser o espaço tangente inteiro. 

Teorema 10.1 Se 7: [O, T] ----4 G for uma trajetória extrema do sistema 
de controle (6.1) associada. ao controle u* E íl então 1 será. de momento 

I • ma.xuno. 
dem.: Na primeira parte construiremos um cone no espaço tangente T,(T)G, 
a partir de pertur~ões no controle u*. 

Comecemos lembrando que no caso dos sistemas invariantes à direita 
a trajetória 1: (O, T) G que passa. pela identidade no instante t = O 
pode-se escrever como 

t 
1(t) = II u*(r)dr (10.1) 

o 
Vamos definir o que é uma pertur~ão do controle u*. 

Seja u1 um controle admissfvel, ti um ponto interior de [O, T], f, À 
números reais positivos tais que ti - ÀE > O , então definimos o controle 
perturbado deu* pela perturbação 1r(u1, t1, A, t) como o controle admissÍvel 

u•(r) se0<r<t1-ÀE 
u' ( ) (1) - u1 {1) se ti - Àt < r < ti tr u1 ,ti ,~,f - (10.2) 

u * (.,.) se t 1 < r < T. 
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t&8.(s! ,tt ,À,.) é controle admirável porque é conta,tenação de controles ad-
misnvcls.

Portmto a trdetória que passa, pela identidade no impante t = 0 do sis-
tema de controle (6.1) asociada ao contro]e (]0.2) pode-se escrever, uundo
novamente a integral multiplicativ% como:

'-'(-- ,': ,À,4 (t) ll «:(.. ,,- ,,,o (')a,
0

t

(l0.3)

Em p,'tic«lu '7*(--,',,À,4(r) c .A(r, ')
oral multiplicatiw obtemos

E usando u propriedades da inte-

'y,k- ,'- ,À,4 (r)
T

«: (.)d,t.' (r) ár
t C

ti --Àe

ll «'(')d'
0

(l0.4)

Esta relação torna evidente como a solução (l0.3) depende de c, e per
mitíndo € vMu no éter-'do (0, +) de6nimos à função

C,( ,'-,x,o (.)
T ti ti--Àc

ll-*n A":ma, ll «* dt] tt --Xc (j
(l0.5)

notemos que pela própria deÊnição e pela obserlnções interiores temos que
(,(--,t-,x..)(c) € .A(T, e). pra todo c no intervalo de de6nição. De6nindo,
assim. uma curro em .A(T. e'l.

Ném dim C,..(..,t.À,.) lO) (.)d, .A«i« o «et.r

"...-,',.-, : .%- l$'f"ol
será um vetar tmgente que pertence a TI(p)G.

A segue vamos calcula' de forma explicita o vetou u.(n ,t] ,x,))derivado
, fómda (l0.5) « in;tmh t = 0. Pu, t«to wn«m&'i-iciál«ente

(l { ,'-,x,.)(c) = ..b(c)
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u~{~i,ti,.X,E} é controle admissivel porque é concatenação de controles ad-. ( . 
DllSSlVClB. 

Portanto a trajetória que passa pela identidade no instante t = O do sis-
tema de controle (6.1) associada ao controle (10.2) pode-se escrever, usando 
novamente a integral multiplicativa, como: 

t 

11'("1,t1,.\,E)(t) = II u~("i,ti,.\,E)(r)dr 
o 

(10.3) 

Em particular "Y1r{u1,ti,.\,E)(T) E A(T, e). E usando as propriedades da inte-
gral multiplicativa obtemos 

T ti t1 -.\t: 
')',:(u1,t1,À,E)(T) = II u*(r)dr n u1(r)d1 II u*(1)d1 (10.4) 

fi t1i_\E 0 

™ª relação torna evidente como a solução (10.3) depende de E, e per-
mitindo i variar no intervalo (O,~) definimos a função 

T ti ti -ÀE 

Ç1r(u1,t1,>.,E)(t) = II u*(r)dr TT u1(1)dr II u*(r)dr (10.5) 
t1 . t1i_\E 0 

notemos que pela própria definição e pelas observações anteriores temos que 
e1r(u1,t1,.\,.)(f) E A(T, e) para todo f no intervalo de definição. Definindo, 
assim, uma curva em A(T, e). 

Além disso €1r(ui,ti,.\,.)(O) = íl~ u*(r)dr = 1(T). Assim o vetor 

V _ lim (dçt'(u1 ,t1 ,>.,.){l)) 
,r( U1 ,t1 ,~) - E-+O+ (U 

será um ve~r tangente que pertence a. T,J~)G. . 
A segutt vamos ca.lcula.r de forma explicita o vetor V1r(ui ,t1 ,>.,),denvando 

a f6rmula (10.5} no, instante t = O. Para tanto escrevamos inicialmente 

e1r(u1,t1,~,.)(E) = a.b(E) 
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onde Íl:l «*(,)d' e

tl t] --Àe

X "- ll «*Ha,ti --Àc 0

Ó(.)

então

como õ(0) = H8' «'(r)dr o temo a dheita da ígualdüe Mima pode-se
ucrever como:

al(11 «'(')a'),oo(: l.:o) - '.(-.,'-,ÀJ
ll

(l0.6)

Note, pela fórmula acima, que ü (e.,t-,À,) e a trmslabção de um vetou de
TI(ti)G por uma trajetórh de E usociada ao controle w*. Para notar
isto,Luta demonstrar de forma absolutamente análoga ao lema 9. 1 0 seguin-
te lema:

Lema 9.la: Seja B um controle admissível do sbtema (6.1) então dado um
ponto ti c x-'(e), a trdetória de E assocido a, B e que no imtank f
passa por o e dada pela Mrmula

't(t) (l0.71

Voltemos agora à nossa Brada (l0.6). Rata-nos calcula' g l.:o
Out« «z hmm 6(') (.)d(.) onde: "

.(.)
ti --ac

e

d(.)

onde a= íl~ u*(r)dr e 

então 
de,r(u1.t1.~,.) I -dL() (db I ) 

tÚ i=O- a b(O) df. e=O 

como b{0) = I1~1 u*(T)dr o termo a direita da igualdade acima pode-se 
escrever como: 

Note, pela fórmula acima, que V1r(ui ,t1 • .\,) e a translação de um vetor de 
T,(ti)G por uma trajetória de É associa.da ao controle u*. Para notar 
isto,basta demonstrar de forma absolutamente análoga ao lema 9.1 o seguin-
te lema: 

, 
Lema 9.la: Seja u um controle ad,!IÚssivel do sistema (6.1) então dado um 
ponto v E 1r-1(e), a trajetória de E associado a u e que no instante t = O 
passa por v e dada pela fórmula 

e 

t 
i(t) = dL(fi u(r)dr)e(v) 

o 
(10.7) 

Voltemos agora à. nossa. fórmula (10.6). Resta-nos calcular le=O· 
Outra vez fazemos b(t:) = e(E)d(t:J onde: 

t1 
d(i) = II u*(r)dT 

o 
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fundo a fórmula (5.3) e após alguns cálculos usando a regra da cadeia
iremos obter:

= 1.:.= dx(l(t:» (x":(t:» - x'iR('y(t:».("'(t» (l0.8)

Combinando com (l0.6) obtemos

x(dl(11 «*(')a'),«o(aR('y(t-)).(«:(t:)tJ-(«l ,ti ,À) «*(t-))) (]0.9)

Chamaremos (l0.9) de vedor de perturbação elementar asociado à per.
t«.b,.çh «'(Bi, ti, À, c).
068ettiação .Z: O vedor de perturbação não vai depender de c.
Oõõeruação g: Pela fórmula (l0.91 é fhil ver que

tJ-(.-,t-,À) ' À0-(s:,t-,l) (lO.lO)

ou sda se tl for um vetou de perturbação elemenhr então Àti também é um
vetou de perturbação elemento para À: positivo.
Oó$etoação 3: Se os controles admissíveis ©í e ©' coincidem num ponto í

então t;,(..,i,À) : 0.
Estamos prontos para definir o cone de Pontriaguin. Denotemos por

.Ki : Uü,(..,t-,X), a reunião de todos os vetores de perturbações ele-
mentares. Pela observação 2 anterior .Ki será um cone
Z)e$nÍção= O f«ho convexo do cone Xi chamaremos de cone de Pontriaguin
no ponto "y(r) em Feia,ção à trdetória l.

Mostruemos a seguir que esta deÊníção é uma boa definição no sen-
tido que, o cone de Pontriaguín,Kp, amam definido contém vetores de per-
turbações não elementues, o que é fundamental para entendermos XP como
um cone que apto"íma A(T, e) no ponto 'y(T).

Explica.ndo melhor, podemos defina uma, perturbação não elemento
de B' a,través de uma sequência finita wi . . . u. de controles admislveb,
c > 0 e uma sequência finita de números positivos Xi . . . X2 e ti . . .t. com
0 < ti < . . . < t. < T satisfãwndo a,inda tJ - ÀJC > tJ-i

Definimos o novo controle

":(-.-.-Jn ;l:i8
se t{ -- hc É í É fi
caso contrário lto.ti)
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Usando a fórmula (5.3) e após alguns calculos usando a regra da cadeia 
iremos obter: 

!! \,=o= dR{1(ti)),(Àu1(ti)) - MR{1(t1)),(u'(t)) (10.8} 

Combinando com (10.6) obtemos 
T 

V,r(u1 ,t1 ,.X) = Ã(dL(IT u*(r)dr)1 (t1 ) (dR(')'(t1))e(u1(t1) - u*(ti))) (10.9) 
t1 

Chamaremos (10.9) de vetor de perturbação elementar associa.do à per-
turbação 1r( U1, t1, À, l ). 
Observação 1: O vetor de perturbação não vai depender der. 
Observação e: Pela f6rmula (10.9) é fácil ver que 

(10.10) 

ou seja se v for um vetor de perturbação elementar então Àv também é um 
vetor de perturbação elementar para À positivo. 
Observação 9: Se os ·controles admiss~veis u1 e u* coincidem num ponto f 

então V,r( u1 if,>.) = O. 
Estamos prontos para definir o cone de Pontriaguin. Denotemos por 

K1 = Uv,,.(u1 ,t1 ,~), a reunião de todos os vetores de perturbações ele-
mentares. Pela observação 2 anterior K1 será um cone. 
Definição: O fecho convexo do cone K1 chamaremos de cone de Pontriaguin 
no ponto ,(T) em relação à trajetória,. 

Mostraremos a seguir que esta definição é uma boa definição no sen-
tido que, o cone de Pontriaguin,K P, assim definido contém vetores de per-
turbações não elementares, o que é fundamental para entendermos K,, como 
um cone que aproxima A(T,e) no ponto ,(T). 

Explicando melhor, podemos definir uma perturbação não elementar 
de u * através de uma seqüência finita u1 ••• Un de controles admissíveis, 
t: > O e uma seqüência finita de números positivos À1 ••• À2 e ti ... tn com 
O < t1 < ... < tn < T satisfazendo ainda t; - >.;t > t;-1 

Definimos o novo controle 
set·-À·E<r<t· 'I 'I - - 'I 

caso contrário 
{10.11) 
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0
b-\E 'q tn-â-ü h r

tl' pode ser üsualizado num gráfico

Obviamente t&:(.,i,t.,À.) será um controle admLdvel e a trdetóda asso-
ciada a, este controlo ãüi l;lista por peia identidade quando f = 0 pode ser
Hcria como

HI'(T)= «'(.)d..
tn t] tJ --Àe

y "«n<.... l\ ":Ha.. ll «*hdtK --À. ( ti --À( 0

(lO.12)
e analogamente ao que foi feito a.nteriormente podemos definir uma função
e': ÍO, co) ----, A(T, e) de6nida através da fórmula (lO.12) como:

e'1.) = ''(r)
com eO = inf{ tf 'ti-i , llt}.

A fórmula mima deÊne uma cuja. em Á(T, e). Definiremos o vedor de
perturbação não elementar como

t';(-.,t.,x.) : '27 I':o (lO.13)

Vamos demostrar que tl' está em XP. Na verdade, temos o segúnte lema:

Lema l0.2

u:(..,t.,À.) EtJ. («. , t. ,À. )
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••• 
:...--.__ 
; AJ...* 

----------- ... o T 

u' pode ser visualizado num gráfico. 

Obviamente u!{u· t· >.·) será um controle admissivel e a trajetória asso-
ciada a este controle qu~ passa por pela identidade quando t = O pode ser 

' escria como 
T tA t1 t1 -,\t 

1'(T) = :u: u'(r)dr. t..Il./"(r)dr · · 'J!. u1 (r)dr. IJ u'(r)dr 
(10.12} 

e analogamente a,o que foi feito anteriormente podemos definir uma função eª: [O, to) -+ A(T, e) definida através da fórmula (10.12) como: 

e'(E) = r,'(T) 
com Eo = inf{ ti-1:- 1

, fi- }. 
A fórmula a.cima define uma curva em A(T, e). Definiremos o vetor de 

perturbação não elementar como 

de' 
v:(u.i,ti,Ã;) = th IE=O (10.13) 

Vamos demonstrar que v" está em Kp. Na verdade, temos o seguinte lema: 

Lema 10.2 
n 

v;(u.; 1t;,.\à) = U,r(ui,ti,~i)· 
•=1 
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dem.: A demonstração deste lema é simplesmente o cálculo da derivada de
(lO.13).

Faremos o cômputo apenas pa,ra o caso { = 2 pa.ra damlos uma, idéia
do procedo de indução.

yla t2 -- X2 c

e'(.) g«'(.)d,
--X2 € ti tJ --ÀI c

l
f'' (0) «' (')d'),«d (cÍ (01

onde .-(.) = g(.)/(.) com

h h--À3c

p(')- ll «,(,)a' ll «*(,)i'
t3 -- À3 c ti

ll -*(')a' «:(')a' ll «*(,)a,
ic 0

«,(.)d,

Então

e

/(.)
ti --À l c

«-(,)d, tl * {l )dr
6l€

Assim

c:(0) = dR(/(0)).m(g'(0)) + dl(g(0))/M (/'(0))

mu /(0) T 7(t:j e g(0) (,)d, e é hn .alcul,, /'(0). Cbm «m
pequeno cálculo bto dá:

/'(0) = À:dR('y(t:».(«:(t:) - «*(t:»
De onde fuendo u deviam 8uktituições obtemos

e''(o)
, d.R('Y(tl)lll:Í . Ua, (?(0)) + t'.(-. ,t- ,À,)
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dem.: A demonstração deste lema é simplesmente o cálculo da derivada de 
(10.13). . 

Faremos o cômputo apenas para o caso i = 2 para darmos uma. idéia 
do processo de induc;ão. 

Se 

T t2 t:1-À2E t1 ti -).H 

e'(t) == u t1,•(r)dr JL tt2(r)dr {}: 1i•(r)dr JL 1ii(1)d1 ij 1i•(1)d1 

Então 
T 

f''(O) = dL(Il u•(r)dr)1 (t2)(ci(O) 
t2 

onde c1 (t) = g(t)/ (E) com 

e 
t1 t1 -~1t 

/(t) = II u1(1)dr II u*(r)dr 
t1-).1i 0 

Assim 

ci(O) = dR(/(O)}g(o)(g'(O)) + dL(g(O))J(o)(f'(O)) 

mas / (O) = ,y(t1) e g(O) = I1!2 u*(1)d1 e é fácil calcular /'(O). Com um 
pequeno cálculo isto dá: 

1 

De onde fazendo as devidas substituições obtemos 
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,ó talo «lc«lu g'(0). P,m id« fwemm ««««nt. g(.) = Z(.).À(.) com
Z(') -x,.«,(')d' e h(') '*''«*(')d'.

Umüo outra vu a relação (5.3) e utiliEmdo a, mra da cadeia obk-
remos

g'(0)(0)).M(Z'(0)) + d.L(Z(0).M(A.'(0»

com

1(0) = . e À.(0) «'(t)dr

além disso

I'(o) - X,",(t,) ' aX('V(t:»ll:Í ..Ha,(A'(0) -À, dR('y(t,)) . (« * (t,) )

e substituindo convenientemente na fómula (l0.9) obtemos o resultado para

Para o caso geral notemos que teremos outra vez
2t

(''(ol ndl( « ' (')d,),GJ (c:- : (01)

onde c«-í (4 g(.)/(.) e:

g(.)

e

ll ««-,(')a''
t..l--Àe-lE

/(.)
ti --Xi (

ll «'(')a'
0

e segue-se o mesmo caminho dado que agora pela hipótese de indução co-
nhecemos /'(0). O que conclui a demonstração do lema l0.2 e, de passagem,
mostra que os vetores de pertwbação não elementares também estão em KP '

Veremos agora como o cone de Pontri.aguin,Kp, a,proxinu o conjunto
de uusibUidüe Á(T. e).

42

só falta calcular g'(O). Para isto fazemos novamente g(i) = l(i).h(E) com 
l(i) = II!!-À2l u2(r}dr e h(i} = n:~-À:J€ u*(r)dr. 

Usando outra vez a relação (5.3) e utilizando a regra da cadeia obte-
remos 

g'(O) = dR(h(O))z(o)(l'(O)) + dL(l(O)h(o)(h'(O)) 
com 

t, 
l(O) = e e k(O) = u u'(r)d1 

além disso 

e substituindo convenientemente na fórmula (10.9) obtemos o resultado para 
i = 2. 

Para o caso geral notemos que teremos outra vez 

T 
Eª'(o) = dL(II u•(r)dr),(t.)(c~_1 (o)) 

t., 

ta ta ->.ai 
g(t) = II un(1)dr II u•(r)dr 

ta-.\11( ta-l 

e 
t .. -1 ·h -.\1 e 

/(e)= II Un-1(1)dr • · · II u*(r)dr 
f11-1-Àa-lE 0 

e segue-se o mesmo caminho dado que agora pela hip6tese de indução co-
nhecemos /'(O). O que conclui a demonstração do lema 10.2 e, de passagem, 
mostra que os vetores de perturbação não elementares também estão em K,. 

Veremos agora como o cone de Pontriaguin,K,, aproxima o conjunto 
de acessibilidade A(T, e). 
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V«-w denot.. po' g - '(T), e tomemm (é,tlç) ««, c«t, em torno
de q. Fixem08 u seguintes notações:

ê

.Â(r,.l
Â,(rl

ê(.)

é(g)
é(.A(T,.jnuql
@q(.Kp (7'))
é(e (.)) .

onde Kp(T) reprnenb o cone de Pontriaguin no ponto l(T).
Notemos agora que .K, = TçG w e somente n #p = T4 (U), dado que

l@. é um isomorâamo de espaços vetoriaiü
Soja u € KP um vedor de perturbação não elementar. Então como
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Vamos denotar por q = 1(T), e tomemos (ef>, Uq) uma carta em torno 
de q. Fixemos as seguintes notações: 

q = ~(q) 
Â(T,e) = <P(A(T,e) n Uq) 
.k,,(T) = d4,~(K,,(T)) 

ê(l) = </>(e(l)). 

lf'" / kf(T) 

' . 
1 • 
1 
' -1 

onde K,,(T) representa o cone de Pontriaguin no ponto 1(T). 
Notemos a.gora que Kp = TqG se e somente se Kp = Tq~(U), dado que 

d</>q é um isomorfismo de espaços vetoriais. 
Seja tJ E Kp um vetor de perturbação não elementar. Então como 



vim08 anteriormente podemos escrever

"-EUr(q,&,À{) (lo.141

pa'a tli € Q.
Vamos supor qae %{ # tlj e t{ # tJ se i 7É J. Neste caso o vetar ü será

obtido calcula,ndose a derivada, da wguinte função no ponto zero:

onde tl' é dado pela relação (lO.ll). o que nos leva a obter

@,(€1,(r, o)) = @.(«)

o que acarreta a seguinte igualdade

h.. e«(T,') -í
c-.}0+ C

onde 0i = Wp(u.{..,t.,x.)).
Esta última fórmda pode-se escrever

ê. (r, .)
n

E .Xi0{ + o(.)

que chamuemos de fómtula fundamental das perturbações.
Esta fórmula mostra que para uma, combín%ão lidem de vetores de

perturbações elemenbres com coeficientes positivos, fica definido um ponto
(ê + ( Exigi) que «tá em .À(T, e) excito por um erro o(c)*e que portanto
o co-iXP «e como ««a ap'o*h"çã. local do co-j«-t. .À(T, ') « pnt.A

g

A demonstração de que se .Ê, = T4é(U) então q é interior a .Â(T.el
segue de uma 8éHe de lema topo16gícos e pode 8er encontrada, em l SI (lema.
2.2 do capítulo 4 pp 251).
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vimos anteriormente podemos escrever 

para Ui E íl. 

n 

V = E V1r( Ui,t,,Ài) 
1=1 

(10.14) 

Vamos supor que u1 f:. u; e t, :/ t; se i f:. J°. Neste caso o vetor v será 
obtido calculando-se a derivada da seguinte função no ponto zero: 

T 
ev(T,t) = II u'(r)dr 

o 

onde u' é dado pela relação (10.11). o que nos leva a obter 

o que acarreta a seguinte igualdade 

onde v, = d4,p(V1r(ui,t,,>.i))· 
~ta última fórmula pode-se escrever 

n 
ê~(T, t) = q + E E À,v, + o(E) 

t.=1 

que chamaremos de fórmula fundamental das perturbações. 
&ta fórmula mostra que para uma combinação linear de vetores de 

perturbações elementares com coeficientes positivos, fica definido um ponto ,. 
(q + E E Ài1Ji) que está. em A(T, e) exceto por um erro o(t ),A e que portanto 
o cone K, serve como uma aproximação local do conjunto A(T, e) no ponto ,. 
f• A A 

A demonstração de que se Kp = T4~(U) então q é interior a A(T, e) 
segue de uma série de lemas topológicos e pode ser encontrada em ( 5J (lema 
2.2 do capítulo 4 pp 251). 

44 



Portanto 8e .KP = TçG teremos como consequência que g será um ponto
interior de Á(T. e) o que contraria a nova hipótese de extremalidade.

Concluímos que se l(t) for extrema então exMe w € Tq'G td que

< w,ü >> 0 se o « .KP

< w, u >$1 0 se t; C .KP

o que em particulu acanetq que para todo vetar de perturbação elementar

e

< «, ai(11 «'(,)d'l.«n(i.R('v(t:)l.(":(f:)
T

«*(t-))l >$ o

Desta forma temos

<(az(11 «'(')d'l)'w, aR('v(t:)l.(«-(f:)l) >É
T

s<(az(11 «*(,)a'))'«, i.E(l(t:».(«'(t-))l >

T

h't' %o« mt« que temo. (az}(11:1 «'(')d,»'« «m le«;-b«e-to h«úl-
toniano de l(t), e bto segue do ilãiü 9:il E assim concluímos a demon-
str%ã) do teorema.

Note-se que pudemos enunciar o princípio do máHmo utilizando a u-
trutura, simplética. ca.Dórica. de T*G e provámos a, existência de uma tra-
jetói'ia não trivial de E mtísfmendo uma certa propriedade de extremali-
aaae.

Pa.ra transporta.mãos este teorema para o obrado tangente TG pre-
cisuemos de uma estrutura simplética também em TG o que motivou o
puagrafo seguinte.
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Portanto se Kp = TqG teremos como conseqüência que q será um ponto 
interior de A(T, e) o que contraria a nossa hipótese de extremalidade. 

Concluimos que se ,(t) for extrema então existe w E Tq*G tàI que 

<w,v>>O sevfj.Kp 

e 
<w,v><O sevEKp 

o que em particular acarreta, que para todo vetor de perturbação elementar 

T 
< w,dL(IT u*(r)d1),(ti)(dR(,y(t1))e(u1(ti) - u*(ti))) >< O 

tJ 

Desta forma temos 

T 
< (dL(II u*(1)dr))*w, dR(,(t1))e(u1(t1))) >< 

tJ 

T 
<< (dL(ij u*(r)d1))*w,dR("1(ti)).(u*(t1))) > 

basta agora notar que temos (dL(IJii u*(r)dr))*w um levantamento hamil-
toniano de 1(t), e isto segue do lema 9.1. E assim concluimos a demon-
stração do teorema. 

Note-se que pudemos enunciar o princípio do máximo utilizando a es-
trutura simplética canônica de T*G e provamos a existência de uma tra-

" jetória nã.o trivial de E satisfazendo uma certa propriedade de extremali-
dade. 

Para transportarmos este teorema para o fibra.do tangente TG pre-
cisaremos de uma estrutura simplética também em TG o que motivou o 
parágrafo seguinte. 

45 



$ 1l Dualidade entre TG e T'G : Estudaremos a seguir uma forma
de reluionar « vibrados tangente e cotangente tranportando ao primeiro a
estrutura de vu'iedade simplética. Colocando de outra, forma procuraremos
uma a,plicação

S:TG --..+T'G

que sda um isomorÊsmo de vibrados e além disso se dÀ for a forma simplética
canónica em T*G então S'dÀ será uma 2 forma f«haja não degenerada o
que toma S um isomorÊsmo simplético.

Pua isto, varro.s adiciona uma está.atura, 8 mais em G escolhendo no
grupo uma métrica demanniana invariante à esquerda.,.que denotaremos por
<, > € consideremos a aplicação

.D: 7'G ---+ T'G

dada por

o(t,) =< ., ü >c r'G.

Esta aplicação é um homeomorfismo de vibrados pois obviamente prü
seca u fibras e

.D(«.+ «.) =< .,«.+ ". >=< .,". > -+ <.,". >
l/gamos alguma propriedades desta aplicação:

Lema ll.l
então :

Seja y: G ----+ TG um campo de vetores inmriante à direita

D..'ÍoD''=P'
(ou uja: este lema nos dá uma relação entre o levantamento tangente e o
levantamento hamiltoniano de um campo de vetore8 lava'jante à direita) .
dem. Seja ét: G ---+ G o grupo a um puâmetro de V, pelo fato do campo
ser lavaria,nte à direita então u.bemw que

Ó. = .L(aP t«)
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§ 11 Dualidade entre TG e T•G: Estudaremos a seguir uma forma 
de relacionar os fibra.dos tangente e cotangente tranportando ao primeiro a 
estrutura de variedade simplétic.a. Colocando de outra forma procuraremos 
uma aplicação 

S:TG-+ T*G 

que seja um isomorfismo de fibrados e além disso se dÀ for a forma simplética 
canônica em T*G então s•dÃ será. uma 2 forma fechada não degenerada o 
que torna S um isomorfismo simplético. 

Para. isto, vamos adicionar um.a estrutura. a mais em G escolhendo no 
grupo uma métrica riemanniana invariante à esquerda,que denotaremos por 
<, > e consideremos a aplicação 

D: TG -+ T*G 

dada por 

D(v) =< .,v >E T•G. 
Esta aplicação é um homeomorfismo de fibrados pois obviamente pre-

serva as fibras e 

D(va. + 1La.) =< ., Va + tta. >=< ., Va > + < ., Ua > . 
Vejamos algumas propriedades desta aplicação: 

Lema 11.1 : Seja V: G -+ TG um campo de vetores invariante à direita 
então: 

D. o V' o D-1 = \?° 

( ou seja: este lema nos dá. uma relação entre o levantamento tangente e o 
levantamento ham.iltoniano de um campo de vetores invariante à direita). 
dem. Seja ~t: G ---+ G o grupo a um parâmetro de V, pelo fato do campo 
ser invariante à direita então sabemos que 

<!>t = L( exp tv) 

46 



e como a métrica invariante é invariante à esquerda então Ót são, m verdade,
isometrias. Donde :

< ét.w, ót.tl >=< %,ü >

ou WJa

< B, ét*ü >=< d't*%,u )'
ou

dd
(D . é.*(«))(«) = D(«)(Ó-.*(«))

D o Ó.. (.) = Ó-.' . D(«)
derivado dos dois lados para t = 0 obtemos:

D*.f'(.) .D(«)
donde concluímos

D,.'Ío.D'i:P'
que demonstra o lema«

Deste raultaxio segue também que se ': R ---+ TG é uma trdetória de
t'' td que ,y(0) = « então

.D o 1: R --+ T*G

será uma, trdetóüa.de Í' tal que .D o 110) = D(tl), ou sda, a aplicação .D
lew tnÜetórias de y em trdetóriw de y e vice-verti..
Z)e$t {ção : Como .D é um difeomorfismo podemos de6nir

À = .D'À e (À fo-m de LiouHlle)
â:D'dÀ

Esta serão fomua.s diferenciáwis em TG e ó será fumada e nâo de-
genaada, dando a, TG uma. estrutura de vuiedade simplética. Com esh.
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e como a métrica invariante é invariante à esquerda então <Pt são, na verdade, 
isometrias. Donde : 

• ou seJa 

< u, <f>t* V >=< <p t. tt, V > 
ou 

daí 

D o <!>t. (v) = 4>-i* o D(v) 
derivando dos dois lados para t = O obtemos: 

D. o V(v) = VoD(v) 
donde concluimos: 

que demonstra o lema.. 
Deste resultado segue também que se ,: R --+ TG é uma trajetória de 

V tal que i(O) = v então 

D o 1: R---+ T*G 

será uma trajetória .. de V tal que D o 1(0) = D(v ), ou seja a aplica~ão D 
leva trajetórias de V em trajetórias de 9 e vice-versa. 
Defini~ão : Como D é um difeomorfismo podemos definir 

X= D* À e (À forma de Liouville) 
w = D*dÀ 

Estas serão formas diferenciáveis em TG e w será fechada e nio de-
generada dando a TG uma. estrutura de variedade simplética. Com esta 

l 
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estrutura simplética .D é, por comtrução, um diíeomorfism0 8implético en-
tra(TG,ã)e(TG,«).

Setjam novamente V:G ---.} TG campo de velares em G, P' seu levmta;-
mento hamíltoniano em T'G e y o lewntamento em TG e sda .# a função
halniltonima de y temos os seguintes lema

Lema 11.2 : A função .B = # o .D: TG -+ R é uma integral primeira do
campo y.
&«.. &j, -(t) «ma t,detida de y e-M

Ê'(.(t» .It)

.#(«(t)l = ó.
já que .# é uma integral primeira de t.

Lema 11.3 : X é a função hamíltoniana de V
dem. Lembramos que

iõú(.«) D *w (y , .«: )

e

D'«,(Í',w) (D.f'D':,D*.")
m.as

~(t,«:) -d.a(w:)
-d.a(D*w)
.d(ã' . D){w)

Aaím y é um campo hamiltoniano cuja. ha,miltoniana é X = {ÕÀ.
Veremos que n088a trandomlação D é, na, verdade, a trandorm%ão de

1,%entre nlativ à métrica <, >.
S a T: TG ---.} R uma função. Vamos começa' deÊnindo o que seda

a, deüvada vertíml de T.
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estrutura simplética D é, por construção, um difeomorfismo simplético en-
tre (TG,w) e (TG,w). 

Sejam novamente V: G ..,TG e&mpo de vetores em G, V seu levanta-
mento hamiltoniano em T*G e V o levantamento em TG e seja H a função 

A 

hamiltoniana de V temos os seguintes lemas 

Lema lJ.2 : A função iI = H o D: TG -4 R é uma integral primeira do 
campo V. 
dem. Seja a(t) uma trajetória de V então 

.H(n(t)) = H o D o n(t) 
e como D o n(t) é uma trajetória de pelo lema anterior, temos que 

H(n(t)) = cte 
já que H é uma integral primeira. de 9' . 

.., # 

Lema 11.S : H é a função ha.miltoniana de V. 
dem. Lembramos que 

e 

mas 

w(V, w1) = -dH(w1) 
= -dH(D.w) 
= -d(H o D)(w) 

Assim V é um campo hamiltoniano cuja hamiltoniana é Íl = ÍiiÀ. 
Veremos que nossa. transformação D é, na verdade, a transformação de 

Legendre relativa à métrica<,>. 
Seja T: TG ----+ R uma função. Vamos começar definindo o que seria 

a derivada vertical de T. 
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Denotemos por T.: 71.G ---} R a restrição de T à abra x'í (a). Já que
T. é um esp%o vetorial então dado um ponto ti. C TG tal que x(ü.)
temos que

é uma aplicação linear de TaG em R.
Anil a aplicação dada por

.F7'(w) = #,(q(.«)
está bem definida e é chamada derivada. Hürica de T

s. r(.) = { < «, . > e-th t.mm a ig«dà,de

m(ü.) («.).

De fato, temos que

rl---(.) : Ta : i < t,,t} >.
é uma forma quadrático definida em TaG portanto 8ua derivada é

]

Dra(".)(W.) - ;
:;< Wa, t/a >

l
< Wa, Ua < IOa, Oa >2

donde concluímos o raultado.
O que também mostra ser .D a trandomiação de Legendre associada, ao

sistema mecânico (G,T, 0), isto é, o sistema mecânico cÜa energia cinética
á dada por T e cqa energia potencial é o, (cf. Godbilbon l31)
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Denotemos por Ta: Ta.G R a restrição de T à fibra ,r-l (a). Já que 
Ta é um espaço vetorial então dado um ponto tia E TG tal que ,r(va) = a 
temos que 

Ta *114 = dTa ( t1a) 
é uma aplicação linear de TaG em R. 

Assim a aplicação da.da por 

FT(w) = dT1r(w)(w) 
está bem definida e é chamada derivada fi'brica de T. 

Se T(v) = ½ < v, v > então temos a igualdade 

De fato, temos que 

1 
Tl1r-l(a) =Ta= 2 < V, V >a 

é uma forma quadrática definida em Ta.G portanto sua derivada é 

1 1 DTa(va)(wa) = 2 < Wa, Va > + 2 < Wa, Va > 
=< Wa,Va > 

donde concluimos o resultado. 
O que também mostra ser D a transformação de Legendre aswciada ao 

sistema mecânico (G, T, O), isto é, o sistema mecânico cuja energia cinética 
é dada por Te cuja energia potencial é O. (cf. Godbillion {31) 
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$ 12 0 Princípio do Máximo no vibrado Tangente: A idéia
deste parágrafo é da.r um enunciado do princípio do máximo de Pontriaguin
no vibrado tangente e tirar algumas relações adicionais levando em consi-
deração a estrutura de grupo de TG e a integra,l multiplicativa que pode
ser definida neste grupo.

Vimos no parágrafo anterior que através de uma métrica invariante à
esquerda existe, pela função .D, uma. relação bíunívtlca, entre trajetórias de
um campo X e tradetóríu de um campo em TG, X, se X for um campo
invuiante à direta em G.

Analogamente pa'a o sistema de controle E invariante à direita obtemos
o lemaV XVA

Lema 12.1 Seja E um sistema, de controle invuiante à direita, Ê e E
respectivamente 08 levantamentos hamíltonianos e tmgentel <, > uma,
métrica riemanniana inmriante à esquerda do grupo G e .D: TG ---.} T'G
definida como no parágrafo anterior. Fixemos tl C Q um controle admissível.
Então + é uma trdetória de E associado ao controle tl n, e somente se,
.D o q é uma trajeüría de E associado a u.
dem. Sda q: to,rl ---+ TG uma tr4etót'ia de E as.saciada a © e con-
sideremos .D o 4: 10, rl --.-+ T'G, então derivado com relação ao tempo
obtemm:

d (D . q(t))
d D.{(f)

D. (í.n (](f)»

onde XeÍt) é o.levmtamento tangente de X.(t)
Então podemos escrever

4.@;.Í@ : D, ' Ãw . (D'' ' D ' 'í(t»
agora usado o mean 11.1 temos

4.@;ãW . (D ' 4(t))

porMto D . +(t) é u«a t,detém de ÉI.
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§ 12 O Princf pio do Máximo no Fibra do Tangente: A idéia 
deste parágrafo é dar um enuncia.do do princípio do máximo de Pontria,guin 
no fibrado tangente e tirar algumas relações adicionais levando em consi-
deração a estrutura de grupo de TG e a integral multiplicativa que pode 
ser definida neste grupo. 

Vimos no pará.grafo anterior que através de uma métrica invariante à. 
esquerda exi~te, pela função D, uma relação biunÍV'!,Ca entre trajetórias de 
um campo X e trajetórias de um campo em TG, X, se X for um campo 
invariante à direta em G. 

Analogamente para o sistema de controle invariante à direita obtemos 
o lema 

Lema 12.1 Seja E um sistema de controle invariante à direita, Ê e É 
respectivamente os levantamentos hamiltonianos e tangente; <, > uma 
métrica riemanniana invariante à esquerda do grupo G e D: TG ----t T*G 
definida como no pará.grafo ant~rior. Fixemos u E O um controle admissível. 
Então 1 é uma trajetória de E associado ao controle u se, e somente se, 
D o 1 é uma trajetória de Ê associado a u. ., 
dem. Seja 1: [O, Tl ----t TG uma trajetória de E associada a u e con-
sideremos D o 7: {O, TJ ----t T*G, então derivando com relação ao tempo 
obtemos: 

d (D~ :Y(t)) = D,,Y(t) 

= D., (Xu(t) (í(t))) 

onde Xu!t) é o levantamento tangente de Xu(t)• 
Então podemos escrever 

d (D o 1(t)) ... -1 -dt = D. o Xu(t) o (D o D o 1(t)) 
agora usando o lema 11.1 temos 

d (D o i(t)) ,. M 

d.t = Xu(t) o (D o 1(t)) 

portanto D o '"i(t) é uma trajetória de t. 
50 



Reciprocamente, se q(t) é uma trdetóría de Ê associada a, tl então
consideremos .D'i o q: l0,7il --.-} TG e mostremos que é uma, tralet6ria de

De fato, derimndo com relação a { obtemos

Í.Pl;.âe» '{(f) u.'}(t)
uundo novamente o lema 11.1 temos

4.@;;â© 'p*'&W.(p':'q(t))
donde 8e conclui que .D'i o q é uma traletória de E associada a «, o que
mostra o lema.

. Portanto temos também uma relação biunívoca entre as trajetórias de
E awocíadas a tl e as trdetórias de Ê associada ao mesmo controle tl.

Conseguimos assim demonstrar o seguinte corolário:

Corolário 12.2 Sda ': lO,PI ---+ G uma trdetória extrema de E assocÇ
ada. ao controle ã € n, então existe uma, trajetória ti: to,rl ---+ 7'G de 1l
associada ao controle ü e diferente de zero tal que pua todo t c lO,rl e
«i C í} teremos utisfUta a condição de máximo:

< «(t), x.w('v(t)) >2:< «(t), x..w('y(t) > (i2.i)
Oó8eroação Lembramos que neste caso <, > é a métrica invuiante à a-
querda. Usu'erros indistintamente <, > pua 8 métrica riemanniana e pua
a avaliação de l-fome, a, diferença fica clara pela saturem dos elementos
que apuecem dentro do símbolo.
dem. : Pelo teorema 10.1 existe um trdetória À: to,rl --..+ T'G de E
associado a, « e não trilrial tal que pu'a todo f C l0,7il e lit € n temos

< x(t), .x-w('y(t)) >2< .x(t), x.:w('Y(t)) >
to«.mm «(t) = D':(À(t», entã. pel' I'm, ante.io, «(t) é «u trdetód;
de E difb'ente de mero e awociado a tl e que mtigfu portanto:

O(«(t))(X.u(l(t))) 2: D(«(f))(X..H('T(t)))
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Reciprocamente, se 1(t) é uma trajetória de Ê associada a u então 
~onsideremos D-1 o 7: (O, TJ -+ TG e mostremos que é uma. trajet6ria de 
!;. 

De fato, derivando com relação a t obtemos 

d (D-~o ,(t)) = D;;1 o ,Y(t) = D;;1 o Íu(t) o ,Y(t) 
usando novamente o lema 11.1 temos 

d (n-1 o " (t)) ,,, dt 1 = D-; 1 o D. o Xu(t) o (n- 1 o 1(t)) 

donde se conclui que n-1 o 1 é uma trajetória de E associa.da a u, o que 
mostra o lema. 

Portanto temos também uma relação biunívoca entre as trajet6rias de • A 
I; associadas a u e as trajetórias de E associadas ao mesmo controle u. 

Conseguimos assim demonstrar o seguinte corolário: 

Corolário 12.2 Seja ry: (O, T] -+ G uma trajetória extrema de E ~ct 
a.da ao controle ü E íl, então existe uma trajetória v: JO, T] -+ TG de E 
associada ao controle ü e diferente de zero ta.l que para todo t E (O, T] e 
u1 E O teremos satisfeita a condição de máximo: 

< v(t), Xu(t)(ry(t)) >>< v(t),Xu1 (t)("Y(t) > (12.1) 
ObBervação Lembramos que neste caso <, > é a métrica invariante à. es-
querda. Usaremos indistintamente<,> para a métrica. riemannia.na e para 
a avaliação de 1-formas, a. diferença fica clara pela natureza dos elementos 
que aparecem dentro do símbolo. 

" dem. : Pelo teorema 10.1 existe um trajetória À: [O, T) --4 T* G de E 
associado a u e não trivial tal que para todo t E [O, T) e u1 E n temos 

< Ã(t), Xu(t)("Y(t)) > >< Ã(t), Xu1 (t)("Y(t)) > 
tolllemos v(t) = n-1(iX(t)), então pelo lema anterior v(t) é uma trajetória 
de E diferente de zero e associado a u e que satisfaz portanto: 

D(v(t))(Xv(t) (ry(t))) > D(v(t))(Xu1(t)(7(t))) 
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finição da função .D obtemos:

< X.H(I'(t)), «(t) >2.< x..H (l(t», .(t) >
o que conclui a demonstração do corolário.

Vmm, na demonstração do princípio do máximo, que À(t) é obtida
por uma fórmda:

x(t) - (dl(U ü(')a'»*

Veja a fómula (l0.22). Onde

~- (Uü(')a')I'"

e w é ««. fo'«, de FI(t)*(G) bl q«e .« $ 0 w « C KP
Assim u(t) é a trdetória de Ê que no impante t = 0 passa, pelo ponto

.D-:(wl) e amos

-(t) (llt(,)a,))*'p':(":)
fórmula que também pode ser fuilmente vista pelas relações:

D(« (t» ã (')d,)) *''w:

e pela dee

t
l

t

t

0

t

0

donde,porisso

(]2.2)

(12.31

(12.41

D(«(í))(') "-, (ai(ll ü(,)a')));'" >

lemndo em consideração nommente a definição de D teremos:

D("(f»(') =< D''":, (aZ(ll ü(')a'»);:" >
0
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t

D

t

e pela definição da função D obtemos: 

< Xu(t)('Y(t)), v(t) > >< Xu1 (t) (1(t)), v(t_) > 
o que conclui a demonstração do corolário. 

Vimos, na demonstração do princípio do máximo, que Ã(t) é obtida 
por uma f 6rmula: 

t 
À(t) = (dL(Il ü(r)dr))*- 1 (12.2) 

o 

Veja a fórmula (10.22). Onde 

t 
w1 = (dL(IT ü(1)d1))*w (12.3) 

o 
e w é uma. forma de T7(t)*(G) tal que w < O seu E K,. 

N 

Assim v ( t) é a trajetória de E que no instante t = O passa pelo ponto n-1 (w1) e temos 

t 
v(t) = dL(IT i(1)d1))* oD-1(wi) (12.4) 

o 
fórmula que também pode ser facilmente vista pelas relações: 

t 
D(v(t)) = (dL(IT u(r)dr))*- 1 

w1 
o 

donde, por isso: 

t 
D(v(t))(v) =< wi, (dL(IT ü(r)dr)));1v > 

o 
levando em consideração novamente a definição de D teremos: 

t 
D(11(t))(11) =< D-1w1, (dL(J} ü(1)d1)));-111 > 
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e pela invariança à esquerda da métrica riemanniana < ., . > teremos final
mente

D(u(tl)(') =< al(ll t(,)d')l.0':"i,« »

o que resulta na fórmula (12.4).
Lembremos agora que o sistema de controle E é um sistema invariante à

direita (lema 5.3) cujo espaço de configuação é o grupo de Líe TG isomorfo
m p"dut' "«i-üet. Z(G) xAa G (p«ágdo SI p.lo i«moM«« O e c«jo
conjunto de controles admissheis é o mesmo de E.

Seja © € U,então o grupo a um puâmetro de G associado ao campo
X. será dado por :

ó. = z(.,P t«)
e porhnto pode ser escrito como:

« : !Li%ldlt=.
e

X.(g) = d.R(g).(«).
. Da mesma forma o grupo a um puâmetro em TG usociado ao campo

XB por deÊnição é:

é * = (e,p t«): rG --. 7'G.

Consideremos o grupo a um parâmetro em Z(G) x...lú G dado pela
composição comutativa

dz,(.,P t«)

.L(GI x.... G .[(G) x«a G

que define um grupo a, um parâmetro associado a um campo lava.diante à
direita em L(G) x.,4ú G dado ser O um isomorfismo de grupos de Lie.
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e pela invariança à esquerda da métrica riemanniana < ., . > teremos final-
mente 

t 
D(v(t))(v) =< dL(lI ü(r)dr))D-1w1,v > 

o 
o que resulta na fórmula (12.4). ,., 

Lembremos agora que o sistema de controle E é um sistema invariante à 
direita (lema. 5.3) cujo es~o de configuração é o grupo de Lie TG isomorfo 
ao produto semi-direto L(G) XAc1.G (parágrafo 5) pelo isomorfismo 8 e cujo 
conjunto de controles admissíveis é o mesmo de E. 

Seja u E U ,então o grupo a um parâmetro de G associado ao campo 
Xu será dado por : 

<Pt = L(exp tu) 
e portanto pode ser escrito como: 

_ d <Pt(e) l 
-u - dt t=O 

e 

Xu(g) = dR(g)e(u). 
Da mesma forma o grupo a um parâmetro em TG associado ao campo 

Xu por definição é: 

<l>t* = dL(exp tu): TG-+ TG. 
Consideremos o grupo a um parâmetro em L(G) XAd G dado pela 

composição comutativa 

G 
9-1 

G 
e 

L(G) XAd G 
que define um grupo a um parâmetro associado a um campo invariante à 
direita em L(G) XAd G dado ser 8 um isomorfismo de grupos de Lie. 
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Calculando

9'.(0, 4 = 0(d.L(eW t-)P. (0, mP t«)
e porhnh

d @.(o, .) .
dt \t=o (0, «l c .L(G) x Z(GI Z(Z(GI xAd G)

portmto t,erros que

8. . X.(.,g) = dÊ(«,g)@,d(0, «) (12.5)

onde repruentamos por R ,p trandação à direis em {(LQG).x.,{d G. .
Bata. o ;i;t'm, 8* . E = (Z;(Z,(G) x Aa G, 8* . .X.,t7,V'), o-de tZ é .

classe du funções

ã: lo,rl --, z.(G) x .L(G)
t.is que e(t) = (0, B(t» pat'a algum w € n é um sistema invuhnte à direita
e a equação de evolução é dada pela fórmula:

ã (,)o,o(ú(t)l (12.61

onde E é a t',ml,ção à Menta em Z;(L(G) x.Aa G) e portanto u tr4etóHu
do sistema de controle (12.61 são dadas pela integ'al multiplicativa em
L(z}(G) x,4d G) 3 rG. Se a trdet6rh se inici, n"m ponto , c Z,(G) x G
teremos:

,(t)
e

illí(')a')".
0

(12.71

Da flomula (12.4) podemos concluir que:

8 (. (f) l O(di(ll ú('la') (D'' (":11)0

t

(lli(,)a,))(O ' D'' («))
0

t

(]2.8)
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Cale ulando: 

Wt(O, e) = 8(dL(exp tu))Oe = (O, txp tu) 
e portanto 

d '11t(O e) dt ' \t-o = (O, u) E L(G) x L(G) = L(L(G) XAtJ G) 
portanto temos que 

(12.5) 
onde representamos por R translação à direita em k(L(,G)...x.Ad G. # 

Então o sistema 8* o E= (L(L(G) XAd G., 8* o Xv.,U, V)., onde V é a 
classe das funções 

ú: [O, T] -4 L(G) x L(G) 
tais que ií(t) = (O, u(t)) para algum u E O é um sistema invariante à direita 
e a equação de evolução é dada pela fórmula: 

x = d.R(x)(o,e)(ú(t)) ( 12.6) 
onde Ré a transla<;ão à direita em L(L(G) XAd G) e portanto as trajetórias 
do sistema de controle ( 12.6) sã.o dad~ pela integral multiplicativa em 
L(L(G) XAd G) "'"'TG. Se a trajetória se inicia num ponto v E L(G) x G 
teremos: 

t 
x(t} = (IJ ú(1 )d1 )v. 

o 
Da fórmula (12.4) podemos concluir que: 

t 
8(v(t)) = 8(dL(IJ u(r)dr)(D-1(w1))) 

o 
t 

= (J} ú(1')d1'))(8 o D-1(w)) 
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(12.7) 

(12.8) 



onde. q produto no segundo membro é o produto gemi-direto e &(t)

levando em comiseração a definição de 8 do pub'do 5 temos:

0.uft
)

0u
)

0("(t)):(hall: .H.,(D':(w-», H í(')a')

(l ã(')d'))(D''(a, '))

que é uma fórmula pua o cálculo de t,(t)

t

t

(]2.9)
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onde o produto no segundo membro é o produto semi-direto e u(t) = 
(O, u(t)). 

Ou, levando em considera.c;ão a definição de 0 do pargrafo 5 temos: 

t 
8(v(t)) = (Adn~ ú(1')d1'(n-1(w1)), II ú(r)dr) 

o 
t 

= (fi ú(r)dr))(D-1(w,e)) {12.9) 
o 

que é uma fórmula para o cálculo de v(t). 
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$ 13 0 Princípio do Máximo e o Problema de Tempo ÓtiEao :
O problema do tempo ótimo foi de6nido no pa'ágrdo 4(cf. Tw

rema 4.3). Da'erros uma breve colocação do problema que para nós será o
seguinte:

Denota'emos por .Á(e) = UtClo,m) e chamemo-lo o conjunto de acessi-
bilidade a pa'th de e do shtema E ê sda g um ponto de .A(e). Consíderemoa
agora o conjunto:

S. = {t c R l g c .A(t, ')}.
Chamemos í = infSg. Eventualmente f c Sg neste caw g c .A(ile) e

portanto exbte um controle adiniwível t: 10, tl --...+ U e uma tr4etória de E
awocíada a & dada por

ü(r)dr
Õ

td que ?(0) = e e ?(tO = g.
.De$níção : Chainemos ü de controle de tempo ótimo e q de trdetória

de tempo ótimo.
Observemos que o controle de tempo ótimo pode não exbtir, e se exbtir

não precisa ser único. Uma condição de suficiência pua a exbtência de
controle ótimo é aquela dada pelo teorema 4.3.

Notem que uma outra maneira de definir o problema de controle ótimo
é a seguinte:

Encontra um controle ã e a trdetória I' associada a este contmlc tal

q(o) = ., ?(tÕ =p

e além disso sda minimizado o funcional:

.F(q,Ú) = / Idr.

Pua estudarmos este problema do ponto de vista do princípio do máH-
mo de Pontdaguin, lembremos que a equação de evolução do nosso sistema
de controle invaúante à direita dado por E = (G,q',D,O) é dada pela
equação diferencial

t.r

0
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13 O Princípio do Máximo e o Problema de Tempo Ótimo : 
O problema do tempo ótimo foi definido no parágrafo 4 (cf. Teo-

rema 4.3). Daremos uma breve colocação do problema que para nós será o 
seguinte: 

Denota.remos por A(e) = Ute!O,oo) e chamemo-lo o conjunto de acessi-
bilidade a partir de e do sistema E e seJa g um ponto de A(e). Consideremos 
agora o conjunto: 

Sg = {t E RI g E A(t,e)}. 
Chamemos f = inf Sg. Eventualmente f E S9 neste caso g E A([, e) e 

portanto existe um controle admissível ü: [O,~ U e uma trajetória de E 
associada a u dada. por 

t 
; (t) = II i (r)dr 

o 
tal que ;(o) = e e ;(t) = g. 

Definição : Chamemos fi de controle de tempo ótimo e ry de trajetória 
de tempo ótimo. 

Observemos que o controle de tempo ótimo pode não existir, e se existir 
não precisa ser único. Uma condição de suficiência para a existência de 
controle ótimo é aquela da.da pelo teorema 4.3. 

Notem que uma outra maneira de definir o problema de controle ótimo 
é a seguinte: 

Encontrar um controle i e a trajetória 1' associada a este controle tal 
que: 

7(0) = e, 7(t) = g 

e além disso seja minimizado o funcional: 

F(i, i) = t' ldr. 

Para estudarmos este problema do ponto de vista do princípio do máxi-
mo de Pontriaguin, lembremos que a equação de evolução do nosso sistema 
de controle invariante à direita dado por E = ( G, t, U, O) é dada pela 
equação diferencial 
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ã (.).(«)

onde d.R(z).(8) C n. Consideremos agora um sistema de controle E', que
chamarmos de sistema extendido do sistema E que definimos como:

E'=(G','$',U,O) (13.1)

onde G' é o produto direto dos grupos G e R, ou seja G' = G x R. Então
o vibrado tangente TG' = TG x lli, a TG x .R.

Se © =. {X.}.« ente ©' = {(X«, 1)}.« . Nat«ahe-t., (X., 1) é
um campo de wtores em G', ainda mab, como X. e invadmte à direita
em G ente (XB, ]) também é inv diante à dirdt, em G'.

De fato, em R com a utrutura de grupo abeliano a trandação à direis
é dü, p'' R(')tr = 3r + . . dã «g« im.diat,me-h q« d.R(.)o = {dn
para todo z € R.

Assim n08so sistema, E' é um sistema de controle invariante à direita e.
portanto, podemos escrever sua equação de evolução associada ao controle
« € n como

ú = d.R(y).. («(t)) (13.2)

onde y € G', .R aqui é a trmslação à direis. do grupo G' cujo elemento
identidade é e' e w(f) estando na verdade em Z}(G) pode ser penedo como
o elemento (&(t), 1) da álgebra de Lie .Z;(G') já que .L(G') = 1(G) x Z(R).

Notem agora que o nosso problema de controle de tempo ótimo pode
wr reformulado da seguinte forrou

Encontrar um controle ü € Q e uma h'detória I' do sískma (13.1) que
parta da identidade (e,0) de G' e atinja o codunto g x 10, oo) de'td bodo
que minimize a. segunda projeção, P2, de G'.

P2:G''''+R
(g,t) -, t

Re«crevemos a equação(13.2) separadamente pua tornar mais cima
alguma aÊrmações, ela é equimlente ao sktema
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x = dR(x)e(u) 
onde dR(x)e(u) E n. Consideremos agora um sistema de controle Ee, que 
chama.remos de sistema extendido do sistema E que definimos como: 

(13.1) 
onde ae é o produto direto dos grupos G e R, ou seja ae = G x R. Então 
o fibra.do tangente TGe TG x TR TG x R. 

Se t = {Xu}ueU então te = {(Xu, l)}ueU. Naturalmente, (X1', 1) é 
um campo de vetores em ae, ainda. mais, como Xu e invariante à direita 
em G então (Xu, 1) também é invariante à direita em ae. 

De fato, em R com a estrutura de grupo abeliano a translação à direita 
Lé da.da por R(x)y = y + x e dai segue imediata.mente que dR(x)o = idR 
para todo x E R. 

Assim nosso sistema Ee é um sistema de controle invariante à direita e, 
portanto, podemos escrever sua equação de evolução associada ao controle · 
-u E íl como 

iJ = dR(y)e, (u(t)) (13.2) 
onde y E ae, R aqui é a translação à direita do grupo ae cujo elemento 
identidade é e' e u(t) estando na verdade em L(G) pode ser pensado como 
o elemento (u(t), 1) da álgebra de Lie L(Ge) já que L(Ge) = L(G) x L(R). 

Notem agora que o nosso problema de controle de tempo ótimo pode 
ser reformulado da seguinte forma.: 

Encontrar um controle u E O e uma trajetória. ,-,e do sistema. ( 13.1) que 
parta da identida.de (e,O) de Ge e atinja o conjunto g x [O,oo) de tal modo 
que minimize a segunda projeção, P2, de ae. 

Reescrevemos a equação (13.2) separadamente para tornar ma.is clara 
algumas afirmações, ela é equivalente ao sistema 

' 
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< ' '''*'''*'*''' (13.3)

notem que a segunda equação do sistema (13.3) não utiliza nenhum controle
e a pt'imeira não depende de y, então concluímos de modo óbvio que

= dR(z). (B(t

.A'(t, e') = À(t, e) x t
onde denotamos por 'â'(t, e') o conjunto de acessibilidade de E' em tempo
t a puta de e' e .Á(t, e) o málogo pua o sistema E.

Desta forma w 'ü é um controle de tempo ótimo e ,f é a trdetória
de Ee associada, & ü, então w observações feita até aqui nw permitem
concluir que '' hmbém é uma traletória extrenu. .De fato, Á'(f, e') não
tem nenhum ponto interior (tod08 estão na fronteha).

Observando isto, é natural que posmmos utilizar o teorema 10.1 para
a, trdetória I', isto é, como '' é extrema, então é de momento máximo,
mu também é natura.l esperar que esü a$rmação não diga nada especial
já que, na verdade, toda trajetórh de E' é de momento máximo.

Pe[o teorema [O.] mbemos que exbte À' trdetória não trivial awociada
a 8 do sistema Ee tal que para todo t e todo &Í € Q temos a relação:

< x'(t), (X.H(q(t)), í) >2< À'(t), (x..u(I'(t)), i) >,

Mas À'(!) = (À(t),c) onde À(t) é uma trdetória adjunta de l(t) do
sistema E e c é uma consh.nte (pu'a ver isto bufa, por exemplo, a fome
local do levmtamento hamiltoniano) e como pua À'(tl não w trivial basta
que c mja diferente de zero (e no caso é) então a desigualdade acima não
pasm de uma relqão trivial.

No entmto o próximo lema já oferece algum subsídio pu'a uma pro-
priedade das trdetóriu de tempo ótimo.

Lema 18.1 Se € é um controle de tempo ótimo do sistema E e se ' é
a trqetórh de E' amciada ao controle 8 então 'y'(t) eúá na fronteira de
.A'(.') p«a tMo f € to,il.
dem. : Se exbtir um tt pira o qual I'(tt) e,tá no inteHor de .A(e), então
existe uma vizinhmça de I'(ZI = (1(fi),ti) d& forma W x J, onde W' é uma
vizinhança de ?(fi) em G e J uma vizinhança de fí em R, tal que n' x J C
.A'(e'). Em paüic"l" , «bte «m . > 0 td q« (l(ti),ti -- Õ c A'(.')
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(13.3) 

notem que a segunda equação do sistema {13.3) não utiliza nenhum controle 
e a primeira não depende de y, então concluimos de modo 6bvio que 

Ae(t,e') = A(t,e) X t 
onde denotamos por Ae(t,e') o conjunto de acessibilidade de te em tempo 
ta partir de é e A(t, e) o análogo para o sistema E. 

Desta forma se ü é um controle de tempo ótimo e 'f é a trajetória 
de Ee associada a ü, então as observações feitas até aqui nos permitem 
concluir que "te também é uma trajet6ria extrema. De fato, Ae(t, e') não 
tem nenhum ponto interior ( todos estão na fronteira). 

Observando isto, é natural que possamos utilizar o teorema 10.1 para 
a trajetória 'f, isto é, como ,-,e é extrema, então é de momento máximo, 
mas também é natural esperar que esta afirmação não diga nada especial 
já que, na verdade, toda trajetória de Ee é de momento máximo. 

Pelo teorema 10.1 sabemos que existe,\ e trajetória não trivial associada ,., 
a ü do sistema te tal que para todo t e todo u1 E íl temos a relação: 

< ,\e(t), (Xu(t)(7(t)), 1} >>< ,\e(t), (Xu1 (t)(1(t)), 1} >, 
Ma.s )t(t) = (Ã(t), e) onde .>i(t) é uma trajetória adjunta de ry(t) do 

sistema E e e é uma constante (para ver isto basta, por exemplo, a forma 
local do levantamento hamiltoniano) e como para ,\e(t) não ser trivial basta 
que e seja diferente de zero (e no caso é) então a desigualdade acima não 
passa de um.a relação trivial. 

No entanto o pr6ximo lema já oferece algum subsídio para uma pro-
priedade das trajetórias de tempo 6timo. 

Lema 13.1 Se 11 é um controle de tempo 6timo do sistema E e se 'Y é 
a trajetória de te associada ao controle ü então "t(t) está na fronteira de 
Ae(e') para todo t E (O,~-
dem. : Se existir um ti para o qual 1e(t1) está no interior de A(e), então 
existe uma vizinhança de '"((t) = (i(ti}, ti) da forma W x J, onde W é uma 
vizinhança de 'l(t1) em G e J uma vizinhança de t1 em R, tal que W x J C 
At(e~). Em particular , existe um f > O tal que (1(t1), t1 - t) E Ae(e') e 
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isto, de maneira clu'q significa que ?(tt) pode ser atingido em tempo ti

«e:'.l:Í!?;.T5 :,# l::Í11 g?,:: - 4 ' ''«- : .,.o
Agora. utilizado o controle definido por

€

«'íü:.f"?(t) ;'o$t$tí-.t ü(t+c) n ti -cSf $ i-.
Vem" que a solução I' de E «soca,d, a &' wtbfu 1* e '* (i--e) = q(tQ

o que contraía o fato de q ser de tempo ótimo, logo I' (tl) está na ã'onteira
de .A'(e') como queriamos demonstra. ' ' '

A.ates de prosseguirmos daremos um pequeno lema. O teorema lO.l
nos diz que 8e uma tra:jetória q associada ao controle ü é extrema então
conste uma t(jetória À de Ê associada a, ã e mtisfazendo:

Mx..., (À(f» 2: À/x..., (À(t» vt c to, T] . v« en

Lema 13.2 Neste caso À/x.iü (À(t)l: 10, 7'l ---} R é cortante.
&«.. : Tomemm «u cura (ál. . .,g.,,:,. . .,p«) em r*G em t.-«

de um À(r) para algum T € (0,T), vamos mostra qie ;uma vbínhança de
r a de-i"'da de "'(t) = .Â/x.lo (À(íl)) se. anda.

Vamos supor que nesta coordenadas temos:

X€H
B

E .x. (t)'ü;.i=l

N~k c«o t'mm Mx..., (.X(t)) = E::, &(t)/.(g(f), ü(t)).
s.. d.Ê-i«.m .alÍiH':!H Ú&lÍ:hl=1'ã==:1 t.-:

Mx..q (À(t)) = .E(À(t), g(t), 'B(t))
e u.berros pelo princípio do máximo que

.a(x(t), g(t), 8(t)) - !H .E(x(t), g(t), -)
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isto, de maneira clara, significa que 1(ti) pode ser atingido em tempo ti - E 
por um controle uo E O (Basta notar que (ry(t1), t1 - l) E Ae(ti - t:, e') = 
A(t1 - t, e) X {t1 - l} donde ;.;(t1) E A(t1 - t, e) . 

.Agora utilizando o controle definido por 

u (t) = . • { uo ( t) se O < t < t 1 - f 

ü(t + t) se ti - t < t < l - t 

Vemos que a solução 1• de E associada a u• satisfaz 1• e 7*(f-t) = 1(~ 
o que contraria o fato de 1 ser de tempo 6timo, logo "t(ti) está na fronteira 
de A e ( e') como queriamos demonstrar. 

Antes de prosseguirmos daremos um pequeno lema. O teorema 10.1 
nos diz que se uma trajetória ry associada ao controle ü é extrema então ,. 
existe uma trjetória À de E ~ociada a ü e satisfazendo: 

Lema 13.2 Neste caso Mx. t) (Ã(t)): [O, T] ----4 R é constante. 
dem. : Tomemos uma carta ( q1, ... , qn, p1, ••• , Pn) em T* G em torno 

de um Ã(r) para algum 1 E (O, T), vamos mostrar que numa vizinhança de 
r a derivada de m(t) = Mx.,(t} (A(t)J se anula. 

Vamos supor que nestas coordenadas temos: 

n. a 
xü(t> = E t,(q(t), ü(t))~ e 

i=l 

" ,\(t) = E Ài(t)dqi, 
i=l 

Neste caso temos Mx•~t> {..\(t)) = Ef-1 Ãi(t)fi(q(t), u(t)). 
Se definirmos H('l, q, u J = Ef 'lifi(q, u) então claramente temos: 

Mx•(t) (À(t)) = H(Ã(t), q(t), ü(t)) 
e sabemos pelo princípio do máximo que 

H(..\(t), q(t), ü{t)) = max H(À(t), q(t), u ). 
uEO 
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Sabemos também que em coordenadas locais u equações de evolução
do leva.ntamento hamiltoniano ficam:

Í dí =/.(gi(t),«(t))
'l & XL: *J

ou, lemndo em consideração a. definição de ã

--"oxqPW
Neste caso Êxemos um ti na vbinhança de T onde m(t) uja derivável

(m(t) é abml«t,mente contínua) e tomemm «m I' td quer' > ti enM

«-(t) «.(t') 2: .a(.x(t'), q(t'), ü(f.» - .a(À(t:), q(t-),8(t-))
= .#(.À(0, g(ll, ü(t-» - z'(.x(1'), «(f-), ü(t-»+
+ X(À(t'), q(t,), Ü(t:)) - .E(.X(t:), g(t-), Ü(t-))

dividindo ambos orlados por t'
a, ti obtemos

ti e passando ao limite quando t' tende

qql,:. : (%# -* %>)1.. : '
pois

e

a.# À;
A(

donde 4-q© > 0.
Para,concluirmos o twultado testa agora toma um tí < tt e repetia'mos

o processo concluindo então que
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Sabemos também que em coordena.d~ locais as equações de evolução 
do levantamento hamiltoniano ficam: 

{ 
4i = fi(qi (t), u(t)) 
À. = _ '°'~ À. 8/;(qiJt),u(t)) ' ~,=1 ' 

ou, levando em consideração a definição de H 

{ 

'Íi == 8H(,\(t~:f t),u(t)) 

~. = _ 8H(~(t~q(t),..,(t)) 
' qi 

Neste caso fixemos um t1 na vizinhança der onde m(t) seja derivável 
(m(t) é absolutamente contínua) e tomemos um t' tal que t' > t1 então 

m(t) - m(t') > H(À(t'), q(t'), u(t1)) - H(.~(t1), q(ti), ü(ti)) 
= H(>.(t'), q(t1, ü(t1)) - H(>.(t'), q(t1), u(t1))+ 
+ H(À(t'), q(ti), ü(t1)) - H(À(ti), q(ti), ü(ti)) 

dividindo ambos OS" lados por t' - t1 e passando ao limite quando t' tende 
a ti obtemos 

• pois 

e 

donde d 7t(t) > O. 
Para concluirmos o resultado basta. agora tomar um t' < t1 e repetirmos 

o processo concluindo então que 
> 
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lt-tiÜ
<0

e portmto 4.lgÜ = 0 o que acaneta m(t) = constate e proa o leal
Ágata. empada pouco + € 1O,q podemos definir o cone de Poatriaguin

Kp(tl como sendo o f«ho convao d08 vetoru do tipo u-(-- ,t,,x.) onde

-,'.-,..,un : {%al.:.
e

e(t,.)
t

Ç ";(.. ,,. ,À. ,4 (')d'

mm $(t)« o m-trote de p"t"b,çü d. ü(t).
Vamos acima que XP é um cone que a08 serve pouco pu'a o problema

do controle de tempo4thg porque XP má um cone que aproacha .A(T, e)
e ao c«o do M-m E' .Á(T. .) nã. üm p.nt" int.dom. A idéi& e-ião é
proclru um outro cone.gue.ao inv& de apnoxímm .Á(T, e) ap«Mme '{(e).

J-ntemm m co« X.(') p«. . € (0,T) ® «t.-n

«+(') = d.R('r(.».(8(.»
e

«-(') = -dR(1(.)).(e(.»
'7(t) trdetó'ia Mre«u uwciada a € € n e denotemos por por XA(T) o
"" ""ao ©'Mo P.- X (') U {«+(')} U {«-(.)}. ' '

Condderemoe agora, um denhentode JTA d8, folha

«(') = «.. (') + w+(.)
o-de «,(') é o «b' de p"t"'b'çã' «cMo m mntmle «:, eúh p«'
um c suÊcintemente pequeno podemos escrever:

e(r + c., c)
T-lea 'r

11 e(t)üÇ ":(t)ü
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d m(t) 1 < 0 ,lt t=i1 -

e portanto d n'º = o o que acarreta m(t) = constante e prova o lema. 
Agora em cada ponto t E (O, T] podemos definir o cone de Pontriaguin 

K,(t) como sendo o fecho convexo dos vetores do tipo t11r(1a1,ti,li) onde 

( ) d ((t, E) 1 
tl,r(w1,t1,~) t = df c=O 

e 

i 

e(t,E) = i;;r •:, .. 1,t1,Ã1,<)(r)dr, 

com u: (t)v o controle de perturbação de i(t). 
Vnnos acima que K, é um cone que nos serve pouco para o problema 

do controle de tempo ótimo porque K, será um cone que aproxima A(T, e) 
e no caso do sistema. Ee A(T, e} não tem pontos interiores. A idéia então é 
procurar um outro cone que ao invés de aproximar A(T,e) aproxime A(e). 

Juntemos ao cone K,(r) parar E (O, T) os vetores 

e 

v_(r) = -dR(1(r))e(i(r)) 
,y(t) trajet6ria extrema associada. a 1i E n e denotemos por por K .A ( r) o 
cone convexo gerado por K,(r) U {v+(r)} U {v-(r)}. 

Consideremos agora um elemento de KA da forma 

v(r) = 11.(1) + tw+(r) 
onde t1.(1) é o vetor de perturbação associado ao controle u;, então para. 
um f suficintemente pequeno podemos escrever: 

f'+ca ,, 
e(r + Ell1 E) = IJ i(t)dt ij u;{t)dt 
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ou WJa

faca

e(' + '',c) - ll ©(t)üe(','1

derivado com respeito a c obtemos:
7

d e(r + ca, c
& .. ('v('».(p'(o))+4-egJ ..

H;+' ã(r)dr, enMonde P(e)

4- 1. : ü.R('y(')).(8(')) + ",(') (]3.4)
não é dí6cil nohr que C(r + ca, c) é uma cum em X(e) e no ponto zero vale

Pua. o caso em que a < 0 obtemos:

n
0 'r-+a a

e deriv ndo nommente temos que:

e(. + .a, .) H«; - ( Hü(t)d)'' «;(f)d

g- l. - «,,(') + "*(') - «,(') - "-(')
portanto nte cone KA será um cone que aproxima o conjunto ..4(e) no
ponto 'y(T) no sentido que ele mtisfu u mesma fórmula de perturbações
fundamentais do parágrafo lO.

Voltemos a considera.r agora o sistema E' sda. I' uma trdetóda awo-
ciada ao controle ü de tempo ótimo.

Sd' (U, é) ««, c'M lwd em to.« de I'(.), . um po-t' i-te,io. de
to, rl e coioquemos u seguintes de6nições de notação:

h(.)
+(.)
Â(.')

Ü

É(t,.)

ó(h(.))
ó ('y' (.) )
é(tr n .A(e'l)
é(u)
é(e(t, .)).
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• ou seJa 
1'+Eo. 

e(r + ta, t) = II ü(t)dtç(r, t) 
'T 

derivando com respeito a f obtemos: 

d e(r+la,l)I = dR(,(r))€(P'(O)) + d e(r,l) I dt ( =O d(. (::;-() 
onde ,B(E) = rr~+E ü(r)dr, então 

de(r+Eat:) I dt ' €=O = adR(,(r))E(ü(r)) + av~(r) {13.4) 
não é díficil notar que e(r + ta, t) é uma curva em A(e) e no ponto zero vale 
1(r ). 

Para o caso em que a < O obtemos: 
1'+Eo. 1' 1' 

e(r + ia, t) II u; = ( II ü(t)ctt)-1 II u;(t)dt 
Q 'f+((l 0 

e derivando novamente temos que: 

d e ( r + ia, l) I · d{ E=O = av1r(1) + av+{1) = av1r(1) - av-{1} 
portanto este cone KA será um cone que aproxima o conjunto A(e) no 
ponto 1(r) no sentido que ele satisfaz as mesmas fórmulas de perturbações 
fundamentais do parágrafo 10. 

Voltemos a considerar agora o sistema Ee seja ,e uma trajetória asso-
ciada ao controle ü de tempo ótimo. 

Seja (U, <p) uma carta local em torno de ,e ( r), r um ponto interior de 
[O, T] e coloquemos as seguintes definições de notação: 

I{A(r) = </>(KA(r)) 
ie(r) = t/>(1e(r)) ,. 
A( e') = t/>(U n A( e')) 

Ú = 4,(U) 
ê(t,t) = t/>(~(t,t)). 
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Então começamos obserwndo que se t; for um vetou de KA(T) então

existe uma cuja e(t, e) td que 4-.iÓ:e'a = u(r) e porhnto:

e('+'',') (')+'«(.)+o(.)

===Mm'=!\! iRHmi? n m l;l!
um ponto interior de .A(e').

Desta forma o vetar (0, -1) de TI(,)G' ' TI(,)G x R não pode ser
interior a XA pois.4eh forma e(7) + }Ú0, --1) sega' interior a .Á'(e') para
dg-m ' o q« .igni6a q«(11,),;)+(o, -'):;(1(.),. - .) c .Á'(;'yo q«
já vimos pelo lema 13.1 que não pode ocorrer

se u Assim exbte uau forma não nuca q' em TI(,)G' ta] que < q',ti >$1 0
Sd' '7'(t) a h'detóHa de Ei' tà que'dr) = q' e«ontrüa ui«u, ente.

pelo lema 13.2 temos

< q'(t), dR('y'(t)).(ü(t» > .d con.Unte

e por outro lado

< q'(t), d.E(I'(t)).(Ü(t)) >=< q'(,), «+(,) >$ o
< q'(t), -d.R('y'(t)).(e(t)) > q'('),«-(') >$o

implicam que
< q'(f), d.R('y'(f».(8(t)) >= 0

como podemos a'rever q'(t) : (À(t), c) onde À(f) c q(t)G e.c uma con-
stanü menor que.Belo ( pol? < c, --] >> 0 o que implica c < 0 ). A relação
do Pricípío do máximo de Pontriaguin mostra que devemos teÚ

< À(t), d.R('(t».(e(t» > + :< À(t), d.R('(t».(«í (t» > +c
pua todo f € 1o,rl e todo %i c í}.

Assim mostramos o teorema

(13.5)

Teorema 13.3 Sda E um sistema de controle invuiante à direita e sda
1: 10,'rl --+ G uma trdetóHa de E td que 1(0) = e e associada a um
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Entã.o começamos observando que se tJ for um vetor de KA(r) então 
existe uma curva ê(t,t) tal que d ê(f't'ª1'> = v(r) e portanto: 

e(r + la, t) = 7e(r) + tv(r) + o(l) 
e outra vez usando um lema de [5) (lema 2 da pag. 253) teremos que se v(r) é 
interior a KA(r) então existe um l > O tal que se E< l então rie(r) + tv(r) é 
um ponto interior de A( e'). 

Desta forma o vetor {O, -1) de T,(r)Ge = T'1(")G x R não pode ser 
interior a KA pois desta forma ~(r) + E(O, -1) seria interior a Ae(e') para 
algum t: o que significa. que (1(1), 1) + (O, -t:) = (1(1), 1- t:) E Ae(e') o que 
já vimos pelo lema 13.1 que não pode ocorrer 

Assim existe uma forma não nula r,e em T,(,,)Ge tal que< r,e, tJ >< O 
se v E KA(r) e< r,t,v >> O 8!! v KA(r). 

Seja f/e (t) a trajetória de Ee tal que q(r) = f/e encontrada acima, então 
pelo lema 13.2 temos 

< r,e(t), dR(,·t(t))e(ii(t)) > l constante 

e por outro lado 

< 'le(t),dR(r{(t))e(ti(t)) >=< f/e(r),v+(r) >< O 

< r,e(t), -dR(rye (t))e(ü(t)) >=< f/e( r), v_ (r) ><O 
implicam que 

< 11e(t),dR(,·t(t))e(u(t)) >= O 
como podemos escrever 77e(t) = (.X(t), e) onde .X(t) E T~(t)G e e uma con-
stante menor que zero ( pois < e, -1 > > O o que implica e < O ) • A relação 
do Pricípio do máximo de Pontriaguin mostra que devemos ter: 

< Ã(t), dR(1(t))e(ü(t)) >+e>< Ã(t), dR(7(t))e(tt1 (t)) > +e (13.5) 
para todo t E [O, T] e todo U1 E n. 

Assim mostramos o teorema 

Teorema 13.S Seja E um sistema de controle invariante à direita e seja 
1: [0,'T] G uma tra.jet6ria de 'E tal que 1(0) = e e associada a um 
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controle de tempo ótimo ü: to, rl ---.} U então existe uma trdetóría não
nula Xi do levantamento hamiltonimo Ê associado ao controle ü e unu
constante positiva p tal que para todo t € to,rl e todo % C Q temos que

p = .À/x.m (.X(t)) 2: Mx.m (À(t)) (13.6)

dem. : De toda a argumentção acima e da fómula (13.5) temos que p
Para notarmos que .X(t) não é nula basta ver qué se À(t) = 0 enfio

(À(t),c) = q'(t) él'h 3'q.ande teáamos (À(tl,c) : 0, ""ub'mos que
Isto conclui a demonstração.
Este último teorema também é chamado o príncípípo do máximo de

Pontriaguin para o problema de tempo ótimo.

controle de tempo ótimo u: (O, T] ---+ U então existe uma trajetória não 
nula À1 do levantamento hamiltoniano t associado ao controle ü e uma 
constante positiva p tal que para todo t E [O, T] e todo u E !l temos que 

{13.6) 
dem. : De toda a argumentção acima e da fórmula (13.5) temos que p = -e. 

Para notarmos que ~(t) não é nula basta ver que se À(t) = O então 
p = O pela fórmula (13.6) donde teríamos (,\(t),c) = O, mas sabemos que 
(,\(t), e) = '7e(t) é não trivial. · 

Isto conclui a demonstração. 
Este último teorema . também é chama.do o princípipo do máximo de 

Pontriaguin para o problema de tempo ótimo. 
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Capítulo

Teorema do Bang-bang

$14 1Yajetórias singulares : O princípio do máximo de Pontriaguin
nos dá, como vimos anteriomlente, condições necessária pa'a que uma de-
terminada trajetória, de um sistema de controle invuiante à direita, associ.
ada a, um determinado controle admiwível, sda extrema, ou de tempo ótimo.
Isto significa que, dentre toda as trdetóriu pouíveis, a.quedas que têm
chance de serem extremas ou de tempo ótimo devem mti8íuer o princípio.

É bem conhecida na teoria do controle clássica que no caso dos sistemas
de controles lineues, ou sda, os da forma:

i; = Áz + B8 com g C R" e tl C U (14.1)

com U poliedro de RP, o pHncípio do máximo é uma condição necess&ia e
suâciente pua controle ótimo Í5j, mas para sistemas não lineares isto não
é mais verdade.

O que iremos estudar aqú é justamente, como, a partir da condição de
momento máHmo pua uma trdetórh ', podemos deteríninu o controle
admissível que deu origem a esb. trajetória.

Comecemos estudando um puticulu sisterm de controle invariante à
direita.

Sda G um grupo de Lie conexo e tomemos um esp%o afim, F, de sua
álgebra de Lie L(G). Então podemos escrever:

F = X+tyi,...,Yp}.... (14.2)
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Capítulo 3 

Teorema do Bang-bang 

~14 Trajetórias singulares : O princípio do máximo de Pontriaguin 
nos dá, como vimos anteriormente, condições necessárias para que uma de-
terminada trajet6ria de um sistema de controle invariante à direita, associ-
ada a um determinado controle admissível, seja extrema ou de tempo 6timo. 
Isto significa que, dentre todas as trajetórias possíveis, aquelas que têm 
chance de serem extremas-ou de tempo 6timo devem satisfazer o princípio. 

É bem conhecida na teoria do controle clássica que no caso dos sistemas 
de controles lineares, ou seja, os da forma: 

_ x = Ax + Bu. com x E R n e 1t E U (14.1) 
com U poliedro de RP, o princípio do máximo é uma condição necessária e 
suficiente para controle 6timo [5], mas para sistemas não lineares isto não 
é mais verdade. 

O que iremos estudar aqui é justamente, como, a partir da condição de 
momento máximo para uma trajetória "'f, podemos determinar o controle 
admissível que deu origem a esta trajetória. 

Comecemos estudando um particular sistema de controle invariante à 
direita.. 

Seja G um grupo de Lie conexo e tomemos um espaço afim, F, de sua 
álgebra de Lie L(G). Então podemos escrever: 

F =X+ {Yi, ... , Y,}e.11. 
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onde {yt! . . . , yP}...: denota um subespaço vetorial de Z)(G) gerados pelos
vetores yi, . . . , XP' Consideremos o sistema de console invu'jante à dheita
E = (G,õ,U,n), onde U será um subconjunto de .F de6nido por u C tr
se e somente se u = X + }ll:l:t%eH e tl{ € R com 1%l É ]. De Mordo
com o parágra,Êo 3 podemos escrever a equação de evolução deste sistema.
de controle como:

à = x(') + >ll: "'(t)v.(') (i4.3)

q: ]O,r] ---, R memorável segundo Lebesgue e X(z), y,(z) são cepos
i-«d,«taàdi«itatdqueX(.)=Xey,(.)= h. ' ' '

Vamos suporlagorqque ''y seja uma tra:jetória de E associada a um
controle adnlissíd ü e de momento máximo. VHe dizer que neste caw ü(t) =
X+ E::i ü{(f)Y. e no que segue umremos a,busivamenÚ data relaç&) ;iÍtre
um controle ti € Q e uma sequência 6níh de funções real w{.

Como 'l e de momento máximo então existe uma trdetória À não trivial
do sistema E associada a ü mtisfazendo:

t

< .x(t),x('v(t» + >: ü'(t)r,('T(t)) >?< x(t),x('v(t» + >1: "'r.('(t)) >
t=i .i=l

P P

pa'a todo t € 1O,P] e todo u{ ta] que lüil $ 1.
Da relação (14.4) pode-se concluir fuílmente levando-se em conSl-

deração a linearidade de À, o seguinte:

(14.4)

P

: ('üi (t) «il. < À(tl,r,(l(f1) >2: 0. (14.5)

Fixamos um número .j € {1, . . . ,p} e t € K),PI e tomemos números oi tal
que tJ{ = ã{(t) se f # .j e ü;i deixaram variar vivi'ementa com módulo menor
ou igual a um.

A «],ÇÜ(]4.5) dw. w c«mP'id'b p"'tmh

,J(t) - «J). < À(t), Y,(l@» >z o (14.6)

paa todo tJJ com ltlll $1 1.
Fuemos cora. três hipóh'a febre < À(f),4(t) >
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onde {Y1, ... , Y,, }e.11 • denota um subespaço vetorial de L(G) gerados pelos 
vetores Y1, ... , Yp. Consideremos o sistema de contole invariante à direita 
E = (G, t, U, íl), onde U será um subconjunto de F definido por v E U 
se e ·somente se v = X+ Ef-i uiY, e Ui E R com (Ui( < 1. De acordo 
com o parágrafo 3 podemos escrever a equação de evolução deste sistema 
de controle como: 

p 

x = X(x) + Í: u,(t)Y,(x) 
,=I 

(14.3) 

Ui: [O, T] ---4 R mensurável segundo Lebesgue e X(x), Yi(x) são campos 
invariantes à direita tal que X(e) = X e Yi(e) = Yi. 

Vamos supor,agora,que "( seja uma trajetória de E associada a um 
controle admissíel ü e de momento máximo. Vale dizer que neste caso ü(t) = 
X+ Lf-1 ü,(t)Y, e no que segue usa.remos abusivamente desta relação entre 
um controle u E {l e uma seqüência finita de funções rea.is u1• 

Como 1 e de momento máximo então existe uma trajet6ria À não trivial 
do sistema I; associada a ü satisfazendo: 

p p 

< Ã(t),X(ry(t)) t L Üi(t)Yi(1(t)) >>< À(t),X(1(t)) + L ViY,(1(t)) > 
i = l i=l 

para todo t E [O, T] e todo v, tal que lv,I < 1. 
_ {14.4) 

Da relação (14.4) pode-se concluir facilmente levando-se em consi-
deração a linearidade de À, o seguinte: 

p 

í:(üi(t) - v,). < Ã(t), Yi(,(t)) >> O. 
,=1 

(14.5) 

Fixemos um número j E { 1, ... , p} e t E [O, T] e tomemos números v, tal 
que Vi = üi(t) se i i- j e v; deixamos variar livremente com módulo menor 
ou igual a um. 

A relação (14.5) deve seJ' cumprida, portanto 

tt;(t) - v;). < ,\(t), Y;(1'(t)) >> O 

para todo v; com lv;I < 1. 
Faremos agora três hip6teses sobre < ~(t), Y;(t) > 
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1 . S. < À(t),Yj(t) >> 0. Ned« cuo de«mm t., (üJ(t)
todo uj e portanto devemos ter

«.í) 2. o p«.

ãJ(t) = l (14.7)

2 . Se < À(t),yJ(t) >< 0. Neste caso de mmeim análoga à anterior
dermos necessa!,lamente ter

ü,j(f) = -l (14.8)

e ânalmente

3 . Se < À(t),y:(t) >= 0, não podemw mete«ünu o valor do controle
Ü.ilrl.
Sumarizando, acabamos de demonstrar o segünte lema:

Lema 14.1 Sda ' uma trdetória de momento máximo associada, ao con.
tro[F ü do sistema de contrate (14.3). Sda À(t) uma trajetórb não trivial
de É de hamiltoniano máximo( í.e. uti.hz (14.4)). & t.das u funçõa éi
definida por

Óf(f) ,K(fl > (]i.9)

têm «m núme« anito de zero no inbmlo lo,rl ente ® controla tí(t)
6cam, neste intervalo, unicamente derem)içados ( a menos por um número
anito de pontos ) pela fórmula

ãi(t) = .g«(di(t))

$gn denota a função sinal.

(14.10)

IMelizmente este não é sempre o caso. Então duelos a deânição
seguinte
Z)e$tlíção: Uma trdet6ria ' juntamente com nu lewntamento hamiltoni.
mo À nrá chamada de 8irlgtlZar se pua algum ie {1, . . . , p} e pu'a, a,lgum
hk-«Jo (.,b) c to,rl t.mw que é{(f) = o em (.,&l.
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1 . Se < ~(t), Y;(t) >>O. Neste caso devemos ter (ü;(t) - v;) > O para 
todo "i e portanto devemos ter 

ü;(t) = 1 (14.7) 

2 . Se < .X(t), Yi(t) >< O. Neste caso de maneira análoga à anterior 
devemos necessariamente ter 

ü;(t)=-1 (14.8) 

e finalmente 
3 • Se < .X(t), Yj(t) >= O, não podemos determinar o valor do controle 

fl; (t). 
Sumariza.ndo, acabamos de demonstrar o seguinte lema: 

Lema 14.1 Seja 1 uma trajetória de momento máximo associada ao con• 
trol~ ü do sistema de controle (14.3). Seja .X(t) uma trajet6ria não trivial 
de E de hamiltoniano máximo( i.e. satisfaz (14.4) ). Se todas as funções <Pi 
definidas por 

(14.9) 
têm um número finito de zer~ no intervalo [O, T] então os controles ií(t) 
ficam, neste intervalo, unicamente determinados ( a menos por um número 
finito de pontos ) pela fórmula.: 

{14.10) 

sgn denota a função sinal. 

Infelizmente este não é sempre o caso. Então daremos a definição 
seguinte 
Defini~ão: Uma trajetória 1 juntamente com seu levantamento ha.miltoni-
ano À será chamada de aingular se para algum i E { 1, ... , p} e para algum 
intervalo (a, b) e [O, T} temos que <Pi(t) = O em (a, b). 
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$15 Um exemplo: Vamos supor que a trdetória de (14.3) associada ao
controle iz = 0 seja de momento máximo. Neste caso as relações (14.6) nos
dariam

-.J < .x(t),r (t) >2. o
pu'a todo tiJ com luil $ 1, de onde, escolhendo tPJ
necessariamente ter

l e tlJ = --1 devemos

< .X(t), Y. (t) >= 0
o que significa que esta trdetória é singular. Na verdade esta trdetória é
o subpupo a, um pa,râmetro associado ao ca,mpo X(z), o que nos pemtite
escrever

x(,

'7(t) = .,P(tX)
(Obs. Estamos sempre considerando trajetóHas que comecem na identidade
do grupo.)

Tomemos os e&ement« {X, y] , . . . , YP} e debatemos por .L a álgcbra de
Lie gerada por eles e por S o subgrupo de Lie conexo de G cuja álgebra de
Líe é Z; e S(z) será a variedde intepal de .L passando por z € G.

Denotemos por Zo o idea] de L gerado por {yU.. .,yP}, e por So o
subgrupo de Lie conexo de S que está associado a lo. Notemos dade já que
So será nome em S. Continuando nesta linha &(z) denoUá a mriedade
integta] awociada a .[o que passa por z C G.

'É íád] vu' que .Zb e de codiinensão 0 ou l em .hou seja ãtllS = dfm&)
ou dias = d4m$) + 1,varou toma' esta última, alternativa como hipótese.

Fixemos um 7' C lO.oo), consideremos o ponto q = ezp(TX) e vamos
consíderu o problema de atingir o ponto g a putír da origem em tempo
DElIDo.

Soja @t o grupo a um parâmetros de diíeomorâsmos associado ao campo

õt:G --+--+ G

está definido por
õ.(g) = e.p(tX)g. (15.1)

UnE'"amos 'ind' ' not,.çh Zo(z) = {. € ZzG l 3«o € Zo com ü =
d.R (,). («o)}.

Pu um hma de Somam-Juodjevic 1101 (lema 3.5) amos qm õ, lem
uma variedade integral de .Lo em variedade integral de Zo, bto é:

©.(%(,}) (&.(,». (15.2)
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~15 Um exemplo: Vamos supor que a trajetória de (14.3) associada ao 
controle ü == O seja de momento máximo. Neste caso as relações {14.6) nos 
dariam 

-Vj < Ã(t), Yj(t) >> o 
para todo Vj com lvi l < 1, de onde, escolhendo Vj = 1 e v; = -1 devemos 
necessariamente ter 

< Ã(t), Y;(t) >== O 
o que significa que esta trajetória é singular. Na verdade esta trajetória é 
o subgrupo a um parâmetro associado ao campo X(x), o que nos permite 
escrever 

1(t) = exp(tX) 
( Obs. &tamos sempre considerando trajetórias que comecem na identidade 
do grupo.) 

Tomemos os elementos { X, Y1, ••• , Y,} e denotemos por L a álgebra de 
Lie gerada por eles e por S o subgrupo de Lie conexo de G cuja álgebra de 
Lie é L e S(z) será a variedade integral de L passando por z E G. 

Denotemos por Lo o ideal de L gerado por {Y1, ..• , Y,,}, e por So o 
subgrupo de Lie conexo de S que está associa.do a Lo. Notemos desde já que 
So será normal em S. Continuando nesta linha So ( x) denotará a variedade 
integi:al associada a Lo que passa por x E G. 

Ê fácil ver que Lo e de codimensão O ou 1 em L,ou seja, aimS = tlimSo 
ou dimS = dimSo + !,vamos tomar esta última alternativa como hipótese. 

Fixemos um T E {0.oo), consideremos o ponto q = exp(T X) e vamos 
considerar o problema de atingir o ponto q a partir da origem em tempo 
ótimo. 

Seja t t o grupo a um para.metros de difeomorfismos associado ao campo 
X(x): 

está definido por 
tt(Y) = exp(tX)g. (15.1) 

Utilizaremos ainda a notação Lo(x) = {v E T~G 1 3vo E Lo com v = 
dR(x)e(vo) }. 

Por um lema de s~roann-Jurdjevic (10] (lema 3.5) temos que t, leva 
uma variedade integral de Lo em variedade integral de Lo, isto é: 

•t(So(z)) == So(+t(z)). {15.2) 
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Em conseqiiência disto temos que

$,*(Lo(.)) (©.(,)). (15.3)

Vamos agora deânir campos de vetores dependentes do tempo pelas fórmu-
la

&(g,t) = '0-..(y,($'.(g))(15.4)
Notemos que &(g,t) € Eo(g), portanto se tomámos g percorrendo o suba
grupo So então h(g,t) será um campo em So, isto significa que uma tra-
jetória de h{ que passe por um ponto de So permanecerá sempre em So.

Fixemos agora p funções mensuráveis «i: lO,PI ---+ 1--1, 11 ( que por sua
vez define também um controle de (14.all, e definimos aequaéáo diferencial

P

E9 «i(f)Ài(y, t) . (15.51

Pelas obuwações acima vemos que se y(t) for uma solução de (15.5) que
passa por z € G pua algum instante to então y(t) C &(z) pua todo t do
domínio de g.

Tomemos agora a solução 3f.: to, rl
Assim y.(t) c & pua todo t c 10, í'l.

Deânimos uma função zs: lo, rl ---+ G dada por

G de (15.5) td que 3/(01

,.(t) $'.(g«(t)) (15.6)

Notemos, em primeiro lugu, que z.(0) = e e que z. e absolutamente
contínua. Derivando (15.6) em relaçãoao tempo obtemos

ã.(t) x(@*(g.(t») + ©*, (ú.(f»

x('-(tll+ ©.*(>: «{(t)h(sr-(t), tl)
i=l

x('-(f)l+ }ll: ".(t)v.('-(tll
B=l

o que signifi(l? .que z-(t) e uma trdetórh de (14.3) associada ao controle
tl(t) := X + Ee::Í tÉi(t)E, logo qualquer trajet8üa. do sistema de controle
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Em conseqüência disto temos que 

(15.3) 
Vamos agora definir campos de vetores dependentes do tempo pelas fórmu-
las 

{15.4) 
Notemos que h.i(g, t) E Lo(g), portanto se tomarmos g percorrendo o sub-
grupo S0 então ~(g, t) será um campo em S0, isto significa que uma tra-
jetória de hi que passe por um ponto de So permanecerá sempre em So. 

Fixemos agora p funções mensuráveis Ui: (O, T\ ----. (-1, 1 J ( que por sua 
vez define também um controle de ( 14.3)), e definamos a equação diferencial 

p 

iJ = E u,(t)h,(y, t). 
•=l 

( 15.5) 

Pelas observações acima vemos que se y(t) for uma solução de (15.5) que 
passa por x E G para algum instante to então y(t) E S0 (x) para todo t do 
domínio de y. 

Tomemos agora a solução Yu: [O, T] ----. G de (15.5} tal que y(O) = e. 
Assim Yu ( t) E So para todo t E [O, T]. -

Definimos uma função xu: [O, T] G dada por 

{15.6) 

Notemos, em primeiro lugar, que xu(O) = e e que Xu e absolutamente 
contínua. Derivando (15.6) em relação ao tempo obtemos 

xu(t) = X(it(Yu(t))) + ft. (Yu(t)) 
p 

= X(xu(t)) + l>i. (L u,(t)~(Yu(t), t)) 
i=l 

p 

= X(xu(t)) + E u,(t)Y,(xu(t)) 
i=l 

o que significa que xu(t) e uma trajetória de (14.3) associada ao controle 
u(t) ,= X+ Ef=1 u,(t)l'i, logo qualquer trajet6ria do sistema de controle 
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(14.3) que comece na identidde vai poder ser ncrito como a fórmula (15.6)
E como este sbtema é invu'jante à direita a relação (15.6) 6ca

t

.,p(tx) i/« it l (15.7)

ou

3/«(t) : "p(-txl ll «(,)a'

Como coam'qüência puticular da fórmula (15.7) obtemos o lema

t

0
(]5.8)

l.ema 15.1 .A(r, .) c se(«P(tx)l

Em particular, qualquer trdetória l do sishma (14.3) associada a tí
e td que 'y(0) = ' mtbfm ,y(t) C &(..p(tX)).S. íi«;,m& , hipók« de
que além de nomiaJ o grupo So sda fumado em S (o que acontece n S for
simplesmente conexo por exemplo), então podemos aâm)ar que exbte um
número positivo € ta] que para todo tt e t2 c 10, €1 teremos que se tt # t2
ente.So(«p(t:x»n&(e.p(t,X»=0. ' '

Neste caso temos o lema

Lema 15.2 Considerando o sistema de controle (14.3), e supondo que es-
tejam satisfeitas as condições: .Lo tem codimensão l em .L e So e fmhado
em S. E-th a t'4etó-ia ',p(tX) u«cima m co-t.ole «{ «

que và de e até um ponto ezp(TX) = g para 7' € 1O, cl, é uma trajetória, de
tempo ótimo.
dem.; Com u obsewações feita anta do enunciado do lema, se existir um
"-t'g' "Ud q-« a t,d'tó'ia '' «.i«.la müsfu I'(0) = . e I'(Ti) = g
"m T $ T, "ü' p'!'.I'"' i!:l tema q« l*(T ) € Ã(«p(TI.i» mu
Mo sigú6ca qu. g € So(ezp(TiX» n se(e.p(rx)) ó que càntràHa a n«m
hipótese sobre a esco]ha de T. Logo não pode haver uma ta] traletória
1*,terminado o lema.
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(14.3) que comece na identidade vai poder ser escrito como a fórmula (15.6). 
E como este sistema é invariante à direita a relação (15.6) fica 

t 
]} u(1)d1 = ezp(tX)y,.(t) (15.7) 

ou 
t 

Yu(t) = exp(-tX) 11 u(1)dr (15.8) 
o 

Como conseqüência particular da fórmula (15.7) obtemos o lema 

Lema 15.1 A(T, e) e So(exp(tX)). 

Em particular, qualquer trajet6ria 1 do sistema (14.3) as.sodada a u 
e tal que 7(0) = e satisfaz 1(t) E So(exp(tX)).Se fizermos a hipótese de 
que além de normal o grupo S0 seja fechado em S ( o que acontece se S for 
simplesmente conexo por exemplo), então podemos afirmar que existe um 
número positivo f tal que para todo ti e t2 E [O, t:] teremos que se t1 # t2 
então So(exp(t1X)) n So(exp(t2X)) = 0. 

Neste caso temos o lema: 

Lema 15.2 Considerando o sistema de controle (14.3), e supondo que es-
tejam satisfeitas as condições: Lo tem codimensão 1 em L e So e fechado 
em S. Então a trajetória exp(tX) associada ao controle u, = O (ou u = X) 
que vai de e até um ponto exp(T X) = q para T E (O, t], é uma trajetória de 
tempo 6timo. 
dem.: Com as observações feitas antes do enunciado do lema, se existir um 
controle u• tal que a trajetória 7* associada satisfaz 1•(0) = e e 1*(T1) = q 
com T1 < T, então pelo lema 15.1 temos que 7*(T1) E So(exp(T1X)) mas 
isto significa que q E So(exp(T1X)) n So(exp(TX)) o que contraria a nossa 
hip6tese sobre a escolha de T. Logo não pode haver uma tal trajetória 
1*, termina.ndo o lema. 
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$16 :1.t'4Jetórias fortemente extremas:Neste parágrafo generalizarem08
um pouco u idéias do anterior, em busca de critéri06 pua substituir uma
trajetória que ligue a identidade a um ponto g do grupo, associada a um
controle B por outra que também irá da identidade até g no mesmo tempo
mas com algumas propriedades de extremalidade melhores.

V«los con;id"ar o sistema de controle (14.3) e L,Lo, Z}(z) eZ)o (z) gera.
como no pa'ágrdo anterior. Suponhamos que '7(t) seja uma tra:jetória de
(14.3) aswciada a um controle â(t), de tempo ótimo e que utisfu l(01 =
. e l(Ti) = g.

Mtão pelo pHncipio do má:'dm.(trema 13.3) dM uma tra#ü,ía
À(t) [evantunento hami[toniano de '(t) nh triviá e ta] que wtidm &
relação de momento máxho (13.6).

Utilizando o lema 2.2 é trivial demonstração do seguinte lema

Lema 16.1 Seja 7'(t) uma família de subesp%os utisfmendo:
a )T(t) c TI(t)G
b ) r(t) â(.)d ).(T(o».

E-ü' " ?l(q.f ' -à M«id .m r(t.), À(f) «'á -ü t:Md .m r(f)
pua todo te 1O,Pil. '

Como a trdetórh '(t) passa por peh identidade, ela está toda con-
tida. no subgrupo S. Podemos assim considerar o sistema de controle (14.3)
reduzia' " gup. de Lie S, já q«: X(z) + EL: «{(t)y,(,) € .L(,), d&
notaremos este sistema por E'. Então l(tl taaibém suá uma trdeüÚa de
tempo ótimo para eMe sistema reduzido, uma vez que w houveme outra
trajetória que realbasse o percurso em tempo menor, esta também geria
trdetóda do sistema original. E assim podemos a.plicar o teorema (13.?)
t«:bém p", ®t. ;isk«u «H«üdo, kto é, «á,h «ma t-detóúa p(t) de Ê'
le«mt,ment. h«dtoúmo de 'T(f) td q« p(f) «ja -h td«id em Z(l(tll
e mtisfu a relação (13.6).

Tom«:m p(0) € Z,* e «ja Ào C Z)(G)' t,l q«

< *o,« >=< P(0),« >

pua todo t' C L, e consideremos À(t) o lemntamento haMltoniano de '(t)
no sistema original que no imtmte inicial paga por Xo. Então temos

< À(t), «(t) >=< P(t), .(f) >
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~16 Trajetórias fortemente extremas:Neste pará.grafo generalizaremos 
um pouco as idéias do anterior, em busca de critérios para substituir uma 
trajet6ria que ligue a identidade a um ponto g do grupo, associada a um 
controle u por outra que também irá da identidade até g no mesmo tempo 
mas com algumas propriedades de extremalidade melhores. 

Vamos considerar o sistema de controle {14.3) e L,L0 , L(x) eL0{x) serão 
como no parágrafo anterior. Suponha.mos que 1(t) seja uma trajetória de 
(14.3) associada a um controle u(t), de tempo ótimo e que satisfaz 1(0) = 
e e ,(Ti)= g. , 

Então pelo principio do máximo {teorema 13.3) existe uma trajet6ria 
Ã(t) levantamento hamiltoniano de 1(t) não trivial e tal que satisfaz a 
rela~ão de momento máximo ( 13.6). 

Utilizando o lema 2.2 é trivial demonstr~ão do seguinte lema 
, 

Lema 16.1 Seja T(t) uma familia de subespaços satisfazendo: 
a )T(t) e T,(t)G 
b ) T(t) = dL(IJ~ u(r)dr)e(T(O)). 

Então se Ã(to) for não trivial em T(to), Ã(t) será nã.o trivial em T(t) 
para todo t E [O, T1]. 

Como a trajetória 1(t) passa por pela identidade, ela está toda con-
tida no subgrupo S. Podemos a.ssim considerar o sistema de controle {14.3) 
reduzido ao grupo de Lie S, já que: X(x) + Ef 1 u1(t)Yi(x) E L(x), de-
notaremos este sistema por l?. Então ,(t) também será uma trajetória de 
tempo ótimo para este sistema reduzido, uma vez que se houvesse outra 
trajetória que realizasse o percurso em tempo menor, esta também seria 
trajet6ria do sistema original. E assim podemos aplicar o teorema (13.~) 
também para este sistema reduzido, isto é, existe uma trajetória µ(t) de ~,. 
levantamento hamiltoniano de 1(t) tal que µ(t) seja não trivial em L(1(t)) 
e satisfaz a relação (13.6). 

Tomemos µ(O) E L* e seja Ào E L(G)* tal que 

< Ào, v >=< µ(O), v > 
para todo v E L, e consideremos Ã(t) o levantamento hamiltoniano de 7(t) 
no sistema original que no instante inicial passa por Ào. Então temos 

< ~(t), v(t} >=< µ(t), o(t} > 
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"mp" q" "(t) c Z;('Y(f», pois bto 'ig«i6u que «(fl = dZ)(Ttãâ(r)dr).(«o)
p«' 'lgum ,o em Z,e ,i-d, À(f) ud;fm a relha. (i3.ÕJ. R.s««indo
acabamos de demonstra' o seguinte

l,ema 16.2 Se '(f) for uma trdetórh de tempo ótimo do sistema (14.3)
«ci'd' ' «m co-t.ole e, enM ente «m le«,nt.ment. h«ülhni«o À(t)
nh t,i«id em .t(l(t)l que uti;fm a rel%h (13.6), ou «ja '(t) e d. h«-il:
toniano máximo.

O lema acima nos induz a perguntar se para a trdetória 'y(t) do lema
não existiria um levantamento hamiltodano e de hamiltoniano máximo e
que fow não trivial em .Lo('(t)). bto não é sempre verdade o que provoca
uma nova definição
Dej"irão. Se '(t) for «ma t,detó'ia de tempo óti"' ' eMti. À(t) l.-
vantamento hamiltoniano de hamiitonimo máximo não trivial em
Eo('y(t)) diremos que l(t) é uma trdetáHa /otfemeRfe «t««.a e o c«t-ole
associado a estas trdetóriu também será dito fortemente extremo.

Vamos,agora demonstra' o seguinte lema que nos permite obter tra-
jetóriu fortemente utremu.

Lema 16.3 Seja '(t) uma trdetórh de tempo ótimo do sistema (14.3)
«mcMo a um controle â,td que 1(0) = e e '(Ti) = g . Ente exbte
um controle admissível %': ÍO,Til ---+ U que é concatenação de um cont-
role fortemente extremo e um controle constante e tal que a tra:jetória de
(14.3),'y' u«cima m co-trote %' «riba I'(0) = e e ,y' (TI) = g.

de«..: Tomemos t'o C U ubitráHo (ou t.o = X+EL: «oiy,l e cowideremos
a equação:

ê +ll:"oir.(')-a.R(').("o)
Naturalmente o campo do lado direito da equação é invariante à direita e
denotemos por é:o seu grupo a um parâmetro de difeomorâsmos. Também
mbemos que

P

t
(16.1)

ér' = L(«P(f«o) (16.2)

Exatamente da mesma forma que no puagrafo antepor, construímos os
campos dependentes do tempo:

h:' (g, t) = Ó3*E(dl' (g)) (16.3)
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sempre que v(t) E L(i(t)), pois isto significa que v(t) = dL(TI~ u(r)dr)e(t10) 
para algum vo em L,e a.inda Ã(t) satisfaz a relação (13.6). Resumindo 
acaba.mos de demonstrar o seguinte : 

Lema 16.2 Se ry(t) for uma tra.jet6ria de tempo ótimo do sistema. (14.3) 
associado a um controle tl, então existe um levantamento hamiltoniano À(t) 
não trivial em L(,y(t)) que satisfaz a rel~ão (13.6), ou seja 1(t) e de ha.mil-
toniano máximo. 

O lema acima nos induz a perguntar se para a trajetória ,y(t) do lema 
não existiria um levantamento hamiltoniano e de hamiltoniano máximo e 
que fosse não trivial em Lo(1(t)). Isto não é sempre verdade o que provoca 
uma. nova definição 
Definição: Se 1(t) for uma trajetória de tempo ótimo e existir À(t) le-
vantamento hamiltoniano de hamiltoniano máximo não trivial em 
Lo( 1(t)) diremos que ,y(t) é um.a trajetória fortemente extrema e o controle 
associado a estas trajetórias também será dito fortemente extremo. 

Vamos,agora demonstrar o seguinte lema que nos permite obter tra-
jetórias fortemente extremas. 

Lema 16.S Seja 1(t) uma trajetória de tempo ótimo do sistema (14.3) 
associado a um controle u,tal que 1(0) = e e 1(Ti) = g • Então existe , 
um controle admissível u•: [O, Ti] -----+ U que é concatenação de um cont-
role fortemente extremo e um controle constante e tal que a trajetória de 
(14.3),,-,* associada ao controle u* verifica. 1*(0) = e e 1*(T1) = g. 
dem.: T?memos uo EU arbitrário (ou uo = X+ I:f 1 uo;Yi) e consideremos 
a equaçao: 

p 

x = X(x) + t: uoiYi(x) = dR(x)e(tio) 
i=l 

(16.1) 

Naturalmente o campo do lado direito da equação é invariante à direita e 
denotemos por ~f O seu grupo a um parâmetro de difeomorfismos. Também 
sabemos que 

(16.2) 
Exatamente da mesma forma que no pará.grafo anterior, construimos os 
campos dependentes do tempo: 

hfº (g, t) = 4>~~.Yi(<Pfº (g)) (16.3) 
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Oó8ert,anão Decorre imediatamente de (16.2) que para cada t 6xüo À:' (g, t)
será um campo invarimte à dhdh.

Dadas p funções menswáveis tli: 10, Til --+ 1-- 1, il podemos considerar
& equação seguinte que pode ser pensada, como a equação de evolução de
um sistema de controle

ú(t)
P

E('«l(tl - «o{)x;' (v, tl (16.41

lewndo em consideração a última observação e o mesmo raciocÍúo feito no
paágrafo anterior podemos considera.r o sistema acima, como um sistema
de controle evoluindo em &,(pois o buxo é}« leva v piedades integrais em
variedades integral de .Lo) e um sbtema invuiante à direita pois para cüa
t o segundo membro é um ca,mpo invuiante á direita,.

Criamos,assim, um sistema de controle inmriante á direita que chama-
.emm Eo = (So,Óo,y, Qo)

Denotaemos por 3r«(t) a solução de (16.4) asmciada ao controle ti que
cumpre 3r«(0) = e (lembrando que então g«(t) C & ) e de6nh08

,«(f} = d:" (v«(t)) (16.5)

derivado ish com rel%ão ao tempo vemos que,como anteriormente , z.(t)
e a trdetória de (14.3) aswciMa ao controle % e M que z.(0) = e.

Em pa'tículu:
df)= %(t) (vü(f)) (]6.6)

e portanto
g= e(T) (gÜ(T ))

Pela relação (16.5) percebemos que

.A,. It,.) (Á,(t,'» (16.7)

onde E e o sistema dado por (14.3).
Como .Ax(t, .) é comp«t. (t«re«, 4.3) e-M .AE.(t,e) t«:bém é

como«to ' " tr4etódu y«(f) p.d.-n "c-ver como

y.(t) é= (11 «(')d'l
0

t

(16.81

Observação Decorre imediatamente de {16.2) que para cada t fixado h'tº (g, t) 
será um campo invariante à direita.. 

Dadas p funções mensuráveis u,: {O,T1]-+ [-1, 1] podemos considerar 
a equação seguinte que pode ser pensada como a equação de evolução de 
um sistema de controle 

p 

y(t) == }:(u,(t) - u0,)h:º (y, t) 
1=1 

(16.4) 

levando em consideração a última observação e o mesmo raciocinio feito no 
parágra.f o anterior podemos considerar o sistema acima. como um sistema 
de controle evoluindo em So,(pois o fluxo ,ftº leva variedades integra.is em 
variedades integrais de Lo) e um sistema invariante à direita pois para cada 
t o segundo membro é um campo invariante á direita. 

Criamos,assim, um sistema de controle invariante á direita que chama-
remos Eo = (So, <po, V, ílo) · 

Denota.remos por Yu(t) a solução de (16.4) associada ao controle u que 
cumpre Yu(O) = e (lembrando que então Yu(t) E So ) e definimos 

{16.5) 

derivando isto com relação ao tempo vemos que,como anteriormente , Xu ( t) 
e a trajetória de (14.3) associada a.o controle u e tal que zu(O) = e. 

Em particular: 

e portanto 
q = z11(T1) = </,~~ (Yu(T1)) 

Pela relação (16.5) percebemos que 

ÂE0 (t, e) = <P~(AE(t, e)) 

(16.6) 

(16.7) 

onde l:; e o sistema dado por (14.3). 
Como A~(t, e) é compacto (teorema 4.3) então A~0 (t,e) também é 

compacto e as trajet6rias Yu(t) pode-se escrever como 

t 
Yv(t) = lfo"ºt(Il u( f )d1) (16.8) 

o 
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ou

y.(t) ..P(-t"ol ll «(,)d'
0

t

(16.91

Se pusermos y.(Ti) = gi então pelo teorema 4.4 existe uma trdetória
de tempo ótimo pu'a Eo que trandere o ponto e C So ao ponto gt C So.
Denotemos então por tl* este controle que fornece a trdetória de tempo
ótimo e por T* o tempo tal que

y«. (r') (o) (16.10l

Definimos o controle B8: 10, Til ---+ U' por

«'M :l:l n 0 É t É T'
nl"<tgTI

Afim z«. It) é uma trdetória de (14.3) ta] que z.. (0)
De fato

e e :g.,«, (T )

.«. (n) lli.d,llú'(,)a'
Ti

e,p(IT -r'l« )Dt*(')a'
0

r'l«o)éF. (g«. (r*»
7''l«.)ÓP . Ó8

.ZP(ITi -
«PtlPi -
g

Para completar a demomtração do lema vamos mostrar que o controle tl*
yrá foMmente extremo. Pelo teorema 13.3 existe uma trdetória p(t) de
Êo levmtamento haiúltoniano de g.. não trivial e utisfuendo a condição
(13.6) que aqui se trMuzem como:
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ou 
t 

Yu(t) = exp(-tuo) II u(1)d1 (16.9) 
o 

Se pusermos Yu(Ti) = g1 então pelo teorema 4.4 existe uma trajetória 
de tempo ótimo para :Eo que transfere o ponto e E So ao ponto g1 E So. 
Denotemos então por u• este controle que fornece a trajetória de tempo 
ótimo e por T* o tempo tal que 

(16.10) 

Definimos o controle uª: (O, T1] --+ U por 

se O< t < T* - -
se T• < t < T1 

Assim Xu, (t) é uma trajetória de (14.3) tal que Xu, (O) = e e Xu, (Ti) = g. 
De fato 

T1 T• 
Xu• (Ti) = II iodr II u * ( 1 )dr 

o 
r 

= exp([T1 - T*]uo) II 1i*(1)d1 
o 

= exp([T1 - T*]uo)<PT~ (Yu• (T*)) 
= up{[T1 - T•]ua)~ o <P~ 
=g 

Para completar a demonstração do lema vamos mostrar que o controle u * 
será fortemente extremo. Pelo teorema 13.3 existe uma trajetória µ(t) de 
Êo levantamento hamiltoniano de !/u• não trivial e satisfazendo a condição 
(13.~) que aqui se traduzem como: 
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P

< p(t), 11(":(t) -«o{)X:'(y.. (t),t) > 2:

«orla:' (y«. (t), t) > (]6.11)

pua todo t e todo w{ c l--í, ll.
É cIMo q« P(t)' € q..HSo . (Eo(g«.(f)))' , I'go P(fl !

«tá em (Zo(,.. (tl»' e d:ióàp(t) é -h td«n em lo(,.. (t)
(16.11) a,inda decorre

é3' (p (t) l
Da relação

P

Ei=l
< P(t), («:(tl E't oi h"' (

P

t f) } «orla:'(y.. (t),tl >

ou seja

P

< p(f), 11(":(f) -«oíly,('«..(f11 >2:< «.i)y,(,.. (t)l >

(16.12)
pa'a todo t c l0,7''l e wi € 1-i, il.

Da Feição (16.5) decorre que a aplicação

q'. = Ó= o ©,

deSDe um buxo da equação (16.4) para um controle % 6xado, onde @, e um
Buxo da equação (14.3) pua o mesmo & escolhido.

Então

«- -l

Õ'-:

+ 1
= é=,'-t o Õ'8

= é=' . W:-í

como p(t) = W;':(po) p«, dg«p M C l8 e-tã. p(t) = 4';-1(%) o q«e
,ig.i6'.l Óue p(;) é 'trâét6.i* à Ê.

.AW& b««-w -«-, fo-m ]i-«. «b € .L(G)' td We < «ü,e >=<
p(0),t, > quando p € Zo e tomemos m levantameab bamiltonbno de
,«.(t), w(t) t,l que «(0)
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,, 
< µ(t), E(ut (t) - uo,.)h:º (Yu• (t), t) > > 

t.=l 

,, 
> < µ(t), E(wi - Uoi)h:º (Yu• (t), t) > (16.11) 

t.=l 

para todo t e todo Wi E [-1, 1]. 
É claro que µ(t) E r;~• (t)So = (Lo(Yu• (t)))* , logo p(t) = </>~º/ (µ,(t)) 

está em (Lo(xu• (t)))* e ainda p(t) é não trivial em Lo(zu• (t). Da relação 
( 16.11) ainda decorre 

p p 

< p(t), L(uZ (t)-uoi)h:º (Yu• (t), t) >> < p(t), L(wi-Uo-.)hf0 (!lu• (t), t) > 
i=l i=l 

• ou seJa 

p p 

< p(t), L(u;(t) - ttoi)Y,(xu•_(t)) >~< p(t), L(wi - Uoi)Yi(Xu•(t)) > 
i=l i=l 

para todo t E [O,T*) e Wi E [-1, 1]. 
Da relção (16.5) decorre que a aplicação 

{16.12) 

"'., = q> ':..º., o t., 

define um fluxo da equação (16.4) para um controle u fixado, onde 1., e um 
fluxo da equação (14.3) para o mesmo u escolhido. 

Então 

como µ(t) = w;-1(µ0) para algum p,o E Lô então p(t) = t;-1(µ.o) o que 
significa. que p(t) é trajetória de t. 

Agora iomemos uma forma linear Wo E L(G)• tal que< Wo,v >=< 
p(O), v > quando v E Lo e tomemos um levantamento hamiltoniano de 
Zu• (t), w(t) tal que w(O) = wo. 
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Então pelo lema 16.1 temos

< «(t), «(t) >=< P(t),«(t) >

M «(t) € Zo(... (t)) e podant' o({) uti.fm
P

< «(1), ãl(": (fl
«oily. (,.. (tl)

P

,>:(wi-{:1
>?< w(t «oi)y.(,.. (t)) >

(16.13)
pu'a todo t € 1O,p'l e wi € 1--i, 11. e somando dos dois lados o termo

< «(t),x(,.. (t))
P

+E«o.E(,«. (f

e obtemos o resultado, demonstrando o lema 16.3.
Resumindo, o que obtivemos foi que se '(t) íor uma trdetória de

tempo ótimo ligado a identidade do grupo a um elemento g então podemos
substituí-la por outra também de tempo ótímo mu que seja concatenação
de uma trdetóüa de controle constate e outra fortemente extrema
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Então pelo lema 16.1 temos 

< w(t), v(t) >=< p(t), v(t) > 
se v(t) E Lo(xu•(t)) e portanto w(t) satisfaz: 

p p 

< w(t), E(u;(t) - tLoi)Y,(xu• (t)) >>< w(t), E(w, - tLoi)Y,(xu• (t)) > 
í=l i=l 

(16.13) 
para todo t E [ O, T*] e w, E [-1, 1]. e somando dos dois la.dos o termo 

p 

< w(t), X(xu• (t)) + E uo,~(Xu• (t)) > 
~=1 

e obtemos o resultado, demonstrando o lema 16.3. 
Resumindo, o que obtivemos foi que se 1(t) for uma trajetória de 

tempo ótimo ligando a identidade do grupo a um elemento g então podemos 
substitui-la por outra também de tempo ótimo mas que seja concatenação 
de uma trajetória de controle constante e outra fortemente extrema. 
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$17 0 princípio do bang-bang: Vimos no parágrafo a,nterior que se
tivermos uma, trdetória l(t) do sistema de controle lava'jante à direita
(14.3) e que leva a identidade e em um ponto g C G em tempo ótimo pode
ser substituída por uma trdetória cujo controle é a concatenação de um
fortemente extremo com um controle constate. Mw na, teoria do controle
não são u trdetórias fortemente extremas as maia importantes mu u do
tipo band-bang queremos deÊnir.

Considera'emos novamente o sistema de controle (14.3). Então os con-
trola admiuíveis são funções memuráveb %:l0,PI ---+ RP com
«(t) (t),...,«,(t)) e l«il $ i.

.De$n;ção: Um controle bang-bang é um controle do tipo Mima tal que
ltt{(tll = 1 para todo t € 1o,rl
,De$t&Jção; Um controle band-bang chama-se gang-gang com ntímeto .Ênifo
e traem se cMa %(t) for constante por paras.

A questão agora é saber quando existe uma trdetória do sistema de
controle acima que está associada a um controle band-bang com um número
finito de trocas.

Lembremos que no parágrdo 15 concluímos que se À(t) fosse um lwan-
tamento hamiltonimo de '(t) e se as funções é{(f) deÊnidas àquela actua
tiveswm uma qumtidade finita de zeros então determinaríamos t&i(t) que
seriam bang-bmg com um número finito de troca.

Pua. mostrarmos a existência de controles bang-bang com um número
finito de troca, a, idéia é mostra,r que tais funções éi têm um número finito
de raizes.

Fixemos a notação:

(MX) (}'' ) IX,}''l e (ÜX)j(}''l MX . (MX)j': (y)

Claro que como X, yi são campos inmdmtes à direit% também serão os
c«:P' (dX)}(yi).

Fuemos agora uma Upótue adicional sobre o sbtema (14,3). Separe-
mos que para todo z de G e todos r, 8 números natural e j 2 0 inteiro,
tenhamos

IK, (üx)} (y.)l >l: ai"(«M)'(Y,) + &,«(dX)J'': (y,)
J

(12'.1)

com 'lõj«l < l
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§17 O princípio do bang-bang: Vimos no pa.rágr~o anterior que se 
tivermos uma trajetória 1(t) do sistema de controle invariante à direita 
(14.3) e que leva a identidade e em um ponto g E G em tempo ótimo pode 
ser su bstituida por uma trajetória cujo controle é a concatenação de um 
fortemente extremo com um controle constante. Mas na teoria do controle 
não são as trajetórias fortemente extremas as mais importantes mas as do 
tipo ba.ng-bang queremos definir. 

_ Consideraremos novamente o sistema de controle (14.3). Então os con-
troles admissíveis são funções mensuráveis u: [O, T] ----+ Rr> com 
U ( t) = ( U 1 ( t), ... , Up ( t)) e I Ui 1 < 1. 
Definição: Um controle ha.ng-bang é um controle do tipo acima tal que 
lui(t)I = 1 para todo t E [o, T) 
Definição: Um controle bang-bang chama-se bang-bang com número finito 
de troca8 se cada Ui ( t) for constante por partes. 

A questão agora é saber quando existe uma trajetória do sistema de 
controle acima que está associada a um controle bang-bang com um número 
finito de trocas. 

Lembremos que no parágrafo 15 concluimos que se A(t) fosse um levan-
tamento hamiltoniano de i(t) e se funções </>,(t) definidas àquela altura 
tivessem uma quantidade finita de zeros então determinaríamos ui(t) que 
seriam bang-bang com um número finito de trocas. 

Para mostrarmos a existência de controles bang-bang com um número 
finito de trocas, a idéia é mostrar que tais funções ef>í têm um número finito 
de raizes. 

Fixemos a notação: 

(culX)(Y) = [X, Y] e (adX)i(Y) = adX o (adX)i- 1 (Y) 

Claro que como X, Yk são campos invariantes à direita, também serão os 
campo (adX)i (Yk). 

Faremos agora uma hipótese adicional sobre o sistema {14.3). Supore-
mos que para todo x de G e todos ,, s números naturais, e i > O inteiro, 
tenhamos: 

1 
[Y,, (adX);(Y,)] = a{"(ad.Xi(Y,) + b;,,(adX)i+l(Y,) (17.1) 

com '[b;erl < 1. 
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Demonstremos o seguinte resultado

l,ema 17.1 Se o sistema de controle li4.3) wtisfm a hipótese (17.1), então
toda, trdet6ria fortemente extrema l(f) associada & um controle € é uma
trdetória gang-gang com um número finito de troca.
d.«..; Com. 'T(t) é fo.t.menu ut«ma, «id« um, t.detó'i, À(f) le«,«-
lamento baMltoniano de l que não trí«id em Z;o('(t)) p«& todo t c Í0,7'l
e que satisfw o princípio do máximo de Pontriaguiü, ou :©a:

â{(t) < .x(f),b('(t)) >2 «i < À(t),v.('r(f)) >

para todo u c j--l.il.
Notemos ainda que como a álgebra de Lie de G tem dimensão Ênita,e-

xiste um m inteiro positivo tal que para todo Ê:

(aM)"+'(yt) E .;('úx)' (ri)i:D
(17.2)

c{ são cortantes reais.
%ja /(t) =< À(t),Z(l(t» >, onde Z mrá um campo invariante à

direita. Então um rápido cálcio em coordenada locais, e levando-n em
con,idem,çã. u qu,çõ« dihrencià' de l(f) e À(t) (ve. a b«n«la (2.3»,
obtemos a seguinte relação:

/(t) À(fl, lx,zl('r(tl > +&(tl < x(tl, lv,zl('y(t)l > (17.31

Consideremos agora as funções

Ó; =< .x(t), (üxlj':(r.) > (]7.4)

Então pela relação (17.3) obtemos

e(tl =< x(t), (..zx)J(v,)('i(t)l > +

+)ll:â.(t) < À(t), lv., ('dx)j
P

(r.ll(l(tl > (] 7'.õ l
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Demonstremos o seguinte resultado. 

Lema 17.1 Se o sistema de controle (14.3) satisfaz a hipótese (17.1), então 
toda trajetória fortemente extrema 1(t) associada a um controle ué uma 
trajetória ha.ng-bang com um número finito de troea.s. 
dem.: Como 1(t) é fortemente extrema, existe uma trajet6ria À(t) levan-
tamento ha.miltoniano de 1 que não trivial em Lo(1(t)) para todo t E [O, T] 
e que satisfaz o princípio do máximo de Pontriaguin, ou seja: 

Ui(t) < À(t), Yi(1(t)) >> Vi < À(t), Y1{1(t)) > 

para todo v E [-1.1). 
Notemos ainda que como a álgebra de Lie de G tem dimensão finita,e-

xiste um m inteiro positivo tal que para todo k: 

m 
(adX)m+l(fi:) = t: ci(adX)'(Yi:) 

t-=O 
(17.2) 

Ci são constantes reais. . _ 
Seja f(t) =< ,\(t),Z(1(t)) >, onde Z será um campo invariante à 

direita. Então um rápido cálculo em coordenadas locais, e levando-se em 
consideração as equações diferenciais de 1(t) e À(t) (ver a fórmula (2.3)) , 
obtemos a seguinte relação: 

Í(t) =< À(t), [X,Z](1(t) > +u(t) < À(t), [Y,Z](1(t) ) > (17.3) 

Consideremos agora as funções 

</>i =< ,\(t), (adX)i-t (Yr) > 

Então pela relação (17.3) obtemos 

Ji(t) =< ,\(t), (adX)i(Y,.)(1(t)) > + 
,, 

(17.4) 

+ L u,(t) < ,\(t), [Y,, (adX)i-1 (Y,)l(1(t) > (11.s) 
a=l 
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pel' h:pót'u (n.l)

Elv,, (üx)}'' (y.)l (adX)'(y.) + &j-:«(MX)j(y.)

pela definição de +j tem08 que

P

(i + >1: â.(t)õje=l

3lP

:«)Ó;+:+ l: .11:!"+i(t)
l=í;i=l

(17.6)

isto pua 0 É J $ m, para J m + l temos

e+1(t) = Ó;..+2(t) =< .X(t), (MX)"+'(X.)(l(t)) >

e pela relação (17.2) temos

m+l
éh+z (t) E-.í:l

:ó:(t)

e porhnto
m+l,p

E Í(]+â,(t)6m«)''
k=1,8=l

ó=.+ : (fl : + &,(f)«P;lói(1) (17.7)

Assim u funções éi,
a equação diferencial:

, Óh+Í são absolutamente contínuas e mtisfmem

êÍ = « ,-(t)+{(tl + #2R(t)é;(tl

é;(t) = a;,-(t)#{(tl + a;,,(t)+;(t) + P;(tlé;(tl

$;..., (t) = a:+t,i(t)Ói(f) + + «:+:,.+: (t)ÓL+- (t)

onde a:.j e P; são definidas de forma óbvh a partir de (17.6) e (17.7).
Destas relações também concluímos que ,8; são funções sempre positiva e

-l+ es 'g n +' a H' Se 8a q =

limitadas e a:lj são funções limitadas.
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pela hipótese (17.1) 

j-1 
. [Ya, (adx)i- 1(Yr)] = E a{-lsr(adX)'(Yr) + b;-1sr(adX)i(Yr) 

i=D 

pela definição de 'Pi temos que 

p ,~ 

~;(t) = (1 + L u,(t)b;-1n)<l>;+1 + L a{:}" <fat(t) (17.6) 
r-=1 k=l ,a=l 

isto para O < j < m, para j = m + 1 temos 

t/>J+1(t) = <l>:n+2(t) =< ,\(t), (adX)mfl(Yr)(7(t)) > 
e pela relação (17.2) temos 

m+l 

<1>::n+2(t) = E Ci-14>r(t) 
í=l 

e portanto 

m+l,.P 

~~+1 (t) = E [(1 + u8(t)bmsr)Ck-1 + u8(t)af!I]4>t(t) (17.7) 
k=l,•=l 

Assim as funções </>í, ... , </>~+1 são absolutamentes contínu~ e satisfazem 
a equação diferencial: 

~í = aí,1 (t)~!(t) + Pf(t)~;(t) 
~2(t) = ª2.1 (t)t/>í(t) + o:t2(t)</>2(t) + p;(t)t/>;(t) 

• • • 

~~+1 (t) = a!'n+1,1 (t)<foí (t) + · · · + a!'n+1,m+1 (t)<fo~+l (t) 
onde af,; e pi são definidas de forma 6bvia a partir de (17.6) e (17.7). 
Destas relações também conduimos que PJ são funções sempre positivas e 
limitadas e af.; são funçóeB limitadas. 
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Com estes preliminares podemos agora aplicar o lema 4.1 de Sussmann
l91 que afirma que nesta condições a função éÍ ou é identicamente nula ou
u a,nula,no máximo, em m pont08.

Se éi n anula em m pontos no. máximo, pua todo r € {1,...,p}
então isto implica que < À(í),r,(l(íl) > tem um número anito de raím
para cada t', e porhnto l(f) será bang-gang com um número anito de troca.
Pa.ra termina a demomtração do lema, resta elinúnu o caso em que Ó{ e
identicamente nda para algum t.

Pela fome du equações diferencia,is du é;, se Ó; for identicamente
nula também o são toda as dJ a,té j' = m + i. Então suponhamos,por
absurdo, que kto uonteça e condderemos Q o conjunto dos campos invaH-
antes à direita, que são combinações lineares dos campos

Y., ('dX)(y,), . . . , («dX)"(y,)

Vemos que se Z € Q então

E€:o
z: d{ (.M)'(n)

e porMnto

lx, zl dx)''t:(x,)

e tendo em vista (17.2) temos que IX, ZI c Q.
Conddermdo agora IV.,ZI temos

lv., zl ('m)' (y.)l
t

e pela hipótue (7.1) ducobrimos que também y. para todo 8 € {1, . . . , p},
está em Q. Prova,mos afim que Q ' um ideal de .L, e como y. eQ
concluímos que Eo C Q . Mas se Z € Q verifica-se

Et=v
< À(t),z(l(t)) >= &Ó;+i(t) = 0

o que aplica que À(t) anula .Lo(q(t» o que é aburdo já que tomamos À(t)
não trivial nestes subespaços. Fica assim demonstrado o leal
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Com estes preliminares podemos a.gora a.plicar o lema 4.1 de Sussma.nn 
[9] .que afirma que nestas condições a função </>í ou é identicamente nula ou 
se an ula,no máximo, em m pontos. 

Se <Pi se anula em m pontos no máximo, para todo r E {1, ... ,p} 
então isto implica que < A(t), Y,.(,(t)) > tem um número finito de raízes 
para cada r, e portanto ,(t) será bang-bang com um número finito de trocas. 
Para terminar a demonstração do lema, resta eliminar o caso em que </>í e 
identicamente nula para algum r. 

Pela forma da., equações diferenciais da., <Pj, se ef>í for identicamente 
nula também o sã.o todas as </>; até j = m + l. Então suponhamos,por 
absurdo, que isto aconteça e consideremos Q o conjunto dos campos invari-
antes à. direita que são combinações lineares dos campos 

Y,., (adX)(Y,. ), ... , (adX)m(Y,.) 

Vemos que se Z E Q então 
m 

z = L d,(adX)i(Y,) 
i=O 

e portanto 
m 

[X, Z] = E di(adX)i+l(Y,.) 
i=O 

e tendo em vista (17.2) temos que [X, Z] E Q. 
Considerando agora [Y,, Z] temos 

m 
[Y,, Z] = E di [Y,, (adX)i(Y,.)] 

s=O 

e pela hipótese (7.1) descobrimos que também Y, para todo s E { 1, ... , p }, 
está em Q. Provamos assim que Q ' um ideal de L, e como Y, E Q 
conduimos que Lo C Q. Mas se Z E Q verifica-se 

m 

< A{t), Z(1(t)) >= E d.<l>!+1(t) = 0 
i=O 

o que implica que A(t) anula Lo(1(t)) o que é absurdo já que tomamos l (t) 
não trivial nestes subespaços. Fica assim demonstrado o lema. 
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