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Abstract

It was shown by Michelleti [9] that the eigenvalues of the Dirichlet problem for the
Laplacian are ‘generically’ all simple in the set of the C?-regions with an appropriate
topology.

In this work we show that this does not remain true if we restrict our attention to
the subset of regions wich are invariant under a group of symmetries. We also prove,
In some cases, that generically the eigenspaces are irreducible spaces for the action

of the group.
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Introducao

Consideremos o problema de auto-valores:

Au+du=0 em)
{ u=20 em 0f)
onde  C R" é um dominio limitado suficientemente regular (classe C? ¢ suficiente).

E bem conhecido que os autovalores do problema acima séo todos reais e positivos,
tém o 400 como tnico ponto de acumulagio e multiplicidade (isto é: a dimensdo do
auto-espaco associado ) finita.

Dizemos que um auto-valor é simples se a dimensao do auto-espago associado é 1
e multiplo caso contrério.

Auto-valores miltiplos podem ocorrer e de fato ocorrem em muitos exemplos
calculdveis mais ou menos explicitamente. E natural perguntar se esta ocorréncia é
um fenémeno excepcional, possivel apenas em um conjunto relativamente ‘pequeno’
ou ‘raro’ de regiées. Em um sentido mais preciso: é possivel encontrar um conjunto
residual de regides (isto é: intersecao enumerével de abertos densos) em uma topologia
adequada tal que em qualquer regido Q) deste conjunto os autovalores de A sejam
todos simples?

Essa pergunta foi respondida afirmativamente por Michelletti [9] e Uhlenbeck [12]
usando métodos diferentes. Uma demonstracio clara e curta, usando o Teorema
da Transversalidade, pode ser encontrada em Henry [3]. No mesmo texto, prova-se
também que o mesmo resultado continua verdadeiro se nos restringimos as regioes
0 que satisfazem uma condigio de simetria do tipo: JQ = Q , onde J é uma trans-
formagao linear ortogonal (J” = J~1) e J satisfaz: J? = Id , J # Id.

Em vista desses resultados ‘genéricos’ podemos ficar intrigados ao examinar exem-
plos especificos. Aparentemente, auto-valores miltiplos sempre ocorrem nas regides
em que uma andlise mais detalhada é possivel.

Os casos do disco e do retidngulo no plano sio bem conhecidos. Mencionemos um
outro exemplo: o tridngulo equildtero no plano. Nesse caso existem auto-valores de

multiplicidade arbitrariamente alta (ver Pinsky [10]).
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Uma caracteristica comum a esses exemplos é que as regides exibem, em maior
ou mener grau, propriedades de simetria. Em outras palavras, cada uma delas é
invariante para um determinado subgrupo G do grupo O(n) dos operadores ortogonais
em R". Por exemplo: o tridngulo equildtero é invariante para o subgrupo de 0(2)

gerado pelos operadores:

621"/32

6: z —
z — z
(estamos identificando R” com os complexos para facilitar a notagéo). Outro
exemplo bem conhecido é o disco em R? » que € invariante para todo o grupo ortogonal.

De fato, sdo essas propriedades de simetria que permitem, em muitos casos, uma
analise mais fina do problema, por exemplo, através de separacio de varidveis. E
tentador conjecturar que essas mesmas propriedades sdo responsiveis pelo apareci-
mento de situagdes ‘ndo genéricas’ como a existéncia de auto- valores multiplos. Isso
€ 0 que passaremos a discutir no que segue. Os resultados que apresentaremos sao
telativamente faceis de enunciar exceto por um ponto: precisaremos utilizar fatos e
a linguagem da Teoria de Representagio de Grupos. Como esse t6pico nao parece
ser familiar & maioria das pessoas que trabalham na 4rea de Equagées Diferenciais
escolhemos a seguinte estratégia de exposicdo: No capitulo 2 examinaremos alguns
grupos particulares de modo a apresentar os resultados essenciais com o minimo de
tecnicalismo possivel. As provas das afirmagées neste capitulo serdo, em grande parte,
postergadas para os capitulos seguintes onde estudaremos o problema numa forma
mais geral.

Os fatos pertinentes & Teoria de Representagao indispensaveis para o entendi-
mento do problema serdo apresentados de forma sucinta no capitulo 1 e reapresenta-
dos de forma um pouco mais detalhada no apéndice A.

Finalmente, no apéndice B, exporemos a parte mais penosa deste trabalho; os

longos célculos necessérios & demonstragio dos resultados centrais.



Capitulo 1

Preliminares

Muitos problemas de perturbagdo de fronteira para equagdes a derivadas parciais
foram estudadas por Henry em [3]. Para isso ele desenvolveu uma espécie de Calculo
Diferencial no qual a varidvel independente é o dominio de definicio do problema
com valor de fronteira.

Exporemos aqui apenas o estritamente necessério para os nossos propésitos. Uma
exposi¢ao completa (com as demonstragdes) pode ser encontrada no trabalho acima

referido.

1.1 Uma topologia no conjunto dos dominios
Dado um conjunto aberto e limitado Qo C R" e k > 1, definimos uma sub-base das
vizinhangas de {0y como o conjunto das regides:

{ A(Q0) | h estd numa pequena vizinhanca da inclusdo
in, : Qo — R" na topologia de C*(Q, R")}

Se || b —ig,|| ¢+ ¢ suficientemente pequeno, h é um mergulho de classe C* de Qg
em R" e, portanto, um difeo C* sobre a imagem.

Micheletti [8] provou que esta topologia é metrizdvel e o conjunto:
Mi(Q) = { h(Q) | h: Q@ - R" é mergulho de classe C* }

é um espago métrico separivel e completo.
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1.2 Regioes regulares

Suponhamos que © C R" é um aberto limitado. Diremos que ) é uma regiao de
classe C™ (ou que é C™-regular) se existir uma funcéo ¢ : R” — R de classe C™, da
qual 0 é valor regular e @ = {z | p(z) > 0}.

Se 9. R" — R estd préxima de ¢ em C™(R", R) entdo 0, estd préxima de Q,
na topologia definida acima. E conveniente em muitas situagoes, tomar v analitica
ou C*.

Denotaremos por: Dif f™(IR") os difeomorfismos de R" em R” de classe C™ (isto
é& h € Diff"(R") <& h e h™! sao de classe C™). Dif fm(R") é um aberto em
C™(Q,R"). Se N é limitada e de classe C™ e h : O — R" é um mergulho de classe
C™ podemos estender h a um difeomorfismo em Dif f(R") (isto é: h - Id e suas
derivadas até ordem m véo a zero quando |z| — o).

Set— h(t,.) € C™(Q,R") é uma curva lisa de mergulhos, podemos estendé-la a
uma curva lisa de difeomorfismos. Consideraremos as imagens: ¢ — (t) =h(t,Q)
como uma curva “lisa” no espago das regides. Se h(t,x) e 2 h(t,z) sio de classe
C™ em ambas as varidveis, podemos encontrar um campo vetorial V(t,z) (V : Rx
R" — R") tal que: Gh(t,z) = V(t, h(t,z)) parax € 0. V serd entio a “velocidade da
deformagéo”. Reciprocamente, dado um tal V, asolucdo h(t, .) da equagio diferencial

acima com h(0,z) = z é uma curva diferencisvel de difeomorfismos.

1.3 Calculo Diferencial para perturbagoes da
fronteira

Diremos que uma func¢ao F definida no espago M, de Micheletti a valores em um
espago de Banach é de classe C* ou analitica se b —— F(h(£))) é C* ou analitica
(como aplicagdo entre espacos de Banach). Por exemplo, um auto-valor simples do
Laplaciano para o problema de Dirichlet ou de Neumann em uma regiao limitada Q) €
R" de classe C? é uma fungio analitica em M3(R); qualquer que seja a multiplicidade,
os auto-valores sao pelo menos continuos.

Mais especificamente, consideremos um operador diferencial nio linear formal Fq



definido por:
Fo(u)(z) = f(z,Lu(z)) para x € ).

onde L é um operador diferencial linear de ordem m a coeficientes constantes, diga-
mos:

0 . 02 :
Lu(z) = (u(fc), %%(:z:) (1 <5 <n); 0.’15,-6umk (1 <j,k<n); etc.)

e f(z,)) uma funcao lisa dada.

Fq pode ser entdo ser considerada (com hipéteses convenientes) como uma
aplicagio (com dominio aberto) de ~ C™(2) em  C°(Q), ou de W (Q)
em L,(9).

Se h: © — R" é um mergulho C™, podemos também considerar:

Fiay: C™ (R()) — C°(h(2))
(WZ(h(Q)) — Ly(h(2))

Mas entao, temos o problema colocado em espagos diferentes dos originais. Para

trazer o problema de volta a regiao de partida 2, consideraremos o “pull-back” de h:
h*: C* (h(Q)) — C*(Q) (0< k< m)

definido por:
h*(p) =poh

(que é um isomorfismo); e entdo: h*Fjq)h*~" vai novamente de C™ () em Co(f)
Essa forma é mais conveniente se queremos aplicar, por exemplo, o Teorema das
Fungdes Implicitas (ou da Transversalidade) pois nos permite trabalhar em espagos
fixados. Por outro lado, introduzimos uma nova varidvel h. E entio necessario
estudar a fungdo: (h,u) — h*Fjq)h*~! quanto & diferenciabilidade. Isto est4 feito
em [3], onde se mostra que, se (y, A) = f(y,) é C* ou analitica entio :

(hyu) — B*Fryh*™" = f(h(.), R*Lh* " u)
Dif f™(92) x €™ (Q) — C°(9)



é C*ou analitica respectivamente (outros espagos podem ser usados no lugar de
C™ ().

Seja agora t — (h(t,.),u(t,.)) € Dif f™(2) x C™ () uma curva lisa. A “deri-
vada anti-convectiva”:

0 0
Dt = ’a—t — U(t,z)a_:l:

ao longo da curva é dada entéao por :

(U(t,z) = h;'hy)

Dik* Fyayh*™" = h* Py h* ™" + B* Fy ) h* ™~ Dyu
onde:

F)(v)(y) = f(ty, Lo(y))

FOO)y) = 5 (b Lo(y))

FlU(e)aly) = (b, Lofy)-Lu()

(a igualdade sendo entendida entre curvas num espago de Banach).
Em particular, suponhamos que:

fty, Lo(y)) = 3 aa(t,y)(8/0y)*v

laf<m

h(t,z) = z + th(z) + o(t) quando t — 0

“o»
.

Denotando por a derivada gi em relagao a t, temos:

a * o *x—1
Euzoh ( Y aq(1)d ) > u =

laf<m

Y @a(0)0%)u +

la|<m
(@ “"(O)aa) i+ [, Lo

e o ultimo termo, o comutador do operador com h.V, é a contribuicio devida &

variagao do dominio.



1.4 O Teorema da Transversalidade

Uma ferramenta bésica para a obtencido dos nossos resultados serd o Teorema da

Transversalidade numa versao devida a Henry [3].

Teorema 1.1 (da Transversalidade) Sejam k e m nimeros inteiros positivos;
X,Y,Z variedadades de Banach de classe C*; A C X x Y aberto; f : A — Z
uma aplicagio de classe C* e £ um ponto em Z.

Suponhamos que para cada (z,y) € f~1(¢) :
(1) &(z,y) : T.X — T,Z ¢ semi-Fredholm de indice < k.
(2) Vale uma das seguintes alternativas:

(o) Df(z,y) = (gfz-, gﬁ) 1T X X T,Y — TeZ € sobrejetora

(B) dim {R (Df(2,9)) R (&(2,v)) } 2 m + dimN (& (,y))
Além disso suponhamos que:

(3) (z,y) 2 y: f Y =Y éo-propria, isto é:

7€) = Uy M; € uma uniGo enumerdvel de conjuntos M tais que

(z,y) = y: M; > Y é uma aplicagio prépria, para cada j [Dada (z,,y,) € M;

tal que y, converge em Y, existe uma subsequéncia (ou subnet) convergente em M;]
Observemos que (3) € satisfeita se f~'(¢) ¢ Lindelof [toda cobertura aberta possui
subcobertura enumerdvel] ou, mais especificamente, se f~1(¢) € um espago métrico

separdvel ou se X,Y sdo espagos méltricos separdveis.
Seja Ay ={z|(z,y) € A} e
Yeri = {y | £ € valor critico de f(.,y): A, — Z}

Entao Yy € um conjunto magro em Y e se (z,y) — y : f71(€) = Y € prdpria,
Yerit € também fechado. Se ind 3L < —m < 0 em f1(€), entdo 2(a) implica 2(B) e:

Yoo = {yK € f(Ay)y)} :

tem codimensao > m em Y.[ ver [3] para defini¢io de codimensdo; em particular Yeiy

€ magro se e s6 se codim Yei >1 ].



Observacao 1.1 A hipdlese usual é que ¢ seja um valor regular de f e, portanto,

2(a) se verifica. Se 2(B) se verifica em um ponto entdo ind %f < —m neste ponto

jd que codim R(%) > dim{%((%}. Se ind (gf) < —m e 2(a) vale entao 2(B)

também vale. Portanto 2(f) ¢ mais geral para o caso de indice negativo( em muitos
exemplos o indice € —o00).



Capitulo 2

Alguns Exemplos

Iremos nos referir ao problema de auto-valores:

Au+Au=0 em N
u=20 em Of)

como o Problema de auto-valores do Problema de Dirichlet para o Laplaciano ou,
mais simplesmente, Problema de auto-valores para o Laplaciano.

De fato, estaremos interessados nos auto-valores do operador:
—A:H?’NnH(Q) — L%(Q)

Como trabalharemos ora com fungdes a valores complexos ora com fungdes a
valores reais, usaremos, neste tltimo caso, as notagoes:
H? N Hy(?,C), L*(Q, C) etc... para evitar confusao.

Como a intengdo neste capitulo é, primariamente, esclarecer os pontos centrais
do nosso trabalho, procuraremos simplificar a exposicio de duas maneiras :
1) Alguns resultados nao serdo enunciados na maior generalidade possivel(por ex.
nos teoremas 2.2 e 2.1 as regies poderiam ser de classe C? e nao necessiriamente
conexas)

2) Muitas demonstragdes serdo adiadas para os capitulos seguintes.



2.1 O Caso Excepcional: G=Z, D Z>® ... D Z,
Suponhamos que Ji, ...,J,, € O(n) satisfazem:

J?=1d, J,#]d J,‘Jk=JkJ,' Vi,k=1,...,m.

1

O subgrupo G de O(n) gerado por J, ...,J,, é entdo isomorfo a
Zip®Zy®...D %y
- Vamos nos restringir as regioes ) que sio G-simétricas ou G-invariantes (isto é:

9() = Q, Vg € G) e usar, nesse conjunto, a topologia induzida pela descrita em 1.1.

Queremos mostrar que, nesse caso, os auto-valores do Laplaciano sao, generica-
mente, todos simples. A prova é, essencialmente, a mesma de Henry [3] para o caso
G= Z; mas acreditamos que sua apresentacio aqui sera ttil para ilustrar técnicas
que serao utilizadas nos outros casos.

Para reduzir as dificuldades técnicas vamos impor ainda que as regides conside-

radas sejam conexas e de classe C3.

2.1.1 Uma Decomposicao Conveniente em L%(Q)

Seja X : G — C \ {0} satisfazendo:
X(1)=1, X(g-h) = X(g) - X(k) , Vg, h € @

Tais fungdes sdo denominadas caracteres de G (falaremos mais sobre
isto adiante). No caso presente, X é sempre caracter real isto é
X(g) = +1 Vg € G (De fato: g2 = 1 = X(¢?) =1 = X(g)? = 1) Considere-
mos o espago My definido por:

My ={ue L*Q)[uog™ = X(g) - u,Vg € G}

(No caso X(g) = 1, Vg; temosvgfbo(g‘fI = u Vg, para u € My ; chamamos tais funcdes
pares). Como A(uog) = (Ao g),”My é invariante pelo Laplaciano.

Além disso, L?(2) pode ser escrito como soma direta ortogonal dos espagos My
para & variando no conjunto dos caracteres de G. De fato: para cada X podemos
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definir uma projecdo ortogonal:

1
P,y'U,:—GcZX(g)-’uog—l
IG Je6

(onde G indica a cardinalidade de G).
e:
My = ImPy

2.1.2 Genericidade dos auto-valores simples

Vamos estudar o problema inicialmente em cada espago My.

Lema 2.1 S¢e G =Z, ®Z, ® ... D Z, , os autovalores do operador:
—A: My NHNH(Q) — My

sdo todos simples para um conjunto residual de regives Q de classe C3 conezas e

G-simétricas.
Demonstragao. Seja ) uma regido G-simétrica de classe C3 e
E = {h: 0 — R" mergulhos de classe C*equivariantes (isto é: hog = gohVg € G)}

(Note-se que k() também é G-simétrica)

Consideremos a aplicagao :
F:My 0N HPNHL(Q) \ {0} x RXxE — My

definida por:
F(u,\, k) = h*(A + \)h* u

Suponhamos que, para algum h, 0 é valor regular de:

(u,A) — F(u, A, h)



Entao, fazendo Q= k() seguird que 0 é valor regular de:

(v,A) — Av+ v
My N HENHI(Q)\ {0} x R — My

Em outras palavras, sempre que Av + A =0 v # 0, teremos que:

(0,4) — (A + )+ Jv
Mx ﬂHzﬂHé(Q)XR — ]WX

é sobrejetora e, portanto, (A + /\)'MX nH? N HL(Q) tem imagem (fechada) de codi-
mensao 1 e A é auto-valor simples.

Tudo o que temos a demonstrar entdo é que 0 é valor regular de F(, -, h) para
um conjunto residual de h,

Agora , I' é analitica, F(.,., k) é Fredholm para cada k e os espagos sao separaveis.
Se pudermos mostrar que 0 é valor regular de F' o resultado serd consequéncia do
Teorema 1.1 (da Transversalidade).

Suponhamos que isto é falso. Existird entdo um ponto critico (uo, Ao, ko) tal que
F(uo, Ao, ho) = 0. Podemos “transferir a origem” de §) para 2 = ho({p) definindo
vo = h{'up € H2NHY(Q) \ {0} e

F:My n H2ZNHY(Q)\ {0} x Rx E — My

~

F(v, A\, h) = k*(A + X)h* 1o
(E = mergulhos de ) em R, C® equivariantes)

Entao a aplicagao:

F i (v, A\ k) — ki F(hiw, A, b o ho)

tem um ponto critico (vo, Ao,70) com  F(vg, Ao,7q) = 0. (observe-se que hy é
isomorfismo). .
Com esta “mudanga de origem” podemos sempre supor que hg = 1q e ela sera feita

no que segue sem comentarios adicionais.

10



Temos entao:

F(’Uo, )\0, 2()) = 0

(9, A, k) — DF(vo, Xo,i0)(v, A, h) =
(A + Ao)'l) + /.\’l)o + (h . V)(A + Ao)'Uo = (A + Ao)h s V’UO

nao € sobrejetora.

Como F(.,., k) é Fredholm,
(9,A) — F” (o, Xo, i0)(v, A, 0)

tem imagem fechada de codimensdo finita e, portanto, F"(vg, Ao, i) goza da mesma
propriedade.
Mas (vo, Ao,70) é ponto critico e, portanto, existe 3 # 0 em My ortogonal a

imagem de DF(vg, Ao, %q). Portanto, para todo (0, h, /\)
0= /sz(A + Ao) (6 — b - Vo) + o

Fazendo h = 0 e & = 0 vemos que fo vy = 0. Fazendo h = 0 e variando ¥ vemos

que:

0:/{(A+,\0)fn/) Vi € My N H2NHLQ)

E claro que, se ¥ € My™ também temos:

/Q(A+ Xo)onp =0

Segue que :

/Q(A'*'/\o)w-?b:()

para todo w € H? N Hy(9). 9 é entéo solugio fraca e, portanto, forte de (A+ X))y =
0 em £, 1 =0 em Q. Como 9N é de classe C?, 1 e vo sio de classe C2* N W3 (%),
para todo 0 < a < 1 e para todo p < co.

11



Variando agora h (e usando a 2¢ identidade de Green):
0 = [ ~((&+Xo)h-Vuo)-
[ B F0(A + X} = (A + do)h - Vo) -

= /(hvvo)A’(,b—A(h‘VvO)")b

o
/ ol Vvopy
_ 6'()0 sz
B /aQ " N-GN N
(Observe-se que h- Vv, € W?P(Q) , por isso estamos trabalhando em dominios de
classe C*).

Agora, 2w o gN é fungédo par, isto é:

(Bvo (91/)) 0g= 6’00 6’¢ V cG

ON ON ON ON
De fato:
0 0 B
(a;)\(; af,) = (9—1vvo°9,g 1V"/’°9)
= X(g) - X(9)(Vvo, V)
_ Ow &
ON ON

Nessas condigGes, como provaremos no capitulo 4, lema 4.1 existe il, equivariante,
tal que h-N est4 arbitrariamente proxima de 3—]{} ——'11 na topologia uniforme. Segue
que 3 Q”ﬂ 3—1"3 = 0 em 0. Concluimos que existe um aberto U em 02 onde uma das
fungoes g—']’v‘l a—;é se anula. Suponhamos que 3 2‘/’— =0em U (se g—‘]’v‘l = 0 o raciocinio é o
mesmo). Como Az + A\p =0 em obtemos, por unicidade no problema de Cauchy
para equagoes elipticas de 2% ordem que ¥ = 0 (usamos aqui a conexidade de Q).
Mas isto ¢é falso e, por contradigéo, 0 é valor regular de f como queriamos demonstrar
0a. ’

Como os espagos My sido em niimero finito, segue imediatamente do lema acima

que existe um conjunto residual de regides tal que os auto-valores do Laplaciano sio
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todos simples quando nos restringimos a cada um dos My . Poderio, entretanto, exis-
tir auto-valores miltiplos associados a auto-fungdes em dois ou mais desses espagos.

Vejamos como se pode “separar ” estes auto-valores.
Teorema 2.1 Se G =Z, ® Z, ® ... ® Z,, os auto-valores do operador:
—A: H N H(Q) — L} ()

sdo todos simples para um conjunto residual de regiées Q) de classe C°, G-simétricas

€ coneras.

Demonstragao. Para k € N seja Uy o conjunto das regides G-invariantes e de
classe C°tais que os auto-valores < k sio todos simples. Como os auto-valores
variam continuamente (ver 4.1) esse conjunto é aberto. Precisamos mostrar que é
também denso.

Suponhamos que em uma dada regido () de classe C® e G-simétrica anterior com-
parece um auto-valor Ay de —A, simples quando restrito a cada My, associado a auto
funcgbes ug e vy em My e My respectivamente.

Seja h(t,z) = z+1-V(z) (com V equivariante) uma perturbacio. Para ¢ pequeno
teremos fungbes analiticas Ay e Ay que fornecem o tinico auto-valor de —A em
My (hy(2)) € My: (hy(S2)) respectivamente préximo de ).

Temos entdo (ver [3]):

Ax(t)zxo—t-/mv-Nn(

Ovo

Aw(t) = o — - / V- Na(52) +0(t)

A fungéo: ((Qyﬂ) — (8n ) ) é par. Podemos entdo encontrar V tal que Ay (t) #
Ax' (t) para t pequeno, a menos que (%3)2 = (@‘1) em 0). Vejamos que isto nao
pode ocorrer. Seja wy = ug & vy. Entdo wy sio auto-funcdes em que se anulam
em 0f) e %“;V %“1'\7 = 0. Portanto a0 menos uma delas se anula em um aberto de 9.
Por unicidade no problema de Cauchy concluimos que w; = 0 ou w_ = 0. Mas isso

nao pode ocorrer pois ugp € vy sdo independentes.

13



Dessa maneira, podemos separar, um a um, os autovalores < k que comparecem
em mais de um My até conseguir uma regido {) préxima de 2 na qual os auto-valores

< k sdo todos simples 0.

2.2 G = Zy(n>2)

Seja J € O(n) tal que J" = Id e J™ # Idse 0 < m < n. O subgrupo gerado
por J é agora (isomorfo a) Z,. Se tentarmos repetir o procedimento do exemplo
anterior, a primeira dificuldade que encontraremos ser4 conseguir uma decomposicao
conveniente em L*(§2) . O problema é que, agora, os caracteres de G podem assumir
valores complexos nao reais. De fato, se § = 27 /n entdo os caracteres de G estao

determinados por:
Xe(J) =€ k=1,2,...,n

Se ¢* = +1, podemos proceder exatamente como no exemplo anterior para con-
cluir que, restringindo o problema a cada espago My, € L*(Q) os auto-valores
sao simples. Entretanto, se ¢’*’ ndo é real somos forcados a trabalhar em espagos

complexos.

2.2.1 Complexificagao

Indicaremos por L?(2,C) e H N H3(Q, C) os espagos de funcdes a valores complexos
cujas partes real e imaginaria estao respectivamente em L?(2) e H?> N Hy(f2). Estes

espagos serao vistos como espacos vetoriais sobre C.
O Laplaciano de u € H? N H(£2, € ) é por definigio:

Au = A(Re(u)) + iA(Im(u))

A decomposic¢do em subespacos invariantes é agora, analoga a do exemplo anterior.

Definimos:

My = {u € L2(Q'}C) Iuog_l :X(g))VQ € G}

e Py como antes. Temos, novamente, My = Im Py .
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2.2.2 A necessidade da forma forte do Teorema da Trans-
versalidade

Seja:
Fy : My ﬂH2ﬂHé(Q,C)\{O} XCxE— My

definida por:
F(u,\, k) = R*(A + M)h*u

Como veremos no capitulo 3, se pudessemos provar que 0 é valor regular de Fy
seguir-se-ia que os auto-valores do Laplaciano sido genericamente todos simples em
My (na estrutura complexa). Suponhamos que tal ndo ocorre. Entdo a imagem da

derivada:

(4, A, h) — DFx(u,,iq)(w, A, k) =
(A+ N+ du+ (BV)(A + Nu— (A + \)hVu
é fechada, de codimensao finita e ndo é sobre para alguma regizo © de classe C®G-
simétrica. '
Infelizmente, s6 sabemos que essa imagem é um sub-espaco real de My (h é ne-

cessariamente real). Existe entao ¢ # 0 em My ortogonal & imagem de D Fy(u, ), i)

na estrutura real de My ,isto é:
0= Re [ $(A+ N~ h-Vu) + i
Fazendo h = 0 e variando iz,/‘\ :
0 = -
AL
= /9 (A + N)igp

Vi € My NH’NHYQ,C). E claro que, se & € My™ (na estrutura complexa),
temos também:

/Q(A+)\)a$:0
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Assim,
/(A +Nwp =0 Ywe H2NHYQ,C)
e 1 € solucao fraca, portanto forte de:
(A4+XNYp=0em, 2 =0emdN
Variando h:
0 = Re/ﬂ—((AJr)\)h-Vu)-z/)
= Re/Qiz-vu(A+A)J—((A+A)h-vu).a
= Re/(iz.vu)AE-A(iz.vu)-J

= Re h-Vu- 6¢

20 dN
ou Oy
= fe / heNoy ON N
E facil verificar que g;\‘, 58% é funcao par e entao:
ou Oy
— == 0.
Re 3N BN =0 em 0

Mas agora néo temos uma contradi¢io imediata.

E para superar esta dificuldade que necessitaremos do Teorema da Transversali-
dade de Henry.

2.2.3 Genericidade dos auto-valores simples

Lema 2.2 Seja G C O(n), Q uma regido de classe C° G-simétrica e coneza, ¢ Xum

caracter néo real de G. Seja:
My* = My N H N H(Q,C)
Consideremos o operador:
Gr: (Mx*\ {0}) x (Mz* \ {0}) X Do X E — My x Mz x Z
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definido por:
Gx(p, ¥, A h) = (R*(A + X)R* o, R*(A + A)h* Y4, h* By h* ™ (0, %))
onde:

D, = disco fechado de raio n em C

E = {mergulhos equivariantes de Q em R" de classe C®}
Z={uweL(0Q)uog=u Vg€ G}

Bq(u,v) = Re( g‘]{% . a%% )

X(9) = X(9)

Entao o conjunto:
E = {h € FE tais que 0e Im(GX(a 7)h))}

€ raro (isto é : fechado e de interior vazio).

A prova deste resultado é bastante longa e baseada no Teorema da Transversa- - -

lidade de Henry. Vamos adid-la para o préximo capitulo e ver que consequéncias

podemos obter se o supomos verdadeiro.

Lema 2.3 Se G = Z,, os autovalores do problema de Dirichlet para o Laplaciano
sdo todos simples (isto é : dimensao do auto-espago complexo = 1) para um conjunto
residual de regives Q0 de classe C® G - simétricas e conezras, se nos restringimos a

cada um dos sub-espagos My.

Demonstragdo: No caso em que X(g) = +1 Vg € G j4 sabemos que o resul-
tado vale em espagos reais e dai segue facilmente o mesmo resultado para espagos
complexos.

Suponhamos X (g) # +1 para algum g € G. Consideremos o conjunto das regioes

( G-simétricas ) tais que os auto-valores de médulo < n € N sio todos simples. Este
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conjunto é aberto em consequéncia do Teorema das Fungdes Implicitas. Precisamos
mostrar que é também denso.
Seja 2 uma regido nas condigdes do enunciado. Agora apliquemos o Teorema da

Transversalidade (na versao usual) para:
Fy: (M,r NH?N H(l)(Q,C) \ {0} x D, X E° — My

definido por:
Fx(u, A, h) = h*(A + A)h* Ty

onde E° é o complementar do conjunto E fornecido pelo lema acima; portanto aberto
e denso.

A aplicagio Fy é a mesma definida em 2.2.2 acima, somente com dominio conve-
nientemente restringido. As mesmas considerages 14 feitas se aplicam agora e, se su-
pusermos que 0 néo € valor regular, seguird que existem auto-fungdes ¢ e 1) € My (Q)
associadas a um auto-valor A de médulo < n tais que: Gy (p,%, A, k) = 0
Mas isso € impossivel se h € Ej.

Portanto 0 é valor regular e os auto-valores de médulo < n em h(Q) sio todos
simples se h € Ey

Para obter o resultado desejado, basta fazer intersecdo com n variando em N O,

Vemos entdo que os auto-valores do Laplaciano sio genericamente, simples em
cada sub-espago My. Podem, entretanto, existir auto-valores miltiplos associados a
auto-fungdes em subespagos My e My distintos. De fato, como os auto-valores sio
reais, se u € My é auto-funcao associada a )\ entdo @ € Mz também o é.

Em vista disso propomos a seguinte definigio que serd adequada para grupos

comutativos em geral. Para a definigao geral de G-simples ver def. 4.1.

Definigao 2.1 Seja G C O(n) um grupo comutativo. Um auto-valor do Laplaciano
em uma regiao ) G-simétrica € G-simples se o seu aulo-espago tem uma base da
forma { u, W} com u € My para algum caracter X de G. ( No caso de caracter real

u=1).

Temos entdo o resultado abaixo, cuja demonstragio sera feita no capitulo 4 |

usando o Teorema da Transversalidade de Henry (Teorema 1.1).
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Teorema 2.2 Se G = Z, , os auto-valores do Laplaciano sdo todos G-simples para

um conjunto residual de regioes Q) de classe C® G-simélricas.

2.2.4 Retorno aos espacos reais

Os resultados anteriores foram obtidos em espacos complexos. No entanto, a

‘traducdo’ do teorema 2.2 para espagos reais é bastante simples.

Corolario 2.1 Se G = Z,, entdo, para um conjunto residual de regides ) de classe
C®, G-invariantes temos somente 2 tipos de auto-valores

do problema de Dirichlet para o Laplaciano:

1- X(g9) = +1Vg € G. Auto-valores simples, associados a auto-funcées reais ori-
ginadas de auto-fungoes complezas em My.

2 - X(g9) # 1 para algum g € G.  Auto-valores duplos, associados a pares de
auto-fungées v = Re(w), w = Im(u), onde u é auto-fung¢io compleza em My e
X (g) # %1 para algum g € G.
Nesse caso teremos:

vog™' | | cosf, —sind, v
wog™ | | sinf, cosf, || w
onde €'% = X(g)-

Demonstragao. Seja u = v + iw auto-funcio em My. E claro que v € W sao
auto-fungdes associadas a0 mesmo auto-valor \.

Tudo o que precisamos mostrar entdo é que v e w sio linearmente dependentes
sobre R se e somente se, X'(g) = 4+ 1 para todo g € G.

Suponhamos que v e w séo L.D. sobre R. Entéo existem constantes reais a e b

tais que:
av+bw =
avogl+bwog™ = 0 Vg €G.
Escrevendo X (g) = e'%, temos: -
av+bw = 0
a(coslyv — senbyw) + b(senbyv + cosf,w) = 0
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e, portanto:

0 = cosfy(av + bw) + sen,(—aw + bv)
0 = senb,(—aw + bv)

Se bv — aw = 0, seguiria @ = b = 0, contra a hipdtese. Portanto
senl, =0 e X(9)==x1VgeG

COIMo queriamos.
Reciprocamente, se

X(g)=+1VgeG

é facil ver que v e w sao auto-fungGes em My associadas a A e, portanto, linear-
mente dependentes sobre C. Sendo funcdes reais elas devem ser também linearmente
dependentes sobre R 0O.

Observacgao 2.1 Como veremos no prézimo capitulo, os espagos My sdo todos nao
triviais(de fato de dimensdo co sob hipdteses modestas). Assim, ezistem, em qualquer
regido ) G-simétrica, auto-valores duplos (pelo menos), exceto no caso em que todos

o0s caracleres sao reais o que so ocorre se G =Z, D Z, D ... D Z,.

2.3 G = Dj

O grupo D3 das simetrias do tridngulo equildtero é o subgrupo de O(2) gerado pelos

operadores:

rotagdo: g: z — e27/3iz

reflexdo: h: z — z
: . 2 - <
(estamos identificando R” com os complexos para facilitar a notagio).
Este grupo ¢é isomorfo a S3, o grupo de permutagdes de 3 elementos.
Se tentarmos aqui o mesmo procedimento dos exemplos anteriores iremos encon-
trar uma séria dificuldade: ndo conseguiremos uma decomposi¢io conveniente de

L?(Q) (ou L*€,C)) como antes. Num certo sentido, nés ndo temos agora um
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“numero suficiente” de caracteres. Para esclarecer melhor este ponto precisamos in-
troduzir alguns conceitos da Teoria de Representacdo de Grupos (para mais detalhes
ver apéndice A ou [4]).

2.3.1  Alguns Conceitos da Teoria de Representacao de
Grupos

Seja G um grupo e L(E) o espago dos operadores em um espago vetorial E. Uma
representa¢do de G em FE é uma aplicagao:

V:G — L(E) satisfazendo :
a) Voy=Ve.V, Vz,y€G
b) V. =1d

A dimensdo do espago de representacdo E é a dimensio de V. V é redutivel se existe
um subespago £’ C E que € invariante para todo V,. Caso contrdrio V é irredutivel.

Se E é um espaco normado V é dita (fortemente) continua se:
lmVE=¢ Ve B

Se E é um espago de Hilbert, uma representagao continua V é dita unitdria (ortogonal

no caso real) se todo V, é unitdrio (ortogonal), ou seja:

(Vol, Ven) = (€,n) V€, n€E
Duas representagdes unitarias(ortogonais) ; V : G — L(E) e V' : G — L(V’) sdo

equivalentes se existe uma isometria linear B : E — E' tal que:
Ve, = B"'WV,BVz €G.

Agora, se G' é comutativo compacto pode-se provar que toda representagdo
unitdaria irredutivel tem dimensdo 1, ou seja é um caracter de G. Reciprocamente,
se toda representagdo unitdria irredutivel € unidimensional entdo G é comutativo.

Se (G é nao comutativo, para obter uma decomposi¢io de algum modo anédloga a
dos exemplos anteriores, precisaremos utilizar representa¢ées de dimensao > 1. No
caso G = Djs, precisaremos utilizar representagdes de dimensao 2 quer trabalhemos

em espagos complexos ou reais. Escolhemos por isto, trabalhar em espacos reais.
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2.3.2 As representacgoes ortogonais irredutiveis de Dj

Vamos descrever as classes de equivaléncia de representagdes ortogonais irredutiveis
de D3. Para tanto, basta descrever a imagem dos 2 geradores de Dj ; a rotacio que
denotamos por g e a reflexdo que denotamos por h.

Existem 3 classes das quais indicamos representantes como segue:

1. 37
" h — 1
g — 1
2 h — =1
. -1/2 3/2
] # —V3/2 —1/2

-1 0
B s 01)

1 2 . :
(onde estamos identificando operadores em R” e matrizes da maneira usual).

2.3.3 Decomposicio em L%(Q)

A cada classe de equivaléncia de representagio ortogonal corresponde uma projecio

ortogonal em L*() ( ver apéndice A). Temos entio:

Pi(u) = 1/6 Y uoz™
z€G
Py(u) = 1/6(u+uog*+uog—uoh—uogoh—uog?oh)
Ps(u) = 1/6(4u —2uog® —2uoyg)
= 1/3(2u —uog® —wuoyg)

As 2 primeiras sao completamente anélogas as dos exemplos anteriores.
Se fizermos M; = P,(L*(Q)) ¢ =1,2,3 teremos:

My ={ue L*(Q) Juoz™ = Xy(z)u Vz e G}
M, ={ue L*(Q) Juoa™ = Xy(z)u Vz e G}
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onde X'; e X', sdo os caracteres determinados pelas representagoes 1. e 2. acima.
Ja o subespago M3 nao pode ser caracterizado de maneira tao simples; tudo o que
podemos dizer é que existe uma base ortonormal {uy,v1,us,v2, ..., Upn, v, ...} de Ms

tal que:

uiog™ = (1/2)u; — (V3/2)v; w;oh™ —u;
vjog ™l = (\/2_1/2)11, — (1/2)v; v;oh™! =

o] = [ ] ]

u,—oh"‘l _ -1 0 t U;
vioh 1 | T 0 1 v;

M3 é também invariante pelo Laplaciano, mas agora temos uma nova situagao

ou seja:

quanto a multiplicidade dos auto-valores que sera descrita abaixo.

2.3.4 Multiplicidade dos auto-valores em M;

Proposigao 2.1 Seja Q uma regido de classe C*, Dy G-simétrica. Entdo todo auto-

valor do operador:

—A:H N Hy Q)N Mz — Ms

€ (no minimo) duplo.

Demonstragao. Suponhamos que A é auto-valor simples do operador acima,
associado a auto-fun¢do u # 0. Entdo u o g também é auto-fungio associada a A e
uog € Mz. Segue que u e uo g devem ser L.D. e, de fato, u = +u o g ji que g é uma

isometria. Ainda mais, como ¢ = 1 nio podemos ter u = —u o ¢ pois, nesse caso:

u=uog’=((uog)og)og=—u

e entao u = 0.
Portanto, devemos ter u = u o g.
Mas entao:
u=(Psu) =1/6(4u —4u) =0
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contra a hipétese 0.

Observagio 2.2 E fdcil ver aqui (e provaremos em um caso mais geral) que Mz #
{0}. Portanto, ocorrem auto-valores miiltiplos (a0 menos duplos) em toda regido D
- simétrica. Além disso, ao contrdrio dos ezemplos anteriores, nio podemos evitar
esta ocorréncia passando para espagos de fun¢oes complezas.

O ponto fundamental aqui € que, sendo D3 ndo comutativo, existem representacoes

irredutiveis de dimensdio 2, mesmo se permitirmos representagoes complezas.

2.3.5 A situacao genérica para G = Dj

Em vista da observagao acima o “melhor” que podemos esperar é que os auto-valores
do Laplaciano em regides D3 simétricas tenham multiplicidade < 2 Isso de fato é o

que OCoITe COmMO VEremos a Seguir.
Lema 2.4 Se G = Ds, os auto-valores do operador:
—A: M;N H N Hy(Q) — M; sdo:

o simples para i = 1,2.

o duplos para i = 3
num conjunto residual de regives G-simétricas, conezas, C>.

Esbogo da Demonstragio. Em M, e M, a demonstragio é a mesma do exemplo
1 (ver lema 2.1)

Para tratar do problema em Mj3, porém, precisaremos de uma nova estratégia.
Introduzimos o espago X C L*(2) x L*(Q) definido por:

X = {(u,v) € L) x L%Q) satisfazendo a) e b) abaixo}
o ()= [ S
J

o [izt] - [

voh!
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Note-se que, se (u,v) € X \{0} entdo u e v sdo linearmente independentes pois:

/th_]m)u.v=/Q(uoh—1).(voh-l)=_/Qu.v:/nu.v:o

Uma auto-fungdo de —A em X é, por defini¢do, um par (u,v) € X tal que: uew
sao auto-fungdes associadas ao mesmo auto-valor. Se A é auto-valor simples de —A
em X entao A é auto-valor duplo de —A em Mj. De fato, se (u,v) € X é nao nula
entdo é facil de ver que u e v sdo ambas nao nulas e, portanto, L.I. como observado

acima. Além disso, temos: o
Pou = 1/6 (4u—2(—(1/2)u — (V3/2)v) — 2(—(1/2)u + (V3/2)v))

e analogamente:

Psv = .

Segue que u e v estdo em Mj.

Seja:
E={h:Q — R", mergulhos de classe C°tais que hoz =z -h Vz € G}
Consideremos a aplicacao:
F:XnMENH(D) \ {0} x RxE — X
definida por:

R*(A + Ao

Se pudermos provar que 0 é valor regular desta aplicacio, seguiria que os auto-valores

F((u,0), A, h) = [ R*(A + M }

de —A em X sdo, genericamente, simples e, portanto, os auto-valores de —A em M3
sao, genericamente, duplos.
Se, por contradigao, supusermos que 0 nio é valor regular concluiremos que a

derivada de F em h = iq :
(h, (i,5), X) — F'(ig,u, \)(h, i, 4) =
(A +2)(,9) + Au,v) + (h- V)(A+A)(w,v) — (A4 A)h-V(u,0)
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nao é sobrejetora. Existird entdo, ® = (¢,¥) # 0 em X ortogonal & imagem da
derivada.

/ngo(A FA)a+PA+ Ao =0 V(@6) e XN (HNH(Q))
e, trivialmente, para todo (u,9) € X* e, portanto, para todo
(i,5) € (H* N H(€))”

Tomando 1, v, sucessivamente nulos concluimos que ¢ e 1) satisfazem:

(A+X)p=(A+AyY = 0 em Q
wlpa =%pa = 0

Variando agora h:

0 = /Q((A+/\)iz-Vu)<p+((A+A)iz-Vv)¢
—/an'N(au dp  Ov a¢)

ON 0N "N ON

Como

Ou dp Ov )

(aN'W ON 6N

é par,

(a—u'a—soi-ﬁ--%)zﬂ em 0N
ON ON ' ON ON

Isto ndo nos leva imediatamente a uma contradicio. Assim sendo, procedemos
de maneira analoga a exemplo anterior; primeiro provamos que a igualdade acima sé
pode ocorrer num conjunto raro de regides, usando o Teorema da Transversalidade
de Henry e, em seguida, aplicamos o Teorema da Transversalidade usual no conjunto
complementar para obter, finalmente, a contradigio procurada O.

Ainda podemos ter auto-valores de multiplicidade maior do que 2, associados a
auto-fungdes em subespagos invariantes distintos(por exemplo, em M; e M3). Essa
situagao pode ser desfeita, porém usando novamente o Teorema da Transversalidade

de Henry. Obtemos entdo o seguinte resultado:
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Teorema 2.3 Para um conjunto residual de regides de classe C>, D3 - simétricas

os auto-valores do problema de Dirichlet para o Laplaciano podem ser de dois tipos:

1. simples e associados a uma auto-fun¢ao em M; ou M,.

2. duplos e associados a um par de auto-fungées u e v em Mz satisfazendo:

v ] = [, e T

B EEHIN

(onde g é a rotagdo de dngulo 2r/3 e h a reflezdo)
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Capitulo 3

Multiplicidade dos Auto-Valores .:
do Laplaciano em Regioes
Simétricas

Como ja fizemos no capitulo 2, iremos nos referir ao problema de auto-valores:

{ Au+Adu=0 em§)

u=0 em 0}
onde ) é um dominio limitado de classe C?, como o Problema de auto-valores do
Problema de Dirichlet para o Laplaciano ou, mais simplesmente, Problema de auto-
valores para o Laplaciano.

Neste capitulo, G indicard sempre um subgrupo do grupo ortogonal O(n) e Q uma
regidgo G-invariante (ou G-simélrica) ou seja: gf) = Q Vg € G. Queremos mostrar
que, neste caso, (e com mais uma hipdtese técnica adicional) existem, necessaria-
mente, auto-valores miltiplos para o problema acima (de fato de multiplicidade pelo
menos tao alta quanto a dimensao das representagoes irredutiveis de G).

Estaremos interessados, em principio, no Problema de auto-valores para o Lapla-

ciano em espagos de fungdes a valores reais, isto é, nos autovalores do operador:
—A:H?NnHY(Q) — LX(Q)

onde Lz(ﬂ) , etc... sao espagos de fungdes a valores reais. Entretanto, por razoes

técnicas, sera util considerar o problema também na forma complexa. Neste caso,
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indicaremos por L*(9,C), H2NHL(N,C), etc... os espagos de fungdes a valores

complexos que serao considerados como espagos vetoriais sobre C.

3.1 TUma decomposigdo conveniente em L*(2,C)

Para obter uma decomposicao de L*(Q2,C) adequada aos nossos propositos

lancaremos mao do teorema A.4 do apéndice A. De fato a representagao:

I':G- L*0,C)

definida por:

Tu=uog™' Vg€G, Vue L}(Q,C)
(que denominamos representagao quase-regular de G no apéndice A) é uma repre-
sentacio unitaria. Esta representacao goza ainda de outra propriedade muito impor-

tante para os nossos propositos: ela ‘comuta’ com o Laplaciano ou seja:
(T, 0 A)u = Ty(Au) = (Au)o g '=A(uog™)=(AoTl,)u
para todo u € H2NHA(Q,C), para todo g € G.

Observagao 3.1 Precisaremos agora utilizar resultados e a notagao do Apéndice

A. Procuraremos lembrd-los sucintamente a medida que os formos utilizando. E

provdvel, porém, que uma leitura ainda que rdpida do Apéndice A (em especial da

se¢do A.1 ) seja conveniente neste ponto.

Para cada ¢ € G (isto é: para cada classe de equivaléncia de representagoes

irredutiveis de G), seja P, a projegao definida no Teorema A.4. Ou seja:

P, 1}Q,€C) — L¥2,C)

definida por: -
(Pf s a) = (0], 0)doel9) dg

onde (u , v) = Jou.v éo produto interno usual em L*(9,C) .
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(Se G & L(H) é uma representacao de G na classe o entdo: X,(g) = trV, é o caracter
de 0, d, = dimH ¢é a dimensdo de o e dg é a medida de Haar em G). |

O teorema A .4 afirma entio que, fazendo M, = P,( L*(2,C) ), os M, sio subespagos
(fechados), ortogonais dois a dois de L*(Q2,C) e:

L*(Q,0) = @ M,
aEé

3.2 Multiplicidade dos auto-valores

Lema 3.1 Os subespacos M, definidos como acima sdo invariantes pelo Laplaci-

ano. Mais precisamente, o operador Laplaciano € uma transformagao linear de

M,NH* N Hy(Q, C) em M,.
Demonstragido.  Sejam u e v fungdes em H? N HL(2, C). Temos entio:
(P,Au,v) = / {(Aw)og™, v)d, X, (g)dg
= [ (Alwog™), v)d, X (g)dg

= / (uog™, Av)d,X,(g)dg
G

= (P,u, Av)

= (AP,u, v)

( note-se que P,u € H* N Hy(,C).)
Como H? N Hy(N) é denso em L%*(Q,C) , segue que:

P,Au=AP,u

isto é&: P, e A comutam.

O resultado desejado segue imediatamente desta relagao 0.

Proposigao 3.1 Cada um dos espagos M, pode ser decomposto em soma direta de

subespagos M, salisfazendo:
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1. M," € invariante para a representagio I' e T'|py ¢ € uma representagao irredutivel

na classe o (M,* € de dimensdo finita por A.1).

2. M," € invariante para o Laplaciano e Ap,i € um madltiplo da Identidade ( ou
seja: M," € constituido de auto-fun¢ées do Laplaciano associadas a um mesmo

auto-valor X).

Demonstragao: Em primeiro lugar, escrevemos M, como soma direta de auto-

espagos do Laplaciano.
M, = @V,

Como I' comuta com A, se u é auto-fungao associada a um auto-valor )\ entao,
para todo g € G, I'yu = u o g~! também o é.

Portanto, cada auto-espago V), é invariante para a representagao I'. Seja
Va=W®...0VF adecomposicio de Vy em soma direta de sub-espau(;os’"Yi‘rr'e‘t‘i‘ii'’t'i'i‘ie'i'él '
(cuja existéncia é garantida pelo teorema A.4). Isto fornece a decomposigao procu-

rada de M, 0O.

Corolario 3.1 A multiplicidade de cada auto-valor do Laplaciano em M, é um
maltiplo (ndo nulo se M, # {0}) da dimensio d, de uma representagdo irredutivel

na classe o.

Demonstragio B consequéncia imediata de 3.1 O,

Teorema 3.1 Suponhamos que G C O(n) possui um ponto livre z € Q (isto é:
G. = {Id}).

Entio, para cada o € G existe um auto-valor A do Problema de auto-valores
para o Laplaciano e um subespagco H do auto-espago associado Vy tal que I'\y estd
na classe o. Em particular, para todo o € G, existem (infinitos ) auto-valores cuja
maultiplicidade ¢ um mailtiplo ndo nulo da dimensdio d, de qualquer representagdio de

G na classe o.

Demonstragao. Em vista do Teorema A.8, cada M, é um espago de dimensao

infinita. A afirmacdo segue entido imediatamente da proposicao 3.1 0.

31



Observagao 3.2 Seja H como no Teorema 8.1 acima. Se v € auto-fungio em H
entdo a ‘Orbita de v por G’ = {vog | g € G} € um conjunto de geradores de H, jd
que H ¢ irredutivel (ver prop A.4). Em outras palavras, podemos obter tantas auto-
fungdes linearmente independentes quanto for a dimensdo de H, pela composi¢io de

v com os elementos do grupo G.

3.3 Representagoes matriciais e auto-valores do
Laplaciano

Queremos agora colocar os resultados até aqui obtidos numa forma mais explicita
(embora correndo o risco de sermos repetitivos).

Seja ¢ : G — L(V) uma representacio unitaria e irredutivel de G. Escolhendo
uma base ortonormal {ey,...,e,} de V, a representacao pode ser dada, indicando,

para cada ¢ € G a matriz de ¢, em relagao a esta base:

ap(g) ... aia(9)

g — : : :
an(g) --- ann(9)

O teorema 3.1 nos diz entdo que existe um subespago H de L*(f2,C) formado por
auto-fungdes do Laplaciano tal que Iy € equivalente a V. Em outras palavras, existe

uma isometria linear 7' : V' — H que faz comutar o diagrama:

v L &
we | l I‘g]H para todo g € G.
v L H
Fagamos v; = T'(e;). A matriz de Iy na base {v1,...,v,} é entdo igual a matriz
de ¢, na base {ey,...,e,}. Em outras palavras, as auto-fungdes vy, ..., v, satisfazem

a relagao: )
viog ! = Zaji(g)vj
j
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que podemos indicar na forma:

vy0g”"! an(g) an(g) ... an(9) U1
vnog_l aln(g) a2n(g) ann(g) Un

3.4 Retorno aos espagos reais

Obtivemos nossos resultados até aqui, trabalhando em espacos de fungdes a valo-
res complexos, embora nosso interesse principal seja por fungbes a valores reais. O
motivo deste procedimento é que a Teoria de Representagoes é apresentada, nos
textos-padrao, em espagos complexos. Poderiamos obter os resultados da Teoria que
precisamos em espagos reais utilizando a ‘complexificagao’. De fato, utilizaremos esta
técnica no apéndice Al para obter um teorema de decomposicao de representacoes
reais. Os resultados que 1d obtivemos poderiam ser utilizados para conseguir resul-
tados sobre multiplicidade dos auto-valores em espagos reais de maneira analoga a
que utilizamos no caso complexo. Aqui, entretanto, pretendemos estender os resul-
tados sobre multiplicidade dos auto-valores para espagos reais, utilizando apenas um
minimo indispensavel da teoria.

Nesta secao G serd sempre um subgrupo compacto de O(n) e §) uma regido
G—invariante na qual existe um ponto livre sob a agio de GG. Indicaremos por Iy a

representacio quase-regular no espaco real L*(f2) para distingui-la da representagio

I'em L*(,C).

Proposicdo 3.2 Seja ¢ : G — L(H) uma representagdo ortogonal (isto é: ¢, €
operador ortogonal para todo g € G) e irredutivel de G no espago (real) H.
Entao eziste (pelo menos) um auto-valor cuja multiplicidade € um mailtiplo nao

nulo da dimensdo de H.

Demonstragao. Vamos indicar por ¢, o “complexificado” de ¢,. Em outras
palavras, ¢, é o operador linear definido em H = H + iH, o complexificado de H,

definido por:
@g(v1 + 1v2) = pgv1 + 1pgvs
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E facil ver que ¢ — ¢, € uma representacao unitaria de G' em H (onde o produto
interno em H est4 definido da maneira ébvia).

Vamos examinar os dois casos possiveis:

1. ¢ € irredutivel

Neste caso, em vista do teorema 3.1 podemos encontrar n = dimH auto-fungoes
complexas linearmente independentes associadas a um mesmo auto-valor . E
claro entdo que podemos obter (pelo menos) n auto-fungodes reais associadas ao
mesmo auto-valor A, considerando as partes real e imaginaria das auto-fungoes

complexas.

2. @ € redutivel

Seja F' C H um subespago invariante e irredutivel para ¢. Denotemos por F o

subespaco.

F={v;—ivy | vy +iv, € F}
Afirmamos que ¢ = @p @ ¢p. Para provéi-lo, observemos primeiro que
dimF = n/2. De fato, se {wy,...,ws} é base de F entdo os 2d vetores
Rew,,. .., Rewy, Imwy,...,Imw; geram um subespaco de H invariante por

. Esse espago deve ser todo o H pela irredutibilidade de ¢ o que ndo pode

ocorrer se d < n/2.

Agora, se dimF > n/2 entdo dimF! < n/2 e basta repetir o argumento com
F* no lugar de F.

O subespaco F' é também invariante por ¢ (e de dimensio d). Portanto, a
intersecio F'(F é invariante e segue que FNF = {0} ou FNF = F. A
tltima hipétese nao pode ocorrer pois, nesse caso, ReF' = {w+w | w € F}
seria um subespaco de H de dimensio n/2 e invariante por ¢. Isto prova nossa

afirmacao.

O teorema 3.1 garante a existéncia de um subespago W contido em um auto-

espaco V — A do Laplaciano tal que:

I'w ~ @i e, portanto, PnTV ~ G
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Segue que: FIWGBW ~ QipeF = P

Como W @ W C Vj obtemos, novamente n auto-funcées complexas e, portanto,

n auto-funcées reais 0O.

Proposigao 3.3 Suponhamos que G ndo € soma direta finita de grupos ciclicos de
ordem 2 (ou seja G nio € isomorfo a Zy ® Z, ® ... ® Z,). Entdo existem sempre
auto-valores miiltiplos (isto é: o auto-espago tem dimensdo real > 2) para o Problema

de auto valores para o Laplaciano em toda regido G-simétrica.

Demonstragao. Se GG nao é comutativo, existe uma representacao complexa de
dimensao > 2 conforme a proposi¢ao A.l e, portanto, também uma real. O resultado
segue entdo da proposi¢ao 3.2 acima.

Suponhamos que G é comutativo e, portanto, soma direta de ciclicos. Se um dos
seus fatores nao é isomorfo a Z, entao conforme comentario A.l existe um caracter
de X de G cuja imagem nao estd contida em {1,—1}. Mas, nesse caso, existe uma
representacao real de dimenséo 2 e concluimos como acima.

Finalmente, se G C O(n) é comutativo ele ndo pode conter infinitos elementos

de ordem 2. De fato, podemos encontrar uma base em R" onde qualquer desses
+1

elementos é uma matriz do tipo: 0.

+1
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Capitulo 4

A situacao genérica para o
Problema de Auto-Valores do
Laplaciano

Seja G C O(n) compacto e @ C R" uma regido G-simétrica. Como vimos no
capftulo anterior, o Problema de Dirichlet para o Laplaciano sempre apresenta, nessas
condigdes, auto-valores multiplos. De fato, como vimos, cada auto-espago é invari-
ante para a representagio quase regular : I'(g)(u) = uo g~! e, portanto, o “melhor”
que podemos esperar é que cada auto-espago V) seja irredutivel. Porém, se estamos
trabalhando em espacos de fungoes complexas, devemos observar ainda que, se V) €
irredutivel entio V4 = {T | u € VoA} C Vi e, portanto, devemos ter V3 = V4. Em
geral, entretanto, isto nao ocorre. Em particular, isto ndo pode ocorrer se o caracter
da representagao I restrita a V) (que estamos supondo irredutivel) ndo é real ( ou

seja: X(g) ¢ R para algum g € G). Propomos entéo a seguinte definigao:

Definigio 4.1 Seja G C O(n) grupo compacto, @ C R" uma regido G-simélrica e
A um auto-valor do Laplaciano com auto-espago V). Entdo, se estamos trabalhando
em espacos de funcées a valores reais, diremos que A ¢ G-simples se V) € subespago
irredutivel para a representagdo qucise-regular de G em ().

No caso de espagos complezos, dizemos que A é G — simples se Vy € irredutivel ou
Vw=W®®W com W e W irredutiveis.
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Vamos provar adiante (prop. 4.1) que auto-valores G-simples nao podem ser
separados por pequenas perturbacbes que conservem a simetria. Nesse sentido, eles
se comportam de maneira andloga aos auto-valores simples na auséncia de simetria.
Agora, dado um grupo G C O(n), teremos como vimos no capi'tulo precedente, auto-
valores G —simples com multiplicidade tdo alta quanto a dimenséo das representagoes
irredutiveis de G. Este desvio da situagao genérica usual é imposta pela existéncia de
simetrias. O que gostariamos de provar é que, genericamente, nao aparecem outras

“degenerescéncias”. Vamos apresentar entao a seguinte:

Conjectura 4.1 Se G C O(n) é subgrupo compacto entio os auto-valores do Lapla-
ciano para o Problema de Dirichlet sio genericamente G-simples, no conjunto das

regioes G-simétricas.

Observagao 4.1 Como consequéncia da proposi¢do 4.1, sequird facilmente que a
propiedade de serem os auto-valores contidos em um compacto de Ctodos G-simples

¢ aberta. A parte dificil da conjectura é, portanto, a densidade.

O restante deste capitulo serd dedicado & prova de resultados parciais nessa
diregao.
Em particular, provaremos que ela € verdadeira no caso em que G € comutativo e

finito € no caso de subgrupos finitos de O(2).

4.1 Alguns lemas técnicos

Seja G C O(n) compacto e A C R" G-simétrico. Lembremos que uma fungio
¢ : A — R é denominada parse p o g = ¢ Vg € G. Dizemos também que um campo
V:A— R" é equivariante se V(gz) = gV(z) Vg€G, VzeR"

Lema 4.1 Seja G C O(n) compacto ,Q C R" regido G-simétrica e ¢ : 9 — R uma
fungdo continua par. Indiqguemos por N o vetor normal em §0.

Entéo eziste um campo V : R — IR" de classe C*® e equivariante tal que V.N)sq estd
arbitrariamente prozima de @ na topologia uniforme. (Se ¢ € LP(08)) a aprozimagao

pode ser feita em LP(05)).
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Demonstragao. Seja W : R" — R" de classe C* e préxima de ¢.N na topologia

uniforme. Definimos V : R — R por:
V(z) = /(;g’IW(gx)dz
E claro que V é equivariante. Além disso temos:

V(2) - p(e)N@) = [ g7W(ga) - ele)g™ Nlgz)dg
= [ g7 (W(gz) - p(2)N(gz)) dg

e V estd préxima de ¢.N na topologia uniforme. O

Queremos estudar o que acontece com os auto-valores do Laplaciano quando uma
regido ) é transformada em uma regido 4 = h(£2), onde h é um mergulho de classe
C? definido em Q e préximo da inclusio: ig — R". Como indicamos em 1.3 este
problema é equivalente a estudar os auto-valores do operador: h*Agq, h*~! na regiao
fixa (2.
Observemos que, se h é equivariante e {8 é G-simétrica entdo €2, também é G-
simétrica. ,
Lembremos ainda, de 1.2, que, se ) é limitada e de classe C™ podemos estender um
mergulho A : @ — R" a um difeomorfismo em Dif f7(R").
Set — h(t,.) € C™ (92, R") é uma curva lisa de mergulhos podemos estendé-la a uma
curva lisa de difeomorfismos. Se h ( ou h(t,.) ) é equivariante a extensao pode ser
feita a um difeomorfismo (ou curva de difeomorfismos) equivariante usando o mesmo
argumento de “simetrizagiao” do lema 4.1. Finalmente, o mesmo tipo de argumento
mostra que toda regido proxima de §2 e e'quivaria,nte é imagem de §2 por um mergulho
(ou difeo) préximo de ig e equivariante.

Os resultados seguintes pertencem a Teoria de Perturbagdo de Operadores Linea-
res. Para a demonstracio iremos nos referir ao texto classico de Kato: “Perturbation

Theory for Linear Operators”.

Lema 4.2 Consideremos uma curva de difeomorfismos em R da forma:
h(t,z) = = + td(x) com ¢ de classe C? e fagamos: A(t) = hiAq, hi~'. Entdo existe
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um intervalo aberto I contendo o 0, uma sequéncia de fungées escalares p, e uma
sequéncia de fungées @, : I — L*(}) todas analiticas em I e tais que para todo
t € I 05 jun(t) representam os auto-valores de A(t), contados com sua multiplicidade,

e as pn(t) formam uma familia ortonormal completa de auto-fungées associadas.

Demonstragado. Este resultado pode ser extraido de [5] (ver VII-6.5, VII-6.2,
observagoes VII-4.7 e VII-4.22 e teorema VII-3.9).

Lema 4.3 Seja A auto-valor de multiplicidade m do Laplaciano em 2. Entdo eziste
uma vizinhanca de A\ em R tal que, para h C? -suficientementemente prozimo de
iq existem ezatamente m auto-vaores Ay(h),...,An(h) (contados com sua multi-
plicidade) de h*Apqyh*~'. Além disso, podemos encontrar uma base ortonormal
v (R, ..., vf (R), ..., 05 (R),...,vEm(R) de Vo) D ... D Vo, (n) com as vfj fungées

continuas de h.

Observacio 4.2 Nio estamos afirmando a ezisténcia de base ortonormal para

cada V), apenas para a soma direta desses subespagos.

Lema 4.4 Se I € um intervalo aberto contendo k auto-valores de Aq (contados com
multiplicidade) entdo, para h C* suficientemente prézimo de iq existem ezatamente
k auto-valores de h*Ah(g)h*"l.

Demonstracdo dos Lemas.  Os lemas acima sdo consequéncias do Teorema IV-3.16

e IV-2.14 de [5] se observarmos que:

| 7* Angay " — A 1) < CUh=Idl g2 o) (Il ull p2(q) + I Aull 12(q) )

O

4.2 O Caso de Grupos Comutativos Finitos

Vamos comecar com o caso mais simples: G C O(n) um subgrupo finito e abeliano
(muitos resultados abaixo, porém, ndo dependem dessa hipétese, como deixaremos

claro no enunciado).
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Seja X : G — € um caracter de G. Como antes, um tal caracter sera denominado
real se X(g) = £1 para todo g € G e complexo caso contrario. Da Teoria de Re-
presentagao de Grupos (conforme exposto no apéndice A) segue que L*(f2,C) pode
ser decomposto como soma direta ortogonal de um ntimero finito de subespagos My,

onde:

My ={ue L%Q,C) :uog™ = X(g)u Vg € G}

Lema 4.5 Seja G C O(n) e Xum caracter real de G. Entio os auto-valores do

operador

—A: My ﬂWﬂH},(Q) — My

sdo todos simples para um conjunto residual de regides ) de classe C° conezas e
G-invariantes.

(Neste lema estamos indicando por My o espago real:
My={ue L[}N) :uog™ = X(g)u Vg€ G}

Demonstracio. De fato, a demonstragio é praticamente a mesma feita no exemplo
1 do capitulo 2 (ver lema 2.1). Todavia a repetiremos aqui para maior completude.
(Observe-se que aqui nao necessitamos supor G comutativo ou finito).

Seja 2o uma regiao G-simétrica de classe C e
E ={h:Qy — R" mergulhos de classe C°equivariantes.}

(Note-se que h(§) também é G-simétrica).

Consideremos a aplicagao :
F:My N H>NH}(N) \ {0} x Rx E — My

definida por:
F(u,\, k) = h*(A + \)h*u

Suponhamos que, para algum h, 0 é valor regular de:
(u,A) — F(u, A h)
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Entao, fazendo Q= h(f)y) seguird que 0 é valor regular de
(v, ) — Av+ v

My N H2NH}(OQ)\ {0} x R — My

Em outras palavras, sempre que Av + Av =0 v # 0, teremos que:
(0, 0) — (A4 Mo+ ho

My NH’NHH(N) x R — My

é sobrejetora e, portanto, (A + A)l MxnH? N HY(Q) tem imagem (fechada) de codi-
mensao 1 e A é auto-valor simples.

Tudo o que temos a demonstrar entdo é que 0 é valor regular de F(-, -;h) para um
conjunto residual de h;.

Agora, F' é analitica, F\(.,.,h) é Fredholm para cada h e os espagos sao separaveis.
Se pudermos mostrar que 0 é valor regular de F' o resultado serd consequéncia do
Teorema 1.1 (da Transversalidade).

Suponhamos que isto é falso. Existird entao um ponto critico (ug, Ao, ho) tal que
F(ug, Ao, ko) = 0. Podemos “transferir a origem” de € para ) = ho(£) definindo:

vo = hi'up € HZNHL(Q) \ {0}

e:
F:My n HZNHY(Q)\ {0} x Rx E — My
por: '
F(v,\,h) = R*(A 4+ N)h* 1o
(onde: E = mergulhos de Q em R", C3equivariantes).
Entdo F': (v, ), h) — hy "' F(Riv, A, h o hg) tem um ponto critico (v, Ao, 2q) com:

F(UO, A012.9) =0

(observe-se que hg é isomorfismo).
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Com esta “mudanca de origem” podemos sempre supor que hy = i € ela serd feita
no que segue sem comentarios adicionais.

Temos entao:
F(vo, Moy i0) = 0

(0, A, ) — DF (v, Ao, 10) (9, A, h) =
(A 4 X0)0 + Mg + (k- V)(A 4 Ao)vo — (A + Xo)i - Vg

nao é sobrejetora.

Como F(.,.,h) é Fredholm,
(9,4) — F'(vo, Ao, i) (4, A, 0)

tem imagem fechada de codimensao finita e, portanto, F”(vo, Ao, iq) goza da mesma
propriedade.

Mas (vo, Ao, 2q) é ponto critico e, portanto, existe 1 # 0 em My ortogonal a imagem
de DF(vo, Ao, iq). Portanto, para todo (v, h, )\)

0= /ﬂv,b(A + 2o) (6 — h - V) + Agpo

Fazendo h = 0 e ¥ = 0 vemos que [, %vo = 0.

Fazendo h = 0 e variando © vemos que:
0= /Q(A + )oY Vo€ My N H2NHQ)
E claro que, se b € My™ também temos:
/9 (A + Ao)ip =0

Segue que :
/{;(A 4+ X)w-1 =0, paratodow € H*NHY(N)
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1 € entao solugao fraca e, portanto, forte de (A + Ag)yp = 0 em £, ¥ = 0 em 0.
Como 0 é de classe C2, 1 e vy sao de classe C¥* N Ws(ﬂ,) paratodo0 <a <1le

para todo p < oo.

Variando agora h (e usando a 2% identidade de Green):

0

(Observe-se que h -

classe C°).

dv 9
Agora, 2% - 5]%
De fato:

| =2+ 20k - Vv0) -
/ﬂ h- Voo(A + Xo)p — (A + )\o)il - V) - 9

/Q(h-vvo)-A¢—A(h-vv0)-¢

— i el
= /mh-vvog,%
20 8N N

Vv, € W*P(Q), por isso estamos trabalhando em dominios de

é funcdo par, isto é:

dvo O,  Quo B

Ovg O - -1

v 3N °9 = (97Vwog,gT Viog)
= X(g)- X(9)(Vvo, V¢))
_ Ow 0¥
~ ON ON

Pelo lema 4.1 existe h, equivariante tal que h - N est4 arbitrariamente préxima de

dvg | 0%
N ON

Suponhamos que:

na topologia uniforme. Segue que

Ovo 6’¢ _
Concluimos que existe um aberto U em 9f) onde uma das fungoes g—}’v‘l -(.‘g—;\k, se anula.
Oy _
ﬁ =0 em U
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(se 2% = 0 o raciocinio é o mesmo).

Como

Ap+Xp=0 emQ

obtemos, por unicidade no problema de Cauchy para equagdes elipticas de 2% ordem
que

=0 emfSl

(usamos aqui a conexidade de §2).
Mas isto é falso e, por contradicao, 0 € valor regular de f como queriamos demonstrar
0.

Corolério 4.1 Seja G C O(n) (ndo necessdriamente abeliano ou finito) e X um

caracter real de G. Entdo os auto-valores do operador:
—A: Mxﬂﬂz n Hg,(ﬂ, C)— My

sdo todos simples para um conjunto residual de regides Q de classe C° conezas e

G-invariantes (observe-se que agora estamos em espagos complezos).

Demonstragao. Imediata a partir do lema anterior 0.

Vamos agora tratar do caso em que o caracter é complexo.

Lema 4.6 Seja G C O(n) (ndo necessdriamente abeliano ou finito) e §) regido de
classe C* G-simétrica. Nessas condigées, se u = v+ 1w € auto-funcdo do Laplaciano
em My associada a um auto-valor simples \, ou mais precisamente auto-fungdo do

operador:

—A:MxﬂH?ﬂH?)(Q,C),\{O}X C — My

entdo u € v sdo (auto-fungées) linearmente independentes sobre R se e somente se

X é caracter real.

Demonstragao. J4 a fizemos no corolario 2.1 0.
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Lema 4.7 Seja G C O(n) e Q uma regidgo G-simélrica de classe C*. Para cada

caracter complezo de G, consideremos a aplicagdo:
(u,A) — Au+ du
MxﬂH‘ZﬂHé(Q,C)\{O} x C — My
Temos:

1. Essa aplicagio € de Fredholm de indice 1 na estrutura de espago complezo de

My e de indice 2 na estrutura de espago real de My.

2. Se 0 € valor regular entdo os autovalores (do Laplaciano em My) sio todos

simples na estrutura compleza e duplos na estrutura real.

Demonstragao.

1) A derivada da aplicacdo acima é dada por:
(%, A) = (A+ N+ du
Como @& — (A + A)u tem indice 0 (na estrutura real ou complexa) a aplicagao:
(i, A) = (A + )i

tem indice 1 na estrutura complexa e 2 na estrutura real.
Sendo (1, ) — Au compacta, o item 1) segue.

2) Se 0 é valor regular temos:
dim Ker[(it, ) = (A + )i+ ] = 1

(onde dim , indica dimensao complexa).
Portanto:
dim  Ker[i — (A+ AN)u] <1

e, sendo A auto-valor ele deve ser simples (na estrutura complexa). Usando o lema

4.6 acima o resultado segue O.
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Comentario 4.1 Se tentarmos agora provar a “genericidade” dos auto-valores em
My, usando o mesmo argumento do lema 4.5 acima, concluiremos (como na segio

2.2.2) que ezistem auto-fungées u e v satisfazendo:

Ou O
Re (E_J_V—W) =0em BQ

Mas isto nao nos leva agora a uma contradigio imediata.

Para superar esta dificuldade temos que langar mao do Teorema da Transversalidade

de Henry (Teo 1.1).

Lema 4.8 Seja G C O(n), um subgrupo finito(ndo necessariamente abeliano), §)

uma regido de classe C® G-simétrica e coneza, e Xum caracter ndo real de G. Seja:
Mx® = My N H N Hy(,C)
Consideremos o operador:
Gy : (Mx*\{0}) x (Mz2\{0})) x D, x E — My x Mz X Z
definido por:
Galp,th, M h) = (B (A + N, B (A+Nh*",  h*Byayh* ™ (¢,9))
onde:

e D, = disco fechado de raio n em C

o E = {mergulhos equivariantes de 0 em R" de classe C°}
Z={uvel'(00)|uog=uVg € G }

Bq(u,v) = Reg—‘N& . g%

X(9) =X(9)

Entao o conjunto:
E={h€E tais que 0 € Im(Gx(.,.,-,))}
€ raro (isto é: fechado e de interior vazio).
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Suponhamos, provisoriamente que o lema 4.8 esta demonstrado. Podemos entao

provar o seguinte:

Teorema 4.1 Seja G um subgrupo finito (ndo necessariamente abeliano) de O(n).
Entao os auto-valores do Laplaciano sdo todos simples sobre C(isto € dimensao do
auto-espago como subespago complezo de L*(Q, C) = 1 ), para um conjunto residual

de regides Q) de classe C* e G-simétricas, se nos restringimos a cada um dos espagos

My.

1l -

Demonstragao. Consideremos o conjunto das regides ( G-simétricas ) tais que
os auto-valores de médulo < n € N sao todos simples. Este conjunto é aberto
em consequéncia do Teorema das Fungdes Implicitas (ou do lema 4.3). Precisamos
mostrar que € também denso.

Fixemos o conexa e satisfazendo as condigdes enunciadas acima, e seja ) C2-
préxima de g de classe C2 e G-simétrica. '

Agora apliquemos o Teorema da Transversalidade (na versdo usual) para:
F,y M;fﬂH:}'ﬂH(l)(Q,C)\{O} X Dn X EO — MX

definida por:
Fy(u,\, h) = B*(A + A)h* " 'u

onde E° é o complementar do conjunto F fornecido pelo lema acima; portanto aberto
e denso.

A aplicagio Fy é a mesma definida no lema 4.5 acima, somente com dominio conve-
nientemente restringido. As mesmas consideragées la feitas se aplicam agora e, se su-
pusermos que 0 nio é valor regular, seguird que existem auto-fungdes @ e 1p € My (§2)

associadas a um auto-valor A de médulo < n tais que:

GX(SD7¢1)‘ah) =0

Mas isso é impossivel se h € E.
Portanto 0 é valor regular e os auto-valores de médulo < n em h(2) sao todos simples

se h € Ey, em particular, para Q arbitrariamente préxima de o (na topologia C?).
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Se §)y € desconexa, o argumento se aplica a cada uma de suas componentes conexas.
Uma nova pequena perturbagao separa os auto-valores que aparecem em componentes
conexas distintas.
Para obter o resultado desejado, basta fazer interse¢io com n variando em N O.
Demonstracao do lema 4.8
Vamos mostrar, inicialmente, que F é fechado.
Seja:

. My* = My NH2NHY(Q,C).

Suponhamos que hy — h em Dif f3(Q) e existem (pr, i) € Myin MYQ e\ €D,
tais que:

GX(SDIC)"/)k) ’\‘ka hk)=0

Entdo ¢ e 1y sdo limitados em My? e M5? e, portanto, tomando uma subsequéncia,

convergem em My e M7 respectivamente a ¢ e ¥ (e A — A).
Mas entdo ¢ e » € H*N HY(N,C) e

G,y((,D,'(/),/\,h)=O

Agora queremos aplicar o Teorema da Transversalidade de Henry para mostrar
que E tem interior vazio. Nossos espagos sio separaveis, Gy é de classe C°e %“’A—)
é semi-Fredholm com indice —oo.

A tnica condigao delicada a-verificar entao é:

dim { ImDGx (e, %, 2, h)} > dimN [———( 0Gx ]

I |52 (¢, %, \)

Sabemos que o lado direito é finito. Basta entao provar que o lado esquerdo € infinito.
Podemos “transladar a origem” para h(f2) (como no lema 4.5) e entao calcular as
derivadas supondo h = inclusao, o que facilita os calculos.

Vamos entdo supor, por contradigdo, que a dimensdo acima é menor ou igual a um

numero m, isto é:

36y,...,0m € IMDGy C My x My X Z
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tals que:

Vhe E; 3¢,1,/.),/.\ e ¢,...,cn ER

tais que:

m

ZCij == DG,\_’(SDHb,)\,h)
1
_ [+ N@-h-Ve)=de, (A+N@ -k V) -, L1)
T | Re|Ve V@ —h- V) + VY- V(g —h- Vo) + b V(Ve- )] [
(onde: 0; = (0;,067%,02))
Vamos definir operadores:

Aasy: L*(Q,0) — H’NH(N,C)
Bagy: H? ﬂH},(Q,C)Im — H*NHY(Q,C)
por:
v = Aatrf + Basag
quando:

{(A+Aw—f €  NA+)
Ve =9 v LN(A+ )

Da primeira componente de 4.1 temos:
. dim(N(A+))) m .
p—h-Vo= Y bti+) ciAapb; — Baw(h-Ve)
1=1 1=1
e analogamente para:
Y—h- Vi
Substituindo na terceira componente de 4.1 segue que:

9 (00 W\ dp 0 o\ oy 0 o
Re[h Non (6N azv) INON Do+ (h Nan) = anan®an (B NaN

pertence a um subespago de dimensdo finita de Z para cada h € T;. Eisto €, h €
C3 (2, R") e é equivariante.
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Sabemos que:

dp O _
e <6N BN) =0
e ( no 99): _
0% )
0=(A+ Ay = 0N2+H8N
_ _ 0% 9
| 0=(A+ Ay = 3N2+H6N
(onde H € a curvatura média de 052).
Segue que:
Re 9P P _0= O 0%
AN dN? B ON ON? o9
e, portanto:

8 (8o Y .
ey (a—A afv).aa -0

Queremos entdo mostrar que (fazendo o = h-N ):

r dp 0 oY oy 9 Gy
o fe [aNaNBA“( aN) +6N6NBA+’\( N )| 40

nio tem posto finito quando o varia no conjunto das aplicacbes pares de classe C* em

0f). Usando o Teorema B.1 no caso n > 2 e B.2 no caso n = 2 concluimos que:

Opn OPn _
e (238 o ¥

em uma vizinhanga U de 952, para todo vetor 7 no espago tangente a 92NU (estamos
usando ¢y para indicar gﬁ).

Para terminar nosso argumento, tudo o que precisamos mostrar € que as hipoteses:
1. ¢ e 1 sao auto-fungdées em My e M5 respectivamente.
2. Re (a%‘f; . g—}%) = 0 em um aberto U do 99.

3. Re (—L QL) = 0 em U para todo 7 no espago tangente.

or ar
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nao podem ocorrer simultaneamente.

Vamos escrever:

0 . 0 ;
a—;.—: =q+12q; e 6_]11\)’=r=r1—”‘2 (4.3)
Escolhendo coordenadas locais (z;, 3, .. . ,2,_1) no 0§ a condigao 3) acima implicara

que:

aql 07’1 6‘]2 67"2 8(]1 67'1 8q2 67‘2 .
—_— _— — < - < _ .

em um aberto U C¢ R

Por outro lado, da condigao 2) segue que:

Ty = Qqp

. _T1q2 —T2(h
ra = —ogy onde: a= i a? (4.5)
e entao:
B g, | Oa oq A 0q1 O« 0q,
B = (aad)j + 8:v,-q2) B:vk B (aamj + 6:1:qu awk
O  Oa \0u ( O  Oc \ g
+ (aal‘k * 6:13k q2) &t,— B a@xk + amk ql Ba:k
da [ Oq Oq da ([ Oq 0q;
_ Oa _ _ 4.
6.’12]' (Q28wk Lo Bmk) * 6.'Bk (q2a$j % 8:1:,- ( 6)
Portanto, para 1 < 7,k < n temos:
da 0 [qq Ja 0 (q
0 Y 122 — — [£) =0 4.7
Oz Oy, (ql) ¥ Oz Oz ; (ql) (47)

(podemos supor ¢; # 0 em U ; ¢; nao pode se anular num aberto pois, nesse caso,
como ¢ € My, g, também se anularia e entao: g]‘% = 0 de onde ¢ = 0 por unicidade
no problema de Cauchy).

Fazendo j = k:

I G (2) =0 para 1<j<n-—1 (4.8)
0z; 0z; \q

Se Va; = 0 em um aberto de € entdo a = cte. Mas, neste caso:

r1+iry = —ia(gqr +1q2)

51



e p, 1 satisfazem:

(A+X)(p+iag) = 0 em £
p+iap = 0 em Of).
gﬁ + iaaﬁ']% = 0 em um aberto de 99.

Por unicidade no problema de Cauchy segue que ¢ e 1 sao linearmente dependentes
o que nao pode ocorrer pois estdao em subespacos ortogonais.
da

Suponhamos entao B2, # 0 em um aberto de Jf) para algum 1 < j <n—1 (e

portanto 5‘%—; (Z%) = 0 neste aberto )

_00 0 (g2)_0x 0 (g
_6zkaxj ) Oz; 0z, \q

para todo 1 < k < n — 1 em um aberto de 0{). Segue que V (g) = 0 em um aberto

usando 4.7:

e, portanto, ¢; = kq; onde k é constante real em um aberto de 9. Mas, nesse caso,

escrevendo ¢ = (; + 13, teremos:

(A+ M) (kpr —@2) = 0
(ker — ‘Pz)lan =0

0
sy —2) = 0

em um aberto de ).

Por unicidade no problema de Cauchy:
w2 = kip;  em ).

Mas isto ndao pode ocorrer se ¢ € My como vimos no lema 4.6 0.

Provamos entdo que os auto-valores do Laplaciano sdo simples em cada espago
My. _
£ claro, entretanto, que ainda podemos ter auto-valores multiplos associados a auto-
funcoes em subespagos My e My: distintos. De fato, se u € My é auto-fungdo
associada a A entdo u € Mg também o é.

Nosso objetivo sera mostrar que os auto-valores sio, genericamente G-simples no

sentido da definigdo 4.1. No caso de grupos comutativos, como as representagoes
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complexas irredutiveis tém dimensdo 1 (conforme teorema A.1) a definigao 4.1 pode

ser enunciada simplesmente como segue (esta definigdo foi antecipada no capitulo 2).

Definigdo 4.2 Seja G C O(n) grupo compacto e comutativo, ) C R" uma regido G-
simétrica e X um auto-valor do Laplaciano com auto-espago V). Entio, (em espagos
complezos), dizemos que X € G — simples se Vy possui uma base da forma {u} (se

X € real) ou {u,u} (se X € complezo).

Teorema 4.2 Seja G C O(n) comutativo e finito. Entdo os auto-valores do La-
placiano sdo todos G-simples para um conjunto residual de regives ) de classe C*

G'-simétricas.

Demonstragao. E facil ver, usando os lemas 4.2 e 4.3 que a condicdo de que
os auto-valores de médulo menor que um dado n € N sejam G-simples é aberta.
Queremos mostrar que é também densa. Para isto, podemos usar a topologia C?, e
assumir que g é de classe C°.

Suponhamos entao que existe )y G-simétrica tal que, para cada §, C>-préxima de
{lp existe um auto-valor A de médulo < n nado G-simples associado a auto-fungoes
ug € My, € vg € My,.

Como o numero de auto-valores de médulo < n é finito isso implicara a existéncia
de uma fungdo continua A(f2) definida numa vizinhanga de £y tal que A(f2) estd
associada a auto-funcbes u(f2) e v(2) em My, e My, respectivamente. Podemos
também supor que A(Q) é auto-valor simples quando nos restringimos a My, € My,
em vista do Teorema 4.1.

Consideremos uma curva de difeomorfismos da forma:
z — z + th(z) + o(t) = h(t,z), h(t,.) equivariante para cada t.

Entéao teremos fungdes analiticas Ay, (1) € Ay, (t) que fornecem o tinico auto-valor de

—A em My, e My, respectivamenté, préximo de A(Q) = Ay, (0) = Ay, (0).

d )
— Ay{t)=—-] h-N
d =0 4 (1) ./zm

93

Temos: \

, onde: ug = u(o)

Ouq
JON




2

d : 0’00
— Axp(t)=- h-N|=—| onde: vy = v(}
diji=0 % (t) a0 oN o = v({)
. 2 2
Como h pode ser qualquer difeo C® equivariante e I%&I e %‘}v‘l sao fungodes pares, o

lema 4.1 permite-nos concluir que:

Ouo
ON

2

2

8'00

N on.

O mesmo vale para cada Q C®-préxima de Q e, portanto:
Jue My, , veE My, u,v#0
satisfazendo:
(A+Xu=0 (A+X)v=0 em Q

Bo(u,v) = | Vu | = | Vo =0 no 99
para toda Q, C® préxima de . |
Seja Q = h(), h difeo C° equivariante préximo da Identidade.
Fagamos ¢ = uo h = h*u, ¥ =voh = h*v. '
Entio existem: A € C,p € My, (), % € My, (Q0), »,% #0 tais que:

Flo\h) = (F(A+N)b 0, B(A+ NE4, b*Buaoh* (2, %))
= (0 ) 0’ 0) € MX] (QO) X ng(Qo) X 7

(onde Z = {u € L'(0N)|uog =u, Vg € G})
para cada h difeo C? equivariante préximo da Identidade.
Queremos mostrar que isto é impossivel novamente usando o Teorema da Transver-

salidade de Henry. Como no teorema 4.1 a parte dificil € mostrar que :

i {ImDF(c,o,¢,A,h)} .

oF
Im |52

Raciocinando de maneira andloga a do Teorema citado, veremos que, para tanto,

basta mostrar que o operador:
0, 07 0 5 ([D0) _0E 0, (0
7 “lanan"2*\"aN) " aNaN “P\"aN )|
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nio tem posto finito quando o varia no espago das aplicagdes pares de classe C> em
0f). Usando o Teorema B.3 decorre que uma condigao necessaria para que O seja de
posto finito é que:

3 2
enI*_ (YN
or or

em uma vizinhanga U de 02, para todo 7 no espago tangente a 92 N U.

=0 (4.9)

A semelhanga do teorema 4.1 acima, para terminar o nosso argumento vamos mostrar

que se ¢ ¢ 1 sao auto-funcoes em My, e My, satisfazendo:

¢_N2
or

en|*

or =0

len|” = [on)* =0

em uma vizinhanga U de 02, para todo 7 no espago tangente a 02 N U, entdo
X, = X, (e nesse caso ¢ et sio linearmente dependentes) ou X; = X, (e nesse caso
¢ e sdo linearmente dependentes).

Vamos escrever:

0 , 0 .
a—]f,:-q G1+1ig, e a—;ffzr:rl+zr2 (4.10)
Escolhendo coordenadas locais (z1, z2,...,Z,—1) no 0N} teremos:
0q 0g Or OF . 2
—_—— — = < <n-— 4.11
ke [6:1:, 9z, o, 8:1:_.,] b 1=47sm-1 (4.11)
Como | r |=| ¢ |, temos:
r=e%g 7= (4.12)
Portanto:
or or 90 o 9q 00 o _ip 09
Ox; 0z; (Zam “ate B:zc,-) (_zazje L Oz;
00 90 o a0 0g 308q 9q 9q
T 92,02, 0 " '\ 0z; 02,1 02, 02;1) " 0x; Oz

De 4.11 temos:

a0 90 _ 00 0g 060 9q
Re [63;;6:1:] gt (8 ; 0% dz; 61:, )] =4

dd



Portanto:

o 0000 (0003 909
N ax,'aquq m 6$,’51qu 8.‘171'8:6,'
Oz 28:vjqq Oz; Oz; 28z;qq ma:c,-q
_ 00 (100 . Oq Oy, 00 (190 . Om O
N 61‘,’ (2 6:chq+ a aCCj qzawj) + 6:1:,- (26.’13,'qq+q1 6:1:; qza:l?,'
e entao:
0 =

0z; 56:1:,- @12 + 22 Oz; 2 0z; 1% + ¢2*
_ (100, O (Y P10 9 (2
T 0z \20z; " 0z, I\ g 0z; \20z; @ 0z Y \ ¢
_ 99 (1 )\, 9 0 (1 (2]
~ 9z;0z; (20+arctg (ql)) + dz; 0x; (20+arctg (ql)) \-13)

( Se ¢1 = 0, podemos escrever arccotg (%) )

00 (189 qlggj.—qz%z}.) 80 (160 ql%;%—qz%gt)

Vamos examinar dois casos:

1. V6 = 0 em um aberto de 952

Neste caso, r = k - g, onde k é constante e entdao ¢ — k1) satisfaz:

{ Ap — k) + Ay — k) 0 em )
0 em Of)

0 em um aberto de 0f2

v — ki
i (¢ — k)

Por unicidade no problema de Cauchy teremos:

=k, X=X

2. VO # 0 em um aberto denso de 992.
Seja j tal que: 5%% # 0 em um aberto V C 99.

(Vamos supor ¢; # 0. Se ¢z # 0 o raciocinio é analogo).
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Sejal <k<n-1.

Se 30 ~ # 0 em um aberto V' C V, fazendo k = i = j em 4.13 teremos:

aik( 0 + arctg (Z:)) =0 em V'

Se 30 =0 em V, fazendo : = k em 4.13 obtemos:

00 o0 (1 92

azj 92r ( 0 + arctg ((h)) =0 em V
9 (0+arctg<q))=0 em V
dzy a1

v (lé? + arctyg (%>) =0 em V
2 U5}

VO = —2Varctg (2) ou V@ = —2Varccotg (ﬂ)
N 92

e, novamente:

Concluimos que:

e, de fato:

em um aberto e denso de 9f).

Mas entao, se ¢; # 0 :

V0 = —2Varctg (2) =
G
r o= cte———q—2
((;'arcig(?;))
= cte 2 3
()
= cteﬂ = cteq

(e analogamente se ¢z # 0)
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Portanto r = cte.q e novamente por unicidade no problema de Cauchy:

Y = ctep, A = AX,.

Resumindo, comegamos com auto-fungbes ¢ € My, e ¥p € My, associadas a um

mesmo auto-valor A e concluimos que:
ouX;=X, e perpsiolLD. ouX,=4&, e BesioL.D.

Isso mostra que A é G-simples. Segue que, para um conjunto aberto e denso de regioes

G-simétricas os auto-valores de médulo < n sao todos G-simples.

O resultado desejado segue entao tomando intersecao da maneira usual 0.
Estivemos até aqui trabalhando em espagos de fungbes a valores complexos. No

entanto, a ‘traducao’ do teorema 4.2 para espagos reais é bastante simples.

Corolério 4.2 Se G C O(n) € um grupo comutativo e finito, entio, para um con-
junto residual de regives Q) de classe C?, G-simélricas temos somente 2 tipos de

auto-valores do problema de Dirichlet para o Laplaciano em espagos reais:

1- X(g9) = £1Vg € G Auto-valores simples, associados a auto-fungées reais origi-

nadas de auto-fungoes complezas em My .

2 -X(g) # 1 para algum g € G Auto-valores duplos, associados a pares de auto-
fungées v = Re(u), w = Im(u), onde u € auto-fungao compleza em My e X(g)
# +1 para algum g € G.

Nesse caso teremos:
vog™ | | cosf, —sinb, v
wog™' | " | sin, cosb, || w
(onde €% = X(g))

Demonstragao. E consequéncia imediata do Teorema 4.2 e do lema 4.6 O
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4.3 O Caso de Grupos Comutativos Infinitos

Para o caso de grupos comutativos infinitos(compactos) muitos dos argumentos usa-
dos na secdo anterior ainda valem. Em particular, as representagoes irredutiveis sao
todas de dimensio (complexa) 1 e L?(Q2, C) pode ser decomposto em soma direta de
subespagos My = {u € L*(Q,C) | uog = X(g)u}, com a tnica diferenca de que
agora temos uma quantidade infinita (enumeravel) de tais subespagos.

Queremos agora provar o analogo do teorema 4.1 : os auto-valores do Laplaciano
sao, genericamente, todos simples em cada espagco My. O raciocinio desenvolvido
na segao anterior se transporta sem mudangas para o caso presente ('em particular o
resultado é verdadeiro se X'é real), exceto pela parte final do lema 4.8. De fato, para

provar o andlogo deste lema precisamos de uma hipdtese adicional sobre a dimensao

de G.

Lema 4.9 Seja G C O(n), um subgrupo compacto e comutativo. Suponhamos que
dimG < n —2 (n = dimensao do espago ambiente > 2). Seja ainda ) uma regido

de classe C° G-simétrica e coneza, e Xum caracter nio real de G, e:
Mx? = My N H N Hy(Q, C)
Consideremos o operador:
Gy : (Mx?\ {0}) x (Mz2\{0}) X Dy X E — My x Mz x Z
G (0, %, A, h) = (R*(A + MR* "o, *(A + R op, k* Buay h* 7 (0, 9)
onde:

e D, = disco fechado de raio n em C

o E = {mergulhos equivariantes de Q em R" de classe C°}
o Z={ ue LY (00)|uog=uVg € G }

o Bq(u,v)=Re 22 . &

o X(9) = X(g)
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Entao o conjunto:
E={h€E tais que 0 € Im(Gx(.,.,-,k))}
€ raro (isto € : fechado e de interior vazio).

Demonstragao. A demonstracdo do lema 4.8 pode ser repetida aqui linha por
linha. Apenas observamos que a hipétese: codimensao de G(z) em 92> 1 nio é mais

automatica como no caso de grupos finitos (se dimo) > 1) 0O.

Teorema 4.3 Seja G C O(n), um subgrupo compacto e comutativo. Suponhamos
que imG < n — 2.

Entao os auto-valores do Laplaciano sdo todos simples sobre C(isto é dimensao do
auto-espago como subespago complezo de L*(Q, C) = 1) , para um conjunto residual
de regides Q de classe C? e G-simétricas, se nos restringimos a cada um dos espagos
My.

Demonstracao. A demonstragao segue as linhas do teorema 4.1.

Comentario 4.2 Se tentarmos imitar o procedimento da se¢do anterior para provar
que os auto-valores sio G-simples encontraremos a sequinte dificuldade: como antes

teremos auto-fungoes @ e p em My, e My, respectivamente, satisfazendo
lon > — | ¥n > =0 em um aberto de 89
Mas agora ndo conseguimos provar que o operador:
0 dp 0 Oy oY 0 o
Re| ——+=B — | = ====B ety
7 e' aNoN “*\"aN) “aNan~ > \"aN )| .,
ndo tem posto finito (embora isto pareca ser bastante improvdvel). De fato, o passo

crucial para a prova deste fato foi.o lema B.8 que s6 pudemos provar no caso de

grupos finitos.
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4.4 O caso de grupos nao comutativos

Sendo a teoria de representacao para grupos nao comutativos mais complicada, nao
é surpreendente que nosso problema se torne correspondentemente mais dificil. Em
primeiro lugar, mesmo trabalhando em espagos complexos sempre existirao repre-
sentagoes irredutiveis de dimensdo > 2(ver Teo. A.1).

Por este motivo, nesta segao trataremos o Problema de Auto-valores para o Laplaci-
ano em espagos reais.

Usaremos nesta se¢ao a notacao e os resultados do apéndice A, em especial da
secao A.2. _

Como antes, gostariamos de provar que, genericamente, os auto-valores sao G-
simples. Nao serd possivel fazé-lo no caso geral. Podemos, porém, obter alguns
resultados parciais.

Para comegcar seja A auto-valor de multiplicidade m em uma regiao ) de classe 2.
Lembremos do lema 4.3 que, para h suficientemente préximo de iq (na topologia C*)
existem, numa vizinhanca de ) exatamente m auto-valores A;(k),. .., Am(h) (conta-
dos com sua multiplicidade) de h*Ah(Q)h*—l, e uma base ortonormal v;(h), ..., vm(h)
de Vas,(n) @ - .. @ Vi, (n) com as v; fungoes continuas de h.

Temos entao:

Proposicio 4.1 Seja G C O(n) compacto e I' a representagio quase regular de G
em L*(Q) . Suponhamos que:

Ly, € irredutivel.

Entao existe € > 0 tal que, se || iq — h |2 < € € h € equivariante,

FIVxl(h)G3---G3VAm(r.) € 1rredutivel.

Demonstragao. Tendo em vista a proposicao A.4 basta mostrar que todo vetor
néo nulo w € Vi, () @ ... ® Vi) € ciclico.

Podemos também supor que || w ||= 1, isto é:
w E VA;(h) b...H VAm(h) nsm™
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Para cada h seja v,(h),...,v,(h) a base ortonormal cuja existéncia é garantida pelo

lema 4.3. Definimos:
Ty :VhNS™ — Vi ®... 0 Wam(r) N S™
por:
av1(ig) + ... + amvm(ia) — avi(h) + ... + anvn(h)

T'(v, h) é, claramente, sobrejetora.
Para cada vy € Vi N S™ existe uma vizinhanga U de (iq, vo) tal que T'(h,v) é ciclico

se (h,v) € U. Em outras palavras, o conjunto:

{To(T(h,v)) g € G}

gera @V, (h), para todo (h,v) € U.
De fato, se
[ Tgy(v0), -+, Tgm(vo) ] = Vi
(onde [ Ty, (v0), ...,y (vo) ] é o subespaco gerado pelos vetores I'y,(vo) e M é a

matriz dos coeficientes dos I'y,(vo) na base {v;(iq),...,vm(in)}) devemos ter:
det M #0

Agora, como a base {v;(h)} varia continuamente com h, T é continua em v e
as I'y,,..., Ty, sdo funcdes continuas, se M(h,v) é a matriz dos coeficientes dos
[y (T(h,v)) na base {vi(h),...,vm(h)} teremos, para h préximo de iq e v préximo
de vg :

detM(h,v) # 0

e, portanto, T} (v) é ciclico.

A vizinhanga U de (ig,vp) acima pode ser suposta da forma:
U= 0y, x{h||l h—1a |, <e(vo)}

onde O,, é vizinhanga de vo em V4 N S™. As O, formam uma cobertura aberta de
Vinsm.
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Seja O,, U...,UO0,, uma sub-cobertura finita, e € = min{e(v;), 1 = 1,...,k}. Entao,
se || b —iq ||c2 <€, Th(v) é ciclico para todo v € V. Como T}(v) € sobrejetora segue
que todo vetor em @V é ciclico e @V, (n) € irredutivel 0.

Corolério 4.3 Sejam G, e A nas condicées do teorema acima.

Entédo existe € > 0 tal que se || i — h || < € temos:
(onde as X;(h) sio as fungées continuas do lema 4.3)

Demonstragio. ~ Como T'lgv,,, € irredutivel pela proposi¢io acima e cada Vy,n) €

invariante o resultado segue imediatamente 0.

Comentdrio 4.3 Lembremos que um auto-valor nas condigoes da proposi¢ao e do
coroldrio acimas é denominado G-simples. O que esses resultados estio dizendo
entdo € que auto-valores G-simples ndo podem ser separados conservando a simetria.
Eles se comportam de maneira parecida com os auto-valores simples na auséncia de

simeltria.

Segue das consideragoes acima que a propriedade de todos os auto-valores de
médulo < n serem G-simples é aberta. Se pudessemos provar que essa propriedade é
também densa nossa conjecfura estaria demonstrada.

Vamos entao olhar para cada subespago invariante M, da representacao quase-
regular (ver apéndice A, em especial secdo A.2).

Cada sub-representacio irredutivel em M, é equivalente a representagao matri-
cial:

g — Ad(9)

onde A,(g) é matriz ortogonal de dimenséo d, para cada g.

Vamos considerar o sub-espago X4, C ( L?(2) )%, definido por:

Uq Uy 0 g‘1 Uy

Xa,=4| : e 2@% tq : = Al

Ud, Ud,, Og_l Uq

o
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Definigao 4.3 Diremos que uma d,-upla [uy,...,ug,] em X4, € uma auto-fungdo
do Laplaciano em X,, com auto-valor A se u; € auto-funcao do Laplaciano em
H? 0 Hy(RY) com auto-valor A para 1l <i < d,.

Proposicdo 4.2 Se A\ € auto-valor do Laplaciano em X4, e [uy,...,uq,] € auto-
fungdo associada entio uy,...,uy, sdo auto-fungées linearmente independentes do

Laplaciano em M,.

Demonstragao. Como, por definicao, a representagao I' restrita ao subespago
gerado pelas u; estd na classe o segue do teorema A.7 (parte de unicidade) que cada
u; deve estar em M, (uma demonstracio mais direta pode ser feita exatamente como
em A.8).

Além disso, em vista do mesmo teorema, as fungdes uq, ..., uy, devem ser linear-
mente independentes pois, caso contrario, terifamos um subespaco invariante de M,

de dimensao menor do que d, 0.

Proposigao 4.3 Se A € auto-valor simples de A : X4, — X4, entdo:
r-vyanmM, —-VvVanM,

€ irredutivel.

Demonstragao. Suponhamos que:
rvainM, - V,nM,

é redutivel.

Teremos entdo dois subespagos Wy e Wy, Wiy N W, = {0}, contidos em Vy N M,
tais que: 'y, estd na classe o, para 7 = 1,2.
Mas entao, tomando bases convenientes em W; e W, teremos duas auto-fungoes

linearmente independentes de A emi X4, 0O.

64



Proposicao 4.4 Consideremos a aplicagio:

u (A + XNy
(L] ) = ]

P e (A + Aug,

X, \{0} xR — Xg,

Entao esta aplicacao € de Fredholm de indice 1 € se 0 € valor regular, os auto-valores

(em X4,) sao todos simples.

Demonstragao. A demonstragao é ‘mutatis mutandis’ a mesma do lema 4.7 DO.
Gostariamos agora de aplicar o Teorema da Transversalidade para concluir que
os auto-valores de A : X, — X4, sao simples. Esta pretensao esbarra, porém em
dificuldades técnicas que ndo pudemos superar.
Vamos entao, no que segue, tratar apenas dos grupos cujas representagoes irre-
 dutiveis tém dimensao d, no mdzimo 2.

Nesse caso, temos 3 possibilidades:
1. dp = 1.
2. d, = 2, e as complexificadas das representacoes em M, sao redutiveis.

3. d, = 2, e as complexificadas das representagdes em M, sao irredutiveis ( uma

tal representacdo é denominada absolutamente irredutivel).

Nao precisamos nos preocupar muito com os casos 1 e 2, a rigor eles ja foram tratados

na segao 4.2.

Lema 4.10 Suponhamos que G é um subgrupo finito de O(n) e o uma classe de
representagdes irredutiveis com dimensdo d, = 2. Suponhamos ainda que o € absolu-

tamente irredutivel. Entdo os auto-valores de
e
A Xy, — Xa,
s@o todos simples para um conjunto residual de regiées de classe C°, G-simélricas.
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Demonstra¢cdo.  Tendo em vista a proposigao 4.4 basta provar que 0 ¢ valor regular

do operador:

(A + )\)ul
(L)) |
Uz
(A + )\)‘Uq
X4, \{0} xR — Xy,
Aplicando o Teorema da Transversalidade usual, ao operador:
F:Xy, \ {0} N (H2 ﬂH(l)(Q))2 XxXRxE— Xy,
(onde: E = {mergulhos equivariantes deQ em R" de classe C*})
u h*(A + M)h*tu
(l v] A h) - [ h*(A+)\)h*"1v]
concluiremos que se 0 nao é valor regular entdo existem auto-fungoes
_ ®1
? [ @2 ]

o= 0]

Op1 0%y Opg Oty _
anoN Tanan =0 mod

Como na demonstracio do lema 4.8, aplicamos o Teorema da Transversalidade de

definido por:

satisfazendo:

Henry para mostrar que das regides onde isto pode ocorrer é raro.
De fato, raciocinando por contradigdo encontraremos auto-fungbes ¢ e ¢ em Xy,
satisfazendo:

9y B By, 0
1. 5‘%5']%-{—5‘%,1-5%2:0 no@ﬂ_

Op1 Ny OYin | Ovay OYany __ . .
2, SANZHAN 4 ZENTEN — () em um aberto de 09, para todo 7 no espago tan

gente.
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Fazendo:

q= (ql,q2): (g’%, 'g—"]o\?') T:(TI,TQ)z (6¢1 %)

ON’ ON
teremos:
™ = Qqz orides &= T1q2 — T2q1
Ty = —aq @1%2 + ¢2?

e entao raciocinando de maneira analoga ao da demonstragao do lema 4.8 teremos :

Va = 0 em um aberto de 052

ou :

V% = 0 em um aberto de 9f)
1

Se Va =0 em um aberto de 9{) entao:

o= kg onde k é constante real (4.14)
ro = —kq

Facamos:
ai(g) a(9) ]

Ao(9) = l azn(g) as(9)

Como [ :’Zl ] € X4, teremos para todo g € G:
2

710 g = ay1(g)r1 + aya(g)ra
T2 0 g = as1(g)r1 + az(g)rs
Por outro lado, de 4.14:

r1og = 022(9)7“1 - 021(9)7’2

ro0g = —ap(g)r: + a11(g9)r2

Se r; e ry fossem linearmente dependentes teriamos, por unicidade no problema de

Cauchy, que v, e 1, também o sdo. Mas isso nao pode ocorrer em vista da proposigao

4.2.
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Segue entdo que devemos ter:

a;; = a2
a2 = —an
Mas entao o é absolutamente redutivel contra a hipétese.

Se, por outro lado, Vg = 0 em um aberto de 91, entao, novamente por unicidade,

1 € (py seriam linearmente dependentes o que ndo pode ocorrer como vimos .

Corolario 4.4 Se G ¢ um subgrupo finito de O(n), com representagées irredutiveis
de dim < 2 entdo, para um conjunto residual de regives Q, C* ¢ G—simétricas, a

representa¢ao:
r:-vanM, - VhnNM,

¢ irredutivel para todo auto-valor A do Laplaciano em ()

Demonstragao. Suponhamos primeiro que d, = 1. Usando a notagao da segao

4.2, teremos :
M, = My

onde X é um caracter real, e basta entdo aplicar o lema 4.5.
Se d, = 2 e o complezificado M, de M, (ver segdo A.2) é redutivel, teremos:

M, = My ® My

e usamos o teorema 4.1.
Finalmente, se d, = 2 e o é absolutamente irredutivel basta usar o lema 4.10

acima 0O.

Corolario 4.5 Se G é um subgrupo finito de O(n), com representagées irredutiveis

de dim < 2 os autovalores do operador:
~A:M,N H N H(N) — M, sdo:
o simples se d, =1
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e duplos se d, =2
num conjunto residual de regices G-simétricas, C*.

Demonstragdo. Imediata a partir do corolario acima  O.

Teorema 4.4 Suponhamos que G € um subgrupo finito de O(n) cujas representagoes
irredutiveis tém dimensao < 2. Entao, para um conjunto residual de regioes de classe

C? , G - simétricas os autovalores do problema de Dirichlet para o Laplaciano podem
p p

ser de dois lipos:

1. simples e associados a uma auto-fun¢do em M, com d, = 1

2. duplos e associados a um par de auto-fungées u; e u; em M, com d, = 2

satisfazendo:

uy0g~!

= Al

g

up 0 g1 Uy

Em outras palavras, os auto-valores sao, “genericamente”, G — simples.
Demonstragao. Usamos aqui as mesmas idéias da demonstracido do teorema 4.2.

Teremos porém uma pequena dificuldade técnica. Queremos calcular a derivada de

auto-valores A(t), em um espago M, ao longo de curvas de difeomorfismos da forma:
¢ — o+ th(z) + o(t) = h(t,z), h(t,.) equivariante para cada t.

Mas agora, se d, = 2, A nao sera auto-valor simples em M, e sim duplo. Portanto, nao
segue imediatamente do Teorema das Fungoes Implicitas que A é fungao diferenciavel
de t. Para garantir isto, usamos entdo o lema 4.2. Um célculo simples (ver [3])
mostra entdo que se A, (t) é auto-valor de —A em M, e {u(t),v(t)} base ortonormal

(variando analiticamente em t) do auto-espago V) entéo:
2)

d 1 P
— A ()= —= h-N
dt|i=o () 2J aq (

(onde ug = u(0), v = v(0))

2

Ot
ON

dvo
N
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Observemos que
2

Jug
ON

v
N

(T +[5)

Se A\ é auto-valor associado a auto-fungdes em subespagos M,, e M,, temos trés

é fungao par.

possibilidades:

1. d,, = d,, = 1. Entao, aplicando o Teorema da Transversalidade na versao
usual, concluiremos que existem auto-fungbes ¢ e ¥ em M,, e M,, respectiva-

mente satisfazendo (a%% f = (%)2 e entdo ¢ = +1) o que nao pode ocorrer.

2. d,, =1 ed,, =2. Usamos o Teorema da Transversalidade de Henry para
concluir que existe uma auto-funcao ¢; em M,, e um par de auto-fungoes 1, e

1, em M,, satisfazendo (com ¢ = 1 + i1 € 1 = 1Py + 13hy):

N
or

2

=0

2
3‘PN

or

|‘PN|2 - W’Nl2 =10

em um aberto de 9 para todo 7 no espago tangente. Raciocinando como em

4.2 chegaremos a conclusao de que ¢ = 1 o que ndo pode ocorrer.

3. d,;, =d,, =2 o procedimento é analogo ao do item anterior O.
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Apéndice A

Representacoes Unitarias de
Grupos Compactos

A.1 Alguns Resultados da Teoria de Representa-
goes

Apresentaremos aqui alguns exemplos da teoria de representagoes de grupos compac-

tos. A demonstracio dos mesmos pode ser encontrada em [4],[11], [14] ou [15].

Definicao A.1 Seja G um grupo e L(FE) o espago dos operadores em um espago

vetorial E. Uma representa¢io de G em E é uma aplicagao V:G — L(E) satisfazendo:

l. Voy=Vz0V,, Vz,y € G
2. V.=1d

(onde e ¢ a unidade de G e Id o operador Identidade de E em E).

Observagio A.1 Como V-1 0V, =V, 0V,-1 =V, =1Id, V, é inversivel para todo
z € G. V e, portanto, um homomorfismo de G no grupo GL(E) dos operadores

inversiveis de E.

Suporemos, no que segue, que G é um grupo compacto, £ = H é um espago de

Hilbert complexo, embora muitas definigdes e resultados se apliquem em um contexto
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mais geral. A integracio em G serd sempre com respeito a sua (linica) medida de
Haar.
Observemos que na definigao A.1 ndo estamos exigindo que V, seja operador

continuo. (De fato, isso nem faz sentido em geral pois E é apenas espago vetorial).

Definigido A.2 Diremos que uma representagao V: G — L(H) é (fortemente)
continua se :

ImVo{ =€ VEe H
Proposicdo A.1 Se a representagao V:G — L(H) é continua entdo a aplicagao:
(z,8) — V£

de G x H em H é continua. (Em particular V; é um operador continuo para cada =

€ H.)

Definicdo A.3 Sejam V : G — L(H) e V' : G — L(H') representagbes continuas
de G. Diremos que V e V' sdao equivalentes se existir uma isometria linear T': H —
H' tal que:

Vool =ToV, VzeG

Definigio A.4 Diremos que uma representagao continua V:G — L(H) é unitdria

se V, é um operador unitario para cada = € G, ou seja:
(Vo€ Van) = (£, m) Ve € G,VE,n € H.
(ou ainda: V* = V-1, onde V* é o operador adjunto de V;).

Proposi¢io A.2 Seja V : G — L(H) uma representacéo continua (ndo necessaria-
mente unitaria). Entdo existe um isomorfismo T: H — H (isto é um operador linear

continuo com inversa continua tal que V' = ToV oT~! é uma representagao unitaria
de G em H.

Definiciao A.5 Seja V : G — L(H) representagao continua.
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1. Um subespago H; C H ¢é invariante para V se V,H, C H, para todo z € G.
A representagao V' : G — L(H;) definida por:
Vi€ = V€ V€ € Hy é denominada sub-representagdo de V e indicada por Vig,.

2. V é ciclica se existe £ € H tal que o espago gerado por {V.€ |z € G} é denso

em H (nesse caso, ¢ é dito ciclico).

3. V é irredutivel se os tnicos subespagos fechados invariantes para V sao {0} e H.
Caso contrario, V é dita redutivel.(Diz-se que um subespago préprio invariante

Hy reduz V).

4. Se H=H, ®@H;®...® H,, ..., onde os H; sdao invariantes para V escrevemos
V=V, &...0Vnu, ®...ediremos que V é soma direta das representagdes
Vig,-

Proposicao A.3 Seja V representagao unitaria de G e L C H subespaco fechado.
Entao L é invariante para V se, e somente se, o operador projegao,

P : H — H comuta com V, isto é:
PoV,=V,0oP paratodozc€QG.

Proposicao A.4 Seja V representagido unitaria de G. Sio equivalentes:

1. V é irredutivel.
2. Todo vetor nao nulo ¢ € H é ciclico para V.

3. Os tnicos operadores limitados de L(H) que comutam com V sao os da forma:

al(aeC).
Definigao A.6 Diremos que a representagao V de G em H é de dimensao finita se
H é de dimensao finita e escrevemos dim V = dim H. (,H S"lﬁ'ii"\(w Paou (’\
(4 ;w‘,s,:,“ .‘U,,,” 5§, U ““4,;’40 /'):l,-l.;~|

Teorema A.1 Toda representagao unitaria e irredutivel de G é de dimenséo finita.
Se G é abeliano, V é necessariamente de dimensdo 1. Reciprocamente, se toda

representacao irredutivel unitaria de G é unidimensional, entdao G ¢é abeliano.
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Teorema A.2 Para todo a € G, a # e, existe uma representacao unitria e irre-
dutivel V de G tal que: V, # Id.

Definicao A.7 Um caracter de G é uma fungao limitada € nao nula X: G — C

satisfazendo:

X(z.y) = X(z).X(y) Vz,y € G

(E fécil mostrar que X(e) = 1 e | X(z) |= 1 Vz € G. Portanto um caracter de G é

um homomorfismo de G em S*).

Proposigao A.5 O conjunto dos caracteres continuos de (G, com a multiplicacao

ponto a ponto € um grupo denominado grupo dos caracteres de G.

Proposicao A.6 Sejam G, G,,...,G,, grupos abelianos com grupo de caracteres

Xy, Xgy..., X, respectivamente . Indiquemos por :

II_.X; e II_,G;

o produto direto dos grupos X; e Gj respectivamente.
Para cada (X1,...,&n) € [T7; X;, seja [X4,...,A'n] a fungdo:

(T1y. .oy Tm) — X1(z1)-Xa(z2) ... X ()
definida em []7-,G;. Entéo a aplicagdo:
(Xl,...,Xm) — [X],...,Xm]

¢ um isomorfismo topolégico de [[7_; X;  no grupo dos caracteres de i=1Gi-
(Sucintamente, o grupo dos caracteres de [/, Gj. “€” o produto 7L, X; dos

grupos de caracteres dos Gj).

Comentario A.1 Se G = {0,1,..:,m — 1} é o grupo ciclico com m elementos, seu

grupo de caracteres é o grupo das aplicagoes:

k e?m'k/m - 4



que é isomorfo a G.

Segue da proposicao A.6 acima que o grupo de caracteres de um grupo abeliano
finito € isomorfo a G.

No caso de um grupo abeliano infinito, a aplicacdo de G no grupo de caracteres

W do grupo de caracteres X de G definida por:
(©(z))(X) = X(z)

é um isomorfismo topoldgico.

Definigdo A.8 O conjunto das classes de equivaléncia de representagoes unitarias,
irredutiveis de G sera denominado objeto dual ou simplesmente dual de G e indicado

por G.

Teorema A.3 (Lema de Schur) Sejam V; : G — L(H,), V2 : G — L(H,) repre-
sentagoes irredutiveis. Suponhamos que exista uma transformagao linear A : H; —
H, tal que: AoVi, =V, 0A Vo €G.

Entao ou A = 0 ou A é isomorfismo.

Definigao A.9 Seja o um elemento arbitrario de G, V uma representacio na classe
o e {&,&,...,6,} uma base ortonormal no espago de representagio H de V. Para

Jk€e{l,2,...,d,} seja u; a fungdo em G definida por:
uj,k(w) = ( szk ) Ej )

para ¢ € G. As fungdes u;j; sdo denominadas fungées coordenadas para V € o ¢ a

base {&1,&2,. .., ¢4, }-

Proposicdo A.7 Para cada o € G, seja {ujp + 7 = 1,2,...,d,} um conjunto
de fungdes coordenadas para uma representagdo V na classe ¢ e uma base fixa
{&,&,...,¢&,} no espago de representagdo H de V. Entdo o conjunto de todas
as fungdes d/?u;; , onde 7,k € {1, 2,...,d,}ec € G, é um conjunto ortonormal em
L?(9). Em particular temos:

1
T = ——636km.
./Gujkul da Y
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Definicao A.10 Seja V representacao de dimensao finita de G.

O caracter da representagio V, denotado por Xy € a funcgao:
z€eG—trV,
(onde trV, indica o trago do operador V).

Observacao A.2 1. Se V é de dimensdo 1, o caracter da representacdo V é um

caracter do grupo G.

2. Se V e V' sao equivalentes entao X'y = X'y+. Podemos entdo escrever X', para
indicar o caracter de qualquer representacdo na classe o € G e d, para indicar

a dimensao de qualquer uma dessas representacoes.

Teorema A.4 Seja V representacao unitaria de G em H. Para cada o € G, seja P,

o operador em H definido por:

(Pdﬁ, 7]) = L(ng ) n)damdm

Entdo F, é operador projecao em H. Fagamos M, = P, H.

Se 0 # o' entdo M, e M, sdo subespacos ortogonais de H e H = @, s M,.

Para cada ¢ € G, M, é {0} ou uma soma direta de m, subespagos invariantes L, ;
com dim L, ; =d, e V., € 0.

O numero cardinal m, pode ser finito ou infinito.

O subespaco M, é o menor subespago fechado de H contendo todos os subespagos
invariantes de H restrito aos quais V esta em o.

Essa soma é dnica no seguinte sentido:

Se HZ@N,\

\ AEA
(Com elacas a Y )

onde Ny é irredutivel para todo A € A entio:
{Nx|Vin, €0} = M,

e existem m, subespagos N tais que V|n, € o.
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Proposicao A.8 Se G, C G é subgrupo fechado, entdao toda representagao unitaria
V, de G, pode ser estendida a uma representacao unitaria de G. Se V, é irredutivel

esta extensao pode ser tomada irredutivel.

Definigao A.11 Arepresentagdo regular (a esquerda) de G é a representagao:
R:G — L(L*(G)) definida por:

(Raf)(y) = f(a7"y) g.s.
(onde L?(G) é o espago das fungdes f : G — € de quadrado integréavel).
Teorema A.5 A representagio regular é uma representagio unitaria de G. Seja:
L*(G) = P M,
oeG

a decomposigao fornecida pelo teorema A.4 acima. Entao cada subespago M, é soma
direta de d, subespagos L,; tais que Vi, . € 0. Em outras palavras, toda repre-
sentagao unitéria irredutivel de G comparece (médulo equivaléncia) na decomposigao

acima com multiplicidade igual a sua dimensao.

Comentério A.2 No caso em que G é um grupo finito temos alguns resultados

especiais:

1. A medida de Haar em G é, simplesmente, a medida de contagem normalizada

e l*(G) = {f:G—-C}.

2. G = {o1,...,0,} éfinito e {G = dimL*G) = d,,>+d,,> +...+d,,” (f indica

a cardinalidade).

3. O produto de convolugio em L?(G), no caso de G finito pode ser definido por:

fxg =) flzy M)g(y)

yeG

Seja L? o centro da &lgebra L*(G) com o produto de convolugao.
(feLllis fxg=g*f Vge€L*G))

Entao as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
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(a) f(zy) = f(yz) Yo,y € G
(b) f é constante nas classes de conjugagao de G
(c) feLi(G)

4. Os caracteres das representagbes de G, &,; formam uma base de L%(G) e,
portanto, o ntiimero de elementos de elementos de G é igual ao nimero de

classes de conjugagao de G.

A.2 Representagoes Ortogonais

Na secio anterior, acompanhando a maioria dos textos (ver por exemplo [4] ou [7]),
enunciamos resultados exclusivamente para representacoes de grupos em espagos com-
plezos. Precisamos, porém, especialmente no capitulo 4, trabalhar em espagos reais.
Como néo encontramos um tratamento adequado aos nossos propodsitos, desenvolve-
mos abaixo a teoria que necessitamos.

Felizmente, as definices dadas para representagdes em espagos complexos (que
aqui denominaremos simplesmente representagoes complezas), podem ser mantidas
aqui e muitos dos resultados anteriores podem ser reobtidos usando a “complexi-
ficagdo” da representacio em um espago real (que denominaremos representagdo real),
conforme descreveremos abaixo. Nosso principal objetivo nesta segao sera obter o
analogo do teorema A.4 para representagdes reais. Em toda esta secdo G serd um
subgrupo compacto do grupo ortogonal O(n).

Seja E um espago vetorial real. O complezificado de E, usualmente indicado por
E - é o espaco vetorial obtido de E simplesmente permitindo que os escalares sejam

complexos. Em outras palavras,
E, ={u+ivju,ve E}

e as operagoes sao definidas da maneira dbvia (mais formalmente E, = CQ®_ E).
Se V é uma representagao de G em E podemos definir uma representagao de

V(D em E@ denominada representagdo complezificada de V impondo que (V(c ) seja
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linear em E e coincida com V em E. Em outras palavras:

(Vy )x(u +iv) = Vyu + iV,v.

Seja V uma representacao complexa do grupo G' em um espago (complexo) E.
Dizemos que V é realizdvel real (ou realizdvel sobre R) se existir uma representagio

real V em um espaco (real) E tal que V é equivalente a V..

Proposicio A.9 Seja V representagio compleza em E de dimensdo finita. Séo

equivalentes:

1. V € realizdvel real.

2. Eziste um sub-espaco real E, em E invariante para V tal que:
E=E,®iE,=C®_E,
ou seja: V = (VIEO)(D :
8. Eziste uma base de E tal que a matriz de V nesta base € real.

(De fato ndo precisamos da hipdtese da dimensdo ser finita para a equivaléncia entre

1)e?2) ).

Demonstragao.
1) = 2)
Seja F espago real tal que: V(D =~V eT: EC — E isomorfismo satisfazendo:
Vol =To Vm .
Fagamos
E,=T(F)
E imediato que F, satisfaz o que se requer.
2)=1)
E imediata.
2) = 3)
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Como
E,NiE, = {0}

e E, é invariante por V, segue que a matriz de f/]Eo em uma base qualquer § de E,
deve ser real. Mas 8 é também base de E e a matriz de V é ento real nessa base.
3)=1)
Basta tomar um base de E e o espaco real gerado por esta base como £ O.

Definigio A.12 Seja H espago de Hilbert complexo. Uma transformagao
D:H—H

€ wma conjugagdo se:
i) D(a.t +1) =a&(DE)+Dn Vé&n € H, VaeC
i) (D€, Dn) = (£, n) VE&ne H
i1) D* = 1d

Observagiio A.3 Pode-se provar (ver [{]) que, se D € conjugagdo em H, existe uma
base ortonormal £, em H tal que: D(Y a,f,) = Y&t e, se D' ¢ outra conjugagdo

em H, existe uma isometria T em H tal que: D' = TDT™!,

Definicido A.13 Dada uma representagdo compleza V em H, e uma conjugagdo D

definimos uma representagdo denominada (uma) conjugada de V por:
¢ — DV,D™' = DV,D

Em vista da observacio acima, duas representacdes conjugadas de V devem ser
equivalentes e, portanto, dada uma classe o de representacées irredutiveis, a classe
& estd bem definida ( a rigor, é necessario mostrar que a conjugada de uma repre-
sentacgao irredutivel é irredutivel; para isto ver [15]). Além disso, no caso de dimensao
finita, se conhecemos a matriz (a;;) de V em uma base ortonormal, a matriz (a;;) é

matriz de uma conjugada de V nessa mesma base.

Proposigao A.10 Uma representagao compleza V em H € realizdvel real se, e so-

mente se, existe uma conjuga¢do D : H — H que comuta com V.
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Demonstragao. Suponhamos que V é realizével real e H = H, @®1iH,, com H,

invariante. Definimos uma conjugacao em H por:
D(u+1iv) =u—1v
Entao:
VoD(u+iv) = V(u-—iv)
= V(u)—iV(v)
= D(V(u) +1iV(v))
= Do f/(u + iv)

Suponhamos agora que exista uma conjugagdo D com as propriedades requeridas.

Definimos:

H,=D(H)+ H = {(Du+u)|u € H}
E fécil ver que H, é subespaco real de H e, como V comuta com D,

V(H,) = V(D(H)+H)
= D(VH)+VHCH,

Além disso, temos, para todo u € H :

v = (u+ Du)/2+ (u— Du)/2
= (u+ Du)/2 + i(—1u+ D(—iu))/2

e, portanto:
H=H,+iH,

Finalmente, se (v + Du) = (v 4+ Dv) teremos:

u+ D1.1 = D(u+ Du)
= D(i(v+ Dv))
= —i(v+ Dv)
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Portanto,
u+ Du=0

provando que
H,Nni:H, = {0}

0.

Suponhamos agora, que H é um espaco de Hilbert real. Como ja sabemos, uma
representacao V em H é ortogonal se V, conserva o produto interno em H. Nao é
dificil mostrar que, nesse caso, a complexificada V(D é uma representacao unitaria em

H, (com o produto interno em H definido da maneira ébvia).
Observagio A.4 Em H = H o temos uma conjugacgao “natural” dada por:
Du+ww)=u+w=u—1v

Aqui temos um ponto que pode se tornar fonte de confusdo se nao formos cuidadosos
( a0 menos foi o que aconteceu com o autor ). Se W é subrepresentacio de V em um
subespaco £ C H e E= {u—iv | u+iv e E} C E entdo W € realizdvel real. Isto
é uma consequéncia imediata da prop A.10 ja que D é uma conjugagao que comuta
com V e, portanto, com W. Mas esta condigio é apenas suficiente, néo necessaria.
De fato, podemos ter um subespago real de £, invariante por W que néo é subespago

de H (ou, o que é a mesma coisa, uma conjugacao distinta de D que comuta com

~

Por outro lado, se W é realizdvel real e D* é a conjugacao da proposicao A.10
entdo a representacio conjugada: W* = D* o W o D* é equivalente a W. Nao vale
porém a reciproca: podemos ter a representagdo conjugada na mesma classe de 114
e, ainda assim, W pode nao ser representéavel real. (O resultado seguinte descreve as

situagdes possiveis).

Teorema A.6 (Frobenius-Schur) Seja V uma representagio compleza e irre-
dutivel de dimensdo n do grupo G e X o seu caracter. Entao existem 3 casos possiveis,

mutuamente exclusivos:



1. Um dos valores de X nao € real (e portanto V néo ¢ equivalente a V). Por
restrigio de escalares, V define uma representagio irredutivel sobre R de di-

mensao 2n e caracter X+ X.

2. Todos os valores de X sao reais e V € realizdvel por uma representagio V irre-
dutivel sobre R.

3. Todos os valores de X sao reais, mas V nao € realizavel sobre IR. Por restrigao
de escalares, V define uma representagdo irredutivel sobre R de dimensdo 2n e

com caracter 2X.

Além disso, qualquer representacao irredutivel de G sobre R pode ser obtida por um

dos procedimentos acima.

Demonstragio. ~ Ver [11] ou [15] O.

Para a prova do resultado principal desta segao, precisamos do seguinte:

Lema A.1 Seja G um subgrupo compacto de O(n) e H um espago de Hilbert real.
Entao toda representagdao ortogonal V de G em H possui uma sub-representagio

irredutivel que €, necessariamente, de dimensdo finita.

Demonstragdo. Seja V = ch a representacao complexificada de V' e W subrepre-

sentagao irredutivel de V(c em E C H. Temos:
B+ E=E,@®iF,

com E, C H e E, invariante por V e, portanto, por V (ver demonstragao da pro-
posigao A.10).

Como E é de dimensio finita E, também o é. Agora, para representagoes de
dimensao finita o problema de encontrar uma subrepresentacdo irredutivel é um
problema algébrico simples (Observe que, se V ja fosse irredutivel teriamos, ne-

cessariamente H = F, e, portanto, V' de dimenséo finita) O.
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Teorema A.7 Seja G subgrupo compacto de O(n) e V representagio ortogonal de
G em H. Para cada o € G’, seja P, o operador em H definido por:

(Puty 1) = [ (Vi€ , )y Xy(s) da

Entao P, € operador proje¢ao em H. Facamos M, = P, H.

Se o # o' entdo M, e M, sio subespagos ortogonais de H e H = @, M, .

Para cada o € G, M, é {0} ou uma soma direta de m, subespagos invariantes L, ;
com dim L, ; =d, eV, ; € 0.

O nidmero cardinal m, pode ser finito ou infinito.

O subespago M, é o menor subespago fechado de H contendo todos os subespagos
invariantes de H restrito aos quais V estd em o.

FEssa soma € tnica no sequinte sentido:

Se H = @N,
A€EA

onde Ny € irredutivel para todo A € A entdo:
(M| Vi €0} = M,
e existem m, subespagos N tais que Vin, € 0.

Demonstragao. Vamos mostrar, inicialmente, que V pode ser decomposta como
soma direta de subrepresentagoes irredutiveis.

Consideremos a classe dos subespagos de H que podem ser escritos na forma:
@, er Hy com os H., ortogonais dois a dois e Vj, irredutivel para todo v € I'. O
lema A.l acima permite-nos mostrar que esta classe é nao vazia. Ordené-mo-la por
inclusao; e seja E um elemento maximal (obtido por aplicagdo do Lema de Zorn).
Afirmamos que E = H. De fato, se tal nio fosse o caso, terfamos em E! um
subespaco irredutivel Hy e E @ H) conteria F propriamente.

Queremos, agora, escrever H na forma: H = @,.s M, com as propriedades acima
enunciadas.

Seja H= DB, cc M, a decomposigao do teorema A.4 e P, com o € G as projegoes
correspondentes.
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(Para sermos precisos deveriamos escrever algo como o € G’R para distinguir as

R
classes de representagoes irredutiveis reais das complexas. Nao o faremos, porém,
para nao carregar demais a notagao).

Consideremos as projegoes do teorema A.4:

1) ~]~’,,~ : I:{ — A:la caso 0 =0
2) Pb,®Ps : H — M, ®Mz caso 0 #7

Como as projecdes acima levam fungdes reais (isto é: com parte imaginaria nula)

em fungoes reais, podemos definir: P, : H — H por:
P,u= P,(u) = Re(P,(u+1iv)) VYve H

(no caso 1)

P,u = (P, ® P5)(u)

(no caso 2)

Fagamos

M, = P,(H).

E claro que H = M, em virtude das propriedades das P,.

Vamos estudar a decomposicio de cada M, como soma direta de subespagos
irredutiveis, considerando cada uma das situagoes descritas no Teorema A.6 separa-
damente.

Suponhamos primeiro que ¢ é tal que as representagoes da classe o sejam rea-
lizaveis sobre R.

Seja E C M, subespago irredutivel para V. Vamos mostrar que E=FE+iEé
subespaco irredutivel para V. De fato, é claro que E é subespaco invariante para V
e B c M, (se u,v € M, entdo u = P,u',v = P,v' = u+iv = F,(uv+w')). Além
disso, se F' C E é irredutivel, como VIE é realizdvel real, podemos escolher uma base
f em F' tal que a matriz de 1% nessa base seja real. As partes reais das fungdes em

geram entdo um subespago invariante em E que deve ser igual a E. Segue que

F=E
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e F é irredutivel.

Observemos que a representacao VI i € a complexificada da representagao Vjg. Em
particular o caracter de V|g é igual ao caracter de f/il?

Concluimos que, neste caso, as subrepresentagoes irredutiveis de M, séo todas
equivalentes, com caracter igual ao caracter de qualquer sub-representagao irredutivel
em M,, e M, é soma direta dessas subrepresentagoes.

Suponhamos agora que o é tal que os caracteres A, sdo reais mas as representagoes
na classe o nao sao realizaveis em R.

Seja E C M, subespaco irredutivel para V. Afirmamos que, agora,

E = E +1E é da forma:

Ezﬁ‘@ﬁ(onde:F={u—iv|u+iv€ﬁ'})

com F'C M, e F C M irredutiveis.

Observemos primeiro que E nio pode ser irredutivel, pois, nesse caso, como E é
invariante pela conjugacdo: D(u+iv) = u + v = u— v, teriamos uma representacao
na classe o representavel real pela proposicao A.10.

Seja ' C E sub-espaco irredutivel para V. Temos
FcE=E.
Além disso,
FnF={0}
pois caso contrario, F C F'e, novamente, terfamos representacio na classe o realizdvel
em R.

Finalmente, como F 4+ F é da forma E' +1E' com E' C E invariante, devemos

ter
E'=F
e, portanto, B
E=F+F.
Observemos que, agora, a complexificada V|E da representagao Vg nao é irre-

dutivel, mas soma direta de duas representagoes irredutiveis, ambas na classe . Os
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caracteres das sub-representacoes irredutiveis em M, sao, no caso presente, da forma
2.X, onde X, é caracter de qualquer sub-representagio irredutivel em M, .
A situagdo na qual o caracter X', assume valores nao reais pode ser tratada de

maneira analoga a anterior. Se E C M, é subespaco irredutivel obtemos:
Vie)g =VYir® Vg

onde: F C B =E+1iE é subespaco irredutivel para V.

Agora, porém, VF e V nao sao equivalentes ja que o # 7. O caracter de uma
subrepresentacio 1rredut1vel em M, é da forma: X, + X5, onde X, é o caracter de
qualquer subrepresentacio irredutivel em M, .

Segue da discussdo acima que as projegoes P, sao, de fato, dadas por:

(Pt = [ (Vi€ , n)dXs(c) do

onde X, é o caracter (real) e d, a dimensdo de uma representacio irredutivel (real)
na classe o.

Queremos agora mostrar que todo subespago F C H irredutivel para V esta
contido em M, para algum o.

Seja entio F' C E = E + iE um subespaco irredutivel (para V). Entdo FcM,
para algum o.

O subespaco F' + F_esté contido em E e F° +ﬁ =G+iGcomGCE
(G ={u+a|luecF+F}).

Como E € irredutivel e G é invariante, devemos ter G = E e F+F — E. Portanto:

e dai:
PalE = ]dlE = FCM,

Segue entdo que M, é o menor subespago fechado de H contendo todos os su-

bespacos invariantes de H, restrito aos quais V esta em o.
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Falta provar a unicidade. Suponhamos que H = @, N, onde V|y, ¢é irredutivel

para todo A. Entdo temos:
H=Fy ¢ @NVw, €0} =,
A

Agora, notando que uma funcido esta em M, se e somente se ela é parte real de

uma fungao em M, + M, concluimos que :

EB{NA . VINA} =M,

A

como queriamos 0.

A.3 A Representacao ‘quase-regular’

Nesta secio G indicard sempre um subgrupo compacto de O(n). Diremos que uma
regido ) C R" é G-invariante ou G-simélrica se gf) = Q para todo g € Q.

Nessas condicbes temos uma acdo natural de G em R" : (g,2) — g¢.z. Deno-
taremos, como é usual, por G, o grupo de isotropia de um ponto z € R". (ou
seja: G, = {g € G | gz = z}) e por G(z) a drbita de = sob a agao de G (isto é :
G(z) = {9z | g € G}).

O resultado que segue é bem conhecido e sua demonstragdo pode ser encontrada,

por exemplo em [1].

Proposicao A.11 A aplicagdo:

ﬂ:g;——»G’(:v)

definida por:
Alg-Gz) = 9(z)

¢ um difeomorfismo (de variedades diferencidveis). Em particular, se G, = {Id}
entio G(z) € difeomorfa a G e, portanto, um grupo de Lie com a estrutura induzida

por f3.
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Proposicio A.12 Seja ¢ € R" tal que G, = {Id} e V =TN, o espago normal a

G(z) no ponto z. Consideremos a aplicagio:
U:GxV— R" definida por:

¥(g,v) = g(v)
Entdo existe uma vizinhanga V. de x em V tal que a resirigio de ¥V a G x V. €

um_difeomorfismo sobre uma vizinhanga aberta Q' de G(z) em R".

Demonstragdo.  Estd demonstrado em [1] que ¥ é um homeo sobre uma vizinhanca

aberta §)'. Como ¥ é também difeo local o resultado segue O.

Definicdo A.14 Seja Q C R" um aberto G-invariante. Podemos entdo definir uma
representagdo I' de G em L*(), C) por:

F,(u)=uog™' Vg€G

(onde L*(Q, C) € o espago das fungies de Q em Cde quadrado integrdvel).
E’fa’cil ver que I' €, de fato, uma representagdo unitdria de G que denominaremos

representagao quase regular de G em {).

Para a demonstragao do resultado principal desta se¢do precisaremos do seguinte

resultado técnico:

Lema A.2 Nas condi¢ées da proposi¢io A.12 (e usando a mesma notagdo) indi-
quemos por du a medida de Lebesgue em R", dg a medida de Haar em G e d a
medida em V. induzida por du. (ou seja: se {vi,...,vn_k} € base de T,V. =V,
dn(vy,...,vr) = dp(viy. oy Vnoky w1, ..., wi)  onde {wy,...,wx} € uma base ortor-
normal de T,G(z)).

Vale entdo a igualdade:

(U*dp)(g) = 0(v).dgy.dn,
onde
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0: V.- R
€ uma fung¢do continua e posiliva e
U*du

€ o “pull - back” de dp por V.

Demonstragao. Indiquemos por:
{X1,...,Xn_k} uma base de V
e por:

{¢.Y1,...,9.Y}} uma base de T,G
(Y1,...,Y, s@o matrizes antisimétricas).

Um calculo simples mostra que:

(Uedp)(g,v)(X1y- -y Xnky9.Y1,...,9.Y%) =
dngo (X1, .oy Xk, Ya(0), ..o, Yi(v)) (A1)

Fixada entdo uma base ortonormal de T, V., {vi,...,vn—k}, definimos uma k-forma

w? em G pondo:

wy(9.Y1,...,9.Yk) = (¥*dp)(viy- - - »Vn—ks 9Y1,. -, 9.Y)
(porA-12) dptg.s(viy - .y Unok, Y1(0), . .., Yi(v))

E facil mostrar que, w” é uma forma invariante em G e, portanto,
w” = 0dg

onde 0 é constante positiva, para cada v. A constante ¢ depende continuamente de
v pois:
O(v) w'(9-Ya,-.,9.Yx)
o) ~ wilg Va9 Ye)
d,ug_u(vl, vy Vs Y2 (905 + - + 5 Y3l 0))
dpty (V1o Vneiy Ya(2), -+, Yi(2))
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Finalmente, sejam :

{X1,...y Xn-k} base de M=V
{9.Y1,...,9.Y} base de TG
{wy,...,w} base ortonormal de 7,G(z)

Temos:

(dnudgg)(Xh s 7Xn—kag’)/l) o eE ,g-yk)
= dnv(Xl, s >Xn—k)-dgg(g')/ia R ag-Yk)

1
= duv(Xla'-"Xn—k,wl,...,’wk)'b(_v)‘w;(g')/l,---,g-)/k)
1
= mdﬂu(Xh...,Xn_k,wl,...,wk).d,ug.,,(vl,...,vn_k,YI(v),...,Y}c(v))
1 v
= mdﬂg-U(AI""aXn—k,Yi(U),...,Yk(v))
1
= m(\p*dx)(xla"',Xn-k,g-}/'],...,g.}’;c)
Portanto:

U* dz = 0(v) dndg

como queriamos 0.

Teorema A.8 Seja O C R" um aberto G-invariante e suponhamos que eziste x €
R" tal que G, = {Id}. Seja ainda o € G de dimensdo d, e V. como na proposi¢io
A.12.

Entao, dado um conjunto ortonormal em L*(V.) (com relagio a medida 0dy, 0
do lema A.2 acima) de fungdes continuas: {fi,...,fs,} podemos estender as f; a
fungées f; de tal forma que {fl, ,fa.} seja um conjunto ortonormal em L*(Q) ,

satisfazendo as seguintes propriedades:

i) T restrita ao subespago gerado pelas f; estd na classe o.
i) fi € M,.
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Demonstragao.  Vamos usar as notagoes da proposicao A.12.
Seja T : G — L(V) uma representagao de G na classe o.
Escolhendo uma base ortonormal de V, a representacao pode ser dada indicando,

para cada g € G, a matriz de T, em relacao a esta base:

an(g) .- ai,(9)

A =
g - d adal (g) »sie a’dada(g)

Seja Q' a vizinhanga de G(z) cuja existéncia é assegurada pela proposigao A.12.

Definimos d, fungdes f;,. .., fq, em L*(') por:

fi(gv) fi(v)
s = A | :
fa.(gv) i, (v)

E claro que as funcdes f; sio L. Agora, se h € G temos:
T fi(g-v) fi(h™ gv)
Fhfd;(g-v) fda(h."lgv)

_ . fi(v)
= A(7).Alg) |
oL fa,(v)
fi(g-v)
= AR)|
fa,(g-v)

Isto é, a matriz de I'y na base {F1,---, fa.} é Alg).
Estendemos f; a £ pondo f; =0 em 0\ Q. Vamos provar que {fi,..., fa,} é um

conjunto ortonormal.
/nf"‘fjd'“ = /Q,f,-..f,-d_u
- /va (fi-fj)0¢¢*dy
= /G (3" @inl9) fa(0)) O ajm(9)-frn (v))9* dus

xVe 1
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lema.2 /U XV‘(Z in T fr o) 0(v) dgdr
S aon @), (aTm(0) dr) dg
= L(; ainajn) dg

= [ éidg
65

Como a matriz de I'y restrita ao subespago gerado pelos f;, relativamente a uma
base ortonormal é A(g), a afirmagéo i) segue imediatamente.

Resta mostrar que os ﬁ estdo em M,. De fato isto resulta imediatamente da
unicidade da decomposigdo quase-regular garantida pelo Teorema A.4. Podemos,
porém, fornecer uma prova mais direta.

Seja P, : L*(2) — M, a projegao do teorema A.4. Indicando por (., .) o produto

interno em L%(Q) temos:
(Pofisu) = [(Fiog™, u)diRalg)dg
= [(Tas9)-5;, u))d, > a(9) do

= Y Afi, u)/aij(zakk)dadg
i g k
= (fi,u)

(Na tltima igualdade estamos usando a proposi¢io A.7) O.

Corolario A.1 Nas condigoes do teorema A.8, toda representagdo unitdria e irre-
dutivel de G € equivalente a um nimero infinito de subrepresentagées da representagio

quase-regular ' de G em ).

Demonstragao. Imediata a partir do Teo A.8. 0O

Gostariamos agora de fazer alguns comentarios sobre a hipdtese
Gla) = {14)
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que aparece no teorema A.8 (Um ponto z € R" com esta propriedade é dito um

ponto livre).

1. Suponhamos que G C O(n) é um grupo finito.Neste caso, sempre existe um

ponto livre.

De fato: para cada g € G\ {Id}, o conjunto U, C R", formado pelos pontos
z € R" tais que gz # = é um aberto denso. Basta entao escolher z € NyecU,

que € nao vazio pelo Teorema de Baire.

2. Suponhamos agora que G C O(n) é comutativo.

Podemos entio escolher uma base ortonormal em R" tal que todo g € G tem

matriz nesta base da forma:

[ cos(0;) sen(6,)

—sen(6,) cos(0;)
cos(b;) sen(f,)
—sen(6;) cos(2)

cos(0r) sen(b)
\ . —sen(0;) cos(6)

Se as coordenadas de z nesta base sio dadas por: z = (1,1,...,1) entdo é facil

ver que z € livre.
3. Se dimG < 2 e G é conexo, entdo G é comutativo,e recaimos no caso 2).

4. Se dimG > 2, existem exemplos em que a hipétese G, = {Id} se verifica (para
algum ) e outras em que isto ndo ocorre (os exemplos deste item me foram

mostrados por R. Miatello).

Consideremos, em primeiro lugar, o grupo G = SO(k), k > 2, imerso em SO(n)
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da forma usual (n > k).

(au cee A1k 0 0\
ayy ... Qi ' i .
€ SO(IC) — agl a(;;k 0 0
A1 .. Okk . . I
: . n—k
\ 0 ... 0

Dado z € R" temos ou G, = G (se as k primeiras coordenadas de z forem

nulas) ou G, ~ SO(k — 1) (caso contrério), e nao existem pontos livres.

Para ver uma situagao diferente, consideremos a acéo de O(n) no espago M,(R)

das matrizes reais n X n por multiplicacio & esquerda: 7(g).b = g.b.

M,(R) é um espago euclidiano com o produto interno, invariante pela agao
de O(n), e, portanto, 7(O(n)) C O(M.(R),(, )). E facil ver que, para todo
be GL(n,R) (isto é: detb+# 0 ) temos: Gy = {Id}.

. Queremos agora mostrar que a hipétese G, = {Id} € essencial para o teorema

A.8. Para isto tomemos G = O(2) e @ = {z € R® | z < 1}, o disco aberto do
2

R

Os elementos de O(2) podem ser identificados com as matrizes:

r= [ ) senld)]

(a rotagao de angulo —¢).

w= [l e ] =0 S]] S

(rotagio de angulo —¢ seguida de reflexdo em torno do eixo das abcissas).

Definimos uma representagao de dimensio 1 (e, portanto, irredutivel de G) por:

Rﬁ——»l

R 1 , Vé € R
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Se & = (rcosf, rsend) € §) entao R¥(z) = z e, portanto, G, # {Id}.

Vamos mostrar que a representagao acima nao é equivalente a nenhuma sub-

representacao da representagao quase regular I' de G em (0.

Raciocinando por contradi¢ido, suponhamos que esta subrepresentacao exista.

Teremos entdo uma funcio f € L?%() nao nula, tal que, para todo ¢ € R

FRf_(f) = f
FRi(f) = —f

e entao, usando coordenadas polares:

fO(R‘i)_i = f = f(rn0+4) = f(r0)
fo(RY)" = —f = f(r,~0+¢) = —f(r,0)

(E claro que as igualdades acima valem apenas fora de um conjunto de medida

nula).

Se f é continua isto ndo pode ocorrer, pois entdo teriamos igualdade para todo
(r,0) e, tomando § =0 :

f(r,é) = f(r,0) = —f(r, )

de onde seguiria
f=0
contra a hipdtese.

Resta-nos mostrar que podemos, de fato, assumir a continuidade de f. Para
tanto lembremos que o teorema A.4 afirma a unicidade da decomposigio em
soma direta de irredutiveis. Vamos entao usar uma decomposi¢io especial da

representacao I'.

Primeiro, escrevemos L?(§)) como soma direta dos auto-espagos do Laplaciano -
(com condigao de Dirichlet). Como a representagao I' comuta com o Laplaciano,
segue que cada auto-espago é invariante por I'. Decompondo agora cada auto-

espaco em soma direta de irredutiveis obtemos uma decomposigao de I' tal
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que os somandos sdo constituidos por fungoes continuas. Isto prova o que

queriamosO.
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Apéndice B

Calculo de Alguns Operadores de
Fronteira

O passo mais dificil na demonstracio dos resultados principais do Capitulo 4 foi
provar que certos ‘operadores de fronteira’ nao tém posto finito. Para isto, langaremos
mao de um método desenvolvido por D. Henry (ver [3]). Tendo em vista que o texto
referido ndo esta (ainda!) publicado, faremos, inicialmente, uma exposigdo sucinta

do método.

B.1 O Método

Seja b : R" — C”"" de classe C"*2(1 < j < n), c: R" — C”" de classe Ct! e

consideremos o operador:

= 0
L=AI+) bj(x)'é_ + ¢(z)
=1 Z;

Vamos primeiro construir uma solugio assintética formal (quando w — +00),

w = ews(z)qs(m,w) _ ewS(z_) (450(1;) + -21;¢1(x) + (217)24)2 + .. ) (B.1)
de:

L (ews(x) (¢0(z) + 2%¢1(w) ¥ )) — 9weS |
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com:

U)o

Il
Q
o

onde Sjaq = 40, Re%laQ >0,
e : 00 — R é uma funcio lisa tal que Vaad # 0 em supp{go,1,...} e de fato
assumiremos | Vaqf |= 1 na regido de interesse. Usando a equagao B.2 (e fazendo

¢; = 0), obtemos:
0 = Lu—2we”f

= {Z (2w)' (A + Lj1 — f;) + w2<VS)""¢} (B.3)

320

onde:

A¢:VS-V¢+%(AS+b-VS)-¢
Escolhendo S tal que:

VS?=VS§-VS=0 (B.4)
obtemos:
S(z(t,y)) = S(y+tN(y))
) 12
= (y) +t—5 aly) +
t3 2 .0q 2 4
= & (a1 Va0 P i - ) + o) (8.5)
onde:

o t = tdist(z,00)

e y é o ponto de 9N mais préximo de z (estd provado em [3] que (t,y) é um

sistema de coordenadas na vizinhanga de 9f2)
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e K = DN é a matriz de curvatura
° ¢(y) = Veal(y) - K(y) - Vonb(y)
o & =V5salVaq
e escrevemos H = trK para indicar a curvatura média. Escrevendo:

¢; = g;(y) + 1b;(y) + %%j(y) +

. 1?2 ..
fi = fily) +1f;() + 5 fi(w) +
teremos apds alguns célculos (que indicaremos com mais detalhes a frente para o caso

L=A+)):
Agj+ Léjs — fi =
(1a+zaaa)g,-+éﬁj+(Aan+A+b-Van)gj—1+
(H+b:-N)gja+ i — i+

3895 — 2K - Va0 - Vaag; + (%Ot —q+ i%) é; + bi+
(VoaH + &%) Voagi—1 — 2diven(K - Vong;-1)—

+
b-K -Voagi—1 — (tr(1<2)+AaQ+,\+3N)¢, 1+
b- Van‘ﬁ; 1+ (H+b- N)d’] 1+¢J 1 fJ
O(t?) (B.6)
onde:
a = H—q+ihog+b-N+ib-Vaab
B = —tr(K)—qH—-¢+3-|K- Vol | +z@+zaa—1;[—
2idivg K - Vaql — b-]\’+gll N —1b- KV 0+ng— Vaql
1d1VsQ an q ON t an N an

Os coeficientes de ¢ podem agora ser obtidos comparando coeficientes na equagao

B.3. Por exemplo, tomando j = 0:

do = (1 a+ 1660) go+ fo  (do coeficiente em t°)
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, 1 .
¢ = —Eﬂgo + 421K - Vgal - Vaeago —
1
(2 —qg+iz ) $o+ fo (do coeficiente em t*)

E, tomando j =1:

b = _<1a+z-§—0> —(Boa+ A+b-Van)go— (H+b-N)do—do+ fi

De fato, iremos precisar de mais termos, mas vamos mostrar primeiro que esses
célculos formais permitem encontrar uma solugédo aproximada do nosso problema.
Seja:
v.= Bz (eiweg)
(isto é: Lv € KerL, v 1l KerL, wvpq = e“fg )
onde | Vaql |=1 em suppg € 0 e seja:

1 .1
—2¢2+---+(2—w)w¢N)

u = e”S(@) (¢0(x) + 2%451(1:) + (20)

satisfazendo:

(VS)2 — O(|t|N+2)
Agi+ Lia = O(|t]VH)

quando t — oo (j=0,1...,N ¢_,=0)
com:

Pijoa = 9 para j =0, 0 para 3 >0

Temos entao:

Lu = {Z (2w)'™ A¢J+L¢—]—1)+w2(VS) ¢}

32

N

{Z 1 ]tN+]—JA¢]+LQS] 1 1N ¢ 1 ‘2tN+2(VS) ¢}

J tN+1-j + (2w) tN+2

O

wS
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{N+1-j {N+2

. (mv'%qﬁ?uw|b

= Ow”

N
= ()N {L 2tw)N+1-jA¢j+L¢j Sy L 4(21, )N+2(VS)2¢}

quando w — 400, uniformemente para —6<t<0 (6>0)

Seja X funcgao de classe C*® que se anula quando dist(z,00) > b, X =1em
uma vizinhanga de 0f2.

Entao

L(Xu) = Ow™)

1wl

Xuppn = ge

Agora, v = Br(g - €?) é a solugao do problema:
m
Lv = quaj(m) em ) (para certos qi,...,¢m € C)
1=1
tal que:
von=g-¢ e [ 7(e)-0o(e) =0, paraj=1,...,m
Q
As fungdes {o; , 7;} sdo fungbes lisas tais que este problema é bem posto: a

restrigio de L a W2>? N W7 N {‘rj}l é um isomorfismo sobre um sub-espago fechado

de L?(£2), com um complementar dado pelo fecho do espago gerado por: {71y s Tm}-
Seja:
m
z=Xu—v— Y 17
=1
com os 7; € € escolhidos de tal forma que: fo7xz =0 (k = 1,s..ym), isto &

ZTJ/TkTJ—/XewS (¢0+—‘+ s (21) ¢N) - Tk

Se supusermos que 02, os coeficientes b; e c e g, 0 s@o lisas segue (ver [?]) que:

r; = O(w") quando w — o0
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Além disso, se {1,...,%,} € uma base para o nicleo da adjunta L* entao:
oy = v — L*b:
zk:Qk /Q Vi '/‘,‘)"/)J v Pjv

_ 0% i
/an 3Nge

= Ow™)
Portanto ¢, = O(w™") e segue que:
Lz = O(w™) uniformemente em (
Zloq = 0 z_l_’T)c (k=1,...,m)

e entao:

| z [lyzpr = O(w™) quando w — +oo

Assim, por exemplo, (supondo p > n para que W27 C C1(Q)) :

Y iwh iwd al -3 -N
WBL(Q ‘e )|39 =e (wg & JZ::O (2w)7¢; | +0O (w )
quando w — 0o uniformemente no €2, com os #: calculados conforme indicado

acima.

B.2 Caélculos para o operador I'

No capitulo 4 precisamos mostrar que o operador I' definido por:

9 0
o — Re{ g}% ﬁBAH (‘7 giN ) + %\% EWBAH (a 6%% )}wnnv

nao tem posto finito, embora Re ( g‘,% . % ) = 0 em I2NV. De fato, veremos que,
se I' tem posto finito, entao obtemos vérias igualdades envolvendo derivadas de ‘%‘(’7
e a%% que foram usadas no capitulo 4 para conseguir uma contradigao.

Aqui o deve ser uma fungéo par em relagao a um grupo compacto G C O(n) isto

é: 00g=0 VgeG.
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Suporemos também que existe em 92 um ponto livre sob a acdo de G (isto é: G, =
{g € G| gz =z} = Id). Nessas condigdes, o conjunto dos pontos z € 9 com esta
propriedade é um aberto denso. (ver [1] Teor. 3.1). Iremos, entao trabalhar em um
vizinhanga do 0f) onde todos os pontos sao livres.

Usaremos o método descrito na segao anterior ( e também a notacdo ) com L =

A + X. Teremos, apds alguns célculos:

3

S(9) = i0) + $i(3) -1+ S - 5+ S2(0) - 5+

com:

S5 =1

S, = —¢q

S; = —q2+3-r+i%

Sy = —3q3+9-q-r—6i0’Kq'—12-s+i§ (gq2—3-r—i%)
onde ‘'’ indica derivagao em relagio a variavel y (ou Vaq ), ¢=0"-K - ¢,

r=0 .-K*.0,s=0 K¢,

e entao:
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Agj+ Lpja— f; =
(%a + i;’—o) g+ Hbiy+ dja + (Doa + ) gjo1 — f

vy (3P0 —2K0G+ (=i —a) i+ 6+ (Aon + A= tr(K™) dj +
H¢J 1+ ¢J 1 + H'gJ 1 ZdanQKQ;'A - fj

Lygs — 'd; + 6iK0'g} + (Ss + B)d; — 4iK 0§, + (3o + i — 2q) di+
2 2tr(K3)¢J 1+ (Aaa + A — 2tT'(K2))¢J 1t H¢J -1 + ¢J 1
2| tr(K?)gj_y —4KH'g,_; + 6divan K?g}_; + 2H'¢)
4divan K ¢, fJ

+
les

369; + Sa'g} + 6 - K'gy — 24K°0'g} + (Sa+ 57) &5 — 3¢9+ )
18i K20'¢, + (3 ﬂ+3S3) i+ (3 a—3q+za,,) ¢+ ¢~

g | 6iKOF: — 6tr(K*) i1 + 61r(K%)dio + (Do + A — 3tr(K?))¢;_+

3

+ 35 | e T e
HqSJ , + ¢] L+ Ztr(KB) giq + 18K?H'g)_, + 6tr(K3) Kg;_\—
24d2"(.)agl( — 12K H' ; " 3tr(K2)¢ a+ 18dzvagK2¢J .+
\ 3H'¢;_, — 6dme¢
onde:

a = (H —q+ iAagB)
9 .0H
B = |—tr(K?) —qH + S3+ i—— — 2idivaa(K ')

90
HSs+ 2tr(K?)q + 2tr(K3) + Sy — 12 (tr(K?) + H)—
7 Asqaq + 6idivag (K20)'
HSy — 3tr(K?)S5 — 6tr(K?) - g — 6tr(K*) + Ss+
§ = | 202tr(K?) 4+ 6iK0'tr(K?)H — 3¢'H' + 181 K0’ H'+
AsaSs + 6diveg K ¢ — 24idivgg K30'

Tomando entao j = 0, obtemos:.
; 0 1

R W e B.7
b= (ig+30)s (B.7)
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g 6 . 1 :
1
(27 -+ GZI(2V399 Vaa — Vaaq- Van) g+
(B — 4iKVaal - Vg + Ss) do +
9 1 .
55 + CY - 2‘1) $o (B.9)

. 1
—¢o = (Vansa Voo + 6K - Vanq - Vag — 24iK°Veal — Voa + 55) g+
3
(~3Vang: Von +18iK?Vand - Von + S+ 57) do +

GZ.K Vaﬂg Van + 353 + ,B) ¢0 +

( —-3q+ a) ¢0 (B.10)
Tomando j =
—d1 = (Aoa+ g+ Heo+ do (B.11)
—d = VeaHVang — 2diveak - Voag + + (—tr(K?) + Aog + )) do +
H<}50+'q'50+<680—q+ a) 1 (B.12)

—$, = (~tr(K?*)'Voq —4KVoaH - Von) g + 6divaaK® - Vong +

(2tT‘(I(2) + 2d1'039H dzvan) {50 == 4dzvan_[{ < Vagq'éo +
(—2tr(K?) + Aon + A) do + Heo + b0 +
(—

)
4iK - Va0 - Voq + S+ B) 1 + ( = Ot o ) 1 (B.13)

00
Tomando j = 2,
~ ¢ = Hpi+ 6 (B.14)
~§s = (~tr(K?) +Don + ) b + ks +
;)
¢ + (z%“Q'*- 01) é2 | (B.15)
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Tomando j = 3,
~¢s = Hy+ ¢ (B.16)

Nos nossos céalculos, queremos o a valores reais. Sera conveniente, entretanto,
iniciar os cdlculos com a exponencial complexa e depois tomar a parte par em 0.

Ao longo dos célculos podemos (e iremos) desprezar os termos impares em 6. Temos

entao:
1‘\( in) = R Qfﬁ,iB ( 1w Qg) @EiB ( | piwl gcﬂ)
e g = 1€ aN gy atr\9° € an )T an gN a+a\7 ¢ aN
. . 1 . 1 .
- Re{ewo[% ("‘"Ua%% +¢0+§w“/’1+w¢2)+--- +
. 1. 1 .
a%% (“"Ugﬁ +‘P0+E<P1+W<P2)+...]}
iw e 0 9 oy
= Re{e [w-o 28 34 + (36 do+ 55 o)+
L 7 sp g o
%(a_ﬁﬁbl—i- 5‘}%901)4'
1 d¢ i oy
(2w)2(3_ﬁ¢2+ 5;%902)4----]}
Portanto:
['(ocoswh) = Re{parte par em 0 de (eiwe-Qwagl% %)}+
Re{parte par em 6 de (eiwo(gj%¢0+ g]%sbo))}‘F
O (1/w)
Agora:
Re{parte par (ei“’o-2wa a%‘% g—‘ﬁ)} = %-acoswﬂReg}% ‘%'%
= 0
e:

Re {parte par (e’w ( aﬁﬁ v,l)o + % 900))} =

-

107



ocoswl(q — H) Re(g]% . g}% +
o - Agnfsenwd Re(a%% : g;%)+
do 8
-a—asenwO Re(a% . g—’]%)-{-

0
asenw@-a—e Re(aﬁlﬂs . gj]é) -0

Portanto:
(o coswh) = O (1/w) quando w — +oo

e devemos calcular termos de ordem mais alta em (2—1(;)

Para simplificar a notagao, denotaremos por T' o operador
T : u— Re (parte par em 6 de (e“”gu))

epor ony e Py as derivadas de ¢ e 1P na diregdo da normal ao 9€2. Nao é dificil

ver, ( usando Re (pntn) = 0 ) que, se M é um operador diferencial de ordem < 1
entao:

T (on - M(¥n) + ¥nM(pn)) =0

Levando isto em conta, teremos:

T (v +ow) = T (o (7 (oom) + o 57 wom)) ) -
T (¥~ (Asa(opn)) +en (Aea(opn)))

Agora observemos que:

62
0 = w(@mbzv)

oenyn O 9
200 00 T PN g PN TN PN

e, portanto:

2 2 2

T (@bNﬁ(a(PN) + ‘PNéﬁ(U%/)fv)) = T (U%bNgg—z(soN) + 0<PN§9—2(¢N))

_ O¢n OUN
= —20coswl Re( 0 30)
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e, analogamente:

T (pnDoa(cen) + onloa(opn)) = —20 coswld Re (Vaapn - Vaatdhn)

Portanto:

! dpn 0
['(o-coswh) = a-;coswﬂ Re(VagcpN-Vm¢ __gai\’_._g)?”)_l_

O (w'z) (B.17)

quando w — +00.

Para que I' tenha posto finito é necessério entao que o operador:

0 en 9
O — o - coi)w Re [(VamPN - Voan) — (%%N ' %[)0]!)]

tenha posto finito (0 deve ser fungdo par ) . Para isto é necessario que:

Re [(VamPN -Voayn) — (%M ' %\i)} =0

Agora vamos precisar de alguns resultados auxiliares.
Lema B.1 Seja X um caracter do grupo (compacto) G C O(n) e
My ={u€ L*(Q) | uog=X(g) - u}

(conforme definido em 2.11).
Sep € My, 1t € Mg (e sdo suficientemente lisas) entao:

Re (6"01" . N

o, 37’2) =0 para 1,72 em T,G(z)

(onde T,G(z) indica o espago tangente a érbita de x no ponto z).
Demonstragao. Seja 7 em T,G(z) e v: R — G uma curva lisa tal que:
7(0) = Id, ~'(0) = A,
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com A, escolhido de tal forma que: 7= £ (7(t)- Z)j1=0"

Se u € My temos u(y(t)-z) = W) . u(z) e entéo:

or dt|t =0
= 0" (7(0)) - ()()
= '1,0 Id (A,) u(:c)

Ou  _ () . o
)

Se, agora v € My

_a_u : @_ = i9,1d (A,—l) U(l') ’ —ialld (A‘rz) ’U(.’B)

or, 0ny
= 0'14(Ar,) 0'1a(Ar,) - u(z)v(z)

Portanto:

don OYN)
Re(aT1 . 372) = 0'14(A,,) Re (on-¥n)
0

0.

Lema B.2 Se u: 00 — R € funcgio par (uog=u) e lisa entdo: Voqu L G(z).

Demonstragao. De fato, usando as mesmas notagdes do lema B.1 :
u(r(t)-2) = ula) =
Voqu:-7 = %u:euh(t) - z)
d
= Eu:ou(x
= 0

0.

Lema B.3 Se V. € uma vizinhanca, do espago normal a G(z) no ponto z entao, dada
uma fungdo continua em V, é sempre possivel estendé-la a uma fungdo par em §).
Como consequéncia, Vu pode ser qualquer vetor normal a G(z), mesmo impondo que

u seja par.
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Demonstragao. E consequéncia imediata do teorema A.8 O.

Teorema B.1 Seja G C O(n) subgrupo compacto que possui um ponto livre em 0f)
e tal que a codimensio de G(z) em 0N é > 1. Suponhamos ainda que ¢ € ¢ sao

auto-fun¢ées do problema de Dirichlet para o Laplaciano em §) satisfazendo:

dN 0N

Entéo se o operador T' acima definido, (com dominio nas fungées pares e lisas de

Re (acp %) =0 em uma vizinhanga V de 0S).

08) tem posto finito devemos ler necessariamente:

Re don . % =0 em uma vizinhang¢a U de O}
or Ot

para todo vetor T no espago tangente a 02 NU.
Demonstragao. Como vimos acima para que I' tenha posto finito devemos ter:
Re (Vaaen - Voatn) = Re((Vaapn - Vaal) (Vibn - Vaq - 0))

para toda funcio par com Vg0 = 1 (usaremos, daqui em diante “ V ” ao invés de

“Van ” para facilitar a notagdo). Escrevendo:

" 0pN ", Oen
Von =73 i + - T
i=1 67—'. i=§-l aT’.
com:
{ 7,...,...Tm} € espago ortogonal a G(z)

{Tm41,---,Tn} € espago tangente a G(z)
e analogamente para Vi, teremos em vista dos lemas B.1, B.2, B.3 acima:

T Opn OYn  , Opn Opn _
ReZ or, . or, ——ReaTk 9, E=1,...,

=1

Se m = codim de G(z) em 02 é > 1, seguira que

don 0w
Fe ( oT; ' oT;

Para ¢ > m esta igualdade ja foi provada no lema B.1 ~ O.

):0 para 1 =1,...,m
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Observagiio B.1 No caso em que codim G(z) no 9 é = 1 nada podemos concluir
sobre a derivada na dire¢io ortogonal a OS).
Isto ocorre, em particular, quando G € finito e §) C R’. Precisamos entio calcular

termos de ordem mais alta em 1/w. Podemos porém supor, daqui em diante que:

Re (VLPN : V¢N) = He ( or or

onde T € um vetor no espago tangente ao 9 e ortogonal a orbita de G.

Fazendo as substituicbes na férmula B.14 (e eliminando termos despreziveis )
obteremos:
¢ =

(—8¢ + 3iAsnb) 279
+(2¢ — i8sab)Asag
+85K - VOVyg
+2divgn K - Vg
-+ (—iAaQ %g + Qi%Amg) } termos de ordem 3

termos de ordem 2

Tomando g = o obteremos ¢, e tomando g = g1 obteremos 1/}2.

Para obter uma forma mais conveniente para a expressao T’ ((ch,bz + 1/)N1,Lg) , pre-
cisamos manipular os operadores diferenciais acima. Isto é bastante trabalhoso, mas
nio apresenta dificuldades teéricas maiores. Para dar uma idédia dos célculos envolvi-

dos consideremos, por exemplo, o operador —i % Aaq (usaremos que Re(enyn) =0).

112



Temos:

{ [’(‘bNaeAaﬂ YN U) + ¥N 3¢ a6 A80(¢N 0’)]} =
g {_i ¥ngs (9Bonwen +2VenVo) + N (0Dsa¥N + 2VN - VU)]} =

T{~i [¢w (- %AamoN) +92. Apapn +25 (Vo - Ven)  +
PN (0’ Aam/)N) 4 & 2 A80¢N + 239 (Vo - Vipn) ]}

T{~i [29n (& (Vo Vo)) + 2en (& (Vo - Vem))]}  +
T < —io [z/)N (agAamON) +en (aoAaﬂ‘pN)]} *
T —zaa [¥vnDasapn + QONAamPN]} =

T{ —2i [dw (ao(VU) V‘PN) +
YN (VU ao(v‘PN)) +eN (VO’ 69(V¢N )]} +

T{'I,J [AGQ‘PN 39¢N + ABQ"!)N 26 PN + 239 (V(PN V¢N)]} -
2 senw@‘z—‘; Re(Ven-Vin) =

T{~2i [Vo - (¥nd (Von) +on - 5 (Ven))] -
o senwl Re [(AamPN)g%'(PN + (Noa¥n)z5en|  —
20 senwﬂ% Re (Veon - Vipn) -
2% senwd Re(Von-Vin) =

T{2i [Vo - (S~ Von + 5Ven - Vibn)| }
o senwf Re [AaggoN - Zpn 4+ Asatdw - ‘36—990N] -
=7 senw@—{f—e [c Re(Ven-Vin)] =

—2 senwl - Vo Re [(56—97,&1\; : chN) + ((%‘PN ; V¢N)] _
o senwf Re [ABQSONB(,%[)N + Aao¢~§—g<pN] _

20 senwl Reao (Ven - Vibn) -
23"- senwd Re(Veon - Vipy)
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Agora, usando que Vopn - Viy = Qgém . Qggi teremos:

T (—z’ [%bN%Aan(tﬂPN) + cpN%Aaﬂ(m/)N)]) _
—20 senwf Rego (Qé‘e# é(’t’kéz) _

2% senwf Re (ﬂ —;ééi) -
o senwld Re (Aag(PN 50 T Aaﬂ"/’N%‘lﬁ) -
2 senwf Re [(3%¢N : V‘PN) + (%SONVW)]

Manipulando os demais termos de forma semelhante, obteremos:

(1/)N¢2 + CPlef =
12qo coswl Re —éﬁf _;ﬁ_m) <
4A 5000 senwl Re (__tm —gffl) +
820 senwl Re (—éﬁf —-‘éﬂ) +

40 senwl Reae (—géy- j;%!) —

o () Vo9 (3)- Yo
20 senwl Re A39¢N+ 3 'AaQSON) -
4 senwf - Vo Re (V(pN X+ Vi - 80) —

20 senwl Re

80 coswd Re (24(K - ve) Vo + 222 (K - V0) - Vi) +

40 coswl Re(Vt/)N K -Voen)

(B.18)

(B.19)

Como estamos supondo codimensio de G em 9§ = 1, teremos ainda, em vista

do lema B.2. P
o
VU % V0

e pelo lema B.1

Opn O _
Re(V V¥tV V¢N>_

0 den 8¢ +3 0 0Yn\ _
20 90 NT59YN 50 60

don iy
a0 00
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e entao:
T (Ynga+onth) =
12 gqo coswl Re (ngl ‘ %éf) -+
4 Apq0 - o senwl Re (ng . Qggl) -+
2 o senwb Regg (g—é“% . %’fé'i) -
2 0 senwl Re ngAsz 4 ?—gf . AcpN) -
8ocoswd Re (% K-V0-Voy+ 28 K -V0-Viy) +
4ocoswld Re(Von- K- Vipy)

Temos ainda (sempre supondo codimensao de G(z) em 9Q = 1):

o Apn = divag (ggf‘ - Vo + vG(av)‘PN) =Af- %OM + %%M + divoa V(o)

e, portanto:
Opn OYn _
Odpn Oy | 0 (Oen 0PN
28050 96 Taa\ o0 @0 ) T
Oen YN
—ab— divgn (Vg(x)'d)]v)—l-——a?' divsq (Vg(x)(pN) (B.22)
K V0-Vgn =g 50+ S K0 Vayon
e, portanto:
On Oon B
0 -K-V0-Von+ —F %0 K -V-Vy =
Opn OYn | Opn
2q- 20 o0 + 7 - K - V0 -Vgen +
6;’5" K -V0-Vuyen (B.23)
[ ]
V¢N K- V"PN =
Opn OYNn | Opn
. . K-V -
4 p ap T ag K VO Vowent
K - Va)en - Ven (B.24)
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e obteremos finalmente:

['(ocoswl) =
1 0 0
——5 ocos wl Re ( gBN K -V0-Ven + g)aN K-V vG(r)‘PN)
1 don O
~53° senwf Re ( 30 - divag (Vg(x)’(/))v) + 0 divgg (V(;'(z)(PN)) +
@) (w"a) (B.25)

uniformemente em 0f).
Em particular, se dim dw = 1, ndo teremos os termos na diregao tangente a G(z)

e, portanto:

I'(occoswh) =0 (w‘a) (B.26)

Portanto, para que I' tenha posto finito as expressées que comnparecem acima
multiplicando ¢ coswf e o senwf devem se anular em O N V.
Como isto nao fornece nenhuma informacao sobre as derivadas na diregdo normal a

-3

G(z) precisamos calcular o termo em w™>. Isto pode ser feito usando basicamente

as mesmas idéias (agora, porém, os célculos sdo extremamente longos). O resultado

final sera:
['(occoswl) =
( termos em w™?) +
- —1/2tr(K') 5/4¢* + 1/4H? + 3/2r — don  Obn
( 1/2 2 Aol + 1/4(A390) o cos wh Re( % " o6 )
1/4acosw0 Re dwaQVG(I) =0 + 2w = dzvanVG(r) . ) +

1/4 o coswl Re dZ'UaQVG(z)(PN divgqaVg I)sz) -

3 ocoswl Re MKZ Ve - VG(z)¢A’+i‘N'[‘,2 Vo -Va I)(,oN) —

o senwd Re (4@— (K 0-Vawyn) + 53 (K VO-Vawen)) +

1/2 0 senw Re (20K - V0 - V) 28 + U8 K - V0 Vo) %) -

K V9 V()en - divaq (VG(I)¢N)+I{ VO - Vg(e)Pn - divag (VG'(r)‘PN)) =
oL« dition (K Vc(r)ll)zv) + %x . divgg (K vG(a:)(PN)) +

o senwl Re

o senwl Re

O (w™)
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Em particular, se dim 00 = 1, temos:

I'(o coswb) = —L%a coswl Re (Q;%N 6;[%;’) + O (w"‘) (B.27)

Temos entao o seguinte:

Teorema B.2 Seja G C O(2) subgrupo finito , e {} C R’
Suponhamos ainda que ¢ e ) sdo autofungées do problema de Dirichlet para o La-

placiano satisfazendo:
Re( g}f,— : c%\% ) =0 em uma vizinhanga V de O)

Entdo se o operador I' acima definido, com dominio nas fungdes pares e lisas de
NNV tem posto finito, devemos ter:

dpn  OPn
i ( or ot

para todo T no espago tangente a O NU.

) =0 em uma vizinhang¢a U de 0

B.3 Calculos para o operador O

Vamos agora considerar o operador © definido por:

5 o
0__,36{ a%% 6—NBA+,\ (a a%% ) + S—,“é 6NBA+A (0 %\% )}wn v
n

2 2 _
com | N |" — [ ¥n | |annv=0-
Os célculos iniciais s3o os mesmos da se¢ao anterior e permitem-nos mostrar que:
O(o coswl) = O(1/w) quando w — oo

uniformemente em Of2.
Raciocinando de maneira ainda completamente anéloga a da segao anterior, podemos

mostrar que:

5 2 2
O(o coswl) = ;[acost(l V‘PNI —lV'l,[’Nl —|a(pN| +|_3%1)0£|)]+

(@) (w‘z) (B.28)
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Mas agora nao temos o anélogo do lema B.1 da secéo anterior; ndo conseguimos
2 2 o W

mostrar que: | %"JTY— — | ngﬂ |” = 0 nas diregdes 7 tangentes a 6rbita de G(z). Por

este motivo vamos considerar, nesta segao, apenas o caso de grupos finitos.

Neste caso, obtemos:

m=dimoN

atpN 2
i-—-Zl | 87','

e, se dim 00 > 1, segue o:

2 2
Oy |6"””| |a“°”| b=1,00,m

Teorema B.3 Seja G C O(n) subgrupo finito e suponhamos que ¢ e P sio auto-

fungoes do Laplaciano satisfazendo:
lon P = |¥n =0 em uma vizinhanga V de OQ).

Entédo para que o operador © tenha posto finito, devemos ter , necessariamente:

| =— atpN | = 5= &PN |  em uma vizinhanga U de 95

para todo T no espago tangente a I NU.

Se estamos em dimensio 2 (isto é dim 90 = 1) entdo da féormula B.28 segue

imediatamente que:

O(o coswl) = O (w—z)

e somos forcados a calcular termos de ordem mais alta em 1/w.

Apés cdlculos semelhantes aos da segdo anterior obtemos:

O(o coswl) = _/\0205;00 (I Opw | | — 1 =5~ 8¢N ) + O (w"*) (B.29)

e podemos concluir que o teorema B.3 ainda vale se eliminarmos a hipétese dim

N > 1. &
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