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Abstract

It was shown by Michelleti l91 that the eigenvalues of the Dirichlet problem for the
Laplacian are 'generically' all simple in the set of the C2-regions with an appropriate
topology.

In tais work we show that tais does not remam true if we restrict our attention to

the subset of regions wich are invariant under a group of symmetries. We also prove,
in some cases, that generically the eigenspaces are irreducible spaces for the action
ofthe group.
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Introdução

Consideremos o problema de auto-valores:

Í Au+Àu=0 em Q
1 «

onde Q C R" é um domínio limitado suficientemente regular (classe C3 é suficiente)
E bem conhecido que os autovalores do problema acima são todos reais e positivos,

têm o +oo como único ponto de acumulação e multiplicidade (isto é: a dimensão do
auto-espaço associado ) finita.

Dizemos que um auto-valor é simples se a dimensão do auto-empa-ço associado é l
e mtí/t@/o caso contrário.

Auto-valores múltiplos podem ocorrer e de fato ocorrem em muitos exemplos
calculáveis mais ou menos explicitamente. E natural perguntar se esta ocorrência é

um íenâmeno excepcional, possível apenas em um conjunto relativamente 'pequeno'
ou 'raro' de regiões. Em um sentido mais preciso: é possível encontrar um conjunto
residual de legiões (isto é: interseção enumerável de abertos densos) em uma topologia
adequada tal que em qualquer região Q deste conjunto os autovalores de 6. sejam
todos simples?

Essa pergunta foi respondida afirmativamente por Michelletti l91 e Uhlenbeck j121
usando métodos diferentes. Uma dem.onstração clara e curta, usando o Teorema
da Transversalidade, pode ser encontrada em Henry l31. No mesmo texto, prova-se
também que o mesmo resultado continua verdadeiro se nos restringimos às regiões
Q que satisfazem uma condição de simetria do tipo: Jç2 = Q , onde J é uma trans-
formação linear ortogonal (J' = J't) e J satisfaz: J2 = /d , J # /d.

Em vista desses resultados 'genéricos' podemos ficar intrigados ao examinar exem-
plos específicos. Aparentemente, auto-valores múltiplos sempre ocorrem nas regiões
em que uma análise mais detalhada é possível.

Os casos do disco e do retâ.ngulo no plano são bem conhecidos. N4encionemos um
outro exemplo: o tliâ.ngulo equilá.Lera no plano. Nesse c.aso existem auto-valores de

multiplicidade arbitrariamente alta (ver Pinsky j101)
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Uma característica comum a esses exemplos é que as regiões exibem, em maior
ou menor grau, propriedades de simetria. Em outras palavras, cada uma delas é
invariante para um determinado subgrupo G do grupo O(n) dos operadores ortogonais

em R". Por exemplo: o triângulo equilátero é invariante para o subgrupo de 0(2)
gerado pelos operadores:

Ó : Z -----F C2rí/3Z
'r : .z -----+ .2

(estamos identificando R2 com os complexos para facilitar a notação). Outro
exemplo bem conhecido é o disco em R', que é invariante para todo o grupo ortogonal.

De fato, são essas propriedades de simetria que permitem, em muitos casos, uma
análise mais fina do problema, por exemplo, através de separação de variáveis. E

tentador conjecturar que essas mesmas propriedades são responsáveis pelo apareci-
mento de situações 'não genéricas' como a existência de auto- valores múltiplos. Isso
é o que passaremos a discutir no que segue. Os resultados que apresentaremos são
relativamente fáceis de enunciar exceto por um ponto: precisaremos utilizar fatos e
a linguagem da Teoria de Representação de Grupos. Como esse tópico não parece
ser familiar à maioria das pessoas que trabalham na área de Equações Diferenciais
escolhemos a seguinte estratégia de exposiçm: No capítulo 2 examinaremos alguns
grupos particulares de modo a apresentar os resultados essenciais com o mínimo de

tecnicalismo possível. As provas das afirmações neste capítulo serão, em grande parte,
postergados para os capítulos seguintes onde estudaremos o problema numa forma
mais geral.

Os fatos pertinentes à Teoria de Representação indispensáveis para o entendi-
mento do problema serão apresentados de forma sucinta no capítulo l e reapresenta-
dos de forma um pouco mais detalhada no apêndice A.

Finalmente, no apêndice B, exporemos a parte mais penosa deste trabalho; os
longos cálculos necessários à demonstração dos resultados centrais.

V



Capítulo l

Preliminares

Muitos problemas de perturbação de fronteira para equações a derivadas parciais
foram estudadas por Henry em l31. Para isso ele desenvolveu uma espécie de Cálculo

Diferencial no qual a variável independente é o domínio de definição do problema
com valor de fronteira.

Exporemos aqui apenas o estritamente necessário para os nossos propósitos. Uma

exposição completa (com as demonstrações) pode ser encontrada no trabalho acima
referido.

1.1 Uma topologia no conjunto dos domínios
Dado um conjunto aberto e limitado Qo C R' e k ? 1, definimos uma sub-base das
vizinhanças de Qo como o conjunto das regiões:

{ À(Qo) l à está numa pequena vizinhança da inclusão

in. : Q. --., R" na topologia de Ck(Qo, R')}

Se ll A -- ànoll Ck é suficientemente pequeno, À é um mergulho de classe Ct de Qo
em R" e, portanto, um difeo Ct sobre a imagem.

Micheletti l81 provou que esta tipologia é metrizável e o conjunto:

Mk(Q) = { À(Q) l à : Q --, R" é mergulho de classe C* }

é um espaço métrico separável e completo.
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1.2 Regiões regulares

Suponhamos que Q C R" é um aberto limitado. Diremos que Q é uma região de
classe C" (ou que é C"-regular) se existir uma função g : R' --, R de classe Cm, da
qual 0 é valor regular e Q = {a l p(3) > 0}.

Se d,: R" --} R está próxima de p em C"(R", R) então Q+ está próxima de Q.
na topologia definida acima. É conveniente em muitas situações, tomar @ analítica

Denotaremos por: Dá//"(R") os difeomorfismos de R" em R" de classe C:" (isto
é: À C -DI.//"(R") « À e À': são de classe C«). .O{/.f"(R") é um aberto em
C"(Q,R"). Se Q é limitada e de classe C« e À : Q --, R" é um mergulho de classe
C" podemos estender À a um difeomorfismo em .Dá//Om(R") ( iStO é : À - .rd e suas
derivadas até ordem m vão a zero quando lal --» oo).

Se t --, À(t, .) C C" (Q, R") é uma curva lisa de mergulhos, podemos estendê-la a

uma curva lisa de difeomorâsmos. Consideraremos as imagens: { ---, Q(t) =h(t,Q)
como uma curva "lisa" no espaço das regiões. Se À(t,x) e âÀ(t,a) são de classe
C" em ambas as variáveis, podemos encontrar um campo vetorial V(t,z) (y : Rx

R" --' R") tal que: $(t, =) = }'(t, À(t, a)) para x C Q. y será .ntão . ««.mocidade da

deformação". Reciprocamente, dado um tal y, a solução À(t, .) da equação diferencial
acima com À(0, a) = a é uma curva diferenciável de difeomorfismos.

ou C'"

1.3 Cálculo Diferencial para
fronteira

perturbações da

Diremos que uma função F definida no espaço ./U. de Micheletti a valores em um
espaço de Banach é de classe Ct ou ai)alítica se /t ----, .F(À(Q)) é Ct ou analítica
(como aplicação entre espaços de Banach). Por exemplo, um auto-valor simples do
Laplaciano para o problema de Dirichlet ou de Neumann em uma região limitada Q C

R" de classe C2 é uma função analítica em .M2(n); qualquer que seja a multiplicidade,
os auto-valores são pelo menos contínuos.

Mais especificamente, consideremos um operador diferencia] não linear formal Fn
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definido por:

Rn(«)(,) = /(a,.[«(,)) p,ra x € Q

onde .L é um operador diferencial linear de ordem m a coeHcientes constantes, diga-
mos:

1«(') 1 «(,);

e /(a, À) uma função lisa dada.

Fn pode ser então ser considerada (com hipóteses convenientes) como uma
aplicação(com domínioaberto) de C"(Q) em C'(Q), ou de Wr(Q)
em L,(Q).

Se À : n ----} R" é um mergulho C", podemos também considerar:

,) (l $ .j $ n); Ú':'',*'«'; .*..)

FÀm) : C" (à(Q))

(W;(À(Q)) ---, L,(h(Q))

Mas então, temos o problema colocado em espaços diferentes dos originais. Para
trazer o problema de volta à região de partida Q, consideraremos o "pula-back" de A:

* : C* (à(Q)) --, C' (Q) (0 $ k $ m)

definido por:

A*(P)

(que é um isomorfismo); e então: À*Fh(n)h*' vai no«mente de C" (Q) em Co(Q)
Essa forma. é mais conveniente se queremos aplicar, por exemplo, o Teorema das
Funções Implícitas (ou da. Transversalidade) pois nos permite trabalha.r em espaços
fixados. Por outro lado, introduzimos uma. nova variável À. É então necessário
estudar a função: (À,u) ---} à*FA(n)à*' quanto à diferenciabilídade. Isto está feito
em l31, onde se mostra (lue, se (y, À) --, /(y, À) é Ci ou analítica então

(À, u) ----, À*FA©)á*'' .), à*-LÀ*':u)
D{//"(Q) x C" (Q)
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é Ct ou analítica respectivamente (outros espaços podem ser usados no lugar de
C"(Q))

Seja agir. t ----, (h(t,.),u(t,.)) C .D{//"(Q) x C" (Q) uma c«rva lis,. A "deri-
vada anti-convectiva":

". - ã; - "«, .).g;
ao longo da curva é dada então por

Dth* Fhtalh''''t = h' Ft.tn\h+'\ -+ h+ FI.(n)h+-'L Dtu

(u(t,,) = À;' h.)

onde:

F'(t)(«)(3/) ,y, .L«(y))

}(t)(")(v) - g(t,p,z"(v))

r''(t(")).'"(z/) - gl{(t, p, -L"(z'))-z'"(s')

(a igualdade sendo entendida entre curvas num espaço de Banach)
Em particular, suponhamos que:

/(t, z/, z«(v)) , V)(a/aP)'«
laj<m

h(f, z) = a + tÀ(a) + o(t) quando Z --, 0

" a derivada â em relação a t, temos:

E à.(o)a")« +
1~1$«

e o último termo, o comutador do operador com À.V, é a contribuição devida à
variação do domínio.

a lt=o'' >l: «.(t)a"' h+''u -

E «.(o)a' ã+

Denotando por
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1.4 O Teorema da IYansversalidade

Uma ferramenta básica para a obtenção dos nossos resultados será o Teorema da
Transversalidade numa versão devida a Henry l31.

Teorema l.l (da [l»ansversalidade) Se/am k e m 7ztímeros i7zZeiros posÍfÍt'os;

X,Y,Z uariedadades de Banach de classe CK; A C X x Y aberto; .f : A --+ Z
uma aplicação de classe Ck e (l um ponto em Z;

Suponhamos qze para corta (=,'y) C f'* Çel

(1) g(.,V) : T=X --» rP é s.mi-/bdh./«. de ú«dic. < k
(2) Ma/e tina das seguintes a/íernatÍuas;

(«) "/(,,d - (g,%) : z=x * %Y'' --, zcz é . ,d.*"«
m di« {a(P.f(',Wn (Z(,,Ü)} » m + ímN'(%(,,d)

Além disso suponhamos que:

(3) (,,y) -- y : /':( ---, }' é a-p,óp,i«, íst. é'

/''(O = UE: Mj é «m« «mão en«mera«/ de c.«juntos Mj ta s qu
(z,y) --' y : Mj --, y é uma ap/{cação p7'ópda, para cada .j Idade (z,,3/.,) C .M.Í

tal que y, converge em Y, existe uma subsequência (ou subnet) convergente em Mj]

Observemos que (3) é satisfeita se f'* (e] é Lindelõf roda cobertura aberta possui
subcobertura enumeráuelJ ou, mais e.specí$camen.te, se f'l (.e) é um espaço métrico
separáuet ou se X, Y são espaços métricos separáveis

Sda Á. {«l(«,p) C ,4}

ym« 1( é-/., c,bico de.f(.,y): .A,-- Z}
E«Zâ. yn« é «m ««/-f' m«g« .«. y . « Í=,VJ -, y ; /''({) ---, y é P,@,:",

yn- é Z«.bé«. /ecÀ«d.. Se {«d Z 5; --m < 0 .m /':(O, «Zã. 6a) {mp/í« e6PJ e;
y«- L {XI( C /(Á,,y)}

lem codimensão >. In em Y.quer ]S] para de$bi.ção de codimensão; em particular Y.it
á magro se e só se cod m K,ft ? l ./.

e
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Observação l.l .A ÀipóZese usua/ é gue ( sda um ua/or regra/ar de / e, portanto,

26a) se t,e7'dca. Se e6P) se uer@ca em um ponto então {nd g $ --m neste ponto

}' q«. «dim R (g) 2 dá«. {Í#j}. S. {«d (g) $ -m ' 2Óa) «/. .«tã. e6W

também Date. Portanto 2(f3) é mais geral para o caso de Índice negativo( em muitos
exemplos o índice é --oo).



Capítulo 2

.A-lguns Exemplos

Iremos nos referir ao problema de auto-valores

r Au+Àu= 0 em Q
1 «=0 em aQ

como o Problema de auto-valores do Problema de Dirichlet para o Laplaciano ou,
mais simplesmente, Problema de auto-valores para o Laplaciano.

De fato, estaremos interessados nos auto-valores do operador:

-A : w' n ni(o) ---- L'(n)

Como trabalharemos ora com funções a valores complexos ora com funções a
valores reais, usaremos, neste último caso, as notações:

H' n Hã(n, c), L2(Q, C) etc... para evitar confusão.
Como a intenção neste capítulo é, primariamente, esclarecer os pontos centrais

do nosso trabalho, procuraremos simplificar a exposição de duas maneiras

1) Alguns resultados não serão enunciados na maior generalidade possível(por ex.
nos teoremas 2.2 e 2.1 as regiões poderiam ser de classe C2 e não necessariamente
conexas)

2) Muitas demonstrações serão adiadas para os capítulos seguintes.
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2.1 O Caso Excepcional: (l; :: Z2 G) Z2 (ID

Suponhamos que J:, . . . ,Jm C O(n) satisfazem:

J:=ld, Ji:#ld Jilk=JxJi 'qi,k=\,...,m

O subgrupo G de O(n) gerado por Ji, . . . ,J. é então isomorfo a
Zl2 G) Z2 a) . . . © Z2.

Vamos nos restringir às regiões Q que são G-s métricas ow G- n aráanles (isto é:
g(Q) = Q, Vg C G) e usar, nesse conjunto, a topologia induzida pela descrita em l.l.

Queremos mostrar que, nesse caso, os auto-valores do Laplaciano são, generica-
mente, todos simples. A prova é, essencialmente, a mesma de Henry l31 para o caso
G= Zl2 mas acreditamos que sua apresenta,ção aqui será útil para ilustrar técnicas
que serão utilizadas nos outros casos.

Para reduzir as dificuldades técnicas vamos impor ainda que as regiões conside-
radas sejam conexo e de classe C3

2.1.1 Uma Decomposição Conveniente em L2(Q)
Seja .r : G --, C \ {0} satisfazendo:

.Y(1) Â'(g ' h) ..Y(A) , vp,À c G

Tais funções são denominadas caracteres de G (falaremos mais sobre
isto adiante). No caso presente, .Y é sempre carácter real isto é
Â'(g) = :LI Vp € G (De fato: g' = 1 :> ,Y(g') = 1 ::> .Y(gy = 1) Considere-
mos o espaço Mz definido por:

Mx l,'(Q) lu og': Â'(g) . «,vg c G}

(No caso Â'(g) = 1, Vp; tenloAsüX.$g'' = u Vp, para u C M,r ; chamamos tais funções
pares). Como A(u o g) = (XbÓ),'-À/x é invariante pelo Laplaciano.

Além disso, L'(Q) pode ser escrito como soma direta ortogonal dos espaços .A/x
para 'Y variando no conjunto dos caracteres de G. De fato: para cada ,Y podemos

8



l
© E .r(g) « .g

g€G

l

(onde la indica a cardinalidade de G).

Mx = ImPx

2.1.2 Genericidade dos auto-valores simples
Vamos estudar o problema inicialmente em cada espaço MÂ'

Lema 2.1 Se G = Z2 © Z2 G) ' ' ' © Z2 , os autora/ares do operador;

-A : Mz n #' n 4(n) ----, Mx

são todos simples para um conjunto residual de ngiões ç} de classe CS conexas e
G- sim étnicas .

Z)emonsZração. Seja Qo uma região G-simétrica de classe C3 e

.E = {ã : Qo H R" mergulhos de classe C3 equívariantes (isto é: Aog = goÀVg c G)}

(Note-se que A(Qo) também é G-simétrica)
Consideremos a aplicação

F' : Mx n H' n nà(Qo) \ {o} x F, x E ---, .A4z

e

definida por:

/'(«,À,À) À)À*':«

,lgum h, 0 é valor regular de:

(«, .x) -- /'(«, .à, À)

9



Então, fazendo Q= À(no) seguirá que 0 é valor regular de

(«, .X) ----, A« + À«
Mz n H' n Hà(n) \ {o} x R ----, Mx

Em outras palavras, sempre que 6.u + Àu = 0 u # 0, teremos que

(ó, ,i) ---, (a. + .x)ó + .i«
.A4z n H' n Hà(n) x R

é sobrejetora e, portanto, (A +.À)l.Mz nH2 n Hã(O) tem imagem (fechada) de codi-
mensão l e À é auto-valor simples.

Tudo o que temos a demonstrar então é que 0 é valor regular de /'(., ., ã) para
um conjunto residual de A,

Agora , ./? é analítica, r'(., ., À) é Fredholm para cada /z e os espaços são separáveis.
Se pudermos mostrar que 0 é valor regular de -F o resultado será consequência do
Teorema l.l (da Transversalidade) .

Suponhamos que isto é falso. Existirá então um ponto crítico (uo, Ào, ão) tal que
/'(uo,Ào,Ao) = 0. Podemos "transferir a origem" de Qo para Q - Ào(Qo) definindo
«o ''«. c n' n ni(n) \ {0} e:

F' : .A/x n B2 n nà(n) \ {o} x R x Ê ----.., Jwx

/'(«,À,ã) À)à*''«

(.É = mergulhos de Q em R:' C3 equivariantes)

Então a aplicação:

f' : («, .X, A) --, À;':/'(hâ«, .X, A o Ao)

tem um po-to crítico (t'o,Ào,án) com .P(uo,Ào,{n) = 0. (observe-se que À: é
isomorfismo) .

Com esta "mudança de origem" podemos sempre supor que Ào = in e ela. será feita
no que segue seno comentários adicionais
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Temos então

.F(«o, ,Xo, {.)
e

(ó, ,i, À) ---- D.F(«o, Ào, {.)(ó, .i, À)
(A+ Ào)ó + .i«o +(À. V)(A + .Xo)«o (A + ,ào)À . V«o

não é sobrejetora.

Como -F(., ., À) é Fredholm,

(ó, .i) ----, .F'(«o, .xo, i.)(ó, .i, o)

tem imagem fechada de codimensão finita e, portanto, .F'(uo, Ào, {n) goza da mesma
propriedade.

Mas (uo, Ào,{n) é ponto crítico e, portanto, existe @ :# 0 em M.r ortogonal à
imagem de .D/'(oo, Ào, ín). Portanto, para todo (ó, À, .i);

0 /. d,(A + Ào)(ó - À ' V«o) + .iV'«.

Fazendo À = 0 e ó = 0 vemos que án Úuo = 0. Fazendo A = 0 e variando ó vemos
que:

Q -+ X.)Ü$

E claro que, se ó C Mza também temos:

vó € À/x n H' n Hã(o)

(A + .Xo)ÓV,

Segue que

(A + .Xo)w . V,

para todo m c H2 n Hà(n). @ é então solução fraca e, portanto, forte de (A + Ào)Ú =
0 em Q, @ = 0 em aQ. Como aQ é de classe Ca , @ e uo são de classe C2'' n Wpa(Q),
para todo 0 < o < 1 e para todo p < oo.

n

Q
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Variando agora À (e usando a 2g' identidade de Green):

.Á -((A + À.)À ' v".) ' V'

/n j' ' V"o(A + Ào)'P - ((A + Ào)À ' V«o) ' '#
l.P. '7«oÕ . 6.$ - b.G . 'q«o3 . +
.lçlh . v".aN

{.".«.a. aV,

(Observe-se que À . Vuo C )V2'P(Q) , por isso estamos trabalhando em domínios de

classe C3 ).

Agora, g# ' g# é função par, isto é;

(R g)..-R.g»''
De fato:

(g''V«oo g, g':V@ o g>

X(g) . .Y(g)<V«o, VV,>

aN aN
Nessas condições, como provaremos no capítulo 4, lema 4.1 existe h, equivariante,

tal que Ã . .N está arbitrariamente próxima de g# . g$ na topologia uniforme. Segue
que g% gg = 0 em aQ. Concluímos que existe um aberto U em Z?Q onde uma das
funções ax 2Ü se anula. Suponhamos que g = 0 em P (se aw = 0 o raciocínio é o
mesmo). Cromo Ad, + .XÚ = 0 em Q obtemos, por unicidade no problema de Cauchy

pa'a equações elípticas de 2g- ordem que V, = 0 (usamos aqui a conexidade de Q).
Mas isto é falso e, por contradição, 0 é valor regular de / como queríamos demonstrar
D

Como os espaços M,r são em núniel'o finito, segue imediatamente do lema. acima

que existe um conjunto residual de regiões tal que os auto-valores do Laplacia.no sã.o

12



todos simples quando nos restringimos a cada um dos .A/x . Poderão, entretanto, exis-
tir auto-valores múltiplos associados a auto-funções em dois ou mais desses espaços

Vejamos como se pode "separar " estes auto-valores.

Teorema 2.1 Se (; = .Z2 a) .Z2 a) . . . © Z2, os aula-ua/ares do operador

-A : #' n 4(n) --, z,'(n)

são todos simples para um conjunto residual de mgiões Q de classe Ca , G-simétricas
e'conexas.

.Demonslraçâo. Para A C N seja UA o conjunto das regiões G-invariantes e de
classe C3 tais que os auto-valores $ À; são todos simples. Como os auto-valores

variam continuamente (ver 4.1) esse conjunto é aberto. Precisamos mostrar que é
também denso.

Suponhamos que em uma dada região Q de classe C3 e G-simétrica anterior com-

parece um auto-valor Ào de --A, simples quando restrito a cada Mz , associado a auto
funções uo e uo em .A/z e M.v, respectivamente.

Sda A(t, z) = g +t y(a) (com V equivariante) uma perturbação. Para t pequeno
teremos funções analíticas À.r e À.r, que fornecem o único auto-valor de --A em
.A/z (ã.(Q)) e .A/x, (À.(Q)) respectivamente próximo de Ào.

Temos então (ver l31):

À.*(t) - ,x. - t '.Z.v. xn(g?) + o(t')

À«,(0 - ,x. - t . .Z. }''' xn(gl?) + o«')
A função: ((gH)' -- (giÍ)') é par. Podemos então encontrar l,' tal q« À.r (t) #

pode ocorrer. Seja zo;E = uo ü t;o. Então w;L são auto-funções em Q que se anulam
em aQ e i;:?gl#. = 0. Portanto ao 'menos uma delas se anula em um aberto de aQ.
Por unicidade no problema de Cauchy concluímos que to+ = 0 ou zo. = 0. Mas isso
não pode ocorrer pois uo e uo são independentes.

13



Dessa maneira, podemos separam um a um, os autovalores $ A que comparecem
em mais de um Mz at.é conseguir uma região Q próxima de Q na qual os auto-valores
$ A são todos simples O.

2.2 Z«(n > 2)

Seja J € O(n) tal que J" = /d e J" # /d se 0 < m < n. O subgrupo gerado
por J é agora (isomorfo a) ZI«. Se tentarmos repetir o procedimento do exemplo

anterior, a. primeira dificuldade que encontraremos será conseguir uma decomposição
conveniente em L2(Q) . O problema é que, agora, os caracteres de G podem assumir
valores complexos não reais. De fato, se 0 = 2z/n então os caracteres de G estão
determinados por:

.YA(J) = e'k' k = 1,2,

Se eito = ül, podemos proceder exatamente como no exemplo anterior para con-
cluir que, restringindo o problema a cada espaço MzA C L2(Q) os auto-valores
são simples. Entretanto, se e'ko não é real somos forçados a trabalhar em espaços
complexos.

, I'z

2.2.1 C;omplexificação

Indicaremos por L2(Q, C ) e H2 n Hi(Q, C ) os espaços de funções a valores complexos

cujas partes real e imaginária estão respectivamente em L2(Q) e H2 n Hã(n). Estes
espaços serão vistos como espaços vetoriais sobre C.

O Laplaciano de u € H2 n Hã(n, C ) é por definição:

A« («)) + {A(.rm(«))

A decomposição em subespaços invariantes é agora, análoga à do exemplo anterior
Definimos:

.A/z L'(Ó,C) luog': -.Y(g),Vg c G}

e Pz con.o antes. Temos, no«mente, Mz = Im Pz
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2.2.2 A necessidade da forma forte do Teorema da l)ans
versalidade

Sda:
Fx : .A/z n n' n nâ(n, c) \ {o} x c x E -----, .M.r

de$nida por:

/'(«, .X,À) À)À*':u

Como veremos no capítulo 3, se pudessemos provar que 0 é valor regular de Fz
seguir-se-ia que os auto-valores do Laplaciano sãn genericamente todos simples em
.Mz (na estrutura complexa). Suponhamos que tal não ocorre. Então a imagem da
derivada:

(ü, .i, À) À, ín)(ü, .i, À)
(A + À)Ü + .Xu +(ÀV)(A+ .X)u -(A + À)ÀV«

é fechada, de codimensão finita e não é sobre para alguma região Q de classe C3 G-
simétrica.

Infelizmente, só sabemos que essa imagem é um sub-espaço real de .A/x (À é ne-
cessariamente real). Existe então Ú # 0 em Mx ortogonal à imagem de -DFz(u, À, {n)
na estrutura real de .À/z ,isto é:

) l..+(A.-txõw-t Vu) + .X@u

Fazendo À = 0 e variando á, .À

Z
Z

« @

(.Â + À)ã@

vü c .A/x n n'n nã(n,c).
temos também:

É claro que, se ü C MzZ (na estrutura complexa),

l.$6. -+ xh® - Q
15



Assim,

/(A + .x)'"V; : o v«, € H'nni(n,c)
e d' é solução fraca, portanto forte de:

(a. + ,X)d, 0 em Q, @ 0 em aQ

Variando À

Re l. -- «6. -+ X)h . 'Vu) . $

Vu(A + À)i; - ((A + À)À . V«) . i;

v«)a.i; - .&(À . v«) . @

E fácil verificar que g:: . gg é função par e então:

õu a'b
-':'ã ' ã - 0 .m aQ.

Mas agora não temos uma contradição imediata.
E para superar esta dificuldade que necessitaremos do Teorema da Transversali

dade de Henry.

2.2.3 Genericidade dos auto-valores simples
Lema 2.2 Sda G C O(n), uma 7'egião de c/asse C; G'-simétrica e c07zeza, e .Yum
cara,ctet não real de G. Seja:

Mz' = .Ah n #' n 4(n, a)
Clonsideremos o aTeI'apor:

G.* : (Mz' \ {0}) x (.A4T' \ {0}) x D. x -E ---- .A/.* x A/F x .z

16



de$nido pot.

G.v(V','#, À, À) -(À*(A + À)À*':Ç,, à*(A+ .X)h*''@, h*-BAW)h*':(9, V,))

on,de:

9 D. = disco fechado de raio n, em C

e /l = {me7yu/Àos eguzuarz(iates de f) eln .l? de c/asse (:3 }

. .Z= { « c L:(ÕQ)lu og

. .B.(«,o - .R. ( ã . g )

. .Y(g) = Â'(g)

Então o conjunto

.E = {ã € .E t.{' g« o € .rm(Gx(., .,., A))}

é -« (isto é : fech«do e de iate,io. -zio)

A prova deste resultado é bastante longa e baseada no Teorema :da-bansversa-
lidade de Henry. Vamos adia-la para o próximo capítulo e ver que consequências
podemos obter se o supomos verdadeiro.

Lema 2.3 Se G = .Z., os alztoua/07'es do problema de Z)trica/et para o Zap/acia7zo

são lodos símp/es (isto é : dimensão do auto-espaço complexo = 1) pa?'a um conjunto
resíduo/ de reg ões n de classe C3 G - sine'Ír cas e comerás, se vãos restrizzgimos a
co,dü um dos sub- espaços Mx

Z)em07zstraçâo; No caso em que ,Y(g) = :LI Vg C G já sabemos que o resul-
tado vale em espaços reais e daí segue facilmente o mesmo resultado para espaços
complexos.

Suponhamos Â'(g) # ül para algum g C G. Consideremos o conjunto das regiões

( G-simétricas ) tais que os auto-valores de módulo $ n C N são todos simples. Este
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conjunto é aberto em consequência do Teorema das Funções Implícitas. Precisamos
mostrar que é também denso.

Seja Q uma região nas condições do enunciado. Agora apliquemos o Teorema da
Transversalidade (na versão usual) para:

Fz : (J/z n n' n nà(n, c ) \ {o} x .D. x .E' ---, Mz

definido por:

Fz («, .X, À) À)A*':u

onde .Eo é o complementar do conjunto .E fornecido pelo lema acima; portanto aberto
e denso.

A aplicação Fx é a mesma definida em 2.2.2 acima, somente com domínio conve-

nientemente restringido. As mesmas considerações lá feitas se aplicam agora e, se su-
pusermos que 0 não é valor regular, seguirá que existem auto-funções g e d, C Mz(Q)
associadas a um auto-valor À de módulo $1 n tais que: G.r(p,@, À, ã) = 0
Mas isso é impossível se À C Eo.

Portanto 0 é valor regular e os auto-valores de módulo $ n em h(Q) são todos
simples se h C Eo

Para obter o resultado desejado, basta fazer interseção com n variando em N o.
Vemos então que os auto-valores do Laplaciano são genericamente, simples em

cada sub-espaço ]/z. Podem, entretanto, existir auto-valores múltiplos associados a
auto-funções em subespaços M.r e .A4z, distintos. De fato, como os auto-valores são
reais, se u C Mx é auto-função associada a À então E C MT também o é.

Em vista.disso propomos a seguinte definição que será adequada para grupos
comutativos em geral. Pala a definição geral de G-simples ver def. 4.1.

Definição 2.1 Seja G C OfnJ tzm grupo comulatiuo. t/m auto-t;a/or do Z,ap/aclama

em uma região G-simétrica á G-simples se o seu auto-espaço Zem uma base da
/arma { té, ii } con7z u C .A/X para a/gun7z caracZer .Yde (z. r .No caso de ca7'a.czar rea/

«=8)

Temos então o resultado abaixo, cuja demonstração será feita no capítulo 4
usando o Teorema da Transversalidade de llenry (Teorema l.l).

18



Teorema. 2.2 Se G = Z. , os auto-valores do Laplaciano são todos G-simples para
um conjunto residual de T"egiões ç} de classe Cs G-simétricas.

2.2.4 Retorno aos espaços reais

Os resultados anteriores foram obtidos em espaços complexos No entanto, a
'tradução' do teorema 2.2 para espaços reais é bastante simples

Corolário 2.1 Se G = Zn, então, para um c07Üunío res dua/ de regiões Q de c/asse
Ca , G-invariantes temos somente 2 til)os de auto-valores

do problema de Ditichlet para o Laplaciano:

l - .t'(g) = J:lVg C G. .4uto-ua/ares símp/es, associados a auto-/Nações reais ori-

gil abas de auto-funções comptezas em Mx

2 - Â'(g) # :LI para algum g C (.;. ,4uto-ua/ares duplos, associados a pares de

«uto-funções « = Re(u), «, = Im(u), o«-de u é .,uto-junçã. c.mp\e«« em Mx e
a'áp) # ül para a/gwm g C G.
Nesse caso teremos:

l ü o g''
l "'' g l cosOp

sin Os
sin Os

cosas

o«'ie e"' = .Y(g)

Z)emozzstrução. Seja u = u + áto auto-função em .A/x. É claro que u e zo são
auto-funções associadas ao mesmo auto-valor À.

Tudo o que precisamos mostrar então é que z; e zo são linearmente dependentes
sobre R se e somente se, .Y(g) = ü l para todo g C G.

Suponhamos que u e m são L.D. sobre R. Então existem constantes reais a. e b
tais que;

«..-. ...=J3 : S vp''.
Escrevendo À'(g) = e:'', temos:

au + bw

a(cosOgu -- senOsw) + ó(se720pu + cosOsto)

19



e, portanto

co'0,(.« + b.«) + 'en0,(-««, + b«)

'e«0,(-«, + ó«)

Se bt; -- ato = 0, seguiria a = b = 0, contra a hipótese. Portanto

.Y(g)

como queriamos.

Reciprocamente, se
.Y(g)

é fácil ver que o e to são auto-funções em Mz associadas a À e, portanto, linear-
mente dependentes sobre C . Sendo funções reais elas devem ser também linearmente
dependentes sobre R [].

Observação 2.1 Como t;Cremos no praz mo cap#u/o, os espaços M.r são todos não

triviais(de fato de dimensão m sob hipóteses modestas). Assim, existem, em qualquer

região çt G-simétrica, auto-valores duplos (pelo menos), e=ceto no caso em que todos
os caracteres sâo reais o gue s(í ocorra se G = Z2 G) Z2 (D . . . G) Z2.

2.3 .D3

O grupo .D3 das simetrias do triângulo equilátero é o subgrupo de 0(2) gerado pelos
operadores:

rotação: g : z ---+ e2"/3{'
reflexão: A : z ---.}

(estamos identificando R' com os complexos para facilitar a notação).
Este grupo é isomorfo a S3, o grupo de permutaçoes de 3 elementos.
Se tentarmos aqui o mesmo procedimento dos exemplos anteriores iremos encon-
trar uma séria dificuldade: não conseguiremos uma decomposição conveniente de
L'(Q) (ou L'(Q,C) ) como antes. Num certo sentido, nós não telllos agora um

Z
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"número suficiente" de caracteres. Para esclarecer melhor este ponto precisamos in-
troduzir alguns conceitos da Teoria de Representação de Grupos (para mais detalhes
ver apêndice A ou l41).

2.3.1 Alguns Conceitos da Teoria de Representação de
Grupos

Seja G um grupo e -L(.E) o espaço dos operadores em um espaço vetorial E. Uma
representação de (l? em .E é uma aplicação:

}' : G ---- .L(.E) satisfazendo

a) Va, = V..yP Va,y C G

b) %

A dimensão do espaço de representação .E é a dimensão de y. y é redutúel se existe
um subespaço -E' C E que é invariante para todo %. Caso contrário y é {rmdutz'ue/.

Se .E é um espaço normado V é dita #odemente,) conZz'nua se:

!in y=(l

Se -E é um espaço de Hilbert, uma representação contínua y é dita unátáMa Íortogona/
no caso reaZ9 se todo y. é unitário (ortogonal), ou seja:

<%(l , v.?> v(i , ? € .E

Duas representações unitárias(ortogonais) ; y : G --, .L(.E) e y' : G --, -L(y') são
eqwiuaZe7ztes se existe uma isometria linear B : .E ---+ E' tal que:

V= = .B-ly=.B Vz c G

Agora, se G é comutativo compacto pode-se provar que foda represa?zta.çâo

un faria {rred lúeZ tem dimensão ], ou seja é um carácter de G. Reciprocamente,
se toda representação unitária irredutível é UTtidimensional então G é comutativa.

Se G é não comutativa, para obter uma decomposição de algum modo análoga à
dos exemplos a.nteriores, precisaremos utilizar representações de dimensão > 1. No
caso G = -D3, precisaremos utilizar representações de dimensão 2 quer trabalheillos
em espaços complexos ou reais. Escolhemos por isto, trabalhar em espaços leais
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2.3.2 As representações ortogonais irredutíveis de .D3

Vamos descrever as classes de equivalência de representações ortogonais irredutíveis

de .D3. Para tanto, basta descrever a imagem dos 2 geradores de .D3 ; a rotação que
denotamos por g e a reflexão que denotamos por À.

Existem 3 classes das quais indicamos representantes como segue:

lgl
h l

'.z : -1

. - (]7, SÍ:)
r -l o \

(onde estamos identificando operadores em R2 e matrizes da maneira usual)

3.

h

2.3.3 Decomposição em L2(Q)
A cada classe de equivalência de representação ortogonal corresponde uma projeção
ortogonal em' L'(Q) ( ver apêndice A). Temos então:

a(«)

&(«)

P3(«)

1/6 >: u o z-:

1/6(« + « o g: + « o g - « o À

1/6(4« - 2« o g' - 2« o g)

1/3(2« - « . g' - « . g)

u. g. t-- u. ga . h]

As 2 primeiras são completamente análogas às dos exemplos anteriores
Se fizermos ,M. = &( L'(Q) ) { = 1,2,3 teremos:

M: l,'(Q) 1« o -': ,Y:(«)u Va C G}

{u C l,:(Q) 1« o.'' = Â':(z)u V« C G}
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onde .Ti e .t'Z são os caracteres determinados pelas representações 1. e 2. acima.
Já o subespaço ]W3 não pode ser caracterizado de maneira tão simples; tudo o que

podemos dizer é que existe uma base ortonormal {ul, ul, u2, U2, . . . , Un, O. . . .} de .M3
tal que:

ui o g-' = (1/2)uÍ -- (vã/2)oi
«. o g-: '#ã/2)u. - (1/2)«.

uío h-'
üio À-'

ou sqa:

l «.og': l 1/2 vã/2 it r «.
l «: .g-' J ~ó/2 -i/2 J [ «.

l ::z::l - l\: ?l*l=:l
M3 é também invariante pelo Laplaciano, mas agora temos uma nova situação

quanto à multiplicidade dos auto-valores que será descrita abaixo.

2.3.4 Multiplicidade dos auto-valores em .A4s

Proposição 2.1 Seja Q uma região de c/asse C?2 , .Z)3 (,-simétrica
valor do operador:

-A : #' n 4,(n) n M;

é («o mí«imo) d«pl..

E%tão todo a,uto

Z)emonstraçâo. Suponhamos que À é auto-valor simples do operador acima,
associado à auto-função u # 0. Então u o g também é auto-função associada a À e
uog C ]W3. Segue que u e uog devem ser L.D. e, de fato, u = &uogjá que g é uma
isometria. Ainda mais, como g3 = 1 não podemos ter u = --u o g pois, nesse caso:

« . g). g U

e então u = 0.

Portanto, devemos ter u ü: u o g.
Mas então:

« -4«)
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contra a hipótese O.

Observação 2.2 E/Zcí/ üer aqui re prouammos em um caso mais gera/9 gue Ms #
{0}. Portanto, ocorrem auto-ua/ares mtí/Zip/os Íao menos dup/os,) em toda região .D3
- simétrica. .4/ám disso, ao co?ztrárío dos ezempZos a7zteríores, não podemos euáíar

esta ocorrência passando para, espaços de funções completas.
C) ponto fundamental aqui é que, sen,do Da não comutativa, existem representações

irredvtí'fieis de dimensão 2, mesmo se permitirmos 'mprese\ta.ções completas.

2.3.5 A situação genérica para G = .Da

Em vista da observação acima o "melhor" que podemos esperar é que os auto-valores
do Laplaciano em regiões .Da simétricas tenham multiplicidade $ 2. Isso de fato é o
que ocorre como veremos a seguir. a :

Lema 2.4 Se (x = .D31 os auto-ua/ares do operador.

A : .aâ n a' n 4(n) ---, lv.

e simp/es para = /,ê.

e duplos para i = 3

num conjunto msidual de regiões G-simétricas, conexas, Ca

Esboço da Z)emonsÍração. Em MI e .A/2 a demonstração é a mesma do exemplo
l («- lem, 2.1)

Para tratar do problema em M3, porém, precisaremos de uma nova estratégia.
Introduzimos o espaço X C L2(n) x L'(Q) definido por:

{(u,«) c L'(Q) x L'(Q) satisfazendo a) e b) abaixou

- 1]7, !Í:l'l:l
- l-i: ?l:l=l

,, l : :: l
', 1 : z:: l
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Note-se que, se (u, o) C X \l0} então u e t} são linearmente independentes pois:

«. « = 1.(«.ü-:). («. h-')= - 1«. « -:» 1u. « -o
Q=À-i(Q) JQ ' ' * ' JQ Jn

Uma auto-/unção de --A em X é, por definição, um par (u, o) C X tal que: u e u
são auto-funções associadas ao mesmo auto-valor. Se À é auto-valor simples de --A
em X então À é auto-valor duplo de --A em M3. De fato, se (u,o) C X é não nula
então é fácil de ver que u e o são a.mbas não nulas e, portanto, L.l. como observado
acima. Além disso, temos:

:/' ('« - '(-0/D« 'ã/nO - '(-0/n« -- (Ú/Dd)
U

P3u

e analogamente
Pa"' "

Segue que u e o estão em M3
s.j-:

E:: {à :Q-.-+ R", mergulhos declasse C3tais que ãoa ::a.À vzc al}

Consideremos a aplicação:

F : x n (n' n nà(n))' \ {o} x R x E ---, x

definida por:

Se pudermos provar que 0 é valor regular desta aplicação, seguiria que os auto-valores
de --zX em X são, genericamente, simples e, portanto, os auto-valores de --A em .A/3

são, genericamente, duplos.
Se, por contradição, supuseimos que 0 não é valor regular concluiremos que a

derivadadeF em À=in : F.'( la. l.a..})i)'l
(À , (ü, ó) , .l) 'L, À)(À,ü, i)

(6. + ,X)(ã,Ó) + À(u,«)+(Ã. V)(A + .X)(«,«) -(A + .X)À - V(u,«)

F((«,«) , À , À)
h*(A + À)Á*':«
h*(A + .X)A*':«
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não é sobrejetora. Existirá então,
derivada.

(p,@) # 0 em X ortogonal à imagem da

.ZP(A+À)ü+'P(A + À)ó = o v('l,ó) € xn(n'nnã(n))'
e, trivialmente, para todo (ú,ó) C X.l e, portanto, para todo

(ú,ó) c (n' n nã(n))'

Tomando ü , t}, sucessivamente nulos concluímos que p e V, satisfazem

(A + À)p (.Â + À)V,
Pião = V'lan = 0

Variando agora A

/n((A + À)À ' V«)P +((A + À)À . V«)@

r;.* «'.% %-* h %.
Como

e pab
/

, i)u a-P . Õu a''b *
(ãi 'ài-+ ãi'ã#)=0 .m ÕQ

Isto não nos leva imediatamente a uma contradição. Assim sendo, procedemos

de maneira análoga à exemplo anterior; primeiro pro't'amos que a igualdade a.cima só
pode ocorrer num conjunto raro de regiões, usando o Teorema da Transversalidade
de Henry e, em seguida, aplicamos o Teorema da Transversalidade usual no conjunto
complementar para obter, finalmente, a contradição procurada O.

Ainda podemos ter auto-valores de multiplicidade maior do que 2, associados a
auto-funções em subespaços invariantes distintos(por exemplo, em À/i e À/3). Essa
situação pode ser desfeita, porém usa.ndo novamente o Teorema da Transversalidade
de Henry. Obtemos então o seguinte resultado:
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Teorenta 2.3 /)ara unlz colzlwnto res dual de ngiões de c/asse C3 , Z)3 . simétricas
os auto-valores do problema de DiHchlet para o Laplaciano podem ser de dois tipos:

/

2.

simples e associados a uma a©Zo-/u7zção em .A/l ou M2.

duplos e associados a um par de auto-/uniões ti e D em M3 satÍõ/aze7zdo

-i/2 .v6/2 it
.,''ã/2 -i/2 J

1: ?1'1:1
(on,de g é Q rotação de arguto '2'nl'S e h Q wPe=ão)

u o g':
-1

u o h-'
o o h-:

U
0
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Capítulo 3

Multiplicidade dos Auto-Valores
do Laplacíano em Regiões
Simétricas

Como já fizemos no capítulo 2, iremos nos referir ao problema de auto-valores:

Í Au+Àu= 0 emQ
l u

onde Q é um domínio limitado de classe C2 , como o Problema de auto-valores do
Problema de Dirichlet para o Laplaciano ou, mais simplesmente, Problema de auto-
valores para o Laplaciano.

Neste capítulo, G indicará sempre um subgrupo do grupo ortogonal O(n) e Q uma
região G- 7zuariazzte raiz G-símétr ca) ou seja: gQ = Q Vg C G. Queremos mostrar
que, neste caso, (e com mais uma hipótese técnica adicional) existem, necessaria-
mente, auto-valores múltiplos para o problema acima (de fato de multiplicidade pelo
menos tão alta quanto a dimensão das representações irredutíveis de G).

Estaremos interessados, em princípio, no Problema de auto-valores para o Lapla-
ciano em espaços de funções a ua/ares reais, isto é, nos autovalores do operador:

-A : n' n nl.(o)

onde L2(Q) , etc... são espaços de funções a valores reais. Entretanto, por razões
técnicas, será útil collsiderar o problenaa também na forma complexa. Neste caso,
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indicaremos por L2(n, C) , H2 n H6(n, C ), etc ... os espaços de fun ções a valores 

complexos que serão considerados como espaços vetoriais sobre C. 

3.1 Uma decomposição conveniente em L2(D, C) 

Para obter uma decomposição de L2(f2 , C) adequada aos nossos propósitos 

lan çaremos mão do teorema A.4 do apêndice A. De fato a representação: 

definida por: 

( que denominamos representação quase-regular de G no apêndice A) é uma repre

sentação unitária. Esta representação goza ainda de outra propriedade muito impor

tante para os nossos propósitos: ela 'comuta' com o Laplaciano ou seja: 

para todo u E H2 n H6(n, C ), para todo g E G. 

Observação 3.1 Precisaremos agora utilizar resultados e a notação do Apêndice 

A. Procuraremos lembrá-los sucintamente à m edida que os formo s utilizando. É 

provável, porém, que uma leitura ainda que rápida do Apêndice A (em especial da 

seção A .1 ) seja conveniente neste ponto. 

Para cada cr E G (isto é: para cada classe de equivalência de representaçõ s 

irredutíveis de G), seja P0 a projeção definida no Teorema A.4. Ou seja: 

definida por: 

(Po.f ' g) = la (fgf ' g) doXo(g) dg 

onde (u , v) = fo U .'Ü é o produto interno usual em 12(n, C) . 
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(Se G -b L(.H) é uma repr's"tição de G «a clmse a ente.: Z.(g) = t,yP é o carácter
de a, d. = dim.H é a dimensão de a e dg é a medida de Haar em G).
O teorema A.4 afirma então que, fazendo ]Wa = P.( L2(Q, C ) ), OS .A/a são subespaços
(fechados), ortogonais dois a dois de L'(Q, C) e:

L'(Q, C ) ©M.
acê

3.2 Multiplicidade dos auto-valores

Lema 3.1 0s suZlespaços .A/a degradas como ac ma sâo {7zuariantes pe/o ZapZaci-
ano. Mais precisamente, o operador Laplaciano é uma tT'ansjormação linear de
.14. íl #' n 4(n, Cr) em .M..

Demonstração. Sejam u e o funções em H' n nã(n, C ). Temos então

l.P.b.u , ub .$b.uà. g'* , uhd;R;tg)dg

.<A(« ' g'') , «>a,:C(p)ap

1.«. g-* . h.uhd,;Z\.g)dg
<&u , 6.«>

<A&.« , «>

( note-se que PaU c n' n nã(n, c ).)
Cromo H' n Hã(n) é denso em L'(n, C) , segue que

.C.Au = APaU

iStO é: Pa e a. comutam.

O resultado desejado segue imediatamente desta re]ação []

Proposição 3.1 Cada um dos espaços .A/a pode ser decomposto em soma dámla de
subespaços N4.' satisfazendo:
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/

2.

]Wa' é {lzuarÍa7zte para a representação I' e I'lW,i é uma presentação {rredutúe/
na classe a (M.' é de dimensão $nita por A.l).

M.' é invariante para o Laplaciano e a.\M.i é um mlíttiplo da Identidade ( ou
seja: M.' é constituído de auto-junções do Lüp\aciaho associadas a um mesmo
aUí0-Da/07' À).

Z)emozzsÍraçâo; Em primeiro lugar, escrevemos Ã/a como soma direta de auto-
espaços do Lapiaciano.

\

w.-oK
Como I' comuta com a., se u é auto-função associada a um auto-valor À então,

para todo g C G, I'gu = u o g'l também o é.
Portanto, cada auto-espaço VÀ é invariante para a representação I'. Seja . .~

VÀ = VXi © . . . © yXi a decomposição de VÀ em soma direta de sub-espaços irrlgi'ÜtBvel'n' çã 'tf.l

(cuja existência é garantida pelo teorema A.4). Isto fornece a decomposição procu-
rada de .A/a O.

Corolário 3.1 .4 m Jf p/{cidade de cada auto-ua/or do Z,ap/ac alto em -A4a é Um
mtí/íip/o mão nojo se JWa # {0}) da dimensão d. de zéma represe7ztação rreduZúe/
na classe a

Z)emonslrnçâo E consequência imediata de 3.1 0

Teorema 3.1 Sup.«À.m« q«e G C O(n) p«{ ««. po«to /{«. z C Q rísZ. é;
G,

Então, para cada a C G existe um auto-maior X do Problema de auto-uatores

para o Z,ap/ariano e tzm slzbespaço -H do aula-espaço associado VÀ ta/ que I'lX está
na classe a. Em particular, pal'a todo a C G, e:distem (in$nitos ) auto-ualoles cuja
multiplicidade é um múl.tiplo não nulo da dimensão d. de qualquer representação de
G na classe a

Z.)em07zstração. Em vista. do 'l'eorema A.8, cada. À/a é um espaço de dimensão
infinita. A afim)ação segue então imediatamente da proposição 3.1 [].
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Observação 3.2 Sda .# como no Teorema 3./ acima. Se u é auto-/unção em .#
e7ztão a 'árb ta de u por (;' --- {o o g l g C (;} é um cotÜunto de geradores de .H, .jú
que H é it'r'edutÍuet (uer prop A.4). Em outras palavras, podemos obter tantas auto-
funções lineanne'nte indepen,dentes qxa'rito fot Q dimensão de H, Teta co'aposição de
u com os elementos do grupo G.

3.3 Representações matriciais e auto-valores do
Laplaciano

Queremos agora colocar os resultados até aqui obtidos numa forma mais explícita
(embora correndo o risco de sermos repetitivos).

Seja p : G --» .L(y) uma representação unitária e irredutível de G. Escolhendo
uma base ortonormal {ei, . . . , e«} de y, a representação pode ser dada, indicando,
para cada g C G a matriz de gP em relação a esta base:

.::(g
g

a«l(g

O teorema 3.1 nos diz então que existe um subespaço -H de L2(Q, C) formado por
auto-funções do Laplaciano tal que I'lX é equivalente a y. Em outras palavras, existe
uma isometria linear T : y --+ -H que faz comutar o diagrama:

gP .l. .l I'slX para todo g € G
u -=:--, H

Façamos ui = T(ei). A matriz de I'PIW na base {ui, . . . , t;.} é então igual à matriz
de ?g na base {el, . . . , e.}. Em outras palavras, as a.uto-funções ul, . .x, o. satisfazem
à relação:

E «j. (g).jt;{ o g
J
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que podemos indicar na forma:

l:::l:l 1111111«:-(g)

«2«(g)

..-(gl

«..(gl

3.4 Retorno aos espaços reais
Obtivemos nossos resultados até aqui, trabalhando em espaços de funções a valo-
res complexos, embora nosso interesse principal seja por funções a valores reais. O
motivo deste procedimento é que a Teoria de Representações é apresentada, nos
textos-padrão, em espaços complexos. Poderíamos obter os resultados da Teoria que
precisamos em espaços reais utilizando a 'complexificação'. De fato, utilizaremos esta
técnica no apêndice AI para obter um teorema de decomposição de representações
reais. Os resultados que lá obtivemos poderiam ser utilizados para conseguir resul-
tados sobre multiplicidade dos auto-valores em espaços reais de maneira análoga à
que utilizamos no caso complexo. Aqui, entretanto, pretendemos estender os resul-
tados sobre multiplicidade dos auto-valores para espaços reais, utilizando apenas um
mínimo indispensável da teoria.

Nesta seção G será sempre um subgrupo compacto de O(n) e Q uma região

G--invariante na qual existe um ponto livre sob a ação de G. Indicaremos por I'n a
representação quase-regular no espaço real La(Q) para distingui-la da representação
I' em L'(Q,C)

Proposição 3.2 Sda p : G --} .L(.H) uma repmsentaçâo orlogona/ isto é; ps é
operctdor ortogonctt para todo g C G) e irredvtÍuel de G no espaço (TeQt) H.

Então existe (pelo menos) um avio-valor cuja multiplicidade é um múltiplo não
nulo da dimensão de H

Z)emonstração. Vamos indicar por yg o "complexificado" de gP. Em outras
palavras, Pg é o operador linear definido em .# = .# + {.ll, o complexificado de -a,

definido por:

#,(«: + {«,) + {P,",
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É fácil ver que g --} (êp é uma representação unitária de (-; em .Ü (onde o produto

interno em .ü está definido da maneira óbvia).
Vamos examinar os dois casos possíveis:

l + é irredutível

Neste caso, em vista do teorema 3.1 podemos encontrar n = dám-H auto-funções
complexas linearmente independentes associadas a um mesmo auto-valor À. E
claro então que podemos obter (pelo menos) n auto-funções reais associadas ao
mesmo auto-va]or À, c(2iisiderando as partes real e imaginária das auto-funções
complexas

2 + é «d,utÍ«t

Seja .F C .# um subespaço invariante e irredutível para e. Denotemos por .F o
subespaço.

.li' = {h -- iu2 u] + {o2 C .F}

Afirmamos que e = #lP a) plF. Para prova-lo, observemos primeiro que
dim-F = n/2. De fato, se {zoi,...,wd} é base de F então os 2d vetores
-Retoi,. . . ,Rewd, .rmtol, . . . ,/mwa geram um subespaço de -H invariante por

p. Esse espaço deve ser todo o -]] pela irredutibilidade de (p o que não pode

ocoltet se d < nl'Z.

Agora, se dám.F > n/2 então dim.FZ < n/2 e basta repetir o argumento com
.FI no lugar de .F

O subespaço /' é também invariante por # (e de dimensão d). Portanto, a

intersecão r'RP' é invariante e segue que Fn.F = {0} ou .PO-P = .F. A
última hipótese não pode ocorrer pois, nesse caso, Re-F = {to + a l to C F}
seria um subespaço de -H de dimensão 7z/2 e invariante por p. Isto prova nossa
ae r m n r; ..Y-'

O teorema 3.1 garante a existência de um subespaço W contido em um auto-
espaço V -- À do Laplaciano tal que:

I'l® = plr e, portanto, I'lii; = plF
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Segue que: I'lWo® = glr'oF = 9

Como W G) W C VÀ obtemos, novamente n autc-funções complexas e, portanto,
n auto-funções reais O.

Proposição 3.3 Sup07zãamos gKe (; não á soma alTeZa .Pn fa de grupos cúlácos de
ordem 2 rou sda G não é {som071/o a Z2 © Z2 © ' - ' G) Z2J' .Então ezástem sempre

auto-valores múltiplos l.isto é: o auto-espaço tem dimensão real >. 2) para o Problema
de auto valores para o Laplaciano em toda região G-simétrica.

Z)emonsZraçâo. Se G não é comutativa, existe uma representação complexa de
dimensão Z 2 conforme a proposição A.l e, portanto, também uma real. O resultado

segue então da proposição 3.2 acima.
Suponhamos que G é comutativo e, portanto, soma direta de cíclicos. Se um dos

seus favores não é isomorfo a Zl2 então conforme comentário A.l existe um carácter
de 2' de G cuja imagem não está contida em {l, --l}. Mas, nesse caso, existe uma
representação real de dimensão 2 e concluímos como acima.

Finalmente, se G C O(n) é comutativo ele não pode conter infinitos elementos
de ordem 2. De fato, podemos encontrar uma base em R" onde qualquer desses

elementos é uma matriz do tipo
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Capítulo 4
A el # ..+ .P e

.A.situação genérica para o
Problema de Auto-Valores do
Laplaciano

Seja G C O(n) compacto e Q C R" uma região G-simétrica. Como vimos no
capitulo anterior, o Problema de Dirichlet para o Laplaciano sempre apresenta, nessas
condições, auto-valores múltiplos. De fato, como vimos, cada auto-espaço é invari-
ante para a representação quase regular : I'(g)(u) = u o g'' e, portanto, o "melhor"
que podemos esperar é que cada auto-espaço VÀ seja irredutível. Porém, se estamos
trabalhando em espaços de funções complexas, devemos observar ainda que, se VÀ é
irredutível então VÀ = {& u C VÀ} C VÀ e, portanto, devemos ter VÀ = VÀ. Em
geral, entretanto, isto não ocorre. Em particular, isto não pode ocorrer se o carácter
da. representação I' restrita a VÀ (que estamos supondo irredutível) não é real ( ou
seja: .Y(g) çl R para algum g C G). Propomos então a seguinte definição:

Definição 4.1 Sda G C O(n) grupo co«zpacto, Q C E" t'ma região G-simétrica e
X um acto-valor do l,aptaciano com auto-espaço Vx. Então, se estamos trabalhando
em espaços de /uniões a a/ares reais, diremos que À é G-simples se VÀ é suZ)espaço

irredutível para Q representação quase-regular de G em ç\.
No caso de espaços complexas, dizemos que X é G -- simples se Vx é iflxdutíuel ou
VÀ = T&' (]) W com W e W {rz'eduZúeis.
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Vamos provar adiante (prop. 4.1) que auto-valores (;-simples não podem ser
separados por pequenas perturbações que conservem a simetria. Nesse sentido, eles
se comportam de maneira análoga aos auto-valores simples na ausência de simetria.
Agora, dado um grupo G C O(n), teremos como vimos no capítulo precedente, auto-
valores (;--sámp/es com multiplicidade tão alta quanto a dimensão das representações
irredutíveis de G. Este desvio da situação genérica usual é imposta pela existência de

simetrias. O que gostaríamos de provar é que, genericamente, não aparecem outras
"degenerescências". Vamos apresentar então a seguinte:

Conjectura 4.1 Se G C O(n) é suóg«p. c.«.pacto ente. o' a«to-«/o«s d. L«pJ«-

dano para o Problema de Dirichlet são geneHcamente G-simples no coltjznto das
regiões G-simétricas.

Observação 4.1 (como conseguênc a da proposição #..l, seguirá /aciZmente que a

propiedade de serem os auto-valores contidos em um compacto de Ctodos G-simples
é aberta. A pane difícil da conjectura é, portanto, Q densidade.

O restante deste capítulo será dedicado à prova de resultados parciais nessa
direção.

-Fm partÍcu/ar, prouammos que e/a é t;erdadeira no caso em qae G é comutar o e
anito e no caso de subgrupos anitos de 0(2).

4.1 Alguns lemas técnicos
Seja G C O(n) compacto e .A C R' G-simétrico. Lembremos que uma função
p : ,4 --} R é denominada par se g o g = p Vg C G. Dizemos também que um ca.mpo

y : ,4 --, R' é eq«{«,{.«te se y(g=) = gy(a) Vg € G, Va C R"

Lema 4.1 Sda G C O(n) compacto ,Q C .l?" mgião G-s méfHca e p : ÕQ --, E uma
função contínua par. Indiquemos por N o vetar nol-mal em Q.
Então existe um campo y : .R' -.+ /?" de c/asse C" e eqtliuariante ta/ gu.e V.Nlan está

arbitrariamente próxima de p na topotogia uniforme. (Se (p € L' (aç\) a aproximação
pode ser feita em LP(.aQ )).
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Z)emonsZração. Sqa W : R" --+ it," de classe C" e próxima de g..N na topologia

uniforme. Definimos y : R" --} it por:

v(,) g-'w(g.).t,

E claro que V é equivariante. Além disso temos;

V(.) - P(,)N(.) J.g''w(gz) - .p(=)g'' NÇgz) dg

L g''(w'(g,) - p(')x(g,)) ag

e y está próxima de p..N na topologia uniforme. O
Queremos estudar o que acontece com os auto-valores do Laplaciano quando uma

região Q é transformada em uma região Qh = h(Q), onde h é um mergulho de classe
C2 definido em Q e próximo da inclusão: {o -...+ R". Como indicamos em 1.3 este
problema é equivalente a estudar os auto-valores do operador: À*An. At-l na região
fixa Q.
Observemos que, se h é equivariante e ç2 é G-simétrica então Qh também é G-
simétrica.

Lembremos ainda, de 1.2, que, se Q é limitada e de classe C" podemos estender um

mergulho À : Q --» R' a um diíeomorfismo em l)í//"(R").
Se t --, h(t, .) C C" (Q, R") é uma curva lisa de mergulhos podemos estendê-la a uma
curva lisa de difeomorâsmos. Se /t ( ou À(t,.) ) é equivariante a extensão pode ser
feita a um difeomorfismo ( ou curva de difeomorfismos) equivariante usando o mesmo
argumento de "simetrização" do lema 4.1. Finalmente, o mesmo tipo de argumento
mostra que toda região próxima de Q e equivariante é imagem de Q por um mergulho

(ou difeo) próximo de in e equivariante.
Os resultados seguintes pertencem à Teoria de Perturbação de Operadores Linea-

res. Para a demonstração iremos nos referir ao texto clássico de Rato: "Perturbation
Theory for Linear Operators"

Lema 4.2 007zsidere7nos uma curda de dil/eomor$smos em IZ" da /arma;
h(t,,) é(,) co,«Ó de c/« C' e/aç«.«. .4(t) An».Ai-'. E«tâ. .«{;Í'
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um intervalo aberto l contendo o 0, uma sequência de lfunções escatares F. e uma

sequéizcÍa de /Nações ç'« : / -.-} Z,2(n) todas ana/úÍcas em .r e tais que para todo

t € .r o. p«(t) mpm'e«t'«. « ««t.-«/om. de 4(t), c-f«do' "m '«« m«/t plícid«'Z',
e as p«(t) formam uma .famtaia odonormal completa de auto-funções associadas.

Z)emonstração. Este resultado pode ser extraído de ISI (ver Vl1-6.5, Vl1-6.2,
observações Vl1-4.7 e Vl1-4.22 e teorema Vl1-3.9).

Lema 4.3 Sda À atzZo-uaZor de multip/icÍdade m do Z,ap/aclama em Q. Então existe

uma vizinhança de X em R tat que, para h Cz -su$cientementemente próximo de
i. «{.*em e«t.me«te m -to-«-e. À:(h),...,À.(Á) Íco«lado' com «. m«/ti-
pZicidade,) de #*6.h(n)à*' . '4/ém disso, podemos encontrar wma base odonorma/

u}(ã),...,uf:(h),.. . ,üi.(à),.. .,üh«(h) de VÀ,(h)G)'''a)VÀ«(A) com as u;i /uniões
contínuas de h.

Observação 4.2 .Não estamos a#rmando a ezisfêncÍa de base ortonorma/ para
cada VÀ.(h), ape7zas para a soma d wta desses subespaços.

Lema 4.4 Se / é um ntert;a/o aberto contendo k auto-ua/ares de An Íc07ztados com

multiplicidade) então, para h C' su$cientemente próximo de {n distem e=atamente
k auto-tpa/ares de h*Ax(n)h*'

Z)emonstração dos Lemas. Os lemas acima são consequências do Teorema IV-3.16

e IV-2.14 de lõl se observarmos que;

h*A«m)h*':« - A"ll i,'(n) $ a(ll À - .r'zll C' m(ll "ll i,'(n) + l a'"ll L'(n) )
D

4.2 O Caso de Grupos Comutativos Finitos
Vamos começar com o caso mais simples: G C O(n) um subgrupo finito e abeliano

(muitos resultados abaixo, porém, não dependem dessa hipótese, como deixaremos
claro no enunciado).
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Seja .Y : G --+ C um carácter de G. Como antes, um tal carácter será denominado
real se .t(g) = i:l para todo g C (7 e complexo caso contrário. Da Teoria de Re-
presentação de Grupos (conforme exposto no apêndice A) segue que L2(Q, C ) pode
ser decomposto como soma direta ortogonal de um número finito de subespaços .A/z ,
onde:

.Mz = {u c L'(Q,C) :uog': = .Y(g)u Vg c G}

Lema 4.5 S#a..(7 C O(n) e Â'um caras er rea/ de G. .Então os auto-ua/ares do
opera.dor

-A : .A/x n .H' n 4(n) --, .Ah,

são todos simp/es para um c07%junto sid a/ de mgiões Q de classe C3 conexas e
G- invariantes.

(Neste /ema estamos {ndica7zdo por ]Wz o espaço real;

Mx = {u € .L'(Q) u o g ' .Y(g)u Vg C G}

Z)emonsZração. De fato, a demonstração é praticamente a mesma feita no exemplo
l do capítulo 2 (ver lema 2.1). Todavia a repetiremos aqui para maior completude.
(Observe-se que aqui não necessitamos supor G comutativo ou anito).
Seja Qo uma região G-simétrica de classe C3 e

.E = {à : Qo --+ R" mergulhos de classe C3 equivariantes.}

(Note-se que /z(Qo) também é G-simétrica)
Consideremos a aplicação

F' : Mx n n: n n&(Qo) \ {o} x R x E ----, Mz

definida. por:

/'(«,À,À) À)À*':«

Suponha.mos que, para algum A, 0 é valor regular de:

(«, .X) --. -F(«, À, À)
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Então, fazendo Q= h(Qo) seguirá que 0 é valor regular de

(«,,x)

iwx n n' n n&(Q) \ {o} x R ----, Mz

Em outras palavras, sempre que 6.o + Àu = 0 u ?é 0, teremos que

(ó,.x)

M.r n n' n Hà(n) x R

é sobrejetora e, portanto, (A + À)lm,....H2 n Hã(O) tem imagem (fechada) de codi-
mensão l e À é auto-valor simples.
Tudo o que temos a demonstrar então é que 0 é valor regular de F(., ,h) para um
conjunto residual de À,.
Agora, -F é analítica, .F(., .,A) é Fredholm para cada À e os espaços são separáveis.
Se pudermos mostrar que 0 é valor regular de .F o resultado será consequência do
Teorema l.l(da Transversalidade).
Suponhamos que isto é falso. Existirá então um ponto crítico (uo, .Xo, ho) tal (lue
F'(uo, .Xo, ho) = 0. Podemos "transferir a origem" de Qo para Q - Ão(Qo) definindo:

«. - À:-'u. € H' n n:(Q) \ {o}

e

.É : .Mz n u2 n nã(n) \ {o} x R x Ê ----, iwx

por:
f'(«, .x, h) .x)À*': «

(onde: -E = mergulhos de Q em R,", C3 equivariantes).
E«tã. -F : («, À, h) ---, h;':r'(Àã«, À, À o Ào) tem «m po"to "ítíco (oo, Ào, {n) com:

F'(«o,À.,i.)

(observe-se que hâ é isomorfismo)
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Com esta "mudança de origem" podemos sempre supor que Ào = {n e ela será feita
no que segue sem comentários adicionais
Temos então:

F'(«o, Ào, Í.) = 0

e

(Ó, À, à) ----, .0.F(«o, ,Xo, {n)(ó, .X, A) =

(a. + .Xo)Ó + À«o +(A . V)(A + .Xo)«o -(A+ .Xo)h . V«o

não é sobrejetora.
Como -F(., ., à) é Fredholm,

(ó, .i) ---, .P'(«o, .xo, í.)(ó, .i, o)

tem imagem fechada de codimensão finita e, portanto, F''(oo, Ào, ín) goza da mesma
propriedade.
Mas (t;o, Ào, {n) é ponto crítico e, portanto, existe @ # 0 em M,v ortogonal à imagem
de .D.F(oo, Ào,!Q). Portanto, para todo (ó, Á, À);

0 +Ào)(ó- À'V«o) +.iV'«o

Fazendo À = 0 e ó = 0 vemos que án V,uo = 0
Fazendo à = 0 e variando ó vemos que:

o +Ào)ó'p vóc .A/,, n m'nHi(n)

É claro que, se ó C MzZ também temos:

/n(A + À.)Ó'É - 0
Segue que

para todo u c H2 n Hà(n)
Q
(A + .Xo).« - @
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d, é então solução fraca e, portanto, forte de (A + Ào)V, = 0 em Q, @ = 0 em aQ.
Como aQ é de classe C3 , V, e uo são de classe C2'' n wP3(Q,) para todo 0 < a < 1 c
para todo p < oo.

Variando agora A (e usando a 2a- identidade de Green):

/ -((6. + .X.)À . Vu.) . d,/Q
h. V«o(6. +Ào)@-((A+.Xo)A V«o) .V,

(À . V«o) . ZW, - 6.(À . V«o) . @

J;.h . ',«. %
/ À

(Observe-se que h . Vüo C h;2''(n), por isso estamos trabalhando em domínios de
classe C' ).
Agora, g%

Q

Q

gl$ é função par,isto é:

(9-ã)..-â.a vp.G
De fato:

<g':V«o o g, g':V@ o g>

X(g) . .Y(g)<V«o, V@>

aN ÕN

Pelo lema 4.1 existe A, equivariante tal que À . .N está arbitrariamente próxima de

g? . g$ na tipologia uniforme. Segue que

R.g:. .«''.

Concluímos que existe um aberto U em aQ onde uma das funções ax 2Ü se anula.
Suponhallaos que:
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(se gH = 0 o raciocínio é o mesmo).
Como

AV, + .X#, = 0 em Q

obtemos, por unicidade no problema de Cauchy para equações elípticas de 2a- ordem

que

@ =0 em Q

(usamos aqui a conexidade de Q).

Nuas isto é falso e, por contradição, 0 é valor regular de / como queríamos demonstrar
0

Corolário 4.1 Sda G C O(n) IRÃO 7zecessáHamente abe/ia7zo ow .PnÍÍo) e Â' um

carácter real de G. Então os auto-valores do operador:

-A : Mz Í') #' n @(n, O) --, Mx

sao lodos sz7np/es para uzn c07zlu7zto resldua/ de regtoes !12 de c/asse C,3 conexas e
G-invariantes (observe-se que agora estamos em espaços cample=os).

Z)emonsíração. Imediata a partir do ]ema anterior [].

Vamos agora tratar do caso em que o carácter é complexo

Lema 4.6 Sda G C O(n) IRÃO 7zecessáriame7zte abe/ ano ou .PniZo) e Q região de

classe CZ (a-simétrica. Nessas condições, se u u -+ ito é auto-Junção do Laptaciano

em Mx associada a um auto-valor simples X, ou mais precisamente auto-.função do
operador:

-A : M* n #' n 4(n, c;).\ {o} x C -- Mx

então u e D são (auto-junções) linearmente independentes sobre R se e somente se
,Yá carácter real.

T)..n..c+o.nrã. Já a fizemos no corolário 2.1 0
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Lema 4.7 Sda G C O(n) e Q uma região G-siméÍríca de c/asse C' . Para cada
carácter compiezo de G, consideremos a aplicação:

(«, À) ----, a.« + À"

Mz n H' n H,(o, o) \ {o} x a ---, Mx
Temos

1. Essa ap\ica.ção é de Fredhotm de 'índice l la estrutura de espaço completo de
Mx e de t'ndÍce 2 na estou ura de espaço real de M.r

2. Se 0 é valor regular então os autouatores (do Laplaciano em Mx) são todos
simples na estrutura compte=a e duplos na estrutura real.

Demonstração .

1) A derivada da aplicação acima é dada por

(Ü, À) --, (A + .X)á + À«

Como ü --, (zX + À)ü tem índice 0 (na estrutura real ou complexa) a aplicação

(Ú, À) --, (A + .X)à

tem índice l na estrutura complexa e 2 na estrutura real
Sendo (à,À) --, Xu compacta, o item 1) segue.

2) Se 0 é valor regular temos:

dÍm. .K«l(ú, À) -"-' (A + À)'l + À«l - l

(onde dama indica dimensão complexa).
Portanto:

dim. -Ke,lü --, (A + À)úl $ 1

e, sendo À auto-valor ele deve ser simples (na estrutura complexa)
4.6 acima o resultado segue [].

Usando o ]ellla
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Comentário 4.1 Se tentarmos agora provar a 'genedcidade" dos aula-ua/07'es em
,A/.r, usando o mesmo argumento do lema #.5 acima, concluiremos rcom0 7za seçâo
2.2.2) qKe existem auto-funções u e + satisfazendo:

]l/as isto 7zão nos /eua agora a uma contradição imediata.
Para superar esta di$cutdade temos qKe lançar mão do Teowma da Trens'oersa\idade

de He-«.y (Teo l.l).

Re aNaN =0em aQ

l,ema 4.8 $da G C O(n), wm s bgrupo .PniZoÍnâo necessariamente abe/cano), Q
wma mgião de c/asse C3 G-sÍméfNca e colzeza, ê a'um carácter nâo real de G. Sda;

.A/z' = .Àh n #' n .@(Q, a)

Consideremos o operador

G.V : (]Wz' \ {0}) x (]UT' \ {0}) x 0. x -E ----, .A/z x ]MT x .Z

deFnido por:

'«@,d,, ', © - ("*(» -. N"*''«, "*@ -'- N"*':V,, "*"«..,"*':@,VO)
onde;

b D. = disco fechado de raio n em C

e .B = {meryu//zos equ alar antes de Q em .IZ" de classe C3 }

. .Z= { « c L:(aQ)lu o g = uVg c G }

. -e.(«,«) - x'â . g

. .Y(g)

Então o conjunto

E t«{. q«. 0 C .rm(G.*(. , . , . , A))}

é raro (isto é: .fechado e de interior vazio)
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Suponhamos, provisoriamente que o lema 4.8 está demonstrado. Podemos então
provar o seguinte:

Teorema 4.1 Sda G um suZ,grupo .PnÍto Irão necessaMa«ze7zte aZ,e/íanoJ de O(n).
Então os auto-valores do Laplaciano são todos simples soba C(isto é dimensão do
auto-espaço como sttbespaço como/ezo de L2(Q, C') = .í ,), para um c07ÜunZo res dua/
de regiões çl de classe Cz e G-simétricas, se nos restringimos a cada um dos espaços

Z)em07zstração. Consideremos o conjunto das regiões ( G-simétricas ) tais que

os auto-valores de módulo $ n C N são todos simples. Este conjunto é aberto
em consequência do Teorema das Funções Implícitas (ou do lema 4.3). Precisamos
mostrar que é também denso.

Fixemos Qo conexo e satisfazendo as condições enunciadas acima, e seja Q C2
próxima de Qo de classe C3 e G-simétrica.
Agora apliquemos o Teorema da Transversalidade (na versão usual) para:

Fz : .Mz n n' n nã(o, c) \ {o} x .o. x .B'

definida por:

Fx(«,.X, A) À)h*':u

onde .Eo é o complementar do conjunto -E fornecido pelo lema acima; portanto aberto
e denso.

A aplicação .f?x é a mesma de6nida no lema 4.5 acima, somente com domínio conve-
nientemente restringido. As mesmas considerações lá feitas se aplicam agora e, se su-
pusermos que 0 não é valor regular, seguirá que existem auto-funções p e @ C JWx(Q)
associadas a. um a.uto-valor À de módulo $ n tais que:

c.* (p, d,, .x, A)

Nuas isso é impossível se À C Eo.
Portanto 0 é valor regular e os auto-valores de módulo $ n em À(Q) são todos simples
se A C -Eo, em particular, pala Q arbitralialllente próxima de Qo (na tipologia C2).
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Se Qo é desconexo) o argumento se aplica a cada uma de suas componentes conexas.
Uma nova pequena perturbação separa os auto-valores que aparecem em componentes
conexas distintas.

Para obter o resultado desejado, basta fazer interseção com n variando em N O.
Demonstração do lema 4.8
Vamos mostrar, inicialmente, que .E é fechado.
Seja:

. .v.' nn' nnà(n,c)
Suponhamos que AJ: --, A em -DI//;(Q) e existem (gk,V,k) c M,r' n -A4F' e Àk C D«
tais que;

G.*(Ç?k , @* , .XA , ãi) = 0

Então çpk e Úk são limitados em Mz2 e MT2 e, portanto, tomando uma subsequência,
convergem em ]Wx e ]ldF respectivamente a g e V, (e Àk --, À).
Mas então p e V, € H2 n Hã(o, C ) e:

a.*(p , V, , À , À)

Agora queremos aplicar o Teorema da Transversalidade de Henry para mostrar
que -E tem interior vazio. Nossos espaços são separáveis, G.r é de classe Ca e --êgx--
é semi-Fredholm com índice --oo.

A única condição delicada a-verificar então é:

Sabemos que o lado direito é finito. Basta então provar que o lado esquerdo é infinito.

Podemos "transladar a origem" para À(Q) (como no lema 4.5) e então calcular as
derivadas supondo /t = ánc/usão, o que facilita os cálculos.
Vamos então supor, por contradição, que a dimensão acima é menor ou igual a um
número m. isto é:

dm ImDGx Qy, $, X , h]

'mj<j%hl
>dim.V

a(9,@,À)

,0. C ImDGx C Mx x À4-R x Z
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tais que

tais que

VÀ C .E ; ]+, Ú,À e ci, ,c.cR

DGx (+, +.\ . h]

(A + À)(é - h
x. lvp - v(d'

vp) - .xp , (A + .x)(V,
h . VV,) + VÚ . v(+ - A

h . v«,) Àd,,
v(vç' ' vv')l

l4.i)

(onde: 0j = (0},0},q))
Vamos definir operadores

'4a+x L'(Q,C)
n' n nà(n, c )i«

n'n nã(n,c)
n'n nà(o,c)

por
u = .4A+À/ + Ba+Àg

quando:
(6. + À)«

ulan - g

f C JV'(a. + .X)
« l .v(A + À)

Da primeira componente de 4.1 temos:

dÍm(JV'(A+À)) m
: ÓI(II + >: Cj.4A+ÀO} -- ZIA+À(À ' VP)

{=i .j=l

e analogamente para
$-t-.v+

Substituindo na terceira componente de 4.1 segue que

«.I"«,âlã gl ãâ'«*l'«gl gâ'»** (" ' ~ã)] .
pertence a um subespaço de dimensão $nita de Z para cada À C 17:,í.:.E,isto é, À C
C3 (Q, R') e é equivariante..
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Sabemos que:

«.(g ' g) .. - .

e ( no aQ):

' - @ -- N, - gg -- #h
' - ® -- NV, - g3: .... ,, aú

(onde H é a curvatura média de aQ).
Segue que:

«'1931..- . - (ãB)...
e, portanto:

,..er@.wl
)N \~t)N aN)\m

Queremos então mostrar que (fazendo a = A . .V):

não tem posto finito quando o varia no conjunto das aplicações pares de classe C3 em
aQ. Usando o Teorema B.l no caso n > 2 e B.2 no caso n = 2 concluímos que:

«. (9 . T) : . '«.,,

em uma vizinhança U de an, para todo vedor T no espaço tangente a OQn z./ (estamos

usando gx para indicar gl$).
Para terminar nosso argumento, tudo o que precisamos mostrar é que as hipóteses:

.-LR. 'aN «â
lan

- 0

1. g e V, são auto-funções em .A/.r e -A4T respectivamente.

2. R' (ã . ã) = 0 .m -m -b«t' U d' aQ

3. -Re (ê2a . Wa.) = 0 em U para todo T no espaço tangente3. Re (%:'-
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não podem ocorrer simultaneamente.
Vamos escrever:

'' -«-«:...:', ' '@ -,-,:-:,, o.©
Escolhendo coordenadas locais (ai, z2, . . , z«.l) no aQ a condição 3) acima implicará
que:

!g-?n- + ?@.gn + !$-gu- + .g©.?2 - .
çj çk ' azjaaJ; ' aatazj ' azkâaj '

em um aberto t/ C ]R"''

Por outro lado, da condição 2) segue que:

1 5; .j, k $ n -- l (4.4)

ri = aqz onde: a = figa -- r2qi
r2 :: --aqi ''''' ' qi2 + q22

(4.5)

e então:

(-2 * Ê«,) ã - («t * e«:) ã
* l.ã * â«l ã - l.ã * :«l ã
E l«a - «hl *: l«t - «EI '' ',

Portanto, para l $ .j, k $ n temos:

gzl:l*:ál:l-. ''',
(podemos supor ql # 0 em U ; ql não pode se anular num aberto pois, nesse caso,
como (p C Mz, q2 também se anularia e então: igÊ = 0 de onde (p = 0 por unicidade
no problema de Cauchy).
Fazendo .j = k:

tál:l:.
Se Vaj = 0 em um aberto de aç2 então o = cÍe. N4a.s, neste caso:

para l $ .j $ n -- l (4.8)

,: + i,, -Ía(q: + {q:)
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e ç', @ satisfazem:

(A + .X)(P + {ad,) = 0
P+ia@ = 0

ã+i-â - o
Por unicidade no problema de Cauchy segue que p e @ são linearmente dependentes

o que não pode ocorrer pois estão em subespaços ortogonais.

Suponhamos então ã= # 0 em um aberto de ÕQ para algum l $ .j 5; n -- l (e

p"t"t' Ê (f) = O «;t. ,b"t' )
usando 4.7:

em Q.
em aQ.

em um aberto de an

fq.À Õa a (qD.
\.q~) a=5a=K \.q*)

p'''' todo l $ # $ " -- 1 em um aberto de aQ. Segue que V (a) = 0 em um aberto
e, portanto, q2 = kqi onde k é constante real em um aberto de an. Mas, nesse caso,
escrevendo p = pi + {p2, teremos:

0-

(6. + .X)(kP: - P,)

(kV': - y'z)l,.

z:@«: - «a
em um aberto de aQ.

Por unicidade no problema de Cauchy:

p2 = kgt em Q

Mas isto não pode ocorrer se g C .A/x como vimos no lema 4.6 0
Provámos então que os auto-valores do Laplaciano sã.o simples em cada espaço

E claro, entretanto, que ainda podemos ter auto-valores múltiplos associados a. auto-

funções em subespaços ]b/z e M.r.. distintos. De fato, se u € Mz é auto-função
associada. a À então ii C M.Í também o é.

Nosso objetivo será mostrar que os auto-valores são, genericamente G-si77tples no
sentido da definição 4.1. No caso de grupos comutativos, colmo as representações
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complexas irredutíveis têm dimensão l (conforme teorema A.l) a definição 4.1 pode
ser enunciada simplesmente como segue (esta deânição foi antecipada no capitulo 2).

Deânição 4.2 Sda G C O(n) grupo compacto e comutafÍuo, Q C E" uma região G-
simátrica e À um auto-ua/07' do Z,ap/aciazzo com attfo-espaço VÀ. .E7zíâo, rem espaços
como/ea;osJ, dizemos que À (í (; -- sámp/es se VÀ possuí uma base da /arma {u} Íse
,Y á real) ou {u,8} 6e A' é como/eároJ.

Teorema 4.2 Sda G C O(n) comutatí o e .PnÍto. .Então os auto-ua/ares do Z,a

píaciano são todos G-simples para um conjunto residual de mgiões ç! de classe Cz
G-simétricas.

Dem07zstraçâo. E fáci] ver, usando os lemas 4.2 e 4.3 que a condição de que
os auto-valores de módulo menor que um dado n C F sejam G-simples é aberta.

Queremos mostrar que é também densa. Para isto, podemos usar a topologia C3 , e
assumir que Qo é de classe C3

Suponhamos então que existe Qo (l;-simétrica tal que, para cada n, C3 -próxima de
Qo existe um auto-valor À de módulo < n não G-simples associado a auto-funções
«o C Mz. e «o C ]Wx,.
Como o número de auto-valores de módulo < n é finito isso implicará a existência
de uma função contínua À(Q) definida numa vizinhança de Qo tal que À(Q) está
associada a auto-funções u(Q) e t,(Q) em .A/x. e A#lr respectivamente. Podemos

também supor que À(Q) é auto-valor simples quando nos restringimos a .A/Z- e -A/Xa

em vista do Teorema 4.1.
Consideremos uma curva de difeomorfismos da forma:

P

« --, « + tÀ(,) + .(t) h(t, .) , h(t,.) equivariante para cada t

Então teremos funções analíticas À.y. (t) e .Xx2(t) que fornecem o único auto-valor de
--.Â em MX. e .A4'X2 respectivamente, próximo de .X(Qo) = ÀÀ': (0) = À.&(0).
Temos:

'ÜI,:.Àx(t)--.Zni'' a , o«de: "o-u(Qo)



d

d Í l.:.Àx2(t) - - .
onde: t,o = u(Qo)

Como h pode ser qualquer difeo C3 equivariante e lalal ejg#j2 são funções pares} o
lema 4.1 permite-nos concluir que:

ü*- a* «. ,'.
O mesmo vale para cada Q C3 .próxima de Qo e, portanto:

]u C Mz. , u C .ADIE «,« # o

satisfazendo:
í (a. + .x)« À)«
\ .B.(«,«) I' - l v« I'

para toda. n, CS próxima de ç2o.
Seja Q = A(Qo), h difeo C3 equivariante próximo da Identidade.
Façamosp=uoA=A*u, V,=uoÀ=Á*o.
Ente existem: À C C,p C ,MZ.(Qo),@ c MX2(Qo), p,V, # 0 tais que:

'@,d,, *, © - ("*(» -- N"'':« , "*@ -- N"*':V, , "*"«..."*':@,©)
(0 , 0 , 0) C .A/x.(Qo) x .Mx (Qo) x Z

(onde Z = {u C Z,:(ân)lu o g = u , Vg C G})
para cada A dífeo C3 equivariante próximo da Identidade.
Queremos mostrar que isto é impossível novamente usando o Teorema da Transver-
salidade de Henry. Como no teorema 4.1 a parte difícil é mostrar que

J #?-g',Y', '.,v ! - .
\ '« [@:h] J

Raciocinando de maneira análoga à do Teorema citado, veremos que, para tanto,
basta. mostrar que o operador:

.g) -gâ-.*« "ãN.-gx.
lm
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não tem posto finito quando a varia no espaço das aplicações pares de classe C3 em
aQ. Usando o Teorema B.3 decorre que uma condição necessária para que O seja de
posto finito é que:

(4.9)

em uma vizinhança U de aQ, para todo T no espaço tangente a õn n t/
A semelhança do teorema 4.1 acima, para terminar o nosso argumento vamos mostrar
que se p f @ são auto-funções em MZ. e MX2 satisfazendo:

v,«,I'-l#,«,I'=o . 3t

em uma vizinhança U de aQ, para todo 1- no espaço tangente a an n u, então
Xi = Z2re nesse caso qp e l# sao /znea7'7nente dependezztes; ozz XI = ;r2 re nesse caso

tp e $ são tin,earmente depen,dentes).
Vamos escrever:

(4.10)

Escolhendo coordenadas locais (sçl, z2, . . . , z«.i) no aQ teremos:

,.[ã8-âÊ]-., :::,''« :'" la,;õ., (4.11)

(4.12)
Como 1 , 1 temos:

r - efo(')q, i; - e'ÍO(')Í

Portanto:

;;'"« * ."ãl l-:g.-"'* .
ge«, * : (eE« -8:,) +

J

De 4.11 temos:

«. lgg« * : IZE« -e:,11 - .
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Portanto:

Z:--- '« aE.- th
Z l;g« - ,«8«1 *g l;g« * ,«ã;l
ZGe«.«8 tl* l g«*,:2-«:1

l *qç$1*Zl;z*':ç$1
gl *â«.l:ll* l Z*4«~.1:11
gál;«*-~ l:ll*Z41 '*«~.1Zill

( Se q: - 0, pod'm'; «« -«.tg (:) )
Vamos exainlnar dois casos:

(4.13)

l Va = 0 em um aberto de aQ

Neste caso, r = k . q, onde k é constante e então g -- k@ satisfaz:

r A(g - kV,) + .X(y, - k@) = 0 em Q

'l p--k«, = 0 em an

l Õt(p -- kd,) = 0 em um aberto de aQ

Por unicidade no problema de Cauchy teremos:

P- k$,

2. VO # 0 em um aberto denso de an.

Seja .j tal que: ::g; # 0 eln um aberto y C aQ.

(VáRIos supor ql # 0. Se q2 # 0 o raciocínio é aná.logo)
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Seja l $ k $ n -- l.

Se ao # 0 em um aberto y' C y, fazendo

(:))-. .« «'

em V, fazendo á = A em 4.13 obtemos:

ZZl;«*«~ 13ill -. .« «

= .j em 4.13 teremos

Se

e, novamente:

,(:)) -
concluímos que:

lV arctg:0 -.F
2 (:))-. .« «

e, de lato:

,"--,»«~.l:l - ,'--,,-"".
deõQem um aberto e denso

Mas então, se qi # 0

-''«,.*. (:) :
"Fq
ct.gg = cte#

q

(e analogamente se q2 # 0)
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Portanto r = cte.@ e novamente por unicidade no problema de Cauchy

$ = cteq,

Resumindo, começamos com auto-funções p C MZI e @ € MZ2 associadas a um
mesmo auto-valor À e concluímos que:

ou ,Yi = X2 e p e d' são L.D ou ,YI = Za e P e V, são L.D

Isso mostra que À é G-simples. Segue que, para um conjunto aberto e denso de regiões
G-simétricas os auto-valores de módulo $ n são todos G-simples.
O resultado desejado segue então tomando interseção da maneira usual o.

Estivemos até aqui trabalhando em espaços de funções a valores complexos. No
entanto, a 'tradução' do teorema 4.2 para espaços reais é bastante simples.

Corolário 4.2 Se G C O(n) é um grupo comatatiuo e ./i?tifo, então, para lzm con-
junto residual de mgiões ÇE de classe Ca , G-simétricas temos somente 2 tipos de
auto-valores do problema de Dirichlet para o Laplaciano em espaços reais:

l

2

,Y(g) :: ülVg C (ly ,4wto-ua/ares simp/es, associados a auto-/u7zções reais origi-

nadas de auto-funções completas em Mx

-.Y(g) # :l:l para algum g C G ,4uto-ua/oms dup/os, associados « pares de aKto-

fu«.ções u = Re(u), «, = Im(u), onde u é auto-função comptelü e« Mx e XÇg)

# ül para a/gam g C G.
Nesse caso teremos:

u o g
uo o g

cosog

sin OP
- sin OP
cosOp

r«'Ze .:'' (g))

T} P«l Om C+ T., r ã ó
'wywv- E consequência imediata do Teorema 4.2 e do lema 4.6 n
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4.3 O Caso de Grupos Comutativos Infinitos
Para o caso de grupos comutativos infinitos(compactos) muitos dos argumentos usa-
dos na seção anterior ainda valem. Em particular, as representações irredutíveis são
todas de dimensão (complexa) l e La(Q, C ) pode ser decomposto em soma direta de
subespaços ]Wz = {u C L2(Q,C) l u o g = .Y(g)u}, com a única diferença de que

agora temos uma quantidade infinita (enumerável) de tais subespaços
Queremos agora provar o análogo do teorema 4.1 : os auto-valores do Laplaciano

são, genericamente, todos simples em cada espa.ço .A/x. O raciocínio desenvolvido
na seção anterior se transporta sem mudanças para o caso presente (em particular o
resultado é verdadeiro se Â'é real), exceto pela parte final do lema 4.8. De fato, para
provar o análogo deste lema precisamos de uma hipótese adicional sobre a dimensão
deG

Lema 4.9 Sda G C O(n), um subgrupo c07npacto e com tat o. Suponhamos qwe

dama < n -- 2 6n = dimensão do espaço ambiente > 21. Sega a nda Q uma região

cÍe c/asse (l73 (-v.sz77zcfftcQ e coneza, e .it um. carácter 7zao real de (;, e;

Mx' n 4(n, c)

Consideremos o operador

G.* : (.Ah' \ {0}) x (.À4T' \ {0}) x D« x .E -

Gx(P, @, À, à) + À)A*':9, Á*(a. + À)À*':V,, À*-B«P)h*':(9,@)

onde;

e D. = disco jech.ado de raio n em C

e l? = {meryu//tos egu uar anões de Q eln E" de c/asse C3 }

. .Z= { « c L:(an)l« o g = «Vg c G }

. -e.(«,«) - -n' â- . â

. .Y(g)
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Então o conjunto

É {A C .E tai' gu. 0 C .rm(G.r(., A))}

é « (isto é : fect-'do ' de int.üo, -zio)

Z.)emonstração. A demonstração do lema 4.8 pode ser repetida aqui linha por
linha. Apenas observamos que a hipótese: codimensão de G(gç) em ÕQ> 1 não é mais
automática como no caso de grupos finitos (se dimé?Q > 1) O.

/

Teorema 4.3 Sda G C O(n), um suZ,grz'po compacto e comutatÍt,o. Suponhamos
gue dimG < n -- 2.

Então os auto-valores do Laplaciano são todos simples sobre C(isto é dimensão do
atlto-espaço como suóespaço como/ezo de L'(Q, O) = .Z) , para um co©unto resádua/
cZe regzoes ç2 (1e c/asse (l:2 e ('v sz77}etricas, se nos resta"t7zgzm.os a cada u77z dos espaços

T) p «n nn e+ Tn p ã A'wYWv- A demonstração segue as linhas do teorema 4.1

Comentário 4.2 Se !estarmos m Zar o procedimento da serão enter or para provar
que os auto-valores são G-simples encontrarmos a seguinte di$cutdade: como antes

l,Cremos auto-funções \p e $ em Mx, e Mx, wspectiuümente, satisfazendo

g l2 -- l Úw l2 = 0 em um aberto de aQ

Mas a.gota não con,seguimos provar qle o operador.

3â'«*l.gl-ââ-«,I'gll
não tem posto Frito (embora isto padeça ser bastante improuáuel). De fato, o passo

crucial para a Tropa deste fato foi.o tema B.3 qve só pude'mos Trota'r no caso de
grupos $1\idos.
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4.4 O caso de grupos não comutativos
Sendo a teoria de representação para grupos não comutativos mais complicada, não
é surpreendente que nosso problema se torne correspondentemente mais difícil. Em
primeiro lugar, mesmo trabalhando em espaços complexos sempre existirão repre-
sentações irredutíveis de dimensão Z 2(ver Teo. A.l).
Por este motivo, nesta seção trataremos o Problema de Auto-valores para o Laplaci-
ano em espaços reais.

Usaremos nesta seção a notação e os resultados do apêndice A, em especial da
seção A.2.

Como antes, gostaríamos de provar que, genericamente, os auto-valores são G-
simples. Não será possível fazê-lo no caso geral. Podemos, porém, obter alguns
resultados parciais.

Para começar seja À auto-valor de multiplicidade m em uma região n de classe C2
Lembremos do lema 4.3 que, para À suficientemente próximo de {n (na topología C2 )
existem, numa «izinhança de .X exatamente m auto-valores Ài(A), . . . , À.(h) (conta-

dos com sua multiplicidade) de À*Ah(n)À*' , e uma base ortonormal ui(/z), . . . ,t;.(A)
de VÀ.(À) © - - © VÀ.(h) com as ui funções contínuas de à.
Temos então:

Proposição 4.1 Sda G C O(n) compacto e I' a mpresezzfação q ase regtl/ar de G
em Z'(Q) . $uponÀamos que;

I'lvx é {rredtztúeZ

Então Caíste c > 0 Za/ gKe, se ll in h llc, < e: e à é eq?z uaráa7zte,

I'lyx.(h)©-'©vx.(h) e {7'redutíueZ.

Z)em07zst7ação. Tendo em vista a proposição A.4 basta mostrar que todo vetou

não nulo to € VÀ.(h) @ . . a) VÀ.(h) é cíclico.
Podemos tanabém supor que ll to 11= 1, isto é:

to C VÀ,(À) G) a) vx.(h) n s"
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Para cada À seja oi(ã), . . . , ü.(À) a bme ortonormal cuja existência é garantida pelo
lema 4.3. Definimos:

Th : VÀ n S" --} VÀ,(A) ® © vx.(h)n s"

por:
a-«:({.) + .. . + ««««(i.) ----, «-«-(À)+.. . + «.«.(À)

T(u, h) é, cl;r;mente, sobrejetor..
Para cada uo c vÀ n s" existe uma vizinhança U de ({n, t;o) tal que T(A,o) é cíclico
se (À,u) C U. Em outra palavras, o conjunto:

{r,(r(ã, «)) l g € a}

gera a)Mh.(A), para todo (A,ü) C P

De fato, se

l I',: («o), . . . , I',. («o)

(onde l I',:(t,o), . . . ,I',.(t,o) l é o subespaço gerado pelos vetores I',.(uo) e .M é a

matriz dos coeficientes dos I',.(uo) na base {ui(io), . . . ,t,.({n)}) devemos ter:

det M # 0

Agora, como a base {oi(À)} varia continuamente com h, T é contínua em u e
as I'P:,... ,I's. são funções contínuas, se .M(h,t;) é a matriz dos coeficientes dos
I's.(T(À,t,)) na base {t,i(A), . . . , o«(À)} teremos, para À próximo de án e o próximo
de o.

d.{.M(A, «) # 0

e, port"to, Th(t,) é cíclico.
A vizinhança t/ de ({n,uo) acima pode ser suposta da forma:

U x {ÀI ll À in ll., < .(«.)}

onde O. é vizinhança de uo em VÀ n s". As O. formam uma cobertura aberta de
vÀn s"
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Seja O.: U.. . ,UO. uma sub-cobertura finita, ec = mÍnlc(ui), { = 1,...,Ê}. Então,
se ll h -- ín llc, < c, Th(u) é cíclico para todo u € VÀ. Como TÀ(u) é sobrejetora segue
que todo vetar em ©VÀ.(h) é cíclico e G)VÀ.(h) é irredutível O.

Corolário 4.3 Soam G, e À nas condições do teomma acima

Então existe c > 0 fa/ que se ll io -- À llc, < c temos;

À-(À) ,x,(À)

(onde as Xi(.h) são as lfunções contínuas do tema 4.3)

Z)emonstrução. Como I'lava.o) é irredutível pela proposição acima e cada VÀ.(h) é
invariante o resultado segue imediatamente D.

Comentário 4.3 Z,embmmos que wm auto-ua/or nas condições da pmposiçâo e do
corolário acimas é denominado G-simples O qze esses resultados estão dizendo
então é qtle auto-t;a/ares G-sÍmpZes nâo podem ser separados coizseruando a símefria.
Eles se comportam de maneira parecida com os auto-valores simples na ausência de
simetria.

Segue das considerações acima que a propriedade de todos os auto-valores de
módulo < n serem G-simples é aberta. Se pudessemos provar que essa propriedade é

também densa nossa conjectura estaria demonstrada.
Vamos então olhar para cada subespaço in-/adiante À/a da representação quase-

regular (ver apêndice A, em especial seção A.2).
Cada sub-representação irredutível em -A/a é equivalente à representação matri-

cial

g --, .4.(g)

onde 4,(g) é matriz ortogonal de dimensão d. para cada g.
Vamos considerar o sub-espaço X.4, C ( L'(Q) )a', definido por:

l,2(Q) a' t. q. l = .A! :
ul

X.4. C

uda

lui o g

ud. a g
t. q-
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Definição 4.3 1)iremos que tina d.-up/a lui)...,uÚ,l em X.4, é uma auto-/unção
do .LapZaciano em X.4. com auto-valor À se ui é attlo-/u7zção do Lap/aclama em
#' n 4(n) c.«. -t.-«/o, À P«« l $ á $ d,.

Proposição 4.2 Se À é auto-ua/Of do lap/aclara em X..4. e lui,...,ua.l é aKto-
/unção associada então ul, . . - ,ua. são auto-/uvtções /{nearmente {ndepe7zdentes do

Laplaciano em M..

Z)emonstração. Como, por definição, a representação I' restrita ao subespaço

gerado pelas ui está na classe o segue do teorema A.7 (parte de unicidade) que cada

ui deve estar em .A/. (uma demonstração mais direta pode ser feita exatamente como
em A.8)

Além disso, em vista do mesmo teorema, as funções ul, . . . , ua. devem ser linear-
mente independentes pois, caso contrário, teríamos um subespaço invariante de .A4a

de dimensão menor do que d. []

Proposição 4.3 Se .X é aula-t;alar simp/es de A : X.4. --+ X..4. então

F : vÀ n M. --, vÀ n .M.

é rmdutúe/

Dem castração . Suponhamos que

i' : vÀ n .AÍ. --, vÀ n .M.

é redutível.

Tel'emos então dois subespaços WI e W2, lvl n lv2 ' {0}, contidos em VÀ n .A/a

tais que: I'lw. está na classe a, para { ' 1,2.
boas então, tomando bases convenientes em Wi e Wa teremos duas auto-funções
linearmente independentes de A en.i X.4. O.
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Proposição 4.4 Consideremos a ap/ícaçâo

l ;'=,. 1 , ,1
X.. \ {0} x .R

A + À)ui

IA + .x)«..
--} X.4.

Então esta aplicação é de Fredhotm de índice l e se 0 é Datar regular, os auto-valores
(em xA.) são t.dos simpt".

Z)emonstraçâo. A demonstração é 'mutatis mutandis' a mesma do lema 4.7 0.
Gostaríamos agora de aplicar o Teorema da Transversalidade para concluir que

os auto-valores de a. : X.4. --} X.4, são simples. Esta pretensão esbarra, porém em
diâculdades técnicas que não pudemos superar.

Vamos então, no que segue, tratar apenas dos grupos cujas representações {m'e-
dutÍueis têm dimensão d. no máximo 2.

Nesse caso, temos 3 possibilidades:

2. d. = 2, e as complexificadas das representações em .A/. são redutíveis

3. d. = 2, e as complexificadas das representações em .A/. são irredutíveis ( uma
tal representação é denominada absolutamente {rmdufúeZ9.

Não precisamos nos preocupei muito com os casos l e 2, a rigor eles já foram tratados
nn epr;n 4 9

Lema 4.10 Supor/lamas gue G é unt s?zbgrupo ./i7zíZo de O(n) e a uma c/asse de
representações ifredztíueis com dimensão d. = 2. Suponhamos ainda que a é absolu-
tamente irlvdutíue!. Então os auto-valores de

A : X.4. --, X.4.

são todos simples pal'a um conjunto residual de T"egi.ões de classe Ca , G-simétricas
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Demonstração .

do operador:
Tendo em vista a proposição 4.4 basta provar que 0 é valor regular

l :: l , ,l
(a. + .x)«:

A + À)u2
X..4X.4. \ {0} x R

Aplicando o Teorema da Transversalidade usual, ao operador

.F : x.4, \ {o} n (n' n nà(n))' x R x .E --' x..4.

(onde: -E = {mergulhos equivariantes deQ em R" de classe C3 })

dehnido por:

11=1 , » , «1 - 1 z:iil iz::: l
concluiremos que se 0 não é valor regular então existem autc-funções

satisfazendo: . . , . .,

88*==-.«.,'.
Cromo na demonstração do lema 4.8, aplicamos o Teorema da Transversalidade de
Henry para mostrar que das regiões onde isto pode ocorrer é raro.
De fato, raciocinando por contradição encontraremos a.uto-funções p e V' em X.4.
satisfazendo:

1. gg-eik + glR%# «o aQ

2. %t:xeÉt:x- + %i:N.eÉi:x = 0 eni um aberto de aQ, para todo 1- no espaço tan

gente.
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Fazendo:

,-'«-,,,,-(h, B) ,-.,:,,,,-(&, Ü)
teremos:

ri :: crq2 . . ,.. . rlq2 -- r2qi
on(le: (.y =

r2 = --aqi '"''' ' q12 +q22

e então raciocinando de maneira análoga ao da demonstração do lema 4.8 teremos

ou

em um aberto de aQ

em um aberto de aQ

Se Va = 0 em um aberto de ÕQ então;

ri :: k.g2 onde k é constante real
r2 := --k.qi

(4.14)

JL wb wzJ-xvu .

".u-1:11131 :iilSll
Como l 9i l C X..4, teremos para todo g C G:

': ' g (g),- + «-,(g),:

r2 o g = a,.(g)ri + a22(g)r2

Por outro lado, de 4.14

ri o g

r2 og

«2:(g),- - «,-(g),:

-«-,(g),- + «::(g),:

Se ri e r2 fossem linearmente dependentes teríamos, por unicida.de no problen)a. de
Cauchy, que Úi e @2 também o são. À'ras isso não pode ocorrer em vista da proposição
4.2
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Segue então que devemos ter

all = a22

a12 = a21

Mas então o é absolutamente redutível contra a hipótese.
Se, por outro lado, V? = 0 em um aberto de aQ, então, novamente por unicidade,

pl e p2 seriam linearmente dependentes o que não pode ocorrer como vimos []

Corolário 4.4 Se G é um subgrupo .PnÍto de O(n), com representações irmdwtíoeis

de d m < 2 então, para Hm conjunto r'esÍdwa/ de mgiões Q, C2 e (x--simétricas, a
repmsentação;

I' : vÀ n Ma --, vÀ n .M.

é rmdutúe/ para todo auto-uaZor À do Z,ap/aclama em Q

Demonstração.
4.2, teremos

Suponhamos primeüo que d. = l Usando a notação da seção

M.=Mx

onde .4' é um carácter real, e basta então aplicar o lema 4.5.
Se d. = 2 e o como/ez@cado JI/, de JWa (ver seção A.2) é redutível, teremos

.A4. = Mx a) ]Wx

e usamos o teorema 4.1.

Finalmente, se d. = 2 e a é absolutamente irredutível basta usar o lema 4.10
acima [].

Corolário 4.5 Se G é um su.bgrwpo ./in to de O(n), com rep7'esenfações {r7edutúeis
de dim $ 2 os a.utouatores do open'odor:

A : Ma n H' n 4(n) ----, A/a sao

8 simp/es se d. = l
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e duplos se d. = 2

num conjunto wsidua! de regiões G-simétricas, CZ

Z)emonsZração. Imediata a partir do corolário acima D

Teorema 4.4 Suponhamos q e G é m suógrwpo .PnÍfo de O(n) cÜas representações
irl"edutíueis têm dimensão $ 2. Então, para um conjunto residual de regiões de classe
Cz , G - simétricas os autouatores do problema de Dirichlet para o Laptaciano podem.

ser de dois tipos:

/. simples e associados a Hma auto-/unção em .A/. com d. = l

2. duplos e associados a tzm par de auto-/u7zções ul e u2 em M. com da
s.tis.f«endo:

r «: i
«11

L "2 J

Em outras palavras, os auto-valores são, "genericameltte", G -- simples.

Demonstração. Usamos aqui as mesmas idéias da demonstração do teorema 4.2.
Teremos porém uma pequena dificuldade técnica. Queremos calcular a derivada de
auto-valores À(t), em um espaço Ã/. ao longo de curvas de difeomorfismos da forma:

« --, « + tÀ(,) + .(t) À(t, ,), À(t,.) equivariante para cada t

Mas agora, se d. = 2, À não será auto-va]or simples em ]Wa e sim duplo. Portanto, não
segue imediatamente do Teorema. da.s Funções Implícitas que À é função diferenciável
de t. Para garantir isto, usamos então o lema 4.2. Um cá.óculo simples (ver l31)
mostra então que se À.(Z) é auto-valor de --A em Ma e {u(t),u({)} base ortonormal
(variando analíticamente em t) do auto-espaço VÀ então:

:É..;.*..:,- -!/«' «'lü'*a'l
(onde «o = «(0), «o = «(0))
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Observemos que

a'*&')
éfunção par.
Se À é auto-va]or associado a auto-funções em subespaços ]Wa, e .A/,, temos três
possibilidades:

1. d. = d, :: 1. Então, aplicando o Teorema da Transversalidade na versão
usual, concluiremos que existem auto-funções g e Ú em M.: e .ly,, respectiva-
mente satisfazendo (â y = (g$P e então g = a:V, o que não pode ocorrer.

2. d, = 1 e d, = 2. Usamos o Teorema da Transversalidade de Henry para
concluir que existe uma auto-função pi em .A/a, e um par de auto-funções @l e
V,2 em ,A4a, satisfazendo (com g = gi + gi e V, = V'l + {V'2):

Ip«,I' -- l@«,I' = o . e? }' leal' =0rr

em um aberto de aQ para todo T no espaço tangente. Raciocinando como em
4.2 chegaremos à conclusão de que g = Ú o que não pode ocorrer.

3. d., o procedimento é análogo ao do item anterior D
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Apêndice A

]3,epresentações Unitárias de
Grupos (compactos

A.l Alguns Resultados da Teoria de Representa
çoes

Apresentaremos aqui alguns exemplos da teoria de representações de grupos compac
tos. A demonstração dos mesmos pode ser encontrada em l41,jlll, j141 ou jlõl.

Definição A.l Seja G um grupo e Z(-E) o espaço dos operadores em um espaço

vetorial .E. Uma repmsentação de G e«z -E é uma aplicação }'':G --, Z(.D) satisfazendo:

1. V=. = yz 0 VV, Va,y C G

2. 1 -/d

(onde e é a unidade de G e .rd o operador Identidade de .E em .E)

Observação A.l Como y.-i o y= = y. o V=-t = % = /d, y= é inversível para todo

z C G. V e, portanto, um homomorfismo de G no grupo G-L(-E) dos operadores
inversíveís de .E.

Suporemos, no que segue, que (? é um grupo compacto, -E = -H é uJn espaço de
Hilbert como/eao, embora muitas definições e resultados se apliquem em um contexto
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mais geral. A integração em G será sempre com respeito à sua (única) medida de
.tlaar.

Observemos que na definição A.l não estamos exigindo que y= seja operador
contínuo. (De fato, isso nem faz sentido em geral pois -E é apenas espaço vetorial).

Definição A.2 Diremos que uma representação y: G --, L(H) é (fortemente)
c07ztíhua se

lim Vz<1 = ( V(l C .#

Proposição A.l Se a representação y:G --} .L(.#) é contínua então a aplicação

(«,o - v (

de (7 x .# em -# é contínua. (Em particular }'l, é um operador contínuo para cada #

c #.)

Definição A.3 Sejam }' : G ---, -L(-H) e y' : G --, Z(.H') representações contínuas
de G. Diremos que y e V' são ega üa/entes se existir uma isometria linear T : -H --}

.Z?' tal que:
y=, oT = To% Vz c G

Definição A.4 Diremos que uma representação contínua y:G --, .L(-#) é w7zÍtária

se V= é um operador unitário para cada ic C G, ou seja:

lv=(1, v=o> <(1, q> v,cG,v(,qc.#

(ou ainda: V=+ Ue-, , onde V=+ é o operador adjunto de V=)

Proposição A.2 Seja y : G ---, -L(.#) uma representação contínua (não necessaria-

mente unitária). Então existe um isomorfismo T: .# --, .ü (isto é um operador linear
contínuo com inversa contínua tal que y' = To V' oT-i é uma representação unitária
de G em JI

Definição A.5 Seja y G ----, -L(H) repres"t'ção contínua
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l

2

3.

4.

Um subespaço Zli C .H é {nuar ante para y se y=.Eri C .#l para todo € G.
A representação V' : G --, L(.HI) definida por:

l,'al( = y=( V( C .#l é denominada sub-repmsentação de y e indicada por qH-.

y é cü/{ca se existe ( C .# tal que o espaço gerado por {yz( i z C G} é denso
em .# (nesse caso, ( é dito cíclico).

y é irreduíz'ue/ se os únicos subespaços fechados invariantes para V são {0} e -H

Caso contrário, y é dita 7'edutúe/.(Diz-se que um subespaço próprio invada.nte
.H: reduz y).

Se .H :: .#l © .H2 a) . . . a) .#m . . ., onde os .f/i são invariantes para y escrevemos

y = qH. a) . . . © qX. a) . . . e diremos que V é soma dÍreta das representações

q«

Proposição A.3 Seja y representação unitária de G e L C .H subespaço fechado

Então -L é invariante para y se, e somente se, o operador projeção,
P : .# --+ .# comuta com y, isto é:

Poy, y= o P para todo iç C G

Proposição A.4 Seja y representação unitária de G. São equivalentes

1. y é irredutível

2. Todo vetor não nulo ( € .H é cíclico para y

3. Os únicos operadores limitados de -L(-#) que comutam com y são os da forma
a-r(a C C).

Definição A.6 Diremos que a representação y de G em .# é de dÍmezzsão .Pl?.{ía se
# é de dimensão finita e escrevemos dim y = dim .#. ( H s,!)«t:.... ;n»«««t '?)

Í4 ;ut,4..,&..,h tMsc.l n.beco,ç- 'â-#Ú

Teorema A.l Toda representação unitária e irredutível de G é de dimensão finita. } '/'"'oi
Se G é abeliano, y é necessariamente de dimensão 1. Reciprocamente, se toda
representação irredutível unitária de G é unidinaensional, então G é abeliano.
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Teorema A.2 Para todo a C G, a # e, existe uma representação unitária e irre-
dut;vel V de G tal que: l,C # /d.

Definição A.7 Um carácter de G é uma função limitada e não nula .X': G --.} C
satisfazendo:

.Y(,.g/) ).Â'(3/) V,, 3/ € G

(É fácil mostrar qu' 't(e) = 1 e l ,Y(z) 1= 1 Vz € G. Portanto um carácter de G é
um homomorfismo de G em S:).

Proposição A.5 0 conjunto dos caracteres contínuos de G, com a multiplicação
ponto a ponto é um grupo denominado grzípo dos camcferes de G.

Proposição A.6 Sejam Gi, G2, . . . ,Gm grupos abelianos com grupo de caracteres
Xi, X2, . . . , X. respectivamente . Indiquemos por

n=;.x, ' n=::c.
o produto direto dos grupos Xj e Gj respectivamente.

Para cada(À'i,...,Â'«) C ll=:Xj, seja l.YI,...,.Y.l a função

(,:, , ,«) ----, .Y:(,:)..Y,(.,) x«(.«)

definida em ]ljZiGj. Então a aplicação:

(.r:,...,,r«) ,...,,r.l
é um isomorfismo tipológico de jl;:=iXj no grupo dos caracteres de llj:iGj

(Sucintamente, o grupo dos caracteres de ll?:lGj. "é" o produto n;::Xj dos
grupos de caracteres dos Gj).

Comentário A.l Se G = {0, 1, . . : , m -- 1} é o grupo cíclico com in elementos, seu

grupo de caracteres é o grupo das aplicações:

k + d"U'jm
/

rS {Õ ??0À

qpê'r?as .l fq7a-r't0.
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que é isomorfo a (;.
Segue da proposição A.6 acima que o grupo de caracteres de um grupo abeliano

finito é isomorfo a G.
No caso de um grupo abeliano infinito, a aplicação de G no grupo de caracteres

TV do grupo de caracteres X de G definida por:

(0(,))(.Y )

é um isomorfismo topológico

Definição A.8 0 conjunto das classes de equivalência de representações unitárias,
irredutíveis de G será denominado Dueto dual ou simplesmente dua/ de G e indicado
por G.

Teorema A.3 (Lema de Schur) S.jam q : G --, Z(#i), V2 : G -' I'(#2) repre-

sentações irredutíveis. Suponhamos que exista uma transformação linear Á : -ai -->
.H2 tal que: .A o h, = V2, ' '4 Va C G
Então ou A = 0 ou A é isomorfismo.

Definição A.9 Seja a um elemento arbitrário de G, y uma representação na classe
a e {(i, (2, . . - )(a.} uma base ortonormal no espaço de representação .l? de V. Para

.j, Ê C {1,2, . . . ,d.} seja uj,i a função em G definida por:

«j,*(a) < y=(k , (j >

para # C G. As funções ujA são denominadas /ullções cooMe7zadas para y C a e a
b«. {(l:,(,, . . . ,Ca.}.

Proposição A.7 Para cada o C G, seja {ujt : .j = 1,2,...,d.} um conjunto
de funções coordenadas para uma representação y na classe a e uma base fixa
{(1)(l2,--.,(Ú.} no espaço de representação .# de y. Então o conjunto de todas
as funções d:/2ujt , onde .j, k C {1, 2, . . . , d.} e a C G, é um conjunto ortonormal em

.L2(Q). Em particular temos:

í.«.«-- t';.'«
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Definição A.lO Seja y representação de dimensão finita de G
O caracÍer da representação y, denotado por Xt' é a função:

z C G ----+ trV=

(onde truz indica o traço do operador y=)

Observação A.2 1. Se y é de dimensão 1, o carácter da representação V é um
carácter do grupo G.

2. Se y e V' são equivalentes então .Yy = .t'v,. Podemos então escrever Â'. para
indicar o carácter de qualquer representação na classe a C G e d. para indicar
a dimensão de qualquer uma dessas representações.

[Feorema A.4 Seja y representação unitária de G em H. Para cada a C G, seja .f).
o operador em .17 definido por:

(Pa(l , '7> /,<yz€1 , q>d.&(a)d'

Então & é operador projeção em .#. Façamos M. = Pa.H.

Se a # a' então .A/a e .A/a. são subespaços ortogonais de .H e .H' = (i),CÕ JWa.

Para cada a C (?, .A/. é {0} ou uma soma direta de m. subespaços invariantes -L.,j
com dim -t.,j = d. e VÍL.,, € a.
O número ca:ídinal m. pode ser anito ou infinito.
O subespaço A/a é o menor subespaço fechado de .# contendo todos os subespaços
invariantes de .# restrito aos quais y está em a
Essa soma é única no seguinte sentido:

Se -H = (1) .NÀ

rC«. ,«&.cJ. V ) À'
onde NÀ é irredutível para todo À C A então:

{JV* l H/«. C a} = .M,

e existem m. subespaços ]VÀ tais que qW* C a.
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Proposição A.8 Se G. C G é subgrupo fechado, então toda representação unitária
% de G. pode ser estendida a uma representação unitária de (?. Se 'l/o é irredutível
esta extensão pode ser tomada irredutível.

Definição A.ll Arepresentaçâo reg /ar Ía esquerda) de G é a representação

R:G definida por

(R,/)(y) '' .y) q...

(onde -L'(G) é o espaço das funções ./ : (3 --, C de quadrado integrável)

Teorema A.5 A representação regular é uma representação unitária de G. Seja

.L'(G)

a decomposição fornecida pelo teorema A.4 acima. Então cada subespaço .A4a é soma

direta de d. subespaços I'a,j tais que ql.,j € a. Em outras palavras, toda repre-
sentação unitária irredutível de C? comparece (módulo equivalência) na decomposição
acima com multiplicidade igual à sua dimensão.

a€G

Comentário A.2 No caso em que G é um grupo .PnÍto temos alguns resultados
especiais:

l

2

3

A medida de Haar em C é, simplesmente, a medida de contagem normalizada
e -L'(G) {/ : G --, C }.

ê = {a:,. ..,a,} é 6«ito e Ha

a cardinalidade).

O produto de convolução em -L2(G), no caso de G finito pode ser definido por:

dám-L'(G) d., ' + d, ' + + d.,' (B indica

/ + g .3/' ')g(y)
y€G

Seja L: o centro da álgebra -L'(G) com o produto de convolução
Ç f c L2z + f+ g g+ j 'qg € P' (G)h
Então as seguintes afirmações são equivalentes:
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(,) /(.y) (3/,) V«,3/ C G

(b) f é constante nas classes de conjugação de G

(c) / C .L:(G)

Os caracteres das representações de G, &, formam uma base de .L:(G) e,
portanto, o número de elementos de elementos de a é igual ao número de
classes de conjugação de G.

4

A.2 Representações Ortogonais
Na secão anterior, acompanhando a maioria dos textos (ver por exemplo l41 ou l71),
enunciámos resultados exclusivamente para representações de grupos em espaços com-

p/ea;os. Precisamos, porém, especialmente no capítulo 4, trabalhar em espaços reais.
Como não encontramos um tratamento adequado aos nossos propósitos, desenvolve-

mos abaixo a teoria que necessitamos.
Felizmente, as definições dadas para representações em espaços complexos (que

aqui denominaremos simplesmente represa?ztações como/elas), podem ser mantidas
aqui e muitos dos resultados anteriores podem ser reobtidos usando a "compleaá-
.Pcação" da representação em um espaço real (que denominaremos representação real),
conforme descreveremos abaixo. Nosso principal objetivo nesta seção será obter o
análogo do teorema A.4 para representações reais. Em toda esta seção G será um
subgrupo compacto do grupo ortogonal O(n).

Seja .E um espaço vetorial real. O compleziWcado de E, usualmente indicado por
.E. é o espaço vetorial obtido de -E simplesmente permitindo que os escaleres sejam
complexos. Em outras palavras,

-E. + {«l«,« c -E}

e as operações são definidas da maneira óbvia (mais formalmente -Eú; = C e)R -E).
Se y é uma representação de G em .E podemos definir uma representação de

y© em .E© denominada mp7'ese7zíação complez@cada de V impondo que (yQ ), seja
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e coincida com V em E. Em outras palavras

(X:; ),(" + i«)
Seja V uma representação complexa do grupo G em um espaço (complexo) E.

Dizemos que y é rea/{záue/ rea/ ÍoK rea/ záz;e/ sobre a,) se existir uma representação

real y em um espaço (real) .E tal que }' é equivalente a ya

Proposição A.9 Sda y representação completa em .E de dÍme7zsão .#nita. São

equ t;a/entes;

/. y é rea/ízáueJ rea/

2. E=Ísfe tzm sub-espaço real .E. em .E {nuadante para y taZ gue

.E = .E. a) á.Eo = Clrêg)R 'E'

.« sd"; }' - (qz.).
9. Existe uma base de E tal que a matriz de V nesta base é real.

(De fato não precisamos da hipótese da dimensão ser Brita para Q eqziualência. entre
1) e 2) ).

Z)emonsíração.

1) + 2)

Seja -E espaço real tal que: VC = y, e T : .EC --} .E isomorfismo satisfazendo

yoT=Toy G

Fa '' a m '\c

-E.

E imediato que .E. satisfaz o que se. requer.

2) :+ 1)
E imediata.

2) :+ 3)
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Cromo

.E. n{.E. = {o}

e .Eo é invariante por V, segue que a matriz de qZ. em uma base qualquer P de -E.
deve ser real. Mas P é também base de .E e a matriz de }' é então real nessa base.

3) :+ 1)
Basta tomar um base de -E e o espaço real gerado por esta base como .E O.

Definição A.12 Sda .17 espaço de #á/bert complexo. Uma transformação

D : li -..+ li

é uma, conljugação se:
á) D(a.(l+q) =ã(D0+Dq Ve,q c .ü, Vac 0
ii) <.O( , Dq> o> V€1,o € -H

ii) D' = Id

Observação A.3 Pode-se provar quer /i4/9 que, se Z) é c07Üwgação em -#, ezíste uma

ó«e -t-o,«.«/ (. em # t«/ g«.; O(Ea.(.) = Ed.(. e , « D' é o«Z« «'Ü«g«ç''
em H, existe uma isometria T em ii tal qze: D' = TDT'L

Definição A.13 1)ada tema representação como/eaa y em -H, e uma c07Üugação Z)
de$nimos wma represe7ztaçâo deram nada ruma) conjugada de V por;

# ---, .Dy=.D-: = .DV=.D

Em vista da observação acima, duas representações conjugadas de V devem ser
equivalentes e, portanto, dada uma classe a de representações irredutíveis, a classe
ã está bem definida ( a. rigor, é necessário mostrar que a conjugada de uma repre'
sentação irredutível é irredutível; para isto ver jlSI). Além disso, no caso de dimensão

finita, se conhecemos a matriz (aij) de t' em uma base ortonormal, a matriz (ãij) é
matriz de uma conjugada de y nesga ]nesma base.

Proposição A.lO U?na represe7}tação c07np/eza V em -H é rea/izáue/ rea/ se, e se
mente se, existe uma conjugação D : H --} H que comuta com V
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Z)emonstraçâo. Suponhamos que V é realizável real e .H
invariante. Definimos uma conjugação em -# por:

.#o (1) i.Ho, com .Ho

.o(« + {«) = « - i«

Então

y o 0(« + i«) y(« - {«)

y(«) - {y(«)

0(y(u) + ál''(«))

o . }''(« + {«)

Suponhamos agora que exista uma conjugação .D com as propriedades requeridas
Definimos:

.H. (.Ü)+ .ã {(D«+ «)lu C -#}

E fácil ver que -H. é subespaço real de .# e, como V comuta com -D,

V''(-H.) y(-0(-#) + -H)

D(}'-#)+l'''.# C.H.

Além disso, temos, para todo u C .ü

(u + -0u)/2 + (u - 0u)/2
(u + 0u)/2 + {(-iu + -0(-áu))/2

e, portanto
H- H.+iH.

Finalmente, se (u + -Ou) = {(o + -0«) teremos

u+.Du D(« + D«)

D({(« + D«))

-{(« + D«)
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Portanto,
u+.Du = 0

provando que
.H.ná-#.

Suponhamos agora, que .ü é um espaço de Hilbert real. Como já sabemos, uma
representação V em .# é orfog07za/ se V= conserva o produto interno em .H. Não é
difícil mostrar que, nesse caso, a complexificada }(:. é uma representação unitária em

Xn: (com o produto interno em -Ha definido da maneira óbvia).

D

Observação A.4 Em .# = Xa temos uma conjugação "natural" dada por

D(« + i«)

Aqui temos um ponto que pode se tornar fonte de confusão se não formos cuidadosos
( ao menos foi o que aconteceu com o autor ). Se W é subrepresentação de V em um
subespaço .E C -# e -E = {u -- ío u + iu C .E} C .E e7zZâo W (í rea/ázát;e/ real. Isto

é uma consequência imediata da prop A.lO já que .D é uma conjugação que comuta
com V e, portanto, com W. Mas esta condição é apenas suficiente, não necessária.
De fato, podemos ter um subespaço real de -E, invariante por W que não é subespaço

de -# (ou, o que é a mesma coisa, uma conjugação distinta de .D que comuta com

Por outro lado, se W' é realizável real e 1)* é a conjugação da proposição A.lO
então a representação conjugada: 14''* = 1)* o W o .D* é equivalente a 14''. Não vale

porém a recíproca: podemos ter a representação conjugada. na mesma classe de W
e, ainda assim, W pode não ser representável real. (O resultado seguinte descreve as
situações possíveis).

H'')/

Teorema A.6 (n'obenius-Schur) Sda y uma represe7zZação coznpleza e {rn-

dutíuel de dimensão n do grupo G e .Xo seu carácter. Então e:distem 3 casos possíveis,
mu.tt a.meltte e=cíusiuos:
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/. t/m dos ua/ares de .t' nâo cí 7.ea/ re p07'ta7zto V não é equipa/ente a y). Par
restrição de isca/ares, y de$ne uma 7'epmsentação irmdutz'ue/ sobre .R de di-
mensão 2n e carácter .Y -+ .t'.

2. Todos os a/ares de .t'sâo reais e y tí rea/izáue/ por uma representação V {rm
dut e! sobre li.

B. Todos os valores de Xsão reais, mas V não é malizáuel sobre m. Por restrição

de escaleres, V de$ne uma representação irredutíue! sobre R de dimensão 2n e
com caracíer 2,Y

Além disso, qualquer representação irredutível de G sobre li pode ser obtida por um
dos procedimentos acima.

Z)emonstração. Ver jlll ou jlõl O.
Para a prova do resultado principal desta seção, precisamos do seguinte

Lema A.l Sd« G w«. s«ógrupo «mp«ct. d. O(n) e # um espdç. de #ilbe,í «aZ.
Então toda representação ortogonal V de G em H possui uma sub-representação

irredutíue! que é, necessariamente, de dimensão Frita.

Z)emoztsZração. Seja y = y. a representação complexificada de y e T'r subrepre
tentação irredutível de yn em -E C -H. Temos:

E+E - E.©ÍE.

com -E. C # e -E. invariante por y e, portanto, por y (ver demonstração da pro-

posição A.lO).
Como -E é de dimensão finita -E. também o é. Agora, para representações de

dimensão finita o problema de encontrar uma subrepresentação irredutível é um
problema algébrico simples (Obter.ve que, se y já fosse irredutível teríamos, ne-
cessariamente .ü = -E. e, portanto, y de dimensão finita) [].
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Teorema A.7 Sd« G s«Z,g«p. «mp«f. O(n) e V' «p««t.çã. «tog-./ 'i'
G em H. Para cada a C G, seja P. o operador em H de$nido por:

{.R( , ,z> /.<v=( , q>a,a(,) a'

Então P'. é operador pro5eção em H. Façamos M. = P.H

Se a # a' então M. e M.. são subespaços ortogonais de H e H = Q).eêM..
Para cada a C G,M, é {0} ou uma soma di ta de m. subespaços {nuarÍantes .L.
com dim -L,,j = d. e VÍZ.,, € a.
O número cav'final m. pode ser anito ou in$nito.
O subespaço M. é o menor subespaço fechado de H contendo todos os subespaços

int;ar antes de .# mstr to aos quais y está em a
Essa soma é lírica no segwínte seno do;

J

Se .# = (D.Wx
À€A

onde N\ é irredutÍuet para todo X C À. e'ntão:

{NÀ l H«.* C a} = .M.

e existem m. SKbespaços ATÀ tais que qW* C a.

Demonstração. Vamos mostrar, inicialmente, que y pode ser decomposta como
soma direta de subrepresentações irredutíveis.

Consideremos a classe dos subespaços de -H que podem ser escritos na forma:

a),YCr.lll com os J71 ortogonais dois a dois e HX, irredutível para todo 7 C I'. O
lema A.l acima permite-nos mostrar que esta classe é não vazia. Ordenê-mo-la por
inclusão; e seja E um elemento maximal (obtido por aplicação do Lema. de Zorn).
Afirmamos que .E = #. De fato, se tal não fosse o caso, teríamos em .Ea um
subespaço irredutível .HÀ e .E (D #À conteria -E propriamente.

Queremos, agora, escrever H na forma: -# = (D..Õ À/a com as propriedades acima
enunciadas.

Sda .H = (1).:Õ ]Wa a decomposiçã.o do teorema A.4 e Pa com o' C (? as pl'ojeções
correspondentes.
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(Para sermos precisos deveríamos escrever algo como an C Gn para distinguir as
classes de representações irredutíveis reais das complexas. Não o faremos, porém,
para não carregar demais a notação).

Consideremos as projeções do teorema A.4:

1) &.
2) &©.n

H ---+ M. cmo a
# -----» M. © .A:Ç caso a # a

Como as projeções acima levam funções reais (isto é: com parte imaginária nula)
em funções reais, podemos definir: P. : -H ---+ # por:

PaU .ê(u) («+{«)) V« C .H

( - c.se l )

PaU ©.4)(«)

(- caso 2 )
Façamos

E claro que -H = .A/a em virtude das propriedades das .e..
Vamos estudar a decomposição de cada M, como soma direta de subespaços

irredutíveis, considerando cada uma das situações descritas no Teorema A.6 separa-
damente.

Suponhamos primeiro que a é tal que as representações da classe a sejam rea-
lizáveis sobre R.

Seja .E C M. subespaço irredutível para y. Vamos mostrar que -E = -E + á.E é
subespaço irredutível para y. De fato, é claro que -E é subespaço invariante para V
e -Ê C /Ü., (se «,« C Ma e«tão U = PaU',« = P.Ü' + U + {« = Pa(U' + i«')). Além

disso, se -P C .É é irredutível, como HÉ é realizável real, podemos escolher uma base
P em P tal que a. matriz de Ç' nessa base seja real. As partes reais das funções em /i
geram então um subespaço invada.nte em -E que deve ser igual a -E. Segue que

a a'
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e .E é irredutível.

Observemos que a representação }lÉ é a complexificada da representação qZ. Em
particular o carácter de qz é igual ao carácter de qÉ.

Concluímos que, neste caso, as subrepresentações irredutíveis de M. são todas
equivalentes, com carácter igual ao carácter de qualquer sub-representação irredutível
em ]Wa, e .A/a é soma díreta dessas subrepresentações.

Suponhamos agora que a é tal que os caracteres X. são reais mas as representações
na classe a não são realizáveis em R.

Seja .E C M. subespaço irredutível para y. Afirmamos que, agora,
.E = .E + {.E é da forma:

.É = .P © .P ( onde: .P = {u -- zulu + {« C .F})

com F C À/a e .F C .A/a irredutíveis.

Observemos primeiro que E não pode ser irredutível, pois, nesse caso, como -E é
invariante pela conjugação: -D(u + áu) = u + iü = u -- {o, teríamos uma representação
na classe a representável real pela proposição A.lO.

Seja .F C .E sub-espaço irredutível para V'. Temos

F C E- E.

Além disso,
.F n-F

pois caso contrário, .F C -F e, novamente, teríamos representação na classe a realizável
em R.

Finalmente, como -F + r' é da forma E' + {.E' com .E' C .E invariante, devemos
ter

E'= E

e, portanto,
E-F+F

Observemos que, agora, a complexificada qÉ da representação VÍZ não é irre-
dutível, Rias soma. direta de duas representações irredutíveis, ambas na classe o. Os
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caracteres das sub-representações irredutíveis em Ã/. são, no caso presente, da forma
2..Y. onde .Y. é carácter de qualquer sub-representação irredutível em À/a .

A situação na qual o carácter .Y, assume valores não reais pode ser tratada de
maneira análoga à anterior. Se -E C JWa é subespaço irredutível obtemos:

(}'Íz). - qpOhF

onde: .F C .E = .E + áE é subespaço irredutível para y

Agora, porém, qÍ. e XF não são equivalentes já que o # ã;. O caractet de uma
subrepresentação irredutível em .A/. é da forma: ,Y, + Â'a, onde .Y. é o carácter de

qualquer subrepresentação irredutível em M. .
Segue da discussão acima que as projeções Pa são, de fato, dadas por:

<-&( , q> /.<%(l , q>a.x.(')a'

onde X, é o carácter (real) e d. a dimensão de uma representação irredutível (reGO
na classe o.

Queremos agora mostrar que todo subespaço .E C -H irredutível para V está
contido em À/a para algum a.

Seja então r' C -E = .E + {E um subespaço irredutível (para V). Então F' C JWa

para algum a.
O subespaço F + -F está contido em .E e F' + .F = G + {G com G C -E

(a + ül« c -p+ /'}).
Como E é irredutível e G é invariante, devemos ter G = .E e -F+-F = ,E. Portanto:

(P. + Põ)IÉ

e daí:

Fale = /dlz + .E C .A/a

Segue então que .A/a é o menor' subespaço fecha.do de # contendo todos os su
bespaços invariantes de H, restrito aos quais y está em a.
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Falta provar a unicidade. Suponhamos que # = G)ÀC .NÀ onde VÍW* é irredutível
para todo À. Então temos:

# .&* e (D{.&*tq«,. C a}
À

Agora, notando que uma função está em M, se e somente se ela é parte real de
uma função em .A4a + Ma, concluímos que

a) { /''*
À

H~.} -]

como queríamos []

A.3 A Representação 'quase-regular'
Nesta seçãn G indicará sempre um subgrupo compacto de O(n). Diremos que uma
região Q C lt' é G-ín ar ante ou G-simétMca se gQ = Q para todo g C Q.

Nessas condições temos uma ação natural de G em R" : (g,a) --, g.z. Deno-
taremos, como é usual, por G, o grupo de isotropia de um ponto g C lt". (ou
seja: G, = {g C G l gz = #}) e por G(z) a órZ,{ta de # sob a ação de G (isto é

G(a) l g C G}).
O resultado que segue é bem conhecido e sua demonstração pode ser encontrada,

por exemplo em jll.

Proposição A.11 4 ap/{caçâo

de$nida por:

#(g.G,) = g(,)

é um dáleo?nor$smo (de variedades difereTtciáueis). Em particular, se G. = 4.id\
então G(:c) é dileomorfa a G e, portanto, um grupo de Lie com Q estrutura induzida
por P.
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Proposição A.12 Seja z C 1?" ta/ que G, = {Jd} e y = 7'N, o espaço normal a
G(a) no ponto a. Consideremos a ap/ácação;

@ : G x y -:-+ 1?" de$n da por

q'(g,«)

Então existe uma vizinhança % de a; em V ta/ qwe a resta ção de Q a G' x % é

um.dájeomor$smo sobre uma vizinhança aberta ç\' de G(.aE) em R"

l)emonsZração. Está demonstrado em jll que W é um homem sobre uma vizinhança
aberta Q'. Como W é também difeo local o resultado segue O.

Definição A.14 Sega Q C J?" wm aberto G-ízzt;aríavzfe. Podemos então de$7zír uma

repmsentação I' de G em .['(Q, C') por;

F,(u) = u o g': Vg C G

(onde La (Q, C) é o espaço das .funções de ç\ em Cde quadrado integráuel).
Éjáci! uer que T é, de J'ato, uma representação unitária de G que .denominaremos

representação quase regular de G em Q.

Para a demonstração do resultado principal desta seção precisaremos do seguinte
resultado técnico:

Lema A.2 .Nas condições da proposição .4.12 re usando a mesma notação) índi-
qKemos por d» Q medida de Lebesgue em lln . dg Q medida de Haar em G e dn a,
med da em % induz da por dp. rou s'ga; se {ui,...,u..k} é Z,ase de Tü% = y,
dT(«:,...,«) ...,"«-*,'":,...,w*) .«d' {w:,...,w.} é«m« ó«e .,fo,-
«,m«Z d. TnG(,)).

Ua/e então a {gKa/dado;

(@*dP)G,«) dg,.d".

onde
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0 : % --, E

é u,ma função coqten'üa e posüiua e

é o "Pula back" de dH por q

Z)emonsfração. Indiquemos por:
{Xt, . . . , X..k} uma base de y

e por:

{g.}/i,. .. ,g.yi} uma base de TPG

(h , . . . , Yx são matrizes antisimétricas)
Um cálculo simples mostra que:

(©*dP)(g, «)(X:, .. . , X..k,g.h, . . . ,g.yi)

d,7,.,(X:,. . . , X..t, b(«), . .. , yA(«)) (A.l)

Fixada então uma base ortonormal de Tu%, {t;l,
w' em G pondo:

w!(g.h,

, u..X;}, definimos uma k-forma

,g.yi) (©*dP)(«:,
dpp..(oi,

, u.-l; , gb , . . . ,g.Yi)
, «. *,h(«),. . . ,h(«))(P«.4.i2)

E fácil mostrar que, w' é uma forma invariante em G e, portanto,

uo" = Odg

onde a é constante positiva, para cada t;. A constante 0 depende continuamente de
o pois:

0(«)
0(,)

o' (g.X ,
«,'(g .h ,
dps..(ot,
d#p.,(ol,

,g.Yi)
,g.Yi)
, «..* ,h(«),
, «.-*,h(.),

,h(«))
,h(.))
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Finalmente, sejam

{x:,.
{p.b.,
{«:,

, X.-A }
,g.Yi}

,«.}

base de Tu% = y
base de TnG

base ortonorma} de T=G(z)

Temos

(d?,dg,)(X- , . . . , X..*,P.h, . . . ,g.yA)
d,7.(X- , . .. , X.-k).dg,(g.h,. . . ,g.yA)

dP.(X:,. .. , Xn.i, «,:, . .. , '".) ' ãlb";(P.b,

ãà;jap.(x:,... , x«.., w:, . . . , .«.).ap,.-(":,

ãã;j'zp,..(x:,. .. , x«-., h("),

iêi}(@* 'z')(x:, .. . , x...,p.h, .. . ,g.Hi)

,g.Hi)

, «.-* ,h(«) , ,h(«))

, yi(«))

Portanto:

Q* d, )d,7dg

como queríamos []

Teorema A.8 Sida Q C .l?' wm aberto G-inuaría7zte e suponhamos qKe ezi!;te 3 C
,l?" Za/ qtée (;, = {-rd}. Seja a nda o C (; de dímevzsâo d. e 'b/ como na proposição

Então, dado um co@unto ortonorma/ em -L'(%) rcom re/anão â medida 0d77, 0
do lema .A.2 acima; de /uniões conlíhuasi {/],- . . )/d.} podemos estender as /i a

funções .fi de tal forma que X.j;t,. . . ,.fa.\ seja um conjunto ortonorlnal em L' (ç\)
satisfazendo as seguintes propriedades:

Á

{) I' restrlfa ao subesPaço gerado pe/as /. está na c/asse a
iá) ./: C .A/..
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Z)emonstmção. Vamos usar as notações da proposição A.12.
Seja T : G --, .[(y) uma representação de G na classe a.
Escolhendo uma base ortonormal de y, a representação pode ser dada indicando,

para cada g C G, a matriz de TP em relação a esta base:

Seja n' a vizinhança de G(a) cuja existência é assegurada pela proposição A.12.
Definimos d. funções ./}, . . . , /a. em .L2(Q') por:

rÁ(«) i
.4, l : l

L Â.(«) J

g --, .4s =
«:-(g) .. . .-..(g)

«..- (g) . . . «...,(g)

/ (g.«l

0

E claro que as funções .A são L.l

r r«.Ã(g.«)

l r«./i.(p.«)

Agora, se À C G temos

[ / (h':g«) ]

[ /d,n 'g") ]

-'- :,.-',, [ == ]
'''', [ =:=, ]

Isto é, a matriz de I'P na base {/l, . . . , /a.} é Á(g).
Estendemos .Ê a Q pondo ./; = 0 em Q \ Q'. Va.mos prova-r que {/l,

conjunto ortono:mal.

, .ã.} é «m

.fi.JJ]. +$+dP.GxV.' '

/G * '': ( $ «:« (g)/n («) ) ( Ç i;l='tã..Ê='(Ü)'P* 'ÍP
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lema.4.2

Z;;* V. (?; ''«.ãM/n.=)0(") dg'Í'7

(E «:.. ©( Jv.CFJ«)o© d,ü 'g

C.(E «:.aj. ) ag

.6ijdg

Como a matriz de I'P restrita ao subespaço gerado pelos /., relativamente a uma
base orto-rmal é .A(g), a afirmação i) segue imediatamente.

Resta mostrar que os /. estão em M,. De fato isto resulta imediatamente da
unicidade da decomposição quase-regular garantida pelo Teorema A.4. Podemos,
porém, fornecer uma prova mais direta.

Seja Pa : Z2(Q) --} ]Wa a projeção do teorema A.4. Indicando por < . , .> o produto
enter- .m Z'(Q) tem.::

l Pa/. , .' > l.Ç .f. . g'' , « }da7.(g) dg

.Á(< E ';:j(g)./, , « >) 'z. ;a«(g) ag

}:,( .fj , « } J.a:i(Ea»)a.'i,
j 'g k

<Á , «>

(Na última igualdade estamos usando a proposição A.7) n

Corolário A.l .Nas condições do teorema .4.8, foda representação un faria e {rle-
dutíuel de G é equiuatente Q um nám.ero in$nito de subwpresentações da representação

quase-regra/ar I' de G em n.

Z)emonstraçâo. Imediata a partir do Teo A.8. O
Gostaríamos agora de fazer alguns comentários sobre a hipótese

G(.)
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que aparece no teorema A.8 (Um ponto aç C R" com esta propriedade é dito um
po«t. J{«e).

l Suponhamos que G C O(n) é um grupo finito.Neste caso, sempre existe um
ponto livre.

De fato: para cada g C G \ {/d}, o conjunto UP C R", formado pelos pontos
# C R" tais que g ?é z é um aberto denso. Basta então escolher a; c nscauP
que é não vazio pelo Teorema de Barre.

2. Suponhamos agora que G C O(n) é comutativa.

Podemos então escolher uma base ortonormal em R" tal que todo g C G tem
matriz nesta base da forma:

c..(0:
-..«(o:

.en(0:)
«.(o: )

co.(0,
se«(0,.

sen(02
c«(0,)

«.(o*l
.en(0*l

sen(0k
c«(0*

Se as coordenadas de = nesta base são dadas por: 3 - (1, 1, . . . , 1) então é fácil
ver que z é livre.

3. Se dimG 5; 2 e G é conexo, então G é comutativa,e recaímos no caso 2)

4. Se dama > 2, existem exemplos em que a hipótese G, = {/d} se verifica (para
algum z) e outras em que isto não ocorre (os exemplos deste item me foram
mostrados por R. b4iatello).

Consideremos, em primeiro lugar, .o grupo G - SO(k), k Z 2, imerso em SO(n)
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da forma us«al (n Z k)
all

akl
0

0

ail; 0 ... 0

:i: :;)''.'',- akk 0 ... 0
0

/n-k
0

Dado z C R" temos ou G, = G (se as k primeiras coordenadas de g forem
n«las) ou G, = SO(k -- l) (caso contrário), e não existem pont's lavra.

Para ver uma situação diferente, consideremos a acão de O(n) no espaço .A/n(R)

das matrizes reais n x n por multiplicação á esquerda: n(g).6 = g.b.

.A/n(R) é um espaço euclidiano com o produto interno, invariante pela ação
de O(n), e, portanto, a(O(n)) C O(.M«(R), < , >). E fácil ver que, para todo
b C g.C(n,R) ( isto é: det Z, # 0 ) temos: Gõ = {-rd}.

5 Queremos agora mostrar que a hipótese G, = {.rd} é essencial para o teorema
A.8. Para isto tomemos G = 0(2) e Q = {n C R' l a < 1}, o disco aberto do

IL

Os elementos de 0(2) podem ser identificados com as matrizes:

F ...(ó)
[ ;'«(é)

2

sen(@
...(é)

(a rotação de ângulo --@).

«'-1: 1%1 ::8,1-1i -r:ll...(é:
..«(é: :: 1111

(rotação de ângulo --é seguida de reflexão em torno do eixo das abcissas).

Definimos uma. representação de dimensão l (e, portanto, irredutível de G) pol

xx''" .: l.: ,V@cR

95



Se « = (,co.0, «en0) C Q ente -R?P(a) = . e, porá-t', G, # {-rd}.

Vamos mostrar que a representação acima não é equivalente a nenhuma sub
representação da representação quase regular I' de G em Q.

Raciocinando por contradição, suponhamos que esta subrepresentação exista

Teremos então uma função / C .L'(Q) não nula, tal que, para todo é C R

I'nÍ(/) - /
I'/:.(/) = -/

e então, usando coordenadas polares:

/o(-R!)': = / -> /(,,0+é)
/o (-R!)'' :-+ /(,, -0+ é)

/(,,o)

(E claro que as igualdades acima valem apenas fora de um conjunto de medida
nula).

Se ./ é contígua isto não pode ocorrer, pois então teríamos igualdade para todo

(,, 0) e, tomand. 0 = 0

.f(,, é) o) ,, é)

de onde seguiria

contra a hipótese.

Resta-nos mostrar que podemos, de fato, assumir a continuidade de /. Para
tanto lembremos que o teorema A.4 afirma a unicidade da decomposição em
soma direta de irredutíveis. Vamos então usar uma decomposição especial da

representação I'

Primeiro, escrevemos .L2(Q) colmo soma. direta dos a.uto-espaços do Laplaciano
(com condição de Dirichlet). Como a. representação I' comuta com o Laplacia.no,

segue que cada auto-espaço é invariante por I'. Decompondo agora cada auto
espaço em soma direta de irredutíveis obtemos uma decomposição de I' tal
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que os comandos são constituídos por funções contínuas. Isto prova o que
queríamosC].
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Apêndice B

Cálculo de Alguns Operadores de
--Hr--« a +IF'ronteira

O passo mais difícil na demonstração dos resultados principais do Capítulo 4 foi
provar que certos 'operadores de fronteira' não têm posto finito. Para isto, lançaremos
mão de um método desenvolvido por D. Henry (ver l31). Tendo em vista que o texto
referido não está (aindal) publicado, faremos, inicialmente, uma exposição sucinta
do método.

B.l 0 Método
Seja Z)Í : R' ---, C'*' de classe C'+'(l $ .j $ n), c : R" --, CP*P de classe C'+: e
consideremos o operador:

n .n

.L Eój(')Ú:+'(').j=1 ''j

Vamos primeiro construir uma solução assintótica formal (quando o --, +oo),

.)u - e"s(')é(n,co) = e"S(') ó.(,) + ió:(,) + êifó, + (B.l)

de:

« (.«;''' (..(.) -- ::;*:(«) -- . . .)) 'Meus J
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«,.«' («(.) -- ::;'(.) -- . . .) w.

com

ulm {w0(z)

.'«'(4 (go(.) + ;l;g-(.) + .)
onde Slan - iO, -Regjtm > 0,
e 0 : aQ --} ]R é uma função lisa tal que \Zan0 # 0 em supplgo,gl, . . .} e de fato

assumiremos l Van0 1= 1 na região de interesse. Usando a equação B.2 (e fazendo
éi = 0), obtemos:

Lu -- %)e"s j

."' IX P«)'-'GA.d' + -Lé.-: - /D + o'(V8'él
(B.3)

onde:

Aé vs.vé+ l;(As+ó'vS)'Ó
Escolhendo S tal que:

VS2- VS.VS=0 (B.4)

obtemos

S(,(t, y)) S(Z/ + t.N(3/))
.i2

io(v) + t - t' ' q(p) +

: (; « . ,«' '*;9 -«') *.'*', (B.5)

onde

. Z dÍsZ(,,aQ)

e g/ é o ponto de aQ mais próximo de 3 (está provado em l3j que (t,g/) é um
sistema de coordenadas na vizinhança de aQ)
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e .K = .D.N é a matriz de curvatura

. q(y) = V«0(y) . .K(y) V«:0(3/)

. ã = VanOVan

e escrevemos .H = tT'.K para indicar a curvatura média. Escrevendo:

éj = gj(v) + t@j(v) + i-éj(z/) +

b +t./)(v)+ t'Â(v) +
teremos após alguns cálculos (que indicaremos com mais detalhes à frente para o caso

L - A+À)

2

2

À.+j -+ L+i.l. -- fj =

1;. -- :âl .. -- ú. -'- ''«: -'- ' ''' ' '«,'..: '-

(H -+ b . N)Ój-l -F 4'j-t -- fi -+

líPp, .v«,o.v«g,+({« ç+iâ)á.+8.+
(v«.H + â) v«:gj-: - 2ai««:(.K ' v«:gj..)
i. .'' . v,...:: ,@'D + a.«. + .x + â) Ú.-:+
b . v«,éi-: + (# + b ' .N)éJ-- + éj.- - /,

o(t')

t +

(B.6)

onde

-zr(Ã'') -- qx -- q' + 3 . l -K ' vmo I' + {93 + {-ãi

.# -- q + {Aan + Z) . .N + ib . Van0

qb . N -+ ãN. N - ib. KVm0 -+ i ek. vmQ
Os coeficientes de é podem agora ser obtidos comparando coeficientes na equação

B.3. Por exemplo, tomando .j = 0:

2idát;anÃ . Van0

'#o (;« * :â) ,. * « (do coeficiente em t')

100



Vm0 Vago --

1;. - « -- :ál ó. -' À ''. .«'.:«'. .« ':,
l

#go + +2á.K
2

E, tomando .j = l

ú: - - l;«--:âl.: -'»« -'-'''''.'«,..-'"--'..~,ú.-*.-'-«
De fato, iremos precisar de mais termos, mas vamos mostrar primeiro que esses

cálculos formais permitem encontrar uma solução aproximada do nosso problema.

Sda
« - ". (.'"'.)

(isto é: .L« C .Ke,.L, « l .Ke,.[, «l«
onde IVané? j=1 em suppgCaQ eseja:

.«;''' («.',, * i* ',, * ü', *
satisfazendo

(vsy
h.ói -t L+i-\

N+2

o (l ' I'''':-'

quando { -+ oo

com:
(.j . . . ,.w é-: = o)

'#ilan ' g para .j - 0, 0 pa.ra .j > 0

Temos então:

.L. - ."'lE(2«)'''@#j+zé-j-i)+«'(vq'.él

."' l E p«)'-''«,-'''-'&qã:'#Í' -' %p ' ó,.. -- .'*'''''''-i.;,-ól
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p.a-'''."' lx p.«y''':-'&%::#$- -- "ó''' ' l:p:«)"'(l::ól

. (.«,-~.* {x '« '})
o(«, '''' )

quando co --, +oo, uniformenaente para --óo $ t $ 0 (óo > 0)

Seja Â' função de classe C- que se anula quando dãst(a,aQ) > óo, Â' = 1 em
uma vizinhança de aQ.

Então

Z(.Y«) o(«., '" )
J«,age'''

Agora, u = /3Z(g ' eÍ"0) é a solução do problema

E qj .j (.l emQ (para certos qi, ,q« c C)

tal que:
"la.=g'e'"' e /IS(')'"(z)-0, p'ra.j'l,

As funções {aj , 'B} são funções lisas tais que este problema é bem posto: a
restrição de -t a W2'p n wol'P n {rjlx é um isomorfismo sobre um sub-espaço fechado
de ZP(Q), com um complementar dado pelo fecho do espaço gerado por: {TI, . . . , Tm }.

Sda:

lJ
z = Â'u -- u -- >: rj%

com os rj C C escolhidos de tal forma que: jn l-kz = 0 (k = 1,

Á«fl - Z*.«'(«' * i*... * Ú~*~). '.
Se supusermos que aQ, os coeficientes Z)j e c e g, 0 são lisas segue (ver 1?1) que:

,«.),i;t. é:

,j quando co --+ oo
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Além disso, se {V,l, , @.} é uma base para o núcleo da adjunta Z' ente.o

In+iLu - L'' +iu'Pjax;qt
k

ge
N

Portanto qt = O(«.,'N) e segue que:

L, = O(«.,'''') -if.rmeme«teem Q

,ta. , l ri (k l,...,m)

e então:

l z llw2., = (1)(o'X) quando co --} +oo
Assim, por exemplo, (supondo p > n para que W2'P C Ci(Q))

á .'"', - .:« l«.*Ê'«,-'*.l *.(«-~)

quando w -+ +oo uniformemente no aQ, com os éi calculados conforme indicado
acima.

B.2 Cálculos para o operador I'
No capítulo 4 precisamos mostrar que o operador I' definido por;

« - ".l # á'«*(' g) -'- g á'«,(' #)ljannt''

«ã. tem p'st' 6"it., .mb'« R' ( R . g ) = 0 .m ÕQny. De f't., «:'m.; q«,
se I' tem posto finito, então obtemos várias igualdades envolvendo derivadas de g$

e g$ que foram usadas no capítulo 4 para conseguir uma contradição.
Aqui a deve ser uma função pai em relação a um grupo compacto G C O(n) isto

é: a o a :: a va C (.;
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Suporemos também que existe em aQ um ponto livre sob a ação de G (isto é: G, =
{g C G l gsç = a} = /d ). Nessas condições, o conjunto dos pontos z C ÕQ com esta

propriedade é um aberto denso. (ver jll Teor. 3.1). Iremos, então trabalhar em um
vizinhança do aQ onde todos os pontos são livres.

Usaremos o método descrito na seção anterior ( e também a notação ) com
A + À. Teremos, após alguns cálculos:

s(t,y) + s:(z/) - t + S,(y)

com

Si
S2

$

S4
-;«' * ' . . . , - ':"'*.' - :'. . * :;(;«' - : . , - :g)

onde ' ' ' indica derivação em relação à variável y ( ou Van ), q = 0' - ./( - 0 ,
r = 0' . ]<1 . 0' , s - 0' . K: . 0',
e então:
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h.Ói-+ L+i-l.-- fi

{a + iâ) gj + .HÚj.. + êj-: + (AaQ + À) gj-- - .Ü

liPp, - 2{.KO'g; + (!. -
H'éj-i + #j.: + #'g;.,

iâ - q) áj + 8 + (A«: + À
- 2dioao.Kg;.i -- /J ','"'" ''-: -'' l+ t

{'rg, - dp; + 6i-K'o'g; + (s; + P)Ú. - 4{.KO'Ú; + ({« + iâ
2t,(-K')Ój-: + (A« + ,x - 2t,(.K'))Ój-: + -aÓJ-- + é}..-
tr(.K2yg;:i -- 4.K-#'g;.i + 6dium.K2g;.i + 2#'é'-l --
4;diuõnK+'i.l -- fi

liÓP. + S3'g; + 6 ' .KdP; - 24á.K;0'g; + (S4 + {7) Ú. - 3Ç'.i;+
i8{.K'o'ú; +({/j + 3.s) 8.+({« - 3q + {â,) 8 + 'Ó.-
6i-KO'ê; - 6t,(-K')ój-: + 6z,(-K')ÓJ-: + (A«: + À - 3t,(.K'))éj
N''ê',.: + 'l$'j.: + 2t,(-K'yS;.: + i8.K'-KIP;.: + 6Z,(.K3y-Kg;.:-
24dá?an.K3g;.i -- 12.K.#'#;.: -- 3tr(-K2)éj-i + 18dáuanK2é;.:+
3.1Í'é;.: -- 6diuan/{éj-i

+ {

onde

(-# - q + {A«0)

l-t,(.K') - qx + s3 + {-õi - 2idi«Q(/w)l
r .as; + 2t,(.K')q + 2t,(-K') + s. - {â(t,(-K') + -#)'
1. A«q + 6idi«,.(-K'oy
/ .HS. - 3Z,(-K')S3 - 6Z,(X';) . q - 6t,(.K') + S.+

llg1l?$B5' 1EZ't?ü;«'*
Tomando então .j = 0, obtemos

Ó. (B.7)
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8.
::; -- ;. - «l é. -- (;' - ':-«« . ',«) '

(;,--«',,.' ',. -'«« ,«).--
(P - 4á.KV«0 . Va. + S3) Óo +

l;á -- ;« - ,«l ó.

l VanS3 ' V'an + 6 . .K . \7anq ' 'V'an -- 24{.K3\7an0 -- Van

(-;''«« . «« -- ":'''''«' . '« -- ' -- ;,) Ú. --

(-« ,«" '«-'-";--;,)Õ.--

l:â-;«-- .l .

l
2áKVm02 (B.8)

(B.9)

(B.IO)

Tomando

Ó.

-@:

(AaQ + À)g + -Héo + éo

««"'":. - ":«." . ,«,. + -- (-:,«'o + »« -- À) ú.

"ó.--$.--1:á-«-- .ló:
(--tr(Ã'2yVan -- 4-K'V'an.# . Vm) g + 6dáoan.K2 . Vmg +

(,',u'o + ":««," . ':««) ú. - ":«." . ,.ú. -'-
(-,',U'0 -- '« -- ») ê. -- "8. -- '8. --

/ a l \ .:

(--4{.K ' vm0 . van + S3 + P) éi + l.{lli - 2q + ãa,l é:

(B.ll)
+

(B.12)

é:

(B.13)

(B.14)

(B.15)

Tomando .j

H$\ -+ +l.

(-',U'D + '« -- *) Ú- + "ã- --

ó: -- (:â - « -- ;«l ú,
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Tomando .j = 3,

+s = H+a -} +} (B.16)

Nos nossos cálculos, queremos cr a valores reais. Será conveniente, entretanto,
iniciar os cálculos com a exponencial complexa e depois tomar a parte par ern 0.
Ao longo dos cálculos podemos (e iremos) desprezar os termos ímpares em 0. Temos
então:

-(. ".lü â'»,(''''"'. ü) -' g á'«*(''':"'
«.l.'«' lü 1«.. g --*.--i*:--Ú*,l --

g 1«,.. â --..--á*:--Ú*,l --
.R.{.:"'l",..'â 3+(®d,.+ g+.)+

i( 3 ü: -'- â É:) -'-

õh ( à I', + g e,) +

+

.] }

.] }
Portanto:

F(a cos «.,0) Re{ p''t'par'mOd'(e'"'.2«a ã â)}+
R' { p':t' p': 'm 0 d. (.'"' ( B d,. + g# Ç,.))}+
0(1/u)

Agora

Re { parte par ,«« â ü)} ««:«ox. B g'

e

e.{p"t'p"(.'"'( ã Ú.+ g ç,.))} -
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....«ok-.w x.( ã . g )+

...A«o;-«o .n.( ã . g ) +
R.(ã g)+
-R.(â g#) - o

::=senw0

Õ
asenw0-=--

Portanto:

I'(acosco0) = O (l/zo) quando w --' +oo

e detJemos ca/cu/ar termos de ordem mais aZIa em ( i)
Para simplificar a notação, denotaremos por T o operador

«-". (,.-' ,, .«" '. (.'"'«))

e por PW e V'X as derivadas de p e @ na direção da normal ao aQ. Não é difícil
ver, ( usando Re (PX#,W) = 0 ) que, se M é um operador diferencial de ordem $ 1
então:

r

r (PN M(d,x) + @/«.M(9/«)) = o
Levando isto em conta, teremos:

« (*~ ($ '.,~,) * «~ ($ '««~,))
r(úx(a.an(aç,w)) + PX(Aan(aÚx)))

T (V,«,+- -- ««,Ú:)

Agora observemos que

.PN'$N'')

e, portanto:

« («~$'.«~, * ,~$..*~,) , (.*~$'«~, * .«~$.*~»)

-,««;«« «.1% %l
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e, analogamente:

T (@WAan(apx) + g/vAan(aV'W)) = --2a cos«.,0 Re (Vmy'w Van@N)

Portanto:

F(a . cos «,0) «.(,««~ ,««~-: .q )*
(B.17)

quando co -+ +oo.

Para que I' tenha posto finito é necessário então que o operador:

tenha posto anito (0 deve ser /u7zção par ) . Para isto é necessário que:

«.[.,,.«~.««*~, (e 'g )]-.
Agora vamos precisar de alguns resultados auxiliares.

Lema B.l Sda .Y wm ca«crer .io grua. Íc.mp«ctoJ G C O(n) e

.M« .L'(Q) l «og (g) . «}

(con.forme de$nido em 2.11).
Se p C M*, + C MX ( e são s«$cãe«teme«te lis«) e«tã':

r W. @a) ':,h .mT=G(')
\ arl aT2 /

ronde T=G(a) indica o espaço ta7zgente â órb Za de no ponto z).

Z)em07zsZrução. Seja T em T=G(z) e "y : R --' G uma curva lisa tal que:

7(0) 1'(0)
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com .A, escolhido de tal forma que: T = É('y(Z) ' z)l.:o.
Se u C .Mz temos u (7(t) . a) = e:'('H) . u(z) e então:

9 - á.. .(."''''»).«(.)õr dtlt:oV /

á0' (7(0)) . 'r'(0)«(,)
i0'« (.A,) . «(')

d t lt=o

Se, agora t; C .A/,Í

a7': Õr2
i0'«(.A,:) «(,) - -á0'«(.A.) «(,)

0'/. (.A,.) . 0'« (.A.) u(')«(')

Portanto

«.(W.9) - «,.'«,,, ". ',~.*~,
= u

Q

Lema B.2 Se u aQ ---, ® é/u«ção P« ru o g = u) . /Ís« .«tão. Vanu l G(a)

De fato, Usando as mesmas notações do lema B.lDemonstração.

«(7(t) .)

Vanu . 'r

«(,) +

ai.:."hm

ai.:."M
0

,)

0

Lema B.3 Se % é uma uiz nÀança.do espaço 7zorma/ a G(a) lzo ponto a então, dada

uma /unção c07ztíhua em 'l/. é se77zpre possúel esZendê-/a a uma /unção par em Q.
(J'mo co«eq«ê«i«, V« pode .« q««Jq«e, «ío, «o,,-/ a G(,), m""z' imp'"d' g«
u sqa par.
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Demonstração. É consequência imediata do teorema A.8 0.

Teorema B.l Sd« G C O(n) s«bg-p. co«.pa'lo q«. po«u{ «m p.nto /i«e em õn
. t«/ g«. « «dim.«ã. de G(,) 'm ÕQ é > 1. S«p-À«mo' «í«d" q«e p . #, sã'
auto-funções do problema de Dirichtet para o Laplaciano em ç\ satis.fazendo;

«.lã gl :. .« ««««*:«"-.«"'."

Então se o operador T acima de$nido, (com domínio nas .funções pares e lisas de
aç\) tem post' $"it. de«mos te« «""s"i.m"'t':

«. (w . w) : .

para todo uetor r no espaço tangente a aQ n P

Demonstração .

em uma uizinAança U de aQ

Como vimos acima para que I' tenha posto finito devemos ter:

Re(Vmgw ' VaQ@N) = Re((VmgX ' Vm0)(VÚw - Van ' 0))

para toda função par com Van0 = 1 (usaremos, daqui em diante " V " ao invés de
" Van " para facilitar a notação). Escrevendo:

,«~ -ÊW ' "
comi:

{ 7'l,...,...Tm} C espaço ortogonal a G(a)

{Tm+l,. . . , I'«} € espaço tangente a G(=)
e analogamente para Vd'W, teremos em vista dos lemas B.l, B.2, B.3 acima:

«'ÊW.w-«.k k, *-«,...,«

Se m = codim de G(a) em ÕQ é > 1, seguirá que

«.(k.w)-. ---' :--,
Para { > m esta igualdade já foi provada no lema B.l D.
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Observação B.l .No c«o '«. g«. «dim G(3) «o aQ é = 1 n«d« pod'm" "';'/«{'
sobre a derivada na d ração ortogona/ a aQ.
Isto ocorra, em particular, quando G é anito e ç! C R' . Precisamos então calcular
termos de ordem mais alta em l./co. Podemos porém supor daqui em diante que:

x. (v««, . vd,,.o - .R. r1lP . qa-'lw)
onde 1- á wm vetar lzo espaço tangente ao aQ e odogonaJ â órbita de G

Fazendo as substituições na fórmula B.14 (e eliminando termos desprezíveis )
obteremos:

Ó,
(-8q +3{A«.o)ág )

+(2ç.K z VOV)gang l termos de ordem 2
+2díuan.K . Vg l

+ (-ÍA«{. + ,iáA«:.) } ''-m.; d. .-d.m ;

Tomando g = apw obteremos p2 e tomando g = a@N obteremos V'2.

P,ra obter «m' f.rm. mais con-nie«te p'r' a "pr'ssã' T (gw+, + @]..'Á,) , pre-
cisamos manipular os operadores diferenciais acima. Isto é bastante trabalhoso, mas
não apresenta dificuldades teóricas maiores. Para dar uma idédia dos cálculos envolvi-
dos consideremos, por exemplo, o operador --iâAm (usaremos que Re(PWV'x) = 0)-
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Temos

r {-í lv,«.áa«(v'«, ') + ç'«, âA«('p«, ')l }
rl-í lúwâ(aAanv'w+ 2vpxva) + ç'wâ(aAanV'x+ 2v@x va)l }

rl-{ l@«, (« âz\«p«.) + $ A«p«, +2â(V' lvv'«,)
p; (.'' âÀ.«v,«.) + %:a.«d,«, + 2á (v" ' v'»«,)l } -

+

:JKlã=;1"r!,:Z3J;}
i$'1V,«.a.«V,«. + P«,a.«V,XI }

',@.~))l }+
+

,{-,; l@«, (â(v') v«,«,) --

ü;(v; . âiv,«0)+ ««,(v« . âN@«0)j}
r {á« IA«Pw âv,«, + A«v,«,âp«. + 2â (vç'«,
2 s-o0g Re (Vpx ' V'P/v)

+

VV,«01 }

r{ ,i lv. . (v,«.â(v««o --««, â(v@«o)l
. ««,o' -R. l(A«v'«')â'P«, + (A«'p«')âç'«'l
2a sen''0â .Re (vgJV ' VV,x) --
2ã s-'.'0 Re (VÇ'w ' VV,x) =

,{,: lv« .(â'v,«,. v««,+ âv««,. vú«,)l}
. w-«lO -R.' la.«:P,« . âV,«. + 6.«@«, . â',"'l
--2 sen''0â la Re (Vy'w ' V@w)l =

-2 «-«o v« R. l(âú«. v«,«,) + (âp«,
« ;««o -R. IA«p«,âú«, + A«ü«,âç,«,l
2a sen'.'0 Reâ (Vgx ' VV'w)

se«,0 Re (Vg«. V@N)

,v,«,) l
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Agora, usando que VpW ' XZÚx :: egf - qf teremos:

T (-{ IV,«, âA« (.',«0 + ««,.âA«. 0v,«01 )
-2a ;;""0 -R.â (% . %')
2$ «-«,o R. (êW . %')
« ;-«0 -'Z. (A',.«,«, . # + a.«@«-%')
2 «-«o R. I'láv,«, . vp«,) + (â«,~vú,«)l

Manipulando os demais termos de forma semelhante, obteremos:

r (@«.ç,,+««,d,,) -

i2.l.«;«o R. (% . %') +
4A«o. «««o x. (% . ê8) +
8ã """o R. (% . %') +
'. «««o x.â (% %') --
,. «-o R. (v'(V) . e@« + v (%') . v-
,. s-«,0 R. (%f' ' A«@N + eBÉ A«q'x)
4 *-0.V« À. (VP«-. %+V@«,.%)
8' ";"' -':. (#U' . vq . v««. + %''«'' . VQ . VV,.«) --
4a cos uO -Re (VÚW ' -K - Vpw)

Como estamos supondo codimensão de G em aç2 = 1, teremos ainda,
do lema B.2

(B.18)

(B.19)

em vista

(B.20)

e pelo lema B.l

«.(,: .,*~*«q .,*~)

«. lá% : â«,,., -- á«,~ . áTI
á(: : ) (B.21)
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e então

r (ú« +, + ,«,d,,)
12 ..«;«0 R. (% %)
4 A.o « *-«o x. (%f : e#) +
, . «-o x.â (%' . %) -
, « *-o R. (q?'AV,«. + %' . Av,«,)
;««;«o .R. (% -K.vo.vp«.+ %y-
4 a cos wO .Re (Vpw ' .K . VÚw)

.K.vo.VV,«.) +

Temos ainda (sempre supondo codimensão de G(3) em aQ

. a.««, - a{«« (% . vo + v.(,)"") - AO . %' + %P' + ai««v.(,)
e, portanto

A.PX +Éyl?.Av'W:

':«,. (v..,,ú«,) +

2A0

':«,. (,..,,,~) (B.22)

B elgt' 1< . ''VO . 'qlPN q ê#' . eã?' + eg?'- ' Ã' . VO ' Va(,)V'w
e, portanto:

K vo . v9w + !ilÍ?. . .K . vo . v@N

!yl!+1llÍ? .K.vo.va(,yPx+
/{ . VO . \7G(z)PN (B.23)

q'$N'l<.''VIPS

q ' %f . !iylf. + jlgF. . .K . vo - v.(,)ç'w +

/{ - VG(a)9N ' Va(')V'X (B.24)
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\

e obteremos finalmente

F (a cos «,0)

-à...;«« «.(% .*.*'''.,,*~*e .«.'" '..,,«~)

-;L . «-« «. 1% ':«,. ('..,,*~) -- w ':«. '''.,,«~)l --
uniformemente em an.

Em particular, se dim õw = 1, não teremos os termos na direção tangente a G(3)
e, portanto:

F '. -; «Q - '' («-')

Portanto, para que I' tenha posto finito as expressões que comnparecem acima
multiplicando a cos co0 e a sen(oO devem se anular em aQ n y
Como isto rJão fornece nenhuma informação sobre as derivadas na direção normal a

G(sç) precisamos calcular o termo em w'3. Isto pode ser feito usando basicamente
as mesmas idéias (agora, porém, os cálculos são extremamente longos). O resultado
finalserá:

(B.26)

I' (a «; «,0)
( term.s em «,'' ) +

1/4 a cosw0 Re (%f . dáumVc;(,)ê#f + q? . diuanVc(')êgF) +
1/4 o' cosw0 .Re (d t;õnVG(r)9À' ' dada \7c(=)d'x) --

; « «; «" "5Élb'fl ' ''L''.,,W +#t:l' Y' y.,,,«,\f
« :««, «. (eP (" . ' . '..,,v,«,) -- 'Ê#' (''' . '' ''.,,,«,)) --

i/2. ««« À.(%iK. vo v..,,%'+ %'K . vo' v.(,)%')
« «-«, ". ("'. ,' . ''',,,", . ':,« (''..,,@.~) + -" *" . «..,,v',., . ''«,. (-..,,,« ))

« «««o «. 1% . a:«;. (" v..,,ú«,) + % . ':«,. (" . v..,,,«,)) -*
0 (w-' )

--À -- 1/2 tr (X') -- 5/4q' + 1/4-H' + 3/2r -- ) a cos c.,0 R. rê% . @n.l
i/2âa.«,o+i/4(A«:oy / " "''" '''\ " "/
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Em particular, se dim aQ = 1, temos:

-..«;«,i - -:à.-;«' «. 1%í . %l -- . («-o (B.27)

Temos então o seguinte:

Teorema B.2 Sda G C 0(2) subgrupo .#nífo , e Q C .IZ'
Slponbamos ai'nda qze y e $ são autofunções do prol\ema de Ditichtet T)al'a o Lü-
placiano satisfazendo:

R.( #. g) :0 .m «m««i,{«À.«.«}' d.â-
Então se o operador F acima definido, com domínio nas junções pares e lisas de
ÕQ n y tem posto .anito, devemos ter;

para todo T no espaço tangente a Q nP

Re l)VN a'+n = 0 em uma vizinhança U de

B.3 Cálculos para o operador O

Vamos agora considerar o operador O definido por:

, --, «.l # á"«*(' #)+ ã âaA--,(' g)l
com l gW I' -- l V'W I'lm.V = o.

Os cálculos iniciais são os mesmos da seção anterior e permitem-nos mostrar que

O(ecos«,0) = O(1/.«) quando u --, oo

uniformemente em aQ.

Raciocinando de maneira ainda completamente análoga à da seção anterior, podemos

mostrar que:

:[...;«,(««~'- »*~'- : '* : ')]*
o («,-') P.2

O(a cos wé?)
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Mas agora não temos o análogo do lema B.l da seção anterior; não conseguimos
mostrar que: l 8r l2 -- l a l2 = 0 nas direções I' tangentes à órbita de G(a). Por
este motivo vamos considerar, nesta seção, apenas o caso de grupos ./izzítos.

Neste caso, obtemos:

"g" w '- w '- k '- k ' *-:,...,«

e, se dim aQ > 1, segue o

Teorema B.3 Sda G C O(n) s ógrupo ./imita e stlp07zÀamos gt'e y' e V' sâo auto

funções do Lctplüciüno satisfazendo:

p«, I' - l V,«, I' = o em uma u z nÀança V de Q

Então para que o operador O tenha posto limita, devemos ter , necessariamente

%: -iq?i .m «m««i,{«h-.«U õ

para todo T no espaço tangente a aQ n u

Se estamos em dimensão 2 (isto é dim aQ = 1) então da fórmula B.28 segue
imediatamente que:

o(. «;«Q :: 'a («-')
e somos forçados a calcular termos de ordem mais alta em l/w.
Após cálculos semelhantes aos da seção anterior obtemos:

e podemos concluir que o teorema B.3 ainda vale se eliminarmos a hipótese dim
aQ > 1. ae

* .(«-')
\ '..,.,n

o(" ";'''o) - -==:1-= % '- : ' (B.29)
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