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SOBRE A 2' CONJETURA DE BRAUER THRALL

1.INTRODUÇÃO

Há muitos anos vem-se estudando a categoria dos módulos sobre uma álgebra, e

a pergunta que primeiro nos fazemos é: que propriedades da álgebra A considerada se

refietem, ou trazem conseqüências na categoria dos módulos sobre ela ?

Para certos tipos de álgebras, para as quais vale o teorema de Krull-Schmidt, o

estudo da categoria dos módulos finitamente gerados se reduz sensivelmente, pois neste

caso nos é necessário apenas estudar os módulos indecomponíveis.

Poderíamos pensar que teríamos 4 situações diferentes:

]) Â tem tipo de !epresentação finito, ou sela, existe apenas um número finito de

classes de isomorfia de módulos finitamente gerados indecomponíveis.

Z,l A tem tipo de representação limitado, ou seja, existem infinitas classes de iso-

morfia de módulos finitamente gerados e indecomponíveis e existe um número natural

n tal que o comprimento de todo módulo indecomponível finitamente gerado é menor

ou igual ao natural n.

3) Â tem tipo de representação não limitado, ou sda, existem infinitas classes de

isomorfia de módulos flnitamente gerados indecomponíveis, tais que seus comprimentos

formam um subconjunto de naturais que não é limitado, mas tem um número finito

dessas classes em quase todas as dimensões (ou seja, existem apenas um número finito

de naturais ní tais que existem infinitas classes de isomorfia de módulos finitamente

gerados indecomponíveis com comprimento igual a n{).

4) A tem tipo de representação fortemente não limitado. Neste caso, existem

inHlnitos naturais n{ tais que para cada n{ temos in6lnitas classes de isolnorfia de

módulos flnitamenLe gerados indecomponívcis tais que o comprimento desses módulos

é igual a nÍ
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rem. As duas conjeturas são as seguintes:

.l,) Se A é uma álgebra de tipo de representação limitado então ela é, de fato, de
tipo finito.

2) Se Â é uma álgebra sobre um corpo infinito, Â de t

de fato de tipo fortemente não limitado.

As conjeturas surgem impressas em 1957 num artigo de J.P.JansjJI, mas há

indícios de que se pensa nisso desde 1940. Em 1968 Roiter IRI provou a primeira

conjetura de Brauer Thrall para álgebras de Artin e mais tarde AuslanderjAI veio a

dar uma demonstração para anéis de Artin usando métodos categóricos. O mesmo

resultado foi obtido em 1978 por YamagatajYI para anéis de Artin provando primeira-

mente que sequências que quase andem existem para anéis de Artin de tipo finito.

A demonstração da segunda conjetura de Brauer Thrall percorreu um longo ca-

minho até chegar a bom termo. J. P. Jans em seu trabalho reduziu o problema ao caso

em que a álgebra Â sobre um corpo algébricamente fechado é distributiva, isto é, que
o reticulado de seus ideais bilaterais é finito.

Uma primeira demonstração foi comunicada por Nazarova e Roiter em 1973 para

álgebras de Artin sobre corpos perfeitos.

Esta primeira prova, baseada em algorítmos de problemas matriciais, nunca foi

publicada em revistas científicas, além de apresentar passos pouco claros e de conter

erros importantes.

Posteriormente, Smalé ISI em 1980 provou o passo de indução da 2a conjetura

de Brauer Thrall para álgebras de Artin usando o resultado de parada e Sai que

diz respeito à composição de não isomorfismos entre módulos indecomponíveis e as

técnicas de Auslander e Reiten relacionadas com sequências que quase andem

Depois do artigo de Smalg, Bautista, Gabriel, Roiter, e Salmeron provaram o

teorema das bases multiplicativos ITBMI.

As técnicas usadas neste trabalho se referem principalmente a métodos díagramá-

ticos desenvolvidos por Gabriel e em métodos combinatoriais, que permitem algumas

vezes uma visão mais ampla. Os funtores de clivagem, lá definidos, são, por exemplo,

um poderoso instrumento.

De acordo com as clássicas conjeturas de Brauer Thra]] apenas dois desses casosr )

ocos

iPO ] a e,limitad tân nl
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Nessas técnicas se baseia Bautista IBtl em 1985, para dar uma demostração da 2'

conjetura de Brauer Thral] para álgebras sobre um corpo algebrícamente fechado de
característica diferente de 2.

O resultado de K. BongartzjBI, publicado simultaneamente, estende a validade da

demonstração de Bautista ao caso de característica 2.

Finalmente, outro trabalho de Fischbascher IFI, publicado também no mesmo ano

simplifica consideravelmente a prova de Bautista, apoiando-se em técnicas de espaços

de recobrimento do trabalho de Bongartz e Gabriel IBGI.

Assim, depois de mais de 40 anos, os problemas clássicos de Brauer Thrall que

foram os que mais influenciaram o crescimento da teoria das representações de álgebras,

estão hoje atiís.faioriamente concluídos. E notável, também, que esses problemas não

foram resolvidos por uma única técnica, ou por um único matemático, mas utilizando

todas as técnicas conhecidas de representações e com a combinação dos esforços de

muitos matemáticos de diversas épocas.

O capítulo 2 é devotado a dar um background necessário na teoria de sequências

que quase andem. Como uma aplicação obtemos, no capítulo 3, a 1" conjectura de

Brauer Thral] para álgebras de Artin. No capítulo 4 provámos um resultado importante

conhecido como "o passo de indução na prova de Brauer Thrall 11", devido a Smalg

Ele pode ser enunciado assim:

Seja Â uma ,4/febra de .Art:n ta/ que ez:ste um inteiro pos:tit;o rz com a propriedade

que ezfsíem N ? N. lnódu/os indecomponíueis não fsomor/os de comprimento n rorzde

R. é a cardinaiid.ade de um conju.nto enumeráuet). Então, distem {n$7titos inteiros n{

tais que existem R ?nódulos indecomp07tíueis não {somorlos de cotnprimento n,i.

Este resultado é uma parte da segunda conjetura de Brauer Thrall sobre álgebras

de Artin de tipo in6lnito. O resultado que obteremos usando técnicas baseadas na

teoria das sequências que quase andem não impõe restrições ao centro de A. Como uma

consequência deste resultado, fica proa'ada uma conjetura de Auslander que ele chamou

de "a conjectura de Brauer Thrall 11" que é o seguinte: Se o número de módulos

indecomponíveis ílnitamente gerados não isomorfos sobre uma álgebra de Artin Â é

N, N ? N. então para cada inteiro positivo n, o número de m(5dulos indecomponíveis

finitas)ente gerados leão isomorfos de comprimento maior que n é N
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No capítulo 5 daremos uma introdução à teoria de reticulados para que no capítulo

6 possamos provar resultados já clássicos de J. P. Jans. Entre estes, o mais importante

teorema de Jans tem o seguinte enunciado:

Seja À. uma k-átgebra de dit-rtensão Brita sobre um corpo algebricamente fechado,

k. Se o reticulado de ideais de À Jor n,ão disttibutiuo, então À é de tipo fortemente
não !imitado.

Nossa prova resulta substancialmente simplificada pelos resultados obtidos no
capítulo 4.

No capítulo 7 procuramos dar uma introdução às categorias de raios, que ex-

plicitam em parte os métodos categóricos e além disso, são muito importantes para a

classificação de álgebras de tipo de representação finito.

Esperamos que estes resultados propiciem ao leitor familiarizado com as técnicas

combinatoriais e de recobrimentos uma melhor compreensão da demonstração da 2;'

conjetura de Brauer Thrall feita por Fischbacher



2. PRELIMINARES

Def 2.1 A é uma álgebra de Artin se existe um anel comutativo artiniano r

tal que Â é uma 7-ájgebra finitamente gerada como t-módulo. Ou equivalentemente,

Â é um anel de Artin que é finitamente gerado como módulo sobre seu centro que
também é um anel de Artín.

Def 2.2 Â é uma álgebra de tipo finito se existe apenas um número finito

de módulos finitamente gerados indecomponíveis não isomorfos. Â é uma álgebra de

tipo infinito se existem infinitos módulos finitamente gerados indecomponíveis não

isomorfos.

Def 2.3 Se A é uma álgebra de Artin, denotamos por Â-mod a categoria dos

módulos à esquerda sobre A, finitamente gerados.

Lema 2.1 (Nakayama IDKI) : Sejam M e .N módulos finitamente gerados

sobre uma álgebra de Artin Â. Então um homomorfismo / : .M --} .N é um epimor-

fismo se e somente se o homomorfismo induzido / : M/7ad .M --+ .N/rad .N é um

epimorfismo, onde 7ad M significa radical de .M

Teorema IDKI 2.2: SqaÂ uma á/febra de .Ártin e Â:: Pi ©...©P, uma

decolllposição de À e?rl ideais à esquerda indecomponíueis.

Eld,ão:

1) Todo projetiuo em À-mod. é {somorfo a uma soma direta de c(5pias de alguns

projetiuos Pi;

2) Se R = fada., RP{ é o ú.mica subtnódulo malimal de

a-:ltí é uma dccoT-aposição de h.IR em h.-módulos simples;

3,l P. = .B se e 'ó se /?Pi = 1?PI'

Assim ent A.-mod há tantas clctsscs de {solnor$slno d.e {ndecot-nponíoeis projctiuos

quantas classes d.e {somorlislno de simples

Lel-na 2.3 (Hal'ada e SaijMI) : Seja A uma álgebra de Artin e MÍ (lí =

. - 2b) Â-módulos indecomponíveis tais que ZI(.A/{) $ b, onde Z(M) é o compri-

Á./R& e

l 2
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mento de .A4 Então toda cadeia de Â-homomorfismos

M.-:L m,

onde os /í são não-isomorfismos, tem composta O.

l)em: basta mostrar por indução em k (l 5; k $ Z)) que

e(-rm(/,..:..../:)) .É Z, k

Neste caso então, para n ' 2Ó tenho Z(/m(/«-i ....fl)) 5; b b = O logo a composta
é nula.

Fazendo a indução: para k = 1, como / não é isomorfismo tenho que; ou /m.fi #:

.l\42 ou /in/l = ./142 mas X;er/l ?é O.

Se -rm/: # M2 então z(.rm/:) < Z(M,) 5; Z,, logo Z(-rm/:) 5; b -- l

Se -rm/i = À42 Mi/ker/i mas ker/i # O, então

Z(-rm/l) = Z(.M2) = e(Mi/ke,/i) < Z(.MI) $ Z,, logo Z(-rm/i) $ b l

Sejam

f -- jak -- \ /1

h -- JaK+\ . 1. . . - fat .}x.

À/l -:C+ À4'2k g .A4. l --!b -A42k+i

Suponhamos que a fórmula vale para k, ou seja

Z(-rm/) $ b k,Z(-rmA) $ b k

g J = f,- Ja- : . . . f\

h g = fax-t- . j. . . . fax .}\f-z-

h, g J = fa-*- -. fa.. - Ja- * . . . f\

q««emos pr"" qu' Z(-rm(A g /)) $ b (k -t l).

Se ./', g, A, g .f, h g, A g .f são nulas nada há a demonstrar.

Logo, suponho que/,g, /t,g/,h g,A g/ são não nulas.

Como -r,n(g /) /«/), e«tão g(.rn,(g /)) $ z(-r,n/)
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Segue daí que ZI(/m(h g /)) 5; ZI/m/) $ b -- k.

Suponhamos por absurdo que e(/m(A g /)) = Z(/m/) = b -- k.

Neste caso, gl/-/ e AI/m(g /) são monomorflsmos e portanto kerg n /m/ = O,

ke,A n .rm(g /)

Por outro lado, Z(/m(A g /)) 5; g(.r«, #) $ b -- k implica que Z(.rm h)
e(-rm(h g)) = b -- k. Como, para qualquer homomorfismo ç' : .Á ---, .B tem-se que

z(..4) (-rm p) + Z(ke, p) obtemos:

z(k.,(h g)) Z(M,.) (b - k)

Z(ke.A) (M,.+:) - (Z, - k).

Portanto .M,. = .rm/ © ke,(A g) e M2.+i = -rm(g /) © k', A

Como os .A4i são indecomponíveis, resulta que

k.,(A g)

ker h :: O

Agora, como Ag é um monomorfismo e g/ é um epimorfismo isto implica que g é
um isomorfismo.

Absurdo.

Logos(-rm(Ag/)) <b--kep'rta"toZ(-rm(hg/)) 5;b--k-l=b(k+l).
Def 2.4 IMil Uma sequência exata O -+ .4 --!} .B -!-} C --) O em Â-modé

a sequência que quase cinde se as seguintes condições se verificam:

a) a sequência não cinde;

b.) .A e C são indecomponíveisl

c) Se .f : X ---* (.; não é um epimorfkmo que cinde (ou seja, não existe g : (; --' X

ta[ que / g = 1.) então / se ]evanta a B (ou seja, ]A : X -. .B tal que p h = /);

c) Se g : ..4 - y não éummonomorfismo(luecinde(ou seja, não existe/ : y -' .A

ta[ que / g = 1,4) então g se estende a -B(ou seja, ]J : B --, y tal que J i= g).

Observação: Na verdade, uma das condições c), c'9 pode ser omitida, pois é fácil

provar que a),b),c) ::> c'y e, dualmente, a),b),c'9 :+ c).

Vamos a.cora enumerar certas propriedades das sequências que quase andem
também chamadas de sequências de Ausla.nder Reiten e denotadas por A.R.S.

um
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Teorema 2.4 : Para cada A-módu/o indecomponít,e/ ,4(C') não fngeZ.luo mão

proyettuo) em A-mod ea:êste uma seqüéncfa que quase cinde 0 ---} ..4 ---} -B ---+ (.; ---+ O

que é única saldo isomor$smos.

Se na sequência que quase cinde escrevemos 0 ---+ .,4 ----} .B ------} C ----+ 0 e

.B = ©.BÍ com B{ indecomponível para todo {, então todos os morfismos induzidos

..4 ----+ .B ---} .B{ tem a propriedade que se o diagrama

..4 + .B -} -B{
\ j ,/'g

D

comuta, então ou / é um monomorfismo que cinde ou g é um epimorfismo que cinde

Isto sugere a seguinte definição:

Def. 2.5 Uma função / : .B ---} C em A-mod é dita irredutível se não é

nem um epimorfismo que cinde, nem um monomorfismo que cinde e onde quer que

tenhamos / :: g A para algum A : -B ---} .D e g : .D ---+ C ou A é um monomorfismo

que cinde ou g é um epimorfismo que cinde (em particular, .f não é um isomorfismo !).

Proposição 2.5 : Se/a Â uma á/febra de .4rtfn e .4 um Â-módu/o Ir&decom-

poníue/ .

Então:

a) Todos os ?nor$smos {rredutíueis entre módulos indecomponíoeis são monomor-

Psmos próprios ou epimor$smos próprios (ou seja, que não são isomor$smos).

b) $e A é não {njetiuo, então existe um mor$smo {rredutíoe! f : A --.} B' se

e só se ! é da fora-ria f -- p f\ on-de p : B ---) B' é um epimorÊsTno que cinde e
0 -- o ..4 -=1-b .B --:&+ C --.} O é a .4..R.S. que começa em .A.

b') Se A não é projetiuo existe um mor$sTno irredutível Í : B' - a A se e somente

se J=jfaor\dej\B' --IB émonomor$smo quecinde eQ---,C !L+ B-!!+ A --+

0 é a .4.R.S. que terra:n.a em .4.

c) Se A é injetiuo, existe um mor$smo irredutível J : A - -, B' se e só se J é da

forma J - p c onde c : A ---+ AjsocA é o epimor$smo canónico e p \ AjsocA --+ BÍ
é u?n epimoí.Ramo que cinde.

c') Se A é projetiuo então elistc um morjismo {rredutíuel j : B' -- } A se e só se f

édaforx-r\a f= ijonde i : va.dA- d A éo n-lonomorPsrilo ca?-tónico ej: B' -. ra.dA

é u?n mota.omor$snlo quc cinde.
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l)em:

a) Seja / : ,4 ----, .B irredutível, e consideremos a fatoração canónica

.4 -L .e
\P /{

A IKevÍ

Como { é um monomorfismo, se ií for também um epimorfismo, então será um
isomorfismo, logo / será um epimorfismo.

Por outro lado, se p for um monomorfismo, como é um epimorfismo, será um
isomorfismo, logo / será um monomorfismo.

b.) Suponhamos .A não injetivo e / : .4 ---, .B' irredutível

Então seja

Como / é irredutível, / não é um monomorfismo que cinde logo existe p : .B ---+ .B'

tal que / = p ./'i. Como / é irredutível e /i não cinde temos que p é um epimorfismo
que cinde.

Por outro lado, suponhamos que ./ = p .fi onde p : -B --.} .B' em um epimorfismo

que cinde. Para provar que / é irredutível, vamos supor que p .fi = g A, onde A não é

um monomorfismo que cinde

o - ,4 -&,
A ../ 7;

x --L

Queremos pro'ç'ar que g é um epimorfismo que cinde. Como p é um epimorfismo

quecinde, :3w :.B' -} -Btal quepw= IB{.

Como A não é um monomorfismo que cinde, h se estende a -B por h tal que
h J\ = h.

g h f\ = g h = p 1l.

Logo g h J't p fi = Q.

Ou seja (g A p) /:

Então,]lk : C' -.-}.B' tal quegh p= k/2.



Logo (gA - p) «., = k ./': «,.

ghw -- p w = klau.

Supondo .B' indecomponível, então -End(-B') é urn anel local. Colmo g7;w -- k/2w =

IB, temos que ou gato é um automorfismo de .B', ou k/2w é um automorfismo de .B'
(pois se ambos fossem nilpotentes, estariam no radical de End-B' e a soma não poderia

ser a identidade).

Se ghw for um automorfismo então g/zw

epimorfismo que cinde.

Veremos agora que X;/2w não pode ser um automorfismo. Suponhamos que k/2w ::

p C .A«t(.B') e seja J --- C e«tão AJ p :> p-:kJ
Portanto J é um monomorfismo que cinde. Como C é indecomponível, .7 é um

isomorfismo.

Mas J :: /2w e então /2 cinde. Absurdo l

Com isso, provámos que nenhuma componente de -B é isomorfa à ..4 e dualmente,

nenhuma componente de B é isomorfa a c. No caso geral, se considerarmos B' = 9.al,

.aJ. indecomponíveis, {J : .B; ---.} .B' a injeção natural H,- : .B' --, -B;. a projeção natural
teremos que

p e g/zwp'i :: IB, logo g é um

k /2w = >. {J'll;'k/2wizlli

e como lllk/2wii : .BÍ ----+ B; se fatora através de C que não é isomorfo a nenhum
deles, cada componente de k/2w está no radical de .Fnd .B'l

Portanto gAw := 1 + A./'2u é um automorfismo de .B' e g é um epimorfismo que
cinde.

c,) Suponhamos .Á projetivo indecomponível e / : .B' -+ ,4 irredutível, / não pode

ser epimorfismo, e então como /(rad-B') C 7'ad,4, / induz um morfismo / : n' ---*

;z;âÃ que não pode ser epimorfismo, (pois senão contradiria o lema de Nakayaina).

Mas .Á é proj indecomponíve] ::> ;ããj- é simp]es, logo como .rnz/ :# ;:;Íâ=i temos / = O.
Logo

J',l

.a' --L ..,l
./(-B') C rad.Á :> \ J .,/ {

ra.d.,4

então / = { .7, como ií não pode cindir, .7 é um monomorfismo que cinde. Reciproca-

mente, seja ./' : .B' --., .,4 tal clue / = lí J' onde J' : .B' - d rad.,4 é uin inonomorfismo

que cinde e 21 : rad.,4 -} .4
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Então

B/ --Z--, rad,4

g* ,,'' g

como J é um monomorfismo que cinde, ]w : rad.4 ---} .B' ta] que w J = IB..

Suponhamos que .f = g A, se g for epimorfismo, imediatamente cinde.

Se g não for epimorfismo, temos, como antes, que g se fatora através do rad..4,

L g' -- g.

Como gA {J :> {g*h *A -J) { é «m mo-morfismo e«tão

g* n, - j = o.

Neste caso, g*h = J :> wg*h = w.7 = IB, então A é um monomorfismo que cinde.

Observação: Seja .A um Â-mó(iu/o à esquerda indecomponível. Se .4 não é
injetivo, seja .A -:11b ..4 o monomorfismo da A.R.S. que começa em ,4. Se .Á é injetivo

seja /l, o epimorfismo canónico .4 ---+ .A/soc .A. Dado / : .A --} .B que não é um

monomorfismo que cinde, sabemos que / se fatora através de /i no primeiro caso. Mas

isto também é verdade no segundo caso. Com efeito, se ..4 é injetivo, soc ..4 é simples
e, se / não é um monomorfismo que cinde, / não é um monomorflsmo. Portanto
.f(soc .4) = O e ./ se falara através de /i.

Def. 2.6 Este homomorfismo /i, dado pela observação acima, chama-se

ap/:cação /ante de .A ou com domínio .4.

Como um corolário trivial segue que:

C:orolário 2.6 : Sqa Â u?71a a/febra de .,4rt:n, então para todo Â-mod .,4 inde-

componíoel existe apenas um número Anito de módulos {ndecomponíueis não isomorlos

B que admitem mor$smos iríedutíueis ! : A --+ B.
Dem; Decorre da proposição acima, lembrando que as A.R.S. são únicas a menos

de lsomorhsmo

X
\A
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3. RESULTADOS INTERMEDIÁRIOS

A prova do "passo de indução" de Smal@ se baseia na existência de cadeias . . . ----l

Mí --:L MÍ+l . . . de módulos e morfismos entre eles que satisfaçam as condições do

lema de parada e Sai.

Def. 3.1 Sejam ,4 e .B módulos indecomponíveis em A-mod. Dizemos

que .4 e -B estão ligados por morfismos irredutíveis se existe uma cadeia de módulos

indecomponíveis e morfismos irredutíveis /Í : Mí - -} À4í+i tais que,para algum n e

algum m, com n > m, .Á = .714., .B = M« e /. o . . . o /. é diferente de zero. Dizemos

então que esta cadeia liga ..4 e B.

Lema 3.1 : Sqa .A um módulo {ndecompon:'ue/ em Â-mod. .Então, sala;o

isomor$smo, existe apenas um número Anito de módulos {ndecomponíueis B que estão

ligados a A por cadeias tais que os comprimentos dos seus módulos são limitados por
um f?zteiro n.

Dem: Seja a cadeia

À/..l M« -!b M.+i ---,

Á
=

Salvo isomorfismos, o número de possibilidades para .À4«+l é finito pelo corolário

2.6. Segue por indução que isso é verdade para todos os -A4n+t-

Por outro lado, se os módulos de uma cadeia que liga .B a .4 tem comprimento

limitado, pelo ]ema de parada e Sai a cadeia tem comprimento limitado. Portanto, o

número de m(5dulos .B também é finito.

Proposição 3.2 : Sqazn ,4 e -B í??ódu/os indecompo?zt't;eis ta:s que ez:sÍe un

marasmo não nulo, nã.o isomorlismo J : A que não é uma soma de composições

de nior$s7nos irredutiuets. .E'7zZao ezi ste urna cacei a t n./irt ía .A -: + .Á1 ''l .''l2 . - . de

módulos {Ttdecotnponít;cis A{ e mor$smos irredutíveis f{ : A{ a Ai-Ft tal quc qualquer

composta j{ . . . Jo é hão l-Luta para todo i.
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iioínornsmo que cmde (pois se fosse, ,4

seria somando direto de .B, como ambos são indecomponíveis, e / não é isomorfismo
isso não pode ocorrer).

Ao longo da demonstração chamaremos de sucessor de C, denotado por S(C')
ao módulo que é contradomínio da aplicação fonte de S (ver definição 2.6). Então
/ : ..4 ---, .B se fatora através de S(..4).

Consideremos o diagrama comutativo:

.Dela Temos que / Á -----, .B não é um mo

Á

B

JL s(..4)
./ g'

'4í,o

onde Ao é a aplicação fonte de .4 e onde IJ ,4í,o é uma decomposição de s(..4) em soma
direta de módulos indecomponíveis.

Denotemos por JIÍ : ..4{,. a inclusão e por p{ : S(.4) ---, .4{,. a projeção
canónicas correspondentes.

Então Ai,o :: pIÃo : .A ----} ..4{,o são as componentes irredutíveis de Ao e g{.o

g0.71í : ,4{,o ---} .B as componentes de go.

A seguir definimos /i = / -- 111 g{,oA{,o onde a soma é dos termos tais que g{.o é

isomorfismo ou morfismo irredutível. Como ./ não é soma de compostas de irredutíveis

/i 7é 0 e além disso /i = IJ g{,oA{,o onde a soma é tomada sobre os índices i's tais que

g{,o nao é nem morfismo irredutível nem isomorfismo. Estes componentes gí.o não são
monomorfismos que andem.

no

.A ---, IJ .4{,o - -» 'S(.4)
1/- ./ Hç.,o ' ..'' Õ.
B

Então cada g{,o desta família pode se fatorar através da aplicação fonte A{,i de
n{,0.

'TÇ,,.z '''.,.'B
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Tomando então a soma temos o seguinte diagrama comutativo

T'4{,o ---, '?S(.Á{,o)

l,',. l
.,4:,. !S S(.,4{,o)

l,p{,. ./ g:,:
B

?(g .A{,t: )

Seja hÍ a soma direta das aplicações fonte AÍ,i e seja g : ©S(.A{,o) + -B o
homomorfismo definido pelos g{,i Temos

-b-, ©S(.Á{,o) ..4{,k)

./ gi

Observamos que existe um { e um k C ki tais que a componente correspondente

g{,k de gi é diferente de zero e não é composta de irredutíveis e tais que a componente

de Aipo define uma cadeia .A ---, .'4i,o ,k cuja composta é não nula.

Agora podemos repetir o argumento tomando ,4{,k no lugar de .A e g{,À; no lugar

Isto prova a proposição por indução.

Corolário 3.3: Sqa A uma á/geóra de .4ríin de t:bo .anito. .Então todos

os mor$smos entre módulos indecomponíueis são somas de compostas de mor$slnos

irredutíveis ou {somorÂsmos.

Dem; Suponhamos por absurdo que exista um morfismo / : .4 + -B não nulo,

que não é soma de compostas de irredutíveis e não é um isomorfismo, onde .4 e .B são

indecomponíveis. Então, pe]o lema anterior podemos produzir uma cadeia infinita de

morfismos irredutíveis entre módulos indecomponíveis cuja composta é não nula. À4as

pelo lema 3.1 temos que não há limitação no comprimento de módulos finitamente

gerados, o que nos dá a desejada contradição.

Agora a l:' conjetura de Brauer Thrall para álgebras de Artin segue facilmente.

Teorema 3.4 : Sela A uma (í/gcóra de .Aríin dc tipo trz/ilz:to. .Então ?zão ez:sÍe

finta limitação no co?nprimento dos À.-módulos {ndecoTnponíueis, $?titamente gerados.

Dem; Seja Â de tipo infinito e {JWi} uma família infinita. de módulos indecom-
poníveis ülnitainente gerados e não isomorfos. Então como existem apellas um número

de /i
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finito de Â-módulos simples (que são aliás os da decomposição de A/fada em simples)

existe um Â-módulo simples S que é somando direto de Mi/radM{ = .iiillâh- (-R = fada)

para infinitos módulos ]Wi da família {Mi}. Então temos que existem infinitos módulos

ÀA indecomponíveis e não isomorfos e infinitos morfismos não nulos M{ ---} S sobre o

mesmo módulo simples S. Agora se todos esses morfismos fossem somas de compostas

de morfismos irredutíveis existiriam cadeias ligando cada Mi a S. Pelo lema 3.1, o
comprimento dessas cadeias seria limitado e, pelo corolário 2.6, o número dos M, seria

finito. Portanto, a proposição 3.2 é aplicável e isto novamente conduz, pelo lema 3.1,
a uma contradição.
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4 O PASSO DEINDUÇAO

Peão teorema 2.4, dado o Â-módu]o .Á, indecomponíve] não injetivo, o módu]o C

que completa a sequência que quase cinde O ----} ..4 ----.} .B -+ C -----} O é único salvo

isomorfismo.

A seguir indicamos como calcular (-; (na sequência que quase cinde O ---, .,4

.B --, C' ---, 0).
Seja Â uma álgebra, R o seu centro, e .ro(-R/rad-R) a envolvente injetiva de

R/,«d-R. Então deHnimos .O(.Á) = -Nome(.A, .ro(R/«d-R)), -0 : Â-mod --, .Á'P-«,od.

É bem conhecido que .Z) é uma dualidade (chamada dualidade usual) tal que
D'd-

além disso, se M C Â-mod, seja Pi --l-, Po --, M ---, 0 uma resolução projetiva

minimal, então o módulo poker/* C Â'P.mod é dito transposta de À4 e denotado por

TTÀ4. (Aqui, # indica a dualidade -doma(--,Â) entre projetivos de A e projetivos de

Â'p). Então, dado .4 não injetivo, o módulo C que aparece na A.R.S. que começa em
,4é C = Tr.D.,4.

Se .Á é não injetivo, -D.A é não projetivo, TTD,4 é bem definido e está determinado
salvo isomorfismos.

Precisamos ainda de mais um lema:

Lema 4.1 : Se/a Â uma á/geZ)ra de .4rttn , .A e .B Â-lzlódu/os :ndecompoltíuefs,

$nitatnente gerados e suponhamos qu.e exista if : A --, B moras?-no {rredutíuel, então:

Z(.Á) - Z(B)l $ Z(.Á)m' .«d. m m-lZ(.&«),Z(«À.)}.
Dem: Se À/,.N,.L são Â-módulos flnítamente gerados e 0 } À/ + ./\r ----} .L

0 é .-t- -tão Z(À/) + Z(Z.) = e(.M).

Se / : .Á - .B é irredutível e .,4 é injetivo então / é um epímoríismo e portanto

Z(.4) - e(.B)l É é(..4) $ Z(.4)m'

Se / : ..4 -----, B é irredutível e ,4 é não injetivo então .B é somando direto de O

onde0 +.4 C Tr.D..4 -aOéaA.R.S.quecomeçaem.A.
Neste caso e«tão Z(O) = z(Á) + z(r, o.A) e porta"to Z(-B) $ z(Á) t É(r, o-A).
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Se ZI.a) > Z(.Á), É(-B) - z(A) 5; É(r, -0.4); se g(.B) $ g(.Á),Z(.A) Z(-B) $ g(.4).

Port-to Z(.Á) - Z(.B)l 5; m-lZ(.Á),z(r, D.4)}.

Privemos primeiro (lue Z(a) = Z(.D.4) por indução em ZI.4).

Suponhamos por absurdo que .4 seja simples e .D.Á não. Então, existe uma
seqüência exala de Â'P.módu/os 0 ----.} y com X,y # O.

Logo O ---} .Dy ---.} .D.D.4 ---.} .DX ---) 0 é excita e .DX,.Dy # O. Como .D.D.A = .4

isto não pode acontecer. Então .D..4 é simples. Suponhamos agora que a hipótese

acima é válida para ((.A) < n e seja .A tal que g(.A) = n. Existe uma sequência exala

0 ---.} X ---} .4 ----} y ---.} O com X, y # 0.

Então 0 --} .Z)y ---.> .D.,4 ---.} .DX ----} O é exala e .DX,.Dy # O o que implica

q- Z(D 4) ) + ((DX) (y) + Z(X)

Para limitar Z(Tida) consideremos: Pi --L Po --L .D,4 - --, 0, uma resolução

projetiva minimal.

Então r, -o..4 = cole,/* = ILefl;$ÇI'-© logo Z(T, .0.4) $ Z(-H'm(Pi,.À)). Ora,

Pi =;g. Pi,P{ indecomponíveis, é também cobertura projetiva de ;;;:fll:ig-- e portanto

« - Z(;;beta) .$ Z(Po)-
Como -Hom(PI, A) é um projetivo indecomponível de Â..\, Z(-Hom(Pi , Â)) $ Z(Â.K)

. -tã. Z(H.m(P:,.&)) 5; n.Z(.&«) 5; Z(Po)Z(.&«).

Analogamente, se Po =kli PI, então «l 5; Z(-D,4).

Portanto Z(Po) .$ Z(-0..4).Z(..-.&).

E«tão z(r, D.4) 5; z(po)z(A«) z(D.4)Z(«.&).(.&«), o« sda z(r, D.4) $ Z(.4)m'

onde m = m-lZ(À.«), Z(«.&)}.

Fi«al«ente obtemos: IZ(.4) -- Z(-B)l $ mazlZ(.A), z(r, D.A)} .$ z(.A)«:
Teore)-na 4.2 : Seja N um nú?l ero cardinaJ llz#n:to, N > No. Suão?zAa

que Â é uma á/febra de .Artfn ta/ que existem N módu/os fndecomponít;eis ./inztamenfe

gerados de comprimento n não {somorlos.. Então elisteTn {n$nií,os inteiros positivos

n,i ta.{s que eliste7n R módulos {ndeco?npo?tÍueis JinitaTnente gerados não {somorjos de

coznprilr&ento n{.

Dem: Seja n um inteiro positivo tal quc existe uma família {MflÍC/ de N módulos

finitamente gerados não isomorfos indecomponíveis de comprimento n.

Se conseguirmos uma função crescente/ : .Z - -} .Z tal que para cadam C .Z+,m ?

n o intervalo lm,/(m)l for não vazio e houver N 2 No módulos flnitanlentc gerados
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indecomponíveis não isomorfos cujos comprimentos pertençam a lm,/(m)l, como o
intervalo é finito, existirá um m* Clm,/(m)l Ç Z com N ? No módulos finitamente

gerados indecomponíveís não isomorfos de comprimento m* e com isso teremos provado
o teorema.

Vamos agora fazer por partes:

Seja {À4ÍJÍC/ a família de N 2 No módulos finitamente gerados indecomponíveis

não isomorfos de comprimento n.

Sabemos que o número de Â-módulos simples é finito e portanto existe um Â-

módulo simples S que é somando direto de -i;gh- para N dos Mi's. Portanto existem

morfismos não nulos, não isomorfismos /l : À41 ---+ S para N dos M.'s. Logo é suficiente

considerar apenas 2 casos já que ao menos um deles ocorre:

a) N dos moríismos .Ê : .À4. ---, S não são somas de compostas de irredutíveis.

b) N dos morfismos /i : .AA ---, S são somas de compostas de irredutíveis.

Pela proposição 3.2 e pelo corolário 2.6, dado um número natural .N, existem nos

dois casos N indecomponíveis Mi's ligados a S por uma cadeia de comprimento maior

ou igual a .N. Obtemos então a cadeia M, ---l M,,l --} -/Wi,2 ''>

Mostraremos que os módulos À4Í,j obtidos em cada cadeia, não podem aparecer

senão num número finito de cadeias. Suponhamos por absurdo que um módulo Mi,J-

apareça num número infinito de cadeias. Então ele estaria ligado por cadeias de

comprimento limitado a infinitos M,'s. Como os Mf's são não isomorfos, isso não
pode acontecer.

Então, se para cada cadeia obtivermos um módulo .A41,J de comprimento n* , tere-

mos conseguido N módulos não isomorfos de comprimento n*

Vamos agora construir a função / : Z - d .Z.

SejaJU,o = ]U -. ... --,....AA,W umacadeiacomZ(Mi) =n, m ?n
e .N := 2m l.

Se tivéssemos Z(]V{,J) $ m para todo J = O, 1, . . . ,2" 1 teríamos a composta

nuca peão lema de parada e Sai, Jogo como a cadeia tem composta não nula, teremos

obrigatoriamente pelo menos um módulo ÀA,i de comprimento /(JW{,j) > m.

Vamos agora limitar superiormente o comprimento dos módulos À4{,J com J
0,1,2, . . . ,2" 1
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Pelo lema 4.1 tenho que

Z(.M. ,i ) é(MI,o)l $ Z(-Mí,o)P' = nP'

ond' p = maple(.tÂ),Z(ÂA)}, chamando Zj = ZI(MI.,) então IZ{ ZÍ--il $ ei-ip' :»

Z{ $ Zi-i.P2+ Zi.i =(Zi-i)(P'+ l).

ZI - Zol $ ,'.P' +' ZI $ ,'.(P' + l)

Z, - Z:l $ Z:.P' 5; n(P' + l).P'

Z,$"(P'+l).P'+Z: +l).P'+n(P'+l)(P'+l)'
E assim/J $n(p2 +l)J'i e param - 2" 1.

Z(ÀA,,--i) .$ n.(P' + l)'"''

Portanto, podemos definir/(m) - ma"lm + l,,&.(p' + l)'''' }
Como uma consequência simples deste teorema, obtemos a conjetura de Brauer

Thrall l{

Corolário 4.3 : Siga A uma á/geZ)ra de .4rt:n. Se o número de Â-módu/os

indecompon:'üefs ./inítamente gerados não fsomorl/os é N 2 No, então para cada n inteiro

positft/o o ntímero de Â-módu/os indecomponíuels ./inítamente gerados não fsomor/os

de comprimento maior que n é N.

Dem: Suponhamos por absurdo que para certo n, o número de módulos finita-
mente gerados indecomponíveis não isomorfos de comprimento maior que n é menor
que N.

Neste caso, o número de módulos indecomponíveis de comprimento menor ou igual

a n é N. Então existe um ?n menor ou igual a n tal que existem N ? No indecomponíveis

de comprimento m.

Pelo teorema 4.2, temos então que existem infinitos inteiros n{ maiores do que m

tais que existem N módulos índecomponíveis de comprimento ni. Porém, não pode

ocorrer que todos esses ní sejam menores ou iguais a n. Assim chegamos a uma
contradição.
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5 UM POUCO DA TEORIA DE RETICULADOS

Passamos agora a preparar a apresentação de importantes resultados obtidos por
Jans em 1957.

O resultado principal a ser provado no capítulo 6 afirma o seguinte:

Seja A. uma k-álgebra de dimensão $nita sobre um corpo k atgebricamente fechado.

Se o reticutado de seus ideais bilaterais não é distributivo (e portanto {n$nito) então

À. é de tipo fortemente não limitado.

Os resultados obtidos neste capítulo se referem às propriedades de reticulados de

ideais, espaços vetoriais ou submódulos. Assim, a notação está adaptada a este caso.

Apesar de que as hipóteses nestes capítulos são mais restritivas do que nos capítu-

los anteriores, pois se referem a álgebras sobre um corpo algebricamente fechado, estes

resultados reduzem sensivelmente a demonstração da conjetura de Brauer Thra]] ll ao

caso em que a k-álgebra considerada tem apenas um número finito de ideais bilaterais.

Isto significa inclusive que se e{, eJ são idempotentes ortogonais primitivos de A, eiAeJ

será um eÍAe{ -- eJAeJ bimódulo uniserial cíclico sobre eÍÂe{ ou sobre eJÂe/.

No presente capítulo, introduziremos alguns resultados sobre reticulados que serão

necessários, deixando para o pr(5ximo capítulo os resultados principais.

Começamos com um teorema que daremos sem demonstração:

Teorema 5.]- (Wedderburn-Maltsev IDKI) : Sqa Â urna k-á/geóra de

dimertsã,o F,feita sobre k e tal que h. -- h.jra,dh. seja separáuel. Então h. é isomorfa

a un-la subálgebra de À que é complemento (como espaço uetorial) do fada. (isto é

Â = A a) fada como espaços uetorza:s2.

Def 5.1 Seja m um conjunto e Ç uma relação de ordem parcial em 9?. 9? é
um reticulado se e somente se

Para todo M,.N C m, «iate {«/(-M, .M) = .M n .N e .xiste sup(-M,N)
em ye
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Def 5.2 Sejam »i e U2 reticulados. p : WI ----, H2 é um homomorfismo

d' ''tic"l'd's s' p''' qu'isq«er M,.N c 9?i p({n/(M,.N)) = {n/(p(JW),pl.N)) e

P('uP(.M,.M)) = 'up(p(.M),p(.N)).(Isto impli'' q"e p pr""- ; relação de ordem).
Def 5.3 Seja W um reticulado. R é modular se e somente se para todos

X, y, .Z C m, X C Z implica que X+(y n .Z) =(X+ y) n z.
Def 5.4 Se:ja » um reticulado. W é distributivo se e somente se: VX, y, .Z C m,

xn(y+z) =(xny)+(xnz). Esta condição é equivalente a dizer que x+(ynz) =
(x + }'') n (x + z).

Lema 5.2: Seja W um retfcu/ado dista:but:t;o. Então U é u?n reZicu/ado

modular.

.Oe'-; S'jam X, y, .Z C m tais q«e X C .Z, e«tão(xn .z)+(yn .z) =(X+y) n .z

e isto é: X + (}'' n z) }'') n z.
Lema 5.3: Seja y um espaço t;eZorfa/ sobre um corpo k e sqa H um

subreticulado do reticulado dos subespaços uetoriais de V. Então & é modular.

O Lema é válido para qualquer reticulado de ideais ou submódulos.

.Dem; Sejam X, y, .Z subespaços vetoriais de y tais que X C .Z. Queremos provar

que X + (y n z) = (X + y) n .z.

Seja z C X+(y n.z), z = z+ y onde sç C X,y c y n .Z. Como z C X implica

z c .Z, , c(X + }') n z. Logo X+(}' n .z) c(x + }') n .z.
Reciprocamente, seja z C (X + y) n .Z. Como z C X + y e z C .Z, z = z + g/,

a; c X, y c y, X c .Z, g/ c y n .z.

Logo z = :« +y c X+(y n .z). Então(X+ y) n .z c X+(y nz) o q«e conclui
n H f' rn nnqt rn - ;n

Vejamos agora como são os reticulados não distríbutivos.

Proposição 5.4 (caracterização de reticulados modulares não dista'ibu-
tivos)IBKj: (W,Ç) é um «fic«/ado mM«/ar, não d:.tríb«ífu' '' ' .temente s

ez:sZe tzm suóreíicu/ado {.4, .B, C', .D, .E} C m ta/ que;

Á-Bnc-BnD-cnD
E- BtC- B+D- C+D
A,B,C,]),E são distint.os

(ou, equiuate?tremente, B,C,D são não comparáveis).

.Dem: Suponhamos por absurdo que W é distributivo e que existe {,4,B,C, -D,E}

'om' ''i:"a. Então C = Cn(-B+C') = cn(-B+-o) =(C'n-B) +(cn-o) =
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(.B n D) + (c n .D) = (.B + C) n .D = (.B + .D) n D = .D. Logo .B = c = .D = ..4 = .E,
o que contraria a hipótese. Suponhamos que H é não distributivo. Então, existem

X, y, Z C m t,is que(Xny)+(Xnz)cxn(y+Z) mas(xnl')+(xnz) # xn(y+.z).
Sej am

.4 = (x n }'') + (x n z) + (}'' n z)

-a = (v + z) n lx + (}' n .z)l
c = (x + z) n ll' + (x n .z))

D = (x + }') n lz + (x n y)j

E = (x + y) n (x + z) n (y + z).

Devemos provar agora que {.A, .B, C, .D, .E} assim deÊnido satisfaz às condições:

])..4 =.B n c =.B n.D = c n.D
4z-B+c-B+n-o+n
3.) -B, C, .D são não comparáveis

4,) .Á, -B, (.;, .D, .E são distintos: obtendo assim um diagrama da forma

:z) x n }'' c x c x + .z

x n }'' c }'' c }'' + (z n x)
x n y c (.;

x n .z c }'' + (x n .z)
X n .z c X + z
Xnzc c
ynzc z c x+z
}'' n z c }'' c }'' + (x n z)
yn.z c c'

-tão (X n }') + (X n z) + (}'' n z)

Por simetria, temos ,4 C -B e ..4 C .Z). Vejamos que .Á

por simetria

e x n .z c x + .Z, por modularidade temos:

Bnc- (}'-tz)n lxt(}'nz)ll n l(x+z)n lr+(xnz)l

B n c, o resto decorre

colmo yn.z c y+ .z
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«.' - l(*' ') -'(''' o -- 4)j n l("' ') --('' « p' -* 4)j
'.m. xnz c xn(*+ ') ' 1(* n ") --(xn(*"+ '))l, -'ã. "-'

(x n z) + ll(r n z)+(x n(}' + z))j n(r n(x+ z))l.
c.m.}' nzcl' n(x+z), '"tã': -Bnc(x+z)+ l(rnz)+(}' n(x+

z)) n(xn(r +z))j -(xn z)+(r n z) +(r n(x+ z) n xn(y + z))
(X n .Z) + (y n z) + (x n y)

z.lx+ y c.8

}''+(xnz) c }''+xc E l.g.(X+Z)n(y+(Xnz)) - c c E. P" ;im't-i.,
.B, C, .D C .E. Provámos que .B + C = .E, o resto decorre por simetria.

B+c;+z)njx+(rnz)ll+{(x+z)njv+(xnz)l}
Com' X+(y n z) c(x -t Z) e«tão(}'' + .z) n lx -t-(}'' n z)l c(x + Z), por

modularidade .B + C =(X+ 'z) n {l(r + Z) n lx+(r n z)ll + ll' +(Xn z)l } m's

}'+(xnz) c }''+z -tão B+c =(x+z)n{(}' +z)n lx+(}''nz)+l''+(xnz)l } -
(x + .z) n (}'' + .z) n (x + y)

31 Suponhamos por absurdo que .B C (l;. Então .,4 = .B n (; = .B.

(y n z) +(xnz) +(xn }') =(y n .Z) + IXn(r+ .Z)l. Intercept-d' p"
x n(}''+ Z), como(x n y) +(x n .z) c x n(y + .Z) obtemos:

{(yn z)+ jxn(}' + z)j } n jxn(}' + z)j - xn(}' + z) - jxn(}' t z)l n
l(rn z) +(xnz) +(x'"ll')j - l(xn z)+(xnr)l + lr n .znxnxn(y +z)j -
(xn .z) +(Xn }')+(Xn }'' n z) =(xn z) +(Xn }') o q«e co«traria a hipótese de

não distributividade.

Lema 5.5: Seja p : m ---, m' u?n Àomomor.Homo de reffcu/idos e seja
{,4, -B, C, .D, .E} C 9? tzm $uórelicu/ado como na caracterização de ret:cu/aços não

':'.{,,'ó«*''«.. .B«t'. .~ p('{) - ç:'(-a) - ç'(C) - ç:'(D) - ç'(-D) '« l ç:'(.Á), ç'(Z),

P(C), ç'(O), ç'(-E) l é «m '«b«t,c«/.d. d. W '."' "' "''''"a. p,.p,.ed.d.s.
Sabemos que reticulados de subespaços vetoriais são sempre medulares. Veremos

agora que esses reticulados, quando distributivos tem boas propriedades

Pi'oposição 5.6: Seja y um k--espaço oeíorta/ de dimensão ./iniZa e seja m

u?n reticutado de subespaços uetoriais de V. Se n é distributivo, então n é ÍiTtito.
DcrZI Pnr ;nH l-rn'-
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Para n C N, seja .Á. = {À/ C a?lW é soma de um número finito de subespaços de

9? de dimensão menor ou igual a n}.

Para n = O, .4« = a ou .Á« = {0}, ..4. é finito.

Seja n C .N e sda M maximal em .4.. M = .Ni + . . . + .Nt, di«.N{ 5; '}.

Seja M' C ..4., então M' + M C .A. e M C À/' + M. Como M é maximal
M' -+ M c M ::> M' c. M

M' = M'nM = .M' n(Ni +.N2 +.. .+ .Nt) = .M' n .Mi + .M'n .N2 +. ..+ M'n .Nt

lpois W é distributivo).

Neste caso ou .M' n .Ní = ]V{ para alguns índices ií ou .M' n .Ní # -N{ para todo {,

mas então dim(M'n ]\Q) < n, M' é soma de elementos de dimensão m < n, M' C .,4..

Então .A. = {x + rlr c .Á. i, X é soma de alguns dos .N{'s )'.

Logo l.A« --.4« 1 1 é finita. Como a dimensão máxima é limitada, H é um reticulado
finito

Se considerarmos k um corpo infinito, então esta condição será necessária e sufi-
ciente

Proposição 5.7 IJansl : Sejam k um corpo flzánfto, Â uma k--á/febra de

dimensão ./inata soZ)re k, -A/ um Â módtz/o .Ên:temente gerado sobre Â e m o reticu/ado

de submódu/os de -M. .Drttão n é ./inato se e somente se W é dfsfrfóutft;o.

Dem: Pela proposição anterior se m é distributivo então W é finito.

Suponhamos então que W não é distributivo. Então, pela proposição 5.4 existe

um subreticulado {A, .B, C, .D, .E)' com as propriedades que

..4 =.B n c = B n.D = c n.De
E- B+C-B+D- C+D,
.B, C, Z) não comparáveis.

Passando ao quociente .A4/.4 podemos supor que .A = O

Neste caso, .B + (; = .B © C = .E

B+D- BQD- E
então C C.B ©.D =.B x.D.

Sej.p:C u.O aprdeção, 'C Centro c=(b,d),p(c) =d.
Então p(c) = 0 implica que d = O ou seja c = b mas c' n B = {0} então b = c = O

logo kerp = O ou seja, p é um monomorfismo.

Além disso, .D C .B (D C então para d C .D existem b C .B e c C C tal que d = b + c,

logo c :: --b + d e p(c) :: d
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Então p é um isomornsmo, portanto C = .D e similarmente, -B = C (como

bímódulos 11). Vamos agora construir infinitos submódulos.

Seja p : .B ---, .D um isomorfismo.

Seja .N. = {b + ap(b) b C .B}, para a C k. .N. é um Â--submódulo contido em

.B + D para cada a C k.

Acém disso, se a # P, teremos .N. # ]Vp.

Pois suponhamos que a # /3 e .N'. = ]Vp.

Então, existe para cada b C B, um Z,' C -B tal que b + ap(Z,) = b' + /3p(b') mas

b - z,' = P.P(z,') - aP(z,) c B n D ão z, = b' e Pp(b)

absurdo.

Logo os .N. são submódulos diferentes e k é um corpo infinito, portanto existem
ínânitos submódulos.

A partir de agora k representa um corpo algebricamente fechado. Se A é uma

k--álgebra de dimensão finita sobre k algebricamente fechado, tem-se trivialmente que

Â = Â/fada é separável. Neste caso, sempre teremos (pelo teorema de Wedderburn-

Maltsev) que Â = A G) fada, a soma tomada como k--espaços vetoriais. Além disso,

podemos supor também que Â é uma álgebra básica, pois se I' for uma álgebra tal que

Â é sua álgebra básica então Â--mod e I' mod serão categorias Monta-equivalentes

[DK].

Proposição 5.8 : Siga A tina k álgeóra de di pensão ./inl'ta e el,e2,. . .en

uma. famtaia de {dempotentes primitivos ortogonais de À. Seja n Teticutado de ideais
b {!aterais de A..

Então $t é distributivo se e somente se eiÀ.ej são uniseriais como eiÀ-e{ -- ejA.ej
bimódulos, para todo {,j.

Dem; Seja p{,J : m

p{, (-r) = e /e/ para todo {,.7 e para to.do ideal / de m

Então: e{.rej = .r n eiÂeJ.

Segue daí que p{, é um homomorfismo de reticulados pois PÍj(/ n J) = / n J n

(eÍJ.e.) =(.rne{.&ej) n(J n «A.,)(.r) np{,(a) . P{,(.z + J) J)',
1..-r+ eiJ)eJ .-rej+e:JeJ {,(-r)+P.,(i).

Suponhamos que H é não distributivo: Então existe um subreticulado {,4, B, C',

Z), E} com as propriedades enunciadas na proposição 5.4.
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Como os ei's são uma decomposição da unidade, se tivermos / / J, existem

índices {,J tais que e{.reJ # eileJ.

Com' -B # C, -istem índices i,J tais q«e píj(.B) # p{, (C') e neste c.se, p{, (-B)

e pÍJ(C) são não comparáveis. Portanto, eÍÂeJ não é uniserial.

Suponhamos agora que para algum e{, eJ, efAej não sqa uniserial.

Provaremos então que existem infinitos ideais, logo W não será distributivo

Para um ideal .A, denotaremos por A' - PÍ/(.Á).

Se eiÂej não é uniserial, existe .4o tal que existem 2 subbimódulos ÁÍ e ..4; em

eiAeJ tais que .AÇ n .Ál: = .4b, .4i e .A2 são não comparáveis e 4+ e 4? são bimódulos
simples. Como À; é algebricamente fechado, pelo teorema de Wedderburn-Maltsev

temos Â = Â © .R onde .R = fada e Â = Â/-R

Seja z C .ÁI -- .Áb C efÂe/.

Sd' C" .&'À- © R)z(.& © -R) .&«R+ .R«.&+ .R..R
z.R +.RzR).

Observamos que os subbimódulos de eiÂej se correspondem bijetivamente com

os eíÂe{ ® (e/AeJ)'P submódulos. Desta forma, $- é um submódulo simples de

('íÂ'í) ® ('jÂ',)'' ' p"t-t' "al('íA'í) e' ('/Â'J)''j .# - o o« sd', "al('íÂ'{) ®
jej.&',)'P ..A{ c ..41,.

Como ,«d('ÍÂe{) - «.Re: e ,«d(ej.&',) = .,R.j e«tão (e:R..) ® (e,.A.e,)'' C

,«al(''A'') ®('J-A',)''l '(':'1'') ®('.R',)'' c '"al(''Â'') ®('.Â'J)''l .
Neste caso

1(..-n ) ® J.&.j)''l' - '.-R'.,'..Â', c ..4í, .

l(''Á-'') ® ('.'R',)''l ' - ':"'."','R'j c .Aê,.
Isto implica que e{(Rz + z-R + Raç-R)e/ c .AI).

Sda .B a soma dos ideais .L c -R tais que ei-Lej C ..4É), então .B C .R e .Rz + zl? +

RzRC B
Seja .B, = kz + .B, .B, é ideal e .B, = kz a) .B.
Pois .&(.B,) ::: (ÃI ® -R)(k« + -B) -R« + Ã.B + .R.B C k« + .B.

Por simetria, temos que (B.)A C -B,. Além disso, como z « ,41), se, por absurdo,

tivéssemos z C .B então z = eÍze/ C eiBeJ C .4ã, absurdo. Logo z ç! .B o que implica

que B, = kz a) -B. Se, novamente, escolhemos y C .4lz ,4b teremos, como antes
B.- ku6B
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s . 
eJa agora, para todo a E k, B 0 

= k(x + ay) + B. 

Bo, é um ideal e se o: :jc fJ então B 0 f B13, pois, suponhamos por absurdo qu e 

°-1/JeB - B 
Ot - /3· 

Neste caso, para . todo b E B, existem e E k e b' E B tais que x + ay + b 

c(x+ /Jy) +b' e então (x + ay) -c(x+ /Jy) = b' -b E B. Então x(l - e) + y(a - c/J) E B . 

ei[x(I - e)+ y(a - c/J)]e1 = (1 - c)eixej + (a - c/J)eiye1 E eiBe1 e A~. 

Como A~ e A; são submódulós isto implicaria que (1 - c)x + (a - c/J)y E A~ 

(1 - e) + ( x a - c/J)y E A;, como y E A; então (1 - c)x E A~ como x E A~ então 

(I - c)x E Aci logo 1 - e = O, e = 1. 

Iclenticamente ( a - fJ)y E Àci, Jogo a = /3, contradição. 

Logo exis tem infinitos ideais distintos, portanto ~ é não distributivo . 

Lema 5.9: Sefa A uma álgebra e e1 ... en uma fami1ia de idempotentes 

Prirniti . 
vos ortogonais. Se eiAei for um anel local e eiAe1 for um eiAei - e1 Ae1 bimódulo 

u . 
niseri·al p t d . . - A 

, ara o o i,J entao ei ei 

sobre e ·Ae . 
J J. 

Dem: Seja T = Ti = eiAei e R = Ri = radT. 

Corno T é uniseriaI, T / R, R/ R 2 ... Rn - l / Rn são bimódulos simples. 

Corno k é algebricamente fechado e eiAei é anel local, T / R ~ k = T então pelo 

teorem d W 
T ~ T R 

ª e edd erburn-Maltsev tem-se que: = EB · 

_ Seja z E R/ R 2 , então kz+R 2 é ideal bilateral pois T(k z+R
2) = (T EB R) (k z+R 2) = 

Tkz + T R2 + Rkz + R3 e kz + R2 pois R3 e R2 e Rkz e R2. 

Da mesma forma, ob temos que (k z + R 2)T C kz + R 2 
· 

Como R2 e kz+ R2 e R, mas R2 -=/ k z+ R 2 e R/R
2 é simples então R = kz+ R 2. 

Repet indo o argumento tem -se qu e: 

T = k.l + R 

R = kz + R2 

R2 = k z2 + R 3 

Rn- 1 :e-:: kz n- 1 

R n = O. 

Então, T = k .l + k .z + ... -i k .zn- 1. P o1-LanLo T ?:'. kfxj/xn . 

Ri = radTi, 
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ll'j = ejÀ.ej, Rj -- radl'j.
Então eiAe, é um 7'. -- TJ bimódulo uniserial.

Consideremos M« C . . . C .A/i C ./Wo = elAeJ uma série de composição para o

bimódulo eÍÂeJ.

Seja a C eiAej -- Mi. Como S4S é um subbimódulo simples e R{ ® (Tj)'P C
,«d(n ® (Tj)'P) e«tão:

R{ ® (TJ)''.S4% = 0, o que significa (lue R{ e) (Tj)''.a = .RiaTJ C Mi

Neste caso, .RÍaTJ C eÍAeJ mas .RiaTJ # elAe/.

Similarmente: 7}a.RJ C eiÂeJ mas 7',a-RJ # eÍAej.

Como efÂeJ é uniseria], um deve conter o outro. Suponhamos então que Tta-Rj C

Ría7lÍ .

e Âej = ka + 7}a.Rj + RiaTj + Mi = ka + Mi pois 7}a.RJ C RiaTJ C .Mi.

Podemos então escrever .A4'i da seguinte forma:

.A4'l:= kaz/ + kaz'2+ . . . + kÚZ'm-l

+À;Za + À;Z2a + . . . + kart la

+kzaz/ + kz2az/ + . . . + kzn'lüz/+

+À;zaz'm--l + kZ2Q'm-l+ . . .+ À;Z'n--lQZ'm--l

Mas, se n«-n, C -RÍ«TJ , então -' = P(,)a pois -' ' P'(;).Q'(z') o«de P'(,) C
-R{, logo P/ não tem termo constante

Mostraremos por indução decrescente em d que se PI(z) = zdP2(z) então

P: (.)a.Q(, ') &(;).

Isto é claro se d = n l (onde n é o índice de nilpotência de Ri) pois

." :.P,(;)aQ(;')

;" :.P:(;)«(a +;'C?:(''))

;"':.Pa(,)«.a l- ;" :.P2(,)-'Q-(,')

." :.P,(')a.« + ."':P2(,)P'(,)«Q'(,')Q-(.')

Alas P'(') não tem termo co«sta«te, logo ." 'P:(;)P'(;)«Q'(.')Q:(,')
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Se vale para d + l e se Q(z') a + .'Q- (,') e P: (,) .'P2(;) temos

p- (.) .Q(,')

P: (,)'(a -t .'Q: (;'))

aP:(,).+ P:(.)P'(,)aÇ?'(,') (2:(;')

e, neste caso, Pi(z).P'(z) = z'i+:.P;(z) a hipótese de indução nos permite escrever

P: (,)«(2(,') + Pa (,)..
Em particular, az' = P'(z)aQ'l.') = P(;)a.
Então .Mi = kza + (kz'a + k.'a + . . .) = k.« + .N

Porém .N é um bimódulo e é maximal em ./Wi , logo .N

eiÂeJ = ka + .Mi .

À4i = kza + .A/a

M2. Com isso, obtem-se

.lv. = kz'a + Miai

Mas isto significa que eíÂej é gerado pelo elemento a sobre eiÂe{ o que conclui a
demonstração.
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6 SOBREALGEBRASNAO DISTRIBUTIVAS

Os resultados obtidos no capítulo anterior não apresentam, à primeira vista, ne-

nhuma relação com a 2: conjetura de Brauer Thrall . Apesar disso, poderemos com

estes instrumentos provar agora o teorema de Jans que nos diz que se A é uma álgebra

de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado e o reticulado de seus ideais

bilaterais é não distributivo, então ela é de tipo fortemente não limitado.

Dados os resultados obtidos no capítulo 4, é suficiente mostrar que existe um

inteiro positivo n para o qual existem infinitos módulos indecomponíveis, finitamente

gerados, não isomorfos de comprimento n.

Observamos que k é um corpo algebricamente fechado e isto implica que o com-

primento de um módulo À/ será igual à sua dimensão como espaço vetorial.

E bem conhecido que, dada uma k-álgebra A de dimensão finita, todo Â-módulo

finitamente gerado .A/ é um k-espaço vetorial de dimensão finita e sua estrutura

de módulo sobre Â está determinada pelo homomorfisnlo de k-álgebras T : Â +

.Endk(M) definido por T: À --,TX,TX(m) = Àm(Vm C M)(*).
Com efeito:

r(ap)(m) (a)r(p) (m)

r(a + P)(m) - T(a) (m) + r(p)(m)

r(1)(m)

r(a)(m:+ m,)(a)(m:) + r(a)(m:)
T(a)(a«.) = «T(a)(«.) paratodos a,P C Â, «,i,m2,m C M e aC k.

A seguir, podemos esco]her uma base de ]ü e, fixada esta base, -B, teremos, para

cada a C Â uma matriz lr(cr)l , a matriz da transformação T(a) na base B. A esta

família de matrizes {lT(a)l },... chamamos de repres'ntação matricial de Â. EmL ' ' J CEGA

outras palavras, uma re])resentação matricial de Â é um homomorílsmo de álgebras

.n : Â ----, Àím (k)
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reciprocamente, fiada uma [)ase de um espaço }'' e uma representação matricial

de A, teremos definido, através da identidade (*), uma estrutura de A-módulo sobre
y

Convém observar que duas representações matriciais de Â, T e T' definem módulos

isomo:fos se e somente se existe uma matriz inversível U tal que UT(a) = T'(a)P, Va C

.& o- T'(a) (a).U':
Teorema 6.1 : Seja Â uma k-á/febra de dimensão .Ênita sobre um corpo

k. Se o reticulado de ideais de À. é não distributivo, então À. é de tipo fortemente não
limitado.

Dem: Podemos supor, sem perda de generalidade, que A é básica.

Seja 1 = ei + e2 + . . . + e. uma decomposição da unidade em idempotentes

primitivos ortogonais. Como H, o reticulado de ideais bilaterais de A é não distributivo,

existe um subreticulado {..4, .B, C, .D, .E} C W tal que

a) .B, a, .D são não comparáveis.

Z,) ..4 -B n .o

c).E =.B + C =.B +.D = C'+.D
Neste caso ocorre que:

.g = ;eBe a B = .g e .g = Ç#l! = aga = $1, de onde tem-se que p : .i ---+
Ç é um isomorfismo de A-bimódulos, pois os ideais considerados são bilaterais. Além

disso, os k-espaços vetoriais Â/C e Â/.B são tais que A/.B = n/A = a/Á = A/C ou
seja são isomorfos como k espaços vetoriais.

Ma.s CJA = IE$B = çl:t?- c À.In e njA = -#?e = B:Eg c À.lc.

Como a soma dos ei's é a unidade de Â, existem índices {,J tais que e{.4eJ, eiBeJ,

eiC'ej, ei.DeJ, e{.Ee/ são todos distintos.

Par' { # /, temos '{,&', = -H.«.(.&.í, .&e.) C ,.d(.End«(.&)) = ,«d.&

Se i=j, e{.&e{ = -End,t(.Àeí) é um anel local e neste caso eÍ-Be{ e eÍCe{ estão contidos

em fada.

Como Ã é um bimódulo, existe .B' C .B tal que -T sda um bim(5dulo simples.

Seja z C B' tal que ,l seja um A-módulo simples à esquerda.

Como ,adA ® A'P + .A ® (,«d.&)'P C ,ad(.Â ® .&'') temos então q«e ,«d.Á.#- = . '

;:l.ra,dÀ. = 0. Em particular, fada.z C ..4 e z.fada C .A.
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Mais ainda, existem índices {,J tais que eizej C e{.BeJ e eizeJ gl e{.Aej e neste

caso 4s-!ii::1:4 é simples. Estes índices são tais que o subreticulado {.A,.B,C,.D,.E} não

se reduz a um ponto em eiÂeJ.

Sda p : B um isomorfismo de Â-bimódulos e seja p(3) = i7 C

p(eÍZe.) eÍP(E)'j {gej # O, eíy., C eiC'.j e 'ÍyeJ g e{.Ae,.

Note-se que eizej C e{.Be/ -- e{.ÁeJ implica que e/ çl O e analogamente eJ g .B.

Verifica-se também que eJ- gl -B + (.; ou seja, ej gl .D.

Mas =!!:ii1lilJ::4 = 4S.1liC:t4 então ,l é simples e y.fada :: O pois E.fada =0
Sejam Pi = Cine/ C eÍ-Bej

01 ' eiyei C eiCej
Com isto, Pi e P2 satisfazem as seguintes condições:

].) Aalit4 = !!al;ii::a C .B/..4 é simples

:&Z5it:4 = !!ê:Sita C C'/.A é simples
2) 'tP- +'{ = 4P8t4

3) Í3-L C eiBei, l3t q C e l3\.ra,dÀ. C. A

l3a C eiCej, Í3a q B e l3a.ra.dÀ. C A
Vamos agora escolher bases convenientes para estudar as correspondentes repre-

sentações matriciais de Â/-B e Â/C.

Sejam À4,.Ni ,.M2 módulos à esquerda tais que:

a) B c N\ c M c h.
C c Na c M c h.

b,) ]Vi :: Â/32 + -B) .Aí2 :: Â/ii + C'. Então ;iÉf-

:49t:Eg = :g. são Â-módulos simples.

c,) .M maximal em Â tal que eJ gl À4

AB Á

M = mW#J Âem + 7'adÂej'.

Seja então uma base de Â/.B dada por {êj,iii,üi, . . . ,ii=,/i2} onde {ê;} (módulo

]W/.B) é uma base de Â/M, {q',©, . . . ,iiÚ} (módulo Ni) é uma base de M/.Ni e {/72}

é uma base de Ni/-B.

Analogamente podemos escolher uma base de A/C da seguinte forma:

{q,iil=,u2,'' ,ii=,/3:} onde {Ç}(módulo M) é uma base de A/M, {iil=, ia, ' ' ,
ii=} é uma base (módulo -N2) de M//V2 e {/3i} é uma base de .N2/C
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Lembramos que A/-B e Â/C tem a mesma dimensão pois são isomorfos como k-

espaços vetoriais. Seja .RI : Â ---, .Endk(Â/.B) a representação matricial dada pelo

Â-módulo Â/.B com relação à base escolhida. Calculando .RI(a) nos vetores da base,

"mm que: R:(a)ê; = ,(a)q+ P::(a)q'+. . .+ P:«(a)ü=+ 3/:(a)P,.
Como ./W/.B é submódulo então cv.A//.B C .?W/.B então para i- l, . . . ,m temos

que

-Ri (a)© = >. QiÍJ(a)q' + Si{(a)P2
J

Como /32 é base de ZZz3iE= que é um submódulo, aP2 C
.'(~)P,.

Podemos escrever a matriz:

logo .R:(a)#,

o : o o

(2:::(a) l Q:,«:la) 0

Q :,«,(«)

P: :(al

-R:(a)

P:«(a)

z/:l«)
ou escrevendo em blocos:

Q : : «, («

S: ,: (al S-,«(a)

[ .(«) o o ]
-R,(a) l .P:(a) C?:(a) 0 l

l y- (a) S: (a) ,'(a)j
Similarmente, dada a base de Â/C, podemos considerar a representação matricial

correspondente R2 que terá seguinte forma:

','-,: 1:1:? 3;l:? ,,l.,l
Lembramos que 4Z5it4 =

Além disso, como PI C -B, /ii.Â/-B = O e -Ri(Pi) = 0 e si:nilarmente -R2(P2) = 0

Também P2.êJ :: /32eJ " /32. Vejamos que P2.:$!i :: O. Com efeito P2.JI/
P2ej./\4 := /72.fada c ..4. Assim

"-.,,,- [; : :]
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e da mesma maneira,

R2 (P: )

Se alma/.B = diímÂ/C = m + 2, seja y um k-espaço vetorial de dimensão 2m + 2
e uma base fixada em y

Então para cada c C k, c # O construiremos uma representação R.(a) : A ----,
.Endk(y) que irá definir para cada c # O uma estrutura de Â-módulo para }'

Definimos .R.(a) por blocos:

-R.(a)

.Rc é uma representação e além disso,

-.',-, - [$
0
0
0

0 g g]
e,

o o o OI
o o o o l
o o o o l
l o o OJ

dado pela representação .Rc sobre y. Se ./' for

«lo) então /(am) = a./(m) para todo a C .& e

R.(P,)

Para cada c € k, seja À4. o módulo

um endomorfismo de M., (como Â-mód

meM.
Escrevendo a matriz de / na base

l-a.(a)l.l/l .lz.(a)l
Sda P , P C M2m+'(k).
Escrevendo P em blocos como R.,

fixada, isto significa que as matizes comutam

tem-se

Pi2 -P13

Paz Paa
P32 P33
P42 Pós

. /:'.R.(a) = -R.(a).P Va C A
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Em particular,

-Pi2 .Pia

/22 P2s
P32 P33
Pó2 Pós

o o o OI
o o o o lp.R.(P,)

e

Portanto .Pi4 = .P24 = P34 ' Pi2 ' PIS ' Pi4 ' 0 e Pii = P44-
Então P tem a forma

-n.(P,).p

o o o o
o o o o
o o o o
l o o o : [

o o o o
o o o o
o o o o

Pól P42 P4s Pó4

o o o l
P22 Pas O l
P32 P33 0 l
P42 P43 PiiJ

(lembrando que a dimensão do bloco Pii é l x l).
Seja ' o último vetor da base fixada em y

R.(cz)'y = z'(a).'y então Vo = ÂI = k'y é um submódulo simples, contido em M.

para todo c C k, c :# O e além disso, para todo endomorfismo P de M., tem-se que
P('') C k'Y, logo P(yo) C yo.

Então, para todo c C k, c :# O, existe yc componente indecomponível de Mc tal
que UO C yc e dimyc $ dzlmJWc = 2n7} + 2.

Vejamos que se c # c', então y. 7 y.í
Suponhamos por absurdo que existe p : y. - -+ yc/, p um isomorfismo.

Existem W. e W.l complementos (como Â-módulos) respectivamente em M. e em

]Wc/ ou sqa,À4c = yc a) T'rc,JW! = ycí © H/' e podemos estender p a .A4'c da seguinte
ma.negra:

® : M. --.M!, q'(«,«,)(P(«),0).

® é um homomor6ismo de Â-módulos que restrito a y. é um isomorfisino sobre y./

Seja P a matriz de '>. Como d'(#im) = Piq'(m) para todo m C M., tem-se que
P.-/?.(Pi) = RÉ(/3i)P, o que implica que

o o o o]
o o o o l



[0 0 0 01 1'Pli 0 0 0]
l o o o o 1 1 . . . o l
l o o o o 1 1 . . . o l
Lc' o o oJ L . . . PiiJ

ou Piic :: Piic', mas c # cr implica que Pii :: 0. Porém, Pli representa a restrição

de P a Vo que é um isomorfismo, logo Pii # O, obtendo-se assim uma contradição

Então, se c # c' significa yc # ycl
Obtivemos assim, infinitos (a cardinalidade de k) módulos y. não isomorfos e

indecomponíveis, de comprimento menor ou igual a 2m t 2, então existe um inteiro n*

ou igual a 2m+2 tal que existem infinitos módulos finitamente gerados indecomponíveis

não isomorfos de comprimento n*. Pelo teorema 4.2 A é do tipo fortemente não
limitado.

No caso de uma álgebra comutativa a condição de distributividade é necessária e
suficiente.

Se a álgebra Â comutativa tem o retículado dos seus ideais bilaterais distributivo

temos, pelos resultados do capítulo anterior, que se 1 = ei+ . . . +et é uma decom-

posição da unidade em idempotentes ortogonais primitivos então: eiAe{ = Âe{ = Í11,.i)
e eiÂej = ÂeieJ = O.

Isto significa que a álgebra Â é da forma: A ' (Êl:b © . . . © .x"')
Portanto, se .M é um Â-módulo finitamente gerado indecomponível então À4 é um

{:l:h-módulo indecomponível para algum índice {.

Seja -R : -lil;i8 ---., .Endk(M) uma repres'ntação de kjXI para o módulo indecom-
ponível M e seja .R(z) a matriz correspondente a z = X + (X"). Se para alguma base

.B de m, ti«usemos R(z) d"'mp-í"l "' í..;«al o: ' l teríamos q- M seria som;
direta de dois submódulos. Logo, para toda base -B de M, -R(aç) é indecomponível.

Como k é algebricanmente fechado, R(3ç) é semelhante a um bloco de Jordan da forma

r a ... O ]
1 1 n. : l

Lo ... l a J

e, como z é nilpotente, a = 0 e o tamanho de R(z) é menor ou igual a n.

Reciprocamente, toda matriz da forma

Lo ... o o J

0

0l
ol
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de tamanho menor do que n define uma representação indecomponível de k(X)/(X").
Isto prova que f31;1{ tem exatamente n classes de isomorfia de módulos indecom-

poníveis. Portanto, toda álgebra comutativa cujo reticulado de ideais é distributivo é

de tipo de representação finito.
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7.CATEGORIASDE RAIOS

Aqui, novamente, mudamos de ponto de vista, ou melhor dizendo, procuramos

ver o problema por outro ângulo.

As categorias de raios, apesar de serem descobertas recentes, cumprem um papel

muito importante tanto na demonstração da 2" conjetura de Brauer-Thrall, como na

classificação de todas as álgebras de tipo de representação finito.

Graças aos resultados de Jans sobre álgebras cujo reticulado de ideais bilaterais é

distributivo, demonstrou-se recentemente (ITBMI, veja terorema 2.10 e IBI) que uma

álgebra de tipo de representação finito é "standard" , ou seja, é isomorfa à linearização

de uma categoria de raios.

Como a natureza das categorias de raios é intrinsecamente combinatória, o que

simplifica bastante o seu estudo, essas categorias são a chave para a classificação de

álgebl as de tipo de representação finito

Ao longo deste capítulo, k denota um corpo algebricamente fechado.

Como veremos, as categorias de raios estendem de certa forma a noção de quivers

- grifos orientados - estudados por Gabriel e posteriormente por Auslander e Reiten

ICLSI. Dada esta identificação iremos escrever a composição da esquerda para a direita.

Def 7.1 ITIBMll Uma categoria C' é dita uma categoria de raios se possue

as seguintes propriedades:

.l) (l; é uma categoria com zeros, ou seja, para z,y C ObJC', existe um morfismo

,OV : sç - --+ 3/ tal que 0.u = O e u.0 = 0 sempre que a composição estiver definida.

29 Para todo z C ObJC, p C C(aç,z) é nilpotente se e só se p # l,.

3) Objetos distintos são não isomorfos.

4) Para todo z C ObJC existe apenas um número finito de }llorHlsmos não nulos

que começam ou terminam em z.
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5) Para cada par z, 3/ C Ob.7C, C(z,g) é linearmente ordenado pela relação u $ u
se e somente se u = pur para alguns endomorfismos p e r

6.) uu = upu # O implica que p é um automorfismo-

Observamos que a condição 4 implica que os conjuntos C'(aç, z) e C(z, y) são finitos

para todo iç,3/ C ObJC.

Além disso, da condição 5 concluímos que existe p C C'(:ç,z) tal que C(z, z) é da

forma {lz, p, p2, . . . , pn :: Oz}.

Em primeiro lugar, tem-se que 1, é o mínimo e 0, é o máximo dessa relação.

Veremos por indução que se l é o sucessor de 1, e u C C(z, z) ocupa o lugar { + l

então u é igual a I'

A indução é válida para i:: 0 e { = 1.

Suponhamos que é válida para ií -- l.

Seja u C C(z, z) tal que I'

Então u = pib-:ai e pi $ u, ai $ u.

Se pi = u, teríamos u.l, = u..7{-i.ai.l,, e ,yi-i.ai seria automorfismo. Então,

pi = 'J e ai :: 'yt para J,t 5; { -- l.

Além disso, C(z,y) é cíclico sobre C(aç, z) ou sobre C(3/, y).

A demonstração disto usa um argumento semelhante.

Vejamos um exemplo.

Seja o quiver (2 dado por

,/'"'z --',.{ ),
Procuramos estudar as categorias de raios associadas a esse quiver

]ar, esse exemplo foi estudado por J. Weissman em 1987)

C' tem 2 objetos

oóJ'c
C'(«, .) e C(Z,, b) ;ã. cíclicos.

a(«, «) P,P',. . . ,P' ',P'
s > 2.

c(ó, b) ,,,',. . . ,,'-:,,'
f > 2.

Colmo de b a a não há nenhuma flecha, temos C(b, a) = {0}.

IEm particu

39



Como (;(a, b) é cíclico sobre C(a, a) ou sobre C(b, Z,) e é trivialmente gerado por
u, temos:

;)C(.,b) u,,«,',...,«," coma.Éto«

íí,l C(a, ó) = {u,pu,p'",... ,pÇ. . 0} onde q $ s.

Consideraremos apenas o caso i, pois o outro é análogo.

Precisamos então analisar as possíveis tábuas de multiplicação. Temos a seguinte

relação: pu = ur" l 5; n $ m pois u é irredutível e não podemos ter pu = u. Como

além disso, O.u = 0 então 0 = p'u = ur" ' então s.n 2. m.
Então, dado o quiver Q, a categoria de raios associada a Q, fica totalmente de-

terminada pelos invariantes s,t, n, m submetidos às condições:
2$ s,t, l $ n .$ m $ t

rn < s.n.

Vejamos mais de perto como se comportam as categorias de raios e como se
relacionam com álgebras cujo reticulado de ideais bilaterais é distributivo. Para isto,

usaremos o conceito de k-categoria, uma generalização (como veremos adiante) do

conceito de álgebra básica.

Este conceito é essencial na teoria de funtores de recobrimento desenvolvida por

Bongartz e Gabriel IBGj que desempenhou um papel da maior importância nos desen-

volvimentos recentes da teoria das representações e particularmente nas demonstrações

da 2a conjetura de Brauer Thra]].

Def 7.2 Uma categoria C é dita uma k-categoria se os conjuntos C(z, 3/) de

todos os morfismos de z a y, z, g C OÓ.70 são k-espaços vetoriais.

A composição se requer bilinear. A dimensão de uma k-categoria C; é o cardinal

}: c(',y) :k
z,y€0bj0 - -

Def 7'.3

segu antes :

a) Objetos distintos são não isomorfos

b) As álgebras CJ(z,sç) são locais para todo z C OÓ.7(J.

c) Para todo z C OÓ.jC',

Uma k-Categoria (J é dita..localmellte limitada se satisfaz às condições

,..~ I'(«,ü:*l
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e

,x I'k,,):*l
são finitos.

Def '7.4 Um ideal / de uma k-categoria C é uma família de subespaços

.r(z,y) C C(z, 3/) tais que:

/(z, y).C(3/, ,) C ]'(.,,)
e

c(z,y)..r(y, .) c .r(., .)

para todos z, 3/,z C OójC.
O produto /.J de dois ideais /, J é definido por

.r.J'(,, y) (', ,) .J(', y)
zÇ:0bjC

(equivalentemente, é o subespaço gerado pelas compostas Àu onde À C /(z,z),u C
J(z, 3/) pa:a todo z C OZ,JC).

E fácil ver que a família dos ideais de C forma um reticulado para a relação de

ordem / $ J se e só se .r(aç, y) C J(z, y) para todo z, y C Ob.7C'

Def 7.5 0 radical RC' de uma categoria localmente limitada é o ideal formado

por todos os morfismos não inversíveis.

Os morfismos que pertencem a -R(; mas não a .R2C (onde .R2C denota a potência

2 de -RC) são ditos irredutíveis. Pode-se ver que esses morfismos são irredutíveis no

sentido da definição 2.5.

Seja uma k-álgebra básica de dimensão finita. Seja 1 = ei + e2+

decomposição da unidade em idempotentes primitivos ortogonais.

Podemos ver Â como uma k-categoria :& considerando como objetos OÓ.7A

{ei, e2, ..., e«} e como espaço de morflsmos para cada {,J ;A(e{,eJ) =: eiÂeJ

.#om(Aeí,AeJ). eíÂej é um k-espaço vetorial para cada {,.7 que além disso tem di-
mensão finita, e como Â é básica, objetos distintos são não isomorfos.

Se .r é um ideal bilateral de Â ele define naturalmente um ideal da k-categoria

acima da maneira seguinte: dados os objetos e{, eJ,C OóJ:A:, pomos

+en uma



É fácil ver que o ideal de :& definido por J (o radical de Jacobson de A) é exata-
mente .RÂ.

Além disso, como Â é de dimensão finita, então ;& é localmente limitada e tem um
número finito de objetos

Inversamente, dada uma k-categoria :& com um número finito de objetos, fica

associada a ela, de maneira natural, uma k-álgebra de dimensão finita, básica, da
forma seguinte:

duzida linearmente pela composição de morfismos de ;A estendida a todos os pares de

morfismos (a,p) estipulando que se a composta ap não está definida então ap = 0 C Â.

E conveniente simplificar a notação designando cada identidade l.e{ simplesmente

por ei. E claro então que os e{ resultam idempotentes ortogonais de Â cuja soma é a

unidade 1. E fácil ver também que dado um ideal da k-categoria A:, fica associado a

ele um ideal bilateral da álgebra A cujo espaço vetorial subjacente é Ü.].] -r(e{, e]).
Def 7.6 Uma k-categoria C' localmente limitada é dita distributiva se o

reticulado de seus ideais bilaterais for distributivo.

Para isto, é necessário e suficiente que todas as subcategorias plenas definidas

por dois objetos z,y de (.; sejam distributivas. Portanto C' é distributiva se e só se

todas as álgebras associadas a estas subcategorias plenas tem seus reticulados de ideais
bilaterais distributivos.

Como conseqüência, esta propriedade pode ser caracterizada também pelo fato de

que todas essas subcategorias plenas tem um número anito de ideais.

Esta condição implica que C(aç,y) é um C'(z,z) C(y,y) bimódulo uniserial e
além disso, C(z, y) é um mód«lo cíclico sobre C(z, z) ou sobre O(3/, 3/).

Def 7.7 Seja C uma categoria.de raios. Podemos associar a ela, uma k-
categoria k((-;), com os mesmos objetos de C, e como espaços de morfismos para cada

par z,y o espaço vetorial que tem base C(z,3/) módulo k ,OV' A composição de k((;)

é linearmente induzida pela composição de C'. Neste caso, k(C) diz-se a ]inearização
da categoria de raios (.7.

Def 7.8 Uma álgebra Â cuja k-categoria associada é distributiva, chama-se

"standard" se Â = k(Â) onde Â é a categoria de raios definida por Â.

/
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Veremos que dada uma k-álgebra de dimensão finita A cujo reticulado de ideais

bilaterais é distributivo, podemos construir uma categoria de raios associada a ela.

Observamos que isso não significa que ela seja "standard", pois pode ocorrer que a

linearização dessa categoria de raios não seja isomorfa à álgebra A.

A idéia principal que levou à definição das categorias de raios (devida a Gabriel)

foi a introdução de uma relação de equivalência nos conjuntos C(z, y) dos morfbmos
de z a y

Em tudo que segue, C denotará uma k-categoria localmente limitada e distribu-
tiva

Def 7.9 Sda u C C'(aç,3/) um moríismo não inversível. Podem ocorrer duas
situações:

1) Existe um natural n tal que u C -R"C'(z,y) mas u g .R"+:C'(z, 3/).
Neste caso, diremos que u tem profundidade n,d(u) = n.

2) Não existe um natural n tal q«e u C -R"C(z,3/) e u çí .R"+:C(z,y).
Neste caso, u C R"C(z,y) para todo n C .N*

Diremos então que u tem profundidade infinito, ou sda, d(u) = +oo

Obser-mos que u C -R"C(z,3/) se e somente se d(u) ? n.

l,ema 7'.1 : Sq'.m « C C(,,y) e « C C(y,,) moa.mo. t.f. q«. d(«) = n:
e d(«) = n2. E«tã. d(«.«) ? n: + n,.

Lema 7'.2 : Sq. « C C(z,y) [«/ q«. d(«) = +m. .E«tã. u é . moa.m.
nu./o

O.m; Seja p C C(., y),p:# O e p C -R"C'

Então, existe unia composta nao nula p = pi. p2. p3 . . - pn) z - -+ zl -----} z2 ' '')

com PÍ C -RC;. Como C é localmente limitada o número de objetos z

tais que C(z, z) # 0 é finito.

Se n fosse suficientemente grande, existiria um objeto z tal que ç = z para um

número de índices ií maior que o índice de nilpotência de -RC(z, z).

Isto prova que n é limitado, e portanto, se p # 0, p g .R"C(z, y), para n suficien-

temente grande

Def '7.10 Seja u C C(z,y) e seja C'' o subbimódulo de C(:ç,y) gerado por u.

C'' = C(z,3/)uC(y,3/). Como C(z,y) é de um. dm form.,s C'(,,.)u o« «C'(3/,y) então

podem ocorrer apenas duas situações:
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.Z.l C'' = C;(,,z)u, o« seja, dado p C C'(y,y) existe p' € C(z,z) tal q«e «p
Neste caso dizemos que u permite cotrânsito.

2) C' = "C'(3/,y), ou sda, dado p C C'(z,z) existe p' C C(3/,3/) ta] q«e pu = up'
Neste caso, diremos que u permite trânsito.

Se u permite trânsito e cotrânsito, diz-se que ti permite bitrânsito.

Se o gerador do subbimódulo permite trânsito (respectivamente cotrânsito) todo

morfismo do subbimódulo também permite trânsito (respectivamente cotrânsíto).

Diz-se que u proíbe trânsito se C' = C'(z,z)u e C' # uC(y, y).

Igualmente definimos que u proíbe cotrânsito.

Lema 7.3 : Todo element. do $ocle de a(z,y) p.,mft. bfZrán'ft..

Dem: Suponhamos que C(z,y) = C(z,z).u. Então todo elemento de soca(z,3/)

permite cotrânsito. Além disso, como O(z, y) é uniserial, soca(aç, y) é simples.

Se C(,,y) = k« + kq"+... + kqm-:u e«tão .«O(.,y)
Mas 771.l7" l.U = O = ?7m-l.U.O para todo Z > O e l.q" l.U = 77m l.U .

Então os elementos do soca(z, y) permitem bitrânsito

Def 7'.11 Sejam u,u C C(aç,y).
Dizemos que u é equivalente a u (u -' u) se e somente se d(u) = d(u), ou em outras

palavras u = pur onde p e f são automorfismos.

Def 7.12 Seja u C C(z,y), definimos 7 o raio de u como a classe de

equivalência de u. A classe do zero sendo ,OV = {uld(u) = +oo} = {0}.
Além disso, definimos a profundidade de um raio ; de maneira óbvia: d(7)

'1

d(«).
Def 7.13 Sejam u e u morfismos tais que u.u existe. Então:

.l uu se o raio independe do representante
L 0 caso contrário.

Iremos agora verificar que esses raios dão origem de fato a uma categoria de raios

Para isso, veremos como esta composição se comporta.

Lema 7.4 : .Dados dois mora.m.s u C C(Z,,c) e u C C'(c,a) t.ma d«
mutuamerlte ezc/usfuas slttzações ocorre:

1) d(««) («1«) p«,« t.do 'y C C(c,c) f««.«í,.l. lst. «.," '' ' ..m.«t. .e;
u.RC(c, c)u C -RO(ó, Z,)uu+ uo.RC(a, a)
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2) O. m.d'm« «'y« .«'' ' p'""" o' a«t.m.@.mo. d. C(c,c) /.riam «m
.«bóímód«/. d,.tf«t. de C(ó,.). /st. .««' '' ' «m.«t. «;

«RC(c,c)« « ««.RC(',.) + -RC(b,b)«« e eq«.«Je«tem.«te .. e .om.«t. ;. "" C

«-RC(., c)« # 0.

Dem: E óbvio que as duas condições são mutuamente exclusivas e que se uma
delas não ocorre a outra deve ocorrer. Então basta provar apenas as equivalências

Suponhamos primeiramente que C(b, a) = rC(a, a).

Neste caso, os morfismos de C(b, a) permitem trânsito. O outro caso, em que os

morfismos de C'(b, a) permitam cotrânsito é similar.

C.mo Ra(b, Z,)«« C C(Z,, «) e«tão RC(b, ó)- c -C(., «).

Seja p C .RC(b,b) então pu« C RC(b,b)u.., logo existe p' C C(a, a) tal que pu« =

Como d(u«p') = d(pu«) = d(p) + d(u«) $ d(u«) + 1, temos q«e p' não pode s"

«m automorbmo. Logo p' C -RC(a,a) e -RC(b,b)u« C u«-RC(a,a) logo -RC'(ó,b)u« +

««-RC(., ') c ««-RC(., «).

Além disso, suponhamos que u permite cotrânsito e seja p C .RC(c, c) então exis-

tem p' C C(b, b) e p" C C(a, a) tais que upo = p'u« = u«p"
Como antes, d(upu) ? d(uu) e p" não pode ser automorhmo

Neste caso, u-RC(c, c)« C u«-Ra(a, a).
SimUarmente se u permite trânsito tem-se que uRC(c, c)u C u«-RC(a, a).

Fazemos a hipótese de que u-RC(c,c)ü « uuRC(a, a). (1)

Então u proíbe cotrânsito e u proíbe trânsito; logo u permite trânsito e u permite

cotrânsito. Então, dado p C C(b,b) existe p' C C'(c,c) tal que p.u.u = up't, e dado
ó C C(a, a) existe ó' C C(c,c) tal que uuó = uó'u.

E"tão C(Z,, ó)«« C «a(',')« e ««C(«, a) c «C(c, c)«.

Mas uRC(c, c)t; e uC(c,c)t, são subbimódulos de C(b,a) pois u permite trânsito
e t; permite cotrârlsito.

Privemos então que uu C u.RC(c, c)u.

Então, a hipótese (1) implica que t'u-RC'(a,a) C u-RC(c,c)t,, mas uuRC'(a,a) #
«-RC'(',c)«, de onde «-RC(c, c)« = ««C(., «).

Logo «« c «-RC(c, c)«.

Neste caso, existe p C -RC'(c, c) tal que uu = upo. Seja r C .RC'(c, c) tal q«e d(UTU)
e mínima.
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Então, para todo ( C uRC(c,c)«, d(e) 2 d(u,«).
O elemento urt, é um elemento gerador de uRC(c, c)u C C(b, a). Então, € = urt,z.'

para algum p C C(a, a).

M';então (=u,p'u p'C C(c,c). Mm (l =u«--u«+e=u"--"p«+uru'«=
u(l p + rp')u. Mas 1 -- p + rp' é inversível pois p e rz' estão no radical.

E«tão «-RO(c,c)« C «UC(c,c)« e como «.l.« C «-RC(c,')« então «UC(c,c)« =

uRC(c,c)u. Deduzimos msim que no cmo considerado, u-RC(c,c)u çZ u«-RC(a,a)
implica que uUC'(c, c)u é um subbimódulo não nulo.

Observamos que isto implica que d(uu) :# d(upt;) para alguns p C UC(c, c). Assim

sendo, por negação obtemos também que d(ut;) = d(wyti) para todo ' C UC(c,c)
implica que uR(c, c)u C uuRC(a, a).

Suponhamos agora que u-RC(c, c)tl C ut,BC'(a, a).

Provaremos que d(ut,) = d(w t,) para todo ' C UC'(c,c). Com efeito u-R(c,c)t, C

ut;.RC'(a, a) implica que u,yu = ut;'y' com I' inversível.

Além disso, se uUC'(c,c)u é um subbimódulo não nulo então seus elementos não

têm profundidade constante e portanto u-RC'(c, c)u çl uu-RC(a, a). Assim concluímos
a demonstração.

Em consequência, veremos que a multiplicação de raios se torna apenas uma
"(questão de trânsito"

Lema 7.5 : Sq.m « C C(«,Z,) . « C C(Z,,c) m.r$.mo.. .E«tã. .. « pe,mít.
cotráns:to ou t; permite ránsfto, então u.; :: tzu

Dem: Se u permite cotrânsito ou t, permite trânsito então d(u"yu) = d(uu) para
todo p C UC'(ó, b). Neste caso então ;. u = uu pois o raio independe do representante.

Lema 7.6 : O produto de raios assim de./infdo é associar:oo.

O.m; Sd'm ", ", t raios tais q«e uC O'(z,y),« C C(y,,), tC C(.,,«).
Para cada morfismo, tem-se três possibilidades: ou ele proíbe trânsito, ou proíbe

cotrânsito ou ele permite bitrânsito, perfazendo assim um total de 27 possibilidades.

a) Suponhamos primeiramente que u permite cotrânsito e u permite cotrânsito.

Então u.t, permite cotrânsito pois dado p C C'(z,z), ]p' C C'(y,y) e ]p" C O(z,z) tal
que u.t;.p = up't; = p"ut; e então (;.;). t = iã. t = tzot. Como u permite cotrânsito

. -..} '-'+ '''+ ---F,--..+ "+. ...F ---+ ----'-+

.«tã. « . t « . t ) u'.«t = «,'

Assim u(u'. t ) = (ii.i). t
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D./ be t; e t permitem transito então u.u :: uu. Como t permite trânsito então
uu.t :: uut.

Além disso, se u e t permitem trânsito u.t permite trânsito e então Z'(7. t )
t& .ut = ut;t.

Assim, nesse cmo temos ;(;.'i) = (7.;)';
c.) Se u e t proíbem trânsito e D proíbe cotrânsito então u e Z permitem cotrânsito

e u permite trânsito.

Como u permite cotrânsito então =.; = u+u. S. 7.'i = O .ntão 7(;.7) = O.

Suponhamos por absurdo que uó. t # O. Neste caso, d(uupt) = d(uut) para todo

P C C'(,, ,), P i-.nÍ-l.
Porém {uptlp C UO(z,z)} é um subbimódulo não nulo. Logo existe p' tal que

«p't = O, então u«p't = 0 d(u«t) = d(u«p't) = +m co«tradição.

S. ;.7 - ã, e«tão 7(;.';)
Mas, por outro lado, (t;.ii). t = tlÓ. t

Se ut,. t # uut então, existe p in«rsível p C C(z,z) tal que (u«)pt = O, logo
u(upt) = 0. Como it = ut existe p' in«enível tal que u«pt = u«tp' o« u«pt = p'uut

Isto implica que uut = 0 e portanto ut/t :: O contradição.

Os outros casos são similares.

Assim, dada uma k-categoria C' localmente limitada e distributiva, temos associ-

ada a ela uma categoria de raios C' tal que ObJC = Ob.7C e os moríismos de C de a

até b são exat;mente os raios = onde u C C'(a,b).

Proposição 7.7 : C é tina categor:a de ralos como na de./infção ?'..Z.

Dem; As propriedades l e 2 são imediatas.

Como u é um isomorfismo se e só se u é um isomorfismo, vale 3. Como C é

localmente limitada, dado z C OZ)jC = Ob.7C', existe uin número finito de objetos 3/ e

de objetos z tal que C(z,y) # 0 e C'(z,z) :# O. Por outro lado, o número de elementos

de C(sç,y) é igual ao número de profundidades de morfbmos de C'(aç, y).

Assim vale a propriedade 4. A relação definida na propriedade 5: ã' $ ; <::> u =

7Z; equivale a dizer: ; $ ; <:> d(7) $ d(7) e portanto é uma ordem total.

Finalmente, se =.; = Z'7; / 0 temos lã = izpo o que implica que d(uu)
d(up«) e então p é um automorHsmo

. ---'+
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Voltando ao problema original, se A é uma k-álgebra de dimensão finita, básica,

cujo reticulado de ideais bilaterais é distributivo, já vimos que Â pode ser vista como
uma k-categoria localmente limitada e distributiva.

Assim, temos associada à álgebra A uma categoria de raios Â.
Para terminar, citamos um teorema extremamente importante para mostrar a

evo[ução da conjetura de Brauer-Thra]] ]]. Omitimos a demonstração por considerar
que envolve instrumentos muito técnicos que âcam fora do objetivo deste trabalho

Caracterização de álgebras "standard"(ITBMI, 2.10 e IJ31)
]'oda k-categoria ta\ que todo quociente À.jl, l # O é de tipo de representação

.Ênfto e cuja categoria de raios não contém cadeias flzánftas é "starldard", ou seja, é

isomorla à linearização de sua categoria de raios.

Este resultado de baseia numa generalização de um teorema de Jans(IJI,3.2) ba-

tizado como "critério de Jans-Roiter" (ITBMI,1.9).
A prova de Bautista-Fischbacher da 2' conjetura de Brauer Thrall decorre da

demonstração de que não existem álgebras "standard" com tipo de representação in-
finito não fortemente não limitado
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