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SOBRE A 2* CONJETURA DE BRAUER THRALL

1. INTRODUCAO

Ha muitos anos vem-se estudando a categoria dos médulos sobre uma 4lgebra, e
a pergunta que primeiro nos fazemos é: que propriedades da dlgebra A considerada se
refletem, ou trazem conseqiiéncias na categoria dos médulos sobre ela ?

Para certos tipos de dlgebras, para as quais vale o teorema de Krull-Schmidt, o
estudo da categoria dos médulos finitamente gerados se reduz sensivelmente, pois neste
caso nos € necessario apenas estudar os médulos indecomponiveis.

Poderiamos pensar que terfamos 4 situagoes diferentes:

1) A tem tipo de representagio finito, ou seja, existe apenas um nimero finito de
classes de isomorfia de médulos finitamente gerados indecomponiveis.

2) A tem tipo de representagao limitado, ou seja, existem infinitas classes de iso-
morfia de médulos finitamente gerados e indecomponiveis e existe um ntimero natural
n tal que o comprimento de todo mdédulo indecomponivel finitamente gerado é menor
ou igual ao natural n.

3) A tem tipo de representagdo nao limitado, ou seja, existem infinitas classes de
isomorfia de médulos finitamente gerados indecomponiveis, tais que seus comprimentos
formam um subconjunto de naturais que ndo é limitado, mas tem um ntimero finito
dessas classes em quase todas as dimensées (ou seja, existem apenas um néimero finito
de naturais n; tais que existem infinitas classes de isomorfia de mdédulos finitamente
gerados indecomponiveis com comprimento igual a n;).

4) A tem tipo de representagao fortemente nao limitado. Neste caso, existem
infinitos naturais n; tais que para cada n; temos infinitas classes de isomorfia de
moédulos finitamente gerados indecomponiveis tais que o comprimento desses médulos

é igual a n;.



De acordo com as cldssicas conjeturas de Brauer Thrall, apenas dois desses casos
ocorrem. As duas conjeturas sao as seguintes:

1) Se A é uma algebra de tipo de representagao limitado entio ela é, de fato, de
tipo finito.

2) Se A é uma dlgebra sobre um corpo infinito, A de tipo ilimitado, entdo ela &,
de fato de tipo fortemente nao limitado.

As conjeturas surgem impressas em 1957 num artigo de J.P.Jans|J], mas hd
indicios de que se pensa nisso desde 1940. Em 1968 Roiter [R] provou a primeira
conjetura de Brauer Thrall para dlgebras de Artin e mais tarde Auslander[A] veio a
dar uma demonstragao para anéis de Artin usando métodos categéricos. O mesmo
resultado foi obtido em 1978 por Yamagata|Y] para anéis de Artin provando primeira-
mente que seqiiéncias que quase cindem existem para anéis de Artin de tipo finito.

A demonstragao da segunda conjetura de Brauer Thrall percorreu um longo ca-
minho até chegar a bom termo. J. P. Jans em seu trabalho reduziu o problema ao caso
em que a 4lgebra A sobre um corpo algébricamente fechado é distributiva, isto é, que
o reticulado de seus ideais bilaterais é finito.

Uma primeira demonstragao foi comunicada por Nazarova e Roiter em 1973 para
dlgebras de Artin sobre corpos perfeitos.

Esta primeira prova, baseada em algoritmos de problemas matriciais, nunca foi
publicada em revistas cientificas, além de apresentar passos pouco claros e de conter
erros importantes.

Posteriormente, Smalg [S] em 1980 provou o passo de inducao da 2® conjetura
de Brauer Thrall para 4lgebras de Artin usando o resultado de Harada e Sai que
diz respeito a composi¢ao de ndo isomorfismos entre médulos indecomponiveis e as
técnicas de Auslander e Reiten relacionadas com seqiiéncias que quase cindem.

Depois do artigo de Smalg, Bautista; Gabriel, Roiter, e Salmeron provaram o
teorema das bases multiplicativas [TBM].

As técnicas usadas neste trabalho se referem principalmente a métodos diagramé-
ticos desenvolvidos por Gabriel e em métodos combinatoriais, que permitem algumas
vezes uma visao mais ampla. Os funtores de clivagem, 14 definidos, sao, por exemplo,

um poderoso instrumento.



Nessas técnicas se baseia Bautista [Bt] em 1985, para dar uma demostragao da 2?
conjetura de Brauer Thrall para dlgebras sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica diferente de 2.

O resultado de K. Bongartz|B], publicado simultaneamente, estende a validade da
demonstragao de Bautista ao caso de caracteristica 2.

Finalmente, outro trabalho de Fischbascher [F], publicado também no mesmo ano
simplifica consideravelmente a prova de Bautista, apoiando-se em técnicas de espagos
de recobrimento do trabalho de Bongartz e Gabriel [BG].

Assim, depois de mais de 40 anos, os problemas classicos de Brauer Thrall que
foram os que mais influenciaram o crescimento da teoria das representacoes de algebras,

estao hoje satisfatoriamente concluidos. E notdvel, também, que esses problemas nao

foram resolvidos por uma tnica técnica, ou por um unico matemadtico, mas utilizando
todas as técnicas conhecidas de representagoes e com a combinagao dos esforcos de
muitos matematicos de diversas épocas.

O capitulo 2 é devotado a dar um background necessirio na teoria de seqiiéncias
que quase cindem. Como uma aplicagao obtemos, no capitulo 3, a 1* conjectura de
Brauer Thrall para dlgebras de Artin. No capitulo 4 provamos um resultado importante
conhecido como “o passo de inducao na prova de Brauer Thrall 117, devido a Smalg.
Ele pode ser enunciado assim:

Seja A uma Allgebra de Artin tal que existe um inteiro positivo n com a propriedade
que existem R > R, mddulos indecomponiveis ndo isomorfos de comprimento n (onde
N, € a cardinalidade de um conjunto enumerdvel). Entao, ezistem infinitos inteiros n;
tais que existem N mddulos indecomponiveis nao 1isomorfos de comprimento n;.

Este resultado é uma parte da segunda conjetura de Brauer Thrall sobre dlgebras
de Artin de tipo infinito. O resultado que obteremos usando técnicas baseadas na
teoria das sequéncias que quase cindem nao impoe restrigoes ao centro de A. Como uma
consequéncia deste resultado, fica provada uma conjetura de Auslander que ele chamou
de “a conjectura de Brauer Thrall 1%” que é o seguinte: Se o ntmero de modulos
indecomponiveis finitamente gerados nao isomorfos sobre uma &4lgebra de Artin A é
R, X > R, entao para cada inteiro positivo n, o ntimero de médulos indecomponiveis

finitamente gerados nao isomorfos de comprimento maior que n é N.

3



No capitulo 5 daremos uma introducgao a teoria de reticulados para que no capitulo
6 possamos provar resultados ja cldssicos de J. P. Jans. Entre estes, o mais importante
teorema de Jans tem o seguinte enunciado:

Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado,
k. Se o reticulado de i1deais de A for ndo distributivo, entdo A € de tipo fortemente
nao limitado.

Nossa prova resulta substancialmente simplificada pelos resultados obtidos no
capitulo 4.

No capitulo 7 procuramos dar uma introducao as categorias de raios, que ex-
plicitam em parte os métodos categéricos e além disso, sao muito importantes para a
classificagao de dlgebras de tipo de representagao finito.

Esperamos que estes resultados propiciem ao leitor familiarizado com as técnicas
combinatoriais e de recobrimentos uma melhor compreensao da demonstragao da 2%

conjetura de Brauer Thrall feita por Fischbacher.



2. PRELIMINARES

Def 2.1 A é uma algebra de Artin se existe um anel comutativo artiniano r
tal que A é uma r-algebra finitamente gerada como r-médulo. Ou equivalentemente,
A é um anel de Artin que é finitamente gerado como mdédulo sobre seu centro que
também é um anel de Artin.

Def 2.2 A é uma algebra de tipo finito se existe apenas um ntmero finito
de médulos finitamente gerados indecomponiveis nao isomorfos. A é uma algebra de
tipo infinito se existem infinitos médulos finitamente gerados indecomponiveis nao
isomorfos.

Def 2.3 Se A é uma 4lgebra de Artin, denotamos por A-mod a categoria dos
médulos a esquerda sobre A, finitamente gerados.

Lema 2.1 (Nakayama [DK]) : Sejam M e N médulos finitamente gerados
sobre uma algebra de Artin A. Entdo um homomorfismo f : M — N é um epimor-
fismo se e somente se o homomorfismo induzido f : M/rad M — N/rad N é um
epimorfismo, onde rad M significa radical de M.

Teorema [DK] 2.2: Seja A uma dlgebra de Artin e A= P, @ ...® P, uma
decomposi¢do de A em ideais a esquerda indecomponivers.

Entao:

1) Todo projetivo em A-mod é isomorfo a uma soma direta de cdpias de alguns
projetivos P;;

2) Se R = radA, RP; é o dnico submddulo mazimal de P; e A/R = ﬁ}%l_ ®...
@Riﬁj ¢ uma decomposi¢do de A/R em A-7ﬁddulos simples;

3) P; = P; se e so se R—P;;—‘_ = RPI;'J-

Assim em A-mod hd tantas classes de isomorfismo de indecomponivers projetivos
quantas classes de isomorfismo de simples.

Lema 2.3 (Harada e Sai[M]) : Seja A uma &lgebra de Artin e M; (1 =

1...n = 2°) A-médulos indecomponiveis tais que £(M7) < b, onde £(M) é o compri-

)



mento de M. Entao toda cadeia de A-homomorfismos
fl fn—]
M, — My — .... — M,

onde os f; sao nao-isomorfismos, tem composta 0.

Dem: basta mostrar por indugao em k (1 < k <b) que

L(Im(for _qonf1)) < b— k.

Neste caso entdo, para n = 2% tenho £(Im(f,_;...f1)) < b—b = 0 logo a composta
é nula.

Fazendo a indugao: para k = 1, como f nao é isomorfismo tenho que: ou Imf; #
My ou Imf; = My mas ker f; # 0.

Se I'm f1 # My entdo £(Imf,) < £(Mz) < b, logo £(Imf;) < b— 1.

Se Imf; = My = Ml/kerfl mas ker f; # 0, entao

E(Imf1) = £(M3) = £(M; /kerf1) < £(M:) < b, logo £(Imf;) < b— 1.

Sejam

f:f'.’k—l"'fl
g = fox
h = forer_1 ... foryr.
My <Ls My <L M, 25 Myra

Suponhamos que a férmula vale para k, ou seja
L(Imf) <b—k,£(Imh) <b—k

g f=forfor_1... f1.
hg= Jorwr i« forgq for.
hgf=/fprerq.. for for_q... f1.

queremos provar que {(Im(h g f)) <b— (k + 1).
Se f,g,h,g f,h g,h g f sao nulas nada hd a demonstrar.
Logo, suponho que f,g,h,g f,h g,h g [ sdao nao nulas.
Como Im(g f) = Im(g|1ms), entdo £(Im(g f)) < L(Imf]).
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Segue dai que £(Im(h g f)) < L(Imf) <b— k.

Suponhamos por absurdo que £(Im(h g f)) =£(Imf) =b— k.

Neste caso, gjrms € Rjim(g ) Sa0 monomorfismos e portanto kerg N Imf = 0,
kerhn Im(g f) = 0.

Por outro lado, £(Im(h g f)) < £(Im h) < b — k implica que £(Im h) =
¢(Im(h g)) = b — k. Como, para qualquer homomorfismo ¢ : A — B tem-se que
L(A) = £(Im @) + £(ker ) obtemos:

U(ker(h g)) = €(Max) — (b — k).
L(kerh) = £(Mar 1) — (b — k).

Portanto Myx = Imf @ ker(h g) e Max 1 = Im(g f) ® ker h.

Como os M; sao indecomponiveis, resulta que
ker(h g) =0

ker h = 0.

Agora, como hg é um monomorfismo e ¢gf é um epimorfismo isto implica que g é
um isomorfismo.

Absurdo.

Logo £(Im (h g f)) < b—k e portanto £(Im (h g f)) <b—k—-1=b- (k+ 1).

Def 2.4 [M] Uma seqiiéncia exata 0 — A 5 B-2C —5 0em A-mod é
uma seqiiéncia que quase cinde se as seguintes condigoes se verificam:

a) a seqiiéncia nao cinde;

b) A e C sao indecomponiveis;

c) Se f: X — C nao é um epimorfismo que cinde (ou seja, ndo existe g : C — X
tal que f g = 1.) entdo f se levanta a B (ou seja, 3k : X — B tal que p h = 1);

¢’)Se g : A — Y ndo é um monomorfismo que cinde (ou seja, nao existe f : Y — A
tal que f g = ]‘A) entio g se estende a B(ou seja, 37 : B — Y tal que j ¢ = g).

Observagio: Na verdade, uma das condigoes ¢), ¢’) pode ser omitida, pois ¢ fécil
provar que a),b),c) = ¢’) e, dualmente, a),b),c’) = ¢).

Vamos agora enumerar certas propriedades das seqiiéncias que quase cindem,

{ambém chamadas de seqiiéncias de Auslander Reiten e denotadas por A.R.S.
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Teorema 2.4 : Para cada A-médulo indecomponivel A(C) nao injetivo (nao
projetivo) em A-mod eziste uma seqiiéncia que quase cinde0 — A — B — C — 0
que € unica salvo 1isomorfismos.

Se na seqiéncia que quase cinde escrevemos 0 — A — B — C — 0O e
B = ®B,; com B; indecomponivel para todo 7, entao todos os morfismos induzidos

A — B — B; tem a propriedade que se o diagrama

A — B — B;

NS /9
D

comuta, entao ou f é um monomorfismo que cinde ou g é um epimorfismo que cinde.
Isto sugere a seguinte definigao:

Def. 2.5 Uma fungao f : B — C em A-mod é dita irredutivel se nao é
nem um epimorfismo que cinde, nem um monomorfismo que cinde e onde quer que
tenhamos f = g h para algum h: B — D e g: D — C ou h é um monomorfismo
que cinde ou g é um epimorfismo que cinde (em particular, f nao é um isomorfismo !).

Proposicao 2.5 : Seja A uma dlgebra de Artin e A um A-mddulo indecom-
ponivel.

Entao:

a) Todos os morfismos irredutivers entre médulos indecomponiveis sao monomor-
fismos préprios ou epimorfismos préprios (ou seja, que ndo sao isomorfismos).

b) Se A é nao injetivo, entdo ezriste um morfismo irredutivel f : A — B' se
e sé se f é da forma f = p f; onde p: B — B’ é um epimorfismo que cinde e
0— A Jv, g B2, C—0¢€aA.R.S. quecomecaem A.

b') Se A ndo € projetivo eziste um morfismo irredutivel f : B’ — A se e somente
se f =7 fo onde j: B' — B € monomorfismo que cinde ¢ 0 — C A, B ELN A—
0 €éaA.R.S. quetermina em A.

¢) Se A € injetivo, existe um morfismo irredutivel f : A — B’ se e s6 se f € da
forma f =pcondec:A— AlsocA € o epimorfismo canénico e p : A/socA — B’

/ ! g .
€ um epimorfismo que cinde.

') Se A € projetivo entdo eziste um morfismo irredutivel f : B’ — A se e s6 se f

(SN

da forma f =1 7 onde i : radA — A € o monomorfismo canénico e j : B' — radA

(SN

um monomorfismo que cinde.



Dem:

a) Seja [ : A — B irredutivel, e consideremos a fatoracio canénica

4 L B
NP /e
A/Kerf

Como 7 é um monomorfismo, se ¢ for também um epimorfismo, entao serd um
isomorfismo, logo f serd um epimorfismo.

Por outro lado, se p for um monomorfismo, como é um epimorfismo, serd um
isomorfismo, logo f serd um monomorfismo.

b) Suponhamos A nao injetivoe f: A — B’ irredutivel.

Entao seja
0o — 4 I B 5 ¢ — o 4aRs
lrsr
BI

Como f é irredutivel, f ndo é um monomorfismo que cinde logo existe p : B — B’
tal que f = p f;. Como f é irredutivel e f; nao cinde temos que p é um epimorfismo
que cinde.

Por outro lado, suponhamos que f = p f; onde p: B — B’ em um epimorfismo
que cinde. Para provar que f é irredutivel, vamos supor que p f; = g h, onde h nao é

um monomorfismo que cinde.

c — 0

0o — 4 Iy ELN
|n /% Tp{o/ k
x -5 B

Queremos provar que g é um epimorfismo que cinde. Como p é um epimorfismo
que cinde, Jw : B’ — B tal que p w = 1p.

Como h nao é um monomorfismo que cinde, h se estende a B por h tal que

h fi = h.

ghfi=gh=pfi.

Logogh fi —p f1 =0.

Ou seja (g b —p) f1 = 0.

Entdo, 3k : C —— B’ tal que gh —p =k 5.

9



Logo (gh— p) w =k f3 w.
ghw —p w = kfow.

Supondo B’ indecomponivel, entdao End(B’) é um anel local. Como ghw — k fow =
1p temos que ou ghw é um automorfismo de B’, ou kfyw é um automorfismo de B’.
(pois se ambos fossem nilpotentes, estariam no radical de EndB’ e a soma nio poderia

ser a identidade).

Se ghw for um automorfismo entio ghw =

= p e ghwp™! = 1g logo ¢ é um
epimorfismo que cinde.

Veremos agora que kf,w néo pode ser um automorfismo. Suponhamos que k fow =
p € Aut(B') esejaj=fa w: B' — Centdo kj =p = o kj = 1p.

Portanto j é um monomorfismo que cinde. Como C' é indecomponivel, j é um
isomorfismo.

Mas 7 = fow e entdo fy cinde. Absurdo !

Com isso, provamos que nenhuma componente de B é isomorfa & A e dualmente,

. : ®
nenhuma componente de B é isomorfa a C. No caso geral, se considerarmos B’ = 3 B;-,

B’ indecomponivelis, 7 : B — B’ ainjegdo natural Il : B’ — B; a projegao natural
teremos que

k fow =) 1Tk fowiIl

7l
e como IL;k fowr; : Bl — B;- se fatora através de C que nao é isomorfo a nenhum
deles, cada componente de k fow estd no radical de End B!

Portanto ghw = 1 + kf,w é um automorfismo de B’ e g € um epimorfismo que
cinde.
¢) Suponhamos A projetivo indecomponivel e f : B’ — A irredutivel, f nao pode

ser epimorfismo, e entdo como f(radB’) C radA, f induz um morfismo f :
A
radA

B
radB’
que nao pode ser epimorfismo, (pois sendo contradiria o lema de Nakayama).
Mas A é proj indecomponivel = —4

rad A

é simples, logo como Imf # —’ZZ temos f = 0.
Logo

f
B = A
f(B') C radA = \ J P

radA

entao f =1 7, como 7 ndo pode cindir, j é um monomorfismo que cinde. Reciproca-

mente, seja f : B’ — A tal que f = ¢ 7 onde 7 : B’ — radA é um monomorfismo
que cinde e 7 : radA — A.
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Entao:

B L rada -5 4
&

N h Tg* /9
X

como J é um monomorfismo que cinde, Jw : radA — B’ tal que w 7 = 1p.

Suponhamos que f = ¢ h, se g for epimorfismo, imediatamente cinde.

Se g nao for epimorfismo, temos, como antes, que g se fatora através do radA,
19" =g.

Como gh = 17 = 1g*h =15 = 1(¢*h— j) = 0. Como ¢ é um monomorfismo entao
g*h—7=0.

Neste caso, ¢*h = j = wg*h = wj = 1 entdo h é um monomorfismo que cinde.

Observacdo: Seja A um A-mddulo a esquerda indecomponivel. Se A nao é
injetivo, seja A il A o monomorfismo da A.R.S. que comega em A. Se A é injetivo
seja f1, o epimorfismo canénico A — A/soc A. Dado f : A — B que nao é um
monomorfismo que cinde, sabemos que f se fatora através de f; no primeiro caso. Mas
isto também ¢é verdade no segundo caso. Com efeito, se A é injetivo, soc A é simples
e, se f nao é um monomorfismo que cinde, f nao é um monomorfismo. Portanto,
f(soc A) =0 e [ se fatora através de f;.

Def. 2.6 Este homomorfismo f;, dado pela observagao acima, chama-se
aplicagao fonte de A ou com dominio A.

Como um corolério trivial segue que:

Corolério 2.6 : Seja A uma dlgebra de Artin, entdo para todo A-mod A inde-
componivel existe apenas um nimero finito de médulos indecomponiveis ndo isomorfos
B que admitem morfismos irredutivers f : A — B.

Dem: Decorre da proposi¢ao acima, lembrando que as A.R.S. s@o dnicas a menos

de isomorfismo.
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3. RESULTADOS INTERMEDIARIOS

A prova do “passo de indugao” de Smalg se baseia na existéncia de cadeias ... —
M; L i+1... de médulos e morfismos entre eles que satisfagam as condigdes do
lema de Harada e Sai.

Def. 3.1 Sejam A e B médulos indecomponiveis em A-mod. Dizemos
que A e B estao ligados por morfismos irredutiveis se existe uma cadeia de médulos
indecomponiveis e morfismos irredutiveis f; : M; — M;,; tais que,para algum n e
algum m, comn >m, A= M,, B=Z M,, e fpo...0 f,, é diferente de zero. Dizemos
entao que esta cadeia liga A e B.

Lema 3.1 : Seja A um médulo indecomponivel em A-mod. Entao, salvo
tsomorfismo, ezxiste apenas um nimero finito de mdédulos indecomponiveis B que estao
ligados a A por cadeias tais que os comprimentos dos seus mddulos sao limitados por
um inteiro n.

Dem: Seja a cadeia

Moo: 0 M., IS5 Mayn — .. Mpy, —

B

R

Salvo isomorfismos, o nimero de possibilidades para M,, 1 é finito pelo coroldrio
2.6. Segue por indugao que isso é verdade para todos os M ;1.

Por outro lado, se os médulos de uma cadeia que liga B a A tem comprimento
limitado, pelo lema de Harada e Sai a cadgia tem comprimento limitado. Portanto, o
ntmero de médulos B também é finito.

Proposicao 3.2 : Sejam A ¢ B mddulos indecomponiveis tais que existe um
morfismo nao nulo, ndo tsomorfismo f : A — B que nao é uma soma de composigoes
de morfismos irredutiveis. Entao existe uma cadeia infinita A ELN Ay ELN Ag ... de
mddulos indecomponiveis A; e morfismos irredutiveis f; : A; — A;y tal que qualquer

composta f; ... fo € nao nula para todo 1.
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Dem: Temos que f : A — B nio é um monomorfismo que cinde (pois se fosse, A
seria somando direto de B, como ambos sio indecomponiveis, e f nao é isomorfismo
isso nao pode ocorrer).

Ao longo da demonstragido chamaremos de sucessor de C, denotado por S(C)
ao médulo que é contradominio da aplicagao fonte de S (ver defini¢io 2.6). Entao

J + A — B se fatora através de S(A).

Consideremos o diagrama comutativo:

h

A
|5 e
B

o]

|
%)
>

Il
-
g
Ke)

onde hg é a aplicacio fonte de A e onde ]TI Ao € uma decomposicio de S(A) em soma
direta de médulos indecomponiveis.

Denotemos por j; : Ai,o — S(A) a incluséo e por pi: S(4) — A; , a projegao
canodnicas correspondentes.

Entao hio = piho : A — Ao sao as componentes irredutiveis de hg e gi,0 =
9oJi : Aig — B as componentes de g.

A seguir definimos f; = f — 11 gi,0hio onde a soma é dos termos tais que g; o é
isomorfismo ou morfismo irredutivel. Como J néo é soma de compostas de irredutiveis
f1 # 0 e além disso fx=1] gi,0hi 0 onde a soma é tomada sobre os indices i’s tais que
gi,0 nao é nem morfismo irredutivel nem isomorfismo. Estes componentes g; o ndo sao

monomorfismos que cindem.

hg
7
A — HA,-,O —  S(A)

[n/ e
B

Entéo cada g; o desta famflia pode se fatorar através da aplicacao fonte h; ; de
A;io.

)

hia
Aip = S(4ip) = S?Ai,kl
Jgi,O /i1
B
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Tomando entao a soma temos o seguinte diagrama comutativo:

Ya.0 — 95(4i0) = Y@ Aix,)
J’Pi,o

hia ®
Aio — S(Aip) = KAk
lgi,o / 9in
B

Seja h; a soma direta das aplicagoes fonte h;; e seja g; : ®S(Ai o) — B o
homomorfismo definido pelos g; ;. Temos
h D, b
®Aio — ®S(4io) = 7 (k:Ai k)

N1 l?]o v 91
B

A e,

Observamos que existe um 7 e um k € k; tais que a componente correspondente
gi,x de g1 é diferente de zero e nao é composta de irredutiveis e tais que a componente
de hiho define uma cadeia A — A; o — A; cuja composta é ndo nula.

Agora podemos repetir o argumento tomando A; x no lugar de 4 e g; x no lugar
de fl-

Isto prova a proposi¢ao por indugao.

Corolario 3.3: Seja A uma dlgebra de Artin de tipo finito. FEnido todos
os morfismos entre mddulos indecomponiveis sdo somas de compostas de morfismos
irredutivers ou tsomorfismos.

Dem: Suponhamos por absurdo que exista um morfismo f : A — B nao nulo,
que nao ¢é soma de compostas de irredutiveis e ndo é um isomorfismo, onde A e B sao
indecomponiveis. Entao, pelo lema anterior podemos produzir uma cadeia infinita de
morfismos irredutiveis entre médulos indecomponiveis cuja composta é nao nula. Mas
pelo lema 3.1 temos que ndo hd limitacdo no comprimento de médulos finitamente
gerados, o que nos déd a desejada contradigao.

Agora a 1% conjetura de Brauer Thrall para é&lgebras de Artin segue facilmente.

Teorema 3.4 :  Seja A uma dlgebra de Artin de tipo infinito. Entdo ndo eziste
uma limitagdo no comprimento dos A-mddulos indecomponiveis, finitamente gerados.

Dem: Seja A de tipo infinito e {M;} uma familia infinita de médulos indecom-

poniveis finitamente gerados e nao isomorfos. Entao como existem apenas um nimero
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finito de A-médulos simples (que sao alids os da decomposigao de A/radA em simples)
existe um A-médulo simples S que é somando direto de M;/radM; = R—Mﬁ (R = radA)
para infinitos médulos M; da familia {M,}. Entao temos que existem infinitos médulos
M; indecomponiveis e nao isomorfos e infinitos morfismos nao nulos M; — S sobre o
mesmo moédulo simples S. Agora se todos esses morfismos fossem somas de compostas
de morfismos irredutiveis existiriam cadeias ligando cada M; a S. Pelo lema 3.1, o
comprimento dessas cadeias seria limitado e, pelo coroldrio 2.6, o ntimero dos M; seria

finito. Portanto, a proposicao 3.2 é aplicdvel e isto novamente conduz, pelo lema 3.1,

a uma contradigao.
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4. O PASSO DE INDUCAO

Pelo teorema 2.4, dado o A-mdédulo A, indecomponivel nao injetivo, o médulo C
que completa a seqiiéncia que quase cinde 0 — A — B — C — 0 é tnico salvo
isomorfismo.

A seguir indicamos como calcular C' (na seqiiéncia que quase cinde 0 — A —
B — C —0).

Seja A uma algebra, R o seu centro, e Io(R/radR) a envolvente injetiva de
R/radR. Entdo definimos D(A) = Hompg (A, Io(R/radR)), D : A-mod— A°P-mod.

B bem conhecido que D é uma dualidade (chamada dualidade usual) tal que
D? = 44,

Além disso, se M € A-mod, seja P; i N Py — M — 0 uma resolugao projetiva
minimal, entao o médulo coker f* € A°?-mod é dito transposta de M e denotado por
TrM. (Aqui, # indica a dualidade Homy(—, A) entre projetivos de A e projetivos de
A°?). Entao, dado A nao injetivo, o médulo C' que aparece na A.R.S. que comega em
AéC=TrDA.

Se A é nao injetivo, DA é nao projetivo, TrD A é bem definido e estd determinado
salvo isomorfismos.

Precisamos ainda de mais um lema:

Lema 4.1 :  Seja A uma dlgebra de Artin , A ¢ B A-mddulos indecomponiveis,
finitamente gerados e suponhamos que emista f : A — B morfismo irredutivel, entdo:
|£(A) — £(B)| < L(A)m? onde m = maz{€(A4),L(xA)}.

Dem: Se M ,N,L sao A-mé6dulos finitamente geradose0 — M — N — [ —
0 é exata entdo £(M) + £(L) = £(N).

Se f: A — B éirredutivel e A é injetivo entdo f é um epimorfismo e portanto
6(4) - €(B)| < €(4) < L(Aym?.

Se f: A —- B éirredutivel e A é ndo injetivo entdao B é somando direto de C
onde0 — A — C — Tr DA —0éa A.R.S. que comeca em A.

Neste caso entao £(C) = £(A) + £(Tr DA) e portanto £(B) < £(A) + £(Tr DA).
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Se £(B) > £(A), £(B) — £(A) < (Tr DA); se {(B) < £(A),L(A) — £(B) < £(A).

Portanto [£(A) — £(B)| < maz{l(A),¢(Tr DA)}.

Provemos primeiro que £(A) = £(DA) por indugao em £(A).

Suponhamos por absurdo que A seja simples e DA nao. Entao, existe uma
seqiiéncia exata de A°?-mddulos 0 — X — DA — Y — 0 com X,Y # 0.
Logo 0 — DY — DDA — DX — 0 é exata e DX, DY # 0. Como DDA = A
isto nao pode acontecer. Entao DA é simples. Suponhamos agora que a hipétese
acima é valida para £(A) < n e seja A tal que £(A) = n. Existe uma seqiiéncia exata
0 —X—A4A—Y —0com X,Y #0.

Entdao 0 — DY — DA — DX — 0 é exata e DX, DY # 0 o que implica
que {(DA) = (DY) + ¢(DX) = £L(Y) + £(X) = £(A).

Para limitar £(TrDa) consideremos: P; A, Py %5 DA — 0, uma resolucio
projetiva minimal.

Entao Tr DA = cokerf* = Ho—;"r(n%l logo ¢(Tr DA) < ¢(Hom(P1,4)). Ora,

ker

P; =8 P;,P; indecomponfiveis, é também cobertura projetiva de —44
=l p 2 Proj rad(kerg)

k
" = U Gatkerg)) < E(Fo).
Como Hom(P;,A) é um projetivo indecomponivel de Ay, £(Hom(P1,A)) < £(A4)

e entao £(Hom(P1,A)) < n.l(Ay) < L(Po)E(Ay).

e portanto

m

Analogamente, se Py =2, P/, entdo m < {(DA).

Portanto £(Py) < £(DA).L(xA).

Entao £(Tr DA) < £(Po)l(Ay) = £(DA)E(aA).(An), ou seja £(Tr DA) < £(A)m?
onde m = maz{l(A),L(4A)}.

Finalmente obtemos: |£(A) — £(B)| < maz{£(A),£(Tr DA)} < £(A)m?.

Teorema 4.2 : Seja X um nimero cardinal infinito, X > Rg. Suponha
que A € uma dlgebra de Artin tal que existem X mddulos indecomponiveis finitamente
gerados de comprimento n ndo isomorfos.. Enldo existem infinitos inteiros positivos
n; tats que ezistern X mddulos indecomponiveis finitamente gerados ndo isomorfos de
comprimento n;.

Dem: Seja n um inteiro positivo tal que existe uma famflia {M;};e; de R médulos
finitamente gerados nao isomorfos indecomponiveis de comprimento n.

Se conseguirmos uma fungao crescente f : Z — Z tal que paracadam € Zy,m >

n o intervalo |m, f(m)] for ndo vazio e houver R > Ry médulos finitamente gerados
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indecomponiveis nao isomorfos cujos comprimentos pertencam a Jm, f(m)], como o
intervalo é finito, existird um m* €]m, f(m)] C Z com R > Ry médulos finitamente
gerados indecomponiveis nao isomorfos de comprimento m* e com isso teremos provado
o teorema.

Vamos agora fazer por partes:

Seja {M;}ics a familia de R > Ry médulos finitamente gerados indecomponiveis
nao isomorfos de comprimento n.

Sabemos que o nimero de A-médulos simples é finito e portanto existe um A-
moédulo simples S que é somando direto de RA;Q‘, para X dos M;’s. Portanto existem
morfismos nao nulos, nao isomorfismos f; : M; — S para X dos M;’s. Logo é suficiente
considerar apenas 2 casos ja que ao menos um deles ocorre:

a) N dos morfismos f; : M; — S nao sao somas de compostas de irredutiveis.

b) N dos morfismos f; : M; — S sdo somas de compostas de irredutiveis.

Pela proposigao 3.2 e pelo coroldrio 2.6, dado um niimero natural N, existem nos
dois casos R indecomponiveis M;’s ligados a S por uma cadeia de comprimento maior
ou igual a N. Obtemos entao a cadeia M; — M;; — M;; — ...

Mostraremos que os médulos M; ; obtidos em cada cadeia, nio podem aparecer
senao num numero finito de cadeias. Suponhamos por absurdo que um médulo M; ;
apare¢ca num numero infinito de cadeias. Entio ele estaria ligado por cadeias de
comprimento limitado a infinitos M;’s. Como os M;’s sio nao isomorfos, isso nao
pode acontecer.

Entao, se para cada cadeia obtivermos um médulo M; ; de comprimento n*, tere-
mos conseguido R médulos ndo isomorfos de comprimento n*.

Vamos agora construir a fungao f : ZP~—> Z.

Seja Mio= M; — M;; — ... — ... M; y uma cadeia com ¢(M;) =n, m > n
e N=2m -1,

Se tivéssemos £(M; ;) < m para todo j = 0,1,...,2™ — 1 terfamos a composta
nula pelo lema de Harada e Sai, logo como a cadeia tem composta nio nula, teremos
obrigatériamente pelo menos um médulo M; ; de comprimento ((M; ;) > m.

Vamos agora limitar superiormente o comprimento dos médulos M; ; com j =

0,1,2,...,2™ — 1.

18



Pelo lema 4.1 tenho que
[€(Mi1) — €(M;0)| < £(Mio)p* = np?

onde p = maz{€(4A),£(A4)}, chamando £; = £(M; ;) entdo |¢; — £;_;| < £;_1p* =
< liy.p® + iy = (Limq)(p? +1).

€1 — Lo] < n.p? = £; < n.(p? +1)

€2 — | < L1.p* < n(p? +1).p°

by <n(p? +1).p2 + £ = n.(p? + 1).p? + n(p? + 1) = n(p?® + 1)2.

E assim l; < n(p?+1)’~! e para j = 2™ — 1.

(M am_1) < n.(p? +1)2" 2.

Portanto, podemos definir f(m) = ma:z:{m + 1,n.(p? + 1)2m"2}.

Como uma conseqiiéncia simples deste teorema, obtemos a conjetura de Brauer
Thrall 1%.

Coroldrio 4.3 : Seja A uma dlgebra de Artin. Se o nimero de A-mddulos
indecomponiveis finitamente gerados ndo isomorfos é X > Rq, entdo para cada n inteiro
positivo o nimero de A-mddulos indecomponiveis finitamente gerados nao tsomorfos
de comprimento maior que n é X.

Dem: Suponhamos por absurdo que para certo n, o ntimero de médulos finita-
mente gerados indecomponiveis ndo isomorfos de comprimento maior que n é menor
que N.

Neste caso, o nimero de médulos indecomponiveis de comprimento menor ou igual
an éRN. Entao existe um m menor ou igual a n tal que existem R > Ry indecomponiveis
de comprimento m.

Pelo teorema 4.2, temos entdo que existem infinitos inteiros n; maiores do que m
tais que existem N médulos indecomponiveis de comprimento n;. Porém, nao pode
ocorrer que todos esses nm; sejam menores ou iguais a n. Assim chegamos a uma

contradigao.
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5. UM POUCO DA TEORIA DE RETICULADOS

Passamos agora a preparar a apresentacao de importantes resultados obtidos por
Jans em 1957.

O resultado principal a ser provado no capitulo 6 afirma o seguinte:

Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo k algebricamente fechado.
Se o reticulado de seus ideais bilaterais ndo é distributivo (e portanto infinito) entdo
A € de tipo fortemente nao limitado.

Os resultados obtidos neste capitulo se referem as propriedades de reticulados de
ideais, espagos vetoriais ou submddulos. Assim, a notacio estd adaptada a este caso.

Apesar de que as hipdteses nestes capitulos sdo mais restritivas do que nos capitu-
los anteriores, pois se referem a dlgebras sobre um corpo algebricamente fechado, estes
resultados reduzem sensivelmente a demonstracao da conjetura de Brauer Thrall IT ao
caso em que a k-algebra considerada tem apenas um nimero finito de ideais bilaterais.
Isto significa inclusive que se e;, €; sdo idempotentes ortogonais primitivos de A, e;Ae;
serd um e;Ae; — e;Ae; bimddulo uniserial ciclico sobre e;Ae; ou sobre ejAe;.

No presente capitulo, introduziremos alguns resultados sobre reticulados que serdo
necessdrios, deixando para o préximo capitulo os resultados principais.

Comegamos com um teorema que daremos sem demonstracio:

Teorema 5.1 (Wedderburn-Maltsev [DK]) : Seja A uma k-dlgebra de
dimensdo finita sobre k e tal que A = A/radA seja separdvel. Entdo A € isomorfa
a uma subdlgebra de A que é complemento (como espago vetorial) do radA. (Isto é
A = A @radA como espagos vetoriais).

Def 5.1 Seja i um conjunto e C uma relagio de ordem parcial em RN. N é
um reticulado se e somente se :

Para todo M, N € R, existe inf(M,N) = M N N e existe sup(M,N) = M + N

em .
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Def 5.2 Sejam R; e RN, reticulados. p : ®; — N3 é um homomorfismo
de reticulados se para quaisquer M,N € R, (p(inf(M, N)) == inf(cp(]\l),(p(N)) e
©(sup(M,N)) = sup(p(M),p(N)). (Isto implica que ¢ preserva a relagio de ordem).

Def 5.3 Seja M um reticulado. M é modular se e somente se para todos
XY, Z € R, X C Z implicaque X+ (Y NZ)=(X+Y)N Z.

Def 5.4 Seja R um reticulado. N é distributivo se e somente se: VX,Y, 7 € R,
XN(Y+2) = (XNY)+(XNZ). Esta condigdo é equivalente a dizer que X + (Y NZ) =
(X+Y)n(X+ 2).

Lema 5.2: Seja N um reticulado distributivo. Entao R é um reticulado
modular.

Dem: Sejam X,Y,Z € R tais que X C Z, entdo (XNZ)+(YNZ)=(X+Y)NZ
eistoé: X+ (YnZ)=(X+Y)nZ.

Lema 5.3: Seja V. um espago vetorial sobre um corpo k e seja R um
subreticulado do reticulado dos subespagos vetoriais de V. Entdo R é modular.

O Lema é vélido para qualquer reticulado de ideais ou submédulos.

Dem: Sejam X,Y, Z subespagos vetoriais de V tais que X C Z. Queremos provar
que X+(YNZ)=(X+Y)nZ.

Sejaze X+ (YNZ),z=z+yondez € X,ycYNZ. Comoz¢c X implica
t€Z,2z€(X+Y)NZ Logo X+ (YNZ)C(X+Y)nZ.

Reciprocamente, seja z € (X +Y)NZ. Comoz € X +Y ez € Z, z = z + v,
zeX,yeY, XCZ,yeYn2Z.

Logoz=z+ye€ X+ (Y NZ). Entao (X+Y)NZC X+ (Y NZ)o que conclui
a demonstragao.

Vejamos agora como sdo os reticulados nao distributivos.

Proposicdo 5.4 (caracterizagdo de reticulados modulares nio distribu-
tivos)[BK]: (R,C) € um reticulado modular, ndo distributivo se e somente se
eriste um subreticulado {A, B,C,D, E} C ® tal que:

A=BNC=BnNnD=CnD

E=B+C=B+D=C+D,

A,B,C,D,FE sao distintos

(ou, equivalentemente, B,C, D sdo ndo compardveis).

Dem: Suponhamos por absurdo que R ¢ distributivo e que existe {A,B,C,D,E}
como acima. Entdio C = CN(B+C) =Cn(B+D) = (CNnB)+(CND) =
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(BND)+(CND)=(B+C)ND=(B+D)ND=D.Logo B=C=D=A=E,
0 que contraria a hipétese. Suponhamos que R é nao distributivo. Entéo, existem
X,Y, Z € R tais que (XNY)+(XNZ)CXN(Y +Z) mas (XNY)+(XNZ) # XN(Y +2Z).

Sejam

A=(XNY)+(XNZ)+(YN2)

=Y +2Z2)n[X+ (Y n2Z)

C=(X+2Z)n[Y +(Xn2)
D=(X+Y)N[Z+(XNY)]
E=(X4+Y)Nn(X+2Z)n({Y + 2).
Devemos provar agora que {4, B,C, D, E} assim definido satisfaz as condicdes:
1)A=BnC=BnNnD=CND
2)E=B+C=B+D=C+D
3) B,C, D sao nao comparéveis

4) A,B,C, D, E sao distintos: obtendo assim um diagrama da forma

SN,
Ve

)XNYCXCX+2

XNY CY Y+ (ZnX)

XnYcc

XNZCcY+(Xn2Z)

XNZcX+2

Xnzcc

YNnzZzcZcX+2

YNzZcYcCcY+(Xn2)

Ynzcc

entao (X NY)+ (XNZ)+(YnZ)=AcCC.

Por simetria, temos A C B e A C D. Vejamos que A = BN C, o resto decorre
por simetria.

BNC = [(Y+Z)m[X+(YnZ)]] N [(X+Z)n [YA—(XOZ)]] comoYNZ CY+2
e XNZ C X + Z, por modularidade temos:
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BnC = [(YHZ)+(X0(Y+Z))] N|(xnz)+ (Ym(X+Z)>].

Como XNZ C XN (Y +2)C [(ymz) + (Xn(Y+Z))J, entio BN C =
(Xnz)+[[(¥nz)+ (X0 (¥ +2)]n (¥ n(x +2)].

Como Y NZCY N (X +2), entho: BNC = (X+2)+ [(Yn2Z)+ (YN (X+
z)) ﬁ(Xﬂ(Y+Z))] = (XNZ) + (¥ N2+ (Yn(X+Z)an(Y+Z)) =
(XNZ)+(YNnZ)+(XNnY) = A.

2) X+YCE

Y +(XNZ) CY+X C Elogo (X+2)n (Y + (XnZ)) = C C E. Por simetria,
B,C,D C E. Provemos que B + C' = E, o resto decorre por simetria.

B+c={(¥+2)n X+ n2)}+{(x+2)n ¥ +(xn2)]}.

Como X + (Y NZ) C (X + Z) entdo (Y + Z)N[X+ (Y NnZ)] C (X + Z), por
modularidade B+ C = (X + Z) N {[(Y +Z)N[X+ Y NnZ2))]+[Y+(Xn Z)]} mas
Y +(XNZ) CY+Z entdo B+C = (X+Z)m{(Y+Z)m[X+(YnZ)+Y+(XnZ)]} —
(X+2Z)Nn(Y+2Z)N(X+Y)=E.

3) Suponhamos por absurdo que B C C. Entao A= BN C = B.

YNZ2)+(XnZ)+(XnY)=(¥YNZ)+ [Xn (¥ + Z)]. Interceptando por
XN +2Z),como (XNY)+(XNZ)C XN (Y + Z) obtemos:

{(vnz)+ [Xn(Y+Z)]}ﬂ[Xn(Y+Z)] —XNn(Y+2)=[Xn(¥+2)]n
[(YN2)+(XnZ)+(XnY)] = [(XnZ)+(XNY)] + YNnZnXnXn(Y +2)] =
(XNZ)+(XNY)+(XNYNZ)=(XNZ)+ (XNY) o que contraria a hipétese de
nao distributividade.

Lema 5.5: Seja p : R — RN’ um homomorfismo de reticulados e seja

{4, B, C, D, E} C ® um subreticulado como na caracteriza¢io de reticulados néo

distributivos. Entdo ou p(A) = o(B) = ¢(C) = p(D) = ©(F) ou {tp(A), o(B),

©(C), (D), (p(E')} ¢ um subreticulado de R’ com as mesmas propriedades.

Sabemos que reticulados de subespagos vetoriais sio sempre modulares. Veremos
agora que esses reticulados, quando distributivos tem boas propriedades.

Proposicido 5.6: Seja V. um k—espago vetorial de dimensao finita e seja RN
um reticulado de subespagos vetoriais de V.. Se R € distributivo, entdo R € finito.

Dem: Por indugao.
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Paran € N, seja A, = {M € R|M é soma de um ntimero finito de subespagos de
R de dimensdo menor ou igual a n}.

Paran =0, A, = 0 ou A, = {0}, A, é finito.

Seja n € N e seja M maximal em A,. M = N; + ...+ Ny, dimN; < n.

Seja M' € A,, entdio M'+ M € A, e M C M' + M. Como M é maximal
M'+McM=M CcM.

M'=M'nNM=MnN(N;+Ny+...4+N;)=M'NN,+M' NNy +...+ M'NN,
(pois & é distributivo).

Neste caso ou M’ N N; = N; para alguns indices « ou M’ N N; # N; para todo ¢,
mas entao dim(M'NN;) < n, M' é soma de elementos de dimensio m < n, M' € A,,.

Entao A, = {X +Y|Y € 4,,_;, X é soma de alguns dos N;’s }.

Logo |An,—Ap_1]| é finita. Como a dimensio méxima é limitada, i é um reticulado
finito.

Se considerarmos k um corpo infinito, entdo esta condicao serd necessaria e sufi-
ciente.

Proposicdo 5.7 [Jans] : Sejam k um corpo infinito, A uma k—dlgebra de
dimensao finita sobre k, M um A—mddulo finitamente gerado sobre A e R o reticulado
de submddulos de M. Entdo R € finito se e somente se R € distributivo.

Dem: Pela proposicao anterior se i é distributivo entao R é finito.

Suponhamos entao que R ndo é distributivo. Entao, pela proposigao 5.4 existe
um subreticulado {4, B,C, D, E} com as propriedades que

A=BNnC=BnD=CnDe

EFE=B+C=B+D=C+D,

B,C, D nao compardveis.

Passando ao quociente M /A podemos supor que A = 0.

Neste caso, B+ C =B®C =F

B+D=B®eD=E

entaio C CB@® D = B x D.

Seja p: C' — D a projegao, ¢ € C entao ¢ = (b,d), p(c) = d.

Entéo p(c) = 0 implica que d = 0 ou seja ¢ = b mas C N B = {0} entdo b =c¢ =0
logo kerp = 0 ou seja, p ¢ um monomorfismo.

Além disso, D C B@®C entdo parad € D existem b€ Bec ¢ C tal qued = b+c,
logoc=—b+dep(c) =d.
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Entao p é um isomorfismo, portanto C = D e similarmente, B = C (como
bimédulos !!). Vamos agora construir infinitos submédulos.

Seja ¢ : B — D um isomorfismo.

Seja Ny = {b+ ap(b)|b € B}, para a € k. N, é um A—submdédulo contido em
B + D para cada « € k.

Além disso, se a # 3, teremos N, # Ng.

Pois suponhamos que a # e N, = Npg.

Entdo, existe para cada b € B, um b’ € B tal que b+ ap(b) = b’ + Bp(b’) mas
b—b = pp(b) —ap) € BN D = {0} entdo b = b’ e fp(b) = ap(b) = a =
absurdo.

Logo os N, sao submédulos diferentes e k é um corpo infinito, portanto existem
infinitos submédulos.

A partir de agora k representa um corpo algebricamente fechado. Se A é uma
k—algebra de dimensao finita sobre k algebricamente fechado, tem-se trivialmente que
A = A/radA é separdvel. Neste caso, sempre teremos (pelo teorema de Wedderburn-
Maltsev) que A = A @ radA, a soma tomada como k—espagos vetoriais. Além disso,
podemos supor também que A é uma dlgebra bésica, pois se I' for uma algebra tal que
A é sua dlgebra bdsica entao A—mod e I'—mod serao categorias Morita-equivalentes
[DK].

Proposicao 5.8 : Seja A uma k—dlgebra de dimensao finita e ey, eq,...€y,
uma familia de idempotentes primitivos ortogonais de A. Seja R reticulado de ideats
bilaterais de A.

Entao R € distributivo se e somente se e;Ae; sdo uniseriais como e;Ae; — ejAe;
bimddulos, para todo 1,j.

Dem: Seja @;; : R — R; ;

pi;(I) = eile; para todo 7,7 e para todo ideal I de R.

Entao: e;Ie; = I Ne;Ae;.

Segue dai que ;; é um homomorfismo de reticulados pois p;;(INJ) =INJ N
(eiAe;) = (I NejAe;) N (T Neshe;) = oii(I) Npij(J) e i (I +J) = ei(1 + J)ej =
(eid + e;J)e; = eidej + e;Jej = i (I) + i (J).

Suponhamos que R é néo distributivo: Entdo existe um subreticulado {A, B, C,

D, E} com as propriedades enunciadas na proposi¢ao 5.4.
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Como os e;’s sao uma decomposicao da unidade, se tivermos I # J, existem
indices 7,7 tais que e;Ie; # e;Je;.

Como B # C, existem indices 1,7 tais que ;;(B) # ©,(C) e neste caso, ¢,;(B)
e p;;(C) sdo ndo compardveis. Portanto, e;Ae; ndo é uniserial.

Suponhamos agora que para algum e;, €;, e;Ae; ndo seja uniserial.

Provaremos entao que existem infinitos ideais, logo ® nao serd distributivo.

Para um ideal A, denotaremos por A’ = p;;(A4).

Se e;Ae; nao é uniserial, existe Ag tal que existem 2 subbimédulos Al e A} em
eiAe; tais que A} N A) = Ap, A} e A, sio nio comparaveis e %% e %:i sao bimédulos
simples. Como k é algebricamente fechado, pelo teorema de Wedderburn-Maltsev
temos A= A @® R onde R=radA e A = A/R.

Seja = € A} — Ap C e;Ae;.

Seja Cz = AzA = (A ® R)z(A ® R) = AzA + AzR + RzA + RzR = kz & (Rz +
zR + RzR).

Observamos que os subbimédulos de e;Ae; se correspondem bijetivamente com

!

os ejAe; @ (ejAe;)°P —submédulos. Desta forma, %i ¢ um submédulo simples de
(eiAe;) @ (e;Ae;)°P e portanto rad[(e,-Ae,') () (eJ-Aej)"p] .%% = 0 ou seja, rad[(e;Aei) ®
(eJ-Aej)OP] AL C AL

Como rad(e;Ae;) = e;Re; e rad(ejAe;) = e;Re; entdo (e;Re;) ® (ejAe;)°P C
md[(eiAe,-) ® (eJ-AeJ-)"P] e (e;Ae;) ® (ejRe; )P C rad[(e,-Ae,-) ® (ejAej)"p].

Neste caso

[(eiRei) ® (eJ-Aej)"P]z = e;Re;zejAe; C Al e

[(eiAe,-) ® (ejRej)OP] T = e;Ae;zejRe; C Ajp,.

Isto implica que e;(Rz + zR + RzR)e; C Aj.

Seja B a soma dos ideais I C R tais que e;Le; C A, entdio B C Re Rz + zR +
RzR C B.

Seja B, = kxz+ B, B, é ideal e B, = kz ® B.

Pois A(B,;) = (A ® R)(kz + B) = Az + Rz + AB + RB C kz + B.

Por simetria, temos que (B;)A C B,. Além disso, como = ¢ A}, se, por absurdo,
tivessemos z € B entao z = e;ze; C e;Be; C Ag, absurdo. Logo z ¢ B o que implica
que B; = kz @ B. Se, novamente, escolhemos y € A} — Af teremos, como antes,

B, = ky @ B.
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Seja agora, para todo a € k, By = k(z + ay) + B.

B, é um ideal e se a # f entao Ba
& # Be Ba = Blg
Neste caso, para todo b € B, €X
c
(z+By) + b e entio (z + ay) —c(z+ By
ei[z(l —¢)+y(a— cﬁ)]ej g |1 c)e;ze; t (@ — cf)

C = g e :
omo A’ e A, sio submédulos isto imp
entdo (1 —¢)z € A

#+ Bpg, pois, suponhamos por absurdo que

istemcEkeb'EBtaisquez+ay+b:

| =lf=bE B. Entao z(1—c¢)+yla—cp) € B.

e;ye; € eiBe; C Ag.

licaria que (1 —¢)z + (a — cB)y € A}
0 gol—c—O,c—l.

Identicamente G By € Ajp, logo a = B,
deais distintos, portanto R é

contradigao.

L ) T N
ogo existem infinitos 1 nao distributivo.

Lema 5.9: Seja A uma dlgebra € €1-
um anel local € e:A€;

, k| X ,
¢ da forma (xw) e e;Ae; € ciclico sobre e;Ae; ou

..enp uUMa familia de idempotentes

pri DR ] . .
mitivos ortogonais. Se eiAe; for for um e;Ae; —e;Ae; bimddulo
unisers

1serial, para todo 1,j entdo eiAe
Sobfe e].Aej.
Dem: Seja T = T; = e;Ae; € R=li= radT.
Como T é uniserial, T'/ R, RIR*,

Como k é algebricamente fechado e e;A€i

__Rr1/R" sao bimédulos simples.

& anel local, T/R = k = T entdo pelo

R.

t P
eorema de Wedderburn-Maltsev tem-S€ que: T =T
(kz+R?) = (ToR)(kz+R?) =

+R?éideal bilateral pois T

Seja z € R/R?, entao kz
pois RS C R? ¢ Rz C RZ.

T -
kz+TR2+sz+R3Ckz+R2
(kx4 RHT C kz + =,

/ kz+R%e R/R*¢é simple

D .
a mesma forma, obtemos que€

Como R? C kz+R? C R, mas B’

s entio R = kz+ R2.

Repetindo o argumento tem-s¢ que:
'shil4R

R = kz + R?

R? — k22 4 R®

Rr=1 kznfl
R* =0
Y T L 1 portanto T' = k[z)/z".

R, =ra dTs,

Entao, T = k.1 + k.2 + -
Sejam agora T; = e;Ae;,
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T; = ejAe;, R; = rad7;.
Entao e;Ae; ¢ um Ty — T; bimédulo uniserial.
Consideremos M, C ... C M; C My = ejAe; uma série de composi¢ao para o
bimédulo e;Ae;.
Seja a € e;Ae; — M;. Como C—Agfl é um subbimédulo simples e R; ® (T;)°F C
rad(T,- ® (T_,-)"P) entao:
R; ® (Tj)"”.%ﬁ—fi = 0, o que significa que R; ® (7})°".a = R;aTj; C M;.
Neste caso, R;aT; C e;Ae; mas R;aT; # e;Ae;.
Similarmente: TyaR; C e;Ae; mas TyaR; # e;Ae;.
Como e;Ae; € uniserial, um deve conter o outro. Suponhamos entao que T;aR; C
R;aTy.
eiAe; = ka + T;aR; + R;aT; + My = ka + M; pois TiaR; C R;aTy C M;.
Podemos entdo escrever M; da seguinte forma:
M =kaz' + kaz? + ...+ kaz ™1
+kza+ kz%a+ ...+ kz""la
+kzaz' + kz%az’ + ...+ kz""laz'+
tkzaz ™ 4 k220’ ™1 4 4 k2l Mol
Mas, se T;aR; C R;aT}, entdo az’' = P(z)a pois az’' = P'(2)aQ’(z') onde P'(z) €
R;, logo P’ nao tem termo constante.

Mostraremos por indugao decrescente em d que se P;(z) = 2?P,(z) entao
Py (2)a.Q(z") = P3(2)a
Isto € claro se d = n — 1 (onde n é o indice de nilpoténcia de R;) pois
z2" 1 Py(2)aQ(2)) =
2" Py(z)a(a + 2'Q1(2") =
z"_l.Pg(z)a,.a + 2" Py(2)a2'Q, {2} =
2" Py(2z)aca + 2" Py (2) P'(2)aQ (2') Q1 (2)).

Mas P’(z) ndo tem termo constante, logo 2" 1 Py(2) P'(2)aQ’ (2')@1(z") = 0.
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Se vale para d + 1 e se Q(2') = a+ 2'Q,(2') e Pi(z) = 22 P;(2) temos:
Pi(2)aQ(2) =

Pi(2)a(a+ 2'Q:(2')) =
aP;(z)a + Py (z)P'(2)aQ’(2')Q1(2")
e, neste caso, P;(2).P'(2) = 2411 P}(z) a hipétese de indugdo nos permite escrever
Py (2)aQ(2') = aPy(2)a + P3(2)a.
Em particular, a2’ = P'(2)aQ’(2') = P(z)a.
Entdo M; = kza+ (kz?a + kz®a+...) = kza + N.

Porém N é um bimédulo e é maximal em M, logo N = M,. Com isso, obtem-se
eiAeJ- = ka + Ml-

M1 = kza + M2
Mi = kz"a -+ Mi-}-l

Mas isto significa que ejAe; é gerado pelo elemento a sobre e;Ae; o que conclui a

demonstragao.
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6. SOBRE ALGEBRAS NAO DISTRIBUTIVAS

Os resultados obtidos no capitulo anterior ndo apresentam, & primeira vista, ne-
nhuma relacao com a 2% conjetura de Brauer Thrall . Apesar disso, poderemos com
estes instrumentos provar agora o teorema de Jans que nos diz que se A é uma algebra
de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado e o reticulado de seus ideais
bilaterais é nao distributivo, entao ela é de tipo fortemente nao limitado.

Dados os resultados obtidos no capitulo 4, é suficiente mostrar que existe um
inteiro positivo n para o qual existem infinitos médulos indecomponiveis, finitamente
gerados, nao isomorfos de comprimento n. |

Observamos que k é um corpo algebricamente fechado e isto implica que o com-
primento de um médulo M serd igual a sua dimensao como espago vetorial.

I bem conhecido que, dada uma k-algebra A de dimensdo finita, todo A-médulo
finitamente gerado M é um k-espago vetorial de dimensao finita e sua estrutura
de médulo sobre A estd determinada pelo homomorfismo de k-dlgebras 7' : A —
Endy (M) definido por T : A — T\, T\ (m) = Am (Vm € M) (¥).

Com efeito:

a)(my +mz) = T(a)(mi1) + T'(e) (m2)
a)(am) = aT'(a)(m) para todos a,ﬁ €A, my,mygm€EMeack.
A seguir, podemos escolher uma base de M e, fixada esta base, B, teremos, para

cada a € A uma matriz [T(a)], a matriz da transformagdo T'(a) na base B. A esta

familia de matrizes {[T(a)]} chamamos de representa¢do matricial de A. Em
aEA

outras palavras, uma representagao matricial de A é um homomorfismo de dlgebras

R : A — My, (k).
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Reciprocamente, dada uma base de um espago V e uma representagao matricial
de A, teremos definido, através da identidade (*), uma estrutura de A-mdédulo sobre
V.

Convém observar que duas representagoes matriciais de A, T' e T definem mdédulos
isomorfos se e somente se existe uma matriz inversivel U tal que UT (a) = T'()U, Vo €
AouT'(a) =UT(a).UL.

Teorema 6.1 : Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo
k. Se o reticulado de ideais de A é ndo distributivo, entao A é de tipo fortemente nao
limitado.

Dem: Podemos supor, sem perda de generalidade, que A é bésica.

Seja 1 = e; + e3 + ... + €, uma decomposicao da unidade em idempotentes
primitivos ortogonais. Como R, o reticulado de ideais bilaterais de A é nao distributivo,
existe um subreticulado {4, B,C,D,E} C ® tal que

a) B,C, D sao nao compardveis.

b)A=BNnC=BnD=DNC

¢c) E=B+C=B+D=C+D

Neste caso, ocorre que:

B

E_BtD~ B _ B ,E _ C+D ~ g = £ de onde tem-se que p : & —

D~ D BnD ~ 4D~ D CnD ~ 4
é um isomorfismo de A-bimédulos, pois os ideais considerados sao bilaterais. Além

disso, os k-espagos vetoriais A/C e A/B sdo tais que A/B = 24/% =] %/Lﬁ = A/C ou

»[Q

seja sao isomorfos como k espagos vetoriais.

Mas C/A= 555 = <EB c A/Be B/A= 525 = BEE C A/C.

Como a soma dos e;’s é a unidade de A, existem indices ¢, 7 tais que e; Ae;, e;Be;,
e;Cej, e;De;, e;Fe; sao todos distintos.

Para 1 # j, temos e;Ae; = Hom(Ae;, Ae;) C rad(End,(A)) = radA.

Sei=j, e;Ae; = Endy(Ae;) é um anel lofal e neste caso e; Be; e e¢;Ce; estao contidos
em radA.

Como % é um bimédulo, existe B’ C B tal que —%’- seja um bimddulo simples.

Seja z € B’ tal que A%fi seja um A-mdédulo simples a esquerda.

Como radA @ A°P + A ® (radA)°? C rad(A ® A°P) temos entdo que radA.BTI =0e
%,.7'0,(11& = 0. Em particular, radA.z C A e z.radA C A.
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Mais ainda, existem indices 7,7 tais que e;ze; € e;Be; e e;ze; € e;Ae; e neste
caso ALI;M é simples. Estes indices sio tais que o subreticulado {A4,B,C,D,E} nao
se reduz a um ponto em e;Ae;.

Seja @ : % — % um isomorfismo de A-bimédulos e seja p(T) = y € %, entao
©p(eiZTe;) = eip(T)e; = e;Ye; # 0, eiye; € e,Ce; e eye; & eiAe;.

Note-se que e;ze; € e;Be; — e;Ae; implica que ¢; ¢ C e analogamente e; ¢ B.
Verifica-se também que e; ¢ B + C ou seja, e; ¢ F.

Ae;ze;+A

Mas == = Ae‘yj"+A entao —e"+—A é simples e y.radA = 0 pois Z.radA = 0.

Sejam f; = e;ze; € e;Be;

B2 = eye; € e;Ce;y.
Com isto, f; e P2 satisfazem as seguintes condigoes:
1) Aﬁ‘AJrA = kﬂ‘:“‘ C B/A é simples

A‘B2A+A kﬂQA“LA C C/A é simples

2) AﬁfA e Aﬁ;;q+A
3) f1 € e;Be;, f1 ¢ C e fr.radA C A
B2 € eiCe;, fa & B e fa.radA C A.

Vamos agora escolher bases convenientes para estudar as correspondentes repre-

R

sentagdes matriciais de A/B e A/C.
Sejam M ,N1,N, médulos a esquerda tais que:
a) BCN,CMCA
CCN,CMCA

b) Ny = A2 + B, Ny = AB; + C. Entio M = Af2+5
AB,+C
C

~ AB2+A ~ AB1+A ~
= Py = Ar =

IIZ

N2 530 A-médulos simples.

c
c) M maximal em A tal que e; ¢ M.

N~—

M = me;jAem + radAe;.

Seja entao uma base de A/B dada por {e;,v1,%3,... ,Um, P2} onde {€;} (médulo
M/B) é uma base de A/M, {7,703, ...,7,} (médulo Ny) é uma base de M/N; e {B2}
é uma base de N;/B.

Analogamente podemos escolher uma base de A/C da seguinte forma:

{&;,u7,u3,... ,Um, B} onde {€;} (médulo M) é uma base de A/M, {uy, Uy, ...,
U} é uma base (médulo N3) de M/Ny e {B,} é uma base de N»/C.
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Lembramos que A/B e A/C tem a mesma dimensdo pois sao isomorfos como k-
espagos vetoriais. Seja Ry : A — Endi(A/B) a representagao matricial dada pelo
A-médulo A/B com relagdo a base escolhida. Calculando R;(e) nos vetores da base,
vemos que: R;(@)&; = z(@)& + P11(Q)01 + ... + Pim(Q)Tm+ yi1(a)Bs.

Como M /B é submédulo entdao aM/B C M/B entdo para ¢ = 1,...,m temos

que

Ry(a)v; = Z Q1ij(@)v; + S1i() B2

J

Como f2 é base de A%'A que é um submdédulo, eff; C A‘BZLA logo Rl(a)E =
z'(a)B2.

Podemos escrever a matriz:

| z(a) 0 : 0 o |
Pn(a) Qlll(a) Ql,ml(a) 0
Bi(e)=|  Qumale)
le(a) Qllm(a) 0
[ vi(e)  S11(e) : Sim(e)  z'(a) ]

ou escrevendo em blocos:

z(a) 0 0
Pi(a) Qi(e) O
yi(a) Si(a) 2'(a)

Similarmente, dada a base de A/C, podemos considerar a representagao matricial

Ry(a) =

correspondente R, que terd seguinte forma:

z(a) 0 0
Ry(a) = | P2(a) Q2(a) 0
y2(e)  Sa(e) ()

ABa+A ~ ABI+A
Lembramos que =F2= = =5LE2,

Além disso, como ; € B, ;.A/B =0 e Ry(f;) = 0 e similarmente R,(f2) = 0.
Também fy.e; = fae; = B,. Vejamos que ﬁz.%— = 0. Com efeito ;.M =
Bae; M = fy.radA C A. Assim

o O O
o O O

0
Ri(B2) = |0
1
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e da mesma maneira,

© O O
o O O

0
Ry(B1)= | O
1

Se dimA/B = dimA/C = m+ 2, seja V um k-espago vetorial de dimensao 2m + 2
e uma base fixada em V.

Entao para cada ¢ € k, ¢ # 0 construiremos uma representagdo Rc(a) : A —
Endi(V) que ird definir para cada ¢ # 0 uma estrutura de A-médulo para V.

Definimos R.(«a) por blocos:

z(a) 0 0 0

Py () Q4 (a 0 0

Re(a) = PQEa) 0( ) RO
y1(@) +cy2(a)  Si(e) Sz(a) 2'(q)

R, é uma representacgao e além disso,

0 0 0 07

0 0 0 0

Re(B)=1g 0 0 o0

c 0 O 0.

e)

0 0 0 07

0 0 0 0

Re(B2)=|g o 0 o

1 0 0 0.

Para cada ¢ € k, seja M, o médulo dado pela representagao R, sobre V. Se f for
um endomorfismo de M., (como A-médulo) entdo f(am) = af(m) para todo o € A e
m € M.

Escrevendo a matriz de f na base fixada, isto significa que as matizes comutam
[Re(@)) 1] = [f)-[Re()]

Seja P = [f], P € Mapmi2(k).

Escrevendo P em blocos como R, tem-se

Pll

e PR.(a) = R.(a).P Va € A.

Pro
Pao
P3,
Pss
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Em particular,

P]] P12 P13 P14 0O 0 0 O .P” 0 0 O

. P21 P22 P23 P24 0O 0 0O o le 0 0 O

P.R(b2) = Psy Psy P33 Pas| |0 0 0 Of | Ps; 0 0O

P41 P42 P43 P44 1 0 0 O P.“ 0O 0 O

e

0 0 0 07 [Py P, Piz Py 0 0 0 0
|0 0 0 Of [Py Py Pz Pyl | O 0 0 0
Ee(B2).P = 0 0 0 Of |Ps; Psy Pss Pyl | O 0 0 0
1 0 0 O Py1 Psy Psz Py Psy1 Psz Psz Pyy

PortantoP14=P24:P34=P12:P13:P14:OeP11=P44.
Entao P tem a forma

Pii O 0 0

P41 Psy Psz  Pry

(lembrando que a dimensdo do bloco P é 1 x 1).

Seja «y o tltimo vetor da base fixada em V.

R.(a)y = z'(a).y entdo Vo = Ay = k~y é um submédulo simples, contido em M,
para todo ¢ € k, ¢ # 0 e além disso, para todo endomorfismo P de M., tem-se que
P(v) C k~, logo P(Vo) C Vo.

Entao, para todo ¢ € k, ¢ # 0, existe V. componente indecomponivel de M, tal
que Vo C V. e dimV, < dimM, = 2m + 2.

Vejamos que se ¢ # ¢/, entao V, % V.

Suponhamos por absurdo que existe ¢ : V. — V!, ¢ um isomorfismo.

Existem W, e W/ complementos (como A-médulos) respectivamente em M, e em
M/ ou seja,M. = V. & W, .M. = V! ® W! e podemos estender ¢ a M, da seguinte
maneira:

®: M, — M., (v,w) = (p(v),0).

® é um homomorfismo de A-mdédulos que restrito a V, é um isomorfismo sobre V..

Seja P a matriz de ®. Como ®(Bym) = B, P(m) para todo m € M., tem-se que
P.R.(#,) = R.(B:1)P, o que implica que

P, 0 0 0 0000
ollooo0 o]
0 0 00 O
Pi1d Le 0 0 O
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0 P, 0 0
0
0

o O O
o O O

0 0
0 0
0 0

~

¢ 0 0 O . .. Py
ou Pyjic = Pyic’, mas ¢ # ¢ implica que P;; = 0. Porém, P;; representa a restrigao
de P a Vy que é um isomorfismo, logo P;; # 0, obtendo-se assim uma contradigao.

Entdo, se ¢ # ¢’ significa V., % V.

Obtivemos assim, infinitos (a cardinalidade de k) médulos V. nao isomorfos e
indecomponiveis, de comprimento menor ou igual a 2m + 2, entao existe um inteiro n*
ou igual a 2m+2 tal que existem infinitos médulos finitamente gerados indecomponiveis
nao isomorfos de comprimento n*. Pelo teorema 4.2 A é do tipo fortemente nao
limitado.

No caso de uma algebra comutativa a condi¢ao de distributividade é necessaria e
suficiente.

Se a algebra A comutativa tem o reticulado dos seus ideais bilaterais distributivo
temos, pelos resultados do capitulo anterior, que se 1 = e;+ ... +¢; é uma decom-
posigao da unidade em idempotentes ortogonais primitivos entao: e;Ae; = Ae; = (—’;[(né‘]j
e e;Ae; = Aeje; = 0.

Isto significa que a 4lgebra A é da forma: A = (%nix]j ®...D (—];(l%

Portanto, se M é um A-mddulo finitamente gerado indecomponivel entao M é um

(—l;([%lj-médulo indecomponivel para algum indice 1.

Seja R : (5}1(1% — Endy (M) uma representagao de k[X] para o médulo indecom-

ponivel M e seja R(z) a matriz correspondente a z = X + (X™). Se para alguma base

A, O

a A2) teriamos que M seria soma

B de M, tivessemos R(z) decomponivel na forfna(

direta de dois submdédulos. Logo, para toda base B de M, R(z) é indecomponivel.

Como k ¢ algebricanmente fechado, R(z) é semelhante a um bloco de Jordan da forma

a ... O
1 a
0 <. 1 a

e, como z ¢ nilpotente, a = 0 e o tamanho de R(z) é menor ou igual a n.

Reciprocamente, toda matriz da forma

0 ... 0
1 0
0 0 0
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de tamanho menor do que n define uma representagio indecomponivel de k(X)/(X™).
Isto prova que (EXK,,% tem exatamente n classes de isomorfia de médulos indecom-
poniveis. Portanto, toda dlgebra comutativa cujo reticulado de ideais é distributivo é

de tipo de representagao finito.
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7. CATEGORIAS DE RAIOS

Aqui, novamente, mudamos de ponto de vista, ou melhor dizendo, procuramos
ver o problema por outro angulo.

As categorias de raios, apesar de serem descobertas recentes, cumprem um papel
muito importante tanto na demonstragao da 2% conjetura de Brauer-Thrall, como na
classificagao de todas as &lgebras de tipo de representacao finito.

Gragcas aos resultados de Jans sobre 4lgebras cujo reticulado de ideais bilaterais é
distributivo, demonstrou-se recentemente ([TBM], veja terorema 2.10 e [B]) que uma
dlgebra de tipo de representacao finito é “standard”, ou seja, é isomorfa a linearizagao
de uma categoria de raios.

Como a natureza das categorias de raios é intrinsecamente combinatéria, o que
simplifica bastante o seu estudo, essas categorias sdo a chave para a classificagao de
dlgebi as de tipo de representagao finito.

Ao longo deste capitulo, k denota um corpo algebricamente fechado.

Como veremos, as categorias de raios estendem de certa forma a nogao de quivers
- grafos orientados - estudados por Gabriel e posteriormente por Auslander e Reiten
[CLS]. Dada esta identificacdo iremos escrever a composicao da esquerda para a direita.

Def 7.1 [TBM] Uma categoria C é dita uma categoria de raios se possue
as seguintes propriedades:

1) C é uma categoria com zeros, ou seja, para &,y € ObjC, existe um morfismo
;0y : £ —> y tal que O.u = 0 e v.0 = 0 sempre que a composicao estiver definida.

2) Para todo z € ObjC, p € C(z,z) é nilpotente se e s6 se p # 1;.

3) Objetos distintos sdo nao isomorfos.

4) Para todo z € ObjC existe apenas um nimero finito de morfismos nao nulos

que comegam ou terminam em z.
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5) Para cada par z,y € ObjC, C(z,y) é linearmente ordenado pela relagdo u < v
se e somente se v = pu7 para alguns endomorfismos p e 7.

6) uv = upv # 0 implica que p é um automorfismo.

Observamos que a condi¢éo 4 implica que os conjuntos C(z,z) e C(z,y) sao finitos
para todo z,y € ObjC.

Além disso, da condigéo 5 concluimos que existe p € C(z,z) tal que C(z,z) é da
forma {1, p, p%, ..., p" = 0,}.

Em primeiro lugar, tem-se que 1, é o minimo e 0, é o mdximo dessa relagao.

Veremos por indugdo que se «y é o sucessor de 1, e u € C(z,z) ocupa o lugarz + 1
entdo u é igual a ~%.

A inducao é vilida parat1=0e 7= 1.

Suponhamos que é valida para 7 — 1.

Seja u € C(z,z) tal que ¥~ ! < u < 4.

Entdo u = p1v* Yoy e py < u, 07 < u.

Se p; = u, teriamos u.1, = u.y*"1.07.1;, e v*~1.0; seria automorfismo. Entao,
p1=7" eo; =~ para j,t <i—1.

Além disso, C(z,y) é ciclico sobre C(z, z) ou sobre C(y,y).

A demonstragao disto usa um argumento semelhante.

Vejamos um exemplo.

Seja o quiver ) dado por

GO

Procuramos estudar as categorias de raios associadas a esse quiver. (Em particu-
lar, esse exemplo foi estudado por J. Weissman em 1987).

C tem 2 objetos

ObjC = {a,b}.

C(a,a) e C(b,d) sao ciclicos.

C(a,a) = {1a,p,0%,...,p°"1,p° =0}

s > 2.

C(b,b) = {1p,7,72%,..., 77 7t = 0}

t > 2.

Como de b a a nao hd nenhuma flecha, temos C(b, a) = {0}.
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Como C(a,b) é ciclico sobre C(a,a) ou sobre C(b,b) e é trivialmente gerado por
u, temos:

i) C(a,b) = {u,ur,ur?,...,ur™ = 0} com m < t ou

ii) C(a,b) = {u, pu,p?u,...,p%u = 0} onde ¢ < s.

Consideraremos apenas o caso i, pois o outro é anélogo.

Precisamos entao analisar as possiveis tdbuas de multiplicagao. Temos a seguinte
relagao: pu =ur™ 1< n < m pois u é irredutivel e nao podemos ter pu = u. Como
além disso, 0.u = 0 entao 0 = p°u = ur™*® entdo s.n > m.

Entao, dado o quiver @, a categoria de raios associada a @, fica totalmente de-
terminada pelos invariantes s,t,n, m submetidos as condigoes:

2 <s,t, 1<n<m<t

m < s.n.

Vejamos mais de perto como se comportam as categorias de raios e como se
relacionam com dlgebras cujo reticulado de ideais bilaterais é distributivo. Para isto,
usaremos o conceito de k-categoria, uma generalizagdao (como veremos adiante) do
conceito de dlgebra bésica.

Este conceito é essencial na teoria de funtores de recobrimento desenvolvida por
Bongartz e Gabriel [BG] que desempenhou um papel da maior importancia nos desen-
volvimentos recentes da teoria das representagoes e particularmente nas demonstragoes
da 2® conjetura de Brauer Thrall.

Def 7.2 Uma categoria C é dita uma k-categoria se os conjuntos C(z,y) de
todos os morfismos de z a y, z,y € ObjC sao k-espagos vetoriais.

A composigao se requer bilinear. A dimensao de uma k-categoria C é o cardinal

3. [C(fc,y):k}

z,yeObyC

Def 7.3 Uma k-C¢ategoria C é dita localmente limitada se satisfaz as condigoes
seguintes:

a) Objetos distintos sdo nao isomorfos

b) As dlgebras C(z,z) sio locais para todo z € ObjC.

c¢) Para todo z € ObjC,



sao finitos.
Def 7.4 Um ideal I de uma k-categoria C' é uma familia de subespagos
I(z,y) C C(z,y) tais que:
I(z,y).C(y, 2) C I(z,2)

C(z,y).I(y,2) C I(z,z2).

para todos z,y,z € ObjC.
O produto I.J de dois ideais I,J é definido por

1.J(z;y) = Z I(z,2).J(z,y)
ze0bjC
(equivalentemente, é o subespago gerado pelas compostas Au onde A € I(z,2),u €
J(2z,y) para todo z € ObjC).

£ facil ver que a familia dos ideais de C' forma um reticulado para a relagao de
ordem I < J se e s6 se I(z,y) C J(z,y) para todo z,y € ObjC.

Def 7.5 O radical RC de uma categoria localmente limitada é o ideal formado
por todos os morfismos nao inversiveis.

Os morfismos que pertencem a RC mas nao a R2C (onde R?C denota a poténcia
2 de RC) sao ditos irredutiveis. Pode-se ver que esses morfismos sio irredutiveis no
sentido da definicao 2.5.

Seja uma k-dlgebra bésica de dimensao finita. Seja 1 = e; + es+ ... +e, uma
decomposi¢gao da unidade em idempotentes primitivos ortogonais.

Podemos ver A como uma k-categoria A considerando como objetos ObjA =:
{e1, €2, ..., en} e como espago de morfismos para cada 7,7 A(e;,e;) =: e;Ae; =
Hom(Ae;, Ae;). e;Ae; é um k-espago vetorial para cada 7,7 que além disso tem di-
mensao finita, e como A é bésica, objetos distintos sao nao isomorfos.

Se I é um ideal bilateral de A ele define naturalmente um ideal da k-categoria

acima da maneira seguinte: dados os objetos e;, e;,€ ObjA, pomos

Tles, e5) = eiley
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I facil ver que o ideal de A definido por J (o radical de Jacobson de A) é exata-
mente KA.

Além disso, como A é de dimensao finita, entao A é localmente limitada e tem um
ntmero finito de objetos.

Inversamente, dada uma k-categoria A com um ntmero finito de objetos, fica
associada a ela, de maneira natural, uma k-dlgebra de dimensao finita, bésica, da

forma seguinte:

Como k-espago vetorial A é a soma direta ?3 A (ei,e;) e a multiplicagdo é in-
duzida linearmente pela composicao de morfismos de A estendida a todos os pares de
morfismos (o, p) estipulando que se a composta op nao estd definida entdo op = 0 € A.

K conveniente simplificar a notagao designando cada identidade 1.e; simplesmente
por e;. E claro entio que os e; resultam idempotentes ortogonais de A cuja soma é a

unidade 1. E f4cil ver também que dado um ideal da k-categoria A, fica associado a

ele um ideal bilateral da dlgebra A cujo espago vetorial subjacente é ,% I(ei,e;).

Def 7.6 Uma k-categoria C localmente limitada é dita distributiva se o
reticulado de seus ideais bilaterais for distributivo.

Para isto, é necessdrio e suficiente que todas as subcategorias plenas definidas
por dois objetos z,y de C sejam distributivas. Portanto C é distributiva se e sé se
todas as dlgebras associadas a estas subcategorias plenas tem seus reticulados de ideais
bilaterais distributivos.

Como conseqiiéncia, esta propriedade pode ser caracterizada também pelo fato de
que todas essas subcategorias plenas tem um nimero finito de ideais.

Esta condigao implica que C(z,y) é um C(z,z) — C(y,y) bimddulo uniserial e
além disso, C(z,y) é um mdédulo ciclico sobre C(z,z) ou sobre C(y,y).

Def 7.7 Seja C' uma categoria.de raios. Podemos associar a ela, uma k-
categoria k(C), com os mesmos objetos de C, e como espagos de morfismos para cada
par z,y o espago vetorial que tem base C(z,y) médulo k z0y. A composicao de k(C)
é linearmente induzida pela composicdo de C. Neste caso, k(C) diz-se a linearizagao
da categoria de raios C.

Def 7.8 Uma élgebra A cuja k-categoria associada é distributiva, chama-se

“standard” se A = k(A) onde A é a categoria de raios definida por A.
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Veremos que dada uma k-dlgebra de dimensao finita A cujo reticulado de ideais
bilaterais é distributivo, podemos construir uma categoria de raios associada a ela.
Observamos que isso nao significa que ela seja “standard”, pois pode ocorrer que a
linearizagao dessa categoria de raios nao seja isomorfa a dlgebra A.

A idéia principal que levou a definicao das categorias de raios (devida a Gabriel)
foi a introducao de uma relacdao de equivaléncia nos conjuntos C(z,y) dos morfismos
de z a y.

Em tudo que segue, C' denotard uma k-categoria localmente limitada e distribu-
tiva.

Def 7.9 Seja u € C(z,y) um morfismo néo inversivel. Podem ocorrer duas
situagoes:

1) Existe um natural n tal que v € R*C(z,y) mas u & R"T1C(z,y).

Neste caso, diremos que u tem profundidade n,d(u) = n.

2) Nao existe um natural n tal que v € R*C(z,y) e u & R™""1C(z,y).

Neste caso, u € R"C(z,y) para todon € N*.

Diremos entao que v tem profundidade infinito, ou seja, d(u) = +oo.

Observamos que u € R"C(z,y) se e somente se d(u) > n.

Lema 7.1 : Sejam u € C(z,y) e v € C(y,2z) morfismos tais que d(u) = n,
e d(v) = ne. Entdo d(u.v) > n; + n,.

Lema 7.2 : Seja u € C(z,y) tal que d(u) = +oo. Entdo u € o morfismo
nulo.

Dem: Seja p € C(z,y),p#0e p€ R"C.

~ . ~ 4 P2
Entao, existe uma composta nao nula p = py. p2. p3 ... pPn, oz 5 gy —

Pz, = y com p; € RC. Como C é localmente limitada o niimero de objetos z

tais que C(z,z) # 0 é finito.

Se n fosse suficientemente grande, existiria um objeto z tal que z; = z para um
ntmero de indices ¢ maior que o indice de nilpoténcia de RC(z, z).

Isto prova que n é limitado, e portanto, se p # 0, p ¢ R"C(z,y), para n suficien-
temente grande.

Def 7.10 Seja u € C(z,y) e seja C' o subbimédulo de C(z,y) gerado por u.
C' = C(z,y)uC(y,y). Como C(z,y) é de uma das formas C(z,z)u ou uC(y,y) entdo

podem ocorrer apenas duas situagoes:
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Il

1) C¢' = C(z,z)u, ou seja, dado p € C(y,y) existe p’ € C(z,z) tal que up = p'u.
Neste caso dizemos que u permite cotransito.

2) C¢' = uC(y,y), ou seja, dado p € C(z,z) existe p' € C(y,y) tal que pu = up’.
Neste caso, diremos que u permite transito.

Se u permite transito e cotransito, diz-se que u permite bitransito.

Se o gerador do subbimédulo permite trinsito (respectivamente cotransito) todo
morfismo do subbimédulo também permite trinsito (respectivamente cotransito).

Diz-se que u proibe transito se C' = C(z,z)u e C’' # uC(y,y).

Igualmente definimos que u proibe cotransito.

Lema 7.3 : Todo elemento do socle de C(z,y) permite bitransito.

Dem: Suponhamos que C(z,y) = C(z,z).u. Entdo todo elemento de socC(z,y)
permite cotransito. Além disso, como C(z,y) é uniserial, socC(z,y) é simples.

Se C(z,y) = ku + knu + ...+ kn™'u entdo socC(z,y) = kn™ 'u

m —1

Mas ptp™lu = 0 = p™ 140 para todo I > 0 e 1.9 "u = 7 o=
n™ la.l.

Entao os elementos do socC(z,y) permitem bitrinsito.

Def 7.11 Sejam u,v € C(z,y).

Dizemos que u é equivalente a v (u ~ v) se e somente se d(u) = d(v), ou em outras
palaYras u = pvT onde p e 7 sdo automorfismos.

Def 7.12 Seja u € C(z,y), definimos % o raio de u como a classe de
equivaléncia de u. A classe do zero sendo .0, = {u|d(u) = 400} = {0}.

Além disso, definimos a profundidade de um raio v de maneira ébvia: d(u) =

d(u).

Def 7.13 Sejam v e v morfismos tais que u.v existe. Entao:

.
T = { uv se o raio independe do representante
0  caso contrédrio.

Iremos agora verificar que esses raios dao origem de fato a uma categoria de raios.
Para isso, veremos como esta composi¢ao se comporta.

Lema 7.4 : Dados dots morfismos u € C(b,c) e v € C(c,a) uma das
mutuamente exclusivas situag¢des ocorre:

1) d(uv) = d(unv) para todo v € C(c,c) inversivel. Isto ocorre se e somente se:

uRC(c,c)v C RC(b,b)uv + uvRC(a,a)

44



2) Os morfismos uyv onde 7y percorre os automorfismos de C(c,c) formam um
subbimddulo distinto de C(b,a). Isto ocorre se e somente se:

uRC(c,c)v ¢ uwRC(a,a) + RC(b,b)uv e equivalentemente se e somente se uv €
uRC (¢, c)v # 0.

Dem: E ébvio que as duas condigbes sdo mutuamente exclusivas e que se uma
delas nao ocorre a outra deve ocorrer. Entao basta provar apenas as equivaléncias.

Suponhamos primeiramente que C(b,a) = 7C(a,a).

Neste caso, os morfismos de C(b,a) permitem transito. O outro caso, em que os
morfismos de C'(b,a) permitam cotransito é similar.

Como RC(b,b)uv C C(b, a) entdao RC(b,b)uv C uvC(a,a).

Seja p € RC(b,b) entéo puv € RC(b,b)uv logo existe p' € C(a,a) tal que puv =
uvp’.

Como d(uvp') = d(puv) = d(p) + d(uv) < d(uv) + 1, temos que p’ nio pode ser
um automorfismo. Logo p’ € RC(a,a) e RC(b,b)uv C uwRC(a,a) logo RC (b,b)uv +
uwwRC(a,a) C uwwRC(a,a).

Além disso, suponhamos que u permite cotrinsito e seja p € RC/(c,c) entdo exis-
tem p’ € C(b,b) e p” € C(a,a) tais que upv = p'uv = uvp”.

Como antes, d(upv) > d(uv) e p” ndo pode ser automorfismo.

Neste caso, uRC(c,c)v C wwRC/(a,a).

Similarmente se v permite transito tem-se que uRC(c,c)v C wwRC(a, a).

Fazemos a hipétese de que uRC(c,c)v ¢ uvRC(a,a). (1)

Entao u proibe cotransito e v proibe transito; logo v permite transito e v permite
cotrdnsito. Entao, dado p € C(b,b) existe p’ € C(c,¢) tal que p.u.v = up'v e dado
6 € C(a,a) existe §' € C(e,c) tal que uvé = ué'v.

Entdo C(b,b)uv C uC(c,c)v e uvC(a,a) C uC(c,c)v.

Mas uRC(c, c)v e uC(c,c)v sdo subbimédulos de C(b,a) pois u permite transito
e v permite cotransito.

Provemos entao que uv € uRC(c,c)v.

Entao, a hipétese (1) implica que wwRC(a,a) C uwRC(c,c)v, mas uvRC(a,a) #
uRC (c,c)v, de onde uRC(c,c)v = uwvC(a,a).

Logo uv € uRC(c,c)v. '

Neste caso, existe p € RC(c,c) tal que uv = upv. Seja T € RC(c,c) tal que d(urv)

é minima.
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Entao, para todo £ € uRC(c,c)v, d(€) > d(urv).

O elemento urv é um elemento gerador de wRC(c,¢)v C C(b,a). Entao, £ = urvr
para algum v € C(a, a).

Mas entao ¢ = urv'v v € C(c,c). Mas € = uv —uv + € = wv — upv + urv'v =
u(1—p+ 7' )v. Mas 1 — p+ 7' é inversivel pois p e 7v estio no radical.

Entao uRC(c,c)v C uUC(c,c)v e como u.l.v € uRC(c,c)v entdao uUC(c,c)v =
uRC (¢c,c)v. Deduzimos assim que no caso considerado, uRC(c,c)v ¢ uvRC(a,a)
implica que uUC(c,c)v é um subbimédulo nao nulo.

Observamos que isto implica que d(uv) # d(upv) para alguns p € UC(c,c). Assim
sendo, por negagao obtemos também que d(uv) = d(uyv) para todo v € UC(c,c)
implica que uR(¢,c)v C uvRC(a,a).

Suponhamos agora que uRC(c,c)v C uvRC/(a,a).

Provaremos que d(uv) = d(u7yv) para todo v € UC(c,c). Com efeito uR(c,c)v C
uvRC(a,a) implica que uyw = uvy’' com ~' inversivel.

Além disso, se uUC(e,c)v é um subbimédulo nio nulo entdo seus elementos nio
tém profundidade constante e portanto uRC (¢, ¢)v ¢ uvRC(a,a). Assim concluimos
a demonstragao.

Em conseqiiéncia, veremos que a multiplicagdo de raios se torna apenas uma
“questao de transito”.

Lema 7.5 : Sejam u € C(a,b) e v € C(b,¢) morfismos. Entdo se u permite
cotransito ou v permite transito, entdo w.v = uv

Dem: Se u permite cotransito ou v permite trinsito entao d(uyv) = d(uv) para
todo p € UC(b,b). Neste caso entao u.U = uv pois o raio independe do representante.

Lema 7.6 : O produto de raios assim definido é associativo.

Dem: Sejam U,?,? raios tais que u € C(z,y),v € C(y,2), t € C(z,w).

Para cada morfismo, tem-se trés possibilidades: ou ele proibe transito, ou proibe
cotrénsito ou ele permite bitransito, perfazendo assim um total de 27 possibilidades.

a) Suponhamos primeiramente que u permite cotrinsito e v permite cotransito.
Entao w.v permite cotransito pois dado p € C(z,2),3p' € C(y,y) e Ip" € C(z,z) tal

' " FOE rvdiouc WP ~ ¢ R . a .
L =upv = puv e entao (u.v).t = uv.t = uvt. Como v permite cotransito

que u.v
entio v.t = vt e w(v.t) = u.vt = uot
Assim % (v.1) = (u.7).t
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b) Se v e ¢ permitem transito entao w.v = uv. Como t permite transito entao

—

. . ~ . . ~ . ~ —
Além disso, se v e t permitem transito v.t permite transito e entao u(v.

1) =
Assim, nesse caso temos ﬂ'(??) = (ﬂ?)?

c) Se u e t proibem transito e v proibe cotransito entdao u e ¢t permitem cotransito

e v permite transito.

Sl

Como u permite cotransito entdo u.v = uv. Se v.t =0 entdo u(v.t) = 0.
t

Suponhamos por absurdo que uv.t # 0. Neste caso, d(uvpt) = d(uvt) para todo
p € C(z,2),p inversivel.

Porém {vpt|p € UC(z,2)} é um subbimédulo nao nulo. Logo existe p’ tal que
vp't = 0, entdo uvp’t = 0 d(uvt) = d(uvp’t) = +oo contradigio.

Sev.t = ;2, entao ;(??) = E’(;i) = wut.

Mas, por outro lado, (Z?)? = wv. 1.

Se wv. £ uvt entao, existe p inversivel p € C(z,2) tal que (uv)pt = 0, logo
u(vpt) = 0. Como Vit = vt existe p' inversivel tal que uvpt = uvtp’ ou uvpt = p'uvt.

Isto implica que uvt = 0 e portanto EZ = 0 contradigao.

Os outros casos sdo similares.

Assim, dada uma k-categoria C' localmente limitada e distributiva, temos associ-
ada a ela uma categoria de raios 5 tal que ObjC = Obja e os morfismos de 5 de a
até b sio exatamente os raios u onde u € C(a,b).

Proposicao 7.7 : 5 € uma categoria de raios como na defini¢ao 7.1.

Dem: As propriedades 1 e 2 sdo imediatas.

Como u é um isomorfismo se e sé se v é um isomorfismo, vale 3. Como C é
localmente limitada, dado z € ObjC = Obja, existe um nimero finito de objetos y e
de objetos z tal que C(z,y) # 0 e C(z,z) # 0. Por outro lado, o ntimero de elementos
de E(z,y) ¢ igual ao nimero de profundidades de morfismos de C(z,y).

Assim vale a propriedade 4. A relagao definida na propriedade 5: v < v <= v =
puo equivale a dizer: © < v <= d(a) < d(;) e portanto é uma ordem total.

Finalmente, se ©.v = upv # 0 temos uv = upv o que implica que d(uv) =

d(upv) e entdo p é um automorfismo.
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Voltando ao problema original, se A é uma k-dlgebra de dimensao finita, bésica,
cujo reticulado de ideais bilaterais é distributivo, j& vimos que A pode ser vista como
uma k-categoria localmente limitada e distributiva.

Assim, temos associada a dlgebra A uma categoria de raios A.

Para terminar, citamos um teorema extremamente importante para mostrar a
evolugao da conjetura de Brauer-Thrall II. Omitimos a demonstracao por considerar
que envolve instrumentos muito técnicos que ficam fora do objetivo deste trabalho.

Caracterizacido de dlgebras “standard” ([TBM], 2.10 e [B])

Toda k-categoria tal que todo quociente AJ/I, I # 0 é de tipo de representagao
finito e cuja categoria de raios nao contém cadeias infinitas é “standard”, ou seja, €
isomorfa a lineariza¢do de sua categoria de raios.

Este resultado de baseia numa generalizagio de um teorema de Jans([J],3.2) ba-
tizado como “critério de Jans-Roiter” ([TBM],1.9).

A prova de Bautista-Fischbacher da 2® conjetura de Brauer Thrall decorre da
demonstragao de que nao existem &4lgebras “standard” com tipo de representagao in-

finito nao fortemente nao limitado.
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