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Preficio

Na introdug8o do artigo “The Measurability of Urcountable Unions” os
autores, Joseph Kupka e Karel Prikry, argumentam que os cursos padrBes da teoria
da medida relegam a um papel secunddrio os conjuntos de medida nula, os conjuntos
ndo-mensuraveis, as operagBes booleanas envolvendo uma guantidade n¥o-
enumerdvel de conjuntos; além disso, esses cursos deixam a impressio de que s¥%o
inteis as pesquisas nessa 4rea, assim como o critério da mensurabilidade de
Lusin. No entanto, continuam os autores, isto n¥o é verdade pois dentro da moderna
teoria da medida estes preceitos s¥%o compardveis com as leis do movimento de
Newton, as quais resolvem muito bem os problemas cldssicos e s%o ineficazes para
os modernos. Assim sendo, eles pretendem indicar aos leitores como a teoria
avangada do medida estd ativa, e mostrar alauns resultados recentes que podem

ser obtidas com técnicas elementares & n¥o excessivamente complicadas.

Seguindc as diretrizes tragadas pelos autores do artige acima, procuramos
estudar o problema da medida de uma colegdo n¥o-enumerdvel de conjuntos de
medida nula utilizando corceitos elementares da teoria dos conjuntos e da

topoloaia.

O objetivo principal do nosso estudo & provar o teorema, denominado por
Teorema Fundamental.

"Sejam X, A, 4, 9) um espago com medida de Radon finita e § uma coleg¥o de

elementos U-nulos de A tal que |J8 € A, para toda subcoleg8o 8 de §. Ent¥o
nJer1=0"



Este resultado ¢ conhecido se a coleg¥o ¥ & enumerével. Abordamos o caso
em qua ¥ é n¥o-enumerdvel. Aplicagties e exemplos completam este estudo e visam
ressaltar a import8ncia do resultado.

Embora o artigo de J. Kupka e K. Prikry esteja bem escrito, notamos aue
muitas das afirmagBes nele contidas necessitavam ser verificadas. Assim julgamos

. ¢
que se estas provas fossem realizadas teriamos &s m¥os um texto completo.

Com esta finalidade apresentamos a prova completa de um teorema tipo-
Ramsey; visando a prova do Teorema Fundamental. Na busca da justificaglo de
todas as assergBies, construimos os pardgrafos cinco e seis, e aqui sentimos que a
indexag¥o por conjuntos bem ordenados, e em particular por ndmeros ordinais,
tornavam a leitura do texto mais acessivel; e, mostramos como o Teorema de Fremlin

é utilizado nas aplicagles sugeridas pelo artigo.

. . { . . .
Esta dissertag¥o é constitulda por nove pardgrafos e dois ap8ndices, cujos
conteddos resumimos abaixo.

No §1i apresentamos os nimeros cardinais e os nimeros ordinais. A nossa
intengdo, ao incluirmos esta seg¥o, n¥o foi tratar os ndmercs cardinais e os
numeros ordinais de uma forma exaustiva e completa - o leitor facilmente
cbservard gue alogumas propriedades bastante conhecidas de tais ndmeros ngo
est¥o incorporadas ao texto. Apenas procuramos desenvolver o tema de forma aue
os resultados necessérios, para o desenvolvimento do trabalho, fossem obtidos

dentro de uma seguéncia légica e precisa, porém n¥o-axiomdtica. £. Hewitt e K.

Stromberg [R.10) foram tomados como base.

0 motivo para ecta int,rodug:éio deveu-se ao fatoc de optarmos por indexar
R . J . . { .
familias de conjuntos utilizando ndmereos ordinais rara indices, uma vez oue

necessitdvamos de conjuntos bem ordenados ou totalmente ordenados.

No §2 o destague é para a prova do teorema tipo-Ramseu seguindo as
sugestfes de J. Kupka e K. Prikry [R.13]). Este teorema serd utilizado na obtengdo

do principal resultado do §5 e mostrar mais uma aplicagdo da teoria de Ramsey na
Andlise Matemética. ’

No §3 definimos espagos com medida de Radon finita e provamos o teorema
de Lusin para estes espagos; o §4 exibe a prova de uma propriedade referente s

familias n¥o-enumeriveis de conjuntos de medida n¥o-nula.

Estes quatro primeiros pardgrafos podem ser considerados como



iii

preliminares para os resultados essenciais, que ser8o exibidos nos §5 a §8.

O §S destina-se & prova do Teorema Fundamental considerando o caso de a
medida ser atmica. Aqui, pela primeira vez, usamos conjuntos de nimeros ordinais
para indexar familias. Dados um espago com medida e uma familia de elementos
mensurdveis indexada por um conjunto de nimeros ordinais definimos sobre a
colecfio de subconjuntos deste uma medida. Esta medida e aquela do espago dado se

relacionam. Estudamos as propriedades que decorrem deste fato.

A vers¥o do Teorema Fundamental quando se considera medida n¥o-at8mica &
estudada no §6. Ainda provamos teoremas relativos & cardinalidade de subconjuntos
ou de familias de subconjuntos n¥o-enumerdveis de [0,4), sem utilizarmos a Hipdtese
do Continuo, e exibimos uma prova de exist@ncia de uma partic¥o do espago,

constitulda por conjuntos de medida nula, num espago com medida de Radon finita.

Iniciamos © 87 provando o Teorema Fundamental. Em vista dos resultados
obtidos nos pardarafos anteriores, a demonstr‘ag:go encontra-se bem simplificada.

Seguem-ze alogumas aplicaglies do teorema.

A conseqléncia mais importante, neste texto, do Teorema Fundamental é o

sequinte tecrema, devido & Fremlin:

"Bejam (X, A, &, 9) um espago com medida de Radon finita, Y um espago
métrico e £ uma Furiggc de X em Y. e f é A-B-mensurdvel ent¥o existe S, subespago '

separdvel de Y tal que f(x) € S u-gs.”

A prova deste teorema juntamente com as suas aplicagBes encontra-se no §8.
No que se refere 4s aplicagBes, discutiremos a mensurabilidade da soma de duas
fungBes mensuriveis definidas num espago com medida de Radon e com valores num
espago de Banach. Ainda scbre este tipo de fung¥o veremos o problema da
exist@ncia de uma sequéncia de fungBes simples e mensurdveis que convergem para
uma fungdo mensurdvel dada. Mostraremos, também, que 0s conceitos de funglo
Lusin-mensurdvel e fung¥o A-%-mensurivel s¥o equivalentes quando estudamos as
funglies definidas num espago com medida de Radon finita, completa, e com valores
num espago métrico arbitrdrio. Encerramos o pardgrafo demonstrando uma versSo

do teorema de Lusin para estes espages.

Reservamos o §9 para o estudo da mensurabilidade da reunifo ndo-
enumerdvel de conjuntos nfio todos #-nulos. O resultado essencial é um teorema
devido a Dorothy Maharam considerado badsico nos tépicos que envolvem topologias

introduzidas por medidas. Para a prova desse teorema necessitamos introduzir o



§41. Nimeros cardinais e rdmeros ordinais.

0 desenvolvimento dos ndmeros cardinais e dos nimeros ordinais aqui
enfocados serd n¥o-axiomitica. Seguiremos na maior parte do texto a orientaggo

dada por E. Hewitt e K. Strombarg no §4 de [R.10); também consultamos E. Farah
R3]l e P. R Halmos [R8).

Efetuamos a prova de alguns tecremas de [R.10] cujas demonstragtes
julgamos ndo elementares ou nas quais introduzimos alouma alteragfo; dos cutros

cujos resultados s¥o bastante conhecidos, omitimos a prova.

Os resultados (1.10), (1.41), (1.45), (1.28), (1.33), (1.35), (1.37), (154), (163 e

(1.63) serfc os maiz utilizados no decorrer do texto.

(1.1) Definig¥o. Diz-se gue um conjunto A é equivalente a um conjunto B se e

somente se uma das seguintes condigles estiver verificada:
WA=B=0

(ii) existe uma funglo bijetora de A em B.

A notagdo A~B designa que A é equivalente a B. Indica-se a negagdo de A~B por
A7B .

(12) Observaglio. As seguintes propriedades s¥c facilmente verificadas,

Quaisquer que sejam 0s conjuntos A, B e C:



(&) A~A;
b) sa A~B, entlic B~A;

{¢) e A~B e B~C, ent¥o A~C.

(1.3} Teorema Bernstein-Cantor).Se um conjunto A é equivalente a um

subconjunto de um conjunto B, e se B & equivalente a um subconjunto de A, entSo A

¢ eguivalente a B.

Denmwstrag:&o. O resultado é imediato se A= @ ou B = @.
Suponhamos A nfo-vazio; decorre da hipdtese gue B & n¥o-vazio.

Sejam A, C A, By, C B tais aque A~B, € B~A,, € sejam f e g bijectes,

respectivamente, de A em By & de B em A,.

0 que faremos a seguir é determinar um subconjunto E de A que satistaga a

condigEo
g A [ EY = B FEY. (1)

Para tal fim consideremos € = { XCA : (& NAa {J (gof XX C X ). E claro que ¢

& n¥o-vazio pois A € €. Seja, ent¥o,

0 fato de (A (] AR L (gofXEY C (A ] A | (@ofXX) C X, para todo X € €,
acarreta que

(A ] ax I (gofXEY C E. (2}

Logo, (& (] A U (@ofia () AR | (gofXEN C (A N A U (gof B, ou seja
5 ) AL U (gofXE) € ¢. Dal, pela definig¥o de E, temos

E C N A U (gofuE). )

De (2) e (3) segue-se que E = (A [} Az | (gofXE).

Agora, como AVE' = AN (AN AN U woh®) = AN {tanayn (tgofXEN)

= Ao 1 UgofXEN, ent¥o g% N EY =  o¢7MA) N U loadfEW = B ) FEY,
satisfazendo (1).



Decorre de (1) que a funglic h, de A em B, definida por

heo :{ fusexeE
g W, sex€ANE

é bijetora. Dai, por (1.4), A~ B. O

{1.4) NotagBes. Se A e B s%o conjuntes, a notag8o A B significa que A ~ B,

para algum conjunto B, contido em B; e, a notag¥c A < B significa que A<B e A # B.

(1.3) Observag¥o. Quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C, tem-se:
@ A <A

seA {BeB £ A entio A ~ B;

wseA {BeB{Centlo AZLC

(d)se A C B, entSo A ¢ B.

(1.6) Teorema. Quaisaquer que sejam 0s conjuntocs A e B, tem-se A<LB ou B<A.

Demonstragdo. A conclus8o é bbvia se A= @ ou B = @.

Admitamos que A e B sejam n¥o-vazicos e que ¥ seja o conjurito de todas as

L . . : . .
funges injetoras cujos dominios e imagens s¥o, respectwame%, subconjuntos de A
e de B.

Verifica-se, sem dificuldade, qgue F & nZo-vazio e parcialmente ordenado por

inclusgo.

Seja € uma cadeia em ¥. E claro que g = U f é uma fung¥o cujos dominio e
fEC
imagem est¥o, respectivamente, contidos em A e em B. Vamos mostrar que ¢ € ¢,

provando que ela é injetora.

Quaisquer que sejam x; e xp, elementos distintos no dominio de g, existem fy
e fp em C tais gue G Ffy(xy) € f; e (x5,f(xx)) € f5. Como € & linearmente ordenada
podemos assumir que f; C fp. Assim, g(x;) = filxg) = Falx) # falxp) = gilxy),

verificando & nossa assergo.



Portanto, pelo Lema de Zorn, § contém um elemento maximal que denotaremos
por b,

Afirmamos que
dom(h} = A ou im(h) = B.
De fato, seja dom(h) # A e suponhamos, por absurdo, que im(h) % B.

Tomando xo € A ] (dom(h) & o € B [ (imhY, a fung¥o hy, de domh) |J {x0) em
imtm U (o), definida por

h(x), se x € dom{h)
hi(X) = { Up, S€ X =Xo

é injetora. Logo, hy € ¥ e h < hy, contrariando a definigqo de h. Portanto, imh) =
B.

Agora, se domth) = A ent3o, por (1.4), A £ B. Se im(hy = B entSo, como h &

injetora, a fung3o p, de B em A, dada por ply) = x se ¥ = h(x) é injetora e dal B < A.
0

(1.'7) Teorema. Qualauer gue seja o conjunto A, tem-se A < FA).

Demonstrag¥o. E claro que A £ P(A), para todo conjunto A. Vamos mostrar
aue A 7 FlA).

O resultado é imediato para A = O.

Seja A n¥o-vario e suponﬁamos ; por absurdo, aue A ~ PA). Por (1.1) segue-se

que existe uma bijegHo f de A em FA).

Seja E={x € A:x € fix)). Como f & sobrejetora, existe um elemento Xo de A
tal que flxe) = E.

Agora vejamos as contradiglies: se x, € E ent¥o x, € fix,), logo x, € E, o que

é absurdo; se xo € E entSo x, € flx,) & dai Xe € E, novamente temos um absurdo.
Portanto A # A O

P . . 1 .
(1.8) Definig¥o. A cada conjunto A associamos um simbolo, denominade nimero



cardinal de A e denotado por #A, satisfazendo a seguinte condig¥o: #A = 4B se e

somente se A ~ B. Ser¥o utilizadas letras latinas minisculas para denctar os
nimeros cardinais.

A negagdo de #A = #B ¢ expressa por #A # #B.

(1.9) Observag¥o. A definiglo acima é imprecisa uma vez que n%o torna claro
0 que s¥0 os simbolos associados a um conjunto. Porém, como estamos fazendo um

desenvolvimento n¥o-axiomdtico da teoria dos conjuntos, ela atende os nossos

objetivos.

(1.10) Definigles. Dados os numeros cardinais a2 e b, sejam A e B conjuntos
tais gue HA = 3 e #B = b. Diz-seque a { b(a émenor que bloub > a (_b & maior
que a ) se & somente se A { B. Diz-se que @ < b ou b Y a ( respectivamente, a &
estritamente menor gue b ou b é estritamente maior que 2 ) se e somente se A < B.

Verifica-se que estas definigBes independem dos conjuntos A e B.

#

(1.14) Observaglies. () A relagdo ¢ é de ordem total em qualguer conjunto de

numeros cardinais, isto €, sendo a, b e ¢ nimeros cardinais tem-se:
i & £ a
(isea {beb a entfoa=b
liillsea X beb ¢ entdoa € c;
v)a Lboub £ a.
) = A C R ent8c #A £ #B;

{c) #A < #P(A), para todo conjunto A.

(1.12) Teorema. Dado um ndmero cardinal z, existe um nimero cardinal b tal
que & < b.

Demonstrag¥o. Se A é um conjunto tal que a = #A ent¥o, por (L.7) e (1.40),
a<#PA =b. D



0 préximo teorema & relevante, pois afirma a inexisténcia de um conjunto aue
contenha todos os nimeros cardinais.

(£.43) Teorema. Os nimeros cardinais n¥o formam um conjunto.

Decmnstrag;&n. Suponhamos, por absurdo, gue A seja o conjunto dos nimeros
cardinais. Para cada x € A designemos por My um conjunto tal que #My = x.

Seja M = U Mx. Ento, por (1 5.d), My < M. Dai, segundo (4.1
X €A

X & #M, para todo x € A. (1)

Por outro lado, de acorde com (1.12), existe b € A tal que #¥M < b. Este

recsultado e (1) se contradizem. O

Agora veremos que a relagdo ¢ estabelece um boa ordem scbre qualauer

conjunto n¥o-vazio de nimaros cardinais.

A prova do teorema (1.14) encontra-se em [R.17]. Como citam os préprios
autores do artigo, C. Metelli e L. Salce, & interessante apresentar, numa introdug¥o
no-axiomdtica, uma demonstrag¥o gue todo conjunto de nimeros cardinais é bem
ordenado sem exigir o conhecimento prévio dos numeros ordinais. Os autores ainda

provam, N0 mesmo artico, gue este teorema & equivalente ao Axioma da Escolha.

(1.149 Teorema. Seja a um numero cardinal. Ent3o o conjunto A = { ¥ : x & um

numero cardinal 8 x < 3) € bem ordenado pela relag¥o definida em (1.10).

Demonstracgfo. Seja /& = (Mx), gp uma familia de conjuntos tal que #Mx = X,

para cada x € A, & seja B um subconjunto nSo-vazio de A. Provemos que B tem
minimo.
Se X0 = #0 e xo € B entl8o, por (1.5.d) e (1.40), temos que %, € %, para todo x

€ B.

Se xp € B, ent8io Mx # 0, para todo x € B. Logo ¢ produto cartesiano M =

My & n¥o-vazio.
x€EB



Para cada x € B, designemos por %x a funglio projeclo de M scbre My e, por
¥, a coleg¥o dos subconjuntos D de M, tal que para todo x € B, a restrictio de %«
ao conjunto D € injetora. A coleg¥o ¥ é n¥o-vazia, pois dado z em M temos m.({z) é

injetora para todo x em B. E claro que ¥ ¢ parcialmente ordenada por inclusfo.

Procedendo de forma andloga iquela de (1 .6) prova-se que, em ¥, toda cadeia

C possui um majorante dado por E = U D.
De¢

Portanto, pelo Lema de Zorn, ¥ contém um elemento maximal que denotaremos
por N.

Afirmamos que existe x; em B tal que me N) = My e

De fato, se mu(N) # My entfo existe ax € My [ (M (N)Y para cada x € B. Dai
alyeg € M [} N e para todo x € B, a fung¥o mx restrita ao conjunto N U

Uax), gpd € injetora. Loao N |J {(axly g} € ¥ contrariando a maximalidade da N.

Como, por (1.5.9), n N} § My, para todo x € B, ent3o
Mx (=X 1(N)~N~'rr «(NY <M,

e dal, por (1.40), x; < x. O

{

(1.15) Teorema. Todo conjunto de ndmeros cardinais ¢ bem ordenado pela

relagdo £.

Demonstrag3o. Seja A um conjunto de nimeros cardinais. Por (1.41a), A é

totalmente ordenado.

Para cada elemento x de A designemos por My um conjunto tal que #My = x.
Sejia M= U Mx. Ent8c, por (45.4), My < M. Dai segundo (L.40) x € #M, para
XEA
todo x € A. Mas, por (1.12), existe um ndmero cardinal b tal que b > #M. Logo A é um

subconjunto de {x : x & um nidmero cardinal , x < b} gue, pelo teorema anterior, é

" bem ordenado. u]

(1.16) Notat;.ﬁes Designaremos por N, o numero cardinal do conjunto dos
numeros naturais; por P, = (k € N : k<m e, provisoriamente, por ko = #P,
(identificaremos 7 com n em (1.27). Como P, = @, ento #0 = 0.



{4 L7 Teorema. Se m e n s¥o nimeros naturais distintos, ent¥o Py # Pa.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que o conjunto R dos nimeros
naturais r para os quais existe um nUmero natural n, comn > r, tal que Pp ~ P,

seja n¥o-vazio. Admitamos, ainda, que m ¢ o minimo de R e que f € uma bijec¥o de P,
em Pa

Como Pr, 2 @ temos m # 0. Se m

1 en > 1ientdc nenhuma funglo g de Ps

em P, pode ser bijetora uma vez aque g0 = g(1) = 0. Portantom > 1.

Se f(n-1) = m-1, a restrig¥o da fung@c f ao conjunto P,.; é uma bijeg¥o de
Ppey 8m Pp_y. S& fin-1) # m-1, a func¥o h de P,y em P,_, definidz por

_ J ), se fFX)#m-1,
hx) = {F(n-i),se Flxd=m-1,

¢é bijetora. Loao existe uma bijec@o de P,y em Py_g.
Segue-ze que {(m - 1) € R, corntradizendo a def-‘ihig&o dem 0O

e

(1.18) Teorema. Sejam m e n nimeros naturais. Ent3c, m<n se e somente se W

Demonstragdo. Se m<n ent¥o Pa C Ps. Segue-se, por (1.110) que WA, Como

por (L. A7), Py ¥ Pp, ent8%a m # 7. Logc & < A

Para a recipr‘oca Observemos que sem 2 nentfo P, C P e dai, por (L.41 b},

R £ m, contrariando a hipétese. O
(1.19) Teorema. Para todo numero natural n, tem-se: f < MNo.

Demonstragfo. £ imediato que i < M. provemos que i # Mo.

Admitamos, por absurdo, que exista n, € N tal que N~P,, e seja f uma
bijec¥o de N em Pp,. Portanto a restrig8o de f ao conjunto Pro+s € um bijeg¥o de
Pro+s €M Q, subconjunto de Pa,. Segue-se, por (1.4), que Ppots £ Pap @ , por (1.10),
aue no+1 < Az . Mas isto & absurdo pois contraria (1.48). 0O



(120) Definigfio. Um nimero cardinal & é chamado finito se e somente se a
= B, para algum n € N. Um nimero cardinal que nfo é finito é chamado infinito.

Observemos que, por (1.49), 8, € um niimero cardinal infinito.

(121) Definigdo. Diz-se que um conjunto A & finito se #A & finito; e infinito,
se #A & infinito. Diz-se que um conjunto A & infinito enumerdvel se #A = N,; e cme

A é enumerdvel se A & finito ou infinito enumerivel.

Os dois teoremas a seguir sfo importantes. O primeiro mostra que Mo & 0

menor nlmero cardinal infinito; e, o segundo caracteriza os nimeros cardinais
finitos.

(122) Teorema. Todo conjunto infinito admite um subconjunto  infinito

enumerivel.

Demonstragdo. Seja A um conjunto infinito. Utilizando o segundo principio

de indug¥c provaremcs que existe uma fungHo injetora f de N em A.

Sejam F a ccdeg:%o de todos os subconjuntos n¥o-vazics de A e ¢ uma Funggo

ascolha para a colecdo ¢, isto é, 9By € B para todo B € ¢.

Fagamos f(0) = g(A) logo a fungo f estd definida para n = 0. Supondo

determinados f(Q), ..., f{n-1) em A de{‘inamos

fin) = glA [ (FOY, ..., Fln-100".

A funglo f estd bem definida para cada nlémero natural n uma vez que, como

A & infinito entfo A ] {FO), ..., f(n-1)) % @ Segue-se que (A [} (FO), ..., Fn-10) €
¥F.

Vamos mostrar gue ¥ & injetora.

Dados os nimeros naturais m e n, distintos, suponhamos aque m < n. Ent8o,
como ¢ & uma fung¥o escolha, fin) € A ] (FO), ..., f(n-1)Y, ou seja, fin) € (FO), ..

fim), ... , fln-1)}. Portanto fin) # fim). O subconjunto (F(n)}nGN de A verifica a
assergdo. 0O

L
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(123} Teorema. Seja & um nimero cardinal. Ento, 2 ¢ finito se e somente se

& < M.

Demonstrag¥o. Se a € finito ent¥o a = A ¢ Mo, para algum n € N.

t . .
Para a recilproca, suponhamos, por absurdo, que a seja um némero cardinal

infinito. Seja A um conjunto tal aque #A = . Pelo teorema anterior existe um

subconjuntc B de & tal que #B = M,.

Mas de B C A segue-se, por (1.11.b), que 8, < a, contrariando a hipétese. O

Deste teorema decorre imediatamente o corolério.
(124) Coroldrio. Um nlmero cardinal a é infinito se e somente se a > M,.

O préximo passo serd a definig3o das operagBes de adig¥o, multiplicag¥o e

potenciag&o de nimeros cardinais. Antes de enuncid-las observemos gue o conjunto

AX{p} goza das propriedades
AXpr~A

sep # g entio @A X{pH[1AB X @)= 0.

Isto posto, definimos

(1.23) Definig:xo. Eejam a e b dois nimeros cardinais e A e B conjuntos tais

cue #HA = a e #E = b. A somade ae b, oproduto de a2 e b e a poténeia b-ésima de
a designadas, respectivamente, por a + b, a-b e ab, sdo definidas por:
() a+ b=#IA XN JBXUM;
(ii) &-b = #A X B);
i) a° = waB).

Note-se que se A e B s¥o conjuntos disjuntos, ento A U B~ (A X (OO U

(B X (1)) e, deste modo, (i) pode ser escrito de modo equivalente,

(iv) a + b = #A | B).
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Verifica-se, sem dificuldades, que esta definigio independe dos conjuntos A

e B egcolhidos.

Dentre as propriedades decorrentes da definig¥o citamos a associativa e a

comutativa que utilizaremos sem explicitar.

A seguir mostraremos que as operaglies de adig¥o e multiplicagSo s¥o

compativeis com a relagdo de ordem definida em (1.10).

(1.26) Teorema. Sejam a, b e ¢ ndimeros cardinais com b £ a. Ent¥o,

(i) b+c €a+ ¢
(i) be € ac.

Demwstrag:&o. Sejam A, B e C, com B C A, conjuntos tais que #A = 5, #R = b &

H#C = c.
Os itens (i) e (i) seguem-se, respectivamente, do fato de serem injetoras as

furglies f e g, de B XN {J (C X WM emA X O JE€ x(INede BEXCemA X

C, definidas por fix) = x e gl = (x. O

0 teorema (1.27) nos permitird identificar um ndmero natural n com o nimero

cardinal i. Com isto abandonaremos a notac¥o A introduzida em (1.16).

(L27) Teorema. Quaisguer gue sejam 05 ndmeros naturais m e n, tem-se:

S dmFhR=m+n

3

U m-n=m-

(i) m £ se e somente se m £ n.

Demonstrag¥o. O item (i) segue do fato de ser bijetora a fungdo f, de Paqn

em {(r0) : r € Pyl U {(s,1) 1 5 € Pp), definida por
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(x,0), se D<x<m
f) = {(x-m.i—), ge m{x<{m+n ’

0 item (i) segue da bijec¥o g, de Paa em ((r5) : r € Py, s € P,), definida por

fpl=(rs), sesm+r £p < (g +1m.

0 item (i) segue de (1.48). O

De (128) a (1.32) faremos a verificag¥c de algumas propriedades envolvendo

0s nUmeros cardinais infinitos.
(1.28) Teorema. Se a & um ndmero cardinal infinito, ent¥0 & + & = a.

Demonstrag;&c. Seja A um conjurto tal que #A = 3. Como & + & = #(A X (OD
U A X M = #A X (0,10, provemos que A X {0,1)~A.

Se #A = No ent¥o, escrevendo A = (8. en + segue-se que a furcdo f,, de A

em A X (0,43, definida por

(a; ,0) se i & par,

fa) = { (

z
;43 L) se i é impar,
Z

& bijetora.

Sa #A > N, entdo a colegdo ¢ da fungBes bijetoras f tais cgue dom(f) esta
contido em A, #dom(f)) 2 R, e im{f) = domf) x (0,13 & n¥o-vazia e parcialmente

ordenada por inclus¥o.

Procedendo de forma andloga dguela de (1.6) prova-se gue em ¥ toda cadeia

C tem um majorante dada pela func¥o g = U f, que tem por dominio U dom(f).
fec fec

Portanto, pelo Lema de Zorn, § contém um elemento maximal h cujo dominio
chamaremos de D,,.

Como h & uma fung3o bijetora de D, em D,X{0,1) temos que D, ~ Dpx{0,1).
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Verifiquemos que Dy ~ A,

Inicialmente observemos que se #A (] D)) > N. entSo, escolhemos F,

subconjunto de A [} D}, infinito enumerével.

Se u & uma bijeg¥o de F em Fx{0,1) ent¥o a fung¥o v, de D, UF em @), J F) x
{0,1), definida por

vix) = 40X se x €D,
T julx), sex €EF

é bijetora. Loao v € ¥ e verifica v D h , ¥ # h. Isto & absurdo pois contraria a

maximalidade de h em ¥. Portanto #A (] D)) € Re.
Seja H = {x),gpy um subconjunto infinito enumerivel de Dy,

Agora, se A[1 D) = (b J}:?:o ertdc a fung¥o wy, de A em D,x{0,1}, definida por
hix;), se x = b;, com 0£ign,

Wy = h(x;.,.,.}q_i), se X = X, I1€EN

o~

hix), se x € D, (1 H

é bijetora, e A ~ D,x{0,1)} ~ Dy, neste caso.

Se A(]D,=(c), e entdo a fung¥o wy, de A em Dyx{0,1), definida por
hlxg), s& ¥ = ¢, k € N,
Wz(X) = { h(x2;+1), se X = X, i € N,

hix), se x € D, N H,

& bijetora e, novamente, & ~ Dux{0,4) ~ D,. D

(129 Coroldrio. Se a é um nimero cardinal infinito e b & um numero cardinal
talaue b { s entéo a2 + b = a.

Demonstrag8o. Se 0<b<a, ent¥o por (1.26.1) e (1.28), temos afa+b<a+a=a. O
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(130 Coroldrio. Se 2 é um nimero cardinal‘infinito e b e o s¥o n&nnros:
cardinais tais que b<a e o<a ent¥o b+o<ga.

Demonstrag3o. Se a = N, o resultado ¢ imediato. Se a > M, tomamos
d=max{Ro.b,c). Ent¥o d<a e, por (1.26.1) e (1.28), temos b+c{d+d=d<s. O

(131) Teorema. Seja a um nimero cardinal infinito. Ent%o aa = a.

Demtrag:ﬁa. Seja A um conjunto com #A = &. Provemos que A ~ A X A.

Se A & infinito enumerdvel, escrevemos A = {xt‘};EN‘ A assergfo segue do

fato de ser bijetora a fung¥o fo, deWyIN em N, definidx por fur,s) = 2725 + 1) -1,

Suponhamos que $#A > No e por (122), seja B um subconjunto infinito
enumerdvel de A, Como B ~ BxXB, entfo a colegdo ¢ das bijegtﬁes f de dom(f)
em dom(f)Xdom(f), onde dom(f} estd conmtido em A e #(domE) 2 Mo & n8o-vazia e

parcialmente ordenada por inclusSo.

Prova-ze com argumentos semelhantes zos utilizados em (L.6) que em ¥ toda
cadeia ¢ tem um majorante, g = U f, cujo dominic & U dom(f).
fed fec

Segue-se, pelo Lema de Zorn, que ¥ possui um elemento maximal h cujo dominio
denotaremos por Dy.

Agora, se provarmos gue A ~ Dy, como Dy, ~ D, X Dy, a demonstragdo estard

completa. Para isto mostraremos inicialmente que
#(A ] D) < #Dy,. (1)

Verifiguemos, entfo, que a suposigdo #A [} Dy 2 #D, nos conduz a uma

contradi@gc.

De fato, desta hipdtese segue-se que existe E, contido em A {1\ Dj tal que
E ~ Dp. Segue-se que E ~ D, X E ~E X D, ~ E X E e, utilizando (1 25.iv) e (1.28),
#E = #((E)(D,,) U DpxE) U (ExE)). Logo existe uma bijec&%o u de E em (EXD,) |J (D, XE)
U ExE.

Lembrando que

DUEY X (DHUE) = (DyXDy U EXDy LJ (DyXE) | (E XE)
temos que a fung&o v, de D, U'E em Dy, {J EYX(D, |J E), definida por
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__fntx), se x € D,,
vix) = {u(x), sex €E

é bijetora. Portanto v € ¢, v D h e v % h. Isto é absurdo pois
maximalidade de h,

contraria a

De (1) e utilizando (1.29), temos: #A = #D, + #(A ) Dy = #D,,. Dai A ~ D, O

(1.32) Coroldrio. Seja & um nimero cardinal infinito e b um nimerc cardinal
tel aue 14 bgx. Entéc a.b=a.

e4able.a=z. O

Denmstragﬁo. Por (12615 e (1L.20), temos =<5

(1.33) Teorema. Sejam | um conjunto com #1 < M. e (A gp uma familia ge
conjuntos tais que #A; < M., para cads 1 € 1. Ent&%o #({JA,} £ M.
i€l

Demonstrag8o. Inicialmerte cbservemcos que | < N e que b, ~ A x{ide &; £

N, para tcdeo 1 € 1.

Portanto se & familia {A‘-}‘.Ei ¢ constituida por conjuntos dois a dois

digjurtos, ertic

Uas ~ e scun < |

Jaxay =N x1 <N x N
i€l fE] i€l

1,

T

Se existen i & § em 1, distintos, tais que A N A; ¥ B ent8o tomamos &

1'-
‘. e - e N , . 3 | . SN S
familiz (B gy definids por: By = A & B, = &; (] (L}e‘;). Seous-s& gue & familiz

(Bl.ep € constituida por conjuntos deis a dois disjuntos e
Ua:i = e ¢n x w0
Sl €l

A ascerglo segue por (130, O

Os resultados dos tecremas (1.24) e (1.38) =0 bastante corhecides,
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omitiremos sua praova.

(1.34) Teorema. Se 2 é um nlmero cardinal ent¥o a < 2°.

(1.35) NotagHo. Designaremos por I' o conjunto de todas as aplicages de N
em (0,1, Por (1.25.ii), tem-se #I = 2%, 0 ndmerc cardinal 2%° também é denctado
por ¢ e chama-se poténcia do continuo.

(1.36) Teorema. Tem-se:
(1) #Q = M,
(i) #1040 = #I0,4) = ¢

(iii) #{x € 10,4 : x & irracional) = o.

{1.37) Teorema. Sejz A um conjuntc infinito. Tem-ce:

() se n & um nimero natural n¥o-nulo e F(n) ¢ a coleg¥o dos subconjuntos de

A com n elementos, ert¥o #F(M = #A;

(i) se F & a colegdo dos subconjuntos finitos de A, ent3o #F = #A.

Demonstrag¥o. Iniciemos a prova de () tomando B = {x;3, ey subconjunto

enumerivel de & Como a fungdo f, de A em F(n), definida por

£ = (40 ¥ ¥na), S8 X=x;, com i € N
(Xg...Xp-3 X, @ X €E A[]| B,

é injetora, ent3o
#A < #F(m, ($3)

Por cutro lado a funcHo g, de F(n) em A", definida por e{{dy, .. 4a ) = (Yy,..,up)

é injetora; logo, lembrando (1.34),
#F(n) < #A" = #A. (2)
De (1) e (2) segue-se a igualdade.

Para a prova de (i) observemos que F(n) ~ Ax{n), para cada niimero natural
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n, nlo-rulo. Portanto ¢ = Uﬂn) ~AXN. Segue-se, utilizando (1.32), aque
#F =WA XN =#A. O n=t

Introduziremos a seguir os ndmeros ordinais. Observemos gue a principal
diferenga entre os nimeros cardinais e os nimeros ordinais reside no fato que a
todo conjunto estd associado um ndmero cardinal, enqguanto ndmeros ordinais est¥o

associados somente a conjuntos bem ordenados.

(1.38) Definigdo. Diz-se que um conjunto A ¢ isomorfo a um conjunto B se e

somente se uma das seguintes condigtes estiver verificada:
DA =B =g

i) A e B s¥o n¥o-vazios, totalmente orderadcs, e existe uma bijeg¥o f, de A

em B, que preserva o ordem.
Ee A é isomorfo a B escreve-se A ¥ BE. Em caso contririo, escreve-ce A Z B,

Se A e B =80 n¥c-vazics e A YR, & funclo f de (1.38.11) chama-se iscmorfismo

de ordem de A em B. £ claro aue £ ¢ um isomorfismo de ordem de B em A.

{1.39 Dbservag:&es. Quaisquer gue sejam os conjuntos 4, B e C, n¥o-vazios e

totamente ordenados, tem-se:
(8 A R A;
(b) se A X B entio B & 4;

c)se AR Be BXY C, entio A X C.
(1.40) Teorema. Se B ¢ bem ordenado e A ® B, ent¥o A é bem ordenado.

Demonstrag®o. Seja f um isomorfismo de ordem de A em Be seja D um

subconjunto nEo-vazio de A. Se m = min{fx) : x € D} entfo fim < £HFX) = x,
para tadox €D. O

(149 Teorema. Se A & um conjunto bem ordenado e f é uma fungo injetora

de A em A que preserva a ordem, entfo x £ f(x), para todo x € A.
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Demonstrag¥o. Suponhamos, por absurdo, que o conjunto B = (x € A : f(x) < X}
seja n¥o-vazio e seja x.=min B. A hipbtese acarreta que f(f(xe)) ¢ fxo). Logo fixe) €
B & f(xo) < Xo, 0 que & uma contradigfo. O

(L1 42 Teorema. Se A e B s¥o bem ordenados € A ® B entfo existe um Gnico

isomorfismo de ordem de A em B.

Demonstragdo. Admitindo que f e ¢ sejam isomorfismos de ordem de A emB

ent¥o f'og e 97 of s¥o isomorfismos de ordem de A em A. Aplicando (1.41), temos
x £ F*opx) e x < (@ ofix),
para todo x € A. Portanto fix) £ g0 e g < Ffx).Dal f=g. O

{143 Definigdo. Sejam A um conjunto bem ordenado e x um elemerto de A. O

conjunto Ay = {y € A 1y ¢ x)} é denominado segmento inicial de A determinado por x.
Se Xe=min A, entdio Ay, = 2.

{(1.44) Teorema. Seja A um conjunto bem ordenado. Ent¥o:
(i) para todo x € A, tem-se A 7% Ay;
(ii) guaisquer que sejam x e ¥ em A, se x £ Y tem-se (Ayly = Ay;

(ii1) quaisquer que sejam x e 4 em A, se Ay ¥ Ay tem-se x = y.

Demonstrag#o. Supondo gue exista x € A tal que A ® Ay, entdo f, iscmorfismo

de ordem de & em Ax,veriﬁca f{x) < %, contradizendo (1.441). Istoc prova (i).

0 item (1) & imediato.

Para a prova de (iii) supomos, por absurdo, que x # u. Admitindo-se x <y

temos, por (i), que Ay ® Ay = (Ayly, contradizerndo (). 0O

(145} Teorema. Sejam 4 e B conjuntos bem ordenados com A ¥ B. Se f &

isomorfismo de ordem de A em B ent8o, para todo x em A, tem-se:
1) FlAY) = BF(x)‘

D) Ax % By
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Demonstraclo. Para 2 prova de (i) seja z € Ax. Logo z < x e dal f(2) ¢ f(x),
mostrando que f(Ay) C Bp(y)-

Para verificarmos a igualdade tomemos w € Bf‘(x)' Logo w < f(x) e dal £ w) &

x. Portanto f7'w) € Ay e, desta relag&o, segue-se que w € f(Ay).

0O item (i) é imediato. 0O

(1.46) Definig8o. Sejam A e B conjuntos bem ordenados. Diz-se que A { B se

e somente se A X B ou A = Bg, para algum 4 € B. Diz-se aue A < Bse A <BeAl?
B. '

Como @ % By, onde 4 = min B, ent¥c completa-se & definig&o colocando @ <

E, para todo conjunta B bem crdernado.

(147 Observaclies. (a) De acordo com (144 i) o elemerto y de B tal que A %

By na defini¢c¥o acima, & Gnico.

() Se A & um conjurto bem ordenado ert¥o, guaisguer que sejam X & 4 em A,

tem-se Ay ¢ Ay e e somente se x € u.
% % Py

(148) Teorema. Quaisguer que sejam os conjuntos A, B e C, bem orderados,

tem-se:

(i)seASBeESA,ent&'oA“

o

(ilse A {Eek ¢ C entéic & ¢

X,
o

Ui A ¢ BoUE ¢ A,

Demonstraglio. Fara z prova de () mostremos que r¥c ccorre A < Be B < A.

De fato, se tal cocorresse ert8c A % By € B % Ay, para algum g em B & aloum x em A.
Designando por f o isomorfismo de ordem de B em Ay, teriamos, lembrando
(L4510 e (1.44i0), AR By ® (AX)F(Q) = Af.(y), contrariando (1.44.4).
No item (ii) se A ® B ou B ¥ C ent¥o a conclus¥o & imediata.

Ee existem y € Bex € Ctaisaue AXBye B X Cz, & se ¢ é 0 isomorfismo

de ordem de B em C, entéo A % By ® (Cz)Q(H) = Cg(g)‘

Para a prova do item (iif) observemos aque para A = @ ocu B = @ a concluslc
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Sunohhamos_qul__a @ B sejam n¥o-vazios e seja ¥ a coleg¥o dos isomorfismos
de ordem cujo dominio & o conjunto A ou um segmento inicial determinado por um
dos seus elementos e cuja imagem é o conjunto B ou um seamento inicial
determinado por um dos seus elementos. E imediato que ¥ & n8o-vazia e

parcialmente ordenada por inclus¥o.

Verifica-se, utilizando-se de procedimentos andlogos dqueles de (1.6), que em
¥ toda cadeia C tem um majorante dado por g = U f, o qual & um isomorfismo de
fed

ordem definido em U dom{f) & com imagem em U im(F).
fFec fec
Segue-se, pelo Lema de Zorn, que ¥ admite um elemerto maximal que

chamaremos de h.

Agora, se mostrarmos que domth) = A ou im(P) = B, a prova estard completa.

Seja damlh) # A. Admitamos que existam x, em A 2, por absurdo, 4, em B, tais

que domh) = Ay, e imlh) = By,.

e xy = min{x € A : xo < x), quando Ay, |J (%) # A, @ ui=min{ld € B : w, < w),

quando By, U {uo) # B entSo a funglo v, definida em A ou em Ay,, dada por

& um isomorfizsmo de ordem cuja imagem ¢ B ou By, . Portanto v € § , v Dhevzh

Isto contradiz a maximalidade de h. Segue-se, ert3o, aue imik) = B. O

(L.49) Def‘inig.:go. A cada conjunto A, bem ordenado. esta associado um
simbolo, denominado ndmerc ordinal de A denotado por ord(A), satisfazendo a
seguinte condigdo : ordlA) = ordP) se e somente se A ® B. Estende-ze = deFini@‘éo

ao conjunto vazio desianando seu ndmero ordinal por ord(@).

Usualmente utilizaremos letras gregas minlsculas para designar o ndmero

ordinal de um conjurito.

(150} DefinigBes. Dados os nimeros ordinais « e @, distintos de ord(@),

sejam A & B conjuntos bem ordenados tais que ord(A) = a e ord(B) = 8. Diz-se aue
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aSﬁ(abmenorquemouqueﬁ2¢(ﬁ&m&iorqu¢a)sgesomenteseA5B.Diz~
se que & < 8 ou 8 > « (respectivamente, « estritamenta mernor que 8 e 8

estritamente maior que «) se @ somente se A < B. Estende-se a definig¥c para « =
ord(@) tomando A = @.

Verifica-sesem dificuldade, que as definigBes independem dos conjuntos A e
B escolhidos.

(LS54 Observagles. (a) A relagdo £ é de ordem total em qualquer conjunto

de numeros ordinais, isto &, sendo «, 8 e Y nimeros ordinais tem-se:
@ a £ a;
ibsea fef £aentiica =8
iVsea {feB s Tentéioa £77;
) e < Bou B € a.
(b} Para todo ndmero ordinal «, tem-se ord(® < «.

(¢} Para todo ndmero ordinal g dencta-se por Pe = {a& : « & um nimero

ordinal, @ < 8. E claro que Pordtgy = @ 8@ aue « £ B se e somente se Py C Pg.

(1.52) Teorema. Seja ¢ um nimero ordinal. Tem-se:
i) se ¢ # ord(®) ent¥o Py é bem ordenado;

(i) ord(Py) = .

Demonstrag¥o. Para a prova de (i) seja B um conjunto bem ordenado tal que

ordiB) = ¢ e, para cada a em Py, « # ord(@®), seja Alw) um ccznjuhto bem ordenado com

ordiAa) = ¢. Se & = ordld®) tomamos Al = @,

Segue-se gue, para todo a em Py, Ala) < B e, por (1.47.3), existe um Gnico Xx

em E tal que Ala) ¥ By, Portanto estd bem definida a fung3o f, de P, em B, dada
por fla) = X«.

Provemos que f & um isomorfismo de ordem.

Dados @y @ a; em Py, com a; < ap, temos que Ala;) < Alay). Dal Bxy . < Bxuz e,
lembrando (1.47.b), x« 1 € Xouz. Por outro lado, dadoy € B, se 7 = ordBy) entdo AT ®
By e flord(By) = y, mostrando que f é sobrejetora.



Segue-se que Py * B e, de acordo com (1.40), Py ¢ bem ordenado.

O item (i) é trivial. O

(153). Coroldrio. Seja a um ndmero cardinal. Ent¥o existem um nlmero

ordinal o tal que #Py = 3.

Demonstragdo. Se a = 0, tomamos « = ord(®). Se 2 ¥ 0 escolhemos um

conjunto A, bem ordenado, tal que #A = z.

Seja a = ordA). Ent¥o, por (1.52.ii), A ® Py. Dai A ~ Px. O
(1 54) Teorema. Todo conjunto de ndmeros ordinais é bem ordenado.

Demonstrag;&o. Seja P um conjunto de ndmeros ordinais e A um subconiunto
ndoc-vazio de P.

Se Y é um elemento de A tal que 7 £ @, para todo o € A, ent3o T = min A; se
existe S emAtalque B ¢ Ytomamos B ={§ €A : 8 < 2.

Como B C Py, & este é bem ordenado, segue-se gue B é bem ordenado.

Portanto § = min B =min A, 0O

(155 Teorema. Os nimeros ordinais n¥o formam um conjunto.

Demonstragdo. Suponhamos que L seja o conjunto dos nimeros ordinais.

Ent¥o, por (1.54), L é bem ordenado. Segue-se gue ordl) € L e, por (152.ii), L ®

Pord(L) = Lor‘d(L)' contradizendo (1445, O

(1.56) Coroldrio. Seja A um conjunto n3o-vazio de nimeros ordinais. Ent3o

existe um ndmero ordinal 7 tal que a@ < 7Y, para todo « € A.

Demonstrag¥o. Supondo gque para cada ndmero ordinal £ exista um némero

ordinal « em A tal que 8 £ «, entfo ( U Pm) U A é o conjunto dos nlimeros ordinais.
aEA



Isto contraria ({5%. 0O

(157 Coroldrio. Qualgquer que seja o nimero ordinal a existe um nrdmero
ordinal 8 tal que ¢ < 8.

A  seauir definiremos a soma e o produto de nimeros ordinaisfaremos a

identificag¥o dos numeros naturais com os ndmeros ordinais estritamente menores
que ord(N).

Inicialmente observamos que

(1.38) Observaglies. (2) Se A e B s8o conjuntos disjurtos e bem ordenados
ent¥o A |J B é bem ordenado pela relag¥o £ definida por x £ Y se & somente se uma

das seguintes condigBes & valida:
Hyx €A,y €EAgx ﬁg(emé),_pu
i) x €EBy€Bex {yemB), ou
i) x €A ey €B.

(b} Se A e B s¥o conjuntos bem ordenados ent8o AXBE & bem ordenado pela

relagdo g definida por (xg,4)) € (Xp4) se € somente se uma das seguintes condigbes
& vélida:

(&) 9y < Yy OU

) se y; = yp ent8o x; € xs.

(139 Definigles. Eejam o e £ nlmeros ordinais distintos de ordi@). A soma

e o produto dos nimeros ordinais a e £ s¥o definidas, respectivamente, por:

B a + B8 = ordlA U B}, onde A e B s3o conjuntos disjuntos, bem ordenados,
tais que ord(d) = a, ord(B) = B e A U B é ordenado como em (1.58.a).

U « . 8 = ordlA X B), onde A & B s3%oc conjurtos bem ordenados taic que
ordlA) = o, ordB) = 8 e A X B & ordenado como em (1 .58 b).

Completa-se a definig8o colocando-se

&+ ordi@ = ordié) + & = &

o .. ordl@® = ordl@® . ¢ = ord(®),
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para cada nimero ordinal «.

Verifica-se que estas defini¢ties indepandem dos conjuntos bem ordenados A

(160} Notaglies. Designaremos por w® o ndmeroc ordinal do conjunto

dos ndmeros naturais, com a ordem habitual. Seéue-se, por (£.52.1i), que N R Py,

Relembrande que Pp = (k € N : k < n) (veja 1.16), denctaremos por 7= ordPq).

Como Pp < N, segue, por (150} que n € Py.

{161} Teorema. Quaisquer gque sejam m & n NUmeros naturais, tem-se:
(WM ¥ n=mn+~5
(ndxm . n=m.n;

(iild m £ n se e scmente se / < A.

Demonstragdo. As asserglies s¥o triviasisse m=0oun =0,

Admitamos m e n n8o-nulos e seja B={s €N :m {5 < m+ n. Ent¥o P, U B

= Pyep € dai
ord(Py | BY = M¥ T (4
Por outro lado B * P,. Logo, por (1.55.4),
ordPg |J BY = 7 + 7. @
De (1) e (2) segue-se a igualdade , provando (i).

Para a prova de (i) notemcs que

R

ordPy X Pn) = § . <)

A fungdo f, do conjunto Pen em Pa X Pp, com & relagdo de ordem dada em
(1.58.b), e definida por

fFpyz(rs)ee sm+r §p < {s+iim

é um isomorfismo de ordem. Logo
ordPy X Pp) = F . A. 4)

De (3) e (4) segue-se a igualdade.
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Na prova de (iii) & imediato que se m € n ent¥o € &. A reciproca segue
de :sefm {Rentfo Py CP,. O

Assim cada numero natural é idéntico a um nimeroc ordinal de P..
Utilizaremos os nimeros naturais indistintamente como nimeros cardinais finitos

ou ndmeros ordinais de Py.

(1 62) Definig¥o. Um ndmero ordinal « & chamado finito se e somente se & <

w; & chamado transfinito se e somente se « 2 w.

0 prdximo teorema mostra a exist@ncia de um Gnico ndmero ordinal, que

denctaremos por () em todo este tratalho, satisfazendo as condigles do teorema

(163 Teorema. Existe um Unico rdmero ordinal ) cue satisfaz as sequintes

condigties:
i) Py & n¥o-enumerivel;
(1) para todo o em Fp tem-se que Po & enumerdvel;

(11D gualguer oue seja D, subconjunto enumerdvel de Fp, existe § em Fg tal

que « < & para todo « em D.

Demonstr‘agga. Lembrando (L.45), (L53r e (154) sejam Niy=miniaz & & um
nimero cardinal, Mo < 2) e N=min{e : & ¢ um nimero ordinal, #F, = ®,Y. Logo W é

]

vilida.

Se a < ), tem-se Py C P, Dal, por (1.14 b & pela definig8o de O, #FPy < Ny,
provandao (i1,
Para a prova de (i zeja € = (| | Po) U D Entc E C Py e por (123, E&
« €D
enumerdvel. Segue-se, como P, ¢ n¥o-enumerdvel, que F, N E' & n¥o-vazio.

Escolhendo & em P, O E' n%o podemos ter & £ ao, para aloum oo em D senSo § € E.

Portanto § > «, para tode « € D.

Fara verificarmos a unicidade consideremos {; um nimero ordinal gque

verifica ()-(iii). £ claro que Ny 2 0. Agora, se Ny > 0 ent¥o, por i), P, é
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enumerdvel, contradizendo (1). 0O

Encerrando este pardgrafo introduziremos os conceitos de ndmero ordinal
sucessor, numero ordinal limite e ressaltaremos outras propriedades do ndmero
ordinal i, gue nos serdo Uteis.

{164 Definig¥o. Sejam «& e § nimeros ordinais. Diz-se que § é um sucessor
de o se e somente se 8 = & + 4. Se £ nY¥o & o sucessor de nenhum niimero ordinal

diz-se que 8 & um nimero ordinal limite.

(163) Teorema. GSejam & e B nimeros ordinais. Se £ & um sucessor de &

ert8oc 8 > «.

Demonstragdo. A assergd3o é trivial se a = 0.

Suponhamos « # 0. Seja A um conjuntoc bem ordenado, com ord(d) = «, e seja &
um elementc tal gue @ € A. O conjurto A U (3} é bem ordenado pela relag8c de

ordem dada em (1.58.5). Segue-se que A < A U (3} &, por (1 50), que

o =ordd) Cordld U =a+ 1 =280

{1.66) Exemplos. 0 & v s3¥o ndmeros ordinais limites.

’ . ¢
De fato se 0 fosse o sucessor de algum ndmero ordinal «, teriamos, pelo

teorema anterior, gue 0 > ®y, cortrariando (45410,

Da mesma forma se existisse um ndmero ordinal a, tal gue oy + L = w entdo,
. t
pelo teorema anterior, ¢; < w. Segue-se gue «; & um nimero natural e dal w = @y +

i & um nimero natural. Loogo w € Py o0 que & absurdo.

(167) Teorema. Sejam & e B numeros ordinais tais que « <R Lo+ i EntSo

B=a + 1.

Demonstrag¥o. Seja B um conjuntc bem ordenado tal que ord®) = 8. Como @ <
8 entdo, por (1.50) e (1.46), existe y € B tal que ord(By) = a.



O conjunto By U (W) é bem ordenado pela relagfo de ordem dada em (1.58.2).
Logo, por (L59.4), & + 1 = ord(By U uh.

Por outro lado a relag¥o de ordem acima é a restrigdo da boa ordem de B ao

conjunto By {J €w). Portanto, com a relag¥o de ordem do conjunto B,
ordBy U W) = & + & €y

Agora se By {J (4} = B ent%o ord(By |J (u» = 8. Este resultado, juntamente
com (1), verifica a assercg¥o.

Se By U (¥ # B tomamos z = minfx € B : u < x). Ent8o By U = B; e dal
ord(By U (w < ord® < 8. Este resultado, (1) e a hipbtese 8 € @ + & nos conduzem,
utilizando (154 a), &4 jogualdade g =a + 4. O

O coroldrio a seauir mostra a unicidade do sucessor de um nlmero ordinal.

(168) Corolédrio. Se £ e Y s¥o sucessores de um nimero ordinal & entdo £ =

Alertamos o leitor gue na prova do item (i) do préximo teorema, utilizamos a

propriedade associativa da adig¥o de nimeros ordmaxs\gnao se encontra incluida no

texto.

(169 Teorema. Tem-se:
I O & um nlmero ordinal limite.

(i) Para todo o em P, existe um ndmero ordinal limite 8 em P, tal que 8 >

(i) O conjunto A = {7 € Py : 7 & um nimero ordinal limite) & nY¥o-enumerivel.

Demonstragdo. Provamos (i) supondo que I seja um nimeroc ordinal sucessor.

Logo & = §i; + 4, por (4165, O > O,. Ent¥o, de acordo com(i.63.ii), Fn, ¢ enumerdvel
e dai P, é enumerdvel o que é absurdo.

Para a prova de (ii} admitamos, por absurdo, que exista um nimero ordinal §,

em Py tal que 8, 2 «, qualguer que seja o ndmero ordinal limite o.
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Seja D = (83 €EPg; 6p = 8§, + N, n € N). Mostremos que
D = Py N Pg,. (€}

A inclusdo D C Py N P, segue-se da verificag¥o, por indug¥o scbre n, que
8n 2 8, para todo nimero natural n.

Agora, se Pp N Pg, N D' & n¥o-vazio escolhemos § =min{f EP, : € € Py N
Py, N DY, ~ | i
Be §; < ¢ £ 8o+ L ent8o, por (LED, § =68 + L 0 aque é uma contradig8o. Logo

€ > 8 + 1. Mas § é um nlmero ordinal sucessor, logo existe ¢; € P, tal que ¢ = ¢,
+ 1.

Se ¢ < 8§ ent¥o, lembrando (167, § = ¢ + 1 < 8, novamente uma
contradigo. Ent¥o ¢; > 8, e, pela escolha de ¢, £ = 8 + m para alaum ndmero

natural m. Segue-se cue § = 8, + (M+4) o gue & absurdo. Portanto P, N Pso ND =
@ e (1) é véilida.

Segue-se, observande (1), que Py = Peo U D e, como Py, e D s8o enumeriveis,

entfo Py & enumerdvel contradizendo (1 €3.1).

Quanto ao item (iii), se A fosse enumerdvel ent8o, por (L.63.iii) existiria § em

Pp tal aue o € 8, para todo a em A, contradizendo (ii). 0



§2. Um Teorema Tipo-Ramsey

O teorema tipo-Ramsed gque apresentamos em (2.12) é relevante n%o somente

pela sua utilizagdo na prova do tecrema fundamental no §5, mas pelc resultado em

si.

£ importante citarmos que os autores do texto, que nos serve de guia, no
demonstram este teorema, porém revelam, de forma bastante clara, o caminho a ser
seguido para a verdadeira prova. Esta indicag8o nos permite sugerir ao leitor a
técnica a ser utilizada na demonstragfo dos teocremas (Z.11) e (2.42), o que faremos

antes de enuncid-los.

(2.1 De{-‘iniggo. Sejam X um conjunto n¥o-vazio e ¥ uma colec8o de

subconjuntos de X. Diz-se gue % é um ultrafiltro sobre X, se e somente se estin

satisfeitas as seguintes condigBes:

(1) para todo subconjunto A de X tem-ze que somente uma das relaglies A €
¥ ou A' € 3% & verdadeira;

(ii) se A € % e B & um subconjunto de X gue contém A, ent¥o B € ;

(ii) quaisquer gue sejam A @ B em % tem-se que A [} B € %.

(22) ObservagBes. S¥o consequéncias da definig¥o:
(&) % & n¥o-vazia;

)X €He ol



@2.3) Teorema. Sejam § = (A, uma familia nfio-vazia de subconjuntos de X
e ¥ um ultrafiliro scbre X. Se '

W | Jaew §
€L 3
(i) 8 € 5, para toda subcoleg¥o 8 de 3 com #8 = #L, ent¥o existe um X,

em L, tal que Ay, € %.

Se os elementos de ¥ s¥o .dois a dois disjuntos ent¥o este le & Unico.

Demonstragdo. A conclus8o é Obvia para #L = i. Admitamos gue #L > i e
suponhamos, por absurdo que A, € ¥ para todo N\ € L. Portanto, por (2.1.1), A}, € 3

para todo X € L e aplicando (i), { [ Ja) = [)AL € %. Este resultado e (0
contradizem (2.1.1). L 2L

A asserg¥o restante é imediata. O

No raestante do pardgrafo utilizamos as seauintes notagdes.

(Z.4) Notaglies. Qualquer que seja o conjunto X, indicamos por S(X), a coleg¥o
de todos os subconjuntos finitos de X; e, por Sa(X), a coleg¥o de todos os

subconjuntos de X com n elementos.

Z.35) Notaglles. Sejam X e L conjuntos n¥o-vazios, ¥ um ultrafiltro sobre X, f

uma fung¥o de SOO em L, n um ndmero natural n¥o-nulo e r um elemento de L.
(&) Be n=1, designaremos: ASL) = (z € X : (2D = r}
b)Y Se n > 1exy..%-; 50 elementos distintos de X, entlo designaremas:
@ AT Xy X)) = (2 EX 12 # x; = 4,000, FUXg. XpeppZD) = £

(i) AF(xy,.xa) = (2 € X 12z # x; (i = 4,..,m), AP (nixy,.. xe2) € 3,

para todo O<m<n-4, &

(iii) AR = (z € X : Afmz) € ).

Utilizando estasnotaglies provamos gue se f é uma fung3o de SX) em L e % é
um ultrafiltro sobre X, constitulde por subconjuntos de X com infinitos elementos,

tal que (2.3.ii) esteja satisfeita ento, para cada ndmero natural n n¥o-nulo, existe
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um Unico elemento r de L, dependente de n, tal que Af(n) € %.

Antes, porém, precisamos de dois resultados auxiliares.

(2.6) Teorema. Sejam X, L, f e % como em (25 e suponha que
M

() Mo € #A, para todo A € %,
i) 8 € %, para toda subcoleg&oede 3 com #8 = #L.

Se n é um numero natural maior gue i ent¥o para cada {ay,...a,-;) € Sp-1(X} existe

um dnico r € L tal que AR Ynay,...8a-) € 5.

Demonstrag¥o. Seja  {ay,...8,-1) € Spy(). E imediato que a° familia
(A Y ma tBa-Npg € n¥o-vazia e constituida por conjuntos dois a dois disjuntos.
Se mostrarmos gue ela satisfaz (2.3.1), a conclus%o seguird por (Z.3).

E clar*éo que

U A My, apmp) C Uay,. 3. W
reb

For outro lado, se z € ({ay,...85-1)Y ent¥o (ay,...3,-1,2) € SaX). Logo como

f{ay,...8p-0,2¥ = rp para algum r, €L, entfo z € A?;i(n;a 1ersBpyl} € dal
1 1

(Cagaan- C ) AF Mniay,.an-y). @)
rel

De (1) e (2) s=ogue-se a igualdade.

Consultandc a hipétese () e (2.1.i) conclulmos que UA?“(n;ai,...,an_L) € K,
verificando (Z.3.10). 0O reL

(2.7} Teorema. CSejam X, L, f e % como em (Z€). Se n > 2 & um nUmero natural
ent¥o, para cada nimero natural k com O<k<n-1 e para cada {a,...3;2 € S,(X) existe

um dnico r € L tal que A¥(nay,...a) € %.

Demonstragfo. Verificaremos a asserg¥o para k = n-2. A prova para os

demais valores de k, em ordem decrescente did-se de forma andloga.

Decorre de (26) que .a familia (A7 %(may,..8s-20,g € constituida por
caonjuntos n¥o-vazios e dois & dois disjuntos.
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Mostremos que g A’p’"(n;u,...,a,,-,) = (ay,..8,-2). Dal a hipdtese ) @ (240
reb

acarretam que gAﬂ'z(n;a;,...,a,,-g) € K, verificando (2.3.1).
rek

A inclus$o

U A Eniay, . ap-2) C (ay,...apg) W
rel

é imediata.

Por outro lado, se z € ({ay,...,a,-2) entdo (ay,...ap-22) € Sp. (X
Segue-se, pelo teorema anterior, que existe um Unico ry € L tal que

- - <
AT Y ey, 822 € %. Portanto z € A7y Amay,. . 3,-2) € dal

€ay.ap-z C | a7 2nay,. .ap-p (@
rgL
De (L) & (2) temos a igualdade. 0

£8) Teorema. Sejam X, L, f e ¥ como em (ZE€). Ento., para cada ndumero

natural n¥o-rulo n, existe um Unico r € L tal que AR € %.

: . e
Demonstragdo. Como nos teoremas anteriores provemos aque as familias

{A?(i)},(-:-t_ e {A?(n)}reu para n » 1, s%o0 constituidas por elementos dois a dois

disjuntos gue satisfazem (2.2.1). A concluso seguird por (2.3).

L . 1.
Inicialmente suponhamos n=1. £ ficil ver aue 3 familia €A?(L‘O, €L &

constituida por dois a dois disjuntoz e que U AN1) = X € %, verificando (Z.3.1).

re b
Seja n > L. Mostremos que os elementos da familia {A?(n)}( €L sdo dois a dois

disjuntos. De falo se r e s s%o elementos distintos de L e v € A%n) 1 AZm) ent%o

Armu) € % e Aé(n;u) € X, contrariando 2&)lse n=2,¢e 27),sen > 2.

Agora utilizando (26), se n = 2, e 27, se n > 2, temos que U Alny = X € %,

novamente verificando (2.3.4). 0 r€L

(Z2.9) Observag8o. 0 teorema (2.8) define uma funglo s de N em L de modo aue,
para cada numero natural n tenhamos Ag(n)(n) € 4.

Faremos Ag «n) = A, para simplificar a notagdo.



O comentério que segue visa tornarem mais olaras as idéias que regem as
provee dos tecremas (2.10) e (2.12).

Grosseiramente falando verémos que se X & um conjunto n¥o-enumerivel, a é

um nimero cardinal menor que #X e estritamente maior que N, e f & uma funglo de

SX) em L onde #L < a, ent¥o & possivel determinar, verificadas as demais

hipbteses, um subconjunto 0 de X cuja cardinalidade ¢ 3, tal que, para cada ndmero

natural n n¥o-nulo, a r*éstr‘igzo da fung¥o f ao conjunto S, é constante.

Suponhamos aque esteja definido sobre X um ultrafiltro %, fechado para a

interseg¥o de toda familia com menos de a elementos e tal que cada um dos seus

elementos seja nEo-enumerivel.

claro que B =

Com estas hipbteses tomamos a sequéncia {A:(n)}:-_-g de elementos de %. E

,(n) € ¥. Escolhends xo em B temos:

n:

fli{xed) = r(1)

A:(R)(n;xa) € ¥, paratodon 22

¥

Novamente as hipbteses scbre ¥ acarretam aque B () mAj(n)(n,xo) € %.

Escolhendo x; nessa intersegHo, seguem:

OGN = L)

f((:(o-, XL}) =

e para todon 22 e n 2 3, respectivamente,

e,

A pnixs) EXe A% mixo, xg) € .

Agora teremos

n=2

*)

(k%)

BN {’ VAknize) ﬂAr(n)(n,x 2N ﬂA,(r)(n,x,,, Xy € %,

n=2 R=3

A escolha de x; nessa interseglo acarreta
fFi{x2) = (1),
Fllxoxzd) = FLxg X3 = #l2),

FULXoX X = #(2)

’(n)(ﬂ,Xg) € ¥, para todo n 2 2,

Af(a)(n;x,,xz) €EXe Af(a)(n;xz.xl) € %, para todon 2 3

(%)

K¥)

(k%¥)



Aj(niXeXyXg) € %, para todo n 2 4.

Mais uma vez das hipéteses: BN ﬁA:(n)(n;xo) 0 ﬁﬁ:(,)("ixx) N ﬁA:(n)(n;xz)
T R £23 ) =3 a=32

N [ \AZnixexy N QAf(R)(n;xe,xz) N ﬁﬁftﬂ)(n;x 1% N [ A% nixeixsixg) € %.
=32 = n=3 ﬁ=4

Escolhendo x3 nessa intersecg¥o, vem:

F{{xgd) = O (¥)

fl{xexad) = F(Cx,,x;,}) = fl{xp,xz}) = r(2), (%)
FllxoX 3 Xzl = Fllxe, Xz Xgd) = FIUX X2.%X3)) = #(8) (E¥%)
FlX0,X1,X2:Xa3) = r(4) (KEX¥)

€,

Aﬁ(h)(n;xg) € W, para todo n 2 2,
Af(a)(n}Xo,Xg) £ 3, Af(n)(n;x 1Xa) € %, Af(n)(n;xg,xs) € ¥, para todo n > 3,
Af(&}(n;x‘-,,x 1Xg) € U8, Af(h){DQXQ,XQ,X(,) € %, Afcﬁ)(n;xi,xi,xa) € ¥, para todo n 2 4,
A:(R)(n;xa,x,_,xg,xc,) € ¥, para todo n 2 5.

e o leitor tiver a generosa pacifncia de fazer o passo seguinte, isto &,

determinar x4, obtersd relaglies andlogas a (X), (¥¥), (¥¥¥) e (X¥¥¥) para subconjuntos

de (XeX 1, XeXaXed

Finalmente salientamos que, nas relagBes acima, efetuandc as combinagHes

simples doe elementos determinados, veremos gue

Aicm‘”?xosy-wxa‘-) E% para i {i<n-1

€ aue o elemento seguinte pertence & todos esses corduntos.

Com isso acreditamos estar aptos para a prova dos teoremas.

Ainda uma observagfo.

2.10 Observagdo. Na prova de (2.11) utilizamos a colegdc de conjuntos Cn,i)

cuja definigdo daremos a seguir. Solicitamos a atengdo do leitor, em particular,
para a sua cardinalidade.

Seja 0 2 4 um numero ordinal e suponhamos que a cada ndmero ordinal £ em

Pp esteja associado um elemento x¢ em X. Se, dados os ndmeros naturais ne i, com



n22 e i £i < minln-L8Py, tivermos

Al (nixe..axg) € %, para todo (€,,...£) € SAP),

ent¥o designaremos por C(n;i) o subconjunto de % constituide por tais elementos.

E imediato que Clmi) é finito quando P, & finito e que, por (1.37.1), #Cn;D) =
#P; quando Py é infinito.

(2.11) Teorema. Sejam X um conjunto e ¥ um nimero ordinal tais que N, < #Pg
< #X. Sejam L um conjunto n¥o-vazio com #L < #P, e f uma fungo de SX) em L.

Suponhamos que #Pg < #Py, para todo € € Py, € que % seja um ultrafiltro sobre X

satisfazendo:
(i) B £ #A, para todo A € K;

(6 3)) m 8 € ¥, para toda subcolegcdo & de ¥ com #8 < #P,.
EntZo, para cada § em Py, existe um elemento x5 de X tal que x; € Af(n), para todo
numero natural n 2 1 e, sendo Q@ = (xaf « € Fgl, para todo B 2 4, temos: quaisquer
que sejam os numeros naturais ne icomn 22 e 1 i ¢ min{n-1#Pz) e qualquer
que seja (xg,...xg, 3 € SAQLEN,

Uiy AL mixe,..xg ) € B,

() xp € AL Mg, X))

P
Z

Demonstrag¥o. A prova serd efetuada utilizando o principio da induc¥o
transfinita.

As hipbéteses permitem aplicar (2.8). Assim, observando (i),

& 3
B = QA’(") € %,
n=

Seja ¢ uma fung8c escolha para X e seja xo = g(B). £ claro aue X, € Af( A)

para todo nimero natural n 2 1, e lembrando (25.b.iil),
Af( n)(n;xo) € X, paratodo n > 2.
Tomando QL) = {x¢), o item (iii) estd verificado para 8 = 1.
.. A b4 {
Novamente por (ii), }’]A,(R)(”ixﬂ) € ¥ e dal
n=2
1
C=B[ QA,(',)(n;xo) € %.
B=

A escolha de x; = 9(C) acarreta que x; € Af(h), para todo nimero natural n >1,



@ que x; verifica (v). Isto completa a prova no caso 8 = 4.

Seja 0 2 2 @ suponhamos que para cada € em P, sajam conhecidos x¢ & QUE)
verificando as conclusles do teorema. Determinemos x, & mostremos que xp e Qo)
também satisfazem essas afirmagBes.

Para cada € em Pp, temos que x; € B. Logo

A:(R)(n;xg) € %, para todo n 2 2,
verificando (iii) para i = 1.

Eejam n e 1 nlmeros naturais taisquen 22e 2 <i < min{n-1,#Py). Se, para
todo (€y,..63 € B5iPp), admitirmos aue €; = max(€y,...€2 ent¥o €; > i-1 e (Xg s Xg, 3
C QUE). Portanto #Pg, > #P,_( = i-1 e, como { £ i-1 £ min(n-2, #P¢ ), ent8o x¢, €

A:;(:)(R}Xg geXg_ ) € dai Aicn)(n;xg peXg) € W, encerrande & prova de (iid).
De (iii), lembrandco (2.10) e (i1), segue-ze que

Newd € %,

para cada ndmero natural n 2 2 e cada 1 € i € minin-1,#P,).

Fazendo i assumir todos os valores de { a j, j = minln-1,#P.} temos, por (i),

Quie

ﬁ( Clmi) € %%

=1

D= ﬁ ﬁﬂc(n;n € 5.

n=2 ;=41

e, deste resultado,

Agora, aplicando (2.1.ii) temos que B [ D € %. Tomando xp = 9B D) & fécil
verificar que  as condiglies do teorema est@c satisfeitas para 0. Fica assim

provado o teorema. 0O

0 particular teorema tipo-Ramszey a seguir nos auxiliard na prova de (5.43)

gue & o resultado fundamental do §5. Ele tem, no entanto, interesse pelo resultado

em =i.

(2.42) Teorema. Sejam X um conjunto € a um ndmero cardinal, tais qua N, < a
< #X. Sejam L um conjunto n¥o-vazio com #L < & & f uma fungdo de 5(X) em L. Seja #

um ultrafiltro sobre X tal aque
(i) Mo £ #A, para todo A € K,

(ii) n}: € %, para toda subcolegdo & de % tal que #8 < a.
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Entiic existe um subconjunto Q de X tal que

(iid) #Q = a

(iv) a restrig3o de f & parte Sa(Q) é constante para cada nimero natural n

n¥o-nula.

Demonstragdo. Recordando (4.53) e (154) seja ¢ = min{Y : 7 é ndmero
ordinal , #Fy = a). Est¥o satisfeitas as hipbteses de (2.14). Ent¥o, para cada a €

Fe: seja x« como 14 definido.
SEjB Q = (Xa}“epp.

Dados 8; e Bz em Py, distintos, suponhamos que B;<8;. Por (2.11.iv), Xg, €
A,‘<3)(3;x,31). Lembrando (23.ii), vem aque x5, # Xz,. Isto mostra aue #3 = #Pp = g

provando (iii),

-4

Agors, de xg € A

y para todo rimero natural n 2 1 e todo 8 € Pe, segue-se

aue xg € Af( 4)- Istc acarreta gue filxg) = r(1) verificando (v) para n = 1.

Seja n 2 Z. Entdo, aplicando (2.11.4v) para todo {xgz,,..Xg,} € S#{Q) e admitindo

que £n = max{fy,...Ea), vem x¢, € A:(:f)(”3x€x"'-'x€n-x)' Portanto filxg,..xg,» = r(n). O



& 3. O teorema de Lusin para espagos com medida de Radon finita

A definigdo da medida de Radon (finita) que apresentaremos encontra-se em
[R.42). Neste pardarafo provaremos o teorema de Lusin para estes espagos e ©

utilizaremos na prova de (7.2). Seu corolario serd (til em (6.19).

(3.1 Definigdo. Seja (X,A,M) um espago com medida finita e seja (X9 um
espago topolbaico de Hausdorff. A medida i & chamada medida de Radon se e

somente se satisfaz as seguintes condigfes:
DT C 4,

{ii) para cada elementc A de A tem-se que:

A = =suplud) 1 K C A, K compactorl.

A gquadrdpla (X,A4,9) chama-se espaco com medida de Radon finita.

32 Exemplo. Mostraremos gue no espago com medids ¢ Fas#,0), dade no
apéndice A, a medida ¢ n¥o & de Radon.

£ claro que YPn = 1. Provemos que

sup({K) : K C Pp, K compacto} = 0.

De fato, seja K um subconjunto de Py, compacto. Como, por (A2 id), Fpm & um
espago de Hausdorff entfo s = sup K € Pj,. Portanto, por (1.63.id), Fg & enumerivel.
Mas K C Pg |J €5, logo K & enumeravel e dai ¥(K) = 0.
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A vers¥o do teorema de Lusin que apresentaremos ¢ semelhante fquela de
[R.21.

(3.3) Teorema. Sejam (X, A.4.F) um espago com medidz de Radon finita e £ uma
fungdo de X em R, A-mensurivel. Ent¥o, dados um elemento A, n¥o-vazio de A, e um

numero real ¢ > 0, existe K, subconjunto de A, satisfazendo:
(i) K & compacto,
U A N KY < e,

(iii) a restrig¥o da fung¥o f ao conjunto K é continua.

Demonstrag®o. Se U(A) = 0, a conclus¥o ¢ imediata tomando K = {z), com z €

Suponhamos que WA > 0 e consideremos doics cazcs.

No primeiro admitamos oue imf) = (x,27=,, onde x; # x ; para todo i # .

Definindo, para cada 1<idn, A, = A [] f 'x)), temos que A, € 4 e gue A N
A‘, = @, se I # j.

A hipbtese de gus i & medida de Radon acarreta que, para cada i<Liin,

existe um subconjunto K; de A; compacto, tal que
A KD < &

£ claro que MK =@, 881 2 ).

1

Tomando K = LJK,- segue-se que K & compacto, verificando (i), e que

i=4

‘? [<d
rANK =u{U @_nkd ) g _S_ WA N KD < ¢, provando (id).

=1 =1
Para a prova de (iii) notemos aue £ X(x;» = K,, ocm 1<i<n.
Seja f uma fung8o, A-mensurivel, gualgquer. Ent¥o, utilizando (11.25) e (11.32)
de [R.40), existe uma sequéncia {snl, ey de fungBes simples, A-mensurdveis, que

converge para f, €, como ¥ e sp para todo numero natural n, s¥o finitos, ento

existe um elemento B de A tal que

WE) < £ (1)
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a sequéncia (sl eN oanvergé uniformemente para f em B. @

Agora, se A C B ent¥o, tomando K = {y} com y € A, as conclusles sfo

imediatas.

Se A {1 B # @ ent¥o, pelo caso anterior, para cada ndmero natural n, existe

um subconjunto K, de A [} B, compacto, tal que

WA NBN K < %5 @
2
e :
a restrig¥o da fungdo s, ao compacto K» é continua. 4)
Seja K = (1] Kn.
n€N

£ imediato aque K & compacto, verificando (i), e que K C A (1 B. Logo,

utilizando (1) e (3), temos
pANKI=p@ANBNKY+ AN BN KD

<u{ L @nsnkw)+ wm

aEN _
- s:E'u(AﬂBﬁK:,>]+u€8‘)<g+g=e.
nEN

isto prova (i),

Finalmente, de (2) e (4) temos qgue no compacto K cada uma das fungBes s, é
< . .
continua e que a seguéncia {Sﬁ}aEN converge uniformemente para f. Isto acarrsta
(i, O '

(3.4) Coroldrio. Sejam (X,A4.9) e f como no teorema anterior. Ent3o, para

cada elemente A de A &om A > 0, existe K, contido em A & compacto, tal gque
4 pay > Q,

(i) a restrigdo da funglo f ao conjunto K é continua.

Demonst.rag;&o, Necessitamos provar apenas o item (ii).

Tomando ¢ &(5'—6'2, pelo teorema anterior, existe K, subconjunto de A,

compacto, satisfazendo (i) e tal que uA N K) < -2‘= Logo U > A - wa N KHY > 0.
o
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§4. Uma Propriedade das Familias n¥o-enumeriveis de Conjuntos de Medida

Positiva

MNesta parte obteremos um resultadc interessante envolvendo uma coleg¥o
n¥o-enumerdvel de conjuntos, n¥o ud-nulos, num espago com madida  finita:
Mostraremos que para cada ndmero natural n, n¥o-nulo, existe uma subcolego da
colegdo acima, com cardinalidade n, tal que a sua interseg3o é nfo-vazia. Este

resultado, a ser enunciado no Teorema (4 5), seri aplicado na prova de (5.42).

(4.0 Definig¥o. Diz-se que uma -familia (xad, g de nimeros reais n3o-
negativos é somdvel se e somente se

s = sup{ xx I CL, I ?initp} < oo,
€l '

. . : iy .
Nestas condigles diz-se que a familia {x«) g tem somz s e escreve-se Xx = §.
a &L

(42) Teorema. Se a familia {aad g de nimeros reais n3o-negativos é

somavel, ent¥o o conjunto (o € L : ax % 0) é enumerivel.

Demonstrag&o. Segue-se, da hipbétese, que para cada ndmero natural n o

conjunto B(m = {a € L : ax > z47) ¢ finito. Portanto, por (1.33), U B(m ={a €L :
ax # 0} & enumerivel. 0 n€N
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(43) Teocrema. Sejam (XA, um espago com medida finita e § = (A0, uma
familia de elementos de A, nfo fi-nulos. Se cada ponto de X pertence no méximo a n

elementos de ¢, entfo
E A € N,

Demonstrag¥o. Se np=i, a familia é constituida por conjuntos dois a dois
disjuntos e a conclus¥o é imediata.

Supcnhamos n>i. Fagamos A; = A, para todo i, com 1<i<p.

Definamos
of = a1 (UJa W
k=1
e
B! =A™ N (UAﬁ”‘ ) @
k=i

0 -
com a convengdo de que L JA{ = @, para todo ndmero natural j.

Temos que A‘f. € A, B‘f € Ae u(A‘f“l) = ;.L(B‘f) + u(A‘f) quaisguer gue sejam os rumeros

naturais i e j, com 1£igp e j21. Desta lltima relagdo, vem:

WA = WAD = wEBH + wAah

wBH + B + wadh

7
= 2 WBH + WAy, 3
para todo 1<i<p e tado j>1i. e=t

: . ip=4
Dados j21 & 1<i;<i,<p, resulta de (@ que B/, N B/, C A7 N ( UA” J =

Logo F

z MED < pX. (4
=1
Assim de (3) e (4), para t.odo numer*o natural t 2 4, vem

me = z st‘) + wah)
zuxs‘) + zu,w

t=i =i i=4
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< JH00 + iu.m;f').
izl
A demonstraglico estard completa se verificarmos que A} = @, para todo

1Ligp.
0 *
Da convengdo UA; = @ e (1) decorre que A] = @.
¥=1 "

Suponhamos, por absurdo, gue existe 1<i;<p tal que A:-’i # @
i-4
Seja x € Al. Por (0, x € | JAI™, logo existe ip<i; tal que x € ALY

. . ¥=1 .
Novamente aplicando (1), e r‘enetmc?o a3 argumentaco, obteremos sucessivamente

n-2 o
Aiy i uAl, 0 todos contendo x.
Por outro lado decorre também de (1) que A‘}' C A? = A; para todo j24 e

ntd
todo 1<igp. Logo x € A, para r = 1,..n+1, e dai x € ﬂA‘-, » contradizendo a

hipdtese. O r+

{4 .4) Observag:go. Esta observac¥o serve para ilustrar, geometricamente, os

passos do teorema acima. Tomamos, para o exemplo, n = 3 e p = 5.

N A3 A Az
AS B3 A3
Al AS =1 B3
X (1) X (2)
B a2 |BZ B} B |BE
By |BS Bl [BZ
Bi B2 By Bi

X () X 4)
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No teorema & seguir as notagBies S(L) e 8,,,) s¥o aquelas introduzidas em
2.4).

{43 Teorema. Sejam O{(A4,4) um espago com medida finita e seja ¢ = CA‘*}« €L
uma familia n¥o-enumeravel de elementos de A, n¥o g-nulos. Entfoc, para cada

n;.’:mem natural n22 existe uma subfamilia finita, (A« Y=gy de F tal que

A« = ©.

=4
Demonstrag8o.  Suponhamos, por absurdo, que exista um némero  natural
ats
m, mzf, tal que {’]Am ;= 9, aualauer que seja (@y,...0z41) € Szeyll). Portanto cada
=1

ponto de X pertence, no  maximo, a m elementos de §. Segue, pelo teorema

anterior, gue para todo (@y,...,0,) em S(L), onde k24 & um nimero natural, valse

X
E A J.) £ m.uX). Decorre, por (4.4), que 2 familia {ﬂ(Aa)}mEL & somdvel. Dai, por

=41

4.2) o conjunto L é enumerivel, contradizendo a hipdtese. 0O

o
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§5. 0 Teorema Fundamental : medida atBmica

Meste pardgrafo o destagque & para o teorema (5.43). Ele é o Teorema
Fundamental para o caso em gue medida é atfmica. Os demais teoremas, em sua

maioria enunciam propriedades de espagos com esse tipo de medida.

. I S . .
Serd usual indexarmos uma familia de conjuntos por Fq, conjunto dos ndmeros

ordinais menores que o, como {(1.51.0).

5.4) Teorema. Sejam X, 1 & J conjuntos n3o-vazios, {AC‘}«EI uma familia de

subconjuntos de X, dois a dois disjuntos, e U\}xéJ uma familia de subconjuntos de 1.
Ent¥o,

W Joae e e Unr = U Aw

reJ 2ET €l

(i) U{Au e € UI;} = U JAO‘, se os elementos da familia 33, g7 =8
. o i XN r&J <€l
deis a dois disjuntos.

Demonstrag8o. Se x € t;JCA.x o € L'J L} ent¥o existe um dnico a, € U Iy tal

que x € Au,. r\ET \ET
Como a, € [gl}‘ entdo existe X, em J tal aue a, € 1,,. Segue-se que x €
A&7
U Aa,edaixEU UA«.
«€ly, €T €l

Portanto
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'()(A«:&Glé)lx)cg | A
2€J 2E€T «kly

Para provar a igualdade, na relag¥o acima, seja x € U U Ax. EntBo, paras
2\ET €l

algum %y € J, temos x € U Ax. Decorre daqui aque para um UOnico « de L, wvale
«Ei)
1

x € Axy. Como a; € UI-,,, entSo x € UCA« T € Ul"}‘ Com isto fica provado

o item (). r€J 2&J

Para provarmos o item (i) & suficiente verificarmos que
UAOt n UAQ('-‘- @,Daf“a}xl?‘-‘kz‘

o EI}\}_ o Ellg

Admitamos, por abszurde, que exista x € X tal que

X EU Ax U Ax, cOm Ay # Az,
«€ly, w€h, .

Como Iy, N Iy, = © ent&o existem a,; € y; @ ap € Iy, com @y # @z tais gue x

€ Ax; (] Ax, contradizendo a hipbtese sobre a familia bl e O

O exemplo a seguir nos mostra que podemos ter uma igualdade da forma

Uta i e U =) | Aw

\&J VET «€ly

onde o= conjuntos que constituem o segundo membro da igualdade n¥c sXo digjuntos.

G.2) Exemplo. Sejam X = (&, b, ¢, d), 1 = (4,2, 32 e T = (a, 8). Tomemos A, = (a,
b, Az = (b, e}, Az = (c, a3, I = (4, 23, I = (32

Ent3o a familia g3 é constitulda por conjuntos dois a dois disjuntos,
enguanto na familia (Adygrtemos Ay Az 2 @G e AN A # B

Note-se que no primeiro membro da igualdade zcima temos:

Ueax = x Egl;):A;UAzLJAg
r&J

e, no segundo membro,

g Uax=t,UuaUaA
XJXGX)‘
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onde (A; |J A N Ag = (o).

G.3) Teorema. Seja (XA.4) um espago com medida e seja ¥ uma coleg¥o de

elementos de A, f-nulos e dois a dois disjuntos. Se Usf €EAe AL(U&') > 0 ent¥o #¢
> Re.

Demonstrag:ao. Se admitirmos, por absurdo, aque #F < M, ent¥o u(Ui‘r‘ )

A = 0, contradizendo a hipdtese. 0O
AET

G.4) Definigﬁo. Seja (X, AL um espaco com madida. Um elemento A de 4 & um

dtomo se e somente se YA > 0 e para todo B € L com B C A, tem-se (B = O ou
MBY = LAY,

Diz-se que i & atfmica se existe pelo menos um atomo em A; diz-se qgua U &

n¥o-atbmica se ndo existem Atomos em 4.

©.5) Teorema. Seja (X, P(X), §) um espago com medida finita. Se X é &tomo
entdo a colegHo de conjuntos % = (A : A C X, (A > 0) & um ultrafiltro sobre X.

Demonstrag&o. Provemos que ¥ satisfaz a Definigc (2.1).

Como X & atomo, ent¥o para todo subconjunto A de X tem-se que A) = LX) ou
A = @O0, ver-ificando (2.4 .10,

Se A € ¥ e A C B, entc 0 < (A € B, verificande (Z.1.ii). Finalmente
(2.1.1i1) segue-se de LKA [ EY) £ A + uBY = 0. O

0 teorema (5€) & importante pois, além de sua aplicag¥o em (5.7), &

responsével pela generalizagdo do resultado fundamental que obteremos em (7.1).

(G6) Teorema. Sejam (X, A4 um espago com medida e F = CA«)QQF, uma
familia de elementos de A tal que US € A para toda subfamilia € de F. Ert¥o

existe uma familia 9 = {Dglyg de elementos de A, n¥o-vazios e dois a dois
disjuntos, satisfazendo:

(iypara todo D € D existe A € & tal que D C A;
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4D para tods subfamilia € de D tem-se | Je € 4;

din o = s '

lv) #1 € #Py,.

Demonstrag&o. Fagamos D, = Ay, @

Do = A [ ( UA,;]', para todo 0 < «. Y

s
Seja 3}1 = (Dq}mepw.

E claro gque a familia 9, & constituida por conjuntos dois a dois disjuntos,
pois, dados @y e &z em P, com &; < o, temos Do, C A; € Doy C ( U Ap )' C Ak,.

[ 24 2
Verifiouemos que a familia D, satisfaz as asserglies do teorema.

De D, = A, e (1), lembrando a hipdtese, segue-se que Dx € A & Dy C Ax, para

todo a@ em Py, verificando (i).

Seja R um subconjuntc de Py, com 0 % § = minlae : @« € R}. Ent¥o

Upa={J e Nl Jagm

«E€R  «ER 43
= | Jax N« N UA‘;)'
«ER «€R #<x
= UaanJap € . @
&R 648

Seja § um subconjurto de Fy com O € S. EntXo, utilizando (2),

Upa=p, Ul Da € @)
« €S «x €S _
o FU

0 item (i) segue de (2), se D, € ¢, ou de (3), se D, € ¢.
0 item (iii) segue-se de (3), escolhendo S = Py.

Finalmente, tomando | = (& € Py : Dy # @) temos por (1.44.b), que #1 < #Py. O

G.7) Teorema. Seja (X, AL um espaco com medida tal que (x) € A e U{x) = 0,
para todo x € X. Se X é4tomo ento existe uma coleglo /# de elementos de A, i-
nuleos e dois a dois disjuntos, tal que
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W | J M édtomo,
GD W8 > Mo,

(iii) dada uma coleglo /b, de elementos u-nulos de A tal que #/4; < #/6 e
U8 € A para toda subcolegfo 8 de Wy, tem-se que u( U.Ab, Y= 0.

Demonstrag¥o. Como X é dtomo, g U {x}) = uX) > 0. Logo o conjunto € de
x€eX

todas as colegBes L de elementos de A, d-nulos e dois a dois disjuntos, tal que
1 U.L ) > 0 é n¥o-vazio.

Lembrando (1.45) existe A4 € € tal que #4 = minl#L - L € €.

E imediato que a coleg¥o /b verifica (i) e (ii), sendo este Gltimo consequéncia
de (0.3,

Considerando as hipbteses de (iii), seja s uma colego de elementos de 4

verificando (5.6). De (56.i1) & (5.6.1ii) segue-ce que

e Moz = wc ey o0
De (5.6.iv) e #/4by < #M, temos
My < Hb.

Este resultado acarreta, pela escolha de A e (1), que (! Uﬁb )=0 D

(5.8) Exemplo. Considere (Fp 3, ¥ 7) o espago com medida definide no
Apéndice A. Verifica-se que este espago satisfaz as hipbéteses de (5.7) e que a

familia M = ({ad? confirma as suas conclustes.
QEPR

5.9) Teorema. Sejam (X,AM) um espago com medida, § = {A“DaEPw uma familia
de elementos de A, dois a dois disjuntos, tal gue US € A para toda subfamilia

de ¥ e v a fung8o, de P(Py) em [0,00], definida por

(1) w(B) = 1! U {Ax : @ € B} ), para todo B € P(P,).
Ent¥o:

(ii) v € uma medida sobre a c-dlgebra PP,);
(iii) se Uif é 4tomo tem-se que P, é&tomo (relativo a w);

(V) se My el é uma famllia de elementos de PPg) e Ny = U (Ag. : ¢ € My,



para cada \ € L, tem-se gN, €EAe ,u([éij)nv(ng).
1Y =N A&l tS <8

Demonstragdo. E trivial que P(Py) é uma o-Algebra e que K@) =0.

Seja {Ba), gy uma sequéncia de subconjuntos de Py, dois a dois disjuntos. Por

S.Lib, (Jaw ca € JBa =) | Ax.
nEN n€EN «€B,

e, por (i),

UBw=ud ] | o) =S wl]aw = (B,
U\UN 7 "%}N u%JBn o Z LJ o ZU\ 1]

n€ nEN «€Bn nEN

provando (i),

se | J& & &tomo ent¥o, por (i), para toda D C Py temos v(D) = 0 ou viD) = wiPy),
verificando (iii.

Finalmente para o item (i) utilizando (5.1.1) temos cue é valida a igualdade

Ut = s @ € | JM0 € 4. Desta, aplicando (i), temos Ut = w Jmo. o
reL rEL rel €L

5.10) Teorema. Sejam (X,A.4) um espago com medida finita, § = .CAa}ﬁ ep, uma
familia de elementos de A, g-nulcs & dois & dois disjuritos, tal oue UE € A para
toda subfamilia € de ¥. Sejam v, a fungo definida em P(Fy) como em (58.i), e T um
dtomo em Fp. Entlio existem uma coleg®o M de subconjuntos de T, v-nulos e dois a

dois disjuntos, e uma ?amilia N de elementos de A, possuindo as propriedades:

(D U"ﬁ’ ¢ dtomo,

(i) dada uma coleg¥c M de elementos w-riulos de T tal que #4, < #.4 tem-
se U(LJ\ABQ = 0,
{ii}) para cada N em N, N} = 0 & existe M em Jt tal que N = U(A« T € M3,

) e (e = ao,

) dada uma subfamilia XN, de N, tem-se que U.N”,_ € A e aue ! UJQ Y= 0,
auando #N; < #N.

Demonstragdo. Seja D a restrig®o de v ao conjunto T. No espago com medida
TPM), T édtomo e Da) = vad = (AL =0, para todo a € T. Satisfeitas as

hipéteses de (5.7) seja 4 uma colegHo de subconjuntos de T, D-nulos e dois a
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dois disjuntos, verificando as suas conclusSes. Com isto provamos (i)-(ii).

Seja 7 = min{Y: #Py = #/4). Indexemos /& tomando Py para conjunto de indices,
ou seja, b = ml}xepﬂ'

Para cada )\ € Pp coloquemos, por definic8o, Ny = U(Ao( ca € Myl Segue, da
hipbtese, que N, € 4.

Tomando X = CN%}).EP . provemos que (iii)-(v) se verificam.

Como Ny € A para cada )\ € Py, entdo, pela dehmg:go de v temos que U(N,)
o U“‘“ & €M) )= ptMy) = DMy = 0. Isto prova (Gid).

0 item () segue de (5.9.iv).

Finalmente, tomande B contido em Py com #B < #Pp, consideremos N
(MNy3, eg- Ent8o, lembrando (5.1.9) temos

Ure=1Jny = U UAm UCA«,aeL My} € Q.

2€B 2EE a€My \EB

Observando que a familia M), gp satisfaz (i) e aplicando (5.8.i)

we{_Jreg = Umor=c o

rER

vem!:

(5.1 Teorema. Suponhamos satisfeitas as hipdteses de (5.10) e sejam M =
{M)\)XEP,? e N = {Nlj'xEF‘,,’ onde 7 = min{Y : 7 & nlmero ordinal, #F; = #/M4) e

Ny = LJCAa,:oc' € My}, satisfazendo suas conclus8es. Ent¥o existe uma familia {(Zg}

'QGPn
de elementos d-riulos de A tal aue
(i) quaisouer que sejam 9, & 6, em Py, com &, < 9, tem-se que Zg, C Zgy
i temse Z=|J Ze ondez = Ux

ecPy
(iii) para todo €& em F-‘,) tem-se aque M(Z ) Ze) > O.

Demonstragdo. Para cada © em Fy, temos, por (5.9.iv), que LJ Nz € A e, pela
8€P,

escolha de 7 e por (5.10.v), u,( U Na) = 0. Definindo Z, = U Ng U Ng temos que
8E€EP, 8EP,

ZQGAe

w(Zg) =0. (1)
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0 item () ¢ imediato.

Para a prova do item (i) seja x € Z. Logo x € Ny,, para algum )\, em Py Dal x

€ Z,, @ entdo, x € g Ze mostrando que Z C U Ze. Sendo imediata a incluslo
e€Py ¢€Pq
oposts, temos que € = U Za.
OGPQ
Na prova de (iii) notemos aque (5.10.4v) e (5.40.1) acarretam W)

= W UN‘ ) = K UJ% ) > 0. Logo, lembrando (1), 4{ Z [} Zo ) = M0 Z [] Zg) + WZy =
#(Z) > 0, para cada @ € Py. O

(5.12) Teorema. Seja (X, AL um espago com medida. Seja A = CM-\}xEPﬂ‘ onde 7
= min{Y : Y & um nimero crdiral, #Py = #423 uma familia de elementos de A, i-nulos
e dois a dois disjuntos tal aue U./Tb é 4tomo, u(U.Ab) & finita, U/M € A para toda

coleg8o A de subconjuntos de U./ﬂ: e {.L(UABJ = 0 quando #4; < #4; e seja o uma
funggo, de PiPy) em (0], definida por

@ o® = | JiMy % € EN, para todo € em Py,
Se % =(H:H C Pp, o) > O entdo,

(i) % € um ultrafiltro sobre Py,
(iii) pars todo H € K, tem-se #H > N,

(iv) para toda subcolegdo n¥o-vazia L de M, com #L < #Pp, tem-se m.t., € ¥%.

Demonstrag¥o. Est¥o satisfeitas as hipdteses de (5.9). Logo o é uma medida
sobre Py. De U.Ab é dtomo e m(L!A‘h) < o decorrem, respectivamente, que Py & 4tomo
e aue oPp < oo Desta forma o espago com medida Py FPp.0) verifica as

hipbdteses de (5.5). Seque-se que ¥ & um ultrafiltro sobre Py, provando i),

Iniciemos a prova de (iii) notando que ol{ad) = MMy = 0, para todo a em Py e

aque, se H € ¥ entdo, pela definigdo de M, of U {8 = ocH) > 0. Portanto no espago
sEH

com medida (Pp, PPy, 0), a familia (Bl ey satisfaz as hipbteses de (5.3). Logo #H >
Ro.

Para a prova de (iv), temos aue o(H) = o(Py), para todo H € %. Dai o) =0

e, por (i), U My ) =0.
AEH’
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Seja & ¢ uma colegio de elementos de %, tal que #& < #P, = #.4. Ent¥o,
aplicando (5.4.0) e a hipbtese, temos

o (Y=ot JHr=m [y s n e |JH)

HEL HEL
=uwl) Um:renn=o
HEL

Agora, lembrando (2.4.1), ﬂ.c, €E%. 0

(5.13) Teorema. Sejam (X, ALT) um espago com medida de Radon finita, ¥ =
{A“}«EW uma familia de elementos de A, U-rulos e dois a dois disjuntos, tal que
US € A para toda subfamilia & de § e v, de PPy em (0,00l definida por B =

| A - @ € BY), para todo B € PiP,). Se v & atémica ento ul Usr=n0

Demonstr-ag;go. A prova deste teorema serd realizada por redugdo ao

absurdo. Assim admitamos que U Uff Y > 0, e como ¢ & atBmica, seja T C Py um

Atomo.

N ¢ . .
Construiremos uma familia n¥o-enumerdvel de subconjuntos compactos de X,

n&o u-nulos tal que sua interseg¥o seja simultaneamente vazia e n¥o-vazia.

Como T & &tomo, as hipbteses de (5.10) est¥o satisfeitas. Sejam {M%3x€Pn'

com 7 = min{Y : 7 & ndmero ordinal, #Py = #M4), e N = (Nk)xePn' onde Ny, U(Ac.; o4

€ M3}, satisfazendo suas conclusfies.

Como, por hipdtese, U & finita e L}&‘ € A para toda subfamilia & de 4 ent¥o
(TPM.D), onde £ é a restrigc de v ac conjunto T, ¢ um espagce com medida finita,
Assim (T, F(TL), & familia M e a furcZc o, de PPy em O, defirida por gty
= U{M)\ ©x € E}) para todo E'em Py, satisfazem as hipéleses dz (5.42). Seia

H={0H HCPy ot ) 0 satisfazendo (5.42.ii-iv).

Por outro lado as hipéteses de (5.11) também se verificam. Consideremos Z e

Zy como ali definidas.

Por (5.114.ii), para cada & € Py, temos w(Z()Zy) > 0. Da hipdtese que L é

medida de Radon segue-se que existe um compacto K, tal que, para cada 6 € Py,

Ke CZ1 2 W
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1Ky > 0. N @

Como #Pp = #4 e, por (5.7.4d), M, < #4 ent¥o a familia Kedyep, & n¥o-
enumerdvel e, por (2), constituida por cénjuntos n8o  g-rnulos. Escolhendo um
conjuntos de indices conveniente mostraremos que essa familia verifica as

contradigBes citadas no inicio da demonstracgdo.
0 conjunto Py, o ultrafiltro %, a fungdo f, de S(Py em (0,1}, definida por

1, se [|Ke#® ou F & unitdrio,

fF) = o€F
0, se [)|Ke=0
6€F
satisfazem as hipbteses de (2.12). Portanto existe Q, subconjunto de Py tal que
#Q = #Py 3

e, arestrigdo de f & parte S,Q) é constante, para todo ndmero natural n, n 5.

A igualdade (3) permite-nos reindexar a familia {Ke}eepn tomando Q para
. . ‘ . -
conjunto de indices. Assim (KG}eEPn = {Kpl cEQ

Dos resultados i & finita, G n¥o-enumerdvel e p&K, > 0, para todo ¢ € Q
segue-se que 0 espage com medida (XA4) e a familia Ked, e satisfazem as
hipéteses de (4.5). Ent8o, para cada nimero natural n, n22, existe uma subfamilia de

{KQJDEQ, com n eleméntos,. cuja interseg¥o & n¥o-vazia.

Este resultado e a definigdo de f acarretam gue, para cada ndmero natural
n, n 2 4, existe um subconjunte G de Sx(Q) tal que F(G) = 1

Mas, como vimos acima, a restrigdo da fung¥o f ao conjunto Sp(@) é constante
para cada numero natural n¥o nulo. Logo f(F) = 1 para todo F € S(Q). Segue-se,
novamente utilizando a definic8o de f, aue a familia {Kpl, e tem a propriedade da

intersecio finita no espago de Hausdorff (X,9). Fortanto

O Ke # D. 4

Obtenhamos a contradigdc de (4) mostrando que para cada © € Py, existe 09)
€ Q tal que & £ 06).

De fato, lembrando que G C Py, e supondo que exista 8 € Py tal que ¢ < 8,

para todo ¢ € Q, temos Q C Pg. Segue-se pela escolha de 7 e por (1.11.b) que #Q
S #Pg  #Pp = #Q e isto € absurdo.

Utilizardo (5.41.i1) e (5.41.1), vem

z=Jz cly ZwClUzoc Uze=2
e€P,  otedEQ e o€Py,
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edal Z = U Z,.
2€Q

Mas, de acordo com (1), K C Z [} 2’5, para todo ¢ € Q. Ent¥o

(Ko cﬂ(znzp:znﬁzz:zn(Uzpr: @,
o €0 o€Q o€Q 2€Q

contradizenda (4). O



f6. O Teorema Fundamental : medida n¥o-at8mica

Este pardorafo pode ser dividido em duas partes. Na primeira estudaremos
cardinalidade de conjuntos, utilizando propriedades topoldgicas do espago, na

segunda veremcs algumas propriedades referentes aos espagos com medida finita e

n3o-atBmica.

Os teoremas de desiague s¥o (€.18) e 6.19). O primeiro afirma a existéncia
de uma partigd3o do espago constituida por conjuntos i-nulos; o segundo afirma que
é nula 3 medida da reunifio de uma familia de conjuntos, p-nulos e dois s dois
disjuntos, desde que a medida seja de Radon e a reunifo de toda subfamilia da

familia dada seja um elemento da o-dlgebra.

{(6.1) Lema. Seja F uma c:aleg:é(o de conjuntos e sejx § a coleglo dos  conjuntos

que s¥o expressos como reunifies de elementos de F. Entdo #C < 2#5.

Demonstragdo. Imediata.

6.2 ObservagBes. Denotaremos por ¥ e ¥, respectivamente, as colegles dos
subconjuntos abertos e dos fechados do intervalo [0,4] na topologia ususl, por £ a
subcoleg¥o de ¥ constituida pelas bolas abertas cujo centro e raio s¥o nimeros
racionais, e por & a coleg¥o dos subconjuntos compactos e n¥o-enumeridveis de

{0,411, Verificamés, sem dificuldade, que
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(1) 82 = M,
(ii) #Y = 8§,
(1ii) © £ #;

{iv) © £ #8.

{63 Teorema. Tem-se #¥ = c e #8 = C.

Demxstragﬁu. Todo elemento de ¥ é expresso pela reunifio de elementos de

R 3
£. Entdo, por (8.4), (621 e (1.35), temos #% ¢ 2#};t = Z‘he c. Para a igualdade

basta ver (6.2 .iii).

Agora de R C ¥ segue-ce que #R € ¥ = #% = ¢, Utilizarndo 6.2.4), temos #R
=¢c. 0.

Provaremos em (6.10) que todo subconjunto compacto e n¥o-enumeridvel de
0,41 tem cardinalidade c. Como tal demonstragdo serd realizada sem a utilizag¥o da
Hipétese do Continuo, tornam-se necessarios alguns lemas e o conceito de ponto de

condensac&o de um conjunta.

(6.4) Definigdo. Sejam X um espago topoldoico, x um elemento de X e A um

subconjunto de X com #A > M,. Diz-se que x &€ ponto de condensaglo de A se &

somente se toda vizinhanga V de X & tal que #V [} A} > No.

6.5} Exemplo. Todo ponto do intervalo [0,4] é ponto de condensagZo do

conjunto {x € {0,1] : x & irracional).

(6.6) Lema. Seja A um subconjunto de [0,4]. Se #A > M, entSo A tem pelo

menos dois pontos de condensago.

Demonstraglo. Suporhamos que A n¥o tenha pontos de condersago. Ent¥o,
para cada x €[0Jlgxiste um aberto Uy em [0,4], contendo x, tal que #(A N Uy € Ro.
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Seja (B, gy uma base de abertos em ([0,4). Entlo, para cada x € [0:1], existe
itx) € N tal que x € By, @ B,y C Uy. Portanto, para todo x €@ i\temos

#A (] B,y < Ro.

Mas A C UN<B‘.(X} 1A). Logo, wutilizando (1410} e (1.33), temos
€

No < #a <8 ] B NAY <R,
AXYEN

0 gue & absurdo.
Portanto existe p em [0,4) ponto de cordensagdo de A.

£ claro que p n¥o é o Unico ponto de condensag¥o de A, pois se tal

. '
ocorresse ent3o, para cada ndmero natural n, teriamos que

#(Aﬂ(m-;j;;,m;jn:)']sm.

Segue-ze, novamente utilizando (1.33), que

#(Aﬂ((p))'):#{éﬂ( Lj(lp—ﬁ—;;p+-ﬁt}’}}£&o,
€N

e dal #A < M., contradizendo a hipdtese. 0O

Pode-se provar aue a cardinalidade do conjuntc dos portos de condensag&o
do conjunto A, no teorema acima, € estritamente maior gue R,. NSo o fizemos pois

rnecessitamos conhecer apenas dois pontos de condensago.

(6.7). Lema. Sejx H um subconjunto fechado em [Q,1]. Se #H > N, ent¥c existem
H; e Hg, subconjuntos disjuntos de H e fechados em [0,1], tais que #H; > N, e #H, >
Mo

Demonstrag:ﬁo. De acordo com (6.6) existem p e g em [0,4]), com p # q, pontos
de condensag¥o de H.

Escolhendo § = 2 ;Q', tomamos Hy = o -8p +81{1HeH=1[a-86a+ 8 NH
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€ imediato que H; @ Hy verificam as concluslies do teorema. O

Este lema poderia ser enunciado: Se H & um subconjunto de [0,1] com #H > M,
entZo existem H; e H; subconjuntos de H, disjuntos, tais que #H; > N, e #H, > Mo.

No entanto, a forma acima foi preferida pela sua aplicag¥o imediata em (6.10).

(6.8) Notaglles. No restante deste pardgrafo I' serd o conjunto das funglies
de N em {0,4) (como em (1.25) e, sendo n um nlUmero natural n¥o-nulo, denctaremos

por N o conjunto das funglies de (0,...n-1) em (0,43,

Se § & um elemento arbitrdrio de I' e n ¢ um ndmero natural n¥o-nulo, ent¥o
indicaremos por (8 a restrig¥o de § a (0,...n-1). Analogamente, se r € T(n) e p & um

nimero natural, 1{p<r, ent&o indicaremos por (r)e a restric¥o de r a {0,...p-1).

(6.9) Observaglies. (a) Quaisquer que sejam &' e &% em T, se (6% = (§%)n, para

todo némero natural n, n¥o-nulo, ent¥o &% = 8%

b) Se & é um elemento de I' e n & um ndmero natural n3o-nulo, entdo 8, €
Tm.

(©) e r € Tlny), s € Tny € (") = (8), para algum p, com O < p £ minlngng),

tem-se (r)y = (&), para todo g com 0<agp.

) A Funp&’a f de I'm X (0,1 em Tin+1) definida por f{g,d) = t, onde Bn = 5, €
tm = i, é& bijetora.

(6.10) Teorema. OSeja H um subconjunto fechado e n¥o-enumerdvel de [0,1],
Enté&o #H= c.

Demonstragdo. E imediato, veja (1.36), que
#H £ ©. &Y

Iniciamos a prova da desigualdade contraria mostrando, por indugdo a
. . ..
propriedade: para cada nimero natural n, n3o-nulo, existe um familia F) =

CHf}renn) de subconjuntos de H, fechados em [0,1), dois a dois disjuntos,
satisfazendo:

#H, > No» (2)



Hy C H(,)" ' i)
para todo ~ em Mn+1).

Sejam H, @ H; subconjuntos de H como em (6.7) e F(1) = {(Hy,H,). £ imediato que
a propriedade estd verificada para n=i.

Seja n2i e suponhamos que a familia F(n) = {Hr), ep(qy Satisfaga a hipdtese de
indugdo. Ent¥o, para cada r € I'(n) existem, por (6.7), H, o & H,,; subconjuntos de H,
fechados em (0,4], disjuntos e com cardinalidade estritamente maior que M,. Segue-

se que a familia Fin+i) = H,,; :r €, 1 = 0,4) verifica (2).

E claro aque Fin+l) & constituida por conjuntos deis a dois disjuntos, pois,
Heo [T Hy = @ e dados r e s em I'(n), distintos, temos: He; M He ) CTH NHY = @,

quaisqguer que sejam i e § (i,J = 0,1).

Finalmente reindexamos F(n+1) tomandoc I'h+1) para conjunto de indices e

utilizando a fungdo f dada em (£.9.d). Verifica-se facilmente que (3) é verdadeira.

Agora, para cada elemento 8§ em I, a familia {"tﬁn Jr=; pPOssui a propriedade

da intersegdo finita. Logo HB = ﬂH@)n#@.”
a=i

E imediato que Hg C H, para todo § em I, & que, cbsarvando (6.9,a), se §;#5;
entdc existe m € N tal aue (§)s#E)s. Segue-sg, utilizarde z propriedade acima,
que

HSL N H82 = @, quaisgquer que sejam §; € §, em I', distintos. 4)

Seja 7 uma fung¥c escolha para [0,4). Para cada & em I definamos xg. = g(Hy).
Utilizardo (4) temcs que Xgy #FXg,, Ouaisquer que sejam §, e 8; em I, distintos.
Portanto o subconjurto {xp : § € T} de H tem cardinalidade . Dai, segue-se oue o <
#H.

Lembrando (1), temos ¢ = 84, O

6.11) Teorema. Existe um subconjunto E de (0,4], com #B = ¢, tal que K [ B
# @e K[1E # O para todo K € R.

Demonstrag:ﬁo. Seja

¢ = min{7 : Y é numero ordinal, #Py = €), (1)

Como, por (6.3), #8 = ¢, podemos indexar os elementos de ® tomando Pg para conjunto
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de indices; assim & = (K«}“Epg.

Utilizando o Principio da Indug¥o Transfinita mostraremos que para cada «
em Pg existem rq e s« em [0,4), satisfazendo:

ro € Ku & 5o € Ky, para todo «; )
ra # Sp QuUaisquer que sejam ¢ e §; (<)
fo # g € Sa # 5g Quaisquer gue sejam « e § distintos. 4)

Seja ¢ uma fungdo escolha para [0,41.

Como Ko & n¥o-vazio existe ro = g(Ke). A hipdtese #K, > M, acarreta gue Ko ()

{ro) # @. Tomando s, = 9(Ke [ {re)) temos que (1), (@) e (3) est¥o verificadas para o
= 0.

Seja 0 em Pg, 0 2 1. Suponhamcs determinados rp € s, para cada B € P,

satistazendo (1), (2) e (3).

Como 0 < § segue-se, utilizando (1), (1.11.0) e (1.10), cue #P, < ©. Portanto,
por (120}, o conjunto A = {rg : £ € P2 U {(sp : B € Pp) tem cardinalidade

estritamente menor que c. Dai #K, 1A < e
Agora, utilizando (6.10) e observando (1.30), (1.23) temos
#K, 1 &Y =¢ (S

Escolhendo rp = 9Ky {1 A) @ 50 = e [} (A U {rp)) facilmente verificamos

aue rp € s, satisfazem (2) - (§),
SEja E = C‘H“}«EF’Q‘

£ claro que #B = c e que K« 1B 2ra) 2 @ e aue Ko M B D {sa) # @,
para cada ¢ € Fe. O

(6.42 Corolirio. Seja B um subconjunto de [04] como em B.11) e K um

subconjunto compacto de [0,1). Se K estd contido em B, ent%o K ¢ enumeravel.

A prova de lema a seguir baseia-se no lema 1 de [R.9I.

(6.43) Lema. Seja (X,4,u) um espago com medida finita e n¥o-atBmica. Ento,

dados A € AL e &« € R, com O<a<u(d), existe um subconjunto B de A tal que B € 4 e
O<uiRI<er.
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Demonstragio. Inicialmente provemos, por indug¥o, que para cada nimero
natural n existe A, contido em A tal que

0 < WA < E:,,-f-‘-’ W

Como i € n¥o-atdmica ent¥o existe um subconjunto A, de A tal que 0 < Ay

< RLA), verificando a assergdo para n = 0.
Seja n 2 1 tal oue existe A, contido em A satisfazendo (1).

A hipbtese, & n¥o-atBmica, acarreta que existe um subconjunto D de Antal

que 0 ¢ D) ¢ KA. Se wD) £ "-&%'}) escolhemos A,.; = D; caso contrdrio, fazemos
Arts = An (1D

Verificada (1) para todo ndmero natural n, escolhemos ne tal gue “‘fﬁ) L oe
2
tomamos B = Ap,. 0O

0 teorema a seaquir mostra gue num espago com medida i, n¥o-atbmica, cada
elemento A de A com U{A) < oo possul & propriedade: & imagem da colecdo (R: B C A,

B € A) pela fungdo & & o intervalo [0(A).

(6.14) Teorema. Seja (X,4,4) um espago com medida finita e ndo-atdmica e seja
A um elemento n¥o k-nulo de A. Se o é um ndmero real tal oue 0 < a < WA, entSo

existe um subconjuntc B de Atal que B € A e uB) = «.

Demonstracdo. Seja {¢pl uma sequéncia de ndmeros reais positivos que
nEN

converge para zero.

PP . & . . .
Utilizando o segundo principio de indug¥o provemos a afirmac¥o: para cada
nimero natural n existe um slemento A, em A e existe um ndmero real positivo an

verificando as condigles:

8n -~ €n < H-(Aﬂ-) S S 1)

Ap-y C Ar C A. @

Pelo lema existe um subconjunto D de Atalaque D € A e 0 ¢ WD) < «. Logo o
conjunto {(ME) : D CE CA E € A, WE) € ) é n¥o-vazioe a 2 sup{iE) : D CE C
AE €A ME < a) =58 > 0.
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Pela definiglic de supremo existe A, contido em A, com A, € L @ &, - €o <
WA € a0 £ « satisfazendo (1). Fazendo A.; = @ temos que @ C A, C A

satisfazendo (2) e mostrando gue as condi¢gBes acima s¥o validas para n = 0.

Seja n ¢ i e suponhamos determinados os conjuntos Ag,...A» em A e os

numeros reais a,,..,an satisfazendo as condiglies (1) e (2).

Pela hipétese de indug3o o conjunto (ME) : A CTE C A E € AUE) € a) é
ngo-vazio e como D C A ent8o ap4, = sup{(E) @ An C E C A EE A, B £ &)
verifica o 2 3,43 & AR > 0.

Pela definigdo de supremo existe Apyy tal aue Ap C Ay T A Ay € A e
Bn+y - Enty < MApeg) £ apyy £ @, verificando as condigBes para o ndmero  natural

n + 1 e encerrandc a prova da afirmag8c.

De (2) segue-se que

(WE) : A CE CAE €A MME) € @ DUE) 1 Apyy CE CAE € 4, UE) € ad
para cada nimero natural n. Portanto an 2 3,45 © a sequlncia {an), ey é nio-

crescente. Seja 8 = lim an.
s

Lembrando gue a seguéncia {“"}n €y converge para zero, temos:

2= lm (- e < Lim p@n = o % {\I An ) < lim a0 = &

ou sejz, & = U ( L} An }

Se mostrarmos que a = &, 0 teorema estaréd provado.

Seja B = U An € suponrhamos, por absurdo, que a < «. Ent3o (A ) BY

Za -a
a€N
e, por (6.13) existe um subconjunto F de A B tal acue F E L e 0 <« UF) < o - &
Portanto BUF € L e
a<uB UM <a. )

Mas, por outro lado, &4, CT B CB U F C A para todo ndmero natural n. Segue-
-£e, recordando que ar = sup{ME) @ A,my C E C A EE€ A, WE) € o) e que &

sequénecia {an), gy € n¥o-crescente, que (B U F) € an, para todo nimero natural

2 " .
n. Dai pB Y F) < lim an = & contrariando (3). O

(6.19) Coroldrio. Seja OLAML) um espago com medida finita e n¥o-atémica.
Ent8o im() = {0,001,



(6.16) Teorema. Seja (XA um espago com medida finita e n¥o-at8mica. Ent¥o
para cada nimero natural n, nSo-nulo, existe uma familia D) = Dsd;er(y de

elementos de A, dois & dois disjuntos, satisfazendo as seguintes condiglies:

() u) = “szf’ para todo D € D(n),
(i) #Dtm = 27,
(iid) Usmn) = X

(v) se Dy € DM ent3o, para todo nimero natural m, com 0 < m < n, tem-se
D(S). € Dim) e D_c C D(S).'

Demonstrag¥o. A prova serd realizada utilizando-se o segundo principio da
induggo finita.

Fagamos w(X) = & e seja, por (6.14), D, €4 com WD,) = £. Tomando Dy = Db
temos que a familia {Do.D;) estd indexada por I(1) e as condigBes (i)-liv) s8o

verdadeiras, verificando & assergfo para n = 1.

Admitamos que o n-ésimo passo esteja completado e que a familia D =

(Dsl;epy,y » satisfazendo as condiglies do teorema, esteja determinada.

Fagamos o (n + i)-ésimo passo.

Fara cada s € I'lm) escolhemos Dg,, subconjunto de D¢, de tal forma que
WDy o) = zfﬂ. Fazerndo Dg,y = Dg {7 Dy, temos aque udDs, ) = 27&“

Verifiquemos que a familia Dn + 1) = {D;,; €A 1 = €T, i = 0,4} satisfaz as
condiglies do tecremz. Os itens (i)-(ii}) s¥o imediatos. Resta verificarmos (V) e que

fo . . . ..
os elementos da familia =80 dois a dois disjuntos.

Fagamos Din + 1) = (D, ep(pey ONde tomamos In + 1) para conjunto de
indices, utilizando a funcdo f dada em (6.9.d).

Se Dy EDn+ Vel <m<n+ientlo t=fsi) edaiDy=Dsp 0uDg = Dy,
Portanto Dy € Dn), provande (v) para m = n. Para m < n, () =(s)y de acordo com

(6.9.0) e, lembrando a hipbtese de indug¥o, tem-se que Dy C D(‘,. e Dm. € D(m).

Resta provar que os elemertos de D(n + 1) s¥o dois a dois disjuntos. Se t, e

tz s8o elementos distintos de I'n + 1) tais que (s = (tdn ent8o t; = Fls,O) e tp =
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fis,1). Logo D¢, [} Dg, = Dso () D5,y = ©. Para (t)a # (t2)s temos, pela hipbtese de
indug!c Dg‘ n Dgz C D(trx)h n D(tz)h = @ 8]

(6.47) Coroldrio. Sejam (X,A.4) um espago com medida finita e n¥o-atmica,
D) = (D epqy € Dimy = (Ded, gr,y COM 0 < m < n, familias de elementos de 4 que
verificam as condigfies de (6.16). Suponhamos que x seja um elemento de X tal que x
€Dy {1 Dr,onde v €M) e v € I'm), ento (W = .

Demonstrag8o. O fato de x € D, acarreta, por (6.16.iv), que x € D(«).. Logo x
€ D(a). {1 Dv. Mas a familia Dy & constituida por conjurtos dois & dois disjuntos,
portanto D(“)‘ =Dyedal We=v. O

(6.18) Teorema. Seja (X,4,4) um espago com medida finita e n¥o-atbmica. Ent¥o

‘existe uma familia D = (Dg) gr de elementos de A, 4-nulos e dois a dois disjuntos,
tal que U.’D = X.

Demonstragdo. Fixado § € I, para cada némero natural n n¥o-nulo, temos gue
B € TN & Blpey € T(r + 1), Como az hipdteses de (6.1€) est¥o satisfeitas ento,

de acordo com (6.46.iv), Dy 2 D(e)ﬂ“' Logo a sequéncia {D(e)h),?f:i & n3o-crescente.

Segue-se, definindo .
o«
Dg = QDmn W
n=

g, lembrando que X)) < oo, que

o
~

o OO
}.D(s)"] = lim WDy )= lim or = 0.

H,(Dg) = Lfa{
n=
Portanto, a familia D = Dl epn é constitulda por conjuntos i-nulos.

Dados 6% e &% em I', distintos, existe um nUmero natural n, n¥o-nulo, tal gue

1 2 -
A8%n # (§%)a. Portanto De‘ N Deg C D(s‘)nﬂ D 62, @, mostrando que os elementos de

D s¥o dois a dois disjuntos.

Dado x € X existe, para cada ndmero natural n nfo-nulo, um dnico s» € TN

tal que x € D;,. Portanto, de acordo com (6.17), temos que
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(sa)a = £a, Quaisquer que sejam me ncom 0 < m < n. (2}

Seja § em I' definida por 8(p) = $,4,(p), para cada nimerc natural p. Provemos
aue x € Dg.

Fixado um nimero natural n, n¥o-nulo, para todo m < n temos, observando (2),
aue 8xlm) = 8(m) = Sgey(m) = (Sa)yey{m) = salm), ou seja, 8r = sa. Logo x € Dg,, para
todo nimero natural n n¥o-nulo e dai, por (1), x € Dg.

Portanto X C UD;. Deste resultade e da inclusdo UDQ C X, aue ¢é
s€r sE€r

imediata, segue-se a lgualdade. O

6.49) Teorema. Sejam XAu,T) um espage com medida de Radon finita, ¥ =

(A“}«Epfp uma familia de elementos de A, M-nulos e deis a dois disjuntos, tal

que US € A, para toda subfamilia & de ¥ e seja v, de FPy) em [O,00l, definida como

em (3.9.1), por

D) = “(U{A“ € D}}, rara todo D em PP,

Se v & n¥o-atBmica entfo u_J© = 0.

Demonstragio. Suponda U,(Uif ) > 0 determiraremos uma familia N de
subconjuntos  d-nulos de X, dois & dois disjuntos, e um conjunto K, compacto em U'f
gue ¢ nZo g-nulc e estd contido ruma reunifc enumerivel de elemertos da familia

N chegando assim a uma contradig¥o.

De LL(LJ&F\ > 0 segue-se gue O < Py} < o Logo existe uma familia D =

(D¢l g O& subconjuntos de Py satisfazerdo as conclusties de (6.18), g, para

cada 8§ €T, Ng = UCA@_ ca € Dg) é um elemento de A.

Mostremos que a familia N = Ngdoep é constituida por conjuntos g-nulos,

dois a dois disjuntos, cuja reuniloc é U‘f )

Para todo § € T tem-se que U(Ng) = v(Dy) = 0 e, se §; e §; s%o elementos
distintos de I' entsio, como Dg, e Dg, s¥o disjuntos, Ny, (1 Ng, = UCA« t o € Dg, N
Dg 3 = @.

0 fato de Ny C UECF acarreta que UN‘ C Uif . Para a inclusfo contriria

notemos  que para todo x € U&F existe um Unico « € Py tal que x € Ax. Como
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@ € Dg, para algum § €T, ent8o x € Ng. Dai USF C UJ{‘ e Usf = U.N‘.

O proximo passo seré a determinag¥o do conjunto K, compacto em X e n¥o u-
nulo.

Iniciemos observando que #X = #D = ©. Logo podemos indexar estas familias

tomando para conjunto de indices um subconjunto B de [0,1] que satisfaz (6.11).
Sejam D= (D’)IGB e N = (NF}FEB'

Mostremos que a fungdo h, de U‘EF em [0,4], definida por h{x) = r se x € N, &
A-mensurdvel.

Dado V, aberto em [0,4], temos, lembrando (5.1.i1)

Pt =ptvnB = | e = | Ne= | b e €D
rEBMV rE€BWV EENV

= o : a € U paea
r€BMV

Ent8o, por (3.4), existe um subconjunto K, compacto em LJ‘:F, tal aue a

restriglio de h a K é continua e

“ED > 0 (1)

Da continuidade de b, restrita a K, seoue-se gue h(K) & compacto e, da

definigdo de h, temos h(K) C B. Portanto, por (6.12), hK) & enumerdvel. Logo, se 1 &

um subconjunto de N tal que hK) = U{r‘;), ent3o

i€l
k€ rH{Jern) = UNes
i€ &1

Mas MNg) = 0, para cada § € I, portanto () < E #N;) = 0. Dai vem gue
14O = 0, contradizendo (1. O €l



87. 0 Teorema Fundamental e aplicag:&es

Este pardgrafo é especialmente importante. Nele teremos a prova do
Teorema Fundamental sobre a reunifo nfo-enumerivel de conjuntos de medida nula

num espago com medida de Radon: sintese de todo o trabalho desenvolvido nos §65 e
6.

Seguem-se conseguéncias n¥o menos importantes e um contra-exemplo que

realga a necessidade de z medida ser de Radon neo Teorema Fundamerital.

(7.1) Teorema. Sejam (X,A,4,9) um espago com medida de Raden finita e F uma
coleg&o de elementos p-nulcs de A4 tal aque U8 € A para toda subcolegSo & de .
Ento ud_Jn = 0.

Demonstragdo. Seja ¢ = min{Y : 7 é ndmero ordinal, #Py = #9). Indexemos §

™

. ¢ . .
tomando Py para conjunto de indices, ou seja, F = {A“}mt‘—_'F'w'

Suponhamos, primeiramente, gue § seja constituida por conjuntos dois a dois
disjuntos.

Definindo a fung¥c v, de FiPy) em [0,00f, como em (5.9.0), por v(D) = u(U(Am S
€ D), para todo D € P(Fy), temos que v é uma medida. Se v & atBmica entSo, por

5.13), u(UEF) =0, e, se v é nYo-atbmica ento, por (6.19), u,(U‘J) = 0, encerrando o

primeiro caso.

Se ¥ & uma colegqo gualquer de elementos -nulos de A ent¥o, por (56)

existe uma colegdo D de elementos de A, &-rulos e dois a dois disjuntos, tal que
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Uc € A para toda subcolegBo € de D e Uﬁ) = U*.'f . Pelo caso anterior uUﬁ) -
0. Segue-se que L&(Uﬁ’) =0 0

Vejamos um contra-exemplo que destaca a necessidade de © espago ter
medida de Radon (finita).

(72 Exemplo. Sejam Py, 3>, ¥, 7) o espago de Hausdorff com medida dado no
Apéndice A e § a familia de elementos de ) constituida por (02, e pelos intervalos

da forma l&,8), onde @ e £ s¥o nimeros ordinais limites pertencentes a Pj.

A familia ¢ & constitulda por conjuntos enumeriveis logo, por (A3), WaY = 0

para todo A € G, e como § C 7 ent&o U8 € A, qualouer que seja a subfamilia & de
g.

Portanto, das hipéteses de (7.1), ngo & valida a medida ser de Radon, veja

(3.3}, Lembrando (168.ii) facilmente mostramos gue UQ = P, Segue-se aque a

3

onclus8o do tecrems nEo se verifics pois (:‘:(! ¢ =1.

0 coroldrio a seguir é uma generalizag¥o, para espagos com medida de Radon
(finita), do teorema A de [R.1] cujo enunciadc é: Seja {Ax : « € E) uma partigdo do
intervalo [0,1), constituida por conjuntos com medida de Lebesgue nula. Ent8o existe

um subconjunto S, de S tal gque U Aq N¥o & Lebesgue mensurivel.
OCeSo

(7.3} Coroldrio. Sejam (X, A, &, 7) um espago com medida de Radon finita e ¢
uma coleg3o de elementos N-nulos de A tal que ;U,(LJSF) > 0. Entdo existe uma
subcolegdo € de ¥ tal aue US g A.

Demonstragdo. Se admitirmos, por absurdo, que toda subcolegcZc & de ¢

satisfaz U8 € A ent8o, por (7.1), teremos wﬁUtF) = 0, contradizendo z hipdtese.
0

(7.4) Corolério. Seja (X, 4, &, 7) um espago com medida de Radon finita. Se

existe ¥, partic¥o de X constituida por elementos i-nulos de 4, entfo 4 = PX).



Demonstrag¥o. Andloga a (7.3). O

Uma consequéncia imediata deste coroldrio é que a familia dos subconjuntos

de {0,i] que s%o Lebesgue mensuriveis ¢ distinta de PUI0,1), fato este j& expresso

no enunciado anterior.

(73 Teorema. Sejam (X, A, &, 7> um espago com medida de Radon finita e ¢

(Axd, ep, Uma partigHo de X. Ce UE € A, para toda subfamilia & de ¥, entSc WX
E WA,
O(EF¢~

i

Demonstrag8o. Qualauer que seja o subconjurto L de Py, finito, temos

E wihe) = u(_] e € w0, Loao
ol &l

E A £ UXD (1)
uEF'g,

mostrando que a familia (UG P, & soméavel.

Ent¥o, utilizando (4.2), o conjunto R = {8 € Fy : WA # 0) é enumerdvel.
Segue-se que

wel Jagr = E @A), )
BER &€R

For outro lado as hipdteses do teorema (7.1) est¥o satisfeitas gquando
. 1y . )
considerames a familia {Aa,-),l EP R Portanto u( U Ay = 0.
7€PQHR’

Looao

woo=ut | ao=uc | agruc |J ap = > uing € > A

a&Py gER TEFLNR' 8€R «w€F,

~
0)
=

A lgualdade segue de (1) e (3). O

(76) Teorema. Se (X, PX), &4, 77 €& um espago com medida de Radon
finita, ent¥o para todo subconjunto A de X tem-se u(A) = 2 XN, Além disso, se X
X<
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for um grupo aditivo, ent¥o & é invariante por translaco se e somente se U({x) =

) quaisauer que sejam x & g em X.

Demonstragdo. A prova da primeira parte ¢ andloga Aguela de (75) tomando
F = ((X}}xex.

Admitamos gue i & invariante por translag¥o. Ent¥o, 4(x) = u(x + (ON
LHOY, para todo x em X.

Por cutro lado se B = x + A, utilizando a primeira parte, temos wR =
E A 4+ ud) = E Ml = ua), O
WEA YEA

Abaixo temos um exemplo trivial do corolirio (7 €7,

(7.7) Exemplo. Seja ¥ o conjuntc dos possiveic valores gue sZo obtidos no
langamento de um dado honesto. A topologia § é aguela aerada pelos conjuntos {0}
e lab), onde 2 e b s¥o nlmeros naturaiz com 0 € a < b € €. A medida 7, definida

em PO, & a probabilidade de um evento.

D proximo teorema did uma condig3o para a mensurabilidade de uma reunifo

gualquer de conjuntos mensurdveis, num espago com medida finita.

{78) Teorema. Sejamid, A, &, 7) um espago com medida finita e F = CA&-}C‘, =

. {a. . . P
umz familiz de elemertos de 4, dois a dois disiuntos, Se,

15

(ir 2 familia (WA, cp, & somivel,
b i | Jiay € 7 :utap = 00 = 0,

(iil} 4 & completa,
entdio Us; € A, para toda subfamilia & de .

Demonstragdo. De (D) segue-se, por (4.2), que o conjurto R = (& € Py 1 (AL #
0) & enumerédvel. Logo

| As € 4. para todo 5, CR. (1
BES,
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Escrevendo (Ay € § : Ay = 0) = CA:,},,, €P R’ ® notando (iid), temos

|J A7 € 4, para todo 5; € P, N R @
1€S,
Como, para todo § C Py, Lj Ax = LJ As U U Ay,
x€S SESR TESNPNR’

ent¥o, utilizando (1) e (2), temos U A €A O
a €S
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§8. Un Teorema de Fremlin e aplicagfies.

0 teorema (8.9, devido a Fremlin, é altamente significativo em suas
aplicagles, além de ser o responsdvel pelo teorema fundamental em (7.1), veja [R.13],
pdgina 93. MNeste pardgrafo apraesentaremos a sua prova e algumas aplicag8es.
Dessas destacamos uma generalizag¥o do teorema de Lusin para espagos com medida

de Radon finita.

Os exemplos incluidos mostram que a hipétese de o espago ter medida de

Radon é essencial. \

(8.1) Definigo. Sejam (X.A) um espago mensurdvel, Y um espago métrico e § a
o-algebra de Borel em Y. Diz-se que uma fungdo f, de X em Y, é A-B-mensurdvel se

e somente se £ YB) € 4, para todo B € B.

(82 Teorema. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e Y um espago métrico. Se,

para toda fung¥o continua ¢ de Y em R, a funglo gof é A-mensurdvel ent¥o f & A-

B-mensurdvel.

Demonstragdio. Para cada aberto U em Y definamos a fung8o g, de Y em R,
por g = dg\)), para U # Y, ou gy = 4, paral =Y.

Em aqualouer um dos casos a continuidade de gy segue do fato de

igu(gi) - QU(HZ)i € dlyg,uy) guaisquer que sejam Uy e Uy em Y.

Por hipbtese {x € X :(gyofix) > 0 € A e, pela definigdo de g, temos
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pu(f‘(x)) > 0 se e somente se f(x) € U. Logo £ € L. 2]

(8.3) Coroldrio.  Sejam (X, A) um espago mensurdvel e Y um espago métrico.
Se (fal, g € uma seqiéncia de funglies de X em Y, A-B-mensurdveis, e se f & uma

funglo de X em Y, tal que lim falx) = f(x) para todo x em X, entfio f é A-B-
mensuravel.

Demonstracgdo. Seja ¢ uma funglo continua de Y em R. EntHo, para todo
nimero natural n, a fung¥o gofs é A-mensurdvel e dai, como lim (90faXx) = (g0f)x)

para todo x em X, temos gue gof & A-mensurivel.

A assergdo segue por (8.2). a]

8.4 Teorema. Sejam (X,A,4,9) um espage com medida de Radon finita, Y um
espago métrico e f uma funglo de X em Y, A-B-mensurivel. Se ¢ é uma coleg3o de

abertos de Y tal que L(f V) = 0, para cada V de €, ent¥o uGF ™ Ug Yy = 0.

Demonstrag¥o. Provemos que a familia ¢ = G‘"‘(V))VEQ satisfaz as hiptteses
de (7.4).

£ imediato gue essa familia & constituida por conjuntos i-nulos.

Como toda subfamilia 8 de § ¢ tal que 8 = {f‘"(v)}vegi para alguma
subcoleg¥o ¢, de § e, além dissg, G, & asberto em Y, ent¥o L_JS? = U Fh) =
4 Jep € VEG,

Agora, por (7.4), ek Ug Yy = U:r y=0. 0

0 lema a seguir & uma conseqi@ncia do teorema : “Toda cobertura aberta de

um espago métrico admite um refinamento aberto o-discreto”, que se encontra, por

exemplo, em [R.14)

(8.5 Lema. Sejam X um espago métrico e p um nimero natural. Ent¥o existe

uma cobertura aberta de X, W(oc.n)}(ot,n)epg I Que satisfaz as seguintes condigfies:

(i) guaisquer que sejam a @ B em Py, com a#£, tem-se v(w) N V(a,n) = @, para

cada nUmero natural n;
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{ii) qualquer que seja (a.n € Fe x N, tem-se V(e m)) < ;-h

(8.6) Definigdo. Sejam (X,A,4) um espago com medida, Y um conjunto n¥o-vazio,
S um subconjuntc de Y e £ uma furgdc de X em Y. Diz-se que f(x) pertence a S u-

quase sempre, & escreve-se f(x) € S y-as, se e somente se (x € X : flix) €8 € A4
el{x €X:fx) €8)Y)=0.

8.7 Teorema. Sejam (X, Au4,9) um espago com medida de Radon finitz, Y um
espago métrico e ¥ uma fung¥o de X em Y. Se f é A-B-mensurivel entfo existe S,
subespago separidvel de Y, tal oue flix} € € u-gs. '

Demonstragdo. A prova deste teorema serd realizada em trés etapas. MNa
primeira mostraremos que a cada ndmero natural p est¥o associados dois conjuntos

disjuntos Y(p) e Yy(pk sendo o primeirc enumerdvel e o segundo tal que u(f‘"(\’.z(p)))

= 0, satisfazendo Yo} {J Yzp) = Y. Na etapa seguinte determinaremos S e
verificaremos oue f(x) € £ y-gqs. Encerraremos a prova mostrando gue § é
separivel.

Fixado o nimero natural p seja F(p) = {Va{ e EP (N uma cobertura
- T el :

aberta de X satisfazendo as conclusBes de (85). Como X tem medida finita & £ & A-
B-mensurdvel ent3o, por (B85.0) temos que, para cada nimero natural n, a

familia mu“‘(vf,, &)‘;))7 €F (s & somdvel. Portanto, por (4.2}, o conjunto
! elp

Lo = €7 € Py - RETH Vg ) # 03 & enumerdvel. )

Denotando por Rl = L'en [ P,y e aplicando B.4), & familia G =

#(p
P .
{V(')'m))’r ER(P;&‘) temos:

T Ug(n) ) ) =0, para cada ndmero natural n.

Designando por Yz{p) = U U(;(n) segue-se gue
n€N

B Y00 < E we™c| Jem n = 0. @
nEN

Fazendo Y p) = U U Vf’x,n) temos, por (1.23), que Y (p) é enumerivel.
n€N YEL(p.n)
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Agora € claro que

Y = vy | vato )
encerrando a primeira etapa.

Seja 5 = m Yii{p). Ent&o, usando (2) e (3), temos
rEN
HETHEN = wETHC[) Vil )
sEN

we™ | vieer)
p €N

< z RCETHY o)

pN

=0,
mostrando que f{(x) € § U-as.

Finalmente determinemos T, enumerdvel, denso em S.

De (1) e {(1.33) segue-se que L = U U L{p,m & enumerivel, e, deste
sEN nEL(p)

resultado, L X N & enumerivel.

Para cada par (@7 em L X N tal gue S mem) # € escolhemos tfu’ o) NESSA

. ; . . 4
intersegc3o e tomamcs T o0 conjunto constituido por esses elementos. A

enumerabilidade de T & evidente.

Dados xem & e ¢ > 0, escolhamos pe em N tal que ;;‘-‘;—I < €& &, em seguida,

Fo

(@onor em L X N de modo que x € V(uo,ﬁa)'

Lembrando que F{py satisfaz 2.3.1D, temcs:

Fo FPo i
d(x,a(a_omo)) ﬁ 6((\}(«0»‘?@)) < P'_-a'&i £ &,

mostrando gue T € denso em'S. O

0 exemplo & seguir mostra que as concluslies do teor%ema (8.7) podem n&o ser

verdadeiras quando a medida n¥o é de Radon.

~a

(88) Exemplo. Sejam (Fp > W7) como no apéndice A e 1«(R) com a norma do

supremo. Seja f uma fungfo injetora de Pp em 1o(R) tal que f(«) é uma sequéncia de
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0 e i.

£ claro que im(f) é n¥o-enumerdvel e assim se T é um subconjunto enumeréavel
de im(f) ent¥o existe um elemento W, na imagem de f tal que Uo € T. LOGO (U - Yolles =

i, para todo u € T, mostrando que a imagem de f n¥o & separéivel.

No entanto, para todo g € im(f) e para todo ¢ > 0, temos

liBgen = {(adse <1 e flal=
‘ Pnsee >4

Portanto f ' (Bue) € 3 e este resultado implica que f ¢ 3-B-mensurével.

Fassemos &s aplicagBes do teorema (8.7), Iniciemos mostrando que se (X,A.M)
ndo é um espago com medida de Radon (finita) e Y & um espago de Banach entfo ndo
é verdade, em geral, que toda fung¥o de X em VY, A-B-mensurdvel, possa ser

aproximada por uma sequéncia de fungBes simples A-B-mensurdveis.

8.9 Exemplo. Seja f definida como em (E8) e seja {S")REN uma seglfncia de

funcBes simples,de Pp em lo(R), 3. -B-mensurdveis.

Como im(sp) € finita, para cada ndmerc natural n, ent¥o, por (1.32), U im(ss) &
nel‘l

enumerdvel e dal U im(ss) & =zepardvel. lsto nos mostra gue nenhuma sealéncia
rEN

(sad,cpy de funclies simples de P, em l«(R), 3 -B-mensurdveis, satisfzz a igualdade

lim sa(x) = £{x).
N ~4oe

No entanto se tivermos espago com medida de Radon (finita) a aproximaggo &

vélida conforme o teorema que segue cuja demonstrag¥o é andloga & Proposigo £.2
de [R.21.

(8.10) Teorema. Sejam C(ALT) um espago com medida de Radon finita, Y um
espago de Banach e f uma fungdo de X em YV, A-B-mensurivel. EntSo existe uma

sequéncia {sa), gy de fungBes simples, de X em Y, A-®-mensurdveis, tal que

(1) 1im splx) = £(X) H-a.5.;
n—poe

(ii) exceto para os elementos de algum subconjunto de um conjunto L-nulo
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tem-se que {sa00f € 00l , para todo n € N.

Demonstraglio. Por (8.7) existe um subconjunto S de Y, separdvel, tal que fx)
€5, ¢g-a.8., & seja

P um subconjunto enumerivel e denso em ©. 1)

Provemos, em primeiro lugar, gue para cada y em S e para cada ¢ > 0 existe

um elementor €ER, onde R=(z €Y :z=ab,a € Q, b €P } satisfazendo

gy -ri <e e et £ 9l (2)

£ claro que P estd contido em R.

Por (1), dados yem S e ¢ >0 existe um elementa p em P tal que

iy - Pl < § &)
Se fiefl < iyl tomamos r = p; e p| > |yl fagamos & = (o} - vl e escolhamos
n, em N, satisfazendo
L irdf, —=—3 {
a < mirdd, YT (4)

Seja me = minln € N : fju}j < ,%HE*H} EntZc L <my, < ns ©

Mpe—4i m
——lel £ vl < F2e) - &

m

Tomando r = -—-‘iﬁ%—ép temos que r € R, Irll € |¥] & utilizando (3), 4) e ),

fle - f"il=“9-p+p-';,"—§p+n-j-'-ep “
<y - o+ (L - Bion + Aen
CE+upl- s+ §

ST +jp-vl<e

verificando (2).

Por (1.31) o conjunto R é enumerdvel. Isto permite-nos escrever R = {ra, epp
onde assumimos que re = 0.

Fixados x em f %8 e o nimero natural n & imediato que o
conjunto
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Eax) = {r; €ER : i < n, jr;}f < HIFOON,
é n¥o-vazio e finito. Seja ri o elemento r; de Ex(x), de menor indice, aque verifica
a igualdade

e - r% = min{“?(x) -l € E,.(x)} &)

Para cada numero natural n a fung8o s», de X em Y, definida por

¥ -1
0 = {m, se x € £ XS, -

a se x € £ X9,
onde g ¢ um elemento de P, & simples.

Se s, for A-mensurdvel, para cada ndmero natural.n, ent¥o dados x €

F"(S} e ¢ > 0 existe, utilizando (2), um elemento rz; em R, tal gue
[#6 - rall €< € & frell £ IFGOH.

Portarto, para todo n > m temos aue re € Ex{x) e, utilizando &) e (7,
G - sa00) < Ifixy - rell < &. Logo lﬁi_n;msn(x) = flx), para cada x € £ 8,

verificando (i),

Por outro lado como sa(x) € Ea(x) para todo x € £ XS) entdo [s.tx0fl € lIFeoll

para todo x em X exceto, possivelmente para. algum subconjunto de ¢Sy, Isto

prova (ii).

Para aque a demonstrag3io esteja completa devemos mostrar aue s» .& A-B-
mensurdvel, para cada ndmero natural n. Para tal & suficiente provarmos gque

sAMt) € A, para cada t em im(sn).
Seja t € imlsx), t # g. Ent8o lembrando (6) & (7), L = ry, para algun k £ n.

A hipéteze de que f & A-F-mensurdvel acarreta gue lfli e ||f - r;f para i < n,

s%0 A-mensuriveis, loao os conjuntos

Alky = {x € X : IFell 2 rep N FYEY,
BG < 0 = 0 € X :fFeoll 2 ryp N x € X : eo-ry]| < [|F0-r;[p) U x € X : Iftol
<rafp .
CG 20 = (& € X el 2 g N &x € X : el < Jroo-rp) | o € X = el
<prapp

s80 elementos de A, para todo j € n.

Portanto, verificando que
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K=4 J
sar = Ato N (1)BG <o N[ e 2k

J=0 Bl
temos spilr) € A.

Seja z € spUre). Como ry # q, ent¥o z € 749 e IF@] 2 ). Logo z €
All). E claroque z EB( < ke z € C(J > k), para todo j # k e j < n tal que IF@
< el

Para todo § € n tal que |Ifal 2 jiri]| temos, por (5) e (€) gue r; € En(2),
[f@-r ] < Jf@-r;|.parai <k, e |[f@-r] <|f@-r;| parai2 k.

Assim a incluso do primeiro no seagundo membro da ioualdade estd
verificada.

Para a inclus¥o contréria observemos gue se [F@ < |r;) § £ ne i # k
entfo r; € En(2). Logo sa@ # r;. Se IfF@l 2 r; entdo r; € Ex2) e ||[f@2-r] £
|f@)-r;|, para todo i < n. Como a desigualdade é estrita para todo i < k, entdo

1@} -rell = min{|f@ - £l - r; € Eal2)), mostrando que sal@) = ry.
Se g # ryp para todo k £ n, entSo shia) = FTHSY € 4; e, se g = ry para
¥

e n .
alaum & < n, entSo shiad = ( A ﬁsu < N[ e zm) U 4 € 4. O
y=0 ‘

=k

<

Uma guest8o importante em Teoria da Medida refere-se & mensurabilidade da
soma de duas fungBes mensurdveis, no sentido que estamos estudando. Sabe-se que
quando o contra-dominic das fungBes & um espago de Banach separavel a resposta

€ afirmativa; mas isto ngo ocorrer em geral ,conforme cita AHStone [R.22].

O préximo teorema aborda a mensurabilidade da soma de duas funcgBes

mensurdveis num espago de Banach guando a medida € de Radon.

(8.40) Teorema. Sejam (X, AM,T) um espago com medida de Radon finita, Y um
espago de Banach, f e g fungBies da X em VY, A-B-mensuraveis. Entdo existe uma
fung¥o h, de X em Y, 4-B-mensurdvel tal que h(x) = f(x) + g(x), para todo x em X,

exceto para os elementos de alogum subconjunto de um conjunto U-nulo.

Demonstragdo. Da hipbétese de que f e g s¥o A-B-mensurdveis segue-se, por
(8.7), a existéncia de S e T, subespagos separdveis de Y tais que

fix) €8 u-as. , g ET U-gs. (1)
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Sejam ¥ = (Ve & W = (W2,gn bases de abertos, de § e T,
respectivamente. Provemos que, para cada z € U (S + T), onde U é aberto em YV,
existem V; € ¥ e W, € ¥ tais que

zEV‘-+NJ e V,-+NJC‘U.“ 2)

Sejam z = z; + zz em U 1 (S + Ty, e e > 0 tais que B(ze) C U e sejam V;, €
Y eW, €W tais que 2y € Vipo 22 € Wy Vi CBELH NS W, © Bz N T
Entdo z €V, + W;, e

Vie + W, C BzyD + Blzad. <))

Mas, se t = t; + t €& um elemento de Bzy§) + B9 ertdo

flt -zl = JJeb; + tz) - @y + 22 Sty - zof + Itz - 22)l < & e dal

Bz 9 + Blzp$ C Blze).

Isto acarreta, usando (3), aue V,;, + W;, C U, completando a prova de (2).
Vem, de (1) que RGFTHEN) = wEETUTM = 0. Logo RS N 7'M = @

Portanto tomando %, em X e definindo a fung8o h de X em Y por:

hoo = | fOO+ 90, sex € £ N g~ im,
Fixs) + glxe), se x € (F XS | @ HTY

temos aue H{x) = f{x) + g, para todo x em X, exceto possivelmente para algum
subconjunto A de  (FTHSY U @I,

Mostremos que h & A-B-mensurdvel.

Seja U, aberto em Y. Se U () imh) = @ ent¥o h™ (U = @ € 4; se U [} imt) #
@, dois casos serfo considerados.

No primeiro casc suponhamos que (fiXe) + gixe) € U. Ent¥c denctande por R =
(G €N XNV, + HW; CU) e tomando um ponto r =ry + r; em U [ imR), com ry
€ Serg €T, temos, de acordo com (2) que existe (i, Jp) em R tal aue r; € V,yerg
€ W;,. Portanta h™ir) € £V, ) N 874, e dal

h i) = hoHA [ imtn) C© U EHV) N g7y (4)
GDER

Reciprocamente, se x € U (FTHV) N g7, entSo existe (ip.d) € R tal
G,V ER

aue flx} € V,, e gx) € W;,. Segue-se que h(x) € U ] imh) e dal x € h*U ) imk) =
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hYU). Logo U V) N g7 C iAW), Desta inclus¥o e (4) vem a igualdade.
G JER

Agora, como os elementos de V e°W s¥o, respectivamente, da forma V(1S e W

I T, onde V e W s¥o abertos em Y, ent¥o f V) € A e g ', € 4. Isto acarreta
aue h™H W) € 4.

No segundo Céso, se (F{xp) + gixs)) € U ent¥o

i) =( U (Frv) N gt J») Uy Ute™ Ty € 4. 0
{(,J)ER

(8.12) Corolério. ESejam (X,A4,T) um espago com medida de Radon finita e
completa, Y um espago de Eanach e f e g fungBes de X em Y, A-B-mensuriveis. Ent¥o

f + g & A-B-mensurivel.
Qutra conseguéncia de (E.7) & o0 teorema

(8.13) Teorema. Sejam (X,A4,T) um espage com medida de Radon finita, Y um

espago de Banach e f uma fungdo de X em Y, A-B-mensuravel. Ent3o

(i} existe um subespago S de Y, separdvel, tal gue fx) € € u-as.

(i) f & fracamente mensuravel, isto & para cada ¢ € Y* a funglo Yof & A-

mensurdvel.

Demonstrag¥o. O item (i) segue-se de (8.7). Para o item (i), lembramos aque

toda ¢ € Y* é continua, ertdo ¢ & B-mersurdvel e dal wof & A-mensurdvel. D

0 resultado acima representa uma extens¥o da condigdo necesséria de um
cldssico teorema de Pettis: Seja (X, 4A) um espago mensurdvel e seja Y um espago de
Banach. Uma func¥o f de X em Y, & fortemente mensurdvel (f é A-F-mensurdvel e

FX) & separdvel) se e somente se

(i) £X) & separivel; e,

*

(ii) para cada ¥ € Y" a fung¥o Yof é A-mensurdvel.

A Pecipf‘oca do teorema (8.13) nZo é vilida como mostra o exemplo a seguir.
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(8.14) Exemplo. Sejam X = (0,41 {J [2,3], ¢ a restriglo da topologia usual da

reta, 4 a o-dlagebra dos subconjuntos de X mensurdveis segundo Lebesaue, )\ a
medida de Lebesgue.

Definamos a medida ¢ em A por

Ay = A (A (2,31 ) para todo A € A.
Verifica-se que X,A,u,5) & espago com medida de Radon finita.

Seja H um espago de Hilbert com dimensfo ortogonal maior ou igual a 22‘%

&

munido com a norma do supremo.

Seja f uma fung¥o de X em H, cuja imagem & um subconjunto ortogonal de H,
satisfazendo: a restrig8o de f ao intervalo [0,4) é injetora e f(x} = W, para todo x
€ [2,3], com yp, € FUO0,4D.

Portanto § = im(f} & separdvel H-g.s. satisfazendo () de (8.13).

Verifiguemos que f zatisfaz (id).

Para cada funcional linear ¢ em H*E = H temos que P.FXx} % 0 somente para
um guantidade enumerdvel de coeficientes de Fourier. Portanto, dado 5 € R temos:

(pofy (s, 400D U£x,- € [0,4) : (pefXx) > 5), onde | é enumeravel e fly,) £ s, ou

i€l

(0of) (g, +00D)

231y U(x.: € [0,4]) : (@ofXx) > 53, onde I & enumeravel e s < fly,).
€1

No entanto, ¥ nSo é A-B-mensuridvel pois tomando A, subconjunto de [0,4] n¥o-

mensurivel segundo Lebesgue, e D < ¢ < i temos que U Bifix)he) EB e A € 4.
x €A

Talvez & mzior contribuic¥c do tecrema (8.7) seja o fato de que toda fungHo,
definida num espagoc com medida de Radon finita e completa, e com valores rum
espago métrico arbitrdrio seja A-®B-mensurivel se e somente se for Lusin-

mensuravel, como veremos no teorema (8.18).

Definiremos uma fungdo Lusin-mensurdvel como em [R.19], e, em seguida,

provaremos uma extens3o, também relevante, do teorema de Lusin para espagos

métricos arbitrarios.

(8.13) Definigcdo. Sejam (X,A,4,F) um espago com medida de Radon, Y um espago
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topolégico de Hausdorff e f uma fung¥o de X em Y. Diz-se que f é Lusin-mensurivel
32

se e somente se Cada subconjunto K de X, compacto, @ para cada ¢ > 0 existe um
subconjunto K¢ de K, compacto, com (K {] K¢} £ ¢ tal que a restrigdo de f, ao

subconjunto K¢, é continua.

8.16) Teorema. Sejam (X,A.u,9) um espago com medida de Radon finita, Y um
espago métrico e £ uma fung8o de X em Y, A-B-mensurivel. Ent¥o, para cada A, ndo-

vazio, em A e para cada ndmero real ¢ > 0, existe um subconjunto K de 4,

satisfazendo
Uy K & compacto,
Uiy A N KDY < e,

(1ii) a restrig8o de f ao compacto K & continua.

Demonstragdo. Se u(A) = 0, a conclus¥o ¢ imediata tomando K = {2}, com z €

Como as hipbteses de (8.7) est¥o satisfeitas, seja S um subespago separivel

de Y tal aque ({x € X : fix) € 81 = 0.
Tomando E = £4S) é ébvio que E € 4,
Suponhamos, agora, aue KA > 0 e gue A esteja contido em E.
Dividamos a prova em trés casos.

No primeiro admitamos que S = (zX0=,, com z; # z jpara i ¥ J, e aue A; = (x

€ X : flx) = 2,2, Portanto, para todo i s j, temos que &; (] A; = @

"
en=Janan
i=1

A hipdtese de gue i & medida de Radon acarreta que, dado ¢ > 0, existe, para

cada { £ i € n, um subconjunto K, de A [} A, compacto, tal que

A A MK <& (1
a
Fazenda K = UK; temos que K é compacto.
=4 4
Notemos aue, como K; C A; para todo nimero natural i, ent8o L_J(A 1A N
=4

n n
(Ukr= Janankrowo, ank={Jananks e utilizando (1),
n=i n=i
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&

WA K = 2 wa N A NKD <e.

=i

Quanto a (iii) temos que f""({z;)) = K;, com § £ i £ n auando se considera a

restrigio da fung¥o f ao conjunto K, encerrando a prova neste caso.

No segundo casc admitamos aue S = {4} gy cOM Y, # Y; para i # J.

SeiaB; = (x €X;f =y Entéo B, 1B, =0, sei#jea={]J@aNE
JEN

A sequércia (Cy), cpy definida por
Cg = A ﬂ Bo .
¥

= [ J& N B, pera todo k 2 4,

J=0

satisfaz as condigBes: C, C Cy4y, para todo nimero natural k e U C, = A. Segue-se
* €N

gue
Lim WQ(Cy) = 1A,

Portanto, dado um ndmero real ¢ » 0 existe um ndmeroc natural k, tal que

WA N G <

(2)

Ll

Por outro lado a restrig&o da fungdo f ao conjunto C,, tem imagem finita,

ou seja, {9;);%. Logo, pelo casc anterior, existe um compacto K contido em Gy, tal

aue
WG, MNKY < @

. . . .o ] s .
e a restrigo de f ao conjunto K e continua, verificando (i,

NI

Como Cp, C A ento K C A, verificando ().
Para a prova de (ii) utilizamos (2) € (3). Temos
pANKY=waNK N Cup? + UA NN CLG)

< WCp, M KD + 1A N Chp) < &

encerrando o segundo caso.
Admitamos agora gue #S > Mo e, como S é separavel, seja Q = {g)),¢py tal que

QCsell =5
Para cada nimero natural n definamos a fungdo 6,;, de X em Y, por

Falx) = oy, onde k = infli € N : q; € B,



Para mostrarmos cque cada funp¥o fu é A-B-mensuridvel consideremos V um
aberto em Y € M um subconjunto de N tais que (gq; : J € M} C V.

Ent¥o, se O € M, lembrando que E = £749),
Fatwr = | fateam
JEM

J-1
=) €E: 0 € Blapzip N [ Blawzih
=0

n+l nti
JEM
J=i
= J(Fi ey N [Bawt) € 4
JEM k=0

e, se 0 € M,

= ) e U FTBae g € A
JEM n {OY

Como, para cada némero natural n, a imagem de f & enumeriavel entfo, pelo

caco arnterior, dado ¢ > 0, existe um subconjunto K, de A& tal gue

WA MK < ;‘;—, (5)

a restric¥o da fungdo f» ao conjunto K, & continua. &
Tomando K = (\‘Kn temos aue K é compacto, verificando (). Utilizando (5
n=i

wa N KY £ E A N Kp < &, provando Ui,
a=i
Para a prova de (iii), observandc (6) basta verificarmos aque, restritz ao

compacto K, a seguéncia (fp) gy converge uniformemente para f. Mas isto é

imediato, pois dado n > 0 escolhemos m,, ndmero natural, tal oque ﬁ'& < 1. Da
&

definiciic de f, dada em (4) temos, para cada x € X e para cada m 2 mp, Que

aifix),faled) ¢ ﬁ.’f{ < n:+£ <n.

Finalmente suponhamos que WA > 0, A(JE # @e ANE # @.

Como (A [} E» = O ent8o u(A (| E) > 0. Pelo exposto acima, existem compactos
K, e K; subconjuntos, respectivamente, de A [ E' e A [} E tais que & N E' [ Ky <

g. A NENKD < g e a restrig¥o da funglo f a cada um deles é continua.

Tomando K = K; |J Kz, as conclus®es s%o imediatas. 0O
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8.147) Teorema. Sejam (X, 44T um espago com medida de Radon finita e
completa, Y um espago métrico e f uma fung8o de X em Y. Se, para cada ¢ > 0,
existir um subconjunto K de X aue satisfaga

(i) K & compacto,

i pKh < e,

(iii} a restrig¥o de f ao conjunto K & continua,
ent8o £ é A-B-mensurdvel.

Demonstragdo. Seja H; um subconjunto de X satisfazendo () e (iid) e tal aue

WH) < s, para cada numerc natural i

f
Definindo Ky = He & Kp =

{\.}H"’ para todo ndmero natural n, temos gue K, é
=0

compacto e a restrigSo de f a K & continua. Além disso, Kpn C Kpey €

WK € piHR < E-i—.?.’ para todo rdmero natural n.

Seja W, € Y. Conzideremos a fungdo g e a segUéncia de fungbes {’C”}nEN’ de
X em VY, dadas por

£, se x€K = || Kn
Q(X) - I'?é!}}
Wy, s x € K

e, para todo ndmero natural n,

N fix), se x € K,
fFalxi = d )
e {ga,sexEK},

E claro gue %}iﬁxf;,fx“ = gix) e se, para cada numerc natural n, a fung8o f,
é A-B-mensuravel ent¥o, por (8.3) ¢ & A-B-mensurivel.

Por cutro lado, como KDY € uKy) <«

~

=31 para tode nimerc natural n, ent&o
MWEY = D ef = g i-a.s. Mas # € completa, logo f & A-F-mensurivel.

Verifigquemos que fp € A-B-mensurivel para todo ndmero natural n.

Fixado n, para cada ndmero natural m, seja ¥(m uma cobertura aberta de K,
tal aue
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' ?

WealV (1 Kn) < 535, para cada V € ¥im). W

Como K. é compacto em X entfo existe cv:}f-’i‘?, subcobertura finita de ¥(m).

pla)
Para cada numerc natural m e cada j £ p(m) seja Wj = V5 [ Ka. Logo UN: =
V=4
Ka & como o espago (X, ¥) & de Hausdorff, Ka, e consequentemente W} s¥o fechados

e W} é compacto.
De (1),
We W < £45, para todo § £ ptm). @

Escolhendo x} em W} e definindc a funglio gs , de X em Y, por

ot = [P0 se x € WS e k=infii<pimx€ W
T Yo, S€ X € Kp.

E imediato que g, é uma fung8o simples.
k=41

Para f(xy) # Yo, k £ pm) temos @2’ FxfD = (x € X 1 x € W [ ]cx € X :
=0

H—~1
x € WYy = Wy N W5 € A
é=0

Se wyo #flxy), para todo k € pm ent¥o gz Flusd) = Ky € A; e, se o = Flxy},

k=1 '
para algum k £ p(m) ent%o g ((wed) = ( Wi ﬂw}‘)’) UKy € A
i=0

Assim provamos oue g & A-B-mensurivel para cada ndmero natural m.

i

Dado ¢ > 0 seja me tal que ryey

< g. Ent¥o, lembrande (2), temos, para tedo m

S me, aue

AFnlx)galx) = difntx), FGN < 7 € 737 < & se x € W),

d(f px),qe(x? = O, se x € K.

Portanto a seagufncia {9a), ¢y cOnverge para fn e, por ©3) fn & A-%B-

mensurdvel. 0O
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(8.18) Teorema. Sejam (X,A,4,9) um espago com medida de Radon finita e
completa, Y um espago métrico e f uma fung¥o de X em Y. Ent¥o, f & A-B-mensurivel

se e somente se £ & Lusin-mensurivel.

Demonstragdo. Sejam f, uma fungdo A-B-mensurivel, e K um subconjunto de X,

compacto. Escolhendo K¢ = K, para cada ¢ > 0, temos por (8.16) e (8.45) que f é
Lusin-mensuréivel.

Suponhamos gue f seja Lusin-mensurivel.

Como # & medida de Radon entSo, por (3.4.i), dado ¢ >» 0 existe um

subcorjunto compacto K de X tal que M) > 8 - & Segue-se que

BKY < g

Da definiggo de mensurabilidade de Lusin segue-se que existe um subconjunto

K de Ky, compacto, tal que

MKy MK € §

e a restrig¥o de f ao conjunto K & continua.

Como MK = Ky 1 KV + wKY) < ¢, ent¥o as hipbteses de (B.47) estdo

satisfeitas. Segue-se que f é A-B-mensurivel. o

Encerramos este pardgrafo exibindo dois exemplos gue n¥o satisfazem as
hipdteses de (€.18). Mo primeiro onde ¢ € A, exibiremos uma fungdo Lusin-
mensurdvel que n¥o & A-FB-mensurdvel; no segundo, Y & um espapo de Hausdorff nSo-

metrizavel e a fung3o g que determinaremos serd A-B-mensurdvel mas nZo serd

Lusin-mensurivel.

(8.19) Exemplos. (1) Sejam X = (z, b, ¢, d}, A = (@, X, (a3, {b, ¢, a3}, T = P e
WA = #A, para todo A € A. £ facil verificar gue todo subconjunto de X & um
boreliano, que a fung¥o identidade de X em X é Lusin-mensurdvel e n¥o & A-%-

mensurivel.

(2) Seja X = [0,4) com a topologia usual, com 05 conjuntos mensuriveis
segundo Lebesgue e com a medida de Lebesgue. Seja Y = (0,41 com a topologia
gerada por (1) e pelos intervalos da forma (o, B[, onde 0 £ &« < B £ 4, € seja g a
funglo identidade de X em V.



Como todo boreliano de Y é “Lambém um boreliano de X, ent¥o a fung¥o g é A-
B-mensurivel. “

e

Provemgs que a fung¥o g ndo & continua em nenhum subconjunto de X,
compacto e n¥o-enumeravel.

Seja K um subconjunto compacto de X, n¥o-enumerdvel, e sejam a = infK e

b=supK.

e

A familia § constituida pelos abertos da forma [z, b- nb “21, para todo

ndmero natural n, e pelo intervalo [b, 1, se b ¢ 4, ou {1), se b = i, é uma cobertura
de K, por abertos, em Y. £ imediato gue nenhuma subfamilia finita de ¥ cobre K.

Isto mostra oue K = gK) nSo & compacto em Y.

Seia H = [0,4) em X. Como ) > 0, entdo, para todo O (& < "-—‘E?—), o conjunto
He, compacto que verifica a desigualdade W () Hy) < ¢ & tal aque uHg) > ‘-‘—6—(252
Segue-se que H: & n3o-enumerivel e portanto ¢ n¥o é continua em Hg. Logo ¢ n¥o é

Lusin-mensurivel.
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§9. Un Teorema de Dorothy Maharam

Até o momento abordamos familias de conjuntos com medida nula. Neste dltimo
pardarafo faremos um répido estudo da mensurabilidade da reunifo n¥o-enumerivel

de conjuntos guaisquer.

0 resultado bédsico é o teorema (38). Ele é considerado importante nos
tépicos gue envolvem topologias induzidas por medidas. Segue-se uma aplicagdo

deste resultado.

Para a prova de (9.8) necessitamos da nogso de levantamento {(nossa tradug;&o

para "lifting’), cuja definiglo & algumas propriedades ser&c apresentadas.

Iniciamos esta ceg¥o relembrande algumas propriedades da  diferenga

simétrica que nos serdo dteis.

(9.0 Definig¥o. A diferenga simétrica entre os conjuntos A e B, denotada

por AAB, é definida por AAE =AU BX 1A BY.

(9.2) Observaglies. (2 Quaisaquer gque sejam os conjuntos A, B e C tem-s&:

W AsB=@ANBYUEMNA)
(i) AAA = O,
(iil) AAB = BAA,

vy AACCwhaBlJ®ACGC,

W) AAD = A,



i) se A C B ento AAB = B[] A'.

(b) Se (A, ¢ e (B, ¢ s¥o familias n¥o-vazias de conjunto, entfo

Uaal)s ¢ [Jw asy.
ML & »EL

93 Definigao. Seja (X, A1) um espago com medida e sejam A e B elementos

de A. Diz-se que A e B sZo .U.-equivalentes se e somente se WA A B) = 0.

Se A e B s¥o g-equivalentes escrevemos A = B.

(9.4) Observaglo. Da definiglo acima e de (9.2.8 decorre que & relaglo u-

equivalente scbre A satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

(3.3) Definiglo. Sejam (X,4) um espago com medida e ¢ uma c-3dlaebra de
subconjuntos de X gue estd contida em A e gue contém todos os elementos i-nulos
de . Diz-se que £ é um levantamento em C se e somente se 0 é um fungdo de € em

C que satisfaz as seauintes condigles, guaisquer que sejam A & B em C,

1) oA = A,

(ii) se A = B, tem-se 0(A) = 0(B),

]

({i) D) = @,

(i) oX)

X,
W) oA [ B = 0t (] 0B,

i) o U B = p&) U By

(96 Exemplo. Sejam M a coleg¥o dos conjuntos Lebesgue-mensuriveis
contidos no intervalo [0,4), X a medida de Lebesgue e & a c-dlgebra definida por &
={A €A : NMA) =0 ou MA) = O).

Verifiguemos aque a fung8o 0, de L em &, definida por

_ | @ se =0
ey = {to,n, se NMA) #0

& um levantamento em 4.
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Se MA) = 0, tem-se que 0A) = @. Logo Mo@AA) = NBAA) = NA) = (; dai o(A) =
A. Se MA"Y = 0 entfio oA = [0,4) e MpAAA) = \0,4]1 (] A = MA) = O €, portanto, o(A)
= A. Assim verificamos (9.5.4).

Se A = E tem-se que NMAAB) = 0. Como X\ & completa, por (3.2.2.i), MA [} B
ME (] A) = 0. Para MA) = 0 tem-se que A = @ e MB) = MB [} A + XB [ A) £ M&)
0. Portanto oB) = @. Para MAY =0 tem-se que 0(A) = [0,41 e \B) = XB' | A +
NMB' ] A) £ MAY = 0. Portanto 0B} = {0,1] e (95.i1) estd satisfeita.

Os itens (9.5.iii) e (3.5.iv) seguem-se da definig¥o de 0.

Quanto a2 (954), suponhamos que MA) =0 ocu XBY=0. Logo MA[1B)=0 e
KANB =@ SeMAY=0e ME) = 0 ento XA B =0 e oA (] B = (0.4).

Para a verificaglo de (95wxi) observemos que se MA) = 0 e MB) = 0 ent&o
NMAUBR=0¢ dai PALUB = @ 8 se MAY =0 ou NB) =0 entdo MAa U BY=0e
oa U By = 10,41,

87 Teorema. Sejam (XA um espago com medida e C uma c-4laebra de
subconjuntos de X gue estd contida em A que contém os elementos i-nulos de A. Se

0 & um levantamento em C ent¥o, guaisquer gue sejam A e B em C, tem-se
WA B = @ acarreta pA) [} 6B = @,
(ii) A C B acarreta oAIC o(B),
(iid) oA"Y = (OAY,
L) plAaN = p(A),
) WA) = 0 acarreta oA = &,

i) WolA) = 0 acarreta WA = 0.

DemonstragZo. O item (i) segue de (895v) e (35.iD e o item (i) segue de
(95 vi) observando oue B = & |1 (B ] A).

Para a prova de (iii) observemos que de (i) segue gue o@& [} oA"Y = ©. Logo

oA C (oA o
Por outro lado (oA C aX) = oA | 0A). Logo
(WA C oA"Y, @

De (1) e (2) vem a igualdade.
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De (9.5.5) temos 0(A) = A, e de (85.11), 00A) = A, provando v).

Para & prova de () notemos aque (A 8 @) = WA = 0 acarreta que A & @.
Logo, por (8.5.ii) e (8.5.4iD), Ay = @.

Finalmente se QAN = 0 entSc (iv) e () nos mostram que oA) = @. Ent8o, por

95, A =0 e por 8Zawy), WA = WA & & =0, provarnde wi. 0O

0 teorema a seguir, devido a D. Maharam [R.41€], mostra a mensurabilidade da

reunifo arbitraria de conjuntos utilizando levantamento.

(9.8) Teorema. Sejam (X AM) um espago com medida finita & completa, 0 um

levantamento em A & § uma coleglo de elementos de ol4). Erto UEF € A,

Demonstragdo. Fagamos L = U‘.F. A prova consiste em determinar um
subconjunto H de L verificando as condigBes H € L eL [ H € 4.

Seja B = ,\LJF‘« CF e 4,1 Finitc}. E clarc que O C A e gue, denotando por s
i€l

= sup{F) : F € M}, para cada nimerc natural n existe Fp em O satisfazendo 5 - ;Ti’?
< MFR) £ 8.

f
A seoténoia {And, gy e elementos de D, definida por Ac = Fo & An = LJF’ -

s J=0
n¥o-decrescente e verifica

i )
g - ey < WFY € WAg) £ 5 (4

para cada numero natural n.

Seia H=|)An Entic HC L e
rn€EN

Utilizando (1), temos

MH = lim lAg) = 5. )]
nje

Mostraremos sgora gue, para todo F € &, temos
wFE M HY = 0. (4)

Suponhamos, por absurdo, oue exista E em F tal que RE T HY =8 > 0 e,



-

utilizando (3), seja A, um elemento da sequéncia (A”)aEN verificando UA) > g - §.

De As C H segue-se que ENH CE () A: e dal § < LE N AY. Logo RE U A2 = 1)
+ WE N A >S5 -8+ 8 =5 Isto é absurdo pois E {J A € D.

De (4) e (8.74) segue-se que HF [} H) = @. Aplicando (B.Sv) e (8.7.1i), temos
OF) ) (0HY = @ e, portanto,

OF) C pH), para todo F € &,

Por hipbtese F € 0(A) logo, de acordo com (874, ¢(F) = F e dal F C LH).
Seaue-se que L C oH). Deste resultado decorre que L (1 H C o) (M H C oH A H.
Lembrando (85.1), pu(ot) A H) = 0 e como 4 & completa, segue-se

LOH €4 s

De @D e (5 seque-se que L=H WL NH € 4. D

(39) Corolaric. Se (X,A4,1), p € F satisfazem ac hiplteses de (98), ent¥o mi}’
€ A.

(9.10) Observagdo. A prova ds existéncia de um levantamento em A, nas

hipbteses de (9.8), pode ser vista em [R.23].

O teorema que segue & uma aplicag¥o de (9.6). Ele é uma adaptaglo de um
resultado apresertado por PoA. Fillmore em [R.6].

(9.440) Teorema. Sejz OLA44) um espaco com medids finita e complets e seja P
v levantamerdo em A, Se f & ums fungsc A-mensurdvel de X erm B ece A, = (1 € R

% € (pof Nl-cotD) entEo a funclo ¢, de X em K, definida por

_ jsup Ay, s Ay £ @
gt = { &, s& Ay = &,

satisfaz as condigties:
(1) g -o0,r D) = U({}o.‘"‘)(i-m,st), para tods nimero real &
s<r

(ii) g & A-mensurivel,

(i g=f M - qg.s.
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Demonstrag¥o. Dado x € g~ '(f-oo,rD) temos que g(x) = u < r, para algum -co £ u
< r. Escolhendo u < t < r segue-se, pela definig8o de g, que x € (pof " XN[-o0,tD). Dal

x € U({Jof”"){[-m,s[) e, entdo,
$<€r
g™} -00,rD) C U(pof‘")([-oo,s[).
s

Por outro lado se x € U(pof—i)({-oo,s[) ent8o x € (pof")([—co,t[)
s<r
aloum t < r. Segue-se gue -0 £ gx) £t ¢ r. Logo X € g—i(bco,r[) e
| Jtoor ™05 € g7 4 0-00,rD).
s&r

De 1) e () sezue-se a iguzldade, provando (1),

Quanto a (i) observemos que, para cada nimero real r, a

{(ﬂof"‘)(i-m,s[))_{{, satisfaz as hipéteses de (38). Logo, utilizando ), ¢

A

6}

parsa

(2)

PN
familia

oo, D) €

Fara a prova de ({ii) notemos que, para cads nmero real r temos, lembrando

(8.7.i8) e ),

g H-00,rD) = U £ 400D

SEE

=} {Jwor xt-c0.5D)

tEQ 5Kt
v r

-

-1
{oof "M-oo,th)

|
e
L

c U (wof l-c0,sD) = g Ml-oo,rD).

5L
Fortarnto
g M emrD = | toof 008D,
E
Como F 00D = U f U-coth) ent¥o, para todo nimerc real r temos,
S8

wtilizando (8.2 8,
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ltpor"xt-oo,m A r"‘(r-oo,w].

g N-00,rD & F Xl-co,rD) C Lg
“<’Q

Mas, por (9.5.1) e (9.3), u((pof‘")([-oo,t[) A P"([—w,t[) = 0, para cada t € [-o0,r[
N Q. Portanto w( ¢~ '-c0,rD) A £~ 4-00,rD) = 0.

Lomo {x € X : gx) # f(x2 C U( g l-00,qD) A f"‘([-m,q[)) e i é completa, o
€Q

recultado acima acarreta qgue dx € X : gx) # f(x)) = 0. ]

D teorema (S.B) desde a sua orioem tornou-se bdsico nos trabalhos gue
abordam topolocgias induzidas por medidas. Apresentamos uma aplicagdc destas
determinando uma topologia sobre um conjunto X, onde (X,44) &€ um espago com

medida finita e completa. A ioéia para a definigdo dessa topologia tem sua origem

em J. C. Oxtoby [R.1E).

(9.142) Teorema. Sejx (XA um espago com medida finita € completa e seja o0
um levantamento em A. Ent&c,

(i) a familia A peu ¢ base de uma topologia ¥ sobre X,

(i) & C A.

(iii) para todo V n&o-vazio em T, tem-se (V) > 0.

Demonstrag;ﬁo. O item (i) decorre de (9.5.4v) e (9.5.1).

Guantco & f(ii) observemos gue para cada abertco V, néc-vazio, em ¢ existe uma
(=~ & | " oy {a. -
subfamilia ¥ de (oA e 4 tel aue Vo= {\_!’F

iy g o Rda !

Como § C f(A), as hipéteses de (2.£) est8o satisfeitas. Da1 V € A.

Para a prova de (iii) admitamos, por akeurdo, cue exicta V n¥c-vazic em ¥ tal
que @) = 0. ent&o, dado um elementoc x em V existe, por (i), um elementc A em A tal

aue x € p(A) e pIA) C V.
Desta Ultima relagdo segue-se que woay = 0. Logo, por (8.7vi) e (9.7 ) temos

que 0A) = @ e isto é um absurdo. 0O

(9.13) Coroldrio. Sejam (X, A,u), £ e § como no teorema acima. Ent&o toda



fungo continua de X em R é A-mensurével.
Demonstraclo. Segue de (9.12.i). O

O tecrema a seguir encontra-se em [R6]. Ele mostra uma propriedade do

espago topolbégico com medida dado em (9.12). Outras propriedades podem ser vistas
em [R.44].

(9.14) Teorema. Sejam (X,A4) um espago com medida finita e complets, 0 um
levantamento em A e ¢ a topologia dada em (2.42). Se £ & um fung&o A-mensuravel
de X em R e ¢ & a funglo definida em (8.11), entio g é continua em (X,9). Se h & uma
funglo continua de X em K, tal que h = f #-gs, h = g.

Demonstragp. Na topologia ususl de R os conjuntos sbertcs possuem uma
das seguintes formas : V, V [J Jbec], ¥ [ [-e08l ou V | [-eeal | Jb,ec] onde V € um
aberto de K e a e b s8o nimeros reais. Logo para a prova da continuidade de g é
suficiente verificar gue g '(f-eocl), ¢ *(Qdec)) e g '(abl) s80 abertos em X,

quaisquer gue sejam os nUmeros reais a, b, c e d.

Como § & 4A-mensurdvel entSo £ '(-ootll e £ {toel) sfo elementos de A.

Lembrando (9.12.1), temos

(wof -0t € 7 (1)

(wof ™ ¥lteol) € o, @

para todo ndmero real t.

De (i) segue-se, aplicando (9.11 1), que ¢ ‘U-co,rl) € ¢, para todo nimero real

Provando-se que

o t0r+00] = U(,oof"‘)([s,cs}) , <)
r<s

para todo r em R, temos por (2), gue 9-1(]r‘,oo]) € 9.

Dado x € g““(]r‘,mj, temos que r < @) = t € «. Portanto para todo v > ¢
temos x € (pofilu,cel). Logo
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g i0r00) C U(por'*xts,oon :
r<s

Por outro lado se x € U(po€")([s,oo[) entdo existe v > r tal que

r{s

X € (pof *)lv,ccl). Segue-se gue x € (pof " )[-couD). Portanto gx) 2 v > r e dal vem

aue x € g~ %(r,+00) completando a prova de (3).

Finalmente, dadce r € € em R, com r < £, temos

g *0r,sh = g 1(-c0,sD N g~ 0r,cc) € 7.

Seja h satisfazendo as hipbteses do teorema, logo A = {x € X : hix) # g(x)) C
(X € X : £00 5 hoo) U (x € X : g00 # hoo) e, como f & completa, LA = C.
~ € 4. Decorre do fato de g - h

Suponhamcs, por absurdo, que A # ¢ e ceja =
X, contendo z,

ser continua em X e de g(z) # h(z) gue existe um aberto V em
satisfazendo lg() - hig)! > 0, para todo y em V. Segue-se que VY C A e aue #V) =0,

contrariando (9.42.ii1). O
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Apéndice A. O espago com medida Fg, 3, @, 7)

A finalidade deste apéndice serd estabelecer uma topologia 7, umac-dlaebra
> de subconjuntos de Fp = P U ), com 7 C 3, e uma medida ¥, definida em 3,

de modo cue Fp 3, ¥ 7) seia espago tordlegico de Hausdorff. Este espaco serd

utilizado para fornecer cortra-exemplos.

Este apéndice teve sua origem guando estusuamos o exemplo da piaina 45 de

{R.19]. Também encontramos referfncias a ele em exercicios de [R.2] e [R.4).

(A1) NotagBles. Seja & o menor numero ordinal tal que P, é n¥o-enumerdvel,
corforme (1.64). Dencta-se o conjunte Py U (02 por F,. Se « & B s%c elementos de

Pn ornde « < 8 dencta-se o conjunto (7 € Frpoia <7 <83 por Jek.

{A2) Teorema. Tem-se:

(i) a familia © = Qa,) : aB € P « < £ |J (O ¢ base de uma topologia 7
scbre o conjunto Fr;

(i) (Fpm & um espage topolégico de Hausdorff compacto.

Demonstragdo. Fara estabelecermos (), conforme a Proposig3o 10, pdaina 70
de [R.15), cbeervemos que todo x em P, pertence a aloum elemento de € e, que se x

€ JagB8y) [ Joz8] ent8o x € 174,75), onde ¥y = max{ag,op) @ Vo = min{Byfa).

Para mostrar ogue o espago é de Hausdorff consideremos vy € u; em P, com



104

Wi < Wz. Se wy = 0 entio (0) (| 10u,) = ©; @ se y; & O entlo 0w, N vy, wel = .

Completemos a prova do item (ii) mostrando que o espago P, é compacto. Para
tal seja © = (G,), ¢; uma cobertura de F. por abertos.

Como € & base da topologia 7 ent8o, para cada x em Fn. existem G, € G e
Jo, 81 em C tais que x € Ja, B) e Ja, Bl C G,. Seguem-se dai que o, x1 C G, e oue ©
conjunto (Y € Fp: 17, x3 C Gy, para algum X € D) é n¥o-vazio.

Tomando, para cada x n¥o-nulo em Fp, 6 = mintY € F, ; 17, xJ C Gy, para
algum N € I} e definindo & fung8o f, de F, em P, por

_J0,sex =0,
o) = {8,, sex # 0,

temos que, para todo x nEo-nulc em P,

) < x (1)

W)Xl C Gy, para aloum X em 1. 2
A seauéncoiz {4nl, opy definida em Fp, por

Yo = {1,

]

YUn = fly,y), se n 2 0,

. 4.
&, de acordo com (1), estritamente decrescerie, loao tem minimo.

Se ne. © menor nimerc natural tal gue u, = Yre: Paratodo n 2 ng. £ imediato
Oue Yn, = O pois, caso contréario, teriamos, pela definigdio da funglo f, aue Up,+q =

fldry) < Yne contradizendo & escolha de rg.

Agara, utilizando (2), para cada m < n, seja Xm € 1 tal que Igida) C Gy (i)

eseja Gx(no) um elemento de G que contém 0.
fip—1 fo

Fortanto Fp = (03 | L’ Jpsstdal C UG;(.)' D

B=0 &#=0

(A3) Teorema. Sejam Fp7) o espago topolégico dado em (A2) e ¥ & coleglo
dos subconjuntos n¥o-enumeridveis e fechados em P, com a topologia induzida. Se &

& uma colec¥o de elementos de ¥ tal que #8 < M., entdo m&‘, €9

Demonstraco. O fato de 1000 estar contido em Fp acarreta que & coleg8o ¢

& n&c-vazia. Como E = mE ¢ fechado em Pj, provemcs que E ¢ nSo-enumerédvel Por
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(1.63.iii) sabemos que, se E for enumerdvel, existe 0 em P, tal que a < 0, para todo

a € E. Assim para verificar que E & n¥o-enumerdvel basta provar que se B € P,

existe § em E tal que § > 8.

Suponhamos que & = {E) gy ONde M =N ou M = P, para algum numero

natural n&c-nulc m.

A definigdo de N e o fato de E, ser ngo-enumerdvel para cada i € M,
acarretam que para cada a em Pp exicte «; em E; tal aue a < ;. Loao podemos
definir em Py uma sequéncia {G")nEN’ estritamente crescente, com £, > £ e tal que

£n € E, onde i é determinado do seauinte modo: se M = P, ent&oc i é o resto da

_ i+ 4) j(j , e 40042
divic8o de n por m; e, se M = N entéo 1 =n - J\":*', ce J(“’;i) <n< m——i—é——”"), com J

€ N.

Como {fn), epy € enumerdvel, decorre de (1E€3.iii) que existe 7 em Pg tal que

@n < 7, para todo n em N. Logo © conjunte D= {a € Fy @ fr 2 0 00 € N7 & n2o-vazio.

‘ { § . % N .
Sejz § 0 seu minimo. £ imediatc cue § > £. Provemos que § €E.

Da definig&o oe § seaque-se gue dado &' em Fp com & < & existe ne em I tal
Como © espagc € oe

), ey tal oue pi, € E,, para todo i em

que para todo n 2 nRe tem-se §'<¢ fn £ 6. Hauszdorff, temos aue

lim 8, = & e toda subsequéncia (Br,), epy g€ (Bn

M e todo k em N, satisfaz Lim Bi, = 8.

Como E, é fechado ent&o & € E,, para todo i € M, e isto acarreta oue ¢ € ED

(A.4) Dbservagdo. £ conceoufnciz de (A.3) gualouer Gue £&33 ot
Fy, CAefF; C &

A de Fp, ngo existem Fy e Fz em & tals que

(AS) Teorema. Sejam (Fprmr e ¢ como &m (A3

subconjurtos A, de Fp, pare oS quals existe F em ¢ tal que F C A oul

fungeo, ge Zj em (0,17, definida por

1, ce existe F € « tal qgue F C A,
YA = e
0, casc contrario.
Eﬁtq‘:’\ta,
1) 3 é uma c-aloebra,

(ii) ¥ & uma medida em P
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Demonstrag3o. Para a prova de ) é claro que @ € E

Seja (D), uma sequéncia de elementos de > . Se existem ip €E NeF € ¢

tal gue F C D;, ent8o F C U D; e U D, € 3. Se paracadai € N, existe F; €
i€EN {€EN

tal que F; C D; , ent&o m F, C ( D, )' e, novamente, U D, €>.
i€EN {EN €N

Nz prova de (ii) é claro oue ¥e) = 0.

Dada uma sequéncia (An) ¢ O€ glementos de 3, dois & dois disjuntos, temos,
observando (A.4), gue ou existe um Unico re em N e existe E, em ¢ tais gue Eo C
fn, Ou, para cada i € N, existe E; em ¢ tal gue E, C (A

= 0 pare todo n # ne € como E, C { l A

No primeirc casc @An,) = 1, WAL = »
nEN

ent&c | Il J' A ] =1i= WA, No segundo casc Wity = 0, para tode noem N, e
€N n€N
r-‘] E, C ( l | A, }', Coma, por (A.2), [ \l E;, € & ent&c U"( l J A, ] = 0 e, novamente,
N Ell‘] \ H é—!‘- ' { 'E!‘-‘ €N
l oA
“l( ) A ) = WA ) D
RE]\J ,r,elJ
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