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Na introdução do art,igo "The Measurability af Uncount.abre Unidas" os
autores, Jaseph Kupka e Karel Prikry, ar"aumentam que c3s cursos padrões da teoria
da medida relegam a um papel secundário os eclnjuntos de medida nula. as conjuntas
ngo-mensuráveis, as operações booleanas envolvendo uma quantidade não-
enumerável de conjuntos; além disso, esses cursos deixam a Impressão de que são
inúteis as pesquisas nessa área, assim Gamo c} Critério da mensurabilidade de
Lusin. No entanto, continuam as autores, isto ngo é verdade pois dentro da mclderna

teoria da medida estes preceitos sgo comparáveis com as leis do movimenta de
Newtc3n, as quais resolvem muito bem as problemas clássicos e sgo ineficazes par"a
os foder'rios. Assim gerido, eles pretendem indicar aos leia,ares camç] a t,ear-ia

avançada da medida está atiça. e most,rar alguns resultados recentes que podem

ser clbtidas com técnicas elementares e não exc;essivamente complicadas .

Seguindo as diretrizes traçadas pelas autores do art.iga aQirria, procuramos
estudar Q problema da medida de uma caleçlão nSa-enun\arável de cor\junt.os de
medida nula utilizandc3 coFic©it,üs elementares da teoria das conjuntos e da
toPelc3gia.

O objet.ivo prir»epal do nossa estudo é provar Q teorema, denominado por
Tear'ema Fuodamer\tal.

"Sejam (X, .A. &. f) um espaço eom medida de Radc3n finita e $ uma caleçãc3 de

elementos B-nulos de .,4 tal que U8 € .Á, par'a t,oda subcoleção 8 de f. Entoa
ü(Ufl:o."
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Esta r'esultada & eorlhealda s & aolegXa f 4 erxzw&val. Abndanns D casa
am «n f ó nXo-enunter'&vel. Aplieaç6es B exemplos aamplet.am este estudt> e visam
ressalt r a Impart&nola da r'esultado.

âmbar'a Q ar'Ligo de J. Kupka e K. Prior'v esteja bem escrita, notamos qu«
muitas das afirmag6es nele emitidas rncessit,avara ser" verificadas. Assim julgamos
que se estas piavas fossem realizadas l.criamos ás mias um t.eito oampleto.

Cc3m esta finalidade apresentamos a prova Completa de um teorema tipo-
Ramsey; visar\da a orava do Teorema Fundamental. Na busca da justifieaçSo de
t.odes as sserçaes, construímos os parágrafos cinco e seis, e aqui sentimos que a
indexação por corljunt.os bem ordenados, e em par"titular par nl3meros ürdinais,
tornavam a leitura do texto mais acessivet; e, mostramos como Q Teorema de Fremlin
é utilizado nas anil.cações sugeridas pelo artigo.

Est,a dissertação ê constituída por nove parágrafos e dois apêndices. cujas
conteúdos resumimüs abaixo.

No $1 apresentamos os números cardinais e os ni3meras ordinais. A nossa
intenção. ao incluirmos esta senão, ngo füi tratar os nt3meros cardinai.s e as
ni)meros ordinals de uma forma exaustiva e completa - Q leia.or" facilmente
observará que algumas propriedades bastante conhecidas de tais números nãa
estão incorporadas aQ texto. Apenas procurBKiQS desenvolver Q t-ema de forma que
os result,idos rwecessários, par'a Q de=erwalviment,o do trabalha.. fossem obti.dos
dentro de uma sequência lógica e precisa, pot-ém não-axiomática. E. HetNitt e K.
Stramberg [R.J.ü] foram tomados cama base.

O motivo para esta intrc3duçga deveu-se aa fala de aptarmas par indexar

famílias de conjunt,c-s ut.ilibando números or'digais rara Índices, lura. vez que
necessita'damos de conjuntas bem ordenados ou totalmente ordenados

No gZ Q dest,agua é para a prova do teorema tipo-Ramsey seguindo as

sugestões de J. Kupka e K. Prikry [R.13]. Este teorema será utilizado na obtenção
do principal resultado do g3 e post,rar mais uma aplicação da t,ec)ria de Ram=e-ü na
Ar\alise Matemática.

Na {3 definimos espaços com medida de Radürt finita e prQvarrlQS Q t.ec3rema

de Lusin para estes espaços; Q $4 exibe a prova de uma propriedade r-eferent,e ás
famílias ngo-inumeráveis de corüuntos de medida ngo-nula .

Estes quatro primeiros parágra.fos podem ser considerados



prelllMnar'es para os r'avultados essanelai . que r8o exibidos rns !S a &B.

0 8S dastiru-se í prova do Teorema Ftridamental eotuiderando D caso de &
tttedida ser at6nüea. Aqui, pela primeü"a vez. usamos oonjlnt.as de nümer'os at'digais

para indexar famílias. Dados um espaço com medida e Hirta família de elementos
mensuráveis indexada Dar wtt Conjunta de números at'digais definimos sobre ü
coleçga de subccsniuntas deste uma medida. Esta medida e aquela da espaço dado se
r'elaeionam. Estudamos s propriedades que decorrem deste fala.

A vet-sgo do Teorema Fundament,al quarlda se considera medida nãa-atómica é

estudada no !6. Ainda provámos teoremas relativos á cardinalidade de subconjuntos
ou de famílias de subconjuntos nga-enumer"ágeis de [0,1], sem utilizarmos a Hipótese
do Continuo, e exigimos uma prova de existência de uma partição do espaço,
constituída por conjuntos de medida nula, num espaço com medida de Radar finita.

Iniciamos o g? provando Q Tear'ema Fundamental. Em vista dos resultados
obtidos nQS parálgrafDS anterior'es, a demonstração encontra-se bem simpli'Picada.
Seguem-se algumas aplicações do t.ear"ema.

A consequência mais import,ant,e. nest.e texto. do Teorema Fundamental é Q
seguinte teorema. devido a Fremlin:

"Sejam (X, .Á,, &, g) um espaço cc3m medida de Radar finita, Y um espaço
mét.rico e f' uma função de X em Y. Se f é .4,-$-mensurável então exist,e S, subespaço
separável de Y tal que f(x} € S ü-q.s."

A prova deste teorema jurltament.e com as suas aplicações encontra-se no ga.
Na que se refere ás aplicações, discut,iremos a mensurabilidade da soma de duas
funções mensuráveis definidas num espaço com medida de Radon e cüm valores num
espaço de Banach. Airlda sabre este tipo de funggc3 veremos ü prcJblema da
exi.stência de uma sequência de funções simples e mensur'àveis que convergem para
uma função mensurável dada. Hostrarenlas, também, que os conceitos de função
Lusin-mensur aval e função .4-S-mer\curável são equivalentes quando estudamos as

funções definidas num espaço com medida de Radar finita. completa. e com valores
num espaço mét.rico arbitrário. Encerrados a parágrafo demonstrando uma versão

da teorema de Lusin para estes espaços.

Reservamos Q g9 para c] estuda da menstirabilidade da reunião não-
erwmerável de Conjuntos ngü toldos it-ralos. O resultado essencial é um teorema
devido a Dorç)thy Mamaram considerado básica nos t6pic s que envolvem tapoloaias
intr-aduzidas par medidas. Para a prova desse teorema necessitamos intr-aduzir- Q



gi. l--lt:pinrsos

O desenvolvimento dos nt:iberos cardinais e dos números ardlnais aqui
enfocados será ngü-axiomática. Seguiremos na maior kart.e do t,exmo a orientação
dada PQr E. Hewitt e K. Stramberg rlo g4 de [R.]O]; também cclnsu]tamas E. Farah
[R.5] e P. R. Haimc3s [R.8].

EfctuBR'lQS a orava de alguns tQQFCÍTiüs de [R.J.Q] cujas derrlanst,rações

Julgamos nga elementar'es au nas quais introduzimos alguma alteração; das Quer'os
cujos result,idos sgo bastante conhecidas, omitimos a prova.

Ds resultados (l.IO), (1.11), (j..15), (j..28), (1.33}, {1.35), (1.3?}, (1.54), {1.63) e

{1.65} seria as mais utilizadas na decorrer do texto.

(l.l} Definição. Diz-se que um conjunto A é equivalente a um conjunto E se e
somente se uma das seguintes condiz es está'ier verificada

<i} A : B : a;

(il) existe uma função biietara de A em B.
A notação ANB designa que A é equivalente a B. Indica-se a negaçgc} de ANE por
A#R

(1.2) [hs««poção. As seguintes propriedades sEo facilment.e verificadas,
qual quer que saiam os carljwltos A, B e C:
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ea-}. Se=

B

{&} A-A;

(b) BB A«B.entIQ BNA;

{o) e Â«,B e 8&C, então A«,C

(J1.3) Tea'aín (Ber'risteín-Canta'). Se um coniunt,o A é equivalente a um
subconjunt,a de um conjunta B, e se B é equivalente a um subconjunto de A, então A
é equivalent,e a B.

Demarutrai?ga. O r'esultadc) é imediato se A = @ ou B = a.

Suponhamos A n8o-vazio; decorre da hipótese que E é não-vazio

Sejam Aa C A, Be C B tais que ANDE e BwAe, e sejam f e g bijeç6es,
respect,ivarrierit.B. de A em Bo e de B em Ae.

O que .faremos a seguir é determinar um subconjunt.a E de A que satisfaça a
condição

g''u. n E) : E n Kn»'

Para tal fim consideremos e = C XCA : (A Í"jAo} U (gof)(X) C X ). É claro que C
é ngo-vazio pois A € e. Seja. então;

x€e

O fato de (A n Ab) Lt (gof)(E) C (A 1"1 A;) Li (gof)(X) C X. para todo X € e,
acarret.a quc

n A u cona:> c E:.

Lega. (A n Ab) Lt (gof)«A n Ab) u (gof'}(E» c (A n Ab) Lt (gof)(E),
(A n Ab) U (gof>(E} € C. Dai, pela definição de E, temos

(2)

QU sela

E C (A 1"1 A;) U (gof)(E). (3)

De (2) e (3) segue-se que E = (A 1"1 Ab) U (gof')(E).

-"", m- A n E' : A n (u n AD u («nu)I' : A n lu n AD' n {(«rlE)}'l

= Ao n {(eaf'XEll', ent,ga 9'l(A n E')
satisfazendo (1).

g'i(Ao} n «g'iogllf(E»y B n (rElI',



{l) nue ü fungXo h. di A em B. definida p«

«'*, - { ,-,=;''::'**;;. :,

ê biietora. Da!, por-ÇI.l), A N B 0

(1.4) 1'.lotações. Se A e B sgo oanjunbos, B nc3tação A g B sigr\ifica que A N Bo
para algum Conjunto Bo eont,ida ern B; e.' a rlQtaçãü A < B significa que AÍB e A # B.

(1.5) CX3servaçga. Quaisquer- que saiam as conjuntos A, B e C, tem-se

{a) A ( A;

(b) se A í B e B g A, então A N B;

(c} se A í B e B Í C, então A É C;

(d) se A C B, então) A g B.

{3. .6} TI Quaisquer que sejam os caniurltas A e B, tem se AÍB ou BgA

Dentonstr'açXa. A conclusão é óbvia se A = ® ou E = a.

Admit.amas que A e B sejam ngo-vazias e que f seja a c;onjuntc3 de fadas as
funções inietoras cujos domínios e imagens são, respectivam#e, subconjuntos de A

iv'edifica-se, sem dificuldade.. que f é ngo-vazio e parcialmente ordenado por
irlclusga.

Saia uma cadeia em $ É dar'o que g f é uma função cujos domínio
f€e
U e

imagGrri estãc3, respectivamer'lte. cona.idc3s em A e em B. Vamos mostrar que g € g',
provando que ela é injetclra.

Quaisquer que sejam xi e xa, elementc3s distint.as r» domínio de 9, existem ft
e f'Z em C tais que (xl,fl(xt}) € f't e <xa,f'a(xa)} € fZ. Como C é linearmente ordenada

podemos assumir que ft C fa. Assim, 9(xl) = flexl) = f2(XI) # f'2(X2) = 9(xa),

veri+ieanda ü no sa asserção.



Partarlt.o. pela Lenn de Zn'n. f contêm lm elemant maximal que derntaremos

De fato, seja dam(h) # A e supc3nhamos, por- absurdo, que im(h) # B.

Tomando xo € A n (dom(h»' e yo € B I''\ (im<hly. a função hl, de dam(h) U Cxõ) em
im(h} U (yo). definida por

n.U} : lnu), ;: x € doma)

é injetara. Logo, hl € f e h < hl, contrariando a definição de h. Portanto. im(h} =

Agora, se dom(h) = A então, por (1.4), A g E. Se im(h) = E então; como h é
inietora. a função p, de B em A, dada por p(y} = x se y = h(x> é inietol"a e dai E Í A.

dam<h} n A u imeh} B

B

0

(1.7) Teor'nata. Qualquer' que seja Q canjunt,o A, tem-se A < P(A).

Denianstr'açãa- É claro que A g 9(A), para todo conjunta A. Vamos mostrar
que A f 9(A}.

O resultado é imediato para A = a.

Seja A não-vazia e suporíhüMos , par ak:.surdo, que A . Par {l.i.) segue-se
que existe uma bijeçga f de A em T(A).

Seja E = {x € A : x e f'(x)}. Como f é sobrejetora, existe um elemento xo de A
ta! que f(xe} = E.

Agora vejamc3s as contradições: se xo € E entoa xa € f(xa), Ioga Xa € E, O qUe
ê absurdo; se xa € E ent.go xa € f(xo} e dai xo € E, novamente temas ulTI absurda.
Pclr"t.iintc3 A y 9(A). O

(1.8) Definição. A cada conjunta A associamos um símbolo, denominado númet"'o
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ear"'dirul da A e dar»Lado por" +A, satisfazendo a seguinte eondígXa: A +B sa e
otnlente e A H B. 8er-lo utilizadas leU'as latinas mlnüseulaa para der»tar- as

ni3meros cardinais.

Arngaçgode +A= B&expressapar A # B

(1.9) Chservaçao. A devir\içlo acima é imprecisa uma vez que nXo toc'na clara
Q aue sgo os símbolos associados a um conjunto. Porém, como estamos fazendo um
desenvolvimento ngo-axiomática da teoria das conjuntos, ela atende os nossos
objet,ovas.

(l.IO) Definições. Dadas as números cardinais a e b, sejam A e B conjuntos
tais que #A = a e #E = b. Diz-se que a Í b ( a émenor que b ) ou b > a ( b ê maior

aue a ) se e somente se A í B. Diz-se que a < b ou b )' a ( resoectivament.e, a é
est,ricamente menor que b au b é está'itamente maior que a ) se e somente se A < B.

Ver'ifica-s.e que estas definições independem dos conjuntos A e B.

(l.ll} CI)su"Paçaes. (a} A relação g é de ordem total em qualquer conjunto de
números cardinais, isto é, sendo a, b e c nt3meras cardinais tem-se:

{i) Í a;

(.ii) se a < b e b É a, entoa a = b;

(iii) se a < b e b Í c, então a c;

(.ip') a Í b clu b g &

(b) se A C E então #A g #Ei

(c) #A < #T(A), para todo conjuntc} A

{&.12} Ti

que a < b.

Dado um número cardlnal a. !Riste um nt3mero oaf-dir\a! b tal

Danarutração. Se A é um conjunto tal qt.n a : #A então, par (1.?) e (l.IO),
a < #9{A} = b. t]
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Q Pr6xltwla teorema & relevante. pois afirma ü irnxist&wla da un
eant,eft\a t,odes os nl:i:w ro$ ca?"'dinaí© .

(J..3.3} Ti Os RüHBt"çls cardinai! r\ãc} 'faf"'mam um canjvrlt.o

Deinanstr'açXo. Suponhamos, por absurdo, que A seja o tlonjunta dos números
ear'dir'tais. Para cada x € A designamos por Mx um conjunt.o tal que #Mx = x.

Seja M = 1. J M.. Então, por {1.5.d), Mx ( M. Dai, segundo (i..IO)
x€A

x Í #H, para todo x € A (Í}

Por outrc3 leda, de acorda cam (1.12), exist.e b € A t,al que #M < b. Est.e
r"esult,ado e (&) se corlt,radiaeKí. D

Agora veremos que a relaçga g estabelece um boa ordem sc3bre qualquer
conjunto não-vazio de números cardinais.

A prova do teorema (1.14) encontra-se em [R.17]. Coma citam os próprios
aut,ares do art.iqo, C. Het,elli e L. Salde. é interessante apresentar. numa introdução
nãa-axiomát.i.ca, uma demonstração que todo conjunto de números cardinais ê bem

ordenada sem exigir Q conhecimento prévio dos n(3mero ordinais. Os autores ainda
provam, no mesmo ar-Ligo. que este teorema é equivalente aü Axioma da Esgalha.

(1.14.) Teorema. Seja a um número car'final. Então a conjuntt} A = ( x : x é um

número cardinal e x < a) é bem ordenada pela relação definida em (l.IO}

Dentanstraç3o. Seja ./lb = (MxlxeA uma família de conjuntos tal que +Mx = x,

par"a cada x € A, e seja R um subcc3rliur\t.o ngo-vazio de A. Privemos que B t.em

mínima.
4

Se xo = #a e xo € B então, pc3r (1.5.d} e (l.IO). temos que xa ( x, para tc3da x

€ B

Se x+ e B. ent,go Mx # @, Ra?''a t,odo x € B. Lago Q produto car'-t,esiüno M
11 Mx é ngo-vazia.

x€
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Par B Dada x C B. dasíQrtetntos por- xK a fumega Dr'ojetçXo de H sabe''e Mx e. por

$r, B eoleçXa dos subeon$1mtas D de M. t l que para todo x € B, B restrição de xx
ao conjunto D 4 1nletara. A coleçgt} f 4 n8o-vazia. pois dado z em M temos Hx({z)} ê
inietora para toda x em B. É claro que $ é par-cialment.e ordenada por inclusão.

Procedendo de fclrma arúlosa áquela de {1.6} prova-se que. em f, toda cadeia
C possui um maiarante dado par E = 1 1 D.

D€e

Portanto, pelo Lema de Zorn. f contêm um elemento maximal que denot.arenas
por" N.

Afirmamos que existe xl em B t.al qu© Txl(N) = Mxl.

De fato, se Th(N) # Mx então existe ax € t"lx n (rx(Nll' para cada x € E. Dai
(ax)xeE € M n N' e, para toda x € E, a função 'nx, restrita ao canjunt.o N U
C(ax)XeE}, é injetora. Logo N Li C(ax)XeB) € 5 contrariando a maximalidade de N.

Gamo. pc3r (1.5.d), TxeN) < Mx, para toda x € B, então

Mxl=«xt(N) N Rx(N>(Mx,

e dai, par (l.ID), xi Í x. ü

{1.3.5} Ti

relação Í.
Todo conjunto de nt3meros cardinais é bem ordenado pela

Danortstraçgo. Seja A um conjunto de números Cardinais. Por (l.ll.a), A é
tc3talhente or'der3ada.

Para cada QlclTiERto x de A desigriemc3s por Hx UFFt c;orijuRto t.al que #t'lx = x.

Seja H = U Hx. Elntgo. por (1.3.d), Hx < M. Da! Segundo (!.!Q), x í #H, para
x€A

todo x € A. Has, por (1.12), existe um ni3mero cardinal b t.al que b > #M. Loba A é um
subconjunt.o de Cx : x é um nt3mero eardinal , x < b) que, pelo teorema anterior, ê
bem er"der\ado. Q

(1.16) 1'.btações. Designaremos por NP Q número cardinal do eonjunt.o das
r\i3meros naturais; par Pn B {k € 1g = k<n) e, provisoriamente, por' h = #Pa
{identificareíias ii CQm n em {1.27)}, Coma Pa = ®, então +a ; Õ.
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{1.17\ Ti $e n s8o nl:KDler'QS naturais distintos, anEXo Pa + Pa

DemartstraçXo. Suponhamos. par absurdo. que Q eonjtinto R dos nZimer os
naturais r' Dat''a Q$ quais exist.e um nl3mero natural n, CQm n > r , tal que Pít N Pr,

seja ngo-vazio. Admitamos, ainda, que m é Q mínimo de R e que f ê uma hljeçãa de Pn

Cama Pn + a temc3s m # t]. Se Hz = 1 e n > 1 ent,ãa nenhuma função g de Pn

em Pt pode ser' biietc3ra uma vez que g(D) = g(i.) = O. Portanto m > 1.

Se f(n-l) = m-l, a restrição da função f aQ conjunto Pa.t é uma bijeção de
Pn.l em Pa.l. Se f(n-l) # m-l, a função h de Pn.t QR'i Pa.t definida BQr

h(x} f(x}, se f'Cxl#m-â,
+'en-í},se f'(xl=m- j.,

é bijetora. Logo existe uma bijeçgo de Pn-t em P&-i.

Segue-se que (m - 1) € R, coíit,FãdizQRdQ a definiçga de m Q

(l.IB) Teu-ema. Sejam m e n nÜnleros nat.orais. Entgü, m<n se e somerlte se m
< n

Danarutração. Se m<n então P» C Pa. Segue-se, par- (l.li..b) que míh. Coma

Por (1.1?), P& y Pn, ent.ga m # h. Logo- m /.. 6'

Para a recíproca observemos que se m > n então Pa C F& e daÍ, por (l.ll.b},
f} < R . Qoot.r'afiando a hipótese. ü

<3..19} TI Para todo nt3mero natural n, tem-se: õ < Nü

Demonstração. É imediato que n í No; pr'ovemos que n # No.

Admitamos, por absurdo, que exista no € 1g tal que lq-P.a e seja f uma

bijeção de IV em Pato. Portanto a restrição de f ao conjunta Pito+Í é um bijeção de
Pne+[ em ü], subconjunto de Fito. Segue-se. por (1.4), que Píto+l g Paa e , por (].].O},
que no+l < ni . Mas isto é absurda pois contraria (1.18). Q



$

(1.2ü) DeFiniçaa. Um rli3tntero oar'dinal a & chamada finita a e somente se a

n 11. para alglan n € 1q. Um rlülnerQ eardiíul Que nXo 4 finito & chamada in.Finito.

Observemos que, por (1.19), No é um nl3mero cardinal infinitt}.

(121) Definição. Diz-se que um conjunto A é finito se #A é finita; e infinita,
se #A ê infinito. Diz-se que um conjunta A é infinito enumet-aval se #A = N.; e que
A é inumerável se A é finita au infinito inumerável.

Os dois teoremas a seguir são importantes. O primeiro mostra que Na é Q
menor nl3mero cardinal infinita; e. Q segundo caracteriza os números cardinais
{ir)i.tas .

(1.22} TI

enumera-../e!

Tcado carljunt,o irfinit,o admite um subcüniunto ir\finito

Demcfutraçgc). Seja A um conjunto infinit.o. Utilizando Q segundo principio
de induçga prc3varernas que exist,e uma função inietora f de lg em A.

Seianl $ a caleggo de todos QS subcorijuntQS nga-vazias de A e g uma função
escolha para a colação f. isto é, g(E> € B para todo E € $

Façamos f(D) = g(A); lago a função f está definida para n = D. SupündQ
deter"rnirtadas feO), ... , fen-i.} em A definimos

f(n} = g(A 1"1 Cf'(ü}, ... , fCn-l)y>.

A função f est.á hera definida para cada número natural n ulTt& vez que, corno

A ê infinito então A l"} {f(O), ... , f(n-l)y :# a. Segue-se que (A ÍI {f(O}, ... , f(n-l»') €
f

Vamos mostrar que f é injet,ora

Dados os nt3meros naturais m e n, distintos, suponhamos que m < n. Então,
como g é uma Função escolha, f(n) € A n cf(o). ... . f(n-l»', ou seja, f(n) e (f(O), ... ,
fem). ... . f(n-l>). Partantc3 f(n) # f(m). O subconjunto (fen)}it€1q de A verifica a
asserção. ü



a&rdi?wl. en€8o. Ó ir\i&o

DanarutraçXo. Se a ê finita então a = i < No, para algum n C I'J.

Para a recíproca, suponhamos, por absurda, que a seja um número cardinal
infinito. Seja A um Conjunta tal que +A = a. Pela t,eorema Bater-iar existe um
subcünjur'lt.t3 B de A t.&! Que #B = No.

Mas de B C A segue-se. por (l.ll.b), que Ne Í a, contrariando a hipót,ese Q

Deste teor"ema decair-e imediatamênt.e Q corolâr'io

(124) Ca'oláric). Um número cardinal a é infinit.o se e somente se a à Ha

O próxima passo será a definiçião das operações de adição, multiplicação e
potenciação de números cardinais. Antes de enuncia-la= observemos que Q conjunta
A XCp} goza das prc piedades

se p # q, então <A X (p}) ÍI (A x {q)) a

isto pc-st.o, de.finitos

(125) Definição. Sejam a e b dois números cardinais e A e B eortjuntos tais
que +A = a e #E = b. A soma de a e b , Q produto de a e b e a potência b-éslma de
a designadas, respectivamente, por a + b, a.b e ao, são definidas par:

(i) a + b = #«A x Ca}) U (B x Clll} ;

<ji} a.b = #(A X B);

(.iii) ab : +t(AB}.

No1;e-se que se A e B são CQfijuntQS disjuntor, então A U B N (A x Cola U
{B X CI)) e, deste modc3, (i) pode ser escrito de moda equivalente.

(jb') a + b = #(A LJ B}.



Ver'ifiea-se. sem dificuldades. que esta dafirtiç8o irldeper\da das ear\juntas A
e B e ooltüdas.

Dentre as prapr'iedades declorr'entes da definição Citam s a associativa e a
Comutativa que utilizaremos sem expliclt,ür

A seguir mostraremos que as operações de adi.ção e multiplicação
QQtFlpBtivcis CQm a relação de ardem definida em (l.IO).

Saiam a, b e G nümer'os cardinais com b í a. Então,

(j) b + c ( ã + c;

e

(}1) b.c < a.c

-açgc}. Saiam A. B e C, com B C A, cüniunt,c3s tais que #A a, #B = b e

Os itens (.i) e (i.i) seguem-se, respectivamerlte, do fat,a de serem injetoras as
funçüesfe9 deeB XCOl>U (C XClJlern(A XCO)}CJ(C X(lllede R XCemAX
C, defirlidas par f(x) = x e 9(:{,y) = (x,y}. O

ü t,eorema (1.27) nos permitirá identificar um nt3mero natural n com o nt3mero

C&F'diriãl fi. Cam istca abandonaremos a nataçga ?5 intradt.lzida Era (1.16>

(127) Teor'ema. Oua.isauer que sela.m os números nat,orais m e n, tens-se

(lj} n =Õ = m. n

(iii) m á fi se e soment,e se m g n

ia'uü''alga. ü item (i) segue da rata de ser bijetara a furlçga f de Pa+Pt

r € Pe) tJ C(S,l) : s € Pn), definida porem ((r,Q}



,«, - l..:-w =

O item (li} segue da biieçga g, de Pe.n em «r",s) : r' € Pe, 5 € Pn), definida por

f(p) = (r,s). se sm + ?' g p < (s +llm.

O item e.iii) segue de {í.ÍB}. D

De {1.28) a {1.32> faremos a verificação de algumas propriedades envolvendo
os nümef'os oat"digais infinit,os

(1.28) Tea-etna. Se a é um número cardinal infinit,o, ent:o a + a a

Demarut.raçXa. Saia A uíTi canjur'lto tal que #A = a. Como a + a

[,] {A X {l»} = #«A X CO,l)). provámos que A x CD,l)NA.
#((A X CQ})

Se #A = Nü entoa, escrex/anda A = Ca.')..elNI , segue-se que a função fe, de A
em A x CQ, i.}, definida por

(a. ,O), se l é par

(a.+i ,l), se i é impar.'':'
e

é biietora

Se #A > No então a colação 5 da funções biiet.opas +' t,ai.s que dom(f) est.á
contido em A. #(dom(f)} > No e imÍf) = dom(f) x {0,1) é não-vazia e parcialmente
orderlada por inclusga.

Procedendo de forma análoga áquela de (1.6) prc)va-se que em f t,oda cadeia

C tem um maic3rante dada pela função g = IJ í', que tem por domínio U dam(f).fee fee

Portanto, pelo Lema de Zorn, f contém um elemento maximal h cujo domínio
chamaremc3s de Dh.

Como h é uma função bijetora de DÕ em DhxCO,l) temas que Dó DõX{0,1)



Ver''l+lnuemas que DÕ « A.

Inieialment,e obter"demos aue se +CA l"t Di) > Ne erltXa, escolhemos F
subconjunto de A r't ÜL. infinito inumerável.

Se u é uma biieçgo de F em FICO,l) então a função p', de Dh U F em (BÓ U F} x
{ü,l}, definida poí''

; Íh'*'f " * € %
' l u(x), se x € F

é bijetora. Logo p € g e verifica p' 3 h , p' # h. Isto é absut-do pois contraria a
maximalidade de h em f. Portanto #(A Í"l DL) Í No.

Saia H = Cx.)leN um subconjunto infinita inumerável de Dn.

Agora, se A n [)L = Cba-]3:a erltgc a função ü'i, de A em DóxCO,l}, definida pür

h(xi), se x = b,, oom Og.jÍn,

wí { h(x,-+.v+l). se x= x;.. l€1\l

hi(x), se x € Dh n H'

é biietora, e A N Dhxtü,l} «' Dh, nest.e cas o.

Se A Í'l Db = (ck)k€1\Í, ent:o a funçlão ü'Z, de A em DhxCO..l), definida por'

h(xae), se x = c#, k' € 1'{,

wz(x) = { h(xZ..+i), se x = xf, ie 1q,

hk), - x € D. n H',

é biietora e, novamente, A Dõx{0,1) «. D» B

(1.29) Car'Diária. Se a é um número cardinal infinito e b é um número cardinal
ta! que b ( a er\tgo ê + b = a.

'algo Se O<b<a. então por (1.26.1) e {1.28). temos aga+b<a+a=a Q



8 bU.a) Car'al&'lo. Sa a 4 um ntbíDier'o oar-dirul:~ln Inata
Cardinais tais que b<a e a<ü então b+o<a.

Demonstração. Se a = No, o r-esultadc} é imediatc}. Se a > H# tomamos

d=maxCNo,b.c}. Então d<a e, por (1.26.i} e {1.28>, temos b+c5d+d=d<a. D

(&.3© TI Saia a um nt3mero cardinal infinito. Então a.a a

Demonstraçga. Seja A um conjunta cora #A = a. Pravemas que A - A x A

Se A é infinito inumerável; escrevemos A = Cx.);eF]. A asserção segue do
fat.o de ser biiet.ara a função fo, deiNxtNem tNldcfinid8. 1:-ar fo(r',s) = 2'(Zs + l) -l.

Supanhamas que #A > N& e, pc3r {i..22}, seja E UÍFi subcQriiuRt.c3 infinita
inumerável de A. Como E - EXE, então a. colação F das bijeções f de dom(f)
em dam(f')Xdom(f>, ande dom(f) est,á contido em A e #(dom(f» à Ho é ngo-vazia e
parcialnJente ordenada por irkclusga.

Prova-s.e CQm argumentos SCIFiQlhBRt.QS aos utilizadas em (1.6} que em f toda

cadeia C tem um majorante, g = U f, cujo domínio é U düm(f).rce. rêe
Segue-se, pelo Lema de Zarn. que $ possui um element.o maximal h cujo domínio

denotaremos por' Dh

Agora, se pr varinos que A N Dõ, Como Dn «, Dõ X Db. a den'iQnstração estará
CQrriplctã . Para ist.a mostrarem'iQS irliciãlrriQntQ que

#<A f"] ni}) < #c. . (í)

Verifiquem'lüs, então.. que a suposição #(A ÍI Dj> > #Dó nos conduz a uma
cantradiçãa.

De fato, desta hipótese segue-se que existe E, contida em A l"'l Dh tal que
E N Dh. Segue-se que E N Dó X E & E X Dh N E X E e, utilizando <1.25.ip') e <1.28),

#E = +1(EXDh) U (DõXE) U {CXC)l. Lago existe uma biieçgo u de E en (ElxD») U (DõXE)
U {E XE).

Lembr'árida aue

(DhCJE) X (DhtJE) = {D»XDb) U {EXDh) CJ (DõXE) U MEXE)

temos que a função p', de Dõ U E em (Dh IJ E)X(Dn U E), definida por



"'*, .. {H;, =. ': i!'
Jetora. Portanto p € $, p 3 h e p + h. lst.o é absurda polis contraria R

maxiaaiidade d& h.

De (1) e utilizando (1.29). temos: #A B +Dp} + +(A I''} DL) B +Dh. Dai A N Dh. O

(1.3Z) Ca-ovário. Seja a um número cardinal in.finito e b um nü
tal que 3.Í bÍa. ErÉt.gü a.b=õ:

Demclrxst.r'açãc). Pc-t (1.2€..1i) e (1.31), t.errlc.s é <a.t:.gE..a=É . O

(1.33) Tea"ema. Sejam'i ! um conjurlto com #l $1 Nc. e {A.)..

cc,r.jt.,r.tc*= tais quc +tA. É H., para cada i € 1 Er-tga #q.IA.) Í N.
;€i

Demcnstr"anão. ]nicia]n.er.t.e abser-vence cue ] g lq e que A,- à- (l} e A. <

!y, [.ar"a tc:do i € i

Par~t.anta se a família CA.)..€1 é constituída. por conjuntos dois a dois

LI'. - l.j.,-. »:: c''' É L.i '"*':'' : " *: ' < '.: * "
.'€1 .'€1 ;€1

S;c exi:teí-- ] e ..i er-- ].. distinto:. ta.is c:ue A. 1"] A,- :# C'.. er-t.glc, t.ünaan--ü:

{Brl11])8 {'E'- .É:i; CIEtlrllC:? [CF: Eic = F'..: E E:. = H.- Í''l (l IÓ:.,.\.. E'Egi.le-SP. CÍ.iE: Ü. fÕ:r!'ti

CEI.)..€1..! é const.it.uma por conjunt.os dois a dois disiunt.os e

1.,.1A. : UE:. Í I >: IJe! ;€1

A as.=.erçgo segue par' (í.31). D

Ds result.aços das t,Corcel'iãs (1.34) e {1.3

é bi

met"'a oat-dirá!

deunü }€i

disju {'-it,o -' , c!"tt&c:

a

;- ]

Éi) sga bastante CQrthecidGS.,Érl€3C)l



amitireiiias sua orava .

(1.34) Tea''anta. Se B ê um rÜmero eardina! então B < 2a.

{1.35) Notação. Desigr]aremas par r ç] conjunt.c3 de Cada!

em CO,l}. Por (1.25.ii.i>, tem-se #F = 2No. O número cardinal 2
por c e chama-se potência aa contínua.

(1.36) Tear ana. Tem-se:

(i) #Q = Ne;

(jj) #JQ.]t = #EQ,]] = c

(ii.i) #(x € ]Q,lt : x ê irracional) = c.

{1.3'7) Teor'ema. Seja A um caniunta inflnit.o. Tnr.-se:

(i) se n é um número natural não-nula e f(n} ê a coleçãl
A ç;QÍTi n elemertos., erltgo #S(n) = #Ai

(ii) se f é a colação dos suLnconjunLos finitos de A, ente

DeiTlor\st,racha. Iniciamos a orc3va de (.i} t.amando) R=

amitiretfws &ua Prova.

(1.34) Tea''anta. Se B ê um rÜmera eardina! então B < 2&

{1.35) Notação. Desigr]aremas par r ç] conjunt.c3 de todas as üplicaç8es de N
em CO,l}. Por (1.25.ii.i>, tem-se #r = 2No. O número cardinal 2No também é denotado
por c e chama-se potência da continua

(1.36} Tea!"alia. Tem-se:

(ij} #[Q,j.[ = #iQ,j.] = c

(i.ij) #Cx € ]Q,li: : x ê irraciona

{1.3'7) Teor'ema. Seja A um conjunta inflnit.o. Tnr.-se

(i) se n é um número natural não-nula e 5(n} ê a colação dos subconjuntos
A ç;QÍTi n elementos., erltgo #S(n) = #A;

(ii) se f é a colação dos suLnconjunLos finitos de A, então #f = #A.

DeiTlor\straç)ãa. Iniciamos a prova de (.i) Comanda B = Cx;}..çt.Í, s
enumer'ável de A. Como a função f, de A em $(n}, definida por

'.:, : I'*''.;i :il=:::;,=::;*z :': i:,: »'

Q

de

ubcorliurtt,a

é inietora, então

#A < #g(n). (1)

Par outro lado a função g, de f(n) em Art, devir'lida For geCyl,..,,yn}) = (yl,...,yn}
é injetaraj lago, lembrando (1 .31},

#ftn) g #Ait = #A. (Z}

De (l} e {2) segue-se a igualdade.

Par'a a prova de (iJ) clbser'vemos que f(n) N AXCn). para cada nt3mero natural



n, n8o..ralo. Porá,Bate $

#$ B it(A x N) B +A. D
Uf'(«) -Axw.B Segue-se. utilizando (1.32}. que

Introduziremos a seguir' os rümeros ordinais. Observemos que a pr-inclipal

ditar'Baça entre as ni3meros cardinais e os nt3meros ardinais reside no fat,o que a
tolda Conjunto está associado um nl3mero cardinal. enquanto números ardinais estão
associadas somerlte a Conjuntas bem ordenadc3s .

(1.38) Definição. Diz-se que um conjunto A é isamarFo a um conjunto B se e
somente se uma das seguint.es candiç$es est.i.?er verificada;

(j) Â : B : ®;

(ii) A e B sga n8a-'Vazias, tüt.aumente ordenadc;s, e exist.e uma biieçãc3 f, de A
eR B/ qUe pr''eSer'''va Q Qr"'dgqi .

Se A é isomorfo a E escreve-se A E. E:m casca cona,ráf-ia, escr"eve-se A # E

Se A e B =ãa nãa-'Vazios E A = B, a furlçãü f de (1.38..il) ct"lama-sE isamorçisma
de ordem de A CFfl B. É claro que f'i é um isamarfismo de ardem de B em A.

(1.39) [X)seriações. Quaisquer que seiarn as conjuntos A, B e C, nãa-»'azios e
tQt3R'Fcfitc ordenados, tem-se

(b} se A = B er\tga B z A;

(c) se A = B e B Z C, erit,&o A z C

(j. ..+Q} TI Se B é bem ordenado e A = E, então A é bem ordenado

Demorlstraçga. Seja f um isamorfismo de ordem de A em B e saia D um

subconjunto nga-vazia de A. Se m '= minCf(x} : x € D) ent.ga f't(m) Í f't(f(xl} = x,
paf''a Lado x € D. Q

(1.41) Tea'ema. Se A é um conjunta bem ordenadc} e f é unia função inietor'a
de A em A que preserva a ardem. então x Í ftx), para todo x € A.



H

BA

Danarutf''aç$a. Suponhamos, pa' absurdo, ql#e Q oor\jtmto B B Cx € A : f(x) < x}
seja r\Xa-vazio e seja x#nmiR B. A hipótese aclarreta que f(f(x+}) < f(x+). Lega f(x+) €
B e f(x+} < xo, o que é uma contradiçXa. Q

(1.42) Tea-atn. Se A e E sãa bem ordenados e A H B então existe um tónico
isomorfismc} de ordem de A em B.

Dana'utraçSo. AdrfiitiHdQ que f e g sejam isamarfismos de ordem de A em B
ent.ão f'l09 e 9'tof sga isomarfismas de ordem de A em A. Aplicando {1.41}, t,amas

x í (f'log)(x) e x Í (g'iof)<x),
para todo x € A. Portant.o f(x} í g(x) e g(x} Í f(x}. DaÍ f = g. D

(1.43) Devir\ipso. Sejam A um conjunt,a berr- ordenado e x um E]cmcíitQ de A. C]
canjunt.o Ax = {y € A : y < x} ê denominado segmento inicial de A deter'minado por x.

Se xa=min A, então AXo = a.

(j..44} Ti Seja A um Qarijunt.Q bem orderlado. E:rttXo

(i) para todo x € A, tem-se A ?É Ax;

(ii) quaisquer aue sejam x e y em A, se x á y tem-se (Aylx = Ax;

(iil) quaisquer que seiaírl x e y em A, se Ax = Ay tem-se x = y

DemoFut.r'algo. SuoQrlda que exista x € A t.al que A = A:.:, ent.ãa f, isc.marasmo
de üí-dcNi de A clTi \-ver'ifica f(x> < x, cantradizenda (1.41). Isca prova <i).

0 item (ii} é imediat,o.

Para a Brava de (iii) supamüs, por absurdo, que x # y. AdHitifldo-s2 x < y
temos, par (.ii), que AU = AX = (Ay)x, CQr\t.füdizQfido (i). O

(1.45) Tea"ettn. Sejam A e B clonjuntos bem ordenados com
isc3marfismo de ardem de A em B então, para todo x em A, tem-se:

Se f' é

{i} f<Ax} = Bf<x);

(ji) Ax = Bf(x).



DegnoruU'aç8o. Para ü prova de {i) saia € Ax. Logo z < x e dal f(z) < f(x},
post.rindo que f(Ax) C Bf(x}.

Para verificarmos a igualdade tomemos w € Bf(x) Logo w < f(x) e dai f'l(w) <
x. Portanto f'l(w} € Ax e, desta relação, segue-se que w € feAx).

Q item (.i.i} é imediato. Q

(1.46) Definição. Sejam A e B c;onjurltos bcFri ordenadas. [)iz-se que A < B =e
e somenteseA EnuA=E:J..paraalqumy eE.Diz-seat.teA < Ese A < BeA#
B

Comi'iQ Elyc., üi-'tde -Jc. = Ruir B, ent.ãc completa-se a definição c:alc.cüt-ldc eZ <
E, ca.ra t.c:({c' c:arjctntc B bem ar-deriaclo.

(1.47) Cbservações. (ã) [ie acordo CQ{Tí (1.44.iii) a B]QÍTlcrlt.o y de B t.al que A =:

E.::Í.. na. definiç31o acima.. ê ünic3

(b) Se A ê ufn canja.{nt.a ben'l ürüena.=io et-itaü, quaisquer que saiam x e y em A,
tem-se AX < AU se e SQR'lente se x < y

(1.48) Teorema. Quaisquer- que sejam QS canlunt,os A, B e C, bem ordenadas,
tem-se

(i> sa A < B e B < A, erFt,ga A B;

(ljl sc A < E e E! $ C, ente.c- A É C;

DeiTlortstraçgo. F'ara a prova de (.i} post.rerr.as club ílgc- agarre A < B e E <A
De fat.a, se tal cçQrresse cru.ãc' A BV e E = AX, para algum -:i ern Ei e algum x gFfl A.

Design&rldo PQr t' o isomorfismo de ordem de B em Ax, tcfiafFiQS. lembt'ando

(1.45..ii) e (1.44.ii), A = BU = (Ax)f(y) = Af(y)' centrar'bando (1.44..i).

No item (i.i) se A z E ou E = C então a conelusgo ê imediata

Se exist,em y € B e z € C tais que A z BU e E = CI, e se g é o isomorfismo

de c-roem de B em C, entgc3 A z BU = (Cz>9(y) : Cg(y)-
Para a Brava da itBR'l (ili) observemos que para A = a QU B = a a conclusão



2Q

ó Imediata

St.iponhamos. qua A e B saiam.r\la-vazios e.sala f a calaçXo dos lsamor'sismos
de ardem cuja domar\io é Q conjlmto A ou um segmento inicial deter'minado por t#m

das seus elementos e chia imagem ê o conjunta B ou um segmento inicial
determinado oor um dos seus elementos. ÉI imediato aue f é não-vazia e
pür-cialmer\t.e or'danada oc3r' i.nclusgo .

Verifica-se, utilizando-se de procedimentos análogos aqueles de (1.6), que em
f toda cadeia e tem um maiorante dado por 9 = U f, o qual é um isomor'filmo de

ordem definido em IJ dom<f) e cam imagem em Li im(f)I'cc rêc
Segue-se, pela Lema de Zorn, que f admite um clEfFicritQ maxirnal qt..e

chamaremos de h

f€e

Agora, =e rüostrarmos que dom(h) = A ou im(h) = E.. a pr'üva est.ará cunmplet.a.

Sela dam(h) # A. Aclmitamas que 2xist3[Ti xa em A e, ç)ar absurda. ':Jü Em B, t,ais
que dom(h) = Axa e im(h) = E:ja.

Se xi = minCx € A : xo < x), quando Ax. U (Xa) # A, e y.=min(g € E : yc < y),

aua.ndo Eyo U {yo) B então a função b', definida. em A ou Eíri Ax.. dada oor

...*, : {"'::', : : E
é um isomorfismo de or'dem cala imagem 4 E ou E.Ji. Portanto € $ , p' 3 h e p'ü h
Isto cantradlz a maxi.validade de h. Segue-se, eritgc3, Que iR'l(k/) = B. O

(1.49) De-fi.feição. A ca.da conJiint,o A, bem ordenado.. est.á assediado um
simbalo, denominado número ordinal de A denotado oor o!'d(A), satisfazendo 3

seguinte condição ; ar'd(A) = ord(B) se e soment.e se A = B. Estende-se a definlçgo
ao conjunt,a vazio designando seu número ordinal por oi'd(ç8).

Usualmente utilizaremos letras gregas minúsculas para designar o número
ordinal de um c<3njurit.Q

.(1.50) Definições. Dados as nt3meros ordinais a e g, distintos de ard(a).
saiam A Q B conjuntas bem ordenados tais que or"d(A) = eç e ord(B} = B. Di=-se aue



a g B (a 4 mer'ior' que P) ou que B Z B (B 4 maia' que a) se e saíniente se A< B. Dlz-
se que B < 8 ou g > « {r'espeetivamente. a estrítüment.a itlaw «n 8 e B
está'itamente maior que c&) se e somente se A < B. Estende-se B definição para a B
af"d{ a} tam&rtdo Â e @.

Verifica-se,sem dificuldade. que as definições independem das canjunt,os A e
B escolhidos.

(1.51) CI)servaçaes. (a) A relapso g é de ardem total em qualquer conjunta
de nt3mercls ordinais, isto é, sendo a, $ e 'T nümer s ordinais tem-se:

<.i} « Í a;

(ii) se « í B e B g « entoa G = B;

(li.i) se cc Í g e B í 'Y entoa cc ( ';

(jk') a < $ au B á a.

(b} Para t,odo número ordinal cc; tem-se ord<©) g a

(c} Para toda nt3mero ür'final g denot.a-se por PP = {a : cç ê um número

ordinal, a < B). É: claro que Pard(®) : @ e que a. $1 B se e somente se F« C Pa.

{i. .$2) TeafaKta Saia ç um nÜher-o ordina}. Tem-se

(i) se p + ord(©) então PP é bem ordenado;

(.il) ard(Pp} = p

DancKlst.raçSa. F'arü a pra'./a de (i) seja B UFTi canjunt,a bcR-í ürdErl3dQ tal que
ord(B) = P e. para cada «. clTi PP, ü + ard(®}, seja A(«) um conjunta bem orderlada com
ordem(al} = «. Se « = ord(©) t.am mas A{«} = @.

Segue-se que.. para todo cü em PP, A(a} < B e, por (1.47.a), existe um Única x«
em E tal que A(a) = Bx«. Portarlto está bem definida a função f, de PP em B, dada
par" f<«} B x«.

Provámos que f ê um isamorfismo de clrdem

Dados al e a2 em PP, clQm al < a2, temos que A(al) < A(cçZ). Dai Bxçti < BX«e e,
lembr'ando {1.47.b), xal < xu2 Par' outro lado, dado y € B, se 'T = ard(By) então A('T) z

By e f(or'd(By}) B y, mostrando que f é sobr'ejetora.



Segue-se que PP g B e, de acordo

Ü it.ém (Ã.Í} ê t,rivial. Q

(1.53). Ca'Diário. Seja a um

clrdina! ç ta! Que #PK = a.

Demarutr'açaa. Se B

clonjunt.a A. bem ordenada, tal que #A = a.

Seja cc = ord(A}. Então, por (1.52..i.Ê). A = Pc.t. Dai A N Pa. D

(1.54) Teorema. Todo conjunto de nt)meros ordinais é bem ordenado

Dernonstraçao. Seja P um conjunto de números ordinais e A um subconjunto
dão-vazio de P

Se 'Y é um elemento de A tal que l g a, para t,odo cc € A, então 7 = min A; se
exist,e B em A tal que B < ' t.amamos B = (B € A : B < 'T}.

Como B C P7, e este é bem ordenado; segue-se que E é bem ordenado
Portar\t.o 8 = min B = mir\ Â, O

(&.5$) Tear-eítw. Os nü aros orai

Denxxlstração. Suponhamos que L seja Q conjunto dos números Q
Então, por (1.54}, L é bem ordenado. Seque-se

Pord(L) : Lard(L)' car'ttradizendo (1 -44..i). O

(l.S6) Ca-olaria. Seja A um conjunto não-vazio de ntLmeros

existe um número ordinal 'T tal que a < 'T, para todo a € A.

Demarutraçlão. Supondo que para dada nt3mero ordinal B exista um ni3mero

o-di«l a em A t-l que B { a. Cata. l U P«l U A é ' -ajunta do; nome-s ordinai:.a€A

eom (1.40}. PP & b) m af'denodo

Ent.Xc}t exist,aml }

Q, t,QRtBMOS or-d< a) Se 0 escolhemos#«. a

r\ais rlãa fo!"mam um oorljunt,ol

raln&lsl

ot-d(L} € L (l .S2 .jj}, L

ordi.mais E:rlt.go



!sto oent.r"&?''i& {&.$$}. D

{l.S7) Carnlário. Qualquer que seja Q número or'dinal a existe um rlümer'o

ardinas B ta! que c& < B.

A seguir definiremas a soma e Q produto) de números ordinaisM.ramas a
identificação das nt3meros naturais com os nt3mer-as ardinais estritamente menores
que ar"d(N}.

IRici&llílBRtB observamos que

(1.5B) a)ser"iaçaes. (a) Se A e B são conjuntos disiuntas E bem ordenados
ent,ãa A U B é bem ordenado pela relação í definida por x < y se e soment,e se uma
das seguintes condições é válida:

(i) x € A, y € A e x $ y (em A). ou

{ii) x € B, y € B e x < y (em B), c.u

{iií} x € A e y € B

(b} Se A e B são conjunt.os bem ordenadas então AXB é bem oí-danado pela
relação í definida par (xoyl) g (x2,-i2) se E semente se uma das seguintes condições
ê vá idà:

(a) y! < yz, ou

(b) se ui = vz então xl < xz

(1.59) 1)e'Finições. Sejam a e B nÜmel-üs OFdiFiãiS dist.intü= de ürd(®). A soma

e o prclduto dos números ordinais cc e B sào defirnidas, respecti' aBeRta, por'=

<l) ü + B = ard(A U E>, onde A e B são conjuntos disiuntos, bem ordenados,
tais que ord(A) = a, ord(B) = B e A U B ê ordenado como em (1.58.a).

(ii) a . B = ardia X B}, ande A e B sãa earljuntas bem ordenados tais que
ordCA) = a, ard(E) = P e A X B é ordenado como em (1.38.b).

Completa-se a definiçãc3 colocando-=e
« + ord(@} = or"dC@}.p G = «

e

cc . c3rd{ a> = arda ) . a = arda a},



abra arda rlÜmero ordinal a.

Ver'ífieü-se que e tüs definições Indepat'idem dos eanjur\t.os bem ordenados A
Be

(1.60) Ralações. Designaremos par u Q rlümera ardinas do Conjunto

dos nÚmeroS naturais. DQm a or''dem habitual. Segue-se. por (1.52.il). que lg z PüP.

Relembrando que Pa = {lk € N : k < n) (veja 1.16), denataremos por ?i = OFdCPn}.

Como Pn < lg, segue. por (1.50) que ?i € Po.

{1.61} Teor'enn. Quaisquer que sejam m e n nt3merns naturais, tem-se

<l} m +. h ;à M + ?Ç;

(jl> M . ã ; m n

(l.ii) m < n se e semente se ã Í n

llenx3rz3tr"'aç8a. As assar"ç8es são tr-iviais se m = Q au n = Q.

Admitamos m e n nga-nulos e seja B = (s € 1q : m Í s < m + n}. Ent.go Pa U B
Pa+n e dai

ordPe U B} = iii'+ n

Par aut,r-a lado B z Pa. Logo, por (i.SS-.i.),

ordtPa U B} = ã + ã.

De (1) e (2) segue-se a igualdade , provando (i}

Para a prova de (i.í> noternas ue

cr"dCP» X P»} = m . n. (3}

A furlçãa f, da CQrljunto Pit.n cíTi Pa X Prt, cam a relação de c3rdem dada em
(t.se.b), e definida por

(2}

f(p} = (r,s) se sm + r g p < (s+l)m

Qrd(Pa X Pít) = m''TI

De (3) e (4) segue-se a igualdade

(4}



2$

Na prova de {ili) ê imediat,a que se m g n anEXa $ í n. A recíproca segue
de : se m g H então Pa C Pn. D

Assim cada número natural é idêntico a um nümera ordinal de Po.
Utilizaremos as nl3meros naturais indist,intamente Gamo nl3meros cardinais finitos
ou números ordinais de Pu.

(1.62) Definição. Um nÜmer ürdinal a é chama.do finita se e somente se ü<
u; é chamada transfinit.o se e soment,e se a à u.

Q próximo teorema mostra a existência de um Único HÜMQFcn ordxnal.. que
CicFIQtür'círios [or S']. CFft tcdc est.e traba]]''Fa, süt,]sfüzQl-icic3 as ccridiç=E]E= dc' t,c3['Eífiã

(1.63} Teorema. Existe um Única FtÜHQt''Q ordirn.l n aue sa.t.isfüz a= seguintes
c:onciiçeies

(j) Pn é não-inumerável;

(li) pa.ra. toda a em F'n tem-se que P é enunlerá'iel;

(iil) qua.lquer que se.ia D. sub:onjunto inumerável de Pn, existe 8 em Fn tal
que «. -{ S, Fa}«a todo a. em D.

Demürut.r'açSo. LenlL=ra.n3a (l.i.5).. (1.331- e (1.54). seja.n-i Nl=n-url'(ã : ã ê UR't

número cat--dirá.l, Na < a) e S'l=n-tinto:. : a é um número ardina.l, #F'a = Ni). Logo (1) ê

válida.

Se a < 11.. tem-se Pu C Pfi. Da!, PQf' (l.ll.b) e pela. definição de 11, #F'u < Ni,

provando (.ijl}

Para a Fro-..-ã de (iii) ceia E l l..,! ;'.:l --; :, :-"' : ' p., ', ''" ;* ";.
«€Q

inumerável. Segue-se, coma Pn é ngo-enumerava!. que Pn n E' é não-vazio
Escalhendc} 8 em Pn n E' ngo podemos ter 8 Í ao, par''a algum ao em D senda 8 € E
Por"tar\to 6 > «, par'a Cada a € D.

Para verificarmos a unicidade consideremos Q.t um númer'o ordinal que
verifica (.E)-(iii}. É claro que nl > Q. Agc3ra, se QI > Q então, por (ii), Pn é
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ivel. eantr'adizendo U). a

Enter'r'anda este parágrafo Intr'aduzir-emcls üs conceitos de ni3mero ordinal
sucessor', número ordinal limite e ressaltaremas outt'as propriedades do número
ordinal â,que nos sergo+3teis.

(1.64) Devir\içar. Sejam a e B números ardinais. Diz-se que B é um sucessor
de a se e somente se B = a + 1. Se B ngo é Q sucessor de nenhum nl3mero ordinal
diz-se que B é um nt3mero ordinal limite.

(1.6$} TI

er\tgc3 $ > eç.

Sejam a e P nt3merc)s ordinais Se $ é um sucessor' de cç

DemnrtsU'alISa. A asserção ê trivial se a = O.

Suporlhamos cc + O. Saia A um conjunta bem ordenado, corri ard(A) = cc. e seja a
um elemento t.al qt.+e a € A. C} coRjurit.o A CJ Ca} é bem ardenadc [.ela relaçga de
ordem dada em {l.SB.a). Segue-se que A < A Ü Ca} e, por (1.5Q), qt.ie

c-rd(A} < ard(A ti (ã)} : «. + l B. Q

{1..66} E:xemplcls O e u são ni3meros ordinais limit.es

De fato se O fosse o sucessor de algum número ordinal ao teríamos, pela
teorema ant,afiar, que Ü > «a, clQfit.FÜFiüRdC (J..51.b).

Da mesma for'ma. se exist,isso um nürr-era ordinal ai tal que a.i + 1 = to ent,ãla,

pelo teorema anterior, ai < u. Segue-se que çcí é um número natural e dai Q = cci +
l é um n\3mero natural. Logo Q € P« o que é absurdo.

(í.6?} TI a e B números ordinais tais que a < x3 Í cc + 1. Erltga

Demarutr'aç8o. Saia B um conjunto bem ordenada t&l que ord<B) = B. Como « <

B então, par (1.50> e {1.46), existe y € B tal que ar.d(By} = a.



O ea'ajunta BV U CçD ê bem ordenado pela relação de or'dem dada em (l.S8.a)
Lesa, por' (1.59.1), a + l B nd(BV IJ (v}).

Par outro lado & relação de ar'dem acima é a restr'içãt} da boa ordem de B ao
conjunto By U {v}. Portant.a, com a relação de or'dem do conjunto B.

ard(Bg U Cvl} = cc + l.

Agora se BV U Cu} = B então ord(By U {y)) = B. Este resultado, juntamente

com (1), verifica a asserção

Se BUU(u) # Btomamos z = minCx € B :u < x).Então EVUeu)=B= edai
ord(By U (v) < ord(B) < B. Este resultado, (1) e a hipótese B g a + l ncls conduzem.
utilizando (1.51.a). á igualdade e = cc + l. O

O corolário a seguir mostra a unicidade do sucessor de um r\ümebo ardina!

(3. .68} Cor»iár'io Se B e "y sgo sucessores de um número ardinas a então 0
l

Alertamos o leia.or aue na prova do item (l.i) da próxima te rema.. utilizamos a
propriedade associar.i\,'a da adição de números ordinai!#ngo se encontra incluída no
text.a.

(1.69} Teor'Benta. TQKi-sQ

(i) n é um nÜmeí-o ordinal limit.e

(ii) Para todo a em Pn existe um nt3mero ordinal limite B em Pn tal que B >
Ü

(l.ii) O corbjunto A ('T € Fn 'T é um número ordinal limitei é ngo-enumer.ável

Deinanstraçga. Provámos (.i) supondc} que Q seja um nÜmerc] ordinal sucessor
Logo Q = at + 1, por (1.65), O > Qi. Então, de cear'da cc)m(1.63.1.i), Fn, é inumerável
e dai Pn é inumerável Q aue ê absur'do.

Para a pr'ovà de (ii} admitamos, por absurdo, que exista um ntbmerc} or'dinal 6o
em Pn tal Que 6o ) a. qualquer quB seja Q número ardinas limite cç.



Seja D B C8a € Pn ; 6R 6 + n. n € 1q). Flastr lHoS que

D = Pn n Pie. (1)

A irnlusXa D C Pn n Pêlo segue-se da veí''i'fixação. por" indução sabre n, que
6n ) 6o para todc} número natural n.

Agora, se Pn n P;o n D' é não-vazia escalhemc)s ç = min (e € Pn : € € Pn n
P;. n D'). '

Se 8a < g g 8a + l então, por (l.ê?), ç = 6 + 1 a que é uma contradição. Logo
Ç > 8o + 1. Mas Ç é um ntLmero ordinal sucessor. Ioga exist.e ÇI € Pn tal que Ç = ÇI

l+

Se ÇI < 8e então, lembrandc3 (1.67), Ç = ÇI + l Í fio; nc)vament,e uma
contradição. Então ç! > 8o e, pela escolha de Ç, çi = 6o + m para algum nt3merü

natural m. Segue-se que Ç = õa + (m+l) o que é absurdo. Portant.o Pn n Pbo n D' =
a e {i.} é válida .

Segue-se, observando (1), que Pn = Peo U D e, como P8a e D são inumeráveis,
então Fn é enumerâvel contradizendo (1.8=.1}

Quanto ao item (il.i}, se A fosse inumerável então, por (l.ú3..iil) existiria 8 em

Pn tal que üç < 6, para t.odo a em A. contradizendo (ii). O



g2. Un Tea uin Tipcl-Ranuey

Q teorema tipo-Ramsey que apresentamos em (2.i.2) é relevant.e ngo somente
pel sua utilização na prova da teorema fundamental nQ gS. Rias pela resultadc3 em

É: importante citarmos que os autores do texto, que nos serve de guia, nãa
demonstram este teclrema, porém revelam, de forma bastante clara, o caminho a ser
seguida para a verdadeira Brava.. Esta indicação ncJS permite sugerir ao leia,or a
técnica a ser utilizada na demonstração dos teoremas (Z.ll) e (2.12}, o que faremos
ant,es de erlunciá-los.

(2.1) Definição. Sejam X um conjunto nãa-x.,-azia e H uma caleçgo de
subconjuntos de X. Diz-se que 3€ é um ult,raflltro sabre X.. se e somente se est.go

satisfeit.as as seguintes condições:

(i} para todo subconjuntc3 A de X tem-se que somente uma das relações A €
% ou A' € 36 é verdadeira;

(ii) se A € H e b é um subconjunto de X que contêm A, então B € 36i

(iil) quaisquer que sejam A e E em 36 tem-se que A I'l E € 36.

(2.2) a)seriações. São eonseqc)ências da definição

(a) H é não-vazia;

(b) X € 3$ e a € 36



(2.3 Tu-nna. Sejam $ a {A\)\€1 unB família r#a.vazia de subconjuntos de X
e 3$ i.m ult,ra+iitrw $obr'e X. $e

m UA* € 1ç; f'
(ii) Í 'l 8 € 36, para toda subcoleçXo 8 de 36 com +t8 = +L, então existe um Xo

em L, tal que Axa.e 36

Se os elemerlt,os de f sga .dois a dai.s diÉjuntas então este ).o é t3nicc}.

€l

Demorxsh'anão. A conclusão é Óbvia para +L = 1. Admitamos que #l > 1 e
suponhamos, par absurdo que A\ e 36 para todo \ € L. Partant,o, por" (2.1.i), AI € 36

"- '.-. '- ' - ., "::.-'. ««, l u-*l' : n-{ ' " ::': --:','. : ",
CÜFltFãdiZ8tR (2.1.i). \€1 \€1

A asserção restante é imediata. O

No restante do parágrafo utilizamos as seguintes notações

(2.4) Notações. Qualquer que seja o conjunto X, iRdicüFTlüs par S(X), a coleçga
de t,c)das QS subcar'tjuntas finit.os de X; e, por Sn(X), a coleçSa de todos as
subconjurlt.os de X ceira n elemerttcls.

(2.5) t+otações. Saiam X e L conjuntos nãa-vazias, K urr. ultr'afiltro sobre X, f
uma funçga de S(X) em L, n um hÜmera nat.oral nãa-nulo e r um element,o de L.

(a} Se n=1, designaremos: AF(t} = Cz ç X : fÇCi)} = r}

(b) Se n > 1 e xP....xn-l sãa elementos distirit,QS de X, então design-iar-errias

(.i} AP'l(n;xl,...,xpt-t} = {z € X : z # x; (l = 1,...,n-l}, f'({xl,...,xn-l,z)> = r)

(l.i) AF(n;xi,...,xa) = (z € X : z # x; (l = !,...,m), Aa+l(n;xl,...,xa,?) € 36},

par'a toda B<m <n-l, e

(i.i.i) Af(.n} = (z € X : A}(n;z} € 3€}.

Utilizando estaSnotações provámos que se f é uma função de S(X) em L e H é
um Mitra'Filtro sobre X, constituído por subcaniuntas de X com infinitos elementos,

tal que <2.3.i.i) esteja satisfeita então, para onda número nata al n não-nulo, existe



tm l:miou elewt.o f' Li dependente de h. t,ül que AF(n) € 3$

Antes. porém, preeisamas de dois resultados auxiliares

(2.6) Tea-ain. Sejam X, L, f e 36 Cama em (2.S) e suponha que

(i) No g #A, p&!-& tc3do Â € 3$,

(.i1) l"l8 € 36, para tolda subcoleçgtlÉde 36 com +8 = +L.
Se n é um número natural maior que l então para cada {al,...,art-l) € Sn-t(X) exist,e
um Único r' € L tal que AF"i(n;ai,...,an-i) € 36.

{

Demorlstraçãa. Seja Cap...,an-l} € S.-Í(X). É imediato que a' família
CAF'l(n;ai,...,an-i)}t.e! é r'tgo-vazia e constituída por conjuntos dois a dois disjuntor.
Se mostrarmos que ela sat,isfaz (2.3.i), a conclusão seguirá por (Z.=).

EI claf-o que

U An'l(n;al,...,a/t-l} C ({a.,...,an-lly. (1)

é

r'€1

Por outro lado. se z € (Cat,...,an-tly então (al,...,an-l,z) € Sa(X). Logo como

f({l31,...,an.oz}) = r'o para algum ra € L, então z C AFoi(n;ai,...,a/t-i) e da!

(Cao...,an-lll' C t J Api'l(n;at,...,a.-t} (2)

De {l} e (2) segue-se a igualdade

Consultando a hip6t.ese (i) e (2.1.i> c;ancluimos que

verificarldo (2 ,3.1}. D
U AF''(n,'- .,&rt-l) € H,

(2.?} Tear'ema. Sejam X, L. f e }ç como em (2.6). Se n > 2 é um número natural
então, para cada nt3mero natural k com O<k<n-l e para cada {al,...,ak) € SkCX} existe
um Único r' € L tal que AF(n;ai,...,aü) € K.

DeínorutraçXo. Verificaremos a asserção para k = n-2. A prova para os
demais valores de k, em or'dem decrescente dá-se de forma anála9a

Decorre de (2.6) que a família CAF'z(n;aÍ....,an-a}),€1 é constituída por
conjuntos ngo-vazias e dois B dais disjuntor.



l lostr©mos que U Aa-2{n;a ....laa-2) = {calí....8B-8)/. Dal Ü hlpóti

"--'- «. U A?-'(«;'.. .,.-p € W, -.iri-«d. {2 3
ilr

(z.&.l)

A irlçllusgo

AP'2(n;al, . . ..an-2) C (Cal,. . .,an.2)}'Q {Í)

é imediat,a

Por outro lado. se z € (Cal,...,apt.2»' então Cat,...;an-2..z) € SP-i(X}.
Segue-se, pelo teor-ema. anterior, que existe um tónico ri €
Arttl(n;al,...,art-2,z) € }G. Portanto z C AF12(n;at....,ült-2) e da!

({al,...,an-2))' C 1. 1 An'2, .. ,an-2)
r€1

L tal Que

De (i) e (2) t,BRIOS a igualdade. D

{2.8) Teorema. Se.}am X, L; f e 36 coma em (2.6). Então, para cada ntLmero

natural ngo-rlulo r7, exist.e ulTr l)nict) r € L tal que Ag(n) € }6.

Danansb'açaa. Como nos teoremas anteriores provámos que as famílias
CAo(1)},€1 e 4:Af(n}),eL' para n > 1, sSo const,it,vidas por elementos dois a dois
dis.juntos que satisfazem (2.3.i). A conclusão seguirá. pot' (2.3)

Inicialment.e suponhamos .n=!. É fácil çer aue a fanl:lla {lA'€1)),e L ê
constit.vida por dais a dois dis.jurüa: e que LI Ao(l} = X C H, verificando (Z.3.i).

Saia n > 1. post,remos que os elementos da família (AF(rT}),e L sgo dois a dois
disjunt.as. De fat.a se r e s sgo element.os dist.intc-s de L e u € AP(ní} l"i AÍ(n) então
Apto;u) € 36 e A}(n;u) € 36, contrariando (2.6),se n = 2, e (2.7), se n > 2.

Agora utilizando (2.6), se n = 2. e (2.7). se n > 2. temos que 1 1 AÍ(n} = X € 36.

nc3vamente verificando (2.3.1). D r€1

pC L

{2.9) a)su'vaç8o. O teorema (2.8} defirle uma funçãc3 s de 1-1 em L de moda que,

para cada número natural n tenhamos A;(n)<n) € %

Faremos A;eít)<n} : Asma) para simplificar a not.alga.



f'

O eawt&rlo qtn segue visa ta-rur8m mais al&ras as idéias que r'agem as
pr'ovas des teor'eras (Z .i.í> à {2.í2}.

Grosseiramente falando veremos que se X é um conjtmto rao-inumerável, aé
um rx3mero eardinal mer'nr que #X a estritamente maior que Ne e f ê uma funçXa de
S{X) em L onde +L < a, então ê possível determinar, verificadas as demais

hipóteses, um subcorÜunta Q de X Cuja cardinalidade é a. tal que. para cada número

natural n nãa-nulo. a restrição da funçga f aQ conjunto Sít(Q) é constante.

Suponhamos que esteja definido sobre X um ultrafilt,ro 36, fechada para a
interseçSo de toda família com menos de a elementos e tal que cada um dos seus
elementos seja ngo-enumer-aval.

Cam estas hipóteses tomamos a sequência {A:<n});:::l
claro que E = fllâa(n) € H Escolhendo xa em E temos:

&»

de elementos de 36. É

f'(CX+l} = r(1) (x)

AI(n)(n;xü} € }6, para toda n > 2

No\.,agente as t"hipóteses sabre 3( BcãFFQt.üfri que
Escalhenda xl FiCSSã iriterseçgc., segucrri=

A}(»)(n.xa)

f(CXi}) = r€1)

e

f«xa, xl» = r(2)

e, para t,oda n à 2 e n > 3, respecti'/amante.

A:(n>(n;xl) € H e A:(n}(n;xa, xl) € }6

E 1"1 Í'lA k)(n;xd Í'l I''lA m ,xO n Í''lA:(dk;x.,
n=2 Á=ã Á=Õ

xl> € K

A escolha de xz nessa interseç Q ficar-ret,a

feCXZ}) = r(1),

f«xa,x2}) = f(Cxi,xa)) = r(2),

f«x+,xt,xz)} B rC3)

AI(ft}(n;x2} € 36. para toda n ) 2,

Af(n)(n;xa,xZ) C 0€ e A:(a)(n;xZ.xi) C oç, Dará toldo n > 3



Ae }Cn;xe,xtlx2) € 36, Par'a Leda n 1 4.

"-'' "'. -: .« "'-''"«: ' . ÕA:.-,'"-.' . Õ'-:..,«--, n Cp}..,'"-:,
' .cr:..,'";*.,*-' . ã-:.,'";*.,*:' " õ':..,'";*.,*:' '"- .[p:..,'-;*.,*..*:' ' «.

Escolhendo xa nessa interseggo, vem

f«Xa}) = r(l}

f(CXo,X3)) = f(CXI.Xe)> = f({X2/Xe)} = r(2)l

f«Xo,Xt,X3)) = f(CXe,X2,X3}) = f(CXi,XZ,X3)) = r(3>

f«Xo,XI,X2,X3l} = r(@)

e,

AI(a}(n;x3) € 3€, par"a todo n > 2,

A2(n)(n;xo,xü) € 36, A:(nlen;xl,x3) C 36. A:(a)(n;x2,xg) € }6, para Lado n > 3,

A3(..)(n;Xa'lIXa) € 36, A3(n}(.n;Xa,Xz,x3> € 36, A3(n}(n;xí,x2,x8> € 36, para todo .n > 4,

A4(n>(n;xü,xl,xz,x3) C 36, para todo n > 5

Se Q leitor tiver a generosa paciência de fazer Q passo seguinte, ist,a é,
determinar x4, obterá relações análogas a (X), (+X). (++X) e (XX X) para subconjuntos
de (xa,xl,x2Px3,x4}.

Finalmente salientamos que, nas relações acima, efet.banda as cannbirlações
simples das element.as determinadas, veremos que

A;(n){n;xat'.. ,xa...> € K, para l Í i Í n - !

e que Q eles'erro seguiritc pcFtcricc a todos esses corijunt.c-s.

Com isso acredit,amos estar aptos para a prova dos teoremas

Ainda uma observaçgc3

(2.1a) U)sa"vaçSo. Na orava de (2.11) utilizamc3s a coleçãa de cünjunt,üs e(n,l)
Guia definição daremos B seguir.. Solicitamos a at.ençãc3 do leitor, em pari-ocular,
par'a & sua eardinalidade.

Seja p > 1 um número ordinal e suponhamos que a cada nl3mero ardinas f em
PP esteja associada um elemento xç em X. Se, dados os nt3meras naturais n e 1, eam



n 22 e l Í í g minta-l.+Pp), tivermos

AÍG)(n;xÍ*.. ..xf.J € 31, pür'a todo (q:....#;} € S/{PP).

entoa designaremos por C(n;i) Q subcloniunta de 36 constituída por tais elementos.

É imediato aue Ctn;l) é finito quando PP é finito e que, por (1.37..i}, #C(n;i}
#PP quando PP é i.nfinito.

{2.11) Tear'ana. Sejam X um conjunto e p um nt3mero ardinas tais que No < +Pf
g #X. Saiam L um conjunt,o ngo-vazio com #l < #P# e f umafunçgo de S{X) em L.
SUPOnham'lüS que #Pe < #PP, par"a toda € € PP, e que 36 seja um ultrafi.lera sobre X
satisfazer\do:

(i) Kü g #A, paf-a toda A € G;

(ii) Í~l 8 € 3ç, para toda subcoleção 8 de H com #s < #PP.
Ent.go, rara cada B em PP, existe um c]BÍTicRt.o x6 de X t.a] que x# € A;Ca>, obra t.odo
número natura]. n > 1 e. sendo Q(g} = Cx«{ « € PB), para todo B > 1, temos: quaisquer
que sejam os números naturais n e .i com n 2 e l Í l í minCn-l,#PB) e qualquer
que seja Cx€1'...óce .) € S;(Q(g»,

(.i.il) A;(pt)(.R;xet'. - -,x{..} € }6,

(jL'} xp € A'(a}(n;xeL'. .,x{.).

'alga. A prova será efetuada utilizando o principio da indução
tFãfisfirlit&

As hipóteses permitem aplicar (2.8}. Assim, observando (.il),

B = f'lA:(.) € K'

Seja g ufi'tü função. escolha Cara X e seja xc. = g(B). É: claro
napa todo número natural n 1 1, e lembrando (2.5.b.ii.i}.

A:(»)(rl;xe> € 36, para Lado n à Z.

Tomando Qeí) = {xa). c] item (i.ii) est.á verificado para f3 = 1.

Novamente par (.ii), Í'lAt(n)(n;xa) € W e da!

in

x. € 'q:(d'

C = B n ])]A:(n){n;xa> € 36.

A escc3lha de xt = peca aclarreta que xi € A:(nl' para Lado nt3mero natural n >1,
2n



a que xl verifica (ip'). Isto clamplata ü proa rn eBSQ B K l.

Saia P- Z 2 e iiuponhümos que par'B cada € am PP saiam eonheeldos xt
ver'ifieando üs eonelusões da teorema. Determlrnmos xp e mosLrernas aue xp e
também satisfazem essas afirmag8es .

Para cada € em PP. temas que xe € B. Lago

A;(lt}(n;xe) € 36, para todo n > 2,

verificando (ii.i} para i = 3..

Sejam n e i nl3meros naturais tais que n à 2 e 2 Í iÍ minlln-l,#Pp). Se, para

Cada Cfi,....(.) € S,(PP), admit,irmos que €1 = maxCep...,(l}, ent,go fl > i-l e Cxet'..-,x(..i)
C Q(f;). Par-tanto #Pe; > #P;-i = i-l e, cano l .E-l Í minCni-2. #PEÍ), então xe; €

A;-í(n;xei',-.,xe;.i) e da! A;(n)(ri;xet'.--.xE..} € 36, QHC:CPFBridQ a prova de (ill)

De <iii}, ]CIFibFBRdo {2.]C]) e (il), segue-se que

Í 'lC(n;i} € H,

para cada número natural n > 2 e cada l g i É minCn-l,#Pp)

Fazenda i assumir' todos os velares de l a j, j = rrririCn-l,#Pp) temos, por (i.i),

ÍIÍ')e(n; c
a. QgçtQ rPqi11t.aHH

nn=2.;=1
Agora, aplicando (2.1.i.il} temos que E n D

verificar que üs condições da teorema estão
provada o teorema. Q

D : nniC(n;l} € H

€ %. Tomando xp

satisfeit.as para
p(ERD) é fácil
P. Fica assim

Ü particular te Feri'tã t,iFo-Ramsey a seguir nos auxili.ará na prova de (5.13)

que é o resultado 'fundamental do â5. Ele tem, no enfant.o, int,eresse pelo resultado
BR'i 51

(2.12) Teor'etna. Sejam X um conjunto e a um nClmero cardinal, tais que No <a
É #X. Sejam L um canjunt,o nuca-vazio dom #l < ã e f uma função de 5(X> Grei L. Seja 3G
um ultr'afilt.ro sobre X t,ai aue

(i} No { #A, par-a toda A € 36,

(.il) Í''F C 16, par'a toda subcoleçSo 8 de H tal que #8 < a



Então existe um subcor\Junta Q

(.ib'} B restrição de f á parte Sn(Q) ê constante par"a cada ni3mera natural n
r'l8a-nulc3 .

Demo)rutraç8a. Recordando (1.53) e (1.54) saia P = mine'T : ' é nt3mero

ordinal . #PV = a}. Estão satisfeitas as hipóteses de (2.11}. Então, para cada cç €
PP, seja x« colmo lá definido.

Seja Q = (xu)«ePP

Dadas BI e BZ em PP, distintas, suponhamos que Bt<B2. Par (2.11..iP'), xP2 €
A,<3)(3;xíBI). LclTlbFBndQ {2.5.ii}, vem que xBa # xgi' lst.o most.ra que #Q .= #PP = a,
provando (iii).

Agora, de x# € A:(n)/ para t.adc- rlúrrlerQ nat.ura! n > i. e tQdr.- B € PP, segue-se
que xB € A,{l). lst.c acarreta que f({lxP}) = r(1) verificando (ip') para n = 1.

Seja FI à 2. Ent,ga, apliç;anda (2.11..iu') para todo (x€1'...,xeft} € Sa(Q) e admitindo

que fn = maxCft,...,ert), VQírí xea € A ã (ní;x€1'-. ,xen.l). Portanto feCxei' .,xen)) = r-(n). Q



g 3. 0 t.i Lusin para espaços ccHn medida de RadcKI finita

A definlçga da medida de Radc3n (finita) que apresent,cremos CRcorit,Fü-sB em

[R.13]. Neste parágrafo provaremos o teorema de Lusin pat'a estes espaços e D
utilizaremos na pt'ova de (7.2). Seu corolário será Útil em (6.19).

{3.i.) Definição. Saia (X,.Á,,ü) um esoaço com medida finit,a e seja <X,f) urn

espaço topold)pico de Hausdar'ff. A medida B é chamada medida de Radon se e
sorRcritB se sat.isfaz as seguintes candiç:e;es

(l} r c a,

(.ii} para cüciã elerner\ta A de .A tem-se que:

Ü(A} = SUP(&eK) : K C A, K C)On'ÉPaQt,Q)

A quadr-Isola (X,.H,..U.f> c:haja-se espaço com medida de Radar finita

{3.a Exewlo. post.rar-amos que no esEaç:o colTP medida ( f3n,E:,Ui,$), dada no

apêndice A. a. medida ü n&o é de Radar

É: claro que ü(Pn) = 1. Provámos que

supC@(K) : K C Pn, K campactc3) = a

De fat.a, seja K ulTi subcanjunta de Pn, c:omract.c.. çc.mQ, POr" (A.Z ji}, (F.n,y} é IUITt

espaço de Hausdorff então s = sup K € Pn. Portanto, por (1.63.ii), Pz. é inumerável.
Mas K C Ps U {s), Ioga K ê enumerâvel e daÍ iP(K) = O



A versXa da t©orarn\a de Lusirl que apr'esentaramos & semelhante áquela

L}«
.i=.i

(3.3) Tea"ema. Sejam (X,.Á.,y,,f) um espaço coam medida de Radar finita e f uma

funçXa de X em R, .Á-mensur-ável. Então, dados um element.o A. ngo-vazio de .Á, e um
número real € > O, existe K. subconjunto de A, satisfazendo:

(i} K é compacto,

(il) Ü(A n K') < ê,

(iii) a restriçga da funçga f ao canjunt.o K é continua

algo. Se ü(A) O, & corlclusXo é imediata tomando K {z); CQm z €
A

SuFanhamos que H.(A) > Q e cansider'amas dois casas

f'lo r.rin;ei''o adro:ít.arrlos ctL4e irrEÇf} = Cx.};:i, onde x.- # x, [.ara t.odo i# .j.

Definindo, para cada IÍI(n, A.. : A 1"1 f'i(Cxf)}, temos que A.. € .'L e que A; n
AJ = a, se i # j.

A hipótese dc auc ii. é medida de Radün acarreta aue.. para. cada IÉi$1n..

existe UITi subconjunto K; de Af, compacta, tal que

u.{A; n K;) < Ê

É claro que K.. ]"] K. = a, se 1 + i

Tomando K Segije-SC qUe K é compact.o, verificando (j},

ün n KI : nl y. H n K) l SIE.K{A n KP < ü, p''ov-da Q' 1= 1 '' .'R---e

Para a prova de (iii) notemos que f'i(Cx;}) = K;, ocm l<iín.

Seja f uma função, .Á-mensurável, qualquer. Então, utilizando (11.33) e (11.32)
de [R.]O], existe uma sequência (Sn)áGIl de fung6es simples, .4-mensuráveis, que
Converge Dar"a f; e, Como f' e sn, para todo nt3mero natural n. são finitos, então
existe um BIBITiBRtQ B de .A tal que

/

{Í}



a eaii&rnia {snlaeN eorwerge uniformemente para f em B. (2)

Agora, ge A C B' entoa. Comanda K B {y) CQm y € A, as oclrwlus6es sXo
imediat.as.

Se A t''l B # a ent,ãc}, pelo caso anterior. para cada número natural n, existe
um subconjunto Kft de A I''} B, compacto, tal que

Rn K;> < ;á= n)

a restrição da 'função slt aQ compacto K» ê continua

Seja K = Í l K..
ltC q

É imedia}.o aue K ê compacto. ç.,edificando (1), e que K C
utilizando (&} e (3), teKFas

e

(4}

Logo,A

Ü(A n K') = u.(A n E n K') + ü(A n E 'n K')

< «( U '- n ' n « ,l . «:',

: :l: "'- n ' n «i,l . «'e', €

!stü pl-ava (jj}

Fi.nalmente, de (2) e (4) temos que nQ compacto K cada uma das funções Sn é

continua e que a sequência {se)n€1~1 converge uniformemente para f. Isto acarret,a
Q

(3.4} Corolário. Se.ja.m (X,.4..ü;$) e f como no teorema anterior. Ent,ão, para
cada elcKicrit@ A de .Á &QFíi ü(A) > Q, exist.e K, contido em A e c;amr::acta, ta! que

(j) &eK) > Q,

(ii) a restriçaa da função F ao conjunto K é continua

Danarutí''anão. Necessitamos prc3var apenas o itQR'i (li).

Tomando & = ÉiêÕ!, pelo teor"ema anterior, existe K, subconjunto de A,
compact.o, satisfazendo (.Ei) e tal que U.{A f\ K') < Ê. Logo üeK} > K(A> - ü(A I'l K'> > Q.
Q



i4. Unn Pr'opriedade das Fambias n8c

Püsit,iva
de Cor\&ntos de }tedida

Nesta parte obteremos um resultado iRtcFQssBfit.Q er'lvolx,'ando uma ccsleçãa
ngo-inumerável de cünjunt,as.. ngo U-nulas, num espaço com medida finit.a
Mostraremos que para cada nümer-o nat,orai n, não-nulo, exist,e uma subco].eção da
coleçào acima, oom cardinalidade n, tal que a sua interseçãa é não-vazia. Este
resultado, a ser enunciado no Teor-ema (4.5), será aplicado na prova de (5.12}.

(4.1) Definição Diz-se que uma família {x«)a€1 de nümeras reais ngo
negar,idos ê somava! se e soment,e $e

S = suP{ IE.xa : l C L, l finitü} < .a.
«

nestas condições diz-se que a família (xot)u€1 tem sorna s e escreve-se IE x«a€1
.s

(42) Teor"ana. Se a família Cada.€1 de n\3mef'os reais não-negar,i\.'os é
sümável, então Q conjunto Ca € L : a« :# O) é inumerável.

Datxxxstr'ai?ãa. Segue-se. da hip6tesel que para cada nt3mera natural no
conjunto B(n} = {a € L : a« > i;t ) é imita. Portantc}, par (1.33), U B(n} = {a €1
a« # O} ê inumerável. Q n€1q



{4.3 Tu"eãRia. Sejam {X.A,&) un espaço eom ítndida finita e f B (A;):-t una

família de elementos de ,Á, Figa B-ralos. Se cada ponto de X pertence nü máximo a n
elémênt,c3É dé $, entgç}

Ü(A.) Í n.it(X)
.i=.i

Danorutraçgo. Se n=1, a família ê constituída por conjuntos dois a dois
disiuntos e & corlclusgo & imediata.

Supanhümos r?>i.. Façamos A. = AF, para Lado 1, com IÍiíp
Devir)amos

-i : -!'' n ( U'í''lk=í

lJ

{&)

e

-!': n l U'!'' I'
k=1.

çom a con'aençga de que LIAil
k=3.

0

®, para t.üdo número nat,oral .i

Temos que Ar ( .4, B;l € .4 E Ü{AI'l) = a(Er) + ü(Aj), quaisquer que sejam as números

naturais .i e :j . com IÍIÉp e .i>1. Desta ült.ima relação, vem:

Ü(A..) = Ü(Af) = Ü(Elç) + Ü(A})

= »(B}) + &(E?) + Ü(A?)

2 üm ) + anÍ),
t.=1.

d

(3)

para lado l<.iÍp e tc3da .jàl

Dados ,j>1 e ! ii<lzíp, resulta da (2) que EÍ. f'i E;z

Logo

í H.{X)

Assim de (3) e (4), para toda nÜmer'o natural t à 1, vem
p '' 'p''.'.. ..j

E:
ó'=í. ,;= Í. Ê.ai.

}''.. .'P: P

Et=& .;=3. a'=l

"'-., : IE: l :l:«''}, -. «'-l,l

E ::Ü{B}) +



í j.&o<} +

A demonstração estará eampleta se verificarmos que A? B a. para todo
+ -B+ .nPr -

= a e (l} decorre que A! = a.

Suponhamos, pclr absurdo, que exi.ste l<it<p tal que Alt # a.

Seja x € A;i Por (1), x € UAk'i, Ioga existe iZ<ii tal que x € A;;t
Novamente aplicando (1). e repetir(!oi 3 argument.algo, obteremos sucesso-.,'amante

'q.b ,....AF,:+., todo)s contendo x.

Por outro leda decorre também de (1) que Ay C A? = A. para toda i21 e

{l

tQdQ j.<1<P. LQgQ
hipótese. D

1,...,n+l, e dai x € Í''lA;. , contradizendo a

{4.4) a3scKn/algo. Esta abservaçãc3 serve para ilustrar, geomet,ricamer'lt©. QS
passas do t,EOFCNi8 üci]Ti&. Tomamos, para c] exemplo. n = 3 e p = 5.

X



1-1o teor'ema ü seguir B notações 6(L) a 8a+lCL) sEo aquela Introduzidas «n
a.4}

(4.5) Tea"ana. Sejam (X,.Á,i&) um espaço CQm medida finita e seja f B CAu}«€1
uma família não-erwmerável de elemento)s de .Á., nãa &-nulos. Então. para Cada
rümerD nat.oral n>2 existe uma subfamilia finita, {Aa/);:i, de f tal que
Í IA«, # a.

Danonstraçaa. Suponhamos, por absurdo, que exista um nümer o natur"al

m, m)J/ tal que I''IAaf = ©, qualquer que seja {cci,...,cü»+i> € S#+t(L}. Portanto cada

ponto de X pertence. no maxi.mo, a m element,os de S. Segue. Belo teorema

enter'ior, que napa t,odo (ai,...,ae) em S(L}, onde k)l é um número natural. vale

í m.ü(X). Decorre, por (4.1), que a família {lü(Aa))a€1 é samável. Dai, por

(4.2) o conjunta L é inumerável, cona,radizendo a hipótese. D



Ü «

$5. Q Tece atn FI lt&! : medida üt&tlica

FJeste parágrafo Q destaque é para o teorema (5.13). Ele é a Teorema

Fundamental para Q caso em que medida é at&nlica. Ds demais teoremas, em sua
maioria anunciam pr'apriedades de espaçç3s cam esse tipo de medida.

Será usual indexar"mos uma família de conjunttDS por F3at, conjunt.o dos números
urdir\als menc3f'es que cç, comc3 (i .Si. ,c).

{5.1) Teor'einta. Sejam X, l e J conjuntas não-vazios, {Aa)«€1 uma família de
subconjuntos de X, dais a dois disiuntos, e (l\l\€1uma família de subconjuntos de l.
E:FILão,

.., U:.« : « : u :*: : cl Lj -«,
\ eJ \eJ Ke!,\ eJ \eJ Ke!\

(.i.i) U{A« : «. € Ull) = Lt U A«, se os elementos da Família (i\)\CI sga
.,-:- .:.: , \eJ \eJ Ke!:dais a dois disjuntor. \eJ \eJ Kelx

n-"'t':çs-. s: * € U{A« : « € 1.,1 iJ -tx- -i:t. - ú-i- «. € Ui* t.i
que x € Aao. \eJ J

Como cco € U l\ então existe Xo em J tal aue ao € 1\o. Segue-se que xC

.y."., : ':: * 'k
Par'tant,a



u'~ : - 'U'*' 'g & '.
Par'ü provar' a igualdade, na r'elaçXa acima, seja x € 1. J 1. J A«. Então, para

algum \l € J. temos x € U A«. Decorre daqui que par-a um único «i de l\i vale
a€1-.

x € A«i. Gamo al € Ui\. ent.go x € UCA« : cü € Ui\}. Com ist,o fica provada
Q item (i>. \eJ \eJ

Para provarmos Q item (.i.i) é suficiente verificar"mas que

a, para Xi # X:

Admitamos, par absurda. que exista x € X tal que

*:u
«€1*,

A« n U A«, -m \. # x:
«€1\:

Como l\i ]"] l\Ü = então) existem ccl € 1\t e az € 1\z.. cam üí #: a2. tais que x
€ A«i 1"1 A«2 contradizendo a hipótese sobre a família (Aa)«ÉI ü

r nas mestra que podemos ter uma igualdade da forma

U
\ eJ \eJ «€1\

Qrldc QS conjuntas que carlstituem a segundc3 Reabra da

ÜCAa : cc € U U A«,

Q exemplo a segui

igualdade nga são disjurttQS

slü+--s-z an-n%ü=eüF.+a.x-p. .b-lX=da.}l} /'b = ba.J ü// ÇIJ ÇJ/J i =; '\

b}. Az = (b, c}, Ao = Cc. d}, !u = CI. 2), 1B = (3).

Então a família (l\l\eJ é constituída por" conjuntos do
enquanto na família (Al:)x€1 temos Ai 1"1 AZ :# a e Az n AÜ # a

Nc3te-se que nc3 pri.ITiQif'Q membr"'o da igualdade acima temos:

UCAx:x c)12Ji UAzUA3

i., 2, 3} e J cü.

ei na 5 Surdo membr''o,

U Ax = {AI U AP U A,€l,\eJ xCl\y



ande {AI U Aa) I''} Aa B {Q}

{S.3} Teaetn. Saia (X«4,B) um espaço eom medida e seja f uma eclleçgo de

elementos de .Á., &-nulas e dois ü dois disiuntas. Se Uf € Á e ülUf) > O então +$

)anstraçgo. se admitirmos. por absurdc3, que +$' < Na. então ü(Us)
Q, contradizendo a hipótese. DE:"'-,A€f

(5.4) De+iniçgo. Seja (X,.4..Ü) um espaço com medida. Um elemento A de .Á é um
átomo se e somente se &(A) > O e, para toda E € .A com E C A, tem-se ü(E) = O ou
&eB} : &lA) .

Diz-se que ü é atómica se existe pelo menos um át,omo em .4.; diz-se que &l é
nãa-at8mi.ca se nãa existem atamos em .4.

{5.5) Teoretln. Seja (X, P(X>, &) um espaço com medida finita. Se X é át,omo

então a coleçgü de tlonjunt;os H = {A : A C X. »(A) > O) é um ultrafiltrt} sobre X.

Demorlstraçgo Privemos que 36 sat.isfaz a Definiçlga (2.1).

Como X êittama. então para toda subconjunto A de X tem-se que #(A) = B(X) ou
ü(A'> = ü(X), veí lflcando (2.1.1).

Se A € 36 e A C B, então O < H.(A) á &(B), verificando (2.1.ii). Finalment.e

(2.1.1i.i> segue-se de ü«Â Í"l Ey) Í &(A') + Ü(E') = o. o

O teorema (5.6) é impor'tanta pois, além de sua aplicação em (5.7), é
responsável pela generalização do resultado fundamental que obteremos em (7 .1)

(5.6) Tea'Cinta. Sejam (X,.A,ü) tim espagc3 com medida e f = CA«)«eP. uma
família de elementos de .A tal que Ll8 € .A para toda subfamÍlia 8 de F. ErttãQ

existe uma família D = {D#)#€1 de elementos de .A, não-vazios e dois a dais
disjurlt.os, sat,isfazêrldcl:

(i) par'a toda D € D existe A € f tal que D C A;



ui) para toda SL.ibfamlltü e de D tam-se t.Je C ..t;

-;', ü , u';
(jp') #l g +Pp.

Datxxutraçgo. Façamos Do = Ao, e

-« : -« n l U -.I'. « t.-. o : «.
B<«

r 4 \

Saia Dt = (D«)ctePP

ÉI claro quc a família üi ê constituída por corliuntos dois a dois disjuntor,
pois, dados ai e cc2 em PP com ai < a2 tema: Dat C Ai e Daz C l U Ap I' C A&..

Verifiquemos que a famitia Dt satisfaz as asserções do teorema

De Da = Ao e (1), lembrando a hipótese, segue-se que D« € .4 e Da C A«, para
toda cü em PP, verificando (i).

Seja R um subcarljunta de PP, CQm O # 8 = ITrinC« : «

U n« = U {A... n ( U AP'}eR «eR p<a

U'.«n'O U-,,«eR «eR P<«

U A« n ( UAP' € .A.
«eR É<f

€ R} E:ntão

«.

(z)

Seja S ufFi subcc3njurito de F'p cam ü € S. Ent.ga, utilizandc3 (Z).

UaeS «êS

O item (.ii) segue de (2), se Do e C, au de (3), se D+ € e

O item (ill) segue-se de (3}. escolhendo S = Pv.

Finalmente, tomando l = (cç € PP : D« # a} temos par (l.ll.b), que #l g #P

UDct = [le U D« € .4.

P

{3}

B

(5.'n Te«'ain. Saia {X,.4,B) um espaço cam medi.da tal que Cx) € .A e Xl<Cx)) = Q,
para Lado x € X. Se X éát,omo então existe uma colação .,lb de elementos de .A, ü-
nulos e dais B dois disiuntas. tal que



CO U ..& 4 item.
{.Êi} #.& > Ke,

{iii) dada uma eoleçga .,'tbi de element,os K-nulos de .Á, tal que #.plbl < +./lb e

U8 € ..4 para toda subeoleçgo 8 de .At, tem-se que ü( U.AI ) = o.

'açSo- Como X é átomo, &( 1. J Cx) ) : &(X) > O. Lega Q conjunto de
XX

todas as coleções J, de elementos de .A, H.-nulos e dais a dais disiunt.os, tal que
a{ l.IZ,) > Q é não-vazio.

LQÍTlbFBRdo (1.15) exist,e .4b € C tal que #.A = minC#Z, : .L € Q).

ÉI imediato aue a coleçSa .A verifica (.i> e {li), sendo este tLltimo consequêrlcia
de {5.3}.

Considerando as hipóteses de (l.i.i), sela .4bZ uma coleçãa de elementos de .Á
x.,-eFificãrídQ (5.6). De (5.6.11) e (5.6.i.ii) segue-se que

H( U.aç: ) = p( UAP.
De (5.6..ip'} e #.,'lbt < #.,'lb, temos

(Í}

#JÇa < #,'b

Este resultado acarreta. pela Escola'iã de .'b e (1), que ü( [ J,.tbi ) = ü. D

(5.8) Exemplo. CQrisidcF© {Pn, )l:, U), 'r} o empa.çc' CC-Fít ITtCdidB dCfiFiidC- na

Apêndice A. Verifica-se que este espaço satisfaz as hip6teses de (5.7) e aue a
família ./$ = ((al}«ePn confirma as suas conclusões.

(5.9) Teca"ana. Sejam {X,.Á,ü) um espaço com medida, $ = (Ae{)aepp uma família
de elementos de a, dois a dois disiuntos, t,al que US € .,{ para toda subfam1lia E
de f e u a função, de P(PP) em [0,aa]. definida par

(i) i/<B) = K{ U CAa ; a € B) ), para t,odo B € P{PP).

(i.i} p é tina medida sobre a a-á,Igebra P(PP);

(ii.i) se Llf é átomo tem-se que Pe éátomo {relativo a pl;

(lv} ge {M\)\€1 é uma família de elementos de P{P+) e N\ U (Aa : a € M\),



Para Cada \ € L, tem-sa lb2.}$. € J. e #(llg.NI ) B alld.K. ).

Dannutr'açãa. É trivial que P(P#} & uma c-&jgebra e que p(a} =0.

Seja {Bn)it€1q uma sequência de subo;onjuntos de PP, dais a dois disjuntor. Por'
';.'.',,, u'-. : « : u '., : u ü -«.neN lt€1g « Bn
e, pür' (i},

«:u .., : «.u ü -« ,n€1q rt€1xl aeB/t :«' I'J -«' : E«'-.,,
;ER «a. ;ER

prQv&rldQ (ij}.

Se l Jf é át.ama então, por (i)l par"a
VQf'ific&rldQ (i.ij}.

toda D (: PP tcn'tQS u(D} a ou ueD) = u(Pp}.

Finalmente obra D item (ik') utilizando (5.1..E) teme)s que é válida a Igualdade

U U* = LACA« : cc € U U*} € .{. Desta, aplicando (.Ê}. temos Ü( U N* > = u( U M\>. D
\€1 \€1 xêl xêl

(5.10) Teca'ema. Sejam (X,.4,K) um es aç:o CQITi íricdida finita, $ = CAulaCP. urna

família de elementos de .4, &-n--ilç-s e dois a dais disji.lrlt,QS, tal que Ua € .4 para
toda subfamilia 8 de f. Saiam p, a função definida em P(PP) como em (5.9.i.), e T um

átomo em FP. Então existem uma cabeção ./$ de subcan3untüs de T, u-nulos e dois a
dois disjunt.os, e uma família A' de elementos de .A, possuindo as propr'iedades:

U l .l.,$ é át.omo,

(il) dada urFiü c:oleçãü .'tt)i da QlürfieRtüs l.--Fiulc= de T tãl que #,%l < #,% tem-
se u€1.JdçP = o

{.iil} par'a cada N clTi .F, [í.{N) = a e existe M em Hü ta] que N = U{A« : a € M}.

{jw) ü( l IJr ) = #( l l..$ ),
v -\='

(p) dada uma subfamÍlia Jfi de ,N, tem-se que UJÍ'i € .X e aue a( UJrt ) = o,
quando #.Kt < +t.M

Deitianstraçãa. Seja D a restrição de u ao conjunta T. Na espaço eom medida
(T,P(T),D), T éâtomo e D({a)) = p({a}) = ü(A«) =0, para tadc) a € T. Sat.isfeitas as

hipóteses de (5.7) saia .& uma coleçgo de subconjuntos de T. D-nulcls e dois a



dais dlsltmt.os. verificando as suas col'nlus8e6. Cam Isto pr'ovamas (.i)-(.l.l} .

Sela 17 B mine'T: +PV B +.A). Indexemos .A tomando Pn para conjunta de irldlees,

ou seja, .4b = {M\l\ePn

Par'a cada X € Pt) eolaquemos, par"' definiçga. N\ n l..,kA« : a € t"l\}. Segue. da
hipótese, que N\ € .4.

Tc3manda Jr B (N\)\epn ' prQvemQS que (iii)-ep') se ver'ifieam.

Como N\ € .A par'a cada X € Pn, então, pela definiçga de u
iz.{ UnA« : ü € M\) ) = p(M\) = 0{M\) = o. Isto prova {iii)

ü item (ib'} segue de <3 .9 .}p).

Finalmente. tomando B contida clTi Pt7 CQm #B < #Pn, carlsider'amos Jfi
CN\)\eB Ent,go, lembrando (5.1 .i} temos

u* :u~*:u u'.:u...;«.:u"*':«.
\eE \eE aeM\ \eE

Observando que a família CM\l\eB satisfaz (l.i) e aplicando (5.9.it'}
&. U.r. , : - t J ,«* ) : ':; o

}

x€B

'vem

(5.11) Tear'ema. Suponhamos sat.isfei.tas as hlpót,fases de (5.1Q} e sejün} ..,h =

{t'l\)lePn e Jf = CN\)xePQ' onde 77 = mine'y : 'T é nt3mero ordinal, #f37 = #.,«.) e

N\ = IJ(Aa:cc € M\}. sat.isfazenda suas canclusHes. Erlt.ga exist.e uma família {Z6)8€Pn
de !QfFicRt.üs ü-FiulQS de .Á, t.a! qUe

(j) quaisquer que sejam Ot e 0a CFi'} Pn, CQrn Qi < 0Z, tem-se que Zoi

';;' ':«-:: : : u :.. .-~: : : u«
eePQ

(iil) para todo 0 em Pn tem-se que ü(Z ll Z;) ). O

Demarlstração. Para cada 0 em Pn temas. por (5.g.ib'), que 1. J Ua € .Á, e
Pede

escolha de n e por (5-10.p}, ü( U NPI = o. Def'unindo

f pela

Ze = 1 J Np U N.
8€PP

Ze € ..{ e

K{ ZQ ) = 0. (1}



.+

S2

Q Item (1) Ó iíRndiat,a.

Para B prova do item (ii) seja x € Z. Logo x € N\e, para algum Xe em Pt). Dai x

€ zl+ e, então, x € U Z mostrando aue Z C U z+. Sendo imediata a InclusXa
+ epal eePt)

oposta, temas que Z = 1 J Ze.
eePQ

Na prova de (i.ii) not,amas que {5.1Q.iw) e (5.10.i) acarretam H,{Z)

= a.( U.K' ) = p( U./ti;l ) > ü. Logo, lembrando {l), &{ Z Í"l Z; ) = R( 2 1"1 Zb) + Ü{Ze) =

ü(Z) > O, para cada Q € Pn. Q

(5.12) Tear'atn. Saia (X,.,{,ü) um espaço com medida. Seja ,A = (H\)\ePn' ande 7?

= mine'y : ' é um n\3mera OFdirlã!, #PV = +.'tb} uma fütTlili& de elementos de .A, ü-nulos

e dai.s a dois disiuntos tal que UA é át,omo. ülU.al é finita, UJçi € a pa'a toda
-leçg- de -t,-njunt- d: U..$ e HIU.A.l : O qu-do +t'b. < +tÀ; e -ia a uma

função, de TIPtl) cíTi [ü,mt, definida por'

(.i) a(E) = H( LlCM\ : X € E}), par'a todo E em Pri.

Se 3€ = (H : H C Pn, a(H) > Q) então,

(il) H é um ultrafilt.ro sobre Pn,

(.iii} para Lado H € 3{, tem-se #H > Ne,

{it,'} para toda subcoleçgü não-vazia l de X, com WÍ, < #Pn, tem-se Í'lJ, € 36

Demonstração. Est.ão satlsfeit,as as hipóteses de (5.9). Logo CF é uíriã medida

sobre Pn De U.6 é átomo e üÍLi ) < H decorrem, respectivamente, que Pn é átomo

e que a(PQ) < m. Desta forma Q esmaga cam medida (Pn, T(PO),a> verifica as
hip6t,eles de (S.5). Segue-se que 56 é um ultrafiltro sobre Pn, pravanda (ii).

Iniciemc3s a prova de (.iii) nc3tanda que a««}} = R(M«) = O, para t,ado ü QÍTi Pn e

que, se H € 36 então, pela definição de 36. a( l.J CB)} = a(H) > O. Pari.anta na espaço
ê€H

cam medida (Pn, P(Po}, a}, a família {BlpeH satisfaz as hipóteses de (5.3}. Logo +H >

Para a prova de (ib'), temos que a(H) = a(Pn}, para toda H € 36. Dai a(H}' =0
e. por' (i), ü( l J M\ ) =0

\eH'



Seja & d

aplicar'lda ($.j..}}
UBla oolegXo de elementos de 3€. t,al que +& < +PQ B +./b
l & hipótese. temas

a( ( ÍI.t )' ) a Q( U H) = &{ U{U\ : X € U HI )H€1 HeZ

= &( U U{M\ : x € HO ) = o.
H€&

Agora, lembrando {2.1.i), Í' 'la, € 36 0

{5.13) Tea-alta. Sejam {X,.A.ü.f) um espaço eom medida de Radc3n finit,a, f
CAa}«ePP uma família de element.os de .4., #.-nulos e das a dais disjcirlt.as, t.al que
US € .4 para toda sub'família 8 de $ e ü', de P(PP) em [0.m[ definida por u(E) =

u( l.Jóia« : cc € B) ), para t.adü B € P(PP}. se 1/ é atómica ent.ga u.{ Lls ) = Q

Demonstração. A prclva deste te rema será realizada por redução ao
absurdo. Assim admitamos aue B( US ) > a, e, Gemo L- é at,8mica, seja T C PP um

Construiremos uma família não-enumera./el de subconjuntos compactos de X,
nga &-nulas tal que sua interseção saia sirr-ultarlean.ent.e vazia e nãü-vazia

Como T é átomo, as hipóteses de (5.10) estão satisfeitas. Saiam .& = {Mx)\eP.,

com r7 = mini:'y : l é número ardinas, #Pl- = #.A), e .N' = CN\)\epn' onde N\ = LicAa : a
€ M\}, satisfazendo suas conclusões

Gamo, pc'r hipdt.ese, #. é finit.a e l JS € .4. para fada suk:,família g de .4 entgü
(T,9(T),$), ande D ê a restrição de ü' aa CQrijuRtQ T, é um espaço CQm ITíEdidü finit.a
Assisti {T,F(T},ÉJ}, a fBFFlili8 .4b e a furiç;gc' a, cle y(Fti} cíFi [CI,mt, defirlida ['c-r cr(E]}

= D IJ{U\ : X € E} ), para todo E QRi Pn, sat,i=faiem a= hip6te es de (5.!?). Seja
3Ç = CH : H C Pf!, a(H) > Q) satisfazendo (5.12.ii-.iP).

Por outro lado as hipóteses de (5.11} t.ambém se verificam. Consideremos Z e
Z+ corria ali definidas.

Par- (S.ll..i.ii}. para cada 0 € Pn, temos ii(Zj"jZb) > O. Da hipótese que Ü é
medida de Radorl segue-se que existe um Compacta K+ tal que. para cada Q € Pt},

K+ C Z n Z;
e



i., se

B(K+) > Q.

Como +PQ = +t./lb e, por (S.?.li}. Ho < +t./% então a 'família {Kel+epe é nXa'
inumerável e, par (2), constituída por conjuntas nga B-nulas. Escalherldo um
conjuntas de Índices conveniente mostraremos aue essa família verifica as
cantradiç8es citadas no inicio da demonstração.

D coniunt.ü PQ, Q ultrafiltrc3 3G, a função f, de S(Ptl} em CQ,l}, definida pc3r'

Í''l Ke#@ ou F é unitário.

O, se f ] Ke=©

sat,isfazem as hip6t.ases de (2.12}. Portanto exist,e Q, subconjunto de Pn t,al que
#Q : #pn (3)

e,, a restrição de f á parte Srt(Q} ê constante, para t,ado nt3nlero natural n, n > l

A igualdade (3} per'mate-nos reindexar a família {lKel8€pn tomando Q para

conjunto de índices. Assim (Keloepo : CKplpeQ.

Dos resultados Ü é fir\ita, Q não-inumerável e ü(KP} > O.. para todo p € Q

segue-se que o espaço com medida {X,.4,,R) e a família €1Kp)peca satisfazem as
hipóteses de (4.5}. Então, para cada número natural n, n>2, existe uma subfamilia de

{l<P)peQ! com pl elementos. cuja intersegão é ngo-vazia

Est,e resultado e a definição de f acarreta.m que, par'a cada nümera nat,oral
n, HI > 1, existe um subconjurlto G de SrteQ) tal quQ f(G} = l

e€F

e€F

Has, Como vi.mos acima, a restrição da função f ao conjunt.a Sn(Q) é constante
par"a cada nümer"a natural nãa nulo. Logo f(F) = 1 para fada F € S(Q>. Segue-se.

novamente utilizando a definição de f, aue a família CKp)pÉQ tem a propriedade da
interseçãa firiit,ã nQ espaço de Hausdorff (X,g'). Fc.rtarlt.o

f l Kp # D. (4)
p€Q

QbtcRhBÍTiQS a cont,radiçào de (4) mass,Fardo que para cada 0 € Pn existe P(0)
€ Q t,a! aue $ { p(6}.

De fatc3. lembrando que Q C Pt}, e supc3ndo que exist-a B € P tal que p < B,
para todo p € Q, ternos Q C PÊ. Segue-se pela esgalha de 7? e par' (l.ll.b) que +Q
g +tP# < #Pn = +Q e isto é absurdo.

Utilizürido {S.ll..ii) e (5.11.i). vem

: : u :. ' u :..., ' u :. ' u :. : :.
eePt) P(+)eQ PeQ +ePt}



B da! Z : U ZP

Mas, de acordo cam (l}, Kp C Z I''l Z'P, para Cada P € Q. Então

n K, ' n 'z n zb, : z n n zb : z n ' U z.,'
peQ peQ peQ pÉQ

z n= a,

contradizer\dc} (4). Q



#6. Q Teca' GÍRIA Fi lt&i : !medida nãa-at&nica

Este parâqra.fo pode ser di\.'adido em duas partes. Na primeira estudaremos

cardlnalidade de conjuntos, utilizando propriedades topüld)bicas do espaço, na
segunda v©Fcrric.s algumas propriedades referentes aQS espaços C;OFfi nnedida finita e
não-atómica

Os teoremas de destaque sã (6.18) e (6.19}. O primeiro afirma a existência
de uma partição da espaço const,ituida par conjuntos iz-nulas; o segundo afirma aue
ê nula a medida da reur)ião de UFFl3 família de conjuntos, B-nulos e dois a dois
disiuntas, desde que a medida seja de Radar e a reunião de toda subi:amplia da.
fãR'iili& dada seja um elemento da cr-álgebra

(6.1) Lura. Seja $ uma cc'leçga de c;cniunt.os e seja ç a coleçãa dos cc3r)iurltas

que sgü exFress s CQR'lo reuniões de Ql8HÜFitos de 5. Eritgü #Ç g 2#$

Demor\straçlão. Imediata

{6.2) tesa'vai?ões. Denotaremos por S e #. resnectivament,e, as cc3leçães dos
subec3niuntas abertos e dos fechados do intervala [Q,]] na topo]ogia usual, por E a
subcoleção de 3 constituída pelas bc)las abertas Guio centra e raio sga números

racionais, e par 8 a eolegão dos subconjuntos compactos e não-inumeráveis de
[0,1]. Verificamos, sem difieu]dade, que



(i) #8 B K+;

(Íi.Ê} 6 S #3;

{6.3) Te«"unia. Tem-se #3 = c e +Ê = c

'algo. Todo elemento de S é expresso pela reunião de elementos de

E. E:nt.ãa. pc-r (6.1), (6.2.1} e (1.35), temas 3 2#E : .N& : c. Para a igualdade
base,a ver (6.2.iii>.

Agora de Si C V segue-se que #Ê g #g = #S = c. UtiliZÜFidO (6.2.ip'), tenlc3s #R

D

Provaremos em (6.10) que todo subcaniunto compacta e não-inumerável de

[0,1] tem cardina]idade c. Como ta.] demonstração será realizada sem a utilização da
Hipótese do Cont,indo, tornam-se necessã.r-ias alguns lemas e Q conceito de ponto de
caridensaçãQ de um conjunt,a.

(6.4) Definiçgc}. Se.jam X um espaç tonolóqica; x um elemnlto de X e A um

subconjunto de X com #A 11- No. Diz-se que x é por'lta de condensação de A se e
somerlte se fada vizinharlça \./ de X. é tal que #(*v' Í"l A) > No.

(6.5} Exemp]a. Todo ponto do intervalo [0,1] é ponto de condensa.ção da
Coniunt,o Cx € [Q,i.] : x ê irraciona!).

(6.6) Lema. Seja A um subconjunto de [Q,]]. Se #A > N& então A tem pela

manas dais post,os de condensação.

Demonstração. SupQrihBHc3s que A ngo tenha pc3ntos de cclnderisaçgo. Então,
para cada x eü)fDFxiste um aberto q]rx em [0,1]. contendo x, ta] que #eA 1"1 q]rx) g Ne



Seja {Bí[leN uma base de ater-tos em [Q.]]. Então. para Cada x C [O-]]í existe
ilx} € 1q tal quB x € B;(X) e B;(x) C qlx. Porá.anta. para Lado x e$a.IÜtamos

#CA n B.(x}) g No.

Mas A C )€1q(E;(xjfjA}. Logo, ut.ilibando (l.ll.b) e (1.33), t.amos

Na < A < #{ Li (E,(x) n A» Í Ho,

o que é absurdo

Portant.o existe p em [0,1] post.o de coridensaçgQ de A.

É claro que p ngo é Q Único ponto de condensação de A, pois se tal
ocorresse então, para cada número natur'al n, teríamos que

*l ' Í'] ( : , - à, , * à ' I' l ÍN.

Segue-se, novament,e ut,iliz&FxdQ {i. .33}, que

\ .í=l\T*' ':* n «,« , : *l - n l l.,J l: , -
e dai #A Í Na, contradizendo a hipótese. O

H.,

Pode-se provar" que a cardinalidade da conjunta das PQrltQS cle condensaçga
do conjunto A; no t,eorenna acima, é est,rit,amena.e matar aue Na. Ngo Q fizemos Dois
RccEssit.ürfic:. Comi-iQC.eF at:'eras dais BOFtt.QS de c:andensaçga

{6.'7). Leira. Seja H um subconjunto fechadc3 em [Q.]]. Se #H > Nü cíitgo existEfFi

Ht e HZ, subconjuntos disjuntas de H e fechadas em [0,i.], tais que #Ht > No e #HZ >

Danonstraçãa. De acç3rdo cam (6.6) existem p e q em [0.1], cç3m p #: a. pontas
de ctnndensagão de H.

Escü[t'lüFldo 8 = 11-.ã., tü]FiãTTiüS HI = [p - 8,p + 8] n H e Hz = [q - 8,a + 6] RU



ê Imediata nue Hi e H2 verificam as eornlusões da teorema. Ü

Este tema poderia ser enur»dado: Se H é t.m subconjunto de [Q,]] eQm +H > Ho

então existem HI e Hz subeonjurltos de H, disjuntor, tais que +HI > N+ e #HZ > N+.
No er\tanto, B forma acima fai preferida pela sua aplieaçgo imediata em (6.10}.

(6.8) Notações Na restante deste parágrafo r será a conjunto das funções
de I'{ em {10.i.) (como em (1.=5» e, sendo n um nt3mero nat.ur.al nãa-nulo, denotaremos

por I'(n> Q cc3rljunta das funções de CO....,n-l) em CO,l}.

Se 8 é um element.o arbit,t-ária de I' e n é um número natural não-nulo. então
indicaremos par (8)ft a restrição de 8 a {0,...,n-l). Analaaamente, se r € 1'(n) e p é um
número natural. l p<r, ent,ão indicaremos Dor (r'lp a restrição de r a (O,...,p-l).

(6.9) a)seriações. (a) Quaisquer que sejam õi e 8z em r, se (6i)n = (82llt, par'a
t,odo número natural n, não-nulo, então 81 = 8Z

{b) Se 8 é um elemento de I' e n é um número nat.oral não-nulo. entgü (8)n €

(c) Se r € F(nt}, s € 1'(nZ) e (r)P = (s)P, para algum p, cair a < p Í rriin(nl,n2},
tem-se (--lv = (s)ç, para t.ado q com O<aÉp.

(d) A função f de F(n) x {Q,l} em I'(n+l) definida por f(s,.i) = t, arlcie (t)n = s, e

t(n> = i, é bijetora.

{6.1Q) Ti

Entgc3 #H= c.

Seja H um subconjunt.o fechada e ngo-enumera.ve] de [C],i.],

'açaa É imediato, veia (1.36), que

Iniciamos a prova da desigualdade contrária mostrando, por indução a
propriedade: para cada nt3mero natural n, ngo-nulo, existe um família f(n}
CHr),eF(/t} de subccJnjuntas de H, fec;hadas em [0,1], dois a dois disjuntor.
satisfazendcl:

(2)

e



Hr C HG}R (3)

parca t,odo r em fen+i.}

Saiam Ha e Hi subconjuntos de H como em (6.7) e f(1) = (Ho,Ht). É imediato aue
a propriedade está verificada para n=1.

Seja n>1 e suponhamos que & família f(n) = CHr},€1-(a) sat,isfaça a hipótese de
iriduçgQ. Entoa, para cada r' € 1'(n) existem, pc3r {6.?), H.,Ü e Hr,l subcclnjunt.o= de Hr
fechados em [0,1], disjuntor e CQITI cardina]idade estritamente maior que No. Segue-
se que a família Feno!) = {H,,.- : r € F(n), .i = 0,!) verifica (2)

ÉI claro que f(n+l) é constituída por conjuntos dois a dois disiuntos, pois.
Hr,9 Í'l Hr,t = ® e dados r e s em F(n); dist.intos; temos: (Hr,; Í'l Hs,,) C (Hr f"l Hs} = a..
quaisquer ue sejam .i e } (i,i = Q,i.)

Finalmente reindexamos f(r?+l) tomando I'(n+l} para conjunto de !ndices e
utilizando a função f da.da. em (6.g.d). Verifica-se facilmente qu© (3} é verdadeira.

Agora, para cada element,o 8 em F, a família l:f'k8n }wl possui a prooriedade

da iriterseçãa finit.a. Lago H8 = Í'IH(S)n #®'

É imediat.o que H8 C H, para todo 6 em I', e que, c)bservanda (6.g,a), se 6t#6Z

erlt,gü existe m l*J tal que (81)a#(82)a. Segue-se, utilizar.clo a propriedade acima,
que

ln

H6 f'l H8Z = a, quaisquer que sejam 6Í e 82 em r. distintos. (4)

Seja g urTiü fur[çga esco]ha Para [ü,]]. Para cada 8 em ]' defirlamos xe. = g(H8}.

Utilizüfidc' (4) temas que x81#x6., quaisquer que sejam'i 8i e 8 6[Fi I', distint.os.
POr't.8.Rt.O C. si.!k:-çcRji.+rlt.c- {:{8 : 6 € r:} de H t.err! CB.rdIFiBlid3dC c. Dai, segue-se Qi.ie c <

Lembrarldo (1),t,erros c = #H. Q

(6.11) Tear'eira. Existe um subconjunto E de [0,1], com #E

lü a e K Í'l E' # a, para todo K € R.
c, tal que K Í'l E

'algo. Sela

Ç = mirlC'y : 'Y é nt3mero clr'dinal, +P7 = c), (1)

Como, par' (6.3}, +8 = e, podemos indexar os elementos de R tomando Pç para conjunta



de índices; assim R a:(K«}aepc

Utilizando Q Principio da Indução TT'ansfinita mostraremas aue par'ü Cada a
em Pç existem r« e sa em [0,1], satisfazendo:

r« € K« e 5« € K«, para t,odo «; (2}

r'« + s#, quaisquer que saiam cc e B; <3>

ra # r"'B e s« .# s#, quaisquer que sejam cc e B distintas <4}

Saia g uma função escolha para [a,]]

Como Ka é não-vazio exist,e ro = g(Ka). A hipótese #Ka > Ho acarret,a que Ko Í"l
{rüy # g. Tomando se = 9(Ke n {r'oy) temas que (1>, (2) e (3> estão verificadas para a

Q

Seja P em PÇ, P > 1. SUPORt"iümc.s. dCtCFÍTiiRBd03 r'B e s#, para cada /3 € PP
satist.azertdo <i.), (2) Q (3}.

Como lo < g segue-se, utilizBrldQ (1), (1.11.b) e (l.IQ), que +PP < c. Partant,o,

por (i..=Q), o conjunt,a A = {re : f3 € PP) 1 1 Csê ; 6 € PP) tens cardinalidade
estritament.e menor aue c. Dai #(KP n A> < c

Agora, utilizando (6.i.Q) e observando (1.3Q), {i. .29) t.eras

#(}Cp Í] A'' = c (s)

Escolhendo rp = g(}eP I''l A'} e sp = g(Kp n (A u (r'p»') facilmente verificamos
que r"p e sp sat,isfü=em (2> - <4).

Seja E = (r«)tte.o

É claro que #E = c e que K« Í'l B 3 Cr«) # e' e que Kct Í't E' 3 {sct) # e',
para cada «. € Fç. O

(6.12) Car'ovário. Sela B um subconjunto de [0.1] Gamo em (6.11} e K um
subconjunto comia.ct.o de [0,1]. Se K est,â contido em E, então K ê inumerável.

Â pr"ova de !ema a seguia- baseia-se rbo !ema l dl

(6.13) Lema. Seja (X,v{,B) um espaço eom medida Finita e não-at8mlca. Ent,go,

dados A € .Á. e çc € R, c;om O<a<R(A), exist,e um subec3njunto B de A La]. que B € .,4 e
Q<&<Bl<a.



Dnnnutr'aipZa. Inicialmente privemos, por ir\duçXo. qua para Cada número
natur'al n existe Aft contido em A t.al qu9

O < ilha } {Í}

Comc} ü é nãa-atómica então existe um subconjunto Ao de A tal que Q < ü(Ao)

< B(A), verificando a asserçãc3 para n = O.

Seja n > i. t,al que existe Aa oor'ktido em A sat.isca:ando (1).

A hin6tese, ü r\go-at,8úica. achar-í-eta Que existe um subconjuntc} D de Anta!

que O < ii(D} < ü(An). Se R(D) g i$1êe escolhemos An+t = D; casa contrária, fazemos
Aa+l = A,t f'l D'

b'erifiaada (1) para todo nt3m=ra na.rural n, 8süoll"lemos rio tal que iJ=li! < cc e
tomamos B = AnP. []

2

O teorema a seguir post,ra qi..le nuns espaço CQm medida P, não-at,8mica; cada.
elemerlt,o A de .A calrl H.(A> < aa possui a propriedade: a imagem da calecãa (B: B C A,
B € .Á) peia função ü ê o intervalo [B,Ü(A)].

(6.14) Teorema. Seja (X,.4.,&) um espaço com medida finit,a e nSo-at,âmica. e saia
A um elemento nSa ü-nulo de .Á. Se cc é um número real ta.l que ü < cc < ü(A), então
exist,e um subccrliur\ta B de A t.al que B € .H. e &(B) = «.

Demarutraçãt}. Seja l:c.n)..€1xJ uma sequência de nÚmeroS reais pt)sit,ivüs que
converge para zero

Utilizando o segundo pr"incidia de indução p!'ouemos a afirm=çgo: para cada
número natural n existe um elemento Art em ..{ e existe um ntLmero rea.l positivo an
verificando as condições:

ãn - Ün < &ieAa> Í ân,

e

Ait-l C A& C A

Pelo lema existe um subconjunto D de A t,al que D € .A e O < H.<D) < ü. Logo Q
conjunto {p(E) : D C E C A, E € .X, Ü(E) $ cc) é ngo-vazio e a 2 supCP(E} : D C E C
A, C € .Á,, B{ } < a) = a+ > Q.



Pela definiçla de napa'ema existe A+ oontldo em A. eam A € .A e a+ - c+ <
&tA+) g ae g «, satisfazendo (1). Fazendo A.l = a temc3s que a C A+ CA
satisfazendo (2> e mostrandç} que as eandiç6es acima são válidas para n = O.

Seja n Z l e suponhamos deter'minados QS Conjuntos Aa,...,Aa em .4, e QS
nt3meros reais aa,...,an sat,isfazendo as condições {l) e (2).

Pela hipótese de indução o conjunto (B{E) : Ait C E C A, E € .A,&(E) g a) é
ngo-vazio e como D C An então anal = sunCÜ(E) : An C E C A, Ee .4, Ü(E) g «}
verifica cç anal à H.(An) > O.

Pela definição de SUPTBlriC] existe At+l tal que An C APt+l C A, Ait+l € .Á e
art+l - 6n+l < &(An+t) < art+l í a, verificlando as cündiç8es para o nt3mero nat,oral
n + l e encerrando a pr"a','a da afirmaçga.

De {2} segue-se Que

4:&(E:) ; Ar} C E C A, E: € .A, ü<E) É «} 3 C&(E) : A.+i C E C A, E € .4, »(E) g a}
para cada número nat,anal n. Porá,aRCo an ) anal e a sequência {anln€1] ê não
cr''escente. Seja a = !ini ã..

» --lQ91

Lembrando que a sequência (ü/t)rteF.l converge para zero.. temüs=

a : yg.n- - eP í y...&@-) = H ( l.J A« l á yg.a- = a,ne q

- "ia, ; : Q l Li ,b. l
n€N

Se post,darmos que a = a, c] teorema estará provado

Seja E = U Apt e suponhamos, por absurda, que a < a. Entoa Ü{A 1"1 E'} à a - a
nC q

e, pür (6.13} existe l.lnn subconiunt.o F de A n E' tal que F € .4 e ü < /i.(F) < a. - ã

Portanto 8 U F € d. e

a < ü(B U F) < cc (3}

Mas. par outro lado, An C B C B U F C A para toda nt3mero natural n. Segue-
.se, recardanda que an = supCH.{E) : APt.l C E C A, Ee .Á,, K(E) É «) e que a

sequência {arlJa€1q é não-crescente, que iz(E Li F) $ an, para todo número nat,oral
n. Dai B(B U F} Í lim an = a, contrariando (3). D

(6.15) Ca''Diário. Seja (X,.H,,ü} um espaço com medida finita e ngo-at.8mica
E[r\tga im(#.} = [Q,N.{X]].



a..16) TuK'una. Seja (X...4,B) um aspago com medida +init.a e nXa-atómica. Então

para cada rlümer"Q natur.al n, nSo-nulo, existe uma família D(n} = {DlJJeF(a> de
elementos de .A, dais R dais disjuntor. satisfazendc3 as seguintes candiçaes:

(i) ü(D} = É11:i!, DÕ.ra toda D € D(n}.

(ii) +D(n> = 2n,

(.ii.i) l IDCn) = X

(iP') se DS € 2)(n) então, para todo número natural m, com Q < m < n, te.m-se
D(5)a € 2}(m) e DS C D(;)it

DenlonstraçXo. A prova será realizada utilizando-se o segundo principio da
indução finit,a

Façamos ü(X} = a e seja. por (6.14), Da e.4 cam K(De) = g. Tomando Dt = üb

temos que a família {Da,Di) está indexada por I'(1) e as condições (l>-(.it') são
verdadeiras, VQFifiCüíidQ a asserção para FI = l

Admit.amos que Q n-ésima passo gELeia completadt] e que a família g)(n)
(D5)JeF(n) ' satisfazendo as candiçHes do teorema, esteja determinada

Façamos o (.n + l)-ésimo passo.

Para cada s € F<n) BscolhcíTiQS DS,a, subconjunto de DS, de tal fQ['Riã

ü(Df,a) = ;;ã-i' Fazenda Ds,t = Ds f'i Dr,o t.erros que #.(D;,i) = ;fn

verifiquemos aue a. família D(n + l> = {Di,, e.4 : s € F(n), } = Q,j.} s tisfaz as

condições. da teoFQÍFiü. CJs itens (ll-<i.ii) sga i.mediadas. Rest,a verificarrrlas (iL') e que
os element.as da família sgo dois a dois disicint.os.

Façamos D(n + l} = {Dt)teF(n+i) cinde t,amamç3s I'(n + 1) par"a conjunto de

índices, utilizando a função) f dada EITO (6.9.d).

Se Dt € DCn + 1) e O < m < n + l então t = f'(s,l} e dai Dt = Ds,o ou Dt = Ds,t.

Portarlt,c3 Ds € D(n> provando {iu') para m = n. Para m < n. (t)& =(s)a de acordc3 clQm

(6.9.c} e, lembrando a hipótese de induçgoP tem-se que Dt C D(t)a e D(t)a € D(m).

Resta provar que os BIBHefitQS de D(n + 1) sgc3 dais a dois disjur'iras. Se ti e
ta go elementos distintos de Fen + 1) tais que (tl)n = (t2)a então tl = f(s,O) e tZ =



f(s.l}. Lega Dtl r'l Dte B DS.a ll DS.t B a. Para (tt)n çi (tZ)R temos. pela hipótese de
induÇXa Dtl 1"1 Dta C D(t.)ít n Dela)» a- a

(6.17) Cu'Diária. Sejam (X,.A,it) um espaço cam medida finita e não-atómica.

D(n) = CDf)f€1-Cn} e D(m} = {DtJteF(a}, CQm O < m < n, famílias de elementos de .4 que

verificam as eorldiçbes de (6.16}. Suponhamos que x seja um elemento de X tal que x
€ Du n Dr, onde u € F(n) e ü' € 1'(m), então (tl)e = U

Demorutr'anão O fato de x € D« acarreta, por (6.16.ip'), que x € D(u)e. Logc3 x
€ D{«)+ n Dr. Mas a família D(.) é cortst.it.vida Far conjuntos dois a dois disjuntor,

[topt3nto l:(«>ü = D} e d3i(c/)a = L'. D

(6.18) Teorenn. Seja (X,.Á,ü) um espaço com medida. finita e nãü-atómica. Então
existe uma família D = CDf)eeF de elementos de .4, &-nulos e dois a dois disjunt,os,
ta! aue ] ]D = X.

Demorlstraçao. Fixado 8 € r', para cada nl3mero natural n não-nulo.. temos que
(8)n € 1'(n) e (8)pl+l € F(n + 1). Como a3 hipóteses de <6.1E) estão sat,isfeitas então,

de acorde) CQm (6.16..ib'). D(8)n 3 D(6)n+t' Logo a sequência. CD(8)n)rt=1 é não-crescente.
Segue-se, definindo

6 = Í"lo > <1)

e, l8R'ibFÜRdo que Ü{X} < aa, que

"'''' : "I !] «.,.l : u].~'-:.,.': wg.9 : -
Portanto, a família D = {D6)8€r ê constituída por conjuntos ü-nulos

Dados 6i e 6z em I', distintos, existe um nt)mero natura! n, ngo-nulo, tal que

(81)n # {8e)rt. Portanto Dei n D 2 C Deei)nÍ'l D(€2)pt: ' ostrando aue os elementos de

» sga dais B dois disjuntor

Dado x € X exist.e. obra cada número natural n nãa-nula, um t3niclo sn € 1'(n)

tal aue x € DSit Portanto, de açor-dc3 eom (6.1?), t,eras que



(Sa)a B g&. QU&iSqi.ief'' qU S j&

Seja 6 em I' definida por 6{p) B sP+t(p)l para cada número natur'al p. Pr'ovemos
que x € De.

Fixada um nümerc} natural n, ngcl-nula, para todo m < n temos, observando (2),
que 6R(m) = 8(m} = sa+llm) = (sltla+l(m) = sn(m>, QU seja, 8n = sri. Lagc3 X € Den, para
Lado número natural n ngo-nulo e daÍ, par (l>, x € Df.

PortantoX CUn . Deste resultado e da inciusZoUDe CX, que ée€1'' eer

iKigdiatB, segue-se a igualdade. B

(6.19) Tear'ana. Sejam (X,.4,H.,f) um espaço cc3m medida de Radar finita. f=

CAa}«epp uma fülriiliB de element.as de .A., Xt.-nulos e dois a dois disjunt.os, t.al

que i. J8 € .4, para t,oda sub'família 8 de $ e seja u, de P(PP} em [0,wt, definida coma
em (3.9..i}, por'

«'-, : «{LJ'-« : « : -:). ..;-; '-'. - :"- ':-,,.

se p é não-at8«-ica ent ü ü(l Jn = O

D'"-"'t''açSo. Supandc' ÜIUSI > ü d:t-mir.-e«.o: uma f;mina .N' 'e
subcanjuntas B-nulas de x, dais a dais disjuntas, e ulri conjunta K, corripactQ em [ is
que ê ngü &-nula e está contido FtuRÜ reunida enumerâvel de CICMCrlt.QS da família
.K chegando assim a Hirta contradiçgc3

De i!.(l..lal > O segue-se que [] < #(PP) < u. Lc)va exist.e urrla farrii]]a
CD6.}eer de sut:-conjuntas de PP s tisfüzcrido as canclusHes de (6.181i, e, para

cada 8 € 1'. Ní = U{Aa. : cc € D&) é um elemento de .4.

Mostremos que a família X' = (N&) er é constituída por conjuntos &-nulos,
dois a dois di=iuntüs. cuja reunião é l Js

Para toda 6 € 1' tem-se que &(N8} = p(Df) = Q e, se 6i e 8Z sgo elementos

dist.intos de I' crttgo. cc-mo Df* e Dez sEo disjunt.as, Nei n Nez = Laca« : a € Dei n
Dea) = a.

O fato de Ne C US ficar-ret.a que U.X' C US. Para a inclusão cc3ntrária
notemos que para todo x € U$r existe um i3rlieo « € PP tal que x € A«. Como



a € Oe, para algum 8 € r. entoa x € N.. oai Uf c U# e Uf n U«'
O próxima passa será a determinaçla da eor\junto K. compacto em X e nãa ü

r\ula.

Iniciemas observando que +.N' = #D = c. Logo podemos indexar estas famílias
tomando para conjunto de índices um subcloniunta B de [0,1] que satisfaz (6.11).

Sejam D = CDrlreB e Jr = {Nr},eB.

Mostremos que a funçSa h. de US 81Ti [Q,]], definida por h(x> = r se x € N, é
.Á-mensuráve!.

Dado V, abert,o em {Q,i.], t.eras, !emir'ando {5.1.ii>

h''m):n':evOn: U h''«r»= U Nr= U U{A«:aeDD
reEOV ,CBf"jV regi"lbJ

CJC-. : « : U o,} € ..
,CERA

Então. par (3.4), existe um subccnjunto K, c;ompact.o em LIS. t.al que a
r-estrição de h a K é cona,inua e

&eK) > ü (1)

Da continuidade de h. restrita a K; segue-se que h(K) é compacto ef da
definição de h, temos h(t{) C E. Portanto, por (6.12), h(K} é inumerável. Logo, se l é
um subconjunto de i\í tal que hCK) = 1 1iir.-}, então

;€1

« ' «-'(u'-..,)
.'ei

L.J~
;€1

rz'

Mas Ü(Ne) = Q, para cada 8 € r, portanto #Z(K)

#.t(t<} = Q, oor\tradizendo (l}. D

Dai vem que



8?. D TI la Fundannnt.al e aplicam)ães

Este parágrafo é especialmente importante. Nele teremos a prova da
Teorema Fundamental sobre a reunião ngo-enumer-aval de conjuntos de medida nula
num espaço com medida de Radan: síntese de todo o trabalho desenvolvido nos g95 e
6

Sequem-se canseqüências ngo menos impartant,es e um contra-exemplo que
realça a necessidade de a medida ser de Radar no TcoFCRiü Fundament.al.

(7.1) Teorema. Sejam (X,..4,&,f) urn esr.açc3 com medida de Radar finita e 5 uma

co[eçgo de elementos /.t.-nu]c.s de .], t.a] que U8 € .4. para t.oda sl.lbc:oleçga g de 5
Então ü(l. j$) = Q

Dentonstraçga. Seja p = minCI : 'T é número ardinas; #F7 = +$). 1ndexemos f

t,amando PP para conjunt.o de !ndices, ou seja, $ = (AulçceF'.

Suponhamos, primeir'amante, que 5 seja constituída par conjuntos dt)is a dois
disjurltos.

Definindo a função &', de 3:'CPP) ern [o,wt, como em (s.9.i>, por a(D) = ü(l.l.J{A« : «
€ D)), par'a toda D € y(PP). temos que u é uma medida. Se i..' é atómica então, por

(5.13}, ü(LIS) = O; e, se a ê não-atómica entoa, por (6.19), ütUS) = O, encerrando a
primeira casa.

Se f é uma colação qualquer- de elementos p-nulos de .Á entoa, por (5.6}.

existe uma ealeçãa D de elementos de .4. ü-nulos e dais a dois disjuntas, tal nue



1.,1c € .X para t.od& subooleçXa C
Q. Segue-se que ü(IJ$) n O. a

$ e UD B Uf. Pela Caso fintar'ia- H,{Uu B

Vejamos um contra-exemplo que destaca a necessidade de Q espaço t,er'
medida de Radar\lfirlit.a}.

(7.2) Excstolo. Se;jam {F)n, Eli, U], 'r) Q espaço de Hausdc)rff cam medida dado no

Apêndice A e ç a família de elementos de }: constituída por {Q}, e pelos enter-.,'aios

da forma ]a,ê], onde cc e Ê sgo n\3meros ordinais limites pertencentes a Pn.

A fam!!ia ç é const,ituÍda par coniunt,os inumeráveis jogo, por (A.3>, U(A} = O

para todo A C ç, e, como Ç C T então 1. JS € J,, qualquer que seja a subfamilia S de
Ç

Portanto, das hipóteses de (7.1>.. não é válida a medida ser de Radon. veia
(3.3). Lembrando (1.6S.ll) facilmente post,ramos que l.Jç = PJ2. Segue-se aue a

canclu=go dü teorema nga :e ','erificü poi U!€1. JÇ) = 1.

Q corolário a seguir é uma generaliza.ção, para espaços com medida de Radon
(finitas, do teorema A de [R.]] chia enunciado é: Saia (A« : a € S) uma oart,irão do
intervalo [ü,]], constituída por conjuntos com medida de Lebesgue nuca. Então exist.e
um subconjunto Sa dc S tal que 1 1 A« não é Lebesgue mensurável

«eSa

{7.3) Cor'ovário. Sejam (X.. .4; Ü.. v) um espaço com medida de FIadoR finit,a e g
uma colação de element.os IZ.-nulos de .Á tal que ü(LIS) > O. Então existe uma

subcaleção E de 5 tal que Lls e .4

DelncKstraçSc3. Se admit,irrnas, por absurdo, que tc)da subcoleçãç3 8 de f
sat.isca.z 1. J8 € .4. ent.go, For (?.1), t.eremos #.{l. J$) = ü, c:c.nt.radizenda a. }"liBót.ese
Q

{7.4) Ca'olaria. Seja (X. .,{, ü, v) um espaço com medida de Radon finita. Se
existe S, partiçSa de X constituída por' elementos &-nulos de .Á, então .Á # y(X}.



'?8

.aç8a. Análoga ü (7.3). a

Uma consequência imediata deste corolário é aue a família dos subconjuntos
de [0.1] que são Lebesgue mensuráveis é distinta de P([0,1]), fato este iá expresso
rlo enunciado ar\terçar

{7.5) Teor'atn. Sejam (X, .A, ü, 'r) um espaço com medida de Radarl firüta eS
(A«}aePP ufri& pari.irão de X. Se Ll8 € .4., Para t.oda subfarnilia 8 de f, ent.gc M.{X)

> #(A«).

Demor\stração. Qualquer que seja a subCQnjuFito L de Pç., finito, temas
> H.(Acc) = H.(l l Acta g ü(X}. Lega

=Zt ..ÉL
IE AZ.uK) É ü.{m
«ePp

mostrando que 3 fami].ia CÜ(Aa>)aepp é somável

Então, utilizando (4.2}. o conjunto R = {B € PP : ü(AB> # O) é inumerável
Segue-se aue

«. Ü -. , : E«'-.,.BeR ÕeR
(2)

Par outra !ado as hipót,fases clo teorema (?.í} est,ão satisfeitas guarda

consideramos a fam!!ia {AI)7€PpnR' ' ortanto Ü( LI . A.7-> = o.
' 'TePpnR'

Lago

üen=ü( l..J A«)=u.( U Adia.( U AP =lE,ü pele K{Ad )
aePp eeR 7€PpnR' 8CR aePP

A igualdade segue de <i.> e (3). B

(7.6) Tea"atn. Se (X, P(X), Ü, 'r) é um espaço com medida.de Radon
finita, então para Lado subconjunto A de X tem-se &(4} = ) 'il({x}). Além disso, se X

x€



+Qr um gr'upQ aditivo, então ü 4 Invariante por translação ge e somente se &({xl} B
ü«vl} quaisquer que saiam x a y em X.

Demanstr'aç8a. A prova da pr'imeira parte é análoga áquela de (7.5) tomando

$ = C(xllxeX'

Admitamos que M iá invariante por translação. Então, ü({x}) = ü(x + CO}) =
&({Ql}, para toda x em X.

Par outra ladc3 se B = x + A, utilizando a primeira parte, tQffic3s K{B)
'
> Ü({x + V)} = > Ü{(Ul} = &CA}. Q4b--/&--/yeA yeA

Abaixo Lemos um exemplo t,ri-.'ial do corolário (7.6)

{7.7} Exanlplc). Seja X a conjunto dos possíveis valores que sgo obtidas no
lançamento de um dado honesto. A tooologia f é aquela gerada belos conjuntos i:O)
e ]a,b], onde a e b sgo números nat,orais cüm O Í a < b Í 6. A medida n, definida
em 9(X), é a pr"obabilidade de unn event,o.

O pr6xi.mo teorema dá uma condição para a. mensurabilida.de de unia reunião
qualquer de conjunt.os mensuráveis, num espaço com medida finit,a

(?.8} Teor'ema. Sejam(X, A, K, T) u ! esüaç:c- cc:n medida firlita E f

uríl8. farriilia cle clQrFicRtc-s cie ..H.., dais a clcis disji.trrt.c.s. Se,

(il- a família {ü(Au)}«ePiP é soma..,el,

(}i) Ü-i UCAv € g : H.(A,r) = C])) = 0,
(iil) ü ê completa.

-ts. U8 € a, p-; '--; -óf-ili. 8 d: f

(Act )a: ePp

Demonstração. De (.i) segue-se, par' (4.2), que Q cc3njunto R = Ca € PP : K(Acx) #
O) é enumel-aval. Logo

U A. € d.. «- t.d. S, C P. UJ
€Si



{2}

Éõ\n7/ u UJ n Ç'Pq'rJ7€Ppr\R' e rlDt'BI'\aQ \lllJ,

U A7 € .X. par'a todo Sa C PP n R'.
'Tesa

(J-« : CJ A. U ,,
a eS pcsRn veSnPpnR'

entoa, utilizando (1) e (2), temos U Au € .4. Da€S

Escrevendo CAT € f

Como, par'a t,odc} S c PQ



88. Um Tear"«na de

'\

?3

Fr'enüin e aplicações

O teorema (8,?). devida a Fremli.n, é alt;amante sigtnificati.va em suas
ap[icaç$es, acém de ser o responsável paio teorema fundament,a] em (?.1), veia [f[.1=],
página 93. Neste arágrafo apresent,arames a sua prova e algumas aplicações.
Dessas destacamc3s uma generalização dc3 teorema de Lusin napa espaços cclm medida
de RüdÓfi finit,a.

Os exemplos incluídos mostram que a hipót.ese de o espaço ter medida de
Radar é essencial.

(8.1) Definição. Sejam (X...4,) um espaço mensurável, \' um espaço métrico e $a
a-álgebra de Sarei em \'. Diz-se que uma função f', de X em \', é .Á-S-mensurável se
e somente se +'''(E) € .4, para Leão E € $

(8.2) Tearenu. Sejam (X, .4} um espaço mensurável e \' um espaço métrico. Se.

para t.oda função continua g de Y em R, a função gof é .4-mensurável então f é Á-
S-mensurável.

Danorutraçãa. Para cada abertc3 U em Y dcfirlâKios a fur'lego gU, de Y em R,
por gU(y) = deu,U'), para U + Y. au gU(y) = 1, para U = Y

Em qualquer um das casos a cana,irluidade de eU segue da +at.c3 de
lsU(ul) - sU(Hall í d(ypyZ} quaisquer que sejam yt e y2 em Y

Por hipótese (x € X : <9Ucpfl<x) > O) € .4 e, pela definição de gU} temos



pU(f(x}) > O se e somente se f(x} € U. Logo f'l(U) € ..4. Q

(8.3) Ca'olaria. Sejam (X, .,4) um espaço mensurável e Y um espaço mét,r'ida.

Se (fnla€1q é uma seatiência de funções de X em Y, .4-S-mensuráveis, e se f' é uma

função de X em Y, tal que l.ig.fn(x) = f(x) par'a todo x em X. então f é .,+-B-
mensur,aval.

Demortstraçãa. Seja g uma função continua de Y em R. Então, para todo
número nat.oral n, a funçga gofft é .A-mensurável e dai, como l.i2.(gof'n)(x} = (gof')(x)
para todo x em X. temos que gof ê .4-mensurável.

A asserçgc3 segue por (8.2). a

(8.4) Teor'ana. Sejam (X,.Á,,R,f) um esDaça cam ITIQdidü de Radon finit.a, Y um
espaço métrico e f uma função de X em Y, .Á-S-mensurável. Se q ê uma colação de
abertos de Y t=1 aue B(f'i(X./» = O, para cada X,p de ç, então il(f'l( l. .IQ } } = Q.

Demorutraçga. Provámos que a família 5 = Cf'i(V»Veç satisfaz as hipóteses
de (?.l>

É imediato que essa família ê cc3nstit,uma por conjunt,os B-nulos.

Como t.oda subfamilia 8 de $ é tal aue E = {lf'i(\.J>lVeGi obra alguma
subcoleçXo Çi de Ç e, além disso, Unst é ater"t,o ern Y, então l.,e: : U f't(\,}}

Agora, par (?.í), &lef'i( UÇ ) ) = a.( U$ ) = a. n

O lema a seguir é uma conseqtjência do teorema : "Toda. caber'Lura abet-ta de
um espaço métrico admite um FQfiR&ORQritQ aberto cr-discret,o'', que se encontra, por
exemplo, em [R.14].

(8.5) Lura. Sejam X um espaço métrico e p um número natural. Então existe

uma caber'Lura aberta de X, Caça.n)}(a,n)ePP Xlq' que satisfaz as eguinte= candiç8es=

(i) quaisquer que sejam a e B em PP, CQm a#©, tem-se V(«,n} 1"1 V(8,n) ; ®' para
cada nome!"'a nat,oral n;



(ii) qualquer que seja(cçm) € PP x lg, tem-se 6(V(«.a)) < '-L

{8.6) Definição. Saiam (X,.Á.,ü) um espaçc3 eam medida, Y um conjunto não-vazio,
S um subconiunta de Y e f uma função de X em Y. Diz-se que f(x) pera.ente a S B-
auase sempre, e escr"eve-se fex} € S &-a,s., se e sómer\te se (x € X : fex> € S) € .Á
e B< {x € X : fex} € S} ) = 0.

{8.'7} Tear'ain. Sejam <X,.4,R,f) um espaço com medida de Radarl finita, Y um
espaço métrica e f uma função de X em Y. Se f é ..4-S-mensurável então existe S,.
subespaça separa.vel de Y, tal que f'(x) € S ü-q.s.

Deínonstraçga. A prova dest,e teorema. será realizada em t,rês et.anãs- Na
primeira mostraremos que a cada nümera natural p est.go associados dois conjunt,as
disjuntor Yt(p> e Yz(p}, sendo Q primeiro enumera\el e o segundo tal que Bef'l(Yz(p}»
= O, sat.isfazendo Yí(p> U Y2(p) = Y. Na etapa. seguinte determinar'amos S e

verificaremos Qi..IQ f(x) € S /.t.-qs Encerraremos a prova müstranda que S é
separava!.

Fixada o número natural p seja f(p) = 41\./P ,nl}(u,rt>ePP(P)xlq uma cobertura

abert,a de X sat,isfazenda as conclusões de (8.5). Como X tem medida finita e f é .Á-
$-mensurável então, por (8.5.i) temos que, para cada nCjmero natural n. a

família (H.(f'i(VÍ7n}»}7€P p) el. Portanto, por (4.2>, D conjunto

L(p,n) = ('T € P Cr) : ü(r'i(Vila,...))} # Q) é inumerável.

Denotando por R(p,n} = L'(p,n) 1"1 PP(P) e, aplicando (8.41-, á famÍlIa
(V(7,n)).yeRÇp,n.) temos:

(Í}

H,(f''t{ Llg(n) ) ) =0, para cada nt3mero natural n.

Designando por YÜ(p) = U UÇ(n) segue-se que

B(f'i(Ya(pl} g IE..,Ü(r'i( Ug(n) » = 0. (2}

Fazendo Yt(p) U
€ g

VP temas, por (1.33), que Yi(p) é inumerável



Agora Ú Claro que

Y B Yt(p) U Ya(p),
enoerr'anda a pr-imeir etap .

Saia S = 1''1 Yi(p). Então, usando (2) e (3), temas
p€1q .

B(f''i(S')} = Ü(f't( Í' 'l YI(p} y)
€lq

: ü(f'i( U YiCp) )
pC q

g IE'' &(F'ieYz(d»
pelo

{3)

Q,

mastr'ando que f<x) € $ N.-a.s

Finalmente determinemos T, inumerável, derlso em S.

De (1) e (1.33) segue-se que L = 1 1 1 1 L(p,n) é inumerável, e, deste
'\./ -h./

p ef{ n€1(F)

t-esultado, L X lq é inumerável.

Para cada c)Br (a,n} em L X N tal que S Í} V(a,n} # © escolhemos tia,n} nessa

iate!'senão e tomamos T o conjunto constituído por esses element,os. A
enumerabilidade de T ê evidente

Dados x em S e t. > Q, cscç-lt"í&íFlcs pa em N t.al ql..ie ;;:il= < c. e, em segl.lida,

(ao,na) em L x lq de modo que x € vll;o,Pa}.

Leme:,r&rida qt e F<pa} s&t.is+az { .S..i.i}, ternos.

d(x,a=.,..)) < 8(\-/C.,..)) < ;Éíi < ü

mostrando que T é denso em S. O

O exemplo a seguir mosto"a que as conclusões do teor:ema (8.7) nadem ngo ser
verdadeiras quando a medida ngc} é de Radon.

{8.8) ExaiDlo. Sejam {f:n,)l:,dl,v> Goma no apêndice A e Im(R> GQm a nar'ma da
suprema. Seja f uma função injetora de Fn em lw(R} tal que f{«.} é urna sequência de



É clara que imef} ê R8Q-eoumBFálVBI e assim se T ê um subconjunto erwmer-Aval

de imef) anEXo existe um elemento yo na imagem de f' tal que y+ e T. Logo llU - yalln
1, para todo y € T, mostrando que a imagem de f nga é separàvel.

0 &

No ent,ant.a, para todo y € im(f) e para todo c, > O. temos

.'''-',,.,, : {'"''g,= ; ;':,:'.
Portanto f'i(B(y,c,» € :: e este resultado implica que f' é >j:-S-mensurâ','el

Passemos ás aplicações do teorema (E.?>, Iniclemos most,rondo que se (X..Á..ü)

não é um espaço cam medida de Radon (Finita) e Y é um espaço de Eanach então não
é verdade, em geral, que toda função de X enl Y, .A-$-mensurável, possa SQt'
aproximada por' uma sequência de funções simples ..4-S-merlsurá-..lei.s .

(8.9) Exanplo. Seja f definida Como em (8.8) e seja {3n)n€1q uma sequência de

funções simples,cle F)n em l«.(R), )j:-$-mensuráveis.

Cama im(Sn) é finita, para cada nÚmEro natural r?, então, por (1.33), 1 1 im(sn} é

inumerável e dai 1. J im(s.) é separável Isto nos mostra que nenhumaseqtiência
n€N

Csn}/t€1.i de funções simr'les de Fn CFfl l«{RI), E:-$-rriensuráveis, sat.isrõ.z a igL+aldade
lim 5aeX) = f(X) .

No entanto se tivermos espaço com medida de Radar (finitas a aproximação é
válida conforme Q t.eorema que segue Guia demonstração é aná.Ioga á Proposição E.2
de [R.2].

(8.10) Tea''enn. Sejam (X,.Á,,R,f} um espaço com medida de Radc3n finita. Y um

espaço de Eanach e f uma Furlçgo de X em Y, .A-S-mensurável. Então existe uma

senclência {srt)a€1\J de 'Funções simples, de X em Y, .J,-$-mensuráveis, tal que

{i} !im SitlX) = f<X} &-q,S

Qi) exeeta para os elementc3s de algum subconjunto de um conjunta K-nula

f



tem-se que Hsít(x)H g Hf'(xlll . pan t,odo n € Xg

Dennrutraçao. Por (8.7) existe um subconjunto S de Y, separável, tal que f(x)
€ S, y.-Q.s., e seja

P um subconjunto inumerável e denso em S. (1)

Provámos, em primeiro lugar. que par"a cada y em S e para c;ada e. > O existe
um element,a r € R. onde R = Cz € Y : z = a.b, a € Q, b € P }, sat,i füzBRdi

llu - r"ll < € e llr'll É llull (Z)

ÉI claro que P está contido em R.

Por <i.}, dadas y CFI $ e & > O exist.e um elemento p em P t&l ql

llv - pll < Ê {3)

Se llpll í llvll tomamos -- = ['; se llpll > llull façamos 8 = lipll - llvll e escolharnos
& em rg, satisf : r\dc

ilb < Mirí{8, lit }. (4)

Seja m& = MiOCfi € 1q : llull < iqllpllJEntãü l g mo

q$iltipii í llull < gíiipii (s)

TomãFido r = !2%:Jp temos que r € R, llrll í livll e, utiliZãFidO (3), (4} e (5)

'', - . - : i!' - , * , - H, . â, Ç!

: ", - ,« -.. l ' - HI«,i- -- ;à

< $ ''' 11pll - llull + }

< Ç: + llp - vll < &,

e

Í

Por (1.31.) Q canjunt,o R é inumerável. !sto pet-mi.t.e-nos escrever R = {rnlneN'
ande asstirtti.mc3s que r'o = O.

Fixados x em f'i(S} e o número natural n, é imediato aue a

verificarldo {2)l



EB(x) B (rf € R : .i g n. lr/l g Rf(x)ll),
é n8o-vazio e finito. Seja ra Q elemento r'; de Eaex), de menor índice, que verifica
& igualdade

Hf(x) - rill = minÍjjf(x) - r.íll : r; € En(x)>

Para cada nt3mero natural n a função srt, de X em Y, definida por'

($)

Sn(X} r!, se x € f't(S),
a, se x e f'teS),:{

(?}

onde q é um elemento de P, é simples

Se sn f r .Á-mensurável, para cada número natural n, então dados x €
f''(S) e c > C] existe, utilizando (2), um elemento r. em R, ta! que

llf'(x} - r li < c e lir»ll í llf(x)ll

PQrtarita, para todo n à mí, temos que ra € Elt(x} e, utilizando (6) e {7),
11 f(x) - sní(x)ll g llf(x) - r'8ll < e.. Logo lim sn(x) = f'(x), para cada x € f'ieS),n --+ eer

verificando (i}.

Por Quero lado como sa(x} € En(x) para todo x € f'l(S) então llsn(x)ll í llf'(x)ll

para todo x em X excito, possivelmente para. algum subconjunto de (f'l(S»'. Isto
orava <i.i).

Para que a demonstração est.eja comnlet,a devemos post.rar que sn .é ..4-S-
mensurável, pat'a cada nt3mero natural n. Para t,al à suficiente provarmos que
s;x({t» € .4, para cada t, em im(sn)

Seja t. € irilCsn}, t # q. Er'ligo lcrrik:parido (6} e (?}, t. r''R, para ülgurri +í g Fi

A hipótese de que f ê .4-$-mensuráx/e]. acan'eta que llril e lir - r.ll.. para iÍ n,
sSo .H,-mensuráveis, Ioga os cc)rljuntos

A(k) = {x € X ; llf(x)ll Z llrkll) ÍI f'i(S>-,

B(.j < k) = 1 {x € X : llf'(x)ll à lir'',ll) n {x € X

< ll''.:ll},
C{.i >k} = ( {x € X : llrtüll > llrlll} n {x € X

< llr..íll}.
sgo eleger\tos de a, par"a Lado .j < n.

{!,'*'---tl « n''*'-.,ít,l 1.1 '* : x : ti,:*,ti

llf'exl-r&ll < llrlxl-r.,;ll)l U h € X : llí >ll

Portarlto, verificando Que



k

;;'eC'.» - AÇn n í')nei <n n Oca zn
jnD ;lBk..;nQ ;aÍ

temos s=i({ri)> € .A.

Seja z € s;l({lr'k}). Como rk # q, então z € f'i(S} e llr(zlll llr"kR. Lago zç
A(k). É clara que z € B(} < k) e z € C(i > k}, para todo ,i # k e i g n tal que llf(z)ll

< u''Jll

Pa.ra todo J g n tal que llf(z)ll llr'ull t,eras, por (5) e (6) que ra- € EPt(z),

llf(z)-r''ell < llr(z)-r'J-ll , para j < k , e llf(z>-reli < llf(z)-r',.ll, para .i à k.

Assim a inclusão do primeiro no segunda membro da igualdade está
verificada.

Para a inclusão contrária observemos que $e llf(z)ll < llr,.ll, .j É n e .i # k,
ent.ão r'u € En(z). Logo 5/t(Z) # r,. se llf(z)ll Z r.. ent,go r.. € E,t(z) e llf(z)-r'ell g
llí'(z>-r'.ll, para todo i< n. Como a desigualdade é estrita para todo i< k, então
llf(z) -r''ell = minCjjf(z) - r.ll : r'/ € En(z)}, mostrando que sn(z) = rR.

Se q # re, para todo k í n, então sl;i(Cq)} = (f'í(S»' € .4,; e, se q = re, para

\

algum k á n, ent.go snl<CQ})
k

l -'*, í" n'« *, n n'- z*,l u
.i=Q ;=k

.#

{f'í(S»' € .,4.. 0

Uma questão importante enl Teoria da Medida r'e'fere-se á mensurabilidade da.

sclma de duas funções mensuráveis; na sentido que estamos est.udanda. Sabe-se que
quando o contra-domínio das funções ê um espaço de Eanach separa\,'el a respast,a
é afirmatix/a; mas isto ngo ocorrem em geral ,con'forme cita A.H.:;t,one [R.22]

O próximo teorema a.borda a mensurabilidade da stJma de duas funções
mensurá.fieis num essa.ço de Earlach quando a medida é de fiador.

(8.11) Tece'ana. Scjârri (X,.4,&,f) UÍFt esF-açQ Qam medida de Radar finita, Y um
espaço de Eanach, f e g funções de X em Y, .4-S-mensuráveis. Ent,ão exist,e uma
função h. de X em Y, .4-S-mensurável tal que h(x) = f(x) + g(x), para. toda x em X,
excet,o par-a as @!8RCFitQS de algum subcarljunto de UN carljur'lt,a N,-rlulc3

Demarutração. Da hipótese de que f e g são .Á-S-mensuráveis segue-se, por
(8.7).. a existêntlia de S e T, subespaços separáveis de Y tais que

flx)e$ Ü-a.5. , g(xleT Ü-q.s. (1)



Sejam r n (Vi);eN e qP ' CHJ}.;eN' bases de abertos, de S e T.
respectivamente. Provemas que, para cada z € ql n (S + T}, onde qJ, é aberto em Y.

existem Vf € q'' e H; € qP tais que

z € Vi + HJ e VI + Ha- C ql (2)

Sejam z = zl + z2 em U Í"l (S + T), e >OtaisqueB(z,ú} CqlesejamVfo €

q" e HJ. € W t.ais que zi ( V.., zz € H,., V;. C Bki,Ê} n S nJ. C Beba,Ê} OT
Erltgo z € V;o + Haa e

V.'o + H.'a C B{Zi,Ê) + B(Zi;Ê). {3}

Has, set=ti+t2 é um element.a de E(zi,Êl+
llt - 1ll = ll(ti + ta) - (zi + z2>ll í iltí - !tll + lltz - zÜll < ü, e dai

B(z2,{} ent.Xü

B(=i,Ê) + B(zi,Ê) C BCz,c.}.

lst,o acarreta, usando {3), que Vlo + Hüo C %, comDlctBrido a prova de (2)

Vem, de (l} que ü«f''i(S»'} = H«g'ieT»'} = O. Logo f'i(S) 1"1 g
Pc3r-tanto t,amando xü em }: e definindo a função h de X em Y para

i(T)

h<x} f(x) + g(x), se x € f'i(S) IR g
f(xo} + g(xa), se x € {f'teSl>' U (g

l(T),

temc3s que hí(x) = f(x) + g(x), para todc' x Eríi X, enceta oossivelment.e para algum
subconjunto A de (f'tÇS»' U (g'i(T)}'

tlostren uns que h ê .4-S-mensurá'ael

Seja U,, aberto) em 'Y. Se au n im(h)

a, dais casas serão consideradas.
© ent,ga h'i(U,} e' € .4; se U I'} im(h) #

Nü primeira caso suponhamos que (fixo) + g(xo» € CUP. Então dEriC-tãRdc- par R =

( (i,.j) € 1\l X lq : VÍ + H,. C ÇU,) e tomando um parto r = ri + rZ em CLIP ll Im(h), cam ri

€ S e r2 € T, temos, de acarclc. com (2) que e:(isto (iP ji) CR'l R tal que r-l € V.'i e r"2

€ H..íi' PQptBfltQ h'l(r) € f''t(Vli) ll 9'í(Hax) e dai

h't(qi,) h'i(q.Ir Í"i i.m(h)} C u ''
u')eR

l(v.) rl g'l(Hv» (4)
(;,

Recipr"'ücamerlte, se x € U
<.',J} eR

(f't(V..) n g'l(H;» então existe (.iz..iz) € R tal

que ftx} € Vla e g(x) € 1Hu2' Segue-se que h(x> € U, ÍI im(h) e dai x € h'i(cu, n im(h»



B2

h'l(ql). Logo l .l {f'l(VI) 1"1 g'tCH;» C h't(ql). Desta inelusXa e (4) vem a igualdade
üJjeR

Agora. como os elementos de "f e'w'sga. respectivamente, da forma V 1"} S e H
1"1 T, onde V e H sgo abertos em Y, entoa f'i(V;) € ..{ e g'lCHu-} € .4. Isto acarreta
que h'l(U,> € .Á.

No segurado caso, se (f(xa> + gexa>) € U então

h't(U) =1 U (f't(V,) n e't(n..i»l U {f''(Sy U (g''(T»' € a. D
{;,o'jeR

(8.12) Ca"Diária. Sejam {X,.Á.H,f} um espaço com medida de Fladon finita e
completa, \' unn espaço de Eanach e f e g funções de X enl Y, .4,-S-mensur'ágeis. Ent,go
f + g é .4-S-mensuráve!.

Out,ra consequência de (8.7> é Q teorema

(8.13) Tear'eíin. Sejam (X,.A.,u.,$) um espaço com medida de Radc3n finita, Y um
espaço de Banach e f uma função de X em Y, .A-$-mensurável. Então

(i} exist,e um subéspaçü S de \", separável, tal que f(x) € S &-q.s.

(il) f' é fracamente mensurável, isto ê, para cada. P € ~i'+ a função ç)of é .Á-
mensuráve!.

Demonstraçga. Q item (.i} segue-se de (8.7). Para Q it.ErFi (ii}, lembramos que
t.üda P € Ylt é cc-ritinuB, Qfitãc3 P é $-mBrisuFáv81 e dai Pof é ..{-mensurável. D

O resultado aci.ma representa uma extensga da condição necessária de um
clássico teorema de Fett.is: Seja (X, .A> um espaço mensuráx/el e sela Y um espaço de
Eanach. Uma função f' de X em Y, é fortemente mensurável (f é .4-$-mensurável e
f'(X> é seda!-ável} se e somar)te se

(i) f(X} é separável; e,

Qi} para cada P € Y# a função Pof é .,{-mensurável

A recíproca do teorema (8.13) ngo é válida como mosto'a Q exemplo a seguir-



{8.1+) Exemplo. Sejam X u [0.1] U [2,3]l f a restrição da topa]agia usual da

neta, .4 a a-álgebra das ubcanjuntos de X mensuráveis segundo Lebesgue, X a
medida de Lebesgue.

Defirlamos medida & em .Á por'

X ( A Í'\[2,3] }, para toda A € .Á,

Verá'fica-se que (X,.Á,p,f) ê espaço com medida de Radon finit.a.

Seja H um espaço de Hilbert, com dimensão ürt.ogonal maior au igual a 2No,
FI'iut"lj.dü con'} a arma do supremo

Seja f uma função de X em H, cuja imagem é um subconjunto ortogonal de H,
satisfazendo: a restrição de f ao intervalo [a,]] é injetora e f(x) = yo, para todo x
€ t2,3], om ya € f([Q,j.]} .

Portanto S é separável N,-q.s. satisfazendo (i) de (8.13)

Verifiauemc3s que f satisfaz {ii)

Para ca.da funcional liFl8ãP W üo'i Hx = H temas que (çFaf)(x} # Q süHürltü [-ar'a

um quantidade inumerável de coeficientes de Fout-ier. Pnrtant.o.. dado s € R temos=

(pof)'l(]s,+aat) = LICx. € [0,!] : (çiof)(x} > s). onde ] é enumeràve] e f'(yo) í s, ou

(pof)'l(]s,+mE} = [2,3] U U(x.. € [Q,]] : (çof)(x) > s}, onde ] é enumeráve] e s < f(ya)

;€1

/€J

No ente.nto, f não é .4-$-merlsuráve] pois tomando A, subconjunto de [Q,]] ngo
mensurável segundo Lebesgue, e Q < 6 < 1 temos que ] ] Btfex),c) eD e A e .4.

x€A

Tal\.,ez a ÍTlãiof- caril,riüuig&c3 clc- tQÜFQtTiã (Ü.7) seja ü fat.o de que tc-da 'furlçga,

definida num espaço CQR'i medida de Radar finita e completa, e cüm valores atUM

espaÇO métrico ãFbit.[élpio seja .,{-S-mensurável se e somente se for Lusin-
mensuráve].. como ver"Caos na t,eorema (8.1E).

Definiremos uma função Lusin-mensurável como em [R.19]. e; em seguida.
provaremos uma ext.então. t.ambém relevante, do teorema de Lusin para espaços
mét,ricos arbitrários.

{8.15} Definição. Saiam (X,.Á,,U.,f) um espaço cam medida de Radar, Y um espaço



tapo1691co de Hausdclrf'f e f uma 'fumega de X em Y. Diz-se que f é Lusirl-mensur'aval
se e somente semeada Bubeanjunt.o K de X. Compacta, e Para cada € > O existe cm
subconjunto Kc de K, Compacto, eam B(K I'"l KL) í 6 tal que a re=t,riçXo de f. ao
subconjunto Kc,, é continua.

Õ

{8.16) Teu'ann. Sejam (X,.A,ü,f) um espaço cam medida de Radürl finita. Y um

espaço métrica e f' uma função de X em Y, .H,-8-mensurável. Então, para cada A, nãa-
vazio, em .Á e par'a Cada número real. € > O, existe um subconjunto K de A,
atisfazer\da

(l} K é Compacto,

(ii) U.(A n K') < Ê,

(.iii} a resF-riçgo de f ao compacto K é continua

açao. Se ü(A) Q, a conclusão é imediata tomando K {z), com z €
A

Como as hipóteses de (8.7) esta satisfeitas, sela S um subespa.ço separável
de Y ta! Que &<Cx € X : f'(x) Ê S}) = ü.

Tc)manda E = f'leS) é ób'..'io aue E € ..4.

SupanhaKFas, agora.. que K<A> > Q e que A esteja carótida QKi E

Dividimos a prova em t,rês cãscns

Na Primeira ãdFíiit.&FFIQS ql.lc S = {z;l:=1, c;Qm z; # zJ par i# i, e que A;

€ X : f(x} = z.-). Portanto, para todo l # .j, temas que Af 1"} Au- = a

{x

A hipótese de que H é medida de Radon acarreta que. dado € > O, exist,e. para
cada ! < ií n. um subconjunto K. de A 1"1 A;, compacto, tal que

#.{A n A; n KI) < Ê.

Fazenda K = 1 IK. temas que K é compact.o.

Notemos que, Gama K/ C A; para todo número natural i, crltgo LI(A f'l A..}

n

n

U(A 1"1 Ai n K;}. Lago . A n K' = U{A n A; n Kjí} e utilizando {i.},



a(A 1"1 K') B l:l.,B(A n A/ n K}) < 4..

Quanto a (iii} temas que f'l({z;l} B K.. eQm l Í iÍ n, auandc3 se considera a
restr"'iç&o da função f ao conjunto K, ernerranda a prova neste easc3.

No segundo casa admitamt3s que S = (yÜ)a.€1qP CQm y; # yJ para i # j.

seiaBf=cx ex ;fexl=y/}.ElntgoBIOBJ= ,sei #i,eA=tJ(Al"lBa).
A sequência CCÍ)k€1,1 definida por

c. : A n E.

J€N

k

CK = 1 1(A n B.;), par'a Lado k l,
\../ '

satisfaz as condições: Cí C C&+l, para todo número natural k e U Ce = A. Segue-se

llig.Ü(Ck) = ü(A).

Post.anta. dada um nt3mero real ü > O existe um número natural ko

#eA n ci,.} < Ê

Par outro leda a restrição da função f ao ccanjunto Ceü

Bi.l seja, {y,-l;Êa. Lagc., pelc' case- ant.Criar, exist.e ulFi c:QÍFipBc:t.Q K

t.al que

tem imagem firlita,
c:or,t.ido QITi C&.., t.al

1.!-CC&.. n K'> { Ê

e a restriçglo de f ao conjunto K ê continua, verlflcandc (.ili)

Cama CPo C A então K C A. verificando (i).
Para a prova de (ii} utilizafrlos (2> e {3). Tentas

üu n K) : ü@ n K' n c«.} * ün n K' n cli

< il(ckp l"t K') + Ü(A Í''\ Cja} < e.,

<3}

er\cer'r'ando Q segundo casca.

Admitamos agora que #S > No e, coma S é separável, seja Q = {a.)..€1q tal que
Q ( $ e Q B $.

Para cada nt3mero nat,oral n defi.Ramos a função En. de X em Y, por

fltCx) = qk, onde k = infCI € N : qt € Befex>,i;;i».



Para mostrarmos que arda fwlçXo fn ó -Á-$-mensurável Consideremos V um

aber'tc3 em Y e M um subconjunto de lq tais aue Ca.i : J € M} C V

Ent,8a. se Q e M. !embt"anda aue € = rT'(S),

I';'ew . 1 1 f;i«aD)
J€H

J ::: l

n
k O

f'(X} € B(qu',i;li} n {B(aü , ii-ilr )

U l,''« '. ,h» n Í')'-'-«,á»'l : .';
JeM k=O

ld

e, se a € H,
f';'w} ( U f''l«qu}» U f'tCE<q.,i;'i)) ea

.;et'l n {Qy

Como, para cada nümera natural n, a imagem de f é inumerável então, pelo
caso arlteriür, dada € > O, exist,e um subcorljunta Kn de A ta! que

ün n Kh> < A

e

a restrição da função fn ao conjunto Kn é conta.nu=

Tomando l< = 1 IKr} temas que K ê compacto, verificando- (i). Utilizar'tda (5)
Ín

(é)

B(A Í'] K'} É )' &(A 1"1 Kb < c,. provando (.il}

Para a pr'ova de {i.ii), obsgFv&Fidü {6) basta vcr'ifiç&fKios que. restrita aQ

compactt] Kf a sequência {fn)Pt€1 converge unift)i'nnemente pat'a f'. Fla.s ist,-a é
imediat.ç3; pais da.da T? ;> D eSCC)IP'!erROS mo, rli.!!flôr'Q F]3t.Ur81; t.al qiJC i;Ji! < 7?. [)a.

definiçga de fB dada em (4) teíriDS, para cada x € X e para cada m à ma, que
defex}.fe(x)} < =#T Í :-:Ç; { 7?,e+l a &.e+J.

Finalment.e suponhamos que ü(A) > Q, A I''l E + @ e A Í'l E' # a

i&

Como B(A I'l E') = O então ü(A 1"1 E) > O. Pelo exposto acima, existem compact,os

KI e Kz subconjuntos, respectivamente. de A f] E' e A Í"'l E tais que ü(A Í\ E' 1"1 Kl} <
Ê, ü(A 1"1 E I'l Ka) < Ê e a restrição da Função f a cada um deles ê Continua.

Tomando K = Ki U Ke. as conclusões sãa imediatas. a



g?

(8.17} Tear'utn. Saiam (X..A,H.,f) um espaço com medida de Radarl finita e
completa. Y um espaço métrico e f uma função de X em Y. Se, para cada e > O,
existir um subconjunto K de X que satisfaça

(i) K é compactos

(ii) K(K;} < &,

(lii) a rest,lição de f ao CCJrijUQtC] K é continua
ent,go f é .4-$-mensuiKáve!

:tf''açãa. Seja H; um subconjunto de X süt.isf&zcrldo (i) e (il.i) e tal que

U.(Hj-} < i: i, para cada nümera natural i.

Definindo teo = Hc e }cln = [ .iU.-, para todo número nat,ura] n.. temos que Kn é

compactc} e a restrlçglo de f a Kn é continua. Além'r disso, Kn C Kn+l e

1.!.{Kh) Í l.t.{Hil} { il , E:arB t.oda F+(tRCr'O F18.tUF-B! n

Considerem'tD= & f'ut-'\cãc g e ü s uê cia. de {uncB i:f»} ,-B..,. de

a

ÜZ

bela yü e Y. L

X em '/; dadas par

,'''*,, ;: *: : u
g(x> = 1 E x € ,.êÍ'i

e, pa.r'a. tDdcn r\ümef'o nat.u:-a} }l;

'.':; : l=': ;= : ; Kh'

É: clara que li=.f'n(x) = gCx> e se, para cada número natural n, a função fFn --+ c<-

é .Á-$-mensurável ent,ão; por (8.3) g é .4-S-mer\curável.

Por aut.r-c. !a.da. Game. Á!.{l<1'} Í x!.(Kh) < ;; ip rü t.odo número natural n; ent.go
ü(K'} = O e f .= g ü-q.s. Mas ü é comp]etaP ioga f' é .Á-S-mensurável..

Verifiquemos que frt é ..4-S-mensurável para todo número natural n.

Fixado n, para cada ntLmero natural m.. seja q''(m) uma cobertura aberta de Kn



(&)w..{v n K.> < ià, p"' o-'- v € r{«».

j

Como Kn é compacto em X então existe CV:)::l/. subcobertura finita de V'Cm).

Para cada número natural no e cada .i í p(m) saia w: = \ia n Kn. Logo UHa.

Kn e, Como a espaço {X, f} é de Hausdorff, Kn, e CQnseqQ©RtctTícRt.c H: sga fechadas
e Id; é compact,o.

De (l},

lJ

wfrt(H:) g il , para toda j < p(m).

Escola"lenda x; em H; e definindo a função 9 , de X em Y, PQr

,..*, : I''*;' '- * :.J ::l:=u:':,'«,,*: ";'

É imediato que ga é uma função simples

Para fÍx:) # yo, k í p(m) temas g;i(C fex:}) = C:( € X

:. € w;j':' : u; n Í' lw?j' € .4.

* € :] n I'lc*
0

Se ya #f(x!), para Lado k Í p(m) então g;i({l f(yal} = KL € .Á.; e, se ya = f(x;)

para algum k Í p(m) então g;l(Cya)> : ( wl Í'i Í''l(w;l') U Kb € .A.
Assim pr vamos que ga é .a,-$;-mensurável Para ca.da nÜmel'ü na.t.u!-al m.

Dado c. > O seja ma tal que i;llÍ'i < e'. Entoa, lembrando (2), t.amos, para t.
> mo, que

J

k l

d(fft(x),ga(x>) = d(faCx}, f(x:l} < =ê'í < c., se x € H;
e

d(fn(x}.ge(x» = Q, se x € Kit.

Portant.o a sequência {ga).€1xJ converge para fft e, por {8.3) flt é .Â,-S-
:suráve}. ü



{B.18) Tear'nna. Saiam {X..Á.,H.,f) um espaço eam medida de Radar finita e
completa Y um espaço métrICa e f uma função de X em Y. Entoa, f ê .Á,-B-mensurável
$e e somente se f' é Lusin-merlsurável.

Demorutraçgo. Sejam f', uma função .Á-S-mensurável. e K um subconjunt.o de X,
compacto. Escolhendo KC, = K, para cada Ê > O, temos por' (8.16> e (8.1S) que fé
Lusin-münsur-áve}.

Suponhamos que f seja Lusin-mensurável

Como ii é medida de Radün ent;go, por (3.1.ii), dado ê > O existe um
slubcorijuQt.c- cc'mr-act.o Ki de X t.a! que U.{Kt} > y.(X} - Ê. Segue-se que

u.«l) < $.

Da definição de mensurabilidade de LusiFi segue-se que exist.e urra SUbCC3rijURtü

K de Kp compacta,tal que

U.«, n K'> É Ê

e a restrição de f ao conjunto K é cone,Ínua.

Como ü(K') = ü(Kí n K') + ü(K't) < ü, então as hip6t,fases de <8.17) estão
sst,lsfeitas. Segue-se que +' é .Á,-S-mensurável. o

Encerradas este parágrafo exi.bando dois exemplos que não satisfazem as

hipóteses de (8.18). t'Jo primeiro onde g e: .Á,, exihit CÍrIos uma função Lusin-
mensurâvel que ngo é ..4-S-mensurá'-.'el; no segundo.. \' é um espaço de Hausdorff não-
metrizáx/el e a funçg0 9 que deter-miH&FQR'ios seí-á .,{.-S-NtcnsuFávül mas ngü será
Lusin-mensut

{8.19) Exaiw)los. (1) Sejam X = Ca, b. c, d}, .Á = Ca, X, Ca), Cb, c, d)}, g = P(X) e

B(A) = #A, para todo A € .,4. É: fácil verificar que todo si..tbCÜOiURtO de X é um

boreliano, que a função identidade de X em X ê Lusin-mensurável e não é .Á,-S-
mensut-âve!.

(2) Seja X = [0,1] com a tapo]agia usual, com os Conjuntos mensuráveis
segar\do Lebesgue e com a medida de Lebesgue. Seja Y = [0,1] com a tapo]ogia
gerada por Cl} e pelas intervalos da fc3rma [cc, Bt, onde O í cç < B í i.. e seja g a
funçga identidade de X em Y.



CatDlo todo boreliana de Y 4 também um borellana de X. erltXa a +ur\çã0 9 é a-
$-t&lerww'âve!.

Praven®s que a função g nãa é continua em nenhum subconjunto de X,
compacto e não-inumerável.

Seja K um subconjunto compacto de X, não-inumerável, e sejam a = infK e
b=supK.

A família $ constituída pelos abertos da forma [a, b- ;$!f%:t, para toda

ni3mero natural n, e pelo intervalo [b, ]t, se b < 1, ou {]]), se b = 1, é uma cobertura
de K, por abertos, em Y. É imediato que nenhuma subfamilia finita de 5 cobre K
Isto mostra aue K = g(K) não é compact,o em Y

Saia H = [0,1] ÜR'i X. Cün'Eõ/4(H) > Q, ÜFitgo, par-8. tüdõ 0 < E. < tt;lZ, ü cünjuFltõ
He, compacto que verifica a desigualdade ü(H Í'l n2,) < c ê tal que ü(HL) > Éiêl2

Segue-se que HL é não-enumera','el e portanto g não ê continua em H&. Logo g não é
Lusin-mensurável.



&9. {h T

At,é o momento abordamos famÍli s de conjunt,os com medida nula. Neste ült,imo
parágrafo faremos um rápido estudo da mensurabilidade da reunião não-enumeràvel

de canjurltas qt.taisque?"'

O resultado básico é o teorema {9.El>. Elle é considerado importante nos
tópicos que envolvem topologias induzidas por medidas. Segue-se uma aplicação
deste resultado

Para a pro...ra de (9.8) neCeSSitaR'iQS da naçga de IQvBrit.BFiBrlt.o (mass tradução
para "lifting"), cuja definição e algulrías r-pape'iedades ser'ga abre aREadas.

Iniciamos est.a seÇãc3 F€1CFTibf-árido algumas propriedades da diferença
simétrica que nos serão úteis.

(9.1} Definição. A diferenç)a si.métrica entre os conjuntos A e E; denotado
PDr AaE, é definida pür AaE = (A u E) I''l (A n Ey

{9.2) a)sa-Mações. (a) Quaisquer que sejam os carljuntos A, B e C tem-se

(1) A.6E = (A f'] B') U (E n AI,
{ji) A&A : a,

{iij} A.aB = B.5A,

(ip) A A C C (A A E) U (B A C}.



(pl) se A C B anEXo AAB n B ÍI A'

(b) Se CAx)\€1 e {B\l\êl sga famílias ngo-vazias de conjunto. então

U A* a U B* c U{Ax & BO.
\€1 X€1 \€1

(9.3) Definição. Saia {X,.Á,B) um espaço com medida e saiam A e B elementos
de .4. Diz-se que A e B sãa ü-equivalentes se e soment.e se K(A & B) = O.

Se A e B sgo &-equivalentes escr-edemas A B

(9.4) Observação- Da defirüçãü acima e de (g.2.a) decorre que a relação &
equivalente sobre .4 sat,is az as propriedades reflexiva, simét,rica e tf'ansiti.va.

(9.5) Definia?ãa. Sejam (X,.4,H) um espaço com medida e e uma o'-álgebra de
subconjuntos de X que 8stél Contida em .Á e que contém t.odor os elementos Ü-nulos
de .4. Diz-se que ig é um levantannento em C se e somente se 10 é um função de e em
C que satisfaz as seguiria.ES condições, quaisquer que sejam A e B em C,

(i) P(A) = A,

{ii> se A = B, tem-se p(A} = p<B>,

(iij) P{ ©) : a,

(jp} Án(X) = X,

(u') P(A n E:) = P(A) n lo(E),

(wj) JO(A U E) = P(A> U é(E).

(9.6) Exemplo. Saiam ./h a colação düs coniunt.os Lebesgue-mensuráveis
contidos no irltervalo [0,i.]; X a medida de Lebesgue e a, a a-álgebra defina.da poP Z
= {A € ./h : X{A} = 0 ou \<A') = Q}.

Verifiauemas que a funçga p. de J, em 1,, definida por

,«'' : l:.lb,::::';tÊ';':.
é um !evant.amar\t.o em Á,



Se \(A} = O, tem-se que P{A) = a. Lc390 \(D<A)aA) = \(Oa.A) = X{A) = O; dai P(A) =

A. Se \eA'} B Q então P(A) n [0,1] e \CP(A)aA) B X([0,1] I''t A') B \(A') H O e. pclrtanto, P{A)

= A. Assim ve?"ifióamos {9.S.i}.

Se A = E tem-se que X(AaE) B O. Como }. ê completa, por (9.2.a.i}, ).(A f'l B') B
\(E ÍI A') = O. Para X(A) = Q t.em-se que P(A) = a e X(E} = X(E l"'l A} + X(B 1"1 A'} í )-(A) =

O. Par'tanta P(E) = a. Para )-(A'} = O tem-se que p(A} = tO,]] e X(B') = X(E' ÍI A) +

X(B' 1"1 A'} g X(A'} = O. Porá,anta p<E} = [ü,]] e (9.5.1i} está satisfeita.

üs itens (9.5..ili} e (S.5.ib') seguem-se da deflnlçgo de P

Quanto a (9.5.L'), suponhamos que X(A} = Q au X(B) = O. Logo X(A Í'l B) = O e
p<A 1"1 B) = ©. Se X(A') = O e ).(E') = B então \«A 1"1 By) = Q e iO(A I'l E) = [0,1].

Para a verificação de (9.5.u'i) observemc3s que se \(A) = Q e \(B) = O então
\(A U B) = ü e da! O(A U B> = a; e. se \(A') = ü ou X(R') = D entgn \«A U By) = O e

p(A U E} : [0.1].

(9.7) Teorema. Sejam (X,.A,..ü) um espaço com medida E C uma a-álgebt-a de
subcQnjiuntos Qe X que está contida em A que cont,êm DS element.os Ü-nulos de .Á. Se

P é um levantament.o em e entoa, quaisquer que sejam A e E em C, tem-se

(i> A ÍI E = a acari'et.a P{A) n P(E) = ©

{ii} A C B ficar"'rata P(A}C P<B}

(iil) p(A'> : (P(A))',

(jH) P(P(A}) = P<A)

{ç'} &eA} = Q agarrei.a p(A =

<p'i) R(hn(A) = Q ficar'ret,a #.(A) = Q

Demo)r\straçga. ü it,GR'i (.i) segue de (9.5.w) e (9.5.iii) e c3 item (ii} segue de
(9.5.t'l) observando que B = A U (E 1"1 A').

Para a prova de (lii} observemos que de (l> segue que p(A) Í'l P(A')
P(A'} C (p(A))'

©. Logo
(1)

Por outro lado (O(A})' C P(X) lO(A> U JO(A'). Logo

(p(A))' C p(A') (2}

De (í} e (Z) vem B igualdade



De (9.S..i) temas P{A) e A, e de {9.5.il}, P{P(A)} B P{A>, Drovandc3 (ip').

Para ü prova de (b') notemos que &(A Â @) = R(A) D atear-ret,a que A e a.
Logo, par (9.S.ii) e (9.5.1ii), iO(A) = a.

Finalmente se &(P(A» = Q ent,go (iP) e (ç') nas mostram que P(A) = ©. Ent.go, por

(9.5.i), A = P e, por (9.2.a.u'), H.(A) = H.<A A @) = O, provarida (k'i). O

O teorema a seguir, devido a D. ]"]aharam [R.16], mostra ü mensurabi]idade da
reunião arbitrária de conjunt,os utilizando levantamento.

{9.8} Tear.alta. Sejam (X,.4,U,) UFít espaço cam medida fiFiitã e completa. p um
levantarrlent.o crít .4. e $' uma. coleçgc- de element.os de p(..4.}. Erlt.go IJ$

Demonstração. Façamos L = Ll$. A pro a consiste em determinar um

subcorljutlt,o H de L verificandt3 as cündiçHes H € . e L n H' € .4

Seja g) = /tLF.- = F. € $, ! finita\J. É: clara que D C .4, e qt.ie. denot.anda por s

= suBtIl.(F> : F € D}, para c:ada n(lmerQ natural n existe Fn em n satisfazendo s - ;;ii
< K{F'n} É s

A seqüêtncia kart)rteE~J de elementos de D, definida par Ae : Fa e An
não-decresüent.e e verifica

4

S - ;;ii { J.t.{r'..> Í Éi.(A.ç} Í S,

para cada. nCimero natural n.

Seja H = LI A-. EFit.ãü H C L e
n€N

{1)

H € Á (2}

(3)

Ut,ilibando <j.>, temas

#.{H} = !iNt g.<An> = S

Mastraremos agora que, para todo F € f, temos

i'r n H) : o.

Suponhamos, por' absurdo, que exist,a E em g tal que ü(E 1"1 H'}

(4}



utilizando (3). seja Aa um elemento da seac)êrwla (An)a€1q verificando ü(Ap) > r
De Aa C H segue-se qt» E n H' C E n Ai. e dal 6 g B(E n Ai}). Logo B(E U AP) B &(Aa}

+ B<E n Ait) > s - 6 + 6 B s. lst,o & absw'do pais E U Aa € D.

De (4) e (9.7.p) segue-se que P(F 1"1 H'} B a. Aplicando (9.5.p') e (9.7.iii), temos

dO(F} Í'l (P(H)}' = O e, portanto,

P{F} C P{H}, para todo F € g

Por hipótese F € P(.Á) logo, de acordo com (9.7.it'), P(F> = F e dai F C p(H)
Segue-se que L C p(H). Deste resultado decorre que L f'l H' C p(H) n H' C p(H) AH
Lembrando (9.5.i), ü(P(H) A H) = ü e como ü é completa., segue-se

L n H' € á

De (2> e (5) segue-se que L = H U (L I'l H') € .Á

(5}

B

(9.9) ca''olaria. s;e {x,.4,a), p e s satis'fazem as }"iiPátESQE de (9.E!), então Í'l$
€a

(9.10) [1bservação. A prova dõ exist,ência de um ]c.,8nt.8.mErit,o em .Á,, nõ.s

hipóteses de (9.8), pode ser vista. em [R.23].

O t,eorema que segue ê umã aplicaçglo de (9.E}). Ele é unia. adaptação de UR'i

resu[t.adc BÊf'cserit.üdü [c:r F. A. Fi1]mor"'e CR'i [R.6].

(9.11) Teorema. Seja (X,.4,1{.) UR-t esraÇ:cn COFre ri'iEdid8 imite: E c:c.n'it.let.ü e s.eja p

L+rí! IE~.Brlt.BffiCr-t.C:- E-'i .4. S.ç, f É UríiB +'-+r.Ç.g]C- .4.-ffiCTES-tr$-.E! C]E 1}.1 E«. Ê E Sç: A* = Ct. € F:

x e ({pof:'ll-([-aa,tt)} ent31o a função g. de X em F., definida por

,.*' : 1"- ';':'x.'! * «
sat,isf'az as condições:

(i) g'i([-oo,rt} = U(Ooí't}(E-u,st), para todo nt)n ro real

(ii) g é .Á-mensurável..

(ji.i) g = f #. - q.s



açao. Dado x € g'l([-w.rC} temos que gex} = u < r', para algum -m Íu
< r". Escolhendo u < t < f'' segue-se, pela defirüção de g, que x € (Joof'llet-w,tt). Dai

x € U(Pof'i}([-m.st) e, então.

g'l([-m,rE> C LI (Pof'l)([-m,st) . (1)

Pür outro lado se x € U(por'll<t-oa,st} ent,go x € (pof'i)([-aa,tt) para

t < r. Segue-se aue -m Í g(x) Í t < r. Logo x € g'i([-m,r[) e

U (Pof'' l)([-aa,st) C g'lCt-an,rt) . {2}

De <3.} e {2) segue s igualdade, prüu'ando (i>

Quanta a (ii} observemos que, par'a cada número real r, a família
{(õof'l)([-a-a,s[»!<, satisfaz as hip6teses de (9.8). Logo, utilizando (.i), 9'l([-m,r[) €

Para a prova de (ili) notemos aue; para. ca.da. número real f' temcns. lenlb

(9 .? ..Íi} € (j}

'l([-ao,rt) : U f'i([-w,tt)
e<i

: L.i U®or'b
teQ f<t

c LI {#of'bc-
t.eQ

c Ll@or'ba

g't([-aa,r[) = U {Pof'i)([-w,t[) .

QritgO, para toda nl3mero real r' temas,

S<r

U

J

g

({ -c.o .çt )

m .tt:}

1([-m.rt)K.gt) g

PGFt&fit.Ü

Coma f't([-aa,r't)

utilizando (9.2.b),
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Mas, por (9.S.i> e (9.3>, u(<.oor1xt-00,t[) A r 1ct-00,tt) = D, para cada t E t-oo,rt 

n ~-Portanto u( g-1([-oo,r[) A r 1<C-oo,rC>) = O. 

,como Cx E X : g(x> ~ f(x)) C LJ ( g-
1<C-oo,aD A r 1cc-00,an) e µ, é comoleta, 

,E~ 

resultado acima acarreta que µ({x E X : g(x) ~ f(x))) e: O. D 

o 

O teorema (9 .8) desde a sua origem tornou-se básico nos trabalhos que 

abor·dam topologias induzidas por medidas . Apresentamos uma aplicaç:ão destas 

determinando uma. topologia sobre um conjunto X, onde <X,..A,ll) é um espaço com 

medida. finita e completa . A idéia. para a definição de:sa. topologia tem sua origem 

em J . C. Oxtob'::I (R.18J . 

(9 .12) Teorema . Seja (X,.A,µ) um espaç:o com medida finita e complet.a e seja /J 

um levantamento em .Ã . Ent~c,, 

W a. famllia (µ(A)AE..A, é base de uma topologia ~ sobre X, 

<iD tf' e A . 

<iii) par·a tc,do V n~o-vazio em tl'", tem-se J.l.(V) > O. 

Demonstraç~o. D item (i) decorre de (95.iv) e (9 .5v) . 

Quanto a (li) obser·vemos que para cada abertc, V, n~:o-vc-.zio, em ri- existe um2, 

~ u h.C·~r-·1
11; ~ ~ ,-/E ("' 1A'°' t--1 C''I,.... \I - L1n 

- L.. 1 e,. 11 J.O. ~r u · ,._,.,, 1JAE1.A· ,e. 1L.c::- •· - .,1-..r · 

1 

Como ~ C {1CA.), as hipóteses de (9.E:) estg-o satisfeitas . Da1 V E .A . 

Para a prova de (iii ) admit.amo!:., ~•or absurdc,, que e xi:lõ. V ngc,-vazio em tl'" tal 

Que /J..(V) = O. enUfo, dado um element.o x em V exis.te, por (i), um elemento A em .A.. tal 

que X E /J(A) e /)(A) C V . 

Desta última relaç~o segue-se que µ(µ(A)) = O. Logo, por (9 .7.vi) e <9 .7 .~,) temos 

que /)(A) = 0 e isto é um absurdo . D 

(9 .13) Corolário. Sejam <X,..A,µ.), I) e tf' como no teorema acima . Ent~o toda 



furtç8o eantÍrwa de X em E é á-meruur&vel

'alga. Segue de {9.12.11). D

O teorema a seguir ernontr'a-se em tR.6]. Ele mostra uma pr'apriedade dc3

espaço tipológico com medida dado em (9.12). Outras propriedades podem ser vistas
em [R.]J.].

(9.14) Tea'ana. Sejam (X,.A,ü) um espaço cloro medida firlita e completa, p um
levant,a.menu,o ern .Á e g' a t,apologia da.da em (g-12). Se f é um função á-mensurável
de X em H e g é a função definida em (9.11), então g é continua em (X.5}. Se h é uma

função continua de X em R, ta.l que h = f &l-q.s, h = g.

Danonsb''anão. Na t.apologia usual de Ê as coniunt.os at-ert.c's püssucrr! UTTiB

das seguintes 'formas : v.. V U ]b...o], '-' U [-«.a[ ou V' U [-«..ã[ LI ]b,«] onde V é um

aberto de R e a e b são n(+merD= rea.is. Logcn pa.r8. a. Dro'-..'8. dü cona.anuidade de g é
suficiente verificar que g'l([-m,cE>. g'i(]d,m]> e g'i(]a,b[) sgo abertos em X,
quaisquer que sejam os números reais a, b, c e d.

Coma f ê J,-íFicRsuFàvQI entoa +''i([-w,tt]. e f'i([t,ooJ]- sgo elementos de .4
Lembrandc-(9.i.Z..i), t.EKiQS

{00f'i}([-m,tt) € S (Í)
e

(ó-of'i){tt,oot} € 5', (2>

oa,t üdc, rli3õlEFc- real t.

De (1) segue-se, aplica.ndo (9.11..i>, que g'l([-ao,rt} € g, para t.oda número real
r

F)r'''o\./a.nda-se aue

g'i(]r",+w] = U(.oof'Í)([s,aa3> ,

para t,oda r em R., temas por (2>, que g'l(]f',w]) € ç

Dado x C g'l(]r,oo], temos que r < g(x) = t Í
t.amos x € (pof'l)([u,wt). Logo

(3}

Por"t.ant.o paf""a t,odo u > t



g-'<1r,001> e U<~or'xcs,oo[) 
r<s 
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Por outro lado se x E LJ<.oor'><Cs,oo[) então existe v > r 

r(S 

tal Que 

x E <.oor
1

><Cv,00D . Segue-se Que x f <.oor1><(-oo,vD . Portanto 9(x) ~ v > r· e da1 vem 

Que x E g-
10r,+oo) completando a prova de (3) . 

Finalmente, dados r e s em F., com r < s, temos 

Seja h satisfa.zendo as hipóteses do teorema, logo A = {x E X : h(x) :;é g(x)) C 

{x E X : f(x) :;é h(x)) U {x E X : 9 (xi :/- h(x)) e, como Jl é completa., t.J(A) = D. 

Suponhamos, por· absurdo, QUE A :/- 0 e seja z E A. Decorre do fat.o de g - h 

ser cont1nua em X e de 9(z) :;é h(z) que existe um aberto V em X, contendo z, 

Satisfazendo lg(y) - h (y ) I > O, para todo y em V. Segue-se Que V C A e Que µ.(V) = O, 

contrariando (9 .12.iii> . O 



Apêndice A. O espaço) can medida $, ?'}

A finalidade deste apêndice será estabelecer uma. tipologia. 1, urTüa-álgebra

)l: de subconjuntos de Fln = Pn U cn), com T C }l', e uma medida UI, definida em E:,
de modo que {Pn.. )l:, U], v} seja espaço t.or-ólc-giro de Hal.}sdarff. Est.e espaço será.
ut.ilizadc paf""a f'QFFlêQcr CQrit.r'a-cxctrÉplQã .

Este apêndice t,eve sua origem quando est.usamos o exemplo da página 45 de
[R.19]. Também encont,ramos referências a e]e em exerc! ios de [R.2] e [R.4].

(A.l) Notações. Seja {} Q menor número ordinal tal que Pn é não-enumet-á'uel,

canfc-rme {1.64}. Denc.t.a-se o c:orijurit.Q P.n U {n.} por F)n. Se a. e B sgc clCRcrtt.üs de
F3fz, onde « < B, dQriQtü-sE o cc,njuntc- {'í € f3D : a. < ' g B ) pc.r ]c{.,Ó]

{A.2} Teor-ema. Tear!-s.e

(1) a. fami]ia e = (]a.B] : a.,B € F)n, cc < B) U {0) é base de uma tooologia
sc-t-re c: CQrijuRt.o F'n;

{li) (Fln,'r} é um espaçc' t.opc.lógicc de Hausderff campact.c..

Demonstração. Para estabelecermos (.i}, conforme a Proposição ]C], página 70
de [R.15], ot.servimos que todo x eFri f)n r-ertence B. algum e]eínent.o de C. e, que se x
€ ]üi,õi] ll ]a2..B2] então x € ]1i,'TZ], onde 'Ti = maxCaÍ,a.2) e 'a = mini:BI.Ba).

Para mc-st.r.a.r qt.le o espaç-o é de Hausdürff GORSidC[CírlOS yt e ya em f3â c:o]TI



vt < v2. 6e vi B O então {0) n ]O.v2] B O; e. Be ul + O ente X].vt] n ]yl. Ve] B @.

Completemos ü prova da Item UI) nnstrbünda que o espaço F; ê eompaet . Para
t.al seja C B CG\)*e! um& claber'tur-a de Fn Dor" abertos.

Como e é base da topalogia T então, para cada x em Fn, existem G\ € G e
}a. B] em C tais que x € ]a, B] e ]a, B] C G\. Seguem-se daÍ que ]a. x] C GI e que o

conjunto {'y € F.n : ]'y, x] C G\, para algum X € 1) é nãa-vazia.

Tomar'ido, par"a cada x não-nulo em F.n, 6x = mine'y € Fn ; ]'T, x] C G\, nar.a
algum X € 1) e definindo B função f, de Fn em F)n, par

f'(x} O, se x = O,
8x, %X # Ü,

t.erílC'S qL+e; [B.r"'8. t.c'dc x Re"c)

f(x} < x

e

]f(x),x] C G}., para algum X em !

A scquêrlc:iB Cynln€1q, definida. cTTi F:n, pc-r

{2)

yn = f(yft+l), Se n ?E 0,
é, de acorda cam (l}, est.ritarnent.e decrescerlte, logo tem mínima.

Se no D menor nt)mero natural tal que yn = yac, Barbeado .n > no. É imediat.o

que yfto = Q pois, caso contrário, teríamos, pela definição da funç&a f. que y,ta+l =
f(yr9} < yno, CQFltFBdizErido ã. es.cair'la de níü.

Agc.ra, utilizandc- (2}, para cada nn < n& seja \(Hz) € 1 t.a] que ]yi..+i,yh] C G\(E)
eseja Gx(np) urFi elennentü de G que CcnR+.éM Ci.

ne--l n.ü

Fora,ant.o Pn = {o) U L,i ]ya+l,ya] c Ucx(.). ü

./'

(A.3) Tea-ema. Sejam (F'n,'r> c' espaço tü .alógicc- dado- cíTi (A.2) e S a coleçgo
dos subconjuntos ngo-enumera'-/els e fechados em Pn cüm a tipologia induzida. Se 8

é uma coleçgo de elementos de F tal que #8 g Na, então Íl8 € s

Derrionst,ração
é n&c--x/azia . CQrfic E

ü fato de ]0,{lt estar cantidc- em Pn acarr'eta que a coleç;gn $
Í''lE é fcct"lãdc' em Pn, prc'x/erros Que E é Rgo-cnuHcrávCI. PC.r
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<1 .63 .iii> sabemos Que, se E for enumerável, existe /J em P n tal Que a < (), para todo 

« E E. Assim para verificar Que E , nlo-enumerável ba!5ta provar Que se ,& e Pn, 

existe 6 em E tal Que t > t3 . 

Suponhamos que C = {E,);EM' onde M = 1-J ou M = Pa, para algum número 

natural n~o-nulo m. 

A definiç:go de !l e o fato de E; ser ngo-enumerável para. cada i E M, 

acarr·etam Que para cada a. em PI, existe a, em E, tal que a. < a,. Logo podemo!=. 

definir em P n uma sequ@ncia. (f3n) n EN' estritamente crescente, com '3 0, > f?, e tal que 

f3n E E,, onde i é determinado do seguinle modo : se M = P. enUfo i é o resto da. 

d.l
·v.1·c:: ª'o d M f·' t"'· · J(.j+i) JU+i) _<. n < (J+i)(J+Z) o J. 

-º e n por m; e, se = " en e10 l = n - ~, se ~ 2 , e m 

EN . 

Como (f3n, E"·J é enurnerà•..;el, decor,~e d e (1 E'.:: .iii ) que existe 1· em P í.' tal que 
• rt M 

'" 

f:.n < 1
1 

pa.ra todo n em N . Logo o conjunte, D = {e,:. E F'fl : (!,,; ;5; o .. , n E l D é ngo-vazio . 

Seja ô o seu mínimo . É imedia.to que 6 > ~- Provemos que ô E E . 

Da def iniç~:o de & sE:9ue-se que da.do &' em F'n com ô' < é', exi ste no em lJ tal 

oue pc>,~c< tod,:'.I n ~ n,,, tem-se f. •'< R,r, ~ D. Come, o espa.i?o é de Ha.uS'dc,,- ff, terno::: que 

ii~« J3n = S e toda subseoü@ncia. (f?,~,1<) 1< EN de Cf3n) ,,, EN tal que f?,~,1< E E;, para todo i em 

M e todo k em N, satisfaz lim {3 ~,k = 6 . 
lt -1 « 

e E 
,..f h..J 1<-· r. c:_E p"- t odc,.;,::, 1..1, eist.oac:2-rret.2-ouef.EE .O 

omo , c:c ec aLiO en -·"'º e, '= ;, ç ,~c . , '- ,-

E conseooênci a de (f,, 3) : qu2.lquer que sEJ2, o subconjunto 

A d E:' F'n, n~o en.= t.ern F.1 e F::- em~ tai= que F.1 C A E: Fz C A' . 

(F r .. 'T ·,. .. ,,, ' . (A .5) Teorema . 

=-ubcc,njunt.o!:: A, de F·fl, par•ê<. os qua.1=· ex1st.e F ern ~ t.a1 que F C A ou F C A' e U
1 

2. 

funç~,:,, de ~ em {0,1), definid-~ por· 

1/)(A) 
= {1, !:E existe F E ~ tal oue F C A, 

O, caso contr·âr-io . 

(i) ~ é uma. a-àlgebra, 

(ii) IJ, !é uma medida em ~. 
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Demonst.ra~o. Para a prova de (l) t claro Que 0 E L · 

Seja CD);EN uma seQOtància de elementos de L · Se existem iq E N e F" E tr 

tal Que F C D;q entgo F C LJ D; e LJ D; E L · Se, para cada i E N, existe F,. E ~ 
;EN ;EN 

tal oue F; C D~ , então n F,- C ( U D; )' e , novamente, U D, E ~ -

,EN ,EN ;EN 

Na. prm;a. de (ii ) é claro que 1/J( 0 ) = O. 

Dada uma. seqüência {An\ EN de element.os de L , dois a. dois disjuntos, temos, 

obs ervando (A.4 ), que ou e xis te um único no e m N e e xist e Eo e m !/' t a is que Eo C 

Ano c,u, para cada. i E N , e xiste E, em r.- ta.i oue E, C <A/ . 

~✓o pr irneir·o case, fi1(A,.
1

,,) = 1, fi,(A,.,) = O pa i-é< t.odc, n # n,,, e come, Eo C l. J A,, 
nEN 

entãc, v·,( l. J A,., l = 
'nE!',J , 

i = Lv',(A,) . Nc, segundo c:as.c, fi,,:/ . .,1,i = D, r:,é< r •é<. t.ocio r, em N, e 

,,EN 

í '! E, C 
;EN 

( l.) A; )'. Córno, por 

i E!,J 

íA.3), ('j E, E tf' ent.g;:c, li•( l.J A, l 
;EN '..-EN ' 

= O e, novamente, 

• 
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