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ABSTRACT

Let oy, = (a1,a2,a3) and f, = (B1,B2,P3) in ﬁg such that 0 < a, < B, and
let v, = (v1,v2,v3) be a function such that v, € C®(IRY;]au, Bi[), each coordinate
function of v, being increasing and at least one coordinate function being a strictly
increasing function. Let us consider the function v € C>®((IR})%; ), B[) defined by
v(y1,y2,ys) := v1(y1) + v2(y2) + va(ys)(xesp. v(yi,y2,ys) = v1(y1)va(y2)vs(ys)), where
a = a; + as + as(resp. a = ajagas) and f = By + B2 + Bs(resp. B = P1f2f3).
For the function v, satisfying some other conditions oportunely stated (in Chapter 4),
we consider the following systems (S) and (§ ) of equations from hydrodynamics with
viscosity v. The system (S) consistis of the equations
prt(pu)z =0
(pu)e+ (p+ p0)s = {1V 0 (p,1, ) = alus)

B + [(E £ p)u]x ~ {[’/ 0 (p’Pa E) - O']uul'}l‘

| EmAp+ipu®,  XeER,
and the system (§ ) consistis of the two last equations above and

pot (pu)s 0

(pw)e+ (0 + pud)s = {[v 0 (p,p, ) — alus).
where the symbol ~ denote the association relation in G.(IR*; R).

The purpose of this thesis is to study the existence of shock wave solutions for the

~

systems (S) and ().
The main results of this work can be, in a not completely formal way, summarized

as follows:

Theorem : There is a large class of functions v such that:
(I) The system (S) has shock wave solution if and only if the jump conditions of the
classical case without viscosity (that is v = 0 ) hold;

(IT) The system (S) has no shock wave solutions.



In Chapter 1 we state some basic definitions and results about the simple algebra

Gs(§2; F).
In Chapter 2 we define the Dirac, Heaviside, proper Heaviside and restricted

Heaviside, simple generalized functions, and we state some properties of these functions.

In Chapter 3 we study some properties of the function gof € G4(§2; G), for a class of

simple generalized functions f € Gy F)and g € G.(2; G), adequate to the requeriments

of this work.

In Chapter 4 we prove the theorem formulated above.



INTRODUGAO

Na Teoria das Funcoes Generalizadas, introduzida pela Prof. J. F. Colombeau,
dado um subconjunto aberto nao vazio Q de IR", existe uma algebra G(§2) de fungoes
generalizadas em §0 a qual contém o espago D'(2) das distribuigoes em {2 como um
subespaco vetorial (Ver [A], [A-B], [C1], [C2] e [C3]). Existe também uma versao mais
simples da algebra que ¢ suficiente para muitas aplicagoes a Fisica, Engenharia, etc., na
qual as funcoes generalizadas sao classes de equivaléncia de C*° fun¢oes dependendo de
um parametro ¢ > 0 (tdo pequeno quanto desejarmos) (Ver [A], [A-B] e [C3]). Esta
dlgebra simplificada G4(£2), que é uma subalgebra de G(2), apesar de conter a dlgebra
C(f2) e ser suficiente para muitas aplicagoes , nao contém o espago D'(§2). Os dados de
nosso problema objeto de estudo envolve apenas fungoes em G4(§2); tendo em vista isso,
para o desenvolvimento do presente trabalho, usaremos sémente a algebra simplificada
de funcoes generalizadas.

Dados as = (a1,a2,a3) e Bs = (B1,P2,03) em ﬁg,() < ay < P, € uma fungao
ve = (v1,v2,v3) em C®(IR% ;Jax, fs[) tal que cada componente de v, é uma fungao
crescente e pelo menos uma delas é uma fungao estritamente crescente, consideremos a
funcio v € C°((IR})*; ], B[) definida por v(y1,y2,y3) = v1(y1) +valyz2) +va(ys)( resp.
v(y1,y2,y3) = v1(y1)v2(y2)vs(ys)), onde a := ay + ag + az( resp. « = aapaz) €
B := By + Bo+ Ps( resp. B:= P1P23). Para a fungao v, sujeita ainda a outras condigoes
adicionais a serem introduzidas oportunamente (no Capitulo 4), consideremos os sistemas
(S)e (§ ) de equagoes da hidrodinamica com viscosidade v dados a seguir. O sistema (S)

¢ formado pelas equagoes

( i+ (pu)s =0
(pu)e+ (0 + pu?)e = (v 0 (p,p, E) — alus}.

E. + [(E it P)u]:* ~ {[" o (_P,]),E) — (,l']uul,}r

| E ~ A\p + ipu?, A € RY,

111






abertos nio vazios de E e F, respectivamente, e, E, F' e G sao espagos de Banach, sendo
F de dimensio finita . Para as funcoes f em G4(§2; F') em condigoes apropriadas, numa
primeira parte do § 3.1 introduzimos a fucéo composta gof e calculamos, no Teorema
3.1.11, a derivada intrinseca de ordem superior desta funcao ; além disso, estudamos a -
versibilidade de uma classe de funcoes em G,(§2; IR) e damos, no Teorema 3.1.21, condigoes
necessirias e suficientes para a inversibilidade das mesmas. Numa segunda parte do § 3.1,
dados a e f em R™,0 < a < B, damos condigoes suficientes para a validade da relagao
pofeGyG), quando ¢ € C®(Ja, B[; G) e f € Go(§;IR™) (Ver Teorema 3.1.26). No
§ 3.2 sio estudadas propriedades de fungoes da forma @ o (a1 Hy + b1,...,amHm + b)),
onde Hy,...,H,, sio fungoes de Heaviside proprias sob certas condigoes . Trés resul-
tados, as proposigoes 3.2.4, 3.2.6 e 3.2.7, sao fundamentias no estudo da existéncia de
solucoes na forma de onda de choque dos sistemas (S)e (5) A Proposigao 3.2.7 é usada
para demonstrar que a primeira equagao do sistema (S) nao pode ter solugao (p,u) na
forma de onda de choque satisfazendo a condigao (v; 0 p — aj)uy; ~ 0 em G,(IR*;R)
(Proposigao 4.3.1)

No Capitulo 4 é que estudamos, propriamente, o problema inicialmente proposto.
Mostramos que uma condigao necesséria e suficiente para que o sistema (5 ) tenha solugoes
na forma de onda de choque é que sejam vélidas as condigoes de salto do caso classico
v = 0 (Teorema 4.2.6). Usando a Proposigao 3.2.6 e o Teorema 4.2.6, com o auxilio do
Lema 2.2.5 e da Proposicao 2.2.9(b), mostramos que o sistema (§) tem sempre solugoes
na forma de onda de choque (Teorema 4.2.7). Dispondo das proposigoes 4.3.1, 3.2.4(11)3
e 1.8.14 mostramos que as duas primeiras equagoes do sistema (S) nao podem ter solucoes
na forma de onda de choque (Proposicio 4.3.4). Uma afirmagio mais precisa quanto as
condicoes impostas as componentes da fungao vy (e quanto aos “principais resultados”)

¢ dada no Capitulo 4.

Para concluir esta parte introdutéria, observamos que as reprodugoes geométricas

dos representantes das fungoes generalizadas simples de Heaviside ( e de Dirac ),

vV



construidas ao longo deste trabalho, a maioria delas usadas no Capitulo 4, foram omiti-
das na redaciao final, sendo substituidas por uma apresentagao formal, para nao alongar

excessivamente o trabalho.
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NOTACOES E CONVENCOES

A := B siginifica que 4 esta sendo definido como sendo igual a B
IN (resp. IN* ) é o conjunto dos niimeros inteiros nio negativos (resp. positivos )

IR (resp. R4, IR*, R”, IR, ) é o corpo (resp. conjunto) dos nimeros reais ( resp. reais
nao negativos, reais nao nulos, reais negativos, reais positivos)

R:=RuU {—o00, 40}

I{ denota indistintamente IR ou, onde T é o corpo dos nimeros complexos

Br(z) (resp. B,(x) ) é a bola aberta (resp. bola fechada) de centro 2 e rajo r >0

I CC Q significa que K ¢ uma parte compacta de §)

F¥ indica o conjunto de todas as aplicagoes de E em F

C™(F),me NU {o0}, denota o conjunto de funcées em F? i, vezes continuamente
diferencidvel e C™(Q) := C™M(Q; IK)

D(§2) é a dlgebra de funcoes em C*°(2) com suporte compacto, D'(§2) é o espaco vetorial
das distribuigées em § e < T, > denota o valor de T ¢ D'(2) em ¢ € D(Q)

X'\4 indica o complementar de 4 em X,se ACX

fz denota a derivada parcial de f em relaciio a ¢

fnZ fem A, significa que a sequencia f, converge uniformemente para f em A

Para a,b e R, qvp.— max{a, b}

Para a = (q,, wn0n) €N ali=ap + .. * @y ali=ayl,.

= 3""/0.’1:‘1’1 ... 0zon

Lay!l e

. e —— v —_— n
Para ¢ = (.Tl,...,ln) By = (yl,...,yn) em R™ escrevemos 2 < ylresp. @ < y) se

i < yi(resp. z; < Yi) para 1 <4 <n
O,, onde p € IN*, indica o grupo das p! permutagoes de {1,. . D}

FRPEERE A Watm ; arh? (s - .
A expressio espaco de Banach (resp. “algebra de Banach”) significa “I-espaco de

Banach” (resp. “IK-dlgebra de Banach™)

(31 111111( q 1C l)l(/ aln S€1 (1 7 C C l [ C { o f. « «

N

proposigao , etc.) ou na prova de um resultado , tém a numeracgao derivada de maneira

Vil



6bvia a partir da numeragao do enunciado em questao . Por exemplo, as formulas (1.1.4.1)

¢ (1.1.4.2) na prova da Proposigao 1.1.4. Férmulas que precisam ser destacadas nao -

cluidas nos casos anteriores, tém numeragao derivada a partir da numeragao do capitulo

e do § onde aparecem e sao indicadas entre colchetes. Por exemplo, [1.2.1] é a primeira

formula destacada de 1.2.

Gup(2; F): ver Definigao 1.2.7 .
G.(Q;Q"): ver Definigao 3.1.1 .

H(IR) = H(IR; IK): ver Definigao 2.2.1.

H,(R) = Hp(IR; IK): ver Definigao 2.2.3.
H,.(R) = H,(IR; I): ver Definigao 2.2.8.

H=(R) = H=(R; K): ver [2.2.2].
3[2; IR*): ver Definigao 3.1.20.
M{]a, B; G: ver Definigiio 3.1.23(IT).
Vi [; ©']: ver Definigao 3.1.1.

V[§; ©'): ver Definigao 3.1.1.

V[Q)?: ver Definicio 3.1.23(I).

E =Z(R") = 2(R"; K): ver P AN

1X






CAPITULO 1

A ALGEBRA DAS FUNCOES GENERALIZADAS DE COLOMBEAU

Neste capitulo, a menos de mensao explicita em contrdrio, E e G denotam espacgos
de Banach, F indica tanto um espago de Banach bem como uma algebra de Banach e
denota um subconjunto aberto nao vazio de E. Indicamos as trés normas, de E, F' ¢ G,
pelo mesmo simbolo | - |. Nestas condicoes nos §§ 1.2¢ 1.3 introduzimos, respectivamente,
os espacos vetoriais (as algebras quando F' for uma algebra de Banach) das fungoes
generalizadas simples G4(§2; F) e dos vetores generalizados simples F,.

Quando E e F' sao espacos vetoriais de dimensao finita, cada um deles munido de um
produto interno, em [A] e [A-B] (e em [C1] - [C3], nos casos E = R" e F' =C) sao intro-
duzidos o espaco vetorial das fungoes generalizadas G(§2; F) (o que ¢ uma dlgebra quando
F = 1K) e a lgebra dos numeros generalizados IK. Nos casos E =IR" e F = K, em [A],
[A-B] e [C3] sdo introduzidos também as subdlgebras G,(§; 1K) e IK,. Essas subdlgebras
sio as consideradas no presente trabalho. A extensio da defini¢ao da dlgebra simples ao
caso de espagos de Banach se fez necessaria, entre outros, para dar a nogao da derivada
intrinseca e para calcular a derivada intrinseca de ordem superior da fungao composta, no
contexto de funcoes generalizadas simples, onde aparecem necessariamente os espagos de
Banach das aplicagoes multilineares continuas. A exigencia de F ser uma algebra de Ba-
nach permite, pelo menos, a obtencio da féormula de Leibnitz para a derivada intrinseca
da funcio produto, de fungoes generalizadas simples. A técnica das demonstracoes de
alguns resultados apresentados neste capitulo sao as mesmas das demonstragoes dos re-
sultados correspondentes que aparecenl €l [A] ou em [A-BJ, e quando for o caso citamos
pelo menos uma dessas referéncias.

Neste trabalho, a menos de adverténcia em contrario (Ver introdugao de 1.3), es-
crevemos por comodidade G(§2; F') em vez de G4(§4; F') e F em vez de F, (uma notagio
similar ¢ aplicada aos conjuntos que dio origem a G,(§2; F') e F,, respectivamente). Para

1 1 ¢ N ATONE s A 5 ” 5 X &
uma comodidade maior ainda, no caso F = IK, escrevemos G(§2) em vez de G({2;1IK)




¢ uma notacao similar ¢ usada para os conjuntos que geram (bem como para os sub-
conjuntos de) G(€2;1IN). Chamarecmos simplesmente de funcoes generalizadas as funcoes

generalizadas simples e de vetores generalizados aos vetores generalizados simples.

1.1 — Complementos de Calculo Diferencial
Dados Fi, ..., Fy, espagos de Banach, indicando pelo mesmo simbolo | - | a norma
de cada um deles, consideramos o produto F} x ... x F, munido da estrutura de espaco

vetorial produto e da norma

m

(y]a-">ynl)€F]x---XFmH( Z|y1|2 )]/2€].R‘+,
1=l

que, no restante deste trabalho, chamaremos de norma euclidiana, norma que define a

topologia produto tornando Fy x ... x Fy num espaco de Banach (Em vez desta norma

pode-se considerar uma outra norma qualquer equivalente, por exemplo suply;| ou

> lvil ). O simbolo Lkl 5 000 g Bt G') denota o IK— espago vetorial das aplicacoes m-
L arnc o £ A 4 29 .
lineares continuas de F} x ... x F,, em G. Este espaco ¢ de Banach em relacao a norma

ER Y. - £(F],...,F,7,;G) > SUp =1, |A(y1,...,ym)| € Ry
1<i<m

No caso particular F} = ... — Fo = F o espaco K(Fl,...,Fm;Gt) ¢ denotado com

LMF;G),sem>1 e LOOF;G) =: G.
Fixado a = (ay,. .. y Q) € IN*™ se p = |al,
afl)=0 e a(7) = ay +. o (25j§m+1),

t v — R j 7 L (6%
odo & =(gy,..., Tp) em EP = B x  y pom se escreve na forma

&= (_ma’l,ma‘z, coa T, ) € B x B2 X Fom
L )

onde sy 1= (ar(,(j)+],1‘(,,(j)+2, o laen), (1<35< m). Dadas

B e »C(F],--->F7n;G) € Aj € ‘C(()jE;Fj)v G E m)

)

o



considerando a aplicagao p-lincar continua

[1.1.1] B vt g 2 0 5 s o BB E? — B(Ai(za;),..., Am(zan)) € G,
define-se uma aplicagio (m + 1)-lincar continua

[1.1.2) T: (B,A;,...,Am)— BA; ... An

de L(F,, ..., Fn; G) x L E; Fi) X .. x L(" By Fr) em LB G).

Dados n € IN* e ¢ € O, consideremos o isomorfismo linecar

[1.1.3] T® A Bryes s Bn ) € E" (2 adigsevs s Botn) & B
Observar que a fungao inversa de JI verifica : ('.70")—1 = :_1-

Dada o € O,, seja BA; . ApnJP € L(’E; G) definida por
[1.1.4] BA; ... AnJ} = (BA1 ... Am) 0 J5}
isto é, por [1.1.1] e [1.1.3], é a aplicagio p-linear continua
(21, 2p) € B = BA1(@o1)s- -2 To(an) > Am(Totamp+1), - - \Ta(p)) €G-

Usando as notagdes precedentes temos 0s dois lemas seguintes.

Lema 1.1.1: Dadas B,B' € L(Fy,...,Fm;G) e Aj, A} € L(VE;Fj),1 <j <m,a
aplicacao

D:= BA;...Am— B'A} .. A,

1)0(,1(‘ ser escrita na forma
D= (B-BYAr...An+ Y BAi . Aina(di - 44, AL
1=1

v y ) a1« Ainica 71 — B A
Prova i Fiiado e e (o, i 8y) € EP, pela definigao [1.1.1], introduzindo as notagoes

a; = Ai(za;) e bi:= Al(za;),1 <0 < m, tem-se

D(’l) = (B — B,)((I,],.. .,(Lm)‘*' B,((ll,.-.,(lm) ix Bl(bl" . 3bm)-




A diferenca d := B'(ay,...,an) = B'(by,. .., b ) pode ser escrita na forma

mn

_y '
i = g D (g g <oy B B Bin 4y o vy i ) — B aigh o s g Bl D O e e D
Usando o fato de B’ ser m-linear ¢ levando a expressao resultante de d em D(x) obtém-se

Dig)={B~ B')(a] you ey By R ZB’((I] yovs s @il y 85 = Dy Bisgt e ny B )i
donde, substituindo os valores de a; e bi, segue
D(z) = (B - B")(4, (2001 J, o n5 A (o0 ) I+

+ZB (zen), ..., (Ai — A(zay),..., A (zam)),

o que, por [1.1.1], prova a afirmacao .

Lema 1.1.2 : Sejam k,ne N* 0 € O, e ¢ € C¥Q; L("E; G)). Entéo, a funcio
Ty iz € Qs p(x)o JT € L("E; G)
¢ de classe C* e, para cadap=1,...  k, existe 7 € Onsp satisfazendo

(0T P(x) = ¢P(@) 0TI em E™P (4 ¢ g,

onde (pJ;")")(z), pP)(z) € L(™?E; G)(= L(?E; L(ME;G))).

Prova : Procedemos por indugio sobre p e ¢ claro que basta verificar o caso e 1

Fixado 2y € ©, denotando com 1 -— ©'(zg) € L(E;L(™E: G)), por hipGtese

', temos

(1.1.2.1) lp(2) — p(z0) — w@ — ag)|, = o[z — zy]).

Considerando a funcio v ¢ C(E;ﬁ(”E;G)) definida por v(h) := w(h) o Jn (h € E),

afirmamos

22 () = (o) — o(a - 20)ln = of|x — ay),



(e portanto v = 1'(z9)), onde ¥ := eJy. Ora, como

b(z) — (z0) — vl — 20) = [p(@) = (o) = ul(x —z0)] 0 T
¢ E" estd munido da norma euclidiana é claro que

W’ ) P( TO)—U(T—CIO n <\/_|99 ﬂo)““(T —To)ln

e entio a condigio (1.1.2.1) implica (1.1.2.2). Por outro lado, identificando w = u,v com

a aplicacdo (n + 1)-linear

(hl, o 6t 8y hn, hn+1) c E"_H — U)(}I/n,+]).(h1, wovinin hn) G

pelas definicoes de v e J, temos
v(hi, .o Bati) = (u(hn-H) o Ty )by, hn) = u(hoa),- - - he(n)s hat1)
donde, escolhendo 7 € Op41 cOmo sendo a fungao definida por

7(i) := o(i), para 1<i<n, e 1(n+1l):=n+1,

segue ' (zg) = @'(z0) 0 Jrrt  em e,

A Férmula de Leibnitz

Consideremos o caso m = 2 em [1.1.1] e seja B : (y1,92) € Fi x Fy — y1y, € G uma

(i.é,BE L(Fy, F2; G). Dadas A; € (PE; F}) e Ay € ("E; F3),

aplicagao bilinear continua

com p,q € IN, a aplicagao A1Ag = BA A, € £(7’+qE; G) ¢ definida por

[115] A1A2 :(.T],.TQ)EEP XEq HA1($1)A2(:132)€ G.
Dois casos particulares desta aplicacdo sao considerados a seguir. Dados

AieL(E;F) ey € F)(= L("E; Fy)), a aplicagao Ay2 € L(E; () ¢ definida por

[1.1.6) Ayys i@ € E - (Ai(2))y2 € G




De modo andlogo, para yy € Fy e A2 € L(E; Fy), a aplicacdo v, A, € L(E; G) é dada por
11.7) yi4 2 € E o y(Aa(r)) € G,

~ ’ . . ”
Com as notagoes precedentes a féormula generalizada para a derivada do “produto

B ¢é dada pelo resultado seguinte.

Proposigao 1.1.3 : Scjam B : (yy,y2) € F} x F Y1y2 € G uma aplicacao bilinear

continua, f € CHQ; Fy), g € CK(Q; B)elf.g)iwe@ e (f(x),g(2)) € Fy x F,.Entao

5

a funcao
fo=Bo(f,g):2 €0 fx)g(a) € G,

¢ de classe C* e, para cada p=1,...,k, temos

p

(fg)P(x) =" (;) fP2)g"=0(z), (z € ),

q=0
onde o produto em cada parcela ¢ no sentido de [1.1.5].

Prova : No caso p = 1 temos

(281 (f9)'(2) = f(2)g'(2) + f'(2)g(2), (2 € Q).

De fato, pela regra da cadeia temos (fg)(x) = B'(f(x),g9(x)) o (f, 9)'(x); donde, como

(fa g)l(rl) S (_f,(.’l7),_(],(fl')) € B’(ylvyz)‘(khk?) = B(ylak'l) S & B(l“lvyZ)v (yia ]‘Ti € Fi )
1 =1, 2), pela definicio de B segue (fg)' (x).h = (f'(2).h)g(2) + F(2)(¢'(x).h).(h € E).
Logo, por [1.16] e [1.1.7] temos (f9)(a).h = (f'(@)g(a)).h + (f(2)¢ (2)).h.(h € E). o

que prova (1.1.3.1). No casop > 1 o resultado segue por inducao .

Com as notacoes dadas anteriormente vale o resultado seguinte

Proposigao 1.1.4 (Cfy. [F]): Sejam k € IN*_ ¢ um

aberto de F f e C*Q: F), com
FQ)cQ ege C"(Q';G). Entao

»9o0f e C*Q:q

) e, para cada z € Q e cada

§



p=1,,..,k, temos

(1141)  (gof)P(z)= Y, 91777—, S g™ (@) @) fOm @IS

1<m<p o€0p
ae[p;nl]

onde o produto em cada parcela é no sentido de [1.1.4] e
(p; m| = {a= (O’],---,am) eIN*™ | |af= p}.

No caso E = F = IR, usando a identificacao L("IR; G)=G,(n¢€ IN), temos a formula

correspondente

(1.1.4.2) (go f)(T’)(a:) = Z %f(al)(x) : ..f(am)(m)g(m)(f(x)) =52
; IS[mSIi olm:
aE(p;m

1.2 — A Algebra das Fungoes Generalizadas

Dado k € IN, denotamos com & [ L(FE; F)lo IK-espaco vetorial de todas as fungoes

s de10.1] x  em £(* B F) tais que a fungho parcial u(e, ) 2 € &= ule,2) € L F)

é de classe O™, para cada € €]0,1]. Se F for uma 4lgebra de Banach, com o produto usual

de funcoes , £[Q2; F] = gl L(°E; F)] é uma K-4lgebra. Sep € N e u € E[Q; L(*E; F)),

a funcao u? € E[§; L(PE; L(*E; F))] € definida por

u(l’)(e,a;‘) = [ule, _)](l’)(:p), ((E,.’L‘) €10, 1] x Q),

. ~ rA® S
o que define uma aplicagao [K-linear

; \ ) o ) . D I k1.
[1.2.1] JF s i e g[Q;L(kE; F)) v~ dlu = al?) g E[9; L E; LT E; F)))

(PE; L(E; F)) = L(MPE;F),

ou, pela identificagao L

d’ :u € E[Q;ﬁ(kE; F)l u?) € 5[51;E(k+7’E;F)],

=1



Observar que, para ¢ € IN, d9 0 dP = drta; isto é
d'od" 1 u € E[Q;L(E; F)) s [uP) @ = y(r+0) ¢ ElQ; L(MTPHIE; F)),

o que decorre da relagio [uP) (e, @ = ulPd(e ), (e €]0,1]).

Supondo que F ¢ uma dlgebra de Banach, dados p,q € IN;u :]0,1] x Q — L(?E; F)

e v:)0,1] x @ — L(YE; F), consideremos a fungao
[1.2.2] uv (g, 2) €]0,1] x @ — u(e,a)v(e, ) € L(PYE; F),
onde o produto u(e, z)v(e, x) é no sentido de [1.1.5], sendo

B:(yi,12) EFXFoyjyp € F

o produto defindo em F.

Proposicao 1.2.1 : Sejam P,qg € Nue S[Q;ﬁ(”E;F)] eveE E[Q;ﬁ(‘lE;F)]. Entao ,

se I" for uma dlgebra de Banach, uv € E L(PHE; F)] e, para cada k ¢ IN*, temos

k

: k
(uv)® = Z <l>u(l)v(k—” em ]0,1] x Q,

=0

onde o produto em cada parcela é no sentido de [1.2.2].

R py

Prova : Sendo F uma dlgebra de B

anach, o produto em F ¢ bilinear e continua; em

consequéncia a aplica¢io definida em [1.1.1] (Ver [1.1.5)):

T:(A,4)) € L(*E; F) x LOE;F)m 414, € Lt g, F)

¢ também bilinear e continua. O resultado segue entio da Proposicio 1.1.3 com Fy =
51Gao 1.1.3,

L(’E;F), Fy, = LOE; F), G = LYE F) B = Bf =ule,) e g = v(e,), (¢ €0,1]).



Lembremos que, dados pk € New € E(”E;C(kE; F)), pela identificagao

LIPE: L(*E; F) = L(**PE; F), que preserva normas, temos
[1.2.3] lw|, = sup |z;|< lw(x)|k = SUP|ay]<1 1y;1<1, lw(z,y)| = |[wlk+p >
1<i<p 1<i<p1<i<k

com z = (z1,...,p) € E? e y = (y1,--- Yk) € E*, onde | - |¢ indica a norma natural
de LUEE. F) L =p,k+ P

Dado k € IN, indicamos com Em [Q;ﬁ(kE;F)] o conjunto de todos os elementos
u € £[Q; L(*E; F)] tais que, para cada I CC € e para cada p € N, existem N € IN,C' >
0 e 5 €]0,1] (dependendo de K e p) satisfazendo a condigao seguinte

Supzel\'lu(p)(ea37)|k+]) S C5-Na (0 < eL ’I])

Os elementos de Ep[$Y; L(*E; F)] sao chamados aplicagies moderadas em € a valores em
L*E; F).
Denotamos com N[ L(* E; F)] o conjunto de todos os elementos u € £[Q; L(*E; F)]

tais que, para cada IX CC Q e cada p, g € IN, existem C >0 e 1 €)0,1] (dependendo de

K,peq) satisfazendo a condigao seguinte
sul)fel\»lu(”)(e,a?)lk+p < et (0 <e<m).

Os elementos de N[Q;L(L'E;F)] sio chamados aplicagoes nulas em O o uslores em

L(* B, F).
wivalente de N F] = N[Q; L(°E; F)] considerado, por e-

Existe uma definigao eq

xemplo, em [A] e [A—B] (0 que néo seréd usado no presente trabalho). Mais precisamente,

~ * ~ .
se T denota o conjunto de todas as funcoes v : IN — IR} que sao estritamente crescentes

tais que y(q) — +00,4 = T ¢ valida a asser¢ao seguinte.

Observacao Dada u € &[S F], uma condicio necessaria e suficiente para que

u e N[Q; F] é que, para cada K cC Qe cada p € IN, existam 7y € I e N € IN de

3 & y > > '. v
modo que, para cada ¢ 2 N, existam C>0emncl01] verificando

suprel\'lu(")(s,.17)],, < ce" 9N, (0 <e<n).



De fato, fixados k' cC Q e pom € N, sejam v € TN € IN,C > 0 ¢ n €]0,1]

< T
1 1 ) gt T ey / ")1
verificando a desigualdade anterior.  Como Y(¢) = +o00,q = 400, existe ¢, > Nt

que Y(¢m ) — N 2 m e portanto

Slll)z,el\'hl(p)(fg-77)11) < C"mg.Y(qm)_N = CmEm, (() <eKL 7]71))5

onde Cy, € 1, sdo0 as constantes associadas a ¢ = gm- A reciproca ¢ evidente.

E claro que Ep [ L(FE; F)) (resp. N[ L(*E; F)]) é um IK- subespaco vetorial de
E[Q LE; F)) (resp. Eym[Q; L(*E; F)))

¢, se F for uma dlgebra de Banach, ¢ imediato
verificar, usando a Proposicao 1.2.1 (com p = ¢ = 0), que EmQ F) = Em[Q L(°E; F))
(resp. N[2; F]) é uma I{- subdlgebra (resp. um 1deal) de gl F) (resp. Epr[Q2; F]). Desta
forma fica justificada a definiciio seguinte.

Definigao 1.2.2 : Dado k € IN

» O espago vetorial das funcées generalizadas em ) a

valores em L(*E; F) é o I{— espaco vetorial quociente

EmSy L(YE; F))
OB = 0 20
Se F for uma algebra de Banach, G(Q; F) = G L(°E; F

)) é uma IK — algebra. Uma

fungao generalizada em Q o valores em, L*E; F)é qualquer elemento de oY% £(5 By FY).

No que se segue indicamos com B¢

,r & aplicacio quociente de Em; L(YE; F)) sobre
Gl LOE; F)) -

Og,r:u€ EmIGLOE; F)) o +N LR ) € Gl L E; F)).

No caso k = 0 escrevemos Oq p = 09 p-

A definigao de G(Q; F) é intrinseca pois s6 depende das estruturas dos espacos E e

F.

Proposicao 1.2.3 : Para cada p,q € IN sio validas as

(I) Sewue Em[Q; F) (resp. u e N(Q; F)
N[ L(PE; F)));

afirmacoes seguintes.

), entao u(P) ¢ EMIQ L(PE; F)) (vesp. u® €

(II) Se F for uma algebra de Banach, u ¢ Em[Q; L(PE: Fleve EmQ LUE: i F)] (resp-

v E NI LOE; F))), entio uv € EMIG LOHE; F)] (resp. up N L(rtE; F))).

10



Prova : O item (II) segue dirctamente usando a Proposigao 1.2.1. Para ver a afirmacao

(I), sejam k € N e (¢,7) €10,1] x §2. Como ['u(”)](k) = R o [uMP(e,a) €

L(*E; L(?E; F)) da relagao [1.2.3] segue
PO ol = PP D

O que junto com a moderagao (resp. a nulidade) de u implica a moderacao (resp. a

nulidade) de ulP).

A condicao (IT) da proposi¢ao anterior justifica a definigao seguinte.

Definicao 1.2.4 : Suponhamos que F seja uma algebra de Banach. Dados p,q¢ €

N,f e GQ;L(PE;F))eg€ g(Q;L(’lE;F)) definimos a funcao fg € G(Q; L(PHE; F))
[2; L(PTYE; F)] (dada por [1.2.2]), onde fe ¢ sao

como sendo a classe da fungéo f§ € Em

representantes quaisquer de f e ¢, respectivamente.

No lema seguinte damos condigoes necessarias e uma condigao suficiente para a

nulidade de elementos de E[$2; F s

Lema 1.2.5 : (I) Seja u € E[Q;F] tal que, para cada K CC 2, existem 7 €]0,1] e um

a],)el't(,) ‘/’ com I\' (% V C gz el = 0 em ]O,T][X‘/. Ent{io , U € N[Q, F] S(" dim E & +OO.,

para ter u € N[Q; F] ¢ suficiente que , para cada aberto nao vazio V, com V e gL

exista 1 €]0,1] de modo que u = 0 em 10,n[xV;
(II) Toda u € N[Q; F)] satisfaz as seguintes propriedades.

(a) Sepe N e K CC £, entao u®(e,) 20,6 0, em It

(b) Para cada K CC 9, existem €' > 0en€l0,1] satisfazendo

s11pr€]\-l'u.(5,:1')| <C, (0 < e <m),

(¢) No caso E = R" ¢ F = KK, temos u(e,) — 0, quando € — 0%, em D'(Q); isto € ,

lim, g+ < u(é, D, >= lim, —o+ / “(51-’1')99(3')(151' =0, (¢ € D(12)).
2

11



Prova : A afirmacao (1) é clara. Para a verificagao da afirmacao (II) basta observar que,

pela definicao de V[Q; Fl,dados ' cc Q¢ P € N, existen C > 0 ¢ 1 € ]0,1] verificando
S“l’;-el\'l“(l’)(fa"")lp < Ce, (0 <e<y).

=
P < S 3 = L) X . . 3 Q1Y ¢c
A proposigao seguinte nos permite identificar C*(Q; F) com um suby spaco d

G(§); F') e podemos escrever C®(Q; F) C g(Q; F).

Proposicao 1.2.6 : Para cada p e IN, a aplicacao linear injetora

FE€C®(YGLEPE;F)) — f € £y L(PE: F)),

onde f : (e,2) € 10,1] x Q f(z) € L(PE; F), define um IK—homomorfismo injetivo

natural de espacos vetoriais

Jor: f€C®(GLOEF))— f NG LOE F)) € G0, £(7E; ),

Se F for uma algebra de Banach, a aplicacio nF & jg’”, o e (67 y o G(; F) é um

homomorfismo de algebras .

Prova : Ver [A] (Proposicao 2.3.4).

Neste trabalho, em virtude do resultado anterior, ngo faremos nenhuma distingao

entre f, f e ga r(f),(f € C=(Q; F)).
Fungées Generalizadas Localmente Limitadas

Definigao 1.2.7 : (a) Uma funcéo de E[Q; F)

é chamada localmente limitada em ) se
ela satisfaz a condi¢ao (b) do Lema 1.2.5(11)

;
(b) Uma funcio generalizada ¢é chamada localmente limitada se ela possui um represen-
tante localmente limitado;

12



(¢) Denotamos com fu,[Q; F] (resp. EM,(b[Q§ F],Nﬂb[ﬂ; F]) o conjunto de todos os cle-
mentos de £[§2; F) (vesp. Ear[$Y F), N[§; F]) localmente limitados en §2.

E claro que Eg[§2; F] ¢ um subespago vetorial (resp. uma subalgebra, se F for uma
dlgebra de Banach) de E[Q; F) e que N [2; F] = N[ F.

Indicamos com Gep($2; F) o quociente do espago vetorial Enr.e[2; F) por N[Q; FY;

1sto ¢
Ent.on[SY; F)
Go(SY; F) = TN ]

Se F for uma dlgebra de Banach, Gey(§2; F) é uma algebra.

Lema 1.2.8 : (I) Se f € Gu(§2; F), todo representante de f ¢é localmente limitado em

&
(IT) Existe um IK-homomorfismo injetivo de :

(a) C=(; F) em Geo(§Y F) (b) Gen($2; F) em G(§; F).
Prova : As afirmacoes (I) e (II)(a) sdo claras. Por outro lado, a incluséo de Epy,[S2; F)
em £y[€; F] determina um tnico homomorfismo injetivo de G (2; F') em G(§2; F') tor-

nando comutativo o diagrama

Evm ol F] — Ens 8 F]
! !

Ges( F) —-->G(8 F)

Em virtude da condigao (II) do lema anterior podemos escrever

C® (% F) C Gu( F) C G F),

em consequéncia Gep(§2; F) ¢ o conjunto das fungoes generalizadas localmente limitadas
s ) ) ) B

em §).

13



Derivada Intrinseca de Fung¢oes Generalizadas.
Dado p € IN, a Proposocio 1.2.3 mostra que a aplicacio [1.2.1] induz wma tnica
aplicacao IK-lincar de G(Q; F) em G(Q; L(PE; F)), que ainda denotamos com d”, tor-

nando comutativo o diagrama

el F] L £y L E; F))

[1.2.4] 1 Oq p L Og p

dl

G F) "5 G L("E; F))

o que justifica a defini¢iao seguinte.

Definigao 1.2.9: Dadop € N, para cada f € G(; F), o elemento d’f € G(Q; L(PE; F)),

denotado também por f) ¢ chamado derivada de ordem p de f.

A definigao anterior significa que se f é um representante de f € G(§; F) entao

pelo diagrama [1.2.4], ) = d"(Oqg p(f)) = (-)?Z‘F(ﬂ”)); 150 é |

P = ) 4 N, £ E; 7).

A derivada f(") de uma fun¢ao generalizada f e G F)

coincide com o conceito
4891 (). «lt L 5 ~ ~ ‘
classico quando feC>(;F ); 1sto é | a derivacio de funcoes generalizadas ¢ compativel

. N q4n o o0 . . : S :
com a mclusao C'*(Q; F)cg(Q; F). Mais precisamente vale o resultado seguinte.

Proposigao 1.2.10 : Dado p € IN, o diagrama seguinte ¢ comutativo.

1 OO p
CoR(Qlry 2 C®( L(PE; F))
Lia,r Lo
(’)
G F) S G5 L(°E; F))
Prova : Ver [A] (Proposicio 2.34)
E valida a formula de

Leibnitz para funcoes generalizadas.
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Proposicao 1.2.11 : Suponhamos que F scja uma algebra de Banach. Para cada

p € IN" ¢ valida

(fo) = 2,,: (’) gP =9 (f,g € G4 F)),

(
q=0 1

onde o produto em cada parcela é 10 sentido da Defini¢ao 1.2.4.

Prova : Segue usando a Proposicao 1.2.1 ¢ o diagrama [1.2.4].

Restricao de Fungoes Generalizadas a Abertos Menores

Dados U e V dois abertos de E tais que ¢ + U C V, para cada p € IN, temos uma

aplicacio de restrigao (um IK-homomorfismo)
P uE EV;LPE; F)| = u ho,jxu € E[UL("E; F)

verificando a condigao jY,”’(X[V;ﬁ(”E;F)]) C X[U;E(”E;F)], para X = Eum,N.

s V,p ] :
Em consequéncia, existe um dnico IK-homomorfismo Jy;" de G(V;L(PE;F)) em

G(U; L(?E; F)) tornando comutativo o diagrama

Vip
] )
en[Vi LOE; F)] == Em[Us LB F))
1OV p LOyr
Vip

J
G(V; L(PE; F)) -2-> G(U; L(PE; F))

TR / Vo . ! . Vo._
Se F for uma algebra de Banach, as aplicagoes ](‘, =1y E[V;F) = E[U;F) e J =

fismos de dlgebras.

‘]l‘//’O :G(V; F) — G(U; F) sao homomo!

Deﬁnigﬁo 1.2.12 : Sejam U e V dois abertos de E tais que ¢ # U C V. Para cada

PE€ Necada f € G(V'E(”E§F)), o elemento J(‘//’p(f) € G(U;L(PE; F)) ¢ chamado

restricio de fal e é denotado por flu-
Em todo o que se seque, para f,g € G(V; F), a cxpressao f=gem G(U; F) significa

Flu=g lu .



Proposigao 1.2.13 : Scjam U e V abertos de E tajs que ¢ # U C V. Entio , para cada

€ IN, o diagrama

gV Fy &, G(V;L("E; F))

, Vip
L Ly
r
G(U; F) 5 GU; £("E; F))
¢ comutativo; isto ¢, (1) lo= (1 [v)®, para cada f € G(V; F).

Prova : Ver [A] (Proposicio 2.4.2).

Proposigao 1.2.14: Sejam (£2i)ier uma familia de abertos nao vazios de E cuja reuniao

¢ Qeseja feg F) tal que f =0 em G(Q; F), (i € I). Entéo | f=0em G(Q; F).
Prova : Ver [A] (Teorema 2.4.3) ou [A-B] (2.3.2).
|
Seja f € G(Q; F). Se (Q)icr & a familia de todos os
que f = 0 em G(Qi; F), pela Propssicio 1.2

abertos nio vazios de €2 tais

14, resulta que f=0em G(V; F), onde

| — Ui/ é 0 maior aberto de © onde f se anula. O conjunto Q \ V ¢ chamado

suporte de f e é indicado pela notacio supp( f).

Funcoes Generalizadas com Valores Num Espago Produto

Sejam Fy,... F, espagos de Banach e consideremos o produto F) x .. . x F,, munido

da norma euclidiana, como em 1.1

Proposicao 1.2.15 : Dadas u,v € E[Q; Fy x. .. % Fil

hly SO0 00 == Ui, o o Al ). 1 u, v,

sao vélidas as afirmacoes seguintes

(I) veX[F x.. . x Fy) se e 56 se u; e X[Q; R

1<i<m X =&,Em,N;
(I11) u—veNQF x ... X Fo )

s€ e 80 se u; — v; € N[ F), 1 << m.
Prova : Sejam p ¢ IN ¢ (e, ) €]0, 1] x Q. Como

u® (e, T) = (ugp)(s, ). & u(")(e, T))

‘m
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(onde L(PE; Fyx...xFm)é identificado com o produto dos espacos LirE, )1 <4 £m)
sao validas as seguintes condigoes

[u (e, 2)|2 < }: |u(p) (e, ) Iu(’) Zllp & |11'(p)(€s-7‘)|,n(1 <1< m).
Usando essas desigualdades segue a afirmacao (1), para X = En, N. A assercao (IT) segue

de (I).

A proposi¢ao anterior nos permite dar a definicao seguinte.

Definigao 1.2.16 : Dadas fi € G F),1<1=m, definimos a funcao (fi,...,fm) €

G Fy x...x Fy) como sendo

P o ) e (Frveeor Fr) + NI Fr X oo X F,

onde (fy,..., fm): (e,2) €]0,1] X Q s (File 2 -- L fmle,x)) €y X X e fi ¢ um

representante qualquer de fi.

Caracterizacao de Fungoes Generalizadas em Termos de Derivadas Parciais

no Caso £ =IR".
A definicio de G(; F) (Ver Definicao 1.2.2)

¢ intrinseca e, na pratica, nao ¢ muito

manejavel. Daremos uma caracterizacao das fungoes moderadas e nulas em termos das

derivadas parciais. Para tanto o resultado seguinte € util.

Proposicao 1.2.17 (Cfr. [D], (8.12.7)): Sejam U um aberto de K® e f € C*(U; F).

Entio , para p = 1,...,k, temos
n

(12171) f(l’( ) (h]’ i 9’1’]’): Z h‘1]1h2]'2"'hP]]l

J1yeeesdp=1

D, D,,...D,;, f(z) € F,

para cada x € U e hy = (111‘1,-.-,111'1,) e K", (1<:<p) onde Dy 1= 0/0xy, (1 < k <

n).
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Proposigao 1.2.13 : Scjam U ¢ V abertos de E tais que ¢ # U C V. Entao , para cada

p € IN, o diagrama y
G(ViF) — G(V;L("E; F))

” Vp
| Jz‘/ LI
Coar ,
G(U;F) < G(U; L("E; F))
¢ comutativo; isto é, f0) |= (f [0)?) para cada € G(V; F).

Prova : Ver [A] (Proposigio 2.4.2).

Proposigao 1.2.14: Sejam (§2)ier uma familia de abertos nao vazios de E cuja reuniao

é Qeseja fegGe, F) tal que f =0 em G(Q; F), (3 € I). Entdo , f = 0 em G(Q; F).
Prova : Ver [A] (Teorema 2.4.3) ou [A-B] (2.3.2).

.

Seja f € G4 F). Se (£i)ier é a familia de todos os

que f = () em G(Qi; F), pela Propssicao 1.2
|14

abertos nao vazios de §) tais

.14, resulta que f = 0 em G(V; F), onde

= UiesQ é o maior aberto de onde f se anula. O conjunto  \ V é chamado

suporte de f e é indicado pela notacéo supp( f).

Funcoes Generalizadas com Valores Num Espago Produto

Sejam F, . .. s Fon espacos de Banach e consideremos o produto F| x .. . x F,, munido

da norma euclidiana, como em 1.1,

Proposicao 1.2.15 . Dadas u,v € EFix... % F..], com w = (wy,...,w,,),w = u,v,

sao vdlidas as afirmacoes seguintes

(I) veX[QF x... x Fn] se e s6seu; e X[ F),1 < SmX =8 Ey N
(IT) u—v EN[GF x ... X Fy,] se e s6 se Ui — v; E./\f[Q;F}],l <3

Prova : Scjam p e IN ¢ (e,2) €]o, 1] X . Como

U(]))(E, .’17) == (ng)(fa 'T)v S G ug}l;)(

39

m
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(onde L(PE; Fyx...xFy)é identificado com o produto dos espacos L(PE; F;),1 <1 <m)
sao validas as scguintes condigoes

m

[ulP (e, x)|2 < Z |u$")(e,n~)i e qul’)(e,m)h, < [uP(e, 2)|p, (1 <7 < m).
1=1

ao (1), para X = Er, N. A assercao (IT) segue

Usando essas desigualdades segue a afirmag

de (I).

A proposi¢ao anterior nos permite dar a definicao seguinte.

Defini¢ao 1.2.16 : Dadas fi € G, Fi),1 <1<m, definimos a funcdo (f1,...,fm) €

G Fy x ... x Fy,) como sendo
(fl,---’fm) = (.flv"vﬁ") +'A[[Q;F1 XX Fm]v

onde (ﬁ’ L ’fm) (e, z) €)0,1] X Q— (ﬁ(»g,m), g 5 ,ﬁn(e,ar)) & B e Xy 8 f, ¢ um

representante qualquer de fi.

Caracterizagao de Fungoes Generalizadas em Termos de Derivadas Parciais

no Caso £ =1IR".
A definicio de G(; F) (

Ver Definicao 1.2.2) ¢ intrinseca e, na pratica, nao € muito

manejavel. Daremos uma caracterizagao das fungoes moderadas e nulas em termos das

derivadas parciais. Para tanto o resultado seguinte € util.

Proposigao 1.2.17 (Cfr. (D], (8.12.7)): Sejam U um aberto de IK" e f € T Y.

Entio S Pars p= 1oy k, temos
n

(12171) f(p)(.T)'(h],~--,hp) = Z I'I,]thgh "'h’P]p

]1,~~-.]1):1

D, D,,...-Dyf(z) €F,

Para cadaz € U e h; = (/1,‘1,...,/1,*,,) e K* (1< 1 <p) onde Dy := O/D.I'k,(l <k<

n).
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A n / n o st i ara
Sejam (¢j)i1<j<n a base canénica de IR » & = (O, 00 p000) € IN® & p |a]. Pare

, . , nap 5
facilitar os cdleulos consideremos [e{ 8 Jyo oo s 8 ovg ) ERIR )7, ondc
nNG. 4
e(a;) = (e;, - cei) € (MM, (1<5< n).
Como consequéncia da proposi¢ao precedente obtemos uma formula importante.

Corolario 1.2.18 : Se f ¢ ck(; F), para cada o € IN", com P = |a| <k, temos

(1.2.18.1) f(”)(a') - (e(ay),... ye(an)) = 0%f(z) € F, (z € Q).

Dado o € IN" consideremos a aplicagao IK-linear
0% u € E[ F] - 0% € £(Q; F,

onde 0% : (g,2) €]0,1] x Q %u(e, ) == [0%ule, ))(2) € F.
Para comodidade do leitor demonstraremos a Proposicao seguinte. A prova, esseln-

cialmente é a mesma apresentada em [A]

((2.1.5)).

(Proposicao 2.2.1 ¢ Proposigao 7.1.4) e [A-B]

Proposicao 1.2.19 : Para cada u € £[Q; F] sio validas as assergoes seguintes.

(I) u e Ep[S; F] se e s6 se, para cada K CCQecadaac IN", existem N ¢ IN,C >0
e 1 €]0,1] satisfazendo

SUP, e e [0%u(e, z)| < Ce~¥, (0<e <.

(I1) w € N[Q; F] se e s6 se, para cada K CC Q e cada P,q € IN, existem C' > ) ¢ n €0,1]

satisfazendo

SUP, e [0%u(e, z)| < Cel, O<ec< n).

Prova : No caso (I) o argumento ¢ o mesmo usado para demonstray (1)

. Supondo que
u € Ep[SY; ), sejam I CCQaecN"e

P = |a|. Existem entao N ¢ IN,C>0e n €]0, 1]

satisfazendo a condicao

SUI)IE]\-l'tL(p)(E,.’IT)IP % G (0<e <y,

18



Da férmula (1.2.18.1) segue [0%u] < [u®], em ]0,1] x €1, 0 que junto com a condicao
anterior implica a designaldade em (I). Para verificar a reciproca sejam ' CC Lepe N

Da férmula (1.2.18.2) segue

n

[utP|, < Z |Dj, .. Djpul, em 10,1] x €.

achar N € N, C > 0 ¢ 5 €]0,1] de modo que

Usando a condicio necessaria podemos
, _N s
S“l’;-el\'|0““(5»-”’)l <Ce ", (0 <e <, lal=p)

‘ ili S sio coincidentes, das desigual-
Como as familias (0°)jal=p © (Dfl’""DJP)lgjl,...,jpgn a , de gu

dades acima segue

) ) .—N
sul)l.el\-\u(’)(e,m)l,, £nfe " s (0 <e<n)

- - . n epin gt e
E claro que 0% (X [$; F)) c X[$ F), para X = £, N e a € N", 0 que por passagem

ao quociente determina uma aplicacao I{-linear de G(§; F) em G(§4; F ), ainda denotado

por 0%, o que justifica a definicio seguinte.

Definigao 1.2.20 : Dados a € IN" e f € G(§; F), chama-se derivada parcial de ordem

a de f o elemento 9°f em G(§); F).

A defini¢ao anterior significa que

oo f = 0°f + NI Fl,

onde f é um representante qualquer de 8

s 17 ¢ - T B XL > NSO
A proposicio seguinte fornece exemplos de funcoes gener alizadas em IR" a valores

em F' = JK.
Pl‘Oposigfio 1.2.21 : Dada £ € D(IR™), a funcao moderada
n ° B R T .
(1.2.21.1) B : (6, 7) €]0,1] x R" = Be(e,x) =€ "E(e7 z) €K
19



verifica as seguintes propriedades.
(1) Se &(0) # 0, entao lgf(c‘,())l —+ 400, para e — 0. ¢ b¢ ¢ NIR";

5 n 8ol e bkt o ;:
(2) Se supp(€) C By(0), temos o¢ € NIIR"\{0}] ¢ b¢(e,) = 0, parae — 0
IR"\{0}.

€111

b

Em consequéncia, a classe b¢ de },\6 em G(R™) satisfaz:
(3) Se £(0) #£ 0, entao O¢ £0e ¢ ¢ Geop(IR™):
(4) Se supp(§) C By(0), entio b¢ = 0 em G(R™\{0});

(5) Se €(0) # 0 ¢ supp(€) C B,(0), temos supp(é¢ ) = {0}.

Prova : A afirmagio (1) é clara (Ver Lema 1.2.5 (IL)(a)). Seja V um aberto nio vazio

tal que V cC IR™\{0}. Se d := dis(0, V), escolhendo 1 €]0,1]N]0, d], temos B (0}nV =

0,(0 < e < 7), e portanto gf = 0 em ]0,9[xV. Do Lema 1.2.5 segue a afirmacao (2).

|
1.3 = O Processo de Associagao

. . . o n
Consideremos, nesta parte preliminar, os casos £ — RouE=R’ouE=R"e

F = IK; a dlgebra de fungoes generalizadas G(Q);ea subalgebra G, ( ) (4lgebras conforme

citadas na mntroducio deste capitulo). A relacio de assoclacao em G(Q2) e os resultados

que a envolvem, pela sua unportancia nas aplicacoes a problemas nio lineares, pode ser

considerada o coragao da teoria de Colombeau. Por esta razao e para comodjdade do

leitor | antes de apresentar o formalismo correspondente no caso gs('Q), vamos mostrar

0s problemas que motivaram sua origem . Nesta Parte introdutéria seguimos bem de

perto a segao 6.0 de [A] e as secoes 1-3 de [C4).

. Produto de Distribuigées em Fisica. Em muitas teorias fisicas, aparecem natural-

mente produtos de distribuicées (Teoria quantica de campos, Plasmas  Termodinamica,

Acustica , Elasticidade e Elastoplasticidade , Dindmica dog meios viscosos, ete. Para

referencias sobre estes assuntos ver [A] ou [C4])

. Em teoria das distribuicoes | a fungao

classica de Heaviside Y ¢ a fun¢ao de uma variavel rea] 1gual a () (resp. 1) se 2 < 0 (resp-
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& > 0), scu valor em 0 nao ¢ especificado. A fungao de Dirac é representa uma massa +1

concentrada na origem. Ao menos € mecanica dos meios continuos, parece claro que

estes dois objetos matematicos representam uma idealizacio de fendomenos mais finos,

em parte ignorados. Assim, uma onda de choque ¢ matematicamente representada por

uma funcao descontinua (construida a partir de Y), mas ¢ sabido que o choque tem,

na realidade, uma certa espessura (muito pequena mas rigorosamente nao nula, da or-

dem 107% m para os bangs supersonicos no ar, 1nas condigoes usuais).E desprezando esta

espessura que se representa uma onda de choque por uma funcao descontinua como a

funcio de Heaviside. Em muitos casos, esta representagao de variacoes muito bruscas

de grandezas fisicas por fungoes descontinuas ¢ adequada, no sentido de que conduzem

a formulas nao ambiguas (por exemplo, as féormulas de Rankine-Hugoniot ). Isto é cor-

roborado mateméticamente pelo fato de que 0s cileulos correspondentes tem sentido na

teoria das distribuicoes . Mas esta representagao matematica pode fazer aparecer pro-

dutos de distribuicdes , por exemplo o produto Y'é, que nao tem sentido na teoria das

distribuicoes . Os fisicos se limitam entdo a cdlculos formais (feitos por analogia como

os calculos usuais), nio definidos matematicamente; para fisicos e engenheiros, o grande
entemente a resultados absurdos ou

inconveniente destes “calculos” é que levam frequ

ambiguos.

- Perigos dos Calculos Formais Envolvendo Multiplicagao de Distribuigoes .

Indiquemos com Cy(IR) o conjunto das fungdes ¢ de IR em 1H; T gRe ERiin.R
nuaem IR\ A e ¢ tenha uma descontinuidade de

parte finita A de IR tal que ¢ seja conti

Primeira espécie em cada ponto de A.

1] Pela definicao de Y ( considerada como clemento da algebra C s(IR)), temos Y2=Y
e Y% = Y. Derivando estas igualdades resulta Y' = 9YY' e Y' = 3Y?Y'. Da primeira
identidade vem YY' = 1Y’ e, portanto, multiplicando-a por Y, temos B = EX
2YY' = 2Y', o que ¢é absurdo

g o R
donde, usando a segunda identidade anterior, SCgU€ ¥'=3

Pois Y = § #£ 0 (Ver também Corolario 3.1.12).



(1] A equacio diferencial parcial nao linear
[1.3.1] thy Wity = 0

i ' 5 N ) L
nao admite em G, (IR ;IR) soluciao na forma de onda de choque do tipo (Ver Definicao

3.2.8)
[1.3.2] u(z,t) = AH(a — ct) + b, A =g — i 0<a<beelR.

A prova dessa afirmacéio depende das propriedades da assoc1agao , que serd introduzida

na Definicao 1.3.10; nos limitaremos entao a mostrar a ideia da mesma (Ver Proposigao

3.2.10). Levando [1.3.2] em [1.3.1] obtemos (Ver Proposicao 3.2.10 (I);)

[J1] ¢ = 1(a+0d).
Multiplicando [1.3.1] por u resulta

[L8.3)] (%212)

<

1
¢ + (gusy)l. = uuy + uly, = 0,

e ¢ claro que, se [1.3.2] ¢ uma solugao de [1.3.1], entao o é tamhbém de [1.3.3]. Levando

[1.3.2] em [1.3.3] obtemos (Ver Proposicio 3.2.10(1),)

2 a2 2
[']2} C::a +Gb+b
3 a+b

’

Vemos entio que, se [1.3.2] ¢ solucgao de [1.3.1] =18 & que & absurde, T

» Valem [J;]

Importante ente 1 s pstas rosiilts .
nportante entender bepy que estes resultados absurdos nio SA0 casos isolados. exibidos a
. s, :
titulo de curiosidade o para defender o ponto de vista de que og fisicos devem respeitar
0 Tigor matemdt; real 4 A
g ematico, mas na realidade ¢ o fenémeno geral ao qual nog expomos calculando
- < . all :

formalmente com multiplicacio de distribuigées

. Os C4 :
Os Cilculos Precedentes do Ponto de Vista da Associagéo Os calculos
. . Ci , »
em [I] e [II] mostram du€ na teoria de Colombeay ¢ mevitdvel e fund umental a cisio
ave amental a cisé
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da igualdade clssica em dois conceitos: um deles é a igualdade (absoluta) de fungoes

generalizadas, o outro é um conceito mais fraco indicado por =~ chamado associagao .

Esta relacio de associagao ¢ uma relacao de equivaléncia sobre G(2) compativel com sua

estrutura de IK-espaco vetorial, que induz sobre D'(§2) a igualdade, é coerente com a
derivagio (i.é., se f € G(2),a € IN" e f ~ 0, entao 0°f =~ 0). O fato fundamental é que

a associacao nao € coerente com a multiplicagao :

[1.3.4] Se f,g,h € G efryg néo implica fh = gh.

[11]. Se fosse Y2=Y eY? =Y em G(IR), como os

Retomemos agora os calculos de [I] e

calculos de [I] sao corretos (pois a igualdade em G(IR) é coerente com a multiplicagao )

chegariamos a um absurdo. Na realidade, em G(R) nao temos Y2 =Y nem Y:=Y

mas apenas Y2 ~ Y e Y3 ~ Y. Portanto, por derivacio vem 2YY' = Y' e Y m Y

mas, por [1.3.4], nao é licito multiplicar nenhuma destas relagoes por Y conservando

a associacio : de fato 2Y?Y' nao & associado a YY' . O mesmo tipo de problema

acontece com [II]. A equagao [1.3.1] (igualdade em gs(IRZ;IR)) nao pode ter solugao da

forma [1.3.2] pois os célculos sio corretos e levam a uma contradi¢do . E a “equagao de

associagao
[1.3.5] Uy + Uty F 0

que tem soluco do tipo (1.3.2] se valer [J1] (Ver Proposigao 3.1.10 (II)). E importante
ainda notar que nao podemos chegar a uma contradicao do tipo da existente entre [J4] e

-~ . . 2 o
(2] pois, por [1.3.4], a rela¢ao [1.3.5] nao implica uuy + u Uz = 0.

Importancia do Conceito de Associagao nas Aplicagoes e no Desenvolvi-
mento da Teoria de Colombeau. Para completar as informagoes que mostram a
Importancia da associagao vamos acrescentar as observacoes precedentes, alguns fatos
fundamentais da Fisica-Matematica classica e da teoria de Colombeau. Comecemos lem-

brando que classicamente se diz que (1.3.2] ¢ uma solugdo fraca de [1.3.1], e 0 expressamos
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2
(lh) " 1 2 i B . ! ‘
com a notagao uy 4+ uu, =0, se e s6 se < uy + (3u%)z,0 >= 0, para cada ¢ € D(R?) ,
onde u? ¢ o quadrado de [1.3.2] em C¢(IR). Vamos resumir entio estes fatos fundamentais

(gerais mas ilustrados com [1.3.1]) no que se segue.

Fato da Fisica—Matemadtica Classica : (F) é um fenémeno fisico cujo comporta-
mento ¢ governado pela equacio [1.3.1] e, por argumentos fisicos, Intuigao ou experiéncia
em laboratério, os fisicos sabem que [1.3.1] admite uma solugao na forma de onda de

choque do tipo [1.3.2] se e s6 se se verifica [J1].

Fatos da Teoria de Colombeau: (i) A equacio [1.3.1]) ndo admite solugoes do tipo

[1.3.2] (Ver [I]); (ii) a equagao correspondente com associa¢ao (portanto em G.(R* IR)),

[1.3.5], admite uma, solugdo do tipo [1.3.2] se e s6 se verifica [J1], e est4 de acordo com:

- . 5n o3 (w) . =
(a) a Fisica-Matemdtica, classica, segundo a qual u, + ut, =0 admite uma solugao do

tipo [1.3.2] se e 56 se vale [71] (Condigao de Rankine — Hugoniot)

)

(B) a intuicéo | argumentos (ou resultados experimentais) dos fisicos.

Conclusao : Em G, a traducio matemética correta do fenémeno (F) € [1.3.5] e ndo

[1.3.1]. A condi¢do de Rankine Hugoniot (i.é . [71]) mostra que a Fisica-Matematica

classica também chega & resposta correta o que leva naturalmente 3 seguinte questao :ndo

€ possivel resolyer problemas nao lineares de ezisténcia de ondas de choque usando apenas

@ matemdtica cldssica sem, necessidade de G2 A resposta ¢ nio |, nio se podem resolver

estes problemas fora dos sistemas de lei de conservagao do tipo u, = [f(u)],. Um exemplo
simples é o sistema Ue + Uty = gg

Ut + U0, = u,, em que o termo uo, torna impossivel

a solucao do problema com og métodos cléssicos. A teoria de Colombeay propoe de fato,

quando confrontadas a problemas envolvendo multiplicacio de distribuicoes (e somente
neste tipo de problemas, pois onde a teoria das distribuicoes convém nao é necessario

usar a igualdade em G; ¢ de fato a associado que usamog €Oml a notagao classica =, pois

sobre D' a igualdade coincide com
(
(
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Pressar os fenomenog considerados.



Para concluir esta parte introdutéria lembremos que o conceito de associagao em
G(2) é normalmente dado usando a integragao de funcgoes generalizadas de suporte com-
pacto e a associado em IK. Nao sera feito isso aqui. Para introduzir a nogao de associagao

em G,(Q) usaremos uma propriedade equivalente & defini¢ao que usualmente ¢ dada.

Os Vetores Generalizados

Indicamos com Ep(F) o conjunto de todas as funcoes p de ]0,1] em F' tais que

existem N e IN,C >0enc€ 10, 1] verificando a condigao

lu(e)| < Ce™, (0 <e<nm)

Denotamos com N (F) o conjunto de todas as funcoes p de ]0,1] em F tais que, para

cada ¢ € IN, existem C > 0 e 1 €]0, 1] (dependendo de ¢) satisfazendo
lu(e)] < Ce?, (0<e<n).

Os elementos de Ey(F) (vesp. N(F)) sao chamados elementos moderados (resp. ele-

mentos nulos) em F'.
En(F) (resp. N(F)) é um K- subespaco vetorial de FIoU (resp. Ep(F)). Se F for

¢ uma IK— subalgebra (resp. um ideal) de

uma 4lgebra de Banach, Em (F) (resp. N(F))
Flo1) (resp. Em(F)).

Definicao 1.3.1 : O espago vetorial dos vetores generalizados é definido como sendo o

IK- espaco vetorial quociente

—  Eu(F)
s ’
N(F)

F é uma IK-dlgebra. Se F' = K, a 4lgebra IK é chamada

Se F for uma algebra de Banach,
a [K-4lgebra dos nimeros _(}cn.(:'ra,liza,dos ’

No que se segue indicamos conl or a aplicagao quociente de Em(F) sobre F :

0‘1:':/I'EEM(F)H/I‘-FN(F)EF.

Do
(B2



A aplicacio linear injetora
yeEF - yeéy(F)
onde y : € €]0,1] — y € F, define um IK-homomorfismo Injetivo de espacos vetoriais
ir:y€EF -+ N(F)eF.
Se F' for uma algebra de Banach, a aplicacao iy é um homomorfismo de algebras. Em
virtude dessa observagio podemos identificar F com um subespaco de F.

Lema 1.3.2 : Para cada ¢ € Q séio validas as afirmagoes seguintes.
(I) Se u € En[Q; F) (resp. u € N[Q; F)), entao u(, ) € Ep(F) (resp. u(-,z) € N(F));
(II) Se u,v € Ey[Q; Fleu—v e N[Q; F), entio u(z) —v(-,z) € N(F).

Prova : E clara.

Em virtude do lema anterior podemos dar a defini¢ao seguinte.

Definigio 1.8.3 t Dadez Elefe G(Q; F),
fz), é

0 valor de f no ponto z, denotado com

~ —_—

f(z) = f(.,z) +N(F)eF

b

onde fé um representante qualquer de f.

A proposicio seguinte mostra que o valor f(z)

€Fde fe C(Q; F), considerado

como elemento de G((); F ), “coincide” com o valor cléssico f (z)

€ F. Consideremos 0s
seguintes homomorfismos

Vz:fECOO(Q;F)Hf(z‘)EF e Dz:feg(Q;F)Hf(a:)eF, (z € Q).

Proposicao 1.3.4 . Para cada z ¢ 2, o diagrama seguinte é comutative

CoQF) 2L g, F)
lv, %7

x

A o



Prova : Ver [A] (Proposigao 3.2.2).

n
Para o estudo de equagdes diferenciais precisamos do conceito de “constante

generalizada” cuja definigao se apoia no lema seguinte.

Lema 1.3.5 : Considerando a aplicagao
R:pe€ FI°YU s R, € E[Q; FY,

onde I ¥ (e m) €]0,1] x Q w(e) € F, sao validas as afirmacoes seguintes.
(I) Se u € Ep(F) (resp. p € N(F)), entao R, € Em [Q; F] (resp. Ry € N F);
(IT) Existe um tnico homomorfismo injetivo R de F em G(Q; F) tornando comutativo o
diagrama seguinte
En(F) = Em[F)
lor 1 Oq,F

F o Fso@p).
Prova : Ver [A] (Lema 3.2.8).

1 Im(R)

O Lema 1.3.5 mostra que F' se identifica naturalmente ao subespago vetoria

de G(Q; F).

Definigao 1.3.6 : Chama-se constante generalizada em G(; F) a qualquer elemento

de Im(R).
No que se segue, usando as identificacoes F = ip(F) e F' = R(F), escrevemos

FcFcg(F).

Sendo assim, um elemento z € G(Q; F) ¢ uma constante generalizada se e so se existe

uma fungio pu € Ep(F) tal que

o= Ryt N F] = p+ NP
Pr0p05i§50 1.3.7 : Se z € G(§)y; F) ¢ uma constante generalizada e p € IN*, entao
z(l’) =0

o
I



Prova : Ver [A] (Proposicio S 24T

Primitivas de Fungoes Generalizadas no caso F = IR e I'=1K,

Até o Teorema 1.3.9 T denota um intervalo aberto nao vazio qualquer de IR.

) ’ _ '
Definigao 1.3.8 : Diz-se que F € G(I) é uma primitiva de f € G(I) se F' = ¥
Se F' ¢ uma primitiva de 1, pela Proposicao 1.3.7, F + z é também uma primitiva

de f, para cada constante gencralizada z.

Teorema 1.3.9 (cfr., [A]:Teorema 4.3.3, ou [A-B|: (4.3.2)): Para cada f € G(I) sao

validas as afirmacoes seguintes,

(I) f admite infinitas primitivas em Gg(I)

)
(IT) Duas primitivas quaisquer de f diferem em uma constante generalizada;

(III) Se f' = 0, entiio [ € uma constante generalizada.

A Relacao de Associagio

Até o fim do presente capitulo consideraremos o caso E=R" e F = IK.

Definigao 1.3.10 . Diz-se que uma fungio f e G(f)

¢ associada g zero, o que se indica

pela notacio f~0em G(R), se existe um representante f de f tal que ‘)?(5, ) — 0, para

€= 0%, em D'(Q); isto é,

lim,_ 4+ < f(e, Dy >= lim, 4 / _)?(a,m)c,o(:r)da' =0, (pe D(Q)).
Q

Diz-se que duas fungoes fige G(Q) sdo associadas, e se indjca pela notacio f ~gem

G(Q),se f—ga~0em Gg(fQ).

Proposigao 1.3.11 : Dados f, > ¢ G(Q), z uma constante generalizada, e \ € IK, sio
validas as afirmacoes seguintes.

(I) f%()secsésef(
£

_ - t om f de
€,°) = 0, para ¢ — () » em D(Q), para cada representante f de



II A~ g > = .
(II) 0 se e s6 se z(e) — 0, quando € — 071, para algum (ou equivalentemente, para

cada) representante z de z;

(IIT) 2z ~ X se e s6 se 2(e) — A, parae — 0t, para cada (ou equivalentemente, para
algum) representante 2 de z.
Prova : Usando o Lema 1.2.5 (II)(c) segue (I). Para ver (IT) basta observar que , com

as notacoes do Lema 1.3.5, temos:

limi, i < Rulei g 2= lim, g+ p(€) / o(z)dz,
Q

para cada ¢ € D(§) e para cada representante j de z (Ver Definigao 1.3.6).

O resultado seguinte reune as propriedades primérias do calculo com associagao que

sao fundamentais nas aplicagoes .

Valem as afirmagoes

Teorema 1.3.12 (cfr., [A):Teorema 6.3.2, ou [A-B]: (6.3.1))
seguintes.

(a) Se f,g € G(Q), f=0eg=0, entio f+ g = 0;

(b) Se € C=(Q), f € G(R) e f ~ 0, entdio pf = 0;

(

(

¢)Se feG(),f~0ecakt IN", entao 0°f = 0;
92 -9 e

d) Se f € G(R") e <%L1 ~ 0 em G(IR") entdo , existe d € G(R") tal que 77

n = 1,® é uma constante generalizada.

f~ @ em G(IR"). Em particular, se

Lema 1.3.13 : Sejam f,z em G(§), z uma constante g<‘11(‘,1‘z-11izzi(1a., e ) € IK tais que

f~0ez~ )\ Entio, zf =~ 0em Gg(2).

Prova : Quaisquer que sejam 0s representantes fezdefez, respectivamente, pela

hipétese temos

lim, g+ < 5(e)f(€,"),p >= Alime—ot < fle, )9 >=0, (p € D))



O resultado seguinte serd til, entre outros, para o estudo das equacoes diferenciais

da hidrodinamica no Capitulo 4.

Proposigao 1.3.14 : Scja ¢ uma fungiode Qem IK ¢ f € Ger(Q) (Ver Definigao 1.2.7)

~

tais que f(e, ) — ¢, para ¢ — 0%, q.s. em Q| para algum representante f de f. Entao ,

—~

fle,) = ¢, parae — 0% em D'(2). Em particular, se ¢ ¢ C>™(f), entio f ~ ¢ em
G(%).

Prova : A hipdtese implica f(e, ") k= ¢ |1, parae — 0% em L'(I), para cada

K ccC Q. Ora, sendo f € Gu(R), pelo Lema 1.2.8(I), fixado K cc 2, existem C > 0 e
n €]0,1] satisfazendo

~

Supz'EI\',f(ewT), < C? (0 SE < 77)
Escolhendo ¥ ¢ D(Q) tal que ¥ = ¢ e K, temos entao |f(€,:v)| £ W(z),((e,z) €
]0,n[xK). Sendo ¥ ¢ L'(Q), pel

a hipdtese e pelo teorema da convergencia donominada,

segue a afirmacao acima. F inalmente, dado v € D(Q), para K := supp(y), a observagao

Inicial implica

|<ﬂa»—¢@>|Smmmmﬂao—muu)ﬁ04mmsﬁoﬂ

O que mostra o resultado.

Observar que a condicdo u(e,-) — ¢ € C>(Q), parae — (Ot q.s. em §) , onde

u € €[], ndo é suficiente para que u(e,) — ¢, parae — o+

considerando a funcao ;9\6 dada por (1.2.2

:2.21.1) (onde € € D(IR™), com £(0) # 0 e supp(é) C
B4(0)), pela Proposicio 1221, 35(5,-)

lim, _g+6¢(e, 0) # 0.

» em §2. Por exemplo,

— 0, quando ¢ — 0%, em IR™\{0},

no entanto
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CAPITULO 2

ALGUMAS FUNCOES GENERALIZADAS DE HEAVISIDE

Em continuacio damos as definicoes e consideramos algumas propriedades das

fungoes generalizadas de Dirac e de Heaviside, que serao necessdrias posteriormente.

2.1 — Funcoes Generalizadas de Dirac

. . o ¥ s n . - s
No que se segue indicamos com & a medida de Dirac em IR", no ponto = = 0; 1sto

6,600 € D(R™) — ¢(0) € IK.

Proposicao 2.1.1: Dada £ € D(R"), com £ > 0 e € =1, seja ;‘;5 a funcao dada por

(1.2.21.1). Entdo , gg(e, -) — &, para e — 0F, em D'(IR"); isto &,
(2.1.1.1) lim, o+ /IR" /5\5(6,.’17)(,9({1))(1.’13 = (0), (p € D(R")).
Prova : Fixada ¢ € D(IR"), da definiao de 35 e da hipdtese, segue

(2.1.1.2) |¢(0)—/Ef(s,z)¢(m)dxlS/mé(x)lw(ew)—vw)ldw, (€ €]0,1)),

onde r > 0 é tal que supp(é) C Br(0). Sendo ¢ uniformemente continua, dado o > 0,

existe 1y > 0 tal que |¢(y) — ¢(z)| < o, sempre que ly — x| < no. Em particular, se

1 €]0,1] é tal que 0 < rn < 7o temos lp(ex) — (0)| < 0, para 0<e<nelz| <r,0que

junto com a condigao (2.1.1.2) implica

lp(0) — /gf(a,at)q('at)dﬂ <o, se 0<e<.

A proposigiao anterior motiva a definigao seguinte.
Defini¢ao 2.1.2 : Uma fungao § € G(IR") é chamada fungao generalizada de Dirac em
IR"™ se ela possui um representante 6 tal que 3(6, .) — b, para € — 0, em D'(IR™); isto
¢, & verifica a condigao (2.1.1.1).

. i comae ¢ )
O resultado seguinte segue das proposicocs 1.2.21 e 2.1.1.
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Coroldrio 2.1.3: Dada ¢ € D(IR™) verificando as condigoes
(2.1.3.1) £2>0, £0) >0, supp(§) C B;(0) e /{ =1,

seja 35 € Em[R"] definida por (1.2.21.1). Enthe & & classe o¢ de 6 em G(IR") ¢
uma fungao generalizada de Dirac satisfazendo as condigoes seguintes: be # 0,6 =

0 em G(IR"\{0}) e supp(é¢ ) = {0}.

Notagao : Indicamos com

[2.1.1] ==ER") =E(RK), (n>1),

© conjunto de todos os elementos de D(IR"™) satisfazendo as condigbes (2.1.3.1).

Com essa notagio ¢ claro que 55(6,-) €5 ((5¢ €]0,1) x B), e que 8¢, # bz

para cada 1,6, € Z, com §1(0) # £(0). Em consequéncia, {é, ¢ G(R") | £ € Z} é um

conjunto infinito, onde 3\5 e d¢ sao definidos como no Coroldrio 2.1.3 |
A proposicio seguinte reune algumas propriedades eleyy

nentares das fungoes
generalizadas de Dirac,

Proposigio 2.1.4 - (2) Se § é um representante de uma funcs

~

entao é(e,-) — &, para e — 0%, em D'(R™);
(b) Se 6, e 6, sio duas funcoes generalizadas de Dirac em R" entao 6 ~ 6 em G(R");

(¢) Se 6 é uma funcio generalizada de Dirac em IR", entéo 6 ~ () em G(IR"\{0}) e 6 nao

é associada a zero (e portanto § # 0);

(d) Sejam §, » ¢ G(R"™), § uma fun¢éo de Dirac e

Prova : O item (a) segue usando o Lema 1.2.5 (IT)(c) e a afirmacio (b) é clara.
(¢): Dada ¢ ¢ E, seja 6 a fun¢do de Dirac construida a partiy de ¢ no Coroldrio 2.1.3:

Como 6 ~ & e 6¢ = 0 em Q(Rn\{()}) S€gue que § & () ey Q(IR.”\{()})_ Por outro lado,
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como &y ¢ nao nula, nio podemos ter 6 ~ 0 cem G(IR™).

“~

(d): Scjam Z e é representantes quaisquer de z ¢ 6, respectivamente. Se Z(€)d(e, -) — 0,

quando ¢ — 0%, em D'(IR"), como 6(¢,-) — by, para € — 0%, em D'(IR"), para cada

;]

v € D(IR"), sc tem
0 = lim, o+ < 5(€)8(e, ), p >=< o, > lim._o+Z(e);

donde Z(g) — 0, quando € — 0t. Reciprocamente, se z(e) — 0, para € — 01, usando a

(5)3( Y, >— 0, quando € — 01, (¢ € D(IR™)).

1gualdade anterior, temos < 2z E,
n
Pela proposicao anterior toda funcio generalizada de Dirac ¢ associado a zero em

G(IR"\{0}); mas, nem toda fungio de Dirac se anula em G(IR™\{0}) (Ver Exemplo

2.2.11).

2.2 — Fungodes Generalizadas de Heaviside.

n ’ A . L 1 .
No presente § bem como em 3.2 € no Capitulo 4 indicaremos com Y € L}, (R) a

funcio clssica de Heaviside; isto é , Y (z) = 0 (resp. Y(z) = 1) paraz < 0 (resp. = > 0).

Definicao 2.2.1 : Uma fungao HegGR)eé chamada fung¢ao generalizada de Heaviside

o A~ ~ 5 oy . /
se ela possui um representante H tal que H(e,+) — Y, parae — 0t, em D'(IR); isto ¢

+o00 Foe
lim, o+ H(e,z)p(x)dz = / P(x)de, (P € D(IR)).

J =00

Indicamos com H(R) = H(IR;IK) o conjunto de todas as funcgoes generalizadas de

Heaviside.
la H € H(IR) sao validas as afirmacoes seguintes.

,em D'(IR);

PPOI)OSi(;fio 2.2.2 : (I) Para cac

jualquer de H, entao H(e, ) — Y, para € — 0t

~ 0 em G(IR");

(a) Se H é um representante ¢
’, ., . " !
(b) H' ¢ uma funcio de Dirac e portanto H

(¢) H~0 em G(R*)e H~1em _G(IR:);

(d) Se 2 € G(IR) ¢ uma constante g(‘n(‘ralizadn . zH =~ 0 se e s0 se 2 & 0; e em

consequencia, \H ~ 0 se e sO se )\ =0, para A € I

(IT) Se H, K € H(IR), entao H = K e H' ~ K', em G(IR).
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Prova : (I): Seja H um representante qualquer de H. A afirmacao ( a) ¢ clara.

17 - i - T 71
(b): Usando (a) temos H'(e,-) — ¥ = b0 , quando ¢ — 01, ey D (IR). Sendo H' um
representante de H', H' é uma funcao de Dirac.

(¢): Dada ¢ € D(I ), seja @ € D(IR) a extensio de ¢ a IR, nula fora de IR} . Por (a)

temos

+oo TG

+ oo
lmeor | H(e,o)p(a)ds =lim_or | H(e,2)3(x)de = / o(z)da;
0

0 — 00

donde < H(e, ‘) =1, >= 0, quando ¢ — 0%, 0 que mostra que &~ 1 em G(IRY). Que
H =0 em G(IRY) segue de modo analogo.

(d): Se zH = 0, pelo Teorema 1.3.12(c), zH' ~ 0, e, pela Proposicio 2.1.4(d), z =~ 0.

- snte. ge S ! 1
Reciprocamente, se z a 0, entdo 2H' ~ ( ¢ portanto, pelo Teorema 1.3.12(d), existe

uma constante generalizada z, € G(IR) tal que zH ~ z, em G(IR) e entio 2H ~ z, em

G(IRY). Por outro lado, como H ~ ( em G(IRY), pelo Lema 1.3.13, zH ~ 0 em G(IR™).

Logo, zp ~ 0 e em consequencia zH = () em G(RR)

(II): Como H' ~ K’ em G(IR), pelo Teorema 1.3.12 (A H~ K 4+ 2z em G(IR), para uma
constante generalizada z ¢ G(IR), e portanto H ~ I + 2z em G(IRY ). Donde, usando (c),

segue z =~ 0 e entdo H ~ K em g(IR).

Observar que, pela afirmacao (b) do resultado anterior, as funcoes generalizadas de
Heaviside sao primitivas de funcoes generalizadas de Dirac; no entanto, primitivas de

fung¢oes de Dirac nem sempre sao de Heaviside (Ver Exemplo 2.2.10).

Dados @ um aberto de R" o T € D'(Q), dizemos que uma fungio f ¢ Gg(Q) tem

a distribuicio T como aspecto macroscopico se para algum (ou equivalentemente, para

cada) representante [ de f se tem fle,)) = T para ¢ — 0% oy D'(Q2). Entao , de

; , ; ao , de
acordo com essa definigio | as funcoes de Dirac Sa0 as funcoes generalizadas que tem
como aspecto macroscopico a medida de Dirac é; e as fungoes de Heaviside sio as fungoes

generalizadas que tem como aspecto macroscépico a fungao classics de

Heaviside Y.
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Definicio 2.2.3 : Uma funcio H € Gu(R) é chamada uma fungdo generalizada de
Heaviside propria se H possui um representante H tal que I:f(e:, ) = Y, parae — 0F

]
em IR"; isto é ,

M. : 73 B 0, paraz <0
(M) lim, o+ H(e, ) {1, paraz > 0 .

Denotamos com H,(IR) = H,(IR;IK) o conjunto de todas as fungoes generalizadas de
Heaviside proprias.

Proposicio 2.2.4 :(I) Se H € H,(IR), entdo H(e,) — Y, quando e — 0%, em R,
para cada representante H de H;

(I) Se m € IN*,a; € N* e Hj € H,(R),1 < j <'m,entdo H{'Hy* ... H™ € H,(IR);
(INH,(R) C H(R);

(IV) Nas hipéSteses do item (II) vale

A, oHem el & (B .. H2™Y ~ H' em G(R) para cada H € H(IR),

e em consequencia vale também
H™ ~ H em G(R), (m € N*,H € Hy(IR)).
)(a); a afirmagao (IT) é clara; (III)

Prova : O item (I) segue usando o Lema 1.2.5 (Il

segue usando a Proposi¢ao 1.3.14; e (IV) segue da Proposigao 2.2.2 (II) e dos itens (II)

e (IIT) acima.

Os dois lemas dados a seguir sao uteis para a construcao de exemplos.

m representante H satisfazendo a seguinte pro-

Lema 2.2.5 : Seja H € G(IR) tendo u

priedade:
tal que

0, para z < —p(€)

(H,); limeo+p(e) =0 e (Hr)2 H(e,z) = (e €]0,1)).
1, para x > p(€)

Existe uma funcio g de ]0,1] em IR

(M)



Entéo , H(e,) — Y, quando ¢ — 0%, em R*,
(2.2.5.1) (VK CCIR*)(3n €]0,1])): 0< H <1 em 0, yx K,
e H tem as seguintes propriedades

(2.2.5.2) H=0em G(R.) e H=1em G(R*)

)

(2.2.5.8) H' =0 em G(IR*).

Prova :E claro que a condi¢io (H,) implica H(e,-) > Y, para ¢ — 0%, em IR*. Da

condigao (H,); segue a propriedade :
(2.2.5.4) (VK cc R*)(3 €]0,1): Kc{z e R |zl > u(e)}, (0<e< n),

0 que junto com (Hr ), implica (2.2.5.1). Para verificar (2.2.5.3), seja V um aberto nao

vazio tal que V CC R*. Por (’H,-)g,ﬁ’(e,x) = 0 para (¢, z) €]0,1] x IR, com |z| > u(e);

© que junto com a condicio (2.2.5.4) acarreta A" = ) em 10,7[x V. Pelo Lema 1.2.5(1),
H e N[RY.

Lema 2.2.6 : Existe uma funcio u € Em[R; R] tal que 0 Su(e,")<1em R,u(e,") =1

& B 3
em | 104 [e supp(u(e, ) C [—f, %TE], (e €], 1]). Em consequencia as fungoes moderadas

{ 1l em ]0,1) x R_ {u em ]0,1] x IR_
vi=

: w =
uem ]0,1] x R, 1 em ]0,1] x IR,

verificam, respectivamente, as seguintes condigoes :

0<wv(e-)<1 em R, supp(v(e, -)) Cl] = 0o, v(e, ) = 1 em | — o0, 5|
"4

0<w(e, ) <1 " ; ’
(6,) <1 em m,‘*upl)(w(fi, )) C] -, F00[, w(e, ‘)=1 em ] - 2, +00|

para cada ¢ €]0, 1].
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Prova : Dada ¢ € E(IR;IR) (Ver [2.1.1]), considerando a fungao
u:(g,x) €)0,1] x R (x(e,") * ey )z) € IR,

onde g; = £ € x(g,+) é a fungao caracteristica do intervalo [—%,%] Seja € €]0,1]

fixado. Por um resultado conhecido, u(e, ) € C®(IR;IR) e supp(u(e, ) C supp(x(&,-)) +

supp(ée, ) = [-2, %] Como 0 < x(g,r) £1,620e [€=1¢claroque 0 < u(e, ) < 1.

Da condigao | — §, f[—supp(ffl) c) - 5, 5[, para cada x €] — 5, §[ e caday € supp(&e, ),

tem-se y(e,x —y) = 1. Logo,

e &
u(e,x) = / e, (y)x(e,z —y)dy = /ﬁek(y)dy =1, (z€]- i, ZD'
supp(e;)

(k)](:l")v (551)(k)(z) == 6;k(§(k) )51(3> €& =

Para concluir, como uF)(e,z) = [x(,") * (€e1)

£ te
1> temos

+o00 60
|u<k>(e,a:)|ge;“/ |(§‘“)511=(4‘"/ EBDe, (e, 2) €10,1] x R),

para cada k € IN , o que mostra que u € En[R; R).

Observacao 2.2.7 : A condicao (H,) da Definicao 2.2.3 ndo ¢ suficiente para que a

fun¢io moderada H seja localmente limitada (Ver Definigao 1.2.7(a)).

> 0, consideremos a fungao

De fato, dada £ € D(IR; IR), com supp(€) C [=1,1] & £(0)

moderada
H:(e,x) €]0,1] X R~ 1+ 11,(5,.7:)(55(5,:13) - 13¢ I,
onde SE ¢ a funcao dada por (1.2.21.1) eu ¢ uma funcao moderada tal que 0 < u(e,-) <1

em IF{’ Supp(U(E,')) C] = w’&‘[ e u(e’-) = 1 e1n ] — 00, i[, (E 6]0, 1]) (Vel‘ Lelna 226)
Como ﬁ(é"_’r) = 0 (resp. ﬁ(g,g-) =1),paraz < —¢ (resp. T > ¢), pelo Lema g3 B
satisfaz a condicdo (H,). Por outro lado, ﬁ(g, z) = bele, z), para < §; portanto, como

~

£(0) > 0, pela Proposigao 1.2.21 (1), ﬁ(g, -) — 400, para € — 0t. Em consequencia, H

niio satisfaz a condigao (b) do Lema 1.2.5(1I), como se vé tomando K = {0}.
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’ ’ . ~O
A observagio anterior e o Lema 2.2.5 mostram também que, o fato de uma funca
: s ; ity e TTY il a4 iciente para
moderada u em IR satisfazer a condigao (H,) ( com u no lugar de H) néo é suficientc paré
' . , _ ) Lt da
cla ser localmente limitada em R e muito menos para ela ser uniformemente limitad

em IR ;isto é | Sul)]O,]]leIul < +00.

Definigao 2.2.8 : (a) Dizemos que uma funcéo H € &, [R] verifica a propriedade (Hr)
se existir uma fungio p de ]0,1] em IR} tal que o par (ﬁ,;t) satisfaz as condicoes (H, )
¢ (H;)2 do Lema 2.2.5.

(b) Dizemos que um elemento H ¢ Gen(R) ¢ uma fungao generalizada de Heaviside
restrita se ela possui um representante verificando g propriedade ( ¥y

Indicamos com H(R) = H.(IR; IK) o conjunto de todas as funcoes generalizadas de

Heaviside restritas.

Observacao : E vélida a condigao seguinte

[2.2.1] HE'~0 em G(R*), (K c H:(R), K € H,(IR)),

De fato, isso decorre das condicoes (2.2.5.3), (HK) &~ 0 em G(IR™) (Proposiciao 2.2.2
(b)) e HK' = (HK} -~ K.

Proposicio 2.2.9 . Dada ¢ ¢ Z(IR) (Ver [2.1.1]), consideremos as funcoes gf e 6¢ do

Coroldrio 2.1.3. A fun¢do moderada,

z

He : (e, 2) E]O,l]x]RH/ gf(e,t)dt:/ Be(e, t)dt € I,
=00 (S

verifica as propriedades seguintes

(a) ]?5(6,1:) =0 (resp. ﬁf(e,x) =1), para z < —¢ (resp. @ > ¢);
(b) ogﬁf Slem]0,1] x R;

(c) Se 21 < 25, entio f[g(_e,a:]) < ﬁf(&,l‘g),(é €10, 1));

¢ a classe He de ﬁf em G(IR) é uma funcio em H,.(IR)
em G(IR) e

satisfazendo ag condigoes He = b¢

(2.2.9.1) HeH ~0 em G(IR*)  para cada H e Hy(IR).
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p a : Como H! =8 Nnos — P (o B

rova : Como Hy = é¢ temos Hy = é¢. Da afirmagao (b) resulta que He € Ga(IR). Pela
condi¢ao (a) e pelo Lema 2.2.5 temos He € Hp(IR) ¢, por [2.2.1], H¢ satisfaz a condigao
(2.2.9.11,

(a) Dado ¢ €]0, 1], scja > €. Como gf(g,t) = 0, para t € [e, ], segue

(3

ﬁg(f,.’l') — / ;S\E(E,f)(lt: / 5—15(5—].’1')(],,77 = 1.

Que f?Alg(E, z) =D, para ¥ £ —€, segue de modo analogo.
(b) Como gf > (), para cada (e, 2) €]0, 1] x IR, tem-se
—~ r +oo te
0 < He(e,z) = / be(e,t)dt < / be(e, t)dt = / be(e,t)dt =1

=00 — 00 -€

n
Indicamos com Hz(IR) = Hz(IR;1IK) o conjunto de todas as fungoes de Heaviside

determinado pelo conjunto = = Z(R) (ver [2.1.1)); isto €,
2299 H=(R) := {H¢ € G(R) | £ € E},

onde H¢ ¢ definida como na proposi¢ao anterior. Da Proposicao 2.2.4 (III), do Lema

2.2.5 ¢ da Proposicao 2.2.9 segue

2.2.3]. H=(R) C Ho(R) C Hp(IR) C H(IR)

Z(IR), com £1(0) # £2(0), é claro que H¢, # He,. Em conse-

Observar que, se &1, € E
quencia, H=(IR) é um conjunto com infinitos elementos.
Exemp]o 2.2.10 : Dada ¢ € Z(IR), sejam 55,H5,6£ e He as funcoes consideradas na
Pr"l)OSigﬂ() 2.2.9¢secja fa fungao gcncra‘lizada, 1‘(‘pr(:se11ta'da, por

Fi(e,2) €)0,1] x R — He(e,2) + X € IK,

onde \ £ (). Como fAI _ ﬁé - gf, temos f' = bg; por outro lado, sendo H¢ € H(IR), pela
)t. em D'(IR) e, portanto, pelo mesmo

Lokl

argumento, f ¢ H(IR).
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Em virtude do Lema 2.2.5 as funcoes de Heaviside restritas satisfazem a condigao
d o e ot -
(2.2.5.3). No entanto, em geral, as fungoes de Heaviside proprias nao satisfazem es
1 i em
condi¢do , como ilustra o exemplo seguinte. Em consequencia, H,(IR) # H,(IR) e,

O isi Spri a isfaz ‘m as condi¢des dadas em
geral, as fungoes de Heaviside proprias nao satisfazem também as c¢ G

(2.2.5.2).

Exemplo 2.2.11 : Seja H ¢ G(IR; IR) representada pela funcao
H: (6,2) €]0,1] x R u(e, x)cos(ea) € R,

onde u é uma fun¢io moderada ta] que 0 < u(e,r) < 1 em IR, supp(u(e,-)) C

| ~&40] e ule, ) =1 em ] =%, 400, (e €]0,1]). Entdo , H' # 0 em G(IR*; R),
Peyen R (€ 2) <1 e Ble,) oY, parae - 0*, om R*.

De fato, as condicoes f](a,x) =0, paraz € —g, & ﬁ(s,m) = cos(ex), para z > —¢c/4,

implicam f?(e, ‘) = Y, parae — 0%, em IR*. Por outro lado, se fosse H' = ) em G(IR*; IR)

existiriam C' > 0 ey €]0,1] tais que lfl"(s, 1) < Ce®;istoé, |cose| < Ce, para 0 < ¢ < 7,

0 que ¢ falso. Logo, H' # 0 em G(IR*; R).
Para o estudo das solugbes na forma de onda de choque das equagoes da

hidrodinamica é importante estudar a validade da condicao

HK' 20 em G(R"), (H,K € Hy(IR)),

ou da condigio equivalente

HE'~0 em GR') e g~ Oem GRY), (H,ke Hy(IR)).

O exemplo dado em continuagao mostra que nenhuma desgag condigoes sao ver-

dadeiras em geral (Ver (2.2:5.2), (2.2.5.3) ¢ [2.2.1]).
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Exemplo 2.2.12 : Sejam H e¢ K em G(IR;IR) representadas, respectivamente, pelas

fungoes

| 8

H:(e,z)€)0,]] x R 1+ u(e,x)[e%cos( )—1] € IR,

™

~

K :(e,7) €]0,1] x R 1+ u(s,x)[ﬁscn(%) - 1] € R,

onde u é uma funcio moderada tal que

0 <u(e,")<1lem IR, supp(u(e,-)) C]—o0,¢l € u(e,’) =1 em ] — o0, ;i—[, (e €]0,1]).

Entdo , H, K € H,(IR;IR) e HEK' nio é associado a zero em G(IRZ; R).

De fato, é claro que H,K € Gu(IR; IR). As condigoes He,z) = K(e,z) = 1, para

T 2 E; ﬁ(é‘,l‘) — E%COS(—:‘) e I/\\’(g,m) == \/5367?,( ) para 7 < 1) 1mplicam E(e,-) — Y.,

para e — 0%, em R*, para L = H, K. Por outro lado, como K '(e,z) = 6—%603(-?), para

T < g, vem
a o €
(1) H(e,z)K'(e,z) = p(e)cosz(g), (2« i €0, 1)),

onde pu(e) := ¢~ 4. Supondo, por absurdo, que HE' ~0em G(R';IR) tem-se

(2) lim, o+ I(6) = 0, (¢ € D(RZ;R)),
onde I, : ¢ €]0,1] =< ﬁ(s,-)f('(s,-),cp >¢ IR. Usando a condi¢ao (1), para cada

a,b € R*, com a < b, tem-se

b
5) > /l 6)/ cos?

Escolhendo ¢ € D(IRZ; R4) tal que ¢ = 1 em [a, b]

(e)dz, (¢ € D(RZ;Ry),¢ €]0,1)).

(')I?r-)

= [—-2m, —7] segue

)cos(—gz)], (e €]0,1)),

=

C

m(:]

yda = l/1,( ) + esen(

M| =

b
L) 2 (o) [ o™

0 que, em virtude da condigao (2), nao pode ocorrer, dado que p(e) — +oo e
i ; I s *
esen(T)cos(2X) — 0, para € = 0*. Logo, nao podemos ter HE'~0 em G(IRZ;IR).
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CAPITULO 3

COMPOSICAO DE FUNCOES GENERALIZADAS E ALGUMAS
APLICACOES

Neste capitulo sao estudadas a composi¢ao e propriedades de algumas fungoes
generalizadas, é dada uma, caracterizagao para a inversibilidade de uma classe de funcoes
generalizadas e, como uma aplica¢do , siao consideradas algumas propriedades da com-
posicao de fungodes de classe C'® com fungées generalizadas na forma de onda de choque.

Em todo o presente capitulo, a menos de mensao explicita em contrario, £, F e G
denotam espagos de Banach e ) (resp. Q') indica um aberto nao vazio de E (resp. F).

Os resultados bdsicos de 3.1 valem quando E e F tém dimenséo finita. Os resultados

principais do trabalho (Capitulo 4) valem quando E,F e G tém dimensio finita. En-

tretanto, muitos resultados preparatorios de 3.1 valem em geral para E|F e @ espacos

de Banach quaisquer e as provas nio sio mais dificeis. Por esta razio optamos, em 3.1,

pOr uma apresenta¢ao no contexto majs geral, introduzindo a hipétese dim E < 400 ou

dim F < 400 apenas quando ela é imprescindive].

3.1 — Composigao e Inversibilidade de Funcgoes Generalizadas

Se F tem dimensio finita e ¢ ¢ uma fun¢do generalizada em G('; @), para as

fungoes generalizadas f em G(Q; F) que tém representantes satisfazendo, além de outra,

a condigao VIQ; Q'] da Definicio 3.1.1, numa primeira parte deste § introduzimos, na

Definicao 3.1.10, a funcao composta g o f e calcula,mos, no Teorema 3.1.11, a derivada

intrinseca de ordem qualquer desta funcdo . A ideia do cileulo da referida derivada foi

sugerida por um resultado de [F] (Férmula A) quando estudamos g moderagao da fungao

composta de duas funcoes moderadas; o célculo, a menog de conve

n¢oes adequadas,
decorre, naturalmente, da férmula cor

respondente para as funcoes cldssicas. Convém
observar aqui que em [A] e [A-B] foi introduzida g fungio g o f (

Ver Definicao 7.5.3 em
[A] € 743 €m [A-B])’ quando E £ IR.n,F = IRm

s Gl= R?, f & g(s2; IR™) satisfaz uma

condigao similar & VI, Qege g(sY; IR”). Neste trabalho utilj,

aremos a composta ¢ of

42



num caso particular - :
1 caso particularmente simples, o que nos permite usar uma defini¢io menos geral
Numa segunda par :
. Seeul ! rte wte § TEis prpees 2 m —
a scgunda parte deste 8, considerando F = IR™, dados o ¢ f# em IRm,O <
a < f3 : s 100 : : .
A, uma funcio ¢ em C*(]a, f[; G) satisfazendo uma certa condicao e uma fungao
em -R™ > ‘ ;
f G(Q; IR™) tendo representantes satisfazendo, além de outra, a condigio V[Q]4 da
P da
Definics : . i
efinicao 3.1.23(1), introduzimos, na Definicao 3.1.27, a funcao ¢ o fem G G). A
b il b= y .

ll()'r, e " A . . é O ~ ’ v
¢ao de composigao dada na Definicao 3.1.27 nao ¢ um caso particular da nogao dada

na Definiea S T A ; * : | oo = :
a Definicio 3.1.10; pois, se uma fungao satisfaz a condicio V[Q)? nao implica que ela

satisfaca também a condigio V[ ]a, ] (Ver Observagao da Definicao 3.1.23). Por outro

lade . Do . 5 1 o
do, o conceito de composicio introduzido na Definicao 3.1.10 nao € um caso particular

d: ’- : oo - .
a nocio dada na Definigao 3.1.27, no sentido de que, pelo menos quando F = IR™, o

subconjunto aberto ' ¢ qualquer.

Defini¢ao 3.1.1: Denotamos com £ Q'] (resp. EA.f,*[Q;Q'],JV*[Q;Q']) o conjunto

de todos elementos u € E[; F) (resp. u € Ext[S; Fl,u € N[ F]) que satisfazem as

condig¢oes seguintes
V.[Q; Q] u(]0,1] x Q) € &

Vo0 Para cada K CC §, existem K'cc Q' en€]0,1] tais que
; €]
w(]0,p[xK) C K.

Indicamos com G.(§2;§)') o conjunto de todos os elementos de G(%; F) que tem pelo

1 i
nenos um representante em En S ']
(1 F) = Gu($Y; F), e que, em geral,

e F for de dimensao finita, G

_com £(0) # 0, temos ¢ ¢ Gu(R") =

Observar que,
Gu(92; F) # G(Q; F). Por exemplo, para { € D(R")

G.(IR™) (Ver Proposicao 1.2.21).
x ) em L(’E;G),

Lema 3.1.2: Dados p € N*,0 € 0, e uma aplicagao u de 0,1]

consider ~
nsideremos a fungao

11‘_’7(5’ y (5,;1') E](], 1] X Q ’11.(6,:17) 0 :7;) € L‘(I'E;G),
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onde JP é definida em [1.1.3]. Nestas condigoes sao validas as afirmacoes seguintes.

(I) Se v € X[Q; L("E; G)], entio uJl € X[ L(PE;G)], para X = E,Em,N;

(II) Se u,v € Ey [ LPE; G e u—w € N L(PE; G)), entéo uJr —vJ? ¢ um elemento
de N[ L(PE; G)).

Prova: (I): Pelo Lema 1.1.2, uJy € EQ L(PE; G)] e, para cada k € N, existe 7 € Op4k

tal que (ujg’)(k)(g, )= wtiie r)o Jrtk ¢ portanto
T2 O 2)prr = 1M e, ) pin, (e, 2) €0,1] x ).

Logo, da moderacio (resp. nulidade) de u segue a moderacio (resp. nulidade) de uJ?.

(II): Por (I) basta observar que (u —v)JP = uJf —vJp.

Em virtude do lema anterior podemos dar a definicio seguinte.

Definigao 3.1.3: Dados peEN* o€ O, e fe g L(’E;G)), definimos a fungao
172 = JT2 + N9 £(" B; 6],

onde fJ2 : (e,2) €)0,1] x Q 1 fle,z)o TP € L(7E: G)
de f.

e f é um representante qualquer

Definicao 3.1.4: Para cads (v, w) € E[Q; F) x E[QY; G)

» €om u satisfazendo a condicao

Vil 2, e para cada P € IN, seja wP oy ¢ EQ; L(PF, G)] a funcao definida pela férmula

(w® o u)(e, 2) := w(”)(E,U(E,J’)), (e, 2) €]0,1) x Q).

Nas condicoes da definiciio anterior, usando g férmul

a (1.1.4.1), para cada p € IN" €
cada (e, ) €]0,1] x 9, temos

BIY (wouw(e,z)= T cm 2 (@™ 0 u)(e, p)uln(e

1<m<yp
aElpim) TECY

.. .u(“’”)(E, z)JE,
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N [ - 1on 1)1 S " 4 o 3 .
onde C™ := (alm!)™!. Scjam 1 <m <pea=(ar,...,am) € [p; m] fixados. Considere-

mos a aplicaciio (m 4+ 1)-lincar continua definida em L2
T:(B,A;,...,An)el("F;G) x L(ME;F) X ... X L(“™E;F)— BA;...Anel("E;G)

Como w(™ ou € E[L(MF;G)] e ul@) € Ey[QL(HE;F))), (1 £ i < m), pela

Proposicao 1.2.15(1), resulta

(00 ylem)y g E[Q; L(MF;G) x L(ME F) x ... x L(°™M E; F)).

(w'™ o wu,u
Sendo T de classe C%, pela Proposigdo 1.2.6 e pela Definicao 3.1.4, temos

T o (w™ ou,ul®, ... ulom))y e E[Q L(PE; G))]

e , para cada (e, 2) €)0,1] x €2, da definigao de T, vem

3.1.2] [To(w™ ou,u@), ..., ulem™))(e, z) = (0™ ou)(e, z)ul®(e,z). .. ulom) (g, ).

Para nao sobrecarregar as notagoes , por analogia com a definigio de T', usamos a con-

vengao seguinte

[3.1.3] (ur(m) 0 u)u(“‘) Coulem) .= To (w(’“) ou, u(“l), . ,u(“’”)) € E[Q; L(P E; G)l;

isto é, por [3.1.2], para cada (¢, x) €]0,1] x £,
[(w(”') 0 u)'u.(“’) L u(“’”)](e, i ) = (uw("') ou)(e, .7')11(‘“)(5, "l (. wlem) (e, ).

Com essa convencao , pela definicio dada no Lema 3.1.2, a formula [3.1.1] pode ser escrita

na forma

[3.1.4] (w o 7,)(") = Z ce Z ('w("’) 0 ,“).“v(m) 5 u(“’”)ﬂf em 0,1] x €.

1<m<p oeOp
agp;m)

Pl‘Oposigfio 3.1.5: Sejam u,v € EmS; Flewe Em (5G] tais que v —v € N[ Fle

& . o~ {41
(I) u e v satisfazem a condigao Ve[ 82 I
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(IT) o par (u,w) (ou (v,w)) satisfaz a propriedade : para cada K cc Q e cada p € IN7,
existem € > 0, N € IN ¢ 5 €]0, 1] verificando

supex|(w o u)(e,2)l, <Ce™,  (0<e< n);

(II) para cada K CC Q ¢ cada p, ¢ € N, existem C' > 0 ¢ g €]0,1] tais que

sup e [(w™ oy — w® o v)(e,z)|p < Ce?, (0<e< n).

Entao ,wou—wowv e N[Q; G).

Prova : Fixados K Ccc Q e P,q € IN devemos achar C' > () e 1 €0, 1] verificando

(3.1.5.1) SUp,epl(wou —wo zz)(”)(s,w)[,, SCef, (0<e<ny).

Suponhamos que P 21 e que o par (v, w) satisfaz a propriedade (II). Pela condigao (I),

usando [3.1.1], para cada (e,2) €]0,1] x (2, temos

(wou—wony) (”)(5 &} Z 0 e Z (wl™ o u)(e,a:)H";lu("J)(e, T)—

J
m, o

— (w(™ o v)(e, ;E)H;":]v(a])(e, at)]jol’.

(Quando supomos que o par (u, w) satisfaz a propriedade ( II), consideramos a expressao

(wov—wo w)P)(e, z)). Pelo Lema 1.1.1, com

B = (w(™ o u)(e, ) A, = ulo) (g )

B = (um / i (1<:< m),
- v)(e,x) Ay =gl (6,-77),

a igualdade anterior pode ser escrita na forma

(8.1.5.2) (wou —wo v)Pe,z) = wi(e, z) + wy(e, ¢), ((e,2) €]0,1] x ),

onde wy,w, € E[Q; L(PE; )] sao dadas por

wi(e, ) ZC"’ Z w™ o gy _ yy(m) 0 v)(e,m)u(“‘)(e,ar) "

m,«

ulem)(e, )72,
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m
' 5“,1. cm (m) : 1—1, ( )
2 ZZ w'™ o v)(e, x)IIZjut (e, )R e, x)II0L n("’J)(s,n')Jrl’;

1,0y a =1

onde IR := u — v. Apds uma estimativa, usando [1.1.3], scgue

(3.1.5.3) |wy(e,z)lp £ Z I( w™ oy —w! ov (€,2)|m Z(vm Hm llu(oj)(fvﬂ"-)LxJ,

m=1

(3154) |'U’2(5,.’1')[], = L I w(™ ov)(e, vn }_J('m ])m y T )5

m=1

para cada (¢,2) €]0,1] x ©, onde Cg'(p) = plCl e

m

Pitex Zn'llu(“’) -”)lo‘le(“’)(Eafl’)lmnm1+1|" (&, 2)a,-

Como u € Ep[N2; F), existem Co>0,NeNeno €]0,1] tais que

(3155) supsex 3 O (I [l (e, 2)loy € Coe™, (0<e<ml EmSP),

e pela condicao (III), existem Cy > 0 e €10, o) verificando

P
SUP ¢ Iy Z |(w m) oy — w™ ov)(g, T)|m < C PN (0 <e<m)

m=1

e portanto as desigualdades (3.1.5.3) e (3.1.5.5) acarretam

(3.1.5.6) sup, e lwi(e, @)lp < CoCie?, (0<e<m)

satisfaz a propriedade

De modo anglogo, como u,v € Em [Q; F],R € N[; F] e o par (v, w)

(I1), usando a condigao (3.1.5.4) podemos achar Cy > 0 e n €)0,m1] tals que

sup,e i w2 (e, z)|p < Cqef, (0 <e <yl

(3.1.5.k),k = 2,6 implica (3.1.5.1), com C := CyCy + Ch.

O que junto com as condigoes
]

Observar que, se u e w satisfazem as hipoteses da Proposigao 3.1.0, em virtude da
é equivalente a condigao :

formula i T s 1)1‘01)1‘i(‘(1a(1(\ (1), aplicada ao par (u,w),

wh oy € £yl LOF; ), (p €N



Proposigao 3.1.6: Sc Fy,..., F, ¢ G sio espacos de Banach ¢ B € L(F,...,Fy;G),
sao validas as afirmacoes seguintes.

(I) Seue Ey[F x ... x F,), entao Bou € £y [©; G]

(II) Sewu,v € Ey[Q FiX...xF,)eu—v € N[Q; Fyx. . X F,], entdo Bou—Bow € N(; G].

(A norma no espago produto é a norma euclidiana considerada em 1.1).

Prova : Denotamos com IF,, := F} x ... x F,, ¢ suponhamos w = (Wiygs o 5 W )5 o= s BN
Vamos aplicar a Proposicio 3.1.5 no caso particular Q' = IF,, ¢ w = B. Inicialmente
provaremos que o par (u,B) (resp. a terna (u,v, B)) verifica a condigao (II)(resp.
(I1I)) desse resultado (A condigao (I) estd trivialmente satisfeita). A verificagao dessas

condigoes sera por indugio sobre 1 .

a) No caso n = 1 : Temos Fy = Flu=uj,0v =10 ¢ EM[GTF)iu — v € NI e
B € L(IFy; G); donde,

BN S IBhiE], B'(h)=B, (heF), e B®™ =0 parars>2

Neste caso | é clara a validade das condicoes (II) e (III) acima referidas.

b) Suponhamos agora que a condigao (II) é satisfeita para cada par (uo, By), onde

uo € EmTF,_1] e By é uma aplicagio (n — 1)-linear continua de ﬁ‘,,_l em 6, e que

a condigao (III) é satisfeita para cada terna (w0, 0, By), onde Ug,v9 € Epy [Q;ﬁ;,—lL

ug — vy € N[Q; IF,_1], e By é como acima, sendo ] SOUR I espacos de Banach

quaisquer e IF,,_; := F} x ... x Fu_1. Para cada 1 = L,...5m, consideremos o espago

prevumte & = 5 % ... By Fit1 X ... X Fy; a projeciio P Fy — Fy; a aplicagio

(n — 1)~ linear continua B, de I/*;, em L(IF,; G') definida por

Bl(h]’- T hz_17h’+l’ Yy h‘") g == B(h']a' ¥ oy hz—]akn ]1'1+Js- vy I?,u)a

para cada (hy,... h,_, g Pt s o 5 hw) € F, ¢ cada | — (k... kn) € TR, : e as funcoes
ny o 3

Wy = (wi, ... »Wem1y Wiy, . .., » Wy ) € En (8 Ml =y
L
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Para cada h, k € IF,,, com y = (y1,...,Yn),y = h,k, ¢ vélida

B'(h)- k= }:B(_h,,...,/1,_.,k,,/1‘,+,,..../1,,).

1=1
Desta formula , com as notagoes dadas acima , temos B' = Byop; +...4 By op,; donde

B® =3 (B,op) "V em Fy, (x21).

1=l

Pela formula (1.1.4.1) , para cada 2 =1,...,ne cada h € IF,,, temos

(Biop)= V(= S xS BMEU ) (TS

1<m<K=1 c€0,._
ag[n=1;m] K—1

onde C := (mla!)~'. Dessas duas formulas , para cada (e,2) €]0,1] X &, vem

(3.1.6.1) (B ou)(e,z) =

n

Z Z c Z (B,('“)oﬁ,)(s.:zt)(])(,ol)ou)(e,:zr)...(])(,“”’)011,,)(511')»7;_17(”Z 1).

Q
1=1 1<mM<K-1 0€EOD,
age[Kk-1;,m] k=1

Sendo cada B, uma aplicagio (n — 1) — linear continua , cada U, € Enm[S; 131] e cada
p, € L(IF;; F ), usando a igualdade (3.1.6.1) junto com o caso a) (aplicado ao par (u, o, 1)

e a hipdtese indutiva( aplicada ao par (u,, B,)), segue que o par (u, B) satisfaz a condigao

(II). Por outro lado , como B ¢ uma aplicacio n— linear podemos escrever

B(]I)_B(k) = ZB(hla"'7’1’2—11]7'1—1“‘171“‘1%-]9' "akﬂ)?(y — (y]a' o s 9y11) = IFnay = h*,k);

1=1

donde, para cada (g, 2) €0, 1] x €2, temos

(Bowu— Boov)e,2)] < |Bli(u—v)ea)l Y fue )l (e, o)l ™

1=1

e portanto ( levando em conta a moderacao das fungoes u e v, € a nulidade de u — v),

a terna (u,v, B) satisfaz a condicao (I1T), no caso k = 0. Para cada £ > 1 e cada

(e, 2) €]0,1] x €, usando a igualdade (3.1.6.1) , temos
49



m

(B o5 oue,) = 3 3 CHUBM o)) [T04"7 o e, )

=1 m,a,0 J=1
m
= (B 08, 2) [T o u)(e, a)] 7.

=1
Para cada 1 =1,...,n aplicando o Lema 1.1.1, com B, B' A, e A}, (1 < 5 <m), substi-
tuido respectivamente pelas fungoes

(B o@)(e,2), (BI™ od)(e,2), (0™ ou)(e,2) e (p* o v)(e, )

(1 <7 <m), aigualdade anterior pode ser escrita na forma
(3.1.6.2) (B(N) ou— B o U)(Ea T) e w](é‘,l‘) + w2(5v il?), ((Ev *T) E]O’ 1] X Q)’

onde wy,wy € E[Q; L(*TF,,; ()] sio dadas por

wy(e, ) := Z Z CHB™ o7, — B(m) 0, )(e,z)(plor) o u)(e,z)...

1=1 m,«u,0
.. (psam) ou)e, T i

m r—1

(e0)=3 Y o 2_(B™ o%)(e,2) [T o u)e, ).
=1 m,a,o =1 J)=1
e o o m N

B ou=pi*ov)e,2) [T (02 00)(e, ) 751,

F=T+1

Pela condicio (3.1.6.2) junto com a propriedade (II)

da Proposicio 3.1.5 (aplicada aos
pares (u,p,), (v,p,) e e (v, B,)), o caso a) (aplicado & terna (u,v,p,)) e a hipdtese indutiva

lh d \ ~ ~
(aplicada & terna (unvzaBz))> Segue que a terna (U,U,B) satisfaz a condicio (III), DO

caso K > 1.

(I) : Para cada P>1ecada (e, €]0,1] x Q, pela formula [3.1.1]

, temos

(p) - m m
(Bou)P(e,z) = Y e Y (B )ou)(e,x)u(“‘)(e,at)...11,(‘*”’)(6,-’1‘)»7;)’

1I<m<p
agp;m) e



) - . . e : g
o que junto com a moderagao de u, a propriedade (II) da Proposigio 3.1.5 (aplicada ao

par (u, B)) ¢ a condigao
(B ou)(e, )| < |Blalule,x)[", ((e,x) €]0,1] x £2),

implica a moderagio da aplicacao B o u.
(II) : Temos provado que os pares (u,B) ¢ (v, B) satisfazem a condicao (II) e a terna
(u,v, B) verifica a condigao (I1I), da Proposigao 3.1.5 . Em consequéncia, pela mesma

proposicao , Bou—Bowv € NQ; G].

=
Em virtude da proposicao anterior podemos dar a definigao seguinte.
Definigao 3.1.7 : Se Fy,...,Fy ¢ G sio espacos de Banach, f € GG Fy x ... x Fy)e

Be L(Fy,...,Fu;G), chama-se fungao composta de B com [ a funcao
Bof:=Bof+NGl,

onde B o ]‘A (e,2) €]0,1] x &2 — B(f(s,:lt)) € G e f é um representante qualquer de f.

tem dimensio finita. Entao , para cada u €

. com u —v € N[Q; Fl,

Proposigao 3.1.8 : Suponhamos que F

Em[; Q] e cada v € Em(SY; F satisfazendo a condigdo Vi[§; Q')
sio validas as afirmagoes seguintes:

(I) v satisfaz a condigao V[Q; Q');

(II) se w € Em[Q; G, entao a terna (u,v,w) satisfaz a condicio (I11) da Proposigao
3.1.5,

Prova : Fixado K CC §, por hipotese, sdstem K' ©C @ e o €]0,1] tais

que u(]0,'[xK) C K'. Como R = v—u € N[Q; F], existe n" €]0,n'] tal

que R(]0,7"[xK) C B.(0), onde 1 > 0 é tal que L = K'+ Bx(0) C Q'. Dado

(&MQQWVKJWaw:MaMEAﬂwwwMUGRW)CLwStSl%m&

0(t) := u(e, ) + tR(g, T), € portanto v(g, &) = 6(1) € L. Em consequencia, ¢ valida a

ol



afirmagéao (I) e o segmento fechado, [u(e, x),v(e, z)], que une u(e,x) com v(e,x) esta
contido em L. Sendo F de dimensio finita, a bola fechada m(t compacta ¢ portanto
L cc Q. Entao, fixado p € IN, como w € Em[; G, existem N € IN,Cy > 0 e, €]0, "]
tais que

supyeLIw(”“)(e,y)l,,+1 & CJS_N, (0<e< m).

Dado ¢ € IN, sejam Cy > 0 ¢ 1 €]0, ;] satisfazendo
Sup, e [R(e, z)] < CoettN, (0 <e <)

Por outro lado, para cada (e,2) €]0,n[x K dado, usando o teorema do valor médio, temos

|(w(p) ou—w o ’U)(&, T)IP £ IR(S, x)lsuPyE[uv(e,z),v(e,z)]Iu’(l)+l)(6’ y),l’“H’

o que junto com as duas desigualdades anteriores implica a condicio (III) da Proposigao

3.1.5.

Proposigao 3.1.9 :  Para cada U € EpulQ) e cada v € Em[Q; F) satisfazendo a
condigio V,[; Q'], sio v4lidas as afirmagoes seguintes.

(a) Sew e Em[Q;G) (resp. w € N&Y;G))
N5 G));

y entao w oy ¢ Em[Q; G), (resp. wou €

(b) Se wy,w, € EM[Q; G e wy —w, € NIY; G), entao w1 ou—wyoue NQ;G);

Além disso, se F for de dimenséo finita valem ainda as assergoes seguintes.

() Sewu—wv EN[QFlewe Em[Q; @), entio w oy — wowv € N[Q;G);

(d) Seu-wve N Fl e se W1, w2 € Em[Q; G) sdo tais que wy —wy € NQ'; G), entao
W1 0U —wyovp eN[Q;G].

Prova : O item (b) segue de (a). A afirmacio (d) segue de (b) e (c).

Prova de (a) . Verifiquemos que wouy ¢ N(Q; G (A verificacio da moderacio €
similar). Fixados K CCQe P,q € IN, devem existir C' > () o 1 €0, 1] de modo que

(3.1.9.1) SUPz e |(w o “)(")(Eﬂ)lp SCef [t

) <e< ).
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Suponhamos p > 1 (O caso p = 0 é imediato). Como u satisfaz a condigio V,[Q2; '], as

funcoes u ¢ w satisfazem a formula [3.1.1). Sejam N € IN,C; > 0 ¢ 1y €]0,1] verificando

=

(3.1.9.2)  sup,epn ZCZ"(]))H"' 1|u("i)(6,:r)|ai e, Mee<m,ldmsp),

o

onde C™(p) := p!C™, e sejam ' CC Q' ey’ €]0,71] tais que
(3.1.9.3) w(]0,n'[xK) C K.

Sejam Cy > 0 e 1 €]0,7'] satisfazendo

P
SUP ¢ Z [w™ (e, y)|lm < Ce™™, (0<e<n),

m=1

[3.1.1] , (3.1.9.2) e (3.1.9.3) implica (3.9.1.1), com

o que junto com as condigoes
L C'] C'Q.

Prova de (¢) : Sendo F' de dimensao finita, pela Proposi¢ao 3.1.8, v € ExalGF)en
da Proposicio 3.1.5. Por outro lado, para =97,

, temos wPoR € En[; L(PF, G)l,(p €

terna (u, v, w) satisfaz a condigao (II)
como consequencia da Proposigao 1.2.3(I) e de (a)

IN*). Portanto, a afirmagéo (c) segue da Proposigao 3.1.5.

Observacao Se u € NJ[QQ) e w € En[Q; G], nao temos necessariamente

wou € N[Q; G] (Basta tomar w = cte.# 0).
A proposicao anterior nos permite dar a definigao seguinte.

Definigio 3.1.10 : Dados E, F e G espacos de Banach, sendo F de dimensao finita,

sejam §) e ' subconjuntos abertos nio vazios de E e F, respectivamente. Para cada

(fy9) € G, (S2: ') x G('; G) definimos a fungdo composta

gofi=gof+NGl



~

! >
— (e, Fi isfazendo iciio V.[Q: ], e
onde Go [ : (e,7) €]0,1] x g9(e, f(e,x)) € G; f, satisfazendo a condicao V,[8; '],
g J oo \Cy s b
g s40 representantes quaisquer de f e g, respectivamente,
2 2 ara e i sta g O f‘,
A seguir obteremos uma formula andloga a (1.1.4.1) para a funcao composta ¢

~ adas sao
quando f € G, (40 e ¢ € G(Y;G). Para tanto, algumas notagoes adequadas sac

. SHo . O/ . 3 - SR 5 e ¢, respec-
uteis. Sejam u, verificando a condigao V4[Q; 9], e w representantes de f e g,

“ “ s N o (“'[lll
tivamente. Dado p € IN*, & funciao composta w o y verifica a férmula [3.1.4]. Sej
J « - gard g
' inigoes 1.2.9 e 3.1.10, g™ o f
m =1 pea=(ay,...,;a,) € [p; m] fixados. Pelas defini¢oes 1.2.9 e 3.1. )
T ] (. .

N > 1 (am)
¢ a classe de w™) o 4. Por outro lado, pela Definicao 1.2.16, (¢'™ o Eg" . usi )

: ‘ i : it - ~finicao 3177
(’\ a ('lass(\ (le (u}("n) 0 u', “’(01 )’ syjon 18 ’U,(On') ), elll COI]S(’(IIIOIIC]d, 1)( ld D(ﬁlll(._d(

To(g(m of,f(“‘),...,f(“m)) ¢ a classe de T o (w(™ o u,u(‘“),...,u("'”)), onde T ¢
a aplicagio (m + 1)-linear continua definida em (1.1

[3.1.3], To(g(m)of,f(“"), -

. & duda B
Entéao , pela notacio dada en

: ,f(“"‘)) ¢ a classe de (w(™) o whule) | ylam) peo; analogia

com a notagao [3.1.3] definimos

[3.1.5] (9™ o fyplen)  plam) . p (9™ o £, flon) . plom)y

Sendo assim, pela Definicao 3.1.3, (¢'™ o f)f(al)...f(um)\j;’ é a classe de

(w(m) o u)u(ﬂl) ey u(am)Jg’, (0’ & Op)
Com as notacoes dadas anteriormente, pela Definigao 3.1.10 ¢ pela férmula [3'1'4]’

temos o resultado seguinte.

Teorema 3.1.17 - Sejam E, 58,06 D conic na Definicio 3.1.10. Ent

(f,9) € G.(2; ') x g @)

ao , para cada

, a fuug&o ctomposta ¢ o f verifica a formula seguinte

(3.1.11.1) (gof)» =

1<m<p
agp;m)

1 :
Tpa ) (6™ 0 f)flen  flamgn (e 7).

UEO,,

sendo (g(m) o) f)f(ol) - f(ﬁm)"]JJ

a classe dg funcio

(&@) €10, 1] x Qi (5m 6 7. 2)f(e,2). . Fem e, )72 € (7 B; @),
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(Ver [1.1.4], [3.1.2], [3.1.3], Definigao 3.1.3 e [3.1.5]), onde f, satisfazendo a condigao
VL [§2; '], e g sdo representantes quaisquer de f ¢ g, respectivamente. No caso F=F=R

temos a formula correspondente

|
(3.1.11.2) (gofiP = Y —=fl . flem(g™ o f) € G G), (peN),

A1
iy E

aE[pym)

sendo fla) f(“”')(g(“’) o f) a classe da fungao
(e,2) €]0,1] x @ f (g, z)... ‘),‘\("”')(5,.77)(_5("') 0 f)(E, x) € G,

onde f e ¢ sao como acima.

Prova : Sejam u, satisfazendo a condicdo Vi[;Q'], e w representantes de f e g,

respectivamente. Dado p € IN, a fungao wou verifica a formula [3.1.4]. Pelas definigoes

3.1.10 e 1.2.9, a funcao (g o £)P) ¢ a classe de (wo w)(P). Por outro lado, pela observagao

ap6s [3.1.5], para cada m = 1,...,p, cada a = (ay,...,Q;,) em [p;m] e cada 0 € O,

a funcéao (¢(™ o ity flam) 7P ¢ a classe de (wl™ o whul®) . ulem) 77 Sendo as-

sim, da formula [3.1.4] segue (3.1.11.1). A verificacio da férmula (3.1.11.2) segue por uin
e observando que a aplicagao

raciocinio analogo, usando agora (1.4.1.2)

e Am) €EGXRX..xR A Anz €6

¢ (m + 1)-linear continua.

Coroldrio 3.1.12 : Para cada H € H,(IR;R) e cada n € IN,n > 2, temos

(H®Y = nH" 1 H', nH" VH' ~ H' em G(IR;R) e H" = H.

. pela férmula (3.1.11.2), temos

Prova : Como H,(IR; IR) C Go(IR;IR) = .G,(IR;]R)

(foH) = (f'oH)H', onde f:aeRm—ATE R; donde segue a primeira afirmacao . A

segunda afirmacao segue usando a primeira, a Proposigao 2.2.4(IV) eo Teorema 1.3.12(c).

H"'H'; donde HH' = nH"H' = nHH'.

Por outro lado, se H" = H, temos B =n

o)



Como 2HH' ~ H' segue nH' ~ H' em G(IR;R) e portanto, pela Proposigao 2.1.4(d),
n =1. Logo, H" # H.

Observagao 3.1.13 : Nas hipoteses da Defini¢ao 3.1.10, se f € G.(; QY ez € G(O;G)

¢ uma constante generalizada, entio z o f € 6(26)

zof=p

é uma constante gCIlCI‘&l]Z&da €

De fato, pela Definigao 1.3.6, existe uma funcao € Em(G) tal que z = R+ N[QY;G] =
= _]_Z’(# + N(G)), onde R' ¢ R sio as fungoes associadas ao par (', G) de acordo com
o Lema 1.3.5. Considerando um representante qualquer f de [ satisfazendo a condigao
Vi[©2;9'] e as fungbes R e R associadas ao par (2, G) conforme o Lema 1.3.5 , como

Wy f: R,, pela Definicio 3.1.10 e pelo Lema 1.3.5(1), resulta

Usando as identificacées E(@) =G = RI(G) segue zo f =y + N(G J ==

No resultado seguinte supomos E =R" e F = [K™.

Proposigao 3.1.14 : Para cada (f,g) € Ge(S; ') x G(Y; G) é vélida a férmula, seguinte

590 ) :Z(ayl of>~eg(9 G (1<j<n),

onide ff ={f;.. -y fm) (Ver Definicao 1.2.16).

Prova : Dadas vy = (U1,...,um), satisfaze ndo a condicio V, [, e w representantes

de fey, respectivamente, da férmula 3.1 1] e da Definicio 3.1.4 segue

(wo u)(e,z) = w’(s,u(e,x)) ou'(e, z), ((e, a

€]0,1] x Q),
e portanto usando a formuly (1.2.17.1) temos
0 ; ,
%(w ° U)(e,m) =(wo ) (E"T) "€ =w'(e, u(e,z)) - (u'(e, z) - €;),
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onde (¢j)1<j<n denota a base canénica de R". Como

Ju, Jdu
UIE,_’I.' R A e "’_77’_‘_’._L T
(€0 €5 = (Gorleah s gotler)

usando novamente a formula (1.2.17.1) e a Definigao 3.1.4, segue

a m au, 8u1 :
OTrj(w o nE, £) = ; 5@; o u)(e,:r)a]—_(e,:r), ((e,2) €]0,1] x Q, 1<j < m),

o que, pelas definicoes 1.2.20 e 3.1.10, mostra a formula acima.

Algumas Propriedades da Composigao de Fungoes Generalizadas
Até a Proposi¢ao 3.1.19 trabalharemos nos casos particulares £ = R*, F = IR? ou

F =TReG = K, e serao usados sem adverténcia prévia as notagoes introduzidas a

seguir. Dada y € C®(IR; IR) consideremos a fungao associada
[3.1.6] y* i (z,1) € R? — y*(z,t) i= 2 — y(t) € R.

A transformacao de coordenadas associada

3 sz, t) € R — (y*(z,1),t) € IR*
é um O difeomorfismo, com inversa L := S—1:(\t) € R? — (A +y(t),t) € R®. Os
:1.Se7r:()\,t)E]RZr—>/\€]Ré

respectivos jacobianos satisfazem Jelat) = Jpl k1)

a projecao na primeira variavel, temos

[3.1.7] y*=moS em R® (.. y*(R*) =R ).

. £ " . ¢ 2l 2
Considerando os seguintes subconjuntos abertos de IR7,

318 Q= {(of) |y (@ 1) < 01,0 = {(@1) [v7(, 1) > 0} e 7= Q- Uy,

— R* x IR, e em consequencia

temos S(2_) = R™ x IR, S(dy) = IR; x R e S(Q) =

valem as seguintes relagoes

[3.1.9] R* =y*(Q-), R% =y"(Q4) e R*=y7(2").

(&) ]
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Pelo que precede resulta
[3.1.10] S() =y"(2) xR, para N = Qe 0. 0 RP,

O resultado seguinte é 1til para a resolugao de sistemas de equacoes da hidrodi-
namica.

2

Proposigao 3.1.15 : (I) Para cada g € G(IR?) e para cada aberto nio vazio € de IR

sao vélidas as seguintes equivalencias

(3.1.15.1) goS =0 em G(Q) see sé se g~0em G(S(Q));

(3.1.15.2) goS=0em G() see s6se 9 =10 em G(S(Q)).

(II) Para cada f €GMR) e para cada aberto nao vazio W de IR valem as seguintes

: ‘ 3 3 T 2
equivalencias (onde 7 denota a prumeira projecao de IR?)

(3.1.15.3) fom~0 em G(W x IR) see sése f~0em GW):
(3.1.15.4) fom=0em GW x R) seesése =0 em g(w).
Prova : ( I): Dado um Tepresentante qualquer § de 9, pela Definicao 3.1.10,go S ¢ a

classe em G(IR?) da fungao

§05:(e,2,1) €]0,1] x R? 1y 9le, S, 1) = Gle,o - y(1), 1) € K.

Prova de (3.1.15.1) : Supondo g 0 § & () em G(Q) temos

(3.1.15.5) lim o+ < (Go 8)(e, ), >= 0, (v € D()).

Para termos ¢ ~ 0 em G(S(2)) devemos verificar

a condicao
(3.1.15.6) lim, o+ < G(e, he>=0, (pe D(S(Q))).

-4
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Fixada ¢ € D(S(£)), o teorema de mudanga de varidveis implica
/ gle, N\ )p(A t)dAdt = / (go S)e,z,t)(poS)x,t)dzdt, (¢ €]0,1]).
supp (¢) L(supp (¢))

Se ¢ := p 0o S € D(Q), entao
cupp (1) = L(supp (¢)) © <)o >=< GoS)e, b > (e €0,1]),

o que junto com (3.1.15.5) implica (3.1.15.6). Reciprocamente, sc ¢ ~ 0 em G(S(9)),
denotando com U := S(§2), como g = (g o© S)o L, temos (go S)o L ~ 0 em G(U) e,

portanto, pelo que foi provado acima, ¢ 0 S~0em G(L(U)) = G(Q).
Prova de (3.1.15.2) : SegoS € N[ entdao ,§ = (goS)oL € N[S(82)] (Ver Proposigao

3.1.9(a)) e, reciprocamente, se g € N[S()], pela mesma razao , go 5 € N([Q].
IR*) da fungéo

(I1):  Dado um representante qualquer f de f, fom é a classe em G(

(3.1.15.7) For: (e, 1) €)0,1] x R? = fle,n(A,1)) = fle,)) e K.

Prova de (3.1.15.3) : Se for ~0em G(W xR),

(3.1.15.8) lim, o+ < (fom)(e, ), >=0, ($ € D(W xR)).

Para mostrar que f =~ 0 em G(W) verificaremos a condigao

(3.1.15.9) lim, o+ < F(&,-)yp >=0, (¢ € D(W)).

Fixada w € D(W), considerando uma fungao ¢. € D(IR), com integral igual a 1, temos

(Fom)(e, A thp(Vpe(t)drdt, (¢ €]0,1]).

~

< f(&,-),ﬁp e /
supp (y)xsupp (o)

Se 12 (), e WxRw~— e(M)po(t) € IK, entéo ¢ € D(W X IR),

supp (1) = supp () x supp (o) € < F(&,7), 9 >=< (For)e, ) > (e €l0,1]),

€ portanto de (3.1.15.8) segue (3.1.18.9). Reciprocamente, dada ¥ € D(W x IR) con-

(p: A€W P 1,9(), ) >€ IK) € D(W) temos

Siderando a funcao

< (Fome, ) >=<Jle)e> (€ €]0,1)).

Da condicao (3.1.15.9) segue (3.1.15.8).



Pova de (3.1.15.4) : Como para cada K' CC W existe K CC W xIR tal que 7(K') = K"

¢ para cada p € IN, por (3.1.15.7), temos
O°(Fom)(e,\t) = FP(e,A), (e, A1) €)0,1] x R?),

onde a := (p,0), é claro que a condi¢io for = () em G(W xIR) acarreta f = 0 em G(W).
Reciprocamente, se fe N[W], pela Proposicio 3.1.9(a), .}?o m € N[W x R].

"
Coroldrio 3.1.16 : Para cada f € G(IR*) e para cada aberto nio vazio 2 de R?* sao

validas as seguintes equivalencias

(3.1.16.1) foL~~0em G(5(2) seesése fa0em Gg(Q);

(3.1.16.2) foL=0em G(S(R)) see s6se f=0em G(Q);

Prova : Segue da Proposicao 3.1.15(1), considerando = fo L.

O resultado seguinte ¢ importante para o estudo das equagoes diferenciais da

hidrodindmica no proximo capitulo.

Coroldrio 3.1.17 : Para cada I € G(IR) e para cada aberto nao vazio ) de IR? tal que

S(22) = y*(2) x R sio validas as seguintes equivalencias (Ver [3.1.6])

(3.1.17.1) foy*~0em G(2)  see s se f~0em G(y*(Q));

(3.1.17.2) foy*=0em G(2)  seesése f=0em g(y*(Q)),

Prova : Se g := fonr, por [3.1.7], temos goS = foy*

3.1.15(1), valem

* portanto, pela Proposi¢ao

foy" =~ 0em G())  see s6se

fom ~ 0em Gg(S())
60



foy* = 0em G(f)) see s6se  fom = 0em G(S(2)).

Por outro lado, como S(2) = y*(£2) x IR, pela Proposigao 3.1.15(11), valem também

for ~ 0em G(S(§2)) sce sose [ ~ 0em G(y*(R))

~

for = 0em G(S(§2)) sce s6se  f = 0em G(y* ().

shao validas as seguintes

Coroldrio 3.1.18 : (I) Para cada H € H(R) ¢ cada A € KK
equivalencias

(3.1.18.1) MHoy"), =0 em G(R?) seesése A= 0;

(3.1.18.2) MHoy")~0em G(R?) seesbése A=0;

Q

(II) Se H € H(IR), entao (Hoy*), = 0em G(Q*),Hoy" = 0 em G(Q_)e Hoy"

Loy G840
(IIT) Se m € IN*, a; € IN* e H; € Hy(R): 1 S < my temos

(3.1.18.3) (H*...Hym)oy" ~ Ho y* em G(IR*), (H € H(IR)).

Prova : Por [3.1.10], como y*(IR*) = R e (Hoy"): = H' o y* (pela Proposigao
3.1.18.2) segue usando

3.1.14), a Proposicio 2.1.4(d) e (3.1.17.1) implicam (3.1.18.1). E(
a Proposicao 2.2.2(11) (d). Por [3.1.10], a afirmacao (II) (resp. (I11)) segue da Proposigao

2.2.2((b) e (c)) (resp. Proposi¢ao 2.2.4(1V)), da condi¢ao [3.1.9] (resp. y*(IRZ) = JR} e

~aLl L

da equivalencia (3.1.17.1).

Proposicao 3.1.19 : Seja d € G(IR?) tal que ¥, = Oou®; = 0em G(IR?) e suponhamos

que para um aberto nao vazio §) de R? tal que S(2) = y*(2) x IR se tem $® ~ (0 em
G(Q). Entio , ® ~ 0 em g(m2).
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Prova : Suponhamos Q # IR? ¢ &, = (No caso @, = 0 a prova ¢ analoga), e seja @
2 2 ‘ N2\ -
uni representante qualquer de @. Como S(IR?) = IR?, para termos ¢ & 0 em G(IR7), em

virtude de (3.1.16.1), basta verificar que ® o L = 0 em G(IR?); isto ¢ ,
(3.1.19.1) lim, o+ < (®oL)(e, ), >=0, (¢ ¢ D(IR?)).

Fixada 9 € D(IR?), considerando uma fungio ¢ € D(R), com supp (¢) C y*(f2) e com
integral igual a 1, por um resultado conhecido (Ver [H], Prop. 7, pg. 333), existe um par

(¢0,%0) € D(R) x D(IR?) tal que

PO = oWenlt) + 00, (1) € Y,

Temos p(e) :=< (P o L), ), >= us(e) + t2(€), (e €]0,1]), onde

}1,](6) =< (&\) ° L)({:‘, ')7‘!)] #y /*‘2(6) = (EI\) & L)((—,‘, ')’ (¢0))\ >

et : (Nt) e R? » ©(A)eo(t) € IK. Para termos (3.1.19.1) basta que pi(e) — 0, para

e—=0t4=12 Ora, por hipétese e (3.1.16.1), temos ® o L ~ 0 em G(S(9)); donde,

como supp (¢1) = supp (¢) x supp (o) Cy*(2) x R = 5(82), segue py(e) — 0, para

€ — 0%. Por outro lado, como (@ o Ll =8.0F (Ver Proposicio 3.1.14), S(IR?) =R’e

¢, =0em G(IR?), por (3.1.16.2), resulta (PoL)y=®,0L =0em G(IR*); donde, como

pa(€) = — < (@ °L)x(e,-),%o >, pelo Lema 1.2.5 (I)(c), segue p2(€) — 0, para e — 07.

.
Uma Classe de Fungées Generalizadas Inversiveis

Até o ezemplo que seque ao Teorema 8.1.99 consideremos o caso F=G=IKF¢®

' = R* Dads g € S[Q;]R] satisfazendo a condi¢ao V,[Q;IR*] (Ver Definicao 3.1.1)

consideremos a funcio
(u™ : (¢, 2) €]0,1] x O s [u(e,2)]7! ¢ R) € £[0: R);

Isto ¢, u™! = pou,onde p: ) e R* s \-! € R. Dado P € N como

90(1))(/\) - (_1)])])!/\—(])+1), (A # 0)’



usando a férmula [3.1.1], para cada (g, z) €]0,1] x Q, temos

[3.1.11] (u™) (p) (¢, 2) Z M™ Z w@) (e, z) ... ulem) (g, ) TP
1<m<p 0€0p uHtie, ) d
aglpym]

onde M™ := (=1)"m!Cy (Em [3.1.11], (™ o u)(e,z) = (-1)™mlu"™"1(e,2) € R
pela identificacio £(™R;IR) = IR).
Definigao 3.1.20 : Dizemos que uma fungao u de ]0,1] x  em IR satisfaz a condigao

S[Q; IR se, para cada K CC {2, existem 7 €]0,1] e uma fungao u de J0,1] em R} tal

que (& ,Lt(ﬁ)—l) e Eu(R) e
(3.1.20.1) p(e) < |u(e,z)|, para cada (e,2) €]0,n[x K.

Aplicacoes concretas de fungoes satisfazendo a condicio J[2;R*] serdo dados no

préximo paragrafo e no tltimo capitulo. Entretanto, damos um exemplo simples em

continuacao .

Exemplo : A fungao u : (e,2) €]0,1] x Q& efo(z) € R, onde k € IN* e p €

C*(Q;IR*), satisfaz a condigao S RY).
De fato, dado K CC 2, existe uma constante C > 0 tal que |p(z)| > C, (= € K). Entao ,

n=1eafuncio p: ¢ €]0,1] Cek € RY satisfazem as condigdes da Definicao 3.1.20.

Dada f € G(€2;IR) sao validas as afirmagoes seguintes.
O IR);

Observagao :
(I) Se f +# 0, f ndo ¢é necessariamente inversivel em G(

(IT) Se f tem um representante satisfazendo a condigao S[€; IR*], entao f # 0.

De fato, no caso Q! = IR", para um § € Z(R™;IR) (Ver 12041 consideremos a fungao

Corolario 2.1.3. Se é¢ fosse inversivel em G(R™;IR)

o seria

b¢ € G(R™;R) definida no

também em G(IR™\{0};IR) e portanto teria-se 0¢ # 0 em G(IR"\{0}; R), o que contraria

a Proposicao 1.2.21(4). Para verificar a afirmagao (II), seja f um representante de f

satisfazendo a condigao 3[§2; IR] e suponhamos que f e N[Q; R]. Entao , para um a € §,

existem 7, €]0,1] e uma funcao pu de J0, 1] em IR} tais que (e — p(e)” e Eu(R) e
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u(e) < |f(e,a)],(0 < & < my). Como ((e, z) s u(e)™ f(e,2)) € N[Q; R), dado C €]0, 1],
pelo Lema 1.2.5(1T)(a), existe n €]0,7] tal que |f(5,a)| < Cue), (0<e<mn), oque
junto com a desigualdade anterior implica C' > 1. Logo, f # 0.

O resultado seguinte serd 1til para dar uma caracterizagao de uma classe importante

de elementos inversiveis de G(S; R).

Proposigao 3.1.21 : Para cada u € E[Q; R) satisfazendo a condigao 3[2;IR*], sao
validas as afirmagoes seguintes.

(I) Se u € En[Q; R] e satisfaz a condigao V,4[Q; IR*], entio u~! ¢ EmQ; R,
(II) Seve E[ER]eu—ve N IR), entdo v satisfaz a condigao J[2; IR*].

Prova : (I): Fixados K cC ep € N devem existir N € N,C' > 0 e 1 €]0, 1] verificando
(3.1.21.1) suprel\»l(u‘l)(”)(e,:1:)|,, SCe N2 (0<ce< n).

Como u satisfaz a condiciio S IR*], existe uma funcéo p de ]0, 1] em RI,NeN,C >0
e 1 €]0,1] tais que

supzeKlu"l(e,x)l <u(e) < Ce_N, D<ec< 1),

© que mostra (3.1.21.1) no caso P = 0. Suponhamos p > 1. Usando [1.1.3], de [3.1.11] €

da desigualdade anterior, segue

(™) P (e, 2)|, < Z p!C"’“IM;"le‘("’“)NH?LIIu(“"’(s
1<m<p
aglp;m]

7$)|al~ y ((E, CI‘) G]O,?][XI\’)a

0 que junto com a moderacao de y implica a condicao (S.0.20.1%

(IT): Fixado K CC 9, sejam Mo €]0,1] e p uma funcao de ]0,1] em ]R,’_; tals queé

(u, K, p,my) verifica (3.1.20.1). Como (€ pe)~1YiE EmM(R) e w =y —p ¢ N[ R],

dado d €]0,1[, pelo Lema 1.2.5(IT)(a), existe 1 €]0,10] tal que lw| < dy em 10, y[x I, ©

que junto com a condigio (3.1.20.1) implica

#e) < ole, 2)| + dpe), (e, q) €]0,n[x K ).
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1 . .
Considerando a funcio x : € €]0,1] = (1 — d)u(e) € IR} vemos que v satisfaz também a

condigao 3[€2; IR"].

Teorema 3.1.22 : Supondo que dim E < 400, sio validas as afirmacoes seguintes.
(I) Dada f € G(9;R) tendo pelo menos um representante satisfazendo a condigao
V,[€2; IR*], as condigoes seguintes sao equivalentes

(a) f ¢ um elemento inversivel de G(§2; IR);

(b) Para todo representante f de f satisfazendo a condigao V.[S; IR*] se tem

1 e Em; R);

(¢) Existe um representante f de f satisfazendo a condicio V4[4 IR*] tal que

71 e Em IRY;
(d) Existe um representante de f satisfazendo a condicio [ R™];

(e) Todo representante de f satisfaz a condicao S[§; IR"].

;R

(I1) Se f € G(92; R) tem pelo menos um representante satisfazendo as condigoes Vi

e S[;IR*], entdao f é um clemento inversivel de G(Q;IR) e f —1 ¢ um representante de

f~!, para qualquer representante f de f, satisfazendo a condicao V,[; IR*].

Prova : (I): Que (b) implica (c) ¢ clara e que (d) implica (e) segue usando a Proposigao
3.1.21(11)

(a) = (b) :Fixados K CC §2ep € IN devemos achar N € IN,C > 0en €]0, 1] verificando

(3.1.22.1) SupreI\'Kf_] )P)(e,z)|p < ce~V, (0<e<n)

1 e seja g um representante qualquer de g. Como

Seja g € G(S;R) tal que fg =

d = f\ﬁ € N[Q; IR}, pela Proposi¢ao 3.1.21(1I), a fungao fg satisfaz a condicao [2;IR™].
Sendo E de dimensdo finita, existe um aberto U tal que X C UelU CC . Sejam
]0,1] em IR} tais que (e — p(e)™') € Env(R) e p < |fgl

~

[U;R] definida por u := fq (resp.

1o €)0,1] e p uma fungio de

\ L e £
em ]0,n[xU. Em consequencia, a funcao u € ¢Mm

u =y ) em )0, [xU (resp- [0, 1] x U ) satisfaz as condicoes V4 [U; R e S[U;R™]. Pela
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Proposicao 3.1.21(I), ™' € Ey[U;R] e, portanto, existem N € IN,C > 0 ¢ 3 €10, 0]

satisfazendo

suPei|(@u™) (e, 2)p < Ce™,  (0<e<y,

0 que junto com a condicio u = f?] em ]0,n[xU implica (3.1.22.1).

(c) = (d) :Nas condicoes de (c), fixado K cc 2, existem N ¢ NG > D&
n €]0,1] tais que lf‘](f,n')l < Ce ¥ ((e, z) €)0,n[x k). Considerando a fungao
p:e€lo,1]— C1eN ¢ IRY, vemos que f satisfaz a condigio 3[Q; IR™].

(e) = (a) :Por hipétese [ tem um representante )? satisfazendo a condigao V,[Q2; IR
e, por (e), essa funcio satisfaz também a condigao 3[Q; IR*]. Pela Proposigao 3.1.21(1),

fle Em[R). Se g := -1 + N[ R, temos i e ff‘l + N[ R] = 1, 0 que mostra

~

, : , Sl 1 -1 _
que f é um elemento inversivel de G R) e que 71 é um representante de f~1 = g.

(II): Por hipétese e pelo item (d) de (I), f é inversivel em GEER) e, portanto, por (e) e

por um argumento similar a prova de (e) implica ( a), é vilida a segunda afirmacao em (I1).

Exemplo : Nas hipéteses do Teorema 3.1.22, seja f representada pela funcao

~

file,z) €]0,1) x Qs p(e)p(a) € R,

onde p: e €]0,1] — exp(-1)eRepe C®(51R) é tal que p(z) # 0, (2 € 2). Entao ,

f néo é inversivel em G4 R).

De fato, como u € N(IR), temos f\ € N[ TR). Ou, pelo Teorema 3.1.22(b), segue a

afirmagéo , dado que f‘l & Em[Q; R).

Um Caso Especial de Composicao de Funcgoes Generalizadas

; p Y - - - . = =m pues
Até o fim de 3.1 vamos supor F = IR™ Dados a e b e IR", com a =

(@ 0o B ), b = by, . .. vbm) € a < b, definimos

[3.1.12] ]a, b[:=IT s ]as, by, [a, b].=IT7" 1ai, by, [a, b:=IT" [

- =1 [as, bile ]a, I)];:H;’;]]a,-,b,'].
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Observar que

el §

3.1.13] 10, 25 l= (BT, onde 0 = (0,...,0),00 := (400,...,+00) € R

No que se seque, até o fim de §.1, sao fizados a = (a1,...,ay) ¢ f=(B1,....0m) em

com 0 <« < f3 ¢ serd considerado o caso Q' =)o, flC (RY)

m

_I]_{"l”

b}

A seguir introduzimos duas condicoes de carater téenico que SCTA0 Necessarias 1o

restante do trabalho.

Definicao 3.1.23 : (I) Dizemos que uma funcio u de ]0,1] x © em R™ satisfaz

a condigao V[Q]f se, para cada I¥ CC (), existem 7 €]0,1];a, b €la, fl,a < b

e uma funcao p = (1,0, pm) de 10,1] em Ja,a] tal que e — (pile) — Ty W <

Ev(IR), (1<i<m),e
{3.1.28.1] u(e,x) € [u(e), ], para cada (¢,2) €]0,n[x 1.

Ja, B; G] satisfaz a condigao M|la, B[; G] se,

(II) Dizemos que uma fungao w € A ;

para cada p € IN; cada a,b €la,pl,a < by e cada funcdo g = (B1,..-»m) de ]0,1] em

Ja,d] tal que [¢ — (uile) — a;)71] € Ev(R),(1 <1 < m), existem N € IN,C >0e
n €]0, 1] verificando

(31282) Supye[u(e),l)]'tu(l))(fv y)‘l’ S CE_N’ (0 <e< 77)'

Observagao : (I) Se uma fungao u de ]0,1] x§2 em IR™, satisfaz a condigao VI[Q;]a, B[]

entio u satisfaz a condigao V [Q]ff, a reciproca nao € verdadeira;

(I1)  Se w € &[]a, Bf; G] satistaz a condicao M([]a, A[; G] entao , w € Emlla, Bl; G).

De fato, dado ¥ CC §, a condiciao V[§2; Ja, Bl associa K* cC o, Blen €]0,1] e entao ,

se a,b €]a, ] satisfaz ' C la,b], basta tomar le) 1= a+{a— a)e €]a,al, para obter
Ja, b[c [u(e),b], o que prova a primeira afirmacao de (I). Para provar (I1) partimos de
R' o Ja,Blep€ Ne entdo (II) resulta tomando a,b e yt como na prova de (I). Se

¢ €la, A, a fungao
u:(e,2) €)0,1] x 2 a + (¢ — a)e €Ela,c]
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o . 1S sC. associa a
satisfu VIQ)] (tomar p(e) i= u(e,)) e o satistas VIS Ja, B pois se, associado
et b W/ o
Iy CC 2, existissem 9y ¢ K = [a, 0] CC Ja, ], resultaria < ufe,x) < b para (¢,7) €

10, y[xI; donde a — a < (¢ — @)e sempre que 0 < ¢ < g,

Proposigao 3.1.24 : Uma funcio w € El)a, B; G] satisfaz a condigao M|]a, B[; G] se,
¢ 56 se, para cada v € IN™; cada a, b €la, Bl,a < b; e cada funcao = (... ) de
J(), ]] c1n ](I’,(lv] tal que [E = (//i(f)*“i)_lJ € &m(IR), (1 < ¢ < m), existemn N eN,C>0

e 1 €)0, 1] verificando

SUPye(u(e),5|07w(e, y)| < Ce™N, (0 <e <)
Prova : B andloga a prova da Proposicao 1.2.19.

Proposicao 3.1.25 : Dadas v € Em[Q,IR™] satisfazendo as condigoes V, [$2; ]a, B[]
e VIQPB, e v € Em[LIR™) satisfazendo a condigao V,[€%; ]a, A[], suponhamos que
u—=v € NQR™]. Entio , valem as assergoes seguintes.

(I) v satisfaz a condigao V[Q)7,

(IT) Se w € El]a, B[; G] satisfaz a condicao M), f; G|, entao a terna (u,v,w) satisfaz a
condigio (III) da Proposigio 3.1.5.
Prova : Suponhamos B <oo(Sep< 0, & prova ¢ andloga). Fixado I CC 2, sejam

N6 = (al,...,am),b = (bl,...,bm) e u = (,ul,...,/,Am) como na Definicao 3.1.23(1):

Pondo R; := Ui —v;(1<s < m), como

(6:2) 011X Q> (uife) - @) Rife,2) € R) € e R), para cadai = 1,...,m.

pelo Lema 1.2.5(IT)(a), existe n' €]0,7] tal que

(3.1.25.1) Rie,z) € [=r{Be) ~ a),r(u(e) — )], ((e, ) €]0,7'[x K),

onde 0 < r < min{1, dy(a; — a;)~! |1 <i<m)e di >0 ¢ tal que b; + d; < Bi
Consideremos o' := ¢ — rla—a),b = + [y S dy) e
X 00t Xm) € €010 v (1 1)) e,

68



Como Y(e)—a = (1—7)(pu(e) — a), segue que [e — (xi(e) —a;)7 1] € Em(R), (1 <2 <m).
Fixado (¢, 7) €]0,7[x ], considerando a fungao 6:1€0,1] - u(e,x)+tR(e,7) € [0, o0,
das condicoes (3.1.23.1) e (3.1.25.1) seguem as desigualdades

u(e) < ule, z) < 6(1) +rt(p(e) - a)

0(t) < u(e,a) +rt(a —a) < bt gy o dem);
donde , 8(1) € [x(¢),0'],(0 <t < 1); 0 que mostra que vale a afirmacao (1) (pois v(e,x) =
(1)) ¢ o segmento fechado que liga u(e, ) com v(e, a) estd contido em [x(g),V']. A partir
das hipdteses, por um raciocinio analogo ao que foi feito na parte final da prova da
Proposicio 3.1.8, segue que as fungoes u, v e w satisfazem a condicao (I11I) da Proposigao

3.1.5.

Teorema 3.1.26 : Dadas u € Ey[Q;R™), satisfazendo as condigoes V. [Q;]a, Bl]

e V2, e ¢ € C*(]a, B]; G) satisfazendo a condicao M[la, B[; G, sao vilidas as

afirmacoes seguintes.

(1) pou € EmEYGl;

(II) Se v € Em[%R™] satisfaz a condicio Vi[Q;]a,pl] e u —v € N[;IR™], entao
pou—pov € NG

Prova : A afirmacio (I) segue, usando [3.1.1], de modo andlogo a prova da
Proposicio 3.1.9(a). Por outro lado, como cada o € C=(]a,B[; LP(R™); G))
satisfaz a condigao ]\f[[]a,ﬂ[;ﬁ(”(m,m);G)], para R = wu,v, por (I), temos
e o R e Ep[Q;LP(IR™); G)),(p € IN*), e, portanto, o item (II) segue das proposigoes

3.1.25(11) e 3.1.5.

O resultado anterior nos permite dar a definigao seguinte.
Definigao 3.1.27 : Sejam E e G espagos de Banach ¢ £ um subconjunto aberto nao

vazio de E. Dadas f € G(;IR™), tendo pelo menos um representante satisfazendo as
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condigoes Vi [$% ]a, B[] e VIQJE, e ¢ € C(]a, A]; G) satisfazendo a condicio M(]a, A[; G,

)

a fungao composta de ¢ com  f ¢ definida como sendo
pofi=pof+NQG,

onde ¢ o ,? (e,2) €]0,1] x Q go(f(e, z)) € G e f( um representante qualquer de f,

satisfazendo a condicao Vi[$; )a, ).

Teorema 3.1.28 : Nas condicoes da Defini¢ao 3.1.27, a composta o f satisfaz (com ¢
substituido por ¢):

(I) a férmula (3.1.11.1);

(II) a formula (3.1.11.2), no caso E = IR e =1 ;

(III) a férmula dada na Proposicao 3.1.14, no caso E = R",

Prova : As afirmacoes (I) e (II) seguem de modo analogo a prova do Teorema 3.1.11, e

a prova de (III) é similar & da Proposicao 3.1.14.

No resultado seguinte serg considerado o caso m = I;isto é \F = IR.

Proposigao 3.1.29 . Supondo que dim E < to0, seja f € G(;R) uma fungao tendo
pelo menos um representante satisfazendo as condigoes V, (2], B[] e V ()2, e seja fum

representante qualquer de f satisfazendo a condigio V,[Q;]a, Al]. Entao | as fungoes f €

f—a séo elementos inversiveis de G(2;IR) e as funcoes fle(f-—a) sio representantes

de f=1 e (f - a)™!, respectivamente.

Prova : Para ver a afirmacio relativa a [, em virtude do Teorema 3.1.22(1I), basta

observar que se uma fungéo satisfaz a condicao VIQE, entio ela satisfaz também a

condigdo 3[Q;IR*] (Ver Definicao 3.1.20), o que decorre d

a propriedade : se p ¢ uma

fungao de 10,1] em Ja,al,a < a, tal que [e — (p(e) — a)™1] ¢ Em(R), entdo a fungdo

_] 3 " [ Moy a e > ~ > e
(€ = p(e)™!) é também um elemento moderado, E, para ver a afirmacio correspondent¢

a f — «, observar que essa funcao tem pelo menos um representante satisfazendo as
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condicoes V,[$2;]0,v[] e V[, onde v:i=ff —a € IR.

3.2 — Fungodes Generalizadas na Forma de Onda de Choque
Neste § sao considerados os casos 0 = E=G=ReF=RouF =R"
Escrevemos por comodidade g(m") (resp. X[IR]) em vez de Q(IRk;IR) (resp. X[IR;IR])

para k = 1,m (vesp. X = Enyy ). Usamos uma notaciao similar para os conjuntos

C*(RY;R), D(IR; R),H(R;IR),ZE(R; R) e H,(R;IR) (resp. Gep(V5IR) ) para ¢ = p,r

(resp. V = R, R*, R, IRY ).

Dizemos que f = (fi,.. -, fm) € G(IR; IR™) ¢ uma fungao generalizada na forma de

BT 1 Sa my for da forma f, = AH, + by, onde H, € H,(IR) e

onda de choque se cada

A, :=a, — b, com 0 < a, <b.

Proposi¢ao 3.2.1 : Dada p € Em(R) tal que p 2 1 em ]0,1], existe uma fungao

V € £y |R] verificando a propriedade (H,.) (Ver Definicio 2.2.8) ¢ as condigoes seguintes:

CA

(3.2.1.1) (VK cc R*)(3y €]0,1]): 0 < V<1l em J0,nxK
(3.2.1.2) 0< Vie,-) < ple) em R
(3.2.1.3) V(e,.) = pu(e) em [—¢,¢]

para cada ¢ €]0,1].

Prova : Dada € € Z(IR i considerando a fungao moderada
wi (o) €)0,1) x R o (x(e,)* € )(@) € R,

ondee; := $ e x(¢, ) é a fungao caracteristica do intervalo [ Z % 321 temos 0 < u(e, ) <1
em IR, u(e,-) = 1 em ]:755, 54_[ e supp(u(e, ) C (=%, —45] (¢ €]0,1]). Em consequéncia,
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para a fun¢ao moderada v definida no Lema 2.2.6 temos () <v(e,r)<lem R,v(e, ) =

em | - oo, f [ e supp(v(e,-)) C] — oo, 7{](‘ €]0,1]), ¢ para a funcio moderada
w: (&) €)0,1] x R - p(e)u(e,z) € R

temos 0 < w(e,) < p(e) em R,w(e,-) = ple) em ]=pe B¢ o supp(w(e, ) C

[—175 ’ ZTE]’ (e €]0,1]). Logo, a funcio moderada

—~

Vi(e,2)€]0,1]] xR 1+ v(e, z)[w(e, x) — 1] € IR,

satisfaz as condigoes (3.2.1.2)(pois # 2 lem]0,1]), (3.2.1.3) ¢ Viez) =0

: TR S TE M : Te Vonsiders a funcao
(resp.  V(e,2) = 1) para 2 < —LIesh. & B 37 ). Considerando a funca
pix : € €]0,1] - T € RY, vemos que o par (V, pu,) satisfaz a propriedade (H,) do Lema
2.2.5 e, em consequencia, a fungao V verifica também a condigao (3.2.1.1).

Em virtude da condicao (3.2.1.3) a funcao V da Proposicao anterior verifica uma

propriedade importante.

Observacao : A fungéo V construida na Proposigao 3.2.1 verifica a condigao seguinte

ﬁf = ¢ NR], para cada {EE,
€, em consequéncia, He # V em G(IR), onde V é a classe de ¥/ em G(IR) e, as fungoes

H¢ e He sio definidas como na Proposicao 2.9.9.

Com efeito, se ﬁf — V fosse uma funcéo nula, pelo Lema 1.2.5 (IT)(a), se teria

A~

Hé(s,()) - V'(e,0) — 0, para ¢ - 0t;
donde, usando as condicoes (3.2.1.3) e I:\Ié(e, '} = gf(e,-), teriamos 35(5,0) — 0, pard

e — 0%, fato que contraria a Proposicao 1.2.21(1).

A & il TS - T " - ‘ Ao
Em virtude da observagao que antecede ao Exemplo 2.2.11, da observacao anteriol

e de [2.2.3] temos as inclusoes

3.2.1] H=(IR) € H,(R) ¢ Hy(IR) € H(IR).
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Com a finalidade de simplificar o enunciado das proposicoes 3.2.2 ¢ 3.2.7, resultados
que correspondem ao caso Fo= 1R, introduzimos a hipotese (e notacoes ) deserita(s) a

seguir.

Hipdtese (1) : Sao considerados a ¢ A em R, com 0 < o < f#; uma fungao v € C>(RR})
tal que Im(r) =]a,fl; @ ¢ b em IRY, com a < b: ¢ A := a —b. No caso da fungao

1 ser estritamente crescente serao usadas, se HCCOSSATIO, as seguintes notacoes | 1/, =

v(a), ve := v(b), Av = v — (< 0)ed = (A) o — ) (> 1).

¥ g . z : B Ricwmmpecs 2740
Proposigao 3.2.2 Se a funciio v ¢ estritamente crescente e a funcao mversa v

M|[]a, B[; IR], entao para cada funcéo p de ]0,1] em [1, 6] verificando

satisfaz a condicao

as condigoes

(8.2.2.1) [e — (Avp(e) +ve— (\')']] e Ep(IR);

Lol L

(3.2.2.2) v(ae) < Avu(e) + vi, (e €]0,1)),

existe uma funcao H € Eyn[R], verificando a propriedade (H;) (Ver Definicao 2.2.8) e as

condi¢oes seguintes

(3.2.2.3) sup, I (e, 2)| < AT ae = b), (e €]0,1));
R

(3.2.2.4) (VK cc R*)(3n €0, 1) sup](,,,][xKIHI R

(3.2.2.5) H(e,-)=ji(e) em [—e, €], (e €]0,1]),

onde i : € €]0,1] — A'J[1/—1(A1//1,(£)+1/()—b] € [1,-bAT'[, e a classe H de H em G(IR)

¢ uma funcao em M, (IR) tal que H ¢ H=(IR).



o W e | Lo 8 | satisfazendo
Prova : Como i € £y(IR) (por ser limitada ) existe uma fungao V' € Epr[IR] satisf:

e b L3 1 1 IR v e¥ies Serpvia
as propricdades deseritas na Proposi¢ao 3.2.1. Consideremos as funcoes
H:=A"v"o(AVV + ve) — b

e x € €]0,1] — Avu(e) + v, €la, v,]. Da condigio (3.2.1.2) segue

(3.2.2.6) V() SAvV(e,2) + 1, < ve,  ((,2) €]0,1] x IR)

e, por (3.2.2.1), temos [¢ (e = 1 e = Em(IR). Entao | a funcao ALV + 1
satisfaz a condicao V[IR)? ¢, por (3.2.2.6), satisfaz também a condicao V, [IR;]a, A
Em cosequéncia, se V ¢ a classe de V7 em G(IR), a hipétese sobre p—1 (Ver Definicao
3.1.27) mostra que v o (Al/‘? +v¢) é um representante de ! o(AvV 4 1y) e, portanto,

a funcao H ¢ um representante de
H:=A"Tv"1o(ALV + v¢) = b].

as condigoes

(3.21.1) e —bA-1 5 1 resulta (3.2.2.4); e de (3.2.1.3) segue (3.2.2.5). Por outro lado,

<.

. R 2% 4 . =
s€ja ji» uma funcao tal que o par (V, u,) satisfaz a propriedade (H,) do Lema 2.2.5.

oo

Dado ¢ €]0, 1], é claro que a condigao (H,.), acarreta

V*J(AVV(e,x') + v¢) = b( resp. a) para ¢ < —px(€)( resp. 2 > Ha(€));

donde segue que o par (H, fix) satisfaz a propriedade (H;)z. Como o par (H, i, ) satisfaz a

..... mostra que H € H,(IR). Finalmente, da condigao

ao que foi feito na verificagio da observacio que

segue a Proposicio 3.2.1, resulta que H ¢ H=(IR).

Observar que as funcées He, (€ € E(R)), definidas €omo na Proposicio 2.2.9, verifi-

Ll

Para as proposicoes 3.2.4 y 3.2.5 e 3.2.6, resultados que correspondem ao caso F' =

IR™, damos a hipotese seguinte, onde sio usados as notagoes dadas ey [3.1.12] e [3-1‘131'
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Hipdtese (IT) : Sio considerados os seguintes dados.

(1°) Dois clementos a = (@1, am) ¢ b= (byy. .. by) em R™ tais que 0 < a < b.

Definimos A, := a, — b,, para cadaz =1,...,m.

(2°) Dois elementos a, = (01,...,0m) € Pu = (B s o P ) € R" com 0 < a, < B,

e uma funcio v, = g, b g R C*(R%;R™) tal que cada componente de vy é

uma funcio crescente. Vamos supor que estes dados satisfazem a condigao seguinte @ o

conjunto {1,...,m} é reuniao de duas partes disjuntas I e J, com 1 € 1, tal que v, (resp.

v,) ¢ estritamente crescente, com lmagem o B[ (resp. nao estritamente crescente, com

imagem contida em [a), 4)]) para cada 2 € I (resp. 7 € J).

Definigcao 3.2.3 : Suponhamos verificada a Hipotese (II).
..+ Bm < +o00, indicamos com V(y) &

(1(_7) Se Q(g) = Qg +...+an=20e Bis) = B +

funcio
m

(Ul At s 18 7:‘/771) E]Oa OO[H Z 1"1(9:) E]a(s)a /3(3)[7

g=1

(22) Suponhamos que a; > 0 para cada j € J, se a(q) = Q1..-Qm > 0e B =

Bi...Bm < 400, denotamos com ¥(x) & funcao
m

(41, ym) €10,000= [T () €l Bim |
1=1

Com essas notacgdes , para cada v = V(s), V() consideremos vy := v(a), Ve = v(b) e
Av := v, — . E facil ver que Av < 0.

Nos resultados apresentados neste trabalho teremos J = 0 ou v, = a; para cada
7 € J no caso J # 0. No entanto, pensando em outras possiveis diregoes de pesquisa

dos no Capitulo 4 , preferimos deixar o enunciado mais

1a condicao (17) da Hipotese (II) basta exigir

em torno dos sistemas estuda

geral da Hipotese (IT) acima. Além disso, 1

- daa nroposicoes 3.2.5 e 9 s por razoes de
0 < a, < b, para cada1 € 1 (Ver provas das proposigoes 3.2.0 ¢ 3.2.6 ) mas por razoes d¢

simplicidade, o enunciamos na forma D<ca<h

Lembremos que Y denota a funcéo classica de Heaviside (Ver 2.2).

-]
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Proposicao 3.2.4: Suponhamos verificada a Hipétese (I1) ¢ indiquemos com (v, a, 3)
qualquer uma das ternas (17(s), @ (s)s B(s)) ON (V(x)s C(m), Bmy). Dada - SRR . S
GIR;IR™), seja f = (fiyeoenfm) = (A1 Hy 4 biy.oos AmHpy + by) em G(IR;R™).
Supondo que cada H,,1 < 2 < m, tem um representante ﬁ, tal que (ffl,a,,,b,,Az)
verifica a condigao (3.2.2.3) (com ﬁ, a,b e A substituidos por ﬁ,, a,,b, e A, respectiva-
mente), sao validas as asserqoes seguintes.

(I) A funcio f = (fy,. ey fm) = (A H, + biy...,AmH,, + by ) satisfaz as condicoes
VI3 10, 00f) e VIR

(IT)  Supondo que cada componente da funcao v, satisfaz a condicao M [IR:; IR] valem
as afirmacoes seguintes,

(I1); a funcio v satisfaz a condi¢ao MT]0, oo R] (e portanto, pela Defincio 3.1.27,
Vo )?c um representante de v o f € G(RR));

(II); se H,(e,") > Y, para € — 0%, em R*, (1 <, < m), entdo

~

(3.2.4.1) (v o f)(e,.) = vy(resp. vr) em IR (resp. R}), para ¢ — 07,
eVi=(Av) Y vo f— ve) € Hy(IR);

(II); se [e (vi(re)—ay 1 e Em(R), para cada r > 0, entdo a funcio 1./0_)? verifica as
condigées V, [IR; ]a, B[] V[R]Z ( e portanto, pela Proposicio 3.1.29, vo f—a é inversivel

em G(IR)); (v; 0 f; — a1)(vo f—a)le Gu(R); e é vélida a condicao

5 vy o E — o *
(3.24.2) (\1/ o F—a )&, ) = Ag(resp. Ar) em IR* (resp. RY), parae — 07,

onde A, := (v;(b;) —ay)(vr—a)l 7 = €,r. No caso (v, a, () = (Y(my, (), B(r)) fazemos

a hipétese adicional a, > () sempre que 2 < 3 < .

Prova : Pela Definicio 1.2.16, a funcio _f: ()?1 )/‘\ )

—_—

¢ um representante de f =

= (f1,--., fm). De (3.2.2.3) e da definicao de )? resulta
(3.2.4.3) He2) € lea, 28], ((e,2) o, 1] x R),
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donde segue a validade da assercao (I).
(II); :Em virtude da Proposicao 3124, dados v+ = (71,...,7m) em
N™ 4.5 em 0, 00, <b, e uma funcio p = (p1,...,Hm) de ]0,1] em ]0,a] tal que

(e — p(e)™?) € Em(R),(1 <2< m), devem existir N € IN,C > 0 e n €]0,1] verifi-

cando

2 y ~|O7y 4 iz [N 5 _
(3.2.4.4) supye[“(f)’b]w v(y)| £ Ce™ ™, (0<e<m)

Ora, para cada y = (y1,--->Ym) €]0, 0ol sao validas

m

() = ) e Oum() = [Tn™ )
1=1

1=1
e por outro lado, por hipdtese, existem N, € IN,C, > 0 e n €]0,1] tais que

1 -N,; & .
Supte[;u(e):b\,]h/’h @) < Ce™ ™, (0<e<n1<1<m),

onde b = (3] ik b ). Estas condigoes acarretam (3.2.4.4).

y uym

(II); : Como cada componente de v, é uma fungao crescente, da condigao (3.2.4.3) segue

(3.2.4.5) (vo P&, z) € Wea),v(2b)],  ((e,2) €10,1] % R).

Da hipétese e da definigio de ﬁ segue f,(e, ) — AY + b, em R*, quando ¢ — 0t, e

portanto
v,(b,), para & < 0

(3.2.4.6) lim,—o+(v: 0 fi)(€,T) = , (1< <m);
v(a,), para T > 0

donde segue (3.2.4.1). Por outro lado, sendo a funcao
V:(e,x) €]0,1] x R (Av) H(vo fie,z)—v] €R

um representante de V e V] < —(Av)~(v(2b) + ve) em ]0,1] X R, o que decorre de

(3.2.4.5), temos V € Gup(IR). E usando a condicio (3.2.4.1) segue V(e,") = Y em R,
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para € — 0%, ¢, por tanto, V € H,(IR).

(11)y : Considerando a funcio p @ ¢ €]0,1] v(ca) €la,v(a)]. afirmamos que
[ ¥ (p(e) —a) ' € Ep(IR), o que, em virtude da condigao (3.2.4.5), implicard a vali-
dade da primeira assergao relativa a funcio v o ]? Ora, no caso v = V(4), por hipdtese, a
asser¢ao segue da condigao vy(aje) — ay < p(e) —a, (e €]0,1]). No caso v = V(x), usando
a 1gnaldade

m

pe) —a= Z vi(aie)...v,mq(a,1€) (v, (a,e) — ¥y Wyt o s

=1

temos (11(aje) — aq)ay ... .a,, < n(e) — a, (e €]0,1]); donde, como ey > 02 € 3 € wiy

segue a afirmacao . Por outro lado, no caso v = V(s), da condicio
(rofi—aj)<vof—a em ]0,1] x R

segue que (v 0 fi —a)(vo f=m) e Ga(R); e no caso v = V(r) @ assergio segue da

condi¢ao

[y 8y = ap)(vof— a) ' < (ay... )™ em 0, 1] x IR.

).

Finalmente, usando as condigoes (3.2.4.1) ¢ (3.2.4.6) segue (3.2.4 2)

Proposicao 3.2.5 : Suponhamos verificada a Hipdtese (II) com J = 0 e indiquemos

com (v, a, #) qualquer uma das ternas (V(s), a(s), B(s)) ou (y(n),a(n)’ﬂ(”)), Se, para cada

- 2 -1 : o
v =1,...,m, as funcdes v, e v, satisfazem as condicoes MR} R] e M(a,, A.[; R);
respectivamente, entio existem Hyy ooy He em H(IR) \ H=(R) verificando as seguintes

propriedades.

(I) Cada H,,1 <, < m, possui um representante I?, tal que (ﬁ,,a,,b,,Az) satisfaz a

Lol

)

(II) Para cada ¢ € Z(IR), sdo validas as relacoes (em G(IR)):

(3251) [I/ o) (A]Hl + ()1, 8 AmH,,, + I),,,) - (y]Hé ~ ()



(3.2.5.2) [vo (A Hy+bi,...,AmHm 4 bm) — a]HeHy = 0
onde He € H,(IR) é definida na Proposi¢ao 2.2.9.

Prova : Dado que cada componente de v, é uma fungao estritamente crescente e que a

imagem de v, é o conjunto Jay, f.[ podemos escolher um 7 €]0,1] tal que
(3.2.5.3) vy r€ + Vi(a,€) S vipr, (0<e<nl<e<m),

onde v,, := v,(a,). Fixado 2+ = 1,...,m, considerando v, ¢ = w(b), Av, =
= v, — e, b = (Av,) N, — ) € a fungdo p, de ]0,1] em [1,6,[ definida por

(€)= (Av) e+ wi(aie) - vy ¢)(resp. pu(€) :=1) para <e <n (resp. n < e <1),

temos: p,(e) — 6,, parac — 0%; (v, fha, Gy, by) verifica a condigao (3.2.2.2); e, como
Avn(€) + v g — 0 = Var€ + a(@E) — o 2 viee, (0<E< n);

(v, pla, Gy, by, @) verifica a condigao (3.2.2.1). E portanto, como 1/,"l satisfaz a condigao
M[]a,, B.[; IR], pela Proposigao 3.2.2, existe uma funcdo H, € Em[IR] tal que

~

(3.2.5.4) Hz(&,') = ﬁz(e) €1 [—575], (e 6]0’1])v

onde /i, : € €]0,1] = AT (Avga(e) + i) — b,] € [1,-b,(A,)7[, e as fungoes H, e
H, = H, + N[R] € H.(R) \ H=(IR) satisfazem as condicoes da afirmagao (I).

(IT) : Como cada (.ﬁ,, a,, by, A,) satisfaz a condigao (3.2.2.3) e cada v, satisfaz a condigao
M[IRY;IR], pela Proposic¢ao 3.2.4(11)1, a fungao v o (A;ﬁl fo b v A Hp + bm) é um
_ Afirmamos que existe uma fungao p

representante de v o (AyHy + by s 15 Bt b )
de ]0,1] em [a, v;[ tal que p(e) — @, para e = 0t, e

(3:25.5) o F)(e,) = ule) em [-e,e), (¢ €10,1)

onde f:= (A]ﬁl 4+ b1yeens A, H,, + by). Com efeito, no caso v = ¥(s), de (3.2.5.4) vem

(1/0‘;'\)(5, N = (Avypa(e)+ vie)t - +(A1/,,,_/L,,,(5)+1/,,,,[) em [—¢,¢]; donde considerando

a fungao

e €]0,1) = ple) ==ve Z/L,(e)AV, € [a, vy,
1=1
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segue (3.2.5.5); e como ju(€) — 6, para e — 0%,(1 < v < m), temos u(e) — a, para

e — 0%, De modo andlogo, considerando a funcao

m

He E]Oa 1] = /1‘(5) = H[u,(E)AV, + Vz,l] € [01,1/,.[,
1=1

e a identidade (v o f)(ét, )= (Avip(e)+viy). .. (AViptn(€) + Vpy ¢) em [—e, €], segue a
afirmagao no caso v = v(,.

Fixada { € Z(IR), para verificar as relacoes (3.2.5.1) e (3.2.5.2) serdo usadas, a condigio
(3.2.5.5) e as notacoes dadas na Proposicao 2.2.9. De fato, para termos (3.2.5.1), fixada

¢ € D(IR), basta ver que I(g) — 0, para ¢ — 0% onde
Ie) :=<[(wof)e,.) - abe(e,.), o >, (e €]0,1)).

Ora, como supp(gf(e,-)) C [—¢,€], de (3.2.5.5) vem I(e) = (u(e) — a) < 35(6, Sy >
donde, como p(e) » ae < gf(e, )y 0 >— ¢(0), segue I(e) — 0. De modo andlogo, para

termos (3.2.5.2), fixada ¢ € D(IR), basta que J(€) = 0, para ¢ — 0%, onde

J(e) :==< [(vo f(e,.) - al(HeHy)(e,.) 0 >, (e €0, 1)).

Ora, de (3.2.5.5) segue Je) = L) - a)d < (ﬁ?)’(s,.),ap > . Como

He € Ho(R) C H,(IR) temos Hi € Hy(IR) e, portanto, (HZ)" ¢ uma funcio de Dirac;

donde < (ﬁg)’(e, )¢ >— ©(0), 0 que junto com a, igualdade anterior implica J(e) — 0.

Proposigao 3.2.6 : Suponhamos verificada a Hipotese (II) e indiquemos com (v, @, )

qualquer uma das ternas (V(s)aa(s)vﬂ(s)) ou (”(n),a’(w),ﬁ(w)). Suponhamos ainda satis-

feita as condicoes seguintes :

(A) para cada 1 € I, as funcoes v, e v,' satisfazem as condi¢oes M [ler;IR] =
Mla,, B.[; R}, respectivamente;

(B) paracadaje J, se tem V; = a; em RY.
Entao , existem Higs vs gl em H,(IR) \ H=(IR) satisfazendo as condicoes (1) e (I1I)

descritas na Proposicao 3.2.5.
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Prova : Pela hipétese (A), existem fungoes H, € Hr(IR) \ H=(IR),2 € I, satisfazendo a
condicao (1) da Proposicao 3.2.5; isto ¢ ,para cada 2 € 1, H, tem um representante }A],
tal que (H,,a,, b, A;)( resp. (H,,b,,A,)) verifica a condigao (3.2.2.3) ( resp. (3. 2.2.4) Ji

¢ pela condigao (IT) da Proposigao 3.2.5, valem as relagoes (em G(IR) ):

(3.2.6.1) X}GNAJL+my4Mngm S [0 (AH, +b) — aJHeHe = 0

1€1 €1
(Mﬁmqpmm%+M—HMﬂzQqpm@ﬁ+M—HMmm@0
1€1 1€1 1€1 1€1

para cada € € Z(IR). Pela Proposigao 395 basta considerar o caso J # 0; para cada

7 € J definimos, por exemplo, H; := H, (Lembrar que 1 € I). Da hipdtese (B) ,no caso

(v, a) = (v(s), Q(s)), SEBUE

V(g)© (A]H] + bla' o 7AmHm M bm) — Q(g) = Z[Vz 0 (Ale Fir b:) i (_\’1],
1€1

o que junto com as condigoes (3.2.6.1) acarreta as relagoes (3.2.5.1) e (3.2.5.2). No caso

(v, a) = (V(x), ¥()), usando a igualdade

V(7r) (0] (A]H] + b], ey ,AmHm + bm) — (l’(.,r) = HO(J[H v, O (A,Hl + b1) e Haz]a
JEJ 1€1 1€1

e as condigoes a, > 0 para cada j € J (pela definigao de v(m) € (3.2.6.2) seguem as

relacoes (3.2.5.1) e (3.2.5.2).
]
O resultado seguinte serd de grande utilidade no estudo da nao resolubilidade de
sistemas de equagoes diferenciais parciais nao lineares da hidrodinamica.
Proposicao 3.2.7 : Nas condicoes da Hipotese (I), seja H € Em[R] tal que (H,a,b,A)

f:: AH + b em G(IR). Se a fungao

e seja [ a classe de .

’ . 9 . e * o ve ‘ .
v é estritamente crescente e satisfaz a condi¢ao M[RY;IR], para cada n € N,n > 2,
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. : o BITR* N sutlafama as 1dicoes
existe uma fungao estritamente crescente ¢ = ¢, € C (IR} ) satisfazendo as condigoc

MR} TR)
(3.2.7.1) (pof) =(of—a)f™f em G(R).

Além disso, se H(e,.) = Y, quando e — 0F, em IR* ¢ se (H,b,A) verifica a condicao

(3.2.2.4) entao , a funcao ¢ satisfaz também as relacoes
(8.2.7.2) wofxep() em GIRY) e pofxepla) em G(IRY).
Prova : Pela condicio (3.2.2.3) e pela Proposicio 3.2 A(D), a funcio f satisfaz as

condigoes Vi [IR;IRY] e V[R]F™, e portanto, pela Proposicio 3.1.29, f ¢ um elemento
inversivel de G(IR) e f~1 é um representante de f~!. Para um 6 > qualquer, é claro

que a funcao
y
pry €Y = p(y) = / (v(t) —a)t™"dt € R,
4

satisfaz a condigio seguinte

(3.2.7.3) PY)=y) - aly™, (y>0)

donde, como v(y) > a,(y > 0) , segue que ¢ é estritamente crescente e, portanto, ¢
verifica a propriedade
Para cada 4, B € IR}, A4 < B, e cada y € [A, B

, temos

(3.2.7.4)
lP()] < [(A)] ou |o(y)| < lo(B)]

( De fato, se y > 0 temos le(y)] = ¢ (¥) <@(B).Esey < ¢ temos p(4) < ¢(y) < 0; donde

le(y)| < |p(A)]). Para verificar que a fungao ¢ satisfaz g condi¢ao M[R}; R}, fixados
p € IN, G, be IR} ,a < b e uma funcio p de 10,1] em 10, @] tal que (e — p(e)=1) € Ey(R),
devemos achar N € IN,C' > () ¢ 1 €)0,1] verificando

(3.2.7.5) Pyeua il VWIS Ce™, (0 <e ey



Ora, como v satisfaz a condicao M[RL;R] e

p—1
=% G WOyt (y>0,p21),

q=0
onde C¥ := (1P s A oo (ke o = 2)(”;] ), basta verificar (3.2.7.5) no caso

p=0. Para b := 0@ v, scjam N € IN,C > 0 ¢ 5 €]0, 1] verificando
(3.2 SUD[p(e), ! ]\1/( —a| £ Ce eN, (0<e<m).

Fixados 0 < ¢ < ¢ ple) Sy < D, por (3.2.7.4), temos [ ()] < |e(b) (b )| ou |p(y)| <

lo(ju(£))]. No tltimo caso, usando a condicao (3.2.7.6) segue

Y

C -=0
lp(y)] < ———|9' — u(e)

71—

I—HIE—N

o que junto com a condigao (€ w(e)™) € Em(R) implica (3.2.7.5). Pela Definicao
3.1.27, as fungoes 1./0‘;‘\, a,oo_)?o (,9'0]? sio representantes de vof, wof e p'of, respectivamente;
e, pelo Teorema 3.1.28(11), temos (po f) = (¢’ o f)f'. De (3.2.7.3) segue @' o ? =
(o _/A'— (r)f'” e, portanto, ¢' o f = (v © f —a)f™™ o que junto com a igualdade
anterior implica (3.2.7.1). Com a finalidade de verificarmos as relacoes descritas em
(3.2.7.3) afirmamos que ¢ 0 f € Gu(9), para = R*,IRY, e para isso basta provar que
wo f € Gu(IR*). De fato, fixado K cc IRY, seja 7 €]0,1] verificando a desigualdade dada

em (3.2.2.4). Considerando os numeros
C = = SUPJg y[x I (]|, Cor=1¥ . Ci:=b+ACyeCy:=b— ACYy,

temos (0 < C; < Cz2 ¢ ) ACy < AH < —ACy em 0,y donde C; < F < Cz em

10, y[x I\, o que junto com (3.2.7.4) implica

sup, el o e 2) S G (0 <e<m),

~

onde C' := |p(Cy)| V lp(C2)]. Finalmente, da hipdtese vem fle,.) — AY +b

em IRY; donde o ) @(b) em R* e (po jA')(E,-) — p(a) em R} . Em

rr)

consequéncia, pela Proposigao 1.3.14, sio validas as relagoes dadas em (3.2.7.3).
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Definigao 3.2.8 : Considercmos as equagoes

() w4 uu, =0 (f|) e 4w, &~ ()
1 1y =) E 1y 1 3~ 0
(E) (5“ )t +(§“ )r = ( (E2) (5“ )t+(3“ )r =0,

. ~ ~ 2 ? oo
onde as relagoes de igualdade ¢ de associagao sao dadas em G(IR?). Uma solugao na
forma de onda de choque da equacio (E) = (E;),(E;), i = 1,2, ¢ qualquer funcio v em

G(IR*) dada na forma
(5) u=AHoy*+b,

a qual ¢ solugao da equagao (E); onde A = ¢ — b, para algum (a,b) em IR? tal que
0 < a<b, Héumafuncio em H,(IR) tendo um representante H tal que (H,a,b,A)

satisfaz a condigao (3.2.2.3); e y* : (z,t) e R’ 2-cte R (Ver [3.1.6]), para algum
6 € IR,

Observagao 3.2.9 : Toda solucao na forma de onda de choque de qualquer equagao

(E) dada na Definicio 4.2.8 ¢ um elemento inversivel de G(IR? ).
De fato, seja © uma solu¢do na forma de onda de choque da equacio (E) nas condigoes

da Definicio 3.2.8. Pela Proposicao 3.2.4(I), a funcio w, := AH + b, repesentante de
AH + b, satisfaz as condicoes V, [R;RY] e VIR)F

oo . ~ ~ *

; ém consequencia, a funcao 4, o y*,
representante de u , satisfaz as condices V*[]R.z;lR,i] ¢ TIRE= afirmacao segue
entao da Proposicio 3.1.29.

Em virtude da Proposicio 2.2.9(b), o resultado seguinte mostra que as equagoes

(Ei),1 = 1,2, sempre tém solugoes na forma de onda de choque.

Proposigao 3.2.10 : Dado (a,b,¢) em IR®, consideremos o par (A, y*) nas condigoes

da Definigao 3.2.8 e as férmulas

] o= ety ) o= 3etia
(I) Dada uma funcio H em H

»(IR), considerando a fungao u em ¢ IR?) dada pela formula

(S), para i = 1,2, é vélida a asser¢ao seguinte.
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(I); A fungéo u é uma solugéo da equagao (E;) se, e sémente se, ¢ valida a férmula [J;].
(IT) Considerando uma fungao H em H=(IR), para a fungio generalizada u em G(IR?)
dada pela férmula (S), e parat = 1,2, as condi¢des seguintes sao equivalentes.

(IT); A fungio u ¢ uma solugao da equagao (E:);

(II), E vélida a férmula [J¢].

Prova : Como Hz(IR) C H,y(IR) a afirmagao (I1) segue de (I). Considerando a fungao
u, = AH + b em G(IR) temos u = uy © y*(= AHoy* +D).

(I); : A identidade uy = (—cu), acarreta
(3.2.10.1) w4 g = (U — €Uy

Como 2HH' ~ H' em G(IR) (Ver Corolério 3.1.12), em virtude da condi¢ao (3.1.17.1)

temos (2H o Y Uy N U donde
A 9
(u — c)uy z(§+b—c)1tz em G(IR"),

0 que junto com as condigoes (3.2.10.1) e (3.1.18.1) implicam a afirmagao (I)1.

(T2 De (B;)t = (—9'2‘—2),5 resulta

(32102) (su )1 +( Ug)l- = [UZ(% = %)]r

t
LWl

Como u?(§ — 5)= bz(g ——§)+[bA(_b—c)H+A2(b—%)H2+ %A3H3]oy* e H2~ H ~ H?,
pelo Teorema 1.3.12, temos

A .
[zﬂ(% - g)], ~ A[%(a'z +ab4 b) —c(b+ FNH 0y™)s em G(IR?),

(3.2.10.2) e (3.1.18.1) implica a afirmagao (1)2.

0 que junto com as condigoes
]

i i y i e N2 — 19 nao 1 X
A proposigao seguinte mostra que as equagoes (E;),+ = 1,2, nao possuem solugoes

na forma de onda de choque.



Proposigao 3.2.11 : (I) Toda solugao da equagao (E;) ¢ também uma solugio da

cquacao (Fy). Reciprocamente, toda solucao na forma de onda de choque da equagao
ol A . ” Y \

(E3) ¢ também uma solugao da equagao (E));

(IT) A equagao (E,) nao tem nenhuma solucio na forma de onda de choque; em conse-

quencia, a equagao (E;) também nao tem nenhuma solucio na forma de onda de choque.
,ae
Prova : O item (I) segue usando a identidade

1 .
(511,2), + (gue’)r = u(uy + uu,),

<

sendo que no caso da segunda afirmacio usamos também a Observacao 3.2.9.

(II)  Por absurdo, suponhamos que a equagao (E;) tem uma solucio na forma de onda
de choque u = AH o y* + b. Pela Proposicao 3.2.10(I), ¢ valida a condigao [J;]. Por
outro lado, pelo item (I) acima, u é também uma solucao da equacio (E,) e, por-
tanto, pela condigao (I); da Proposicao 3.2.10, ¢ vélida a formula [J2], 0 que é ab-
surdo. Logo, a equacio (E1) ndo pode ter solucdes na forma de

onda de choque.
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CAPITULO 4

ALGUNS SISTEMAS DE EQUAC()ES DIFERENCIAIS PARCIAIS NAO

LINEARES

No presente capitulo, para um subconjunto aberto nao vazio € qualquer de IR ou IR?
e para X = G,C, a notagao X(9) indicard o conjunto X (€;IR). Uma notagao similar

vale para os conjuntos X(R;R) , para X = &2, H; Hy, e

4.1 — Os sistemas (5)% e (5)y

Em todo o presente capitulo, a menos de mensao explicita em contrdrio, vamos supor

fizados os dados da Hipotese (IT) (_.?Q) (Os dados da Hipotese (1I) (1%) serdo introduzidos

no inicio de 4.2), com m = 3 (Ver 3.2 ). Além disso, vamos supor que cada componente

) satisfaz a condigao MR ; IR] (Ver Definigao 3.1.23(11)). Salvo ad-

de vy, = (v1,V2,V3

verténcia em contrdrio, indicamos com (v,a, B) qualquer uma das ternas (V(s), Q(s)s B(s))

ot (V(my, O(n), B(my) (Ver Definicao 3.2.3).

Nessas condicoes , consideremos as equacoes do fluido viscoso em dimensao 1

descritos a seguir. Fixado A € IR*. o sistema associado GV ¢ formado pelas equagoes
) v

em G(IR?)
(E1)  po+(pu), =0

(E2)? (pu), + (0t pu?), = {lv o (o, B) — alua)

(E3); Ei+ [(E + pu], ~ {lvo(p,p,E)— aJuug},

(E) E=p+ipd

e o sistema (g):: ¢ formado pelas equagoes (E1), (E2)S,(Es )% e (Ey), onde

(Ey)  pi+(pu): =0

(B2 (pu)e+ (0 + pud)e ~ {lv o (pyp, B) — alus)es

Definicao 4.1.1 : Uma solucdo na forma de onda de choque (constante antes e apos

o choque, se propagando a velocidade constante e forma macroscopica do choque 1n-

) do sistema S, onde § = (S)% ou § = (S)2, é qualquer elemento

variavel com o tempo
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(p,u,p, E) de G(IR?% ]R") tal que as funcoes componentes sio dadas na forma

(51)  p=A4pH,oy"+p  (S2)  u=AuH,oy" +u,

(S3)  p=ApH,oy" +p, (S4)  E=AEHpoy" + E,
as quais sao solugoes do sistema S e satisfazem as hipdteses seguintes:
(A1) y* € C*®°(IR?) é a fungao , definida em [3.1.6], associada & y : t € IR + ¢t € IR, onde
c € IR; istoé,y*:(z,t)ém.sz—ctEIR;
(A2) Denotamos com 7 qualquer um dos simbolos pyu,p ou E. Existem 7,,7, € R tais
que 0 < 7 < 74 e definimos A7 := 7, — Te;

(A3) HT € HP(]R)(T = pvu‘vp)E);

(A4) cada H-(T = p,u,p, E) tem um representante H, tal que :

(A4 (ﬁ,—,Tr,Te,AT) satisfaz a condicéo (3.2.2.8)

(Ayg)2 (ﬁT,T[,AT) satisfaz a condicdo (3.2.2.4);
(As) HH, %0 em G(R*), para cada H ¢ H,(IR).
Observar que, como u, = AuH,oy* Au#0 e y*(Q*) = R* (Ver [3.1.8] ¢
[3.1.9]), pela propriedade (3.1.17.1), a hipétese (As) é equivalente 3 condi¢ao
(As) (Hoy*)uz; ~0 em G(Q2*), para cada H € H{IR).

E pertinente observar também que, a rigor, na Defini¢io 4.1.1 bastaria exigir (A4)1

(resp. (A4 )2) para cada T = P, E (resp. 7 = p). Entretanto, da prova do Teorema 4.2.7

resultard que (A4) vale na forma enunciada ; isto é , a generalizagio acima é iluséria. Por

outro lado, na definicéio habitual de solucdo na forma de onda de choque, exige—se apenas

a validade das hipéteses (A4, ), (Az) e (A3)

. Neste trabalho, POr razoes técnicas resultantes

da forma de atacar o problema, tivemos que particularizar bastante g defini¢ao habitual

exigindo também a validade das condigoes (A4) e (As) na Definicio 4.1.1.

Nas condicoes da definiciao anterior, introduzindo g funcéio generalizada (a

qual serd considerada em tudo o que se segue) (

/)*a“*,])*,E*) €m g(IR’ IRA) 4

onde

[4.1.1] T =ATHr 470 () T=T.0y") Para 7= p, 4, p, B,
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a soluciio na forma de onda de choque pode ser escrita na forma
* * y
(p,u,p, E) = (pastay sy Ex) 0y = (pr 0y, ux © Yy, psoy’, Exoy’).

O conceito de solucio na forma de onda de choque de cada equagao componente do

sistema (S)% (ou (5)") ¢ introduzido de modo anédlogo & Definigao 4.1.1.

v
Sejam p,p ¢ E em G(IR?) dadas, respectivamente, pelas formulas (S1), (S3) e (Si)
da Definicao 4.1.1, satisfazendo as hipoteses (A;) — (A4);.  Como cada compo-
nente da funcao v, satisfaz a condicao M[RY;IR], pela hipétese (A4); e pela

Proposicio 3.2.4(II1)1, v 0 (px;Ps E,) € G(IR) tem como representante a funcao

v 0 Py Py E’*), onde Ty := ArH, +m( 7= p,p,E). Em consequéncia, pela Definigao

~

3.1.10, vo (peoy*,Dx 0 y*, Es 0 y*) é um representante da funcéo vo (p,p,E) € G(IR?).

Por outro lado, como H, € Hy(R)(T = p,p, E) pela Proposigao 3.2.4(II),, temos
V iz (B0)~ 0 (perper Be) - vi) € Hy(RR),

2
onde Av := v, — Vg, Vp = v(pr pr,Br) € Vo= v(pe, pe, Ee); e como y*(IR’) = R e

V0 (px, Px, Bx) = AVV + 12, pela propriedade (3.1.17.2) vale

vo(p,p,E)=AvVo y* + v em Q(IRQ)_

Seja agora u em Q(IR2) dada pela férmula (S;) satisfazendo as hipoteses

(4;) — (A43) e (4s) da Definicio 4.1.1. Pelo Corolario 3.1.18(II) e por (As)" temos,
(Voy*u, 0 em G(§r*) (Ver [3.1.8]); donde, da igualdade

respectivamente, u, ~ 0e

anterior, segue

[4.1.2] [vo(p,p,E)— aju, =0 em G(avr).

De modo anglogo, como uy = 0 em G e
[vo(p,p, E)— aJuus = Aulv[(VHy)oy*Juat
+upAv(V oy ug + (ve = a)Au(Hy 0y up + we(ve — aiy,
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-
usando a condicao (As)', pela qual (H oy*)u, ~ 0 em G(Q"), para H = H,,V,VHu,

9

temos a relacao
[4.1.3] [vo(p,p,E) — aJuu, 0 em G(ar).

No decorrer da exposicao mostraremos que o sistema (§ )y s sob certas hipSteses sobre
a funcao v,, possui solucoes na forma de onda de choque, as quais satisfazem as condicoes
de salto do caso cldssico v = 0. O resultado correspondente é dado no Teorema 4.2.7,
o que resulta como uma consequencia do Teorema 4.2.6 ( que da a condicao necessaria
e suficiente para que o sistema (§)f}' tenha solucoes na forma de onda de choque) e da

Proposi¢ao 3.2.6 ( que garante a existéncia das referidas solugoes ). No entanto, o mesmo

140 ocorre com o sistema ()5 como serd, visto no Teorema, 4.3.5.

4.2 — A Resolubilidade do Sistema (§)f}

Em todo este §, a menos de mensao explicit

Re H. € Hy(R), para 7 — P,

a em contrario, sao fixados ¢, T, € T¢ €1l

u,p, E; e sao considerados os elementos y*, Ap, Au, Ap

e AFE, satisfazendo as hipSteses (A1) e (4y) da Defini¢do 4.1.1, e as funcoes p,u,p €

E em G(IR?) dadas, respectivamente, pelas férmulas (51),(85), (S3) e (S4). Salvo aviso

Wt
CIPTESSo em contrario vamos trabalhar supondo os dados a,b € R® dq Hipétese (11) (1 )
(Ver 3.2) definidos por a:=(p,;,p,,E,) e b:= (pes ey Ey).

o i g ; ; . coes
Seréo importantes também as férmulas seguintes, chamadas férmulas ou condigoe

de salto das equacoes da hidrodinamica, as quais sdo relagbes entre os nimeros c,Tr €Tt

dados acima,

[s1] e=Au(14 PL + u Ap
ap)tu o) 5 = a1+ 22
[s3] Ap(1+4 )= AE E ‘ '
e 4 Ay’ ~ P Ap [ [sa] By = Apk + bokug, k=l

Proposigao 4.2.1 : Sio validas as assergoes seguintes,

(I) A funcio ( pyu) é uma solucio da equagao (Ey) se, e somente se, ¢ valida a formula

de salto [s,];
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(I1) A funcio (p,u) é uma solugao da equagao (Ey) se, e somente se, existe uma constante

generalizada 2 € G(IR?) tal que
(4.2.1.1) p(u—c)=z em G(IR?);
e, nesse caso, a constante z satisfaz a condigao

(4212) zZ R /)[(U[ — (;),

Prova : De [4.1.1] segue p; = —cps' 0y" = (—cp),, que acarrcta

(4.2.1.3) pi+ (pu), = [p(u — )]z = [pa(ux = ) oy*.
Das férmulas (S;) e (S2) resulta
plu—c

Sendo Hoy*=~ H,oy" em Q(IR,Z), para H = B, Byl

temos

(4.2.1.4) p(u —¢) = Aplug —c+ (1+ A_Zip)Au]Hp oy* + pe(ug — ¢) em G(IR?),

o que junto com o Teorema 1.3.12 ¢ (4.2.1.3) implica

p

pu + (pu)r ~ Aplug —c+(1+ Z)Au)(Hp0y™), em G(IR?).

/4
Ap

Como Ap # 0, usando a condigao (3.1.18.1), segue a afirmacao (I).

ux —c)]' =0 se e sO

Como, pelo Teorema 1.3.9(III) e pela Proposi¢io 1.3.7, [pal
em G(IR) tal que pu(usx — €) = 2 usando as

se existe uma constante generalizada 2
propriedades [3.1.10] e (3.1.17.2) temos [P+
(Ver Observacio 3.1.13) ; donde por

outro lado, sendo (p,u) também solugio da equagao

férmula [s;]. Em consequéncia, as condigoes

) = [(ue — ¢)ApH, + peDuHy + ApAuH,Hy) o y* + pe(ue — ¢).

(Corolario 3.1.18 (III)),

(uy —c))' oy* =0 see s6 se plu—c)==z
(4.2.1.3), segue a primeira afirmagao de (II). Por
(El), pelo item (I), ¢ vélida a

(4.2.1.1) e (4.2.14) implicam (4.2.1.2).
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Proposigao 4.2.2 : A funcio (p,u,p, E) ¢ uma solugio da equacio (E4) se, e somente

se, ¢ valida a formula de salto [s4] .

Prova : Apdés um cdleulo, das formulas (Sy),(S2), (S3) ¢ [4.1.1] temos
Ap+ tpu® = ag + (a1 H, 4 ay H, + asHy + asH,H, + as H? + acH,H2) o y*,

‘ 2 - , ; : e 7 =
onde ag 1= Ape + $peui,ay = JuAp,ay = peucAu,az = AAp,aq = ueApAu,  as =

2! = i 2 ;-
= 1peAu* e as := 1ApAu®. Como

Hoy"~Hpoy* em G(IR?), para H = Hp Hy, Hy H  H,,, H?

ud

H,H?

u
resulta que Ap + 1pu® x~ ag + aHp o y* em G(IR?), onde a := ay + ...+ ag, e portanto
(4.2.2.1) ExMp+ipu? seesé se E~ a+alHpoy®, em G(IR?).

Por outro lado, substituindo os valores de aj,1 <7 <6, na expresio de a, temos

@ = AP+ 4pruy ~ tpeuf = (Ap, + yprul) — (Apy + bpeuy)

Pl

donde, como AE = E. - E; , segue a equivaléncia

(4.2.2.2) AE =aq e E; = \p, + 1peu se e s6 se vale [84].
Se E =~ A\p+ 1pu?, de (S4) e da condiciio (4.2.2.1), resulta
(4.2.2.3) (6 -~ AE)Hpoy* % Ey— gy em G(IR?),

donde, por restricio ao conjunto, {)_ como Heoy* ~ 0 em G(S2_) (Corolario 3.1.18(11));

por (4.2.2.3) vem E; — g, = 0; 1sto é

(4.2.2.4) Ev=Ape+ 1peul.

Portanto (4.2.2.3) implica (a — AE)Hp o Y*~0 em G(IR?*); donde agora por restrigao

ao conjunto 4, como Hy o y* em  G(Q), segue

(4.2.2.5) AE =q,
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Ll

E =~ Ap+ 1put.

) I ~10 . 1p nQ v VOQ = ” “nti1a g
Proposigao 4.2.3: Sc as funcoes H,,7 = p,p, E, ¢ H, satisfazem, respectivamente,
as hipoteses (A4)1 e (As) da Definigao 4.1.1, sio validas as asser¢oes seguintes.
(I) A fungao (p,u,p, E) ¢ uma solucio das equagoes (E1) ¢ (Ez)y se, ¢ somente se, $40

vélidas formulas de salto [s;],1 = 1,2; e 0s clementos p,u,p, E,v ¢ a satisfazem a relagao

(4.2.3.1) [vo(p,p, E)—aJuy =0 em G(IR?);

(I1) A fungio (p,u,p, E) é¢ uma solucio da equagao (E,), se, e somente se, existe uma

constante generalizada z € G(IR?) tal que
(4.2.3.2) [vo(p,p, E)—aluz =p+ pu(u—c¢)—z=:1¢ em G(IR?);

e nesse caso, para algum (ou equivalentemente, para qualquer) representante ¢ da fungao

g € Gup(IR?) temos (Ver [3.1.8])
(4.2.3.3) g(e,") — 0, parae — 0t, em Q.

Prova : Antes de proceder a verificagao das afirmacoes (I) e (IT) vamos fazer alguns

céleulos preparatorios. De pu = (paty) 0 Y™ segue (pu)e = (—cpu)z; donde

42.34) () + (o pu)e = p+ pulu = O)le = e+ peus(s = 0V
Das formulas (1), (S2),(S3) e [4.1.1], apds um calculo, vem

(4.2.3.5) p+ pu(u —¢) = bo + [,
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oude by := pe+ peue(ue — ¢) e f € G(IR?) ¢ a fungio definida por
(4.2.3.6) Fo= (0l by Hy 4 by Hy + by H Hy A 0 HE A+ b H HE) oy,

onde by := ue(ug — ¢)Ap, by := pe(2up — )Au, by := Ap, by := (2ug — c)ApAu,
bs = pedu? ¢ by := ApAu®. Das condicoes  (4.2.3.4) ¢ (4.2.3.5) resulta
(pu) 4+ (p+ pu®), = f, ; donde, usando as propriedades (¢) e (d) do Teorema 1.3.12,
H('!_’;ll('

(pu) + (p+ /)uz), ~{[ro (p,p,E) — aluz}, se e 8O se existe uma funcao
(4.2.3.7) ,

® em G(IR?) tal que ¢, =0 e [ro(p,p E)— aJu, & f + @,
sendo que as relagoes de igualdade ¢ de associacao sio validas em G(IR?). Como

H. EHJARN7 = pyu,p) temos f € Geo(IR?) , e considerando o seguinte representante

(4.2.3.8) f:: (()Jﬁp + 1)2}/\1“ + I);,ﬁ], + Iqﬁ,,f/\l,, + [)rjf;‘f + [),;f?,,f]f) oy,
onde H, ¢ um representante qualquer de H, | temos também
(4.2.3.9) f(s,-) — 0 (resp. b) em Q_ (resp. £24+), quando ¢ — 07,

onde b:=b) +...+ bs. Em consequéncia, pela Proposicio 1.3.14, valem

(4.2.3.10) f~0em G(Q_)
(4.2.3.11) f~bem G(Qy).

Por outro lado, levando os valores de b;,1 <3 <6, na expressao de b temos

b= Ap+ up(u, — c)Ap + pp(2up — ¢)Au + p, Au? =

= Ap+ug(ue — c)Ap + PrucAu+ p(ue — ¢)An + prAu’.

Se for valida a férmula, [s1] , substituindo o valor Ut = ¢ = —p,Au(Ap)~! na igualdade

anterior obtemos b = Ap + PelSuf(] = pr(Ap)™1) = Ap — ProcAuA(Ap)=1: donde segue

a propriedade

(4.2.3.12) Se vale [s1] entio | vale [s2] se e s6 se b — 0.
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(I): Suponhamos que (p,u,p, E) ¢ uma solugao das equagoes (Ey) e (E2)S. Pela

.. R - , ’q° , ) - =

Proposicao 4.2.1(1) ¢ vilida a formula [s1] . Sendo (p,u.p. F) solucao da equacao ()
g S a1y

da propricdade (4.2.3.7) segue
(4.2.3.13) [vo(p,p,E)—alu, = f+@ em G(IR?).

Por restrichio ao conjunto - resulta, [vo(p,p, E)—alu, = f+& cm G(_) «,
portanto, pelas condigoes [4.1.2] ¢ (4.2.3.10) temos @~ 0 em G(Q2-). Sendo
d, =0 em G(IR%), por [3.1.10] ¢ pela Proposigio 3.1.19, ¢ = 0 cm G(IR*) e entdo

(4.2.3.13) acarrcta
(4.2.3.14) [vo(p,p, E)—alus = f em G(IR?).

Por restricio ao conjunto €1y , usando [4.1.2] e (4.2.3.11), segue b = 0. Por (4.2.3.9)
temos fA(e,-) — 0 em Q*, quando € — 0t, o que, pela Proposicio 1.3.14, implica
f=~0 em Q(IR,Q) e, portanto, por (4.2.3.14), é valida a relacio (4.2.3.1). Além disso,
sendo b = 0 e sendo vélida a formula [s1] , por (4.2.3.12) segue a validade da formula
[s2]. Reciprocamente, suponhamos que sao véalidas as formulas [s;],7 = 1,2, e a relagao
(4.2.3.1). Pela Proposigao 4.2.1(1) a funcéo (p,u) é uma solugao da equagao (E, ). Pela
propriedade (4.2.3.12) temos também b = 0 ; donde, usando (4.2.3.9) e a Proposi¢ao

1.3.14, segue f =~ 0 em _C(]RZ) e, em consequéncia, usando (4.2.3.1), temos

[vo(p,p, E)—alus =0~ f em G(IR?).

Pela equivaléncia descrita em (4.2.3.7), a fungao (p,u,p, E) ¢ uma solugao da equagao
i 63
(E2)5.

(I1): A igualdade {[v o (p,p, E) — aluy}e = {[v o (pe P E,) — aJul} oy* e as condigoes
(4.2.3.4) e (3.1.17.2), mostram que a funcio (p,u,p, E) ¢ uma solucao de (Ep); se, e
somente se, [P + patls(te — )] = {[v o (px,Pxs E,)— aJu,} oque equivale (Ver Teorema

~

1.3.9(1I) e Proposigao 1.3.7) A existencia de uma constante generalizada z em G(IR) tal
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que

e pans(t = )= [vo(pu,pa, E) = alul, 4 =

donde, usando a propriedade (3.1.17.2) ¢ a Observacio 3.1.13, segue a prineira afirmacgao

de (II). Por outro lado, as condigoes (4.2.3.2)c (4.2.3.5) acarrctam
(4.2.3.15) (7o (pp E) = aluy = f+ by — 2 (= g);

donde, por restri¢io a §)_, usando [4.1.2] ¢ (4.2.3.10), segue z ~ b, e, portanto, como
FeGuR?),g=f+b—z¢€ Gep(IR?). Considerando um representante qualquer z de z,

seja g o representante de ¢ dado por § = f4+by—Z onde f ¢ definido em (4.2.58)

Como z(g) — by, para e — 07, a condigao (4.2.3.9) acarreta
(4.2.3.16) g(e,") = 0 (resp. b) em Q_ (resp. 24), quando ¢ — 07,

Sendo z ~ by, de (4.2.3.15), temos [vo(p,p,E) — alu, ~ f em G(IR?); donde. usando
[4.1.2] e (4.2.3.11), segue b = 0 » 0 que junto com (4.2.3.16) nuplica (4.2.3.3).

[
No préximo resultado seré usado o fato de que os elementos de H=(IR) (Ver [2.2.2])
satisfazem a condicio (A4); da Defini¢io 4.1.1 (No comentario que segue a prova da

Proposigio 3.2.2 é mostrado que os elementos de Hz= (

€ (A4 )2)

IR) satisfazem as condicoes (A4)1

Coroldrio 4.2.4 : Se as fungoes generalizadas H.(r=p,p)e H, satisfazem, respec-

tivamente, as hipéteses (A1)1 e (45) da Definicéo 4.1.1, entio

a funcao (p,u,p) ¢ uma

solucao das equacoes (Ey) e

(Ep)S (Pu)e+ (p+ pu?); = [(v1 0 p — @1 )uz];  em  G(IR?)

se, e somente se, sao vélidas as formulas de salto 1887 = 1. % & g clementos p,u, 1 € O

satisfazem a relacio

(4.2.4.1) (Mmop—a)u, 0 em G(IR?),
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Prova : Scjam Hp € H=z(IR) ¢ E := AEHp oy* + E. Considerando o par
(12,00 ) = (109 gy )}y CORYL- g 1y = 3 = Gy = 0 (ou entao o par (11,0) = (V(5). O(m)
com g =y =vy=az3=1), temos v o (p,p, E) —a = vy0p—a; ¢ entao o resul-

tado scgue da Proposi¢ao 4.2.3 (I).

Proposi¢ao 4.2.5: Nas hipoteses da Proposicao 4.2.3, a fungao (p, v, p, E) ¢ vima solucao

das equacoes (Ey), (E2)) e (Es)y se, e somente se, sao validas as formulas de salto

[s1] = [$3] ¢ 0s elementos pyou,p, Eive a satisfazem as relacoes (4.2.3.1) ¢
(4.2.5.1) [vo(p,p E)—ajuu, =0 em G(IR?).

Prova : Da condicao E; = (—cE), segue a igualdade
(4.2.5.2) E +[(E+pu). =[(E+ p)u — cEl;.

Das formulas (S;) — (54) vem

(E o ]))'U' —cE=dy+ ((l] H, + d’sz + dsHp + d‘iHqu “+ dSHnHE) 0 y*,

onde dy = (E¢ + po)uc — cE, dy = (B¢ + po)Du, dy = wueAp, dy = (ug —
c)JAE, dy = Lulpe ds = AuAE. Como Hoy* ~ H,oy" em G(IR?*), para

H=H, Hg,H.Hp, H,Hp (Corolario 3.1.18(II1)), a igualdade anterior acarreta

(E 4 plu —cE= dy +dH, oy® em g(]R?),

onde d := dy + ...+ d; . Portanto, usando (4.2.5.2) e o Teorema 1.3.12, resulta

Uly }o S€ € 80 se existe uma fungao

Ec+ [(E+pule = {{vo(p,p, E) — ]

(4.2.5.3) ]
& em G(IR?) tal que P, = 0e [vol(p,p,E)— oJuu, & dHy 0y + .

sendo que as relagoes de igualdade e de associagao sao dadas em G(IR?). Verifiquemos a

validade da propriedade seguinte

(4.2.5.4) Se vale [s1]entdo , vale [s3) se e s6 se d = 0.
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Ora, levando o valor de cada dj,1 <35 <5, em d temos
d=u,Ap+ (u, — )AE 4 (Ee 4 po)Au:

donde, como ¢ = Aul[l 4 p(Ap) ™' + ug se ¢ 86 se up — ¢ = —peAdu(Ap)~!, se for valida
a formula [s)], vem d = u, Ap — Au[ppAE[Ap)~ — Bp— pe] e, portanto, é vilida a pro-
pricdade (4.2.5.4).

Suponhamos que a funcio (pyu,p, E) é uma solucio das equagoes (El), (Ez)ff e
(E3)5. Pela Proposigao 4.2.3(1) valem as férmulas de salto [si],i = 1,2; e a relagdo

(4.2.3.1). Sendo (p,u,p, E) uma solugao da equacio (E3)® | de (4.2.5.3), temos

v

(4.2.5.5) vo(p,p, E)— aluu, & dHy, oy* + @ em G(IR?).

Donde, por restricdo ao conjunto 2_ | usando as condi¢oes [4.1.3] e Hyoy* =0 em

G(§2_), resulta @ ~ 0 em G(§2-) ¢, portanto, pela Proposicao 3.1.19. & a 0 em G(IR?), o

que junto com ( 4.2.5.5) acarreta
(4.2.5.6) [vo(p,p,E) — aluu, ~ dH,0y* em G(IR?).

Por restricio a 24, usando as condi¢oes [4.1.3] ¢ H, o y*~1 em G(€4), essa relagao
mmplica d = 0. Portanto, de (4.2.5.6) segue (4.2.5.1) e, sendo valida [s1], de (4.2.5.4)
segue a validade da férmula [s3]. Reciprocamente, supondo que sio validas as formulas
de salto [s1] — [s3] e as condigoes (4.2.3.1) ¢ (4.2.5.1), pela Proposigao 4.2.3(1), a fungao
(pyu,p, E) é uma solucao das equacoes (El) e (Eg)f}; e por (4.2.5.4) temos d = . Desta

tltima condigéo , usando (4.2.5.1), resulta

-

[volp,p, B)—auu, ~ 0 = dH,oy* em G(R")
e, portanto, pela propriedade (4.2.5.3), (p,u,p, E) ¢ uma solucio da equacao (E3)y-
.

- oyl - . n e o 5 = - ' e p
Em resumo, das proposicoes 4.2.2 ¢ 4.2.5 temos o resultado seguinte,

98



Teorema 4.2.6 : Sc as funcoes H,, 7 = p,p, E, ¢ H, safisfazem, respectivamente, as
hipoteses (Ag) e (Ap) da Definicao 4.1.1, @ funcao (p,u,p, F) ¢ mina solncao do sis-
tema (3);,' se, ¢ somente se, sio validas as formulas de salto [s1] = [s4] ¢ os clementos
pyuyp, B, v e o satisfazem as relagoes (4.2.3.1) ¢ (4.2.5.1).
=
O resultado seeuinte, decorrente da Proposicao 3.2.6 ¢ do Teorema 4.2.6, mostra
que, sob condi¢oes bastante gerals sobre vy = (vy,14,13), O sistema (S);,' tem solugoes
na forma de onda de choque, conforme a Definigao 4.1.1, se ¢ s& se valem as formulas
de salto. Em outras palavras, o Teorema 4.2.7 generaliza fortemente, via assoclacao , o

resultado do caso classico (v = 0).

Lembremos que {1,2,3} =IUJ, 1 €leque cada componente de vy, = (v1,V2,V3)
satisfaz a condicao M[IRY;R] (Ver inicio de 4.1).

Teorema 4.2.7: Suponhamos verificadas as condicoes seguintes :
(A) v; ! satisfaz a condigao M| Jai, Bi[; R], para cada 1 €1

. - *
(B) para cada j € J, se tem v; = a; em R} .

Entio , existem H, em G(R), 7 = p,u,p, E, satisfazendo as hipoteses (As),(A4) €

s

o & ; 2 : 2
(4s) da Definigio 4.1.1, tals que para as funcoes generalizadas p,u,p ¢ E em G(IRY)
dadas, respectivamente, pelas formulas (S1),(S2),(S3) e (S4), as condicoes seguintes

sao equivalentes.

(e}

(1) A funcio (p,u,p, E) é uma solugao do sistema (5)2;
(IT) Séo validas as condigoes de salto [s;],1 <1 < 4.

. " . ~ * "
Prova : Pela hipotese, como cada componente de vy satisfaz a condigao M [IRJr,IR], em

6, existem H, em H,(IR) \ Hz(R),™ = p,p, E, satisfazendo a

virtude da Proposi¢ao 3.2

hipétese (4,) da Definigao 4.1.1 e as relagoes

(4.2.7.1) [0 (Dies Pay En) — alH' =0 e [vo [ Dy Py e ) = oJHH' =~ 0 em G(IR),

para cada H € Hz(IR). Fixemos H, € Hz(R) arbitrario. Usando a Proposigao
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2.2.9(b), o Lema 2.2.5 ¢ a inclusio H=z(IR) C H.(IR) (Ver [2:2.3]), concluimos que
I, satisfaz as condicoes (A3), (A1) ¢ (A45). Por ontro lado. como u, = wy oY=
Aull" oy y*"(IR*) = IR ¢ S(R*) = IR? (Ver [3.1.10]), pela propriedade (3.1.17.1),
das condi¢oes deseritas em (4.2.7.1) scguem, respectivamente, as relacoes (4.2.3.1)
e [vo(p,p, E)— o«)(Hy oy*)u, ~ 0 em G(IR?). Estas relagoes junto com a igualdade
wuy = Au(H, o y* Yu, + ueu, mnplicam a condicao (4.2.5.1). Portanto, sendo vilidas
as relacoes (4.2.3.1)e (4.2.5.1), a equivalencia das afirmacoes (I)e (1I) segue do Teorema
4.2.6.
"
No caso em que a funcao (p, u, p, E) ¢ uma solucio do sistema (S‘);," ¢ interessante
observar que os elementos 1 -— (Av)™! [0 (py, s, Ey) ~ vi),Hy,v ¢ a verificam certas

relacoes de assoclagao em G( R).

Coroldrio 4.2.8: Nag hipéteses do Teorema 4.2.6. a funcao (pyu,p, E) é uma solucao

do sistema ()@ 5¢, ¢ somente se, sao validas as férmulas de salto [s,] — [s4] e as relagoes

(4.2.8.1) VE' ~ & ‘V’”‘a em  G(IR),
s o 3 la—-y, )
2.8.2 J ey = :
(4.2.8.2) VKK ~ 5 AL em G(IR),

onde K := H, § := ' ¢ V.= (Al/)—l[I/O(/)*,])*,E)'—I/[}. E, ne
VK" em G(R).

r 1.7 ~
sse caso, temos VI &

Prova : Em virtude do Teorema 4.9.¢ basta verificar que as condigoes (4.2.3.1) e (4.2.5.1)

sao equivalentes is condigoes (4.2.8.1)e (4.2.8.2). De fato, pela propriedade (3.1.17.1), @

condigdo (4.2.3.1) ¢ equivalente a [ o (Px, Px, E,) — alu,’ ~ 0, condigio que é equivalente

/ / - ATE o R :
a AvVu,' 4 (v, - a)u,' ~ 0. E claro que esta ultima condicio ¢ equivalente a (4.2.8.1):

Por outro lado, pela propriedade (3.1.17.1), a condicao (4.2.5.1) ¢ equivalente a (AvV +

, . ~ ’ . . -§
Ve —ajuu,’ = Q, condi¢ao que ¢ equivalente g (AvV + Ve —a)KK' ~ 0, dado que as

condi¢oes (4.2.3.1) e (4.2.8.1) sao equivalentes. Como 2KK' ~ [ (Corolario 3.1.12), @
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ultima condicao ¢ equivalente a (4.2.8.2).

Resolubilidade dos Sistemas em Alguns Casos Especiais

Em [A-V] foi estudado a resolubilidade de sistemas de equagoes contendo, nos se-
cundos membros, funcoes da forma v o p = v(p). O problema inicialmente proposto,
objeto do presente traballio, consistiu no estudo de resolubilidade de sistemas contendo
funcoes v o (p,p) = v(p,p). A medida em que foi evoluindo o desenvolvimento do tra-
ballio vimos que era possivel estudar sistemas mais gerais contendo fungoes do tipo
vo(p,p, E) = v(p,p, F). Entretanto, com as téenicas que usamos para resolver o problema
nio ¢ possivel dar solugoes aos sistemas contendo funcoes v o (p,u,p, E) = v(p,u,p, E).
De fato, um resultado que resolveria tal problema seria aquele correspondente ao Teo-
rema 4.2.7. Na prova deste possivel resultado, para a construgao da funcao vo(p,u,p, E),
usando a Proposi¢ao 3.2.6, se construiria por sua vez funcoes H, em H,(IR)\ H=(IR).
T = p,u,p, E. Por outro lado, para construir as funcoes u,, uu, (que aparecem em
(4.2.3.1) e (4.2.5.1) respectivamente) usariamos os elementos de H=(IR). Vemos entao
que as fungdes u que apareceriam em v 0 (p,u,p,E) e em (uy,uu,) nao seriam as
mesmas| Lembremos que, para a demonstragao das condicoes (4.2.3.1) e (4.2.5.1)(Ver
a prova de (3.2.5.1) e (3.2.5.2)) foram essenciais a identidade ﬁ(&:,-) = p(e) em
[—¢,¢€](Verificada por representantes das fungoes construidas em H,(IR) \ H=(IR)) e a
condigao supp(f]é) C [~¢€,¢€],(€ € E)).

Nesta seciio , vamos mostrar como casos especiais acima mencionados se encaixam

no nosso estudo. De forma mais precisa, vamos considerar trés casos particulares em que

v “depende de duas varidveis”, a saber os casos v o (p,p, E) = v o (p,p), vo(p,p,E)

vo(p,E)ewvo(p,p E)=(p, E) (Supondo, respectivamente, que 3 € J,2 € Je 1 € J), e

trés casos em que v “depende de uma variavel”, v o (p, p, E)y=vopvo(p,p,E)=vop

e vo(pp E) = vo E(Supondo, respectivamente, que I = {1},{2},{3}). Con-

tudo, a apresentagao dos resultados de resolubilidade serao feitos apenas para os casos
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vo(p,p.E)=vo(p,p)cvo(ppE)=ro p- A razio | para tanto, ¢ uma observagao
trivial. a saber, como a soma e o multiplicacao em G(IR?) sao comutativas, ¢ nos sistemas
(S)0 e (5);,' considerados, sempre ¢ SuUposto v = 1) ou v = V(m ¢ claro que podemos es-
crever vo(p,p, E)ouvo(p, E, p) ou vo(p, E,p) (ou, arigor usar qualquer permutacao da
terna (p, p, E)), nos segundos membros das equagoes (E,)9 (Ez)f,‘ ¢ (F4)¢, sem alterar
0s sistemas.

Até o fim desta sCGao vamos considerar Vs = az = 0( resp. v3 = a3 = 1), no caso
{9 o) = ((s), @ (s)) ( TCSP. () = (V(,r),(r(,r))(Est,zmlos supondo entao que 3 € J). Com

essas hipdteses temos a = a1 +azevo(pp E) = V1 0p 415 0p(resp. a = ajag €

vo(p,p,E)=(v10p)(rs0 P)). Sendo assim, por abuso de notagao , podemos escrever
4.2.1] v 0 (p,p, E) = v 0 (p, p),

sempre que as fun¢oes H, 5 = P, p, E, satisfacam a hipStese (Ay); da Definicao 4.1.1.

Lembrando que {1,2,3) =1u J,1€Ie3€J, temos o resultado seguinte.

Coroldrio 4.2.9: Suponhamos que v ! satisfaz a propriedade M| Jay, A [; IR] e que v2
satisfaz uma das condigoes seguintes.

( 19) vy ¢ estritamente crescente o vy ! satisfaz a propriedade M| Jay,, Ba[; R];
(29) V2 = ay em RRY.

Entéo , existem H, em G(R)(T = p,u, p, E) satisfazendo as hipdteses (A4,), (Ag)e(Ap)da
Defini¢ao 4.1.1, tais que para as funcoes generalizadas pyu,pe Eem @G ('IR,Z) dadas , respec-
tivamente, pelas férmulas (51),(S2), (S3) e (S4), as condigoes seguintes sio equivalentes.

(I) A funcéo (p,u,p, E) é uma solugao do sistema formado pelas equacoes (E1),(Es),

(4.2.9.1) e (4.2.9.2), onde

(4.2.9.1) (pu)e+ (p+ pu?): ~ {[v o (p, p) — aju,},

(4.2.9.2) Ec+[(B +p)uls ~ {0 (p, p) - afuu, )

z)

(II) Sao vélidas as condicoes de salto [si],1<i<4,
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Prova : Obscrvando que T = {1,2} (vesp. I = {1}) no caso da hipotese (19) (resp.

(27 ). o resultado segue do Teorema 4.2.7 usando a igualdade [4.2.1].
=
Agora vamos supor também que vy = az = 0 (resp. v, = ay = 1), quando for
considerado o caso (v, «a) = (1/(_.,),(\‘(3)) (resp. (v,a) = (V(m)>@¥(xy) ) (Estamos supondo
entao que 1 - {1} ¢ J = {2,3} ). Com estas Lipoteses temos = ay ¢ v o(p,p, K] =
vo(p,p) = v op. Portanto , sc as funcoes H, (1 = p,p, E) satifazem a hipotese (Ay ),
da Definicio 4.1.1, tambdém por abuso de notacao ,podemos eserever
[4.2.2] vol(p,p,E)=vo (p,p)=vop.
Nessas condicoes vale o resultado seguinte.
Corolario 4.2.10: Se z/r] satisfaz a propriedade Moy, f [ IR], existem fungoes H,
em G(R)(T = p,p,u, E) satisfazendo as hipSteses (As), (As) e (As) da Definigao 4.1.1,
g & ; i 52 .
tais que para as funcoes generalizadas p,u, p e E em G(IR?) dadas, respectivamente, pelas

formulas (Sy), (S2), (S3) e (S4), as condicoes seguintes sao equivalentes.

(I) A fungao (p,u, p; E) é uma solugao do sistema formado pelas equagoes (E, 5 (Ez)f}l‘

(Ver Corolério 4.2.4 ), (Eq) e

(E;)S! Ei+ [(E + p)u)s = [(vop— o )ullz)s;

1
(IT) Séo validas as condigoes de salto [s;],1 <1 < 4.

Prova : Segue do Teorema 4.2.7 (ou do coroldrio anterior) usando a igualdade [4.2.2).

4.3 — A Nao Resolubilidade do Sistema (S)S

Inicialmente provaremos, usando fortemente a Proposigao 3.2.7, que a equagao

(E,) nao pode ter solucoes na forma de onda de choque satisfazendo a relagao

& . « . 5 Jae eaiiacoes
(4.2.4.1) ¢, em consequéncla, veremos que os sistemas (S)y, (formados pelas equagoes
€Y
Vv

)
(El),(Ez)f},‘,(E:;‘)"' e (E4) (Ver Coroldrio 4.2.10)) e (S); nao possuem solugoes na

13}
forma de onda de choque, conforme a Definigao 4.1.1.
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Proposicao 4.3.1: A cquacio (E;) nao possui nenhuma solucao (p,u) na forma de

onda de choque tal que poucryp eoaysatisfazem a relacao (4.2.4.1).

Prova : Por absurdo, suponhamos que existem funcoes p e uem G(IR?) satisfazendo a
equagao (Ey) e a relacao (4.2.4.1), as quais sio dadas, respectivamente, pelas formulas
(S1) e (S2), verificando as hipdteses (A;) — (As) de acordo com a Definicao 4.1.1. Nas
condicoes da hipdtese (Ay)y, pela Proposicao 3.2.4(1), a fungio p, := A/;]A]IJ + p¢, repre
sentante de p,, satisfaz as condicoes Vi[R; ]R:] ¢ V[]R](“)HX'; ¢, portanto, a fungao p, o y*,
representante de p, satisfaz as condicoes V,[IR*; IR1] e V[H{gm > Pela Proposicio 3.1.29,
as fungoes p, ¢ p sao inversiveis em G(IR) ¢ Q(H{Z), respectivamente. Sendo (p,u) mma
solucao da equagio (E;), pela Proposi¢ao 4.2.1(1I), existe uma constante generalizada

z € Q(IR,Z) verificando as relacoes (4.2.1.1) e (4.2.1.2). De (4.2.1.1) vem u = ¢ + :/fJ;

donde, (11 0p—a;)u, = —z(1; o p—a1)p ps, 0 que Junto com a relacio (4.2.4.1) im-
plica
(4.3.1.1) Z(riop—a1)p™p, 20 em G(IR?).

Como a funcio H, € Hp(IR) satisfaz a hipdtese (A4), em virtude da Proposicao

7 viste P 5 14 amer S : : .
3.2.7, existe uma funcfio estritamente crescente @ € C*°(IRY ), satisfazendo a condicao

MR IR], tal que (¢ o px) = (v10p, — ay)pr?p,’ em G(IR),p0p, ~ ©(pe) em G(IRT)

€ 0 px X p(pr) em G(IRY); e, portanto, pelo Coroldrio 3.1.17. temos respectivamente

(4312) ((p 0 P)r = (Vl 0p—ag )p—QPI em g(]RZ),
(4.3.1.3) poprep(p) em G(O_);
(4.3.1.4) vopre(pr) em G(Qy).

Das condigoes (4.3.1.1) e (4.3.1.2) resulta z(pop), 2 0 em G(IR? ); donde, pelo Teorema

1.3.12(d), existe uma funcio generalizada @ € G(IR?) tal que &, = 0 em G(IR?) e
(4.3.1.5) zpopa P em Q(IRQ).
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Por restricio ao conjunto 2, usando as condicoes (4.3.1.3), (4.2.1.2) ¢ o Lema 1.3.13,

obtemos @ 2 ap(pe) em G(2-), onde
a = pe(ue — c).

Como @, = 0, pela Proposicao 3.1.19, resulta ® ~ ap(pe) em G(IR*), o que junto com

a relacio (4.3.1.5) implica
20N R ap(pe) em Q(IRZ).

Por restricio a §24, pelas condicoes (4.3.1.4), (4.2.1.2) co Lema 1.3.13, a relagio anterior
acarreta

ap(py) = ap(pe).

Pela hipdtese inicial, a fungao (p,u) ¢ também uma solucéio na forma de onda de choque
da equacao (E, ); donde, pela Proposicao 4.2.1(1), ¢ valida a férmula [s1] e, portanto.
como 1 <+ @ < @, texhos @ = —pplu(l 4 ) < 0, onde 6 := pe(Ap)~'. Em consequeéncia,
a igualdade anterior implica ¢(pr) = #(pe); donde, sendo ¢ uma fungao estritamente
crescente em IR}, segue pr = pe, condicio que contraria a hipétese (Az) da Definigao

4.1.1. Logo a equagao (E;) nao pode ter solugoes na forma de onda de choque satisfazendo

a relacao (4.2.4.1).

Coroldrio 4.3.2: As equacoes (Ey) e (E2)y; (Ver Corolério 4.2.4) nao possuem nen-

huma solucio na forma de onda de choque.

) satis-

: . 2
Prova : Suponhamos, por absurdo, que existem fungoes p,u ¢ p €m Gg(IR

fazendo as equacoes (Ey) e (Eq)y!, as quais sao dadas, respectivamente, pelas formulas

de acérdo com a Definigao 4.1.1.

(51),(S2) e (S3), safisfazendo as hipéteses (Ai ) —(As)

Sendo a funcao (p, u,p) uma solucio na forma de onda de choque, também, das equagoes

os elementos p,u,v; € aj satisfazem a relagao

(El) e (Eg)f,'ll, pelo Corolario 4.2.4,
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(4.2.4.1). o que pela Proposicao 4.3.1 nao pode ocorrer, dado que (p,u) ¢ uma solucao
dacquacao (). Logo, as equacoes dadas nao podem ter solucoes na forma de onda de

choque.

Como consequéncia do coroldrio anterior temos o resultado seguinte.

Teorema 4.3.3: O sisteina (.S');,‘]’ (Verimicio de 4.3), ¢ portanto o sisteia (S)'I,'l' , 10 POS
sul nenhuma solucao na forma de onda de choque, onde (5)p}r ¢ formado pelas equagocs
(Ey), (E3)pr, (Ey) e

(£2)5, (pu)i+(p+ pu) = [(vy 0 p— ap)u,], em  G(IR?).

"

Em tudo o que se sepue suporemos que, para cada r > 0, temos

le — (v1(re) — a )71 € Ep(IR) e, até o Teorema 4.3.5 o quando for considerado o caso
(v, a,0) = (¥, (), By ) que ag >0, (k = 2,3)

Nestas condi¢oes temos os resultados dados em continuacgao .

Proposicao 4.3.4: As equagoes (E1) e (E;)2 nio possuem nenhuma solucao na forma
de onda de choque.

- & 2
Prova: Suponhamos, por absurdo, que existem funcoes p, u, pe E em G(IRY)

satisfazendo as equacoes (E1) e (E2)%, as quais sdo dadas, respectivamente, pelas

formulas (S1),(S2),(S;3) e (Sy), verificando as hipdteses (A4, )

— (As) de acordo com

a Definicdo 4.1.1. Denotando com b= (pu,pe, B.) € G(IR; IR?), nas condicoes da
hipétese (A4)1, seja f:, representante de f,, definido por 7?* = (ﬁ*,ﬁ*>E*), onde
T 3= ATﬁT +7¢, T = p,p, E. Pela Proposicao 3.2.4(I1)3, a funcao vo fA* verifica as
condigoes Vi[IR; ], B[] e V[IR)?: a funcao (r10ps—ay)(vof, — @)™t € Gu(IR) e é valida

a condi¢ao

[(r10ps —a1)(vof, — a)™ (e, ') = Ae(resp. Ar) em IR (resp. RY ), para e — 0t
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onde X\ = (1 (pe) — oy ) = o)~V k= r, (. Considerando as funcoces Ti=T.oy*, 7=
p. . E B / = .I/“, g g% = 15D ]/')), representantes de 7o f = fu oy' =
(p,p, E) em G(IR*; IR?), respectivamente, vemos que a fungao v o f‘, representante de
vof=wvol(pp, E), satisfaz as condicoes Vi [H{Z;](r,ﬁ[] e V[IR*)#. Pela Proposigao
3.1.29, v o f —a ¢ inversivel em G(IR?) ¢ a funcio (v o _f— «)~' & um representante de
(ro f — )~ '. Das condigoes acima scguem também (11 0 p —ay)(ro F ! E Go(IR?)
c

v 0p—

(4.3.4.1) ( )(e, ) = Ac(resp. Ay ) em §_(resp. $04), quando ¢ — ot.

V0 f— a
Por outro lado, sendo a fungao (p, u, p, E) uma solucao da equagao (E,)%, pela Proposigao
4.2.3(11), existe uma constante generalizada = € G(IR?) verificando a condigao (4.2.3.2)
tal que a fungao g € Qu,(IRQ) tem um representante g satisfazendo a condicao (4.2.3.3).

Usando as notacoes dadas acima, da condicio (4.2.3.2) resulta

(4.3.4.2) (riop—ag)ug =(r1op— ay)(vof— o) 'g=:h em Q(IR")),

e das condicoes (4.2.3.3) e (4.3.4.1), temos
[(vy 0p—ai)(ro f— a)7'g)(e,-) = 0, para e — 0%, em Q.

Desta tdltima condigao , sendo h € Ge(IR?), pela Proposigao 1.3.14, segue h =0
em Q’(IR?). Portanto, por (4.3.4.2), os elementos p,u,vy € a1 satisfazem a relagao
(4.2.4.1), o que, pela Proposicao 4.3.1, nio pode ocorrer dado que a funcio (p,u)
¢ uma solucio na forma de onda de choque da equagao (E,) (Ver inicio da prova).
Logo as equagoes (Ey) e (E;)% nao podem ter solucoes na forma de onda de choque.

Clomo consequéncia da proposigao anterior temos o resultado seguinte.

Teorema 4.3.5: O sistema (5), nao possui nenhuma solucao na forma de onda de

choque.
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Em continuacao serao cosiderados dois casos especiais de nio resolubilidade dos
sistemas em que v “depende de duas variaveis”, sendo estes os ensos vo(p,p, E2) = vo(p,p)
cvo(p,p,E)=wo(p,E). No Teorema 4.3.3 foi apresentado um caso em que v “depende
de uma varidvel”, a saber o caso vo(p,p,E) =vop= 1,0 p- Sao considerados apenas 0s
casos acima citados, dado que para mostrarmos a nio resolubilidade dos sistemas (g)f,’,’
¢ (.5)) usamos fortemente a nao resolubilidade sinmltanea das cquacoes (Fy) ¢ (4.2.4.1)
(Ver Proposicao 4.3.1), sendo que esta dltima conténm a func¢ao vy 0 p ¢ ¢ imprescindivel
o fato da func¢io vy ser estritamente crescente.

Pelos mesmos argumentos usados quando estudamos a resolubilidade de sistemas
especials em 4.2, nesta secio apresentamos sémente o resultado de nao resolubilidade
para o caso v o (p,p,E) = v o (p,p). Para tal fim, vamos considerar vy = a4y = 0 (resp.

v3 = ayz = 1), no caso (v, a) = (V(s)s () (resp. (v,a) = (V(my, Q(m))-

Nestas condi¢oes vale o resultado seguinte.

Coroldrio 4.3.6: O sistema formado pelas equagoes (E)), (4.2.9.2) | (Ey) e

(pu) + (p + pUZ)z ={[vo(p,p) - ajug},

nao possui nenhuma solugio na forma da onda de choque. No caso (v, o) = (1/(,),0’(1))

fazemos a hipétese adicional ay > 0.

Prova : Segue do Teorema 4.3.5 usando a igualdade [4.2.1].

4.4 — Alguns Sistemas Particulares

Nesta se¢ao serao considerados alguns casos particulares concretos de sistemas ()

(resp. (S)9), cuja resolubilidade (resp. nao resolubilidade ) serd assegurada pelos resul-

tados obtidos em 4.2 (resp. 4.3). Inicialmente, dados o pares (ay, f31),. ... («ag, fg) em

ﬁz de modo que 0 < a; < Bi,(1<i< 6),58 :=1+ 1,8 € R e By=...= By = +00
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cosideremos as funcoes ¢; € C®(IRY; oy, Bi]) estritamente crescentes definidas por

P [~
] 1= eyt . (a€R,a>1;A¢€ 11{;) gl ) = g M- A7 = 1, (de R,d>1)

paly) = ar + By (y? + @)Y, (weR?)  wsly) = st shy
p3(y) = az + w”, (b,B€eRY) ¢o(y) = ag + chy — 1.

Sio exemplos simples de fungoes @i satisfazendo a condi¢ao M[IRY;IR] tais que ¢,
satisfaz a condicio M [|a;, Bi[; IR]. Para cada i = 2,...,6 ¢ para cada r > 0, a funcao

€]0,1] — (pilre) — a;)”" € IR ¢ um elemento moderado, enquanto que a fungao

m

€]0,1] = (pi(e) — ay )~! = a<* € IR nao é um elememto moderado. Podemos entao

)

considerar os sistemas (S)¢ e (S)$ fazendo variar v, em {pa,...,¢e} € , V2 € V3 em

14

{¢1,...,96} (No que se segue serito considerados dois pares de tais sistemas, cada um
dos quais associados aos pares (v, a) = (¥(s), O(s) )5 (V) A(m)))-

Consideremos A em IR*, (¢, 7r, T¢) em R:r = pu,p,E, e os elementos
y*, Ap, Au,Ap e AE, satisfazendo as hipdteses (A1) e (Ay) da Definigao 4.1.1 e as

condicoes de salto [s1] — [s4]- Considerando a terna de fungoes (v1,72, ), como fize-

mos no inicio deste capitulo, onde v1 = @3,v2 = 1 € V3 = ¥5; pelo Teorema 4.2.7, o

sistema formado pelas equagoes (En), (Eyq) e

1

[4.4.1] (pu)e + (p+ pu)e = [(bp® +a 17 + shE)uals

)

[4.4.2] E +[(E+p)ul: = [(pr +a »2 + shE)uugls,

tem solucio na forma de onda de choque:

p=A0pH,oy" + pe p=ApH,oy" +p

u=AuH, oy + u E=AEHgoy" + Ey,

sendo que as componentes da funcao (H,, Hu, H,,HE) sao construidas (de acordo com

a téenica elaborada em 3.2) da maneira seguinte: H, ¢ a classe em G(IR) de uma funcgao

He € € Z(Ver Proposi¢ao 2.2.9), e as fungoes H, H,e Hg sao as classes, respectivamente
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(Ver provas das proposicoes 3.2.2 ¢ 3.2.5), de
- I3 15\7~ 13y
]I/‘ v (A/}) I{l(/), = [0 )‘/, —{ /)( jll = /)(}
. = =l — 2

N T A s .
H, := (Ap) log.[(a " —a i Wp+a "E]1)"% _ p(Ap)?
ﬁ]g = (AE)_J {Sh—] [(.S]IE,» = .Q]I,E()i}]’«,' + SIIE{] = E{}

onde V7 Py L sio funcoes moderadas satisfazendo as propricdades deseritas na

Proposi¢ao 3.2.1, determinadas respectivamente pelas funcoes

3\ — — By B_B I3

HiglE) = (p,],” - /;; ) ][((\‘31) L Py JE F poE™ ~ e
e o O L
/II‘(E) b ((, ry «a Vi )[((Il + a "r )CA _+ a (rre)d __ (« ({ ]

figle):=(3hE, ~ shE)™! [(as + shE,)e % sh(E,e) — shEq],

definidas para 0 < ¢ < 1, onde 5 €]0,1] ¢ suficientemente pequeno.  Também, pelo

Teorema 4.2.7. o sistema formado pelas cquacoes (F Ey) e
) 1 1 G 1 1

N

==k

[4.4.3] (pu); + (p + put), & {l(as + 0pP)(a; +a 4 Jas + shE) — aragaslu, b,

1

[4.4.4] E, 4 [(E + p)u)e = {[(a;3 + bo®)(ay + (1.~P—A)(a5 + shE) — aragasluug b,

sempre tem solugoes na forma de onda de choque, sendo que neste €aso supomos aqas >
0. Entretanto, pelo Teorema 4.3.5, o sistema formado pelas equacoes (Ey),(E,), [4.4.2]
(resp. [4.4.4]) e pela equacao obtida de [4.4.1] (resp. [4.4.3]) substituindo a asociagao
pela igualdade, nio possui nenhuma solugio na forma de ond

a de choque.

Do mesmo modo se concluj também que o sistem

(E]), (E4), [4.4.5] e [4.4.6], onde

a formado pelas equagoes :

[4.4.5] (Pw)e+ (P + pu?), ~ (b pP + bap™ 4 b3 E%)u,],

[446] E{ + [(E -{-]))’(I,]J. ~ [(l)l/)nl + [,2])132 + I).'KEB“)

uu J.]J.,

e que o sistema constituido pelas equagoes : (E]), (Ey), [4.4.7) e 4.4.8), onde
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[4.4.7] (pu) 4+ (pH /)“2)1‘ ~ {[(as,1 + I’J/’”1 Jag 2+ I’z]’”?)(“:x,u + by BP% )=
s (\:;,1(l':x,'z(\’:;,:;]“r}f
[4.4.8] E 4+ [(E+ p)ul, = {[(a3z) + bipP ) a0 + 1’2])”2)(“3,3 + by EPs)—

& “:s,l“‘:;,2“3,:;]”“;-}Jw

admitem sempre solucoes na forma de onda de choque, onde as ternas (ag 4, b, Bi), 1 =
1,2, 3, sao elementos de IR x IR_X x RY, com 0 < az; < +o0, sendo que no caso das
equacoes [4.4.7] c [4.4.8] supomos agoaz g > 0. E o sistema formado pelas equacoes
(Ey), (E4), [4.4.6]) (vesp. [4.4.8) ¢ pela equagio obtida de [4.4.5] (resp. [4.4.7]) substi-
tuindo a associacio pela igualdade, nio possui solugoes na forma de onda de choque.
Usando as funcoes dadas no inicio desta segao podemos também considerar sistemas
contendo funcoes em que v “depende de duas varidveis” ¢ “uma varidvel”, respectiva-

mente, e descrever as suas sologoes , no sentido que fizemos anteriormente.
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