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Lct a. = ( a,1, a2, 0'3) and (3. = (/31, /32, (33) in lR such that O S ª* < (3. and 

let v. = (v1,v2,v3) be a function such that 1/* E C00 (IR~;]a.,(3.[) , each coordinate 

function of v. being increasing and at least one coordinate function being a strictly 

incrcasing function. Let us considcr the function 1/ E C 00
( (IR: )3; ]a, (3[) defined by 

v(y1,Y2,y3) := v1(Y1) + v2(Y2) + v3(y3)(resp. 11 (y1,Y2,y3) := v1(Y1)v2(Y2)v3(y3)) , where 

a := a 1 + 0'2 + a,3(resp. a := 0'1a2a3) and (3 := f31 + f32 + (J3(resp. (3 := f31fJ2fJ3). 

For the function v. satisfying some other conditions oportunely stated (in Chapter 4), 

wc consider the following systems (S) and (S) of equations from hydrodynamics with 

viscosity v. The system (S) consistis of the equations 

Pt + (pu)x = O 

(pu )t + (p + pu2 )x = { [v o (p, p, E) - a,]ux} x 

Et +[(E+ p)u]x ~ {[v o (p ,p, E) - a]uux}x 

À E IR* , 

and th system ( S) consistis of the two last equations above and 

{

Pt+ (pu)x~O 

(pu)t + (p + pu2 )x ~ {[v o (p,p, E) - a, ]ux }x 

where the symbol ~ denote the association relation in 9s(IR-2; JR). 

The purpose of this thesis is to study the existence of shock wa.ve solutions for the 

systcms (S) and (S). 

The main r sults of this work ca.n be, in a. not completely formal wa.y, summa.rized 

as follows: 

Theorem : Thcr is a. la.rge class of function s 1/ such that: 

(I) Th systcm (5) ha. shock wavc solution if and only if thc jump conditions of the 

classical case without viscosity (tha.t is v = O ) hold ; 

(II) Thc systcrn (S) has no sho ·k wavc solutions. 



ln Clinpt.cr 1 we statc sorne basic dcfinitions anel rcsult. s about thc simplc algchra 

ln Chn.ptcr 2 we define the Dirac, Hcavisidc, proper Hcavisidc and restricted Heavisidc, simplc generalized functions, and we state some properties of thesc functions. 
ln Chaptcr 3 wc study sorne propcrtics of thc function go.f E 9s(n ; G) , for a class of simplc genera.lizccl functions .f E 9s(n; F) anel g E Ç8 (n; G), adequa.te to the rcqucrimcnts 

of this work. 

ln Cha.pter 4 wc prove the theorem formula.teci a.bove . 

.. 
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INTRODUÇÃO 

Na. Teoria. das Funções Generalizadas, introduzida pela Prof. J. F. Colombeau , 

dado um subconjunto aberto não vazio n de rn,n, existe uma álgebra Ç(D) de funções 

generalizadas cm n a qual contém o espaço 'D'(D) das distribuições em n como um 

subespaço vetorial (Ver [A), [A- B), [Cl] , [C2] e [C3]). Existe também uma versão mais 

simples da álgebra que é suficiente para muitas aplicações à Física, Engenharia, etc., na 

qual as funções generalizadas são classes de equivalência de C00 funções dependendo de 

um parâmetro é > O (tão pequeno quanto desejarmos) (Ver [A], [A- B] e [C3]). Esta 

álgebra simplifica.da 9s(D) , que é uma subálgebra de Ç(D), apesar de conter a álgebra 

C00 (D) e ser suficiente para muitas aplicações , não contém o espaço V' (D). Os dados de 

nosso problema. objeto de estudo envolve apenas funções em 9s(D); tendo em vista isso, 

para o desenvolvimento do presente trabalho, usaremos sómente a álgebra simplificada 

de funções generalizadas. 

-3 

Dados ª* = ( o:1, 0:2, 0:3) e /3* = (/31, /32, /33) em ffi , O :S ª* < /3* , e uma função 

v* = (1/1,v2,v3) em C00 (ffi~;]o:*,/3*[) tal que cada componente de v* é uma função 

crescente e pelo menos uma delas é uma função estritamente crescente, consideremos a 

função v E C00 (( lR~ )3;]a ,/3 [) definida por v(y1 , Y2 ,Y3) := v1(yJ)+l/2( Y2 )+1/3 (y3)( resp. 

l/(Y1,Y2,Y3) := v1(yJ)1/2(Y2)1/3(y3)), onde ex:= 0'1 + 0'2 + a3( resp. a := 0'10'20'3) e 

/3 := /31 + /32 + /33( resp. /3 := /31/32/33). Para a função v* suj ita ainda a outras condições 

adicionais a serem introduzidas oportunamente (no Capítulo 4) , consideremos os sistemas 

(S) e (S) de equaçõ s da hidrodinâmica. com viscosidad v d a.dos as guir. O sistema (S) 

é formado pelas quações 

Pt+(pu) x = O 

(pu)t + (p + pu2 )x = {[v o (p, P, E) - a ]ux} x 

Et +[(E+ p)u] x ~ {[1/ o (p ,p, E) - a]uu x}x 

À E lR* , 
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C' 0 sistemél ( 5) <'. formndo pelas duas últimas destas equações e 

onde O símbolo~ denota a relaçã.o de associação em Ys(IR?;IR) (Ver Definiçã.o 1.3.10 ). 
A finalidade do presente trabalho é o estudo da exi stência de soluções na form a de 

onda de choque (Ver Definiç ào 4.1.1) dos sistemas (S) e (S) . 
Os principais resultados da tese sã.o , os teorem as 4.2.G, 4.2.7 e 4.3 .5. O trabalho 

consiste de quatro capítulos os quais passamos a descrever de forma suscinta. De um 
modo geral podemos afirmar que nos três primeiros capítulos colet amos os resultados a 
serem usados no último. 

No Capítulo 1 fixamos as notações e apresentamos os resultados que serão usados 
no desenvolvimento do trabalho. Em particular , introduzimos os espaços 9s( S1 ; F ) F s 
( onde S1 é um subconjunto aberto não vazio de um espaço de Banach e F é um espaço 
de Banach, ou uma álgebra de Banach) , e as noções de derivada intrínseca e de função 
localmente limitada para elementos de Ys(Sl ; F); e, quando n é um subconjunto aberto 
de IR.n, introduzimos a relação de associação em Ys(Sl ; IK ). Um resultado, a Proposição 
1.3.14 , como uma de suas aplicações , é usado no Capítulo 4 para demonstrar que o 
sistema (S) não possui soluções na forma de onda de choque (Ver Proposição 4.3.4). 

No Capít ulo 2 são dadas as noções de função generalizada simpl s de: Dirac, 
Heaviside, Heaviside própria e Heaviside restrita; e são consideradas as propriedades 
dessas funções a serem usadas posteriorrnente. Um resultado, o Lem a 2.2 .5, é usa.d para 
a construção de funções de Heaviside próprias e um ou tro, a Proposição 2.2.9 , fornece 
exemplos concretos dessas funções . De fato , esses dois resultados exibem a função u, 
soluçào na forma de onda de choque do sistem a. (5) (Ver prova. do Teorem a 4.2.7). 

No Capítulo 3, de um modo geral , estudamos algumas propri d a.eles da funçà com ­
posta. go.f em Ys( Sl ; G), para uma certa cla.ss de fu ções generalizadas .f cm Çs( r2 ; F) g 
em Ys( Sl' ; G), adequada aos requerimentos des te trabalho, onde n e Q' sã.o ubconjuntos 
l V 



abertos nâ.o vazios de E e F, respectivamente, e, E, F e G sã.o espaços de Banach, sendo 

F de dimcnsiío fiuit.a . Para as funções .f em 9s(fl; F) cm condiçôcs apropriadas, uuma 

primeira parte do § 3.1 introduzimos a fução composta go .f e calculamos, no Teorema 

3.1.11 , a derivada intrínseca de ordem superior desta funçào ; além disso, estudamos a in­

vcrsibilida.de de uma classe de funções em 9s(fl; ffi) e damos, no Teorema 3.1.21 , condições 

necessêÍ,rias e suficientes para a irn·crsibilicladc das mesmas. Numa segunda parte do§ 3.1, 

dados a, e f3 em ffim, O ~ a, < /3, damos condições suficientes para a validade da relação 

tp o f E 9s(fl; G) , quando tp E C00 (]o, ,B [; G) e f E Ys(f2; ffi111
) (Ver Teorema 3.1.26). No 

§ 3.2 sã.o es tuda.das propriedades de funções da forma tp o (a1 H1 + b1 , ... , amHm + b111 ) , 

onde H1 , ... , H 111 sã.o funções de Heaviside próprias sob certas condições . Três resul­

tados, as proposições 3.2.4, 3.2.6 e 3.2.7 , sã.o funda.mentias no estudo da existência de 

soluções na forma de onda de choque dos sistemas (S) e (S). A Proposição 3.2.7 é usada 

para d monstrar que a primeira equaçào do sistema (S) nã.o pode ter soluçào (p , u) na 

forma de onda de choque satisfazendo a condição (vi o p - a 1 )ux ~ O em 9s( ffi2; ffi) 

(Proposição 4.3.1) 

No Capítulo 4 é que estudamos, propriamente, o problema inicialmente proposto. 

Mostramos que uma condição necessária e suficiente para que o sistema ( S) tenha soluções 

na forma de onda de choque é que sejam válidas as condições de salto do caso clássico 

v = O (Teorema 4.2.6) . Usando a Proposição 3.2.6 e o Teorema 4.2.6, com o auxilio do 

Lem a 2.2.5 e da Proposiçã.o 2.2.9(b ), mostramos que o sistema (S) tem sempr soluções 

na forma de onda de choqu (Teorema 4.2.7) . Dispondo das proposições 4.3.1 , 3.2.4(II)3 

e 1.3.14 mostramos que as duas primeiras equações do sistem a (S) nã.o podem ter soluções 

na forma d onda de choque (Proposiçào 4.3.4). Uma afirmação ma.is precisa quanto às 

condições impostas às componentes da funçào v* ( e quanto aos "principais resultados") 

é da.da no Capítulo 4. 

Para oncluir esta pc1rte introdutóri a, ob erva.mo. · que as reproduções geométri cas 

dos representantes das funçõ s generaJi za.da. simpl s de Heaviside ( e d Dirac ), 
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NOTAÇÕES E CONVENÇÕES 

A := B sigiuifi ca que A es ta sendo definido como sC'ndo igual a B 
1N (resp. IN* ) é o conjunto dos números inteiros nào negativos (rcsp. positivos ) 
Ill (resp. IR+ , Iíl.*, IR,:_, IR: ) é o corpo (resp . conjunto) dos número.· reais ( resp . reais 
não negativos, reais nã.o nulos, reais negat ivos, reais positivos) 
IR: = IR. U { -oo, + oo} 

IK denota indistintamente Iíl., ou <r , onde <r é o corpo dos números complexos 
Br( x ) (resp. B r(:r) ) é a bola. aberta. (resp. bola fech a.da ) de centro x e raio r > O 
K e e n significa que J{ é uma parte compacta de n 
p E indica o conjunto de todas as aplicações de E em F 

c m(n; F) , m E 1N U { oo}, denota o conjunto de funções em Fº m vezes continuamente 
diferenciável e c m(rt) := Cm (rt; IK) 

'D(fl ) é a álgebra de funções em C 00 (S1 ) com suporte compacto, 'D' (fl ) é o espaço vetori al 
das distribuições em íl e < T , <p > denota o valor de T E 'D' (íl ) em <p E 'D(S1 ) 
X \A indica o complementar de A em X , se A e X 

f x denota a derivada parcial de f em relação a x 

Í n: f em A, significa. que a sequencia f 11 converge uniformemente para f m A 
P ar a a, b E IR, a V b := m ax {a, b} 

P ar a O' = ( Ü' ] , . • . , Ü'n) E IN 11
, lal := 0' 1 + ... + O'n, a, ! := Ü' ] ! ... Ü' n ! C 

f}°' := 3J a- j / 8xf 1 
••• Ôx~n 

P ara. x = (x 1, . . . ,xn) e y = (YI,· · ·, Yn) em IR
11 

escrevemos x < y( resp. :r < y) se 
Xi :S Yi(resp. x < y·) para 1 < i < n l l __ 

OP , onde p E IN* , indica o grupo das p! permutações de { 1, . .. , p} 

A expressào "espaço de Banach" (resp . "álgebra de Banach") significa "IK- cspaço de 
Bana.eh" (resp . "IK- álgebra. de Banach") 

Fórmulas que precisam ser destacadas que aparecem cm algum enunciado ( d finiçâ.o , 
proposiçào , etc.) ou na prova de um resultado , têm a 11umernçào d rivacla c.l maneira 
Vlll 



óbvia a partir da nmncraçã.o do enunciado cm questão . Por exemplo, as fórmulas ( 1.1.4.1 ) 

<' ( 1.1.4.2) 1m prm·a da Prnposiçi10 1.1.4. Fórmulas que pffcisa m sn destacadas 11 ~0 i11 -

cluiclas nos casos anteriores, têm numcraçã.o clcrivacla a partir da 11mncra.ção elo capítulo 

e elo § 011d aparecem e são indi ca.d;:is entre colchetes. Por exemplo, [1.2.1] é a primeira 

fórmula desta.cada de 1.2. 

9c1,(D; F): ver Definição 1.2.7. 

Q*(D; D'): ver Dcfiniçã.o 3.1.1 . 

H(IR) = H(IR; lK ): ver Dcfini çã.o 2.2.1. 

Hp (IR) = Hp(lR; lK ): ver Defini ção 2.2.3. 

'Hr(lR) = Hr(lR; IK): ver Definição 2.2.8. 

H=(lR) = H=(lR; IK): ver [2.2.2]. 

::s [D; IR*]: ver Definição 3.1.20. 

lvl[ ]a, t, [; G]: ver Definiçã.o 3. l.23(II). 

V*[D; D']: ver Definição 3.1.1. 

V[D; D'] : ver Definição 3.1.1. 

V[D]~: ver Definiçã.o 3.1.23(1). 

~ = ~( ITI 11
) = ~(lR11

; IK ): ver [2.1.1]. 
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CAPÍTULO 1 

A ÁLGEBRA DAS FUNÇÕES GENERALIZADAS DE COLOMBEAU 

Neste capítulo, a menos de mcnsão explícita cm contrário , E e G denotam espaços 

de Bana.eh , F indi ca tanto um espaço de Bana.eh bem como uma álgebra de Banach e n 

denota um subco11junto aberto nã.o vazio de E. Indi camos as três normas, de E, F e G, 

pelo mesmo siml olo I · 1- N sta.s condições nos§§ 1.2 e 1.3 introduzimos, respectivamente, 

os espacos vetoriais ( as álgebras quando F for uma álgebra de Banach) das fun çô'es 

generalizadas simple$ Ç8 (f2; F) e dos vetores generahzado s simp les F 8
. 

Quando E e F são cspacos vetoriais de dimensã.o finita, cada um deles munido de um 

produto interno , em [A] e [A-B] (e em [Cl] - [C3], nos casos E = IRn e F = (t) sã.o intro­

duzidos o espaço vetorial das funções generaliza.das Ç(f2 ; F) ( o que é uma. álgebra quando 

F = lK ) e a álgebra dos números generalizados lK. Nos casos E = IRn e F = ll(, em [A], 

[A-B] e [C3] sã.o in troduzidos também as subálgebras 9s(f2; ll( ) e ]1(_9 • Essas subá.lgebras 

são as considera.das no presente trabalho. A extensão da definiçã.o da álgebra simples a.o 

ca o de espaços de Banach se fez necessária, entre outros, para dar a noçã.o da derivada 

intrínseca e para calcular a derivada intrínseca de ordem superior da funçào composta, no 

contexto de funções generalizadas simples, onde aparecem necessariament os espaços de 

Banach das apli cações multilin ares contínua ·. A exigencia de F ser uma álgebra de Ba­

nach permite, p lo menos, a obtençã.o da fórmula de Leibni tz para. a derivada intrínseca 

da funçã.o produto, de funções generali zadas simpl ·s. A técnica das dcmon. trações de 

alguns r sultados apr . nta los neste capítulo são as mesmas da s demonstrações do. re­

sultados corr spond ntes qu a.par cem em [A] ou em [A-TI], e quando for o caso citamos 

pelo menos uma dessas r f rências. 

N st trabalho, a menos de adv rtência m ontrário (Ver introduçã.o de 1.3), es­

cr v ·mo p r comodidade Ç(n; F) em v z d 9s(n; F) F em vez !e F .~ (uma. notaçã.o 

simi lar é apli cada aos ·onjuntos que clã.o orig ma 9s(f2; F) e F s, r sp ctivamcnte) . Para 

uma. comodidad m aior ainda, no ·aso F = ll( , crev mos Ç(f2 ) -111 vez de Ç(f2 ; Il( ) 
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<' urnn noüu:;iío similar é usada para os conjuntos que geram (bem corno para os suh­
crn1ju11t.os d<') Ç(n; Il\.) . C lt,1111,m·rnos sirnpksu1 euk d e fm1<J >es gen<T<1lizad,1 s a s f1111 </>cs 
gcucrali zé.ldns simples e de vetores generalizados aos vetores generalizados simples. 

1.1 - Complementos de Cálculo Diferencial 

Dados F1 , ... , Fm espaços de Banach , indicm1do pelo mesmo símbolo \ · \ a norm a 
de cada. um deles, consideramos o produto F1 x ... x F111 munido da. estrutura. de espaço 
vetorial produto e da. norma 

11L 

( ~ 2 )1 /2 ( Yl , · · · , Ym) E F1 X · · · X Frn ~ ~ \Yi \ E IR+ , 
i=l 

que, no restante deste trabalho, chamaremos de norma euclidian a., norma que define a 
topologia produto tornando F1 x ... x Fm num espaço de Banach (Em vez desta norma 
pode-se considerar urna outra norma qualquer equivalente, por exemplo sup\yi \ ou 
"I:: \Yi \ ) . O símbolo l ( F1 , ... , Fm ; G) denota. o IK - espaço vetorial das aplicações m.-
linea.res contínuas de F1 x .. . x F m em G. Este espaço é de Banach em rela.çã.o à. norma. 

\ · lm. : A E l (F1 , ... , Fm.; G) ~ sup IY i l=l, jA(y1 , ... , Ym)\ E IR+ 
l < i <m 

No caso particular F1 = · · · = F111 = F o espaço l (F1, . .. , F 111 ; G) é denotado com 
l (m. F; G), sem~ 1 e l (º F ; G) = : G. 

Fixa.do a = ( a 1 , . . . , a 111 ) E IN* 111
, se p := ja 1, 

o( l ) := O e a(j) := a 1 + ... + Oj - l (2 '.S .i '.S m + 1 ), 

todo x = (x 1 , ... , xJJ) em EP = Eª 1 x . . . x Eªm se escreve na forma 

onde :ra1· ·- (x x ) . - · a(j)+ l , · o·(j)+2, · · · , 1'a(.i+1) , (1 _ j '.S m ). Da.das 

2 



considerando a r1plicaçào p-linea.r contínua 

[l.1.1) 

<lcfiuc-sc uma a.pli caç i'í.o (m + 1 )- linear contínua 

[l.1.2) 

Dados n E JN* e CJ E 0 11 consicl<'remo. · o isomorfismo linear 

[l.1.3] 

Obs rvar que a, funçã.o inversa de 3;1. verifica: (.J;1
)-

1 = 3n_1 • 
a 

Da.da CJ E Op , seja BA1 ... Am .JJ; E [ (P E; G) definida por 

[l.1.4) 

isto é, por [1.1.1] e [1.1.3], é a aplica.çã.o p-linea.r contínua. 

Usando a.s notações precedentes temos os dois lemas seguintes . 

Lema 1.1.1: Da.da s B , B' E [ (F1 , .. , , Fm;G) e A1, Ai E [ (cr1E; F1), l :S j < m, a 

aplicação 

pod . r escrita na f rma 

111 

D = (B - B')A1 . .. Am + LB'A1 . . . Ai- 1(Ai - A~)A:+l ... A~ . 

i= l 

Prova: Fixa.do x = (:i:1 , ... ,xp) E E1\ p la. defini çã.o [1.1.1), introduzindo as notações 

ai: = Ai(:i_·o,i) e bi := Ai(:i_·a,i) , 1 :S i :S m. t m-s 
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A difrr<'11 c;r1 d := D' ( a 1 , .. . , a111 ) - B' ( h1 , ... , bm) pock ser escrita na forrnH 

Ili 

c1 = L n' ( º 1 , ... , º i - 1 , ªi, 11i+ 1 , ... , 1i111) - n' ( º 1 , ... , ªi - 1 , 11i , li i+ 1 , . .. , b,,, ). 
i = l 

Usa11do o fato de B' ser rn.-linear e levando a. expressão resultante de d cm D(:i:) obtém-se 

m 

D(:r) = (D - B 1)(01, ... , Om) + L B' (a1, . .. , ªi-1 , O.i - b; , bi+1, ... , b.,,, ); 
i = l 

do11dc, substituindo os valores de Oi e b1, segue 

111 

+ L B' (A1 (:i·ai), .. . , (Ai - A:)( xcx i) , .. . , A~i(xo, 111 )), 

i=l 

o que, por [1.1.1], prova a afirmação . 

Lema 1.1.2 Sejam k, n E IN*, O' E On e <p E Ck(O,; L(n E; G)). Entã.o , a função 

é de classe Ck e, para cada p = l , ... , k, existe T E On+p satisfazendo 

• 

Prova : Procedemos por indução sobre p e é claro que basta verificar o caso p = l. 

Fixado xo E n, denotando com u := <p ' (xo) E L(E; L ( 11 E; G)) , por hipót se, t 'mos 

(1.1.2.1 ) \<p(x) - <p(xo) - u(x - xo) ln = o(i x - x0 \). 

Considerando a. função v E L(E; L( 11 E; G)) definida l or v( h) := u( h) 0 J;' , (h E) , 
afirmamos 

(1.1.2.2) 
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(e portanto v = 1//(xo)), onde 1/; := c.p:J:; . Ora, como 

e En está munido da norma euclidi ana. é claro que 

/1/;(x) - 1/;(xo) - v(:r - xo) ln ~ Jn /c.p(x) - c.p(xo) - u(x - xo) ln 

e então a condiçào (1.1.2.1 ) impli ca. (1.1.2.2). Por outro lado, identificando w = 'lt , v com 

a apli caçã.o ( n + l )-linear 

pelas definiçõ s de v e :r; temos 

dond , escolhendo T E 0 11+1 como sendo a funçào definida por 

,(i) := a (i), para l ~i~n, e T(n+ l ) :=n+ l , 

em 

■ 

A Fórmula de Leibnitz 

Consideremos o caso m = 2 em [l.1.1] e s ja. B : (Y1 , Y2) E F1 x F2 ~ y1 y2 E G uma 

aplicação bilinear contínua (i.é, B E .C(F1, F2; G). Da.das A1 E (v E; F1) A2 E (q E ; F2), 

·om p , q E lN, a aplica.çào A1A2 := BA1 A2 E .C(P+qE; G) é defin ida I or 

[l. 1. 5] 

Dois ·a os parti ula.res d "Sta aplicação são considerados a s gmr. Dados 

A 1 .C( E; F1) y2 E F2 ( = C(º E; F2) ), a a.plicaçã.o A1 Y2 E C( E; G) ' d fin ida por 
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F A E r(E· F ) ·, ·1 11l1·c"ç;;o 1, A, E L(E· G) é <lada por D l ' ] fl' 11·11··1 V E 1 ~ 2 ,1..., , 2 , <· "' u , « , 'Jl 2 , 
e 1110c o <1lln ot>o, , . , , 1 · . • 

l J .1. 7] 

· · <l d " · dt " Com as notações precedentes a fórmula generalizada para a <lenva a o pro u ,o 

n e\ dada pelo resulta.do seguinte. 

· - 1 1 3 • SeJ· am D · (y1 y2 ) E F1 x F2 f--t y1 y2 E G uma aplicação bilinear Propos1çao • • · · · ' 

t , f E C"(n · F 1 ) a EC"(r2·F2 ) e (f, q) : :r E !1f-t(f(x) , g(x) ) E F1 x F2.Entào, con ,1n11n, . H , , .1 , • • . 

a função 

.fg := B o (f, g): X E n f-t .f(x)g(x) E G, 

é de classe C" e, para cada JJ = 1, ... , Á\ temos 

onde o produto em cada parcela é no sentido de [1.1.5]. 

Prova : No caso p = 1 temos 

(1.1.3.1) (.f g)' (x) = .f(x)g' (x) + .f' (x)g(x), (x E !1). 

De fato , p ela regra da cadeia temos (.fg)'( .1:) = B'(.f (.1;), 9(1:)) o (.f, g)'(x); donde, com o 

(.f, g )' ( x) = (.f ' ( x ), g' ( x)) e B' (Y1, Y2 ).( k1 , k2) = B(y1, k2) + B( k1 , Y2 ), (Yi , ki E Fi , 

i = 1, 2) , pela definição de B segue (f g)' (1'). h = (.f 1(x) .h )g(x) + .f( 1:)( g1 (;i;). h ), (h E E). 

Logo, por [1.1.6] e [1.1.7] temos (.fg)' (x). h = (f1(x)g(1·)) .h + (f(x)g1( 1·)). h,(h E) , o 
que prova (1. 1.3.1). No caso JJ > 1 o resultado segu por indução . 

• 
Com as notações dadas anteriormente vale o resultado seguinte. 

Proposição 1.1.4 (Cfr. [F]) : Sejam 1.~ E IN* ,n 1 um aber to de F, .f E Ck(n ;F) , coll1 

f (r2 ) C fl1, e g E Ck(S"l1; G). Então , g o f E C"(n; G) e, para ·ada 1· 

G 



P == l,, ... , k, temos 

(l.1.4.1) (g o f)(P)(x) = L 
1 <m<1, 
oE[p;-;-n] 

onde o produto em cada parcela é no sentido de [1.1.4] e 

[p; m,] := {a= (01, ... , Cl'm) E IN*m / /a/= p}. 

No caso E = F = ffi , usando a identificação .C(nffi; G) = G, (n E IN), temos a fórmula 

correspondente 

(l.1.4 .2) 

■ 

1.2 - A Álgebra das Funções Generalizadas 

Dado k E IN, denotamos com l'[fl ; .ce·E; F)] o IK- espaco vetorial de todas as funções 

u de ]O , l] x n em .C(k E; F) tais que a função parcial u(E, ·): x E n 1-, u(E, x ) E .C(k E ; F) 

é de cl asse coci, para cada é E]O , 1]. Se F for uma álgebra de Banach, com o produto usual 

de funçõ s , [[fl ; F] = [[fl ; .C(º E; F)] é uma Il(-á.lgebra.. Se p E 1N e u E l'[fl ; .C(k E ; F)], 

a função u<P) E [[D ; .C(P E ; .C(k E ; F))] é definida por 

0 que define uma apli cação Il( - linear 

[1.2 .l] 
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o que decorre da rclaçã.o [u(P)(é, ·)](q) = u(r+q)(é, ·), (é E]O, l]) . 
Supondo que F é uma á.lgebra de Banach, dados p, q E 1N, u :]O , 1] X D -t L(7i E ; F) 

e v :]O, 1] x D -t L(q E; F), consideremos a funçào 

[l.2.2] uv: (é,x) E]O, 1] x D 1-t u(é,:r)v(é, x) E L(P+qE ;F), 

onde o produto u(é,x)v(é,x) é no sentido de [l.1.5], sendo 

o produto defindo em F. 

Proposição 1.2.1 : Sejam p, q E lN , u E E[D; L(P E ; F)] e v E E[D; L(q E; F)]. Então , 
se F for uma álgebra de Banach , uv E E[D; L(P+q E; F)] e, para cada k E lN*, temos 

onde o produto em cada parcela é no sentido de [l.2.2]. 

Prova : Sendo F uma álgebra de Banach, o produto em F é bilinear e contínua; em 
consequênci a a aplicação definida em [l.1.1] (Ver [l.1.5]): 

é ta.ml ém bilinear e contínua . O resultado segu " ntã.o da Proposiçã.o 1.1.3 , com F 1 -

• 
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Lembremos que, dados p, k E 1N e w E J:,(P E; .t:,(1.:E; F)), pela. identificaçã.o 

L(7'E ; L("E; F) = J:.('·+11E ; F ), (jll(' preserva nonm1 s, temos 

[l.2.3] /w/p = sup lxil ~ l /w(.?: )/1.: = sup lxil ~ l IYj 1~ 1, /w( x, y )/ = /w/1.:+p , 

l ~ i ~ p l ~ i ~ p,l ~ j ~ k 

com x = (x 1 , ... , :i:p) E EP e y = (y1 , ... , yk) E Ek , onde / · /e indica a norma natural 

de L(e E ; F ), f_ = p , k + p. 

Da.do k E IN , indi camos com EM [D; J:,(k E ; F)] o conjunto de todos os elementos 

1l E E[D; J:, ( k E; F )] tais que, para cada J{ CC D e para cada p E IN , exi stem N E IN ,C > 

O e 17 E] O, 1] ( dependendo de 1( e p) satisfazendo a condição seguinte 

Os elem entos de EM [D; .t:,e E; F)] sã.o chamados aplicações moderadas em D a valores em 

J:, ( k E ; F ). 

Denotamos com N[D; .t:,e E; F)] o conjunto de todos os elementos u E E[D; .t:, (k E; F )] 

tais qu , para cada J{ CC D e cada JJ, q E IN, existem C > O e 17 E ]O, 1] (dependendo de 

J,; , JJ e q) satisfazendo a condiçã.o seguinte 

(O < E < 17) . 

Os elem ntos de N[D; .t:,(k E ; F )] sã.o chamados aplicações nulas em D a valores em 

J:, ( k E ; F ). 

Existe uma definição equivalente de N[D; F] = N[D; J:,(º E ; F)] considerado, por e­

xemplo, em [A] e [A - B] ( o que não será usado no presente trabalho). Mais precisamente, 

s r d nota o conjunto de todas as funções , : 1N - ffi.~ que são es tritamente Tescentes 

tais qu ,( q) - +oo, q - + oo, é válida a asserçào seguinte. 

Observação : Dada u E E[D; F], uma condiçào necessári a e uficiente para que 

u E N [D ; F] ', qu , para cada K CC D e cada p E IN , existam I E r e N E 1N de 

modo que, para cada q 2 N, xistam C > O e 17 E ]O , 1] v rificando 

(O < E < 17 ). 

g 



D<' fato , fi x,Hlos J,: CC n <' p , rn E IN , sc.1am I E f , N E IN , C > O e 7/ E )O , l) 
vnifirnJ1do .i d <'s igualdad<' rn1tcrior . Como 1 ( (J) -t + oo, q -t + oo, exis te (J,11 2: N t al 
que 1'( <J 111 ) - N 2: m e portanto 

(O < é < 11m ), 

oudc C
111 e 7/m sào as constantes associadas a (J = <Jm . A reciproca. é cvidcutc. 

É claro que [M [S1 ; l (kE; F )] (resp . N[S1 ; lC' E ; F )]) é um IK- subcspa.ço vctoria.l de 
[[S1; [, ( k E ; F)] (resp. [M [S1; l(k E ; F)]) e, se F for uma álgebra de Banach , é imedi a.to 
verificar , usando a Proposiçào 1.2. l ( com p = (J = O) , que EM [S1 ; F) = [ M [S1 ; l (º E ; F )] 
(resp. N[S1; F)) é uma IK- subálgcbra (rcsp. um ideal) de E[S1 ; F] (resp . [M [S1 ; F)). Desta 
forma fica justificada a definiçào seguinte. 

Definição 1.2 .2 : Dado k E IN , o espaço vetorial das fu.n çôes genemlizada,s cm S1 a 
valores em lC' E ; F) é o IK - espaço vetorial quociente 

Ç(S1· l (k E· F )) := Í M [S1; l (k E ; F )] 
' ' N[S1; l (k E ; F )] 

Se F for uma álgebra de Bana.eh , Ç(S1 ; F) = Ç(S1 ; l (º E ; F )) é uma IK - álgebra. Um a 
fun ção genemlizada em S1 a valores em l(k E ; F ) é qualquer elemento de Ç(S1 ; l (k E ; F )) . 

No que se segue indicamos com et,F a aplicação quociente de [ M [S1 ; LC· E; F )] sobre 
Ç[S1; l(k E ; F)] : 

et,F: u E EM [S1 ; l (k E ; F)l f-+ u + N[n; l (kE; F )J E Q[S1; l (k E; F )J. 
No caso k = O escrevemos 0n,F := 0 n,F· 

A defini ção de Ç(S1; F) é intrínseca pois só depende das estru tura. dos espa.cos E e 
F. 

Proposição 1.2.3 : P ara cada p, q E IN são válidas as afirmações s guint "S . 

(I) Se u E [A,dS1; F] (resp . u E N [S1 ; F]) , então u<P) E [M [íl ; l (P E; F)] (r sp. u<P) E 
N[S1; l(P E ; F)]) ; 

(II) Se F for uma álgebra de Banach , u, E EM [S1 ; l (1) E; F )] e v E [M [íl ; l (q E ; F)] (r 'SP· 
v E N[S1; l (q E ; F)]) , então tw E ÍM [íl ; l (71+q E; F )] (r sp. u v E N[S1 ; [( 7'+ <J E ; F)]) . 
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Prova : O item (II) segue diretamente usando a Proposiçào 1.2.1. Para ver a afirmaçào 

(1 ), sejam k E 1N e (E, .T) E ]O , 1] x n. Como [11U')](k) = 1t(J,+k ) , , [u(Jil]U)(E, :r) E 

[,e•E;L(7'E;F)) darelaçào [1.2.3] segue 

I[ (,,)](k)( )j j (7,+k )( )1 
U. E, X J, = 1l E, :z: p+ k , 

0 que junt.o com a modcraç~.o (rcsp. a. nulidade) de u impli ca n moderaçào (resp. a, 

nulidade) de u(P)_ 

• 

A condiçâ.o (II) da proposição anterior justifica. a definiçã.o seguinte. 

Definição 1.2 .4 : Suponhamos que F seja uma álgebra de Banach. Dados p, q E 

IN , f E Q(f2;L(PE;F)) e g E Ç(f2 ;L(qE;F)) definimos a funçã.o fg E Ç(f2;L(P+qE;F)) 

como sendo a classe da funçã.o .fg E [M [D ; í,(J>+q E; F)] ( dada por [1.2.2]), onde .f e g sã.o 

representantes quaisquer de f e g, respectivamente. 

No lema seguinte damos condições necessá.rias e uma condiçã.o suficiente para a 

nulidRde de elementos de [[íl; F]. 

Lema 1.2.5 : (I) Seja u E [(íl ; F] tal que, para cada J( CC íl , exist m 17 E]O, 1] e um 

aberto V, com 1{ e V e n eu= O em )0 ,77[x V. Entào, u E N[íl;F). Se dim E < +oo, 

Para ter u E N[íl ; F] é suficiente que , para cada aberto nã.o vazio V, com V CC n, 

exista 77 E]O, 1] de modo que u = O em )O , 77[ x V; 

(II) Toda u E N[íl ; F] . atisfaz a seguint s propriedades. 

(n.) Se p E 1N - J,.. C C íl , cntã.o 1/ 11 >(E, ·) : o, é ~ o+ , em E ; 

(b) Para cada J( e e n, existem C > O e 17 E )O, 1] sati sfazendo 

(O< E< 17 ), 

(e) No a. 0 E = m11 F = JK, t m s u(E, ·) O, qmrndo E o+, cm D' (íl ); isto é , 

lim~ o+ < tt( E, ·), t.p >= lim~_,o+ ln 1t(.s , :r)t.p(x)d:-i: = O, (t.p E V(íl) ). 
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Prova : A a.firma.çâ.o (I) é clara. Pa.ra a. verificaçâ.o da. afirmação (II) basta ohscrva.r que, 
p<'l;1 ckfi 11i <J 1.o ck N[n ; F], cbdos J{ CC n e p E JN , cxist<'m C: > O< ' 11 ]O , l] vcrific,iuclo 

(O < t: < 11 ). 

• 
A propos1ç,10 scgui11t.e nos permite identificar C 00 (n; F) COlll Ulll suhcsp;-ico de 

Ç(n; F) e podemos escrever C00 (n ; F) e Ç(n; F). 

Proposição 1.2.6 : Para cada p E IN , a aplicação linear injetora 

onde .f: (t: ,x) E ]0, 1] x n ~ .f(x) E f(PE ; F) , define um IK - homomorfismo injetivo 
natural de espaços vetoriais 

1; F : f E C00 (n; l(11 E; F)) ~ .f + N[n; [ (P E; F)] E Ç(n; [(71 E ; F)). 
, 

Se F for uma álgebra de Banach, a aplicação Jn ,F := Jn ,F : C 00(n; F) ~ Ç(n; F) ' um 
homomorfismo de álgebras . 

Prova : Ver [A] (Proposição 2.3.4). 

• Neste trabalho1 em 11iri1lde do res1tltado anterior, não faremos nenhnma distinçào 
entre f , .f e Jn ,FU) , u E C00 (n; F) ). 

Funções Generalizadas Localmente Limitadas 

Definição 1.2.7 : (a) Uma função de E[íl; F] é chamada loca.lm ente limita.da em íl se 
ela satisfaz a condição (b) do Lema 1.2.5(II); 

(b) Uma função generalizada. é chamada lo calmente limitada, s ela possui um represen­tante localmente limitado; 
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(e) Denotamos com En,[fl ; F] (rcsp. ÍM ,e1,[fl; FJ,Nn,[fl ; F]) o COiljunto de todos os clc-

11H'Ilt.os de · [ [n ; F] (r csp . [AI [n; F ], N[O ; F]) loc,ilmcu t.c· lilllit.1dos ( 'li) n . 

É clnro que En,[fl; F] é um subespaço vetorial (rcsp . urna s11b,Ugcbra, se F for urna 

Indi camos C'Olll 9n(fl ; F ) o quocicnt(' do esp,1 ço vetorial EJ\1 ,(/,[n ; F] por N[n ; F]; 

ist.o é, 
E [fl· F] 

í' (fl · F ) ·= /11,(b ' 
Y cb , . N[n; FJ 

Se F for uma ,Hg('bra. de Da.nn.ch , 9c1,(fl ; F) é uma álgebra . 

Lema 1.2.8 : (I) Se f E Yeb(fl ; F ), todo represen tante de J é localmente limi tado em 

n; 

(II) Existe um IK- h omomorfismo injetivo de : 

Prova : As afirmações (I) (II)( a) sã.o claras. Por outro lado, a inclusão de [At ,Cb [fl ; F] 

em [M [.íl ; F] determina um único homomorfismo injeti vo de Ycb(.íl ; F ) m Ç(.íl ; F ) tor­

nando comuta tivo o di agram a 

l l 

■ 

E m vir tude da condição (II) do lem a anterior podemo e ·crcver 

m con: qu ~11 ia Çn1
( fl ; F) é o conjunto das fu nções g nera li i<1clas localmente li m itadas 

m n. 
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D erivada Intrínseca d e Funções G e neralizadas . 
D,ido 11 IN, a Pn>poso,;10 1.2.3 rnost.rn que a aplirac/ 10 [1 .2.1] iuduz m 11;i ú11i c;i 

apli c;-1 </10 Il~- lincar de Ç( n ; F) em Ç(n; [,(P E; F)), que ainda. denotamos COlll (/1' , tor-
11ando conmtativo o d ia.grama 

[1.2.4) 10n F , 10~ F , 

Ç(n ; F ) 
r1P __ - > Ç ( n; [, ( 1' E; F )) 

o que justifica a clcfiuic;ão seguinte. 

D efinição 1.2.9: Da.do p E IN , para cada .f E Ç(r!; F) , o elemento dP f E Ç(r!; í, (P E ; F)) , 
denota.do também por .f(,,), é chama.do derivada de ordem p de f. 

~ A defini çã.o anterior significa que se f é um representante de f E Ç(r! ; F ) entâ.o , 
pelo cliagrama [1.2.4], .f(P) = dP(0ri. ,r(.f)) = 0h p(.f'P)) ; isto é, . , 

A derivada. f (P) de uma função generaliza.da .f E Ç(r!; F) coincide com o conceito 
clássico quando .f E C 00 (r!; F); isto é , a deriva.çâ.o de funções generaliza.das é compatível 
com a inclusâ.o C 00 (r!; F) C Ç(r! ; F) . Ma.is precisa.mente vale o resulta.do seguinte. 

Proposição 1.2.10 : Dado p E IN, o di a.grama seguinte é comutativo. 

l Jri. ,F 

Ç(r! ; F) 

P rova : Ver [A] (Proposição 2.3.4) 

É válida a fórmula de Leibnitz para. funções generaliza.das. 
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Proposição 1.2.11 

11 E JN• f- v,í.l id;i 

Suponhamos que F sc,jn uma álgebra de Barn1d1. Pnra cada 

(f ,g E Ç(n; F)) , 

onde o produto cm cada parcela é 110 sentido da Defini ção 1.2.4. 

Prova : Segue usando a Proposicfro 1.2.1 e o diagrama f 1.2.4]. 

Restrição de Funções Generalizadas a Abertos Menores 

■ 

Da.dos U e V dois aber tos de E tais que </> =/ U C V, para cada p E 1N, temos uma 

a.plica.ção de restrição ( um ]K- homomorfismo) 

J~,JJ : u E E[V; [(P E; F)] 1---t U IJo ,1J xV E E[U; [(1' E; F)] 

verificando a condição J~'1>(X [V ; [( P E; F)]) C X[U; [ (P E ; F)], para X = EM ,N. 

Em consequência., existe um único ]K- homomorfismo 1:;,P de Ç(V; [ (P E ; F) ) em 

9(U; [ (P E; F)) tornando comutativo o diagrama 

V,p 

ÍM[V;[(1>E;F)] ~ EM[U;[(PE;F)] 

Se F for uma álg bra. d Bana.eh, as aplicações Jü := J~'º : E[V; F] ---+ E[U; F] e Jú := 

Jt•º : Q(V; F) Ç(U; F) são homomorfismos de álgebras. 

Definição 1.2.12 : S jam U e V dois aber tos de E tais que </> =/- U C V. Para cada 

P 1N e a.da .f E Ç(V;[(JJE;F)), o el m nto J0•P(f) E 9(U ;[(1>E;F)) 'chamado 

res trição d f a U '. d notado por f lu · 

Em todo o q11,e se segue, para f, g E 9(V; F) , a expressão f = g cm 9(U ; F) significa 

f lu= g lu. 
15 



Proposição 1.2.13 : ScjmT1 U e V ahcrt.os <lc E tais que <p-=/= U C V. Enti'lo , pm.1 cn<la 
71 e IN. º diíl12;r;i 111.i 

/1' Ç(V;F) ~ Ç(V;l(1'E ;F)) 

lJ0 lJi/ 
Ç(U ;F) ~ Ç(U ;l(1'E;F) ) 

( coHnlLéÜÍn> ; isto {:, _rll'l lu= (f 1(1 )(JJ), parn cada .f E Ç(V ; F). 

Prova : Ver [A) (Proposiç5o 2.4.2). 

• 
Proposição 1.2.14: Sejam (ni )iEJ uma familia. de abertos nã.o vazios de E cuja. reunião é n e seja. f E Ç(n; F) tal que f = O em Ç(Qi ; F) , (i E I). Entã.o , f = O cm Ç(S1; F). 
Prova : Ver [A] (Teorema 2.4.3) ou [A-B] (2.3.2). 

• Seja f E Ç(Q; F). Se (S1i )iEJ é a familia de todos os abertos n â.o vazios de S1 tais que .f = O em Ç(ni; F), pela Propssiçào 1.2.14, resulta que .f = O em Ç(V; F ), onde V := LJi EJni é o maior aberto de n onde f se anula. O conjunto n \ V é chama.do s11,port c de f e é indicado pela. notação supp(f). 

Funções Generalizadas com Valores Num Espaço Produto 
Sejam F1 , ... , Fm espaços de Banach e consideremos o produto F1 x ... x Fm munido da norma euclidiana, como em 1.1 . 

Proposição 1.2.15 : Da.elas H , V E [[n; F1 X . .. X Fm), com 'W = ( 'lll] , ... l w,11 ). 1P = 11 ) 11, sã.o válidas as afirmações seguintes 

( I) u E X [ n; F1 X . . . X F m l se e só se ui E X [ n; Fi], 1 s i s m; X = [' [ M ) .N; (II) u - V E .N[n; F1 X ... X Fm] se e só se 1/.j - 'Vi E .N[n; Fi] , 1 si s rn .. 
Prova : Sejam p E IN e (t: , :r) E]O , l] x n. Como 

lG 



( onde .C(1' E ; F1 x ... x Frn) é identificado com o produto dos esparns .C(l' E ; F; ), 1 s i S m) 

s,"io Y;-Í]ida s as :-wg11i11t,<·s rn1Hlic.Jws 

m 

JuCP\ t: , .1:)J;, S L !u~P\t:, :r)J; e Ju~,,\ t:, :i:)J,, S Ju(,,)(t:, :r)J,, , (1 Si S m). 

i= J 

Usando essas dcsigmdclnclcs segue a afirmaç,10 (I) , para X = [l\1 , N. A asscrçào (II) segue 

ele (I). 

• 

A proposiçii.o anterior nos permite <lar a dcfiniç ã.o seguinte. 

Definição 1.2.16 : Dadas .fi E Ç(n; Fi) , 1 ~ i ~ m, definimos a função (.fi , ... ,fm) E 

Ç(n; F1 X ... X Fm) como sendo 

representante qualquer de Íi. 

Caracterização de Funções Generalizadas em Termos de Derivadas Parciais 

no Caso E = 1R11
• 

A definição de Ç(n; F) (Ver Dcfiniçào 1.2.2) é intrínseca e, na prática, não é muito 

ma.nejáv 1. Daremos uma caracterização das funçõ s moderadas e nulas em termos das 

derivadas parciai s. P ara tanto o resultado seguinte é útil. 

Proposição 1.2.17 (Cfr. [D], (8. 12.7)): S jam U um aberto de IK 11 e f E C" (U; F). 

Então , para p = 1, ... , k, ternos 

n 

(1.2.17.1) f P)( :r) . (h1, . .. , hp) = L h1 11 h212 . .. hJJJpD11 D12 ... D1pf(x) E F, 

)1 , .. . ,Jp = J 

Para cada :r E U e h; = (hii , ... , hi11 ) E IK'1, (1 ~ i ~ p), onde Dk := 8/éh1, , (1 ~ k ~ 

n). 
• 
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Proposição 1.2.13 Sejam U e V ahcrt.os de E tn.is que q)-=/- U C V. Ellt.no , p;irn cn<la 

/1 ' Ç(V;F) ...'..___, Ç(V;l(1'E ;F)) 

l Ji'1' 
J1' Ç(U ;F) ~ Ç(U ;l(1'E;F)) 

( cornn t. nt.iYo ; isto i· , J( 7,) \u= (f \u ) (1') , pa.ra cada .f E Ç(V ; F ). 

Prova : Ver [A] (Proposiçi'io 2.4.2). 

• 
Proposição 1.2.14: Sejam (íli)iEJ uma familia. de abertos nào vazios de E cnj n. rcuniiío é íl e seja f E Ç(íl ; F) tal que .f = O em Ç(íl i; F) , (i E I). Entã.o , .f = O cm Ç(íl ; F). 
Prova : Ver [A] (Teorema 2.4.3) ou [A-B] (2.3.2). 

• 
Seja f E Ç(íl; F). Se (íli )iEJ é a. famili a. de todos os abertos nã.o vazios de íl ta.is 

que .f = O em Ç(íl i; F ), pela. P ropssiçã.o 1.2.14, resulta que .f = O em Ç(V ; F ) onde 
V := LJ iEJ íli é o maior aberto de íl onde f se anula. O conjunto íl \ V é chama.do 
suporte de f e é indi cado pela notação supp(f ). 

Funções Generalizadas com Valores Num Espaço Produto 
Sejam F1, ... , Fm espaços de Banach e consideremos o produto F1 x . .. x F111 munido da norma. euclidiana, como em 1.1. 

Proposição 1.2.15 : Dadas 1l , v E f[íl; F1 x .. . x F 111 ), e m ·w = (w
1 , . .. , w

111 
). 10 = 11 , v , sã.o válidas as afirmações seguintes 

(I) u E X [íl ; F1 x . .. x Fm. ] se e só se Ui E X[íl; Fi) , 1 ::; i ::; rn ; X = [ , EM ,N ; 
(II) u - v E N[íl; F1 X ... X Fm] se e só se 11.i - Vi E N[íl ; Fil, 1 ::; i ::; m. 
Prova : Sejam p E IN e (é, x) E]O , 1] x íl. Como 

lG 



(onde .C(1'E· F r;, ) ' ·d ºfi' 1 - d 
" , J X . .. X r m e 1 ent.i cac_ocom o pro utodoscspa.cos { (PE; Fi ), 1 s; i s; m ) 

s,'io Y,ílid as as :-;cguint.<·s condi cJ ><'s 

m 

/u (,,)(é, .1:) /J, s; L /u~ P\ e, :r)/~ e /11;1'\ e, x) /1, s; /1t(p)(E, J:)/1,, (1 s; i s; m.). 

i = J 

Usando essas ck sigtrn lclacles segue a afinnaçiío (I ), para X = [ !11 , N. A asscrçào (II) segue 

de (I). 
■ 

A proposiçào anterior nos permite <lar a defini çào seguinte. 

Definição 1.2.16 : Dadas .fi E Ç( .íl ; Fi) , l :::; i :::; rn, definimos a funçã.o (/J , ... , f 111
) E 

9(fl ; F1 X ... x Fm) como sendo 

onde (.h , . . . , .fm ) : (é, :r) E]O, l] X _Q ._ (.h (é, .1: ), . .. , Zn(é, X)) E F1 X .. . X Fm e J; é um 

representante qualquer de Íi · 

Caracterização de Funções Generalizadas em Termos de Derivadas Parciais 

11° Caso E = ]R11
. 

A definição de Ç( fl ; F) (Ver Definição 1. 2.2) é intrínseca e, na prática, não é mui to 

inanejáv 1. Daremos uma caracterizaçã.o das funções moderadas e nulas em termos das 

derivadas p arciais . Para tanto o resultado seguinte é úti l. 

Propos ição 1.2.17 (Cfr. [D], (8.12.7)): Sejam U um aberto de IIC' e J E Ck (U; F ). 

Então , p ara p = l , ... , k, t mo.· 

n 

(1.2.17.1) jCP)( x ) . (h1, .. . , hp) = L h1 1 1 h212 . . . hp1pD11 D12 ... D1pf (x) E F, 

] I , . . , ,Jp = ] 

Para cada .T E U hi = (hiJ, ··•, hin) E Il{
11

, (1 :::; i :::; p) , onde D 1.: := 8/éJ:r 1,- , (l :::; k :::; 

n). 
■ 
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· • ~ · d 1nn - ( , ) E IN 11 e P := 10'1- Para 
SeJ'-un (c1)1s1::; 11 a. base c<1.nomc<1 e n\, ,O' - 0'1, ... ,on 

focild.,1]' os c,ílc11los ('Ollsidncmos ( ( ( (\ 1 ) , . · , , e( n11)) E ( rrr· )7
', ou de 

Como consequência da proposiç~o precedente obtemos uma fórmula importmüe. 
Corolário 1.2.18 : Se .f E Ck(íl,; F) , para cada n E IN!l , com p := la, J :S 1.: , tnnos 

(1.2.1 8. 1) 

Dado O' E IN 11 consideremos a nplicaçào Il(- linear 

8º : u E E[S1; F] ~ 8º u E E[S1 ; F], 

onde 8º u: (t:,x ) E]O, 1] x S1 ~ 8º u(t:,x ) := [8ºu(t:, ·)](x) E F. 

• 

Para comodidade do leitor demonstraremos a proposiçào seguinte. A prova , e ·sen­
cialmente é a mesma apresentada em [A] (Proposiçào 2.2.1 e Proposiçào 7.1.4) e [A-B] 
((2.1.5)) . 

Proposição 1.2.19 : Para cada u E E[S1; F] sào válidas as asserções seguintes. 
(I) u E E111 [S1 ; F] se e só se, para cada E CC S1 e cada a E IN 1

\ existem N E IN , C > O 
e 17 E] O, 1] satisfazendo 

(O < t: < 17). 

(II) u E N[S1; F] se e só se, para cada K CC S1 e cada p, q E IN , existem C > O e 17 E]O , 1] satisfazendo 

(O < é < 77 ). 
Prova : No caso (II) o argumento é o mesmo usado para demonstrar (I) . Sui ondo que 
u E E111 [S1; F], sejam I{ CC S1 , cv E IN 11 

e p := ia'!- Existem então N E IN , C > O e 17 E]ü , 1] sati sfazendo a condição 

(O < é < 77 ). 
18 



Da fórmula (1.2.18.1) scg11c la()'ul ~ ju(l')I,, cm ]O, 1] X n, o <]llC j11nto com a condiçào 

il.IÜ<'rior illlpli c;i ,1 cksig1rnlcl.1dc rm (I). Parn vcrificnr a rcdprnrn scj,rn1 X CC n e· J> JN. 

Da formula (1.2.18.2) segue 

11 

lu(p) 1,, ~ ~ IDi1 ' .. . ' Dj,, ui, em ]O, 1] X n. 
J1 , ... ,i,, = l 

Usnndo a condiçiio 11cccss,1ri,, podemos a.clrnr N E JN , C > O e 17 E]O, 1] de modo q11c 

(O < E < 17 , /nj = p ). 

Corno as f<.,1·111·11· a· (Dº )i I e (D · D · ) sã.o coincide1·1tes, das des1·gu·,]-

n < ' O' = 71 J I l · · · ' )JJ ] < · · < u. 

_ )1 , ... ,Jp_n 

dades a.cima egue 

1 
(p)( )j < P -N 

SUP xE I\' u é, ,T p - n é ' (O < é < 17 ). 

• 

É claro qu é)0 '(X[n; F]) e X [n; F], para X = ÍM) N e Ü' E 1N
11, 0 que por passagem 

ao quocient determina uma aplicação IK- linear de Ç(n; F) em Ç(n; F) , ainda denotado 

por aº', o que justifica a definiçã.o seguinte. 

D efinição 1.2.20 : Dados 0 , E JN 11 e f E Ç(n; F) , chama-se derivada parcial de ordem 

o, de f o elcm -nto 8º f em Ç(f2; F ). 

A defini ção ant rior significa que 

ond fé um rcpr s ntante qualquer de f. 

A proposiçã. eguintc fornec x m1 los de funçõ s g neralizada.s em ffi
11 

a valores 

e ni F == If{. 

Prop · - 2 2 .· D·"cl,·, t E V(IB 11 
), a funç Ro moderada 

o 1çao 1. . 1 " ., 

(1.2.21.1) 
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verifica as scguint<'s propriedades. 
(1) s(' t:( 0) 1 O, cut.i'10 lid t ,O)I -t + ' pm<1 E-t o+, (' i€ rj_ ;V[JH

7

'] ; 

- - ê N[lil7'\{0}] h,(é, •) -+ O, para é -+ o+, cm 
(2)S<'supp(OcB1(0),tcmosvçE . e .., 

ID1' \ {O} . 

,._, TI • f Em consequência, a classe [;€ de E,€ cm Ç(IR ) satis az: 
(3) Se t:(0) # O, <'llt.i'Ío ô€ 1 O <' I\ (/:. 9co(lH

11

); 

(4) Se supp(O e B 1 (0) , entilo óE, = O cm Ç(ID1l\{0}) ; 
(ti) S<' ç(O) 1 O e supp(ç) C B 1 (0) , temos supp(fiç) = {O}. 

Prova: A afirmaçã.o (1) é clara. (Ver Lema 1.2.5 (II)(a)) . Seja V um aberto n ã.o vazio tal que V cc 1Rn\{0}. Se d:= dis(0, V) , escolhendo 17 E]0, l]n]O rd[, temos B é(0) n V== 0, (O < é < 17), e portanto 8E, = O em ]O , 17[ x V. Do Lema 1.2.5 segue a afirmação (2) . 

• 
1.3 - O Processo de Associação 

Consideremos, nesta parte preliminar , os casos E = IR ou E = IR2 ou E = IRn e F = IK ; a álgebra de funções generalizadas Ç(n); e a subálgebra Ç_,i(,!1) (álgebras conforme citadas na introduçã.o deste capítulo). A relação de associaçã.o em Ç(n ) e os resultados que a envolvem, pela sua importancia nas aplicações a problemas não lineares, pod ser considerada o coração da teoria de Colombeau. Por esta razã.o . para comodidade do leitor , antes de apresentar o formalismo correspondente no ca. o g s(n ), vamos mostrar os problemas que motivaram sua origem . Nesta parte introduV ria seguimos bem de perto a seção 6.0 de [A] e as seções 1-3 de [C4] . 

. Produto de Distribuições em Física. Em 1:,1uitas teorias fí sicas, aparecem natural­mente produtos de distribuições (Teoria quâ.nti ca. de campos, Plasmas ,Termoclinâmicn , Acústica , Elasticidade e Elastoplasticidade , Dinâmica dos m ios vis •osos, t e. Parn, referencias sobre estes assuntos ver [A] ou [C4]). Em teoria das distribui çõ ,5 , n função clássica de Hea.viside Y é a função de uma variável real igual a O (rcsp. 1) se :r < O (rf'SP· 
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:r > O) , S('ll valor crn O nào é especificado. A função de Dirac li representa uma massa+ 1 

CO]J(' (' JJt .. 1 · A ~ . 1 . ' 
.1,1< ;1 11n ongcrn . o menos cm rncc;mJ<·a. e os meios cn11b1mos, p;uccc claro qnc 

estes dois obj('tos matemft.ticos representam uma idealizaçào de fenômenos mais finos , 

em parte ignorados . Assim , uma onda de choque é matematicamente representada por 

uma funç.ã.o dc.-contínua ( construida. a. partir de Y), mas é sabido que o choque tem , 

na renlidad ', urna cer ta ('Sp('ssura. (muito pequena ma.s rigorosamente n i:i o rnda, da or­

dem 10-s m para os bangs supersônicos no ar, nas condições usuais ).É desprezando esta 

espessura que s representa uma onda de choque por uma fun çào descontínua como a 

fun ção de Hcavisic.l . Em muitos casos, es ta representaçào ele variações muito bruscas 

de grandezas físicas 1 or funções descontínuas é adequa.da, no s ntido de que conduzem 

ª fórmula nã.o ambíguas (por exemplo, as fórmulas de Rankine- Hugoniot) . Isto é cor­

roborado m atem á ti camente pelo fato de que os cálculos correspond ntes tem sentido na 

t ori a. das di . tribui çôe . Mas es ta. representaçào matemáti ca. pode fazer a.parecer pro­

dutos d distribui ções , por exemplo o produto Y b, que nã,0 tem sentido na teori a. das 

distribuições . Os físicos se limitam entã.o a cálculos formais (feitos por analogia como 

os cálculos usuais), não definidos ma.temáticamente; para físicos e engenheiros, o grande 

1nconv niente d stes "cálculos" é que levam frequentemente a resulta.dos absurdos ou 

ambíguos. 

Perigos dos Cálculos Formais Envolvendo M uJtiplicação de Distribuições . 

lndiqu mos com c1(JR) 0 conjunto da. funções</> de 1R em IR tais que exista uma 

Parte fini ta A de m tal qu <P seja contínua cm IR\ A e </> tenh a 11m a. descontinuidade de 

Primeira. s1 éci m cad a. ponto de A. 

[I] P la d fini ção d y (consid rada. como lem nto da. álgebra C1 (1R)), tem0s Y 2 = Y 

, ,,.3 
Y' 21-·1,,, 

1 == Y D r iva ndo sta s i ·u r1.ldade r sulta = Y' = 3Y2Y' . Da primeira 

id ntida de v m YY' = ½Y' , 1 orta.nto , multipli cando- a por Y, t mo Y 2 Y' = ½YY' ; 

donde, usando a 5 gund a. id ntida.d ant rior , segue Y' = ~ YY' = ¾ Y' , o que é absurdo 

Poi s Y' == b -:J. O (Ver também Corolário 3.1.12). 
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[JI] A cqnn,ão diferencial pmcinl u ão linear 

[l .3.1) 1 /, 1 + 'li V J º = () 

• 1 ·t ein ç (ffi 2 · Iíl ) soluçà.o na forma de onda. de choqne do tipo (Ver Ddiuiçào 

nao ,H 1rn ,e s , , 

3.2.S) 

[1.3.2] u(x, t) = 6.H (;i: - ct.) + b, 6.. := a - b, O < u < b, r. E IfL 

A prova dessa afirmação depende das propric<ladcs da associação , que será introduzida. na Definiçã.o 1.3.10; nos limi taremos então a mostrar a ideia da mesma (Ver Proposição 3.2.10 ). Levando [1.3.2] cm [1.3.1] obtemos (Ver Proposiçã.o 3.2.10 (I) 1 ) 

c=½(a.+b). 

Multiplicando [1.3 .1] por u resulta 

[1.3.3.] 

e é claro que, se [1.3.2] é uma soluçào de [1.3.11, cntã.o o é tamb'm de [1.3.3]. Levando [1. 3.2] em [1.3.3] obtemos (Ver P roposiçã.o 3.2. lü(Ih) 

2 a2 + ab + b2 
c=------3 a+ b 

Vemos então que, se [1.3.2] é soluçã.o de [1.3.1] valem [Ji] , i = 1, 2, o que é absurdo. É importante entender bem que estes resultados absurdos não são casos isolados cxibi<l s a título de curiosidade ou para defender o ponto de vista de que os fí sicos d vem r speitar o rigor matemático, mas na realidade ' o fenômeno geral ao qual nos -xpomo calculand formalmente com mnltiplicaçã.o de distribuições . 

. Os Cálculos Precedentes do Ponto de Vista da Associação . Os d l ·ulos em [I] e [II] mostram que na teoria ele Colomb au é in vitáv 1 funcl an ntal a i ão 22 



da igualdade clássica em dois conceitos: um deles é a igualdade (absoluta) de funções 

generalizadas, o outro é um conceito mais fraco indicado por ~ chamado associação . 

Esta relação de associação é uma relação de equivalência sobre Ç(!1) compatível com sua 

eStrutura de IK- espaco vetorial, que induz sobre V1(!1) a igualdade, é coerente com a 

derivação (i.é., se f E Ç(!1), a, E Irr e f ~ O, então âº f ~ O). O fato fundamental é que 

a associação não é coerente com a multiplicação : 

[l.3.4) Se J ,g, h E Ç(!1) e f ~ g não implica fh ~ gh. 

Retomemos agora os cálculos de [I) e [II]. Se fosse Y2 = Y e Y 3 = Y em Ç(JR), como os 

cálculos de [I] são corretos (pois a igualdade em 9(1R) é coerente com a multiplicação ) 

chegaria.mos a um absurdo. Na realidade, em Ç(IR) não temos Y2 = Y nem Y 3 = Y 

mas apenas Y2 ~ Y e y 3 ~ Y. Portanto, por derivação vem 2YY' ~ Y' e 3Y2 Y' ~ Y' 

mas, por [l.3.4], não é lícito multiplicar nenhuma destas relações por Y conservando 

a associação : de fato 2Y2 Y' não é associado a YY' . O m esmo tipo de problema 

acontece com [II]. A equação [1.3.1] (igualdade em 9s(IR2; IR)) não pode ter solução da 

forma [1.3.2] pois os cálculos são corretos e levam a uma contradição . É a "equação de 

associação " 

[l.3.5] 

qu tem solução do tipo [1.3 .2) se valer [J1) (Ver Proposição 3.1.10 (II)) . É importante 

ainda notar que não podemos eh gar a uma contradição do tipo da existente entre [J1] e 

fJ2) pois, por [1.3 .4], ar lação [l.3.5] nã.o implica UUt + u 2
ux ~ O. 

· Importancia do Conceito de Associação nas Aplicações e no Desenvolvi­

l11ento da Teoria de Colombeau. Para completar as informaçõ s que mostram a 

imp rtan •ia da ·i,sso iação vamos acres ntar às obs rvações pr ced nt s, alguns fatos 

fund am ntais da Física-Mat mática clássica e da teoria de Colombeau. Comecemos lem­

brando qu clássicam nte s diz que [l.3.2) 'uma solução fra ca de [l.3 .1) , e o expr ssamos 
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t - + (~)O se e só se < u.1 + (lu2 )r 'P >= O, para cada 'P E 'D(IR.2) , 
com a no aça.o v., uu x - , 

2 ' 

l 2 , • d . l <l,.., [1 3 2] cm Ci(ffi.). Vamos resumir então C'st.cs fatos fnndarncntais 
011c e H e o qU<l. ia.e o , . . . 

(gerais mas ilustrados com [1.3 .1]) no que se segue. 

Fato da Física- Matemática Classica : (F) é um fenômeno físico cujo comporta­mento é governado pela equaçã.o [1.3 .1] e, por argumentos físicos, intuição ou experiência em laboratório , os físicos sabem que [1.3 .1] admite uma soluçào na forma de onda. de choque do tipo [1.3.2] se e só se se verifica (Ji] . 

Fatos da Teoria de Colombeau: (i) A equação [1.3.1] não admite soluções do tipo [1.3.2] (Ver [II]); (ii) a equação correspondente com associação (portanto em Y8 (1R.2; IR)), [1.3 .5], admite uma solução do tipo [1.3 .2] se e só se verifica [li], e está de acordo com: (a) a Física- Matemática clássica, segundo a. qual Ut + uu x (~_) O admite uma. solução do tipo [1.3 .2] se e só se vale [J1 ] (Condiçã.o de Ra.nkine - Hugoniot); 
(/3) a intuiçã.o , argumentos ( ou resultados experimentais) dos físi cos. 

Conclusão : Em Ç, a tradução matemática correta do fenômeno (F) é [1.3 .5] e não [1.3.1] . A condição de Rankine - Hugoniot (i .é ., [Ji ]) mostra que a Física-Matemática clássica também chega à resposta correta o que leva naturalmente à seguinte questão : não é poss ív el res olver problemas não lineares de existência de ondas de choq11,e -usando ap enas a matemática clássica, sem necessidad e de Ç ? A resposta é não , nã.o se podem resolver estes problemas fora dos sistemas de lei de conservação do tipo Ut = [f(u)]x- Um exemplo simples é o sistema Ut + uux = CJ x,U t. + UCJ 3• = u x, em que o termo UCJx torna impossível a soluçã.o do problema com os métodos clássicos. A teoria de Colombeau propõe de fato, quando confrontadas a problemas envolvendo multiplicação de distribuições ( e som~nte neste tipo de problemas, pois onde a teoria das distribuições convém não é nec . sário usar a igualdade em Ç; é de fato a associa.ão que usamos com a notação clássi a =, 1 ois sobre 1J' a igualdade coincide com a associação), uma reformulação da igu aldade dás ica (
(w)) ~ , fi . . = que na.o e su c1entemente precisa para expr ssar os fenôm nos consid rados. 
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Para concluir esta parte introdutória lembremos que o conceito de associação em 

Q(n) é normalmente dado usando a integração de funções generalizadas de suporte com­

pacto e a associa.ão em IK. Não sera feito isso aqui. Para introduzir a noção de associação 

em Çs(n) usaremos uma propriedade equivalente à definição que usualmente é dada. 

Os Vetores Generalizados 

Indicamos com [ M (F) o conjunto de todas as funções 1,1 de ]O, 1] em F tais que 

existem N E IN, C > O e 77 E ]O , 1] verificando a condição 

Denotamos com N(F) o conjunto de todas as funções µ de ]O, 1] em F tais que, para 

cada q E IN , existem C > O e 77 E]O, 1] (dependendo de q) satisfazendo 

Os lementos de [M(F) (r sp. N(F)) são chamados elementos moderados (resp. ele­

mentos nulos) em F. 

[M(F) (resp. N(F)) é um JK- subespaco vetorial de Fl0
,
1l (r sp. [M(F)). Se F for 

uma álgebra de Banach, [M(F) (resp. N(F)) é uma lK- subálgebra (resp. um ideal) de 

p]O ,l] (r sp. [M(F)). 

Definição 1.3.1 : O espaço vetorial dos vetores generalizados é definido como sendo o 

Il(- espaço vetorial quo ·i nte 

Se F for uma á.lg brade Banach, F é uma JI( - áJgebra. Se F = IK , a álg bra lK é chamada 

a Il{ - álg bra d s números generahza.dos . 

No qu se gu indicamos com <JF a. a.plica.çã.o quociente de [M(F) sobre F: 

(Jp: µ E [M(F) t-+ µ. + N(F) E F. 
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A a.plicaçã.o linear injetora 

onde y: é E)O , 1) t--t y E F, define um ]K- homomorfismo injetivo de espa.cos vetoriais 

ip : y E F t---t y + N(F) E F. 

Se F for uma álgebra de Banach, a aplicação i F é um homomorfismo de álgebras. Em virtude dessa observaçã.o podemos identificar F com um subespaco de F. 
Le1na 1.3.2 : Para cada x E S1 são válidas as afirmações seguintes. 
(I) Seu E EM [S1;F] (resp. u, E N [r2;F]), então u(·,x) E EM(F) (resp. u(-,x) E N(F)); (II) Seu, v E ÍM [S1; F ) eu - v E N[r2; F], então u(·, x) - v(·, x) E N(F). 

, 
P rova : E clara. 

Em virtude do lema anterior podemos dar a definição seguinte. 

• 

D efiniç ão 1.3.3 : Dados x E S1 e f E Ç(r2; F), o valor de f no ponto x, denotado com f( x ), é 

f( x) := J(·, x) + N(F) E F , 
~ 

onde f é um representante qualquer de f. 
A proposição seguinte mostra que o valor f( x) E F de f E c = (n; F), consid rado como elemento de Ç(S1; F), "coincide" com o valor clássico f(x) E F. Consideremos os seguintes homomorfismos 

vx: f E c = (D.;F) t--t f (x) E F e vx: f E Ç(S1; F) t--t f (x) E F, (x E D,). 
Proposição 1.3.4 : Para cada x E D., o diagrama seguinte é comutativo 

c = (n; F) lf2 ,F 
Ç(S1; F) --, 

l Vx l Vx 

F ip 
F ----, 
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Prova : Ver [A] (Proposição 3.2.2). 

• 

Para o estudo de equações diferenciais precisamos do conceito de "constante 

generalizada" cuja definiçã.o se apoia no lema seguinte. 

Lema 1.3.5 : Considerando a aplicaçã.o 

R: /J, E p]O,l) f-t Rµ E E[fl; F], 

onde Rµ. : (e, x) E]O, 1] x íl f-t µ( é) E F, sã.o válidas as afirmações seguintes. 

(I) Se µ E EM(F) (resp. µ E N(F)) , entã.o Rµ E lM [fl; F] (resp. Rµ E N[fl; F]); 

(II) Existe um único homomorfismo injetivo R de F em Ç(fl; F) tornando comutativo o 

diagrama seguinte 
R ----, 

l ªF l 0n,F 

F 
R 

-- - > Ç(Sl ;F) . 

Prova : Ver [A] (Lema 3.2.8). 

• 

O Lema 1.3.5 mostra que F se identifica naturalmente ao subespaço vetorial Im(R) 

de 9(íl; F) . 

Definição 1.3.6 

de Im(R). 

Chama- se cons tant e generaliza da em Ç(íl ; F) a qualquer elemento 

No qu s segue, usando as identificações F = ÍF( F) e F = R(F ), escrevemos 

F e F e Ç(fl; F). 

Sendo assim, um elem nto z E Ç(íl; F) é uma constante gen ralizada se e só se existe 

uma funçãoµ E EM(F) tal que 

Proposição 1.3. 7 

z (P) == O. 

z = R,, + N[íl; F] = µ + N(F). 

Se z E Ç(íl ; F) é uma constante generalizada e p E IN* , então 
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Prova : Ver [A) (P roposição 3.2.11). 

• 
Primitivas de Funções G eneralizadas no caso E = IR e F = JK. 

Até O Teorema 1.3.9 I denota um intervalo aberto não vazio qualquer de IR. 
D efinição 1.3.8 : Diz- se que F E Ç(I ) é uma primitiva de .f E Ç(I) se F' = .f 

Se F é uma primit iva de f , pela Proposição 1.3.7, F + zé também uma primi t iva 
de .f , para cada constante generalizada z . 

Teorem a 1.3.9 (cfr. , [A):Teorema 4.3.3 , ou [A- B) : (4 .3.2)): P ara cada .f E Ç(I) são válidas as afirmações seguintes . 

(I) .f admite infinitas primitivas em Ç(I) ; 
(II) Duas primitivas quaisquer de .f diferem em uma const ante generalizada; 
(III) Se .f' = O, entào .f é uma constante generalizada. 

A R elação de A ssociação 

Até o fim do presente capítulo consideraremos o caso E = IR11 e F = IK . 

• 

D efinição 1.3.10 : Diz-se que uma função .f E Ç(r! ) é associad,1 a ze ro , o que se indica pela notaçào .f ::::::: O em Ç(O), se existe um representante f de .f tal que J(é, •)--+ O, para é--+ o+ , em V'(r2); isto é, 

Diz-se que duas funções .f, g E Ç(r! ) sâo ass ociadas, e se indica pela notaçào f ::::::: g em Ç(n) , se f - g ::::::: o em Ç(n) . 

Proposição 1.3.11 : Dados .f, z E Ç(r2 ), z uma const ante gen ralizada, e >. E Il( , sào válidas as afirmações seguintes. 

(I) f::::::: O se e só se i(é, ·)--+ O, para é --+ o+ , em D' (r2 ), para ada rcpr entant J d f; 
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(II) z ~ O se e só se z(e)-+ O, quando e-+ o+, para algum (ou equivalentemente, para 

cada) representante z de z; 

(III) z ~ À se e só se z(e) -+ À, para e -+ o+ , para cada (ou equivalentemente, para 

algum) representante z de z. 

Prova : Usando o Lema 1.2.5 (II)(c) segue (I). Para ver (II) basta observar que, com 

as notações do Lema 1.3.5, ternos: 

para cada <p E 'D(0,) e para cada representante /l de z (Ver Defini çào 1.3.6). 

■ 

O resultado seguinte reune as propriedades primárias do cálculo com associaçào que 

sào fundamentai s nas aplicações . 

Teorema 1.3.12 (cfr., [A] :Teorema 6.3.2, ou [A-B]: (6.3.1)): Valem as afirmações 

seguintes. 

(a) Se f , g E Ç(0,) , .f ~ O e g ~ O, entã.o f + g ~ O; 

(b) Se <p E C00 (0,), .f E Ç(0,) e .f ~ O, ent ão <p f ~ O; 

(c) Se f E Ç(n), .f ~ O e O' E 1Nn, ent ã.o 8ª'.f ~ O; 

(d) Se .f E Ç(IRn) e : x~ ~ O em Ç( IRn) entã.o , existe <I> E Ç(IRn) tal que %~ = O e 

f ~ <I> em Ç(IR11
) . Em particular , se n = 1, <I> é uma constante generalizada. 

■ 

Lema 1.3.13 : Sejam f , z m Ç(0,) , z uma constante g nera lizada, e À E 1K tais que 

f ~ O e z ~ Ã. Ent5o , z f ~ O em Ç(n). 

Prova : Quaisquer que s jam os representantes .f e z de f e z , res1 ectivamente , pela 

hipótese t mos 

■ 
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() resultado seguinte serú. útil , entre outros, para o estudo das cquaçc-)es difrrcnciais 
<ln bi<lrodiniimica 110 Capítulo 4. 

Proposição 1.3.14 : Seja</> uma funçã.o de nem IK e f E 9 e1i(n) (Ver Defini çã.o 1.2.7) 
tais que J(e:, •)......, </>, para. e ......, o+, q.s. em n, para algum representante J de f . Então , 
J(e:, ·) ......, </>, para e ......, o+ em 'D'(n). Em particular, se </> E C 00 (n), então f ~ </> ern 
ç (n ). 

Prova: A hipótese implica J( e:, ·) \g----t </> \h- , para e:......, o+, cm L1 (J{ ), para cada 
K CC n . Ora, sendo f E Yeb(n) , pelo Lema 1.2.8(1), fixado ]{ CC n, existem C > O e 
17 E]O, 1] satisfazendo 

Escolhendo w E 'D(n) tal que w =Cem K, ternos então \J(e:, x) \ s; w(x),((e:,x ) E 
]O, 17[ x K). Sendo W E L1 (n) , pela hipótese e pelo teorema da convergênci a donominada, 
segue a afirmação acima. Finalmente, da.do c.p E 'D(f2) , para]{ := supp( c.p ), a observaçã,o 
inicial implica. 

o que mostra o resulta.do. 

• 
Observar que a condição u(e:, ·) ......, </> E C 00 (n ), para e: ......, o+, q. s. em n 

' 
onde 

u E E[n], não é suficiente para que u(e:, ·) ......, </>, para e: -+ o+ , em n. Por exemplo, 
considerando a função 8€ dada por (1.2.21. 1) (onde ç E 'D(IR11 ), com ç(O)-/= O e upp(ç) C 
B1(0)), pela Proposição 1.2.21 , bç(t:, ·)......, O, quando é......, o+, em JR11 \{0}, no entanto 
lim€~o+8ç(t:, O) i- O. 
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CAPÍTULO 2 

ALGUMAS FUNÇÕES GENERALIZADAS DE HEAVISIDE 

Em continuação damos as defini ções e consideramos algumas propriedades das 

fu nções generalizadas de Dirac e de Heaviside, que serã.o necessárias pos teriormente. 

2.1 - Funções G e neralizadas de Dirac 

No que se segue indicamos com 60 a medida de Dirac em IR.11
, no ponto :r = O; isto 

Propos ição 2.1.1: Dada ç E V (IR 11
) , com ç 2: O e J ç = 1, seja 81; a fu nção dada por 

(1.2.21. 1). Entã.o , 61;(e, ·) ---t 60 , para e ---t o+, em V' (IRn); isto é, 

(2 .1. 1.1 ) 

Prova : F ixada c.p E V(IR 11 
), da definição de 61; e da hipótese, segue 

(2 .1. 1.2) 

onde r > O é tal que supp(ç) e B r(O). Sendo c.p uniformemente contínua, dado a > O, 

existe 170 > O tal que lc.p(y) - c.p( x ) 1 < a, sempre que IY - x 1 < 170. Em particular, se 

17 E]O, 1) é tal que O< r 17 ~ 170 temos lc.p(e:i:) - c.p(O)I < a, para O< é< 17 e lxl ~ r, o que 

Junto com a condição (2.1.1.2) implica 

• 

A proposiçã.o anterior motiva a defin ição seguinte. 

D efini ção 2.1.2 : Uma fu nç ã.o ó E Ç(Ifr ) é chama.da. função generalizada. de Dirac em 

m,n s la pos tu um r pr s •ntnnt b tal que b(e, ·) ôo , para é ---t o+, em V'(]R.
11

); isto 

é, 5 v rifi a. a condição (2.1.1.1). 

O r sultado seguinte segue da proposições 1.2.21 e 2.1. l. 
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Corolário 2.1.3: Da.da ç E V(IR.n) verificando as condições 

(2.1.3 .1 ) ç ~ O, ç(O) > O, supp(ç) e B1 (0) e j ç = 1, 

~ 
( 2 211) E t~ 1 ' de 8c cm Ç(IRn) é 

seJa {J€ E EM(Rn) definida por l. . . . n ao, a casse u€ , uma funçã,o generalizada de Dirac satisfazendo as condições seguintes: [,€ # O, ô€ == o em Ç(IIr\{O}) e supp(f>d = {O}. 

• 
Notação : Indicamos com 

(2.1.1) 

o conjunto de todos os elementos de V(Rn) satisfazendo as condições (2.1.3.1). Com essa notação é claro que 8€(e:,·) E 3 , ((e:,ç) E)0 , 1) x 3), e que ô€ 1 # 86, para cada çi, çi E 3 , com çi(O) # 6(0) . Em consequência, { ô€ E Ç(Rn) 1 f. E 3} é ul1l conjunto infinito, onde ~ e 8€ são definidos como no Corolário 2.1.3 . 
A proposição seguinte reune algumas propriedades elementares das funções generalizadas de Dirac. 

Proposição 2.1.4 : (a) Se 8 é um representante de uma função generalizada de Dirac, então 8(e:, ·)---+ 80 , para e:---+ o+, em V'(Illn); 
(b) Se 81 e 82 são duas funções generalizadas de Dirac em IB,n , então 81 ~ 82 em Ç(IR,n); (c) Se ô é uma função generalizada de Dirac em IB,n , entã,o 8 ~ O cm Ç(lRn\{O}) e ô não é associa.da a zero ( e portanto 8 # O) ; 
( d) Sejam 8, z E Ç(IB,n) , 8 uma função de Dirac e z uma constante generalizada. Então ' zô ~ O se e só se z ~ O; e em consequência, Àô ~ O se e só s ). = O, para ). E n<. 
Prova : O item (a) segue usando o Lema 1.2.5 (II)(c) e a afirmação (b) ' lara. (c): Dada ç E 3, seja 8€ a função de Dirac construída. a partir d ( no Corolário 2.1.3-Como 8 ~ 8€ e 8€ = O em Q(Illn\{O}) segue que 8 ~ O em Q(JR11 \{0}) . Por outro lado, 32 



corno Óo é nào nul a , niío podemos ter ó~ O cm Ç(ffi.n). 

(d ): Sej am ? e 1; l'CJ)J'CSCIJ tan tcs quaisquer de z (' ó, rcspcct.iva rncutc. s(' z(t: )h(t: , ·) -+ o, 

quando é -+ o+, cm V '(1R11
), como 6( .:: , ·) -+ ó0 , para é -+ o+, cm V'(ffi,11

), para cada 

'P E V (ffi.11 
) , se tem 

donde z( e) -+ O, quando e -+ o+. Tieciprocamcntc, se z( e) -+ O, para e -+ o+, usando a 

igualdade anterior , temos< z(e)8(e, ·) , 'P > -+ O, quando t: -+ o+,('P E V(IR.n )) . 

• 

Pela proposiçã.o anteri or toda fun çã.o generalizada de Dirac é associado a zero cm 

Ç(filn\{O} ); mas, nem toda funçã.o de Dirac se anula em Ç(ffin\{O} ) (Ver Exemplo 

2.2 .11 ). 

2.2 - Funções Generalizadas de Heaviside . 

No pres nte § bem como em 3.2 e no Capítulo 4 indica.remos com Y E Ltoc(IIl) a 

funçã.o clássica de Heaviside; isto é, Y(:r) = O (resp. Y(x) = 1) para. x < O (resp. x > O). 

Definição 2.2.1 : Uma funçã.o H E Ç(IR) é chamada função generalizada de Heaviside 

se ela possui um representante Íi tal que H (e, •)-+ Y, para. e -+ o+, em V' (IR); isto é 

l+ oo 1+00 
lime_, 0+ H (e, x) 1/J (x)dx = 1/J (x)dx, 

-oo o 
(1/J E V(IR)). 

Indicamos com 1-í(IR) = 1-í(ffi; IK) o conjunto de todas as funções generalizadas de 

Heaviside. 

Propos ição 2.2.2 : (I) Para cada H E 1-í(IR ) sã.o váli das as afirmações seguintes. 

(a) Se H é um represcntant qualquer de H , cntã.o H(e, ·) -+ Y, para é-+ o+, em V' (ffi) ; 

(b) H' é uma fu nçã.o d Dirac e portan to H' ~ O em Ç(IR*); 

(e) H ~ O m Ç(IR~) e H ~ 1 cm Ç(IR~); 

(d) S z E Ç(fil) ' uma constant - generali zad a. zH ~ O s e só se z ~ O; e em 

0 ns qu n ia , ).H ~ O se só se À = O, para À E lK; 

(II) S - H , I\.. E 1-í(IR) , entào H ~ J( e H' ~ J-.,." ' , cm Ç(JR). 
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Prova : (I) : Seja jj um representante qualquer de H. A afirmnçào ( a) (, dara. 
(li): Usa uclo (a) t.cuios H'( E, ·) - Y' = 80 , quaudo E - o+, c 111 V'(ffi). Sn1clo Ê' u11

1 

representante de H', H' é uma. função de Dirac. 

( ) D d E -n(R* ) seJ· •1 17i E V(IR) a extensão de '-P a IR, nula fora. de m.:. Por (a) 
C : a, a, '{) V ·+ 1 - e ' T ' 

ternos 

donde< H( c., ·) - 1, '-P >- o, quando e. - o+ , o que mostra que H;:::::; 1 em Ç(m.:). Que H ;:::::; O em Ç(IR:_) segue de modo análogo. 
(d): Se zH ~ O, pelo Teorema l.3.12(c), zH' ~ O, e, pela ProposiçR.o 2.l.4(d), z ~ O. Reciprocamente, se z ~ O, então zH' ~ O e portanto, pelo Teorema l.3.12(d) , existe uma constante generalizada z0 E Ç(IR) tal que zH ~ z0 em Ç(IR) e então zH ~ zo em Ç(IR:_ ). Por outro lado, como H ~ O em Ç(IR:'._) , pelo Lema 1.3.13 , zH ~ O em Ç(IR:'._). Logo, z0 ~ O e em consequencia zH ~ O em Ç(IR). 
(II): Como H' ~ J(' em Ç(IR), pelo Teorema 1.3 .12 (d), H ~ E+ :: em Ç(IR), para uma constante generalizada z E Ç(IR) , e portanto H ~ J( + z em Ç(IR:'._). Donde, usando (c), segue z ~ O e então H ;:::::; K em Ç(IR). 

• Observar que, pela afirmação (b) do resultado anterior , as funções generalizadas de Hea.viside são primitivas de funções generalizadas de Dirac; no entanto, primitivas de funções de Dirac nem sempre sã.o de Heaviside (Ver Exemplo 2.2.10). 
Dados n um aberto de IRn e T E V'(n), dizemos que uma função f E Ç(n) tem a distribuição T como aspecto macroscopico se para algum ( ou equivalentemente, para cada) representante f de f se tem _f(c., ·) - T , para E. --+ o+ , em V'(n). Então , de acordo com essa definiçã.o , as funções de Dirac sã.o as funções generaliza las qu t m como aspecto macroscópico a medida de Dirac ôo e as funções de Heavisid ã as funçõ s generalizadas que tem como aspecto macroscópico a função clássica d Heavisid Y. 
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Definição 2.2.3 : Uma função H E 9tb(JR) é chamada uma função generalizada de 

Heaviside própria se H possui um representante Íi tal que Íi(c,·)-+ Y, para e-+ o+, 

em IR"'; isto é, 

. ,,... { O, para x < O 
hmt: -+o+H(c,x )= 1 0 , para x > . 

Denotamos com Hp(JR) = 1íp(IR; IK) o conjunto de todas as funções generalizadas de 

Heaviside próprias. 

Proposição 2.2.4 : (I) Se H E Hp(IR), então Íi(c, ·) -+ Y, quando e -+ o+, em JR"', 

para cada representante iJ de H; 

(II) Sem E IN"', ªi E IN"' e Hj E Hp(IR) , 1 :S j '.S m, então H; 1 H; 2 
•• • H~m E Hp(lR); 

(III)Hp(IR) e H(IR); 

(IV) Nas hipóteses do item (II) vale 

H f 1 ••• H~m ~ H e (Hf1 ••• H':,,_m )' ~ H' em Ç(JR) para cada H E H(IR), 

e em consequencia vale também 

Hm ~ H em Ç(IR), (m E JN"', H E Hp(IR)). 

Prova : O item (I) segue usando o Lema 1.2.5 (II)(a); a afirmação (II) é clara; (III) 

segue usando a Proposição 1.3.14; e (IV) segue da Proposição 2.2.2 (II ) e dos itens (II) 

e (III) acima. 
■ 

Os dois 1 mas dados a seguir são úteis para a construção de exemplos. 

Lema 2.2.5 : Seja H E Ç(IR) tendo um representante iJ satisfazendo a seguinte pro­

priedade: 

Existe uma função µ d ]O, 1] em IR~ tal que 

{ 

O, para x < - µ( e) 

(1ír)1 limt:-+O+µ( .s) = O e (1ír)2 Íi( .s, x) = 
1, para x > µ( e) 

, (.s E]O, 1]) . 
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,,... o+ IR* Então , H(é, •)--+ Y, quando é --+ , em , 

(2.2.5.1) 
,,.._ (VK cc IR*)(:377 E)O, 11) : O::; H ::; 1 em )O, 77[ x K , 

e H tem as seguintes propriedades 

(2.2.5.2) H = O em Ç(IR:.) e H = l em Q(IR:.); 

(2 .2.5.3) H' = O em Ç(IR*) . 

Prova : É claro que a condição (7-ír) implica H(é,·)--+ Y, para. é--+ o+ , em IR* . Da condição (7-ír )1 segue a propriedade : 

(2.2.5.4) (VK CC IR*)(:317 E)O , 1]): K e {x E IR I lxl > µ( é)} , (O < é< 17 ), 

o que junto com (7-ír )2 implica (2.2.5.1 ). Para verificar (2.2.5.3), seja. V um aberto não vazio tal que Vcc IR*. Por (7-ír)2 ,Íi'(é, x) = O para (é,x ) E]0, 1] x IR, com lxl > µ (é); o que junto com a condição (2.2.5.4) acarreta Íi' = O em ]O , 17[ x V. Pelo Lema 1.2.5(1), Íi' E N[IR*] . 

• 
Len1a 2.2.6: Existe uma função u E EM[IR; IR) tal que O::; u (é, ·)::; 1 em IR,u(é,·) = 1 em] - f , f [ e supp( u(é, · )) C [- 3

4e:, 
3n, (é E)O , 11) . Em consequencia as funções moderadas 

v := { 1 em )O, 1] x IlL 

u em ) O, 1) x IR+ 

w := { u em ]O, 1) x IFL 

1 em ] O, 1] x IR+ 
verificam , respectivamente, as seguintes condições : 

o ::;v(é, -) ::; 1 em IR,supp(v(é,·))c] -oo,é[,v(é,·) = 1 em ] - oo,1 [ 
o ::;w(é,• ) ::; 1 em IR,supp(w(é, ·))c] -é,+oo[,w(é,·) - 1 m ] - 1,+ 

para cada é E]O, l]. 
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Prova : Dada f. E 3(IR;IR) (Ver [2.1.1]) , considerando a função 

oude ê J := } e X(E, ·) é a funçã.o característica do intervalo [-½, f ]. Seja é E]O, 1] 

fixado. Por um resultado conhecido, u(t:, •) E C00 (IR; IR) e supp( u(t:, •)) e supp(x(t:, · )) + 

supp( f.t: 1 ) = [-~õ' 3
/]. Como O~ x(t:,·) ~ l , f. ~ O e Jf. = l é claro que O~ u(t:,·) ~ 1. 

Da condi çã.o ] - :, f[-supp(f.e 1 ) C] - f, ½L para cada x E] - f, !-[ e cada y E supp((e
1 
), 

tem-se x( E, :i: - y) = 1. Logo, 

õ 

4, temos 

para cada k E IN , o que mostra que u E E111 [IR; IR]. 

é é 
(x E]--,-[). 

4 4 

((t:, x) E]O , 1] x IR), 

• 

Observação 2.2. 7 : A condição (1-íp ) da Definiçã.o 2.2.3 não é suficiente para que a 

fun çã.o moderada H seja localmente limitada (Ver Definiçã.o 1.2.7(a)) . 

De fato, dada f. E V(IR; IR) , com supp(ç) C [- 1, 1] e f.(O) > O, consideremos a função 

moderada 

H: (t:, x) E]O, 1] x IR f-t 1 + u( t: ,x)(5e(t: ,x)- l) E IR, 

onde 5e é a função dada por (1.2.21.1) ué uma função moderada tal que O~ u(t:, ·) ~ 1 

em 1R, supp(u(t:, ·)) e ] - oo,t: [ u(t:, ·) - 1 em] - oo,¼[,(t: E]0, 1]) (ver Lema 2.2.6). 

Como H(ê, x) = O (resp. H(t:, :r) = 1 ), para x < -E (resp. x >E ), pelo Lema 2.2.2, H 

sa.ti. fn.z a condiç5.o (1-í11). P or utro lado, H(t: , x) = 5e(t: , :i:), para x < f; portanto, como 

f.(O) > O, pela Proposiçã.o 1.2.21 (1) , H(t: , ·) ~ +oo, para é o+. Em consequencia, H 

não sati sfaz a condiçã.o (b) cio Lema 1.2.5(II) , como se vê tomando J{ = {O} . 
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A observaçã.o anterior e o Lema 2.2.5 mostram também que, o fato de uma função moderada 11 cm IR satisfa,7,cr a concliçào (rir) ( com 11. no lugar de if ) n i"w 1- suficiente p ara ela ser localmente limitada cm IIl e muito menos para ela. ser 11,niformcm cntc lim itada 
cm ]R; isto é , sup]O ,l]xIIllul < +oo. 

Definição 2.2.8 : ( a ) Dizemos que uma funçã.o if E EM [lR] verifi ca a propri edad e (rir) se existir uma funçào /.L ele ]O, 1] cm lR~ tal que o par (H , 1,1 ) sati sfaz as condições (rir)1 e (ri r )2 do Lem a 2.2.5. 

(b) Dizemos que um elemento H E 9 eb(lR) é uma função generali zada de H cavisid c res trita se ela possui um representante verificando a propriedade (rir ) . 
Indicamos com rir(IR) = rir(IR; lK) o conjunto de todas as funções gener alizadas de Heaviside restritas . 

Observação : É válida a. condição seguinte 

[2.2.1] H K' ~ O em Ç(IR*), (H E rir (IR), K E rip (IR)) . 
De fato, isso decorre das condições (2.2 .5.3) , (H K )' ~ O em Ç(IR*) (Proposição 2.2.2 (b)) e H ]{' = ( H K)' - ]{ H'. 

Proposição 2.2.9 : Dada ç E 3(1R) (Ver [2.1.1]) , consideremos as funções 8€ e 8€ do Corolário 2.1.3. A função moderada. 

verifica as propriedades seguintes 

(a) H€ (E,x) = O (resp. H€( E,x) = 1), para x :S -E (resp. x ~ E); ~ 

(b) O :S H€ :S 1 em ]0, 1] x IR; 

(e) Se .1: 1 :S x2, então H€ (ê, xl) :S H€ (ê, x2), (é E]O , l]) ; 
e a classe H€ ele if € em Ç(IR) é uma função em rir( IR) satisfazendo as condiçõ s H~ = ô€ em Ç(IR) e 

(2.2.9.1 ) 
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Prova : Como Íi~ = 8f. temos H~ = ôf.. Da afirmaçã.o (b) resulta que Hf. E 9eb(IR). Pela 

COll( licJio ( a) r pelo Lema 2.2.5 temos H " E Hr(ffi.) e J)or [') ') 1] H s·itiºsf· , . d. - -
~ ,, · ~-~- , f. , , ., , d.Z d . COll l Çé-l.O 

(2.2.9.1 ). 

(a) Dado E. E]O, 1], seja x 2: E. . Como 8f.(E, t) = O, para t E [é, :i;], segue 

Íif.( E., .T) = 1: 8f.(E., t)dt = 1€€ E.- ] ç(é- l .1:)d.1; = 1. 

Que Hç(é, .1:) = O, para .1: ~ -E., segue de modo análogo. 

(b) Como 8f. 2: O, para cada (E., x) E]O, 1] x IR, tem-se 

■ 

Indicamos com 7-( ::(IR) = H:::(IIl; II< ) o conjunto de todas as funções de Heaviside 

determinado pelo conjunto ::::: = :::::(JR) ( ver [2.1.1 ]); isto é , 

[2.2.2] 

onde He é definida como na proposição anterior. Da Proposição 2.2.4 (III), do Lema 

2.2.5 e da Proposição 2.2.9 segue 

[2.2.3]. 7í:::(1R) e Hr(IR) e Hp(IR) e 7í(1R) 

Observar que, se ( 1 , 6 E ::::(IR), com ( 1 (O) -=/- 6(0), é claro que Hf.1 -=/- H6. Em conse-

quencia, H:::(IIl) é um conjunto com infinitos elementos. 

Exemplo 2.2.10 : Dada ( E :::::(m), sejam 8f., Íie, 8e e He as funções considerada. na 

Proposição 2.2.9 e seja f a fun çã.o generalizada r presentada por 

[: (E,x ) E]0 , 1] x IIl H Êle( E. ,.T)+À E IK , 

0 nd ' À -j= o. 01110 .f' = Êf~ = be, temos f' = 5e; por outro lado, sendo He E H(IR), pela 

Pr · ~ 0Pos1çào 2.2.2(a), He (E, •) Y, quando E. --) o+ , cm V' (IR) e, portanto, pelo mesmo 

a.rgu111 nto , f ~ H(ffi.). 
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Em virtude do Lema 2.2.5 as funções de Heaviside restritas satisfazem a condição 
(2 .2 .5.3). No entanto, cm geral, as funções de Heaviside próprias não satisfazem essa 
condição , como ilustra o exemplo seguinte. Em consequencia, 'Hr(IR) -=/=- 'Hp(IR) e, em 
geral, as funções de Heaviside próprias não satisfazem também as condições dadas em 
(2.2.5.2). 

Exemplo 2.2.11 : Seja H E Ç(IR; IR) representada pela função 

H : (é, x) E] O, 1] x IR t--t u (é, x) cos ( é x) E lR, 

onde ué uma função moderada tal que O ~ u(t:, ·) ~ 1 em IR,supp(u( t:, ·)) C 
] - é, +oo[ e u(t:, ·) 1 em] - f, +oo[, (t: E]O, 1]). Então, H'-=/=- O em Ç(IR* ; lR), 

sup(ê,x)E]O ,l]xlRI.H(t: , X )1 ~ 1 e .H(t:, ·)---+ Y, para é---+ o+ l em IR*. 

De fato, as condições H(t:,x) = O, para x ~ -t:, e H(t:,x) = cos(t:x), para x ~ -t: /4, 
implicam H(t:, ·)---+ Y, para é---+ o+ , em lR*. Por outro lado, se fosse H' = O em Ç(IR*; lR) 
existiriam C > O e 17 E]O, 1] tais que IH" (t:, 1) ~ C t: 3 ; isto é , jcost: I ~ Ct:, para O < é < 17 , 
o que é falso. Logo, H'-=/=- O em Ç(lR*; lR). 

Para o estudo das soluções na forma de onda de choque das equações da 
hidrodinâmica é importante estudar a validade da condição 

H K' ~ O em Ç(IR*) , (H, K E 'Hp(lR)) , 

ou da condição equivalente 

H K' ~ O em Ç(IR'.:_) e H K' ~ O em Ç(IR~), (H, ]{ E 'Hp (IR)). 

O exemplo dado em continuação mostra que nenhuma dessas condições são ver­
dadeiras em geral (Ver (2.2.5.2), (2.2.5.3) e [2.2.1 ]). 
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Exemplo 2.2.12 : Sejam H e K em Ç(IR; IR) representadas, respectivamente, pelas 

funções 

,...._ 
i X 

H : (é' X) Elo' 1 l X IR 1---t 1 + u (é' X) k 4 cos (;) - 1 l E IR, 

,...._ 
X 

K: (t:, x) E]O, 1] x IR t-t 1 + u(t:, x )[JE"sen(;) - 1] E IR, 

onde u é uma função moderada tal que 

O :::; u(t:, ·) ~ 1 em IR,supp(u( t:, ·)) c]-oo,d e u(t:, ·) _ 1 em ]-oo, ~[, (t: E]O, 1]). 

Então , H , ]( E 1-{7,(IR; IR) e H ]{' não é associado a zero em Ç(IR:_; IR) . 

De fato, é claro que H,K E 9eb(IR;IR). As condições H(t:,x) = K(t:,x) = 1, para 

X~ t:; H(t:,x ) = é¼cos(n e k(t:,x ) = fi"sen(;), para X<!, implicam L(t:,·) ~ Y, 

para é~ o+, em IR*, para L = H,K. Por outro lado, como J('(t:,x) = é-½cos(; ), para 

x < f. vem 
4' 

(1) 
,...._ ,...._ 2 X 

H(t:,x)K'(t:,x ) =µ(t:)cos (-), 
é 

onde µ(t:) := é-¼. Supondo, por absurdo, que HK' ~ O em Ç(IR:_;IR) tem-se 

(2) lime:__, 0+I,p(t:) = O, (r.p E V(IR:_; IR)), 

onde Ir.p : é E]O, l] t-t< H(t:, -)J('( t:, •),r.p >E IR. Usando a condição (1), para cada 

a, b E IR:., com a ~ b, tem-se 

(r.p E V(IR:_; IR+) , t: E]O, l]). 

Escolhendo r.p E V(IR:.; IR+) tal que r.p = l em [a, b] = [-21r, -1r] segue 

(t: E]O , 1)), 

0 que, em virtude da condiçã (2), não pode ocorrer, dado que µ (é) ~ + oo e 

t:s n(;)cos(3t) O, para e~ o+. Logo, não podemos ter HK' ~ O em Ç(IR:_; IR) . 
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CAPÍTULO 3 

COMPOSIÇAO DE FUNÇÕES GENERALIZADAS E ALGUMAS 
APLICAÇÕES 

Neste capítulo sao estudadas a compos1çao e propriedades de algumas funções 
generalizadas, é dada uma caracterização para a inversibilidade de uma classe de funções 
generalizadas e, como uma aplicação , sã.o consideradas algumas propriedades da corn­
posiçã.o de funções de classe e= com funções generalizadas na forma de onda de choque. 

Em todo o presente capítulo, a menos de mensão explícita em contrário, E, F e G 
denotam espaços de Banach e f2 (resp. fl') indica um aberto não vazio de E (resp . F). Os resultados básicos de 3.1 valem quando E e F têm dimensão finita. Os resultados 
principais do trabalho (Capítulo 4) valem quando E, F e G têm dimensão finit a. En­
tretanto, muitos resultados preparatórios de 3.1 valem em geral para E , F e G espaços 
de Banach quaisquer e as provas não são mais difíceis. Por esta razão optamos, em 3.1 , 
por uma apresentaçã.o no contexto mais geral, introduzindo a hipótese dim E < +oo ou 
dim F < +oo apenas quando ela é imprescindível. 

3.1 - Composição e Inversibilidade de Funções Generalizadas 
Se F tem dimensão finita e g é uma função generalizada em Ç(fl' ; G) , pa,ra as 

funções generalizadas f em Ç(fl ; F) que têm representante:::. satisfazendo, além de outra, a condição V[fl; íl') da Definição 3.1.1, numa primeira parte deste § introduzimos, na 
Definição 3.1.10, a fu nção composta g o f e calculamos, no Teorema 3.1.11 , a derivada 
intrínseca de ordem qualquer desta função . A ideia do cálculo da referida derivada foi 
sugerida por um resultado de [F) (Fórmula A) quando estudamos a mod ração da função 
composta de duas funções moderadas; o cálculo, a menos de convenções adequadas, 
decorre, naturalmente, da fórmula correspondente para as funções clássica . Convérn 
observar aqui que em [A) e [A-B) foi introduzida a função g O J (Ver Definição 7.5 .3 rn 
[A] e 7.4.3 em [A-B]) , quando E = ]Rn , F = ]Rm , G = JR11, J E Ç(íl; Ill111 ) sati faz urna condição similar à V[íl· íl'] e g E í'.(íl' -JRP) Nest t b lh ·1· o f 

, '::f , • e ra a o uti 1zar mos a composta g • 
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num caso particularmc11te simples, o que nos permite usar uma defini çã.o menos geral. 

Numa scgu11da parte deste§, considerando F = Iíl.111
, dados o· e f3 cm film , O ~ 

0 < /3, urna função c.p em C cx:, (]a , /3 [; G) satisfazendo urna certa condição e uma função 

f em Ç(n; Iíl,m) tendo representantes satisfazendo, além de outra, a condição V[Q) ~ da 

Defini çã.o 3.1.23(1) , introduzimos, na Definição 3.1.27, a função c.p o f em Ç(!t; G). A 

noçào de cornposiçào dada na Definição 3.1.27 nã.o é um caso parti cular da noçã.o dada 

na Defini ção 3.1.10; pois, se urna função satisfaz a condição V[Q) ~ nã.o implica que ela 

satisfaça também a condição V[!t ; ]a, /3 [] (Ver Observação da Defini ção 3.1.23). Por outro 

lado, o conceito de composição introduzido na Defini çã.o 3.1.10 não é um caso particular 

da noção dada na Definição 3.1.27, no sentido de que, pelo menos quando F = lR.111
, o 

subconjunto aberto Q' é qualquer. 

Definição 3.1.1: Denotamos com t\[f2; f2'] (resp. [M ,* [f2 ; !1'],N*[f2; !1']) o conjunto 

de todos lcmentos u. E l'[f2; F] (resp. u E Í./l,df2 ; F], u E N[!t; F]) que satisfazem as 

condições seguintes 

u(]O, l] x !1) C !1'; 

P ara cada J( CC n, existem ](' CC f2' e 17 E]O , l] tais que 

u(]O, 17[ x J() e J{'. 

Indicamos com Ç*(!t; Q') 0 conjunto de todos os elementos de Ç(f2; F ) que tem pelo 

ll1enos um representante cm [ M,* [!1 ; !1']. 

Observ,u que, s F for 1c clirn nsã.o finita , Ç*(!l; F) = 9c1,(f2; F), e que, cm gera l, 

Q,.(.íl ; F) i Ç(!i; F). Por exemplo, para f, E V(ITC1 
) , com f,( O) i O, temos 8e ~ 9e1,(IR

11

) = 

Q,.(ffi11
) (Ver P roposiçào 1.2.21). 

Lema 3.1.2: Dados p 

con. ider mos a funçno 

JN*, CJ E Op e uma apli cação u de ]O , l] x .íl m í,(P E; G) , 
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onde .J;; é definida cm [1.1.3]. Nestas condições sã.o válidas as afirmações seguintes. (J ) Se v. E X[S1;,C(7'E;G)], eutã.o 11,..1!) E X[S1 ;l(7'E; G)], para. X = E, [111 ,N ; (II) Se u, v E [,M [O; ,C(P E; G)] e u - v E N[S1; ,C(P E; G)] , entào u.J!) - v.Ji' é um elemento 
de N[S1; ,C(1' E; G)] . 

Prova: (I): P elo Lema 1.1.2, u.Ji' E E[S1 ; ,C(P E ; G)] e, para cada k E lN , exi ste T E O,,+k tal que (u.J!))(k) (é , x) = u<k\ s, x) o .J;'+k e portanto 

Logo, da moderação (resp. nulidade) de u segue a moderação (resp . nulidade) de u.Jt (II): Por (I) basta observar que ( u - v ).J!) = u.Jf - v.JJ . 

Em virtude do lema anterior podemos dar a definiçào seguinte. 

Definição 3.1.3: Dados p E JN *, a E OP e f E Ç(S1 ; l (P E ; G)) , definimos a função 

• 

onde f .J! : (é, x) E]O , 1] x S1 r-+ J(é, x) o .Jf E ,C(P E ; G) e f é um r pr sen tante qualquer de f . 

Definição 3.1.4: P ara cada (u,w) E E[S1; F] x E[S1' ; G], com u satisfazendo a condição V* [S1 ; S1'], e para cada p E lN , seja wCP) ou E E[S1; ,C(P F ; G)] a função d finida pela fórmula 

Nas condições da definição anterior, usando a fórmula (1.1.4.1 ), para cada p E IN* e cada (e,x) E]0, 1] x S1 , temos 
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onde C~' := ( n !m!)-1
• Sejam 1 ~ rn ~ p e Cl' = ( Cl' J , ... , Cl' rn ) E [p; m,] fi xa.dos. Considere­

rn os a apli caç ,-to (111 + 1)- lincar cout.í111u1 dcfi uida crn [1.1. 2): 

Corno wC m) o u E [ [D; .C(rn F ; G)] e uCªi) E [M [D; .C(ªi E ; F ))], (1 ~ i ~ m), pela 

Proposiçfro 1.2. lú(I) , resulta 

Sendo T de classe e=, pela Proposiçã.o 1. 2.6 e pela Defini çào 3.1.4, temos 

e , para cada (e, :i: ) E]O, 1] x n, da definição de T, vem 

Para não sobrecarregar as notações , por analogia com a defi nição de T , usamos a con­

venção seguinte 

isto é, por [3 .1.2], para cada (é, 1:) E]O, 1] x n, 

Com essa couvcuçiio, pela clcfi.niçào ela la no Lema 3.1.2 , a fórmula [3.1.1] pode ser escrita 

na forma 

[3.1.4] (1uov/P) = L C~' L(w(m) o v )u( ai) ___ u( am)J// Clll ]O , l] x n. 

1 <111 <71 a E01, 
OE []! ;""in) 

Proposição 3.1. 5 : S jam u , v E [M [D; F] e w E [M [D' ; G] tais que u - v E N[n; F] e 

(I) u e v satisfazem a condição V* [D ; D']; 
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( II) 0 pa.r ( u,, w) ( ou ( v, to)) satisfaz a. propriedade : para cada J{ C C n e cada p E IN *, 
cx istc111 C > O, N E IN e 17 E]O , 1] verificando 

(O < e < 17 ); 

(III) para. cada J( e e n e cada. p, q E IN, existem C > O e 17 E]O , 1] ta.is que 

Então ' w o 'l.l - w o V E N(n; G]. 

Prova: Fixados J( CC n e p,q E IN deven1os achar C > O e 17 E]O , 1] verificando 

(3 .1.5.1) 

Suponhamos que p ~ l e que o par ( v, w) satisfaz a propri da.de (II ). P ela condição (I) , 
usando (3.1.1], para cada (c,x) E]O , 1] x n, temos 

m ,a rr 

( Quando supomos que o par ( u, w) satisfaz a propriedade (II), consideramos a expressão (w o v - w o u)<P)(c,x)). Pelo Lema 1.1.1, com 

B = (w(m) ou)(c,x) 

B' = (w(m) ov)(c,x ) 

A1 = u(ai)(c, x) 
(1 :S i :S m ), A'i = v(ai) (e , x ) , 

a igualdade anterior pode ser escrita na forma 

(3. 1.5.2) (w ou - w o v)(P)(c,x) = w1(c, x) + w2(c, x), (( ) ]O 1] n) é, X E ' X H ' 

onde W], W2 E E[n; .C(1> E; G)] são dadas por 

W 1 (e, x) := L C~' L(w(m) ou - w(m) o v)(c, x)u(ai)(c, x ) . . . u(o·m)(c, ~:)Jt ; in ,a rr 
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n1 

w-., (E, :r) := ~ e;;' ~ ~ (w( m ) o 11)(E, :r) TJ1 ;:: 1

1
11.(a1)(E .T) fl ( a i)( E .T) I1 111 1/ 0 1) (- ·) --rp . 

~ LL .) , , J= i--jl t , .7 ,..Jrr , 

111 ,n u z= .I 

OIHk R := u - '/! . Após urn ,1 es timativa, usando [1.1. 3], segue 

p 

(3 .1.5.3) /wi ( [, :1; ) /11 ::; L 1( W(
111

) o V - w( m ) o V)([, :r) lm L c:1 (p )rr;'~1 /11, ( a·.1\ [ , .T. )/0·1' 

m = l 
a 

1' 

(3.1.5.4) /w2( E, :r)/1' ::; L /(11/ 111
) 0 v)( t: , :r)/111 L c:t (p)Pt (E, :i:) , 

m = l O' 

para cacln (t: , .,:) E]O , 1] x n, onde C;;' (p) := p!C'~1 e 

m. 

P 1
" (t: :i:) := ~ rr 1

-
1 /11. ( 0 .1)( c "') / /R(ªi)( c "· ) / I1 111 /v( 0 1)(t- "') / 

º , L .1=1 e- , ·" o·1 (., ' .,, 0 ·1 1=1+1 , ·" a 1 -

1= 1 

Como u. E EM [fl ; F], existem C'0 > O, N E IN e 170 E]O, 1] tais que 

(3.1.5.5) sup x E l \0 L ci ' (1 )rr;1: 1 /1t ( CY 
1\ [ ' :r) 1 º 1 ::; C'o [ -N' (O < é < 170, l ::; m ~ p ) , 

CY 

e pela condi çã.o (III), existem C'.1 > O e 171 E]O, 170 ] verificando 

p 

• UPi·E l\. L /(w (m) o 11, - u/ m) o V )(t:, X )/m ::; C1 [ q+ N, (O < [ < 17 1 ) , 

111 = 1 

e portan to as desigualdades (3.1.5. 3) e (3.1.5.5 ) acarretam 

(3.1. 5.G) 

De modo análogo, como u , v E [M [íl ; F] , R E N[íl; F] e o par ( v , w) satisfaz a propriedad " 

(II), usando a condiçã.o (3.1. 5.4) podemos achar C'2 > O e 17 E]O, 171] tais que 

(O < t: < 17 ) , 

0 qu junto com as condiçõ s (3.1. 5.k), k = 2, 6 implica (3.1.5.1), com C' := C'oC'1 + C'2 . 

• 

Obs 'rvar que, se 1l w satisfa z 111 as hi1 ótese. da P rop siçã.o 3.1.5, cm vir tude da 

fó rmul a [3 .1.1] , a propriedade (II), apli cada. ao par (u,w) , é qui val ntc à ·ondiçã.o: 

uh' ) o u E,"J[íl ; L.: (7' F; G)], (p E IN *) . 
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Proposição 3.1.6: Se F1, . .. , Fn e G sã.o espaços de Bana.eh e B E [ (F1 , ... , Fn; G) , 

(1) Se 71 E Erv,ln; F1 X . .. X F111, então B O 71 E ÍM[n; G); 
(II) Se u, V E ÍM lr!; F1 X ... x F111 e u-v E N[n; F1 X . .. x F,11, entã.o B ou,- B ov E N[n; G). 
(A norma no espaço produto é a norma euclidiana considerada em 1.1 ). 

Prova : De11ota1uos com IF
11 := F1 x .. . X Fn e snponharnos w = ( w 1 , • .. , w 11 ), w = u, v. 

Vamos aplicar a Proposição 3.1.5 no caso particular 0' = IF n e w = B. Inicialmente provu,rernos que o par ( u, B) (resp. a termt ( u, v, B )) verifica a condição (II )(resp. 
(III)) desse resultado (A coudiçào (I) está trivialmente satisfeita.) . A verificaçào dessas 
condições serà por indução sobre n . 

a) No caso n = 1: Temos IF1 = F1 , u = UJ,V = V] E ÍM[n;IF1);u - V E N[n;IF1); e 

\B(h)\ ~ \B\i \hl , B' (h) = B , (h E F), e B (i-) = O, para K, ~ 2. 

Neste caso , é clara a validade das condições (II) e (III) a.cima referida. .. 
b) Suponha.mos agora que a condição (II) é satisfeita. para cada par (uo, Bo) , onde 
uo E ÍM[n;IFn-1) e Bo é uma aplicação (n - 1)- linear contínua de ÍFn - l em G, qu 
a condição (III) é satisfeita para cada terna (u 0 ,v0 ,B0 ), onde u 0 ,v0 E [M[S1;ÍF'n- J) , uo - vo E N[n; ÍF n-1L e Bo é como acima, sendo F1, ... , F11 _ 1 e G espaços de Banach 
quaisquer e ÍFn-1 := F1 x ... x Fn-l· P ara cada i = l , ... ,n, consider mos O espaço 
produto F1 := F1 X .. . x F1 - 1 x F,+1 x .. . x F11 ; a projeção p

1 : JF
11 (n - 1 )- linear contínua B 1 de F\ em [(IF n; G) definida por 

para cada (h1, ... , h,-1 , h1+1 , ... , h11 ) E F1 e cada k = (k 1. ) E IF . J , ... , /\,n 11 , 

w = u ,v . 
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P Rr a cada h, k E IF11 , com y = (y1 , ... , y11 ) , y = h, k, é'. vúlida 

11 

D' (h). k = L D(/11 , · . . 1 1, 1- J , l.·1 , h1 +1, ... , h11 ), 

1= .l 

Dcst.a fornml a., com as not.açôcs dadas acima, ternos fl' = B 1 o p1 + .. . + B
11 

o p 11 ; <loudc 

11 

n (h) = L (D1 o P1)(h - ] ) cm IF71) ("· 2 1). 

1= 1 

P ela fórmula (1.1.4.1), para. cada z = 1, . .. , n e cada h E IF 11 , temos 

t < lll < h - 1 
OE [1-.=1 ;171] 

onde C~1 := (m.!a !)- 1
. Dessas duas fórmulas, para cada (é, x) E]O, 1] x n, vem 

(3. 1. G. l ) 

11 

L L e:' L (B~111 )ouz)(é, x)(p~ºi)ou)(é, X) .. . (p;º'm)ou)( t: ,:i:)J ;-1,(t,: 2 l ), 

t= ] J < m<h- 1 
o·E [1e= 1;m ] 

Sendo cada B 1 uma aplicaçã.o (n - 1) - linear contínua , cada u1 E [M [52; .É\] e cada 

P, E .C (IF\ 1 ; F'1 ), usando a igualdade (3.1.6.1 ) junto com o caso a) (apli cado ao par (u ,p1 )) 

e a hipótese indu tiva( a.pli cada ao par (u1 , B 1 )), segue que o par (u, B ) satisfaz a condição 

(II) . Por ou tro lado , como B é uma aplicaçã.o n- lin ar podemos escrever 

n 

B(h)- B (k) = L B (h1 , , , , , hz- ], h1 - k1 , k1+1, , ,., k11 ), (y = (Y1,,, , , Yn) E IF n. , Y = h, k); 

z= l 

don l , para cada (e: , :-i:) E]O , 1] x n, temos 

n 

l(B ou - B o v )( e: , x )1 ~ IBII( u, - v )(e:, x )1 L Ju(e:, :i; )11
-

1 lv( e: , .1: )111
-

1
• 

1.= J 

e portanto ( 1 vn nd cm conta a moderação das fu nções 'l.l e v, e a nuli dade de u - v ), 

a terna ( u, v, B ) satisfaz a condição (III), no caso h: = O. Para cada h: > 1 e cada 

(e , :r) E]O, 1) x n, usando a igualdade (3 .1.6. 1) , temos 
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111 (B(") ou-B(") ov)(c ,:r) = t L C~'l(B~rn) oui)(c,:r) Il(1t11
) ou.)( c, :1;)-1=1 111,0,11 

J=l 
711 

-(B;n ov
1
)(c,x) Il(p~ºJ) ou)(c,x)]J;- 1

. 
J=l 

· L 111 - B B ' A A' (1 < 7 < n1) substi-
Para cada i = 1, . .. , n aplicando o ema. . . , com , , 1 e J ' _ . _ , 
tuido respectivamente pelas funções 

(1 s; J s; m), a igualdade anterior pode ser escrita na forma 

(3.1.6.2) 

onde w 1 , w 2 E [[íl.; .C("lF 11 ; G)) sã.o dadas por 

n 
W 1 (e, X) := L L c:1 (B~m) O Ui - B~m) O Vi)(c, X )(p~ºi) OU )(e, X) . .. 1=1 m,0,11 

( (om) )( ).J" - 1 . . . p
1 o u e, x 

11 , 

n 711 
T - ] w2(c, x) := L L e;;· I)B~m) o vz)(c, x) TI (p~ºJ) o u)(c, x)-1= 1 ni, 0,11 r=l 

m 
. (p~o·r) ou - p~or) o v)(c, x) II (p~ºJ) o v)(c, x)J

11
1--l . 

J= r+l 
Pela condiçào (3.1.6.2) junto com a propriedade (II) da Proposição 3.1.5 (aplicada aos pares (u,pi), (v,pi) e (vi , Bz)) , o caso a) (aplicado à terna (u , v, p,)) e a hiI ótes indutiva, (aplicada à terna (u1,vi,B1)), segue que a terna (u ,v, B) satisfaz a condição (III), 00 
caso K ~ l. 

(I): Para cada p ~ l e cada (e, x) E]O, 1] x íl., pela formula (3.1.1], ternos 
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0 que ju11to com a moderação de u, a propriedade (II) da Proposiçã.o 3.1.5 (aplicada ao 

]>ilr (11 , D )) e a rn11cli çi'10 

/(Bou)( t: , x )/ ~ /B/11/u( t: , :r)/ 11, ((i: , :r) E)ü, 1] x f2) , 

impli ca a rnoclcraçi:í.o da aplica.çã.o B o u. 

(Il ) : Tern os provudo que os JHUTS ( 11. , B ) e ( v , B ) sati sfazem <i coudi çií.o (II ) e ;i tcrua 

( u , v , B) verifi ca a condiçào (III), da Proposiçào 3.1.5 . Em consequência, pela mesma 

proposiçã.o , fl O 1l - B O V f N[n; G]. 

■ 

Em virtude da proposiçào anterior podemos dar a defini çã.o seguinte. 

Definição 3.1. 7 : Se F1 , • .. , Fn e G são espaços de Banach, .f E Ç(f2; F1 x ... x Fn) e 

B E L(F1 , ... , Fn; G) , chama-se fu.n ção composta de B com f à fun çã.o 

B o f := B o f + N[n; G], 

onde B o J : (t:, x) E)O , 1) x n f--+ B(.t( t: , x )) E G e f é um representante qualquer de f. 

Proposição 3.1.8 : Suponhamos que F tem dimensào fini ta. Entã.o , para cada u E 

[M,*[n ; n'J e cada V E l'M[n; F] satisfazendo a condiçào V*[n; n'], com u - V E N[n; F] , 

são vá.li das a. afi rm açõ s seguintes : 

(I) V satisfaz a condição v[n; n'J ; 

(II) se w E EM [f2' ; G] , entã.o a terna ( u, v , w) sati sfaz a condiçào (III ) da P ropo ·içã.o 

3. 1. 5. 

Prova Fixado ]( CC n, por hipótese, exist m K' CC f2' e 17' E]O, 1] cais 

que H(]O , 17' [ X K ) e J( '. Como R := V - u E N[n; F) ' existe 17
11 E]O, 17'] tal 

que R (] O, 17" [ x K ) e D,-(0), n ele 1· > O é tal que L := X' + B ,.(O) C f2 ' . Dado 
o 

(E, :i·) E]O, 17"[ x K , para y := u(E, :r) E X' , t mos 0(t ) E Br(Y) C L, (O ~ t ~ l ), onde 

0(t ) := u( t: , .1;) + tR(e, x) , e portan to v(t: ,:i:) = 0(1) E L. Em conscqu ncia , é válida a 
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afirmação (I) e O segmento fechado, [u( t:,x),v(t:,x)), que une u(t:,x) com v(t:,x) eS
tª contido cm L. Scudo F de climcnsfto finita, a. bola fechada B,.(0) Ó colllpacta. e portanto L cc íl,'. Entã.o , fixado p E IN , como w E EM[íl-'; G], existem N E IN , C1 > O e 171 E]O, 77"] 

tais que 

Dado q E 1N , sejam C2 > O e 17 E]O , 171) satisfazcudo 

Por outro lado, para cada (t:, x) E]O , 77[xK dado, usando o teorema do valor médio , temos 

o que junto com as duas desigualdades anteriores implica a condição (III) da Proposição 3.1.5. 

• 
Proposição 3.1.9 : Para cada u E EM,*[n; íl,'] e cada v E EM [n; F] satisfazendo a condição V* [íl-; íl,'], são válidas as afirmações seguintes. 
(a) Se w E EM[n'; G] (resp. w E N[íl-' ; G]), então w ou E EM[n; G], (resp . w ou E N [íl-' ; G]); 

(b) Se W1 , W2 E EM [íl-' ; G] e W1 - W2 E N[íl-'; G], então W] OU - W2 O U E N[n; G] ; Além disso , se F for de dimensão finita valem ainda as asserções seguintes. 
(e) Se u - V E N[n;F] e w E EM[n' ; G], então w ou - w o V E N(n; G] ; 
(d) Se U -v E N[íl- ;F] e se W 1 ,W2 E EM(n' ; G] sã.o tais que W ] - W2 E N(n' ; G], ntão W1 OU - W2 O V E N [íl- ; G]. 

Prova : O item (b) segue de ( a). A afirmação ( d) segue de (b) ( c ) . 
Prova de ( a) : Verifiquemos que w o u E N[íl-; G] (A v iificação da 1110 l ração similar). Fixados K CC íl, e p, q E IN , devem existir C > O e 11 E)O , 1) d 111 do que 
(3.1.9.1) 
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Suponhamos p 2'. 1 ( O caso p = O é imediato). Corno u satisfaz a condiçii.o V* [n; n'J , as 

foll(J>C's 11 <' w sat isfa zem a fórmula. [3 .1.1]. Sejam N E IN , C1 > O e 111 
E]O, l] verificauclo 

(3.1.9.2) SUP xE , ,· L c;1.(p )II7~1 lu(ºi\ t: , X )lo•i ~ C1 é-N ' (O < é < 171 , 1 ~ m. ~ p ), 

o 

onde C~n(p) := p!C~7, e sejam J{ ' CC n' e 17 1 E]O, 77i] tais que 

(3.1.9.3) 11.(]0, 77'[ xK) e 1 ... ·1
• 

Sejam C2 > O e 17 E]O, 17
1

] satisfazendo 

JJ 

SUPy E l\·1 L lw(m)(é, Y)lm ~ C2éq+N, (O < t: < 17 ), 

m = l 

o que junto com as condições [3.1.1] , (3.1.9.2) e (3 .1.9.3) implica (3.9.1.1), com 

C := C1C2. 

Prova de (e) Sendo F de dimensão finita, pela Proposição 3.1.8, v E ÍM,*[n;F] e a 

terna (u , v, w) satisfaz a condição (II) da Proposição 3.1.5. Por outro lado , para R = u, v, 

como consequencia da Proposição 1.2.3(1) e de ( a), temos w( JJ ) oR E ÍM [D; J:, (P F ; G)], (p E 

IN*). Portanto, a afirmação (c) segue da Proposição 3.1.5. 

■ 

Observação : Se u E A(* [!1 ; 0'] e w E [M [0' ; G], na.o temos necessariamente 

w ou E N[D; G] (Basta tomar w = cte.# O). 

A pr posição anterior nos pennit dar a definição seguinte. 

Definição 3.1.10 : Dados E , F e G espaços le Banach , sendo F de dimensão finita , 

sejam D D' sub •onjuntos abertos não vazios de E e F, r spectivamente. P ara. cada. 

(f, g) E Ç*(D; D' ) x Ç(!t ' ; G) definimos a fm1,çâo composta, 

g o f := g o .f + Af[!t; G] , 
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onde g o J: (e:, :r) E]O, l] x n f-+ g(c:, .f(c:, x)) E G; .f, satisfazendo a c011dic;ào V*[S1; n'] , e g st10 rcprcscntrnit<·s quéli squcr ele f e g, r esp ectivamente. 
A seguir obteremos uma fórmula análoga a (1.1.4.1) para a funçào composta g O f , quando .f E Ç* (n ; n') e g E Ç(n' ; G). Para tanto, algumas uotaçõe · adequa.das sã.o úteis. Sejam u, verificando a. condição V* [n; n'], e w representantes de .f e g, respec­tivamente. Dado p E IN*, a função composta w ou verifica a fórmula. [3.1.4]. Scjalll m = 1, . .. ,P e 01 = (a1, ... , O'.m) E [p; m] fixados. Pelas definições 1.2.9 3.1.10, gCm) 0 f é a. classe de w< m) ou . P or outro la.do, pela Definiçào 1.2.lG , (l 111

) o f , g< 0
•
1

) , .•• , g<o·rn )) é a classe de ( w<m) ou, 'l.1.0 1 ) , • .. , u<am) ); em consequência, I ela Definição 3.1.?, To (g(m) o J, .f(o·i), ... , j(om)) é a classe de To ( w<m) ou, u(ai) , ... , u( a m)), onde T é a aplicação (rn + 1)- linear contínua definida m [l.1.2] . Entã.o , pela notação dada ern [3 .1.3], To (g(m) o J, f(o·i), ... , j(am)) é a classe de ( wCm) ou )u<ª 1 ) ••• u (am). Por analogia com a notaçã.o [3.1.3] definimos 

[3 .1.5] 

Sendo assnn , pela Definição 3.1.3, (g(m) o f)J(cxi) ... J (cxm) .J[: é a classe de (w(m) ou)u(ai) . . . u(am).JJ\(CJ E 0
1
i). 

Com as notações dadas anteriormente, pela Definiçã.o 3.1.10 e p la fórmula [3.1.4] , temos o resultado seguinte. 

Teorema 3 .1.11 : Sejam E, F, G , n e n' como na Definição 3.1.10. Então , para cada, U, g) E Ç*(n; n') X Ç(n'; G) , a função composta g o f verifica a fórmula s 'guinte 

(3.1.11.1) 

sendo (gCm) o f)J(cxi) . .. J Cªm) .J[: a class da função 
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(Ver [1.1.4], [3.1.2], [3.1.3], Dcfini çào 3.1.3 e [3.1.5]) , 011dc i, satisfazendo a condiçã.o 

v .. [n ; n'], C g s;io l'CJ)J'C'Scnta11tcs <jllélÍS<jll('J' de f <' g, rcspcct.ivarncutc. No caso E = F = ffi 

ternos a fónuula correspondente 

(3.1.11.2) (p E lN*) , 

onde .1 e g são como acima. 

Prova : Sejam u , satisfazendo a. condiçã.o V .. [D ; D'], e w representantes de f e g , 

respectivamente. Dado p E lN* , a função w ou verifica a fórmula [3 .1.4] . Pelas definições 

3.1.10 e 1.2 .9, a função (g o J)(P) é a classe de (w o u)(P)_ Por outro lado, pela observaçã.o 

após [3.1.5], para cada m = l , . .. ,p , cada a= (a1 , ... , a 111 ) em [p;m,] e cada <7 E Op , 

a função (g(m) o J)f(ai) ... f(o·m) J!} é a classe de ( w(m ) ou )u(ai) ... 1/ a m) J!}. Sendo as-

sim, da fórmula [3.1.4] segue (3.1.11. 1 ). A verificaçã.o da fórmula (3.1.11.2) segue por um 

raciocínio análogo, usando agora (1.4. 1.2) e observando que a apli caçã.o 

( z ,À1 , • • ·,Àm) E G X IRx ... X IRt-t À1 ... Àm Z E G 

é (rn + 1)- linear contínua. 
■ 

Corolário 3.1.12 Para cada H E 1-íp(IR; IR) e cada n E lN , n > 2, temos 

Prova : Como Hp(ffi.; IR) e 9eb(ffi.; IR) = Ç .. (IR; IR) , pela fórmula. (3 .1.11.2), temos 

(J o H)' = (f ' 0 H)H' , ond f : À E IR t-t À n E IR; donde segue a primeira afirmação . A 

s gunda afirm ação segue usando a prim ira, a Proposiçã.o 2.2.4(IV) e o T orema 1.3 .12( e). 

P or outro lado, se Hn = H, t mos H' = nH 11
-

1 H' ; donde HH' = nH11 H' = nHH' . 
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Como 2H H' ::::: H' segue nH' :=:::: H' em Ç(IR; IR) e portanto, pela Proposição 2.1.4( d), 
n = 1. Logo, H 11 

-=J. H . 

■ 

Observação 3.1.13 : Nas hipoteses da Definição 3.1.10, se .f E Q.(n ; Q' ) e z E Ç(Q' ; G) 
é uma constante generalizada, ent ão z o .f E Ç(S1 ; G) é uma constante generalizada e 
z o .f = z . 

De fato , pela Defini ção 1.3.6, existe uma função µ E EM( G) tal que z = R' µ. +N(Q' ; G) === 
= R 1 

(µ + N( G)), onde R' e R
1 

são as funções associadas ao par (n', G) de acordo corn 
o Lema 1.3.5. Considerando um representante qualquer f de .f satisfazendo a condição 
V. [n; S1') e as funções R e R associadas ao par (S1 , G) conforme o Lema 1.3.5 

~ 

R' µ o .f = Rµ , pela Definição 3.1.10 e pelo Lema l.3 .5(II), resulta 

z o .f = R'µ o f +N(n; G] = Rµ +N(Sl ;G] = R(µ +N(G)). 

Usando as identificações R( G) = G = R
1 

( G) segue z o .f = µ + N ( G) = z . 
No resultado seguinte supomos E = lRn e F = IKm. 

corno 
' 

Proposição 3.1.14 : Para cada (f , g) E Ç.(n ; S1' ) x Ç(n ' ; G) é válida a fórmula seguinte 

a m a a.r ax. (g o .f) = -~.l)a g. o .f) axi· E Ç(n; G) , (1 5: j 5: n) , J i= l Yi J 

onde .f = U1 , ... , Ím) (Ver Definição 1.2.16). 

Prova : Dadas u = ( u1 , . . . , um) , satisfazendo a condição V. (S1 ; S1' ), w r pre entantes 
de .f e g, respectivamente, da fórmula [3.1.1) e da Defini ção 3.1.4 s gue 

(w o u) ' (é, x) = w' (é, u(é, x)) o u ' (é, x), ((é, x) E)O , 1) x n), 

e portanto usando a fórmula (1.2. 17.1) temos 

a 
Bxj (w ou)(é,x) = (wou)' (é, x) - ej = w' (é , u(é, x))·(u ' (é , :r ) · 'j) , 
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onde (c1)1 <j<n denota a base canônica de IR,11
• Como 

' ( ) ( 8111 ( ) D11 111 

U €, :i: · Cj = ~ €, :i: , ... , - _-_-(€,X )), 
u :i.1 ox1 

usando novamente a fórmula (1.2.17.1) e a Definição 3.1.4, segue 

O m OW OUi 
D:r (w o u)(t:, x ) = 2) 8

y
1

· o u)( e: ,x) ox. (e:, x), (( e: , x) E]O, l] x n, 1 :::; j :::; m) , 

J 1= ] J 

o que, pelas defini ções 1.2.20 e 3.1.10, mostra. a fórmula acima. 

• 

Algumas Propriedades da Composição de Funções Generalizadas 

Até a Proposição 3.1.19 trabalharemos nos casos particulares E = IR,2 , F = IR,2 ou 

F = 1R e G = IK , e serão usados sem advertência prévia as notações introduzidas a 

seguir. Dada y E C 00 (IR; JR) consideremos a função associada 

[3.1. G] y* : (.1:, t) E 1R2 
r-, y*(x, t) := x - y(t) E IR. 

A transformação de coordenadas associada. 

S: (x , t) E IR-2 r-t (y*(x, t) , t) E IR,
2 

é um C00- difeomorfismo, com inversa L := s-1 : (,\ ,t) E IR2 
r-, (À+ y(t ), t) E JR2

. Os 

respectivosja.cobianos satisfazem Js(x,t) = JL(,\,t) = l. Se 1r: (,\,t) E IR2 
r-, À E IR é 

a proj eção na primeira variá.vel, temos 

[3 .1. 7] y* = 1r o S em IR,2 
( .·. y*(IR-2) = IR ). 

Con iderando os seguintes subconjuntos ab rtos de m2, 

[3.1.8] D_:= {(x, t) 1 y*(x , t) < O} ,n+ := {(x,t) 1 y*(x , t) > O} e f!* := n _ Ufl+ , 

temos S(D_) = IR '.:_ x IR, S(f!+ ) = IR~ x IR e S(f!*) = IR* x IR, e em consequencia 

vaJ m as se ruintcs r lações 

[3.1.9) 
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P elo que precede resulta 

[3.1.10] S(n) = y*(Sl) x IR, * 2 para. n = n_,n+, n , IR . 

O resultado seguinte é útil para. a resolução de sistemas de equações da. hidrodi-
nâmica. 

2 
- · nd 111? 

Proposição 3.1.15 : (I) P ara cada g E Ç(IR. ) e para cada aberto nao vazio H e 
sã.o válidas as seguintes equivalencias 

(3.1.15.1) g o s ~ o em ç ( n) , 
se e so se g ~ O em Ç(S(S1)); 

(3 .1.15.2) g o s = o em ç ( n) se e só se g = O em Ç(S(S1)). 

(II) Para cada f E Ç(IR) e para. cada aberto não vazio 1,V de IR valem as seguintes 
equivalencias ( onde 1r denota a primeira projeção de IR2

) 

(3.1 .15.3) f o 1r ~ O em Ç ( VV x IR) se e só se .f ~ O em Ç ( VV ); 

(3.1.15.4) J o 1r = O em Ç ( 11/ x IR) se e só se f = O em Ç ( VV). 

Prova : (I): Dado um representante qualquer g de g, pela D finiç ã.o 3.1.10 , g o S é a 
classe em Ç(IR2

) da função 

g o S: (E, x , t) E]O, 1] x IR-2 ~ g(é, S(x , t) ) = g(E, x - y(t ), t ) II~ . 

Prova de (3.1.15.1) : Supondo g o S ~ O em Ç(S1) temos 

(3. 1.15.5) lime:-o+ < (go S)(é, ·) ,VJ >= O, (VJ E 'D(S1) ) . 

Para termos g ~ O em Ç(S(S1)) devemos verificar a condição 

(3.1. 15.6) 
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Fixada t.p E 'D(S(rl)), o teorema de mudança de variá.veis implica 

1 g(E, À, t) t.p( À, t)cl>.clt = j (g o S)( E, x, t)(t.p o S)(x, t)dxdt, (E E]O, l]). 

supp (cp) L(supp (cp)) 

Se 'lp := t.p o SE 'D(rl), então 

supp· ('ljJ) = L(supp (t.p)) e < g(E , ·), t.p >=< (g o S)( E, •) , 'ljJ >, (E E]O, l]), 

o que junto com (3.1.15.5) implica (3.1.15.6). Reciprocamente, se g ~ O em Ç(S(rl)), 

denotando com U := S(fl) , como g = (g o S) o L, temos (g o S) o L ~ O em Ç(U) e, 

portanto, pelo que foi provado acima, g o S ~ O em Ç(L(U)) = Ç(rl). 

Prova de (3.1.15.2) : Se goS E N[rl) então , g = (goS)oL E N[S(rl)] (Ver Proposição 

3.l.9(a)) e, reciprocamente, se g E N[S(rl)], pela mesma razão, go SE N[rl). 

(II): Dado um representante qualquer f de .f, .f o 7r é a classe em Ç(IR-2) da função 

(3.1.15.7) - 2 - -

f o 7r: (E, À, t) E]O, l] X 1R f-t f (E, 7r(À, t)) = f(E, À) E IK. 

Prova de (3.1.15.3) : Se f o 7r ~ O em Ç(vV x JR) , 

(3.1.15.8) lim~-+o+ < ([o7r)(E,·) ,'ljJ >= O, ('lj; E 'D(HI x JR)) . 

Para mostrar que J ~ O em Ç(lV) verificaremos a condição 

(3 .1.15.9) 

Fixada '-P E 'D(HI ), considerando uma funçào t.p 0 E 'D(JR) , com integral igual a 1, temos 

< f( E,·) ,'-P >= f ([o7r)( E, À,t)<p( À)t.po(t)d>.dt, (E E]O, l]). 

Í supp ( cp ) xsupp (cpo) 

S 'ljJ : (À , t) E HI x IIl f-t <p(À)t.p 0 (t) E IK , então '1/, E 'D(TV x lR) , 

supp ('ljJ) = supp (t.p) x supp ('-Po) e< [(E, •), <p >=< (f o 7r)(E, ·), 1/J >, (E E]O, 1]) , 

e portanto de (3.1.15 .8) s gue (3.1.15.9). Reciprocamente, dada 1/J E 'D(TV X lR) con­

sid rando a funçào ( <p : ,,\ E TV f-t < 1, 'lj; (,,\ , •) > E 1K) E V(ltf/) temos 

< (i o 7r)(E, ·) , 1/) >=< .f(E, ·),'-P >, 

Da e ndiçào (3. 1.15.9) egu (3.1.15.8). 

(E E]O, l]) . 
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Pova de (3.1.15.4) : Como para cada ]{' CC W existe J{ CC lV x]R tal que 1r(K) = ]{' 
<' para cada p E IN, por (3.1.15.7) , temos 

onde a := (p, O) , é claro que a condição f 01r = O em Ç(lV x lR) acarreta .f = O em Ç(lV). 
Reciprocamente, se .f E N[lV], pela Proposição 3.l.9(a) , .f o 1r E N[lV X ffi]. 

• 
Corolário 3.1.16 : Para cada f E Ç(lR2

) e para cada aberto nã.o vazio n de lR
2 

são 
válidas as seguintes equivalencias 

(3.1.16.1) f o L ~ O em Ç ( S ( n)) se e só se f ~ O em Ç ( n); 

(3.1.16.2) f o L = O em Ç ( S ( n)) se e só se .f = O em Ç ( n); 

Prova: Segue da Proposiçã.o 3.1.15(1), considerando g := f o L. 

• 
O resultado seguinte é importante para o estudo das equaçoes diferenciais da 

hidrodinâmica no próximo capítulo. 

Corolário 3.1.17 : Para cada .f E Ç(lR) e para cada aberto não vazio n de ]R2 tal que 
S(0) = y*(0) x lR sã.o válidas as seguintes equivalencias (Ver [3.1.6]) 

(3.1.17. 1) f o y* ~ o em Ç(n) se e só se .f ~ o em Ç(y*(n)) ; 

(3.1.17.2) f o y* = o em Ç(n) se e só se f = o em Ç(y*(n)). 

Prova : Se g := f o 1r, por [3.1.7], temos g o S = f o y* e, portanto , pela Proposição 
3. 1.15(1), valem 

f o y * ~ o em ç ( n ) se e só se f o 7f ~ o em ç ( s ( n)) 
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f o y * = () cm ç ( n) se e só se f o 7r = o cm ç ( s ( n)). 

Por ou tro lado , rnrno S(Çl ) = y"Ul) X ffi. , pc lé-1 Proposi<Jio 3.1.1 5( IJ ), v,dcrn tarnhhn 

f o 1r ;::::; O crn Ç(S(fl )) se e só se .f ;::::; O cm Ç(y* (fl )) 

f' O 7r Ü Clll Ç ( 5 ( n )) SC' C SÓ SC f = Ü C'lll Ç ( !J * ( n )) . 

• 

Corolário 3 .1.18 (I) Para cada H E 1í(lR) e cada À E ]K sã.o válidas as seguintes 

cqui valcncias 

(3.1.18.1 ) >. (H o y*) 1. ;::::; O em Ç(lR2
) se e só se À = O; 

(3.1.18.2) >. (H o y*);::::; O em Ç(lR2
) se e só se À = O; 

(II) Se H E 1í(lR), então (H o y*)x ;::::; O em Ç(0,* ), H o y* ;::::; O em Ç(fl _) e H o y* ;::::; 

1 em Ç(0,+)-

(III) Se 1n E IN *, a 1 E IN* e H1 E 1íp(IR), 1 ~ j ~ m, temos 

(3.1.18. 3) (H a-1 Hªm) * ~ H * í' (JR. 2) 
1 . . . m o y ~ o y en1 ~ . , (H E 1í(lR)) . 

P rova : Por [3 .1.10] , como y*(lR2
) = lR e (H o y*)x = H' o y* (pela Proposiçào 

3.1.14), a P roposição 2.1.4(d) e (3.1.17.1) implicam (3.1.18. 1). E (3.1.18.2) segue usando 

a P roposição 2.2.2(II) (d). Por [3 .1.10], a a.firm açào (II) (re. p . (III)) segue da. P roposiçã.o 

2.2.2((6) e (e)) (r 'P· P roposição 2.2.4( IV)), da ·on <liçã.o [3. 1.9] (resp . y*( lR2
) = fil ) e 

da equivalencia (3.1.17.1 ). 

• 

Propos ição 3.1.19 : S ja <I> E Ç(fil2
) tal que <I> 1. = O ou <I> i = O em Ç(fil2

) e suponhamos 

que para. um a l rto não vazio n de fil2 ta l que S( fl ) = y*( fl ) x IR se tem <I> ;::::; O cm 

9(D). Entã.o , <I> ;::::; O em Ç(JTI-2). 
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,,... Prova : Suponhamos n =/- 111.2 e 4> 7- = O (No caso <I>t = O a prova é análoga), e seja <I> 
11111 rcprcscut.a.111.<· q11a.lquf'r de <I> . Como 5(111.2) = 111 2

, para tnrnos <I> ~ O cm Ç(111
2

), Cill 
virtude de (3.1.lG.1) , basta. verificar que <I> o L ~ O cm Ç(ffi

2
); isto é, 

(3.1.19.1) 

Fixada VJ E 'D(In.2 ), considerando uma fonçã.o <p E 'D(IR) , com supp (<p) C y*(Q) e col1l 
integral igual a 1, por um resultado conhecido (Ver [H] , Prop. 7, pg. 333) , existe um par 
( <po, 1/;0) E 'D(IR) x 'D(IR,2) t al que 

ô?/;o ?/;(\ t ) = <p( .>. )<po(t) + o>. (>., t) , (( >. , t) E IR.
2

). 

Temos µ( e) :=<(~ o L)(c, ·), 1/; >= µ 1 (c) + µ.2 (c), (e E]O, 1)) , onde 

e 1/;1 : (>., t) E IR? f-t <p( .>.) <p0(t) E IK . Para termos (3.1.19.1) basta que µi(E)-+ O, para e -+ o+ , i = 1, 2. Ora, por hipótese e (3.1.16.1) , temos <l> o L ~ O em Ç(S( r2 )); donde, 
como supp (VJ1 ) = supp ('P) x supp ('Po) C y*(Q) x IR = S(S1 ), segue µ 1 (c)-+ O, para 
E-+ o+ . Por outro lado , como (<1> o L)>. = <l>x o L (Ver Proposição 3.1.14) , S(IR2

) = IR-2 e <l>x = O em Ç(IR2
), por (3.1.16.2), resulta (<1> o L)>. = <l> x o L = O em Ç(IR2

); donde, como ~ 

+ 
µ2( c) = - < (<I> o L)>.(c, ·) , 1/;0 >, pelo Lema 1.2.5 (II)(c), segue µ 2(c)-+ O, para E-+ O · 

• 
Uma Classe de Funções Generalizadas Inversíveis 

Até o exemplo que segu e ao Teorema 3.1.22 consideremos o caso F = G = fil e 
S1' = IR*. Dada u E E(H;IR] satisfazendo a condição V*[fl;IR*] (Ver Definição 3.1.1) consideremos a função 

isto é , u- 1 = 'P ou, onde 'P : >. E lR* f-t >. - 1 E IR. Dado p E IN* , como 
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usando a fórmula [3.1.1), para cada (é, x) E]O, 1] x n, temos 

[3. 1.11) 

onde M:;1 := (- l )mm!C:;1 (Em [3.1.11), (cp(m) o u)(é,x) = (-1)mm!u-m- 1(é,x) E IR 

pela identificação .C(m IR; IR)= IR). 

D efinição 3.1.20 : Dizemos que uma função u de ]O, 1] x O em IR satisfaz a condição 

~ [O; IR*] se, para cada K CC O, existem 17 E]O, 1] e uma funçãoµ de ]O , 1] em IR: tal 

que (t: f-t µ( t: )-1 ) E ÍM(IR) e 

(3 .1.20.1) µ( t: ) ~ /u(t:,x )/, para cada (t: , x ) E]0, 17[ xK. 

Aplicações concretas de funções satisfazendo a condição ~ [O; IR*] serão dados no 

próximo parágrafo e no último capítulo. Entretanto, damos um exemplo simples em 

continuaçào . 

Exe111plo : A função u : (t:,x) E]O, 1] x O f-t t: kcp(x ) E IR, onde k E IN* e cp E 

C00 (n; IR*) , satisfaz a condição 8'[0; IR*]. 

De fato, dado J( CC O, existe uma constante C > O tal que /cp(x )/ ~ C, (x E K). Então , 

17 = 1 e a função µ : é E]O, l] f-t Ct: k E IR~ satisfazem as condições da Definição 3.1.20. 

Observação : Dada f E Ç(O; IR) são válidas as afirmações seguintes . 

(I) Se f =/- O, f não é necessariamente inversível em Ç(il; IR); 

(II) Se f tem um representante satisfaz ndo a condição 8'[0 ; IR*], então J -=/ O. 

De fato, no caso n = IRn , para um ç E :::(IRn; IR) (Ver [2.1.1]) , consideremos a função 

ôe E Ç(JRn; IR) definida no Corolário 2.1.3. Se 8e fosse inversível em Ç(IRn ; IR) o seria 

também cm Ç(IR11 \{0} ;IR) e portan to teria-se 8e-=/ O em Ç(IRn\{O} ; IR), o que contra1ia 

----

a Prop siçã.o 1.2.21( 4). P ara v -rifi ·ar a afirmação (II ), seja J um representante de J 

satisfazendo a condição 8'[0 ; IR*] e suponhamos que l E N [O; IR]. Então , para um a E O, 

xistem 171 E]O, 1) e uma fun ção µ de ]O, 1] em IR~ tais que (t: f-t µ(t: )-1
) E [M(IR) e 
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µ( é)~ IJ(é, a)l , (O < é < 171), Como ((é, x) 1---+ µ(é)- 1 J(é,x )) E N[íl;IR], dado e E]O , 1[, 
pelo Lema l.2.5(II)( a), existe 17 E]O , 17i] t al que l.f(é, a)I ~ Cµ( é), (O< é< 17 ), o que 
junto com a desigualdade anterior implica C ~ 1. Logo, f =J. O. 

O resultado seguinte será útil para dar uma caracterização de uma classe importante 
de elementos inversíveis de Ç(íl; JR) . 

Proposição 3.1.21 : Para cada u E E[íl; JR] satisfazendo a condição ~ [f2 ; Iíl.,*], são 
válidas as afirmações seguintes, 

(I) Se u E ÍM[íl;IR] e satisfaz a condição V*[íl;IR*], então u- 1 E EM[f2;IR]; 
(II) Se v E E[íl;JR] e u-v E N[íl;JR), então v satisfaz a condição S'[íl ; IR*]. 

Prova: (I): Fixados K CC n e p E lN" devem existir N E JN" , C > O e 17 E]O, 1] verificando 

(3.1.21.1) 1( - 1)(P)( ')I < e - N SUP xEK U é, X p _ é , 

Como u satisfaz a condição S'[íl; IR*], existe uma funçãoµ de ]O , 1] em IR~, N E IN, C > O 
e 17 E]O, 1] t ais que 

o que mostra (3 .1.21.1 ) no caso p = O. Suponhamos p ~ l. Usando [l.1.3], de [3 .1.11] e 
da desigualdade anterior , segue 

1( u- l )(P>( é, X )lp ~ L p!cm+l IM~1
· k-(m+ l )N II?~1 lu(ºi\ é, X) loi ' ( ( é, X) E]O, 17[ X J<) , l ~m.~p 

OE (p ;m] 

o que junto com a moderação deu implica a condição (3.1.21.1). 

(II) : Fixado K CC íl , sejam 170 E]O, 1] e µ uma função de ]O, 1] em IR~ tais que 
(u, K , µ , 170) verifica (3 .1.20.l ), Como (é 1---+ µ( é)- 1 ) E [M(IR) e w := u _ v E N[D; IR] , 
dado d E]O , 1[, pelo Lema l. 2.5( II )(a), existe 17 E]0 ,170 ] tal que lwl ::; dµ m ]0,17[xK, 0 

que junto com a condição (3.1.20.1) implica 
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Considerando a fun çâ.o X : E E]O , 1] ~ (1 - d)11,(E) E IR~ vemos que v satisfaz também a 

ccmdi c_)i.o S [n; Iíl.*], 

• 

Teorema 3.1.22 : Supondo que dim E < + oo, sào vá.lidas as afirmacões seguintes , 

(I) Dada. .f E Ç(S1; IR) tcllClo pelo menos um representante satisfazendo a condiçào 

V,. [n ; 1R*], as condições seguintes são equi valeutes 

( a) J é um elemento inversível de Ç(S1 ; ffi ); 

(b) Para todo representante f de f satisfazendo a condiçã,o V,. [S1; 1R *] se tem 

.'f- 1 E EM [S1 ; ffi] ; 

(e) Existe um representante .1 de .f satisfazendo a condição V,. [S1 ; 1R *] tal que 

.T-1 E EM [n ; m]; 

(d) Existe um representan te ele f satisfazendo a condição S' [S1 ; JR*] ; 

(e) Todo representante de f satisfaz a condiçã,o ~[n; 1Il *], 

(11) Se f E Ç(D; JR) tem pelo menos um representante satisfazendo as condições V,. [D; 1R *] 

e ~ [D; JR,*], ent ão f é um elemento inversível de Ç(D; JR) e f -1 é um representante de 

1- 1
, para qualquer representante .f d J, satisfazendo a condição V,. [D; JR*]. 

Prova: (I): Que (b) implica (c) é clara e que (d) implica. (e) segue usando a Proposição 

3.l. 21(II) . 

( a) ⇒ (b) :Fixados J( e e n e p E JN devemos achar N E JN , C > O e 17 E]O, 1] verificando 

(3.1. 22. 1) (O<E< 17 ). 

Seja. g E Ç(D; ffi.) tal que fg = 1 e seja g um representante qualquer de g. Como 

1 - .f?J E N [D; IR], pela. P roposição 3.l. 21(II) , a. função fg satisfaz a condição S' [D; IR*]. 

S 'nclo E de dimensào fi nita., exist um ab r to U tal que K C U U C C n. Sejam 

170 ]O, 1] /l urn a fun çâ,o d ]O , 1] crn JR ~ ta.is que (E ~ µ( e)- 1
) E EM( JR.) e µ ~ /fg/ 

~ 

cm ]0, 170 [xU. Em cons quencia, a fu nçào 1l E EM [U; Ill] definida por tl := f g (re p. 

u :=== p, ) m ]O , 170 [xU (rcsp. [7] 0 , 1] x U) satisfaz as condições V,. [U; IR*] e ~[U; IR*]. Pela 
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Proposiçã.o 3.1.21(1), u - 1 E EM [U ; JR] e, portanto, existem N E 1N, C > O e r1 E]O, 7/o] 
sa.t. isfozcn<lo 

(O < E < 17 ), 

0 que junto com a condiçã.o u = .fg em ]0 ,17[xU implica (3.1.22.1). 
(e) ⇒ (d) :Nas condições de (c) , fixado J< CC n, existem N E lN , C > O e 
77 E] ü, 1] t ais que l.f-1 (E,x) I ~ CE- N,(( t: ,:i;) E]0 , 17[ x J\.} Consi<lcra.udo a funçào 
,,, : E E]0 , 1] 1---t c- 1 EN E m :, vemos que .r satisfaz a. condiçào ~[n; m.*]. 
(e) ⇒ (a) :Por hipótese .f tem um representante .f satisfazendo a condição V*[S1;Ill*] 
e, por (e), essa função satisfaz também a condiçào ~[n; lR*]. Pela Proposiçào 3.1.21(1), .r-1 E EM [n; JR]. Se g := .r-1 + N[n; lR.], temos f g = .rr-1 + N[n; JR] = 1, o que mostra 
que .f é um elemento inversível de Ç(r2; JR) e que .{- 1 é um representante d 1- 1 = g. 
(II): Por hipótese e pelo item (d) de (1), .f é inversível em Ç(r2; JR) e, portanto , por (e) e 
por um argumento similar à prova de ( e) implica ( a), é válida a segunda afirrnaçào em (11) . 

• 
Exemplo : Nas hipóteses do Teorema 3.1.22, seja .f representada pela funçã.o 

~ 

J : (E, x) E Jo , 1 l x n 1---t µ( E )<p( x) E JR, 

onde µ : E E]O, 1] 1---t exp(-¼) E 1R e <p E c =(n ; JR) é tal que <p( x) -f. O, (x E S1). Entã,o , f não é inversível em Ç(r2 ; JR). 

De fato, corno µ E N(JR) , temos .f E N[n; JR]. Ou, pelo Teorema. 3. l.22(b ) , segue a 
afirmação , dado que .{- 1 (/_ EM [r2 ; JR]. 

U 111 Caso Especial de Composição de Funções Generalizadas 
Até o fim de 3.1 vamos supor F = ]Rm_ Dados a e b em ]R,m 

( 0.1 , .. . , am ), b = ( b1 , . . . , bm) e a ~ b, definimos 

[3.1.12] 

6G 

' 
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Observar que 

[3 .1.13] 

N () ()U C se segue, atf o fim de 3. 1, sào fixado,g o, = ( n 1 , ... , a, 111
) e (, = (fh, . .. , (]

111
) crn 

fll
111

, com O~ a,< fJ e será con,qid erado o caso D' =]a,,(J[c (fll~ )111 • 

A seguir introdu zimos dua. · concli<;õcs de caráter t{cnico que scr.\o necessárias 1w 

H's tantc cio trabalho. 

D efinição 3.1.23 : (I) Dizemos que urna fon çào 7l de ]O , 1] X n em ffi 111 satisfa z 

a condição V[D] ~ se, para cada I< CC n , existem 17 E]O, 1] ; a, b E]n, (J [, a < b; 

e umn função p = (p1 , . . · , J-lm ) de ]0, 1] cm ]a,,a] tal que [é r-+ (1i 1 (t:) - a 1)- 1 ] E 

EM (ffi ), ( l ~ i ~ m ),c 

(3.1.23 .1) 

(II) Dizemos que urna funçii,o w E E[ ]a, ,B[; C] satisfaz a condição l\J[ ]o-, ,B [; C] se, 

para cada p E JN ; cada o. , b E]o- ,,B[,a < b; e cada função p = (p 1 , ... , p 111 ) de ]O , 1] em 

]o-,a] ta l que [é r-+ (Pi(é) - a,i)- 1 ] E [M(JR),(1 ~ i ~ m), existem N E lN , C' > O e 

17 E]O, 1] verificando 

(3.1. 23.2) 
(O < é < 17 ) . 

Observação : (I ) Se uma função u de ]O, 1] x n em 1Rm, sati sfaz a condição V[D; ]a, ,B [], 

ent ã.o u satisfaz a condição V[D] ~; a r cíproca não é verdadeira; 

(II) Se w E [ [ ]a, ,B [; C] satisfaz a condição M[ ]a, ,8 [; C] então , w E [M [ ]a, ,8[; C] . 

De fo to, da<lo J\. cc n , a. coudi çã.o V[D; ]o- , ,B [], associa A.' CC ]a, fJ [ e 17 E]O , 1] e entã.o, 

se a, b E]a,,,B[ satisfaz J(' e ]a, b[ , basta tornar p(t: ) :=a + (a - a)t: E]a,a], para obter 

]a, b[c [p (e), b], 0 que prova a primeira afirmação de (J). Para provar (II) partimo, de 

/\·, CC ]a·, /J[ e JJ E 1N e entfro (II) resulta. tornan lo a, b e /l como nn prow1 d (I ). Se 

· E]o, fJ [, a fuuç ã.o 

u: (e, x) E]O, 1] x D f-t o-+ (e - o-)e E]a-, e] 
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s;,tisfoz V[r!] ~ (tomar 11(t: ) := v.( t:,:i:)) e uào satisfaz V[r! ;]a , ,B [] pois se, associa.eloª h CC n, cxisti sscrn 11 eh' = [o , /i] CC ]n ,(-:1 [, rcsult.;1ri;1 o ~ u (E, :r) ~ li p ;i rn (1: , :r ) 
]O , 11[ x h ; dou de a - a ~ ( e - o)t: sempre que O < é < 7/. 
P ropos ição 3.1.24 : Uma funçi-ü.i ·w E [ [ ]a, ,B [; G] sat isfa.z a rondiçào .l\1 [ ]o·, f-:1 [; G] se, 
e só se, para cada. 1 E INm ; cada a. , b E] a, (1 [, a < b; e cada funçào /l = (111,. - • , /1111 ) de 
]O , 1] <'lll ]n , o.] t a.1 que [é r-t (111(t: ) - n 1) -

1
] [ l\ 1( ln ), (l ~ ·i ~ 111 ), cxistcrn N E IN,C > O 

e 17 E]O, 1] vcrifi carnlo 

(O < e < 11 ). 

Prova : É análoga à prova da Proposiçào 1.2.19 . 

• 
Propos ição 3.1.25 : Dadas u E [M[r!, Ill111

] satisfazendo as condições V* [n ; ]a, /3 [] 
e V[r!] ~, e v E [M[r!; lRm] satisfa zendo a condição V* [r! ;]a,,B[], uponhamos que 
11 - v E N [r! ; JRm] . Então , valem as asserções seguintes. 
(I) v satisfaz a condição V[r!] ~; 

(II ) Se w E [[ ]a,,B[;G] satisfaz a condição M[la,,B[;G], então a terna (u ,v,w) satisfazª 
condição (III) da Proposição 3.1.5. 

P rova : Suponhamos /3 < oo (Se f3 ~ oo, a prova é análoga) . Fixado J( CC n, sejal11 
11,ª = (a1 , --- ,am) , b = (b1 , - -- , bm) e µ = (µ1 ,- -- , /.lm) como na Defini çào 3.l. 23(I)­Pondo R i := ui - vi( l ~ i ~ rn ) , como 

[(e, x) E]O, 1] x r2 H (µi (é ) - ai)- ] Ri(é, x) E IR] E N[n; IR], para cada i = 1, .. . , m, 
pelo Lem a l.2.5(II )( a), existe r,' E]O, 17] tal que 

(3 .1.25. l) R(c,x ) E [- r(µ(t:)- a ),r(µ(t:)- a)], (( t: ,x) E]0 ,17'[ x K ), 
onde O < r < min{l , di(a.i - a-i)- 1 

1 1 ~ i ~ m } e di > O ' tal qu bi + di < (k Consideremos a' := a - r( a - a), b' := b + ( d1 , . .. , d
111

) e 

X= (x1' . . . 'Xm) : [ E]O , l] H ra, + (1 - r)µ(t: ) E]a-, a']. 
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Corno x( c: ) - n = ( l -r)( tt (c: ) - n) , scgu<' (Jll<' [é - (Xi(E) - o·i) - 1 ) E [M(ffi),(1 ~ i ~ rn). 

Fi x ,1do (E, :r) E]O, 1/[ x l\·, rn11 sid<'rnll(lo ,1flll1<J100 : t [O , 1] - u( E, .T )+ tfl(E, .T ) [O , êl [. 

elas coJJdiçôcs (3 .1. 23.1) e (3 .l.25.1) seguem as de igualdades 

µ.(e: ) ~ u(E,:r) ~ 0(t) + 1"i( 11,(c: ) - a,) 

0(t) ~ u(E, :r ) + d(a - n) ~ b + (d1 , . .. , d111 ) ; 

doud C' , 0(t ) [x(E), h'], (O ~ t ~ l ); o q11<' rnostrn que v,dc a afirrnaçào (I ) (poi s v( c: ,.1· ) = 

0( 1)) e o segrn<'nto fccl1ado CJU<' liga 11.( é , :r) com v( é , :r) est;'.i. contido cm [x( e: ), b']. A partir 

<la s hipóteses, por um raciocínio análogo ao que foi feito na parte final da prova da 

Prnposiçi.io 3.1.8, segue que as funções u , v e w satisfazem a condiçii.o (III ) da Proposiçào 

3.1.5. 

■ 

Teorema 3.1.26 : Dadas 'l.l E EM [0 ; IRm], satisfazendo as condições V* [0; ]a, ,B [] 

e F[n]~, e r.p E C 00 (]o , ,B [; G) sati sfazendo a condição .ikl[ ]a, ,B[; G], são válidas as 

afirmações seguintes . 

(I) r.p ou E EM[n; G]; 

(II) s V E EM [n; IR.111
] satisfaz a condição V* [n; ]a , ,B [ l e 1/, - V E N[n; IRm], então 

r.p º u - r.p º v E N[n; GJ. 

Prova : A afirmação (I) segue, usando [3.1.1], de modo análogo à prova da. 

Proposição 3.l.9(a). Por outro lado, como cada r.p(JJ) E C 00 (] a, ,B[; .C(P(JR111
); G)) 

sati sfaz a condição JVf[ ]a , ,B[; .C(P(JRm ); G)], para R u , v, por (I ), temos 

c.p ( J>) o R E EM [0 ; .C(71 (Iíl.111 
); G)], (p IN* ), e, portanto, o item (II) egu ' das proposições 

3. l. 25(II ) e 3.1.5. 

■ 

O r sult a.do anterior nos p rrnit dar a defini çào seguinte. 

Definição 3.1.27 : Sejam E e G espaços d Banach e n um subconjunto aberto não 

vazio <l E . Da.das f E Ç(0 ; Iíl.111 
) , tendo pelo menos um rcpr sentante sati sfaz ndo as 
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condições V* [rt ; ]a, /3 [] e V [rt] ~, e <p E C 00 (]a, /3[; G) satisfazendo a condição 1\1[ ]O', /3 [; G] , 
" fu.n çá.o u1rnpo.~t.a de <p com f 1', dcfiu id;, colllo sendo 

c.p o f := <p o .f + N[n; G], 

onde <p O T: (c:, :-i;) E]O , 1] x n 1---t <p( .f(c:, x)) E G e.fé um representante qualquer de f , 
sat.isfazcudo a coucli<;iio V* [rt ; )o•,(:i[ ). 

Teoren1a 3.1.28 : Nas condições da Definição 3.1.27, a composta. c.p o .f satisfa.Lj (com Y 
substituído por c.p ) : 

(I) a fórmula (3 .1.11.1 ); 

(II ) a fórmula (3. 1.11.2), no caso E = IR e m= 1 ; 
(III) a fórmula dada na Proposiçã.o 3.1.14, no caso E = JRn . 

Prova: As afirmações (I) e (II) seguem de modo análogo à prova do T orema 3.1.11 , e 
a prova de (III) é similar à ela Proposição 3.1.14. 

• 
No resultado seguinte será considerado o caso m = 1; isto é ,F = JR. 

Proposição 3.1.29 : Supondo que dim E < + oo, seja .f E Ç(rt ; JR) uma função tendo 
,,.. pelo menos um representante satisfazendo as condições V*[n; ]a, /3[] e V[rt] ~, e seja f um 

representante qualquer de f satisfazendo a condição V*[n;)a,/3[]. Então, as funções f e .f-a são elementos inversíveis de Ç(Q; JR) e as funções j'- 1 e (J-a)- 1 são representantes 
de .r- 1 e (.f - a )- 1

, respectivamente. 

Prova : Para ver a afirmação relativa a f , em virtude do Teorem a 3. l. 22(II), basta 
observar que se uma função satisfaz a condição V[Q] ~, então ela s.::.tisfaz também ª 
condição S' [Q; IR*] (Ver Defini ção 3.1.20) , o que decorre da propri "dade : se /l ' uma 
fun ção de ]O , 1] em ]cx ,a], a, < a., tal que [é 1---t (µ(t: ) - a-)-1] E [M(ffi) , ent~o a. função 
(t: 1---t µ( t:)- 1

) é também um elemento moderado. E , para v r a afirmação correspondente 
a f - a, observar que essa função tem pelo menos um re1 resentante satisfazendo as 
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rn1Hlic;ôcs V,.[D;)O,v[) e V[D](; , 011dc 11 := fJ- n E ffi . 

• 

3.2 - Funções Generalizadas na Forma de Onda de Choque 

Neste § siio c011 sidcrados os casos n = E = G = ffi . e F = ffi ou F = ffi 111
• 

Escrcwmos por comodidade Ç(ffi") (rcsp. X[ffi]) cm vez de Ç(ffiÁ ; ffi .) (rc~·p. X[JR; ffi ]) 

p;irn !: = l , 111 (rcsp. X = Et.1 , ./ll) . Usamos m11,1 JJOt,;vJio similar p,ira os co11junt.os 

C= (IR: ; IR), V(Ill; IR) ,1í(IR; ffi.), 3(IR; ffi.) e 1íg(IR; ffi. ) (rcsp. 9eb(V; IR) ) para q = p, r 

(rcsp. V = m.,m."', II1'.: __ , JH.~ ). 

Di zem >S que f = Ui , ... , f 111 ) E Ç(In.; ffi. 111
) é mna fmi çào generaliza da na forma de 

Proposição 3.2.1 : Dada µ E ÍM(IR) tal que /,l 2 1 cm )O , l], existe uma função 

~ 

V E ÍM [IR] verifi cando a propricclaclc (1ír) (Ver Defi11i çào 2.2.8) e as co11clições segui11tes: 

~ 

(3.2.1.1) (VJ.,.- CC IR"')(:3 11 E)O, l]): O~ V ~ l em ]O, 11[ x 1,· 

(3.2.1.2) 

(3.2.1.3) V (é, . ) - µ( é) em [-é, é] 

l arn cada é E]O, l]. 

Prova : Dada ç E 3(IR), considerando a função moderada 

onde t: i := ~ e x( e ,-) é a fuu çã.o caract rísti ·a cio iu tervalo [ -r, 3
2.: ], temos O ~ u( t:, ·) ~ 1 

m IR, u(c, ·) = 1 em J-t, 5
4
.: [ e supp( u(c ,·)) C [ -J .: , 74.!: l,(é E]ü, l]). Em consequência , 
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para a. fuu çfw mo<lcra.da v definid a 110 Lema 2.2 .G temos O :S: v(é , ·) :S: 1 em ffi , v( E, ·) = 1 
ni i ] - 00 , ''.t I e supp('n(E,. )) e ] - ex:.,, ;t \, (E ]O , 1] ); <' p ;irn ;, fnll <J 10 1noc krnd,1 

satisfa1/, as cou<lições (3.2. 1.2)(pois /J > 1 <'111 ]O , 1]) , (3.2 .1.3 ) e f' (.:: , :r) O 
(resp. 1) para :r < -;é (resp . :r > ~/ ). Consideraud > a. função 
p,* : e E]O , 1] f-+ 

7
4

e: E IR~ , vemos que o par (V, p,*) satisfaz a propriedade (7-í r) do Lema 
2. 2.5 e, em consequencia, a fun çã.o V verifica também a condição (3.2. 1.1 ). 

• 
~ Em vir tude da condiçã.o (3 .2.1.3) a funçã.o V el a proposição autcrior verifi ca uma 

propriedade importante. 

Observação : A função V construida na P roposiçào 3.2 .1 verifica. a condiçã.o seguinte 

Hç - V ~ N [JR], para cada ( E ~ , 

e, em consequência, Hç f V em Ç(IR), onde V é a classe de V em Ç(lR ) e, as funções ~ 

Hç e Hç sã.o definidas como na P roposiçào 2. 2.9. 
~ ~ 

Com efeito, se Hç - V fôsse uma fun çã.o nula, pelo Lema 1.2.5 (II)( a) , se teria 

donde, usando as condições (3 .2.1.3 ) e H€ (e, •) ~(é,-) , teriamos ~(é, O) --+ O, para 
é --+ o+ , fato que contraria a P roposiçã.o 1.2.21(1 ). 

Em virtude da observaçào que antecede ao Exemplo 2.2.11 , da obs rvaça anterior 
e <le [2. 2.3] temos as inclusões 

[3 .2 .1] 
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Com a fiualicl,,d<' df' simplifirnr o enuu c:ia<lo das proposic~Õcs 3.2.2 e 3.2.7, resultados 

(Jll< ' ( ' ()]T( 'S]>OJJd('J]l ao (';)S() F = m, i11t.rod11 1/, illlos il liip<'>t.< 'S (' ( (' JJOt,n<J)('s ) d<'snit.1 (s) ;i 

scg1 ur. 

Hipótese (I): Sã.o considerados a<' /3 cm m, com O ::; o-< (:J; urna.funçiio v E c = (JR.~) 

t;-il (Jll<' lrn(11) = ]n,{1[; (/, (' b ('11] m~, COlll (/ < b; (' 6 := a - b. No (';} S() da fuu çào 

11 SC'J' <'s t.ri La111('11t,, cn-sc·c-11i.<' scriio 11 s,1<l,1 s. S<' JH'ccss,í rio , ,1 s sq.~ui111.<·s uot.aç<><·s , 11,. := 

Propos ição 3.2.2 : Se a furn~ii.o v é estritamente crescente e n fonçi-io inversa ,/- J 

sati sfa z a coudi çiio 1Ví[]a, /3[;m], entiio para. cada. fuuçào f-l de ]0, 1] cm [1,0[ verificando 

as condições 

(3.2.2.1) 

(3.2.2.2) (é E]O, 1]), 

existe uma função .fi E EM [ffi], verificando a. propriedade (7-ír) (Ver Definição 2.2.8) e as 

condições seguintes 

(3.2.2.3) 
(é E]O , 1]); 

(3.2.2.4) 

(3.2 .2. 5) H (é, ·) = íi( é) cm [-é, é], (t: E]O, 1]) , 

~ 

ondC' µ: e E]O , 1] 1-t 6 - J [v - 1 (6v 1l(é) + ve) - b] E [1, - b6 - J [, e a classe H de H em 9(IR) 

é uma, função em 'Hr(Ill) tal que H (/:. 1-í:::( IR). 
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P rova : Corno 1,. E [, 111 (ITt) (por ser limitada) existe uma. funçào V E l'M [ffi.) satisfazendo 

e X: é E)O, 1) 1-t L:.1111,(é) + 111 E)n, 111.), Da condição (3.2.1.2) segnc 

(3.2.2.G) 

~ 

e, por (3.2.2.1), temos [E 1-t (X(é) - 0-)- 1) E [M(ffi). Entào , a funçào L:.11V + 11f 
t . {' 1· ~ V[m)f3 e JJOr (3 .2.?,G), sa tisfaz tarnhe'm a co11clic,·~o V*[ffi:,)o,/9[), 

sa 1s az a co11<. 1c_;ao ll \, 0 ', _ 

Em coscqu ência , se V é a classe cl(' V cm Ç(fil), a hipótcsC' sobre 11-
1 (Ver Defini ção 3.1.27) mostra que v- 1 o (!:.uV + vc) é um representante de ,1-1 o (L:.11V + uc) e, portanto , 

a função iJ é um representante de 

Das condições (3 .2.2.2) e (3.2.2.G) segue (3.2.2.3); da definiçào de Ê (' das condições (3.2, L l) e -b1:.- 1 > 1 resulta (3 .2.2.4); e de (3 .2.1.3) segue (3.2.2 .5) . Por outro lado, seja µ* uma função tal que o par (V, µ*) satisfaz a propriedade (Hr) do Lerna 2.2.5. Dado é E)O, 1), é claro que a condição (Hr )2 acarreta 

donde segue que o par ( iJ, µ*) satisfaz a propriedade (Hr h. Como o par ( fi , µ,*) satisfaz a propriedade (Hr ), a condição (3.2.2.3) mostra que H E Hr(IR) . Finalmente, da condição (3.2.2.5), por um raciocínio análogo ao que foi feito na verifica(ão da ohscrvaçào que segue a Proposição 3.2.1 , resulta que H ~ H::::( IR). 

• Observar que as funções iif., (ç E '.=:(IR)), definidas como na Proposição 2.2.9, verifi­cam as condições (3.2 .2 .3) e (3.2.2.4 ). 

Para as proposições 3 .2.4 , 3.2.5 e 3.2.6, resultados que correspondem ao caso F ::::: 
IR,

111
, damos a hipótese seguinte, onde são usados as notações dadas 111 [3.1.12) e [3 .1.13]. 
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Hipótese (II) : Si'ío c011sickrndos os sq~11intcs dados. 

(] Jé ) Doi s clclllcntos (/ = ( (/ J 1 ... 1 º ·111) (' l, = ( bi 1 ... ) 1',11 ) (']ll m.111 tais qu<' () < (! < "· 

Definimos~, := a1 - b1 , para cada?. = 1, ... , m. 

(2.!!.) Dois elernentos ª* = ( O'J, . . . , O'm) e (J* = ((J1 , ... , fJm) cm nf " com O ::; a,* < (J* 

C lllllil fu nçií.o 11* = (1 1i 1 ... 1 // 711) E c = (rn.:; ffi.7") tal que cada componente de 1/* { 

llllla full(Ji.o crcsccutc·. \1<1111os supor que estes dados s,1t. isfo zc111 a co11diçfro seguinte : 0 

conjunto {1, ... , rn} é reunião de duas partes disjuntas I e J, com 1 E I , tal que 11 1 
(resp. 

11 1 ) é es tritamente crescente, com imn.gcm ]n,, (J1 [ (rcsp. não estritamente crescente, com 

inrn gem contida cm [ü1 , ,R1 [) para cada?. E I (rcsp. J E J). 

Definição 3.2.3 : Suponhamos verificada a Hipótese (II ). 

(1 .2.) Se O-(s) := a 1 + . .. + O'm 2: O e fJ(s) := fJ i + ... + (]111 S +oo, indicamos com 11(s) a 

função 
m 

(vi)· · ·, Ym) E] ü , 00 [1--+ L ll1(Y1) E]Cl.'(s), fJ(s) [, 

i=l 

(2Q) Suponhamos que a 1 > O para cada. J E J, se O'(rr) := a 1 ... 0' 111 > O e fJ(rr) ·­

fJ1 ... /3m ~ +oo, denotamos com vc rr) a função 

m 

(Y1, .. •,Ym) E]0,00[1--+ Il111(Y1) E]0'(1r),fJ(1r)[-

1=l 

Com essas notações , para cada 11 = v(s), V(rr), consideremos Vr ·- v(a), ve 

~,1 := 1/r - ve. É fácil ver que ~11 < O. 

v(b) e 

Nos resultados aprc.·entados neste trabalho teremos J = 0 ou 111 = o-1 para cada. 

J E J no caso J =/=- 0. No entanto, pensando em outras possíveis direções de pesquisa 

m torno dos sistemas es tudados no Capítulo 4 , preferimos deixar o enunciado mais 

g ral da Hipót s (II) a.cima. Além disso, na condição (1 .2.) da Hipótese (II) basta exigir 

O < a., < b, para cada z E I (V r provas das proposições 3.2.5 e 3.2.6 ) mas por razões de 

simplicidad ', o enunciamos na. forma O < a < b. 

L mbrcmos qu Y denota. a. função clá s. ica de Hea.viside (Ver 2.2). 
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Proposição 3.2.4 : Suponhamos verificada. a Hipótese (II) e indiquemos com ( 11
, a , /3) 

qnalqun 111nn das tnuas ( 1' ( s), º (., ),/J( .s ) ) ou (11(71') , <1'('11' ),/J(71' ) )- Dad.i (H1 , . .. , H111 ) <'
111 

Ç(IR;ffinl) , seja f = (!J , .. -, fm) := (61H1 + b1 , --- , 6mHm + b111) cm Ç(I11.; IR
111

) ­

Supondo que cada Hi, l :::; i :::; rn , tem um rcprcscntautc Ê 1 tal que (Ê11 a1 , bi , 61) 
verifica. a condição (3 .2.2.3) (com Ê ,a, b e 6 substituidos por Ê 1 ,a1 ,b1 e 6 1 respectiva­
incut.c), si:i.o vúli<las ns c1 sscrçõcs sc~uiut.cs . 

(I) A funçào J = (JJ, ... , Ím) := ( 61 H1 + b1 , . . . , 6 111 Êm + bm) sa.tisfai as condições 
V* [IR; ]O , oo [l e V[ffi.]g'\ 

(II) Supondo que cada componente da função 11* satisfaz a condição 1\1[JR~ ; IR.] valem 
as afirmações seguintes, 

(II)1 a função v satisfaz a condição 1\1[]0, oo[;lR.] (e portanto, pela Definção 3.1.27, 
v o J é um representante de v o f E Ç(JR)); 

(II )2 se Ê 1 (é, ·) - Y , para. é - o+ , em lR* , (1 :::; 1, :::; m), entào 

(3 .2.4 .1) (voJ)(é,.) - ve(resp. vr) emlR:_ (resp. IR~ ), para é- o+, 

e V:= (6v) - 1(v o f - ve) E 1íp(IR); 

(I !)3 se [é 1----t (v1 (ré )-01 )-1] E EM (IR) , para cada r > O, entã.o a funçã.o v o J verifica as 
condições V* [JR; ]a, /3[] e V[IR.] ~. ( e portanto, pela Proposição 3.1.29, v o J - a é inversível 
em Ç(IR)) ; (v1 o li - a1)(v o f - a )-1 E Yeb(lR) ; e é válida a condiçã.o 

~ 

(3.2.4.2) 
11 1 O f l - 0'. 1 

( v 
0
·f - a, )(é, ·) - Àe(resp. Àr ) em IR.:_(resp . IR.: ), par a é _ o+, 

onde Àr := (v1(b1 )-ai )(vr - a )- 1, T = e, r. No caso (v, a, f3) = (v('11'), ª (1r) , f3(1r)) fazemos 
a hipótese adicional a,1 > O sempre que 2 :::; i :::; m. 

Prova : P ela Defini çã.o 1.2. 16, a funçã.o J = (.fi , ... , Ím) é um repr s ·ntan tc de f :::: 
= (h , .. . , .f m ). De (3.2.2.3 ) e da defini ção de J resulta 

(3.2.4.3) 
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J(é, x) E [t:a, 2b], ((t:, x) E]O, l] x lR), 



donde segue a validade da asserção (I). 

(I I)i : Ern virtude da Proposiçfro 3.1.24, dados 1 ( Í
1
J , • • • , 1 111) Clll 

INm , â, bem ]O, oo [, â < b, e uma função /1 = (µ1 , ... , µ 111, ) de ]O, 1] em ]O, â] tal que 

(é ~ µ1( ê)- 1
) E [M(IR), (1 ~ 1 ~ m), devem existir N E lN , C > O e 17 E]0, 1] verifi­

cando 

(3.2.4.4) (O < E < 17 ) . 

Ora, para cada y = (Y1, . .. , Ym) E]O, oo [, são válidas 

m m 

8 -Y l/(s)(Y) = L 1/;-Yi)(Yi) e 8-Yv(rr)(Y) = II 1/i(-yi)(Yi), 

1= ] 

e por outro lado, por hipótese, existem Ni E lN , C1 > O e 17 E]ü, 1] tais que 

(O < t: < 17, l ~ 1. ~ m ), 

onde b = (b1 , ... , b111 ). Estas condições acarretam (3 .2.4.4) . 

(II )2 : Como cada componente de 1/ * é uma função crescente, da condição (3.2.4.3) segue 

(3.2.4.5) (( t:, x) E]0 , 1] x lR). 

Da hipótese e da definição de Ji segue Ji( t:, ·) ~ L\. 1Y + b1 em ffi.*, quando é~ o+ , e 

portanto 

(3.2.4.6) 

para x < O 
, (1 ~ 1 ~ rn); 

para x > O 

donde segu (3. 2.4.1 ). Por outro lado, sendo a função 

um r presentante de V e /VI :::; -(L\.v) - 1 (v(2b) + 1/f) em ]0, 1] x IR, o que decorre de 

(3.2 .4.5), temos V E 9eb(1R) . E usando a condição (3 .2.4.1) segue V(t:, ·) ~ Y em IR* , 
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pma t: - o+, e, por ta11to , V E 'h'.7,(ffi.). 
( J] ):i : Co11sidn,11 1<1o ;1 fou cJ10 f ' : t ]O. 1] 
lt t--t (Ji,(E. ) _ o·)- 1 ] E f iw(ffi.), o que, em virtu<lc <la. con<liçiío (3.2.4 .S) , implicará ava.li-
da ck Ja primeira a.sscrçã.o relativa à furn;iio 1; o .f. Ora, 110 caso 11 = IJ( _.,), por hipótese, a 
a.sserçào segue da condição 1; 1 ( o.1 E. ) - a 1 ~ µ.(E. ) - a, ( E. E]ü, 1)) . No caso 1; = 1;( 1r), usando 

µ(E)- <V = L1J1(a1 E.) . . . 111-1(0., - 1E.)( 111( a 1E. ) - 0 J 0' 1+ 1 • • .O' m , 
t = J 

segue a afirmação . Por outro lado, no caso 1; = 1;(.~), da concliçào 

( 1J1 º .ti - O' 1 ) ~ 1/ º T - º cm ]O , l] x lR 

segue que (1J1 o .f1 - 0')( 1; o f - O' J )- 1 E Ycb(lR); e no caso 1; = 1; (1r) a ass rção s -'guc da 
condição 

Finalmente, usando as condiçõ s (3.2.4.1) e (3.2.4.6) segue (3.2.4.2). 

• 
Proposição 3.2.5 : Suponhamos verificada a Hipótese (II) com J = 0 e indiquemos 
com (v, a, (3) qualquer uma das ternas (v(s), ª (s), f3(s)) ou ( v(1r), ª( 1r), f3(1r) ). Se, para cada 
i = 1, . . . , m, as funções Vi e 1;;~·

1 sati sfazem as condições M [lR:; lR] ../\1[lll'1, ,81 [; IR] 
respectivamente, entào existem H1 , ... , H111 m 'Hr(lR) \ 'h'. :::: (lR ) vnificrndo as segui utcs 
propriedades. 

(I) Cada Hi , 1 ~ i ~ m, possui um representante Íi
1 tal (H,,..._ b " ) a.t isfaz a e que 1 1 Cl 1 1 11 Ui 

condição (3.2.2.3) e (Íi1 , bi, 6. 1) satisfaz a condição (3.2.2.4) ; 
(II) P ara cad a. ~ E '.=:( lR), sã.o válidas as relaçõ s ( m Ç( lR)) : 

(3.2.5.1) 
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(3.2.5.2) 

onde H~ E 1-ír(IR) é definida na Proposição 2.2.9. 

Prova : Dado que cada componente de v,. é uma função estritamente crescente e que a 

imagem de v,. é o conjunto )a,., ,8. [ podemos escolher um T/ E]O, 1) tal que 

(3.2.5.3) (O < E < T/ , l ~ z ~ m ), 

onde v, ,r ·- v 1 ( a1). Fixado z = 1, ... , m , considerando v, ,f := v 1(b 1 ) , ~1/
1 

:= 

= v,,r - v, ,f, 0, := (.6.v,)- 1 (a1 - ll1,t) e a função µ1 de )O, 1) em [1 , 01[ definida por 

µi(E) := (~v1)- 1 [v,,rE+ 1/1(a1E)-v1,t](resp. µ1 (E) := 1) para O< E< T/ (resp. 17 ~E~ 1), 

(vi, µ 1 , ª" b1 , a 1 ) verifica a condição (3 .2.2.1). E portanto, como v,- 1 satisfaz a condição 

M[]a 1 , ,81 [ ; IR) , pela Proposição 3. 2.2, existe uma função Í!i E EM [IR] tal que 

(3.2.5.4) 

onde µ1 : E E]O, 1] f--t ~;
1 [111-

1 (~111µ 1 (E) + 111,t) - b1] E [1 , - b1(.6.1) - 1 [, e as funções Í!i e 

Hi = ÍÍi + N[IR] E Hr(1R) \ 7-i=( JR) satisfazem as condições da afirmação (I). 

(II ) : Como cada (H1 , a1 , b1 , .0. 1 ) satisfaz a condição (3.2.2.3) e cada 111 satisfaz a condição 

M[1R~; IR], pela Proposição 3.2.4(11)1 , a função 11 o (.0.1H1 + b1, .. . , .0.mHm + bm) é um 

representante de 11 o (.6. 1H 1 + b1, . . . , .0.mHm + bm) - Afirmamos que existe uma funçãoµ 

de ]O , 1] em [a, 11r [ tal que µ(t: ) -4 a, para t:-➔ o+, e 

(3.2.5.5) 

onde f := (.0. 1 fj1 + b1 , .. . , .0.mHm + bm)- Com efeito, no caso 11 = ll(s), de (3. 2.5.4) vem 

( 1/ o _f)( é, ·) - ( ,0. 111 µ1 (é)+ 111 ,t) + . .. + ( .0.vmµm (é)+ llm,l) em [-t:, é]; donde considerando 

a função m. 

µ: t: E]O, 1] f--t µ(t: ) := llf! + Lµ ,(t: ).0.1/, E [a, 11r [ , 

1=1 
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segue (3.2.5.5); e como p,
1 (c) -t 81 , para e -t o+ ,(1 ~ i ~ m), temos 11.( c) -ta, para 

ê -t o+. De modo ami.lop;o, considerando a funçã.o 
lll 

/J, : e E]0, l] f---+ µ( e):= l1[µi(c)611, + v,,e] E [a, vr[, 
t. = l 

afirmação no caso 11 = V( rr) · 

Fixada ( E 3(IR) , para verificar as relações (3.2.5.1 ) e (3.2.5.2) serão usadas, a condição 
(3.2.5.5) e as notações dadas na Proposição 2.2.9. De fato, para termos (3.2.5. 1), fixada 
c.p E 'D(IR), basta ver que I (c) -t O, para ê -t o+ , onde 

Ora, como supp(;\(c, ·)) C [-c,c], de (3 .2.5.5) vem J (c) = (µ(e) - a) < 8ç(c, .) ,c.p >; 
donde, como µ( e) -ta e <~(e, .) , c.p >-t c.p(0), segue J(c) -t O. De modo análogo, para 
termos (3.2.5 .2), fixada c.p E D(IR) , basta que J (c) -t O, para e-t o+, ond 

Ora, de (3.2 .5.5) segue J (c) ½(µ(e) - a) < (Ê"J)' (c,.),c.p > . Corno 
Hç E 'Hr(IR) C 'Hp(IR) temos Hl E 7-íp (IR) e, portanto, (Hl)' ' uma função de Dirac; 
donde< (Ê})'(c, ·), c.p >-t c.p(0), o que junto com a igualdade anterior implica J(c) -t O . 

• 
Proposição 3.2.6 : Suponhamos verificada a Hipótese (II) e indiquemos corn ( v, a, /3) 
qualquer uma das ternas (11(s) ,O'(s),/J(s)) ou (v(rr),O'.(rr),/3(rr))- Suponha.mos ainda satis­
feita as condições seguintes : 

(A) para cada i E I , as funções 

.A1 [] a 1 , ,6, [; IR], respectivamente; 

(B) para cada J E J, se tem 111 _ a 1 em IR~. 

satisfaz m as condições M [IR~; lR] e 

Então , existem H1, . .. , Hm em 7-ír( IR) \ 7-í::::( IR) satisfazendo as condições (I) e (II) 
descritas na Proposição 3.2.5. 
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Prova : Pela hipótese (A) , existem funções H 1 E 1í,.(IR.) \ 1í=(IR), z E I , satisfazendo u 

<·o1Hli <;c10 (I) da Proposiçií.o 3.2.5; isto {, ,para cada 1 E I , H, tem urn rcprcscJ1tmitc fj
1 

ta] que (Êz, az, b1 , 6 1 )( resp . (Ê1 , b" l::. 1 )) verifica a co11<liçii,o (3 .2.2.3) ( rcsp. (3.2.2.4) ); 

e pela co11cliçào (II) <la Proposição 3.2.5, valern as relações ( cm Ç(ffi,) ): 

(3.2.G. 1) 

1EI zE I zEI 1EI 

para cada ç E '.::(fil). Pela Proposição 3.2.5 basta considerar o caso J -=I= 0; para cada 

J E J definimos, por exemplo, H1 := H1 (Lembrar que 1 E I) . Da hipótese (B) ,no caso 

(1/, o:)= (v(s), O'(s)), segue 

V(s) O (f::.1 H1 + b1 , .. . , l::.mHm + bm ) - Ü'(s) = L[T/z O (f::.1 H, + bi) - Ctz], 

zEI 

o que junto com as condições (3 .2.6. 1) acarreta as relações (3.2.5. 1) e (3.2.5.2). No caso 

( T/, a) = ( vc 1r), ª( 1r) ) , usando a igualdade 

V(1r) O (l::.1 H1 + b1,. ,,, l::.mHm + bm) - Ü'.( 1r) = rr ª1líl Vz O (l::.i Ht + bi) - II O'.z], 

JEJ zE I iE I 

e as condições a, 1 > O para cada J E J (pela definição de vc 1r)) e (3.2.6.2) seguem as 

relações (3.2.5.1) e (3.2.5 .2). 
■ 

O resultado seguinte será de grande utilidade no estudo da não resolubilidade de 

sist mas de quações diferenciais parciais nào lineares da hidrodinâmica. 

Propos ição 3.2.7 : Nas condiçõ .· da Hipótese (I), seja H E l'M[IR) tal que (H,a,b, l::.) 

verifica a condição (3.2.2.3) e seja .f a classe de T := l::.H + b em Ç(IR) . Se a função 

7/ é estritamente crescente satisfaz a condição M[IR~; IR), para cada n E 1N , n 2'.'. 2, 
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existe uma fnnçi'lo estrita.mente crescente c.p = 'Pn E C 00 (IR~) satisfazendo as condições 
M[m~; lH] ,, 

(3.2.7.1) ( c.p o .f)' = ( 11 o .f - 01).f- 11 .f' cm Ç(IR) . 

Além disso, se H (E , .) _, Y , quando E -, o+ , cm ffi* e se (H, b, 6) verifica a condição 
(3.2.2.4) c11L,10, a fnn</1.0 <.p s,iti sfoz ta.nih<~lll ns r<'LH_:l)('S 

(3 .2. 7 .2) c.p o f;;:::; c.p( b) cm Ç(In.'.'.:._) e c.p o .f;:::; c.p(a) em Ç(JR ~)-

Prova : Pela comliçào (3.2 .2 .3) e pela Proposiçào 3.2.4(1), a fuuçào T satisfaz as 
condições V* [lR; JR~] e V[IR]ci 00

, e portanto, pela Proposição 3.1.29, f é um elemento 
inversível de Ç(IR) e j- 1 é um representante de .r-1 . Para um 0 > O qualquer , é claro 
que a função 

satisfaz a condição seguinte 

(3.2.7 .3 ) c.p '(y) = (v(y) - cx)y-n, (y > O); 

donde, como v(y) > ex, (y > O) , segue que c.p é estritamente crescente e, portanto, c.p 
verifica a propriedade 

(3.2.7.4) 
Para cada A, B E IR~ , A < B, e cada y E [A, B], temos 

\c.p( y)\ ~ \c.p( A)\ ou \c.p(y)j ~ \c.p(B)\ 

( De fato, se y ~ 0 temos \c.p( y)\ = c.p(y) ~ c.p(B). E se y < 0 temos c.p(A) :::; c.p( y) < O; donde 
\c.p( y)\ ~ \c.p(A) \). Para verificar que a funçã.o c.p satisfaz a condição M[Ill:; Ill], fixados 
p E IN, â, b E IR.~, â < b, e uma fun çã.o p de ]O , 1] em ]O, â] tal que (E f-t /l( E)- 1) E l'M (IR), 
devemos achar N E IN, C > O e 17 E]O , 1] verificando 

(3 .2.7.5) sup ~ j(/')( J>)(t )j < C -N yE[ 11 (e), I,] r Y - [ ' (O < t: < 11 ). 
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Orn , corno 11 sati sfaz a condiçfio .l\1[Ili.~; ffi.] e 

,, - 1 

<f'( 1•> (y) = ~ Ct'( 11 - n-)(lf)(y)y'1- 1•- 11 -1 ' , (v > o, 11 _ 1 ), 

q= O 

0 1H.lc Ct' := ( - 1)7•- q - ln(n + 1) ... (11 -1· p - (J - 2)( 1•;
1 

), basta verificar (3 .2.7. 5) 110 caso 

p = O. Para b' := 0 V b, sejam N E IN, C > O e 17 E]O, 1] verificando 

( 3.2 . 7.G ) 

F ixados O < E < 17 e 11.(E) ~ y ~ b, por (3.2.7.4), ternos l<f'( Y)I < lcp(b)I ou l<f'(Y)I < 

l<f' (11 (t: )) I. No último caso, usando a condiçào (3.2.7.G) segue 

o qu e junto com a condição (E f-4 /l (E)- 1) E [M(ffi.) impli ca (3 .2.7.5). P ela Definição 

3.1.27, as funções 110.f, c.po .f e c.p ' o.f são representantes de 1.10.f , <po f e c.p'of, respectivamente; 

e, pelo Teorema 3. l.2S( II), temos ( <p o .f)' = ( c.p ' o f)f' . De (3.2.7.3) segue c.p ' o T = 

(11 o T - o-)/-n e, por tanto, c.p ' o f = (1.1 o f - a) .f - 11 o que junto com a igualdade 

anterior impli ca (3.2. 7.1 ). Com a finalidade de verificarmos as relações descritas em 

(3.2. 7.3) afirmamos que c.p o f E 9eb(0.) , para 0, = lR:._ , lR~ , e para isso basta provar que 

c.po f E 9eb(IR*). De fato , fixado]( CC fil*, seja 17 E]O, 1] verificando a desigualdade dada 

em (3.2.2.4). Considerando os números 

ê := sup10 ,17[x l\· IHI , Co := 1 Vê, C1 := b + 6Co e C2 := b - 6Co , 

temos (O < C1 < C2 e) 6C0 ~ 6H ~ - 6Co cm )O , 17[ x l( ; donde CJ ~ f ~ C2 em 

]O , 17[x J1-, o qu junto com (3.2. 7. 4) impli ca 

SUPxEJ< l(<p o .f)(E, x)I ~ e, (O< E< 17) , 

ond C ·- /<p( C1 ) / V /<p(C2)1. Finalmente, da hipótese vem .f(t:, .) -+ 6Y + b 

cm ID."'; dmdc (<p o .f)(E, ·) <p( b) cm m.:._ e (<p o .f)(E, ·) -+ <p( o.) em JR~. Em 

consequ Ancia, pela Proposição 1.3.14, sã.o válidas as relações dadas em (3.2.7. 3). 

■ 
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D f . · - 3 2 8 Co11s1· dc rcrnos as cqua<.;_·õcs e 1111çao . . : 

11., -1 11111 = () 11, -1 1/, l/J ~ o 

oudc as relações de igualdade e de associação si-w dadas em Ç(IB.-2). Uma so lnçâ,o na, 
forma de onda. de choqn c da C'(J1li1<,;i'io (E) = (Ei) ,(E.;),i = 1,2, é- qunlqucr Í\lll()o 71 e1ll 

Ç(IH 2) d.1da na fon1w 

(S) u = 6H o y* + b, 

a qual é solução da cquaçã.o (E); onde 6 := a - b, para algum (a, b) cm m.,2 tal que 
O < a < b; H é uma fun çã.o cm HJJ (IR) tendo um representante Ê tal que (Ê, a, b, D.) 
satisfaz a condição (3 .2.2.3); e y* : (x, t) E IR 2 

f---1 x - ct E IR. (Ver [3.1.6]), para algurn 
e E IR . 

Observação 3.2.9 : Toda solução na forma de onda de choque de qualquer equação 
(E) dada na Definição 4.2.8 é um elemento inversível de Ç(IR2

) . 

De fato, seja u uma solução na forma de onda de choque da equação ( E) nas condições 
da Definição 3.2.8. P ela Proposição 3.2.4(1), a função u* := 6H + b, repesentante de 
6H + b, satisfaz as condições V*[lR; lR:] e V[lR](i 00

; em consequencia, a função u* o y*, 
representante de u , satisfaz as condições V* [IR 2; IR:] e V [IR 2] ri . A afirmação segue 
então da Proposição 3.1.29. 

Em virtude da Proposição 2.2.9(b ), o resultado seguinte mostra que as quações 
(Ei), i = 1, 2, sempre têm soluções na forma de onda de choque. 

Proposição 3.2.10 : Dado (a, b, e) em IR3
, consideremos o par (6, y*) nas condições 

da Definição 3.2.8 e as fórmulas 

[Ji] c=½(a+b) [h] 
(I) Dada uma função H em Hp (lR), considerando a função u em Q(IR2 ) dada pela fórmula 
(S), para i = 1, 2, é válida a asserção seguinte. 
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(J)i A função u é uma solução da equação (.E;) se, e sómente se, é válida a fórmula [Ji], 

(II) Considerando uma função H em 1t=(IR) , para a função generalizada u em Ç(ill-2) 

dada pela fórmula (S), e parai = 1, 2, as condições seguintes são equivalentes. 

(I 1)1 A fun ção u é uma solução da equação (.E;); 

( 11)2 É válida a fórmula [Ji]. 

Prova : Como 1t={IR) C 1tp( IR) a afirmação (II) segue de (I). Considerando a função 

u* := 6.H +bem Ç(IR) temos u = u* o y*(= 6.H o y* + b). 

(1)1 : A identidade u, = ( -cu )x acarreta 

(3 .2. 10.1) 

Como 2H H' ~ H' em Ç(IR) (Ver Corolário 3.1.12) , em virtude da condição (3 .1.17.1 ) 

temos (2 H o y*)ux ~ Uxi donde 

o que junto com as condições (3.2. 10.1) e (3.1.18.1) implicam a afirmação (/)1 . 

2 2 

(1)2 : De (1; )t = ( - e~ )x resulta 

(3.2 .10.2) 

Como u 2 ( f- fl = b2 ( *-& )+ [b6.(b-c)H +6.2 (b-f )H
2 + ½6.3 

H
3
]o y* e H

2 ~ H ~ H
3

, 

pelo Teorema 1.3.12, temos 

o que junto com as condições (3.2.10.2) e (3.1.18.1) implica a afirmação (I)z. 

• 

A proposição seguinte mostra que as equações (Ei), i = 1, 2, não possuem soluções 

na forma de onda de choque. 
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Proposição 3.2.11 : (1) Toda solução da equaçào (E1) é também uma soluçào da 
cqnaçào (E

2 ). TI.f'ciprocamcnte, toda solução na forma de onda. ele choque ela cquaçào 
(E

2
) é também uma soluçào da equaçào (E1 ); 

(II) A equação (E1 ) não tem nenhuma solução na forma de onda de choque; em conse­
quencia, a equação (E2 ) também não tem nenhuma solução na forma de onda de choque. 

Prova : O item (I) segue usando a identidade 

sendo que no caso da segunda afirmação usamos também a Observação 3.2.9. 
(II) Por absurdo, suponhamos que a equação ( E 1 ) tem uma solução na forma de onda 
de choque u = 6H o y* + b. Pela Proposição 3.2.10(!)1 é válida a condiçào [Ji]. Por 
outro lado, pelo item (I) acima, u é também uma solução da equação (E2 ) e, por­
tanto, pela condição (I)2 da Proposição 3.2.10, é válida a fórmula [J2], o que é ab­
surdo. Logo, a equação (E1 ) nào pode ter soluções na forma de onda de choque . 

• 
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CAPÍTULO 4 

ALGUNS SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS NÃO 

LINEARES 

No presente capítulo, para um subconjunto aberto nào vazio n qualquer de JR ou JR2 

e para X = Ç, C00
, a notaçào X(n) indicará o conjunto X(n; JR). Uma notaçã.o similar 

vale parn. os conjuntos X(líl; líl.) , para X=::::, ri , ri71, rir, 

4 .1 - Os sistemas (S)~ e (S)~ 

Em todo o presente capífolo , a menos de mensâo exp lícita cm contrário, vamos supor 

fixados os dados da Hipótese (II) (2 Q) ( Os da.dos da Hipótese (II) (1 Q) serào introduzidos 

no ini cio de 4.2), com m = 3 (Ver 3.2 ). Além disso, vamos supor que cada componente 

de v* = ( 1/ J,1/ 21 1/ 3 ) satisfa z a condiçâo M[IR~;IR] (Ver Defini çã.o 3.l.23(II)). Salvo ad­

vertência em contrário, indicamos com ( v, a,, /3) qualquer uma das t ernas ( vc s), D'(s) , /Jcs)) 

ou (l/(1r), D'(1r), /J(1r)) (Ver Definiçã.o 3.2.3) . 

Nessas condições , consideremos as equaçoes do fluído viscoso em dimensào 1 

descri tos a seguir. Fixa.do >. E lR *, o sistema associado ( S) ~ é formado pelas equações 

em Ç(lR?) 
(EJ) Pt + (pu\ = O 

(E2 )~ (pu) 1 + (p + pu2 )x = {[v o (p ,p, E) - a]1t2.} x 

(E3)~ Et +[(E+ p)uJx ~ {[1/ o (p ,p,E)- a]uux}x 

(E4) E~ >.p + ½pu 2
, 

c o sist-m a (S)~ é formadop las equações (Ei),(E2)~', (E3)~ e (E4 ), 011de 

Pt + (pu)x ~ O 

(pu,)t + (p + pu 2 )x ~ {[v O (p , P, E) - O']Ux} x· 

Definição 4 .1.1 : Uma. sofo,çâ,o na f orma de onda de choqu e (constante antes e após 

o choque, s propagando à velocidade constante e forma macroscópica do choque in­

variáv 1 com O tempo) do sistem a 5 , onde 5 = (S)~' ou S = (S) ~, é qualquer elemento 
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( E) de Ç(JR?·, IR4 ) tal que as funções componentes são dadas na forma 
p,u,p, -

p = 6.pH P o y"' + Pt. 

p = 6.pHp o y"' + Pi 

u = 6.uHu o y"' + Uf. 

E = 6.EH E o y"' + Ef., 
as quais são soluções do sistema S e satisfazem as hipóteses seguintes: 

(Al) y"' E C 00 (IR2 ) é a função , definida em [3.1.6], associada à y : t E IR 1---t ct E IR, onde 
e E ffi.; isto é , y"' : (x, t) E IR? 1---t x - ct E IR; 

(Az) Denotamos com r qualquer um dos símbolos p, u,p ou E. Existem Tr, Tf. E IR tais 
que O < Tr < Tf. e definimos 6.r := Tr - Tf.; 

~ (A4 ) cada Hr(T = p,u ,p,E) tem um representante Hr tal que: 
(A4 ) 1 (H r, Tr , Tf. , 6.r) satisfaz a condição (3.2.2.3); 

(A4 )z (Hr, Tf., 6.r) satisfaz a condição (3.2.2.4); 
(As) H H~ ~ O em Ç(IR"'), para cada H E Hp(IR). 

Observar que, como ux = 6.uH~ o y"', 6.u =/- O e y"'(n"') = IR"' (Ver [3.1.8) e 
[3.1.9)) , pela propriedade (3.1.17.1) , a hipótese (As) é equivalente à condição 

(As)' (H o y"')ux ~ O em Ç(n"') , para cada H E Hp(IR). 
É pertinente observar também que, a rigor, na Definição 4.1. l bastaria exigir ( A4 )1 

(resp. (A4 ) 2 ) paracadar = p,p, E (resp. T = p). Entretanto, da prova do Teorema4.2.7 
resultará que (A4 ) vale na forma enunciada; isto é , a generalização acima é ilusória. Por 
outro lado, na definição habitual de solução na forma de onda de choque, exige- se apenas 
a validade das hipóteses (A1 ), (A2) e (A3). Neste trabalho , por razões técnicas resultantes 
da forma de a.tacar o problema, tivemos que particularizar bastante a definição habitual 
exigindo também a validade das condições ( A4 ) e (As) na Definição 4.1.1. 

Nas condições da definição anterior, introduzindo a função g 11 ralizada (a 
qual será considerada em tudo o que se segue) (p.,u.,p.,E.) m Ç(IR;IR4

) , 
onde 

[4.1.1) 
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a sol11çi10 na forma de onda de choque pode ser escrita na forma. 

O conceito de solução na forma de onda. de choque de cada equação componente do 

sistema (S)~ (ou (S)~) é introduzido de modo análogo à. Definição 4.1.1. 

Scja.mp,JJ e E cm Ç(ill 2 ) dada s, rcspcctiva.mentc, pela.sfórmula.s(S1 ),(S3 ) e (S4 ) 

da Definiçã.o 4.1. 1, satisfazendo as hipoteses (A1 )-(A4 ) 1 . Como cada compo­

nente da função v* satisfaz a condiçâ.o M[Ift~ ; IR], pela hipótese (A4 ) 1 e pela. 

Proposição 3.2.4(JI) 1 , 1;o(p* ,P* ,E*)EÇ(IR) tem como representante à função 

v o c;;*,P*,Ê*), onde T* := 6THr + Te( T = p,p,E). Em consequência, pela Defini ção 

3.1.10, v o (p* o y* ,p* o y* ,Ê* o y*) é um representante da função 1; o (p,p,E) E Ç(IR2
). 

P or outro lado, como Hr E Hp(IR)(T = p,p,E) pela Proposição 3.2.4(II)2, temos 

onde l::. v := Vr - ve, 1Jr := v(pr ,Pr ,Er) e ve := v(pc,Pe,Ee); e como y*(IR
2

) IR e 

v o (p*,P*, E*) = l::.vV + ve , pela propriedade (3.1.17.2) vale 

v o (p,p, E )= l::.vV o y* + 1Je em Ç(IR2
) . 

Seja agora u em Ç(IR-2) dada pela fórmula (S2 ) satisfazendo as hipóteses 

(Ai) - (A 3 ) e (As) da Defini ção 4.1.1. P elo Corolário 3.1.18(11) e por (As) ' temos, 

respectivamente, ux ~ O e (V o y*)ux ~ O em Ç(fl*) (Ver [3 .1.8]); donde, da igualdade 

anterior, segue 

[4.1. 2) [v o (p,p, E) - a]u x ~ O em Ç(fl*). 

De m elo análogo, como Ux ~ O cm Ç(fl*) e 

[v o (p ,p, E) - a]uu ,. = l::.uf::.v[(V H 11 ) o y*]u,.+ 

+ ue61J(V o y*)u,; + (1;c - o,)f::.u(Hu o y*)u,. + uc(1Jc - o)'l.l :r, 
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l d. ~o (A )' J>cl·, ntrnJ (H o 1.;*)ur ~ O cm Ç(S1*), para H = H11 , V, V Hu , 
usm1c o n con 1, a. 5 , ... -1 

[4 .1.3) [1J o (p , p, E ) - n)uur ~ O cm Ç(S1*). 

No decorrer da cxposiçã.o mostraremos que o sistema ( S)~ , sob certas hipóteses sobre 
a fou <J1.o 1/* ' possui solnçôcs na fonnn de ouda. de d10q11c, a s qnai s s;üi sfozc111 ;-is coH<li ~i>cs 
de salto do caso clássico 1J = O. O resultado correspondente é dado no Teorema 4.2.7, 
0 que resulta como uma consequência do Teorema 4. 2.G ( que d a. a condição necessária 
e suficiente para. que o sistema. (S)~ tenha soluções na forma de onda ele choque) e da. 
Proposição 3.2.6 ( que garante a existência das referidas soluções ). No entanto, o mesmo 
nã.o ocorre com o sistema (S)~· como será visto no Teorem a 4.3.5 . 

4.2 - A Resolubilidade do Sistema (S)~ 
Em todo es te §, a menos de rnensão explícita em cont rário, sã.o fixados e, Tr e Te em 

IR. e Hr E Hp(IR), para T = p,u ,p, E ; e sã.o considerados os elementos y*, 6.p ,6.u, D..P 
e 6.E , satisfazendo as hipóteses (A1 ) e (A 2 ) da Defini çã.o 4.1.1 , e a .. funções p,u ,p e 
E em Q(IR-2) dadas, respectivamente, pelas fórmulas (S1 ), (S2 ), (53 ) e (54 ). Salvo aviso 
express o em contrário vamos trabalha.r s1tpondo os dado s a, b E lR,3 da, Hipótese (II) (1 Q) 
(Ver 3.2) definidos por a := (PriPr , Er) e b := (p e, Pe, E e). 

Serã.o importantes também as fórmulas seguintes, cham adas fó rmulas ov, condições 
de salto das equações da. hidrodinâmica, as quais são relações en t re os números e, T1· e -re 
dados acima, 

e= 6.u(l + Pe ) + ue 
6.p 

ue 6.E 6.p(l + - ) = Pe- - Ee - Pe 6.u 6.p 

6.p Pe - = Pt( l + - ) 6.u2 6. p 

Ek = Àpk + ½PkuL 
Proposição 4.2.1 : São válidas as asserções seguintes . 

k = r , l. 

(I) A função (p, u) é uma solução da equaçã.o ( .E1 ) se, e omente s , é válida a fórmula. 
de salto [s1]; 
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(II) A função (p, u) é uma solução da equaçã.o (E1) se, e somente se, existe> uma constante 

g<'JH'rnlizndn :: E Ç(Iíl 2
) tal qu <' 

(4.2.1.1) p(u - e) = z em 9(IR2
); 

e, nesse caso, a constante z satisfaz a condiçã.o 

( 4.2.1.2) z ~ pe( ue - e). 

Prova : De [4.1.1] segue Pt = -cp/ o y* = (- cp\ , que acarreta 

Das fórmulas (S1 ) e (S2 ) resulta 

Sendo Hoy* ~Hp o y* em Ç(IR2
) , para H = Hu , HpHu (Corolário 3.1.18 (III) ), 

temos 

(4.2.1.4) 

o que junto com o Teorema 1.3.12 e (4.2.1.3) implica 

Pt + (pu) x ~ 6p[ue - e+ (1 + : e )6u](Hp o y*) em Ç(IR
2

). 

DP X 

Como 6p /= O , usando a condição (3 .1.18.1 ), segue a afirmação (I) . 

Como, pelo Teorema 1.3.9(III) e pela Proposição 1.3.7, [p*(u* - e)]' = O se e só 

se existe uma constante generalizada z em Ç(IR) tal que p*(u* - e) = z ; usando as 

propriedades [3 .1.10] e (3.1.17.2) temos [p*(u* - e)]' o y* = O se e só se p(u - e) = z 

(Ver Observação 3.1.13) ; donde por ( 4.2.1.3) , segue a prim ira afirmação de (II). Por 

ou tro lado, s ndo (p , u) também solução da equação (Ei) , pelo it m (I) , é válida a 

fórmula [s1 ] . Em consequência, as condições (4.2.1.1) e (4.2 .1.4) implicam (4.2.1.2). 

■ 
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Proposição 4.2.2 : A funç~w (p, v. , p, E) é uma solução da equação (E,i) se, e somente 

Prova : Após um cálculo , das fórmulas (S1),(S2),(S3) e [4 .1.1] temos 

2 A A 2 C = ½Pe6u e 0,5 := ½upuu, . omo 

resulta que Àp + ½ pu 2 ~ a0 + aH E o y* em Ç(IR.2 ), onde a := a1 + .. . + a6 , e portanto 

(4.2.2.1) E~Àp+½p1.? seesó seE~a0 +aHE oy* , em Ç(IR.2) . 

Por outro lado, substituindo os valores de aj , 1 :S j :S 6, na expresào de a, temos 

donde, como 6.E = Er - Ee , segue a equivalência 

( 4.2.2.2) 6.E = a e Ei! = Àpe + ½PeU~ se e só se vale (s4 ). 

Se E~ Àp + ½pu2, de (54 ) e da condição (4.2.2. 1), resulta 

(4.2.2 .3) (a - 6.E)HE o y* ~ Ee - a0 em Ç(IR.2 ) , 

donde, por restrição ao conjunto, fL , como HEoy* ~ O em Ç(fL ) (Corolário 3.1.lS(Il )) , 
por ( 4.2.2 .3) vem Ee - a0 = O; isto é 

( 4.2.2.4) 

Portanto ( 4.2 .2.3) implica ( a - 6.E )H E o y* ~ O em Ç(ill,2 ); donde agora por r triçã.0 

ao conjunto 51+ , como HE o y* ~ l cm Ç(S1+ ), s gue 

( 4.2 .2.5) 
6.E = a 

' 
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o que junto com as condições (4.2.2.2) e (4 .2.2.4) implica a validade da fórmul a. [s,i ]. Rc­

ciprn<·;1 11w11L<'. s<' for v;í ]id;1 ,1 fornm l;1 [.-.;. i] , pm (4. 2.2.2), s ;10 vMidn s ;i s crnH li <JH's (4.2.2A) 

e ( 4. 2.2.S ); <lomlc E = 6EH E o y * + Ee = a 0 + aH t; o y * e·, portmito , por ( 4.2.2.1 ), 

E ~ ÀJ> + ½rm 2
. 

■ 

P ro p o s ição 4.2 .3 : Se as fun ç<~>cs H r , T = p, J> , E, <' H 11 sati sfazem , rcspect.iva11w11tc, 

ns hipóteses (A-1) J e (A 5 ) da. Definição 4.1.1 , são v,1 lich1s as a.sserçõe.· seguintes. 

(I ) A fun çào (p,u ,p, E) é uma. soluçào <las equa.çê>es (.E1 ) e (.E2 )~ se, e someute se, sã.o 

válidas fórmulas de salto [si], i = 1, 2; e os elementos p, 11 ,p , E , I/ e n sa.t isfozern a relação 

(4. 2. 3.1) 

(II ) A funçã.o (p, it ,p, E) é uma. solução da. equação (E 2 )~· se, e somente se, existe uma. 

constan te generaliza.da z E Ç(ffi.2 ) ta l que 

(4.2. 3.2) [1/ o (p, p, E) - ü ]'ll x = p+ pu(u - e)- z = : g em Ç(lR-2); 

e nesse caso , p ara algum ( ou equivalentemente, para qualquer) representante g da função 

g E 9e&(lR-2) temos (Ver [3. 1.8)) 

(4 .2.3.3) g( E, ·) --+ o, para é --+ o+' em D*. 

Prova : Antes de proceder à verificação das afirma ções (I) e (II ) vamos fazer alguns 

cálculos prep aratórios. De pu = (p* u*) o y* segue (pu)t = (-c pu.)x ; donde 

( 4. 2. 3.4) 

Das fórmulas (5J ), (52), (53 ) e [4. 1.1], após um cálculo, vem 

(4.2. 3.5) p + pu(u - e) = bo + f , 
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mHk bo := ]Jf + prv.e(ur - ,) e .f E Ç(ffi 2
) é a fuu çil.o definida por 

( 1 .2.3.G) 

onde b
1 

:= ur(ue - c)6p, b2 := pr(2ur - c) 611, b3 := 671, b1 := (211.r - c)6p6u, 
1,

5 
-- pe6u2 e bG ·- 6p6v. 2 . Das condições ( 4.2.3.4) e ( 4.2.3.5) resulta 

(rm) , + ( J> + () ?t.2 )
1 

= f
1 ; dond e , 11snrnlo é1 s prop1icchdcs (e)<' (d) do Teorema 1.3. 12 .. 

( 4.2.3.7) 

' ) sendo que a.s relações de igualdade e de associaçào sfro vc'didas em Ç(ffi.-). Co1110 

HT E Hp (IR )(T = p,v,p ) temos .f E 9e1,(IR.2), e considerando os guintc representante 
de t· 

. ' 

(4.2 .3.S) 

~ 

onde H T é um representante qualquer ele H T , temos também 

(4.2 .3.9) f( E., ·)~ O (resp. b) em D, _ (resp . D.+), quando E.~ o+, 

onde b := b1 + ... + bG, Em consequência, pela Proposição 1.3.14 , valem 

(4 .2.3 .10) 

(4.2.3. 11 ) 

f ~ O em Ç (D, _) 

f ~ b em Ç(D.+ ). 

Por outro lado, levando os valores ele bj , l ::; j ::; 6, na expre são de b temos 
b = 6p + uc( uc - e )6p + Pr(211c - e )611 + p,.6u2 = 

= 6p + ue( Uc - e )6p + Pru e6u + Pr( ue - e )6u + Pr6u 2 . 

Se for válida a fórmula [s1 ] , substituindo o valor ue - e= - pr6u(6p) - 1 na igualdade 
anterior obtemos b = 6p + Pr6u 2(l - Pr( 6p)- l) = 6p - PrPc6u2(6p) - J; <lon lc segue 
a propriedade 

( 4.2.3.12) 
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(1 ): S11po11lrnrnos que ( rJ, 11. , JJ , E ) <' uma solução das ~ (E ) (E )º p l 
,, cqua.ç.ocs 1 e 2 ,, . e ,1 

P rnposi<J io ,1. 2. J(l ) e'- v;Í]irl,1 ;1 fonirn];i l-~1]. S<'ll d o ( f' , 11. JJ.F,') solll(/ 10 d ,1 <'(jllit <,)o (Ê'!) ;; . 

da propricd;i dc ( 4.2 .3 .7) scgu<' 

( 4.2.3.13) 

port a11 to , pelas cou<li çôcs [4.1. 2) e (4 .2.3.10) temos <I> ;:::; O c111 QUL ). Scu<lo 

<I1 1 • = O cm G( ill 2
), por [3. 1.10] <' pela P roposiçfro 3. 1. 10, <I> ;:::; O cm Ç(ill 2 ) e c11 tiio 

( 4 .2 .3.13) ;1rn n d,a 

( 4.2.3. 14) 

P or restri ç5o a.o conjunto n+ , usando [4. 1.2) e ( 4.2 .3. 11 ), segue b = O. Por ( 4.2.3.9 ) 

temos .f(é, ·) -, O cm n* , quando é -, o+, o que, pela P roposiçii.o 1.3.14, impli ca 

f ;:::; O em Ç(JR.2 ) e, por tan to , por (4.2.3 .14) , é válida a rclaçào (4.2.3.1) . Além disso, 

sendo b = O e sendo válida. a fórmula. [s 1 ] , por ( 4.2.3. 12) segue a vali da.de da fórmula 

[s 2 ) . Reciproca.mente, suponhamos que são válidas a.s fórmulas [s i] , i = 1, 2, e a. relação 

( 4.2. 3.1 ). P ela P roposição 4. 2. l (I) a. função (p1 u) é uma solução da. equação (.E1 ). P ela 

proprieda.d ( 4.2.3.1 2) temos também b = O ; donde, usando ( 4. 2.3.9 ) e a. Proposição 

1.3 .14, segue f ;:::; O em Ç(JR-2 ) e, em consequência , usando ( 4. 2.3.1 ), temos 

P eln equ ivalência. d scri ta crn ( 4.2 .3.7) , a fu11 çào (p , u , p, E) é uma solução da equação 

(.E2)~. 

(II): A igualdad {[1/ o (p,p, E) - n]u3.)x = {[v o (p* ,JJ* , E*) - n ]u~}' o y* e as condições 

(4 .2.3.4) e (3 .1.17.2), mostram que é\. fun çã.o (p ,u.,p, E) é uma solucã.o de (E2)~ se, e 

som nte se, [p* + p*lt*(u* - e)]' = {[v o (p* ,JJ* , E*) - n]1t~ }' o que equivale (Ver Teorema 

1.3.9(II) e Proposiçào 1.3. 7) à. existencia de uma constante g neralizada z em Ç(Ill) tal 
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<jl l( ' 

clou<k , usau<lo a propric<la<le (3. 1.17.2) e a Obscrvaçf1.o 3.1.13, segue a priwcira afirma.ç:w 
ck (Il). Por ontro b<lo, as cou<liçôcs ( 4.2.3.2)c ( 4.2 .3.5) acarretam 

(4.2.3. JS) 

<lmidc, por restrição a iL, usando [4.1.2] e (4.2.3.10) , segue z ~ b0 e, portanto, como 
.f E 0ci,(Iíl 2 ), g = .f + /J0 - ::; E 9 e1,( ill. 2

) . Considerando um rcprcscn trn itc qnalqucr z de :::, 
~ ~ ) scj il rJ o rcprcscutmit.<:- el e g dado por g := f + /J0 - ?, onde f (, ddiniclo c111 ( 4.2.3.8 · 

Como ?(.:: ) - b0 , para i:: - o+, ,1 condiçã.o (4.2 .3 .9) acarreta 

( 4.2.3.16) g(é, ·) - O (resp. b) em n _ (resp. S1+ ), quando é - o+. 

Sendo z ~ b0 , de ( 4.2 .3.15) , temos [v o (p , p, E) - a, ]ux ~ f em Ç(IR 2 
); donde, usando 

[4.1.2] e (4 .2.3.11) , segu b = O, o que junto com (4.2.3. lG ) impli ca (4.2.3 .3). 

• 
No próximo resultado será usado o fato de qu os elementos de 1-í::::(IR) (Ver [2 .2 .2]) 

satisfazem a condição ( A4 ) 1 da Defini ção 4.1. l (No comentário qu segue a prova da 
Proposição 3.2.2 é mostrado que os elementos de 1-í::::( IR) satisfazem as condições (A4 )1 

Corolário 4.2.4: Se as funções generalizadas Hr (T = p,p) e Hu satisfazem, respec­
tivamente, as hipóteses (A.1 ) 1 e (A5 ) da Defini ção 4.1.1 , então a função (p,'tl,,p) é urna. 
solução das equações (E1 ) e 

se, e somente se, são válidas as fórmulas de salto [_i;i], i = 1, 2; os cl mcntos p u 111 O: J 

satisfazem a relação 

(4.2 .4 .1) 
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Prova : Sej,nu H 1,; E 1-í::: (IH) e E := 6EHE' o y* + Er. Considcrauclo o pnr 

( 1
1
, (1

) = ( 1
1
(,), (1 (,J), ('()Jl} <l ·2 :::' 11'2 = /l;i == <1 :1 = () (01 1 ('JlÍ ilO () j) ,I J' ( 11, n ) = ( l'(rr) ·(l( rri! 

<.: 011 1 n:2 = 11:2 = 113 = C\' :i = l ) , temos 11 o (p , p, E) - o- = 11 1 o p - 0- .1 e e11 tiio O rcsul ­

t.;1do s('guc da Proposiçii.o 4.2.3 (1). 

■ 

P ropos içiio 4 .2. 5 : N ns li ip<'>I <'S<'s dn Prnposi<,:;10 4 .2.3, ;1 f1rn <.J10 ( f! , 11 , 11, E) { 11 1n;i solwJ 10 

dn s equações (.E1), (.Ê\)~ e (E3 )~' se, e somente se, sào válidas as fórmulas de salt.o 

[ 8 .1] - l.c:3] e os clcrncnt.os (> , u ,p,E , ,, e n sa tisfazern as rcla ç<>C's (4.2.3. 1) e 

( 4.2.5. J) [11 O (r\ JJ , E) - oJuv.J' ~ Ü Clll Ç(ill 2 ). 

Prova : Da condi~;ào E 1 = (-cE)x segue a igualdade 

(4.2.5.2) 

Das fórmulas ( SJ) - ( 54 ) vem 

onde d0 := (Ec + Pc )uc - cE, d1 := (Ec + Pc)6u, d2 := uc6p, d3 := (ue -

c)6E, d4 := 6u6p e d5 := 6u6E. Como H o y* ~ H 11 o y* em Ç(IR-2 ), para 

H = Hp , HE, HuHp , H1,,HE (Corolário 3.l.18(III)), a igualdade anterior acarreta 

(E+ p )u - cE ~do+ dHu o y* em Ç(IR-2), 

onde d := c/J + .. . + d5 . P orLn ulo , usando ( 4.2.5.2) e o Teorema 1.3.12, resulta 

(4.2.5.3) 
Et +[(E+ p)u] x ~ {[v o (p,p, E) - a- ]uux}x se e só se existe uma função 

<I> m Ç(IR-2) tal que <I>x = O e [v o (p ,p, E) - a- ]uu,x ~ dHu o y* + <I> , 

sendo qu , as relações de igualdade e de associaçào sào dadas cm Ç(Il1
2

). Verifiquemos a 

va li c.lacl <ln proprie la.d segui nte 

(4.2.5.4) Se vale [sl] então , vale [s3 ] se e só se d = O. 
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Ora, levando o valor de c.1cla d7, 1 ::::; _j ::::; 5, Clll d temos 

donde, corno e= 611.[l + pc(6p )- 1 ] + ue se e só se Vr - e= -pe6?J.(6p )- 1
, se for vúJidn 

n fórnmln [8-i] , w·rn ri.= 11.r6p - 61,[(>(6E(6p)- 1 
- Er - JJr] e , portanto , é vú.lidn a pro-

Jll'Í<' <L 1d<' (4.2 .G. 4) . 

Suponhamos que a. fun çã.o (p , u, p, E) é uma solução das equações (E1 ), ( Ê\ )~ e 
(E:1 )'.;. P ela Proposição 4.2.3(1) valem as fórmulas de salto [8i], i = 1 , 2; e a. rclaçào 
(4 .2 .3.J ). Scnclo (p,H,JJ,E) 11111a soluç,10 da. cq11ação (E3)7, , d e (4.2.[>.3) , temos 

(4 .2.5 .5) 

Donde, por res trição ao conjunto n_ , usando as condições [4.1.3] e H 11 o y* ~ O cm 
Ç( n_ ), resulta. <I> ~ o em Ç(S-L) e, portunto , pela Proposição 3.1.19 , <I> ~ o Clll Ç( m 2 

), o 
que junto com ( 4.2.5.5) acarreta 

(4.2.5.6) [v o (p,p, E) - a ]1m x ~ dH11 o y* em Ç(JR-2). 

Por restriçào a O+, usando as condições [4.1.3] e H u o y* ~ l em Q(n+ ), essa relação 
impli ca d = O. Portanto , de ( 4.2 .5 .6) segue ( 4.2.5.1) e, sendo válida [s1 ] , de ( 4.2.5.4) 
segue a validade da fórmula. [s3 ]. Reciproca.mente, supondo qu são válidas as fórmulas 
de salto [s1 ] - [s3] e as condições ( 4.2.3.1) e ( 4.2.5.1 ), pela Proposição 4.2.3(!) , a funçào 
(p,u ,p,E) é uma solução das equações (.E1 ) e (.E2 )~; e por (4.2.5.4) temos d = O. Desta 
última condição, usando (4.2.5.1), resulta [vo(p,p,E )-a]uu x ~O = dH

11
oy* em Ç(JR?) 

e, portanto, pela propriedade (4 .2.5.3), (p,u,p,E) é uma solução da qua.ç.ão (E3)~-

• 
Em resumo, das proposições 4.2.2 e 4.2.5 terno o resultado scguint . 
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Tcorcn1a 4.2.6 : s(' as fuu ,õcs Hr , T = P,J> , E , (' H11 safisfozclll , H'S]><'ctÍvamcnt<·, as 

Jii pr'>l r·s<·s ( : 11) 1 e· (A ..-,) d ,1 Ddi 11icJ 10 4 . J .] , ,1 fnwJio ((' , 11,71 , F) <', 111 11;1 soln <Jio do s i"­

tcrna ( St; se, <' somr11 tc se, sfro v;í.lidas a s formulas de salto [_c;i] - [_-; ,t) e os d clllClltos 

p , 11. , p,E,11 e n sati sfazem as relações (4. 2.3.1) e (4.2.5.1). 

• 
O J<'suli. acl() s<'g11i11t e. d<'conc ·11 !.e· d,1 Prnposi<J10 3.2.G <' do T<'on·rn,1 4 .2.G, 11Jos! r; 1 

que, sob condições bastante gerais sobre 11. = ( 111 , v2 , u,1 ), o sistema ( S )~;· tem soluções 

11,1 fonT1,1 d <' ülld ,1. de choq11c, confon1w a Dcfini ç)'i.o 4. 1.1 , SC' <' só se valem as formulas 

de salt.o. Em outras palavras, o TC'orern a 4.2. 7 genendi za fortcrnentc, vi a associa.ç.ào , 0 

resultado do c,1 so clássico ( 11 = O). 

Lembremos que {1, 2, 3} = I U J, 1 E I e que cada componente de 11* = ( 111 , 112 , 11 3 ) 

satisfaz a condi çào Af [lR~; IR] (Ver ini cio de 4.1 ). 

Teore ma 4 .2 . 7: Suponhamos verifi cadas as condições seguintes : 

(A) 111-
1 satisfaz a condi çào .J°\1 [ ]a 1, t5\[;Ill], para cada i E I; 

(B) para cada j E J, se tem 111 = ª.i em lR~ . 

Ent ã,o , existem Hr em Ç(IR) ,T = p,u, p,E , satisfazendo as hipóteses (A3 ),(A4 ) e 

(A.5 ) da Defini çào 4. 1.1 , tai s que para as funções generalizadas p,u ,p e E em Ç(IR 2
) 

dadas, respectivamente, pelas fórmulas (S1 ), (S2 ),(S3 ) e (S4 ) , as condições seguintes 

sã.o equivalentes. 

(I) A funçào (p,u,p,E) é uma soluçã.o do sistema (S)~; 

(II ) São vá lidas as condições de salto [ .; 7] , 1 ~ i ~ 4. 

Prova : P ela hipótese, como cada componente de v. satisfaz a condi çã.o Af[IR+ ; IR], em 

vir tude da Proposiçào 3.2.6, existem Hr em 1ír( IR) \ 1í::::(IR) , T = p,p, E , satisfazendo a 

hi1 ótese (A-1) da Dcfiniç ã.o 4.1.1 as r -laçõcs 

(4.2 .7.1) 

para cada H 1í:::: (Ill). Fixemos Hu E 1í::::( IR) arbitrário. U ando a Proposiçã.o 
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2.2.9(1> ) , o Lcmn 2.2 .5 e c1 indusi1o 1-í:::: (ffi) e 1í ,.(Il1) (Vn 12 .2.3]) , c011dnírnos qnc 

l 1 ' .. -

li ,, s ,11i s L1 1/, ;1 s crn 1di<;<H'S (A :1) . ( .·\1 ) <' (A ,,). Prn ()\J1J'<l ncl o. collHl 11 _,. = u. 0 .'/ -6ull' 0 y" , y"(ll1 1 ) = Ill e 5(Il1.,1 ) = Il1.1 (Ver 13.1.10]) , pch1. propricdac.lc (3.1.17. 1), das co11diçêK's descritas em ( 4.2.7.1) seguem , rcspcctivê rn1cn tc, ,i s rclaçê>cs ( 4 .2.3.1) e [11 o (p,p,E) - n]( H
11 o y*)'tl 1 ~ O cm Ç(ll1 2

) . Estas rclaçêJcs juuto com n igual<l aclc 
1111 _,. =-- ,~:11( 1I,, o y• )11 , + ·11 1 11,. illlplic;11n ;1 condi<J10 (4 .2.[>. 1 ). PorLu1t o. S<'Jldo \' ê'i lid,i s as relações (4.2. 3.1 ) e (4.2.5.1), a cquivalê11cia <las a.firmações (1) e (11 ) segue <lo Tcorenia 
4.2.G. 

• No caso cm que a funç;w (p. u,p,E) é urna solução elo sistema (S\;, ó int T<'ss;_mLc observar que os elem entos V: = (6,,)- 1 
[, , o (p., , p., , E.,) - 1Jc],H11 , 1J e o verificam c •r tas relações de associação cm Ç(IB ). 

Corolário 4 .2.8: Nas hipóteses elo Teorema 4.2.G , a funç~o (p, u ,p, E) é uma solução <lo sistem a (5);;· se, e somente se, sào válidas a fórmulas de salto [ 1 ) - [s4 ] e as r <'la.çôes 

(4.2.8 .1 ) 
cm Ç(IR), 

(4 .2.8.2) 
em Ç(IR), 

onde ]( := H u, 8 := J{' e V := (~IJ )- 1 [1Jo(p., , p.,, E) - 11e] . E , 11 ssc caso, temos V J{ ]{' ~ ½V](' em Ç(IR). 

Prova : Em virtude do Teorema 4.2 .6 ba. ta verificar que as condições ( 4.2.3.1) ( 4.2.5. l) são equivalentes às condições (4.2.8.1) e (4.2.8.2). D fato, p la propri dade (3.1.17. 1), ª condição (4.2 .3 .1) é equivalente a [11o(p., ,p. ,E.,) -a]u.' ~ O, condição que' equivalente a 611Vu.' + (vc - a)u.' ~O. É claro que esta última condição ' quival nte a. (4 .2. 8. 1) . P or ou tro ln.do , pcln propriedade (3 .1.17.1) , a condiç~o (4.2 .5.1) é_. cquiva.l ntc a (.6 111' + 11c - a )u. u.' ~ O, condição que é equivalent a (~11V + vc - o: )J{ ](' ~ O, dado qu as condições (4 .2.3.1) e (4.2 .8 .1) sao equivalentes . Como 21{]{ ' ~ ]{ 1 (Corolári 3.1.12), a. 
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1'dtill1,1 ('On cli cJio e'· <'<j uiv,tl f' ntc' ;-1 ( 4 .2.8.2). 

• 

Reso)ubi)idade dos Sistemas e m A)guns Casos Especiais 

Ern [A - V] foi <'st.udado a rcsoluhilidadc d<' sist<'mas cl <' <'q11açôcs rnutc11clo , 110s s<'­

guuclos ll1C 'lllhros , fun c/>Cs cl,1 forrna 11 o () = 11( /1 ). O prohlc1rn1 illiciali1l('J1t.c· proposto . 

ol>jC'!o do pr<'sc11Lc· Lrnhc1ll10 , coJJsisLi11 110 estudo ele rcsol11hilielc1dc d<' sis1.c·u1c1 s c01itc·1J<lo 

f1rn ç?'>cs 11 o (p ,p) = 11(r ,p) . À medida cm que foi <'vol11imlo o dcscnvolvimcnt.o elo tra­

hal110 \'Ímos que era possível cst.uda.r sisk111;1s mais gerais coutcndo fuuçôcs el o tipo 

11 0( 11 , ]) , E) = 11(p , J> , E). Ent.rct.aut.o , com as técnicas que us,unos par;.1 rcsolnT o problema 

uii.o é possív ·l dar soluções aos sis temas conte11clo fun ções 11 o (p,11,p,E) = 11(p,11,p,E). 

De fato , um resultado que resolveria. tal problema seria aquele correspondent ao Teo­

rema 4.2 .7. Na prova deste possível resulta.do, para. a construçã.o da. funçã.o 11o( p, u , p, E) , 

usallclo a. Prnpo ·iç.ào 3.2.6, se constnúria por sua Y CZ funções Hr em H,.(fil) \ 1-{=( JR ). 

T = p, u, p, E . Por outro lado, para. construir as funções ux , 1tu 1. ( que aparecem cm 

(4.2 .3.1) e (4.2.5 .1 ) respectiva.mente) usa.riamos os elementos de H=( lR). Vemos então 

que as funções u que apareceriam em li o (p,u,p,E) e em (11,x,uit 1.) nâ.o seriam as 

mesmas[ Lembremos que, para a dcmonstraçã.o da s condições (4.2.3 .1 ) e (4.2.5.l)(Ver 

a prova de (3.2.5 .1) e (3.2.5.2)) foram essenciais a identidade H( E-, ·) _ p(E-) em 

[-E-, E-](Verificada por representantes das funções construidas em 7ir(1R.) \ 7-íd lR)) e a 

condição supp(Íi~) C [-E-,E-],(ç E'.=:)]. 

Nesta s çã.o . vamos mostn:1r corno casos e pc ·ia.is acima menciom1dos se ncc11xarn 

no nosso estudo. De forma mais precisa, vamos considerar três casos particulares em que 

li "depende de duas variáveis", a saber os casos li o (p, p, E) = li o (p, p ), li o (p, P, E) = 

11 o (p, E) e 1.1 o (p, p, E) = (p , E) (Su1 ondo, r sp ctivarnent , que 3 E J, 2 E J e 1 E J), e 

três aso.· ern que 11 "d p 11 le de urna variá.vcl", 11 o (p, p , E) = 11 o p, 11 o (p, p, E) = 11 o p 

11 o (p,p,E) = li o E(Supondo, respec tiva.ment, qu I = {1} , {2},{3}). Con-

tudo , a aprcs ntaçã.o dos resultados de resolubilidade erã.o feitos apenas para os casos 

101 



11 0 (/1, JJ , E) = 11 o (/1, 71 ) e 11 o (p, ]> , E) = ,, o p. A raziio , para taJlt.o , <~ 11111é1. ohservnçi'l.o 
1ri \·j;1I. ;1 s ;ilH'r , c·rn110 ;1 s rn11;1 <' ;1 11111ltiplic;1 <J10 c·111 0(11(2

) s;·,o co11111t;l1i\·,1 s . <· 110s s is 1<-11 i; is 
(S)~ e (S)~ co11sidnaclos, sc111prc i.· s11posto 1/ = l ' (s) 011 ,, = 11(n) {, claro qnc po<lcrnos es­
crever 1.1 o (p, JJ , E) ou ,, o (p, E,])) 011 11 o (p, E,()) ( ou, a rigor usar qna.lquer pennuta.cJw <la 
terna (p ,p, E)), nos scgun<los rncmbros <las equações (E2 )~, (E'lt e (E3 )~ , sem alterar 
o s sis1 ( 'Jll , IS . 

Até o fim <lesta scçiío wu11os consi<lerar 1.13 = o-3 = O( rcsp . v3 = a 3 = 1) 1 no caso 

essas hip<'>Lcses t.crnos o-= n1 + n 2 e 11 o (p,p,E) = 11 1 o () 112 o p(rcsp. n = C\' 1C\' 2 <' 
11 o (p,p, E )= ( 111 o p)(112 o p)) . Sen do assim , por abuso de noü\.ç~o, podemos escrever 

[4 .2 .1] u o (p, p, E) = u o (p , p ), 

sempre que as fun ções Hr , T = p,p,E , satisfaçam a hipótese (k1) 1 da Definiç i'Ío 4.1 .l. 
Lembrando que { 1, 2, 3} = I U J, 1 E I e 3 E J, temos o H'sultado seguinte. 

Corolário 4.2.9: Suponhamos que 11;
1 satisfaz a propriedade NI[ ](\' 1 , /31 [ ; IR] e que 112 

satisfaz uma das condições seguintes. 

(l Q) v2 é estritamente cresceu te e 1121 satisfaz a propriedade .iVl[ ] 0'. 2 , ,82 [; Ill]; 
(2 Q) - IR* 1/2 = 0'.2 lTI +. 

Então, existem Hr em Ç(IR)(T = p, u ,p, E) satisfazendo as hipótes s (A3 ), (A4 ) e (A5 ) da 
Definição 4.1.1 , tais que para as fun ções generalizadas p, u,p e E em Ç(IR.2) dadas, respec­
t ivamente, p elas fórmulas ( 51 )1 ( S2 ), ( S3) e ( S4 ), as condições seguintes são equivalentes. 
(I) A funçào (p,u,p , E) é uma solução do sistema formado pela. · equa.çõe (.E1 ),(E4), 
( 4.2.9.1) e ( 4.2.9.2), onde 

(4.2 .9.1) 

(4.2.9.2) 

(II) São válidas as condições de salto [s i] , 1 ~ i ~ 4. 
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Prova : Obscrvall(.lo q11 c I = {1 , 2} (rcsp . I = {1}) rn> ca so cl;i liip<'>t.<'S<' (1 Q) (rcsp. 

r·>'' )) , () ]'( 'S11lt;1do Sl ',!ê; lH' do Tc·o]'('JJ);1 ,J. :2.7 l! Sillido ;1 i ,e; 11 ;1]d,1d, , ,,J. :Z .J]. 

■ 

Agora varnos supor t.arnhém <1uc 11'2 = n'.l = O (rcsp . 11'.l = n-'2 = 1 ), qnrn1do for 

<'Jii i 11> q11< · ] =- {]}e · J = {2.3} ). C'orn <'s t; 1s liipc'>kS<'S kJJJos <r = n 1 <' 11 o (p.71,E) = 

11 o (p,p) = 111 o p. Porta11to , se as funções Hr (T = p,p,E) satifozem a hipótese (A1 )i 

d,1 Ddini</10 4. ] . ] , t.;11uhéu1 por ;iln1so de uot.;1</ 10 ,podcrnos <'S<T< 'H'l' 

[4 .:?.:?] 11 o (ti, 11, E) = 11 o (p ,1,) = 11 o 11 . 

Nessa s c<.mdic_:Õ<'s ,·;i lc o resul tado seguinte-. 

Corolário 4.2.10: Se 11J- l satisfaz a propriedade .A1[]a1 ,fh [; IR ], existem funções Hr 

em Ç(fil)(T = p,p,u,E) sati sfazendo as hipóteses (A 3 ),(A1 ) e (A5) da Defini çã.o 4.1.1 , 

t;1is que p arn as funçôe gcnernlizadas p, 11., p e E cm Ç(IB.2 ) dadas, rcspcctivamentc, p ·las 

fórmulas (SJ), (S:l), (S3 ) e (S.J), as condições seguintes sã.o equivalentes. 
~ ~ 

(I) A função (p, ·u,p, E) é uma soluçào do sistema. forma.do pelas equações (E 1 ), (E2 )~/ 

(Ver Corolá.rio 4.2.4 ), (E4 ) e 

(II) São válidas as condições de salto [si], 1 ~ i ~ 4. 

Prova : Segue do Teorema 4.2. 7 ( ou do corolário anterior ) usando a igualdade [4.2.2]. 

■ 

4.3 - A Não Reso]ubi]idade do Sistema (S)~ 

Ini cialmente provaremos, usando fortem ente a Proposição 3.2. 7, que a equaçao 

( E 1 ) nã.o po le ter soluc_:ões na forma. de onda. de choque satisfazendo a. relação 

(4.2.4. 1) ', m couscqu ê11cia, ver •rnos qu<' os sis t. -nws (St;/ (forniaclos pclns equa ções 

(E1 ),(.E2 )~/,(E3 )~/ e (E4 ) (Ver Corolário 4.2. 10)) e (S)~· n iío possuem soluções na 

form a. d 011da de choque, conforme a Dcfini çã.o 4. 1, 1. 
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1-, · - 4 3 ] A <'-<J\1·,.·1r·,·10 (E1 ) 11iio J>ossui Il<'111mnw sohH,·,10 ( ri , u) na fon1w d<' 
ropos1çao . . . : . , 

Prova : Por absurdo, suponlmmos que existem fuu çõcs p e u c-111 Ç(lrt
2

) satisfo i ernlo '-' 
c·q iw çf10 (E1 ) e a reln~fro (4.2.4.1) , as quais sii.o dadas , rcsp<'ctivarnc11t<', pelas forumlns 
(5

1
) r (S'.l ) , vnifi cando as hipóteses (A1) - (A ;, ) de ílcôrdo com é\ Ddini <: iio 4.1.l. N.-1s 

(" ()] Jdi <Jws <Li liip<'l 1< 'S(' (.· 1.1 )1, p <'h Prnposi<J 10 3 .2 .4( ] ), " fllll<J 10 í,. :=- 6 ell,, -j /!t , ffj>ff • 

sentante clr p. , satisfaz a s coudi<;Õ<'s V*[ffi ; ffi~] e V[ffi] ci 00
; <', portanto , a fm1çà.o p* o y* , 

r eprescntant<· de () , s;iti sfa 1/, é I S rn11di çc-)('S V .. [ffi 2; m~] (' V [ffi.2]~-cx:,. Pclc1, Prnposiçiio 3.1.29 , 
a s fm1 <_/lcs p. e /l s,10 inver sÍn'Ís crn Ç(ffi .) c- Ç(ffi 2

), rcspcdivc111wntc•. Sendo (p, 11 ) ,1111a. 

solu c;ào da cquaçfto (E1 ), pela. Proposiçào 4.2.l(II), exi s te uma constante gen erali iad r1 
z E Ç(ffi.2 ) verificando as r elações (4.2.1. 1) e (4.2.1.2). De (4.2.1.1) vem u =e + z p - J; 
donde , ( v1 o p - o- 1 )u1: = -::: ( 111 o p - o- 1 )p- 2 Px , o que junto com a r elação ( 4.2.4.1) im­
pli ca 

(4.3.1. 1) 

Como a função H P E 7-í,, (IR) satisfaz a hipótese (A4 ) , em v ir tude da Proposição 
3.2. 7, existe uma função estritarnente crescente r.p E c = (JR~ ), sati sfa z ndo a condição 
.A4[IR:; IR], tal que ( r.p o p* )' = (1J1 o p* - al)p-:; 2 p/ em Ç(IR) , r.p o p. ~ r.p( pc) em Ç(IR :_ ) 
e r.p o p* ~ r.p(pr) em Ç(IR~ ); e , p ortanto, pelo Corolário 3.1.17, t emos r esp ectivam nte 

( 4.3.1.2) 

( 4.3 .1.3) r.p o p ~ r.p (pe) em Ç([L ); 

(4.3.1.4) 

Das condi ções (4.3.1.1) e (4.3.1.2) r esult a z (r.p op) 1: ~ O cm Ç(In,2 ) ; donde, pelo T eorem a 
1.3.12(d) , exis t e uma funç ã.o gen eralizada <p E Ç(ffi-2) tal que <p

1
. = O em Ç(ffi 2 ) e 

(4.3 .1.5) 

104 

zr.p o p ~ <p em Ç(IR,2 ). 



Por n ·s t.ri ç,1 0 ao rn11j1mto fL, usa11do as coudiçôcs ( 4.3.1.3) , ( 4. 2. 1. 2) e· 0 Lema 1.3.13, 

()lJ1 1 · 11J(JS •l• ~ 11 ,'( ('I) (' )]) 0(SL ). <>1 1d, · 

a: = pr(vr - e). 

Corno <J>,. = O, pela Proposiç,10 3.1.19, r<'s11lta <I> ~ atp( r>r ) <'111 Ç(ffi 2), o qnc j11nt.o mm 

,1 r<'LH_J10 ( 4 .:J. J .5) irnplic.,1 

1. 
::,y' O f! ~ O(() (f)() Clll Ç(ffi ). 

P or rcstri<Jio n n+ , pelas cou di <J ><'s (4 .3.1.4), (4.2.1.2) e o Lc1u;1 1.:3.13 , ;1 rclé 1c_J 10 a11 tcrior 

P ch1 hipótese inicial, a funçào (p, 11) é também um a solução na form a ele onda d<' choque 

ela cqm1ç~o (Ei ); do11dc , p <'l,1 P roposição 4.2 .l (I) é vé-Í li da n fórmula [~i] e, portanto. 

como 1 + 0 < O, temos a = - pc.6.u( l + 0) < O, onde 0 := pc( .6.p )-1
. Em consequência , 

a igualdade anterior implica tp( p.,. ) = tp( pe); donde, sendo 'P uma função estrit amente 

crescente em IR:, s gue Pr = pe, concliçào que contraria a hipótese (A2) da Defini çào 

4.1 .1. Logo a equação ( E 1 ) nã.o pode ter soluções na forma ele onda ele choque satisfazendo 

a relaçã.o ( 4. 2.4.1 ). 
■ 

Corolário 4.3.2: As equações (E1 ) e (E2 )~/ (Ver Corolário 4.2.4) nã.o possuem nen­

huma solução na form a. de ouda de choque. 

Prova : Suponhamos, por absurdo, que existem funções p, u e p em Ç(IR
2

) satis­

faz ndo as quações (E1 ) e (.E2)~'/, as quais sã.o dadas, respectivamen te, pelas fórmulas 

( 51 ) , ( S:l) e ( 5;3), safi sfaz ·11do as hi póteses ( .41 ) - ( A5) de acôrdo com a. D finiçào 4.1. 1. 

Sen do a fu nçã.o (p, u,p) uma soluçào n a. form a d· ond a. de choque, tam bém , das equações 

(E1 ) (.E2 )~/ , pelo Corolário 4.2.4, os elementos p, u, 111 e 0 ·1 sati sfaz m a relaçã.o 
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(4.2.4 .] ), 0 <j ll <' p cl n Proposi<JH> 4.3. 1 niio podC' ocon n , cbdo (Jll <' ((l , H) <' ll lll.t sol11<;iio 
cLi <·q ii;i(; :i<> (J,,'

1 ). L <>/.\ l>, ; 1:-, <'< JlI ;1<J H' :, d;1d;1 :-; 11;'10 JHHl <' lll t.<'1' :-; 0 ]11< J >l ' S 11 ;1 f'or 111; 1 ck ()]1d ; 1 ck 

• 
Corno c.onsequência d o corolArio anterior ternos o result.a.clo segui nte. 

Teorema '1 .:3.:3 : O sis t.< ·111a ( st;i ( Ver i11i cio d{' 4.3 ). <' p m t.,1111 o o s is t. c·n1, 1 ( S )'.'.i , ll,-10 p os­
sll i n c1drnma solll c).o n a forma de oncla de choqll <' , olld<' (S')~i é~ forrnado pclus equ n.çê>cs 

• 
Em tudo o que se segue suporernos que, para cada 1· > O, temos 

Nestas condições temos os resulta.dos dados em continuaçã.o 

Proposição 4.3.4: As equações (E1 ) e (E2 )~ não possuem nenhuma solução na forma 
de onda de choque. 

Prova : Suponhamos, por absurdo, que existem funções p, 1l , p e E em Ç(IR.
2

) 

satisfazendo as equações (Ei) e (E2)~, as quais são dadas , respect ivamente, pelas 
fórmulas (S1), (82), (S3) e (S4), verificando as hipóteses (A1) - (A5 ) de acordo com 
a Definição 4. 1.1. Denotando com .f* := (p*,P*,E*) E Ç(Ill; Iíl. 3

), nas condições da 
hipótese (A4)i, seja J:, representante de .f*, definido por .f.. := (p*,P* ,Ê*) , onde 
T* :=6.THr +Tc , T = p,p,E. P ela P roposição 3.2.4(11)3 , a função vo.f* verifica as 
condições V* [lR; ]a, JJ [] e V[lR] ~; a. funcã.o (vJ o p* - a1 )( 1,1 o f * - n) - J E 9cb(Ill ) e é váli dn 
a condição 
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f. O ·1:; • 
. . . = f . o y" 

( 
2 'l · 

() , ]) , E ) cm Ç(ffi , · m: ), rcs1)ectivainentc, vemos que a. fun ç.i'i.o zy o J~, t t d<'. represcn ,a.n ,e _ 

11 o f = 11 o (p,JJ , E), satisfaz as co11clições V,. [ffi.2 ; ]o·, .B [] e V [ffi.2 ] ~.- Pela Proposiçã.o 

3.1. 29, 11 o f - n é i11vcrsívd c111 Ç(ffi 2
) e a fu11 , ~o (1 1 o .f - n)- 1 (, m11 rcprcsc11t.nn t.c de 

e 

( 4.3.4. 1) 

P or outro lado, sendo a fun çRo (p, 11, p, E) unrn soluçuo ela ·qua.ç5o (E2 )~, pela. P roposiçâ.o 

4.2.3( II), existe urna co11stau tc generaliza.da ;; E Ç(ffi.2
) verificando a con<li çào ( 4.2.3.2) 

tal que a funçã.o g E 9e0(JR?) tem um representante g satisfazendo a condiçâ.o (4.2.3.3). 

Usando as notações dadas ncima, da condiçã.o ( 4.2.3.2) resulta. 

( 4.3 .4.2) 

e das condições ( 4.2.3 .3) e ( 4.3.4.1 ), temos 

Desta última condiçã.o , sendo h E 9eo(IR-2), pela P roposição 1.3.14, segue h ~ O 

em Ç(lR-2). P ortan to, por ( 4. 3.4.2), os elementos p, u, 111 e a 1 satisfazem a relaçã.o 

( 4.2 .4. 1 ), o que, pela Proposiçã.o 4.3.1 , não pode ocorrer dado que a fun çã.o (p, u) 

é urna soluçã.o na forma de onda de choque da equaçã.o (E1 ) (Ver inicio da prova). 

Logo as equações ( E 1 ) e ( E 2 )~· não podem ter soluções na forma de onda de choque. 

■ 

Com o consequência da proposição anterior ternos o resultado seguint . 

Teorem a 4.3.5: O istema (S)~· não possui nenhuma. solução na forma de onda de 

choqu . 
■ 
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E lll con ti1rn,1 <;;10 snao cosidcrndos doi s casos cspcc1,1.1 s de 1wo rcsoluhilida.<k dos 
sis t ci11; 1~; <ºJ 11 <Jtl< ' ,, "d< ']H'J1ck ck d11; 1s Y,ir i,'1Y< 'Ís1

· , scndn <' S1 <'s os c.i sos 11 0 ( fi , 11, F) =- 11 0( (! , ] 1
) 

e u o(p,J>,E) = 11o (p,E). No Tcorerna4.3.3 foi apresentado um caso cm que 11 "depcn<lc 
de urna vnri.í.vel" , n sa hcr o caso 11 o (p, p, E) = 1; o p = 111 o p. Si,o cousickra<los apenas os 
c;i sos acima. citados, <lado que para. mostrarmos a. não resolubilidade dos sis temas ( S)~i 
<' (S);; 11 s;1n1 os fmt.< 'JJ H'Jd.<' ;1 11,10 rcsol11bili chd <' sin ndt.t11 w,1 d.i s <'<j ll,H/ H's (E1) <' (4.2.4. 1 ) 
(Ver Proposiçào 4.3.1 ), sendo que esta última contém a fuucJ w 111 o p e é imprescindível 
o f;d,o cb fu ll(Jio 111 ser csi.rii.élJJH'llk CT<'sccut<'. 

Pelos 111 C'Sll10S mgn n1<·utos ns,1dos qnanclo est udm11os a r<'sol11hilic L1 dc ele sist.<'J11ê1 S 
especiai s em 4.2, nes ta scç.;:io apresentamos sóm ente o rcsulb1do de 11i)o resolubilidade 
par a o caso v o (p , p, E) = v o (p , p ). Para tal fim , vamos considerar 113 = a, 3 = O (resp. 

Nesta s condições vak o resultado scgnintc. 

Corolário 4.3.6: O sistema forma.elo p elas equações (E1 ), ( 4.2 .9.2) , (E4 ) e 

n ão possui nenhuma solução n a forma da onda de choque. No caso (v,a,) = (1!(7r),0'( 7r) ) 

fazemos a hipótese adicional a,2 > O. 

Prova Segue do Teorema 4 .3.5 usando a igu aldade [4.2.1] . 

• 
4.4 - Alguns Siste111as Particulares 

Nesta seção serão considerados alguns casos particula res concretos de sis t mas ( 5)~ 
(resp. (S)~ ), cuja resolubilidade (resp . nào re olubili<ladc ) scrü asse rurada p "los r •sul ­
t ados obtidos em 4 .2 (resp. 4.3) . Inicialmente, dados os p ares ( 0 ,1 , (31 ) , ... , ( o:6 , fj6 ) em 
-2 
IIl de modo que o :::; O' i < /3i, (1 :::; i:::; 6) ,fJi := 1 + 0'1,fJ2 Em. e (h = ... = /3G = + 
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cosicl crcrn os a s fu11 c;<><'S 'P i E c = (m~_; ]ni , ,Bi[) cstritarncll t< · crcsccutcs d cfi uidas por 

- _j_ 

tp i(y ) := n 1 -lo. u'' , (o ffi , o. > l ; A In.~ ) 1.,-"~(y) := n ,1 + ri '' - L (d E IH , d > 1) 

( ) . a 2( 2 2)-1 
'P'2 y .= n2 + //'2'!) Y + ªo , ( o.o E ffi *) 

'PG( Y) := nG + chy - l. 

Siio c·xc ·rnplos silllpks ck fou cJH's ,;, ; s;d,isfa:;,c•11do ,1 rnu cli\.i'io J\flffi~; ln ] tais (Jll<' '?; 1 

satisfaz a condiçào J\1[lni , f.Ji[; IR]. Para cada i = 2, ... , G e pma cada r > O, a função 

ffi é_, um clcrncHLo modcraclo , CJHJlla.11to que ;, fon çào 

1 

E E] O, l] 1--+ (rp 1 (é)- n 1 ) -
1 = u -:X E ffi. rn10 t' 11111 dc11w111t.o moclcr aclo. Podemos <> ll tào 

considenu- os sistemas ( 5 )~· e ( S )~; fa:;,endo variar 111 cm { c.p 2 , . . . , c.p 6 } e , 1/ 2 e v3 em 

{<p i , , .. , c.p u} (No que se segue ser H.o considera.dos dois pares de tais sistemas, cada um 

dos quais associados aos pares (v,a,) = (v( s),O'(s)) , (u(7T-) , O'('rr))). 

Consiclcrc1110s À Clll m.*, ( e, T,- , Te) cm IR.3 , T p, u ,p , E , e os elementos 

y*, 6p ,6i1.,6p e 6E, satisfazendo as hipótes s (A1 ) e (A 2 ) da Definiç ã.o 4.1.1 e as 

condições de alto [s 1 ] - [s1 ]. Considerando a terna de funções (v1 , 112 , 113 ), como fi ze­

mos no inicio deste capítulo, onde v1 = c.p 3 , 112 = c.p 1 e 113 = c.p 5 , pelo Teorema 4.2. 7, o 

sistem a formado pelas equações (E1 ), (E4 ) e 

[4 .4 .1] 

[4.4.2] 

1 

(pu)t + (p + pu 2 )x ~ [(bpB + a - ,,A + shE)u x]i 

1 

E,. + [(E+ p)u] x ~ [(bpB + a - ,,A + shE)u,u,x]x, 

tem soluçã.o na. forma de onda de cboq u 

p = 6pHp o y* + Pe 

u = 6uHu o y* + ue E = 6EH E o y* + Ee , 

s nclo que as c mponcntes da funçào (Hp,Hu , Hv , HE) são construídas (de acordo com 

a técni ca elaborada cm 3.2) da maneira seguinte: Hu é a classe em Ç(IR.) de uma fun çã.o 

He , ç E:::: (Ver Proposiçã.o 2.2 .9), e as funções Hp , Hp e H E sã.o as classes, respectivamente 
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(Vn prnv;1 s cbs prnposi</>< ·s 3.2.2 e 3.2 .G), de 

- 1 {I ( /J l i )\, ' _1 /Jlj l II 
1
, := ( 011) r>, - /'1 1, T f'r ' -- (J(; 

_l_ __ 1 __ I ~ - A ,,A ~ 1,A - l _ ..L )-l 
H

1
, := (6.p)- 1 {loga[(o 1

' 1 - a f )V1, + o l] } A - pr(h..p 

ÍÍJ,; := (6.E) - 1 {sh - 1 [( shEr - shEe)Vr: + shEc] - Ee} 

Proposi<Jw 3.2.1 , dctcrrniuada.s r espcctivarncutc pelas fu11 ç<>cs 

/J lJ - 1[( , - 1 /J) _ /J IJ JJ] /1/J ( t: ):= (()1' - p() C\ ;1 / +Pr t. +Pr [ - p(' 

definidas para. O < é < 17, onde 11 E)O , 1) é suficientemente pequeno. Tamb ' 111 , pelo 
T orenw 4.2.7, o sistema formado pelas cqun çõcs (E1 ), (E,i) e 

1 [4.4.4) Et +[(E+ p)u]x:::::: {[(03 + bpn)(cx1 + a - ,,A )(exs + shE) - 0'10'30'5 )uu x} x 

sempre tem soluções na forma de onda de choque, sendo que neste ·aso supomos 01 C\'5 > 
O. Entretanto, pelo Teorema 4.3.5 , o sistema. formado pelas equações (E1 ), (E4 ), [4.4.2) 
(resp. [4.4.4]) e pela equação obtida de [4.4.1) (resp. [4.4.3]) substituindo a a ociaçã.o 
pela igualdade, não possui nenhuma solução na forma de onda de choque. 

Do mesmo modo se conclui também que o sistema forma.do pelas equaçõ s (E1 ), (E4 ), [4.4.5) e [4.4.G) , onde 

[4.4.5] 

[4.4 .6] 

(pu)t + (p + pu2)x:::::: [(b1p 81 + b2p8 2 + b3E8 3 )uJ:]x 

E,+ [(E+ p)1tL.:::::: [(b1pn 1 + b2pn 2 + b3En 3 )1rn xL·, 

e que o sistema constituído pelas equações : (.E1 ), (E4 ) , [4 .4.7] [4.4.8], ond 



[4.4.8] 

- n ·1 1 n ·1 2 n ·1 ·•] u '// . } . 
, 1 , , , , ,l J 1 ' 

nd111ítcw sempre .·0]11,õcs na fonn,1 de omla de clioqnr, onde as tcn1c1 s (ü:i,i , bi , B i),i = 

1, 2, 3, sã.o elementos de Ill x m.: x m:, com O ~ n 3 ,i < +oo, sendo que no caso elas 

equ ações [4.4. 7] e [4.4.8] supomos 0'3 ,2 0 'J ,3 > O. E o sístcma formado pelas equações 

(Ei) , (EJJ) , [4.4.G] (rcsp . [4.4 .8) e pela equa.çiio obtida de [4.4.5] (resp . [4.4.7]) substi ­

tuíndo a a.ssociaçã.o pela igualdade, nã.o possuí soluções na forma de onda de choque. 

Usando as funções da.das no ini cío desta seçào podemos também considerar sistemas 

contendo fun ções cm que v "dependr de dm1 s variáveis" e "uma vari,--í.vcl", respectiva.­

mente, e descrever as suas solações , no sentido que fi iemos anteriormente. 
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