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INTRODUÇÃO

lÇULKARN].etivo deste trabalho é fornecer um estudo sistemático do TEOREMA DE

Ta] Teorema, demonstrado originalmente em l21, nos responde quando um tensor
de curvatura de Riemann de uma variedade riemanniana determina univocamente a sua

métrica. Mais geralmente, dadas duas variedades riemannianas (MI, gi) e (M2, g2) e um
difmmorfismo / ,...A/] ----+ .A/2 que preserva a curvatura seccionar de Riemann de (.A/t , gi )

e (M2,g2), o TEOREMA DE KULKARNI nos fornece condições sobre (JWi gi) para que
/ seja uma isometria.

Sqa (Mlg) uma variedade riemanniana de curvatura constante. É claro que todo
difeomorfismo / : M ---+ M preserva a curvatura seccionar de Riemann, no entanto não
é verdade que / seja necessariamente uma isometria.

A resposta afirmativa dada por Kulkarni, quando dim Mi = dim M2 2i 4, essen-
cialmente exclui apenas o caso dos espaços de curvatura constante. Quanto à restrição
feita sobre a dimensão de Mi, S. T. YAU construiu em ISI um contra-exemplo para o caso
dim M = 3 e o caso dim .A/ = 2 é quase obviamente falso. ' '

No primeiro parágrafo temos como objetivo pricipal mostrar que um difeomor-
fismo que preserva a curvatura seccionar entre duas estruturas de curvatura de dimensão

maior ou igual a 3 é uma transformação conforme no fecho do conjunto dos pontos não
isot.tópicos (TEOREMA ] (bis)). Ta] fato é consequência imediata do TEOREMA l

(originalmente exposto em l21), Teorema este de natureza puramente algébrica.

Tendo em vista o TEOREMA l (bis) passamos no parágrafo 2 a fazer um estudo
das transformações conformes sob a luz da método do referencial móvel.

No parágrafo 3 apresentamos efetivamente a demonstração do TEOREMA DE
KULKARNI. A demonstração aqui exposta é de autoria de S. T. YAU e foi publicada
em ISI. Observamos que a presente demonstração difere de lõl pelo fato de não usannos
a hipótese de analiticidade das variedades riemannianas envolvidas, trabalhamos apenas
em classe C''. r > 4.

Sendo válido o TEOREMA DE KULKARNI quando a dimensão das variedades
é maior ou igual a 4, no quarto parágrafo apresentamos a construção de um contra-
exemplo em dimensão 3 dado por S. T. YAU em lõl, tendo por base a sua demonstração
do Teorema. Ainda em dimensão 3, acrescentando hipóteses globais, é possível obtermos
resultados positivos. Um exemplo deste fato é o TEOREh4A 3 apresentado no fim deste
parágrafo. (ver ]õ]).

No parágrafo 5 tratamos o caso em que a dimensão é 2. Aqui o Teorema falha por
completo.
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No sexto e último parágrafo fazemos uma rápida exposição baseada nas idéias que
o próprio R. S. Kulkarni utilizou em l21 para demonstrar o teorema que leva o seu nome.
Devemos observar que esta demonstração difere completamente da feita por S. T. YAU.
A demonstração original utiliza de forma essencial o TEOREMA de WEYL que garante
a equivalência entre os fatos de uma variedade riemanniana ser conformemente reza e o
seu censor de curvatura conforme ser identicamente nulo.

Todos os pré-requisitos para a leitura deste trabalho podem ser encontrados em lil
e l41.

Caso não haja nenhuma menção contrária, todas as variedades serão consideradas
conexas de classe O', I' 2: 4 bem como todas as funções, campos vetoriais e campos
sensoriais.



l ESTRUTURA DE CUli\NATURA

DEF.rN/ÇÁO : Seja }'' um espaço vetoria] real de dimensão finita com um produto interno
< , >. Um Lenger..de..çl11yatllu em y relativo a < , > é uma aplicação bilinear

T : y x y ---, End (y)

que satisfaz

i) 7'(z,y) r(y,.), v.,y c v'

ii) T(z, y)z + T(y, z)z + T(z, a)y = 0, V z,y, z € y (primeira identidade de Bianchi)

iii) < r(z, y)z,w >=< r(z, «,)a,3/ >, v a,y, z,.« c v

Devemos observar que T é um censor de tipo (1, 3), i.e., l-covariante 3-contravariante

DEF.rNJ(;AO : Dizemos que o terno (y. <, >,T) é uma ç$trutura de curvatura quando V
é um espaço vetorial real de dimensão finita, <, > um produto interno em y e T um
censor de curvatura em y relativo a <, >

DEFINIÇÃO : Sejam (V. <, >,T) uma estrutura de curvatura e a C y um subespaço
vetorial de y de dimensão 2. Se {a,y} é uma base de a, definimos

,, , . < r(,,y)y,a >
xrt=,yJ '

PROPOSIÇÃO ].] : Seja (V.<,>,7') uma estrutura de curvatura. Se a C y é um
subespaço vetorial bidimensional de y e se {a,y} e {=,Í} são duas bases de a, ent.ão

X'r(,, 3/) = /G(Z,g)

Demonstração

Basta mostrarmos que para qualquer base {z, 3/} de a vale a igualdade

(1.1) /G(z, v) = /G(l, Í)

onde {Z,g'} é uma base ortonormal fixada de a

E*i;t'm«.j C 8, 1$ {,.j $ 2,t.l q-d.t('" ',') # 0.q-«l.m.; ig-ld.d«

(1.2)
3 := aill + ai23/

g/ = a2i3 + a223/
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das propriedades de censor de curvatura. ü

A proposição acima nos permite formular a seguinte definição.

DEFINIÇÃO : Sejam (y.<,>,T) uma estrutura de curvatura e a C y um subespaço
vetorial bidimensional de y. Definimos a curvatura seccionar na direção a relativa à
estrutura de curvatura dada, e denotamc-la por Xr(a), como sendo

K,(a)

E fácil verificarmos a igualdade (1.1) desenvolvendo À'r(z g) a partir de (1.2) el rLI

onde {z,3f} é alguma base de a.

A próxima proposição nos mostra que a c
pleno o censor de curvatura. Mais precisamente:

PROPOSIÇÃO ].2 : Sejam (y.<,>,T) e (y,<,>,7) duas estruturas de curvatura.
Suponhamos que para todo a C y, a subespaço vetorial bidimensional de y, vale a
igualdade

/Tr(a)
EntãoT = T

Demonstração

Consideremos as aplicações

T : V' x V x y x y --+#

(,,y, ,, w) ----,< r(,,y),,.« >

T : y x y x y x y -.+ #

(,,v,.,.«) ----,< 7(,,v),,«, >

r satisfaz as seguintes propriedades:

i) , é tetra-li«.r

n) ,(,,y, ,, .«) ,,,, w)

üi) ,(.,y, ,, .«) = -,(,,y, .«, ,)

i«) ,(',y,z, w) + ,(y, ,, ,,.«) + ,(;,,,y, .«) = 0

«) ,(,,y,z,.«) w,.,y), V,,y,,,.« € }''

E claro que F também satisfaz as propriedades acima.

urvatura seccionar determina por comr r cc] ]

e
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KT(a) = .K7(a), V a C V. dim a = 2 :+

r(z,!r,a,y) = F(z,y,a,y), V a;,y c V. {z,y} L.l.

Se {z,y} L.D., e«tã. ,'(a,y,z,y) = 0 = T(z,y,Z,y)

,(z,y,z,y) = F(a,y,a,3f), Vr,y € y

Daí, Va,y, z C y,

,(,+ z,y, . + ,,y) = T(,+ z, 3/, .+ ,, y):+

+ ,'(.,y, ,, y) = T(,, y, ,, y)

,(z,y,z,y) = T(',y,;,y), V,,y,z C y

Então, Va, y, z, to € V,

,(,,3/+.«,;,y+w),3/+.«,;,3/+w) +

,(,,y,,,w) + ,(',.«,,,y),3/,,,w) + T(,,w,z,3/)

ou

,(,,y,,,.«) -f(,,y,,,«,) = ,(3/,,,,,w) -T(3/,,,,,w) V,,y,',w € }'''

Logo a expressão r(a, 3/, z, to) -- F(a, 3r, z, w) é invariante por permitaçào cíclica de

{. , 3/, ,} .

3(,(,,y,,, .«) - T(,, y, ,, .«)) =

,(y, .,., .«) - j'(y, ,, ,, .«) + ,'(,,,,y, w) - T(z,', y, .«)+ ,(,, y, ',.«) - F(',3/,', .«)

(,(y, ,,', .«)+,(,,', y, ,«)+,(,,y,,, «,)) -(7(y,,,', .«) + ?'(,,', 3/, w) + F(',y,', w))

o-o-o
,(a,3/,z,t«) = T(z,y,;,«,), Vz,y,z,.« C y,

i.e., < T(,,y)z, «, >=< 7(,,V),,.« >,V,,V, ., .« C y +

:+ r(,,y), , va,y,, c y ::> r = 7. -

DEFINIÇÃO
uma estru

Sda (V. <, >, T) uma estrutura de cur«tura. Dizemos que (V. <, >, T) é
!, ou simplesmente um espaço de curvatura

seccionar constante, se para todos ai, aa C V! ai, a2 subespaços vetoriais bidimensionais
de V. temos

KT(a-) = /G(a,).
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PROPÔS/(MO ].3 : Seja (y.<,>,7') uma estrutura de curvatura. (y. <,>,7') é um
espaço de curvatura 8eccional constante igual a Ã'o, i.e, Va C y, dím cr = 2. então
.KT(a) = X'o, se e ,.m«te se

7'(,, y)z > ,- < ,, , > 3/)

Demonstração

Consideremos a aplicação

T : y x y ---, End(y)

(,, v) ---, 7(.,y) : v' --. y

; ---, /{o(< 3/, z > r. < =, z > 3/)

E fácil verificarmos que (y. <, >, 7) é um espaço de curvatura seccionar constante
igual a Ko. Por outro lado, se (y. <, >, 7') também é um espaço de curvatura s.ccional
constante igual a .Ko, segue da PROPOSIÇÃO 1.2 que T = 7. o

COROA,BRIO : Seja (y. <, >, T) uma estrutura de curvatura. (y. <, >,7') é um espaço
curvatura seccionar constante se e somente se dada uma base ortonormal {e., . . . , e.}

de y, qil = óijóH -- óijóli, onde 7;n =< T(ei,el)ej,ei >. ' ' "'

DEFIN.r(;AO : Sejam (y. <, >,T) e (V', Z;5,7) du..s estrutura de curvatura. Seja

/ : y ----l y um isomorfismo linear. Dizemos que / DreseFva a curvatura ?eccional se para
todo a C y, a subespaço vetorial bidimensional de y, temos

/G(a)

TEOREMA .1:Soam (y. <, >, T) e (7,Z;5,7) duas estruturas de cur«atura, sendo que
dim y = dim y = n à: 3. Suponhamos que (y. <, >,7') não seja um espaço de curvatura
seccional constante. Então todo isomor$smo / : y -----} y que preserva a curvatura
seccional é uma semelhança, i.e., existe À € &, À > 0, tal que

< /(a),/(3/) >= À < a,y >, Vz, y C y.

Para demonstrarmos o TEORES'IA l usaremos o seguinte LEMA

l,BALA :job as hipóteses do TEOREMA 1, y admite uma base ortonormal {ei, . . . , e.}
na qual .Kr(ei, ej), .Kr(ej, ek) e ](r(ei, ei) são dois a dois distintos, sempre que os índices
i,.j, k forem dois a dois distintos. E mais, o conjunto das bases ortonormais que satisfazem
a propriedade descrita acima é denso no conjunto de todas as bases ortonormais.

Demonstração do LEMA
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l .o caso : dim y = 3

Seja {ei,e2, e3} uma base ortonormal qualquer de y. Usaremos a seguinte notação

q., =< r('&, el)'j, 'i >

Com esta notação obtemos as seguintes relações a partir das igualdades i), ii) e iii)
da definição de censor de curvatura:

i04., - -4,*

ii')qki + qli + q'.i = 0

üi')4.. - qj.

Combinando iii') e i') obtemos

i«')4*,

Devemos observar que ii'), neste caso, não é nada mais que i') e {iá') pois como
{i,.j, k, /} C {1, 2, 3}, obrigatoriamente {,.j, k, l não são dois a dois distintos.

Utilizando as relê,ções i'), ái'), {ái') e {t;') obtemos que a dimensão do espaço vetorial

de todos os censores de curvatura em (y. <, >) é 6, ou equivalentemente, a aplicação tetra-
linpar

7 : y x y x y x y --.-+#

(,, 3r, n, «,) ---.< r(,, 3/)', .« >

âca completamente determinada quando, e somente quando conhecemos

(1.3) {q.,, ©:;, ©,;, R.;, q,,, 7 ;}

Seja { C {1,2,3} e % C y. % = {eill. Definimos então a seguinte forma bilinear
simétrica

.Bi : % x }Ç ----l R tal que

.Bi(a, y) = ,(,,e{, ei,y) =< T(,,ei)ei, y >,

Se {{,.j, k} = {1,2, 3}, então {ej, ei} é uma base de %, e nesta base a matriz de Bi
é
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2)
Logo, quando tomamos { = 1, 2, 3 obtemos todos os coeficientes de (1.3)

A partir do corolário da PROPOSIÇÃO 1.3 concluímos que se (y. <, >,T) é um
espaço de curvatura seccionar constante .l(o, então valem as igualdades:

o. 18i::8i::Ê::"'
Reciprocamente, como (1.3) determina 1, se vale (1.4) então (V. <,>,T) é um

espaço de curvatura seccional constante.

Definimos agora Qi
bilinear Bi, i.e.,

% ---.-+ g? como sendo a forma quadrático associada à forma

c?.(,) se 3 = aej + Pet,

(2i(g) = a2 7.Ji + 2crP 7$i + P2 Z3;.

Vamos nos ater a (2ils,, i.e., vamos considerar a restrição de Q{ a S' = {z C %/
3 = cosOej + sinOek, 0 C l0,2''l} (observemos q« se 3 C S', Qi(z) = Ã'r({ei,a}) ).
Suponhamos que QÍls, = .Ki. Então

(2.(ej) = T-Jj. C?.(ei)

X'i = Qi(=) = a2 T.JJi + 2aP Zl{ + P2 ZX. =
=(a'+ P').Ki+2aP7l$.

Logo, para todo a C S' C %, temos

Q.(.) .Ki = X'í + 2a/jXili + TiAji = 0

(l.õ) q. 4.
Suporemos agora que (?lls, :: /(i) (22ls,

Temos então
/{2 e Q3ls, = /{a simultaneamente

K: (e:) (.:) = -K, = Q,(e,)

Logo, existe /(o tal que Qi/S' = Q2/S' = (23/S' = .1(o. Daí concluímos, a partir

de (1.5) que vale (1.4), e portanto que (V. <,>,T) é um espaço de curvatura seccionar
constante.

Como por hipótese (y, <, >, T) não é um espaço de curvatura seccional constante,
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cluimos que existe t € tl,Z, 31 tal que qi/S' não é constante

Vamos agora encontrar a base que o LEMA afirma existir. Se {ef, ej, ei} satisfaz o
LEMA, nada temos a demonstrar. Suponhamos então que o LEMA não estqa satisfeito.
Podem ocorrer dois casos

,) .Kr('., 'j) = .Kr(ei, 'l) '# 7X. = T.'..

Como Qi/S' não é constante, Zili # 0.

(1.6) Qi(c's Oej -- si" Oei) = (cos 0)'Ti'jj + 2 si"Ocos OT.i.. + (sin 0)'2'3;i

Qi(cos OeJ + sin OeA) = ZBf + sin 207:Çi

Sejam

ê; = cos Oej + sin Oei

êi = -- sin Oej + cos Oe& = cos(r/2 + 0)ej + sin(r/2 + 0)

Se À'r(ej, ei) = /Tr(ef, 'i) = /{r(e., ej), e«tã.

Ã'r(q,ei) = .Kr(ej, e&) = 7yi, pois {ej, ei} e {q,et} geram o mesmo plano

X'r(ei,q) = Qi(ê;) = 73i + sin 20ZAJi

Xr(ei,êF) = Qi(êi) = ZB{ + sin(2(,/2 + 0))T.i.i = Ti'ji -- sin 20XAji

Logo, como Tiiji # 0, para 0 suficientemente pequeno, porém não nulo, a base
{eí,q,êi} satisfaz o LEMA.

Observação : Se /{r(ej, ei) # .Kr(e{, el), devemos tomar cuidado para es
ententemente pequeno de modo a preservar a desigualdade já existente

b) -Kr(e., ej) # /G(e., e*)

Neste caso Kr(ej, ek) é igual a Ã'r(ei, ej) ou a -KT(ei, el;). Suponhamos por exemplo
que À'r(ej, ei) = Ã'r(ei, ej) (o o«tro cmo é -álogo)

De (1.6) temos:

Qi("s Oej + ;i" Oei) = Zti + (cos 0)'(ZB{ -- Zh) + si«(20) + Tikj{ =

= T.'.i -- (si« 0)'(Zâí -- 7Bi) + si«(20)T.i.i

Seja {ei, ê;, Zi} como definida anteriomente

.Kr(q,©) , e.) = Zy.

con

colher 0 sufici
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Kr(ei,q) - 7Bi -- ('i« 0y(7Xi -- 7Bi) + ,i«(20)Zlif

Kr('i,Ei) - Zh + (c's(0 + ã/2))'(7h -- 7Bi) + sin(T + 20)T.i.i

« 0)'(r,t. - 7''.'..) + si«(20)q.

S. a(0) 0)'(%{. q.) sin(20)7;Çi temos

X'r (ê;, 6)

À',(e., ê;) = 7B. - a(0)

Ã'r(e., q) = ZI. + a(0)

Podemos escolher 0 suficientemente pequeno de modo a obter 0 < lal < 17'Ji --
Z:LI/2. Neste caso {ei,E;,êi} será uma base que satisfaz o LEMA.

Devemos observar que tanto no caso a) como no caso b) o ângulo 0 pode ser
escolhido arbitrariamente pequeno, garantindo assim a condição de densidade exigida no
enunciado do LEMA. '

o caso : dim y = n > 3

A cada base orotnormal de y b = {ei, . . . , e.} associamos o inteiro r(b) = número
de ternos {ef,eJ,ei}, l $ {,j,t $ n tal que Ã'r(ei,ej),.Kr(ei,ei) e TK(eJ,ei) são dois
a dois distintos. Por continuidade, dada uma base ortonormal b de y qualquer, existe
uma vizinhança aberta Uó de Id € O(n) tal que para todo g € U&, sempre que .KT(ei, eJ)
e .KTÇ',,'.): l $ {,j,p,q $ n forem dista«tu, e«tã. .Kr(g(ef),g(e.Í)) e Kr(g(e,),g(..))também serão.

Seja agora ó = {wi, . . . , e.} uma base ortonormal fixada tal que r(b) é o máximo. Se
b satisfaz a condiçào exigida pelo LEMA, nada temos a demonstrar. Caso contrário, a me-

nos de uma reordenação da base b, podemos supor que .KT(el, e2), .KT(el, e3) e .Kr(e2, e3)
não são duas a duas distintas. Sqa W' o subespaço vetorial gerado por {ei, e2, e3}. Admi-
tamos por hora (lue existe g C UÕ tal que (g(H''), <, >, T) é um espaço de curvatura s.c-

cional não constante. Então pelo l.o caso desta demonstração, existe à : g(W) ---, g(W)
ortogonal arbitrariamente próxima de Id,(W) tal que a base {h(g(ei)), h(g(e2)), À(g(e3))}
satisfazacondíçàoexigidapeloLEMAnoespaçog(W). ' ' ''' '' --- -'''

Considere agora a base

b'(g(.-)), À(g(e,)), ã(g(ea)), g(..), ,g(..) }

Seja .H : y }..--.-.} y um isomorfismo linear definido por

"üo -l;lgü,
l <i<3
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E claro que # C O(n), e como podemos tomar A arbitrariamente próxima de
Idp(w), e podemos supor que # C Ub. Temos então Z,' = X(ó) e r(r) > r(b) já que
X'r(A(g(ei)), À(g(e2))), .Kr(h(g(ei)), à(g(e3))) e .Kr(h(g(ez)), A(g(ea))) ;ão dum a dum
di stintas .

f

Para concluirmos a demonstração deste LEMA mostraremos que se W C y é um
espaço vetoria] e dim y = É, 3 $ k < n, então em qualquer vizinhmça de. ]d € O(n)
existe g ta] que (g(W),<,>,T) é um espaço de curvatura não constante. É claro que
consideraremos apenas o caso em que (WI, <, >,T) é um espaço de curvatura seccional
constante .Ko.

Mostraremos o fato mencionado acima negando-o e obtendo como conclusão desta
negação que (y. <, >, T) é um espaço de curvatura constante.

Suponhamos então que exista um subespaço W C y, dim W = t, 3 $ k < n e

U C O(n) uma vizinhança aberta de Id C O(n) tal (lue para todo g C U, (g(W), <, >, T)
é um espaço de curvatura constante.

Seja {ei,...,e.} uma base ortonormal de y tal que {ei,...et} é uma base de
H''. Seja W' o subespaço vetorial de y gerado por {ei, . . . ,el, ek+i}. Nlostraremos que
(W', <, >, T) é um espaço de curvatura constante /{..

Seja o um subespaço bidimensional qualquer de W'.
dim (a n w) = 2. No segundo caso a C }y logo /rr(a) =
dim (a n H/) = 1.

Então dim (a n w') = 1 ou
/(o. Suponhamos então que

Tomemos então üi como sendo um gerador de a n W, lluill = 1. Sqa u2 C W tal
que llt;2ll :: 1, < ü2, ek+i >= 0, < ü2, üi >= 0 e sqa n o subespaço vetorial de W" gerado
por {ü2, eí+i}. Em r definimos a seguinte forma quadrático:

« ---,< r(«, «:)«-, « >

9



Se ll«ll 1, Q(«) = .Kr(«, «-)

Podemos completar o conjunto {ui,u2} para obter uma base ortonormal de W

é uma base ortonomiÁ de W'. +i,. .. ,e.} éumabase ortonormal de y,eÍui, ...,üi,ek+i}

Seja 0 C 10, 2al. Definimos o seguinte isomorfismo linear

Z,p : y ----} y tal que

Z8(ui) - { "s 0"2 + sin 0't+l
se { = 2

se í # 2

Z,0(ef) -le sin0o2 +cosOei+i
se i = k + l

se k + 2 $ í $ n

Devemos observar que .Lo é uma rotação de ângulo 0 no plano a e é a identida-
des nos elementos da base {ui,..'!ui,ek+l,...,e.} que não estão em tal plano. Logo
Le c O(n) e .Lo c U c O(n) quando 0 é suficientemente pequeno, portanto, neste ;;:l;l
(Zo(W), <, >, 7') é um espaç' de "r"atura constante. P.demos dizer mais: (.Le(W), <,>
, 7') é um espaço de curvatura constante igual a .K. pois Lo(W') = }y' logo .L.(}y) C W'.

dim W"= k+l'l
dim W = k l

dimZe(W) = k >:+ dim(wn.[P(w)) ? 2
wcw' l

Eo(W) c w'' J

logo existe um plano '} c w n .Le(H'). Como (WI,<,>,T) é um espaço de curvatura
co«st'"te .Ko,' a C WI .Kr(a) - .Ko. Por "tro lado, a C .ip(W), daí (Ze(W), <, >,T)
é um espaço de curvatura ](o.

Do que foi dito acima podemos concluir que existe c > 0 tal que se 0 $ 0 < c,
C?(cos0o2+sinOeto)=.Kopois ' ' ' ' ' '''' H' - ''

C?(c's0o,+ sin'i+-) =< 7'(coso«,+ sinOet+-,u:)«-,coseu, + sino't+ >

=< 7'(.[o(«,), Zo(«-))).[e(«-), Z8(ü,) >= -Kr(Z,p({«:, «,}))

Logo, como Q é uma forma quadrático e como Q/s, é constante em um aberto de

S', concluímos que Q/s, = .Ko. Em particular, como existe 0 C 10, 2rl tal que {o., cos 0u2+
sin OeA+[} seja uma base de a, concluímos que X'r(a) = ]G..

Acabamos de demonstrar que (W', <, >,T) é um espaço de curvatura seccionar
constante. Mostremos agora que para qualquer g € ü, (g(W'),<, >, T) é um espaço de
curvatura seccional constante.

Por hipótese (g(W), <, >, 7') é um espaço de curvatura seccional constante, e ob
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servemos que pelo fato de U C O(n) ser um aberto, existe UP, vizinhança aberta de
IdC O('}) tal que (UB) . g C U. Logo, para toda A € UP, (À(g(W)), <,>,T) é um espaço
de curvatura seccional constante.

Portanto temos a seguinte situação

g(W') é um subespaço vetorial de y, dim (g(W')) = k + l

g(W) é um subespaço vetorial de y, dim (g(W)) = k

(g(W), <, >,T) é um espaço de curvatura seccional constante e existe UP vizinhança de
Id C O(n) tal que para toda à C Ug, (h(g(W)),<, >,T) é um espaço de curvatura seccí-
onal constante. Nestas condições, repetindo o raciocínio anterior, podemos concluir que
(g(W), <, >,T) é um esp® de cur«tura seccio«al constante.

Logo, a existência de um subespaço vetorial W de dimensão k para o qual existe
uma vizinhança de C/ de Id € O(n) tal (lue se g C t/, então (g(W), <, >, T) é um espaço de
curvatura constante implica na existência de um subespaço vetorial W' de dimensão k + l
tal que se g C t/, ente (g(W'), <,>,T) é um espaço de curvatura seccional constante.
Como dim y = n < oo, por indução acabaremos concluindo que (y. <, >, T) é um espaço
de curvatura seccional constante.

A demonstração do 2.o caso do LEMA continua a nos garantir que dada uma base
{ei,..., e.} de y, em qual(quer vizinhança de Id C O(n) existe g tal que {g(ei),...,g(e.)}
satisfaz o LEMA. D

Observação : O resultado deste LEMA não pode, em geral, ser melhorado, i.e., é possível
construir estruturas de curvatura (V, <,>,T), dim y 2 4, de curvatura seccional não
constante em que para qualquer base ortonormal {ei, . . . ,e.} de y e qualquer conjunto
d'.índi"s {{,.j, k, /} c {l, . . . , n}, .Kr(e{, ej), .Kr('i, ei), .Kr(e{, el), Xr(ej, 'i), .Kr(ej, ei)r,r/ \«#l q q.. ' ''
e .Kr(eh, ez) não são duas a duas distintas.

Demonstração do TEOREMA l

Seja {ei, . . . , e.} uma base ortonormal de y que satisfaz a condição do LEMA e
/(ei) = Ei. LogoÍEi,...,E.} é uma base de 7

Sela aij =< E;lEj >, l Si,.j $ n

Como ./ preserva a curvatura seccionar temos

.Kr(ei, ej) = .KF(Ei,q) :» =

< r(êi,Ej)êj,Ei > .
< Ei,êi >< Ej,êJ > -- < Ei,Ej >z '

11



(1.7) rJ'ij (aÍfajj

Sejam a, y C &, não ambos nulos, e ralam i,.j, k C {l, . . . , n} dois a dois distintos

.K,(.'.+«..,.0 -

X'F((,E. + yEJ,E.) =

Como ./' preserva a curvatura seccional temos:

a 2 7i h + 2a3/ 7Tik + y2 2'u .

a' -+ ya '

1l?lLt 2,« R.. + «' p{..
(a'aü + 2z3faÜ + 3/:ajJ)akt -- (zàü -F 3 ( ji)2

Fazendo a multiplicação em cruz obtemos uma identidade entre polinâmios
parando os coeficientes de tal identidade obtemos:

Com

coeficientes de a33/

(1.8) 7Í.* ('««« - «â.) + ã.*(a.j«« - «:.'j.)

coeficientes de ay3

(1.9) 7lfk = 7Ei(ajlakk -- aji) + 7Bi(aij«kk -- aitaji)

coeficienes de z23f2

(] .lo) 7Lk + 7Íit = {i(ajlakt -- ali) + 7lji(aíiakk -- aâ:) + 4 qj&(ai.lata dita.jt )

Escrevamos

p «« - «3;) ('jjakk -- a3i)

Q ' aijaJ;J; -- aikaji

« - n;* - 7 *

Subtraindo(1.9) de(1.8) obtemos

!2



0 = 2E.(';«'« - «â,) + Tb.(''Ja« - a:.ali) - d..(ajJ'« - a}.) - 7B.(a.j«« - a..«j.)

=u.P +u.Q

(i.li) «p + «Q - o

Por outro lado, substituindo (1.7) em (l.lO) obtemos

Z;.t + 7ÍÍ. = 4it("«'« - «â) + Zbi(..íi«« - ajl) = TLi(ajj«k. -- a}.)+

+7bi(aüakJ; -- aâ) + 4 TI.i(aijakk -- .ík'jt) :+

(1.12) tzP -- 4oC? = 0

sistema dado p b (l.l el'e (1 12} satisfaz a condição do LEMA, temos que u # 0, logo o

Í«p+«Q =o
1. uP -- 4uQ = 0

admite uma única solução, a saber P = (2 = 0.

Soam

aij < êi,Ej >

a=a; llzill llzíll

, - -g$. - '&Se
a;;aii llqll llzill

. aik <êi,Ei>z= =

aias' llz.ll llztll

Q = 0 :+ a -- Z/.z = 0 pois

Hdk - aÚ©.«
Por permutação dos índices í,.j, k obtemos,

y -- az = 0 e

Logo, temos o sistema

a
a y.z

V

z -- ay = 0

(1.13)

Z

g -- r3/ = 0

z -- a3f = 0



nilTI E U ?N ilE &ãli1lÉ;i
z = 0. Portanto {êi,Ej,Ei} é um conjunto ortogonal de vetores.

P = 0 :+ (af.«« (aii)') -- (ajlakk (alt)') = 0

Permutando os índices {,j, k obtemos o seguinte sistema:

(««« -- (aü)') -- («jJ««
(«jja- -- (aj.y) -- (a«.«
(a««jj -- («*j)') - (a««jj

(1.]4)
(«J.)') = 0

(.*.)' )
(«.j)') = o

Somando as duas primeira igualdades de (1.14) obtemos

('-"« -(''*)') -('jJ«« -('j.)') +(ajj'« -(aj;)') -(a«ai. -(«..)') = 0
Como afJ; = al;i temos

a.jj(«- - a«) - («J.)' + («j.)' = 0

êj.Ej ># 0, concluímos que aü = aii. eJ' ek} é um conjunto ortogonal, e como alj =<

Analogamente, aii = aj.Í

Portanto {Ei,EJ,Ei} é um conjunto ortogonal de vetores que têm o mesmo com-
primento. Como este fato é verdadeiro para todo conjunto de três índices distintos. con-
cluímos que a base {êi, . . . ,E.} é ortogonal e seus elementos têm o mesmo comprimento,
o que acaba por demonstrar o TEOREMA. D ' '

DEFIN.rÇAO : Sda (M,g) «ma
(M, g) é um campo sensorial em
que

variedade Riemanniana. Um em
.Ad' de tipo (1, 3), i.e., l-covariante 3 conravariante,tal

i) r(z,y) = -7'(y,z), v,,3/ cx(M)

ii) T(a,y)z + T(y,z)z+ 7'(z,z)y = 0, Vac,y,z CX(À/)(l.a identidade de Bianchi)

iii) g(r(,,y),, '«)(T(,,.«),,3/), V,,y,,,w cx(M)

DEFIN.rÇAO : Dizemos que o terão (M, g, T) é uma eúlutl11a,..de.ç!!rlBllula quando (M, g)
é uma variedade Riemanniana e T é um tensor de curvatura como a de6ni(Ía em (.M,g).

Devemos observar que se (À4,g, T) é uma estrutura de curvatura como definida
acima, então para, todo p c .A/, (TP.A/, gP, ZP) é uma estrutura de curvatura como a definida
anteriormente.
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Seja p C ]b/ e a C ZPÀ/ um subespaço vetorial bidimensional. Definimos a cur-

vatura seccionar de a em (]W,g,T) e donotamo-la por .KT(a) como lendo a curvatur,
sec'i"al de a em (ZPM,g,, TP), i.e.,

Ã'r(a) = Ã'r (a)

Seja G2(M) a Grasmanniana dos 2-planos de M. Temos então

Ãr : G,(.M)

' --'» Ã'T«,,(a),
onde n : G2(M) ----, M é a projeção canónica.

Observação : Se M é uma variedade de classe a', então G2(.A/) é uma variedade classe
O''' e Xr : G2(JI/) ----, & é uma função de classe O,-i. ' ' '

Exemplos

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e V a sua conexão de Leva-Civita
em (M,g) os seguintes tensores de curvar«ra:

Temos

a) censor de curvatura trivial

.r(,, y), = {g(3/, ,), - g(z, ,)y}

b) Tensor de curvatura de Riemann

R(',y), - V,V,,- Vt,,,],

Lembrando que

Ri. (,,y) r.ço {, ---- R(,,,)3/}

g( Ri%a,y) = Ric (a,y)

Sc = traço Rico

definimos

c) censor de curvatura de Rica

Ric (a, y)z = {Ric(a,z)y -- Ríc(y, z)a + g(z, z)Ricos/ -- g(y, z)Ricoa}

d) censor de curvatura conforme
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(aqui supomos que dim À/ Z 3)

c'(,, d, x(,, d, - ;-+-ixi'(,, ü' - Õí:lli;':.g.r(,, o,

Mais geralmentel um tensos de curvatura T em (À/,g) dá origem ao seu próprio
censor de curvatura conforme C;r.

OtPiX.roXO : Sd. (M,g, T) «m.
ÉNenlRlwMltM ;obstanteg

cional constante se existe k C # tal que
subespaço vetoria] bidimensional de TRAÍ

estrutura de curvatura. Dizemos que (.A/,g, T) é uma
ou simplesmente um espaço de curvatura sec-
para todo p € M e para todo a C TPM, ci-
temos9

/Tr(a)= k

Quando não houver perigo de confusão em relação a qual estrutura estamos nos
referindo, diremos apenas que M é um espaço de curvatura seccional constante.

DEFINIÇÃO : Seja (]W,g, T) uma estrutura de curvatura. Dizemos que um ponto p C M
é Z.:jsotrópico se .Krl7r-i(p) é constante e que é T-não isotrópico caso contrário.

Observação : O conjunto dos pontos T- não isotrópicos é um aberto de À/

E imediata a partir da PROPOSIÇÃO 1.3 o seguinte fato

PROPOR.rÇAO ].4 . Seja (M,g, T) uma estrutura de curvatura. Então todos os pontos
de .A/ são T- isotrópicos se e somente se existe / : M -----} # tal que

Tp(=,3/)' = /(P)(g,(3/, ,)= - g,(3, ,)y), VP € M,V,,y, , C %(M)

OEF/N.rÇAO : Soam (M, g, T) e (©, g, 7) dum estrutura de curv.lura. Sda .f : M ---., M'
um difeomorfismo. Dizemos que .f se para todo p C .A4 e
para todo a C TP.A/, a um subespaço ve , temos

Ã'r(a) = Ã'F(/.(a))

OtPiXIGXO : Sejam (M,g) e (M,g) dum variedades Riemannianm.
difeomorfismo é conforme se existe .X : .A4 ---.} R; tal que

Dizemos que um

/'(g) = Àg

TEOREMA -l.@is) : Soam (M,g,T) e (IÃ/,g,7) duas estruturas de curvatura, sendo
dim M = dim .A/ = n ã 3. Seja / : M -----} M um diíêomorfismo que preserva a curvatura
seccional. Então / é conforme no fecho do conjunto dos pontos 7'- não isotrópicos de M
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Demonstração

Seja .N = {= € .1W/z é 7' - não isotrópico }. E claro & partir do TEOREMA l que
.f é conforme em .N, i.e., existe À : .N ----+ # tal que

(1.15) J''i= \g

Devemos observar pela própria relação (1.15) deduzimos que À é diferenciável

Se .N = M, nada temos a fazer. Suponhamos então que .N ç ]W. Para encerrarmos

a demonstração basta que nós estendemos a função À continuamente para (fecho .N), de
modo a valer (1.15).

Sejam p C (fecho .M) -- .N, y uma vizinhança aberta de p suficientemente pequena
e X um campo de velares em y que não se anula. Temos então que para todo # € .N ny

*(,) - eHs#;
logo definimos À(p) = /'g(Xp , X.)

g(X, , Xp )

E claro que desta forma, para cada p € (fecho.N) -- .N, À é contínua em p e velo a
relação (1.15). Observemos também que a escolha do campo X não é essencial uma vez

que a extensão de uma função contínua definida em .N para (fecho .N) quando existe é
unlca. o

Acabaremos este parágrafo eiíunciando e demonstrando alguns resultados que nos
serão úteis posteriormente.

PROPOSIÇÃO .Z.5 : Sejam (y. <, >,7') e (V.Z;S,7) duas estruturas de curvatura. S«
ponha que

a) e;5 = À <, >, À c #,À > o

b) X'r = ]Ç+

Então T = ÀT

Demonstração

Seja {z,3/} L.l

b)+ <Tra,3f)U,Z> :» a)' <aç,a><y,y)'--<a,y>2 <zl=><m>--<3sy>2'
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< T(z.v)u.z > . ! <7Í?:v)v,= >
< , ><y,3/>--<z,y>a À<a,z><y,y>--<a,y>ã'

::> À < r(,, v)3/, , >=< 7(,, i/)v, , >

Observando que se {a, y} L.D., então a igualdade acima continuaria valendo. con.
cluÍmos

(1.16) À < T(z,y)y,z >=< 7(a,3/)y,z >, Vz,y C }''

Logo, dados r, y, z C y vale

À<7'(a,y+z)y+z, >=<7(a,y+z)y+z,= >:+

À < r(a, 3/ + ,)a,3/+ z >=< 7(z,y + ;)B,y + z >

Desenvolvendo a última igualdade obtemos

À < r(z,y)z, z >=< 7(z,3/)z,z), Va,y,z c v'(1 .] 7)

0u

(1.18) Àr(z,3r), = 7(,,v),, v,,y € y

Logo, dados #,3/, z C y vale

Àr(' + ;, 3/)(« + ,) y)(. + ,)

Desenvolvendo a igualdade acima obtemos:

(1.19) 7(z,3/);-7(y,,),,3/),-7'(3/,;),}, V,,y,,C}''

Permutando a, 3/, z em (1.19) obtemos:

(1 20) 7(y, ;)r - 7(,,,)v = Àlr(y,,), - T(.,,)3/}

(1.21) 7(,, 3)y - 7(,,V), Àl7'(,, ,)y - T(,, y),}

Temos ainda da l.a identidade de Bianchi

(1.22) r(,, ,)y -T(,, y). - T(y, ,),
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(1.23) 7(z, z)y = --7(3, y)z - 7(y, z).

Substituindo (1.22) e (1.23) em (1.21) somando (1.19) obtemos o resultado dese-
jado. o

COROLÁR.rO : Sejam (M,g, T) e (M',Í, 7) dua' estrutura de curvatura. Seja / : M ---., M
um diíeomorfismo conforme com /'g = Àg e suponhamos que ./' preserva a curvatura sec-
cional. Então /'7 = À7'

Demonstração

Basta notar que (TPJb4, g,, TP) e (ZpM, /'(Í/(,)), /'(7.r(,))) são estruturas de curva-
tura que satisfazem as hipóteses da PROPOSIÇÃO 1.5. o

7'EOREMA (Schur) : Soam (M,g,T) uma estrutura de curvatura. dim M > 3. e V a
conexão de Leva-Civita de M,g). Suponha que:

a)(V,T)(3/,z)+(V,T)(',a) +(V,7')(z,3/) = 0, Vz,y,z eX(2.a íde«tidade de Biand-i)

b) todo ponto de .A/ é T-isotrópico.

Então (.A4',g, T) é um espaço

Demonstração:

A condição b) e a PROPOSIÇÃO 1.4 nos garantem a existência de uma função
/ : M ----} # tal que

(1.24) r(',3/), =/ '(g(y, .)a - g(,,,)3/)(,,y),

Para .« CX (M),

(V«T)(z,3/)'. /(a,y)' +/ .(V«.r)(z,y),

ver que (Vw/) :: 0.de r e o fato de que V é a conexão de Leva - Civita de (.A/,g),

(V«7')(,,3/), = V«/ . .r(,,3/),, V«,, ,,y,, eX(.M), i.e.,

(i.25)(v«r)(«, 3/), =(.«/) . {g(y, ,), - g(,, ,)y}

de curvatura seccionar constante

Considerando permutações de to, a, y obtemos

(1.26)(v,r)(.«, ,), =(y/). {g(,, ,)«, - g(w, ,),}

(1.27) (V,T)(y, .«), =(z/). {g(w, ;)y - g(y, ,)w}
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Somando (1.25), (1.26) e (1.27), de a) obtemos

(1.28) 0 =("/){g(y, ,). - g(,,,)3/} +(y/){g(,,y)«, - g(.«, ;),}+

+(,/){g(.«, ,)y - g(y, ,).«}

Seja agora p € M. Em uma vizinhança de p podemos escolher campos da seguinte
a: a arbhrário, {z,y z} ortogonais, g(z, z) = 1 e w = z. ]sto é sempre possível pois

dimM2:3.Daí,de(1.28)obtemos ' ' ' '' "'

(1.29) ('/)y = (y/). = o

Como {z,.y} L.l. em cada ponto de uma vizinhança de p, temos (z/)(p) = (y/)(P)
Como p é arbitrário concluímos que / é constante, provando assim o TEOREMA o

0

Devemos lembrar que em uma variedade Riemanniana (.A/,g) o tensor de curva-
tura Riemann satisfaz a 2.a identidade de Bianchi. Mostraremos no parágrafo 6 que
um resultado mais forte que o TEOR.EMA DE SCHUR vale para o censor de curv fura
conforme.
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2. CONsiDEnAÇÕEjsosoBnK V1IANSFORMAÇÕES

Sejam (M,g, .R) e (M',g, .R) du" está«turm de c«r«t«ra onde (M,g) e(M,ã') são
variedades Riemannianas, dim.A/ = dim IÃi: = n, e R e B os seus respectivos tensores

de curvatura de Riemann. Sejam V e V as conexões de Leva-Civíta de (JI/,g) e (IÃ7,g),
respectivamente.

Tomemos / : .A4 ---+ 1Ã7 um difeomorfismo conforme. Então existe À : M ---.-+ W
tal que /'(g) = Àg. Como À(a) > 0 para todo z € .A4, existe p : .A/ ----- # tal que À - e2p.

No que segue, para facilitar a notação, identificaremos M e M pelos difeomorfismo

/ Notemos que /'V é a conexão de Leva-Civita da variedade Riemanniana (M,/'g)
portanto /'.R e o seu censor de curvatura de Riemann. Continuaremos a denotar' por

uso de notação, /'g e /'.R por g e.R. Neste caso g = e2Pg. Mais geralmente sempre
que @ denotar um objeto em (.M,g), Õ denotará o objeto correspondente em (JI/,g),

Seja ai , . . . , a. um referencial móvel g-ortonormal em um aberto U C .A/ e tol,
as formas duais deste referencial. Temos então as equações de estrutura:

(2.1)d'«. A«,j, .«} - -"?
J

(2 2)'Z'«} - - E wi; A .«J + Q}
k

onde

.«} ri,w. com ri:j v,.(,j),..)

Q} - { E.R}..w. " «,, «m .8.. - g(R(,., '.)'j, '.)

- E .@*..". " .«,
k</

Observação : Dadas as formas wi, . . . , to., as formas t4, l $ í,j $ n ficam determinadas
por (2.1), i.e., existem e são únicas as formas wj que satisfazem (2.1) (ver l41).

Consideremos agora os campos li - e'pa{, l $ { $ n. =i, . . . ,E. é um referencial
móvel g-ortonormal em t/. Sq.am Ui, . . . ,iD. as formas duais deste referencial móvel.
Temos também as formas iq e ÍB, que satisfazem as equações de estrutura. Nosso objetivo

agora é expressar ai,a; e Q; em função de wi,w} e Q}

E imediato que
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(2.3) ini = e'wi, l $i$ n.

X vl U(bllUv

do. ''''«.)('''Epj.«j)Aw.+e'A(-E«,}A.«j)

= -w. A >1:Pj© - )ll: .«} A a' =

- E(pj«,. + .«l) A ©

-- }l.(Pjtoi -- Pitoj + to}) A aj, já que toj A iq =0

m. E(pj.«. - p.«,j + .«}) Aq
Notemos que

(Pjw. - P..«j + «4) P..«j - Pjw. + «?)

Logo, pela observação feita acima concluí

J J

j

J

mos

(2.4) © - Pjw. - P.wj + w}

De acordo com as equações de estrutura temos:

q - a© + Ed A ®}

= Q} +(dPj - }:Piw})Aw{ -(dPi+ l:P wi;)Awj+

- EP.Pjw. A .«. + E P P.w. A .«j - E(P.)'«,. A .«j -

dpj - Ep.«,f - E p*pj.«.) /\ «,.-

--(dpi+ >1: pktol -- >ll: piptt«i) A wj -- }l:(pi)'t«i A toj =

- Q} + (EPj w - EP.Pj.«.) A .«.-
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-(EP.*w. - E P.P.w.) A «,J - E(P.)'w. A .«j
k k k

onde PJt,
igualdade

l É .j,t são os coeficientes do hessiano da função p que satisfazem a

EPj w - dPj - EP..«f
k k

(ver o apêndice)

Logo, temos

(2.5) q = } - }1:(Pj. - P.Pj)w{ A .«.
k

- P.P.)w* A wj - E(P.yw. A .«j
k

Seja u = e'p, então

--e''pi, onde ui = zi(u)

--e''(PÍj -- pipa), onde (uij) é o hessiano d

Então (2.5) vai assumir a seguinte forma:

(2.õ) «'(q - n})

e u

"j.."; A w. + « >: «.*'"* .'\ .«j - E(«*yw. AU

k k k
w.j
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3.0TEOREMA

Daqui para frente, dada uma variedade Riemanniana (]W, g), um ponto R- isotrópico
e um ponto .R- não-isotrópico, i.e., isotrópico ou não com respeito ao censor de curvatura
de Riemann de (À4,g) serão denominados simplesmente ponto isotrópico e ponto não
isotrópico, respectivamente.

7'EOREMA (KULKARNI) : Sejam (.A/,g, .R) e (M',Í,IR) duas estrutura de curvatura,
R e .R sendo os tensores de curvatura de Riemann de (JW,g) e (M,Í), respectivamente, e
suponhamos que dim .A/ = dim M = n 2: 4. Seja / : M ----} .M um difeomorfismo que
preserva a curvatura seccional. Então / é uma isometria no fecho do conjunto dos pontos
não isotrópicos de M.

Demonstração

Identificaremos M e IÃI pelo difeomorfismo / e utilizaremos a notação do parágrafo
2

Seja .N o conjunto dos pontos não isotrópicos de M. Concluímos do TEOREMA
l (bl?) que / é conforme em (fecho .N), i.e., existe À :(fecho .N) ---, # tal que g - e''g
em (fecho .M), À = e2'. Para demonstrar o TEOREMA basta mostrar que À = 1 em
(fecho .M) ou, equivalentemente, mostrar que tz = 1 em (fecho .N), onde u = c'P. Por

continuidade é suficiente mostrar que u = 1 em .N

Seja p C .N e ü C .N, t/ aberto com p € U (lembremo-mos que .N é aberto) e
, a. um referencial móvel g - ortogonal em U=l9

Concluímos do COROLÁRIO da PROPOSIÇÃO 1.5 que

R

Se d'fi«i-mos, como d' c'st«me, Jq., = g(R(zi, al)3j, zi) e IRi;l = g(R(Zi, ZI)Ej, Ei)
então, da igualdade acima temos:

li%., = g(R(Zt, =1)Ej,Ei) - e''g(e''R(e''"i, e''31)e''3j, e''Zi) = .R;j;l

Daí

n} - : E.':}..". " ",' k,l ;EX.,?«3-

- :.-'' EX*.". " :'. - «' . q
h,l

(3.1)
«'q - n}
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Observação : Vimos acima que se um difeomorfismo conforme preserva a curvatura sec-
cionar, então vale a igualdade (3.1). A recíproca deste fato também é verdadeira, i.e., se
um difeomorfismo conforme é tal que em um aberto vale (3.1), então este difmmorfismo
preserva a curvatura seccionar em tal aberto pois

o.o + ; E .':l.,«. " «. - .-'á EX..:'. " ''.

: EX..". " «, ::, "}., - x., +
+ g(R(ai, 31),j, ,i) = g(R(ai, zl),j, zi):+

.R = e''.R :» /G(a, 3/) = -

<:g(S::!K!!X)X:4 x(,,z/)l/,,) ,, , .(,,d

/{n = .KR, concluindo desta forma o raciocínio

Substituindo(3.1) em(2.6) obtemos

(3.2) (1 - «')Q} - « E «j*w. A w. + « >: «..'". A «,j - (}l: «Í)«,. A .«j
k A

Observação : Como a partir de (2.6) e (3.2) é possível recuperar (3.1), tendo em vista
a observação.anterior concluímos que se um difmmorfismo conforme é tal que vale (3.2j,
então este difeomorfismo preserva a curvatura seccional.

Diferenciando (3.2) obtemos:

(3-3) -2E:uu w A =-(1-u')AdQj+

E "«"j*",. A w. A .«. + « A Ela("j') A w' A '"' + «j.'.«. " '". - "j. .'- .«; A dw*l

+ >: .'."ii",. '"' '"i A .«j + u .A >ll:ld(u.k) A «'l A .«Í + «itd"i ''\ ."J - uii«,k A a«,JI

- }ll: 2«.a«. A '". /\ .«j - (}: «í)(a.«. A «,J - ",. A d«,j)
k

Podemos criar um referencial móvel g-ortogonal que em p satisfaça w} = 0, 1 $
í,.j $ n (basta tomarmos o transporte paralelo de uma base ortonormal de TP(À/) ao
longo das geodésicas). Então em p teremos: '~ '
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iJ awi = U pois dtoi = -- 2. q A wJ

ii) dQj = 0 pois dQJ = }ll:ni; /\ w! -- >1:wl, A Q$ (1.a identidade de Bianchi)

(ver apêndice, (A.2))

v) }ll:oÜtt«t = duÜ (ver apêndice, (A.3))

Podemos supor que o referencial móvel zi, . . . , =. original satisfaz a condição acima,
e., tu} = 0, 1 $ {,.j $ n. Então (3.3), apenas no ponto p, se reduzirá a:

t'ku'k A Q} =

>l, UmUjkWm A Wi A Wk + U A >ll: Ujt.tO. A W{ /\ Wi+
m,k m,t

+ }, u.uíkw. /\ wk /\ toj -+ u A )ll: uik.to. /\ wk /\ wj -- 2 }: ukuk«to. A wi/\ toj
m.k m,i m,k

Substituindo (A.4) em (3.4) obtemos no ponto p a igualdad

j

l
k

l

e

üj) )ll: pj wk = dpj
k

3.4) -2)ll:u
k

uiwk /\ Q
J

>l, UmUjhtO« A wi A toi+ U A >ll: tz.Qy A wf + }: u.uikto. A wi A wj-
m,k m m.k

--u A }: u«Q:" A wj -- 2 }: uiui«w. A toi A wJ
m m,i

Multiplicando (3.5) por (l -- ua) e utilizando a igualdade (3.2) obtemos

(3.6) (1 -- U')lE: UmUjk'"m A t"{ A '',k + >ll: U..'iJ;",. A t"k A W,--
m,k m,A

--2 >.f tZkUkmWm A W{ /\ Wil = --U2lE' UhUimWk A W{ /\ Wm+
m,h m,h

+ }. ul;ui.toi A to« A toj -- 2 )i: u«u«itoi A wi A wll
l,m m,h

Simplificando (3.6) obtemos
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(3.7) )l. UmUjitO« A wi A toi + )ll: u.uü;to. A wi A toJ
m,i m.i

--2 }l: uiuk,,.w. /\ wi /\ wJ = 0
m,k

Sejam m,i,.j três inteiros dois a dois distindos, l $ m,{,.j $ n. Considerando o
coeficiente de w« A toi A wj em (3.7) temos:

UmUjj -- UJUj« + U«UÜ -- UiUi« -- 2 >:UhUk. = 0
k

para {).j, m dois a dois distintos, temos em p

(3.8) --UfUim -- UJUjm + UmUJJ + UmUii -- 2 }: UhUk. = 0

O ponto central desta demonstração é o seguinte resultado

k

.LEM.A : Sejam (.N,g, .R) e (N,g,IR) duas estruturas de curvatura onde (.N,g) e (N,Í) são
variedades Riemannianas, dim .N = dim IN: 2: 4, e .R e B os seus respectivos censores de

curvatura Riemanniana. Sqa / : .N ---+ l/V um difeomorfismo conforme que preserva a

curvatura sec(iona], valendo a igualdade ./'i = e2Pg, p : ./V ---.} #. Se u = e-p, u(p) # l
e (grad u), # 0, então p é um ponto isotrópico.

Demonstração

Podemos tomar um referencial móvel zi, . . . , z. g-ortonormal em um aberto t/ de
.N que contém p tal que neste ponto valha a igualdade (3.8) e mais:

,-(P) =
(grau«),

ll(grau«),ll

Logo,

(3.9) (,.«)(P) uf(p) = 0 para 1 < { $ n

Se em (3.8) considerarmos m = 1, e nos lembrarmos que m,{,.j são dois a dois
distintos teremos, a partir de (3.5), a igualdade:

(3.10) «jj(P) + u-(P) = 2«--(P)

Como dim .N 2: 4, podemos tomar ], i,.j, k dois a dois distintos: De (3.10) obtemos
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:l;ll iill::iiÍl} ««M:««w::,

+' ujj(P) = utt(P), VI < .j, k $ n.

Por outro lado temos

«jj(P) + ««(P) = 2«--(P) :» 2«--(P) = 2«j.j(P)

(3.11) uii(P) = ujj(P), VI $ i,.j $n

Mostraremos agora que p é um ponto isotrópico. Por um lado

Q} - { ERi*.w* " .«',

por outro lado, a equação (3.2) nos fornece a igualdade

(1 - "')Q} - « E «j..". A .«* + « E ".*w* A wJ - (}:(«.)')«,. A wjt k ''Í

Logo temos

(3.12) P E4 '-. A .«. - «E"j.w. A '',.+

+" )l: uü'"k A wj -- (>1: uí)«,f A .«j

A igualdade (3.12) nos permite calcular /qi;, para todo l $ {,.j, k, / $ n.

1.o) É claro que se { = .j = A = Z, então .q.,(p) = 0

2.o) É claro que se três dos índices i,j, É, / são iguais, então .B.,(p) = 0

3.o) Se os.índices i,j, t, / são dois a dois distintos então ./B.l(p) = 0 pois b
equação (3.12) os coeficientes de toi A tol.

Resta-nos analisar somente o caso em que existe apenas pares entre os índices
i,.j, k, /,que são iguais. E claro que se í = .j ou k = /, então .©.,(p) = 0. Logo assumiremos
que { # .j e A # l.

i) á = t,.j = /. Vam.s

A.l

k k

acta tomar na

calcular R- (P) De (3.12) temos.7 t.7

l - u'É

f-(R}.i - .Rij.) - -jJ + ««« - E(«.y
k
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De (3.11) concluímos

vi:j, k, i, R}.j(p) = .nã,.(p)

ii) f # t,j = /. Vam.s cla«lar .Qtj(p)

De (3.12) temos

e-5a(4*. - 4,0 - -:*

4.j(p)
«(P)«..(P)

l - («(P))'

Se em (3.8) tomarmos { = 1 concluiremos que u..(p) = 0. Daí segue que al(p) é
um autovetor de hess«(p). .Como hess.(p) é uma forma bilinear simétrica podemos supor

, g«(p) também são autovetores de hess«(p). Logo, uík(p) = 0 sempre (lueque a2(p),
f # k. Daí

4.,(p)

Essencialmente os casos i) e ii) são os únicos casos em que existe apenas pares entre
os índices {,.j, k, l que são iguais ou diferem de i) ou ii) por um sinal ou são automatica-
mente nulos.

Logo, do COROLÁRIO da PROPOSIÇÃO 1.3 segue que pé um ponto isotrópico.o

Voltando à demonstração do TEOREMA definimos o seguinte conjunto

.4 C .N/«(,) # 1} C .M

E claro que .A é um aberto de .N. E como .N é um aberto de M, ,4 também o é

Para encerrarmos esta demonstração basta que nós verifiquemos que .A = 0. Para
tanto suponhamos que .4 # 0. Neste caso podemos supor que .'4 é conexo pois se não o
fase trabalharíamos em cada uma de suas componentes conexas.

Segue do LEMA que grad u = 0 em .4 portanto existe .l(o € # tal que u = .Z(o > 0

De (3.1) concluímos

(3.13) (Ko)'Q

De (2.6) e do fato de ui = 0 e tzij = 0, 1 $ {,.j $ n, em .4 concluímos
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(3.14) (Ko)'(q Q})

Como ]ro > 0, (3.14) implica

0.1õ) q

Concluímos das igualdades (3.13), (3.15), do fato de .Ko > 0 e do fato das 2-formas

f2} e Q; não serem nula (po..4 os pontos de .A são não isotrópicos) que Ko = 1. Logo em

Sobre a demonstração acima são pertinentes dois comentários : o primeiro é sobre
a hipótese que restringe a dimensão da variedade. Esta nos garante a existência de um
número suficiente de equações que o difeomorfismo / : .A/ ----+ M deve satisfazer nos
pontos não-ísotrópicos, possibilitando-nos concluir (3.11). O outro comentário é sobre o
LEMA. Ele nos informa quão rígido é um difeomorfismo que preserva a curvatura seccional

no conjuntos dos pontos não isotrópicos. Tal fato é expressado plea seguinte conclusão
gra.d tz = 0 no conjunto dos pontos não isotrópicos.

Uma consequência imediata do TEOR.EMA é o seguinte corolário

CORO.BÁRIO : Sejam (M, g, R) e (M, g, R) duas estrutura de curvatura, .R . R sendo os

tensores de curvatura de Riemann de (.A/, g) e (IÃZ, i), respectivamente, e suponhamos que
dim M = dim M = n Z 4. Suponhamos ainda que gfonjunto dos pontos não isotrópicos
de M é denso. Então um difeomorfismo / : A/ ---+ M que preserva a curvatura seccional
ê uma isometria.

Passemos agora ao caso analítico

TEOREMA : Sejam (À/,g,R) e (IÃ?,i,IR) duas estrutura de curvatura, .R e lã sendo

os censores de curva!!ra de Riemann de (.M,g) e (i?:,i) respectivamente e suponhamos
que dim M = dim IÃ7 = n 2i 4. Suponhamos ainda que a métrica g é analítica. Seja
.f : M ---+ .À/ um difeomorfismo que preserva a curvatura seccionar. Então ou / é uma
isometria ou .A/ é um espaço de curvatura seccional contente.

Demonstração

A demonstração deste TEOREMA é imediata a partir da seguinte proposição:

PROPOSIÇÃO : Sda (M,g, .R) uma estrutura de curvatura, onde B é o tensor de curva.
tura de Riemann de (M,g). Se a métrica g é analítica, são equivalentes

a) O conjunto dos pontos não isotrópicos é denso

b) Existe um ponto não isotrópico

Demonstração
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E claro a implicação &) :» b). Mostremos a recíproca

Suponhamos que o conjunto dos pontos não isotrópicos não é denso, i.e., existe

$
X'R é constante em G2M. Logo todos os pontos de .A/ são isotrópicos. Absurdo! Portanto
o conjunto dos pontos não isotrópicos é denso.
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4. DIMENSÃO 3

Neste parágrafo estudaremos o caso em que a dimensão das variedades envolvidas

é três. Garantiremos a existência de um contra-exemplo para o TEOREMA e depois,
acrescentando hipótese global, demonstraremos um resultado.

Para construirmos o contra-exemplo vamos procurar em um aberto U ?é 0 de gt3
uma métrica Riemanníana g e uma função p : t/ ---..+ #, À = e2P, u = e'p que satisfaçam
as seguintes condições:

i) Se consideramos a métrica Í = e2Pg, temos então duas estruturas de curvatura, a
;abe- (U,g, .R) e (U,g,IR), onde R e IR são os te«s.res d' c«r«tuna de (U,g) e (U,g),
respectivamente. Então Id : U ----+ U preserva a curvatura seccional das estruturas de
curvatura citadas acima.

ii) Id : U ---. U não é uma isometria de (t/,g) em (C/,g)

iii) Todos os pontos de (U,g, R) são não isotrópicos

Suponha que para ta] métrica g e ta] função À exista um referencial móvel g.
ortogonal zi,z2,a3 que satisfaça

(4.1) «: «, # 0 (i.e., ,,
llgraa ull'

e que em todos os pontos de U valha (3.8), o que no caso de dimensão 3, e utilizando
(4.1), se reduz a '

(4.2) 2u33 = ull + tz22) tz32 = 0,

As igualdades (4.1) e (4.2) implicam

(4.3) dto3 = 0 pois

'«'; - - E .«? A «,j - E(E I'Íjw.) A wj = E(rj* - FÍj)«,j A .«*
3 jiç j<K

dto3 = 0 + 1'ji -- I'Êj = 0, 1 $ .j, É $ 3

I'Í, = 1':. = 0 pois

"-, («) -Eri.,.« -B.(,,«)
l

U21 ,-,,(«) -Er{,'.« (,,«)

":, = «,- e (a,u) # 0 + 1'?, = i'g:
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I'g. -- R. = 0 pois

0 = u31 = u13 = a3zl
t

l

(") - )l: I'l,:(zi«) = (a,u)1':. ::> 1':: = 0

0 = «,: = ' ,,(") - >1: I'i.(,i«) = ,-,,u - Ha(,a«)

"« ,-,,(") - '-(«,) - '-

- aii;=iilii=i:a'. ,d «, V,. k-''] «» - wêía",.(,,, V,.g-,d «)

Asse

óvel g-ortonormal er

iÜ ã l i .gg

- ü=a":; - o

i'?; - râ:

I':3 - I':2 = 0 (análogo ao caso anterior).

A igualdade (4.3) nos sugere considerar a métrica g como sendo dada por

nos campos usuais de W3 : a/azi,a/aa2,a/ar3 ,onde /z,k : W3 ----} #. Para facilitar
vamos assumir que À e l só dependam de a3, i.e.,

ãã' ' ãã ' ãã' ' ã; - o.
miremos também que este último fato vale para a função p.

Soam

« - .-";},,, - .-'z,* - é
Então {zi, z2,z3} é um referencial m

tz)l = ehdzi, to2 = ekdz2 e ti)3 = (ia3

sao as formas duais deste referencial, onde {dzi, dz2, da3} são as formas duais do referen-

g-
e:h 0 0
0 e2k 0
o o l

=ir3(u) = 0 ::> 1'?. = 0

(4.4)
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Como de costume, R(=i, aj)aJ,
r

Então

«!., : -z.
«à" : -a - (â)'
";" - -g - (Ê)'
8.;
Rà.,=.nà,, =o
Eã::

(4.5)

As igualdades (4.5) são obtidas da seguinte forma : os campos a/aai, a/az2, a/aa3
são provenientes da parametrização Id: $P --+ $?3. Podemos então calcular os síml;olos
de ChristoH'el I'hl definidos por:

V:â( a ) - >1,I'i'ã:., onde V é a conexão de Leva-Civita de (U,g), pela fórmula

ry - } E]z:(d«) + êt'ü:D - ãLk])]g""

-d' gií = p(ZI, Zg, ) ' (g'j')i,j - (glj)J

;' «'4, á,;: - ; «L,'::,
então

Ü,j' (ri'.) ãt(FI}) + E(rZ'FI;. - F8'F2.)

Agora é imediato o cálculo dos coeficientes ./n,.

Lembrando que í)} = ./?ji2toi A w2 + .l?J13toi /\ tp3 + .l?j23w2 /\ w3

e utilizando (4.5) temos
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'ã= ã--w- " '"'

[-a - (âr)«
[-g - (ârJ«
0

(4.6)
/\ t03

/\ W3

Vamos agora considerar a métrica g = Àg, À = e2p. Como u - e'p temos.
utilizando a expressão do hessiano de u em coordenadas, as seguintes igualdades:

ull

U22

U33

ah t)u
az3âz3

a3 a3
â'u
a«g
0 se { # .j

(4.7)

Vamos agora examinar as condições i), ii) e iii) enunciadas no começo deste parágrafo

i) ]d: U '---, U pr'serva a curvatura seccionar das estruturas de curvatura (t/,g,R) e
(t/, g, IR), o que é equivalente, segundo a observação feita após a igualdade (3.2), a

(l -- u')Q} - u }., ujito{ A t"k + t' )l: ufk'"k A t«j -- Ol: uÍ)t«i A t«j

Utilizando (4.6) e (4.7) concluímos (lue a condição i) é e(luivalente a

k k

,)
b)
.)

(4.8)
h'A:(«' - 1) + ««'(À' + k') - «''
(h'' + Ã")(«' - 1)'+ ««'h; + ««"
(k': + Ê")(«' - il + ««'A' + ««"

0

0

0

onde a derivada parcial de uma função / na direção de a/aza está sendo indicada por /'.

ii).Id: t/ -----, t/ não é uma isometria de (U,g) em (t/,Í). Esta condição é garantida se
exlrgimos

(4.9) ,) 0 < u # l
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Para garantirmos facilidades mais à frente, exigiremos também

(4.9) b) «' # 0

iii) Todos os pontos de (U,g,.R) são não isotrópicos.
exigir

Para garantir esta condição basta

(4.10) À' # A'

pois se a curvatura seccional é constante em algum ponto p C U, então neste ponto temos

-l?ài2 ' lêi3 :: -/423 = c , i.e., utilizando (4.5) obtemos;

h" + Àr2 k" + k'2 :: À/kf := --c

Subtraindo (4.8) b) de (4.8) c) obtemos

(t': + 1" - À'' - À")(«: 1) + ««'(k' - À') o ::+

-(-c + c)(u: 1) + «u'(k' - À') = 0 ::>

uu'(k' -- Ã') = 0. Logo, de (4.9) temos k' = h'

Para criar um contra-exemplo basta encontrarmos funções u, h, k : t/ ---.} & que
satisfaçam as equações (4.8), (4.9) e (4.10). Na realidade vamos pensar nas funções u,à .

É como sendo funções definidas em um aberto de #, já que anteriormente assumimos que
tais funções dependem apenas de aç3.

Vamos impor ao nosso sistema uma outra condição que provém da igualdade (4.2)

(4.11) 2«" h' + k')

De (4.8) a) e (4.11) obtemos

h'.X:'. 2""
u2 -- l u2 -- l

que por sua vez implicam

h" + k" = 11(!:ltif ' lxíz2) , simplesmente derivando a primeira igualdade e

"'' -- .'' - ::; - gg + ü-:-i, «-«-«'. @' -'. 'o'.
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Somando (4.8) b) e (4.8) c) obtemos, com auxílio dm últimas quatro igualdades,
a equação

0.:D "'."'' + («")' - t:l!?''"" + 2(u0' - o
A condição à' # A' é equivalente a

uf/2 2tiffti -- u/2

i:Z- + # 0 pois

($)' -- a;;::r - l:@' + *)' - "'*' - ({ - {)'
Seja z uma solução da equação (4.12) satisfazendo

Í 1 > u > 0, u' # 0''.:;, {;5;#;/».
em um ponto p fixado.

Tendo escolhido z, sqa à' a solução da equação

(4.i4)(:à+ x')(i - "') + "."'x + «.«" - «''

satisfazendo a condição inicial

O.iH -X(:r - X) - ?l::r 'm ,.

Observemos que (4.14) nada mais é do que (4.8) b).

Definimos agora

(4.16) k'

Mostremos que À', k' e tz definidas acima satisfazem as equações (4.8). É claro
pela própria definição de à', que (4.8) b) está satisfeita. Definimos

P '(u' - l) + «.«'(h' + k') - «':

Q t''+ k")(«'- i)+««'k'+-"- «''

Q = Para mostrar que (4.8) a) e (4.8) c) estão satisfeitas, basta mostrar que P = 0e

Utilizando as definições de à', É' e u temos:
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(4.17) Q - -2p

0.i !: +kOp+À'e+i1lllL0
2uu'P
1 -- u2

logo

0.:q !:-(-3À'-k'- $).p

No ponto p a condiçà) (4.15) nos garante que P(p) pois

O.l ::,-h'.(:r-h')-?l!:g 'mp

(4.16) :> -À'k' - 'T:;Í- 'm p :»

b'x''(l u2) = 2u"u -- u' em p

(4.16) ::> -A'É'(l «') «.«'(à' + A') uf2 em p :>

:> À'k'(«' - 1) + «.«'(à' + A') u'2 = 0 em p

P(P) = o

Por outro lado, P satisfaz a equação diferencial (4.19). Logo, pelo teorema de
existência e unicidade de soluções de equações diferenciáveis, e por P(p) = 0, segue que
P = 0. Portanto de (4.17) segue que C? = 0.

Acabamos de demonstrar que as equações (4.8) estão satisfeitas. As condições
(4.9) e (4.10) também estão satisfeitas graças às condições iniciais (4.13). Desta forma
fica garantida a existência de um contra-exemplo para o TEOREMA DE KULKARNI
quando a dimensão das variedades é 3.

Vamos agora enunciar e demonstrar um TEOREMA que resgata o resultado de
Kulkarni para dimensão 3.

TIEOREMA : Soam (M,g,B) e (M,ã',R) d«u estrutura de c«rvatura com (M,g) e
(JI/,g) sendo duas variedade Riemannianas compactas de dimensão 3 e .R e Ê seus respec-
tivos tensores de curvatura Riemanniano. Suponhamos que todos os pontos de M são não
isotrópicos, então todo difeomorfismo / : .M ------+ M que preserva a curvatura seccional é
uma isometria.

Demonstração

Como todos os pontos de M são não isotrópicos e / preserva a curvatura seccional,
segue do TEOREMA l (bis) que / é conforme. De acordo com a notação utilizada

38



anteriomente temos g = e'Pg e u = e-'

E claro que u é uma função contínua em M, uma variedade compacta. Então
u atinge seu máximo e seu mínimo. Vamos supor que / não é uma isometria, isto é
equivalente a dizer que u não é constante igual a l em .A/, logo ou 0 8eu máximo ou o seu
mínimo é diferente de 1. Portanto existe p C .A/ tal que

(4.20) í «(P) # l
1. (grau «)(p) = 0

Consideremos agora hess«(p). Esta é uma aplicação bilinear, simétrica, hess«(p)
TPA/ x TPM --'} &, portanto todos os seus autovalores são reais. ' " '

Suponhamos que todos os autovalores de hesst/(p) são iguais. Seja {zi(p), z2(P), aa(P)}
uma base ortonormal de TP.A4 formada por autovalores de hess.(p). Seja =i, z2, a3 um re:
ferencial móvel g-ortonormal que coincide com a base dada de ZP.A/ no ponto p. Temos;

(4.21) «-:(P) = ««(P)

uij(p) = 0 para { # j

Logo, as igualdades (3.2), (4.20) e (4.21) nos fornecerão

Q}(P) = 2'u(1) t ] i(P)w. ...\ toJ, logo, segundo o COROLÁRIO da PROPOSIÇÃO 1.3, pé

um ponto isotrópico. Absurdos Portanto os autovalores de hess«(p) nào podem ser todos
Iguais.

Suponhamos agora que os autovalores de hess.(p) são dois a dois distinto. Existe
então uma vizinhança t/ de p tal que os autovalores de hess.(q) são dois a dois distinto,
sempre que q está em U. Seja então ai, a2,=3 um referencial móvel g-ortonormal em P
que diagonaliza o tensor hess. em t/. Temos então

(4.22) «.j(q) i+i, vqc u

Seja agora q € U um ponto fixado. Então {zi(q), z2(q), a3(q)} é uma base ortonor-
mal de Tq(M) formada por autovalores de hess«(q). Fazendo o transporte paralelo ao longo
de gmdésicm de {at(q), a2(q), a3(q)} obtemos o referencial móvel g-ortonormal qe: , ç.:, 'e,
deânido em um vizinhança de q. Todos os entes relativos ao referencial qei, qe2,qe3 serão
indexados por q. Por exemplo: as formas duais serão çtoi, as formas de conexão serão qto!.
e etc. Então vale:

(4.23) 'w}(q) = 0

(4.24) '«íj(q) = 0 se { # .j
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A igualdade (4.23) nos garante que a igualdade (3.8) vale no ponto q e no referencial
{qei,qe2,çe3}, i.e., ' ' ' ' '

-'«;(q)'«..(q) 'uj(q)'uJ.(q) + 'u.(q)'ujJ(q) + 'u.(q)'uü(q) -- 2 }:'uk(qy«i.(q) = 0
k

para í,j, m dois a dois distintos. De (4.24) concluímos

(4.25) '"m(q)('«jj(q) + '««(q)) = 2'««(q)'«..(q),

para {,.j, m distintos

Observemos que qu{(q) = ui(q) e çuij(q) = uiJ(q) pois os referenciais qu,,qu, qu. e
r1) =2, z3 coincidem no ponto q.

Suponhamos que u. seja não identicamente nula em qualquer vizinhança de p.
Então existe em U uma sequência pt ----} p tal que u.(pk) # 0. Se para cada k C .N
substituirmos q por pt no que foi feito anteriormente, obtemos de (4.25):

"««(P.)(''«jj(P*) + ''«i{(P.)) = 2 "««(Pk)."««.(P.),

"«ij(p-) = u. (PA) tema: tOS. l«go, 'omo ''u.(ph) # 0 ' c'mo «u.(Pk) = Um(Pi) '

(4.26) «jj(Pk) + «i{(Pk) 2u«.(Pk), Vk € .N, i,.j, m dois a dois distintos

Como pk ---- p, por continuidade uJJ(p) + uÍI(p) = 2u««(p), {,j,m dois a dois
distintos.

Logo, se u. é não identicamente nulo em qualquer vizinhança de p, vale a igualdade

(4.27) uii(P) + uii(P) = 2u«(P), í,.j,m dois a dois distintos

Suponhamos agora que ui e u2 sejam não identicamente nulas em qualquer vizi
nhança de p,logo

: l;li:iil l:::iil;ll:, «..w-««w -««u

o que contradiz o fato dos autovalores de hess«(p) serem distintos

Da discussão anterior concluímos que podemos assumir, a menos de uma troca de
índices, que ui = u2 = 0 em uma vizinhança de p. E claro que u3 # 0 nesta vizinhança
pois c"o contrário ull(p) = u22(p) = uu(p) = 0. Logo vale a seguinte igualdade

(4.28) «::(P) + ««(P) = 2««(P)

Por outro lado, de (A.l) e (4.22) obtemos
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(4.29) «--«,- = -«3'"?

(4.30) «2,w, = -",«,Í

Como u3(p) = 0, já que grad u(p) = 0, segue de (4.29) e (4.30) que u:.(p)
u22(p) - 0. Logo, de (4.28) concluímos que ul.(p) = u22(p) = u33(p) : 0. Absurdos
Portanto hess.(p) não pode ter os seus autovalores dois a dois distintos.

Finalmente vamos supor que hess«(p) tem apenas dois autovalores distintos, i.e.,
existe um autovalor de hess«(p) que tem multiplicidade 2. Se em uma vizinhança de p este
fato se repete,l então podemos encontrar um referencial móvel ortonormal que diagonaliza
hess. nesta vizinhança e repetir o argumento utilizado no caso em que os autovalores
eram dois a dois distintos, obtendo novamente uma contradição. Logo, como em qualquer
ponto g de .A/ os autovalores de hess.(q) não podem ser todos iguais, e pelo que foi dito
imediatamente acima, existe uma sequência PA ----, p tal que hess«(pi) tem três autovalores
distintos. Como fizemos no caso em que .hess.(p) tinha três autor lares distintos, para
cada k C .N contruímos uma sequência p5 ---+ pt tal que uma relação da forma (4.27)
vale entre os autovalores de hess.(pã), e portanto entre os autovalores de hess«(pt). Se
em uma vizinhança de p tomarmos um referencial móvel ortonormal, podemos considerar
as.funções Ài(q), À2(q), Àa(q), definidas nesta vizinhança, que a cada ponto q usocia os
três autovalores de hess«(p). Temos então que A(q) = (2ÀI(q) -- À2(q)'-- Àa(q))(2À2(q) --
Ài(q) -- À3(q))(2À3(q) - À.(q) - À2(q)), pelo que foi dito ,.cima, se anula em pt, logo,

por continuidade, A(p) = 0. Portanto em p vale uma relação da da forma (4.26j entre
os autovalores de hees«(p). Mas dois destes autovalores já coincidem, então é imediato
verificar que os três autovalores de hess«(p) são iguais. Absurdos

Concluímos portanto que supor que .f
a uma contradição. Logo / é uma isometria.

À/ ----l M não é uma isometria nos conduz
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5. DIMENSÃO 2

Quando as variedades estudadas são de dimensão 2, a teoria feita anteriormente não

se aplica, pois os conceitos de ponto isotrópico e ponto não isotrópico perdem o sentido.
No entanto, ainda podemos nos perguntar se um difeomorfismo que preserva a curvatura
seccionar (que coincide com a curvatura Gaussiana) entre duas variedades Riemannianas

de dimensão 2 é ou não é uma i80metria. Como no caso de dimensão 3, a desponta é
negativa. Construamos um contra-exemplo.

Sejam t/ C #2 um aberto e a/aai, a/az2 os campos canónicos de WZ. Considere a

métrica Riemanniana g em U que em um ponto p € U, e na bme {a/aa.(p), a/aa2(P)} é
dada pela matriz

\o G(P)/
onde G : U ---, R é uma função que para todo p C U, G(p) > 0. Seja R o tensor
de curvatura de Riemann de (t/,g). Como a dimensão de ZPt/ é 2, existe apenas uma
curvatura seccional em cada ponto, que chamaremos de .K

glü &*' -,
o(õlõ.,,ala,-àg(alõ:,,ala,à - li(ãÍã;l;:ãÍã;l# ' 'T ' "

l 0

Podemos ver que

o.o "w - -'?ila'e«gW
para tant.o basta que utilizemos as fómulas

4'.

li;lZ(n«)+áü«J-ã:ü.JJ."' .

ã:a J - ã;al) + EFBrl. - Feri,,J

.«'.(3:: 3::)-(i g) . (3:: 3::)-(i
0

l/G

Seja agora i uma nova métrica Riemanniana em t/ dada, na base {õ/âa:(p), a/az2(P)},
por

/l o \
\O ÀG(P)/

para todo p C U, onde À € #, À > 1. Se R é o censor de curvatura de Riemann de
(U, Í) então, como observamos anteriormente, existe uma única curvatura s.ccional ..
cada ponto que denotaremos por Ã.

;'w -e$ - l

'ÀG(P) 5B@ - *',,
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Logo, Id : t/ ----+ t/ é um difeomorfismo que preserva a curvatura seccionar das
estruturas de curvatura(U, g, R) e(U, i, R), no entanto é claro que Id não é uma isometria.

No caso de dimensão 3, quando acrescentamos a hipótese de compacidade, foi
possível conseguir um resultado positivo. Já quando a dimensão é 2 este fato não se
repete. Vejamos um exemplo:

Seja T2 o toro, T2 = Si x SX, mergulhado canonicamente em W3, i.e., T2 é obtido
se tirarmos em torno do eixo z a cópia de Si contida no plano yz que tem centro no ponto
(0, a, 0), a > 0, e raio r,0 < r, a.

Identificaremos T2 com o produto Si x Si onde a primeira cópia de Si está contida
no plano ay, tem centro na origem e raio a -- r, a segunda é a citada anteriormente.
Sabemos que com a métrica induzida de W3 a curvatura seccional de T2, i.e., a única
curvatura seccionar de T2, em cada um de seus pontos, é constante ao longo dos paralelos,
ou seja, dos conjuntos da forma Si x {q}. Vamos construir então um difeomorfismo
.F' : T2 ----} T2 que preserva os paralelos, portanto a curvatura seccional, porém que não
sqa uma isometria.

Seja / : SI ---.} Si um difeomorfismo que não é uma isometria, onde a estrutura
Riemanniana de SI , neste caso, está sendo considerada a induzina do plano ay. Definimos
ent.ão

/' : T2 :: Si x Si ----+ T2 = Si x Si

(,, y) ---, (/(,), y)

F é o difeomorfismo procurado
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'u-"""qEul?HEIÇM@'""o"-
Neste último parágrafo apresentaremos o esboço de uma outra demonstração do

TEOREMA DE KULKARN[. Ta] demonstração é essencia]mente a mesma apresentada.
pelo próprio l<ulkarni em l21.

DEFINIÇÃO : Dizemos que uma variedade Riemanniana

para todo ponto p C M existe uma vizinhança t/ de p e
onde go é a métrica reza.

M, g) é cena :elite reza se

@ : t/ ----} W tal que plt/ = q,go

Seja (M,g, C') uma estrutura de curvatura onde (.À4',g) é uma variedade Rieman
dana e (7 o seu censor de curvatura conforme. Definimos então

Ric. (, , y) tr'ço {, ---, C(,,,)y} e

Sco traço Ricco, onde Ricoo é definida pela igualdade g(Rica.(a),y) = Rico;(z,y)

PROPOSIÇÃO 6..Z: Seja (.A/,g, O') uma estrutura de curvatura onde (.A/,g) é uma varie
dade Riemanniana e C' o seu censor de curvatura conforme. Então Rica = 0

Demonstração

Rica(r,y) = traço (, ---, O(a,z)3/) =

(' --"' (R(', ')3/ - =5Ric(', ')y - í;r:iiê=6.r(', ')y))

Seja a;., . . . , #. um referencia] móvel g-ortonormal definido em um aberto U

Ric.(,.,,j) = Ric (,.,'j) ;;:5(n.Ric(ri, aj) --Ric(a{, zj) + g(3{, #j) traço Rica

Ric (,., .j)) i;;h.Õ;b.Sc.(g(.., .j) - «g(,., ,J)) =

;!i((" -- 2)Ric(zi, zj)) -- ;b.p(zi, rj).Sc + =!ãsc.g(a{, zj) 0

L.g. Rico(,{,,j)
campos #, y em ./l/. o

0, para todo {,.j Portanto Rica(z,y) = 0, para todos os

COROLÁRIO : Nas condições da proposição anterior temos que Scc; = 0

Demonstração

Sca traço Rico. e Rico. é definido pela igualdade

g(Ric.. (,) , 3/ ) Ric. (. , 3/)

Logo, pela proposição 6.1 Rico.(a, y) = 0, portanto Sca também o é. n
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7'EOREMA 2 : Sda (.A/,g,C') uma estrutura de curvatura onde (.A/,g) é uma variedade
Riemanniana de dimensão n maior ou igual a 4 e C' o seu tensos de curvatura conforme.
São equivalentes:

1) (M, g) é co«formeme«te r«a

2) C' = 0

3) X'o = 0

4) para todo p C M, /Tal,-i(p) = constante,

onde a : G2(M) ----» M é a projeção canónica.

Demonstração

(1) + (2)

Esta equivalência é um famoso Teorema devido a H. Weyl que não demonstraremos
aqui.

(2) + (3)

Esta implicação é imediata

(3) :+ (2)

Esta implicação segue da PROPOSIÇÃO 1.2

(3) ::> (4)

Esta implicação é imediata

(4) + (3)

Suponhamos que /(al.-i(P) = a. Então pela PROPOSIÇÃO 1.3 temos que no
ponto p o censor de curvatura conforme será da forma

C'(,,y)z a.(g(y, ,), - g(., ,)y)

Então Rica(z, y) =traço (z ---, C'(g, z)y)

wrá Rica(a,y) = a(g(a,y) -- ng(z,3/)) = --a(n -- l)g(a,y) e Sco = traço Rico. será

SQ (n - l)

PeloCOROL
que a = 0. D

ARIOdaPl ICUTUblÇAU 6.1 Sco = 0. Logo, como n 2: 4, concluímos
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Vamos agora enunciar e demonstrar um teorema semelhante ao TEOREMA DE
KULKARNI, porém válido para censor de curvatura conforme.

TEOR.EM.A (KULKARlg no cmo conforme) : Soam (M,g,O') e (M,i,Ü) duu estru-

tura de curvatura, O e a sendo os tensores de curvatura conforme de'(M,g) e (IÃi',i),
respectivamente, e suponhamos que dim M = dim IÃ7 2i 3. Seja / : M ---+ M um difeo.

morfismo que preserva a curvatura seccionar das estruturas de curvatura acima. Então /
é uma isometria no fecho do conjunto dos pontos C'- não isotrópicos de M.

Demonstração

Como fizemos anteriormente vamos identificar .ll/ e i?: pelo difeomorfismo /. Tudo
funciona bem pois /'(a) é o censor de curvatura conforme de (M,/'(g)). Por abuso de
notação continuaremos a denotar /'(i) e /'(a) em M por i e C, respectivamente.

Seja ]Vc o conjunto dos pontos C'- não isotrópicos de .A/. Segundo o TEOREMA
l (bis) / é conforme em (fecho NC), logo g = Àg em No, À :(fecho Na) ----, R, .X(z) > 0
para todo a C Ara

C' = O em (fecho .ATO) pois C' é um invariante conforme e /l(f..hoNc) é conforme.

Seja agora p C ]Vc, a C TPÀ/, a um subespaço vetorial bidimensional de 7:..11/ e
{z, y} uma base de a.

Ã'F(a) ,,)g(V,V) -g(,,V)' ' .Xg{,,,JSW,VJ -g(,,©' .K.(')

(6.1) /6(a) = {À'c(a)

Por outro lado, como / é um difeomorfismo que preserva a curvatura seccional das
estr«t"'m de c«r«t«ra (M,g, C') e (M,i',Ü), temos

(6.2) ]G(a)

e (6.2) conclulmosmueonto)(?'n isotrópico podemos supor que .Ka(a) # 0 logo, de (6.1)

Portanto À = 1 em Nc, consequentemente À = 1 em (fecho .Aro). Portanto / é
isometria em (fecho No). -

Passemos agora ao TEOREMA DE KULKARNI

TEOREMA (KULKARNI) : Sejam (À/,g, /Z) e (M,g,R) du..s estrutur,.s de curvatura,
R e .R sendo os tensores de curvatura de Riemann de (M,g) e (M,g), respectivamente, e
suponhamos que dim JI/ = dim M = n ? 4. Seja / : À4 ----+ M um difeomorfismo que
preserva a curvatura seccional. Então / é uma isometria no fecho do conjunto dos pontos
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2pg=e g

não isotrópicos de .A/

Demonstração

Novamente identificaremos ]l/ ç IÃ7 pelo difeomorfismo / e chamaremos ./'(g), /'(R)
e/'(a) por abuso de notação, de g,IR e Ü, respectivamente.

Definimos .Arn como sendo o conjunto dos pontos .R- não isotrópicos de .A4' e .Arc o
conjunto dos pontos O- não isotrópicos de .A/

Segue do TEOREMA l (bis) que / é conforme em (fecho .Arn), i.e., existe p :(fecho Arn) --,
tal que Í = e'Pg.

Considere os subconjuntos de Arn

..4 = Nn n Nc

B = i«t (Nn -- .4)

Temos então (lue (fecho .Nn) = (fecho ,4) U (fecho .B), logo, por continuidade, para

mostrarmos (lue / é isometria em (fecho .Arn) basta mostrarmos que ./' é isometria em .4
eem.B

Como (-; é invariante consome e como / em ,4 é conforme, neste conjunto a curva-
tura seccionar das estruturas (.4,g, C') e (.4,@, C) são iguais. Como todos os pontos de .4
são C'-não isotrópicos, pelo teorema anterior concluímos que / é isometria em .4.

Em -B todos os pontos são C- isotrópicos o que, segundo o TEOREMA 2, é equi-
valente à métrica g scr conformemente reza. Tratando o problema localmente temos em
um aberto C/ C .B suficientemente pequeno as seguintes igualdades:

g e2Ógo, onde é : t/ -----+ # e go é a metrica reza

Com auxílio do LEMA abaixo acabaremos esta demonstração

l,BAciA : Suponhamos que em um ponto p € .B C M grad p(p) # 0
.R- isotrópico.

Então p é um ponto

Devemos observar que este LEMA é muito semelhante ao LEMA que apareceu
na primeira demonstração do TEOREMA DE KULKARNI. Em l21 Kulkarni demonstra
este LEMA utilizando fortemente o fato da métrica g ser conformemente reza. Não
apresentamos aqui tal demonstração.

Como em .B todos os pontos são .R- não isotrópicos concluímos pelo LEMA que
grad p = 0 em .B. A conclusão desta demonstração é idêntica à da primeira demonstração
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do TEOREMA DE KULKARNl: podemos supor que e'p = X'o > 0. E fácil verificarmos
que Q} = Q; onde estas são respectivamente as formas de curvatura de um dado referen-

cial móvel g-ortonormal al, . . . ,r. e do referencial g-ortonormal 3i, . . . ,E.,Ei = e'pzf.

Também é fácil verificarmos que ÃoiE = Q}. Logo, como B só contém pontos R- não
isotrópicos segue que Q} não é identicamente nula, e portanto .Ko = 1. Logo / é isometria
em 0
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APENDICE

Sejam (M,g) uma variedade Riemanniana, V a 8ua conexão de Leva-Civita e
p : .M ---} # uma função. Definimos o hessiano de p, e denotamo-lo por hess,, da se-
guinte maneira:

hess, :X (M)x X (M) ---. C''(M) tal q«

h"s,(z,y) = y'p -- (V,z)p = yg(=,gr,d p) -- (V,r)p = g(3, V.(grad p))

i) hess, é um campo sensorial de tipo (0, 2)

ii) hess, é simétrico pois

hess,(3/, a) = zyp -- (V,3/)p 1,, i/ip - v,.p (V,z)p = hess,(z, y)

Seja agora ai,. ..,a. um referencial móvel ortonormal em um aberto U C M
Sejam mi, 10} e Q} as formas duais, de conexão e de curvatura, respectivamente. Como de

costume, definimos os símbolos de ChristoHel através da igualdade

Então

hess,(zi, zj) = jzip (v,,,.)p = 'J,.p - >1: r}."'p
k

Deíinamos pij = hess,(zi,=J) e pi = zip. Temos

>, Pjlt«t = >1:(aiaJP -- )l: I':jz,P)wi =
k k P

= >1: ''pj«,* - E(p, }l: rEi«,.) = dpj - >1:p.«Ç

(Á.l)

Vejamos agora dois outros campos tensoriais que nos serão úteis

1) Seja o eX (.M) fixado. Definimos

.B. :3C (M)x 3C (M) ---+ O'(M) como sendo

.B.(,,y) (V,«, ,)
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Se tomarmos novamente o referencial móvel ortonormal a.,
mos t,ij = .B(ri,zJ) e ü = E t,fai então é fácil ver que

, z. em U e definir

('4 2) E «..w. «*wl;

Devemos observar que se u = grad p, então .B, = hess,

11) No«mente, seja u eX (M) fixado. Definimos

Tu :X (.M)X X (.M)X X (M) ----, a'(.M) como

Tü(,,y, ,) V.(«) - Vv,,(«),.)

Definimos t;ijt = 7'(3i, aj, zi). Temos as igualdades:

sendoe

(.A.3) >l, uiit«,A = d"ii -- }: üln"í -- }, "ii«,'

Para verificarmos esta igualdade basta fazer as contas em coordenadas

(A.4) E«..j«,j A w* - - E«*0l;

(A.5) - E««Xl;. - "''j - "'j*

Vamos demonstrar (A.5)

"iij -- "ijt = 7'(,i, zk, zj) - 7'(zi, aj, zi) =

v,*(") - v,,,,.("), «í) - g(v,. v,,(") - v,,.,,(.), '.)

V,.(") - V..V,,(") + Vv,.,,(") - Vv,,,.("), ,.)

P(R(,J, 'i)", 'i) - >: «mg(.R(,j, 'k)'m, zi) = >: ««.nl,.j. = - >ll: "m.Rl;hm m

Vamos demonstrar (A.4) com auxílio de (A.5).

E".*i '"j A .«. = E(«:J. - >: ««Rl;*)w.j A w.
J,& J.t m

A u'i -- )l: t,«-Rl;i) .«j A t«i =
J,k,m

DU



L Vijk w, A W1t - 2 LVmíl;1' =} 

tk m 

=} L tljkj Wj A Wk - E V{ff Wj A W - --2 L V;nílm =? 
j,k j,k m 

=} LVikj W; /\ W1t + LVijk w; /\ WJt = -2 LVmíl;1' =} 

j,k j,k m 

=} L Vikj w; /\ W1t = L Vmíli 
j,k m 
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