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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é fornecer um estudo sistematico do TEOREMA DE
KULKARNI.

Tal Teorema, demonstrado originalmente em (2], nos responde quando um tensor
de curvatura de Riemann de uma variedade riemanniana determina univocamente a sua
métrica. Mais geralmente, dadas duas variedades riemannianas (M1,91) e (M3, 92) e um
difeomorfismo f : M; — M, que preserva a curvatura seccional de Riemann de (My,q1)
e (M,,g2), o TEOREMA DE KULKARNI nos fornece condigoes sobre (M, g;) para que

f seja uma isometria.

Seja (M, g) uma variedade riemanniana de curvatura constante. E claro que todo
difeomorfismo f : M — M preserva a curvatura seccional de Riemann, no entanto no
é verdade que f seja necessariamente uma isometria.

A resposta afirmativa dada por Kulkarni, quando dim M; = dim M, > 4, essen-
cialmente exclui apenas o caso dos espagos de curvatura constante. Quanto a restrigao
feita sobre a dimensao de M;, S. T. YAU construiu em [5] um contra-exemplo para o caso
dim M = 3 e o caso dim M = 2 é quase obviamente falso.

No primeiro pardgrafo temos como objetivo pricipal mostrar que um difeomor-
fismo que preserva a curvatura seccional entre duas estruturas de curvatura de dimensao
maior ou igual a 3 é uma transformacio conforme no fecho do conjunto dos pontos nao
- isotrépicos (TEOREMA 1 (bis)). Tal fato é conseqiiéncia imediata do TEOREMA 1
(originalmente exposto em [2]), Teorema este de natureza puramente algébrica.

Tendo em vista o TEOREMA 1 (bis) passamos no paragrafo 2 a fazer um estudo
das transformagoes conformes sob a luz da método do referencial movel.

No paragrafo 3 apresentamos efetivamente a demonstracio do TEOREMA DE
KULKARNI. A demonstragio aqui exposta é de autoria de S. T. YAU e fo; publicada
em [5]. Observamos que a presente demonstragio difere de [5] pelo fato de nao usarmos
a hipdtese de analiticidade das variedades riemannianas envolvidas, trabalhamos apenas
em classe C", r > 4.

Sendo vélido o TEOREMA DE KULKARNI quando a dimensido das variedades
€ maior ou igual a 4, no quarto paragrafo apresentamos a construgio de um contra-
exemplo em dimensio 3 dado por S. T. YAU em [5], tendo por base a sua demonstracio
do Teorema. Ainda em dimensio 3, acrescentando hipéteses globais, é possivel obtermos

resultados positivos. Um exemplo deste fato é o TEOREMA 3 apresentado no fim deste
paragrafo. (ver [5]).

No parégrafo 5 tratamos o caso em que a dimensio é 2. Aqui o Teorema falha por
completo.



No sexto e tltimo paragrafo fazemos uma rapida exposi¢ao baseada nas idéias que
o proprio R. S. Kulkarni utilizou em [2] para demonstrar o teorema que leva o seu nome.
Devemos observar que esta demonstragao difere completamente da feita por S. T. YAU.
A demonstragao original utiliza de forma essencial o TEOREMA de WEYL que garante
a equivaléncia entre os fatos de uma variedade riemanniana ser conformemente raza e o
seu tensor de curvatura conforme ser identicamente nulo.

Todos os pré-requisitos para a leitura deste trabalho podem ser encontrados em [1]
e [4].

Caso nao haja nenhuma mengao contraria, todas as variedades serao consideradas
conexas de classe C", r > 4 bem como todas as fungdes, campos vetoriais e campos
tensoriais.



1. ESTRUTURA DE CURVATURA

DEFINIGAO : Seja V um espago vetorial real de dimensao finita com um produto interno
<, >. Um tensor de curvatura em V relativo a < , > é uma aplicagao bilinear

T:VxV — End (V)

que satisfaz
1)) T(z,y) = -T(y,z), Va,y €V
ii) T(z,y)z + T(y,2)z + T(z,z)y = 0, V z,y,z € V (primeira identidade de Bianchi)
i) < T(z,y)z,w >=< T(z,w)z,y >, Vz,y,z,w € V.
Devemos observar que T' é um tensor de tipo (1, 3), i.e., 1-covariante 3-contravariante.

DEFINICAO : Dizemos que o terno (V,<,>,T) é uma estrutura de curvatura quando V
é um espacgo vetorial real de dimensdo finita, <, > um produto interno em V e T um
tensor de curvatura em V relativo a <, >.

DEFINICAO : Sejam (V,<,>,T) uma estrutura de curvatura e o C V um subespaco
vetorial de V de dimensdo 2. Se {z,y} é uma base de o, definimos

<T(z,y)y,z >
<zT,T><YY>—<zT,y>2

I(T(m’ y) =

PROPOSICAO 1.1 : Seja (V,<,>,T) uma estrutura de curvatura. Se ¢ C V é um
subespago vetorial bidimensional de V e se {z,y} e {Z,¥} sdo duas bases de o, entao

Kr(z,y) = K1(z,7).

Demonstragao :

Basta mostrarmos que para qualquer base {z,y} de o vale a igualdade

(1'1) I(T(xay) = I(T(Ea -.77)
onde {Z,y} € uma base ortonormal fixada de o.

Existema;; € R,1 <1,5 < 2, tal que det (Zn Zu) # 0 e que valem as igualdades
21 022

T =an+ a2y
12 [z tod
(1.2) Yy = an + axny
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E fcil verificarmos a igualdade (1.1) desenvolvendo Kr(z,y) a partir de (1.2) e
das propriedades de tensor de curvatura. p

A proposigao acima nos permite formular a seguinte definigéao.

DEFINIGAO : Sejam (V,<,>,T) uma estrutura de curvatura e ¢ C V um subespaco
vetorial bidimensional de V. Definimos a curvatura seccional na direcio o relativa a
estrutura de curvatura dada, e denotamo-la por Kr(¢), como sendo

Kr(o) = Kr(z,y),

onde {z,y} é alguma base de o.

A préxima proposi¢do nos mostra que a curvatura seccional determina por com-
pleto o tensor de curvatura. Mais precisamente:

PROPOSICAO 1.2 : Sejam (V,<,>,T) e (V,<,>,T) duas estruturas de curvatura.

Suponhamos que para todo 0 C V, o subespago vetorial bidimensional de V, vale a
igualdade

Kr(o) = K+(o)
Entio T =T.

Demonstragao :
Consideremos as aplicagoes
T:VXVXVXV R
(z,9,2,w) —< T(z,y)z,w > e
T:VXVxVXxVoR
(z,y,2z,w) —< T(z,y)z,w >.
T satisfaz as seguintes propriedades:
i) 7 é tetra-linear
i) 7(z,y, z,w) = —7(y, 7,2, w)
iii) 7(z,y, z,w) = —7(z,y,w, 2)
iv) 7(z,y,z,w) + 7(y, z,z,w) + 7(z,z,y,w) =0
v) 7(z,y,2,w) = 7(2,w, 7,¥), Vz,y,z,w € V.

E claro que 7 também satisfaz as propriedades acima.



Kr(o) = K¢(0), Vo CV,dimo =2 =
7(z,y,2,y) = 7(2,9,2,y), Vz,y €V, {z,y} LI
Se {z,y} L.D., entdo 7(z,y,z,y) = 0 = 7(z,y,2,y)
7(z,y,2,y) = 7(z,y,2,y), Vz,y € V.
Dai, Vz,y,z € V,
m(z+ 2,9,z +2,y) =T(z + z,y,z + 2,y) =
= 7(2,9,2,9) =7(2,9,2,9)
7(z,y,2,y) = 7(z,9, 2,¥), Vz,y,2 € V.
Entao, Vz,y,z,w € V,
m(z,y + w, 2,y + w) =7(z,y + w, z,y + w) =
7(z,v, z,w) + 7(z,w, z,y) = T(z,y, 2, w) + 7(z, w, 2,Y)
ou
(z,y, z,w) — 7(z,y,2,w) = 7(y, z,z,w) — 7(y,2,z,w) Vz,y,2,we€V

Logo a expressio 7(z,y, z,w) — 7(z,y, z,w) é invariante por permitagao ciclica de
{z,y,2}.

3(r(z,y,2,w) — T(z,y,2,w)) =
= 1(y, 2, T, w) — T(y, z, T, w) + 7(z, 2, y,w) — 7(2,2,y,w) + 7(z,y,z,w) — 7(z,y, 2, w) =
(15 202 0) 472,23, 0) (20, 2 10)) — (73 2,3, 0) 72, 2,1, 0) 4 (2, ,7,0)) =
=0-0=0

7(z,y,z,w) = T(z,y, z,w), Vz,y,2,w €V,
ie., < T(z,y)z,w >=< T(z,y)z,w >,Vz,y,2,w €V =
= T(z,y)z = T(z,y)z, Vz,9,2€ V=>T=T. g

DEFINIGAO : Seja (V, <,>,T) uma estrutura de curvatura. Dizemos que (V, <, >,T)é
uma estrutura de curvatura seccional constante, ou simplesmente um espago de curvatura
seccional constante, se para todos a1, C V, 01,0, subespagos vetoriais bidimensionais
de V, temos

KT(O‘I) = .KT(O’Q).



PROPOSICAO 1.3 : Seja (V,<,>,T) uma estrutura de curvatura. (V,<,>,T) é um
espago de curvatura seccional constante igual a Ko, i.e, Vo C V, dim ¢ = 2, entdo
Kr(o) = K, se e somente se

T(z,y)z = Ko(< y,2 > a— < 7,2 > y)

Demonstragao :
Consideremos a aplicagao
T:V xV — End(V)
(z,y) — T(z,y): V — V
zr— Ko(<y,z2>a— <z,2>y)

E facil verificarmos que (V,<,>,T) é um espago de curvatura seccional constante
igual a Ko. Por outro lado, se (V,<,>,T) também € um espago de curvatura seccional
constante igual a Ko, segue da PROPOSICAO 1.2 que T =T. ¢

COROLARIO : Seja (V,<,>,T) uma estrutura de curvatura. (V,<, >,T) é um espaco
de curvatura seccional constante se e somente se dada uma base ortonormal {e1,...,en}

de V, T;“ = 6(]'6/;,' - 6kj5“, onde T;H =< T(ek,el)ej,e,- >

DEFINIC{i_O : Sejam (V,<,>,T) e (V,<,>,T) duas estruturas de curvatura. Seja,
f:V — V um isomorfismo linear. Dizemos que J preserva a curvatura seccional se para
todo 0 C V, o subespago vetorial bidimensional de V, temos

Kr(o) = K7(/(0)).

TEOREMA 1: Sejam (V,<,>,T) e (V,<,>,T) duas estruturas de curvatura, sendo que
dim V = dim V = n > 3. Suponhamos que (V,<,>,T) nao seja um espago de curvatura
seccional constante. Entdo todo isomorfismo f : V — V que preserva a curvatura
seccional € uma semelhanga, i.e., existe A € ®, A > 0, tal que

< f(x)’f(y) >= A< T,y >, vm’y eV

Para demonstrarmos 0 TEOREMA 1 usaremos o seguinte LEMA:

LEMA : Sob as hipéteses do TEOREMA 1, V admite uma base ortonormal {e1,...,eq}
na qual Kr(e;,e;), Kr(ej,ex) e Kr(ex, ;) sdo dois a dois distintos, sempre que os indices
1,7,k forem dois a dois distintos. E mais, o conjunto das bases ortonormais que satisfazem
a propriedade descrita acima ¢ denso no conjunto de todas as bases ortonormais.

Demonstragao do LEMA



l.ocaso: dimV =3
Seja {e;, €3, €3} uma base ortonormal qualquer de V. Usaremos a seguinte notagao
;k, =< T'(ex,er)ej € > .
Com esta notagao obtemos as seguintes relacdes a partir das igualdades i), ii) e iii)
da definicao de tensor de curvatura:
') sz = —T}.u:
i) T + Ty + Ty = 0
iii") Ty = Thy;
Combinando iii’) e i’) obtemos

s oNTE J
v )Tjkl = —Tiy

Devemos observar que #i'), neste caso, ndo é nada mais que ¢') e ii1’) pois como
{i,7,k,1} C {1,2,3}, obrigatoriamente ¢, j, k,! nao sao dois a dois distintos.

Utilizando as relagoes ¢'), 7¢'), 7i:’) e iv') obtemos que a dimensao do espago vetorial

de todos os tensores de curvatura em (V, <, >) é 6, ou equivalentemente, a aplicagao tetra-
linear

7:VXVXVXV-—5®R
(m7 y, x,w) I’_)< T(x, y)z7w >

fica completamente determinada quando, e somente quando conhecemos

(1.3) {T312, Thas Tz3s Tiras Tz3 Tz}
Seja i € {1,2,3} e V; C V, Vi = {e;}*. Definamos entao a seguinte forma bilinear
simétrica
B; : V; x V; — R tal que
Bi(z,y) = 7(z,€i,ei,y) =< T(z,€)ei, y >,

Se {%,7,k} = {1,2,3}, entao {e;, ex} é uma base de V;, e nesta base a matriz de B;

O



T":.’)' 71'{;' — (Tté: le )
Tkt Tkt T;kl

1 [ i]l

Logo, quando tomamos ¢ = 1,2,3 obtemos todos os coeficientes de (1.3).

A partir do coroldrio da PROPOSICAO 1.3 concluimos que se (V,<,>,T) é um
espago de curvatura seccional constante Kj, entao valem as igualdades:

(1 4) { 212 — T313 - T323 - ]{0
T213 - T2123 - T3123 =0

Reciprocamente, como (1.3) determina 7, se vale (1.4) entdo (V,<,>,T) é um
espaco de curvatura seccional constante.

Definamos agora Q; : V; — R como sendo a forma quadratica associada & forma
bilinear B;, i.e.,

Qi(z) = Bi(z,z), se T = ae; + Pey,
Qi( ) = o T?Jt =+ ZQIB un 162 Tﬁn
Vamos nos ater a Q;|s, i.e., vamos considerar a restrigao de Q; a S’ = {z € V;/

z = cosfe; + sinfey, 0 € [0,27]} (observemos que se z € ', Qi(z) = Kr({ei,z}) ).
Suponhamos que Q;|s» = K;. Entao

Qi(e;) = T = Ki = Th; = Qi(ex)

K: =Qi(z)=a®T}; +2aBTk + ﬂz
= (e’ + B?)K; + 2aB T,

t]l

Logo, para todo z € S’ C V;, temos

Qi(z) = K; = K; + 2apTE, = Tk. =0

i1 i1

(1.5) Ti,=Tk. e Tk =0.

iji 1j8

Suporemos agora que Q4|sr = Ki, Q,|ss = K, e Qs|s¢» = K3 simultaneamente.
Temos entao

K, = Ql(ez) =Q2(e1) = K = Q2(e3) = Qa(e2) = K3
Logo, existe Ko tal que Q,/S’ = Q2/S' = Q3/S’ = K,o. Dai concluimos, a partir

de (1.5) que vale (1.4), e portanto que (V,<,>,T) é um espaco de curvatura seccional
constante.

Como por hipétese (V, <,>,T') ndo é um espaco de curvatura seccional constante,



concluimos que existe ¢ € {1,2,3} tal que Q;/S’ nio é constante.

Vamos agora encontrar a base que o LEMA afirma existir. Se {e;, e;, e;} satisfaz o
LEMA, nada temos a demonstrar. Suponhamos entio que o LEMA nio esteja satisfeito.
Podem ocorrer dois casos

a) KT(e,-, ej) = KT(e,-, ek) <~ T' TJ

i1

Como Q;/S" néo é constante, Tf; # 0.
(1.6) Qi(cosfe; —sinfe;) = (cos O)QT:N + 25in 0 cos 0T}, + (sin 0)2T%,

Qi(cos Oe; + sinfe;) = T + sin 20Tk,

11 71
Sejam

€; = cosfe; + sin ey

€x = —sinfe; + cos ey = cos(m /2 + 0)e; + sin(n/2 + 6)
Se KT(e,-,ek) = KT(C,', ek) = ](7'(6,',6]'), entao
K1(e;,e) = Kr(ej, ex) = T, pois {e;, ex} e {&,ex} geram o mesmo plano

K1(ei, &) = Qi(€5) = T, + sin 20Tk,

171 i1

Kr(ei,er) = Qi(ex) = T,JJ, +sin(2(7/2 + 0))T%, = T}, — sin 20Tk.

i1 (31} 151

Lo}go, como ,], # 0, para § suficientemente pequeno, porém nao nulo, a base
{ei, €, €} satisfaz o LEMA.

Observagio : Se Kr(e;,ex) # Kr(ei, ex), devemos tomar cuidado para escolher 6 sufici-
ententemente pequeno de modo a preservar a desigualdade ja existente.

b) KT(C,', ej) 74 KT(e,', ek)

Neste caso Kr(ej, ex) éigual a Kr(e;, e;) ou a Kr(e;, ex). Suponhamos por exemplo
que Kr(e;j,ex) = Kr(ei,e;j) (o outro caso é anélogo).

De (1.6) temos:

Qi(cos Oe; + sinfe) = Tk, + (cos 0)*(T7; — 'h) + sin(260) + T. m =

= T,J, (sin 0)%(T%, m) + sin(20)T% o

Seja {e;, €, €} como definida anteriomente.

Kr(&5, &) = Kr(ej, ex) = Tp);



Kr(ei &) = Tjj; — (sin 0)*(Tk, — T7,) + sin(20)T%

iji ij4
Kr(ei,e) = T + (cos(0 + x/2))*(Th; — T3;) + sin(r + 20)TE, =

= Th; + (sin 0)*(Tk, — Ti;) + sin(20)T

71

Se a(0) = (sin 0)*(TH,; — T,’J,) — 5in(20)TE, temos

171
]"T(aa a) = 711{71 ‘
Kr(ei, &) = T; — a(8)
Kr(ei &) =Tk + a(6)

Podemos escolher 6 suficientemente pequeno de modo a obter 0 < la| < |T;’], —
Tj:l/2. Neste caso {e;,,e;} serd uma base que satisfaz o LEMA.

Devemos observar que tanto no caso a) como no caso b) o angulo @ pode ser
escolhido arbitrariamente pequeno, garantindo assim a condigao de densidade exigida no

enunciado do LEMA.

2o0caso: dimV =n>3

A cada base orotnormal de V b = {e1,...,e,} associamos o inteiro 7(b) = nidmero
de ternos {e;,ej,ex}, 1 < 4,7,k < n tal que Kr(ei, €;), Kr(e;,ex) e Tk (e;, ex) sao dois
a dois distintos. Por continuidade, dada uma base ortonormal b de V qualquer, existe
uma vizinhanga aberta U, de Id € O(n) tal que para todo g € Uy, sempre que Kr(e;, e;)
e Kr(ep,e,), 1 < i,5,p,q < n forem distintas, entdo Kr(g(e:),g(e;)) e Kr(g(e,),9(e.)
também serao.

Seja agora b = {wy,...,e,} uma base ortonormal fixada tal que r(b) é o maximo. Se
b satisfaz a condigao exigida pelo LEMA, nada temos a demonstrar. Caso contrario, a me-
nos de uma reordenagéo da base b, podemos supor que Kr(e1, e2), Kr(ey,e3) e Kr(ez,e3)
nao sao duas a duas distintas. Seja W o subespago vetorial gerado por {e;, €3, €3}. Admi-
tamos por hora que existe g € U, tal que (g(W), <, >, T') é um espago de curvatura sec-
cional néo constante. Entao pelo 1.0 caso desta demonstragio, existe h : g(W) — g(W)
ortogonal arbitrariamente préxima de Id,(W) tal que a base {h(g(e1)), h(g(ez)), h(g(e3))}
satisfaz a condigao exigida pelo LEMA no espago g(W).

Considere agora a base

b = {h(g(el))’ h(g(e2))) h(g(e3))ag(e4)) cee ,g(en)}'

Seja H : V +— V um isomorfismo linear definido por

hg(e)), 1<i<3
H(e‘)={gfz.-(),)) 1<i<n

8



E claro que H € O(n), e como podemos tomar h arbitrariamente préxima de
Idyw), € podemos supor que H € U,. Temos entao ' = H(b) e r(b') > r(b) j& que
Kr(h(g(er)), hlg(ex))), Kr(h(g(en)), h(g(es))) e Kr(h(g(ea)), hg(es))) sio duas a duas

distintas.

Para concluirmos a demonstracdo deste LEMA mostraremos que se W C V é um
espago vetorial e dim V =k, 3 < k < n, entdo em qualquer vizinhanga de 1d € O(n)
existe g tal que (¢(W),<,>,T) é um espacgo de curvatura niao constante. E claro que
consideraremos apenas o caso em que (W,<,>,T) é um espago de curvatura seccional
constante Kj.

Mostraremos o fato mencionado acima negando-o e obtendo como conclusao desta
negagao que (V,<,>,T) é um espago de curvatura constante.

Suponhamos entdo que exista um subespago W C V,dim W =k, 3 <k <ne
U C O(n) uma vizinhanga aberta de Id € O(n) tal que para todo g € U, (¢(W),<,>,T)
€ um espago de curvatura constante.

Seja {e1,...,e,} uma base ortonormal de V tal que {e;,...er} é uma base de
W. Seja W' o subespago vetorial de V' gerado por {ey,..., ek, ex41}. Mostraremos que
(W',<,>,T) é um espago de curvatura constante Kj.

Seja o um subespago bidimensional qualquer de W’. Entao dim (¢ N W’) =1 ou

dim (¢ N W) = 2. No segundo caso 0 C W logo Kr(0) = K,. Suponhamos entio que
dim (e NW) = 1.

\\ 1 v,
“
w vz

Tomemos entao v; como sendo um gerador de 0 N W, ||vy|| = 1. Seja v, € W tal
que ||vg]| =1, < vg, €541 >= 0, < v9,v; >= 0 e seja w o subespaco vetorial de W’ gerado
por {vy, €x41}. Em 7 definimos a seguinte forma quadratica:

Q:m— R

v —< T'(v, v1)v1,v >



Se |lv]| =1, Q(v) = Kr(v,v,).

Podemos completar o conjunto {vi,v2} para obter uma base ortonormal de W

{vi,v2,...,v}. Logo {v1,..., v, €xp1,... y€n} € uma base ortonormal de V, e {v,, ..., vy, €kt1}
¢ uma base ortonormal de W’,

Seja 6 € [0,27]. Definamos o seguinte isomorfismo linear:
Ly : V — V tal que

y_ [cosbvy +sinfery; sei=2
Lo(vi) = {v; se i # 2

o) s —Sin0v2 +00806k+1 se z = k +1
Lo(eg)—{e; sek+2<:i:<n

Devemos observar que Ly é uma rotacio de angulo @ no plano 7 e é a identida-
des nos elementos da base {v1y.. ., vk, €031y .. y€n} que nao estdo em tal plano. Logo
Ls € O(n) e Ly € U C O(n) quando 0 é suficientemente pequeno, portanto, neste caso,
(Le(W),<,>,T) é um espago de curvatura constante. Podemos dizer mais: (Le(W),<,>
,T) € um espago de curvatura constante igual a K, pois Lo(W') = W' logo Lg(W) C W',

dim W' =k +1
dimW =k
dim Le(W) =k » = dim (W n Lg(W)) > 2
wcw!
Ly(W)Cc W’

logo existe um plano « C W N Ly(W). Como (W,<,>,T) é um espaco de curvatura
constante Ko e « C W, Kr(a) = Ko. Por outro lado, @ C Lg(W), daf (Le(W),<,>,T)

€ um espago de curvatura K.

Do que foi dito acima podemos concluir que existe ¢ > 0 tal que se 0 < 0 < ¢,
Q(cos Ov, + sinfeyy;) = Ky pois

Q(cos fv, + sinegyy) =< T'(cos Ov, + sin Oey 41, v;)vy, cos Ov, + sin Oeyyq >
=< T(Lo(v2), Lo(v1))) Lo (v1), Lo(vz) >= Kr(Lo({v1,v2}))-

Logo, como ) é uma forma quadritica e como Q/s' é constante em um aberto de
S', concluimos que Q/s: = K. Em particular, como existe 8 € [0, 27] tal que {vy, cos Ov,+
sinfex41} seja uma base de o, concluimos que Kr(0o) = K,.

Acabamos de demonstrar que (W',<,>,T) é um espaco de curvatura seccional

constante. Mostremos agora que para qualquer g € U, (9(W"),<,>,T) é um espago de
curvatura seccional constante.

Por hipétese (g(W), <,>,T) é um espago de curvatura seccional constante, e ob-
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servemos que pelo fato de U C O(n) ser um aberto, existe U,, vizinhanga aberta de
Ide O(n) tal que (Up) - g C U. Logo, para toda h € U,, (h(9(W)),<,>,T) é um espaco
de curvatura seccional constante.

Portanto temos a seguinte situagio:
g(W') é um subespago vetorial de V, dim (g(W')) = k + 1
g(W) é um subespago vetorial de V, dim (g(W)) = k

(9(W),<,>,T) é um espago de curvatura seccional constante e existe U, vizinhanga de
Id € O(n) tal que para toda k € Uy, (k(g(W)),<,>,T) é um espago de curvatura secci-
onal constante. Nestas condigdes, repetindo o raciocinio anterior, podemos concluir que
(9(W),<,>,T) é um espaq de curvatura seccional constante.

Logo, a existéncia de um subespago vetorial W de dimenséo k para o qual existe
uma vizinhanga de U de Id € O(n) tal que se g € U, entdo (g(W), <,>,T) é um espaco de
curvatura constante implica na existéncia de um subespaco vetorial W’ de dimensao k + 1
tal que se g € U, entdo (g(W’'),<,>,T) é um espago de curvatura seccional constante.
Como dim V = n < oo, por indugéo acabaremos concluindo que (V, <, >, T) é um espago
de curvatura seccional constante.

A demonstragao do 2.0 caso do LEMA continua a nos garantir que dada uma base
{e1,...,€,} de V, em qualquer vizinhanga de Id € O(n) existe g tal que {g(e1),...,9(en)}
satisfaz o LEMA. g

Observagdo : O resultado deste LEMA nao pode, em geral, ser melhorado, 1.e., € possivel
construir estruturas de curvatura (V,<,>,T), dim V > 4, de curvatura seccional nio
constante em que para qualquer base ortonormal {e;,...,e,} de V e qualquer conjunto

de indices {1,j, k,1} C{1,...,n}, Kr(ei, €;), Kr(eiex), Kr(ei, &), Kr(ej er), Kr(e;,e)
e Kr(ex, ) ndo sao duas a duas distintas.

Demonstracao do TEOREMA 1

Seja {ej,...,e,} uma base ortonorma_l de V que satisfaz a condigao do LEMA e
f(ei) =%€. Logo {&,...,€,} é uma base de V.

Seja a;; =< €;,€; >, 1<14,j7<n.
Como f preserva a curvatura seccional temos

< T(e.-, e_,-)ej, € >

Kr(e; e;) = K=(¢;,€;) = =
( 1) J) T( 1 .7) < €, €; >< €596 > - K 6,‘,6]' >2

< T(E{,E,’)Ej,a‘ >
<€,€ >< €€ > —< €, €; >2
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(1.7) Tii(aiaj; — a?) =T,

ij Jij

Sejam z,y € R, ndo ambos nulos, e sejam 4,7,k € {1,... ,n} dois a dois distintos

«? Ty + 2zy Ti;k + y? Tl':jk
12 + y2

Kr(ze; + yej,ex) =

z? chik + 2zy Tiik +y? T}ijk

K+((ze; + ye;,e) =
(( VeiB) ?aii + 2eyai; + y2aj;)ap — (zaix + yaji)?

Como f preserva a curvatura seccional temos:

@ Ty + 22y Ty + Tl{jk _
z2 + y? -

22 Ty + 22y Ty + 42 Tijk
(2%aii + 2zyai; + y2aj;)ap — (zas, + ya;i)?

Fazendo a multiplicagio em cruz obtemos uma identidade entre polindémios. Com-
parando os coeficientes de tal identidade obtemos:

coeficientes de z3y
(1.8) Thir = Tiaiam — a}y) + Ti(aiam — aiaje)
coeficientes de zy>
(1.9) Thix = Tl (a5ame — ady) + Thiy(aijans — airajp)
coeficienes de z%y?

(1.10) Ty + _Tijk = T (ajiap: — a?k) + TI:jk(aﬁakk —a}) +4 Tlgjk(aijakk — @ikajy)

Escrevamos
P = (aiiap — af) — (a0 — a%)
Q= QA — Qi Qjk
u =Ty~ TI:jlc
v = T)f.'k
Subtraindo (1.9) de (1.8) obtemos
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0 = Tiy(asam — a%) + Tjy(ai;ap — aixa;r) = Thn(aj e — a2,) — Th (aiam — agazy) =

=v.P 4+ u.Q

(1.11) vP+4+u@Q =0
Por outro lado, substituindo (1.7) em (1.10) obtemos
T + Tijk = Tin(aiam — a%) + Tlfjk(“jjakk — ) = Tiy(aj am — at)+

+ ik (aiiam — ak) 4+ 4 T (aijam — airaji) =

(1.12) uP —4vQ =0

Como a base {e,,...,e,} satisfaz a condigio do LEMA, temos que u # 0, logo o
sistema dado por (1.11) e (1.12)

{ vP+u@Q =0
uP —4vQ =0
admite uma tnica solugo, a saber P = Q = 0.
Sejam
T _ < E,','éj >
vaias; & Il
y = Ak < €j,€ >
VaGiaee  |[&] [le|
__Gir  <E€,e >
Vaiare  |[e]] [[ex]
R=0=> z—-y.2=0 pois
r—gp= B ik _ 1 0
V@G5 \[Q;50kk \[aiiakk gy [a5a5;
Por permutagéo dos indices i, j, k obtemos,
y—zz=0 e z—zy=0
Logo, temos o sistema
zT—yz=0
(1.13) {y—:cy:O
z—zy=0
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Devemos observar que pela desigualdade de Cauchy-Schwartz |z] <1, |y| < 1 e
|z2] < 1. Como {ej, e, €4} L.I. temos ainda |z| # 1, lyl # 1elz] # 1. Logo |z| < 1, |y| < 1
e |2| < 1. Diante destas condigdes o sistema (1.13) admite uma tnica solugio z = y =
z = 0. Portanto {€;,€;,€} é um conjunto ortogonal de vetores.

P =0= (giam — (ai)?) = (aj;am — (a;s)?) = 0
Permutando os indices 1, j, k obtemos o seguinte sistema:
(aiiakk — (aix)?) — (@550 — (a)?) =0

(1.14) (ajai = (a;i)*) — (amais — (a)?) = 0
(arkaj; — (a;)?) — (aiiaj; — (aij)?) = 0

Somando as duas primeira igualdades de (1.14) obtemos:

(@iam = (air)*) = (aj5am — (1)) + (a5505 — (a;5)%) — (amrai; — (ax)?) = 0
Como aj; = ay; temos

a;;(asi — ap) — (a5)* + (aj)? = 0

Como aj; = aj; = 0, pois {ei,ej, ex} é um conjunto ortogonal, e como a;; =<
€;,€; ># 0, concluimos que a;; = ay.

Analogamente, a;; = s

Portanto {€;,€;,€;} é um conjunto ortogonal de vetores que tém o mesmo com-
primento. Como este fato é verdadeiro para todo conjunto de trés indices distintos, con-
cluimos que a base {e,...,€,} é ortogonal e seus elementos tm o mesmo comprimento,
o que acaba por demonstrar o TEOREMA. o

DEFINICAO Seja (M,g) uma variedade Riemanniana. Um tensor de curvatura em
(M, g) é um campo tensorial em M de tipo (1, 3), i.e., 1-covariante 3-conravariante,tal
que

1) T((I), y) = —'T(y,l‘), Vmay SES (M)

i) T'(z,y)z + T(y,2)z + T(z,2)y = 0, Vz,y,z €€ (M) (1.aidentidade de Bianchi)
iii) 9(T'(z,y)z, w) = g(T(z,w)z,y), Vz,y,2z,w €3¢ (M)

DEFINIGAO : Dizemos que o terno (M, g, T) é uma estrutura de curvatura quando (M, g)
€ uma variedade Riemanniana e T' é um tensor de curvatura como a definida em (M, g).

Devemos observar que se (M, g, T) é uma estrutura de curvatura como definida

acima, entdo para todo p € M, (T, M, 9p> T) € uma estrutura de curvatura como a definida
anteriormente.
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Seja p € M e 0 C T,M um subespago vetorial bidimensional. Definimos a cur-
vatura seccional de o em (M,g,T) e donotamo-la por K7(0) como sendo a curvatura
seccional de o em (T,M, g,,T,), i.e.,

Kr(o) = Kr,(0)

Seja G3(M) a Grasmanniana dos 2-planos de M. Temos entio
KT . GQ(M) = 8?,

o +— Kr,,(0),

onde 7 : G2(M) — M é a projecao candnica.

Observagdo : Se M é uma variedade de classe C", entio G2(M) é uma variedade classe
C™'e Kr:Gy(M) — R é uma funcdo de classe C™1.

Exemplos :

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e V a sua conexéo de Levi-Civita. Temos
em (M, g) os seguintes tensores de curvatura:

a) Tensor de curvatura trivial:
](m’y)z = {g(y9 Z).’E - g(.’L',Z)y}
b) Tensor de curvatura de Riemann

R(z,y)2 =V,V,z -V, V,z - Vizy)z

Lembrando que
Ric (z,y) =trago {z — R(z, z)y)
g( Ricoz,y) = Ric (z,y)
Sc = trago Ricy
definimos

c) Tensor de curvatura de Ricci

Ric (m)y)z = {Ric(x,z)y - Ric(yaz)x + g(z,z)Ricoy - g(y’ Z)RiCoz}

d) Tensor de curvatura conforme
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(aqui supomos que dim M > 3)

1
n—2

C(2,9)2 = R(z,y)z — —— Ric(z,y)z -

Sc
(n—1)(n— 2)I(m,y)z

Mais geralmente, um tensor de curvatura T em (M, g) da origem ao seu préprio
tensor de curvatura conforme Cr.

DEFINICAO : Seja (M, g,T) uma estrutura de curvatura. Dizemos que (M,g,T) é uma
estrutur vat iona s , ou simplesmente um espaco de curvatura sec-
cional constante se existe k € R tal que para todo p € M e para todo 0 C T,M, o
subespaco vetorial bidimensional de T,M, temos

KT(G) =k
Quando nao houver perigo de confusio em relacdo a qual estrutura estamos nos
referindo, diremos apenas que M é um espago de curvatura seccional constante.

DEFINICAO : Seja (M, g,T) uma estrutura de curvatura. Dizemos que um ponto p € M
€ T-1sotrépico se Kr|z-1(5) € constante e que é T-nao isotrépico caso contrario.

Observagdo : O conjunto dos pontos T- nao isotrépicos é um aberto de M.
E imediata a partir da PROPOSICAO 1.3 o seguinte fato:

PROPOSICAO 1.4 : Seja (M,g,T) uma estrutura de curvatura. Entio todos os pontos
de M séo T- isotrépicos se e somente se existe f : M — R tal que

Ty(z,y)z = f(p)(95(y,2)z — gy(2, 2)y), Vp € M,Vz,y,z € T,(M)

DEFINIGAO : Sejam (M,g,T)e (M,g,T) duas estruturas de curvatura. Sejaf: M — M
um difeomorfismo. Dizemos que f preserva a curvatura seccional se para todo p € M e
para todo ¢ C T,M, o um subespaco vetorial bidimensional de T,M, temos

Kz(0) = Kz(f.(o))

DEFINIGAO : Sejam (M, g) € (M,g) duas variedades Riemannianas. Dizemos que um
difeomorfismo é conforme se existe A : M — R tal que

(@) =X

TEOREMA 1 (bis) : Sejam (M,g,T) e (E, 9,T) duas estruturas de curvatura, sendo
dim M =dim M =n > 3. Seja f : M — M um difeomorfismo que preserva a curvatura
seccional. Entao f é conforme no fecho do conjunto dos pontos T- nio isotrépicos de M.
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Demonstracao :

Seja N = {z € M/z é T - néo isotrépico }. E claro a partir do TEOREMA 1 que
f é conforme em N, i.e., existe A : N — R tal que

(1.15) 5=

Devemos observar pela prépria relagao (1.15) deduzimos que ) é diferencidvel.

Se N = M, nada temos a fazer. Suponhamos entio que N C M. Para encerrarmos
a demonstragdo basta que nés estendamos a fungio A continuamente para (fecho N), de
modo a valer (1.15).

Sejam p € (fecho N) — N, V uma vizinhanca aberta de p suficientemente pequena
e X um campo de vetores em V que néo se anula. Temos entio que para todoz € NNV

_ [9(Xs, X)),
A((I}) = g(Xz,XI) )

I*9(Xp, X5)

logo definimos A(p) = .
& (») 9(Xp, X))

E claro que desta forma, para cada p € (fechoN) — N, ) é continua em p e valo a
relagdao (1.15). Observemos também que a escolha do campo X nao € essencial uma vez
que a extensao de uma fungdo continua definida em N para (fecho N) quando existe é
unica. p

Acabaremos este paragrafo enunciando e demonstrando alguns resultados que nos
serao uteis posteriormente.

PROPOSICAO 1.5 : Sejam (V,<,>,T) e (V,<,>,T) duas estruturas de curvatura. Su-
ponha que

a),>=)2<>, AeERA>0
b) K7 = K5

Entio T = MT.
Demonstracéo :

Seja {z,y} L.L

<T(x,y)y,z > _ < T(z,y)y,z > o9

b) = ey ——
<z,z ><y,y>—<z,Yy> <ZT,ZT>LY,y>—<7T,y>
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<T(z,y)y,z > 1 < T(z,y)y,z >

<HLE><YY>—<a,y>? A<T,2>5<yy>—<a,y >?

= A < T(z,y)y,z >=< T(z,y)y,z >

Observando que se {z,y} L.D., entio a igualdade acima continuaria valendo, con-
cluimos

(1.16) A<T(z,y)y,z >=<T(z,y)y,z >, Vz,y € V

Logo, dados z,y,z € V vale
A<T(z,y+2)y+z,z >=<T(z,y+ 2)y + 2,z >=>
A<T(z,y+ 2)z,y+ 2z >=<T(z,y + 2)z,y + 2 >
Desenvolvendo a tiltima igualdade obtemos
(1.17) A < T(z,y)z,2 >=< T(z,y)z,2), Vz,y,2 € V
Ou
(1.18) M(z,y)z = T(z,y)z, Vz,y € V
Logo, dados z,y,z € V vale
AT(z + z,y)(z+2) =T(z + z,9)(z + z)
Desenvolvendo a igualdade acima obtemos:

(1.19) T(z,9)2 — T(y,2)e = MT(x,y)z — T(y, 2)z}, Ve,9,2 € V

Permutando z,y, z em (1.19) obtemos:

(1.20) T(y,z)z — T(z,z)y = MT(y,z)z — T(z,z)y}
(1'21) T(Z, :l:)y - T(m) y)z = /\{T(z,x)y - T(x’ y)z}

Temos ainda da 1.a identidade de Bianchi:

(1.22) T(z,z)y = —T(z,y)z — T(y, 2)z
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(1.23) T(z,2)y = =T(z,y)z — T(y, )z

Substituindo (1.22) e (1.23) em (1.21) somando (1.19) obtemos o resultado dese-
jado. p
COROLARIO: Sejam (M, g,T) e (M,g,T) duas estruturas de curvatura. Sejaf: M — M
um difeomorﬁsmg conforme com f*g = Ag e suponhamos que f preserva a curvatura sec-
cional. Entao f*T = AT.

Demonstragao :

Basta notar que (T,M, g,,T,) e (T,,M, T (@50 f‘(T,(p))) sao estruturas de curva-
tura que satisfazem as hipéteses da PROPOSICAO 1.5. o

TEOREMA (Schur) : Sejam (M, g,T) uma estrutura de curvatura, dim M >3,eVa
conexao de Levi-Civita de M, g). Suponha que:

a) (VoT')(y,2) +(VyT)(2,2) + (V.T)(z,y) = 0, Vz,y, 2 €3¢ (2.a identidade de Bianchi)
b) todo ponto de M ¢ T-isotrépico.

Entdo (M, g,T) é um espago de curvatura seccional constante.

Demonstracgao:

A condigdo b) e a PROPOSICAO 1.4 nos garantem a existéncia de uma funcao
f: M — R tal que

(1.24) T(z,y)z = f - (9(y, 2)z — g(z,2)y) = f - (z,y)z
Para w €3¢ (M),

(VuT)(2,y)2 = Vo f - I(z,y)z + - (Vo I)(z,y)2

Usando a definigdo de I e o fato de que V é a conexio de Levi - Civita de (M,q),
é facil ver que (VwI) = 0.

(VuT)(2,y)z = Vyf - I(z,y)z, Yw,z,y,z € (M), ie.,

(125) (va)(m) y)z = (wf) ! {g(y’z)x - g(m,z)y}

Considerando permutagdes de w, ,y obtemos

(1.26) (Vi T)(w, )z = (yf) - {g9(z, 2)w — g(w, 2)z}

(1.27) (VoT)(y, w)z = (2 f) - {g(w, 2)y — g(y, 2)w}

19



Somando (1.25), (1.26) e (1.27), de a) obtemos

(1.28) 0= (wf){g(y,2)z - g(=, 2)y} + (W) {9(z,y)w — g(w, 2)z} +

+Hzf){g(w, 2)y - g(y, z)w}

Seja agora p € M. Em uma vizinhanca de p podemos escolher campos da seguinte
forma: z arbitrario, {z,y, z} ortogonais, 9(2,2) = 1 e w = 2. Isto é sempre possivel pois
dim M > 3. Dai, de (1.28) obtemos

(1.29) (zf)y=(flz=0

Como {z,y} L.I. em cada ponto de uma vizinhanga de p, temos (z f)(p) = (yf)(p) =
0. Como p ¢ arbitrario concluimos que f é constante, provando assim o TEOREMA. g

Devemos lembrar que em uma variedade Riemanniana (M, g) o tensor de curva-
tura Riemann satisfaz a 2.a identidade de Bianchi. Mostraremos no paragrafo 6 que

um resultado mais forte que o TEOREMA DE SCHUR vale para o tensor de curvatura
conforme.
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2. CONSIDERACOES SOBRE TRANSFORMACOES
CONFORMES

Sejam (M, g, R) e (M, g, R) duas estruturas de curvatura onde (M, g) e(M,g) sao
variedades Riemannianas, dimM = dim M = n, e R e R os seus respectivos tensores
de curvatura de Riemann. Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de (M,g) e (M,3),
respectivamente.

Tomemos f : M — M um difeomorfismo conforme. Entdo existe A : M —o R
tal que f*(g) = A\g. Como A(z) > 0 para todo z € M, existe p: M — R tal que ) = e?”.

No que segue, para facilitar a notacio, identificaremos M e M pelos difeomorfismo
f. Notemos que f*V é a conexio de Levi-Civita da variedade Riemanniana (M, f*g),
portanto f*R é o seu tensor de curvatura de Riemann. Continuaremos a denotar, por
abuso de notagdo, f*g e f*R por § e R. Neste caso g = €*g. Mais geralmente, sempre
que ¢ denotar um objeto em (M, g), ® denotara o objeto correspondente em (M, g).

Seja z1,. .., , um referencial mével g-ortonormal em um aberto U C M e wy, ..., w,
as formas duais deste referencial. Temos entio as equagoes de estrutura:

(2.1)dw; = — ) wh A w;, w) = —w!
J

(2.2)dw; = — Ew;‘ A w}‘ + Q;
k

u); = ZP;ka com F;‘J = g(vzk(zj)’zl')
k

Q} = %ZR}k,wk A w; com R;-k, = g(R(zk,x1)z;, z;)
k1
- ZR}klwk A wy
k<l
Observagdo : Dadas as formas wy, ..., wy, as formas w;'-, 1 <1,57 < n ficam determinadas

por (2.1), i.e., existem e séo tnicas as formas w} que satisfazem (2.1) (ver [4)).

Consideremos agora os campos T; = e~ ’x;, 1 <2< n.Ty,...,T, é um referencial

moével g-ortonormal em U. Sejam Wi, ..., W, as formas duais deste referencial mével.
’ ; o . -~ . .

Temos também as formas w; e §);, que satisfazem as equacgdes de estrutura. Nosso ob jetivo

: . 5 i i
agora € expressar w;, w; e §); em funcio de w;, w; e Q.

E imediato que
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(2.3) w; =e’w;, 1<i<n.
Portanto
dw; = d(e” - w;) =1 (e - Y piw;) Aw; + €” A(—-Ew Aw;) =
j
= —wi A} piT; — Ew; AWy =
i i
=2 _(pjwi +w)) AN w; =
i

= (piwi — piw; + w;) Aw;, jaquew; Aw; =0
J
dw; = =) (pjw; — piw; + w}) A w;
Notemos que
(pjwi — piw; +w}) = —(piw; — pjw; + wl)
Logo, pela observagao feita acima concluimos
(2.4) W; = pjwi — piw; + w}

De acordo com as equagdes de estrutura temos:

O = dw + E LATE =

= + (dp; — El’kwk) A w; — (dp; + zk:/’kwi)/\wﬁ
= Ekzpkpjwe A wi + ;Pil’kwk A wj — ;(Pk)zws Aw; =
= Qi + (dp; — Zpkw —Emmwk)/\w.

—(dpi + Zk:Pkwi - };p;pkwk) Aw; — Zk:(pk)zw.- Awj =
=0 + (zk: PikWy — ;Pkﬂjwk) A w;—
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(D pirwi — Y pepiwy) A w; — > (k) ?w; A w;
k k k
onde pjx, 1 < j,k < n sio os coeficientes do hessiano da funcdo p que satisfazem a

igualdade
D pikwi = dpj — " ppwk
k k

(ver o apéndice)

Logo, temos

(2.5) 0 = Q= 3 (psk — prps)wi A wy—
k
= 2_(pik = prpiywr A w; — 3 (pi) w; A w;
k k

Seja u = e, entao

u; = —e?p;, onde u; = x;(u)

u;; = —e~?(pi; — pip;), onde (u;;) é o hessiano de wu.
Entdo (2.5) vai assumir a seguinte forma:

(2.6) u2(h—; =) =ud ujpwi Awg +u D upwg A w, — > (ui)*w; A w.
k k k
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3. O TEOREMA

Daqui para frente, dada uma variedade Riemanniana (M, g), um ponto R- isotrépico
e um ponto R- nao-isotrépico, i.e., isotrépico ou néo com respeito ao tensor de curvatura
de Riemann de (M, g) serdo denominados simplesmente ponto isotropico e ponto nao
isotrépico, respectivamente.

TEOREMA (KULKARNI) : Sejam (M, g, R) e (M, g, R) duas estruturas de curvatura,
R e R sendo os tensores de curvatura de Riemann de (M, g) e (M,g), respectivamente, e
suponhamos que dim M = dim M =n > 4. Seja f : M — M um difeomorfismo que
preserva a curvatura seccional. Entdo f é uma isometria no fecho do conjunto dos pontos

nao isotrépicos de M.
Demonstracao :

Identificaremos M e M pelo difeomorfismo f e utilizaremos a notagao do paragrafo

Seja N o conjunto dos pontos nio isotrépicos de M. Concluimos do TEOREMA
1 (bis) que f é conforme em (fecho N), i.e., existe A :(fecho N) — R tal que g = e*¢
em (fecho N), A\ = e?. Para demonstrar o TEOREMA basta mostrar que A = 1 em
(fecho N) ou, equivalentemente, mostrar que u = 1 em (fecho N), onde u = e=*. Por
continuidade é suficiente mostrar que u = 1 em N.

Sejap € NeU C N, U aberto com p € U (lembremo-mos que N é aberto) e
Ty,...,Z, um referencial mével g - ortogonal em U.

Concluimos do COROLARIO da PROPOSICAO 1.5 que
R =¢"R
Se definirmos, como de costume, R;-k, = g(R(zk,;)zj,2;) € ﬁ;k, = §(R(z, 7))%;, 7))
entao, da igualdade acima temos:

Ry = 9(R(Zr, 71)75,7) = e*g(e> R(e "zx, e "z))e "z, e "T;) = Ry

Dai
i 1 K 1 - W wy
Q = "2' %l:Rjklwk AU)I = ‘é‘ 2 Jkl?p— Z; =
1 — :
= —e” % ZRjk,wk AW = u? Qj
2 k,l
20 _ Ot
(3.1) u Q) = Q]
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Observagao : Vimos acima que se um difeomorfismo conforme preserva a curvatura sec-
cional, entéao vale a igualdade (3.1). A reciproca deste fato também é verdadeira, i.e., se
um difeomorfismo conforme é tal que em um aberto vale (3.1), entao este difeomorfismo
preserva a curvatura seccional em tal aberto pois :

1 : ol e~
(3.1) = 5 ER;-k,wk A w=e€ p_2_ ZRjklwk A w, =
kJ k,l
1 -t i 5t
‘é’ ERjklwk Nw = Rjkl = Gkl =
k,l

= 9(R(z, 1)), ;) = g(R(zk, 7))z, 2;) =

R g e _ ﬁ(ﬁ(z, Y)Yy, ) =
=" R= Kl 0) = 2o ,0) - )

c*g(e” Rz, y)y, z) _ 9(R(z,y)y, )
(€?)*[g(z, 2)g(y, ¥) — (9(2,¥))] ~ g(z,2)9(v,y) — (9(z,y))

2 = I(R(zvy)

Kpr = K7, concluindo desta forma o raciocinio.

Substituindo (3.1) em (2.6) obtemos

(32) (1 —v®) =ud wjpw; Awg +u > ugwp Awj — O ud)w; A w;
k k k

Observagdo : Como a partir de (2.6) e (3.2) é possivel recuperar (3.1), tendo em vista
a observagao anterior concluimos que se um difeomorfismo conforme é tal que vale (3.2)
entdo este difeomorfismo preserva a curvatura seccional.

)

Diferenciando (3.2) obtemos:

(3.3) —2zk:uukwk A Q;- = —(1—u’) A dU+

Zumujkwm Aw; Awg +u A Z[d(Ujk) A wi A wi + ujrdw; A wi — ujx A w; A duwy)
m.k k

= Zumu;kwm ANwp Aw; +u A E[d(u,k) A wg Aw; + ujpdwi A W; — Ujpwi A dw,-]
k

m,k

— Z2ukduk Aw; Awj — (Z uZ)(dw,- Aw; —w; A dwj)
k k

Podemos criar um referencial mével g-ortogonal que em p satisfaca wj =0,1<
1, < n (basta tomarmos o transporte paralelo de uma base ortonormal de T,(M) ao
longo das geodésicas). Entdo em p teremos:
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i) dw; = 0 pois dw; = -—Zw} A w;
J
ii) dQ} = 0 pois d =05 A wf - Y wiA Qf (1.a identidade de Bianchi)
k k

iii) 3 pjxwy = dp;  (ver apéndice, (A.2))

k
iv) Zv,-jkwk = dv;; (ver apéndice, (A.3))

. .

Podemos supor que o referencial mével z, . . ., z,, original satisfaz a condigio acima

)
e, w; =0, 1 <4,j <n. Entdo (3.3), apenas no ponto p, se reduzira a:

(34) -2 zk:u U Wi A Q; =

= E UnUjk Wy Aw; A we +u A ZUjkmwm A w; A wp+

m,k m,k

-+ Zumu;kwm Awg Awj+u A Zugkmwm Awi Aw; — 2Zukukmwm A w; A w;

m,k m,k m,k
Substituindo (A.4) em (3.4) obtemos no ponto p a igualdade
(3.5) =23 u - upwy A 0 =
k

Y upujw, A wg Awg +u A Zqu;-" AW+ ) U UigWy, A Wi A w;—

m.k m m,k

—u A u QN Aw; — 2 uptppwn, Aw; A w;
m

m,k
Multiplicando (3.5) por (1 — u?) e utilizando a igualdade (3.2) obtemos

(3.6) (1 — uz)[z UnUjkW A w; A wy + Zumu;kwm Awg A wj—

m,k m,k

~2 Zukukmwm A w; Aw;] = -—uz[z UpUjm Wi A w; A Wi+

m,k m,k

-+ ZUku,-mwk A w, A w; — 2 Zumumkwk Aw; A w,-]

k,m m,k

Simplificando (3.6) obtemos
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(3.7) Zumujkwm Aw; A wy + Zumu;kwm A wy A w;

m,k m,k

~2 ) UpUpy Wi A w; A w; = 0

m,k

Sejam m,1,j trés inteiros dois a dois distindos, 1 < m,#,j < n. Considerando o
coeficiente de wy, A w; A w; em (3.7) temos:

UnUj; — UjUjm, + U uy — UiUsy — 2Zukukm =0
k

para i, j,m dois a dois distintos, temos em p

(38) Ui — UjUjm + UnUj; + U Uy — 2 Eukukm =0
k

O ponto central desta demonstracéo ¢ o seguinte resultado:

LEMA : Sejam (N, g, R) e (N, g, R) duas estruturas de curvatura onde (N,g) e (N,3) sao
variedades Riemannianas, dim N = dim N > 4,e R e R os seus respectivos tensores de
curvatura Riemanniana. Seja f : N — N um difeomorfismo conforme que preserva a
curvatura seccional, valendo a igualdade f*g = e?g, p: N — R. Se u = e, u(p) #£1
e (grad u), # 0, entdo p é um ponto isotrépico.

Demonstracao

Podemos tomar um referencial mével z;, ... »yTn g-ortonormal em um aberto U de
N que contém p tal que neste ponto valha a igualdade (3.8) e mais:

_ (gradu)p
“1(P) = Y(gradu), |

Logo,

(3.9) (zau)(p) = ui(p) =0 para 1<i<n

Se em (3.8) considerarmos m = 1, e nos lembrarmos que m,1,3 sao dois a dois
distintos teremos, a partir de (3.5), a igualdade:

(3.10) uj(p) + wii(p) = 2u1i(p)
Como dim N > 4, podemos tomar 1,1, §, k dois a dois distintos: De (3.10) obtemos
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uii(p) + uj5(p) = 2un(p) () = u
(1) 1 vslr) = () ) = ¥550) = wan(p) =

= u;i(p) = ur(p), V1 <j,k<n.
Por outro lado temos :

ujj(P) + urk(p) = 2un (p) = 2u11(p) = 2u;;(p)

(3.11) wii(p) = u;5(p), V1<i,j<n
Mostraremos agora que p é um ponto isotrépico. Por um lado

—1 i
=3 ERjk’wk A w[,
k,l

por outro lado, a equagéo (3.2) nos fornece a igualdade
(l — uz)ﬂ; =u Z ujpw; A wg + u Eu;kwk Aw; — (Z(uk)z)’w,' Aw;
k k k
Logo temos

(3.12) 11—_;‘—2) ZR_';Hwk Aw =u Zujkw; A wi+
k1 k

+u Zu;kwk ANw; — (Z UZ)‘w,' A w;
k k

A igualdade (3.12) nos permite calcular R;-H para todo 1 < 1,3, k,l < n.
1.0) E claro que se i = J =k =1, entio Rl (p) =0

2.0) E claro que se trés dos indices i, j, k, [ sio iguais, entdo Ry (p) =0

3.0) Se os indices ¢, j, k, I sdo dois a dois distintos entio Ri4(p) = 0 pois basta tomar na
equagao (3.12) os coeﬁcxentes de wy A w;.

Resta-nos anahsar somente o caso em que existe apenas pares entre os indices
1,7, k, I que sio iguais. E claro quese: = j ou k = [, entdo R,k,(p) 0. Logo assumiremos

quet# jek#lL

i) i = k,j = I. Vamos calcular R}.i(p). De (3.12) temos

( jii JJ') = uuj; + uuy; — z(uk)2
k
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De (3.11) concluimos

() < 2Phn(p) = lgradu(p)?
" 1 - (u(p))?
L Vi gk, R;'ij(p) = Rfkl(P)'
i) ¢ # k,j = l. Vamos clacular Ri;.:(p)
De (3.12) temos

1 —u? i i
(2_)(Rjkj — Rjji) = uuy,

- 18

Se em (3.8) tomarmos i = 1 concluiremos que uim(p) = 0. Dai segue que z;(p) é
um autovetor de hess,(p). Como hess,(p) ¢ uma forma bilinear simétrica podemos supor
que z5(p),...,z,(p) também sio autovetores de hess,(p). Logo, uik(p) = 0 sempre que

1 # k. Dai
;'kj(P) = 0.

Essencialmente os casos i) e ii) sio os inicos casos em que existe apenas pares entre
os indices 1, j, k, I que sdo iguais ou diferem de i) ou ii) por um sinal ou sio automatica-
mente nulos.

Logo, do COROLARIO da PROPOSIGAO 1.3 segue que p é um ponto isotrépico.g
Voltando & demonstragio do TEOREMA definamos o seguinte conjunto

A={z € N/u(z) #1} C N.

E claro que A é um aberto de N. E como N é um aberto de M, A também o é.

Para encerrarmos esta demonstragio basta que nés verifiquemos que A = ). Para
tanto suponhamos que A # (). Neste caso podemos supor que A é conexo pois se nao o
fosse trabalhariamos em cada uma de suas componentes conexas.

Segue do LEMA que grad u = 0 em A portanto existe K, € R tal queu =Ky >0
em A.

De (3.1) concluimos:
(3.13) (Ko)™; = O
De (2.6) e do fato de u; =0 eu; =0,1<4,5 < n, em A concluimos
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(3.14) (Ko)2(®; - 0i) = 0
Como Ko > 0, (3.14) implica
(3.15) 0} = @

Concluimos das igualdades (3.13), (3.15), do fato de Ky > 0 e do fato das 2-formas
Qj- e ﬁ; nao serem nulas (pois os pontos de A sio nio isotrépicos) que Ko = 1. Logo em
A u =1, absurdo! Portanto A = 0. g

Sobre a demonstragio acima sao pertinentes dois comentarios : o primeiro é sobre
a hipétese que restringe a dimenséo da variedade. Esta nos garante a existéncia de um
numero suficiente de equagdes que o difeomorfismo f i+ M — M deve satisfazer nos
pontos nao-isotrépicos, possibilitando-nos concluir (3.11). O outro comentario é sobre o
LEMA. Ele nos informa quéo rigido é um difeomorfismo que preserva a curvatura seccional
no conjuntos dos pontos nédo isotrépicos. Tal fato é expressado plea seguinte conclusio :
grad u = 0 no conjunto dos pontos nao isotrépicos.

Uma conseqiiéncia imediata do TEOREMA é o seguinte corolério:

COROLARIO : Sejam (M, g, R) e (M, g, R) duas estruturas de curvatura, R e R sendo os
tensores de curvatura de Riemann de (M, g) e (M, 9), respectivamente, e suponhamos que
dim M = dim M =n > 4. Suponhamos ainda que o conjunto dos pontos nio isotrépicos
de M ¢é denso. Entao um difeomorfismo f : M —s M que preserva a curvatura seccional
€ uma isometria.

Passemos agora ao caso analitico.

TEOREMA : Sejam (M,g,R) e (H,ﬁ,ﬁ) duas estruturas de curvatura, R e R sendo
os tensores de curvatura de Riemann de (M, g) € (M, ) respectivamente e suponhamos
que dim M = dim M = n > 4. Suponhamos ainda que a métrica g é analitica. Seja
f: M — M um difeomorfismo que preserva a curvatura seccional. Entdo ou f é uma
isometria ou M é um espaco de curvatura seccional contante.

Demonstragao :

A demonstragio deste TEOREMA ¢é imediata a partir da seguinte proposigao:

PROPOSIGAO : Seja (M, g, R) uma estrutura de curvatura, onde R é o tensor de curva-
tura de Riemann de (M, g). Se a métrica g é analitica, sdo equivalentes :

a) O conjunto dos pontos nao isotrépicos é denso.
b) Existe um ponto nao isotrépico.

Demonstracgao :
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E claro a implicagdo a) = b). Mostremos a reciproca.

Suponhamos que o conjunto dos pontos nio isotropicos nao é denso, i.e., existe
um aberto conexo U néo vazio formado apenas por pontos isotrépicos. Pelo TEOREMA
DE SCHUR, em todos os pontos de U as curvaturas seccionais séo iguais. Portanto em
771 (U), m: G3(M) — M a projegdo, a funcio Kr é constante. 7=}(U) é aberto de
G2 M, G3M é conexo e Kr : GoM — R é analitica pois a métrica g é analitica. Logo
Kr € constante em G2 M. Logo todos os pontos de M sio isotropicos. Absurdo! Portanto
o conjunto dos pontos ndo isotrépicos é denso. g
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4. DIMENSAO 3

Neste paragrafo estudaremos o caso em que a dimensio das variedades envolvidas
€ trés. Garantiremos a existéncia de um contra-exemplo para o TEOREMA e depois,
acrescentando hipétese global, demonstraremos um resultado.

Para construirmos o contra-exemplo vamos procurar em um aberto U # 0 de R3
uma métrica Riemanniana g e uma fungio p:U— R, X=e?, u=e" que satisfagam

as seguintes condigoes:

i) Se consideramos a métrica § = e*g, temos entdo duas estruturas de curvatura, a
saber (U, g,R) e (U,g,R), onde R e R sio os tensores de curvatura de (U,9) e (U,9),
respectivamente. Entdo Id : U — U preserva a curvatura seccional das estruturas de
curvatura citadas acima.

ii) Id : U — U néo é uma isometria de (U, g) em (U,9).
iii) Todos os pontos de (U, g, R) séo nio isotrépicos.

Suponha que para tal métrica g e tal funcio A exista um referencial mével g-
ortogonal z,, x5, 23 que satisfaca

grad u

4.1 =u; =0 0 (i.e. ==
( ) 31 Uz y U3 # (le) I3 ”grad U”

)

e que em todos os pontos de U valha (3.8), o que no caso de dimensio 3, e utilizando
(4.1), se reduz a

(4.2) 2u3z = uyy + ugp, Uz =0, uz; =0

As igualdades (4.1) e (4.2) implicam

(4.3) dws = 0 pois

dug3 = —Ew? ij = —Z(ZI“,’ka) A w; = Z(P?k = I‘Zj)w_,- A wy,
J Jj k i<k

dw3=0<:>I‘?k—Fij=0, 1<5,k<3.
7, =T, = 0 pois

Uy = T2 (u) — El‘glx,-u = ——I‘gl(:z;,u)
Uz = z122(u) — Z [ipziu = —T%,(z3u)

Uy = Ug; € ($3U) #0=> F:fz = Fgl
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I3, — T3, =0 pois

0=uz =up = T3 (u) — ZP 1(ziu) (mSU)Fgl = Fgl =0

0 = u3; = zy23(u) — ZFQ,(m;u) = 7173u — ['35(z3u)

mas z;73(u) = z1(u3) = a:l\/g(grad u,grad u) =

- ! ggrad u, V., (grad u)) = —

\/g(grad u,grad u)

Il_gm 39(1:3, V., grad u) =

= ”?"f‘T”ulg =0 z123(u) =0=> T3, =0
I —T5 =0
I} — T3, = 0 (andlogo ao caso anterior).
A igualdade (4.3) nos sugere considerar a métrica g como sendo dada por
e 0 0
(4.4) g=| 0 €* 0
0 0 1

nos campos usuais de R3 : 3/8x1,3/3x2,3/613 ,onde h,k : ®3 — R. Para facilitar
vamos assumir que h e k s6 dependam de z3, i.e.,

Oh _ oh _ Ok _ ok _

3:61 61‘2 61‘1 3:1:2

Assumiremos também que este 1iltimo fato vale para a funcio p.

Sejam
0 0 0
—eh P L ek
=, 811 ol = 6182 P 8.723

Entao {z;,z,, 23} é um referencial mével g-ortonormal e
w;, = ehd = efd = d
1= € 4T, W, = 74T, € W3 = T3

830 as forrnas duais deste referencial, onde {dzy,dz;,dz3} sio as formas duais do referen-
cial {;%,;%, 2
8xry? 61:2’ 31‘3
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Como de costume, R(z;,z;)zp =Y Rj;;z;. Entao:
]

(p. o _ Ok Oh
R2l2 - 6%‘3.61'3
?h ok,
Ryys = e (3.7
(4.5) VR = &k _ Ok,
R323 - 61’% (7(91:3)
R%IS = Réza =0
R:lm = Réza =0
\ }?%12 = Rgla =0

As igualdades (4.5) sdo obtidas da seguinte forma : os campos 0/0z1,0/0z,,0/0z;3
sao provenientes da parametrizagio Id: R — R3. Podemos entio calcular os simbolos
de Christoffel I‘f‘; definidos por:

, onde V ¢ a conexao de Levi-Civita de (U, g), pela férmula

Vo () =3k

- 6:vk

’ 6 / 6 / a ! mk/
s = %;[a—zi(gjm) + a_zj(gmj) - E(gu)]g )

’ 8 8 13/ !’ \—
onde g;; = g(am.’ az-) e (97)i; = (9i)i;
i J
d 8.0 ., ,0
% ey 02 0ar = 2 i iy
entao

'. a .l a .l 1 ‘.’ 1 i‘
ki = 50 (Ti) = 2, (T) + D (T T — T TR
m
Agora é imediato o célculo dos coeficientes R;,k.

Lembrando que Q; = R;'-uwl A wy + R}wwl A ws + R§23w2 A ws

e utilizando (4.5) temos
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(1 _ _ Ok 9h
" % e wc;hA -
0= (=522 = (5.2 Twn Aws
(4.6) J s 0z
Q2 = [—a—k = (ﬂ-)zlwz A w3
9'3 ) 0z3 ‘Oz, ‘
|0 = —q

Vamos agora considerar a métrica § = Ag, A =¢€*. Comou = e* temos,
utilizando a expressdo do hessiano de u em coordenadas, as seguintes igualdades:

fu Oh Ou

n=45g—7

Oz3 Oz

_ u ok

(47) 22 = 6(1?3 a.Tg
0%u
U3z = O_:r,g

LUy =0 set#J

Vamos agora examinar as condi¢des i), 1i) eiii) enunciadas no comeco deste paragrafo:

i) Id: U — U preserva a curvatura seccional das estruturas de curvatura (U, g, R) e
(U,3, R), o que é equivalente, segundo a observagao feita apds a igualdade (3.2), a

(1- uz)Q_';- =u Zujkw; Aw + u Zu;kwk Aw; — (Zui)w,- A w;
k k k

Utilizando (4.6) e (4.7) concluimos que a condigo i) é equivalente a

(4.8) b) — (A 4+ h")(u® — 1) 4 uu'h’ + uu” — u? = 0

{a) —KE W - 1)+ ud (B + k) —u'? =0
c) — (K?+k")(u® — 1) + ue'k' + wu” — u? = 0

onde a derivada parcial de uma funcio f na diregdo de 3/0z3 estd sendo indicada por f'.

ii) Id: U — U néo é uma isometria de (U,9) em (U,g). Esta condigio é garantida se
exirgimos

(4.9)a) O<u#l
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Para garantirmos facilidades mais & frente, exigiremos também:
(4.9)b) u' #0

iii) Todos os pontos de (U, g, R) sio nao isotrépicos. Para garantir esta condigao basta
exigir

(4.10) A" # K
pois se a curvatura seccional é constante em algum ponto p € U, entdo neste ponto temos
R}y, = Ryj3 = R = c , i.e., utilizando (4.5) obtemos:
h" + B = K"+ k' = ' = —¢
Subtraindo (4.8) b) de (4.8) c) obtemos
—(K* + K" = b — B")(u® = 1) + w'(K' — B) =0 =
—(=c+c)(u?-1)+ud(k'— k') =0 =
uu'(k' — k') = 0. Logo, de (4.9) temos k' = h'.

Para criar um contra-exemplo basta encontrarmos fungées u,h,k : U — R que
satisfacam as equages (4.8), (4.9) e (4.10). Na realidade vamos pensar nas fungées u,h e
k como sendo fungdes definidas em um aberto de R, j& que anteriormente assumimos que
tais fungées dependem apenas de z5.

Vamos impor ao nosso sistema uma outra condigao que provém da igualdade (4.2)
(4.11) 2u" = u'(R' + k')
De (4.8) a) e (4.11) obtemos:

21[”
B4k = —

u

2
2uu” u'

u? —1 wu2—1

hl kl =
que por sua vez implicam

2(u/'um _ uuZ)

R + k" = (@)? , simplesmente derivando a primeira igualdade e
u
2 2 4u" duu” 2u'? g
! 2 _ _ . 1 '
R + ¥ = 7 R S +u2_1,calculando (A" + K2
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Somando (4.8) b) e (4.8) c) obtemos, com auxilio das dltimas quatro igualdades,
a equagao

du (W)’ u” | 2u’)t

(4.12) u'.u" + (u")? - w1 2 1= 0
A condigdo k' # k' é equivalente a
u”?  2u'u — u? .
F + _IT # 0 pois
u' o 2u'"u—u? 1, A
- =_— Tt = 2 k12_1r= —_— )2
(u’)+ 1—u? 4(h+ ¥ - B (2 2)

Seja u uma solugdo da equacio (4.12) satisfazendo

1>u>0, u' #0
(4.13)

u"t Qu'u — u?
==+ =——m—5
u’2) 1 —wu?

em um ponto p fixado.

Tendo escolhido u, seja b’ a solugio da equagao

(4.14) (:{lTX + X1 -u®) +uu'X v —u? =0
3

satisfazendo a condicio inicial

2u” 2u"u — u'

Observemos que (4.14) nada mais é do que (4.8) b).
Definamos agora

(4.16) k' = 2 —

Mostremos que h',k’ e u definidas acima satisfazem as equagbes (4.8). E claro,
pela prépria definigio de A’, que (4.8) b) est4 satisfeita. Definamos

P=—h'k'(u? - 1) + wu'(R' + k') — u”
Q — _(kl2 + k”)(u2 _ 1) + uulkl + uu” _ u/?

Para mostrar que (4.8) a) e (4.8) c) estio satisfeitas, basta mostrar que P=0e

Q@ =0.

1l

Utilizando as defini¢des de A, k' e u temos:
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(4.17) Q = —2P

dP u.u' 2uu’'P
) — = (K ’ ’ _
(418)d1_3 ( +k)P+hQ+1_u2Q —
logo
dP 4u.u'
. h -k .
(4.19) — drs = (-3 k' - 1—u7)P

No ponto p a condigéo (4.15) nos garante que P(p) = 0 pois

2" 2" — u'?
(4.15) = — h’(: —h')= “l“_—ufemp
'y — ”2
(4.16) = —h'k' = ulu— u;u em p =

—h'k'(1 — u?) = 2u"u — v em p

(4.16) = —h'K(1 — u?) = wal(h' + k') — v em p =
= KW - 1)+ ud/ (K 4+ k) —u?=0emp

P(p) = 0.

Por outro lado, P satisfaz a equagdo diferencial (4.19). Logo, pelo teorema de
existéncia e unicidade de solugbes de equagdes diferencidveis, e por P(p) = 0, segue que
P = 0. Portanto de (4.17) segue que Q = 0.

Acabamos de demonstrar que as equaqoes (4.8) estao satisfeitas. As condicdes
(4.9) e (4.10) também estdo satisfeitas gragas as condiges iniciais (4.13). Desta forma
fica garantida a existéncia de um contra-exemplo para o TEOREMA DE KULKARNI
quando a dimensao das variedades é 3.

Vamos agora enunciar e demonstrar um TEOREMA que resgata o resultado de
Kulkarni para dimensao 3.

TEOREMA : Sejam (M,g,R) e (M,g, R) duas estruturas de curvatura com (M,g) e
(M,g) sendo duas variedade Riemannianas compactas de dimenséo 3 e R e R seus respec-
tivos tensores de curvatura Riemanniano. Suponhamos que todos os pontos de M sido nao
isotrépicos, entdo todo difeomorfismo f : M — M que preserva a curvatura seccional é
uma isometria.

Demonstracao :

Como todos os pontos de M sao nao isotrépicos e f preserva a curvatura seccional,
segue do TEOREMA 1 (bis) que f é conforme. De acordo com a notagio utilizada
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anteriomente temos § = e*g e u = e~*,

E claro que u € uma fungao continua em M, uma variedade compacta. Entéo
u atinge seu maximo e seu minimo. Vamos supor que f nio é uma isometria, isto é
equivalente a dizer que u nao é constante igual a 1 em M, logo ou o seu maximo ou o seu
minimo ¢ diferente de 1. Portanto existe p € M tal que

u(p) #1
(4.20) { (e u)(s) = 0

Consideremos agora hess,(p). Esta é uma aplica¢io bilinear, simétrica, hess,(p) :
T,M x T,M — R, portanto todos os seus autovalores sio reais.

Suponhamos que todos os autovalores de hessU (p) sao iguais. Seja {z1(p), z2(p), z3(p)}
uma base ortonormal de T, M formada por autovalores de hess,(p). Seja z;, 5,23 um re-
ferencial mével g-ortonormal que coincide com a base dada de T,M no ponto p. Temos:

u11(p) = u22(p) = uzs(p)
(4.21) {U.‘j(P) =0 para i # j

Logo, as igualdades (3.2), (4.20) e (4.21) nos fornecerao

' 2. . 5 .
Qi(p) = %)-w; A wj, logo, segundo o COROLARIO da PROPOSICAO 1.3, p é
um ponto isotrépico. Absurdo! Portanto os autovalores de hess,(p) nao podem ser todos
iguais.

Suponhamos agora que os autovalores de hess,(p) sio dois a dois distinto. Existe
entao uma vizinhanca U de p tal que os autovalores de hess, (¢q) sao dois a dois distinto,
sempre que ¢ estd em U. Seja entdo 1, 2,23 um referencial mével g-ortonormal em U
que diagonaliza o tensor hess, em U. Temos entao

(422) Uij((I) = 07 i 74 j, Vq eU

Seja agora ¢ € U um ponto fixado. Entdo {z(g),z2(q), 3(¢)} é uma base ortonor-
mal de T,(M) formada por autovalores de hess,(¢). Fazendo o transporte paralelo ao longo
de geodésicas de {z1(g), z2(q), z3(¢)} obtemos o referencial mével g-ortonormal %€, , %e,, %e;
definido em um vizinhanga de q. Todos os entes relativos ao referencial %ey,%,,%3 serao

indexados por ¢. Por exemplo: as formas duais serio Yw;, as formas de conexio serao Twy,
e etc. Entao vale:

(4.23) Twi(q) =0
(4.24) Yu;5(q) =0sei # 5
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A igualdade (4.23) nos garante que a igualdade (3.8) vale no ponto ¢ e no referencial
{961, 'eg,"ea}, i.e.,

~"ui(9) uim(9) = *u;(9) uim(9) + "um(9) u55(9) + “um () uii(q) — 2 3 "ur(g) ukm(q) = 0
k

para t, 7,/ dois a dois distintos. De (4.24) concluimos:

(4.25) “um(q)("uj5(9) + *uii(9)) = 2%Um(q) tmm(q),

para t, 3, m distintos.

Observemos que %u;(q) = u;(q) e Yu;j(q) = u;;(q) pois os referenciais 9u;,%u,, 9us e
1,2, T3 coincidem no ponto gq.

Suponhamos que u,, seja nio identicamente nula em qualquer vizinhanca de p.
Entao existe em U uma seqiiéncia p — p tal que Un(pr) # 0. Se para cada k € N
substituirmos ¢ por p; no que foi feito anteriormente, obtemos de (4.25):

P*tum (Pi ) (PR35 (Pk) + PR (Pr)) = 2 PEttyn (P )-P* U (k)

para 1,j,m dois a dois distintos. Logo, como P*u,,(p;) # 0 e como Phttm (Pk) = um(pr) €
”"u,-j(pk) = u;j(pk) temos:

(4.26) uj;(pk) + wii(Pk) = 2umm(p1), Yk € N, i, 5, m dois a dois distintos.

Como py — p, por continuidade u;;(p) + uii(p) = 2upmm(p), ¢,7,m dois a dois
distintos.

Logo, se u,, € ndo identicamente nulo em qualquer vizinhanga de p, vale a igualdade
(4-27) uj;(p) + uii(p) = 2umm(p), 1,7, m dois a dois distintos.

Suponhamos agora que u; e u; sejam nao identicamente nulas em qualquer vizi-
nhanga de p, logo

uz3(p) + u22(p) = 2u11(p)

uz3(p) + uni(p) = 2“22(1’)} = un(p) = uz(p) = uas(p)

o que contradiz o fato dos autovalores de hess, (p) serem distintos.

Da discussdo anterior concluimos que podemos assumir, a menos de uma troca de
indices, que u; = uy = 0 em uma vizinhanga de p. E claro que u; # 0 nesta vizinhanca
pois caso contrario uy3(p) = uz2(p) = ugs(p) = 0. Logo vale a seguinte igualdade

(4-28) u11(p) + uza(p) = 2uss(p)

Por outro lado, de (A.1) e (4.22) obtemos
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(429) Ujnwy = —an:li

(430) UgoWo = —u3wg

Como uz(p) = 0, j& que grad u(p) = 0, segue de (4.29) e (4.30) que uyy(p) =
uz(p) = 0. Logo, de (4.28) concluimos que u11(p) = uze(p) = uas(p) = 0. Absurdo!
Portanto hess,(p) nido pode ter os seus autovalores dois a dois distintos.

Finalmente vamos supor que hess,(p) tem apenas dois autovalores distintos, i.e.,
existe um autovalor de hess,(p) que tem multiplicidade 2. Se em uma vizinhanga de p este
fato se repete, entdo podemos encontrar um referencial mével ortonormal que diagonaliza
hess, nesta vizinhanca e repetir o argumento utilizado no caso em que os autovalores
eram dois a dois distintos, obtendo novamente uma contradicio. Logo, como em qualquer
ponto ¢ de M os autovalores de hess,(¢q) nio podem ser todos iguais, e pelo que foi dito
imediatamente acima, existe uma seqiiéncia px — p tal que hess, (px) tem trés autovalores
distintos. Como fizemos no caso em que hess,(p) tinha trés autovalores distintos, para
cada k € N contruimos uma seqiiéncia p¥, — p; tal que uma relagio da forma (4.27)
vale entre os autovalores de hess,(p*), e portanto entre os autovalores de hess,(px). Se
em uma vizinhanga de p tomarmos um referencial mével ortonormal, podemos considerar
as fungdes A1(g), A2(g), As(g), definidas nesta vizinhanca, que a cada ponto ¢ associa os
trés autovalores de hess,(p). Temos entdo que A(g) = (2X1(q) — Aa(q) — A3(9))(2X2(q) —
A1(g) — A3(9))(2X3(q) — Mi(q) — A2(g)), pelo que foi dito acima, se anula em Pk, logo,
por continuidade, A(p) = 0. Portanto em p vale uma relacio da da forma (4.26) entre
os autovalores de hees,(p). Mas dois destes autovalores j4 coincidem, entio é imediato
verificar que os trés autovalores de hess, (p) sao iguais. Absurdo!

Concluimos portanto que supor que f : M — M néo é uma isometria nos conduz
a uma contradigao. Logo f é uma isometria.
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5. DIMENSAO 2

Quando as variedades estudadas sao de dimensio 2, a teoria feita anteriormente nao
se aplica, pois os conceitos de ponto isotrépico e ponto nao isotrépico perdem o sentido.
No entanto, ainda podemos nos perguntar se um difeomorfismo que preserva a curvatura
seccional (que coincide com a curvatura Gaussiana) entre duas variedades Riemannianas
de dimensdo 2 é ou ndo é uma isometria. Como no caso de dimensao 3, a responta é
negativa. Construamos um contra-exemplo.

Sejam U C ®? um aberto e 8/8z,,8/8z, os campos canénicos de R?. Considere a
métrica Riemanniana g em U que em um ponto p € U, e na base {0/0z1(p), 0/ 0z4(p)} é

dada pe]a ma.triz

onde G : U — R ¢ uma fungio que para todo p € U, G(p) > 0. Seja R o tensor
de curvatura de Riemann de (U, g). Como a dimensio de T,U é 2, existe apenas uma
curvatura seccional em cada ponto, que chamaremos de K
9(R(8/0zy,0/0z5)8/dx,,0/0x,) _ Rl _
9(0/0z,,0/02,)g(8/0z,,8/0x3) — g(8/dar, 0/0z,)? G

K

Podemos ver que

1 0%/G(p)
5.1 K(p) = — ‘
(5.1 ==l
para tanto basta que utilizemos as fémulas
1 0 0 0
ko= 2N [—(q. —(0.:) — ——(qg::\1g™k
F:J 2 ;[ax'_ (ng) + axJ (grm) a-’l’m (ng )]g €

] a 1 a 1 m e my
Sk = B_.m(rjk) o BT:,,(F”) +>( kiLlim — I Tin)

gn g12) _ (1 0) (g” g”)_(l 0)
onde (921 922)—(0 Gg) °© g ¢®2) "\ 1/G

Seja agora § uma nova métrica Riemanniana em U dada, na base {0/0z1(p),0/0z4(p)}

(o sctn)

para todo p € U, onde A € R, A > 1. Se R ¢ o tensor de curvatura de Riemann de
(U,9) entao, como observamos anteriormente, existe uma tnica curvatura seccional em
cada ponto que denotaremos por K.

7(1)) _ 715;12(1’) _ 1 62\' AG(p)

AG() T\ hGe) 04 = K@)
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Logo, Id : U — U é um difeomorfismo que preserva a curvatura seccional das
estruturas de curvatura (U, g, R) e (U, g, R), no entanto é claro que Id ndo é uma isometria.

No caso de dimensao 3, quando acrescentamos a hipétese de compacidade, foi
possivel conseguir um resultado positivo. Ja quando a dimensio é 2 este fato nio se
repete. Vejamos um exemplo:

Seja T? o toro, T? ~ S x §*, mergulhado canonicamente em R3, i.e., T? é obtido
se girarmos em torno do eixo z a cépia de S contida no plano yz que tem centro no ponto
(0,a,0),a > 0, e raio r,0 < r, a.

X

Identificaremos T? com o produto S? x S' onde a primeira cépia de S! estd contida
no plano zy, tem centro na origem e raio a — r, a segunda € a citada anteriormente.
Sabemos que com a métrica induzida de R3 a curvatura seccional de T?, i.e., a tnica
curvatura seccional de T?, em cada um de seus pontos, é constante ao longo dos paralelos,
ou seja, dos conjuntos da forma S' x {¢}. Vamos construir entio um difeomorfismo
F : T? — T? que preserva os paralelos, portanto a curvatura seccional, porém que nao
seja uma isometria.

Seja f : ST — 8! um difeomorfismo que nao € uma isometria, onde a estrutura
Riemanniana de S?, neste caso, esta sendo considerada a induzina do plano zy. Definamos
entao
F:T?’=8"x8 —T?=8"x 8!

(z,y) — (f(2),y)

F é o difeomorfismo procurado.
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6. UMA OUTRA DEMONSTRACAO DO TEOREMA
DE KULKARNI

Neste dltimo parégrafo apresentaremos o esboco de uma outra demonstragao do
TEOREMA DE KULKARNI. Tal demonstragio é essencialmente a mesma apresentada
pelo préprio Kulkarni em [2].

DEFINICAO : Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é conformemente raza sc
para todo ponto p € M existe uma vizinhanca U depe ® : U — R tal que gly = ®go,
onde go é a métrica raza.

Seja (M, g,C) uma estrutura de curvatura onde (M, g) é uma variedade Rieman-
niana e C' o seu tensor de curvatura conforme. Definimos entio

Ricg(z,y) = trago {z — C(x,2)y} e
Sce = trago Ricg,, onde Ricg, é definida pela igualdade g(Ricg, (z),y) = Rice(z,y)

PROPOSICAO 6.1: Seja (M, g, C) uma estrutura de curvatura onde (M, g) é uma varie-

dade Riemanniana e C o seu tensor de curvatura conforme. Entio Ricc =0
Demonstracgao :

Ricg(z,y) = trago (z — C(z,2)y) =
= trago (z — (R(z,2)y — -1 Ric(z,2)y — ml(x, z)y))

Seja 24,...,T, um referencial mével g-ortonormal definido em um aberto U.

Rico(zi,z;) = Ric (2, 2;) — 15 (n.Ric(z;, z;) —Ric(z;, z;) + g(z;, z;) trago Ricz—

— Ric (J:,', zj)) - (nl_l).(nlz).SC.(g(IE{,:Cj) - ng(:c,-,:cj)) =
= Ric (z;,7;) = -55((n — 2)Ric(z;, z;)) —%_z.g(:z,-,xj).Sc + -5 Sc.g(zi, z;) =0

Logo Ricg(zi,z;) = 0, para todo 7,j. Portanto Ricg(z,y) = 0, para todos os
campos z,y em M. g

COROLARIO : Nas condigbes da proposigao anterior temos que Scg = 0.
Demonstragao :

Scc = trago Ricg, e Ricg, é definido pela igualdade
9(Ricg,(),y) = Rico(z,y).

Logo, pela proposigdo 6.1 Ricg,(z,y) = 0, portanto Scc também o é. o
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TEOREMA 2 : Seja (M, g,C) uma estrutura de curvatura onde (M, g) € uma variedade
Riemanniana de dimensdo n maior ou igual a 4 e C o seu tensor de curvatura conforme.
Sao equivalentes:

1) (M, g) é conformemente raza

2)C=0

3) Kc =0

4) para todo p € M, K¢|.-1(,) = constante,
onde 7 : G2(M) — M é a projecio candnica.
Demonstracgao :

(1) & (2)

Esta equivaléncia é um famoso Teorema devido a H. Weyl que ndo demonstraremos
aqui.

(2) = (3)
Esta implicagao é imediata.
(3) = (2)
Esta implicagao segue da PROPOSICAO 1.2.
()= (4)
Esta implicagao é imediata.
(4) = (3)

Suponhamos que K¢|z-15) = a. Entdo pela PROPOSICAO 1.3 temos que no
ponto p o tensor de curvatura conforme serd da forma

Clz,y)z = a.(g(y, 2)z — g(z,2)y)
Entao Rice(z,y) =trago (z +— C(z,2)y)
serd Rice(z,y) = a(g(z,y) — ng(z,y)) = —a(n — 1)g(z,y) e Scc = traco Ricg, sera
Sce = —an(n —1)
Pelo COROLARIO da PROPOSICAO 6.1 Scp = 0. Logo, como n > 4, concluimos

que a =0. g
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Vamos agora enunciar e demonstrar um teorema semelhante a0 TEOREMA DE
KULKARNI, porém vélido para tensor de curvatura conforme.

TEOREMA (KULKARNI no caso conforme) : Sejam (M, g,C) e (M, 9,C) duas estru-
turas de curvatura, C' e C sendo os tensores de curvatura conforme de (M, g) e (M,g),
respectivamente, e suponhamos que dim M = dim M > 3. Seja f: M — M um difeo-
morfismo que preserva a curvatura seccional das estruturas de curvatura acima. Entio f

€ uma isometria no fecho do conjunto dos pontos C- nio 1sotropicos de M.

Demonstracgao :

Como fizemos anteriormente vamos identificar M e M pelo difeomorfismo f. Tudo
funciona bem pois f*(C) é o tensor de curvatura conforme de (M, f*(g)). Por abuso de
notagao continuaremos a denotar f*(g) e f*(C) em M porge C, respectivamente.

Seja Ng o conjunto dos pontos C- nao isotrépicos de M. Segundo o TEOREMA
1 (bis) f é conforme em (fecho N¢), logo g = Ag em Ng, ) :(fecho Ng) — R, M(z) > 0
para todo z € Ng.

C = C em (fecho N¢) pois C é um invariante conforme e fl(fechone) € conforme.

Seja agora p € N¢, ¢ C T,M, o um subespaco vetorial bidimensional de T,M e
{z,y} uma base de 0.

Ka(o) = — 3C@yz) 1 a(Clz,y)y,a)

1
9(e, )00 9) ~ 39 ~ Xg(e,)gu,) - glagft A O

(6.1) Kz(0) = 3Kc(o)

Por outro lado, como f é um difeomorfismo que preserva a curvatura seccional das
estruturas de curvatura (M,g,C) e (M,g,C), temos

(6.2) K5(o) = Ko(o)

Como p é um ponto C-néo isotrépico podemos supor que Kc (o) # 0 logo, de (6.1)
e (6.2) concluimos que A(p) = 1.

Portanto A = 1 em N¢, consequentemente A = 1 em (fecho N¢). Portanto f é
isometria em (fecho Ng). o

Passemos agora ao TEOREMA DE KULKARNI

TEOREMA (KULKARNI) : Sejam (M, g,R) e (M,g,R) duas estruturas de curvatura,
R e R sendo os tensores de curvatura de Riemann de (M,g) e (E, g), respectivamente, e

suponhamos que dim M = dim M = n > 4. Seja f : M —s M um difeomorfismo que
preserva a curvatura seccional. Entdo f é uma isometria no fecho do conjunto dos pontos
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nao isotrépicos de M.
Demonstragao :

_ Novamente identificaremos M e M _pelo difeomorfismo f e chamaremos f*(g), f *(R)
e f*(C) por abuso de notagao, de g, R e C, respectivamente.

Definamos Ng como sendo o conjunto dos pontos R- néo isotrépicos de M e N¢ o
conjunto dos pontos C- nao isotrépicos de M.

Segue do TEOREMA 1 (bis) que f é conforme em (fecho Ng), i.e., existe p :(fecho Ng) —
tal que g = e®g.

Considere os subconjuntos de Np :
A= NgrN Ng
B = int (Ng — A)

Temos entao que (fecho Ng) = (fecho A) U (fecho B), logo, por continuidade, para
mostrarmos que f ¢ isometria em (fecho Ng) basta mostrarmos que f é isometria em A
eem B.

Como C ¢ invariante confome e como f em A é conforme, neste conjunto a curva-

tura seccional das estruturas (A,g,C) e (A,g,C) sio iguais. Como todos os pontos de A
sao C-nao isotropicos, pelo teorema anterior concluimos que f é isometria em A.

Em B todos os pontos sdo C- isotrépicos o que, segundo o TEOREMA 2, é equi-
valente a métrica g ser conformemente raza. Tratando o problema localmente temos em
um aberto U C B suficientemente pequeno as seguintes igualdades:

g=eg
g=¢e*go,onde ¢ : U — R e go é a métrica raza.
Com auxilio do LEMA abaixo acabaremos esta demonstracio.

LEMA : Suponhamos que em um ponto p € B C M grad p(p) # 0. Entéo p é um ponto
R- isotrépico.

Devemos observar que este LEMA é muito semelhante ao LEMA que apareceu
na primeira demonstragio do TEOREMA DE KULKARNI. Em [2] Kulkarni demonstra
este LEMA utilizando fortemente o fato da métrica g ser conformemente raza. Nio
apresentamos aqui tal demonstragao.

Como em B todos os pontos séo R- néo isotrépicos concluimos pelo LEMA que
grad p = 0 em B. A conclusao desta demonstragio é idéntica a da primeira demonstragao
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do TEOREMA DE KULKARNI: podemos supor que e~ = Ky > 0. E ficil verificarmos
que Qj- = ﬁ; onde estas sao respectivamente as formas de curvatura de um dado referen-
cial mével g-ortonormal z,,...,z, e do referencial g-ortonormal 7,...,%,,Z; = e ’z;.
Também é facil verificarmos que KOQ = Q‘ Logo, como B sé contem pontos R- nao

isotropicos segue que Q‘ nao € 1dent1camente nu]a e portanto Ky = 1. Logo f é isometria
em B. g
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APENDICE

Sejam (M,g) uma variedade Riemanniana, V a sua conexdo de Levi-Civita e
p: M — R uma funcgdo. Definimos o hessiano de p, e denotamo-lo por hess,, da se-
guinte maneira:

hess, :35¢ (M)x 3¢ (M) — C"(M) tal que

hess,(2,y) = yzp — (Vyz)p = yg(z, grad p) — (Vyz)p = g(z, V,(grad p))

i) hess, é um campo tensorial de tipo (0, 2)

ii) hess, é simétrico pois

hess,(y, z) = zyp — (Vay)p = zyp — [2,y]p — Vyzp = yzp — (V,2)p = hess,(z,y)

Seja agora xy,...,x, um referencial mével ortonormal em um aberto U C M.
Sejam w;, w; e 2} as formas duais, de conexao e de curvatura, respectivamente. Como de
costume, definimos os simbolos de Christoffel através da igualdade

— k
V,,-'.:L'j = Zrijxk
k

Entao
hess,(z;, ;) = z;zip — (Ve,2i)p = zizip — Erfi‘”kl’
k

Definamos p;; = hess,(z;, ;) e p; = z;p. Temos:

>_pikwr = ) _(zkzip — D Thapp)wp =
k P

k

= Zk:xkp,-wk - };(Pp Xk:Fijwk) =dp; — Ep:l’pw?

(A.1) > pikwr = dp; ) prw}
k k

Vejamos agora dois outros campos tensoriais que nos serao tteis.
I) Seja v €3¢ (M) fixado. Definimos
B, :3¢ (M)x 3¢ (M) — C"(M) como sendo

B,(z,y) = 9(Vyv, z)
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Se tomarmos novamente o referencial mével ortonormal ZT1y...,Z, em U e definir-
mos vj; = B(z;,z;) e v = 3" v;z; entdo é ficil ver que

(A.2) Zv;kwk = dv; - kawf
k k

Devemos observar que se v = grad p, entio B, = hess,,.
II) Novamente, seja v €3€ (M) fixado. Definamos
T, :3€ (M)x 2 (M)x 3¢ (M) — C"(M) como sendo
T.(2,9,2) = g(V.V,(v) = Vy,,(v), z)

Definamos v;;;, = T'(z;,z;,xx). Temos as igualdades:

(A.3) Do vigwr = dvij — Y vk — D vikw;
k k k

Para verificarmos esta igualdade basta fazer as contas em coordenadas

(A4) Zv;kjwj A Wy = — kaﬂf
k

ik
(A-5) - vaR;?k = Uik; — Vijk
Vamos demonstrar (A.5)
Vikj — Vigk = T(zq, 24, 2;5) — T4, 75, 24) =
= 9(Ve,Ver(0) = Vo, 1, (0), 21) = 9(Vi, Vi, (v) = Vg, (0), 25) =
= 9V, Yy (0) = Vi Vi, (0) + Vi, (0) = Vi, 1, (1), ) =
9(R(zj, zx)v, 2:) = ;vmg(R(xj,xk)mm,m,-) = ;vm mik = = D vm R
Vamos demonstrar (A.4) com auxilio de (A.5).

E’U,’kj w; A Wy = Z(v,'_,-k — EvaZ?k)wj A wy =
gk ik m

= Ev;jk w;  Awg — Z va;?k) w; A wg =
jyk j,k,m
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Dovirw, Aw—2Y v, 0=

ak b

s Evikj w) A Wk — Ev‘-jk wJA Wy = ‘22”}})9;’1 =
3k ik -
ik ik :

= 2_viej wj Awg = ) vn ]
Ik -
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