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RESUMO

Estudamos as fohea¢ esriemannianas singularessobre as variedades

compactas e cone as. Um modelo para tais folhea¢ es o dado pelas rbitas

de uma acao diferenciave n u .\ ,onde . C som U um

subgrupo de Lie cone o e U uma variedade cone o.

Mais especi camente, conseguimos resultados locais e globais sobre fo
hea¢ esriemannianas singulares cujas nicas folhas singulares sao de di
mensao ero. Este tipo de folheacao interessantepois inclui o casode
bu os riemannianos singulares. AL m disso, classi camos os bu os rieman

nianos singularessobre as variedades de dimensao 3 e descrevemos osbu 0s

riemannianos singularessobre as variedades de dimensao



A STRACT

e stud the singular rieniannian foliations over compact connected

manifolds. A model for these foliations is givenb the orbita of a differen

ciab e action .H u ., A, liere H is a connected Lie subgroup of the

group of isometries of the connected nianifold .

More specificall , e obtain local and global resultaabout singular

t pe of foliations is iuterestiug, because it iucludes the case of singular

3 manifoldsand describe the singular rieniannimi o sover manifolds.
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INTRODUCAO

Uma folheagaosingu ar .F ein uma variedade uma particaode U
por subvaliedades imersas e cone as folhas tal que o m dulo dos campos
de vetoresC ' , tangentesas folhas transitivo quando restrito as folhas

ver IMolla. Uma folheagao riemannia ia singular uma folheacaosingular

.F em U tal que e iste uma m trica riemanniana g em M, cujas geod sicos

quesaoperpendiculares a uma folllaeln uni ponto desta folha, permanecem

perpendicularesa cada folha por elasinterceptadas, tal m trica riemannia

na chamadade m trica adaptadaa . Este tipo de folheacao uma

generali acao de folheac esriemannianas, e aparecem em varias situag es,
comopor e emplosendo dada pelas rbitas de uma agao diferenciavetde

um Grupo de Lie compacto

Neste trabalho estudamos as folhea¢ es rielnannianas singulares

No cap tulo | enunciainos os resultados de Sussmann [Susl e Stefan

Stel sobre o teorema generali ado de Frobenius. Tal teorema considera

uma distribuicao diferenciavel sobre. ,que pode apresentar singularidades,

e as condi¢ esequivalentes para que esta distribuicao possua a propriedade
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de variedades integrais maximais. Neste contexto as subvariedades integrais
maximais podem ter diferentes dimensdes. Uma folheaciio singular (no
sentido de Sussmann-Stefan) é uma partigio F de M por subvariedades
integrais maximais de uma distribuigdo que verifica uma das condigoes equi-

_ valentes do teorema generalizado de Sussmann-Stefan. Ainda no capituloI

mostramos a equivaléncia entre as definigées de Molino e Sussmann-Stefan.

No capitulo II apresentamos os resultados de Molino sobre folheacoes
riemannianas singulares que serdo necessarias no desenvolvimento deste tra-
balho. Neste capitulo ndo pretendemos dar uma exposigao exaustiva sobre

tais assuntos, para tanto recomendamos a referéncia bibliografica [Mol]s.
Nossa contribuicio a esta teoria esta nos capitulos III e IV.

No capitulo III tratamos das folheagdes riemannianas singulares cujas
\nicas folhas singulares sio de dimensdo zero, isto ¢, folheagoes rieman-
nianas singulares com dois tipos de folhas: as folhas regulares (=as folhas de
dimensio méxima) e pontos. Este tipo de folheagGes generaliza considera-

velmente o caso de fluxos riemannianos singulares.
Seguem abaixo os principais resultados deste capitulo.

Molino (capitulo II) mostra que o estudo local das folhas singulares
pode ser reduzido ao estudo de uma folheagéo riemanniana singular em IR"
cuja origem é uma folha singular e a métrica canonica em IR™ é adaptada

a esta folheagdo. Isto justifica a importancia do seguinte teorema:
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Teorema 3.1. Se (IR",F™) é uma m-folheagdo riemanniana singular
cujas tnicas folhas singulares sao de dimensao zero, m < 3, a métrica
canénica do IR™ sendo uma métrica adaptada a 7™ e a origem do IR" sendo
uma folha singular, entdo existem um subgrupo de Lie conexo H C SO(n)

e uma acao linear ¢ : H xIR®*— IR™ tal que as folhas de F™ sao as orbitas

de .

Nas condigoes do teorema acima com m > 3, o problema permanece

em aberto.

Obtemos um resultado em esferas euclidianas a exemplo de um resul-

tado do artigo de [Grom-Grov], que é o seguinte:

Teorema 3.10. Seja (S™,F™) uma m-folheagao riemanniana singular, |
m < 3, sobre a esfera euclidiana S™, cujas tnicas folhas singulares sao
de dimensio zero, 3, # 0. Entdo existem um subgrupo de lie conexo
H C SO(n+1) e uma agio linear ¢ : H x §* — 5" tal que as drbitas de
¢ sao as folhas de F™.

Quando a dimensdo da folha regular é maior do que um, obtemos o
resultado que descreve as folhas regulares numa vizinhanca de uma folha
singular. Além disso, mostramos que neste caso (m > 1), todas as folhas

regulares em M sao fechadas.

Nas folheages estudadas no capitulo III, analisamos as possiveis di-

mensoes do estrato singular (neste caso, também chamado de estrato mini-
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mal), isto é, as possiveis dimensoes da subvariedade cujos pontos séo folhas
singulares de . Mostramos que tais dimensoes dependem da dimenséo das

folhas regulares e da dimenséo de M.

No capitulo IV, estudamos os fluxos riemannianos singulares sobre as

variedades de dimensdo trés e quatro. Este estudo é proposto em [Mol];.
O objetivo é classificar tais fluxos a exemplo dos trabalhos de Y. Carriere
([Car]) e R. Almeida-P. Molino ([Alm- Mol]), sobre fluxos riemannianos
(regulares).

Os fluxos riemannianos singulares sobre as 3-variedades sao classifica-
dos através do resultado onde mostramos que se (M3,F) é um fluxo rieman-
niano singular, 3, # 0, sobre M 3 compacta, conexa e orientdvel entdao F é
dada pelas érbitas de uma agdo efetiva diferencidvel ¢ : S 1x M3 — M3,
Agora, usando o trabalho de Raymond ([Ray]) sobre agdes do S! em 3-
variedades, obtemos uma classificagdo de tais 3-variedades e folheacoes F,
isto &, se (M?3,F) é um fluxo riemanniano singular com 3, # 0, entdo M g

é difeomorfa a soma conexa

5311(52 X Sl)uﬂ(52 X Sl)2g+h-—1ﬂL(al,ﬁl)ﬂ"'uL(ak,ﬂk)’

onde g é o género da 2-variedade topoldgica M /F, h o numero de com-
ponentes conexas do estrato minimal, L(q,,g,) um espago lenticular, k o
ntimero de folhas com holonomia. F é dada pelas 6rbitas de uma agao efe-

tiva diferenciavel do S!, representada pela (2k+2)-upla de nimeros inteiros

(91 h) (al)IBl): secy (Cl’k, ,Bk))
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Sobre as 4-variedades obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.26. Seja (M*,F) um fluxo riemanniano singular sobre M*

compacta e conexa, y_, # 0, entdo teremos os seguintes dois casos:

a) se todas as folhas forem fechadas, entdo F é dado pelas orbitas

de uma acao topoldgica ¢ : S' x M* — M?*, onde ¢ restrita ao estrato

regular é diferencidvel.

b) se houver folha nao fechada, entdio ), = {z1,22,...,7k} e
(M —UE_, Vi F) é arestrigdo de um fluxo riemanniano regular descrito em
[Alm-Mol] com folhas regulares de F de dimensao 2 e paracada i = 1,..., k,

(V;Z,F) é dado por uma agdo linear
H x B* — B*,

onde H C T? é um subgrupo de Lie conexo de dimensédo 1 tal que H=T?

e B4 é a bola aberta em IR*.



CAPITULO 1

FOLHEACOES SINGULARES

Apresentaremos neste capitulo o teorema generalizado de Frobenius

(ver [Sus}, [Ste]) e as definices equivalentes de folheagdes singulares.

Neste trabalho sempre consideraremos as variedades como sendo de
classe C®°, sem bordo. Sempre que houver variedade com bordo serad ex-
plicitado no texto. A diferenciabilidade ser4 no sentido C*°. Assumiremos

conhecida a teoria de folheagdes ([Cam-Lins], [Law]).

Uma distribuicio A numa variedade M, é uma aplicacao que a cada
m € M associa um subespago A(m) do espago tangente T,.M. Umn campo
de vetores X em M pertence a A se para todom € M, X(m) € A(m). Aé
C* se para todo m € M, obtemos um nﬁmero)ﬁnito de campos de vc;,tores
Cc® de A, (Xi)i<i<k, k dependendo de m, tal que A(m) é gerado pelos
Xi(m).

Uma variedade integral S de A é uma subvariedade imersa e conexa

de M tal que para todo z € S, T>S = A(z). Uma variedade integral S é
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dita mazimal se ela contém toda variedade integral que intercepta. A tem
a propriedade de variedade integral (maximal) se para cada m € M existe

uma variedade integral (maximal) de A S tal que m € S.

Se X é um campo de vetores C* denotaremos X* o grupo a 1-parame-

tro associado a X.

Teorema Generalizado de Frobenius 1.1 ([Sus], [Ste]). Seja M
uma variedade e A uma distribuicao diferencidvel em M. Entao as seguintes

condigoes sao equivalentes:
a) A tem a propriedade de variedade integral.
b) A tem a propriedade de variedade integral maximal.

c) A é invariante, isto é para todo X € A, t € IR, m € M, tal que
X1(m) esté definida, entdo dX* aplica A(m) sobre A(X*(m)).

d) Para cada m € M, existem elementos diferencidveis Xj,..., X de

A tais que:
1) A(m) é gerado por X1(m), ..., X(m), e

2) Para todo X € A, existe ¢ > 0 e fungoes diferenciaveis f;:,

1< 4,j < k, definidas no intervalo aberto (—¢,€), satisfazendo:

[X, X:)(X1(m)) = S5, £i(£)-X;(X*(m))

para —e<t<¢g,i=1,..,k.



O corolério a seguir mostra que o teorema 1.1 realmente generaliza o

teorema de Frobenius Classico.

Coroldrio 1.2. ([Sus],[Ste]). Seja A uma distribuigdo diferencidvel

em M tal que a dimenséao k de A(mm) é independente de m. Entéo, A tem a

propriedade de variedade integral maximal, se e somente se A é involutiva.

Definicdo 1.3. (ver [Daz]) Uma folheag¢io singular F de M, é uma
particdo F de M por variedades integrais maximais de uma distribuicao A
que verifica uma das condigoes equivalentes do teorema 1.1. Diremos que

esta definicao de folheacdo singular é no sentido de Sussmann-Stefan.

Definicdo 1.4. ([Mol];,[Mol]s) Uma particdo F de M por subva-
riedades imersas e conexas (folhas) é uma folheagio singular se o médulo
X(F) dos campos de vetores diferencidveis tangentes as folhas é transitivo

quando restrito a cada folha, isto ¢, para cada m € M e ve T, F existe

X € X(F) com X(m) = v.

Observacdo 1.5. Chamaremos de folheagao regular ou simplesmente

folheagao & folheacdo singular cujas folhas sao todas de mesma dimensao.
Proposicao 1.6. As definigoes 1.3 e 1.4 sao equivalentes.

Demonstracido. Seja F uma folheacdo singular no sentido de
Sussmann- Stefan (definigio 1.3). E suficiente verificar que X'(F) é transi-

tivo quando restrito as variedades integrais maximais da distribuigao que
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define F. Dadop € M e v, € T,F, pela condigio d) do teorema 1.1 existem
X, ..., X campos de vetores diferencidveis tangentes as variedades integrais
maximais tais que v, = A1 X1(p) + ... + A Xk(p), i € IR, i =1,...,k. Seja
Y =\ X1+4...+ M Xk. Entio Y é tangente a F e Y (p) = v, logo 0 médulo

X(F) é transitivo quando restrito a cada variedade integral maximal de F.

Seja F uma folheagdo singular no sentido de Molino (definicdo 1.4).
Definimos a distribuicio A da seguinte maneira: para cada p € M seja
A(p) = T,F. A distribuigio A é diferencidvel, pois para cada p € M
podemos usar a transitividade de A’(F) quando restrito a cada folha, para
conseguir campos de vetores diferencidveis Xj, ..., X pertencentes a X'(F)
tais que A(p) ¢ gerado pelos vetores X;(p), ..., Xik(p). A distribuigao dife-
rencidvel A tem a propriedade de variedade integral, pois F € uma particao
de M por subvariedades imersas e conexas. Portanto satisfaz a definigdo

13. O

Exemplos

1) Consideremos a particio F do IR? dada pelas subvariedades: a

origem e as semi-retas radiais.

As folhas de F sao as drbitas do campo X(z1,z2)=2; aaT, + :,;23%;, T

verifica as condicoes da definicao 1.4.

2) Seja M uma variedade conexa e w uma 1-forma fechada definida

em M, com singularidades e sing w = {z € M/w(z) = 0}. Entao (ver por
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exemplo [Cam-Lins]) as folhas de w em M-sing w, definem uma folheagao
regular de codim 1. Logo as folhas de w definem uma folheagao singular em
M, pois nas singularidades (folhas de dimensao zero) o médulo dos campos
de vetores diferencidveis tangentes as érbitas de w é trivialmente transitivo
~ quando restrito a estas 6rbitas. Como caso particular consideremos em IR®
a 1-forma fechada dada por w(z, 22, z3) = z1dz; +22dzs — x3dx3, as folhas
de w sio as componentes conexas das superficies de nivel de f: IR* — IR
dada por f(z1,z2,23)= 1(2 + 23 — 23). As folhas de w sao ilustradas a

Seguir.

3) Consideremos o foro sélido S' x D* e F; uma partigao de

S! x D? dadas pelas subvariedades S! x S, e S! x {0}, onde
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S!={(a,0) € D?/a fizo}, esta partigao forma uma folheagio singular F;.

Colando dois toros sélidos, ambos com a mesma folheacao F;, teremos
M = (S' x D?) us (S* x D?),

onde f : T? — T? é um difeomorfismo. Obtemos assim uma folheagao

singular em uma 3-variedade compacta e conexa. Em particular, folheagoes

singulares em 3-variedades compactas e conexas de género 1.
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CAPITULO II

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais resultados obtidos
por Pierre Molino sobre folheacdes riemannianas singulares. Em [Mol]; ha
uma abordagem completa sobre este assunto, o que faremos aqui é destacar

alguns resultados que serdo utilizados nos capitulos III e IV.
Seja M uma variedade diferencidvel riemanniana.

Definicao 2.1. ([Mol];,[Mol]y). Uma folheag¢io riemanniana singular

em M é uma particao F de M tal que:
1) F é uma folheagao singular em M; e

2) existe uma métrica riemanniana g em M, tal que toda geodésica que
é perpendicular a uma folha em um ponto desta folha, permanece perpen-

dicular a toda folha por ela interceptada.

Observagao 2.2. A métrica riemanniana no item 2) da defini¢ao 2.1

é dita métrica adaptada a F. No caso de F ser uma folheagao riemanniana
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singular cujas folhas tenham mesma dimensdo, diremos que F é uma fo-
lheagdo riemanniana regular ou simplesmente folheagdo riemanniana. Neste
caso a métrica adaptada a F é uma métrica quase-fibrada (ver [Mol]z) .
Historicamente, primeiro foi definido e estudado as folheagdes riemannianas

(1959,[Rei]), e posteriormente generalizadas para folheagdes riemannianas

singulares (1986-88, [Mol]; e [Mol]z, ver também [Bol]).

Denotaremos uma folheacio riemanniana singular 7 em M pelo par

(M,F), outras vezes para deixar claro que a métrica riemanniana g ¢ adap-

tada a F escreveremos (M,F,g).

Vizinhanga Tubular

Sejam z¢ € M, S uma subvariedade imersa de M e P uma subvariedade
aberta relativamente compacta e conexa de S. Consideremos a aplicagao

1 ] T b

onde BP é o fibrado de bolas abertas sobre P de raio r contido no fibrado

normal de P (com respeito a g).

Para um r suficientemente pequeno, ezpp define um difeomorfismo so-
bre sua imagem ezpp(BF) (ver [Spiv], vol.I). Denotaremos V,F’ = ezpp(BF)
a vizinhanca tubular de P com raio 7. A vizinhanga tubular possui as

seguintes propriedades:
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a)seve EBFey= ezpﬁ(v,), entdo d(y, P)=médulo de v,. Isto quer
~ dizer que a disténcia de y a P é realizada pela geodésicahque é perpenaicular
a Pem z.
b) a projecdo ortogonal 7 : VP — P, é um fibrado localmente trivial
———cuja fibra é uma bola-aberta D"=*(0,r)-c IR"=*,-onde n=dim M e
k =dim P.
¢) a subvariedade de M de codim 1 S¥ = {z € V,F/d(z,P) = a} ¢
chamada de tubo de raio a. A distincia entre z € P e o tubo é realizada

por cada geodésica que é perpendicular a P em z.

expp(vz) = ¥

“Y=geodésica perpendicular a P em x

BF vF

€xpp
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Exemplos:

2.3 Folheacoes Riemannianas Singulares Modelo. ([Mol]z) Se-
jam (M, g) uma variedade diferencidvel riemanniana, H C Isom(M, g) um

subgrupo de Lie conexo e F a particio de M pelas érbitas da agao

p:HxM —M
definida por @(h,z) = h(z). Entdo (M,F) é uma folheagdo riemanniana
singular, chamada de folheagdo riemanniana singﬁlar modelo. De fato, ve-
jamos que F em M satisfaz a definicdo 2.1. Da teoria de agdes de grupos
de Lie, segue que as érbitas de ¢ sio subvariedades imersas e conexas de
M. Seja X(F) o médulo dos campos de vetores diferencidveis tangentes
em cada ponto as 6rbitas correspondentes. Vamos mostrar que F é uma

folheacao singular.

Sejam )\ um elemento da algebra de Lie H de H e X o correspondente
campo de vetores fundamental de M, nestas condicdes temos que X €
X(F). Como os campos de vetores fundamentais formam uma algebra de
Lie transitiva quando restrita a cada érbita, segue que X'(F) é transitivo
quando restrito a cada érbita, logo pela definicdo 1.4 F é uma folheagao

singular.

Vamos mostrar que a métrica riemanniana g em M é adaptada a F.
Seja 7 3]0, 1[— M uma geodésica maximal com respeito a g. Suponhamos
que 7 é ortogonal a érbita L., no ponto 2o = (%), to €J0, 1[.

Seja
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Q= {te]0,1[ /v ¢ perpendicular a L. no ponto 7 (t) }.

Q é fechado em 0, 1], pois para uma sequéncia t, — %o, com ¢, € (2,

Vn, temos que:

0= lim g(XM(tn)v 7;(tn)) = g(xki(tO)’ 7"(1‘0)), i=1,.., ka

ta—1o

onde {1, -+, A} é uma base para dlgebra de Lie M, portanto ¢y € 2.

_Para ver que ) é aberto em ]0, 1[, tome z = y(t), t € 2, uma vizinhanca
aberta relativamente compacta P, de z contida na érbita L, passando por
este ponto e uma vizinhanga tubular V,f:’. Seja y € V,,f’ com d(y,P;) =,
e P, a componente conexa de y contida em L, N V,’:* . Como a agao de
¢ respeita distdncia, os pontos vizinhos de y em Py estao também a uma
distincia r de P,. Isto quer dizer que a distincia de P, a P, é constante.
O que implica P, C 5P+, onde SF== conjunto dos pontos de V;/= que estdo
a uma distancia r de P,. Disto segue que se a geodésica 7 corta y, entao
P, é ortogonal a esta geodésica. Logo conseguimos uma vizinhé.nga. Udet

em |0, 1[ tal que 7 (#') é ortogonal as folhas P, (), para todo t' € U.
Como 2 é fechado e aberto em ]0, 1[ temos que 2 =|0, 1[. Portanto g é
uma métrica adaptada a F.

Como caso particular de 2.3, obtemos folheagGes riemannianas sin-
gulares em IR"™ dadas pelas érbitas de agoes ¢ : HxIR®™ —IR", com

H c S0(n) sendo um subgrupo de Lie conexo.
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2.4. Fecho de uma folheagdo riemanniana regular. Se (M,F) é
uma folheacao riemanniana regular e M uma variedade compacta e conexa,
entio o fecho das folhas de F em M forma uma folheacio riemanniana

singular (ver [Mol];, pg 191).

2.5. Folheagdo riemanniana singular dada pelas érbitas de
uma acgao diferencidvel de um grupo de Lie compacto e conexo.
Seja ¢ : Gx M — M uma agao diferencidvel com grupo de Lie G compacto
e conexo e M uma variedade conexa, segue (por exemplo [Bre]) que existe
métrica riemanniana g em M tal que G se comporta como subgrupo de Lie
de Isom(M, g). Pelo exemplo 2.3, as érbitas de ¢ formardo uma folheagao
riemanniana singular F, onde g é a métrica adaptada a 7 . Como casos
particulares, teremos indmeros exemplos dados nos trabalhos de [Orl-Ray];
e [Orl-Ray]; de agoes do S 1 em 3-variedades e acgdes do toro T2 em 4-

variedades, respectivamente.

2.6. Nappes de uma folheagao totalmente geodésica. Seja F
uma folheacdo totalmente geodésica (ver [Cai]) em uma variedade rieman-
niana completa M. Para z € M, seja P(z) o conjunto dos pontos de M
que podem ser unidos a z por wma curva horizontal a F (chamada também
de "nappe” de F em z). Blumenthal e Hebda ([Blu-Heb]) mostram que os
nappes de F definem um sistema transnormal (ver [Bol]) em M, decorre
deste trabalho que os nappes de F definem uma folheagio riemanniana sin-
gular em M. Ademais, se M é compacta entao os fechos dos nappes de F

definem também uma folheagdo riemanniana singular em M.
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Vizinhanca tubular distinguida e transformacao homotética

No restante deste capitulo consideraremos M uma n-variedade com-

pacta e conexa. Seja (M,F,g) uma folheagdo riemanniana singular.

Seja T, € M e P uma vizinhanga aberta relativamente compacta e

conexa de z, contida na folha L, .

Diminuindo r, se necessario, podemos assumir que em cada ponto y de
VP, a folha L, passando por este ponto é transversa a fibra J, = 771 (z) ,
onde 7(y) = z. Como a métrica riemanniana g ¢ adaptada a F temos que
as geodésicas perpendiculares a P permanecem perpendiculares as folhas,
segue que se d(y, P) = «a entao o espago tangente a folha L, esta contido
no espago tangente ao tubo S”, onde S¥ = {2z € V. / d(z, P) = a}, logo a
componente conexa P, de y contida em L, N V,F esta inteira,mente‘ contida
no tubo SP de raio o. Diremos que P, é a placa de F passando por y. Em

particular, P é a placa de z,. Diremos também que V.Pé uma vizinhanca

tubular distinguida de z,.
Observacgoes:

1) A projegdo 7 : P, — P é uma submersao sobrejetiva e as transver-

sais J; = 7~1(z) cortam todas as placas, z € V.. (ver [Mol]; lema 6.1).

2) Para todo y € V,F', a distancia de y a P permanece constante com

y se movendo ao longo de sua placa, pois P, C S com d(y,P)=r. Logo a
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distancia entre as folhas vizinhas é localmente constante. Esta propriedade

caracteriza as métricas adaptadas;

Seja A € IR tal que A > 0, definimos a aplicagio

hy: | s;"-—»lvlsfa
a, a<lr Aa

por hy(y) = ezpp(A.ezpp' (y))- A aplicacio hy é chamada de transformacao

homotética.
vFP vP
TN «B

T~ T~

“ha(y)
» A D

“Y=geodésica perpendicnh.; aPemz

Lema 2.7.([Mol);). A transformacio homotética hy leva placas em

placas e portanto respeita a folheacio singular 7 no subconjunto VP

Demonstragio. ([Mol], ) E suficiente provar que a imagem hy(Fy)
de uma placa é a placa Py, (y) , se A é suficientemente préoximo de 1, pois

hAu—_-hA o h#.
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Fixado y, tomemos uma vizinhanca tubular distinguida de y. Para
A suficientemente préximo de 1, y) = hy(y) pertence a esta vizinhanga
tubular distinguida. E pela observagao 2, existe uma vizinhanca aberta
de y em P, e uma vizinhanga aberta (2, de y) em P,, tal que a distincia de
um ponto y) € ) a  é independente de y), e é realizada pelas géodésicas

unindo y} a sua projecdo y' em €.

Mas se d(y, P) = a, entdo §2 e 2, estdo contidos em SF e ST respecti-
vamente, assim d(y,y») = a | 1— ) | é a distancia de um ponto arbitrério de
Q) a . Contudo, uma tal distincia entre um ponto y} de S{. e um ponto
y' de SP pode ser realizada somente se 3’y = hy(y'). Logo Qx=h\(9) ,
portanto o resultado. 0O |

Y= geodésica perpendicular a P em

Estratificacao de M

Seja ) .. = conjunto de todas as folhas de F em M de dimensao 7.
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Proposigio 2.8. ([Mol];) Seja dim P, = r. Entdo 35, NV > é uma
subvariedade mergulhada de V,/=.

Demonstracao.([Mol]; )

~ Da proposicio acima segue que cada estrato ), é uma subvariedade

mergulhada de M. Como a fungio dim:M — IR definida por dim(z)=di-

mensido L, é semi-continua inferiormente (ver observagio 1), temos que

U<, 2 € compacto.

Se ro é a menor dimensao de uma folha de F e r; a maior dimensao,

entdo diremos que ), € o estrato minimal e Y., &0 estrato regular.
Segue do visto acima que ) é sempre compacto.

Lema 2.9. ([Mol]; ) (3_,,F) é uma folheagdo riemanniana regular

sendo a métrica induzida por g em ), uma métrica adaptada a F.

Demonstragio. ([Mol]z). 5. é uma subvariedade mergulhada de M.
Claramente X(F)/Y, é transitivo quando restrito a cada folha de } ..

Do lema 2.7 temos que 3, NV,=, 2 € 3, é a unido de geodésicas (em
V.P) que intercepta P, perpendicularmente. Logo, localmente a distancia
entre as folhas de (}_,, F) é constante. Portanto, g induz uma métrica

riemanniana em ), que é adaptada a 7. 0O

Consideremos uma vizinhanca tubular de um subconjunto aberto cone-

xo e relativamente compacto contido em Y, podemos concluir que as folhas
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de F sio tragadas nos tubos com centro no estrato, pois toda geodésica que
é perpendicular ao estrato Y., é em particular perpendicular as folhas de
Y., » logo perpendicular a toda folha de . Podemos definir uma trans-
formagao homotética. nesta vizinhanca tubular, e de modo analogo ao Lema

2.7 teremos que esta transformacgao homotética respeita as folhas de F.

Lema 2.10. ([Mol]2) O estrato regular 3 é umn $ubconjunto aberto,

denso e conexo de M.

Demonstragao. ([Mol];) Primeiro vamos mostrar que a dimensao de
todo estrato singular é < n — 2. Suponhamos por absurdo que dim ) >
n—2,parar < r;. Pelo fato de ) . ser formada por folhas singulares temos
que dim 3., # n. Sedim ), é n-1, tomemos uma vizinhanca tubular de
um subconjunto aberto, conexo e relativamente compacto contido em ) _,
os tubos centrados no estrato teriam a mesma dimensao de ). , ou seja dim
Y., =n—1, logo a projecao ortogonal ird projetar uma folha de dimensao

r' > r numa folha de F em ) de mesma dimensao r’, contradicao.

dim L >, \

\‘/LY
dim >t

>, €densoem M, pois dim(Up <, You)<n-—2.

dimn—1
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2, & aberto, pois para cada z € ), podemos tomar uma vizinhan- -
ca tubular distinguida de z, V7= contendo apenas folhas de dimenséao ry
(observagao 1)..

Como dim(Upcr 3ou) € n—2 temos que Y, =C(Upcr, 2o,,) €

conexo. O

Diremos que r; é a dimensdo (genérica) de uma (M,F) folheagao rie-
manniana singular, eventualmente também escreveremos (M,F™) ou ry-
folheacdo riemanniana singular, para salientar a dimensao (genérica) de F.

E consequentemente, diremos que n — r; é a codimensdo de (M,F).

Teorema da decomposicao local
Seja L uma folha de F , denotaremos seu fibrado normal por QL.

O médulo X(F) dos campos de vetores tangentes as folhas, opera de

maneira natural em Q% da seguinte forma:

X(F)xQt — QF
(X,vz)  +— (dX*)z(vz)

onde X! é o grupo a 1-parametro associado a X.

Chamaremos uma estrutura euclidiana g% em Q% de métrica transver-
sa na folha L, se ela for invariante pela agao de AX’(F) dado acima. Esta

propriedade pode ser formulada da seguinte maneira:
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Xgrf"(Y, Z) - gT([Xa Y]) Z) - g’%‘(Y, [X’ Z]) = Oa

VX e X(F)eY,Z € X(M), onde os diferentes termos estdo definidos
somente quando restritos a folha L e A’(M) é o conjunto de todos os campos

de vetores C°° tangentes a M.

Toda métrica riemanniana ¢’ em M define uma estrutura euclidiana

g’}‘ em QZ, identificado com o fibrado ortogonal a L em M.

Proposicao 2.11. ([Mol]) Seja (M ,F,g) uma folheacio riemanniana
singular. Seja g’ uma outra métrica riemanniana em M. Entao as seguintes

propriedades sao equivalentes:
1. ¢’ é adaptada a F.

2. V L folha de F, a estrutura euclidiana g;,f’ definida por g’ em QL é

uma métrica transversa em L.
Demonstracgao.([Mol];).

Pela proposicao acima a métrica adaptada g define uma métrica trans-
versa para toda folha L de F. Chamaremos a familia gr de tais métricas
transversas obtidas nas diferentes folhas de métrica transversa associada a g.
Observamos que gr determina a distancia local entre as folhas, pois ela de-
fine o comprimento das geodésicas perpendiculares. Diremos que (M,F,g7)
é uma folheacdo riemanniana singular, onde gr ¢é a métrica transversa

associada a métrica adaptada g:
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Teorema 2.12. ([Mol];) Seja (M,F,gr) uma folheagdo riemanniana
singular e 7o € M. Entdo existe uma vizinhanga tubular distinguida V., de
To e uma métrica adaptada ¢’ definida nesta vizinhanga tubular admitindo

gr como sua métrica transversa associada tal que :

I § | (V;'o ,g)éo produtﬁmPW

Jey=7"1(20).

2) Os tragos das placas em J,, formam uma folheacao riemanniana

singular admitindo ¢’ J., €OmMo métrica adaptada.

Demonstragao: ([Mol]z).

VPaPxJe,

J.° =’-!(z.)

Proposicao 2.13. ([Mol];) Sejam (M,F) uma folheagao rieman-
niana singular sobre M compacta e conexa e g € Y. Se g é uma métrica
riemanniana adaptada a F, entdo a métrica rasa definida em alguma vizi-
nhanca de zo pelo transporte da estrutura euclidiana de T, M pela ezp.,

~ ¢ adaptadaa F.
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Demonstragao. ([Mol]z).

Observacgao 2.14. Segue do teorema 2.12 e da proposicao 2.13 que o
estudo local de uma folheacio riemanniana singular qualquer, fica reduzido
ao estudo de uma folheacdo riemanniana singular (IR?, o) no espago eu-

clidiano IRP com a origem sendo uma folha e admitindo a métrica canonica

de IR? como uma métrica adaptada a Fp.

Exemplo 2.15. Seja (IR3,F) a folheagdo definida pelas érbitas da
acio ¢ : S'x IR?* — IR3 definida por

¢(0,(z,y,2)) = (zcosf — ysinb, zsin 6 + y cosb, z).

Claramente, (IR3,F) é uma folheagio riemanniana singular modelo com
a métrica canonica do IR3 sendo a métrica adaptada a F. Neste caso temos
os seguintes estratos:
Yo ={0,0,z) €EIR?® /z€ IR } = eizoz
Y, =IR3 =Y, =IR? —(eizoz)
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Os tubos com centro na origem sao as subvariedades:
80 = {(z,v,2) € R® / d((z,3,2),(0,0,0)) = a}

esferas de raio o com centro na origem.

 Mostraremos nos capitulos seguintes que, a menos de conjugagao, este

é o tnico fluxo riemanniano singular em IR3 com a métrica candénica sendo

a métrica adaptada e tendo a origem como folha singular.

O fecho das folhas de (M,F)

Observamos que se (M,F) é uma folheagao riemanniana singular mo-
delo, isto é se F é uma partigdo de M pelas orbitas de uma agdo dife-
rencidvel ¢ : H xM —M, onde H C Isom(M, g) é um subgrupo de
Lie conexo, entdo (M,F) é ainda uma folheagio riemanniana singular. De
fato, é bem conhecido que se F é uma particao de M pelas 6rbitas de ¢
entio F é uma partigio de M pelas drbitas da agao ¢ : HxM — M.
Como H C Isom(M,g) é um subgrupo de Lie conexo segue que F é uma

folheagdo riemanniana singular modelo.
Lema 2.16. ([Mol,) Se uma folha L C },, entdo L C 3,
Demonstragao. ([Mol]2)

O fecho de cada folha de (3,,F) é uma subvariedade de M (ver Teor.

5.1 [Mol]; e observando que 3, r > 7o, nio é compacto, mas o fecho das
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folhas de F em 3 sio compactas). O fecho das folhas portanto forma uma
particio F de M por subvariedades imersas e conexas . Como a distancia
entre duas folhas de F permanece localmente constante, entao isto também

é verdadeiro para o seu fecho F. Logo, para (M ,F) ser uma folheagdo

riemanniana singular é suficiente verificar que V(F) é transitivo ao longo de
suas folhas singulares, pois temos que X' (F) é transitivo quando restrito as
folhas regulares, visto que F em ) ¢ uma folheagio riemanniana regular

ey, ¢um abertoem M.

Molino conjectura que se (M,F) é uma folheagao riemanniana singular

entio (M,F) é ainda uma folheagdo riemanniana singular.

Folheagoes riemannianas singulares de codim 1
Seja (M,F) uma folheagio riemanniana singular de codim 1.

Suponhamos que F ndo é uma folheagdo riemanniana, regular, logo
existe uma folha singular L. Sejam 7o € L e V.F™ uma vizinhanca tubular
distinguida de zo. Como dim 7 =n —1 temos que cada tubo é uma
placa de F, como isto vale para todo z € L segné que L é uma folha isolada

no estrato singular que contém L. Logo L é compacta.

Tomando uma vizinhanga tubular distinguida da folha singular L te-

remos que nesta vizinhanga tubular todas as folhas de F sao compactas,
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pois os tubos serdo folhas de F. Portanto X(F) é transitivo ao longo de

suas folhas singulares, segue que (M ,F) é ainda uma folheagao riemanniana

singular. Suponhamos por absurdo que exista alguma folha nao compacta

em (M,F), disto seguird que o estrato das folhas regulares de (M,F) serd
%guaLaﬁMflog&estaiomaseﬂadensaﬂnﬂLLM@p—W@m“—

uma vizinhanca tubular distinguida de L tal que todas as folhas sao com-

pactas. Portanto, se em (M,F) existir uma folha singular entdo todas as

folhas de F serao compactas.

Suponhamos que ) = # 0 eque (3, »F) sea transversalmente
orientdvel, entio o espago das folhas ) /F é difeomorfo ao intervalo ]0, 1[.
Como o espago das folhas M/F ¢ difeomorfo a [0,1] segue que existe
exatamente duas folhas singulares correspondentes a p~!(0) e p~'(1), onde

p: M — M/F éa projegao quociente.

Exemplo. Sejam M uma variedade diferencidvel compacta, conexa e
orientdvel de dimensio dois e (M,F) uma folheagdao riemanniana singular
sobre M com folhas singulares (isto é, 3, # 0). Suponhamos que (37, ,%)
seja transversalmente orientével, disto vem que (M,F) possui 2 folhas sin-
gulares, digamos que sejam zo, ; € M tais folhas singulares. Tomemos
vizinhancas tubulares distinguidas de zq e 21, cada uma destas vizinhangas
tubulares distinguidas ¢ difeomorfa ao disco aberto D?(0,1) cujo centro é
uma folha singular e as folhas regulares sao difeomorfas a S!. Podemos

escrever:
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M = D2%(0,1), D*(0,1),

onde f é um difeomorfismo entre as fronteiras de D2(0,1). Segue que M
¢ difeomorfa a S2. Usando a proposigao 2.13 temos que F é conjugada a

folheacio riemanniana singular modelo em S? dada pela agao linear

<p:.S']‘><S2 — 52

definida por ¢ (01,602,603 ) = (02,01 + 03 ).

Em variedades de dimensdo 3, as folheagoes riemannianas singulares
de codim 1 poderao ter dois tipos de folhas singulares: pontos isolados ou

curvas S!. No capitulo IV, pag.57, faremos uma descrigao destas folheagoes.

Em variedades de dimenséo 4, as folheacoes riemannianas singulares de
codim 1 poderao apresentar trés tipos de folhas singulares: pontos isolados,
curvas S! ou 2-variedades compactas e conexas. Permanece em aberto

descrever estas folheagoes.
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CAPITULO III

FOLHEACOES RIEMANNIANAS SINGULARES
CUJAS UNICAS FOLHAS SINGULARES
SAO DE DIMENSAO ZERO

Seja (M™, F™) uma folheagdo riemanniana singular tal que as dnicas
folhas singulares sao de dimensao zero (Y, # 00), onde M™ é uma variedade
compacta e conexa. Estudaremos este tipo de folheagao porque generaliza,

consideravelmente os fluxos riemannianos singulares com o # 0.

Mostraremos neste capitulo que se (IR*,7™), m < 3, é uma folheacao
riemanniana singular cujas tnicas folhas singulares sdo pontos, com a ori-
gem do IR™ sendo uma folha singular e a métrica canonica do IR" sendo
uma métrica adaptada a F™, entdo esta folheagdo singular é dada pelas
érbitas de uma acdo diferencidvel ¢ : HxIR®™ — IR", onde H C SO(n) é
um subgrupo de lie conexo. Isto quer dizer que (IR",F™) é uma folheacao
riemanniana singular modelo. Obtemos um resultado em esferas euclidianas

a exemplo de um resultado de [Grom-Grov]. Provamos também que se
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M®,F™), m > 1, é uma folheagio riemanniana singular nas condicgoes
gu

acima, ent@o todas as folhas serao compactas.

Analisaremos neste capitulo as possiveis dimensées do estrato singular

Yo de (M™, F™) e mostraremos que as dimensoes de Y, dependerao das

dimensoes n e m.

Notacgdo: Neste capitulo estaremos sempre considerando (M™, F™)
uma folheagdo riemanniana singular cujas nicas folhas singulares sdo de
dimensdo zero e 5, # 0, com folhas regulares de dimensao m. Daqui para

frente chamaremos tais folheagoes de folheagoes riemannianas singulares.

As propriedades locais em torno das singularidades sao essenciais no
estudo das folheagdes riemannianas singulares. Pela observagao 2.14 o es-
tudo local se reduz a estudar uma folheagio riemanniana singular no IR"
com a métrica candnica sendo a métrica adaptada e a origem do IR™ sendo

uma folha singular. Isto ressalta a importancia do seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja (IR®,F™) uma folheagdo riemanniana singular,
m < 3. Suponhamos que a métrica riemanniana canonica de IR™ seja uma
métrica adaptada a F™ e que a origem do IR™ seja uma folha singular.
Entéo existe um subgrupo de Lie conexo H C SO(n) e uma agao linear

& : HxIR® — IR™ tal que as suas drbitas sao as folhas de F™.

Demonstracao.
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Lema 3.2. _, é um subespaco vetorial do IR™.

Observagao. Se dimY ,=0, entdo Y ={origem do IR™} e segue ime-
diatamente o resultado do lema 3.2. De fato, suponhamos por absurdo

que exista outra folha singular além da origem, neste caso usando trans-

formacdes homotéticas, com relagdo a origem, conseguiremos uma semi-reta

composta de folhas singulares, o que implicaria dim}_; >1, contradigao.

Demonstracgio do Lema 3.2. Pela observagio acima devemos de-

monstrar o lema para o caso de dim} , >1.
A origem do IR™ pertence a ), por hipétese.

Vejamos que a soma de 1,22 € »_, (identificados como vetores) ainda
pertence a Y ,. Para isto, é suficiente provar que qualquer ponto Zo entre
z; e T, contido na reta que passa por z; e zy ainda pertence a Y o, POiS
o vetor soma de z; e 3 é um vetor que pertence a reta Que passa pela
origem e por um ponto o como acima. Assim se Zo € Yo entdo por uma

transformacgdo homotética conveniente este vetor soma é ainda um ponto

de Y-

Se z, pertence a reta que passa por z; e a origem, o resultado é obtido
usando uma transformacao homotética. Suponhamos que z2 nao pertenca

a reta que passa por z; e a origem. Tomemos a esfera Sg;;l com centro

em z; de raio ay e S7), com centro em z» e raio oy tal que Se= nse-2,

= {z0}. Suponhamos por absurdo que o pertenga a alguma folha regular
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L de F™ , entdo isto implica que L estd inteiramente contida em S7—; e

S»=1 a0 mesmo tempo, o que é um absurdo. Logo, Zo € 3 - D

Sejaw: IR® — 5, a projegao ortogonal.

Diremos que F é saturada em A C M se p~'(p(4)) = A, onde
p: M — M/F é a projegao quociente.

Lema 3.3. F™ é saturada em 7! (), para cada z € ) .

Demonstracao. Sejam z € 5.,, y € 7' (z) e Ly a folha passando
por y. Suponhamos por absurdo que exista z € Ly tal que z ¢ m~1(z).
Se d(y,z) = o sabemos que L, C SZ° , onde SZo é o tubo com centro em
Y, cujos pontos estdo a uma distincia « de > .o- A distdncia de pontos
de SZo até 5, sdo realizadas por retas perpendiculares a > o, isto implica
que d(z,z) >a , pois z € 7~ !(z). Logo, chegamos a uma contradigao pois

d(Ly,z) é constante. O

Observagio 3.4. Eclaro quesez € 5, e dim Y, = k, entdo 77! (z)
é um espaco IR"™* e em 7~!(z) a tdnica folha singular é z. Além disso, é
facil ver que (7~!(z),F™) é ainda uma folheagao riemanniana singular com

a métrica candnica do IR®* sendo a métrica adaptada.

Lema 3.5. Seja (IR, 7™) uma folheagao riemanniana singular, m < 3,
cuja tnica folha singular é a origem do IR! e sendo a métrica candnica do

IR! uma métrica adaptada a 7™. Entao, existe um subgrupo de Lie conexo
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H c SO(l) e uma agéo linear Hx IR'—IR! tal que suas drbitas sio as
folhas de 7™.

Demonstracio do Lema 3.5. Caso m = ! — 1, os tubos S!~? serdo

as folhas de 7™ e o resultado é imediato com H = SO(1).

Suponhamos que m < ! — 1. Cada tubo centrado na origem do IR!
serd uma esfera Si~! de raio r > 0 e 7™ em cada esfera é saturada por
folhas regulares, pois a distancia de qualquer folha regular a folha singular
(origem) é constante. Nao ¢ dificil verificar que 7™ restrita a cada esfera
é uma folheacdo regular e a métrica induzida nestas esferas é uma métrica
adaptada a 7™, consequentemente 7™ em cada esfera é uma folheacao
riemanniana regular com folhas regulares de dimensao m. Segue de [Grom-
Grov] que em cada esfera S.~! a folheagdo é dada pelas érbitas de uma agao

linear de um subgrupo H, C SO(I).

Fixemos um r > 0, entdo pelos argumentos acima (St~!,7™) é dada
pelas drbitas de uma acao linear
U, : H. xS — SI-1 | com H, C SO(I).
Vamos mostrar que as dérbitas da agao linear
P : H,.xIR! —+IRI,
definida por ¢(8, «, 61, ..., 61—1) = (o, ¥,.(0, 7,04, ...,0i—1)), sdo as folhas de
Tm.
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Vejamos para as esferas de raio diferente de r. Para cada esfera S},"

com f # r , tomamos « tal que ar = 3 e definimos a agao diferenciavel

I - -1 -1
‘I’a 'HT XSﬁ _’Sﬁ

por Uo(0,9) = ha 0 Ur(0, hyja(y)), onde Iig € Ity /o so transformagdes ho-—————

motéticas de raio o e 1/, respectivamente. As transformacoes homotéticas
podem ser definidas globalmente em IR!, pois o IR' se comporta como
uma vizinhanga tubular distinguida, podemos assim usar o lema da trans-
formacdo homotética 2.7. Como a transformagao homotética preserva a
folheagao, as oOrbitas de ¥, sdo folhas de 7™ em Slﬁ‘1 , pois as Orbitas de
¥, sdo as orbitas de U, trazidas pela transformagao homotética. Observa-
mos que @/(H, x S},‘l) — ¥,. Logo as 6rbitas de ¢ sdo as folhas de 7™.
O

Se k = 0, entdo o teorema segue imediatamente do lema 3.5.

Se k > 0, entao segue da observagao 3.4 que em cada fibra 7~(z),
z € Y, , existe uma m-folheagao riemanniana singular nas condigoes do
lema 3.5. Logo pelo lema 3.5 para cada z € ), , F™ em n~1(z) é dada
pelas érbitas de um subgrupo de Lie conexo H, C SO(n — k). Vamos
mostrar que podemos definir uma agao linear H,x IR" — IR™ tal que as

6rbitas desta acio sdo as folhas de 7™, para algum z € > fixado.

Seja =1(0) a fibra da origem {0} do IR", entdo pelo lema 3.5 existe

Ho C SO(n — k) tal que as 6rbitas de uma agdo linear
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U : Hy x 7~1(0) — 7~1(0),
sio as folhas de 7™ em 7~1(0). Definimos a agao

& : Hox (IR* xIR*~*) —IRF x IR™*

por &(0, z,y) = (z,¥(,v)), onde identificamos ), com IRF e (3 ,)* com
B,

Vamos mostrar que as 6rbitas de @ sdo as folhas de F™.

Como vimos anteriormente cualquer folha de F™ estd contida numa
fibra 7~ (y), para algum y € IR*. Logo é suficiente verificar que em cada
fibra 7—1(y) as érbitas de ® sdo as folhas ™. Sejam R C 5, uma reta que

passa pela origem do IR" e z € R, « % {0}. Definimos aplicagoes (A >0)

. -1 -1
,213’)‘ . UrS;},r —_— UArS:’Ar

por hg A(2) = AM(z—z)+z , onde 5;‘,731 denota a esfera de raio 3 com centro

em z. Como h.  é uma transformagao homotética, h, » preserva as folhas

de F™.
Tomemos y € R, y # z. Definimos a agao
U, Hox 77l (y) — 7' (y)

por U, (0, 2) = hax 0 ¥ (0, he 1/ (2)) , onde X' = J%l
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Como hz x € hz 1/ preservam as folhas de F™, as érbitas de ¥, sao as

folhas de F™ na fibra 7=1(y). E facil verificar que Az x (771(0)) = 7~ (y).

Vamos mostrar que ®/(Ho x 771 (y)) =¥y .

Seja z = (y,9') € IR*¥ x IR*~* tal que z € 7~'(y), observamos que se
z € R entdo z = (#,0) € IR¥ x IR"~*. Agora

Ty (0, 2) = hop 0 U(0, hy gy (2)) = hapy 0 ¥(0, (1/N)(2 — 2) + 7))
o 0 T, (/) (0.1) — (5,0)) + (3,0)
= han 0 U (0, (1/N)(y = &) +&,9//N))
= ho e ((1/N)(y — ) + 2,%(0,y" /X))
= hox ((1/N)(y — &) + &, 1/NT(0,7"))
= M[((1/X)(y - &) + & ((1/N)2(6,9")) — (&,0)] + (2,0)
= N((1/N)(y — £),(1/N)¥(0,y")) + (,0)

= (y—%,9(0,v)) + (%,0) = (3, ¥(0,9")) = 8(6,9,y") = 2(6, 2)-
O

Observagao. Ainda do trabalho de [Grom-Grov] segue que no teorema

3.1dim H=m, excetoocaso m=n—Fk — 1.
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Corol4rio 3.6. Seja (M™,F™) uma m-folheagao riemanniana singular,
m <3, sobre a n-variedade M compacta e conexa. Entdo para cada z € 3,
existe uma vizinhanga U de z tal que (U,F™) é conjugada a folheaggo (IR",

F m) descrita no teorema 3.1.

Proposicio 3.7. Seja (IR*,F™) como no teorema 3.1, entéo (IR",F™)
é dada pelas 6rbitas da agio linear ¥ : Hx IR® — IR" , onde as drbitas
da agio ¢ : Hx IR® — IR™ (obtida pelo teorema 3.1) sao as folhas de F™
e HC SO(n).

Demonstragao. Pelo teorema 3.1 as folhas de 7™ sdo as drbitas de

uma agao linear
¢: Hx IR® — IR,

onde H C SO(n). Como vimos anteriormente as folhas de 7™ estao con-
tidas nas esferas S"~!, logo basta mostrarmos que o fecho das érbitas de

@r : H x S»~1 — S~ definida pela restri¢ao de ¢ a Sn=1é igual as
érbitas de ¥, : H x Sn~1 — S»—1, definida pela restrigdo de ¥ a Sp~1.
Mas, isto segue do fato bem conhecido que se H C Isom(IN) é um subgrupo
de Lie conexo e N é uma variedade compacta e conexa entdo o fecho das
6rbitas da agdo diferencidvel n : H x N — N, é o conjunto das érbitas da

acgo 7: Hx N — N, com7/(HxN)=n. DO

Vejamos um teorema andlogo a um resultado obtido por Gromoll-Grove

([Grom- Grov]) sobre m-folheagdes riemannianas (regulares), m < 3, sobre
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esferas euclidianas S™. Diremos que (S™,F™) é uma m-folheagao rieman-
niana singular sobre a esfera euclidiana S™ se a métrica adaptada a F™
é a métrica induzida em S™ pela métrica riemanniana canénica do IR™+1.

S = (81 Eein) € R/ 4ty = 1),

Teorema 3.8. Seja (S™,F™) uma m-folheagdo riemanniana singular
sobre a esfera euclidiana S™, m < 3. Entdo existe um subgrupo de Lie
conexo H C SO(n + 1) e uma acdo linear ¢ : H x S® — S™ tal que
as érbitas de ¢ sdo as folhas de F™. Em outras palavras, (S",F™) nas

condigoes acima é uma folheagao riemanniana singular modelo.

Demonstragio. A folheagao F™ em S™ induz de maneira natural
uma folheacdo singular 7 em IR™*! com folhas regulares de dimensao m e
folhas singulares de dimensao zero, sendo a origem do IR™*! uma folha
singular. Esta folheagio singular é obtida usando a transformagao ho-
motética hg :IR™! — IR™!  dada por ho(z) = az, em cada esfera
5™ = {(z1, ...y Tng1) € R™! [ 2+ .. 423, = o?}, & > 0. Além disso, hq
define em cada esfera S? uma m-folheagio riemanniana singular conjugada

a F™ que denotaremos por Fj".

Lema 3.9. A métrica canodnica do IR"*! é uma métrica adaptada a

T, isto é, (IR**!, T) é uma m-folheagdo riemanniana singular.

Demonstracido. Tomemos uma reta R e uma folha L, de 7, supo-
nhamos que R intercepta L, em a perpendicularmente. Verifiquemos pri-

meiramente que se a reta R intercepta uma folha L, em y, com z ey € S,
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« fixado, entdio R interceptari L, perpendicularmente em y. Suponhamos

que R intercepta L, em y, com y € S3. Observamos que a curva dada

pela intersegio IRZ p NS% é uma geodésica em Sg com respeito a métrica

riemanniana induzida pela métrica riemanniana canénica do IR™*1, onde
ﬂﬁﬁl&n&e&r%ﬂdeteﬁninadwé&eﬁgem&pdmtaﬁ(xenpor_

exemplo [Spiv], vol I). Podemos supor que R néo passa pela origem, pois

se passar é claro que R interceptard L, em y perpendicularmente.

L, é perpendicular a IR3 , em z, pois dado v € T:R nao nulo e  um
vetor radial ndo nulo em 2, entdo eles sao perpendiculares a L, e geram
IRZ . Segue que IRy p NSY, é perpendicular a L, em . Observamos que L,
é uma folha de F™, como (S%,F*) é uma folheagio riemanniana singular,
segue que IR%’ g NS™ ¢ perpendicular a L, em y, logo L, é perpendicular

também a IR} p, portanto R é perpendicular a Ly em y.

Agora sejam ¢ € SI, y € S, o # B, e R interceptando L, em
y. Vamos mostrar que R intercepta L, em y perpendicularmente. A trans-
formagao homotética h, g leva a folha Ly na folha Ly, 4(y) contida na esfera
S7. Pelos argumentos anteriores IR%’ g NS é uma geodésica perpendicular
a Ly ea Ly, ,y) o que implica ]R%, r NSG intercepta Ly perpendicular-
mente em vy, logo IRg,  intercepta L, e L, perpendicularmente, portanto

R intercepta L, em y perpendicularmente. Segue o lema. [

Assim, conseguimos uma m-folheagdo riemanniana singular (R™*1,T)
nas condicdes do teorema 3.1, tal que quando restrita a S™ é a m-folheacao

riemanniana singular (S™, F™) sobre a esfera euclidiana S™. Pelo teorema
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3.1 existe um subgrupo de Lie conexo H C SO(n + 1) e uma agao linear
¢ : Hx IR*1 — IR™! cujas ¢rbitas sio as folhas de 7. Definimos a

aplicagao

p: HxS* — S"

por ¢(6,z) = ¢(0,z). E claro que ¢ é uma agao linear. Desta forma as

6rbitas de ¢ sdo as folhas de ™. 0

Veremos a seguir que o fato de m > 1, nos dd mais informagoes sobre

(M™, F™).

Proposicao 3.10. Sejam (M™,F™) uma folheagao riemanniana sin-
gular, m > 1 e M™ variedade compacta e conexa. Seja g € D ©
s = dim Cy ,, onde Cp,, ¢ a componente conexa de 5, que contém

zo. Nestas condicoes temos as seguintes alternativas:

a)sen—s—1=m, entdo existe uma vizinhanga de zo onde cada folha

regular é difeomorfa a esfera S™.

b)se n—s—1 > m, entdo m é wn numero impar e existe uma vizinhanca
de z, onde cada folha regular é wna esfera homolégica racional de dimensao

m.

Em ambos os casos todas as folhas de (M™,F™) serao compactas.

Demonstragao. Seja 29 € ) 4, € VJ°® uma vizinhanga tubular dis-
tinguida de zo. Assim VZ° é difeomorfa (via aplicagao exponencial) a IR™

com a origem do IR™ sendo uma folha singular da folheagao F* (=ezpg]
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(F™)). Por Molino a métrica riemanniana canonica do IR" é adaptada a
F*_ Assim temos a folheagdo riemanniana singular (IR®,7*) cujas folhas
singulares sio de dimensao zero e as folhas regulares de dimensao m, com
a origem sendo uma folha singular. Pelo teorema 3.1, IR" se decompoem
e IR*xIR"=* onde cada ponto-de RS é uma folha singular de F* ealém
disso F* é saturada em {y}xIR"~* , y €IR®, tendo {y}x{0} como tnica
folha singular (em {y}xIR™™*), além disto segue também que ({y}xIR™"*,
F*) é uma folheagdo riemanniana singular, onde a métrica canodnica de
{y}xIR™~* é uma métrica adaptada a F*. Em {y}xIR™~* os tubos serao
as esferas S7~5~! de raio a com centro em {y} X {0}. Temos entao os

seguintes possiveis casos:

a) se n — s — 1 = m, neste caso cada tubo de ({y}xIR™~*, F*) ja
é a propria folha regular. Portanto, como isto ocorrera para cada fibra
{y}xIR"~*, teremos que cada folha regular nesta vizinhanga VZo sera difeo-

morfa a esfera S™.

b) se n — s — 1 > m, teremos como observamos na demonstragao do
teorema 3.1, em cada tubo S27*~! uma folheagao riemanniana regular de
dimensao m induzida por F*. Como m > 1, temos por [Ghys] (teorema 5.3 e
parte da demonstragao do corolario 5.2) que esta folheacao € uma ”fibragao
de Seifert generalizada” com folha tipo sendo uma esfera de homologia
racional de dimensio fmpar. Como isto ocorrerd em cada fibra {y}xIR"~*,

segue o resultado.
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Observamos que em ambos os casos acima todas as folhas de 7™ em
Vo sio compactas. Vamos mostrar que todas as folhas de (M™,F™) sao

compactas.

Observacio 3.11. Seja (M™ F™) o fecho das folhas de (M™,F™), m

qualquer. Entao (M™" _Fm) é ainda uma folheagao riemanniana singular. De
fato, observamos no capitulo IT que para (M n Fm) ser ainda uma folheagao
riemanniana singular é suficiente mostrar que N (F™) é transitivo nas folhas
singulares de F™. Mas isto é imediato, pois as folhas singulares sao de

dimensao zero.
Lema 3.12. Todas as folhas de (M™,F™) sao compactas.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que exista alguma folha
de dimensio m de F™ ndo compacta. Entdao a dimensao das folhas do
estrato regular ) — de 7 & maior do que m. Agora o estrato regular de
(M™,Fm) é denso em M™ (pela observagao 3.11 (M™, Fm) é ainda uma
folheagdo riemanniana singular). Chegamos assim a uma contradigao, pois
existe uma vizinhanca V2 de x9, zo € 4, tal que todas as folhas sao

compactas o que implica V¥ Ny —=0. DO

Coroldrio 3.13. Nio existe (M™, F™) folheagao riemanniana singular

nas condigbes da proposigao anterior tal que dimn S0 <n—m-—1em par.

O teorema abaixo responde a seguinte questao: qual a relacao entre as

dimensoes de e as dimensoes de F™ e M™ 7
0
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Sejam C, uma componente conexa de )., que contém z € ), €

=dim C;. No caso de F ser um fluxo riemanniano singular definimos

m'=dim F.

Teorema 3.14. Sejam (M™,F™) uma folheagdo riemanniana singu-

lar e M™ uma variedade compacta e conexa. Entdo temos as seguintes

possibilidades para s:
a) se m é par, entdo s =n —m— 1.
b) se m é impar, entao temos duas alternativas:

i) se n é par, entdo s = 2j, para algum j = 0,1,...,¢, onde ¢ é o

maior inteiro tal que t < (n —m)/2.

ii) se n é finpar, entdo s = 2§ + 1, para algum j =0,1,...,t, onde ¢

é o maior inteiro tal que t < (n —m —1)/2.

Além disso, sem=1em’ > 1, entao s<n—m' - 1.

Lema 3.15. Nas condigoes do teorema temos que m < n —s—1. Se
m < n—s—1entdo n —s— 1 é wum nimero impar. Além disso,sem =1e

m’>1lentdo s<n-—m'—1.

Demonstragao. Sejam zg € Cyy C Y, V¥ uma vizinhanga tubular
distinguida de zo. Como na proposi¢iao 3.10, V*o é difeomorfa a IR® X
IR*~*, onde em {y} xIR"~*, y €IR?, a tnica folha singular é a origem e F*

é saturada em {y}xIR""¢, onde F* = exzpy! (F™). Além disso F* induz
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em cada esfera S”~*~! com centro na origem de {y} xIR"~* , uma folheacao
riemanniana regular de dimensiao m. Claramente, temos m < n— 8§ — 1,
pois F* é saturada nas esferas S?~*~1. Se m = n—s—1, uma folha regular
de F* em S"~*~1 & a prépria esfera Sh~*"!. Se m < n — s — 1, teremos

uma folheagio riemanniana regular em Sg""l , 0 que implicaquen—s—1

deve ser um ndmero impar, j& que no existem folheagGes regulares sobre

esferas de dimensao par.

Param =1em’ > 1, temos que m’ < n—s— 1, pois segue de Carriere-
Carron (ver [Car]) que nenhum fluxo riemanniano regular é denso sobre as

esferas, logo s<n—-m'—-1. O
Demonstragao do Teorema 3.14.

a) se m é par, segue que nao existemn folheacoes riemannianas regulares
sobre as esferas, portanto pelo lema 3.15 este caso s6 é possivel se m =

n—s—1,istoés=n—-m-—1.

b) se m € impar e n par, neste caso temos duas alternativas:

1) sem =n—s—1, neste caso s =n—m —1, em particular s € um

numero par;

2) sem < n—s—1, pelo lema 3.15 temos que n — s — 1 é um numero
{fmpar e como n é um ndmero par, segue que s é um numero par. Logo
podemos escrever s = 2j, para algum j =0,1,...,1, onde t é o maior inteiro

tal que t < (n — m)/2.
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Agora, se m é impar e n impar, temos duas alternativas: i) m = n—s—1,
logo s éumm’xmerbimpar; ii) m < n — s — 1, pelo lema 3.15 n—-s—1¢
um nvmero {mpar e como n é impar segue que s é {mpar. Logo podemos
escrever s = 2j + 1, para algum j =0,1,...,¢, onde t é o maior inteiro tal

——quet<{(n—m—1)f2

A parte final do teorema 3.14 relativa a m = 1 em’ > 1, segue do lema
315. DO

Corolario 3.16. Sejam (M?2k+1 F™) como no teorema 3.14. Entao

F™ possui folhas singulares isoladas se e somente se m = 2k.

Demonstragio. Suponhamos que s = 0. Pelo teorema 3.14 m é
necessariamente par e s = 2k — m, o que implica m = 2k.
Se codim F™ é 1 entdo segue do capitulo IT que s = 0. DO

Tabela 3.17. Mostramos abaixo os inicos valores possiveis para

n,m,m' e s, comm #Fn — 1, para n = 3,4,5.

n 3 4 4 4 4 5 5 5 5 )

m 1 1 1 1 2 1 1 1 2 3

m' 1 1 1 2 2 1 1 2 2 3

S 1 0 2 0 1 1 3 1 2 1
Observacoes:

a) esta tabela é consequéncia imediata do teorema 3.14.
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b) pode-se construir, sem dificuldades, uma tabela semelhante para

n> 5.

c) serdo dados exemplos nos capitulos seguintes para cada caso acima

quando n =3 e 4.

d) pelo corolério 3.16, se m = n — 1 entao s = 0.

e) se m é par, todas as componentes conexas de 5, terdo a mesma

dimensao.

f) no capitulo IV exibiremos um fluxo riemanniano singular em uma

4-variedade que admite componentes conexas de 5~ , de dimensdes distintas.
Proposicio 3.19. Sejam (M", F) um fluxo riemanniano singular,
com 5, # 0 e zo € ). Entao temos as seguintes propriedades:

a) se existir uma vizinhanga U de 2 tal que todas as folhas em U sao

fechadas, entdo todas as folhas em (M™, F) sao fechadas.

b) seja 35 o estrato de folhas de dimensao 1 de (M™, F) (isto &, o
conjunto de todas as folhas fechadas de 7 ), entdo 5.7 # 0 e o fecho )

contém todas as folhas singulares de F (isto é, ) o C f;)

c) seja L uma folha regular de F, entdo L é difeomorfo a um toro Tr

e (T, F) é conjugada a um fluxo linear regular sobre T7, 1<r<n—s-—1

Demonstragao.

a) é analogo ao lema 3.12.
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b) pelo coroldrio 3.6, dado 29 € ), existe uma vizinhanga de zo, U, tal
que (U, F) é conjugada a um fluxo (IR* xIR"~*, F* ), onde s=dimCp,z,.
Emcadafibra {y}xIR"~%, y €IR®, F* é saturada tendo por folha singular
somente {y} x {0} e F* induz nas esferas S2~*~!, com centro em {y} x {0},

~ uym fluxo riemanniano regular. Por [Ghys] existe pelo menos uma folha
fechada em (S2—*~1, F*), para cada a > 0. Segue o resultado.

c) seja L uma folha regular de F , L é uma subvariedade fechada
e conexa, logo compacta e conexa em M, seja U uma vizinhanga de zo,
como a dada pelo coroldrio 3.7. Se LN U # () entdo segue da descri¢ao
de U que L estd contida numna esfera S72~*~! , o > 0, que nao contem
nenhuma folha singular, logo L ainda estard contida em Sn—s=1_ Portanto,
(L, F) é um fluxo riemanniano regular denso em L compacta e conexa, por
um resultado de Carriere-Carron (ver [Car]) L é difeomorfa a um toro T,
1<r<n—s—1,F em L é conjugada a um fluxo linear regular sobre T'".

O
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CAPITULO IV

FLUXOS RIEMANNIANOS SINGULARES
SOBRE AS 3 E 4-VARIEDADES

Chamamos de fluxos riemannianos singulares as folheagoes rieman-

nianas singulares cujas folhas regulares sao de dimensao 1.

O objetivo deste capitulo é classificar os fluxos riemannianos singulares
sobre as 3-variedades a exemplo do trabalho de Carriere ([Car]) sobre fluxos
riemannianos em 3-variedades e descrever os fluxos riemannianos singulares
sobre as 4-variedades de maneira andloga ao trabalho de Almeida-Molino

([Alm-Mol]) sobre fluxos riemannianos sobre 4-variedades.

Obtemos alguns resultados sobre fluxos riemannianos singulares, com
todas folhas fechadas, tais resultados nos auxiliardo no estudo dos fluxos

riemannianos singulares sobre variedades de dimensoes pequenas.
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Fluxos riemannianos singulares com todas as folhas fechadas

Vejamos o que acontece se (M,F) é um fluxo riemanniano regular (isto
é Y, = 0) com todas as folhas fechadas. Neste caso todas as folhas de F

tem holonomia finita (ver [Mol]s), para M nao necessariamente compacta.

Por [Eps]; e [Eps]s isto é equivalente ao fato das folhas serem subvariedades

totalmente geodésicas; e usando o teorema:

Teorema 4.1 ([Wad)). Seja (M, F) um fluxo regular tal que as folhas
sao fechadas, onde M nao é necessariammente compacta. Entao existe uma
acio diferencidvel ¢ : S' x M — M tal que as 6rbitas sdo as folhas de F,
se e somente se, existe alguma métrica riemanniana em M com respeito a

qual as folhas de F sdo subvariedades totalmente geodésicas de M.

Obtemos o teorema bem conhecido:

Teorema 4.2. Seja (M, F) um fluxo riemanniano regular (M nao é
necessariamente compacta), com todas as folhas fechadas, sobre M conexa.
Entdo existe uma agio diferencidvel ¢ : S' x M — M tal que as orbitas

sao as folhas de F.

O exemplo abaixo mostra que o teorema 4.2 nao admite uma genera-
lizacdo para um fluxo singular (ndo riemanniano) com todas as folhas fecha-
das e 5, # 0. Neste caso, nao existe nem sequer uma agao topoldgica

efetiva do S! tal que as drbitas sejamn as folhas do fluxo.
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Exemplo. Considere o fluxo singular F no toro §! x S* cujas as folhas
regulares sio S! x {a}, @ € S —{e}, e as folhas singulares sao os pontos de
S! x {e},e € S'. Existe uma agdo do S* diferencidvel em T? — (S? x {e})
tal que as 6rbitas sdo as folhas de F. Se existisse uma acao topolégica do
—— §' em T2, poderiamos considera-l4 uma agio-efetiva (ver demonstragio da
proposigao 4.3). Contudo ndo existe uma agao topologica efetiva do S! no

toro T? com pontos fixos (ver [Bre]).

Consideremos o caso de um fluxo riemanniano singular (M, F) com

Yo # 0 e com todas as folhas fechadas.

Proposigao 4.3. Seja (M", F) um fluxo riemanniano singular com
todas as folhas fechadas e ), # 0, onde M™ é compacta e conexa. Entao
existe uma agio topolégica efetiva ¥ : S' x M — M, com as seguintes

propriedades:
a) as folhas de F sao as oérbitas de W.
b)¥/(S? x (M —3,)) é uma agao efetiva diferencidvel.

c) se C é uma componente conexa de Y, de dim k, entao existe uma
vizinhanca de C em M, V€, que é um fibrado localmente trivial com tri-

vializacées U x D*~*, onde U é um aberto em C, com F saturada em cada

fibra D"k,

Demonstracio. (M — 3 ,, F) é um fluxo riemanniano regular com

todas as folhas fechadas. Como Y., = M — 3, é conexo, segue do caso
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regular que existe uma agio C*® ¢’ : §' x 35, — 3, tal que as érbitas de

o' sdo as folhas de F em 3. Definimos a agdo efetiva diferencidvel:
p:(SYN)x 3 — 20

por p(,y) = ¢'(6,y), onde N={0 € 5*/¢/(6,4) = y,¥y € T,}. N é um

subgrupo fechado de S? que fixa todos os pontos de Y, pela agio ¢'. N é
finito ou todo S!. Entretanto N nao pode ser todo S1, pois o conjunto de

pontos fixos é 3, segue que S /N ¢ difeomorfo a S,

Assim

p: S XY — T
é uma acao diferencidvel efetiva do S! cujas as drbitas sdo as folhas de F

em y .

Definimos a aplicagao

v:8'xM —M

0,y), se Y&,
or ¥(0,y) = (0,v), 0
P ( y) {y, se yeZO'

¥ ¢ continua nos pontos de 3 ,. De fato, seja z € ), tomemos uma
vizinhanca tubular distinguida de z, V¥, nesta vizinhanga as folhas de F
estio contidas nas esferas S% de raio o com centro em z, logo as érbitas de

U também estdo contidas nestas esferas, assim

lim U(0,,,y,) = 2 = U(lim 0y, lim y,),
(eﬂvyu)""(o,:l:) ( J ) ( Jﬂ)
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portanto ¥ é continua em z. E claro que ¥ é uma agio topoldgica.
Os itens a) e b) da proposicao sdo agora imediatos.

Seja C' uma componente conexa de ) .

Lema 4.4. Seja (M,F) um fluxo riemanniano singular com }, # 0.

Entio F é saturada nas fibras transversas da vizinhanga tubular distinguida

ve.

Demonstragao. Sejam z € V.C, P, a placa passando por z contida

emVCe m: V¢ — C a projegio ortogonal.

Sejam ho a transformagio homotética definida em VE, r' € IR tal
que T € S,’f,(z), segue que P, C S,’f,(”). Logo, a placa Iza'(Pz) estd contida

T i s o ,
em S aff), para todo « suficientemente pequeno. Assim limg—0 la (P;) esta

contido em limg—o S;ﬁ‘f) = 7(z). Portanto, para todo z € P, temos que

7(2) = limg—o ha(2) = 7w(z). DO
A propriedade c) da proposigao segue do lema acima. [

Permanece em aberto a questio de sabermos se, dado um fluxo rie-
manniano singular definido em M com todas as folhas fechadas e ) # 0,
existe uma agao do S? diferencidvel em M tal que as 6rbitas sejam as folhas

do fluxo riemanniano singular.

Proposicao 4.5. Seja (M", F) um fluxo riemanniano singular com

todas as folhas fechadas, dim Y, = n — 2 e M™ uma variedade compacta
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e conexa tal que as vizinhangas tubulares V,$¢ das componentes conexas
Ci,...,C de 3, sejam da forma C; x D? (vizinhanga tubular produto),
i=1,.., k. Entdo existe uma agio diferenciavel ¢ : S1 x V,.?" —_— V,.?" tal

que as érbitas sdo as folhas de F.

Demonstragao. Para simplificar a notagao escreveremos a compo-
nente conexa C; apenas como C, na realidade os argumentos usados inde-

pendem do indice <.
Seja

Yo : S x (C x D*(0,r)) — C x D*(0,r)
dada por c(0,z,,0") = (z,0,0 + 0").

Sejam ¢, e y duas acdes diferencidveis do grupo de Lie G definidas nas
variedades X e Y, respectivamente. Dizemos que as agdes sdo equivalentes
se existe um difeomorfismo f : X — Y tal que f(¢1(g,z)) = v2(9, f(2)),

para todo g € G e para todo z € X, neste caso dizemos que f é um

difeomorfismo equivariante.

Lema 4.6. Uma agio livre diferenciavel p do S! em C x S' atuando
no segundo fator é equivalente a agdo linear ® : S x C x S 1 - CxS?
dada por ®(0, z,0') = (z,0 + 0').

Demonstragao. Basta definir a aplicagao

f:CxS'— CxS!
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por f(p(6,z,e)) = ®(6,z,e), onde e é o elemento neutro de S!. f estd
bem definida (ver por exemplo [Bre]).

Observe que p/(S? x C x {e}) e ®/(S* x C x {e}) sdo difeomorfismos.

Logo, como
f(z,8) = (8/(S* x C x {e}) o (p/(S* x C x {e}) 7 (=,0)

segue que f é um difeomorfismo. Vamos mostrar que as acoes p e ® sao

equivalentes

f(p(6,,y)) = f(p(8,p(0', 2, e))) = f(p(00',z,¢))

= &(00',z,e) = (0, ((0',2,¢))) = (6, f(p(',z,€)))

= &(0, f(z,y)), para todo € S e (2,y) € C X st. 0O

Do lema acima temos que a agao (B-V_,.C_, ¥) dada na proposigao 4.3 é
equivalente a agdo (C x S', ®) definida no lema 4.6. Portanto as orbitas de
Y em 6-V,.—C sio as folhas de F. Como ¢ é definida levando uma folha de

um tubo em outra folha de outro tubo homoteticamente, vemos que todas

as 6rbitas de 1)¢ sao as folhas de F. 0
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Folheagdes riemannianas singulares de codim 1 sobre as 3-

variedades

Seja (M3,F) uma folheagdo riemanniana singular de codim 1 com folha

singular, sobre a 3-variedade M 3 compacta, conexa e orientdvel. Supo-

nhamos que F é transversalmente orientdvel no estrato regular. Segue do
capitulo II, que M /F =[0,1] e as tnicas folhas singulares de F sao p~'(0) =
Lo e p~'(1) = Ly, onde p: M — M /F & a projegao quociente.

O estrato regular (5_,,7), define uma folheagio riemanniana de codim

1 com todas as folhas fechadas, sobre o aberto conexo 3, de M 3

‘Segue por uma versao do teorema de estabilidade (ver por exemplo

[Cam-Lins]) que todas as folhas de (3_,,7 ) sdo difeomorfas uma a outra.

Se houver folha singular de dimensio zero, entdo numa vizinhanca
tubular distinguida desta folha singular os tubos serao difeomorfos a esferas
S2. o que implica que as folhas regulares de F nesta vizinhanca tubular
serdo difeomorfas a esferas S2. Como vimos acima as folhas de (32, F) sao

difeomorfas, logo todas as folhas de (3 _,,7), neste caso, sdo difeomorfas a

esferas S2.

Se houver folha singular de dimensao um, entao numa vizinhanga tubu-
lar distinguida desta folha singular os tubos serao difeomorfos a toros T2,

logo todas as folhas de (3_,,7), neste caso, serao difeomorfas a toros T?.
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Da andlise acima, concluimos que as duas folhas singulares sao sempre

de mesma dimensao.

Tomemos duas vizinhangas tubulares distinguidas de Lo e L1, Vi e

VL1, respectivamente, tal que p~'([0,1/2)) = Vi e p=1((1/2,1)]) = Vi

Assim,

M ~ p-1([0,1/2)) Ufp‘l((l/Z, 1)) > VEieuy Vi,

onde f e f sdo difeomorfismos entre as respectivas fronteiras, logo (M 3.F)

s6 pode ser uma das seguintes alternativas:

a) se as folhas singulares sdo pontos, entao

M ~ B3(0,1) Uy B3(0,1),
as folhas regulares de F em cada bola B3 sido as esferas
$2 = {z € B3/d(x,0) = a}

e as folhas singulares sio as origens de cada bola B3. Portanto, neste caso

M é difeomorfa a S®

b) se as folhas singulares sao difeomorfas cada uma a esfera S*, entdo

M ~ (ST x D?) Uy (S x D?),
e F em cada toro sélido é dado pelas érbitas da agao
p: (SO(2) x SO(2)) x (S' x D*) — S' x D?

definida por (61, 05,03, @, 04) = (61 + 03, , 02 +0,), onde (03, «,64) é uma

parametrizagio para S' x D*.
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Fluxos Riemannianos Singulares sobre as 3-variedades

Carriere demonstrou o seguinte teorema, no qual dé a classificagao dos

fluxos riemannianos regulares sobre as 3-variedades.

Teorema 4.7.([Car]) Seja F um fluxo riemanniano regular (orientavel)
sobre uma 3-variedade fechada e conexa M (orientdvel) entdo temos as

seguintes possibilidades:

1) se as folhas de F sdo densas, entio M ¢ difeomorfa a T% e F ¢é

conjugada a um fluxo linear sobre T7.

2) se as folhas de F nao sdo nem fechadas e nem densas, entao dois

casos sao possivels:

a) M é difeomorfa a T® e F é conjugada a um fluxo linear sobre T°;

ou

b) M é difeomorfa a um fibrado hiperbélico T (toro hiperbélico),
onde T3 = (T?xIR)/(m,t) ~ (A(m),t+1) com A€ SLy(Z)etrA> 2.
A direcdo prépria A, gerada pelo auto-vetor vy (associado ao auto-valor
1/)) de A induz sobre T?xIR um fluxo ®, que é irracional em cada fibra

T2, &, define sobre Ti um fluxo ®,. F é conjugada a um fluxo @,.
3) se F possui duas folhas fechadas, entdo dois casos sdo possivels:
a) M é difeomorfa a um espacgo lenticular
Ly, =(S'x D2) U, (S! x D?)
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e F é conjugada a um fluxo onde as folhas nos toros sélidos sao densas em
toros T2, o o raio em S?! x D? , e as folhas fechadas sao os circulos no centro

de cada toro sélido.
b) M é difeomorfa a S? x S!, e o fluxo F é conjugado a um fluxo

~—dado pela suspensio de uma rotagio irracionalde 2.

4) se o fluxo F tem todas as folhas fechadas, entdo M é um fibrado de

Seifert onde as fibras sao as orbitas de F.

Observacgoes:
1) todos os casos da classificagio acima sdo isométricos exceto 2.b).
2) fica claro a partir do teorema 4.7 que para classificar os fluxos rie-

mannianos singulares sobre 3-variedades, resta considerar apenas o caso de

fluxos riemannianos singulares com ), # 0.

Seja (M,F) um fluxo riemanniano singular com ), # @, sobre a 3-

variedade M compacta, conexa e orientdvel, com (5, F) transversalmente

orientavel.

Exemplo. Usando 2.5 e o trabalho de [Ray] sobre agoes do S ! sobre

3-variedades podemos obter um grande mimero de exemplos.
Sejam C; as componentes conexas do estrato minimal ) .

Teorema 4.8. Seja (M,F) um fluxo riemanniano singular sobre a 3-

variedade M compacta e conexa (orientavel), com Y, # 0. Entdo (M,F)

60



tem a seguinte descrigao: para cada i, C; é difeomorfo a S, F na vizinhanga
tubular distinguida V,$¢ é saturada nas fibras transversas difeomorfas a
D2(0, ;) com todas as folhas fechadas e (M — UL, V5%, F) é um fibrado de
Seifert. Além disso, M /F é uma superficie, a menos de um nimero finito de

pontos singulares no seu interi : ca com bordo difeomorfo

ay o

Observacgio 4.9. Se zp € 5, , entdo na vizinhanca tubular distin-
guida de zo, V;Z°, uma folha L €F tal que d(zo,L)=a < 7o estd inteiramente
contida no tubo SZ° de VZ°. De fato, Molino mostra que a componente
conexa de L, N V;2° que contém y, estd contida em SZo. mas como os tu-
bos S0 sdo difeomorfos as esferas 52 e L, é conexo, segue que L, estd

inteiramente contida em SZ°.

Lema 4.10. Seja zo € ¥, entdo o fluxo F em V3° é saturado com

todas folhas fechadas e dim}_, = 1.

Demonstragio. A vizinhanca tubular distinguida V;Z° é difeomorfa a
bola aberta B3(0, 7). Pelo capitulo II podemos considerar a métrica usual
do IR3 como a métrica adaptada a F* (=exp;!(F)) em B*(0,7). Pela
observagao 4.9 as folhas de 7* em V3° que estao a distancia o, 0 < a < 7y,
de z, estdo inteiramente contidas em SZ° que é difeomorfa a S2. Assim
temos para cada « o fluxo riemanniano singular (S3°, F *) induzido por F*

em SZ°.
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Fixemos o, como SZ° é difeomorfa a esfera S?, F* possui singulari-
dades, pois nio existem folheagdes riemannianas regulares sobre S2. Pelos
resultados do capitulo II a folheacdo riemanniana de codim 1 (S5°, F*) com
F* orient4vel e transversalmente orientdvel possui todas as folhas féchadas e
exatamente 2 folhas singulares. Como o é arbitrario, para cada 0 < a < 7o,
(SZ0, F*) é como descrito acima. Usando transformagoes homotéticas pode-
mos concluir que existe uma semi-reta em (B>(0,70), F*) composta de fo-

lhas singulares de F*, portanto dim) o =1. O

Observagio 4.11. Essencialmente o lema 4.10 faz uma descrigao de
um fluxo riemanniano singular em IR3, tendo a origem como folha singular

e admitindo a métrica candnica como uma métrica adaptada a este fluxo.

Pela lema 4.10 qualquer vizinhanga tubular distinguida de z € Y.os

possui todas as folhas fechadas, logo pela proposi¢ao 3.19, segue que todas

as folhas de (M ,F) sao fechadas.

Lema 4.12. M/F é uma superficie a menos de um nimero finito de

pontos no seu interior, com bordo ), /F.

Demonstragao. Como todas as folhas sdo fechadas e como a folheagao
induzida no estrato regular (3_,,F) é um fluxo riemanniano regular, segue
de [Mol]; que Y°,/F é uma superficie a menos de um nimero finito de
pontos no seu interior correspondentes as folhas com holonomia néo triviais.

Pelo lema 4.10 vemos que se g € ,, entdo VI°/F ¢é difeomorfo a um
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subconjunto do IR? tendo por fronteira as folhas singulares de F em Ve,

Segue o resultado. 0O

Observagao 4.13. Os argumentos do lema acima sdo essencialmente

os mesmos desenvolvidos por Molino em alguns casos do fecho G, onde G é

uma folheacdo riemanniana regular.

O estrato singular 3, sendo compacto se decompéem em um nimero

finito de componentes conexas,

20 = Cl UC'Q U... UCA..
Logo pelo lema 4.10, cada C; é difeomorfo a Sti=1,..,k.

Tomemos vizinhancas tubulares distinguidas de Cj, V,f", 1=1,...,k,
com raios r; suficientemente pequenos para que sejam disjuntas duas a duas.

Pelo lema 4.4, F é saturada nas fibras transversas D? de VS,

(M — Uk_ VS, F) é um fluxo riemanniano regular com todas as fo-
lhas fechadas sobre a 3-variedade (M — U5, V,¢%) compacta e conexa (com
bordo), tendo por fronteira k componentes conexas cada uma difeomorfa a
um toro T2. Segue de [Eps]; que (M — U, V.9, F) é um fibrado de Seifert.

Isto conclui a demonstragao do teorema 5.2. 0O

Proposicio 4.14. Seja (M?F) um fluxo riemanniano singular e
Yo # 0. Entdo existe uma agdo efetiva diferenciavel ¢ : 5 1w M3 — M3

tal que as érbitas de ¢ sao as folhas de F.
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Demonstragio. Pelo teorema 4.8 todas as folhas de F sao fechadas
e dimY_, = 1, onde cada componente conexa C; de Y. ¢ difeomorfa a
S!. Tomemos uma vizinhanga tubular distinguida de C;, VSi. Cada VEié
difeomorfa ao toro sélido S* x D?(0, ¢;), com as folhas de F satura;das nos

—— discos transversos-D%(0, ;)

\¥7

Sem perda de generalidade, podemos supor que Yo € conexa, para

simplificar a notagdo escreveremos ), = C.
Para o fluxo riemanniano regular (M — V.¢ F) existe uma agao dife-
rencidvel efetiva (proposigao 4.3)
$:S'x (M -VE) — M-VE,

tal que as érbitas de ¢ sao as folhas F. ¢ induz em 0-‘70{'—' uma agao dife-
renciavel do S!, agindo no disco transverso. Observamos que dVC é difeo-

morfa a S! x S'.

Definimos a agao diferencidvel
®: 5! x (S! x D?(0,a)) — S* x D?(0, )
por @(eio,eia',reiou) = (e, rei(0+0)) 0 < 0,0',0" <27, T € [0, af.
Pelo lema 4.6, ®/S! x (S' x S!) é equivariante a ¢/S* X dVC, isto é

existe um difeomorfismo equivariante f : S! x S! — V. @ induz uma

acdo diferencidvel ® em Ve,
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Fazendo a colagem (ver [Con-Flo]) das agdes ¢ e ®, obtemos uma 3-
variedade M’ = (M — VE)U; VC e uma agao diferencidvel &’ do S! em
M'.

Por 2.5, ® induz um fluxo riemanniano singular 7’ em M’, cujos

pontos fixos sao as folhas singulares.

Vamos mostrar que (M,F) é conjugada a (M',F"). Por construgao de
M' e f, para exibirmos um difeomorfismo entre M e M’ que leve folhas de

F em folhas F’ é suficiente mostrar que f é difeotdpica a identidade.

Lema 4.15. A aplicaciio f obtida pelo lema 4.6 é difeotépica a iden-

tidade.

Demonstracio. Por construcio, f restrita a C x {e} é a identidade
e f(z,y) = (z,9(2,y)), onde g : C X Sl —, S! é diferenciavel. Segue
disto que a matriz de GL(2,Z) associada a f pelo funtor de homotopia
é a matriz identidade e portanto ([Rol], pg.26) f é isotépica a identidade.

Sendo f um difeomorfismo, a isotopia pode ser construida diferencidvel, logo

f é difeotopica a identidade. O
A proposigao 4.14 é agora imediata. O

Por 2.5, a reciproca da proposigao 4.14 é verdadeira.

Coroldrio 4.16. Seja (M,F) wn fluxo riemanniano singular com

Yo # 0 sobre a 3-variedade M compacta e conexa. Entao M é difeomorfa

a
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S:"ﬂ(S2 X Sl)ﬂU(Sz X Sl)2g+h—luL(a,,ﬂ,)ﬂn-nL(a,,ﬂo

onde § indica soma conexa, g o género da 2-variedade topolégica M/F |

h o mimero de componentes conexas de ) ,, ! o nimero de folhas com

holonox_m'a e L(q, p:) espaco lenticular. Além disso, F é dada por uma agdo

do S! representada pela (2] + 2)-upla de numeros inteiros

(g’ h’ (alvﬁl)a ey (a'la ,Bl))

A demonstracio segue da proposicao 4.14 e da classificagdao de [Ray]
(ver também [Orl-Ray];) para 3-variedades compactas, conexas e orien-

tdveis, com érbitas orientdveis na categoria diferencidvel.

A (2! + 2)-upla de inteiros
(g) h" ((-Yl ) /}l )7 ceey (a’la /}l))a

é um conjunto de invariantes associado a uma agao ¢ do S 1 em uma 3-
variedade compacta, conexa e orientdvel. Dado este conjunto de invariantes,

¢ é descrita da seguinte maneira: seja V,S' & C; X D? vizinhanca tubular

) A~

. ; L
da componente conexa C;, i = 1,..., h, do conjunto de pontos fixos, V,J.J

L; x D? vizinhanga tubular da érbita excepcional L; (folha com holonomia),
J=1L.,, M = M- U?=1Vr?" - U§-=11/,J[,’j, (M')* o espago érbita (2-
variedade) de género g, a a¢ao ¢ em cada um destes conjuntos é dada pelas
seguintes agoes lineares usuais:
0/8! x VEi: St x (D* x S') — D? x S
(Za /)em’ ei(}’) P (z/)eio) eiO')
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/S x VH : 81 x (D? x §1) — (D? x §')

(z, peio,eig') — (2% peio, 4 Bi eia’)

0/SY x M : S' x ((M')* x §1) — ((M")* x S*)

(10, 10"\ ( (040’
(e —r{ze™ 0))

onde 0<p<1, 0<60<2m, 06 <2m.

Coroldrio 4.17. Seja (M,F) win fluxo riemanniano singular com
Y, # 0 sobre a 3-variedade M compacta, conexa e simplesmente conexa.
Entio M é difeomorfa a S® e F é dada pelas érbitas da agao linear usual

do S! em S? com pontos fixos.

O corolério 4.17 mostra que a conjectura de Poincaré é verdadeira se

a 3-variedade admite um fluxo riemanniano singular com y 5 # 0 .

Observacao 4.18. Pelo teorema 4.7 e coroldrio 4.17 um fluxo rie-
manniano singular sobre a esfera S° (S°%F), s6 pode ser um dos seguintes
tipos:

a) caso regular: i) teorema 4.7 item 3.a; ii) teorema 4.7 item 4.

b) caso singular: corolario 4.17.
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Fluxos Riemannianos Singulares sobre 4-variedades

Em [Alm-Mol] é feita uma classificacao dos fluxos riemannianos regu-
lares sobre as 4-variedades compactas e conexas (orientdveis). Classificagao

_ esta baseada na &lgebra estrutural do fluxo riemanniano regular sobre M.

Em consequéncia deste trabalho, para estudar os fluxos riemannianos singu-

lares sobre 4-variedades resta considerar somente 0s casos em que Yoo # 0.

Seja (M,F) um fluxo riemanniano singular com Y, # 0 sobre a 4-
variedade M compacta, conexa e orientédvel, com (3, F) transversalmente

orientavel.
O lema a seguir nos dé a descrigao da vizinhanga de uma singularidade.

Lema 4.19. Seja zo € 3o, entdo F na vizinhanga tubular distinguida

de g, V;Z°, é um dos seguintes tipos:

1) se zo é isolado em 3 o- Entdao, ou
a) para cada o (0 < a < r0), (S0, F) é conjugada ao fluxo rie-

manniano regular sobre a esfera 53 descrito pelo teorema 4.7 item 3.a;

ou

b) para cada o (0 < @ < ro), (S§2°, F) é conjugada ao fluxo rieman-

niano regular sobre S% descrito pelo teorema 4.7 item 4.

2) se zo nao é isolado em Y, Entéo para cada e, (S5°, F) € conjugada

a0 fluxo riemanniano singular sobre S* dado pelo coroldrio 4.117.
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Demonstracao. Fixado o, o tubo S3° em V7° é difeomorfo a esfera
§3. Pela transformacio homotética, (S3°, F) é conjugada a (SZ?, F) para

qualquer o/, 0 < ¢ < ro. O resultado segue entdo da classificagao dos

fluxos riemannianos singulares sobre a esfera S° (ver observagao 4.18).

D

Observagao 4.20. Todos os fluxos riemannianos singulares descritos

no lema 4.19, em VI°, 2o € Y0, sao levados por ezp;! em fluxos rieman-

0

nianos singulares dados pelas orbitas de uma acgao linear

H x B*(0,79) — B*(0,70),
onde B4(0, 7o) = ezpz} (Vi) é a bola aberta com centro na origem de raio
ro € H C SO(4) é um subgrupo de Lie conexo. De fato, em cada tubo SZ°,
F é conjugada a um fluxo dado pela agao % HxS83 — S3 H C SO(4).

Consideremos agora a agao
¢ : H x B4(0,m0) — B*(0,70)

dada por ¢(h,6:,02,03,7) = (4(h,0;,02,03),7), onde (6,,02,03,7) sdo
| coordenadas polares para B*(0,70). Usando a transformagao homotética

fica claro que as érbitas desta agao sdo as folhas de J em B*(0, 7).

Observagcio 4.21. (M,F) é ainda uma folheagdo riemanniana singu-

lar, ver observagao 3.11.

Lema 4.22. As folhas regulares de (M,F) tem dimensdo < 2.
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Demonstragao. Pela observagio 4.21 (M ,F) é ainda uma folheacao
riemanniana singular. Suponhamos por absurdo que exista uma folha de
dimensao maior que dois em (M, F), entiio o estrato regular ) ; de (M JF) é
constituido de folhas de dimensdo > 2, como ) _; é denso em M temos uma

contradicio, pois pelo lema 4.19, Y°; NV;Z* = @, para qualquer zo € Y o

O

Temos entao dois casos a estudar:

Primeiro Caso. As folhas de ) ; sdo de dimensao 1. Neste caso todas
as folhas de F sao fechadas.
Exemplos:
1) Seja ¢ : SO(2) x B4(0,1) — B*(0,1) a agao linear definida por
90(0) 91 ) 8'2) 03’ 7‘) = (\]:1(9) 91 ) 02) 03)) T))

onde ¥ é uma das acoes lineares do teorema 4.7 item 4 sobre a esfera 53 com

coordenadas polares (6;,0,,03). Neste caso todas as folhas sao fechadas.

Realizamos a colagem (ver [Con- Flo])

(M4a90,) = (B4(Ov 1)’ ‘P) Uid (B4(O’ 1)a90)’

onde id é a aplicagio identidade da fronteira de B4(0,1). Com isto con-

seguimos um fluxo riemanniano singular com duas singularidades isoladas

cujas folhas sdo as érbitas da agao ¢'.

2) Definimos a agao diferenciavel
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W S! % (2 x D2(0,1)) — (S2 x D*(0,1))

por ¥(6y, z,re®) = (z,re(®1+%2)), onde S, é uma 2-variedade compacta,

conexa e orientdvel. Fazemos a colagem

(M*4,9') = (S2 x D?(0,1),%) Uia (52 X D2(0,1), %),

onde id é aplicacdo identidade entre as fronteiras de Sz X D2(0,1) , con-
seguimos assim um fluxo riemanniano singular com ), = S U Ss, cujas

folhas serdo as érbitas da acdo diferencidvel 9.

Poderemos conseguir muitos outros exemplos de fluxos riemannianos
singulares com todas as folhas fechadas através do trabalho de Fintushel

([Fin]) sobre agdes do S em variedades de dimensao quatro.
Decompomos 5, em componentes conexas Cj, ¢ =1,..., k.

Segue da tabela 3.17 que C; s6 pode ser um ponto ou uma 2-variedade
compacta e conexa. Logo, C; ndo pode ser a esfera S1. Observe que também

poderfamos deduzir as dimensoes de C; usando o lema 4.19.

Agora, usando proposigao 4.3 temos que existe uma agio efetiva do S*

em M, tal que as érbitas sdo as folhas de F.
Segundo Caso. As folhas de ) ; sdo de dimensao 2.

Exemplo. Seja ¢ : T? x M — M uma agao diferenciavel com pontos

fixos sobre a 4-variedade M compacta e conexa, entdo existe uma métrica
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riemanniana g (ver 2.5) tal que T? age como um subgrupo de isometrias .
de (M, g), portanto as érbitas de ¢ definem as folhas de uma folheacao
riemanniana singular em M. Tomemos um subgrupo de lie H de T?, conexo
de dimensio 1 tal que H = T2. Com isso ¢ induz uma agdo ¢* : H XM —

M cujas érbitas serdo as folhas de um fluxo riemanniano singular. Disto

segue que cada agao ¢ de T2 em M define pela agio ¢* de H em M um fluxo
riemanniano singular tal que o fecho deste fluxo é dado pelas 6rbitas de ¢.
Do trabalho de [Orl-Ray]s sobre acdes de T? sobre 4-variedades, obtemos

um grande nimero de exemplos cujas 6rbitas (folhas) do estrato regular de

(M ,F) sao de dimensao 2.

Lema 4.23. Seja (M, F) um fluxo riemanniano singular com ), # 0
e com folhas regulares de F de dimensio 2. Entao ), = {Z1y.ey Tk} »
(Vi, F) é como no lema 4.19 item la e (M — Uk, V2, F) é a restrigao
de um fluxo riemanniano regular sobre uma 4-variedade compacta e conexa

(sem bordo) (N,F') com folhas de F' de dimensoes 1 e 2.

Demonstragio. Pelo lema 4.19 temos uma tnica possibilidade para
(VZo, F), com o € 3, e folhas regulares de F de dimensdo 2, que é o
descrito no item 1.a, logo as singularidades sao isoladas, segue que Yoo =

{z1,..., Tk}, k < 0.

Consideremos vizinhancas tubulares distinguidas de z; € ) 4, V7% com

raios r; suficientemente pequenos para que as vizinhangas tubulares sejam

disjuntas duas a duas.
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Seja M' = M — U§=1Vr’j". Cada uma das componentes conexas do

bordo de M’ é difeomorfa a S®. Fazemos a colagem

(N, F") = (M',F) Uia (M, F),

onde id é a aplicacdo identidade entre as fronteiras de M ' Com isso (N,F")

é um fluxo riemanniano regular sobre a 4-variedade /N compacta e conexa.

Segue o resultado . O
Fica assim demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 4.24. Seja (M, F) um fluxo riemanniano singular com

Yo 7# 0 sobre a 4-variedade M compacta e conexa. Entao temos duas

possibilidades:

1) se todas as folhas forem fechadas. as componentes conexas de >,
sao pontos ou sdo 2-variedades compactas e conexas . (M, F) é dado pelas
érbitas de uma acdo topolégica efetiva ¢ : S I« M — M, tal que ¢ restrita

ao estrato regular é diferencidvel.

2) se houver folha nao fechada, entao S, = {z1,., 2k} e (M —
Uk, Vi, F) é a restrigao de um fluxo riemanniano regular descrito em
[Alm-Mol] com folhas regulares de T de dimensio 2 e paracada i = 1,..., k,
(V;zi, F) é dado por uma agao H x BY — B* onde H é um subgrupo de

Lie conexo de T2 de dimensao 1 tal que H =T>.

O exemplo abaixo mostra a existéncia de um fluxo riemanniano sin-

gular numa variedade compacta e conexa de dimensao 4, com todas fo-
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lhas fechadas, tal que Y, é uma unido disjunta de um nimero finito de

9.variedades e de um ndmero par de singularidades isoladas.

Exemplo. Consideremos a agao do S ! diferenciavel

@:S! x (53 x S — (5% x §')

dada por ¢(0,z,0') = (z,0 +0'). Sejam gy, ..., gk K inteiros positivos, Ty, ¢
= g;-toro cheio contido em S°%, i = 1,...,k, tais que T,..c NTg;c = 0, se
i # j. Os conjuntos Ty, ¢ X S' sdo abertos em S3 x S'. Observamos que
O(Ty,.c x S*) =Ty, x ' = (T, x D?), onde T, é o g;-toro. Definimos a

acao
¢; + S x (T, x D2) — Ty, x D?
por ¢;(0, z,,0") = (z,c,0 +0") desta forma as agoes ¢ e ¢; coincidem em

O(T,,,c % S'), podendo assim serem coladas. Portanto, obtemos uma agao

do S! em
(53 - Ui'c:ngnC) x St Ui U?:l(Tgi x D?)
que possui US_,Ty; como o conjunto de pontos fixos.

Tomemos o S* com uma acio diferencivel orientdvel do S' com dois
pontos fixos isolados {z1, 25}. Seja L uma orbita regular desta, acdo em S%,
tomemos uma vizinhanca tubular V% de L, logo V L ¢ difeomorfo a L x B3
com S! agindo em L e trivialmente em B*. Agora (L X B3) = 9(D? x S?).

Colamos a acdo do S em (S* — L x B?) com a agao em
(8% — UL, Tyic) x ' = (To,c x S1)),
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a colagem esta bem definida pois 9(S* — L X B3) = 9(To,c x S!) e as agoes
sdo iguais nestes conjuntos, portanto colamos pela identidade. Podemos

repetir r vezes a colagem de S* — L x B® como acima.

Portanto obtemos uma agao diferencidvel do S* numa 4-variedade com-

————pacta e conexa cujo-conjunto-de-pontos-fixos-é Uk Ty UL {&5}- Por 2.5
esta acio do S!, resultante das colagens, define um fluxo riemanniano sin-

gular com todas as folhas fechadas tal que ), é o conjunto de pontos fixos

desta agao.
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