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RESUMO

Estudamos as foheações riemannianas singulares sobre as variedades

compactas e conexas. Um modelo para tais folheações é o dado pelas órbitas

de uma ação diferenciáve] n x ]U ---.» ]\4 , onde .# C ]som(]U) é um

subgrupo de Lie conexo e ]U uma variedade conexo.

Mais especiâcamente, conseguimos resultados locais e globais sobre fo

]heações riemannianas singulares cujas únicas folhas singulares são de di-

mensão zero. Este tipo de folheação é interessante, pois inclui o caso de

buxos riemannianos singulares. Além disso, classiâcamos os buxos rieman-

nianos singulares sobre as variedades de dimensão 3 e descrevemos os buxos

riemannianos singulares sobre as variedades de dimensão 4.
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RESUMO 

Estudamos as folheações riemannianas singulares sobre as variedades 

compactas e conexas. Um modelo para tais folheações é o dado pelas órbitas 

de uma ação diferenciável H x M --+ M , onde H e I som(M) é um 

subgrupo de Lie conexo e M uma variedade conexa. 

Mais especificamente, conseguimos resultados locais e globais sobre fo­

lheações riemannianas singulares cujas únicas folhas singulares são de di­

mensão zero. Este tipo de folheação é interessante, pois inclui o caso de 

fluxos riemannianos singulares. Além disso, classificamos os fluxos rieman­

nianos singulares sobre as variedades de dimensão 3 e descrevemos os fluxos 

riemannianos singulares sobre as variedades de dimensão 4. 



ABSTRACT

We study the singular rieniannian foliations over compact connected

manifolds. A model for these foliations is given by the orbita of a differen-

ciab[e action .H x ]U ---., .A4, wliere .H is a connected Lie subgroup of the

group of isometries of the connected nianifold .À4

More specifically, we obtain local and global resulta about singular

type of foliations is iuterestiug, because it iucludes the case of singular

3-manifolds and describe the singular rieniannimi âows over 4-manifolds.

ABSTRACT 

We study the singular rie1nannian foliations over compact connected 

manifolds. A moclel for these foliations is given by the orbits of a differen­

ciable action H x M ~ M, where H is a connected Lie subgroup of the 

group of isometries of the connectecl 1nanifolcl lvf. 

More specifically, we obtain local anel global results about singular 

riemannian foliations which have only cliinension zero singular leaves. This 

type of foliations is interesting, because it includes the case of singular 

riemannian flows. Moreover, we classify the singular riemannian flows over 

3-manifolds and describe the singular rienmnnian flows over 4-manifolds. 
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INTRODUÇÃO

Uma folheação singu]ar .F ein uma variedade ]W é uma partição de ]U

por subvaliedades imersas e conexas (folhas) tal que o módulo dos campos

de vetores C"' , tangentes as folhas é transitivo quando restrito as folhas

(ver IMolla). Uma folheação riemanniaJia singular é uma folheação singular

.F em ]U tal que existe uma métrica riemanniana g em M, cujas geodésicos

que são perpendiculares a uma follla eln uni ponto desta folha, permanecem

perpendiculares a cada folha por elas interceptadas, tal métrica riemannia-

na é chamada de métrica adaptada a /. Este tipo de folheação é uma

generalização de folheações riemannianas, e aparecem em várias situações,

como por exemplo sendo dada pelas órbitas de uma ação diferenciável de

um Grupo de Lie compacto

Neste trabalho estudamos as folheações rielnannianas singulares

No capítulo l enunciainos os resultados de Sussmann (ISusl) e Stefan

([Stel) sobre o teorema generalizado de Frobenius. Tal teorema considera

uma distribuição diferenciável sobre .À4, que pode apresentar singularidades,

e as condições equivalentes para que esta distribuição possua a propriedade

l

INTRODUÇAO 

Uma folheação singular F e1n uma variedade M é uma partição de M 

por subvariedades imersas e conexas (folhas) tal que o módulo dos campos 

de vetores C 00
, tangentes as folhas é transitivo quando restrito as folhas 

(ver [Mol)2) . Uma folheação riemanniana singular é uma folheação singular 

:F em M tal que existe uma métrica rie1nanniana g em M, cujas geodésicas 

que são perpendiculares a uma folha e1n mn ponto desta folha, permanecem 

perpendiculares a cada folha por elas interceptadas , tal métrica riemannia­

na é chamada de métrica adaptada a F. Este tipo de folheação é uma 

generalização de folheações riemannianas, e aparecem em várias situações, 

como por exemplo sendo dada pelas órbitas de uma ação diferenciável de 

um Grupo de Lie compacto. 

Neste trabalho estudamos as folheações rie1nannianas singulares. 

No capítulo I enunciainos os resultados ele Suss1nann ([Sus]) e Stefan 

([Ste]) sobre o teorema generalizado ele Frobenius. Tal teorema considera 

uma distribuição diferenciável sobre M, que pode apresentar singularidades, 

e as condições equivalentes para que esta distribuição possua a propriedade 
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de vuiedades integrais rnaximais. Neste contexto as subvariedades integrais

mudmais podem ter diferentes dimensões. Uma fobeação singulu (ao

sentido de Susstnann-Stefm) é uma punção .r de .À/ por subvuiedades

integrais maximais de uma distribuição que veriâca urna das condições equi-

.!valentes do teorema generalizado de Sussmann-Stefan. Ainda no capítulo l

mostramos a equivallência entre as definições de Molho e Sussmann-Steím.

No capítulo ll apresentamos os resultados de Molho sobre foUieações

riemannianas singulares que serão necessárias no desenvolvimento deste tra-

balho. Neste capítulo não pretendemos dar uma exposição exaustiva sobre

tais assuntos, para tanto recolnendmnos a referência bibliográfica [Moll2.

Nossa contribuição a esta teoria está nos capítulos 111 e IV.

No capítulo 111 tratamos das folheações riemannianas singulares cujas

únicas folhas singulares são de dimen.são zero, isto é, folheações rieman-

nianas singulares com dois tipos de folhas: as folhas regulares (=as folhas de

dimen.são máxima) e pontos. Este tipo de folheações generaliza con.sidera-

velmente o caso de fluxos riemannianos singulares.

Seguem abaixo os principais resultados deste capítulo

Molho (capítulo 11) mostra que o estudo local das folhas singulares

pode ser reduzido ao estudo de uma folbeação riemanniana singular em IR"

cuja origem é uma folha singular e a métrica canõilica em IR" é adaptada

a esta folheação. Isto justifica a iúiportância do seguinte teorema:

2

de variedades integrais maximais. Neste contexto as subvariedades integrais 

maximais podem ter diferentes dimensões.' Uma folheação singular (no 

sentido de Sussmaon-Stefan) é uma partição F de M por subvariedades 

integrais maximais de uma distribuição que verifica uma das condições equi-

--- val-entes-<io teorema generalizado de Sussmann-Stefan. Ainda no capítulo I 

mostramos a equivalência entre as definições de Molino e Sus.c;mann-Stefan. 

No capítulo II apresentamos os resultados de Molino sobre folheações 

riemannianas singulares que serão necessárias no desenvolvimento deste tra­

balho. Neste capítulo não pretendemos dar u1na exposição exaustiva sobre 

tais assuntos, para tanto rec01nendrunos a referência bibliográfica [Mol]2. 

Nossa contribuição a esta teoria está nos capítulos III e IV. 

No capítulo III tratamos elas folheações riemannianas singulares cujas 

únicas folhas singulares são de dimensão zero, isto é, folheações rieman­

nianas singulares com dois tipos ele folhas: as folhas regulares ( =as folhas de 

dimensão máxima) e pontos. Este tipo de folheações generaliza considera­

velmente o caso de fluxos riemannianos singulares. 

Seguem abaixo os principais resultados deste capítulo. 

Molino ( capítulo II) mostra que o estudo local das folhas singulares 

pode ser reduzido ao estudo de u1na folheação riemanniana singular em m. n 

cuja origem é uma folha singular e a métrica canônica em m n é adaptada 

a esta folheação. Isto justifica a importância do seguinte teorema: 
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qborema 3.1. Se (IR",F") é uma m-folheação riemannima singulu

cujas únicas folhas singulares são de dimensão zero, m $ 3, a métrica

canónica do IR" sendo uma métrica adaptada a /'" e a origem do Et" sendo

uma folha singular, então existem um subgrupo de Lie conexo .H C SO(n)
.HxIR"----, IR" tall que as folhas de .f" são as órbitas

deÚ.

Nas condições do teorema acima com m > 3, o problema permanece

em aberto.

Obtemos um resultado eni esferas euclidianas a exemplo de um resul.

todo do utigo de IGrom-Grov], que é o seguillte:

Teo,ema 3.10. Seja (S" ,f") uma ni-folheação riemanniana singulu,

m É 3, sobre a esfera euclidia.na S", cujas únicas folhas singulares são

de dimensão zero, :l:o # 0. Então existem um subgrupo de ]ie conexo

.H C SO(n + 1) e uma ação linear 'p : .H x S" ---.., S" tal que as órbitas de

p são as folhas de /"

Quando a dimensão da folha regular é maior do que um, obtemos o

resultado que descreve as folhas regulares Duma vizinhança de uma folha

singular. Além disso, mostramos que Deste caso (m > 1), todas as folhas

regulares em .A/ são fechadas.

Nas folheações estudadas no capítulo 111, analisamos as possíveis di.

menções do estrato singular (neste caso, também chamado de estrato mini.

3

Teorema 3.1. Se (m.n ,.rm) é uma m-folheação riemanniana singular 

cujas únicas folhas singulares são de dimensão zero, m < 3, a métrica 

canônica do m n sendo uma métrica adaptada a .rm e a origem do ffi n sendo 

uma folha singular, então existem um subgTupo de Lie conexo H C SO(n) 

e nma ação linear 1/J : H x ffi n--+ m. n tal que as folhas de Fm são as órbitas 

Nas condições do teorema acima co1n m > 3, o problema permanece 

em aberto. 

Obtemos um resultado e1n esferas euclidianas a exemplo de um resul­

tado do artigo de [Grom-Grov], que é o seguinte: 

Teorema 3.10. Seja (Sn ,.rm) u1na 111-folheação riemanniana singular, 

m < 3, sobre a esfera euclidiana sn, cujas únicas folhas singulares são 

de dimensão zero, Í:o #, 0. Então existem um subgrupo de lie conexo 

H e SO(n + 1) e uma ação linear <p: H x sn --+ sn tal que as órbitas de 

cp são as folhas de :;:m. 

Quando a dimensão da folha regular é maior do que um, obtemos o 

resultado que descreve as folhas regulares numa vizinhança de uma folha 

singular. Além disso, mostramos que neste caso ( m > 1), todas as folhas 

regulares em M são fechadas. 

Nas folheações estudadas no capítulo III, analisamos as possíveis di­

mensões do estrato singular (neste caso, também chamado de estrato mini-
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raBI), isto é, as possíveis dimensões da subvariedade cujos pontos são folhas

singulues de /'. Mlostramos que tds dimensões dependem da. dimensão das

folhas regulares e da dimensão de .À/

No capítulo IV, estudamos os buxos riemannianos singulares sobre as

vuiedades de dimeuão três e quatro. Este estudo é proposto eiú tMõlli

O objetivo é classificar tais buxos a exemplo dos trabalhos de Y. Carúere

(ICarl) e R. A]meida-P. Mo]ino (IAlm- Mol]), sobre buxos riemannianos

(reg«luu).

Os buxos riemannianos singulares sobre as 3-vuiedades são classiâca-

dos através do resultado onde mostramos que se (.À43,/') é um buxo rieman-

niano singular, :l,o # 0, sobre JW3 compacta, conexa e orientável então .f é

dada pelas órbitas de uma ação efetiva diferenciáve] g : SI x ]W3 ---..} ]U3

Agora, usando o traballho de Raylnond (IRayl) sobre ações do St em 3-

variedades, obtemos uma classificação de tais 3-variedades e folheações /',

isto é, se (.ZU',/) é um Buxo riemanniano singulm com E. # 0, então A/'

é difeomorfa a soma conexo

S31(S2 X SI)l...B(S2 X SI)2g+h-tB'L(a.,P,)l...BI'(a.,P.),

onde g é o gênero da 2-variedade topológica À4/.F, h o número de com-

ponentes conexas do estrato minimal, .L(a.,Pi) um espaço lenticular, k o

número de folhas com holononiia. .F é dada pelas órbitas de uma ação efe

uva diferenciável do S] , representada pela (2k + 2)-upla de números intehos

(g, /',(a, ,/3i),...,(ak, 0h)).

4

mal), isto é, as possíveis dimensões da subvariedade cujos pontos são folhas 

singulares de :F. Mostramos que tais dimensões dependem da dimensão das 

folhas regulares e da dimensão de M. 

No capítulo IV, estudamos os fluxos riemannianos singulares sobre as 

variedades de dimensão três e quatro. Este estudo é proposto em (Mol] 1. 

O objetivo é classificar tais fluxos a exemplo dos trabalhos de Y. Carriere 

([Car]) e R. Almeida-P. Molino ([Alm- Mol]), sobre fluxos riemannianos 

(regulares). 

Os fluxos riemannianos singulares sobre as 3-variedades são classifica­

dos através do resultado onde 1nostramos que se ( M 3 ,:F) é um fluxo rieman­

niano singular, Í:o -:/; 0, sobre M 3 compacta, conexa e orientável então :Fé 

dada pelas órbitas de uma ação efetiva diferenciável <p : si x M3 ---+ M3 • 

Agora, usando o trabalho de Ray1nond ((Ray]) sobre ações do S1 em 3-

variedades, obtemos uma classificação de tais 3-variedades e folheações :F, 

isto é, se (M 3 ,:F) é um fluxo riemanniano sing,ular com Í:o -:/; 0, então M3 

é difeomorfa a soma conexa 

onde g é o gênero da 2-variedacle topológica !vf / :F, h o número de com­

ponentes conexas do estrato miniinal, Lc ºi ,/3i ) um espaço lenticular, k o 

número de folhas com holono1nia. :F é dada pelas órbitas de uma ação efe­

tiva diferenciável do si, representada pela (2k + 2)-upla de números inteiros 

(g, h, (ai, /31 ), ... , (a1.:, /3k )) . 
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Sobre as 4-variedades obtemos o seguinte resultado

Teorema 4.26. Seja (À/4,F) um buxo riemanniano singular sobre .À/4

compacta e conexo, ;l:o # 0, então teremos os seguintes dois casos:

a) se todas as folhas forem fechadas, então / é dado pelas órbitas

de uma ação topológica p : S' x .À/' ---.} .A/', onde g restrita ao estrato

regular é diferenciável.

b) se houver folha não fechada, então :l'. = {zi,z2,...,zk} e

(À4 -- UE::iy.:' ,/) é a restrição de um fluxo riemanniano regular descrito em

l.A.Im-Mola com folhas regulares de / de dimensão 2 e para cada i= 1, ..., k,

(I'X',/) é dado por uma ação linear

H x B4 ----, B4 .

onde .H C T2 é uln subgrupo de Lie conexo de dimensão l tal que

e .B4 é a bola aberta em IR4

Sobre as 4-variedades obtemos o seguinte resultado: 

Teorema 4.26. Seja (M 4 ,:F) um fluxo riemanniano singular sobre M 4 

compacta e conexa, I:o i= 0, então teremos os seguintes dois casos: 

a) se todas as folhas forem fechadas, então :F é dado pelas órbitas 

de uma ação topológica cp : S 1 x M 4 --+ M 4 , onde cp restrita ao estrato 

regular é diferenciável. 

b) se houver folha nao fechada, então I:o = {x1,x2, ... ,xk} e 

(M - Uf_ 1 Vr~i ,:F) é a restrição ele u1n fluxo rien1anniano regular descrito em 

[Alm-Mol] com folhas reg'lllares ele :F ele cliinensão 2 e para cada i = 1, .. . , k, 

(Vr~i ,:F) é dado por uma ação linear 

H X B4 --+ B4 

' 
onde H e T 2 é urn subgrupo ele Lie conexo de dimensão 1 tal que H = T 2 

e B4 é a bola aberta em Ill4
• 
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CAPITULOI

FOLHEAÇOESSE

Apresentaremos neste capítulo o teorema generalizado de FYobeilius

(ver ISus], [Ste]) e as de6nições equivalentes de folheações singulares.

Neste trabalho sempre consideraremos as variedades como sendo de

classe CW, sem bordo. Sempre que houver variedade com bordo será ex-

plicitado no texto. A diferenciabilidade será uo sentido C". Assumiremos

conhecida a teoria de foheações ([Cam-Lins], ILaw]).

Uma dístHbuição A numa variedade ]U, é uma aplicação que a cada

m € .ZU associa um subespaço A(m) do espaço tangente Zb.JU. Um campo

de vetores X em .ZW pertence a A se para todo m C .ZU, X(m) € A(m): A é

Cn se para todo m C ]W, obtemos ual número finito de campos de vetores
rv.\. ,.,. k dPnendendo de m. tal aue A(m) é gerado pelosCW de .À, (X

Xí(m).

l8

Uma uaHedade integral S de A é uma subvmiedade imersa e conexo

de JU tal que para todo z C S, T=S = A(z). Uma variedade integral S é

6

CAPITULO I 

F0trH-&A~~ES-S-lNG-Y~AR-E..,_ _______ _ 

Apresentaremos neste capítulo o teore1na generalizado de Frobenius 

(ver [Sus], [Ste]) e as definições equivalentes de folheações singulares. 

Neste trabalho se1npre consideraremos as variedades como sendo de 

classe C00 , sem bordo. Sempre que houver variedade com bordo será ex­

plicitado no texto. A diferenciabilidade será no sentido C00
• Assumiremos 

conhecida a teoria de folheações ([Cam-Lins], [Law]). 

Uma distribuição ~ numa variedade M, é uma aplicação que a cada 

m EM associa um subespaço ~(m) do espaço tangente TmM, Um campo 

de vetores X em M pertence a 6. se para todo m EM, X(m) E ~(m). 6. é 
1 

C00 se para todo m EM, obtemos um número finito de campos de vetores 

COQ de ~, (Xih~i~k, k dependendo de m, tal que ~(m) é gerado pelos 

Xi(m). 

Uma variedade integral S de 6. é uma subvariedade imersa e conexa 

de M tal que para todo x E S, ·T%S = 6.(x). Uma variedade integral Sé 
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dita mazímaZ se ela contém toda vuiedade integral que intercepta. A tem

a pto;»íedade de uaHedade integral (maximal) se para cada m € .ZU existe

uma variedade integral (maximall) de A S tal que m C S.

Se X é um campo de vetores C" denotaremos Xt o grupo a l-parâme-

tro associado a X

Teorema Generalizado de Frobenius [.] ([Sus[, ]Ste]). Seja ]U

uma variedade e 6. uma distribuição diferenciável em .À/. Então as seguintes

condições são equivalentes:

a) 6. tem a propriedade de variedade integral

b) A tem a propriedade de variedade integral maximal.

c) A é invariante, isto é para todo X € 6., t c IR, m C JW, tal que

X'(m) está de6nida, então dX' aplica A(m) sobre A(X'(m».

d) Para cada m € ]W, existem elementos diferenciáveis Xi , ..., X& de

6. tais que:

1) A(m) é gerado por XI(m), ..., Xk(m), e

2) Para todo X € A, existe c > 0 e funções diferenciáveis .e,
l $ {,.j É k, deíiúdas no intervalo aberto (--c, c), satisfazendo:

[X, Xí](X:(m)) = E3':: .8(t).X.j(X'(m))

para --c < f < c, { = 1, ..., A

7

dita maximal se ela contém toda variedade integral que intercepta. ~ tem 

a propriedade de 11ariedade integral (maximal) se para cada m EM existe 

uma variedade integral (maximal) de~ S tal quem E S. 

Se X é um campo de vetores C 00 denotaremos xt o grupo a 1-parâme-

tro associado a X. 

Teorema Generalizado de Frobenius 1.1 ([Sus], [Ste]). Seja M 

uma variedade e Â uma distribuição diferenciável em M. Então as seguintes 

condições são equivalentes: 

a) Â tem a propriedade de variedade integTal. 

b) Â tem a propriedade de variedade integTal maximal. 

e) Â é invariante, isto é para todo X E ~, t E IR, m E M, tal que 

Xt (m) está definida, então dXt aplica ~(m) sobre ô.(Xt(m)). 

d) Para cada m EM, existem ele1nentos diferenciáveis X 1 , ••• , Xk de 

~ tais que: 

1} ~(m) é gerado por X1 (m), ... , Xk(m), e 

2} Para todo X E ô., existe é > O e funções diferenciáveis Jj, 

1 < i,j < k, definidas no intervalo aberto (-é, .s-), satisfazendo: 

para -ê < t < e, i = 1, ... , k. 
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O corolário a, seguir mostra que o teorema 1.1 realmente generabzap o

teorema de FYobenius Clássico.

Corolário 1.2. (ISusl,IStel). Seja A uma distribuição diferenciável

em M tal que a dimensão k de 6.(7n) é independente de m. Então, A tem a

propriedade de variedade integral maximd, se e sómente se A é involutiva.

De6nição 1.3. (ver IDazl) Uma /oZ/leação s ngzZar / de ]W, é uma

partição .F de .A4 por variedades integrais inaximais de uma distribuição A

que verifica uma das condições equivalentes do teorema 1.1. Diremos que

esta definição de folheação singular é no sentido de Susslnann-Stefan.

De6nição 1.4. (IMo]ji,IMo]ja) Uma partição .F de ]U por subva-

.t(/) dos campos de vetores diferenciáveis tangentes as folhas é transitivo

quando restrito a cada folha, isto é, para cada 7n C Â4 e uC 7'm.F existe

X € .Y(/') com X(m)

Observação 1.5. Chalnareinos de follteação regular ou simplesmente

folheação à folheação singular cujas folhas são todas de mesma dimensão.

Proposição 1.6. As definições 1.3 e 1.4 são equivalentes

Demonstração. Seja /' uma folheação singular no sentido de

Sussmann- Stefan (definição 1.3). É suficiente verificar que Â'(/') é transi-

tivo quando restrito as variedades integrais inaxilnais da distribuição que

8

O corolário a seguir mostra que o teore1na 1.1 realmente generaliza o 

teorema de Frobenius Clássico. 

Corolário 1.2. ([Sus],[Ste]). Seja D. urna distribuição diferenciável 

em M tal que a dimensão k de ~(1n) é independente de m. Então,~ tem a 

propriedade de variedade integral 1naxirnal, se e sómente se~ é involutiva. 

Definição 1.3. (ver [Daz]) Urna folheação singular F de M, é uma 

partição F de M por variedades integrais 1naxirnais de urna distribuição ~ 

que verifica uma das condições equivalentes elo teorema 1. 1. Diremos que 

esta definição de folheação singular é no sentido de Suss1nann-Stefan. 

Definição 1.4. ([Mol)i ,[Molh) Urna partição F de M por subva­

riedades imersas e conexas (folhas) é unia folheação singular se o módulo 

X (F) dos campos de vetores diferenciáveis tangentes as folhas é transitivo 

quando restrito a cada folha, isto é, para cada 1n E M e vE T mF existe 

X E X (F) com X(m) = v. 

Observação 1.5. Chainaren1os de folheação regular ou simplesmente 

folheação à folheação singular cujas folhas são todas de mesma dimensão. 

Proposição 1.6. As definições 1.3 e 1.4 são equivalentes. 

Demonstração. Seja F urna folheação singular no sentido de 

Sussmann- Stefan ( definição 1.3). É suficiente verificar que X(F) é transi­

tivo quando restrito as variedades integrais 1naxi1nais da distribuição que 

8 



de6ne .f. Dado p C .À/ e up € TP/' pela condição d) do teorema 1.1 existem

Xi , ..., X& campos de velares diferenciáveis tangentes as variedades integrais

maümab tais que u, = ÀIXi(p) + ... + .XkXk(p), .X{ € 1R, { = 1, ..., k. Seja

y - À.X: + ... + ÀkXk. Então y é tangente a F e y(p) = t;p, logo o módulo

.Y(.F) é transitivo quando restrito a cada variedade integral maximal de .F.

Seja /' uma folheação singular no sentido de Molho (de6nição 1.4).

Definimos a distribuição .À da seguinte lnmieira: para cada p € .À/ sqa

a.(p) = TP/'. A distribuição A é diferenciáve], pois para cada p C ]W

podemos usar a transitividade de À'(/') quando restrito a cada folha, para

conseguir campos de vetores diferenciáveis XI , ..., Xk pertencentes a X(.F)
tais que A(p) é gerado pelos vetores XI(p), ..., Xk(p). A (Hstribuição (Ufeb

rendável .6. tem a propriedade de variedade integral, pois /' é uma partição

de .À/ por subvariedades imersas e conexas. Portanto satisfaz a definição

J. + \J + l.J

Exemplos

1) Consideremos a ])artição .F do IR2 dada pelas subvariedades: a

origem e as semi-Tetas radiais.

As folhas de f são as órbitas do caulpo X(zl, z2)=zi a + z2a:;, /

veriâca as condições da definição 1.4.

2) Seja ]U uma variedade conexo e w uma l-forma fechada definida

em .ZW, com singularidades e sina w = { € .A//to(sc) = 0}. Então (ver por

9

define J='. Dado p E M e Vp E TpF, pela condição d) do teorema 1.1 existem 

X1 , ... , Xk campos de vetores diferenciáveis tangentes as variedades integrais 

maximais tais que Vp = Ã1X1 (p) + ... + À1cXk(P), Ài E m., i = 1, ... , k. Seja 

Y = À1X1 + ... +ÃkXk, Então Y é tangente a F e Y(p) = vp, logo o módulo 

X(F) é transitivo quando restrito a cada variedade integral maximal de;:. 

Seja ;: uma folheação singular no sentido de Molino ( definição 1.4). 

Definimos a distribuição Li da seguinte 1naneira: para cada p E M seja 

Li(p) = TpF. A distribuição Li é diferenciável, pois para cada p E M 

podemos usar a transitividade ele X(F) quando restrito a cada folha, para 

conseguir campos de vetores diferenciáveis X1 , ... , Xk pertencentes a X (F ) 

t~s que Li(p) é gerado pelos vetores X 1 (p), ... , Xk(p). A distribuição clife­

renciável Li tem a propriedade de variedade integTal, pois Fé uma partição 

de M por subvarieclacles in1ersas e conexas. Portanto satisfaz a definição 

1.3. D 

Exemplos 

1) Consideremos a partição .F elo IR 2 dada pelas subvariedades: a 

origem e as semi-retas radiais. 

As folhas de F são as órbitas do cainpo X(x1, x2)=x1 8:
1 
+ x2 8:

2
, F 

verifica as condições da definição 1.4. 

2) Seja M uma variedade conexa e w u1na 1-forma fechada definida 

em M, com singularidades e sing w = {x E M/w(x) = O}. Então (ver por 

9 



exemplo ]Cam-Lins]) as folhas de u; eni ]W-sina w, deâneui unia folheação

regular de codim 1. Logo as folhas de u; definem uma folheação singular em

.À/, pois nas singularidades (folhas de dimensão zero) o módulo dos campos

de vetores diferenciáveis tangentes :u órbita de u; é trivialmente transitivo

a l-forma fechada dada ])or w(ai , za, z3) = zi dzl + z2dz2 -- a3dz3, as folhas

de w são as componentes conexas diu superfícies de nível de f : IR3 --.-} IR

dada por f(zl ,z2,z3)= {(z? + z: -- zg). As folhas de to são ilustradas a.

seguir

3) Consideremos o cloro sólido SI x .DU e .Fi uma partição de

Si x.D2 dadas pelas subvaliedades Si xSI e Si xl0}, onde

10

exemplo [Cam-Lins]) as folhas de w e1n M-sing w, defineni unia folheação 

regular de codim 1. Logo as folhas de w definem u1na folheação singular em 

M, pois nas singularidades (folhas de diinensão zero) o 1nódulo dos campos 

de vetores diferenciáveis tangentes as órbitas de w é triviahnente transitivo 

----q-u-an.dO-I"-esttlt.o-a-estas órbitas Carna caso particular consideren1os e1n m 3 

a l-formafechadadadaporw(x1,x2,x3) = x1dx1 +x2dx2 - x3dx3, as folhas 

de w são as componentes conexas das superfícies de nível de f : IR.3 --. ffi 

dada por f(x 1 , x2 , x3)= ½(xi+ :i:~ - x~). As folhas ele w são ilustradas a 

seguir. 

3) Considere1nos o toro sólido S1 x D 2 e :F1 unia partição de 

s1 x n2 dadas pelas subva.rieclades 5 1 X S 1 
Q e 5 1 x {O}, onde 

. \ 
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SZ.={(cx, 0) € D2/a /ízo}, esta partição forma uma folheação singulu /l .

Colando dois toros sólidos, ambos com a mesma folheação FI , teremos

M = (S: x .0') U.f (S' x .0')

onde ./' : 7'2 ---..} 7'2 é um difeomorfismo. Obtemos assim uma foUieação

singular em uma 3-variedade compacta e conexo. Em particular, folheações

singulares em 3-vuiedades compactas e conexas de gênero l.

)

11

S!={{o,6) E D2 /ofixo}, esta partição forma uma folheação singular F1. 

Colando dois toros sólidos, ambos com a mesma folheação F1, teremos 

M = (S1 X D 2 ) u, (S1 X D2 ) , 

onde f : T2 ~ T2 é um difeomorfismo. Obtemos assim uma folheação 

singular em uma 3-variedade compacta e conexa. Em particular, folheações 

singulares em 3-variedades compactas e conexas de gênero 1. 
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CAPITULOll

OliliEAi EMANNIANAS SIN

O objetivo deste capítulo é apresentar os principais resultados obtidos

por Pierre Molho sobre follieações rielnannianas singulares. Em IMolj2 há

uma abordagem completa sobre este assunto, o que faremos aqui é destacar

alguns resultados que serão utilizados nos capítulos 111 e IV.

Seja ]U uma variedade diferenciável riemanniana.

Definição 2.1. ([Molji,IMolj2). Uma /o//}eação demann ana s ngzZar

em ]U é uma punção .F de ]W tal que:

[) /' é uma fo]heação singu]ar em ]U; e

2) existe uma métrica riema.nniana g em ]U, tal que toda geodésica que

é perpendicular a uma folha ein um ponto desta folha, permanece perpen-

dicular a toda folha por ela interceptada.

Observação 2.2. A métrica riemanniana no item 2) da definição 2.1

é dita mátdca adaptada a .F. No caso de / ser uma folheação riemanniana

12 l

CAPITULO II 

-FOHIEA-<;OEs---RIE-MJtNN-I-kNM-S-INI-E--:aG!-+U+1L----.---lAt.-----1R-#--IE~S~----

O objetivo deste capítulo é apresentar os principais resultados obtidos 

por Pierre Molino sobre folheações rie1nanni~nas singulares. Em [Mol]2 há 

uma abordagem completa sobre este assunto, o que faremos aqui é destacar 

alguns resultados que serão utilizados nos capítulos III e IV. 

Seja M uma variedade diferenciável riemanniana. 

Definição 2.1. ([Mol]i ,[Mol]2). Uma folheação riemanniana singular 

em M é uma partição F de M tal que: 

1) F é uma folheação singular em M; e 

2) existe uma métrica riemanniana g em M, tal que toda geodésica que 

é perpendicular a uma folha e1n un1 ponto desta folha, permanece perpen­

dicular a toda folha por ela interceptada. 

Observação 2.2. A 1nétrica riemanniana no item 2) da definição 2.1 

é dita métrica adaptada a F . No caso de F ser uma folheação riemanniana 

12 



singular cujas fobias tenham mesma dimen.são, diremos que .F é uma /o-

Zheação HemannÍana regttZarou simplesmente /oZheação HemannÍana. Neste

caso a métrica adaptada a /' é uma métrica quase-âbrada(ver IMolj2)

Historicamente, primeiro foi definido e estudado as folheações riemannianas

.1959,IReil), e posteriormente generalizadas para folheações riemannianas

singulares (1986-88, [Molji e [Molj2, ver também IBol]).

Denotaremos uma folheação riemanniana singular .F em .ZW pelo par

(À/,/'), outras vezes para deixar claro que a métrica riemanúana g é adap-

tada a .F escreveremos (À/,/', g) .

Vizinhança Tubular

Sejam zo € ]U, S uma subvariedade imersa de ]U e P uma subvariedade

aberta relativamente compacta e conexo de S. Consideremos a aplicação

exponencial de P

e=])p : IBP .-....-} ]\4.

onde .B/" é o obrado de bolas abertas sobre P de raio r contido no vibrado

normal de P (com respeito a g).

Para um r suâcientemente pe(lueno, ezpp define um difeomorfismo so-

bre sua imagem escpp(.B/") (ver ISpivl, vol.l). Denotaremos l/;P = ezpp(.Br)

a vizilü.alça tubular de P com raio r. A vizinhança tubular possui as

seguintes propriedades:

13

l

singular cujas folhas tenham 1nesma dimensão, diremos que Fé uma fo­

lheação riemanniana regular ou simplesmente folheação riemanniana. Neste 

caso a métrica adaptada a F é uma métrica quase-fibrada (ver [Mol]2) . 

Historicamente, primeiro foi definido e estudado as folheações ri~mannianas 

___ ---'(..=1-=---95=9==--->-,,[Rfill), e posteriormente generalizadas para folheações riemaooianas 

singulares (1986-88, [Mol]i e [Mol]2, ver também [Bol]). 

Denotaremos uma folheação riemanniana singular :F em M pelo par 

(M,:F), outras vezes para deixar claro que a métrica riemanniana g é adap­

tada a :F escreveremos ( M ,:F, g). 

Vizinhança Tubular 

Sejam x 0 E M, S uma subvarieclade iinersa de M e P uma subvariedade 

aberta relativamente compacta e cone~a d~ S. Consideremos a aplicação 

exponencial de P 

expp : B; ---+ M, 

onde B; é o fibrado de bolas abertas sobre P de raio r contido no fibrado 

normal de P (com respeito a g). 

Para um r suficientemente pequeno, exp p define um difeomorfismo so­

bre sua imagem expp(B;) (ver [Spiv), vol.I). Denotaremos Vrp = expp(B;) 

a vizinhança tubular de P con1 raio r. A vizinhança tubular possui as 

seguintes propriedades: 

13 



a) se u. € .B.P e y = ',PP(ü,), e-üão d(y,P)=m6d"lo de u.. Isto quu
dizer que a, distância de y a, P é realizada pela geodésiu que é perpeadiculu'

a P em a.

b) a projeção ortogonal r : y.P --. P, é um obrado localmente trivial
1 ::

k :dim P.

c) a subvmiedade de .À/ de cotim l S: = {a € y.P/d(a,P) = a} é

diamada de tubo de raio a. A distância entre z € P e o tubo é realizada

por cada geodésica que é perpendicular a P eni ic.

e3pp(u,) = y

7=geodésica perpendicular B P cm x

eacpp
,---'»''--\

/

14

a) se t1c E B; e 11 = upp(t11:), então d(y,P)=módulo de V,:. Isto quer 

· dizer que a distância de 11 a P é realizada pela geodésica que é perpendicular 

a P em x. 

b) a projeção ortogonal 1r : V! --+ P, é um fibrado localmente trivial 

--~ cu........,ja...----....-fi~ola aberta-~+e--JRl1.=k,---onde-n==dim M--e ---

k =<lim P. 

e) a subvariedade de M de codim 1 sr = {x E V/' /d(x, P ) = o} é 

chamada de tubo de raio a. A distância entre x E P e o tubo é realizada 

por cada geodésica que é perpendicular a P e1n x. 

expp 

~ 

expp 
/~ 

/ 
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-y=geodésica perpendicular a P em x 



Exemplos

2.3 Folheações Riemannianas Singulares Modelo. ([Molj2) Se-

jam (Ã/, g) uma variedade diferenciável riemmnima, n C .Zoom(.À/, g) um

subgrupo de Lie conexo e .F a partição de JU pelas órbitas da ação

tp \ H x M ---. M
de6nida por g(h,z) = /}(a). Então (Ã/, /) é uma foheação riemmniana

singular, chamada de /oZ/leação Mema7 7 a7 a s ngaZar modelo. De fato, ve-

jamos que .F em .À/ satisfaz a definição 2.1. Da teoria de ações de grupos

de Lie, segue que as órbitas de g são subvariedades imersas e conexas de

.ZU. Seja .Y(/') o módulo dos cmnpos de vetores diferenciáveis tmgentes

em cada ponto as órbitas correspondentes. Vamos mostrar que /' é uma

folheação singular.

Sejam À um elemento da álgebra de Lie H de .H e XÀ o correspondente

campo de vetores fundamenta] de ]W, nestas condições temos que XÀ €

.Y(f). Como os campos de vetores fundamentais formam uma álgebra de

Lie tranlsitiva quando restrita a cada órbita, segue que Â'(/') é transitivo

quando restrito a cada órbita, logo pela definição 1.4 / é uma folheação

singular.

Vamos mostrar que a métrica riemauniana g em .À/ é adaptada a /.

Seja ' :l0, 1t---, .À/ uma geodésica lnaximal com respeito a g. Suponhamos

que ' é ortogonal a órbita .L,. no ponto zo = 7(fo), to Cl0, tl.

Seja

15• 

Exemplos: 

2.3 Folheações Riemannianas Singulares Modelo. ((Mo1]2) Se­

jam (M,g) uma variedade diferenciável riemanniana, H C Isom(M,g) um 

subgrupo de Lie conexo e :F a partição de M pelas órbitas da ação 

cp:HxM-.M 

definida por cp(h,x) = h(x). Então (M, :F) é uma folheação riemanniana 
, 

singular, chamada de folheação riemanniana singular modelo. De fato, ve-

jamos que :F em M satisfaz a definição 2.1. Da teoria de ações de grupos 

de Lie, segue que as órbitas de cp são subvariedades imersas e conexas de 

M. Seja X(:F) o módulo dos crunpos de vetores diferenciáveis tangentes 

em cada ponto as órbitas correspondentes. Vamos mostrar que :Fé uma 

folheação singular. 

Sejam À um elemento da álgebra de Lie 1í de H e X>. o correspondente 

campo de vetores fundamental de M, nestas condições temos que X>.. E 

X(:F). Como os campos de vetores fundan1entais formam uma álgebra de 

Lie transitiva quando restrita a cada órbita, segue que X(:F) é transitivo 

quando restrito a cada órbita, logo pela definição 1.4 :F é uma folheação 

singular. 

Vamos mostrar que a 1nétrica riernanniana g em M é adaptada a :F. 

Seja, :]O, l[-+ M uma geodésica 1naxin1al corn respeito a g. Suponhamos 

que, é ortogonal a órbita Lx 0 no ponto xo = ,(to), to E]O, l[. 

Seja 
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Q = { t € 1O, ll / 'r é perpendicular a L.v(t) no ponto ' (t) }

Q é fechado em 10, 11, pois para uma sequência t« ---''} to, com tn € Q,

Vn, temos que:

0-
tn --pÍ0

onde {Xi, , Àk} é uma base para álgebra de Lie 'H, portanto to C Q

Para ver que Q é aberto eln 10, 11, tolhe z = 'r(t), t C Q, uma vizinhança

aberta relativamente compacta P= de z contida na órbita .L, passando por

este ponto e uma vizinhança tubular T'';o ' Seja y C }ÇP com d(Z/, .e,) = r,

e Pv a componente conexa de y contida em .Lv n ç/l!> . Como a ação de

p respeita distância, os pontos vizinhos de y eln Pv estão tam.bém a uma

distância r de P=. Isto quer dizer que a distância de P= a Pv é constante.

O que implica Pv C SP. , onde S:?' = conjunto dos pontos de ç:f' que estão

a uma distância r de P=. Disto segue que se a geodésica 7 corta y, então

Pv é ortogonal a esta geodésica. Logo conseguimos uma vizinhança U de t

em ]0, 1[ tal que 7 (t') é ortogonal as folhas PI(t'), para todo t' € U.

Como Q é fechado e aberto em 10, 11 temos que Q =10, 11. Portanto g é

uma métrica adaptada a .f.

Como caso particular de 2.3, obtemos follieações riemannianas sin.

gulares em IRn dadas pelas órbitas de ações p : .H'xIR7' ---+IRn, com

.H C SO(n) sendo um subgrupo de Lie conexo

16

n = { t E ]O, 1[ / "Y é perpendicular a L-y( t) no ponto -y (t) }. 

O é fechado em ]O, 1[, pois para uma sequência tn --+ to, com tn E íl, 

Vn, temos que: 

i = 1, ... , k, 

onde { Àt, · • ·, Ài:} é uma base para álgebra de Lie 1í, portanto t0 E O. 

-Para ver que n é aberto e1n ]O, l[, to1ne x = ,(t), t E n, uma vizinhança 

aberta relativamente c01npacta Px ele x contida na órbita Lx passando por 

este ponto e uma vizinhança tubular vr:". Seja y E Via'" com d(y, Px ) = r, 

e P11 a componente conexa de y contida em Ly n V/o'" . Como a ação de 

c.p respeita distância, os pontos vizinhos de y e1n Py_ estão também a uma 

distância r de Px. Isto quer dizer que a distância de Px a Py é constante. 

O que implica Py e S;.'", onde S;.'"= conjunto dos pontos de Vr~" que estão 

a uma distância r de Px. Disto segue que se a geodésica 1 corta y, então 

P11 é ortogonal a esta geodésica. Logo conseguimos uma vizinhança U de t 

em ]O, 1 [ tal que , ( t') é ortogonal as folhas P,c t'), para todo t' E U. 

Como O é fechado e aberto em ]O, 1[ temos que n = ]0, 1(. Portanto g é 

uma métrica adaptada a :F. 

Como caso particular ele 2.3, obtemos folheações riemannianas sin­

gulares em mn dadas pelas órbitas ele ações <p : HxIRn --+IRn, com 

H C SO(n) sendo um subgrupo ele Lie conexo. 
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2.4. Fecho de uma folheação riemanniana regular. Se (À/,r) é

uma fo[heação riemanniana regu]ar e ]W uma variedade compacta e conexo,

então o fecho das fo]has de .F ein ]U forma uma folheação riemanniana

shg«lu («r tMolj,, pg :':).

2.5. Folheação riemanniana singular dada pelas órbitas de

uma ação diferenciável de um grupo de Lie compacto e conexo.

Seja p : G x À/ .---.. ]W uma ação diferenciável com grupo de Lie G compacto

e conexo e .À4 uma variedade conexo, segue (por exemplo IBrel) que existe

métrica riemannia.na g em .À4 tal que G se comporta como subgrupo de Lie

de .Zoom(.À4, g). Pelo exemplo 2.3, as órbitas de g formarão uma foheação

riemanniana singulm .F, onde g é a lhétrica adaptada a .F . Como casos

particulares, teremos inúmeros exemplos dados nos traba]hos de ]Or]-Ray] l

e IOrl-Rayl2 de ações do Si em 3-variedades e ações do toro 7'2 em 4-

variedades, respectivamente.

2.6. Nappes de uma folheação totalmente geodésica. Seja .f

uma íoheação totalmente geodésica (ver ICail) em uma variedade rieman-

niana completa JU. Para z C ]W, seja P(:c) o conjunto dos pontos de JU

que podem ser unidos a z por uma curva horizontal a .F (chamada também

de "nappe" de /' em a). Blumenthal e Het)da (IBlu-Hebl) mostram que os

nappes de f definem uln sistema traJisnorma] (ver IBo]j) em ]U, decorre

deste trabalho que os nappes de / definem uma follieação riemanniana sin-

gular em .ZU. Ademais, se Jv é compacta então os fechos dos nappes de /
definem também uma fo]heação rieinanniana singu]ar em ]U

17

2.4. Fecho de uma folheação riemanniana regular. Se (M,F) é 

uma folheação riemanniana regular e M uma variedade compacta e conexa, 

então o fecho das folhas de F e1n M forma uma folheação riemanniana 

singular (ver [Mol]2, pg 191). 

2.5. Folheação riemanniana singular dada pelas órbitas de 

uma ação diferenciável de um grupo de Lie compacto e conexo. 

Seja cp : G x M -.. M uma ação diferenciável com grupo de Lie G compacto 

e conexo e M uma variedade conexa, segue (por exemplo [Bre]) que existe 

métrica riemanniana g em A1 tal que G se c01np orta como subgrupo de Lie 

de I som(M, g ). Pelo exemplo 2.3, as órbitas de cp formarão uma folheação 

riemanniana singular F, onde g é a tnétrica adaptada a F . Como casos 

particulares, teremos inúmeros exe1nplos dados nos trabalhos de [Orl-Ray]i 

e [Orl-Ray]2 de ações do S 1 en1 3-varieclacles e ações do toro T 2 em 4-

variedades, respectivamente. 

2.6. N appes de uma folheação totalmente geodésica. Seja F 

uma folheação totahnente geodésica (ver [Cai]) em uma variedade rieman­

nianà completa M. Para x E M, seja P( x) o conjunto dos pontos de M 

que podem ser unidos a x por u1na curva horizontal a F ( chamada também 

de "nappe" de F em x ). Blumenthal e Rebela ([Blu-Heb]) mostram que os 

nappes de F definem u1n sistema transnonnal ( ver [Bol]) em M, decorre 

deste trabalho que os nappes de F clefinen1 uma folheação riemanniana sin­

gular em M. Ademais, se M é c01npacta então os fechos dos nappes de F 

definem também uma folheação rie1nanniaua singular em M. 
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Vizinhança tubular distinguida e transformação homotética

No restante deste capítu]o consideraremos ]U uma n-variedade com

pacto e conexo. Seja (Ã4,/,g) uma folheação riemanniana singular.

conexo de z. contida na folha.L, 0

Diminuindo r, se necessário, podemos msulnir que em cada ponto 3/ de

y.P, a folha .LV passando por este ponto é transversa a fibra J= = n'i (z) ,

onde n(Z/) = z. Como a métrica riemanniana g é adaptada a / temos que

as geodésicas perpendiculares a P perinaneceln ])erpendiculares as folhas,

segue que se d(y, P) = a então o espaço tangente a folha Z, esta contido

no espaço tangente ao tubo SaP, onde SaP = {z C 'l//'/ (Z(z, P) = a}, logo a

componente conexo .Z\ de y contida eni .Lv n T//' esta inteiramente contida

nO tubo SaP de raio a. Diremos que .rb é a p/aca de /' passando por y. Em

particular, P é a placa de z.. Diremos também que }/:''é uma vizinhança

tabzZar d st ngu da de z..

Observações

1) A projeção í : Pv ----, P é uma suba:versão sobrejetiva e as transver

sais ./, = f-:(z) cortam todas as placas, z C }//'. (ver IMolj2 lema 6.1).

2) Para todo ly C l,T, a distância de ly a P permanece constante com

3/ se movendo ao longo de sua placa, pois .Z\ C Sf' com d(y,P)=r. Logo a

18

Vizinhança tubular distinguida e transformação homotética 

No restante deste capítulo consideraremos M uma n-variedade com­

pacta e conexa. Seja (M,:F,g) uma folheação riemanniana singular. 

SeJa x 0 E M e P uma vizinhança aberta relativamente compacta e 

conexa de Xo contida na folha Lxo. 

Diminuindo r, se necessário, poele1nos assu1nir que em cada ponto y de 

v:, a folha Ly passando por este ponto é transversa a fibra lx = 1r- 1 (x) , 

onde 1r(y) = x. Co1no a métrica rien1anniana g é adaptada a :F temos que 

as geodésicas perpendiculares a P pennanece1n perpendiculares as folhas, 

segue que se d(y, P) = a então o espaç:o tangente a folha Ly esta contido 

no espaço tangente ao tubo S[:, onde S; = {x E V// d(x, P) = a}, logo a 

componente conexa Py ele y contida e1n Ly n V/ esta inteiramente contida 

no tubo st de raio a. Diremos que Py é a placa de :F passando por y. Em 

particular, P é a placa de x 0 • Diremos també1n que V: é uma vizinhança 

tubular distinguida ele x 0 • 

Observações: 

1) A projeção ir : Py ~ P é urna sub1nersão sobrejetiva e as transver­

sais Jx = ir - 1 (x) cortam todas as placas , x E v:. (ver [Mol]2 lema 6.1). 

2) Para todo y E Vrp , a distância ele y a P pennanece constante com 

y se movendo ao longo de sua placa, pois Py C S; com d(y,P) = r . Logo a 
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distância entre as folhas vizinhas é loaihueute con.soante. Esta propriedade

cuacteriza u métücas adaptadas.

Seja À € R. tal que À > 0, de6nimos a aplicação

a,Àa<t'

por /IÀ(y) = ezpp(À.ezp;i (3/)). A aplicação /IÀ é chamada de trmsformação

homotética.

""''hx(y)

'7=Beodédn perpendicalu B P ean e

Lema 2.7.(IMolj2). A traiasforlnação homotética /}À leva placas em

pla,cas e portanto respeita a folheação siugulm' /' no subconjunto VTP

Demonstração. ([Molj2 ) É suficiente provar que a imagem hÀ(Py)

de uma placa é a placa Ph,(v) , se À é suficientemente próximo de 1, pois

hx.=h\ o h..
l \J

distância entre as folhas vizinhas é locahnente constante. Esta propriedade 

caracteriza as métricas adaptadas. 

Seja À E m: tal que À > O, definimos a aplicação 

por h>.(Y) = expp(À.expp1 (y)). A aplicação h;.. é chamada de transfonnaç.ão 

homotética. 

1'=geod&ica perpendi~ a P em % 

Lema 2.7.([Mol]2). A transfonnação homotética h;.. leva placas em 

placas e portanto respeita a folheação singular :F no subconjunto V!. 

Demonstração. ([Mol]2 ) É suficiente provar que a imagem h;..(Py) 

de uma placa é a placa Ph,.(y) , se À é suficientemente próximo de 1, pois 

h>.µ =h>. o hw 
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F'ixado y, tomemos uma vizinhança tubulu distinguida de 3r. Pua
À suÊcientemente próximo de 1, yÀ= hÀ(y) pertence a esb vizinhança

tubulu distinguida. E pela observação 2, existe Urna vizinhança, aberta Q

de y em A ê uma vizinhança aberta QÀ de yÀ em A. tal que a. distância de

um ponto iÍI € QÀ a Q é independente de yl e é realizada pelas geodésicos

unindo yl a sua projeção !r' em Q.

Mas se d(3/, P) = a, então Q e QÀ estão contidos em S: e SAFA respecti-

vamente, assim d(y, yÀ) = a 1 1 -- À l é a distância de um ponto arbitrário de

QÀ a Q. Contudo, uma tal distância entre uln ponto Z/l de Sjl: e uni ])auto

g' de SaP pode ser realizada somente se 3/'À = /}À(3/'). Logo QÀ=/}À(Q) ,

portanto o resultado. D

7= Beod&iu perpeadicalu B P en z

Estrati6cação de .À/

Seja )l:} = conjunto de todas as folhas de .F em .À/ de dimensão r

20

Fixado y, tomemos uma vizinhança tubular distinguida de y. Para 

~ suficientemente próximo de 1, 11>. = h>.(JJ) pertence a esta vizinhança 

tubular distinguida. E pela observação 2, existe uma vizinhança aberta O 

de y em Pv ~ uma vizinhsmça aberta 0.>. de JJ.>. em PvA tal que a distância de 

um ponto y~ E 0.>. a n é independente de y~ e é realizada pelas geodésicas 

unindo y~ a sua projeção y' em O. 

Mas se d(y, P) = o, então O e n,. estão contidos em S! e Sf
0 

respecti­

vamente, assim d(y, Y-\) = a l 1-À I é a distância de um ponto arbitrário ele 

O.x a n. Contudo, uma tal distância entre u1n ponto y~ de Sf0 e um ponto 

y' de st pode ser realizada somente se y' .x = h.x(y'). Logo f2.x=h.x (O) , 

portanto o resultado. D 

1 z 
' 

1 - - - ·- --, - ' ,,': .. --,- -
, .......... ' --

7- geodáica perpendicular a P em z 

Estratificação de M 

Seja L·r = conjunto de todas as folhas de :F em M de dimensão r. 
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Proposição 2.8. ([Molj2) Seja dim .R, = r. Então }]:, ny.P- é uma

subvariedade mergulhada de y.P-

Demonstração.([Moljz )

la subvariedade

mergulhada de ]U. Como a função dim:JU ---.» IR de6nida por dim(z)=di-

mensão Z, é gemi-contínua inferiormente (ver observação 1), temos que

U,.<, }1,,, é compacto.

Se to é a menor diineusão de uma folha de / e ri a maior dimensão,

então diremos que :l:,. é o estrato n nÍmaZ e :l:,. é o estrato regular.

Segue do visto acima que ):,. é sempre compacto

Lema 2.9. ([Molj2 ) O]:,.,/) é unia folheação riemanniana regular

sendo a métrica induzida por g eln }l:, unia métrica adaptada a .F.

Demonstração. ([Molj2). ::, é uma subvariedade mergulhada de JW.

Claramente .V(r)/}l:, é transitivo quando restrito a cada folha de Ell:,

Do lema 2.7 temos que :l:, nyaP= , Z € :1',, é a união de geodésicas (em

yaP-) que intercepta P. perpendicularmente. Logo, localmente a distância

entre as folhas de Ol:,, /) é constante. Portanto, g induz uma métrica

riemanniana em }l:, que é adaptada a /'. []

Consideremos uma vizinhança tubular de um subconjunto aberto cone-

xo e relativamente compacto contido eln :l,,, podemos concluir que as folhas

21

Proposição 2.8. ((Mol]2) Seja dim P:r: = r. Então Er nV!• é uma 

subvariedade mergulhada de V !z . 

Demonstração.([Mol]2 ) 

------D.-c.a.,_proposição_acima_s_egue que cada estrato br é uma subvariedade 

mergulhada de M. Como a função dim:M---+ IR definida por dim(x)=di­

mensão L:r: é semi-contínua inferiormente (ver observação 1), temos que 

Ur1~r Er1 é compacto. 

Se ro é a menor diinensão de uma folha de :F e r 1 a maior dimensão, 

então diremos que I:ro é o estrato 'minimal e Lri é o estrato regular. 

Segue do visto acima que Lro é sempre compacto. 

Lema 2.9. ([Mol]2 ) (I: ,.,:F) é unia folheação riemanniana regular 

sendo a métrica induzida por g e1n Lr uma métrica adaptada a F. 

Demonstração. ([Mol]2). Lr é uma subvariedade mergulhada de M. 

Claramente X(:F)!Er é transitivo quando restrito a cada folha de I:r• 

Do lema 2.7 temos que Lr nVtr, x E Lr, é a união de geodésicas (em 

V !z) que intercepta Px perpendicularmente. Logo, localmente a distância 

entre as folhas de (Lr, :F) é constante. Portanto, g induz uma métrica 

riemanniana em Lr que é adaptada a :F. □ 

Consideremos u1na vizinhança tubular ele um subconjunto aberto cone­

xo e relativamente compacto contido e1n I:r, podemos concluir que as folhas 
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de .F são traçadas nos tubos com centro uo estrato, pois toda geodédcü que

é perpendiculu ao estrato :l,. é em pm'ticulu' perpendiculu' as folbbas de

}l:, , logo perpendiculu' & toda folha de .F. Podemos definir unu traí.s-

formação homotética, nesta vizinhança tubular, e de modo análogo ao Lema

2.7 teremos que esta transformação homotética respeita as fobias de .F.

Lema 2.10. ([Molj2) O estrato regula :]:, é um gubconjuuto aberto,

denso econexo de À/

Demonstração. (IMolj2) Primeiro vamos niostru que a dimensão de

todo estrato singular é < n -- 2. Su])onhauios por absurdo (lue diln :l:r >

n -- 2 , para r < rl . Pelo fato de :l:, ser formada por folhas singulares temos

que dim :l:, # n. Se dilu :l:, é u-l, tomemos ulua vizinhança tubular de

um sul)conjunto aberto, conexo e relativamente compacto contido em :l:,,
os tul)os centrados no estrato terimn a mesma dimensão de :l:, , ou seja dim

}l:, = n -- l, logo a projeção ortogonal irá projetar uma folha de dimensão

r' > r numa folha de / em }:, de uiesma dimensão r', contradição.

d8m .Z >ç..\

E
22

(
)E UT'<r. < n -- 2, é denso em .À/, pois dim N

de F são traçadas nos tubos com centro no estrato, pois toda geodésica que 

é perpendicular ao estrato Er é em particular perpendicular as folhas de 

Er , logo perpendicular a toda folha de :F. Podemos definir uma trans­

formação homotética nesta vizinhança tubular, e de modo análogo ao Lema 

2. 7 teremos que esta transformação homotética respeita as folhas de F. 

Lema 2.10. ([Mol]2) O estrato regular Lri é wn subconjunto aberto, 

denso e conexo de M. 

Demonstração. ([Mol]2) Prhneiro vamos 1nostrar que a dimensão de 

todo estrato singular é < n - 2. Suponhamos por absurdo que dim Lr > 

n - 2 , para r < r 1 . Pelo fato de I:,. ser fonnada p_or folhas singulares temos 

que dim Lr # n. Se dim Lr é n-1, to1nemos u1na vizinhança tubular de 

um subconjunto aberto, conexo e rela.tivainente con1pacto contido em Lr, 
os tubos centrados no estrato teriain a mesma dimensão de Lr, ou seja dim 

Lr = n - 1, logo a projeção ortogonal irá projetar uma folha de dimensão 

r' > r numa folha de :F em Lr de 1nesma dimensão r', contradição. 

dim L >r.. ...... 
'\. ·• 

dimn- dimn-1 
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:,r é aberto, pois para cada a € }=,, podemos tomai uma vizinbüan.

ça, tubular distinguida de 3c, yaP- , contendo apenas folhas de dimen.são rl

(observação l).

Como dm(up<,, E:,.) $ n -- 2 temos que E,.=C(Ud<,, E,,) é
conexo.

Dhemos que ri é a dimensão (genérica) de uma (.ZU,f) foheação rie-

m«ü,«, shg«lu, e«eut«doente ta:nl,é:n escre«eremos (M,/'') ou ,--

foheação riemanniana singular, ])ara salientar a dílnensão (genérica) de /'.

E consequentemente, diremos que n -- rl é a codÍmensão de (.À4,/').

Teorema da decomposição local

Seja .L uma folha de .r , denotaremos seu âl)rodo normal por Qz

O módulo Â'(.F) dos campos de vetores tmgentes as lonas, opera de

maneira natural em QZ, da seguinte forma:

À'(J'') x (2É ---.-, Qt
(x, «,) --, (dx'),(«,)

onde Xt é o grupo a l-parâmetro associado a X

Chamaremos uma estrutura euclidiana Õ} em Qt de mé'trica transuer-

sa na folia .[, se e]a for invariante pe]a ação de Â'(/') dado acima. Esta

propriedade pode ser formulada da seguinte maneira:

23

Er
1 

é aberto, pois para cada x E Lr
1 

podemos tomar uma vizinhan- · 

ça tubular distinguida de x, V t~, contendo apenas folhas de dimensão r1 

(observação 1) .. 

conexo. □ 

Diremos que r 1 é a dimensão (genérica) de uma ( M ,:F) folheação rie­

manniana singular, eventuahnente ta1nbém escreveremos (M,:Fr1
) ou ri­

folheação riemanniana singular, para salientar a cliinensão (genérica) de :F. 

E consequentemente, diremos que n - r 1 é a codimensão de (M,:F). 

Teorema da decomposição local 

Seja L uma folha ele :F , denotare1nos seu fibrado normal por QL. 

O módulo X(:F) dos campos de vetores tangentes as folhas, opera de 

maneira natural em Q L, da seguiu te fonna: 

X(.r) x QL --t QL 

(X,vx) ~ (dXt)x(vx) 

onde Xt é o grupo a 1-parâtnetro associado a X. 

Chamaremos uma estrutura euclidiana gf; em QL de métrica transver­

sa na folha L, se ela for invariante pela ação de X(:F) dado acima. Esta 

propriedade pode ser formulada ela seguinte maneira: 
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xã#(v. z) - Õ4'(lx, vl, z) - ã#(v, [x, z]) = o,

V X € .Y(.F) e y, Z € À'(À/),.onde os diferentes temos estão de6nidos

somente quando restritos a folha. Z e X(.À/) é o conjunto de todos os campos

de vetores Cm tangentes a .À/

Toda métrica riemanniaaia g' em JW define uma estrutura euclidiana

gfz em Q't, identiâcado com o obrado ortogonal a .[ em .À/.

Proposição 2.11. ([Molj2) Seja (.A4,/',g) uma folheação riemannima

singular. Seja g' uma outra métrica riemauniana eln .À/. Então as seguintes

propriedades são equivalentes:

1. g' é adaptada a .F.

2. V .L folha de .F, a estrutura euclidiana gfZ definida por g/ em Qt é

uma métrica transversa em L.

Demonstração.(IMolj2)

Pela proposição acima a métrica adaptada g define uma métrica trans-

versa para toda folha .[ de .F. Chamaremos a fmní]ia gr de tais métricas

transversas obtidas nas diferentes folhas de n étr ca transuersa assou ada a g.

Observamos que gp determina a distância local entre as folhas, pois ela de-

fine o comprimento das geodésicas perpendiculares. Diremos que (.À/,/',gr)

é uma folheação riemanuia.ua singular, onde gr é a métrica transversa

associada a métrica adaptada g:

24

Xgf(Y, Z) - gf([X, Y), Z ) - gf(Y, [X, Z]) _= O, 

V x · e X(.r) e Y, Z E X(M),. onde os diferentes termos estão definidos 

somente quando restritos a folha L e X(M ) é o conjunto de todos os campos 

de vetores C 00 tangentes a M. 

Toda métrica riemanniana g' em M define uma estrutura euclidiana 

g:f em QL, identificado com o fibrado ortogonal a L em M. 

Proposição 2.11. ([Molh) Seja (M, F,g ) u1na folheação riemanniana 

singular. Seja g' uma outra métrica riemanniana e1n M. Então as seguintes 

propriedades são equivalentes: 

1. g' é adaptada a F . 

2. 'v L folha ele F, a estrutura euclidiana g:f definida por g' em QL é 

uma métrica transversa em L. 

Demonstração. ( [Mol] 2). 

Pela proposição aciina a 1nétrica adaptada g define uma 1nétrica trans­

versa para toda folha L ele F. Chainarernos a fanu1ia 9T de tais métricas 

transversas obtidas nas diferentes folhas de métrica transversa associada a g. 

Observamos que 9T detennina a distância local entre as folhas, pois ela de­

fine o comprimento das geodésicas perpendiculares. Dire1nos que (M,:F,gr) 

é uma folheação riemanniana singular, onde 9T é a métrica transversa 

associada a métrica adaptada g: 
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Teorema 2.12. (IMolj2) Seja (À/,.r,gr) uma folheação rieDnanaima

singulu e zo € À/. Então existe unia vizillhauça tubulu' distinguida 1/= de

zo e uma métrica adaptada gi deâl)ida nesta vizillhança tubulu admitindo

gr como sua métrica tmnsversa associada tal que

L. -.-' (,. ).

2) Os traços das placas em J,. formam uma folheação riem

singular admitindo g'J,o como métrica adaptada.

Larga

Demonstração: (IMoll2)

VlePxJ

/
/ //

...f / /..,{/./
/'ra-4....!: <

Proposição 2.13. ([Molj2) Sejam (.À/,/) uma folheação rieman-

niana singular sobre .À4 compacta e conexo e zo € }1:o' Se g é uma métrica

riemanniana adaptada a /, então a métrica rasa de6nida em allguma vizi-

nhança de zo pelo trans]5orte da estrutura euclidiana de T=..À/ pela eicp,.

é adaptada a .F.

25

Teorema 2.12. ([Mol]2) Seja (M,F,gr) uma folheação riemanubma 

singular e xo E M. Então existe unia vizinhança tubular distinguida V!. de 

xo e uma métrica adaptada g' definida nesta vizinhança tubular admitindo 

9T como sua métrica transversa associada tal que: 

I) (V!o,g') é o produto riemanniano (P,g'p)x(J%0 ,g':,s
0

), onde 

J#:o =1r-1 (xo ). 

2) Os traços das placas em Jx 0 fonnarn wna folheação riemanuiana 

singular admitindo g' J como 1nétrica adaptada. 
zo 

Demonstração: ([Mol]2). 

Proposição 2.13. ([Mol]2) Sejam (M,:F) uma folheação rieman­

niana singular sobre M compacta e conexa e x0 E I:o• Se g é uma métrica 

riemanniana adaptada a :F, então a n1étrica rasa definida em alguma vizi­

nhança de xo pelo transporte da estrutura euclidiana de T:r: 0 M pela exp:r:0 

é adaptada ·a F. 
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Demowtração. (IMolja)

Observação 2.14. Segue do teorema 2.12 e da proposição 2.13 que o

estudo locall de uma folheação riexnanniana singula qualquer, âca reduzido

m, estudo de uma fo]heação riemanniana singu]u(]lt.P, .fo) no espaço eu-

de ]RP como uma métrica adaptada a /'o.

Exemplo 2.15. Seja (nt3,/') a folheação definida pelas órbitas da

ilçim i# : SI x IR3 --.--+ IRa definida ])or

é(o, (., z/, ,)) (z cos 0 y sin 0, a sin 0 + 3/ cos 0, z)

Claramente, (]Ra,.7) é uma fo]heação riemanmana singu]ar mode]o com

a métrica canónica do ]Rs sendo a métrica adaptada a /'. Neste caso temos

os seguintes estratos:

E:. = {lO,O, ;) € m' / , € iR } = '{,.;
E. = IR3 - E. =IR; -(ei-,)
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Demonstração. ((Mol)2). 

Observação 2.14. Segue do teorema 2.12 e da proposição 2.13 que o 

e.foit,udo local de uma folheação rie.mannia.na singular qualquer, fica reduzido 

oo estudo de uma folheação riPmanniana singular (ffiP, F O) no espaço eu-

clitliano ffiP com a origem sendo uma folha e ailmitindo a métrica canônica 

d<~ IR" como Ullla métrica adaptada a F o. 

Exemplo 2.15. Seja (ffi3 ,..r) a folheação definida pelas órbitas da 

a.c.iw </> : S 1 x ffi3 --+ ffi3 definida por 

<t>( 0, ( x, y, z)) = ( x cos 0 - y sin 0, x sin 6 + y cos 6, z ). 

Claramente, (IR3 ,..r) é uma folheação riemanniana singular modelo com 

a 1nétrica canônica do ffi3 sendo a n1étrica adaptada a ..r. Neste caso temos 

os seguintes estratos: 

I:o = {.(0,0,z) E IR.3 / z E IR}= eixoz 

E1 = ffi3 
·- Lo =ffi3 - (eixoz ) 
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Os tubos com centro na origem são as subvariedades:

S: = {(',y,') € 1R'/ 'Z((', y, :),(0,0, 0)) = a}

esferas de raio a com centro na origem.

A41ostluemos nos capítulos seguintes que, a menos de conjugação, este

é o único buxo riemanniano singular em IRa com a métrica canónica sendo

a métrica adaptada e tendo a origem como folha singular.

O fecho das folhas de (A4,.F)

Observamos que se (À/,/') é uma folheação riemanniana singular mo-

delo, isto é se .F é uma partição de .A4 pelas órbitas de uma ação dize

rendável p : .H x .]U ---...]U, onde n C ]som(À/,g) é um subgrupo de

Lie conexo, então (.À4,7) é ainda uma folheação riemanniana singular. De

fato, é bem conhecido que se /' é uma. partição de M pelas órbitas de g

então 7 é uma partição de ]W pe]as órbitas da ação Q : .H x ]U ----.- .À/-

Como l# C .Zoom(.À/,g) é um subgrupo de Lie conexo segue que /' é uma

folheação riem.anUlaDa singular m.odeio .

Lema 2.16. (INlolj2) Se uma folha Z C :l:,, então lt C :l,,

Demonstração. (IMoljz)

O fecho de cada foLIa de (:1:,,/') é uma subvuiedade de .iW (ver Teor.

5.1 [Moll2 e observando que :]:r, r > to, uão é compactos mas o fecho das

27

Os tubos com centro na origem são as subvariedades: 

s~ = {( x, y, z ) E rn.3 / d ( ( x, Y, z ), (o, o, o) ) = º} 

esferas de raio o com centro na origem. 

---- Mostraremos nos capítulos seguintes que, a menos de conjugação, este 

é o único fluxo riemanniano singular em m 3 com a métrica canônica sendo 

a métrica adaptada e tendo a origem como folha singular. 

O fecho das folhas de ( M ,F) 

Observamos que se (M ,F) é uma folheação riemanniana singular mo­

delo, isto é se F é uma partição de l'vf pelas órbitas de uma ação dife­

renciável <.p: H x M -.M, onde H C Isom(M,g) é um subgrupo de 

Lie conexo, ·então (M,F) é ainda u1na folheação riemanniana singular. De 

fato, é bem conhecido que se F é u1na partição de M pelas órbitas de cp 

então F é uma partição de M pelas órbitas da ação cp : H x M -. M. 

Como H C lsom(M,g ) é um subgrupo de Lie conexo segue que Fé uma 

folheação riemanniana singular mo d elo. 

Lema 2.16. ([1'Iol]2) Se uma folha L C Í:r, então L C I:r• 

Demonstração. ((Mol] 2) 

O fecho de cada folha de (I:r ,F) é uma subvariedade de M ( ver Teor. 

5.1 [Mol)2 e observando que i:r, r > ro , não é compacto, mas o fecho das 
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folhas de .F em Ell:, são compactas). O fecho das folhas portanto forma uma

punção .F de JW por subvariedades imersas e conexas . Como a distân.cia

entre duas folhas de .F permanece locabneute constante, então isto também

é verdadeiro para o seu fecho 7. Logo, para (À/,7) ser uma foheação

suas folhas singulares, pois temos que .T(7) é transitivo quando restrito as

farias regulares, visto que .F em }ll:,: é uma folheação riemanniana regular

e }ll:,. é um aberto em ]U

Molho conjectura que se (.A4,F) é uma folheação riemanniana singular

então (À/,7) é ainda uma folheação riemanniana singular

Folheações riemannianas singulares de codim l

Seja (.À4,/') uma follieação riemanniana singular de codim l

Suponhamos que .F não é tuna follieação riemanniana regular, logo

existe uma folha singular .[. Sejam zo C .L e ]//''' uma vizi]üança tubular

distinguida de ao. Como dint .F = n -- l temos que cada tubo é uma

placa de /', como isto vde pma todo z C Z segue que .L é uma folha isolada

no estrato singular que contém .L. Logo L é compacta.

Tomando uma vizinhança tubular distinguida da folha singular .L te-

remos que nesta vizinhança tubular todas as folhas de /' são compactas,
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folhas de :F em Í:r são c01npactas). O fecho elas folhas portanto forma uma 

partição :F de M por subvarieclacles imersas e conexas . Como a distância 

entre duas folhas de :F permanece localmente constante, então isto também 

é verdadeiro para o seu fecho :F. Logo, para ( M ,:F) ser uma folheação 

--~riema-nni-an-a---smgu-laf--é-sufu;.ie-n-tg_Vfil-mca.r-que-"-~)-é._transitivo ao long~o~d~e~--­

suas folhas singulares, pois ternos que ,,-Y(:F) é transitivo quando restrito as 

folhas regulares, visto que :F em Í:ri é uma folheação riemanniana regular 

e Lri é um aberto em M. 

Molino conjectura que se ( M ,:F) é uma folheação riemanniana singular 

então ( M ,:F) é ainda uma folheação riemanniana singular. 

Folheações riemannianas singulares de codim 1 

Seja ( M ,:F) uma folheação rierna.nnia.na. singular ele codim 1. 

Suponhamos que :F não é urna folheação riemanniana regular, logo 

existe uma folha singular L. Sejarn x 0 E L e V :x0 unia vizinhança tubular 

distinguida de x0 • Como dirn :F = n - 1 ternos que cada tubo é uma 

placa de :F, como isto vale para todo x E L segue que L é uma folha isolada 

no estrato singular que contém L. Logo L é compacta. 

Tomando uma vizinhança tubular distinguida ela folha singular L te­

remos que nesta vizinhança tu bular todas as folhas de :F são compactas, 
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pois os tubos serão folhas de /. Portanto ,Y(/) é transitivo ao longo de

suas folhas singulares, segue que (À4,IF) é ainda uma folheação riemanniana

singular. Suponhamos por absurdo que exista alguma folha não compacta

(.A4,/'), disto seguirá que o estrato das folhas regulares de (JU,7) será
Di$ conde os

urna vizinhança tubular distinguida de .L tal que todas as fobias são com-

pactas. Portanto, se em (JW,.F) existir unia folha singular então todas as

folhas de .F serão compactas.

ein

logo esta-folha feri;

Suponhamos que )l:,. # 0 e que Oll:,. ,/') seja transversalmente

orientável, então o espaço das folhas )l,,. // é difeomorfo ao intervallo lO, l[.

Como o espaço das fo]has ]W/.F é difeoniorfo a 10,11 segue que existe

exatamente duas folhas singulares correspondentes a p-l (0) e p't (1), onde

P : .À/ ----.» .ZU/.F é a projeção quociente.

Exemplo. Sejam JW uma variedade diferenciável compacta, conexo e

orientável de dimensão dois e (.A/,/) uma follieação riemannima singular

sobre M com folhas singulares (isto é, :l,. # 0). Suponhamos que (:l:,. ,.F)
seja transversalmente orientável, disto vem que (.A4,/) possui 2 folhas sin-

gulares, digamos que sejam zo, zi C ]W ta.is folhas singulares. Tomemos

vizinha.nças tubulares distinguidas de zo e zi , cada uma destas vizinhanças

tubulares distinguidas é difeolnorfa ao disco aberto D2(0,1) cujo centro é

uma folha singular e as folhas regulues são difeomorfas a St. Podemos

escrever:
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pois os tubos serão folhas de F. Portanto X(F) é transitivo ao longo de 

suas folhas singulares, segue que ( M ,F) é ainda uma folheação riemanniana 

singular. Suponhamos por absurdo que exista algu1na folha não compacta 

em ( M ,F), disto seguirá que o estrato das folhas regulares de ( M ,:F) será 

___ __._· gual-a-M,----l-0-go--esta.-folha._seria. clens.a e1n Af, contradição pois conseguimos 

uma vizinhança tubular distinguida ele L tal que todas as folhas são com­

pactas. Portanto, se em ( M ,F) existir tuna folha singular então todas as 

folhas de :F serão compactas. 

Suponhamos que Í::ro # 0 e que (I:r
1 

,F) seja transversalmente 

orientável, então o espaço elas folhas Í::ri /:Fé clifeomorfo ao intervalo ]O, 1[. 

Como o espaço elas folhas M / :F é difemnorfo a [O, 1] segue que existe 

exatamente duas folhas singulares correspondentes a p- 1 (O) e p-1 (1), onde 

p : M -, M / F é a projeção quociente. 

Exemplo. Sejam Munia variedade diferenciável compacta, conexa e 

orientável de dimensão dois e ( M ,:F) urna folheação riemanniana singular 

sobre M com folhas singulares (isto é, Lo# 0). Suponhamos que (I:r
1 
,F) 

seja transversahnente orientável, disto ve1n que ( M ,F) possui 2 folhas sin­

gulares, digamos que sejam xo, x 1 E M tais folhas singulares. Tomemos 

vizinhanças tubulares distinguidas de x0 e x 1 , cada uma destas vizinhanças 

tubulares distinguidas é clifemnorfa ao disco aberto D 2 (0,1) cujo centro é 

uma folha singular e as folhas regulares são elifeomorfas a S 1 • Podemos 

escrever: 
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M = .o:(o, i)U.r .o'(o, i),

onde / é um difeomorâslno entre as fronteiras de Dã(ÕI i). Segue que .ZÜ

é difeomorfa a S2. Usando a proposição 2.13 temos que .F é conjugada a

folheação rielnanniana singular m.odeio eln S2 dada pela ação linear

P : St x Sa --.-.}S2

de6nida por p (01, 02, 03 ) (o:,o- + o, )

Em variedades de dimensão 3, as folheações riemannianas singulares

de codim l poderão ter dois tipos de folhas singulares: pontos isolados ou

curvas Si . No capítulo IV, pag.57, faremos uma descrição destas folheações.

Em variedades de dimensão 4, as follleações riemannianas singulares de

codim l poderão apresentar três tipos cle folhas singulares: pontos isolados,

curvas St ou 2-variedades compactas e conexas. Permanece em aberto

descrever está folheações.

30

onde f é um difeomorfis1no entre as fronteiras de D 2 (0, 1). Segue que M 

é difeomorfa a S2 . Usando a proposição 2.13 temos que :F é conjugada a 

folheação riemanniana singular modelo ern 52 dada pela ação linear 

c.p : 5 1 X 52 ~S2 

Em variedades de dimensão 3, as folheações riemannianas singulares 

de codim 1 poderão ter dois tipos ele folhas singulares: pontos isolados ou 

curvas 8 1 . No capítulo IV, pag.57, fare1nos uma descrição destas folheações. 

Em variedades de dimensão 4, as folheações riemannianas singulares de 

codim 1 poderão apresentar três tipos ele folhas singulares: pontos isolados, 

curvas 8 1 ou 2-variedades c01npactas e conexas. Permanece em aberto 

descrever estas folheações. 
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CAPITULOlll

FOLHEAÇÕES RIEMANNIANAS SINGULARES
CUJASÚNICASFOLHASSINGULARES

SAO DE DIMENSÃO ZERO

Seja (.À4", /'") uma folheação rienianniiuia singular tal (lue as únicas

folhas singulares são de dimensão zero (:l:o # 0), onde JW" é uma variedade

compacta e conexo. Estudaremos este tipo de folheação porque generaliza

consideravelmente os fluxos riemannianos singulares com :l:o # 0.

Mostraremos neste capítulo que se (IR",/'"), m $ 3, é uma folheação

riemanúana singular cujas única,s folhas singulares são pontos, com a ori-

gem do IR" sendo uma folha singular e a métrica canónica do IR" sendo

uma métrica adaptada a .F"', então esta folheação singular é dada pelas

órbitas de uma ação diferenciáve] p : .HxIR" ----, ]R", onde .H C SO(n) é

um subgrupo de lie conexo. Isto (luer dizer que (IR",/") é uma folheação

riemanniana singular modelo. Obtemos um resultado em esferas euclidianas

a exemplo de um resultado de IGrom-Grovl. Provalnos também que se
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CAPITULO III 

FOLHEAÇÕES RIEM A NNIANAS SIN GULARES 
# 

C UJAS UNICAS F OLHA S SIN GULARES 
- -SAO DE DIM E NSAO ZERO 

Seja ( Mn, ;:m) uma folheação rie1nanuiana singular tal que as únicas 

folhas singulares são de di1nensão zero (í:0 # 0), onde Mn é uma variedade 

compacta e conexa. Estudaren1os este tipo de folheação porque generaliza 

consideravelmente os fluxos riemaunianos singulares com Lo f= 0. 

Mostraremos neste capítulo que se (ffin,;:m), m < 3, é uma folheação 

riemanniana singular cujas únicas folhas sing1ilares são pontos, com a ori­

gem do IR n sendo uma folha singular e a 1nétrica canônica do mn sendo 

uma métrica adaptada a ;:rn, então esta folheação singular é dada pelas 

órbitas de uma ação diferenciável <p: Hxffin _. mn, onde H e SO(n) é 

um subgrupo de lie conexo. Isto quer dizer que (ffin,;:m) é uma folheação 

riemanniana singular 1no<lelo. Obtemos u1n resultado em esferas euclidianas 

a exemplo de um resultado ele [Grom-Grov]. Prova1nos também que se 
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(À/",.F"), m > 1, é uma folheação riemmnima singular nas condições

acima, então todas as folhas serão compactas.

Analisuemos neste capítulo as possíveis dimensões do estrato singular

:l:. de (Àf", .F") e mostraremos que as dimensões de :l:o dependerão das

dimen.iões n e m.

Notação: .Ve.te c.pá«Zo est«e«,o; 'e«'p« ««.{de««'Z. (M", J''")
sma folheação 'gema'nltia ü siltgzlar cujas áltica,s J'ollLa,s sina'uta,res são de

dimensão zero e :l:o # 0, comi /o//}as regula?es de d n então m. .Dagu para

b'ente chama.re'mos tais joliteações de follLeações 'rientan'nianüs sing'usares.

As propriedades locais em torno das singularidades são essenciais no

estudo das folheações rielnannian:ts singulares. Pela observação 2.14 o es-

tudo local se reduz a estudar uma follleação riemanniana singu]ar no ]R"

com a métrica canónica sendo a métrica adaptada e a origem do IR" sendo

uma folha singular. Isto ressalta a importância do seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja (IR",/"') unia follieação ríemmüana singular,

m $ 3. Suponhamos que a métrica rielnanniana canâiúca de IR" seja uma

métrica adaptada a .F" e que a origem do IR" seja uma folha singular.

Então existe um subgrupo de Lie conexo n C SO(n) e uma ação linear

$ : .HxIR" ----» IR" tal que as suas órbbitas são as folhas de /'"

Demonstração
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(M", P), m > 1, é uma folheação riemanniana singular nas condições 

acima, então todas as folhas serão compactas. 

Analisaremos neste capítulo as possíveis dimensões do estrato singular 

I:o de ( Mn, ;:m) e mostraremos que as dimensões de Eo dependerão das 

dimensões nem. 

Notação: Neste capítulo estarem,os sempre considerando (Mn, ;:m) 

uma folheação riemanniana singular cu.ias únicas folhas singulares são de 

dimensão zero e I:o -/= 0, com folhas rcgul[!,rcs de dimensão m. Daqui para 

frente chamaremos tais folheações de folheações riernannianas singulares. 

As propriedades locais em torno das singularidades são essenciais no 

estudo das folheações rie1nannianas singulares. Pela observação 2.14 o es­

tudo local se reduz a estudar unia folheação riemanniana singular no m n 

com a métrica canônica sendo a métrica adaptada e a origem do mn sendo 

uma folha singular. Isto ressalta a importância do seguinte teorema: 

Teorema 3.1. Seja (IRn ,Fm) urna folheação rie1nanniana singular, 

m < 3. Suponhamos que a 1nétrica rie1nanniana canônica de ffi n seja uma 

métrica adaptada a ;:m e que a origem elo IRn seja uma folha singular. 

Então existe um subgrupo de Lie conexo H e SO( n) e uma ação linear 

~: Hxmn --+ IRn tal que as suas órbitas são as folhas ele ;:m. 

Demonstração. 
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Lema 3.2. :l:o é um subespaço vetorial do IR"

Observação. Se dim:j:o=0, então :l'.=lorigem do m."} e segue ime-

diatamente o resultado do lema 3.2. De fato, suponhamos por absurdo

que exista outra folha singular além da origem, neste caso usando trans-

formações homotéticas, com relação a origem, conseguiremos uma gemi-Teta

composta de folhas singulares, o que im])ficaria dim:j:o >1, contradição.

Demonstração do Lema 3.2. Pela observação acima devemos de.

monstras o lema para o caso de dnn}../o 2il

A origem do IR" pertence a )l:o por hipótese

Vejamos que a soma de zi , z2 C }:. (identificados como vetores) ainda

pertence a :l:o Para isto, é suficiente ])rovar (lue qual(quer ponto zo entre

zi e za contido na Teta que passa por zi e a2 ainda pertence a :l:o) pois

o vetar soma de zl e z2 é uln vetor que pertence a rega que passa pela

origem e por um ponto zo colho acima. Assim se zo C }:o então por uma

transformação homotética conveniente este vedor soma é ainda um ponto

de 2.Jo'

Se za pertence a reta que passa por zi e a origem, o resultado é obtido

usando uma transformação homotética. Suponhamos que z2 não pertença

a teta que passa por zi e a origem. Tolnen:tos a esfera S!=1. com centro

em zl de raio al e Sna 1, Com centro eln a2 e raio a2 tal que Sni 1. nStl'l,

= {zo}. Suponham.os por absurdo que zo pertença a alguma follla regular
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Lema 3.2. Eo é um subespaço vetorial do IR n. 

Observação. Se dimL0= 0, então Lo= { origem do mn} e segue ime­

diatamente o resultado do lema 3.2. De fato, suponhamos por absurdo 

que exista outra folha singular além da origem, neste caso usando trans-

formações homotéticas, com relação a orige1n, conseguiremos uma semi-reta 

composta de folhas singulares, o que implicaria ditnLo > 1, contradição. 

Demonstração do Lema 3.2. Pela observação acima devemos de­

monstrar o lema para o caso de diinI:0 > 1. 

A origem do Ill n pertence a I:o por hipótese. 

Vejamos que a soma de x1 , x2 E Í:o (identificados como vetores) ainda 

pertence a I:o. Para isto, é suficiente provar que qualquer ponto xo entre 

xi e x2 contido na reta que passa por x 1 e x2 ainda pertence a Í:o, pois 

o vetor soma de x 1 e x 2 é u1n vetor que pertence a reta que passa pela 

origem e por um ponto Xo c01no acima. Assim se xo E Lo então por uma 

transformação homotética conveniente este vetor soma é ainda um ponto 

de Lo· 

Se x2 pertence a reta que passa por x 1 e a origem, o resultado é obtido 

usando uma transformação h01notética. Suponhamos que x2 não pertença 

a reta que passa por x 1 e a origem. T01nen10s a esfera s;;:~
1 

com centro 

em X1 de raio 0:'1 e s;'l~~'l COlll centro e1n X2 e raio 0:'2 tal que s;l~~l n s;'l~~'l 

= {xo}. Suponhamos por absurdo que x 0 pertença a algu1na folha regular 
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.L de .F" , então isto implica que .[ está intehamente contida em S!=i, e

S"2 i, ao mesmo tempo, o que é um absurdo. Logo, zo € :1:o' D

Seja « : IR" ---, E. a projeção ortogonal

Diremos que .F é sat fada ein .A C À/ se p

p : ]U ----. ]U/.F é a projeção quociente.

(1 }1 = ,4 f)Tlr, onde

Lema 3.3. .F'" é saturada eln n'i (z), para cada = € }1:o

Demonstração. Sejam C :l:., y c a-:(z) e .LV a folha passando

por y. Suponhamos por absurdo que exista z € .Lv tal que z # n'i(z).

Se d(3/,z) = CY sabemos que .L, C SE' , onde SaE' é O tubo com centro em

}.o cujos pontos estão a uma, distância a' de :l:.. A distância de pontos

de S:o até :l,o são realizadas por Tetas perpendiculares a )l:o) isto implica

que d(z,z) >a , pois z g n':(z). Logo, cllegamos a uma contradição pois

d(.L.,z) é constante. D

Observação 3.4. É claro que se z € :1:o e dim }l:o = k, então n-i(z)

é um espaço IR"'h e em n'i (z) a única folha singular é z. Além disso, é

fácil ver que (n'' (z),/'") é ainda uma follleação riemanniana singular com

a métrica canónica do IR"'& sendo a métrica ada])toda.

Lema 3.5. Seja (IRz,'7") unia follieação riemanniana singular, m $ 3,

cuja única folha singular é a origem do IRZ e sendo a métrica canónica do

Hi,Z uma métrica adaptada a 'r":. Então, existe uln subgrupo de Lie conexo
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L de ;:m , então isto implica que L está inteiramente contida em sr.:-
0
1 e 

• 1, 1 

s;;:!2 
ao mesmo tempo, o que é um absurdo. Logo, xo E Í:o· O 

Seja 7r : IRn --; Í:o a projeção ortogonal. 

Diremos que F é saturada e1n A C M se p 1 (p(A)) - A, onde 

p : M --; M / F é a projeção quociente. 

Lema 3.3. ;:m é saturada e1n 1r - 1 (x), para cada x E Í:o· 

Demonstração. Sejan1 x E :Z:::o, y E 1r-
1 (x) e Ly a folha passando 

por y. Suponhamos por absurdo que exista z E Ly tal que z fj 1r - 1 (x). 

Se d(y, x) = a sabemos que Ly e S~ 0 , onde S~ 0 é o tubo com centro em 

Í:o cujos pontos estão a u1na distância a ele :Zo. A distância de pontos 

de S~ 0 até Í:o são realizadas por retas perpendiculares a :Zo, isto implica 

que d(z, x) >a, pois z fj 1r- 1 (x) . Logo, chegamos a uma contradição pois 

d(Ly, x) é constante. O 

Observação 3.4. É claro que se x E :Zo e tlim :Zo = k, então 1r-
1 (x) 

é um espaço IRn - k e e1n 1r- 1 (:.r) a única folha singular é x. Além disso, é 

fácil ver que ( 1r -
1 

( x) ,Fm) é ainda uma folheação riemanniana singular com 

a métrica canônica do IR n-k sendo a 1nétrica adaptada. 

Lema 3.5. Seja (IR.1 ,Tm) tuna folheação riemanniana singular, m < 3, 

cuja única folha sing;ular é a orige1n do IR1 e sendo a métrica canônica do 

ffi1 uma métrica adaptada a T 711
• Então, existe u1n subgTupo de Lie conexo 
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n C SO(Z) e uma ação linear .ax Ri----,RZ tal que suas órbitas são as
folha.s de 7"m

Demonstração do Lema 3.5. Caso m = Z -- 1, os tubos Si"i serão

as folhas de 7" e o resultado é imediato com .# = SO(Z).

Suponhamos que m < Z -- 1. Cada tubo centrado na origem do ]Rz

será uma esfera Si"l de raio r > 0 e '7'" em cada esfera é saturada por

folhas regulares, pois a distância de qualquer folha regular à folha singular

(origem) é constante. Não é difícil verificar que 'r'" restrita a cada esfera

é uma folheação regular e a métrica induzida, nestas esferas é uma métrica

adaptada a 7"", consequentenieute 7"": em cada esfera é uma íolheação

riemanniana regular caiu folhas regulares de dimensão m. Segue de [Grom-

Grov] que em cada esfera Si'l a follleação é dada pelas órbitas de uma ação

linear de um subgrupo .H, C SO(Z).

Fixemos um r > 0, então pelos :«aumentos acha (Si'' ,7"") é dada

pelas órbitas de uma ação linear

©, : .H, x SI.-: --.-... S{'-' , co:n .H, C SO(Z).

Vamos mostrar que as órbitas da ação linear

p : .H,xIR/ ---.IRz,

de6nida por p(0, cr, Ot, ..., Oi-l) = (a, W,.(0, r, 0i, ..., Oi-t)), são as folhas de
p7'm
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H C SO(l) e uma ação linear Hx ffi'--+IR' tal que suas 6rbitas são as 

folhas de Tm. 

Demonstração do Lema 3.5. Caso m = l - 1, os tubos si-1 serao 

as folhas de Tm e o resultado é imediato com H = SO(l ). 

Suponhamos que m < l - 1. Cada tubo centrado na origem do IR' 

será uma esfera s~-1 de raio r > O e ym em cada esfera é saturada por 

folhas regulares, pois a distância de qualquer folha regular à folha singular 

( origem) é constante. Não é difícil verificar que 7m restrita a cada esfera 

é uma folheação regular e a n1étric:a induzida nestas esferas é uma métrica 

adaptada a 7m, consequente1nente Tm em cada esfera é uma folheação 

riemanniana regular co1n folhas regulares de diinensão m. Segue de [Grom­

Grov] que em cada esfera s:.- 1 a folheação é dada pelas órbitas de uma ação 

linear de um subgrupo Hr C SO(l). 

Fixemos um r > O, então pelos argumentos acima (S~-l, Tm) é dada 

pelas órbitas de uma ação linear 

Wr : Hr X s~-1 --+ s~-1 
, co1n Hr C SO(l). 

Vamos mostrar que as órbitas ela ação linear 

definida por cp(0, a, 01, ... , 01 - 1) = (a, '11,.(0, r, 01 , ... , 01- d), são as folhas de 

rm. 
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Vejamos para as esfera.s de raio diferente de r. Pua cada edema Si-i

com /3 # r , tomamos cr tal que ar = P e deânimos & anão diferenciável

ã'. : .H, x Sâ'':

motéticas de raio cv e l/a, respectivamente. As transformações homotéticas

podem ser definidas globabnente em llZz, pois o IRz se comporta como

uma vizinhança tubular distiugluida, podemos assim usar o lema da trans-

formação b.omotética 2.7. Como a transformação homotética preserva a

folheação, as ói.pitas de @. são follim de '7"' eln SZ-t , pois as órbitas de

g. são as órbitas de @, trazidas pela transformação Itomotética. Observa-

mos que g/(.H, x Sâ'i) = 'Õa. Logo as órbita de (p são as folhas de 7"".

D

Se k = O, então o teorema segue imediatamente do leira 3.5

Se k > 0, então segue da observa.ção 3.4 que eln cada abra m'i(z),

z € :1:. , existe uma m-folheação riemauuiana singular nas condições do

lema 3.5. Logo pelo lema 3.5 para cada E C }:o , /" em m'i(z) é dada

pelas órbitas de um subgrupo de Lie conexo n, C SO(n -- k). Vamos

mostrar que podemos definir uma ação linear .H, x IR" ----» IR" tal que as

órbitas desta ação são as folhas de /'", para algum z € }1:o fixado.

Seja r'i(0) a fibra da origem {0} do IR", então pelo lema 3.5 existe

Ho C SO(n -- k) tal que as órbitas de unia ação linear

Vejamos para as esferas de raio diferente de r. Para cada esfera s~-t 

com /3 ::/: r , tomamos o tal que ar = f3 e definimos a ação diferenciável 

por W0 (8, y) = h0 o Wr(O, h1; 0 (y)) , onde h0 e h1; 0 sãotransformações-h·""o---------­

motéticas de raio a e 1/a, respectivamente. As transformações homotéticas 

podem ser definidas globahnente em ffi1, pois o m' se comporta como 

uma vizinhança tubular clisting;uicla, poclen10s assim usar o lema da trans­

formação homotética 2.7. C01no a transformação hon10tética preserva a 

folheação, as órbitas de \liª são folhas de yrn. ern s1-1 , pois as órbitas de 

'I1"' são as órbitas de W r trazidas pela transformação homotética. Observa-

mos que cp/(Hr x s~-1 ) = '11 0 • Logo as órbitas de cp são as folhas de Tm. 

o 

Se k = O, então o teorerna segue imecliatarnente do le1na 3.5. 

Se k > O, então segue da observação 3.4 que em cada fibra 1r-1(x), 

x E Í:o , existe uma m-folheação rie1nanniana singular nas condições do 

lema 3.5. Logo pelo le1na 3.5 para cada x E Í:o , ;:m em 1r-1 (x) é dada 

pelas órbitas de um subgrupo de Lie conexo Hx C SO(n - k). Vamos 

mostrar que podemos definir urna ação linear H x x Ill n ~ ffi n tal que as 

órbitas desta ação são as folhas ele ;:m, para algurn x E Í:o fixado. 

Seja 1r-
1 (O) a fibra da orige1n {O} do IRn, então pelo lema 3.5 existe 

Ho C SO(n - k) tal que as órbitas de urna ação linear 
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9 : .n: x r-'(0) ---» «': (0),

são as folhas de .F" em r-' (0). Deânimos a ação

$ : Xox (R' xR"'») ---.IR' x R"''

por 'õ(0, z, y) = (z, g(0, y)), oucle identiÊcamos E:o com IR' e (Eo)l com

]R."-k

Vamos mostrar que as órbitas de © são as folhas de .f"

Como vimos anteriormente (lualcluer folha de /'" está contida numa

fibra n'i (y), pala algum ly € 1Rh. Logo é suficiente verificar que em cada

fibra m'l (y) as órbitas de Q são as folhas /'". Sejam R C :l:o uma rega que

passa pela origem do IR" e z C R, z #: {0}. Definimos aplicações (À > 0)

U,S;l;i ---'''» UÀ,S;151

por h,,À(z) = .X(z -- z) +a , onde S;l;' denota a esfera de raio P com centro

em z. Como /t,,x é uma transformação liomotética, /},,À preserva as folhas

de.F"

Tomemos 3/ € R, y # z. Definimos a ação

@, : .Ho x «'': (y) ----, «'': (y)

37

por ©V(0, z) = h,,À, ' ©(0,/',,t/X,(; ) , onde À' = i1l:iP.

'11 : Ho x 1r-1 (O) ---+ 1r-1 (O), 

são as folhas de ;:m em 1r-1 (O). Definimos a ação 

por ~(8, x, y) = (x, '11 (8, y)), onde identificamos Eo com ffik e (I:0).l com 

m,n-k. 

Vamos mostrar que as órbitas ele <I> são as folhas de ;:m. 

Como vimos anterionnente qualquer folha de ;:m está contida numa 

fibra 1r - 1 (y), para algum y E IR,k_ Logo é suficiente verificar que em cada 

fibra 1r-1 (y) as órbitas ele <l> são as folhas ;:m. Sejam R C Eo uma reta que 

passa pela origem do mn ex E R, x # {O}. Definiinos aplicações (À > O) 

' 
U Sn-1 LJ sn-1 

1.x,.>. : r x,r ---+ >.r x,>.r 

por hx,>. ( Z) = À( Z - X)+ X , onde s;,~ l denota a esfera de raio {3 com centro 

em x. Como hx,>. é urna transformação homotética, hx,>. preserva as folhas 

de ;:m. 

Tomemos y E R, y =I= x. Definirnos a ação 

por '11y(0, z) = hx,>.' o '11(0, hx,1 />-' (z)) , onde>.'= jxl~IJ!. 
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Dono nz,ÀÍ e /&a,l/ÀÍ prwci va.ui aõ luulaa uc .' ) -o v'"'u'-' '' 'y

folhas de .r" na fib,a «''(9). É fácil ve,iâc:« que h,,X,(r':(0)) = ''''(y).

V«:os mostra que ©/(Xo x r'' (y)) = ©,

Seja , = (y,y') € R' x IR"'' td que ; C «'' (3/), 'bs"v'm" que se

z C R então z = (ã,0) C IR* x IR"''. Ag;ora

g,(0,,) = /',,À, o Q(0,/',,:/x,(z)) = /'.,À, .(0,(1/À')(' -z) +'))

= /',,À. . $(o,(l/.x')((y, y') -(ã, o)) +(ã, o))

= h,,À, o ©(0,((1/.X')(y - ã)+ ã, y'/.X'))

= /.,,À,(((l/.x')(y - ã) + ã, ©(o, z/'/.x'))

= h,,À,((l/.x')(y - ã) + ã, l/.x'®(o, y'))

x'l((t/.x')(z/ - ã) + ã,((i/.x')©(o, v')) -(ã, o)l+(ã, o)

= .X'((l/.X')(3/ - ã),(l/À')q(0, 3/')) +(ã, 0)

(y - ã,g(0,3/'))+(ã,0) =(y, g(0,Z/'))(0,y,3/') = ©(0,').

Observação. Ainda do trabalho de IGroln

dím .H = m, exceto o caso m = n -- A -- l
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D

Grovl segue que no teorema

3.1

Como h:i:,>..' e h:i:,l/Ã' preservam as fol~as de Fm, as órbitas de '11 11 são as 

folhas de F" na fibra 1r-1(y). É fácil verificar que h:i:,.v(1r-1 (0)) = 1r-1(y). 

Vamos mostrar que ~/(Ho x 1r-1 (y)) = '11 11 • 

Seja z = (y, y') E m,k x m,n-k tal que z E 1r-1 (y), observamos que se 

X E R então X= (x, O) E m,k X m,n-k. Agora 

= hx,>.' 0'11(0,(1/,\')((y,y')-(x,O)) +(x,O)) 

= hx,>.,(((1/,\')(v - x) + x, \J/(0,y'/,\')) 

= hx,>.,((1/N)(y - x) + x, l/.\''11(0, y')) 

= ,\' [ ( ( 1 / .\') ( y - x) + x, ( ( 1 / .\') w ( 0, v')) - ( x, o)] + ( x, o) 

= .\'((1/N)(y - x), (1/>/)w(B,y')) + (x,o) 

= (y - x, '11(0, y')) + (x, O) = (y, w(B, v')) = <!?(0, y, y') = <P(0, z). 

D 

Observação. Ainda do trabalho ele [Gro1n-Grov] segue que no teorema 

3.1 dim H = m, exceto o caso m = n - k - 1. 

38 



Corolário 3.6. Seja (À/",/'") uma m-folheação riemanniana singulu,

m g3, sobre a n-variedade ]W compacta e conexo. Então pala cada a € :1:o

existe uma vizilüança ü de z tal que (U,/'') é conjugada a fo]heação (]lt",

J$") descrita no teorema 3.1.

Proposição 3.7. Seja (IR",F") como no teorema 3.1, então (IR",7=)
é dada pelas órbitas da ação linear 9 : ãx IR" ----' IR" , onde as órbitas

da anão p : .Hx IR" ---. IR" (obtida pelo teorema 3.1) são as folhas de /'"
e.H C SO(n).

Demonstração. Pelo teorema 3.1 as folhas de /" são as órbitas de

uma ação linear

p : .Hx IR" -----, IR
?1.

)

onde .H C SO(n). Como vimos anteriormente as folhas 'le f" estão con-

tidas nas esferas S:-i , logo basta mostrarmos que o fecho das órbitas de

P, : .H X S.n-l ---+ S.n-l, definida pela restrição de g a ST't, é igual as

or' pitas de 'ür : .H X Srn-l ---+ Sn-l , definida pela restrição de © a Srn-l

Mas, isto segue do fato bem conhecido (lue se .# C .rsom(N) é um subgrupo

de Lie conexo e .N é uma variedade compacta e conexo então o fecho das

or' bitas da ação diferenciável 77 : .H x N ----, .M, é o conjunto das órbitas da

ação q : R x .N --.--, .M, com q/(.H x .M) = ,7. D

Vejamos um teorema análogo a um resultado obtido por Gromoll-Grove

([Grom- Grov]) sobre in-folheaçõês rielnanuimas (regulares), m $ 3, sobre
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Corolário 3.6. Seja (Mn ,.rm) mna m-folheação riemannia.na singular, 

m S3, sobre a n-variedade M compacta e conexa. Então para cada x E Eo 

existe uma vizinhança U de x tal que (U,Fm) é conjugada a folheação (mn, 

fm) descrita no teorema 3.1. 

Proposição 3.7. Seja (IRn,.rm) como 110 teorema3.1, então (mn,.rm) 

é dada pelas órbitas da ação linear '11 : Hx m.n --+ mn , onde as órbitas 

da ação cp: Hx mn --+ mn (obtida pelo teore1na 3.1) são as folhas de .rm 

e H e SO(n). 

Demonstração. Pelo teore1na 3.1 as folhas de ;:m são as órbitas de 

uma ação linear 

cp: Hx mn ---+ m.n, 

onde H C SO(n). Como vhnos anteriorniente as folhas de ;:m estão con­

tidas nas esferas s~-1 , logo basta 1nostrarmos que o fecho das órbitas de 

'Pr : H x s~-1 --+ s~-1 , definida pela restrição de cp a s~-1 , é igual as 

órbitas de '1tr : H x s~-1 -+ s~-1 , definida pela restrição de \J1 a s~-1• 

Mas, isto segue do fato bem conhecido que se H C I som( N) é um subgrupo 

de Lie conexo e N é uma variedade cmnpacta e conexa então o fecho das 

órbitas da ação diferenciável T/ : H x N ---+ N, é o conjunto das órbitas da 

ação 'f/: H x N-+ N, com rj/(H x N) = ry. □ 

Vejamos um teore1na análogo a u1n resultado obtido por Gromoll-Grove 

([Grom- Grov]) sobre 1n-folheações rie1nannianas (regulares), m < 3, sobre 
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edemas euclidianas S". Diremos que (S" ,/'") é uma m-folheação rieman-

niana singular sobre a esfera euclidiana S" se a métrica adaptada a .F"

é a métrica induzida ein S" pela métrica rieinanuiana canónica do IR"+i

S" = {(zl,...,z«+i) € R"+'/ z? + ... + zl+: = 1}

Teorema 3.8. Seja (S" ,/''") uma m-folheação riemanniana singular

sobre a esfera euclidiana S", m $ 3. Então existe um subgrupo de Lie

conexo .H C SO(n + 1) e uma ação linear g : n x S" --......, S" tal que

as órbitas de p são as folhas de /'":. Em outras palavras, (S",.Fm) nas

condições acima é uma follieação riemanniana singular modelo.

Demonstração. A follieação /'" ein S" induz de maneira natural

uma folheação singular 'r em IR"+i com folhas regulares de dimensão m e

folhas singulares de dimensão zero, sendo a origem do IRn+l uma folha

singular. Esta folheação singular é obtidzl usando a transformação ho-
motética /}. :IR"+l ----, IR"+i dada por /}..(z) = aa, em cada esfera

S: = {(zl,..., z.+i) C IR"+:/ z?+...+:t;l+: = a:}, a > 0. Além disso, ha

define em cada esfera San uma v7}.-follieação riemanniana singular conjugada

a /" que denotaremos por /X:

Lema 3.9. A métrica canónica do IR"+l é uma métrica adaptada a

7", isto é, (IR"+i, 7") é uma m-follieação rielnanniana sil:tgular.

Demonstração. Tonielnos uma reta R e uma folha .L, de 'r, supo-

nhamos que R intercepta Z= em z perpendicularmente. Verifiquemos pri-

meiramente que se a neta R intercepta uma folha .L, eln ly, com z e Z/ C San,

40

esferas euclidianas S". Dire1nos que ( sn ,;:m) é u1na m-folheação rieman­

niana singular sobre a esfera euclidiana sn se a 1nétrica adaptada a :,.-m 

é a métrica induzida e1n S" pela métrica rie1nanniana canônica do m,n+l. 

Teorema 3.8. Seja (Sn ,Fm) u1na 111-folheação riemanniana singular 

sobre a esfera euclidiana sn, m < 3. Então existe um subgrupo de Lie 

conexo H e so ( n + 1) e unia ação linear <.p : H x sn --+ sn tal que 

as órbitas de <.p são as folhas de ;:m. E1n outras palavras, (Sn ,;:m ) nas 

condições acima é uma folheação rie1nanniana singular 1nodelo. 

Demonstração. A folheação ;:m en1 sn induz de 1naneira natural 

uma folheação singular T e1n ffi n+ 1 con1 folhas regulares de dimensão m e 

folhas singulares ele di1nensão zero, sendo a orige1n elo rn,n+l uma folha 

singular. Esta folheação singular é o bticla. usando a transfonnação ho­

motética h0 :ffin+l --+ rn,n+I dada por h0 (x) = ax, em cada esfera 

Sn {( ) ffin+ 1 / 2 •) 2} Q Al' d' h 
a: = X1, ... , Xn+l E X1 + ... + :c;i+l = Q' , Q' > . em ISSO, a 

define em cada esfera S~ u1na 1n-folheação riemanniana singular conjugada 

Lema 3.9. A métrica canônica elo mn+I é unia métrica adaptada a 

T, isto é, (ffin+I, T) é uma m-folheação rie1nanniana singular. 

Demonstração. T01ne1nos lnna reta R e urna folha Lx de T, supo­

nhamos que R intercepta Lx en1 x perpenclic:ulannente. Verifiquemos pri­

meiramente que se a reta R intercepta unrn, folha Ly e1n y, co1n x e y E S~, 
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a 6xado, então R interceptara Zi/ perpendicularmente em y. Suponhaxnos

que R intercepta .Lv em y, com y C S". Observamos que a curva dada

pela interseção IRO,/Z nS: é uma geodésica em San com respeito a métrica

riemanniana induzida pela métrica riemannia.na canónica do IR"+l, onde

m2.R é o p]a o em !Rn+l determinado pela. origem e pela; teta-.R (veL]

exemplo ISpivl, vol 1). Podemos supor que R não passa pela origem, pois

se passar é claro que R interceptara Zv eln y perpendicularmente.

LaF é perpendicular a IRg,a eln z, pois dado 1; € 7=R não nulo e u um

vetor radial não nulo en[ a, então eles são pera)eudiculares a .Lr e geram

IRê,a' Segue que IR2,X QSn é perpendicular a .[= eln z. Observam.os que Zar

é «ma folia de ram, como (S:,Jr=n) é u:na follie*ção ri'ln'n-i,na shgul'r,

segue (lue IRg,a nS: é perpendicular a .[v em ly, ]ogo .LV é perpendicular

também a IRã,a, portanto R é perpendicular a .LV em y.

Agora sejam 3 € San, y € S;, a # P, e .R interceptando ZV em

y. Vamos mostrar que R intercepta .LV em Z/ perpendicularmente. A trans-

formação homotética h./P leva a folha ZV na folha Zh./,(V) contida na esfera

S:. Pelos argumentos anteriores IRg,a nS= é uma geodésica perpendicular

a Z, e a .Lh./P(v) o que implica IRg,a ÍISpn intercepta ZV perpendicular-

mente em 3/, logo IRg,a intercepta .Lac e .LV perpendicularmente, portanto

R intercepta ZV em y perpendicu]arnlente. Segue o gema. []

Assim, conseguimos uma ln-folheação rieinanniana singular (IR"+:,7")

nas condições do teorema 3.1, tal (lue (quando restrita a S" é a m-folheação
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cr fixado, então R interceptará L11 perpendicularmente em y. Suponhamos 

que R intercepta L'SI em y, com y E S~. Observamos que a curva dada 

pela interseção ~,R nS~ é uma geodésica em S~ com respeito a métrica 

riemanniana induzida pela métrica riemanniana canônica do mn+t, onde 

~,R é o plano em-IWLtLà-etermHl-ade---pe-la.-Or-ige-m-e-pela----reta R (ver_ p~o_r __ _ 

exemplo [Spiv], vol I). Podemos supor que R não passa pela origem, pois 

se passar é claro que R interceptará Ly e1n y perpendicularmente. 

L:i: é perpendicular a ffiõ R e1n x, pois dado v E T:r:R não nulo e u um 
' 

vetor radial não nulo e1n x, então eles são perpendiculares a Lx e geram 

Illõ,R· Segue que ffiõ,R nS~ é perpendicular a Lx e1n x. Observamos que Lx 

é uma folha de :F;:, como ( S~ ,F~n ) é u1na folheação riemanniana singular, 

segue que ffiõ,R nS~ é perpendicular a Ly e1n y, logo Ly é perpendicular 

também a ffi,õ,n , portanto R é perpendicular a Ly en1 y. 

Agora sejam x E S~, y E s3, a # /3, e R interceptando L 11 em 

y. Vamos mostrar que R intercepta Ly e1n y perpendicularmente. A trans­

formação homotética h0 ; 13 leva a folha Ly na folha Lha; p(v ) contida na esfera 

S~. Pelos argumentos anteriores ffi5 R nS~ é u1na geodésica perpendicular 
' 

a Lx e a Lha;p(Y) o que hnplica ffiõ,n nSJ intercepta Ly perpendicular-

mente em y, logo ffiõ ,R intercepta Lx e Ly perpendicularmente, portanto 

R intercepta Ly em y perpendicularn1ente. Segue o lema. D 

Assim, conseguimos u1na 1n-folheação rie1nanniana singular (mn+t ,T) 

nas condições do teorema 3.1, tal que quando restrita a sn é a m-folheação 

riemanniana singular ( sn, ;:m) sobre a esfera euclidiana sn. Pelo teorema 
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3.1 existe um subgrupo de Lie conexo .H C SO(n + 1) e uma ação linear

é : .Hx B,"+l -.-.. IR"+l cujas órbitas são as folhas de 7". Definimos a

aplicação

tp \ H x S" ----, S"

por p(0,z) = é(0,z). É cla,o que g é

órbitas de p são as fo]has de /'". []

uma açao11]

Veremos a seguir que o fato de 17z > 1, nos dá mais informações sobre

(M" , .F") .

Proposição 3.10. Sejam (A4",/'") \una follieação riemanniana sin

guiar, n7} > 1 e .A4n variedade compacta e conexo. Seja zO C :.JO e

s = dzm (no,aco) onde (;'O,ao e a componente conexo de E.,o que contém.

ao. Nestas condições temos as seguintes alternativas:

a) se n -- s -- 1 = m, então existe unia vizinhança de zo onde cada folha

guiar é difeomorfa a esfera S'"

b) se n--s-- 1 > m, então in é lun número ímpar e existe uma vizinhança

de zo onde cada folha regular é uma esfera liomológica racional de dimensão

re

Em ambos os casos todas as folhas de (.A4",.F'n) serão compactas.

Demonstração. Seja co C :l:0, e ya=' uma vizinhança tubular dis-

tinguida de zO. Assim Va=' é difeoinorfa (via aplicação exponencial) a IR"

com a origem do IR" sendo uma folha singular da folheação .F* (=e3p-l
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3.1 existe um subgrupo de Lie conexo H C SO(n + 1) e uma ação linear 

</> : Hx mn+I --+ m,n+I cujas órbitas são as folhas de T . Definimos a 

aplicação 

<p : H X sn ---+ sn 
I 

por c.p(0, x) = </>(0, x ). E claro que <p é urna ação linear. Desta forma as 

órbitas de <p são as folhas de ;:m. D 

Veremos a seguir que o fato ele ni > l, nos dá 1nais informações sobre 

Proposição 3.10. Sejan1 (l\1n,:Fm) unia folheação riemanniana sin­

gular, m > 1 e Mn variedade c:01npac:ta e conexa. Seja xo E I:o e 

s = dim Co,xo, onde Co,xo é a c:01nponente conexa ele I:o que contém 

x 0 • Nestas condições ternos as seguintes alternativas: 

a) se n - s - l = m, então existe unia vizinhança de x 0 onde cada folha 

regular é difeomorfa a esfera sm . 

b) se n - s - 1 > m, então rn é uni núrnero írnpar e existe uma vizinhança 

de x 0 onde cada folha reg1.1lar é tuna esfera honiológica racional de dimensão 

m. 

Em ambos os casos todas as folhas ele (111n ,:Fm ) serão compactas. 

Demonstração. Seja x0 E Lo, e v;- 0 unia vizinhança tubular dis­

tinguida de x 0 • Assim v: 0 é difeornorfa (via aplicação exponencial) a rn.n 

com a origem do IR n sendo urna folha singular ela folheação :F* ( =exp;
0

1 
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(/'")). Por Moliço a métrica riemanniana canónica do IR" é adaptada a
.f' . Assim temos a folheação riemmniana singular (IR",.F') cujas folias

singulares são de dimensão zero e as follim regulares de dimensão m, com

a origem sendo uma folha singular. Pelo teorema 3.1, IR" se decompõem

Í
+

disso .F* é saturada em {ylxIR"'' , ly cIR', tendo {lylxl0} como única

folha singular (em {ly} xIR"''), além disto segue também que ({y} xIR"'',
.F') é uma folheação riemanniana sina\alar, onde a métrica canónica de

{ylxIRn's é uma métrica adaptada a .7:'*:. Eni {lylxlIRn's os tubos serão

as esferas S=-'-' de raio a com centro ein {y} x {0}. Temos então os

seguintes possíveis casos:

a) se n -- ; -- :l = '", «"te .-«. 1» t«b' 'l' ({ylxIR"'', /'*) já

é a própria folha regular. Portanto, conto isto ocorrerá para cada fibra

{3/} xIR"'', teremos que cada folha regular nesta vizinhança Vazo será difeo-

morfa a esfera S"

b) se n -- s -- 1 > m, teremos couto ol)servanios na demonstração do

teorema 3.1, em cada tubo S=':-i unia, follieação riemanniana regular de

dimensão m induzida por /'* . Como 17z > 1, temos por IGhysl (teorema 5.3 e

pare da demonstração do corolário 5.2) (lue esta follieação é uma "vibração

de Seifert generalizada" com folha tipo sendo uma esfera de homologia

racional de dimensão ítnpar. Cloro isto ocorrerá eln cada fibra (y} xIR"'',
segue o resultado.

d:{

( ;:m)). Por Molino a métrica riemanniana canônica do ffi n é adaptada a 

;:•. Assim temos a folheação rie1nanniana singular (ffi n ,:F•) cujas folhas 

singulares são de diinensão zero e as folhas regulares de dimensão m, com 

a origem sendo uma folha singular. Pelo teorema 3.1, IRn se decompõem 

em ~~e-cad-a- p-6fl-t-e--à~m.-a--íel-h-a--sin-gu-lat-de .7:• e além 

disso :F* é saturada em {y}xIRn-s, y Effi:\ tendo {y}x{O} como única 

folha singular ( em {y} xmn-s), alé1n disto segue tainbém que ( {y} xIRn-s, 

:F*) é uma folheação riemanniana singular 1 onde a métrica canônica de 

{y}xIRn-s é uma 1nétrica adaptada a F*. E1n {y}xrn,n-s os tubos serão 

as esferas s~-s-I ele raio a c:mn centro en1 {y} x {O}. Temos então os 

seguintes possíveis casos: 

a) se n - s - l = 111, neste caso cacla tubo ele ({y}xffin-s, F*) já 

é a própria folha regular. Portanto, c:01110 isto ocorrerá para cada fibra 

{y }xrn,n-s, teremos que cada folha regular nesta vizinhança v;0 será difeo­

morfa a esfera sm. 

b) se n - s - l > m, tere1nos c:on10 observan1os na de1nonstração do 

teorema 3.1, em cada tubo s~-.s-I u1na folheação riemanniana regular de 

dimensão m induzida por F*. Cmno rn > 1, ten1os por [Ghys] (teorema 5.3 e 

parte da demonstração elo corolário 5.2) que esta folheação é uma "fibração 

de Seifert generalizada" con1 folha tipo sendo u1na esfera de homologia 

racional de diinensão í1npar. Cmno isto ocorrerá en1 cada fibra {y}xIRn-s, 

segue o resultado. 
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Observamos que em ambos os casos acima todas as folhas de .F" em

ya'' são compactas. Vamos mostrar que todas as folhas de (]U'",f") são

compactas.

Observação 3.11. Seja (JW",F=) o fecho dus folhas de (]U",/'"), m

qualquer. Então (.A4" ,.F'm) é ainda uma folheação riemanniana singular. De

fato, observamos no capítulo ll que para (.A4",F=) ser ainda uma folheação

singulares de .F'". Mas isto é imediato, pois as folhas singulares são de

dimensão zero.

Lema 3.12. Todas as folhas de (.Â4",.F":) são compactas

Demonstração. Suponha,mos por absurdo que exista alguma folha

de dimensão m de .F''' não conipt\cta. Então a, dimensão das folhas do

estrato regular :l,lç de /'" é maior do (lue lrl. Agora o estrato regular de

(M",7=) é denso 'm ]W" (pela 'l"erv-ção 3.11 (À4", 7m) é 'i-d- uma

folheação riemauniana singular). Cliegalnos assim a uma contradição, pois

existe uma vizinhança I'jfo de :z;o, zo c :l,o, tal que todas as folhas são

compactas o que ilnp]ica Vazo n :l,T;r :: ç]. []

Corolário 3.13. Não existe (M" , /":) follieação rielnanniana singular

nas condições da proposição anterior tal que ditn )l:o < n - m -- l e m par

O teorema al)eixo responde a seguinte questão: qual a relação entre as

dimensões de :l,o e as dimensões de .F"' e ]A/': ?
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Observamos que em ambos os casos acima todas as folhas de ;:m em 

v:0 são compactas. Vamos 1nostrar que todas as folhas de (Mn ,Fm) são 

compactas. 

Observação 3.11. Seja (Mn,:Fm) o fecho das folhas de (Mn,Fm), m 

qualquer. Então ( Mn ,:Fm) é ainda uma folheação riemanniana singular. De 

fato, observamos no capítulo II que para (!11n ,:Fm) ser ainda uma folheação 

riemanniana singular é suficiente n10strar que ,1' ( :F111
) é transitivo nas folhas 

singulares de :;:m . Mas isto é in1ecliato, pois as folhas singulares são de 

dimensão zero. 

Lema 3.12. Todas as folhas ele (!11n ::F111
) são compactas. 

Demonstração. Suponhan1os por ahsnrclo que exista alguma folha 

de dimensão m ele :;:m não cmnpac:ta. Então a clünensão elas folhas do 

estrato regular I::rj'" ele :Fm é rnaior elo que m.. Agora o estrato regular de 

(Mn,:Fm) é denso em Mn (pela observação 3.11 (Mn, :Fm) é ainda uma 

folheação riemanniana singular). Chegarnos assirn a urna contradição, pois 

existe uma vizinhança V0
x 0 ele :r0 , :i.; 0 E Lo 1 tal que todas as folhas são 

compactas o que irnplica v; 0 n I::ri" = 0. D 

Corolário 3.13. Não existe (Nfn, :;:m) folheação riernanniana singular 

nas condições da proposição anterior tal que dirn ~o < n - m - l em par. 

O teorema abaixo responde a seguinte questão: qual a relação entre as 

dimensões de I::o e as elirnensões de :;:m e 111n ? 
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Sejam Ce uma componente conexo de :l:o que contém z € :1:o e
s=dim C,. No caso de /' ser um buxo riemanniano singular de6nimos

m'=dim.F

Teorema 3.14. Sejmn (.IU',/'") unia folheação riemanniana singu-

lar e .À/" uma variedade compacta e conexo. Então temos as seguintes

possibilidades para s:

a) se m é par, então s lz -- nl -- l

b) se m é ímpar, então temos duas alternativas

i) se n é par, então s = 2.j, para algum .j = 0, 1, ...,f, onde f é o

maior inteho tal que t $ (n -- m)/2.

ii) se n é ímpar, então s = 2.j + 1, parei algum .j = 0, 1, ..., t, onde t

é o maior inteiro tal que t $ (n -- ?7} -- 1)/2.

Além disso, se m = 1 e m' > 1, então s < n m'--l

Lema 3.15. Nas condições do teorema temos que m $ n -- s -- 1. Se

m < n -- s -- l então it -- s -- l é uln nún:lera ítnpar. Além disso, se m = 1 e

m' > 1 então s < n -- m' -- l.

Demonstração. Sejam zo C C,o C :l:o, l/a=' uma vizinhança tubular

distinguida de zO. Colho na proposição 3.10, 1(Ío é difeomoría a IR' x

IR"'', onde em {3/}xIR"'', y CIR', a única folha singulm é a origem e /'*

é saturada em {ylxIR"'', onde .F* = ezp;J (/'"). Além disso /* induz
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Sejam Cz uma componente conexa de Lo que contém x E Eo e 

s=dim Cz. No caso de F ser un1 fluxo riernanniano singular dp.finimos 

m'=dim F. 

Teorema 3.14. Sejrun (Mn ,Fm) unia folheação riemanniana singu-

lar e Mn uma variedade compacta e conexa. Então temos as seguintes 

possibilidades para s: 

a) se m é par, então s = n - m - 1. 

b) se m é í1npar, então te1nos duas alternativas: 

i) se n é par, então s = 2j, para algu1n j = O, 1, ... , t, onde t é o 

maior inteiro tal que t < (n - m)/2. 

ii) se n é í1npar, então s = 2j + 1, para alg,1.11n j = O, 1, ... , t, onde t 

é o maior inteiro tal que t < (n - m, - 1)/2. 

Além disso, se m = 1 e m' > 1, então s < n - m' - 1. 

Lema 3.15. Nas condições elo teore1na ten10s quem < n - s - 1. Se 

m < n - s - 1 então n - s - l é u1n nún1ero í1npar. Alé1n disso, se m = 1 e 

m' > 1 então s < n - m' - 1. 

Demonstração. Sejain xo E Cx 0 C Lo, vi0 uma vizinhança tubular 

distinguida de Xo. Cmno na proposição 3.10, vi 0 é difeomorfa a ms x 

mn-s, onde em {y}xIRn-s , y EIRS, a única folha singular é a origem e F* 

é saturada em {y}xIRn-5, onde F* = exp;
0

1 (Fm). Alé1n disso F* induz 
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em cada edema S.-'-i com centro na origem de {3/} xIR"'' , uma folheação

riemanniana, regula de dimensão m. Claramente, temos m $ n -- 8 -- l,

pois /'' é saturada nas esferas S:-'-i . Se m = n -- s -- 1, uma folha regular

de /'' em S't-'-l é a própria esfera S:''-i. Se m < n -- s -- 1, teremos
n--s-l . o aue nnDliCa que n -- s -l

deve ser um número ímpm, já que não existem folheações regulares sobre

esferas de dimensão par.

Para m = 1 e m' > 1, temos que nl' < n -- s -- 1, pois segue de Carriere-

Carron (ver ICarl) que nenhum fluxo rienlanniano regular é denso sobre as

esferas, logo s < n -- m' -- 1. n

Demonstração do Teorema 3.14

a) se m é par, segue (lue não existem follieações rieniannianas regulares

sobre as esferas, portanto pelo lema 3.15 este caso só é possível se m =

n - s - 1, isto é s = n -m-l

b) se m é ímpar e n par, neste caso temos duas alternativas:

1) se m = n -- s -- 1, neste caso s = n - m -- 1, em particular s é um

número par;

2) se m < n -- s -- 1, pelo lema 3.15 temos que n -- s -- l é um número

ímpar e como n é um número par, segue que s é um número par. Logo

podemos escrever s = 2.j, para algum .j = 0, 1, ..., t, onde t é o maior inteiro

tal que t $ (n - m)/2.

em cada esfera s:-•-1 com centro na origem de {y}xm.n-,, uma folheação 

riemannia.na regular de dimensão m. Clarainente, temos m < n - s - 1, 

pois F• é saturada nas esferas s~-s-1. Sem = n - s -1, uma folha regular 

de F• em s:-a-t é a própria esfera s~-s-1 • Se- m < n - s - 1, teremos 

------11J.uIDu-a-folheação riemanniana regular em s~-s-I , o que implica que n-s-1 

deve ser um número ímpar, já que não existe1n folheações regulares sobre 

esferas de dimensão par. 

Para m = 1 e m' > 1, te1nos que rn' < n - s - l, pois segue de Carriere­

Carron (ver [Car]) que uenhu1n fluxo rie1nanniano regular é denso sobre as 

esferas, logos< n - m' - 1. D 

Demonstração do Teorema 3.14. 

a) se m é par, segue que não existe111 folheações rie1nannianas regulares 

sobre as esferas, portanto pelo len1a 3.15 este caso só é possível se m = 

n - s - 1, isto é s = n - m - 1. 

b) se m é ímpar e n par, neste caso te1nos duas alternativas: 

1) se m = n - s - 1, neste caso s = n - m - 1, em particular s é um 

, 
numero par; 

2) sem< n- s- l, pelo len1a 3.15 ten1os que n - s -1 é um número 

ímpar e como n é um nún1ero par, segue que s é um nú1nero par. Logo 

podemos escrever s = 2j, para algum j = O, 1, ... , t, onde t é o maior inteiro 

tal que t < (n - m)/2. 
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Agora, se m é ímpar e n ímpar, temos duas alternativas: i) m = n-õ-l,

logo 8 é um número ímpar; ii) m < n -- s -- 1, pelo lona 3.15 n -- 8 -- l é

um número ímpar e como n é ímpar segue que s é ímpar. Logo podemos

escrever s = 2.j + 1, para allguln .j = O, 1, ..., t, onde t é o maior inteiro tal

A pude ând do teorema 3.14 relativa a m = 1 e m' > 1, segue do lema

3.15. 0

Corolário 3.16. Sejam (.A4Uh+i ,.F":) como no teorema 3.14. Então

.fm possui folhas singulatres isoladas se e somente se m = 2k.

Demonstração. Suponhamos que s = 0. Pelo teorema 3.14 m é

necessariamente par e s = 2X; -- m, o que implica rn = 2Ê.

Se codim .F" é l então segue do capítulo ll que s = 0. D

Tabela 3.17. Mostramos abaixo os únicos valores possíveis para

n, m,m' e s, com m # n -- 1, para 7} = 3, 4, 5.

Observações:

a) esta tabela é consequência imediata do teorema 3.14
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5 5 5n 3 4 4 4 4

  l l l l 2 l l l 2 3

=í   l     2 l       3

S     l 3 l 2  

Agora, sem é ímpar e n ímpar, temos duas alternativas: i) m = n-s-1, 

logos é um número ímpar; ii) m < n - s - 1, pelo lema 3.15 n - s - 1 é 

um número ímpar e como n é ímpar segue que s é ímpar. Logo podemos 

escrever s = 2j + 1, para algu1n j = O, 1, ... , t, onde t é o maior inteiro tal 

-----#'lq-u,e-~m~-~1~)~/----------------------

A parte final do teorema 3.14 relativa a m = 1 em'> 1, segue do lema 

3.15. D 

Corolário 3.16. Seja1n (111 2 k+I ,:Fm) c01no no teorema 3.14. Então 

;:m possui folhas singulares isoladas se e smnen te se m = 2k. 

Demonstração. Suponha1nos que s = O. Pelo teorema 3.14 m é 

necessariamente par e s = 2k - m, o que ünplica rn = 2k. 

Se codim ;:m é 1 então segue do capítulo II que s = O. □ 

Tabela 3.17. Mostramos abaixo os únicos valores possíveis para 

n,m,m' e s, com m =f. n -1, para n = 3,4,5. 

n 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 

m 1 1 1 1 2 1 1 1 2 3 

m' 1 1 1 2 2 1 1 2 2 3 

s 1 o 2 o 1 1 3 1 2 1 

Observações: 

a) esta tabela é consequência ünediata do teorema 3.14. 
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h\ nade,.se construir. sem dificuldades, uma tabela semelhante pua

c) serão dados exemplos nos capítulos seguintes para cada caso acima

quando n = 3 e 4.

d) pelo corolário 3.16, se m = lz --
T-

\ .. .. Á nnT. t.nana as coxnnonentes conexas de ) in terão a inesm.aPI

dimensão.

f) no capítulo IV exibiremos uln luxo riemannia.no singular em uma

4-variedade que admite componentes conextLS de }l,o de dimensões distintas.

)

Proposição 3.19. Sejam (]W", /) um fluxo rieinanúano singular,

com :l:o :# 0 e zo C }l:o Então temos as seguintes propriedades:

a) se existir uma vizinhança U de :ro tal (lue todas as folha em U são

fechadas, então todas as folhas em (.À4", /) são fechada.

b) seja )l:i o estrato de folhas de dimensão l de (À/", 7) (isto é, o

conjunto de todas as folhas fechadas de .F), então :l,Í :# 0 e o fecho :ll:Í

contém todas as folhas siugulmes de F (isto é, }:. C }l:í).

c) seja .L uma folha regular de .F, então lt é difeomorfo a um toro T'

e (lt, .F) é conjugada a uln fluxo linear regular sobre T', l$ r < lz -- s -- l.

Demonstração

a) é anallogo ao lema 3.12
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b) pode-se construir, se1n dificuldades, uma tabela semelhante para 

n > 5. 

e) serão dados exemplos nos capítulos seguintes para cada caso acima 

quando n = 3 e 4. 

d) pelo corolário 3.16, se m - n - 1 entao s - O. 

e) sem é par, todas as co1npouentes conexas de Í:o terão a mesma 

dimensão. 

f) no capítulo IV exibire1nos un1 fluxo rie1nanniano singular em uma 

4-variedade que achnite cmnponentes conexas ele Lo ele diinensões distintas. 

Proposição 3.19. Sejam (l\1n, :F) mn fluxo rie1nanniano singular, 

com Í:o =/= 0 e xo E Í:o· Então te1nos as seguintes propriedades: 

a) se existir uma vizinhança U ele :i:0 tal que todas as folhas em U são 

fechadas, então todas as folhas e1n ( Mn, :F) são fechadas. 

b) seja Í:I o estrato de folhas de diinensão 1 de (Mn, F) (isto é, o 

conjunto de todas as folhas fechadas de :F), então Í:I =f 0 e o fecho Í:I 

contém todas as folhas singulares ele :F (isto é, Lo C í:1). 

c) seja L uma folha reg,ular de :F, então L é clifeomorfo a um toro Tr 

e (L, :F) é conjugada a u1n fluxo linear regular sobre Tr, 1 < r < n - s - 1. 

Demonstração. 

a) é analogo ao lema 3.12. 
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b) pelo corolário 3.6, dado zo € :1:. existe uma vizilihmça de zo, U, hall

que (U', /') é conjugada a um buxo (IR' xIR"'', f' ), onde 8=dimCo,.o

Em cada abra {y} xIR"'', y €1R', .F* é saturada tendo por folha singular

somente {y} x {0} e .F' induz nas esferas S.-'-l , com centro em {y} x {0},

sl existe pelo menos uma loba

fechada em (S:'''t , /'), para cada a > 0. Segue o resultado.

c) seja .L uma folha regular de /' , lt é uma subvariedade fechada

e conexo, logo compacta e conexo eln .A4, seja U uma vizinhança de ao,

como a dada pelo corolário 3.7. Se .L n u # 0 então segue da descrição

de U' que L está contida uunla, esfera Sl:-s-l , a > 0, (lue não contem

nenhuma folha singular, logo .[ ainda estará contida eln S:-s-l . Portanto,

(lt, /') é um fluxo rielnauuiano regular denso eln Z compacta e conexo, por

um resultado de Carriere-Carros (ver ICarl) lt é (tifeoniorfa a uln toro T',

l É r < n -- s -- l, .F eni lt é conjugada a uln fluxo linear regular sobre T'

D
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b) pelo corolário 3.6, dado x 0 E Lo existe uma vizinhança de xo, U, tal 

que (U, F) é conjugada a um fluxo (ffi8 xrn.n-a, F• ), onde s=climCo,zo• 

Em cada fibra {y} xmn-a, y em.s, :F* é saturada tendo por folha singular 

somente {y} x {O} e;:• induz nas esferas s~-s-1 , com centro em {y} x {O}, 

----'11M1ro~.u.fl1.u.1-A'xo_riemanniano regular. Por [_Ghys] existe pelo menos uma folha 

fechada em (S~-s-l, F* ), para cada a > O. Segue o resultado. 

c) seja L uma folha reg11lar de F , L é uma subvariedade fechada 

e conexa, logo compacta e conexa e1n l\1, seja U uma vizinhança de x0 , 

como a dada pelo corolário 3.7. Se Ln U # 0 então segue da descrição 

de U que L está contida muna esfera s~-$- 1 , a > O, que não contem 

nenhuma folha singular, logo L ainda estará contida e1n s~-s-1 • Portanto, 

(L, F) é um fluxo rie1nanniano regular denso e1n L compacta e conexa, por 

um resultado de Carriere-Carron ( ver [ Car]) L é clifeo1norfa a u1n toro Tr, 

1 < r < n - s - 1, F e1n L é conjugada a lun fluxo linear regular sobre Tr. 

o 
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CAPITULOIV

FLUXOS RIEMANNIANOS SINGULARES
SOBRE AS 3 E 4-VARIEDADES

Chamamos de buxos riemaunianos singulares M folheações rieman

manas singulares cujas folhas regulares são de dimensão l.

O objetivo deste capítulo é classificar os fluxos riemannianos singulares

sobre as 3-variedades a exemp]o do traba]]io de Carriere (]Car]) sobre buxos

riemannianos em 3-variedades e descrever os fluxos riemannianos singulares

sobre as 4-variedades de maneira análoga ao trabalho de Almeida-Molho

([Alm-Mola) sobre fluxos riemannianos sobre 4-variedades.

Obtemos allguns resultados sobre fluxos riemannianos singulares, com

todas folhas fechadas, tais resultados nos auxiliarão no estudo dos fluxos

riemannianos singulares sobre variedades de dimensões pequenas.
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CAPITULO IV 

FLUXOS RIEMANNIAN OS SIN GULARES 

SOBRE AS 3 E 4-VARIEDADES 

Chamamos de fluxos rien1annianos singulares as folheações rieman­

nianas singulares cujas folhas regulares são de dimensão 1. 

O objetivo deste capítulo é classificar os fluxos riemannianos singulares 

sobre as 3-variedades a exemplo elo trabalho ele Carriere ([Carl) sobre fluxos 

riP-mannianos em 3-variedades e descrever os fluxos riemannianos singulares 

sobre as 4-variedades ele 1naneira análoga ao trabalho de Almeida-Molino 

([Alm-Mol]) sobre fluxos rie1nannianos sobre 4-variedades. 

Obtemos alguns resultados sobre fluxos rie1nannianos singulares, com 

todas folhas fechadas, tais resultados nos auxiliarão no estudo dos fluxos 

riemannianos singulares sobre variedades ele diinensões pequenas. 
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Fluxos riemanníanos singulares com todas as folhas fechada

Vejamos o que acontece se (À/,r) é um buxo riemanniano regular (isto

é }l:. = 0) com todas as folhas fechadas. Neste caso todas as folhas de /'

tem holonomia Brita (ver [Molj2), pala .À4 não necessariamente compacta.

Por [Epslz e [Epsj3 isto é equivalente ao fato das folhas serem subvaliedades

totalmente geodésicos; e usando o teorema:

Teorema 4.1 (lwaal). Seja (.A4, /) uln fluxo regular tall que as fadas

são fechadas, onde JU não é necessariatnente comi)acta. Então existe uma

ação diferenciável é : St x .À/ ---., .A/ tal que as órbitas são as folhas de /,

se e somente se, existe a]guma métrica rienianuiana em ]U com respeito a

qual as folhas de .F são subvariedades totahnente geodésicas de ]t/.

Obtemos o teorema bem conhecido

Teorema 4.2. Seja (]W, /') um fluxo rielnanniano regular (JW não é

necessariamente compacta), com todas as folhas fechadas, sobre .A/ conexo.

Então existe uma ação diferenciável é : SI x .À/ --....-} JU tal que as órbitas

são as folhas de .F.

O exemplo abaixo mostra (lue o teorema 4.2 não admite uma genera-

lização para um fluxo singular (não riemanniano) com todas as folhas fecha-

das e }l:o # 0. Neste caso, não existe Hein sequer uma ação topológica

efetiva do Si tal que as órbitas sejmn us folllas do fluxo.
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Fluxos riemannianos singulares com todas as folhas fechadas 

Vejamos o que acontece se (M,F) é um fluxo riemanniano regular (isto 

é }:0 = 0) com todas as folhas fechadas. Neste caso todas as folhas de F 

tem holonomia finita ( ver [Mol]2), para Jit[ não necessariamente compacta. 

Por [Eps]2 e [Eps]a isto é equivalente ao fato das folhas serem subvariedades 

totalmente geodésicas; e usando o teore1na: 

Teorema 4.1 ([Wad]) . Seja (M, :F) u1n fluxo regular tal que as folhas 

são fechadas, onde M não é necessarian1ente cmnpacta. Então existe uma 

ação diferenciável </> : S1 x M --+ M tal que as órbitas são as folhas de F, 

se e somente se, existe alguma 1nétrica rien1anniana em M com respeito a 

qual as folhas de F são subvarieclacles totahnente geodésicas de M. 

Obtemos o teore1na he1n conhecido: 

Teorema 4.2. Seja (M, F ) u1n fluxo rie1nanniano regular (M não é 

necessariamente compacta), con1 todas as folhas fechadas, sobre M conexa. 

Então existe uma ação diferenciável cp : S 1 x M --+ M tal que as órbitas 

são as folhas de F. 

O exemplo abaixo 1nostra que o teore1na 4.2 não admite uma genera­

lização para um fluxo singular (não rie1nanniano) cmn todas as folhas fecha­

das e Í:o i= 0. Neste caso, não existe ne1n sequer uma ação topológica 

efetiva do S1 tal que as órbitas sejain as folhas elo fluxo. 
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Exemplo. Considere o fluxo singular .f no toro St x SI cujas as folhas

regulues são Si x {a}, a € St -- {e}, e as folhas singulares são os pontos de

St x {e},e € Si. Existe uma ação do S: diferenciável em 7'2 -- (SI x {e})

tal que as órbitas são as folhas de .F. Se existisse uma ação topológica do

proposição 4.3). Contudo uão existe unia ação topológica efetiva do Si no

toro 7'2 com pontos âxos (ver IBrel).

Consideremos o caso de um fluxo riemanniano singular (.ZU, .F) com

:l,o 7é ü e com todas as folhas:; feclladas.

Proposição 4.3. Seja (.A4", FI) unl fluxo riemanniano singular com

todas as folhas fechadas e :l:o # 0, onde .A4" é compacta e conexo. Então

existe uma ação tipológica efetiva. © : Si x .A4 --.--+ .A4, com as seg;uüntes

propriedades:

a) as folhas de / são as órbitas de q/

b)W/(S' x (À/ -- }l:.)) é uma ação efetiva diferenciável.

c) se C é uma componente conexo de E. de dim k, então existe uma

vizinhança de C em ]W, Vc, que é unl fil)Fado locabnente trivial com tri-
.l;a,.Ãoe rr y í)n-h ande r/ é llln aberto enl C. com .F saturada em cadavializações U

fibra .D"'k

Demonstração. (.A4 -- )l:., /) é «ni fluxo rieinmniano regular com

todas as folhas fechadas. Conto :l,i :: .À/ -- E,o é conexo, segue do caso
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Exemplo. Considere o fluxo singular F no toro 8 1 x 8 1 cujas as folhas 

regulares são 8 1 x {o}, o E 8 1 - {e}, e as folhas singulares são os pontos de 

S1 x {e}, e E 81. Existe uma ação do S1 diferenciável em T 2 - (81 x {e}) 

tal que as órbitas são as folhas de :F. Se existisse uma ação topológica do 

--~5.__.J.__,em-~es-eens-itlera--l-á-1HR~ãG-@-ret-i\la-(~ demonstra,~ção........._ ..... d_a __ _ 

proposição 4.3). Contudo não existe u1na ação topológica efetiva do 8 1 no 

toro T2 com pontos fixos ( ver [Bre]). 

Consideremos o caso de un1 fluxo rienrnnniano singular (M, :F) com 

Í:o :/= 0 e com todas as folhas fechadas. 

Proposição 4.3. Seja (111 11
, F) u1n fluxo riemanniano singular com 

todas as folhas fechadas e I:o :/= 0, onde 111n é compacta e conexa. Então 

existe uma ação topológica efetiva \JJ : S 1 x !d ~ 111, com as seguintes 

propriedades: 

a) as folhas de :F são as órbitas ele \li. 

b)\ll/(S1 x (M - I:0)) é urna ação efetiva diferenciável. 

c) se C é uma cmnponente conexa ele I:o de dirn k, então existe uma 

vizinhança de C em M, vc, que é 11111 fibraclo locahnente trivial com tri­

vializações u X nn-k' onde u é Ulll aberto ern e, corn F saturada em cada 

fibra nn-k_ 

Demonstração. (M - Lo, F) é un1 fluxo riernanniano regular com 

todas as folhas fechadas. Con10 I:1 = -~1 - Lo é conexo, segue do caso 
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regula que existe uma ação C" 9' : SI x :l:, ---, :ll:. tal que as órbitas de

p/ são as folhas de /' em :l:i ' Definimos a ação efetiva diferenciável:

p : (s'/x') x E: ---' o-

por g(ê,y) = p'(0,3/), onde .N=10 C S'/P'(0,y) = 3/,VZ/ C E.}. N é um

subgrupo fechado de Si que fixa todos os pontos de :l:t pela ação g'. .M é

anito ou todo St. Entretanto .N uão pode ser todo SI , pois o conjunto de

pontos fixos é :l:., segue que St/N é difeomorfo a SI

Assim

9 : S' x E: ----, E:,
é uma ação diferenciável efetiva do St cujas as órbitas são as folhas de /'

em2.,i'

Definimos a aplicação

@ : Si x ]U' --.--., JW

,.- «p,ü-Í;l''z:'
.e v«E.

y € EI.,o'

g é contínua nos pontos de }l:o De fato, seja z C }l:o, tomemos uma

vizinhança tubular distinguida de z, 'V'a , nesta vizinhança as folhas de .F

estão contidas nas esferas S: de raio cv com centro eni z, logo as órbitas de

g também estão contidas nestas esferas, assim

P«,«.»W,,, q'(0«,.y«) - é - q'(ZÍm 0«, ZÍm y«),
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regular que existe uma ação C00 cp': 8 1 x I:1 --+ I:1 tal que as órbitas de 

cp' são as folhas de :F em í:1 . Definimos a ação efetiva diferenciável: 

'P: (81 /N) X E 1 --+ Í:1 

por cp(8,y) = cp'(6,y), onde N={0 E 8 1 /cp'(0,y) = y:Vy E í:1}. N é um 

subgrupo fechado de 8 1 que fixa todos os pontos de í:1 pela ação cp'. N é 

finito ou todo 8 1 . Entretanto N não pode ser todo 8 1 , pois o conjunto de 

pontos fixos é Í:o, segue que 8 1 / N é difeomorfo a 8 1 . 

Assim 

é uma ação diferenciável efetiva elo S 1 cujas as órbitas são as folhas de :F 

em í:1 , 

por 

Definimos a aplicação 

'11: s1 x M --+ M 

'l!(O y) = { cp(O, y), se y ft_ Í:o 
' y, se y E Í:o. 

'11 é contínua nos pontos de Lo. De fato, seja x E Lo, tomemos uma 

vizinhança tubular distinguida ele x, vx, nesta vizinhança as folhas de :F 

estão contidas nas esferas S~ de raio a cmn centro en1 x, logo as órbitas de 

'11 também estão contidas nestas esferas, assin1 
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portanto Q é contínua em z. É claro que © é uma ação tipológica.

Os itens a) e b) da proposição são agora imediatos

Seja C' uma componente conexo de :l:o

Lema 4.4. Seja (Ã4,/) uln fluxo riemanniano singular com :l:o ?É

Então .F é saturada nas fibras transversal da vizinhança tubular distinguida

r

Demonstração. Sejam z C l/;c', .1%., a placa passando por z contida

em yrC e n' : }/f' '---, C a projeção ort.ogonal.

Sejam h. a trausforlnação liolnotética definida em y.c, r' € 1R tal

que z C S,.('), segue que .P, C S,.('). Logo, a placa /}.(Pe) está contida

.m S',. ), para todo a suficientemente peq\tente. Assim lim.-o /}.(.e,) está

contido em lim.-o S:(f) = 7r(z). Portanto, para todo z c .e, temos que

«(,) = U«.-o /..(') = «(,). 0

A propriedade c) da proposição segue do lema acima. D

Permanece em aberto a questão de sabermos se, dado um buxo rie-

manniano singular definido enl À/ com todas as folhas fechadas e }:o # 0 ,

existe uma ação do Si diferenciável em .A/ tal que as órbitas sejam as folhas

do fluxo riemanniano singular

Proposição 4.5. Seja (.À4" , /) uni buxo riemanniano singular com

todas as folhas fechadas, dim :l:o = n -- 2 e .À4" uma variedade compacta
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portanto W é contínua em x. E claro que '11 é uma ação topológica. 

Os itens a) e b) da proposição são agora imediatos. 

Seja C uma componente conexa de I:o• 

Lema 4.4. Seja (M ,:F) u1n fluxo rie1nanniano singular com l:o :/:- 0. 

Então :Fé saturada nas fibras transversas da vizinhança tubular distinguida 

vrc· 

Demonstração. Seja1n x E vrc, P.1: a placa passando por x contida 

em Vrc e 1r : V? ---+ C a projeção ortogonal. 

Sejam h0 a transfonnação hmnotética definida em Vrc, r' E ffi tal 

que x E s;,<z), segue que Px e s;,<x). Logo, a placa h0 .(Px) está contida 

em s:~~), para todo a suficienteniente pequeno. AssÍin lim0 -o h0 (Px) está 

contido em lim0 -o s:~;) = 1r(x). Portanto, para todo z E Px temos que 

A propriedade c) da proposição segue do le1na acima. D 

Permanece em aberto a questão ele sabennos se, dado um fluxo rie­

manniano singular definido e1n M cmn todas as folhas fechadas e Í:o :/:- 0 , 

existe uma ação do S1 diferenciável en1 111 tal que as órbitas sejam as folhas 

do fluxo riemanniano singular. 

Proposição 4.5. Seja (A1n, :F) u1n fluxo rie1nanniano singular com 

todas as folhas fechadas, dim I:o = n - 2 e lvfn u1na variedade compacta 
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e conexo tal que as vizinhanças tubulares yrÇ' das componentes conexas

a-, .-, Ok de :l:o sejam da forma C{ x .De (vizinhança tubular produto),

i= 1, ..., k. Então existe uma ação diferenciável g : Si x l/:?i ---+ yrÇi tal

que as órbitas são as folhas de .f.

Demonstração. Pma simplificar a notação escreveremos a corpo

Rente conexo C{ apenas como C', na realidade os argumentos usados inde

pendem do índice {.

Seja

V,c : S: x (C x .D:Z(0,7')) ---, C x D:(0,r)

dada por Úc(0, z, a, 0') («, a, 0 + 0')

Sejam pi e 92 duas ações diferenciáveis do grupo de Lie (; definidas nas

variedades X e Y, respectivamente. Dizemos que as ações são e(luivalentes

se eüste -m üfeomorâs:no .f : X --- y t*l que /(gl (g, a» = p2(g, /(z»,
para todo g C G e para todo = € X, neste caso dizemos que .f é um

difeomoríismo equivariante.

Lema 4.6. Uma ação livre diferenciável p do Si em C x Si atuando

no segundo fator é equivalente a ação linear a) : SI x C x Si ---.} C' x Si

dada por Q'(0, z, 0') =(a,0 + 0').

Demonstração. Basta definir a aplicação

f : C x S't ----* C x S\

e conexa tal que as vizinhanças tubulares V/;; das componentes conexas 

C1, ... ,C1c de Eo sejam da forma Ci x D2 (vizinhança tubular produto), 

i = 1, ... , k. Então existe uma ação diferenciável <.p : 81 X vr~i --+ vr~i tal 

que as órbitas são as folhas de :F. 

Demonstração. Para shnplificar a notação escreveremos a compo­

nente conexa Ci apenas con10 C, na realidade os argumentos usados inde­

pendem do índice i. 

Seja 

dada por 1/Jc(O, x, a, O') = (x, a, 0 + 0'). 

Sejam cp 1 e <p2 duas ações diferenciáveis elo grupo de Lie G definidas nas 

variedades X e Y, respectivamente. Dize1nos que as ações são equivalentes 

se existe um difeomorfis1no f: X~ Y tal que f(<p1 (g, x)) = <.p2(g, f(x)), 

para todo g E G e para todo x E X, neste caso dizemos que f é um 

difeomorfismo equivariante. 

Lema 4.6. U1na ação livre diferenciável p do 8 1 e1n C x 8 1 atuando 

no segundo fator é equivalente a ação linear <I> : 8 1 x C x 8 1 ~ C x 8 1 

dada por 4>(0, x, 0') = (x, 0 + 0'). 

Demonstração. Basta definir a aplicação 

J : e x 8 1 --+ e x 3 1 
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por /(p(0,z,e)) = Q'(0,a,e), onde e é o elemento neutro de S'. / está

bem de6nida (ver por exemplo [Brel).

Observe que p/(S' x C x {e}) e ©/(S' x C x {e}) são difeomorâsmos

-ogot como

/(.,0)(õ/(S: x C xÍe})o(p/(S: x C x {e})''(',0)

segue que / é um difeolnorfisino. Vadios mostrar que as ações p e 'õ são

equivalentes

/(P(0,', 3/)) =/(p(0, p(0', ;., e))) = J'(p(00', ", e))

$'(00',',e) = Q'(0,(©(0', ",')))(0,/(P(0', ",')))

®(0,/(z,y)), par:'todo 0 C S: e(n,y) CC x S'. D

Do lema acima temos que a ação (aV.c', $) dada na proposição 4.3 é

equivalente a ação (C x Si , ©) definida no lema 4.6. Portanto as órbitas de

ÚC em ayrC são M folhas de .F. Colho V)C. é definida levando uma folha de

um tubo em outra folha de outro tubo homoteticainente, vemos que todas

as órbitas de @c são as fo]has de .F. []
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por f(p(8,x,e)) = <1>(8,x,e), onde e é o ele1nento neutro de S1• / está 

bem definida (ver por exemplo [Bre]). 

Observe que p/(S1 x C x {e}) e <IJ /(S1 x C x {e}) são difeomorfismos. 

Logo, como 

J(x,O) = (<IJ/(S1 x C x {e}) o (p/(3 1 x C x {e})-1(x,0) 

segue que f é um difeo1norfis1no. Va1nos 1nostrar que as ações p e <l> são 

equivalentes 

f(p(O,x,y)) = f(p(0,p(0',:i;,e))) = J(p(00',x,e)) 

= ~(00',x,e) = <!>(0, (<!>(0',x,e))) = <I?(0,f(p(0',x,e))) 

= ~(O, f(x, y)), para todo 0 E 3 1 e (x, y) E C x 3 1 • D 

Do lema acima temos que a ação ( avrc, w) dada na proposição 4.3 é 

equivalente a ação ( C x S 1 , <I>) definida no le1na 4.6. Portanto as órbitas de 

1/Jc em avrc são as folhas de :F. C01no 7./Jc é definida levando uma folha de 

um tubo em outra folha ele outro tubo h01noteticainente, vemos que todas 

as órbitas de 'l/Jc são as folhas de :F. □ 
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Folheações riemannianas singulares de codim l sobre as 3-
variedades

Seja (À/a ,/') uma follieação riemannima singular de codim l com folha

singular: sobre a 3-variedade ]W3 colnpacta} conexo e orientável. Supo-

nhamos que .F é transversalmente orientável no estrato regular. Segue do

capítu[o [[, que ]U// =10,i] e as únicas folhas singulares de .f são p-i (0) -

.[o e p't(1) = .Li, onde p : .À/ --.--» ]U/f é a projeção quociente.

O estrato regular (::2,.F), (define funil follteação rielnanniana de codim

l com todas as folhas fechadas, sobre o aberto conexo :l.,2 de .ZI/3

Segue por uma versão do teorema de estabilidade (ver por exemplo

[Cam-Lhs]) que todas as folllas (le Ol:2,F) são (lifeoinorfas uma a outra.

Se houver folha singular de dílnensão zero, então num.a vizinhança

tubular distinguida desta folha singular os tubos serão difeomorfos a esferas

S2, o que implica que as folhas regulares de .F nesta vizinhança tubular

serão difeomorfas a esferas S2. Conto vimos acima as folhas de OI,2,/') são

difeomorfas, logo todas as folhas de (:l:2,f), neste caso, são difeomorfu a

esferas S2

Se houver folha singular de dimensão uni, então numa vizinhança tubu-

lar distinguida desta folha siugula=r os tubos serão difeolnorfos a toros 7'a,

logo todas as folhas de (}1,2,/), neste censo, serão difeomorfas a toros IZ'2
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Folheações riemannianas singulares de codim 1 sobre as 3-

variedades 

Seja ( M 3 ,:F) uma folheação riemanniana singular de codim 1 com folha 

singular, sobre a 3-variedade M 3 co1npacta, conexa e orientável. Supo-

nhamos que :Fé transversalmente orientável no estrato regular. Segue do 

capítulo II, que M / :F = [0,1] e as únicas folhas singulares de :F são p-1 (O) = 

Lo e p-1 (1) = L 1 , onde p: M--+ M/:F é a projeção quociente. 

O estrato regular (I:2 ,F), define unrn, folheação rie1nanniana de codim 

1 com todas as folhas fechadas, sobre o aberto conexo I:2 de M 3
• 

· Segue por uma versão do teore1na de estabilidade ( ver por exemplo 

[Cam-Lins]) que todas as folhas ele (~:::: 2 ,:F) são difeomorfas uma a outra. 

Se houver folha singular de di1nensão zero, então numa vizinhança 

tubular distinguida desta folha singular os tubos serão difeomorfos a esferas 

S2 , o que implica que as folhas regulares de :F nesta vizinhança tubular 

serão difeomorfas a esferas S2 . C01no viinos acima as folhas de (í:2 ,:F) são 

clifeomorfas, logo todas as folhas de (I:2 ,:F), neste caso, são difeomorfas a 

esferas S2 . 

Se houver folha singular ele clünensão un1, então numa vizinhança tubu­

lar distinguida desta folha singular os tubos serão difeomorfos a toros T 2 , 

logo todas as folhas ele (I:2 ,F), neste caso, serão clifeomorfas a toros T 2 • 
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Da análise acima, c-

de mesma dimensão.

Tomemos duas vizinhanças tubulares distinguidas de Lo e Li, rL' e

yz'' , respectivamente, tal que p''(lO, 1/2)) = yZ' e p''«1/2, 11) - VL'

Assim,

M z i;:r(ÍÕ;Í72D u/ i;:í«i/2, 1]) = \'''' u/ v'- ,

onde / e / são difeomorâsmos entre as respectivas frontehas, logo (.ZUa,.f)

só pode ser uma das seguintes alteniativas:

a) se as folhas singulares são pontos: então

M z lãã(Õ:'D U.f, .B:(0, 1),

as folhas regulares de .F eln cada l)ola .B3 sao as esferas

sã = {, c n'/'z(:-, o) = '-}
ãn ns nrieens de cada bola .B3. Portanto, neste caso

Ç; CAÓ) 4.VXAX«aAJ bJ++Xlü)\AAq-u vv v

]l/ é difeomorfa a S3

b) se as folhas singulares são difeomorfas cada uma a esfera Si , então

M = (9 x .0:) U.f, (S: x .0'),

e .f eln cada toro sólido é dado pelas órbitas da ação

P : (S0(2) x S0(2)) x (S' x .0:) --'-'' S: x .0:

definida por p(Ot ,02, 03, a, 04) =(01 + 03, a, 02 + 04), onde(03, a, 04) é uma

parametrização para Si x .DZ

Da análise acima, concluhnos que as duas folhas singulares são sempre 

de mesma dimensão. 

Tomemos duas vizinhanças tu bulares distinguidas de Lo e L1, V Lo e 

VL 1 , respectivamente, tal que p-1([0, 1/2)) = VLo e p-1 ((1/2, 11) = yL,. 

Assim, 

M ~ p-1([0, 1/2)) UjJJ-1((1/2, 1]) ~ V Lo UJ VL1, 

onde j e f são difeomorfismos entre as respectivas fronteiras, logo (M3 ,F) 

só pode ser uma elas seg11intes alternativas: 

a) se as folhas sing11lares são pontos: então 

M ~ B3 (0, 1) U f' B3 (0, 1), 

as folhas regulares ele :F e1n cada bola B 3 são as esferas 

e as folhas singulares são as origens ele cada bola B 3 . Portanto, neste caso 

M é difeomorfa a 53 

b) se as folhas singulares são clifeo1norfas cada u1na a esfera 5 1 , então 

e F em cada toro sólido é dado pelas órbitas ela ação 

<p: (50(2) X S0(2)) X (S 1 X D 2 ) ~ 5 1 X D2 

definida por <p(01, 02, 03, a, 04) = (01 + 03, a, 02 + 04), onde (03, a, 04) é uma 

parametrização para S 1 x D2 . 
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Fluxos Riemannianos Singulares sobre as 3-variedades

Caniere demonstrou o seguinte teorema, no qual dá a classiâcação dos

buxos riemannianos regulares sobre als 3-variedades.

sobre uma 3-variedade fechada e conexo .À/ (orientável) então temos as

seguintes possibilidades:

[) se as fo]has de .F são densas, então ]W é difeo]norfa a TS e .F é

conjugada a um fluxo linear sobre T:i

2) se as folhas de .F não são nem fechadas e nem densas, então dois

casos sao possíveis:

a) .À/ é difeomorfa a Ta e .F é conjugada, a uni fluxo linear sobre T3;

P

ou

b) ]U é difeomorfa a um vibrado hiperbólico Zlã (toro hiperbólico),

onde Zlã = (7''xIR) /(m,t) -' (Á(m),t+l) coma € SZ2(Z) et'A > 2.

A direção própria A2 gerada pelo auto-vetor u2 (associado ao auto-valor

l/À) de .A induz sobre T2xEI um fluxo Q'2 (lue é irracional em cada fibra

7'2. @2 define sobre Z'ã uln buxo (D2. / é conjugada a uln fluxo Q2.

3) se .F possui duas folhtus fechadas, então dois casos são possíveis:

a) ]U é difeolnorfa a um espaço lenticular

.L.,ç - (S' 'x .02) U.f (S: x .0:)
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Fluxos Riemannianos Singulares sobre as 3-variedades 

Carriere demonstrou o seguinte teore1na, no qual dá a classificação dos 

fluxos riemannianos regulares sobre as 3-varieclades. 

Teorema 4. 7 .([Carl) Seja :F um fluxo riemanniano regular ( orientável) 

sobre uma 3-variedade fechada e conexa Jv[ ( orientável) então temos as 

seguintes possibilidades: 

1) se as folhas de :F são densas, então M é difemnorfa a T 3 e :F é 

conjugada a um fluxo linear sobre r:3• 

2) se as folhas de :F não são ne1n fechadas e nen1 densas, então dois 

casos são possíveis: 

a) M é difeomorfa a T:3 e :Fé conjugada a tun fluxo linear sobre T 3 ; 

ou 

b) M é difeomorfa a uni fibraclo hiperbólico Tl (toro hiperbólico), 

onde Tl = (T2 xIR) /(m, t) rv (A(m), t+l) com A E SL2 (Z) e trA > 2. 

A direção própria 6.2 gerada pelo auto-vetor v2 (associado ao auto-valor 

1/ À) de A induz sobre T 2 xIR u1n fluxo <1> 2 que é irracional em cada fibra 

T2. <1>2 define sobre Tl u1n fluxo <1> 2 . :F é conjugada a u1n fluxo <l>2, 

3) se :F possui duas folhas fechadas, então dois casos são possíveis: 

a) M é difeo1norfa a uni espaço lenticular 

Lp,q = (S1 ·x D2 ) u 1 (S
1 x D 2 ) 
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e .F é conjugada a um buxo onde as folhas nos toros sólidos são den.sas em

toros 7'2, a o raio em Si x .DZ , e as folhas fechadas são os círculos no centro

decadatoro sólido.

b) JU é difeomorfa a S2 x St, e o buxo /' é conjugado a um buxo

4) se o fluxo .F tem todas as fo]has fechadas, então ]U é um vibrado de

Seifert onde as fibras são as órbitas de .F

Observações:

1) todos os casos da classificação acima são isolnétricos exceto 2.b).

2) âca claro a partir do teorema 4.7 que para classificar os buxos rie-

mannianos singulares sobre 3-variedades, resta considerar apenas o caso de

buxos riemanuianos singulares com :l,. # 0.

Seja (.À/,/) um buxo riemanniano singular com :l:. # 0, sobre a 3-

variedade .À/ compacta, couexa e orieutável, com (}l:t , /') transversaJmente

orientável.

Exemplo. Usando 2.5 e o trabalho de IRayl sobre ações do Si sobre

3-variedades podemos obter un:l grande número de exemplos.

Sejam C{ as componentes conexas do estrato minimal }l:o

Teorema 4.8. Seja (]W,/) uin fluxo rieinannia.no singular sobre a 3-

variedade JU compacta e conexo (orientáve]), com ::o # 0. Então (]W,/')
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e :F é conjugada a um fluxo onde as folhas nos toros sólidos são densas em 

toros~' a o raio em S1 x D2 , e as folhas fechadas são os drculos no centro 

de cada toro sólido. 

b) M é clifeomorfa a S 2 x S 1, e o fluxo F é conjugado a um fluxo 

daclopela suspensão de uma rotação irracionat-d=e--S<--2- .---------- --

4) se o fluxo F tem todas as folhas fechadas, então M é um fibrado de 

Seifert onde as fibras são as órbitas de F. 

Observações: 

1) todos os casos ela classificação aciina são iso1nétricos exceto 2. b ). 

2) fica claro a partir do teorerna 4. 7 que para classificar os fluxos rie­

mannianos singulares sobre 3-variedades, resta considerar apenas o caso de 

fluxos riemannianos singulares con1 Lo # 0. 

Seja (M,F) um fluxo riemanuiano singular cmn Lo # 0, sobre a 3-

variedade M compacta, conexa e orientável, com (í:1 , F ) transversalmente 

orientável. 

Exemplo. Usando 2.5 e o trabalho ele [Ray] sobre ações do S1 sobre 

3-variedades pode1nos obter un1 grande nún1ero de exemplos. 

Sejam Ci as componentes conexas elo estrato minimal Í:o· 

Teorema 4.8. Seja (M,F ) u1n fluxo rie1nanniano singular sobre a 3-

variedade M compacta e conexa ( orientável), com Í:o # 0. Então (M,:F) 
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tem a seguinte descrição: para cada i, C{ é difeoinorfo a Si , .F na. vizinhança

tubulu distinguida 't/:Çi é saturada nas abras transversas difeomorfas a

.DZ(0, rf) com todas as folhas fechadas e (À/ -- UL:V.Ç',/') é um obrado de

Seifert. Além disso, .À///' é uma superfície, a menos de um número finito de

0

Observação 4.9. Se ao C }l,o , então na vizinhança tubular distin-

guida de zO , V.z.' , uma follla .L C.F tal que d(30 ,.[)=a < rO está inteiramente

contida no tubo S:o de V.=o' De fato, À,lolino mostra que a componente

conexo de .Lv n 'ç::' que contém ly, está contida eln S:o , mas como os tu-

bos S:o são difeomorfos as esferas S2 e É, é conexo, segue que Zv está
inteiramente contida eln S:'

Lema 4.10. Seja ao C :l:o, então o Buxo .F eln y.=o' é saturado com

todas lobas fechadas e (Zim }l:o = 1.

Demonstração. A vizinliauça tubular distinguida yrao' é difeomorfa a

bola aberta .Ba(0, to). Pelo capítulo ll podemos considerar a métrica usual

do IR3 como a métrica adaptada a, .F* (=ezp;:(/)) em .B3(0,to). Pela

observação 4.9 as folhas de /'* eln l/=o (lue estão a distância a, 0 < a < to,

de zO estão inteiramente contid:us enl Szo (l\te é difeolnorfa a S2. Assim

temos para cada a o buxo rielnanniano singular (S:' , /*) induzido por /*

em S:'
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tem a seguinte descrição: para cada i, Ci é difeo1norfo a S1 , F na vizinhança 

tubular distinguida Vr:i é saturada nas fibras transversas clifeomorfas a 

D2 (0, ri) com todas as folhas fechadas e (M - Uf= 1 Vr:i ,F) é um fibrado de 

Seifert. Além disso, M / :F é uma superfície, a menos de um número finito de 

----pontos-sing:ula.I.es---ll-0-Seu-interior, compacta e conexa com bordo difeomorfo 

ª~o· 

Observação 4.9. Se x 0 E I:o , então na vizinhança tubular distin­

guida de x0 , v:a0
, u1na folha L EF tal que cl(x0 ,L )=a< r0 está inteiramente 

contida no tubo S~0 ele vr:º. De fato, tv1olino rnostra que a componente 

conexa de Ly n Vr~º que contérn y, está. contida e1n S~0
, mas como os tu­

bos S~0 são difeomorfos as esferas S2 e Ly é conexo, segue que Ly está 

inteiramente contida e1n S~0
• 

Lema 4.10. Seja xo E I:o, então o fluxo F e1n Vr~º é saturado com 

todas folhas fechadas e dim ~o = 1. 

Demonstração. A vizinhança tubular distinguida Vr~º é difeomorfa a 

bola aberta B 3 (0, r0 ). Pelo capítulo II pode1nos considerar a métrica usual 

do ffi3 como a métrica adaptada a F* ( =exp;
0

1 (F)) em B 3 (0, r 0). Pela 

observação 4.9 as folhas ele F* e1n vr:º que estão a distância a, O < a < ro, 

de x 0 estão inteiramente contidas e1n S~ 0 que é difemnorfa a S 2 . Assim 

temos para cada a o fluxo riernanniano singular (S~0 ,F*) induzido por :F* 

em S~0
• 
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Fixemos a, como Safo é difeomorfa a esfera S2, .F' possui singulari-

dades, pois não existem folheações riemannianas regulares sobre Sa. Pelos

resultados do capítulo ll a folheação riemauniana de codim l (S:' , /'') com

/' orientável e traí.sversalmente orientável possui todas as folhas fechadas e

,tamente2folbu $!Dgula Caldo n

(S:' , /'') é como descrito acima. Usado transformações homotéticas pode-

mos concluir que existe uma gemi-teta em (.B'(0, to), /*) composta de fo

lhas singulares de /* , portanto dinz }l:o = 1. []

Observação 4.11. Essencialmente o lema 4.10 faz uma descrição de

um buxo riemanuiano singular eni IR3, tendo a origem como folha singular

e admitindo a métrica caiõnica como uma métrica adaptada a este buxo.

Pela lema 4.10 qualquer vizinhança tubular distinguida de z C :l:o,

possui todas as folhas fechada,s, logo pela proposição 3.19, segue que todas

as folias de (.ZU,/) são fechadas.

Lema 4.12. ]\4// é uma superfí(:ie a menos de um núnnero finito de

pontos no seu interior, com bordo }l:o /.F.

Demonstração. Como todas as folhas são fechadas e como a folheação

induzida no estrato regular (}l:i ,F) é tun fluxo rieinanniano regular, segue

de IMolj2 que )l:l//' é uma, su])etfície a menos de uin número finito de

pontos no seu interior correspondentes as folhas com holonomia não triviais.

Pelo lema 4.10 vemos que se zo € ::o então ç/='// é difeomorfo a um
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Fixemos o, como 8~0 é clifeomorfa a esfera 8 2 , ;:• possui singulari­

dades, pois não existem folheações rie1naunianas regulares sobre 82 • Pelos 

resultados do capítulo II a folheação riemanniana de coclim 1 ( 8~0 , ;:•) com 

F• orientável e transversalmente orientável possui todas as folhas fechadas e 

----exatamente-2-folhas singulares. Cmno o é arbitrário, para cada O< a< ro, 

(8~0 , F*) é como descrito acin1a. Usando transfonnações homotéticas pode­

mos concluir que existe uma semi-reta e1n (B3 (0, r0 ), F*) composta de fo-

lhas singulares de F*, portanto di rn, I:o = 1. D 

Observação 4.11. Essenciahnente o len1a 4.10 faz u1na descrição de 

um fluxo riemanniano singular e1n IR 3 , tendo a. orige1n como folha singular 

e admitindo a métrica canônica c:01110 u1na 1nétrica adaptada a este fluxo. 

Pela lema 4.10 qualquer vizinhança tubular distinguida de x E Í:o, 

possui todas as folhas fechadas, logo pela proposição 3.19, segue que todas 

as folhas de (M,F) são fechadas. 

Lema 4.12. M / F é u1na superfície a 1nenos de um nÚJ.nero finito de 

pontos no seu interior, com bordo I:o / :F. 

Demonstração. Co1no todas as folhas são fechadas e como a folheação 

induzida no estrato regular (í: 1 ,:F) é un1 fluxo rie1nanniano regular, segue 

de (Mol]2 que Li/ F é unia superfície a n1enos de u1n nÚJ.nero finito de 

pontos no seu interior correspondentes as folhas cmn holonomia não triviais. 

Pelo lema 4.10 vemos que se xo E Í:o então Vr~º / F é difeomorfo a um 
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subconjunto do IR2 tendo por fronteira as folhas singulares de /' em }::'

Segue o resultado. D

Observação 4.13. Os argumentos do lema acima são essencialmente

os mesmos desenvolvidos por À'lolino em alguns casos do fecho Ç, onde g é

uma folheação riemanniana regular

O estrato singular :l'o sendo compacto se decompõem em. um. número

anito de componentes conexas,

:l:. = C'i U C'e U...U Cx,.

Logo pelo lema 4.10, cada C'f é difeoniorfo a SI , { = 1, ..., k

Tomemos vizinhanças tubulares distinguidas de C'Í, Vr?', i= 1, ..., k,

com raios r{ suficientenieute pequenos parir que sejam disjuntas duas a duas.

Pelo lema 4.4, .f é saturada nas fibras transversal .D2 de ç/:Çi

(]U' -- UE::.Vr$', /') é um fluxo rienií',ânimo regular com todas as fo-

[has fechadas sobre a 3-variedade (]W -- UL:t%c'') compacta e conexo (com

bordo), tendo por fronteira Ã componentes conexas cada uma difeomorfa a

um toro T2. Segue de IEpsjl (lue (.A4 -- Uni l/c'' ,.F) é um obrado de Seifert.

Isto conclui a demonstração do teorema 3.2. []

Proposição 4.14. Seja (.À4:;,.F) tui:l flluxo rienianniano singular e

:l,o # 0. Então existe unia ação efetiva diferenciáve] p : Si x ]l/3 --...} .À/3

tal que as órbitas de p são M folhas de /'
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subconjunto do IR.2 tendo por fronteira as folhas singulares de F em V:Oº. 

Segue o resultado. O 

Observação 4.13. Os argu1nentos do le1na acima são essencialmente 

os mesmos desenvolvidos por 11:olino en1 alguns casos do fecho Ç, onde g é 

uma folheação riemanniana regular . 

O estrato singular Í:o sendo c01npacto se dec01npõem em um número 

finito de componentes conexas, 

Logo pelo le1na 4.10, cada C1 é clifoonwrfo a S 1 , i = 1, .. . , k. 

Tomemos vizinhanças tubulares distinguidas ele Ci, Vr~i, i = 1, ... , k, 

com raios ri sufi.ciente1nente pequenos para que seja1n disjuntas duas a duas. 

Pelo lema 4.4, :F é saturada nas fibras transversa..c:.; D2 de Vr~i. 

(M - Uf= 1 Vr<;\ F) é um fluxo rie1nanniano regular com todas as fo­

lhas fechadas sobre a 3-varieclacle (M - U~'= 1 V,~';) con1pacta e conexa (com 

bordo), tendo por fronteira k c:0111p onentes conexas cada uma difeomorfa a 

um toro T 2 • Segue de [Eps]i que (lvf - u}=1 Vr~\:F) é um fibrado de Seifert. 

Isto conclui a de1nonstração do teoren1a 5.2. D 

Proposição 4.14. Seja (lvf3,:F) un1 fluxo rie1nanniano singular e 

Lo -=/= 0. Então existe u1na ação efetiva diferenciável <p : S 1 x M 3 ---+ M 3 

tal que as órbitas de <p são as folhas ele :F. 

63 



Demonstração. Pelo teorema 4.8 todas as folhas de .F são fechadas

e dim:j:o = 1, onde cada componente conexo Ci de :l:o é difeomorfa a
Si. Tomemos uma vizillhança tubular distinguida de Ci, yaS'' Cada yaS' é

difeomorfa ao tom sólido Si x .Da(0, a{), com as folhas de /' saturadas nos

;« 0'(Q, .ê'$

Sem perda de generalidade, podemos supor que }l:o é conexo, para

simpliâcar a notação escreverenios }l,. = C

Para o fluxo rielnanniano regular (.À/ -- t,?=',.F) existe uma ação dife

nciável efetiva (proposição 4.3)

é : S: X (.À4 - VaC') ----, .A,/ - yaC',

tal que as órbitas de é são as folhas .F. é induz em é)VaC' uma ação dize

rendável do Si , agindo no disco transverso. OI)servamos que ayaC é diíeo-

morfa a SI x Si

re

Defillimos a ação diferenciável

©:S: x(S' x .0'(0,a)) x .0'(0,a)

por 'b(e{0,e{0',feio") = (eía',7'e;(o+'")), 0 $ 0,0',0" $ 2n, r € 1O,crl

Pelo lema 4.6, ®/SI x (SI x Si) é equivm'iante a é/SI X ayaC, iStO é

existe um difeoinorâsuto equivariante / : Si x Si ----.} ayaC' 'õ induz uma

ação diferenciável Õ em yaC
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Demonstração. Pelo teorema 4.8 todas as folhas de F são fechadas 

e dimI:0 = 1, onde cada c01nponente conexa Ci de }:0 é clifeomorfa a 

S1 • Tomemos uma vizinhança tubular distinguida de Ci, V0~i. Cada vii é 
• 

difeomorfa ao toro sólido 8 1 x D2 (0, 0 1), co1n as folhas de :F saturadas nos 

--____.,di-·sees-t-!!-aBSV~os,-,D-17---2 ,(~'yU'tj-----------------------

Sem perda de generalidade, pode1nos supor que Lo é conexa, para 

simplificar a notação escrevere1110s Lo = C. 

Para o fluxo rie1nanniano regular ( 111 - Vc? ,F) existe urna ação dife­

renciável efetiva (proposição 4.3) 

tal que as órbitas de </; sã.o as folhas F. e/> induz e1n DVf' u1na ação dife­

renciável do 8 1, agindo no disco transverso. Observamos que 8V
0
C é difeo­

morfa a 8 1 X S1. 

Definimos a ação diferenciável 

Por <I?(e19 eiO' reiº") = (eiO' rei(O+O")) O < 0 0' 0" < 21r r E [O, a[. 
' ' ' ' - ' ' - ' 

Pelo lema 4.6, i:p / S1 
X (S1 

X S1
) é equivariante a 4>/ S1 X ave?' isto é 

existe um dife01norfis1no equivariante f : S 1 X S1 --+ avf. <I? induz uma 

ação diferenciável ~ em Vc?. 
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Fazendo a colagem (ver [Con-Flo]) das ações cp e <I>, obtemos uma 3-

variedade M' = (M - V~) u I V0
c e u1na ação diferenciável~' do S1 em 

M'. 

Por 2.5, ~' induz u1n fluxo rie1nanniano singular :F' em M', cujos 

pontos fixos são as folhas singulares. 

Vamos mostrar que (M,F) é conjugada a (!11' ,F'). Por construção de 

M' e f, para exibinnos u1n dife01norfis1no entre Jvf e M' que leve folhas de 

:F em folhas :F' é suficiente 1nostrar que f é clifeotópica a identidade. 

Lema 4.15. A aplicaç:ão f obtida pelo len1a 4.6 é difeotópica a iden­

tidade. 

Demonstração. Por construção , f restrita a C x {e} é a identidade 

e f(x, y) = (x,g(x, y)), onde g : C x 5 1 ----+ 5 1 é diferenciável. Segue 

disto que a matriz de G L(2, Z) associada a f pelo funtor de homotopia 

é a matriz identidade e portanto ([Rol], pg.26) f é isotópica a identidade. 

Sendo f um difeornorfis1no, a isotopia pode ser construida diferenciável, logo 

f é difeotópica a identidade. D 

A proposição 4.14 é agora iinecliata. D 

Por 2.5, a recíproca ela proposição 4.14 é verdadeira. 

Corolário 4.16. Sej a ( 111 ,:F) tnn fluxo rie1nanniano singular com 

Lo -=f 0 sobre a 3-varieclacle 111 c01npac: ta e conexa. Então M é difeornorfa 

a 
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onde # indica soma conexa, g o gênero da 2-variedade topológica M /F, 

h o número de componentes conexas de Í:o, l o número de folhas com 

holono~a e Lco,,/J,) espaço lenticular. Alén1 disso, Fé dada por uma ação 

do S1 representada pela (21 + 2)-upla de nú1neros inteiros 

A demonstração segue da proposição 4.14 e da classificação de [Ray] 

(ver também [Orl-Ray]i) para 3-variedades cmnpactas, conexas e orien­

táveis, com órbitas orientáveis na categoria diferenciável. 

A (21 + 2)-upla de inteiros 

é um conjunto de invariantes associado a un1a ação <.p do S 1 em uma 3-

variedade compacta, conexa e orientável. Dado este conjunto de invariantes, 

'P é descrita da seguinte n1aneira: seja v,~i ,...., ci X D2 vizinhança tubular 

da componente conexa Ci, i = 1, ... , h, do conjunto de pontos fixos, Vi~; ,...., 
Lj x D 2 vizinhança tubular da órbita excepcional Lj (folha cmn holonomia), 

j = 1, ... , l, M' = M - Uf=I vr~i - u~=l v{j, (M')* o espaço órbita (2-

variedade) de gênero g, a ação <.p e1n cada u1n destes conjuntos é dada pelas 

seguintes ações lineares usuais: 
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P/S: x %f'' : S: x (.0' x S:) ---- (.0' x S:)

(;, pe'', e''') ---,(;'' pe:', ;P'e''')

P/S: x M': S: x((M')* x S') ---»((M')' x S')

onde 0 $ p $ 1, 0 $ 0 < 2n', 0 $ 0' < 2n'

Coro[ário 4.17. Seja (]W,/) tuii fluxo riemanniano singular com

}l:o # 0 sobre a 3-variedade ]\4 colnpact.a, conexo e simplesmente conexo.

Então JU é difeolnorfa a S3 e .F é (lado-t pelas órbitas da ação linear usual

do Si em S3 com pontos fixos.

O coro]ário 4.].7 ntost]a, (]ue :l con.]cctuia, cle Poincaré é verdadeira se

a 3-variedade admite unl fluxo rienianniano singular com :,o # 0

Observação 4.18. Pelo teorema 4.7 e corolário 4.17 um fluxo rie-

manniano singular sobre a esfera, SS, (SS,/), só pode ser uln dos seguintes

tipos:

a) caso regular: i) teorema 4.7 it.eni 3.a; ii) teorema 4.7 item 4.

b) caso singular: corolário 4.17
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'PI si x M': si x ((M') * x s1 ) ~ ((M') * x si) 

·o ·a' ;ra_j_n,\, 
--------------f.---.,,~~'-,~x-,~e..uzt:...J.) -F='rE-x,--e--'-1.~,---------------

onde O < p < 1, O < 0 < 21r, O < 0' < 21r. 

Corolário 4.17. Seja (M,:F) nn1 fluxo rie1nanniano singular com 

I:o # 0 sobre a 3-varieclacle M c:mnpac:ta, conexa e simplesn1ente conexa. 

Então M é difemnorfa a S3 e :F é. clacla pelas órbitas ela ação linear usual 

do si em S3 com pontos fixos. 

O corolário 4.17 rnostra que a c:onjcc:tnra de Poincaré é verdadeira se 

a 3-variedade achnite un1 fluxo riernanniann singular con1 Lo # 0 . 

Observação 4.18. Pelo teorerna 4.7 e corolário 4.17 um fluxo rie­

manniano singular sobre a esfera S3
, (S3,:F) , só pode ser u1n dos seguintes 

tipos: 

a) caso regular: i) teoren1a 4.7 iten1 3.a; ii) teore1na 4.7 item 4. 

b) caso singular: corolário 4.17. 
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Fluxos Riemannianos Singulares sobre 4-variedad.

Em [A[m-Mo]] é feita unia clalssificação dos buxos riemannianos regu-

lues sobre as 4-variedades coulpactas e couexm(orieutáveis). Classiâcação

euaà u.Hc&d& na álgebra estrutural do buxo rieinanniano regular sobre À/.

Em con.sequência deste trabalho, para estudar os Buxos riemaJinianos singu-

lues sobre 4-variedades resta considerar somente os casos em que :l:o # 0.

Sda (M,.f) um fluxo lied'-mimo sino I'; comi :ll:. # 0 sobre a 4-

variedade .ZU compacta, couexa e orientável, com (:l,l , f) trmsversalmente

orientável.

O lema a seguir nos dá a descrição da vizinhança de uma singularidade.

Lema 4.19. Seja zo € :1:o, então / na vizinhança tubüar distinguida

de zo, tP;:' , é um dos seguintes tipos:

1) se zo é isolMo ein :l:o Então, ou

a) para cada a (0 < cv < 1'o), (S:', f) é conjugada ao buxo rie-

Enanniano regular sobre a esfera S3 descrito pelo teorema 4.7 item 3.a;

ou

b) para .ada a (0 < a < to), (S:' , r) é conjug,da ,.' Buxo riemm-

niano regular sobre Sa descrito pelo teoreuia 4.7 item 4.

2) se aco não é isolado em ::o' Então para cada a, (S:' , /') é codugada

ao buxo riemanniano singular sobre S3 dado pelo corolário 4.17.

68

Fluxos Riemannianos Singulares sobre 4-variedades 

Em [Alm-Mol] é feita unia classificação dos fluxos riemanni8Jlos regu­

lares sobre as 4-varieclacles co111pactas e conexas (orientáveis). Classificação 

--esta----baseada na-álgebra estn1tural elo fluxo rie1nanniano regular sobre M. 

Em consequência deste trabalho, para estudar os fluxos riemannianos singu­

lares sobre 4-variedades resta considerar s01nente os casos em que Eo :/= 0. 

Seja (M,F ) um fluxo rie1nanniauo siug;ular com Lo :/= 0 sobre a 4-

variedade M compacta, conexa e orientável, c01n (L 1 , F ) transversalmente 

orientável. 

O lema a seguir nos dá a descrição da vizinhança de uma singularidade. 

Lema 4.19. Seja xo E Lo, então :F na vizinhança tubular distinguida 

de x0 , Vr~º, é um dos seguintes tipos: 

1) se xo é isolado e1n Lo· Então, ou 

a) para cada a (O < a < ro), (S~0
, :F) é conjugada ao fluxo rie­

manni~o regular sobre a esfera S3 descrito pelo teorema 4. 7 item 3.a; 

ou 

b) para cada a (O< a< ro ), (S!0
, :F) é conjugada ao fluxo rieman­

niano regular sobre S3 descrito pelo teore111a 4. 7 item 4. 

2) sexo não é isolado em I:o• Então para cada a, (S!0 , F) é conjugada 

ao fluxo riemanniano singular sobre S3 dado pelo corolário 4.17. 
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Demonstração. Fixado a, o tubo S:' em v=' é difeomorfo a esfera

Sa. Pela transformação homotética, (S:' , /) é conjugada a (S.?, /') para

qualquer a', 0 < a' < to. O resultado segue então da classiâca.ção dos

buxos riemannianos singulares sobre a esfera S3 (ver observação 4.18).

Obsenração 4.20. Todos os buxos riemanniauos singula\les descritos

no lema 4.19, em 't'óleo , sco € :1,o, são levados por ezp;ol em fluxos rieman-

nianos singulares dados pelas órbitas de unia ação linear

.a x .B'(0, ,'o) ----, B'(0, ,o),

onde .B4(0, rO) = ezp='.i (y.=a') é a bola í\benta com centro na origem de raio

to e .H C S0(4) é uin subgrupo de Lie conexo. De fato, em cada tubo S:',
.f é conjugada a um buxo dado pela ação V) : .H x S3 -.......l S3 , .H C S0(4).
Consideremos agora a ação

P : .H x B'(0, ,o) ---", .B'(0, 'o)

dada por p(h,0i,02,03,r) = ('P(/},0i,02,03),t), -de (0i,02,03,r) são

coordenadas polares para B4(0, I'o). Usmido a, transformação homotética

6.ca clu'o que as órbitas desta ação são a.s folhas de / em .B4(0, to).

Observação 4.21. (JU,7) é ainda uma folheação riemanniana singu

lu, ver observação 3.11.

Lema 4.22. As folhas regulares de (À4,7) tem dimensão $ 2

Demonstração. Fixado a, o tubo S~0 em Vr~º é clifeomorfo a esfera 

S3 • Pela transformação homotética, (S~0
, F) é conjugada a (s:~, :F) para 

qualquer o.', O < o:' < r0 • O resultado segue então da classificação dos 

fluxos riemannianos singulares sobre a esfera S 3 (ver observação 4.18). 

Observação 4.20. Todos os fluxos rie1nannia110s singulares descritos 

no lema 4.19, em Vr~º, xo E Í:o, são levados por exp;
0

1 em fluxos rieman­

nianos singulares dados pelas órbitas de u1na ação linear 

onde B 4 {0, r 0 ) = exp;
0
1 (Vr~º ) é a bola aberta con1 centro na origem de raio 

r0 e H C SO( 4) é wn subgTupo ele Lie conexo. De fato, en1 cada tubo 8~0 , 

:Fé conjugada a um fluxo dado pela ação '1/J : H x S3 -. S3 , H C SO( 4). 

Consideremos agora a ação 

dada por cp(h,61 ,62,03,r) = ('I/J(h,61,02,63),r), onde ((h,62,63,r) sao 

coordenadas polares para B4 (O, ro). U scu1clo a transformação homotética 

fica claro que as órbitas desta ação são as folhas ele F em B 4 (0, r0). 

Observação 4.21. (M, :F) é ainda unia folheação riemanniana singu­

lar, ver observação 3.11. 

Lema 4.22. As folhas regulares de (M ,:F) ten1 dimensão < 2. 
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Demonstração. Pela observ«ão 4.21 (.À/,7) é ainda uma folheação

riemanniana singular. Su])onlimnos por absurdo que exista uma folha de

dimensão maior que dois eln (.A4,7), então o estrato regular )l:Í de (À/,7) é

con.stituido de folhas de dimensão > 2, como }:Í é denso em ]U temos uma

contradição. pois pelo lema 4.19, }:T n'tC:o = 0, para qualquer zo C }ll:0'

0

Temos então dois casos a estudar:

Primeiro (l;aso. As folhas de )l,Í são de dimensão 1. Neste caso todas

as folhas de .F são fechadas.

Exemplos:

1) Seja p : S0(2) x .B4 0 1) ----' .B4(01 i) a ação linear definida por

P(o, o:, o,, o*, ,') =(q(o, o:, o:, o,),,),

onde g é uma das ações lineares do teorema 4.7 item 4 sobre a esfera Sa com

coordenadas polares (01 , 0a, 03). Neste caso todas as folllas são fechadas.

Realizamos a colagem (ver ICon- Flor)

(w' , p') = (.Bi(ti): Ü) u...(B'(o, i), ç'),

onde {d é a aplicação identidade da fronteira de .B4(0, 1). Com isto con-

seguimos um fluxo rieinanniano singular com duas singularidades isoladas

cujas folhas são as órbitas da ação g'

2) Definimos a ação diferenciável
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Demonstração. Pela observação 4.21 (Af,:F) é ainda uma folheação 

riemanniana singular. Suponhrunos por absurdo que exista uma folha de 

dimensão maior que dois e1n (lv/,:F), então o estrato regular LI de (M,F) é 

constituido de folhas de di1nensão > 2, c01no LI é denso em M temos uma 

contradição, pois pelo le1na 4.19, 2:r nvr~º - 0, para qualquer xo E Eo· 

o 

Temos então dois casos a estudar: 

Primeiro Caso. As folhas ele Li são ele cliinensão 1. Neste caso todas 

as folhas de :F são fechadas. 

Exemplos: 

1) Seja cp: S0(2) x B 4 (0, 1) ___. B 4 (0 , 1) a ação linear definida por 

cp( 0, 01, 02, 03, r) = ( \J! ( 0, 01, 02, 0:3), r), 

onde '11 é uma das ações lineares do teore1na 4. 7 item 4 sobre a esfera S3 com 

coordenadas polares ( 01 , 02, 03). Neste caso todas as folhas são fechadas. 

Realizamos a colagem (ver (Con- Flo]) 

onde id é a aplicação iclenticlacle ela fronteira ele B 4 (0, 1). C01n isto con­

seguimos um fluxo rie1na.nniano singular con1 duas sing,ularidades isoladas 

cujas folhas são as órbitas da ação ip' . 

2) Definimos a ação diferenciável 
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Ú : S' x (S, x IÕ7(Õ:D) --. (S, x IÕ7(Õ;i))

por V'(0i, z,feio') = (z,rei(o'+o')), onde S2 é uma 2-vuiedade compacta,
conexo e orientável. Fazemos a colagem

(M',Ú') =(S2 x .02(0. 1), V') U{ t(S2 x D'(0, 1), 'Ú),

onde {d é aplicação identidade entre as fronteiras de S2 x .DZ(0, 1) , con-

seguimos assim um fluxo rielnanniano singular com :l:o = S2 U S2, cujas

folhas serão as órbitas da ação diferenciável V}/

Poderemos conseguir muitos outros exemplos de fluxos riemannianos

singulares com todas as folhas fechada através do trabalho de Fintushel

([Fin]) sobre ações do Si ein variedades de dimensão quatro.

Decompolnos ).,o ein componentes conexo,s (;{) z 1,..., A

Segue da tabela 3.17 que C{ só pode ser um ponto ou uma 2-variedade

compacta e conexo. Logo, C{ não pode ser a esfera Si . Observe que também

poderíamos deduzir as dimensões de Ci usando o lema 4.19.

Agora, usando proposição 4.3 temos que existe uma ação efetiva do St

em .ZU, tall que as órbitas são as folhas de .F.

Segundo Caso. As folhas de }l:Í são de dimensão 2

Exemplo. Seja g : Ta x .À/ ----, .ZW uma ação diferenciável com pontos

fixos sobre a 4-variedade .À4 comp:acta e conexo, então existe uma métrica
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por t/,(81, z, rei82 ) = (z, rei(Bi+O:d ), onde 82 é uma 2-variedade compacta, 

conexa e orientável. Fazemos a colage1n 

onde id é aplicação identidade entre as fronteiras de S2 x D2 (0, 1) , con­

seguimos assim um fluxo rie1nanniano singular co1n Eo = S2 U S2, cujas 

folhas serão as órbitas da ação diferenciável 'lj/. 

Poderemos conseg,uir 1nuitos outros exen1plos ele fluxos riemannianos 

singulares com todas as folhas fechadas através elo trabalho de Fintushel 

([Fin]) sobre ações do 8 1 e1n variedades ele di1nensão quatro. 

Decompmnos Lo e1n con1ponentes conexas Ci, i = 1, ... , k. 

Segue da tabela 3.17 que Ci só pode ser u1n ponto ou uma 2-variedade 

compacta e conexa. Logo, Ci não pode ser a esfera 8 1 . Observe que também 

poderíamos deduzir as cliinensões ele Ci usando o lema 4.19. 

Agora, usando proposição 4.3 ten1os que existe uma ação efetiva do 8 1 

em M, tal que as órbitas são as folhas ele F. 

Segundo Caso. As folhas de LI são de clünensão 2. 

Exemplo. Seja <p : T 2 x A1 --+ M tuna ação diferenciável com pontos 

fixos sobre a 4-variedacle 11,1 con1pacta e conexa, então existe uma métrica 
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riemanniana g (ver 2.5) tal que T2 age como um subgrupo de isometrias

de (.À/,g), portanto as órbitas de p definem as folias de uma folheaução

riemanniana singular em J14. Tomemos uln subgrupo de lie .H de 7'2, conexo

de dim.ensão l tal que .H = T2. Com isso p induz uma ação çp' : .H X .Zv ---'F

.À/ cujas órbitas serão as folhas de um buxo rieniaJiniano singular. Disto

segue (lue cada ação p de T2 eln ]W deâue pe]a ação g* de .H em. ]W um buxo

riemanniano singular tal que o fecho deste fluxo é dado pelas órbitas de p.

Do trabalho de IOrl-Rayj2 sobre ações de 7'2 sobre 4-variedades, obtemos

um grande número de exemplos cu.ias órbitats (folhas) do estrato regular de

(À4,7) são de dinieusão 2.

Lema 4.23. Seja (]W, /') uln fluxo rienianniauo singular com :l:o # 0

e com. folhas regulares de .F de dimensão 2. Então :l,o = {al9 '..,zk} l

(y.:', /) é conto no leni:\ 4.19 item l.z- e (.A4 - Univ.:', /) é a restrição

de um fluxo rielnanniano regular sobre uma 4-variedade compacta e conexo

(sem bordo) (A,/') com folhas de Fi de dimensões l e 2.

Demonstração. Pelo lema 4.19 temos uma única possibilidade para

('t/.ao', .F), com zo C )-o e folllm regulares (te .F de dimensão 2, que é o

descrito no item l.a, logo as singulariza,eles são isoladas, segue que :l:o =

{zl, ..., zk}, Ê < oo.

Consideremos vizinhanças tul)ulares distinguidas de z{ C )ll:o, 'ç/=i com

raios rí suâcientemente pequenos para que as vizinhanças tubulares sejam

disjuntas duas a duas.
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ri~manniana g (ver 2.5) tal que T 2 age como um subgrupo de isometrias . 

de (M,g), portanto as órbitas de <p definem as folhas de uma folheação 

riemanniana singular em M. T01nen10s u1n subgrupo de lie H de T2, conexo 

de dimensão 1 tal que H = T 2 . Co1n isso cp induz uma ação cp• : H x M --+ 

M cujas órbitas serão as folhas de um fluxo rie1nanniano singular. Disto 

segue que cada ação <p de T 2 e1n M define pela ação cp* de H em M um fluxo 

riemanniano singular tal que o fecho deste fluxo é dado pelas órbitas de cp. 

Do trabalho de (Orl-Ray]2 sobre ações ele T 2 sobre 4-variedades, obtemos 

um grande número ele exe111plos cujas órbitas (folhas) elo estrato regular de 

( M ,:F) são de diiueusão 2. 

Lema 4.23. Seja (M, :F) un1 fluxo rien1anniano singular com Í:o =/= 0 

e com folhas regulares ele :F ele elünensão 2. Então Í:o = {x1, ... ,x1e}, 

(Vr~i, :F) é COI110 no lenrn. 4.19 itc111 l.a e OH - u}= l vr~i, :F) é a restrição 

de um fluxo riemanniano reg1Ilar sobre tuna 4-variecla<le compacta e conexa 

(sem bordo) (N,:F') co1n folhas ele F' de clünensões 1 e 2. 

Demonstração. Pelo lerna 4.19 te111os tuna única possibilidade para 

(Vr~º, :F), com xo E Í:o e folhas regulares ele F ele diinensão 2, que é o 

descrito no item La, logo as siugularidades são isoladas, segue que Í:o = 

{x1, ... ,x1e}, k < oo. 

Consideremos vizinhanças tubulares clistiuguidas de Xi E Í:o, Vr~i com 

raios ri suficientemeute pequenos para que as vizinhanças tubulares sejam 

disjuntas duas a duas. 
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Seja ]U' = ]W -- UL:.V.:i. Cada uma das componentes conexas do

bordo de .iWÍ é difeomorfa a S3. Fazemos a colagem

(N', /'') = (M', /') UÍa (M', f) l

onde {d é a aplicação identidade entre as fronteiras de ]U'. Com isso (N,/')
é um fluxo riemanniano regular sobre a 4-vmiedade N compacta e conexo.

Segue o resu]tado . []

Fica assim demonstrado o seguinte teorema

Teorema 4.24. Seja, (.A4, /') \un fluxo i-ielnanniano singular com

E./o :# 0 sobre a 4-variedade JA4 conipact.a e conexo. Então temos duas

possibilidades:

1) se todas as folhas forem fecliaclas. i\s componentes conexas de }:o

são pontos ou são 2-vmiedades compactas e conexas . (]W, .F) é dado pelas

órbitas de uma ação topológica efetiva p : S] x JM ----+ ]W, tal que p restrita

ao estrato regular é diferenciável.

2) se houver folha não fechada, então :l,. = {zi,...,ak} e (ZW -

UL::V.:{,.r) é a restrição de uni fluxo riemanniano regular descrito em

IAlm.-Mola com folhas regulares de / de distensão 2 e para cada í = 1, ..., k,

(Ç/=' , .f) é dado por uma ação .H x .B4 -----., .B4, onde .H é uln subgrupo de

Lie conexo de T2 de dimensão l tal que .H = T2

O exemplo abaixo mostra a existência cle um fluxo riemanniano sin

guiar numa variedade conipact,a e c:onexil (le cliniensão 4, com. todas fo-
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Seja M' = M - Uf=1 Vr~;. Cada u1ua das componentes conexas do 

bordo de M' é difeomorfa a S3 • Fazemos a colagem 

(N, :F') = (M', F) Uid (1\1', :F), 

onde id é a aplicação identidade entre as fronteiras de M'. Com isso (N, :F' ) 

é um fluxo riemanniano regular sobre a 4-variedade N compacta e conexa. 

Segue o resultado . D 

Fica assim de1nonstraclo o seguinte teore1na: 

Teorema 4.24. Seja (Nf 1 :F) u111 fluxo rie1nanniano singular com 

Lo # 0 sobre a 4-varieclacle 111 cmnpac:ta e conexa. Então te1nos duas 

possibilidades: 

1) se todas as folhas fore111 fechadas: as cmnponentes conexas de Lo 

são pontos ou são 2-varieclacles cmupactas e conexas . (M, :F) é dado pelas 

órbitas de uma ação topológica efetiva <p : S 1 x Jv.l ~ M, tal que <p restrita 

ao estrato regular é diferenciável. 

2) se houver folha não fechada, então I:o = {x 1 , ... , Xk} e (M -

Uf=1 Vr~;, :F) é a restrição ele uni fluxo rienrnnniano regular descrito em 

[Alm-Mol] com folhas regulares de :F de clin1ensão 2 e para cada i = 1, ... , k, 

(Vr~;, :F) é dado por uma ação H x B 4 ~ B 4 , onde H é u1n subgrupo de 

Lie conexo de T 2 de din1ensão 1 tal que H = T 2 . 

O exemplo abaixo 1nostra a existência ele un1 fluxo riemanniano sin­

gular numa variedade con1pac:ta e conexa ele cli1nensão 4, com todas fo-
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lhas fechadas, tal que :l,. é \una união disjunta de um número finito de

2-vuiedades e de um número par de singularidades isoladas.

Exemplo. Consideremos a ação do Si diferenciável

P : S: x (S' x S') ----, (S; x S')

dada por p(0, z,0') = (a, 0 + 0'). Sejam gi, ..., gk h inteiros positivos, TS.,c

= gi-toro cheio contido eln S3, í = 1, ..., k, tais que TOI,c n TSJ,C = 09 se

i# .j. Os conjuntos To.,c x Si são abertos em S3 x Si. Observamos que

a(71,.c x S') = %. x S' = a(%. x IÕ!), '»"l' T,. é o gí-toro. D'â-i"os a

éi : S: x (T,. x .O:) ---, Ta.

por '#i(0, z, a, 0') = (z, a, 0 + 0') desta forma as ações ç' e é{ coincidem em

a(:Zn.c x SI), podendo assim serem colltcla,s. Portanto, obtemos uma ação

do St em

(S' -- UE:::To.,c) x S: Uí.z UE:;:(To. x .0:)

que possui UL:iTg. colho o conjunto de pontos fixos.

Tomemos o S4 com tuna ação diferenciável orientável do SI com dois

pontos fixos isolados {=i , :z;2}. Se.]a .L unul órbita, regular desta ação em S4,

tomemos uma vizinhança tubular l/t de .L, logo l/É é difeolnorfo a .Z; x .B3

com Si agindo em .L e triviallnente ein B:;. Agora a(.L x lãS) = a(IÕ7 x S2).

Colados a ação do S: em (S' -- .L x .8') co:n a ação em

((S; -- UE:::Ta:,c) x S: -- (To,C x S')),
74

lhas fechadas, tal que I:o é tuna união disjunta de um número finito de 

2-variedades e de um número par de singularidades isoladas. 

Exemplo. Considere1nos a ação elo 5 1 diferenciável 

dada por cp(0, x, 0') = (x, 0 + 0'). Sejam 91, ... , 9k k inteiros positivos, Tgi,c 

= Yi-toro cheio contido e1n 53
, i = 1, ... , k, tais que T9 i ,e n T9; ,e = 0, se 

i -:f= j. Os conjuntos T9í,c x 5 1 são abertos e1n 5 3 x 5 1 . Observamos que 

8(T9 i,c x 5 1) = T9 í x 5 1 = [)(Tru x D2 ), onde T9 ; é o gi -toro. Definimos a 

açao 

por <Pi(0, x, o:, 0') = (x, a, 0 + 0') desta fonna as ações <p e <Pi coincidem em 

8(T9 i,c x S1 ), podendo assiin seren1 coladas. Portanto, obtemos uma ação 

do S1 em 

que possui Uf=1 T9 i co1no o conjunto ele pontos fixos. 

Tomemos o S4 c01n u1na ação diferenciável orientável do 5 1 com dois 

pontos fixos isolados { x 1 , :z: 2 }. Seja L unrn. órbita regular desta ação em 54 , 

tomemos uma vizinhança tubular V L ele L, logo V L é difemnorfo a L x B3 

com S 1 agindo em L e triviahnente e1n B:3. Agora éJ(L x B 3 ) = ô(D2 x S2). 

Colamos a ação do 5 1 en1 (54 - L x B 3 ) c:01n a ação em 
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a colagem esta bem deânida pois õ(S4 -- .L x IBS) = a(7b.c x St) e as anões

são iguais nestes conjuntos, portanto colonos pela identidade. Podemos

repetir r vezes a colagem de S4 -- .L x .BS como acima.

Portanto obtemos uma ação diferenciável do SI numa 4-variedade com,

:adjunto de pontos âxo

esta ação do Si , resultante das cola,Bens, deâne um. fluxo riemanniano sin-

gular com todas as folhas fechada tal que :l:o é o conjunto de pontos fixos

desta ação.
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a colagem esta bem definida pois 8(84 - L x B3) = 8(To,c x S 1) e as ~ões 

são iguais nestes conjuntos, portanto colrunos pela identidade. Podemos 

repetir r vezes a colagem de S4 - L x B 3 como acima. 

Portanto obtemos uma ação diferenciável do S1 numa 4-variedade com­

pacta e conexa cujo conjunto----de-p-rmt-os fixos é u:_1T9i u;:1 {x;}. Por 2.5 

esta ação do S1 , resultante elas colagens, define um fluxo riemanniano sin­

gular com todas as folhas fechadas tal que I:a é o conjunto de pontos fixos 

desta ação. 
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