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Abstract

The present work deals with integral group rings determined by rinite
groups, especially Hobenius' groups.

The main result of our investigation centers on the norma/izer cozÜecfu-
re. We obtained a complete solution of such question regarding the class of
integral group rings of Frobenius' groups, that is to say, we demonstrated
that the conjecture is valid /or a// Frobenius' groups.

We algo investigated the ãsomorpÀism proa/em in Frobenius' groups. We
proved that the infernal structure of such groups is determined in detail by
their integral group rings. Besides, we obtained positiva solutions to raid
problem under not very restrictive additional conditions.

Finally, we discussed possible extensions of our proposed resulta, since
such results pointed to paths through which the research, be it on the nor-
malizer conjecture or be it on the isomorphism problem, may proceed, we
think se, with great profit.



Resumo

Ao longo deste trabalho, estaremos lidando com anéis de grupo integrais
determinados por grupos finitosl em particular, os grupos de Frobenius.

O resultado central de nossa investigação refere-se à conyecfura do zzor-
ma/àzado6 obtivemos uma solução completa desta questão para a classe dos
anéis de grupo integrais de grupos de nobeniusl ou seja, demostramos que
a conjectura é válida para todos os grupos de Hobenius.

Investigamos também o proóZema do somor$smo em grupos de nobenius;
verificamos que a estrutura interna de tais grupos é pormenorizadamente
determinada por seus anéis de grupo integrais. Obtivemos ainda soluções
positivas do problema sob condições adicionais pouco restritivas.

Por fim, discutimos possíveis extensões dos resultados que propomos, uma
vez que estes revelaram direções em que a pesquisa, seja da conjectura do
normalizador seja do problema do isomorfismo, poderá, assim nos parece,
prosseguir com grande proveito.
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Introdução

U. o ut l,abole übsotu,a,t a,er'um'n,as du,a,s
Plauto, .4znpÀátruo





.A estrutura dos anéis de grupo surge de modo natural e é ubíqua na
teoria das representações de grupo; está presente também em diversos outros ramos

da álgebra, como em topologia algébrica ou teoria de homologial todavia, como afirma

Polcino Milies em 1591, o estudo dos anéis de grupo antecede tais teorias, remontando

aos trabalhos de W. R. Hamilton (1805-1865) e A. Cayley (1821-1895).

Define-se um anel de grupo AG como um módulo livre, gerado sobre o grupo
G com coeficientes no anel com unidade A, ao qual se impõe uma multiplicação, por
distributividade, a partir da operação do grupos deste modo, AG terá de fato uma

estrutura de anel (ou álgebra, em relação a A). A situação que nos interessa, neste
trabalho, diz respeito aos anéis de grupo integrais sobre grupos finitos, {d est, aos
anéis de grupo em que G é um grupo finito e A é o anel de inteiros .Z.

Há várias e desafiadoras questões sobre os anéis de grupo; entre estas destaca-se

o, assim chamado, proa/ema do {somor$smo, que consiste em verificar se um dado

grupo é determinado, a menos de uma isomorfia, por seu anel de grupo. Esta questão
assumiu posição central na teoria e foi mesmo responsável, em grande medida, por
seu desenvolvimento. Verificou-se que, para diversas classes de grupos finitos, o anel

de grupo ZG, de fato, determinava o grupo G; o que deu à questão o status de
importante conjectura: os grupos finitos são determinados por seus anéis de grupo

integraisl como suspeitava G. Higman já em 1940 (assim observou Sandling em 1741).

Outra importante questão, na teoria dos anéis de grupo integrais sobre grupos

finitos, tornou-se conhecida na forma de uma conjectura: a c07%jecfura do norma/{-

zador. A suposição é de que o normalizador de G no grupo de unidades de .ZG é o
menor possível, ou seja, é gerado apenas pelos elementos do grupo e unidades centrais

do anel de grupo. Esta conjectura ganhou grande força com a constatação de que
é válida para vastas classes de gruposl ademais observou-se que também guarda um

curioso vínculo com o problema do isomorfismo, no caso de alguns grupos infinitos.

Os grupos de Frobenius constituem uma classe de grupos que desempenha um
papel fundamental na teoria dos grupos finitos. Assim é que diversos autores têm exa-
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minado os anéis de grupo por eles determinados; nos últimos anos, M. A. Dokuchaev,
S. O. Juriaans e C. Polcino Milies obtiveram uma série de interessantes resultados

relacionados a estes anéis de grupo. Seguindo esta linha, nos propusemos a investigar

como os anéis de grupo integrais sobre grupos de Frobenius se comportam frente às
duas questões mencionadas: a conjectura do normalizador e o problema do isomor-
fismo.

A questão do normalizador, em verdade, é o objetivo primeiro deste trabalhos
pois foi ela que motivou toda a nossa pesquisa. Os grupos de n'obenius, por suas
propriedades, mostravam-se adequados à investigação desta conjectura, um vez que

todas as soluções, até então propostas, não os abarcavam. Por tal razão e, a /odáoó,
pela importância destes para a teoria dos grupos, a decisão em estuda-los com respeito

à conjectura do normalizador, naturalmente, se impôs. A pesquisa do problema do
isomorfismo para estes grupos surgiu como estudo paralelo; motivado não apenas pelo

trato com estes mas também, e principalmente, pelo resultado obtido por Juriaans e
Polcino Milies, em 1321, determinando as ordens das unidades de torção em seus anéis
de grupo. Este resultado fora alcançado pouco antes do início da nossa investigação,

e foi uma consequência, que dele extraímos, que nos sugeriu uma possível linha de
ataque ao problema.

Em relação à questão do normalizador, obtivemos uma solução positiva completa

para os citados grupos; ou seja, todos os gr"tipos de Proben tls saíãs$azem a conjectura

do normaZizador. No que diz respeito ao problema do isomorfismo, verificamos que,

realmente, diversas propriedades especíâcas destes grupos estão determinadas por
seus anéis de grupo; obtivemos mesmo que a estrutura interna dos grupos de Frobenius

está muito bem determinada. Ademais logramos soluções do problema em algumas
famílias de tais grupos, bem como apontamos algumas direções que, assim nos parece,

levariam a uma solução geral da questão sobre os grupos de Frobenius.

O primeiro capítulo apresenta uma seqüência de conceitos e teoremas imprescin-

díveis ao desenvolvimento dos resultados que almejamos. Deve ser usado, portanto,

como um texto de referência; sendo a leitura do mesmo obviamente dispensável.

A solução, já mencionada, da conjectura do normalizador é apresentada no
segundo capítulo. Lá, fazemos o que nos parece ser uma exposição completa do
desenvolvimento da pesquisa acerca da questãol pois que são apresentados todos os
resultados que conhecemos, uma vez que publicados até o momento. Observamos
t;ambém que o nosso resultado apresenta uma efetiva extensão do campo de validade
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da conjectura, pois que a classe dos grupos de Frobenius extrapola, ou é até mesmo

disjunta, as famílias de grupos já obtidas.
O terceiro capítulo aborda o problema do isomorfismo. Após uma discussão

do problema referente aos grupos finitos em geral e uma breve exposição dos prin-
cipais resultados já obtidos, apresentamos algumas conjecturas também relacionadas
à questão. São exibidos outrossim os resultados estabelecidos com respeito aos anéis

de grupo sobre grupos de Frobenius, notadamente os referentes aos três autores já
citados. Observando que um grupo de Frobenius apresenta-se como um produto

semidireto - com uma peculiar ação de um complemento sobre o núcleo deste produ-

to, os nossos principais resultados, neste capítulo, atestam que qualquer grupo que
seja uma .Z-base do anel de grupo ZG, em que G é um grupo de Frobenius, será, ne-

cessariamente, um grupo de Frobenius com núcleo e complemento, respectivamente,
isomorfos aos de G.

O último capítulo assegura que, além das características determinadas pelo anel

de grupo anteriormente provadas, alguns subgrupos de G também são, necessariamen-

te, determinados por ZG; sendo estes subgrupos extremamente importantes, uma vez
que, como será esclarecido, constituem o próprio grupo (;; ou, noutras palavras, eles

o constroem. Demonstramos finalmente que certas condições, válidas seja para o
núcleo, sda para o complemento de G, são suficientes para a obtenção de soluções

completas do problema do isomorfismo.

Concluímos com uma discussão sobre possíveis extensões dos resultados que
defendemos, apresentando algumas propostas de pesquisa que, confiamos, podem

levar a soluções que ampliem as que aqui expomos.

Finalizando, é conveniente salientar que, para especificar os nossos resultados,
adoramos a convenção de introduzi-los sempre em letras maiúsculas.





Capítulo l

Conceitos e resultados preliminares

Estão aqui apresentados os principais conceitos e resultados a serem explorados nos
próximos capítulos; execetuando-se os demasiado elementares que, por isso mesmo,
são conhecidos pelo leitor com um mediano conhecimento da álgebra. Trata-se, por-
tanto, de um, provavelmente, enfadonho rol de definições e teoremas sem demonstra-

ção. Sugerimos ao leitor que dispense este capítulo, consultando-o apenas quando as
referências no texto fizerem-no necessário.





.A.dvertimos o leitor que, salvo menção explícita em contrário, todos os

grupos aqui tratados serão finitosl assim como todos os anéis de grupo com os quais
lidaremos serão integrais. Há que se observar ainda que os resultados aqui arrolados

convêm às aplicações especíâcas neste trabalho; sendo assim, seus enunciados ou
ordem de exposição podem diferir da forma como são apresentados na literatura
acerca destes.

Como referências básicas ou uma primeira leitura à teoria de grupos, sugerimos
as obras de Scott 1801, Rotman l73j ou Robinson 1641. Um bom texto introdutório
aos anéis de grupo é oferecido por Polcino Milies em l57li aguardamos ainda, para
breve, a publicação do livro de Polcino Milies e S. K. Sehgal 1621. Referências mais
específicas e avançadas serão propostas ao longo do texto.

1.1 Grupos
Várias são as classes de grupos que serão referidas neste trabalhos em particular,
a dos grupos nilpotentes, que são caracterizados pelo fato de admitirem uma série
normal central. Os grupos nilpotentes estão contidos numa classe maior de grupos:
os grupos solúveis. Estes também são caracterizados por admitirem uma série normal

de subgrupos; sendo que, neste caso, exige-se apenas que os favores da série sejam
abelianos.

Quanto aos grupos nilpotentes, lembramos os resultados seguintes:

Proposição 1.1 Todo p-grupo é náZpotenfe

Proposição 1.2 São equ ua/entes

li) um grupo G é nüpotente;

(ii) G é proa'«to direLo de se«-s s«bgrupos de Sylolo;
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(iii,) todo subgruT)o ma=imal em G é nov"mat;

(iu) todo subgruT)o prós'r"io de G é subgrupo própri.o de seu nor'malizador.

Dado um grupo G, estarão determinados dois particulares subgrupos em (l;: o

subgrupo de Frattini e o subgrupo de Fitting; que serão notados, respectivamente,
por ®(G) e Fàt(G). No caso de G ser nilpotente ou solúvel, estes subgrupos gozam
de propriedades interessantes.

Define-se o subgrupo de Frattini de G como a interseção de todos os subgrupos

maximais em G; se G não apresenta subgrupos maximais, estipula-se a'(G) = G. Um
elemento g de G é dito ser um não-gerador de G se o mesmo é dispensável em todo

conjunto gerador de G; em outros termos: se G = <S,g>, então G :: <S>, para todo

subconjunto S. Sendo assim, prova-se (lue 'D(G) é o conjunto de todos os elementos

não-geradores de G. Valem ainda os seguintes resultados a respeito de ©(G):

Proposição 1.3 .Dado o grzzpo G

r%) ®(G) é niZpotenfe e carczcter2'stãco em G;

(ii) G é nitpotente se, e somente se, G' 'É QI.G); evrl que G' denota. o subgrupo
r /a /a] .ltJ,tZI,

010Ü'(a: x -..xG,) x ...xq'(G,);

0«) « G é «m p-g«p. «Z,./{-o ./e«.ent«, ente. a'(G) = (1);

(u) se G é ulll p-g'r"upo contendo o subgrupo normal H, então GJH é abeliano

.Ze«.e«t« «, e «m.«te «, a'(G) e.tá ««tido .m H;

(ui) se G é um p-grhT)o, então GJQqG) é um p-grbT)o übetiüno elementar;

ruía se G é u«. p-grupo, anta. a'(C;) G'GP, em que GP -- kgp : g C G)

Dem: Veja Scott 1801 e Suzuki j8SI

Por fim, vale ainda o famoso teorema da base de Burnside

]l)roposição 1.4 Se G é um p-grupo, então
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(i) qual,quer elemento no complementar de iSQG) em G pertence a, algum con

5'u'nto gerador minimal de G;

0i) o conjunto {gi, - , g,} é gerador mãnãmaZ de G se, e somente se, o conlurzto

{@(G)g:, - . - , ©(G)g,} é g««do, mi«ãm.Z p«« G/q'(G).

Dem: Ibidem

E ainda seu corolário

Proposição 1.5 0 tónico aufomor$smo de um p-grzzpo (7, cada ordem é re/afãuamente

l)hmcl à ordem de G e que $za. todos os eteme'fetos de GIQ(G), é Q ide'nti,ande.

Dem: Ibidem

Já o subgrupo de Fitting, .FÍt(G), é definido como sendo o subgrupo normal
nilpotente maximal em G. Evidentemente Fát(G) é característico em G; as principais
propriedades do subgrupo de Fitting exploradas neste trabalho estão coletadas na
proposição a seguir:

Proposição 1.6 -Dado o gr"?zpo G;

(i) Fãt(G) -- IP. x ' x IP., em que IP: denota Q interseção de todos os pi
subgT"lLpos de Sylow de G;

(ià) se G é um grupo solúvel, então

0c(F'ãt(G)) (F'át(G));

.m q«. C'a(/'át(G)) . ((-FÍt(G)) d.nof.m, «;pe.t{«mente, . c'nt«Zi«do, .m C? ' '
ceTttro de FitqG).

Dem: Veja Passman j511 ou Scott 1801

Alguns tipos específicos de grupos serão necessários em nosso trabalhos para
introduzi-los, gostaríamos de lembrar que todo grupo pode ser determinado pela
exibição de um conjunto de geradores juntamente com as relações que estes guardam

entre sil um tal sistema é dito ser uma presentação e, para estes, vale o resultado:
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Proposição 1.7 -Does grupos sâo ãsomor:fos se, e somente se, admitem a mesma
presentação .

Dem: Veja Magnus 1421

Algumas classes de p.-grupos terão grande importância em nosso trabalho.

Os p-grupos abeliano elementares são simplesmente definidos como o produto

direto de grupos de ordem p. O grupo de automorfismo de tais grupos é dado por:

Proposição 1.8 $e G é um p-grzzpo aóe/cano elementar de ordem 1(;1 :: p", então
.Aut(G) e G-L(n,P).

E oportuno lembrar aqui o fato notório de que o grupo de automorfismo de um

grupo cíclico, independentemente da ordem deste cíclico, é sempre abeliano.
Um p..grupo será dito ser um p-grupo especial se G' = ©(G) = ((G) 1:; para

tais grupos prova-se:

Proposição 1.9 .S'e G é um p-grupo especía/, então a classe de nãZpofêncáa de (? é,
no nzzázimo, igual a 2 e seu ezpoenfe, menor ou águas a p2

Para p-grupos de ordem ímpar e classe de nilpotência menor ou igual a 2, vale

Proposição 1.10 Se G é um p-grtzpo com classe de níZpotência menor ou igual a 2,
p é ímpar e GJC,(G) é abeliano ete'rnentar, então t=U)p -- =PUP 'para, quaisquer n e 'y
emG

Dem: Veja Gorenstein 1221

Outra importante classe é constituída pelos 2-grupos chamados quatérniosj2
Um grupo quatérnio com 2" elementos (n maior que 2) tem a seguinte presentação:

(l?2" = <a,b : ü2"'i = 1, b2 := a2'':, ó-iaó = a-i>.

iVeja Aschbacher ]3].
destes grupos também são denominados quatérnios generalizados; nós os referiremos simples

mente como quatérnios.
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Um quatérnio tem uma única involução, isto é, um único elemento de ordem 2,
z :: a2"''; seu centro é dado por .Z :: 'ÍI,z} e o comutador, por Cj?jln := <a2>. Estão

ainda garantidas as seguintes propriedades:

]l)reposição 1.11 ZI)ado o quaférnio (128/ fazem

(i) todo subgrupo própüo de Q8 é cíclico;

OiJ ..'lut(Q.) = SZ/«..

Proposição 1.12 .Dado o quaté7'nÍo (l?2« com n ? 4, fazem

(i) todo subgrupo de Q2« é cíclico ou quatérnio;

(r%zJ se ]V e norn7iaZ e77z (l?2n e nao aóe/taro, então 1(22n : JVI -: ] ou 2 e ]V é um

quatérnio;

(iii) Qa« possui um subgrupo caracte«suco cíclico de índice '2: \üb;

0u9 ,4uf(Q2«) é um 2-g po;

(u) Qz« tew« apenas três classes de co'njuga,ção com eteme'fetos de ordem A:: '«
C/aSSe dO a2''3, Có e Cab/

(ú) Qa« é o úni,co '2-grupo não abetiano COm 2n elementos que pois'ui elatamente

ulrl grupo de arde'm 'Z.

Dem: Veja Passman j511

Destes fatos, não é difícil concluir-se que (l?2« :: <a> ú Có U C.ó; qualquer elemento

não central em <a> tem, como conjugado, apenas o seu inverso. Ademais, os elementos
de ordem 2"'i são da forma ai, para t ímpar.

Um grupo em que todos os subgrupos de Sylow são cíclicos será chamado de Z-

grupo em homenagem a Zassenhaus que, a partir dos trabalhos de Hõlder e Burnsidejs,

obteve o seguinte teorema de estrutura:

SConfira Burnside l61 páginas 163 a 166
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Proposição 1.13 G é um grupo cubos subgrupos de Sg/Zom são lodos cz'c/ecos se, e
somente se, G admite a. presentação:

(? = <a, Z) : cz" = l b", ó-:«z,

em qzie r" l(mod «), m é z'mp«, 0 5; , < «. e m e n(, 1) .ã. PM«.« «Z«[,"'

Dem: Veja Zassenhaus 1941 ou Robinson 1641

C)bserve que os citados grupos são cíclicos ou metacíclicos que andem. Os
números m, n e r, acima, caracterizam estes grupos; na medida em que um outro
Z-grupo .17, analogamente definido pelos números k, Z e s, será isomorfo a G, se, e

somente se, k = m, Z = s e os grupos cíclicos <r> e <s>, em .Z., coincidem (confira

este fato em Robinson 1641). Os Z-grupos são um caso particular dos grupos cujos
subgrupos de Sylow são todos abelianos; para estes vale o seguinte resultado, devido
a Taunt:

Proposição 1.14 Se todos os subgrupos de S#Zow do gr"tipo G são abe/canos, então

G' n ((G) = (1)

Dem: Veja Robinson 1641

Há dois grupos lineares especiais que terão particular importância neste traba-

lho, são eles SZ;(2, 3) e S.L(2, 5); quanto a estes podemos afirmar:

Proposição 1.15 S.L(2, 3) admite a presenfação

<«,Z,,c : «' 1 = c3, b2 = a2, b'iab = a'i, c ibc :: ab> -: (?8x('3

Proposição 1.16 Quanto a SZ.,(2, 5), valem;

rÍ)S-L(2,5) <.,Z/,.:z; -' ;3/; (zg/y

OiJ o e/ementa z é a zín ca amuo/ração em S-L(2, 5), ade«tais, /acendo ,Z = <z>,

S.L(2, 5)/Z = -4Zt.;
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(ã i) SL(2, 5) é o único grupo não solúvel com 120 elementos cujos 2-subgrupos

de Sytou são quatérnàos;

0«2 S.L(2, 5) é o ú«{c. g"p. p.r$eáto «m ]20 ./em.«f«I'

Dem: Veja Passman j511, Huppert 1251 e Huppert & Blackburn 1261

A propósito do item (iii) da proposição anterior, vale lembrar que S3/mS é um

outro grupo não solúvel com 120 elementosl sendo o único destes cujos 2-subgrupos
de Sylow são diedrais.

Serão também necessárias, em nosso trabalho, extensões dos grupos S-L(2, 3) e

S.L(2, 5) pelo cíclico C'21 as quais denotaremos, seguindo a notação de Zassenhaus, Ç4
e gS, respectivamente. Os subgrupos de Sylow de ordem par dos grupos Ç4 e gS são
quatérniosl com relação ao grupo Z definido anteriormente, temos ainda:

Proposição 1.17 Se o grupo G possua uma Única amuo/ração z, pajem

(i) se GJÇzà = Suma., então G = g4;

(ii) se GJÇzb = Suma, então G = gs

Dem: Veja Zassenhaus 1941 e Huppert 1251

Observamos que a ordem do grupo g4 é 48, já o grupo gs possui 240 elementos.

Em vários dos resultados apresentados, ou que serão ainda expostos, é impres-

cindível o conhecido teorema de Schur-Zassenhaus. Lembrando que K é um subgrupo
de Hall de G se sua ordem e índice em G são relativamente primos.

Proposição 1.18 Se .]( é um subgrupo de ]7a/Z norma/ em G, então ezÍsfe um sub
grua)o H de G, dito conFIe'me'nto de K, tal que G -- KxH; ademüis dois conFIe
mentes quaisquer serão conjugados.

Todo o nosso trabalho será devotado ao estudo dos grupos de Frobeniusl as
fontes mais indicadas para um estudo sistemático de tais grupos são certamente o ar-
tigo de Zassenhaus 1941 e os livros de Huppert 1251 e Passman j511, sugerimos também

a leitura de DornhoH j181 ou Tsuzuku 1871.

4Um grupo G é dito perfeito se G = G' # (1).
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Os grupos de Frobenius desempenham um papel fundamental na teoria dos
grupos finitos, como nos ensina Gorenstein em l22lls; são eles, grupos de permutação

transitivos e não regulares, isto é, o subgrupo fixando uma letra é não trivial, porém só

a identidade fixa mais que uma letra. A estrutura destes grupos é bastante peculiar;

já G. Frobenius provou o seguinte resultado:

Proposição 1.19 Se G é um grupo de Frobenius, então ez sle um subgrupo K, nor-

mal em G, pelo qual G cinde; isto é, existe um subgrupo H, tal que

G -- K'n }i

Os grupos de Frobenius foram estudados também por Burnside, Thompson e
Zassenhausl podemos ainda apontar-lhe as seguintes características:

Proposição 1.20 São eguiuaZenfes

(i)G KnH é um gr"upo de Frobenius;

(ii) existe um subgrupo noT"mal, própüo e não triui,al, K e'm, G tal qu,e, para
todo k em K,

o.(k) ç K;

0í0 « «dem d. G é n - m c.m (n,m) = 1 ., p«« t.do g em G, o« g" = : -
g" = 1, ademaás .K = {g : g" = 1} é um subgrzzpo normal, pr(5pMo e não fráuiaZ

em G.

Proposição 1.21 Se G KnH é uln gT"tipo de Frobeniu.s, valem

Íi) l.al djuíde IKI l;

(ü) G é ü \ ni,ão disjunta, (le K e todos os con:iugüdos de n* (n* n \);

(iii) Q tição de H sobre K é livre de pontos Pios, isto é, se h está em n* , h
determina, um automor$smo sobre K que S=a apenas a, unidade (tt : kh = k se,

e somente se, h = 1 ou k = 1);

SConfira também lsaacs [271 à pag. 101 e Dixon [13], pag. 85.
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rãuJ se l-K é par, então K é abe/cano

Quanto ao núcleo .K do grupo de Frobenius G /( >q H, Thompson obteve que

Proposição 1.22 0 ntíc/eo -K é nÍZpoÉenle

Observe que do item (i) da Proposição 1.21 segue que (l-KI, l-HI) = 1, portanto,

do teorema de Thompson e do item (i) da Proposição 1.6, segue que o núcleo -K é o
subgrupo de Fitting do grupo de Frobenius (;; consequentemente K está unicamente
determinado e é característico em G.

Quanto à estrutura de um complemento -H de um grupo de Frobenius, estudados

por Burnside e Zassenhaus, podemos afirmar:

Proposição 1.23 Se -H é um complemento de Frobenáus, então:

(i) seus subgruT)os de Suta\o de ordens ímpares sõ.o cíclicos; jú os de ordem par
são cíclicos ou quatérnios;

(ii) se a, ordem de H é par, então H possui uma, única inuotução, isto é, um
'único elemento de ordem 2.

Note que a involução referida no item (ii), será, evidentemente, central no com-

plemento em telas ademais, do item (iv) da Proposição 1.21, não é difícil demonstrar-se

que esta involução age sobre os elementos do núcleo invertendo-os.

Demonstra-se que existem complementos de Frobenius solúveis ou nãos no pri-
meiro caso, vale o resultado a seguir:

Proposição 1.24 Se -# é um complemento de Proóen us soZtíueZ, então ezáste urra

subgrupo Ho, normal em H, tül que Hü é bm Z-grupo e HJHo é àsomorfo a. algum

subgruT)o de Sym4..

Já os complementos não solúveis obedecem a

Proposição 1.25 Se -H é umz como/ementa de Froóenãus não soZlít/eZ, então existe

um subgrupo Ho, normal em H, co'm 'índice \- ou '2 tal que

.H. (2, 5) ,

sendo M hall Z-gfql)o de ordem relativamente pri'ma Q 120, a, ordem de SLÇ2,$Ü
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Há ainda dois resultados bastante úteis acerca dos grupos de Frobenius, são
plpe'

Proposição 1.26 Sida (l? Kn H um gr'uT)o de Frobeni' s, então Datem

(i.) se Ho é um subgruT)o própho e não tribal de H, então KxHo é um grupo
de Frobenius;

(ii) se Ko é um subgrupo l)róprio e não trivial de K, 'n,ormat em G, então
GJKo = ÇKJKüànH é um grupo de Frobeniu,s;

(iii) se Ko e Ho são s'ubgrupos não tdui,ais de K e H, respectivamente, tais que
NGÇKoh está contido em HÜ, então KonHo é hm grupo de Frobenius.

Proposição 1.27 Seja (; = Kx-H um grtlpo de ]üobeníus e .V um subgrupo norma/

em G, então N contém ou está co'r\tido no núcl,eo K

Passemos agora aos anéis de grupo

1.2 Anéis de Grupo
A estrutura conhecida como anel de grupo tem grande importância em vários ramos
da álgebra, podemos defini-la como: se G é um grupo e A um anel com unidade, o

anel de grupo AG é determinado por todas as somas formais:

'- ' >1, ag g,
g€G

em que ag está em A e o suporte de a, ou seja, o conjunto

.UPP(a)

é finito.

Neste estudo, estaremos sempre tratando com grupos finitos (salvo menção ex-

plícita em contrário) , logo a exigência anterior quanto ao suporte é trivialmente aten-

didas ademais nos interessam os, assim chamados, anéis de grupo integrais, isto é, em

que A é o anel dos inteiros .Z.

Estão definidos em ZG as operações de adição e multiplicação abaixo:



19

(1) Es.c ag ' g + E,.c Óg ' g E,..;(a, + b,) ' g;

(11) E,.c a. ' g x E...; Ó. . h 'EgcC'EhcCagbh gh

Observe que, identificando um elemento g de (7 com l.g, em .ZG, o anel de grupo

.ZG terá uma estrutura de .Z-módulo livre com base Gi podemos ainda admitir que

G está contido em .ZG, oü melhor, G é um subgrupo do grupo de unidades t/(.ZG)
do anel de grupo. Todo subgrupo de U(.ZG), que é uma base de .ZG sobre .Z, é dito
ser uma base grupal de .ZG.

A aplicação abaixo é um morfismo de anéis

c: .ZG -

E:scC ag ' g --> ESCC ag

chamada função de aumento; seu núcleo é o ideal de aumento, notado por a.(G).
Diremos ainda que os elementos de .ZG cujo aumento é l são normalizados. Se u é
uma unidade, isto é, um elemento de Z./(.ZG), evidentemente c(u) = :Ll; as unidades
normalizadas compõem o grupo Ui(.ZG). Unidades da forma a . g, sendo a um
elemento de .Z e g determinado em G, são chamados unidades triviais.

E imediato que qualquer morfismo de grupos 0 : G pode ser diretamente
estendido a um mor6smo dos anéis de grupo O : ZG -----> .Z.H; sendo assim, se /V é
um subgrupo normal em G, a aplicação quociente determina o seguinte morfismo:

xNI ZG

E.gCCagg t-'--'+ ')-.9CGagg' N.

O núcleo desta aplicação é um ideal denotado por z\(G,-V)l não é difícil demons-
trar que A(G,.M) = .ZG . A(N). Um fato importante acerca do ideal A(G,.M) é
estabelecido por

Proposição 1.28 Sendo .M um subgrupo norma/ em G

6' n (l + A(G, N))

Dem: Veja Passman IS21

O anel de grupo ZTG admite uma aplicação involução
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(Eg.G a.g)* Essa 'zpg':

com as propriedades

(i) g*

(ü) (a + P)*

(iÜ) (aP)*

(i«) (a*)*

Prova-se com relação à involução +

Proposição 1.29 Para a em .ZG, aa* = 1 se, e somente se,
gem G.

üg, para algum

As unidades de torção em .ZG determinam um conjunto denotado por TU(.ZG);
para as unidades de torção normalizadas, valem os resultados, devidos a Berman e
Higman:

Proposição 1.30 Se a é uma unidade de torção, isto é, a" = 1, ta/ que o coe$cãente

do l é nã. -Z., a(1) :# 0, ente. a

Donde segue o corolário óbvio

Proposição 1.31 $e a está em TU(.ZG) e a :# :tl, então cv(1) 0

A teoria dos anéis de grupo apresenta um resultado análogo ao teorema de

Lagrange:

Proposição 1.32 Se % é uma torção norma/ázada em .ZG cuja ordem é n, então n
é um divisor de ordem de G.
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O centro de .ZG goza de uma propriedade muito convenientes se CP é a classe

de conjugação, no grupo G, do elemento g, denotaremos por Co a soma dos elementos
que constituem esta classe, isto é, Co = )ll: ca h'igA; pode-se demonstrar o resultado

a seguir:

Proposição 1.33 .4s somas de c/esses {CslscC deterá nam uma base, sobre .Z, do
««t«, ((.ZG), d. ZG.

Como corolário imediato deste resultado, podemos inferir que toda unidade de
torção no centro de .ZG será trivial.

Há uma subestrutura em .Z(; que nos será de grande valia, trata-se do grupo
aditivo gerado pelos produtos de Lie: la,PI := aP -- aa, para a e P em .ZG. Deno-

taremos este submódulo de .ZG por [ZG, Z(;], evitando uma possível confusão com

o comutador em grupos. E possível demonstrar que [.Z(;, .ZG] é gerado, sobre .Z,
pelos elementos da forma [g, h] = gh -- hg, para g e A em G.

Uma importante propriedade deste grupo é estabelecida por:

Proposição 1.34 Se n é urn ntímero natura/ e p um pomo, para quaisquer cv e #
em ZG, ucLte:

(a + #y' = a'" + p''(«od [.ZG, .ZG]).

Dem: Veja Sehgal 1821

Denotando por «,a a relação de conjugação no grupo G, para um dado a
E: ca a h em .ZG e fixado g em G, definimos

õ(g)
h«,ag

Assumindo a notação acima, pode-se provar que

Proposição 1.35 Se a pertence a [.ZG, .ZG], então ã(g) Q para, todo g em G

Dem: Veja Sehgal j811

De posse destes resultados, Zassenhaus obteve o teorema
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Proposição 1.36 Seja u uma unidade norma/ãzada em .ZG, se u é de torção com
«de«. o(u) q«e p é «m ph«.o, e«tão .«á.te ««. eZeme«t. g, «o «p.M. 'i'
u, t«/ q«e o(g) (g) # 0.

Em boa parte deste trabalho, estaremos tratando do chamado problema do
isomorfismo; que consiste em saber se um grupo finito G é determinado por seu anel
de grupo integral .ZG, ou, em outros termos, seria a implicação

ZG-

verdadeira? Uma discussão pormenorizada do problema do isomorfismo será desen-

volvida no terceiro capítulo, onde serão também apresentadas algumas conjecturas a
ele relacionadas. Exibiremos aqui apenas os principais resultados que nos serão úteis
adiante.

Dos resultados de G. Higman e S. D. Berman, segue que

Proposição 1.37 Se G é um grtzpo abe/cano e .ZG ZG, enleio G -

Já A. Whitcomb obteve

Proposição 1.38 Se G é um grupo metade/cano e .ZG = Z(?, então G G

Os trabalhos de D. Glauberman e D. Passman l49, 501 revelam a existência de
uma correspondência bijetora entre as classes de conjugação de G e a que preserva
algumas características destas classes; resumimos estes fatos em:

Proposição 1.39 Se O : .ZG--.=.+.ZG é um {somor$smo e Co é uma soma de classe
em G, então O(Cs) é uma soma de classe em G, isto é, ezíste aç em G fa/ que
O(Cs) . «/e«. «{«d«;

õ) o(c,«) C.« para todo inteiro n;

Ói) .(g) 'lc,l lc,l;

Oii) se o(ê,) e o(é«) tã. e«{.fe«.« e.« e«.é' f.{. q«e o(é,.«)
L'Z.yl' == L'Zu'.y'
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Este último teorema permite estabelecer-se uma correspondência entre os sub-

grupos normais de G e os de G, que de fato é um isomorfismo (preserva a estrutura
booleana) entre estes reticulados; ademais grupos normais correspondentes apresen-

tam uma série de semelhanças. Utilizaremos ainda aqui a notação: se .ÍV é um
subgrupo normal em G (ou um subconjunto qualquer), N denota a soma de seus
elementos. Teremos então:

Proposição 1.40 Se O : ZC---=-+.ZG é um àsomor$smo e JV um subgrupo nozvrzzaZ

em G, então existe em G 'üm subgrupo normal vÇN) satisfazendo a:

© 0(N')

rí0 1x'l 1 ,'
(iii) se M 4 G, N < G, N É M, então uç~M) 'Ê v(.N);

0«) o(a.(c, .v)) «(.w));

lu) zqGju) :- zqGjvçmlh;

Íu0 se M < G e JV < G, então p(l.M, .VI) 1«(.w) , «(x')l;

luii)NjN'-

ÍujÍI) « C"(N') <g" : g C N>, enfã. «(C"(N)) C"(«(N')) ;

êz9 ;. C.(-M) çg" : g C N, g" 1>, .ntã. «(C.(/V')) (p(.V))

Dem: Veja Passman 1491

Observemos que, do item (viii) da Proposição 1.40, segue que N e P(]V) têm o

mesmo expoentes ademais, muito embora não esteja demonstrado que os grupos de
Hattini de G e a estejam associados nesta correspondência (como observou Passman

em 1501 corrigindo o equívoco anterior em 1491), em virtude da Proposição 1.3, não é

difícil concluir-se que, se N é nilpotente, então P(@(.V)) = '}(P(N)).
Dos resultados anteriores, decorre obviamente o resultado a seguir:

Proposição 1.41 Se G = Gi xG2, com (IGll, IG21) = 1, sendo Gt e G2 determinados

por se'üs a'rtéis de gru'po, eTttão G é também determinado l)OT ZG.
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Veremos adiante que o problema do isomorfismo está associado a algumas con-

jecturas (contra a primeira seção do Capítulo 3); entre estas, temos as denominadas

(CZ-3) e (Aut). Para a primeira, A. Valente obteve:

Proposição 1.42 Se G = arras é um g po mefacícZàco com (r,s) = 1, então G

satisf.,z (CZ-3).

Dem: Veja Valenti l88.

Também os grupos nilpotentes satisfazem (CZ-3), como provou A. Weiss

Proposição 1.43 Se (; é um grupo náZpofenfe, então raZ-Sy é uáZáda em (;

Dem: Veja Weiss 1901 e j911

Já G. L. Peterson conseguiu provar

Proposição 1.44 Se G = Gi x G2, com (ágil, IG21) = 1, e vale éaut9 para Gi e (-;2,
então Date (Aut) para, G.

Dem: Veja Peterson 1551

Finalizando, gostaríamos de tecer alguns comentários acerca da literatura sobre

anéis de grupo, além das referências já mencionadas no início do capítulo. A obra
de D. Passman IS21, pela extensão e abrangência, é o cânon em anéis de grupo;
porém, para tópicos não abordados por esta, como uma ótima referência apontamos
o livro de S. K. Sehgal j811. Muitas das questões aqui abordadas dizem respeito às
unidades de .ZG; quanto a este tópico, a melhor fonte de consulta é a pormenorizada

exposição desenvolvida por S. K. Sehgal em 1821; é também valiosa a obra de G.
Karpilowsky 1331. Tivemos a oportunidade de consultar a obra intitulada Group
Ríngs de autoria do Prof. A. A. Bovdi, gentilmente cedida pelo mesmo; infelizmente,

embora extremamente valiosa, está ainda por ser vertida para a língua inglesa.



Clapítulo 2

A Conjectura do Normalizador

Este capítulo apresenta uma questão que tornou-se conhecida em forma de conjec-
tura: A Conjectura do Normalizador. Serão aqui apresentados, nas primeiras seções,

os principais resultados, a ela referentes, obtidos até o momento; estes resultados
estabelecem algumas famílias de grupos que são soluções do problema. Em seguida,
será demonstrado aquele que, como já foi mencionado, é o principal resultado des-
ta pesquisa: que a classe dos grupos de Frobenius constitui uma solução positiva à
conjectura.
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2.1 A conjectura e uma primeira solução

Lembramos ao leitor que os anéis de grupo que serão aqui tratados são integrais e
definidos sobre grupos finitos; a menos de menção explícita em contrário.

Tomemos um ane] de grupo ZGi é sabido que uma base grupa] qualquer deste

anel é subgrupo do seu grupo de unidades U(ZG). Deste modo, podemos afirmar,
em relação a (;, que

G <U' U(.ZG).

E natural, portanto, que se coloque a seguinte questão: Qual o normalizador do

grupo G no grupo de unidades de seu anel de grupos ou seja, que dizer de .Aru(G) ?

Se denotarmos por ( o centro do grupo de unidades t/(.ZG), é imediata a
conclusão:

G . ( 5; Nu (G),

em que o produto não é necessariamente direto, pois que o centro de G pode não ser
trivial.

A conjectura do normalizador afirma que vale exatamente a igualdade na ex-
pressão anterior. Em outros termos, conjectura-se que, em anéis de grupo integrais
sobre grupos anitos, .ZG, o normalizador de G em U(.ZG) é determinado exclusi-
vamente por aqueles elementos que de modo forçoso normalizam G; neste sentido,

podemos dizer que ]Vn((7) é o menor possível.

Eis uma formulação da conjectura do normalizador:

Dctdo um, gr'ulE)o $'rtito G e sendo NuQG) o se'u, normalizados no gr"l.tl)o

de unidades, UÇZ:G), de seu anel de grupo i'rLtegral, 'unte então que

Nu (G)
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O problema 43 no livro t/njts n / ztegra/ Group R ngs de S. K. Sehgal, veja 1821,

refere-se à conjectura apresentando-a como a questão:

Se G é um grua)o anito, vale Nu(G) G.( ?

A questão anterior já tinha sido colocada, em uma formulação distinta embora

equivalente, por S. Jackowski e Z. Mlarciniak em um importante trabalho conjunto,
publicado em 1987 -- veja 1281. Para apresentar esta formulação, é necessário observar

que, dado u, uma unidade no normalizador de G, .Aíu(G), determina-se naturalmente
um automorfismo p. em G conforme:

P.(g) para todo g em G

Se denotarmos por .Auto(G) o conjunto dos automorâsmos de G definidos deste

modo, é imediato que .4utD(G) é um grupo que contém como subgrupo /nn(G), o
grupo dos automorfismos internos de G. Vale a conjectura do normalizador se, e
somente se, para todo u em Aru(G), tem-se que u = gozo, com go em G e zo em (;
sendo assim, segue que p.(g) = u'ig = giiggo, pois que zo é central; o que equivale
a afirmar-se que p. é um automor6smo interno de G. Em vista deste fato, os autores

citados apresentam a questão do normalizador como:

Se G é um gl"upo finito, vale Antul.G) -rnn(G) ?

Muito embora o artigo de Jackowski e Marciniak tenha sido, ao que parece, a
primeira vez em que foi aventado, de modo explícito na literatura, o interesse por uma

solução geral desta questão para grupos finitos; o primeiro resultado nesta direção já

fora obtido, há duas décadas, por D. B. Coleman em um artigo de 1964 -- veja

j101. Coleman tratava então com álgebras de grupo modularesl por intermédio de um
método simples e engenhoso obteve o seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Coleman, õ4) Seja G um p-grupo anito e IF' um corpo de carac
tenístico, p, então bale Nul.G) -- G . <. nü ál.febra. de grupo B'G.

Adaptando a demonstração de Cloleman, os autores Jackowski e Marciniak ob-
tiveram uma extensão do resultado anterior para anéis de grupo integrais. Este
resultado é de suma importância -- não apenas para a pesquisa desenvolvida pelos

autores citados, mas também para o que nos propomos a apresentar -- pois que revela
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a validade da conjectura, em uma versão local, para todos os grupos finitos. Para
a conveniência do leitor e pela importância deste resultado para os que virão em
seguida, apresentaremos a versão desenvolvida em Sehgal 1821.

Teorema 'Z.2 (Jackouski U Marciniak, 81) Seja, P vm 'p-subgrupo do grupo $nüo G

e 'u em Nul.G), existe então go em G tat que (p«(.hh -- gj;\ hgo, T)arü todo h em, P.

Demonstração: Como u está em -/\rp(G), para todo h em G, temos que y'«(A) =

u-iAu pertence a G, logo
u :uP.(h). (2.1)

Define-se então uma ação a do subgrupo P sobre o conjunto G conforme: se h pertence

a P e g, a (;, tem-se

a«(g) :gP.(A).

Vale notar que esta não é, de fato, uma ação de grupo; seria uma contra-ação, na
medida em que aA o a/ = a/A; porém todas as propriedades referentes às ações de
grupo permanecem igualmente válidas.

Se u é escrito como u = EP.c u(g)g, segue de (2.1) que

« (g)h :gP.(h). (2.2)

Observa-se então, em (2.2), que a função u : G --> .Z, dada por g '--} u(g), é constante

nas órbitas pela ação ol uma vez que o comprimento destas órbitas é um divisor da
ordem do p-subgrupo P, segue que este comprimento é uma potência de p. Ora, u é
uma unidade em .ZG, em conseqüência o aumento, c, de u obedece a:

em que c{ = u(gí) e pt' é o comprimento da órbita de gi, sendo gi um elemento em G.

A conclusão é, portanto, que existe uma órbita de comprimento um, pois do contrário
o número primo p seria um divisor de ül l Em outras palavras, existe um elemento
go, em G, fixado pela ação a; ou seja, ah(gO) = go, para todo h em P

Por íim,
ah(go) = à':gop.(À) = go , para todo h em P;

ou ainda

p.(h) = gi:/zgo , para todo À em P.
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q.e.d

Vale notar que o resultado, de fato, afirma que Aru (G) $ Ou(P) .G; uma vez clue
u ihu = giihgo. Lembrando agora que o centralizador de G em U é precisamente o

centro de U, segue a nossa afirmação de que o mesmo aponta para uma solução local

da conjectura para os p"subgrupos de G.
A partir do último teorema decorre a validade da conjectura para a importante

classe dos grupos nilpotentes finitos, como afirma o corolário a seguir.

Corolário 2.1 Sda G um grupo náZpotenfe ./inato, então Nu(G) G.(

Demonstração: Basta observar que, sendo G um grupo finito, G é o produto
direto de seus subgrupos de Sylow; lembrando que, neste caso, os elementos de distin-

tos subgrupos de Sylow comutam entre sí, o resultado segue da aplicação do teorema
a cada um dos subgrupos de Sylow de G.

q.e.d

Uma conjectura, como tal, só se estabelece quando há indícios de sua validade,
senão em geral, para extensas ou importantes classes de objetosl o corolário anterior,

sem dúvida, já seria um bom argumento favorável à conjectura do normalizador,
entretanto resultados bem mais poderosos foram obtidos por Jackowski e Marciniak.
Estes resultados justificam a próxima seção.

2.2 Os resultados de Jackowski e Marciniak

Apresentaremos agora os resultados de Jackowski e Marciniak. A pesquisa destes
autores desempenha um papel fundamental no desenvolvimento da proposição que
defendemosl por este motivo será exposta detidamente. De início, fazem-se necessários
dois lemas auxiliares:

Lema 2.1 Sda u uma unidade rzo normaZízador de G em U, Nu(G), sda ainda p«

o auXomor$smo de G deter"m'i'rLO,do por u; Q arde'rn de g. será divisível apevtüs por

aqueles primos que di'lidem Q arde'm de G.
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Demonstração: Observe o leitor que, embora u não seja necessariamente uma
unidade de torção, p. é um automorfismo do grupo finito Gi logo a ordem de g.
está bem definida. Suponhamos agora que a ordem de p. sda relativamente prima à

ordem de (;; considerando-se uma potência adequada de u, podemos assumir que

«-',

sendo p um primo que não divide a ordem de G e & a identidade em G. Seja -H =
{g c G : p.(g) = g}, isto é, .H é determinado pelos elementos em G fixados por pu; é

evidente que .H é um subgrupo de (;. Como as somas de classe são elementos centrais

dos anéis de grupo, segue que se C é uma classe de conjugação em G, então

« :(E g)«- Ep.

Deste modo, p. será uma bijeção em C. Uma vez que a ordem de C divide a
ordem de G, esta última sendo relativamente prima à ordem de p., segue que existe,

em C, um ponto fixado por p.; isto é, a interseção ]? n c é não vazia. Pela teoria
de grupos, -H tem la : .7VC(.H)l conjugados, como -H Ç /Vc(.H), a reunião desses tem,

quando muito, l + (l-al -- l)la : -HI elementosl se -# :# G, essa reunião não esgotaria

G. Donde .H = G; ou seja, p. será a identidade em G l

q.e.d

No próximo lema, # denota a involução em .ZG, mencionada no primeiro

capítulo e que opera como #(Eg asg) = EP asg':

Lema 2.2 $e u é uma un dado em .ZG, então u pertencerá ao nozmaZãzador .Aru(G)

se, e somente se, u'u for central em ZG.

Demonstração: Para u em Aru(G), tem-se p.(g) = u':gu, para todo g em
Sendo assim, p«(g :) = u':g :u e, aplicando-se a involução +, segue que g.(g)
u*g(u':)* donde g = (u*)':p«(g)u*; consequentemente

(-*) ':g(uu* ) (u*)':u':guu* (u*) '9«(g)u*

ou seja, uu* é central. Ademais

+ --] # +
'ü' 'ü == 'ü ''ZI'tz 'ZI == 'ü'tz,
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Reciprocamente, se u*u é central, do fato que u*u = uu*, obtemos, para todo g
em G,

(u :gu)(u':g«)* u :guu*g':(u':)* (u :)* ':

peia Proposição 1.29, segue que u'igw está em Gi isto é, u pertence a ]VH(G).

q.e.d.

Os lemas anteriores permitem a demonstração do resultado que segue, devido a

J. Krempa e anunciado em Jackowski & Marciniak 1281.

Proposição 2.1 ÍKrempaJ Se u pertence a Aru(G), então u2 estará em G .(

Demonstração: Considere a unidade u*u'i, segue então que

u*u':(u*u':)*(u:)*u u):u u)''

pois, pelo Lema 2.2, u*u é central. Mais uma vez, pela Proposição 1.29, temos que
u*u-i é uma unidade trivial; e, já que c(u*u i) = 1, a conclusão é que u*u'i = go,

para go em G. Ora, em conseqüência

gou' :: u u;

por fim u2 pertence a (; (, pois u*u é central l

q.e.d.

Dos resultados anteriores, Jackowski e Marciniak extraem a surpreendente con-
clusão a seguir:

Eeaxema 2.3 (Jückouski 8 Marciniak, 8'T) Se G é um grua)o de ordem 'ímpctr, 'Date

Q conjectura do normatizador para G.

Demonstração: Se u está em ]Vu(G), pelo resultado de Krempa -- a proposição
anterior -- p: é um automorfismo interno de G. Sendo a ordem de G ímpar, a ordem,

t, de p. também o será pelo Lema 2.1. Deste modo, f e 2 serão primos relativosl
existem pois r e s, números inteiros, tais que 2.r + t.s :: 1, e portanto

v'. ''''' - ç':' . ç'l;' - p'';

já que p: é um automorfismo interno, p« será também um automorfismo interno de

G. O resultado segue da, já mencionada, reformulação equivalente da conjectura.
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q.e.d.

O último teorema revela que, para se obter uma solução geral acerca da questão

em tela, há apenas que se investigar os grupos finitos de ordem par. Tratando então

com grupos de tal ordem, os autores Jackowski e Marciniak obtêm ainda uma solução

da conjectura para estes grupos com uma dada restrição. Para tanto, os autores
valem-se de um método que reproduziremos em seguida, já que o mesmo assume um

papel central no resultado que objetivamos defender.

Primeiramente, observamos que o problema do normalizados reduz-se à análise

de um determinado conjunto de unidades normalizadas u em .Aru(G); ou, equivalen-
temente, de automorfismos p« em .4utP(G) E justamente esta técnica que explo-
raremos no resultado que propomosl em vista disso, justifica-se que a apresentemos

pormenorizadamente.

Para um 2-subgrupo de Sylow, S, fixado em G, define-se o subconjunto /s de
,4ut«(G) como seg«

b {P. C .4utu(G) : P: .e p.Is

isto é, o subconjunto dos automorfismos de G, determinados por unidades norma-
lizadoras, tal que estes automorfismos sejam involuções e as restrições dos mesmos
ao 2-subgrupo de Sylow fixado, a identidade. Vale para este conjunto o resultado a
seguir.

Teorema 2.4 Se /s está confádo em /nn(G) - o subgrupo dos aufomor$smos {nterrzos

de G - para um '2-subgrupo de Sylom S de G, então uctle Q co'n:jectura do nor'm,ülizador

parti o grupo G.

Demonstração: Supondo que .rs esteja contido em .rnn(G) e que g., pertencente

a ,4utP(G), seja um automorfismo determinado por u em 7VP(G), a estratégia da prova

consistirá em demonstrar-se a existência de @, em /nn(G), tal que @ p. esteja em

/s. O resultado seguirá do fato de que p. será, deste modo, um automorfismo interno

de G; uma vez que, como já foi mencionado, a conjectura do normalizador decorre de

.4utu(G) ser um subgrupo de /nn(G).
Do Teorema 2.2, segue que existe gi em G tal que

P.(h) gíiAgi, para todo A em Si
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definindo um automorâsmo interno de G como

'y(g) giggít, para todo g em G,

conclui-se que a composição ' p. é a identidade quando restrita a S. Denotando
ugi': por u, é imediato que u pertence a ]VP(G) e ' - g« = g, pertencerá a .4utc/(G).

A Proposição 2.1 afirma, em sua demonstração, que existe / em G tal que
u* = /u; ademais, como u*u é central, para todo g em G, vale

92uÇg)

Tomemos o grupo cíclico </>; se notarmos por S2(/) e S2,(/) os 2-subgrupo de Sylow

e 2'-subgrupo de Hall, respectivamente, de </>, teremos:

Çf\ f) x S,, (f)',

como ambos são cíclicos, S2(/) = </i> e S2,(/) = </2> = </22>; daí a conclusão

/ = /i /22, em que /i é um 2-elemento e 2 não divide a ordem de /2.

Definimos então .5 em -rnn(G) como:

õ(g) /2'ig/2, para todo g em (;l

lembrando que u* := /u, segue que u = u*./': = .fu/-i, ou seja, / comuta com t; e,

já que /2 C </>, decorre que

õ'P. - P..õ.

Mais ainda, uma vez que / está em C'a(S) -- pois sendo p, a identidade quando
restrita a S, p2 também o será -- segue então que (5 fixa S pontualmente. Conse-
quentemente, o automorÊsmo 0 :: (5 p, satisfaz, como se pode facilmente verificar:

j1) 0(A) = à, para todo A em S;

(11) o:(g) /ig/Íi, para todo g em G, sendo /i um 2--elemento

Analogamente, fazendo m = u/2, segue que a = p. está em ,4utP(G). Como ./i

centraliza S e sendo /i um 2-elemento, obtemos que .fl pertence a ((S), o centro de
S -- basta observar que <S, /i> é um 2-subgrupo de G.
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Já que, para todo h em S, p.(h) h, tem-se

«« - E «,g - E «,h :gh;
geGgeG

Observamos portanto que, em relação a ação de S sobre G determinando por conju-

gação, a função a : G -} .Z, em que a(g) = ag, é constante nas órbitas da mesmas

como 2 não divide c(w) = ül, existe necessariamente um ponto, go, fixado pela ação,

no suporte de wl evidentemente go pertence a Oa(S).

Seja wo a projeção linear de to no subanel .ZC'C(S) de .ZG; como go está em

surf(w), segue que wo não é 0. Denotamos ainda por üo a redução módulo 2 de w a
Z2 0' (S) .

Do fato de üo pertencer a .ZbOC(S), concluímos que o cardinal do suporte de

üo é igual a c(üo); por outro lado, é óbvio (iue c(úo) = c(wo) (mod 2). Para g em
su;p(to), teremos que g pertencerá ou não a CC(S); no primeiro caso, g é um ponto
fixo para a ação em tela; no segundo, a órbita de g tem comprimento potência de 2

-- pois S é um 2-grupo e, como já mencionado, os coeficientes dos elementos em uma
mesma órbita são iguais -- consequentemente c(wo) = c(w) (mod 2). Por fim, como

e(w) = :LI, resumimos estes dados como:

.«d(.UPP(®o)) .(®o) = .(.«o) = .(w) l (m.d 2);

ou seja, o suporte de üo é constituído por um número ímpar de elementos em Ca(S)

Delo=u/2, u '/u e/::/1/22, segue que

u* = fâ.~'-* f;''' f~j'âu = f~fau = f*«-\

pois / comuta com u e ./i pertence a </>. Já foi visto que ./'i está em (($); conse-

quentemente, para a projeção wo de w, vale

m; = /lwo;

desta equação decorre

Ü; üo. (2.3)

Tomemos um elemento hi no suporte de üo; segue de (2.3) que ./'thi = /z;i para algum

h2 também no suporte de üol sendo assim, /iA2 = ./'i(hÍt./'Íi) = AÍi, pois hi está em

C'a(S) e /i em S. A conclusão é que o suporte de wo é a união disjunta de conjuntos

da forma {ht, A2}, com ./'ihi :: h;i. Ora, já foi visto que o cardinal do suporte de üo
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é ímpar, logo, para ao menos um destes conjuntos, deve valer /tht = Ai'i, ou seja,

/l :: /z: 21 porém /i é um 2-elemento, isto implica que Ai também o é, e, já que At

está em aa(S), segue que Ai pertence a ((S).
Para concluir, de6nimos o automorfismo interno de G como

@(g) highi'i, para todo g em G

Observamos agora que a composição @ . p. é tal que

(1) Para todo h em S:

@ . P.(A) :h««hí:

pois já foi visto que w comuta com os elementos de $; ademaís hi pertence a

((s) .

(11) Para todo g em G:

(@ . p«y(p) = A:««':A:«, :g««Aí'««h-:;

lembrando agora que ãi pertence a ((S), w comuta com os elementos de S,
ademais que w = u/2 e que, para todo g em (l;, vale u-2gu2 := ./g./-i, em que

/ = .ft/a2 e .f comuta com u, segue:

(@ P.)'(g) hí'"-'g««'hí:
f ~ Qufaà'' gQufzÕZ i~

f;* f;' u'' gp faa i~

fi: f4'' fgf'~ ftf« - g

Logo a composição @ p. é um elemento de /s; uma vez que /s está contido

em /nn(G) por hipótese, é forçoso que p. seja automorfismo interno, pois d' assim o

é. Retrocedendo na demonstração, vemos que p. = .5 p,, com õ em /nn(G); como
também p. = ' - pu, em que ' é também um automorfismo interno, a conclusão é,

pois, que p. pertence a /nn(G).

q.e.d

O resultado anterior é a ferramenta principal que possibilita aos autores, via a

aplicação da teoria de cohomologia de grupos, estabelecer o teorema a seguir.
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'teorema 'Z.5 (Jackouski, 8 Marciniak, 8'1) Se o grupo anito G 'possui um'2-subgrupo

de Sytou normal, então ucLle a. conjectura do normali,dador para G.

Demonstração: Se.jam S o 2-subgrupo de Sylow normal em G, /s o conjunto
tratado no resultado anterior e p. em /s. Sendo 7' o quociente G/S, já que p., quando

restrito a S, é a identidade, p. induz um automorfismo quociente, @., em T que ainda
é uma involução; ou seja, @: = &. Cromo u C Aru(G) e .Z(G/S) = .ZT, é imediato

que a unidade {Z, em .ZT, normaliza T, isto é, ü está em Aru(T); porém a ordem de
T é ímpar, do Teorema 2.3 decorre que @. pertence a ,4utP(T) = /nn(7'). Aplicando

agora o Lema 2.1, advém, do fato de que @. é uma involução, que @. é a identidade

em T. Visto (lue (ISI, lrl) = 1 segue que, quando T age sobre ((S), o centro de $,
por conjugação, o primeiro grupo de cohomologia é trivial, isto é 'Ht(T, ((S)) = 01
sendo assim, todo l-ciclo é uma l-coborda; as hipóteses do Satz 17.lc em Huppert
1251 estão, pois, satisfeitas, logo p. é um automorfismo interno.

q.e.d

Os resultados que acabamos de exibir deixam patente a força da conjectura

do normalizador em anéis integrais de grupos finitosl entretanto vale notar que uma

extensa pesquisa acerca das propriedades de ÁutP(G) foi realizada por Marcin Mazur.
Numa série de trabalhos -- veja l44, 45, 46, 47, 481 -- Mazur obtém a validade de
algumas propriedades, que são variantes da conjectura do normalizador, para certas
famílias de grupos; bem como obtém a validade da conjectura para outros anéis
de coeficientes que não apenas Z. Mazur adverte também para a existência de um

vínculo entre a conjectura do normalizador e o problema do isomorfismo, este aspecto
será discutido adiante.

2.3 0s grupos de Blackburn e outros resultados
recentes

No que diz respeito à conjectura do normalizador para anéis integrais de grupos finitos,

por algum tempo não se obtiveram novas classes de grupos, além das apontadas por
Jackowski e Marciniak, em que a validade da conjectura fosse assegurada. A situação

assim esteve até que, próximo ao final do ano de 1998, Y. Li, M. M. Parmenter e S.
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Sehgal, em j411, lograram demonstrar a conjectura para mais uma classe de grupos;
a qual chamaremos de classe dos grupos de Blackburn. Este é um dos resultados que

agora comentaremos; todavia, posto que o trabalho destes autores seja importante

para a questão do normalizador, não desenvolveremos aqui a sua demonstração. E
isto apenas porque a prova do mesmo não é essencial para o resultado que propomosl

contudo vale notar que as técnicas que os autores utilizam são, cremos, bastante
profícuas para os que estejam interessados nesta questão; sugerimos, pois, ao leitor
que não se furte a uma leitura do artigo mencionado.

Os grupos em que todos os subgrupos são normais são os chamados grupos
de Dedekind. Se a ordem de um tal grupo ímpar, já vimos que a conjectura do
normalizador é satisfeita (a /odáoH porque, neste caso, os grupos são necessariamente
abelianos, a conclusão é triviall); o mesmo para a ordem for par, pois um 2-subgrupo
de Sylow será normal. Vemos assim que os resultados de Jackowski e Marciniak

garantem que a classe dos grupos cujos subgrupos são normais representa uma solução

à questão do normalizador. Por este motivo, Li, Parmenter e Sehgal lidam com uma
particular classe de grupos diqunta da classe de Dedekind: dado G, nesta classe, a
interseção dos subgrupos não normais de G, denotada por .R(G), é não trivial.

A classe mencionada acima, qual seja, a dos grupos finitos para os quais a
interseção dos seus subgrupos não normais é não trivial, foi completamente descrita
por N. Blackburn em ISj; sendo assim, referiremos estes grupos simplesmente como
grupos de Blackburn.

E interessante notar o fato elementar a seguir; cuja prova será exibida, porquanto

será futuramente aplicado.

Proposição 2.2 Se G é um gmpo de .BZackóurn, então -R(G) é um subgrupo cü/ãco
e caracte«suco em G.

Demonstração: Por de6nição, R(G) = Í) -H,, em que Hi percorre todos os sub-

grupos não normais de G. Para que H, um subgrupo de G, seja não normal em (l;
é necessário que possua ao menos um subgrupo cíclico não normal em G. Em sendo

assim, a interseção acima pode ser restrita aos subgrupos cíclicos não normais em (;,
isto é,

R(G) = nc,üca;

consequentemente R(G) é cíclico
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Uma vez que um automorfismo de G associa subgrupos cíclicos não normais a
subgrupos cíclicos não normais, segue que -R(G) é um subgrupo característico de G.

q.e.d

Objetivando atacar os grupos de Blackburn, os autores citados .primeiramente

desenvolvem dois resultados que, em si mesmos, são valiosos.

Teorema 2.6 Seja G = <-H, g>, em que .# é um subgrupo abe/cano de {hdice 2, então
Bale a, propriedade do normcttizador para G.

Vale observar que este resultado inclui os grupos diedrais e os chamados Q*
grupos propostos por S. R. Arora e 1. B. S. Passa em l21.

Teorema 2.7 .5elja (; o produto direfo dos gz'aros (;l e (;2, (; = (1;t x (J2, então urze

ü T)ro'piedade do normatizadof para G se, e se'rne'rate se, Q mesma, vale para G\ e T)ara

Blackburn descreve os grupos que levam o seu nome segundo os cinco exaustivos
casos abaixo:

a) G possui um subgrupo abeliano .A de expoente kp", sendo n ? 1; p é primo e
(k,p) = 1. G/.4 é cíclico de ordem p' e, se .Au gera G/Á, u pode ser escolhido

de modo que up' tenha ordem p". Existe um inteiro € = 1(p") tal que z" = zC
para todo z c..4.

b) G é o produto direto de um grupo abeliano de ordem ímpar por um grupo de
uma das duas formas a seguir:

b.l) o produto direto de um grupo quatérnio de ordem 8, um grupo cíclico
de ordem 4 e um grupo abeliano elementar;

b.2) o produto direto de dois grupos quatérnios de ordem 8 e um grupo
abeliano elementar.

c) G possui um subgrupo n do tipo descrito em a), com p = 2 e r = 1. -H tem
índice 2 em (?, e se G for gerado por -H e t, t pode ser escolhido de modo que

ut = u--i, t2 :: u2" e içt = z'l, para algum z7 = --1(2").
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d) G possui um subgrupo abeliano de índice 2. G é gerado por .4 e t em que t2 é

um elemento de .4 de ordem 2. Se z é um elemento de .A, açt = ]ç( para algum
/'" l /on\

e) G é o produto direto de -ll por um grupo quatérnio de ordem 8 e um 2-grupo
abeliano elementar, em que .H é de ordem ímpar e do tipo descrito em a).

De posse desta classificação, analisando caso a caso os grupos descritos, Li,
Parmenter e Sehgal obtêm o resultado central de seu artigo:

Teorema 2.8 (Li, Parmenter e5 Sehga1, 99) Seja, G um grupo $nqto, se R(G) é n,ão

triui,al, então a prophedade do novmalizador é Dali,da, para G.

Este resultado amplia consideravelmente a classe dos grupos anitos para os quais

é válida a conjectura do normalizador; ademais é uma conseqüência do mesmo que,
se G é um contra-exemplo para a conjectura, é necessário que G possua ao menos
dois subgrupos cíclicos não normais, sendo que ao menos um deles é um 2-grupo.

Ora, os grupos de Frobenius de ordem par constituem uma classe que atende
precisamente a estas condiçõesl estes serão o objeto da próxima seção.

Antes, porém, ressaltamos que, ainda no ano de 1998, Roggenkamp e Marciniak

obtiveram uma solução para a conjectura, estabelecendo o resultado a seguir:

Teorema 'Z.9 (Marcãniak 8 Roggenkamp, 98) Seca G uwl gmpo metabelicLno anito,

se um '2-subgrulpo de Selou de G é abeliano, então vale Q l)rop'riedade do normalizados

para G.

Na primeira metade do ano de 1999, Y. Li anunciou, na Réunion d'été ]999

de /a Société MafAématãqtie du Camada, uma extensão do resultado anterior, ver 1401,

qualseja:

Teorema 'Z.LO (Li, 99) Seja G um grua)o m,etabeliüno finito e B um subgru'po abeliano

normal e'm G, tal que o quocie'rate GJB -- A é aboli,ano. Se P Band e CA,l..Baà --

CA,l.bÜ, para algum b em Ba, sendo P um 'Z-subgrr'upo de Sytou de G, e Ba e Aa os
2-subgrhT)os de Sytow de B e A, respectivamente, então vale o. T)ropüedade do nor-
mct\i,dador em G.
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Ademais revelou que alcançara a prova da seguinte proposição

Proposição 2.3 Ua/e a propriedade do norma/àzadorpara um grupo mefabe/cano ./inã

to que cinde e que possui um '2-subgrupo de Sujou diedral.

Este é, pois, o estado em que se encontra a pesquisa da conjectura do normali
zador; passemos então à nossa proposta.

2.4 Os grupos de F'robenius

Esta seção apresenta o resultado que obtivemos acerca da conjectura do normalizadorl

qual sda, que a conjectura é válida para a classe dos grupos de Frobenius.

Os grupos de Hobenius já foram apresentados, bem como as suas características,

no capítulo anterior; para conforto do leitor resumiremos aqui as propriedades destes
grupos que serão exploradas na seção.

Um grupo de Hobenius G apresenta-se como o produto semidireto de dois sub-
grupos não triviais:

G=K'nH

e valem as propriedades

(i) (l-KI, l-al)

(ií) para k em .K e A em -H, se h :kh = k, então ou A = 1 ou h = 1;

(iii) K é o subgrupo de Fitting de G;

(iv) se lal é par, então .K é abelianol ademais existe um único elemento z em -H tal
que z2 = 1; logo este elemento é central e zkz :: k'i para todo k em K

Os resultados expostos nas seções anteriores serão também de fundamental im

portância na demonstração que segue. Eis o resultado que obtivemos:

TEOREMA 2.1 Ua/e a c07%jectura do norma/izador para os grtzpos de Proóenáus

Demonstração: A técnica desta demonstração consiste em obter as condições

necessárias para a aplicação dos resultados das seções anteriores.
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Seja G um grupo de Frobeniusl segundo o Teorema 2.3, se lal é ímpar, segue o
resultado. Logo basta tomarmos G com ordem par.

Das propriedades listadas acima e de G = -Kx-H, segue que lal :: l-KI . l.Zíl;

como (l.KI, IXI) - 1, concluímos que ou 2ll-KI, ou 2ll-nl. Suponhamos que 2 IKl;
sendo .K o subgrupo de Fitting de G, decorre que .K é nilpotente e característico em
G; consequentemente, se S2 é um 2-subgrupo de Sylow de G, é imediato que Se é um

subgrupo característico de -K e, portanto, será também subgrupo normal de G. O
Teorema 2.5 assegura, então, o resultado procurado.

Consideraremos, portanto, que l-HI sela parjl, segue das propriedades listadas

que Ã. é abeliano. Fixemos S, um 2-subgrupo de Sylow de G, tal que $ estala contido

em .H; definimos então o já mencionado conjunto /s como

G {P. C ..4ut«(G) : P: .e p.Is

Analisaremos como um automoríismo p., em /s, age sobre o grupo (?; lembre

mos que, por definição, u está em -Aru(G) e é tal que

P.(g) u'igu, para todo g em (;

De início, observamos que g.(g) e g são conjugados em G, para todo g em G,
pois

g.(g) - g :gu - g [u :,gu];

como [u'i, gu] pertence a [.Z(l;, .ZG], da Proposição 1.35, segue que

P.(g) -c g

Seja agora SP um p-subgrupo de Sylow, que não seja trivial, de K; o Teorema
2.2 garante a existência de go em G, da forma go = koho, com ko em K e ho em -H,
tal que

p.(Ê) = u':É;u = hi:kã:kÉ;oAo, para todo k em SP.

Uma vez que .lr é abeliano, segue que

u-tku = hi;lkho

Teremos dois casos a considerar:

l Pode-se provar que, neste caso, um 2-subgrupo de Sylow de G é, necessariamente, não normal!
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1) /zo = 1. Neste caso, u iku = A, para todo k em SP, e, portanto, a ação de p«
sobre SP é trivial.

2) Ao :# l. Observamos que SP é característico em K, pois que -K é o subgrupo
de Fitting de G; segue daí que SP é um subgrupo característico em GI logo a

restrição de p« a SP é um automorfismol isto assegura que

P:(k) i: i:khoho

Porém p« pertence a /s, donde g: é a identidades assim

P:(k)

Uma vez que SP não é a identidade, do fato da ação de -H sobre .K ser livre de
pontos fixos, concluímos que /zg = 1. A propriedade (áu) citada anteriormente

implica em ho :: z; ou sela, a ação de g« sobre SP inverte todos os elementos

de SP, pois zÃ;z :: k'i

Vimos, portanto, que, dado um p-subgrupo de Sylow SP em -K, ou p. fixa
todos os elementos de SP ou os inverte a todos. Como -K é o produto direto de seus
subgrupos de Sylow, pois que é nilpotente, resta saber se p. fixa os elementos de
alguns subgrupos de Sylow e inverte os elementos dos demais. Consideremos então
que .lk. seja decomposto como .K = X x y; em que X é o produto dos subgrupos
de Sylow nos quais p. age como a identidade, ao passo que }' é determinado como
o produto daqueles em que p. age invertendo seus elementos -- evidentemente X e
y são subgrupos característicos em -K. Deste modo, um elemento genérico k em -K
escreve-se como k = zy, com z em X e g/ em y, e vale:

No início deste raciocínio, obtivemos que zy e zy't são elementos conjugados

em G; logo existe um elemento em (;, que notaremos koAo, -- obviamente À;o em -K e

ho em .H -- tal que

zg/-: = hi:ki:açz/koAo = Ai:zg/ho = hi:z/zoar:z/ho.

Do fato de X e y serem subgrupos característicos de -K, segue que são normais em

G, portanto
hi:zho = z e hi:Z/ho = Z/'

Temos então duas possibilidades:
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a) ho = 1. Sendo assim, y = g/'i, ou sela, y2 = 1; porém 2 não divide l-KI,
consequentemente Z/ :: l. Ora, isto equivale a dizer que y é trivial e /( = X;
noutros termos, p« age sobre -K como a identidade.

b) ho # 1. Mais uma vez, lembrando que a ação de ho é livre de pontos fixos,
concluímos que z = 1. Neste caso, X é trivial e .K = y; assim p. age sobre -K
invertendo os seus elementos.

Concluímos que a ação de p. sobre K é tal que ou p. fixa todos os seus elementos

ou, exclusivamente, inverte todos estes elementos.

Investigaremos agora como pu age sobre um elemento A de -H'
Como z é um elemento central em -H, cuja ordem é 2, e já que p. fixa um

2-subgrupo de Sylow de .17 -- pois p« está em /s -- concluímos que p.(z) = z; ou,
equiva[entemente, z comuta com u. Consideremos A um elemento de .]] distinto do

1; é sabido que h é conjugado, em G, a p.(h); logo existe homo, em G, tal que

u- : hu = Ki* hi;: hhoko

Conjugando por z
zu-ihuz = zX;ilhiihhokoz;

donde

u- : hu = kohi;: hhoki;' ,

pois já vimos que z comuta com u, é central em .17 e age sobre -/( invertendo seus
elementos; por conseguinte

;i: i:hhoX;o = koÀi:à o ;i

hú:hàokã kãAi:hA',

e, uma vez que h # l e sua ação é livre de pontos fixos, segue que kg = 1. Como 2
não divide l-KI, concluímos que ko :: 1; ou seja, que a restrição de p. a .H é também
um automorfismo.

Obtivemos que a restrição de p. a .17 é um automorfismo, resta-nos, pois, verifi-

car que automorfismo é este; para tanto, usaremos um artifício: um elemento genérico
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em G, porém fixado, tem a forma kà, com k em /( e à em 11/; sendo .lí normal em

G, existirá um elemento ko em .K, bem determinado, tal que

kh = hko', (2.4)

desta equação extraímos as duas, óbvias, abaixo

A-tk l (2.5)

e

h ik = koh'i (2.6)

Consideremos primeiramente que p. age sobre -K como a identidade, isto é,
g.(k) = k para todo k em -K; sendo assim, para um elemento genérico kÀ em G,
teremos

u-iÀ;Au - Au-ihu

e

u ihkou = u i/zuko;

multiplicando, à direita, a primeira equação por A'ik'i e a segunda por kiih i,
segue que

t-\khuh'tk't -- k'u:thutt'tk'\

u ihkoukiih'i = u'iÀuh i;

as equações (2.5) e (2.6) asseguram que

e

ku'thuh'ik l \i--tkh'uh'tk \ u :Akouki:A': u-LAMA-i

isto é,

ku.'''Lhu,hl'tk''t = u \huh. 'l

Do fato de p. ser um automorfismo em .H, segue que u'ihuh'l pertence a .H; como

a ação é livre de pontos fixos e k é um elemento genérico de K, concluímos que
u ihuh': = 1, ou seja,

P.(h) u iÀu = h, para todo .H



46

Para o caso em que p. age sobre -K invertendo seus elementos, o raciocínio é
análogo. Tomemos um elemento genérico kA em G, valem então:

u-ikhu = k iu'tAu

u-lavou = u'iAukiil

multiplicando, à direita, a primeira equação por h'tk e a segunda por koh't, obteve.
mos

\l,-'l khu,h''L k := k''L u''l huh''i k

e

u thkouX;oh't = u'ihuA'i;

as equações (2.5) e (2.6) garantem então que

e

k'iu'ihuA'tk u- \ khuh' l k u-ihkouko/z l u-lhuA'i,

isto é,
É; iu-thuh'ik = u'ihuh'i

Exatamente como no caso anterior, concluímos que u'LAMA-i 1, ou seja,

P.(A) u-ihu = h, para todo .lr.

Os dois casos demonstram que p. age sobre .H como a identidade

Finalmente, demonstramos, até o momento, que se nos é dada uma unidade u,

em .7Vu(G), tal que o automorfismo por ela determinado, p«, pertença a /s, então,
para todo A em H, teremos p,(A) = h; ademais obtivemos também que ou p.(k) = k,

para todo k em Ã, ou p«(k) = k i, para todo k em K- Portanto, para um elemento

genérico kA em G, ocorre y'.(kh) = kA ou ainda, para todo É;h em G, p«(kA) =
k ih = zÃ;hz. Em ambos os casos, p. é um automorfismo interno de G, provámos

pois que /s está contido em /nn(G); o Teorema 2.4 garante então que

..'lut«(G) $ -rnn(G)

ou, equivalentemente, vale a conjectura do normalizador para G

q.e.d
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Vale observar um fato que nos parece relevante: o resultado que acabamos de

expor representa uma ampliação efetiva da classe de grupos para os quais vale a
conjectura do normalizador. Esta afirmação é corroborada pelo resultado a seguir.

PROPOSIÇÃO 2.1 .A c/asse dos grupos de Praz)enátis é d s#unfa da c/asse dos gru

pos de Blo.ckburn.

Demonstração: De fato, em um grupo de Frobenius G = .Kx.H, um comple-
mento .H é não normal em GI segue disto que .R(G) é subgrupo de -H, pois que é a

interseção de todos os grupos não normais. Por outro lado, a Proposição 1.27 afirma
que .R(G) deve conter ou estar contido em -K, pois que é normal em G. Uma vez que

K n H = (1), concluímos que .R(G) é trivialmente (1), não é portanto um grupo de
Blackburn.

q.e.d

O próximo capítulo abordará o problema do isomorfismol vale, portanto, notar
que Mazur, em 1441, observou uma curiosa relação entre a conjectura do normalizador
e o problema do isomorfismo para grupos infinitos; de fato, ele obteve o seguinte
teorema.

Teorema 2.11 Se (l; é um grupo ./imita e O.. representa um grupo ct'cZãco í7zánãfo,

então o problema do isomor$smo para Z(G x Cm3 tem reposta, a$rmatiua se, e so-

mente se, temi resposta a$rmntiua. pcLra. G e Date a, conjectura do noT"realizador em
G

Esta proposição foi generalizada por E. Jespeis e O. S. Juriaans em 1291, que
obtiveram o mesmo resultado substituindo C.. por um grupo abeliano finitamente

gerado.

Ademais, M. Hertweck, em 1241, alega que, adaptando as idéias de Mazur, con-

seguira obter um contra-exemplo tanto para o problema do isomoríismo quanto para

a conjectura do normalizador. Seus argumentos contudo, até o momento, não foram

publicados; não estão, portanto, completamente explicitados.





Capítulo 3

O Problema do lsomorfismo
Parte l

Este capítulo apresenta aquele que talvez seja o problema central da teoria dos anéis

de grupos integrais: o Problema do lsomorfismo. A importância desta questão reside

não apenas no fato de que uma solução para ela teria extrema relevância na teoria
dos anéis de grupo, e, por consequência, para a teoria das representações de grupo,

bem como para a própria teoria dos grupos; ocorre que o problema do isomorfismo é,
em parte, responsável pelo próprio desenvolvimento da pesquisa em anéis de grupo;
na medida em que a sua investigação revelou uma série de outras questões que, em si

mesmas, são de grande interesse para a teoria. Faremos aqui uma exposição sucinta
do problema e de algumas questões a ele relacionadas, como também de algumas

soluções destas tendo em vista os grupos de Ftobenius.
Ainda neste capítulo, serão apresentados alguns dos resultados que obtivemos,

os quais apontam para uma possível solução do problema do isomorfismo. Veremos
que as bases grupais de anéis de grupos de Frobenius são também grupos de Frobe-
niusl tendo também estruturas muito semelhantes, pois que apresentam núcleos e
complementos repectivamente isomorfos.
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3.1 Considerações acerca dos anéis de grupos

Entre os muitos problemas que se destacaram na teoria de anéis de grupo, o chamado

Problema do lsomorfismo assume uma posição central. Ele já está presente na tese
de doutoramento de G. Higman, de 1940, na qual este afirma textualmente:

"'Whether it is T)ossibte for two no'n-isomorphic groups to Lave isomor-

phic integral group hngs, l do not kn,oao; but the resutts of section 5
suggest it às untikely"

(confronte referência Sandling 1741)

Na Conferência de Algebra em Michigan, no ano de 1947, o problema do isomor-

fismo foi publicamente apresentado por R.M. Thrall, que o formulou explicitamente
como:

Dados um gr'upo G e um cov'po K, determinar todos os grua)os H tais
gue K(.; = K.l/

Entretanto, o que modernamente traduz-se como o interesse por quais pro-
priedades de um grupo finito G se refletem sobre o anel de grupo RG já atraia a
atenção de W. Burnside, G. Frobenius e 1. Schur (ver Roggenkamp 1671). Com res-
peito a grupos finitos, é imediato que se dois grupos são isomorfos, os seus anéis de
grupo, determinados a partir de um mesmo anel de coeficientes, também o serãol
deste modo, a questão a ser examinada poderia ser formulada como:

Se G é um grupo anito, H um outro gr'upo qqatquer e R wrn anel com
unidade tais que RG = R-H, será então que G = -H?

Embora alguns resultados tenham sido obtidos, como o de P. Pedis e G. Walker
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em l53j -- o qual prova que se G é um grupo abeliano finito, Q o anel dos racionais
e Qa = Q.ZÍ, então G = .H -- é fácil concluirmos que a resposta a essa questão é:

em geral, nãos De fato, se G e -H forem quaisquer grupos abelianos finitos de mesma
ordem e C, o corpo dos complexos, então CG = CH; pois que estas álgebras são
semi-simples. Ademais a descoberta, feita por E. C. Dade em j121, de dois grupos
metabelianos finitos não isomoríos cujas álgebras de grupo, definidas sobre qualquer

corpo, são isomorfas, revelou que resultados mais atraentes devem ser obtidos a partir

de anéis bem particulares. Os trabalhos de G. Higman e S. D. Bermas, por e-
xemplo, acerca das unidades de anéis de grupo, levam à conclusão que se G é um
grupo abeliano anito e .ZG = .Z.H, então G = .#. Em 1968, A. Whitcomb obteve

resultados que implicavam: se (; é um grupo metabeliano finito e Z(7 = .ZH, então

G = .H. Os grupos nilpotentes finitos também representam uma solução positiva
sobre o anel Z, conforme demonstraram K. Roggenkamp e L. L. Scott. Segundo
R. Sandling, veja 1761, a classe dos grupos circulares oferece outra solução ao pro-
blema do isomorfismo para Z. A lista das soluções do problema do isomorfismo,

referentes ao anel .Z, prossegue com grupos hamiltonianos e 2-hamiltonianos; grupos

diedrais; grupos simétricosl alguns grupos lineares, como os especiais; grupos simples

e semi-simples; o mesmo se pode a6rmar com respeito a algumas extensões de grupos
abelianos e quatérnios; e isto só para citar alguns! Uma exposição panorâmica, porém

sintética, destes resultados pode ser conferida em Sandling j7SI, sugerimos também
que se observem as obras de Polcino Milies e Sehgal, em 1621, e a deste último autor

em 1821, ou ainda a de Roggenkamp em 1671.

E oportuno observar que, independentemente de se obter uma solução do pro-

blema do isomor6smo para grupos finitos, a existência do isomorfismo .ZG = .Z.H
acarreta uma série de semelhanças entre os grupos G e -H. Os dois grupos terão, por

exemplo, a mesma ordem e seus centros serão isomorfos -- pode-se demonstrar até
mesmo que seus segundos centros também o serão. Ademais um resultado, primeira-

mente devido a G. Glauberman (veja 1491, bem como l91), implica existir uma cor-

respondência entre as classes de conjugação dos grupos G e -#, via as somas destes
elementos, que preserva a ordem destas e a ordem de seus elementos, entre outras

propriedades. Deste resultado, segue que .ZG determina a tábua de caracteres de
G; outrossim pode-se concluir que existe um isomorfismo das estruturas booleanas
dos reticulados de subgrupos normais de G e -H; ou seja, preservando as interseções

e produtos dos subgrupos normais, preserva ainda a ordem destes subgrupos. E as
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semelhanças entre os grupos G e -H não param aí; características como abelianidade,
nilpotência, solubilidade, são compartilhados pelos dois grupos; isto porque a iso-
morfia dos anéis de grupo integrais determina uma correspondência entre as séries
centrais e derivadas dos dois grupos -- vale notar, portanto, que, no caso de grupos

nilpotentes, até mesmo a classe de nilpotência estará determinadas Há uma série de
outras propriedades, das quais gozam os elementos pertencentes às bases grupais do

anel de grupo Z(.; e que não foram aqui arroladas, que sugerem que a semelhança
mencionada acima é ainda mais íorteji. Como excelentes fontes de consulta para tais

resultados, sugerimos ao leitor os textos l33, 49, 56, 57, 58, 62, 75, 821, como também

suas listas bibliográficas.
Fica patente, pois, que o isomorfismo .ZG = .ZG impõe uma espantosa seme-

lhança entre os grupos G e G quando estes são finitosl esta semelhança justificou que

se conjecturasse que o problema do isomorfismo, para estes anéis de grupos integrais

-- isto é, cujo anel de coeficientes é o Z -- tem resposta positiva para todos os grupos
finitos. E é esta conjectura que se tornou conhecida como o Problema do lsomorfismo;

seguindo a notação em Sehgal 1821, referiremo-nos doravante a tal conjectura como

(lso), o« seja:

(lso) ZG - ::::+ G -

Vale observar que, adaptando uma idéia de M. Mazur, veja l4õl, acerca de exten-
sões infinitas de grupos finitos, M. Hertweck alega ter obtido um contra-exemplo para

o problema do isomorfismo. Todavia, até o momento, só nos foi dado conhecer um
esboço demasiado resumido e, portanto, inconcludente da prova defendida por Her-
tweck (ver 1241). Não obstante este fato, vale, sem dúvida, o esforço em aprofundar-se

a investigação acerca do problema do isomorâsmo; bem como verificar-se a existência
de outras classes de grupos que respondam positivamente à questão.

Associadas ao problema do isomorfismo, foram levantadas várias outras questõesl

diversas conjecturas foram propostas acerca dos elementos inversíveis, as chamadas
unidades, de um anel de grupo integrall surgiram, assim, as conjecturas de A. A. Bov-

di(veja l4, 14, 171); tornaram-se também conhecidas as, assim chamadas, conjecturas
de H. Zassenhaus. Estas últimas terão um papel central no que desenvolveremos,

por este motivo, nós as apresentamos aqui explicitamentel para uma estudo exten

l Confira os resultados do primeiro capítulo
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se destas, sugerimos Sehgal 1821, onde há também uma série de soluções para tais
conjecturast é ainda desta referencia que retiramos a notação que adotaremos para

indica-las, como seguej2:

(CZ-l) Se u é uma unidade normalizada, de ordem finita em .ZG, então
u é conjugada, em Qa, a um elemento g de G.

(CZ-2)
ao grupo (;.

Se ZG .ZG e G é normalizado, então G é conjugado, em Qa,

(CZ-3) Se .17 é um subgrupo finito, normalizado em .ZG, então -H é

conjugado, em (2C, a um subgrupo de G.

(Aut) Se O é um automorfismo de .ZG, então existe um automorfimo À
de G e uma unidade a, em Qa, tal (lue O(g) = cv':À(g)ct, para todo g em G.

Em que Q denota o anel dos racionais

Demonstra-se que, de (CZ-3), decorrem (CZ-l) e (CZ-2); esta última, (CZ-2),

equivale à conjunção de (lso) e (Aut).
Encontraram-se soluções interessantes para estas conjecturas: os resultados obti-

dos por G. Higman revelam que os grupos abelianos respondem a todas as conjec-

turas; a conjectura (CIZ-l) foi investigada por C. Polcino Milies, J. Ritter e S. K.
Sehgal em l60, 611, sendo obtidas algumas soluções envolvendo grupos metacíclicos;

os grupos nilpotentes respondem a (CZ-2), como provaram K. Roggenkamp e L. L.
Scott (veja 1701); para estes mesmos grupos A. Weiss obteve (CZ-3) em 1901; N. A.
Fernandes, em j191, também investigou (CZ-3) para grupos simétricos; G. Peterson
provou (Aut) para os grupos simétricos em 1541; esta mesma conjectura foi explorada
por A. Giambruno, S. K. Sehgal e A. Valenti, que observaram soluções desta acerca

de alguns produtos orlados envolvendo os grupos simétricos e alternados (veja j211);

A. Valenti também obteve (CZ-3) para alguns grupos metabelianos que andem em

1881. Doutra parte, contra-exemplos às conjecturas também foram revelados; assim

K. Roggenkamp e L. L. Scott apontaram um grupo metabeliano que não obedece a

2Lembramos que uma unidade u é normalizada se seu aumento, c(u), é 1. Portanto, diremos que
um grupo é normalizado se seus elementos assim o forem.
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(CZ-2), veja Kingler 1391. Estes são alguns poucos exemplos do imenso volume de
resultados acerca deste tema.

As conjecturas de Zassenhaus revelaram-se, portanto, uma fonte abundante de

pesquisa na área de unidades dos anéis de grupo; pesquisa esta que segue com grande

vigor. Algumas variações destas conjectura.s têm também grande importância; entre

estas vale ressaltar as versões mais fracas das conjecturas (CZ-l) e (CZ-3), respecti-

vamente, a seguir, sendo que a primeira delas é uma das conjecturas de Bovdi:

(Ord) Se u é uma unidade normalizada de ordem finita em .ZG, então
existe, em G, um elemento g cuja ordem é idêntica à de u.

(p-CZ-3) Se J? é um p-subgrupo finito normalizado em .ZG, então Hé
conjugado, em QG, a um subgrupo de G.

Estas conjecturas -- bem como as demais conjecturas de A. A. Bovdi, já men-
cionadas -- foram investigadas, entre outros, por M. Dokuchaev, S. O. Juriaans e
C. Polcino Milies; em particular, Juriaans obteve, em j31j, uma solução positiva de
uma das conjecturas de Bovdi com respeito a grupos de nobenius; ademais os dois

primeiros autores citados obtiveram (p-CZ-3) para os grupos de Frobenius solúveis em
j15l; este resultado foi em seguida generalizado pelos três autores, em j161, para todos

os grupos de Frobenius -- com a ressalva de que seus complementos não pudessem
ser homomor6camente mapeados em Sym5. Quanto a (Ord), os dois últimos autores

obtiveram, em 1321, a validade da mesma para os grupos de Amitsur; esta impor-
tante classe de grupos é composta pelos subgrupos finitos do grupo multiplicativo

de um anel de divisão de característica zero e foi descrita por S. A. Amitsur em jll,
estes grupos caracterizam-se por serem complementos de grupos Frobenius; os grupos

análogos, para o caso da característica p, foram classificados por 1. N. Herstein em
1231 e tratam-se de p'-grupos (veja também uma excelente exposição em Shirvani &
Wehrfritz 1841).

3.2 Grupos de ]ü'obenius e anéis de grupo
Já mencionamos que os grupos de Frobenius compõem uma classe de destacada im-
portância na teoria dos grupos finitos (confira Gorenstein 1221 à pagina 37, lsaacs 1271



56

pág. 101 ou Dixon & Mortimer j131 pág. 85)l os resultados que acabamos de referir
atestam que os grupos de Frobenius têm se revelado um campo fértil para a investi-

gação de questões acerca das unidades de seus anéis de grupo integrais. Vale ressaltar

que, em alguns casos, os grupos de Frobenius também atendem às conjecturas de A.
A. Bovdi, como o demonstrou Juriaans em 1301 e j311. Lidando também com um
grupo de Frobenius metacíclico, K. W. Roggenkamp, em 1651, logrou demonstrar que

o grupo das unidades normalizadas de .ZG cinde por um subgrupo normal livre --
pode-se mesmo demonstrar (lso) deste fato. Os grupos de Frobenius foram também
alvo de investigação por parte de H. Wingen em 1931; J.L. Margot em 14311 W. Kim-
merle e K. W. Roggenkamp em 1371 (veja também 1661); anéis de grupos de Frobenius
sobre outros anéis de coeficientes foram igualmente estudados, como, por exemplo,
fizeram J. Ritter e S. K. Sehgal em 1631. Em virtude desta pletora de resultados
relativos aos grupos de Frobenius, nada mais natural que também os investigássemosl

tendo como particular objetivo explorar as consequências que poderíamos extrair dos

resultados principais de j161 e 1321, com vistas a uma possível solução do problema do
isomorfismo a partir destes; e, a este propósito, serão devoradas as próximas páginas.

E mister esclarecer aqui que, em uma conferência realizada em julho de 1986 em

Arcata, Leonard L. Scott anunciou que, utilizando os métodos de rigidez de A. Weis

publicados em j911 (veja também o apendice em Sehgal 1821), teria obtido, juntamente

com Klaus W. Roggenkamp, o seguinte resultado:

Proposição 3.1 Seja G um grupo ./inato que possui zlm p-suóg po normal contendo
seQ próprio centralizador em G, suponhcl que H é um grupo normalizado em ZG co'm,

Z:G -- Z;H, então H é conjugado Q G por hmü 'unidade em ZlpG.

Vda Scott 1771 e também Scott 1781

Estando assegura a validade desta proposição, pode-se concluir (lso) para os
grupos de Frobenius -- e até mesmo (CZ-2). Todavia o autor, nas referências acima,
não apresenta a prova desta a6rmaçãol ademais o enunciado desta é precedido pela

passagem:
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"Using àf los métodos de Weissl, we Àaue Z)een ab/e fo como/efe t/ze proa/

(the d.etails haue been written down, but not tt\oro' ghtU cheked) ofthe

followlng reshtt, 'uhich we saia üt the conjerence ue conta prove modelo

qwestions abaut co'njugac' of defeca groups in blocos." (.sicà

Este resultado é referido em outras obras de Scott e Roggenkamp; entretanto

em nenhuma delas é apresentada a sua prova completa. Em 1371, por exemplo, este

resultado é o pré-requesito essencial para uma série de outras proposições, porém a
referência apresentada para justifica-lo é ainda 1771 e 1781, já aludidas; ocorre que,

como já comentámos, nestas referências -- sendo que ambas são ates de exposições
em congressos a demonstração não é inteiramente explicitada; há apenas um esboço
demasiado sintético desta, em que várias lacunas estão por ser preenchidas. Já em

1671, este resultado é mais uma vez mencionado e, como comprovação para ele, é dada,

além de mais uma vez 1771, uma série de citações a cartas pessoais e manuscritos não

publicados la
Não é, absolutamente, de nosso interesse aludirmos à polêmica sobre se os

autores citados obtiveram uma demonstração realmente completa deste resultado;
entretanto, vez que tal demonstração jamais foi publicamente exposta, cremos que

justifica-se plenamente a nossa linha de investigação; até porque os métodos que
utilizamos são diversos daqueles que os autores afirmam ter empregado.

Concluindo esta seção, apresentaremos um resultado que se mostrará de suma

importância no que em seguida desenvolveremos; trata-se de uma proposição obtida
recentemente por Juriaans e Polcino Milies, em 1321, acerca da ordem de uma unidade

de torcão em um anel de grupo integral sobre um grupo de Frobenius. Por ser um
resultado que está por ser publicado, exibiremos uma breve demonstração.

Teorema 3.1 Seja G um grupo de Proben us com ntícZeo .K e complemento H; se
u, é uma, unidade de ordem $nita e 'n,ormalizctda, eln, ZG, então a, ordem de u, oQuÕ,

divide, e=clusiuamente, ou Q ordem de K, ou Q ordem de H

Demonstração: Sejam os inteiros m e n as ordens de .K e .H respectivamen-

tel suponha que u seja uma unidade de ordem finita e normalizada em ZG que

destes autores, bem como outros com quem têm trabalhado em parceria, valem-se desta
proposição como a pedra angular para a obtenção de uma série de outras; isto pode ser constatado
ern l72, 38, 67, 36, 69, 79, 71l; em nenhuma destas, porém, a demonstração da proposição é exposta.
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contradiga o afirmado pelo teorema, ou seja, a ordem de u, o(u), não divide n nem
m. Sabemos que o(u) divide n . m, a ordem do grupo G = .Kx.H l4; como n e m
são primos relativos, existe um primo p divisor de n e o(u); analogamente, existe um
primo q divisor de m e o(u). Assim garantimos que uma certa potência de u terá
ordem p q, em que p e q são primos divisores de n e m respectivamentel sem perda

de generalidade, podemos assumir que o(u) = p ' q. Observando que, como n e m são

primos relativos, p e q serão primos distintos; por intermédio de potências adeqüadas

de u, podemos escrever esta unidade como u = u . w, sendo que o(u) = p e o(w) = g;
evidentemente as unidades u e w são diferentes de l e --l.

Denotemos por @ : ZG --> .ZH o homomorfismo de .Z-álgebras induzido pelo

epimor6smo G -} -H, projeção de G em seu complemento de Frobenius. Se W(u) # l,

então o(@(u)) = p; porém a ordem de ©(u) deve dividir a ordem de .H, isto é, m I';

concluímos, pois, blue ®(t;) = 1.

Do fato de o(w) = q, segue que o suporte de w, surf(w), contém um elemento
g, de ordem q, tal que ü(g) := E,.s w(aç) # 0 I'

Da estrutura do grupo de Frobenius e do fato de o(g) = q, segue que g é conju-
gado, em G, a um elemento, A, de .#; portanto E,.h w(z) :# 0 e, consequentemente,

@(«,) # 1. Temos en6m q«:

©(u) («)Q'(.«) ©(«,) # l;

devido ao resultado de Berman-Higman IZ, segue que o coeficiente da unidade em

@(w) é zero, isto porém implica

E «(Ê) - o.
Sendo p e q primos distintos, segue do teorema de Fermat a existência de um

inteiro t l8 tal que

(3.1)

q' = 1(m.d p);

e, uma vez que u e w comutam, pois que são potências de u, teremos

uq' . ,uq'toq' . .u.

4Veja, por exemplo, Proposição 1.32 no primeiro capítulo
SConfira a Proposição 1.32.
6Veja Proposição 1.35.
rVeja as Proposições 1.30 e 1.31.
81)e fato, a afirmação vale para t :; p -- l.
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Observamos que, como up :: l e u :# ül, forçosamente o coeficiente do l em uq' é
nulo pela Proposição 1.31.

Usando agora a Proposição 1.34, podemos afirmar que

««' (g)g'' +a,

com c* em q.ZG + [.ZG,.ZG] ]9 e u'(g) = (u(g))ç'. É importante observar que

o coeficiente do l em cv, a(1), é nulo; isto deve-se ao fato de que, para qualquer
elemento em [.ZG, .ZG], o coeficiente do l é nulo (confira a Proposição 1.35).

Seja agora g um elemento de G, distinto de 1, tal que gç' pertença a .K; pela
Proposição 1.20, ou g" = 1, ou g" = 1; caso g' = 1, g pertenceria a algum conjugado

de .H e, consequentemente, nenhuma potência de g estaria em K; sendo assim, g" = l

e concluímos, ainda pela Proposição 1.20, que g pertence a -K
Temos então:

««' (g)g'' + >1: «'(g)g«' + a,

geK geK
"m a em q.ZG' + [.ZG, .26'].

Segue daíque

l ) (g)+ ©(>1: u'(g)g«')+ ©(a).
geK g K

Observamos que, no segundo membro, a contribuição de ©(EsÍK u'(g)gç') para
o termo [ é nu]a; quanto a ©(cl), uma vez que os e]ementos de [.ZH, .ZH] também
não contribuem para o termo l lto, podemos afirmar que seu coeficiente para o l é
um múltiplo de q, sendo assim:

l = >1: «'(g)(m.d q)

Por nm, já que u'(g) = (u(g))« e (u(g))' = u(g)(mod q) 1::, teremos

1 = E «(g)(«.a q);

todavia isto contradiz a equação (3.1) obtida anteriormente.

q.e.d

0Confira a demonstração da Proposição 1.34.
ioMais uma vez, este fato segue da Proposição 1.35
iiSegue do teorema de Fermat.
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3.3 As bases grupais e os núc]eos de ]üobenius

Nesta seção, analisaremos a estrutura do grupo G, admitindo a existência do isomor-

íismo Q : .ZG = .ZG em que G é um grupo de Frobenius.

Nosso primeiro resultado revela um importante aspecto do grupo G, passemos
a ele

TEOREMA 3.1 Seja G um gmpo de Frobenãus, se .ZG = .ZG é um {somor$smo,

então o gr'upo G é também um grupo de Frobenius.

Demonstração: Suponhamos que G :: .Kx.H, com l.Ã'l = m e l.al = m, sabemos

que ICI = n m e que (n,m) = 1. Como -K é normal em G, pela correspondência
entre os subgrupos normais de G e os de G (Proposição 1.40), existe /k', um subgrupo

normal em G, com a mesma ordem n de K. Sendo assim, -K é um subgrupo de
Hall de G; do teorema de Schur-Zassenhaus, concluímos que G = Kx.H, para algum

subgrupo -H de G.

Tomemos agora g em (l;, tal que g" = 1, e seja (;' o grupo cíclico por ele gerado,

obviamente a ordem de C' é um divisor de n; podemos decompor C' em seus subgrupos
de Sylow:

0 Sp. XP

em que cada primo pi divide n. Ora, cada SP: estará contido em um pi-subgrupo de

Sylow de G, SP., isto é,

SP: $ SP., para todo { em {l, ,t}

Contudo, do fato de À ser um subgrupo de Hall de a, podemos garantir que,
para todo primo p, divisor de n, o p.-subgrupo de Sylow de G está contido em .K;
consequentemente, C' é um subgrupo de K. Cloncluímos assim que

Ã' c? : g"

Para finalizar, do teorema da seção anterior, temos que, para todo g em a,
ou g" = 1, ou g" = 1 (exclusivamente); em virtude da Proposição 1.20 segue que
G :: .Kx-H é um grupo de Frobenius-
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q.e.d.

Este resultado foi o que primeiramente nos motivou a investigar o problema do

isomorfismo relativo aos grupos de Frobenius, pois, afinal, ele revela que a semelhança

existente entre os grupos G e G -- além de todas as já citadas -- era bem acentuada.

Com o próximo resultado, veremos que esta semelhança entre os grupos é ainda mais
forter

TEOREMIA 3.2 Sega G wm gr zpo de Froóeníus, se .ZG = .ZG, então os ntíc/eos
dos grupos de Frobebius G e G são iso'mortos.

Demonstração: Seja G = -K>a.H, o resultado anterior nos garante que G
Kx.H é um grupo de Hobenius em que K e .K estão associados pela correspondência

entre os subgrupos normais de G e G; tendo, portanto, a mesma ordem. O teorema de

Thompson afirma que .K e .K são grupos nilpotentesl consequentemente, estes grupos

decompõem-se no produto direto de seus p-subgrupos de Sylow, decomposição esta
que se efetua sobre os mesmos primos. Todavia, para um dado primo p, os p-subgrupos

de Sylow de K e -K poderiam ser não isomorfos. Provaremos que isto não ocorre; ou
seja, para qualquer primo p, os p-subgrupos de Sylow de -K e -K serão isomorfos. A
isomorfia de K e K decorrerá, portanto, da nilpotência destes grupos.

Se O : .ZG--=-+.ZG é o isomorfismo entre os anéis de grupo, sem perda de
generalidade, podemos, substituindo G por C)(G), assumir que .ZG = .ZG. Uma
vez que .K é nilpotente, se SP é um p.-subgrupo de Sylow de G contido em -K, então

SP é normal em G. Ora, SP é portanto um subgrupo de Hall de G, pelo teorema
de Schur-Zassenhaus, podemos escrever G = SP x .L para algum complemento .L. Ao

subgrupo normal SP, corresponde, em G, o subgrupo normal SP, dado por

sP ' G n (l + A(G, $))

Podemos agora aplicar um resultado que será referido no quarto capítulo como a
Proposição 4.1, o qual garante que SP, sendo um subgrupo finito de U(l + Â(G, SP)),
é racionalmente conjugado a um subgrupo de Gi como a ordem de SP é a mesma de

SP, da nilpotência de K, concluímos que SP é racionalmente conjugado a SP
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q.e.d

Obtivemos, pois, até o momento, que se .ZG z .ZG, em que G é um grupo de
Frobenius, então G será também um grupo de Frobenius -- de mesma ordem de G l
-- e os núcleos, K' e -R', destes grupos serão isomorfos. Se escrevermos G :: -Kx.H e

G = .Kx.#, o item (v) da Proposição 1.40 nos permite afirmar ainda a existência de
um isomorfismo dos anéis de grupo de seus complementos, ou sqa,

ZH-

O objetivo da próxima seção será explorar este isomorfismo, e lá veremos que este
resultado será essencial em nosso desenvolvimento.

3.4 0s comp]ementos de ]i'robenius: o caso não
solúvel

Como demonstramos na seção anterior, se G é um grupo de nobenius, um isomor-
fismo da forma .ZG = .ZG implicará G ser também um grupo de Hobenius cujo
núcleo é isomorfo ao núcleo de G; ademais estará estabelecido um isomorfismo da

forma .Z.H z .Z.H, em que .ZI e .H são complementos dos grupos de Hobenius G e
G, respectivamente. E natural, portanto, que investiguemos este último isomorfismo.

Contudo nossos resultados serão um pouco mais gerais, pois que analisaremos o iso-
mor6smo .Z.ll = .Z.H admitindo tão somente que .17 é um complemento de Frobeniusl

isto é, sem a hipótese adicional de que este seja proveniente de um isomorfismo entre

anéis de grupo de nobenius, o que implicaria -H ser também um complemento de
Frobenius.

Os resultados apresentados no primeiro capítulo revelam a estrutura de um com-

plemento de Frobeniusl desta particular estrutura, podemos, já, extrair uma primeira

proposição:

TEOREMA 3.3 Se .H é um complemento de FroóenÍus de ordem áhpar, então ll/
é uma, solução ao problema do isomorjismo.
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Demonstração: Seja o isomorfimso .Z-H = .Z# em que -H é um complemento

de Hobenius de ordem ímparl o resultado de Burnside (Proposição 1.23) garante-nos

que, em sendo ímpar a ordem de .H, todos os seus subgrupos de Sylow serão cíclicosl
aplicando a proposição de Zassenhaus (Proposição 1.13), acerca destes grupos, con-

cluímos que -Z? é um grupo metacíclicol deste modo, o teorema decorre do resultado
de Whitcomb(Proposição 1.38).

q.e.d

Em virtude deste resultado, resta-nos apenas investigar os complementos de
Frobenius de ordem par; todavia o teorema anterior admite, obviamente, uma exten-
são direta, a qual inclui alguns grupos de ordem par.

TEOREMA 3.4 Se .H é um complemento de Proóenius czÜo 2-suógrtzpo de Sg//ow é

cíclico, então H é uma solução ao problema do isomor$smo.

Demonstração: Idêntica à anterior, pois como, pelo resultado de Burnside
(Proposição 1.23), os subgrupos de Sylow de -H, de ordem ímpar, são cíclicos, o
teorema segue, analogamente, dos resultados de Zassenhaus (Proposição 1.13) e de
Whitcomb (Proposição 1.38).

q.e.d

A nossa investigação, face a este resultado, prosseguirá tratando dos com-
plementos de ordem par cujos 2-subgrupos de Sylow não são cíclicos; os resulta-
dos de Burnside (Proposição 1.23) afirmam que, neste caso, estes subgrupos são
quatérnios, possivelmente generalizados li2. Antes porém de desenvolvermos este es-

tudo, alguns resultados, de caráter geral, relativos aos Z-grupos serão extremamente

utéis. Lembramos que estes são os grupos cujos subgrupos de Sylow são cíclicos. A

Proposição 1.13, descreve inteiramente estes gruposl adotaremos a mesma notação
desta proposição nos resultados que defendemos a seguir.

i2Doravante estes subgrupos serão tratados indistintamente por "quatérnios" ; dispensando assim
o qualificativo adicional "generalizado"
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LEMA 3.1 Z)oãs .Z-grupos são ásom07:fos se, e somente se, seus centros, szzógrupos

com'utadores e gr'avos abelianàza,dos têm, respectivamente, üs mesmas ordens.

Demonstração: Sejam pois G e -H dois Z-grupos tais que l((C)l = 1((a)l,
C/l :: l-rr'l e la/a'l = 1-a/-a'li se (; é abeliano, por ser um .Z-grupo, será cíclicos

de IC'l = 1.ri'l segue que também -H é abeliano e, portanto, cíclico; finalmente de
1((a)l = 1((-a)l, temos (lue G e .H têm a mesma ordem, sendo, consequentemente,
isomorfos.

No caso de G ser não abeliano, temos a seguinte presentação:

G = <a, Z, : a" 1 = b", b'iab = ü'>,

em que r" = 1(mod m); 0 5; r < m; 2 não divide m;(m,n(r -- l)) = 1=(m,r) l:;

Uma vez que la, ól = a' :, segue que G' .$ <a>; por outro lado, de (r-- 1, m) = 1,

decorre que (a> 5; G'; ou seja, G' = <a>.

Cromo ((G) é um grupo abeliano com subgrupos de Sylow cíclicos, temos que
((G) é cíclico. Seja pois ((G) = <a'Z)3'>, para determinados z e g/. O resultado de

Taunt (Proposição 1.14) a6rma que <a> n ((G) = (1); logo, se 3/ = 0, forçosamente
z = 0; já no caso de y # 0, vale:

«(a'Z,")

logo

abu -- bsa\

ou seja, b3' está em ((G); donde a' pertence a ((G), o que implica iç = 0. Concluímos
pois que ((G) < <b> (subgrupo próprio, pois G não é abeliano); segue daí que existe
no, minimal, 1 < no $ n e tal que r"' = 1(mod m); obviamente mo = n/l((G)l, está
pois bem determinado.

Do fato de IC'l = 1-n' e la/C'l = 1.a/-a'l, como ambos são Z-grupos, segue
que G e .H têm a mesma ordem. Já que l((a)l = 1((-a)l, -H é também não abeliano,

consequentemente, toda a análise que acabamos de desenvolver é igualmente válida

para .#. Sabemos que G é caracterizado pelos números m, n e r, em que m ::
a'l e n = IC/a'l; uma vez que no está bem determinado, decorre do comentário à

Proposição 1.13 que G e .H são isomorfos.

] sVeja a Proposição 1.13.
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q.e.d.

A partir deste lema, extraímos o próximo, que desempenhará importante papel

nos resultados que, em seguida, desenvolveremos.

[.EM.h. 3.2 Sejam G lm grupo jin'tto qualquer e ZG - um isom,or$smo; se N

é um Z-gr'upo nor'mat em G, então N é isomorfo ao grupo MI, 'n,o'r'mal em G, que Ihe

está associado na correspo'ndência entre subgrupos nor'ma\s.

Demonstração: Sda .ZG = .ZG e denotemos por z' a correspondência entre os

subgrupos normais de G com os de G, assim z,(JV) = M, a Proposição 1.40 relaciona as
propriedades de p. Caso .M seja abeliano, sendo em Z-grupo, será cíclico; a proposição

afirma que M = P(.7V) é também abeliano, ademais, como as ordens e expoentes de

N e Jv são iguais, segue que .M é um grupo cíclico isomorfo a .7V. No caso de N
não ser abeliano, teremos que .N = <a>>a <b>, em que, segundo a demonstração do

[ema anterior, ]V' = <a>. Ainda peia Proposição 1.40, sabemos que P(N') = M', que

N/N' = À//M', bem como z,(((.V)) = ((M). Finalmente, como p conserva também

as ordens do grupo, concluímos, a partir do lema anterior, que .N e M são grupos
isomorfos.

q.e.d

Voltemos agora aos complementos de Frobeniusl como sabemos, a estrutura
destes grupos depende fortemente da solubilidade. Analisemos primeiramente o caso
em que .H é um complemento de Frobenius não solúvell pois que, neste caso, sua
estrutura é, para nossos propósitos, mais simples. Para um tal grupo, vale o resultado
a seguir:

TEOREMA 3.5 Se .17 é um como/emenfo de Froben us não-se/áueZ, então -H é uma

solução ao problevíta do isovTtor$smo.
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Demonstração: Os resultados expostos no primeiro capítulo afirmam que, sendo

.H um complemento de Frobenius não-solúvel, existe um subgrupo Ho com as pro-
priedades:

j-H:Hoj=lou2 e Ho=.A/xS.L(2,5),

em que M é um Z-grupo tal que (IWI, 120) = 1.
Admitamos primeiramente que l.a : ]íol = 1, deste modo

H' SL(2, 5)

Como M é metacíclico, está determinado por seu anel de grupo Z.A4. Quanto a
S.L(2,5), pela Proposição 1.16, este é o único grupo perfeito com 120 elementosl

segue portanto, da Proposição 1.40, que S.L(2, 5) também é determinado pelo seu
anel de grupo integral. Finalmente, a Proposição 1.41 garante que o produto díreto
M x $-L(2, 5), uma vez que (IWI, 120) = 1, é uma solução ao problema do isomoríismo.

Passemos ao caso l-a : Hol = 2; obviamente teremos Ho <.H. Como (IWI, 120) =
1, os grupos M e S.L(2, 5) são característicos em Ho e, portanto, normais em -#; uma

vez que M é um subgrupo de Hall de .17, podemos afirmar que:

H' <SZ(2, 5),«>,

sendo u2 = z3/ em S.L(2, 5)li4, logo sua ordem é 8, e a ação de S-L(2, 5) sobre .A/ é
trivial.

Seja .ZH = .Z.H um isomorfismo normalizado e denotemos por I' o isomoríismo

entre os reticulados de subgrupos normais em -H e .#. Sabemos que, sendo -H não
solúvel, .H assim também o será. Do lema anterior decorre

M = «(M')

Como p preserva as ordens e os subgrupos comutadores, u(SZ,(2, 5)) será um grupo
perfeito com 120 elementos, donde

S.L(2, 5) = «(S.L(2, 5))

Finalmente, das propriedades do isomorfismo p, concluímos que

Ho = p(Ho);

iaConfira a estrutura de SL(2, 5) no primeiro capítulo
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e como l-# : «(.Ho)l 2 e z'(.M) é um subgrupo de Hall normal em n segue que

n' = M'x <S.L(2, 5), ««>,

em (lue w' está em S.L(2, 5) e a ação de S-L(2, 5) sobre M é trivial (pois Ho = z'(#o)l)
Sabemos que, do isomorfismo .Z.H = .Z-H, podemos obter:

.Z(<S.L(2, 5), «>) = Z(.H/.M) = .Z(.Ü/«(.M)) = .Z(<S-L(2, 5), «,>) (3.2)

Da estrutura dos complementos de Frobenius, decorre que existe em <S.L(2, 5), u> um

único elemento z, de ordem 2; como este elemento é central lis, o subgrupo .Z - {l, z}

é normal em <S.L(2, 5), u>. Ora, um 2-subgrupo de Sylow de <S.Z;(2, 5), u> é isomorfo

a Qi6 lio, consequentemente um 2-subgrupo de Sylow do quociente <S.L(2, 5), u>/Z
será um grupo diedral com 8 elementos, pois que

Qxe,IZ-

Temos pois que <S.L(2,5),u>/Z é um grupo não solúvel de ordem 120, cujos 2
subgrupos de Sylow são diedrais, logo

l.SLÇa, 5Õ,'Ü/Z = Suma

Nos ensina Zassenhaus, em 1941, que existe um único grupo com 240 elementos,
com um único elemento central de ordem 2 e cujo grupo quociente pelo cíclico gerado

por este elemento é o SZ/ms; denotemos este grupo por gs, seguindo a notação de

Zassenhaus. Concluímos, da equação (3.2), que:

<S-L(2,5),u> = g; <S(2,5),«,>. (3.3)

Contudo, ainda não provámos que -H = -ü, pois que as ações de u e m sobre M

podem ser distintas. Passemos ao estudo destas ações, supondo m determinado por

z; e por (3.3).

Do isomorfismo .Z.]] = .Z.H, obtemos também

.z(<M, o>) = .z(-H/S.L(2, 5)) = .z(-Ü/«(S.L(2, 5)) .Z(<M, Ü>) ,

inveja a Proposição 1 .23.
tõC?to denota o quatérnio com 16 elementos, Z)8 o diedral com 8 elementos e SZ/mS o grupo de

permutações sobre 3 letras.
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em que ü e ü denotam as projeções de u e w, respectivamente, nos grupos quocientes.

Evidentemente, 2 é a ordem de O e ü; segue daí que todos os subgrupos de Sylow de

<M, O> são cíclicos; pela Proposição 1.13, <.M, ü> será metacíclico; consequentemente

<.M, 0> = <M, Ü>

Uma vez que as ordens de ]l/ e u são relativamente primas, as ações de u e O sobre
M são idênticas, donde

<.M, «> = <M', «,>.

Lembremos agora que M é um Z-grupo, isto é, ]t/ é cíclico ou, caso contrário,

um metacíclico que cinde; ademais M tem ordem ímpar. No caso em que M = <a>,
dadas as ordens de M e ii, concluímos que u agua sobre seus subgrupos de Sylow
fixando ou invertendo os elementos destes; decorre disto que as ações de u e w sobre

a são idênticas. Se .M = <a>x <ó>, em que M' = <a>, pelo mesmo motivo aludido, u e

w agem identicamente sobre a; por outro lado, como <M, u> é também um Z-grupo,
não é difícil concluirmos que algum conjugado de b em M comuta com u; podemos

afirmar o mesmo para m. Deste modo, podemos assegurar que <M, u> e <.M, to> têm
presentações idênticas.

Obtivemos, assim, que .H e .ll admitem uma mesma presentação, são, pois,
grupos isomorfosjiz

q.e.d

3.5 Os complementos de F'robenius: o caso solúvel

Investigaremos, nesta seção, os complementos de Frobenius solúveis; em virtude do

TEOREMA 3.4, basta que nos restrinjamos à situação em que estes grupos te-
nham ordem par e cujos 2-subgrupos de Sylow sejam quatérnios. Cromo foi afirmado

anteriormenteji8, se ]? é um tal grupo, então .H é a extensão de um Z-grupo por um

i7Veja a Proposição 1.7 do primeiro capítulo
i8Confira o primeiro capítulo.
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subgrupo de SZ/n7}4 li9. Ora, se .Z.H = .Z.H é um isomorfismo e .Ho é o Z-grupo, nor-

mal em .17, mencionado, o LEMA 3.2 nos garante que p(Ho) é um .Z-grupo, normal
em J7 e isomorfo a Ho l se considerarmos, agora, o isomorfismo

2atHlnoõ zçHlv (nüõ).

poderemos afirmar que, assim como -H, .H é também a extensão de um Z-grupo por
um subgrupo de Sym4; mais ainda: os núcleos e quocientes destas extensões são, res-

pectivamente, isomorfosl Isto porque todos os subgrupos de SZ/m4 são, notoriamente,

determinados por seus anéis de grupo integrais.

O fato observado é mais um indício de que as estruturas de .H e .# são bastante

assemelhadas; como bem sabemos, a solubilidade de .H já implica -# ser também

um grupo solúvel. Outro aspecto comum aos grupos -H e -# decorre do teorema
5.1 em j151, que afirma que os subgrupos de Sylow destes grupos são racionalmente
conjugados. Desenvolveremos agora o resultado:

TEOREMIA 3.6 Se .H é um complemento de .l#obeníus soZtíueZ, então .H é uma

solução ao problema, do isomor$smo.

Demonstração: Seja .ZJ] = .Z.Z? um isomorfismo normalizado. Como já afir-

mamos, é suficiente tratarmos do caso em que os 2-subgrupos de Sylow do grupo

/] são quatérnios. Todo o nosso desenvolvimento fundamentar-se-á na análise do
subgrupo de Fitting de -H, o qual denotaremos por F. Como .F é nilpotente, seus

subgrupos de Sylow serão característicosl indicaremos o 2-subgrupo de Sylow de -F
por F2, evidentemente F2 < .1?; denotaremos ainda por S2 um 2-subgrupo de Sylow de

.l]. Nossa prova será desenvolvida em vários casos, e uma de suas pedras angulares é

a estrutura do centralizador de F2 em .#, que notaremos por Ho - C'x(F2); por fim
concluiremos que -H e -H terão a mesma presentação.

la caso: F2 é cíclico.

Neste caso, todos os subgrupos de Sylow de .F serão cíclicos, pois os subgrupos
de Sylow de -l? de ordem ímpar assim o sãos como F é nilpotente, segue que F será

ioNote o leitor que, necessariamente, esta extensão não cinde, pois que, em Sym4, temos um 2-
subgrupo de Sylow diedral, o que é incompatível com os 2-subgrupos de Sylow de um complemento
de n'obenius, cíclicos ou quatérnios.
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um grupo cíclico. Sendo .H solúvel, da Proposição 1.6, teremos

0x(-F)

e, já que /' < .H, segue

nlp Nx(r')/Ca(-F) $ .Áut(-F)

Do fato de .F ser cíclico, decorre que .4ut(F) é abeliano e, assim, -H será um grupo
metabelianol deste modo, o isomor6smo .H = -H, que buscamos, segue do resultado

de Whitcomb (Proposição 1.36) .

2a caso: F2 é o quatérnio Qa e S2 também o é
Observemos que, ainda neste caso, F2 'q -H. Definamos

Ho

como F2 'a H, teremos -Zlo < .H, pois -Zío < Arx(F2) = .27. Sabemos, de Fa = Q8, que

((P2) = {1, z} = .Z, em que z é o único elemento de ordem 2, é também central em
.Z? l20. Decorre daí que

Ho

em que .Ht é um grupo cuja ordem não é divisível por 2, pois o 2-subgrupo de Sylow
de .Ho é .Z, que é central em .H. Segue, pois, que seus subgrupos de Sylow são cíclicos

e, da Proposição 1.13, que -Ht é um grupo metacíclico; observamos também, dada a
sua ordem, que .Ht é característico em Ho e, consequentemente, normal em .H.

Como Fa e Hi são normais em -H, com ordens relativamente primas, e -Hi
centraliza P2, teremos Fa-HI :; C28 x .Hi 'a .H; por outro lado

nln. Nx(F2)/ax(.&) $ Áut(Q.) = Sym.l";

uma vez que (?8/,Z é isomorfo a (ib x O2, o grupo de Klein, concluímos que

HJHo= CaxCI, ou H/Hü - Alta\

pois 4 divide l-H/-Zíol, porém 8 não divide l-H/-lío

Teremos, pois, duas situações a analisar:

20Veja Proposição 1.23 no primeiro capítulo.
2i Confira a Proposição 1.11 do p3'imeiro capítulo.
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aà HJHo = C'z x C.z

Neste caso, em virtude de sua ordem, Hi será um subgrupo de Hall de .IJ; uma

vez que F2 = (1?8 também o é, concluímos que

H = Fa x H\

Por fim, como .Ht é um grupo metacíclico, cuja ordem é relativamente prima à

ordem de C?8, pela Proposição 1.41, podemos afirmar que

HN

bàHJHo-
Assim como, no caso anterior, das propriedades de Fe e -Hi decorre F2.Hi
F2 x .Hi 'q .H e, consequentemente,

H = qFa x H\.tà,

sendo t um 3-elemento tal que t3 é um dos geradores de -Hi.

Observamos ainda que

nlUtN Fa'nCa'.

isto porque F2 é um subgrupo de Hall normal em -H, ademais o produto não
pode ser direto pois que os 3-subgrupos de Sylow de .H não centralizam &. O
grupo F2 x Cs é o conhecido grupo linear especial S-L(2; 3).

Tomando-se p, o isomor6smo entre os reticulados de subgrupos normais de .H
e .H, obtemos que

«(F2) < .ü e p(F2) = Q8;

uma vez que QÕ é o único grupo não abeliano com 8 elementos que satisfaz as

condições impostas pela Proposição 1.40. Vale ainda

p(-HI) < .Ü e p(.HI) = -Hi,

em virtude do LEMA 3.2. Das propriedades de z,, obtemos que

«(F2 x .H:) x «(H':)
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Ora, o cíclico Cs é determinado por seu anel de grupo integral; já que

HJFaxHxm

podemos afirmar que

.H =Y <F2 x .27i) t;>, com u3 em .27i

Observamos, agora, que o grupo <-Hi, t> é metacíclico, pois que seus subgrupos
de Sylow são todos cíclicos; do resultado de Whitcomb, Proposição 1.38, e de

za qn\ , tà = z tnlrà = 2z (HlvçFaà) = z qn-i , Ü,

concluímos que

<-H:, t> = <-H-, «>. (3.4)

Como F2 é um subgrupo de Hall normal em .H, podemos admitir a igualdade
em (3.4). Resta-nos veri6car como t opera sobre F2. Já que o grupo S.L(2, 3) é
determinado por seu anel de grupo integral e como, devido à Proposição 1.40,
vale

zçFz,:b = 2õ(n/n\) = z(iilvçnl.b = zçFz,ü\,

concluímos que

<Pa, i> = <F2, O>

Uma vez que as ordens de F2 e .Hi são relativamente primas, temos que, para
zl e z2 em .1%,

zl r2 se, e somente se, zi «, (mod -H:);

deste modo, podemos afirmar que t age sobre F2, em .17i, assim como u age
sobre P2, em -#

Sendo assim, os grupos -H e -H admitem a mesma presentação, consequente
mente

H-

3e caso .f'e e o quatérnio (l?8, porém S2 não o é
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Neste caso, S2 é um quatérnio com IS2 ? 16, a Proposição 1.12 nos garante
então que IS2 : F21 = 2, pois F2 <] S21 sendo assim, S2 = (2iõ.

Analogamente ao caso anterior e com as mesmas características, tomemos o

grupo:

Ho = 0x(F2)

Ora, mais uma vez .H/Ho é isomorfo a um subgrupo de Sg/m4; porém, como S2 = Qiõ

e já que Qi6/((Qi6) é o grupo diedral com 8 elementos O4>q02, concluímos que tal

grupo deve estar contido em -H/.27o, logo

HIHQ =. C4'A C2 QU. HIHQ Sym4.

Há assim duas situações a serem analisadas

aà HJHo = C4.nC,

Os grupos F2 e -Hi são normais em -H, suas ordens são relativamente primas e

.17t centraliza Fe, logo

FzH\ -- Fz x H\ < H.

De .H/.IZo = (,4x(l;2, advém .H/Fa x .al = (b, ou seja

H'

em que o(t) = 8 e t2 é um gerador em F2, pois <F2,f> Qiõ.

Os subgrupos normais F2 e nt determinam os normais z'(F2) e #(.HI) em .#,

ademais u(F2) = Q8 = F2, pois temos aqui a mesma situação anterior para o
grupo 08. Vale também P(.HI) = -Hi pelo LEMA 3.2. Das propriedades de p,
obtemos

«(P2 x Q8) = p(F2) x p(C?8) < H'.

Como o cíclico 02 é determinado por seu anel de grupo integral (Proposição
1.37), podemos descrever -H como:

.ü = <F2 x .Hi,t'> com o(u) = 8,

pois <F2,u> = (ll?i6, em virtude, mais uma vez, de (2t6 ser o único grupo com
16 elementos que atende às condições da Proposição 1.40. Sendo assim, pelas

propriedades deste quatérnio, podemos admitir

<F2, '> ' <-&, u>
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Resta-nos, portanto, verificar como t atum sobre JI/i . Tomando-se o quociente

.H/Q8 = <.H, tD, com o(tO = 2,

é imediato que este grupo é metacíclíco; pelo resultado de Whitcomb e da
Proposição 1.40, segue de

za qn\,:h = ZÇnlFaà z(..ülvtFI» -

que

<.H:,tõ = <.H:, Ü>

Uma vez que 2 não divide l.27il, podemos afirmar que t age sobre -Hi do mesmo

modo como í age sobre -Hi . Lembrando agora que .Hi é um Z-grupo, o raciocínio

segue os mesmos passos da demonstração do TEOREMA 3.5. Como nos casos
anteriores

}-4 OJ }--l

bÕ HJHo = Sym4

Os grupos F2 e -Hi são, ainda neste caso, normais em -H, com ordens relativa-

mente primas; também vale:

FzHI. H-L4H.

Denotemos por T o grupo -#/.17i l da isomorfia entre .H/.Zío e Sg/m4, decorre que

T é um grupo com 48 elementos, ademais T possui um elemento central com
ordem 2. Podemos ainda afirmar sobre T

Sumo.= HJHo nlçzxnÕ--Tlz

Sendo assim, advém, da Proposição 1.17, que T é o grupo Ç4. Sabemos que este

grupo tem a propriedade de que (l?8 4 g4, logo

HJF2 x H\ - QB = Suas

Em virtude deste fato e de que S2 Qt6, podemos assumir que existem os
elementos t e u, em -H, tais que

t; em .H: e <F2,"> = Q:6;
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sendo t um 3-elemento tal que t3 é um gerador em .Ht e u2, um gerador de F21

consequentemente,

H - ÇFa x H\,t,hb.

Assim, como no caso anterior, é válido que

«(a x .H:) z,(F2) x z,(-HI) = F2 x H'i;

como SZ/m3 é determinado por seu anel de grupo integral, segue que também
.l? admite uma estrutura da forma

H = kFz x H\,'u.to),

em que u3 está em .Hi e <F2, w> = Qiõ, em virtude das propriedades de Qiõ já

comentadas; assim, podemos admitir que

<a,«> - <&, «>

Observamos agora que o quociente -H/F2 é um grupo metacíclico, pois a ordem
de u neste quociente é 2, sendo assim determinado pelo seu anel de grupo
integral; esta última propriedade é também válida, como o sabemos, para os
quocientes:

njH\ = g4 e HJFz x H\ = SymS.

Analogamente ao caso anterior, vale ainda que

<.H: , f, iz> nlF.z ': rIFa = ÇHI.,u.üh.

assumimos u determinado por t via este isomorfismo.

Finalmente, do fato das ordens de F2 e .Hi serem relativamente primas, de forma

inteiramente análoga ao caso anterior, teremos que

H-

4a caso: P2 é um quatérnio de ordem maior ou igual a 16
Valendo-nos da Proposição 1.12, podemos afirmar que

IS2 : F21 = 1 ou 2
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a) IS, : F21

Lançaremos mão, mais uma vez, do subgrupo

Ho (F2) = Z x -H:;

as propriedades de -Hi, sendo as mesmas dos casos anterioresl todavia há um

fato novo aqui:

H/Ho = Nnç.FzàjCn(.Fab É AutÇFaà\

da Proposição 1.12, segue que .Aut(F2) é um 2-grupo. Decorre deste fato que
F2 é centralizado por todos os subgrupos de Sylow de ordem ímpar; uma vez
que S2 - Fa q -H, obtemos:

H H\',

em que F2 é um grupo nilpotente e .H2 um grupo metacíclico com ordens rela-
tivamente primas; das propriedades vistas no primeiro capítulo, teremos

H-

b) IS2 : F21 = 2

Trataremos, também aqui, com o grupo

Ho (F2)

as propriedades de Hi continuam idênticas às dos casos anteriores; ademais,
como no último caso, .H/Ho será um 2-subgrupo. Deste fato e de IS2 : F21 = 2,
podemos concluir que

nlu..= s,.

Decorre daí que -H/(P2 x .Hi) será um cíclico de ordem 2, ou seja

n = ÇFz x n\,tà.

em que o(t) = IF21 e t2 é um gerador em F2, pois <F2, t> = S2.

Aos grupos normais F2 e -Hi, correspondem, em -ü, os normais z'(P2) e P(-Hi);

ainda aqui, ocorre que

«(F2) = F2 e p(.H:) = -H:,
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em virtude das Proposições 1.12 e 1.40, como também aplica-se o LEMA 3.2
Teremos, assim,

«(F2 x -#:) «(F2) x «(.H:) = F2 x H:

O grupo cíclico O2 é determinado por seu anel de grupo integrall do que discu

Elmos acima, podemos afirmar para -#:

11 = ÇFz x HI.,u),

..« .(«)
admitir

F21, pois <F2,t;> = S21 como nos outros casos, podemos ainda

<F2, *> ' <F2, ">

O quociente .H/F2 é metacíclico, logo, determinado por seu anel de grupo inte-
gral, bem como o nilpotente S2. Já que as ordens de F2 e .lli são relativamente

primas e -Hi é um Z-grupo, assim como nos casos anteriores, concluímos que

H-

q.e.d

Concluímos, pelo que foi exposto neste capítulo, que da isomorfia dos anéis de

grupos integrais de (; e G, se um destes é um grupo de Hobenius finito, segue que
ambos assim o serão, com núcleos e complementos idênticos. Contudo não abordamos

a questão da possível isomorfia entre G e G; este será o tema do próximo capítulo.





Capítulo 4

O Problema do lsomorfismo
Parte ll

Observaremos, neste capítulo, como os resultados já obtidos, acerca dos núcleos e

complementos dos grupos de Frobenius, podem ser empregados com vistas a uma
solução do Problema do lsomorfismo para tais grupos. Exibiremos, de fato, algumas

soluções deste problema para determinadas famílias de grupos de Hobenius.
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4.1 A questão da ação
O capítulo anterior nos revelou que os fatores que constituem um grupo de Frobenius
estão determinados por seus anéis de grupos integrais; ou seja: se G = -Kx.H é
um grupo de nobenius, seu núcleo .K, por ser nilpotente, estará determinado por
.Z,/(; ademais um complemento, neste caso H, também estará determinado por seu

anel de grupo integral, Z.H. Demonstramos ainda que, do isomor6smo de anéis de
grupo, ZG = ZG, segue que (; é também um grupo de Frobenius com núcleo e
complementos, respectivamente, isomorfos aos de (;. Todavia, em que pese a grande

semelhança entre G e G, os fatos acerca dos núcleos e complementos destes grupos não

nos autorizam, absolutamente, a inferir sua isomorfia. A afirmação a seguir esclarece

esta questão:

Afirmação: Existem grupos de Froóen us não {somol/os gue apresen
l;am núcleos e complementos, respectiuantente, iso'mortos.

Verificaremos esta afirmação exibindo um exemplo deveras curioso, pois trata-
se de um caso em que a ordem dos grupos é a menor possível; ademais os núcleos e
complementos envolvidos são extremamente simples.

Construiremos os grupos G e G como produtos semidiretos sobre núcleos e
complementos determinados, respectivamente, pelos grupos a seguir:

K' = <a> x <ó> e .H = <c>,

em que <a> e <Z)> são duas cópias do grupo cíclico de ordem 7, ao passo que <c> é o
grupo cíclico de ordem 3. Definiremos a ação de .17 sobre -K, em G, como:

c-l(zc :: a2 e c ibc = b2

Já a ação de .H sobre -K, em G, será dada por:

c lclc :: (z2 e c tZ)c :: ó4
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Evidentemente, G e G são grupos de Frobenius; os quais, muito embora a-
presentem os mesmos núcleos e complementos, são não isomorfos. Isto é facilmente

comprovado; basta observar que o grupo G possui os oito subgrupos normais a seguir:

(«>, <b>, <.ó>, <.b:>, , <.b'>;

entretanto, em G, há apenas os subgrupos normais

<a> e <b>

Todavia vale notar que, neste caso, os grupos G e (.; estão determinados por

seus anéis de grupo integrais; isto decorre do resultado de Whitcomb (Prop. 1.38),
pois que estes grupos são, ambos, metabelianos.

O caso que acabamos de analisar é bastante elucidativo quanto ao problema do
isomorfismo para os grupos de Frobenius: por um lado, ele nos revela que tais grupos,
ainda que apresentem núcleos e complementos, respectivamente, idênticos, podem ter

estruturas muito diversas; isto porque as ações dos complementos sobre os núcleos

podem ser bem diferenciadas. Deveremos, pois, nos precaver de que os resultados do
capítulo anterior podem não ser suficientes para o isomorfismo buscado. Por outro
lado, contudo, o caso em tela nos assegura que o isomorfismo entre estes anéis de grupo

impõe também severas restrições às ações em causa; podendo implicar a esperada
soluçãol Em verdade, este fato nos despertou a confiança em que a linha de raciocínio

que desenvolvíamos poderia chegar a bom termo. Afinal, a ação de um complemento

sobre o núcleo revela-se, de alguma forma, seja nas classes de conjugação do grupo,
sela em seu reticulado de subgrupos normaisl porém tanto este quanto aquelas estão

-- como bem o sabemos da teoria de anéis de grupo -- delimitados, em certos aspectos,

pela isomorfia entre os anéis de grupo. Em outros termos, conjecturamos que se G
e G são grupos de Frobenius não isomorfos com as características referidas (mesmos

núcleos e complementos), apresentam forçosamente divergências em suas estruturas

(como no exemplo visto, em que os reticulados de subgrupos normais são inteiramente

distintos); divergências estas que serão interditadas pela isomorfia de seus anéis de
grupo!

O resultado a seguir, embora extremamente elementar, é mais um indício de
que nossa confiança numa solução ao problema do isomorâsmo não é de todo vã.
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TEOREMA 4.1 Um grupo de Proóenàus, ctÜo ntícZeo é um grtzpo cz'c/ãco, é zzma

solução ao T)roblema do isomor$smo.

Demonstração: Seja G = .K>qH um grupo de Frobenius cujo núcleo Ã é um
grupo cíclico; a ação de -H sobre Ã. traduz-se pelo monomorfismo de grupos a seguir:

P : -H --} .4ut(.K);

a razão de p ser um monomorfismo segue do fato da ação de .H sobre .K ser livre de
pontos fixos: se Ai e h2 são elementos de .H tais que

P(à:) P(A,),

então, para um k qualquer, em K,

hí:kÀ: - h;:Êh:;

consequentemente, para Ã; # l,

/'&l == /Z,2.

Uma vez que Ã. é cíclico, seu grupo de automorfismo .4ut(-K) é abeliano; como

observamos que .H é isomorfo a um subgrupo de .4ut(.K), segue que .H é abeliano.
Advém do resultado de Whitcomb (Prop. 1.38) que G é determinado por seu anel de

grupo.

q.e.d

Adiante veremos outras soluções ao problema do isomorfismo

4.2 ap""y le + .p e

Condições necessárias
Nesta seção, apresentaremos algumas condições necessárias à solução do problema do

isomorfismo para os grupos de Frobenius.

Sabemos, do resultado de Thompson (Prop. 1.22), que o núcleo .K do grupo de

Frobenius (-; = -KxH é nilpotente; da Proposição 1.2(ii) e do fato de -K ser o grupo
de Fitting de Gll, segue que, se ]iq é o p-subgrupo de Sylow de .R' (admitamos apenas

l Observe a discussão após a Proposição 1.22.
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os não triviais), o subgrupo /íp x //, em G, é um grupo de Frobenius. Chamaremos a
estes subgrupos de p-componentes de Frobenius de G.

Suponhamos agora que o grupo de Frobenius G = -K>q.Er seja isomorfo a G -:

Ã.x-H; segue da Prop. 1.18 que tal isomorfismo, pela conjugação de um elemento

apropriado em -K, pode ser reduzido a um isomorfismo ' ta] que ,y(-K) = -K e '(-#) =

.ll. Sendo assim, é evidente que uma condição necessária para a isomorfia de C; e (l;
é que as suas p-componentes sejam isomorfas para todo primo p divisor da ordem de

Pretendemos demonstrar que o isomorfismo .ZG z .ZG implica serem as p-com-

ponentes de G e G também isomorfas. Uma conseqüência imediata deste resultado

seria uma solução do problema do isomorfismo para os grupos de Frobenius cujos
núcleos são p-grupos. I'eríamos, assim, uma solução geral do problema no caso em que

as condições necessárias, já mencionadas, fossem também suficientes para a isomorfia

dos dois grupos

A técnica utilizada na demonstração do nosso próximo resultado consistirá em

estender um isomor6smo Àp : /% --=} .1(P a toda a p-componente, obtendo assim

.fÇ,x .ll = /fPx -H. O isomorfismo Àp é determinando por um teorema de S. K. Sehgal,
obtido a partir do método desenvolvido pelo mesmo, em parceria com A. Giambruno,
utilizando os resultados de A. Weissj2; reproduzimos aqui este resultado:

.K

Proposição 4.1 Seja G = PxX, em gue P é um p-grupo caga ordem não dáuÍde a
o,dem « = IXI, e .©. y «m ;«óg«p. ./inato de U(l + A(G,P)), então e«i.f. a 'm

Qa taZ gue a iycv Ç G.

Dem: Veja, em Sehgal 1821, teorema 41.12

Passemos ao nosso resultado

LEMA 4.1 Sejam G = Kx H um grupo de Frobenius e Z:G N um isomor$smo,

p«« tod. p, m. p d{«í«, de l.KI, ;e KP é cala« .« .rq # '}(KP), « p-««.po«e«te'
de G e G são isomorfüs.

ZConfira 1201 bem como [911
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Demonstração: Tomemos o isomorfismo O : .ZG --=-+ .ZG, em que G = -K>a.17

é um grupo de Frobeniusl já sabemos do capítulo anterior que G = -Kx-H, com K e
À isomorfos, bem como n e #. Se KP é um p-subgrupo de Sylow (não trivial), KP

é normal em G como já foi comentador podemos, pois, afirmar que G se decompõe

segundo

G Kpx(Kp,«-H)

em que -l(y representa o produto dos demais subgrupos de Sylow presentes em K.
Analogamente, G admite a decomposição

a

Claro está que KP e KP estão associados pela correspondência entre subgrupos nor-
mais, isto é, z,(KP) = KP Das Proposições 1.28 e 1.40, segue que O(KP) Ç U(l +
.Ã(d, .KP)); sendo assim, podemos aplicar a proposição anterior (Prop. 4.1) e, pela

ordem de /(p, concluir que existe a em Qa tal que

a':Q(Kp)a - /?,.

Uma vez que O preserva as somas de classe e já que estas são centrais (veja as

Proposições 1.33 e 1.39), teremos que a aplicação

,X, : Kp --q Kp
k --} a':0(k)a

é um isomorfismo que aplica as classes de conjugação de (7, contidas em /q,, em
classes de conjugação de G. Nosso objetivo é demonstrar que Àp pode ser estendida

ao grupo KPx H sobre .Z(P xH.
Observe primeiramente que, como na correspondência entre os subgrupos nor-

mais vale z,(/(P) = .fíP', da Proposição 1.40 segue que

Z(.K,x H'') = Z qGJKp' ) = Z qGJK#''i = Z ÇK,'n H)\

donde, se .](P é cíc]ico, peão TEOREMA 4.1, conc]uímos que .KPx .Z] = ](p >a .H

Suponhamos que .KP seja abeliano; pelo que acabamos de expor, podemos as-

sumir que .Z(P é não cíclico e, uma vez que J;q :# q'(,K), pela Proposição 1.3, segue

que KP não é abeliano elementar. Tomemos k em KPI das propriedades de Àp, para
um h fixado em H, existe 3/ em .H tal que

À,(h':kh) :À,(k)z/
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Provaremos que g/ é determinado exclusivamente por À; para tanto, sejam ki e A2 em

]Cp, analogamente, existirão Z/o, Z/i e Z/2 em // tais que

.X,(À':k:A) À,(k:)g/: e ,X,(A :k,h) :À,(Ê,)Z/,,

como também

,X, (A ':#: k:À) g/o :À,(k:k:)yo

Conseqüentemente,

Z/i' .X, (k:Ê,) yo g/í: .X,(k :) Z/: Z/; : À,(k:) 3/, . (4.1)

Como -õq. não é um p-grupo abeliano elementar, podemos escolher ki e k2 com
ordens distintas; admitamos, pois, que

o(Êi) = r < o(Ê2)

Decorre de (4.1) e da abelianidade de -fÇ que

g/i:.X,(k,y3/o Z/i: .X, (k: k, y g/o z/; ' .x, (k,y v: ;

uma vez que Ê; não é a unidade e a ação de -ü sobre .lrP é livre de pontos fixos,
concluímos por

g/o -: Z/2;

em virtude ainda de (4.1), por um raciocínio análogo, obtemos

yo

Assim, g/o é determinado por À, independentemente de ki ou k2. Ora, como
qualquer elemento k em KP terá ordem distinta ou da ordem de ki ou da de k2, por

um argumento inteiramente semelhante ao já desenvolvido, concluímos que: fixado h

em -H, para todo k em }k.P, existe Z/ em -H tal que

.X,(h':kA) :.X,(#)Z/

Estabelecemos, pois, uma aplicação dos elementos de .H em .H

Hp l h' \''-'» 'y\
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que tal aplicação é bijetiva, decorre das propriedades de Àp e da ação de -H sobre KP.

Considerando p,(1) = 1, podemos provar que pP é um morfismo de grupos: de fato,

,X,((À:A,)':k(h: ã,))(Aí: kA:)A,),

de

segue que

P.(A:h,) (h:) . P,(A:)

Finalmente, definimos a aplicação

''yp \ Kpx H ---+ Kpx H

por

7p(ÊA) - P,(A);

obviamente 7P é uma bijeção, como também vale

'b(A':kÀ) kh)(h':)À,(k)P,(A);

é imediato que 7P é um isomorfismo do grupo KPx.H sobre /q,x#
O caso em que .l(P é não abeliano é desenvolvido de forma análoga à anterior.

Observamos, entretanto, que a abelianidade era essencial, no caso precedente, para a
definição da aplicação pP; pois que, para quaisquer elementos kt e Ê2, valia:

(#:k,y

bastava, portanto, escolher-se convenientemente os elementos ki e k2 e a potência r

para que /zp estivesse bem definida. Tal não vale, sem restrições, em KP não abeliano;

contornaremos esta dificuldade tratando com um grupo quociente de /(p adequada-
mente abeliano.

Como os subgrupos comutadores e de Fkattini de .f(P correspondem-se por Àp,
pela Proposição 1.40, podemos determinar o isomorâsmo

Ãp : (Kp/.rq)

obviamente

,i,(A':Rlà) = z/':li,(ÃI)v.

Do fato de .rq # 'b(-f».), segue que /(P/-l(; não é um p-grupo abeliano elementar;
por um raciocínio idêntico ao caso anterior, determinamos uma aplicação de .H em .fl

»p : h.--+ u
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Todavia pP foi determinada em referência ao grupo ]i-P/KPI devemos mostrar que
é válida também em relação ao grupo KP Tomemos S :: {ki, . . . , k,} um conjunto

gerador minimal para KP; do teorema da base, Prop. 1.4, {kt'}(Kp), . . - , k,©(Kp)}
é um conjunto gerador de KP/Q'(KP). Segundo a Proposição 1.3, -Zq 5; ©(KP), logo
{kiK;, . . . , k,/(;} contém um conjunto gerador de .Z(P/.li'P' Segue destes fatos que a

aplicação pP é válida para os elementos de S e, consequentemente, em todo o KP.
O raciocínio é desenvolvido de modo análogo ao caso anterior, obtendo-se o

isomorfismo esperado.

q.e.d

Para ânalizar esta seção, um comentário sobre a hipótese, .rq # '}(-f».). Como
foi visto na demonstração do LEMA 4.1, o isomorfismo .ZG z .ZG implica um
isomorfismo entre os anéis de grupo de .Z(P>Q.H e KPx-H; na próxima seção, veremos

que, no caso em que KP é abeliano, a estrutura do grupo .H (e, em particular, dos seus

2-subgrupos de Sylow) pode acarretar o isomorfismo destas p-componentes. Assim,

se KP é abeliano e /(; = ©(KP), teremos que /(p é abeliano elementar, donde .H é
um subgrupo de G.L(n,p), em que l.rÇ.l = pn l3. Ora, os q-subgrupos de Sylow de
G.L(n,p) foram examinados por A. J. Weir, em 1891, e R. Carter e P. Fong em l8l;
deste modo, podemos obter informações mais precisas sobre a estrutura de -H

Admitamos agora KP não abeliano e -Zq = q'(-Z(P); esta situação ocorre, em
particular, com os p-grupos especiais, isto é, em que /q = ©(KP) = ((KP). No
primeiro capítulo, vimos que a classe de nilpotência de -l(P é, no máximo, 2 e exp(.l(p),

menor ou igual a p2. A situação em que exp(.FLp) = p2 e p é ímpar nos é conveniente,

pois, pela Proposição 1.10, para quaisquer kt e k2 em -Z(P, vale (ktk2)P = Jq'k21 vimos

que esta quase abeZãan dado e o fato de existirem dois elementos em -l(P com ordens

distintas são suficientes para a demonstração anterior. Podemos, portanto, afirmar:

LEMA 4.2 .Em cona iões aná/opas âs do lema anfehor ÍZ-EIWZ 4..Z), sâo também

isomorfas üs p-campo'ne'rttes em que p é í'rapar e cubo 'núcleo é um p-gr'üpo esl)facial de

expoente pz

SConâra os resultados, no primeiro capítulo, acerca dos p-grupos abeliano elementares
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São ainda possíveis algumas extensões do LEMA 4.1 considerando as p-compo-

nentes em que p é 2 ou em que .ãq, é um p-grupo regulará nós as dispensamos aqui
por serem muito particulares.

4.3 Condições suficientes
Já foi mencionado, na seção anterior, que a abelianidade do núcleo de Frobenius,
a depender da estrutura de um complemento, poderia implicar uma solução para o
problema do isomorfismo. Exploraremos este fato nesta seçãol lembrando ao leitor
que, das propriedades dos grupos de nobenius, a abelianidade do núcleo sempre
ocorre quando um complemento tem ordem par.

Será necessário, para o nosso estudo, um importante resultado desenvolvido por

Sudarshan K. Sehgal, em parceria com Surinder K. Sehgal e H. Zassenhaus, que pode

ser conferido em ]83] (veja também Sehgal 1821)i nós o reproduzimos aqui:

Proposição 4.2 Sda G = .AxX com .4 aóe/cano e (l.41, IXI) = 1; supondo que X

«ti;f.ç« (CZ-2), então
ZG- G-

De início, podemos obter uma solução de (lso) para o grupo de Frobenius G =
K>q.H em que um 2-subgrupo de Sylow de .ll é cíclico e o núcleo -K é abeliano (o que

sempre ocorre se o tal 2-subgrupo de Sylow é não trivial):

TEOREMA 4.2 Seja G um gr"tipo de Praz)enius com ntíc/eo abeZáano; se um 2-
subgrupo de Sylow do compteTíte'r\to é c'íctico, e'ntão G é umcl sot'ração a,o problema.

do isomor$smo.

Demonstração: Do que já foi exposto sobre os complementos de Frobenius e
da Proposição 1.13, segue que um tal complemento de G é um Z-grupo. Se este
complemento é abeliano, a afirmação segue do resultado de Whitcomb (Prop. 1.38);
caso seja metacíclico, terá a forma G«xCn com (m, n) = 1. Ora, Valente(Prop. 1.42)

demonstrou que tais grupos satisfazem (CZ-3); como (CZ-3) obviamente implica (CZ-

2), temos as condições da proposição anterior atendidas, segue, pois, o resultado.
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q.e.d

Sabemos que um complemento de Frobenius -H, de ordem par e não solúvel,

é sempre uma extensão de M x S-L(2, 5)l em que M é um Z-grupo, as ordens de
M e S.L(2,5) são relativamente primas e este subgrupo tem índice l ou 2 em .H
Também no caso em que -# é so]úve] de ordem par, exceto possivelmente quando .#

é metabelianoj4, -H é uma extensão de .A/ x (l?; em que (i? denota um quatérnio e .M

um Z-grupo de ordem ímpar, sendo o índice deste subgrupo igual a 1, 3, 6 ou 2" (n
maior ou igual a 3) em .H.

Analisando os grupos acima em que o núcleo da extensão tem índice 1, isto é,

M x S.L(2, 5) e M x C?, que denominaremos tipo l e 11, respectivamente, obtivemos
o resultado a seguir:

TEOREMIA 4.3 Se (; é wm grupo de Probenãus ctiyo complemento é do tãl)o .r ou .ll,

então G é uma solução ao problema, do isomorfismo.

Demonstração: Tomemos G = .Kx.17; em ambos os casos, l ou 11, o comple-

mento -H é de ordem par, logo o núcleo -K é abeliano. Caso (CZ-2) seja válida em -H,

podemos aplicar a Proposição 4.2.

Pelo resultado de Valenti(Prop. 1.42), vale (CZ-3) para M; da proposição de
Weiss (Prop. 1.43), o mesmo ocorre para o quatérnio C?; Polcino Milies, Dokuchaev e
Juriaans provaram (CZ-3) também para S.L(2, 5) em j161. Já comentámos que (CZ-3)
implica a conjetura (Aut); como a ordem de M é relativamente prima às ordens de
SZ,(2, 5), no caso 1, e Q, no caso 11, do resultado de Peterson (Prop. 1.44) segue que

vale (Aut) para -H em ambos os casos, l e ll.

Por âm, uma vez que já foi provado (lso) para -H, basta lembrarmos que a
conjunção das conjecturas (Aut) e (lso) implica (CZ-2), assim vale (CZ-2) para H e

o resultado segue.

q.e.d

Note que alguns destes serão metacíclicos, caímos no caso coberto pelo TEORENIA 4.2
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Os últimos resultados sugerem que uma solução da conjectura (CZ-2) para todos
os complementos de Frobenius de ordem par, acarretaria a solução do problema do
isomorfismo para todos os grupos de Frobenius com tais complementos.

Em verdade, perseguimos uma tal solução e obtivemos sucesso em casos parti-
culares. No caso, por exemplo, em que .H é um complemento do tipo de Amitsur, foi

possível obter (CZ-2). Como já mencionamos, os grupos de Amitsur são os subgrupos

finitos do grupo multiplicativo de um anel de divisão com característica zerojS. A
prova é obtida diretamente utilizando-se os resultados e métodos desenvolvidos por

Dokuchaev e Juriaans em j151 e por estes mesmos autores, juntamente com Polcino

Milies, em j161.

Coloca-se, portanto, o problema de, sabendo-se que um complemento de Frobe-

nius de ordem par é sempre uma extensão de um grupo para o qual vale (CZ-2) -- os
tipos l ou ll mencionados obter esta conjectura para tais extensões... tarefa para
outros navegadores, pois a tanto não nos ajudou o engenho e anel

sVeja Amtisur jl] e Shirvani & Wehrfritz [841
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Conclusão

OáÀaao'a,OáÀao'o'a
Xenofonte, ,4náócise
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o propósito inicial e, por isso mesmo, central da nossa investigação,
como já anunciamos na introdução, foi a conjectura do normalizador. Em particular,
o exame da questão relativa aos grupos de Frobenius mostrava-se muito atraente.
Primeiramente, pela relevância que esta classe de grupos, fato já mencionado diver-

sas vezes, apresentava na teoria dos grupos finitos; tratava-se, pois, de uma classe
que, embora específica, não fora construída adrede para atender às nossas propostas,
tendo importância intrínseca. Em segundo lugar, Polcino Miliesj6, em parceria com

Dokuchaev e Juriaans, examinando os anéis de grupo determinados por tais grupos,
obteve uma série de interessantes resultadosl revelando que esta classe de anéis de

grupo constituía um campo fértil para a pesquisa. Todavia nenhum destes resultados
se referia à conjectura do normalizador -- como de resto nenhum outro autor, até

onde conhecemos, tratara desta questão. Finalmente, a estrutura peculiar dos grupos
de Frobenius, especificamente os de complementos pares, não permitia que os resul-
tados de Jackowski e Marciniak os abrangessem; vez que seus 2-subgrupos de Sylow,

neste caso, jamais são normais. Ademais nenhum dos resultados recentes inclui a
classe dos grupos de Frobenius: de fato, o resultado de Roggenkamp e Marciniak,
acerca de metabelianos cujo 2-subgrupo de Sylow é abeliano, não contém os grupos
de Frobenius, exceto no caso bastante restrito em que um complemento é cíclico;
o teorema de Li, Parmeter e Sehgal sobre os grupos de Blackburn também não se
aplica a estes gruposl pois, como demonstramos, estas classes são diquntas. Por fim,

as últimas proposições de Li tratam de grupos cujos 2-subgrupos de Sylow admitem
uma estrutura incompatível com os grupos de Frobenius.

Quanto à pesquisa do problema do isomorfismo, esta desenvolveu-se, como afir-

mamos anteriormente, em paralelo à investigação do normalizador e foi motivada

principalmente pelo resultado obtido por Polcino Milies e Juriaans em 1321. Este re-
sultado, que foi apresentado no capítulo terceiro, determina as ordens das unidades
de torção do anel de grupo definido por um grupo de Frobenius e foi desenvolvi-

6Confira as referências jlSI, [161, j311 e ]321
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do pouco antes de iniciarmos o nosso trabalho; a partir dele obtivemos a primeira
proposição associada ao problema do isomorfismo, aqui exposta no TEOREMA 3.1,

garantindo que todas as bases grupais destes anéis de grupo eram também grupos de
Hobenius. Tal proposição originou todo o trabalho que a sucedeu, pois que a mesma

nos estimulou a perseguir uma solução ou, quando menos, uma estratégia de ataque

ao problema do isomorfismo.

Pretendemos agora discutir os resultados que obtivemos e, pricipalmente, suge-

rir, o que nos parecem ser, algumas direções que apontam para possíveis extensões
destes resultados.

A conjectura do normalízador

Examinando os grupos de Frobenius, com respeito a esta conjectura, obtivemos

o TEOREMA 2.1. Trata-se de um resultado geral, ou sda, todos os grupos de Froóe-

n us satili/agem a con#ecfura do normaZãzador. Este fato é, cremos, relevantes pois,

reafirmamos, é válido sem restrição alguma para esta importante classe de grupos.

Quando se alcança um tal resultado, a primeira questão que se coloca é: seria
possível estendê-lo? Ou, pelo menos, indaga-se em que outras situações as técnicas

empregadas em seu desenvolvimento podem ser utilizadas.

O cerne da demonstração do nosso resultado apóia-se nos métodos desenvolvidos

por Jackowski e Marciniak em 1281; é evidente que estes métodos podem ser esten-

didos a diversas outras aplicações. Em particular, acreditamos que um raciocínio
análogo ainda se aplicaria em algumas extensões de grupos de Frobenius como, por

exemplo, em grupos de Zassenhaus; esta é uma família de grupos com transitividade

dupla. De fato, obtivemos algum progresso nesta direção em casos específicos. Outras

extensões de grupos de Frobenius que examinámos foram os chamados grzzpos de três

esZágíosl assim fizemos porque uma solução da questão para estes grupos implicaria

a validade da conjectura para os grupos cujos centralizadores dos elementos não tri-
viais são nilpotentes, conhecidos como CN-gruposj7. Infelizmente, nesta direção, os

nossos resultados ainda são inconclusivos, pois que ainda muito preliminares. Cre-
mos também que o nosso argumento pode ser empregado, com algum proveito, em
classes mais amplas que a dos grupos de Frobenius; para citar algumas destas, lem-

7Para inteirar-se destes grupos, sugerimos Passman ]Sl] e Gorenstein ]22]
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bramos que os grupos que atendem à condição de lamina generalizam os grupos de
Frobenius; o mesmo se pode dizer dos grupos que obedecem à condição de Wielandt

(emboram não sejam, propriamente, grupos que contenham subgrupos de Frobenius,

como o são, os de Zassenhaus)l8; demonstra-se facilmente que, sob certas condições,
há grupos nestas classes que, embora não sejam grupos de Frobenius, satisfazem a
conjectura do normalizador.

Coloca-se também a questão de uma possível generalização do nosso resultado

a grupos infinitos. Há que se tomar algum cuidado aqui: a nossa técnica vale-se de
caracteríticas bem específicas dos grupos que examinámos e que, nestes, estão plena-

mente asseguradas. Ocorre que a extensão do conceito de grupo de Frobenius à esfera

dos grupos infinitos não transporta, necessariamente, todas as propriedades garanti-

das para os de ordem finitaj9; de fato, para tais grupos, o que entendemos por ntícleo
do grupo pode não ser nilpotente, há casos em que é trivial (apenas a identidade)
e outros até, em que nem mesmo é um subgrupos Assim, para preservar as'carac-
terísticas que nos são convenientes, há que se tomar algumas precauções; O. H. Kegel,

em 1341 (veja também Kegel & Wehrfritz 1351), demonstrou que muito da estrutura

original dos grupos de Frobenius é respeitada no caso infinito, quando se impõe que
estes soam localmente finitos. Uma condição menos restritiva que a finitude local,

mas que também preserva muitas das propriedades dos grupos finitos, foi estabelecida

por M. C. Collins em jlll. Restaria verificar se seria possível estabelecer a conjectura
também para tais grupos. Todavia o Professor Victor Bovdi, em comunicação pessoal,
já nos aÊrmara estar convicto de que o nosso resultado admitiria uma extensão direta

para o caso dos grupos localmente finitos; de fato, recentemente, fomos informados,

por E. Jespers e S. O. Juriaans, que os mesmos vem obtendo algum sucesso no trato
desta questão.

O problema do isomorfismo

Não era nossa pretensão inicial, dada a dificuldade da questão, obtermos uma

solução geral do problema do isomorfismo, para os grupos de Frobenius, por meio dos

métodos que empregamos; muito embora vislumbrássemos esta possibilidade. Acredi-

8Veja, por exemplo, Camina l71 e Wielandt 1921

PConâra Dixon & l»lortimer j131.
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ramos, todavia, que alcançámos alguns êxitos animadores nesta direção. Poderíamos

sintetizar os resultados que obtivemos, nos capítulos terceiro e quarto, afirmando,
com alguma imprecisão, que: a estrutura ma s áhtÍma dos grupos de Frobeníus está
fode'rne'nte determinada, por se'üs a'Réis de grupo.

Devemos salientar que a determinação da estrutura destes grupos, mencionada

anteriormente, desce a minúncias, como assegurar a isomorfia de alguns importantes

subgrupos do grupo em tela. Lembrando que os grupos sob exame são sempre pro-

dutos semidiretos; obtivemos que toda base grupal do anel de grupo integral de um
grupo de Hobenius é, também ela, um grupo de Hobenius com núcleo e complemen-
tos, respectivamente, idênticos aos do grupo gerador. Veri6camos ainda que outros
subgrupos fundamentais na estrutura do grupo estão bem definidos; por exemplo, não
apenas todos os subgrupos Sylow estão determinadosl subgrupos que também apre-
sentam uma estrutura de Hobenius estão, na maioria dos casos, também definidos

pelo anel dç grupo. Em particular, com exceção de algumas situações muito restri-

tivas, todos os subgrupos de Frobenius cujas ordens atendem a uma certa condição
de maximalidade, chamados aqui de p-componentes de Frobenius, estão determina-
dos. As exceções que referimos aqui dizem respeito às p-componentes associadas

aos p-subgrupos de Sylow do núcleo de Frobenius cujos abelianizados são abeliano
elementares. Clontudo, lembrando que estes abelianizados definem-se via quocientes
por elementos não-geradores do grupo, poderíamos dizer que, ainda nestes casos, as
p-componentes estão essencãaZmente determinadasl

Uma questão que se revelou intrincada em nosso estudo dos grupos de Frobenius,

foi a das possíveis ações dos complementos sobre os núcleos destes grupos. Tais ações

podem ser bem complexasl contudo há alguns atenuantes, ou seja, fatos que de alguma

forma restringem as possíveis ações. Para os conhecedores de cohomologia de grupos,

por exemplo, vale observar que, quando o núcleo de um grupo de Frobenius é abeliano,

o segundo grupo de cohomologia deste, com respeito ao núcleo é trivial. Caso o núcleo

não seja abeliano, um complemento será, necessariamente, um tipo muito especial de

metacíclico, ou ainda cíclicos teremos assim que o grupo de Frobenius em pauta será

uma extensão cíclica de um outro grupo também de Frobeniusl este, por sua vez,
tem, como segundo grupo de cohomologia, o grupo trivial. Outrossim foi justamente

a, natureza particular da ação do grupo de Frobenius que nos permitiu desenvolver

muitos dos resultados que propomos.

Obtivemos também, sob certas condições satisfeitas sda pelo núcleo, seja pelos
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complementos do grupo de nobenius, soluções do problema do isomorfismo. Estas
soluções apontam direções em que, cremos, a pesquisa pode caminhar com grande
proveito. A nossa investigação nos fortaleceu a conâança em que é bem provável uma

demonstração de (CZ-2) para todos os grupos que sejam complementos de Frobenius;

o que, como vimos no último capítulo, implicaria a solução do problema do isomorfis-

mo para todos os grupos de Frobenius com núcleo abeliano. De fato, verificamos que
tal resultado é possível em vários casos; entre estes, como mencionamos, obtivemos

(CZ-2) para todos os complementos do tipo de Amitsurjio. Uma vez alcançada esta
vitória, ficariam por ser subjugados apenas os grupos de Frobenius com núcleo não
abeliano; ocorre porém que, nestes casos, como já colocamos, os complementos são
grupos extremamente simples, pois que são cíclicos ou metacíclicos que cindeml E,
como sabemos, extensões por grupos cíclicos são casos razoavelmente tratáveis.

:'Empenha,-te em fazer co'm que teu ti'uro te'rtha, um objetivo e que este
te eleve. SÓ a,ssãm teu touro estará acabado."

Girolamo Cardano

ioVeja Amitsur [ll e Shirvani & Wehrfritz ]841
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