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Resumo

Conhecendo a solução da equação da onda na presença de um obstáculo, chamada de

solução exterior, cuja existência é provada em l51, capítulo y, passamos a questionar sobre
o seu comportamento na vizinhança de um ponto fixado z. em seu domínio. O primeiro
trabalho nesta direção foi feito por C. H. Wilcox jlll, mostrando que, se o obstáculo é
esférico, então a taxa de decaimento é minimamente tão rápida quanto exponencial. Em

seguida, Cathleen Morawetz l61, em seu trabalho mostrou que, se o obstáculo é estrelado,
então a solução, minimamente decai tão rapidamente quanto 1/ vt.

Neste trabalho, fazemos um estudo detalhado deste resultado desenvolvido por Cath-

leen Morawetz em l61. O tema central é o decaimento, local, da solução da equação da
onda na presença de um obstácu]o. Aqui, o obstácu]o é visto como um subconjunto do ]R'
compacto, estrelado de fronteira suave. Enunciámos e provámos, de forma elementar, que

o decaimento da solução da equação da onda é minimamente tão rápido quanto 1/ vt. Mas

antes provámos que, localmente, a energia minimamente decai tão rapidamente quanto

l/t



Abstract

Once we know the solution of the wave equation on a domain outside the obstacle,
called exterior solution, which existence is proved in ISI, chapter y, we question about

its behavior in a neighborhood of a fixed point z. in the domain. The first work in thís
direction was done by C. H. Wilcox jlll, who showed that if the obstacle is spherical, then

the rate of decay is at least exponential. After Cathleen Morawetz l61, showed that if the
obstacle is star-sharped, then the rate of decai is at least l/«t.

In tais work, we study in detail the result developed by Cathleen Morawetz l61. The
main result is the local decay of the solution of the wave equation in the presente of
an star-sharped obstacle. Therefore we will define an star-sharped obstacle as a stared
compact subset of ]R' with a smooth boundary. We skate and prove in an elementary way

that the solution of the wave equation decays out at least as l/v''t. Before that we proved

the energy decay out, locally, at least as l/t.
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Introdução

Neste trabalho pretendemos estudar o decaimento local da solução, suave i, do pro-
blema

[[u = 6.u -- u.. = 0, V z C Q e V t C ]R+

u(z,0) - /(z), V :' C Q rl)
u. (n, 0) (z), V :« € Q

u(z, t) = 0, V n C aZ$ e V t c RF

onde 6 = R; -- Q é um corpo estrelado com fronteira aZ3 suave e /, g são funções sufici-

entemente regulares . Este tema foi desenvolvido por Cathleen Morawetz l61, onde ficou
estabelecido que se o corpo refietor B é estrelado, compacto e com aZ3 suave (localmente

gráfico de uma função C'), então a solução minimamente decai tão rapidamente quanto

Sabendo-se que, em todo ponto, a perturbação pode ser medida em termos de energia,

espera-se que toda a energia e, portanto, a perturbação, também viaje para o infinito. Na-

turalmente, se um corpo é denteado (ou tem configuração irregular) a taxa de decaimento
será diminuída pela reflexão devida às reverberações produzidas pela denteação.

O fluxo de energia para soluções da equação da onda na presença de um corpo refletor
pode ser analisado com variantes graus de refinamento, usando desigualdades quadráticas,

o princípio de Huyghen e Otica geométrica. As relações existentes entre estas técnicas e
sua validade em cada caso são discutidas em l71. Adoramos para esta dissertação a técnica

i/v'i

l Suave é o mesmo que suficientemente diferenciável

l



2 Introdução

das desigualdades quadráticas usando o multiplicador

r . V'u + tu. + u

O objetivo, é transformar

(z - Vu + t«. + u)0«

em um campo vetoria] (; em ]R' . Esta transformação será utilizada na prova do l.'eorema
2.3.5 o qual estabelece que, fixada uma região compacta 7?., a energia, concentrada na

região R, no instante t, dada por -E(7?, f) minimamente decai tão rapidamente quanto

Façamos agora uma breve descrição do trabalho. No Capítulo l reunimos alguns
resultados sobre o problema de Clauchy para a equação da onda, tais como: existência da

solução, princípio da conservação de energia para a onda livre e unicidade da solução do
prob[ema de va]or inicial para a equação da onda em ]R x ]R e em ]R" x ]R, considerando

a equação da onda homogênea com velocidade de propagação unitária e dados iniciais
suficientemente regulares e, ainda, comentámos um pouco sobre o princípio de Huyghen.

Na Seção 1.1 apresentamos o problema de Cauchy para a equação da onda. Enunciá-
mos na Seção 1.2 o princípio da conservação de energia para a onda livre, que constitui
uma ferramenta importantíssima para sistemas lineares, pois é deste princípio que sai a
prova da unicidade de solução para a maioria dos problemas em equações diferenciais

parciais lineares, em particular para a equação da onda, objeto de nossos estudos. Na
Subseção 1.3.1 construímos a solução para o problema de Cauchy para a equação da on-

da no semi-espaço, usando o método das médias esféricas para dimensão espacial ímpar.
Na Subseção 1.3.2 usamos o método da redução de Hadamard, que é aplicado quando a

dimensão espacial é par. Encerramos o Capítulo com a Seção 1.4 que estuda o comporta-

mento da solução para dimensões par e ímpar e estudamos o princípio de Huyghen.

No Capítulo 2 concentram-se todos os resultados desta dissertação, que estão dispostos

em três seções que descreveremos sucintamente. A Seção 2.1 apresenta as identidades
básicas para a conversão da equação

l/t

(n . Vu + tu. + u)[]«



Introdução 3

em um campo G em R' as quais serão aplicadas, como já mencionado, na prova do Teorema

2.3.5. A Seção 2.2 apresenta a prova do princípio da conservação de energia na presença
de um obstáculo, donde obtemos a prova da unicidade da solução para o problema (1).

Ainda nesta direção, apresentamos uma prova (Corolário 2.2.5) da limitação de u, na ll ll,

independentemente do tempo. A última, Seção 2.3, destina-se à prova do decaimento da
solução para o problema (1) (Teorema 2.3.6) e para tal, previamente, demonstramos o

decaimento, local, da energia (Teorema 2.3.5).

Este trabalho ainda dispõe no Apêndice A, da apresentação de alguns resultados
básicos sobre Equações Diferenciais Parciais (EDP's), alguns com demonstrações, úteis
à sua consecução e também para torna-lo de leitura auto-suficiente e acessível a estudan-
tes de mestrado.
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CAPÍTULO I

Conceitos básicos

Apresentamos neste capítulo alguns conceitos básicos sobre a teoria do operador da

onda (ou d'alembertiano) que serão úteis para os nossos propósitos. Para esta exposição
seguiremos basicamente o Clapítulo 5 de l21, além das referências jll e l41.

Iniciamos fazendo uma analise da equação da onda l-dimensional

u,, -- u.. = 0, V (z, t) c R x ]R,

onde a; representa o ponto material na corda, t o tempo e a função u(aç, t) descreve a posição

do ponto material z na corda no instante t. Aqui, estamos considerando a equação da

onda homogênea com velocidade de propagação unitária.

O seguinte resultado é bem simples, porém muito ilustrativo.

Proposição [.O.]. Se u C C*(]R x ]R) satisfaz â equação da onda

U,, -- Ut 0,

então existem /uniões /, g C C'(R) ta s que

u(«, t) + g(« t). (1.1)

Observação 1.0.1. Toda/unção dada reza /órmuZa r-7..Z) é tina solução de u,, u,. = 0.

Como conseqüência da fórmula (1.1), temos que o problema de Cauchy para equação
da onda l-dimensionar

Í u,, -- u.. = 0, Vz C ]R eVt > 0
'l «(z, 0) (z), V:« c R (1.2)
1 «.(«, o) - g(«), v :« € ]x

5



6 Conceitos básicos

tem como solução, supondo regularidade su6ciente, a função
1 1 r +t

«(n, t) +t) +/(z- t)l+ ; / g(.)ds

conhecida como a Fórmula de d'Alembert

tZ
(1.3)

Supondo que / e g têm suportes compactos contidos no intervalo la, ól, aqui denomi-
nado domínio de influência dos dados iniciais, segue como conseqüência da fórmula (1.3)
que u é nula fora da região de influência dos dados iniciais , hachurada na figura l.l

t

a b Z

Figura 1.1: Região de influência

1.1 Problema de Cauchy para a equação da onda

Denotando por P - P(aç, -D) = >1,l.l$m aaa um operador diferencial parcial linear

(ODPL) de ordem m (isto é, ] a C fq" com lal = m e a. # 0) com coeficientes em C'(Q)
Ítemos que seu símbolo principal, em um ponto z € Q, é o polinõmio homogêneo de
ordem m C N

Pm(g,{) }l: '..(z){', Vz C Q e V{ C ]R"
lal::m

Um vetor ( é dito característico para P, no ponto sço c (2, se .1%.(zo, e) = 0. O conjunto

{e C R" : Pm(ZO,e) = 0}

denominamos de variedade característica de P no ponto z..

Uma hipersuperfície S é dita característica para P, no ponto zo, se z, = p(zo), o vetor

normal à S no ponto zo, é um vetar característico . Dizemos que S é não-característica
se não é característica em nenhum ponto.



.Z..Z Problema de C:aucliy para a equação da onda

No caso particular do operador d'alembertiano

Õ:; « - («:,«,, ,z.) C R" e t ? 0

temos que seu símbolo principal é, em todo ponto, o polinõmio

R" x ]R -

(e, .'-) ---> 11(11' -- .-:

e conseqüentemente sua variedade característica é o cone

F {(C,r) c R" x R : ll€11' ,'}

denominado cone de luz Esquematicamente, temos a figura 1.2

(e,'r)

(e,o)

Figura 1.2: Cone de luz

Construções simples (exemplo de Hadamaid (ver l21)) mostram que não é suficiente os
dados iniciais serem pré-determinados sobre uma hipersuperfície não-característica para

que o problema de Cauchy seja bem posto (isto é: existência, unicidade e dependência
contínua com respeito aos dados iniciais e/ou de fronteira).

Um problema de Cauchy consiste em determinar uma solução u, suave, da equação
diferencial parcial (de ordem m)

.Flz,(a'u)l..l$«1 0, V r C (2, V cl c IN" e m c N,

Q um subconjunto aberto em R" , tendo como dados iniciais m funções é., @. , ,@«--
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definidas sobre uma hipersuperfície S, não-característica, contida em {2, tais que

'ül = @.

a«l. - ó.

e'-:«l. - ó.

onde éBu é a J-ésima derivada de u na direção normal . Temos, então, que o problema

l Üu= Au--<u= 0, V (z,t) c R' x ]R

'l u(z,0) (a), V « C]R'
1 «.(«, o) («), v « € ]n'

é um prob]ema de Cauchy em R" x ]R, pois o hiperplano

{(aç, 0) : z c R' }

é uma hipersuperfície não-característica , visto que o vedor normal # = (0, 1) c ]R" x ]R é
não-característico.

]

(1.4)

Agora, observando que o operador da onda é invariante em tempos reversos

(z, t) ---} (z, --t),

vemos que é suficiente considerarmos soluções no semi-espaço t 2 0, pois resultados
similares podem ser obtidos para t $ 0

Passamos, então, ao estudo do problema de Cauchy (1.4) com (z, f) C R" x R+. Entre-

tanto, neste caso, ocorre que o vetor normal à superfície não-característica (o hiperplano
t = 0) está no interior do cone de ]uz

[' r) c ]R' x ]R :ll(ll'

qualquer que seja o ponto considerado no hiperplano t = 0. E, portanto, temos que o
problema de Cauchy é bem posto

Supomos também conhecido o teorema abaixo, o qual implica na unicidade da solução

(ver l21) e que estabelece que o valor de uma solução para a equação da onda em um ponto
(zo, to) depende apenas dos valores dos dados iniciais na "bola"

{(:«, o) : 11:« - zoll .$ fo}

vide figura 1.3



.l. .Z Problema de (l;auchy para a equação da onda

Figura 1.3: Cone de luz rebatido.

Teo«a 1.1.1. S«p-A«m« q« u C C'(R" x R+) e q-

[lll = â?i. ?l, = 0.

Suponhamos, também que u = atu na bola

23 0) : llz - zoll $ t.}

contida no Aãpe .p/ano t :: 0, onde aço C R" e to > 0. .Então u é nu/a na região cónica

I' = {(z, t) : 0 $ t $ to e llz -- zoll 5; to - t}.

Esquematicamente temos a figura 1.4

(zo , to)

Figura 1.4: Região cónica



Conceitos básicos

Inversamente, os dados de Cauchy em uma região 7Z, contida no hiperplano t :: 0,
influenciam apenas os pontos de ]R' x lO, +oo) que pertencem ao cone de luz que irradia
de 7?.

1.2 Conservação da energia para onda livre

É sabido também que a equação da onda é um sistema conservativo. Isto é, a energia

total é constante. Porém a energia é, em geral, um funcional positivo dos dados iniciais do

sistema; para sistemas governados por equações lineares, a energia é uma forma quadrático

definida positiva. A conservação de energia implica que, se no instante inicial a energia é

nula, então a energia é nula para todo instante f; para sistemas lineares, que é o caso da
equação da onda, concluímos que as soluções são unicamente determinadas por seus dados

iniciais. Para soluções com dados iniciais não-nulos, a conservação de energia fornece a
priori uma limitação que, quando combinada com técnicas de projeções ortogonais, conduz

a uma prova da existência de soluções com dados iniciais de energia finita (ver ]7]). A
equação da onda é um sistema conservativo , i.e., a energia é constante, se os dados iniciais
/ e g são funções suficientemente regulares. Mais precisamente, temos o resultado:

Proposição 1.2.1 Consideremos o problema

[Ju = Au -- Z<'u = 0, V z c R" , V t ? 0
u(sç, 0) = /(z), V z c R"
a.u(z, 0) (z), V z C Rn,

onde /, g C C:"(R'). -Então temos

-E(t) -ZK. (llv"ll' + ul)d'; (1.5)

é constante. Isto é, vale a, conservação de energia



IZ.3 Solução no semi-espaço

1.3 Solução no gemi-espaço

Nesta seção desejamos construir soluções para o problema de Cauchy

Í [lu = Au -- a:u = 0, V g C R" e V t ?0
'l u(z, 0) (z), V z C R"

l õtu(aç, 0) = g(aç), V z c R'

(1.6)

Para tanto, apresentamos duas técnicas de resolução para o Problema (1.6) em um

gemi-espaço; uma é a técnica das médias esféricas, para quando a dimensão espacial for

ímpar, e a outra proveniente desta, é o método da redução de Hadamard para quando a
dimensão espacial é par (considera-se a solução para n ímpar obtidas das médias esféricas

fazendo z«+i = 0.)

1.3..1 Método das médias esféricas (n ímpar)

O método das médias esféricas , devido a Poisson, consiste em dar uma solução radial

para o Problema (1.6). Inicialmente façamos as seguintes definições:

Definição 1.3.1. Se é é uma /unção contígua sobre R" de$mÍmos a média es/éMca

Md(z; «) p«
@(z + rZ/)da(3/), :« C R' e r € ]R.

Si(0)

Deânição 1.3.2. Se é é uma /unção continua sobre R" x ]R, de$nÍmos .A/Ó(z; r, t), ./irados

t e r Q média esférica de $, co'rtsiderada como hma. jBn,ção aT)eras da uariáuel z, por

l
Md(«; «, tl

Cd. .l
Ó(z + ,Z/, t)da(Z/)

Si(0)

As funções definidas em 1.3.1 e 1.3.2 são pares na variável r, são de classe C*+' se Ó for

de classe C', .A/Ó(.; 0) = é(-). E ainda, se d' c C', então .A4@ satisfaz a equação diferencial

de Darboux (ver l41):

',«% - ('f -- 'J')"..
Temos, o resultado abaixo:
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Proposição 1.3.1 Se T satisfaz (1.6) então, para cc.da, z c @' , M«Q=\r.tà satisfaz

Í (#+'?a)w«
'l Mu(z; ,, 0) (z; ,)

1. âlMu('; ', 0) (z;,).
Vasto qzieObservação 1.3.1

é o Lctplaciano para, funções radiais sobre @ (conforme em 14]), Q Proposição 1.3.1 diz
que a I'u'ração

«(y, f) llz/ll,t)

satisfaz a equação da o'nda.

Quando a dimensão espacial é ímpar a equação

(# -- 'i!")«' - .:«',
conhecida como a equação de Euler-Poisson-Darboux (vide l41), pode ser reduzida a uma
equação da onda l-dimensional. E é com este propósito que enunciámos:

Lema 1.3.2. Se @e Ck+t(]R), k = 1,2,3,..., então, Vr #: 0, temos

s(;:y':t,"':*mJ -(;i)*l,":«WI . (1.7)

Prova. Vamos demonstrar por indução sobre k. Se k = 1, a fórmula é verdadeira, pois

$t,«m] - (;:) l,:i«wl
Suponhamos que a mesma é verdadeira para k € 1V, k > 1 , isto é, vale (1.7). Mostremos,
então que, ela se verifica para k + 1, isto é

É(;âyt,"*:'mJ -(l::y*: l,"*':«nl .
De fato, desenvolvendo o primeiro membro da fórmula acima, obtemos

S(11:)*t,"*:"mt - S(;:y':l,"-:(("-- o*n --,l«m)l.



.Z.3 Solução no gemi-espaço ]3

Usando a hipótese de indução para a função

@(') - (2k + i)é(') + 'i@('),
vem

S(11::)*t,"*:"nl -(;:yl,"i(("-- u"m --,::«n)l
(;:y''': l,"*':«nl .

Portanto,

É(;:yt,"''-:"(,)] - (;iy*: l,"*'i«ml o.
como queríamos provar. l

Para uma aplicação futura, definiremos um operador linear de entrelaçamento.

De6nição 1.3.3. Sejam .4, -B e 7' operadores lineares. .Dizemos gue T entre/aça .4 e -B

se ÀI' Neste caso, dizemos que T é um operctdor linear de entrego.çamento

Exemp[o 1.3.3. Seja é C Ct+'(]R), k = 1, 2, 3, . . . . 1)e$nimos o operador /{near Tk por

("-on - (li:y':t,"':*ml. o.q
Então Tk entrelaça, os operadores

« -$ . « - ($ * ,*,-'i).
Prova. De fato, notemos que o segundo membro de (1.7) é igual a

(It:y': l,"-:($ -- «,-:::)"ml .
Logo, aplicando sucessivamente (1.9), o Lema 1.3.2 e a identidade (l.lO), temos

,'i(Tk é(,) )

$(;iy': [,"':*n]
(;:yl,"i.'ml
(:ly': l,"-:(: -- ",-: ::) "ml
1« ($ -- «,-'i)*ml
Tk ( -B @(,) )

2
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o que prova

.4(Tk@(,)) (,)). (1.11)

Isto é, Zk é um operador de entrelaçamento. l

Estamos aptos, finalmente, a reduzir a equação diferencial de Euler-Poisson-Darboux

a uma equação da onda ]-dimensionar. De fato, supondo que .A4u C Ck+i(]R) e aplicando
o operador zk a ambos os membros da equação diferencial de Euler-Poisson-l)arboux com
n ímpar, n :: 2k + 1, temos

ZÊ(# + 2k,':a..)M« = Zka:Mu -:> #ZkM.

Portanto, se u satisfaz a equação da onda n-dimensional , n :: 2k + 1, então ZkM.
satisfaz a equação da onda l-dimensional (em r e t).

Retomemos ao Problema (1.6), no caso em que a dimensão espacial n é ímpar e maior

ou igual a 3. Para isto, supondo que existe a solução u de (1.6). Exibiremos tal função, e
em seguida mostraremos que u é de fato a solução

Suponhamos que u satisfaz (1.6) e que u, /, g são funções diferenciáveis, pelo menos
de classe C::Í. Pela Proposição 1.3.1 a média esférica M« satisfaz a equação diferencial
de Euler-Poisson-Darboux com dados iniciais

J M.(z; ,, o) (';,)
1. ateu(z; ,, 0) (z; ,).

Portanto, se definirmos

Í «(,,t) =1"-M«(z;r,t),z € R',,= llzll e t c ]R
'l @(r) =T.A4/(z;r), Vz CR",r€1R
1. @(r) = TMo(aç; r), V z C R' , r € R,

onde T é o operador linear de entrelaçamento para k = n-l , i.e.,

então por conseqüência imediata do fato que T é um operador linear de entrelaçamento e
da Proposição 1.3.1, u satisfaz

Í <u(r,t) = a:u(,,t), V (r,t) C ]R x R

1 «(,, o) (,), v « c ]R
l õtu(r, 0) = @(r), V r C R.

r(@) - z(.?)(é) -
n 3

' [,"''(é)],
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Portanto, u é solução de um problema de Cauchy l-dimensional cuja solução é dada por

(1.3), i.e.,

tr

1 1 rr+t
u(r,t) = ;l@(r+t) +@(r--t)l+:/ @(s)ds.

Recuperámos u a partir de u. A princípio, obtemos a M« desfazendo o operador T,

isto é, integrando sucessivamente ambos os lados de

a

« («, t) ,, t)

Então, obtida a .ü/u usamos a definição desta com r = 0 e recuperamos a função u, já que

Mu(Z; 0, t) = U(Z, t).

Observação 1.3.4. Podemos /fizer ásfo de um modo elementar notando que

k--l .;

(zk#')(') - }: ojk''''': :i3ó('),
0J

(1.12)

onde (;JA C ]R e, em pad cu/ar, temos

«, - (;iy':t,"':] - :.:.'. ,(2A - l),. (1.13)

Prova. Pela definição do operador TA dada em (1.9), podemos observar que as potências

de r são dadas por
(2k - i) - (k - l - .j) - (k - i)

Provemos, por indução sobre k, a fórmula (1.13). Se k 1, então

com C'.l

Suponhamos que (1.13) vale para um certo k, k > 1 e mostremos, que a mesma vale
para k + l. Ora,

(;:)*t,"*:] -(;:)'':(;;)[,"*']
(;:y':t(" -'- o,"':]
(« -- n(}ây':t,"':J.
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Pela hipótese de indução, vem

(;:yt,"*:] (2k + l)aok,
1.3.5. . . . .(2A - 1)(2# + l),

(4+:r.

E, portanto,

li::yt,"*:] - 'a*',.
Isto conclui a prova de (1.13).

Agora, aplicando o operador T = ZA conforme aparece em (1.12) para M. com A
obtemos

l
n l

2 )

«(,, t) 7'.M. (z; ,, t)
2

E
.j=o

n l

CF'',j''':4Mu (Z; ,, t)

Ob ' rMu(a; r, t) + >1: ajrj'' :@.M«(z; ,, f) (o«de a] = 'on;t.)

n 3
2

lJ

.(" - 2)'Mu ('; ', t) + >ll: aj,j''''@Mu(z; ,, t).
#

1.3.5.

Logo,
2

lJ
.(" - 2)'M«(z; ', t) + 1: aj,j''':dM«(z; ,, t)

Finalmente, isolando a .a4u em (1.14) e aplicando o limite quando r tende para 0, temos
por L'Hospital que

u(z, t)

«(,, t) 1.3.5. (1.14)

hq Mu (:«; r, t)r-+0

!q :1.;.5. . . Gi.l»,«k,0

!q :.; . .J'@..» (;]-'ü -' o -- "ü - o] -- ;
Visto que .4// e .A4s são funções pares de r, segue de (1.9) que é = TM/ e

são funções ímpares e, portanto,

-lm-:-ü !u (iÍ"« -- o - "@ - o] ' á:

iim
,-.,o 1.3.5..

'/J ' 9

TMp

«(z, t) 1.3.5. / r\' '/J ' 2r
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e pela definição de derivada, vem

«(«,o-íj.i :(n la''ê,.,+@wl. (1.15)

Se desenvolvermos a definição de é e @, obtemos a fórmula desejada para a função u
em termos dos dados iniciais / e g. A mesma está explícita no seguinte:

Teorema 1.3.5

então a, função

Suponhamos que n é hpar e n ? 3. Se / € C'#(R') e g C C'#(]R'),

«(z, t) :.;... . . . .'« . ,,..,. 1:; (:1 á) ""';"''*«-' .Z:.., '(« -- *ü'.'w --

-- (:l i) ""';"''*«-' .Z: .., , (« -'- :ü.«ul . o.:o
resatue o Problema de CauchU (1.6)

Quando n = 3, temos simplesmente

«(«, o - á- l;(* .Z..., '(« -'- *ü'«w) -- *.Z:.., ,(« -- *ü'.ul
ou ainda,

«(«, o -:i lá(l: .Z..,, ''4..'',,)l -- L .Z..,, .',,'.>'

conhecida como fórmula de KirchhoR

1.3.2 Método da redução de Hadamard (n par)

A solução do Problema (1.6) para n par é obtida através da solução para n ímpar
fazendo uso do método da redução de Hadamard . Isto é apenas uma consequência trivial

da observação que, se u é uma so]ução da equação da onda em ]R"+l x R, a qual independe

da variável z.+i, então u satisfaz a equação da onda em ]R" x R com n par. Neste caso,
vemos os dados iniciais / e g como funções de R"+: , porém independente da variável z.+: ,

e, assim, escrevemos a solução do problema de Cauchy e verificamos que ela é também
independente de z.+. . De fato, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.3.6. Se n é par, / € C'("+4)/2(R') e g C (7("+2)/2(]R'), então a se/ração do
prol,lema Í1.6.,i é

«(z, t) m ..á .®=lá(l:;y"'''''*«-:

* (; ;) '"'''''*«-: Z: .., $5$.«] .
c..., $n'" *

(1.17)

Para n = 2 esta fórmula se reduz a:

«(",t) - il:t.Z:m '7i - lw d" .Z ' -39à$Ê'VI
1.4 Princípio de Huyghen

As fórmulas (1.3), (1.16) e (1.17) fornecem a solução do Problema (1.6) em dimensões
arbitrárias.

Notemos também que estas fórmulas concordam com o Teorema de unicidade (1.1.1):
o valor de u em (zo, to) depende apenas dos valores de / e g na bola llz -- zoll $ fo contida
no hiperplano t := 0. Na verdade, podemos dizer mais:

e Se n = 1, u(zo, to) depende dos valores de g sobre laç -- zol $ fo, e sobre os valores
de ./ apenas em zo :: üto-

e Se n é ímpar, n 2 3, u(zo, to) depende apenas dos valores de / e g e de algumas de
suas derivadas na esfera llaç -- zoll = to.

e Se n é par, u(zo,to) depende dos valores de ./: e g sobre a bola llz -- zoll 5; to,
e os valores próximos à fronteira são mais influenciados pelo favor ,«l -- IZ/ll no
denominador do integrando, que aparece na solução (1.17).

Analisando a fórmula para a solução da equação da onda quando n := 3, supondo que

surf(/) U supp(g) Ç B(0, -R), e fixado zo C R;, temos que para t 2 0 e / C S:(0), tem-se

:«o + fZ/ll ? lltZ/ll l«oll

Logo,

t > ll:«oll + -R -:> ligo + tVll > -R
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e, portanto,

/(zo+tZ/) =g(zo+t3/) Vt > llaoll+.R, VVC Si(0)

Concluímos, então que u(aço,t) = 0, V t > llzoll + -R. O mesmo não ocorre quando

n = 2, mas o conjunto frente de ondas decaíra vagarosamente.

Exemplo 1.4.1. Suponha que Doca está numa sala escura na posição zo, e a/guém na

aragem acende uma Zámpada de ./7ash no tempo t :: 0. .Então zzo tempo to = llaçoll tiocê
uê um flash de taz e 'no'game'rate a, escuridão. Evít um mun,do de dimensão par, você
uer a uma ezptosão de luz num instante to, mas em uez de desaparecer âmedãatamevtte, eta

en/ragueceMa gradualmente, emZ)ora não uenãa a desaparecer.

No capítulo 2 exibiremos a prova da conservação de energia na presença de um
obstáculo, mostraremos a unicidade de solução e trataremos do tema principal desta dis-

sertação: o decaimento da solução para a equação da onda na presença de um obstáculo
com dados iniciais suficientemente regulares e com condição de fronteira estacionária.
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CAPÍTUI,0 2

Decaimento da solução

Consideremos uma perturbação que inicialmente está confinada a uma região limitada

e que se propaga livremente no espaço segundo a equação da onda . Ela se espalha em

todas as direções alcançando todos os pontos do espaço. Portanto, fixado um ponto, a
perturbação diminui a inüuência, neste ponto, decaindo segundo uma taxa que depende
da dimensão do espaço. Por exemplo, o fenómeno da propagação da onda em um espaço
tri-dimensionar possui a característica que os conjuntos frente de onda são sempre bem
marcados, i.e., para dados de Clauchy de suporte compacto, a amplitude da onda em um

ponto fixado z. do espaço sempre se anula depois de decorrido um tempo suficientemente
longo, de forma que a frente de onda definitivamente abandona o ponto z. em direção ao
infinito. Isso é determinado pelo princípio de Huyghen estudado no Capítulo l.

Wilcox mostrou em jlll que para o problema da equação da onda no complementar
Q de um corpo esférico tri-dimensionar 23, o decaimento da solução u, em qualquer ponto

fixado z. c Q = R; -- 6 é pelo menos exponencial. Por razões físicas foi conjeturado
em jlll que a mesma situação ocorre se existir um corpo 23 (também chamado de obstáculo,
quando compacto) em algum lugar do espaço, desde que a/3 tenha propriedades que nos

permitam denomina-lo de corpo refletor. Nesse caso, a onda que parte da perturbação
original atinge o corpo e é refletido por ele.

E sabido que em qualquer ponto a perturbação pode ser medida em termos de "cner-

gia". Assim, espera-se que toda a energia e, portanto, a perturbação também, viaje para
o infinito. Naturalmente, se um corpo tem uma configuração denteada e complicada a
taxa de decaimento será diminuída pela reflexão devido às reverberações produzidas pela

denteação (ver l81).

21
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Neste capítulo queremos apresentar, conforme mencionamos, de uma forma elementar
o trabalho desenvolvido por Cathleenn S. Morawetz l61 o qual estabelece que se o corpo
refletor 23 é estrelado, compacto e com ÕB suave (aZI é localmente gráfico de uma função

de classe C'), então a taxa de decaimento de u é pelo menos tão rapidamente quanto
i/~/i

2.1 Identidades básicas

Nesta seção apresentaremos as identidades básicas que se fazem necessárias ao desen.
volvimento das seções seguintes.

Seja % é uma função suficientemente diferenciável. Então valem:

l

2

3.

4.

5.

".«.. - {(":).;
".«,, - («,«,), - {(«:),;
m',«,, - {l(p«:), - «:l;

p",«*, - {l(p«:),

-,, - (-,),
«:1;

Estas identidades serão usadas na prova do Teorema 2.3.5 para converter a expressão

(z . Vu + tu. + u)0u

em um campo vetoria] (; em ]R'

2.2 Conservação da energia na presença de obstáculo

Sejam Q um aberto em ]R: ta] que 23 = ]R3 -- Q é um obstáculo, isto é, um conjunto
compacto com aZI suave e, ainda, 23 um corpo estrelado. Então, é possível mostrarmos que
nestas condições vale a conservação da energia se os dados de Cauchy são suficientemente
regulares em Q i. Mais precisamente, temos

iNotemos que a regularidade da solução da equação da onda em domínios exteriores depende da
regularidade dos dados iniciais (ver ISI capítulo y).



2.2 C:observação da energia na presença de obstácu/o 23

Teorema 2.2.1 (Princípio da conservação de energia). .S'da 23 am corpo estro/ado

B - @ -- ç}. Selva u se\ração, saque, do l)roblemct de valor inicial e de fronteira, (P. V.l.F.)
para a,equação da onda,

[lu = 0, V z C Q, V t 2 0
u(:«, 0)

u. (z, 0) (z), V :« C Q

u(z, t) = 0, V :« C aZj, V t 2 0,

onde .f, g C C'(Q). -Então, te«,os

.E(f)(llVu(«,t)ll'+«l(:«,t))d«(0), Vt?0.

(2.1)

Vede figura 2.1 2

Figura 2.1: Obstáculo 23 R' Q

Prova. De fato, se fixarmos ti ? 0, então multiplicando-se

[Ju = ,âu -- u,, = 0

por ut , vem

«.(Z\« - u..)

agora integrando em z e em t sobre o domínio .D =
temos

'S/ = supp(/) C Q e SP = suW(g) C Q.

Q xl0,til, ilustrado na figura 2.2,
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Bo = 25 x 10, ti D Zj) x 10, t:l

t

Figura Região D Q x 10, t:l, (w B)

u. (Au -- u..)dzdt/

Mas

'üt'üZ{3{E

di«(u. Vu
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Logo,

1:1=«.««'«« - í:l. [" .Lx#p."
J«"«'õ«- l: IÀçl3?««'

:çl..p« «,«.®« l&eâõ««
1: 1ÃGâp««,

div(u.Vu)dzdt -
0

T)oIS

/ (u.Vu) .«(«)da(«)
JaB

já que, por hipótese, u = 0 sobre a fronteira de B, o mesmo vale para ut Consequente-
mente, temos

tt /'

7n (A"--"«)dzdt

1: 1.r.~«««« - l: l.#.«««-"

[ [/': (; (#). * «.«...*)]'«

-; .Z l /'' ; («::).'* -- /':(«n..*l.

(«:) («, *o - ;(«:) («,o -'' «;(«, *o - «?(«, ol-«

/

e, portanto,

l IVull'(z, ti) + u?(z, ti)jdz =
Q

lllVull'(z, 0) + u?(z, 0)ld:«, V tt ? 0.
Q

Isto é,

.E(t:) .E(0), V t: ? 0.

O princípio da conservação de energia é, como foi dito antes, uma ferramenta poderosa

para sistemas lineares, pois garante a unicidade de solução para dados iniciais suficiente-

mente regulares. Portanto, visto que (2.1) é um problema desta natureza, vale o seguinte
resultado:
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Corolário 2.2.2 (Unicidade). .4 solução do P. V./..F. ÍP..í.) é tín ca

Prova. E uma conseqüência imediata do princípio da conservação de energia, pois se
existem duas soluções para o Problema (2.1), então a diferença u = ul -- u2 resolve um

problema da mesma natureza, agora homogêneo, onde vale o princípio da conservação de
energia, então chegamos a conclusão que u é constante e visto que u = 0 na fronteira de
6 segue que u é nula e, portanto, ui = u2. l

Observação 2.2.3. Sida u uma solução de Í2.-Z). .Então m = u. satãalfaz o seyuánte

problema de valor inicial e de fronteira.

[Jw = 0, V z € Q, V f 20
«(z, 0)
w.(z, 0) À(z), V z € Q
w(a, t) = 0, V z C Õ,6, V t 2 0,

(2.2)

o'nae h b.f eh 0 em Zg

Prova. A condição que merece uma prova é a terceira. Vejamos

«,.(z,0)

Au(n, 0

como u(aç, 0) = /(n) segue (lue

«,.(z,0)

Motivado pela observação acima temos o seguinte resultado

Corolário 2.2.4. Se m é uma se/ração, suave, do s sfema

[lw = Aw -- mlí = 0, V # C Q, V t ? 0

«, (:«, o)

«,*(z, 0) = .f(z), V z C Q

w(z, t) = 0, V c C aZ3 e V t 2 0,

(2.3)

ondeZ\h g, À 0 ern 23, então mt :: u
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Prova. Usando a Observação 2.2.3, é fácil ver que u = wt satisfaz (2.1) e pelo Corolário

2.2.2 segue que u = wl :: u. l

O Corolário 2.2.4 desempenha um papel importante para o resultado:

Corolário 2.2.5. Se u é uma solução de 2.-Z, então Crista À C ]R+ fa/ que

/ lu(z,t)I'dz $ À, V t ? 0.

N'este caso dizemos que u é JÍmãtada na ll ll,.

(2.4)

Prova. Clom efeito, se u é uma solução de (2.1), então pelo Clorolário 2.2.4

w.(z, t) t), V t 2 0,

onde w é solução de (2.3) e, portanto, pelo princípio da conservação de energia para w
(Ew '), temos

.Zi«(",t)i'd" $ Ew (t.

lllV««(z, t.)ll' +(««.(:«, ti))'ldz
Q

lllvz«(aç, o) ll: +(to.(z, o))'l(lz
0

.ZlllVh(z)ll' + (/(n))'ld"
À < oo.

No trabalho da Clathleen S. Morawetz l61 há uma estimativa da energia para o sistema

(2.1), considerando os dados iniciais /,g C C'. Apresenta, também, uma prova da
unicidade da solução e a desigualdade (2.4).

2.3 Decaimento da solução

Uma vez obtida a existência de solução, a próxima questão é saber como ela se comporta

quando t tende para o infinito, e a conjetura natural para domínios exteriores é esperar
Slndica a quantidade de energia pala a solução w da equação da onda.
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que a solução tenda para zero sobre subconjuntos compactos. O primeiro resultado nesta

direção foi obtido por C. H. Wilcox. Ele mostrou em jlll que o decaimento, local, da
solução é minimamente tão rápido quanto a função exponencial, se o complementar de
(2 é um corpo esférico. Em seguida Cathleen Morawetz mostrou em l61 que, a solução
minimamente decai tão rapidamente quanto l/vt se o complementar de (2 é compacto
estrelado de fronteira suave. Isto é, quando o complementar 6 de Q é um "obstáculo"

Nesta seção vamos demonstrar este resultado. Mas antes mostraremos que, localmente, a
energia minimamente decai tão rapidamente quanto l/t.

Suponhamos que 23 C R; é um obstáculo, isto é, um corpo estrelado e compacto com
fronteira a6 suave. Então, se u é uma solução suficientemente diferenciável da equação

[lu = 6.u -- u . 0, V n € Q R; -- B, V t c ]R+, (2.5)

u satisfaz a desigualdade (2.10) da Proposição 2.3.2. Para mostrarmos isto faremos o
seguinte resultado:

Le"ia 2.3.1. Sda« c. < c, < e; < c e .B.:(z.) c B.,(z.) c -B.,(z.) C .B.(z.) óo/as
concêntricas com centro em ac. sã;suadas na região e=teüor Q B. Consideremos a função

W
U

0
(2.6)

.nd' © C C:'(-B.(#.)), tP .«, -B.(z.), W:
.B.(z.). .Então, u,6.u C -L2(]R;) e, a n a «afãs,

l (ua..u-- ua.u)dz
J B. (z. )

0 em -B.(z.) -B. (z.) . IWI $ 1 .m

4«'u(z.,f), (2.7)

on,de '« é solução de (2.5).
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Esquematicamente, temos a figura 2.3

Figura Corpo estrelado: bolas concêntricas

Prova. Podemos escrever a função u como segue

W

-'":'ã;®:;aí -4«.F(, - «.)@, (2.8)

onde F(3ç -- z.) = (--4a-llz -- z.ll)': é a solução fundamental do laplaciano.

Utilizando a segunda identidade de Green, apresentada no Apêndice A (Teorema A.1.3
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parte (ii)), para as funções u, u no conjunto .B., (zo) B.: (z.), temos

J..,...--...,.Ç~« - «~Ü«"/ /''.; ',.,-".. .,.,, («: - «:)'«

z.,.,.,(«: «:)'«
z:.,., («: - «:)'«

z.,.,., («z - «:)'«

' J;.*..« q «. * J;.:..« t«.

-'«.z.,.,., («%' - -:)'« -'-

*~« j;.*..e«. - * J;.:'.

.z

Portanto, temos

'.; (zo)--B.: (zo )
«A« '-«) d« -*L.,.,.,çe =

**«L.. ...,« :..
'":)'.*
' /..('o ã"

tomando o limite da expressão acima para c: tendendo para zero, temos pelo Lema A.l.l
partes (i) e (ii) que

.Z.,.,., («'« - «'«)'« - -'« .Z.:.,., («%P - -:)'' -- '-(«., *', p.',
pois

}i'x'L.:.,..«T«.-«u.,ü ' )}%.L,''. ':'.-.
Agora, tomamos o limite da expressão (2.9) para c, tendendo para c e obtemos

«'àbd'- - «(«., t)

(uA«
B. (a. )

uAu)dz 4«-u(n. , t) ,

visto que

Á.,.,.,(«IP '":)'«-',
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pois, por hipótese 4, W = 0 em uma vizinhança da S.(z.).

Agora estamos com todas as ferramentas necessárias para mostrarmos o resultado
desejado, que segue abaixo:

Proposição 2.3.2. Toda se/ração u de Í2.S) satis/az a desagua/Jade

«(«., oi « «. ( /l «:(', o.«) * -- *', ( A «:,(«, o-.y ,'-J'R ' \J'R, '

onde R é Q região do esl)o,ço limitada por 13 e uma esfera. de rai,o R contevtdo 13 (que

depende de z.). isto é R = .B(0,R) -- B. .4' 'í-. «n;f«tes K':,Ã, € ]R'' t.móém
dependem de z.

l

l

(2.10)

Prosa.

temos
Seja c o raio da bola de centro zo € Q como na hipótese do Lema 2.3.1 Então.

4rlu(n. , t)l l (uà.«- «6.u)d:«
J B. (zo )

/ luar u.Ãuldz
Ja. (ao )

/ (lua.ul+ luAul)dz,
J B. (z. )

<

<

onde u é a função definida em (2.6). Como 6.u = u.. segue que

4«'lu(«.,t) $ / 1ua.«l+
J B. (z. )

Pela desigualdade de Schwarz, obtemos

Z.('o luu.. ldaç.

}
2

IA«) dz

+}

I'-.{,. "' '« /B.('.) 'dx

}
2 dz < 00

+

'«1«(«.,01 $ ( B.(a.

l

:J'.',..«''Ü' --/

Agora, tomamos as constantes

Í à(/B..,.,«-d'-«); ' i(/n('
l âl.Ü..,.,«'-«)* ' i(/n"'-«)

lü tem suporte compacto em l?.(z.)

K, < oo,
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e obtemos

i«(..,oi ' .«.(.Z..,.,«'.«); --",(.Z..,.,«:.«)*, " '.(«J '"

' «.çjJ«4*«,ÇIJ.«4.
Logo,

1«(..,01 ' «:(.Á «''«) ; -- K2(.Z «:-«) ;,'JR ' \J'R /

onde 7?. é a região situada entre aB e alguma esfera de raio -R suficientemente grande
centrada na origem, isto é, R = -B.(0) -- 23. l

Apresentaremos agora o enunciado e a prova do Teorema 2.3.5 o qual estabelece que a

energia da solução da equação da onda com obstáculo minimamente decai tão rapidamente

quanto l/t. Mas antes faremos algumas observações importantes à sua prova.

Observação 2.3.3. Se a C ]R é faZ que a 5; Z, Z > 0, então a = N + .M, onde .V $ 0 e
l.wlSZ.

Prova

e Se --Z $ a 5; Z, então .V OeM=a

e Se a < -Z, então a + / $ 0 e, portanto, a N -+ MI court N cv + Z e M .z

(2.11)

Observação 2.3.4:Se u = 0 em ÕZI, então

«« - (=)«, ..',. '',

é Q derivada 'normal e v é o 'uetor exterior no'anal à fronteira de Bonde #

Prova. De fato, se u :: 0, sobre aZ3, então aZI é uma hipersuperfície de nível zero em
relação a u e, portanto, Vu18Z3. Mas Plõ6. Logo, Vu ll p, então existe À C R tal que

(2.12)

como
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segue que

«« - (:)«

sobre a fronteira de B l

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira. Seja u uma solução
suave, do sistema

[lu = 0, V z C Q, V t c R+
u(z, 0) V :« C Q

u. (z, 0) (z), V « € Q

u(z, t) = 0 V sç C aZ3, V t ? 0,

onde /,g C C:(Q) são funções com suporte na -B,(0), Zg é um corpo estrelado e Q, o
complementar de B, um aberto do R' . Nestas condições, podemos mostrar o seguinte
resultado:

(2.13)

Teorema 2.3.5. S(#a u uma se/ração de Í2.7S9. .Então,

.E('R,t) =/(llVull' +ul)dz < Ã'/t

onde K depende de f, g e k, o raio de supoüe dos dados i'niciais e do corpo estrelo,do. 'R,

é Q região e'ntre ÕB e u'm,a esfera $=a. de raio R su$cie'rttemente grande co'nte'rido o corpo

estrelado e o suporte dos dados ibiciaàs.

7Z
(2.14)

Protia. Suponhamos que ZJ C ]R; é um corpo estrelado com respeito à origem, isto é,

«; . « = (z: , z,, z,) - (e, ,7, 0 z:e + z,?7 + z,( 2 0, V z € aB, (2.15)

onde p é o vetor exterior normal (unitário) à fronteira de B

Esquematicamente, temos a figura 2.4
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fJB 

V 

B o 

C0 

Figura 2.4: Corpo estrelado em relação à origem. 

Multipliquemos a primeira equação de (2.13) por 

x · Vu + tut + u, 5 

então 

O (x · Vu + tut + u)□u 

xu u +xu u +xu u - xu u + .. ·+ 
l "' 1 "' 1 "' 1 I "'1 "'2"'2 I "' 1 "'3"'3 l "' 1 tt 

+uu., ., + uu., ., + uux x - uutt 
11 22 33 

e, portanto, 

o 

(2.16) 

Agora, vamos usar as cinco identidades básicas apresentadas no início deste capítulo 

no segundo membro da expressão (2.16) com o intuito de transformá-lo no divergente de 

5 Em llf teriámos x · "vu, + tu, + n 21 u como multiplicador. 
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o = 

Portanto, 

div(G) = O, (2.17) 

onde 

G 

(2.18) 

Seja R = (D(O, R + t,) - B) x [O , t 1 ] a região limitada pelas "tampas" 

e as duas superfícies cilíndricas 

f 3 = as x [o, t 1] 

r ,, = S(O, R + ti) x (O , tJ 
O raio R que tomamos é tal que B(O, R) :) supp(f) U supp(g) U B e, ainda u(x, t) = O se 

llxll 2: t + R, pois esta região está "longe" do domínio de influência dos dados iniciais. 
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Seja a7? a fronteira de 7?.. Então

I': UI', UI',U F.

Esquematicamente temos a figura 2.5

Õ

Figura 2.5: Região cilíndrica

Como I', é a superfície cilíndrica gerada pela esfera S(0, .R + t.), temos que I', está
fora do domínio de influência dos dados iniciais e, portanto, u e todas as suas derivada

se anulam. Logo, (; = 0 sobre I',. Portanto, integrando ambos os lados de (2.17) sobre a
região 'R, obtemos

div(G)dzdt = 0.
R.

(2.19)

Por outro lado, vamos desenvolver

div(G)dzdt. (2.20)
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Então, pelo teorema do divergent

G . Nà.a
aR.

/ G.(0,0,0,1)da+ / G (0,0,0,1)da / G-(e,q,(,0)da
'/r: ' F2

/
2 2

' 2

/,[(T-$ -$ *',«,:",,*',«,:«,,)'*
2 - 2 2

*( n*B B*«.",:",,*«,",,«,,)«*
2 2 2

*( n n*B*..«,:",, *«,",,«,,)'l'«.

l(z ' Vt')u. +uu.jdz+/ 1-- T(llVull' +ul) --(z ' Vu)u. -- uu.ldz --

-/. [(U T - U*«,",:",, *,,«,:«,,)'*
2 2

*( V*e - T *«:",.",, *«;",,«,:)«*
2 2 2

--( - e) - 9;' -- $;' -- «:",. ",, -- «,",,«,, )'1'«. p.'n
Chamemos as integrais que aparecem em (2.21) de:

+ u. .ld«, t .22)

a2'./ 1'%aiV«ii'+«l)-(«.V«)«. ld«, t-t: P.28
2 2

/[(3 T V*«,",:",,*«,",:«,;);*
2 2 2

*(- 3*T T *«:",.",, *«,",,«,,)«*
2 2 2

--( - 9> -- ,:«,: ",, -'- «,",,«,,)'1''. p.")

l(z Vu)u. + uu.jdz +
rl

1 -- g-(llVt'll' + ul) -- (z ' Vt')t'. t't'.l dz

e) vem

Isto é,

rl
2

2

2

3

É 2 2- l(llv
2

2r.u
z3

+ aÇ2U,. U',2

z . Vu)u

a
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Então

J = J. -v J,-+ J.

Estudemos cada uma dessas integrais. Inicialmente temos que

Vu)u. + uu.jdz

é limitada, pois esta integral está calculada sobre I': que está situada no plano f :: 0 e,
portanto, seu integrando é uma função dos dados iniciais / e g e do V/, que têm suporte

compacto contido em R., a região limitada por S(0, R) e aB.

Deixaremos por último a análise da integral .Z devido a sua complexidade em relação
as outras duas. Calculemos, portanto a integral Js. Temos

/[V. T;-$ '*«,",.«,,'*",«,:«,,'

z.u z.u z.u
2 ''zl ,.. . ''2''z2 ... 2 '"z3

ã''7 + ",. ",, q + ",",, ",, '7

!!ã3-( -- !!ãa-( + !!ã3-( + z- u,: u,, ( + z,u,, u,, (l da

/ l!- («:.' - «:,' -- ,",. «,,« -'- '",: «,,') --

--?( «--":," '",:«,,'-'-,",,«,,o--
--} ( - «:. ( -- «:, ' -- ,",: «,, ' -- ,",, «. «)l .«

2 2 2

3
2 2

2 2 2

3

a

Logo,

/l l:-(«::' - «:,' ' -- :",:",,. -'- ,",: «..) --

--? ( - «:: « -- ":, " - ":; « -'' '",. «,, ' -'- :",, «,, 4 --
--} ( - «:. ( - ":, ( -* «:, ( -- ,",. «,, € -- ,",, «,; «)1 -«.

Como I': é a superfície cilíndrica gerada pela aB segue da Observação 2.3.4 que (2.25) se
reduz a:

3

a

(2.25)

a3' 'j
Logo, .% $ 0, pois g . p ? 0 por (2.15)

o(:y.«. (2.26)
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Finalmente, estudemos o comportamento da integral sobre

1', (0, -R+ t:) - B) x {t.}.

tegral J2, temos

1 -- g-( IV«'ll' + ul) -- (z ' Vt')". -- uu.ldaç

/
S- ./,-(llV"ll' + u:)d' g' .Z(llV«'ll' +ul)dz

V«)u.d«- 1 (,. vu)«.d«- l -.d«.
'r 'R '/ Fo

t: / (llV"ll' + «l)d" - F. ~»«.««- j.,««.'"

, a analisando a inIsto é l

r2

39

a

Assim

a (llV"ll' + ul)dz - g- /(llV"ll' + ul)dz
I'2 -- 'R 'R

1.,..p' ''"õ«''" - l.p' ''uà«.«- - l -*'«.
(2.27)

.Z: .4...(11V«'ll'+u:)d"

.%, = --# /n (llVull' + u:)dr
'71" .4.- (z'Vu)u.dz
.71,. = .Lt(z ' Vu)u.dz
a,. uu.d .

Precisamos analisar cada uma das cinco integrais que aparecem em (2.28).

a2: 5; 0
J2: < 0.

Agora, vamos mostrar as seguintes desigualdades:

Í IZa,l $ -Ja. + {'E(0)
'l 132, 5; #'E(0)
l la..l $ .X-E(O), À c R'''

podemos ver que

Sejam

(2.28)

Inicialmente

(2.29)

(2.30)
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De fato, para a primeira delas, temos

l.Z;l = 1 / (z.Vu)u.dsç
'/ I'2 --'R

$ / 1z. Vullu.ldz
'/ I'2 --'R

usando a desigualdade de Schwarz, obtemos

l.Ã,l $ / 11zllljVulllu.ldz
'/ I'2 --'R

$ (f: +a) / llVulllu.jdsç
'/ I'2 --'R

Pela desigualdade fundamental 6, vem

l.Z;l $ !L-;!./(jjV"ll'+u:)dz.r2'R

/

-.Z. + ;:z(o).
Esta última igualdade segue da primeira equação em (2.28) e do princípio da conservação
de energia. Logo,

l.Z,l .$ -a:: + =-E(o).

(llV«ll' + «:)d, +#.E(t. )
2'R '

Z

2

(2.31)

Ae:ora. vamos estimar .7:c/ 24 '

la,l .Z(" ' V")".d'

5; .Zlz.Vull«.ld.

usando a desigualdade de Schwarz, vem

.Z, 5; / llzllllVulllu.ldz
R,

$ R / llVulllu.ldz

'Se a, b c ]R, então ab $ {(a' + b')
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Novamente usamos a desigualdade fundamental e obtemos

IZ2'l 5; -f /(llV«ll'+ul)d«
'R

4]

Do princípio da conservação de energia,, temos

1.%.l $ {-D(o), (2.32)

Finalmente, vamos estimar l.Zs l:

l.Z.l - 1 / uu.d«
'/ I'o

$ / 1ullu.jdz
'/ I'.

/
$ .X-D(0),

sendo que esta última desigualdade é uma conseqüência do Corolário 2.2.5

.Z,l $ À-E(o).

(u' + ul)dz

E(0)pois -E(t. )l l

2

Logo,

(2.33)

E, portanto, as fórmulas (2.31), (2.32) e (2.33), provam as desigualdades em (2.30)

Isto é

Í l.Z;l $ -.%: + {.E(o)
'l la,. l $ {.F(o)
1. 172'l $ À'E(0), .à c R'''

Como J:: 5; 0 (por (2.29)), segue da Observação 2.3.3 que podemos escrever

de.+.Z:

onde ]V < 0 e IWI 5; #E(0).
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Semelhantemente, combinando (2.22), (2.26), (2.29), (2.30), isto é, as fórmulas

.Z = /r. l(z ' VU)U. + uu.jdn,

.'i- .c,(« o(Êy.«
a2- 5; 0

a,,<o
1.%;l l; -.Z. + {.D(o)
l.Z. l 5; {-E(o)
l.Z.l $ .x.D(o), À c ]x'''

t-o

E a Observação 2.3.3 temos, por (2.20), que

J -- J,.-t J,-t N -v M. (2.34)

onde .M $ 0, .Z, < 0, .Z $ 0 e l.a41 $ C'(R).E(0), isto é, IWI é limitado por uma constante

O', que depende do raio da bola fixada e da energia inicial. Por outro lado temos que ./ :: 0

(por (2.19)). Portanto, cada um dos termos negativos -N, .Z, e J3 são limitados em valor
absoluto, em particular,

'R
t: / (llVull' + ul)(iZ < Ã.',

onde 7Z é a região do espaço limitada por S(0, -R) e aB. Isto prova que a energia minima-
mente decai tão rapidamente quanto l/t. l

Agora, enunciámos e provámos o resultado principal:

Teorema 2.3.6. Slya u uma solução, suave, do proa/erma de valor inIcIal e de /ronceira

[lu = Z\'u -- u.. = 0, V sç C (2, V t 2 0
u(z, 0) = /(z), V «; C Q

u. (z, 0) (z), V z € Q

u(z, f) = 0, V z C aZ3 e t ? 0,

on,de B é vm, co'rpo estrelado com jro'nteira sua'ue, f e g são junções s\F,cie'r\temente

regue.ares supodüdas em B -- BqQ,Rb. Então, local'm,ente, u decai com o tempo pelo

n\e'rios tão rápido quanto -)i

(2.35)

Prova. Suponhamos que 23 é um corpo estrelado com fronteira suave com respeito a

origem e / e g são funções suficientemente regulares suportadas em -B = -B(0, -R). Seja
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'R a região limitada por aZ3 e $(0, R). Então, da observação 2.2.3 segue que se u é uma

solução (2.35), então u = u. é uma solução de (2.2). E, portanto, para u vale o Teorema
2.3.5,isto é,

t l u'dz < t

Mas u. :: u.. e, portanto, temos

.Âalv«ll' + «:
dz < Cn2

!t i «?ü« - . l 'e.ü« < ',.
'R J'R

Além disso, se w é uma solução de (2.3), então pelo Corolário 2.2.4, temos w.
portanto, aplicando o Teorema 2.3.5 para w, obtemos

t / w?dz 5; t / (llV«,ll' + .«:)dz < C'..
./R ./RJ'R J'R

(2.36)

'ü e,

Como

* l,«{«« - * l,.:~J««7Z J,t!

!

2
u'dz < e

t

segue que
t u'dz < C'i. (2.37)

(2.38)

Por (2.37) e (2.36), temos

f .l d« .: Q.
R " t./

Agora, substituindo-se as majorações obtidas (2.38) na desigualdade (2.10) da Propo
lição 2.3.2, temos

«(..,01 « «':( Á«:(«,o-«); --",(

« «:(9);*"(?);
K't i/2

{2
U z.t)dz

E, portanto,
u(z., t)l < -Kt':''

Isto encerra prova do nosso resultado principal.



44 Decaimento da solução



APÊNDICE A

Identidades de Green

Vamos apresentar neste apêndice as identidades de Green. A fonte que seguiremos para

este relato é basicamente a proposta por Rafael lório em l31 e para consulta sugerimos l91

Vamos estudar alguns conceitos da topo]ogia do R' , o conceito de superfície em ]R' e

algumas de suas propriedades básicas que serem importantes no desenvolvimento de todo

este apêndice. Se z. c R" e r > 0, definiremos a bola aberta de centro zo e raio r o
conjunto

e liol

.B(z., r) = {z C R' : llaç -- z.ll < r},
onde ll ll denota a norma euclidiana usual. A esfera de centro z. e raio r > 0 será
denotado por a.B(z., r) ou S(n., r).

Se n é um aberto do ]R" e / : Q --} R é de classe Ck, Ê Z 1, o gradiente da / é a função

Uma função G : Q C R' --> ]R" (ou C' ) é dita um campo vetorial real (ou complexo).

G é de classe C* , k 2 1 se, e somente, se cada uma de suas componentes G. : Q C R' -+ ]R

(ou C), á = 1, 2, . . . , n o são. Neste caso a divergência da G é a função

V.G

Se .f : ç2 C R" --> R (ou C) é de classe Ck, k 2 2, o laplaciano da / é a função

V/ = grad / = az.'az,' 0z '''''az.

ZlZ

n
2

l t

45
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Observação A.0.7. Se ./ : Q C ]R" --> ]R rou C9 é de classe CA, k ? 2, ezztão o /ap/acáano
da f é igual a. divergência, do gradiente da j, à.e.,

6./ (grau/)

Prova. Defato, se/ : Q C ]R' -->lR(ouC) édeclasseC',k ? 2, grad/
é pelo menos de classe Ct sobre Q e, portanto,

ÊL ÊL .gl
a'ri' az2' aa3 ,#)

di«(gv,d.f)-di« çg{,'g ,ãz ,g) {=1

Como queríamos mostrar.

De6nições idênticas permanecem válidas para Q.

Uma superfície M de classe C*, l $ Ã; $ oo é um subconjunto S do R" tal que para

todo z. C $ existe uma vizinhança aberta de z., ],':. C ]R' , e uma função real, @ C C' em

X'o satisfazendo Vé :# 0 em %. e S n %. = {z c X:. : @(z) = 0}. Neste caso, utilizando
o teorema da função implícita (e uma mudança de coordenada conveniente) S pode ser
representada localmente como gráfico de uma função de classe C'

l

Teorema A.0.8 (Da divergência). Soam O C R' um domÍháo /irritado com ç2 suave

e G um campo uefoóaZ de c/asse C', k ? l em õ. .Então

l G(u). u(y)da( )= 1 divG(:-)dz

onde vku''l denota Q normal ente'r'ior a, aQ no 'ponto 'y e do\gÕ é a, medida geométhcct
n,a;turat sobre aQ.

Proposição A.0.9. ,4 /unção z -} llnll*, sç C R" é integral;e/ sopre uma uÍzànAança do

zero se, e somente, se X > 'n e integráuel fora desta vizinhança se, e somente, se \ < --'n,.

P'roda,. Com efeito, se z C ]R", então z ru, onde 0 < r 5; 1, r 1«11 ' « - ú
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w c S"-: = {:z; € R" : llz 1} e, portanto, dz r"'idrdw e

ll«ll'az
o<llzll$i

rXr"-ldrcZw
'o Js(o,l)

Z
«,. / ,*-'-"-:d« (sd;, e«tão . > 0, temos)

0

[: ,**"-:-,' do
s(o,l)

l

l

n..J: ,*-*"-'-,
x:hlUO

=-!!-- < +oo (A.l)

se, e somente, se À+n > 0

provar.

Agora, vamos ver o caso

À > --n, pois quando c --> 0, eÀ+" -.} 0. Como queríamos

Jjt,t12:llzll*d«

Á ll«ll*a« l rxr"':drdu
l JS(o,l)

rx+"''dr l du
JS(0,1)

rX+"-tdr (seja, então c arbitrariamente grande,

./

C

temos)
l

.\im "J ''''''"-:-"
xl'i ..y=.,ü*'''"

É

(A.2)

se, e somente, se À +

provada a afirmativa.

n < 0 À < n, pois quando c --+ +oo, cx+" --> 0. Logo, esta

Corolário A.O.IO. .4 .função z -> llaçll-X, # C R" é integrava/ sobre uma uízãnÀança do

zero se, e somente, se X < n e {ntegráuel fora desta vizinhança se, e somente, se X > n.

Prova. A prova deste fato é imediata da Proposição A.0.9. l



48 Identidades de Green

Observação A.O.ll. Se À = n, então

4'«n.ns: ll'"'í" - IU". / ''"'"-''Í" - ". IUi- I"(')l --* +"'
P.{. o l«(') -} --':« g-ndo . -> 0. N. « llzll ? 1, tem«

ZU : '"'í" - ..!m w. ./' «'"'"-:'" - ". ..!R.]i«(.)] --* +m

P.{. o ]«(') --> +m q-ndo . -} +'". logo, « /u«ção z --> llzll'* «ã. é {ntey,á«/ p-"
À

l

.Vote qwe «,. = # n/2 ..de I'(s) = ./: e''t'':dt, s > 0 é a áre« da supe,JüÍe esféMca

E)xemp[o A.O.12. Sejam Q c ]Rs um domíhÍo rega/ar Íaóerfo, Zinzz fado com õç2 suaueJ
' "o "m p-f' #"do em Q, enfã. « /unção g/ € Q H /'(zo -- Z/) = --(«,.llzo -- Z/ll)': é
ioga/mente {nfegráue/ e

T21€

2 2

Z
Prova. l)e fato, se introduzirmos coordenadas esféricas g/ -- zo = rw, 0 < r $ c e llcoll = 1,
então dg/ = r'ardo, onde cüo denota o elemento de área na S(z., 1) e, portanto

/ l - (4Zllzo - Z/ll)':laV
J B(zo ,.)

/ l - (4«-11,«,11)':1,'a,ü«
JB (zo ,c)

@ü-" l:...~«« ll«-*-'-,J s(o,i) Jo

S(0,1) Z to

(4")':4«':' = i- < +.o

f(,.,4 o-Üldy-?«+'".

l-F(zo - Z/)laZ/
B(zo,.)

(4«')':

(A.3)

lcomo queriamos provar.

Observação A.O.13. Poderíamos, ter mostrado gue

3/ C Q -* -F(ZO - Z/) ll«o - VII)':

ê localmente integráuet, traí,sl.arfando o problema, para a, origem e, e'rn seguida, aT)tican,do o

Corolário .4.0.-ZO, pois À = 1 < 3 gue é a dimensão do espaço ]R; . .Alas como precãsáuamos

do valor desta, integral resoluelnos fazer seu cál,Guio diretam,ente.
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A.l Identidades de Green

Vamos obter nesta seção as três identidades fundamentais que são conhecidas por
Identidades de Green, mas inicialmente faremos alguns resultados que serão necessários

para suas, respectivas, demonstrações.

Lema A.l.l. Se « /unção g C C(.B(z,c)), 'ntão

. rO lim.--,o /s(,,.) .F('ç -- y)g(Z/)da(y) 0

. rü) lim.-o .Ê(,,d elá:;:©g(3/)da(y)
,'o ponto 3/ e .F(z -- z/) = --(4«liso

g(z) ond. «, de«ot« « ««m.Z e«temo, ' S(z, ')

vll)':

Antes de provarmos este Lema faremos uma observação que será de extrema im-

portância para sua prova.

Observação A.1.2. .Valemos que

. r«) Â(,,O -F(' - y)g(3/)da(y) -(4"')': /s(,,O g(Z/)da(y)

. rO eqg? (4T) :llZ - Z/ll''

P«. Mostremos (a)

F'(«
S(r,c)

Z/ )g(Z/ ) da(Z/ ) -(4«ll« - Z/ll) :g(y)da(3/)
S(3,.)

-(4«-.)': / g(y)d.-(3/)
S(=,c)

(A.4)

a última igualdade se deve ao fato que na S(]ç, c), temos que llz Z/ll = c. E, assim, fica

mostrada a afirmativa em (a).
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Agora, mostremos a a6rmativa em (b)

ar'(z -Z/)
V.-F(z - y) «.

Íâ-F(z - Z/) a.F(:« - Z/) a-F(z - Z/)\ g/ -n
\ aZ/: ' õy, ' az/; 7 llZ/-;lii

(4")':ll' - vll';(z/: - ':, z/, - ',, , z/; - .;) ' ÍÍ}
(4«')'' llz - Vll-'(Z/ - z) . (g/ - z)

llZ/- zll

(4")''ll" - z/it';!b:;!F ':ll' - z/)ll''

Z

«11

(A.5)

e, portanto, segue o resultado.

Prova. (Do Lema A.l.l). Parte (i): Pela parte (a) da Observação A.1.2, temos

l

.z',,.,'',Z/)g(Z/)da(y)l - l-(4«.)': / g(y).Í.(y)
JS(a,.)

$ (4«.)': / Ig(Z/)lda(3/)
JS(z,.)

< (4n'c)'tÃ/4n-c2 -: .A4'c --.} 0 (A.6)

quando € --> 0, M = supvcÊÍ;D ip(Z/)l este número existe, pois g c C(.Ó(=r,c)). E isto
prova (1).

Parte(ii):Pela parte (b)da Observação A.1.2),temos

L.,,.,*U?,'«»-.«,» (4«-)':ll:« - Z/ll''g(Z/)da(Z/)
S(a,c)

ihJ;.,,.., ..

./
(A.7)

Observe que (A.7) é exatamente o valor médio da função g(y) sobre a esfera $(sç,c).
Sabendo-se (lue g C C(-B(z, c)) g é uniformemente contínua (e limitada) e, portanto, dado
õ > 0 existe ' = 7(ó) tal que, se Z/:,g/, C -B(z, c), Ig(g/i) -- g(Z/2)l < õ. Então, tomando-se
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c < (í, temos

?fl" - y) g(,).í.(z/) - g(«)
S(a,.) aZ/V

Q

Q

Q

Q

g(y)da(Z/) -
S(3,.)

ãzc2.Z(,,o g(«)la«M

' Lf;"..;'."'
:; ã:l?4«'.:-õ. n.8)

Daí segue (ii). E de (i) e (ii), está provado o Lema A.l.l. l

Teorema A.1.3. Sejam n C ]R',n 2 3 um domílzio / mÍfado, onde urze o Teorema da
divergência, ..4.0.8, e u,u C C'(Q), k 2 2. .Então

. ri) án(«(z)A«(«) + v«(«) ' v"(z))d" /a. «(y)%Pda(3/)

00/n«(«)»«(«) '-«(«»'«-.G,:(«MW @)'.M
e Ú i) Vz C Q tem-se

«(«) - .Z ''(« - Üa.«Ma« + Z. l«UeCgi-Ü - .''(« - Ü1l;PI a.-M,

onde .F(z - y) = -(4«llz - Z/ll)'', (z Z/) c ]R" \ {0} . ãt de«ot' « de,{-d«
dÍrecÍona/ em re/anão a norma/ no ponto 3/ € 8Q.

Prova. Parte (i): Sabemos que

' "(u)Q:lld.(u) - / "(u)W«(u).«,\Ú.(u)
= / lu(3/)Vu(y)l . upda(Z/) (pelo Teorema da divergência, temos)

di«l« (z)Vu(«)ld«

di«l«(z)(u,:(z), u,,(«), ««(«))la«

(1«(«)u,:(z)l,: + l«(«)u,,(«)1,, + 1«(«)u,,(«)1,,)a«

1«(z)Z\u(«) + V«(z) V«(«)ldz

: /(,,4
g(z)da(y)

(A.9)
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desenvolvendo a regra do produto para derivadas, arranjando os termos que aí aparecem

e substituindo as identidades convenientemente, obtemos a última integral desdada. E
portanto, vale a identidade em (i).

Parte (ii): Pela parte (i) trocando-se u por u, temos

IQuQ=àh«M -t v«(nÕ . '7«QÜa' - l «M!::-a.Qu)
agora, subtraindo, membro a membro, a equação em (i) desta última, temos a igualdade
em (ii), pois V"(z) Vu(z) = Vu(z) . Vu(z).

Parte (iii): Finalmente, vamos mostrar a identidade em (iii), mas antes faremos algu-
mas considerações técnicas sobre as integrais que aí aparecem. Inicialmente percebemos
que se g/ € aç2, então g/ # z, Vz C Q e, portanto, o integrando

«Meti-l$:..0 -p(«-Üel«©
l)V ' \'' UJ ÕV

é contínua em aQ, pois z V 3/ C aQ e z C Q. Daí, tem sentido a integral que
compõe o segundo termo de u(z) na terceira identidade. Quanto ao integrando

-F(z - 3/).Ãu(3/)

na primeira integral, integral sobre Q, da função % precisamos ter mais cuidado com a
função F'(z -- Z/) que multiplica o laplaciano da u, pois neste caso temos singularidade a

considerar, já que a integral deste integrando é sobre Q e, portanto, podemos ter z = Z/
donde a função -F(z g/) = --(4n-llz -- Z/ll)'i não esta definida, mas pelo Exemplo A.0.12

sabemos que .F é localmente integrável em R3 e a integral sobre a -B(zo, c) de -F é igual
? < +oo. Sendo o zXu uma função limitada (de fato, se í2 é limitado, a é compacto e como

o laplaciano da u é contínua, pois u C C2(Õ) segue que Au é limitada e uniformemente

contínua em Q) segue que se c > 0 é tal (lue É =ro, c) C Q e M = supvcn Au(y), temos

-F(zo - 3/)Au(Z/)dZ/l 5; / IF'(zo - P)llZ\«(Z/)lay
Q l ./ã'

5; M' / IF'(«o - Z/)lay
Q

M'(
~ JÕ\B(no ,c)

< +oo

l-F(«o - y)ldZ/ + c',.,., ''«. - «, ~«)
(A.IO)
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pois -F(z -- 3/) é contínua em Q \ -B(zo, c). Portanto, a integral sobre Q existe no sentido

de Lebesgue. Em particular,

ZI '(« - ü»«w'« - !ü ( .Z~,.,.,., '(«. w'«),

onde a integral sobre n\.B(zo, e) podem ser interpretadas como integrais de Riemann, pois

o integrando -F(gO -- y).Ãu(Z/) é uma função contínua definida no compacto Q \ -B(zo, e).
Logo, destas considerações tem sentido o primeiro membro da função u(z) na identidade
em (iii) e, portanto, a função u(z) esta bem definida. Agora, basta mostrarmos sua
validade.

Fixemos sço € Q e seja c > 0 tal que .B(zilc) C Q. Seja, então Q. = Q\-B(zo,c).

Como u(y) = F(zo -- Z/) pertence a C'(Q.), pois para todo Z/ C Q. y :# zo, e sendo Q.
um domínio limitado, onde vale o teorema da divergência segue que podemos aplicar a

identidade em (ii) para a função u(3/) = -F(zo -- Z/), então

/l. '''« - «''«'«,'« - .Z.. o''« - «,%y - «'«,eU?)'.'«, '» ",
pois «'(Z/)A.F(zo -- Z/) = 0 já que a.u(y) = A-F(sço -- 3/) = 0. De fato, u(y) = -F(zO -- 3/) =

--(4a-llzo -- yll)': pertence a C'(Q.) e, portanto, podemos calcular Au(3/) = AF(zo -- y)
Então

a.«(y)

E lo«)-:((E(.: ')':
{-l {-l

-«a,(g:(«: ';)l{-1

3(4«')':(llzo - Z/ll'; ll:«o - Vll'll«. VI

3(4«-)':(ll«;o - Z/ll': - ll«o - Vll';)

'')
(A.12)
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Agora, desenvolvendo o segundo membro da equação (A.ll), vem

ÍU(=»- uÜÓ.«QÜau - 1 0't=.-.Ü?l:--«QÜ?F$::ilha.QÜ

/. (''«. - «,W - «'«,wlP)'''«' -

/',.,., ('''. - «,T «'«,egP)"'«'
/. (''«. - «,W - «'«,wqP)'''«' -
-J;...,.'««»- «.T»" *

J;««,. "'("''õ«.w.
O sinal negativo que surge no segundo termo da segunda igualdade se justifica, pois a
normal exterior a ÕQ aponta para dentro da bola -B(aço, c). E, portanto, fazendo c --} 0 e
usando o Lema A.l.l parte (i) e (ii), respectivamente, temos

l-'-.. F(=. - ,U)Qg$a. (Ü -.* Q}SÇ«,cà ~'" '' aVV

/s(«,q )!!Ç:ll;:-©-úa(U) -+ u(zo)

pois -ã;Í e u(g/) são ambas contínuas em .B a o, c). De modo que

.Z'''« - «'»«'«,'« - Z. p''«. - «,%P «'«,wyP)«'«, -- «'«»

Agora, rearranjando esta equação e lembrando que zo c Q é um ponto arbitrário esta
provada a identidade em (iii).

De (i), (ii), (iii) esta provado o Teorema A.1.3.

As três identidades que aparecem no Teorema A.1.3 são conhecidas, respectivamente,
por primeira, segunda e terceira identidade de Green

(A.13)

l
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Índice
/

Remissivo

.E(R,t) indica a energia de u, na região
R,, no instante t, 2

.E.: indica a quantidade de energia para

a solução w da equação da onda,
nF7

Â: indica o Laplaciano de uma função, 8

Â,: indica o Laplaciano na variável z, ll

a € 1p' , õa . õ'i â'2 . . . a'" , é o operador

diferencial de ordem a, 7

a C N",a =(a:,a,,-..,a.),a. C N, é
um multi-índice, 6

V: indica o gradiente de uma função, lO

c,l. : indica a área da superfície esférica do
R",ll

#Íi;7D' onde I'(s) - ./= e''t'':dt,
s > 0 é a área da superfície esférica

do R" , 48

é#u é a .j-ésima derivada de tl na direção
normal, 8

[l: símbolo usado para definir o Operador

de d'Alembert, 2

€ c R" , e' = (:' (1:' . . . e:" , 6

z . Vu + tu. + u: multiplicador, 2

cone de luz, 7, 8
conjunto frente de ondas, 19

conjuntos frente de onda, 21

conservação de energia, 22

conservativo, lO

corpo esHrico, 21

corpo estrelado, 1, 23, 33, 42
corpo reíietor, 1, 21, 22

decaimento da solução, 21

decaimento local, l

desigualdade de Schwarz, 31, 40
domínio de influência dos dados iniciais,

6, 36

energia, 21

equação da onda l-dimensional, 5

equação da onda l-dimensional, 14

equação da onda, 21

equação da onda n-dimensiona1, 14

equação da onda com obstáculo, 32
equação de Euler-Poisson-Darboux, 12

equação diferencial de Darboux, ll

equação diferencial de Euler-Poisson-Darboux,
14
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estrelado, 22

existência de solução, 27

reflexão, 21
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Fórmula de d'Alembert, 6

fórmula de Kirchhoff, 17

flash de ]uz, 19

fluxo de energia, l
funções ímpares, 16

funções pares, 16

símbolo principal, 7

solução fundamental, 29

suave, l

suficientemente regulares, l

superfície não-característica, 8Hadamard, 7

hipersuperfície, 6

hipersuperfície não-característica, 8

taxa de decaimento, 22

variedade característica, 6, 7
vetor característico, 6

vetor exterior normal, 33

vetor normal, 6, 8

invariante, 8

Laplaciano para funções radiais, 12

média esférica, ll
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