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Resumo

Conhecendo a solugdo da equagao da onda na presenga de um obstdculo, chamada de
solucdo exterior, cuja existéncia é provada em [5], capitulo V', passamos a questionar sobre
o seu comportamento na vizinhanca de um ponto fixado z, em seu dominio. O primeiro
trabalho nesta diregao foi feito por C. H. Wilcox [11], mostrando que, se o obstaculo é
esférico, entdao a taxa de decaimento é minimamente tdo rdpida quanto exponencial. Em
seguida, Cathleen Morawetz [6], em seu trabalho mostrou que, se o obstéculo é estrelado,

entdo a solugdo, minimamente decai tdo rapidamente quanto 1/+/%.

Neste trabalho, fazemos um estudo detalhado deste resultado desenvolvido por Cath-
leen Morawetz em [6]. O tema central é o decaimento, local, da solucao da equagdo da
onda na presenca de um obstdculo. Aqui, o obstéaculo é visto como um subconjunto do R’
compacto, estrelado de fronteira suave. Enunciamos e provamos, de forma elementar, que
o decaimento da solugdo da equagio da onda é minimamente tio réapido quanto 1/v/¢. Mas
antes provamos que, localmente, a energia minimamente decai tao rapidamente quanto
1/t.



Abstract

Once we know the solution of the wave equation on a domain outside the obstacle,
called exterior solution, which existence is proved in [5], chapter V, we question about
its behavior in a neighborhood of a fixed point z, in the domain. The first work in this
direction was done by C. H. Wilcox [11], who showed that if the obstacle is spherical, then
the rate of decay is at least exponential. After Cathleen Morawetz [6], showed that if the
obstacle is star-sharped, then the rate of decay is at least 1/+/%.

In this work, we study in detail the result developed by Cathleen Morawetz [6]. The
main result is the local decay of the solution of the wave equation in the presence of
an star-sharped obstacle. Therefore we will define an star-sharped obstacle as a stared
compact subset of R’ with a smooth boundary. We state and prove in an elementary way
that the solution of the wave equation decays out at least as 1/1/t. Before that we proved

the energy decay out, locally, at least as 1/t.
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Introducao

Neste trabalho pretendemos estudar o decaimento local da solugdo, suave 1 do pro-

blema

u=Au—u,=0,VzeQeVteR"
u(z,0) = f(z), Yz €2

u,(z,0) =g(z), V2 €

u(z,t) =0, VeecdBeVtcR

onde B = R® — Q é um corpo estrelado com fronteira 9B suave e f, g sdo fungdes sufici-
entemente regulares . Este tema foi desenvolvido por Cathleen Morawetz [6], onde ficou
estabelecido que se o corpo refletor B é estrelado, compacto e com 0B suave (localmente

grafico de uma funcao C”™), entdo a solugdo minimamente decai tao rapidamente quanto
1/t

Sabendo-se que, em todo ponto, a perturbagdo pode ser medida em termos de energia,
espera-se que toda a energia e, portanto, a perturbagio, também viaje para o infinito. Na-
turalmente, se um corpo é denteado (ou tem configuragao irregular) a taxa de decaimento

serd diminuida pela reflexao devida as reverberagoes produzidas pela denteagao.

O fluxo de energia para solucdes da equagao da onda na presenga de um corpo refletor
pode ser analisado com variantes graus de refinamento, usando desigualdades quadraticas,
o principio de Huyghen e Otica geométrica. As relagoes existentes entre estas técnicas e

sua validade em cada caso sao discutidas em [7]. Adotamos para esta dissertagao a técnica

1Suave é o mesmo que suficientemente diferencidvel.
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2 Introducao -

das desigualdades quadraticas usando o multiplicador

z - Vu +tu, + u.

O objetivo, é transformar

(z - Vu+ tu, +u)0Ou

em um campo vetorial G em R'. Esta transformacao serd utilizada na prova do Teorema

2.3.5 o qual estabelece que, fixada uma regido compacta R, a energia, concentrada na
regiao R, no instante ¢, dada por E(R,t) minimamente decai tdo rapidamente quanto
1/t.

Facamos agora uma breve descricdo do trabalho. No Capitulo 1 reunimbs alguns
resultados sobre o problema de Cauchy para a equacio da onda, tais como: existéncia da
solucao, principio da conservagéo de energia para a onda livre e unicidade da solucdo do
problema de valor inicial para a equagdo da onda em R x R e em R" x R, considerando
a equacao da onda homogénea com velocidade de propagacdo unitdria e dados iniciais

suficientemente regulares e, ainda, comentamos um pouco sobre o principio de Huyghen.

Na Secao 1.1 apresentamos o problema de Cauchy para a equacdo da onda. Enuncia-
mos na Sec¢ao 1.2 o principio da conservagao de energia para a onda livre, que constitui
uma ferramenta importantissima para sistemas lineares, pois é deste principio que sai a
prova da unicidade de solugao para a maioria dos problemas em equacoes diferenciais
parciais lineares, em particular para a equagdo da onda, objeto de nossos estudos. Na
Subsecao 1.3.1 construimos a solugdo para o problema de Cauchy para a equacdo da on-
da no semi-espago, usando o método das médias esféricas para dimensdo espacial impar.
Na Subsecao 1.3.2 usamos o método da reducdo de Hadamard, que é aplicado quando a
dimensao espacial é par. Encerramos o Capitulo com a Secdo 1.4 que estuda o comporta-

mento da solugao para dimensoes par e impar e estudamos o principio de Huyghen.

No Capitulo 2 concentram-se todos os resultados desta dissertacio, que estio dispostos
em trés segoes que descreveremos sucintamente. A Secao 2.1 apresenta as identidades

bésicas para a conversiao da equacao

(z - Vu+ tu, +u)0u



Introducao 3.

em um campo G em R’ as quais serdo aplicadas, como j4 mencionado, na prova do Teorema
2.3.5. A Secdo 2.2 apresenta a prova do principio da conservagéo de energia na presenca
de um obstdculo, donde obtemos a prova da unicidade da solugao para o problema (1).
Ainda nesta direcdo, apresentamos uma prova (Corolario 2.2.5) da limitagdo de u, na -1,
independentemente do tempo. A tltima, Se¢do 2.3, destina-se a prova do decaimento da
solucdo para o problema (1) (Teorema 2.3.6) e para tal, previamente, demonstramos o

decaimento, local, da energia (Teorema 2.3.5).

Este trabalho ainda dispde no Apéndice A, da apresentagao de alguns resultados
basicos sobre Equacdes Diferenciais Parciais (EDP’s), alguns com demonstragoes, uteis

3 sua consecucio e também para tornd-lo de leitura auto-suficiente e acessivel a estudan-

tes de mestrado.
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CAPITULO 1

Conceitos basicos

Apresentamos neste capitulo alguns conceitos bdsicos sobre a teoria do operador da
onda (ou d’alembertiano) que serdo tteis para os nossos propésitos. Para esta exposi¢ao

seguiremos basicamente o Capitulo 5 de [2], além das referéncias [1] e [4].
Iniciamos fazendo uma analise da equagao da onda 1-dimensional

u, —u, =0,V (z,t) e RxR,

zTT

onde z representa o ponto material na corda, ¢ o tempo e a fungao u(z,t) descreve a posi¢ao
do ponto material z na corda no instante t. Aqui, estamos considerando a equagio da

onda homogénea com velocidade de propagagdo unitdria.
O seguinte resultado é bem simples, porém muito ilustrativo.
Proposi¢ao 1.0.1. Seu € c’ (R x R) satisfaz a equacdo da onda
U, — Uy =0;
entdo existem fungoes f,g € c’ (R) tais que

u(z,t) = flz+1t) +g(z —t). (1.1)

Observacao 1.0.1. Toda funcao dada pela formula (1.1) é uma solugdo de u,, —u,, = 0.

Como conseqiiéncia da férmula (1.1), temos que o problema de Cauchy para equagao
da onda 1-dimensional
u, —u, =0, VzeEReVt>0

u(z,0) = f(z), Vz € R (1.2)
u(z,0) =g(z), Vz e R

5



6 Conceitos bdsicos

tem como solucao, supondo regularidade suficiente, a funcao
T+t

) = %[ fl@+6) + flz — 1)+ % / o(s)ds (1.3)

z—t

conhecida como a Férmula de d’Alembert .

Supondo que f e g tém suportes compactos contidos no intervalo [a, b], aqui denomi-

nado dominio de influéncia dos dados iniciais, segue como conseqiiéncia da férmula (1.3)

que u € nula fora da regiao de influéncia dos dados iniciais , hachurada na figura 1.1

t

a b T

Figura 1.1: Regiao de influéncia.

1.1 Problema de Cauchy para a equacao da onda

Denotando por P = P(z,D) =}, aj<m @0” um operador diferencial parcial linear
(ODPL) de ordem m (isto é, 3 o € N* com |ar| = m e @, # 0) com coeficientes em C™ ()

, temos que seu simbolo principal, em um ponto z € 2, é o polinémio homogéneo de

ordem m € N

Po(z,8)= ) aa(z)é*, VzEQe VEECR.

|la|l=m

Um vetor & é dito caracteristico para P, no ponto zy € §, se Pp,(%o,£) = 0. O conjunto
{£ e R" : Ppy(z0,8) = 0}
denominamos de variedade caracteristica de P no ponto z,.

Uma hipersuperficie S ¢ dita caracteristica para P, no ponto o, se v = v(z), o vetor
normal a S no ponto zp, é um vetor caracteristico . Dizemos que S é ndo-caracteristica

se nao é caracteristica em nenhum ponto.



1.1 Problema de Cauchy para a equacao da onda

No caso particular do operador d’alembertiano
n
2 2 n
D:Zazj -0; v=(z,7,,...,2,) ER et >0
j=1

temos que seu simbolo principal é, em todo ponto, o polinémio
R' xR—R

(&) — lell” =7

e conseqiientemente sua variedade caracteristica é o cone
n 2
I={(¢7)eR xR: ¢ =77}

denominado cone de luz . Esquematicamente, temos a figura 1.2

&

Figura 1.2: Cone de luz.

Construgoes simples (exemplo de Hadamard (ver [2])) mostram que néo € suficiente os

dados iniciais serem pré-determinados sobre uma hipersuperficie nao-caracteristica para

que o problema de Cauchy seja bem posto (isto é: existéncia, unicidade e dependéncia

continua com respeito aos dados iniciais e/ou de fronteira).

Um problema de Cauchy consiste em determinar uma solugao u, suave, da equagao

diferencial parcial (de ordem m)

Flz, (0%U)ja<m]) =0, V2 €Q, VaeN' em €N,

. n . . . . ~
Q) um subconjunto aberto em R, tendo como dados iniciais m fungoes ¢,, ¢,, . .

) ¢m—1
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definidas sobre uma hipersuperficie S, ndo-caracteristica, contida em £, tais que

( ul = ¢,
J o,u = b,

onde &Ju é a j-ésima derivada de u na dire¢do normal . Temos, entdo, que o problema

Ou=Au-38u=0,V (z,t) eR" xR
u(z,0) = f(z), Vz eR" (1.4)
u(z,0) = g(z), Vz R

é um problema de Cauchy em R" x R, pois o hiperplano
{(z,0) :z € R"}
é uma hipersuperficie ndo-caracteristica , visto que o vetor normal v = (0,1) € R" xR é
nao-caracteristico.
Agora, observando que o operador da onda é invariante em tempos reversos
(z,1) — (z, 1),

vemos que é suficiente considerarmos solugées no semi-espaco t > 0, pois resultados

similares podem ser obtidos para t < 0.

Passamos, entao, ao estudo do problema de Cauchy (1.4) com (z,t) € R" x R*. Entre-
tanto, neste caso, ocorre que o vetor normal & superficie ndo-caracteristica (o hiperplano

t = 0) estd no interior do cone de luz
F={(¢7)eR xR: ¢ =77}

qualquer que seja o ponto considerado no hiperplano ¢ = 0. E, portanto, temos que o

problema de Cauchy é bem posto.

Supomos também conhecido o teorema abaixo, o qual implica na unicidade da solucio
(ver [2]) e que estabelece que o valor de uma solugao para a equacio da onda em um ponto

(zo, to) depende apenas dos valores dos dados iniciais na “bola”
{(z,0) : [lx — zol| < to}

vide figura 1.3



1.1 Problema de Cauchy para a equacao da onda

R

) S S— \

To T

Figura 1.3: Cone de luz rebatido.

Teorema 1.1.1. Suponhamos que u € C’(R" x R*) e que
Du:Au—Bfu:O.
Suponhamos, também que u = Oyu = 0 na bola
B={(2,0) : [z — zol| <o}
contida no hiperplano t = 0, onde zp € R" ety > 0. Entdo u € nula na regiGo conica

P:{(Jl‘,t)oststo GIIQT—.’E()”St()-—t}

Esquematicamente temos a figura 1.4

(3707 tO)

Figura 1.4: Regiao conica
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Inversamente, os dados de Cauchy em uma regido R, contida no hiperplano ¢ = 0,
influenciam apenas os pontos de R” x [0, +00) que pertencem ao cone de luz que irradia

de R.

1.2 Conservacao da energia para onda livre

E sabido também que a equagdo da onda é um sistema conservativo. Isto é, a energia
total é constante. Porém a energia é, em geral, um funcional positivo dos dados iniciais do
sistema; para sistemas governados por equagdes lineares, a energia é uma forma quadrética
definida positiva. A conservagdo de energia implica que, se no instante inicial a energia é
nula, entdo a energia é nula para todo instante ¢; para sistemas lineares, que é o caso da
equagdo da onda, concluimos que as solugdes sdo unicamente determinadas por seus dados
iniciais. Para solug6es com dados iniciais ndo-nulos, a conservagao de energia fornece a
priori uma limitagao que, quando combinada com técnicas de projegdes ortogonais, conduz
a uma prova da existéncia de solugdes com dados iniciais de energia finita (ver 7). A
equacao da onda é um sistema conservativo , i.e., a energia é constante, se os dados iniciais

f e g sao fungdes suficientemente regulares. Mais precisamente, temos o resultado:

Proposicao 1.2.1. Consideremos o problema

Ou=Au—38u=0,Vz€R", V>0
u(z,0) = f(z), Vz € R"
Oyu(z,0) = g(z), Vz e R,

onde f,g € CX(R"). Entdo temos

E(t) = /R IVl +u))de (1.5)

¢ constante. Isto €, vale a conservagdo de energia.



1.3 Solugcao no semi-espaco 11

1.3 Solucao no semi-espaco

Nesta seciao desejamos construir solugdes para o problema de Cauchy

Du:Au—BfuzO,VxeR" eVt>0
u(z,0) = f(z), Vz e R (1.6)
dyu(z,0) = g(z), Vz € R".

Para tanto, apresentamos duas técnicas de resolugdo para o Problema (1.6) em um
semi-espago; uma é a técnica das médias esféricas, para quando a dimensao espacial for
{mpar, e a outra proveniente desta, ¢ o método da redugdo de Hadamard para quando a
dimenséo espacial é par (considera-se a solu¢do para n impar obtidas das médias esféricas

fazendo z,41 = 0.)

1.3.1 Meétodo das médias esféricas (n impar)

O método das médias esféricas , devido a Poisson, consiste em dar uma solugao radial

para o Problema (1.6). Inicialmente fagamos as seguintes definigoes:

Definicao 1.3.1. Se ¢ é uma fungdo continua sobre R" definimos a média esférica
My(z;7) por

1 n
My(z;r) = o /s o d(z+ry)do(y), e R ereRr
n 1

Definicao 1.3.2. Se ¢ é uma fungdo continua sobre R" xR, definimos My(z;7,t), fizados
t e r a média esférica de ¢, considerada como uma fungao apenas da varidvel z, por

1
My(z;T,t) = o Js.0 d(z +ry, t)do(y).

As funcdes definidas em 1.3.1 e 1.3.2 sdo pares na varidvel r, sdo de classe c™* se ¢ for
de classe C", My(-;0) = ¢(-). E ainda, se ¢ € C’, entdo M, satisfaz a equacio diferencial
de Darboux (ver [4]):

AMy = (5247220 My,

Temos, o resultado abaixo:
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Proposicao 1.3.1. Se u satisfaz (1.6) entdo, para cada z € R", M, (z;7,t) satisfaz

(02 + =19, )M, = 9. M,

My(z;7,0) = My(z;7)

O M, (z;7,0) = My(z;7).
Observacao 1.3.1. Visto que

n—1

o2 + Or

€ o Laplaciano para fungées radiais sobre R" (conforme em [4]), a Proposicio 1.8.1 diz

que a fung¢dao
v(y7 t) = Mu(a"; ”y”1 t)

satisfaz a equacdo da onda.

Quando a dimensao espacial é impar a equacio

(672. + n-l T)Mu :an‘lh
r

conhecida como a equagao de Euler-Poisson-Darboux (vide [4]), pode ser reduzida a uma

equagao da onda 1-dimensional. E é com este propésito que enunciamos:

Lema 1.3.2. Se ¢ € C**Y(R), £ =1,2,3,..., entdo, ¥ r # 0, temos

d? (1 d) [F*14(r)] = (_ ) [ 2 d (r)] (1.7)

drz \r dr rdr

Prova. Vamos demonstrar por inducgao sobre k. Se k£ = 1, a férmula é verdadeira, pois

et = (1) [P o0

Suponhamos que a mesma ¢ verdadeira para k € N, k£ > 1, isto ¢, vale (1.7). Mostremos,
entao que, ela se verifica para k + 1, isto é,

d? (1 d) [r**+1p(r)] = (1 d) [T2k+2(%¢(r)]_

dr2 \r dr rdr

De fato, desenvolvendo o primeiro membro da férmula acima, obtemos

d? d? (1 d

dr? (r dr) 0] = g ) [ Zk_l((”“r 1)¢(r) +’"d%¢(r))]'

rdr
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Usando a hipétese de indugao para a fungao

B(r) = 2k + 1)p(r) + = g(r),

dr
::Q(i;) [P+ ()] = (%ac—l;)k[r%di(@k—l-1)¢(r)+r—¢(r))]
- () )
Portanto, ,
() o= () [ o) 09
como queriamos provar. i

Para uma aplicacdo futura, definiremos um operador linear de entrelagamento.

Definigao 1.3.3. Sejam A, B e T operadores lineares. Dizemos que T' entrelaca A e B

se AT = T'B. Neste caso, dizemos que T é um operador linear de entrelagamento .

Exemplo 1.3.3. Seja ¢ € CF*Y(R), k = 1,2,3,.... Definimos o operador linear Ty, por

@) = (Go) 80 (19)

Entao T}, entrelaga os operadores

d? q2 ., d
A=5eB=(g5+2% )

Prova. De fato, notemos que o segundo membro de (1.7) é igual a:

(li)k_l [ (55 g 5 2kr‘1di)¢(r)]. (1.10)

rdr dr?

Logo, aplicando sucessivamente (1.9), o Lema 1.3.2 e a identidade (1.10), temos
d2
A(Tx¢(r)) = @[Tkéﬁ(T)]
d? /1d
S N @)

dr2 \r dr
= () [0
e O
= |n (d— +oer L )o(r)]

dr? dr
= Ti(B¢(r))
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0 que prova
A(Ti¢(r)) = Ti(Bo(r)). (1.11)
Isto é, T} é um operador de entrelacamento. |

Estamos aptos, finalmente, a reduzir a equacio diferencial de Euler-Poisson-Darboux
a uma equagao da onda 1-dimensional. De fato, supondo que M, € C*¥*(R) e aplicando
o operador 7} a ambos os membros da equagao diferencial de Euler-Poisson-Darboux com

n impar, n = 2k + 1, temos

Te(0? + 2kr™'0,) My, = T}:0, M, => 82T M,, = 8, T, M.

Portanto, se u satisfaz a equagdo da onda n-dimensional , n = 2k + 1, entdo T} M,

satisfaz a equagdo da onda 1-dimensional (em 7 e t).

Retornemos ao Problema (1.6), no caso em que a dimensdo espacial n é impar e maior
ou igual a 3. Para isto, supondo que existe a solugdo u de (1.6). Exibiremos tal funcio, e

em seguida mostraremos que u é de fato a solugao.

Suponhamos que u satisfaz (1.6) e que u, f, g sdo fungdes diferenciaveis, pelo menos
de classe C*7". Pela Proposi¢ao 1.3.1 a média esférica M, satisfaz a equacdo diferencial
de Euler-Poisson-Darboux com dados iniciais

M, (z;7,0) = My(z;7)
{ Oy My (z;7,0) = My(z; 7).
Portanto, se definirmos

v(r,t) = TMy(z;r,t),z e R",r = ||zl et €R
¢(r) =TM;s(z;7), VzeR ,7r€R
Y(r) =TM,y(z;7), Vz e R',r €R,

onde T' é o operador linear de entrelagamento para k = ”T_l, ie.,

T(9) = Ty (@) = () F"*(9)]

entao por consequéncia imediata do fato que 7' é um operador linear de entrelacamento e
da Proposicao 1.3.1, v satisfaz

& v(r,t) =8 v(rt), V (r,t) eRxR

v(r,0) =¢(r), Vr eR

o(r,0) =4(r), Vr e R
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Portanto, v é solucao de um problema de Cauchy 1-dimensional cuja solugdo é dada por

(1.3), i.e.,
1 T+t

ol 4 = %[qﬁ(r 1)+ b(r— 1)+ =

5], p(s)ds

Recuperemos u a partir de v. A principio, obtemos a M, desfazendo o operador T,

isto é, integrando sucessivamente ambos os lados de
v(r,t) = TMy(z;7,t).

Ent3o, obtida a M, usamos a definigdo desta com r = 0 e recuperamos a fung¢ao u, ja que

My(z;0,t) = u(z,1).

Observacao 1.3.4. Podemos fazer isto de um modo elementar notando que
(Ted)(r) = ZCk’"J“ é(r), (1.12)

onde C¥ € R e, em particular, temos

Chr = (%i)k_l[r%-l] =1.35.....(2k — 1)r. (1.13)

Prova. Pela definicao do operador 7} dada em (1.9), podemos observar que as poténcias

de r sao dadas por
k—1)—(k—1—j)—(k-1)=j+1

Provemos, por indugdo sobre k, a férmula (1.13). Se £ = 1, entao
Cyr=r

com Cj = 1.

Suponhamos que (1.13) vale para um certo k, £ > 1 e mostremos, que a mesma vale

e - GG

_ (ldi)k‘ (2 + 1)r2Y)

rar

~ (2k+ 1)(i; )k_l[r%_l].

para k + 1. Ora,
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Pela hipétese de inducao, vem
1d\*
(;Eﬂ') [7'2k+1] = (2k+ l)CgT
= 1.35.....02k-1)(2k+ 1)r

= Oy,

E, portanto,

k
(%%) [,,,2k+1] _ Cg+17,_

Isto conclui a prova de (1.13). |

Agora, aplicando o operador T' = T}, conforme aparece em (1.12) para M, com k = 2l

obtemos

v(r,t) = TMy(z;,t)

n—2>
2

n—3
< T

= ZCJ I M, (z; 7, t)
=0

n—3

n—1

2
= Cy? rMy(z;r,t)+ Zajrj+13fMu(x; r,t) (onde a; = const.)
i=1

n—3

2
= 1.3.5.....(n — 2)rMy(z;7,t) + Z a;rI O M, (z; 7, 1).
j=1

Logo,

n—-3

2
v(r,t) = 1.3.5.....(n — 2)rMy(z; 7, t) + Z om0 M, (z; 7, 1) (1.14)
=1

Finalmente, isolando a M, em (1.14) e aplicando o limite quando 7 tende para 0, temos
por L’Hospital que
u(z,t) = ll_I)I(l) M, (z;r,t)

1

= M55 mo Y
1 1 1 T+t
= 135 m_2r (§[¢(T T +r -]+ /T_t MS)dS)'

Visto que My e M, sdo fungdes pares de 7, segue de (1.9) que ¢ = TM; e ) = TM,

sao funcoes impares e, portanto,

wzt) = 135 .1.(n “oy (%[W )=t -+ % /t_rrzp(s)ds)




1.3 Solucao no semi-espago 17

e pela definigdo de derivada, vem

1
U = 135 =2

EX

, +1,b(t)]. (1.15)
Se desenvolvermos a definicdo de ¢ e v, obtemos a féormula desejada para a fungao u

em termos dos dados iniciais f e g. A mesma estd explicita no seguinte:

n+1 n

Teorema 1.3.5. Suponhamos que n € impar e n > 3. Se f € C%—_S(R") ege Cz (R"),

entdo a funcgdo

1 9 /10932
wet) = 135 (h = 2n [é?(?&) Y . fla+ty)doly) +
1 0\I[(n—3)/2]
= 2 : :

_+(t8t> /Sl(o)g(:v—i—ty)do(y)] (1.16)

resolve o Problema de Cauchy (1.6).
Quando n = 3, temos simplesmente
u(z,t) = LY [2 (t flz+ ty)da(y)) + t/ g(z + ty)da(y)]
dm LAt \ Js,(0) 51(0)

ou ainda,

) [‘9 G [ o) +ﬁ /5 PRICLEC

w2\T Jy

conhecida como férmula de Kirchhoff .

1.3.2 Método da reducao de Hadamard (n par)

A solugdo do Problema (1.6) para n par é obtida através da solucdo para n {mpar
fazendo uso do método da reducio de Hadamard . Isto é apenas uma consequéncia trivial
da observacao que, se u é uma solucao da equagao da onda em R**! xR, a qual independe
da varidvel z,,1, entdo u satisfaz a equacdo da onda em R" x R com n par. Neste caso,
vemos os dados iniciais f e g como fungoes de R™", porém independente da varidvel z,, s
e, assim, escrevemos a solugdo do problema de Cauchy e verificamos que ela é também

independente de z,,,. De fato, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.3.6. Se n € par, f € CH/2(R") e g € CHA2(R™), entdo a solucio do
problema (1.6) é

- 9 8 (10 \m-2/2 flz +1ty)
wzt) = 1.3.5.....(n — Dwnp [(’%(t 8t> t /BI(O) 1——||y|lzdy+
10\(m-2/2 g(z + ty)
(t at) Bi(0) V1 —||yl? ]

Para n = 2 esta férmula se reduz a:

WORTY 7y R LT DU T )

— Y =y
2 Lot 1—ly|? Bi(0) V1 [ly]?

1.4 Principio de Huyghen

As férmulas (1.3), (1.16) e (1.17) fornecem a solucio do Problema (1.6) em dimensdes
arbitrarias.
Notemos também que estas férmulas concordam com o Teorema de unicidade (1.1.1):

o valor de u em (z, o) depende apenas dos valores de f e g na bola ||z — z|| < ¢, contida

no hiperplano ¢ = 0. Na verdade, podemos dizer mais:

e Sen =1, u(zo, ) depende dos valores de g sobre |z — x| < to, e sobre os valores

de f apenas em zg = .

e Se n é fmpar, n > 3, u(zo, ) depende apenas dos valores de f e g e de algumas de

suas derivadas na esfera ||z — zy|| = %,.

e Se n é par, u(zo,t) depende dos valores de f e g sobre a bola |z — x| < ¢,
e os valores proximos a fronteira sio mais influenciados pelo fator /1 — [Jy[|? no

denominador do integrando, que aparece na solugio (1.17).

Analisando a férmula para a solugao da equacdo da onda quando n = 3, supondo que

supp(f) U supp(g) € B(0, R), e fixado zy € R®, temos que parat>0ey € S1(0), tem-se
o + tyll = lItyll — lzoll = ¢ — [|zoll.

Logo,
t > ||lzo|| + R = ||zo + ty|| > R
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e, portanto,

flzo +ty) = g(zo +ty) =0, V> ||zl + R, YV y € S1(0).

Concluimos, entdo que u(zg,t) = 0, ¥V t > ||zo|| + R. O mesmo nao ocorre quando

n = 2, mas o conjunto frente de ondas decaird vagarosamente.

Exemplo 1.4.1. Suponha que vocé estdé numa sala escura na posi¢io To, € alguém na
origem acende uma limpada de flash no tempo t = 0. Entdo no tempo ty = ||zo|| vocé
vé um flash de luz e novamente a escuridio. Em um mundo de dimensdo par, vocé
veria uma ezplosdo de luz num instante to, mas em vez de desaparecer imediatamente, ela

enfraqueceria gradualmente, embora ndo venha a desaparecer.

No capitulo 2 exibiremos a prova da conservacdo de energia na presenca de um
obstéculo, mostraremos a unicidade de solugdo e trataremos do tema principal desta dis-
sertacdo: o decaimento da solu¢@o para a equacdo da onda na presenga de um obstéculo

com dados iniciais suficientemente regulares e com condigdo de fronteira estacionéria.
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CAPITULO 2

Decaimento da solucao

Consideremos uma perturbacao que inicialmente estd confinada a uma regido limitada
e que se propaga livremente no espago segundo a equacdo da onda . Ela se espalha em
todas as direcdes alcancando todos os pontos do espago. Portanto, fixado um ponto, a
perturbacio diminui a influéncia, neste ponto, decaindo segundo uma taxa que depende
da dimensao do espago. Por exemplo, o fenémeno da propagacao da onda em um espago
tri-dimensional possui a caracteristica que os conjuntos frente de onda sdo sempre bem
marcados, i.e., para dados de Cauchy de suporte compacto, a amplitude da onda em um
ponto fixado z, do espago sempre se anula depois de decorrido um tempo suficientemente
longo, de forma que a frente de onda definitivamente abandona o ponto z, em dire¢ao ao

infinito. Isso é determinado pelo principio de Huyghen estudado no Capitulo 1.

Wilcox mostrou em [11] que para o problema da equagdo da onda no complementar
Q de um corpo esférico tri-dimensional B, o decaimento da solucao u, em qualquer ponto
fixado 7, € 2 = R® — B é pelo menos exponencial. Por razdes fisicas foi conjeturado
em [11] que a mesma situagéo ocorre se existir um corpo B (também chamado de obstéculo,
quando compacto) em algum lugar do espaco, desde que OB tenha propriedades que nos
permitam denominé-lo de corpo refletor. Nesse caso, a onda que parte da perturbacao

original atinge o corpo e é refletido por ele.

E sabido que em qualquer ponto a perturbagao pode ser medida em termos de “ener-
gia”. Assim, espera-se que toda a energia e, portanto, a perturbagao também, viaje para
o infinito. Naturalmente, se um corpo tem uma configuracdo denteada e complicada a
taxa de decaimento serd diminuida pela reflexdo devido as reverberacoes produzidas pela

denteagao (ver [8]).

21
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Neste capitulo queremos apresentar, conforme mencionamos, de uma forma elementar
o trabalho desenvolvido por Cathleenn S. Morawetz [6] o qual estabelece que se o corpo
refletor B € estrelado, compacto e com 0B suave (9B é localmente grafico de uma funcéo

de classe C™), entdo a taxa de decaimento de u é pelo menos tao rapidamente quanto

1/4/t.

2.1 Identidades basicas.

Nesta secao apresentaremos as identidades bdsicas que se fazem necessérias ao desen-

volvimento das secOes seguintes.

Seja u é uma funcao suficientemente diferencidvel. Entdo valem:

2. uyu,, = (uu,), — %(Ui).ﬁ;

3. pu,u,, = 3l(pu,), —ul;

4. puu,, = (pu,u,), — %[(pu:),, - u:];

5. uu,, = (uu,), — Uj;

Estas identidades serao usadas na prova do Teorema 2.3.5 para converter a expressio

(z - Vu+tu, + u)Ou

- 4
em um campo vetorial G em R .

2.2 Conservacao da energia na presenca de obstaculo

" 3 3 P s . s .
Sejam 2 um aberto em R" tal que B = R° — § é um obstéculo, isto é, um conjunto
compacto com 9B suave e, ainda, B um corpo estrelado. Entao, é possivel mostrarmos que
nestas condigoes vale a conservagao da energia se os dados de Cauchy sao suficientemente

regulares em 2 '. Mais precisamente, temos

!Notemos que a regularidade da solucio da equacio da onda em dominios exteriores depende da

regularidade dos dados iniciais (ver [5] capitulo V).
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Teorema 2.2.1 (Principio da conservagao de energia). Seja B um corpo estrelado

B=TR —Q. Sejau solugdo, suave, do problema de valor inicial e de fronteira (P.V.LF.)
para a equagdo da onda
Ou=0,Vze, Vt>0
u(z,0) = f(z), Vz €
u,(z,0) = g(z), ¥ z € Q
u(z,t) =0, Vz € dB, Vi>0,
onde f,g € C:o (Q). Entdo, temos

B(t) = /ﬂ(||Vu(a:,t)||2 + (z, 8))dz = B(0), ¥ ¢ > 0.

Vide figura 2.1 2

3

Q=R -B

»

Figura 2.1: Obstéculo B =R’ — Q

Prova. De fato, se fixarmos ¢; > 0, entao multiplicando-se
Ou=Au—u,=0
por u,, vem
u,(Au —u,) =0,
agora integrando em z e em ¢ sobre o dominio D = Q x[0,%;], ilustrado na figura 2.2,

temos
2S; = supp(f) C 2 e Sy = supp(g) C Q.
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t:tl

BO =B x [O,t1] D= (Ra —B) X [O,tl]

Figura 2.2: Regido D = Q x[0,#;], Q= (R’ — B).

t)
/ / u,(Au — u,,)dzdt = 0.
0o Jo

Mas

E :utumiwi = E :(utumi)zi _E :utmiuzi
i

1 i

= ;(Utuz;)zi - IZ (%)t

= div(u,Vu) — Z (uf;i)t'
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Logo,

/Otl/nzi:%“z;z;dxdt 5 / /le (u,Vu d:cdt—/ /Z

_ /Ot (/div(u,vu)dx dt—/ /Z —) dzdt
—/Otl (/as(u Va) - vedo(z dt—/ / da:dt
= _/otl/nzi: 7"” td:cdt,

/ (1, V) - v(z)do(z) = 0
oB

jé que, por hipétese, u = 0 sobre a fronteira de B, o mesmo vale para u,. Conseqiiente-

d:rdt

Il

pois

mente, temos

0 = /tl/ut(Au—u“)dmdt
0o Ja
t1 i1
= /0 /QutAuda:dt—/O /Qutuud:rdt
L (), e
T ) [

_ _%/Q[Z(uii)(m,tl)—E(uii)(w,0)+u?(x,t1)—uf(:t;,O)]dzv

e, portanto,

/Q[HVuH?(z,tl) + u¥(z,t1)]dz = /Q[||Vu||2(x, 0) + v’(z,0)]dz, V t; > 0.

Isto é,
E(t,) = E(0), Vt, > 0.

O principio da conservagao de energia é, como foi dito antes, uma ferramenta poderosa
para sistemas lineares, pois garante a unicidade de solu¢do para dados iniciais suficiente-
mente regulares. Portanto, visto que (2.1) é um problema desta natureza, vale o seguinte

resultado:
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Corolério 2.2.2 (Unicidade). A4 solugdo do P.V.LF. (2.1) ¢ inica.

Prova. E uma conseqiiéncia imediata do principio da conservagdo de energia, pois se
existem duas solugoes para o Problema (2.1), entdo a diferenca v = u; — uy resolve um
problema da mesma natureza, agora homogéneo, onde vale o principio da conservacio de
energia, entao chegamos a conclusdo que v é constante e visto que v = 0 na fronteira de

B segue que v é nula e, portanto, u; = u,. |

Observagao 2.2.3. Seja u uma solugio de (2.1). Entdo w = u, satisfaz o sequinte

problema de valor inicial e de fronteira

Ow=0,Vze, Vt>0
w(z,0) =g(z), Yz €N

(2.2)
w(z,0) = h(z), Vz €N
w(z,t) =0, Vz€dB, V>0,
onde h=Af eh=0 em B.
Prova. A condicao que merece uma prova é a terceira. Vejamos:
we(z,0) = wu,(z,0)
= Au(z,0)
como u(z,0) = f(z) segue que
il
Motivado pela observacdo acima temos o seguinte resultado:
Coroldrio 2.2.4. Se w € uma solucdo, suave, do sistema
Dw:Aw—wttZO, V.TEQ, VtZO
w(z,0) =h(z), Vz e
(@,0) = h(a) )

wy(z,0) = f(z), Vz €N
w(z,t)=0,VzedBeVt>0,

onde Ah =g, h=0 em B, entdo w; = u.
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Prova. Usando a Observacao 2.2.3, é facil ver que v = w, satisfaz (2.1) e pelo Corolario
2.2.2 segue que v = Wy = U. il

O Corolério 2.2.4 desempenha um papel importante para o resultado:

Corolério 2.2.5. Se u é uma solugdo de 2.1, entdo eziste A € R" tal que
/ u(z, )’z < A, V> 0. (2.4)
Q
Neste caso dizemos que u € limitada na || - ||,.

Prova. Com efeito, se u é uma solugao de (2.1), entdo pelo Corolério 2.2.4
wy(z,t) = u(z,t), V>0,

onde w é solucdo de (2.3) e, portanto, pelo principio da conservagao de energia para w

(B, %), temos
/ﬂ w(z, ) de < Bu(t,)
_ /Q IVw(z, t) + (w, (=, 1)) dz
— [, 01 + (w2, 0) Y
_ / IVA@) + (f(z))’]dz

= A< oo

No trabalho da Cathleen S. Morawetz [6] hd uma estimativa da energia para o sistema
(2.1), considerando os dados iniciais f,g € C”™. Apresenta, também, uma prova da

unicidade da solugdo e a desigualdade (2.4).

2.3 Decaimento da solucao.

Uma vez obtida a existéncia de solugao, a préxima questao é saber como ela se comporta

quando t tende para o infinito, e a conjetura natural para dominios exteriores é esperar

3Indica a quantidade de energia para a solugdo w da equagao da onda.
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que a solucao tenda para zero sobre subconjuntos compactos. O primeiro resultado nesta
diregao foi obtido por C. H. Wilcox. Ele mostrou em [11] que o decaimento, local, da
solucao é minimamente tao rdpido quanto a fungdo exponencial, se o complementar de
2 é um corpo esférico. Em seguida Cathleen Morawetz mostrou em [6] que, a solucao
minimamente decai tdo rapidamente quanto 1/4/t se o complementar de  é compacto
estrelado de fronteira suave. Isto é, quando o complementar B de £ é um “obsticulo”.
Nesta secdo vamos demonstrar este resultado. Mas antes mostraremos que, localmente, a

energia minimamente decai tao rapidamente quanto 1/%.
3 7 7 ., 7z
Suponhamos que B C R" é um obstéculo, isto é, um corpo estrelado e compacto com
fronteira OB suave. Entdo, se u ¢ uma solugao suficientemente diferencisvel da equagio

Ou=Au—u,=0,YVzeQ=R —B, VtcR", (2.5)

u satisfaz a desigualdade (2.10) da Proposicao 2.3.2. Para mostrarmos isto faremos o

seguinte resultado:
Lema 2.3.1. Sejam ¢, <€, < ¢ < € e B (z,) C B, (z,) C B (z,) C Be(z,) bolas
concéntricas com centro em z, situadas na regiao ezterior a B. Consideremos a fun¢do

v

= m, (26)

v

onde ¥ € C(Be(z,)), ¥ = 1 em Be,(z,), ¥ = 0 em B(z,) — B,(z,) e |¥| < 1 em
B(z,). Entio, v, Av € L*(R’) e, ainda mais,

/ (uAv — vAu)dz = 4ru(z,, t), (2.7)
Be(zg)

onde u € solugdo de (2.5).
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Esquematicamente, temos a figura 2.3.

Figura 2.3: Corpo estrelado: bolas concéntricas.

Prova. Podemos escrever a fungao v como segue

v

m = —47TF(IIJ = 130)\1’, (28)

v = —47

onde F(z — x,) = (—47||z — z,]|) ™" ¢ a solucdo fundamental do laplaciano.

Utilizando a segunda identidade de Green, apresentada no Apéndice A (Teorema A.1.3
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parte (ii)), para as fungoes v,u no conjunto Be, (z,) — Be, (z,), temos

/ (uA'U — vAu) dz = / (u— — v—)da
Be, (20)~Be, (o) 8(Bey (vg)—Be, (zp) © OV OV

- / i / o
Sfl(zo) 31/ Sfl(mo) aV

. O(FV) ou
— _dr /S " (ua—y _ F\I!a—y)da +

+47r/ ua—Fda — 47r/ Fa—udo.
S‘I (mo) 81/ Sel (zo) 31/

Portanto, temos

FU
/ (uAv — vAu)d:v = —47r/ (ua( ) — F\I/@)da +
Be, (5)— Be, (z0) Se,(@) © OV v
F
+47r/ ua—da — 47r/ F@do
Se,(z) OV Se,(zg) OV

tomando o limite da expressao acima para ¢, tendendo para zero, temos pelo Lema A.1.1

partes (i) e (ii) que

uAv — vAu )dz = —4rw u—a( ) — F\Il—au do + 4dnu(z,, t), 2.9
0
Be, (25) Sy (20) v Ov

pois - 5
U
lim u——do =u(z,,t) e lim F—do =0.
El —0 SEI (IO) al/ El —0 Sel (2?0) a]/
Agora, tomamos o limite da expressdo (2.9) para ¢, tendendo para e e obtemos

/ (uAv — vAu)dz = dru(z,, t),
Be(zo)

/ (ua(F‘Ij) — F\Il@>da =]
553 (zy) ov ov ’

visto que
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pois, por hipétese 4, ¥ = 0 em uma vizinhanca da Se(z,). |

Agora estamos com todas as ferramentas necessdrias para mostrarmos o resultado

desejado, que segue abaixo:

Proposicao 2.3.2. Toda solugdo u de (2.5) satisfaz a desigualdade

ju(z,8)] < K, ( /R uz(:v,t)d:v>% + K, ( /R u:l(:v,t)dcv)%, (2.10)

onde R é a regido do espago limitada por B e uma esfera de raio R contendo B (que
depende de z,). Isto é R = B(0,R) — B. As duas constates K,,K, € R" também

dependem de x,,.

Prova. Seja € o raio da bola de centro z, € € como na hipétese do Lema 2.3.1. Entao,

temos

drlu(z,, t)| = I/( )(uAv—'uAu)dx
e\ZTg

/ |luAv — vAu|dz
Be(mo)

/ (|luAv| + [vAu|)dz,
Be(z,)

IA

IA

onde v é a funcdo definida em (2.6). Como Au = u,, segue que

4r|u(z,, 1) S/ |uAv|+/ lvu,,|dz.
Be(zg) Be(z,)

Pela desigualdade de Schwarz, obtemos

dmfu(z,, t)] < (/B( )(Av)zdx)%(/B( )u2d$);+
e(Tq e(zg

5 3
+(/ vzdx) (/ ufﬁd:v) .
Be(z,) Be(zg)

Agora, tomamos as constantes

= fBe(%)(Avfdla:)% <( fR(Av])de)% = K, < o0

2 * 2 2
ﬁ(fBe(zo)v dm) < ﬁ(fﬁv da:) =K, < oo,

4J tem suporte compacto em Be(z,).
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e obtemos
1

2 2
[u(z,,t)| < Kl< - )u d:c) +K2(/B( |
«(Zg \Zo

< Kl(/Ruzda:)%—FKz(/Ruidx)%.
lu(z,, )| SK(/ uzdx)% +K2(/ uidx)%,
R R

onde R € a regido situada entre 9B e alguma esfera de raio R suficientemente grande

uidx) , VB (z,) CR
Logo,

centrada na origem, isto é, R = B, (0) — B. |

Apresentaremos agora o enunciado e a prova do Teorema 2.3.5 o qual estabelece que a
energia da solugdo da equagdo da onda com obsticulo minimamente decai tio rapidamente

quanto 1/t. Mas antes faremos algumas observagdes importantes & sua prova.

Observagao 2.3.3. Sea € R étal quea <[, | >0, entdoao =N+ M, onde N <0 e
|M| <1

Prova.

e Se -l<a<l,entaio N=0e M = q.

e Sea< —l,entaio a+1<0e, portanto,a = N+Mcom N=a+le M = —[.

Observacao 2.3.4. Se u =0 em 0B, entdo
Ju
Vu = <%) v, sobre 0B, (2.11)

onde % € a derivada normal e v é o vetor ezterior normal & fronteira de B.

Prova. De fato, se u = 0, sobre 9B, entdo 0B ¢é uma hipersuperficie de nivel zero em

relacao a u e, portanto, VuldB. Mas v.L9B. Logo, Vu || v, entdo existe A € R tal que

Vu =\ (2.12)

como
— =Vu-v=>N-v=)\

v
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segue que 8
U
Vu= (g )v

sobre a fronteira de B. |

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira. Seja v uma soluco,

suave, do sistema
Ou=0,VzeQ, VteR

u(z,0) = f(z), Vz €
u,(z,0) = g(z), Vz €Q
u(z,t) =0V ze€dB, Vt>0,

(2.13)

onde f,g € C; () sdo fungdes com suporte na B,(0), B é um corpo estrelado e §, o

complementar de B, um aberto do R’. Nestas condigdes, podemos mostrar o seguinte

resultado:

Teorema 2.3.5. Seja u uma solugdo de (2.13). Entao,
E(R,1) = / (IVull® +o’)dz < K/, (2.14)
R

onde K depende de f, g e k, o raio de suporte dos dados iniciais e do corpo estrelado. R
¢ a regido entre OB e uma esfera fiza de raio R suficientemente grande contendo o corpo

estrelado e o suporte dos dados iniciais.
Prova. Suponhamos que B C R® é um corpo estrelado com respeito & origem, isto é,
T V= (1131,1112,1173) : (577774) = $1§+m27]+$3g >0, VzedB, (2-15)

onde v é o vetor exterior normal (unitério) & fronteira de B.

Esquematicamente, temos a figura 2.4
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Figura 2.4: Corpo estrelado em relacao a origem.

Multipliquemos a primeira equagio de (2.13) por

z-Vu+tu, +u, °

entao
0 = (z-Vu+tu, +u)0u
= (:‘vluml + xZU’zz + ‘Tsu’zs + tut + U) (uzl z + u1212 + uzsza - utt)
= xl u:cl ua:lzl + xl uzl u:c2::2 + ‘,‘I"l’l‘L:i:1 um313 Tt xl uxl utt + Rk +
+uuwm + us,, ., =+ U, . — Ul
e, portanto,
O = l.lu’zl uzlzl + xl uxl u123:2 + xl u:z:l uz3:r3 - x] uml utt + T +

+uuz - + uuz T + uuz T, uutt' (216)
171 272 373

Agora, vamos usar as cinco identidades bdsicas apresentadas no inicio deste capitulo

no segundo membro da expressao (2.16) com o intuito de transforma-lo no divergente de

SEm R teridmos z - Vu + tu, + "—;lu como multiplicador.
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. 4 .
um campo vetorial G em R . Fazendo isto, temos

. E T u u
2. U 1 U, b
_ ) | 1 . 2 2 U U .
== ( 2 ) -t (), ( 2 >ml+ y T,
xTr
2 2 2 2
T,u, U, ( )+ T,U, u, P
3 S s i s
== -+ —(z,u, u,),
( 2 )1 2 1 2 /4 2
2 2 2 2
+(u’u':nl )ml s uIl + (’u’u'.cz)z‘z — uz2 + (uuma)m:; = uza = (uut)t + 'u’t
2 2 2 2
1'1“3;1 xlu:c.z xluma .’Elut n B Ak n
= ( 2 - 2 - 2 + 2 +x2um1u22 ‘TSU:L'I Tg umlut uuxl " +
1
2 2 2
tu_ tu, turs tuf
+...+(_ 21 She Rhae Sivcey —mluzlu‘—xzumzut—xsuzsut—uut>
t
= div(QG).
Portanto,
div(G) =0, (2.17)
onde
2 2 2 "
z. U T, u T U .U
G . 1 z) 1 Ty 1 £ 1% +x U u +t + ’
o 2 B 2 - 2 * 2 +:1:2uz1u12 ey ey u”l , uu’l’
2 2 2
Ty TyU T,u T u2
- -2 = 2t +z,u, u, +tuu +uu.
Ty Ty Ty Ty TR, T, U T, U,
2 . 2
T U, Ty, T, g .
S 4 5 + U, U, + 2, U, +tutux3 +uu,,;
2 2 2
tu tu tu tu’
%1 29 T3 ¢
Ty T T T Ty T g T Tl Uy T Tl U~ Do, U, — ). (2.18)

Seja R = (D(0, R +t,) — B) x [0,t,] a regido limitada pelas “tampas”
Fl - (D(07R+t1) a B) X {0}
F'z = (D(OaR+t1) - B) X {tl}

e as duas superficies cilindricas

P =8B x[0,¢]
T, =80,R+t) x[0,t,).

O raio R que tomamos ¢ tal que B(0, R) D supp(f) U supp(g) U B e, ainda u(z,t) = 0 se

lz|| > t + R, pois esta regidao estd “longe” do dominio de influéncia dos dados iniciais.
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Seja OR a fronteira de R. Entao

OR =T, UT,UT,UT,.

Esquematicamente temos a figura 2.5

Figura 2.5: Regiao cilindrica.

Como I', é a superficie cilindrica gerada pela esfera S(0, R + t,), temos que I', estd
fora do dominio de influéncia dos dados iniciais e, portanto, u e todas as suas derivada
se anulam. Logo, G = 0 sobre I',. Portanto, integrando ambos os lados de (2.17) sobre a

regiao R, obtemos

/_ div(G)dzdt = 0. (2.19)
R
Por outro lado, vamos desenvolver
J = / div(G)dzdt. (2.20)
R
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Entao, pelo teorema do divergente, vem

J = G- Ndo

R

- —/ G-(0,0,0,l)da+/ G-(0,0,0,l)dcr—/ G- (&,n,¢,0)do
T Ty T3

= / [(z - Vu)u, + uu,]dz —I—/ [— %(IIVU||2 + uf) — (z - Vu)u, — uut] dz —

2

2 2
Tu, LY, T,
— e - + zu, U, +Tu, U, JE+
r

2 2
3
2 2 2
LU, TyU, Tyl
+(— 5 + 5 39 +mlu$1u:2 +$3UIZU,3)77+
mBUi x3u’z $3’uz
+<— 5 1 3 2 4+ 5 3 +mlu31u,3 +.’L'2’U,22U,23)Cj|do"
Isto é,
t
7 = / (2 - Vu)u, + uu,]dz +/ [ BVl +47) = (e Vupu, —un,Jds -
L r
1 , , ., i
:L‘l’ule xlu% a:l'u,za
—/F [( 2 9 2 +z,u, U, +$3uzluz3)§+
3 , ,
.’Ez’uzl .’I]z’u,22 :I:Z'u,23
+(— S = b, U +m3u$2uzs)n+
$3'U,: xau: mauz
+(— 5 1 5 Lo . 3 +z,u, u,, +z2u12u23)§]da, (2.21)

Chamemos as integrais que aparecem em (2.21) de:

T, = / [(z - Vu)u, + uu,|dz, t=20 (2.22)
L
t
.= [ [~ 30Vl +4) - (o Vou —wu]ds,  i=t (.29
Ty
2 2 2
xlu;,;l $1U’I2 xluzs
T
3
.’[I.Z'UJi $2u2 'T2u2
1 3 _ T3
+(_ 2 + 2 2 +$,u,1u12+x3um2u13)77+
2 2 2

1133’U.II $3’U,z2 :Eslu’ms
+( - - + 5 +z,u, u, + a;Quzzu:a)C]da. (2.24)
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Entao
J=T+T,+ T,

Estudemos cada uma dessas integrais. Inicialmente temos que

I = / [(z - Vu)u, + vu,|dz

é limitada, pois esta integral esta calculada sobre T', que est4 situada no plano ¢t = 0 e,
portanto, seu integrando é uma fungao dos dados iniciais f e g e do V f, que tém suporte

compacto contido em R, a regiao limitada por S(0, R) e 9B.

Deixaremos por tltimo a anélise da integral .7, devido a sua complexidade em relacao

as outras duas. Calculemos, portanto a integral 7,. Temos

avuz zluz xuz
J = — [ LE— € — 3§+xuu§+muu§—
L2 2
3
xzui :z:u :vu

1 — —
- 2 77+ 2 77 2 77+a; uzzn+$3u:2uz3n

T,u z3u22 T,
El z 2:3
— {— 5 ¢+ = C+zu, u:3C+$2u12uz3C]da

.’L‘1 2 2 2
T

3

72(_11, 7;—|—u n—u 77+2u U, &+ 20, u, C)
%(—u C—u C+u §+2u LUy §+2u ,Us n)]do.

w

Logo,

I, = _/ [%(Uzlf—u f—u §+2u | Us 77+2uzluI3C)+

Tg T3

+$2(—u 77+u n—u 77+2u u, &+ 2u, u C)+

s 2
+—( - uIl ¢— uzzc +tu, C+2u, u, §+2u, U;ﬂ)]da- (2.25)

Como I, ¢ a superficie cilindrica gerada pela 9B segue da Observacao 2.3.4 que (2.25) se

reduz a:

T, = —%/P (z- u)(g:j) do. (2.26)

3

Logo, J, <0, pois z - ¥ > 0 por (2.15).
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Finalmente, estudemos o comportamento da integral sobre

T, = (D(0,R+1t,) — B) x {t,}.

2

Isto é, a analisando a integral 7,, temos
t 2
7o = [ [~ 30Vl +u) - (@ Vuju, -, Jas
Ty
t 2
= ——’/ (Ve + u,)dz — / (z - Vu)u,dz — / wu,dz
2 Ty ry T

2

t 2 t
= =3[ Qv +udie =% [ (vl + )i
'p—R R

—/ (x-Vu)utda:—/(:v-Vu)utda:—/ uu,dz.
's—R R T

2 2
Assim,
t, : 2 t, 5 a
g, = = NVull” +u,)dz — 2 [ (IVull” +w,)dz
2 I'y—R 2 g4
2
—/ (z - Vu)u,dx — / (z - Vu)u,dz —/ wu,dz. (2.27)
Tp—R R Ty
Sejam
( 2 2
T = =% [, o (IVull" +v)de
T = =% [, UIVull” +u,)dz
{ T =— frz_R (z - Vu)u,dz (2.28)
Tog == fR(:c - Vu)u,dz
L *jzs = _fp uuzdx

Precisamos analisar cada uma das cinco integrais que aparecem em (2.28). Inicialmente

VAR
(50 -

Agora, vamos mostrar as seguintes desigualdades:

podemos ver que

|~723| < _'.721 + %E(O)
|70l < 3E(0) (2.30)
|7..] < AE(0), A € R".
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De fato, para a primeira delas, temos

=R

< / |z - Vul|u,|dz
's—R

95—

usando a desigualdade de Schwarz, obtemos
Tl < [ lalVulludo
ry—R

< (4 +R) / 1V, |dz.

Pela desigualdade fundamental 6, vem

t R
Tl < B / (IVull* + u*)de.
2 I R

2—

: R
_ b / (IVull’ +')dz + £ Bt,)
2 . 2

= —J, + gE(O).

Esta ultima igualdade segue da primeira equagéo em (2.28) e do principio da conservacao

de energia. Logo,

R
| Tos| < =Ty + 5 E(0). (2.31)
Agora, vamos estimar 7,,:
1Tl = ’/(x - Vu)u,dz
R

< / I - Val|u, |dz
R

usando a desigualdade de Schwarz, vem

Tl < / 21 Vallfu,|dz
R

< R / 1Vl |dz.
R

6Se a,b € R, entdo ab < 1(a’ +b).
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Novamente usamos a desigualdade fundamental e obtemos

R
7l < 5 [Vl +u)de
R
R

= SE(®,).

Do principio da conservagao de energia, temos

T < 2 EO), (2.52)

pois E(t,) = E(O).

Finalmente, vamos estimar |7, :

1l = | [ wual
Ty
< [ lullw|de
T2
1 2
< —/ (u +uf)da:
2 5,
< AE(0),

sendo que esta tltima desigualdade é uma conseqiiéncia do Corolario 2.2.5. Logo,

|7.] < AE(0). (2.33)

E, portanto, as férmulas (2.31), (2.32) e (2.33), provam as desigualdades em (2.30).

Isto é,

|| < =T,y + £E(0)
|7,.] < ZE(0)
|7..| S AE(0), A eR".

Como J,, < 0 (por (2.29)), segue da Observagao 2.3.3 que podemos escrever
T + Ty = N+ M,

onde N < 0 e |M| < £E(0).
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Semelhantemente, combinando (2.22), (2.26), (2.29), (2.30), isto é, as férmulas
([ J, = [ (z-Vu)u, +wu]dz, t=0
1

7 =-4J, e 0)(3) do
T <0

4@<0

|Tosl < =Ty + £E(0)
|74 < £E(0)

([ |T2s] < AE(0), AER".

E a Observagao 2.3.3 temos, por (2.20), que
J=T,+T,+N+ M, (2.34)

onde N <0, J,, <0,J, <0e|M| <C(R)E(0), isto é, | M| é limitado por uma constante
C, que depende do raio da bola fixada e da energia inicial. Por outro lado temos que 7 = 0
(por (2.19)). Portanto, cada um dos termos negativos N, 7,, e J, so limitados em valor

absoluto, em particular,
t, / (”Vu“2 - u:)d:z: <K,
R

onde R ¢ a regido do espaco limitada por S(0, R) e 8B. Isto prova que a energia minima-
mente decai tdo rapidamente quanto 1/¢. |

Agora, enunciamos e provamos o resultado principal:
Teorema 2.3.6. Seja u uma solugdo, suave, do problema de valor inicial e de fronteira

Qu=Au—u,=0,Vze, V>0
u(z,0) = f(z), Vz € Q

u,(2,0) =g(z), Vz € Q

u(z,t) =0, VzedBet>0,

(2.35)

onde B é um corpo estrelado com fronteira suave, f e g sdo fungdes suficientemente

regulares suportadas em B = B(0,R). Entdo, localmente, u decai com o tempo pelo
~ ’ . 1

menos tao rdpido quanto T

Prova. Suponhamos que B é um corpo estrelado com fronteira suave com respeito a

origem e f e g sdo fungdes suficientemente regulares suportadas em B = B (0,R). Seja
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R a regido limitada por 88 e S(0, R). Entao, da observacdo 2.2.3 segue que se u é uma

solucdo (2.35), entdo v = u, é uma solucao de (2.2). E, portanto, para v vale o Teorema

2.3.5, isto é,
t/ vfdx < t/ (Vo] + vf)dx < Cs.
R R

Mas v, = u,, e, portanto, temos
t/vada: = t/Ruidx < Cs. (2.36)

Além disso, se w é uma solugdo de (2.3), entdo pelo Coroldrio 2.2.4, temos w, = u e,

portanto, aplicando o Teorema 2.3.5 para w, obtemos

t/ wfdxgt/(||w||”+wj)dz <Gy
R R

Como
t/wfdx:t/uzdx
R R
segue que
t / w'dz < C. (2.37)
R
Por (2.37) e (2.36), temos
C C
/ wdr < e / uftdx < 22, (2.38)
R t R t

Agora, substituindo-se as majoragdes obtidas (2.38) na desigualdade (2.10) da Propo-

sicao 2.3.2, temos

et < Kl(/uz(z’t)d"’)%JrK?(/“Z(:v,t)da:)%
R 1 L R
< 02!+ ()
K™%,
E, portanto,

lu(z,, t)| < Kt~ 7.

Isto encerra prova do nosso resultado principal. |
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APENDICE A

Identidades de Green

Vamos apresentar neste apéndice as identidades de Green. A fonte que seguiremos para
este relato é basicamente a proposta por Rafael Iério em [3] e para consulta sugerimos [9]
e [10].

Vamos estudar alguns conceitos da topologia do R, o conceito de superficie em R" e
algumas de suas propriedades bésicas que seram importantes no desenvolvimento de todo
este apéndice. Se z, € R e r > 0, definiremos a bola aberta de centro zo e raio r o
conjunto

B(z,,7) ={z € R : ||z — z,|| < r},
onde || - || denota a norma euclidiana usual. A esfera de centro z, e raio r > 0 sera
denotada por dB(z,,r) ou S(z,,T).
Se Q2 é um aberto do R" e f : @ — R é de classe C*, k > 1, o gradiente da f é a fungéo

. _(of of of of
vf_gradf—<8m1’8x2’8a:3""’893n)'

Uma funcio G : Q C R" — R" (ou C") é dita um campo vetorial real (ou complexo).

G é de classe Ck, k > 1 se, e somente, se cada uma de suas componentes G, : Q C R" - R

(ou C), i =1,2,...,n o sdo. Neste caso a divergéncia da G ¢ a funcao
e,
V-G=divG = —.

Se f:Q2CR" — R (ouC) é de classe Ck, k > 2, o laplaciano da f é a fungédo

" g
Af:Za—ﬁ.

45
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Observagao A.0.7. Se f: Q CR" = R (ou C) ¢é de classe C*,k > 2, entdo o laplaciano

da f € igual a divergéncia do gradiente da f, i.e.,

Af = div(grad f).

Prova. Defato,se f: Q@ CR" — R (ou C) é de classe Ck,k > 2, grad f = (%,:sz, ;Tj; ) "’az,-—i)

é pelo menos de classe C' sobre 2 e, portanto,

n

of of of of \ _~—0f
81:1’8:1:2’3:1:3”"8:3")— .87_Af'

1

div(grad f) = div (

i=1
Como queriamos mostrar. |

Defini¢6es idénticas permanecem validas para €.

Uma superficie M de classe Ck, 1 < k < 00 é um subconjunto S do R” tal que para
todo z, € S existe uma vizinhanca aberta de z,, V;o C R", e uma funcio real, ¢ € C" em
V,, satisfazendo V¢ # 0 em V,esSNV, ={z¢ V., : ¢(z) = 0}. Neste caso, utilizando
o teorema da funcao implicita (e uma mudanca de coordenada conveniente) S pode ser

representada localmente como grafico de uma funcdo de classe ¢,

Teorema A.0.8 (Da divergéncia). Sejam Q C R" um dominio limitado com 99 suave

e G um campo vetorial de classe Ck, k> 1 em Q. Entdo
/ G(y) - v(y)do(y) = / div G(z)dz
o9 Q

onde v(y) denota a normal exterior a 9Q no ponto y e do(y) é a medida geométrica

natural sobre OS).

Proposicdo A.0.9. A fun¢io v — ||z||*, z € R* ¢ integrdvel sobre uma vizinhanga do

zero se, e somente, se A\ > —n e integrdvel fora desta vizinhanca se, e somente, se \ < —n.

T

Prova. Com efeito, se z € R", entdo z = rw, onde 0 < 7 < 1, 7 = ||z]| e w = -
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we S 1= {zeR" :|z| =1} e, portanto, dz = r" 'drdw e

1
/ ||a:||’\d:c = // r*r* ldrdw
o<|l=||<1 0 J5(0,1)
1
= /r”"_ldr/ dw
0 5(0,1)

1
= w, / rM1=1dr  (seja, entdo € > 0, temos)
0

e—0

1
= limw, / rMr=ldy
€

_ wn 3 _ An
= S imd—E

wﬂ
= y3n < +00 (A1)

se, e somente, se A\+n > 0 <= A > —n, pois quando € — 0, e**" — 0. Como queriamos

provar.

Agora, vamos ver o caso Jilmll>1 ||z||*dz.

/ lz||*dz = // " drdw
[lz(|>1 1 J5(0,1)
= /r’\“"""ldr/ dw
1 5(0,1)

€
= W, / r7=ldr  (seja, entdo € arbitrariamente grande, temos)
1

€
= lim wn/ rA=lgy
1

e—+00

An 1)

= - <40 (A.2)

se, e somente, se A +n < 0 <= A < —n, pois quando € — +00, e*t™ — 0. Logo, esta

provada a afirmativa. |

Coroldrio A.0.10. A funcio z — ||z||™, = € R" € integrdvel sobre uma vizinhanga do

zero se, e somente, se A < n e integrdvel fora desta vizinhanga se, e somente, se A > n.

Prova. A prova deste fato é imediata da Proposicao A.0.9. |
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Observacao A.0.11. Se A = n, entdo
1
/ lz|]| "dz = limw, / r " 1dr = o lim[— In(e)] = +o0
0<”IIIS]- e—0 € e—0
pois o In(e) = —oo quando € — 0. No caso ||z|| > 1, temos

/ lz]|"dz = lim wn/ r~™ " ldr = w, lim [In(e)] = 400
llzl|>1 1 Man

e—-+o00
pois o0 In(e) — +oo quando € — +0c0. Logo, a fungdo x — ||z||” ndo é integrdvel para
A=n.
n/2 S —t ,8— z s . s

Note que w, = Fl(’;/—Q), onde I'(s) = fo e 't 1dt,s > 0 € a drea da superficie esférica
do R".
Exemplo A.0.12. Sejam @ C R® um dominio regular (aberto, limitado com O suave)
e xo um ponto fizado em ), entdo a fungdoy € Q v+ F(zo —y) = —(w,||lz0 — y||)~* €

localmente integrdvel e
2

€
/ |F(zo — vy)|dy = 3 < +oc0.
B(:L‘o,e)

Prova. De fato, se introduzirmos coordenadas esféricas y —zo =rw, 0 <r < e e |w| =1,

entdo dy = r?drdw, onde dw denota o elemento de 4rea na S (2o,1) e, portanto,
| WPty = [ |~ (alay ol "y
B(zo,¢) B(zo,¢€)

= / | — (@x||rw||) " r?drdw
B(zo,€)

= (47r)_1/ dw/ r~iridr
so1 Jo

2 €
= (4m)7! dw™
s 2o
2 2
= (47r)_147r5 =5 <+ (A.3)
como queriamos provar. |

Observacao A.0.13. Poderiamos, ter mostrado que
y € Qrr F(z0 —y) = —(4rllzo — y|))

€ localmente integrdvel, transladando o problema para a origem e, em seguida, aplicando o
Coroldrio A.0.10, pois A =1 < 3 que € a dimensdo do espago R’. Mas como precisavamos

do valor desta integral resolvemos fazer seu cdlculo diretamente.
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A.1 Identidades de Green

Vamos obter nesta secdao as trés identidades fundamentais que sdo conhecidas por
Identidades de Green, mas inicialmente faremos alguns resultados que serao necessarios

para suas, respectivas, demonstragoes.

Lema A.1l.1. Se a fun¢do g € C(B(z,€)), entdo

e (i) limesyo [g, o F(z —y)g(y)da(y) = 0

e (i) lim. g f.S'(a: 9 -‘%ﬁfﬂg(y)da(y) = g(z) onde v, denota a normal exterior a S(z, €)

no pontoy e F(z —1y) = —(4rl|zo — yl|) "

Antes de provarmos este Lema faremos uma observagido que serd de extrema im-

portancia para sua prova.

Observacao A.l1.2. Notemos que:

o (0) [spe Fl@—y)9(y)do(y) = —(4me)™" [5(, 9(y)do(y)

o (b) XU = (4m) 7z — ylI?

Prova. Mostremos (a):

/ Fle— algldoly) = / _(4rlz — yl) " 9(y)do(y)
S(z’e) S(iC,E)
= —(47e)7 ! do A.
( >‘LM3w>(m (A4)

a tltima igualdade se deve ao fato que na S(z, €), temos que ||z — y|| = €. E, assim, fica

mostrada a afirmativa em (a).
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Agora, mostremos a afirmativa em (b):

OF (z — y)

av, = VyF(z—y) -y
_ (3F(a:—y) 0F(z —v) OF(:E—y)) Y-z
Oy ' Oya T Oys ly — =l
_ - -z
= () =yl = o v =m0 = 2) -
= (@n)Yz—y sy—7)-(y—2)
(4m) o — g
)12
= (@dn) Yz —y _slly —2)|l = (47) Uz — )||-2 A5
(4m) =] Il To=al (4m)~ ||z — y)|| (A.5)
e, portanto, segue o resultado. [ |

Prova. (Do Lema A.1.1). Parte (i): Pela parte (a) da Observacio A.1.2, temos

|/ P = |- [ oiew

S(z,€)

< (dne) / L0
< (4me) 'M4ame’ = Me — 0 (A.6)

quando € = 0, M = sup, 55 |9(y)| este mimero existe, pois g € C(B(z,¢)). E isto
prova (i).

Parte(ii):Pela parte (b)da Observagao A.1.2),temos

OF (z —y) _ il - i
/S .y O 9(y)do(y) = /S (z’e)(4) Iz — yll~2g(y)do ()
1

= s [ oldot) (A7)
TE™ JS(z,€)

Observe que (A.7) é exatamente o valor médio da fun¢do g(y) sobre a esfera S(z,e).

Sabendo-se que g € C(B(z,¢€)) g é uniformemente continua (e limitada) e, portanto, dado

6 > 0 existe v = (0) tal que, se y1,y2 € B(z,€), |9(y1) — g(y2)| < 6. Entéo, tomando-se
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€ < 0, temos

‘/S(x,e) B_F(;_—_@g(y)da(y) - Q(x)’ = 47362 ’ /S(z’e)g(y)da(y) — /S(;c,e)g(x)da(y)

Yy

1
< - d
< goa [ o®) = o@liow
),
< ddo(y
4mre? S(z,¢) ( )
)
< ? =§. ;
< 47r€247re ) (A.8)
Dai segue (ii). E de (i) e (ii), estd provado o Lema A.1.1. |

Teorema A.1.3. Sejam Q C R",n > 3 um dominio limitado, onde vale o Teorema da
divergéncia, A.0.8, e u,v € c* (Q),k > 2. Entio

o (i) [,(v(@)Au(z) + Vu(z) - Vo(z))dz = [oqv(y) 5ldo(y)
o (i1) [o(o(2)Au(z) - u(@) Av(2))ds = [, (v(1) %L — u(y) 5L )do(y)
o (111) Vz € Q tem-se
u(z) = /QF(x — y)Au(y)dy + /aQ [u(y)a—F(gy—y_yl — F(z - y)aau—g)] do(y),

onde F(z —y) = —(4nl||lz — g™, (z—vy) € R\ {0} e 5% denota a derivada

direcional em relagcio a normal no ponto y € K.

Prova. Parte (i): Sabemos que

du(y) B
/mv(y) -a—yy-da(y) = /m v(¥)[Vu(y) - v,)do(y)

- /a Q[v(y)Vu(y)] -v,do(y) (pelo Teorema da divergéncia, temos)
_ / divip(z) Va(z))ds
Q
— ] Avlo(e) (0, a2, e ()N
= /n ([0(2)tz (2)]oy + [V(@) e, ()] + [0(2) Uy (9)]a ) d

= /Q[v(:c)Au(z) + Vu(z) - Vu(z)|dz (A.9)
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desenvolvendo a regra do produto para derivadas, arranjando os termos que af aparecem
e substituindo as identidades convenientemente, obtemos a tltima integral desejada. E,

portanto, vale a identidade em (i).

Parte (ii): Pela parte (i) trocando-se v por u, temos

/Q(u(:z:)Av(:z:) + Vo(z) - Vu(z))dz = /an u(y)zv—l%)da(y)

agora, subtraindo, membro a membro, a equagdo em (i) desta tltima, temos a igualdade
em (ii), pois Vu(z) - Vo(z) = Vu(z) - Vu(z).
Parte (iii): Finalmente, vamos mostrar a identidade em (iii), mas antes faremos algu-

mas consideragbes técnicas sobre as integrais que af aparecem. Inicialmente percebamos

que se y € 02, entdo y # z, Vz € Q e, portanto, o integrando

U(y)%yy_y) - F(z— y)gglf—j)

é continua em 99, pois z —y # 0,V y € 0Q e z € Q. Dai, tem sentido a integral que

compoe o segundo termo de u(z) na terceira identidade. Quanto ao integrando
F(z — y)Au(y)

na primeira integral, integral sobre 2, da funcio u precisamos ter mais cuidado com a
fungdo F'(z — y) que multiplica o laplaciano da wu, pois neste caso temos singularidade a
considerar, ja que a integral deste integrando é sobre (2 e, portanto, podemos ter z = Y
donde a fun¢do F(z — y) = —(4n||z — y||)~! ndo esta definida, mas pelo Exemplo A.0.12
sabemos que F é localmente integravel em R? e a integral sobre a B(z,¢) de F ¢ igual
% < +o00. Sendo 0 Au uma fungao limitada (de fato, se 2 é limitado, £ é compacto e como
o laplaciano da u é continua, pois u € C*(Q) segue que Au é limitada e uniformemente

continua em §2) segue que se € > 0 é tal que B(zg,€) CQe M = sup,cq Au(y), temos

| [P -vauma] < [ 1FE - plisuw

< M /_ |F (a0 — y)ldy

= M(/_ |F'(z0 — y)|dy + / |F'(z0 — y)ldy)
\B(z0,€) B(zo,€)

o
< +oo0 (A.10)
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pois F(z — y) é continua em Q \ B(z,€). Portanto, a integral sobre {) existe no sentido

de Lebesgue. Em particular,

| Fa-paumdy=tim( [ P -au(y)

Q\B(zo,¢)

onde a integral sobre Q\ B(zy, €) podem ser interpretadas como integrais de Riemann, pois
o integrando F(zo — y)Au(y) é uma fungdo continua definida no compacto Q \ B(zo, €).
Logo, destas consideracdes tem sentido o primeiro membro da fun¢do u(z) na identidade

em (iii) e, portanto, a funcao u(z) esta bem definida. Agora, basta mostrarmos sua

validade.

Fixemos zo € Q e seja € > 0 tal que B(zg,e) C . Seja, entdo Q. = Q\B(zo,¢€).
Como v(y) = F(zy — y) pertence a C*(Q), pois para todo y € Q. y # o, e sendo
um dominio limitado, onde vale o teorema da divergéncia segue que podemos aplicar a

identidade em (ii) para a funcdo v(y) = F(zo — v), entdo

M _ u(y) 8I?($0 - y)

(F(zo — y)Au(y)dy = /BQ (F(:vo—y) 0, “n )da(y) (A.11)

Qe
pois u(y) AF (zo — y) = 0 j& que Av(y) = AF(zo — y) = 0. De fato, v(y) = F(z0 — y) =

—(4r||zo — y||)~* pertence a C*(§2.) e, portanto, podemos calcular Av(y) = AF(zo —y).

Entao

Av(y) = AF(z0—y) =

|
o

—3(a? — yi)z(i(xg -u’) )]

= 3(4m) " (llwo — ylI™* = llmo — yl*llzo — ylI ™)
= 3(4m) " (llzo = ylI7* = llzo — ylI7*) = 0. (A.12)
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Agora, desenvolvendo o segundo membro da equagao (A.11), vem

e -vauway = [ (reo-nFH8 - un =D
- /a . (F (zo — v) ouly) _ v:(y)—aF(x0 ~) )da(y) -

Iy Oy
a’u,(y) aF(.’EO — y)
- /sm,e) (Fleo - 2 U(y)T>da(y)
= /{m (F(:L’o - y)aau_i::) — u(y)g;z;—y))da(y) _
_/ F(zo—y) aglfy) do(y) +
S(zo,€) y
OF(z0—y) .
i /S(mo,e) )=, — o). (A.13)

O sinal negativo que surge no segundo termo da segunda igualdade se justifica, pois a
normal exterior a 9Q2 aponta para dentro da bola B(zy,¢). E, portanto, fazendo € — 0 e

usando o Lema A.1.1 parte (i) e (ii), respectivamente, temos

/ F(zo — y)ag—fjlda(y) —0

S(ZO !E) Y

[ w Do) 5 i)
S(zo0,€) Y

pois '9(.3“—,2’) e u(y) sdo ambas continuas em B(zy,¢). De modo que

J o —vautiar= [ (Fo-H2 -5 =) do(y) + u(a)

Agora, rearranjando esta equacdo e lembrando que zp € Q é um ponto arbitririo esta
provada a identidade em (iii).
De (i), (ii), (iii) esta provado o Teorema A.1.3. |

As trés identidades que aparecem no Teorema A.1.3 sio conhecidas, respectivamente,

por primeira, segunda e terceira identidade de Green.
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Indice Remissivo

E(R,t) indica a energia de u, na regiao
R, no instante £, 2

E,: indica a quantidade de energia para
a solucdo w da equacao da onda,
27

A: indica o Laplaciano de uma funcao, 8

A,: indica o Laplaciano na varidvel z, 11

aeN,9*=09"9"%...0°, éooperador
diferencial de ordem «, 7

a €N a=(a,0,...,a,),a €N, é
um multi-indice, 6

V: indica o gradiente de uma funcao, 10

w,: indica a area da superficie esférica do
R", 11

w, = I—?%, onde I'(s) = j:o e 't dt,
s > 0 é a area da superficie esférica
do R, 48

dlu é a j-ésima derivada de u na direcdo
normal, 8

O: simbolo usado para definir o Operador
de d’Alembert, 2

EER,E*=¢¢6"...6,6
z - Vu + tu, + u: multiplicador, 2

o7

cone de luz, 7, 8

conjunto frente de ondas, 19
conjuntos frente de onda, 21
conservacao de energia, 22
conservativo, 10

corpo esférico, 21

corpo estrelado, 1, 23, 33, 42
corpo refletor, 1, 21, 22

decaimento da solugao, 21

decaimento local, 1

desigualdade de Schwarz, 31, 40

dominio de influéncia dos dados iniciais,
6, 36

energia, 21

equagao da onda 1-dimensional, 5

equacao da onda 1-dimensional, 14

equagao da onda, 21

equagdo da onda n-dimensional, 14

equagao da onda com obstaculo, 32

equacao de Euler-Poisson-Darboux, 12

equagao diferencial de Darboux, 11

equacao diferencial de Euler-Poisson-Darboux,
14
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Indice Remissivo

estrelado, 22

existéncia de solucao, 27

Formula de d’Alembert, 6
férmula de Kirchhoff, 17
flash de luz, 19

fluxo de energia, 1
fungoes impares, 16

funcoes pares, 16

Hadamard, 7
hipersuperficie, 6

hipersuperficie nao-caracteristica, 8
invariante, 8
Laplaciano para fungées radiais, 12

média esférica, 11
método da reducao de Hadamard, 17

método das médias esféricas, 11

obstaculo, 22

operador d’alembertiano, 7

operador da onda, 8

operador diferencial parcial linear, 6
operador linear de entrelacamento, 14

operador linear de entrelacamento, 13

polinémio homogéneo, 6

Principio de Huyghen, 18

principio de Huyghen, 21

problema de Cauchy, 5, 7, 11

problema de valor inicial e de fronteira
(P.V.LF)), 23

problema de valor inicial e de fronteira
PIV.F., 33

reflexdo, 21
regiao conica, 9
regiao de influéncia dos dados iniciais, 6

reverberacoes, 1, 21

simbolo principal, 7
solucao fundamental, 29
suave, 1

suficientemente regulares, 1

superficie ndo-caracteristica, 8
taxa de decaimento, 22

variedade caracteristica, 6, 7
vetor caracteristico, 6
vetor exterior normal, 33

vetor normal, 6, 8





