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Introducao

Os principais objetos de estudo da teoria de representa¢des de dlgebras sio as ca-
tegorias de modulos. Num certo contexto, esta teoria estuda a categoria de modulos
finitamente gerados a esquerda (ou a direita) sobre uma algebra de Artin, isto é, um
anel finitamente gerado sobre seu centro e este por sua vez é um anel artiniano. Casos
particulares desta algebra sdo as algebras de dimensao finita sobre um corpo algebri-
camente fechado. Este trabalho se enquadra no contexto das édlgebras de Artin. Para
uma algebra de Artin A, denotaremos por modA a categoria dos A-moédulos finita-
mente gerados e indA a subcategoria plena de modA consistindo dos representantes
de cada isoclasse de médulos indecomponiveis.

Uma classe de dlgebras que foi amplamente estudada é a classe das algebras here-
ditdrias (algebras tais que todo submédulo de um moédulo projetivo é projetivo). Ga-
briel caracterizou as algebras hereditarias do tipo de representagao finito como aque-
las que estao associadas aos diagramas de Dynkin. Posteriormente, Nazarova e outros
provaram que as algebras hereditarias mansas estao caracterizadas pelos diagramas
de Dynkin estendidos, também conhecidos como diagramas Euclidianos.

Um dos problemas classicos da teoria de representagdes consiste em descobrir o
tipo de representacdo de uma algebra dada, isto €, saber qual o niimero de classes de
isomorfismos de modulos indecomponiveis sobre a algebra dada. Faz parte do proble-
ma, também, descobrir se este niimero é finito ou infinito e se, no caso de ser infinito,
0s modulos indecomponiveis poderao ser de alguma forma parametrizados. No ca-
so de ser possivel parametrizar é o que chamamos de dlgebra do tipo manso e caso
contrario, do tipo selvagem.

Dois dos problemas que mais contribuiram para o desenvolvimento da teoria fo-
ram, sem duavida, as conjecturas de Brauer-Thrall I e II. A primeira foi resolvida por
Roiter e ¢ hoje conhecida como Teorema de Roiter. Roiter provou que uma algebra
de dimensao finita ¢ do tipo de representagao finito se, e somente se, existir um limi-
tante superior para o comprimento dos moédulos indecomponiveis sobre esta algebra
(ver [Roi68]). Em seguida, Auslander apresentou uma generalizacao do Teorema de
Roiter para anéis artinianos em [Aus74]. Foi em [AR75] que se deu o surgimento das
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sequiéncias de Auslander-Reiten (“almost split sequences”), que por sua vez deram
um novo impulso ao desenvolvimento da teoria de representagoes além de esclarecer
intmeras questoes levantadas nas conjecturas de Brauer-Thrall. A segunda conjectura
de Brauer-Thrall diz que para uma algebra de dimensdo finita do tipo de representacao
infinito sobre um corpo infinito, existe um nimero infinito de dimensdes onde da-
da uma dessas dimensoes, existem infinitos moédulos indecomponiveis nao isomorfos
com a dimensao dada.

Outra forma de estudar as categorias de modulos de uma algebra de Artin A é
estudé-la através do seu quiver de Auslander-Reiten I'4. A introducao do conceito de
quiver ampliou as possibilidades para atacar problemas relativos a uma categoria de
modulos previamente fixada. Em poucas palavras, podemos dizer que um quiver é
um grafo orientado.

Neste trabalho, faremos primeiramente um estudo dos quivers de uma forma ge-
ral e que, em particular, se aplica para quivers de Auslander-Reiten. No Capitulo
1 desenvolveremos toda a teoria basica de quiver e em particular apresentaremos o
conceito de quiver de Auslander-Reiten. A principio podemos dizer que o quiver
de Aulander-Reiten é simplesmente um grafo orientado onde cada vértice represen-
ta a classe de isomorfismos de um moédulo indecomponivel e cada flecha represen-
ta um morfismo irredutivel entre dois modulos indecomponiveis. Um morfismo en-
tre modulos indecomponiveis é dito irredutivel se ndao puder ser escrito como uma
composi¢ao de dois morfismos a nao ser que um dos morfismos da composicao cinda.

Um dos caminhos para investigar localmente o quiver de Auslander-Reiten é estu-
dar as formas das componentes conexas do quiver de Auslander-Reiten. Nesta dire¢ao
citamos, por exemplo [HPR80], [Zha91] e [Liu93]. Neste tltimo podemos ver um
estudo das formas das componentes regulares de I'y. Além disso, com as mesmas
técnicas que Auslander usou para provar a conjectura de Brauer-Thrall I (morfismos
irredutiveis e o Lema de Harada-Sai), Liu obteve mais informacoes sobre as formas das
componentes conexas do quiver de Auslander-Reiten I'4 para algebras de Artin do ti-
po de representagdo infinito [Liu92]. Neste trabalho ele apresentou uma nova prova
do Teorema de Happel-Preiser-Ringel [HPR80] que afirma que componentes conexas
regulares periddicas de I'4 sdo tubos estaveis.

Por outro lado, Auslander apresentou algumas questdes sobre ciclos orientados
que motivaram o trabalho de Bautista e Smale [BS83]. Neste trabalho Bautista e Smale
provaram a nao existéncia de ciclos seccionais. Lembramos que Liu apresentou uma
generalizacdo deste resultado em [Liu92] provando a nao existéncia de ciclos pré-
seccionais. Ainda neste trabalho, Liu apresentou uma prova de que as componentes
estaveis periodicas sdo as unicas componentes estaveis de 'y que contém um ciclo
orientado. Provou também que se uma componente conexa de I'; contiver um ciclo
orientado, entdo I', contém seqiiéncias de Auslander-Reiten com um unico termo do
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meio indecomponivel. Ja um estudo das componentes semi-estaveis que contém ou
nao ciclos orientados foi feito por Liu em [Liu93].

Outra linha de pesquisa que se ampliou ao longo dos tltimos vinte anos foi a te-
oria inclinante, que esta de alguma forma relacionada com a teoria de equivaléncia de
Morita. Sabemos que, em geral, ¢ dificil estudar diretamente a categoria de modulos
de uma determinada algebra. Por isso, a idéia foi estudar a categoria de modulos de
uma outra dlgebra que de alguma forma seja mais simples que a primeira e que tenha
alguma relagao com esta. Neste caso, constréi-se na teoria inclinante um médulo sobre
uma dlgebra dada tal que a categoria de médulos de sua algebra de endomorfismos
esteja proxima da categoria de médulos da élgebra original, porém que ndo lhe seja
equivalente, de tal forma que venha simplificar o problema. O fato do estudo da cate-
goria de modulos das dlgebras hereditarias estar bastante desenvolvido, possibilitou a
sua utilizacao na teoria inclinante.

A teoria inclinante teve suas raizes no artigo [BGP73] de  Bernstein-Gelfand-
Ponomarev onde foi apresentada uma outra prova do Teorema de Gabriel sobre a
classifica¢do das algebras hereditarias do tipo de representacao finito. Neste trabalho
eles introduziram os conceitos de funtores de Coxeter. Posteriormente, Auslander-
Platzeck-Reiten apresentaram uma formulacdo homolégica destes funtores e introdu-
ziram o conceito hoje conhecido como médulo APR-inclinante. Em 1980, Brenner-
Butler introduziram a primeira defini¢do formal de médulo inclinante e demonstraram
0 hoje conhecido Teorema de Brenner-Butler (ver [BB80]). Neste trabalho eles prova-
ram a existéncia de equivaléncias parciais entre subcategorias da categoria de médulos
de uma algebra e da algebra de endomorfismos de um médulo inclinante. Desta for-
ma, surgiu o conceito de &lgebra inclinada que é a 4lgebra de endomorfismos de um
modulo inclinante sobre uma algebra hereditaria. Posteriormente, Happel-Ringel sim-
plificaram a defini¢do de médulo inclinante e mostraram as principais propriedades
das dlgebras inclinadas (ver [HR82]).

A classe das algebras quase-inclinadas foram introduzidas em [FIRS96] com o ob-
jetivo de dar uma teoria inclinante geral para as categorias abelianas e desde entio ¢
objeto de muitos trabalhos de pesquisa. Concretamente uma algebra quase-inclinada
€ uma algebra de endomorfismos Endqy(T), onde T é um objeto inclinante numa cate-
goria abeliana e hereditaria #. Este conceito admite uma caracterizacio que também
foi dada por Happel-Reiten-Smale, que é muito utilizada quando se trabalha com esta
classe de dlgebras. Eles provaram que uma algebra A é quase-inclinada se, e somente
se,

(QT1) dimenséo global de A é menor ou igual a dois;
(QT2) cada A-médulo indecomponivel tem dimensao projetiva ou dimensdo injetiva
menor ou igual a um.

As dlgebras quase-inclinadas podem também ser caracterizadas pela propriedade
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IP: qualquer caminho em indA de um moédulo injetivo para um médulo projetivo po-
de ser refinado para um caminho de morfismos irredutiveis e qualquer tal caminho é

seccional.

Neste contexto, Size Li mostrou em [Li00] que as componentes nio semi-regulares
do quiver de Auslander-Reiten de uma algebra de Artin A, sem ciclos orientados, tém
a propriedade IP se, e somente se, tais componentes podem ser mergulhadas em um
quiver ZA onde A € secdo da componente. Generalizamos este resultado de Size Li
para quivers com translacao(Teorema (2.39). Além disso, apresentamos uma forma de
construir se¢des para quivers com translacionio semi-estaveis sem ciclos orientados,
tais que as fontes ou 0s pogos nas secdes sdo vértices injetivos ou projetivos, respecti-
vamente (Teorema (2.36), (2.37)).

As condi¢des (QT1) e (QT2) para algebras quase-inclinadas, induzem a existéncia
de uma trissecdo em ind A. Seja £ (respectivamente R ) a subcategoria plena de indA,
consistindo dos médulos tais que seus antecessores (respectivamente sucessores) tém a
dimensao projetiva (respectivamente injetiva) no méximo um. Neste contexto tem-se,
indA = (LA\ Ra)U(LaNRA)U(R4\ Ly4), e os morfismos vio da esquerda para a
direita na trissegdo (ver [HRS96]).

Coelho-Lanzilotta fizeram em [CL99] uma extensdo dessa classe de algebras A
para as quais indA = L, U Ry. Eles introduziram a nocdo de algebras shod como
sendo as dlgebras que satisfazem apenas a propriedade (QT2). A palavra shod é a
abreviagao de small homological dimension. Observamos que a dimensao global de
uma dlgebra shod é no maximo trés. A classe das 4lgebras shod contém a classe das

algebras quase-inclinadas.

As algebras shod podem ter dimensao global trés, enquanto que as algebras quase-
inclinadas e as inclinadas tém dimenséo global no maximo dois. J4 as algebras here-
ditrias tém dimensdo global no méximo um. Uma algebra A é chamada de shod
(small homological dimension) desde que, para cada A-médulo X, a dimensio pro-
jetiva de X ou a dimensZo injetiva de X seja menor ou igual a um. Uma dlgebra de
dimensdo global igual a trés é chamada de estritamente shod ou shod estrita. To-
das as algebras hereditérias sdo exemplos de algebras shod ja que todos seus médulos
tém dimensdo projetiva no méaximo um. As algebras inclinadas e as quase-inclinadas
também sdo exemplos de &lgebras shod.

O teorema fundamental de [CL99] nos fornece a equivaléncia entre as trés afirmagdes
seguintes sobre uma élgebra de Artin A:
(a) A € uma algebra shod;
(b)indA = LU Ry;
(c) qualquer caminho em indA de um moédulo injetivo para um médulo projetivo pode
ser refinado para um caminho de morfismos irredutiveis e tal caminho tem no maximo
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dois ganchos e, quando tiver dois, eles sio consecutivos.

Denotaremos por propriedade IGP, a propriedade do item (c) que caracteriza as
algebras shod.

Coelho-Lanzilotta provaram também em [CL01a] que se A for uma algebra shod
e I' uma componente néo semi-regular de " 4, entdo [ tem somente um ntdmero finito
de 7-6rbitas e nao possui ciclos orientados.

Em [CLO01a], eles consideraram uma classe ainda mais geral de dlgebras, as chama-
das dlgebras fracamente shod. Uma algebra A é fracamente shod se existir um inteiro
no tal que qualquer caminho em indA de um médulo injetivo para um projetivo tem
comprimento no maximo ny.

Percorrendo um outro caminho em que tinhamos apenas como ferramenta as pro-
priedades de quivers translagdo, estudamos os quivers translacio nos quais existe um
inteiro no tal que todo caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo tenha
no maximo no ganchos. Estes quivers incluem a classe dos quivers que tém a propri-
edade IGP e que, por sua vez, contém a classe dos quivers que tém a propriedade IP.
Observe que um mergulho do quiver I' no quiver I, é uma aplicacao que leva vértices
de I' em vértices de I e flechas de I" em flechas de I ', preservando a translacdo, sen-
do injetora sobre os vértices, sobre as flechas e sobre as 6rbitas de I (ver definicdo em
(2.2)). Construimos um exemplo de uma componente de um quiver de Auslander-
Reiten de uma Algebra de Artin que nao pode ser mergulhado em um quiver ZA
(Exemplo (4.44) ).

Em [RS01], Reiten-Skowronski introduziram o conceito de se¢do dupla e prova-
ram que toda dlgebra shod possui uma se¢do dupla. Generalizamos este conceito para
quivers com translagdoe provamos que um quiver translagio com a propriedade IGP e
com sec¢do dupla A pode ser mergulhado em um quiver ZA (Teorema (4.18)). Mostra-
mos que um quiver com se¢ao dupla A ndo possui ciclos orientados (Proposicéo (4.6))
e que se um quiver possui se¢ao dupla, ndo necessariamente tem a propriedade IGP
(Exemplo (4.8)).

O trabalho ficou estruturado da seguinte forma: No Capitulo 1 apresentamos os
resultados basicos da teoria de representacdes tendo como tema principal os quivers
translacdo. Apresentamos alguns exemplos e provamos que um quiver translaciao ZA
possui ciclos orientados se, e somente se, A possuir ciclos orientados.

No Capitulo 2 apresentamos a generalizacao do resultado de Size Li (ver Teorema
(2.39)). Introduzimos o conceito de mergulho de quivers (Definicdo (2.2)), apresenta-
mos um exemplo de quiver translagao com a propriedade IP e que possui ciclo orienta-
do (Exemplo (2.26)). Provamos que quivers com translaciol’, semi-estaveis, sem ciclos
orientados, podem ser mergulhados em um quiver ZA onde A é uma secao de I' que
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possui fontes, ou que possui pogos. No caso de fontes, estas sio vértices injetivos de I’
e no caso de pogos, sdo vértices projetivos (Teorema (2.36) e Teorema (2.37)).

No Capitulo 3 apresentamos as algebras shod de uma forma geral, explorando
0s casos particulares de algebras shod. Apresentamos também o conceito de algebras

fracamente shod.

No Capitulo 4 generalizamos ainda mais as possibilidades para mergulhar uma
componente nao semi-regular do quiver de Auslander-Reiten de uma algebra de Ar-
tin. Introduzimos o conceito de se¢do dupla e provamos que se (I', 7) for um quiver

com se¢ao dupla e com a propriedade IGP, entdo existe um quiver A tal que I" estad mer-
gulhado em ZA (Teorema (4.18)). Apresentamos exemplos de quivers com secao du-
pla que nao possuem a propriedade IGP (Exemplo (4.5)) e provamos que todo quiver
translacdo com secao dupla ndo possui ciclos orientados (Proposicao (4.6)). Generali-
zamos o conceito de pares de vértices dirigidos do contexto da categoria de médulos
para o contexto de quivers com translagioe apresentamos alguns resultados relativos
a este conceito ( Lemas (4.14), (4.16)) além de alguns exemplos que ilustram a genera-
lidade do contexto de quivers com translacio com secio dupla e com a propriedade
IGP com relagdo a componentes do quiver de Auslander-Reiten com a propriedade
IGP. E por tltimo mostramos que em geral as 4lgebras fracamente shod nio podem ser
mergulhadas em um quiver ZA (Exemplo (4.44)).



Capitulo 1

Quiver com Translacao

Nosso principal objeto de estudo neste trabalho, sdo os quivers translacdo. Neste
capitulo apresentaremos uma relagéo dos resultados bésicos utilizados neste trabalho.
As demonstracdes e/ou conceitos omitidos podem ser encontrados em [ARS97], caso
contrario, mencionaremos a fonte. Os conceitos de quiver com translagdo e o caso
particular de quiver de Auslander-Reiten serdo bastante explorados durante todo o
decorrer do trabalho. Obtivemos intimeros resultados para quivers com translacio
que valem particularmente para quivers de Auslander-Reiten.

1.1 Quivers

Um quiver I' = (To, ;) é um grafo orientado, onde 'y denota o conjunto dos
vértices e I'; denota o conjunto das flechas entre estes vértices. Denotaremos por s :
I'' > Toee: 'y — I as aplicagdes onde s(a) = a e e(a) = bquando a : a — b for uma
flecha do vértice a para o vértice b. Um quiver (I, I'1) é localmente finito se para cada
z € 'y, existir somente um ntmero finito de flechas chegando ou partindo de z.

Para cada =z € I'y, denotaremos por z~ o conjunto dos antecessores imediatos de
z,isto € 7 = {y € Iy existe fleccha y — z}. Dualmente, seja z*+ o conjunto dos
sucessores imediatos de z, isto €, 2t = {y € I'o| existe flecha z — y}.

Seja 7 uma aplicagdo injetora de um subconjunto I'; de I'y para I'g. Dizemos que o
par (I',7) é um quiver com translacdo ou simplesmente quiver com translacio se as
seguintes condicOes estiverem satisfeitas:

(a) I' ndo tem lacos, isto é, flechas cujos vértices inicial e final coincidem e nem flechas
multiplas.
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(b) Se 2 € Iy, for tal que 2 estd definido, entdo z— = T(z)*.

Além disso, dizemos que (I, 7) é um quiver com translacao préprio se satisfizer:
(c)Se z € I'y for tal que 7z estiver definido, entdo z~ é nio vazio.

A aplicagdo 7 : T, — I’y é chamada translacao do quiver I

Como 7 é injetora, se Tz = y, entdo podemos definir a inversa 7~ de 7 em seu
. . " - —
conjunto imagem I'j e assim 77y = z.

Seja (I, 7) um quiver com translagdo. Uma valoragdo sobre T consiste de um par

de inteiros (d,,, d,,,) associado a cada flecha & — y tais que:
(@) dsy = dlvyw €
para toda flecha z — y com y néo projetivo.

Sejaxz € I'y. Dizemos que = é um vértice projetivo se 2 nao estiver no dominio
de 7 e chamaremos um vértice z € I'y um vértice injetivo se = nio estiver na imagem
de 7. Além disso, 7 induz uma aplicagdo sobre um subconjunto I'; de I';. Mais pre-
cisamente, se a : y — =z for uma flecha com z sendo um vértice nio projetivo, entdao
existe uma tnica flecha 72 — y em I'; que denotaremos por o(a). A aplicagao o so-
bre I} obtida desta forma é chamada semi-translagdo do quiver com translacio. Ela é
completamente determinada por 7.

Um vértice j € I' é chamado pogo se nio existir flecha a € T' com s(fa) =jeé
chamado fonte se nao existir o € I' com e(a) = j.

Exemplo 1.1 Considere (T, 7) 0 seguinte quiver com translagio

2

y=1y
T’L\ ..... ,. ....................... x:T2$
7-Ey‘i/

onde a linha tracejada indica a ligagdo entre um vértice e seu respectivo transladado. E ficil ver
que I ndo tem pogos nem fontes e nem vértices projetivos ou vértices injetivos.

Uma forma de construir familias de quivers com translacéo pode ser dada da se-
guinte maneira. Considere A um quiver sem lacos (possivelmente infinito). Cons-
trufmos o quiver com translacdo Z A a seguir. O conjunto dos vértices de ZA é (ZA)o =
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Z x Ag. As flechas em ZA sdo como segue. Para cada flecha o : 2 — y em A e cada
n € 7, definimos flechas o, de (n,z) para (n,y) e o(a,) de (n —1,y) para (n,2z). A
translacdo em ZA é dada por 7(n,z) = (n — 1, z) paracada z € I'ecadan € Z. Des-
ta forma, ZA torna-se um quiver translacio. Observe que ZA nao tem nem vértices
projetivos, nem vértices injetivos.

Exemplo 1.2 Considere o quiver A, : z — y. Assim, ZA, é o quiver

__________________ (=1, ) o (0, ) o (1, ) oo (2, )
NN SN S
(=1, @) (0, 2) o LT E— (2,2)
Exemplo 1.3 Seja A = Aot 2o = 1 =+ = T = Ty — -+ Temos Z Ao, da seguinte
forma:
................... (=1, @) oo (0, 3;2) (1,22)
,,,,,,,,,,,,,,,,, s NN
ot et g

Seja' = (T'y,I'1) um quiver. Um caminho § em I'" é uma sequiéncia ordenada de
flechas § = ay- -y com e(ay) = s(ayyy) para 1<t < n e aj em [' para todo j €

{1,--- ,n}ou é um vértice e o denotaremos com o simbolo ¢; com j € I'h. Em geral,
: Qn— n 5
denotaremos tal caminho por zo =% z; B ... ¥ Tno1 3 z, OU simplesmente por

zo ~ z, . Dizemos que n é o comprimento do caminho §. Os caminhos que sao
vértices dizemos que tem comprimento nulo. Um caminho de comprimento maior ou
igual a um de um vértice = para ele préprio é chamado ciclo orientado. Se existir um
caminho de um vértice z em I’ para um vértice y em I', diremos que z é antecessor de
y ey € sucessor de z. Se existir uma flecha = — y em T', diremos que z € antecessor
imediato de y em I' e y é sucessor imediato de z em . Um subquiver I de I é
chamado convexo desde que qualquer caminho zg — --- — z,, de I com Tg, Tm € I’
esteja completamente contido em I".
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Um tipo especial de caminho que nos sera ttil neste trabalho é definido a seguir:

Definigdo 1.4 Seja zo — --- — =, um caminho em um quiver com translagio (I'; 7). Se
Tp—1 = T2y para algum k (1 <k <n — 1), entdo diremos que zy ¢ um gancho do camirho.
Diremos que dois ganchos xy. e z; sio consecutivos se |k — j| = 1. Se tal caminho nio contiver
ganchos ele serd chamado de caminho seccional.

Exemplo 1.5 Seja I' = Z A, o quiver com translagio do Exemplo (1.3). Vemos que este
quiver I' nio possui ciclos orientados.

O exemplo a seguir é de um quiver A onde ZA tem ciclos orientados.

Exemplo 1.6 Considere A o quiver:

e ZA o quiver:

(=1, ) o (180 L — (1, ) o ) s
(— ﬂ ..................... (0 ))// .................. (1 V ................. (2 ‘//(

Em geral, vale a seguinte afirmagdo sobre ciclos num quiver ZA.

Lema 1.7 Seja ZA um quiver. Entdo, ZA possui ciclos orientados se, e somente se, A possiti
ciclos orientados.

Demonstracdo: A prova da necessidade é imediata. Vamos supor que ZA possui um
ciclo orientado. Sabemos que todas as flechas de ZA sdo da forma (n,z) = (n,y) ou
(n—1,y) = (n,z) para algum inteiro n e alguma flecha = — y em A. Entdo podemos
dizer que se existir um ciclo orientado em ZA entio tal ciclo é da forma (m, zo) —
(m,21) = -+ — (m,2,) para algum inteiro m e algum n > 1 e vértices z; em A com
0<2<n. Entdo, zp = z,. Assim, temos o ciclo zg — - -+ — z, em A. =
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Defini¢ao 1.8 Seja I um quiver. Um passeio de um vértice x para um vértice yem ' éuma
seqiiéncia de vérticesem I', & = zy,- -,y = 2, tal que para cada k (1 <k <m — 1), existe ou
uma flecha x — xyq ou uma flecha zp1y — x5 em . Um quiver I' é conexo se para cada
par de vértices x e y em T', existe um passeio de = para y em T

Seja (I', 7) um quiver com translacdo. Em geral, consideraremos um quiver com
transla¢do como um quiver conexo e préprio. Para evitar sobrecarregar a notacdo, ao
invés de usarmos o simbolo I'; para nos referirmos as flechas de um quiver I' e T, para
nos referirmos aos vértices deste quiver, simplesmente diremos que estamos tomando
uma flecha ou um vértice de T

1.2 Morfismos de Quivers

Para estudarmos as relagdes entre quivers, precisamos do conceito de morfismo
entre quivers.

Definicdo 1.9 Sejam [ e T dois quivers. Um morfismo de quivers f : I’ — I' é um par de
aplicagoes fo : I'y — Lo e fi : Ty — Ty tais que se o for uma flecha em T de um vértice para
um vértice y em Iy, entio fi(c) serd uma flecha em Ty do vértice fo(z) para o vértice fo(y).
Diremos que f éum isomorfismo de quivers se f, e f, forem aplicagdes bijetoras.

Exemplo 1.10 Sejam (I, 7') e (I', 7) os seguintes quivers tranlagio:

F,: D i 4

Podemos estabelecer um isomorfismo entre tais quivers da seguinte forma: fo(k) = ay,
kef{l,2,--- .5 efilk=k+1)=ar — apyr, k€ {1, , 4} Eﬁicilver que o morfismo f
é um isomorfismo de quivers apesar do vértice 4 nio ser um vértice projetivoem I' e fo(4) = ay
ser um vértice projetivo em I'. Vemos que apesar dos quivers serem quivers translagio, esta
estrutura nio foi considerada para definir o morfismo f.
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Para quivers com translaco, definiremos no préximo capitulo um morfismo que
preserva transla¢des. Com a defini¢do de quiver com translacio, evitaremos a situacao
do exemplo acima, do vértice ser nao projetivo no dominio do morfismo e ser projetivo
no contra-dominio.

1.3 Algebras de caminhos

Seja R um anel Artiniano comutativo com unidade. Uma R-algebra de Artin A
ou simplesmente dlgebra de Artin é uma anel com unidade A que é também um R-
modulo e é finitamente gerado como R-médulo tal que para cadaa € Re a,b € A vale
a seguinte igualdade: a(ab) = (aa)b = a(ab).

Assumiremos durante todo este trabalho que as 4lgebras sao dlgebras de Artin e
que dada uma dlgebra de Artin A, denotaremos por modA a categoria dos A-moédulos
a esquerda finitamente gerados e por indA a subcategoria plena de modA, onde to-
mamos como objetos um representante de cada classe de isomorfismos de A-médulos

indecomponiveis.

Seja ' um quiver finito, isto é, onde 'y e ', sejam conjuntos finitos. Dado um corpo
k:, podemos definir a k dlgebra de caminhos kT da seguinte forma: seja kI' o k-espaco
vetorial tendo como base os caminhos de I'. Podemos ver que kI' tem uma estrutura
natural como k-algebra definindo uma multiplicacio sobre os caminhos da base de AT
da seguinte forma. Dados dois caminhos da base de kT, M= -arevyy =L P,
definimos:

_ ) B Bran o se e(ay) = s(B)
wn={ § se e(an) # 5(81)

Uma vez definido o produto sobre os elementos da base de kT, estendemos line-
armente a multiplicagcdo a todos os elementos de kT, Assim, kI' tem uma estrutura de
k-algebra. Observe que >_;el, ¢ € o elemento identidade de T

Segue como conseqiiéncia desta definicio a seguinte proposicao:

Proposicao 1.11 Se k for um corpo e I' for um quiver finito, entio kI serd uma k-algebra de
dimensao finita se, e somente se, I nio contiver ciclos orientados.

Exemplo 1.12 Seja k um corpo e T o quiver:
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2:{/1&3
N A

Entio {e,, 3, €3, €4, 0, 8,7, 6, v, 6B} é uma k-base para kT.

Uma relagdo em I' é uma combinacio linear de caminhos de comprimento maior
ou igual a dois, todos com o mesmo vértice inicial e final. Seja J o ideal de kI’ gerado
pelas flechas de I'. Um ideal / de kI" é admissivel se J C [ C J2, para algum n > 2.
Todo ideal admissivel é gerado por um sistema de relacdes R.

Defini¢ao 1.13 Um quiver com relagdes é um par (T, R) definido por um quiver T' e um
sistema de relagoes R de um ideal admissivel I de kT'. A algebra de caminhos determinada por

um quiver com relagoes (I', R) é por definicdo: kT'/ 1.
Podemos mencionar o seguinte resultado conhecido como Teorema de Gabriel.

Teorema 1.14 Toda dlgebra de dimensio finita sobre um corpo algebricamente fechado, basica e
indecomponivel, é isomorfa a wma dlgebra de caminhos determinada por um quiver com relagdes.

Exemplo 1.15 Seja k um corpo e T" o quiver

2/1Y{3
N

Seja R a relagio yoao — 53 em I'. A dlgebra kT'/ I onde [ é 0 ideal de kT" gerado pelo sistema

de relagdes R tem como k-base o conjunto {e7, 6,6, &, @, B,7,6,va}.
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1.4 Representa¢oes de Quivers

Vimos que uma algebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fecha-
do pode ser vista como quociente de uma algebra de caminhos sobre um ideal gerado
por um sistema de relagdes. Nesta se¢do pretendemos visualizar os médulos como
representagoes sobre um quiver com relacoes.

Seja k um corpo, I' um quiver finito e kI" uma 4lgebra de caminhos. Seja C' um
modulo a esquerda sobre a dlgebra de caminhos kI'. Entdo C' = ®;.1,€;C é adecomposicao
de ' em uma soma finita de k-espagos vetoriais. Se « for uma flecha de JparalemT,
entao a multiplica¢do a esquerda por a induz uma aplicacio k-linear de e;C para ¢,C.
Isto motiva a defini¢ao dada a seguir.

Uma representagdo (V, f) de um quiver I'sobre um corpo k é um conjunto de k-
espacos vetoriais de dimensao finita {V/(j)|j € I'o} juntamente com transformacées li-
neares f, : V(j) — V(l) para cada flecha o : 7 — [. Assumiremos que as representacoes
sao de dimensio finita, isto é, dimn,. V(7) < oo, para todo j € Ty.

Um morfismo A : (V, f) = (V, f') entre duas representacdes de T sobre & é uma
colecao {h; : V(7) = V(5 )}jer, de transformagGes lineares tais que paracadaa:j —
em [' o diagrama abaixo comuta:

V(i) —2=V'(j)
| |1
V() —= V(1)

Seh: (Vif) = (V',f)eg : (V,f) — (V" f") forem dois morfismos entre
representacoes, entdo a composicao gh esta definida tomando-se a COmMposicao g;h;
para cada morfismo k; : V; — V; e g; : V — V;" e paracada j € T'y. Desta forma, ob-
temos a categoria das representag¢des de I' sobre k, denotada por Repl’, e o seguinte
resultado: ~

Proposigao 1.16 Se k for um corpo e I' um quiver finito, entiio as k-categorias Repl e f.d.(kT")
onde f.d.(kT") é a categoria dos kT-médulos & esquerda de dimensio finita sobre k sio equiva-
lentes.

Seja k um corpo, I' um quiver finito e (I', R) um quiver com relacées. Vamos definir
a categoria Rep(I', ) como sendo a subcategoria plena de Repl’ cujos objetos sdo os
pares (V, f) com f, = 0 para cada relacio o em R. Entio temos a seguinte proposicao:
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Proposi¢ao 1.17 Se k for um corpo, T' wwm quiver finito e (T, R) um quiver com relaces R,
entio as categorias Rep(I', R) e f.d.(kT'/I) sdo equivalentes, onde [ é o ideal admissivel de kT
gerado pelas relagoes de R.

1.5 Seqiiéncias e quivers de Auslander-Reiten

Nesta secdo consideraremos A uma 4lgebra de Artin e todos os A-médulos na
categoria modA.

Na década de setenta, M. Auslander e I. Reiten introduziram o conceito de sequiéncia
quase-cindida, hoje conhecida como seqiiéncia de Auslander-Reiten. Os morfismos
que compdem tais seqtiéncias sao irredutiveis, isto é, ndo cindem e no sio compostas
de morfismos que nao cindem. Os morfismos irredutiveis, juntamente com os médulos
indecomponiveis sdo a estrutura basica do quiver de Auslander-Reiten. Estes quivers
nos fornecem uma visdo da categoria modA. Atualmente muitos resultados na teo-
ria de representacdes de algebras dependem do estudo deste quiver. Vejamos alguns
conceitos basicos sobre este assunto (ver [ARS97 D.

Defini¢do 1.18 Uma seqiiéncia exata curta de A-médulos que nio cinde 0 — N 4 g 4

M — 0 é uma seqiiéncia de Auslander-Reiten ou seqiiéncia de A. R se:

1) os modulos N e M siio indecomponiveis;
2) dado h € Hom (X, M) que nio seja um epimorfismo que cinde, existe k' € Hom 4 (X, E)
tal que gh’ = h.

Observagdo 1.19 Se N e M forem modulos indecomponiveis, entio a segunda condigio ¢

equivalente a:
2’) dado h € Hom,(N,Y) que nio seja um monomorfismo que cinde, entio existe h' €

Hom,(E,Y) tal que b'f = h.
Sobre a existéncia e unicidade das seqiiéncias de A.R. temos:

Teorema 1.20 Dados A uma dlgebra de Artine M, N € indA:
a) Se M niio for projetivo, entio existe uma iinica seqiiéncia de A.R. terminando em M:

0—=M —E— M—0.
b) Se N niio for injetivo, entdo existe wuma tinica seqiiéncia de A.R. comecando em N':

00—+ N—=FE - N —=0.
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Observacdo 1.21 Pelo Teorema (1.20), vimos que se existir uma seqiiéncia de Auslander-
Reiten, entdo ela ¢ itnica. Assim, dado um médulo nio projetivo e indecomponivel M, sabenos
que existe um modulo M' e uma seqiiéncia de Auslander-Reiten comecando em M’ e terminan-
do em M. Pela unicidade da seqiiéncia de Auslander-Reiten, o médulo M’ estd bem determi-
nado, isto é, é iinico salvo isomorfismo. Entio denotaremos por M o modulo M'. De modo
anilogo, dado um médulo indecomponivel e nio injetivo N, existe uma seqiiéncia de Auslander-
Reiten comegando em N e terminando em N'. Pela unicidade da existéncia de tal seqiiéncia,
podemos dizer que o médulo N' estd bem determinado e por isso chamaremos de 7= N o0 médulo
N'. Chamaremos T a transla¢do de Auslander-Reiten ¢ por T~ a sua inversa. Sabemos que
M e 7™ N podem ser calculados através dos funtores compostos DTr e TrD respectivamente.
Sobre as definigoes destes funtores e como calcular T M através de DTr e 7= N através de TrD,
ver [ARS97].

Os morfismos que fazem parte das seqiiéncias de Auslander-Reiten possuem pro-
priedades importantes que devemos destacar. Primeiramente definimos os seguintes

conceitos:

Defini¢do 1.22 Seja M um médulo indecomponivel.
a) Um morfismo g : E — M é um pogo em M se:
(¢) g nio for um epimorfismo que cinde;
(12) todo morfismo h : E — E tal que gh = g é um automorfismo;
(122) dado h € Hom 4(X, M) que nio seja um epimorfismo que cinde, entio existe
k' € Hom (X, E) tal que gh' = h.
b) Um morfismo f : M — E é uma fonte em M se:
(2) f néo for um monomorfismo que cinde;

(42) todo morfismo h : E — E tal que hf = f é um automorfismo;
(121) dado h € Hom (M, X) que nio seja um monomorfismo que cinde, entio existe

k' € Homs(E, X) tal que h' f = h.

As relagdes entre as seqiiéncias de A.R. e os conceitos de morfismo fonte e morfis-
Mo po¢o sao as seguintes:

Proposi¢do 1.23 Consideremos uma seqiiéncia de A.R.:
0NLES M0
Entio:

a) f é um morfismo fonte e qualquer outro morfismo fonte em N éisomorfo a f;
b) g é um morfismo pogo e qualquer outro morfisnio pogo em M é isomorfo a g.
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Note que no caso em que P for um A-médulo projetivo indecomponivel sobre uma
algebra de Artin A e [ for um A-moédulo injetivo indecomponivel, valem as seguintes

afirmacoes:

Proposigao 1.24 Seja P um A-modulo projetivo indecomponivel nio simples, e I um A-
modulo injetivo indecomponivel nio simples:

(1) A inclusio i : radP — P é um morfismo pogo e qualquer outro morfismo pogo em P é
isomorfo a u.

(b) O epimorfismo t : I — I/socl éum morfismo fonte e todo outro morfismo fonte em I é
isomorfoa t.

Agora vamos relacionar estes conceitos com o conceito de morfismo irredutivel
apresentado a seguir:

Definigdo 1.25 Um morfismo que nio cinde f : X — Y com X e Y em modA é um morfis-
mo irredutivel se para cada decomposiciio f = gh (ondeh : X — Zeg: 7 — Y estio em
modA) ou h serd um monomorfismo que cinde ou g serd um epimorfismo que cinde.

Proposic¢do 1.26 Seja M um A-médulo indecomponivel.

a) Um morfismo h : M — X éirredutivel se, e somente se, existir h' - M — X' tal que (h h')!
¢ uma fonte em M.

b) Um morfismo h : X — M é irredutivel se, e somente se, existir ' - X' — M tal que (h h')

¢ um pogo em M.

Nosso objetivo agora é apresentar um exemplo de quiver com translacao que esta
diretamente relacionado com os conceitos acima de seqiiéncias de Auslander-Reiten e
morfismos irredutiveis. Assim, vamos introduzir agora o conceito de radical da cate-
goria modA que entre outros fatos, nos permitira falar nas flechas desse novo quiver.

Seja A uma dlgebra de Artin e sejam X e Y médulos em modA. Entio definimos o
radical de Hom(X,Y) por rad4(X,Y) = {f € Hom,(X,Y)|hfg ndo é um isomorfis-
mo para quaisquer g : Z — X eh: Y — Z com Z em indA}. Dado um ntimero natural
n, definimos as poténcias do radical indutivamente: rad*(X,Y) = {f € Hom A4(X,Y)]
existe Z € modA e morfismos g € rads(X,Z) e h € rady (Z,Y) com f = hg}. Defi-
nimos rad®(X,Y) = Nuenrad} (X,Y). Indicaremos por rad™(modA) o ideal de modA
gerado por todos os morfismos em rad™(X,Y) para algum X, Y € indA.

Temos a seguinte relacao entre os morfismos irredutiveis e o radical:

Proposigao 1.27 Seja f : X — Y um morfismo entre A-médulos indecomponiveis X e Y em
modA. Entio f éirredutivel se, e somente se, f € rad,(X,Y) \ rad’(X,Y).
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Dados X e )" em indA, considere o grupo abeliano
Irr(X,Y) = rads(X,Y)/radi(X,Y)

como um 7y -T"-bimédulo de um modo natural, onde 77 denota a algebra de divisio
EndsZ[rad(EndZ) paracada Z € indA. Assim, Irr(X,Y) torna-se um Ty-Ty -espago
vetorial.

Proposicao 1.28 Sejam X e Y A-modulos indecomponiveis e suponhamos que existam mor-
fismos irredutiveis de X para Y. Entdo:

(1) A multiplicidade de X como somando de M quando existir um morfismo pogo f: M — Y
¢ igual a dimensio de Irr(X,Y) como T¥-espago vetorial.

(b) A multiplicidade de Y como somando de N quando existir um morfismo fonte g : X — N
éigual a dimensdo de Irr(X,Y') como Ty-espago vetorial.

Agora definiremos o quiver de Auslander-Reiten.

Defini¢do 1.29 Dada uma dlgebra de Artin A, o quiver de Auslander-Reiten de A ou
quiver A. R. de A é assim definido:

a) Os vértices de (T a)o estio em correspondéncia biunivoca com as classes de isomorfismos dos
A-modulos indecomponiveis, isto é, a cada M € indA associamos o vértice [M]. Dois vértices
[M] e [M'] sdo iguais, se e somente se, M ~ M.

b) Existe uma flecha [M] — [N] em (T'4),, se e somente se, existir um morfismo irredutivel
M — N. Tal flecha tem valoracao (a, b) se existir um morfismo fonte M — aN @ Y onde N
nio é somando de 'Y e existir um morfismo poco bM & Z — N onde M nio é somando de 7,
c) Opar (T'a,7) é um quiver com translagio onde definimos T como sendo a aplicagdo injetora
tal que T[M] = [t M].

Observagao 1.30 A aplicagio T estd definida sobre um subconjunto (T 4)o de (T a)o formado
pelos vértices de (I a)o tais que 7[M] = [rM], isto &, o subconjunto de (T a)o formado pelos
vértices [M] de (I 4)o tais que T M esti definido. Pelo Teorema (1.20), podemos dizer que existe
0 vértice [T M] se, e somente se, M nio é um médulo projetivo. Portanto, os vértices corres-
pondentes aos modulos projetivos siio os vértices projetivos e os correspondentes aos madulos
injetivos sdo os vértices injetivos. Sendo assim, podemos dizer que o quiver (I', 7) é um quiver
com translagdo pois:

a) o quiver I"4 ndo tem lagos ji que nio existe morfismo irredutivel [+ X — X para cada
X € indA. Este quiver ndo tem flechas milltiplas por definicio.

b) Para cada vértice [M] € (T 4)o, tal que T([M]) esti definido, temos que T([M])* = {[EL]|E.
é somando indecomponivel de E onde E é o termo do meio da seqiiéncia de Auslander-Reiten
que termina em M} = [M]~.

Podemos ver que (I 4, 7) é um quiver com translagio proprio e localmente finito.
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1.6 Dimensdes Homolégicas

As demonstragoes dos resultados apresentados nesta secao poderao ser encontra-
das no texto de Ibrahim Assem [Ass97].

Definigdo 1.31 Seja A uma R-ilgebra de Artin e M um A-médulo.
(a) Se a resolugio projetiva minimal de M for

0=+P, = >P 5P —-M-=0

com P, # 0 para algum inteiro positivo n, entio dizemos que a dimensao projetiva de M
é igual a n (denotaremos dimensio projetiva de M por dp M = n). Se nio existir resolugio
projetiva finita, dizemos que a dimensdo projetiva de M ¢é infinita e escrevemos dp M = oo,

(b) Se a resolugdo injetiva minimal de M for

0=M—=1°=1"—... 5 "0

com I, # 0 para algum inteiro positivo n, entio dizemos que a dimensao injetiva de M ¢
igual a n (denotaremos dimensio injetiva de N por di N = n). Se niio existir resoluciio injetiva
finita, dizemos que a dimensao injetiva de M é infinita (diM = co).

Temos o seguinte resultado com relagdo a dimensao projetiva e injetiva.

Teorema 1.32 Seja A uma R-ilgebra de Artin, M um A-médulo e n>0. As seguintes con-
digoes sdo equivalentes:

(a) dp M <n.

(b) Exth (M, _) = 0 para todo k > n.

(¢) Eztit (M, ) = 0.

(d) Para toda seqiiéncia exata 0 — L,_; — P,y — ---0 — Fo - M — 0 com P,
projetivos, teremos L,_, projetivo.

Dado um A-médulo N e n >0, as seguintes condicdes sio equivalentes:

(a) di N <n.

(b) Exth(_, N) = 0 para todo k > n.

(¢) BEatH'(L, N) = 0.

(d) Para toda seqiiéncia exata 0 — N — [° — --- — [~ 5 [n=1 4 () com [ injetivo,
teremos L™~ injetivo.

Definimos a dimensdo global de A (denotaremos por dzm gl. A) como sendo
o supremo das dimensoes projetivas de todos os A-médulos. O seguinte resultado é

bastante ttil:
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Teorema 1.33 .

(a) dim gl. A = sup{dpM|M éum A-médulo} = sup{di N|N éum A-médulo }.
(b) dim gl. A = sup{dp M|M é indecomponivel }.

(c) dim gl. A = sup{dp S|S éum A-médulo simples }.



Capitulo 2

Quivers com transla¢io com secio

Nosso objetivo neste capitulo é estudar quivers com translacio com secao, propri-
edades decorrentes de um quiver possuir secio e a relacio entre um quiver que possui
uma secdo A com o quiver ZA. Trabalharemos com quiver com translacio préprio e
conexo. Provaremos que um quiver com translagdo (I', 7) que possui uma secio tem a
propriedade de que todo possivel caminho de um vértice injetivo para um vértice pro-
jetivo é seccional (Teorema (2.9)). Além disso, apresentaremos uma prova mais sucinta
do seguinte resultado de Liu (ver [Liu93]): se um quiver com translagao ndo possuir
ciclos e nem vértices projetivos entdo ele terd uma se¢io. Um resultado andalogo vale
se I' ndo possuir vértices injetivos (Teorema (2.23), (2.25)).

Cabe destacar que nossos principais resultados neste capitulo sdo generalizacoes
de diversos resultados de Size Li para quivers translacio provados em [Li00]. Den-
tre estes estao os Teoremas (2.36), (2.37) e (2.39). Muitas demonstracoes se generali-
zam com as mudangas 6bvias enquanto que em certos casos teremos que especificar as
mudangas e também o tipo de generalizacio obtido.

No Teorema (2.36) provaremos que se (I, 7) ndo possuir ciclos orientados e nem
vértices projetivos e possui um nimero finito e préprio de vértices injetivos, entdo I'
possui uma se¢do especial A que possui fontes, tais fontes sio vértices injetivos mini-
mais de I e todo vértice de A tem um antecessor injetivo em A e 7A nio tem antecessor
injetivo. Uma versao dual deste resultado é estabelecida no Teorema (2.37).

No Teorema (2.39) provaremos que se I' for um quiver semi-regular e com a pro-
priedade de que todo caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo é sec-
cional, entdo I' possui dois tipos de secdes: uma com as propriedades enunciadas no
Teorema (2.36) e a outra com as propriedades enunciadas no Teorema (2.37).

Vale destacar também que Coelho-Lanzilotta provaram em [CLO01a] que se uma
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componente nao semi-regular do quiver de Auslander-Reiten de uma lgebra de Artin
for tal que todo caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo tem um
numero limitado de ganchos, entao tal componente nao possui ciclos orientados. Com
o Exemplo (2.26) mostramos que este resultado nio necessariamente é verdadeiro para
um quiver com translagdo mesmo que o nimero de ganchos entre vértices injetivos
para vértices projetivos seja nulo.

2.1 Propriedades de quivers com secio

Para falarmos de rela¢oes entre quivers com translacio, a ferramenta natural é o
morfismo de quivers com translagdo que definimos a seguir. Antes, porém, precisamos
do conceito de 6érbita.

Defini¢do 2.1 Dados um quiver com translagio (I',7) e x um vértice em Lo, definimos a
orbita de x em I ao conjunto O(z) = {r"z|n € Z e tal que existe 7" }. Dizemos também que
z ¢ estavel a direita se existir ="« para todo inteiro positivo n e que x é estavel a esquerda
se existir "z para todo inteiro positivo n. Dizemos que = é estavel se for estivel i esquerda e i
direita. Diremos também que x é um vértice T—periédico se existir um inteiron > 0 tal que

T =&,

Observe que se um quiver com translagao (T, ) proprio possuir um vértice 7-
periédico, entdo I' possui um ciclo orientado.

Defini¢do 2.2 Um morfismo entre quivers com transla¢io valorados [T =
(T, 7) éum par (fo, fr) com fo : T — Toe fi: [ = Ty tal que
(@) fo(m'(xz)) = 7(fo(z)) para todo x ndo projetivo em I
(b) Se o for uma flecha em T, com valoragio (a,b), entio fi(e) serd uma flecha em Ty com
valoragio (a, b).

Dizemos que f é um mergulho se f, e f, forem aplicagdes injetoras e, além disso, f
satisfizer a seguinte condigdo:

(c) Dados os vértices x ey de I, tais que O(z) # O(y), entio O(fo(z)) # O(fo(y)).

O conceito de mergulho fora mencionado em alguns trabalhos de S. Liu e S. Li.
Queremos com esta definicdo acima ser fiel a idéia expressa no trabalho de S. Liu.
Colocamos o item (c) na definicdo de morfismo entre quivers com translacio, fruto das
discussdes suscitadas com o exemplo abaixo:
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Exemplo 2.3 Considere A a k-ilgebra de caminhos com radical quadrado zero (k um corpo)
dada pelo quiver:

1

2 3 4

O quiver de Auslander-Reiten T 4 de A é dado a sequir:

[1:P2 P4:[3

TN SN

Temos que (I 4,7), onde T é a translagio de Auslander-Reiten, é um quiver translagao.
Seja A o quiver x = y 520 quiver com translagio (ZA, p) serd entio:

(22, 2) o (=1, 2) o (8;2) o (1,2)
Ny T 7N

N A (=1, ) o (0, y) v (1,9)
\?_1 / ................................ (0 )y\(l )y7

Podemos definir um morfismo entre quivers com translagio f (Ca,7) = (ZA, p) como
segue: fo(Ss) = (1,y), fo(P,) = (=2,2), fo(P3) = (0,2), fo(Ps) = (0,2). Logo, fo(Ss) =
fo(754) = p(fo(S4) = (0,y), fo(S2) = (=L, y) e fo(P,) = (=2, ). Dessa forma, fo é injetora
sobre os vértices. As flechas ficaram assim definidas:

[P = ) =0 =(-2,y) = (-2,2),
h(h = 52) = o(f-1) = (=2,2) = (—1,y),
fl(S2 - P3) = O‘(CYO) = (_l>y) — (O,CIE),
fl([2 - 53) =g = (0,.1) - (O’y)’

f1(5’3 — Py) = o= (O:y) - (O>Z)’

filPy — S4) = a(f1) = (0,2) — (1,y).

Assim, f, também é injetora. Porém f nio é um mergulho pois O(1;) # O(P))em 'y e

O(fo(h)) = O((-2,2)) = O((0,2)) = O(fo(Ps)). Podemos observar que o niimero de érbitas
de Iy é quatro e de ZA\ é trés.
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Porém, ¢é possivel definir um mergulho de T em um ZA se tomarmos o quiver A = Dy:

— (Z Dy, p) como segue:

(fo(L4)) = p(2,y) = (1,y);
0,);

e podemos definir um mergulho f : (T 4

fo(ls) = (2,y) eentio fo(S3) = fo(T[4)
fo(52) = fo(753) = p(fo(Sa)) = p(1,y) =
fo(Pr) = fo(752) = p(fo(55)) = (—=1,u);
fo(ly) = (0,2), fo(Ps) = (0,2) e fo(I3) = (1,w). Deste modo, f, é injetora sobre o conjunto
dos vértices de (T 4)o. As flechas podem ser definidas:
fl(Plﬁll):(_l y) = (0, z),

filli = 5) = (0,2) — (0,y),

fi(S2 = P3) = (0,y) — (0,2),
fi(Ps = 53) = (0,2) = (L,y),
E )

=p
(

53—>[3)_(1 J)—)(l w),

Dessa forma, f também & injetora e é ficil ver que se O(X) # O(Y), entio O(fo(X)) #
O(fo(Y)) para todo par de vértices X e Y em (T'4)o.

Definigao 2.4 Seja (T', ) um quiver translagio. Um subquiver pleno A de I é uma sec¢io em
[ se satisfizer as seguintes propriedades:

S.1 Nao existem ciclos orientados em A.

5.2 O subquiver A encontra cada t-6rbita em T exatamente uma vez.

5.3 Cada caminho em T' com ponto inicial e final em A esti em A.
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Se o quiver com translagao (I, 7) for um quiver translacao valorado, entdo o sub-
quiver A € um quiver com translacdo valorado com a valoracio natural de T.

Observagdo 2.5 (a) Todo caminho com vértice inicial e final numa seciio A € seccional. De
fato, sex = xg — -+ — 2, = y for um caminho em Ty com = ey em A, entio pela propriedade
5.3 0 caminho estd em A. Pela propriedade S.2 tal caminho é seccional.

(b) Em [BS83] Bautista-Smalo provaram que nio existem ciclos seccionais 1o quiver de Auslander-
Reiten de uma dlgebra de artin. Porém esse resultado nio vale em geral para quiver translago.
No Exemplo (1.6) temos o ciclo

(0,9)

%

(0,2)

que é seccional.

Pelo item (a) vimos que todo caminho numa segio é seccional. Se tal segio for segio de
um quiver de Auslander-Reiten de uma dlgebra de artin, entio o item S.1 da definigio de segiio
pode ser omitido. Como também estamos interessados em mergulhos de quivers de A.R. de uma
algebra de artin em ZA\, entio vamos manter na definigio de secio o item S.1.

Lema 2.6 Sejam (I, 7) um quiver translagio, A uma segioem I e x — y uma flechaem T
a) Sex € A, entio y ou Ty pertence a A.
b) Sey € A entioxour "z € A.

Demonstragao: a)Se 2 € A ey ¢ A, entdo y ndo é projetivo. De fato, se fosse projetivo,
como A encontra cada 7-6rbita de I', existiria um inteiro & >1 tal que 7Fy € Ae
terfamos o caminho 2 — y — -+ — 7%y com extremos em A. Por 5.3 e S.2 na
definicdo de secdo terfamos uma contradicdo. Como y ndo é projetivo, logo existe
Ty € [' e como A é secdo, existe um inteiro £ > 1 tal que 7Fy € A. Se k > 1, teremos o
caminho 7%y — --- — 7y — 2 com fyezem Ae por 5.3 e 5.2, temos novamente uma
contradigdo. Portanto ry € A. '

b)A segunda afirmacio segue de forma dual. [

Apresentamos a seguir um resultado importante de Liu [Liu93] sobre quivers com
translagdo que utilizaremos com freqiiéncia neste trabalho.
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Proposi¢ao 2.7 Seja (I, 7) um quiver com translagio préprio e conexo. Se I' contiver uma
segdo A, entao I' pode ser mergulhado em Z.A.

Em [ASS] pode ser encontrada a demonstracio de que um quiver com translacio
com secao nao possui ciclos orientados. Os autores fazem uso da Proposi¢do (2.7) para
provar este fato. A seguir apresentamos uma prova direta usando a definicdo de secao.

Teorema 2.8 Seju (I', 7) um quiver com translagio préprio e conexo com uma secdo A. Entio
I" ndo possui ciclos orientados.

Demonstragdo: Suponhamos que exista um ciclo z = zg — -+ — 2, = z(s > 1)emT.
Pelo item 5.2 da defini¢do de segdo, existe um inteiro k tal que r*z € A. Suponhamos

sem perda de generalidade que & > 0.

Se existir 7%z, para todo indice v com 0 < u < s, entdo peloitem 5.3, teremos o ciclo
R =782 - .- = TRz, = r*zem A, 0 que € uma contradicdo com S.1. Portanto, para
algum indice j € {1,--- ,s — 1} ndo existe 7¥z; e entdo, para algum inteiro 0 </ < £,
existe um indice j tal que 7'z; = p para algum projetivo p em I'. Dentre estes vértices
escolhemos o vértice z; que tem o menor inteiro [ com esta propriedade. Logo temos o
caminho 7%z ~ 7'z = 7lag — - — 7'(17]‘ =p— - =s71e,; = 7lz, =z em.

Como A encontra todas as 6rbitas de I', existe um inteiro r >0 tal que 7"p € A.
Como existe caminho de 7%z para 7'z; = p com 7%z € A, entdo r = 0. Caso contrario,
terfamos os vértices pe 7~pem A por (S.3), contradizendo (S.2). Portanto p € A. Neste
caso, o caminhop — --- — 7l — ... — tlz; = pestdem A, contradizendo a definicao
de secao.

Ocaso £<0, é analogo. Portanto I' ndo contém ciclos orientados. [

Uma outra propriedade interessante de um quiver com secio esta enunciado no
Teorema seguinte. A prova original fora dada para quivers de Auslander-Reiten em
[Li00]. Apresentamos aqui uma prova, geral para quiver translacao.

Teorema 2.9 Seja (T', 7) um quiver com translagio préprio e conexo com wma secdo. Entdo,
todo possivel caminho em T' de um vértice injetivo para um vértice projetivo é seccional.

Demonstragao: Suponhamos que I' possa ser mergulhado em algum ZA com A iso-
morfo a uma se¢do de I'. Entdo A pode ser visto como uma secio de I' e para to-
do possivel caminho i = myg — m; — -+ — m, = p em ' com : vértice injeti-
vo e p vértice projetivo, existem inteiros k,; >0 tais que 7i e 7=p pertencem a A
pois a se¢do encontra cada 7-6rbita exatamente uma vez. Obtemos assim o caminho



2.2 Quiver com transla¢do com secio e sem ciclos 27

THE s S d=mg = My = p o e T pem . Deduzimos dai que o
caminho 2 = mg — -+ — m, = p é seccional, pois caminhos com extremos na secio,
estdo inteiramente contidos na secao. n

Observe que, na demonstracdo do resultado acima, foi necessario apenas que o
quiver com translagdo tivesse uma se¢do. Nao houve necessidade de que I' possuisse
um ntmero finito de vértices injetivos ou projetivos e que tivesse um ntimero finito de
Orbitas. Agora a pergunta natural é se vale a reciproca do resultado acima, isto é, se
(I',7) for um quiver com translagdo préprio e conexo tal que todo possivel caminho
em [ de um vértice injetivo para um vértice projetivo seja seccional, entdo I' pode ser
mergulhado em um quiver ZA. E o que faremos a seguir.

2.2 Quiver com translag¢io com secio e sem ciclos

O resultado a seguir fora antes provado por Size Li [Li00] para uma componente
do quiver de Auslander-Reiten. Aqui, com a mesma técnica, apresentamos a prova
para quiver transla¢do. Com este teorema, temos uma condi¢do suficiente para que
um quiver com translagao (I', 7) contenha um ciclo orientado.

Teorema 2.10 Seja (I', 7) um quiver com translagio préprio e conexo com um niimero finito de
vértices projetivos. Se existirem x ey em I' tais que para infinitos inteiros positivos n, existam
caminhos de x para ™y em ', entio T’ contém um ciclo orientado.

Demonstragao: Como para infinitos inteiros n existem os vértices 7"y, entao y é um
vértice estdvel a esquerda. Além disso, existem infinitos inteiros nj com j inteiro e
J 20, tais que n;_; < n; paratodo j >1 de tal forma que existam caminhos em I" de z

para 7™y para cada 7 > 0.

Considere o caminho z = zg — 2 — --- — 2, = 7™y em T. Suponhamos que
todos os vértices do caminho z; — -+ — z,,, = 7™y sejam estdveis a esquerda. Entao
existe em I' o caminho 7%y = 7™g,, — 77" lg o 22, TT) — T = z.
Sabemos que existe algum indice j tal que no +m < n; e tal que I' contém um caminho
de z para 7™y. Portanto I’ contém o ciclo orientado z ~» 7™ Y~ TRy g,

Agora suponhamos que nem todos os vértices do caminho z; — - - — 2, — Ty
sejam estaveis a esquerda. Consideremos o maior indice / com 0 <I{<m — 1, tal que
z; Nao seja estavel a esquerda, isto é, existe um inteiro /, tal que Tha = p para algum
projetivo p; de I'. Observamos que os vértices z; sdo estaveis A esquerda para todo
k com [ + 1<k <m. Fazendo o mesmo procedimento anterior, podemos tomar um
inteiro n;, para algum j; > 0, tal que existe um caminho z ~» 7™y em I' e um caminho
de 7™y parap; em I
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Se todos os vértices do caminho z ~+ 771y forem estaveis a esquerda, podemos
construir um ciclo como no primeiro caso. Porém, se existir um vértice neste caminho
que nao seja estavel a esquerda, com o mesmo procedimento do segundo caso, existira
um indice nj, > n;, e caminhos z ~ "2y e ™2y ~» p, com py projetivo. Se p, for
igual a p;, como existe um caminho p2 ~ 7"y em T, temos o seguinte ciclo orientado
P2 = p1 ~> 71y ~ pyem I'. Caso p; seja distinto de p;, repetindo o procedimento
anterior, teremos um inteiro n;, > n;, e caminhos z ~ 7"y e T™:y ~» py em I'. Este
procedimento € finito pois o nimero de vértices projetivos em I é finito. Entao, segue
por inducdo que em algum passo do procedimento teremos um ciclo orientado. [

O seguinte seguinte resultado é o dual do teorema acima.

Teorema 2.11 Seja (', 7) um quiver com translagio préprio e conexo com um niimero finito
de vértices injetivos. Se existirem x e y em T tais que para infinitos inteiros j >0, existe um
caminho de 77 x para yem ', entao I" contém um ciclo orientado.

Como conseqtiéncia:

Coroldrio 2.12 Seja (I, 7) um quiver com translagio proprio e conexo, com um nitmero finito
de vértices injetivos e projetivos e sem ciclos orientados e sejam x e y vértices de I'. Se existir
um caminho de x para y em T, entio:

(a) Existe um inteiro n > 0 tal que I' contém um caminho de = para Ty, mas ndo contém
caminho de x para 71y,

(b) Existe um inteiro m >0 tal que T' contém caminho de r—™x para y, mas nio contém

caminho de ="z para y.

2.3 As defini¢des de Ringel e Size Li

Nesta secdo desenvolveremos algumas técnicas que nos permitird construir se¢des
para quivers sem ciclos orientados que ndo possuem vértices projetivos ou que nao
possuem vértices injetivos. E também para quivers que possuem ambos injetivos e
projetivos, mas com a condigdo de que todo posssivel caminho de um vértice injetivo
para um vértice projetivo seja seccional.

Defini¢ao 2.13 Seja (I',7) um quiver com translagio préprio e conexo. Dizemos que I ¢
estavel a esquerda se todo vértice de T for estdvel i esquerdn e estivel a direita se fodo
veértice for estivel a direita. Dizemos que T' é estavel se T for estivel a esquerda e i direita.
Além disso, podemos dizer que I' é semi-estdvel se ele for estivel i esquerda ou i direita.
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Segue da defini¢do de vértice projetivo e injetivo que, um quiver estavel a esquerda
N30 possui veértice projetivo e um quiver estavel A direita nao possui vértice injetivo.

Em geral, na literatura, ao invés de estavel usa-se o termo regular quando o quiver
for um quiver A.R. de uma algebra de artin, ou uma de suas componentes. Assim, é
comum usar semi-regular no lugar de semi-estavel e ndo semi-regular quando for ndo

semi-estavel.

Com o intuito de construir se¢des de quivers com translacdo, definimos os seguin-
tes conjuntos:
S(z —) = {y € T'| existe caminho de z para y e todo caminho de z para y é seccional

/

S(— z) = {y € I'| existe caminho de y para z e todo caminho de y para = é seccional

Esta definigdo é devida a Ringel [Rin84], mas observamos que ele trabalhou com
quiver de Auslander-Reiten. O objetivo também era construir uma Sec¢ao para o quiver.

Em [Li00], Size Li introduziu a seguinte definicdo: para z € I', considerou o con-
junto {y € I'ly = @, ouT' contém um caminho de = para y, mas nio contém de z para
7y}. Observamos que Li denotou este conjunto por S(z —). Aqui estaremos denotan-
do tal conjunto por Sz (z —). Dualmente, Sz.(— z) = {y € ['ly = z, ouT contém um
caminho de y para z, mas ndo contém um caminho de 7~y paraz}.

Lema 2.14 Se (I, 7) for um quiver com translagio e x um vértice qualquer em I', entio S(z —

Demonstragao: Sejay € S(z —), entdo existe caminho de z paray em [' e todo caminho
de z para y é seccional.

Vamos supor que y ¢ Si(z —). Se = = y, entdo pela definicio, inferimos que existe
um caminho de z para 7z = 7y e portanto existe um caminho nio seccional de z para
y, contradizendo a hipétese de que y € S(z —). Logo = # v.

Como existe caminho z ~ yem ey ¢ Sp(z —), logo existe um caminho z ~» Ty
em ['. Portanto, existe o caminho z ~» 7y ~» y em [' contradizendo o fato de que
y € Sz —).

Portanto, se y € S(z —), entdo y € Sp,(z —). ' m

A seguir, apresentémos um exemplo em que Sp(z —) e S(z —) podem ser distin-
tos.

Exemplo 2.15 Seja A a dlgebra de caminhos com radical quadrado nulo dada pelo quiver
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1

|

2 4 3 9

cujo quiver de Auslander-Reiten segue abaixo:

N
NN
NN

Vemos que Ps € Sp(I; —). Por outro lado como existe um caminho nio seccional de I
para Ps, inferimos que Ps ¢ S(I, —). Logo Sp.(I} —) € S(I, —).

Com o objetivo de unificar estas notac¢es de Size Li e Ringel, temos a seguinte
definicao.

Defini¢ao 2.16 Sejam (T, 7) um quiver com translagioe z € T.

a) Dizemos que um vértice projetivo p € T' é um projetivo final de gancho de x se existir
um caminho nio seccional de x para p em T'. O conjunto dos projetivos finais de gancho de x
em I e seus sucessores serio denotados por P ().

b) Dizemos que um vértice injetivo i é um vértice injetivo inicial de gancho de z, se
existir um caminho nio seccional de 1 para x em T'. O conjunto dos vértices injetivos iniciais de
gancho de z em I e seus antecessores, serio denotados por I (z).

c) Dizemos simplesmente que p é um projetivo final de gancho se I(p) # 0 ou p € P(s)
para algum vértice injetivo i de T

Com esta terminologia temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.17 Sejam (T, 7) um quiver com translagio e = wm vértice em T'. Entio:
a) Sp(z =)\ P(z) = S(z —).
b) Sp(—= =)\ I(z) = S(— z).
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Demonstracao: (a) Seja y € S(z —). Entao existe um caminho de z paray em I' e todo
caminho de = para y é seccional. Portanto y ¢ P(z) e ndo existe caminho de z para 7y.
Assim, podemos dizer que y € Sz(z —) \ P(z). Entdo, S(z —) C Sp(z =)\ P(z).

Agora, sejay € Sp(z —) \ P(z). Portanto, existe um caminho de z para y, nao
existe caminho de 2 para ry e y ¢ P(z). Queremos provar que todo caminho z ~» y
e seccional. Se existir um caminho em I' da forma z ~» 7z ~» z ~» y, entdo podemos
dizer que todo vértice do caminho z ~» y ndo é projetivo pois y ¢ P(x). Portanto existe
caminho 7z ~ 7y e assim temos o caminho z ~» 7z ~» 7y contradizendo a hipétese
sobre y. Logo y € S(z —).

(b) A prova de que S(— z) = Sp(— 2) \ Z(z) é analoga. u

No contexto em que Li definiu o objeto Sy, (x —), havia a propriedade de que todo
caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo era seccional. Dessa forma
para todo vértice injetivo i € I', P(i) = ¢ e para todo vértice projetivo p, Z(p) = ¢.
Portanto a partir da Proposicdo anterior temos:

Corolario 2.18 Seja (I',7) um quiver com translagio préprio e conexo tal que todo caminho
de um vértice injetivo para um vértice projetivo em T é seccional.

a) Se 1 for um vértice injetivo em T, entido Sp(i —) = S(i —)

b) Se p for um vértice projetivo, entio Si(— p) = S(— p).

Proposicao 2.19 Seja (I',7) um quiver com translagio préprio e conexo e seja z € T. Entdo
0s subquivers plenos de I' gerados por S(z —) e S(— ) sio conexos, convexos e quando
encontrarem uma T-0rbita de I, encontrarido no maximo uma vez.

Corolario 2.20 Seja (T, 7) um quiver com translagiio prdprio e conexo e seja z € T'. Entdo os
subquivers plenos de I gerados por Si(z —) e Si,(— ) quando encontrarem uma r-6rbita de
[, encontrario no maximo wuma vez.

Seja (I', 7) um quiver com translacio préprio e conexo. Observamos que dado z €
I, ndo necessariamente, S(z —) é conexo. No exemplo (2.15), se tomarmos o subquiver
pleno de I'y gerado por Si(/; —), podemos ver que este subquiver é desconexo.

Proposigao 2.21 Seja (I', 7) um quiver com translagio e a — b uma flecha em T.

(a) Se P(x) = ¢, valem as seguintes afirmacées:
(t)Sea € S(z =), entdob € S(z —)outh e S(z —).
(1) Seb € S(z —), entio a € S(z —) ou a é injetivo ou r=a € S(z —).
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(b) Se I(z) = ¢ valem as seguintes afirmagoes:
(1) Sea € S(— z), entio b € S(— z) ou b é projetivo ou 7b € S(— z).
(i1) Seb € S(— z),entdoa € S(— z) our"a € S(— ).

Demonstragao: Vamos provar (a) ja que a demonstracio de (b) é andloga.

(1) Seja @ € S(x —), entdo existe um caminho de z parabemI. Se b ¢ S(z —)
entao existe um caminho de = para b ndo seccional z ~» 7z ~» z ~» b em I. Como
P(z) = ¢ o caminho z ~» b ndo contém vértices projetivos. Entdo existe um caminho
¢ ~ 7z ~ 7bem I' e assim existe o caminho # ~ 7z ~ 76 — 4. Este caminho é
seccional, pois ¢ € S(2 —). Mais ainda todo caminho de 2 para 7b é seccional pois
a € S(z —). Portanto 7b € S(z —).

(1) Sejab € S(z —) e suponhamos que a ¢ S(z —). Neste caso, ou nio existe
caminho de z para « em I', ou existe algum caminho de z para e ndo seccional.

Se existisse um caminho de z para « nao seccional, entio como existe a flecha
a — b terfamos um caminho nao seccional de = para b em I'. Assim podemos dizer
que nao existe um caminho de z para  ndo seccional, pois contradiz a hipétese de que

be S(z—).

Agora vamos supor que nao existe caminho de  para a em I. Se « for injetivo ndo
temos nada mais para provar. Se nio for injetivo, existe 0 caminho z ~» b — 7—q em
['. Vamos supor que exista um caminho em I" de z para r~a nio seccional da forma
~ 7z~ z~ 7 a Como P(z) = ¢, logo ndo existe vértice projetivo no caminho
z ~ 7a. Assim, existe em I' 0 caminho z ~» 7z ~» « contradizendo a hipétese da
nao existéncia de caminho de = para « em I'. Portanto, todo caminho de z paraTta é
seccional e entdo 77 a € S(z —). r

Como conseqiiéncia da proposi¢ao anterior temos o seguinte resultado.

Coroldrio 2.22 Seja I' um quiver com translagio proprio e conexo tal que todo caminho de um
vértice injetivo para um projetivo em I é seccional e sejam ¢ um vértice injetivo, p um vértice
projetivo em I' e x — y uma flecha em T Valem as sequintes afirmagoes:

(a) Sex € Sp(— p), entdoy € Sp(— p) ou y é projetivo ou Ty € St(— p).

(b) Sey € Sp(i —), entiiox € Sr(i =) ouz é injetivo ou v~z € Sp(i —).

(c)Sex € Sp(t —), entdoy € Sp(i —) oury € Sp(i —).

(d) Sey € Sp(— p), entdox € Sp(— p) ou -z € Sp(— p).

Demonstragao: Como caminho de injetivo para projetivo € seccional em T', segue que
P(i) = ¢ e I(p) = ¢ para todo vértice injetivo 7 em T e todo vértice projetivo p. Assim,
pela Proposicdo (2.17) Sp(: —) = S(i —) e Sp(— p) = S(— p) e da Proposic¢do (2.21)
segue as afirmacdes (a), (b), (c) e (d). 5}
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Com esta nova notagao, temos uma prova mais sucinta do Teorema 3.4 de [Liu93].

Teorema 2.23 Seja (I', ) um quiver com translagio préprio e conexo, sem ciclos orientados
com um niimero finito de vértices projetivos e sem injetivos. Entio I' pode ser mergulhado em
algum quiver ZZA com A sem sicessores projetivos e isomorfo a uma secdo de I

Demonstragao: Seja I' um quiver sem vértices injetivos e z, um vértice arbitrario de T.
Suponhamos que I' contém um vértice projetivo p;. Considere o passeio p; = yp — y; —
- —Ys = zoem I'. Como cada y; é estavel a direita, entdo aplicando 7! repetidamente
se necessario, obtemos um caminho de p, para =¥z, para algum k > 0. Logo nao existe
caminho de 7%z, para p;, pois I' ndo contém ciclo orientado. Como I’ contém um
numero finito de vértices projetivos, repetindo este procedimento, inferimos que, existe
um inteiro ng > 0 tal que I' ndo contém caminho de 7=z, para vértices projetivos de
I

Seja A o subquiver pleno de I' gerado por S(7™™z, —). Vamos provar que A é
uma secao de I'.

Podemos afirmar que A é conexo, convexo e encontra cada r-6rbita de I' no méximo
uma vez (Proposi¢ao (2.19)). Precisamos provar que A encontra todas as 7-6rbitas de
T,

Suponhamos que exista uma 6rbita O de I tal que ONA = . Dentre as 6rbitas com
esta propriedade, podemos escolher uma 6érbita de um vértice « tal que O(u) NA = ¢
eexistav € A ealguma flechaem I', u — 7%v ou 7*v — u(k € Z). De fato, se tomarmos
um passeio de menor comprimento em I':

Z:ZO—Zl—"'—ZS:'LU

com O(z)NAg # e O(w)NAy = ¢, entdos = 1.Se s > 1, entdo existem vértices Z1 € 2y
no passeio. Porém, se O(z,) N Ag # ¢ ou se O(z,) N Ay = ¢, contradiz a minimalidade
do comprimento do passeio. Portanto, s = 1 e fazendou = w e v = z temos que existe
oua flechawu — 7*v ou a flecha 7%v — u (k € Z) tal que O(u) N Ag = $e O(v) N A, # .

Agora provemos que existem vértices a e bem I' e alguma flecha ¢ — bou b —
com b € A. Podemos escolher & = 0.

Suponhamos que & > 0. Se existir a flechau — 7*v, entdo existir4 a flecha 7*u —s v
pois ndo existem injetivos em I'. Assim, temos uma flecha 7*u — v com v € A e
O(t7*u) N Ap = ¢. Ja no caso em que k = —tcomt > 0 (¢ € Z), entdo existe a flecha
u — 7~ 'v. Dessa forma, existe a flecha v — 7~ 1y, pois caso contrario o vértice v teria
um sucessor projetivo (observe que v é sucessor de 7" z,). Entdo temos uma flecha
v lucomv € AeO(r'"'u) N A = $. Também podemos supor que k£ = 0 no caso
em que existe a flecha 7*v — u (k € Z). A prova deste fato é analoga.
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Portanto, se A nao encontra todas as 7-6rbitas de I, existem vértices = e yem [’
comy € Aeflechasy — zouz — yeml com O(z)N A = ¢.

Se I contiver a flecha y — z, pelo Corolario (2.12), existe um inteiro m >0 tal que
"z € Sp(T7™ 2 —). Sabemos que S (17 —) = S(r 0z, —), pois P(17™xg) = ¢
(Proposi¢do (2.17)). Portanto 7™z € S(7 ™z, —) e entdo 7™z € A, contradizendo a
hipotese de que O(z) N A = ¢.

Se I' contiver a flecha » — vy, entdo I' contém a flecha y — 7~ z. Com esta flecha e a
discussao do pardgrafo anterior, temos novamente uma contradicao.

Portanto, A encontra todas as 7-6rbitas de I' e assim A é uma secao de I'. Pela
Proposi¢do (2.7), I pode ser mergulhado em ZA. =

Exemplo 2.24 Consideremos o seguinte quiver estivel i direita:

A 7 N 3\ PN
p2 e @ e :1;1 .............. @ i
7N AN N AN
p3 ............. ® e @ o :1:2 ..............
N AN 7 N A
7 TSR @ s 333 ...............
P N 7oA 7
ps ............. ’L4 ............
7 N 7 o\ A
pS ............. $5 ............. @ oeennn
A 7 3\ 74 N\
p7 ............. "1:6 .......... ®
7 N 7 N\ A
p8 ............. zr] Tl RO

onde os vértices p; com 1 <1 <8, sio vértices projetivos de ',

Vemos que os vértices x; nio possiem sucessor projetivo em (L', 7). Logo da prova do
Teorema (2.23), podemos dizer que para cada 5, com 0< j <7, S(z; —) é uma segio de (T', 7).

Na Se¢do (2.4), utilizaremos as técnicas de [Li00] para mostrar que um quiver com
translacao com as hipéteses do teorema acima, pode ser mergulhado num quiver ZA
onde a se¢do A possui algum poco e todos os pogos de A sdo vértices projetivos. Segue
abaixo o dual do teorema acima. ‘

Teorema 2.25 Seja (I, 7) um quiver com translagio préprio e conexo, sem ciclos orientados
com um niimero finito de vértices injetivos e sem projetivos. Entio T pode ser mergulhado em
algum quiver Z.A com A sem antecessores injetivos e isomorfo a uma segio de T
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2.4 Uma secdo especial para quivers com translacdo

Em [Li00], Li provou que se I for uma componente nio semi-regular do quiver
A.R. de uma algebra de Artin, sem ciclos orientados, e tal que todo caminho de um
vértice injetivo para um projetivo nesta componente é seccional, entdo I' possui uma
secao A. Utilizando as mesmas técnicas provaremos a seguir um resultado analogo
para quivers com translacao nao semi-regulares (Teorema (2.39)). Além disso, prova-
remos que quivers semi-estaveis possuem um tipo especial de se¢io (Teoremas (2.36)
e (2.37)).

Exemplo 2.26 Decorre de [CLO1a] que se T for uma componente nio semi-regular do quiver
de Auslander-Reiten Iy de uma dlgebra de Artin A tal que todo caminho de um vértice injetivo
para um vértice projetivo seja seccional, entio I' ndo possui ciclos orientados. Este resultado
niio necessariamente se verifica para quiver translagio. E o que mostraremos através do seguinte
quiver:

____________ SN

Como no decorrer desta secdo, estaremos trabalhando com um quiver (T, 7) tal
que todo caminho de um vértice injetivo para um projetivo é seccional, entdo para cada
vértice injetivo 1 € I', o conjunto P(i) = ¢ e para cada projetivo p € I', Z(p) = ¢. Sendo
assim, para cada injetivo : e projetivo p € I', valem as propriedades dos Corolarios
(2.20), (2.22) e (2.18).

Observamos que neste contexto, S (z —) = S(z —) paratodo z € I'.

2.4.1 Uma relacao de ordem para os injetivos e projetivos de I'

Nesta secdao consideraremos (I', 7) um quiver translagdo proprio e conexo, sem
ciclos orientados e com um ntimero finito de vértices projetivos e injetivos, e tal que
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todo possivel caminho de um vértice injetivo de I' para um vértice projetivo de I seja
seccional.

Nosso objetivo é construir uma se¢do para o quiver I' e, para tanto, utilizaremos
subquivers da forma S(z —) ou S(— z) com z € I'. No entanto, nio é qualquer vértice
z de I' que nos interessa para construir tal se¢do. Definiremos uma relacio de ordem
para os vértices projetivos e para os vértices injetivos de I' e escolheremos 0s vértices
minimais ou maximais conforme o caso.

Defini¢do 2.27 Seja (T', ) um quiver com translagio préprio e conexo, sem ciclos orientados,
com um niimero finito de vértices injetivos e projetivos e suponhamos que todo possivel caminho
de um vértice injetivo de T' para um vértice projetivo de I" seja seccional.

(a) Se I' contiver no minimo um vértice injetivo, entio para quaisquer vértices injetivos i,,1, €
[', definimos uma ordem ” < ” como segue:

Dizemos que 1; <1, se, e somente se, para qualquer x € S(i, —+), existir um inteiro m > 0 tal
que Tz € S(2, —).

(b) Se ' contiver no minimo um vértice projetivo, entio para quaisquer vértices projetivos
1, p2 € I, definimos uma ordem > como segue:

Dizemos que py > p; se, e somente se, para qualquer = € S(— py) existir um inteiro m >0 tal
que 7"z € S(— py).

Sejam Z o conjunto dos vértices injetivos de I' e P o conjunto dos vértices pro-
jetivos de I'. Com o préximo lema, mostraremos que (Z, <) e (P, > ) sdo conjuntos
parcialmente ordenados, o que permitird falar em elementos minimais e maximais de

ZeP.

Lema 2.28 Seja (', 7) um quiver com translagio préprio e conexo sem ciclos orientados.
(a) Se I’ contiver algum vértice injetivo, entio, (I, < ) € um conjunto parcialmente ordena-

do. _
(b) Se I' contiver algum vértice projetivo, entio (P, >) é um conjunto parcialmente orde-

nado.

Demonstragdo: 1) E claro que i <i paratodo i € I'.

(2) Suponhamos que 1,15 e i3 estdo em 7 com #; <1, e i, < i5. Entdo para qualquer
z € S(i3 —), existe m > 0 tal que 7™z € S(i, —+). Além disso, como i, < i, existe n > 0
tal que 7*(7z) € S(i; —). Assim, i; <14 por definicao.

(3) Suponhamos que 7, e i, estdo em I com i; <1, € iy <1;. Entdo, existem inteiros
nao negativos s e t tais que 7%, € S(i; —) e 7'y € S(i, —). Se i, # 1y, entdo I’
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contém um caminho 7; — «++ — 7%, — - =y — .. T = s gy que é uma
contradi¢ao sobre a hipdtese de I ndo conter ciclos orientados. Logo 1; = i5. Portanto
(Z, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

A prova de (b) é anéloga. i

SejaZ = {i, -~ ,iky, -+ ,im} O conjunto dos vértices injetivos de I' onde 7, - - - 4y,
denota os seus elementos minimais e seja’P = {p1, - P, " ,Pu} O conjunto de to-
dos os vértices projetivos de I' onde p;,--- , p, denota os seus elementos maximais.
Definimos

Y =501 =)U---US(ix, =),
Y = {z €Tz € YmastFz ¢ T para todo inteiro k > 1},
() =S(=p)U---US(=py),
(2)* = {z € Iz € (¥)* mas r~*z ¢ (T)* para todo inteiro & > 1}.

Mostraremos, entre outras propriedades, que os subquivers plenos de I gerados
por X e ¥" sdo se¢Bes de I' (Lema (2.34)). No lema a seguir apresentamos uma condi¢do
que permite dizer quando: <: para: e injetivos em I. Trata-se de uma condigzo que
permitira, por exemplo, mostrar que todos os injetivos minimais estio em . Analoga-
mente para os projetivos maximais (Lema (2.30)).

Lema 2.29 Seja (I',7) um quiver com translagio préprio e conexo com um niimero finito de
vértices projetivos e injetivos, sem ciclos orientados e tal que todo caminho de wm vértice injetivo
para um vértice projetivo de I é seccional.

(a) Para i e v’ € I, se existir um inteiro m >0, tal quet™ € S(1 =), entio <7’

(b) Para p e p' € P, se existir um inteiro m >0, tal que 7~™p € S(— p), entdop>p'.

Demonstragao: Provaremos apenas (a) ja que a prova de (b) é analoga. Para todo y €
S(i" =), existe um caminho i — --- — yem I'. Se 7™’ € S(i —) param >0, existe um
caminhoz — --- — 7™ em I e assim existe 7 — --- — 7™’ —5 -.. — §/ —3 ... — y. Pelo
Corolario (2.12), existe um inteiro n >0 tal que 7"y € S;(i —). Observe que P(z) = ¢,
pois todo caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo é seccional. Entio,
Sp(r =) = S(i —) (Proposicdo (2.17)). Portanto i < 7. [

Com o proximo lema, fica claro que todos os injetivos minimais estdo em X e os
projetivos maximais em L.

Lema 2.30 Se (T, 7) for um quiver com translagio préprio e conexo com um niimero finito de
vértices projetivos e injetivos, sem ciclos orientados e tal que todo caminho de um vértice injetivo
para um vértice projetivo em I' é seccional, entio {i,, - - - ikt CEe{pr, - ,p,} C I
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Demonstragao: Vamos provar apenas a primeira inclusao pois para provar a segunda,
as técnicas a serem utilizadas serao anélogas.

Suponhamos que existe 7; com 1 <[ <k, tal que ;; ¢ X. Entdo existe um inteiro
k>1, tal que ™ e %, pois 7, € ¥. Como 7%i; € ¥, entdo existe 5 com 1 <7 <k, tal

que 7*1; € S(i; —). Pelo Lema (2.29), i; <ije entdo j = [, pois 2y, - - - , 13, sd0 elementos
minimais distintos de (I', 7). Entdo I' contém o caminho #; — - - - — 754 ~ 75715, ~ 4,
contradizendo a hipétese sobre I'. Portanto {iy, -+ i} € X # ¢. m

Veremos que se o nimero de injetivos minimais de I" for maior que um, entio dado
um injetivo minimal ¢; € 7, existird um outro injetivo minimal i; # ; tal que

No proximo lema apresentamos uma condicao suficiente para que tenhamos tal interseccao.

Lema 2.31 Seja (T, 7) um quiver com translagio préoprio, conexo e sem ciclos orientados, tal
que todo caminho de um vértice injetivo para um projetivo em ' é seccional. Sejam i, e i,
elementos minimais distintos de T e py, p, elementos maximais distintos de P.

(a) Se existirem = € S(iy —) e k € Z tais que %2 € S(iy —), entio

St =) N S(1a =) # o

(b) Se existirem x € S(— py1) e k € Z tais que %z € S(— p,), entio

S(=p)NS(—=p2) # ¢

Demonstracio: (a) E suficiente considerar o caso onde k > 0. Provaremos por inducao
sobre k. Quando k = 0, entdo z = 7% € S(i; —) N S(i, —). Suponhamos verdadeira
parak —1>0. Como z € S(¢; —), [' contém um caminho

ilzajo_)..._)xt::v(tz())(*).

Como 7%z € S(i; —), I' contém um caminho

2 =Yo— Yy =7z (s>0) ().

Quando t = 0, isto &, ¢, = 2o = z, entdo 7%, = 7%z € S(iy —). Assim, i, <1,
contradizendo a hipotese de que 7, e 75 sdo elementos minimais distintos. Logo ¢ > 1.

Temos o seguinte caminho 7%z, = 7%z — ... = 72 = 72, —» z,_, em [. Co-

mo existe o caminho (*#), logo existe caminho de i, para z;_;. Observe que i, sendo
injetivo e nao existindo caminho de injetivo para projetivo com gancho, segue que exis-
tem 7'z, ; e ¥z, — 7F1z,_;. Como r*z, € §(i, —), entdo %'z, ; € S(i, —) ou
7(r¥'2,_1) € S(iy —) (Proposigao (2.21)).
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Pela Proposicdo (2.19), S(z; —) é convexo e entdo z,_, € S(i; —). Se 7%z, =
7(7*'2,.1) € S(i» —), entdo ao invés de trabalharmos com a hipétese de que ¢z, €
S(iz —+), trabalharemos com z,_;, uma vez que o comprimento do caminho de i, para
2.1 € menor que o comprimento do caminho (x). Além disso, temos que para algum j
com j € {0,--- ,t}, 7*z; & S(i, —). De fato, se 7*z; € S(i; —) paratodo j € {0,--- ,¢},
em particular 7%¢; = 7%y € S(iy —). Pelo Lema (2.29) i, < i;, contradizendo o fato de
que z; e 1; 530 minimais e distintos. Dessas observacées, podemos dizer que 7%z,_; ¢
S(i, —). Entdo 7% 'z;_, € S(i, —) e como z;_, € S(i; —), segue da hipoétese de
inducao que S(7; —) N S(iy =) # ¢.

(b) A demonstracao de (b) é similar a demonstracio de (a). ]

Agora mostraremos que para todo injetivo minimal i;, existe um injetivo minimal
2; tal que
S(e —=)NS(i; =) # ¢.

Lema 2.32 Seja (T', ) um quiver com translagio préprio e conexo com um niimero finito de
vértices injetivos e projetivos, sem ciclos orientados e tal que todo caminho de um injetivo para
um projetivo em I' seja seccional. Seja T = {iy,- - ,ixy,* ,im } como antes, onde {3y, - - - y ko }
é o conjunto de todos os elementos minimais de (I, <).

(a) Se ko > 1, entiio para todo | € {1,2,--- ,ko}, existe algum j € {1,2, - -- kot com 5 # 1
tal que S(i —) N S(z; —) # ¢.

(b) Se I' contiver uma flecha © — y ou y — z, ondey € S(iy —) com 1 <1<k e z esti e
uma T-Orbita disjunta de S(i; —), entdo existem elementos minimais i' # iy em (I, <)er € Z
taisque 7"z € S(i' —) e S(i =) N S’ =) # ¢.

Demonstracao: Provaremos (a) e (b) simultaneamente.

Por hipétese, ko > 1. Podemos dizer que S(i; —) ndo encontra toda r-6rbita de T,
qualquer que sejal € {1,-- -, ko}. Suponhamos o contrério, isto é, que S(i; —) encontra
toda 7-6rbita de I'. Neste caso existem j € {1, ,ko} com ! # j, k € Z, k>0 tais que
7*; € S(i1 —). Segue do Lema (2.29) que 7, < 7, contradizendo o fato de que ¢; e ¢; SA0
minimais e distintos. Portanto para todo/ € {1,2, -+ ,ko}, S (21 =) ndo encontra todas
as T-Orbitas de .

Dentre as 6rbitas de I' que ndo encontram S(i; —) , existe uma 6rbita O(z) com
z € ' tal que
Oz) N5 =) = ¢,

e existe ou a flecha 7"y — zouz — 7"yem ', comy € S(i; =) en € Z.
Y

Sem perda de generalidade, podemos supor n = 0. De fato, suponhamos que
existe a flecha 7"y — 2 com n > 0. Se existir a flechay — 7 "z, entdo temos em [
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um flechay = 77”2 com y € S(i; =) e O(r~"z) N (3, —) = ¢. Se nao existir, entio
para algum k < n, existe a flecha 7%y — 77*2 com 7~*z injetivo. Se r~*2 for um
vértice injetivo minimal de I, teremos (7 %2 —) N S(i; —) # ¢ com 7%z + 4, (Lema
(2.31) (a)) umavez que 7" *ly € S(r7* 2z =) ey € S(i; —). Se %2 ndo for um vértice
injetivo minimal, entdo existird um vértice injetivo minimal 7; com i; <7 *z. Como
"1y € S(77*2 —), existe um inteiro r > 0 tal que 7" (r""*~1y) € S(i; —). Portanto
S(z; =) N S(u =) # ¢ com i; # i; (Lema (2.31) (a)). O caso em que n < 0 e 0 caso em
que existe a flecha  — 7"y sdo anélogos a este. Portanto podemos supor que n = 0.
Vejamos cada caso.

Caso (1): Quando I' contém a flecha = — y, obtemos que z € injetivo (Corolario
(2.22)). Além disso, podemos dizer que y € S(z —), pois caso contrario existe um
caminho z ~ 7y em I'. Assim, existe o caminho z ~+ 7y — z, contradizendo o fato de
que I' ndo contém ciclos orientados. Como « é injetivo, existe um elemento minimal
ij € (Z, <) comi; <z e um inteiro m; >0 tal que 7™z € S(i; —). Isto implica que
i; # 4, caso contrario a érbita de = encontra S(i; —). Pelo Corolério (2.12), existe um
inteiro m, >0 tal que 72y € S(i; —). Além disso, m, > m,, caso contrario, como existe
caminho em I de 7; para 7™z, existiria um caminho de z; para r™*'y uma vez que
existe a flecha z — y. Pelo Lema (2.31) obtemos S(i; —) N S(z; —) # ¢.

Caso (2): Se I' contiver a flecha y — z, entdo ouz € S(i; =) oura € S(i —). Isso
contradiz a hipétese sobre O(z). A prova de (a) estd completa. Agora para provar (b),
basta fazer i’ = i; na prova de (a). 1

O resultado a seguir ¢ a versdo dual do lema que acabamos de provar.

Lema 2.33 Seja (', 7) um quiver com translagdo proprio e conexo com um niimero finito de
vértices injetivos e projetivos, sem ciclos orientados e tal que todo caminho de um vértice inje-
tivo para um projetivo em I sefa seccional. Seja P = {p1,--- ,pi, " ,pu} cOMo antes, onde
{p1, . pi, } € 0 conjunto de todos os elementos maximais de (P, >).

(a) Selo > 1, entdopara todo | € {1,2,--- ,lo}, existe algum j € {1,2,--- ,lo} com j # 1, tal
que S(— p) N S(= p;) # &.

(b) Se T' contiver a flecha = — y ouy — =z, onde y € S(= p) com1<1<lye z estd em uma
T-Orbita disjunta de S(— p;), entio existem elementos maximais p' Fpem(P,>)er € Z,
tal que "z € S(— p') e S(— p) N S(— p') # ¢.

2.4.2 A secdo que contém injetivos minimais ou projetivos maximais

Nesta secdo apresentamos o resultado fundamental para a construgao de certas
secOes especiais para alguns quivers semi-regulares e ndo semi-regulares. Manteremos
as notacgdes das secOes anteriores.
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Lema 2.34 Seja (I', 7) um quiver com translagio prdprio e conexo com um niimero finito de
vértices m]etwos e projetivos, sem ciclos orientados e tal que todo caminho de um vértice injetivo
em I' para um vértice pm]etzvo em I' é seccional. Entao:

(a) ¥ encontra cada T-6rbita de T exatamente uma vez.

(b) ¥ é convexo em T.

(c) Se % for o subquiver pleno de T gerado por ¥, entio % nio contém ciclos orientados, é conexo
e é uma secdo de T'.

Demonstragdo: (a) Pelo Lema (2.30), temos que {i, - ,i,} C X. Suponhamos que ¥
encontra alguma 7-6rbita de I' no minimo duas vezes. Entdo, existe z € " e um inteiro
m 2 1 tais que z e 7™z estejam em X. Porém, se z € ¥, entdo z € e 7%z ¢ ¥ para todo
inteiro k£ > 1. Este fato contradiz a afirmacio de que 7™z € ¥, pois se 7™z € %, entdo
7™z € . Assim, ¥ encontra uma 7-6rbita no maximo uma vez.

Suponhamos que ¥ néo encontra todas as 7-6rbitas de I'. Entdo, existem vértices
rzeyeml taisque O(z) NY = ¢,y € X e existe uma flechaz — youy — z em I.

Afirmamos que S(i; —) N O(z) = ¢ para qualquer [ com 1 < [ < ko. Caso contrario,
existe [y com 1 <y <koek, € Ztalquer ™z € (4, =) C 5. Como ZNO(z) = ¢, existe
um inteiro k; > 1 tal que 7*2(7%1z) € . Entao, existe [, com 1<, <k, Th(rhiz) €
S(u, —). Pela Proposicao (2.19), temos /; # l,. Novamente, como £ N O(z) = ¢,
existe um inteiro k; > 1 tal que 7% (7*2(7%12)) € S (41, —) com 1 <3 < k. Obtemos pela
Proposi¢do (2.19) que I3 ¢ {l;, 15} pois kg € S(iy, =), ™ (t™2) € S(i, =) com k, > 1
e 7 (r*2(rh1z)) € S(i;, —) com ks >1. Se continuarmos essa andlise com o método
acima, obtemos que o conjunto {1, - - , ko } é infinito, o que € uma contradi¢do. Assim,
Su—=)N0(z)=¢,l=1,2, -, ko.

Como y € ¥, existe [y com 1 < [y < kg, tal que y € S(z, —). Como I' contém a flecha
r —youy — zedS(y, =)NO(z) = ¢ pelo Lema (2.32)(b) existem um elemento
minimal  de (Z, <) com i’ # ig e r € Z tais que 7"z € S(i’ —). Podemos dizer que
' # yparatodo ! € {1,--- ,ko}, pois S(iy =) N O(z) = ¢ paral = 1,2,--- ,ky 0 que
€ uma contradicdo, pois (I <) contém somente k&, elementos minimais. Portanto PN
encontra todas as 7-6rbitas em I' no minimo uma vez. Desse modo, ¥ encontra cada

7-Orbita em I exatamente uma vez.

(b) Suponhamos que I contenha o caminho z — 2; — -+ — 2, - ycom z e y
em . Logo existe [ com 1 <[ <k, tal que z € S(i; —) e entdo I contém o caminho de
u para y. Assim, pelo Corolario (2.12) existe um inteiro & tal que 7"y € S(i; —) C T.
Como y € X, entdo k = 0 o que significa que y € S(i; —). Dessa forma, z; € S(i; —) C
¥ para todo j com 1< j < s. Suponhamos que existe algum z; ¢ . Entdo, existe um
inteiro u > 1 tal que 7¥z; € ¥ e existe um inteiro ¢ com 1 < ¢ < ko tal que t'z; € S(1, —).
Pelo Corolério (2.12), existe um inteiro ¢, ¢t > u tal que 'y € S(i, —») C ¥. Entdo, y ¢ &
0 que € uma contradicdo com y € X. Assim, z; € %,7 = 1,2, - -, ko.
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(c) Como T’ ndo contém ciclos orientados, segue que o quiver ¥ gerado por ¥
também ndo contém ciclos orientados. Finalmente, provaremos que ¥ é conexo. Su-
ponhamos o contrario. J4 que ¥ encontra cada 7-6rbita, o mesmo ocorre com ¥.. Entio
existem z e y em X tais que I nao contém uma flecha ligando z e y mas I contém uma
flecha que liga a 7-6rbita de = e de y, isto é, existem k;, k; € Z com ki + k3 # 0 tais que
' contém a flecha 7512 — 7%2y ou 752y — 7F1 2.

Afirmamos que I' contém a flecha 7%z — y ouz — 7%y, y — 7%z ou 7¥y — 2 com
k # 0. De fato, como k; ou k, é ndo nulo, vejamos primeiramente o caso em que um
deles é nulo. Se k;, = 0 temos a flecha z — %2y ou ™y 5 2. Seky = 0, entdo temos
the s youy = thae

Agora suponhamos k; e k; ndo nulos. Sem perda de generalidade, podemos su-
por também que k; > k; > 0. Neste caso, temos a flecha 7% =% — yem I'. Se &, e
ky nao forem positivos ou k; < k,, teremos um dos casos enunciados acima. Agora
suponhamos que k; < 0 e k; > 0. Afirmamos que existe 7F1=*22:. Caso contrario, como
y € X, entdo y € S(y —) para algum [ € {1,---,k}. Logo existe um caminho do
injetivo ¢; para y. Se ndo existir 751 %z, existird um inteiro ¢ < ky — ks tal que 7' é
projetivo. Como existe em I' um caminho de 7, para y e um caminho nio seccional de
y para 7'z, teremos uma contradi¢do com a hipétese sobre os caminho de I'. Portanto
existe 7% =%z Neste caso, provamos que existe a flecha y — 7% %22 e entdo est4 pro-
vado a existéncia das flechas acima. Serd suficiente discutir os casos em que I' contém
as flechas 7%z — y ouz — 7%y com k # 0 por causa da dualidade de z e v.

Se I' contém a flecha 7%z — y com k #0,entdok # 1, pois caso contrario, I' contém
a flechay — z, o que é uma contradig¢do. Entdo existe o caminho y — 751z ~» 7524 —
-+ = zsek>0eocaminho z ~ 7%z — yse k < 0. O que é impossivel, pois z e y estdo
em % e valem (a) e (b). Analogamente, é impossivel que I' contenha a flecha z — 7%y
com k # 0. Dessa forma, ¥ é conexo. n

Agora enunciamos o dual do lema anterior.

Lema 2.35 Seja (I, 7) um quiver com translagio préprio e conexo com um niimero finito de
vértices injetivos e projetivos, sem ciclos orientados e tal que todo caminho de um vértice injetivo
em I' para um projetivo em I' é seccional. Entdo:

(a) (£)* encontra cada T-6rbita de T exatamente uma vez.

(b) (2)* é convexoem T,

(c) Se (X)* for o subquiver pleno de T gerado por ()*, entdio (X)* niio contém ciclos orientados,
é conexo e é uma secio de T
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2.4.3 Resultados Principais

Nesta se¢ao mostraremos no Teorema (2.36) (Teorema (2.37)) que um quiver estavel
a esquerda (estdvel a direita) e sem ciclos orientados possui uma se¢io cyjas fontes
(pogos) sdo os vértices injetivos minimais (projetivos maximais) de I'. E no caso de um
quiver nao semi-regular tal que os caminhos de um vértice injetivo para um vértice
projetivo sejam seccionais, provaremos que existem se¢des A e A’ tais que A possui
Pocos que sao projetivos maximais de I' e A’ possui fontes que sdo os injetivos mini-
mais de I'.

Teorema 2.36 Seja (I',7) um quiver com translagio préprio e conexo, sem ciclos orientados
e com um niimero finito nio nulo de vértices injetivos e sem projetivos. Entio, T pode ser
mergulhado em algum quiver ZA, onde A é isomorfo a uma segio de T, possui fontes e todas
as fontes de A sdo vértices injetivos minimais de T'. Além disso, todo vértice de A tem um
antecessor injetivo minimal em A e os vértices de T\ niio tem antecessor injetivo em T

Demonstragdo: Seja Z = {iy, -+ ,ig,, - ,15} O conjunto dos vértices injetivos de I' -
como definido anteriormente. Considere A = ¥ como no Lema (2.34) (c). Entao pelo
Lema (2.34), temos que A é uma se¢io de I e pela Proposicao (2.7) podemos dizer que
[' pode ser mergulhado no quiver ZA. Pelo Lema (2.30) segue que todos os injetivos
minimais de I' estdo em X, logo estao em A. Além disso, se z é um vértice em A,
como A = ¥ que € o subquiver gerado por I, segue que z € L eentio z € % =
S(ir =)U---US(ix, =), provando assim que z é sucessor de um vértice injetivo 7; com
1 << k.

SejaTz € I'com z € A. Afirmamos que 7z ndo possui antecessor injetivo em T
De fato, se existir um injetivo ¢ em I' e um caminho i ~» 7z em T, logo pelo Corolario
(2.12), existe um inteiro n» > 0 tal que 7™z € S(i —). Podemos dizer que existe um
injetivo minimal 2’ tal que 7"z € S(+ —) para algum inteiro r e i’ <i. Neste caso,
pela defini¢do de X, = ¢ ¥, contradizendo que z € A = ¥. Portanto, 7z ndo possui
antecessor injetivo para qualquer z € A. "

Com o dual dos resultados que utilizamos para provar o Teorema acima, podemos
provar também o resultado a seguir.

Teorema 2.37 Seja (', 7) um quiver com translagio préprio e conexo, sem ciclos orientados e
com wm niimero finito proprio de vértices projetivos e sem injetivos. Entio, I pode ser mergii-
lhado em wum quiver ZA, onde A é isomorfo a uma segiio de T, possui pogos e todos os pogos
de A silo vértices projetivos maximais de I'. Além disso, todo vértice de A tem um sucessor
projetivo maximal em A e os vértices de v~ A niio tem sucessor projetivo em T
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Exemplo 2.38 No Exemplo (2.24) tinhamos um quiver com translagio sem vértices injetivos
e apresentamos uma se¢do para aquele quiver. Sob a luz do Teorema acima, apresentamos abaixo
a segdo construida a partir dos projetivos maximais daquele quiver.

N L\ ¥

Y23

A prova do Teorema que enunciamos a seguir é a mesma dada para o Teorema
(2.36) e (2.37), pois o resultado principal que utilizamos para prova-los foi o Lema
(2.34) que vale para quiver ndo semi-regular.

Teorema 2.39 Seja (T', 7) um quiver com translagdo préprio e conexo, sem ciclos orientados e
nao semi-regular, tal que todo caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo em I" é
seccional. Entdo:

(a) I" pode ser mergulhado em um quiver ZA onde A éisomorfo a uma segio de T, A possui
fontes, todas as fontes de A sio vértices injetivos minimais de T'. Além disso, todo vértice de A
tem um antecessor injetivo minimal em A e T niio tem antecessor injetivo.

(b) T pode ser mergulhado em um quiver ZA*, onde A* é isomorfo a uma segio de T', A*
possui pogos, todos os pogos de A* sio projetivos maximais de T'. Além disso, todo vértice de A*
tem wum sucessor projetivo maximal em A* e T~ A* nio tem sucessor projetivo.

Exemplo 2.40 Considere a seguinte dlgebra de caminhos A com radical quadrado nulo:

2 \ | / ’ 6
8

A seguir apresentamos o quiver de Auslander-Reiten T4 de A com a respectiva segio A cons-

truida a partir dos vértices injetivos minimais (Teorema (2.39)):

7

1
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Com o Teorema (2.9) e o Teorema (2.39), temos o seguinte resultado de Size Li [Li].

Corolario 2.41 Seja I' uma componente de T 4 nio contendo ciclo orientado. Entao, I pode

I3 . ~ p
ser mergulhado em algum quiver Z.A com A isomorfo a uma segio de T, se e somente, se todo
possivel caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo é seccional.



Capitulo 3

Algebras Shod

As generaliza¢Oes do conceito de dlgebras quase-inclinadas e os resultados novos
sobre algebras shod foram introduzidos por Coelho e Lanzilotta em [CL99]. Neste
capitulo apresentamos ao leitor um resumo dos principais resultados que utilizaremos
neste trabalho. As demonstracdes, bem como comentarios sobre este assunto e também
a relacdo desta classe de dlgebras com outros assuntos nao abordados neste trabalho,
poderdo ser encontrados na tese de doutorado de Lanzilotta [Lan00] e no trabalho
publicado por Coelho na Revista Resenhas (Ver [Coe01]).

3.1 Algebras shod
A palavra shod €é a abreviacdo de “small homological dimension”.

Definigdo 3.1 Uma dlgebra de Artin A é chamada de shod (small homological dimension)
desde que, para cada A-médulo indecomponivel X, dpy X <1 oudig X <1.

Uma algebra de Artin 4 é quase-inclinada se sua dimenséo global for menor ou
igual a dois e para cada A-moédulo X € indA, dpX <1 ou di X < 1. Em conseqtiéncia,
segue que, que a classe das dlgebras shod contém a classe das algebras inclinadas. Uma
outra caracteristica homolégica das dlgebras shod que ilustra bem esta generalizacio é
o seguinte resultado de Happel-Reiten-Smale.

Proposicio 3.2 [HRS96] Uma dlgebra shod A tem dimensio global de no maximo trés.

46
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Uma algebra de dimensédo global trés serd chamada de shod estrita . Todas as
algebras hereditarias sdo exemplos de algebras shod j& que todos os seus médulos tem
dimensao projetiva no maximo um.

3.2 Caminhos de médulos injetivos para médulos proje-
tivos

Nesta secdo queremos apresentar alguns dos resultados sobre caminhos de médulos
injetivos para médulos projetivos em indA. Os resultados foram provados por Coelho
e Lanzilotta em [CL99]. Apresentamos a seguir um resultado que motiva o estudo de
caminhos de mo6dulos injetivos para médulos projetivos.

Teorema 3.3 [ARS97] Seja A uma dlgebra de Artin e X um médulo indecomponivel. Entio
(a) dpa X < 1, se e somente se, Hom4(D(4A)), 74X) = 0.
(b) digX <1, seesomentese, Homu(1; X, A) = 0.

Vemos através deste teorema que existe uma forte relacio entre a existéncia de
morfismos ndo nulos de médulos injetivos para a translacio 74 X do médulo X € indA
e sua dimensdo projetiva. De maneira analoga, existe uma relacio entre a existéncia de
morfismos nao nulos de 7, X" para médulos projetivos e a dimensao injetiva de X.

Agora, se tomarmos uma algebra shod, nio existe um médulo indecomponivel
X comdps X >2e diyX >2 e assim o médulo X satisfaz alguma das afirmacoes do
Teorema (3.3).

Antes de apresentar os principais resultados, precisamos do conceito de refina-
mento de um caminho. Dados X e Y em indA, denotaremos por X ~» Y se existir um
caminho em indA

X=X b X, =3 X, A X, =¥ (120) (+),

de X para Y, isto é, cada f; com 1 < j <t é um nio isomorfismo nio nulo e Xo, , Xy
sao modulos indecomponiveis. Da mesma maneira na qual definimos na Secdo (1.1),
dizemos que X € antecessor de Y e Y é sucessor de X. Observe que cada A-médulo
indecomponivel é antecessor e sucessor dele mesmo. Quando todos os morfismos fis
no caminho () forem irredutiveis, entao diremos que o caminho () é um caminho de
irredutiveis, ou simplesmente diremos que é um caminho em I',. Um caminho em T’ A
comeg¢ando e terminando no mesmo médulo é um ciclo orientado.
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Observamos que quando o caminho (*) for um caminho de irredutiveis, este con-
ceito de caminhos “coincide” com o conceito de caminhos apresentado na Secao (1.1),
pois ['4 € um quiver.

Defini¢dao 3.4 Um refinamento de um caminho
X=XBX - - 5x_,8%x=y ¢>0),
em indA de X para'Y', é um caminho
X=ZoB 28 "3 72,8 2,=Y
em indA tal que existe uma fungio o preservando ordem de {1, - ;t — 1} para {1, ,u — 1},

tal que X; ~ Z,;yparacada 1 < j <t — 1.

Se A for uma algebra de Artin, e
X=X B X = 5 X, 8% =Y (v)

for um caminho em indA, um gancho em (#+) é um médulo X; tal que X;_4 4 X; g

Xji satisfaz: (2) f; e f;41 sdo morfismos irredutiveis; e (17)7X;4, = X;_;. Um caminho
de morfismos irredutiveis sem gancho é chamado de caminho seccional.

Observe que o conceito de gancho e caminho seccional fora definido num outro
contexto em que o caminho estd num quiver com transla¢do. Por abuso de notacio
usaremos o mesmo nome, pois quando os morfismos f/s forem morfismos irredutiveis,
o caminho (+#) poder4 ser visto como um caminho no quiver com translacéo (T4, 7).
Além disso, no caso de uma algebra shod, se existir um caminho de um médulo injeti-
vo [ para um moédulo projetivo P em indA:

I=X 83X, 5 sx_,8x=pP

entao existird um refinamento de irredutiveis deste caminho. Este ¢ o resultado que
enunciamos a seguir:

Proposi¢ao 3.5 Seja A uma dlgebra shod e suponha que existe um caminho
B :I=XoB X5 o x_, 8 x,=pP

emindA, onde I e P siao modulos injetivos e projetivos respectivamente. Entio f; ¢ rad*( modA)
para cada j e assim (&) tem wum refinamento de morfismos irredutiveis.
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Temos os seguintes resultados nesta direcao:

Teorema 3.6 [CL99] Uma dlgebra A ¢ shod, se e somente se, qualquer caminho em indA de
um modulo injetivo para um médulo projetivo pode ser refinado para um caminho de morfismos
irredutiveis e qualquer refinamento tem no miximo dois ganchos e no caso de dois, estes sio
consectivos.

Proposi¢ao 3.7 Seja A uma dlgebra shod estrita e suponha que existe um caminho nio seccio-

nal
[:Xof%4¥1—)"‘—};¥t_1£)/‘\ftzp

de um modulo injetivo I para wm projetivo P. Entio:
(a) [CL99] existe um caminho de I para P em T4 com exatamente um gancho.
(b) existe um médulo projetivo P’ no caminho () que possui um submodulo X com dp,y X > 2.

A quantidade de ganchos é nula num caminho de um médulo injetivo para um
moédulo projetivo em ind A, quando A for uma algebra quase-inclinada. Esse resultado
fora provado por Happel-Reiten-Smale e enunciamos a seguir:

Proposi¢do 3.8 [HRS96] Uma dlgebra A é quase-inclinada, se e somente se, qualquer caminho
em ind A de um médulo injetivo para um projetivo pode ser refinado a um caminho de morfismos
irredutiveis e qualquer desses caminhos é seccional.

Outra caracteristica dos caminhos de um médulo injetivo para um modulo projeti-
voemindA, sendo A uma dlgebra shod estrita, esta caracterizada na seguinte proposicao.

Proposi¢ao 3.9 Seja A uma dlgebra shod estrita. Se existir um caminho de morfismos irre-
dutiveis em ind A de um maédulo injetivo I para um médulo projetivo P com dois ganchos,
entao existe um caminho de I para P com somente um gancho.

3.3 Componentes do quivér A.R. de uma algebra shod

Nesta secao apresentamos algumas caracterfsticas das componentes nao semi-regulares

do quiver A.R. de uma algebra shod.

Em [CLO1a] Coelho-Lanzilotta introduziram o conceito de componentes hip-limitadas,
definidas a seguir:
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Defini¢do 3.10 Seja I' uma componente nio semi-regular de Iy onde A é uma algebra de
Artin. Dizemos que T’ é uma componente hip-limitada se existir um inteiro my tal que
qualquer caminho em ind A de um médulo injetivo em T para um médulo projetivo em I tenha
10 maximo mq ganchos.

Observagao 3.11 Neste mesmo trabalho, Coelho-Lanzilotta provaram que uma componente
I & hip-limitada, se e somente se, existe um inteiro no tal que qualquer caminho em indA de
um modulo injetivo para wm médulo projetivo em T, pode ser refinado a um caminho em T A€
qualquer refinamento tem comprimento no maximo no.

Assim, temos 0s seguintes resultados provados em [CLO0O1a]:

Teorema 3.12 Seja A uma dlgebra de Artin e I uma componente hip-limitada de T 4. Valem
as seguintes afirmagoes:

(a) T nao tem ciclos orientados;

(b) Se A for uma dlgebra do tipo de representagiio infinito, entiio I' tem somente um niimero
finito de T-6rbitas.

Segue diretamente deste resultado as seguintes afirmacdes parauma algebra shod:

Coroldrio 3.13 Seja A uma dlgebra shod e I' uma componente nio semi-regular de T 4. Valem
as seguintes afirmagades:

(a) I nio tem ciclos orientados;

(b) Se A for uma dlgebra do tipo de representacio infinito, entdo T tem somente um niimero
finito de T-orbitas.

Uma pergunta natural sobre estas componentes nao semi-regulares de uma algebra
shod é a seguinte: Quantas componentes ndo semi-regulares existem? A resposta a esta
questao foi dada por Coelho-Lanzilotta num contexto mais geral que este.

Em [CLO1Db], eles introduziram o conceito de algebras fracamente shod. Uma
dlgebra é fracamente shod se existir um inteiro positivo my tal que qualquer caminho
em indA de ndo isomorfismos ndo nulos de um A-modulo injetivo indecomponivel pa-
ra um A-moédulo projetivo indecomponivel tem comprimento limitado por ny. Neste
trabalho, eles provaram que este conceito é equivalente a dizer que existe um m, tal
que qualquer caminho em indA de um médulo injetivo em I' para um médulo pro-
jetivo em [' passa por no maximo m, ganchos. Provam, também, que uma algebra
fracamente shod conexa possui uma tinica componente nao semi-regular que é padrao
generalizada e fiel. Como conseqiiéncia dos principais resultados em ([CLO1b] - 6.2),
temos:
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Proposigdo 3.14 Seja A uma dlgebra fracamente shod, tal que existe um caminho de morfismos
nao nulos de um modulo injetivo indecomponivel de ind A para algum projetivo indecomponivel
dendA. Entdo, as componentes de I 4 sio da seguinte forma:

(a) componentes pds-projetivas;

(b) componentes pré-injetivas;

(¢c) uma iinica componente fiel hip-limitada que é a iinica componente nio semi-regular.

(d) componentes de tipo Z. A,
(e) componentes construidas a partir de tubos ou Z A, por insergio de raios ou co-raios.

3.4 ExtensOes por um ponto

Seja A uma algebra de Artin e /' uma lgebra com divisdo sobre R e M = , My
um A-F-bimédulo tal que 4M € modA e R age centralmente sobre 4 Mp. A extensio
por um ponto de A é a R-dlgebra de Artin da forma:

A=, 4 )

com a adi¢do e multiplica¢ao usuais. O quiver ordinario () apm) de A[M] contém o qui-
ver ()4 de A como um subquiver convexo e existe um vértice adicional (extensdo) que
¢ uma fonte. Podemos identificar a categoria modA[M] com a categoria cujos objetos
sdo ternas (V, X, ¢), onde X € modA, V € modF e ¢ :p V —p Hom (M, X) é uma
aplicag¢do F'-linear. Um morfismo h : (V, X, ¢) — (W, Y, %) é dado pelo par (f, g), onde
f:V = Wé F-linear, g : X — Y é um morfismo em modA e Yf = Homu(M,qg)é.
Entao, o novo A[M]-médulo projetivo indecomponivel P é dado pela terna (F, M, 1id)
onde id :p F' = Hom (M, M) associa o elemento identidade de F ao elemento iden.-
tidade de Hom 4(M, M).

Uma classe importante de extensoes por um ponto ocorrem na seguinte situacao:
Seja A uma E-algebra de Artin, basica e P um A-médulo projetivo indecomponivel,
AN = P @ Q esuponhamos que Hom, (P, Q ® radP) = 0. Como P é um projetivo inde-
componivel, entdo S = P/radP é um A-médulo simples e End, S é uma algebra com
divisdo. Além disso, 0 homomorfismo candnico End, P — EndyS é um isomorfismo.
Entdo obtemos o seguinte isomorfismo de 4lgebras

| F o0
A = Endy (4 A\) =~ <AMF i > = A[M]

onde F' = Endy(P)?, A = EndyQ e 4 Mp = Homy(Q), P) ~ radP e

A[M]:<A1€[F Sl)



Capitulo 4

Mergulho em ZA de um quiver com
secao dupla

Seja (I', 7) um quiver transla¢do préprio e conexo. Neste capitulo, em geral consi-
deraremos (I', 7) um quiver transla¢do com a propriedade IGP, isto é, todo caminho
em [' de um vértice injetivo para um vértice projetivo tem no méaximo dois ganchos e
quando tiver dois eles sdo consecutivos. Apresentaremos uma condigio suficiente pa-
ra que um quiver translagdo com a propriedade IGP esteja mergulhado em um quiver
ZA para algum quiver A. As técnicas utilizadas foram apenas técnicas relativas a qui-
vers com translagdo. Como caso particular, este resultado vale para as componentes
nao semi-regulares do quiver de Auslander-Reiten de uma 4lgebra shod.

Nesta dire¢ao, cabe ressaltar que em [CLO01b], Coelho-Lanzilotta introduziram as
algebras fracamente shod. As dlgebras fracamente shod sao caracterizadas pela propri-
edade hip, isto ¢, diremos que uma algebra de Artin A tem a propriedade hip se existir
um inteiro ny, tal que todo caminho em indA de um médulo injetivo para um médulo
projetivo pode ser refinado para um caminho de no maximo n, ganchos. No caso em
que no = 0, entdo todo caminho em indA de um moédulo injetivo para um médulo pro-
jetivo € seccional. As componentes nao semi-regulares do quiver de Auslander-Reiten
das dlgebras de Artin em que no = 0 foram o objeto de estudo de Size Li em [Li00].

Em [Li00], Size Li provou que uma componente nio semi-regular do quiver de
Auslander-Reiten de uma algebra de Artin tal que todo caminho de um vértice inje-
tivo para um vértice projetivo € seccional, pode ser mergulhada num quiver ZA. No
Capitulo (2), generalizamos este resultado de Size Li para quivers com translacio sem
ciclos orientados.

Neste capitulo, mostraremos com o Exemplo (4.44) que, em geral, uma componen-
te do quiver de Auslander-Reiten de uma algebra fracamente shod no pode ser mer-
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gulhada num quiver ZA. Por esse motivo, nos restringimos a investigar as algebras
shod. As dlgebras shod sao algebras fracamente shod onde n, é no maximo dois e no
caso em que ny € igual a dois, os ganchos sdo consecutivos.

Em [RS01], Reiten-Skowroniski introduziram o conceito de secio dupla para uma
componente C do quiver de Auslander-Reiten de uma algebra de Artin. Provaram que
uma dlgebra de Artin A4, bésica e conexa, é shod estrita se, e somente se, 'y possui uma
componente com uma se¢ao dupla (Teorema 8.2 [RS01]).

Neste capitulo, investigaremos as propriedades de quivers com translacao(I’, 7)
com a propriedade IGP e/ou com segdo dupla. Mostraremos que um quiver translacio
com secdo dupla ndo necessariamente esta mergulhado em um quiver ZA (Exemplo
(4.42)). Além disso, mostraremos que ter a propriedade IGP nio é uma condigdo ne-
cessaria para um quiver translacao ter uma secdo dupla (Exemplo (4.5)). Provaremos
que todo quiver translacao com secdo dupla néo possui ciclos orientados (Proposicao
(4.6)) e que se um quiver transla¢do (I',7) possuir uma secio dupla A, e a proprie-
dade /G'P, entdo I' pode ser mergulhado em um quiver ZA (Teorema (4.18)). Como
para algebras de Artin, bésicas e conexas, as condigdes de ter a propriedade IGP ou ter
secao dupla sdo equivalentes, segue como conseqiiéncia de nosso resultado que para
algebras shod, as componentes nao semi-regulares estao mergulhadas em um quiver
Z A (Corolério (4.43)).

Além disso, enfatizaremos a generalidade do conceito de quivers translacio com
a propriedade IGP ou com segao dupla com relagdo a uma componente do quiver de
Auslander-Reiten de uma algebra de Artin com se¢do dupla (ver Exemplo (4.12)).

4.1 Quivers com sec¢ao dupla, algumas propriedades

Nesta se¢do, consideraremos (I, 7) um quiver translagio préprio e conexo e se A
for uma algebra de Artin, entdo a subcategoria indA sera considerada em geral com a
seguinte propriedade: todo possivel caminho de um médulo injetivo para um médulo
projetivo tem no maximo dois ganchos e quando dois estes sio consecutivos. A menos
de mencao em contrério, os quivers com translagao terdo a propriedade IGP.

Observagdo 4.1 Por abuso de linguagem, quando necessirio, diremos também que uma algebra
de Artin A tem a propriedade IGP ou que a categoria indA tem a propriedade IGP se todo ca-
minho em indA de wm médulo injetivo indecomponivel I para um médulo projetivo indecom-
ponivel P tenha no miximo dois ganchos e quando dois estes sejam consecutivos.
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4.1.1 Secao dupla

Em [RS01], Reiten-Skowroriski introduziram o conceito de secao dupla para com-
ponentes do quiver de Auslander-Reiten de uma algebra de Artin. A seguir, definimos
secdo dupla para um quiver translagéo (T, 7).

Definigdo 4.2 Seja (I', 7) um quiver translagio valorado, préprio e conexo. Um subquiver
A de T, pleno valorado e conexo é chamado de segao dupla em T' se as seguintes condicdes
estiverem satisfeitas:

(1) A ndo tem ciclos orientados;

(2) A é convexo em T';

(3) Para cada T-6rbita O em T, temos 1 < |[A N O] < 2.

(4) Se O for uma r-6rbitaem T' e [ANO| = 2, entio AN O = {z, 72} para algum vértice x
em I e existem caminhos seccionais i — --- — & ex — -+ — p com i injetivo e p projetivo.

Se |[A N O| = 2 para alguma r-6rbita O em I, diremos que A é uma secao dupla
estrita.

Observagao 4.3 Observe que se |[ANO| = 1 para cada -6rbita O em T, entio de acordo com
a Definigio (2.4), temos que A é uma segio de (I, ).

Lema 4.4 Seja (', 7) um quiver translagio com segio dupla A. Se O for uma r-6rbita em T e
ANO = {rz,z} para algum vértice = em T, valem as seguintes afirmagdes:

(a) Todos os caminhos i ~ Tz e z ~ pem T, com i wm vértice injetivo e p um vértice projetivo,
estao em A.

(b) Se (I, 7) tiver a propriedade IGF, entiio todo caminho i ~» 7 e z ~» p com i um vértice
injetivo e p um vértice projetivo, sio seccionais e estio em A.

Demonstrag¢ao: (a) Seja : um vértice injetivo em I' e i ~» 72 um caminho em I'. Como
A é uma secdo dupla, existe um inteiro £ >0, tal que 7% € A e assim, o caminho
78 ~ 1 ~ 72 estd em A, pois A é convexo. Portanto, o caminho i ~» 72 esti em A.
Analogamente, é possivel mostrar que o caminho z ~» p, onde p é projetivo, estd em A.

(b) Seja i ~» 72 um caminho em I' com ¢ um vértice injetivo. Pelo item (a), sabemos
que tal caminho estd em A. Pela defini¢do de se¢do dupla, existe um vértice projetivo
p’ em I' e um caminho seccional z ~ p’ em I'. Se 0 caminho 7 ~+ 7z nio for seccional,
entdo o caminho : ~ 7z ~ z ~ p’ terd dois ganchos nio consecutivos, contradizendo
a hipétese de (I', 7) ter a propriedade IGP. De forma anéloga, mostra-se que z ~ p é
seccional. m

Com o exemplo a seguir, podemos observar que a propriedade IGP na hipétese do
Lema (4.4) (b) é necessaria.
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Exemplo 4.5 Considere (I', 1) o quiver translacio:

Este quiver translagio tem wma segiio dupla A que neste caso, coincide com o proprio
quiver. Vemos facilmente que (T, ) nio possui a propriedade IGP e que o caminho 1 ~ Ty nio
é seccional.

No Capitulo (2) apresentamos uma prova de que todo quiver translacio (T',7) com
$e¢ao nao possui ciclos orientados. A Proposigdo a seguir é uma generalizacdo deste
resultado para quivers com translagaocom secao dupla.

Proposicdo 4.6 Se (I',7) for um quiver translacio com segio dupla A, entdo ' nio possui
ciclos orientados.

Demonstragdo: Suponhamos que exista um ciclo z = 29 — -+ — z, = z(s>1)em I.
Como |A N O|>1 para toda érbita O de T, entdo existe um inteiro % tal que *z € A.
Suponhamos que k > 0. Se existir 7*z; para todo indice i com 1 <i < s — 1, entdo existe
o caminho ¥z = 7¥z5 — - = 7%z, = r*z em I’ com 7"z € A. Sendo A convexo segue
que este ciclo estd em A o que é uma contradigdo com a definicio de se¢ao dupla. Entao

para algum indice j, j € {1, -+ ,s — 1} existe um inteiro 0<!; < ktal que 7hz; = p
para algum projetivo p em I'. Escolho o vértice z; tal que o inteiro l; = | com esta
propriedade € minimo. Temos assim o caminho 7z ~ 7lz = 7z — 7o, — ...

los ., —
7a; =pemT.

Sabemos que algum vértice da 6rbita de p estad em A, isto &, existe r > 0 tal que
77"p € A. Temos assim o caminho 7"z ~ 7'z = t'zg = rlz; = - o 7y = pus Tp
em I' com 7%z e 77"p em A. Pela convexidade de A podemos dizer que este caminho
estdem A e segue que o caminho 7'z = 7'zg = 7'zy = -+ — rlz; = pestiem A pois A
€ convexo. Como [ € o menor inteiro com a propriedade acima, logo temos o caminho

e = ey — g =5 v — TI.’I,’_.,' — T(.II]'_H — -+ = 7'z, = 7'z com 7'z em A. Assim,
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este ciclo estd em A, o que é uma contradi¢do com a definicdo de secdo dupla. Segue
assim que I ndo possui ciclos orientados.

O caso k < 0 é analogo. @

4.1.2  SecGes duplas para dlgebras shod e quivers com translacio

Em geral, a classe dos quivers com translagdo com segao dupla contém a classe das
componentes com se¢ao dupla do quiver de Auslander-Reiten de uma algebra shod.

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns exemplos que ilustram a generalidade do con-
ceito de se¢ao dupla para quivers com translagio com relacio ao mesmo conceito para
componentes do quiver de Auslander-Reiten de uma &lgebra shod.

Em [RS01], Reiten-Skowroniski provaram a seguinte equivaléncia:

Teorema 4.7 Seja A uma dlgebra de Artin, bisica e conexa. As sequintes afirmagoes sdo equi-
valentes:

(a) A é uma dlgebra shod estrita.

(b) I a possui uma componente C com uma segio dupla.

Se A for uma éalgebra de Artin bésica e conexa, com o teorema acima e a equi-
valéncia obtida no Teorema (3.6) podemos dizer que as seguintes afirmacdes sio equi-
valentes:

(a) A € uma algebra shod estrita.
(b) ' 4 possui uma componente C com uma secio dupla.
(c) A tem a propriedade /GP.

Diferentemente das componentes com se¢do dupla de 4lgebras shod, a proprieda-
de IGP ndo € uma condigao necessaria para um quiver translacio ter uma secio dupla.
E 0 que mostramos com o exemplo a seguir.

Exemplo 4.8 O quiver abaixo tem uma se¢io dupla e nio tem a propriedade IGP. Observe que
a seio dupla é o subquiver pleno gerado pelos vértices em negrito.
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Seja A uma algebra de Artin e modA a categoria dos A-médulos & esquerda fi-
nitamente gerados. Sabemos que na categoria modA existe o conceito de pares de
A-modulos dirigidos. Vamos definir aqui este conceito para vértices de um quiver
translagao e explorar as analogias em ambos os casos. Primeiramente definimos para
modulos.

Defini¢do 4.9 Seja A uma algebra de Artin. Um par de A-médulos (X,Y) com X e Y em
modA, ¢ dirigido se nio existirem X' e Y’ somandos indecomponiveis de X e Y respectiva-
mente, e um modulo nio projetivo W, tais que exista X' ~ 7W e W ~ Y. Se o par (X, X)
for dirigido, diremos que o médulo X é dirigido.

Para uma algebra shod estrita A = A[M], valem as seguintes propriedades para o
modulo M.

Proposigdo 4.10 [RSO1][CL99] Seja A = A[M] uma dlgebra shod estrita. Valem as seguintes
afirmagoes:

(a) O médulo projetivo P onde M = radP, nio tem sucessor projetivo proprio em indA.

(b) Os pares (M, M) e (M, A) sio dirigidos em modA.

Sabemos que toda élgebra shod estrita A é uma extensdo por um ponto, isto &,
A = A[M] (Teorema 6.1 [RS01]) e que [y possui uma componente com uma secio
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dupla onde P e M estdao nesta componente. Tal componente possui a propriedade
IGP e os pares (M, M) e (M, A) sdo dirigidos em modA.

Podemos fazer uma leitura do conceito de pares de médulos dirigidos como sendo
pares de vértices dirigidos, j& que cada médulo indecomponivel de indA esta associado
a um vértice no quiver de Auslander-Reiten de A. Entao definimos a seguir pares de
vértices dirigidos.

Defini¢do 4.11 Sejam (T, 7) um quiver translagio préprio e conexo e z,y € T'y. Dizenos qie
opar (z,y) édirigido se ndo existir em I' um caminho de « para Tw e de w paray comw € T'y.
Dados X e 'Y conjuntos de vértices de I'o, dizemos que o par (X,Y) é dirigido, se o par (z,vy)
for dirigido para todo x € X etodoy €Y.

Agora temos o conceito de pares de A-mo6dulos dirigidos na categoria mod A, onde
A & uma algebra de Artin, e este mesmo conceito para quivers com translacdo. Com o
exemplo seguinte, podemos ver facilmente que a classe das componentes do quiver de
Auslander-Reiten com se¢ao dupla de uma algebra shod est4 contida propriamente na
classe dos quivers com translacao com se¢ao dupla e com a propriedade IGP.

Exemplo 4.12 Seja (I, 7) o quiver translagdo abaixo. Vemos que T' tem uma segio dupla A
e tem a propriedade IGP. A segiio dupla é o subquiver pleno de (T',7) gerado pelos vértices

11, T Mo,T,TIL, My, Tmi, pPi.

Seja M = py . Observamos que para este quiver, o par (M, M) nio é dirigido. Entdo este
¢ um quiver translagio com secio dupla e com a propriedade IGP e que nio é componente de
quiver de Auslander-Reiten de uma Algebra shod (ver Proposicio (4.10) ).

Consideremos em (I', 7) o conjunto dos vértices projetivos p tais que Z(p) # ¢.
Dados p e p’ em (I', 7) tais que Z(p) # ¢ e Z(p') # ¢, provaremos no Lema (4.14) que o
par (p,p’) € dirigido. Como este resultado vale em geral para quivers com translacao
com segao dupla e com a propriedade IGP, entdo podemos dizer que o mesmo vale
para as componentes do quiver de Auslander-Reiten de uma algebra shod.
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Definigdo 4.13 Seja (I', 7) um quiver translagdo praprio e conexo. Seja P¢ = {py,-- - , Ps} o
subconjunto de P tal que Z(p;) # ¢ para j € {1,--- s} e denotemos por M, = pr e M =
Uiz My. Seja T9 = {uy,- - 15} o subconjunto de T tal que P(:;) # ¢ paraj € {1,--- s}

Temos as seguintes propriedades para os vértices de P? em um quiver translacio
com a propriedade IGP.

Lema 4.14 Se (I', ) for um quiver translagdo préprio, conexo e com a propriedade IGP, entiio
o par (pi, p;) € dirigido para todos p;, p; € P°.

Demonstragao: Suponhamos que existe um caminho nao seccional de p; para p; em T,
com p; € P?. Logo existe um caminho de um vértice injetivo para p; com dois ganchos
nao consecutivos pois existe um caminho nao seccional de um injetivo para p;. I

Com relagdo aos antecessores imediatos dos vértices de ¢, podemos fazer a se-
guinte afirmacao:

Lema 4.15 Sejam (', 7) um quiver translagio proprio, conexo e com a propriedade IGP e M g =
Py My = p, com p;,pr € P9. Sex € M; for tal que I(z) # ¢ ey € My, entio (z,y) é
dirigido.

Demonstragao: Se (z,y) nao for dirigido, entdo existe um caminho n3o seccional em
['de z para y. Como Z(z) # ¢, entdo existe um caminho nio seccional de um vértice
injetivo 1 para z em I'. Assim, temos em I' um caminho i ~ 2 ~ y — py, pois y €
My, com dois ganchos ndo consecutivos, contradizendo a hipétese. Portanto, (z, y) é
dirigido. [

Com o intuito de ilustrar a hipétese que impusemos sobre o vértice z no lema
acima, temos os seguintes exemplos.

Exemplo 4.16 Seja (I', 7) o seguinte quiver translagio com segio dupla. E ficil ver que este
quiver tem a propriedade IGP.
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Sejam My = py e My = p;, com py e py em P. Vemos que o par (M, M) nio é dirigido.
Observe que (I, T) possui uma segiio dupla, tem a propriedade IGP, porém T (ms) = ¢

Exemplo 4.17 No quiver abaixo, se tomarmos M, = py e M, = py ,» vemos que (I, 7) possui
secdo dupla, tem a propriedade IGP, porém (M, M) ndo é dirigido.
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4.2 Subquivers A’ de uma sec¢do dupla A

Seja (I', 7) um quiver translagdo proprio e conexo com uma secio dupla A. Entre
as propriedades que queremos mostrar sobre quivers com se¢ao dupla, ao final deste
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capitulo provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.18 Seja (I',7) um quiver translacio valorado, nio semi-regular com uma secio
dupla A e com a propriedade IGP. Entio (T, 1), pode ser mergulhado em um quiver (ZA, p),
onde A é o quiver modificado.

Para provar este teorema, definiremos alguns objetos e provaremos alguns resul-
tados prévios que conduzirdo a prova deste teorema.

Seja (I', 7) um quiver translagdo proprio e conexo com uma segio dupla A. Defini-
mos os seguintes subquivers plenos A%, A' e A? de A gerados pelos seguintes conjun-
tos de vértices, respectivamente:

(A%)o = {2 € Ag; ndo existe caminho 7~y ~» z,y € Ao}
(Ao = {z € Ag; 7z & (A°)o € existe um caminho 7=y ~» z,y € Ao} e
(Az)o = {IL € AO;T(L‘ € (AO)Q}

A seguir enunciamos e provamos algumas das propriedades importantes destes

subquivers.

Lema 4.19 Se (T, 7) for um quiver translagio préprio e conexo com uma segiio dupla A, entio
Ao - (AO)OU(Al)()U(AZ)o.

Demonstragdo: A inclusdo (A°)U(A)oU(A?)y C Ag é imediata a partir da definicdo
de cada um dos subquivers A/(j = 0,1,2).

Também é imediato da definicdo que A°N Al =ge A°NAZ=pe Al N A2 = ?.

Provemos a outra inclusdo. Seja z um vértice qualquer da secdo dupla A. Se
z € A° ndo temos nada a provar. Caso contrario, existe um caminho Ty ~ zem [
comy € Ap. Se além disso 7z € A, entdo z € A?, caso contrario, z € Al. Provando
assim que Ag C (A%)oU(AY)U(A2),. - ' a

Da defini¢do de A! para: = 0, 1,2, temos o seguinte lema.

Lema 4.20 Se (T, 7) for um quiver translagdo préprio e conexo com uma segio dupla A, entio
A° ¢ fechado para antecessores em A.

Demonstracdo: Seja z ~» y um caminho em A com y € A’ Se z pertencer a A'UA?,
teremos uma contradi¢do com a defini¢do de A°. Como A = A°UA'UA? (Lema (4.19)),

segue que z € A°. al



4.2 Subquivers A' de uma se¢ao dupla A 62

Lema 4.21 Seja (I',7) um quiver translagio préprio e conexo com secio dupla A\ e com a
propriedade IGP. Se o par (z,y) com z e y em A ndo for dirigido, entio todo caminho nio
seccional de x para y tem no miximo dois ganchos e quando dois eles siio consecutivos. Além
disso, se x ~» Tz ~» z ~» y for um caminho em T, entio os pares (z,7z),(z,y) sio dirigidos e
todo vértice do caminho x ~» Tz estaem A° e z € A2

Demonstragdo: Suponhamos que existe um caminho z ~ y em I' com pelo menos trés
ganchos, da seguinte forma: = ~» 7a; ~ a; ~» 7b; ~» by ~» 7¢; ~ ¢; ~ y em . Como
z,y € A segue da convexidade de A que este caminho estid em A. Pelo item (4) da
Defini¢do (4.2) existe um caminho de um injetivo de I até 7a; e de ¢, até um projeti-
vo de I'. Entdo temos um caminho de um injetivo até um projetivo com trés ganchos,
contradizendo a hipotese. Portanto tal caminho tem no méximo dois ganchos e po-
demos dizer que se forem dois, serdo consecutivos. Caso contrario fazendo o mesmo
procedimento acima, teremos uma contradi¢do com a hipétese IGP sobre (T, 7).

Sejam z ~» Tz e z ~» y caminhos em I'. Se um destes caminhos nio for seccional,
entdo o caminho z ~» 7z ~» z ~ y terd dois ganchos ndo consecutivos, contradizendo
0 que provamos no paragrafo acima. Portanto, (z,7z) e (z,y) sdo dirigidos.

Agora, vamos provar que todo vértice do caminho z ~» 7z estd em A°. Sabemos
que o caminho  ~+ 7z estd em A. Se existir um vértice « neste caminho em A! ou
em A?, teremos 0 caminho w ~ 7w ~» @ ~» 7z ~ z ~ y em I com w € A. Logo
a existéncia do par (w,y) estd em contradi¢do com o que provamos acima. Portanto,
todo vértice do caminho z ~+ 7z estd em A°.

A conclusao de que z € A? é direta da definicdo de AZ. n

Vamos calcular os subquivers A* (0 <z <2 ) de alguns quivers com translacao.

Exemplo 4.22 Apresentamos a seguir o subquiver A’(j = 0,1,2) de alguns dos exemplos
anteriormente citados.

(a) No quiver do Exemplo (4.5), temos que A° é o quiver

\

s

AN

2

enquanto que A* contém apenas o vértice x e A' é o quiver
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Podemos observar que A encontra uma érbita de T mais de uma vez.

(b) No Exemplo (4.16), temos que A° é o quiver desconexo:

Tmi
e

T T3

t1

enquanto que A* é o quiver disjuntos que contém as flechas:

m3

/

T2
my

e

T3

e A' é o subquiver desconexo que contém a flecha
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T_m2

P2
e o vértice p;.

Antes de apresentar mais algumas propriedades dos subquivers A7 de A, apre-
sentamos a seguir alguns exemplos de quivers de algebras shod estritas.

Exemplo 4.23 Seja k um corpo e A a k-ilgebra com radical quadrado zero dada pelo quiver:

SN
N

O quiver de Auslander-Reiten " 4 de A é:

6

Esta é uma algebra shod estrita e temos a se¢io dupla dada pelo subquiver pleno gerado por
]1/‘5'4/ ‘5'2/ P3/ 5’3/ PS/ PS-
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Neste caso, A° é o subquiver pleno gerado por I1,54,Ss, Ps e Ps. Podemos ver que A°
é desconexo e que A* contém um iinico vértice que é o vértice S, Quanto ao quiver A! este
possui um tinico vértice qie é o vértice Ps.

Neste mesmo exemplo, podemos tomar como segiio dupla o subquiver pleno de T, gerado
por Iy, S4, Sa, P3, S3, Ps, 7~ Ps.

S4

Neste caso, A° é um quiver conexo gerado por I,,Sq, Sz, Ps enquanto A% é dado pelo
vértice Ss e A' é dado pelo quiver conexo gerado por Ps e v~ Ps. Vemos através deste exemplo
que A pode possuir um vértice nio projetivo.

Exemplo 4.24 Seja A a k-ilgebra com radical quadrado zero (k corpo) dada pelo quiver:

|

O quiver de Auslander-Reiten I 4 é dado por:

2
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P
B=1I 2 S —— L S
/ 7
2 R L — I,
e \
S
S —— Sy = I

Neste caso, podemos tomar a segio dupla A como sendo o subquiver pleno de T gerado
por Iy, Sy, P2, Ps, I, S3, Ps. Temos que A° é o subguiver conexo gerado por I, Sy, Py, P; e A?
é o subquiver conexo gerado por Iy, Ss. O quiver A' contém um iinico vértice que é o vértice
Fs. Este exemplo ilustra que A? é um quiver conexo que nio possui somente vértices, cono 1o
exemplo anterior. Observe que neste caso so existe uma segiio dupla.

Com estes exemplos, vimos que os subquivers A7 de A, com 0< j <2 podem
ser desconexos e que o subquiver A! pode encontrar uma érbita duas vezes. Na
observacao seguinte, discutiremos as possibilidades de algum quiver A’ ser vazio.

Observacgao 4.25 Seja (T, ) um quiver translagio com uma se¢do dupla A. Uma pergunta
natural sobre os subquivers A’ (5 = 0,1,2) é se algum A7 pode ser vazio.

(a) Considere (T', 7) o seguinte quiver translagio.

E ficil ver que este quiver tém wuma segiio dupla A que coincide com o proprio quiver. Neste
caso, vemos que A° = ¢, pois para todo vértice v € A, existe um caminho v~y ~» z com y € A.
Como A° = ¢, entio A* = ¢ e A' = A por definigio.

(b) Se existir um par (z,y) nio dirigido com z e y em A, segue da definicio de segiio dupla
que A & uma se¢do dupla estrita. Porém, isso nio significa que A* # ¢, como mostra o quiver
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acima. Porém, podemos dizer que:

Se A for uma segio dupla estrita, entdo A' # ¢. De fato, se A for uma segio dupla estrita,
existe um par de vértices Tz e x em A. Neste caso, existe um vértice projetivo p e um caminho
seccional de x para p em A. Como existe um caminho em A de v~ (7z) para p, com Tz em A e
p um vértice projetivo, temos que p € A'.

(c) Se (', 7) tiver a propriedade IGP, entiio A° # ¢. De fato, pelo Lema (4.21) temos A° # ¢.

(d) Todo par (z,y) com z ey em A é dirigido se, e somente se, A for uma segiio. Escrevendo de
outra forma, temos que A° = A se, e somente se, A for uma segio. Neste caso, A> = A — o.

Nos proximos lemas, mostraremos que se um quiver translacio tiver uma secao
dupla A, entdo P? C Al. Se além de secao dupla, o quiver tiver a propriedade IGP,
entdo 79 C A°,

Lema 4.26 Seju (I, 7) um quiver translagio com segio dupla A. Sio equivalentes:
(a) A é uma segiio dupla estrita.
(b) P? # ¢.
(c) I # ¢.

Demonstragao: Provemos primeiramente que (a) é equivalente a (b). A prova da ne-
cessidade é imediata. Suponhamos que A ndo é uma secio dupla estrita, entdo A é
uma secao. Pelo Teorema (2.7), I' pode ser mergulhado em ZA. Segue entdo do Teore-
ma (2.9) que Z(p) = ¢ para todo vértice projetivo p € I'. Entdo P? = 4.

De maneira andloga, prova-se que 79 # ¢, se e somente se, A for uma secio dupla
estrita. -

Lema 4.27 Seja (I, 7) um quiver translagio com segio dupla A. Entio P? C (A'),.

Demonstra¢ao: Vamos supor que A é uma se¢do dupla estrita, pois caso contrario,
P? = ¢ e entdo estd provada a afirmacao.

Seja p € P?. Como A € seqdo dupla, existe um inteiro k> 0 tal que 7~*p € A.
Como p € P?, logo existe um vértice injetivo : em I' e um caminho néo seccional 7 ~ p
em ['. Além disso, existe um inteiro 5 >0 tal que 791 € A. Assim, temos um caminho
771 ~> i~ p ~» 7~%p com extremos em A. Pela convexidade de A, segue que o caminho
1~ pestdaem A. Como tal caminho nao é seccional, segue que tal caminho é da forma
i~ y~ 7"y~ pcomy € I'. Como existe o caminho 7~y ~ p, com y € A, e ndo existe
7p,logo p € A por defini¢do de A!. ]

No Exemplo (4.5), temos um quiver translagao com se¢ao dupla tal que Z¢ Z ( A®)p.
Porém se (I, 7) tiver a propriedade IGP, vale a seguinte afirmacao:
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Lema 4.28 Se (L', 7) for um quiver translagio com uma secio dupla A e com a propriedade
IGP, entiio Z° C (A°),.

Demonstragio: Se A for uma secdo, temos que Z9 = ¢ e nio temos nada para provar.

Suponhamos que A é uma secdo dupla estrita. Seja i € Z¢. Como A é uma secao
dupla, segue que existe um inteiro k>0, tal que " € A. Comoi € 77, existe um
projetivo p € I' e um caminho n&o seccional ¢ ~» y ~» 77y~ pem . Assim, segue do
Lema (4.27) que p € (A')o C Ap. Portanto, 0 caminho 7% ~ i ~» y ~» 77y ~ p esta
em A pois 7¥i e p estdo em A. Segue do Lema (4.21) que k = 0 e o caminho i ~ y esta

completamente em A°. Portanto i € A°. i

4.3 Quiver modificado

Seja (I', 7) um quiver translagao valorado, préprio e conexo com uma secao dupla
A. A partir do quiver A, vamos definir um novo quiver E, cujos vértices estao conti-
dos em Ay. Com este quiver provaremos o Teorema (4.18), isto &, que o quiver (T, 7)
estd mergulhado em (ZZ, p) onde p é uma translacdo usual definida sobre ZA. Antes
porém, provaremos que tal quiver encontra cada 7-6rbita de I' no maximo uma vez e
que € um quiver conexo.

Definigdo 4.29 Seja (T, ) um quiver translagio valorado, préprio e conexo com uma se¢io
dupla A. Definimos o quiver modificado A de A da seguinte forma:
Seja (A)o = (A%)U(AY), e defino (A), da forma a seguir. Dados z,y € (A)q, existe uma
flecha = — y com valoragio (a,b) em (A); nos seguintes casos:
(a) z,y € A° e existe uma flecha = — y em A com valoragio (a, b).
(b) z,y € A e existe uma flecha « — y em A com valoragiio (a, b).
() z € A com 7=z € A eexiste a flecha 7~x — y em A com valoragiio (a, b).
(d)y € A® z € A eexistea flecha y — x em A com valoragiio (b, a).

Observagdo 4.30 Se A for uma secio de (T, 7), segue que A = A® e entiio A' = A? = ¢,

Pelo item (a) da Definigio (4.29) segue que A = A.

Por abuso de notagao dizemos que ( A)p encontra as 6rbitas de I'. Além disso, nos
resultados apresentados aqui faremos uso freqiiente da propriedade de que se z,y €
AJ(j = 0,1,2) e existe uma flecha = — y em I, entdo esta flecha esti em A. Esta
afirmacao segue da defini¢ao de secéo dupla pois A é um subquiver pleno de I'.
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Nos exemplos a seguir, apresentamos o quiver modificado de alguns quivers com
translacao.

Exemplo 4.31 Seja k um corpo e A a k-ilgebra com radical quadrado zero dada pelo quiver

TN
N

O quiver de Auslander-Reiten T, de A é:

NN NS
N

enquanto que A° é o quiver
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e o quiver A' possui apenas o vértice Ps. | o quiver A? possui apenas o vértice T2 P,. Assim,
A é o quiver:

7\,
.

Exemplo 4.32 Apresentamos a seguir o quiver modificado do Exenplo (4.5).

Exemplo 4.33 Para o quiver do Exemplo (4.25), é ficil ver que A = A pois A° = &.

Com os exemplos a seguir veremos que um quiver modificado pode conter ciclos
orientados.
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Exemplo 4.34 Tomamos como exemplo, o quiver modificado do Exemplo (4.12).

P1

/7

Este & um exemplo de quiver modificado que contém ciclos orientados.

Exemplo 4.35

NN NS
NSNS N S
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A seguir temos o quiver modificado A:

c

7
4

a

N\

d

AN

e

que também possui ciclos orientados.

Seja (I, 7) um quiver translacao proprio e conexo com uma secao dupla A. Com
o intuito de provar que o quiver modificado A é conexo, provaremos alguns lemas
técnicos.

Lema 4.36 Seja (I', ) um quiver translacio préprio e conexo com uma secio duvla A. Se
)

(0) cz0 — 21 — -+ — 2, for um passeio com todos os vértices z; € A° U A, entio existird um

passeio (6) : o — x1 — - -+ — z, em A que é igual a § a menos de algumas flechas invertidas.

Demonstragio: De fato, caso exista alguma flecha z; — z,,, comz; € A% e Tipy; € Al
ou ziy; — &; com z;4; € Aez; € Al em A, entdo pelo item (d) da Definicdo de

quiver modificado, existird uma flecha z;;; — z; ou z; — ziy1, respectivamente em A.
E assim temos um passeio em A. |

Lema 4.37 Seja (T', 7) um quiver translagdo préprio e conexo com uma secio dupla A. Se
To —xy — - - — z, for um passeio em A?, entio existe um passeio de Txo para Tz, em A°,

Demonstragdo: De fato, como cada z; € um vértice em A?, segue que 7z; € A° para
todo 7. Assim, para cada flecha z; — z;4; ou ;41 — x; em A?, temos uma flecha
TT; = TZip; OU T4, — 72; em A°. =

Corolario 4.38 Seja (I, 7) um quiver translagio proprio e conexo com uma se¢io dupla A. Se
Tg— T — - — T, for un passeio en A?, entio existe um passeio de Txo para Tz, em A.
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Demonstragdo: Pelo Lema (4.37), dado o passeio de z( para z,, existe um passeio de
2o para 7z, em A°. Como toda flecha de A° estd em A, segue que existe um passeio
de 72 para 7z, em A. o

Proposicdo 4.39 Se (T, ) for um quiver translagio préprio e conexo com uma secio dupla A,

entdo o quiver modificado A de A é conexo.

Demonstragao: Seja o — - -+ — 2, um passeio em I' com z, e z, em A. Como z; e z,
estao no quiver modificado, segue que estdo em A° U A!. Portanto z, e z, estio na
secdo dupla A. Entdo podemos dizer que o passeio que tomamos é um passeio em A
pois, zo,z; € A°U A' e A é conexo. Se todos os vértices deste caminho estiverem em

A®U A, entao pelo Lema (4.36) existira um passeio de z, para z, em A.

Suponhamos que algum vértice deste passeio nio estd em A. Como o passeio esta
em A, segue que tal vértice estd em A% Seja k o menor inteiro com 0 < k < r tal
que z € A”. Logo existe um inteiro j, com 0< j < r — k de tal forma que o passeio
Ty — -1~ Ty €St completamente em A? e 244544 estejaem A°U AL Pelo Lema (4.37),
segue que existe um passeio de 7z, para 7z;; em A°e pelo Corolario (4.38), segue que
este passeio estd em A. Provaremos entio que existe um passeio de zp para z;;,; em
A. Para isso, devemos analisar alguns casos.

Sabemos que Tz, e Tz, s30 vértices em A° e existem flechas Th-1 — Tk € Thyj —
Tr4j+1 €N A.

Vamos supor que existe a flecha z,_, — 2 em A. Assim, existe a flecha rz, — 25,
em A. Como z;_; € A°UA' entdo, ou temos que a flecha 7z, — z;_, estdem A° e assim
estd em A, ou temos que Tz, € A® e z;_; em Al. Assim, existira a flecha z;_; — TZ)
em A. Portanto existe um passeio zg — -+ Tp_y — TTf — - TTEy; €M A ja que existe ou
aflecha ra, — z;_, ou aflecha z;_; — 72, em A.

Suponhamos agora que existe a flecha z;, — z,_; em A com Tz em A% e z,_; em

AU A!. Podemos dizer que z_; ndo estd em A%, caso contrario terfamos um caminho
de 7z para z;_; com Tz, em A e z;,_; em A°, contradizendo a definicdo de A°. Entio,

zr-1 estd em A'. Logo, por defini¢do existe uma flecha 72, — z,_, em A e portanto
existe um passeio de z, para Tz, ; em A.

Portanto, se existe a flecha z,_; —z, em A, temos que existe o passeio zg—- - - z_; —
TTp — - TTpy; €m A,

Como zpy;41 estd em A U A’, vamos mostrar que existe um passeio de z, para
Tktj+1 em A. Primeiramente observamos que ou existe uma flecha z4,; — a5, j+1 em
A ou existe uma flecha ;4 — Try;em A.
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Vamos supor que existe a flecha zy; — z14;41. Neste caso, podemos dizer que
Tpyjp1 estd em A! pois caso contrario, contraria a definicdo de A°. Assim, existe uma

flecha de 7244, — z3,,4 em A e portanto existira o passeio de 2, para Tpyip €M
A. No caso de existir a flecha 244,11 — 34;, entdo existird a flecha TThy; — Thijil
em A. Como zj,;4, estd em A° U A!, entdo se Try;41 estiver em A°, teremos uma
flecha de 72;4; para zx, ;4 em A. Se Tryj41 estiver em A!, entdo existird uma felcha
Tpyjp1 —F TThy; €M A. Portanto existird um passeio de o para zxy ;4 em A.

Provamos assim que se o passeio z—- - —x;; estiem A2 e Tryjp1 estaem APUAT,
entdo existira um passeio de z, para Thyjr1 €M A. Neste caso, podemos dizer que existe
um passeio de z para zj4;4; em A. Repetindo o procedimento, podemos concluir que
existird um passeio de zg para z, em A. n

Lema 4.40 Se (I',7) for um quiver translagio com segiio dupla A\ e A for o quiver modificado
de A, entdo AN O # ¢ para toda 6rbita O deT.

Demonstragdo: Por definicio, (A), = A®UA!. Sabemos que AN O # ¢ para cada
7-Orbita O de I' e os tinicos vértices de A que ndo estio em A sdo os vértices de A2
Como para cada vértice z de uma 6rbita O de I' que estd em A? existe um vértice 4

em A°, segue que esta érbita O encontra A. "

No exemplo seguinte, estamos supondo que (I, 7) tem a propriedade IGP. Esta
hipétese é necessaria, como podemos ver pelo Exemplo (4.5).

Lema 4.41 Se (T, 7) for um quiver translagio com segio dupla A e com a propriedade IGP,
entdo |A N O| = 1 para cada T-6rbita © deT. ‘

Demonstragdo: Temos que (A), = A°UA!. Como |IANO| £ ¢ segue que (A°UANNO +#
¢. Neste caso, (A°N O)U(A' N O) # ¢ implicando que (A°N O) #£ fou Al N O # ¢. Se
AN O # ¢ segue da defini¢do de A° que |A° N O] = 1.

Se A' N O # ¢ provemos que |A! N O] = 1. De fato, se AN O| = 2 entdo existe
z € I'talque A'NO = <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>