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Introdução 

Os principais objetos de estudo da teoria de representações de álgebras são as ca­
tegorias de módulos. Num certo contexto1 esta teoria estuda a categoria de módulos 
fin itamente gerados à esquerda (ou à direita) sobre uma álgebra de Artin1 isto é1 um 
anel finitamente gerado sobre seu centro e este por sua vez é um anel artiniano. Casos 
particulares desta álgebra são as álgebras de dimensão finita sobre um corpo algebri­
camente fechado. Este trabalho se enquadra no contexto das álgebras de Artin. Para 
uma álgebra de Artin A1 denotaremos por modA a categoria dos A-módulos finita­
mente gerados e indA a subcategoria plena de modA consistindo dos representantes 
de cada isoclasse de módulos indecomponíveis. 

Uma classe de álgebras que foi amplamente estudada é a classe das álgebras here­
ditárias (álgebras tais que todo submódulo de um módulo projetivo é projetivo). Ga­
briel caracterizou as álgebras hereditárias do tipo de representação finito como aque­
las que estão associadas aos diagramas de Dynkin. Posteriormente1 Nazarova e outros 
provaram que as álgebras hereditárias mansas estão caracterizadas pelos diagramas 
de Dynkin estendidos1 também conhecidos como diagramas Euclidianos. 

Um dos problemas clássicos da teoria de representações consiste em descobrir o 
tipo de representação de uma álgebra dada1 isto é1 saber qual o número de classes de 
isomorfismos de módulos indecomponíveis sobre a álgebra dada. Faz parte do proble­
ma/ também1 descobrir se este número é finito ou infinito e se1 no caso de ser infinito/ 
os módulos indecomponíveis poderão ser de alguma forma parametrizados. No ca­
so de ser possível parametrizar é o que chamamos de álgebra do tipo manso e caso 
contrário1 do tipo selvagem. 

Dois dos problemas que mais contribuíram para o desenvolvimento da teoria fo­
ram, sem dúvida1 as conjecturas de Brauer-Thrall I e II. A primeira foi resolvida por 
Roiter e é hoje conhecida como Teorema de Roiter. Roiter provou que uma álgebra 
de dimensão finita é do tipo de representação finito se1 e somente se1 existir um limi­
tante superior para o comprimento dos módulos indecomponíveis sobre esta álgebra 
(ver [Roi68]). Em seguida1 Auslander apresentou urna generalização do Teorema de 
Roiter para anéis artinianos em [Aus74]. Foi em (AR75] que se deu o surgimento das 

1 
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seqüências de Auslander-Reiten ("almost split sequences" ), que por sua vez deram 
um novo imp ulso ao desenvolvimento da teoria de representações além de esclarecer 
inúmeras ques tões levantadas nas conjec turas de Brauer-Thrall. A segunda conjec tura 
de Brauer-Thrall diz que para uma álgebra de dimensão finita do tipo de representação 
infinito sobre um corpo infinito, existe um número infinito de dimensões onde da­
da uma dessas dimensões, existem infinitos módulos indecomponíveis não isomorfos 
com a dimensão dada. 

Outra forma de estudar as categorias de módulos de uma álgebra de Artin A é 
estudá-la através do seu quiver de Auslander-Reiten r A . A introdução do conceito de 
quiver ampliou as possibilidades para atacar problemas relativos a urna categoria de 
módulos previamente fixada. Em poucas palavras, podemos dizer que um quiver é 

um grafo orientado. 

Neste trabalho, faremos primeiramente um estudo dos quivers de uma forma ge­
ral e que, em particular, se aplica para quivers de Auslander-Reiten. No Capítulo 
l desenvolveremos toda a teoria básica de quiver e em particular apresentaremos o 
conceito de quiver de Auslander-Reiten. A princípio podemos dizer que o quiver 
de Aulander-Reiten é simplesmente um grafo orientado onde cada vértice represen­
ta a classe de isomorfismos de um módulo indecomponível e cada flecha represen­
ta um morfismo irredutível entre dois módulos indecomponíveis. Um morfismo en­
tre módulos indecomponíveis é dito irredutível se não puder ser escrito como uma 
composição de dois morfismos a não ser que um dos morfismos da composição cinda. 

Um dos caminhos para investigar localmente o quiver de Auslander-Reiten é estu­
dar as formas das componentes conexas do quiver de Auslander-Reiten. Nesta direção 
citamos, por exemplo [HPRS0L [Zha91] e [Liu93]. Neste último podemos ver um 
estudo das formas das componentes regulares de r A . Além disso, com as mesmas 
técnicas que Auslander usou para provar a conjectura de Brauer-Thrall I (morfismos 
irredutíveis e o Lema de Harada-Sait Liu obteve mais informações sobre as formas das 
componentes conexas do quiver de Auslander-Reiten rA para álgebras de Artin do ti­
po de representação infinito [Liu92]. Neste trabalho ele apresentou uma nova prova 
do Teorema de Happel-Preiser-Ringel [HPRS0] que afirma que componentes conexas 
regulares periódicas der A são tubos estáveis. 

Por outro lado, Auslander apresentou algumas questões sobre ciclos orientados 
que motivaram o trabalho de Bautista e Srnal0 [BS83]. Nes te trabalho Bautista e Srnal0 
provaram a não exist~n ia de ciclos seccionais. Lembramos que Liu apresentou uma 
generalização des te resultado em [Liu92] provando a não existência de ciclos pré­
seccionais. Ainda nes te trabalho, Liu apresentou urna prova de que as componentes 
es táveis periódicas são as únicas componentes es táveis de r A que contêm um ciclo 
orientado. Provou também que se urna componente conexa de l',1 contiver um ciclo 
orientado, então 1~11 contém seqüências de Auslander-Reiten com um único termo do 
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meio indecomponível. Já um estudo das componentes semi-estáveis que contêm ou
não ciclos orientados foi feito por Liu em [Liu93].

Outra linha de pesquisa que se ampliou ao longo dos últimos vinte anos foi a te-
oria inclinante, que está de alguma forma relacionada com a teoria de equivalência de
Monta. Sabemos que, em geral, é difícil estudar diretamente a categoria de módulos
de uma determinada álgebra. Por isso, a idéia foi estudar a categoria de módulos de
uma outra álgebra que de alguma forma seja mais simples que a primeira e que tenha
alguma relação com esta. Neste caso, constrói-se na teoria inclinante um módulo sobre
uma álgebra dada tal que a categoria de módulos de sua álgebra de endomorfismos

equivalente. de tal forma que venha simplificar o problema. O fato do estudo da cate-
goria de módulos das áigebras hereditárias estar bastante desenvolvido, possibilitou a
sua utilização na teoria inclinante

A teoria inclinante teve suas raizes no artigo [BGP73] de Bernstein-Ge]fand-
Ponomarev onde foi apresentada uma outra prova do Teorema de Gabriel sobre a
classificação das álgebras hereditárias do tipo de representação finito. Neste trabalho
eles introduziram os conceitos de funtores de Coxeter. Posteriormente, Auslander-
Platzeck-Reiten apresentaram uma formulação homológica destes funtores e introdu-
ziram o conceito hoje conhecido como módulo APR-inclinante. Em 1980, Brenner-
Butler introduziram a primeira definição formal de módulo inclinante e demonstraram
o hoje conhecido Teorema de Brenner-Butler (ver [BB80]). Neste trabalho e]es prova-
ram a existência de equivalências parciais entre subcategorias da categoria de módulos
de uma álgebra e da álgebra de endomorfismos de um módulo inclinante. Desta for-
ma, surgiu o conceito de álgebra inclinada que é a álgebra de endomorfismos de um
módulo inclinante sobre uma álgebra hereditária. Posteriormente, Hlappel-Ringel sim-
plificaram a definição de módulo inclinante e mostraram as principais propriedades
dasálgebrasinclinadas(verIHR82]). ' ' ' '

A classe das álgebras quase-inclinadas foram introduzidas em [HRS96] com o ob-
jetivo de dar uma teoria inclinante geral para as categorias abelianas e desde então é
objeto de muitos trabalhos de pesquisa. Concretamente uma álgebra quase-inclinada
é uma álgebra de endomorfismos End% (7'), onde T é um objeto inclinante numa cate-
goria abeliana e hereditária H. Este conceito admite uma caracterização que também
foi dada por Happel-Reiten-Smala, que é muito utilizada quando se trabalha com esta
classe de álgebras. Eles provaam que uma álgebra .4 é quase-inclinada se, e somente

(QTI) dimensão global de .4 é menor ou igual a dois;
(QT2) cada 4-módulo indecomponível tem dimensão projetiva ou dimensão injetiva
menor ou igual a um.

se,

As álgebras quase-inclinadas podem também ser caracterizadas pela propriedade
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IP: qualquer caminho em inda de um módulo injetivo para um módulo projetivo po-
de ser refinado para um cal-ninho de morfismos irredutíveis e qualquer tal caminho é
seccional.

Neste contexto, Size Li mostrou em [Li00] que as componentes não gemi-regulares
do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra de Artin ,4, sem ciclos orientados, têm
a propriedade IP se, e somente se, tais componentes podem ser mergulhadas em um
quiver ZA onde A é seção da componente. Generalizamos este resultado de Size Li
para quivers com translação(Teorema (2.39). Além disso, apresentamos uma forma de
construir seções para quivers com translaçãonão gemi-estáveis sem ciclos orientados,
tais que as fontes ou os poços nas seções são vértices injeüvos ou projetivos, respecti-
vamente(Teorema(2.36),(2.37». ' '

As condições (QTI) e (QT2) para álgebras quase-inclinadas, induzem a existência
de uma trisseção em {nd.4. Seja ,C.,l (respectivamente 7Z.,i ) a subcategoria plena de {nd,4,
consistindo dos módulos tais que seus antecessores (respectivamente sucessores) têm a
dimensão projetiva (respectivamente injetiva) no máximo um. Neste contexto tem-se.
ind 4 = (Z.4. \ 7?!) u (z.4 n 7z..i) u (7z.4 \ ,C.,l), e os morfismos vão da esquerda para a
direita na trisseção(verIHRS96]). ' '

Coelho-Lanzilotta fizeram em [CL99] uma extensão dessa c]asse de álgebras ,4
para as quais ind.Á = r.,i U 'R.,i. Eles introduziram a noção de álgebras shod como
sendo as álgebras que satisfazem apenas a propriedade (QT2). A palavra shod é a
abreviação de small homological dimension. Observamos que a dimensão global de
uma álgebra shod é no máximo três. A classe das álgebras shod contém a classe das
álgebras quase-inclinadas.

As álgebras shod podem ter dimensão global três, enquanto que as álgebras quase-
inclinadas e as inclinadas têm dimensão global nó máximo dois. Já as álgebras here-
ditárias têm dimensão global no máximo um. Uma álgebra ,4 é chamada de shod
(small homological dimension) desde que, para cada .4-módulo X, a dimensão pro-
jetiva de X ou a dimensão injetiva de X seja menor ou igual a um. Uma álgebra de
dimensão global igual a três é chamada de estritamente shod ou shod estrita. To-
das as álgebras hereditárias são exemplos de álgebras shod já que todos seus módulos
têm dimensão projetiva no máximo um. As álgebras inclinadas e as quase-inclinadas
também são exemplos de álgebras shod.

O teorema fundamental de [CL99] nos fornece a equiva]ência entre as três afirmações
seguintes sobre uma álgebra de Artin ,4:
(a) .4 é uma álgebra shod;
(b) índ.4 = ,C,4 u 7Z..l;

(c) qualquer caminho em índ.4 de um módulo injetivo para um módulo projetivo pode
ser refinado para um caminho de morfismos irredutíveis e tal caminho tem no máximo



Introdução 5

dois ganchos e, quando tiver dois, eles são consecutivos

Denotaremos por propriedade IGP, a propriedade do item (c) que caracteriza as
álgebras shod.

Coelho-Lalzilotta provaram também ein [CLOla] que se ,4 for uma álgebra shod
e I' uma componente não semi-regular de I',.i, então I' tem somente um número finito
de r-órbitas e não possui ciclos orientados

Em [CLOla]/ e]es consideraram uma c]asse ainda mais geral de álgebras, as chama-
das álgebras fracamente shod. Uma álgebra ,4 é fracamente shod se existir um inteiro
n.o tal que qualquer caminho em {nd,4 de um módulo injetivo para um projetivo tem
comprimento no máximo n.o.

Percorrendo um outro caminho em que tínhamos apenas como ferramenta as pro-
pr.iedades de quivers translação, estudamos os quivers translação nos quais existe um
inteiro no tal que todo caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo tenha

edade IGP e que, por sua vez, contém a classe dos quivers que têm a propriedade ll'.
C)bserve que um mergulho do quiver I' no quiver 1", é uma aplicação que leva vértices
de I' em vértices de I'' e flechas de I' em flechas de I'', preservando a translação, sen-
do injetora sobre os vértices, sobre as flechas e sobre as'órbitas de I' (ver definição em
(2.2». Construímos um exemplo de uma componente de um quiver de Auslander-
Reiten de uma Àlgebra de Artin que não pode ser mergulhado em um quiver ZA
(Exemplo (4.44) ). ' '

Em [lRSOl], Reiten-Skowroóski introduziram o conceito de seção dupla e prova-
ram que toda álgebra shod possui uma seção dupla. Generalizamos este conceito para
quivers com translaçãoe provámos que um quiver translação com a propriedade IGP e
com seção dupla A pode ser mergulhado em um quiver Zz\ (Teorema (4.18». Mostra-
mos que um quiver com seção dupla zX não possui ciclos orientados (Proposição (4.6»
e que se um quiver possui seção dupla, não necessariamente tem a propriedade IGP
(Exemplo (4.8».

O trabalho ficou estruturado da seguinte forma: No Capítulo l apresentamos os
resultados básicos da teoria de representações tendo como tema principal os quivers
translação. Apresentamos alguns exemplos e provámos que um (luiver translação ZzX
possui ciclos orientados se, e somente se, z\ possuir ciclos orientados.

No Capítulo 2 apresentamos a generalização do resultado de Size Li(ver Teorema
(2.39». Introduzimos o conceito de mergulho de quivers (Definição (2.2li), apresenta.
mos um exemplo de quiver translação com a propriedade IP e que possui ciclo orienta-
do (Exemplo (2.26». Provámos que quivers com translaçãol', gemi-estáveis, sem ciclos
orientados, podem ser mergulhados em um quiver zzX onde A é uma seção de I' que
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possui fontes, ou que possui poços. No caso de fontes, estas são vértices injetivos de I'
e no caso de poços, são vértices projetivos (Teorema (2.36) e Teorema (2.37».

No Capítulo 3 apresentamos as álgebras shod de uma forma geral, explorando
os casos particulares de álgebras shod. Apresentamos também o conceito de álgebrasfracamente shod.

No Capítulo 4 generalizamos ainda mais as possibilidades para mergulhar uma
componente não semi-regular do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra de Ar-
tin. Introduzimos o conceito de seção dupla e provámos que se (I', r) for um quiver
com seção dupla e com a propriedade IGP, então existe um quiver A ta] que I' está mer-
gulhado em Zz\ (Teorema (4.18)). Apresentamos exemplos de quivers com seção du-
pla que não possuem a propriedade IGP (Exemplo (4.5» e provámos que todo quiver
translação com seção dupla não possui ciclos orientados (Proposição (4.6». Generali-
zamos o conceito de pares de vértices dirigidos do contexto da categoria de módulos
para o contexto de quivers com translaçãoe apresentamos alguns resultados relativos
a este conceito ( Lemas (4:14), (4.16)) além de alguns exemplos que ilustram a genera-
lidade do contexto de quivers com translação com seção dupla e com a propriedade
IGP com relação a componentes do quiver de Auslander-Reiten com a propriedade
IGI' E por último mostramos que em geral as álgebras fracamente shod não podem ser
mergulhadas em um quiver ZZ\ (Exemplo (4.44». '



Capítulo l

Quiver com Translação

Nosso principal obJeto de estudo neste trabalho, são os quivers translação. Neste
capítulo apresentaremos uma relação dos resultados básicos utilizados neste trabalho.
As demonstrações e/ou conceitos omitidos podem ser encontrados em [ARS97], caso
contrário, mencionaremos a fonte. Os conceitos de quiver com translação e o caso
particular de quiver de Auslander-Reiten serão bastante explorados durante todo o
decorrer do trabalho. Obtivemos inúmeros resultados para quivers com translação
que valem particularmente para quivers de Auslander-Reiten.

1.1 Quivers

Um quiver I' = (1'o, I'l) é um grato orientado, onde I'o denota o conjunto dos
vértices e I'i denota o conjunto das flechas entre estes vértices. Denotaremos por s
I'i --} I'o e e : I'i --> 1'o as aplicações onde s(a) = a e e(cr) = b quando a : a --> b for uma

a; c I'o, existir somente um número finito de flechas chegando ou partindo de #.

Para cada z c I'o, denotaremos por #' o conjunto dos antecessores imediatos de
#, isto é, z c I'ol existe flecha y --> z}. Dualmente, seja z+ o conjunto dos
sucessores imediatos de z, isto é, z+ = {y c I'ol existe flecha z --> y}.

Seja T uma aplicação hjetora de um subconjunto I'. de I'o para I'o. Dizemos que o
par (.I', r) é um quiver com translação ou simplesmente quiver com translação se as
seguintes condições estiverem satisfeitas:

(a) I' não tem laços, isto é, flechas cujos vértices inicial e final coincidem e nem flechas
múltiplas.

7
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(b) Se z c I'o, for tal que rz está definido, então #- = r(z)+
Além disso, dizemos que (I', r) é um quiver com translação próprio se satisfizer

(c) Se 2 c I'o for tal que ra; estiver definido, então a;- é não vazio.

A aplicação r : I'l) --} I'o é chamada translação do quiver I'

Como r é injetS)ra, se rz = y, então podemos definir a inversa r- de 1- em seu
conjunto imagem I'o e assim r'y = z.

Seja (1'11'-) um quiver com translação. Uma valoração sobre I' consiste de um par
de inteiros (dy, d;,) associado a cada flecha # --} y tais que: '

(a) d, = d;,, e
(b) d;,

para toda flecha z -} g com y não projetivo.

Seja z € 1'o. Dizemos que # é um vértice projetivo se z não estiver no domínio
' ' .de T e chamaemos um vértice iç c I'. um vértice injetivo se z não estiver na imagem
de 1-. Além disso, r induz uma aplicação sobre um subconjunto I': de I'i. Mais pre-
cisamente, se cv : y -} z for uma flecha com z sendo um vértice não projetivo, então
existe uma única flecha a'-z -+ y em I'i que denotaremos por c'(a). A'aplicação a se
bre I'Í obtida desta forma é chamada semi-translação do quiver com translação. Ela é
completamente determinada por r

Um vértice .j c I' é chamado poço se não existir flecha a c I' com s(a)
chamado fonte se não existir cv c I' com e(a) = J.

.7 e e

Exemplo 1.1 Colzsídere (1', ,-) o seXlíínfe ql/quer com fra zs/lição

Z =: T2:Z;

r3/

)nde a limita tracejada indica a ligação entre [nt uêrtice e seu respectivo transtadado.
{ue F não tettl poços nem fontes e nem uêrtÍces projetioos oii vértices {njetiuos.

É, faca «e*

Uma forma de construir famílias de quivers com translação pode ser dada da se
guinte maneira. Considere zX um quiver sem laços (possivelmente infinito). Cona
truímos o quiver com translação ZA a seguir. O conjunto dos vértices de Zz\ é (Zz\)o =
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Z x Z\o. As flechas em Zz\ são como segue. Para cada flecha cv : # -..> g em A e cada
« C Z, definimos flechas a« de. (",") para (n.,y) e ''(a«) de (n. -- l,y) para (n,#). A
translação em Zz\ é dada por T(n, =) = (n -- ] , #) para cada z c I' e .;áda n. c' Z. Des-
ta forma, ZA torna-se uln quiver translação. Observe que ZA não tem nem vértices
projetivos, nem vértices injetivos.

Exemplo 1.2 Considere o qllíz;er 4i : # -+ y. .Assim, ZÁ] é o qt/íaa

( -l, y) (o,y) (l,y) (2,y)

(-1,«) (o,«) (1,«) (2,«)

Exemplo 1.3 Se/íz A = .4. : zo --} zl '+

forma:
-+' Zn -+ Zn+l )' ratos ZA« da segtlinte

(-1, «,) (o,«,) (1,*,)

(-1, «: ) (o, «- ) (1, «-)

(-l, «o) (0, «o) (l, «o)

Seja I' = (1'o, I'i) um quiver. Um caminho J em I' é uma seqüência ordenada de
flechas J.= a« ai com e(a.) = s(a.+i) para l .$t < n e aj em I' para todo .j c
{l, . - . , miou é um vértice e o denotaremos com o símbolo c.f com J c ]'.. Em geral,
denotaremos tal caminho por zo !y zi !$ -->' z..: !; #. ou simplesmente por
zo -q z. . Dizemos que n é o comprimento do caminho J. Os caminhos que são
vértices dizemos que tem comprimento nulo. Um caminho de comprimento maior ou
igual a um de um vértice z para ele próprio é chamado ciclo orientado. Se existir um
caminho de um vértice z em I' para um vértice y em I', diremos que z é antecessor de
y e y é sucessor de z. Se existir uma flecha = --> y em I', diremos que z é antecessor
imediato de y em I' e y é sucessor imediato de z em I'. Um subquiver I'' de I' é
chamado convexo desde que qualquer caminho zo --> . . . --> #. de I' com zo, z. c I"
esteja completamente contido em I''
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Um tipo especial de caminho que nos será útil neste trabalho é definido a seguir:

Dellinição 1.4 Sda zo -+ --> z. i/m cíz77z/n/zo e/zz i/m q íoel' c077z frans/anão (I',r). Se
rk-l ' r=kl-l para a18t }lt k (l- $ k $ n -- 1), então diremos qtíe =k ê llm gancho do caminho.
Diremos qtle dois ganchos =k e =1 são consecutivos se \k -- j\ = \ . Se tal cantinho não contiver
gízzzc/zos e/e será c/zízF7zado de caminho seccional .

Exemplo 1.5 Sda I' = Z.4. o ql/íz;er coflz triz?zs/anão do Exemp/o (IZ.3). Hemos qlíe este
quiser F não possui ciclos orientados.

O exemplo a seguir é de um quiver zX onde IZA tem ciclos orientados

Exemplo 1.6 C07zsídere zl o quíaer

y

#

e ZA o qtliuer.

Em geral, vale a seguinte afirmação sobre ciclos num quiver ZA

-.ema 1.7 Seja ZA ilm qltiuer. Então, Z.A posstl{ ciclos orientados se, e somente se, 6. possui
ciclos orientados.

nstração: A prova da necessidade é imediata. Vamos supor que ZA possui um
ciclo orientado. Sabemos que todas as flechas de ZA são da forma'(n, #) -} (n, y) ou
(" -- 1, y) -+ ('z,.").para algum inteiro n e alguma flecha :« --> y em A. Então podemos
dizer que se existir um ciclo orientado em ZA então tal ciclo é da forma (m, zo) -}
(m, ':i) -+ --> («., :««) paa algum inteiro «z e algum n ? l e vértices z; em'.X com
0 $ á $ n.. Então, zo = z.. Assim, temos o ciclo ao -+ . - --> z. em A.
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Definição 1.8 Sdíz I' í/nz qi/quer. U}7z passeio de 1/}7z oérfíce # Filia llnz oérfíce y em I' é unzíz
seqilência cie vértices ent T', = = =i , , y = a;- tal qtle para cada k (l. $: k $ m -- \), existe ou

,tÍlIa .flecha =k -+ zk+i Oll ttma$echa =k+l --} =k an F. Um qttioer F é conexo se para cada
par de vértices = e y all F, existe tl)n passeio de = pata y em F

Seja (1', 1-) um quiver com translação. Em geral, consideraremos um quiver com
translação como um quiver conexo e próprio. Para evitar sobrecarregar a notação, ao
invés de usarmos o símbolo I'l para nos referirmos às flechas de um quiver I' e I'o para
nos referirmos aos vértices deste quiver, simplesmente diremos que estamos tomando
uma flecha ou um vértice de I'

1.2 Morüsmos de Quivers

Para estudarmos as relações entre quivers, precisamos do conceito de morfismo
entre quivers.

Definição 1.9.Se/ízzzz I'' e I' dois quízlers. Um morfísmo de quivers ./ : ]'' -+ ]' é u7zz pízr de
ipticações Jo : t'l --} T'o e .f\ : F'. --} t' l tais que se clfor u7ttaflecha ent F\ de um vértice '= píita

.lm oâ'vice y enz F'o, então f. (a) será Ilha /tacha em F, do oâ'vice f.(3c) pala o vértice f.(y).
l)írenzos que ./ é u77z isomorflismo de quivers se :Xo e ./:i forem ap/ícações bí/Claras.

Exemplo 1.10 Sdízm (1'', ,') e (1', .'-) os seglíí7zfes qt/íz,ers fríziz/ízção

F' 2 4

l

a2

3 5

a4F

al a3 a5

Podemos estabelecer um isomor$smo entre tais qlliuers da segtlínte forma: fo(k) = ak,
ç c i.t,a, . . ,5} e fl(k -} k -F 1.) = ak --} ak+l, k C X.t,- . . ,4}. E .fâciluer que omor$smo .f
! ltm isotttor#s7tto de qttiuers apesar do vértice 4 não ser tlm vértice projetÍuo em F' e .fo(4) = a4
ser tnn oértíce projetiuo em F. Vemos que apesar dos qttiuers serem qttioers trattslação, esta
?strutt ra Ytãojoi considenida pura de$nir o ntol.Fsnto .f
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quivers com translação, definiremos no próximo capítulo um morfismo que
preserva translações. Com a definição de quiver com translação, evitaremos a situação
do exemplo acima, do vértice ser não projetivo no domínio do morfismo e ser projetivono contra-domínio.

1.3 Algebras de caminhos
.P

Seja R um anel Artiniano comutativa com unidade. Uma R-álgebra de Artin ,4
ou simplesmente álgebra de Artin é uma anel com unidade ,4 que é também um R-
módulo e é finitamente gerado como R-módulo tal que para cada a C R e a, b C .4 vale
a seguinte igualdade: a(ab) = (a«)6 = a(aó).

Assumiremos durante todo este trabalho que as álgebras são álgebras de Artin e
que dada uma álgebra de Artin Á, denotaremos por moda a categoria dos ,4-módulos
à esquerda finitamente gerados e por inda a subcategoria plena de mod.4, onde to-
mamos como objetos um representante de cada classe de isomorfismos de ,4-módulos
indecolnponíveis.

Seja I' um quiver finito, isto é, onde I'o e I'! sejam conjuntos finitos. Dado um corpo
h, podemos definir a k álgebra de caminhos &l' da seguinte forma: seja kl' o k-espaço
vetorial tendo como base os caminhos de I'. Podemos ver que kl' tem uma estrutura
natural como k-álgebra definindo uma multiplicação sobre os caminhos da base de AI'
da seguinte forma. Dados dois caminhos da base de AI', 'i = an ' ' ' crl e 7z = /3. . ' ' #:,
definimos:

'y2'h
P.
()

/3i a« ~: ;' .(««) - .(#-)
se '(a.) # ;(P:)

Uma vez definido o produto sobre os elementos da base de kl', estendemos line-
armente a multiplicação a todos os elementos de kl'. Assim, kl' tem uma estrutura de
k-álgebra. Observe que )ll:j.r. e.Í é o elemento identidade de AI'.

Segue como conseqüência desta definição a seguinte proposição:

Proposição 1.11 Se kjor /i7z corpo e I'jor i/ z ql/quer./i7zífo, a7fão AI' será i/}7za A-á/febra de
iimmsão Frita se, e sontmte se, F não colttÍuer ciclos orientados.

Exemplo 1.12 Sda k um co/po e I' o qlííz;er=
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Etzfão {ci , c2, c3) c4) a) #, ', (Í, 'a, á/3} é l/llzíz A-base przra AI'

Uma relação em I' é uma combinação linear de caminhos de comprimento maior
ou igual a dois/ todos com o mesmo vértice inicial e final. Seja J o ideal de kl' gerado
pelas mechas de I'. Um ideal / de kl' é admissível se J" c / C J2, para algum n ? 2.
Todo ideal admissível é gerado por um sistema de relações R.

Deânição 1:13. Um quiver com relações é irm /7ar (I', R) d@tzído por i/m quíuer I' e l/nz
sistema de relações R de um idem! admissível l de kF. A álgebra de caminhos detenn nada por
ltln quiser cotll relações l.F, R) é por d({inição: kT/l. '

Podemos mencionar o seguinte resultado conhecido como Teorema de Gabriel.

ç.eorema 1.1.4 Toda álgebra de dimensão.finita sobre tlm corpo algebrica7tlentefechado, básica e
indecomponíuel, é isomolfa a ilmn álgebra de caminhos detemtinada por lim quher com relações.

Exemplo 1.15 Sdíz k t/m c07'po e I' o qlííuer

Seja R a relação 'ya -- 6/3 ml F. A álgebra kF/J onde l é o ideal de kF gerado pelo sistalla
de relações R tetra como k-base o conjitnto 4.ti, 6, tã,a,a,B, 1, ã,;Ía}.
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1.4 Representações de Quivers

Vimos que uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fecha-
do pode ser vista como quociente de uma álgebra de caminhos sobre um ideal gerado
por um sistema de relações. Nesta seção pretendemos visualizar os módulos como
representações sobre um quiver com relações.

Seja A um corpo,.I' um quiver finito e kl' uma álgebra de caminhos. Seja C um
módulo à esquerda sobre a álgebra de caminhos AI'. Então O' = a)jcl'. ejC' é a decomposição
de C' em uma soma finita de k-espaços vetoriais. Se a for uma flecha de .j para / em I',
então a multiplicação à esquerda por a induz uma aplicação k-linear de ejC' para elO.
Isto motiva a definição dada a seguir. ' ' '

Uma representação (yl, /) de um quiver I' sobre um corpo A é um conjunto de A-
espaços vetoriais de dimensão finita { }'(.j) l.j C ]'o} juntamente com transformações li-
neares ./a : y(j) o y(/) para cada flecha a : .j o /. Assumiremos que as representações
são de dimensão finita, isto é, dÍmky(.j) < oo, para todo J c I'o.

Um.morHsmo A : (y. /) --} (y', ./') entre duas representações de I' sobre k é uma

coleção {Aj : I''(j) -> }'''(J)}.í:r. de transformações lineares tais que para cada a : .j --> /
em I' o diagrama abaixo coiiiuila:

}''(.J) --L- r'(.j)

.l;- .l;;
Se Ã : (U./) -+ (}'',./') e g : (L'',/') --} (1/",/") forem dois mor6smos ente.

representações/ então a composição gA está definida tomando-se a composição giÁi
para cada morfismo Aj : }Ç --> b e 6 : K' --> K" e para cada .j c I'o Desta forma, ob-

temos a categoria das representações de I' sobre A, denotada por RepF, e o seguinteresultado:

Proposição 1.16 Se Açor l/nz coTO e I' 1/7vz quíaer.#tzífo, meão as k-cízfe8oríízs Real' e ./.d. (AI')
-nde j .d.ÇkF) ê a categoria dos kt-m6dttlos à esquerda de dimensão $nita sobre k são eqttioa-

Seja A um corpo, I' um quiver finito e (I', R) um quiver com relações. Vamos definir
a categoria Rep(I', R) como sendo a subcategoria plena de Real' cujos objetos são os
pares (\'', .f) com b = 0 para cada relação a em R. Então temos a seguinte proposição:
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Proposição 1.17 Se k Jor uzzz coTO, I' .um q íz;er.#zzíto e (I', R) z//7z gu/z?er comi re/anões R,
então íis categorias Real.I' , R) e f.a. (kF/r) são eqtti dentes, ottde l ê o ideal admissível de kF
gerado pelas relações de R.

1.5 Seqüências e quivers de Auslander-Reiten

Nesta seção consideraremos .4 uma álgebra de Artin e todos os ,4-módulos na
categoria mod,4.

Na década de setenta, M. Auslander e 1. Reiten introduziram o conceito de sequência
quase-cândida, hoje conhecida como seqüência de Auslander-Reiten. Os mora'smos
que compõem tais seqüências são irredutíveis, isto é, não andem e não são compostas
de morfismos que não andem. Os morfismos irredutíveis, juntamente com os módulos

nos fornecem uma visão da categoria moda. Atualmente muitos resultadosna teo-

ria de representações de álgebras dependem do estudo deste quiver. Vejamos alguns
conceitos básicos sobreesteassunto(verIAm:S97]). ' ' '

Definição 1.18 Uma seqilêtzcía exala cl/rfa de .4-módl//os que não cí7zde 0 --} /V -$ E .$
/V --> 0 é l/ma seqüência de Auslander-Reiten ou seqüência de A. R se;

1) os módtílos N e M são indecomponíoeis;

!) dado h. c HorrtA ÇX, M) que não seja llm epimor$smo que cinde, existe h' C Hom,A (X. E)
:at que gh' -- h. '''' '- '

observação 1.19 Se N e M forem mõdttlos indecomponíoeis, então a segunda condição é
eqtl {ualen te a:

2') dado h c Hom..\(N,Y) qtle não seja um monottlodismo que cinde, então ociste h' c
HOmAÇE, Y) tÜt qLLe h' f = h. ' '

Sobre a existência e unicidade das seqüências de A.R. temos

Teorema 1.20 /1.)nãos ,4 límrz á/geb/a de .4rfí7z e iW, /V c ind,4;
a) Se M nãolor plojetÍuo, então aviste ulníi única seqiiêncÍa de A.R terá?limando ml M

0 -+ M'' H E --> J\4= -} 0

b) Se N nãojor injetiuo, então existe lllna étnica seqiiência de A.R. cottleçando em N.

ü a N q E -} N' -} Q
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Observação 1.21 1)e/o Zeore/7za (].20), z;lhos qt/e se existir rí77za seqiiênc/a de .41/s/íznder-
Reitm, então eta ê única. Assim, dado um }llódtllo }lão projetioo e {ndecomponíueí M, sabemos
blue existe tllll mõdt1lo M' e uma seqilência de Ausíander-Reitera cotlteçando enl M' e terminrtn-
lo mt M. Pela tlnícídade da sequência de Altslander-Reitm, o ntódulo M' esta bem determi-
nado, isto é, é {lllico snluo isolllorfismo. Então dmotarentos por rM o ntõdtllo M'. De modo
Dialogo, dado ilm ntódtilo indecolripotl íoel e não injetÍoo N, existe ltl?la seqilência de A tlslander-
Reiten collleçando etn N e terminando em N'. Pela llnicidade da existência de {al seqüêncÍa,
podemos dizer qtle o lnódtllo N' está bertl determinado e por isso chalnarentos de 1-- N o ntódulo

/V'. C/zanzíz/erros r lz translação de Auslander-Reiten e por r' a s!/íz í7zoersíz. Sízbe/7zos que
rM e r' N podent ser calculados atrnuês dos ftlntores compostos DTr e TTD respectíuatTtertte.
Sobre as de$nições destes .funtores e c01710 cnlctllar rM através de DTr e 1- N através de Tr D.
oer [ARS97]. ' '

morfismos que fazem parte das seqüências de Auslander-Reiten possuem pro-
priedades importantes que devemos destacar. Primeiramente definimos os seguintesconceitos:

Definição 1.22 Sdíz JW l/m nzódií/o ítzdecomponíoe/.
a) Utn 7tlot$snto g : E -+ M é unt poço em M se:

ti) g ytãojor um epim07$snto que cinde;

.iÜ todo ttloTtslno h l E -} E tat que gh = g ê um nutoTttoY$smo;
liii) dado h C Nona (X, M) que não seja tlm epimorfismo qtle cinde, então existe

~' C H.«AÇX. E) tal que gh'

b) Uut ntorfismo f : M --} E ê tina fonte em M se:
.i) j: nãofor llm nlollolrLodismo que cinde;

.i,i) todo -nLorlisTtlo h l E -+ E tat que hf = f é uwl autotttor$slno;

.iii) dado h c Homo (M, X) que não seja unl ntonolnol$smo que cinde, então existe
«' c nom«(E,X) tat que t«'J

As relações entre as seqüências de A.R. e os conceitos de morfismo fonte e moras.
mo poço são as seguintes:

Proposição 1.23 C07zsídere/7zos 1{7/zíz seqílêzzc/a de .A.R

o --> lv -4 E -g> J14 --} o
Então:

i) J ê um mor$smo forre e qltatqtter outro morfislno j:ante em N ê isomorfo a f;
]) g ê um moYÜsmo poço e qualquer otltro morPsmo poço em M é isom07jo a g.
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Note que no caso em que P for um .4-módulo projetivo indecomponível sobre uma
álgebra de Artin À e / for um .4-módulo injetivo indecomponível, valem as seguintesa firm ,rãp . .

Proposição 1.24 Seja P llm A-módttto projetioo {ndecwnponíuel não simples, e i itm A-
ntõdttlo injetÍuo indecompon íuel não simples:
la) A inclusão -i : radP --} P ê unt l?lo}.PstTto poço e qualquer outro mor$smo poço em P ê
!s07norTO a '} .

(b) O epimo?cismo t
tsolnorto {i t .

l -+ ljsocl ê um mor$smo fonte e todo outro ]ltorfisnlo fonte ml l ê

Agora vamos relacionar estes conceitos com o conceito de morfismo irredutível
apresentado a seguir:

Definição 1.25 Um nzaPsnzo qt/e zão cí/zde / : X --> y com X e y e17z mod.4 é lz17z morfis-
mo inedutível. se pala cada decomposição .f = gh (onde h : X --} Z e g : Z --} Y estão em
moda) ot{ h será llnt monomol$smo que cinde Olt g será ltm epintolrfsmo que cinde.

Proposição 1.26 Sda M l/mz ,4-módlr/o ítzdecompotzíz7e/.
a) Um nto:rPslno h : M -+ X ê irredtltíoel se, e somente se. existir h'
ê uma fonte em M.
b) Um }nolrfsmo h : X -+ M é irredtltíue! se, e sontente se, existir h'
ê 1 1 poço em M.

M -.} X' tal qtle (h h' )t

X' --} M taí que (h h')

Nosso objetivo agora é apresentar um exemplo de quiver com translação que está
diretamente relacionado com os conceitos acima de sequências de Auslander-Reiten e
morfismos irredutíveis. Assim, vamos introduzir agora o conceito de radical da cate-
goria mod,4 que entre outros fatos, nos permitirá falar nas flechas desse novo quiver.

Seja ,4 uma álgebra de Artin e sejam X e y módulos em moda. Então definimos o
radical de //om.4(X, y) por rad4(X, y) = {/ C #om«(x, r)IA./p não é um isomorfis-
mo para quaisquer g : Z --> X e A : y --> Z com Z em ind,4}. Dado um número natural
n, definimos as potências do radical indutivamente: rad"(X, y) = {/ C H0«2.,l(X, y)l
existe Z c «.od.4 e morfismos g C rad4(X, Z) e Â C radlã':(Z, y) com / = Âg}. Defi-l
nimos ,«d'(X, y) = n«CNr«dli(X, y). Indicaremos por 'ad'(«zod.4) o ideal de «.od,4
gerado por todos os morfismos em rad'(X, y) para algum X, y c {nd,4.

Temos a seguinte relação entre os morfismos irredutíveis e o radical:

Proposição 1.27 Sda ./ : .X -} y límz 7zzolPsmo azfre .4-módl//os índecomporzíz?e/s X e y
ínod.A. Então j é irredtttíuel se, e sontetlte se, .f € Fada (X, Y) \ radzÁ (X, Y).
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Dados X e y em ind.4, considere o grupo abeliano

/-(x, r) «a«(x, }'')/«aã(x, }'')

como um Tr-TÇP-bimódulo de um modo natural, onde Tz denota a álgebra de divisão
End4.Z/r'zd(EndZ) para cada Z € índ.4. Assim, /rr(X, y) torna-se um Tr-TÇP-espaçovetorid.

Proposição 1.28 Sda77z X e y .4-módtf/os í/zdecomponíz;eís e szlpon/zamzos q}/e existam mor-
$sTnos irredtltíueis de X FRIA Y. Então:

la) A mtlltiplicidade de X como solttíindo de M quando e)cistir tlm mo?lfisl?to poço J
â igual a dimensão de Irr (X, Y) corto TT-espaço uetorial
lb) A mttltíplicidade de Y coltlo s07}tando de N quando e)cistir uln moTPs1710 fonte g : X -+ N
é igual a dimensão de Irr (X, Y) como Tv-espaço uetorial.

Agora definiremos o quiver de Auslander-Reiten

Definição 1.29 Dízdzz llilzíz á/gebJa de Árfí7z Á, o quiver de Auslander-Reiten de A ozl
quiver A. R. de A é rzssím d(#nída;

a) Os,uêrtices de l.FA )o estão em correspondência bitiníuoca corri as classes de isomor$smos dos
A.-módulos indecomponíoeis, isto ê, a cada M € {rLdA üssociautos o vértice l.m \. Dois vértices
lml e IW'l sâo Ü-t//zfs, se e sommfe se, A/ = 7V'. '

b) Exfsfe tema.#echíz IWI --> IXI e/7z (1',4)1, se e somazfe se, exfsfír lmz }lzoÚsmo írredufíz;e/
M --} N. Talllecha telTt valoração (a. b) se existir tlm ntorfismofonte M -.} aN Q Y onde N
não ê somando de Y e existir tlln morfismo poço bM © Z --} N onde M não é somattdo de Z.
:) O par (T'!, T).é um qlliuer cona traltslação onde ddinÍmos r como sendo a aplicação injetora
fa/ ql/e rlMI = [,-W]. '

Observação 1.30 .A ap/ícízção .- está d'#híd'z soZ're línz suZ,c07z/uzzfo (1'..1)l, de (1',.!)o ./brmzízdo
pe/os z'âfíces.de (1'«)o fízís qt/e ,kiWI = 1.-WI, isto é, o st/Z,coÜutzfo Úe (r.,,)o Jol';;Úo pe/os
Pêrtices tMI de (FA )a tais que vM esta definido. Pelo Teormta (1.20), podmlos dizer que existe
) vértice l.rM\ se, e somente se, M não ê u7tl }Ttódttto projetioo. Portanto, os vértices corres-
pondentes aos mõdttlos projetiuos são os vértices projetiuos e os correspondentes aos módtllos
lnjetioos são os uêrtÍces {njetioos. Sendo nsstm, podemos dizer que o quiser l~l' ,r) é ltm qtlíuer
com translação pois:
z) o qtlioer FA não tem laços la que }lão existe mor$smo irredtttíoet f
X c inda. Este qttioer não teta $echüs }ltúltiplas por d(#ittição.

b) Para cadíz oérffce IMI c (1'.4)0, flz/ qt/e r(IA/l) está d@zzído, lhos gue 7-(IWI)+ = {lZi;l l Et
é s077zazzdo ízzdecomp07zíz;e/ de E onde E é o termo do meio dlz seqílê7zcía de .Aus/atada-Reífm
que fermitzíz alz M} = llt/I'

X --} X para cada

Podemos uer que l.TA , r) é LLm qttiuer cona translação próprio e localmente .finito.
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1.6 Dimensões Homológicas

As demonstrações dos resultados apresentados nesta seção poderão ser encontra.
das no texto de lbrahim Assem [Ass97].

Definição 1.31 Sda ,4 iznzíz R-á/geb/rz de Árfízz e iW t/m .,'l-nzódr//a
(a) Se a }esolttção projetÍua ltinimal de M jor

0-} /3. + ... --> Pt -->Eo-->JV --l0

co/zz Pn # 0 píz/'a a/glrnz í zfeíro posífíuo n, e/zfão dízmzos que a dimensão projetiva de M
} igual a n (denota anos dimensão projetioa de M por dp M = r}). Se não exbtir resolução
projetiua$nÍta, dizemos que a mime-)tsão ptojetÍua de M é infinita e escrwemos dp M = oo.
lb) Se a resolução {njetÍun minimal de M /or

0 --> 71/ -+ /o --> /1 --.> --> /" -} o

Cona /n :# 0 pa/'a a/gzznz ízzfeíro posífíoo n, então dizemos ql/e a dimensão injetiva de M é
igtla! a n (denotaremos dÍmmsão üjetÍua de N por di N = n). Se não existir resolução ínjetioa
fi7tita, dizemos que n dimensão injetÍua de M é {7t#nita (diM = cn). ' '

Temos o seguinte resultado com relação a dimensão projetiva e injetiva

Teorema 1.32 Se/íz Á l/míz R-á/gebnz de .4rfílz, 7M l/m ,4-módu/o e n ? 0. .,4s seXllítzfes co/a-
dições são eqttiualattes:

(«) dP M $ n.
(b) E«tã(M', -) ::: 0 pa7'a todo A > ,'.
(') z«tli''''(w', -)
(d) Pízra fodíz seqílêtzcííz exízfíz 0 -} Z,..i -.> Pn.: --> . . . 0 -} no -.> ]t4' --} 0 COJ7Z R

projetÍuos, teremos L.. l projetioo.

Dado um A-módulo N e n > 0, as seguintes condições são eqt{ almtes:

l.a] di N '$ n.
(b) Z«fã(-, N) todo A > n.
(.) E«tli''''(-, w)
l.a) Parti toda seqilêncta excita 0 --} N -+ lo -+

terentos L"-l {njetiuo.
--} J"-t -.} 1,"-1 -} Q com li {njetÍuo,

Definimos a dimensão global de Á (denotaremos por dim gZ. .,4) como sendo
o supremo das dimensões projetivas de todos os .4-módulos. O seguinte resultado é
bastante útil:
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Teorema 1.33

(a) dÍm g/. ,4 = supÍdpiVI jl/ é zzm .4-mzódl//o } = süpÍdi /yl7y é unz ,4-módu/o }
(b) dím g/. ,4 = stlpÍdp 7t/IIW é ítzdec077zp07zíue/ }. '
(c) djm g/. ,4 = süpÍdp SIS é i/m ,4-módz//osí77zp/es }.



Capítulo 2

Quivers com translação com seção

Nosso objetivo neste capítulo é estudar quivers com translação com seção, propri-
edades decorrentes de um quiver possuir seção e a relação entre um quiver que possui
uma seção zX com o quiver Zz\. Trabalharemos com quiver com translação próprio e
conexo. Provaremos que um quiver com hanslação (I', a-) que possui uma seção tem a
propriedade de que todo possível caminho de um vértice injetivo para um vértice pro
jetivo é seccionar.(Teorema (2.9)). Além disso, apresentaremos umà prova mais sucinta
do seguinte resultado de Liu (ver [Liu93]): se um quiver com translação não possuir
ciclos e nem vértices projetivos então ele terá uma seção. Um resultado análogo vale
se I' não possuir vértices injetivos (Teorema (2.23), (2.25».

Cabe destacar que nossos principais resultados neste capítulo são generalizações
de diversos resultados de dize Li para quivers translação provados em [Li00]. Den-
tre estes estão os Teoremas (2.36), (2.37) e (2.39). Muitas demonstrações se generali-
zam com as mudanças óbvias enquanto que em certos casos teremos que especificar as
mudanças e também o tipo de generalização obtido.

No Teorema (2.36) provaremos que se (1', 1-) não possuir ciclos orientados e nem
vértices projetivos e possui um número finito e próprio de vértices injetivos, então I'
possui uma seção especial A que possui fontes, tais fontes são vértices injetivos mini-
mais de I' e todo vértice de A tem um antecessor injetivo em A e l-A não tem antecessor
injetivo. Uma versão dual deste resultado é estabelecida no Teorema (2.37).

No Teorema (2.39) provaremos que se I' for um quiver semi-regular e com a pro-
priedade de que todo caminho de um vértice injeüvo para um vértice projetivo é sec-
cional, então I' possui dois tipos de seções: uma com as propriedades enunciadas no
Teorema (2.36) e a outra com as propriedades enunciadas no Teorema (2.37).

Vãe destacar também que Coelho-Lanzilotta provaram em [CLOla] que se uma
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for tal que todo caaninho de um vértice injetivo para um vértice projetivo tem um
número limitado de ganchos, então tal componente não possui ciclos orientados. Com
o Exemplo (2.26) mostramos que este resultado não necessariamente é verdadeiro para
um quiver com translação mesmo que o número de ganchos entre vértices injetivos
para vértices projetivos seja nulo.

2.1 Propriedades de quivers com seção

Para falarmos de relações entre quivers com translação, a ferramenta natural é o
morfismo de quivers com translação que definimos a seguir. Antes, porém, precisamosdoconceito de órbita.

Definição 2.1 Dados zí77z quíoer cona f/'íz7zs/anão (I', r) e x unz pérfíce e77z I'., d@nímos a
órbita de x enz I' ao con/u7zfo O(z) = {'-"zln c Z e tíz/ qzze exísfe r"z}. l)ízemos fzzmbém gele
z é estável à direita se existir r'"a pa/rz lodo í/zfeíro posífíoo n e qtle z é estável à esquerda
;e existir r" = pata todo inteiro positivo n. Dizanos que = ê estável sejor estável à esquerda e à

direita. Diremos também que = é uni oértice 1--- peú6dico se existirttm inteiro n > 0 tal quer Z Z

Observe que se um quiver com translação (I', r) próprio possuir um vértice r
periódico, então I' possui um ciclo orientado.

Deânição 2.2 U}7z morfismo entre quivers com translação valorados /
(I', r) é unz pízr (.6, ./:i) c07zz /o : i'l, --> 1'o e /l : I'Í --} I': fa/ que '

la) fo(r'l.=» = v(.fo(=» para todo x não projetioo etn rt..
lb) Se cx jor tema .Recita em I'', com uatornção (a, b), então f:l.cx) será tema flecha em F* colei
«/o,'"Ção («, b).

F', .'-') -->

Dizmlos que J é ttm mergulho se fo e /l forent aplicações ínjetoras e, além disso, .f
satisfizer a segttittte condição:

(c) Dados os o#fíces ;« e y de I'', fíz/s que O(z) # O(y), meão O(/o(z)) # O(/o(y))

O conceito de mergulho fora mencionado em alguns trabalhos de S. Liu e S. Li.
Queremos com esta definição acima ser fiel a idéia expressa no trabalho de S. Liu.
Colocamos o item (c) na definição de morfismo entre quivers com translação, fruto das
discussões suscitadas com o exemplo abaixo:
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Exemp\o 2.3 Considere A a k-âlgebra de caminhos caIU radical quadrado zero (k tlm corpo)
dada pelo qttioer:

l --s-2--g 3--1 4

O qtlioer de Austander-Reitm FA de A ê dado a segtLir.

P4 -- is

S2 $ l4= S.

Telhas que (FA,'r), onde r é a translação de Auslander-Reitett, é um quiser traTlslação.
Seja 6. o quÍuer = -$ y -5 z. O quiser com translação (ZA, p) será então:

(-2, ,) (-1,.) (o,,) (1,,)

(-2, y) (o,y) (l,y)

(-1, «) (o,«) (1,«)

Podemos definir tínt morPsmo entre qtlioers c07tt translação .f
sqtíe; /o(S.) (l,y),/o(P2) = (--2,,),./b(p3) = (0,z),/o(p4)
jo(rS4) = p(/o($) =(0,y), ./b(S2) =(-1,y) e/o(Pi) =(- 2,y)
;abre os vértices. As flechas $cnranz assim d(ji7tidas:
/i(Pi --> /i) = #-2 = (--2, y) --> (--2,z),
/i(/] -+ S,) = a(a-i) =(--2,z) --}(--l, y),
/-(S, --> Pa) = .-(ao) =(-1, y) -+(0, z),
/i(/2 --> S3) = ao = (0, z) --> (0,y),
/i(S3 -} P4) = ao =(0, g) --}(0, z),
./'-(P4 -} S-) = .'(#-) =(0, .) -->(1, y).

(I',,i,r) --} (Zz\,p) co/zzo
La8-o, /o(S3)

Dessa forma, fü ê injetora

Assim, .f\ também é {njetora. Porém .f não ê um mergulho pois O(.It) :# OI.P4) em FA e
C)(.fo(1l» «--2, z» = O(.(0, z» = OI.fo(P4». Podmtos observar qtle o número de órbitas
de FA ê qttatlo e de Z.6. é três.
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Porém, ê possível d($ttir llnt mergutllo de F em llm ZÀ se tomarmos o qtliuer 6.

Z

y ;-'w

Assim, o qtliuer l.Z. D4, p) é da segtiintejorma

Z

(o, «) (1,«) (2,«) (3,«)

(-l,vl.-(-i,«') -(o,'«) -(i,«)

(-1,,) (o,,) (l,z)

e podeutos d(tinir llm mergulho J : (FA ,r) '} (.ZD4, p) como segue:

./b(/4) = (2, y) e e7zfão ./b(S3) = .6(r/4) = p(./b(/4)) = P(2, y)
/o(S,)(.'-&)(.$)) ,y)=(0,y);
fo(P-):: /o(.'-S,) = P(./b(S,)) =(-1, y);
fo(r\) = ÇQ, =), jol.Pa) = 1.0, z) e .foÇl3) = (1?lo). Deste ITtodo, f. é injetora sobre o conjLtnto
íos vértices de (FA )o. As .Pechas podem ser definidas: ' '
/i(r'- --> /1) =(-1, y) --}(0, z),
/i(/i --} S2) z) -} (0, y),
/i(S2 -} P3) = (0,y) --> (0,z),
/i(Pa -} S3) = (0, z) --> (1, y),
.fl($ -+ /3) = (1, y) --> (1, w),
/i(/3 --} /4) = (1, «,) 0 (2, y).

(l, y);

Dessa forma, J\ também ê injetora e ê l:áGiL uer que se O(X) # C)(Y), então O( fa( X» :#
C)tfoÇY»pa ütodopar deuêrtices X eY emiTA)o. *' '' '

Defiinição 2.4 Sda (I', r) l nz quíuer frízzzs/lição. Um subql/doer p/mo zX de I' é umíz seção mz
r se sntislizer as seguintes propriedades:
S.l Não exÍstetll ciclos orientados eYtl 6..
S.2 0 stlbquiuer 6. encontra cada r-órbita em F exatalnente llmíl uez.
S.3 Cada caminho em F coltt ponto inicia! eji7tal em 6. está em .N.
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Se o quiver com translação (1', 1'-) for um quiver translação valorado, então o sub
quiver zX é um quiver com translação valorado com a valoração natural de I'.

Observação 2.5 (a) Todo cal?tinllo cota oâtice inicial e$nal rtttma seção 6. é seccionar. De
/bto, se :E = =o -+ l ' ' ''} =n ' Vfor unl caminho em Fo com = e y em 6., então pela propriedade
S.3 o caminho está em à.. Pela propriedade S.2 tal caTninlto é seccionnl.

[b) EtTI [BS83] Batttbta-Stnnla prooatítm que não exbtent ciclos seccionais no quiser de A ttslander-
Reiten de umri álgebta de artin. Poréltt esse restlltüdo não unte mi geral pata quiser translação.
NoExempto(1.6)tentos ociclo ' '

(o,y)

(o,«)

que êseccionat

?elo itet7t (a) uímos que todo caminho Huna seção é seccionar. Se tat seção jor seção de
.{ll quiser de Atlslander-ReÍten de unte álgebra de artín, então o item S. l dü defittição de seção
pode ser olltitido. Como tantbém estantes interessados an miergtllhos de qutuers de A.R. de lama
ílgebra de artin em 26., então uüTnos }nanter tia definição de seção o item S. l.

Lema 2.6 Soam l.F:r) tlm qtlioer translação, 6. tinta seção em F e z -+ y tlmallecha em F
1) Se= c 6., então yott ry pertalcea 8.. ' '
b) Se ]J c 6. altão z Olt 1- = C a..

Demonstração: a)Se z c z\ e y g zX, então y não é projetivo. De fato, se fosse projetivo,
como A encontra cada r-órbita de I', existiria um inteiro k 2 1 tal que 7--;y C z\ e
teríamos o caminho z --> g --> . . --> r ky com extremos em z\. Por S.3 e S.2 na
definição de seção teríamos uma contradição. Como y não é projetivo, logo existe
ry C I' e como z\ é seção/ existe um inteiro A ? l tal que 7-ky C .A. Se A > 1, teremos o
caminho r*y --} . . . -} ry --} z com rky e # em Z\ e por S.3 e S.2, temos novamente uma
contradição. Portanto ry c z\.
b)A segunda afirmação segue de forma dual. H

Apresentamos a seguir um resultado importante de Liu [Liu93] sobre quivers com
translação que utilizaemos com freqüência neste trabalho.
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Proposição 2.7 S4a (I', r) 1/}7z qzffz;er conz frízns/ízção próprio e conexo.
seção &., altão F pode ser tnerg !dado et?t Z.6..

Se F cotttiuet tLlna

Em [ASS] pode ser encontrada a demonstração de que um quiver com translação
com seção não possui ciclos orientados. Os autores fazem uso da Proposição (2.7) para
provar este fato. A seguir apresentamos uma prova direta usando a definição de seção.

'Teorema 2.8 Seja (F, v) llm qttioer com translação próprio e conexo com tutta seção .X. Etttão
r }tão possuiciclos orientados.

Demonstração: Suponhamos que exista um ciclo z = z. --} --} JÇ. = z(s > 1) em I'
Pelo item S.2 da definição de seção, existe um inteiro k tal que rkz C zX. Suponhamos
sem perda de generalidade que A ? 0.

Se existir l-ka;. para todo índice u com 0 5; u 5; s, então pelo item $.3, teremos o ciclo
r*z = 1-kzo -} . . - -} l-ka. - rAiD em z\, o que é uma contradição com S.l. Portanto, para
algum índice J c {l, . . . , s -- 1} não existe a-kaj e então, para algum inteiro 0 $ / < k,
existe um índice J tal que l-lzj = p para algum proletivo p em I'. Dentre estes vértices
escolhemos o vértice zj que tem o menor inteiro / com esta propriedade. Logo temos o
caminho T&# -»...} Tf3 := Tlzo -+ . . . --} rizj :: p --} . - ---> Tl#s.l --+ Tias :: l-lz eln I'

Como .& encontra todas as órbitas de I', existe um inteiro r ? 0 tal que r-'p C zX.
Como existe caminho de rkJÇ para a'lzj = p com l-kz C A, então r - 0. Caso contrário,
teríamos os vértices p e a'-'p em A por (S.3), contradizendo (S.2). Portanto p c z\. Neste
caso, o caminho p -+ . . --> rlz -+ . . --> rlzj = p está em A, contradizendo a definição
de seção.

O caso k $ 0, é análogo. Portanto I' não contém ciclos orientados

Uma outra propriedade interessante de um quiver com seção está enunciado no
Teorema seguinte. A prova original fora dada paa quivers de Auslander-Reiten em
[Li00]. Apresentamos aqui uma prova, gera] para quiver translação.

l.eorema 2.9 Seja (F, 1- ) ull! qtliuer com translação próprio e conexo com tuníi seção.
:odo possível cantinho an F de llltt vértice injetiuo pata um uâtice projetiuo ê seccionar

E7z fão,

Demonstração: Supor\hamos que I' possa ser mergulhado em algum Z.À com Z\ iso-
morfo a uma seção de I'. Então zX pode ser visto como uma seção de I' e para to-
do possível caminho i = mo -+ mi --> -+ m. = p em I' com -í vértice injeti-
vo e p vértice projetivo, existem inteiros k,.j ? 0 tais que rAí e 1- Jp pertencem a Z\
pois a seção encontra cada 7--órbita exatamente uma vez. Obtemos assim o caminho



sem ciclos 27

T*Í --> . . - -+ á = mo --> ' ' ' -} mn = p o --} a'-'Jp em I'. Deduzimos daí queo
caminho i = mo -+ '} rn« = p é seccional, pois caminhos com extremos na seção,
estão inteiramente contidos na seção. H

Observe que, na demonstração do resultado acima, foi necessário apenas que o
quiver com translação tivesse uma seção. Não houve necessidade de que I' possuísse
um número finito de vértices injetivos ou projetivos e que tivesse um número finito de
órbitas. Agora a pergunta natural é se vale a recíproca do resultado acima, isto é, se
(1', ''-) for um quiver com translação próprio e conexo tal que todo possível caminho
em I' de um vértice injetivo pare:um vértice projetivo seja seccional, então I' pode ser
mergulhado em um quiver ZA. É o que faremos a segue. '

2.2 Quiver com translação com seção e sem ciclos

O resultado a seguir fora antes provado por Size LiILi00] para uma componente
do quíver de Auslander-Reiten. Aqui, com a mesma técnica, apresentamos a prova
para quiver translação. Com este teorema, temos uma condição suficiente para que
um quiver com translação (I', r) contenha um ciclo orientado. ' '

alemã 2.10 Seja (F,'r) llTtt quÍuer colll translação proprio e conexo co t u7tt nü7ttero.Brita de
pértÍces prqetioos. Se existira t = e y mi F tais que pat'a itÚnitos inteiros positÍuos n, existam
=alltínhos de = parti 'r" y em F, então F corttêtn tlnt ciclo orientado.

Demonstração: Como para infinitos inteiros n existem os vértices r"y, então y é um
vértice estável à esquerda. .Ném disso, existem infinitos inteiros nj com .j inteiro e
.j 1? 0, tais que n.í-i < nj pala todo J ? l de tal l:orma que existam caminhos em I' de ]ç
para 'r"' y para cada .j ? 0.

Considere o caminho z = zo --> zi -} ' ' -> z« = a""'y em I'. Suponhamos que
todos os vértices do caminho zi --> -} z« = r"'y sejam estáveis à esquerda. Então
existe ellt I' o caminho Tno+my := 7-mZ ..> Tm l#m.l ---} . ---} T2Z2 -+ 7-ZI -+ # = a;O.
Sabemos que existe algum índice .j tal que no + m < nj e tal que I' contém um caminho
de z para 'r"'y. Portanto I' contém o ciclo orientado a; -w 7-",y -«. r"'+«'y .-a z

Agora suponhamos que nem todos os vértices do caminho z] --> . --} a;. = r"':y
sejam estáveis à esquerda. Consideremos o maior índice / com 0 $ / $ m -- 1/ tal que
zl não seja estável à esquerda, isto é, existe um inteiro /i tal que rl- zl = pi para algum
projetivo p! de I'. Observamos que os vértices zk são estáveis à esquerda para todo
k com / + l 5; k $ m. Fazendo o mesmo procedimento anterior, podemos tomar um
inteiro n.j. para algum Ji > 0, tal que existe um caminho z -u 1-",: y em I' e um caminho
de r"j- y para pi em I'
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Se todos os vértices do caminho z -a l-"'- y forem estáveis à esquerda, podemos
construir um ciclo como no primeiro caso. Porém, se existir um vértice neste caminho
que não seja estável à esquerda, com o mesmo procedimento do segundo caso, existirá
um índice n.f, > nj. e caminhos z -w r"j2g e r"J2y -w p2 com p2 projetivo. Se p, for
igual a pi, como existe um caminho P2 -> 7-"J- 3/ em I', temos o seguinte ciclo orientado
p2 = pi u r"'-y --, pi em I'. Caso p2 seja distinto de pi, repetindo o procedimento
anterior, teremos um inteiro n.j; > nJ: e caminhos z -.,} 'r"J3y e a'-"iay -w p2 em I'. Este
procedimento é finito pois o número de vértices projetivos em I' é finito. Então, segue
por indução que em algum passo do procedimento teremos um ciclo orientado. H

O seguinte seguinte resultado é o dual do teorema acima.

rema 2:11 .Sda (1', '-) unz quíoer cor/z frans/lição próprio e conexo co/zz l/m zú}7zero./í7zífo
ie oâtices injetÍuos. Se existirem :c e y em T' tais que pata it$nitos inteiros j 2 0, existe tlm
ca?ninho de l-'j = pa?'a y em F, então r contém tlm ciclo orientízdo.

Como conseqüência

Coral.ádo 2.12 Seja (F, r) ulti quiser com translação pr®rio e conexo, coFn lln núntelo$nito
ie vértices ínjetiuos e projetioos e sntt ciclos orientados e sejam! = e y uâtices de F. Se existir
ullll camittho de = pala U em I', então:

la) Existe tlm inteiro n, ? 0 ta! que F contém tlm calminho de z para v"y, mas }tão contênt
camittho de = pata r"+' y.

lb) Existe itm inteiro mZ D tal qtle F contêm caminho de T-"= pata ly, mas não contêm
cíz77zín/zo de r'("+i)a píz}.rz y.

2.3 As definições de Ringel e Size Li

Nesta seção desenvolveremos algumas técnicas que nos permitirá construir seções
para quivers sem ciclos orientados que não possuem vértices projetivos ou que não
possuem vértices mletivos. E também para quivers que possuem ambos injetivos e
projetivos, mas com a condição de que todo posssível caminho de um vértice injetivo
para um vértice projetivo seja seccional.

Definição 2.13 Sda (I', r) z/7/z quíoa' com frízns/ízção próprio e conexo. l)ízemos gl/e I' é
estável à esquerda se lodo zpél"face de I' Jor estáoe/ à esqz/ez'da e estável à direita se lodo
vértice for estável à düeita. Dizemos que F é estável se F foy estável à esqlterda e à direita.
Além disso, podemos dizer que F ê semi-estável. se ele .for estável à esquerda otl à direita.
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Segue da definição de vértice projetivo e injetivo que, um quiver estável à esquerda
nâo possui vértice projetivo e um quiver estável à direita não possui vértice injetivo.

Em geral, na literatura, ao invés de estável usa-se o termo regular quando o quiver
for um quiver A.R. de uma álgebra de artin, ou uma de suas componentes. Assim, é
comum usar semí-regular no lugar de semi-estável e não semi-regular quando for nãogemi-estável.

Com o intuito de construir seções de quivers com translação, definimos os seguin-
tes conjuntos:

S(# -->) = {y c I'l existe caminho de z para g/ e todo caminho de z para y é seccionar

s(-+ :«)
/

}
{v c I'l existe caminho de y para 3 e todo caminho de y para # é seccionar

Esta definição é devida a ]Zingel [l:in84]/ mas observamos que ele trabalhou com
quiver de Auslander-Reiten. O objetivo também era construir uma seção para o quiver.

Em [Li00]/ Size Li introduziu a seguinte definição: para z c I', considerou o con-
junto {y c I'jV = z, ou I' contém um caminho de = para g/, mas não contém de # para
ry}. Observamos que Li denotou este conjunto por S(z -->). Aqui estaremos denotan.
do tal conjunto por SZ(z -}). Oualmente, #z}(--> z) = {y C i'lv = z, ou I' contém um
caminho de y para z, mas não contém um caminho de r-y para z}.

Lema 2.14 Se (I', r)jor 1/}7z quíoer com fra/zs/ízção e z zzm oérfíce qz/a/ql/er enz I', meão S(z -}
) Ç SL(z -->).

Demonstração: Seja y c S(# -->), então existe caminho de z para y em I' e todo caminho
de z para y é seccionar.

Vamos supor que y g SL(aç -->). Se z = g/, então pela definição, ingerimos que existe
um caminho de z para,rz = ry e portanto existe um caminho não seccional de z para
#, contradizendo a hipótese de que y c .S(z -}). Logo z # g '

Como existe caminho z -9 y em I' e y g Sz,(z -->), logo existe um caminho z -a ry

y c S(« -->).

Portanto, se y c S(« -+), então 3/ € SZ,(« -->).

A seguir. apresentamos um exemplo em que Sz,(# -->) e S(# -->) podem ser distin
tos

Exemp'lo 2.15 Seja .4 a álgebra de comi?lhos com radical qtlncirado Unto dada pelo qttioer
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cujo qtliuer de A uslander-Reiten sega,te abaixo

&

P4 -- ll & $ Ss

s. L

& Sa = 1.x

/anos que Ps c SL(.rt -.}). Por Olttro lado corno existe lEltl calltinho não seccíonal de ll
para Ps, i7iferÍnLos qtle Ps çZ S(11 -+). Logo SL(.It --}) Ç: s(r\ --}).

Com o objetivo de unificar estas notações de dize Li e ]Zingel, temos a seguinte
definição.

Deflinição 2.16 Soam (1', 1'-) i/nz qi/doer c0}7z frízns/lição e z c I'
íz) l)ízemos que l/m z;atire prdefíoo p c I' é zzm projetivo final de gancho de z se ex/sfí}

,[nt calminho mito seccionar de = para p etlt F O conjunto dos projetioos finais de gancho de z
eln F e seios sucessores serão dmotados por 'P (.u).

b) Dizemos qzze llm oérfíce í7z/efíao é l/nz vértice injetivo inicial de gancho de z, se
?xistir unt ca7ttinho não seccionar de { para = ml F. O conjtlnto dos uêrtices injetiuos iniciais de
gallcho de = etn F e seus antecessores, serão dmotados por Z(.z ).

c) Oíze77zos símp/esmalte que p é 1{ z p'ojetivo final de gancho se Z(p) # 0 oz/ P c p(j)
para alga l vértice {njetiuo i de F

Com esta terminologia temos o seguinte resultado

Proposição 2.17 Se/anz (I', r) llm q líder collz frans/anão e = 1/77z aérfíce em I'. Então
íz) SL(:« -}) \ P'(:«) = S(# -+).
b) Sz,(--> ;«) \ Z(;«) = S(--} z).
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Demonstração: (a) Seja y c 5'(z -+). Então existe um caminho de a; para y em I' e todo
caminho de z para y é seccionar. Portanto y g P'(z) e não existe caminho de z para ry.
Assim, podemos dizer que y c SL(" -->) \ P'(#). Então, S(: -->) ç SL(z -}) \ 7'(«).

Agora, seja y c SL(# -->) \ P'(#). Portanto, existe um caminho de # para y, não
existe caminho de :« para 'y e y g P'(z). Queremos provar que todo caminho :« -9 V
é seccionar. Se existir um caminho em [' da forma z -a rz -..+ z --' y, então podemos
dizer que todo vértice do caminho z --* # não é projetivo pois y # P(z). Portanto existe
caminho rz -} ry e assim temos o caminho z --, l-z "9 ry contradizendo a hipótese
sobre y. Logo y c S(3 -}).

(b) A prova de que S(--> :«) = SL(--> :«) \ Z(z) é análoga. H

No contexto em que Li definiu o objeto Sz,(= -+), havia a propriedade de que todo
caminho de um vértice injetivo para um vértice projetivo era seccional. Dessa forma
para todo vértice injetivo á c I', P'(á) = Ó e para todo vértice projetivo p, ]-(P) = é.
PortantoapartirdaProposiçãoanteriortemos: ' '

Corolário 2.18 Seja (F, l- ) 11tli quioer collt translação próprio e conexo tal que todo cantinho
de tLm oêrtice {njetíuo para tLnt vértice projetíuo eTri F é secciotlal.

z) Se ilc'r tens vértice injetioo em F, então SL(i --}) = S(i --})
1)) Se pior uut vértice projetiuo, então SL(-+ P) = S(--} P).

Proposição 2.19 Se/a (I', r) lrm qllíuer cona fra7zs/anão pr(@río e camelo e sda z c I'. E7zfão
)s subquiuers plenos de F gerados por S(= --}) e S(--} =) são conexos, conuacos e qtlnndo
enc07ttrarem lnrla r-órbita de F, encontrarão tlo ntáximo alma oez.

Corolário 2.20 Sqa (I', r) unz q zíz,er com fríz7zs/ízção pr@río e conexo e sdíz z c I'. E7zfão os
sttbqtliuers pleitos de F gerados por SL(= -.}) e SL(.-+ =) quattdo encorttraretTt Ilha a--órbita de
F, encontrarão no lnáxÍmo l.tina uez.

Seja (1', 1'-) um quiver com translação próprio e conexo. Observamos que dado z c
I', não necessariamente, S(z -}) é conexo. No exemplo (2.15), se tomarmos o subquiver
pleno de I'.,{ gerado por Sz,(/1 -->), podemos ver que este subquiver é desconexo.'

Proposição 2.21 Se/a (I', r) lz}7z qlííoer c077z frízFzs/zzção e a --> ó umrz./7ec/zíz em I'

(a) Se'PI.=) = ó, uaíem as segtlintes (4irmações:
(i) Se a c S(z -->), meão b C S(# -+) ou rb C S(= -->).
(ií) Se 6 c S('; -->), meão a € S(# -->) Olf a é ízz/efíoo ou r'a € S(z -->).
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(b) Se-tl.=) = $ Riam as se8ttintes (Ürmnções:

(á).Sf a C S(--> "), meão Ó C S(-} :«) oil ó é prdef/z'o Olí ,-ó € S(-+ z)
(ií)Seb c S(--> z),elzfãoa C S(--lz)ozl,- a C S(-->:«).

Demonstração: Vamos provar (a) já que a demonstração de (b) é análoga.

(í) Seja a c S(" --}), então existe um caminho de z para Z' em I'. Se b g S(:« -->)
então existe um caminho de z para b não seccional z -w l-z .-> z -.> b em I'. Como
P'(3) = Ó o caminho z --, b não contém vértices projetivos. Então existe um caminho
z -} rz "w 7-b em I' e assim existe o caminho z -w rz -» rb --} a. Este caminho é

« C S(:« -->). Portanto rb € S(z -->). ' '

({{) Seja ó c S(:« --}) e suponhamos que « # S(:« -->). Neste caso, ou não existe
caminho de z para a em I', ou existe algum caminho de z para a não seccional.

Se existisse um caminho de z para a não seccionar, então como existe a flecha
a --} ó teríamos um caminho não seccional de z para b em I'. Assim podemos dizer
que não existe um caminho de # para a não seccional, pois contradiz a hipótese de queZ

Agora vamos supor que não existe caminho de z para a em I'. Se a for injetivo não
temos nada mais para provar. Se não for injetivo, existe o caminho # --, ó -} r'a em
I'. Vamos supor que exista um caminho em I' de : para r'a não seccionar da forma
z 'u rz '9 z "'-' r'a. Como 7''(") = @, logo não existe vértice projetivo no caminho
z -} l-'a. Assim, existe em I' o caminho z -a rz -a a contradizendo a hipótese da
não existência de caminho de z para a em I'. Portanto, todo caminho de z para r'a é
seccional e então r « C S(z -}).

Como conseqüência da proposição anterior temos o seguinte resultado.

:oro\alto 2.22 Seja F lnn quiser cona translação próprio e conaco tal que todo caminho de t{7ti
iêrtice injetioo pala ttm projetioo etlt F ê seccionar e sqaln i unt vértice {njetioo, p Llm vértice
projetiuo em F e = --} y llmajlecha an T'. Valem as seguintes (girmações: '
(íz) Se z c SL(--} P), meão 3/ C SL(-} p) Olf g/ é prdeãz,o olr ,y c SL(--} P).
:bl !' y ': St (i --'), "tão « C S.(i -* ) o" « é {«j'lt{« .« .-- « C S.(i --»5.
(c) Se ;« € SL({ --}), meão y C SL(j -}) OI/ .-y C Sz,({ --}).
(dl Se y c S/,(--> P), meão z C SL(--} P) Ol{ l-'z C Sz,(--> P).

Demonstração: Como caminho de injetivo para projetivo é seccionar em I', segue que
.P(:) ..: ó e Z(p) - é para todo vértice injetivo { em I' e todo vértice projetivo P. Assim,
pela Proposição (2.17).Sz(à -->) - S(í -->) e SL(-} p) = S(-+ p) e da Proposição (2.21)
segue as afirmações (a), (b), (c) e (d). H
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Com esta nova notação, temos uma prova mais sucinta do Teorema 3.4 de [Liu93]

Teorema 2.23 Seja l.F, v) tule qttioer com translação próprio e coytexo, smt ciclos orientados
:om llltt ttúlllero.anito de vértices projetiuos e sem {njetioos. Então I' pode ser ntergulhado em
al8uln qttioer Z.à. com 6. san sllcessores projetiuos e isotllo4o n ullta seção de F

Demonstração: Seja I' um quiver sem vértices injetivos e zo um vértice arbitrário de I'
Suponhamos que I' contém um vértice projetivo pi. Considere o passeio pi = yo -- yi --

y; = zo em I'. Como cada g/i é estável à direita, então aplicando r'i repetidamente
se necessário, obtemos um caminho de pi para r baço para algum k ;. 0. Logo não existe
caminho de a'- kzo para pt, pois I' não contém ciclo orientado. Como I' contém uln
número finito de vértices projetivos, repetindo este procedimento, ingerimos que, existe
um inteiro no ? 0 tal que I' não contém caminho de l-'"'zo para vértices projetivos de

Seja zX o subquiver pleno de I' gerado por S(I'-'"'zo --}). Vamos provar que zX é
uma seção de I'

Podemos afirmar que zX é conexo, convexo e encontra cada r-órbita de F no máximo
uma vez (Proposição (2.19» Precisamos provar que .A encontra todas as 7--órbitas de

Suponhamos que exista uma órbita O de I' tal que onA = Ó. Dentre as órbitas com
esta propriedade, podemos escolher uma órbita de um vértice u tal que O(u) n zl = é
e exista u c zX e alguma flecha em I', u --> 1-kt, ou ,-*t, -+ u(k C Z). De fato, se tomarmos
um passeio de menor comprimento em I'

z == zo -- .zl Zs == 't0

com O(z) n Ao # d' e O(u') n Ao = Ó, então s = 1. Se s > 1, então existem vértices z. e z,
no passeio. Porém, se O(zl) n z\o # @ ou se O(zl) n Â. = Ó, contradiz a minimalidade
do comprimento do passeio Portanto, s = 1 e fazendo u = w e u = z temos que existe
ou a flecha u -} ,*u ou a flecha .-*u --> u (A c Z) tal que O(u) n Ao = é e O(«) n Ao # Ó.

Agora provemos que existem vértices a e ó em I' e alguma flecha a --> b ou b --> a
com 6 c zX. Podemos escolher k = 0.

Suponhamos que A > 0. Se existir a flecha u -+ l-ku, então existirá a flecha r ku --} u
pois não existem injetivos em I'. Assim, temos uma flecha 7--ku --> o com u c zX e
O(''-''") n zxo = ó. Já no caso em que A = --f com t > 0 (Z C Z), então existe a flecha
u -+ 1- 't;. Dessa forma, existe a flecha u --} r''iu, pois caso contrário o vértice o teria
um sucessor projetivo (observe que t; é sucessor de r "'zo). Então temos uma flecha
z, -} r''* ü com o c A e O(r'''u) n A = Ó. Também podemos supor que A = 0 no caso
em que existe a flecha rAu -+ u (k C Z). A prova deste fato é análoga. '
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Portanto, se z\ não encontra todas as r-órbitas de I', existem vértices # e y em I'
com :y C z\ e flechas :y --> « ou # -+ y em I' com O(#) n A = Ó.

Se I' contiver a flecha y --> #, pelo Corolário (2.12), existe um inteiro m ? 0 ta] que
,"'« C SzÇ''"'"! --}) Sabemos que SL(,-'"'=o --}) = S(.-'"':«o -->), pois 7'(,"-'"';,o) :: @
(Proposição (2.17». Portanto l-"# c S(I'- "'zo -->) e então Tm# C À, contradizendo a
hipótese de que O(#) n z\ = ó.

Se I' contiver a flecha # -+ 3/, então I' contém a flecha y --> 1--z. Com esta flecha e a
discussão do parágrafo anterior, temos novamente uma contradição.

Portanto, A encontra todas as r-órbitas de I' e assim A é uma seção de I'. Pela
Proposição (2.7), 1' pode ser mergulhado em ZA.

Exemplo 2.24 Consideremos o seguinte qttioer estável à direita

e .'''''''''.. a;0

8 .-
\ .'f 'x ,#

e ...--.-.-..... e
\

zl

S .;r

,/q

8

'' \~
./

-/

P3-
q

Z2
,# q

e ''-'.'''''''.- :2;3
'N .Í

p; -'; .. .P
/)6 "'''''--"'- :Z;5 "'"'""''. ©

P7""""'".z6
;}8 "'"'''-' ' :r7 ""

#

onde os vértices pt com \ $ t $ 8, são vértices projetÍoos de I'.

/erros que os vértices =i não possuem sucessor proJetÍoo em
Teorema (2.23), podados dizer qtle para cada j,com 0 $ j $ 7, S(=j

(1', ,). Lo8'o 'Za Pr«a 'Ío

-->) é Ilha senão de (I', r).

Na Seção (2.4){ uHizaremos as técnicas de [Li00] para mostrar que um quiver com
translação com as hipóteses do teorema açima. pode ser mergulhado num quiver Zz\
onde a seção A.possui algum poço e todos os poços de A são vértices projetivos. Segue
abaixo o dual do teorema acima.

Teorema 2.25 Seja l.r, v) um qtliuer com translação próprio e conexo, sem ciclos orientados
:om ltltt núlnero$nito de vértices ínjetiuos e sem -projetÍoos. Então F pode ser lnergttlhado em
algutll qttioer Z.6. com a. sem alttecessores injetioos e isomorfo a tuna seção de F
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2.4 Uma seção especial para quivers com translação

Em [Li00]/ Li provou que se ]' for uma componente não semi-regu]ar do quiver
A.R. de uma álgebra de Artin, sem ciclos orientados, e tal que todo caminho de um
vértice injetivo para um projetivo nesta componente é seccional, então I' possui uma
seção zX. Utilizando as mesmas técnicas provaremos a seguir um resultado análogo
para quivers com translação não gemi-regulares (Teorema (2.39)). Além disso, prova-
remos que quivers semi-estáveis possuem um tipo especial de seção (Teoremas (2.36)
e (2.37))

Exemp\o 2.26 Decorre de [CL01a] que se Flor uma coTttponmte }lão gemi-reg alar do qtlÍuer
ie At(slander-ReÍten I' A de tntla álgebra de Artin A tal que todo cnlninho de um uêrtice injetiuo
FRIA llnt vértice projetiuo seja seccionnl, então F não possui ciclos orimtacios. Este restlltndo
não ytecessariarttmte se oer#ica pata qtliuer translação. Ê o que mostraremos atraoés do segtLinte
qt{ toe}

T Pi = ZI --> P3

Como no decorrer desta seção, estaremos trabalhando com um quiver (]', a-) ta]
que todo caminho de um vértice injetivo para um projetivo é seccionar, então para cada
vértice injetivo í c I', o conjunto P(i) = é e para cada projetivo p c I',Z(p) = @. Sendo
assim, para cada injetivo { e projetivo p € 1', valem as propriedades dos Corolários
(2.20),(2.22) e (2.18).

Observamos que neste colltexto, SL(z --}) S(:« -->) para todo z c I'

2.4.1 Uma relação de ordem para os injetivos e projetivos de I'

Nesta seção consideraremos (1', 1-) um quiver translação próprio e conexo, sem
ciclos orientados e com um número finito de vértices projetivos e injetivos, e tal que



36

todo possível caminho de um vértice injetivo de I' para um vértice projetivo de I' sejaseccional.

Nosso objetivo é construir uma seção para o quiver I' e, para tanto, utilizaremos
subquivers da forma S(3' -+) ou S(--> #) com # c I'. No entanto, não é qualquer vértice
z de I' que nos interessa para construir tal seção. Definiremos uma relação de ordem
para os vértices projetivos e para os vértices injetivos de I' e escolheremos os vértices
minimais ou maximais conforme o caso.

Defixxição 2.27 Seja (r, l- ) lLni qui'oer com translação próprio e cotiex:o, sml ciclos orientados.
:onl tttn n úmelo$nito de vértices {njetioos e projetiuos e stlponhamos que todo posa íuel catTtinho
íe unt uêrtice injetioo de F patrt llnt vértice projetÍuo de F seja seccíonal.

(a) Se I' cotltíuer no n íni7tto llnt uêrtice injetíuo, então para qttaisqtter vértices injetíoos i. , iz C
I', d(#tzímos l/mza Ordem " $ " comoseXue ' ' ''
[)izetnos qtle {i $: iz se, e solllellte se, pêra qualquer = c S(ia --t'l, ocistir llm inteiro m > 0 tal
que ,"# c S(i: -+).

lb) Se F contioer n0 7ttíníltto ttm vértice projetÍuo, então pata quaisquer oértices projetiuos
pt,pz c F, d(#inimos tema ordem ? contosegue: ' '
Dizemos que pt 2 pz se, e someytte se, pata qualqtler = c S(.--+ pa) ocistir unt inteiro nr Q tat
ql/e T 'z c S(--> PI).

Sejam Z o conjunto dos vértices injetívos de I' e P' o conjunto dos vértices pro-
jetivos de I'. Com o próximo lema, mostraremos que (Z, $ ) e (7', 2 ) são conjuntos
parcialmente ordenados, o que permitirá falar em elementos minimais e maximais de

Lema 2.28 Seja l.r, v) uln qtiioer com translação próprio e conexo sem ciclos orientados.
la) Se F contiver a18ttm oêrtice {njetioo, então, l.Z, $ ) é lí-m conjtlnto parcialmente ordena

lb) Se F contiver algum uêrtice projetiuo, então (T' , Z ) ê um conjunto parcialmente orde-
rzado.

do

Demonstração: 1) É claro que { .$ ã para todo { c I'

(2) Suponhamos que ãi , í2 e i3 estão em =Z com 1 < í2 e {2 < i3. Então para qualquer
z C S(í3 -->), existe m ? 0 tal que r"a; C S(i2 --}). Além disso, como i: 5; i, existe n > 0
tal que l-"(r"z) C S(í] -+). Assim, íl $ í3 por definição.

(3) Suponhamos que íi e i2 estão em I' com íi $ {2 e i2 .$ {i. Então, existem inteiros
não negativos s e Z tais que r'i2 C S(í] -->) e r'ÍI C S(í2 -+). Se í] / i,, então I'
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contem um calminho zl --.} . - . --} 7-sj2 -+ . - ' --> z2 -+ . . . -+ r êl
contradição sobre a hipótese de I' não conter ciclos orientados.
(Z, $ ) é um conjunto parcialmente ordenado.

--> . --> {] que é uma
Logo íi :: i2. Portanto

A prova de (b) é análoga

Sejam =Íit,.. - ,í*',. - - ,i.} o conjunto dos vértices injetivos de I' onde ii,. . . k
denota os seus elementos minimais e seja P' = {Pi, . . , Plo, ' - . , p«} o conjunto de to
dos os vértices projetivos de F onde pi, . . . ,pz. denota os seus elementos maximais
Definimos

E = S(ái a) U U S(jk. -->),

E {z C I'jz C =mãsrk ç! paratodointeiroA?l},

(E)* = S(--> Pi) U u S(--> P..),

(E)* {# C I'jz € (=)* mas r''z g (E)* para todo inteiro & ? l}

Mostraremos, entre outras propriedades, que os subquivers plenos de I' gerados
por E e E* são seções de I' (Lema (2.34)). No lema a seguir apresentamos uma condição
que permite dizer quando i $ í' para { e {' injetivos em I'. Trata-se de uma condição que
permitirá, por exemplo, mosüar que todos os injetivos minimais estão em E. Analoga-
mente para os projetivos maximais (Lema (2.30».

Lema 2.29 Seja l~F,n-) um quiser com translação próprio e conexo com tlln nú7tlero .anito de
pêrtices projetioos e ínjetiuos, sem ciclos orientados e tal que todo caminho de llm oâtice injetioo
para t{ tl vértice projetioo de F é seccionar.
la) Para ie i' c Z, se existir tlm inteiro m Z 0, tal qtle l-"i' c S(i --:l), então i $: i'
lb) Pata p e p' c 'P, se existir tlnt inteiro m 2. 0, tal que r-"p' C S(--} p), erltão P 2. P'

Demonstração: Provaremos apenas (a) já que a prova de (b) é análoga. Para todo g/ c
S({' --}), existe um caminho i' --> --> g/ em I'. Se ,-"i' c S(í -->) para m ? 0, existe um
caminho { --} . --> a-"i' em I' e assim existem --> . . --> r"i' --> . - . --} i' -} -} y. Pelo
Corolário (2.12), existe um inteiro n ? 0 tal que 7-"y c SL(i -->). Observe que 7'({) = Ó,
pois todo caminho de um vértice injetivo paa um vértice projetivo é seccional. Então,
SL(i -->) = S(i -->) (Proposição (2.17». Portanto { $ í'. H

Com o próximo lema, fica claro que todos os injetivos minimais estão em E e os
projetivos maximais em E*

Lema 2.3Q Se (F,r)jor um qtliuel coltl translação próprio e coloco comi ltnt número$nito de
uêrtices pr'jetíuos e ínjetiuos, sem ciclos orien todos e ta{ que todo caminho de llm oâtice injetiuo
para línz z;érfíce pro/etfuo em I' é seccíotla/, e/7fão {ii, . . . , ik. } Ç E e {pi , - . , Pi.} ç E*
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Demonstração: Vamos provar apenas a primeira inclusão pois para provar a segunda,
as técnicas a serem utilizadas serão análogas.

Suponhamos que existe ír com l $ / $ Ao, td que íz # E. Então existe um inteiro
Ã;? l,.tal que útil C =, pois í! C . Como rkil C E, então existe j com l $.j $ Ao, tal
que l-kil c S({j -}). Pelo Lema (2.29), í.f $ {1 e então J = /, pois il, . . . , ix;. são elementos
minimais distintos de (1', 1-). Então I' contém o caminho ál --> . - . -.} rkír --, 7-k-'ii -w j',

contradizendo a hipótese sobre I'. Portanto {íi , . - . , {k.} ç E # @. H

Veremos que se o número de injetivos minimais de I' for maior que um, então dado
um injetivo minimal {l c Z, existirá um outro injetivo minimal ij :# íl tal que

S({1 -->) n s(í.í -->) # Ó

No próximo lema apresentamos uma condição suficiente para que tenhamos tal intersecção

Lema 2.31 Seja l.r, 1- ) um qtfiuer cona translação próprio, conexo e sem ciclos orientados, tal
]ue todo cantinho de unt uâtice injetiuo para tlm plojetioo an F ê secciottal. Sejam i. e i,
elementos ntinímais distintos de Z e pl , pz elementos mmcimais distintos de 'P
(íz,l Se exísfírenz z c S(íl --}) e Ã; c Z fízís gire 7-kz € S({2 -->), meão
s(i: --}) n s(í, -+) # é.
lb) Se existiretn = c S(-+ pt ) e k c Z tais que vk= c S(-+ p2), então
S(--} Pi) n s(--} P,) # Ó.

Demonstração: (a) É suficiente considerar o caso onde k > 0
sobre k. Quando A = 0, então :« = r'z C S(i: -->) n s(í2 --})
para k -- 1 ? 0. Como ;« c S(á: -->), 1' contém um caminho

Provaremos por indução
Suponhamos verdadeira

&l :: zo '+ --} ,. (t 2 0) (*)

Como rkz C S(iZ --}), I' contém um caminho

z2 :: yo '''> -.> y. (. ? o) (**)

Quando Z = 0, isto é, {i = zo = z, então rX;Í: = rkz C S(i2 -+). Assim, iz $il,
contradizendo a hipótese de que ii e i2 são elementos minimais distintos. Logo f ? l

Temos o seguinte caminho a'-kzt = 1-*a; -+ . . . --> rz = rat --> z... em I'. Co-
mo existe o caminho (+#), logo existe caminho de i2 para zt-l. Observe que {2 sendo
injetivo e não existindo caminho de injetiv.o para projetivo com gancho, segue que exis-
tem ,-*-:«... e ,*«. -} ,-*-:z..,. Como ,-*,: € .Í(i, --}), entãoÇk-:«*., ê's(i, -+) ou
r(r*':z.-l) C S(i2 -}) (Proposição (2.21».
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Pela Proposição (2.19), S(ái --}) é convexo e então z.-: c S(íi -->). Se l-*#..:
T('-*''zt-i) C S(Í2 -->), então ao invés de trabalharmos com a hipótese de que r*z, C
S(í2 -->), trabalharemos com zl i, uma vez que o comprimento do caminho de í] para
a;t.i é menor que o comprimento do caminho (+). .Ném disso, temos que para algum .j
comi c {0?.. - :Z}, ,-*a.j g S(i, -->). De fato, se r'zj C S({2 -+) para todos'cÍO, '. ,z},,
em particular rAí: = 1-kao c S({2 -+). Pelo Lema (2.29) í2 $ íl, contradizendo' o fato de
que i2 e il são minimais e distintos. Dessas observações, podemos dizer que I'-kzt.l g
S(i2 --}). Então r*-::«t-i C S(á2 --}) e como z,-i c S(íi -->), segue da'hipótese de
indução que S(í: -->) n s({, -}) # Ó.

(b) A demonstração de (b) é similar a demonstração de (a). H

Agora mostraremos que para todo injetivo minimal il, existe um injetivo minimal
ij tal que

S(i. -->) n s({j a) # Ó.

Lema 2.32 Seja l.r, r) llTtl qttÍuer com translação próprio e conexo com uln número .Frito de
pâ'tices injetioos e projetioos, sem ciclos orientados e tal que todo catTtinho de uln injetioo pm,a
lz7 zprqefíuo em I' sda seccíolzíz/. SdaZ = {íi, - - . , i*., . . . , i«} como antes, 0 7de {ii, . - - , {k.}
é o conjllYito de todos os elementos minimais de (.[, $ ).

(íz)Sebo > 1, mtãopara todo/ cÍ1,2, - ,ko}, exísfea/gl/nz.j cÍ1,2,.. ,Ao} com.j #/
fa/ ql/e S({i -+) n s(i.j --}) # é.
lb) Se F contiver alma flecha = -} U ot{ y -.} z, onde y c S({. --}) coltt \ .$ E $ ko e = esta ml
ima r-órbita disjunta de S(it --}), então existem elelnmtos }ninimais i' # {t em l.Z, $: ) e r C Z.
fala qt/e r'a c S({' -->) e S(à -+) n s(ã' -->) # @.

Demonstração: Provaremos (a) e (b) simultaneamente

Por hipótese, ko > 1. Podemos dizer que S(iz --}) não encontra toda r-órbita de I',
qualquer que seja / € {1 , . . , ko}. Suponhamos o contrário, isto é, que S({z -->) encontra
toda l--órbita de I'. Neste caso existem .j c {l, . . , Ao} com / # .j, k c Z, k ? 0 tais que
rk j C S({1 -+). Segue do Lema (2.29) que {l 5; {j, contradizendo o fato de que {i e {j são
minimais e distintos. Portanto para todo / c {1, 2, . - - , ko}, S({i --}) não encontra todas
as r-órbitas de I'

Dentre as órbitas de I' que não encontram S({l
a; c I'calque

--}) , existe uma órbita O(z) com

o(«) n S(i, ''?)

e existe ou a flecha r"y -} z ou # --} .-"y em I', com y c S(í. -->) e n c Z.

Sem perda de generalidade, podemos supor n - 0. De fato, suponhamos que
existe a flecha r"y -} a; com n. > 0. Se existir a flecha y -} r'"z, então temos em I'



2.4 Uma seção especial para quivers com translação 40

um flecha y --> , "" com y c S({i -->) e O(,-'"z) n s'({i -+) = é. Se não existir, então
para algum A < n, existe a flecha 7-"'ky -+ l- *a; com l-'ka injetivo. Se a--kz for um
vértice injetivo minimal de I', teremos S(r *# -->) n s(íl -->) / @ com ,- 'z # {i (Lema
(2.31) (a)) ulnavez que r"-*-'y C S(r *# -->) e # c S({1 -+). Se r *# não for um vértice
injetivo minimal, então existirá um vértice injetivo minimal {j com íj $ 1-'kz. Como
,"-*''v C S(''-'*# -->), existe um inteiro r ? 0 tal que T'(.-"'*''y) C S(i.j -+). Portanto
S({j ->) n s'({1 -->) # @ com ái # ij (Lema (2.31) (a». O caso em que n < 0 e o caso em

(]ue existe a flecha z --> 7-"y são análogos a este. Portanto podemos supor que n = 0.
Vejamos cada caso.

Caso (1): Quando I' contém a flecha # --> y, obtemos que :« é injetivo (Corolário
(2.22». Além disso, podemos dizer que y c S(3ç -->), pois caso contrário existe um
caminho z -a ry em I'. Assim, existe o caminho z -., 7-y --} 3, contradizendo o fato de
que F não contém ciclos orientados. Como z é injetivo, existe um elemento minimal
i.Í C (Z, $1 ) com ij 5; z e um inteiro mi ? 0 tal que T" 3 c S({j -->). Isto implica que
i} :# {l, caso contrário a órbita de z encontra S({1 ->). Pelo Corolário (2.12), existe um
inteiro m2 ? 0 tal que r"'g/ C S(ij --}). Além disso, m2 ? mi, caso contrário, como existe
caminho em I' de {j para r'' z, existiria um caminho de íj para r"'+:y uma vez que
existe a flecha :« --> y. Pelo Lema (2.31) obtemos S(íi -->) n S({Í -->) # é. '

Caso (2): Se F contiver a flecha y --> :«, então ou « c S(íi -->) ou rz C S({i -}). Isso
contradiz a hipótese sobre O(=). A prova de (a) está completa. Agora para provar (b),
basta fazer i' = ij na prova de (a).

O resu]tado a seguir é a versão dual do lema que acabamos de provar.

Lema 2.33 Seja l.F,'r) lLnt qttÍoer com translação próprio e conexo com tlm númerolitiíto de
pâ'tices injetiuos e projetiuos, san ciclos orientados e tat que todo caminho de tlm uâtice inje-
liuo para um projetíuo ml F seja seccionar. Seja P = 4.PI, ,p!.,' ' ,pu} como antes, onde
l.pi , , pt. } é o conjunto de todos os elemeyttos 7nmcintnis de (P, Z ).
(íz) Se /o > 1, enfãopara rodo / c {1, 2, . ,Jo}, ex/sfea/XI/nz.j c {1,2,
qlfe S(-+ pi) n S(--> Pj) # Ó.
(b) Se F contiver altecha = -+ y ott y --} =, onde y c S(--} pt) com 1. $ [ $ to e = esta em tema

r-órbita disjitnta de S(-+ pl), então acisteln elementos mmctmais p' :# pt em ('P, Z ) e r C Z.
lal qtle 'r'= C S(.--> p' ) e S(--} pt) n S(.--} P' ) :# 4'.

, [-} cot71 j :# ], ta]

/

2.4.2 A seção que contém injetivos minimais ou projetivos maximais

Nesta seção apresentamos o resultado fundamental para a construção de certas
seções especiais para alguns quivers semi-regulares e não semi-regulares. Manteremos
as notações das seções anteriores.
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L,ema 2.34 Sda (F,l-) it?tt qltiuer com translação próprio e conexo cottl inn número.finito de
oêrtices injetioos e projetiuos, sem ciclos orientados e tal que todo camittho de íilll vértice {njetioo
?m F pata uln vértice projetiuo em I' é seccÍonal. ETttão:
(a) E. encontra cada v-órbita de F exatantente alma uez.
(b) E é co/lz;exo a7z ]

(c) Se E for o subqtlÍuer Fiel'to de F gel'lido por Eu então E não con tétn ciclos orientados, é conexo
e é t/}7za serão de I'

Demonstração: (a) Pelo Lema (2.30), temos que {ii, . . . , {A.} Ç E. Suponhamos que E
encontra alguma r-órbita de I' no mínimo duas vezes. Então, existe z c I' e um inteiro
m ? l tais que z e l-'z estejam em E. Porém, se # € E, então / C E e 7-kz g apara todo
inteiro k ? 1. Este fato contradiz a afirmação de que l-"z c E, pois se l-'z C E, então
r"z C E. Assim, E encontra uma l--órbita no máximo uma vez.

Suponhamos que E não encontra todas as r-órbitas de I'. Então, existem vértices
:« e y em I' tais que O(z) n E = Ó, g c E e existe uma flecha «: --> y ou y --} «: em I'

Afirmamos que S(íi ->) n O(z) = Ó para qualquer / com l $ / .$ ko. Caso contrário,
existe Zi com l $ /1 5; k. e ki c Z tal que .-*- z c S({i. -->) Ç =. Como Eno(z) = Ó, existe
um inteiro ka 2 1 tal que rk'(a-A:z) C E. Então, existe Z2 com l $ /, $ ko e rk'(7-k-#) C
S({12 -->). Pela Proposição (2.19), temos /. # /,. Novamente, como E n o(a) = Ó,
existe um inteiro k3 2 1 tal que r*;(''-*'(r.*' a)) C S({i; -+) com l $ /3 $ ko. Obtemos pela
Proposição (2.19) que /3 g {/:, /2} pois T*'z C S(ii. -->), r*'(r*'a) C S(il, --}) com k, ;. l
e ,-*;(r*'(.-*'z)) € S({1: -->) com k; ? 1. Se continuarmos essa análise com o método
acima, obtemos que o conjunto {l, . . , À;.} é infinito, o que é uma contradição. Assim,
S(ir a) n o(z) = ó, / 2,- ,A..

Como y c E, existe /o com l $ /o $ Ao, tal que y c S(íi. -->). Como I' contém a flecha
z -+ 3/ ou y --} z e S(il. --}) n o(#) = @, pelo Lema (2.32)(b) existem um elemento
minimal {' de (Z, $ ) com {' # ío e , c Z tais que ,-'z € S(i' -->). Podemos dizer que

é uma contradição, pois (Z, ,$ ) contém somente X;o elementos minimais. Portanto, E
encontra todas as r-órbitas em I' no mínimo uma vez. Desse modo, E encontra cada
r-órbita em I' exatamente uma vez.

(b) Suponhamos que I' contenha o caminho :« --> "i --} --> z. --> # com z e y
em E. Logo existe / com l $ / $ ko, tal que sç c S(iz --}) e então I' contém o caminho de
ái para y. Assim, pelo Corolário (2.12) existe um inteiro k tal que rAy C S(il -}) Ç =.

Como .y c E, então X; = 0 o que significa que y c S({i -}). Dessa forma, zj c S(il --}) ç
E para todo .j com l 5; J $ s. Suponhamos que existe algum zj « E. Então, existe um
inteiro u ? l tal que r"zj c E e existe um inteiro q com l $ q $ ko tal que T"zj c S(iç -->).
Pelo Corolário (2.12), existe um inteiro t, t ? u tal que r'y C S(iç --}) Ç =. Então, y g E
o que é uma contradição com y c E. Assim, zj c E,.j = 1, 2, . . ,X;o.
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(c) Como I' não contém ciclos orientados, segue que o quiver E gerado por E
também não contém ciclos orientados. Finalmente, provaemos que E é conexo. Su-
ponhamos o contrário. Já que E encontra cada a'--órbita, o mesmo ocorre com E. Então
existem z e y em E tais que I' não contém uma flecha ligando z e y mas I' contém uma
flecha que liga a r-órbita de z e de y, isto é, existem Éi , k2 C Z com k? + A;j :# 0 tais que
I'contém aflechal-k-z -->7-k'yourk'y --> ,rk' - '

Afirmamos que I' contém a flecha rkz --> y ou z --} a-ky, y -} rkz ou rx;y --> # com
A :# 0. De fato, como Ai ou A2 é não nulo, vejamos primeiramente o caso em que um
deles é nulo. Se kt :: 0 temos a flecha z -+ rk2y ou 'rt'y --> 3. Se k2 :: 0, então temos
r"'3 --> y ou y -} I'-'i z.

Agora suponhamos Ai e X;2 não nulos. Sem perda de generalidade, podemos su-
por também que ki > k2 > 0. Neste caso, temos a flecha rk- k23 --} y em I'. Se A. e
k2 não forem positivos ou ki < É;2, teremos um dos casos enunciados acima. Agora
suponhamos que k2 < 0 e ÊI > 0. .Afirmamos que existe 7-ki -k2T. Caso contrário, como
y c E, então g/ c S(ii --}) para algum Z c {l, . ,Ao}. Logo existe um caminho do
injetivo {l para y. Se não existir a'-k- k'z, existirá um inteiro t < ki -- k2 tal que rtz é
projetivo. Como existe em I' um caminho de {l para y e um caminho não secéional de
y para r'z, teremos uma contradição com a hipótese sobre os caminho de I'. Portanto
existe rk' -Ê'#. Neste caso, provámos que existe a flecha y -} l-k- 'k'a e então está pro-
vado a existência das flechas acima. Será suficiente discutir os casos em que I' contém
as flechas l-kJÇ --> 3/ ou z -+ 7-ky com k # 0 por causa da dualidade de z e y.

Se I' contém a flecha l-Êz -} 3/ com k :# 0, então A # 1/ pois caso contrário, I' contém
a flecha y --> z, o que é uma contradição. Então existe o caminho y --} l-k'ir ,-.+ 7-k-'z -.}

-} z se k > 0 e o caminho # -» l-kaç --> # se k < 0. O que é impossível, pois z e y estão
em E e valem (a) e (b). Analogamente, é impossível que I' contenha a flecha z --> rky
com k # 0. Dessa forma, E é conexo.

Agora enunciámos o dual do lema anterior.

u.cwã 2.35 Seja l.r, v) unt quiser com translação próprio e coloco com um número .finito de
uértÍces {njetÍuos e projetiuos, seno ciclos orientados e tat qlle todo caminho de tlm uérticê ínjetiuo
ml F pa1 7tt projetÍuo em F é seccÍonaí. Então:
(a) ÇE)* encontra cada l--órbita de F exatmnmte alma uez.
(Z,) (E)* é corzoexa m F

(c) Se (E y" jor o sttbqtLiuer pleno de F gerado por i.:3* , então l.E)* não contêm ciclos orientados,
ê connco e é tlmíi seção de F
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2.4.3 Resultados Principais

Nesta seção mostraremos no Teorema (2.36) (Teorema (2.37» que um quiver estável
à esquerda (estável à direita) e sem ciclos orientados possui uma seção cujas fontes
(poços) são os vértices injetivos minimais (projetivos maximais) de I'. E no caso de um
quiver não gemi-regular tal que os caminhos de um vértice injetivo para um vértice
projetivo sejam seccionais, provaremos que existem seções zl e zV tais que zl possui
poços que são projeüvos maximais de I' e z\' possui fontes que são os injetivos mini-
mais de I'

l.eorema 2.36 Seja (F,T) ilm qllioer com translação próprio e conexo, seno ciclos orientados
? com ttnt nÚnteto .anito não ntLlo de oâ'vices injetiuos e sem projetiuos. Então, F pode ser
mergtllhndo em algum quiser 26., onde a. é isomo#o a u} ia seção de I', possttijontes e todas
as fontes de 6. são vértices injetiuos minimaÍs de F. Alétn disso, todo uêrtice'de 6. tens tlm
«t""s" i,'meti" «'mim«l e«: à. e os «é,vices de ,A «ão te«. -«tecesso. inl't{« « F.

Demonstração: Seja Z = {ii, . . ,í*., . - . ,i,} o conjunto dos vértices injetivos de I'
como definido anteriormente. Considere zX = E como no Lema (2.34) (c). Então pelo
Lema (2.34), temos que A é uma seção de I' e pela Proposição (2.7) podemos dizer que
I' pode ser mergulhado no quiver ZA. Pelo Lema (2.30) segue que todos os injetivos
minimais de I' estão em E, logo estão em Z\. Além disso, se z é um vértice em zX.
como zX = E que é o subquiver gerado por E, segue que z C E e então z c E -
S(zl, -}) U U S(iA. -->), provando assim que z é sucessor de um vértice injetivo {i com

üO

Seja rz C I' com # c A. Afirmamos que r;« não possui antecessor injetivo em I'
De fato, se existir um injetivo i em I' e um caminho i -w ra; em I', logo pelo Corolário
(2.12), existe um inteiro n ? 0 tal que l-"z c S(i --}). Podemos dizer que existe um
injetivo minimal i' tal que r'z C S({' -->) para algum inteiro r e {' $ {. Neste caso,
pela definição de E/ z g E/ contradizendo que z c zX = E. Portanto, l-a; não possui
antecessor injetivo para qualquer z c z\. H

Com o dual dos resultados que utilizamos para provar o Teorema acima, podemos
provar também o resultado a seguir.

Teorema 2.37 Seja l.F, 1- ) unl qtliua cona translação próprio e conexo, sem ciclos orientados e
:om illn nlllmeto$nito pr@rio de vértices projetiuos e seno injetiuos. Então, F pode ser tnergti-

ie A são oértÍces projetioos }naximíiis de F. Além disso, todo uêrtice de 6. te}7t L n sltcessor
projetiuo mmcimal ertl 6. e os vértices de r' 6. não tem sucessor projetiuo un F.
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Êxentplo 2.38 No Exemplo (2.24) tínhnntos tlm quiser can translação sem vértices injetÍuos
e apresmtantos alma seÇiio pata aqtEete quiser. Sob a luz do Teorema acima, apreselltantos abaixo
a seção constrtl ída a partir dos projetíuos maximnis daquele qttiuer.

e
q

e
q

'q

©
'q

Ps
-/

-\

P7

A prova do Teorema que enunciámos a seguir é a mesma dada para o Teorema
(2.36) e (2.37), pois o resultado principal que utilizamos para prova-los foi o Lema
(2.34) que vale para quiver não semi-regular.

Teorema 2.39 Seja (F,r) ltllt quÍuer com translação próprio e conexo, sellí ciclos orientados e
não settti-regular, tal que todo caminho de }Lm vértice injetiuo pata um oâtice projetÍuo mz t' é
seccionar. Então:

la) F pode ser mergtlthado em tlm qtliuer Zà. onde 6. é {souto#o a ullta seção de r, 6. possui
fontes, todas as Jlontes de a. são vértices {njetioos }nÍnimais de F. Alho disso, todo uêrtice de 6.
tem t{7tt antecessor {njetiuo }ltinimal ml A e .-A não tem antecessor injetioo.

lb) F pode ser mergulhado etll uln qtlioer ZA*, onde a.* é botll07fo a tina seção de F, ê.*
possui poços, todos os poços de A* são projetioos }naximaís de F. Além disso, todo uêrtice de 8.'
t'": «m s"""o' pr'j'ti" m"im-l e,n A* e ',' A* «'ão te«' s«cesso« prometi«.

Exemplo 2.40 Considere a seguinte âlgebta de caixinhas A com }adicat quadrado nulo.

1 - 2 - 3 - 4 '---= 5 - 6-7

8

A seguir apresentamos o quiser de Auslander-Reiten F.4 de A cotlt a respectiva seção à. cons
Ertt ída a partir dos vértices {njetiuos }ltinimaÍs (Teorenza (2.39»:
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Com o Teorema (2.9) e o Teorema (2.39), temos o seguinte resultado de dize LiILi]

Corolário 2.41 Se/a I' 1177za comporte/zfe de I'.,i rzão confe71do cíc/o o/'íe7zfízdo. Então, I' pode
ser ttlergttlhado ml a18tlm qtliuer Za. cona a. isomo#o a u na seção de F, se e somente. se' todo
possíoel cantinho de t17tt êrtice {njetioo pala tlm oêrtÍce projetioo é seccionar.



Capítulo 3

Algebras Shod
./

As generalizações do conceito de álgebras quase-inclinadas e os resultados novos
sobre álgebras shod foram introduzidos por Coelho e Lanzilotta em [CL99]. Neste
capítulo apresentamos ao leitor um resumo dos principais resultados que utilizaremos
neste trabalho. As demonstrações, bem como comentários sobre este assunto e também
a relação desta classe de álgebras com outros assuntos não abordados neste trabalho,
poderão ser encontrados na tese de doutorado de Lanzilotta [Lan00] e no trabalho
publicado por Coelho na Revista Resenhas (Ver [Coe01]).

3.1 Algebras shod
.P

A palavra shod é a abreviação de "small homological dimension"

Definição 3.1 Umnz á/febra de .Arfítz .4 é c/zamzada de shod (sr/zíz// /zona/ogícíz/ dímmsíotz)
=iesde qtLe, pala cada A-módulo indecompottíoel X, dpAX < 1- otl diAX $: 1..

Uma álgebra de Artin 4 é quase-inclinada se sua dimensão global for menor ou
igual a dois e para cada .4-módulo .X c anda, @-X $ 1 ou díX 5; 1. Em conseqüência,
segue que, que a classe das álgebras shod contém a classe das álgebras inclinadas. Uma
outra característica homológica das álgebras shod que ilustra bem esta generalização é
o seguinte resultado de Happel-Reiten-Smalo.

Proposição 3.2 [HRS96] Ul?tn â]gebla shod .4 tan dimensão global de }lo máximo três
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Uma álgebra de dimensão global três será chamada de shod estrita . Todas as
álgebras hereditárias são exemplos de álgebras shod já que todos os seus módulos tem
dimensão projetiva no máximo um.

3.2 Caminhos de módulos injetivos para módulos prole
tivos

Nesta seção queremos apresentar alguns dos resultados sobre caminhos de módulos
injetivos para módulos projetivos em inda. Os resultados foram provados por Coelho
e Lanzilotta em [CL99]. Apresentamos a seguir um resu]tado que motiva o estudo de
caminhos de módulos injetivos para módulos projetivos.

[.eorema 3.3 [ARS97] Sqa A lama á]gebra de Artin e X um lnódtllo {ndecotltponíuet
(a) dp,.!X $ 1, se e sonzmfe se, //om..l(Z)(.,! Á)), ,-,,iX) = 0.
(Z,) d{.,iX $ 1, se e sonzmfe se, Hom.,l(GX, .4) = 0.

Então

Vemos através deste teorema que existe uma forte relação entre a existência de
morfismos não nulos de módulos injetivos para a translação 7-.,!X do módulo X € {nd.4
e sua dimensão projetiva. De maneira análoga, existe uma relação entre a existência de
morfismos não nulos de 'çX para módulos projetivos e a dimensão injetiva de X.

Agora, se tomarmos uma álgebra shod, não existe um módulo indecomponível
X com dp.,IX ? 2 e dá..!X ? 2 e assim o módulo X satisfaz alguma das afirmações do
Teorema (3.3).

Antes de apresentar os principais resultados, precisamos do conceito de refina-
mento de um caminho. Dados X e y em ind.4, denotaremos por X "w y se existir um
caminho em in.d.,4

x - x. -q x: --> . . . '5' x..: -& x- = }'' (t ? o) (*),
de X para y, isto é, cada .& com l $ .j $ t é um não isomorfismo não nulo e X., . , X,
são módulos indecomponíveis. Da mesma maneira na qual definimos na Seção (1.1),
dizemos que X é antecessor de y e y é sucessor de X. Observe que cada .4-módulo
indecomponível é antecessor e sucessor dele mesmo. Quando todos os morfismos /Ís
no caminho (*) forem irredutíveis, então diremos que o caminho (+) é um caminho de
irredutíveis, ou simplesmente diremos que é um caminho em I'.,i. Um caminho em I'.,i
começando e terminando no mesmo módulo é um ciclo orientado.
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Observamos que quando o caminho (+) for um caminho de irredutíveis, este con-
ceito de caminhos "coincide" com o conceito de caminhos apresentado na Seção (1.1),
pois I',4 é um quiver.

Definição 3.4 U77z refinamento de um caminho

x - x.-5 x:-* '5'x,.:-& x* }'' (t ? o),

em inda de X pma Y, é nn caminllo

x = z. $ z. -g$ . . . 'u: zu.: q z. = y

?m inda tal que existe tllnfiJ:unção a preseruntldo ordem de 4.t , . . , t -- 1. } pata 4.t,
lalqtteXj- tj) patncada t$j$t-- L.

, u -- l},

Se .4 for uma álgebra de Artin, e

x - x.-5 x.--, --} x,.. -« x*

for um caminho em inda, um gancho em (#+) é um módulo )C tal que .X.j.: :5 X, /q-
Xj+i satisfaz: (i)Â e Â+i são morfismos irredutíveis; e (íá)r.V.+i = .X, . . Um caminho
de morfismos irredutíveis sem gancho é chamado de caminho seccional.

Observe que o conceito de gancho e caminho seccional fora definido num outro
contexto em que o caminho está num quiver com translação. Por abuso de notação
usaremos o mesmo nome, pois quando os morfismos /JCs l:orem morfismos irredutíveis,
o caminho (+#) poderá ser visto como um caminho nb quiver com translação (I'.,l , r).
Além disso, no caso de uma álgebra shod, se existir um caminho de um módulo injeti-
vo / para um módulo projetivo P em inda:

/ - x. A x: -* --* x,.. A x. - p,
então existirá um refinamento de irredutíveis deste caminho.
enunciámos a seguir:

Este é o resultado que

Proposição 3.5 Seja .4 ltmn álgebta short e sttportJla que existe uln caminho

(J) : / = Xo A X: --> --> x,.. -$ x.
em {.ndA, onde r e P são lnõdulos injetiuos e projetiuos respectiuammte
para cada j e assim 1.8) tan uln re$nnlTtento de motlismos irredutíveis.

Etttão .fi < rad' (mod.4)
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Temos os seguintes resultados nesta direção

l.eorema 3.6 [CL99] Uma âtgebra A é short, se e contente se, qtlalquer caTttinho em inda de
[m }llódttlo injetiuo p"'a "m módtllo projetiuo pode ser re$7tado para ttm caminllo de ntor$snlos

irredtttí eis e qttalqtLer refi7tanTmto tens vto máximo dois ganchos e no caso de dois, estes são
consec tit idos .

Proposição 3.7 Seja A uma álgebtn short estrita e suponha que existe um caminho não seccío.

/ = Xo -:5 X. -> . . . --> Xf.i -4 X. = P

;ie tlll! ntâdttlo {njetÍuo l pala uln projetÍuo P. Então:
[a) [CL99] existe llm cnlTtínho de l pntn P em I' A coltt exatantente llm 8aytcllo.
lb) existe um }nódttlo p)ojetÍuo P' no catuínho (a) que posstt{ unt submõdttlo X com dpAX Z 2.

A quantidade de ganchos é nula num caminho de um módulo injetivo para um
módulo projetivo em ind.4, quando .4 for uma álgebra quase-inclinada.'Esse resultado
fora provado por Hlappel-Reiten-Smalo e enunciámos a seguir:

?reposição 3.8 [HRS96] Unia á18ebla A é quase-inclinada, se e somente se, qualquer cantinho
:m inda de llm módulo injetíoo pata um projetioo pode ser r$nado a um cnmiuhode morfisTnos
Irredutíveis e qtlalqtLer desses cantinhos ê seccionar.

Outra característica dos caminhos de um módulo injetivo para um módulo projeti-
vo em índ,4, sendo .4 uma álgebra shod estrita, está caracterizada na seguinte proposição.

Proposição 3.9 Seja A tina álgebra slaod estrita. Se existir tlm calminho de }norfismos {rre-
íutíueis em i.ndÁ de lnlt módtllo injetiuo r pata ltm m6dltlo projetÍuo P com dois ganchos,
então existe títn calminho de l para P collt sontellte ttm gaTtcho.

3.3 Componentes do quiver A.R. de uma álgebra shod

Nesta seção.apresentamos algumas características das componentes não semi-regulares
do quiver A.R. de uma álgebra shod. ' '

Em [CLOla] Coelho-Lalzi]otta introduziram o conceito de componentes hip-limitadas,
definidas a seguir:



50

Definição 3.10 Sda I' lí za compoJzmfe 7zão gemi-regíí/ar de I',4 o/zde .4 é umíz á/febra de
,4rfízz. Dize//zos qlíe I' é lz/n/z componente hip-limitada se exísfír tlm inteiro m. fíz/ ql/e
]tlalqt.{er caminho em i.ndA de ttln módulo injetiuo mt F para itm módulo projetioo ml F tenha
no }ttáximo rno ganchos.

Obsewação 3.11 Neste mesmo trabalho, Coelho-Lanzilotta proualaut qtle lllna componente
í ê hip-limitada, se e somettte se, existe tltn inteiro n. tal que quntqtler cnlltinho em -inda de
,lm módulo injetiuo para tllli }ttódulo projetiuo ent F, pode ser refinado n tlm ca}7tÍnho em FA e
qtlalqller re$nnlnmto tem comprimetl to }lo ntáximo no.

Assim, temos os seguintes resultados provados em [CLOla]

l.eorema 3.12 Seja A tina álgebra de Artin e F t{7na componente clip-limitada de I'A. Valem
[is seguintes a$rmações:
(a) F ttão tem ciclos orientados;
(b) Se A for uma âlgebla do t@o de represetttação {?finito, então i' tem somente tLln núntero
anito de v-órbitas.

Segue diretamente deste resultado as seguintes afirmações para uma álgebra shod

Corolário 3.13 Se/a Á unha á/gebríz s/zod e I' unzíz componmfe zão semí-regra/ar de I'..l. Ua/em
ns seguintes ($irmações:
(a) I' ttão tem ciclos orien fados;

(b) Se .4 for uma âlgebra do tipo de representação in#nito, então F tem somente u n número
$ttito de v-órbitas.

Uma pergunta natural sobre estas componentes não semi-regulares de uma álgebra
shod é a seguinte: Quantas componentes não gemi-regulares existem? A resposta a esta
questão foi dada por Coelho-Lanzilotta num contexto mais geral que este. '

Em [CL01b], e]es introduziram o conceito de álgebras fracamente shod. Uma
álgebra é fracamente shod se existir um inteiro positivo mo tal que qualquer caminho
em inda de não isomorfismos não nulos de um ,4-módulo injetivo indecomponível pa-
ra um ,4-módulo projetivo indecomponível tem comprimento limitado por no. Neste
trabalho, eles provaram que este conceito é equivalente a dizer que existe um mo ta]
que qualquer caminho em inda de um módulo injetivo em I' para um módulo pro-
jetivo em I' passa por no máximo mo ganchos. Provam, também, que uma álgebra
fracamente shod conexa possui uma única componente não semi-regular que é padrão
generalizada e fiel. Como conseqüência dos principais resultados em ([CLOlb] - 6.2),emos
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?toposição 3.14 Seja A l nta álgebrajacametlte short, tal que existe llm calllinho de morfist?tos
não n talos de tlm nlód {to injetiuo indecom:pon íuel de inda pata algt{7tt projetiuo indecompon íuel
íe inda. Então, as contponmtes de FA são da se8llintejorma:
la) comporterttes pós-projetioas;
(b) colnponmtes pré-injetiaas;

lc). ut ia ú7tica colnponalt:e.fiel hip-limitada que é a única compotlmte não satti-regular.
Id) componaltes de tipo ZA..
(e) componentes constrt,tidas a partir de tubos Oll ZA. por inserção de latos ou co-raios.

3.4 Extensões por um ponto

Seja .4 uma álgebra de Artin e F' uma álgebra com divisão sobre R e iW = ,4Mr.
um .4-r'-bimódulo tal que .,IM c mod,4 e R age centralmente sobre .,l7WP. A extensão
por um ponto de .4 é a R-álgebra de Artin da forma:

A Irai r ' '

com a adição e multiplicação usuais. O quiver ordinário Q.,l]h4] de 4lA/l contém o qui-
ver Q.,l de Á como um subquiver convexo e existe um vértice adicional (extensão) que
é uma fonte. Podemos identificar a categoria mod,4lJWI com a categoria cujos objetos
são ternas (H. X,@), onde X c «',od,'l, L'' C moda' e @ :p }' -+p H;m.,-(M,X) é uma
aplicação r'-linear. Um morfismo À : (y. X, @) --> (}'r, X @) é dado pelo par (/, g), onde
./' : }' --} H' é F'-li«em, g : X --> }'' é um morfismo 'm mod..4 e V,/ = H-.m.(M,g)Ó.
Então, o novo ,4jMj-módulo projetivo indecomponível P é dado pela terna (r', A/, íd)
onde id :p F' -->p Hom.,i(.A/, M) associa o elemento identidade de F ao elemento iden-
tidade de #om..l(M, M).

.,i/Mp d

Uma classe importante de extensões por um ponto ocorrem na seguinte situação:
Seja A uma R-álgebra de Artin, básica e P um A-módulo projetivo indecomponível,
AA = P Q e suponhamos que f/omA (P, Q © r'zdP) = 0. Como /:' é um projetivo inde
componível, então S = P/radP é um A-módulo simples e ondAS é uma álgebra com
divisão. Além disso, o homomorfismo canõniço EndAP --} ondAS é um isomorfismo.
Então obtemos o seguinte isomorfismo de álgebras

A = End«(«Ar'= .;. !) -«.«.
onde F = Endh.ÇP)'P, A = En.dKQ'' e AMp = Homo..tQ,P)-

.;, 3)



Capítulo 4

Mergulho em ZA de um quiver com
seção dupla

Seja (1', 1-) um qúver translação próprio e conexo. Neste capítulo, em geral consi-
deraremos (1', 1'-) um quiver translação com a propriedade IGP, isto é, todo caminho
em I' de um vértice injetivo para um vértice projetivo tem no máximo dois ganchos e
quando tiver dois eles são consecutivos. Apresentaremos uma condição suficiente pa-
ra que um quiver translação com a propriedade IGP esteja mergulhado em um quiver
ZZ\ para algum quiver z\. As técnicas utilizadas foram apenas técnicas relativas a qui-
vers com translação Como caso particular, este resultado vale para as componentes
não gemi-regulares do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra shod.

Nesta direção, cabe ressaltar que em [CLOlb], Coe]ho-Lanzi]otta introduziram as
álgebras fracamente shod. As álgebras fracamente shod são caracterizadas pela propri-
edade hip/ isto é, diremos que uma álgebra de Artin A tem a propriedade hip se existir
um inteiro no, tal que todo caminho em {nd,4 de um módulo injetivo para um módulo
projetivo pode ser refinado para um caminho de no máximo no ganchos. No caso em
que no = 0, então todo caminho em índ,4 de um módulo injetivo para um módulo pro-
jetivo é seccional. As componentes não semi-regulares do quiver de Auslander-Reiten
das álgebras de Artin em que no = 0 foram o objeto de estudo de dize Li em [Li00].

Em [Li00], dize Li provou que uma componente não semi-regular do quiver de
Auslander-Reiten de uma álgebra de Artin tal que todo caminho de um vértice inje-
tivo para um vértice projetivo é seccional, pode ser mergulhada num quiver ZA. No
Capítulo (2), generalizamos este resultado de Size Li para quivers com translação sem
ciclos orientados.

Neste capítulo, mostraremos com o Exemplo (4.44) que, em geral, uma componen
te do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra fracamente shod não pode ser mer
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gulhada num quiver ZA. Por esse motivo, nos restringimos a investigar as álgebras
shod. As álgebras shod são álgebras fracamente shod onde no é no máximo dois e no
caso em que no é igual a dois, os ganchos são consecutivos.

Em [RS01], Reiten-Skowroóski introduziram o conceito de seção dupla para uma
componente C do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra de Artin. Provaram que
uma álgebra de Artin ,4, básica e conexa, é shod estrita se, e somente se, I'..t possui uma
componente com uma seção dupla (Teorema 8.2 [RS01]).

Neste capítulo, invesügaremos as propriedades de quivers com translação(1', 1-)
com a propriedade IGP e/ou com seção dupla. Mostraremos que um quiver translação
com seção.dupla não necessariamente está mergulhado em um quiver Zz\ (Exemplo
(4.42». Além disso, mostraremos que ter a propriedade IGP não é uma condição ne-
cessária para um quiver translação ter uma seção dupla (Exemplo (4.5». Provaremos
que todo quiver translação com seção dupla não possui ciclos orientados (Proposição
(4.6)) e que se um quiver translação (I', r) possuir uma seção dupla a., e a proprie-
dade /G'P, então I' pode ser mergulhado em um quiver ZA (Teorema (4.18». Como
para álgebras de Artin, básicas e conexas, as condições de ter a propriedade IGP ou ter
seção dupla são equivalentes, segue como consequência de nosso resultado que para
álgebras shod. as componentes não semi-regulares estão mergulhadas em um quiver
ZZ\ (Corolário (4.43». '

Além disso, enfatizaremos a generalidade do conceito de quivers translação com
a propriedade IGP ou com seção dupla com relação a uma componente do quiver de
Auslander-Reiten de uma álgebra de Arün com seção dupla (ver Exemplo (4.12».

4.1 Quivers com seção dupla, algumas propriedades

Nesta seção, consideraremos (I', r) um quiver translação próprio e conexo e se .4
for uma álgebra de Artin, então a subcategoria ind,4 será considerada em geral com a
seguinte propriedade: todo possível caminho de um módulo injetivo para um módulo
proJetivo tem no máximo dois ganchos e quando dois estes são consecutivos. A menos
de menção em contrário, os quivers com translação terão a propriedade IGP.

Observação 4.1 Por abuso de linguagem, quando necessário, diremos tambêln que itllta âlgebta
ie Artin A teta n pr(Wriedade IGP Olt qtle a categoria inda tml a propriedade IGP se todo ca-
ntinho etlt inda de lnlt mõdtllo {njetiuo ittdecolnponíuel l para llm ntódttlo projetiuo {ndecom-
poníuel P tenlla no máximo dois ganchos e quando dois estes sejam consecutivos.
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4.1.1 Seção dupla

Em [l:SOl], Reiten-Skowroóski introduziram o conceito de seção dupla para com-
ponentes do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra de Artín. A seguir, definimos
seção dupla para um quiver translação (I', r).

Definição 4.2 Sda (I', r) u17z quíuer flarzs/anão z;aZo/ado, própr/o e corzexo. Unz szíbqlííuer
ZX de I', p/azo z?a/o/ado e conexo é c/za}7zrzdo de seção dupla e/zz I' se as seguítzfes c077díções
estioermt satisfeitas:
(1) 6. não tem ciclos orientados;
(2) zh é colzoexo ellz I';

(3) ,f)a}/z cada 7--órbífíz O enz I', fenzos l $ 1zX n ol $ 2.
(4) Se Odor l/t/zrz r-órbífzz enz I' e la n ol = 2, meão A n o = {#, rz} pízríz a/gtínz oérf/ce #

mt F e acistaTt catltínhos seccionais i --} . . . --} r= e z --> . . . --} p com i {njetÍuo e p projetioo.

Se IZX n OI = 2 para alguma 7--órbita O em I', diremos que A é uma seção dupla
estrita.

Observação 4.3 0bse/oe qt/e se lzX n ol = 1 pízríz cízdíz r-órbita O alz I', a7fão de ízc07do com
a Definição (2.4), temos que A é tuna seção de l.r, a- ).

Lema 4:.4 Seja (F, 1- ) tlm qtlioer translação cona seção dupla à. Se Odor tina l--órbita em Fe
6. n O - X.'r=, z} pnnt algum vértice = em F, uatmt as segttitttes a#rmações:

la) Todos os cantinhos { -q v= e , -..., p em F, comi i ullt vértice hjetioo e p uln vértice projetiuo,
estão em 6..

(b) Se (F, 1-) tioer a propriedade IGP, então todo cantinho i -» T= e = -a P cona i unt vértice
injetioo e p tlm uêrtÍce projetioo, são seccio«.ais e estão an a..

Demonstração: (a) Seja i um vértice injetivo em I' e à --, TZ um caminho em I'. Como
zX é uma seção dupla, existe um inteiro Ã; ? 0, tal que l-k{ c zX e assim, o caminho
r"á 'u í -a l-z está em Z\, pois Z\ é convexo. Portanto, o caminho { -a rz está em Z\.
Analogamente, é possível mostrar que o caminho üç -a p, onde p é projetivo, está em A.

(b) Seja i -a l-z um caminho em I' com í um vértice injetivo. Pelo item (a), sabemos
que tal caminho está em zX. Pela definição de seção dupla, existe um vértice projetivo
p' em I' e um caminho seccionar # -» p' em I'. Se o caminho i --+ rz não for seccional.
então o caminho í -w rz "-, z ---' p' terá dois ganchos não consecutivos, contradizendo
a hipótese de (I', r) ter a propriedade IGI' De forma análoga, mostra-se que # -a P é
seccional. .

Com o exemplo a seguir, podemos observar que a propriedade IGP na hipótese do
Lema (4.4) (b) é necessária.
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Exemplo 4.5 Corzsídere ( 1', 1-) o ql/doer frízrzs/ízção

e

ry y

TZ

P

e e

:ste quiser translação tem ilha seção dupla a. que neste caso, coincide com o próprio
lttioer. Vmlos jacitmalte que (F, 1- ) não possui a propriedade IGP e qtle o ca17tinho i --.' 1- ttão
ê seccÍonal.

No Capítulo (2) apresentamos uma prova de que todo quiver translação (I', a-) com
seção não possui ciclos orientados. A Proposição a seguir é uma generalização deste
resultado para quivers com translaçãocom seção dupla.

Proposição 4.6 Se (I', r) Jor um quíoer frans/ízção cona serão dllp/íz A, meão I' não possuí
ciclos orien todos.

Demonstração: Suponhamos que exista um ciclo z = zo --> --} z. = :«(s 2 1) em I'
Como la n ol ? l .para toda órbita O de I', então existe um inteiro k tal (iue rAz C zX.
Suponhamos que k 2 0. Se existir rAiçi para todo índice í com l $ i $ s -- 1, então existe
o caminho r*z = 1-"zo --> . . . --} rkiç, = 1-kz em I' com rkz c z\. Sendo z\ convexo segue
que este ciclo está em A o que é uma contradição com a definição de seção dupla. Então
para algum índice .j, J € {1, - . - , s 1} existe um inteiro 0$ /j < k tal que rija:Í =p
para algum projetivo p em I'. Escolho o vértice içj tal que o inteiro Z.í :; / com esta
propriedade é mínimo. Temos assim o caminho rkz -..> 'rlz = 1-laço --> 7-lZi -> --}
T'qq. --J

Sabemos que algum vértice da órbita de p está em A, isto é, existe r ? 0 tal que
r''p C z\. Temos assim o calminho rka ,-..+ rl= :: rezo -+ riz] ---+ - . . --> rlzj := p "'"} I' 'P

em I' com rAz e r''p em A. Pela convexidade de A podemos dizer que este caminho
está em z\ e segue que o caminho rlz = rezo --> rlzj --> - . . -} rlzj = p está em .h pois z\
é convexo. Como / é o menor inteiro com a propriedade acima, logo temos o caminho
r'z = 'r'zo -} r'zi --> - - . --> 1"'z.í ''> r'z,+] --> . . . -} 7-lz. - I''z com l-rz em Z\. Assim.
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este ciclo está em zX, o que é uma contradição com a definição de seção dupla
assim que I' não possui ciclos orientados.

Segue

O caso Â < 0 é análogo

4.1.2 Seções duplas para álgebras shod e quivers com translação

Em geral, a classe dos quivers com translação com seção dupla contém a classe das
componentes com seção dupla do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra shod.

Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos que ilustram a generalidade do con-
ceito de seção dupla para quivers com translação com relação ao mesmo conceito para
componentes do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra shod.

Em [lRS01], Reiten-Skowroóski provaram a seguinte equivalência:

l.eorema 4.7 Seja A uma álgebrlt de Artin, básica e connca. As seguintes a$rltlnções são equioaimtes:

(a) A é uma álgebrri shod estrita.
(b) FA possuí Ilha compottmte C com uma seção dupla.

valência obtida no Teorema (3.6) podemos dizer que as seguintes afirmações são equivalentes:
(a) .A é uma álgebra shod estrita.
(b) I'.4 possui uma componente C com uma seção dupla.
(c) H tem a propriedade /GF'

Diferentemente das componentes com seção dupla de álgebras shod, a proprieda
de IGP não é uma condição necessária para um quiver translação ter uma seção dupla.
E o que mostramos com o exemplo a seguir.

Exemplo 4.8. O quíuer abaixo tem tina seção dtlpla e não tens a propriedade IGP. Obseroe que
a seção dupla é o subqtlioer pleno gerado pelos uértÍces alt negrito.
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Seja d uma álgebra de Artin e mod.4 a categoria dos ,4-módulos à esquerda fi-
nitamente gerados. Sabemos que na categoria mod.4 existe o conceito de pares de
,4-módulos dirigidos. Vamos definir aqui este conceito para vértices de um quiver
translação e explorar as analogias em ambos os casos. Primeiramente definimos paramódulos.

Definição 4.9 Sda 4 l/míz áZgebra de .Arfí7z. Unz par de .4-módlr/os (X, y) c07}z X e y em
mod,4, é dirigido se não existirem X' e y' s077zízrzdos ítzdec0}7zponíoeís de X e y /especfíz;a-
mmte, e um módtLLo não projetioo W, tais que exista X' -....} 1- W e W -...} Y'. Se o par (.X, X)
for dirigido, diranos que o lltódtllo X ê dirigido.

Para uma álgebra shod estrita A = .4lMI, valem as seguintes propriedades para omódulo iM.

Proposição 4.10 RASO:Z J [CL99] Sda A = .4lml i/ma á/febra s/zod estrita. Ua/mz as seglfí7zfes
aprntaçoes:

la) O módulo projetÍuo P onde M = radP, não tem sucessor projetiuo próprio ettt inda..
lb) Os pares l.U, M ) e (M, A) são dirigidos em írtodA.

Sabemos que toda álgebra shod estrita A é uma extensão por um ponto, isto é,
4[M[ (Teorema 6.1 [RSOl]) e que ]'A possui uma componente com uma seçãoA
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dupla onde /:' e JI/ estão nesta componente. TH componente possui a propriedade
/G'P e os pares (M, M) e (J14, H) são dirigidos em mod.4. ' '

Podemos fazer uma leitura do conceito de pares de módulos dirigidos como sendo
pares de vértices dirigidos, já que cada módulo indecomponíve] de inda está associado
a um vértice no quiver de Auslander-Reiten de A. Então definimos a seguir pães de
vértices dirigidos.

Definição 4.11 .Soam (1', 1'-) z/77z qz/íz;a frízns/lição pr@río e c07zexo e , y € 1'.. Dízenzos que
o pízr (=, y) é dirigido se rzão exlsfír enz I' lz7}z canzín/zo de r przríz r e de w pízra y c07/z 10 C I'o.
Dados X e y cota/l/mãos de oérfíces de I'o, dize/7zos que o par (X, y) é dirigido, se o pízr (z, y)
for dirigido para todo = c X e todo y c Y

Agora temos o conceito de pares de .4-módulos dirigidos na categoria moda, onde
,4 é uma álgebra de Artin, e este mesmo conceito para quivers com translação. Com o
exemplo seguinte, podemos ver facilmente que a classe das componentes do quiver de
Auslander-Reiten com seção dupla de uma álgebra shod está contida propriamente na
classe dos quivers com translação com seção dupla e com a propriedade IGP.

Exemplo 4.12 Sí:#z (1', 1'-) o quíz'er fratzs/anão ízbízíxo. Ue/zzos que I' fe77z If}7nz senão dlfp/íz .â
e tem a pr(priedade IGP. A seção dupla ê o sttbqtlioer pino de (F,r) gerlido pelos uertíces
&l} T l?z2) z} 1'=/ 27zl} r77zi)pi.

e
/

e

B i-'-'''--'-'--- - T77ZI
"'x ,,"' ,>

,/
zl

Seja M = pi. Obserualnos qtle para este qt quer, o par (M, M) não ê dirigido. Então este
! llm quiser translação com seção dtlyla e com n propriedade IGP e que ttão é componalte cie
qttÍuer de A uslünder-Reiten de lEmíl Álgebtn shod (oer Proposição (4. 1- 0) ).

Consideremos em (I', r) o conjunto dos vértices projetivos p tais que Z(p) # Ó.
Dados p e p' em (1', '-) tais que Z(p) # #' e Z(p') :/ Ó, provaremos no Lema (4.14) que o
par (p, p') é dirigido. Como este resultado vale em geral para quivers com translação
com seção dupla e com a propriedade IGP, então podemos dizer que o mesmo vale
para as componentes do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra shod.
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Definição 4.13 Sda (I', r) zz/}l quiser frans/ízção pr(@río e conexo. Sda PV . {P: ,
;ttbconjunto de'P tal que ZI.pj) :# Ó pata j c .l.l, . ,s} e denotemos por MK = PK

UÊ::Mk. Sda ZS = {í . . . ,{.} o slzbcon/unto de Z fíz/ que P'(í}) # Ópera .j c {l,

Temos as seguintes propriedades para os vértices de p'P em um quiver translação
com a propriedade IGPI

Lema 4.14 Se (F, l- )jor ltm qtlioer traTtslação próprio, conexo e cona a propriedade IGP, então
o par (PI , pj) é dirigido pat'n todos pt , Pj c 'Pg

Demonstração: Suponhamos que existe um caminho não seccional de pl para pj em I',
com pi c p'P. Logo existe um caminho de um vértice injetivo para p.f com dois ganchos
não consecutivos pois existe um caminho não seccionar de um injetivo para pl. H

Com relação aos antecessores imediatos dos vértices de Pg, podemos fazer a se-
guinte afirmação:

Lema 4.15 Sejallt ÇF,r) t[7tt qtliuer translação próprio, conaco e colll a propriedade IGP e M+
pi. MK -: pK comi pi,pt: € 'Pg. Se = c Mijar tal que .l:Çac) :# $ e U € MK, etttão ç=,y) ê
dirigido.

Demonstração: Se (z, y) não for dirigido, então existe um caminho não seccionar em
I' de z para y- Como Z(z) # @, então existe um caminho não seccionar de um vértice
injetivo à para z em I'. Assim, temos em I' um caminho { -w z -9 3/ --> PA, pois 3/ €
M#, com dois ganchos não consecutivos, contradizendo a hipótese. Portanto, (z, y) é

Com o intuito de ilustrar a hipótese que impusemos sobre o vértice z no lema
acima, temos os seguintes exemplos.

Exemplo 4:.16 Seja l.r, r) o seguinte quÍoer translação cotTI seção dupla. É .fácil uer qtle este
qltiuer tem a propriedade IGP.
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l;eja7tt Mt :: p\ e Mz -- pz , coltt p\ e pz ml 'PS. Ventos que o par (.M2, Mt ) não ê dirigido
C)bseme qtle (F,r) possui alma seção dtípla, tem a propriedade IGP, porént .[l.mz) = Ó. '

Exemplo 4.17 No qufoa aóaíxo, se f0}7zarmos Mi = pÍ e M2 - P;, oa7zos que (I', r) posstíí
seção dupla, tens {i propriedade IGP, porétn ÇIWt , Mz ) não é dirigido.
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4.2 Subquivers Aí de uma seção dupla A

Seja (1', 1'-) um quiver translação próprio e conexo com uma seção dupla zX. Entre
as propriedades que queremos mostrar sobre quivers com seção dupla, ao final deste
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capítulo provaremos o seguinte teorema

Teorema 4.18 Seja (F, v) tlm qttiuer translação unlorndo, não salta-regular com Mata seção
:íMpIa A e cotll a propriedade IGP. Então l.r, 1- ), pode ser lllergull'Lado em ilm quiser (Za., P).
ande 6. é o qttiuer ntodi$cndo.

Para provar este teorema, definiremos alguns objetos e provaremos alguns resul.
Lados prévios que conduzirão à prova deste teorema.

Seja (I', r) um quiver translação próprio e conexo com uma seção dupla Z\. Defhi
mos os seguintes subquivers plenos z\o, z\i e ZX' de zX gerados pelos seguintes conjun
tos de vértices, respectivamente:

(A')o não eMste c«nü-ho ,-y '- «, y C z\o}.

(AI)o = {" C Ao; rz # (A')o e existe um caminho r'y -a z, y C Z\o} e
(A')o={«eAo;.'-«C(A')o}. ' ' ''

A seguir enunciámos e provámos algumas das propriedades importantes destes
subquivers.

Lema 4.19 Se (F,'r)Jor um qtliuer translação próprio e conexo com tina seção dtlpta a., então
Z\o )oÚ(A')oÚ(6.')o. ' ' ' '

Demonstração: A inclusão (z\')oú(A')oú(A')o Ç Ao é imediata a partir da definição
de cada um dos subquivers A}(.j = 0, 1 , 2)

Também é imediato da definição que z\o n .ài - Ó e AO n .a2 :: @ e A] íl A2 = .#.

Privemos a outra inclusão. Seja z um vértice qualquer da seção dupla A. Se
z C .&o não temos nada a provar. Caso contrário, existe um caminho l-'y -w z em I'
com y c Z\o. Se além disso l-z C zV, então # c z\z, caso contrário, z c Z\i. Provando
assim que z\o Ç (A')oú(z\')oú(z\')o.

Da definição de Ai para { 0, 1 , 2, temos o seguinte lema

Lema 4.2t) Se (F, v)Jor tlm qttioer tratlstação próprio e conexo com uma seção dupla 6., então
6.' éjechado pata n7t tecessores ent A.

Demonstração: Seja z '-} y um caminho em Z\ com y € AO. Se # pertencer a Z\'úz\2,
teremos uma contradição com a definição de Z\'. Como z\ = zVúz\:úZ\' (Lema (4.19)),
segue que z c ZV
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Lema 4.21 Seja l.F,'r) uln quiser translação próprio e conexo com seção dupla 6. e com a
propriedade IGP. Se o par ( , y) cona = e y mt a. nãojor dirigido, attão todo caminho não
seccionar de = para y tem no }ná)cimo dois ga?lchos e quando dois eles são consectltioos. Além

:disso, se = -a l-z --> z 9 Ufor llm caminho all F, então os pares (=, vz), l.z,y) são dirigidos e
bodo vértice do calminho = -.- 1-z está em a.' e z c a.'

Demonstração: Suponhamos que existe um caminho.z -a y em I' com pelo menos três
ganchos, da seguinte forma: z -a rai --, ai --, l-bi -w bi -a rci --- ci "-» y em I'. Como
a,y c A segue da convexidade de zX que este caminho está em A. Pelo item (4) da
Definição (4.2) existe um caminho de um injetivo de I' até ra. e de ci até um projeti-
vo de I'. Então temos um caminho de um injetivo até um projetivo com três ganchos,
contradizendo a hipótese. Portanto tal caminho tem no máximo dois ganchos e po-
demos dizer que se forem dois, serão consecutivos. Caso contrário fazendo o mesmo
procedimento acima, teremos uma contradição com a hipótese IGP sobre (I', r).

Sejam z -a rz e z --, y caminhos em I'. Se um destes caminhos não for seccional.
então o caminho z --> 'rz -' z 'a 3/ terá dois ganchos não consecutivos, contradizendo
o que provámos no parágrafo acima. Portanto, (z, I'-z) e (z, y) são dirigidos.

Agora, vamos provar que todo vértice do caminho z -» rz está em .ào. Sabemos
que o caminho z -,} rz está em A. Se existir um vértice a neste caminho em Ai ou
em A', teremos o caminho w -a r'm "a a -« rz 'w z -a y em I' com m c z\. Logo
a existência do par (to, y) está em contradição com o que provámos acima. Portanto,
todo vértice do caminho z -w rz está em Z\o

A conclusão de que z € z\2 é direta da definição de 6.2

Vamos calcular os subquivers a.i(0 $ { $ 2 ) de alguns quivers com translação

Exemplo 4 22 ..4presenfízmzos íz seguir o si/bglzíz?er z\j(j = 0, 1, 2) de a/gtms dos exemp/os
anteriormm te citados.

(a) No qttiuer do E)templo (4.5), tentos qtle À' .ê o qttiuer

Z

enqtlanto que 8.' contêm apmns o uâ'tece = e a.' ê o qtlÍuer
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Podemos observar que A' encontra uma órbita de F wíiis de ttmn oez

(b) No Exemplo (4.16), tentos que A' ê o quiser descoltexo:
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enquanto que À' ê o qtlioer disjuYttos que contêm as mechas
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e a.' ê o stlbqtliuer descmlexo que contém n flecha
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T m2

e o vértice pt

Antes de apresentar mais algumas propriedades dos subquivers Aj de A, apre
sentamos a seguir alguns exemplos de quivers de álgebras shod estritas.

Exemplo 4 23 Seja k 11111 corpo e A n k-âlgebra com tndical qttrtdrado zero dada pelo qttíuer.

2 ' 3

l

4

O qttioer de Auslattder-Reitm FA de A ê.

& r'S4 L

Ps Ps Ps

R s, s; ,'& &

:sta ê umn álgebrn shod estrita e tunas a seção dupla dada pelo subqttiuer pleno gerado poT
It,S4, S'z, Pa, Sa, P., Ps. ' '
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/1

s, &

&

Neste caso, ao ê o subqt(doer pleno gelado por it , S.i,Sz, Ps e P6. Podmlos uer que AO
ê desconaco e qtle 6.' conthl tlm único vértice que é o uêrtice S.. Quanto ao qtLÍuer 6.* este
possui L n étnico vértice qile ê o uêrtice Ps.

Neste yttestllo acemplo, podemos talhar como seçiio dupla o stlbquioer pleno de FA gerado
por l\, S4, Sa, Ps, Sa, Ps, T' Ps.

s,

/1

s, Ss

&

Neste caso, À' é tlm quiser conexo gerado por it,S.,Sz,Ps mquünto ê.' ê dado pelo
oêrtice Sa e ê.l é dado pelo quiser conexo gerado por Ps e a'-' Ps. Vmlos atraoés deste exemplo
que 6.' pode possuir llm vértice não projetiuo.

Exemp\o 4 24 Seja A a k-álgebtn com radical qttndrado zero (k corpo) dada pelo qttioer.

O qtliue} de Attslallder-Reitm F.4 ê dado pot
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&

& & Ss

â s, h
,/

/
& Sz

Neste caso, podados tontru a seçiio dupla 6. como sendo o sttbquiuer pleno de FA gerado
por it , S4, Pa, Pa, l4, Ss, Ps. Tentos que Ao ê o sttbqtLÍuer conexo gerado por it , S4, Pz, Pa e à.z
i o subqtliuer conexo gerado por l4, S:. O quÍoer A: contêm um único uêrtice que é o vértice
Ps. Este exelltplo ilustra que À' ê l llt qtliuer collex:o qtle não possui somente vértices, como no
e3ce*mplo anterior. Observe que ateste caso sõ existe tlmn seção dupla.

Com estes exemplos/ vimos que os subquivers ZX-í de zX, com 0 $.j .$ 2 podem
ser desconexos e que o subquiver Z\t pode encontrar uma órbita duas vezes. Na
observação seguinte, discutiremos as possibilidades de algum quiver Aj ser vazio.

Observação 4.25. S(ja (I', r) u/n quíaer flatzs/anão com u}7zíz serão dup/a zl. Unzíz pergl/nfíz
ttatural sobre os stlbquioers 6.i (j = Q, \ , 2) é se algum 6.i pode ser vazio.

(a) Considere (F,r) o seguinte qttÍoer translação.

q
y-l P-i

'\ ,.x
TZ-l'''''...-Z-l

\Ü. ,,f

©

zo 'ryo . '--''' yo Po
"'x ,/'' '\ .,#

7'Z0 ''''-.''.' ZO 'T.ZO '''''''-'. ZO

zl

TZI
\

EJácil uer que este quiser têm ltlnn seção dupla A que coincide com o próprio quiser. Neste
:aso, Demos qtle A' = Ó! pois para todo vértice = c A, existe ttm camittho T y --, = collt y € à..
...omo &a = Ó, então Na = Óe &\ = b. por de$nição.

b) Se existir llm par (=, y) não dirigido com l e y em A, segue da de$ttição de seção dupla
que A ê alma seção dupla estrita. Porém, isso ttão signi$ca que Aa :# $, conto 7tlostra o quher
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acima. Polêm, podmtos dizer que:

3e 8. for ltntn seção dupla estrita, então 8.t :# Ó. Desato, se 6. Jor tina seção dupla estria:a,
:riste ttm par de uêrtÍces v= e :« ent A. Neste caso, existe llm vértice projetiuo p e ltm caminho
seccionar de = para p all A. Conto existe um catttinlto em 6. de v' (r=) para p, com r= em &. e
p tlm vértice projetiuo, ternos qtle p c 6.'

(c> Se ÇF, 1- ) líder n propriedade IGP, então AO :# .$. Desato, pelo Lema (4.2'1) telhas AO :# .b.

Id) Todo par (= . y) com z e y ent A ê dirigido se, e somente se, ê. for unia seção. Escreoendo de
otttrajorma, temos qlte ao = 8. se, e sontmte se. Açor uma seção. Neste caso, AZ = 6.t . .b

Nos próximos lemas, mostraremos que se um quiver translação tiver uma seção
dupla zX, então p's Ç Z\:. Se além de seção dupla, o quiver tiver a propriedade IGP,
então ZP C A'

Lema 4.26 Seja (F,'r) tlttl qtliuer translação collt seção dtlpla 6.. São eqtlioatmtes
la) 6. é tema seção dupla estrita.
(b)P' # $.
(c)'Lg :# .b.

Demonstração: Provemos primeiramente que (a) é equivalente a (b). A prova da ne-
cessidade é imediata. Suponhamos que A não é uma seção dupla estrita, então zX é
uma seção. Pelo Teorema (2.7), 1' pode ser..mergulhado em Zz\. Segue então do Teore-
ma (2.9) que Z(p) = @ para todo vértice projetivo p € 1'. Então PP . .É.

De maneira análoga, prova'se que ZS # Ó, se e somente se, A for uma seção duplaestritaS

Lema 4.27 Sdíz (I', a'-) zzJlz qtlíoer fra}7s/ração c0}7z serão dup/íz z\. E7zfão p'P c (a.:)o

Demonstração: Vamos supor que z\ é uma seção dupla estrita, pois caso contrário,
p's . .É e então está provada a afh'mação.

Seja p c PS. Como Z\ é seção dupla, existe um inteiro A ? 0 tal que r-kp € Z\.
Como p c PS, logo existe um vértice injetivo í em I' e um caminho não seccionar { -,, P
em I'. Além disso, existe um inteiro J ? 0 tal que l-jí c A. Assim, temos um caminho
rlí '-} i -a p -w 7--kp com extremos em zX. Pela convexidade de zX, segue que o caminho
í -» p está em z\. Como ta] caminho não é seccional, segue que tal caminho é da forma
z '9 y "'-> r'3/ -a p com y c I'. Como existe o caminho l-'y --f p, com y c A, e não existe
rp, logo p c Ai por definição de z\i

No Exemplo (4.5), temos um quiver translação com seção dupla tal que ZP Z (z\')o
Porém se (I', 'r) tiver a propriedade IGP, vale a seguinte afirmação:
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Lema '1.2.8 je (F, T). Jol um qtLiuer translação com tuna seção dttpta à. e collt a propriedade
/Ge meão Z' Ç (A')o. ' '

Demonstração: Se A for uma seção, temos que ZP = Ó e não temos nada para provar.

Suponhamos que A é uma seção dupla estrita. Seja i c ZS. Como z\ é uma seção
dupla, segue que existe um inteiro k? 0, tal que 7-Ai C A. Como i c ZP, existe um
projetivo p c I' e um caminho não seccional í --- y -'* r'y -« p em I'. Assim, segue do
Lema (4.27) que p c (A')o Ç Ao. Portanto, o caminho 7-k{ --* { -'"' y -''"' 'r # '-w p está
em A pois lki e p estão em A. Segue do Lema (4.21) que A = 0 e o caminho í --, y está
completamente em z\o. Portanto ic ,â'

4.3 Quiver modificado

Seja (I', r) um quiver translação valorado, próprio e conexo com uma seção dupla
Z\. A partir do quiver A, vamos definir um novo quiver zX, cujos vértices estão conti-
dos em z\o. Com este quiver provaremos o Teorema (4.18), isto é, que o quiver (I', r)
está mergulhado em (ZZ\, p) onde p é uma translação usual definida sobre Z.A. Antes
porém, provaremos que tal quiver encontra cada 7--órbita de I' no máximo uma vez e
que e um quiver conexo.

Dellinição 4.29 Sqa (I', r) 1/17z ql/doer fríztzs/anão arz/alado, próprio e colzexo com z/ma serão
dz/p/íz Z\. l)(Útzfmos o quiver modificado a. de A da seXuí7zfejormzz:

Sda (A)o = (zV)oÚ(Z\')o e d@7zo (Ã)i dízlornzíz íz segllír. Oízdos z, y C (Ã)o, exísfe Ilha
fecha = --} y cona ualaação (a, b) ent (Ã.)l Tios segtLÍntes casos:
la) =, y c A' e existe umajlecha = --} y ent 6. com ualornção (a,b).
lb) z, y c A' e existe tnna$echa = -} y em 6. cona ualoração (a,b).
lc) = c A' com a-- = c 6.' e existe aPecha l-' = -} y em 6. com ualotação (a, b).
Id) y C A', = C: 6.l e existe aPecha y -+ = mt 6. com unloraçiio (b, a).

Observação 4.30 Se zX Jor uma serão de (I', r), segue qtíe zX
Pelo itall (a) da Definição (4.29) segue que a. = Ã.

Z\o e etzfão z\t w-ó

Por abuso de notação dizemos que (zX)o encontra as órbitas de I'. Além disso, nos
resultados apresentados aqui faremos uso freqüente da propriedade de que se z, y c
z\;(.j = 0, 1,2) e existe uma flecha # --> y em I', então est; flecha está em .A. Esta
afirmação segue da definição de seção dupla pois A é um subquiver pleno de I'
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Nos exemplos a seguir, apresentamos o quiver modificado de algunsFrnncl rãn
K\.UV-

Exentplo 4.31 Seja k tlnt coTO e .4 n k-álgebra cota radical qttndrado zelo dada

2 ' 3

l 5

quivers com

pelo qtlíuer

4

e,4 éqttioer de A

B

&

0 -Reíferz I'..l d

r Pn

/5

7 J '''''HHnPPPaPPHPHPHHnnHHHnPHPHPnPFPVPPnHnn7-

Ps= lz

.,;-'... ..7 ... .

pla a. é o q

v'Pa

mqttanto cltle À' é o atíiuer
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T Pa

/1

,'Ü

[)

l 3

e o quiser 6.t possui armas o vértice Ps. Jã o qttÍuer AZ possui apenas o vértice 1-- 2 P4. Assim,
À é o quioer:

e

©

Exemplo 4.32 Apresentamos a seguir o qttioer modíficndo do Exanplo (4.5)

e

P

e

Exemplo 4.33 Paríz o ql/íz;er do Exa7zp/o (4.25), élãcí/ oer qt/e zX = zl país A'

Com os exemplos a seguir veremos que um quiver modificado pode conter ciclos
oriental os
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Exemplo 4.34 Tontantos como exelxplo, o qttioa ntodi$cado do Exattpto (4.12)

zl

Este ê iínt exemplo de qttiuer modi$cndo que contam ciclos orietttados

Exemplo 4.35

rb r'b

TQ
T C

rd d r'2d

Segue abaixo Q seção dt pla deste quiser:

e

d--- -- ---'' --- T d
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A segtlir temos o qtlioer ntodi$cndo 8.

e

que tatttbêt posa ui ciclos orientados

Seja (1', 1-) um quiver translação próprio e conexo com uma seção dupla A. Com
o intuito de provar que o quiver modificado zX é conexo, provaremos a]guns lemas
técnicos.

Lema 4:.36 Seja (F, r) illll qtliuer trattslaçiio próprio e coTtexo cottt UTttn seção dupla 6.. Se
ló) : =o -- =1 -- - -- z,Jor tlnt píisseio com todos os oêrtíces aci c ÀO U .X: , então existirá llm

passeio (õ) : =o -- =1 -- -- =, em A que ê igual a 8 a ttlmos de algtlmns .flechas {nuertidas.

Demonstração: De fato, caso exista alguma flecha #{ --> zi+i com #{ c Z\o e zi+: c z\
ou zi+i -+ zi com zi+i c zV e z{ C A' em A, então pelo item (d) da Definição de
quíver modificado, existirá uma flecha zi+i --> #i ou z{ --} zí+l/ respectivamente em ZX.
E assim temos um passeio em A.

Lema 4:.37 Seja ÇF,'r) tlm qtíioer translação próprio e conexo com tema seção dupla 6..
ro =1 - a;,for um passeio em A', então aviste ttm prisseio de r=. para 1-=, em À'

Se

Demonstração: De fato, como cada zi é um vértice em z\2, segue que a-zi c AO para
todo i. Assim, para cada flecha #{ -} zi+i ou zi+i --> z{ em z\2, temos uma flecha
rzi -> 1-a;i+] ou rzi+i --} rzí em Z\'

Coral.ária 4:.38 Seja ÇF. T) lula qtlioer translação próprio e conexo com itma seção dtlpla a.
zo =t - z,for tlm passeio ml A', então existe t{7tl passeio de v=o para r=, em À.

Se
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Demonstração: Pelo Lema (4.37), dado o passeio de z9 para z,, existe um passeio de
rzo para rz,- em A'. Como toda flecha de A' está em .Â, segue que existe um passeio
de l-zo para l"z, em A. H

I'roposição '1.39 Se (I' ,r)jor tLlli qttioer translação próprio e conexo com onn seção dupla 8.,
então o qtLiuer tnodi#cíldo A de 8. ê conexo.

Demonstração: Seja zo -- . -- z, um passeio em F com zo e z, em Ã. Como z. e #,
estão no quiver modificado, segue que estão em Z\o U A:. Portanto zo e #, estão na
seção dupla A. Então podemos dizer que o passeio que tomamos é um passeio em A
pois, zo, zi C A' U ,âi e A é conexo. Se todos os vértices deste caminho estiverem em
A' U zX', então pelo Lema (4.36) existirá um passeio de sço para r, em A.

Suponhamos que algum vérbce deste passeio não está em zX. Como o passeio está
em zX, segue que tal vértice está em zV. Seja k o menor inteiro com 0 < A < r tal
que zk c zV. Logo existe um inteiro J, com 0 $ .j < r -- k de tal forma que o passeio
zk -- -- zk+j está completamente em A' e zk+j+i esteja em A' U zX:. Pelo Lema (4.37),
segue que existe um passeio de rzk para rzk+.f em zX' e pelo Corolário (4.38), segue que
este passeio está em a.. Provaremos então que existe um passeio de zo para zk+.í+i em
zX. Para isso, devemos analisar alguns casos.

Sabemos que I'-zx; e l-zx;+j são vértices em zXo e existem flechas zA-i -- zk e zk+j
zÊ+j+l em. Z\.

Vamos supor que existe a flecha zk.i -} aÀ; em zX. Assim, existe a flecha rzl; --> zk.:
em zX. Como zk-i C A'UzV então, ou temos que a flecha rzX: --> içk.i está em z\o e assim
está em A, ou temos que rzk C Z\o e a;x:.i em AI. Assim, existirá a flecha zx;.i --> rzÉ:
em zX. Portanto existe um passeio zo -- ak-i -- rzk -- a'zk+.í em Z\ já que existe ou
a flecha rzk --> zA-l ou a flecha zk.. --> rzk em A.

Suponhamos agora que existe a flecha zk --> zk., em A com r#k em z\o e zÃ;.: em
Z\o U Ai . Podemos dizer que zk-i não está em AO, caso contrário teríamos um caminho
de rzk para zk-i com rzk em A e zk-l em AO, contradizendo a definição de z\o. Então,
zi:.i está em Z\i. Logo, por definição existe uma flecha 7-zx; -} zk-t em A e portanto
existe um passeio de a;o para rzk+j em z\.

Portanto, se existe a flecha #À;. .
rPA -- - - I'zk+j em A.

zk em zX, temos que existe o passeio zo ZA-l

fk+J+i está em zX' U A', vamos mostrar que existe um passeio de zo para
zk+.f+i em A. Primeiramente observamos que ou existe uma flecha zk+j -+ zk+j+i em
zX ou existe uma flecha zx;+j+i -} zk+j em A.



4.3 Quiver modificado 74

Vamos supor que existe a flecha zk+.Í -} zk+:Í+i . Neste caso, podemos dizer que
a;t+j+l está em zX' pois caso contrário, contraía a definição de zXo.' Assim, existe uma
flecha de l-zÀ;+.j '} zA+.í+i em zX e portanto existirá o passeio de a;o para zA+.j+i em
.â. No caso de existir a flecha zx:+j+i .'} a;k+j, então existirá a flecha l-zJ;+.Í '} a;k+.j+i
em A. Como zk+j+i está em z\o u z\], então se zÃ;+j+l estiver em z\o, teremosruma
flecha de rzk+j para.zk+.f+l em z\. Se zx;+j+l estiver em A', então existirá uma felcha
zk+j+i '> rzk+j em zX. Portanto existirá um passeio de zo para zk+j+i em A.

Provámos assim que se o passeio zk -- . -- ak+j está em z\2 e zÀ:+j+i está em z\oUA] ,
então existirá um passeio de zo para zk+j+l em A. Neste caso, podemos dizer que existe
um passeio de zo para zk+j+i em A. Repetindo o procedimento, podemos concluir que
existirá um passeio de zo para #,- em A. n

4.40 Se (I' , v)jor lttn qtlíuer translação com seção dtlpla 6. e à. for o quiser Tnodi#cado
de zX, então A O # @ píz/rz fodíz órbífrz O de I'. '

Demonstração: Por definição, (A)o = A'úz\l. Sabemos que a. n o # Ó para cada
r-órbita O de I' e os únicos vértices de z\ que não estão em A são os vértices de .à2
Como para cada vértice 3 de uma órbita (9 de I' que está em z\2 existe um vértice rz
em A', segue que esta órbita (9 encontra Á.

No exemplo seguinte, estamos supondo que (I', r) tem a propriedade IGI' Esta
hipótese é necessária, como podemos ver pelo Exemplo (4.5).

u.ema 4.41 Se (.F,r) Jor um qtliuer translação com seção dupla ê. e coTtl a propriedade IGP,
meão IA n ol = 1 Filia cízdíz r-órbífíz (? de I'

Demonstração: Temos que (Ã)o - A'úZ\l. Como IÃnol # .É segue que (A'úA')nO #
Neste caso, (A' n o)ú(A' n o) # @ implicando que (A' n O) # @ ou a.' n o :# @. Se

ZX' n o # @ segue da definição de A' que lz\o n ol - l.

Se .ai n o # é privemos que IZ\i n ol = 1. De fato, se lzXi n ol = 2 então existe
z C I' tal que zX: no = {rz, #}. Como l-z C A:, segue que existe y c Â tal que existe um
caminho de r'y -> rz em I'. Assim pelo item (4) da Definição (4.2) segue que existe
um caminho seccionar de um vértice injetivo { em I' para g e um caminho seccional de
a; para um vértice projetivo p. Logo temos o caminho í -,, y --* r'y -+ r= -u z -w p

com dois ganchos não consecutivos. Assim temos uma contradição. Portanto
l

Agora privemos que z\' n o # Ó se, e somente se, z\l n o = @. Se z\o n o / d. e
z\' n o :# @ então pelo Lema (4.19), como A' n zV = Ó segue que lzx n (ol = 2 pois A
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é seção dupla. Logo existe um vértice # em I' tal que (zV n o) u (z\: n o) = {rz, =}.
Podemos dizer que l-z está em z\o pois se rz C Ai, segue que existe um caminho de
r'y para rz com g c A. Pelo argumento dado acima, segue que teremos um caminho
de um vértice injetivo para um vértice projetivo com dois ganchos não consecutivos.
Segue daí que z c z\2. Cromo por hipótese z\l n o # .É e sabemos que A2 n z\l = .Ó
segue que lzX íl (PI > 2. Portanto lzX' n OI = .Ó.

Reciprocamente, se A' n o = @, como A n o # Ó para toda r-órbita O de I', seguirá
que (zVÚA')no # @. Então A'no # é ou z\'nO # Ó. Se Z\oOO # .anão teremos mais

nada para provar. Se z\2 n o :# .É então pela definição de A2, seguirá que AO n (9 # .É.

Em suma, provámos que toda órbita O de I' é tal que se Aj no :/ Ó então jzxjnol -
l para J - 0, 1 e (zX' n o) # Ó, se e somente se, (A' n O) = @. Logo, ao tomarmos O
uma órbita de I', pelo Lema (4.40) temos que A n o # çó e então ou (zX' n o) :# é ou
(A' no):/ d'. Se(A'no) # @seguç.que(A' nO) = éeentão IÃno - 1. Se
zX: n o / Ó, então zV n (9 = Ó e assim IÃ n ol = 1.

4.4 O mergulho

Nesta seção, (I', a'-) é um quiver translação com uma seção dupla zX. Para provar
(]ue (I',.r) está mergulhado num quiver (ZA, p) vamos supor que I' tem a propriedade
IGP, pois um quiver translação com seção dupla, não necessariamente está mergulhado
num quiver A como mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 4.42. Podmtos a#rmar que um quíuer translação qtle admite uma seção dupla não
esta tiecessariatttente mergulhado niLm qttioer 28.. Considere o qtliuer abaixo:

Z Z e

e y e e

Este qtliuer ê lama seção dltpta, porént (dirmantos e prooalnos a seguir qtle ttão acíste mer-
gtttho de F ent ttm qtlioer da faina 26.. Se existisse l:al mer8ttlho, poderítimos supor que o
pêrtice = corresponderia a tltli oêrtÍce 1.0, =) ent Z.A, etlqunnto que o vértice y corresponderá a
)lm uâ'tece l.\ , y) em Z.6. e z corresponderá a ütn uêrtice Ç2,z) em %6.. Para que hotluesse o
mergulho, deoeria existir lama .Feclla de (Q, z) para l.Z, z) em Za. o que nltncü ocorre pois as
./7ec/zas ellt Zz\ são dzzjorma (n, a) --> (n, b) e (n, Z,) --> (n + 1, a) para cada n c Z.
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Seja (1', 1-) um quiver translação próprio e conexo com uma seção dupla zX e Ã o
respectivo quiver modificado. Seja (Zz\, p) o quiver translação conforme definido no
primeiro capítulo. Denotaremos os vértices de zX e zX por letras minúsculas. Como p
éinjetora,sep(n,«) =(n l,«),entãop(n l,«) =(n,«)p~acada« € Ãe«. c Z.
Agora, podemos provar o Teorema (4.18).

Teorema Seja (1', 1'-) um quiver translação valorado, não semi-regular com uma seção
dupla zX e com a propriedade IGP. Então (I', r), pode ser mergulhado em um quiver
(Zz\, p), onde z\ é o quiver modificado.

Demonstmção: Para definir g mergulho & : (I', a'-) --> (ZÃ, p), precisamos definir &.
I'o --> (ZZ\)o e ói : I'i 4 (Zz\)j tais que se a c I't for uma flecha de z para y com
valoração («, ó), então '(a) C ZA será uma flecha de '(,) p~'a '(y) com valoração («, Z,)
Além disso, '(rz) = p(t(z)) para todo z não projetivo em I'

Primeiramente vamos definir L sobre alguns vértices de I' e estender tal definição
para todos os vértices de I'

Se « c (zV)o, definimos '(#) = (0,a), e se « c (A')o, defMmos '(;«) = (1,#).
Seja z um vértice qualquer de I'o. Pelo Lema (4.41) temos 10(=) n zXI = 1. Então, ou
lo(")n(A')ol o(")n(A:)ol ou,lo(z)n(A')ol lo(«)n(A')ol
No primeiro caso em que IO(aç) n (A')ol = 1, podemos dizer que z = ,-ly para algum

lo(") n (A')ol = 1, temos :« = r'y para algum y c ,h' e algum Úteiro /. Neste calo,
.(') = '(r'y) = (--/ + 1, y). Oessa forma, definhnos 'o : I'. --> (ZÃ)o.

Agora definiremos Li : I'i --} (ZA)i. Será fácil ver que se z -.> y for uma flecha
com valoração («, Z') em I', então ':(a) será uma flecha com valoração («, b) em ZÃ.
Considere z --> y uma flecha qualquer de I'. Como ZX é uma seção dupla, logo O(aç) n
z\ # @ e O(y) n z\ :# Ó. Então, existem u e o em .A tais que z = r"u e g/ = rãz; para m
e n inteiros. Vamos dividir em cinco casos. No caso (/) vamos supor n = 0 e no caso
(//) vamos supor m = 0.

Caso (/): Se n = 0, teremos a flecha :«
analisar os casos (í)m 2 0 e (i{)«. < 0.

u --> r"u em I' com u, u C z\. Vamos

(i) Suponhamos que m ? 0. Então existe o caminho u --> r-u -} . . . --> o em I' com
u, -u C Z\. Como ZX é convexo, logo o caminho está em A. Porém l .$ 1zx n ol $ 2 o que
acarreta m = 0 ou m = 1. Vamos discutir cada um desses casos: (ai) se «z = 0 e (a2) se

(ai) Se «. = 0, então teremos que a flecha z -+ y é da forma #
té, o c z\. Precisamos analisar os seguintes casos:

u y = z; colll
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«: -)«, « € zV

«.,)«, « € A'
«:.)u C ZV, « C A'
«:.)« € zV, « c z\'
«:;)« c A' , « c zV
ai6)ü C Z\:, u C AZ
«:,)« c z\:, « c zV
«.8)« C A:,« C A'
«:,)« c z\', « c zV

Da existência da flecha u --> u com u, u C A, segue do Lema (4.20) que os casos a:5
e ai9 sao impossíveis.

«- - ) Se ", " € A', então « = « --> y = « é uma flecha em I' e .(« --} y) = (0, u) -+ (0, «)

«:,) Se «,« C A', então .(« -} y) =(1,«) -->(1,«).

a]3) Se u c A', « C zX:, então existe a flecha u -+ u em Ã e então &(:« --} y) = (o, u) -}
}'u

«:,)Se « c A'e« c A',então. = r« C zVeentão temos.(') e'(«) = .(r'.) =
p('(')) =(1,,)eflnalmentepodemosdizer'(:« --ly)=(0,u) -+(1,,). '

«-.) Se " € A', «.C zV, como em(«-.), então .(«) =(1,,) e '(« -+ y) =(1,u) -}(1,.)
onde z = ru C Z\o

ai7) Se u c A' e u c A: então podemos dizer que z = ru C .AO e L(u) = &(,-'z)
p'('('))-p'(0,') Port":to'(---ly) -->.(y)(1,,)-}(1,«)
«i8) Se " € A' e u c zX', então z = ,-u c zX' e .« = TU c z\'. l,ogo ó(u) = (1,z) e
.(«) =(1, «,). Port«lto .(z -} 3/) =(1,.) --}(1, ««).

(a2) Suponhamos que m = 1, logo temos a flecha 7 = u --> g = Tt', com u, u € A.
Segue do Lema (4.21) que u C .ao e o c z\'

Segue que ; = ,-u C Z\' e portanto « c A'. Então .(u) = (0, u) e '(,u) = .(,) = (0, ,).
Assim '(u --> -) = (0, u) --} (0, ,).

({i) Se « < 0, então « + l $ 0 com u --} r"u uma flecha em r e u, u c z\. Assim.
temos o caminho z; -a l-"+lu --> u. Pelo Lema (4.21) segue que m + 1 = 0 ou m + l = --l
Vamos analisar estes dois casos, isto é, (bl)m = --1 e (b2)m = --2.

bl) Temos a flecha :« = « --> y = r u com o -+ u uma flecha em I' com «.u c zX.
Precisamos analisar cada um dos casos a seguir:

b,-)U, « C ZV
b-,)U, « C ZV
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b-.)« € Z\', « C zV
b .)« c zV, « c z\:
b-5)« C A' , « C Z\'
b-6)u C Z\' , « € A'
b:,)« C A',« C A:
b:8)u C Z\', « C Z\'
6-9)« C Z\', « C Z\'

Pelo Lema (4.20) e pela existência da flecha u --> ü c I'/ segue que os casos bi3 e b.4
nao oc orrem.

ó:l-) Neste ';soÍ.'("),.- (0,"),e '(.«) = (0,«) ' '(« = « --} y = .'-'«) = '(u) --> .(,-'«) =

(0,u)--lP'(.(u))=(0,u)-->(1,«). ' ' ' ' '

b-,)S'«,« € .â',então.(" --> y) - '(u) -+ '(,-'«)::(1,«) -+ P'('(«)) «) -}(2,«).

b-;) Se~" c,A',.« C a.', então '(«) =(1, u),'(«) =(0,«) e então .(« --> ,-'«) =(1,u) --}
P (0,«) (1,u) --} (1,«). ' ' ' ' '

b:.) Se " c A',« C A', então .(") = (1,u) e , = r« C A'. Logo .(,) = (0,.) e
.(") - '(''') = p'('(,)) = (1,,) e '(.-'«) = P'('(«)) = p'(1,,) = (2,,). Portanto,
.(" = u --> .'-'«) = '(u) --> '(.'-'«) = (1, u) --> (2, ,).

biz) Se u c z\2,u c Ai e existe a flecha z :: ü -+ y :: r'o, então z := ru € Z\o. Logo
.(«) - '(,-'')('(,)) =(1,,)e'(.'-'«) «)) =(2,«). Temos,= ,-«-+ .,.om
ru C A' e u c A:. Então existe a flecha u --> z em Ã. Logo a flecha &(z = ü -.> y =
,-' «) = (1, z) --> (2, «)

bi8) Se u c zV, o € .Â' e existe a flecha z = u --> y = 'r'u,então z - ,ru C A' e
«, = .-« C zX'. Assim, podemos dizer que .(u) = '(.'-',) = p'(.(')) = (1, ,) bem como
ü(t') = (1, w). Assim, existe uma flecha w --> z em A' já que existe a flecha u -.> r-u.
Logo '(.'-'u) =(2,'o) e ó(z = u --> y = ,-'u) =(1,z) -->(2, t«).

bi9) Se u c zV,u C AO com a flecha z = u --> r'u em I'. Neste caso, z = ru C z\o e
podemos dizer que existe a flecha z -+ D em zV pois existe a flecha u --} l--u em I' com
," = .e« em A'. Então '(") -(1,'),'(''«) =(1, «) e '(« = « -+ '-'«) =(1,,) -}(1,«).

b2) Agora vejamos o caso rn = --2. Temos a flecha # = u -.> y = r 'u com u, u c z\
e temos as possibilidades:

b,-)«, « c z\'
b,2)«, « C Z\:
b«)u C Z\', « C A:
b«)« C A', « C .A'
b,;)« € A: , « C A'
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b«)« c A' , « c zV
b«)« c A', « c z\:
Ó:8)u C A', « C A'
Z,«)« € z\', « c A'

Pelo Lema (4.21) podemos dizer que os casos b2i , b23 e b24 são impossíveis. Cromo
existe um caminho u -w r'u --> u em I' com u, u C zX, segue do Lema (4.21) que t; c z\',
logo os casos 622, ó2c, 627 e b28 não ocorrem.

b«) Se u c A',« C z\', então .(«) =(1,u) e .(«) =(0,«). Como existe a flecha T-« --} .'
em I' já que existe ü --> r-'u e r(l- u) C zXO, então existe em zS a flecha o -+ tl. Assim,
.(u -+ .'-''«) = '(u) -+ '(,-''«) =(1, u) -}(2, o).

b29) Seja u c z\2, o C Z\o e suponhamos que existe a flecha u o r-2u em I'. Como
existe também a flecha u --} ru em I' com u, .-u = , c A', logo .(u -+ r''u) = ó(u) --}CAX LC Lallluciil ci ii cita u -+ 'l ü elll l CUlll U)TU == Z (: ZX'/ IOjrO &tU -} T
.(r''u) = p'('(,)) --> p''('(«)) = (1,,) -+ (2, «). '

Caso (//): Se «. = 0, temos a flecha :« = T"u --} y = « em I' com u, « € z\. Vamos
analisar os casos: á)" > 0 e i{)" < 0 pois o caso n = 0 já foi analisado em (/)(á)(ai).

(ã) Se n > 0 teremos o caminho r"u --> 3/ = u -} l""-:u -a u em I'. Podemos dizer
que n. = 1 ou n = 2 pois Z\ é convexo e lzX n ol 5; 2 para toda órbita O de I'. Então
vamos discutir os casos(al)n = le(a2)n = 2.

(ai) Se n - 1, então teremos a flecha # = .'-u --} y = u em I' com u,t, c zX. Logo
temos que verificar os casos:

a-i)u,u C Z\o
«-,)u,u C Z\'
«-,)« c zV, « c A'
«-.)u C Z\', « C Z\'
«-5)u C Z\:, « C A'
a16)u C A:, u C Z\'
ai,)u C Z\', u C Z\:
«:;)« C A',« C A'
«-,)« C A',« C A'

Como existe a flecha t; -} u em I', segue do Lema (4.20) que os casos a:3 e a., não
ocorrem.

aii ) Se u,.u C Z\' e z = ru --> y = u for uma flecha em I', então temos que a flecha u -+ u
está em A'. Port":to '(« --> g/) = '(-) -> '(«) = P('(«)) --> '(«) = (--1, «) --> (0, «).

«:,)S'","Cz\',então.("-#y) -->'(«) P('(u))-->'(«) «)-->(1,«).



4.4 0 mergulho 80

«i;) Se « c z\: e « c zV, então .(u) = (1, u) e .(«) = (0, u). Assim, temos a fl.cha « --> «

em I' e a flecha « 4 « em A. Logo .(« --} y) = '(-) -} '(«) = P('(«)) --> .(«) = (0, u) -+
,u

::.).Se."cz\:e*«cz\','ntão, 'X'e.(1") «)e'(«)('(;))
Porá'nto '(« --> y) = '(.-«) o '(«) = P('(«)) -+ '(«) = (0, u) --> (11 ,).
ai7) Se u € Z\z e u c .âi, então z = 1-u C Z\o e temos a flecha rzl -+ -u em I' com
,-té € A' e u c ,A'. Assim, existe a flecha u --> TU em Ã. Portanto [(ru) = (0,z) e
.(.'-u-->«)=(0,,)-+(1,«). ' ' ~ ''
ai8) Se u € A'.e z; c A', então z = 7-u C Z\' e w = ro C Z\'. Assim &(z -+ y) = z,(ru) -+
.(") - P('(u)) --> '(«) - P('(''')) --> '('''«) ('('))) --} P'('(,«)) ;) -->'(1,'«).

«:,)S'" € A'e« € z\',então; .(« --ty) -->'(«) (0,,) -->(0,«).

(a2) Se n = 2, então temos a flecha z = r'tz -+ g = u em I' com u, o C .â. Vamos
analisar também os casos

«,:)u, « C A'
««)u,« C A'
««)« C A',« C A:
««)u C ZV, « C Z\'
««)u C ZV, « C A'
««)u C Z\', « C Z\'
««)u C Z\', « C A'
««)u C Z\', « € Z\'
««)u € Z\:, « C A'

Como existe o caminho u a ru -» u, pelo Lema (4.20), os casos a2i, au3, a21 e a,;
não ocorrem. Pelo Lema (4.21), os casos a,, e a,. também não ocorrem

,'h(«»" s.u .(u)-(-',':1': «,,.'(«) - 0,«) ..(«) - 0,«)..(« - ,'« --* « - 4
««)Se" c,Z\'e« c A',então.(- =(0,,),'(.-'«) = P('(-)) =(-1,,) e
&(z -+ y) = (--1, z) --> (0, u).

;) (0,z), .(,'«)

Se m > 0 e n > 0 então temos a flecha z = r"u --> y = r"u em I' com .u, u c A
Então temosaflecha:(///)u --> r"'"« € Fse «.?n ou(/}'),-" "u --> « C I' se« > ..

Caso(///): Temos «. -- n 2 0 e então estamos nas mesmas condições do caso(/)(i)
Logo temos os casos (/)(i)(«-) e (/)({)(«,) onde «. -- n = o e m -- n = 1 respectivamente

No caso(/)(í)(ai) vimos ser possível apenas os casos aii, a12,ai3, ai],aic, a]7 e a.;
Então vejamos qual a imagem &(z --> Z/) em cada um desses casos com m - n.
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«:-) Temos '(;« --> y) = P"('(u)) --> P"('(«)) =(--n, «) -} (--m,«).

a-2) &(" -+ y) = P"(&(")) --> P"(ó(u)) =(--n + l,u) --}(--m + l,«).
«-3) '(# --> y) = (--«., u) m +l,u).
«,.) '(# --> #) =(--n,u) -->(--m + 1,,) onde ; = .-« c A'

«-.) '(« --> g/) =(--n + l,u) --}(--m+ 1,,) onde . = .-« c z\'

«:,) '(z --> y)

onde z = rü C AO.
-} .(''-"«) = P"('(u)) --> P"('(«)) 1,.) -+ ( m +l,u)

«:8) '(z --> y) =(--n + l,,) -->(--m+ 1, «,) onde . = - C A' e «, - - c z\'

Quanto ao caso (/)(í)(a2) com m n = 1 vimos que temos apenas uma possibili-
dade, isto é, a flecha z. = u --> 3/ = lu com u € zX' e o c A'. Então &(u --> ru) = (0, u) -->

(0, ') com.; - .-« c 'V. l.ogo '(« -} y) ('(u)) --> P"('(«)) «) --} (--«.,,) Jom
Z = 7''U €

Caso.(/y): Como n > m, logo n -- « > 0 e então temos os casos (//)({)(a:) e
(//)({)(a2) onde n -- m = 1 e n -- m = 2 respectivamente. No primeiro caso vimos ser
possível apenas os itens aii, ai2) ais) ai6, a17, ai8 e ai9. Vejamos cada um desses casos.

"!J).Se'(T" -->.") = (-1,«) -} (0,«),então .(« --> 3/) ,-"« -+ ,-":«) .-"'-'" -->
,-"«) - p'('(r)) --> p"('(«)) - m, u) --> (--m,«) = (--n,u) -+ (-«,,«). ~

[n+l,«) -+( +i,«].) ''>(1,«), 'ntão .(" -> y) -(-«',u) --}(--"''+ 1,«)

«:;) S' '(,« --> «) (0,u) -} (0,«), então .(z --} y)

l, «) -+ (--«., «).
(-m,u) --} (--«., «)

«-6) Se '(r" -+ «) = (0,u) -> (1,,) onde , = T« € ZV, então .(« -+ 3/)

( «',+1,,) =(--n+l,u) --}(--«.+1,,)onde, =,-« c A'
(--m,u) --}

«-.) Se '('« --> «) - (0,') --} (1,«) onde , = - C ZV, então .(« --> y) = (--«.,,) -+
( «-+1,«) =(--n+l,,)--}(--«.+1,«)onde.=-e z\'

«:8) Se.'(r",--> «) - (0: ') --} (1, «') onde ; = ru C A' e «, = .-« C A', então .(, --> y) =
(--m,z) -+(--m+ l, «,) =(--n + l,z) -+(--m + 1, «,) com z = r", .« - ,,-. C À'

««)Se'(- --> «) -(0,') -}(0,«)com; É .'-« C 'V,então.(« --> g/)(--n+ l,.) -+
( «., «) com ;

Agora vejamos o caso (//)(ã)(a2). Para este caso vimos ser possível somente os
itens a25 e a29.
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«25) Se &(r'ü --> u) =(--1, ü) -}(0,u), então &(z -+ y) =(r"ü --> r"u)
.(''-"«) - P"('(''-'u)) -+ /'"('(«)) =(-«. - 1, «) -+(-m,«) =(-n + l,u)
«29) Se '(r'u -} u) = (--1, z) --> (0, u) onde ; = ,ll C Z\', então &(:« -+ y) :
(--m,«)(--n+ 1,,) -}(--«.,«) onde; = .-« c A'

.(,'-"'''«) -->

--> (--m, u

1, .) --}

Caso (y): Agora suponhamos que m > 0 e n < 0. Neste caso, temos o caminho
u --> . - . -} z = r"ü -+ r"u = y --> . . . --> t; em I' com u,t; C zX. Pelo Lema (4.21), tal
caso nao ocorre

Caso (y/): Vejamos agora o caso " > 0 e m < 0. Temos assim o caminho u --> . . . .+
7-m+l.u -} 3 - 'r"-tz -+ r"'o = g/ -"> . . --} u em I' com u, u c z\. Segue da convexidade de

A que este caminho está em .A. Como l $ 1A n ol 5; 2 para toda órbita O de I', segue
que n = 1 e m = 1. Assim temos o caminho o -+ ru = z --> r u = y --> u em I'

Podemos dizer que u c Z\'. Quanto a zl temos que u c Z\i ou u C Z\2. Então &(z = ru --}
r'u = g/) - p('(")) -+ p'.(l:(o)) =(0,u) ->(1,") se u c A' e &(# --} y) =(0,z) -+(l,o)caIR z := rü C Zb.o se tl c ,A2

Provámos assim, que ao definir & sobre os vértices e as flechas de A e estendendo
sobre as outras flechas de I' é possível se dizer qual a imagem de uma flecha a qualquer
de I' através da aplicação &. Além disso, pela construção temos que t é um morfismo
entre quivers com translação.

Observe que & está bem definida sobre os vértices de r pois I' não possui vértices
r-periódicos. Podemos dizer também que & é um mergulho. Provemos primeiramente
que ' é injetora sobre o conjunto dos vértices. Se ü(z) = .(y) com a, 3/ C I', então temos
que z = r"u para algum u c z\ e n c Z e g = r-u para algum o c zX e m C Z.

Se «, « C A', então '(«) = '(.'-"u) = P"('(u)) = (--n,u) = (--m,«) = .(y). Assim,
T :: y. Analogamente se u, u C z\i e u, u c 6.2

V"nos supor que " € A' e « c A:. Neste caso '(,) = (--n, u) = (--«. + 1, «) = .(Z/).
Portanto u = u com u c z\o e u c .Âi o que é contraditório

Por último suponhamos que u c z\' e o c A'. Neste caso, l-u = z C Z\' e z,(u) =
.(''') = p('(,)) =(1,') eentão .(:«) =(--n,u) =(--«.+ 1,.). Porá«\to « - , =;« '

n = m -- 1. Assim # = 1'-"u = r"+it; = r"-u = y. Provámos assim que 6 é injetora sobre
os vértices

Provemos agora que & é injetora sobre as flechas de I'. Se a = z --> y e /3 = z -+ m
são flechas em I' e '(a) = &(/3), podemos dizer de forma geral que [(a) = (kl, a) -+

(A,: Z').e '(#),.-(/-,c) -+(/,, d). Se estas flechas são iguais em ZA, então(k.,«) =(/-, c)
e (k2,b) = (/2, d), isto é, temos igualdades entre inteiros ki = /i e k2 = /, e entre os

vértices a = c e b = d. Com uma análise semelhante a que fizemos acima para mostrar
que os vértices z e g eram iguais, concluiremos que a = /3 e assim que & é injetora sobre
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o conjunto das flechas

Finalmente{ para concluir que t é um mergulho, precisamos mostrar que z, é inje-
tora sobre as órbitas de I', isto é, se O(z) / O(y), então O(ü(z)) # O(&(y)} Podemos
dizer que isso é conseqüência direta da definição de A e & pois a cada órbita O(T) em
I', existe « c z\ tal que « = .-"u, logo O(;«) = O(u). Analogamente. O(#) = O(«) com
u C .A. Pela definição de &, O(t(a)) # O(&(y)).

Seja .4 uma álgebra de Artin e I'..i o quiver de Auslander-Reiten de .4.

Com o Teorema (2.39) podemos dizer que as componentes não semi-regulares de
uma álgebra quase-inclinada, estão mergulhadas em algum quiver ZzX e com o Teo-
rema (4.18) generalizaremos este resultado, isto é, as componentes nâo semi-regulares
de uma álgebra shod estrita também podem ser mergulhadas em algum quiver ZZ\. A
seguir apresentaremos este resultado como conseqüência do teorema acima (Corolário
(4.43». Além disso, provaremos que nem toda álgebra fracamente shod pode ser mer
gulhada num quiver ZA (Exemplo (4.44». Apresentaremos também um exemplo de
uma álgebra fracamente shod que pode ser mergulhada num quiver ZA onde ZX possui
um ciclo orientado

Corolário 4.43 Se ÁJor i,/nzíz á/gebríz s/zod e I'jor iílzzr/ compotzmfe não set7zí-regi//ar de I'..{,
então F pode ser mergulhada nula qttioer Z.6..

Demonstração: Pelo Teorema(4.7) temos que se d for uma álgebra shod estrita, então
]'.4 possuí uma componente C com uma seção dupla 2\. Logo pelo Teorema (4.18),
existe um quiver modificado A, tal que a componente C está mergulhada em ZA. H

Pelo Teorema (4.18) vnnos ser possível mergulhar num quiver ZA as componentes
não semi-regulares de álgebras shod (Corolário (4.43)). A pergunta natural a partir
deste ponto é se as álgebras fracamente shod tem também esta pmpriedade. A resposta
ê que nem sempre isto ocorre. O Exemplo seguinte é de um quiver de Auslander-
Reiten de uma álgebra fracamente shod que nâo é shod e qüe não pode ser mergulhado
num quiver Zz\. Em seguida apresentaremos um exemplo de uma álgebra fracamente
shod que pode ser mergulhada num quiver.ZA onde A possui um ciclo orientado.

Exemplo 4.44 Seja k lLnt corpo atgébricammtejechüdo e A l t?in k-âlgebra com radical qtta
tirado tutlo e F..! o qtlíuer de Attslander-Reiten de A dado abíiixo:
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2-3-4-5

l 6

& s,

F't /1 P7= la

& s, & s.

Pa -- la Ps= 14

Agora, proumtos que este qtliuer não pode ser mergulhado ntlm quÍuer ZA. Sttponha7}tos
]tle existe L : FA --} Z.&, unt ntergttlho pata alga n qtiioer À. Neste caso, cÇPs) = (n, =) pata
algum n inteiro e para algllnt z c A. Logo e)custe alma flecha y --} = Ol{ = --} y etlt A tat
gue &(S7 --> P6) - (n,g) --> (n,z) oz/ &(S7 -> Ps) = (n -- l,y) --> (n,a) respecfíoammfe
e,existe g»z'z./Zec/za z -+ z ou :" -+ z enz A fíz/ qlze &(S5 -+ P6) = (n,;) --} (n,:«) Oll

L(Ss --> P6) - (" -- 1, z) --> (", ") respecfíz,ízmmfe. Smdoassím, .(S;) = (n, z) OI/ (i I', ;).
Logo .(S,) = (n 3,,) .« (n - 4, ,).

:auto existe LlmaPecha it -} Sv e L(S7) = (n, y) oti l.n -- 1 , y), logo existe tllnallecha a --}
y,'".y -+ « '"': A fa/ qtíe'(/: -} S,) =(", «) -+(n,y) oz' '(/- --> S,) =(n-- l, «) -+(n, y) s.

t(S,) -(",y).OI/ aítzda, .(/: --} s,) =(" - 1,«) --}(n - 1, y) oi/ '(/- -} S.) =(n - IZ,ay--}
(n l,3/)se.(S7) l,y). '

Síibemos qtle existe finta /fecha ll -+ Sz e pela discussão acima, obtivemos que:

(a) LI.li) = (n, a) se t,l.Sv) = (n, y) e existe lama flecha a -+ y em A OLt

(b) .(/1) = (n - 1, «) se '(S,) = (n, y) e existe Ilha./7ec/za .y H « m z\ OI/
(C) .(/-) = (n 1 , «) se .(S,) \ , y) e nciste uma .flecha a -+ y mt 'h Olt

(d) .(/- ) 2, «) se .(S,) \ , y) e existe lllllalleclla y -.> a ertt à..
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/amos uer#icar o que ícone collt t(S,). Se ocorrer (a), (b), (c) ott (d) tentos itma cotttradÍção
:ottt a d($nição de ZA pois em Z.8. as #echns são da joríníi (k , ='1 -} 1.m , y) comi k e m inteiros,

t,-y c à. e k = m orl k = mt -- 1. e se ueri#car7ttos cada umn das possíveis imagens de
ó(/i e17z (a), (ó), (c) e (d) z'ermos gele é ímposshe/ exfsfír.#ec/za de &(}i) pízríz &(S2) /á que

.(S2) - (" -- 3, z) oz{ (n -- 4, z). Porfatzfo tzão é possíoe/ exísfír mergzz//zo de I'.4 lzz/m gujua
ZApnra qttalqtter a..

Exemplo 4'45 Seja k um coco e A a k-á18ebra cona radical quadtad0 7tulo dada pelo quiser.

2 ' 3 - 4

l 5

6

A segtlír tentos o qttioer de Attslander-Reiten rA

&

& s.

/1 P4= la

& s, & s.

Pa= la

E:sta álgebra não ê shod pois o caminho it -...} Ps teta dois ganchos não conseclttiuos, porém
ê lema álgebra .fracamente shod.

Agora, considere o segtlinte quiser A,
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z > t

'tu

,7(Ps--FS;)=(0,«,)-}(1,,). ' '' ' '' ' ~''
.Agora de@7zo ,7(P4) = (1, f) e '7(Sa --> P4) = (1, z) --} (l, t). .Assim, ,7(S4) = q(r'S3) =

C'('z(&)) : p'((l,z)) = (2,,) e meão ?(P4 --> S4) = (1,t) --} (2,,). Nzza/mmfe de-

f: :ej'lblilHIIC':i j:HãLÇ"Éli l
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