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Abstract

We obtain that each levei (EE or rlR, with n < co) and the whole polynomial
hierarchy (?H) are E3-complete. We also work with statements about time and space
in non-deterministic Turing Machines and prove that some of them are llr and E2--
complete

These facts provide peculiar índependence results in theories T whích are
only axiomatizable and which can codify this kind of statement. In particular, there exista
a decision problem 1, belonging to XR , or P7Z, for which exactly this membershíp relation is
independent of T. On the other hand, there exista a Turing Machine which has polynomial
non-deterministíc time, however the truth of this statement is also independent of T

We even prove that we can obtain some of these independent elemento in an
effective/constructible way. For this, we have to demonstrate stronger versions of some
theorems of Recursion Theory. such as the Universal Turing Machine, the Parameteriza-
tion (or Smn, or Indexar) and the Fixed Point Theorems. taking unto account bounds with
respect to non-deterministic time and/or space.

Afterwards we present in a more objective way the study of the capacity of
formalizing the Computational Complexity Theory problems'into Formal Logíc Systems.

In faca, given an axiomatizable theory T, we obtain, roughly speaking, that,
for all decision problema L, there exista a way to interpret L into T for which the statement
L (in this interpretation) belongs to a levei (Eg or n:, with n < w) --or the whole (P%)--

polynomial hierarchy" is independent of T

On the other hand, for all decision problema L, there exíst Turina Machines
JI/ and /V (and interpretations of both in 7') such that the decisíon problem accepted by M
and ]V is 1, and the statements ".A4 has polynomial non--deterministic time" and ".N does
not have polynomial non--deterministic time" are both unprovable in T

Finally, some consequences involving the P Ê .V? problem could be extrac-
ted from these results. We obtained unprovabilities concerning this problem from severas
pomts of view. In this way. we basically pass to discuss how small would be the capacity
of Formal Logic Systems (viz., axiomatizable theories of Classical First Order Logic) to
express correctly the Computational Complexity matters.



Resumo

Obtemos que cada nível (EE ou 11:, com n < w) e a hierarquia polinomial
completa (P%) são E3-completas. Também trabalhamos com asserções sobre tempo e
espaço de Máquinas de Tliring não--determinísticas e provámos que algumas delas são
llt- e E2--completas.

Esses fatos fornecem peculiares resultados de independência em teorias T
que sao apenas axiomatizãveis e que conseguem codificar este tipo de asserção. Em
particular, existe um prob]ema de decisão ], pertencente a XR, ou P%, para o qual exa-
tamente essa relação de pertinência é independente de 7'. Por outro lado. existe uma
Máquina de luring que tem tempo não-determinístico polinomial, entretanto a veracidade
dessa asserção também é independente de T

Ainda provámos que podemos obter alguns desses elementos independen-
tes de um modo efetivo/construtível. Para isso, necessitamos demonstrar versões fortes
de alguns teoremas da Teoria da Recursão, tais como os Teoremas da Máquina de Turing
Universal. da Parametrização (ou Smn, ou Indexador) e do Ponto Fixo. levando em conta
limites de tempo e/ou espaço não--determinísticos.

Depois apresentamos de um modo mais objetivo o estudo da capacidade de
se formalizar problemas da Teoria da Complexidade Computacional em Sistemas LógicosFormais.

Com efeito, dada uma teoria axiomatizável T, obtemos, grosso modo, que
para todos os problemas de decisão Z,, existe um modo de interpretará em T de tal modo
que a asserção 'L(nessa. interpretação) pertence a um nível da hierarquia polinomial(Eg
ou 11:, com n < u) --ou à hierarquia inteira (P%)' é independente de T

Por outro lado. para todos os problemas de decisão Z,, existem Máquinas de
Turing M e Ar (e interpretações de ambas em T) tais que o problema de decisão aceito
por ]l/ e /V é L e as duas asserções "JI/ tem tempo nãc+-determinístico polinomial" e "JV
nãa tem tempo não--determinístico polinomial" são indemonstráveís em T

Finalmente, algumas conseqüências envolvendo o problema P é ./V'P pude-
ram ser extraídas desses resultados. Obtivemos indemonstrabilidades referentes a esse
problema em diversos pontos de vista. Desse modo, basicamente passamos a discutir
o quão pequena poderia ser a capacidade de Sistemas Lógicos Formais (viz., teorias
axiomatizáveis da Lógica Clássica de Primeira Ordem) para expressar corretamente as
questões da Complexidade Computacional.
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Qllando se tem llm problema,

e não se sabe (absolutamente) o qlLêjazer,

oque sejaz? Matemáticas

(Paulo Augusto Veloso, 2003)
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Capítulo l

Introdução

1.1 Contextualização

A Teoria da Complexidade Computacional começa a tomar corpo nos anos 70, impulsio-
nada pela informatização crescente dos nossos tempos. Formulada assim nas inúmeras aplicações, a
pergunta P é yVP' torna-se um dos principais focos dos estudos teóricos da Ciência da Computação

O problema é decidir se a classe P --dos problemas computáveis deterministicamente em
tempo polinomial-- é igual à classe .A/7> --dos problemas computáveis não--deterministicamente em
tempo polinomial. Um problema correlato, mas também importante, é se ./VP' é igual à classe co-,V?

emas cujos complementos estão em ./VP-' o qual, se for respondido negativamente, im-
plica que P # ./VP

Perceba que, pela simplicidade na sua formulação, não se tinha, no início, noção que tal
problema mostrar-se-ia de tão difícil solução pelos métodos da Análise de Algoritmos e da Combi-
natória até hoje utilizados.

Procurando dar uma visão mais global da área Complexidade Computacional Estrutural
sabemos, sob provas triviais, que

L Ç NC,= cçy-NL Ç'P Ç ÇN'P n co--N'P) Ç N'P ç'p'K ç::'PS'PACE= N'P8'P.ACt Ç €1X'P Ç NEX'p

(para maiores detalhes, vide Papadimitriou [Pap94]) Entretanto, também com provas simples, temos
que Z # P-SP'.4Ce e P # f.Y7), mas mais nada se sabe sobre quais dessas inclusões são próprias, apesar
de a maioria delas serem amplamente conjecturadas na Teoria da Computação. ' '

Em todos estes anos, tivemos muitos tipos diferentes de abordagens para tentar resolver
esses problemas. As definições das classes de complexidade baseiam-se nas Máquinas de Turing e,
assim sendo, as primeiras abordagens se davam por argumentos da Teoria da ]Zecursão: como em

l



1.1 Contextualização 2

um critério de contagem, como nas manipulações sobre as propriedades da Máquina de Turing e,
principalmente, procurando-se aplicar o Corte de Dedekind. Com a definição da classe de comple-
xidade ./V'P'-completa feita por Cook em 1971, que deu consistência ao problema P ]: .V73 cresceu o
enfoque sobre problemas combinatórios.

Entretanto, essas abordagens diretas se mostram ineficazes. Procurando novas saídas.
nos últimos anos caminhou-se na direção da complexidade dos circuitos booleanos. Não obstante.
as dificuldades encontradas não foram muito diferentes das já existentes. Outro enfoque foi a ex-
pansão da capacidade computacional das Máquinas de Turing, como, por exemplo, utilizando-se de
oráculos, ou permitindo-se a manipulação em uma fita de probabilidade, havendo ou não iteração
entre computações.

Seguindo-se essa última linha, um dos mais fecundos resultados foi alcançado
em [ALM+98] com a .demonstração de ./V7' = PCP'(log n, l). Isto significa que os problemas de de-
cisão de ./VP' são aqueles que, surpreendentemente, podem ser resolvidos, com erro probabilístico tão
pequeno quanto se queira, por computações de tempo polinomial e que sabem verificar a correteza
de testemunhas, necessitando para isso apenas de um número logarítmico no tamanho da entrada de
bits aleatórios e ler um número constante de letras da testemunha. Estudamos, no mestrado [Mat97],
tal teorema, detalhando toda a demonstração, que se mostrou de grande tecnicalidade e dificuldade
Mias a única conseqüência relevante até hoje obtida sobre esse resultado foi em Otimização Combi-
na ria

Mais recentemente, tem crescido a abordagem lógica. A Teoria da Recursão é um dos
ramos da Lógica e assim pode-se dizer que está se voltando ao início, entretanto, por dois outros
ramos: sobre modelos finitos e Aritmética de Peano.

O primeiro ramo é bem novo e é chamado de Teoria da Complexidade Descritiva. Mas,
apesar .de poder se tornar bem promissor, esse ramo ainda não possui um cabedal técnico grande
Por outro lado, os trabalhos com a Aritmética de Peano remontam mais de 80 anos e há pouco,
sobre ela, surgiram profícuas (acreditamos) caracterizações de algumas classes de complexidade. Os
fragmentos da Aritmética de Peano, por serem básicos, arrotam na Lógica sobre diversas vertentes,
como nos Teoremas de Incompleteza de Gõdel, nos modelos não-...standard, na Teoria da Prova e na
Teoria da Recursão.

Por outro lado, uma possibilidade plausível é que o problema P' g: ./rP seja independente
de Teorias dos Conjuntos usuais. O objetivo dos nossos estudos é fornecer subsídios para a solução
direta de tal problema --e correlatos- mas também não podemos deixar de ter em mente essa rea-
lidade. Com isso em vista, evitamos caracterizações sobre Sistemas Lógicos Não-clássicos, ou, pelo
menos, que não sejam interpretáveis em alguma Teoria dos ConjLmtos.

Buscamos assim. no que for possível, aproximar a Complexidade Computacional dessas
ferramentas lógicas, via Aritmética de Peano. Aqui surgem duas linhas gerais de enfoque do pro-
blema, sendo uma pela análise de demonstrações sintáticas (ou Teoria da Prova) e outra pela análise
de modelos não-sfa zdard(Teoria dos Modelos). '

A expressão .Aritmética de Peatzo, PA refere-se ao Sistema Lógico Formal --na linguagem
de primeira ordem contendo os símbolos +, . , ' (sucessor), $ e 0= com a axiomatização usual sobre
os símbolos e com o esquema do princípio da indução finita para todas as fórmulas nessa lingua-
gem. Já os Fragmentos da .Arífméffca de Pea710 são aqueles em que fazemos restrições ao esquema da
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indução, acrescendo-se à linguagem, se necessário, novos símbolos e um número finito de axiomas.
Como exemplo, se restringimos o esquema de indução às fórmulas que só tenham quantificadores
limitados, o fragmento é chamado de 4rífméffca de Peíztzo l,ímífada, IAo.

Começando pelo enfoque da Teoria da Prova, Wilkie [Wi180] prova que, se pudermos for-
malizar a demonstração da insolubilidade do Décimo Problema de Hilbert dentro da Aritmética de
Peano Limitada, então vale a igualdade .V? = co--JVP. Jones e Matijasevié [JM91] fornecem uma
prova mais moderna da negativa do Décimo Problema de Hilbert, ou sqa, da indecidibilidade --via
uma computação qualquer, tomando-se válida a Tese de C/z rc/z-Turí7zg-- da existência de solução de
equações diofantinas. Além disso, eles reconhecem que fazem uma tentativa incompleta de "embu-
tir" tal prova na Aritmética de Peano Limitada, intencionando valerem-se do resultado de Wilkie.

... :. . Entretanto, talvez ainda esperançoso na resolução rápida dos problemas da Complexi-
dade Computacional, Wilkie em [Wi180] propunha a sua ap]icação no estudo da defínibilidade na
Aritmética de Peano Limitada e, assim sendo, poderia ter pretendido utilizar o resultado acima na
contra-positiva Como agora queremos o contrário, surgem então os seguintes problemas: o quanto
da demonstração em [JM91] pode ser forma]izada na Aritmética de Peano Limitada? Será que pode-
mos enfraquecer a hipótes.e.a ponto.de, além da necessidade, tenhamos também a suficiência, ou seja,
uma condição de provabilidade da insolubilidade do Décimo Plloblema de Hilbert em um Fragmento
da Aritmética de Peano que seja equivalente ao problema ./VP 4 ccF-JV??

O resultado de Wilkie é uma decorrência simples de técnicas da Teoria da Prova e começa
com a caracterização: por um resultado de Manders [Man80], da c]asse de complexidade ./VP pela

sse dos Ei<onjuntos --i.e., os subconjuntos de w<" que são representáveis em N por fórmulas da
Aritmética de Peand que só tenham quantificadores que sejam limitados ou que sejam existenciais,
mas que apareçam positivamente na fórmula. Visto isso, é imediata a caracterização da classe co-á/?
pelos lli-conjuntos --com definição análoga aos Ei-conjuntos, trocando-se os quantificadores exis-
tenciais por universais e vice-versa.

Refinando tal técnica, Buss [Bus86] caracteriza, desta vez por Fragmentos da Aritmética
de Peano, a Hierarquia Polinomial (P7Z) e os seus níveis (Eg e llB), incluindo aí Z .N'P e co-JVP
Também caracteriza as classes P.SP'.4Ce --dos problemas computáveis deterministicamente em
espaço polinomial-- e e.YP' --em tempo exponencial- / mas agora na Aritmética de Peano em se-
gunda ordem. As classes para baixo de 7), como Z ---em espaço logarítmiccr am mais recente-
mente caracterizadas por Clote e Takeuti]CT95], com mais resultados em [Tak95].

Já Wilkie e Paras conseguem caracterizar P% pela Aritmética de Peano Limitada e for-
necem um estudo mais aprofundado da indução limitada, l.Ão, em [WP87]. Assim, como na
caracterização de Buss, também conseguiram estabelecer a equivalência entre o colapso na hierar-
quia de p'H e serem finitamente axiomatizáveis os Fragmentos da Aritmética de Peano que a carac-
terizam. Agora [KPT91] e [Bus95] obtêm mais resu]tados re]acionando o colapso nos diversos níveis
da hierarquia polinomial com igualdades entre Fragmentos da Aritmética de Peano e ainda trazem
abordagens sobre Fragmentos da Aritmética de Peano que não são fínitamente axiomatizáveis.

Outro enfoque é via a Teoria dos Modelos da Aritmética, que foi iniciada e fortemente
incentivada por Máté, em [Mát90]. E]e dá o exemp]o dolorcítzg, que foi introduzido por Cohen e
em que, para se chegar aos seus vastos resultados, foi fundamental que se provasse que o "método"
poderia ser totalmente traduzido sintaticamente. Mas não podemos imaginar olorcíng como algo
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diferente de uma extensão de modelos e portanto não tendo uma abordagem semântica, seja na
sua concepção inicial, seja nas suas aplicações posteriores. Ou seja, trabalhar com modelos muitas
vezes torna as técnicas mais visíveis e naturais, mesmo que pudéssemos obter os mesmos resultados
sintaticamente

Entretanto, nesse enfoque, não se têm mais caracterizadas as classes de complexidade, mas
sim alguns dos seus problemas isoladamente. Por exemplo, Máté [Mát90] mostra que a existência de
dois modelos nãcr-standard específicos da Aritmética Verdadeira - i.e., de TA, a teoria completa de
todas as fórmulas de primeira ordem que são satisfeitas pelo modelo sfízndízrd l$--- implicam que
./V7) # ccr-JvP: Já Sureson [Sur95] comp]eta a caracterização, mostrando a volta da implicação. Ainda
Sureson [Sur96] retorna ao assunto, obtendo resultados mais fortes, desta vez sobre a existência de
modelos não-standard de Fragmentos da Aritmética de Peano, que são bem menos restritos que aAritmética Verdadeira TA. ' '

Outra técnica lógica que tem se mostrando bastante promissora na obtenção de resultados
de independência é olorcing, por exemplo Takeuti e Yasumoto [TY96, TY98]. Entretanto, ainda há
muito que se fazer para se alcançar bons resultados nessa linha.

No início, propúnhamos caracterizar questões da Teoria da Complexidade Computacional
que nos auxiliassem a, ou resolvê-las diretamente, ou --se possível e preferencialmente-- mostra-las
independentes de Sistemas Lógicos Formais importantes. Desse modo, não só apresentaremos direta-
mente resultados de independência, como mostraremos a dificuldade de se caracterizar internamente
aos Sistemas Lógicos certas noções da Complexidade Computacional.

1.2 Apresentação

A tese é baseada em dois artigos. Escrevemo-los durante o doutorado, sob supervisão do
orientador, Ricardo Bianconi, e estão sendo submetidos conjuntamente. São eles: '

a) Independence RestLlts uia Arithmetica! Complexity Hierarchy and Complexity Recursion
7'/zeoz:y [MB03a] e ' "

b) [mpos ng Filed Unprouabi]ities and Indepettdences of Complexity Theory Matters {n a
Forma/ l,o©c SysfemÍMB03b]. ' '

No nosso trabalho, obtivemos diversos resultados de indemonstrabilidade e inde-
pendência concernentes a questões da Teoria da Complexidade Computacional. Nosso objetivo é
discutir a possibilidade (e também a impossibilidade) de se formalizar tais questões em Sistemas
Lógicos (Formais): Ou seja, a capacidade de se "internalizar" questões da Complexidade Computa-
cional em teorias da Lógica. ' ' '

Capítulo l Podemos dividir o trabalho em três tópicos principais, que estão assim dispostos no

(i) Senão 11.1 Hierarquia da Complexidade Aritméticas
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(ii) Seção 11.4 Zeorfa dlz Rectlrsão com Colnp/ex/ande; e

(iii) os resultados de indemonstrabilidade e independência

e Seção 11.2 Cerf@cação
pettdência,

e Imposição de lama Indemonstrabilidade/Inde.

+ Senão T1.5 Imposição Efetiua de tema indemonstrabilidade e

e Senão l\.6 Imposição de Indelnonstrübilidades Fixadas.

Os dois primeiros tópicos são totalmente independentes entre si, assim como do terceiro. Já o terceiro
é conseqüência dos dois anteriores.

O primeiro tópico remete-se a provar novas classificações de questões da Complexi-
dade Computacional em completeza/dificuldade na Hierarquia da Complexidade Aritmética. Ths
questões são afirmações indexadas por uma variável que percorre os números naturais w. Imediata-
mente dessas pmvas, podemos deduzir diversos resultados de indemonstrabilidade e independência
$eção 11.2 Certi#cação e Imposição de uma Indemonstrabilidade/Independência).

Já no segundo tópico, necessitamos (re-)demonstrar os teoremas clássicos da Teoria da
Recursão em um formato mais gera], limitando não-deterministicamente o tempo e o espaço das
computações. Com isso, obtivemos de modo direto resultados de indemonstrabilidade --sem usar as
propriedades de completeza/dificuldade do tópico anterior-- e ainda fornecemos explicitamente (ou
efetivamente) cada elemento indemonstrável (Seção 11.5 Imposição EHefíz,zz de uma lzzdemonsfrrzZ)í/idade).

No último tópico, analisamos diversos modos de se exprimir --i.e., ítzferna/azar-- tais
afirmações dentro de uma teoria. Depois fornecemos diversos critérios de indemonstrabilidade e
independência, provando-os para algumas questões e deixando em aberto para outras.

Agora não mais como uma conseqüência tão imediata dos dois tópicos anteriores, mas
sim com uma mescla deles --valendo-se das técnicas de classificação na Hierarquia da Com
plexidade Computacional, mas utilizando fortemente os resultados da Teoria da Recursão com
Complexidade-' obtivemos resultados de indemonstrabilidade e independência bem mais interes-
santes (Senão l\.6 Imposição de Indemonstrabilidades Fixadas).

1.2--1. A Hierarquia da Complexidade Aritmética é definida sobre a Álgebra Booleana
de todos os subconjuntos dos números naturais w ordenados pela relação de inclusão Ç. Ela separa
asserções unárias de w --i.e., relações unárias R Ç w-- em níveis de conjuntos En- e lln-completos/difíceis.

Nessa hierarquia, os níveis mais baixos são dos conjuntos recursfuos (os Ai-conjuntos) e
reclzlsíuamenfe elzlímeráoeís (os Ei-conjuntos) Logo os conjuntos lli-difíceis (ou lll-completos) não
sao recursivamente enumeráveis. Por outro lado, as asserções unárias de w expressáveis em alguma
teoria axiomatizável são conjuntos recursivamente enumeráveis. Isso nos mostra que as teorias axi-
omatizáveis não conseguem expressar conjuntos de níveis mais elevados (lli-difíceis) da Hierarquia
da Complexidade Aritmética. '
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Nós provámos que cada nível EP e llP da hierarquia polinomial é E3-completa, além de a
hierarquia completa ?7Z e a classe do espaço não-determinístico logarítmico ./VZ (Corolário 11.1--2).
Também mostramos que a computação de tempo nãcF-determinístico polinomial de Máquinas de
Turing é E2-completa (Teorema 11.1-3) e a computabilidade com limitação não-detemünística de
espaço por uma função fixada é lli-completo (Teorema 11.1--4). Nossos resultados são extensões em
direçao a.computações e classes de complexidade não-determinísticas, incluindo limites de espaço,
dos resultados obtidos por P. Hájek [Háj77, Háj79], que, por sua vez, seguiram a idéia intmduzida
por J. Hartmanis e J. E. Hopcroft [HH76].

Hájek já havia provado que a questão de se saber se uma Máquina de Turing roda de-
fermílz/st/camenfe em tempo limitado por uma função fixa é llr-completa. Quando perguntamos so-
bre tempo defermínfslzcamelzfe limitado por algum (bom) conjunto ;'existencial" de funções (e.g., o
conjunto de todos polinâmios, ou funções exponenciais) em vez de uma única função,'temos uma
questão E2-completa. Hájek também havia mostrado que classes de complexidade definidas sobre
tempo defermínüfico limitado por esses conjuntos de funções são E3-completas.

Desde que os resultados acima não levam em conta computações }zão--defermízzbfícas, eles
omitem abordagens?referentes a questões muito importantes da Teoria da Complexidade Computa-
cional, tais como P' :L ./V7:} Z é ./VC e o colapso da hierarquia polinomial.

Em vista disso, nós desejávamos tratar os casos não--.determinísticos que aparecem nas
questões acima, incluindo a hierarquia polinomial completa e todos os tipos de limites de espaço.
Claramente esses fatos não poderiam ser surpresa, porque, se ./V? ou P7Z não fossem E3-completos,
teríamos P # .VP; mas é um tanto quanto esperado que a classificação na Hierarquia da Complexi-
dade Aritmética é algo mais simples do que o problema real P g:./V7). ' '''''

Ainda nas provas de Hájek, não há problema em se verificar que classes determinísticas
com limite de espaço --incluindo as classes limitadas em espaço logaritmicamente C e polinomial-
mente ?-SP,4Ce-- também são E3-completas. Logo, nesse ponto, os casos não-determinísticos são
os mais relevantesJ'J Na verdade, nós provámos mais do que isso. Existe um intervalo (um gap) tal
que todas as classes de complexidade entre duas específicas --em que a primeira é uma classe de
complexidade menor do que a classe de espaço logarítmico Z e a segunda pode ser maior do que a
classe de tempo exponencial f.Y7'-- são E3-difíceis. ' ' "

1.2-2. Agora, como conseqüência dessas novas propriedades, nós podemos também ob-
ter diversos resultados de indemonstrabilidade e independência referentes a questões da Teoria da
Complexidade Computacional. Expliquemos isso melhor.

Fixaremos uma enumeração de todos os problemas de decisão importantes .Z,o, .LI, . . . (os
aceitáveis). Essa enumeração será assumida no decorrer de toda essa introdução e é feita tomando-se
uma codificação das Máquinas de Turing, que será melhor descrita posteriormente

Considere uma asserção, tal como "L c ./VP" (com -L sendo uma variável percorrendo os
problemas de decisão aceitáveis). Então desejamos que uma teoria T possa se referir, internamente a
si próprias a essa asserção- Existem quatro modos básicos de se fazer isso: representação, expressivi-
dade, certificação, ou certificação fraca --os dois últimos são de nossa denominação. Grosso modo,
precisamos ter uma fórmula '' -L c À/Pn' := p(-L) na linguagem de T tal que:

l-J Embora a mesma simplicidade não ocorra com o limite de espaço nas questões de lli- e Ea-completeza



1.2 Apresentação

' na representação: L c N'P
L q:brP

r l-.- "z c .vpn'
rF -.nz c .vpn')

+ na expressividade: L ç: mp + 1" F-.- "'Z C .VPnq

e na certificação: T F-.- "Z c .VP'' +.
r f-.- n"Z c .vpn' ::>

L ç: n'P
L + NP'.

e na certificação fraca: r [-- '% c .A/'pn' +. L Ç: N'P.

A expressividade e a representação em T são propriedades que foram utilizadas por Gõdel
para formalizar parte da aritmética dentro da (Teoria da) Aritmética de Peano, PA. Nos seus famosos
teoremas, foi necessário internalizar asserções recursivas ---ou recursivamente enumeráveis-- dentro
de uma teoria axiomatizável.

Entretanto, quando 7' estende uma teoria fraca como a Aritmética de Robinson, PA'(ç PA),
basicamente podemos represelzfzzr somente conjuntos recursivos e apressar conjuntos recursivamente
enumeráveis. Assim, esse não é o melhor modo de se emergir conjuntos de níveis mais elevados
da Hierarquia da Complexidade Aritmética --que é o caso geral na Complexidade Computacional,
como visto aqui-- nessas teorias.

Portanto, baseado no ponto de vista formalista, buscamos o sentido oposto dessas
implicações. A cerf@caçãó O'aca) necessita garantir que, quando uma propriedade pode ser provada
dentro de uma teoria, ela também vale fora desta teoria, i.e., olhamos a teoria como um espelho
parcial do "mundo real'í '

Precisamos, mais ainda, levar em conta que a representação força um completeza da
fórmula rZ c ./V'pi"'r --ISSO é, para todo .L, ou T f-.-"'Z € JV'pi":' OU T F--"'Z g ./V'pi"r Nesse caso,
com o requisito óbvio de T ser consistente, temos que

yV'7' 7' F--"Z € .V?n'}
E a expressividade nos diz que JVP ,-- .[.L: :r f--- "'Z C ./VPi"7'}. Assim a cerfÜcação./caca relaxa essa
noção e exige somente que {.L: T F-- "'L € ./V7)"'} Ç .VP Já a cerf@cação exige que

[L : T \--" T, G N'P'v\ c F.fo{.L: ]" F-- ''z c .N'7''''}

{-L : ]" F-- "'z g .vp''} (1.2 : 1)

Agora observamos que, desse modo, a existência de uma certificação (ou de uma
certificação fraca) de uma asserção implica a consistência da respectiva teoria. Por causa disso, todos
os nossos resultados somente se referem às certificações (fracas), não confirmando se elas existem.

Por outro lado, como notado por PI Hájek [Háj79], para teorias axiomatizáveis T,
{.Z) : T F-- '''Z C ./V'7i":r} e {.L : T f-- "Z, gl ./V'7í":z'} são Ei-conjuntos, i.e., são conjuntos recursivamente
enumeráveis. Entretanto, como ./V'P é E3-completo (Corolário 11.1-2), as relações de inclusão na
Equação (1.2 : 1) precisam ser estritas.

E é exatamente isso que queremos dizer por: a asserção "-L € ./V?" impõe lt/ a ízzdependêncfa
eln T (Teorema 11.2--1.(iii». A saber, existe um problema de decisão -L em ./ÜP para o qual a' asserção
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" C ./VP" é independente de uma teoria axiomatizável fixa, em que a questão "pertencer à ./VP"
podeserinterpretada.

As mesmas propriedades de independência podem ser obtidas para todas as classes de
complexidade no intervalo mencionado no Teorema 11.1--1, tais como as classes .VC, 73 ?7Z, etc..

1.2-3. Posteriormente produzimos outras e diretas provas do Teorema 11.2-1 --a parte da
indemonstrabilidade dos Itens (i) e (ii)-' sem passar pela lli-completeza do Teorema 11.1--4 e pela
E2-completeza do Teorema 11.1-3. Além disso, obtemos a existência dos elementos indemonstráveis
nesses itens de um modo e$efiz;o.

Dada uma teoria axiomatizável T, provámos que podemos efetivamente achar uma
Máquina de Turing M (ou seu índice de codificação) que tenha espaço nãcr-determinístico lo-
garítmico, mas a asserção "M tem espaço nãcF-determinístico logarítmico" é indemonstrável em T
(Teorema 11.5-1).. Também existe efetivamente uma Máquina de Turing M tal que ela roda em tempo
nãcp-determinístico / ---em que / é uma função recursíva de ordem quadrática-- e a asserção' "M

em tempo nãcF-determinístico /" é indemonstrável em T (Teorema 11.5-2). Em particular, a
teoria 7' é consistente com a asserção "M não roda em tempo não--determinístico /'í

Esse estudo foi iniciado por J. Hlartmanis e J. E. Hopcroft [HH76]. As suas provas não usam
o tema da completeza discutido acima e, na verdade, elas foram feitas anteriormente às de Hájek. Um
resultado diz que, dada uma teoria axiomatizável T, podemos efetivamente achar uma Máquina de
iunng M que roda em tempo determinístico n2 e a asserção "M roda em tempo determinístico < 2""
éindependentede7'

J . J . '- . Mas, nessa prova, a teoria T necessita provar internamente a ela uma verdade da Comple-
xidade Computacional que é externa. Esse requisito para T parece não ser muito natural. Entretanto
os autores observaram que essa hipótese não é essencial, desde que provássemos os principais teore-
mas da Teoria da Recursão em uma versão mais forte. Nós fizemos isso de um modo mais especí6co
ainda, o que nos permitiu completar os seus resultados de independência na direção de se evar em
conta limitantes não--determinísticos de tempo e espaço.

Portanto precisamos prover o Teorema da Máquina de Turing Universal e da
Parametrização --ou Smn, ou Indexador-- (11.4-1) com convenientes limitações não-determinísticas
de tempo e espaço Intercalando-os, pudemos obter o Teorema do Ponto Fixo 11.4-2. Dada uma
Máquina de Turina M, podemos efetivamente tomar um número natural e tal que M, tendo e fixado
na primeira fita de entrada, computa tal qual .iWe --a e-ésima Máquina de Türing indexada, i.e., e é o
índice de codificação de M. . E isso que chamamos de Teoria da l<ecursão com Complexidade.

1.2-4. Lembremos da enumeração -Lo, .Li, . . .. Havíamos definido quando uma asserção
--tal como "-Li c .V7'" (com i< o)-- impõe uma indemonstrabilidade (ou uma independências em
uma teoria. Agora estendemos essa definição dizendo quando uma asserção impõe ande/nonsfrabí/fda-
cies (e independências).Piadas em uma teoria.

Baseados em idéias de Grant [Gra80], mostramos que a asserção ".Li C P" satisfaz essa
nova definição e generalizamos isso para muitas outras importantes classes da Complexidade Com-
putacional, tais como Z, ./V73 ca-JU73 ?H, ?8P'.4CC, f,Y7> e .VC.Y'7). Deixe-nos explicar a diferença
dessas duas definições. ' ';
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Sejam a asserção unária ".L.: € .VP" e uma teoria 7'. Se "ll, c ./VPí"' é uma das suas
certificações fracas em T (em que g é a única variáve] livre), defina

.VP := {{ < u ll -Li C A/'?}

/xp := {á < «., ll rf--"zi c .v7)n'}.
Portanto /.Arp Ç .VP. Para uma certificação 'rZ. C ./Üpí"r em T, também defina

.r-.VP := {i < o ll 7' F--"'Zi g .V7'''},
assim .hA/'Z' Ç -NPC := N \ .VP. Então dizer que "-L:, c ./V'?" impõe uma indemonstrabilidade em 7'
(Teorema 11.2 1.(iii» significa que, para toda certificação fraca ".L, c .V7)"' em T, existe

ç: NP \. lmP + o.g

Veja a primeira figura.

Por outro lado, tome a partição do conjunto dos números naturais N.em classes de equi-
valência de números que codificam o mesmo problema de decisão (i.e., í «. J sse]ü] Z,i - .Lj).

Logo dizer que "-L, c ./V7'" impõe indemonstrabilidades fixadas em T (Corolário 11.6-3)
significa que, fixada uma certificação fraca "'L, c ./VPi"7' em 7', existe ao menos um q < w em cada
classe de equivalência tal que rZç c ./«Pí"' seja indemonstrável em 7'. Ou sqa, para cada problema
de decisão aceitável -L .=:--pode-se imaginar .L c ./V7), e.g., o problema do caixeiro viajantes existe
q < w tal que -Lç = .L e "lLç c À/Pi" é indemonstrável em T. '

As classes de equivalência também particionam o conjunto NP. Portanto .NP \. /.A/l:' não
só não é um conjunto vazio, como tem intersecção com cada classe de equivalência em .NP, assim
como descrito na segunda figura.

i.j:L = Li

Por sua vez, dizer que "-L, c ./V7)" impõe independências fixadas em 7' (novamente Co-
rolário 11.6-3) significa que, fixada uma certificação FZ, C ./y'pí"r em T, existe ao menos um q < w em
cada classe de equivalência tal que "I,ç c NPn' seja independente de T. Veja a última figura.

l"i No decorrer de todo o texto, estaremos sempre utilizando a denotação "sse" para designar "se, e somente se;l
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Ou seja, para essa afirmação, não só conseguimos um problema de decisão que a torne
independente de T, como também podemos fixar um problema de decisão qualquer e, ainda ':'''

assim,
conseguimos que um dos seus índices torne essa mesma afirmação independente de T

1.2-5. Ao final, utilizando os resultados referentes a impor uma independência (espe-
cificamente Teorema 11.2--1.(iii» e a impor independências fixadas (Corolário 11.6-3), nós obtemos
algumas conseqüências relativas aos Sistemas Lógicos Formais.

Esses sistemas devemos entender como sendo baseados em teorias axiomatizáveis da
Lógica Clássica de Primeira Ordem. De modo geral, estamos pensando nas Teorias (Clássicas) dos
Conjuntos --ou na Aritmética de Peano.

Mostramos que sempre temos uma maneira /zotzesfa de descrever a asserção P = ./VP que
a torna indemonstrável em um Sistema Lógico Formal. Tomando-se T uma teoria axiomatizável e

"P = .VPi"' uma(114--)sentença da linguagem de T que expressa 7) = ./V7" --baseado-senas asserções
.L c ? e -L c ./V'P-' podemos modifica-la um pouco para produzir uma outra sentença '''P = ./y'7i"'r
que também descreve 7' = ./V'P tão bem quanto a anterior, mas '''P = ./V'PÍ"7' é indemonstrável em T
Note que não estamos afirmando se FP i #P'T' é, ou não, indemonstrável em 7'.

Também mostramos que, do mesmo modo, há maneiras honestas de modificar uma
sentença que descreve a simples questão P ç .VP', tornado-a também indemonstráve] em T. En-
tretanto isso parece bem estranho, porque P' ç .V7' é facilmente demonstrável na metateoria. Nova-
mente temos que não há um modo satisfatório de axiomatizar tal questão dentro da teoria T

De outro lado, se de fato vale 7" # .VP, também argumentamos que '''P # ./y'pí"r é de-

$EEIBE ISSHHIÊ31Eâ! : :
Em algum sentido, temos a intenção de discutir a capacidade de um Sistema Lógico For-

mal expressar sintaticamente --e dentro de si mesmo-- questões da Complexidade tal como o faz
semanticamente --i.e., fora de si, na metateoria.

Quem sabe Sistemas Lógicos Formais não sejam suficientes para manipular as definições
da Teoria da Complexidade Computacional. Pense que esses sistemas podem ser incapazes de ex-
pressar as propriedades que distinguem as classes de complexidade P' e .A/P



Capítulo ll

Descrição dos Resultados

Neste texto, utilizaremos um alfabeto I' --que é um conjunto finito não-vazio de letras--
e, sobre e]e, ]" indica o conjunto das palavras de 11 Tomemos -L Ç 1" um problema de decisão --i.e
um conjunto qualquer de palavras do alfabeto I' e M uma Máquina de Turing sobre 1: Se r < u,
denotamos

L'(M) :- { (Z) € (1'*)' ll JW(F) tem aceite (ou M aceita a entrada #) }

e L(M). := Li(-M). Aqui, F := zo, zi, - . ,z,-i é uma r-upla de palavras do alfabeto ll Dizemos que
M aceita l, --ou que .L é o problema de decisão aceito por ]l/-- sse (i.e., se, e somente se,) -L = L(a/).

Todas as Máquinas de Turing que estaremos considerando são determinísticas. Os aspec-
tos nãcF-determinísticos das suas computações serão obtidos através da segmentação da entrada em
diversas fitas e da quantificação de parte delas. Iremos aprimorando a definição das Máquinas de
Turing no decorrerdotexto.

Fixemos uma (conveniente) enumeração .A4o Mi, . . . de todas as Máquinas de Turing so-
bre 11 Para r,k < cu, sejam -LÊ := L'(À/Ê) e .LA := Zt. Assim temos a enumeração .Lo, .Li, . . dos
problemas de decisão aceitou pelas Máquinas de Turina. Também seja a enumeração mo, Wi , . . . dos
problemas de decisão WI que contêm as palavras para as quais a Máquina de Türing .ÜA pára, ou seja .
W,:=Ízcl'*lla4.(z)pára(acomputação)}. ' ' ' '' ' '''"'

Notemos que nem todo problema de decisão -L é representado por algum í < o, tal que
.L = Li. Antes de tudo, porque existem incontáveis problemas de decisão. Entretanto, todos os
importantes problemas de decisão da Teoria da Complexidade Computacional estão na enumeração
(-Li)i<«, e chama-los-emos de aceifáuefs --de certo modo, eles fazem um paralelo com os conjuntosrecursivamente enumeráveis na Teoria da Recursão.
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11.1 Hierarquia da Complexidade Aritmética

Hinman [Hin78]. aiores detalhes sobre a Hierarquia da Complexidade Aritmética, vide, por exemplo,

O Teorema de Rice [Pap94] nos diz que toda subc]asse própria (: dos problemas de decisão
aceitáveis não é recursiva, o que significa que { i < w ll -Li € (: } não é um Ai-conjunto. Mais do que
isso, agora nós provámos que muitas dessas classes são E3--difíceis e que as classes de complexidade
usuais são E3--completas.

Indicamos por rZ/V a classe de complexidade composta pela intersecção das classes de
tempo linear e de espaço logarítmico. Lembremos que e.YP é a classe de complexidade de tempo ex-
ponencial. Todas as mais importantes classes de complexidade estão entre ,CZI/V e fÂ'P. De qualquer
forma, se necessário, podemos estender a classe f.Y? (para tempo duplamente exponencial, etc) 'no
teorema que segue

'teorema 11.1-1. Toda classe de conFIe)cidade e entre CZ.M e eX? é Ea-di$cil, i.e., o conjunto
{ á < «, ll .Li c e } é Ea-dWcÍ/. Isso aconjeclíJzdqende«felzzenfe de e ser, ou 7z'o, tlm; c/asse de como/exzdade
definida sobre propriedades complLtacionais. Em particular, as classes de complexidade CZN, C., 'P, 'PS'p.ACe .
f.t'7}, efc. são E3--como/elas. ' ' - '--'

Mais ainda, os silbconjuntos de números naturais C tais que

{ <wll-LiCZZIN'} Ç C' Ç {Í<wll.Lide.T7)}

constituem tlm sub-reticulado de conjuntos Ea-difíceis.

Em direção às classes de complexidade não--determinísticas, temos

Corolário 11.1--2. Cada níue/ díz híerarqufa poZílzolzzflz/ llE e EP (i?zc/zzí/zdo as c/esses ./VP' e
=o-Jç?), toda a hierarquia polinomia! ?'H e outras classes não--determinísticas(como .VC) são Ea-completas,
l-e., para n < u, os conjuntos

{Í<«,ll.LiCXl;}, {á<wllZicnE},

{ <wll.Lied'7Z} e {Í<coll-Liça/'É}
são Es-completos

Mais uma vez, não haveria nenhum problema em estender os limites de tempo exponen-
cial e de espaço polinomial acima para limitantes maiores ainda.

Usualmente, pari?,;tema função / : / ç Nk --> N (com À < «,)J'i O(/) é a classe de funções g

limitadas linearmente por /[ü] e Poly(/) é constituído pelas funções g que são limitadas polinomial-
mente por /[Üi] --todas essas g's têm o mesmo domínio e codomír\io que /. ' ""'"''-- r

i'J Iremos diferenciar o conjunto w da estrutura N. O primeiro será interpretado como um número ordinal e, o segundo,como o modelo sfalzdard da Aritmética

"J Isso é, existem a, b C N tais que g(ã) $ a/(M) + b, para todos ã c N.
liiil l.e., existem a, b, c C N tais que g(?ii) $ a/'(7ii) + b, para todos ã C N.
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Outra classe importante, denotada por OPLog(/), é a classe das funções g que têm ordem
linear com fator polilogarítmico, com respeito a /. Isso é, OpLog(/) contêm as funções g que têm o
mesmo domínio e codomínio que / e em que existem a, b, c c N t;is que g(M) $ a/(ü) log'(/(M)) + Z,,
para todos ã c N É claro que OPI.og(/) ç O(/2) Ç Poly(/). Também denotamos a função identidade
por Id(m) := m, em que m C N.

Teorema 11.1--3. Cadíz stlbcozz/zznfo de }zz2 meros nafula/s e?zfre;
01/

4. { < u \\ Mi tem terrLpo não..-determinístico linear cota fatos polilogaütmico },
01/

{ á < w ll -aã fem espzzço }zão--deferminüfíco /ogarífmÍco} ;

{ í < w ll Mi fem espaço 7zão--deferlnÍ/z8fíco eJponencfzzJ }

é Ea-dócil.

Mais ainda, esses conjuntos quejorem definidos por Máquinas de Turina limitadas por: tempo não--.
leterminístico, ou linear comjator polilogaHtmico, ou quadrático, ou polinomial, ou e)cponencial, ou Op\«g(f),
)u O(tfz), ou Po\y(f) (com f > umajunçüo recursiua); ou espaço não-determinístico, otl logarítmico,
O[t po/inom]a/, oz{ exp07zenc/aZ, ozr O(À), Oll Po]y(h) (com À 2 iogli«] alma ./unção recllrs/z,a) são E2-
completos.

Teorema 11.1--4. Exfsfe/tz./ützções rec]frsíuas /' c OpLog(]d) ç (9(]d2) Ç Poly(Id)["] --qííe
:em ordem linear com jator potilogarítmico (ou ordem quadrálica, ou ordem polinomial)-- e h' c O(\og)
--que tem ordem !ogaT'ítmica-- tais que, para todas@.nções recursiuas f > .f' e h > h', temos qlte os conjuntos

{ á < w ll .A/. zoar em tempo ?zão..-defermítzêffco/ }

e

{ { < co ll .A4i roda elíz espaço não--defermf/zhffco h }

são lll-como/elos

11.2 Certificação e Imposição de uma Indemonstrabilidade/
Independência

Inicialmente apresentaremos algumas definições. As linguagens lógicas aqui consideradas
sempre,serão assumidas como contendo, para cada á < u, um termo livre de variáveis ã, que precisa
sel obtido efetiuamente.

Sejam R Ç o uma relação unária (ou uma asserção unária), T uma teoria e nR(zJ"' := P(z)
uma fórmula com apenas z sendo uma variáve] livre. Defina

.rx := {i < «, ll T [-- "R(iy"}
['"] Assim, para todo m C N. /(m) ? Id(m) := m e h(m) ? log(m).
lv} Lembremos que Id é a função identidade.
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e

{í < «, ll ]" F-- --."a(iJ"}
Logo dizemos que

e
A fórmula nn(z)"' expresslz R em T sse, para todo {
-R({) vale sse T f-.- "'R({J"'

< 0,

e A fórmula '''n(zJ"' representa -R em T sse, para todo í < w,
se R({) vate. então ]" f-- "a(il"T e, se .R(i) não vale, então
]"F-- (í)'' ' '

e A fórmula nR(aJ"l" qerf@cíz.#acízmetzfe R ellz T sse, para todo
' < w, se T f-- "R(i)'Tentão .R({) vale. '

e A fórmula "'n(zJ"l'' cerf@ca R e/n T sse, para todo á < w,
se r f-- rR(iJ"T então -R(á) vale; e, se 7' f.- nFR(á)'T então
R(í) «ão vale.

e A. re\anão R impõe ilha indemonstrabilidade ettt T sse, para
cada certificação fraca "'B(zy'' de -R(r) em T, existe q < co
tal que R(q) vale e ''R(q)"' é indemonstrável em T (i.e.,
r }'-rR(qJ"'). ' '

e A relação R ímpõ! uma í7zdq7eFzdêrzcfa em T sse, para cada
certificação "R(açy"' de R(gç) em T, existem q,r < c./ tais
que -R(q) vale, R(,) não vale e nR(çJ"' e "R(rJ"' são in-
dependentes de 7' (i.e., T }z-- "'n(çJ"T T r-. ="a(çJ"' e o
mesmo para "'R(rJ"D.

e
A. re\anão R impõe alma {ndemonstrabilidade/independência eln T sse, ao mesmo tempo,
R e R' --a relação complementar de .R-- impõe uma indemonstrabilidade em T

Façamos agora algumas observações sobre as definições acima. Quando T é uma teoria
consistente, tanto uma representação, quanto uma expressão em T implicam uma certificação (fraca)
em T. Portanto, se uma asserção unária -R impõe uma indemonstrabilidade em T, então R não tem
nem representação, nem expressão em T

Nenhuma asserção .R tem certificação em uma teoria inconsistente T. Supondo, ainda
mais, que -R é não---trivial (especificamente -R # w), então R também não pode ter uma certificaçãofraca em T

Também, se T é uma teoria completa, certificação em T implica representação em T. Cada
asserção representável em uma teoria axiomatizável e consistente 7' é recursiva. Logo, uma teoria
axiomatizável, consistente e completa T ---como, por exemplo, a teoria dos corpos reais fechados--
zão pode cerf@cízr asserções não-recursivas ---como são quase todas as asserções neste trabalho.

Observe que, em formulações gerais, não é tão simples obter-se uma certiâcação em uma
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teoria. Antes de mais nada, 7' precisa ser consistente. Mais ainda, para se obter uma certificação de
uma asserção -R em,T, precisamos ser capízzes de cod@ca7, em algum sentido, as propriedades de$/zidoras
de R denf70 de T. Note que, se -R não tem certificação em um teoria, então ela impõe trivialmente
uma indemonstrabilidade/independência nessa teoria. Por isso, estaremos sempre supondo que as
nossas teorias são extensões consistentes da Aritmética de Robinson, PA.

-......... Entretanto, quando supomos que existe um modelo ]l/ da teoria T (i.e., M F T), cada
fórmula '' .R(zy'".que e)pressa a asserção R sobre o modelo -A/ --isso é, para todo < w, M f:: ''R(iln"
sse R(á) vale-- é imediatamente uma certificação de .R em T

Portanto temos um modo natural de obter certificações, desde que possamos admitir a
existência de um made/o sfandízrd M da teoria T e que a sua linguagem seja capaz de codificar as
propriedades definidoras da asserção R em JI/. A idéia de "modelo sfandízrd" é exatamente que sua
linguagem expressa a mesma coisa, tanto dentro do modelo, quanto fora --i.e., na metateoria.

No nosso caso, podemos codificar as questões da Complexidade Computacional --usando
a linguagem da Aritmética de Peancr-- no conjunto dos números naturais N. Lembre que N é o mo-
delo standard da Aritmética de Peano, PA, e que ele pode ser interpretado --de modo absolutcr--
dentro de todos os modelos da Teoria dos Conjuntos de ZermelcF-Frankel, ZF. Assim existem
certificações em PA e ZF de todas as asserções contidas neste trabalho. Entretanto, é de se notar
que cada uma dessas asserções tem diversas certificações distintas e é impossível determinar uma
delas como sendo "a canónica'r

De outro lado, observe que uma asserção R que impõe uma indemonstrabilidade/inde
pendência em uma teoria 7' também impõe uma independência em T; mas, em situações atípicas, a
recíproca pode não ser verdadeira. Já quando R impõe uma indemonstrabilidade em 7' e '''-R(aç)nr é
uma das suas cerüficações em T, existe q < w tal que R(q) vale e também '''-a(çJ"' é í/zdqendmfe de T

Agora, em vista dos três teoremas prévios e seguindo Hájek [Háj79], temos diversos resul-
tados de independência.

Teorema 11.2--1. Se/a 7' time feorfa axionzaflzáueJ. l.ogo

(i) tomando-se as .funções recursiuas f' linear cota jator potilogarítmico e h' logarítmica
io Teorema l\.1--4, parti.funções recursiuas if 2 f' e h 2 h', cada asserção

"M. roda em tempo não-determinístico j

e

'M. roda em espaço não"-determinístico h"

'-em que = é n única uariáue! livre-- impõe finta indemottstrabilidade em T

(ii) Para .futtções rectlrsiuas j > .função idelltidade) e h .Z \og (a .fittlção logarítmica),
cada asserção

Mz telll tempo lido-determinístico OpLog(..f)" Wi\

M, tela espaço não-determinístico O (h )"J"iü
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"M, fem femp0 7zão..-defermínhtfco Poly(/yl]"':i]

M. tem espaço não-detertninístico Poli(h)",

"M, teta tempo não-determinístico linear cota jntor polilogarítmico" ,

" M. teta tempo não--determinístico polinomial"
e

M. teta espaço não-determinÍstico logarítmico

(e outras) impõe lema indemonstrabilidade/independência em T.

(iii) Para cada classe de complexidade e etn que CZN ç e ç eX'P, a asserção

'z, c e

impõe uma indemonstrabilidade/independência etn T

(iv) Se T é também ltlna teoria consistente, não existem, nem represen tição, bem expressão
e/tz T para as asserções ízcíma. H

11.3 Aritmética de Peano e o Problema P g: ./v'P'

Com isso em mãos, podemos pensar sobre a Aritmética de Peano, PA (uma teoria axioma-
tizável), seu modelo canónico N F: PA e duas fórmulas tais que, para cada á < w,

N F "'Zí C Pi" sse .Li € P'

e

N E: "lLi € ./«P' sse .Li € ./VP

Tomando outra fórmula

''p-.N'p' := 'qacç''L.cNPn -+"L,ç:P').

temos que N F "P = ./VPi" sse P' = ./V7'. Essas três fórmulas certificam as suas respectivas asserções
em PA. Observe que todos esses argumentos também podem ser tomados para muitas outras teorias
axiomatizáveis e seus modelos canónicos, assim como ZFC (se consistentes.

Considere os seguintes subconjuntos dos números naturais:

{á < w ll -Lj € 7''},

N'P := {i< ollZíC./«P},
/NP := {í < o ll PA F--".Z)í c ./v'pn}

existem a, b, c € N tais que "A4, roda em tempo nãndeterminístico a . log'(.) + b
existem a, b C N tais que "it/, roda em espaço não-determinístico a . +b'l
existem a, b, c C N tais que "À/, roda em tempo nãu-determinístico a/'(.) + b'l

[vi] l.e

[vü] l.e

[vüi] l.e
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e

-r--p {í < w ll PA l-- "Zi # 7)'}
Sejam também

IJ«pnl.p { < w ll PA F-'-"Zi € .W'7)" ,\ "Zi g pn},

NP \. ÇIK'p u P) {{ c .WP \ P ll PA }c-- "lí c .VPí"},

{Í € NP \ P ll PA }c- "Z{ g lpn}NP \ Çl-? U P)
e

JiN,p '. P \. IWP {{ c p ll PA F- "'z{ € .A/'l)'}

n
D conjuntos nao vazios

Assim o Teorema 11.2--1.(iii) nos indica que /.Afl:' $ A/P' e P # .r:7,' Logo observe que

(i)

(ii)

NP\P

NP\lKP

.4 Ú(JXP U J-?),

JNpUJ'N,p + ®

e

(iii) /-.p Ç (-LP u P)' # a

Portanto, pelo Item (ii), se JhP a, então P' # .VP. Também

PA f---'''P # ./V7i" sse -4 # a

Supondo.P # ./V7', pelo Item (i), ou .4 # a, ou J.Af7:' U J-? # a. Mais ainda, os Itens (ii) e (iii) sugerem
que JX? U /.p não pode ser um conjunto vazio e que a chance de se ter PA F- '''P # ./V7i" diminui. à
medida que o conjunto J.yP U /.p seja maior.

11.4 Teoria da Recursão com Complexidade

Nas demonstrações dos teoremas das Seções 11.2 CerfÚcação e Imposição de zfma J?zde nonsfra-
b//idade/Tndependêncfa e 11.6 Imposição de l7zdetnorzsfrízbí//andes Fixadas,'utilizaremos o Teorema do Ponto
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Fixo 11.4-2. A sua formulação original na Teoria da Recursão só consegue certificar a existência de
um ponto fixo que é, ao mesmo tempo, uma das entradas de uma dada Máquina de Turing e o índice

uma segunda Máquina de Ttiring que simula a computação da primeira. Aqui, simulação apenas
signiHca que ambas têm a mesma saída, mas não há nenhum controle sobre limitantes de tempo e

Modificaremos a prova dos teoremas da Teoria da Recursão, buscando simulações que
preservem, conjuntamente, tempo com eficiência de ordem linear com fator polilogarítmico e espaço
com eficiência de ordem linear. ' ' '

Se M e .N são Máquinas de Turing e Z e g' são palavras do alfabeto E então t(-M(Z, g) ) indica
o tempo da respectiva computação e s(.A/(F, g)), o espaço' Agora fixando as palavras'Ü dizemos que
M(/, É7) é bem--slmzz/ado por .N(g', f) sobre € (Z variando sobre as palavras de I') e denotamo-lopor

UW,ã) <: NQe,ã)

sse N tem./ífas de entrada para alocar apenas entradas no formato (F, ©') e existem funções / linear
com fator polilogarítmico e A linear tds que, para todos Z (fixados os g),

M(g7, z)

t(m(ã',z)) $ t(.V(g,F)) $ /(t(-W(g,F)))
e

.(-W(Z7,Z)) $ s(.N(©',Z)) $ À(.(n'(g,Z)))

Para os próximos resultados, precisamos restringir as nossas Máquinas de Turing
incluindo a enumeração .A4o, .A/i , . . .-- àquelas que operam com somente dlíaslfas de frízba/bo (ou um
]imitante maior para o um número de fitas de trabalho).

'lbmbém fixamos O, 1, . . como uma enumeração recursiva canónica das palavra de ll Essa
enumeração precisa ser feita por uma associação de duas vias: i < w F-> iC I': (também denotada por
í, i.e., i :=: í) e a sua inversa z c I': H 8 < w. Aqui, I': é o conjunto de palavras de I' sem a pa/aura
uízzfa e. Para nós, um vedor F sempre representa uma sequência de elementos z{, . . ., zj (com á, J < c./).

Se / for uma função recursiva r-ária (com r < w), existe uma Máquina de Turing .il/. tal
que. para todo { no domínio de /, /(í) :- ]l/.(i) e, para os demais {'s, -í14. não pára. Aqui, .ilZ.(i) (:=

.A/c (i)) é o número natural que é codificado pela palavra de saída da respectiva computação e i(:=
i) denota a codificação do número natural { por palavras de r. O número c é chamado de nzímero
írzdíce de / (é claro que ele não é univocamente determinado).

Teorema da Máquina de Turing Universal e da Parametrização ]1.4-1. Dados r, q, c, b<
u, pode-se obter efetiuantente u < w e tlmn .função recursioa (total) (c + b + 2)-ária u (i.e., o seu número índice)
Íris que,para todosi,j,no,. ..,nc-l,mO,. .,mb 1 < u,

(i)

(ii)

.a6(.W,(Z),ã') <8,g Mu(i, j, F,Í),

MJ (.aã(S, F), ã, i') <í,g Mu(á,j,ã,M)(F, g)
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e, pala todos ã C F: temos

(iii)
'A4À;:?Õ)(ã, g) <g Mu«,,,ã,@(F, yD;

em que as palavras =o, . . ., zr-l, yo, . , yq-l estão variando em F* AJtinção D é chamada de parâmetro
indexados (total) eM«, de Máquina de Turing Universal.

Quando M tem as primeiras palavras da entrada # (sobre I') fixadas, denota-la-emos por
M(ZI Além do mais, M <, -N indicará M(8) <z .N(8) (com as palavras zo, . . ., z,-i variando em I'*)
ou apenas por a/ < ]V, se a Máquina de Turing M usa no máximo r fitas de entrada. '

Teorema do Ponto Fixo 11.4-2. Sdízm r, c, b < co e u/na./função reclrrsíoíz pízrcfa/ u?zárlzz .f, com
domínio l Ç w e tendo illti dos selas números índice q < u conhecido. Pode-se encontrar efetiuamente.funções
'ecutsiuns parciais ttnárias e e d, que têm domíttios l x u'+b e l x u', respectivamente, tais que, para todos
á C -Z' e nO,.. ., nc-l, n7z0,. . ., mb--l < cd,

(i)

(n)

À//U(H,e(í,ã,M» <' M'(i,ã,ã);

J4a,'0'» <, Ma«,'0;

Q

(iii)
se a Jtlnção f é constante otl Mf(i) lisa lltti número limitado defitas de entrada (para
Lodos i < w), então ' '

J4a,'e,w < Ma«.O

Mais ainda, sejam g tllna .função recursiua parcial uniria, M tlmí! Máquina de Turina --que com-
pita usando sotnente duasfitas de trabalho-- e h uma .função recttrsiua parcial (c + l )-amaria. Então, existem
e, d, € < co tctis que

Ã4g(e) «, a4e;

@(d) < Ma;
e, para cada no, . . ., n.-l < u, temos

h(z, ã) Mz (ã).

Nesses casos partictttares, se as.funções e a M.equina de Turina são "construtiuamente obtidos" (i.e. .
conhecetnos explicitamente os selas números índice), então podemos obter efetiuatnente os núnteros e , d, € < w

11.5 Imposição Efetiva de uma Indemonstrabilidade

Surpreendentemente, algumas vezes, para uma asserção R(z) que impõe uma indemons-
trabilidade em uma teoria 7', a existência de e < w --para cada certificação fraca n-R(zJ" -' tal que
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R(e) vale e a sentença nB(eJ"" é indemonstrável em T, pode ser obtida eáefíz;ízmenfe. Sempre que isso
acontece,

e dizemos que R impõe efetiuamente uma {ndemonstrabilidade em T

Diremos que uma teoria T é axíomízffzáoe/ sse conhecemos explicitamente uma Máquina de
Turing Mh --isso é, o índice de codificação A < w-- que aceita os teoremas de T.

No Lema IV.l--l, mostraremos como Hlartmanis e Hopcroft [HH76] provaram uma forma
forte da afirmação: para cada q < w, "M,(q) não pára" impõe efetivamente uma indemonstrabilidade
em uma teoria axiomatizável 7'

Já havíamos comentado sobre outro resultado de Hartmanis e Hopcroft [HH76]. E]e nos
fornece uma prova de que a asserção ".A4a tem tempo determinístico polinomial" impõe #efluame/zte
uma indemonstrabilidade em uma teoria T. Esta é uma das afirmações do Teorema 11.2--1.(ii), entre-
tanto não considerando mais o ponto de vista dos limites de tempo/espaço zlão--defermí?züfícos, mas
agora concebendo a existência como sendo é;áefioa. Contudo, nessa prova, como dissemos, a teoria 7'
precisava ser mais do que simplesmente axiomatizável. Evitando essa restrição, temos

Teorema 11.5--1. Sda 7' uma feorfa ízxfomafízáue/. Então cada asserção descrífa no Zeore/na
1.(ii) impõe efetivamente ma índemonsfrabf/idade na feorfíz 7'li.2.

Portanto agora sabemos que existe a Máquina de Turina N para a qual, dado h < o, /V
ece e < cd tal que a Máquina de Turina Me --em que o índice de codificação é e-- tem espaço

nãcF-determiHÍStiCO logarítmico, mas a asserção "M. tem espaço não-determinístico logarítmico" é
indemonstrável na teoria axiomatizável Th --que tem A como seu índice de codificação. Aqui, TA
precisa apenas interpretas corretamente a asserção em questão ".A4= tem espaço nãcF-.determinístico
logarítmicos que tem apenas z como variável livre

Também podemos completar esses resultados para as afirmações com uma função fixada,
como segue

Teorema ll.S-2. Stlpondo-se que T é tltna teoria nxiomütizáuel, cada asserção fornecida no
Teorenzíz 11.2--1.(i) impõe efet ívamente t/nla í zdemo?zsfrabí/idade em T. ' '

11.6 Imposição de Indemonstrabilidades Fixadas

Sejam uma asserção -R(z) --ou uma relação unária sobre co-- e uma teoria T. Defíni.
mos

e Se, para cada CSrtifí(T$ão fraca "R(z)'' de R em T e cada k < a, existe q < co tal
que .Lç = .Lk e nn(q)"' é indemonstrável em T (i.e., T }c- na(ç)'D, então dizemos
]ue R impõe indelttonstrabilidades .Piadas em T

e
Se, para cada certificação n-R(aç)'r de R em T e cada k < w, existe g < w ta] que
Lç - .Lk e ''.R(çJ"'é independente de T (i.e., T r-- nR(qy"'e T }c- ---nX(çJ"D, então
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dizemos que R impõe independências ji)dadas em T

e
Algumas vezes, conjuntamente R e R' --a relação complementar de .R-- impõem
indemonstrabilidades fixadas em T. Assim dizemos que .R ímpõelorfe/mente í/zde-
monstrabilidades .$xadas etn T

e Quando -R impõe, ao mesmo tempo, fortemente indemonstrabilidades fixadas
e independências fixadas em T, dizemos que -R impõe ítzdemonsfrabí/fdízdes/ç/zde-
pendências fixadas em T

Dizemos que uma asserção unária C? Ç w fe zz propr/idade da dfÚe/onça ./imita de proa/Chás de
decisão sse, para cada {,j < w, se o problema de decisão .Li difere apenas finitamente de Zj, então
Q(á) vale sse C?(j) vale. Tal asserção Q pode ser pensada como C?(z) := ".Z,, C p'l com z variando em
u, por exemplo.

teorema ll.GI. Sejatn T uma teoria axiolnatizáuel e R, Q Ç Q duas asserções unárias tais que
R Ç Q (i.e=, para c(üa i < w, se R(ã) Date, Q(i) também vale) e Q tenha propriedade da diferença finita de
problemas de decisão. Logo:

(i)
;e"R(:i;'fv é umti certi#cação )'aca --o!{ unir certi#cação-- de R(a) em T, temos que,
p«,« todos k, Z < «,, exfsfe q < w f«Z qu', se, ou zk ç -Lz, o" .L/ ç .CiJ''j e Q(Z) Lao
o«Ze, e"fão .L« = ZÊ e "a(çJ"' é í«demonsf,áue/ .m T (í.e., 7' }z-- ''B(qJ"r).

(n) ;apondo, mais ainda, que R = Q, "R(ac'FV é tlm certi#cação de R(z) em T e R(k) Date,
então '' R(q'fr é indepelldente de T (i.e., também T P-- --rR(q'Fvi--e ainda R(q) vale.

O Item (ü) segue direto do Item (i) Se R(k) vale e .Lq = ÉÊ, como R tem propriedade
da diferença finita de problemas de decisão, .R(q) também vale. Pela certificação, --':R(q)nr é inde-
monstrável em 7' também. A prova do Item (i) será feita no próximo capítulo.

Notemos que, no caso geral, ".R impõe fortemente indemonstrabilidades fixadas em 7'"
não implica que R impõe independências fixadas em T" e vice versa. Entretanto, a implicação de
ida vale quando -R tem propriedade da diferença finita de problemas de decisão e, assim, podemos
concluir que "-R impõe indemonstrabilidades/independências fixadas em T'l Com efeito, se R tem
pt:pTjl:dade da diferença finita de problemas de decisão, RC também a tem. Para uma certificação
''-R(ay'' de R em 7' e um k < w, use o Item (ii) em .R, se R(#) vale, e em .R', se R(k) não vale.

Observe também que, se R(k) não vale e tomando-se q := A, pela certificação fraca, nR(q)'''
é indemonstrável em T. Assim, usando o teorema acima, facilmente temos o que segue:

Teorema 11.6-2. Soam 7' Ilha feorfa axiomaffzáz;eZ e R ç w zlzna asserção zi7zár/a. Para
mosfraz qzze R. i.mpõe indemonstrabilidades fixadas em T, é szeácfe?zfe obra' otzfra asserção
amaria Q ç w de tül modo qtle:

a) Q 2.R;

Quando fixamos somente uma das possibilidades, ou LA ç Lz, ou Lz Ç Lx:, a existência de q é eÚeffua
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b) Q tenha propriedade da d#erença .Brita de píobtetnas de decisão; e

para todo k < u tal qtle R(k) palha, existe € < to para o qua!, Olt LK Ç Lt, ou Lt Ç LK,

Agora suponha qtle.

a) R tem propriedade da diferença .Pnita de problemas de decisão; e

b) parti todo k < u, existe € < w para o qual, ou Lk ç Lt, otl l,t ç LK
etttão R(.e) não Date; e, se R(k) não aRIe, elltão R(E) unte.

e; " -R(k) «/e,

Logo te17zos gire -R impõe indemonstrabilidades/i.ndependências fixadas em IZ'

Vejamos algumas aplicações desse teorema

Corolário 11.6-3. Para u17za teor/a axíomaf/záue/ T, a asserção ".L, c P" --com n sendo a iíníca

)nriáuel !jure-- impõe. indemoTtstrabilidades/independências fi)dadas em T. O mestno con tinha válido para as
:lassos de complexidade ttsttais, tais como C, N P, co--N'P, 'P't{,'P8'FACE, eX'P e NeX'P, ao invés de'P

Note, mais uma vez, que é possível estender o resultado acima para uma classe de com-
plexidade maior do que .VeZP

Agora seja uma asserção unária R ç w para a qual a validade de R(í) implique na va-
lidade de "-Li c p'" (para todo á < w), como, e.g., a asserção R(z) := ".A/z tem' tempo (não--.)de-
terminístico polinomial'l Logo uma certificação fraca de R(z) também é uma certificação fraca da
asserção "-L= C p'l O Corolário 11.6-3 nos mostra que esse R também impõe indemonstrabilidades
fixadas em 7'. Mas esse resultado não é interessante porque, já na mefafeor/a, para todo k < w tal que
JWk tem tempo não"-determinístico polinomial, existe efetivamente q < u tal'que .Lç = .Lk e M. não
tem tempo não-determinístico polinomial. Dessa maneira, daqui para frente, nós só preocuparemos
impor indemonstrabilidades fixadas (em uma teoria) para .RC --a relação complementar de .R.

Dizemos que uma asserção unária Q ç co fem praprledade de ca--/{mífe de tempo sse, para
{, .j < u, se Jt6 roda em tempo de ordem linear com fator polilogarítmico, com respeito à .A/., e Q(.j)
vale, então Q(í) também vale. Uma candidata para tal asserção é C?(z) := "JW= não tem tempo não-
determinístico polinomial'; em que r varia em u.

Lembremos que M é bem-símu/ada por uma outra Máquina de Turing .N, que denotamos
por M < N, quando -N não usa mais fitas de entrada do que M e, com respeito às fitas de entradas
utilizadas por -N (suponha que elas são r < u), temos:

a) a mesma aceitação/rejeição de ]l/ e -N --logo .L'(M) .L' (.N) ;

b) M não gasta mais tempo do que ]V e .N roda em tempo de ordem linear com fator
polilogarítmico, com respeito à M; e
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d M não gasta mais espaço do que .V e N roda em espaço de ordem linear, com
respeito à .íl/.

O teorema que segue melhora os resultados dos Teoremas 11.6-1 e 11.6-2 em direção aos
limitantes de tempo nãcF-determinísticos. Pílra duas Máquinas de Turing M e ]V, dizemos que M' é
be}7z-tempo--sím]z/ada por .N (denotado por ]l/ < .V) quando os limitantes de espaço --i.e., Item cll-.-- são
negligenciadosna definiçãodebem--simulada. ' ' '

Teorema 11.6-4. Se/aln T tema feorüz a;rlomaflzáz;eZ, R ç Q Ç u duas asserções unárías fa/s que
Q tenha propriedade de co.-.limite de tempo e "R(n'fa'' seja umn certi$cação j'aca --ou tlmn certi#cação--- de
R(z) em T

:nJ ::H)$ Z 8 rl%gr'
Paríz mostrar qlíe .R impõe indemonstrabilidades fixadas em T, é sz{/íc/e/zfe obter

ozzfra asserção línál/a Q Ç u fíz/ qlle; '

a) Q 2.R.

b) Q tenha propriedade de co-limite de tempo; e

0 para todo k < u tal qtLe R(k) Talha, existe € < u para o qual LTn Ç l,.+t ---em que
r < u é o nllmero de.fitas de testemunha usadas por Mlt-- e Q(e'j'não vale.

Agora vamos à sua aplicação

Corolário 11.6-5. domada ul a feorfa axZollzaf/záoe/ 7', a asserção "M, fe/7z tempo não--defer-
ninístico polinotttial" --etn que = é a única unriáuel livre-- impõe fortemente indemotlstrabilidades f:fadas
zm T. O mesmo acontece nos casos tais colho de tempo não--determinístico exponencial, e de espaço não-
determinístico logarítmico e potinomial.

11.7 Observações sobre os Resultados

Observe que, somente com respeito ao Teorema 11.2--1.(i), como sabemos apenas que essas
asserções R são lli-completas, não conseguimos dizer se a asserção complementar Rc também impõe
uma indemonstrabilidade em uma teoria axiomatizável. Logo permanece a questão de verificar se R
impõe uma í?zdepetzdê7zclíz nessa teoria.

Falta achar a exisfêzzcííz ( áefiz;a para o Teorema 11.2--1.(iii) --assim como feito pelos Teore-
mas 11.5-2 e 11.5-1 com respeito aos Teoremas 11.2--1.(i) e (ii). Ainda está em aberto se também pode-
mos estender os mesmos resultados de tgêtíufdade dos Teoremas 11.5-2 e 11.5-1 para a imposição de
uma indemonstrabilidade/independência em uma teoria axiomatizável. ' '

Possivelmente conseqüências sobre os conjuntos difíceis obtidos pelos Teoremas ll.l--l,
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11.1-3 e 11.1--4 ---e seus intervalos (i.e., gaps)--
plexidade podem ser melhor investigados.

Com respeito ao Corolário 11.6-5, continua em aberto se é possível provar que asserções
tais como "M, tem tempo não-detemünístico polinomial" (do Teorema 11.2-1.(ii» impõem í/zde-

pe/zdêlzcfas.#xízdas em teorias axiomatizáveis. Também permanece para se fazer esse tipo de extensão
par; :asserções como "M, roda em tempo não--determinístico /" (do Teorema 11.2--1.(i», em que / éuma função recursiva fixa. ' '' '

e outros resultados da Teoria da Recursão com Com-

por outro lado, os Teoremas 11.6-1, 11.6-.2 e 11.6-4 (especialmente os dois primeiros) forne-
cem critérios para impor indemonstrabilidades e de independências fixadas em uma teoria axioma-
tizável para. asserções muito mais gerais --não necessariamente envolvendo propriedades de classes
de complexidade-- daquelas apresentadas aqui.

Finalmente, também permanece para um estudo mais detalhado saber se os nossos resulta-
do? de indemonstrabilidade podem ser úteis na tentativa de se chegar à independência do problema

Nos capítulos que seguem, iremos provar os teoremas descritos até aqui.

11.8 Conseqüências ao Problema P :; ./V'P

Neste momento, obtemos outros resultados de indemonstrabilidade e de independência,
agora especificamente dizendo respeito ao problema P' :: ./V'?. Como conseqüência, temos interesse
em chamar atenção sobre o que poderia ocorrer no caso de Sistemas Lógicos Formais não serem
suficientemente fortes para resolver esse tipo de problema.

restante desta seção,.suporemos que T seja uma teoria axiomatizável em que, para
todos i,j < u distintos, ela consiga interpretar essa diferença, i.e., T f--- # .j - '' '

11.8.1 Estendendo uma Certificação

Tome uma fórmula ''ZI,:, c y«p'l'' que seja uma certificação da asserção ".L, C ./V7'" em T.

Suponha que para algum e < w, 7' )C.-it:E:'ê.VFm' e tenhamos a informação que .L. c
./VP. Observe que o Teorema 11.2--1.(iü) o Corolário 11.6-3-- comece-nos este tipo de e. Assim
podemos acrescentar essa nova informação à ".[.::: € XP'r tornando-a mais expressiva. Tome outra
fórmula como sendo

'L. e.MPn' 1= Tf:i=:'ê'l<Í;i5m' ''J (== e)
((, ,' ') - 'Z;ÍM')

Portanto?,f-- ''ll. C ./«pi"r e vejamos que "Z, c ./V'7i"7' também é uma certificação da asserção

Com efeito, como -Le C ./V'P e T f-- "'L. € ./V'7)Í"; levaremos em conta somente á < w em

Se T F-- ''.Li C .VPÍ"/ então T f-- ''.Z,i € VP'T' e. pela certificação em T, .Z)Í c ./«P. Agora, sequeime
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T F- "Z{ ç! JV7i"/ então T f-.- ''Zi g J\r7í"' e, novamente pela certificação em 7', .Li g ./V7'. Note que
essa propriedade continua funcionando quando trocamos a certificação em T pela certificaçãoÉuca

Aplicando novamente o teorema supracitado, continua existindo d < u para o qual .L.i €
.Ar7) e 7' }L- '' .La C ./V'?''7' Podemos repetir esse passo um número finito de vezes.

])or outro lado, também podemos supor que para algum e < w, temos que
T JL- nZe g /V'7í"' e L. g .VP --fornecido novamente pelo Teorema 11.2--1.(iii) ou Corolário ll.G-3.
Então, dada a fórmula

temos m e T f"- nZ. g .y7i"r e 'rZ, C ./«Pí"l" permanece sendo uma certificação da asserção ".L, c

' L. c NP''

11.8.2 Indemonstrabilidade com respeito a 'p a .A/''p

A questão P = ./VP' é uma asserção sem parâmetros indexando-a. Portanto a idéia de
cerf@cação na teoria T não se verifica. Internalizamos essa questlofm T por uma única sentença --
i.e., uma fórmula livre de variáveis. Diremos que uma sentença nRml' := a psetído-cerfzÚca a questão
R--i.e.,Réumaasserçãonãoindexada--emTsse ' '

r f--rRn' ::::+

r f-.-

R vale,
R não vale

Note que, se -R vale, todas as sentenças prováveis são pseudcF-certificações de R em T e, se .R não
vale, as sentenças refutáveis o são.

Antes de mais nada, denotaremos por V"z < w"p(aç) --sendo p(z) uma fórmula-- uma
sentença em que supomos que

r [- v"z < «,"P(z)
implique que, para todo { < co, T 1-- p(í). Podemos pensar a teoria T como sendo, ou a Aritmética
de Peano, PA, com a quantificação normal Vzg(z), ou a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Frankel,
ZF, com a quantificação Va < wp(=) --lembre que w é absoluto em ZF

Agora fixamos ''Z,. C 7í" e ''.Z,, c XPma' como sendo certificações em T, respectivamente,
das asserções "-L, c P" e "-L, c ./VP''l Note que, para isso, 7' precisa ser mais do que consistente.

O Teorema ll 2-1.(M) o Corolário ll.G-3-- mostra-nos que existe e < w tal que Z. €
P Ç .V? e T }c- FZ. C pí"' Dada novamente a certificação em T definida por

'L.c.N'Pn' "L, C ./V'7'"' V («: = e),
podemos tomar a sentença

'P - .M,Pn' "'P .) .W,Pn'
""« « «"("', ' '''pn' --* 'Ü"ê?")
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Então a sentença '''P .:./y'Pí"rpseudo--certifica P' 2 .VP em T. Mas observe que sabemos,

T \F-.- ''p - NP''

Com efeito, caso contrário, para todo í < w,

' F- ("': ' "'pn' --- 'E;E'P')
masTF--nZ. C .VP'' e 7' }L-. ''. :: , '

11.8.3 Observações

Não sabemos se a sentença original

"", «: «," ( «, :: « ,' '
--mesmo contendo menos informação do que nP = ./V'7i"7:- é, ou não, indemonstrável em T

Vejamos também que há diversos modos "não honestos" de se obter tal indemonstrabili-
dade. Seja a uma sentenca indemonstrável em T assumindo 7' consistente-- e suponha que exista
d < w talqueTF-.-nZd é &;Fn7' Defina ' '

"'z, c 7''' : c p'' A ((:« d) -+ a)

nn: niw hE fH3 =:=:u? :::::
""" .:: «" (rl, . .V7'"' H "';, ' P'')

também é indemonstrável em 7'. Não foi isso que fizemos

As sentenças "'Za C pí"r e ".ZI,, C 7)í"r são certificações da asserção ".L, C P" em T e não
existe nenhuma razão para preferir uma no lugar da outra. Em algum sentido, a última é até mais
forte --porque consegue descrever mais informações-- do que a primeira. Assim dizemos que essa
extensão foi feita de um modo /zonesfo

Lembremos que sempre existem diversas maneiras distintas --mas, na metateoria, todas
equivalentes entre si-- de descrever formalmente uma mesma questão da Complexidade Computa-
cional. Mais ainda, não podemos escolher uma delas e dizer que ela é a melhor.
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11.8.4 Adicionando Axiomas

Suponha que ajeoria 7' tenha um modelo .A/ 1- 7' --pensemos ele como sendo um modelo
standard. Sejam ''-L, c p-'' e ''Z, € ./V7)"' exptessízndo as respectivas asserções sobre M; isso é, para

+::+ Li ç: 'P,

'H:+ Li ç: .K'PM 1: nZi C JUP'

Então ambas fórmulas ''-ZI,. C 7Í"r e ''.Z).. c y«p'g' são automaticamente certifícações das respectivas
asserções em 7'. Tome e < w e as fórmulas "'Z, c ./VPi": "P - VP'r e nP - ./V7)Í"l' definidos comoacima. Assim

"'' F ("--.'"'pn'-E':M')
ü T F-"'P = N'P .

Quando 7' }c "F ']7;Fnl' podemos fazer a extensão

r' -.= T-F"P ='N;P'.

Se acrescentamos de modo indiscriminado o axioma ":P - #P'q' --ou sua negaçãcr-- em T, podemos
perder as certificações de nZ;'ê"Fm' e "-ZI., C #P'7' na extensão 7'{ Então, para garantir que elas

pe:lll;1lecem sendo cert Hcações em r! suporemos também que M E: ifF';.VFT assim M f:: r' (e

Portanto temos que T' l.-- ":P - VP'' e T' }C- '''P = ./V'pnr (e M f: ''P = .V7)'l).

11.8.5 Indemonstrabilidade com respeito a 'P Ç .A/''p

Por outro lado, algumas coisas podem ser mais complicadas ainda. Tome um problema de
decisão .Z) € 7). Pelo Comlário ll 6-3, existe e < w tal que Z. = .L (c 7'' Ç .A/7'') e T r--i'Z. c J«p''

"Z, CP'' : 'V(z
Portanto T f-.- "Z. € pí"r e T }L.- n:E;'ê.VFm' Tomando a pseudcr-certificaçãorurLailtul F-- .be e: /' e ] }' -Le C./VP

''P Ç NPn'
""« ':: «"("', ' Pn' --, 'E;ê"&F'')

em T, ela é indemonstrável, isto é,
T r- "'P Ç .VPn'

Entretanto, se tudo estiver ocorrendo bem, precisamos ter que 7' f-- "P C XP'T sendo

'F'Em' :- ""« ':: «"( «, -: ,' ' --, 'E=ÍM')
Isso porque a asserção L, C P pode ser somente uma restrição sintática da asserção .L, c ./VP ---em
que não utiliza a assistência das testemunhas, assim como definimos anteriormente
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11.8.6 Não-construtibilidade

Agora desejamos estudar o outro lado. Sejam novamente rZ, c Pna'' e rZ, c ./vp"''
certificações.das respectivas asserções em 7'. Observe que {á < wllT f-.-- nZi c ./V'pÍ"CQ. é somente
um mí7zzíscz /o slíbconlíu/lfo de {{ < wll.Lí c Jv7'}, pois o último é um conjunto E3-completo e o
primeillo é somente um Ei-conjunto (veja Corolário 11.1-2). O mesmo acontece com o conjunto
t < ullT f-- -L{ g ?'''} em comparação com {{ < wll-LÍ g p'}. '

Desse modo, sendo

'L. ç: N'P \. P'T 'L. ç: Np'u F.."L.

a chance de existir um e < w para o qual

r f-.- "'z. c .N'7' \ lpn'

e muito pequena. Talvez ele ainda nem exista, mesmo ocorrendo P' # ./V'P. E qual significado
podemostirar se,na verdade, }zãoex/sfír tal e acima? ''

Seja a sentença

''P # NTn' 3" = < u" "L. c N'P \. P'v,

$'Te:'jre;TF$:=':=,fE'=='=S.:':l=:=. :=H.'l:=.:"' ', «" '. ' ''' '' ' '-
r F-."> #.vpn'

Esse fato pode ser suposto independentemente da sentença nP # ./VPi"7' ser. ou não, agrupada à T
por meio de um axioma.

Entretanto, em uma demonstração construtiva de

7' F-- ]"z < «," "'Z, C .V7:'' \ 7)''l

podemos --fora de T, na metateoria-- achar efetivamente e < u tal que Pl---'rZ C ./VP \. Pi"7'
Isso nos informa que a teoria 7' precisaria utilizar algum processo não-cotzsfrufíuo na demonstração da

11.8.7 Considerações Complementares

Nossos resultados anteriores, especialmente os primeiros itens do Teorema 11.2--1, mos-
tram que muitas asserções da Teoria da Complexidade Computacional --tais como ".L c ./VP''C-- não
podem ser descritas em Sistema Lógicos Formais, talvez requerendo uma Lógica de Segunda Or-
dem. Essa situação é definitiva porque essas asserções foram classificadas como sendo llr-difíceis na
Hierarquia da Complexidade Aritmética (Corolário 11.1--2 e Teoremas 11.1-3 e 11.1--4).

Entretanto isto pode ser somente uma contingência. Quem sabe, a despeito de uma teoria
axiomatizável --em Lógica Clássica de Primeira Ordem-- não poder reconhecer por inteiro a relação
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de pertinência em #P a duma Teoria dos Conjuntos pode ser capaz de provar todas as questões
imporá oues envolvendotessa relação. Assim pretendemos discutir a possibilidade de uma teoria

Se uma sentença '''P = ./V'Pí"a" que pseudo-certifica a questão ? = ./V'P' é independente
de uma teoria axiomatizável T, podemos construir uma teoria T' mais forte, adicionando-a --ou
sua negação--- a T. Esse procedimento é muito comum e, de fato, verdadeiramente estabelecido naMatemática.

Mas, como conseqüência da Subseção 11.8.4, se P' = ./VP vale, por mais que se adicione
axiomas, nunca conseguimos chegar a uma teoria axiomatizável que prove a questão P = ./V7) de
todos os modos (honestos) em.que ela pode ser descrita. Isso é, em um Sistema Lógico Formal,
sempre existe uma maneira de descrever P = ./rP' que a torna indemonstrável. ' ' ' ' '''--'

Diferentemente de outras questões da Matemática, essa questão parece ser melhor inter-
pretada na metateoria --de um modo semântico-- do que em uma teoria formal ---.de um modo
sintático. Isso pode .ser uma conseqüência das referidas classificações em níveis superiores na Hie-
rarquia da Complexidade Aritmética. ' '

";:., l :: ,:J=.:=:=::=::1:'â=!=:.::::==:ll=1='.==.:===
mas podem ter uma condição de demonstrabilidade muito diferente em uma teoria. " -"'' -'

Uma descrição sintática da questão P = ./V? depende de: a) a definição de Máquina de
Turing, de problema de decisão e das classes de complexidade P e ./V? ----em que existem incontáveis
..,-Lx-es equivalentes na metateoria; b) uma codificação aritmética dessas defiJr\iÇÕes ----em que
também existem muitos modos de ser feita; e c) a interpretação dessa codificação na lutguagem da
teoria. I'ortanto a questão P = .NP pode ser provável em T somente para uma descrição sintática
específica, mas não para as demais. ' ''' ''

'l Mais ainda, no caso de P = ./VP' ser demonstrável em T, a Subseção 11.8.5 nos mostra que o
modo como se faz a descrição sintática dessa questão terá um papel importante na sua demonstração.
isso não é, em geral, o que acontece na Teoria da Complexidade Computacional. Regularmente
trabalhamos somente com definições genéricas, tratando-as por designações gema/zflcas e não levando
em conta a sintaxe

!ZHlfHIEE BHHconstrutivos. ' ' '

Lembramos que, no caso contrário, sendo P = .V?, é essencial que a demonstração de tal
cluestão sqa construtiva Isso porque não faz sentido algum existir uma Máquina de Ttiring deter-
minística de tempo po]inomia] que possa resolver um pmblema de decisão #P-completo, mas não
exista um modo efetivo de se obter tal máquina.

,a- -., .. Concluindo, o que aconteceria no caso de algumas afirmações necessitarem de uma Lógica
de ordem superior para serem resolvidas? Não poderia ocorrer de as propriedades tratadas em cada
uma dessas afirmações e que sejam inexpressáveis em uma Lógica Clássica de Primeira Ordem serem
indispensáveis na sua demonstração?
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Talvez não somente o problema P J. NP seja independente das Teorias dos Conjuntos usu
ais, mas também a Matemática necessite construir uma Teoria dos Conjuntos de Segunda Ordem que 
seja capaz de resolver as questões em aberto da Teoria da Complexidade Computacional. 



Capítulo lll

Hierarquia da Complexidade Aritmética

lll.l Computações Não-determinísticas

l.Jsamos li como o símbolo de sqaração e ,y como o espaço em bralzco, assumindo que essas
duas letras não pertencem ao alfabeto I' Uma fita de entrada sempre começa a computação com
somente uma palavra de I' no seu início, tendo todas as demais posições à direita dessa palavra
preenchidas com espaços em branco ,#. As./ífa de fraga/bos são vazias no início das computações, i.e.,
com a totalidade das suas posições ocupadas por espaços em branco.

A primeira fita de entrada é a./ifa de entrada-prí/zcípa/ e as demais são as#fas de fesfemunba.
Se z e ã' := Z/o, . . ., yh-t (com k < a') são palavras de I' e M é uma Máquina de Turing, M(z, yD denota
a computação de M com a entrada z e as testemunhas Z/o, . . ., Z/J;.i. A entrada r é escrita na fita

entrada-principal e as testemunhas Ü uma em cada fita de testemunha. Se M tem mais do que
À; fitas de testemunha, o restante das fitas de testemunha são vazias. Por outro lado, M considerará
somente as testemunhas que tenham fita de testemunha para toma-las como entrada, negligenciando
as demais "falsas testemunhas"

Uma Máquina de Turing .A/ roda em tempo não--determinístico / sse, para todas entradas
no..formato (z, yD (com k < w variando também), M(g, g) pára em no máximo /(llzll) passos. Aqui
llzll é o comprimento da palavra z. Ainda, M roda em espaço não--determinístico h sse todas as
cabeças de leitura de M alcançam no máximo A(llzll) posições em cada fita de trabalho e de testemu-
nha durante a computação de uma entrada (z, g). Daí M tem tempo (ou espaço) nãc--determinístico
polinomial, quando M roda em tempo (ou espaço) não-determinístico para um polinõmio qualquer.

Uma computação determinística, i.e. M(a), é um modo resfrífo da computação não-de-
terminística, em que não se faz uso das testemunhas g. Notemos que todos os nossos resultados
referem-se a computações não--determinísticas, entretanto nossas provas não se preocuparão com as
testemunhas. Logo os mesmos resultados também são válidos para compufações deferm/tzbfícas. Por

31
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exemplo, no Teorema 11.1--4, para as mesmas funções recursivas / e g, os conjuntos

{ { < u ll .A4. roda em tempo determinístico / }
e

{ í < w ll .ílã roda em espaço determinístico à }

são lli-completos

Reletnbrando o Teorema 11.1-3 Cada subconjunto de números naturais entre:
Olz

X. { < u l\ Mi tem tempo não-determinístico linear cotnjator polilogadtttlico },
Olt

{ á < u ll .aA fem espaço não--defermí/zíifico /ogarífmíco} ;

{ í < cu ll .A4i fem espaço tzão--defermí/zíbfíco e470nencía/ }

ê E.z di$cil.

Mais ainda, esses conjuntos quejorem definidos por Máquinas de Turina limitadas por: tempo ttão.-.
letemiinístico, ou limar comjator polilogarítmico, ou quadrático, ou potinomia!, ou exponencial, ou Op\«g(:f),
)u O(fZ), otl Poli(f) (com f 2 1d Ü uma.função recursiua); ou.espaço não"-determinístico, otl logarítmico, ou

polinomÍal, Oll e;Wonencial, ott O(h), ou Pc.ly(h) (com h > log Ü umafunçao recursiua) são EZ-completos.

Prova. Separamos a prova em duas partes: uma relacionada com tempo e outra com
espaço Por simplicidade, obteremos somente que as asserções A) "M. tem tempo nãcF-determinístico
polinomial" e B) ".A4t tem espaço não--determinístico logarítmico" são E2-completas. Contudo, não
haverá problema em completar esse resultado para que todos os conjuntos entre

{ { < w ll .A4. tem tempo não-determinístico linear com fator polilogarítmico }

e,ou

{ í < w ll JUt tem tempo não--determinístico exponencial },
ou

são E2
{ { < cu ll .aA tem tempo nãc--determinístico Poly(/) }

.difíceis, em que / ? Id é uma função recursiva. O mesmo acontece com os conjuntos entre

{ í < u ll ]14i tem espaço não-determinístico logarítmico }

e,ou
{ í < co ll .AA tem espaço nãcr-determinístico exponencial }

ou, com A ? log uma função recursiva,

{ { < w ll ]14í tem espaço não-determinístico Poly(A) }

[i] Assim, para todo m C N, /(m) ? Id(m) ;= m e h(m) ? log(m)
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A) Esta parte, com respeito aos limites de tempo, é baseada na prova de Hlájek [Hláj79] e
foi modificada somente no sentido de se levar em conta as testemunhas. Não é difícil escrever

''M, tem tempo nãcr-determinístico polinomialn

como uma E2--fórmula. Então ficaremos na prova de que o conjunto

{ { < cu ll Mi tem tempo não-determinístico polinomial }

é E2-difícil. Para fazer isso, apenas usaremos o fato de que o conjunto {{
completo e procuraremos por uma redução dele

< w ll Wi é íinito} é E2

Tome b(m) := 2.lem que m C N, função recursiva que domine todos os po-
linâmios. Para { < w, seja ]Wa(i) uma Máquina de Turina com uma entrada (zz, Ú'). Aqui, z, z e g :=
y', . ., g/É.i (com A < u).são palavras sobre o alfabeto I' ü {h} tais que a palavra z é formada somente
pela letra h (i.e., z := lill'll) e aç é a palavra vazia ou tem a sua primeira letra no alfabeto n

A computação de .ÍWa({) (zz,g) executa duas tarefas ao mesmo tempo: conta o passa-'
número da sua computação; e faz a simulação da computação de .M. (z) nos seus llzll primeiros pas-
sos. Ela determina o tempo-limite (i.e., llzll passos) da simulação de ]Wi(sç) através de um dispositivo-
de-tempo (i.e., a c/ock dm/ce). Antes da simulação de Mí(a), algumas «preparações para a simulação«
precisam ser feitas: copiar z para uma ?zona fita de trabalho; procurar em z se não existe uma letra
hr parando imediatamente se existir; e colocar a cabeça de leitura no começo de z. Logo a simulação
de -Adj(z) pode ser feita sobre z escrita na fita de entrada, mas agora tomando cuidado para tratar
corretamente o início de z --não permitindo qualquer ultrapassagem da cabeça de leitura por sobre
a palavra z. Mais ainda,

a) Se .Aã(z) pára exatamente no seu llzlj-ésimo passo-número de simulação, então
forçamos -A4.(i)(zz, g') a parar em, no mínimo, seu ó(llzzll)-ésimo passo.

b) Caso contrário, ]Wa(i)(ZZ, g) deve parar imediatamente depois da simulação

Durante toda a computação, as testemunhas g não são levadas em conta. Concluímos que
a computação de .A4.(i)(zz, !7) gasta no máximo da ordem linear de llzzll passos para se preparar para
a simulação de M, (z) e gasta mais no máximo da ordem ]inear de llzll passos na simulação em silii]

Note que, na verdade, M.(i) trabalha no alfabeto I' CJ {h}, mas, para colocar isso de acordo
com nossa definição de computação de Máquinas de Turina, não há dificuldade em computar M.m
somente no alfabeto I' com perda de tempo de ordem linear. ' "'''

Também, para possibilitar que essa computação execute a simulação e cheque o
dispositivo--de-tempo ao mesmo tempo, fizemos uso de uma }zoz;a fita de trabalho. Na nossa
definição geral de Máquina de Turing, isso é permitido. Entretanto, na nossa definição resfrífa de
Máquina de Turing ---empregada no Teorema da Máquina de Turing Universal e da Parametrização

1"1 No nosso modelo computacional, por exemplo, podemos fazer a simulação de llzll passos de .4/i(z) basicamente
colocando dois comandos --ver se o tempo-limite l.lzll no dispositivo-de-tempo não se expirou e pular uma posição nesse
dispositivo-de-tempo-- antes de cada comando de it/i. Precisamos apenas cuidar do comando de parada de .44i e ler
corretamente z na fita de entrada --não considerando também z como uma entrada. Desse modo, gastamos 3llzll + 2
passos pêra fazer essa simulação. Entretanto, as constantes exatas dependem do modelo computacional adotado. ''
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-' uma computação só pode usar duas fitas de trabalho. Assim temos uma perda de tempo de
ordem linear com fator polilogarítmico --ou de ordem quadrática, ou de ordem polinomial-- para si-
mular todas essas fitas de trabalho em somente duas delas (veja [HU79, Pap94]). Como conseqüência,
infelizmente não pudemos tratar da prova da E2-completeza da asserção "J141. tem tempo não-deter-
minístico linear" --que, na verdade, foi provado para a asserção "M. tem tempo não--determinístico
linear com falar polilogarítmico'L- nesse nosso modelo computacional restrito

Portanto, quando o Item b9 acontece, .A4.(i)(zn, g) roda em no máximo g(llzzll) passos,
com g € Opl.og(]d) --uma função linear com fator po]ilogarítmicoliü] Note também que a função g
depende apenas do modelo computacional tomado por nós.

Mostremos a redução Supondo z € Wi, sejam z, c {liJ* tal que llz,ll seja o passo-número
par' o qual .A/, (z) pára e sz c N o.passo"número tal que .A4.(Í)(zz#, yD pare. O Item a) ocorrerá para
essa entrada, assim s, ? b(llzaaçll)- Agora, se Wi é infinito, existem inânitos a's em Wi, logo que
s, 2 b(llzzzll) (:= 211','11). Portanto o tempo de -À4.(i) não pode ser limitado polinomialmente. Por
outro lado, quando z # Wi, o Item a) nunca acontece.' Então, se W. é finito, ]Wa(i)(Za, g) pára em não
mais do que g(llzzll) + max«CW, s, passos. Daí, .A4a(i) tem tempo não--determinístico linear com fator
polilogarítmico(portanto polinomial).

Podemos construir efetivamente a máquina M.(i) baseada na máquina Mi --ou, melhor,
no número í < w. Então, podemos tomar a função a como sendo uma função recursiva e, pela
redução do conjunto {{ < w ll Wi é finitos para o conjunto {i < c./ ll .A4i tem tempo nãa-determinístico
polinomial}, provámos que o último conjunto é E2-completo.

B) Agora provaremos os limites de espaço, em que apenas levaremos em conta o caso
do espaço logarítmico, pela analogia com os demais. Tome # um segundo (e distinto) símbolo de
separação. e a entrada será considerada no formato (zua, g), em que novamente z é formada apenas
por letras li, u é formada apenas por letras h e #, começando por #, z tem a primeira letra no alfabeto I'
e g são k < o testemunhas de r. A palavra u serve somente para forçar que a simulação possa parar

to, isso não é necessário.

Nessa parte, a computação de .A4«(i)(zuz, ©') primeiro procura pelas letras h e # em z, e
pára se achar uma delas. Depois disso, ela escreve o número llzll, mais uma vez, em uma nouíz fita de
trabalho (em espaço log(llzll)); marca a log(llzuzll)-ésima posição em cada fita de trabalho de .A41, com
a nova letra 1;; e simula a computação de .A4.(z) nos seus primeiros llzll passos Para saber quando o
tempo de simulação terminou, usa-se o contador llzll --escrita nessa segunda nova fita de trabalhcr--
como um dispositivo--de-tempo. Completando a descrição:

a) Em cada passo da simulação de .M,(z), -A4,({)(zuz, g) faz uso da letra--marca h
para saber se alguma fita de trabalho intenciona ocupar mais do que ]og(llzuzll)
posições e, se isso acontece, pára imediatamente

b) Se ]l/,(z) parou exatamente no seu llzlj-ésimo pass(»número de simulação,
forçamos JWa(i)(ZUZ, g) a usar pelo menos ó(llzuzll) posições de alguma fita de
trabalho e a parar logo depois.

["'] Isso é, g(m) am log'(m) + b, para cada a, b, c C N.
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cJ Nos outros casos em que a simulação de -A4i(z) pára depois de llzll passos, .ZWa(i)
(zuz, g) irá apenas parar.

Note que .A4a(i)(ZUJÇ, yD sempre pára e denote o espaço utilizado por sz- C N. Se a g Wi,
então os Itens b) e c9 nunca ocorrem e s-, $ 1og(llzuzll), pelo Item a). Supondo z c Wi, sejam
z, C {HJ* e t;, € {#l* tais que llz,ll é o passo--número para o qual MÍ(z) pára e llu,ll é a exponencial
do espaço gasto por -A/.(z). Então M.(Í)(z,u,z, g) gasta espaço ]og(llz,u,zll) na computação inicial
e espaço log(llu,ll) $ iog(llz,u.zll) durante a simulação de Mi(z). Daí, o Item a) nunca ocorrerá,
p'r;ndo a computação pelo Item b), assim s,,.,. ? ó(llz,t,,zll) (:= 211''"''11). Portanto, a redução,
focando-se no caso em que }H. é ou não finito, é análoga à anterior.

Do mesmo modo, podemos simular o alfabeto I' U {h, #} no alfabeto I' com perda de
espaço de ordem linear. Entretanto, diferentemente dos limites de tempo, também temos apenas
uma pega de.espaço de ordem linear para simular todas as fitas de trabalho em apenas duas (veja
IHU79, Pap94]). Portanto esse resultado não depende da escolha da nossas definições resfrífa ou
genérica de Máquina de Turing. [11.1--3] H

Com essa prova em mãos, a próxima se torna fácil

Relembrando o Teorenza 11.1-.4 Existe/n ./ü7zções recursíuas /' c OpLog(Id) ç (2(Id2) ç
E'o\y(Id)\t"\ tem ordem linear com jator potilogarítmico (Olt ordem quadrático, ou ordem polinomial)--
e h' c O(log) --que tem ordem logarítmica-- tais que, para todas.funções recursioas :f 2 .f' e h 2 h', temos
que os conjuntos

{ { < w ll -A/. roda eln tempo não-defermí7zíêfíco/ }

e

{ á < u ll -A4. roda em espaço não-defermítzbfico A }

são lli-como/elos

Prova. Fixando as palavras z e g' de F, a asserção ".A4.(aç,y© pára em no máximo /(llzll)
passos" é recursiva, portanto define um a.l-conjunto. Para se ver que a asserção "MÍ roda em tempo
não-determinístico /" define um lli-conjunto, necessitamos apenas quantificar universalmente as
entradas z e Ê Por outro lado, na asserção "-A4,(z, g) usa no máximo h(llzll) posições'Í -íWi(z, yD pode
nunca parar. logo ela poderia não ser recursiva. Mas sabemos que existe uma função recursiva g
para a qual .Aâ(z, yD entrará em /oop --apenas repetindo passos anteriores--/ se ela rodar em espaço
limitado por A(llzll) e não parar antes de g(llzll) passos. Então a asserção "JW.(z, g) usa no máximo
h(llzll) posições" também é recursiva.

O conjunto { { < w ll c g Wí } é lli-completo, em que c é a pa/aula z;azia. De um modo
similar à prova acima, podemos demonstrar que existem reduções desse conjunto aos conjuntos

{ { < co ll .üã roda em tempo nãcF-determinístico / }

{ { < w ll Ãâ roda em espaço não-determinístico h },

bvl Lembremos que Id é a função identidade.

e
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daí chegamos à llt--dificuldade deles

Seja .A4.({)(a, g) a Máquina de Turing que simula a computação de .A4, (c) nos seus primei-
":,IÍ"ll p-:"; C'm' «:;'' - p"" -'":" «:;'. «m- f-çã. "'«-«:« I'««- «m f,t.- p.l:-'-
garítmico /' --que depende somente do modelo computacional adorado---- tal que .A4,(i)(a, yD gasta
no máximo /'(llzll) -- l passos para fazer essa simulação. Então: a), se a simulação termina naquele
ponto, .A4.(i)(z, g) gastará mais /(llaçll) + l passos; e b), caso contrário, ela parara imediatamente

epois

Se € g Wi, o Item a,) não acontece e M.(i) roda em tempo nã(»determinístico /' $ /. Agora,
se € c Wí, seja uma palavra z de I' tal que llzll é o passo--número para o qual .A4,(e) pára. Então .Zunia
(z,371 nãopára em/(llzll) </(llall) + Ípaisos. ' ' '" '''"' '''t'J

No caso do limitante de espaço não-determinístico, novamente a prova acima fornece uma
função recursiva logarítmica h' que permite -A4.(Í)(z, !7) simular ÃA(e) nos seus primeiros llzll passos,
não usando mais do que A'(llzll) posições. Para isso, -A4«(i) marcará a log(llzll)-ésima posição de cada
fita de trabalho de .i14i com a nova letra H. Para obter h! simulamos cada letra em I' U {h} com duas
letras em I' --que é nosso alfabeto "oficial'L--, daí h' := 2h. Portanto: a), se a simulação alcança
a letra--marca h em alguma fita de trabalho, M.(i)(z, g) somente pára; b), se a simulação pára no
seu llzll-ésimo passo, ela ocupa pelo menos h(llzll) + l posições em uma fita de trabalho; e c), caso
contrário, ela parara imediatamente depois

Novamente a prova se completa com alguns comentários. Se € g Wí, o Item b) nunca
acontece e ]Wa(í) roda em espaço nãcr-determinístico h' $ À. Se e C Wi, existe uma palavra z que fará
Ma(!)lz' g) ocupar mais do que h(llzll) posições em uma fita de trabalho. Então provámos que c g Wi
sse M.(i) roda em espaço não--determinístico h.

Note que, quando estamos baseados no modelo computacional da nossa definição de
Máquinas de Turing mais resfrífíz enas nos permite usar duas fitas de trabalho-' no caso
do limitante de tempo, /' precisa, na verdade, ser linear com um fator polilogarítmico. Todavia, isso
não é problema no caso do limitante de espaço, em que A' pode continuar sendo logarítmico.

[n.1-4]

111.2 Classes de Complexidade Não-determinísticas

Duas Máquinas de Turing são de aceite equivalente sse elas sempre têm a mesma resposta,
para as mesmas entradas. Através do uso de um dispositivo-de--tempo (i.e., a cZock dedica), podemos
supor que existe uma enumeração recursiva -E0, .Et, . . . de todas as maquinas de tempo nãcF-deter-
minístico exponencial (modulo aceite equivalente). Então a classe de tempo exponencial pode ser
escrita como C.r7' := {L(.Et) ll t < u}. ' '

Podemos tomar o mesmo tipo de enumeração sobre máquinas com tempo não-deter-
minístico linear, ou com espaço não-determinístico logarítmico, etc.. Em particular, fixamos a
enumeração recursiva Po, Pi , . . . de todas as Máquinas de Turina de tempo não--determinístico poli-
nomial (novamente módulo aceite equivalente). Também é possível encontrar recursivamente uma
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função polinomial p( (com t < w) que limita não--deterministicamente o tempo da máquina Pí .

Agora podemos obter o resultado do Teorema 11.1--1 com uma prova inspirada na de Hájek.
O formato da prova aqui apresentado nos possibilitará modifica-la um pouco, no sentido de se levar
em conta a computação não"-determinística, o que permitiria fazer uma prova direta para, e.g., a hi-
erarquia polinomial do Corolário 11.1-2. Entretanto ela será demonstrada indiretamente logo abaixo,
valendo-se do intervalo do teorema a seguir.

Relembrando o Teorema 11.1-1 Toda classe de complexidade e entre CZN e 8X'P é Ea-di$cil,
i.e., o conjunto X. i < w l\ Li C e } é E3-dócil. Isso acotttece {ndependententerLte de e ser, ou não, uma classe
ie complexidade de$nida sobre propriedades complLtacionais. Em particular, as classes de complexidade tZ.V,
C,,'P, 'P8'P.AC8, eX'P, etc. são Ea-completas

Mais ainda. os stLbconjuntos de nútneros naturais C tais qtle

{Í<wll-Li CZZI/V'} Ç C' Ç {i<wll-Li eC,YP}

constituem um sub-reticulado de conjuntos Ea-dóceis

Prova. Com essas definições de classe de complexidade, podemos facilmente verificar que
rZA/, Z, 7', P'.S?.4Ce, f.Y7', etc. são E3-conjuntos. Logo resta provar que uma classe de complexi-
dade C entre ZZI/V e Cá'P é E3--difícil. Para fazer isso, procuraremos por uma redução do conjunto
E3-completo [{ < cu ]] Wi é co-finitos para {á < w ]] Li € e}.

Tome í < w. Construiremos efetivamente um problema de decisão (7i Ç 1" tal que sqa
recursivamente enumerável e possamos provar que, se W. é co-finito, então (Z c rZ/V' ç e; e, se
Gi C e.T? ;2 e, então Wi é co-finito. Isso significa que tomamos mecanicamente (com respeito
a á) uma Máquina de Turing .nÜ que enumera os elementos de (l;í. Com isso às mãos, construímos
efetivamente outra máquina M.(i).que aceita o prob]ema de decisão (Ji, i.e., (]. = Za({) :' L(.iWa(i)).
Portanto temos uma função recursiva a que faz a redução que estamos procurando. ' ' ' ''

Construiremos (:i em estágios, tomando crescentes n's em w:

a) Para cada t $ n, inclua o par (n, t) (ou a sua codificação) em (J, sse .E. não aceitar
(n,t)

b) Para cada q $ n, inclua todos os pares (q, 0), (q, l),
parar em no máximo n passos.

(q, q) em a sse .Aã(q)

Defina .D := { (n, q) ll q $ n < c./ }. Observe que (% Ç -D, .D C Zoar, e, se q c Wi, pelo Item b), temos
que (q, O), (q, 1), . . ., ((1, q) C (1%. Daí, se W. é co-finito, então -D \ (a é finito e (J. C Z=ZI/V'. Por outro
lado, se Wi é co-infinito, mostraremos que (& « f.YP. Na verdade, tome t, q < w tais que t $ q e
q g WI. . Logo o Item b) nunca incluirá o par (q, t) em (7i, apesar de todo o tempo que possa ser dado
(i.e., não importando quão grande n < w é tomado) para a simulação de .aã(q). Pelo Item a), temos
que (q, t) C O, sse .Et não aceitar (q, t), portanto (4 # L(-Et), como queríamos. [11.1-1] H

Agora estaremos trabalhando com as classes de complexidade não-determinísticas. Sabe-
mos que cada nível da hierarquia polinomial ZE e llP (com n < w) e a hierarquia polinomial como
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um todo 7'7Z são E3 dií:íceis pelo Teorema ll.l-l
apenas resta saber se eles são E3-conjuntos.

Portanto, para mostrar que eles são E3-completos,

Definição 111.2--1. (j?fiando n < w, z C I'* é uma palavra e .M é uma Máquina de Turina,
dizemos que M tem um En'esq ema de fesfemzzlzba pízra z sse tivermos que ''

]yo C I'* Vg/t € 1" Qz/..l c I"

ta.f que M(z, g/o, . ., Z/« i) tem aceite -o« (z, 3/0, . . ., g/«-i) C L(M). .Aqui, como é usual, Q representa
im dos dois quantificadores'3 e V, dependendo da paridade de n. Para um Un-esqtlema de testemunha
para :c, precisamos ter

Qy.-i € 1':
com aceite de MI.=, yO, . . -, y..l). [)enotamos o problema de decisão En-aceitável de M por

Vg/o C I'* llZ/i C I'*

LE«(-M) := { z c r* ll -M fem o E«-esquema de testemun/lavara " }.

Analogamente, temos o problema de decisão Hn-aceitável de M. Portanto podemos deãnir

Xg := { LE«(Pt) ll t < «, },

P'

{ Ln.(p!) ll t < «, }

e

Relembrando o Corolário 11.1-2 Cada nível da hierarquia polinomial HPn e }jPn (incluindo as
=lüsses .V'P e co--Jq'P), toda a hiernrqtlia polinotniat 'P'H e outras classes ttão-determinísticas (colmo .VC) são
Ea-completas, i.e., para n < w, os conjtLntos

{i<«,llzicxE}, {i<«,ll-cicn:},
{í<wll.Ci cP'7Z} e {i<wll-Li c./V',C}

são Es-completos

Prova. Sabemos que cada Máquina de Turing Pz (com t < o) tem tempo não-deter.
minístico limitado por uma função polinomial pt. Então, para cada z c I': n c LE«(.fJ}) sse

]z/. c Fpt(llzll) Vyi € 1'pt(llzll) . . . Qy..l c I'p'(llall)

para o qual Pt(z, Z/o, -, Z/«-l) tenha aceite. O mesmo vale para o caso Lll.(Pt). Logo eles podem ser
checados recursivamente --i.e., são uma a.l--asserção. Daí conseguimos veriâcar que "-L{ c P7Z" é
uma E3-asserção, por exemplo, tomando a fórmula, grosso modo,

]n,t Vz (z C -Lí H z C LE«(Pí))

Lembre-se que "# c .Li" é recursivamente enumerável, logo uma Et
é uma consequência do Teorema ll.l--l .

asserção. Assim esse corolário
[11.1-2] H



Capítulo IV

IndemonstJabilidade e Independência

lv.l Imposição Efetiva de uma Indemonstrabilidade

Derivaremos novamente alguns dos resultados, que se referem às asserções que impõem
uma indemonstrabilidade em teorias axiomatizáveis, previamente obtidos. Entretanto, aqui, não fa-
remos uso de questões de completeza e --o que é importante-- agora mostraremos que eles importo
l áeffuap7zenfe uma indemonstrabilidade nessas teorias.

Começamos seguindo H.artmanis e Hopcroft [HH76]. As suas provas são baseadas so-
mente no formato clássico do Teorema do Ponto Fixo ---e não na nossa versão expandida (11.4-2), que
será necessária nas demais provas

Lema IV.l--l (Hartmanis e Hopcroft [HH76]). Se/a T uma feorfa axiomas/záue/. Para lodo
] < w, a asserção "M,(q) não pára" que esse 3 é a única variada! livre-- impõe efetiuamente tina
indelxonstrabilidade em T

Portanto, se T é umn teoria consistente, para cada q < w, a asserção "M,(q) pára
uma representação, nem tltna expressão em T

não tem, nem

Além disso, podemos detiuamente encontrar e < u ta! que, para cada q < w, Me(q) não pára
: uítla jórmllla $xada "M.(q) não páranv ---que certi$ca fracamente a asserção correspondente em T-- é
indemonstráueí em T

Se 7' é uma extensão consistente da Aritmética de.Robinson, PA', [Kay91, HP93] e R(z) é
uma asserção recursiva, existe uma Ai--representação '' R(açy'' em T. Claramente a asserção ".A4.,(q)
pára" é conhecida como o Proa/enza da píz/ada, que não é recursiva.

Prova. Seja ' não pára'' (com variáveis livres z e y) uma certificação fraca em T da

39
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respectiva asserção. Tome a Máquina de Turina definida, para í, q < u, como segue

M(i, q) se r l--"J%(a) não pára': e
caso contrário.

Na realidade, M(i, q) efetivamente procura pela prova de T f--'''W{(a) não pára'' e isso é possível
porque T é uma teoria axiomatizável. É importante notar que ]l/ pode ser efetivamente construída
e então, pelo Teorema do Ponto Fixo 11.4-2 na versão usual, efetivamente existe e < co para o qual
M(e,z) = Me(a),para cadapalavra n de F. ' '

Fixe q < w e temos que .A4e(q) pára sse T f---"Me(q) não pára'' Em vista da definição de
certificação fraca em 7', ]Ue(q) não pára. Então, T r-.''Me(q) não param' [lV.]--]] H

Agora, as próximas provas requererão o Teorema do Ponto Fixo 11.4-2 no seu formato
integral.

Relembrando o Teorema ll.S-l Seja T ullla teoria aaciomatizáuel. Então cada asserção descrita
no Teorema 11.2--1.(ii) impõe e fet ivamente ilha í/zdemo/zsfrabí/idade /la teor/a T.

Prova. Primeiro, somente consideraremos o caso de tempo não-determinístico polinomial.
Seja a função recursiva b(m) := 2m, em que m € N. Tome uma certificação fraca "'Mz tem tempo nãa-
determinístico polinomial''' (com a sendo a única variável livre) e uma Máquina de Turing .N(i)
"efetivamente construída" que verifica se 7' l---.rmí tem tempo nãc--determinístico polinomiainy (com

Então podemos efetivamente definir a máquina M(i., aç) somente duas fitas de
entrada-- que, com á < w e uma palavra z de r, simula .V(i) nos seus primeiros llzll passos Para
fazer isso, M(i, aç) gasta da ordem linear de llzll passos. Depois disso,

l pára em no mínimo ó(llall) passos,
M'(i,z) :

1. apenas pára,

se foi possível alcançar o
aceite na simulação de .V(i);
caso contrário.

Note que, pela definição, J14(i) tem tempo não-determinístico polinomiallil --sse M(i) tem tempo
não--determinístico linear-- sse T }z-J'Mi tem tempo não"'determinístico polinomial"r Agora, usando
o Teorema do Ponto Fixo 11.4-2, podemos efetivamente encontrar d < co para o qua] .A/(ü) < ]Wa
assim MÓ tem somente uma fita de entrada e não usa testemunhas. Daí as Máquinas de Ttiring M(d)
e M.i, para entradas aç variando nas palavras de 1} tem a mesma computação e a segunda tem perda
de tempo de ordem linear com fator polilogarítmico, com respeito à primeira.

Suponha que ]Wd não tenha tempo não-determinístico polinomial. Logo .714(ú) também não
tem, assim T F= ' Mó tem tempo não"-determinístico polinomiaÍ": um absurdo, por causa da definição
de certificação fraca. Então Ma tem tempo não--determinístico polinomial, daí M(d) também tem
Como comentado acima, T }Z-J''M.i tem tempo não-determinístico polinomialma"

[:] Aqui, M (') indica que a Nlaquina de Turing .A/ computa assumindo que a palavra i está fixada, ou seja, o tempo nãü-
determinístico não considera a fita em que ela está escrita como sendo uma fita'de entrada



IV.2 Imposição de Indemonstrabilidades Fixadas 4]

caso de espaço não-determinístico logarítmico, novamente M(i, z) simula .V(i) --que
agora verifica se T F-.'' J14i tem espaço não-determinístico logarítmica"7: primeiro, marca cada
uma das suas fitas de trabalho na log(llzll)-ésima posição. Portanto: a) M(i., z) parara imediatamente
se a simulação tentar usar mais do.que espaço log(llall); bJ, se N(i) pára com uma resposta positiva,
então ]l/(i, r) usará no mínimo ó(llzll) posições em uma fita de trabalho; e c), se N(i) tem rejeição,
então .iW(i, z) apenas pára. O restante é similar. [11.5-1] H

ReleTnbrando o Teoreitta 11.5-2 Supondo-se que T é uma teoria üxiomatizáuel, cada asserção
jor7zecída tzo Teorenza 11.2--1.(i) /apõe efetivamente ullía /ndemolzsfrabí/fdízde em 7'. '' '

Prova. Tome j < u H g.f(a) uma codificação recursiva de todas as fórmulas na linguagem
de T tendo somente z como uma variável livre. Sejam duas Máquinas de Turing .V e ]l/ "efetiva-
mente construídas" Para j,{ < w e uma palavra z de 1} N(j, i) verifica se Zf--' pj(i) e M(j, i, z)

três fitas de entrada-- gasta no máximo /"(llzll) passos para sím&lar .M(j,i) nos
seus primeiros llzll passos, em que /" c O(Id) é linear. Se M(j , i, a) alcança o aceite na simulação de
N(j, i.), então a) ela aceita. Caso contrário, b) M(j,i, z) rejeita. ' '

Pelo 'lêorema do Ponto Fixo 11.4--2, podemos efetivamente encontrar d'(.j) < w para o
qual M(j,ú'(j» < Mó,(j) M.í,(j) não se preocupa com as testemunhas. Mais ainda, existe /c
OpL'S(/") = Opmg(Id) tal que, para cada j < u, -fWó,(j) (z) sempre pára em no máximo /'(llzll) passos.
Sendo / ? /' uma função recursiva, podemos efetivamente encontrar d(j) < co tal que .A/a(j) (z) roda
exatamente como JWa'(J)(z), exceto que ela gasta mais /(llall) + l passos depois de -A/d,(j)(zj ter um

[)aí Md(j) roda em tempo não-determinístico / sse o Item a) nunca acontece --assim
T }L- pj(a(.j))- Agora suponha j < w para o qual a fórmula pj(z) é uma certificação fraca da asserção
M= roda em tempo nãcF-determinístico /" Logo, afora contradições, a asserção ".ÍWa(j) roda em

tempo nãc--determinístico /" vale e a fórmula pj (a(j)) é indemonstrável em T. ' '"'

Repita essa idéia no caso de espaço não"-determinístico. [11.5-2] H

IV.2 Imposição de Indemonstrabilidades Fixadas

Agora provaremos os resultados da Seção 11.6 /mposlção de l/zde/nonsfrabí/idades Fixadas.

Relembrando o Teorema 11.6-1 Sejam T uma teoria axiomatizáuel e R, Q Ç u duas asserções

uttárias tais que R ç Q (i.e., para cada i < w, se R(i) vale, QI.i) também unte) e Q tenta propriedade da
diferença .$nita de probletnas de decisão. Logo: ' '

(i) Se"RI.ac'fv é Ilha certi$cação)'aca --ou uma certiPcação"-- de R(z) em T, temos que,
para todos k, € < w, eüste q < u tat qtle, se, otl LK ç Le, otl Lt Ç LKlü\ e Q(e) não
Date, então Lq = LK e "RÇq'Fr é indemonstráuel etn T (i.e., T V:-"R(q'Fr).

Quando fixamos somente uma das possibilidades, ou LÊ ç Lz, ou Lz Ç Z,k, a existência de q é eÚefíua.
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(n) 3ttpondo, mais ainda, que R - Q, "R(a;'rr é tLtn certi#cação de RÇz) em T e R(k) vale,
en tão "R (q'Fr é independente de T (i.e., também T y.- -.ã"R (q'FV) --e ainda R(q) Date.

Prova. Tome k, Z < w tais que C?(Z) não vale e, primeiro, suponha que .Lk ç .L/. Para uma
palavra z de I' e í < o, definimos a Máquina de Turing que segue (que pode ser efetivamente obtida):

l aceita, se # c -Lk ou [z c .Lz e aprova nn(iJ"'
M(j.,z) := '1 máximo llzll passosl;]üi]

1. rejeita, caso contrário.

em no

Z)k Ç .Lç, assim seja # € -Lç \ Lk. Então M(q, a) = Mq(z) tem aceite, daí T F--'''R(ç)"'l mais uma vez
uma contradição. Logo -Lç = .Lk.

No caso em que .Lz ç .Lk, tome a Máquina de Turina (que também pode ser efetivamente
obtida):

l aceita,
M(i,«) :

l rqeita,

2R $ i:hrÜ3 m,aa;n='::;1=.#av:

se '= c -L# e [z c .L/ ou 7' não prova ra(iJ"'
em no máximo llzll passosJ;bvl
caso contrário

[n.6--i]

Relembrando o Corolário 11.6-3 Para uma teoria uciontatizáuel T, a asserção "I,, c 'P" ---cona
E sendo a única variável livre-- impõe indemonstrabilidades/independências lixadas em T. O mesmo continua
)ácido para as ctcisses de complexidade \tsttais, tais como C, N'P, ca-N'P,'P'H,'P8PACE, 8X'P e N8X'P, ao
lttues ae p

Prova. Considere a asserção R(z) := "-La C ?" --que tem propriedade da diferença finita
de problemas de decisão. Faremos uso do Teorema 11.6-1. Claramente o problema de decisão de
todas as palavras de 1" =: Z)Z pertence a (Z Ç) P e -Lk ç .Lz, para todo k < co. Logo precisamos
apenas olhar para o caso oposto Mostraremos abaixo que existe / < w, para cada k < w tomado, tal
que -Ez g(fZ7'' 2) 7' e, ou Z/ ç ZÊ, ou .Lx: ç .L/. '

Tome algum k < cu e Z < w para os quais Mz tenha tempo determinístico duplamente
exponencial e -L/ g f.YP. Pretendemos obter que, ou .Lk U -Lz g C.YP, ou co--.LÊ U .Lé g e,y?

ze.U'Ea Tnm= ===;=.z.::;'==:::ã,::=:= :muro.::'==;H :::
bvl Lembre-se que À/(q) sigiufica que a primeira fita de entrada é fixada com a palavra q e negligencia-se-a como fita deentrada
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Suponha que -Lk U Zz, ca-.Lh U -Lz C e.tP. Então simulamos --conjuntamente e também em tempo
determinístico exponencial-- a computação de -Lk U-Lz e co--LA U.Z)Z para uma entrada z € 1't Aceita-se
z sse os dois casos têm aceite. Desse modo, decidimos .Lz em tempo exponencial, um absurdo.

Portanto, ou -Lk U-Lz 2 -LA, ou ca-(co-.Lk u-Lz) = .ch nce..L/ Ç .Lk não pertence a C.YP 2 P
Como Mz sempre.pára (em tempo determinístico duplamente exponencial), não existe problema em
achar Z', Z" < w tais que .Z)Z, := .Li; U -L/ e .Lz« := .Lk n co--Lz. [11.6-3] H

Relembra+tdo o Teorema 11.6--4 Sejam T tllna teoHa aJgomatizáuel, R ç Q Ç w duas asserções
lnárias tais qtle Q tenha propriedade de co-limite de tempo e "R(aB'r' seja uma certÍ#cação j'aca --otl uma
ce,f@caçã"--de-R(z)e«T. ' ' ''

t-«..,«::s":í.;c:lb;;.= c i:tflu:'e;==Tpr:r{ .::l'=';1=.«.:i:GF
: {ndelnonstráuel em T (i.e., T lr-.-."RÇq'FV) --também Mq lisa somente r $tüs de testemunha.

Para mostrar qtle -R impõe indemonstrabilidades fixadas em 7', é sztÓcie?zfe obter
outra asserção pária Q ç w tal que:

a) Q ].R;

b) Q tenha propriedade de co-!imite de tempo; e

d
para todo k < w tal que R(k) Talha, existe € < u para o qual lr+l Ç LZ+t --em que
r < u é o número de.fitas de testemtlnha tlsadas por Mt-- e Q(eynao vale. '

Prova. Sejam #,IZ.< tais que r < w é o número de fitas de testemunha usadas por MzJ"]

Tome a Máquina de Turina M(i, z, yD ---em que z e g := yo, . . ., g/,-t são as palavras de I' e
< co-- que computa, ao mesmo .tempo: a) Mk (z, g); e b), primeiro, T f-- nn({J"' e, depois, MZ(z, g).

Aceita-se somente se, ou .A4A (z, g) tem aceite, ou [-A4z(a, yD tem aceite e T l---nR(iJ"''l. 'Pelo Teorem:
do Ponto Fixo 11.4-2, existe q < w para o qual M(q) < Mç Note que Mç usa no máximo r fitas de
testemuPta, como ,ZW(q) (e -A4z). Pretendemos mostrar que 7' }c- '''.R(qJ"r e, desse modo, iremos ter
que MÊ « -A/ç, o que completa a prova.

Se T f-.-- '''a(çJ"l desde que .L2+i Ç .L;+} M(q) roda com perda de tempo de ordem linear,
com respeito à ]Wz. Daí .A/ç roda com perda de tempo de ordem linear com fator polilogarítmico, com
respeito à Ã/z. Como Q(/) não vale por hipótese, nem Q(q) --porque Q tem propriedade de co-limite
de tempo--l nem R(q) valem. Pela certificação fraca, temos que T }c- '''n(qy"l um absurdo.

[n.6--1]

Relembrando o Corolário ll.G-.5 Tomada tuna teoria axiotnatizáuel T, a asserção "M, tem
tempo não-determinístico polinomial" --eln qt,te = é a única uariáuel livre-- impõe fortemente indemollstra-

lvi Isso será necessário apenas no sentido de se obter o ca-limite }zãa-determinístico e, com isso, perderemos a l áefíuídade
na existência de q. '' '
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}ilidades fixadas em T. O mestno acontece nos casos tais como de tempo HãcF-deteTmiHÍstico exponencial, e de
espaço não"-detertnittístico logarítmico e polinomial.

Prova. Seja R(a) a asserção "M, tem tempo não-determinístico polinomial'l Assim R
impõe indemonstrabilidades fixadas em T, como comentado um pouco antes do Teorema 11.6..-4.

Agora suponha que Z < u seja tal que a Máquina de Turina .A/z aceita tudo --não usa fitas
de testemunha e roda em tempo constante igual a 1. Logo, para todo k < w, temos que .Li ç .Lz := 1"
--o problema de decisão de todas as palavras-- e R(Z) vale. Assim, aplicando-se o Teorema 11.6--4

desde que a asserção RC tem propriedade de co-limite de tempo, obtemos que RC também impõe
indemonstrabilidades fixadas em T. ' [11.6-5] H



Capítulo V

Teoria da Recursão com Complexidade

Finalmente, resta provar versões fortes dos seguintes resultados clássicos da Teoria da
Recursão: Teorema da Máquina de Turing Universal e da Parametrização 11.4-1 e Teorema do Ponto
Fixo 11.4-2, vide [End77, Cut80, Smu93] .

Começamos esse capítulo definindo nossas Máquinas de Turing e suas computações. De-
pois interpretamos as simulações das computações e provámos o primeiro teorema. No anal, usamos
esse teorema para provar o segundo.

A Máquina de Turing

Fixamos um alfabeto ]' := {ai , . . . , a/}, isso é, ]' é um conjunto finito (de letras) com mais

que um elemento e que não contém a letra (símbolo) espaço em bra?zco ,# :=: aO. Também, seja
A := {0, 1, 1;} o agóabefo l/}zíziersa/, em que h é a letra síhbo/o de sqaração.

Tome A := A\Íh} e a associação injetiva < co C Ã: definidapela representação binária
tal que o número 0 é associado com a pa/aura oaziíz c; o dígito mais significativo é escrito à direita; e a
letra mais à direita nunca é 0. Essa associação tem a inversa Ã* ,.~ w, que sempre descartará os 0's à

ireita

Também tomamos outra associação injetiva r € 1' U { ,y} n í C Ãr''"«+ol --i.e., do espaço
em branco # e das letras de I' nas palavras de A de comprimento flor,(/ + 1)l, mas sem a palavra
vazia e. Dessa maneira, podemos estendê-la para outra associação injetiva z c I'* n ã € Ã: com uma
inversa compatível.

Por conveniência, chamamos as palavras em A de À4áquf7zas de Tara/zg, ou, melhor, toda
Máquina de Turing é uma pa]avra ]W C A* e vice-versa. Entretanto, para cada alfabeto C temos uma
noção diferente do que é a comptlfação sobre esse alfabeto. Isso é, agora iremos dar o significado da
computação M(8), quando g é um número fixo de palavras variando em um alfabeto I' específico.

45



Abaixo, apresentamos certos tipos de palavras de A, que chamamos de pa/ízoras comando.

c 2 4, associamos:

Palavra comando
0

31;.jliF

õlilhãoh . . . hãz

Sinal comando
[pára]
[esquerda em j]
[direita em J]
[escreve .- em j]
[caso em j, vai para no, ,nZ]

Iremos descrever a ação de todos esses comandos adiante, ao definirmos a computação de uma
Máquinas de Turing

Cada concatenação de palavras comando, quando separadas pelo símbolo de separação h,
é também uma palavra de A. Além disso, todas as palavras de A têm um único formato de

ação. Ou seja, se -M c A*, existem únicas palavras comando zo, . . . , z« (e n < u) de A
tais que M = zoh . . ' hz..

Sendo assim, a última palavra comando z« pode ser incompleta e, nesse caso, iremos supor
os parâmetros inexistentes como sendo a palavra vazia c. Por exemplo, se z. := í, interpretamos o
parâmetro de fita que falta .i como .j := 0, isso é, associamos Zn com a palavra comando íhc.

Em adição à associação injetiva inicial u -q Ã; obtemos outra, em que agora o 0 não
será mais associado com a palavra vazia e. Pela ordem lexicográfica, tomamos a enumeração
á < o H .It/, C A: de todas as Máquina de Turing. Aqui, A: é o conjunto das palavras de A sem
a palavra vazia c. Note que, tanto essa associação, quanto a sua inversa, podem ser efetivamente
construídas.

Como a definimos, uma Máquina de Turing é um objeto concreto --uma palavra de A-.a
entretanto pensamos na sua computação como um "elemento ideal': A computação de uma Máquina
de Turing é determinada pelas suas palavras comando, mas também depende do alfabeto I' âxado.
Um comando expressa um passo da computação. Ele é deânido pela palavra comando da Máquina
de Turina que é corrente na computação, mas tomada sobre r.

A Conâguração Inicial de uma Computação

Uma./ífa tem contáveis posições. Em cada posição, está escrita uma letra de I' U {,#}, que
será modi6cada de acordo com os passos da computação. Dizemos que a (í + l)-ésima posição está
à direita de (ou s.ucede) a {-ésima posição e que a {-ésima posição está à esquerda de (ou precede) a
({ + 1)-ésima posição (com í < w). Todas as fitas têm uma, e somente uma, cabeça de /eíftlra, que marca
uma posição especíâca na fita, a qual vai se alterando no decorrer da computação.

Quando a computação começa, a cabeça de leitura deve estar sempre na l-ésima posição da
sua fita --que, na realidade, é a segunda posição da fita, pois ela começa na 0-ésima posição-- e cada
fita deve ter uma palavra g de I' (talvez a palavra vazia e) escrita nela. A primeira letra de # é escrita
na l-ésima posição da fita e assim por diante, em direção à direita. O espaço em branco ,# é escrito



na 0-ésima posição e também em todas as demais posições à direita de = --i.e., se z := z07-l

q c E então essa fita terá ,broa'-i a,X,# - - no começo da computação.
Tt, com

Uma Máquina de Turina tem contáveis fitas: 0-fita, l-fita, e assim por diante. Dada
uma Máquina de Turing .A/ e palavras zO, . . . , a,-i de I' (em que r < w), denotamos por M(#) a

computação da máquina M com a entrada Z. Nesse caso, a l-fita até a r-fita são chamadas./ífas de
entrada e elas são de somente--leitura. A 0-fita é a.#fa de fama, que é de somente-escrita. As restantes
fitas podem ser usadas como./ífas de frízbíz//zo, que são de leitura-escrita

No começo da computação, cada fita de entrada tem escrita nela uma palavra de Z e todas
as outras fitas contêm somente a palavra vazia --i.e., elas são completamente preenchidas com o
espaço em branco ,#. Uma computação é habilitada a usar somente as fitas de entrada, de saída e de
trabalho, e nada mais

Tudo isso faz parte da nossa definição genérica de Máquina de Turing. Entretanto,
somente para as demonstrações dos próximos teoremas, começando pelo argumento da Máquina de
Turing Universal, precisamos apresentar uma defina.ção restrita de Máquina de Tunng. Nela,
permitimos que as Máquinas de Turing usem apenas alias./ífas de frrzba/ho, as (r + 1)- e (r + 2)-fitas.

Mas, todo tempo, faremos uso do seguinte resultado: toda Máquina de Turing na definição
genérica pode ser simulada por uma Máquina de Turina na definição restrita (efetivamente obtida),
tendo par.a isso uma perda de tempo de ordem linear com fator polilogarítmico e de espaço de ordem
linear(vejaIHU79, Pap94]). ' ' ''

Quando a computação pára, podemos escolher duas espécies de saídas, dependendo do
tipo da. computação: .ou uma computação de aceite, ou uma computação funcional. Na computação
de aceite, a resposta é de aceite sse a cabeça de leitura da fita de saída pára sobre o espaço em branco
y no final da computação. Na computação funcional, a saída é considerada como sendo a primeira
palavra de I' à direita da cabeça de leitura da fita de saída. '

A Computação

A computação M(8) começa com a primeira palavra comando de M
(passo), M pode executar uma das seguintes instruções:

Em cada coma?zdo



Sinal comando
[pára]
jesquerda em J]

Descrição da instrução
Pára a computação.
Coloca a cabeça de leitura da j-fita uma
posição à esquerda e vai para a próxima pa-
lavra comando de M
Coloca a cabeça de leitura da j-fita uma
posição à direita e vai para a próxima pala-
vra comando de M
Escreve a letra r C I' U {,l} na posição
da cabeça de leitura da j-fita e vai para a
próxima palavra comando de M.
Dependendo da letra o-t c I'U {y} := {ao
(:=,y), ai, . . . , aZ} escrita na posição apon-
tada pela cabeça de leitura da j-áta, vai para
a nt-ésima palavra comando de M

[direita em j]

descreve T em J]

acaso em .j, vai para
nO, nl} . - . ) nZ]

Uma computação é uma sucessão desses passos. Podem ocorrer duas possibilidades distintas du-
rante ela: ou passa pelo comando [páral; ou nunca pára --i.e., entrando em /oop.

Em cada computação, existem passos que neg/Üenciarão as instruções acima, pulando-os e
indo para a.próxima palavra comando. Todas as instruções sobre fitas que não são, nem de entrada,
nem de saída e nem de trabalho, são negligenciadas. Quando uma fita é de somente--.leitura, todos
os comandos [escreve] sobre e]a são neg]igenciados. Do mesmo modo, se uma fita é de somente-
escrita, todos os comandos [caso] sobre e]a também são negligenciados. Quando a cabeça de leitura
está sobre o espaço em branco ,X, os comandos [esquerda] são neg]igenciados de dois modos: se na
sua posição à direita existe uma letra diferente do espaço em branco; e se na sua posição à esquerda
(e também na sua posição à direita) tem o espaço em branco. Isso serve para a computação nunca
extrapolar em direção ao lado esquerdo de uma fita.

Por convenção, o último comando de -M, e somente ele, é sempre o comando [pára]. Mais
ainda, não deve haver comando [caso] cujo número vai-para é maior que o número do comando
[pára] em M. As máquinas que não respeitam essas convenções são chamadas de À4áquf/zas de Tud?zg
í/egals e, no aspecto computacional, elas devem ser pensadas como sempre entrando em /oop.

A Máquina de Turing Universal

Primeiro notamos que, como A é um alfabeto, podemos pensar em uma Máquina de Turing
U' trabalhando com esse alfabeto. Portanto, se olhamos para uma palavra de A, ela é uma outra
Máquina de Turing, ou seja, as entradas de P' são Máquinas de Turing .aA (com { < w).

Supondo-se que Mi computa sobre o alfabeto A, podemos obter uma Máquina de Turing U'
sobre A para a qual g'(-A4, , Z) tem praticamente a mesma computação de aA(Z), em que zo, . . . , z,-:
são palavras em A. Mas nós temos a intenção de computar sobre o alfabeto fixo I'

Tome uma injeção ,- c A nF c FI''"ml
comprimento [logz(3)], sem a pa]avra vazia c

--i.e., das letras de A para as palavras de I' de
e também acrescente ,X H ,X :=,1. Então expanda



para a associação mletiva z € A* H ã € 1'juntando-se com a associação anterior w --, A:, temos

1,:-"': ; -:
Isso também pode ser efetivamente construído. Daqui para frente, utilizaremos diversas vezes essa
associação e sua inversa. Sobre ela, conseguimos fazer a clássica relação entre Máquinas de Turing e
funções recursivas parciais.

Retornando à simulação, para todo { < co, a palavra i(ou ;) agora corresponde à Máquina
de Turing .il/, codificada no alfabeto I'. Então podemos perguntar se existe uma Máquina de Turing
U sobre I' para a qual U(i., Z) simula a computação de M.(Z). Vejamos como fazer isso. '

A entrada (i, Z) é escrita sobre r + l fitas de entrada. Usaremos as duas primeiras fitas de
trabalho para simular as fitas de trabalho de .aA e reservamos as próximas h < u (digamos) fitas como
}zooas fitas de trabalho, somente para servirem de contadores da simulação. Na nossa definição, todas
as Máquinas de Turing podem usar somente duas fitas de trabalho. Para colocar essa computação
em acordo com nossa definição restrita, posteriormente também simularemos essas A + 2 fitas de
trabalho em somente duas delas, tendo para isso uma perda de tempo de ordem linear com fator
polilogarítmico e de espaço de ordem linear.

Seja g(0) := 0 --representando a fita de saída--; e g(.j) := j + l --representando as fitas
de entrada (para l $ J $ 1') e as fitas de trabalho (para J = r + l e r + 2)= se j 2 1. A simulação
segue as instruções:

e Verifica se i não codifica (ou Mi não é) uma Máquina de Türing ilegal. Nesse caso,
a simulação entra em /oop. Note que essa verificação pode ser feita independente-
mente da entrada F.

e Sempre que passa por uma palavra comando de J16 --codificada pela palavra de
entrada i--# a simulação executa o mesmo comando, mas:

Se o comando de .a6 envolve a fita J, a simulação executa-o na fita g(.j)

Negligencia-o e vai para a próxima palavra comando de .aA, se o comando
de .A4. precisa ser negligenciado.

Em todos esses comandos, a simulação H(i, Z) gasta O(1) passos, exceto para o movi-
mento à proxima palavra comando de JUi e "ir para a nt-ésima palavra comando de .aáÇ que gastam
O(llill) - O(log(í)) passos Portanto a comutação completa gasta tempo de ordem linear em log({)
vezes o número de passos na computação de -A/,(F)- Seja t a função do tempo gasto na computação,
então

t(U(i,F)) € Of( log(i)t(.M.(F))).
Aqui, Of indica um limitante de ordem linear, com F variando.

Em termos de espaço, o que é necessário ser feito é utilizar um contador para se ir à nt-
ésima pa[avra comando de ]14, e outro para se saber em que palavra comando de .a6 a simulação
situa-se em cada passo Assim o espaço requerido é O(]og(llill)) = O(loglog(í)) mais uma or-
dem linear do espaço necessário na computação de Mi(Z). Seja s a função do espaço ocupado na



computação, então
s(U'(i,Z)) C 0z( s(.i%(F)) + loglog({) )

Entretanto temos que fazer a computação de t/(i, F) adequar-se à nossa definição restrita
de Mláquina de Turing, que permite o uso de somente duas fitas de trabalho, ao invés das à + 2 fitas
utilizadas --repare que h é um número fixo. Para isso, fazemos outra simulação sobre essa primeira,
em que a computação com todas essas fitas de trabalho é feita em somente duas delas. Realizamos
isso com gasto de tempo de ordem linear com fator polilogarítmico e com gasto de espaço de ordem
linear (vede [HU79, Pap94]). Nós ainda continuamos a descrevê-la por g(i., 8).

Fixe i < w, então Mi(F) - U(i, F) e a computação de U(i, 8) gasta mais tempo e espaço do
que ]l/.(#), para todas palavras zo, . . . , z,.i de r. Mais ainda, quando comparada com a computação
de Mi(E) tradas :Ê- U(i, F) tem perda de tempo de ordem linear com favor polilogarítmico
e de espaço de ordem linear. Por causa disso, dizemos que Mi(#) é bem--simulado por t/(i., í) sobre Z
e denotâmo-lo por

.A4.(#) <:F U(i,F).

Os Teoremas

Suponha dada uma outra Máquina de Turing .a6 (com .j < w) e palavras yo, . . , z/ç-i de
I'(com q < w também fixo). Considere .A4i como uma computação funcional e queremos simu-
]m a computação de Ã6(.A4i(ã), g) por P(i, j, Z, vD. Aqui, se M.(#) entra em /oop, assumimos que
JWj(.A/.(F), g') também entra. '

Simulamos .AA(F) como acima, mas usando uma nova fita de trabalho ao invés da fita de
saída e pulando as fitas de entrada com as palavras j e g, Depois disso, o seguinte é executado: a
cabeça de leitura vai uma posição à esquerda nessa nova fita de trabalho; escreve o espaço em branco
,H; e retorna à direita. Isso é feito para certificar que, no começo da próxima simulação, essa fita
tem a palavra de saída z := .í14;(F) cabeça de leitura está na primeira letra de z. A seguir,
inicializamos a simulação de Mj(z, g). Para fazer isso, precisamos apenas escolher corretamente as
fitas de entrada e usar novas fitas de trabalho. Então P(i., j , Z, g) perde novamente tempo de ordem
linear com fator polilogarítmico e espaço de ordem linear para simular todas essas fitas de trabalho
em somente duas.

Note que podemos efetivamente encontrar a Máquina de Turing (uma palavra de A) que
faz a simulação U(i, j, ê, yD. Além disso, também existe efetivamente u < o tal que U = .A4.. Então
]Wu(i, j , Z, g) simula a computação de .A6(Mi(8), g), para toda palavra rO, . . . , z,-l e Z/o, . . . , Z/ç-i de

e %,.7 < w

Analisando o tempo e o espaço usados nessa simulação, temos

t(Mu(i,j,F,yD) C 0PL.g,,Í( log(J)t(MJ(z,g')) )

+ 0PL'gf( log(ã)t(.A/.(F)) )

ç OpL',Kf,g( log(maxl{, j}) t(MJ (Mi(F), 17)) )



e

;(Mu(i,j,F,g)) c 0;,g( '(-A6(,,Ê7)) + 1oglog(.j) )

+ 08( '(.M.(8)) + 1og log({) )

ç; Oz,g( s(.A6(.Z@(F), g)) + log log(maxÍ{,J}) )

Já aqui, OPL.g:Z indica limitação de ordem linear com fator polilogarítmico, em que Z variam. Por-
tanto,

JWj(m.(Z),É7) «f,g Mu(i,j,Z,g).

Imagine uma simulação que escreve em c + b + 2 (com c, b < w fixados) diferentes "fitas
de entrada" a codificação dos números naturais i, j, nO, . - . , nc-l e mo, . . . , mb.l e, depois, simula
a computação de .a6(m. (íí, F), m, !7) como acima. Novamente gastamos tempo de ordem linear com
fator polilogarítmico e espaço de ordem linear para colocar o formato da computação em acordo com
nossa definição restrífa. Note que essa simulação JWo(i,j,ã,M) (F, g) tem somente Z e g' como entradas
reais, em que u(í, j, ã, ã) é um número natural.

Embora .A/u(i,j,qM) seja uma Máquina de Turing, ela também é uma palavra de A.
Aplicando-se o operador ( : ) sobre ela, temos uma palavra de ll Claramente podemos encontrar uma
Máquina de Turina ]l/w sobre I' --ou o seu índice w-' para a qual, tendo como entrada (i, j , ã, lã), a
sua computação tem como saída a referida palavra de I', i.e

.A/w(i,j,ã,ã) .A/u({,j,ã,ã) õ({, j, ã, M))

Aqui pretendemos dizer que o operador ( T ) é aplicado sobre o número natural u(í, .j, ã, M). Ou seja,

«(i,j, ã, a) (i,j,ã, ü),

em que, novamente, o operador (') é aplicado sobre a saída da computação JUm (i, j , ã, ã). Mais uma
vez, podemos fazer tal procura por w < w efetivamente, lembrando que r, q, c, b < w estão fixados.

Nessa simulação, mais do que na anterior, apenas necessitamos escrever os números natu-

E k)g(ã)).el"t o que gasta tempo O(á + .j + E ã + E ã) e espaço O( log(á) + log(.j) + E log(ã) +

.a6(W.(ã, Z), ã, ã') «z,g Mu(j,j,ã,M)(F, g)

Utilizando os dois resultados acima, temos

JI/a;:ti3)(ü,g) <ü,g Mu(M.(ã, F),ã,yD <í,g Mu0,«,ã,ü)(8,Ê7)

O primeiro elemento precisa ser pensado como uma computação que nunca pára, sempre que
.A/, (ã, f) diverge

Com isso, nós concluímos o teorema que segue:

Relembrando o Teorema da Máquina de Tudng Universal e da Patametl'ização 11.4--1 Da-
dos r, q, c, b < u, pode-se obter efetiuamente u < w e uma @.nção recllrsiua (lota!) (c -F b + 2)-ária u (i.e., o seta
número índice) tais que, para todos i, j, nO, . . ., nc 1, mO, . . ., mb 1 < u,



(i)

(ii)

.A6(JUi(Z), g') <f,g -Aâ.(i, j , 8, g),

MJ (.M.(ã, F), iã, g) «z,g Mo(í,j,ã,M)(F, g')

e. para todos ã! C F: temos

(iii)
'Ü4'a;:tilã)(ã, yD «í Mu ,«,ã,@(ã', yD;

em qtle as palaut'as zO, . . ., nr-l, yo, . - yq-l estão unrialldo etn I'* A .função u é chamada de t)arâmetro
indexados (total) e ,A4u, de Háquina de Turi.ng Universal. H

Agora provemos o último teorema

Rezei/abra/zdo o Zeorezna do Ponto l:íxo 11.4-2 Se/am r, c,b < o e uma./ülzção recíírsíz;a
parcial tlnária J', com domínio l Ç w e tendo t1}7t dos seus números índice q < co conhecido. Pode-se encontrar
;fetioamente .ftlnções recursiuas parciais unárias e e d, que têtn dotnínios l x w'-Fb e l x w', respectivamente,
leis que, para todosã C len0,...,nc l,mQ,.. .,mb-l < co,

(i)

(ii)

M(a)(ü,.(í,ã,ã» <' M'({,ã,'ü);

MH,'G,'» <, Md6,0;

6

(iii) ;e a .função if é constante ou Mf(i) lisa um número limitado defitas de entrada (para
Lodos { < w), então

M@,'0,W < Mó0.0'

Mais ainda, sejattt g tlmn função rectlrsiua parcial ttnária, M uma Máquina de Turina --qtle com-
pita usando soTnente duasfitas de trabalho-- e h Ilha .função recursiua parcial (c + l )-uniria. Então, existent
z, d,e < u tais que

]Wg(e) <r Ã/e;

@(d) < Ma;
e, para cada no, . . ., n.-l < w, temos

h(z, ã) Mz (ã).

Nesses casos particulares, se nsjunções e a M.áqttina de Turina são "construtiuamente obtidos" (i.e.,
conhecetnos eJcplicitamente os setas números índice), elltão podemos obter efetiuamente os números e, d, € < w.

Prova. Suponha r < w e seja / o domír\io da função recursiva parcial /. Podemos descrever
/ por um dos seus números índice q < w, i.e., /(ã) := Mç(i) (com á c /).

Usaremos o Teorema da Máquina de Turing Universal e da Parametrização 11.4-1 várias
vezes. Antes de mais nada, notemos que, se temos algumas funções recursivas parciais (na verdade,



os seus números índice), usando o Item 11.4
composiçoes.

1.(i), podemos efetivamente obter (o código de) as suas

(í) Pelo Item 11.4-1.(ii), efetivamente existe o parâmetro indexador (total) --uma função
recursiva (total)-- t'(j, M) tal que, para todos .j, mo, . . ., "'ó-i < w (com b < u),

<, M.(j,ó)'
Isso significa que

JWj(j,ã, F) «= Mu0,,©(í),

com as palavras zo, . . ., a;,-i variando em I't Esse parâmetro indexador (total) é descrito pelo seu
número índice w < w, assim u(j, M) := .A4w(j , M).

Primeiro, usando o Item 11.4-1.(ii) e depois pela observação acima, podemos efetivamente
encontrar o parâmetro indexador parcial g(í), com domínio /, para o qual

M/H(v(j, M), ã)(: .A4jÜl;tb(a/w(j , ã),ã))

par' todos .j, ã < w e á c /. Aqui, v(.j, M) :-: õ(j, ü) denota a codificação do número natural u(.j, ü)
por uma palavra de r.

Agora, pelo Item 11.4-1.(iii) e novamente pela observação da composição das funções re-
cursivas parciais acima, podemos efetivamente obter o parâmetro indexador parcial d({, ã), com
domínio/xwStalque,paracadaie-rej,M,no,-..,n.-i <w(comc<u), ' ' '

M/W(«(j,ã),ã) ' 'a"fMsW(j,-) <' Jl4(;»)'

Como a função recursiva u(j, M) é total, tomamos efetivamente a função recursiva parcial
= u(d({, ã), ã), com domínio / x co'+? Logo, para todos á C / e ã, ã < u,e(í, ã, M)

M/H(e(á ,# ,M) ,ã) MfH («(d(i,ã) ,ã) ,ã)

@&L;',-'
.A4u(d(i,ã),ã) ': lide(i,ã,M)

<,
<,

({{) De novo pelo Item 11.4-1.(ii), efetivamente existe o parâmetro indexador u({, j), com a
primeira variável percorrendo o domínio / ----e a segunda variável sendo total--/ para o qual

qã?' *, @R',,
para cada { € -r e .j, ã < w. Logo, pelo Item (i) acima, podemos efetivamente obter uma função
recursiva parcial d({, ã), com domínio / x cdc, tal que, para todos { € .r e ã < co,

J4ü'0,w < W(8.0W <, MaG,©

[11.4-2]
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