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Resumo

Nosso trabalho al)onda t rês assuntos relat avos a col)on)elogia de Hocllschild
descritos a seguia.

Dado ulll ('or!)o Ã c ]\ uma Ã-lílgebra de dimensão finita. mostratnos que tl
cohoi[[ologia de Hoclis(hild #*(-\. .\) con-] o produto cul) é un] anel graduado
colnutativo utiiiztliido o lato (]o piodttto cup sei isoiiiolfo ao produto de
')í'onera.

Dado .'\ = 4+ lilna álgebi-a quadrática de dimensão finita. defininaos ulil
(olchetc en] -f/i (A: /\) en] tem:tos de relações paralelas. Além disso vimos (lue

os caniilllios cle Á:l' induz uma graduação sobre H'(A, AI.
Dado /\ unia À-álgebia de dimensão finita. est;udainos a estrutura de Lie

do espaço vetoiial gelado pelas derivações íundanlentais. Níostraillos (lue
existe uma relação enfie derivação fundamental e liin ('farto lecobiimellto de
Galois deHnido a })attii do grupo íundanleiital. Xlostl-nulos tanll)ém que ])lira
álgebias nlonoiniais. se o col-po Ár feRI cara.ct.erística zero. então o espaço veTo-
iiai gertldo pelas dóri't,anões internas e pelas derivações íundament.ais coinciclc
cona o conjunto (las deriva.iões (ta álgebra.



Abstract

The maia objectivo of tais thesis is the the study of t.}le following three topics
on Hoclischild cohomolog) H*(/\. A) of a finit.e dimensional Ã--algebia. /\, ox.er
a. field k.

\.X:'e show that. the ililg /7*(.\. .\) wit}.t cup pro(Ittct is a grade(l coillillu-
ttltive ii)ig, usiiig file fact tllat tule cup procluct: is iso!)lorpllic to 'Y'olleda
product.

Giveli J'L = 6; a ÍiJ:tire-dinlensional quaclratic A:-algebia. we describe the
usual brackct pioducT on Hi(/\. /\l ili terms of paiallel relations. Xloicoçer
we pro'-'e that. file l)ath of Ã;l' induces a gradual.ion on Xi(/\: A).

\l.:e stxidl} the Lie stiucture of the vect.or space generate(l by a class of
derivatiolis w-llich we hall the fundamental feri-.,ations. \Ve establisl} ieiatio1ls
t)etweeil fulidan-tentam deii çatioil and Galois co\eriiigs. For fields of character-
istlc zcl-o, we Riso show that in a nionoil:tias algebra the \.ectoi space gelleiated
1-)y innei ailcl fundam:mental derivar.tons is equal to the set of all derivations.



Introdução 

Sejam k um a nel comu tat ivo e J\ uma k-álgebra associat iva de climensH.o 
finit a. Em 1946, Hochscliil l defin iu os grupos de cohomologia l-J i( J\ , J\ ) para 
'i ~ O . Hoje esses grnpos ele cohomologia são cha mados ele grupos de coho
mologia ele Hochschilel . 

Para á lgebra sobre corpos os gru pos ele cohomologia de Hocbschild podem 
ser clefiuiclos como 

onde J\ e é a á lgebra eJLvolventc J\ 0 1,; J\ºP Esses grnp o.- sã.o invari antes el a 
Algebra por equivalência ele Morita (veja [25]) e por equ ivalência deri w1da 
( veja [1 4]) . 

O primeiro grnpo de cohorn ologia. H 1(J\ , J\ ) é o quociente ~~;t~i onde os 

elem ento· de Der( A) são cha mados de der ivações e os elementos de l nn(J\ ) 
de derivações intern as . O grupo H 1 (J\ , J\ ) está illt riseca mente relacionado 
com a caracterização ela classe elas álgebras s imple ·mente conexas e sna. gen
eralização as á lgebras fort em ente simplcsm ntc co11cxas ( veja [23]) . Esse é 
um dos mot ivos pelo qual se es tuda o grupo de cohomologia de Hochschilcl 
na teoria de representações de álge bra. 

O primeiro e o s gunclo grupos de cohomologia de Hochschilcl têm intcr
prctaçRo con reta na est ru t ura a lgébrica. cláss ica em termos el e derivações e 
extensões . Foi ol servado por Gerstenhaber cm [9] t am bém conexão desses 
grupos com a geomet ri a a lgébrica.. Por exemplo fo i 111ost.n1do que as ,1 lgebrns 
/\ que sat isfazem H 2

( /\ , /\ ) = O são r.ígiclas . 

Em nosso t rabalho a bord arn os três ass un tos q 11 c cl cta llrn111os brevemente 
a seguir Lod os rclaciouados com a cohornologia el e Hochschild . 

O primeiro ass 1111 to r fere-se ao anel Z-gn1 cluacl o H*(1\ , J\ ) = LJi H i( J\ , J\) 
co111 o prod uto c11p . Dcri11indo sobre f r( J\ , /\) u111 scgullclo p rod uto clrn nwdo 
produ to d rc11lo, Gcrst.cn lrnber ' 111 [9] prova q11e existe 11111 a re lação ent re o 
prndu t.o círculo e o p rocl11 to c: 11 p. Ut ilizando essa relac)io chcgn.-sc ao re
:·rn ltc1clo que H*(J\ , J\ ) ·0 111 o prod uto cup 6 um a nel graduado comu tat ivo . 
l. )rovc1,mo · CS,'C m esm o rcs1tlt acl o 11 t ili z,:1,nd o 11m outro a rgumento, o fa to cio 
produ to c 11 p se r iso1no1fo HO p rodu to el e Yo11 ccl n. 



''Jo segundo assunto desci-evclllos #' (/\. .'L) eili tei-lhos de tclaçàcs parale-
las quando /\ é uma álgebta quadrático de diinei]são finita sobre un] corpo.
Nossa inspiração foi o a.rtigo 1241 onde Stlametz estudou a estrutura de
á.]gebra (]e Lie graduada do primeiro grupo (le cohonlologia de Hochschild
de uma álget)ra molloll[ial ]\ de dimensão finita eni ferimos de cantinhos pai-
aleios. Isso periliititt-lhe descrc't'er uill critério pala a senil(-simpiici(lado). a
solubilidade. a iedutibilidacle. a coinutt]tix-i(ta(le c a ]lilpotêllcia 110 caso eiii
(lue ]\ é uma álgebit\ liiono!)iial. Nessa direqão. no caso de álgebia (luadriltica:
nós tiver os alguns a\'anhos.

Por últili-LO estudamos as dóri't'açõcs ftuldairietitais de uma álgebra de di-
nleilsão finita. Seja agora A unia A'-álgebrti conexo de (linlelisão finita. O
espaço ''-'etoria] gerado pe]as derivações (]iagol]alizávcis de Z)e/ (]\) denotado
por SPDer (J\) é uli-l ideal de Lie cle Der' (.\) desde que A temia ctlra('-
turística zelo ou seja algebiicaniente fecha(lo (le característica prin-ta ('seja
ISI). Enl l71 Faikas. Grecll e Xlaicos definem l lillaa classe de dera'ç'anões dia-
gonêtlizáveis ch&tnladas de derivações íundaliicntais e mostram uma caracter-
ização (dessas detivaç:ões. Uni fato illteicssante mostrado no nosso trabttllJO é
(lue as activações íuii(lanientais est.ão relacionadas a um recobrilnento de Ga-
lois. Isso foi possít'el utilizando a definição de peso senil-conexo (lue aparece
en! j121. Como o espaço vetorial (las del-ivaçõs fundament.ais é uni sube-
spaço de SP/)er(7\), foi nat.oral se perguiit.ai (quando esse subespaço é unl
ideal cle Lie de l)e7(/\). No caso en] cine o (orpo é de característica zero o
espaço ''''et.Ol-ia] fonnado pelas dóri\.anões f\uldailielitais é ltni ideal de Lie de
Dcr(/\), mas no caso eln que o coiro é de caiactcrística plinlti illesmo (lue
se.ia &\lgel.)ricament.e fechado não é ç erdade.

Ainda sobre derivação fundamental. rlo ait.igo l61 est udou-se as derivações
int.egráveis. O interesse de se estudar essas delivitções deve-se ao fato de que
unia condição necessária e suficiente para (lue o grupo de automorfismo da
álgebi'a seja liso é que t.oda dera'ç'anão diagonalizável seja integrável. Durante
algum tempo acreditamos que t.oda dera't,ação fundaillental eia integráç,el.
Essa afirmação rc't,falou-se falsa.

Nosso riaballio é descnvolx ido da seguilate foillla

Xo capítulo l apresentamos definições e resultados preliminares necessários
pal'a o ent.ei diiilento do trabalho como por exemplo conceit.o de álgebias de
caminJlo. (luiver. grupo fundamental: grupo de coliolnologia de Hocilscl:tild e
derix:anão (lc unia tllgebra.
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No capít ulo 2 wunos apresentar resul tados ·obre módulos graduados e 
clnel bigracl uaclo que acr ditamos serern conh ecidos m as que não aparecem 
11a li teratura ou que nào estào demonst rndos explicitamente . Também como 
já cl isserno · 11 tilizalldo o fato de que o produto cup é isomorfo ao procln to ele 
Yonecl a vamos mostrar , nesse capít ulo, que H*( J\ , J\ ) com o prod uto cup é 
um anel graduado comuta t ivo. 

No cnpít11 lo 3 conseguimos defini r para H 1 (J\ . J\ ) 11111 co lchete en1 te rmos 
ele relações pclralelrts. Ut ilizando os resul ta los el o capít ulo 2 sobre módulo· 
graduados mostram os q ue os camin hos de /,;f int roduzem 11rna grad uação 
sobre H 1 (J\ , J\ ) = u i>- l L;. Com is,·o provamos que H 1 (J\ , J\ ) com o colchete 
defin ido em te rmos de relnções para lelas 6 urn a á lgebra de Lie graduada . 
Nã.o é p o ~-. ível most rar que H 1 (J\ , J\ ) com o colchete defi nido em termos ele 
cam inhos paralelas 6 uma álgebra ele Lie graduada quando J\ é rnnc1 álgebra 
monom ial uti li zando esse argumento. De111011 st r8mos que [, _ 1 = O no C8SO da 
cc1racterí t ica do corpo /,; ser d ife rente de dois. Esse fato é interessa nte pois 
acreditamos qne consiguirernos obter infonn c1ções tais como a sirnplicicl a le, 
a semi-simplicidade e a so lubilidade da á lgebra ele Lie H 1 (J\ , A) estucla,nclo 
apena· Lo quando o corpo /,; tem carac terí t ica, d ife rente de dois. 

No capít ulo 4 mostramos que existe uma relaçã.o ent re derivação fuu da
mental e um certo recobrimento de Galois defin ido a par t ir do grupo fun
damental. De11otamos o subes paço elas derivações fund c1mentais por SF( J\ ). 
Mostramos que o espaço ve tor ial S F (J\ ) é um ideal de Lie das deri vações de 
urna k-álgebra J\ ele cl imensã.o fin ita q uando o corpo/..; tem cc1racteríst ica zero. 
e damos um contra-exe mplo dessa afirmação pan1. o caso el e céll'1:tcterbt ica pos
it iva. Mostramos também que para álgebras mono!llia is, se o corpo /..; tem 
característ ica zero, entào o e 'P i'1ÇO vetor ial gerndo pelc1s deri vações internas 
e pelas der ivações fund amentais coincide com o conjun to cl c1s derivações da 
c'íJgebra . Por últ imo, nesse capít1tlo, exib imos um cont.rn-exernplo que mostn1 
qne uma der ivaçã.o ftmcl am ental não é nece, a.ri amente u1na derivação in
tegrável. 
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Capítulo l

Preliminares

Neste ca])ítulo vililios apresentar defli)iq:ões e insultados básicos quc saião uti
[izados ao gongo c]este tias)a]ho. A lliaioria (]tls ciemoiistraÇÕes sela oilaitida
lhas íornecenios rcíeiêiicias de textos onde se pode eiicoiltrar essas dellloil
st !anões .

1.1 Quivers e álgebras de caminhos
Nesta seção ilitroduzilnos a noção de quis'er e de álgebras de ct\nlinhos. As-
sun)iiilos algum-ts insultados a(lui apiesent.a(los, saiu exl)li(atar suas deillon-
strações. Uma exposição detalhada desses ies\ira(los pode sei eiicoiltltldo
eni l21 e j211.

Definição 1.1 L'r/z q]zzuez I' é dado 7)or d07.s co/{/u]zíos .P]?.tios I'o c I'i f' ]]r]],
!)ai de JtLTlçães o. t : T' \ -+ Fo. Os eierTleTttos de T'o são cFtarttad.os (le tlé l+cc's

dP. T CTtqttal to (]ue os elerttent.os de \' \ são cllalTI.a.dos de ftech.a.s (Lc V. Dado
u,mn Íiech.n u ç: T\ , oÇcxb cltaííto,-se ol"r.!!ellt de Q etl,qüaítt,o (!ue t. Çn) ctuuíitu-se
t,élln,{.ílo úe o..

Uil-l callllii})o '. ilo (lttivet' I' é lilll&l se(ltieitc'la (le fle(:1) \s :.' ;= cVi(}2 ' ' ' (}'/
coil] f(o,l = o(cl: il para todo 2 $ / $ /.

A cada \.'óitice .r: € 1'o associai]]os o síii-ibolo e.::. (lue cl] \] ínDIos de cailiinilo
trivial t\ssociado a .z: e definimos o(e..l = f(e..) = .r. Para uin caminho não
trivial l como acima. (lcliotamos o(:'l = o(n]) e f(1) = í(cvz).

Defi1liillos o cot)lpl'iineitto de unl ('liriiinllo :, l)ão tiix-ial. (luc deilotamos
1)01 /('1.). como sendo o nún-leio de fiecllas elli 7. e o comi!)rilneiiTO de uin
callliillio trivial f ,. é zero poi (lefi1liç:ão.
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Ur)i caniilill0 31ão trivial [al cine o(:) = /(:.1 é cliai tido ciclo. ci('lo ori-
entado ou canlillho fec]lado. Unl ciclo "r eni ]' {a] (!ue /(:.) = 1 é chai)lado
siinplesn elite de laço.

Dizemos (lue (bois caminhos -.'i e =,u em I' são paralelos se o('71 ) = o(:,21 e
f(?. )

Dizclilos (luc uni (luixei I' é conexo se o grato sub.jacellte é conexo.

Uni sub(luive] de r = (ro. I']. o. íl é uni (luivel I' = jl'o. I'i. õ. f'l onclc
['o C ]'o. ]'l C]'l e asrestriqõesc]e oef a ]'l são igttaisti e f respectixaiilente
Unl sub(lui't'ei' I' de [' é dito p]eilo sc c]ado ullla fiec]la n : .[ H ' .iy co]]] véiT]('es
/:y € 1'o então n C I'l.

A paitil do corpo À: e do cluivei r clefiniinos ullia álget)ia ÁI'. Eiii l)riiileiio
!tlgt\r consi(]eranlos o conjllllto 23 forma(]o por todos os ca111inhos de I'. ii)
fluídos aí t.anlbénl os canlinllos tiix;tais. CoiJsidel'e agora Á:l' o A-espaço veto-
i-iitl com t)nse 23. Para tiansfor]]]ai]]]os Á:l' e]]] u]i] \ álgebra !)!ecisi\1110s defiliii
uin produto !ios elenleiiíos dtl base 23. Da(los dois can)anhos : :: aic}2 a/
e (i = Ji..i2 . - ,7. em F (leflilililos

.,; '-, . .o, J, . . d,, s.' [lÜ-)
'' 1 0 se caso contrário

Esteio(lendo poi li)icaridade Tal produto a todos ele!.nellt.os. define-se edil
kl' unia estrut.ul-a de A:-álgebl-a. Esta álgebra Á'l' definida como ac:iiila ó
cliamacla de álgebra de cailünllos (le I'. Note (lue kl' é \lnill álgcbra associati\'a
coill elciiienío identidade >:.:.::r. e...

Observação [.] Ã:]' = E-... vc-'- e.:.Ã;]'e. rcor/lo Á]'o-óv]miódiz/o,]. or2de e.:.Á]'c.
i.Ttdica o k-empa-ç:o tictoí'l,a.t ..owt ba.sc nos comi.alhos (lc }J pura :c erra t

Se I' é ltlli quive! filhito e A é uni corpo. então Á:l' é unia álgebra btlsica
e hein(litária. e temi dimensão finita se e somente se I' não !)ossui ciclos
orientados. Além disso, A:l' é iii(lecoiliponí\:el se e somente se I' é lu } (!viver
conexo. e o conju])to {e:. : / € Fo} é u]]] sistel la completo de idcn:lpoTc1ltes
octogonais piii)aitix.os de ÃI'

Definição 1.2 Sda. J o /:dca/ bá/rzferrz/ de Á;l' gerado /)07 I']. Um laca/ /
dc k\ é cha-ma.do tLn+. ideal a.dm+,ssí]ict se c:ti.ste t]]n i'ntetTO r]. .> 0 tat (]llc
lit r-- T r l:Z

Observação 1.2 Se F ó 71m. r7v/,ít'e7 ./i7?.ilo scr71 cicio.s orl('rzÉa.do.s. eziíào iodo
l.íleat (lc kV coltt.ido eríl .Jz é adTTltssíucl..
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Enunciaillos. a scguii. o icsultii(lo (]tie estabelece ti idciitifict\q:ão (ias }llgebras
básicas e indo(ompoiiíveis de cliinensão fil.tira sobre \illl (orl)o t\lgebiicanicl)te
íecLlado comi (luocientc (le tílgebrlts de caniinlios por ideais adnaissíx-eis.

'Eeotenxa l (Gabriel) SejuTtt k u.Trl Gorila allJcbí"ic.a.mcitt,c .fechado e À llrita

L-úlgebin i,t\decoiíl,poli.íuel. bá.si:co. d.e dlmeítsão hitita sobre k. Edil,ito õ,. é iso-
m.orla cl u.nl, qu.oci.cllt.e de uilln (3.1.geblu d.e c.nmiTlhos tl}. OTlde l é tdeat u.d-
wl,.i,ssível* de kV

Nottiiiios (late o (lul't'er ]' o])ti(]o iio 't'eolelna de (.lal)Fiel e tlliico. o nlesnio
lido ocorre com o ideal /. c]uc de])eii(!e clo epilnorfislno c:oiistiuído. l\guitas
vezes dcilotaiiios o quociente 1} por Ã:(1': /). O ])ai (I'. /l é (lenotniila(lo unia
tl!)ieselitaç:ão dtl tllgebrF\ .\.

Definição 1.3 Z,)a.do ?/rlz qz/./.r.-c/' r. ?&rlla. rc/a.ção r' crri I' d ízrr!.rz com/)/27.aç(io
It eul (Lt' (=aml.11tlos d.[, coTT].píi ]et.to }]]ut.OT oi] tg\tu\ u ílo].s. to(}(}s el.es COITO

lllesnt,a or«tgen+. e ntcsmo Lét"rrtzllo.

Não é difí(il piorar que s(' I' é itn] (luivei finito e / é uni ideal a(linissíx el cle
Á:l'. então / é filiitai11c tc gera(lo e possui um sistcilla gela(loi- finito íotill?ldo
poi relações eni F

Definição 1.4 Um qvzií/er corri re/aç'lcs 'i urr?. par (1': /). orz.de í' é tzrz? qu7.t'ei

e l é 11111 r.d.ea.l o.d íll.ssí.,uel d.e k.V. .A úlgpbln. íi.P. c.{tnl.i.llh.os dada l)OT esse (ltLitel
r:oíTI. retaçoes c dflF,rtiíia, corei,o a ÍJ.lgebl-a }a'

O Teoictl-ia de Gabiie] afim)a então (lue to(]a álgebra l)ásica. indccolli-
poilível e de dinlcnsão finita sobre liin corpo algcbiicanielatc feclltido. ó iso-
]lioi f'a a ullla álgebt'a de calilinhos dadtl pol uni (!tiivcr com relações.

Se A = AF é (Inda })oi ]i]]a (luit'e! finito (o11] )'eltlções: então temos (lue

]\ é unia á]gcbia básica de dilneiisão finita sobre A:. e é indecoiii])Olií\,e] se e
sollieilte se I' é uln (lliivet anito conexo. Alóni disso. o coiajunto {e.. + / : .t €

I'o} é un] sisten]a con]pleto de idei]apotentes ortogonais l)riinitivos de ]\. c se
J é a ilnagenl (le J ])ela projeção ctutõilica Á:l' -, y-. então J é isonlolfo ao
radica:l de :Jacobson (!e i\

Definição 1.5 SÜa n I' tzrrz q71áter ./irzifo: Á urlz corpo. c / um?, iderz/ bí/a./,era/

de kt; co'ríl l C Jz. Se l o,dm'itt'r \l'rrl cola.j\i. t.to geríldor R fointad.o pol'
rel.rações cíY V. crl.tã.o dtzci}.os (!tle o paí Çt. [Ü é \iTÍL íltL']t:er comi. re\açães e

qlLC a (ítgeb'rn. -:l1li; ::; n' é íl rilgebra d.e canil,Tll},o.s (i.e (T. R'l .soar'e k.
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o1)servaçaa 1.3 1)or ub,teso dc lili.(Jcla(Jern: íc.fct«lÍtIo-Tios -i.ndl.stí.rtt,aíilcTlte ílo

qzllz;er corri re/açóe.s (1'. /?) Oli jl'. /l.

Definição 1.6 Dado llrrt qu7. 'er cariz zc/a.ç(ies (1'. /). seca p = >:1=:. Àí::: c /
zl.mz.a. re/anão erra I'. corra À{ C k; zz(io riu/o: pa.rrz io(7o / C {1: 2. - . . : ?ll}

1. Se ílt:=1 (Oll s ]íi.: sc Í) c :lLITt cuílttrlho (LP (,oírtpi"i.irtcla.ta írl.(!.iot Oll t.ç] tal

[[. (!ois en] TI. e'i]tõo dl.zert]os qtuc [] é uí]to reluz.ào zelo o'u] ]] \u. relação
}TtoTlotTI.{.al em T

2. Sc /(-.,1 = /1:-.,). r71/.a.vs'7tíeT urze .se/rz r/ /.J € {1. 2. . /l?,}, c77,fao dv,ze

ritos (ltlc r) é. ll'rl\a. Tela.çüo [ orTtogêliea eTli T de grata {].'iil:

.?. DI.zcTÍ os (I'ue Íi ó. u]]]a relação u].i]}.t.ittul en] \ SP. ]li Z 0. e não e.lls+.c sltb

corUzirlZo /)z'riprv,o. /lão z,a..zv.o. .V (/e { 1. 2. . . . . /?/ } ia/ q'ue )l.JeX À.í:.J C /
Ou seja,. Í) n.ão po(Le seí escrtt,o c.Olrlo sorlla de (bois t1leíitei\tos de 1. tnl
([tte o stt])opte dos dois ele'rrlen.t.os são subcoilj'ltlxtos ])rópllos do s'upolt.e

de /l

U[íir[ outra. d.efiml.çü.o que a'l)o]'ece n,í]. l.iteio.t'üiu. Dela it81 c,

4. Dlzerrios qlte p é ü'rna rel.a.çã.o .loTt.eme te rrl nÍtrt.al crn F sc in Z 2 e
rz(io ez/:sfe subc07\7ur?.ío /)/óp7io, 17(io t,az/o. .\. de { 1: 2. . . . : rlz.} [a/ qüe

>..,cx bJ'íj C l com algltrrt bj :# ü.
observação 1.4 Segttc da delito.i.çã.o r1lLC toda. icl,a.(:ão Jo terrtclttc FIEL ii. rlílT c

urra.(i iet(iç(io rr]']n.'iTrt(ii. PoT('rrt (is íle.ti]]í.çocs ]i(]o s(] o e(Z'ut'u(lletttcs corno rltostra.

o clerTt])l( n sc,lJtttl.

Exemplo 1 1 Sc7a -llb, ozzde o r7v&ir.,c/- I' í

e R= <.1/2.lii «,2ul. n2a. 2J2di «,-.a«,-l>

O conjuílt.o t3 é foT«iria(l.o 1)01 Telaçíles tru.tii.l:rlals po'íélít dão são .fol-teríteíl.t.e
rni, i' \\m ai.s .
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1.2 Conceitos básicos de Algebra de Lie
.P

Nesta senão aprese1ltainos conceitos bási(os dc álgebras cle Lie (lue podem
scr encontrados em jlül e li91.

Definição 1.7 L'rr/,a, íí/gcbra. de Lze cor).sis e dc ?l.rl? cspaç:o I'c/aria.Z Ç rn.?/.7?zdo

de llín piodüt,o lcol.cllet.e ou coíTlutadoíl

1 . 1 : Ç x Ç -, ç;

c,Olit ns seglLI.ritos llroTlí"i.e,dlldes

] O colct\.ete é um.a. oDeIa.ç.ão bl.It \ear

2. l.?'. .tl = 0 /)ala iodo .l, C Ç.

? l.ly:=ll+l:/.l:..rll+l,;.l-r.í/ll a /odo 1.1/.: eÇ
Q ax.ollla, 3 é charro.ado de {.deT}.tldade de .Jacob,},.

Seja Ç uma álgebia dc Lie. Uma sut)}ãlgebla de Lie Ç é iill) subcspaqo H
cle Ç quc é fecllado pelo colchete. isto é l:2,: ]/l C 7{ se .t. .l/ (: 7{.

Exemplo 1.2

1. .Átgebrn.s de L}.e plot:emitentes de (l.lgctnas n.ssoc.iu.l.t:ns. Sc.3u N. lema.

(iigebra assoctat'i'ula e crn i\ df!.hirta o colctictc

1.1'. #l - .'l' :y -- .?/ .I' colrz .z'. .r/ C .\.

2. Sc.la v ILíll e:spaç.o uetortal df! dnncrtsão .hlLi.tü n sot)ií llwl. corpo k dc-
n.ot,aTl}.os l)or ÇI.Ç\'' b o eslJuço dns tlu,ÍLsjolíT n(;ões de \,' elíl V. Debl},a
.sobre ÇI(v~l o sega i.Ttte colchct.e

ll;. =yl y !' co rz z 1/ a operação ['s?l«/ orar/e 1. 1/ C Ç/(V ).

ÇltVb com esse cotcTI.ete t,eíTI es+,rttt.u.ro. de (l.lgeblo dc Li.e

Podelrtos tdeTltificar Ç\l.V ) colll o colujultto de todas ns í-rluLI«tze.s n É r\
sobre k. Seja E..l o, Tíl.atrl,z cu.]a 1. j-ésl;l tn eíttaadu é l e us deírl,üts são
rJU/as. C) cor?:7ílrlzo {E:., : Z.J C {l. . . . . rl.}} ./arma ur71a. base de Ç/(t'l.

Definição 1.8 ü'mrz í/aras/oí"ma.<ão /irleaz' \l/ : Ç -, 7{ rcorl? Ç e 7 á/geb/a.s

d(' Lte) é unl

/ /,onz-m.,$.«,o :. ü'l, ./l (.,):a/(:yll
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2. isomor.fi-smo .sc é 11111 ttorí ornar.fis-Frio InucrsílJci

3. antorrtoíjisTrlo se é ulrl iSOmOTJiSTTtO e Ç = 'H

As allJebla,s de. Lie Ç e'H, são lsoín,orfus se eri.ste ulll i.se'mol$siilo
@ : Ç «.+ H.

Definição 1.9 L'rrz .s?lbc.spaço 7-{ C Ç; d rz r? /.dea./ de É7lc .se 7ua.ra. iodo .y C 7-í

e .z, C Ç c?/frio l-T . .i/l C H.

Sela -l' Ç F ? 7{ Llln llOlilolilol'fist)lo segtl(t (ltie

l . /\'c/-@ é iu]] ideal

2. /rli@ é liiiia subálgebra

Definição 1.10 Se7r7. Ç; lrrza. á/gc/)7a r/e Lzlc c H C Ç; -ürrz /.dea/.

E. de.H,llo.

No t;.s'p(tço

l PI 1-: VI

onde l deltotci a classe 1 +- 'N

A dehniqão clo colcllete é iii(lel)elideníe dos Jel)icsentttl)tes .z e .l/ e (lcflne
edil i unia cstlutula de á]gebra dc Lie. a]éill (disso. a !)iojeção canónica

«:Ç; n ê
z }--} Íl;

é u11] hoillollloifislllo sobre.jetoi (ie tilgebras (le Lie

Se.la L' uni esÍ)aço vetolial e Ç/lt') a álgebia de Lie elas transíoiiilações
liticares de v. Seja tambéiii Ç unia álgebia de Lie (soblc o nicsnio corpo
de escajaies cine \''l. Uma iepi'cseiitação (le Ç eiii L'' é ulil lionioi)lorfistilo
p : Ç -; Ç/(\,''l.

Dado uil] e]enlento .r na á]gc])t-a c]e Lie Ç;. coilsi(]ereilios a transfonllação
linear

ad(-'l : Ç - Ç

definida ])or ad(.r)(.ry) = 1.l. .l/l. A aplicação

a./ : Ç H Ç/IÇ;)
.« -- «al«)
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define unha rc})desci tt[çao de Ç e11} Ç. (ieiton]]ita(la i'epresei]taqao t](lj]ii]í ]

O núcleo dtt represc1ltaqão adjunta é deltol)limado de centro dc Ç e é
(lcnota(lo })Ol- .Z(Ç)

.z(ÇI { i; C Ç : ad( r)(f/l l.t . .l/l :: (] para todo :?y € Ç}

Observação 1.5 .4 /c7;rcsc//Éaçrio aÜur/.fo. de tzrrza (í/geóra. abe//.cz//a Ç ó írz:{.
la.l. l.st,o é. i)a.rí!. tod.o .t ç: Ç. adia'l = 0

VaDIos dehnii unia secluência cle ideais drt álget)nt de Lie Ç cltall\tl(l?l cle
série derivada

Ç
[Ç.Ç]
lç(i). ç(t)l

ç;(o = IÇ(' ]). Ç(i-l)l

Dizelllos (]ue a álgebia dc Lie Ç; é sola-..el sc Ç(") :: 0 ])aia alguiii iz

Provas\ção 1.1 Sela. Ç tirita úllebra de Lic d.e dita ellsão .lillLta. Elttão í!:ti,sLe
ern Ç unl llrtlco {d.cai sol'tic:cl i C Ç (luc coltterrt todos os i(leais .solll.rcl.s d.e Gy.

Definição l. ll O /Idcr]./ /' da /)lo/}os/,<;r;o a77ícrz.or' d c/?afilado (/c /r/.(/z:co/ .se/tícc/

lou si.lrlptcs n.el.t.e in.dlc.nl) d.e Ç. Pala o ro.di.cal d.e Ç sela u,til;lzada. ti ílotução
,'(Ç)

Observação 1.6 ,4 d/febra. de L/,e Ç d se/líl,-e/ .se c sorJze/?ie se / (Ç;) Ç

Definição 1.12 L'r7/.a. d/febra de L/:c Ç é se/77./-sl.n?p/es se r'(Ç) =0

Definição 1.13 Urrza d/geó7a de Lif? Ç é síz?ip/es sc

1. os 'úillcos ideal.s de Ç sào 0 e. Ç c.

2. di7/2Ç; / l

Observação 1.7 0 que se d.escoa ch.avrtar dc s'urtples são as (íl.febras íJue rt.ão

posslt,em i,(l.ea.i.s além dos t'rt'uÍa'is. .4s állJeblas de dí.itie tsao tLTrt ltuo posstt(m
idem'i.s üté,m dos tti'uiats. Essas não são cota.sida'ada.s si.íltf){cs !)aia que e:t:i.sta

conl])ut,tbP.l!.alude eiltle os coTlceitos de álgebTa.s s :rt])les e seTlti-slTitT)l.PS. Segttc
tln íle.HT},l.çã.o (l]ie t]s úl.gí;bens d.e dl,tí].en,se.o u.n] lla.o sno serll{, silíll)l:es. PotÉn\.
as dcrn.a.l.s rllgebras (]ue nao possuerrl ldea.'is próprios são seírt,t-strrtl)i,es
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Proposição 1.2 Sela. .[ € Ç/(\'''l [lr//. e7zdom?,orP.srr/o rzl/poíc/?Ée. Er7f(i.o ar/l.].l
taritbérri, é nl.tlJotcn.tc.

Prova. Dado / C Ç/(y) ]lili)oteiite defina

À.. : \,/ -* r

}} \--+ x'y

P.. : v -. L''
y p'- }Jlt

oilcle ,\.:. e /).:. são a trailslttq:ão ;l es(suei'da c à clip'Cita I'esse('Ti\r&ll lciite. Essas
ap[ictiçãcs são ni]potenTes .lá (lue .} é. A]éni (disso coiliutani elltlc si. Poltailto
a(/l.rl :: À:. p.. é ililporeilte. a

Pi'oposição 1.3 Sc.Jn. .l C Ç/(L' l l/m er?,alorl?.cir#.srrz.o d/lagar/a/ zdl,e/. E/it(io
CL(ll*.r.~l üwtt)érTI. F, dlagonull=á.rcl.

Prova. Por }!il)ótcse .r é diagollalizá\el logo existe unir\ base {t'l. {'z.

cle auto~et.«s .le v tal que ilt-. l a:]-, cona -, C 1: p'-r« todo í C {l.
Definia c,:.., C Ç/(rl l)ait\ todo /../ C {l. . - . . rl} cta seguinte foiilia

u,, }

,, }

e: ,(u/l = õj/o.. / € {]. : ,, }

f l «.J-/
':'": ''' ' 't o « ] # /.

Po'l. s. ~.:ifl.'*- 'l".: ~./(-)(.': ,1 - 1«. «,)', , . 'l . {.';,} fo:'-:' ""'-
[)asc de Ç;/(L/). Portilllto r/r/(.7;l é diagoila]izáve].

1.3 Ordem
As defiiiiqoes e resultados (lue a})icse11tailaos a seguir pocleni sei etlcolltrli(los
.«: rol . lí;sl.

Seja\ili A un cora)o e L'' uin 'l'-esl)aço vct;otiti}. Fixenios. pala b''. ullla bttse
25 :: {b,:ilcr. oildc Z ó uni conjunto cte índices. Dizei)los (luc > é unia boa
ot(lc'11i so})ie ZS se > é liilla oidelli total sol)ie 23 (' se todo sul)(o11.lttilto iiito
vazio de Zi {en] e]en ent.o nliliinla].

Colho 6 e ullit\ base de \./. então para cada o C v. existe unia única
t-«.í]ia (À;l:.,. t*] 'l". '- - E:.: À:l':. o::de À: - 0. .xc-t' l"::a -«. nú«-':o
hliit o (te ín(vices.

Se [: = >:::r Àib,. cLizen]os blue b, ocos'e e]]] (- se Ài + 0.
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Definição 1.14 Se 23 = {ó,}..z ó ur/zrz base de uzll e.s/baço z,'eíor'z:í7./ r. corra

boa oidelii > elll B. e se u - )..lttSX.b. e ttão nulo. dl.zeTtlos (1lle b. e o lrlator
('l,eíll,eT},t,o de u se bt OCOTI'e ell), 't; (! b. '> bj TJO.I'(l +,o(Lo bj ocos'l'ettd,o (!rvl t

Denotanlos o maior elemento b: dc u poi T?p(7,,)
Se .V é uln sllb(oiljulito de L''. (tcflliilllos

1. T;p(.Y) = {/) € /3 : b = T/pl.i,) pata algum 0 # .l. C .Y}

2. NoíiTilJÇXb = 13 Tit)l~X b

Assim: aillbos: Típ(X) e Vor?.r;/u(-VI são subcolijuiltos de 25 c clcl)ciidclii
(!a escolha da boa otclcili de 13.

Deliotlli)ios ])or ÁX o espaço 't'cíotitll gelado pelo coiljlti)to À'

Teorema 2 Sclam r urlz es/oa.ço t'cíol'/.rz/ soar'e o col/)o A: cora/. br/se 23. > uzrl.a
bo(t O['(i(,rrt c'n] [3 C ]\;r ]L'r]t s'iLbc.spa.ço dr. v . Eri,tí].o

L' n Á:l.voará/u(Tt'll

Observação 1.8 C'orts-/,dc7rirzdo o íí?orerrza a.r?.[erzl07'. po(/erizos t.'e/ que iodo
t)etoT' pião T\ulo T C V !)odc scT c.s(',i"llo 'ltlll.í'.n'ril.e.nl.p, corno ll t + Njt=b. o'rt.d.e

~, € 1L' . .\'(.'l c Á:(.voar,/,ll'').

Definição 1.15 .Vl? l é c/la/7za.do « ./b/fria "o,«z«/ d'' {,

Agora voltalllos Dossel tlteliç:ão para Ã-álget)ltls. Se.la i\ ullla A:-álgcbill
e seja 13 linfa A;-base cle .\. Assunllnlos clltc pala todo /)l. ó2 € 25 teillos
ól b2 C 23 U {0}. Dizemos qlte tl Á:-base é quase-niultipiicatiç'a.

Definição 1.16 Dzó~errzos que > d tl.ma orderri adro?i.ssfl'e/ sobre a base qttasvl

{íl:ttlt T)ligo.ti u t3 sc. aFS segttl't\tes lJropíicdu(Les são sul.lsleltas:

!. -> é tlrr}.a* boü oídeTTt. soba'e B

2. Para todo bx..}).z.b.3 € 13. se b\ > t).z cn+ã.o b..\b\ > b.3b.z sc a nbo.s b&t)\ c
bs b.z .são não u,,fitos:

3. Para todo b\..b.z. b.3 € !3. se b\ > b.z crtião b\ .3 > }).zb. .se arTtbos b\ b:: e
b.. 1).: SàO T} ãO n talOS

{
Para todo b\. b.z. b:\. l)4 e 13. .se l)\ :: b.zb3bl eTlf,ã,o b\ :> 1):\
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Um exemplo cle unia À álgebia (]ue ])ossui unia A l)ase (luasi-nlultipiicatix-a
com ordem admissível é a álgebra de caininllo Á I'. teilclo como })ase 23 o coll-
julito de todos os cainilllios eni I'. inclltinclo os véiticcs. e a ordem collipril)iellto
iexicogiáfico. isto é. dado as flechas e aos vértices ullla lidem arbitrária (ou
sejtt: uma icxicoglafial. com os vértices iiienoies (lue as flecllas. Se p e q
são caillill]ios (]e (oniprilr)elltos )maio!'es qttc ] . (lizellios (lue p < r7 se o coill-

l)i'itllelato (]e p !or lllcllol' (lti(: o c'ollipi'liiielito (]o (/ oLI s(' p :: (\1(}2 ' ' ' (kr. ('

q::i3i(32 J,..conlc}, ed:CI'!.epaiat\lgulJI l>/>/ . 1 ,J; seJ >/e
c}, < .J

1.4 Grupo fundamental
Nesta scqão plillieiro cnun(]aillos nula descrição f/ad/.c/or/a./ do grupo fuli-
clai[[ental n-i(1') de un} qu]x;er. co]]]o en] 1231. Depois descrevei]]os o grupo
íuiiclt\inenta] de un] flui'ç'el com relações utilizaiiclo o artigo l71. Essa última
dcsciiqão def[Jte o giu!)o fulo(]alneiitl\] dc uJl] (lttivet co11] rc]ações eili [erilios
cle geiaclores e relações.

1.4.1 Descrição tradiciomaZ de n-l(I'l
Se.ja I' unl qui\.'er finito e collexo. Denota)nos poi ro o conjunto cle vértices
c i)oi' I't o con.junto de flechas. Dada unha ficcht] n, de .t pala .f/ en] I'. Q l
sc-!-á sua iil'.'ci-sa foiillal: cu.ja origem é .r/ e cu.io tói lliiilo é .r

Dêi(los .'z; (» i/ € 1o. Lllll l)aSS(}iO llaO tl-lVitll clll I'. (IC .'l' l)ai'tt y. C liilia
coilcl\tentlç:ão ü.' = .»1('),.:(n...a:('). coili / ?]. r}, C Fi c- s(;) € { 1.+1}
para cada / € {1.2:..- .r } e t l que o(rki.(')) = .i. f(alÇ')l = .r/ e f(o:l(Ü) =

o(oi(fl 1)1 p.lra todo /: comi 2 < z < / . Coiiveii(ioittll)ios (lue o i)}tsseio trivii\l
ell] .t (: ro é o calllinllo tiix'ial ein :i deiioti}(lo poi ('... Djzelnos (late -.,- é uni
p":"'io f«}«lo e«: r « o(«,,l

Se co] e i][ii pas.sc/.o e]]i I' (le .i paitt .l/ c ü'2 (' L]i!] pt]sscio c]ii I' (l(- iy paio\

:. t'tltao ui.ü'z e lilli passeio (:ni I' de .r })alt\ =. d(.liol)iillado o pio(litro dos
passeios cü'] e ü,'2. Se.la ç2(1'l o conjunto (los l)asseios clc I'. Defillirnos sobre
Q(I'l a relação cle l]omoto!)ia --, (on]o sendo a ]ilcnoi relação de e(luivalência
so})ie ç2(1') quc satisfaz as seguintes condições

1. Pala cada fieclla o de I'l. c\
.a a'"'''- ey';

.l; H+ //. temi-se (lue n l n' v e.. e (lue

2. Se u,-. -, . "i] . ...'2 são ])asseios eii] I' tttis que ü,' -- :. . então ui«,-ü..'? '- c''i 'c'''l

self\!)ie (late tais produtos estiveieili (!efiiii(!os.
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\'anhos c]enot;ai !)oi 1 1 i\ (]t]ssc (le e(iuivi]lê]i( i?] do pi]sse]o ü' c]]] !!11)

Seja t, un] \.ért.ice fixo eln ro e coi-tsidetelllos Q(I'. t-) o con.junto dos pas-
seios de ç2(rl que têm origem e término en] t,'. Sobre tal colljuilto o produto
de i)asseios sellipre est.á defiiti(lo e. pela col)dirão 2. i)ocle})los consicleiar o
nnl'upo cluocicnte !!!!:=a. Esse gl-upo é c]enonlillado o gl'upo fugi(i liiieiltFl] (le I'
'.,:.- t"s' ':" . c .I'::::ot*.I'' I'.- «-,lt': .')

Usa)lc]o d conexidtl(]e (]e ]' é fácil vci- (lue n classe de isbn)oiflsilio de ttll
gi\ii)o illcle])cncie clo pollto })}lse t'. Assittl vamos (leilotá lo l)oi ;íi lr'l e chamá-
[o de grupo íuiidanielltli[ (]e ]'

1.4.2 1)escrição de n-l(1': /) em termos de geradores e
rola''ÃPC'V'U-ÍVVU.

\.'cie]]]os agort] ti] ]ti outt'?l descrição (]o grupo fullclanlental (lue ustllllos tlestc
t ] a lialllo.

Sc.ja L Lll)l véi'tic(' fixa(lo (hall-la(lo ponto base. o ptlssclo 'l't-... sel'a o
(i\[)iinl[o trivial e... e pala cada\ vértice .]; C I'o {];} escoll]e] ]os ui]i pt\sseio
:'...,. de u a .t. O con.luiito

:' ' {:..... : .t' C ro}

?ihsiiil obtic]o ó cienot)litla(]o ilha r'sco//7a. de r/r7dos dc /balada. .\lól)l disso. se

ü,' p ]]iia pttsse]o (le .] para .]/ ci!] I'. t-lição (le'fiiitilios

.:« (Ji -..« ;l -,' :'-' .

O[[c]e :.r...l (]('i]ott] o passeio (]e i'etoi'i]o de y pai'a i,l. aTi'av('s do (]a(ios (]e })ai'n(]a
"l'''.g/

observação 1.9 F!:ca(]a tlrrla escolha dc ílu(!os dc l)a'Fada -i corri poítto base
I' . i)od.e se :rlertfi,cur' q'tte

1. Se n é '1111 l)u-ssel.o fecha.do de c Q c erltão c-:l.,i) = u

2 «:(rl óg'.«do P./' ",u««í. {l..(«)l: « € T'-l:

V. Sela :,..... :: ai([)ct:(2) . . . u:('l ç :,.. cor/l /- > 1. cr/[do

lc-.(.«i):(')c-.(a2l'a . .c:.lo,l:n)l = 1 cni «:li')



}.4. GRUPO FUNDA'à.IEN'.IXL

f'irei)los dilclos (le patada :,. Seja r:. o grupo livre gelado ])eio cola.ILtlito

{c-.lo} : c} C ri} e !)ara cada =.,...:: nlCI) n:r21 ...nb(') C -..: cni 1 1? 1. c:onsi(l-
evemos o elemento c-,(íYll'(1) c.,(a?):(n . . c.la,,):(") € /;. (1ue é (lenonlinado
unia 7e/anão de parada en] /%. Seja H-, o sut)grupo noirJial de F'. gerado
pelas relações dc pi\inda. Ena l71 é ]iiostLado que nijl'l é isolliol-fo tio grupo
que( ieiite i/-

Seja\ / ulll i(]ca] (]tl llgebra de can)i)lhos ÁI'. Su!)oil}.tan)os (luc este.ltl fixtl(lo
uil] cola.ltilito de gcittdoics de / e (luf} n-l (]'l talha sido (]es( I'ito ?ltttivós (]e

c[a(]os (]e pttia(]tl -. . Dellotamos ])or .V(R) o su})grupo 1101111t\] c]c n-] (1') ger?l(]o
])oi c-.(/}lc-. lç :). com p e q x-aiit\ii(l. sol)ie tactos os (ai)iiiillos que }lpaieceil
cona coeficiente não nulo eni \i] a nlesnia relação Jllilliliial não tilonolllial

p ç R. O grupo (]uocielite Êi;iB ó (!e'lioniinado o gi'u])o ftlll(Itliiicitttll a! lr'. R)

DeiloTanlos o honioiiloifislno callónico (]e nl(1') pura n-i(I'.#l l)OI' € 1o
(luar (]e!)eil(le de :.,).

No 1)ióxiiiin exemplo veillos o club acoluece se tola)al)ios /?. o coil.luiito
gei'a(!oi dc /. seio(lo (]ttaJc]uer e defiililnos VIX) o subgilt])o lloiilat\l clc xi lr')
gelado poi c-.,l;ilc..lq il. coiii p e r7 vtlrian(]o sol)ie to(los os cailliilllos que
aparecem com coeficiente il\t]o elll llnJa ie]aqão não i)lonolllia] /) G R.

Exeillplo 1.3 Soam A ?lrrz cora)o. r o qt17.c-eí

« l ,i':.. l.j

e. os (,{)1)Jtua.los }q\ c R.z de ielít(],OES em, T (Le.ful dos ])or

RI = {a' -- .. i': o i ..ia} e
R, - {«; J:. o-J -lo' d')«3 üa}.
Pode-se ueii..Rcar (lne R\ p, Rz llf'.tníii o rrlesn o ideal l dc kT

TeRIas que nl Çt) c, o gttt.po l.l.t:rf' yí'.ia.do l)o'r (\ e í3

Por dcfip.içào: NÇRt ) é o sttbgl'ltpo Teor«rttal de ztl.\~l gerado l)oi 4.az 3 z . n13cv

'. P«,f«~f-. --,lr. n.) - etSB - <.«:J: a' - .J'.a .3 - .'3a>. q«. .í «m g,«p«
lbetla.Tlo $1t tuta\hall;e gelado.

Desde qu.e Ceia l C TI(t'. R\~l é ti n ete ne to d.e orr].ew] íJo}«s e d Í)o.s.stti
onde ri 7rl.fiTut,a: tcrrt.os cl«ltã.o qltc x.l.\' ., R-l) = Z..Z x Z..

Pol- oütlo l.a.do. NÇR.21 e o sltt)gílupo TI,Olííl,u.t dc nxÇtb geíndo pot
{n:2: .J2: n.?n i.i i} e. co/?scq71c/irerr?c7zfc.

':J''}



1.5. GRtjPOS DE COROA,ÍOLOGIA DE HOClÍSCHILD ].9

«-,(I'R:)-<«:j:.*'-J: «.j .j->=Z,xZ:
po,'f-«fo «--(r. .l ,,.io é ,:.o«-o,y. « --,lr'. /?,).

Em l71 provou-se (lue o grupo fuiidanlental a] (I'. R) é o ilieslTio para (luas
escolhas q\taisquer de R iit\s (leais as relações não iliononliais são inininlais.
Nesse caso. esse naesiiio aludo é (lenoniinado o grupo fim(laineiittll de (I'. /l
c denotado por --l li' /)

Dado uil] quis'er com ielaqãcs (1'. /). podemos ])ccb! cine o conjunto gci-
?i(!oi seja fotiTia(lo l)ot ]elaqões ill03.tolniais c ÍoiTeliieilTe lliininlais i)aia club
o grupo tundanlelltal sc.la ilivaiiaiiTe. Esstt ?lfiinlação clecoire cia ousei\-açao
1.4 e da seguinte pioposiç:ão.

Proposição 1.4 0 iNCa/ / pode se7' .Í/erüdo corrzo /laca/ /uoT' le/anões r/zor&ozrií

nl.s c .loitcrriell,te rali.ntrrlüls.

Prova. Sui)OI h silos (luc / sejFt gf'ii\(lo l)elo coiljiilito Ri = {.s].- .-s«}
fol-liltldo por relações !)iollonlit\is e iJlininiais.

Se s] = }1'1=:. Ài:,i não (i unia relação for ci]]eiitc i]iinimal e nei]] n oiiolllial
então podem:tos supor (luc existe >:1.] óJ=j oiiclc b] :: l e f < /?/. Logo

:'i ol,.i.2 bl:.,). subst.ituiii(lo ali sl obtcnios

)l.( À-ó: + À,):': + >, *;:.',
Í -2 { -Í+ 'l

l)o(]e-se vei'ifl('ar (lue /?2 := {/-. E,./-] bJ .,I'.s2. ' ' ' . sr,} gei'a /. se /?2 l)ossulr
}i]gullltl tc]tlqão (late ilao se.la l)ionoillia] ou não se.la tortclllente ilainliilal então
i'e])c'ti1110s o pi'o('t'sso ?tilteiioi'. O pto('osso l)ai'a pois I'\ :: ÉIL é lllll&l }llgel)t'a
(le dilnetlsão finita. E assim)l temos nossa afll'ralação detliolastlada.

1.5 Grupos de Cohomologia de Hlochschild
Seja .'\ uma k-álgebra associativa de dimensão finita sobre u]]] corpo k e À.
un] ,\-bilnó(!uio. Note (lue se /\" = /\ XÀ. .VP é a á]gebra elivo]\-ente (]e \

então un] i\ bililódulo à es(Incida pode sel considerado como un] ,V-i1lódulo
à esquerda cona a anão (,\ :Ék /z).i: = ,\ z:// pala À. AZ C .\ c l C .\ .'\

c:ol]oniologia ctc Hochschild H*(]\: X l comi coeficientes en] X é definida coi] o
o A:-csptlço vetoiitl]

E.r/li. (.'\: X l .
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Logo a co})oncologia (le Hochscliilcl cle ulllt álgebl-a J\ ])ode sel calculada
usando (dual(suei resolução pl-ojcriva cle /\ so})ie a álgebra envolxeníe /V ::
]\ Xt AoP. A i'eso]ução pa(grão e dada por

- .,\XF' ' !Í-= ,\Xl: o -J+ .\ x. ,\ =} .\--o ( 1 . 1 )
Ollde

:(;ti xx .z:zl t].(2 e

(/(.]:I \k . X;A,.L',,) = >:1'::.'( IY' '.].'I >'1. . . XÀ. .r..'t'f+I \À. ' ' ' )':A -I;"

pai'a to(io .z 1 . . . ' . .t',, C /\.

Aplicaiado o funtoi 77or??.\.( . XI a i-evolução plo.letivt\ (l.ll e i(leiitih
caiado .f/orn.\. (.4 (&l J\2:AI XÀ.,q.. .V l co]]] .f/017'?A.(.\.Xk . X) obtei]ios o coi]]plexo cle

cocadeias defi1lido por Hocliscliilcl ell] jlSI 110 ano dc 1946 (o qual ioi defillido
pala club!(luet allel colllutativo Á e (llialquei À: álgebra .,\).

o . ,.\ ü-, m'~,ÁI.\.x) L - FioTltl;l~N:,' (1 2)

oii(!e

(/f :: 0 obra 1l < 0.
ldoi l(a) = a:t a pala / > 0
(d../)( ,:- X { X t'.. «l

P

/ 1/(, 2 >: X I'.* il

+ Xl:.( ]y/l.-- E -':j'J*- ;x

( iy''/l ,-- >: . X ,;,) ',. l
s .,.-l+

pal« todo / € Ho/??.(.\:'.XI. ; C N c i i. i2 .z;:*l (: .'\

O i ésimo g)upo de col)O[nologiti de flocl[scl[ilcl de /\ coi]] coche:icntes e]i]
X é ent.ão defillído como

H'l.j\.X) =
J{ cl' d:

Logo o ptimelro grupo clc collotiiologia Ht(.\. /\l é o qttocicntc }lill-t. O
conjunto Ã:er(/] será denotado pot De/ IA) e seus eleillentos são clianlados
de derivações de /\. E o ('olijuilto //rl r/o sci'á denotado por /r?/7(J\) e seus

e[cnleiltos são (]la ]a(]os de c]erivaqões ilitel-lias. Segue dt\ definição (luc

Dcl Ç.\~l= {f Ho»IKI.i\.X) jfl.ab)= o,f(b'ltl)Jl~a) Wo.l)Ci\\e
/nrz(.\)= {./e Honz(.\..\):aaC \ talclue/(.z)=a.t a b't C.\}
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Vadios (]cilottlr poi C':(.\: X) o A-espaço vctoiitl] Morria:(/'Lb:. XI e

(,'*l.\. X) = ll.;N(,':(/\. .V)

o X;-espaço vetoiial de cocadeias de Hoclischild com coeficientes eili X

1.6 A descrição de -Hi (/\, /\l em termos de derivações
\essa scção })los]lainos cine para as algel)ttls (]ue a(lillitell] lula edil.]tu]to con]-
pleto de iden[l)otei[tes pii[)[itixos e oitogont[is. po(lei ]os considet]]r apetites
s[[t[s dei'i'\,anões noima]izadas. Esses ]esu]tados podei]] sc]' encontra(]os e] ]

Definição 1.17 Sclfrz /\ uma A: á/.qeb/a que í].dr7/,/,fc u./lz c07?:7rl/l.io cor77/)/eio

dc. i.d(,,Tt]pot({íttcs PT i.'n]tt.]']]os e, O] togor]o]s lç.c.X. e'à. ' ' ' . en \. DLze]]tos (l:ue un].a

í[.cr].liuç.u.o D E Dcrjh.b ó. lllllu deí"tcuç,ão l-lor llu]i.?.uda de N. se Dje:l - (]. 1)utu
(odo zl c {1: 2. . . . . lz}.

Pode-sc vciihctli (]uc

.''-'or l \l = { D C De? (.\) D é uma cleiivti(ião noil)}alizacla cle .\}

ó uni Á:-espaço '' etorial cle Z)er(*\l. Esse ÀT-espaço é detlonlinado o cs!)aq:o (las
clerivaçõcs nonlializaclas cle .\.

Notação 1.1 D« o / C /rl/,(.\l e ,:sfea C .,\ f«/ q~. ./(tl t ,a /'a/'a

rodo ]. € N. Logo fu.z selltldo dc'tl.otítF u. l eleriettln de. ll ll~X) ljot' \n. \.

beta\a l.'l Se]jo :\ {Lrr}.u k-(ítlJcbta (]'ue adrrtl,tc ,{Lril cora.]'uítto dc idcrilpot,clttc.s
T)iirr\l.ti.t:os c. ortogoçtuls \e\. ez. . . . e.. \. Então d.a.do D C Deílx-. c.LI.stc n t !\.

la./ qzz.r' D lr7.: l r! zzrrza. de/«ic'aç(io rz07'fria/íza(/a. df: i\.

Prova. Defli-La a = >:ll:. D(e:le: € /\.

Sc.la J C {1. 2. . . . . r]}. Temos pot u]i] lado club

1«..,1::: n('JI'j ej-D('.I'j >, ':jO(':)',
á - l

z 7: ./

Por outro lado. de D(cll = D(e:) = Dlc,le. + e.Dle.l icsulti- que
D(cjl'',)e: + e.D(cJ)eJ. ou sela. que

e,O('',I',
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AlélJ] disso D(eje.l ':':l + OI(, )ci. logo se ./ /;
''jD(':) 0(.,).: logo

e,D(c:lei = Dlellei

Assim

1« . .JI o('.)'. + >1, o('.)',
á - l

z ?': ./

'n.

ok,)>1:.:,
n.

D(',l
-í-'l

Poltailto(D la. l)(e,) p«iatodoJ € {1.2.
ó uma derivação noinlalizad?l. H

1?}. 0ii seja. D la

Preposição 1.5 Seja õ. c]m.a k-(llgct)ra (l] c ad.,rni{.e ]rr]] coTlju'rito coTILpteto dc
t.de,mpot,elites T)lirttltt'cos OTtogo la.Is. Erltào H\ IÀ.. Xb - :q"'\

Prova. Dchi a p = T o /: : .\ror(.\l -, H: (:\ \l oi}(!e' /: : .Vo/-(.\) -, De/'(.\)
é :- i« :l::são . «- : D.,'(.\) n #' (.'L: A) é - p:'o.I''çã', :. í--:'-l Ci-:'-«:.«t. FÓ
k-lrlorfismo.

\losti-e])]os que p é sobieleíora. Seja D + -r1?12(.\l € H'(.\. .\l cona O C
De/.\. Segue (lo Leia« aiitei-iol- que existe íz c .'\ tal que D la. --l € .Vor l.\l.
Como la. --l C /ri,/z(.\) segue (]\te F é sol)rejetol-a. Pode sc lllostrar (]ue
/{'., ,; .vo/ (/\) n /,,,,l.\) e assilll tetllos ilo,.«a a iil)anão l :!iioilstiacl:*.

.X l)ióxiillt\ proposição mostra (ltie iis (]crivtlções iloinlalizaclas clc ÁI' ficam)i

(lcTí'i'llllJ'iii(las poi' sc'lis valor'es soft)'o tts fie( bits dp r

Proposição 1.6
?,SOWtOTíOS.

O.s A:-.:'-spaços pelo/v:aás .Vo/-(À:rl e U.:.. c.,..) Á:l'c/(«) s(io

Prova. Segue diletaiilcnte cta definição dc dera\anão not-matizada (lue se
Z,) € .Vo/ (Á:l'l então D(a) = ':'.,(.) Q c-(«). pat- todo n C r..

Defi11a
.Vor(A:l') F+ llncr.eo(.}lkl'c!(«)

O --, (D(.«))..:r.
]\ aplicação \P é c]arainei]te u])i tiiolhsilao (]c A:-essa\:o vetoiial e iii.jetiva.
Xlost.]cnlos cine \P é sobre.jetora.

Seja (.y.)«cr. (: U..cl-.e.{..IÁI'ct(.). Defin?l ?l seguinte cleri't'anão nornlttl-
izacla.

©
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Dado f = c\i n/ ui]i (:ainiiiho e]]] I'

a: (.l/. õ«:.*l o:. l ' ' ' a.

AÇOES 23

a
H - >: «-

i-]

..,.'...-d :'ü =: ::
mos >-.:ct. .f/.. ili C .V07 (]\). Essa deiivtição é ta

®( )1. ./.;:) - ( >1, u.i:(«ll..... - ü..)...:-.
r} C ] ' l r} C ] ' l

Poi'tanto ü é un] isonlorfisnio de A:-espilqto vetoiial

013de (la(-los a: J c I'.Í

Considere



Capítulo 2

(graduação e estrutura
algébrica da cohomologia de
Hochschild

Nosso prillcipal ob.jetivo neste capítulo é niostiai (]uc o tllicl H*(.\. /\) colei o
pro(auto (u!) é ilin tie] grei(suado coiliuttlti\'o. Paltt isso v:lJllos urilizai o fato
do pio(luto cttl) se] isomoifo ao produto de Yonecla.

2.1 O produto de Yoneda
Se.lt\lli k liill coil)o c .\ iiiii t Á:-álgebttt (le diilteilsão fiilíta. V?lllios ciellotai
poi' l??odz\ a c'ategot'ia dus /\-lllóclulos à cs(lucicla sobre ,\. [)actos ,'] c C' (bois
nioclulos ali r?lo(/.\. ullla il-extensão (le .4 l)ot (' e ulll \ sf*(ltlf'ilci?l c»xF\ti\ ciJI

mo(!,\ (la scg\tiilfc [oillln

0--d------,Z?l--qB2 +--.23,,.i +/3,, 4C HO

Dado duas ext.ensões

E' : 0 -------, d Bt B2 B,. \ =B.. LC -ü

ulila, n-ext.eiisao. c

E':0 B'.,. \ ---T B'*.. -- G' - U

uma ili-extci são. a piiJneila terminando enl (.' c a segunda coiiieçaildo
ell] C; dehniliios o seguinte produto

E o E' '. b H .à -- B\ -- 13,. ~ - 13.. 'a, t3~ -- Z?í,: . -- J3í,. -- C'' -- 0
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Eo E' é ullli1 l/7} + r?)-extcllsão. o pl'odufo ailterioi é cht\lnado clc l)i'ocluso
de \olieda .

Quando rz := 1: cllallli\lidos uma l-extensão siillplesllleiite (ie extensão.

Sc.jal)a E e E' duas exteltsões como abaixo

E : 0 --* .4 ---..* 1? --- C' ---: 0
e

E' : 0 -- ,4' ---* 23' ---» (:' -

ull] inorfisillo a : /l; f--« .f;' ente'e as extellsõcs é uma ti'iRIa a
lloillonlolfisnlo de nló(Itilos tal que os diagiaillas

( /. a./,l .i.'

E:0 -- .4 -- B -» (:.0
l a l .r l g l
E' : (] -n .4' - B' + Ci'' -0

são conlutt\fitos. Elll palticulai. sc J :: .4' c C' :: (". dizei)ios (lue (Itttls

cxteilsõc's .f!' e .f:'' de ,q poi (' são coilgrueiltcs sc existe uni }lonlonlolfisllio
1],1.g: ]C) : E PH E' oia(]e ],4 e ]C são as ap]ic'a\:õcs i(](,llti(la(les de .4 c C.'

]'cspectix:an]ei]tt-. Utiliza]](lo o Lcilia Lias 5 segue (lue g é liill isoilioifisn)o.
Dcnotaillos por E = E'

Se.lanl E : 0 -, .4 ---, B -- C' - 0 ullla extensão c /? : C'' n C' ulll
holllotllolflsi)lo (lc iii(3(lutos. Elltão ])odc se mostrili' iis indo ;pullt)a(k" (luc
existe unia extensão .Él;' (lue cot]]eqt\ em .4 e tcii]]ii]a eni C' e u]]] l lotfislno
a = (1,4: g. /zl : E' FO .fl;. (.) 1)al' (a. .Zi;') é único ?l lllcllos cle cona)-uõilc-it\ cle f'

E' : 0 ? ./\ : ? -- (:' ---.., {]
a { 1 1 g l /,
#:0 o .4 --* /3 -- C --,0

Dellotai ios E' = E'/?, a colliposição cla extellsão E e o hoinoi110rfisnlo /7

Sejam E : 0 o ..l - B -- C' -- 0 unia extensão e ./ : À -* ,{' ulll
lionionlolfisnio dc nlóctulos. Elltão ])odc-se illosttai usando :])usllout" (lue
existe unia cxtellsao /L' (luc começa com .4' e ternlilltl e11i (,' ( um tiloihslllo
a = (/: g: lc) : E -» /ç' O l)«r (a. E') é único a iJlenos (le coilgruãncia cle E'

E : 0 --- H -- Z? -+ (' ---, 0
a 1 1 / 1 g
E' : 0 -- ..}' - '? + (,: --* 0

DelJotailios É;' := ./.É; il (:onlposiq:ão dtt extel)sao /) e o llonaoiiloiíisnlo /
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Sttpoi[ha[!-Los (]i]e un ]\ cxte]isao /] [ci-]i]]ii( (']]] algt]])a i])o(ittlo C' co]i] ./

..q/ bo C' pai'zi algtt]]] i]]o(ittlo 'v e i] ('xtciisao /L' ('o]']]('c(' ('lll \[. Eili t:,('l'il] leão
{.amos

KE.fl . E' = E o IfK'~i

ou se.la. ''o produto de 't'one(tti e o piocluto entre extc]isão e i] orhsllios lado é
clistiibutivo' . conto 't'cremos a segue.

Exemplo 2.1 Selar??

E : 0 .. ,4 -- B J* C' .0
E' '. n -- (.' L D -. F -: \l

(!u(i,s eltertsoes
soTla,u dl;ret,a

b.;l .u.In rrlódtLlo {!:uut(!tic,í í: n C ll ,v -, (,' r] pro7eçrio de

E'1:0 - .4 T/3 L[.À,/ .(; ]]:v .0

E:0-- .4 : Z? + (: ,0

E'í : O -- C,' U.v -- D U,v .

E' -. b ----- Ç --= D

r ,o

]'em.os ettt.ã.o E\ :: En e E' nEi\ {l; ('.Olltpost(ltlo

(E'-l . XÍ /;l o E'i : 0 -- ,q -- B ll ,v gJ'li l D LI .v - F' -, 0
ll.ão é Q ntesmta que

Eo l.'nE'\'b- EaE' '. ü = .à : B-!a- D- F-- t)

[lll outras pülaurci.s ÇEn'l a E'\ :# E o ÇKE'x)

Ja dcfl1lii)los ('oi)gl'tt('li('itt pttl'a ('xtpllsocs. ?lgoi'a (jtlci'('illns (l('flliii' l)ai'tl /?-

extensões uilla relação dc co1lgruêncit\ = que sej?l tl que telllos l)?tra extensão
c satisfaça a segtiiiltc pio!)iiedadc

tEjb . u' :: E . Ifn' b

on(le as coili])osiqões enx-olx,idas estão defliliclas: isto é. E' terltlilltl eln algulll
[[)ódulo C com ./ : ]v -, C l)aia algtti]) inód]tlo v c E' (oi]]eça e]]] \l.

Po(ie)nos escre'.;ei unl?\ rl-extensão S co1110 a coiliposiqão de rl extcilsõcs
/ç. da fonna

S = El:. o E.: ~ o

Se.ja S'' uma seg\vida r?-extensão coi]] o nlcsnlo (o111eço e téiillilio de S. .\
/?-t'xtensão S' é conglucnte a S se S' pode sei obtida ntitlvés de S poJ- ulli
Lias três tipos de liiu(laliçns



2.1. O'.PRODUTO'!)E YONEDA 2.7

l Tro( ando qualquer filtor .f!'l por iiiiia extensão congruente

2. Sc dois fatorcs sucessit;os Tem a foin.ta IZ/l o E' para alguli} E. / e E'
como definidos en] (2.1). pode-se trocar pol' E o (/E')l

3 S. dois f-to:« s--c«si~,os ..«- a fo:::.« E o (/E'') p«r« -lgu«: E. / . E''
como (]efiiiidos cni (2.il. po({e-se Ti'oca!' poi (E/) o E'

voltando ao exenii)lo 2.1 agora teilios (En-) o X'l = E o la-E'll

Ouse varão '2.\ ETl\ i171 pTollu-se que a. rel€1ç.à.o de e(i\ i.\:atêitc,i.n íií,,.hTit.da

sot)re o c,onl\tn.t,o das tl-elr.terá.soc.s e (,o rpa,tIreI colll o lliodtLt,o d.e \,Oll.eda.

Consideremos a scgliiiite l-eso]ução projptivtl nliniina] clo .\ lllódulo .'l/

P. -!L- P. \ -, -- P: !!Lb % --o .v -----. 0

Aplictlltdo o fuiitoi Hor)/.\( ..V) ao conll)lf'xo ltciili \ ideiitiHcanlos luii

.l.-«e.:to d' E-'/"(.v: .V) «:::o * clãs« .l. ./: ç H~,,,.~(E,: .VI í«l .]l«: /./,, .* -
0 ( ~'e.l- l:31)

Queieii[os ver. a seguia: ii]]ia i(laia (le coi]io se associa unia ]] extensão a
un] e]enlento (]o gl'tipo E:z;f"l.v. .V).

Se.ja 0 + .V + Bi --------- B2 ------- --.#,, 1 -- B,, + .v -- 0 \]n]
i2-cxTci.isito cle JV poi' .v

Podelllos esrrevei .v como o cluocielltp .v V de uni ]ll( (lítio lítio /Ü

Repetili(lo o pioccsso !)odellios cscievci Ho = -ÇL. .4] = 9.
r']. /%. . . . são nióclulos livres. assim co!)segttii)ios }l sc(ltlãii(.:ia chata

onde

-- F. q F. . \ ---"' F\ ---- Fü - \l - ü

dia)nada a reste/?lç(io /2trc (/c .\./ . O co)iil)lixo //or7P(f}.: .V) Tem colloillologia
E'.l:t." Ç~XÍ. Nb.

Observação 2.2 0 caJU i/lfo ./br dado pc/a.s lt-ezíer/.iões módü/o a re/aç(io
de e(}ul,valêTlcl,n ' é i.sonLorlo Q E.tl'' l.X;}. Nb. Poderrtos eil.t,ã.o cotas'i.dela,r e,lrl
E.i t" li\i. Xb := \l:E.tt' ÇX;l. N b o '!)lod.talo },n,dtt.zl.tlo T)eTo pro(l:ui,o de \'oned.o. pol

me o deste isoTltolbs'rno (veja li'rl).
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Seja E(.v) = E'.{í*(-v. v) nosso ol)jctivo. a piiiicípio. é defli)ii outro
],, o.!"to :ob« E(.v).

Sejana ./: G #orr?,X(E,:.L/l e g € Hora?.\(8,. vl ta} que ./ d.. l 0e
g (7,,,+] = 0. Corlsiderenios o seguinte diagrama conlutativo.

P. + \ ------n P.

l .l/i7p. ] l .?/,,,

Pltl -----+ ' . - --- P\ a,

As aplKaÇ'oes yo. ' ' ' . yr7i+ l sno lcvalltailleiltos (le ./

Obsetveinos qtic y.?/,,, € Ho/?z.\l/{,*,,.. .v) p ó tt\l Cine g.?y,,, (/,*.,,,+p-
ois y,,, (/,, + .,,. ]:: (/,,,, ] .y17.] ] e gdl,,+l:: 0

Agora podemos dehl)ii- sobre E'(.v) o segtliilte pio(Itito

.f 1 - 'íÍIR.

.\ssiiil obtemos que E(.v) é ullla A álgel)ia gt-aduttd?l coi l esse pro(luto c
:-.tição «:«:-] (~:.ja 1] il)

Elii li71 prove\-sc (lue esse útil)io produto clehniclo sobre E( vl coinci(le
c:on] o ])ioc]uto de Yone(]a.

Módulos (]-raduados e anel bigraduado
:çestt[ s('qão tcn]os coi]]o ob.lesivo a])iese]]ta] insulta(los (lue ache(lit amos se]('n]
coiilicciclos sol)ie i)módulos graduados e anel l)igta(lua(lo ilitis (]uc n \o apt\te-
ce n ]ia literatura ou não estão deilionstrados cxi)licitalllente.

Ui)i?\ tllgcbra i\ ó dita graduada ou N-graduada ou ailldFI positix:ai !Cure
gia(suado se /\ ?ldniite \tília (loco)il])osição como ('s])aç:o vetolial igual a botIJa

clireta de unia lanlília cle subespaços(/\(/1)::!] .le .\ t-l que \lX).tl.,í) c .\l/tll
pala todo zl../ € N. Um elemento (lo stibes!)ttqo .l. ç /\(í) ó dito lloniogõnco
de gl-ait /(notação y/ (.zl = z).

Se.]a /\ uma {' áige])i'a graduada. uln /\-rnódti]o gradua(]o é unl módulo lv

.junto cona nula família l.t/(?)),:.z de subgru])os dc .v tal que .v = llj.z,v(rl
e ]\(?l .t/IJI C .vl; + J) pala todo z..; € Z.

Se v e .\r são inódu]os gra(suados: u]]] }lol)lonlorflsnlo de módulos gt})(lt-
taclos é ull] hoilionaolfislno de nlóctulo / : .v -; .V tal (lue /( vl/)) c .\''(zl
l)ait\ to(lo / C Z.
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Notação 2.1 Sejam l\l e N íílód.ditos gia.ateados

!. Hora\.,.Ç},l. Nb = \..f . }\l -+ N . .fi~XiÇib) C Xi.il l)al-u todo i\

;:' #'nz,,(jv. .vljl) ,.(.v. 'v) l.JI
= \J . XI -, N . fÇ}.lti]) C Xi.Itjb pa.]n todo ]\

Lewxa '2.\ j22jSI.jaírl :\l e N ÍYlód.usos giadua.dns F.ilitalTlí.lhe gelados sobip
\lll\a átget)ra noet,llc.ll.ur\u. \ e.Tlt.ão

H~«,(.v. .vl - n.;: ~,,,,, l,v. ,vll./ l
Lema 2.2 Se:la À- ]]nt.a (í]ge.b a. gTa(].ttadn: ÀI c] r] rpódttlo gra.d:líado e

p. -EL pt \ . -p\ -lt-r'.-!Lxl--t\
u.rito. resol.u,ção ])}oljet.l,TÜ d.e NI onde l)n.rn todo 1. P} é urTI. íitódu.lo lnojet. uo
grua'ttodo e. .Fi T)reserva- gtK:li. El\t(lo T)alu +.oílo l

ç'l . Horrll.Pi \. Ài)
f

tlonl 1. P. . Àl~l
I' . .:.

:!)'tese'r"u(l g;l"atl

Prova. Sela / € Hor??,.la i.,v)(f) c I' C a((/) Como ç;. preserva giati
segue quc /:(1) € e ]((/l. Don(le +;;l./)(.z;) = /(..;í(.1)l (: .v((/ + t). Assim
Ç;lhos,(/-': ...vl(f)l C H.«Z(E..l/)Ifl

Poitallto ç; !)ieseiva glatt !)i\i-a todo /

Utilizallclo as ilott\(l-ões e o iesitlta(lo (lo let a aliteliol segue (lllc
E.l:r'(.v.-v) = H.E.tí'(.v..vl(fl or)dc E.7f'(.l/..v)l/l ó igual ao (luo

cieilÍe
lÇei .;'llt b
/m .;;. .( / )

Definição 2.1 L'r?l alce/ \ é azia Z-gfadua.do .sc í a sorria (7/1?eía. de .süógr"upo.s.

.\ .z.\l?r?l e .\(l?il /\(/ll C \(/7? t p): pa.7a iodo /?z. lt € Z.

Uítl. a,r\.f',] gtítd\LU.do b. - U..tZ,]\.Çin"l ser(] (.haínad.o gra(].:tLn(lo c.OTluLtattt o se
andas e\enLeíttos :u. y € N. de grutas ill. r\ Tesa)ecu,camelo.te

-u - l tl'""v'.,
e, se:rn (burila(lo onu-cota.ututl,to se

,y )"'" /
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l)eRnição '2.'2 Urina. átÍJebra de Lie gríl,dt a.da. /\. ó llrrla (íigebia. yTad;tirirla corri

urll produto a.nti-coírtutntiuo (usua,lílteíl,te denotado pol \ . \l sallsfa.zerldo u,

tderlti.da,de d.e .Jacobt gTad'ttadü: ou seja. dcLdos .t. ty: = ewl X d.e grau.s Tll. ri . l
íesT)e(. t.'l.'uuíítent.e e íttào

/ l,;: ./l - l-i)"'"lP: «'l

2 ( t)"''ll''.//l.:l+( il""'llV.:l: -l+( ty"ll:. tl. UI

l)eRnição '2.3 Unl aTtel. bigvadttudo corlstste de. tl;rata. .família dc .slib(Jrur)os
lq''' " (OT]dc Ç))?. r]) € 7. x Z.l tal quf' J{ é {] .sori]í] di'rctn 11.....B''* " e suEI«s-
.l(iZ (fILe [i"'\ nl [ I'z.n'z C TilTi\'-tTi'z.nt--r''z . os e\p.rrtt'.tlt,os d:c R'' "' s(lo ch(trTi{)d.os

bil\olitogêl\eos rlc l)igln-lt t.In. ílb

l,enxó 'Z.3 Selo. NI u.lrl mód;ul.o gl-odu.o.d.o e EÇNib = EJ:t'l.Nt.NI) oítdc Q

cstl«ttt.ul'u rT\ul.{llllt.cíttl\-n. e d.adn. pelo lirud.ttto íle \''oil:e(Ln l)arn ex.tellsoes cinta.o
EÇi\ib í: 'url} u.itf'l blgrnd:ti.ado.

Prova.(2ueiclllos nlostral (]ue

r( -\ -r l n{. H E «f' (.v: .v)lb)

é tal (lue

c,'f"'(-v. .a/)(ó IE'í":(À/. .v)(ó,l c E;,/': *''(.q/. ,vl(/,. t /,,l

Sejais) 7'e Ezf"-(.v. v)(bi1 ?7c E'rf"'l.t/ .v)(b21 e

'' /'l 'h 1)1 ...- + PI !!L+ J'h -- .v -- 0 villa i'csolttqão
})iojeti'ta de .v íal (]ue cada a é graduado e (/, ])icscivti grau.

Utilizando o leiloa anteiioi e ti defjllição do l)iodlito (le 'lona(la obtcnlos
o seguinte diagiail)a coiliuttltivo

e,.:.:l/l -- R,.líl -- . . - Ü(f) - .v(/l -- o
l ./'o \.*

rlo([ + ÓI) ---+ .v(Í + bi ) - 0

f
l y'.,:
e,: (í t ó- ) --
1, g
.v(f + ÓI + Ó2)

Assim .rg c E.t:í"- ' ":(.v: .'t/l(ül + b21 Post?inl o E(.v) é um allel bigracluado
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2.3 Estrutura algébrica da cohomologia da co
homologia de Hlochschild.

Nessa seq:ão \.,erificalilos ciue H*(/\. A) feRI estrutura de anel IZ-gtadxtado com
o l)roduto cup. A]é]]i disso defini]nos en] H*(.\./\) tii] segue(]o pro(luto
c[i?filiado de produto cíi(u]o. comi o (luêl] .f/*(/\: J\l ten) estrutura dc anel de
Lie graduado. Esses resulta(los podem sel- clico1lti?\(los cm ISI.

Pot ttlttnlo t)pi('sc'iiTanlos liiiltl otltl-a (l(tiiloilsTiaçao clc (]tte o ])iocluto cup

ó graduado cola)ilttitivo utiliza\lido o lato dc (late o l)io(íiito cttl) ó isoilloiío ao
produto dc Yoneda.

E[[[ C'*(.\: /\) en os u]]] ])roduto (ha]]]ado produto cup

0"'(.\. .\l x C,'"(.\. ]\) -, C'"' '"(.\. .\l
(iefiiiido por

.r -, g(.I'i ='= ... >= .'''",. ,,.1 = ./1.i;j X ... X .L',.,)gl.z'«,,i X

pala to(lo (:i ] X X .i,.,. ,.) C /\x:"' *"

x ."'".+.,)

Proposição 2.1 Se.7a rz / € C'"l.t./\l. y c C"l.\..,XI c/? c CP(.\,.'\l

l if -- ul -, l] f - Çg - }.)

2 .f -,x l --, .f ortdc l í a ] Idade de ]\

3. (1(.f -- !J) la/l -, q + l ])"'/ - (./gl

Oll.(l.e d e a. dllrTclt( l,ol (lí) rr)rn!)lc.=ro C" Çb... íxtl

Decorre das ])roprieclaclcs 1. e 2. acl]i]a (luc ('*(l\: /\l cona o pro(leito cul)
é un] a[[e! associatiç'o co]]] u]]idade gia(]u]](lo l)elos inteiros. E ó unha co]]-
sc(][iõ)[cia dt\ p[op[icclt[(ic 3. (]uc o !)iocluto cu]) in(!uz u]] ])roduto sobre i]

cohomologia cle [loc:]lschi]c].

Descrevemos agora unia estrufuta (lue loi iiltioduzi(la l)or Xt. Gersten-
llabei elli ISI e que illcluz eili H*(/\,/\) llllla csttutura dc álgebia cle Lic
giadLla (la .

Paul / C C'"'(.\..\l c g C C''(/\:.\) (rl/ ;. 1: rz ? 0) c pala to(!o ? €
{ [ . . . . 1/1} existe ulli ])reduto l)tlicia] Oll(]e

/ .. g c C''"'" ;(.\. .\l
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(lefiiiicio da seguia)Te tarDIa

./oig(;r. g;.'-.EÀ *'",.,,.i)
= fl.xi XK. ' ' ' Xk 1. \ Xk gl :i Xk l$# .';i* .- ] ) g.x; z',:+.. gü g /' .-«, '- -l

pala todo ll:.-. ..',«+,, IC .\

o pio(ILtto círculo e ciltao ílefiiii(lo (oirlo a soilia altcilltl(Iti

I' ' t3 E:(--iy' ')'" ')./' o: q
-Í-l

'J?'}

Essa defiliiqão é cstendicla para a 0 tocadeitt ('olocanclo ./ o .q := 0 se rr? :: 0

Colho \iiilos o produto cu!) ill(!tlz um produto sobre a cohoiliologii\ de
lloclischilcl. alas o pro(luto cíl-Lítio não passa diretalllente l)ara uni produto
ila colloniologia.

Usando essas defilliqões o})temos sol)re C'*l.\. i\l o segtiiilte colcllcte comi
ics})eito ao l)roduTo círculo

1 /. al' - r -a l (" 1)('tz l)g 0 ./

(onl / C (,'"'(.'\, /\) e y É C"(.\. .\)

Proposição 2.2 Sclarrz ./: € O"'(.\ .\l e ./ € G"(.\. \l s.'gl/c qzlr:

/ 1/ í/l - ( 1)t" l){"' i)l.,/. .rl

2. Dll.d.o }i e: Ct IX.. \b

( iy" ')u-:)ll/.al./?l+( tl'"' :)'" ')ll.././?l..fiel--iy' :l'"' ')ll/7./l.al ()

O ])ióxi[[io resultado coi[ccta o ditercnc-it]l d (lc C"(z\. .\) co]]] o inoduto
círculo c o ])ro(!uto cup.

Teorema 3 Se.7a rz / C C,'"'(.,\. .\) e g C C'"(.\..\) seque ?zc

./(/ogl-( 1)"(.{/'logo/o(./É/)+(-1)"(g -/ ( ])"'"/ -- g)

Corolário 2.1 0 abc/ H*(.\. \l .:o /z o prodzl o c !p é vlrr? «r e/ gradtzado co-

iílut,atl.uo. comi Q Otnduução dudu pela. di, l.en.são. isto é. se .f € H'" ÇX. Xb.
Ü ç. H" l.N. N ). ei\t.ão

'f -, 'Õ \y'';'] - T
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A seguir \rdillos ver uln exelt)pio (lo ca}('tifo do colcliet(- l ]' .::. :::.

Exemplo 2.2 Seja /\. = €1g- com, car À # 2

ü + F.. !L- Hora\Kth..F..) d Holl\Kl~!\l::':.J«Ü

H'(.\. .\) - <1. .'>
H~ ÇX.. \b OTl;de l ç.a -+ blb
#'(A..\) o/zdeg((a+ói lxl:+)l::::/,d
Pode-se ntostiul' nELe

#*(.'t..tl(.b...'x) H r/'(,'x. .\) il x'(.\. .\)

IÍ/ il'l~+ór) X(«+bt)l+q((a+bLlxl)
IÍ/. rl'la+ .z)(T x(a+ :l;ll+g((',+/,L):': «l

la. /I'((-+ó«l>:lc+ z-)l o./((«-tóLll:(c+'/L))
- /' . g((« + ót') :': lc + a«ll

+b,)x(.+d:«)) o((«+z, xr('+'/,)) rí/((~+ó«lx('t'/,ll

observação 2.3 UtIlIza.'nd.o o {corrrna. cl }.ter«iol podcTI o.s t;eri.ticur (!ue o colch.et.c

1 . Y r]]ti,]],] o ut]e] Fi* Çf\. ÕÜ d,e u, ]la est.iu.t\tia. (]t! (llgf l)íu de Lie qiudliod \ lsc

.f € H" tb.. X) en:tão o glatt. de f é li -- \).

C..oro\ax\o '2.'2 0 pitíTlei.to (lílt!)o de c(>tloTT}oloyitl de Hocttscll.ll.d H\ l*X. X b e
u.Fila úl,gebio dc Lle corri o colchete inrltLzido l)elo colchete: de Llr. :ttHuul dc
H'~,A. (.\: .\ l

1/. al - / .g q./
on(IP. f.. q E Hm)lkÇb..).). As dera a.Cães foT"r ,{lll ilt líl. subúlge.bln dc Llc. dí,.
Hostil.]\.. X] e. us de]«i.tenções t]ateí"í].us jo]"írta'rn :]i.ri] der]l (le. LI.e, (ic. Dcí IKb.

Prova. Para cleilionstrar o corolário t) lsttl tliosttal-mias (luc t\s derivaçoes
iliteiilas forlnalla u11-1 ideal cle Lie (ie Dcr(/\). Sejtlill l.i. --l C /rll?(/\)
D C De:rjX b e y C h..

lo.l.« 11(,/) ol-. ll l l :. lo(v)
= Dtt\J UJ,b .r.[)ÇIJb+ DÇII'bl
= 1'DÇgl + DÇ.x blJ- !JDI.rb - Dl~ybx
= Olt)!/ :V01 i'l = 10i l ). ll l

IDLIJ) + [) t Hb.t
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Asse:« l0i -l -l € ////?(.\l. e po]tt]nto /r]r] (.\) é uni ideal de Lie cle /)er(.\l

Xa prilncira seção deste cai)ítuio deflniinos o !)ro(ittto de Yoileda que
ilaulti a colloiitologia (le Hoclis('hilcl /7*(/\. J\l de uilla cstiutura (le anel. Enl
101 Geistenllaber prova (lue esse l)rodiito é isoinoifo ao })iocluto cul). Assim
#*l.\. ,\) tet]] ui]] estrut.tua (]e ane] Z-graduado. Xo próxililo i-esu]tado (]e

nlostialllos cine o produto cup é gt-ti(Iti?l(lo coiinit laivo. lilás usando agora o
falto c]o proc]Llto (ttlp sci isonioifo ao i)io(]llto (]e ]'oll('(]tt.

teo exala 4 0 l)lodtito c:uT) d.eÍI.u,l,do sobre H* l~N. À.b e gludttudo coilttLto.t-r.to

Prova. Sejam) / C Hor?l:vl.\x"'' .\l CÍ/ € Hor7z\.(.\*'"''::.\) tais que /d = 0
e .qd = 0

Se.ltt talllbólll ... ---. .\X' - ,\x: H '\ - 0 a i'csoiução i)!'o.lctivtt
l)aclião dc ,\ colho ,\-bii})óclulo.

A seguia VtlIHOS ca]cu]ai o produto de \'ollc(]tl (le / toiii Í/ dchiii11clo dois
lc-.-tti tatl cotos distintos de ./ e (ic])ois utilizailios o fato do insultado desse
produto iildcpclldel dos lex ailtailieiltos.

CollsiclerclT.los o seguilltc diagl-t fila

.. .v("': --
:/n ll.r/17v l :ilyi :ul.l/0 \~.:.

.,\>c"''" ... . .\.X' d .\Ü(: --.\--0

f'

'\>:"+]

.,\

í'o]')l

!/, jl .l= .1'i ': X.r,... X ll = ll:<.t'i = :: .r, ;< ./'( 1 :.: .z'/+i X >= " ., .. : 1 ll

'X.'',,*,.XI) l--ll"'(.r(IX.rlX,' ' '>;.t',,XI);X.l.',,. i'i.. . -=.'',../XI)).
Ptiíneil-o ilaosticillos que yt -l d :: (/ .ry/ . ou seja. club yt é lcx;alltaJlieilto cíe

/' pt\i'a to(]o t.
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.v , ./(i z .«'- x . . x ;,,.* x tl
1;, . . ; x./'(tx.«*..x...x',...xi)l

+>:1:1(--iy(iX iy'.'Zl;:íi;:.Jg -.X2.X/llX:r,:l!
+ l$:1=.'(--lj:l.l :< .1,'i X . ' ' X; /. J g ./'(l X .l.'. X . . . : .l,',::''',:4 1 E

=(:z;i X .- ' X .z;t X /jlX .z,'/, .l X -- . E .'',,.. X ll)

+ >:1:1(--iytl :' .i:i X ... X .t'i.?:i.IB ... X .['í .{ /ll !: .i'.-.i X

+( lj'':(lx zl ';..'X:t, IX.r(/(l,X.z'.X.-.X.i:,,./ XII)
--(--iy':(i X zi >: - ' X i'. IE/(z:{ X... Z: I'.+. >: ]))

IX -.X .=/(IXi:..iX... :z,,*.XI))
+>1:1:i(--1l:(13{.i,i '< .. 1:il:-] X. ' X 1: X./'(IX.t:..ig
+(--ly(IX.'i'] X---X 1:/. ] X/(.I'lg,..- :."',,*,X l).l

dj[x .I'] x, .. >< .1'/ }~ ./l] x.l:í..iE ''' >=.1:,,./ >: 1))

(/ .r/,(l ?: .?;] X . . . 'X .''«+. X l)

= --'..,. x l)l
>; ';...* :1 ] l)

3:: '',,. . >: 1))

H ::,,. . s: l)l

í/./,,.(i ,;.x-.'x''".,,:zl) .'-x.-.x.'',,,x/llx««,,-x'''x.".:*,.x;i))

.q(l >{.t] X .-. >:.[',,. >) ll/jl !;:,:]:,,,] iX .- :.];".,,, X l)).

Assim [el] os .í/ o .y«, - ./ -, ./ ( oiidc o dei]or]] o l)ioduto cle \'onecl-).

.\fenol't\ rali:los vci'ifical- (]ttc :f ] d :: (/ =r.. OLI se]tt. (]Lle :r tal ll)cil e lc'hall

tanlento de / pi\ia todo f
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( 1)"u "' :t 1 (/11%:z'lX...->':.'z;,,+i:: l)

:::(./'(z; 3 . -E ",,. - E ]) E «,,.,X ... Xl:,.,.X])
+Ell::(--il:(/(i 7:lX .'x i;.z;i tX.-.g'z',..t }:l)E i:«*2=
+:l-;',l..(-ll:(./'llS;l'l x .>: i.XI)X.r«.iX... : z:.r:.l3{

=(./'(/jl :' :l'] >:; --' X .''«. 1 :,: 1) x .'/',.*z X --' X .''«*, }: il
l l)"''(/(l;X ] x.. X l:.,.ilr,,.2X...X ,,.,):l)l

+>1:1=1..i l);(/(l:T: ri : )- i,,XI)X;i«nX- X?::?:*] X

=l il"(/(iS i;]): ' )l r;,..l)7,..2X---X:',,..=ll)
tE:l:'!,l.,( lj;(r(l x i] X >: 1',, ){l)X I'«+] y ''X z;-:?':.Jx

1 11"(/(./:11 X.i'l S ... X.?,',. }: ]) X.T,*+i =.'''>=;.'',,.. \ ]l

l ll(")(' i)d:,./'ll i.i:JX--'X.'',.+/ XI)

x -l:,,+/, x ll
X .t',,+/, >i l)

x .-',, ., >: ] l

x; .'l;,,. , .x l)

.t' - -'9
B

g ,,,(l$'t'iX.. -X''".,,,X;l) l)"'"g(/(IXt'tX.. ):i:,,XI):X,',**ih:*'«.,,.XI)

""' /liX ri X -.' X 1,, X ila(l X :t',,+] )l: ''' X '".,,, X l))

E assim!:t tcllios y ' :,,, l"'"./ -, g.

('olllo o lesiiltti(lo (lo l))o(!ttt o iii(lept'ii(lc' Lias lcxalltall}(tlitos s('guie (lttc

q - .f = 1~ \~l""' J



Capítulo 3

.'\. ,z\-lgebra de Lie do primeiro
grupo de cohomologia de uma
álgebra quadlática

P

No t\itigo l2:41 estai(volt-se }l estrutura de álgebia de l,ie gt-a(luacta do piiineiio
giu])o de collolliologia de Hochs(llild cic ulli iilgel)itt iiionoitiit\l /\ (lc (liilieiisão
finita. en] tei11ios dc ci\inii)hos pa]t]lelos. \lostitt]nos ] este ct\pítlilo (late é

l)osso\-e] (lesciex-et um colchete de Lic T)ara .f/'(.\: .\) en] teinlos de relações
paralelas (lllaJldo /\ é unia k álgebia cluadrática de dimensão finita.

Denotalllos pot ,\ u111a álgebia (luaciiática cle dimensão finita sobre ulll
coil)o Ã. ou sc.la. /\ é ui]} ] llge}»a sol)]e À: (lc (lii]]ciisão H]]ita ison]otfa }] uj]]

(quociente dc i]]ge])ia (]e calllin]lo cla fornil tl onde / é u].n ideal bilateia}
geiaclo pelo con.Junto /? :: {./l: - - - - ./,,} ttll (ltic (}l(la ./. ó u! 1?1 coilil)iiiaqão
]i11car clc caniilll)os ali I' dc coiliptiltieitto 2. /\sstinliil)os (ltlf: lls ielaqC)es pião
monomiais de /? são n iriimais.

Taiilbei)l c]a(]o liiii (oi).lttnto S. /.S (]eiloti\ o A-esp?tq:o v('toii?i] (:oill ])tese

Tendo eil] vista a definição dos grupos de coholllologia pol i21eio clo fun-
to} E.z;f. ]]]]iê] forti]tt (]e se calculei esses grupos é através de ui]] iesoluq-ão
piojetiva cle .\ como .\-bilnódulo. AI)licancto o tu11toi Hoi??.t.( --. .\l a ullia

ta] iesoluqão e calculando os grupos de colioiliologia do conlpiexo icsultanTe:
oboé:«-se os g:upo: #:(A. .\)

Na senão l usamos duas resoluq:õcs projeti't'as niiiiiiilais (.\-bimódulo) de
unia álgebra (]uadrática e (om])arallclo ess?ls duas coiiseguiiiios definir um
colcl[ete pala Ht (/\: .'\) e]]] tem)os de relações paralelas.

Vemos ila seç:ão 2 cine o coiilpiinicnto dos cadinhos de ÂI' introduz
unln grada ção sot)rc //'(/\./\l = LI,:? tC:. Ve1110s (lue no caso de álgetiia
cluadr?iti( a bastil pedi)l)los (luc cartlcterísti(a sf'j?l difeiellte de dois l)ala (lue

S
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C 1 = 0. Como consec]uêllcia ])odeillos vetjfictil- l)iol)licdades coillo a silJI
])!icidade. a seini-simplicidade e a solu})ilidade (la álgebia de Lie //]l/\. .'L)
estudando ro ilo caso eni (luc caiactetística de A: é diferente dc dois.

3.1 Resolução projetiva e colchete de Lie
\''il)los iio cal)ít ulo l (lue os grupos de collonlologia (le Hocliscl:tild sào dehniclos
co[110 /7*(z\. ]\l := E.í,'íR. (J\. ]\) onclc ]V: :: .\ XA. ,\o/' ó a álget)i'i\ e]ivolve]]Te de

.\. Utilizando a reso]uq:ão padrão o coialp]exo de Ho(]iscllilcl ó dadtt poi:

o . ,\ !L H««,AI.\.,\) L - HonlKÇb.c' b.) -!b.-.

onde

(/i :: o ])ala ; < 0:
(./o.ll(«) = a-, 1~ e

la,/l( z:- X r2 X X t:,.. : l z'-y'l,;2 )( >1 ' :- : l

+>:1.:i ]lJ/ll]x : JJ]B .::l:,:*i)
]-( il'' '/l,;. X X i:l-:.* l

com 1 > 0.

vamos utilizei unia outill resolução pio.ietiva da álgel)ri\ (]uadiática /\
so})ie .\'' ( il.]a ptlit(' (lttc lhos lllteiessa e (la follllêl

7 /\ >.,EÀ'R>:E/\ -Ilb .\XE'À'I'I XE '\ g!! .;\ ?;E.\ :!- .\ 70 (3.2.I

oilcle # A:Fo e os iiiorfislllos de .\ -T)iiilód\tios são (lados por

R Ç'í 'C E Ft b - 'Íll

Õnt.'r .'' E(l x.E tl;b- ':cl '::u it 'r /-u(\lU
(ji (:. X E >1:1:.. À:n.:.3: X E É/,) = >1:11:. À, 1:...1: '< E Jf xE A/ t '. X E- a: X E 0./ll

com :: A/ € .\ . n; C I'i e },:LiÀ o,:(7, C/?

Lema 3.L Seja ]\l um E-bi.ntódttlo c T lllrt l\- t)l.}} ódutlo. En.tão o esl)aço
ut't.oi-ia,t Hoii] ;\. l~N. 'l:E À;l ZU b,.. T~l é tsorrtoífo {] Hotn E. Çàl. Tb.

Pt'ova. Defina os seguiJltes iiloiflsl)los lineares

ç'. Hoíí\l...(b. B,EX;l ?pEõ,..TI F- Ho'nlE,l.),l.T'l
NJ .- T
rl? -* ./I'l.\ :iE' rn. XE l.\)
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e
Homo t.X:i.T) --- HoTTI.x.l.N 7.EX1 7,[X.T~l

X 51, E l\;l Ru D. -, T
"Í :tU rll'XELt F-' 'lglinbli.

Se\ n\ f C Holtl.x.. Çb. V, E }.l Y,:U ).. Tb ç'. -r Z, E ín ):, E [l C b. ./,E i\l IE N

;;' Q .,9Çf~ll.-' xE T l x E l) = -,çÇJ)Çn )[l = -í.I' Ç\ T. nl )'. 1.)[1 = J' Ç-f Y, )n ''. [l*l

A última iguttldacle decore do fato cle / sel- uln inotfisnlo de .V-lllódulo

Se\a \ g € Hor[iE.l~ÀI.T) e ))] € ]NI.

,; . .,;*lo)(«,) l s ~, x il ,«).
Poi'tanto os alto!'fisii'ios »; e F+ a('llila saO O ll)v('l'So Llli'l (IO Ottti'O

Se.]a lr unia álgebra inoiioi]iial de dii1]ensão fi1]ittt e .Z ui]] comi.]tlnto itiin
ii)ial gerador de /. isto é. st]t)(anii]il)os ])iól)nos cle .Z ]iào Rodei)] estar ei]]

,Z. Se [oillaliilos 23 (:oilio o (Oli.ltt3ito foi]]]a(io pelos eles)]piitos dP A-l' (late lido

estão clr] / então ó mie(hiato cine a á]gebia n)Ollonli?i] e Á/3 são isoiliolfos
(oílio E-biiiióclulo. Tal isonlotfilllo foi essellcial ])tll'tl o t\itigo 1241. No caso
(]e llgct)ia (luadiát.ica de diillensão [iliita não é tão iillcc]iato. ].Jsallius as

llortiqõc:s do ctl])ítulo l ])t\la defiilirlllos tal /? ]io pi(3xiliio it'saltado.

Fixa\ilios da(l\ii edil diante unia orclenl adlt)issíx:el edil A:l'

Proposição 3.1 Sela /\ = if t].r]?r] rí/.gc/)7a qi/r].d/(if/lcr] c B = .Vo/zT;/ol/)
c Irão D. e hB são E bli óculos lso-rílor.fos.

Prova. Seg\te do tcolclll.l 2 cine Á:l' A (.Vo/?T?pl/)) ' oillo t'spi\qo vc'',-
iial. logo dado rl € AI' ciitão a := u',, + .V(a) onde ir,, € / e .\ (al € A:/?. Logo
faz senti(lo (iefiilii os seguiJltes nioifisnlos de E-bil)ló(Itllos.

Q . b. .-- kB (f '. kB - , N

a -- .v(«) b --- b

Os iliorfisinos ó e ó* são illx-casos ulll (lo o\lt io e tissiiii J\ e A:/3 são E-bili)óctulos
isomorfos. B

Proposição 3.'2 AF)tl.c.{i ld.o o ,flLí+t.or Honl.\. 1. . A.) a i-esoluçào T)rojettua. (:3.2)

o -t71ício d.o cowlptc:co reslLltaíLte é equtt'alerte ao .scIJ'ctl;rate co'rn,r)lí:=c}

à -- HOT IE ÇkVÜ. b.b -!-:, HOInE LkT\. Nh ----!- NOME.tkR.h."b -.

e

( ;3 .3 )
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OT[de os rí]o]Íin]os õao e à\' s(]o dados }ioi:

(õ; /)(ül / is(üll / (f(nl) a

(Õ; a)(EL:. À; .«. 0.l - EI'.. À:( '«: g( 3.) + Í/lo:l .j, )

cora? / € #or/iE«:jkl'o. /\l; c} C I'i . q C #o/nE.(ÃI'i. .\) c >:ll::, ,\.nfti, C Â'

Prova. Aplicam(lo o funtoi /íorll.\. ( . .\) a resolução !)iojetiva (3.21 obtemos
o (:oillPlexo

O -- HO/?I,V (.\XA.A'I'OEk.\. .\) !=- r/OJ7t.\ (.\:: .A'I'12;A..\. .\) !L- HO/?L.\. (.\?;À.A'/?XÀ.J\. .\) --

covil ao e õl são os nioiflsnlos natui-ais.
.Agora ttíiliz?Indo o leillti 3.1 vaillos deteiniinai os tlloi-flilios (i; e ór
Sejalll ./ (: Ho/r/E;.(A:l'o. .\l e n C I'l

Õ:(./')(.«) õo ,; (/)l.«l
= ;* Jo ./' 1 1 X n 2= 1)

X l : l l >: 1 :.n))
/lil - /(1) o.

e

Ser\ii q C H0/7 E..(À:l't. .\) e l!:l':. Àií}..3, C H

ÕT(g)(Ell::. À..*: J:) - ,;* li. .;(ç)(EIL. À,.:.j:)
= ,;* li] ../ (l :( >ll:ll:. À:oi'y. X ll

= ,;* g ( ,\, (l!=1:1:::,1n:: =g J; ): 1 1 >: ri, ~: .:Í:l))
1 .», Í/(íj.) + g(a;) 3. )

Proposição 3.3 0 ár?,7'cio alo c071tp/clo r.?..?P é eqü/l7 a./erlfc r20 sí'giz2rzie corrz-

ple:uo

tl - Hoiilu l.kYo.kBI -!2--, Hoilli:,.Çktt.kB) !L HoillE-jkR.k.BI H

orlíif os rrlor$7nos ÕÍI e õ:l sâ.o rl(idos l)oi:

lõã /)(«) - .v('« ./'(o(-1) ./(i(al«))

liÍ 1(1:11. Àiü, J,)::: .v(Ell:: À; 1«: É/(3i) +#(Q.l .:j, ll

'orrz ./ c Fi0/7?E. (AI'o. .\). Q C I'i . g C Hor7zF...(A:l'i. .\) e l11:1'::. À,: «. -3: € R

e
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Prova. O i'esilitado de('ode diretanicilTe (l?l prol)osição 3.1

Definição 3.1 Sqa.mt : = 111:1:. À:fi c ', ' >1.7 '\J:J re/anões dc I'. Z.)7.~'f-
enos q?/e s e , são re/anões para/e/a.i, se o(fll = ol=.'L) e f(sll il:ll.

Se X e Y sao coí[l[tnt.os foTTT\aços l)or Tel,o.iões de T: o co] j]Lr],to XjjV
íi.e ie\€1.e,àes pa.tnleln.s é forln,ado l)ot l!.-:~i C X v.'i' tn.l (lhe ! e 'r são pal'ateias.

Lema 3.2 Se.Jaírl X c y .sx bconjlL'rlt,o.s ll.nearmcipte iitdepcrtdcrttc.s d.P T .for-
ritudos l)ot í-eta.q.õe.s p. kX e k'v' os collespoTidelltes E-bu t€3d,-ttl.os. Eilt.ão. os
es])aços uet.orl.ul,s KÇXjj'l; b e nome ÇkX. k'v'~l sào isorlloTjos.

Prova. DeHna:

ó.kÇXjjS;) --- Homo ÇkX.KX'b
(:. :,l --- .t - :. à:....

o1lde
se f .- z
se ! #.'i'

Seiaiil ./ c Ho/rlE,(ÁX. /{y) e s = >ll:l'.. Ài:; € Ã.\.

Cotlio f é ul] nioihsnlo cle E-biinóclulo tcilios

./(:) /'l>, À,/l:,)!, ~l!:) )
-i-!

n.

}, À.f(:.)/(=, )o(: )

'n.

[(!)(>1, À;/i!. ii.(!)
'n

i-'} -i-:l

Logo t] ilJlagen) cle s poi ./ é ullltl ielt)qão l)aralela a

clcfillil- o scgttillte nlorflstlio

Podelllos eilt:ão

ó' '. Hol u.ÇkX.k\''l -= KÇXjj\'''b
/ --- >1:. }cx//» À;- (f. :').

Po(ic-se iliostial (luc o e ó* são nioiflslllos iiitc'lhos liln clo outro

[Votação 3.1 Soam a C ]"i e -, Ilha re/aç(io para/e/a a o
'í-ll a. segurilte dcT«c\)ação noi"ínali.zud.u

Dcti.oto.'mos l)OI'

-.,i(.H - -.',. - - l ll sc a :;: d
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Observação 3.1 Dado rirá/ car?//:n/lo ! = ni - a, f:r/z I' e (a:- ) C I'i//B
tewt.os

o: ] (:.à.: .: 1.«,. 1 ' ' ' '*.

Prados\ção 3.4 0 lrlício d.o colHI)teta (.3.4) 1)odc ser cara.c{.eri,zctdo da. .segturlt(
]'arma

à tKü BjlLkK-ljBblLkjR nl ---- Ç.\.sl

orl.de t\s apltc.uçhes são da(t.os pol

-l'«(c: -. ) '\' (-. .v(ü'.))Z...z \ ' l//
cl€11'ie

)l, («. .v(: ''))
a(leFI

q' : (.. . :. ) E', .v( :. =- ,') )dn

Pi'ova. Ut;ilizan(lo o lei]]a 3.2 o})te]]]os o co]]]plcxo (3.51 coi]] tPo :: ó* õ(l o e
tl/i = o* ÕÍ ó é c(luivalcntc a (S.SI. vejam)ios colllo s o esses llioiílsnlos. Sejtl
n C I'i

õã o(.: :. ) (- ) .V la ó le: :.l (ola)l o l.: :, ) (É(.1) .~)

= .V('- -. Õ.' .{«) :. o Õ. .(.))

Doiiclc q .(( :') - E..l-. .('-. .Vja :.l) - E...:i.l«. :V(:'o))

Agora sela (c. :.l c r]//B c r I':. ,\: n. J, C .RE

(j; olc :.'l l I') .v(EI'.. À.(a: ó(c. -,l 10:1 + ólc. -.')(Q.l Ó:l)

.v(Ell:. À:('-; -} ó. .,, + -. õ. ,.. o:))

À' ( =« i ,' )

Don(]e -l'i la. :,) E,:. (,. .v(: â ,'))

Portanto o coillplcxo l3 :}) é equivalente }io (01111)lixo (3 5)
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Teorema 5 0 co/cb.eZe

l('~::),(í7::ll -(o. vll }:(;))l i'*.'\;(:ÕB('')))
l)ül'tl t,odo Çu.-t~,. ÇE3. eb € t\jjB .n.d.u uxn,n f'st.I'ttttna de úlgebln de LI,e sobre

!i-:!Ít- tal rlt.e H tz\. X~l e --Í;;;-çi são l.se-ntor.Íí}«s comi,o ál,yebro«s d.e LLe.

Prova. Da(la a álgebra (luadiática i\ tct]]os t] resolução piojetiva i)cidrão
It.tl ((lefii]icla ]io capítulo 1) e &l lcsoluqão projcliva illil illltt1 (3.21 dc :\

colllo ,V-nió(tolo. vaillos dehnir nlotFislllos de /\-l)iniódulo clltle os l)tilneitos
tciinos de it.l ) e (3.21 colllo segue

( 1 1 ) T z\ XÁ: .\ XA. ]\ + \ Xt,\- - .\ +0
oi TI «,,i é?o fl ..o l ;d

- J\xEA:l'ixE-.'\-- /\ZC,\-- /\ +0

Ç)Ü Ç-Í B. [ [l ) - "f X k [-'

H\ 1-; 'it i: Q '.':. E [l ):: 'í'>~k cx '.:lk it.

'Jn Ç-Í 'Z k Ft b -- -] '.'; E }L-

.«'.(: x*. .'''»« x~/.) - El:::.«--'''*:;
'.-:// € :'\. a.(vi.''' . (}',: C I'i e (] i''.(}:,, € Zl?.

! XE o:] XE' o:i] l a n /{. C0}111

Colllo u e É] são aplicações enfie resoluções piojetivas cle unia illesma
álgel)ra scglte blue ü.,'0 é llonlotópic:a ?i ;(/(] ]) c i ó honlotópica ?i ;(/(s.2).

Disso (lccorle club .f/0/7?.,\. (u,-. .'\) //o//?.,\. (f?. .\) c lioilioíópjca a z(/ r/.,,,.\. ((i. l )..\)

e .f/or/?,\-(0./\l .f/o/i],V('u'. ''\l é l o]] otol)i(}t t\ ;(///o,,,..\ ((3.3)..\)' Utiliztlil(lo os

tsoiliorfisnlos anTcrioies e as a!)Itc does -,'] c f?i telllos

=i . 1. Wx.rjB) -----* H'in)klN..\l

(«:-] - l: -* :lân
HoltlKI.X. r\b H--

,\
-- E..r. À.ln': .V( É'.ll.

C:olho u.h o 0i e homotopica a ;d e é/l o c..h :: /d segue (lue os grupos de
colioinologia são isonaoifos. ou se.la. J}'''h = /*'''p colho k es])aços vetoiiais.

Assin) pocleiilos trai)stelii' tl ctsttutuia de álgcbla (le Lie (lc JI'i J pala
1l::hln- da scguiilre forma.
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Defina sobre A(Fi//B) o seguinte colcllete

l l.«. :. ). ( :3. sll 0i ( la' (o'. I'). a'( 'j. s) l )

Validos assumir a seguinte afirnlaqão (luc senil (lemonstiada a seguir

Afirmação H'( la'(',«: :l.a ( i. í)l) =(3. .V(:Ü(:)))--(a. .V(:A(:)))
Conho D e 0 são aplicações enfie coiltplexos. coilcluínios do fato cle

/{'c/ d. = Ofr'(.\) sci lulla su])a]gebttl .ie Lie '].. Hor?lx(.\. /\l. que /t'.,'qJ:
' ":«- s«:b-lg.b:« .l. A(r-//BI

Da i[[esn[a íor[[[a de(luziii[os (lue /r17 tPo = Dí/'(z\l é ]iii] i(leal de Li('
cie /{'cr Q]. Poi consT!-ttçÉio a álgel)ta (le Lie (luociellte #;lf:ila- é isonlorfa a

áigebl'a dc Lie Zll?EIÜ. Pala teimiliar3110s a (lenlostittq:ão do teor'filia falta
apentis denioiistralillos a afia-nlaç:ao (]lic íaiciilos a seguia.

UtilizaiJdo as JloTaÇÕes ?liltpiioies telllos

Ot(IM'l0.:.l. a(0.f)l) ü.=') .a'(J.1l - q'(3:!)o ai'(n.::')l
Pela definição cle 0i ])iecisanlos calcular- sonleiite ti iliiagen} das flccllas

segundo ( Oi(n. 'l) o ia'(ü: s) -- Oi(g: e,l o M'(o. :'ll. S.'ja c € 1'i ent.ão

/ l M'la. :,l . a'(d: !) a'( 3. f) o iq'(o. : )l(c)

M'la :'l(!;li.l(c)) - a'(d. :')(='1=(cl)

a'( « . =. )1 5 .5. .j l a'( j. '-l I', .j. .. l

d . . d .
Õ i: õ..J) -- : iiii](:,õ,:.«)

Logo

J' ( .* ) : -àç-: ). lç b l Ú(f): c /(c) [). b'c C ]'l

Portanto al l./l ('j: .vl:'Ü l:))) ('~ : A' (fÚ (:,11)
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3.2 A Algebra de Lie graduada Ht(/\, /\l
À tilgcbra (iuadrática /\ = n ten) estrtittira de álgebia graduada com a

graduação induzida de #l' da(la pelo coinpriiliento dos calllinllos jó que / é
holllogêileo comi despeito a essa graduação (g/ (: ) = /(:.)).

Leia)bientos ?l segunda icso]ução l)iojetiv l (]c .\ coili /\-bililóclulo que us
amos ila senão anterior

-- .\ XL Ã'/? XF .\ -I!!- .\ XE Á:I'I XE /\ 9L* .\ ::;r :\ -=, ,\--{)

'nl.'í )':. [ lt'l :: 'i' it

ÕÜI.-t ',C, E Ü H E }Ib - -ÍQ 'Z E [L -- '! '>:, [ Q FL

Õil:. }:c l$1:1:. ,\:ü:J, XCI/l = 11:11:. À:(:,a: X:E .yi 8 Íz+ :, Xrn: \h 3iil.l

onde:.. c \ .a cr. eEJ':.À:.«,.i;c/?.

Paiol facilitam' a ilotaq'ão scjtt
a) := ]'\ X A:l'o E.E' /\.

r'] = /\ Sr kl'i X.C J\ e

P.z :: B. 'e., E kR '< E X.

Podemos escrever
a, H,(XI. F'- ::: H, /:'.(,) e &

covil e(/) = {a xE ó ):,E c € /1 : /(nl+ /(/)) + /(cl = /:} !)ai:i J C {0. 1.2}.

A.sstiil /:l). /]. /) sao ilio(!tidos gl;lcltlaclos. l)o(lelilos vertHcttt (llle' íit) c õi

preseLvalll os coiiipiinlt'fitos dos canlinllos logo i)rc'servnili a glacluação.

Se.it\ B: = Z? n I'.: Onde I', são caininlios dc coln])iinicnto /. Colll as

graduações dcfliiidas aiitci'iot'mente e utilizalldo os resillttl(los dll acção 2 do
ca])ítulo 2 segue cine

Á:lro//B) = lJ: Ájl'o//Z?:l o cle Ã:lFo//B,:) :.): /(:.l , }

Álr//n) - H;t(I'://B.*-l o«d. Á'(r.//B:.:l- {(«.:l: /(: l

ÃI/?//B) - Ll; A'lX//B:.,l o-.l- Ã;(/?//B;. ,) - {(,'. - ): /(:.l

Logo Ã:lro//l?). /.(I'i//B) e Al#///3) são giadtt?talos cona í\ graduação
il-tduzida da icsoluqão projetiva (lc .\ coillo .\-binló(fulo.



3.2. .A /\LGEBRA DE },]E GR.AD[JA])A Hi{.\. ,\] :{6

Proposição 3.5 0s 7r70r:/isrrzos

u.~' kB. «l iab -, kO. ~ Bb e & ~ . Klv~l Bb --, kçnl nl

de$1üdos l CL T)loposiçã.o l3. 4) pteseruuitl Q gln,(Lha(l.ã.o ac.il«rlo.

Prova. Pilmei]o piecisai]]os obter\ ar (lue dado un] clcilicnto hoinogõneo não
nulo : dc \ Telhas g/(-V(!)) = gr(1l.

Se : g .rzpl/) .litro .V(f)
Se ! € T;/)(/l então existe r = >.1'.: À:n: J, ç / ttll qnc ! = ÀJ(IJ:JJ l)?iia

algurla j C {/l. . . - r?.} assil11

.vl:) - }, À,'*.:j,
á- l

Doi)dc gi'l.Vl!)) = a/'l!) = 2.

Seja (. !) C Á,(I'o///3) segue quc

.q,l-P..('. !))(E..r..('*. .V(. :)) E...r. (": vl:-alll

(c. e-)

Sei« (.. l C A (t'l//BI seglie qti'

./,'(q',('». :)) - r/'(}:l''. .vl:;:-,'))) - a'l''. ;) - a'(:')}'eR
}

Poittlllto os ilioiflsltios xPo e tPt ptesei'vilril ri gin(litt çno

Observemos que dados (n. :.') C I'i//B: e (J. :) € 1'i//B, então

1(".:):(i.:)l - li:-v(:'it(:1)1 - ('-.-'vl")lit(:))) ': Â(r.//n . )
Coniogl'ln !) = /-- 1 gr l i :) = .j--l e vimos quegrl(n::).((3.!)l = ; -FJ
segue (late Á:]rt//B) é lli] tl á]gebia (]e Lie gtlidua(!a.

9
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Poltallto a ál.,obra de Lie #'(A. .\l
lntpll-nç í'í))níl ç;ptl'llr'

Ji;ifi:U- tailibélll é graduada pelos

z: . I'-//r.) n À;.,'q'-

, A:(r.//r ) n A,.:','q':

<E.:. , « 'ü E..,,..(«.'«i:. cr.>

:w://B: . -) n k. ,a' -
("::'") E ,*, c .i': ('* «:')

o.-. E 13

(c 'l Ç I'o//r:>
-in e: B

Assim ob{.amos
H'(.'x:'l) - ll c.

-i> .l

colei IZ::. Z:,l C Z:,-.J l)ala todo l:..J ? l.

Exemplo 3.1 S(:Jarr! I' o r7r//l e/

J{ :: jaz -- IJ.i.:i IJ.:ln.(ly\. i\ := 11it c crí) h- :# o.

ç"(lÍrIos Oldeil(tt us .Re('li(is lc F (la seílttillt( .foin\u tl '::- .l < u

Tentos TiT] R - \ílz. rlJ. .líl. nq'\ c B - No1ITl!)R. Logo

z . = o.
z:., - <:1(«. «) + (''. '1>
z:. . !/. l> .'
rf = 0 para iodo /l > l

J«,:« H'(.\.''t) i(«.«) -t 1.-. «) H A'(«: v.i').

Poli,a,ilt,o H\ Ç\.. b.b e u.n u. nl,get)lu d.e LI,e (!.e ditrit:atsào 2.
Ob.scTucií os (] Le ]].o ca-se do. á.l.gesta Trtonorrtlíi.! Ça. n~l C I':el qx para todo

« E T* (\'.j« i24ll o l*«: -.ã, é . c«.se «q\.l p s p'. -te«:l,lo Ç\..c) '{ K.*Q~
p07,s

cLlu' -- 111) = u.i' c B.
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Exemplo 3.2 S(Üa J\ a áZgebra dc./triz(/a. rio ez;er7i/)/o ar/[crzor'. ]/?/nlo.$ asco/

hcr üllt«a out.ta ocde.noção dus REGI\us dc. t digo.ritos n <. 1 <. y.
peritos e,n,tã,o Tipo = k yl:.J y.:ru.,íiU\ e B = NoiITll)R. Logo

r. - <+(«: «1 + (": ")>
r, - <(«: «'1> .
r: = 0 /)r]./'r/ lodo / > ]

.l"'«,. H'('\.'\) - #(:1(«.«) +(' :1) nx(~.«')

Lema 3.3 Z: } = 0 .se c soz/ler/íe .$c para. rodo la. c) C ri//I'o c.7:i.sfc / C #
f«/ q«. .â(,') # o

Prova. Viillos que @.(n.el >1:,.P(r'.cÊ(r))) pari- todo laq:o (a.cl €
l l/ / -L 0.

Sabei)ios que (n. cl € /{'e/--]'t c somente se c eÚll l pala tacto r C ]?.
Daí seg tc llossa ttfitlllação. H

]l)ioposição 3.6 S(.7a. .\ zlr/? A-d/gc/)/a ql/a.dr'dí/cíz ir/./ r7fzc cr7/- À / 2 e/7í(io
C l = 0

Prova. Sc I' ]]ão eii] laço ellrão seglte clo le)na ilnterioi (lue Z: l = 0.
Suponl)alllos club I' telilia laço. ou sej-. existe la. f) € 1'l//I'o.

q. .2 c P ...t:S.

., (~:)

])ois ll r'a/ A: # 2. Portallto Z: l = (]

Sc r72 Ç( /? ellTao valllos iliosTi'tti' (ltic existe >., Àz(}, .7f € /1 tal (l\t(- a2

>:: À:: n,.:?. C R.

Do fato de /? ter (}in)elisão fillita segxic (luc existe /? [a] (lue rl" C /? e
a." l g n. logo

«]' :::: 'S.J,h,q.
J

on(lc /l j ç R c .ê e .(yj € À:r. vamos escolller nula oiclellação tal (lue a seja o
illaior eieme11t.o. Assina

ripa.. j jh igj b
J

Logo existe J tal (lue /?/2.,g., = a"
Coltao //j É /? segue cine /l.l :: >1,í À/nfJ: oii(lc ü:. i. C I'i
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TipÇf31 )g.b = Tipo'E. J,X:u: 3i9,b = n"

[ogo existe [ ta] (lue ní.J - rz2. Assim a2 -- )I'i#. À::a:(?, € R e teiiaos

.ih' .JJ-e« ,:(EÀ,-;.J o

Portanto c! (lut\](!uel caso Z: l =0

O idea[ [l::>i C, é uni i(]etl] so]ú-.,c] de /Ji(z\. i\) })ois .f/t(/\. z\] é de di

mcttsão flilita. Pode-se x;etãficai cine Z:n é uma subálgcbia de Lic de /:/' (.\. J\)
Vivi)os (]\ic se a caiacTciística de Á: é cliíeientc (le (loas en ão r l = 0. logo

Ã'«a//'('x. ''\i - praz:. ll (u. z:;l

H' (.\ .\) C.,
Rnd H\ kb.. fÜ Ra(l [\}

oii(]e /?ad n' (.\: /\l (leal)ectivanlentc /?adro) denota o iadica] dc #'(.\: /\)
jrespectix;allleilte Co).

Logo unia consequêiici?l dtt l)!ol)osição 3.6 é que podelllos obter il)citas
in[on cações tais colllo a vinil)]i(ic]a(]P. senti-siulp]idacte e a so]ubi]idade da
}llg('t)itl (le Lie Hi(/\. .\l cstudaildo tlpeilas Z:o (]tt?indo o coi])o Á tt'iii calllc
[crístic t (lifeleilte cle dois.



Capítulo 4

Derivação fundamental de uma
álgebra de dimensão finita

Nosso ol)jetivo nesse capítulo é esTuclai a estitittutl do espaço \:etorial (las
(terivaçõcs tuildaineilt ais.

Se.la ]\ uliit\ A-tí]ge])lti romena de (]illlensão Hitita sobic uii} coiro 1{. E
sabido (]tlc o espaço vctoiial gci&l(lo ])eltls df'rivtiq'ães (liagotlalizáveis dc Der l z\)
c[enota(]o por SPOc/'(AI é ui] i.]e«] ]e Li , .]e Oc, ].\) (]es(]e que Á; tens a c-i-

ac:tenística zero ou se.la algeblicttii ei te fecha(lo cle característica piiina lx:e.la
ISI). Tallibétn jó. vila:tos que o espaço vctolia} gcltl(lo pelas deii\.tIÇões iilterlias
ó ulll i(leal (le Lie de Del'(/\l

,'\sse]]] e Dc la Pcíitt enl jll clclilolisti'al'?tiii !)}llil }tlgcl)rias tiiaiigularc:s os

scguiiltes Itltos
e Se.la (1 . /) unia ?ll)resclltação clip álgcl)itl J\ e n-ijl'. /) o giilpo ftiii(l?i

111eiltal. a al)li(t\qão

Hor??ln-l (I'. /l. A' ' l
®

é ilijetiva (Olldc À'' c]enota o g!'upo tlditixo (]o (:oi})o Á: ).
e A al)ligação iiiduzidtt (le #0/7 lni ll'. /). Á' ') pala /71 (&}) é i]].lesiva.

E[[[ l71 Farkas. Gieen e Nlarcos ii]osttaia]i) esses i]]esiiios ]-esultados l)}]ia
álgebias dc (!illlensão finitêi ein geral. Pala fazer a denioiistiaqão clo último
insultado foi essencittl a p!'oplieclacle de cine para cluaisquei dois vértices
t e !/ existe un] passeio "y..y : nÍ(i) . . ..*i(') t:.l .lue :l:.; !-lj)ÀJ = 0 longe
Dlc[ll = ,\ln,. cora J ç {l. - . . . rll. Esse fato originou a caractciização clc
algulJlas cleiixações diagonalizáx-cis (lue são chaitia(!as de cleiivtlções funda
l)icnt?lis. Denotaiiios o subespaço clãs del'i't'a(l:ões tiiildainciitais poi S/'(]\l.

Na seç'ao l validos (leHiiii' })('se (' (l(.i-ivaqao [Lilldillliellttll. DeiiiOiJSti'tllilOS
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os i'csLtltados de Assenl e Dc la Peça p?lti\ }ilgetnt\s de dililcl)são finita con)o
i-ealizaclo em i71.

Xa senão 2 mostial110s cine exist.e unia te]ação entre (]ciivtição íu)idas enta]

e uni celta recobrilnel:lto dc Galois definido i] partir clo grupo íundaniental.
'Ça seç:ão 3 iliostrainos quc o es])aço '.'cT;oria] ST'( \) é uni ideal dc Lie

das feri\'anões (]e villa A--álgebt-a /\ (lc dinteiisão hnita quando o corpo Ã: ten
(aia(t ei-íst i( li zelo.

Na senão 4 estudamos as derivações fundailleníais sobre ullla k-álgcbra
niollonlial cle (lililellsão flnit?l. \losti'amos tanll)énl. tlcsttl seq'ão. (]ue ])lira

álgc})tas iilononliais se o coiro Á: tetll caLti(tenística zelo então o espaço ''.eto-
iial gelado pelas dai\ a(iões iiltelnas e pelils (leiiv lqõcs fttiidai iciltais coincide
coili o con.Junto das derivações da álget)rtt.

Xa s('çao 5 ]]]ostia]i]os aTlt]ves de ]i]]] (oilti?l-cxeliil)lo (luc liilia clcilva(,ao
tuliclaniental não é llecessariaiJlente ulnil deiit'anão integiá\'el.

4.1 Derivação fundamental
Nesta senão usamos a clesctição de gi-\ii)o fundamental l)eni coillo as notam:ões
(luc estão no capítulo ] da senão ].] deste traballlo.

Supomos selalpie que / é un] ideal a(Inlissí''.'el dc /.:l'. o seguinte tcoieilla é
ullla getletalização (lo Teoicilitl (le Asscni e cle la Peça jll. Essa genetêtlizaq:ão
apatecc en] l71.

Teor-e\i\a 6 Sclla -; t]r ]a c. (.ol} a dc dado.s de parada co'rll !)orlto ba.sc. :t: IJctrí!

;ciri] ( lcr'c'ct coric.!o T. Eíl{.(io (i íiÍ)l;tri(lç(lo

0 . Hoilll.'nxW.l~l.l.'." ] - . SPD'l'ti!})
tlJ -q Dp.. : (\ n \PI'...,,(«}n'-.«[l«)la

É iiJetiun. e D-».l é d.l,o.gon.nll,:(lael. lorld.e k' (lcTlota o ÇJrupo udlt.i,TO do c.orpo

Prova. Segue dlietarlleilte da dchnição cla anil :anão 0 que /).p.-.. é (liilgo-
lializávcl. Apoia plecisaJllos xeriflcar (lue 0 é illjerora.

Suponlian[os (lue \P C /7orr7 (n-i jl': /l: A:* ) sejt] tt]l (luc' D.P.-. ó u11] ]noi-fis]no
nulo en] SF'DerlV- ). ou seja.

D©..(al = 'PI'}. .(«) ü:':«f.l.,i n C / para todo r} € r]

Oi't]. l é u]]] i(leal adlltissível !ogo \l/l:.'L otr}) c} :''z fr})j :: 0 ])arte todo Q € ['1.

.Já vililos quc ni (1'. /) e gcr?\(lo poi {c..(r}) : n C I'i }. Disso decorre (}llf'

tlJ é un a aplicação nula. PoJtailto é9 é iiijetoia. H



4;.] . DER.l\'AÇÂO F'UNl:)ANIENT.àl 32.

'Eeoret\aa 7 $ttpor]harn.os (]ue \ C fÍoin,l.n! (\' í~l. k''~l c: .ha:emo.s t]r {] e.scoiha
dc da,d,os de l)nl-ad.n.-. 1) rn \i.Vb. Se a.o nssocl,nlirtos a. d.eri.tnç.ãn D..( sobre ll-
e.tu c tr\terTlcl e t+.ã.o X. := (]. Lollo a fun.ç.ão ríldlt:idü }]orTttKx([. i]. k'' ] para.
H" l q~i é :i,í],jetiuo,

Prova. Se.la A = ÊJ-: podcnios cscrevei A = .\. + /'a(/('\) 031de '\n é a
subálgebia gerada pelo con.Junto I'n

Sejam)t .s :: >1..,:cl'o Àrct- € ro e = C [' a iinageni dc ulll caillin]lo u, c'lll ]'

(]o x:ói'tire .r pala o \-éltice .ry então

-dl ., )(= )

Logo a(/(s) é diago!)alizá'tel e as classes de canlinlios são autoxtllores. Supon-
}il.i: o quc \ € Hom(«-l(r. /).Á:') c D* ó) par algulli ó C ,\.

Seja /) = .s + r! coii] s € /\o e /} C /a(/(.'\).
A ililageili = de todo camiiilio é uin auto'.-eTor paitt JI,)~ coiresponde1ldo

}lo "iltovi\loi y o (lc(ü)) onde € ó o lloinol)ioiflsnio cttnónico de n-l(1') paltl

'ni ti , J ,l-

Logo .,aló) a'/l.sl é di:.goila]izá~,c] e ar/(r,) é ililpoteilt. seg ic .l ic

o* - «d(')
Sejam .i C I'o e n,l(L),}1(2) ni( € :.. uni passeio de r.- &l .i: então

Y o él(c'l.I'')n3(n . . . n,iu)l)

Poi outro It\clo. (\ o él)(1l = 0 logo À,, = ,\.,. pala tudo tz € 1'.,

: (}, c-) - À-l
.z; € 1'o

Assim

Poi'Í ttlto /,). := 0 a

Definição 4.1 DÍ erlzo.s qtzr: D E Dc/ ( \) ó urr;.a de/z:t.'ardo ./:rzl drzr/zero./a./ sc
er .ste u.iria cip7escitta.çào Ç\ . 1) de l\ e tln+n. eqcollla de dad.os d.c parou.a 'í
jtlrl,{r) corra (i:lyttrrl. \D e: flott}(xX tt - r) k ~l t(il (J'tt('

D = Dq.

Observação 4. 1 Se D d /zlrz(/a.r7ierzií},/ erifão

1. D e ulliu. gerir:açã.o d'iugouuli.nit:el.

2. Existe :llm.a nplesel\taç,ii.o de N. ond.e ns cl.êsses d.os comi-lthos são ull
tr)t:c.+,oíí;,s T)aín D. Cora o flor\$eílu.eí\cla DÇlcLcljNbb c íít([lb.b
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Exemplo 4.1 Sela. ,'L = &t cora/ car Á: = 2, on(/e r rí o qtz/,uc/

c' J f: o ideal gela.do por R - X.n,lcxàuzcl\ .i4i3.3í3Z:3\. i3.l3-3c\Z \ r uS:3.Z:31 \

\,'amos .l\.t.al Q selou tte escot]la de (]o.dos dí-. l)ajuda

:, := {('. C\I. F31. (}2n1 (}3C 2(IL. (k4(}3rV2(\l' J:j'J2JJ}

«.lt'. /) - <(.«,n-) '.j:.Ü > Z,
.-.(J,) .J.) l ,.. )' '.j:J,
c- In-íl = c-.( J,) =0 para. iodo / C {1.2.3.4} e J € {].4}
Logo :3z-álÊ + 'i..\ io fç lj:ll u dertuoção .fu.lldnnle l.t,ul de Dcl l~i\~l

Su])Olillainos (luc r ó un] cluiver flllito e H ulll grupo cotl] clí'tltcttto i(leii-
t[da(ie c. U111a apJ]caçao peso l)ara I' (oi]i valores en] // e u]]ia aplicação it
que leva I'i cn} .f/. Podellaos es cii(ici l,t'' iiiultiplicativalllente definindo quc
os xélticcs [cn peso e (: H c IT'la.:(]) . . .c.:(')) = tl/(ail:tl) . .. IT (a/l:(') pala
to(]o liasseio ült'; . . . n;''/cle I'

,À fttllçao l)eso ilic]uz \ulla .f/ gia(]itaqao sol)ic ÁI'. Dlzelllos (clip o i(lciil /

(lc AI' é lioi]]ogei]eo ])t]]t ll' sc o e co]]] respeito ?i essa giaduttção. P?lLa ttll
ideal. o ])e,se itlcluz villa graduação se))I'e &t. No caso dc gittl)o [ttil(]tllilclita].
consiclctct ios o !)eso colll VtllOFCS ell] ni (I'. /l tt]l que lex:a r] € 1'i ])}]i]] éll(-.r\l
lve.ja j121). Assiiit uniu cs(o]]ia de dac]os (]e patada :, induz uJlla n-l(1'. /)-
giaduaqão sobre V- c ciltão Tel ios o seguinte icsultaclo.

Corolário 4.1 /1 rí/geó/-a .\ = V- é .sezrzp7'c .qrr7dílr).í7í), pe/o sc"u g/"u/)o ./?/l;díl-
",.«i«/ «-(r. /)

Da(]ui ell] cliallte (lado iiln T)eso lt' deilotaillos poi .f/ o subgiu])o gertldo
i)elo cotljtt)lto {ll,'(a) : n C r] } cllalr ?t(lo grupo gerado pelos pesos.

Lema 4.1 Sela. lt' : ['l ,d H u'rri /)eso e / zzrri f.(/ca/ /zor7zogê/2eo dc A]'

SupoTth.autos (i\Le (l.udo llíTI ué,ll,lce Hlo u e (!uulq-\!eí ou.l,lo uértl.ce .l et,l,ste IL11

passeio
:(] ) :(2) . sltl

''ti.a- :: (l.Vll' '02 - ' ' {l)' ~'
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de i' /?ara. .]; frz/ q]/.c lt'(n l l:(')l.t'(n2l:(U . . . l.T'(nf):'') = 1 fr/] #

ET].t,ão f:]i,ste uí]], l],om,Olrloiji,snl,o 0 . xx Ç\' .. ib -, H líi\ fixe.

lO .O(c..(c})) = ll'(ctl para iodo n C I'.

Prova. Já x;iillos (lue nl (1') é isonloifo ao (lttocicnte (io grupo lix;ie

{r.;(ül : Q € 1'] } poi {c-.(: ...,) : .z. y C I'o e ] # .Í/}.
Logo TT in(!uz iin] lioiilotnoihslllo é? : n-ilr'l -. H tal (luc

Olc-.(n)) = IT (al para todo n C I'.

Supoiihaiilos (iue r) e get'a(!oi de / foinlaclo poi relaq:õcs iliiiliiliais.

AÜ) ílltlnlos que /o é llolliogêneo pois se / ç /9 po(lemos escievei- r' = },/: //,
O[)de cada r/, é uma coi]ibinaqão (le ctt]]]i]]hos coi]] l)eso /?. Pela ho]i]ogeiici-
dt\(le (lc / clldt\ /'/l pci'vence a /. Poréil) o suporte (le r'/, é ulll sub(olljullto do

sul)or'te (l(t /'. Lot,o I' :: r'/i pal'a algttlll /z,.

Por lill)ótesc se /) e r7 são ctii]iiiil]os i[o suporte cle ?llgt]]]] r en] ÍO e]]tão
lt'(/)l = ll'(q). Portallto í? é tl icleiiti(l?l(le soft'e .Vlpl. Podemos elltão coii-

c[uit que 0 se faTora através c]c x] (]': /)
B

s(Z}a

Agora vadios enui[ciai c d(,nioi]st]ai- u]]] teole]])a (lue apoie(c c]i] Ííl cine
calacteiiztt as deiivaqõcs iul](It\lllelit ais. Usados algullli s vezes neste titll)alho
c'ssi\ caracTeriztlção.

Teorema 8 .4.ssürrza. r71/e / d ur?z. /.í/r'rl/ ad l?/:s.s/'r-c/ c/c A:l' Su'Pollllt! (l:lte

1. D é Alma dcí"}.to.ção d.}o11otlo:l.-}.=ácel. ílí' T tol quc n rl.risse dos tét'vices
são ul \lt.aços !Jol [) e ns c.],êsses das .Hectlas são ttüto:letorc,s. ist.o é ])nra

cud.a }iecll,n n em r etl.sf,e uri c:scaloT ul,7i"l tat qti,c D(õ~l = ( ~1 :

2. Erist.e llrll. uérttce L: tul (! lc ]iu.la tod.o ottl,l-o cúlt.icc 1, e.rlst.c :tlw T)asseio

'rtl..l: l r} l '

de t' p'll'a l co«rl ):, E:(j)üÇ«,) ()

Emf'i' '.«..Í. «/g««- q' C Ho~,(«.(1': /).k') «,« D - 0« -. P-,'« -, - {'7. ,:}
lst.o é. D ó IL lla derlta,çãll f t;Tida.nlen.t.o.l..
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Prova. Vamos apll(al o lei)la altretloi com .f/ :: A.+
Defina TT'' : I': -, Á' cona TI'(al = «,'(a) pala todo n € 1'*.

/\ aplicação IT' está beili definida pois / ó um i(leal a(11)iissível assim
diferentes fle(has não podem ter a iilesllia inlagenl en] Ê}

Estendendo TI,; multi])licat ivaliJente obtcnlos tm?l À:+-gta(llit qão !)alia Á:l'
Segue do [enla anterior qltc existe qJ : n! (1'. /)) -» At ta] que

( U' o {l('- la')) -.,-(n)n = D(ã) para todo n C I'.

Poi'tanto D ;::: Dü.,v jii (lue coil)cidenl lias flechas c xóitices e esses elellieiitos
gcrani T- colho álgel)ra. H

4.2 Recobrimento de Ga]ois e ])erivação ]i'un
damental

Nesta senão vaii[os cxibii' u]]]i\ !elas:ão eiit ie ]-ecobiii1]e]]to de Galois e dei'ivaç'ão
íLtndal11eilt a} .

As (}eflniqães e insultados (lue enul)ciaiilos }l seguia (lc ie(ot)lillleilto (tc

gratos po(!elli ser cilcontladas elT] jlel e leoa.

l)etlnxtçao 4.2 Urn gTa.fo e tlrll. l)or cnTI.s{.stl.Tido de ilrll e.spüço Hau.odor.H X
c ulrl subsl)aço X'\ (cttnri.tid.o (l.e cililjil.n.t.o de Téil,ices l tal (iue as scg\tutlP,s

c.orla.l.ç.õcs sã.o satls.feitas

1. X'\ é tlm subcspo.ço Jfcllíldo {liscleto (te X. Os l)oíttos dc X\~ são cllíltrtci
dos d.e tlért,}.ces:

2. X Xü é a 'tln.lâo di.SJtínta (]e s'cLbco'rltl'!Lítio. at)c tc-.s '{.. on(]f! c.nd.a "I é

hoírieoTílo'ijo (t- :urTI. illtel-u(llo d(t l,trttt(i le(tl:

:?. Pura f,uda e. , o slLbc.nl\j'tLTil,n t,: e. de Xü c,ons'lst.e de t:rrl. ou dois poltt,os.
St. t. et poli.sistc d;e dois T)oiros eil,tão o l)u.T kT..e:b é }l.orl.e(rrlorlo
(lO. 1l: (0.tll: .,e i'; .: ««.,.É. d' "m' po~*' . .'«É.i" " /«,, (F,..',l é
/lor7zeorrzoz/o ao pa./' (SI. SJ {L}), orlílc Si d o cí/c?l/o ur//.Éd/-/lo r/o

/) /ano :'

4. UTTt sllbcorljunto .à. C X é Jlct\udo (nbeTlol se e solí},en.te se A n t.. é
fecha.(lo Inbf'ítol po-ro- t,odo e:

Observação 4.2 J cora,r//.ç:(io 4 rlcvl7r?a. é aufoma.f/lca.r72crlfe .saías/bp.ía se o
í,Ú.TTicTO de elemei].tos d.e Xo é F,]]-it.o. (lue é o il\]e cota.si.de]omos seno.!)]e ilcstc.
trabalt}.o
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Sej?) T' tina glafo locaiiJleTtre filhito e dirigido: o (lutll cllainalnos de (l\iix,er
jconlo é tisuil] cll] teoria (]e ieplesentações). (2uanclo \Cimos I' como espaço
topológico. assu]]]i]nos que ten)os un] nLergulho fixado (le F em R:3. tal que
c:om esse rneigulho. I' satisfaz os axiomas de grifo.

Sc.jain I' e I' dois (lttiveis e F' : I' -, I' unl recoórz?7ze7?ío iio seilticlo
to])ológico (\eja j121. ca])ít\tios 5 e al. Segue club

1. Sc :: é u])i cait]iiilio eiii I' então r'l!) é un] canliiiho eln I'l

2. Se t
r'lí)

E'*i:i Àz1l: e uln?l ('oillbiilação Á: lincai' cle caliliiilios elll I' então
>l:l::. ,\fF'(!,) é ui iii coiitt)i]iaqão k-linear de ca]]]inllos en] I'

S.ja Z, : I'. n Í;.. t-l cl«C L(i'l C F' '(.'l CI..«:-«.os Z, cl. /..,«"-
[a.r/zero/0. Peia tuiicidade dc ]cç'antaliieiitos de canlill})os segue (late se ! é
un] ca[[[ii[l[o (possivel[i ente un[ l)assciol coiii oiigc[[t [/ e téi[[[ino [, e]]] ro
e[[tão dci[otainos 1)01 L(1l o úi[ico ctiiiii[[ho e[[i I'o co]]] origens Z,lr]) tal blue
r'(tlí)l = ! Note que e]]] geral Z,(fj não teiii]ina eii] L((') lvejil leal) Se
/ = >ll:l=:. ,\:!.: é ui].]a con]bl]iaqão Á-ii]!cai cle cai]iinlios e]] ru. L(f) dcilota
l(f) : À:z,lf:).

Sc r' : I' -, I' é uln rccol)iiinciito e F C I'o. sej?l n-l(I'. F) o grua)o ful.tda-
lnental de I' e /: : nl(I' rl -; n-J(1 . /'(7í)) a aplic-ção iii(luzi(la por /? (veja
1201: citpítulo 21. Dizelllos (!ue F' : I' -, I' é uni /ccoór'l?rlcrl.ío regzz/a.? se

r'*(«-lr. a)) é li: stl]'grupo ilolilla] de «l(F. r'(ü))

LeiJabJ'ci]aos (]ue un] c]uivcr rolll ielaqi:io jl'. /?l é lllii J)tlt fottlltldo ])Ol- un!
clulve) e ulll con.luilto de iclações /? elii Á ['. [)?l(]o j]'. R) c ( r''. R') c]ois (luiveis
colei relações: ulli n orhsillo F' enfie eles é uni llloifisiiio (le (]ltivers ttll cine
se r = 11.: À;-,: (: /? é iin]a relação í~i]tão /?(? ) = >1: ,\,f'(-,,l ç Ã". {Jtilizai](lo
esse falto po(lemos (lcfliiii }] categoriit clc cluivcis c:oln I'claç:ões.

Se í '-ilz.,p,:, C Á:F e u. l,' € r., dehilil)aos a Itz. L.l-corllpo/leal e c
í conho '-'«.«(í) - l$- -i //i, /),,. O]ide /)f, é u]]] subcon.luiito do conju]ito dos
caininllos (le í. (]lic colileçain eni L/ e tciiliiiiani cni I'. Eill outras l)al&lvras

.'« «IÍI = uZI'

D:-.]o- lr. ]?l e lr. /?l .lui~'.rs 'o-« :.laço« e «-. -:o:fis::,o r' : (r: /?l -,
li': al. c]it.ão F é u] } iecobliillelLto de Galois sc F' : I' --: I' é llm tccot)iilnettto
regulam de gráficos tal elite

1. R {Z,([) : Z, : r'. n r. é u::: ]e~'«ira«lento . / ç Â'}

2. Se f c Â' e z!. t: € ro então existem ii: F tal club r'(cü í.l/ll '.. . (r'lí))
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Definição 4.3 Se7ar]z, I' u7ri (7u/.]'e7 ./i/?/,ío. .f/ ur7?. #/'tipo e tl' ]imzr] a.p/P.caç(io
[)cso en.tã:o o ])cso \\. é .serili.-coito:io se pata todo :t: e y € 1'o c T)ara todo h C H

.««*' """'" P«ss.io P d' :- " y t«\ q'-«' w: ÇP) - l- (-.'j« IÍall

Agora tendo a definição (le recobiilnento de Galois e cle peso senti-collexo
poclí'illos illostial- &l relação entre ip(otniitl('fito (!p C;dois e derivação íunda-
nlent.al.

E colllulll ]ltl teor'iii (le icl)i('seiitL\q'õcs colisideiar as álgebi'as cle can)inllos
Á I' cola:lo ullla categoria onde os ol)jetos são os \érticcs e os iiiorhsiilos c)ltie
dois véi'vices :i' e .?/ é o espllço x-eto!'ittl gelado ])elos caniiiihos de .t a r/ cine
clenotanlos por F(.t. .i/l. A coiilposiqão eiltrc os morfisi)ios é dcfiliida como o
produto elitle os can)inhos.

Dada uma álgcbia /\ = AI c uill ])cso associado [t : ]'i -, # !)o(demos
defl[[ii- ?] /.--c?)tegoiia ÀI' ctt.los ol).latos são os cleniei]tos dc

Í. = 1'. x H = {1.i'. //.l i'' : 1 1. /?1 € 1'o x H}

e o cola.jLlllto (ie ll)otHslllo é

í.(r''. y'){«,'': -,' c r'(t. i/) e it («,'l

Se.]a F' : kl' » kl' uin l ioihsilio entre categorias clefii)ido poi /?(.l:/'l - .l,.

F' : rt (.i.''' . .V'/l
e

/1

r(i f/l
p--} cd

Essa noção c a dc iecobii[i[('lira c ( oincicle c:oi]] Srr/aó/) /)/oduci. Esta i]oção
foi gpl eri liça(l?t ])?lr?l Á-'rll f'gotias ])('(ltton?\s (vt'jt\ 1411.

Teoren[a 9 L'í71/[-valido as r].ofaçõe.s a/]íe/"1lore.s e/]fcio o peso it é sez/p./, corre.z;o

se e .soro).eplc se F : IT'., r) t-- ÇF. 1) e tEmI r'ccob:i'lr7}ertto de (l;nlol,s. Orl.d.e

/ - {E À.:. :: A:r : E À-. r'(-.l € /}

Prova. (+:::l Seja /? C H c z/; z, C ro. Cotlio I' é ilnl qtliver cHIleNo segue da

c[ehnição c]o (luiver ]' que e]e é conexo. Logo dtl(]os r/' e i'/' € 1'o existe uln
l)asseio !' de zl' a u/'. Poltalito f é ulli passeio de u a c' {ai (lue IT (!) = /?:
donde t,í,' é seiJliconexo.

(::::+)Sejam u/'- e ]-/': C I'o. por hipótese l.t/ é sen]ico]iexo !ogo existe u]]]
l)& sseio /o cill r ta] que tt''l.r)) = /?e/zÍ] C /7. Donc]e p/'- é ulli passeio (]e z//''

e assi!)i o cluiver I' é collexo.
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Segue ttlllll)éili (la coilstlução (ic I' (lue se I'/' é liin \ élticc cln I' c /o ó ulll

passeio (leal(luar eiii I' com origem ein o eittão existe u]]i ú]]ico ca!)linho cona
origem en] z,''' tal que r'(/)'*) = p.

Dessas consideiaqões segue que F' : ]' -, ]' é un] recobrliileilt.o.

Colado / é uni idca] ]iolalogõileo coiii real)cito a IT'. na vetclaclc pala
inost[a11i[os que r' é un] recobri]i]e1]to (]e G?]lois ft]lta apc])as \erificaii)}os
(l\ie dado t-/' € r. /:ln-.(r. { /') ó \iill subgrupo lloriilal de n-] (I'. z,,). l\las isso

deconc clo fato de c]ue se ]u ó uni passeio fecllttclo en] r: então ( aLIa !evtilltil-
niento é íeclla.lo se e soiliellte « it'lpl

Nosso pióxiliio iesulti (lo 1110stltl ullla relaç:ão entre recoblinlento de Ga
loas e deiix-anão íundanlellTal.

'Feorexna 10 Seja D :llrTin df.ri'tlaç.(lo flor"trl,allzada d,iclg071all,z(ite! de Dera.i\~l
ctnda T)or {ln\ l)í'se \V. o'll sf'.jo.. e:t.ist,p, \lll\u [LI)Tcsf l\lue.üo de N. t,al ]l:tte DÇüb -

tt'(al n para todo n C I't. .4 dcr'/lrJ(;(io D r;./urzdarrzc/!ía/ se e .sorlzc7/.fe it ó
se'nLt- c0 7}, exo .

Prova.
(+::) Como lt'' é o peso associa(!o a D segue cine D(n) = \l'(nln pai« todo

n € 1']. ou se.]a. as classes de f]ec]las são autoveiot('s. Fixtln(]o liili vóiti(e
.[. como ll,' é senti conexo. para qual(l]ter outro vértice y existe ii]]] pt]sseio /)
ta] cine lt'(/)) = e. Segue clo Teoreilla 8 (lue D é fulldanleiltal.

j::>jDevenlos iilosti?li- (]ue i)arte ro(1o .i . .r/ C ro e ])t\rt\ todo /? € H cais c

uil] i)asseio /) dc .i: a r/ [al (lue IT (/)) = /?. .Já (cite D é ftiii(lai)itiit ]l hxi\]]clo
ull] \ óitice l pocleillos escolllei clttdos cle patilcla (liga\silos

-. = {-,.: .: ll' C I'i }

Con)o /? € H existe lula ptlsseio g = ol(t
Tome

f«l que E ((/:lll (a:l

}} ' 'i'-.u 'í-.lto) fJ 'l'-'.olg} 'í-.-

Portanto lí (/u) = it (g) = /? dollcle concluímos club TT' é sctni-(alIeNa.

Corolário 4.2 Sqa D C Dcr(.\) uma dera,t-a.çdo ./}/7?dar/ze ?ía/ brio /l.ll/a. a.s.so-

c'i,üda, n. { l)i'esentnçao J\ :;:: !i} ertlíio [)(LT'u todo :l: € To (;:l; ste A::..:. :: o(\\) cYt\t)
[al (luc

>l, .lã)tt''('»:) / '
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Cloroláiio 4.3 Sqa. D ,ürr/a derzli.anão d7lag0 7a//.,:áz/e/ dc Der(z\) da,drl. pior
{lm. peso. t,Ít].ii.za.rido a«s rtotaçõe.s n atei"i.eles s('!Jue (lhe ]] é .f'lLrid.arricrjtal .$e e

som.ente se F é começo.

.'\ seguir l.ereillos ullla t\p]icaç:ão (]o coroliírio l4.SI

Exemplo 4.2 Se7íz rr?.

I' : u.+ +z

.J

).-kte])EDerl\dudKi)c>i DÇob --ntlD1=-5b:= :3.
Colíto pode sei utslo ub(ii:co o q'ut'uel' V c (l.cscon.f.:ro dolo.(}e (i (leal.t}(i.ç,uo D

rtã.o é .furld.airientn.t.

F

.'':: ~ 4 '-,U2

Ntl l)iÓxii)ii\ proposição vemos ullla colK]iÇão natural l)teia (ltle llllltl (lcii'taÇ:ão
cliago[[alizáx.el esteja\ associi]da a ui]] peso.

Proposição 4.1 Sc.7a D lrlla dc/'7,uaç(io d7:n.go/?a//l=d/,c/ /z'.'/rl?a/ízada de Dcl l.\)
A s selou.l,rl.t.es ajirntaçõcs s(io equ 'ual,Grites.

[. E.t].s+,e rl u.lí} qu.l.uei t. u.'ílt e.p'i.lí}.ol'jis-1110 de ú].rle])'ltl 'n '. kV p - b. e Lm
/oeste I't'' : I't -, /7 [a./.s r?]]e n (e) .são os /]r7e r//)oferz.íes de ]\ 7)a.7'a. lodo

. c r« . n(«-1«;1) \,I''(ú-)«-(ul p«,a [.d- «,' € T'.-

2 0l,'«./l .\)) c ,«./( .\)
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Prova. DeillollsTralilos soiilelltc (lue 2 ::> 1 pois a ouvia ii)tpli('anão é clara.
Colllo D é diagonalizá't'e} podemos escoe'ç'el J\ = /\O U .\l. onde /\O é o

autoespaço associado ao autovalor 0 e ]\l é a sollla dos autoespaços associados
a os atttovaloi-es não nulos.

Afia'mação /\i C rad/\.
Seja n uin autovetor associado a uni autor't-loi À # 0: ou seja. O(ül Àa
.;\:: EIJ,-d(.\): logo .-::::: À-''+., o-de .- C . À ç Á: ''..,' ç ,~d(.\).

ol.) o(«,l - À.« - ÀÀ: .,. + À«;

Co-«o D(,«d(.\)) C ,'«d(.\l «g-e À: ssi«. Q C ,~./(.\l l:se p:'~:;- a
a fi! l )ltlç= ão .

Scj- -i: € ,ad(.\) então .o + -, onde ,o € .Xo c 'i € .,\:. Co11io
]\] C /a(/]\ segue (lue .to C /adJ\ e podeiiios lazer a rcstiiqão de D a r'nd(.\)
o clua] deilotaicmos poi /.) ,..d(.\) quc é diagoii?llizável.

Se.la {(}]. ' ' ' . o/.} ullia bt\se (le rlutox;etol'cs (lc D ,--ú..\) (ou se.ltt. D(n.l =
À.'-, ]":- todo , c {l. . . . . ,,})

E clamo (lue o con.Junto {iE'. . . . : irG} cle classes }llódulo /'n(/2,\ de {n 1 . - . n/}
e llri} (on.lttilto gela(]or de !:!!!{(A /.rld2(.\). Real-dcttilli(lo os clc ilieiltos se nccesstlrlo

l)o(ielllos supor (!ue {(h . . . . : i!$} é illlla base (le illllll'U
Logo existe u[J[ (luiver I' e ]]]]] epimot'fis]]]o a' : Á:l' -H /\ tal (lt]e rts

iii)i\geiis das fle(has foinialil o cola.luiiTO {al', . . . .tí7} e daí decorre nossa
}?roposlçao. B

Coro\ár\o 4.4 Seja D u a d.ciiua(:ão dl.alJortaliz(lucl. noirt+ali;ada. de l)cl (IVI
coral rui- k = çl ci\tüo [) está o.ssoc oda a. Ln l peso.

Prova. Seja a uiJ] itttovctor associado - mini "tl-ox:-lc,i À / 0 oii sej«:
/,)((v) :: À(L. Lol:,o (k c'o!'iitit?t (to]]] /l.)((}) clolidc se (Olic'ltti cltt(' pala to(lo
r!,c N

D(a") - ~-" '0(.:l
l.ogo n'' é auto'tetoi associado a r?À. OI)serve cine todos r?À são dlstil.lhos pala
(listiiltos r}.. Co11io a álgetii-tt é cle diJliclisãü finita e car- A = 0 Tei ios a" = 0
pilha algulil n. Portanto c} é nil])oieilte e }\ssiill a C ra(/i\.

Assiii) piovamos cine Z)(radl:'LI) C /ad(i\), segue da proposição 4.1 nossa
afliriiaqão.

Veiiios iio l)róximo excinplo (luc o coiol?lido :1.4 não é válido sc o corpo A
teiii c'arar:l eiística positiva.
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Exemplo 4.3 S(Jrz ,\ = {iy. corra car /. = 2. c D(.il - .t + l.

Pode-se \le.a"i..ttcul (!'ue D é uma deriuu ç.ã.o nol'í} a\i.za.d.a d.l.ngoiiu\i.z(l;t el T)oicnt

ítão está. ossoctníl n um peso jú que DjradjNbb }\iio est.á. coilt.ld.o eíínnd,Çb,).

4.3 Estrutura de Lie do espaço das Derivações
Fundamentais

O i)róxii)io lei11a é essencial para nlostrt\i'tidos (lue no ctlso clc car Á'
espaço x'etori«l SF'( \) é um ideal cle Lie de Dc/ l.\).

0 o

terna 4.2 ÍSI Seja. i\ tLwrl. k-(i.lge})ta dc: dl,nler}..seio $.n.i,t.u tnl. qti.e cüi' 1.. = e).
Se D e E € D(:lh. su+,lsfa= \.D. E\ - [tE T)üru u.íl} escutai não itilo ]l c E é
r ltl)oterltc cn+.ã.o

..XP(!EI ' 0 «P(!EI
Z

Prova. Pela fónliula, de Leibnit.z

z../ L J
'\' EITO.Elx
J'=0

-í .l

i-.j-} In. r'l

('o]]]o l.í.). /i;l ;:= /z E segue (]ue c'ada ])ai'cela a cs(luCraR da lc,\lill(lado) ?l(:1111 \ e
igual a //. E. do11(lc in. X:l :: iA/E' l)t\it\ todo / C N.

Seja ./;l-VI = À]] + ,\].V + . - . -t À,..V" u]]] poliilõil)io (lllal(Irei (le Á:l.VI.

Utilizaii(lo o i)}lragrtlf'o anteiioi' segue cine

["./+u] - E ;l]'' ''] - E Z#,'' - /'SU'
A ilill)otêilci?l (lc E iiliplica (!uc c.t/)(E) pode sei visto coillo mini polillõiltio:

logro

lO. ..-P(-!E)j - .z/,(-!E)E

isto é Oe p(iX) -- e-/u(}EID - c.t/o(IE)E. Coillo el;/,(it l é i«,-etsível
podemos concluir (luc

exp(IE)' ' D exp(IEI = D ]- E
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'teorema 11- Sctja i\ ]LrrLa k-úlIJeb'p'a de di'r:rt.ci]são .[nita t.u] (]'t]e r]. cr].Frlc

Lerístlco. d.c k sellti zero. Ea-Leão SFÇXb é urll. l.dí:nl d.e. Lie de Dera\..

Prova. Bast.a pio''-'arnlos (lue se /,) é unia deiix.'anão fun(lamcntal então
1/,): rl € SF'(=q.) pala todo E C /)el/\.

Coillo /,) é uintl (leiix:anão diagonalizá\,el segue (ltle a(/ /,) íanlbélll é dias

onalizá-.el Assii]i podcn]os escrc't-e] E = >:,, EI/íl onde E(/') é tl\it.vedor
pala adD coiiespoildell(]o ao autovalor Ai. Então

lo.-el

\;ejalaios que E(//.) é nilpotente se AZ # 0. Seja c} C rad:\. colilo ,\ é ullia
álgebla de (liiliensão fiitit?t podeilios tomar /l € N tal (luc a" = o e a" ] # 0

Se E(//l(n) = 1 então E(/1)(n') = rln" ' = 0 o (]ue é villa coiiti?ldiqão.

.Assilll se Q C /ar/.\ segue que EIÉzl"(í\) € /a(/".\. Poitallto E(//l é
ililpoTellte jó que /\ é iilllli álgebra cle diillellsão fillit&l.

Aplicando o lciiitl ailTci'ior collcluínios (lue D t- E(/(l = F' l D r' onclc

l
P -!E'(É.))

Sc.ja n ilili }ltttovetoi de Z,) osso('indo ao alltoxaloi ,\.. segue crie

P ' D F'(P 'cl*l = P ' Dta'l = }..P ' (c-*l

Logo /' l la) é autor:Prol (le r' 'DT' tlssocia(lo [ttilll)áill tlo autovalo] À,.

Nosso l)!óxiliio l)tlsso ó nlostl'ai (lue D + EI//) ó ]ulldanlellta] l)ata roído
/( # 0. Pois sc tal tlíil!))a\ão íor correr?\ l f'lclHob

ILEÇFlb - [tl ÇD + EIFI bb D) € SFtX)

D.:«i. 10. rl - E,, A. r(/') '::: ST'('1)
Dei /\

Oll se.la S'/:(/\) é inli i(ie?l] de Lic clt}

Nlostretnos cine Z) + E(/zl é fundameinal para todo /z / 0. (:oillo jêí

c[issenaos segue (]o lato (]e D ser fuildanlent.a] (late existe ullia apresentam:ão
([': /l (]e z\ ta] club dado unl vértice .t l)al-tl (llla]cllici' outro vértices .l/ ttxiste
um passeio

'r.ry : o\(l . . n;ttl tal cltte

)l: 1lJ)IT 'l"J l
J
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Dcflilal ios /* = {r' '(1) : r' C /} e I'* = (1'jl. I'T) Onde
I'jl = {P 'lt') : o € 1'o} c

rÍ = {p '(a) : o c I'l}.
Segue da definição de P (lue n' = 4F--
Tonitlndo a a!)reseníação (1". /*) vamos fINal o \ éitice .t* C I': e toniaildo

iiin outro \.értice .t/* Temos que existe i:: y € 1'o íal quc P '(-i;) = .r* e

r' 'lal = y* Segue de 1+.1) que existe o passeio

P '(: .,) = r' :(nl):'') P '(-.):'''

cte .il* a .(/* ta] (lti('

}::lJ)tt''(r' *("J)) - ::!(J)tt'(a:j) - c
J .J

Assim a derivação D+E(//) é f\tii.l"i)iclital pala rodo // # 0 Portanto ST'(.\)
ó ull] ideal de De/'(.\). H

Observação 4.3 Caril,o jó. disscrrlos o e.sllaço t;ctoTial gcíu.do l)elo«s dera.ilação-s
(liallonn\lzáve.is (Lc Dera c.l\uxl\udo tle SPDp,rN. é li:ín Id.cnl de Li;e d.e Dclb.
ilo caso d,e L te.-r calíict.c.,r-íst.l.ç.n =cl'o ou ser alçjebi-i,cíinte.{lte fechado d.e CQFi}.c

l,t'.rí.sLic.a prãltla. A })er]Jttttta. llot.dual (]llp. s'tlrge. c.ntão é : O esT)o.(;o tet.oíLnt

srçb.b é u]r l.d,eul d,e Lte dc De] Ç$.~1 st: í]. c.nrn.r.tí'lísti.co, (lo coi{)o é pol;itlTila

!sso i\ão é calda.de datrlos o e.lc.lr plo abaixo.

Exemplo 4.4 Sala /\ :: .q . or?í7c cr7racícr"/'.sfÉca (/o c07-/)o Á: f r/o/l.s.

Tom.e D e E C [)ei l\) delii\i,do.s l)OI'

ol.,) l l
,4 d.,'/.,«Ção D d./:«d~",.«f~/ 10 XI('-l -l
Pol-tanto \D. E\ ll.ão é l rt.a de,rtuação funil,a.m.f'n.to.l j(l- (lhe ílão lcua lttdÇ\)

''"' ,'«./(.\l.

4.4 Derivação fundamental de álgebra mono-
mial

Lei)tbt-CÍlIos (lue o con.luilto das delivaqõcs ilitelnas é ull} i(leal (le Lic de
Der (.\) VaDIos (ieiiottli por SF'(.\) o espaço vetoriajgeiado pelas ctelivações
iiltern?is e {\lndanlentais.
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No 1)[óxiino insultado [[[ost[-anhos (lue se /,) é t]i ]&] (leiix,anão noi]]]alizada
de Def (.\) associadil a uni peso então D € ST'(.'\).

'teorema 12 Se,ja. A. -: kl ll íl.a k-ãlgebra lil,Ollorr al de dl.nten,são $ítitri e D

ullia dóri.tlliçã.o (it e se nlt\tla l as I'trlulleli.s d.e tlélt.Ices e, lat (l\ e. as llTlugen;s dp
F.achas são ü:tua'uet,teres ent.ã.o D c srlx)

Prova. Pol clip(3tesc D(a) = ,\.rl para todo n € 1'] e ,\. € #. Colho .,\ é
llloilolllitll a;ll ó un] eleineiito cle /.)e/-Jq. pala ro(lo ri c I'] . Segue (lue

" - E *««i
r\C I'i

[\[osttellios (file nFÊ é uilltl (íeiivação funcianieilta] ou iilter11a l)arte toc]o c]e
mento de I'i .

1. . pei*ct]ce a ui]] c-ir.:uivo (leão iie«:ssaii-mclit. orienTE\do)

1-) .- ó --«: ]"ço
Supo111laJLlos (!uc n comece e tertiliiie iio vértice 1-. Dado (]ual(]tiel'
outro \ értice :r difere1lte clc c' é senlprc possa'tel (Ollseguir uni pas

s.io ; .l. .' - « 1«" 'l*:'' :"-' p-ss' p':' " o« .« ' e -«:i-:. .«â(:) - 0.
Se toi ]ilililos o passeio cla l do \ értice .[. ao \-éit i(e .z; o ])eso clcste
])asseio tainbén] é nulo. segue do {c'o]e]] l 8 (]uc licssc caso nig é
ullltl (lciivação tunclttl11elltal.

(b) Sttpoiil anil's q\tc n leão é un] laço e quc n ftl\" p"itc' clo ciic:cito
a a'2

1.}1 -«-"} 'ZJ2 "'">

Fixenaos o vélfice I']. o p?lsscio
lli:«:...) = 0 l)ara to(lo z: çÍ2.

Dado un[ vértice ./- tt\l (]\te .i. g {L'l.. - . . t.'t} fa]]]be]]] e se!)]])]e
1)0SSI'\'e] C011Sf'gttll' Lllll preSS('10 ! (IC Z,'l a .I' ta! (jtl(' lIdO pilSSC l)Oi' (l

c assilli rtiÜ(s) = 0. Segue do [eoicnia 8 (lue a É é tunc]anlellta].

r\: l ó tal (luc'

2. n não peitellce a uni circuito
Defina o seguinte conjunto

I'.(.} = {u (: I'o : existe uin passeio ligai]do t' a o(QI sei]] passai pol o}

I'.(.U é \ii sul)cluivci pleno de I'
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s..i- IE«;-...., . . l
Se '3 é ui]]a Rcclia (lue (oineçê] ]io xéitice li e teilllina no vértice u2 com
1,] / z/2 e ambos são cliferelites de o(a) então

ll!:..:r..., u. ,jl 11,: + u2. .jl

Se ./3 é unha fiecl]a que coi]]eça e teni]ina no xéi-vice t;i e]]tão tainbéi]]
t enios

1111:.:.t-..., ?-. .JI ::: 1. : . jl
Po: Últi«.o IE..-..''. .,. al ::: lo('~l "I - ".

Assim ll!:-cr'...., r'. 1 - n ;É !)ois coiilci(!clip nos vértices e l as fiecllas
Segue (lue licste caso niÉ é u] ia (íeii't'anão intellla.

Portanto elli dual(lliel caso n;g é linlll (leiivação tuilclallicnti\! ou in
Terna !)ai'a todo eleillcilt.o de I'l .

Daclui para íieilte Á: senlprc clenotaiá un] colho (le c iacteiíst.icil zelo
Se.ja J\ uliltl álgebra positivanií'lhe graduada de clililciisão hllita tal que

/\ = .\o U ]\i H - . IJ .\,

('o])] /\o := Á:r'l ]]] - . - ]] À:r',, (:olii ('.l sc)ido iclclli])ot('lITc OJi'tOgOlla! pa!'a tO(IO

./ C J 1. . . . . r? } c '\ gerttdo como álgebi'a pot' /\o e .\l.

Dellotalllos ])oi- }'V }l }llg('t)ia (le Lie Lias (le,ii\:tIÇões (le .\- (luc sc anulaili
sol)i'f' /\o.

A cleiix:anão clc Euiet assoclacla com a grttcluação é definida i)ot

E( r) ? l p"ia to(lo i € ,\,,.

Coi[io E é (li?[goi[t[liztl't'cl scgu( (luc a(/ E tambén] é cliagoi]alizável. isto é
existe unia base dc dciivaqões Di. . . . : D,. de De/'(-\) ta] cine lr. níl = //. D:

cona lli C À: para todo iC {l; . . . . /}. O conjunto }'\JÀ sela o attTocs!)aço pala
a(/ E correspondendo ao auto\.'aloi À.

Lema 4.3 C'om as /?oÉr7çóes ízrlfe7/lares (amos

)# = )4 l L] }% H . - . ]] }'vr i

«,n W:(/\,l C .,\,., c IW: W,l C W,. ,



4.4. DERA\'AÇAO F'UND.\NÍENTAL DE ALC;EBR.A À[ONONEIAL 66

Prova. Se.la .l: € .\,,, e /,) C )'VÀ ei)[ão

EO( -) (.-) + OXI«) - (À + ~,)0( -)

Poi hii)ótese uni elemento de i\ feno grau no nlíniino 0 e no nitlxiino f donde
D(.tl é ullia conlbinaqão Á:-linenl- (le elementos de grau ilo illílliiilo rl? lc
]lo nláxilno lr? + f 1. Segue (leis?l coilsidciação e de (4.2) (late

)'V = }'V ] 1] )4o H . . . ll )4,. l

Pala mos'r;-inlc's que )4,l \jl c .\:-, t):esta usarillos l4 el.
Agora Talhos lllostra! a últilllil aflui \qão. Sejam D. C )'V; e DJ ç WJ

aplicando a idelltidade cle Jacobi obtemos

1.1 :.o,ll .lo.j:xl lo,.lx'.o,ll +À,)lo. o,l

E assim temos o lema demonst:Fado B

Lema 4.4 /zi/ C'om/ íls 7/.ofí?.çõe.s r// fcr/.o/-c.s }y l = 0

Prova. Como ] :: f'l + . . . + c,. tcilios '\l :: >'...? cz/\eJ. ]l,ogo t) \stt\ tllostt't\t'
silos que D(.L) = 0 l)ala D C k'v l e 0 # .r C e:.\iel.

Por hip(Itese D sc anula sobre os iclellll)oteiltes disto segue cine

D(1) = D('': 1'',) = ciD(.L)eJ

Se,lil .l: (: .\.. colho D € }'v l tellios DI.z;l € ,-Xo. [)esse tt [o f' (]e l+.;31 Segue
cine sc / # .J então D(.z) = 0.

Ago[it l)t\sta x.c] ifica]nios o caso / = J. Nesse caso OI./;l = A:c. e .i = ff,.i,c:.
Assilll os cleiiiciltos D(.r) c .r conlutalll. Colho }l tilgtlbia é clc cliinensão finita
sf:guc cjue existe uni iliteiio /?? ta] (lue .i'" :: 0 c .l"' l # (] c assilll

o - D(,:"'l "' ' o(.')

Donde /)l.l 1 :: 0 jú (]uc ca/ Á' :: o. Colho '\i gei'tl z\ poclcnios co1lcluii (luc

Vaillos convidei'ai daqui paio\ frente /\ = n . onde a graduação (le '\ é t}
ii[duzida cle il:l' dada pelo cotnpti]]icnto dos ca] ]inllos.

Lema 4.5 Seja D € }'v /:li. ?(]ar?/.frzfa/.

B € Y'.,e\ W, erltã.o ,4 é .fugi(ta'rl},e. ,n!.

Se ,'l + /? í:orr?. .4 C )'Vt) e
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Prova. C03110 D ó tundaliielltal exist.e uma apresentação (T': /) (le '\ till (late

D(al ,\.r} pala todo n C I', onde À. € A. Logo H(a) = ,\.a para to(lo

a c I'i jú (]uc D - .4 + /3 e B c }l:.j?l }'\b.
Assim o peso associado a derivação /,) é o mesmo associado a derivação

d. Segue do Teorema 8 que À é fundamental. H

Notação 4.1 S(Ua. i\'í rzr/z süócor7:7urlfo dc Z,)c/l.\l. Dc/70fa.rr/os /)o/ ST'(,,\4)
o es!)nço : etoilat qcrurlo i)elas dera.unç,õp,s }.tl.te.Tltüs (', .Tui daíTleTlt.ais dc .\Á.

Lema 4.6 L'sr)rido r).s ri.ofa.ç(ies r7[z,[cT/,o/c.s -sí:.y]]c r7üc

sr'(wl w.) H wi n ll )'v, ]

Prova. Se.la /l) C L'7 coili ./ # 0. Clonio a derivação ( e Ettler E é igui]l ?]

>l:«.r: aZ scg\te 'lc, Teoiciii 12 cine E' C ST'(}V).

Aplicando o Teoret[[a ll e o fato de /[!/z(.'\) sci ui]] ideal de Lic de yV
*elllos 'lue li OI SF'jW).

Falta então iiios'i"rlilos que ST'(}'v) n wo c sr'lwo) i:l quc " out!-l iil-
c[usão decoile do fato de (late se \villa (]erivaqão ó {unc]anlcnta] ou iiltelnil
soft-e A] então sela fundailaental Oll iilteina iespectivainciite (lualldo esten-
(li(!a a /\.

Se.la J3 C )4oRSF'(}'V) então /3 = >ll:,:(H.: + D*) coili .4. + D, sendo
ui[[i[ (meti\,tição fiiii(l?]i]]e]]tal oi] i]itcina c111 yy pala todo ; coi]] .4, € }'\2n e

Dj ç )l-,?. )'V, clotl(le

# - } ',4.

Se ]: tD. é fui-ic]anicnta] segue do teoietlia }tilteiioi club ], é fullclanlcntal
Se .4. + /): ó inteii]i] então existe .v = óo t .s] + - . - + s,, C /\ c:oi]] s, C .\:

para to(]o / € {1. . . . . /?} tal que

(H, + Ofl(.tl s s,' l)ailt to(]o .i C :\

Scjil :l € .\, então

(H:+n:)l-) (.... .-,)+l.-.s l+...+(«.,, .,,..)

Coiiio }'v[](:\J) C l\J Tentos .4,(.1) := .r.se $ot. Assilli sc .4, + .í,). é intenta
segue (luc ]: é int Cima.

p..i.,,:',- .:-tã. .: l :i: .i--.' SF(wi - srwu n w,. p.«'««t. '.'«-',: '

letlla (lc l)oilstl ado. H
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Lexnxa 4.'7 l.SI Sela T \]n]n álge.b]ü r]]oí]on].'i.ot de d.:líltp,tl,sã,o $.11.l.t.a,. Ent,ão o
"":7««,/. { Ê : «: i c r. . «3â(/) c /} .q.,- w., ««,o "/'"ç'; ''.ío,-í«/

Prova. Suponlial os que I'] = {al: - . . : a,. }. Seja Z,) C )'Vo: como )4i('\j) C

.\i+, segue que Dln.) ÀI.,a:.J (oiii ni.j C I'.. donde podemos denottlr a
(lelivação .í,) da seguinte folha

0 j u', .!L
'3r}.

Agora dexeiilos i)tosttai cine se dlÉ é unia l)aicela da derivam:ão Z) de }'\2o

então 0ÚI/) c /.
Seja o € /. se n = 3 então .7 a (ü,') é zelo ou é uJ]] múltiplo de ü,' e t\ssii)t

ajl;(«,) c / El:hão basta inostiainios pata o caso r} # J

Se .3 d ((«'l # 0. coilio / é illotloillitll. existe algullat pllrccla de 3;gla)
igual a ?llguiiia parcela de :f(ü'l. alicia a clellvação fil ó villa parcela (le D
ou se.]a.

s(' ü.,' := ú'] ü',, etatao ('xisT(' /..J € {1. . . . . /?} (oiii tl'. -: (l e {l'J :: ' Ta]

-u'l ipjco'l+i'''u'J l rcdJFI'''ü'rt =(ü'l (0-i. -- 'l Q C0-l.+ 'l ,','. - :Ú',*: .,-,. (+ +)

Oll(le o lado es(luelclo da igual(la(lc ó unia FaleCIa de Oijl; c o lado direito é
uma parcela (!e !FE

Clottio (l / .J e / é lliollonliitl sc'gtte cine / :: .7 e assiili r} :: :,. Voltail(lo l

l4 :!) s.g«. q-:'

ú'] '''Ü'. ] )(di]]] '''-b'l? :: 'l ü.J.í Ld.í+ll ' ' ' (J}2

Outra vez pelo fato clc / ser illotloillii\l segue (]ue .J = !

Logo to(]ils as })aicelas de n se aluir ni elos elellleiltos cle /. Portanto
{oZ : a. .i € r: e JÚ(/) C /} gei:- W. H

Agora estallios eln condições de ])ro'.'al' o seguinte Teor'cn l

Teorema \3 Selo. !Ü u,lliu álgclna rr ortorn;lal d.c diTt+,c;.rtsão jilttt. . corri caí k

0. É;n.ião ST'lW)

Prova. Uti]]zando o Letlia ].6 para nlostlaii))os nossa aílinlt\qão l)as ti x-eri
ílcarillos que ST'jW«) = Wo
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As derivações da roTUla o Ê C }'Vn. l)al-a todo c} C rt. jó (lue dado u.,' € /
a?Ê(ü') ou é zero ou é un] ]núltiplo cle .,. Poi esse i)lota'ç'o e l)elo Lema 4.7
)'Vo é gelado por todas as deriva\q:ões da íorilla a:Ê e algumas derivações cla
forma 0 E

Seg\le do Teorema 12 que alg C ST'0Wo) pala tonto a € 1':. Desse fato.
do Teoietna 1 1 e de (lue /r?ll( \) ó uln iclcal de Lie de Dcr(.\) temos

I'ÕI 'JÕil - 'J;X, c sr'(w)

Po:'t-i:to ST'jWI - W

4.5 Derivação Integrável
Se.la ]\ tlllltt /.:-tllgel)rtt assou:bati\a (le clitlletisão finita (.'\ = n ). No 1ltigo lül

Fai-ki\s. Gclss e Xlai(os llaosttlliaiii c]ttc o gittpo (lo es(]Llcllltl (if, tlLitoliiolhslllos
é liso se e somellTe se toda deii'ç-t\qão clc ,\ é iliTegiávcl. Alétit (disso clcit\nl ullla
condição suficiente para (ltie llllltl derive\ção diagona]izá\-e] se.l?l illtegiá't'c].
Esse lato e algulls outros (lue apaiecell nesse al'figo nos le't-alanl tt (lucstioilar
sc toda derix:anão fugi(! ]i]iciital é i]iTegiável. Nosso objeTi\o ]lessa senão é

res])ondcl llegativalilcnte essa i)elgulita exibiu(lo mini cobria-exemplo. Ailres
disso \:asilos eiilillcial algttJ)las (iefi iiqocs (]llc' apaiecei)l elii lal.

Definição 4.4 Z)/zcrrzos quc 7) € Dcl (.\) d /./!í.gldt'c/ óe c./;/:s/c ///r.r/ -scqüí;/?c/a.

(l.c f=ltLloTíloT'Hs'Talos li'í eol'es dí: !\ (!i.g(fritos Dltl] - l Dt't) . l)t'z'}. - - . colll

D(Ü(üb) - )l. D'')(a)DM(i'l
í-Fj ::'r'l

})ui-u t.odo ti. b E \ e ]] Z ç) t.nl (!ue l)ç\) :: D

Definição 4.5 Cr.rrií?. a.p/z:cüç(io de A-(;/geóra (i : ..\ -, .\ll/ll ó ir/za. dev'/.r-r).çdo

de o:rd.ent s\tpeí"uor de À. se llala todo x e: b.. o teT'alto constilí\i,c dn séi'-te d,(-,

potê[tc.In.s ÕÇ] ~li . é sii]tp\esTiuertte ]- .

Observação 4.4

1. .4s der-talo iões de Old.elít slti)e.l"l.OI d.e b. p.suão eTlt correspondêí-Lcl;n bí.uílí.cocei

coar?. o.s /.:llíll-a71íonl07:/isrrlos dc J\ llill r7 zr' prcser"uar7z o [crrrlo corisíarzíe.-
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2. Pod.e,íílos dí-.Rni- der 'unção íl.e oiíl.e'ril sll!)e.iiol coxílo 'ülllu seqllêílcl;íi d.e
eTI.d.o-nloT$,sítios lirteüies (ie !\ d,l,guritos Dlt]) - l DÇ\) , DÇa). - . . tnl (}ue

oH("z'l - >1: o'o(")oo)(z'l
z +.7 :='n

parti. +od.o cl. b e. }\ e 1l > (]

Pode-se niostrat cine o termo /,)(]) (ie iinit\ (lciivação de ordem sll!)eriol é
sempre unia deiivtlqão. Dizellaos (luc uma (!ciix;?lq:ão D € Der(:\) é iilteglávc!
se existe uilit\ deilx:açao cle oiclenl sul)etloi /l,)(o) :: /. /.)(il /.)(2) . . . tFll (! ic

D

Proposição 4.2 Sqa. D rzrr/.a dcr/ll a(:(io r?o r/ia//. ar/a. /,77.[egrdi,-e/ c71Z(io D(")(t/l
&, Z) )lz}) t, para iodo t' C I'o e /l ? l.

Prova. vaDIos HlostFt\! a ])ioposiÇão urilizttii(lo indução finita so})ie /?
Se r] = 2 c (, C ]'o temos

D(a(1') = DH(L') = 1,- D'''(I'I t D(?,'1 1)(F) + DN)(L,I.

Confio D(t,) 0 para todo r: (: I'o pois D é iioililalizacla ten)os

Dn(z'l = z' D(")(.,) t'.

Su})onlianlos que Dt")(p) = z.,D(")ll,lc para r? $ m l
ocorre colll Ol"')li,l sc é não nulo.

D''"'(?:,l = jy"'J(1'') = L D''")(L'l [ ly'"'(i') '.' +

Ve.ltiiilos o íltte

E
Z + ./ ::: J72

1:, .J > o

D( - )( ..)DU '( t'J la.S)

Poi l[ipótese cle i[i(Ittqão IÍ. .. J = /r/ (,)(t)D{J)(í.l conieqa c tc]]]a]]]a cii]
í,.j > o

t,. Decore cla e(iuttqão 4.5 nossa ahlnlaqão. n

Proposição 4.3 Self/. l,) ?írrza der'/t.'a.ç(io r o/"r170//. r].(/í] /l/7éeyr(í,].e/ er2/ão /]a/a

lodo t- c r. e n > 0 enzos O'Ü(1,)

Prova. Por }lipótese existe ulli?l se(ltté11cia de endomoifisnios lilleaies

Z.)(o) . /. /,)(i). Z)(ul. . . . {al (lue D(]) = /,).
Suponlianlos que rz seja o nlenoi inteiro tal que D(")(i,:) # 0. Temos

lp+D([.)["+..)'=t:+D("'11')f"+
Logo uZ)Ü)lr,) + D(")(1,) 1,, = Dt")(1 ). 1)i?is pela pro])osição 4.2 segue (lue

2D(")(z,) lt-l. Portallto O'")l{,'l = 0 pt\itt rodo rz ?l
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Proposição 4.4 Sela D tzrJza derztaç(io rzo/«reza/?lzczda /ri.fegró7,-e/ e71t(io D("JI.r)
t(.t) l)I':)l.icboÇ:t~l país t,odo cana l,Ito não rl.ulo .t covil n > \.

Prova. Aplicando a proposição 4.3 obtemos

Dtd(z) = D("'(f(i;l:i'o(z;)l = E..,.,, DH(/(ill DU(J'o(Z)) Ílt:l DH(.l:olt))
f(.r) >1:..J-,, Dm(.r) Dhf(ol z;)) = flt) O'")l l;) o(rl

Assim temos D'"'l.tl = í(.c) Z,y"'l.t) o(1) pala todo caminllo hão nulo « cona
/7,? l H

váRIos xoltal t\o exeiiiplo 4.L. scjtl .\ :: 6f covil Fará
quiser

onde r é o

c / é o idctt} gera(lo l)or /? = {olasn2 1 -- Jld= J2dt. ü J:ja2ai a:ln31 ,it}.

.Já obscr\amos club D - üe iÍÍL + d:3 }t é ltl a dali'ç'i)ção Itiiid li ielitl\l
(le De/ (.\l. Su])onl]ttn]os que D seja ]]i]]a clelix-anão i]]tegL?lvcl et]íão ei]]

ptlrticuiai existe D(2) e esse ci (lolnoifisilio lilif'lli é [ttl (luc

Í D(a(a.io':3nza.l = Dtq(.Jt.'J3.J2 í1l e

1. D(:}('3] J3a2a:l = D'')('ll'L:3.72(jll

UtilizaJldo a dehiliçÃo dc D(21 scg\ic (lue

Dn (u ..*;a,« : l Dm(a.ll n3a'2cl l -F n'. D(a(a:31 (- 2cli t nJcl;: D(nln21 n'l+
'" .-:*«, DH(- . l

DtZ) 1.13af3:\t3zí3 ) DÇzl l.ij;l) l33:3z:3t + lj.\ D{'z} 1~ j:5) i3zí3\ +- ;34l'3s D('a 1,l32~l í3\-+
Bl:3.b 3.z Dt'z) 1.3\ b + }34:3À13.z 3\

DW(d- J;a;a-) - DU(dJ) J;3aPai + J. D(U(3 l u2nl + ü..d3 Dul l:lnit
:3 l jj::a, D( ala l l

0m(a-.«. j, tj: l - DH(r}4) rls:32'J: + n. D(n(n;l:7z.ji t nicl:: D(')(.321 ..3l+
"'la: 3, D (,(jl)
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Aplicando ouvia vez a proposição .4.4 po(leillos su])or que Z.)(2)(o:)
e D(2)117,) = bíí3í para todo z C {1,... .4} c ai: ó: C Á.

Ot)temos o seguinte sistema de 4.6 e 4.7

E:., «, - E:.. ó. + .
XJ.: «; - E!.. '.

Colllo o sistema não tclll solução segue (lue não ('Riste D(2). PorTallto D
é ull] exemplo de tlilla (lelivação fuiidaillenTal (lue não é ilttegrável.
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