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Resumo

~ Nosso trabalho aborda trés assuntos relativos a cohomologia de Hochschild
descritos a seguir.

Dado um corpo £ e A uma k-algebra de dimensao finita, mostramos que a
cohomologia de Hochschild H*(A; A) com o produto cup é um anel graduado
comutativo utilizando o fato do produto cup ser isomorfo ao produto de
Yoneda.

Dado A = %E uma algebra quadratica de dimensao finita, definimos um
colchete em H*(A, A) em termos de relagoes paralelas. Além disso vimos que
os caminhos de AT" induz uma graduagao sobre H(A, A).

Dado A uma k-dlgebra de dimensao finita, estudamos a estrutura de Lie
do espago vetorial gerado pelas derivagoes fundamentais. Mostramos que
existe uma relagao entre derivagao fundamental e um certo recobrimento de
Galois definido a partir do grupo fundamental. Mostramos também que para
algebras monomiais, se o corpo k tem caracteristica zero, entao o espaco veto-
rial gerado pelas derivagoes internas e pelas derivagoes fundamentais coincide
com o conjunto das derivagoes da algebra.



Abstract

The main objective of this thesis is the the study of the following three topics
on Hochschild cohomology H*(A, A) of a finite dimensional k-algebra A, over
a field k.

We show that the ring H*{A, A) with cup product is a graded commu-
tative ring, using the fact that the cup product is isomorphic to Yoneda
product.

Given A = 515 a finite-dimensional quadratic k-algebra, we describe the
usual bracket product on H'{A, A) in terms of parallel relations. Moreover
we prove that the path of kI induces a graduation on H'(A, A).

We study the Lie structure of the vector space generated by a class of
derivations which we call the fundamental derivations. We establish relations
between fundamental derivation and Galois coverings. For fields of character-
istic zero, we also show that in a monomial algebra the vector space generated
by inner and fundamental derivations is equal to the set of all derivations.



Introducao

Sejam k& um anel comutativo e A uma k-dlgebra associativa de dimensiao
finita. Em 1946, Hochschild definiun os grupos de cohomologia H'(A, A) para
t = 0. Hoje esses grupos de cohomologia sao chamados de grupos de coho-
mologia de Hochschild.

Para algebra sobre corpos os grupos de cohomologia de Hochschild podem
ser definidos como
HY (A, A) = Exti.(A,A)
onde A é a dlgebra envolvente A @y A%, Esses grupos sao invariantes da
algebra por equivaléncia de Morita (veja [25]) e por equivaléncia derivada

(veja [14]).
Der(A)
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O primeiro grupo de cohomologia H'(A, A) é o quociente T (R) onde os

elementos de Der(A) sao chamados de derivacoes e os elementos de Inn(A)
de derivagoes internas. O grupo H'(A,A) estd intrisecamente relacionado
com a caracterizagao da classe das dlgebras simplesmente conexas e sua gen-
eralizagao as dlgebras fortemente simplesmente conexas (veja [23]). Esse é
um dos motivos pelo qual se estuda o grupo de cohomologia de Hochschild
na teoria de representagoes de dlgebra.

O primeiro e o segundo grupos de cohomologia de Hochschild tém inter-
pretagao concreta na estrutura algébrica classica em termos de derivacoes e
extensoes. Foi observado por Gerstenhaber em [9] também conexao desses
grupos com a geometria algébrica. Por exemplo foi mostrado que as dlgebras
A que satisfazem H?(A,A) = 0 sao rigidas.

Jm nosso trabalho abordamos tres assuntos que detalhamos brevemente
a seguir todos relacionados com a cohomologia de Hochschild.

O primeiro assunto refere-se ao anel Z-graduado H*(A, A) =[], H'(A, A)
com o produto cup. Definindo sobre H*(A; A) wn segundo produto chamado
produto circulo, Gerstenhaber em [9] prova que existe uma relagao entre o
produto circulo ¢ o produto cup. Utilizando essa relagao chega-se ao re-
sultado que H*(A,A) com o produto cup ¢ wmn anel graduado comutativo.
Provamos esse mesmo resultado utilizando wm outro argumento, o fato do

produto cup ser isomorfo ao produto de Yoneda.

o~



No segundo assunto descrevemos H'(A, A) em termos de relaces parale-
las quando A é uma &dlgebra quadratica de dimensao finita sobre um corpo.
Nossa inspira¢ao foi o artigo [24] onde Strametz estudou a estrutura de
algebra de Lie graduada do primeiro grupo de cohomologia de Hochschild
de uma algebra monomial A de dimensao finita em termos de caminhos par-
alelos. Isso permitiu-lhe descrever um critério para a semi(-simplicidade), a
solubilidade, a redutibilidade, a comutatividade e a nilpoténcia no caso em
que A é uma algebra monomial. Nessa diregdo, no caso de dlgebra quadratica,
nés tivemos alguns avancos.

Por 1dltimo estudamos as derivagoes fundamentais de uma algebra de di-
mensao finita. Seja agora A uma k-dlgebra conexa de dimensao finita. O
espago vetorial gerado pelas derivagoes diagonalizaveis de Der (A) denotado
por SPDer(A) é um ideal de Lie de Der (A) desde que k tenha carac-
teristica zero ou seja algebricamente fechado de caracteristica prima (veja
[5]). Em [7] Farkas, Green e Marcos definem uma classe de derivagoes dia-
gonalizdveis chamadas de derivagoes fundamentais e mostram uma caracter-
izagao dessas derivagoes. Um fato interessante mostrado no nosso trabalho é
que as derivacoes fundamentais estao relacionadas a um recobrimento de Ga-
lois. Isso foi possivel utilizando a definicao de peso semi-conexo que aparece
em [12]. Como o espago vetorial das derivag¢os fundamentais é um sube-
spaco de SPDer(A), foi natural se perguntar quando esse subespago ¢ um
ideal de Lie de Der(A). No caso em que o corpo é de caracteristica zero o
espaco vetorial formado pelas derivagoes fundamentais é um ideal de Lie de
Der(A), mas no caso em que o corpo é de caracteristica prima mesmo que
seja algebricamente fechado nao ¢ verdade.

Ainda sobre derivacao fundamental, no artigo [6] estudou-se as derivagoes
integraveis. O interesse de se estudar essas derivagoes deve-se ao fato de que
uma condicao necesséria e suficiente para que o grupo de automorfismo da
algebra seja liso é que toda derivacao diagonalizavel seja integravel. Durante
algum tempo acreditamos que toda derivagao fundamental era integravel.
Essa afirmacao revelou-se falsa.

Nosso trabalho é desenvolvido da seguinte forma.

No capitulo 1 apresentamos definigoes e resultados preliminares necessarios
para o entendimento do trabalho como por exemplo conceito de algebras de
caminho, quiver, grupo fundamental, grupo de cohomologia de Hochschild e
derivacao de uma dalgebra.



No capitulo 2 vamos apresentar resultados sobre médulos graduados e
anel bigraduado que acreditamos serem conhecidos mas que nao aparecem
na literatura ou que nao estao demonstrados explicitamente. Também como
ja dissemos utilizando o fato de que o produto cup ¢ isomorfo ao produto de
Yoneda vamos mostrar, nesse capitulo, que H*(A, A) com o produto cup ¢
um anel graduado comutativo.

No capitulo 3 conseguimos definir para H'(A, A) um colchete em termos
de relacoes paralelas. Utilizando os resultados do capitulo 2 sobre médulos
graduados mostramos que os caminhos de A" introduzem uma graduacao
sobre H'(A, A) = [[,._, £i. Com isso provamos que H'(A, A) com o colchete
definido em termos de relagoes paralelas ¢ uma dlgebra de Lie graduada.
Nao ¢ possivel mostrar que H'(A,A) com o colchete definido em termos de
caminhos paralelas ¢ uma dlgebra de Lie graduada quando A é uma dlgebra
monomial utilizando esse argumento. Demonstramos que £, = 0 no caso da
caracteristica do corpo k ser diferente de dois. Esse fato ¢ interessante pois
acreditamos que consiguiremos obter informacoes tais como a simplicidade,
a semi-simplicidade e a solubilidade da dlgebra de Lie H'(A, A) estudando
apenas Ly quando o corpo k tem caracteristica diferente de dois.

No capitulo 4 mostramos que existe uma relagao entre derivagao funda-
mental e um certo recobrimento de Galois definido a partir do grupo fun-
damental. Denotamos o subespaco das derivagoes fundamentais por SF'(A).
Mostramos que o espaco vetorial SF(A) é wm ideal de Lie das derivacoes de
uma k-dalgebra A de dimensao finita quando o corpo k tem caracteristica zero,
e damos um contra-exemplo dessa afirmagao para o caso de caracteristica pos-
itiva. Mostramos também que para dlgebras monomiais, se o corpo k tem
caracteristica zero, entao o espago vetorial gerado pelas derivacoes internas
¢ pelas derivagoes fundamentais coincide com o conjunto das derivagoes da
algebra. Por tiltimo, nesse capitulo, exibimos um contra-exemplo que mostra
que uma derivagao fundamental nao é necessariamente uma derivacao in-
tegravel.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar definigoes e resultados basicos que serao uti-
lizados ao longo deste trabalho. A maioria das demonstragoes serd omitida,
mas fornecemos referéncias de textos onde se pode encontrar essas demon-
stragoes.

1.1 Quivers e algebras de caminhos

Nesta secao introduzimos a nocgao de quiver e de dlgebras de caminhos. As-
sumimos alguns resultados aqui apresentados, sem explicitar suas demon-
stracoes. Uma exposicao detalhada desses resultados pode ser encontrado
em [2] e [21].

Definicao 1.1 Um quiver I' € dado por dois conjuntos finitos I'y e I'y € um
par de fungoes o,t : I'y +— TI'g. Os elementos de 'y sao chamados de vértices
de I' enquanto que os elementos de I'y sao chamados de flechas de I'. Dada
uma flecha a € Ty, o(a) chama-se origem de o enquanto que t(a) chama-se
término de «.

Um caminho v no quiver I' é uma sequéncia de flechas v = ajas--- oy
com t(q;) = o(ey;—1) para todo 2 <1 <.

A cada vértice x € T’y associamos o simbolo e,, que chamamos de caminho
trivial associado a z, e definimos o(e,) = t(e,) = z. Para um caminho néo
trivial v como acima, denotamos o(y) = o(ay) e t(y) = t(ay).

Definimos o comprimento de um caminho v néo trivial, que denotamos
por [(7y), como sendo o numero de flechas em v, e o comprimento de um
caminho trivial e, é zero por definicao.
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Um caminho nao trivial tal que o(y) = ¢(y) é chamado ciclo, ciclo ori-
entado ou caminho fechado. Um ciclo v em I' tal que [() = 1 é chamado
simplesmente de laco.

Dizemos que dois caminhos v; e v, em T sdo paralelos se o(7;) = o(7) e
t(y1) = t(72).
Dizemos que um quiver I' é conexo se o grafo subjacente é conexo.

Um subquiver de I' = (T, T', 0, t) € um quiver I = (I‘O Ty, 0. f) onde
Fo C Ty, F1 C I'y e asrestrigoesde oet a I‘1 sdoiguaisaoe tlebpectwamento
Um subquiver I' de " é dito pleno se dado uma flecha o : = — y com vértices
x,y € [y entao a € T'y.

A partir do corpo £ e do quiver I' definimos uma algebra £I'. Em primeiro
lugar consideramos o conjunto B formado por todos os caminhos de I', in-
cluidos ai também os caminhos triviais. Considere agora kI' o k-espaco veto-
rial com base B. Para transformarmos kI' em uma algebra precisamos definir
um produto nos elementos da base B. Dados dois caminhos v = ayan -+~ oy
ed =13y, em I' definimos

S { Q’lﬂg"‘alﬁlﬁQ"'ﬁn se t(/jl) :0<Q£)

Y0 L
0 se caso contrario

Estendendo por linearidade tal produto a todos elementos, define-se em
kT uma estrutura de k-dlgebra. Esta algebra kI' definida como acima é
chamada de algebra de caminhos de I'. Note que kI" é uma algebra associativa
com elemento identidade ZI€FO €.

Observagao 1.1 kI' =~ Zm‘ydb exkl'e, (como kT'g-bimddulo), onde e kl'e,
indica o k-espago vetorial com base nos caminhos de y para x em I'.

Se I' é um quiver finito e £ é um corpo, entao kI' é uma &algebra bésica
e hereditaria, e tem dimensao finita se e somente se I' nao possui ciclos
orientados. Além disso, kI' é indecomponivel se e somente se I' é um quiver
conexo, e o conjunto {e, : € Iy} é um sistema completo de idempotentes
ortogonais primitivos de kI'.

Definicao 1.2 Seja J o ideal bilateral de kT gerado por I'y. Um ideal T
de kI' € chamado um ideal admissivel se existe um inteiro n > 0 tal que
JrcIlcJr

Observacgao 1.2 Se I’ é um quiver finito sem ciclos orientados, entao todo
ideal de kT contido em J? é admissivel.
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Enunciamos, a seguir, o resultado que estabelece a identificagao das dlgebras
bésicas e indecomponiveis de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado com quociente de algebras de caminhos por ideais admissiveis.

Teorema 1 (Gabriel) Sejam k um corpo algebricamente fechado e A uma
k-algebra indecomponivel, bdsica de dimensdo finita sobre k. Entao A € iso-
morfa a um quociente de uma dlgebra de caminhos -, onde I € ideal ad-
massivel de kI’

Notamos que o quiver I' obtido no Teorema de Gabriel é tinico, 0 mesmo
nao ocorre com o ideal 7, que dcpende do epimorfismo construido. Muitas
vezes denotamos o quomentc KL por k(T, I). O par (T, I) é denominado uma
apresentacao da algebra A.

Definicao 1.3 Dado um quiver I, uma relagao r em I' € uma combinagao
linear de caminhos de comprimento maior ou iqual a dois, todos eles com
mesma origem e mesmo término.

Nao é dificil provar que se I' é um quiver finito e [ é um ideal admissivel de
kT", entao I é finitamente gerado e possui um sistema gerador finito formado
por relacoes em I’

Definicao 1.4 Um quiver com relagoes € um par (I', I), onde I' é um quiver
e I é um ideal admissivel de kI'. A dlgebra de caminhos dada por esse quiver
com relagoes € definida como a dlgebra 5;;

O Teorema de Gabriel afirma entdao que toda dlgebra béasica, indecom-
ponivel e de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado, é iso-
morfa a uma élgebra de caminhos dada por um quiver com relagoes.

Se A = % é dada por um quiver finito com relagoes, entao temos que
A é uma algebra‘ basica de dimensao finita sobre k, e é indecomponivel se e
somente se I' é um quiver finito conexo. Além disso, o conjunto {e, +1:z €
Fo} ¢ um sistema completo de idempotentes OI‘tOO‘OHalb primitivos de A, e se
J é a imagem de J pela projecao canénica kI — —,— entdo J é isomorfo ao
radical de Jacobson de A.

Definicao 1.5 Sejam I' um quiver finito, k um corpo, e I um ideal bilateral
de kT', com I C J*. Se I admitir um conjunto gerador R formado por

relagoes em I, entio dizemos que o par (I'y R) € um quiver com relagdes e

_kI" kT

que a dlgebra = = =5 € a dlgebra de caminhos de (T, R) sobre k.
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Observacao 1.3 Por abuso de linguagem, referimo-nos indistintamente ao
quiver com relagoes (I', R) ou (I', I).

m

Definicao 1.6 Pado um quiver com relagoes (I', 1), seja p= > " Ny € 1

uma relagao em T, com \; € k, ndo nulo, para todo i € {1,2,--- Jn}

1. Se m=1 (ou seja, se p é um caminho de comprimento maior ou igual
a dois em I'), entao dizemos que p € uma relagao zero ou uma relagao
monomial em T';

2. Se l(vi) = U(ny), quaisquer que sejam i,j € {1,2,--- ,m}, entao dize-
mos que p € uma relagdo homogénea em I de grau l(~;):

3. Dizemos que p é uma relagcao minimal em I' se m > 2 e nao existe sub-
conjunto préprio, nao vazio, X de {1,2.--- m} tal que ) ;v A\jv; € .
Ou seja, p nao pode ser escrito como soma de dois elementos de I, tal
que o suporte dos dois elementos sao subconjuntos proprios do suporte
de p;

Uma outra definicao que aparece na literatura veja [18] é

4. Dizemos que p € uma relacao fortemente minimal em I' se m > 2 e
nao existe subconjunto proprio, nao vazio, X de {1,2,--- ,m} tal que
> jex bivi € 1 com algum b; # 0.

Observagao 1.4 Segue da definicao que toda relacdo fortemente minimal €
uma relagao mimimal. Porém as definigoes nao sao equivalentes como mostra
o exemplo a sequir.

Exemplo 1.1 Seja £ <R> onde o quiver I’ é

o 2
o-———-@b—. .

e R= <,52.51 — wowr, g — 25503, — wal)
O conjunto R € formado por relagoes minimais porém nao sao fortemente
MINImais.
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1.2 Conceitos basicos de Algebra de Lie

Nesta secao apresentamos conceitos bdsicos de algebras de Lie que podem
ser encontrados em [16] € [19].

Definicao 1.7 Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial G munido
de um produto (colchete ou comutador)

[.]:GxG—G
com as sequintes propriedades
1. O colchete é uma operagao bilinear;
2. [x,x] = 0 para todo = € G;
3 [z, [y, 2]l + [y, [z. @) + [z, [z.y]] = 0 para todo x.y,z € G.

O axioma 3 é chamado de identidade de Jacobi.

Seja G uma algebra de Lie. Uma subalgebra de Lie G é um subespaco H
de G que é fechado pelo colchete, isto é [z,y] € H se x,y € H.

Exemplo 1.2

1. A,lgebms de Lie provenientes de algebras associativas. Seja A uma
algebra associativa e em A defina o colchete

[z, y] =2y —yx comz,y € A.
2. Seja V. um espago vetorial de dimensao finita n sobre um coipo k de-

notamos por GU(V') o espago das transformacoes de V. em V. Defina
sobre GI(V') o seguinte colchete

[z, y] =2y —yx comxy a operacao usual onde z,y € GI(V).
GI(V') com esse colchete tem estrutura de dlgebra de Lie.

Podemos identificar GU(V') com o conjunto de todas as matrizes n X n
sobre k. Seja E; ; a matriz cuja i, j-€sima entrada € 1 e as demais sao
nulas. O conjunto {E;; 11,7 € {1,--- ,n}} forma uma base de GI(V').

Definigao 1.8 Uma transformacao linear ¥ : G — H (com G e H dlgebras
de Lie) € um

1. homomorfismo se W[z, y] = [¥(z), ¥(y)];
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2. isomorfismo se é um homomorfismo inversivel;

3. automorfismo se € um isomorfismo € G = H.

As dlgebras de Lie G e H sao isomorfas se existe um isomorfismo

VG H.

Definicao 1.9 Um subespaco H C G é um ideal de Lie se para todo y € 'H
ex € G entio [x,y] € H.

Seja W : G — H um homomorfismo segue que
1. Kerd é um ideal.

2. ImU¥ é uma subdlgebra.

Definicao 1.10 Seja G uma dlgebra de Lie ¢ H C G um ideal. No espago
%, defina

9] = [, 4]

onde T denota a classe x + H.

A definicao do colchete ¢ independente dos representantes x e y e define
em % uma estrutura de algebra de Lie. além disso, a projecao candnica

T: G —

SIS

¢ um homomorfismo sobrejetor de algebras de Lie.

Seja V um espago vetorial e GI(V) a algebra de Lie das transformagoes
lineares de V. Seja também G uma dlgebra de Lie (sobre o mesmo corpo
de escalares que V). Uma representacdo de G em V' é um homomorfismo

p:G— GlLV).

Dado um elemento z na algebra de Lie G, consideremos a transformacao
linear

ad(z): G+— G
definida por ad(z)(y) = [z, y]. A aplicacdo
ad - G — Gl(G)

T + ad(z)
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define uma representacao de G em G, denominada representacao adjunta.

O niucleo da representacao adjunta é denominado de centro de G e é
denotado por Z(G) '

Z(G)={z € G :ad(x)(y) = [z,y] = 0 para todo y € G}.

Observacao 1.5 A representa¢do adjunta de uma dlgebra abeliana G € triv-
ial, isto é, para todo x € G, ad(x) = 0.

Vamos definir uma sequéncia de ideais da dlgebra de Lie G chamada de
série derivada

g(O) = g
gl = [G,9]
G = [gV, g0

g : [g(i—l)’ g(i—l)]

Dizemos que a dlgebra de Lie G ¢ sohivel se G = 0 para algum n.

Proposicao 1.1 Seja G uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. Entao existe
em G um unico ideal soluvel r C G que contém todos os ideais soluveis de G.

Definicao 1.11 O ideal r da proposi¢cao anterior € chamado de radical solivel
(ou simplesmente radical) de G. Para o radical de G serd utilizada a notagao

r(G).
Observagao 1.6 A dlgebra de Lie G € solivel se e somente se r(G) = G.
Definicao 1.12 Uma dlgebra de Lie G é semi-simples se r(G) = 0.
Definicao 1.13 Uma dlgebra de Lie G é simples se

1. os dnicos idears de G sao 0 e G e

2. dimG # 1.

Observacao 1.7 O que se deseja chamar de simples sdo as algebras que nao
possuem idears além dos triviais. As dlgebras de dimensao um nao possuem
wdeats além dos triviais. Essas nao sao consideradas simples para que exista
compatibilidade entre os conceitos de dlgebras simples e semi-simples. Segue
da definicao que as dalgebras de dimensao um nao sao semi-simples. Porém,
as demais dlgebras que nao possuem ideais proprios sao semi-simples.
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Proposigao 1.2 Seja x € GI(V) um endomorfismo nilpotente. Entdao ad(x)
também é nilpotente.

Prova. Dado z € GI(V) nilpotente defina

Ae: ViV Pr: V=V
Y — Ty Y — YT

onde \, e p, sdo a translacao a esquerda e a direita respectivamente. Essas
aplicagoes sao nilpotentes ja que x é. Além disso comutam entre si. Portanto
ad(x) = Ay — p, € nilpotente. =

Proposicao 1.3 Seja x € GUV') um endomorfismo diagonalizavel. Entao
ad(x) também é diagonalizavel.

Prova. Por hipétese = ¢ diagonalizavel logo existe uma base {vy, va, - -+ , v, }
de autovetores de V tal que z(v;) = a;v; com a; € k paratodoi € {1,---,n}.

Defina €, ; € GI(V') para todo 7,5 € {1,--- ,n} da seguinte forma

eij(v) =djv, Le{l,--- ,n}.

N
com. 05y = { 0 sej#lL.
Pode-se verificar que ad(x)(e;;) = (a; — aj)e;; e que {e;;} forma uma
base de GI(V'). Portanto ad(z) é diagonalizavel.
=

1.3 Ordem

As definicoes e resultados que apresentamos a seguir podem ser encontrados
S

em [10] e [13].

Sejam k& um corpo e V um k-espaco vetorial. Fixemos, para V', uma base
B = {b;}icz, onde T é um conjunto de indices. Dizemos que > ¢ uma boa
ordem sobre B se > é uma ordem total sobre B e se todo subconjunto nao
vazio de B tem elemento minimal.

Como B é uma base de V, entao para cada v € V, existe uma unica
familia (\;);ez, tal que v = Y., A\;ib;, onde \; = 0, exceto para um nimero
finito de indices.

Se v = 3,7 Aib;, dizemos que b; ocorre em v se \; # 0.

i€l
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Definigao 1.14 Se B = {b;},cr € uma base de um espago vetorial V., com
boa ordem > em B, e se v =),z \ib; € nao nulo, dizemos que b; € o maior
elemento de v se b; ocorre em v e b; > b; para todo b; ocorrendo em v.

Denotamos o maior elemento b; de v por Tip(v).
Se X é um subconjunto de V., definimos

L. Tip(X) ={b€ B:b=Tip(x) para algam 0 # x € X};
2. NonTip(X)= B —Tip(X).

Assim, ambos, Tip(X) e NonTip(X) sado subconjuntos de B e dependem
da escolha da boa ordem de B.

Denotamos por kX o espago vetorial gerado pelo conjunto X.

Teorema 2 Sejam V' um espaco vetorial sobre o corpo k com base B, > uma
boa ordem em B e W um subespaco de V. Entao

V = W I k(NonTip(W)).

Observacao 1.8 Considerando o teorema anterior, podemos ver que todo
vetor nao nulo v € V pode ser escrito unicamente como w, + N(v), onde
wy, € W e N(v) € k(NonTipW).

Definicao 1.15 N(v) € chamado a forma normal de v.

Agora voltamos nossa atencao para k-algebras. Seja A uma k-algebra
e seja B uma k-base de A. Assumimos que para todo by, by € B temos
by by € BU{0}. Dizemos que a k-base é quasi-multiplicativa.

Definicao 1.16 Dizemos que > ¢ uma ordem admissivel sobre a base quasi-
multiplicativa B se as sequintes propriedades sdo satisfeitas:

1. > € uma boa ordem sobre B;

2. Para todo by, by, by € B, se by > by entao byby > b3 by se ambos by by e
bs by sao nao nulos;

3. Para todo by, by, by € B, se by > by entao by by > by by se ambos by by e
by by sao nao nulos;

4. Para todo bl.}bg,b;g: b4 € B, S€ bl = b2b3b4 entao b1 > b3
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Um exemplo de uma k-algebra que possui uma k-base quasi-multiplicativa
com ordem admissivel é a algebra de caminho kI, tendo como base B o con-
junto de todos os caminhos em I, incluindo os vértices, e a ordem comprimento-
lexicogréfico, isto é, dado as flechas e aos vértices uma ordem arbitraria (ou
seja, uma lexicografia), com os vértices menores que as flechas. Se p e ¢
sao caminhos de comprimentos maiores que 1, dizemos que p < ¢ se o0 com-
primento de p for menor que o comprimento de g ou se p = Q- --Q, €
q=0102--Fr.coma;e B €, eparaalgum 1 >i2>7r, a0, =0F;se ] >t e
o < ;.

1.4 Grupo fundamental

Nesta secao primeiro enunciamos uma descricao tradicional do grupo fun-
damental 7;(I") de um quiver, como em [23]. Depois descrevemos o grupo
fundamental de um quiver com relagoes utilizando o artigo [7]. Essa tltima
descrigao define o grupo fundamental de um quiver com relagoes em termos
de geradores e relagoes.

1.4.1 Descrigao tradicional de m(I')

Seja I um quiver finito e conexo. Denotamos por I'y 0 conjunto de vértices
e por I'; o conjunto de flechas. Dada uma flecha a de z para y em I', o™}
sera sua inversa formal, cuja origem é y e cujo término é x.

Dados z e y € I'y. um passeio nao trivial em I', de = para y, é uma
concatenacio w = o, Vai? - ai" com r > 1, oy € Ty e e(i) € {—1,+1},
para cada i € {1,2,--- ,r} e tal que o(ci") = 2. (V) = y e t(aSV) =

(i1 . . . . ..
o(ai( X )), para todo ¢, com 2 <7 < 7. Convencionamos que o passeio trivial

em x € I'y € o caminho trivial em x denotado por e,. Dizemos que w é um
passeio fechado em T se o(w) = t(w).

Se wy é um passeio em [ de z para y e wy é um passeio em I' de y para
z, entao wywy é um passeio em I' de x para z, denominado o produto dos
passeios wy e wy. Seja QI') o conjunto dos passeios de I'. Definimos sobre
Q(T') a relagao de homotopia ~ como sendo a menor relagdo de equivaléncia
sobre Q(I") que satisfaz as seguintes condigoes

1. Para cada flecha o de I'1, o : 7 +— y, tem-se que a ta ~ e, e que

aal ~ ey;

2. Se w, v, w1, wy sao passeios em I’ tais que w ~ 7. entao wiwws ~ wyyws,
sempre que tais produtos estiverem definidos.
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o : Q(r
Vamos denotar por [w] a classe de equivaléncia do passeio w em —(N—)

Seja v um vértice fixo em I'y e consideremos Q(I", v) o conjunto dos pas-
seios de Q(T") que tém origem e término em v. Sobre tal conjunto o produto
de passeios sempre esta definido e, pela condi¢ao 2, podemos considerar o
grupo quociente ALY Fgse grupo é denominado o grupo fundamental de I'

~

com base em v e denotado por (', v).

Usando a conexidade de I' é facil ver que a classe de isomorfismo de tal
grupo independe do ponto base v. Assim vamos denota-lo por 7;(I') e chama-
lo de grupo fundamental de T'.

1.4.2 Descricao de m(I',/) em termos de geradores e
relagoes.

Veremos agora uma outra descri¢ao do grupo fundamental que usamos neste
trabalho.

Seja v um vértice fixado chamado ponto base. O passeio 7,, serd o
caminho trivial e, e para cada vértice x € I'y — {v} escolhemos um passeio
Yor de v a z. O conjunto

v = {2z € o}

assim obtido é denominado uma escolha de dados de parada. Além disso, se
w é um passeio de x para y em [, entao definimos

cw(“’) = /L_; W Yo

onde 7, ; denota o passeio de retorno de y para v, através do dados de parada

Yvy-

Observacao 1.9 Fizada uma escolha de dados de parada ~ com ponto base
v, pode-se verificar que

1. Se w € um passeio fechado de v a v entdo cy(w) = w;
2. m(I") € gerado pelo conjunto {[c ()] : v € T'1};
CRCCRNG

2

[ey (1) We ()P e (o, ) D] = 1 em 7y (T).

3. Seja vy = Ozi €, comr > 1, entao
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Fixemos dados de parada 7. Seja F, o grupo livre gerado pelo conjunto
{cy(@) : @ € I'1} e para cada v, , = oW a;”) coai™ e~ emr > 1, consid-
eremos o elemento ¢, (o )*W ¢ (ag)*@ -+ - ¢ (0, )" € E, que é denominado
uma relagdo de parada em F,. Seja H, o subgrupo normal de F, gerado
pelas relagoes de parada. Em [7] é mostrado que 71 (") é isomorfo ao grupo
quociente Ii;:

Seja I um ideal da dlgebra de caminhos kI'. Suponhamos que esteja fixado
um conjunto de geradores de I e que m(I") tenha sido descrito através de
dados de parada v. Denotamos por N(R) o subgrupo normal de m(I") gerado
por ¢, (p)e,(g™1). com p e g variando sobre todos os caminhos que aparecem
com coeficiente nao nulo el}lr )uma mesma relacao minimal nao monomial

p € R. O grupo quociente 7—\}—(—15 é denominado o grupo fundamental 7 ([, R).

Denotamos o homomorfismo canoénico de 7;(I') para m (I', R) por £ (o
qual depende de 7).

No préximo exemplo vemos o que acontece se tomamos R, o conjunto
gerador de I, sendo qualquer e definimos N(R) o subgrupo normal de 7;(T")
. . -1 A1l e . . - I -
gerado por ¢, (p)c,(g™!), com p e ¢ variando sobre todos os caminhos que
aparecem com coeficiente nulo em uma relagdo nao monomial p € R.

Exemplo 1.3 Sejam k um corpo, I' o quiver

e os conjuntos Ry e Ry de relagoes em ' definidos por

Ry = {a® = 3%, af — fa} e

Ry = {a? — 3?,af — a(a® — *)3 — Ba}.

Pode-se verificar que Ry e Ry geram o mesmo ideal I de kT'.

Temos que 7 (L") € o grupo livre gerado por o e 3.

Por definigao, N(Ry) € o subgrupo normal de 71,(T) gerado por {a?872, aBa~' 371}
e, portanto, m(I', Ry) = 0 — (4 B: a2 = 82, a8 = Ba), que € um grupo

N{(Ry)
abeliano finitamente gerado.

Desde que a 371 € m (T, Ry) é um elemento de ordem dois e 3 possui
ordem infinita, temos entao que w(I', Ry) =~ Zy X Z.

Por outro lado, N(Ry) € o subgrupo normal de m(I') gerado por

{a?%; 3% afBa™ 371} e, consequentemente,
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(D, Ry) = (o, B: =3 =1,a8 = Ba) ~Zy X L.

Portanto m (T, Ry) nao é isomorfo a m (T, Ry).

Em [7] provou-se que o grupo fundamental 71 (T, R) é o mesmo para duas
escolhas quaisquer de R nas quais as rela¢des nao monomiais sao minimais.
Nesse caso, esse mesmo grupo é denominado o grupo fundamental de (T', I)
e denotado por m (I, I).

Dado um quiver com relagées (I, I'), podemos pedir que o conjunto ger-
ador seja formado por relagoes monomiais e fortemente minimais para que
o grupo fundamental seja invariante. Essa afirmacao decorre da observagao
1.4 e da seguinte proposicao.

Proposicao 1.4 O ideal I pode ser gerado como ideal por relagoes monomi-
ais e fortemente minimais.

Prova. Suponhamos que I seja gerado pelo conjunto Ry = {sy,--- .8,}
formado por relagoes monomiais e minimais.
Se 51 = Y ", Ay ndo é uma relagao fortemente minimal e nem monomial

- N I t - . ] )
entao podemos supor que existe Zj:l bjv; onde by = 1 et < m. Logo
t s . ! o
Y1 = —(2_;-9 bj7;), substituindo em s, obtemos
t m
T = E (=Mbi + i)y + g iYi
i=2 i=i+1
- N p— t ~ 3 < Ja) SO
pode-se verificar que Ry = {r, Zj:l bivj,S2, - .Sy} gera I. se Ry possuir
alguma relacao que nao seja monomial ou nao seja fortemente minimal entao
repetimos o processo anterior. O processo para pois A = % ¢ uma algebra
de dimensao finita. E assim temos nossa afirmagao demonstrada.
]

1.5 Grupos de Cohomologia de Hochschild

Seja A uma k-dlgebra associativa de dimensao finita sobre um corpo k e X
um A-bimédulo. Note que se A® = A ®; A% é a dlgebra envolvente de A
entdao um A-bimédulo & esquerda pode ser considerado como um A-médulo
a esquerda com a agdo (A ®, p)xr = Az p para A\, p € Aexz € A. A
cohomologia de Hochschild H*(A, X') com coeficientes em X ¢ definida como
o k-espago vetorial

Ezt (A, X).



1.5. GRUPOS DE COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD 20

Logo a cohomologia de Hochschild de uma algebra A pode ser calculada
usando qualquer resolugao projetiva de A sobre a algebra envolvente A¢ =
A & AP, A resolucao padrao é dada por

S AT AR T AR A S A0 (11)

onde

() ®pxp) = 1129 € 1
n—

Ay @p - @ xn) = 3500 (1) ey @ R Tiiga S - R Ty

para todo xy,--- ,x, € A.

Aplicando o funtor Homye(—, X) a resolugao projetiva (1.1) e identifi-
cando Hompe (A®, A®% @, A, X) com Homy(A®k, X) obtemos o complexo de
cocadeias definido por Hochschild em [15] no ano de 1946 (o qual foi definido
para qualquer anel comutativo k e qualquer k-dlgebra A).

O—»AioﬁHomk(A‘,X)d—l>~~~—>Homk(A®i,X)L»~~- (1.2)

onde

d; =0 para 1 <0,

(dpz)(a) = ax — za para i >0 e

(dif)(zqy @9 @ ... 8Tiyq) = .’l?lf(.'_lfg &R Tig)
+ Z;:1<—1)jf(5’31 R ... i1 & ... R Tip)+
(=) a1 2. .. Q@ xi)Tim

para todo f € Homk(A@i, X).ieNexy. 29, .24 €A

O i-ésimo grupo de cohomologia de Hochschild de A com coeficientes em
X é entao definido como

, Kerd,;
H(AX) = ——.
Im d‘i—l
Logo o primeiro grupo de cohomologia H!(A, A) é o quociente %—(‘% O

conjunto ker d; sera denotado por Der(A) e seus elementos sao chamados
de derivagoes de A. E o conjunto I'mdy serd denotado por Inn(A) e seus
elementos sao chamados de derivacoes internas. Segue da definicao que

Der(A) = {f € Homi(A,A) - f(ab) = af(b) + bf(a) ¥ a,b€ A} e
Inn(A) = {f € Homp(A,A): Fa € A tal que f(z) =ar —za V€ A}
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Vamos denotar por C*(A, X) o k-espago vetorial Homy (A%, X) e
C*(A, X) = W;enCHA, X)

o k-espaco vetorial de cocadeias de Hochschild com coeficientes em X.

1.6 A descricao de H'(A, A) em termos de derivagoes

Nesta secao mostramos que para as algebras que admitem um conjunto com-
pleto de idempotentes primitivos e ortogonais, podemos considerar apenas
suas derivagoes normalizadas. Esses resultados podem ser encontrados em
[14].

Definicao 1.17 Seja A uma k-dlgebra que admite um conjunto completo
de idempotentes primitivos e ortogonais {ey, ey, - ,e,}. Dizemos que uma
derivagao D € Der(A) € uma derivagao normalizada de A se D(e;) = 0, para
todo i € {1,2,--- ,n}.

Pode-se verificar que
Nor(A) ={D € Der(A): D é uma derivagao normalizada de A}

é um k-espago vetorial de Der(A). Esse k-espaco é denominado o espago das
derivacoes normalizadas de A.

Notagao 1.1 Dado f € Inn(A) existe a € A tal que f(z) = ax — xa, para
todo x € A. Logo faz sentido denotar um elemento de Inn(A) por [a, —].

Lema 1.1 Seja A uma k-dlgebra que admite um conjunto de idempotentes
primitivos e ortogonais {ey, eq.--- e, }. Entao dado D € DerA, existe a € A
tal que D — [a,—] € uma derivagdao normalizada de A.

Prova. Defina a = 3", D(e;)e; € A.
Seja j € {1,2,--+ ,n}, temos por um lado que

n

[a,e;] = D(es)e; — e;D(ej)e; — Y e;Dlere.
1=1
LF )
Por outro lado, de D(e;) = D(eZ) = Dle;)e; + e;D(e;) resulta que

D(ej)e; = D(e;)es + e;D(e;)e;. ou seja. que

€jD((ij)€j = (.
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Além disso Dfeje;) = ¢;D(e;) + D(ej)e;, logo se j # 1
ejD(ei) = WD(8j>6i logo

D(ei)e; = —D(ej)e;.

Assim

la,e;] = D(ejle; + Z Df(e;)e D(e])Zel D(e;).
1 =1
LF]

Portanto (D —Ja, —])(e;) = 0 paratodo j € {1.2,--- .n}, ouseja, D—[a, —]
é uma derivacao normalizada. =

Proposicao 1.5 Seja A uma k-algebra que admite um conjunto completo de
idempotentes primitivos ortogonais. Entao HY(A,A) = TJT("\\TO%F(TS
Prova. Defina ¢ = m o7 : Nor(A) — H'(A,A) onde i : Nor(A) — Der(A)
é a inclusao e 7 : Der(A) = H'(A,A) é a projecao natural. Claramente ¢ é
k-morfismo.

Mostremos que p é sobrejetora. Seja D + Inn(A) € HY(A,A) com D €
DerA. Segue do Lema anterior que existe a € A tal que D—[a, —] € Nor(A).
Como [a,—] € Inn(A) segue que @ é sobrejetora. Pode-se mostrar que
Keryp = Nor(A) N Inn(A) e assim temos nossa afirmagao demonstrada.
E

A préxima proposi¢ao mostra que as derivagoes normalizadas de kT" ficam
determinadas por seus valores sobre as flechas de T'.

Proposigao 1.6 Os k-espagos vetoriais Nor(kI') e Haéf‘] €o(a) kI €4(a) sGO
isomorfos.

Prova. Segue diretamente da definicao de derivagao normalizada que se
D € Nor(kI') entdo D(«) = €ya) @ €o(a), Para todo o € I'y.

Defina
U Nor(kI') — Haer,€oa) AF()z(a)

D = (D(@))acr,

A aplicagao W é claramente um morfismo de k-espago vetorial e injetiva.
Mostremos que W é sobrejetora.

Seja (Ya)aer, € Laer, €oia)kleyn). Defina a seguinte derivacdo normal-
izada.



1.6. A DESCRICAO DE H!(A.A) EM TERMOS DE DERIVACOES 23

Dado £ = a3 - - - @ um caminho em I’
%)

Ya 77—

Oo

onde dados «, 3 € I'y

t
(e) = 2&1 01 (Yo Oaga) Qi1 v
i=1

Yo sSea =/

v ), =
Ya Oap { 0 sea#p
Consideremos Y . Ya 3—()& € Nor(A). Essa derivagao é tal que
0 0
\IJ(Z lz/a'“f) = (Z Ya7:—(Q))aer, = (ya)aéf‘l'
da < “" Do
a€l’y ael

Portanto ¥ é um isomorfismo de k-espaco vetorial =



Capitulo 2

Graduacao e estrutura
algébrica da cohomologia de

Hochschild

Nosso principal objetivo neste capitulo é mostrar que o anel H*(A, A) com o
produto cup € um anel graduado comutativo. Para isso vamos utilizar o fato
do produto cup ser isomorfo ao produto de Yoneda.

2.1 O produto de Yoneda

Sejam k um corpo e A uma k-algebra de dimensao finita. Vamos denotar
por mod A a categoria dos A-médulos a esquerda sobre A. Dados A e C dois
médulos em mod A, uma n-extensao de A por C é uma sequeéncia exata em
modA da seguinte forma

0-—A~——B ~—By—.---B,.; — B, — C— 0.
Dado duas extensoes
E:O“‘“‘“‘)A"““}Bl-‘-')BQ““‘“’"'Bn_l—>Bn_f">c_>0
uma n-extensao, e
E:0—C-*B —B)y—---B | — B —C —0

uma me-extensao, a primeira terminando em C e a segunda comegando
em C definimos o seguinte produto

EoE:0—-A—B — By, —B, 4B —~...B | —B —-C =0
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N
o

Eo E’" é uma (m+n)-extensao. O produto anterior é chamado de produto
de Yoneda.

Quando n = 1, chamamos uma l-extensao simplesmente de extensao.

Sejam E e E' duas extensoes como abaixo

F:0—-A—-B—C—0

. 0—-A =B =0 -0

um morfismo o : E + E’ entre as extensoes é uma tripla ¢ = (f.g,h) de
homomorfismo de mddulos tal que os diagramas

F:0—- A— B— (C—0

lo 1 lyg Lh
EF:0—- A— B —- (C—=0

sao comutativos. Em particular, se A = A’ ¢ C = (', dizemos que duas
extensdes F e E' de A por C sao congruentes se existe um homomorfismo
(1a,9,1c) : E +— E' onde 14 e 1¢ sao as aplicagoes identidades de A e C
respectivamente. Utilizando o Lema das 5 segue que g é um isomorfismo.
Denotamos por £ = F’.

Sejam £ : 0 — A — B — C — 0 uma extensdo e h : ¢’ — C um
homomorfismo de médulos. Entdao pode-se mostrar usando “pullback” que
existe uma extensdo E' que comeca em A e termina em C’ e um morfismo
0=(1a,9,h): E'— E. O par (0, E’) é inico a menos de congruéncia de E’.

F:0—- A— 7— (C'—0

ol I lg Lh
F:0—- A— B— (C-—0

Denotamos E' = Eh a composi¢ao da extensao E e o homomorfismo h.

Sejam £ : 0 - A — B — (C — 0 uma extensao e f : A — A’ um
homomorfismo de médulos. Entao pode-se mostrar usando “pushout” que
existe uma extensao E’ que comega com A’ e termina em C e um morfismo
o=1{(f,9,1¢c): E— E'. O par (0, E') é Gnico a menos de congruéncia de £'.

E:0—- A— B— (C-20
ol Lf lg
F:0—- A—- 77— (C—=90

Denotamos E' = fFE a composi¢ao da extensao E e o homomorfismo f.
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Suponhamos que uma extensao E termine em algum mdédulo C com f :
M + C para algum médulo M e a extensao E' comece em M. Em geral nao
temos

(Ef)o E'=Eo (fE)

ou seja, “o produto de Yoneda e o produto entre extensao e morfismos nao é
distributivo”, como veremos a seguir.

Exemplo 2.1 Sejam

E:0—A—BLC=0
E:0-C%LD—F—-0

duas extensoes, M um mddulo qualquer e m : C Il M — C a projegao de
soma direta

E,:0—- A—-B IIM-—-C IIM-—0 Ei:0-C 1M —-D IIM - F—-0
| i l Lm ! Tl ! I
£E:0—- A — B —s O —0 E:0— C s D = F =0

Temos entao By = Enw e E' = wE} a composi¢ao

(Er)oE,=EioE :0—A—BUM S pum—F-o

nao € a mesma que

EO(ﬂ'Eé):EOEIIO——%A-')B-g-Jt—)D—>F~*>O.,

em outras palavras (Em)o B} # E o (nEY}).

J& definimos congruéncia para extensoes, agora queremos definir para n-
extensoes uma relacao de congruéncia = que seja a que temos para extensao
e satisfaga a seguinte propriedade

(EfyoE'=FEo (fE") (2.1)

onde as composicoes envolvidas estao definidas; isto €, F termina em algum
médulo C com f : M — C para algum médulo M e E' comega em M.

Podemos escrever uma n-extensao S como a composi¢ao de n extensoes
E; da forma
S:EnoEn.~I O'“OEl;

Seja S’ uma segunda n-extensao com o mesmo comego e término de S. A
n-extensao S’ é congruente a S se S’ pode ser obtida através de S por um
dos tres tipos de mudancas
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1. Trocando qualquer fator E; por wma extensao congruente;

2. Se dois fatores sucessivos tem a forma (Ef) o E' para algum E, f e E'
como definidos em (2.1), pode-se trocar por E o (fE');

3. Se dois fatores sucessivos tem a forma E o (fE’) para algum E, f e F’
como definidos em (2.1), pode-se trocar por (Ef)o E'.

Voltando ao exemplo 2.1 agora temos (Ew) o E} = E o (nE}).

Observagao 2.1 Em [17] prova-se que a relacao de equivaléncia = definida
sobre o conjunto das n-extensoes é compativel com o produto de Yoneda.

Consideremos a seguinte resolu¢ao projetiva minimal do A-médulo M.

— PP — P P M — 0

Aplicando o funtor Homy(—,N) ao complexo acima identificamos um
elemento de Ext™(M, N) como a classe de f € Homa(P,, N) tal que fd,;; =
0 ( veja [3]).

Queremos ver, a seguir, uma idéia de como se associa uma n-extensao a
um elemento do grupo Ext™(M, N).

Seja 0 ~—> N — By — By — --- B, ; — B, — M — 0 uma
n-extensao de N por M.

Podemos escrever M como o quociente A = {% de um modulo livre Fy.
Repetindo o processo podemos escrever Ag = f—ll A = —% .-+ onde
Fy, F5., -+ - sao médulos livres, assim conseguimos a sequencia exata
s F, = Fyy — = F) — Fy — M — 0

chamada a resolugao livre de M . O complexo Hom/(F,,, N) tem cohomologia
Ext™(M, N).

Observacao 2.2 O conjunto formado pelas n-extensoes modulo a relagao
de equivaléncia = € isomorfo a Ext™ (M, N). Podemos entdo considerar em
Ext*(M,N) = I;Ext'(M, N) o produto induzido pelo produto de Yoneda por
meio deste isomorfismo (veja [17]).
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Seja E(M) = Ext*(M, M) nosso objetivo, a principio, é definir outro
produto sobre E(M).

Sejam f € Homp(P,, M) e g € Homy(P,,, M) tal que fd,.;, = 0 e
g dne1 = 0. Consideremos o seguinte diagrama comutativo.

Prymsr — n+m Tt T i1 — Py
f
L Ymsa L Ym Lw Lyo ™\
Poyt = Po— i P— B —M-—0
lyg
M
As aplicacoes yg, « « - , Ym+1 sa0 levantamentos de f.

Observemos que gy, € Homp(FPrim, M) e é tal que gym dpsmsr = 0.
POiS Ym dn+m+l = dm+1 Ym+1 € gdm+1 = 0.

Agora podemos definir sobre E(M) o seguinte produto

7? = g y??'l .
Assim obtemos que F(M) é uma k-dlgebra graduada com esse produto e
adi¢ao usual (veja [11]).
Em [17] prova-se que esse utimo produto definido sobre E(M) coincide
com o produto de Yoneda.

2.2 Moébdulos Graduados e anel bigraduado

Nesta secao temos como objetivo apresentar resultados que acreditamos serem
conhecidos sobre modulos graduados e anel bigraduado mas que nao apare-
cem na literatura ou nao estao demonstrados explicitamente.

Uma &lgebra A é dita graduada ou N-graduada ou ainda positivamente
graduado se A admite uma decomposigao como espaco vetorial igual a soma
direta de uma familia de subespagos (A(7))ien de A tal que A(7)A(j) C A(i+))
para todo 7,7 € N. Um elemento do subespago x € A(7) é dito homogéneo
de grau i (notacgao gr(z) =1 ).

Seja A uma k-dalgebra graduada, um A-moédulo graduado é um médulo M

junto com uma familia (M (2));cz de subgrupos de M tal que M = ;7 M ()
e A1) M(j) C M(i+ j) para todo i, 7 € Z.

Se M e N sao médulos graduados, um homomorfismo de médulos grad-
uados é um homomorfismo de médulo f : M +— N tal que f(M(i)) C N(i)
para todo i € Z.
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Notacao 2.1 Sejam M e N mddulos graduados
1. Homg,(M,N)={f: Mw— N: f(M(z)) C N(i) para todo i};
2. Homg,(M,N|[j]) = Homg,(M,N)[j]
={f:M— N: f(M()) C N(@i+j) para todo i}.

Lema 2.1 [22]Sejam M e N mddulos graduados finitamente gerados sobre
uma dlgebra noetheriana A entao

Hom(M,N) = UjezHomg (M, N)[j].

Lema 2.2 Seja A uma algebra graduada, M um mddulo graduado e

s PSP PSP M — 0
uma resolu¢ao projetiva de M onde para todo 1, P; € um mddulo projetivo
graduado e @; preserva grau. Entao para todo 1
wr: Hom(Pi_1, M) —— Hom(P;, M)
f — fouy
preserva grau.
Prova. Seja f € Homgy (P—1, M)(t) e x € P,(d). Como ¢; preserva grau
segue que p;(z) € P1(d). Donde ¢! (f){(z) = flpi(x)) € M(d+t). Assim
e (Hom(Pi_1, M)(t)) C Hom(P;, M)(t).

Portanto ] preserva grau para todo 7. ®

Utilizando as notacoes e o resultado do lema anterior segue que
Ext'(M,M) = W,Ext'(M, M)(t) onde Ext'(M,M)(t) é igual ao quo-

ciente

Ker¢i(t)

I'mp}_ (t)
Definicao 2.1 Um anel A € dito Z-graduado se é a soma direta de subgrupos,
A = 1,ez2A(m) e A(m) A(n) C A(m +n), para todo m,n € Z.

Um anel graduado A = 1,,ezA(m) serd chamado graduado comutativo se
dados elementos x,y € A de graus m,n respectivamente,

:Ey — (_1)777711}3,:7
e serd chamado anti-comutativo se

xy = —(=1)""yx.
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Definicao 2.2 Uma dlgebra de Lie graduada A € uma dalgebra graduada com
um produto anti-comutativo (usualmente denotado por |, |) satisfazendo a
identidade de Jacobi graduada, ou seja, dados x, y, z em A de graus m, n, 1
respectivamente entao ‘

1 [z, gl = ~(~1)""[y, ]
2. (~1™M[[e. ), 2]+ (~1)"™[ly. 2. ] + (=17 [[z, 4, 5] = 0.

Definig¢ao 2.3 Um anel bigraduado consiste de uma familia de subgrupos
R™™ (onde (m,n) € Z x Z) tal que R € a soma direta 11,,,, R™" e satis-
faz que R™v-M RM2ie ¢ patmenadnz - (s elementos de R™™ sao chamados
bihomogéneos de bigrau (m,n).

Lema 2.3 Seja M um mddulo graduado e E(M) = Euxt*(M,M) onde a
estrutura multiplicativa € dada pelo produto de Yoneda para extensoes entao
E(M) é um anel bigraduado.

Prova. Queremos mostrar que
E(M) = U pExt®(M, M)(b)
é tal que
Ext™ (M, M)(by))Ext®*(M, M)(by) C Ext® ™2 (M, M)(by + by).

Sejam f € Eat® (M, M)(b)) , g € Ext®(M, M)(by) e

dal dy ~
- Py — P, - — P — Py — M — 0 uma resolucao

projetiva de M tal que cada P; é graduado e d; preserva grau.

Utilizando o lema anterior e a definicao do produto de Yoneda obtemos
o seguinte diagrama comutativo

Fuytap(t) — - = Fa,(t) — = B(t) — M(t) — 0

f
lfaz lf() \
Paz(t—f‘bl)-—*-%“'-‘% Po(t"}“bl) **“?Af(tﬁ—bl)—)()

ly
M(t+ by + by).

Assim fg € Ext®*2(M, M)(b, +b,). Portanto E(M) é um anel bigraduado
=
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2.3 Estrutura algébrica da cohomologia da co-
homologia de Hochschild.

Nessa se¢ao verificamos que H*(A, A) tem estrutura de anel Z-graduado com
o produto cup. Além disso definimos em H*(A, A) um segundo produto
chamado de produto circulo, com o qual H*(A, A) tem estrutura de anel de
Lie graduado. Esses resultados podem ser encontrados em [8§].

Por ultimo apresentamos uma outra demonstragao de que o produto cup
é graduado comutativo utilizando o fato de que o produto cup é isomorfo ao
produto de Yoneda.

Em C*(A, A) temos um produto chamado produto cup

—: C™(AA) & CM(ALA) — C™HALA)
definido por
para todo (x; ® -+ & Tpan) € AZ".
Proposicao 2.1 Sejam f € C(A,A), g € C*(A,A) e h € CP(AA)
LAf—g)—h=[f—{(9~—h);
2. f—1=f=1~— f ondel é aunidade de A;
5. d(f — g) = (df) — g+ (—1)"f — (dg);
Onde d € a diferencial do complezo C*(A, A).

Decorre das propriedades 1. e 2. acima que C*(A, A) com o produto cup
¢ um anel associativo com unidade graduado pelos inteiros. E é uma con-
sequéncia da propriedade 3. que o produto cup induz um produto sobre a
cohomologia de Hochschild.

Descrevemos agora uma estrutura que foi introduzida por M. Gersten-
haber em [8] e que induz em H*(A,A) uma estrutura de algebra de Lie
graduada.

Para f € C™(A,A) e g € C"(A,A) (m > 1, n > 0) e para todo i €
{1--- ,m} existe um produto parcial onde

f 0; g c Cm+n.A1(1\: A)
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definido da seguinte forma
f % g (331 L » - Qe xmn‘—n-—l)
= f(z1 ®% -+ Dk Timy Ok 9(Ti Ok - Dk Tign-1) Ok Tign Ok *** Ok Trmin-1)

para todo 1, -+, Tman-1 € A

O produto circulo é entao definido como a soma alternada

m

fog= (=) D00y

i=1
Essa definicao ¢ estendida para a O-cocadeia colocando fog=0sem =0

Como vimos o produto cup induz um produto sobre a cohomologia de
Hochschild. Mas o produto circulo nao passa diretamente para um produto
na cohomologia.

Usando essas defini¢oes obtemos sobre C*(A, A) o seguinte colchete com
respeito ao produto circulo

[f.9)=fog—(~1)" " Vgof
com f e C™(A,A)ege CHAN).
Proposicao 2.2 Sejam f € C™(A,A) e g € C"(A,A) segue que
I [f.9) = =(=1)0=00 D g, f
2. Dado h € C*{A,A),

(=) VIS g Bl+(=1) DD (g, ), (=1 DD [, f], 6] = 0.

O préximo resultado conecta o diferencial d de C*(A, A) com o produto
circulo e o produto cup.

Teorema 3 Sejam f € C™(A,A) e g € C"(A,A) seque que

d(fog)=(=1)"(df) o g+ foldg)+ (-1)"(g — f = (=1)""f ~ g).

Corolario 2.1 O anel H*(A, A) com o produto cup € um anel graduado co-
mutativo, com a graduacdo dada pela dimensdo, isto é, se f € H™(A,A),
g€ H'(A, M), entao

Tog=(-)"g—T7.
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A seguir vamos ver um exemplo do cédlculo do colchete [, |° em um
H*(AA).

Exemplo 2.2 Seja A = é‘g]) com cark # 2

0 — A -5 Homy(AA) 5 Homp(A*, A)— -
HOY(A,A) = (1,2)
HY(A,A) = (f) onde f(a+bx)=bx
H?*(A,A) = (g) onde g((a+bzx) & (c+ dz)) = bd

Pode-se mostrar que

H (A A) = HO(A, A) IT HY(A, A) TT H2(A, A)
9, 1]°(a+br)=g(1® (a+bx))+g({a+br)®1)=0
l9, z]° (a+bx) = gz ® (a+ bx)) + g((a + br) ® x) = 2b

(9, fI°((a+bz) ® (c+dx)) = go f((a+bx)® (c+ dx))
—fog((a+bz)® (c+dx))

= g(f(a+bx)®(c+dx))—g((a+bx& f(c+dx))— fg((a+bx)R(c+dz)) =0

Observacao 2.3 Utilizando o teorema anterior podemos verificar que o colchete
Lf |1° muni o anel H*(A, A) de uma estrutura de dlgebra de Lie graduada (se
fe HYAA) entao o grau de f én—1).

Corolario 2.2 O primeiro grupo de cohomologia de Hochschild H'(A. A) é
uma algebra de Lie com o colchete induzido pelo colchete de Lie usual de
Homy (A, A)

[fig)=fog—gof
onde f,g € Homp(A,A). As derivagées formam uma subdlgebra de Lie de
Hom(A, A) e as derivagoes internas formam um ideal de Lie de Der(A).

Prova. Para demonstrar o corolario basta mostrarmos que as derivagoes
internas formam um ideal de Lie de Der(A). Sejam [z, —] € Inn(A) |
D € Der(A) ey € A.

(D, [z, =l(y) = Dlz,~](y) — [z, =]D(y)
= D(zy —yz) — xD(y) + D(y)x
= 2D(y) + D(x)y — yD(z) — D(y)x — xD(y) + D(y)z
= D(x)y — yD(x) = [D(x), = ](y).
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Assim [D(z), —] € Inn(A), e portanto Inn(A) é um ideal de Lie de Der(A)
m

Na primeira se¢ao deste capitulo definimos o produto de Yoneda que
muni a cohomologia de Hochschild H*(A, A) de uma estrutura de anel. Em
[9] Gerstenhaber prova que esse produto ¢ isomorfo ao produto cup. Assim
H*(A,A) tem um estrutura de anel Z-graduado. No préximo resultado de-
mostramos que o produto cup é graduado comutativo, mas usando agora o
fato do produto cup ser isomorfo ao produto de Yoneda.

Teorema 4 O produto cup definido sobre H*(A, A) é graduado comutativo.
Prova. Sejam f € Homac (A2, A) e g € Hompc (A", A) tais que fd = 0
e gd=0.

Seja também -+ — A® — A®" — A — 0 a resolucdo projetiva
padrao de A como A-bimédulo.

A seguir vamos calcular o produto de Yoneda de f com g definindo dois
levantamentos distintos de f e depois utilizamos o fato do resultado desse
produto independer dos levantamentos.

Consideremos o seguinte diagrama

A®n+nz+2 A®n+m+1 . j\®n+3 A®n+2
¥
Zm l YUm Zm-1 l Ym-1 <1 i Y1 Z0 l Yo \\
sm+2 41 =3 d =2
AS AB™ s AL AT A
ly
A
com

Y (1@ ® - Q2,1 @1) =(102,0- - 4, f(18111 Q- DT, ® 1)),

2(181,® - 81, R1) = (=1)""{f(181,® - Q2,R1)Q2, 11 K+ QTp 1 R1)).

Primeiro mostremos que y,., d = dy;, ou seja, que y; € levantamento de
f para todo t.
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Yi— 1d( T1®"'®a‘n+t®1)
(11 & - @lt@ f(l 211+1®®In+t®1))
+Zt“l( )(1® Iy & ""®miﬁfz’+1®"'®l’t‘@f(l@iftﬂ®“‘®1'n+t®1))

+Z”+t( VAR R Ry QflR R QT R DTy @ 1))
(Tléy PR fAIRT ®-- X’r,,ﬂgl))

+Z ( 1m0z @ 200 (122,08 - 82, ®1))

+{(— 1)“”(1\@11 R Ty 18fd<1®zt8 TR Ty ® 1))

~(-D)"* 20 @0 f(5 R ® Ty ® 1))

=01 ® 203 fIRx1 - Tpyt ® 1))

+Zf;i(~ MO R Qi ® R @ [l ® - @ Xy © 1))

+EDMA1@n Q- @R f(y Q- D2y ® 1))

=d(1®m 5 f1R¥r11 Q- Brpy ®1))

:dyl(1®71$®’f77+t®1)

gym(l@‘rl'@' ' '®:C'n+m®1> = g(1®118 : "875E7n®f(1®~'17m+l®‘ . ®’Ln+m®1>)

- (](1 X1 Q0T ® 1>f(1 D1 8- R Thyym & 1))

Assim temos g o y,, = g — [ ( onde o denota o produto de Yoneda).

Agora vamos verificar que z;_;d = d z;, ou seja, que z, também é levan-
tamento de f para todo t.
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(=)D 2, d1 @2 @ ® Ty @ 1)

:(f(ll QX & 1)8172+7® ®xn+t®1)

+2 (—1 f(l@al X,1,2_.114,1®~~-®mn+1®1)®$n+2®~-~®$n+t®1)

(fd(lgrlég ..... >r'"n+1@1)’8:L‘n+2®"’®~7§n+t®1)
— (=) fQ1 B & B Tn)Tnr2 ® - & Tpyr © 1))
+ Z:zf-%l(—l)z(f(l & T e Tn X 1) ®In+1 & @xixi‘%l X

:<_1)n(f(1®-rl®' & Zy ) 23 @Tnﬂ@l))
FY (D)l 8 01, ®

=(-1)"d(f(1@x1 & ®2,81) @Tp+1 Q@ B Tpt & 1)

:( l)n(t 1) Lf( oy & - 83771—”@1)

1)@1,14.1%""\2\}:'[‘1_*_1&...

8 Tnit QQ 1)

B Tpet X 1)

8 :17n+t, 8 1)

J m(l@ll@ n+mgl)‘( 1>nm ( (1@‘11@ Q\'rnxl)é\ln—kl&z\ln-km®1)

= (_1)’”77 f(l BT, @ 1)9(1 & Tnsl QB Tpym D 1))

E assim temos g o z,, = (—1)""f — g.

Como o resultado do produto independe dos levantamentos segue que

g—f==0)"—y



Capitulo 3

A Algebra de Lie do primeiro
grupo de cohomologia de uma
algebra quadratica

No artigo [24] estudou-se a estrutura de algebra de Lie graduada do primeiro
grupo de cohomologia de Hochschild de uma algebra monomial A de dimensao
finita, em termos de caminhos paralelos. Mostramos neste capitulo que é
possivel descrever um colchete de Lie para H'(A, A) em termos de relagoes
paralelas quando A é uma k-dlgebra quadrética de dimensao finita.
Denotamos por A uma &dlgebra quadratica de dimenséao finita sobre um
corpo k., ou seja, A é uma dalgebra sobre & de dimensao finita isomorfa a um

quociente de algebra de caminho da forma 515 onde [ é um ideal bilateral
gerado pelo conjunto R = {f1,---, fu} tal que cada f; é uma combinacao

linear de caminhos em I' de comprimento 2. Assumimos que as relacoes nao
monomiiais de R sao minimais.

Também dado um conjunto S, £S denota o k-espago vetorial com base
S.

Tendo em vista a definicao dos grupos de cohomologia por meio do fun-
tor Ezt, uma forma de se calcular esses grupos é através de um resolugao
projetiva de A como A-bimédulo. Aplicando o funtor Hompe( —,A) a uma
tal resolugao e calculando os grupos de cohomologia do complexo resultante,
obtém-se os grupos H'(A, A).

Na segao 1 usamos duas resolugdes projetivas minimais (A-bimédulo) de
uma algebra quadrética e comparando essas duas conseguimos definir um
colchete para H'(A, A) em termos de relagoes paralelas.

Vemos na se¢ao 2 que o comprimento dos caminhos de kI introduz
uma graduagao sobre H'(A,A) = II;>_1£;. Vemos que no caso de algebra
quadratica basta pedirmos que caracteristica seja diferente de dois para que



3.1. RESOLUGAO PROJETIVA E COLCHETE DE LIE 38

L_, = 0. Como consequéncia podemos verificar propriedades como a sim-
plicidade, a semi-simplicidade e a solubilidade da &lgebra de Lie H'(A, A)
estudando Ly no caso em que caracteristica de k é diferente de dois.

3.1 Resolugao projetiva e colchete de Lie

Vimos no capitulo 1 que os grupos de cohomologia de Hochschild sao definidos
como H*(A,A) = Exti. (A, A) onde A® = A ®; A% é a dlgebra envolvente de
A. Utilizando a resolugao padrao o complexo de Hochschild é dada por:

0— A2 Homy (A, A) D Homi (A®', A) LI (3.1)

onde

d; =0 para1 <0,
(dor)(a) = ax — za e
(dif)(xy ®29® ... R Tiy) = rlf(,g:Q & R Ti)
+ E;:l(—l)jf(.1:1 K. QTTj & ... B Tigy)
+(=1)" (2 @ ... Q)T
com 7 > 0.

Vamos utﬂizar uma. outra resolu /é.O 1‘0'et-iva. da. é.lO"ebra. uadré.tica. A
t=}
SObl‘e AE CUja pa‘rte que 110s interessa. é da. forma

o AR ERSEA S AR AT Rp A 2 AR A T A—0  (3.2)
onde F = kI'y e os morfismos de A -bimédulos sao dados por

(Y ®p p) = p
do(7 REaRE ) =ya@p p— 7 Dp ap
(v R Y il Rp p) =1 Ni(ya; ®p 8 ®p i+ v Qg o R Bin)

comy,p €N, aeled N €R.

Lema 3.1 Seja M um E-bimddulo e T um A- bimddulo. Entao o espago
vetorial Homye(A @ M @5 A, T) é isomorfo a Hompge(M,T).

Prova. Defina os seguintes morfismos lineares:
¢: Hompe(A@p M @ A, T) — Hompge(M.T)

M — T
m — fARem &g 1a)

e
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@*: Hompge(M, T) — Hompe(A®p M @ A, T)
AR MREAN — T
g
: YREM g — yg(m)p.
Sejam f € Homp(A®p M @p A T) e yQRpm&pue AQp M @p A,

grop(filygemepp) = vp(f)mp=vflemeu= flygmepu).

A Ultima igualdade decorre do fato de f ser um morfismo de A®-mdédulo.
Sejam g € Homp-(M,T) e me M,

po*(g)(m)=¢*(g)(l8mx1) = g(m).
Portanto os morfismos ¢ e ¢* acima sao o inverso um do outro.

Seja 5}— uma algebra monomial de dimensao finita e Z um conjunto min-
imal gerador de I, isto é, subcaminhos préprios de Z nao podem estar em
Z. Se tomarmos B como o conjunto formado pelos elementos de £I' que nao
estdo em [ entao é imediato que a dlgebra monomial e kB sao isomorfos
como E-bimédulo. Tal isomorfimo foi essencial para o artigo [24]. No caso
de dlgebra quadratica de dimensao finita nao é tao imediato. Usamos as
notacoes do capitulo 1 para definirmos tal B no proximo resultado.

Fixamos daqui em diante uma ordem admissivel em AI.

Proposicao 3.1 Seja A ~ L wma dlgebra quadrdtica e B = NonTip(I
T

entao N e kB sao E-bimddulos 1somorfos.

Prova. Segue do teorema 2 que kI' = I [[ K(NonTip(I)) como espaco veto-
rial, logo dado a € kT entao a = w, + N(a) onde w, € [ e N(a) € kB. Loge
faz sentido definir os seguintes morfismos de E-bimddulos.

p:AN— kB ¢* :kB+— A
a+— N(a) b—sb

Os morfismos ¢ e ¢* sdo inversos um do outro e assim A e kB sao E-bimddulos
isomorfos. ®

Proposicao 3.2 Aplicando o funtor Homae( —, A) a resolugdo projetiva (3.2)
o inicio do complexo resultante € equivalente ao sequinte complexo

0 — Hompe(kTo, A) ~ Hompe(kT1, A) ~s Hompe(kR, A)— ... (3.3)
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onde os morfimos 6§ e 6,° sao dados por:

(05 f)(a) = a f(s(a)) = f(t(a)) @

e A
(01 )i M B) = Do M g(Bi) + g(as) Bi)
com f € Homge(kT'g,A), « € Ty, g € Hompge(kT'1,A) e Y, i 3; € R.

Prova. Aplicando o funtor Homye(—, A) a resolugao projetiva (3.2) obtemos
o complexo

0 — Hompe (A xkTopA, A) 2% Homae (AgihTr@p A, A) =5 Homa (ASpkREpALA) —

com dp e 0; sao os morfismos naturais.
Agora utilizando o lema 3.1 vamos determinar os morfimos 43 e 97.

Sejam f € Hompe(kI'g,A) e a € 'y
3B (N)e) =& do ¢ (f)a)
o fI®a®l)
=" fa®1I®l1-181a))
f(1) = f(1) e
Sejam g € Hompe(kI'1,A) e >0, w3 € R
ST Ny =" 01 ¢ (9) (D1 NielB)
=00, g(1® St B @)
=" gAML (@591 - 18 & 4))
=i Ai(ai g(8) + glai) Bi)

Proposicao 3.3 O inicio do complexo (3.3) € equivalente ao sequinte com-
plexo

0 — Hompe (kTo, k B) ~ Hompe(kT'y, k B) s Hompg.(k R,k B)— ...
(3.4)
onde os morfimos 05 e 07 sao dados por:

(5*f)( ) = N(a flo(e)) = f(t(a) a))

0 (i i ) = NL, A (i g(8i) + g(ew) B:)
com f € Hompge(kl'g,A), a € Ty, g € Hompge(kU1,A) e 3°7 Ny 3 € R.
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Prova. O resultado decorre diretamente da proposi¢iao 3.1 =
Definicao 3.1 Sejam e = Y " Ne; ey = Z}n:l:\:j“/j relagoes de I'. Dize-
mos que £ ey sao relagoes paralelas se o(ey) = o(y1) e t(e1) = t(m).

Se X eY sao conjuntos formados por relagées de T', o conjunto X/]Y
de relagoes paralelas € formado por (g,v) € X XY tal que £ ey sao paralelas.

Lema 3.2 Sejam X e Y subconjuntos linearmente independentes de I for-
mados por relacoes e kX e kY os correspondentes E-bimddulos. Entdo. os
espacos vetoriais k(X//Y) e Homge(kX, kY') sao isomorfos.

Prova. Defina:

¢ k(X/]Y) — Hompg(kX,kY)

(&7) — 270,

onde

2
0‘
™
8
e N
o2
wn
¢}
oy

=0T

ses#uw

Sejam f € Hompe(kX, KY)ee =3 " Ne& € kX
Como { é um morfismo de E-bimédulo temos

n n n

fle) = f(z Ait(gi)gi0(8:)) = Z/\if(fi)f(fi)o(fi) = t(f)(z Aif(gi))o(e).

=1 1=1 1=1

Logo a imagem de ¢ por f ¢ uma relacao paralela a . Podemos entao
definir o seguinte morfismo
¢ : Homp«(kX,kY) — Kk(X//Y)
Fror= Zemexsyy Aeq(E:7)-

Pode-se mostrar que ¢ e ¢* sao morfismos inversos um do outro. =
Notagao 3.1 Sejam o € T'y e v wma relagio paralela a «. Denotamos por
75% a sequinte derivagao normalizada

g, s |7 sea=p
/5&(/3)—/%.[3—{0 sea
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Observagao 3.1 Dado um caminho € = a;---a, em ' e (a,v) € I'//B
temos

5, g ) :
Ezg oy oV, 0 )Oipy -t O
’Yaa() £ 1 1(y fa)Qig t

Proposicao 3.4 O inicio do complexo (3.4) pode ser caracterizado da sequinte
forma

0 — k(Fo//B) =% k(['1//B) = h(R//B) — - -- (3.5)

onde as aplicagoes sao dadas por:

Uole,y) = Y (a,N(@7)) = Y (. N(ya))

acle acely

Uy (e, y) = Z(r, N(wi’r))

reRr Oa
Prova. Utilizando o lema 3.2 obtemos o complexo (3.5) com Wy = ¢* 5 ¢ e

Wy = ¢* 47 ¢ é equivalente a (3.3). Vejamos como sao esses morfismos. Seja
o€ Fl

o ole,y) (@) = N (a d(e, ) (ola)) —d(e.7) (tHa)) @)
= IV(O/ 8 56.0((1) - ’\/‘&6& t(a))-
Donde g (e,7) = Zaerl S N(ay)) =D pee r (o, N(vy o))

Agora seja (¢,v) € Iy//Ber=3%" a3 € R

07 le,y) (r) = NG, Ai(ai¢le,y) (8) + ¢ (e.7) (@) b))
= N, Niaiy e +70c.a; 3)
= N(v&7)

Donde Wy (a,7) = 3, (r N(y 2 7))

Portanto o complexo (3.4) é equivalente ao complexo (3.5). =
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Teorema 5 O colchete

@) (58] = (3N e () — (o Ve ()

para todo (a,7),(8,¢) € T'1//B induz uma estrutura de dlgebra de Lie sobre
% tal que HY(A,A) e %&% sao 1somorfas como dlgebras de Lue.
Prova. Dada a algebra quadratica A temos a resolugao projetiva padrao
(1.1) (definida no capitulo 1) e a resolucdo projetiva minimal (3.2) de A
como A%-modulo. Vamos definir morfismos de A-bimdédulo entre os primeiros
termos de (1.1) e (3.2) como segue

(1.1) - — AR AR A — A rA— A —0
Tl w 0 Tl wy 0o T wo lid
32) --— AQpklh®pA— AQpA— A —0

bo(v @E 1) = v S 1.

01(y Bpa ®E p) =7 Dk & Gy 1.

wo(y Bk 1) =7 RE K,

wi(y &y ap By p) = Z?:l Yoy Qo Qp 0 ®F Qiqy -0 Qp (1, COM
Y EN - o €y ear oy, € B

Como w e 6 sao aplicagoes entre resolugoes projetivas de uma mesma
dlgebra segue que w6 é homotdpica a id(; 1) e fw é homotdpica a id 3.0).

Disso decorre que Hompe(w, A) Hompe (6, A) é homotépica a id gom . ((1.1).)
e Hompe(8,A) Hompe(w, A) é homotépica a id yom,. (33).4)- Utilizando os
isomorfismos anteriores e as aplicacoes w; e 6, temos

wy k(I //B) +—— Homy(A A)

(. 7) A — A
a.7) — a (-
£ Y %(c)
0, : Homp(A,A) — K(I'y//B)
f:A — A

e = A pe 2-acr, Aal@ N fta))
Como w; o #; é homotdpica a id e #; o Wy = id segue que os grupos de
cohomologia sdo isomorfos, ou seja, KLU ~ Kerds oo k-espagos vetoriais.

o ’ » Imdg Im¥g

Assim podemos transferir a estrutura de algebra de Lie de 1}—}%—% para

i}% da seguinte forma.



3.1. RESOLUGAO PROJETIVA E COLCHETE DE LIE 44

Defina sobre k(I';//B) o seguinte colchete:

[(a, 7). (8. &)] == Ou([@7 (e, 7). @7 (B, €)]).

Vamos assumir a seguinte afirmacao que sera demonstrada a seguir
Afirmagao 6, ([@1 (o, ), @1 (5, €)]) = (8. N(v45 () —(a. N(e 55 (7).
Como @ e 6 sdo aplicacdoes entre complexos. concluimos do fato de

Kerd, = Der(A) ser uma subalgebra de Lie de Homy(A, A), que Ker W,

é uma subalgebra de k(I'y//B).

Da mesma forma deduzimos que Im Wy = Der(A) é um ideal de Lie

de Ker W,. Por construgao a dlgebra de Lie quociente %‘% ¢ isomorfa a

Kerd) = Para terminarmos a demostracio do teorema falta

algebra de Lie 2.
apenas demonstrarmos a afirmacao que faremos a seguir.

Utilizando as notagoes anteriores temos

91( [W_l(a 7)7 w_l(%i 5)] ) = 91 (—w—l(ae 7) o u/—’l(df) - "U—l(/d ’:) o "‘TI(Q Al’))'

Pela definicdo de #; precisamos calcular somente a imagem das flechas
segundo (Wi{a,v) owi (B, &) — @Wi(F, €) o Wi(w,7)). Seja ¢ € I'y entédo

f = (@10, 7) o @1(B, €) — T1(B, €) o Wila, 7)) (c) =

d
o3

Tl 1) e g (6)) — T8, )y () =

L_U_l(at ’\/)(E (50,3) - "Tfl—(/j 5)(’\:'! 56-0') -

J ., . o, .
v 55(5 0c.8) — € T&'B(“/Oc,a)

Logo
f(Oé)=-5—a%~(“/), f(/j):'yb%(g) €f(C)=O,VC€F1—{O£,ﬁ}

Portanto 81(f) = (8, N(v#5 (£)) = (@, N(eg5 (7)) ®
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3.2 A Algebra de Lie graduada H'(A,A)

A dlgebra quadratica A ~ %I: tem estrutura de algebra graduada com a
graduacao induzida de kI' dada pelo comprimento dos caminhos ja que [ é
homogéneo com respeito a essa graduagao (gr(v) = (7).

Lembremos a segunda resolugao projetiva de A com A-bimédulo que us-
amos na sec¢ao anterior

e AR kR A S AR T, @ A S AR A T A0

m(y QE p) = YH
d(v®paRp p) =ya8p p— 7 Op ap
WY RE Dy Neuls Qi) =Y i Ny ®p B ®p 47 & o; 8 Bipt)
onde v, u €A, aelred  Naf € R
Para facilitar a notacao seja
Py=A®Rp kiR A,

PL=ARpkl i REA e
P=A®pkR&gA.

Podemos escrever
Po=11Po(@), Pi=1[RG)e P=]] ()
com Pi(i) ={a®@pb&pc€ P;:l(a) + (b) + l(c) =i} para j € {0,1.2}.

Assim Py, Pi, P» sao médulos graduados. Podemos verificar que dy e d;
sreservamm os comprimentos dos caminhos logo preservam a graduacao.
o [e)

Seja B; = BNT; onde I'; sdao caminhos de comprimento i. Com as
graduagoes definidas anteriormente e utilizando os resultados da secao 2 do

capitulo 2 segue que

k(Lo//B) =11, k(To//B;) onde k(T'y//B;) = {(v.7) : l(7) = i}
KT/ B) = L1 KT/ /Besr) onde k(Ty//Bin) = {(a) : 1) — 1 = 1}
k(R//B) = 1, k(R//Bis2) onde k(R//Biya) = {(r,7) : l(v) —2 = i}.

Logo k(Ty//B), k(I'1//B) e k(R//B) sao graduados com a graduacao
induzida da resolugdo projetiva de A como A-bimdédulo.
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Proposicao 3.5 Os morfismos
definidos na proposi¢ao (3.4) preservam a graduagdo acima.

Prova. Primeiro precisamos observar que dado um elemento homogéneo nao
nulo £ de A temos gr(N(g)) = gr(=).

Se € ¢ Tip(l) entao N{eg) = e.

Se ¢ € Tip(I) entao existe r = > N 0; € I tal que £ = \ja;03; para
algum j € {i,---n} assim

N(e) = — Z A 3;
i
Donde gr(N{(g)) = gr(s) = 2.
Seja (e,) € k(I'y//B) segue que

gr(Wole,€)) = gr(Lgerele: N(@e)) = Y geer, (@, N(€a)))

= gr(e,g) = gr(e).

Seja («, ) € k(I'y//B) segue que

gr{W(a.2)) = gr(3 (. Nle o)) = grion <) = gr(e) 1

reR

&5

Portanto os morfismos Wy e Wy preservam a graduacao ®

Observemos que dados (a,v) € I'1//B; e (8.¢) € I'1//B; entao
(2,79 (5.2)) = (8, Nra=(2)) = (0, N2 (e))) € KT/ By

Como gr(a,e) =i—1, gr(f,¢) = j—1 e vimos que gr[{a, ), (5,¢)] = i+j—2
segue que k(I'y//B) é uma élgebra de Lie graduada.
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Portanto a algebra de Lie H'(A,A) = 17‘%;’—01 também ¢é graduada pelos
inteiros como segue

L_1=FkT1//To) Nkery,

E(Ty//Ty) Nkerd,
<ZO‘€F1€(Q’ O”l) - Zaeefl ((,1(){) tec FO>

ﬁ():

AT(Fl//B.,‘__H) n k'@'f'\pl
S et @10 - % o g op (@) (e7) € To//Ti)
v € B ay€ B

ﬁi:

Assim obtemos

H' (AN = ] £

i>—1

com [L;, L;] C L;4; para todo 7,j > —1.

Exemplo 3.1 Sejam I' o quiver

T
a, R ammmene e
us ¢
P
Y

R = {a® — yr. 2y, xa,ay}, A = f,g) ecark # 2.

Vamos ordenar as flechas de T' da sequinte forma y < x < a.

Temos Tip R = {a* vy, za,ay} e B= NonTipR. Logo

'C-«l - 0:

Ly = (3(a,a) + (z,2)),
Ly = {(a,yz)) e

L; =0 para todo i > 1

Assim HY(A,A) = k(3(a,a) + (z,z) O k(a, yz).

Portanto HY(A, A) é uma dlgebra de Lie de dimensdo 2.

Observemos que no caso da dlgebra monomial (a,a) € KerWy para todo
a €Ty (veja [24]) o que ndo € o caso aqui pois por exemplo (x,x) ¢ KerW,
po1s

LL‘a—%((LQ —yxr) = —yxr € B.
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Exemplo 3.2 Seja A a dlgebra definida no exemplo anterior. Vamos escol-
her uma outra ordenagao das flechas de ' digamos a < x < y.
Temos entao TipR = {—yx, 2y, xa,ay} e B = NonTipR. Logo

Lo=(i(a,a) + (z,2))
Ly = {(a,a?)) e
L; =0 para todo i > 1.

Assim HY(A.A) = k(5(a,a) + (z, 2)) T k(a,a?).

Lema 3.3 £_; = 0 se e somente se para todo (a,e) € T'y//Tg existe r € R
tal que G—d%(l) # 0

Prova. Vimos que ¥i(a,e) = 3 p(r.e:2(r))) para todo lago (o, e) €
'y //To.
Sabemos que (o, e) € KerWV, e somente se e ea%(r) = 0 para todo r € R.
Dai segue nossa afirmacao. =

Proposicao 3.6 Seja A um k-dlgebra quadrdtica tal que cark # 2 entdo
ﬁ..l = 0

Prova. Se I' ndao tem lago entdo segue do lema anterior que £_; = 0.
Suponhamos que I' tenha lago, ou seja, existe (a,e) € I'y//T.
Se a® € R entao 5
e—(a?) = 2a # 0,
da
pois a car k # 2. Portanto £_; = 0.

5 - .
Se a* ¢ R entdo vamos mostrar que existe El N 3 € R tal que a? —

Zi >\i azﬂi i~ R

Do fato de R ter dimensao finita segue que existe n tal que a" € R e
n-—-1
a™ ' ¢ R, logo
a" = E fihig;
J

onde h; € Re f; e g; € kI'. Vamos escolher uma ordenagao tal que a seja o
maior elemento. Assim

Tip(y fihy9;) = a”.
j

Logo existe j tal que fjh;g; = a".
Como h; € R segue que h; = ) \jo;3; onde o, 3; € I'y.



3.2. A ALGEBRA DE LIE GRADUADA H(A, A) 49

Tip(fihg;) = Tin(D>_ fihicifig;) = a”
logo existe t tal que o3, = a®. Assim a® — Zi# \ioi;3; € R e temos

9, , 0 /
6&((1 - ; /\iai,,/)’i) = 2a — (ib—&(; )\ﬂl’iﬂi) 7£ 0

Portanto em qualquer caso £L_{ =0. =

O ideal [],o, £; é um ideal solivel de H'(A, A) pois H'(A,A) é de di-
mensao finita. Pode-se verificar que £ é uma subdlgebra de Lie de H'(A, A).
Vimos que se a caracteristica de k é diferente de dois entao £_; = 0. logo

Rad H' (A, A) = Rad Lo [ | (Wiz1Ls) e

HY(A, A) Lo

Rad HY(A,A) ~ Rad L,

onde Rad H'(A, A) (respectivamente Rad Ly) denota o radical de H(A, A)
(respectivamente Ly).

Logo uma consequéncia da proposicao 3.6 é que podemos obter muitas
informacoes tais como a simplicidade. semi-simplidade e a solubilidade da
dlgebra de Lie H'(A, A) estudando apenas £y quando o corpo k tem carac-
teristica diferente de dois.




Capitulo 4

Derivacao fundamental de uma
algebra de dimensao finita

Nosso objetivo nesse capitulo ¢ estudar a estrutura do espaco vetorial das
derivagoes fundamentais.

Seja A uma k-algebra conexa de dimensao finita sobre um corpo k. E
sabido que o espaco vetorial gerado pelas derivagoes diagonalizaveis de Der(A)
denotado por SPDer(A) é um ideal de Lie de Der(A) desde que k tenha car-
acteristica zero ou seja algebricamente fechado de caracteristica prima (veja
[5]). Também ja vimos que o espago vetorial gerado pelas derivagoes internas
¢ um ideal de Lie de Der(A).

Assem e De la Pena em [1] demonstraram para dlgebras triangulares os
seguintes fatos

e Seja (I', I) uma apresentagao da dlgebra A e 7m(I', I) o grupo funda-
mental, a aplicacao

Hom(my(L. 1), k™) ~— Der(L)

\Il — D\I/

é injetiva (onde k™ denota o grupo aditivo do corpo k ).
e A aplicacao induzida de Hom(m (I, I), k*) para Hl(f"—}-) é injetiva.

Em [7] Farkas, Green e Marcos mostraram esses mesmos resultados para
algebras de dimensao finita em geral. Para fazer a demonstracao do ultimo
resultado foi essencial a propriedade de que para quaisquer dois vértices
T e y existe um passeio c o ad tal que >o.e(i)A; = 0 (onde
T ey e um pa; Yoy ¢ Q7 ...y tal g SE)A =
D(a;) = Ny com j € {1,---,t}). Esse fato originou a caracterizagao de
algumas derivagoes diagonalizédvelis que sao chamadas de derivacoes funda-
mentais. Denotamos o subespago das derivagoes fundamentais por SF(A).

Na secao 1 vamos definir peso e derivacao fundamental. Demonstramos
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os resultados de Assem e De la Pena para dlgebras de dimensao finita como
realizado em [7].

Na se¢ao 2 mostramos que existe uma relagao entre derivacao fundamental
e um certo recobrimento de Galois definido a partir do grupo fundamental.

Na se¢ao 3 mostramos que o espago vetorial SF(A) é um ideal de Lie
das derivagoes de uma k-algebra A de dimensao finita quando o corpo k tem
caracteristica zero.

Na secdo 4 estudamos as derivacoes fundamentais sobre uma k-algebra
monomial de dimensao finita. Mostramos também. nesta secao, que para
algebras monomiais se o corpo k tem caracteristica zero entao o espago veto-
rial gerado pelas derivagoes internas e pelas derivacoes fundamentais coincide
com o conjunto das derivagoes da algebra.

Na se¢ao b mostramos através de um contra-exemplo que uma derivagao
fundamental nao é necessariamente uma derivagao integravel.

4.1 Derivacao fundamental

Nesta segao usamos a descri¢ao de grupo fundamental bem como as notagoes
que estao no capitulo 1 da se¢ao 1.4 deste trabalho.

Supomos sempre que I é um ideal admissivel de kI". O seguinte teorema é
uma generalizagao do Teorema de Assem e de la Pefia [1]. Essa generalizagao
aparece em [7].

Teorema 6 Seja v uma escolha de dados de parada com ponto base v para
um quiver conexo I'. Entao a aplicagao

6 : Hom(m (L, 1), k") +— SPDer(%)

U — Dyy:ar Y[y aﬂ,';t](ov)] a

€ injetiva e Dy -, € diagonalizdvel (onde k™ denota o grupo aditivo do corpo

k).

Prova. Segue diretamente da defini¢ao da aplicacao 6 que Dy, é diago-
nalizavel. Agora precisamos verificar que 6 ¢ injetora.

Suponhamos que ¥ € Hom(m (T, I), k™) seja tal que Dy € um morfismo
nulo em SPDer(5), ou seja,

Dy (@) = Y [vy0(a) &A,{Lft‘l(a)] o € I paratodo o € Ty

Ora, I é um ideal admissivel logo W[y, g(a) @ ﬁ/;tl(a)] = () para todo « € T'y.
J& vimos que m;(I", I) é gerado por {c, (@) : @ € I'1}. Disso decorre que
W é uma aplicagao nula. Portanto # é injetora. =
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Teorema 7 Suponhamos que x € Hom(m (I, I), k™) e fitemos uma escolha
de dados de parada y para mi(I'). Se ao associarmos a derivacao D, sobre AIE
ela € interna entao x = 0. Logo a fung¢ao induzida Hom(m (T, I), k") para
H'(EL) ¢ injetiva. :

Prova. Seja A = %E, podemos escrever A = Ag + rad(A) onde Ag é a
subdlgebra gerada pelo conjunto I'y

Sejam s = ZIGFO Aer € Tgew el aimagem de um caminho w em I
do vértice x para o vértice y entao

ad(s)(@) = (Ax — A,)@
Logo ad(s) é diagonalizavel e as classes de caminhos sao autovalores. Supon-
hamos que x € Hom(m(I', 1), k") e D, = ad(b) para algum b € A.

Sejab=s+ncom s € Ay en € rad(A).

A imagem @ de todo caminho é um autovetor para D, correspondendo
ao autovalor y o £(c(w)) onde € é o homomorfismo canonico de m(I") para
™ (F ])

Logo ad(b) — ad(s) é diagonalizdvel e ad(n) é nilpotente segue que

D, = ad(s)

1) (2 e(t . ~
M@ e (,Yt( ) < 7Y U passelo de v a x entao

Sejam z € Ty e a7 o,
(1) =(2 £
X © 5(57(041( )Q"z( ) 'at(i))) =M — A

Por outro lado, (x 0 &)(1) = 0 logo A, = A, para todo u € I'5. Assim

5 = /\”<Z er) = Ayl

xely

Portanto D, =0 =

Definicao 4.1 Dizemos que D € Der(A) é uma derivagdo fundamental se
existe uma apresenta¢ao (I, 1) de A e uma escolha de dados de parada ~y
gunto com algum ¥ € Hom(m (L', 1), k™) tal que

D - D\pw.

Observacao 4.1 Se D € fundamental entao:

1. D € uma deriwacdo diagonalizavel.

2. Existe uma apresentacao de A onde as classes dos caminhos sao au-
tovetores para D. Como consequéncia D(rad(A)) C rad(A).
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Exemplo 4.1 Seja A = Z‘IL com cark = 2, onde I' é o quiver

e I ¢ oideal gerado por R = {ayazasc; — 84530201, Balscacy — g3 3201 }.
Vamos fizar a sequinte escolha de dados de parada

~v = {e, ay, Bi, aray, azonar, aygazasay, B35}
’/Tl(F, ]) == <(C1’2Q]>~1,b)2,81> = ZQ

cy(B2) = ¢(83) = (ana1) ™ B2
ey (i) = ¢y (3;) = 0 para todo i € {1,2,3,4} e j € {1,4}

Logo Uga—(;—:; + dsa—cé ¢ uma derivacao fundamental de Der(A).

Suponhamos que I' é um quiver finito e H um grupo com elemento iden-
tidade e. Uma aplicacdo peso para I' com valores em H é uma aplicagao W
que leva I'; em H. Podemos estender W multiplicativamente definindo que
os vértices tem peso e € H e I/'V(ai(l) . .ai(t)) = W)W ... W()*® para
todo passeio oM ... a;"de I,

A funcédo peso induz uma H-graduagao sobre kI'. Dizemos que o ideal /
de kI" é homogéneo para W se o é com respeito a essa graduacao. Para tal
ideal. o peso induz uma graduagao sobre 1‘} No caso de grupo fundamental,
consideremos o peso com valores em m (I, I) tal que leva a € I'y para £(c,«)
(veja [12]). Assim uma escolha de dados de parada v induz uma (I, I)-

kT

graduagao sobre “- e entao temos o seguinte resultado.

Corolario 4.1 A dlgebra A = %E é sempre graduada pelo seu grupo funda-
mental my (I, I).

Daqui em diante dado um peso W denotamos por H o subgrupo gerado
pelo conjunto {W(«) : a € 'y} chamado grupo gerado pelos pesos.

Lema 4.1 Seja W : I'y — H um peso e I um ideal homogéneo de KI.
Suponhamos que dado um vértice fixo v e qualquer outro vértice x existe um
passeLo

=(1) =(2 £
ow = @1( )O’r_)( ). ‘Qt(t)
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de v para x tal que W (o) )fOW (a)*@ - W (ay)*® =1 em H.
Entao existe um homomorfismo 0 : (I, I) — H tal que

(B o&)cy () =W(a) para todo « € Ty.

Prova. Ja vimos que m(I') é isomorfo ao quociente do grupo livre
{ey(a) ra € T1} por {cy(Vey) z,y € To e x #y}.

Logo W induz um homomorfismo 6 : 7;(T) — H tal que
8(c,(a)) = W(a) para todo « € T'y.

Suponhamos que p é gerador de I formado por relagbes minimais.

Afirmamos que p é homogéneo pois se 7 € p podemos escrever 1 = ), 1y,
onde cada 7, € uma combinagao de caminhos com peso h. Pela homogenei-
dade de I cada rj, pertence a I. Porém o suporte de r, é um subconjunto do
suporte de r. Logo r = rj, para algum h.

Por hipdtese se p e ¢ sao caminhos no suporte de algum r em p entéo
W{(p) = W{(q). Portanto # é a identidade sobre N(p). Podemos entao con-
cluir que 6 se fatora através de 7(T', I)

]

Agora vamos enunciar e demonstrar um teorema que aparece em [7] que
caracteriza as derivagoes fundamentais. Usamos algumas vezes neste trabalho
essa caracterizacao.

Teorema 8 Assuma que I é um ideal admissivel de kI'. Suponha que
1. D € uma derivagao diagonalizdvel de %t tal que a classe dos vértices
sao anulados por D e as classes das flechas sao autovetores, isto € para
cada flecha a em I' existe um escalar w(@) tal que D(a) = w(@)a;

2. Emiste um vértice v tal que para todo outro vértice x existe um passeio

=(1 =(t
Y. - Ozl( >...Ozt(>

de v para x com ), (j)w(a;) = 0.

Entdo existe algum U € Hom(m(I', 1), k") com D = Dy, para v = {Vu. 2}
Isto é, D € uma derivacao fundamental.
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Prova. Vamos aplicar o lema anterior com H = k*.

Defina W : T'; — k% com W(a) = w(@) para todo « € T'y.

A aplicagao W esta bem definida pois I é um ideal admissivel assim
diferentes flechas nao podem ter a mesma imagem em %E

Estendendo W multiplicativamente obtemos uma k*-graduacao para kI.

Segue do lema anterior que existe W : m (', I)) — k7 tal que
(Vo&)(cy(a)) =w(@)a = D(a) para todo « € I'y.

Portanto D = Dy, j& que coincidem nas flechas e vértices e esses elementos

geram %—E como &algebra. =

4.2 Recobrimento de Galois e Derivacao Fun-
damental

Nesta segao vamos exibir uma relacao entre recobrimento de Galois e derivagao
fundamental.

As definigoes e resultados que enunciamos a seguir de recobrimento de
grafos podem ser encontradas em [12] e [20].

Definicao 4.2 Um grafo é um par consistindo de um espaco Hausdorff X
e um subspago X° (chamado de conjunto de vértices ) tal que as seguintes
condigoes sao satisfeitas

XV € um subespaco fechado discreto de X. Os pontos de X° sdo chama-
dos de vértices;

2. X — X ¢ a unido disjunta de subconjuntes abertes e;, onde cada e; €
homeomorfo a um intervalo da linha real;

3. Para cada e;, o subconjunto €;—e; de X consiste de um ou dois pontos.
Se € — e; consiste de dois pontos entdo o par (€;e;) é homeomorfo
([0,1},(0,1)); se e — e; consiste de um ponto , entdo o par (;,e;) €
homeomorfo ao par (S*,S* — {1}), onde S* € o circulo unitdrio no
plano;

4. Um subconjunto A C X € fechado (aberto) se e somente se ANE; é
fechado (aberto) para todo e;.

-

Observacao 4.2 A condicao 4 acima € automaticamente satisfeita se o
nimero de elementos de X° ¢ finito, que € o que consideramos sempre neste
trabalho.
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Seja I um grafo localmente finito e dirigido, o qual chamamos de quiver
(como é usual em teoria de representagoes). Quando vemos I' como espago
topolégico, assumimos que temos um mergulho fixado de I' em R?, tal que
com esse mergulho, I' satisfaz os axiomas de grafo.

Sejam I' e T dois quivers e I : [ — T um recobrimento no sentido
topolégico (veja [12], capitulos 5 e 6). Segue que

1. Se £ é um caminho em I" entdo F'(g) é um caminho em T

2. Set =", \g; é uma combinagao k-linear de caminhos em I' entdo
F(t) =", \iF(e;) é uma combinagao k-linear de caminhos em T'.

Seja L : Ty = T, tal que L(v) € F~'(v). Chamamos L de levan-
tamento. Pela unicidade de levantamentos de caminhos segue que se € é
um caminho (possivelmente um passeio) com origem u e término v em Iy,
entao denotamos por L(g) o tnico caminho em Ty com origem L(u) tal que
F(L()) = €. Note que em geral L(=) nao termina em L(v) (veja [20]). Se
t = Z;Z | Ai€i € uma combinagao k-linear de caminhos em I'y, L(t) denota
L(t) = 3235, AiL(s:).-

Se F : I+ T é um recobrimento e 7 € fo, seja m(f,f?) o grupo funda-
mental de I e F, : m([, %) — m(T, F (v)) a aplicacao induzida por F' (veja
[20], capitulo 2). Dizemos que F : [ — T é um recobrimento reqular se
F,(m (T, 7)) é um subgrupo normal de (T, F(2)).

Lembremos que um quiver com relagao (I', R) é um par formado por um
quiver e um conjunto de relagdes R em kI'. Dado (I, R) e (I, R') dois quivers
com rela¢ées, um morfismo F' entre eles é um morfismo de quivers tal que
se 7 =Y A7y € R éuma relagao entao F(r) = > N F(v;) € R. Utilizando
esse fato podemos definir a categoria de quivers com relagoes.

Set = Z;‘n:x pi; pi; € kI e u,v € Ty definimos a (u,v)-componente de
1 como ¢, ,(t) = Z;:l ti; pi,, onde i ¢ um subconjunto do conjunto dos
caminhos de ¢, que comecam em u e terminam em v. Em outras palavras
Cun(t) = utwv.

Dados (I', R) e (I', R) quivers com relagoes e um morfismo F : (I', R) —
(', R), entao F' é um recobrimento de Galois se F': T' + I' é um recobrimento
regular de graficos tal que

1. R= {L(t): L: To— Iy é um levantamento e ¢ € R};

2. Set € Reu,ve [y entao existem u, 7 tal que Fleas(t)) = cun(F(1)).
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Defini¢ao 4.3 Sejam I' um quiver finito, H um grupo e W uma aplicagao
peso entao o peso W é semi-conexo se para todo x ey € I'yg e para todoh € H
existe um passeio p de x ay tal que W(p) = h (veja [12]).

Agora tendo a defini¢ao de recobrimento de Galois e de peso semi-conexo
podemos mostrar a relagao entre recobrimento de Galois e derivacao funda-
mental.

E comum na teoria de representacoes considerar as algebras de caminhos
kI' como uma categoria onde os objetos sao os vértices e os morfismos entre
dois vértices x e y € o espaco vetorial gerado pelos caminhos de  a y que
denotamos por I'(z,y). A composi¢ao entre os morfismos é definida como o
produto entre os caminhos.

Dada uma &dlgebra A = 2L ¢ um peso associado W : T’y — H podemos
) I 1

definir a k-categoria kT cujos objetos sao os elementos de
To=Tyx H= {(z,h) = 2" : (x,h) € Ty x H}
e 0 conjunto de morfismo é
Ty(z" y9) = {Wh:wel(z,y) e Ww) = gh™}).
Seja F: kT — kT um morfismo entre categorias definido por F(2") = 2

F:T(x"y) — T(z.y)

W w

Essa no¢ao é a de recobrimento e coincide com Smash product. Esta nogao
foi generalizada para k-categorias pequenas (veja [4]).

Teorema 9 Utilizando as notagoes anteriores entao o peso W € semi-conezxo

se e somente se F' : (I',I) — (I,I) € um recobrimento de Galois. Onde

I={Ayekl:S\F(y)el}.

Prova. (<) Seja h € H e u,v € I'y. Como I' é um quiver conexo segue da
definicao do quiver r que ele é conexo. Logo dados uf e v € IN‘O existe um
passeio €° de u¢ a v". Portanto € é um passeio de v a v tal que W(e) = h,
donde W é semiconexo.

ha ¢ Ty, por hipétese W é semiconexo logo existe um

hi

(=)Sejam u™ e v
passeio p em I' tal que W (p) = hoh;' € H. Donde p™ é um passeio de u
a v e assim o quiver I" é conexo.
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Segue também da construcao de I que se v" é um vértice em I' e p é um

passeio qualquer em I' com origem em v entao existe um unico caminho com
origem em v" tal que F(p") = p.

Dessas consideragoes segue que F': I' — I' é um recobrimento.

Como I é um ideal homogéneo com respeito a W, na verdade para
mostrarmos que F' é um recobrimento de Galois falta apenas verificarmos
que dado v" € T, F,.(m (T, v") é um subgrupo normal de 7, (', v). Mas isso
decorre do fato de que se p é um passeio fechado em I', entao cada levanta-
mento é fechado se e somente se W(p) =e¢. =

Nosso proximo resultado mostra uma relacao entre recobrimento de Ga-
lois e derivagao fundamental.

Teorema 10 Seja D uma derivagdo normalizada diagonalizavel de Der(A)
dada por um peso W, ou seja, existe uma apresentagdo de A tal que D(a) =
W{(a)a para todo o € T'y. A derivagao D € fundamental se e somente W €
5€mi-conexo.

Prova.

(<) Como W é o peso associado a D segue que D(a) = W{a)« para todo
a € I'y, ou seja, as classes de flechas sao autovetores. Fixando um vértice
x, como W é semi-conexo, para qualquer outro vértice y existe um passeio p
tal que W (p) = e. Segue do Teorema 8 que D é fundamental.

(=)Devemos mostrar que para todo z,y € ['g e para todo h € H existe
um passeio p de xr a y tal que W(p) = h. Jd que D é fundamental fixando
um vértice v podemos escolher dados de parada digamos

v = {ﬁ/v‘wlu’ € Fl}

Como h € H existe um passeio g = Ofim e CYE(L) tal que > (i)W (i) = h
Tome
A f\/hl ~ " -1
P = Yoy ;l,‘L(g)(} Tv.o(g) Tv.a

Portanto W (p) = W (g) = h donde concluimos que W é semi-conexo. m

Corolario 4.2 Seja D € Der(A) uma derivag¢ao fundamental nao nula asso-
ciada a apresentagdo A = %F- entao para todo x € 'y existe v, . = ai(l) . ai(t)

tal que:

> (i)W (a) # e
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Corolario 4.3 Seja D uwma derwagao diagonalizdavel de Der(A) dada por
um peso. Utilizando as notagoes anteriores seque que D € fundamental se e
somente se I' € conexo.

A seguir veremos uma aplicagao do coroléario (4.3).

Exemplo 4.2 Sejam

A =kTI' e D € DerA dada por D(a) = o e D(3) = —3.
Como pode ser visto abaizo o quiver I' € desconexro donde a derivacao D
nao € fundamental.

Na préxima proposicao vemos uma condigao natural para que uma derivagao
diagonalizavel esteja associada a um peso.

Proposicao 4.1 Seja D uma derivagao diagonalizavel normalizada de Der(A).
As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

1. Ezistem um quiver I, um epimorfismo de dlgebra w : kI' — A e um
peso W : T'y — H tais que w{e) sao os idempotentes de A para todo
e€ Ty e D(r(w)) = W(w)r(w) para todo w € T'y;

2. D(rad(A)) C rad( A).
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Prova. Demonstramos somente que 2 = 1 pois a outra implicacao é clara.

Como D é diagonalizavel podemos escrever A = Ag II Ay, onde Ay é o
autoespaco associado ao autovalor 0 e A; é a soma dos autoespacos associados
aos autovalores nao nulos.

Afirmacao Ay C radA.
Seja o um autovetor associado a um autovalor A # 0, ou seja, D(a) = Aa.
A= FElrad(A), logo a = \Mv+wondev € E, A € k ew € rad(A),

D(a) = D(w) = Aa = A\v + \w.
Como D(rad(A)) C rad(A) segue Ay = 0 e assim « € rad(A). Isso prova a
afirmacao.

Seja x € rad(A) entdo x = xo + x; onde 19 € Ag e 77 € A;. Como
Ay C radA segue que x¢ € radA e podemos fazer a restri¢ao de D a rad(A)
o qual denotaremos por D|,,q(a) que é diagonalizdvel.

Seja {ay,- -+, a;} uma base de autovetores de Dl 4q(a) (0u seja, D(o;) =
Aoy para todo i € {1,--- ,n})

E claro que o conjunto {aq, . .., @; } de classes médulo rad?A de {ay, - -+ , o}
. . rad(A ‘ ,
é um conjunto gerador de Lfi—()(Lra,dZ(A)A Reordenando os elementos se necessério

1 . —_— —_— 2 b 1 rad(A)
podemos supor que {a?, L, ap)é uma base de Ty

Logo existe um quiver I' e um epimorfismo 7w : kI’ —— A tal que as
imagens das flechas formam o conjunto {@7,....@} e dal decorre nossa

proposicao. =

Corolario 4.4 Seja D uma derivagao diagonalizavel normalizada de Der(A)
com car k =0 entao D esta associada a um peso.

Prova. Seja a um autovetor associado a um autovalor A # 0. ou seja,
D(a) = Ma. Logo « comuta com D(«) donde se conclui que para todo
n €N

D(a") = na"'D(a) = nia"

Logo o é autovetor associado a nA. Observe que todos nA sao distintos para
distintos n. Como a dlgebra é de dimensao finita e car k = 0 temos o™ = 0
para algum n. Portanto « € nilpotente e assim a € radA.

Assim provamos que D(rad(A)) C rad(A), segue da proposicao 4.1 nossa
afirmacao.

]

Vemos no proximo exemplo que o corolario 4.4 nao é valido se o corpo k
tem caracteristica positiva.
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Exemplo 4.3 Seja A = %% comcark =2, e D(x)=2a+ 1.

Pode-se verificar que D € uma derivagao normalizada diagonalizavel porém
nao estd associada a um peso jd que D(rad(A)) ndo estd contido em rad(A).

4.3 Estrutura de Lie do espaco das Derivacoes
Fundamentais

O préximo lema é essencial para mostrarmos que no caso de cark = 0 o

espaco vetorial SF(A) é um ideal de Lie de Der(A).

Lema 4.2 [5] Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita tal que car k = 0.
Se D e E € DerA satisfaz [D, E] = pE para um escalar nao nulo p e E é
nilpotente entao

1
exp(=E)™' D exp(-l—E) =D+ E.
v L

Prova. Pela férmula de Leibnitz
i—1
> E'(D.E}E""' =D, E'].

=0

Como [D, E] = p E segue que cada parcela a esquerda da igualdade acima é
igual a o £, donde [D, E'] = i uF" para todo ¢ € N.

Seja f(X) = Xg+ M X + -+ A\, X" um polinémio qualquer de k[X].
Utilizando o pardgrafo anterior segue que

DB =S 2D, B =S 2B = p(iE)E

I — et "

i=1

A nilpoténcia de F implica que exp(E) pode ser visto como um polinémio,
logo
1 1
[D,exp(—E)] = exp(—E)E
1 7
isto ¢ Dexp(E) — exp(;E)D = exp(;; E)E. Como exp(;E) ¢é inversivel
podemos concluir que

1 1
e‘\:p(—l-LE)'1 D exp(;l—E) =D+ FE
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Teorema 11 Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita tal que a carac-
teristica de k seja zero. Entao SF(A) é um ideal de Lie de DerA.

Prova. Basta provarmos que se D é uma derivacdo fundamental entao
[D, E] € SF(A) para todo E € DerA.

Como D é uma derivacao diagonalizavel segue que ad D também é diag-
onalizavel. Assim podemos escrever F' = 3 E(u) onde E(u) é autovetor
para adD correspondendo ao autovalor p. Entao

(D, E] =) nE(w).

Vejamos que E(u) é nilpotente se p # 0. Seja o € radA, como A é uma
algebra de dimensdo finita podemos tomar n € N tal que o = 0 e a"! # 0.

Se E(u)(a) = 1 entao E(p)(a™) = na"~t =0 o que é uma contradigao.
Assim se o € rad A segue que F(u)"(a) € rad™A. Portanto E(u) é

nilpotente ja que A é uma élgebra de dimensao finita.

Aplicando o lema anterior concluimos que D + E(u) = P~! D P onde
1
P = exp(;E(,a)).

Seja a um autovetor de D associado ao autovalor A\, segue que
P'DP(P'a) = P 'D(a) = \oP ().
Logo P~!(«) é autovetor de P™'DP associado também ao autovalor A,.

Nosso proximo passo é mostrar que D + E(u) é fundamental para todo
it # 0. Pois se tal afirmacao for correta teremos

HE(u) = u( (D + E(u)) — D) € SF(A).

Donde [D, E} = pE(n) € SF(A), ou seja, SF(A) ¢ um ideal de Lie de
DerA.

Mostremos que D + E(u) é fundamental para todo g # 0. Como ja
dissemos segue do fato de D ser fundamental que existe uma apresentagao
(I',I) de A tal que dado um vértice z para qualquer outro vértices y existe
um passeio

1

Yoy OG- 5 tal que

D cW(ay) =e (4.1)

J
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Definamos [* = {P~(r) : r € I} e I'* = ([}, '}) onde
s={Ptv):velo}e

I't={Pa): ael}.

Segue da definicdo de P que & ~ =

Tomando a apresentagao (I'*, I*) vamos fixar o vértice 2* € I'jj e tomando
um outro vértice y* temos que existe x,y € Iy tal que P~ z) = 2% e
P~1(y) = y*. Segue de (4.1) que existe o passeio

Pm%“f’.ny) = Pﬁl(al)e(l) o P—l(&t)f(t)

de % a y* tal que

S DWP N ag) =D (W (ay) =e.
J J

Assim a derivagao D+ E(u) é fundamental para todo p # 0. Portanto SF(A)
é um ideal de Der(A). m

Observacao 4.3 Como jd dissemos o espago vetorial gerado pelas deriwagoes
diagonalizdveis de DerA chamado de SPDerA € um ideal de Lie de DerA
no caso de k ter caracteristica zero ou ser algebricamente fechado de carac-
teristica prima. A pergunta natural que surge entao € : O espago vetorial
SF(A) € um ideal de Lie de Der(A) se a caracteristica do corpo € positiva *
Isso nao € verdade damos o exemplo abaizxo.

Exemplo 4.4 Seja A = %i—]) onde caracteristica do corpo k € dois.

Tome D e E € Der(A) definidas por

D(x)=u2eEz)=1

A derivagao D € fundamental e [D, E](z) = 1.
Portanto [D, E] ndao é uma derivagao fundamental jd que nao leva rad(A)

em rad(A).

4.4 Derivacao fundamental de algebra mono-
mial
Lembremos que o conjunto das derivagoes internas é um ideal de Lie de

Der(A). Vamos denotar por SF(A) o espago vetorial gerado pelas derivagoes
N . T— WM’M
internas e fundamentais.
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No proximo resultado mostramos que se D é uma derivagao normalizada
de Der(A) associada a um peso entdo D € SF(A).

Teorema 12 Seja A = 511— uma k-dlgebra monomial de dimensao finita € D
uma derivacao que se anula nas imagens de vértices e tal que as imagens de
flechas sao autovetores entao D € SF(A)

Prova. Por hipétese D(a) = A\, para todo o € 'y e A, € k. Como A é
monomial ag% é um elemento de DerA para todo «a € I';. Segue que

Mostremos que (.1/5% ¢ uma derivacao fundamental ou interna para todo ele-

mento de I';.
1. a pertence a um circuito (nao necessariamente orientado)

(a) « é um lago
Suponhamos que a comece e termine no vértice v. Dado qualquer
outro vértice x diferente de v é sempre possivel conseguir um pas-
seio £ de v a z tal que nao passe por a ou ! e assim a%(s) = 0.
Se tomarmos o passeio aa™! do vértice x ao vértice x o peso deste
passeio também ¢é nulo, segue do teorema 8 que nesse caso aa—% é
uma derivacao fundamental.

(b) Suponhamos que a nao é um lago e que « faga parte do circuito

o o ¢
Vg — Vg — -+ — Uy — U1
Fixemos o vértice vy, o passeio Y. = a; ---a ! é tal que
5 ? U1ty t 7
aZ=(Vov;) = 0 para todo i € {2,--- ,t}.
Dado um vértice x tal que x vy, -+ L0 também é sempre
15 t
possivel conseguir um passeio £ de vy a x tal que nao passe por «
e assim a—,c%(s) = 0. Segue do teorema 8 que aa% é fundamental.

2. « nao pertence a um circuito.

Defina o seguinte conjunto
['oa) = {v € Ty : existe um passeio ligando v a o(a) sem passar por «}.

I'o(a) € um subquiver pleno de I'.
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Seja’ [ZUEFO(Q> v, _]

Se ( é uma flecha que comeca no vértice v, e termina no vértice vy com
vy % Uy € ambos sao diferentes de o(a) entao

[ZUEFU(G) v, ] = [v1 + vz, 8] = 0.

Se (¢ uma flecha que comeca e termina no vértice v; entao também
temos

{EUGI‘O(G) v, /3} = {Ula /3] = (.

Por ltimo [ v, a] = [o(a), o] = a.

velg(ay 77
Assim . =] = aZ pois coincidem nos vértices e nas flechas.
vel o{a) Jda
Segue que neste caso a;% é uma derivacao interna.

Portanto em qualquer caso afg% é uma derivacao fundamental ou in-

terna para todo elemento de I'y.

Daqui para frente k& sempre denotard um corpo de caracteristica zero.
Seja A uma algebra positivamente graduada de dimensao finita tal que

A:AQHAlﬂ"'HAt

com Ag = key II--- II ke, com e; sendo idempotente ortogonal para todo
je{l,---.n} e A gerado como dlgebra por Ay e A;.

Denotamos por W a dlgebra de Lie das derivacoes de A que se anulam
sobre Ag.
A derivacao de Euler associada com a graduagao é definida por

E(x) = mx para todo z € A,,.

Como E é diagonalizavel segue que ad E' também ¢ diagonalizavel, isto € |
existe uma base de derivagoes D, -+, Dy de Der(A) tal que [E, D;| = u; D;
com p; € k para todo 7 € {1,--- ,t}. O conjunto W, serd o autoespago para
ad E correspondendo ao autovalor \.

Lema 4.3 Com as notagoes anteriores temos
W:W“l HW()H"'HWt_1

com WZ(A]) C A'i+j € [Wi, W]] C Wi+j
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Prova. Seja x € A,, e D € W, entao:
ED(z) = [E, D](z) + DE(z) = (A +m)D(x) (4.2)

Por hip6tese um elemento de A tem grau no minimo 0 e no maximo ¢ donde
D(zx) é uma combinagao k-linear de elementos de grau no minimo m — 1 e
no maximo m +t — 1. Segue dessa consideracao e de (4.2) que

W:W*1HWOH'“HW¢_1.

Para mostrarmos que W;(A;) C A;4; basta usarmos (4.2).
Agora vamos mostrar a ultima afirmacao. Sejam D; € W, e D; € W,
aplicando a identidade de Jacobi obtemos

[E, [Di, Dj]] = =[Ds, [D;, E] = [Dj, [E, Di}]] = (\i + A;) [Di. Dj]
E assim temos o lema demonstrado m
Lema 4.4 [5] Com as notagoes anteriores W_; = 0.

Prova. Como 1 =¢e; +---+e¢, temos A; = Zij e;Ae;. Logo basta mostrar-
mos que D(z) =0 para D € W_y e 0 # x € e;\e;.
Por hipétese D se anula sobre os idempotentes disto segue que

D(z) = D(e;xe;) = e;D{(x)e; (4.3)
Seja x € Ay, como D € W_y temos D(x) € Ag. Desse fato e de (4.3) segue
que se i # j entdao D(x) = 0.

Agora basta verificarmos o caso i = j. Nesse caso D(x) = ke; e v = e;xe;.
Assim os elementos D(x) e x comutam. Como a algebra é de dimensao finita
segue que existe um inteiro m tal que 2™ = 0 e 2™ ! # 0 e assim

0= D(x™)=ma™" D(z)

Donde D(x) = 0 ja que cark = 0. Como A; gera A podemos concluir que
D=0 =m

Vamos considerar daqui para frente A = %[ onde a graduacgao de A é a

induzida de kI' dada pelo comprimento dos caminhos.

Lema 4.5 Seja D € W fundamental. Se D = A+ B com A € Wy e
B e W entio A € fundamental.
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Prova. Como D é fundamental existe uma apresentacao (I', 1) de A tal que

D(«) = Aqa para todo o € I'y onde A\, € k. Logo A(a) = A,« para todo
ael jdque D=A+BeBe) W

' Assim o peso associado a derivacao D é o mesmo associado a derivacao

A. Segue do Teorema 8 que A ¢é fundamental. ®

Notagao 4.1 Seja M um subconjunto de Der(A). Denotamos por SF (M)
o espaco vetorial gerado pelas derivagoes internas e fundamentais de M.

Lema 4.6 Usando as notagoes anteriores seque que

SFOW) = SEOV) IW, 1T --- LI W,_,

Prova. Seja D € W; com j # 0. Como a derivagao de Euler E ¢é igunal a

> aer, oL segue do Teorema 12 que E € SF(W).

Aplicando o Teorema 11 e o fato de Inn(A) ser um ideal de Lie de W
temos que JL[E D] =D e SF(W).

Falta entao mostrarmos que SF(W) W, C SF(Wy) ja que a outra in-
clusao decorre do fato de que se uma derivacao é fundamental ou interna
sobre Ay entdo sera fundamental ou interna respectivamente quando esten-
dida a A.

Seja B € Wo(V\SF(W) entao B = > (A, + D;) com A; + D; sendo
uma derivacao fundamental ou interna em W para todo 7 com A; € W, e

D; € ijl W; donde
B=Y A

Se A;+ D; é fundamental segue do teorema anterior que A; é fundamental.
Se A; + D; é interna entao existe s = s+ $1+---+ 5, € A com s; € A;,
para todo i € {1,--- . n} tal que

(A; + D;)(z) = xs — sz, paratodox € A
Seja x € Aj entao
(A; + D)(x) = (xsg — sox) + (xs1 — s12) + -+ + (28, — sp2)
Como Wy(A;) C A, temos A;(z) = x5¢ — soz. Assim se A; + D; ¢é interna
segue que A; é interna.

Podemos entao concluir que SF(W,) = SF(W) [ W,. Portanto temos o
lema demonstrado. m
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Lema 4.7 [5] Seja %L uma dlgebra monomial de dimensao finita. Entao o
conjunto {/3% ca, fele ﬁb%—(]) C I} gera Wy como espago vetorial.

Prova. Suponhamos que I'y = {ay, -+, a,}. Seja D € Wy, como W;(A;) C
Aiyj segue que D(oy) = Zj Aijoi; com ¢y € I'y, donde podemos denotar a
derivagdo D da seguinte forma

0
D= Z /\1_} O(.l'_jb—;<
i.j !

Agora devemos mostrar que se -2 é uma parcela da derivacao D de W

1S 5 Ja 0
entdo B5=(I) C 1.

Seja w € I, se o = 3 entdo 3-%(w) é zero ou é um multiplo de w e assim

9 3 ~ ~ Dox

5~(w) € I. Entdo basta mostrarmos para o caso o # [.

Se 5-0%(w) # 0, como [ é monomial, existe alguma parcela de U;%(w)
icual a aleuma parcela de =2 (w). onde a derivacio -2 é uma parcela de D,
© © dy 7y
ou seja,

se w = w; -+ -w, entao existe 7,7 € {1,--- ., n} com w; = a e w; = 7y tal
. j )
que

Wi Win ] BWipl Wil YWl Wh = WL Wi QWi W1 EWir W (4.4)

onde o lado esquerdo da igualdade é uma parcela de /35% e o lado direito é

-

uma parcela de -2
Dy

Como « # 3 e I é monomial segue que 7 = j e assim o = . Voltando a
(4.4) segue que

% 30 / T D N e P
Wy Wi PWigr - Wy = Wy Wi—1€ W41 Wh

Outra vez pelo fato de I ser monomial segue que 3 = ¢.

Logo todas as parcelas de D se anulam nos elementos de I. Portanto

{BZ)% ra, Jeln 855%(1) Cl}geraW, m

Agora estamos em condigdes de provar o seguinte Teorema.

Teorema 13 Seja %E uma dlgebra monomial de dimensao finita com car k =

0. Entdo SE(OWV) =W

Prova. Utilizando o Lema 4.6 para mostrarmos nossa afirmacgao basta veri-

ficarmos que SF(Wy) = W,.
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As derivagoes da forma a% € Wy. para todo a € I'y, ja que dado w € I,
ay: 2 (w) ou é zero ou é um multiplo de w. Por esse motivo e pelo Lema 4.7
Wy é Oerado por todas as derivagoes da forma « a‘) e algumas deuvagoes da
forma (- 5

Segue do Teorema 12 que O‘Z% € SF(W,) para todo « € I'y. Desse fato,
do Teorema 11 e de que Inn(A) é um ideal de Lie de Der(A) temos
0 0 0
v 33— e SF
(055050 = Paq € SFOV)

Portanto SF(W) =W =

4.5 Derivacao Integravel

Seja A uma k-dlgebra associativa de dimensao finita (A ~ ). No artigo [6]
Farkas, Geiss e Marcos mostraram que o grupo do esquema de automorfismos
¢ liso se e somente se toda derivagao de A é integravel. Além disso deram uma
condicdo suficiente para que uma derivacao diagonalizavel seja integravel.
Esse fato e alguns outros que aparecem nesse artigo nos levaram a questionar
se toda derivagao fundamental é integravel. Nosso objetivo nessa secao €
responder negativamente essa pergunta exibindo um contra-exemplo. Antes
disso vamos enunciar algumas definigoes que aparecem em [6].

Definicao 4.4 Dizemos que D € Der(A) € integravel se existe uma sequéncia
de endomorfismos lineares de A digamos D =1, DWW D@ ... com

D"(ab)= > DW(a)DY(b)

i+j=n

para todo a,b € A en >0 tal que DYV = D.

Definigao 4.5 Uma aplicagdo de k-dlgebra & : A — Al[t]] € uma derivagao
de ordem superior de A se para todo x € A, o termo constante da série de
poténcias 6(x), € simplesmente x.

Observacao 4.4

1. As derivagdes de ordem superior de A estdao em correspondéncia biunivoca
com os k{[t]]-automorfismos de A[[t]] que preservam o termo constante;
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2. Podemos definir derivacdo de ordem superior como uma seqiiéncia de
endomorfismos lineares de A digamos D© = I, DV, D@ ... tal que

D™ (ab) = Z DW(q D(J)(b)
i+j=n

para todo a,b € A en > 0;

Pode-se mostrar que o termo D) de uma derivacao de ordem superior é
sempre uma derivacao. Dizemos que uma derivacao D € Der(A) é integréavel
se existe uma derivacao de ordem superior D@ = I, DM D@ ... tal que
DW =D,

Proposicao 4.2 Seja D uma derivagdo normalizada integrdvel entdao D™ (v)
v D™ (v) v para todo v € Ty en > 1.

Prova. Vamos mostrar a proposi¢ao utilizando indugao finita sobre n.
Sen=2e¢veltemos

D (v) = DA (w?) = v DP(v) + D(v) D(v) + DP(v).
Como D(v) = 0 para todo v € T’y pois D é normalizada temos
D@ (v) = v D" (v)w.

Suponhamos que D" (v) = v D™ (v)v para n < m — 1. Vejamos o que
ocorre com DU (v) se é ndo nulo.

D™ (v) = D () = v D™ (@) + D)+ Y DO@WDYV(v) (4.5

i+j=m
1,7 >0
Por hipétese de indugao 3, i=m DW(v)DY (v) comeca e termina em
.7 >0

v. Decorre da equagao 4.5 nossa afirmacao. ®m

Proposicao 4.3 Seja D uma deriva¢ao normalizada integrdvel entao para
todo v € Ty e n > 0 temos D™ (v) =0 .

Prova. Por hipdtese existe uma sequéncia de endomorfismos lineares
DO =71 DM D@ ... tal que DY = D.
Suponhamos que 7 seja o menor inteiro tal que D™ (v) # 0. Temos

(U + D(n)(,U)tn 4e- ‘)2 = v+ D(n.)(v)tn_*_

Logo v DWW (v) + D™ (v)v = D (v), mas pela proposi¢ao 4.2 segue que
2 D (v) = D™ (v). Portanto D™ (v) = 0 paratodon > 1 =



4.5. DERIVACAO INTEGRAVEL 71

Proposicao 4.4 Seja D wma derivagio normalizada integrdvel entao D™ (z) =
t(z) D™ (z) o(z) para todo caminho nio nulo x comn > 1.

Prova. Aplicando a proposicao 4.3 obtemos

DW(z) = DW(t(x) :z:0(:c)> = Ziﬂ.:n DY (t(x)) DY) (z o(x)) = t(z) D™ (z o(z))
=) D4 DW(x) DY (o(z)) = t(x) D™ (x) o(x)

Assim temos D" (z) = t(x) D™ (z) o(x) para todo caminho nao nulo  com
n>1 w

Vamos voltar ao exemplo 4.1, seja A = '—‘;F— com cark = 2, onde I' é o
quiver

e I é o ideal gerado por R = {ayaszaqay — By30201, Bafscac; — agaz o}

J& observamos que D = Z)%; + 03 5%; é uma derivacao fundamental
de Der(A). Suponhamos que D seja uma derivagao integravel entao em
. . 9 ~ . -
particular existe D® e esse endomorfismo linear é tal que

D (qgasanc) = DP(By330:01) e

(4.6)
D(Q)(%3453O-'2&1) = D (g3 B201)
Utilizando a definicdo de D segue que
D(Q)(Ck,f_;()lga‘_)(.\q) = D(Z) (a4) Q3O + Qg D(z)(03) Qo + Qg3 D(Q)(QQ) a1+

agazay D@ (ay)

D3 (B4538251) = D3 (B4) BafBafr + B2 DP(B3) Bofpr + a3 DP(Bs) Bi+
B1f33/3, D? (B1) + BafBs 2
(4.7
D®(ByB30001) =  DP(By) Bzaoar + By DP(Bs) ey + BafBs DB (an) ag+
Bafsas D ()

D@ (agasBafy) = D(Q)((M) 33231 + cy D (03) 321 + D(Q)(ﬁQ) B+
agas B D3 ()
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Aplicando outra vez a proposicao 4.4 podemos supor que D(Q)(ai) = Q;Qy
e DP(3) = b3 para todo i € {1,---,4} e a;,b; € k.
Obtemos o seguinte sistema de 4.6 ¢ 4.7

Z?:} a; = Z?:l bi +1
Z?:l a; = Z?—:l bi

Como o sistema nao tem solugdo segue que nao existe D®. Portanto D
¢ um exemplo de uma derivacao fundamental que nao é integravel.
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