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Resumo

Neste Tb'abalho estudamos as representações das álgebras de Lie clássicas de dimensão

finita sobre o corpo dos números complexos. Mais precisamente, estudamos as bases do tipo

Gelfand-Tsetlin das álgebras de Lie clássicas de dimensão finita, para isto, usamos as álgebras

de Mickelsson-Zhelobenko, o Yangian e suas aplicações.



Abstract

In this work we study the rinite-dimensional representations of classical Lie algebras over the

Hem of complex numbers. More exactly, we study the bases of the Gelfand-Tsetlin type of the

rinite-dimensional classical Lie algebras, for this, we use the Mickelsson-Zhelobenko algebras,

the Yangian and its aplications.



Sumário

Introdução 3

l Algebras de Lie complexas de dimensão finita
1.1 Conceitos básicos

1.2 Representações e módulos

1.3 Representações de dimensão finita de sZ2 ((C)

1.4 A álgebra envolvente universal U (g) de uma álgebra de Lie Ç;

1.5 Pesos e vetores máximos

9

9

14

16

19

22

2 A teoria da álgebra de Mlickelsson

2.1 A álgebra F (g)

2.2 0s elementos p (t) e o projetor extremo

2.3 A álgebra de h'lickelsson

28

28

35

46

3 Bases de Gelfand-Tsetlin para representações de ÇZ.
3.1 Construção da base: "Lowering and raising operators"

3.2 A álgebra de Mickelsson - Zhelobenko Z(Ç7Z«, gZ..:)

52

60

63

4 Bases de peso para representações de o. e sp2,.

4. 1 Raising and lowering operators

4.2 Regras de ramiftação, padrões e vetores da base

4.3 Yangiaíls e suas representações

4.4 Ação do Yangian sobre o espaço de multiplicidades

4.5 Cômputo dos elementos da matriz

74

75

79

85

99

1o4

l



5 Bases de Gelfand-Tsetlin para as representações de ow
5.1 Lowei-ing operators para a redução o2n+l J o2n

5.2 Lowering open'ators para a redução o2n J o2n--l

5.3 Vetores da base

108

109

111

112



Introdução

A teoria das álgebras de Lie semi-simples e suas tepiesentações estão no coração da A/matemática

moderna. Ela tem numerosas conexões com outras áreas da Matemática e da Física. As

álgebras de Lie simples sobre o corpo dos números complexos foram classifkadas nos trabalhos

de Cartan e Killing durante a década de 30 do século pasado. Existem quatro séries infinitas

.A.,.B., O., Z). as quais são chamadas de álgebras de Lie clássicas e cinco álgebras de Lie

excepcionais -E6, .Ev, E8, Fal (-'2. A estrutura destas álgebras de Lie é descrita em termos de

certos conjuntos finitos de vetores em um espaço euclidiano chamados de sistemas de raízes.

Devido ao teorema. da redutibilidade completa de Weyl, a teoria de representações de dimensão

finita das álgebras de Lie semi-simples está reduzida ao estudo de representações irredutíveis.

Os irredutíveis são parametrizados por seus pesos máximos. Os caracteres e dimensões são

explicitamente conhecidos pela fórmula de Weyl. h/leis detalhes da exposição da teoria podem

sei encontrados nos livros de Dixmier edil, Humphreys IHul, entre outros.

Não obstante, a fórmula de Weyl para a dimensão não usa nenhuma construção explícita

das representações. Tais construções permaneceram desconhecidas até 1950 quando Gelfand e

Tsetlini publicaram dois pequenos artigos IGTll e [GT21 (em russo) onde eles solucionaiam o

problema pala a álgebra de Lie linear geral (tipo .A«) e as álgebras de Lie octogonais (tipos -B«

e -D.), respectivatnente.

Em 1963, Baird e Biedenhain IBBI usaram os cálculos dos padrões de Young para derivam

as fórmulas de Gelfand-Tsetlin2

Um ano antes, en] 1962, Zhelobenko publicou um ti-abalho independente IZhll onde derivou

l Alguns autor es e tradutores escreN'em seu nome em ingles colllo Zetlin, Tzetlin, Cetlin, ou Tseitlin
duma indicação (ta dela)onstração das fórmulas de IGTl] está contida no pé da página no artigo de Gelfand e

Graev (1965).
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as regras da ramificação pala todas as álgebras de Lie clássicas. Em sua abordagem, as
representações são realizadas no espaço de polinâmios satisfazendo o "sistema indicador" de

equações diferenciais. Ele apresentou um método pai-a construir os lowering operators e

derivou as fórmulas dos elementos da matriz para o caso da álgebra de Lie linear geral g!..

Uma forma "infinitesimal" explícita pala os Zo?uehng o7)eraÉors como elementos da álgebra

envolvente foi encontrada por Nagel e A/loshinsky INMI em 1964 e independentemente por Hou

Pei-yu IHoul em 1966. Um trabalho posteiiot de Zhelobenko a partir dos resultados de IZhll e

que também contém uma derivação das fórmulas de Gelfand-Tsetlin alternativa às de Baird e

Biedenharn se encontra no seu livro IZh2j o qual contém as contas detalhadas.

O trabalho de Nagel e h'loshinsky foi estendido às álgebras de Lie ortogonais o. por Pane e

Hecht IPHI e Wong IWol, que produziram expressões infinitesimais explícitas para os Joweàng

operntors e deram uma derivação das fórmulas de Gelfand-Tsetlin IGT2j.

Durante a metade do século passado desde o trabalho de Gelfand e Tsetlin muitas aborda-

gens diferentes foram desenvolvidas para construir as bases das representações das álgebras de

Lie clássicas. Novas representações dos JolueMng operators e novas demonstrações das fórmulas

de Gelfand-Tsetlin foram descobertas por vários autores- Em particular o projetor extremo

descoberto por Asherova, Smiinov e Tolstoy IASTll, IAST2j e IAST31 tornou-se um instru-

mento poderoso na teoria de representações de álgebras de Lie simples. Ele representa um

papel essencial na teoria das álgebras de Mlickelsson desenvolvida pot Zhelobenko as quais

têm uma imensa gama de aplicações desde as regras de ramificação a problemas de redução,

até a classiíkação dos módulos de Hatish-Chandra.

Em geral, não são conhecidas fórmulas explícitas para os elementos da matriz dos geiadot-es

em tais bases a não ser as bases do tipo de Gelfand-Tsetlin. É sabido que, para a base canónica,

os elementos da matriz dos geradores starzdard são inteiros não negativos.

Apoia discutiremos a idéía principal a qual leva à construção das bases cle Gelfand-Tsetlin.

O primeiro é considerar unia álgebra de Lie clássica dada, não somente como um objeto senão

como paire de uma cadeia de subálgebras com uma inclusão natural. llustramos esta idéia

usando representações dos grupos simétricos G. como uin exemplo. Considere a cadeia de

subgrupos

Gi C G2 C.. C G«, (1)
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onde o subgrupo Gk de Gk+i consiste de todas as permutações as quais deixam fixo o índice

k + l do conjunto {1, 2, . . . , k + 1}. As representações irredutíveis do grupo G« são indexados

poi partições À de n. A partição À = (Ài,.. .,Àz) com Ài ? À2 2 ... ? Xz é representada

graficamente como um diagrama de Young o qual consiste de um conjunto de caixas alinhadas

à esquerda tais que a linha supeiioi contém Ài caixas, a segtmda linha À2 caixas, etc. Denotemos

poi y(À) a representação irredutível de G« correspondente à partição À. Um dos resultados

centrais da teoria de representações de grupos simétricos é a seguinte negra de ramificação a

qual descreve a restrição de V'(À) ao subgrupo Gn--l:

la..: (11) }''' (p)

somando sobre todas as partições p cujo diagrama de Young é obtido do diagrama de À re-

movendo uma caixa. Aqui y' (p) denota a representação irredutível de G«-t correspondente

à partição p. Assim, a restrição de y (À) a G« l é livre de multiplicidade, isto é, contém

cada representação irredutível de G. l no máximo uma vez. Isto torna possível obter uma

parametrização natural dos vetores da base em y (À) tomando suas restrições nos subgrupos

posteriores da cadeia (1). Isto é, os vetotes da base senão parametrizados pelas sequências de

partições

À(1) ----, À(2) ---, . . . ---, À(") - À,

onde X(k) é obtido de À(k+i) removendo uma caixa. Equivalentemente, cada seqüência deste tipo

pode ser considerada colho um tabuleiro standard da forma À o qual é obtido ao escrever

os números 1,2, . . . ,n em cada caixa de À de tal forma que os números crescem ao longo das

linhas e decrescem nas colunas. Em particular, a dimensão de }''(À) é igual ao nomeio de

tabuleiros standard de forma À. Existe uma única representação irredutível do grupo trivial Gi

e portanto o procedimento define os vetores da base até um favor escalar. A base correspondente

é chamada de Base de Young. O grupo simétrico G,. é gerado pelas transposições adjacentes

s{ = (á, á + 1). A construção da representação V (À) pode sei completada derivando as fórmulas

explícitas pala a ação dos elementos SÍ na base, os quais são também devidas a A. Young

Esta realização de y (À) é usualmente chamada de forma oi'togonal (ou seminoi'mal) de

Young. Os detalhes podem) ser encontiaclos em Jai)aes e Kerbei IJl<1 e Sagas ISal.
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Um método bastante similar pode sei aplicado às representações das álgebras de Lie clássi-

cas. Considere a álgebra de Lie linear geral gZ« a qual consiste das matrizes complexas n x n

com o comutador (colchete) usual de matrizes. A cadeia (1) é agora substituída por

glt C Ç;Z2 C . . . C gZ.,

com as inclusões naturais Çik C gZk+l. A álgebra de Lie ortogonal o. pode sei considerada

como uma subálgebra de gZ. a qual consiste das matrizes anui-simétricas. De novo temos a

cadeia natural

02 (: 03 C . . . C On. l zl

Ambas restrições gZ« .[ gZ. l e o. .] o.-i são livres de multiplicidades de modo que a ap]i-

cação do argumento o qual usamos para a cadeia (1) produz os vetores da base na representação

irredutível de g!. ou o.. Com uma noi-malização apropriada estas são precisamente as bases de

Gelfand-Tsetlin dadas em IGTlj e IGT2). No lugar dos tabuleiros standard os vetores da base

são parametrizados por objetos combinatoriais chamados padrões de Gelfand-Tsetlin.

Não obstante, esta abordagem não serve para as álgebras de Lie simpléticas sp2«, já que a

restrição sp2. .l sp2«-2 não é livre de multiplicidades. As multiplicidades são dadas pela regra de

ramificação de Zhelobenko IZhll as quais foram mais tarde redescobertas poi Hegerfeldt IHej3

Várias tentativas para resolver este problema foram feitas poi vários autores. A idéia natural

é introduzir uma álgebra de Lie intermediária "sp2.-i" e tentar restringir uma representação

irredutível de sp2. primeiro a esta subálgebra e depois a sp2. 2 com a espeta-nça de conseguir

uma gama simples nas duas restrições. Tais subálgebras intermediárias e suas representações

foram estudadas poi Gelfand-Zelevinsky IGZj , Proctoi IPrl, Shtepin IShl. A desvantagem desta

abordagem está no fato que a álgebra de Lie sp2. 1 não é redutível e portanto a restrição de

uma representação irredutível de sp2n a sp2. 1 não é completamente i'edutível.

Ouvia ideia é usam a restrição gZ2. .l sp2«. Gould e Kalnins ICl<il construíram uma base para

as representações das álgebras de Lie simpléticas parametrizada por um conjunto dos padrões

de Gelfand-Tsetlin sobre gZ2«. Algumas fórmulas dos elementos da matriz são derivadas usando

a ação em gZ2«. Uma observação similar foi feita independentemente por Kirillov IKil e Pioctol'

::Alguns autores ocidentais se referem ao resultado de Hegerfeld colho a derivação original da regra
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IPrl. Uma descrição dos padrões de Gelfand-Tsetlin para sp2« e o« pode sei obtida considerando-

os como pontos lhos de involuções dos padrões de Gelfand-Tsetlin pala a álgebra de Lie ÇZW

coiiespondente.

Os Zoweüng operators no caso simplético foram dados pot tN'lickelsson IMill. A aplicação de

monâmios ordenados nos Zo?ueMng operaÉors no vetou máximo produz uma base da ieptesen-

tação. Contudo, a ação dos geradores da álgebra de Lie nesta base não padecem computáveis.

O motivo é o fato que, diferente dos casos gZ« e oW, os Zoweüng ope7ators não comutam de

modo que a base depende da ordem escolhida. Uma "simetria oculta"(cf. Cherednik IChj)

se faz necessária para fazer uma escolha natural de uma combinação apropriada dos Zoloehng

operators. Novas idéias, as quais permitem construir bases do tipo Gelfand-Tsetlin para qual-

quer representação irredutível de dimensão finita de sp2., vêm da teoria das álgebras envol-

ventes quantizadas. Esta é uma parte da teoria de grupos quânticos originada desde

os trabalhos de IDrll, IDr21 e IJij. Uma classe particular de álgebras envolventes quantizadas

chamadas de Yangians twisted introduzidos por Olshanski 1011 desempenham o papel das sime-

trias ocultas pala a construção das bases. Mais detalhes da exposição das propriedades destas

álgebras e suas origens, encontram-se no livro IChPll e nos antigos IMo51 e IÀ'INOX. Para cada

á[gebra de Lie c]ássica re]acionamos o Yangian y (.V) = y (gZW), ou o Yangian twisted y:E (]V)

como segue

lrtiPO.4. tipos« tiPO(;,. tipos).\
\.y("+1) y'''(2"+1) }''(2n) }''+(2")../

A álgebra y (.N) foi introcluzída no trabalho de Faddeev ITFI. Olshanski 1011 introduziu o

Yangian twisted em relação com a construção de centralizadores. Em particular, ele deter-

minou o seguinte fato, o qual exerce um papel importante na construção das bases. Dadas

representações irredutíveis y (À) e V' (p) de sp2« e sp2. 2, respectivamente, existe uma ação

natural irredutível da álgebia y (2) sobre o espaço Hom.p2.-2 (y' (p) , V (À)). O espaço de

hoillomorRmos é isomórfko ao subespaço V (À)p de y (À) o qual é gerado pelos vetores máx-

imos de peso p pala a subálgebra sp2. 2. Representações irredutíveis de dimensão finita dos

Yangians tsvisted foram classifbaclas em IMoll . Enl particular, é mostrado que a representação

y (À)p de y (2) pode ser estendida ao Yangian y (2). Ouvia demonstração deste fato foi dada

decentemente por anal. A álgebra y (2) e suas representações são bem estudadas, veja IChP21.
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Uma grande classe de representações y (2) admitem bases do tipo Gelfand-Tsetlin associadas

com a inclusão y (1) C y (2); veja jb'lo6l- Isto permite conseguir uma base natural no espaço

V (À)+ e então por indução conseguir uma base do espaço inteiro V (À). Além disto, é possível

obter fórmulas explícitas para a ação dos geradores da álgebra de Lie simplética nesta base.

Esta construção junto com o trabalho de Gelfand e Tsetlin fornecem realizações explícitas de

todas as representações irredutíveis de dimensão finita das álgebias de Lie clássicas.



Capítulo l

.A.lgebras de Lie complexas de
.a

dimensão finita

As Álgebras de Lie são estruturas algébricas de ocorrência muito freqüente em diversas áreas

da Matemática, a ponto de tornarem-se tema indispensável na formação de bons especialistas.

Seu estudo serve de base pata muitas teorias avançadas, por exemplo, as Álgebras de Hopf e

os Grupos Quânticos. Além disso, são objetos cle interesse e de estudo, revelando ainda muitos

problemas em aberto.

O objetivo deste capítulo é apresentar as principais idéias da Teoria das Álgebras de Lie,

sobretudo o estudo das representações, os módulos, pesos e vetoies máximos pata as álgebras

gemi-simples de dimensão finita, e discutiremos detalhadamente o caso das representações de

sZ (2). Também estudaieinos a álgebra envolvente universal de uma álgebra de Lie qualquer.

1.1 Conceitos básicos

Definição l Uma áZgebra de -Láe Ç; sobre (C é um espaço uetoha/ que possui uma aplicação

báZínear 1, 1 : g x Ç; --} Ç chanriada de colchete de ZÍe, que salas/az as seguintes condições;

]. l«,,l 0 para todo l c g rantÍ-sámetrqa2,

2. lz, ip, zll + ly, lz,zll + lz, lz,yll = 0 para todo z,3/,z C g ráderztádade de Jacobí)
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Definigao 2 t/rna sub6Zgebra 7{ de uma dZgebra de lie g e urn subespafo uetoMaZ 7{ f g taZ

que ete pr6pho 6 uma algebra de L£e com a operaQiio induzidct de g.

deja y um espaQO vetorial sobre (C. O conjunto .End (V), das transformaQ6es lineares de V

em y, relativo a composigao de operaQ6es 6 um and.

De6nindo-se a operagao lx, rl :- xy -- yX para os elementos de .End (y), o and torna-se

uma algebra de Lie sobre C. Para distinguir a nova estrutura alg6brica, .End (y) 6 denotado

por gZ (y) (algebra linear gerd). Quando y 6 um espaQO vetorial de dimensio n para

as manipulag6es alg6bricas 6 conveniente utilizar a identi6caQao entre gZ (V) e o espago das

matrizes n x n sabre (C e neste casa a algebra serf denotada por gZn ((C), ou simplesmente por

g!.. A dimensio de gi. 6 n2

Apresentamos a seguir quatro fam(lids de flgebras de Lie (subglgebras de gZ« (C)) que

estio em estreita relagao com os respectivos grupos de Lie clfssicos e cujo estudo tornou-se

consagrado. Elam sio:

1. Sqja }'' um espaQO vetorial de dimensio n + 1. Consideremos o subconjuhto

s£«+i((C) := {X C gi«+i(C) ltr(X) = 0}

sZ«+t ((C) 6 uma subglgebra de gZ.+i chamada algebra linear especial ou de typo .A.

A dimensfo de sZ«+l (C) 6 (n + 1)2 -- 1.

2. Se y um espago vetorial de dimensio 2n. Clonsideremos o subconjunto

o2«(C) := {X C gZ,.(C) I SX= X',S}

onde S = 1 . '' 1 e in 6 a matriz identidade de n x n. o2.(C) 6 uma subflgebra de

gZ2., chamada algebra ortogonal do Lipo Z)«. dim o2. (C) = 2n2 -- n.

0 r

3. Se dim y = 2rz + 1, consideramos

o2«+i(C):= {X € gZ,....:(C) ISX

10



e in 6 a matriz identidade de n x n. o2.+1 (C) 6 uma subflgebra

de gi2.+i, chamada algebra ortogonal do typo -Bn. Sua dimensio 6 2n2 + n.

4. Se dim y = 2n, consideremos

SP2« ((C) := {X C gi2« (C) I SX X'S}

e in 6 a matriz identidade de n x n. sp2. ((C) 6 uma subflgebra

de gZ2«, chamada algebra simp16tica do typo O«. Temos que dimsp2« ((C) = 2n2 + n.

As quatro flgebras definidas acima sio denominadas flgebras de Lie clgssicas. Hf kinda

outras subflgebras de g!« (C) que sio igualmente importantes. Temps

Zn(C) : {(zij)Cgi«(C) lzij sef>.j}

a algebra das matrizes triangulares superiores,

Mn((C) := {(zij) c gZ«(C) lzij=0 se £ 2.j}

ares estritamente superiores, e

D« ((C) := {(zij) c gi« ((C) I zij =

das matrizes diagonais, entre muitas outras.

Definigfio 3 t/m ideal Z de uma dZgebra de Z

lg,zl g z.

TT

das matrizes triangu]a IZe ria

se f # .j}0

g subdZgebra a prophedade6. C com n

o de g definido pelo conjuntoexemplo de um idea l eI de uma algebra de Lie g 6 o cents

z (g) : {z € g I if, al

11



Outro exemplo de ideal é a álgebra derivada Ç', a qual é dehnida como o conjunto de

todas as combinações lineares finitas dos colchetes de g, isto é,

g' IÇ,ÇI = {E lz{,g/{l l z{,y € g}

Definição 4 Uma sé7'ãe der'içada é ama seqüêncáa decrescente de ideais de uma áZgebra de

Lie g de$mida por recon'ência da seguinte foT"ma:

Ç(1)

g(i)

- ç'- lç;,ÇI,

- lço-D,ço-ol ép««i 2)

Definição 5 t/}na sé7+e central descendente é uma seqüêncía decrescente de ideais de wma

álgebra de Lie Ç de.jhida por Tecem'ência da seguinte j07"ma:

g' - Ç'-lÇ,ÇI,
= IÇ,Ç:-:l apara á 2 2)

Definição 6 t/ma áZgebra de Láe é solúvel se sua séhe dehuada estaciona, isto é, eãsÉe um

.ÍV nat?Irai íaZ que

fí\JY / -- fl

Definição 7 Uma áZgebra de Z,àe é niZpotente se sua séhe central descendente estaciona, isto

é, existe um N natural tat que

.a.

Observação 8 .A nãZpotêncáa ámpZáca solubilidade país Ç;({) Ç g{, mas a recíproca nem sempre

ê verdadeira. Umü álgebra é solúvel se, e somente se, sua âlgebra derivada é nitpotente.

Definição 9 0 radácaZ rad(g) da áZgeZ,rn de Lãe g é o ideal soZtíueZ mazámaZ

Ç é solúvel se, e somente se, é igual ao seu radical

Definição 10 t/míz áZgebza de Láe g é semá-sámpZes se não possui ideais soZtíueãs

12



Observação ll g é se«.ã-sámpZes se g # 0 e «d(g) = 0

Definição 12 0 centralizador de um subcozÜanto Ã. de uma áZgeZlra de Làe g é a seguinte

suba l,febra :

cç (K') : l lz, Ã.'l

Definição 13 0 nomnaZázador de urrza subáZgebra 7{ de uma áZgeZ)ra de Láe g é a seguinte

s\tbátgebra:

Mç (H) : C g l lz,XI Ç H}

Pala uma álgebra de Lie Ç, construímos a álgebra quociente g,/Z de g pot um ideal .[ de

maneira análoga a dos anéis quocientes. O espaço vetorial g./Z é simplesmente o quociente do

espaço vetorial g pelo subespaço Z, munido da operação colchete, a qual é definida naturalmente

em g,/-Z' por

lz+Z,y+ZJ = lz,yl+:Z, para todos,yC Ç;

Verifica-se facilmente que a operação em g,/Z está bem definida

Definição 14 Um hom077z07yismo entre duas áZgebras de Lãe g e g é wma apZácação Zãnear

p l Ç ----' g que satisfaz:

P(l«,VI) (z) ,P(3/)l para todo z, y C Ç

O núcleo de I'«. homomor$smo p é o subconjunto kerp := {z C g l p(z) = 0}. Z)á*mos

que um homomorjismo de álgebras de Lie é monomorlfismo se ker p - 0, epãmor$smo se

\lnp = Ç, ãsomorlfismo se ambas as condições se ueMjicürem, e, autovTlorlfismo se é u n

isomorlbn\o de g eITo g.

Definição 15 Unia derquação d de uma áZgebra de Zie g é lama npZácação linear que salas/az

n regra de Leibnàz:

d (l«,yl) (z/)l + la (,) ,z/l para todo =, y C g

Definição 16 Uma áZgebra de Lãe g é abeZiana se sua áZgebra deMuada é zero, isto é

ç' ÇI
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Observação 17 t/ma áZgebra de Zie é abeZíana se .Z (g) =g

Definição 18 t/ma áigebra de Lãe g, de dimensão dll/crente de um, é simples se não é abeZãana

. se«. únàc« íde«{s sã. (0) e Ç.

Observação 19 Se g é uma áZgebra de Zie simples então g = g' e Z (g) = (0)

Definição 20 t/ na subáZgebra de (7artan 7 de ama áZgebra de Zíe g é lama subáZgebra

nilpotente que é igual ao seu normalizados em Ç.

Definição 21 t/ma subáZgebra de Botei 6 de uma áZgeZlra de Zãe g é uma subáZgeóra soZtít;eZ

mazãmaZ.

1.2 Representações e módulos

Definição 22 Urrza representação p de uma áZgeZ)rü de Záe Ç é um homomorl/ümo de g na
âlgebra linear geral de um espaço uetohal V, isto é,

p : g 4 gZ (V')

ta/ qae

P(l«,PI) (z) . P(y) P(y). P(z)

para lodo z, y C g

Como uma álgebra. de Lie é um espaço vetorial, pode-se considerar uma representação de Ç

em ÇZ (Ç), tal representação é chamada representação adjunta,

ad : g --, Ç;Z (g)

tal que

adz (3/) : paiatodo z,y C g

Observação 23 -Z)Cuido â identidade de Jacobá, a ap/ãcação a(h é uma dehuação para todo

14



De fato,

«a« (lv, ,l) - l,, lz/, .ll - ly,l;,zll - l;,l=,Vll lz/, «a« (.)l + l.a« (3/) , .l

Definição 24 Seja g uma áZgebra de -Lie. t/m espaço uetoha{ V, murado de urrza operação

Ç x }' --., V' d«d« p« (z,u) ---, z .u é .h«m«d. Ç módulo .. .«tãsla' " guántes c.ndíções;

]. (- + @) . « « (z . «) + Z, (3/ ' «)

2. « . (- + b.«) + b(z w) ,

g. lz,yl ' u - zy ' u yz ' u,

para todo z,y C Ç, u, u € y, e a, b C C

A representação p : g --., gZ(}') pode sei vista como um Ç; módulo via ação

z u := p(z) (u), reciprocamente, dado um g módulo y, e definindo p(z) (u) := z . u as

propriedades 1 3 definem uma representação p : g --., gZ (y). Assim é equivalente usar a

linguagem de módulos e a linguagem de representações.

Definição 25 t/ma apZàcação Zangar p : V --., Wr entre os g--7rzódulos y e W é um horrto

morlisrTto de Ç vítódulos se o seguinte diagrama é contutatiuo:

v' -e-, w
, l l,
v' --L w

'« equá«ienZem.nte, « p (z . «) = z . p («), p«« t.do z C Ç; t.d. « C }'. Neste «se, t.«b:m
dizemos que (p é ullla aplicação Ç liTiear.

Um suZ)espaço Wr de um g--módulo y é u.m Ç; submzóduZo de V se /or estável sob a anão

de g sobre V, ou seja, se satãsllzer a condição

{z . m l z C Ç; e 10 C I'V} C I'T''.

Definição 26 t/m g--írzóduZo y # 0 qt&e admite apenas os g--subzrzóduios Ihuiaás 0 e V é
á7-redutízieZ.
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Se um g módulo arbitrado V se escreve como soma di7eta de Ç suam(5dulos {w'edntheãs

então y é completamente r'edutíueZ, ou equivalente?rzenfe, y é compZetamezzte redwtz'ue! se

cada submódulo W de V' admite am complemento Íam Ç--submóduZo W",) taZ que V = W (D W'

Lema 27 S a p : g --, gZ (1'') uma representação de uma áZgebra de -Láe semÍ-sántples. Então

p (g) C sZ (y). -Em pa ãcuiar, g age thz,ãaZmeníe sobre q alqaer g--módaZo de dimensão am.

Demonstração. Veja IHu, Seção 6.3

Teorema 28 rWeyZ9 Se Ç7 é nmza áZgebra de Z,áe gemi-simples e V é nmz g--mzóduZo de dáme7zsâo

$nàta, então V é completamente redutível.

])emonstração. Veja IHu, Seção 6.31

1.3 Representações de dimensão finita de sZ2 ((C)

As representações da álgebra de Lie g = sZ2 (C) constituem o caso mais simples da teoria de

representações de álgebras de Lie. Determinaiemos todas as representações de dimensão finita

de g. Escolhemos uma base de sl2 ((C) como segue:

,-l: :l, «-l: .=ly-
0

0

Esta base satisfaz as relações de comutação

IA, zl = 2z, lz,3/l = h, [A, y] - 2y

Seja t'' um g módulo irredutível de dimensão finita. E fácil provar que h age diagonalmente

sobre y de modo que temos a decomposição

}' -© yÀ
À

onde a soma se dá sobre todos os autovalores À distintos do endomorfismo A de V. Notemos

que esta é unia soma finita.
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Um subespaço yÀ # @ é chamado um espaço de peso de y e o correspondente número
complexo À é chamado um peso.

A esta altura, surge uma indagação natural a respeito do modo como z e 3/ agem sobre os

diversos espaços yÀ. Isto pode ser analisado através da relação l#, Z/l ' u - zg/ ' u -- yz u. Pala

todo u C VÀ, temos

h (z «) «.(h «)+lA,zl.« z-À«+2« «(À+2),.«

onde z u é um autovetor de A associado ao autovalor À + 2, assim = . u C VÀ+2. Um raciocínio

análogo nos permite ver que g/ u C }/À 2.

Como y é de dimensão finita, podemos encontram um À maximal no sentido que À seja um

peso pala y, e À + 2 não sda peso. Esse À é chamado de peso máximo.

Seja uO um vetar diferente de zero no espaço de peso yÀ. Soam

u.i :=0, uk:= !y'uk.l:;-=gk.uO paiakCZ,k?0.
H H! (1.1)

Afirmamos que pala # ? 0,

(á) h - UA

(áá) y - uk = (k + 1) uk+l

(Íii) « . «k k + l)« :

As relações (á) e ({á) são imediatas. Vamos provar ({ÍÍ), pata isso usaremos indução

matemática sobre k. O caso k = 0 é óbvio. Assumiremos que Ã; > 0. Da hipótese de in-
rl l IF;n t c,mne

il"'v'"-- I",yl'«-:+y
! (h ' «'k-i + (À - k + 2) g/ ' uk-2)

1((À 2k+2) "-:+(k-i)(À
(À - k + l)«k :.

z.ub l)

k + 2) «i;-:)
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Isto prova que (íÍ{) é verdadeiro pala todo inteiro não negativo k.

Assim da afirmação anterior temos que o subespaço gerado por {uo,y 'uo,Z/2 .uO,. .} é
um subespaço invariante de y. Pela irredutibilidade de V', temos que y coincide com dito

subespaço.

Segue.-se de (i) que os uÍ:s diferentes de zelo são linearmente independentes. Assim uk # 0

para um número finito de k's, pois y é de dimensão finita. Seja n o menor inteiro pala o qual

u. # 0 e u«+i = 0, logo de (1.1) u«+{ = 0 para todo á Z 1. Assim n também é o maior inteiro

para o qual u. # 0 e u.+i :: 0. Portanto o conjLmto

{«o,«:,...,««}

é uma base para y. Além disto, cada espaço de peso é de dimensão l.

Agora, seja k = rl + 1, então na equação (ááá) temos a seguinte identidade

"'«.+l

As condições u« # 0 e u.+i = 0 implicam que À :: n.

Assim concluímos que o peso máximo À é um inteiro não-negativo

Em resumo, temos:

Teorema 29 Seja }'' uma representação im'edutüei de dimensão .Prata de sZU (C). -Então o peso

máaçímo de y é um ãnteãro não negativo n e }'' é a soma dázeta dos espaços de peso

y a) V..+2 a) y-.,

com cada espaço de peso de dámezzsão l Ezrz ])aHàcuZar, dim V' n+l

Exemplo 30 S a y uma representação ám'edaÉüeZ de sZ2 (C) com peso mázámo À

1. Se o peso TttáMmo X é igltal a 0, eTttão V é isolitór$co à representação thuial de dimensão

l

2. Se o peso 7rzá:z;áv7zo Àé igual a 1, então }r é ásoznór:/ico à representação zzaturaZ soZ)re (:2
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3. Se o peso máhmo Àé igual a 2, então y é isomór@o à representação adjunta de g sopre

g

1.4 A álgebra envolvente universal U (Ç) de uma álgebra de Lie

Ç

Vamos associar a cada álgebra de Lie uma álgebra associativa U (g) com unidade 1, que seja

o mais "livre" possível, sujeita às relações de comutação de g. Esta é denominada a álgebra

envolvente universal de Ç e tem papel fundamental na teoria de representações das álgebras de

Lie. Como se sabe, o produto tensorial de duas álgebras de Lie g e g' não é necessariamente uma

álgebta de Lie. Contudo, o produto tensorial de suas respectivas álgebras envolventes universais

U (g) e U (g') é uma álgebra envolvente universal, a saber, U (g (D Ç'), a qual contém g e g'

(veremos que toda álgebra de Lie está contida em sua álgebra envolvente universal). Assim,

a teoria geral das representações das álgebras de Lie se reduz à teoria das representações de

álgebras associativas.

Definição 31 .A áZgebra envolvente universal de Ç é um par (U (g) ,{) consisÉãndo de uma

áZgeZ,« «s«i«t'" com -ãd«de U (g) e de um« .pZác«ção Zune« { : g s«tãs$a«nd.;

f d ,..,J;,;.

i (l«,Z/l) (z)á (Z/) á (3/) i (z) , (1.2)

para todo =, y C g;

2. A seguinte propüedade universal: Para todo par (.A,j) consistindo de uma álgebra asso-

ciativa com Tivtàdade A e de uma aplicação linear j : ç ---, A satisfazendo (1.2), existe

um únic. A'm.,n.r$.mo de áZg.Z,«s p : U (g) ----, Á t./ que g . á

E fácil verificar que unl objeto definido por meio de propriedade universal é único, a menos

de isonlorfismo. Porém, precisaiTJos coTlstiuir um exemplo concreto a fim de garantir a existência

desse objeto. E o que falemos a seguir.

Consideremos pala dois espaços vetoriais y e W' sobre (C o produto cartesiano

y x }T'' : ««) 1 « C }', .« C }t'}
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e o subespaço de y x W

./(«1+«2,«)(«:,«,) --(«2,W);(«,,«:+.«2)(«,W:)-(«,W2);

\ (««,«) («,««)

pala u,ul,u2 C y, w, wl,to2 C Wr, e a € (11:. Então,

I'® Pt' : x W) /-r

é o produto tensorial entre y e W

Pode-se generalizar esta construção pala n espaços vetoriais e considerando o caso particular

em que os espaços vetoriais são todos iguais, define-se

se n - 0

se rz := l

sen > l
r"(i'') y

}'' 6) . . . 6) }''
n vezes

Apoia considerando a soma direta dos produtos tensoriais de V,

r (v') : c G) v' a) r' (1'') q) © 7'" (V'') © - (D I': (v'') ,
á-o

com produto associativo definido para os geradores homogêneos de 7' (}'')

(«: ® ® ««) («: ® ® w-) : ® «« ® «,i 6) (& w-) C 7'"+' (V')

T (V') é uma álgebra associativa com unidade l e é chamada de álgebra tensorial de y

Seja J o ideal (bilateral) de T(y) gerado poi todos os elementos da forma

T(8Z/ y(8):« -- 1z,Z/l, pala ",y C g. Definimos U (g) = T(Ç)/J e seja T : 7'(g) --, U (g)

a projeção canónica. Observamos que J não contém os escaleres To (y) = (C, logo r leva. C

isomorhamente em U (g). Surpreendentemente, r também leva g isomor6camente em U (g).

Veremos isto mais adiante no teorema de Poincaré-BirkhoH-Watt (PBW).
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Definindo í : g --, U (Ç) como a restrição de r a 7': (g) = g, afirmamos que o par (U (g) , í)

é uma álgebra envolvente universal de Ç. Com efeito, seja (.A,j) conforme a definição. A

propriedade universal de 7' (g) nos fornece um homomorfismo de álgebras p' : 7' (g) -, Ç; tal

que p' o á' = .j onde á' = g --., 7' (g) é a inclusão natural. Devido a propriedade (1.2) satisfeita

por .j, temos

p' («®v v®- l.,z/l) P'(:«) P'(Z/) - P'(Z/) 9'(z) - P'(1«, 3/1)

j(z).j(y) .j(Z/).j(z) - .j(lz,yl)

logo J C kerp'. Pelo teorema fundamental de isomorfbmo, há um único homomoiíbmo de

álgebras g : U (Ç) = T (g) ,/J --, .A tal que p o r = p' provando a afhmação.H

Vamos tornar mais evidente a estrutura da álgebra U (Ç), mostrando que esta contém uma

imagem isomorfa de g e encontrando explicitamente uma base.

Teorema 32 ÍP-aW) t/ma base de U (Ç) pode ser escol/lida como segue. Se {zl,. . . ,aç«} é

uma base de Ç, e7ttão o c07LjuTLto de elementos

«i-«? í, 2 0, í, c Z

/'«-m ««.« Z,«« de U (Ç)

Demonstração. Veja IHu, Seção 17.41. H

Se g é abeliana temos que zizj = zj i e U (g) é isomorfa à álgebra polinomial de n geradores

(C lzl, . . . ,z«l). Em geral temos zizj -- zjzi = laço, açjl ein U (g), assim, U (Ç) é uma classe de

álgebia polinomial não comutativa.

A álgebra envolvente universal U (g), é importante para nós, pois tem a mesma teoria de

representações de Ç;. Se y é um Ç módulo, então }'' pode ser considerado como um n)ódulo

para o anel U (g). Vejamos isto. Primeiro consideremos V como um T (g) módulo na fortna

natural. Como lz, yl u = # (Z/u) -- y (zu) para :«,y C Ç; e u € }', temos que

(« ®3/ y®« lz,gl)«
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para todo u C y. Assim os elementos da forma z (8) g/ -- 3/ (8) z -- lz, yl pertencem ao kernel de

V'. Assim o kernel é um ideal bilateral de T (g) que contém J, de onde os elementos de J agem

trivialmente em }'' e V pode ser considerado como um U (g) --módulo.

Reciprocamente, cada U(g) --módulo y, pode ser visto como um g módulo usando a

aplicação

g ---,I': (g) --,I' (g)

Esta aplicação é injetora pelo teorema de PBW. Assim g pode ser considerado como um

subespaço de U (g).

1.5 Pesos e vetores máximos

Definição 33 Se$amz y um g--módulo de dãmezzsâo .Pnàta e 7{ uma subáZgeóru de Oartan de

g. Consideremos o seg ante SKbespaço de y, para À € 7{*

yÀ : {uC y l A.u Vh c H}

Se VÀ # {0}, erttâo VÀ é chamado espaço de peso e À um peso de V (Mais precisamente,

ulll "peso de 'R sobre V").

Diz-se que y admite uma decomposição em espaços de pesos se

}'' - a) vx,

onde A denota o conjunto de todos os pesos de V

Definição 34 Como Ç é um g mzódaZo uáa a representação a(junta, em relação a subáZgeb7a

de CartnTt'R de Ç, os l)estes são chamcLdos de raízes e Ç pode ser decontpostü em esl)ctços de

rQ,{zes

g,.,::3zCgl Ih,zl::cElA)z, VhC'HI.
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OTtde go = 'H. Neste caso, o conjunto 8. ê chamado sãstemct de raízes

E bem conhecido que A gera 7{*, assim podemos escolhem uma base ai,. . . ,a. de 7{*

composta unicamente de raízes.

Definição 35 Um subc07%junto ll de A é uma base se sa&ãs$azer as condições

í. ll é uma base no sentado usual rcomo espaço uetohaZ9;

2. Cada raiz P pode ser escuta como contbinação làvtear Brita 'El:.en kacl, Com coe.jicàentes

inteiros 1=.* todos não-negativos ou todos 7tão-positivos.

Se todos os k. são não-negativos, as raízes são chamadas de positivas e são achatadas por

b.+, caso contrário, são chamadas de raízes negativas e são decotadas por 6.

As raízes de ll são chamadas simples

Notação 36 Z)anotamos por Ç+ = q).Ca+ g« e g = G).CA- ga

Definição 37 Seja g 'uma áZgeZ)ru de Lie sobre (C, não necessahamente de dimensão .Pnáta.

Um« 'Z"omposáçâo tManguZar de g con'í t 'í' um« '«báZgeZ,« «Z,eZi-« H # (0) e de dH«.

subáZgebras g+ e g' taZ que;

. g g G)w(1) ç+;

2. Ç+ # (0), IW,Ç+l C g+ e Ç;+ admite uma decomposição em esl)aços de peso relatado a

'H (sobre a representação adjunta) com peso cl # Q pertencendo ao subgmpo aditivo livre
/"'\ ,-- ''L/+Q-.c'K';

3. Ehste uma anui-ãnuolução a (isto é, anui-homomor$smo de período 2) sobre Ç tal que

« (Ç;''')

a

g ,

= d ;
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4. .E:êste uma base {aj}.jC.J de (2+ consistindo de elementos Zánearv7zente independentes de

'H* . Em particular, Q-+ consiste de todas as somas $nitas não-nulas da jomnct

Z.....J ' ' 'l''l )

para mj C N.

Lema 38 Seja y um Ç módulo arbátráho. -Então;

í. Para todos a C a. e À C 7{*, g. . VÀ C Va+À.

2. .4 sorria I'''' :; }.,ÀCH* yÀ é direta e I'r' é um g s'uómóduZo de l/

3. Se dimy < oo, então V' ;; V''

Demonstração. Veja IHu, Seção 20.1j-

Definição 39 Um peso À C 7{* é chamado peso máa#77}0 de y, se g+

Se À é um peso máhmo e u € VÀ, u 7é 0 então u é chamado de vetar máximo ou p7'imtitiuo

de V'

Definição 40 t/nz g--módulo V' é ci

1. V' tem um peso mázámo À e

2. E«{.te «m « C yÀ t.Z q«e V' = U (Ç) «.

Observação 41 -Z. Se Ç; = W(D)ll:..AÇ., então H é dáagonaiázáueZ em U(g), e daí

U (g) ..x* U (g),, c'"'

U (g)p l A ' ..' (h) ", VA C H}

amado 77}óduZo de peso máximo À se

(ação adjtl.Teta).

2. U (g)Õ ' U(g). C U (g)Õ+., isto é, U (g) é H* graduada.

9. U (g),, %: C yu
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Teorema 42 Seja V' um g--módulo de peso magana À, com uetor mázámo u C t,5

7. Se p C 7{+ é lí17z peso, então p := À -- >1,aCA+ 7naa com todos os ma C Z;

2. dim VÀ = 1.

3. }' = U (g') u, para todo u € yÀ, u # 0.

Demonstração. Vela IHu, Seção 20.21. H

Corolário 43 Sega y como no Teorema. Szzponha além d sto que }'' é um g--nzóduZo ím'e-

dutíuet. Então u é o cínico uetor maúmal de V, CL menos de UTTt múltiplo escalar.

O seguinte teorema mostra que para cada À C 7{*, existe um único Ç;--mó

máximo À, a menos de isomoifismos, o qual pode ser de dimensão infinita.

Teorema 44 -Z. cegam y e W dois g módulos de peso mázámo À. .ge y e W são arie
dutíueis, então eles são àsomorfos.

2. Se }. C 'H* , eTttão existe um g módulo ãm'a

Demonstração. Veja IHu, Seção 20.3j. H

Seja À C H* um peso máximo e seja J (À) o ideal à esquerda de U (g) gerado pelos elementos

:«. C Ç., a C a.+ e hi -- À(h{)l, para á - l,...,n. Isto é,

.J(À) U(g)z«+)l:U(g)(hi À(Ai)l)
CEGA {::l

Seja ]W(À) = U(g)/J(À). Então M (À) é um U(Ç)--módulo, chamado módulo de

Vei'ma determinado por À.

Observação 45 Para lodo À C 7{* temos;

í. Ezáste um único módulo de Ver77za M (À).

2. M (À) é wm módulo de peso, íslo é, M (À) - (1)P.W. M (À)p

3. M (À) «mo U (Ç; ) módulo.

, então

+

pulo de peso

utí«eZ y (.X), de pe« má«á«.o À
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,g. À4 (À) tem um único s bmóduZo mázemaZ .N (À), e daz, tem um líníco quociente im'edutíueZ

L (À) (À) /-M (À).

5. M (À) = M(p) «, e «mente «, À e -L(À) = .L (p) « e s.mente «À

Definição 46 0 módulo -L(À) = M(À),/N(À) é caem«do «zóduZo irmdutí«eZ de peso

máa#mo À.

Para completar a classificação dos módulos irredutíveis -Z; (À) de U (g) , falta descrever para

quais À C H*, Z, (À) tem dimensão finita e determinar sua dimensão.

Teorema 47 Seja À € H*, então; dim-L(À) < oo se, e somente se, X(/z.) € Z+ para todo
cv C ll.

Demonstração. Veja IHu, Seções 21.1 e 21.21

Teorema 48 ÍPómnuZa da dimensão de WeyZ) $da .L (À) u«a. representação ám'edutúeZ

de dimensão limita de uvlla álgebra de Làe simples g com peso máximo X. Então

dim L (À) - .cA+

<À + Õ, a>

onde <z,y> *,.ç. (.d (z) «d (y)) e õ é « ««.{-.om« d«. «ü" po.iÍ:-;

Demonstração. Veja IHu, Seção 24.31. H

O peso máximo À pode ser descrito na seguinte coima. Sejam uí C 7{* tais que

para .j # á

Os elementos wl, . . . ,co. de 7{* definidos desta forma constituem uma outra base de H* e

são chamados pesos fundamentais. Logo

À :: mInI + - - + 71z.w.
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1 1 üz . /'xooiiii uuilx\lõ qctu

À ) «,: + . . + À (h.) «,..

Disto temos o seguinte corolário da fórmula da dimensão de W-
hora dos cálculos das dimensões.

Corolário 49 Sejam À :: miai + . . . + m.co,, e a C A+ taZ qae

-:m"W- 11, X;:!f:«(««--n

e g é do tipo .4t, sega À :: n7zlwl. .Então tem

dim -Z., (À) = mi + l

2. $e g é do tipo .A2, seja À = m,lul + m2u2. Água temos

dim.L(À) -(": + 1)(m2 + ,)(mi + m2 + 2)

o tipo Bz, temos

diml(À) -(ml+ l)(m2 + l)(mi + m2+ 2)(2mi + m2 + 3)

De onde À (Ai) mi«,i (há) =Z

yl, o qual será mais útil nal

«-E Z 7

S] os só uma raiz posítáua alZ

d.rl.a.

$e Ç é dg

Exem.plo 5U
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(capítulo 2

.A. teoria da álgebra de Mickelsson

2.1 A álgebra .F (g)

Seja g uma álgebra de Lie redutível de dimensão finita sobre C. A álgebra envolvente universal

U (g) não contém nenhum projetol (seção 2.2) exceto 0 e 1. Não obstante, existe um número

de projetores Hermitianos em uma certa exi;ensão F' (g) da álgebra U (g). O propósito desta

seção é descrevem a álgebra envolvente associativa da álgebra g, a qual é dita extensão de U (g).

Fizemos a subálgebra de Clartan 7{ C g e a decomposição triangular

g

As subálgebras g e g+ são geradas, respectivamente, pelos vetores associados às raízes

negativas e positivas e . e e«, com cv percorrendo o conjunto de raízes positivas A.+ de Ç em

relação a H. Sda R(H) o corpo de orações da álgebra comutativa U (H) e consideremos a

extensão U' (g) de U (g) definida por

u' (ç) : (29 R(w)
U(H)

(2.1)

Observação 51 Z. P'Zo Teo««.« de P-BI,y. U (g) é um U (H) móduZ. c.m um« Z,«e .Dr-
wtctdct pelos lno'nõnltos

. (k, ,) - '9..: k. ee Clm Clrn (2.2)
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E.'" me.mo. monõmi« /o«m«m um« Z,«e d. U' (g) «b« o c.«po R(H). E«. -t«'

p«Z-«s, c.d. z C U' (g) p.de se, eW«s.o de /o«n« ún:" ""..

« - >1: « (k, ') ' (k, ,) ,

k,r
(2.3)

"m os c«.cientes :«(k,,) € R(H). Em p-tácuZ«, .h.m"m'' zO = z(0,0) ' t'''mo
livre do elemento de (2.3).

2. Cada monõmÍo r2.2,) é pesado em relação à 7-í coma peso

P -k:)a:+ + (,« - k,«)a.«

em «Z«çã. à «ção «@&nt. d« áZg.Z,« H em U' (g). Á«ám

u' (ç) - (11) ul, (ç) ,
p€7{*

.nde UI, (Ç) é ge«d. r«Z'« R (H)) peZ« m.nómí« Í2.2) c.m pe" .#" p

Seja J' = U' (g) g+ o ideal à esquerda de U' (g) gerado por g+. Seu normalizador Norma'

é uma subálgebra de U' (Ç) definido poi

NoimJ' := {u C U' (g) l J'u C J'}

Observação 52 J' é um ideal bíZaterai de /VormJ'

Consideremos o espaço vetorial

M' (g) : U' (g) /}'

Temos qu' U' (g) = R (H) U (Ç;') ql) J', de onde seg«e

M (g) (ç) /J' = R(H)U (ç ) U (ç') R (H)

A graduação pot pesos de U'(Ç;) induz a graduação em ]W(g) = (1),CX. JW«(g) onde
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M, (g) - UÍ, (ç) /J' = R (H) U, (ç )

Definição 53 /ntroduzimos a nolaçâo FP (Ç) para o espaço veto«ia{ de todas as séhes /o«mais

(sobre R (H)) de monõmios (2.2) com peso .lüo p. E de.jhimos

F' (ç;) -(DJ (ç
P

De acordo com esta definição, cada elemento / C F (g), é uma soma ânita de elementos de

peso /p C -rq, (g).

Observação 54 F (Ç) é wm R (H) bàmóduZ. e Ro (Ç) é u«« áZgeb« «ó« R (H)

Observe que os elementos / C F (g) agem como operadores de multiplicação à esquerda em

M' (ç) .

Além disso, se z C .7W (g) temos que e (k,r) z = 0 para valores suficientemente grandes de

k e r. Assim cada elemento / C F (g) pode sei associado a um operador (séries finitas) /' no
espaço M (g).

Considerando À/ (Ç) como um R (H) --módulo à direita temos que a ação de /' comuta com

a ação de R (H), ou seja, /' é um elemento da álgebra .E' (g) = onda(X)M (g). Isto é,

E'(ç) {/'C -ERAM(g) l/'oh/',VhCR(H)},

definimos

.E,(Ç;): -E'(g) l l.'-(h)z,al(h)a,VhcH},

onde

ERAM'(g, r)

r (g/) M(g,,C) H M(g,r)
z ---, r(3/) (r) :

Definição 55 Z)í«mos que um ando«'or$s«. a C -E' (g) é ./inato se a é uma combÍn«çâo Zán«r

$nitu de elementos de Ep (Ç), isto é, a é Anito se



onde «, C -E, (Ç).

Denotamos por E (g) := G)P EP (g) a álgebra dos endomorfbmo

Esta decomposição determina uma graduação da álgebra E (g)

Observação 56 -í. .EP (g) M, (g) C M.+., (Ç)

Oe /ato, s' a C EP (g) e m C M« (g), ente.

l.'-(h)z,al (h)« e lh,ml (h)m, VhCH,

".pectá«m.nte. Ve#«.os que «m C Mp+, (g), á't. é, mo.t"mos que IA, «ml = (p + p) (h) «m

De fato, seja h C 'H, logo

lh, .ml - lü, «l m

finitos a C.E'S ni

+ « lh, ml = p(h)«. + -(h) m =(p + «)(h)«''

(g).

D antepor temos a seguinte deltrtãção equivalente para En (Ç).

.E,(g) {ae-E'(Ç) laM,(H) cMp+«(g), «2 0}

m U' (g) a involução linear z -, z' definida sobre os geradores

a C a.+

e a condição adicional A' :: A, para todo h C 7{. Se g é semi-simples, a

satisfeita automaticamente, pois os elementos h. = je., e .l gelam 7{.

Definição 57 Para cada par de eZe7nentos z, y C U' (g), depõe-se a F07wl

como .4 (z, y) := (Z/'aç)o, onde z -' aç' é a ánuoZução linear de$nàda acama.

Proposição 58 -Z. Esta /oz'ma é báiánear e sámétàca sobre R (H)

2. .4 /.«m« -A é não-degene,«d« «. U (g ).

Demonsti'ação. IZh51.

2 r)/l nÀcpmrn/"I

Consideremos e poi

última cond

l de Shapouctlou

ea =e a (2.4)

içao e



Observação 59 .4 .»«na .A é não-degene«da em ]W (g), pois M (Ç) = U (g') R (H)

Assim como a involução (2.4), estudaremos também a involução Hermitiana z n z* da

álgebra U' (g) , definida sobre os geradores por

(2.5)

e a condição adicional h* = A para os elementos de uma base fixa da álgebra 7-í (incluindo os

elementos A., para a € A+).
A coima de Shapovalov pode ser estendida à involução Hermitiana, definindo

.A (z, g/) :

Além disto, se y é um g--módulo de dimensão finita, então V' possui um produto es-

calar <o, o> em relação ao qual a involução (2.5) coincide com o conjugado Heimitiano, isto é,

<zv7, (> = <77, z*(>, para todo z € U (g) e todos v7, ( C I''

Depois estendeiemos as involuções (2.4) e (2.5) para F (g).

Teorema 60 F(g) é uma dlgebra em re/ação à muZtipZácação de séües /omnais e a apZà-

c«ção .-(/) te«nin« um: á«m.r®m. de áZg.Z,«s de -F(g) e«. E(g), 'Zé«. dá«o,

Fp (g) = E, (g), VP C H*

Demonstração. Primeiro provaremos que a aplicação I'- (/) = /' determina um isoinorfismo

de F (g) em E (g) como espaços vetoiiais.

Da definição de EP (Ç), segue que se / C FP (g) então /' € EP (g). Assim é suficiente provar

q«e E, (Ç) = -E. (g) .

Como ]W (g) = U (Ç;') R(H), podemos identihai U (Ç') com um subespaço de ]W (g).

Fixemos em M (g) uma base de pesos de moílõmios ui = e (ki,0), onde á = 0, 1,. . . , com os

pesos I'i tais que 0 = pO > z/i > . . Escrevemos o operador a; C -E' (Ç;) em forma matricial

como

(2.6)

com coeficientes ti C (H). A inclusão z C EP (g) é equivalente ao fato que os coeficientes tik

são diferentes de zero somente pala I'{ :: uk + p. Por outro lado, obseivelnos que cada elemento
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.f € F (g) pode ser escrito unicamente na forma

(2.7)

com coeficientes cij C R (H). A inclusão / C -rq, (Ç) é equivalente ao fato que os coeficientes

qj são diferentes de zero somente para i'{ ' z/j + p. Multiplicando (2.7) por uh, vemos que

u;uÀ; = 0 ein M (g) pala z'j > z'k. De onde

+

'üicü 'u.j 'ük . (2.8)
,.j$''k

Assumindo pi PÀ:, encontramos que

+

(u;uk). = .A (uk, uj) C U (H) (2.9)

(congruente moda', isto é, igualdade em .A/ (g)).
Agora organizamos os pesos não-negativos em ordem crescente: 0 = Ào < Ài < . . . Sqa ]UÀ

a fi[tração correspondente de ]W (Ç), isto é, MÀ é a soma direta de .A4, (g), para 0 $ --u $ À.

Seja

.Eà - {« c .E, (ç) l "w* - o}

Temos que, de acordo com (2.8), /' C EP com a condição adicional

(2.10)

q.j :: 0, para -- p.f $ À. (2.11)

Se fixamos z C EPX e ana]isamos a equação r :; .f' sobre ]WÀ', onde À' é o sucessor imediato

de À (isto é, À' = Àk+l onde À = Àk). Impondo a condição adicional (2.11), de acordo com

(2.6), (2.8) e (2.9) esta equação toma a forma

(2.12)

Como a forma de Shapovalov é não-degenerada, isto é, a matriz (P.fk) é não singular, e assim

a equação (2.12) tem uma única solução sobre o corpo R (H), portanto temos que z -- .f' C EPÀ
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Agora íixemos um elemento arbitrário z C -EP (g). Aplicando indutivamente a construção

anterior, obtemos uma seqüência de elementos /k C FP (g), onde k = 0, 1, . . ., tal que

(, .a - /í .ü) M** - 0. (2.13)

Além disto, cada elemento /k é a soma para À 2 Àk de termos /kÀ, onde a componente /À

da série (2.7) é definida como a soma dos termos para z'j = À. Fazendo

/

oo oo oo oo / z \

E/. -EE.d' -E IE.d' l
k-o k-o {-k á-o \k-l /

(2.14)

Como cada soma entre os parênteses é finita (e igual a /À:) a série (2.14) é um elemento

do espaço FP (g). Observemos também que /l+P C -EPk pala p 2 1. De onde (2.13) pode-se
escrever na forma :« = /' sobre M (g).

Assim dado .f' C EP (g) existe um .f c PP (g) tal que.r.(/) = /', isto é, 1- é sobrdetora.

De (2.12) e o fato da forma de Shapovalov sei não-degenerada temos que tih = 0 se, e

somente se, ci.í = 0 para todo .j e daí I'- é injetoia

Portanto FP (g) = EP (g), Vp C H*, e daí -F (g) = -E (g).

Antes de provar que 1- é um homomorfismo vejamos que F (g) é uma álgebra.

Para .fi,/2 C F (Ç), determinamos / C F (Ç) a partir da igualdade /' = /Í/;. Analisando

esta igualdade sobre os elementos { € À/ (g) vemos que / = /i/2 é o produto das séries formais

/i, /2. Assim temos que F (g) é uma álgebra.

Além disso, a equação inicial /' = /{/; mostra que a aplicação a'- é um homomorfismo e isto

completa a prova. H

Corolário 61 7. Eo (g) é um« .ubáZgeZ,« d. /' (g)

2. .FÇ, (g) é u,n Fo (Ç;) bárnóduZo

3. /q. (g) = Eo (g) U. (Ç)

4. A álgebra F (Ç) está equipada colrl Hirta iTtuolução HeTmitiana (automorlbmo, antilinear
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e {nuolutiuo) dejblida por

a e h+ . (l.«-lição de Ct-e-U'y)

Teorema 62 0 elemento l é o único elemento de M (g), a menos de um /atar de R(H),

satisfazendo as equcLções

e.u = 0 para todo a C A+ (2.15)

Demonstração. Claramente ..*1 = 0. Como M (g) = U (g') -R (H), é s«ficiente exa:ninar

os elementos u € UP (g ). A equação (2.15), neste caso significa que e.u € U (g)g+. Logo

e.ue = 0, onde € é o vetar máximo do g módulo irredutível arbitrário de dimensão finita. Se

u # 0, esta igualdade implica que uC = 0 e portanto u C U (g) g+. Por último observando que

u (g') n u (ç) g+ mos q«e u

Observação 63 0bse«ue qae M (g) é um U' (g) --módulo cíclico gerado rezo vetar máhmo

l C M (ç;).

2.2 Os elementos p (t) e o projetor extremo

Antes de examinar os projetores extremos, estudaremos uma grande família de elementos da

álgebra F (g).

A partir daqui, os vetores e. serão assumidos normalizados no sentido que

1...,. .1 - h.., a (A..) = 2, para todo cv C .Ã+ (2.16)

Para cada cv € A+ e cada t c (C, seja

p. M - )1: (:3X- '=..=.GI m ,
n,::0

(2.17)

onde

/a,O (t) (t) +t+j).

Obse:fiação 64 É claro que p. (t) C Eo (Ç;) e ta,nZ,é«, que p. (t)* = p« (t), para t € R.

n

lJ
(2.18)
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Os elementos e!.eE são de peso zero rem relação a H.).

As seguintes propriedades são de verificação imediata e seta

Propriedades

1. (a) h.e.. (h.. + 2)

(b) /a,n (t -- 2) e. = ea/a,« (t) e daí /il. (t 2) ea = e./il, (t).

(c) .h,« (t)e . = e ./a,« (t -- 2) e daí /il, (t) ' « = e ../il, (t

(d) /a,«+l(t) =(A« +t+rZ + l)/a,«(t) =(h.. +t+ l)/a,«(t+

2. Para todo a € A+,

(a) je.,e=.] (h.. +n l)e==:

(b) je ..,ej:l - n+ i) e: :

borema 65 Para todo í C (C, terrzos que

e..p.(t) -(t - 1) p«(t - 1) e..G}(t)

o usadasa nos próximos 'l'eoiemas

2)

1)

(2.19)

e«p.:. (t) il('-''r...'!..=.çlu
(eZ«e.. + n (h.:. + n - 1) e=;:) e=/il. (t)

(e:.e.+n(h. +n l)e==:)e:l :/il,(t- 2)e.

E É-l:r'=..=.CJ. « - n ..

+E(:lir«n.+«-u :.=':üi.o «
t
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agora

>l: (::En 0.. + « - n .!;:.=':.GI. « - 2) ...n=l

>: (-:llí-- (A. + ") '=.'=&l....: (t - 2) '.
n=0

.=..=.GL «

substituindo em + temos

.,«'*, - $1c/.:..:(.-t''-', Jk.:;%':.*- :,) '.
$lc/ '..: ( .«.-.-,- «, ';:'*- :, - Jk::1%':'*
E ')n.=..:@=1:31-D.G1«-0..

« - o )ll: í.ilir'=..=üi @ - D .c} @ - q :.

(t l)p- (t - i) '-.Üli (t).

0)..

Corolário 66 O co«sugado .le (2.19) ê a igualdade

p.(t)e.« l)/il}(t)e.«p«(t - l) .

*' p.. (1) .«tãs$a. ' equ«ção

eclpa ;: pae a

lm projetor Hermitia7to da álgebra Fo (.Ç)

2 +
p; :: po e p. :: pa.

O etemen

O eZe?rterzÍo p. é 7

Corolário 67

Col'olaria 68
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Demonstração. Temos que

,:-,. iíi'/ :« : :':,l -,. I'p ,« : :':,l -,.
onde a segunda igualdade é consequência do corolário anterior, pois p..e . = 0, isto é, p..e:. = 0

para rz # 0.

A prova da ouvia igualdade é análoga.

Definição 69 t/m ordenamento das ral'zes positivas de uma áZgebra de Láe é chamado n07wzaZ

se qualquer raiz composta está entre suas componentes. Por exemplo, existem ezatamente dois

ordenamentos nov"mais para o sistema de raízes de tipo Bz,

A+ =la,a+/3,a+2P,P} e A+ = {/3, a + 2P, a + P, a} ,

onde cl e Í3 são raízes simples

Observação 70 ]. Para cada ordem n07'ma{ ai, . . . , cv., a. ordem inversa a., . . . , al tam

bém é normüZ.

2. Para cada sistema A+, eúste um ordenamento rzor-r7}aZ r}/zas rzão é línáco,)

Fixenios uma ordem normal crl, . . . , a. no sistema A+. No 1ugai da base de U (g) formada

pelos monâmios (2.2), consideremos os monâmios

. (k, ,) - 'e..:':. M Be O:m (2.20)

Cada elemento .f € F (g) será escrito na forma de uma série como

/ }: . (k, ,) / (k, ,) ,
k,r

(2.21)

com coeficientes / (k, r) C R (H). A expansão (2.21) é chamada a forma normal do elemento

/. O coeficiente Jo = / (0, 0) é chamado o tei'mo livre do elemento /

Seja lkl = ki + . . . +Ê. e seja E. o gerado pelos monâmios (2.2) (sobre C) pala lkl + lrl $ zl

onde n = 0. 1
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Proposição 71 0s monómãos c(k, r) são expressos recursiunmente em termos dos elementos

da b«se (2.2), co« coeFcientes e« C, tais q«e

c (k, r) = e (k, r) mod E«-i, onde lkl + lrl = n. (2.22)

..4Zém dás«, o t«m. Zá«e d. .Zem.nto / C U(g) em «i«çâ. à ó«. r2.20), coáncá'Z' "m o

tev"mo livre deste elemento em relação à base (2.2).

Demonstração. De fato (2.22) é uma conseqüência das relações de comutação na álgebra g,

mas os coeficientes em (2.22) podem ser polinâmios nas variáveis h.. com coeficientes racionais,

isto é, /3 (A..:) c (k,r) = q (A.,) e (k,r). Nosso próximo passo é provam (lue os coeficientes são

constantes.

Para cada .j = 1, . . . , m, seja a.j (respectivamente bj) a álgebra de Lie com base ea., . . . , e.,

(respectivamente e...:*: , . . . , e-...).
Do fato que a ordem é normal, segue-se que a.j a) bj é uma álgebra de Lie. Pelo Teorema

de P.B.W. na álgebra aj (11) bj concluímos que

U(aj) U(bj) = U(b})U(.j) , pa:a .j ' l, ,7'n (2.23)

Sejam ci = ee..e::, pala d ' l, . . ,.j, logo de (2.23) cada ci C U (Ç') U (gj), por indução

sobre {, temos

': ''..j c u (g')u(gj) p-:-J

Em particular para j - m temos que € (k, r) C U (g') U (g+) e portanto se decompõe numa

combinação linear de monâmios e (k, r), os quais formam uma base U (g ) U (g-Í), de onde os
coeficientes são constantes. H

Agora procedemos à construção principal Giesta seção.

Para cada a C A+ e pala cada À C H*, seja À. = À (h.). Fixenlos uma ordem normal no

sistema A+ e para cada t C H* seja

P (t) (tl) - . .P..,. (t«) , (2.24)
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onde ti = t..; para ã = 1 , . . . , m.

Observamos que p (t) C Zo (Ç) para todo t € H*

Teorema 72 Se t ;; p C 7{* ronde p é a semí-soma das rales positivas de Ç;,), erzfão para todo

a C ll ueh.@a-se a seguinte igualdade

e.p (t) . para t. l

Demonstração. Somente daremos a prova pala as álgebras de Lie de posto l e 2. A

demonstração do caso geral pode ser encontrada em IAST31 ou em IZh6j.

Escrevetemos de forma abreviada p... = p.: (t«:) .

1. Para a álgebra g:; Ai

O Teorema coincide com o Corolário 67 onde o vetor t = ch C 7{* com cvi a única raiz do
sistema A.+

2. Para a álgebra g:: AixAi

Temos ll = {a, /3} = A+, p.= p.pp e t. = tP = l

(a) e.p«pp = e..p. (1)PP (1) = 0 pelo Corolário 67.

(b) epp.pp 'ois a+P não é rai' p eppp = 0, similar pai'te andei'ior

3. Para a álgebra Ç;= A2

Temos que H ;: {a,a}, A.+ = .[a,'y,#}, com ':; a+a e que p :: p«plpP, com t.:: tP:: l,

e tl = 2

As seguintes propriedades são de verificação imediata pala esta álgebra

epA«

e,rh..

ep/tV

jep,e=l

[. .,.;]

(h« + 1) ep e d,í ep/iJ, (t) = .ril, (t + 1) ep,

(A.. + 1) e. e daí e7/;l.(t) = .f&J,(t+ 1) e,,

(hl l)ep edaíep.GZ(t) =.Gi(t l)ep,

-nej:':e,, jep,e:,l ..eT;:,

-; :ep, jep,e .l - jep,e,l - 0.
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(,)
(b)

e.paplpp = e.p.. (1) pl (2) PP (1) :: U, pelo Corolário ti'r.

Para epp.*l),ypp.

i. Primeiro vejamos que

'PP.(1) 'P + e..:p..(1)(h.+3)': ',.

De fato

'pp. - .pp. (i) - }: (:liE'p'=..=.Gi (i)
n,::0

E (::r' ...=.p.GL + E Cir':. ['p, .=] .G]. m

il 'r'" 'T ..=.Ej. m '. -- E CIÜ--«.=..=':.,.CJ. H

p. m 'p + E +: ;l?m'!..=':.CJ. m ',

p. m 'p + .-.. l: (:liZ':«'=.C:...: m ',
n,:=0

p.. (2) 'p + '-. }l: 11:l:âr'=.e=.GI. (2) (h. + " + 3) ' ',n::0

,. m ', -- .-.. E C:r'=..=/ij. -il'l(" ..-l; + ;,.n::0

p.*(2)ep+ e .p..(1)(A« + 3)': e,.

ii. Agora víamos que o acontece com

(,. m ., -- .-.,« m @. -- D-: .,) ,, m .

(P..(2)'P+' «P«(1)(h-+3) :',)P,(2) -P«(2)'PP,(2)

Temos que
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Mostremos que

epp, (2) = p, (1) ep ' «p, (1) (h, + 3)': e,

De fato

epp,(2) E C:r'p'=,';.Gà m

E (:iâr'',.;.p.qi m + E (:lir I'p, ':,l .;.Gi m
n::0 ''' n=0

E e:r'=,.;.Gi m ', + E C:Z- «....!;:.;.cà m

,, m ', + .-. E IPi:B :.;'':.ç: m .,
+

Agora

>l: (:iir'=,.;.Çi!...:m ',n=0
e

e
" }li ';J-':,';.G:m @, + « + D

.]

'ei

e - E ciP--'!,';.çz m @' ''".t'....olZ:; -- ;'',

e
« }: .Ç::E'=,';.K:m @, + Dn::0

.]'ei

e «P, (1) (h, + 3) : ',

'-«p, (1) e, (/'. + 1) "

Logo 'PP, (2) (1) ep
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Logo de ({) e ({á) temos que

epp. (1) p, (2) pp (1) ,. m '. -'- .-..,. m @. -- D-: .,) ,. m « m

P.. (2) 'PP, (2) PP (1)

p. (2)p,(1)eppp (1)

4.

Temos que ll = {a,P}, .Ã+ = .[a,l,õ,P} com ' = cv + /i, (5 = a + 2/i,

P ' PaPIPÓPP, com t« = tP = 1, t,r = 3 e tÕ -: 2.

As seguintes propriedades são de verificação imediata para esta álgebra.

eph, = A,rep, Ale .*=e ..(A, 2), ephõ=(hó--l)ep,

hÓe--,r = e ,(hÓ--l), jep,e=.,1 =2"e ae!;:,

jep,e;] = 2neln leõ, jep,e=õ] ::ne ,re=;l

(a) e«p..p,I'õpp = e.p. (1)pl (3)põ (2)pp (1) = 0, pelo corolário 67.

(b) Pala epp..p,põpp

i. Da parte (ã) de 3 (b) na álgebra ,42 temos q

epp..(1) ep + e...p..(1)(A.. + 3)': e,

fórmulas de comutação, de forma análoga aos casos anterio

Para o caso Ç:; B2r

.le

e que

n. Usando as
se que

epp,r(3 l.i) (ü.s +
-0

.PPÕ(2) 'P+ e.,põ(1)eõ(AÕ + 2)':

l
) (3) 'P .p, (1) e, (h. + 3)2e 2elpvl
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Voltando a equação inicial, temos

epp« (1) p, (3) PÓ (2) PP (1)

(,. m., --.-.,«m @. -- D-:.,),, m, m«m
p.. (2) epp, (3) PÕ (2) PP (1)

,«m(,,m , : ..,,m.,H,--D-:), m,
,. m ,, m (,. m ., -- '-,,. m « H. -- Q-:) ,« m

0

5 Para o caso g;: G2

Temos ll = {al,a6}) A+ = .[ch,cr2,a3)a4)a5,c16} com a2 = ai + a6) a3 ;; 2at + 3a6,

a4 :; ai+2cvÕ, cv5 = cvt.+3ct6 e temos que p :: Pc.jPa2Pa3Pa4PasP.*. com ta: = 1, 4, 3, 5, 2, 1,

respectivamente.

As contas são análogas aos casos anteriores e dispendiosas, por isso não as faremos aqui.

Assim para as álgebras de Lie de posto l e 2 temos que e.p (t) = 0, pala todo a € 11

A prova de p (t) e « = 0, pala todo a C ll é análoga. H

Teorema 73 0 elemento p = p(p) ronde p é a será-se«za das rales positivas) é o único

elemento de F l.Ç), a menos de um jator de R {'H), que satisfaz as equações

.«P (t) para todo a C ll. (2.25)

Em radicular, p nãa depende da escolha da ordem TtoT"mal evll 6.+ e é um projetor Hermã-

[:-o .m Fo (g), á.to é,

2 +
p' :: p, e p :; p. (2.26)

Demonstração. A existência de uma solução para (2.25) é consequência do Teorema

anterior.
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Para a unicidade, seja / C f'(g) satisfazendo (2.25), então pelo Teorema 62

/M(g) C R(H)-le/Ç M(g) M(g)(g')R(H) e«tão

m' (ç) M (ç) (D R (w) . l (2.27)

Também temos que / . 1 = Jo 1, onde /o é o termo livre do elemento /. Em particular,

p ' 1 = 1. Assumindo /o = 1, temos que (/ p) M (Ç) = 0 e pelo Teorema 60 segue que / = p.

Assumindo, em particular que / = p2 e / = p* obtemos (2.26) e o Teorema é provado. H

Observação 74 .4 /07'mutação do Teorema antepor pode ser moda.filada se consideramos so-

mente os elementos f C Fo (g). Neste caso, as duas componentes de (2.27) são inuahantes em

«Z«ção « /. .A condição e./ = 0, p«« t.do a C n, ást. é, /M (g) C R(H) . 1, é eq«á-lente

neste caso a /g M (g) = 0, isto é, /e--.. = 0, pa« todo a C 11. De onde obtemo' o «guinte
coroZáho.

Corolário 75 0 elemento p = p(p) é o único eZe«enfo de Fo (Ç), a menos de um /atar de

R (H), que saías/az as equações e../ = 0, para todo a C n ro" as equações /e .* = 0, para todo

a C llJ

Definição 76 0 elemento p(p) é chamado o pr(Úetor extremo da áZgebra Ç; rem relação a

A+). JV. Zug- de p(p) « «. u«-se . .z'mZ,.i. p (Ç) p«« ãndác« « d.p.ndên.{. d« áZgeZ,«

g, isto é,

P 'P..«.'

onde cl C .6.+ e

,.:- :+ E 'e-.':*! n. -'" , n.J -- n ''' @. -- , @.)+© '
(2.28)

o«tde h. ê de$nido em (2.16) e p ê Q se"'"i-soma das raízes posãtiuas

Observação 77 4 condição de símetMa do operador p = p(p) é alma relação de comutação

não tüüal entre os operadores p. -- Pü l.Pa) para a (i A.+ . Escrevemos de .f07'ma explícita. estas
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relctções pctrct as âLgebras de Lie gemi-simples de posto '2

..4i (1) '4i P.PP = PPP.
A2 PaPa+PP/3 :: PPPa+PPa

B'z 'P«P.-tapa-t'ZDPD ' Popa-}2D'Pa-+PPa

(;2 PaPa+PP2a+3PPa+2PPa+3PPP = PPPa+3PPa+2PP2a+3PPa+PPc-

(2.29)

As demonstrações destas equações (2.29) podem ser encolttrüdcLS em jAST31 ou IZh61.

2.3 A álgebra de Mickelsson

Sejam g uma álgebra de Lie arbitrária sobre C e ,C uma subálgebra dedutível em g (isto quem

dizei que Ç; é um r--módulo redutível em relação à ação adjunta de C em g). Em particular,

C é redutível. Daí,

É = ,c (DWG) ,c+,

onde 7{ é a subálgebra de Cartan de C e as subálgebras ,C e r+ são geradas, respectivamente,

pelos vetores associados às raízes negativas e positivas ê-:. e e., com a percorrendo o conjunto

de raízes positivas A+ de r em relação a 7{.

lemos também (jue

g

onde g' é o r--módulo complementar (determinado em vista da redutibilidade de Z em g).

Seja J := U (Ç) r+ o ideal à esquerda de U (Ç) gerado por C+. Seu normalizador Norma

é uma subálgebra de U (g) definida por

Norma := {u € U (g) l Ju C J}

Observação 78 J é um ideal bilateral de ]Voz"mJ
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Jwzckezsso'n' b (çi, L) é aepn

S QÇ,Cà 1= NoTmJ/J.

Seja R (H) o corpo de fiações da álgebra comutativa U (H). Consideremos a extensão U' (Ç)

da álgebra envolvente universal U (g) definida por

u'(ç) : (2g) x(w).
U(H)

Seja J' = 1.J' (g) É+ o ideal à esquerda de U' (g) gelado por É+ Exalam

com o ideal J, J' é um ideal bilateral do normalizador Norma', onde

norma' := {u € U' (g) l J'u C J'}

bra, de Mickelsson-Zh,elobenko7 Z (.Ç,C) é definida c07rto o quociente

Z qÇ,Cà 1= Norma'/J'

E) é urrza ez]ensâo da áZgebra de ]14ickeZsson S (Ç, Z)

z (ç,É) ,c) (8) a(w)
u(H)

lgebra Z (.Ç,E) pode ser dada

M (ç, ,C) : (g) /J'

Proposição 82 .4 áZgebra de .A4ác#eZsson-ZheZoZ)enko Z(g,Z) coincide com o subespaço dos

Nlickelsson IMi2j e Van de Honiberg IHol estudlllnTn esta âlgebra cona. os Dantes de "stop ülgebrcts" OIL
S álgebras

! Zhelobenko algumas vezes usou os llomes de Z âtgebrcLS Oll âlgebías de NlickelssoTI esteítdidas

.4 áZgebra de da como o quocievtteTlan..;p8.x l7Q

ente como acontece

Á áZgeDefinição 80

z(gr)hqPrxrn í-ãn RI Í )

2 Uma de.Hmáção equivalente da á usando o espaço quocientea .se Z q

47



«'o«. «.áümo' '«á«do. « r .«. M (g,,C), i.to é,

z(ç,,c)

onde

M (Ç,,C)+ := {u C M' (g,r) l Z+«

Demonstração. Sabe-se que Z (Ç,,C) C M (g, ,C), pois J' CNormJ' C U' (g) e portanto

Z (g, r) = Norma'/J' c U'(g)/J' M (ç, r)

Seja z € Z (g, r), logo z = z + J' com z CNormJ' e provemos que Z+z = 0. Seja w c É+,

logo «,z = «,(z + J') = ««:« + wJ', mas «« C J' («« = lw) e z enorme' então ««z C J' e assim

wz c J'. Portanto wz = 0 mod J', para todo w € r+ e assim z C M (g, r)+

Por outro lado, se z C M (g,,C)+ então z C M (g,,C) e toz = 0, para todo w C r+ Como

z C M(g,r), , z + J' com z € U'(g) e 0 + J'), logo «,:« € J', isto é, J'z c J'

(pois w = lw C J') de onde z CNormJ', portanto z enorme',/J' = Z (g,,C). H

Observemos que a á]gebra F (,C) age natura]mente no ]W (Ç, É) (como /z é uma série finita

pa:a / C f' (r), z C M (g, r)).

Teorema 83 Se p (,C) é o projetor Catre«.o da áZgeZ,ra r, então

z (Ç,z) w' (Ç,,c)

Demonstração. A inc]usão p (,C) ]t4 (Ç;, Z) C Z (g, .C) é conseqüência do Teorema 73, pois

cada elemento do tipo z = pg/ (p = p (r)) satisfaz as equações e.z = 0 para a C A+

Pala a inclusão contrária, seja z € Z (g, ,C), isto é, e..z = 0, para todo a C A+. Escrevendo

cada cofator p. na forma de uma série de potências e:.ej!, temos que pz = poz = z, e o

Teorema está provado. H

Fixenlos uma base de pesos ei, . . . , e« (eni relação à ação adjunta de H) do módulo comple-

mentar g' e seja U (g') gelada pelos monân)ios

e (É) - ef: . . . .i«
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Pelo Teorema de PBW,

u (g) u (g') u (x) a) N (g, É) ,

onde

N (ç, É) c u (g) +u (g) c+

Considerando a extensão sobre R (H), obtemos uma igualdade análoga em U' (g)

u' (ç) q) a'' (ç, r) , (2.31)

onde U' (g') é gerado pelos monâmios (2.30) sobre o corpo R (H) e é assumido que

N''(g,r) r u' (g) + u' (g) ,c+

Como a segunda componente de (2.31) contém U' (Ç) ,C+, podemos pensar U' (g') como um

subespaço de M (Ç, ,C).

Teorema 84 0 .pe«do,p (Z) em M (g,r) é a,n .pe,«do,p,®eção sob« Z (g,,C), com nücl"

No (g,r) (Ç,,C) ,/U' (Ç) É+. (2.32)

.4 «pZác«çã. z ---, pz dele«nán« «m i.amaram. de e.p«ço. "toh.ãs ent« U'(g') e

Z (Ç;, r). .E.n p«tácui",

z (g,r) u' (ç;) (2.33)

Demonstração. Analisando a aplicação z ---, pu no espaço U' (Ç;) m(5dulo U' (g) r+,
temos que

pw'(ç,z) u'(Ç)+u'(ç;)z''') u'(ç;))

a última igualdade pois pe .. = 0 para todo a C A+ e disto segue (2.33).

Por outro lado, escrevendo cada cofator p. na forma cle uma série de potências e!.e:, temos

que p# = z + Z/, pala cada z C U' (g), logo y € r U' (g). A condição pz = 0 implica que

r = y C ]V' (g, r), de onde o kernel do operador p coincide com JV' (Ç;,r).
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bm particular, pz ;: U para z C U' (çj) ê possa'

completamos a demonstração do Teorema. a

Corolário 85 Temos a seguinte igualdade

M (Ç,Z) r) G)No (Ç,.C) .

dado e os eteTitentos

el somente pala rn

Teorema 86 ,4 {dentàr

0 por (2.31). Assim

z{ = pe{, ã :; 1, ..., n

são geradores da álgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (Ç,E). Além disso, os monâmios

; (,C) ....!', k: c z+,k.2

k.
S U

foT"mam uma base de Z (Ç,E).

Demonstração. Este é uma conseqüência do Teorema 83 e do Corolário anterior. H

Observação 87 0omsáderando Z (g, É) como unz R (H) --módulo à direita, é possúeZ antro

os elementos no?.maZãzados

'i - 'i,'i, «-{ C U (H)

multiplicando zi por seu denominador à direita 'ni. PoHant

elementos da átgebra de Mãckelsson S (.g,C).

Pala formulam o Teorema final desta seção, para qualquer g in

}'+ = {« c }'' l z+«

Teorema 88 Sda }' = U (g) u um U (g) «.ódu/. ge«d. po, u«. elemento u C }'+. Então o

bespaço Vt é linear"mente gerado pelos eleTiievttos

.ki

os s;s podem ser vistos cor7zo0 0 S
Z

óclulo y seja

l kic Z+



Demonstração. Observamos que I''+ é invariante em relação ao norma, porém o ideal

J = U (g) r+ o anula. Seja u C V+ então pu = u, de onde u € Z (Ç, É) y+ e multiplicando por

seu denominador à direita n{, temos que u C S (g, ,C) y+ e o Teorema está provado.
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(l;apítulo 3

Bases de Gelfand-Tsetlin para

representações de ÇZm

Sqa Eij, í,.j = 1,2, ...,n a base canónica da álgebra de Lie linear geral gZ. sobre o corpo

dos números complexos. A subálgebra gZ«--i é gerada pelos elementos da base -Eij com

i,.j = 1,...,n 1. Denote por 7{ - 7{« a subálgebra de Caitan diagonal em ÇZ.. Os ele-
mentos -Eit, ..., .E.. formam uma base de 7{.

Existe uma correspondência bijetora entre as representações irredutíveis de dimensão finita

de gZ« e as n uplas de números complexos À - (Ài, . . . , À.) tais que

Ài-- Ài+i C Z+ para { ;; 1, ..., rl l (3.1)

Cada uma destas n uplas é chamada peso máximo da representação correspondente, a

qual se denota por -L (À). Este peso máximo contém um único vetou e, a menos de um múltiplo

escalar, diferente de zero (o vedor máximo) tal que .File = Ài(, para i- l, . . . ,n e Eije = 0,

pala l $ i < .j 5; rz.

Exemplo 89 ]. O l)eso lnáümo X (l,o, 1) con'esconde à representação a(Üunla de
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L (À) = ÇZ3 sobre Ç;ZS

ad : gZ3 --, Erzd (gis)

r --+ adz

y --. «dz(3/) - l«,Z/l

e tetra como vetar máa;Ímo

(al, 0, cv3 , 0, ai, 0, 0, 0, aty

ai (Ell + .E22 + E33) + cvs-Et3 ' a1/3 + cv3En

2. O peso mázá«.o À = (1,0,0) com'esconde à representaçã. canónica de -L(À) = C; sobre

P : v&3 ""'> -B«d (C3)

. *'«. "«. «to, má«ámo ( = (a:,0, 0)

O seguinte Teorema é conhecido como a regra de ramifkação para a redução g!« .l ÇZ« l

Teorema 90 4 resthção de L (À) à subáZgebra gl«--t é ásomor/a a se«.a dàreta das represen

rações irredutíveis não equ patentes duas CL duas, isto é,

L (À) IÇZ. := (ID -L' (P) ,
P

somando sobre os pesos máximos que satisfazem as condições ãnterwtedááüas

Ài piCZ+ e pi Xi-i C Z+ (3.2)

A regia pode sei atribuída a 1. Schur, pois foi ele o primeiro a descobrir a importância teórica

das representações em uma classe particttlai de polinâmios simétricos os quais levam seu nome.

Sem perda de generalidade pode-se considerar À como uma partição: Pode-se tomar a com-

posição de L (À) com unl automoi'nulo apropriado de U (ÇZn) o qual leva Eij em Eij + mija

53



para algum a C C. O caiáter de L (À) considerado como um GZ« módulo é o polinâmio de

Schur sÀ (z), z = (zl, . . ,z«) definido por

SX (z) : t, (g, -Z., (À)) ,

onde zi, ..., z. são os valores próprios de g C GZ.. O polinâmio de Schur é simétrico em cada

componente açi e pode ser dado pe]a fórmu]a combinatoria] explícita

(3.3)

somando sobre os tabuleiros semi-standard T da forma À (observação 91) onde zT é o monâmio

contendo z{, com a potência igual ao número de ocorrências de i em T; veja por exemplo IMa,

Capítulo ll ou ISa, Capítulo 41 para mais detalhes. Para descobrir o que ocorre quando .L (À)

é restringido a GZ.-t precisa-se põr zn - l na fórmula (3.3). O lado direito, então é escrito

como a soma dos polinâmios de Schur sp (zi, . . . , zJ:i), com p satisfazendo (3.2).

Por outro lado, a liberdade de multiplicidade da redução g{. .l g!.-t pode ser explicada

pelo fato que o espaço vetorial .l?om (L' (p) , .L (À)) possui uma representação irredutível natural

do centralizador U (gZ«)Çl" : ; veja, pol exemplo, IDI, Seção 0.11. Porém, o centralizador é uma

álgebra comutativa e portanto, se o espaço dos homomorfismos é diferente de zelo então ele
deve sei' de dimensão um

A regra da iamifkação está implícita nas fórmulas de Gelfand e Tsetlin IGTll e a demons-

tração baseada sobre uma realização explícita das representações de GZ. foi dada por Zhelobenko

[zhl].

A demonstração do 'léorema 9U, utilizando a teoria moderna das álgebras de A/{ickelsson

seguindo Zhelobenko IZhSI, será feita na seção 3.2. Outras duns pi'ovas podem ser encontradas

em Goodman and Wallach IGW, Capítulos 8 e 121.

Aplicações consecutivas da negra da i-amiíkação às subálgebias da cadeia

gli C Ç;Z2 C .C gZ. l C ÇZ.,

proporcionam uma palametlização dos vetores da base em L (À) pelos objetos combinatoriais
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chamados padrões de Gelfand-Tsetlin. Tal padrão A (associado com À) é um arranjo de
velares fila

À.l À.2 '-. À«,,} l Àn,.

À« l.l À« l,..l

À21 À22

Àll

onde a fila superior coincide com À e tem-se as seguintes condições

ÀÀ;i Ài; i,i C Z+, Àk-i,i -- Àh,i+i C Z+, .,h l, (3.4)

pala cada k = 2, ..., n

Observação 91 Se o peso mázámo À é ama partição então eãste wma bÜeçã0 7 aturam entre os

padrões associados com À e os À--tabuleiros sana-standard com entradas em {l, ..., rt}. .,4ssám,

o padrão pode ser visto como uma seqÍlência de partições

>(1) .-- \(2) ,- c À(") - À,

com À(k) = (ÀÀ;i,-.. ,Xkk). Ás condições (3..4,) sãgnilicam que o "skew dáagram" À(k)/À(h i) é

um "stop" hoT"izontal, isto quer dizer, que ao sobrepor o diagrama de X(k 1) 110 diagrama de

X(k) em cada linha Pca um e só llm quadrado livre; veja, por exemplo, MacdoTtald [Ma, Capítulo

-r/

A base de Gelfand-Tsetlin de L (À) é dada pelo seguinte Teorema

Teorema 92 Seja Zx;i i+ 1, então ezáste uma base {CA} em -L(À) parümethzada po
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Lodos os pctdrões h. tal que Q Cação dos geradores de ÇI ê da,dct pelcts fólu\Mias

EKhtf,.
k k l \
E Àk; E .Xk i.: l CA,
{-l {-l /

Ê ''aJllf? '.',i'l't l;J:';:S' '-.« '

Ê ''ã.JL:;. -'.'.'lfl Ú.i'.:;:J ' '"-... .

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Ek,k+l(A.

Eh+i,keA

Os amazÜos são obtidos a Fartar de A substituindo Àki por Àki ü 1. Se o arwu?Üo A não

é um padrão conuencíorzamos eA :: 0; o sí+nboZo A indaga que o /atar zero no denominador é
omitido.

Exemp[o 93 Z)o ezempZo r]) temos À = (1,0, 1). O padzüo de Geefand-TsetZán A associado

e

l o l
1 0

l
ÇA

apl cardo o Trote'ma 92, temos

EiieA = leA, E22€A ;; OeA = O, .E33€A "

Et2€A = (0) (2) eA+õ.. = 0

z«c« - eLglw'-.,. - (..?l:glu'".,, - o

l o l

2ieA=eA õ.. = 1 0 -eg)
0
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0 ll
0 2

+ -.:ã{« .,,ãçA õ,
ll

l

0 ll

€P)

z,:cF) = cA.. 1 0

l
nâo é padzlão

;«cp'-lia.,: --l#-,,,-; .
l

;.g'--;.g'

z::cP)

z;,{P) . geP.,. + iiiee..,, 1 2

l
não é padrão

0 ll

00

l

0l
0 l

0

z,:cy) = cA-õ-- não é padrão

.E;,{!o .+l:leP.,, (P)
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l

z::eE)

0

z;:(P) . !(P.,,: + :l;eP.,,
00 ll l l

l
0 l ll

3

0 0

nâo é Zladrãa€F)

0l l
(8)

0 l
l

2
+ã

E,:eA ) . ee..::

z;,(F) ,,:+ill;eP.õ,,

l 0 l
não é padrão

l

E,:eA ) = CA.,:: Ttão é padrão

z;,c:) :+:l;eP..,,

€: não é padrão

z,:cF) = {A-, não é padrão
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l o l

ES2€A 'ã(Põ,:+i]](Põ,,= 0 -2 nãoépadrão
l

A construção dos vetores da base é dada no Teorema 97. A demonstração das fórmulas

(3.5)--(3.7) é dada na seção 3.2.

O espaço vetorial L (À) está equipado com um produto interno contravariante <, > e ele é

unicamente determinado pelas condições

<e,e> <-Eij,7, (>

para quaisquer velares v7, ( C -L (À) e quaisquer índices í, .j. Em outras palavras, pala o operador

adjunto de .Eij em relação ao produto interno temos ( Eij)* = Ej{.

Proposição 94 4 base {CA} é ortogonal em relação ao produto interno <, >, além disso, tem-se

«:«, :«» -l:.E.*J=Êk:$ :':'. (!k{ -- Zij -- l)l
(Zk-l,{ -- Ztj -- l)l

onde Zki = ÀÀ;i -- { + l.

As .fóv"mulas do Teorema 92 podem, portanto ser reescütas na base oüonor'mal

(A = {A,/ lleAll , l(All: = <eA,CA> (3.8)

Elas foram apresentadas nesta forma no trabalho original por Gelfand-Tsetlin IGTll. A

demonstração desta proposição será feita na seção 3.2.
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3.1 rlnnq+ rl lr n .] n hr,an.
u:5fuv vu vuuVI nLowering and raising operators''

Pala cada í = 1, ...,n l introduza os seguintes elementos da álgebia universal envolvente

u (çz«)

''o7ZZ

>: Eii:-Ei:i, - ' -Ei, .,i,Éa,. (h{ -- hj.) (h -- hj,),
á>ái>...>Ís2ll

= )1: .Ei:iEi,i.----Ei,,{,.:Ená,(há h.j:)-.-(hi-hj,),
á< 1<...< s<n

(3.9)

(3.10)

onde s percorre os inteiros não-negativos, h{ = EÜ -- i+ l e {.ji, ...,.j,} é o subconjunto com-

plementar a {ái,...,á,} no conjunto {l,...,á-- 1} ou {á+l,...,n 1}, respectivamente. Por

exemplo,

Z13

Z32

E13, z23 ' E2a (A2 -- At) + -E2i-E13,

Ea2, z31 = E31 (hl -- A2) + E2iE32.

(3.11)

(3.12)

Considere agora uma representação irredutível Z (À), de dimensão finita, de ÇZ« com peso

máximo À = (Xi, ..., À.) e vedor máximo (. Denote por -L (À)+ o subespaço dos vetores máximos

sobre ÇZ«--t no L (À), isto é,

z, (À)+ {q C .L (À) l Eijq l $Í<.j < n}

Dado um peso p ' (/zl, ' ' ,/z. i) em gZ« l denote por L (À)p o correspondente subespaço

de peso em L (À)+

L(À)J {q C .L (,X)+ l -&iq Í = 1, ..., ri - l}

A principal propriedade dos elementos z.i e z{« é descrita pelo seguinte Lema

Lema 95 S a r7 C -Z.. (À);. Então para quaãsquerã 1, ..., rt l tem-se

':«q c -L (À)h-õ: ' ;«:o c z. (À)J-ó.,

OTtde o peso F + õi é obtido n l)artir F substituindo Hi com Fi t \
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Este resultado permite consideram os elementos z.i e zí« como operadores no espaço Z' (À)+

Eles são chamados "lowering and raising operators" , respectivamente. Pela regra da ram-

ificação (Teorema 90) o espaço Z' (À)p é de dimensão um quando se verificam as condições (3.2)
e é zero no caso contrário. O seguinte Lema será provado na seção 3.2.

Lema 96 Suponha que p saííl{/az ízs condições {nte7wtedááhas r3.2,). Então o uetor

r\P .Xn--i Pn--if
nn,n--l \)

é d@«nte de *«. .41ém di"., ' "p«ç. -L(À); é ge«d. p« e.

O U (ÇZ«--i) --espaço gerado de cada vetou diferente de zelo Cp é um gZ« i-módulo isomorfo

a -L' (p). lterando a construção dos vetores (p para cada pai de álgebras de Lie Ç;Zk-i C gZx;

consegue-se uma base do espaço inteiro L (À).

Teorema 97 0s velares da base {CA} no Teorema 92 podem ser dados reza /ó7wzuia

e« - 1l (.il''**-:,'...,i)..:-*'-''*-') e, o.:D
k :: 2 , . . . ,n

onde os favores no produto são ordeTtados de acordo com o crescãmevtto dos índices

Exemp[o 98 Continuando corri o ezemp]o r],) temos que

L(À)+ { C ÇZa l -Eij77 = 0, 1 $ { < .i < 3}

{v7 C gZ3 l Etuv7 = 0} = {-Ei2,.Ei3, E32, .Es3}

Os pesos p =(pt,p2) em gZ2, são pi =(1,0), p2 =(1,--1), p3 =(0,0), e p4 =(0,--1)

Va?z7.0s obter os .L (À)} para A = 1, 2, ,3,4

Para Ft temos que

i3 c (À);- , pois .EtiEis ' Ei3 ' p!.Ei3 e Eu2En = 0 = pà.Ei3,

Ei2 # Z (À);'- , pois E22Ei2 = ---Ei2 # pé-Ei3, a'ta!'gemente

E32 g (À)I'- ' E33 g z. (À)p+-
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.A«ãm Z, (À);- é de dimensão 1, é ge«d. p- -Ei3

Oe /o«- -áZog« s. ««í./ü. que Z,(.X)) é ge«d. p- Ei2, -L(À)) é ge«d. p« .Ea3, '

L (À)b é ge«d. p« .E32

.4Zém dá«o, pa« p: = (1,0) «Oa«os que ~iE:S C .L (À);- Ó: pa« i= 1,2

De fato,

z3:-Eat -Es: (h: h2) + E2iEs2) Et3 ;; Esi (-Ell E22 + 1) Z?ts -- E2t.Ei2 = -E33,

mias pi -- õi = (0,0) = p3 e ESS C I' (À)b, azzaiogamente z32ESI = E3Z.Et3 '

pertence a Z.(À)L e p: õ2 = (1, --1) = p:

Por último, {terando a covtst7ução temos para glZ C Çla os pesos FI , }#, }p, Pa

gZi C gZ2 consideremos cada p'

Para pi = (1, 0) lemos os pesos pi = 1, e p2 = 0, assim temos os padrões

Etu o qual

.Agora para

l o l
Ai= 1 0

l

l o l
1 0

t)

Para P' (1, --1) temos os pesos pi = 1, p2 = 0, e p3 = 1., assim ternos os padrões

l o l l o l l o l
A3= 1 --1 ,A4= 1 --1 eAS:: l --l

Przra p3 = (0, 0) temos o peso pi = 0, assim temos o padrão

l o l
Aõ ;: o o

0
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Para p4 = (0, --1) temos os pesos pi = 0, e p2 = 1, assim temos os padrões

l o l
A7:: o --l

0

l o l
0 1

l

.ApZácando o Teorema rPW9: Para Ai temos

eA: - ,:i': :Í: g;'e - € - .E"
(A, = .:í'.ãi-:z:;'( € = -E33

(A; - ziítzahizo2(-t)e. z32€= .En

assim obtemos a base

3.2 A álgebra de Mickelsson Zhelobenko Z(ÇZ«, Ç/. i)

Pala quaisquer inteiro positivo m considere a álgebra de Lie linear geral ÇZ,.. As raízes positivas

de g!« com relação à subálgebra de Cartan diagonal 7{ (com a escolha standard do sistema

de raízes positivas) são enumeradas naturalmente pelos pares (í,.j) com l $ á < j $ m. De

acordo com a teoria geral apresentada na seção 2.2, para cada par se introduz a série formal

pij € f' (gZ«) dada por

p:j - 1 + >1: (%:)* (-E'j)' x;! (A: - hj +(Óiyl.

onde, como antes, hi = Eii á + 1. Então se define o elemento p :: p,«. pot

onde o produto é tomado em unha ordem normal nos pares (í,.j). Pelo Teorema 65,

Eijp :: pedi :: 0, pala l $ á < .j $ m. (3.14)
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Agora, seja m :: rl 1. Pelo Teorema 86, os monâmios ordenados nos elementos E.., p.1%.

e Pedi, com ã = 1, ..., n -- 1, formam uma base de Z (gZ«, ÇZ«-t) como um R (H)-módulo tanto

à esquerda como à direita. Estes elementos podem ser dados explicitamente por

pEi.

pE.i

)l :,* z«:.E:::, - - -z:,..:,a,"0. - h:D . . . @.
>l ',.: .E:::z:,.: . . . z.,:,.-'E":' (h: - h::) ' ' ' (ü - A:,)'

(3.15)

onde s = 0, 1, . . .. Por exemplo,

PEn
.En, p.E2s :: E23 + .E2t-Et3ili;;. /}ty

.Ea2, P-E3t ;: E31 + -E2t-ns2Íl;i -- /l2)

Na verdade, com uma escolha de uma ordem normal apropriada sobre as raízes positivas,

pode-se escrevem

P.Ein = Pii ' ' ' PÍ-i,{ Ein e PZÇni :: Pi,i+l ' ' ' P{,n . l-Eni

Os Zoweüng arzd raàsáng aperators introduzidos na seção 3.1 coincidem com os geradores

normalizados:

P-Ei« (hi Ai-i) - . (Ai - hi)

P-E«i(hi - Ai+i) . . . (h{ -- h« i) , (3.16)

os quais pertencem à álgebra de Mickelsson S (ÇZ«, gZ..i).
Demonstração do Lema 95

Seja ,7 C -L (À)p+, logo q C Z, (À), .Ejk77 = 0 pala j < k e Ejj77 = pj?7, para todo .j. Vejamos
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que z.{77 C l, (À)+ Õ. , isto é,

(á) ,«á,7 C -L (À) para l $ i $ n l

(áí) .Ejkz«{,7 = 0 para .j < k

(iíá) Ejjzni77 = (/zj -- õij) z«{v7 para todo l $ .j $ n l

A parte (á) é clara, pelo fato (lue ?7 € L (À).

Para a parte ({{), seja .j < k, então temos que

EJKZ«iH = EjKpE«i (hi hi+t) (h: - h«-i) ,7

a primeira igualdade é dada por (3.16) e a segunda por (3.14)

Por último, para provar (iáá) precisamos provar que

(«) E«'«:,7 - (Pj l) ,«.,7

(b) -Fj.ÍZ«{'7 ' pjz«{'7, para á #.j

Lembrando (3.10), provaremos (áãá) poi indução sobre s.

Pala s = 1, temos z«{ = .Ei.i.E«i.n, onde H C R (H) e { < át < n

Temos que

IZjj, EÍ:i-E«i.l {l .E«{. + Ei.i l-EÍj , -E«{:l
--Ei.senil se .7 = z

se j # i

Logo, pala j :: í, ternos

EááZni77 .Eii.Ei:iE«{: H77 = Ei.íE«i: EiiH77 + IEii, .Ei:i.E«i:l Hv7

Ei:temi.HHiH Ei.iene.HFãq

(P: - 1) E:::E«:.Hq - l) ,«:,7

Para .j # {, temos

Ejjz.iq = z«iEjjq -+ l.Ejj,z.i\ n :: z«iEjjn :: zniFjn = Fjznin
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Assim provámos o Lema pala s :: l.

Suponhamos, por hipótese de indução que o resultado seja válido pala s :: k -- l e provemos

para s = k.

A demonstração é análoga usando o fato que a adjunta é uma derivação, isto é

Efj, .Ei.{Ei,{. ' ' ' Ei.i* .Zn:.l

[.EÍj, .EÍ.iEi,i: ' ' ' -Eí.i. :] .E«i. + .EÍ:i.E{,i. - - ' Ei.i*.: ].Eij, E«i*]

e a hipótese deindução

Definição 99 Considere a matiz n x n, -E, clÜa {.j-ésáma ezztrada é Eij e sega u uma uar-
iáliel Jovmal. O determinante de Capell{ (; (u] é um polinõmio com coelbientes lla álgebra

-:««.Z en«/«nt. U (gZ«), de.fhído p-

C (u) >i, sgrza. (u+-E).(i),i
aC(l;.

(u.+E n+ l),(«),« (3.17)

E conhecido que todos os seus coeficientes pertencem ao centro de U (gZ«) e gelam o mesmo;

veja pol exemplo, nove-Umeda IHUI. Este também se obtém das propriedades do determi-

nante Quântico do Yangian para a álgebra de Lie gZ.; veja por exemplo, IMNO1. Portanto

estes coeficientes agem em L (À) como escaleres os quais podem ser encontrados aplicando C (u)

ao vetor máximo (:

C (u) it(x)= (u + Zi) (u + Z«) zi = À{ -- i + l (3.18)

Por outi'o lado, o centro de U (g{«) é uma subágebia do noimalizador Noim J. Queremos

conservar a mesma notação para a imagem de C(u) na álgebia de Mickelsson-Zhelobenko

Z (gZ«, gZ..i). Para conseguir expressões explícitas dos coeficientes de C(u) em termos dos

Zoweh &g and raãsáng operators, consideramos C(u) módulo o ideal J' e aplicamos a piojeção

p. Um cálculo direto fornece as duas fórmulas alternativas

n--l n--l 7-L--l . , .

H
Í=1 i=1 j=1, j#i ''z ''J

C (u) E(u+ hi l) HZá7z Zn{
u+hj l

hi -- há '
(3.19)
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e n, n--l n,--l . .

H
i=1 á=1 .j=1, j#i ''z ''J

C (u) E(u + h:) - HZn{.Zen,
h,i -- hà

(3.20)

É;ll IÇt2 Et3

E2i -E22 -E2s

E31 E32 E33

Aqui damos uma verificação para n - 3. Seja E ;:

Da equação (3.17) temos

C (u)

(u+,E)t:(u+-E l)2u(u+E 2)33 (u+-E)::(u+-E l)a2(u+.E 2)23

-(u+E)2:(u+E-l):2(u+E 2)33(u+-E)3:(u+-E--l)2,(u+E 2):3

+(u+E)2.(u+.E l)3,(u+E- 2):3 +(u+-E)3:(u+E-- l)i2(u+E--2)23

(u+-Eii)(u+E22 l)(u+Es3 -- 2) --(u+Eu)E32.E23(u+-Es3 -- 2)

---E3i (u + .E22 1) Et3 + E2i-E32Et3 + E3t.Et2E2s

(u+.Eit)(u+E22 - l)(u+-Ea3 - 2) - (u+-En).E32-E23 E3i(u+-E22 l)-En

Os fatores E2i-Ei2 (u + E33 2), -E2t-E32.Ei3 e -E3i.Ei2.E23 são zero, pois como estamos na

álgebra de Mickelsson-Zhelobenko -E2t qualquer coisa e qualquer coisa vezes -Ei2 são zeros.

Da equação (3.20) temos

C (u)
3 2 2 . .

(«+AO(«+hD(«+ÀD-,;:.« " -';,'" "+hi

Sabemos que hi :: -Eii á + l e de (3.11) e (3.12) que

Z13

Z32

En,

E32

z23 - E2s (h2 hi) + E2iEi3,

z31 (hl h2) + .E2tES2
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Logo,

C (u) (a + Eii) (u+ E22 l) (u+ Es3 2)

(E31 (-Ell -- .E2z + l) + -E2i-Es2) .Ei3
u + .E22 -- l

.En--E2z+l

Es2 (E23 (E22 -- .Eti -- l) + .E2i-Ei3)
u+.Eii

(u + .En) (u + E22 - l) (u + .Es3 - 2)

--.E3i-Ei3 (u + E22 -- 1) -- E32.E23 (u + -En)

(u+ -Eii)(u+ .E22 - l)(u+ .E33 2)

-E3: (u + .E« - l) .E« -- (u + -En) .E32E2a

De onde temos a igualdade entre (3.17) e (3.20).

A igualdade entre (3.17) e (3.19) se verifica de forma análoga

Proposição 100 0s Zowehmg and raising operntors satiltfazem as seguánÉes relações

ZniZn=i

ZãnZn:i

znjzni l)ara todo i,:i,

znjzi. para { # .j,

(3.21)

(3.22)

n n,--l n--l , . .

':«'«:'j ll @:-h,-Q+E,«jq. ll j
/zi -- hk -- l

hj - AA;

Demonsti'ação. Primeiro vejamos que para i< .j-

e

(3.23)

pEnipEnj -- pEnàEnj e pE«jpE«i -- pEniEnjl!-Li;:

De fato, de (3.15)

pEnipE«j :: 'pena Ej.iEj,i.
Ej,j, :E"j' (hj -- hj.)- . (tLj
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como { < .j < .ji < < .js < n então -E.{ comuta com Ej.j. para todo k e Z, donde segue que

pE«ipE«j
j«j: 1> j,.: %:j%,j. '%,j,.:'E"j'(hj - hj:) ' '(hj - hj,yE":

paE«àE«i -- pE«iEn -- pE«iE«j

As últimas igualdades decoitem do fato que p2 = p e .E.i e E.j comutam. A outra prova é

análoga.

Agora vamos provei (3.21). Sem perda de generalidade vamos supor que á < .j, logo

ZniZnj p-E«i(h{ /tá+l) .(há -- h«-t)p-E«j(hj -- hj+i) - -.(/zj -- À«-l)

pE«ipE«j(hi-Ai+i). .(há-- h« t)(hj /zj+t). .(hj h«-t)

pE«í.E«j(h{ - hi+i)...(hi - h«-t)(hj - hj+l) ..(hj - h« i). (3.24)

Por outrolado

ZnjZn{ p.E«j(hj hj+i)-.-(/zj -- h«-t)p-E.i(hi - hÍ+i) . (hi h«-i)

PE«jP-E«i(hj - hj+t) . .(h.Í -- h«-t)(ài - hÍ+l) . -.(há - h«-i)

PE«iene(hi hã+l)- -(A{ h«-i)(hj -hj+i)...(hj-A«-t). (3.25)

De (3.24) e (3.25) segue-se a igualdade para á < J e a prova para .j < { é análoga.

A demonstração de (3.22) é similar.

A relação "larga" (3.23) pode ser verificada de foinla análoga, mas com cálculos diremos mais

complicados. Damos uma prova diferente baseada nas propl'ieclades do determinante de Capelli

(..; ('u)

As bimulas (3.19) e (3.20) mostram que C (u) pode ser estimado como uma interpolação

polinomial para os pi'odutos z{.zn{ e z.{z{., isto é, para á :: 1, . . . , n -- l temos

c(-h: + l) (-1)"': ;:«'«: ' C (--hi) = (--1)" : ,«i,:" (3.26)
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De fato, da. equação (3.19) em Ak + 1, temos

C (-hk + l)
n--l n--l n--l . .

-h*+i+z-)11 : 0-E,:«,«:j ll Z$t
0 sek#á

-'{«..i(--1)"': --1)"': ;:«,.: se k

logo para todo á = 1, . . . ,n-- 1, C(--hk+ l) =(--1)"'t zi«z.i. Computando C(--À{) em(3.20)

obtemos a outra igualdade de (3.26).

Fazendo u = --hh + l em (3.20) obtemos

c (-h. + i) - ll @: - h. + D - )l: ,.:': jlil#. -z;:-6--.
(3.27)

Igualando os valores de (3.26) e (3.27)

(-n"': «;.;«* - ll @: - h* + 0 - >: .«:':"jl11,.
hj - hh + l

hi -- hj

de onde conseguimos (3.23). H

Note que a relação inversa a (3.23) pode ser obtida comparando os valores de (3.19) e (3.20)

em u :: hi.

Demonstrações da regra da ramificação (Teorema 90) e as fórmulas para os
elementos da base de -L (À)+ (Lema 96)

O módulo -L (À) é gelado pelo vedor máximo € e tem-se que

zi,,e = 0, á = 1, ...,7z l

Assim, pelo Teorema 88, o espaço vetorial L (À)+ é gerado pelos elementos

k.
.€2
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Seja p{ ki para 1 5; ã $ n l e denotemos o vetar anterior por (p, isto é,

e, - ;:--": .Xn--i Pn-if
'n,n--l \

Agora é suficiente mostrar que o vetou {p é diferente de zelo se, e somente se, se verificam

as condições intermediárias (3.2). A independência linear dos vetores Cp segue do fato que

seus pesos são distintos. Se Cp # 0 então usando as relações (3.21) conclui-se que cada vedor

znÀ P: é direi'ente de zero. Por outro lado, z:!e é um ÇZ.--vetar máximo do peso obtido de

(Ài, ..., À..l) ao substituir Ài por Ài k{. Portanto, se À;i ? Ài -- ÀÍ+i + l então as condições

(3.1) são violadas pala este peso o que implica z:ie = 0. Assim, Ài p $ À{ -- Ài+i para cada

á e p que satisfaz (3.2).

Pala a demonstração da expressão inversa usa-se o seguinte Lema o qual também é usado

para a demonstração do Teorema 92.

Lema 101 Para cada ã = 1, n -- 1, terra-se qwe

'{«e, (m{ !«) e.+õ:, (3.28)

onde

mi=pi i+l, ! = Àí -- á + l

e é assumido que (IP+Õ: 0, se À = pi

Demonstração. A relação (3.22) implica que se Ài = pi então zi«{p = 0 o que está de

acordo com (3.28). Agora seja Ài -- p{ 2 1. Usando (3.21) e (3.26) obtém-se

zineP = zinzni IP+Ó: =(--1)"': C(--hí+ 1) eP+Õ: =(--1)"': C(--m{) eP+Õ:

A relação (3.28) segue de (3.18) e da centralidade de C (u). H

Se as condições intermediárias (3.2) se verificam, então pelo Lema anterior, aplicando os

operadores apropriados zi. repetidamente ao vedor Cp pode'-se obter o vetou máximo € com um

coeficiente diferente de zero e assim {p / 0. H

Demonstração da Proposição 94
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Provou-se que os vetores eA definidos em (3.13) formam uma base da representação -Z; (À).

A ortogonalidade dos vetores base (Proposição 94) segue do fato que os operadores pE7.i e

pEi. são adjuntos entre si em relação à restrição do produto interno <, > ao subespaço L (À)+

Portanto pala o operador adjunto a z.i tem-se

.(há hi+t--l)..(hi--h«-i--l)
~«: IÀ: - h-) (h: - h:-t) '

e a Proposição é deduzida do Lema 101 por indução. H

Demonstração das Fórmulas (3.5)--(3.7) do Teorema (92)
Primeho, desde que .E..z«i = z.i(E« + 1) para qualquer í, tem-se

n n,--l \

E*:
{-l á-l /

o qual implica (3.5).

Pai'a provar (3.6) é suficiente calcular E« l,neP,, onde

e,,-'11L"' ;;l=:i3=''',,

n nq i/{e qn+iefn'7r'Tn nq pnnrlipÃnç= intf.rTTindiárine
u vv P zu uuuAv&uuu#BX vu vv»AUA)rvvu XAxvvxxxAvuxwxxuu

piCZ+ e pi Pi+l C Z+, para á :: 1, ..., n -- 2

Desde que E. i,« comuta com z.-l,i,

.E« :,«e,, - ;=SIÍ' ;==-i]:].]'''-E« :,,,e.

O seguinte Lema é conseqüência das fórmulas explícitas pala os Zo uehng and raásãng oper-

«to« (3.9) e (3.10).

Lema 102 E7n U' (gi«) módulo o ádeaZ J', tem-se a seguinte relação

En.-,. - E '«-:,:;:" @: . . . «: . - (À;-À=.D'
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onde zn-l,n.l ;: l

Dos Lemas 101 e 102 tem-se

, . -Z:)'''(m:-l«) ,""-:,"'"" (3.29)

o qual prova (3.6). Para provar (3.7) usa-se a Proposição 94. A relação (3.29) implica que

n l

E
{-1

,En,n leP, ' q (P, :') e, õ.,,,

para alguns coeficientes ci(p, p). Aplicamos o operador zj,«-t a ambos lados desta relação.

Desde que zj,.-t comuta com E«,n--l obtém-se, do Lema 101, a relação de recoi'rência pai'a

q (p, «). Se pj - «j 2 1, então

q (P,« + Õj) (P, p)
mi -- 'j -- l

mi -- 'j

onde 'yj = p.j j + 1. A demonstração é concluída por indução. Os valores iniciais de q (p, I')

são encontrados aplicando a relação

'«,«-:'«-:,: - '.:irll= * ;..-,:'«,«-:e5:+it? ,

ao vetor Cp e levando em conta que E.,.-i ' z«,..l. Realizando os cálculos obtém-se

'.,«-:'"" ' E (.:(T=;1'.1 ',:l ITI,=:'!=1..o '"-''', ,
e assim piovamos (3.7)
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(IJapítulo 4

Bases de peso para representações

de om e sp2m

Seja Ç. uma álgebra de Lie complexa simples de tipo Z?, O ou -D, de posto rz, isto é,

Çn :: 02n+l) SP2n, O11 02rt, (4.1)

respectivamente. Denotemos por V (À) a representação irredutível de dimensão finita de Ç;. com

peso máximo À. A restrição de y (À) à subálgebra g. l ein geral não é livre de multiplicidade.

Isto significa que se }''' (p) é a representação irredutível de dimensão finita de g.-t com peso

máximo p, então o espaço

H'«.g..: (}'"(P) , y (.X)) (4.2)

não é necessariamente de dimensão 1. Para construir uma base de y (À) associada com a cadeia

de subálgebras

gi C g2 C '''CÇ;n,

precisamos construir uma base do espaço (4.2) o qual é isomorfo ao subespaço I'' (À)+ dos

vetores máximos sobre gZ«-t de peso p em y (À). O subespaço y (À)p possui ullia estrutura

natural de uma representação do centralizador Cn = 1.J (g«)Ç" ' de g« l na álgebra envolvente
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universal U (Ç«). Olshanski 1011 provou que existem homomorfismos naturais

Oi--- 02' --- (l;« --- On+l '

O limite projetivo desta cadeia é uma extensão do Yangian twisted y+ (2) ou y' (2), nos

casos ortogonal e simplético, respectivamente. Veja 1011, IMNO1 e IMOI para a definição

e propriedades dos Yangian twisted. Em particular, existe um homomorfismo das álgebras

y:L (2) ---' CL o qual equipa o espaço I'' (À)p com uma estrutura de y:t (2)-módulo. Pelo
resultado de IMoll, a representação y (À)p pode ser estendida a uma álgebra maior, o Yan-

gian y (2). Isto é um fato crucial que nos permite construir uma base natural em cada espaço

V (À)p . Nos casos C e D, o y (2)-módulo y (À)p é irredutível e no caso .B é soma direta de

2 submódulos irredutíveis. Isto não leva, porém, a maiores diferenças nas construções e as
fórmulas finais são similares nos 3 casos.

Os cálculos dos geradores de g« são baseados nas relações entre o Yangian twisted y:t (2) e a

álgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (Ç«, g«-l), vda a seção 2. Construímos um homoinorfbmo

de álgebras y:t (2) --, Z(g«,g« 1) 0 qual nos permite expressar os geradores do Yangian

twisted como opeiadoies no y (À)p ' nos termos dos Zomeüng and raisáng operators.

4.1 R,aising and lowering operators

Quando for possível consideramos os 3 casos (4.1) simultaneamente, exceto quando se fale o con-

trário. As filas e colunas das matrizes 2nx 2n serão enumeradas pelos índices n, - . . , --l, l, - - . ,n

C) índice 0 será usualmente omitido no caso formal. Para --n $ í,.j $ n, seja

Fij :: Eij OijE j: 't ) (4.3)

onde os Eij são as illatrizes standrzrd unitárias e

1, no caso ortogonal

sgná sgn.j, no caso simplético
(4.4)

As matrizes .fi:j geram a álgebia de Lie Ç« A subálgebra Ç. l é gelada pelos elementos
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(4.3) com os índices í,.j percorrendo no conjunto { n+ l,.-.n 1}. Denote poi H - H. a

subálgebra diagonal de Cartan no Ç.. Os elementos Fii, . - . , .F;. são uma base de 7{.

As representações de dimensão finita de g« estão em correspondência 1 1 com as n-uplas

À = (Ài, , À«), onde os números Ài satisfazem as condições

Ài -- ÀÍ+i C Z+, para ã = 1, ,n --l (4.5)

e

(4.6)

Cada uma dessas n-uplas é chamada peso máximo da representação correspondente, a

qual denotamos por y (À) e contém um único, a menos de um fatos constante, vetar diferente

de zero € (o vetor máximo) tal que

Ei€

j€

Ài{, para á :: l, ..,n,

0, para n $ á < .j $ n

Denote por I'' (À)+ o subespaço dos vetores máximos em }'' (À) sobre Ç«--i

v'(À)+ {o c }'' (.x) l ajo = o, rz < á < j < n}

Dado um peso p ' (pl, ' ' ' ,/z. 1) sobre gn l denotamos poi' y (À)P o sttbespaço de peso

correspondente no y (À)+:

y (À)p+ ' l -R:,7 - P:,7, ã 1, ,n - l}

Considere a álgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z(Ç«, Ç«-i) introduzida na seção 2. Seja
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P pn--l o projetol' extremo para a álgebra de Lie g«-i. Ele satisfaz as condições

.I'ijp = p.Z$i :: 0, para n <i<j < n

Pelo Teorema 86, os elementos

En., pFi., a -n, n, { :: --n + l, n l, (4.7)

são geradores de Z(Ç«,g«-i), no caso ortogonal. No caso simplético, a álgebra Z(g«,Ç«-l) é

gerada pelos elementos (4.7) junto com En,--« e -F--«,n'

Para escrever as fórmulas explícitas dos geradores, introduz-se os números pi, onde

,n, por

l --á+1/2, para gn :; o2n+l,

Pi :; -l --á, pai'a gn ::: s])2n,

1. --á+l, pai'a Çn = o2«

Os números --pi são as coordenadas da seini-soma das raízes positivas em relação à subál-

gebra de Borel triangular superior. Sda agora

fi = Fü -} pi, f-i - -- fi,

pala á - l, . . . ,n. Ainda, no caso de o2«+1, consideremos também .fo = 1/2. Os geradores

p.rQ. podem sei dados por uma expressão uniforme em todos os 3 casos. Seja a C {--n,n} e

á C {--rz + 1, . . . , n -- 1}, então, tem-se módulo o ideal J',

p.E. '»':»}',» a:.a.:,. .-n,..:,a,'C/- .f:.). (/. - /,,)'
(4.8)

somam)do sobre os s ? 1. Será conveniente trabalhar com geradores normalizados de Z(g«, Ç.-:)
Seja

zi.=pFi..(ji .fi-t).-.(Ji j-ã).--(fi J-.+\),

no caso 1), onde o chapéu indica que o favor é omitido, caso acoita. Serão usados também os
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elementos z.i definidos por

--l)"''z-i, . e ..i l)"''sgn"'' :, ..,

nos casos ortogonal e simplético, respectivamente. Os elementos z{. satisfazem algumas relações

quadráticas, por exemplo, temos para todo a, b C { n, n} e i+ .j # 0,

ziüzjb + zjüzib (.ifi 1) 'j« (/. -- /1) (4.9)

Assim, z{. e zj. comutam pala á +.7 # 0. Também, zí.. e zib comutam para á # 0 e todos os
valores de a e b.

Os elementos zi. agem naturalmente no espaço V (À)+ por raásíng ou Zowehng os pesos.

Tem-se pala { = 1, . . . , n -- l;

;:. : I'' (x)p+ -. }'' (À)L-.., -,.: : V'' (À)p+ --, }' (À)p+-õ: ,

onde p l õi é obtido a partir de p, substituindo pi por pi'ü 1. No caso B, os operadores ZO.

preservam cada subespaço y (À)l,

Precisa-se do seguinte elemento o qual pode sei verificado que pertence ao normalizados

Noimll e assim pode sei considerado como um elemento da álgebra Z(g«, g«-l):

Zn,--n = >l, Fn{..E.{,''-a,, «(/n--/J.)'''(/n /«),
n>Zl>...>Zs>--n

nos casos B, O, e

>, Pn:..E::,-..a,, .(/n:-/J-)'-(/n-/«),
n>ã]. > . . . >ãs > -- n, ' ./ n

no caso D, onde s = 0,1,. - - e {.ji,. . . ,.jx;} é o complemento ao subconjLmto {íi,-- - ,{;} no

conjunto {--n + 1, . - - , n -- 1}. 0 próximo resultado é a recíproca do Lema 102 e é crucial nos

cálculos dos elementos da matriz dos geradores nas bases.
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Lema 103 Para a C {--n,n} tentos

1,:;:' (.Ê -- /--«+l)
l

(fi -- j.-ty

nos casos 1?, 0 e

: )l '«-:,:;:' CÊ - /-«--O . - . A-:,: - - - U. - /n-0'

no .«se O, ond' ,«-i,..l = 1 e « ág-Zd«des 'ã. «n.íde«d« no U' (Ç;Z«) «.aduz. . áde.Z J'

O símbolo /'\ indica que o Índice foi omitido.

Para escrever os vetores da base, introduz-se a interpolação de polinõmios Z«,--. (u) com

coeficientes na álgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z(Ç«, g. 1), por

z«,-« («) - >: ,«:':,
á-l .«:l.;

g?

g?'
(4.10)

nos casos B, a e

'«,-. '«, - 8 '.:'.,-« :i. ;],
no caso 1), onde gi = /. + 1/2. De acordo com isso, tem-se

(4.11)

Z.,-. (g{) = z«{z{,-,. (4.12)

e quando u é aplicado em U (7{), os coeficientes do polinâmo Z«,-« (u) são escritos à esquerda

das potências de u, como aparece nas fórmulas (4.10) e (4.11).

4.2 Regras de ramificação, padrões e vetores da base

A restrição de y (À) à subálgebra Ç«-i é dada por

}''' (À) lç. := (D . (p) v'(p) ,
P
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onde y' (p) é a representação irredutível de dimensão finita de Ç;«-l com o peso máximo p.

A multiplicidade c (p) coincide com a dimensão do espaço I''' (À)+ e o valor exala é encontrado

pela negra da ramificação de Zhelobenko IZhll. Aqui os formularemos separadamente pala cada

caso, recordando as condições (4.5) e (4.6) sobre o peso máximo À. Nas fórmulas usaremos a
nntnpãn

Z = Ài + Pi + 1/2, 'i = pi + Pi + 1/2,

onde os z/i são os parâmetros.

Uma parametrização dos vetores da base em V (À) é obtida aplicando as regras da rami6-

cação a suas subseqüentes restrições às subálgebras da cadeia

gi C g2 C.-.C Ç..l C Çn

Isto nos leva à definição dos padrões de Gelfand-Tsetlin pata os tipos -B, (7 e ZI).

Então encontram-se fórmulas para os vetoies da base da. representação y (À). Usando a

notação

Zki = Àk +pi+1/2, Zí;i = xkí+pi+ 1/2,

onde os Àki e À2;Í são as entradas dos padrões que definiremos a seguir.

Caso tipo B. A multiplicidade c (p) é igual ao nomeio de n--uplas (pÍ, P2, ' ' ' , z/.) satis-

fazendo as desigualdades

Ài 2 pl2Ài?p2?À2?.-.?p. i?À..t2z/.?À.,

Pi ? ul?pi?l'2?p22'''?p«-i?p..iãu,',

com pl e todos os pi sendo simultaneamente inteiros ou metade de inteiros, o mesmo que os

Ài. Equivalentemente, c(p) é igual ao número de (n + l) --uplas p = (a,pi,. - - ,z,«), com as

entradas dadas por

a,PI)
se «{ $ 0

se pq > 0
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Lema 104 0s uetores

n, l

e, - ,go ll '=: ":,;1'':
á-l

1. 1

11 z«,-« (k)c,
k-z.

/o«-m «m« Z,«e do e.p«ç. }' (.X)P+

Define-se um padrão tipo B, A, associado com À como o arranjo da forma

an Ànl Àn2 À..

ÀI.: *«: *-

an,-- l À« l,..l

ÀI, i,i

À::

tal que À = (À«i , . . . , À..), cada ak é 0 ou l e as outras entradas são todas números inteiros não

positivos ou metade de inteiros não-positivos, o mesmo que os Ài, e verificam-se as desigualdades

ÀÍ;: ? 'k: ?À" ? ÀÍ;,k.i ? Àk,k-i 2 ÀÍ;k 2 Àj;k,

para k = 1, ..., n e

Ài:: ? Àk-i,i ?À" ? Àh 1,2 ? ? Àl;,k 1 ? Àk l,k-i 2 Àbh,
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Ài;: $ -i

1 .

Ainda, no caso dos inteiros Ài, a condiçãoS T l

} ' ' ' ]deve-se verifkar pala todo # :=

rF-n»n. n l Í\H / ). ...+n- n-

ll ,Ó:'*'--,',:b-*' 'TI '*,-. (.0~l c
á=1 .j=Zkk

p««methzados pelos padres A /o«na«. uma base da repres.nt«çâo V (À) .

Caso tipo C. A mu]tip]icidade c(/z) é igua] ao nomeio de rz--up]

= (h, p2, ' ' , z'.), satisfazendo as desigualdades

0 ? ut?Àiãp2?À2? .?p..t2À. i?p.?À.,

0 ? Pl>Pl2P2?P2?'-.?Pn--l?Pn l2Pn

U

Lema 106 Os uetorese

de inteiros

(4.13)

n-- l ''n -- l

e, - 1l ,=; "'.;11=" . ll z«,-« (k)e,
{:=1 A-;Z.

'.P.ç. }' (À):'
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m paarao tipo u} ib as

À.l À.2

*«,'

À..

como o arranjo da forma

*«,: *",«

À«-l,l À« l,.-l

À::

tal que À = (À«i, ...,À..), as outras entoadas são todas números inteiros não-positivos,

veiifkam-se as seguintes desigualdades

0 2 Ài;i ? Àki ? Xh,2 ? Àhu ?

= 1,...,n e

0 2 Ài;i 2 Àk-i,i 2 Àk,2 ? Xh i,2 2 - ' ' ? ÀÍ;,À;.i ? Àk-i,k-i ? Àk,k,

para k = 2, ..., n.

Fila a ,. A .- n l fl P7 /') ' n . ,- +

1 ? ÀÍ;,k ? Àkk1 ? Àk,k

pala Él

ates

e

'k--l . . ZÍ:.k--]

ll ,#':'*' :':.:$.'**' . 1l z*,-» CD l €
{=1 .j=ZkA:

A .b«ma«. uma base da restàção y (À).

83

para.ntethzados pelos padrõesn. m,2 E a



Caso tipo D. A multiplicidade c (p) é igual ao nomeio de (n 1) uplas u = (pi, p2, ' ' , z'«--:),

satisfazendo as desigualdades

IÀil ? pi?À2?p22À3?'''2À.-t2p.-i2À.,

IPll ? pi?P2?p2?/z32'''?P. l?Pn--l,

com todos os z/i sendo simultaneamente números inteiros ou metade de inteiros, o mesmo que

os À{. Seja pO = max {Ài, p:}

Lema 108 0s velares

n, l

(, - ll ,=i-:'"',:l'--' *:
á-l

zn,-« (k) (,

.»"""«m «m« Z,«e d. e'p.ç. I'' (X)p+

Define-se um padrão tipo D, A, associado com À:corno o arranjo da forma

À.l À.2 À".

À« l,l À« l,. l

À21 À22

À"

tal que À = (À«i À,.,,) as outras enfiadas são todas números inteiros não-positivos ou
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metade de inteiros não-positivos, o mesmo que os Ài, e verificam-se as seguintes desigualdades

--lÀktl ? Àk l,i ? Àk2 ? Àx; i,2 2 .'' ? Àk,k.i ? Àk-i,À;.i ? Xkk,

IÀh i,il ? Àk i,i?Àk i,2?xk-1,2? ?Àk i,k-l?Àh i,x;.i,

pata k 2, .,n. Sda ÀÍ;-i,o = max {Àk,IÀA; i,i}

Teorema 109 0s uetores

ll,õ-:'' *'-''',:s'':-:.*« ': - '',.,-..,l :,
p««meto«do; p.Z« p«d,ões A /o«m«. um« Z,«se d« «p«seno«çã. }' (À)

As demonstrações dos Teoremas 105, 107 e 109 senão apresentadas nas próximas duas seções.

Estas são baseadas na aplicação da teoria de representações de Yangian twisted. Claramente,

devido às regras da ramificação, é suficiente construir uma base no espaço de multiplicidade

l,'' (À):'P

4.3 Yangians e suas representações

Consideremos a álgebra linear geral g!« cona a base canónica Eij, {, .j = 1, . . . , n. Seja a matriz

n x rz, E, tal que a ã.j--ésima entrada é .Eij. Os traços das potências da matriz .E

g, = [rE', s :: 1, 2,

são elementos centrais da álgebia envolvente tmiversal U (gZ«) conhecidos como os invariantes

de Gelfand. Além disto, os primeiros n são algebricamente independentes e geram o centro.

Uma demonstração da centralidade de g. é deduzida a partir da seguinte relação na álgebra

envolvente

l-Eij,(E')kzl(-E'){z Õiz(E')kj (4.14)

E de admirar-se ao vei que unia fórmula mais geral existe pala o comutador dos elementos

das matrizes das potências de E. Ela é uma generalização de (4.14) e pode ser verificada por
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inHnpãr.

IE''''':):j ' (E')..j - l(-E'):j , (-E'''':)..j - (-E')kj (-E')« (z')*j (z')« ,

onde r, s ? 0 e .Eo = 1 é a matriz identidade. Podemos axiomatizar estas relações introduzindo

a seguinte definição.

Definição 110 0 ybngian para gZ« é uma áZgeZ)ra associativa compZeza com uma quarzt dada

enumeráueZ de geradores tÍ;), tlj), . . . onde l $ {,.j $ n, que satáélfazem as relações

i*s'':', 'E'l I'i;', *E'':'l - *c'*í;' (4.15)

ond' ', s Z 0 . tl') = õ:j. Esta áZgeb« é de"'t'd' p" y (gZ«) - y (n)

Introduzindo as séries geiadoias,

tij (u) - Õij + t:l)u-l + t(2)u-2 + c r(«) ll« :ll

podemos escrever (4.15) na forma

(« «) ltij (u) , tkz («)l (u) tiz («) tkj («) tiz (u)

Pala este trabalho somente precisamos o Yangian y (2) para a álgebra de Lie gZ2. No que

segue será conveniente usar os índices --n,n pala enumerar as filas e colunas das matrizes

2 x 2. O Yangian y (2) é a álgebra associativa complexa com os geradores tS), t(2), . . . , onde

a, b € {--rz, n} e que satisfazem as relações

.S-''u,*S) I's','s''''l - 'i;'*s tl:).y , (4.16)

onde r, s ? 0 e t(j) :: õiJ. Ou equivalentemente,

(« u) it.Ó(u) , t.d(u)l = t.b(u) t.d(u) t.Õ («) t.a (u) , (4.17)
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onde

t.ó (u) = õ.õ + tS?u-i + tS)u-' + c }'' (2) ]]u :]]

Introduzimos as séries s.b (u) , a, b C {--n,n} por

s.b (u) = 0«ót- (u) t-b,-« (--u) + 0 «,õt.,-. (u) t b,« (--u) , (4.18)

com é)ij definido em (4.4) . Escrevemos

Sab (u) ::: Õ.b + sS)u-t + Sab)U-2 +

O Yangian Twisted y:t (2) é definido como a subálgebra de y (2) gelada pelos elementos

s(i), s(2), . . . , onde a,b C {--n,n}. Também, y:t (2) pode sei visto como uma álgebra abstrata

com geradores slZ) e definido as relações lineares e quadráticas as quais têm a seguinte forma

(u' -- «') l..ó (u) , '..: («)l
(u + «)(s.z,(u) ..d(«) ..6(u) ..d(u))

(u «) (0.,-b'..,-. (u) ' ó,a (u) -- 0.,-ós.,-. (u) s

+0.,-ó(s.,-.(u)' õ,d(«) '.,-.(«)s b,d(u)),

(4.19)

.i,b (u))

a.ó'-ó,-. (--") - '.ó (") j: SIL(!!L=i-!!!Í::© . (4.20)

Sempre que o sinal duplo E ou =F ocorre, o sinal superior corresponde ao caso ortogonal e

o sinal inferior ao caso simplético. Em particular, tem-se a relação

e

1;«,-« (u) , s«,-« («)l

O Yangian é uma álgebra de Hopf com o co-produto

A (t.b (u)) t-(U) (8) f«b(u) + t., «(u) (8t-«,Ó(u) (4.21)
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O Yangian twisted y:E (2) é um co-ideal à esquerda no y (2) com

z\ ('.ó (u)) Oóat- (u) t-õ, d (--u) ® '.H (u)

c,dC{ n,n}
(4.22)

Definição lll [/ma rep«sentaçâo do yangian y (2) é uma representação de peso «zá«ámo

se ê ge«da por um vetar oferente de zero n (o vetar «ázimo) tal que

tÍI (u) ,7 = Ài (u) ,7,

t «,« (u) ,7

par'n z = --rz, n

p-« ced« sêde/om-«ZÀi(u) C l+u :C llu :ll. Op-(À «(u) ,À« (u)) é ch'm«d' 'pe.. má-

«ímo 'l" "p«'ent'çã.. D«d« q-Ísqa{« sé«íe. À-« (u) ,.X« (u) eà;te «.« úni", " m.no. de

ás.mo$'m., "p«"nt«çã. á«'edutí«eZ de pe« «.á«ám. de y (2) co«. pe« má«ímo (À « (u) , À« (u))
« qu.Z é den.[.d« po, -L (À-« (u) , .X« (u)).

SámiZa,mente, a rep«tentação do rangi- y:t (2) é a,na «p«semtação de peso máhmo se

É gerada, por ILm vetar deferente de zero n (o vetar máximo) tal que

s..(a)q
' «,« (u) ,7

para z = n, n

f'-. ce,t' 'é«á. /o«n.Z p(u) c 1 + u :C ]]u':]]. O p« (À «(u) ,À«(u)) é 'A«mad. . p«o

má«ám. d« «p«'.nt«çã.. O«d« séüe «bát,á«i« p (u) .«ást. «m« únãc«, " me-s de í««.«-

.Homo, "p«"nt.ção í«'edutí«e{ de p«. n,ázãm. de }''Ü (2) com pe« máà«.. p(u) « qual é

achatada por y (/z (%)). Cada representação ãn'edutz'ueZ de dimensão .PniÍa da áZgebra yÜ (2) é

àso«.orfã « «. únic. I' (p (u)).

Dado un] par de núineios complexos (a,/3) tal que a /3 € Z+ denota-se por Z'(cl,P) a

i'apresentação irredutível da álgebra gZ2 com peso máximo (a, P) com relação à subálgebra de

Borel triangular superior. Então dim L (a,/3) = a # + l.

Pala consideiai -L (a, /3) com uma estrutura de y (2) --naódulo precisamos de um homomoi-

fismo entre as álgebras y (2) e U (gi2).
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Proposição 112 .4 aplicação de y (2) --, U (gZ2) delüáda por

t.Ó (u) ----, Õ.Ó + E.Õ.' :, .,b C {-n,n}, (4.23)

delhe um Aom.mo$.m. ent« « áZgeZ,«s }' (2) e U (gZ2)

Demonstração. Sda .A uma álgebra livre associativa gerada pelos elementos t.:z, (u) , com

a, b € { n, n}, então podemos definir um homomorfbmo

Q : .4

t.t, (u) --, Õ.b + .E.Ót'-:,

-, .« -':« -,""«., « (*S') - '.., «' ('S') - ,.. . « ('9) - o, -«, , :, ' vd;« -«

« (I's':', '91 I'9,*9':'l S) 3 -- *S).S) - o,

pata todo r, s 2 0

1. Para r ou s > 2 é trivial

2. Para r = s :; l

«(l*s','11'l -
«(I's',*!s'l)

1*!t',*s'l 's''s? --.s''!?)
«(l*!t',*s'l) «(*s''!? *S'*9)

0

3. Para r l e s = 0 (ou poi simetria s l e , = 0)

« (I's','!:'l
« (- I'!!', *:.'l

I's','s'l 's --*!:'*s?)
*S)*9 -.- *1:'*S?)

IÉ;ab,-Ecdl + Õcb-Ead
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4. Para r = s :: 0

«(I'!!','s'l l*s','s'l 's'*s -- 's'*3)
«(l*!t','s'l) ,*s'l)
ÕcdEab -- ocde,ab ÕabEcd -+ ÕabEcd

Seja R = ltlri), tl?l tSr-i)l tS)t(') +tS)t('), logo R C kei Q. Consideremos o ideal
/ (R) gerado por todos os R. Então / (R) C ket @ cle modo que q' induz um homomorfbmo

.A,// (R) ---, U (gZ2) , mas -A// (R) = y (2), concluindo assim a proposição.

Corolário 113 .A apZã.«ção de yÜ (2) ----, U (gZ2) de.fhída por

...(«) ---.Õ..+ Fü .,b. {-«,«}, (4.24)

derme um Ao«.omor$smo entre as áZgeb«s y:L (2) e U (ÇZ2)

O co-produto (4.21) permite construir representações de y (2) , da forma

L ,al) ®- - - ®Z. (aÉ,Pk) (4.25)

De (4.21) e (4.23) temos clue o produto sensorial

77 :: col

dos vetores máximos u{ das representações L (cl{,/3Í) gelam um submódulo cle peso máximo em

Z; co:n peso máümo (a (u) ,P (u)), onde

«(«)

P(«)

(1 +«:« :) -.- (1 +«.« :) ,
(i +/3:« :) - . (i +P*« :)

(4.26)

De onde, se a representação L é irredutível então ela é isomorfa a L (a (u) ,P (u))
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Qualquer y (2) --módulo irredutível de dimensão finita é isomorfo a uma representação deste

tipo twisted via um automorfbmo de y (2) da forma

t.. (u) ---, (l + 9:u': + P:.'-' + ) t.. (u) ,

Igualmente, a aplicação

s.b (u) ---, c (u) ..b (u) (4.27)

onde c(u) = 1 + u 2C [lu-2]] é um automor6smo de y:t (2)

Existe um critério explícito de irredutibilidade para o y (2) --módulo L. Antes de íormulai

o resultado, com cada L (a,/3) se associa a sequência

S(a,P) ,a -llC C

Dizemos que as duas seqüências Si e S2 estão em posição geral se

ou Si U S2 não é uma seqüêncla, ou Si C S2 ou S2 C SI

Teorema 114 4 representação Íg.eS) de y (2) é ãm'edutüe! se, e somente se, as seqüêncãas

S(a{,P{), { = 1,...,k, estão 2 a 2 em posição geral.

Demonstração. Vqa IChP2j ou IMol

Exemplo115 .1. Soam (al,PI) = (4+3{,2+3{), (cl2,P2) = (7+3á,3+3á), ioga

Si(ai,/ii) = {2+ 3{,3+ 3{} e S2(aa,P2) = {3+ 3á,4+ 3á,5+ 3{,6+ 3á}, de onde

SiU S2 {2 + 3{, 3 + 3á, 4 + 3i, 5 + 3á, 6 + 3á}

é Mina seqüêncãa, aZé7n disto, Si IZ S2 ne7n S2 g: St, portanto Si e S2 llao esÍao e?n

p«{çã. ge«Z . o }'' (2) módulo L = L (al,PI) (8) -L (a2,P2) não é {«'edut{«e/.

. S «m (al,PI) (4 + 3ã,2+ 3á),(a2,/32) =(7 + 3i,6+ 3{), logo Si(ai,Pi) = {2+ 3i,3+ 3Í}
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e S2 (a2, /i2) = {6 + 3á}, de onde

Si U S2 = {2 + 3{, 3 + 3{, 6 + 3á}

rzão é uma seqüêncáa, portanto Si e S2 estão em posição geral e o y(2) módulo

L ,Pi) ® L (a2,a2) é {«'.dutÍ«.{.

De (4.21) e (4.23) temos que os geradores t9 com r > k agem como operadores zero no -L

Portanto, os operadores Tab (U) = Uktab (U) são polinâmios em u:

Tab (u) = Õ.buk + tlil,)t,h-i + +tS'. (4.28)

Se ei denota o vetor máximo do gZ2--módulo L (a{, Pi), suponhamos que o y (2) --módulo

L dado por (4.25) é inedutível e as sequências S (a{,ai) são 2 a 2 diquntas. Sqa

q- e:®. (8'.. (4.29)

Proposição 116 0 vetar 77 é o uetor magana do y (2) --módulo L, isto é, 77 é anulado por

T.«,« (u) ' é %m -t«''" p""" " ope«.do«s Tn« (u) e T.«,-« (u). Ezpücát"«.'n*',

T-«,« (u) q

T-«,-« (u)q = (u + al) (u + ak)q,

Tn« (u) q - . - (u + #k) ,7.

(4.30)

Demonstração. De fato, pala k = 2, temos -L = L(ai,Pi) (8)-L(a2,P2) e q = Ci (8)€2,

onde {i é o vedor máximo de -L (ai,Pi), para { - 1, 2. Logo

r-«,« (u) ,7 ,':t «,«(u)q

«' (' «,« («) e- e) '«,« («) {, -- *-«,-« (Q G e) * «,« («) e,)
0,
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onde a segunda igualdade segue pelo co-produto (4.21) e a última pois t «,« (u)Ci

i - 1,2.

Agora

para

T-«,-« (u) ,7 u'*-«,-« (u) ,7

«' (*-«,. («) e: ® '«,-« («) e, -- '-«,-« (© G g) '-«
«' ('-«,-«(«)e-®* « ,.(QG)
«'(0--«-«,-.«' : 0--"-«,-««-D;:)
«' (0 -- «:«-D e- ®O -- «,«-D ;,)

«: ((1 + «:«':) (1 + «,«':)) ,7

(u + a:) (u + a2) T.

(«)e,)

A outra igualdade prova-se de forma análoga.

A demonstração para o caso geral é análoga por indução. H

Seja 'y = ('yl, - . . ,'yk) uma k upla satisfazendo as condições: Pata cada á

a{ -- 'i € Z+ , 'yi #Í C Z+ (4.31)

q, Tn,-«(--"rá + 1) ' ' 'Tn,-«(--P{ - l)Tn,-«(--Pi) '7

O seguinte Teorema fornece uma base do tipo Gelfand-Tsetlin para as representações do

Yangian y (2) associado com a inclusão y (1) C y (2). Aqui y (1) é a subálgebra (comutativa)

de y (2) gerada pelos elenaentos t('), r 2 1.

k

lZ

Seja

Teor'ema 117 Seja o y (2) --módulo L d«d. por Íg.eõ), ã«'dali«eZ e as seqüênci« S (c-{,Pi),

2 Q 2 disjuntas. Então os uetores H,v com l satisfazendo (4-31) fov"mam uma base de L. Aãndct,
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" geral«es de y (2) age«. ne.ta b«. reza mera

Tn« (u) ,7,

Tn,-« (--7i) ,7,

(u + 'i) ' ' ' (u + 7k) q,,

z7l+õi ,
k

- ll (a« 7{ + l) (P« - 'Í)q,-Õ:,
7n,::l

Ú (« -- «: -U (u + PJ,

-'" ll i.í;l:n'-«,« («) Tn,-« (« -- D «,.

T-«,« (--7á) 771 (4.32)

T-«, « (u) q,

Demonstração. Para a prova das fórmulas anteriores usaremos as relações que definem o

Yangian (4.17), junto com o determinante Quântico

d(u) T-«,-«(u + 1) Tn«(u) - Tn,-«(u + 1) T.«,«(u)

T-«,-«(u) Tn«(u + 1) -: T-«,«(u) Tn,-«(u + l)

(4.33)

(4.34)

Os coeficientes do determinante Quântico pertencem ao centro de y (2) (veja, por exemplo

IMNO1) assim, d (u) age em L como escalares, os quais podem ser encontrados aplicando (4.33)

ao vetor máximo ?7. De fato,

d (u) ,7 (T-«,-«(u+ l)Tn«(u) - Tn, «(u+ l)T.«,«(u))q

T-.,-«(u + l)(u+ P:) . . .(u + Pk) ,7

(u + ai + l). - -(u + cvk + l)(u + Pt) . . .(u+ Ph) ?7

ll (u + a{ + l) (u + P{) ,7,
h

lZ

por (4.30).

A primeria fórmula é imediata e segue da definição
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k

Tn,-«(--7á) '7, -«(-'r{) lira,-«(--'y{ + 1) ' ' 'Tn,-«(-Pi - l)Tn,-« (
{-1

k

11 Tn,-« (--'y{) Tn,-« (--'y{ + 1) ' ' ' Tn,-. (-P{ - 1) Tn,-« (
á-l
77,v+õi

a a fórmula terceira, de (4.34) temos

d(U),7, Õ: =(T-«,-«(U)Tn«(U+ 1) -- T.«,«(U)Tn,-«(U+ l))q,-Õ:

aplicando em u = --'yi temos que: Tn,-« (--'r{ + l) ?77-Ó:

Tn«(--"yi+l)ql õ: =(--'yi+l+'yt)'''('

Pal

'Y. + 1 + 7k) qk Õl

Pi),7

(4.35)

d(--7i)q,r-õ: =(--"yi + ai + 1) ' ' '(--7{ + ak+ l)(--'yi+/3i) ' ' '(-'y{ +Pk)q,r õ.

ogo substituindo estos valores em (4.35) temos

(--'y{ + ai + l) . . .(-'y{ + ak + l)(--'yi+ Pi)

k

T.«,« (--'yi)77, = - ll (a« -- 7i + l) (P- 7i) 777 õ.
m::l

que é precisamente o que querianaos provar.

Para a última brmula temos que Tn. (u + l) ,7,V = (u + 7i + 1) ' ' - (u + 7k + l) ,7.,

1) (u + Pi) ,7,

1:) n7L«,« (7; + /3À;) qk Õl z/ 'í'7

e daí
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logo de (4.34) temos

T-«,-« (u) Tn« (u + l) ,7, d(U)T, +T-«,.(U)Tn, «(U+ l),7,,

de onde

(u + 'i + 1) ' ' '(u + 'k + 1) T.«,-«(u) 771 = ll(u + cri + l)(u+/3{) 77l+T.,.,«(u) Tn,-n(u + 1) r77

k

lZ

e daí segue a quarta fórmula.

Os open'odores lr--«,«(u) e Zn,--« (U) são polinâmios em u de grau $ k 1, veja (4.28).

Portanto, sua ação pode ser obtida de (4.32) usando a fórmula de interpolação de Lagrange,

por exemplo para k = 3 pal'a obter Tn, « (u) temos ' = ("yt,'y2, '3), e sabemos da fórmula dois

de (3.19) que Tn, . (--'yi) = 77l+õ: para á - 1,2,3 logo usando a fórmula de interpolação de

Lagrange temos

Tn,.. (U) = 1 {--'yi t 'aJ 77'ytõ'+ L:-,y -:F "riJ {--'y2 t '31 77'r+Õ'+ L-,y3 t 'iJ L--'y3 t '2) 77l+Õa

que é um polinâmio de grau 2. H

Podemos considerar (4.25) como um módulo sobre o Yangian txvisted y (2) obtido por

restrição. O critério de irredutibilidade de tal módulo é dado pelo seguinte Teorema.

Teorema 118 .A representação de Í%.eS) de y' (2) é ãm'edutüeZ se, e somente se, cada par de

seqãêncáas

S(a{,P{), S(aj,Pj) e S(ai,Pi), S(-Pj,-aj)

estão em posição geral para todo i< j

Se a representação L de y (2) definida ein (4.25) é irredutível, então por (4.18) ela é

iso«-orfã a y (p (u)) co:n

P (u) (-u) P (u) ,

onde a (u) e /3 (u) são dados por (4.26)
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uçii.l.liiiuu l.'t'-t l ./ .pçiiiiiuç.ui iuuo\.-.lave;.l a .Lul.iuuia X.'t'l-u./) .raia on,--n \.

;., . (") - !LJl;ZZ (t«,-« (") t- (--") - t«, « (-") t- ("))

Portanto o operador em L definido por

s«,-«(«) - il-i7ã.«,-«(«)

!;(t«,-«(") t-(-") -- t«,-«(--") t-("))

C/(«*'«,-«(d( «**-'-«' - (-:,'«*'«,-«' *-'«))

(=1;r(Tn,-«(") Tn«(-«') - Tn,-«(-") Tn«(")),(4-36)

é um polinâmio par em u de grau $ 2k -- 2.

Observação 119 Das relações rza delimição do Xangãan twá

IS«,-« (u) , S«.-« («)l

A ação de S«,--« (u) na base de -L apresentada no Teorema 117

s«,-« (")'7,-2 ll (-1: 1..) ,7.
a=1,a#{

Temos provado o seguinte Corolário.

Corolário 120 Suponha que o y (2) --módulo L é ámedulüeZ e que temos

s(a.,#:) ns(a.j,Pj) - @ e S(a:,P:)n$(--Pj,--aj) -é

para todo { < j. Então os uetores

k

e, s«,-« ('y{ l)'''s«,.,
{-1

ando (4.31) .foTrítam uma base de L.
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k
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Vamos para o Yangian twisted ortogonal y+ (2). Para qualquer -5 € C denote por H'' ((5) a

representação de dimensão 1, de y+ (2), gerada por um vetor m tal que

.- («) « - JÇ8«, '-«,-, («) « - =ã--i»-"

e Sa,-. (u) w = 0 pai'a a - n, n. Por (4.22) podemos considerar o produto tensorial -L (8 Wr (õ)

como uma representação de y+ (2). As representações y+ (2) deste tipo e as representações de

y (2) de tipo (4.25) cobrem todas as representações irredutíveis de dimensão finta de yJ: (2)

IMoil.

O seguinte resultado é um análogo ao Teorema 118.

Teo««ia 121 .A represent«ção -L (8) W (õ) de y+ (2) é {«'edutüei se, e somente se, para «,da

par de seqiLências

S (a:,#i), S(aj,#j) e S (q:,P:) , S (-Dj,-a.j)

«t'' 'm po'ãçâ. ge«Z p«. t.do { < .j . nenhum« d.i sêqüênci« S(ai,P{) - S(--/3:, ai)
contém õ.

Usando o isomoríbmo de espaços vetoiiais

L ® W' (Õ) ---, L, uç:L (4.37)

podemos consideram É como um y+ (2) módulo. Portanto, usando a relação (4.17) e a fórmula

do co-produto (4.22) podemos escrever s«,-« (u) como um operador em -Z.,, na forma

..,-«(") - !-i-!t«, «(") t-(-")+ !!;-!t«.-,(-") t-(")

De onde o operador em L definido por

S«,-.(u) "".«,-« (u)

(:ilr((" - Õ)Tn,-«(")Tn«(-") +("+ Õ)Tn, «(-")Tn«("))(4.38)
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é um polinâmio par em t&, de grau $ 2k -- 2. Sua ação na base de L vem do Teorema 117 e é

clacla poi
k

S«,-«(1{)q,y =2(--õ-'yi) ll (--'y{ "r.)ql+õ., ã=1,...,k.
a =1 ,a:P{

Temos provado assim o seguinte Corolário.

Corolário 122 Suponha que o y+ (2) mód«Zo L ® W (õ) é à«'edatíuel e q«.

s (a:, P:) n S (aj, #j) e S (a:, #:) n S (--/31, --aj) é,

para bodo i < j Então os uetores

k

(, Sn,-« ('Íi- l)
{-1

s«,-« (Pi + 1) sn,-« (Pi) q,

com 'y ralis.fazendo (4.31) formam uma base de L

4.4 Ação do Yangian sobre o espaço de multiplicidades

Agora construímos um homomor6smo de álgebras y:t (2) ---, Z(Ç«, g« i) e depois o usamos

para definir uma ação de y:t (2) sobre o espaço de multiplicidade V' (À)p

Para a,b C { n,n} e um paiâmetio complexo u introduzimos os elementos Z.b(u) da
álgebia de A'lickelsson-Zhelobenko Z(Ç;«, g« i) por

Z.õ (u)
'« (« * ,« * ;) * «') :i: '« * .:, * :ji: ,""' ,:

n l

(4.39)

no caso .B,

'«.«, -('«(«',« * ;) * ':') :li:'«* .., - :E:'"".,..l,,*:=, '' ",
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no caso O e

Z.ó (u) lo«(«*,«* *'o:i:'«*,,lú
* l.E: ,-*. '« * .-:, ,..l*:. =1 ú,

(4.41)

(4.42)

no caso Z), onde gi = /. + 1/2 para todo ã. Em particular, pode ser verificado que cada Z«,-« (u)

coincide com a correspondente interpolação polinomial dada em (4.10) ou (4.11).

Consideremos agora os três casos separadamente. Assumiremos que p. :: oo na seguinte

notação.

Caso tipo B.

Teorema 123 (í) .4 aplicação

:"}

-:;=:

t--('}

s.b (u) n --u''"Z.ó (u) , .,b C {-n,n} (4.43)

d.Pme um Ao«.om.r$.m. de áZgeZ,«s y+ (2) ----, Z(g«, g«--l).

(íí) O y+ (2) --módulo y (À); de./irirido üa o Aomomor:Pomo Í#.439, é isomolÍo ã soma

dá«t. de d.i' '«bmód«l« {«edut{«ei', I'' (X)p+ = U a) U', o"'Z'

U Pi)(8-L(a2,P2)(9- --é9-L(a«,P.)(8W(1/2),

U'(-l,Pi)®l(a2,P2)®.--®-L(a.,#.)®W(1/2),

se os Ài são inteiros ré suposto que U' = {0} se /3i = 0), ou

L(-1/2,Pi)®l(a2,P2) .. ®-L(a«,P.)®W(0),

L(-1/2,P:)(8L(a2,P2) (8. .Q9Z(a«,P.)(8W(i) ,

se os Xi são se?ni-ivtteiros e a seguinte notação é ttsctdct

ai = min {Ài-l, pi.i} ã + l

Pi :: niin {Ài, pi} { + l
á = 2, . . . , ri,

i :: l, . . . ,7]..
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Caso tipo C

Teorema 124 ({) .A apiácação

s.b (u) n (u + 1/2) u '"z.b (u) , «,Z,e { n,n} (4.44)

derme u«. Ao«.omor$.mo de áZg.b«. }'' (2) --, Z(Ç., Ç.-i).
(ái) O }' (2) «''ód"i' y (À); d'jmÍd. «ã. . ho«..m.ramo ry.4.g) é á«,edutí«eZ ' {s.m.rÍo

clo produto tensohal

L(ai,#i) . ê9-L(a«,P.),

onde ai = 1/2 e

ai = min {Ài-i, pi.t} -- á + 1/2

Pi = min {À{, pi} -- { + 1/2
á = 2,...,n,
á := 1,. . . , rl.

Caso tipo D

Teorema 125 (á) .4 aplicação

s.b (u) -, 2. '"+'Z.b (u) , «,Z,C {-n,n} (4.45)

de.fhe um h.«.m.r$sm. d' áZgeb«s y+ (2) - (Ç«, g« i).
(á{) O y+ (2) --módwio y (À)+ dejmído uáa o homomor:/bmo Íy.4S) é ámedutüeZ e isomor:fo

CLO prOdUtO teTLSOMQt

L (al,P:) ® ®l (a«-l,P. i) ®W (--ao) ,

orzde ai = min {-- IÀtl , 1/2, aO = ai + IÀi + Pil,

cvá = min {Ài, pá} -- á + 1/2

P: = mintÀi+i,pi+i} { + 1/2

á = 2, . . . , n -- l,

á = 1,...,n

Demonstração. Da parte (ã) dos Teoremas 123 125
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Uma das possíveis formas de provar a afirmação é veri6car diietamente que as relações

(4.19) e (4.20) são satisfeitas com os s.b (u) i'espectivamente subsitituidos por Zab (U). Aqui

é necessário usar as relações quadráticas na álgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (Ç«, Ç«-:).

Além das relações (4.9); veja IZh6j.

Alternativamente, podemos seguir a abordagem de lh'Lo2, Seção 51 e construímos primeiro

um homomorfismo de y:t (2) no centralizador Cn de g«-t em U (g«) e depois calculamos a im-

agem dos elementos do centralizador na álgebra Z (Ç«, g«-l). Por último usamos a composição
de homomorfÉmos

y ' (2) ----+ C;,, ---.> Z (G. . Gm

.Para o primeiro homomortlsmo, sqa a matriz 2n x 2n, .P' :: (.&li{) tal que a {.j--ésima entrada

é o elemento .F:j C g. e seja

' («) - : -- if'o5
Denotemos por F (u) a imagem da co-matriz de Sklyanin S (u) IMol, Seção 21. A aplicação

s.b (u) ---, . (u) -F (-u + n 1).b , «,Z,C { n,n},

onde

.(«) - n (: :/n'« ')

de6ne um homomorfbmo de y:t (2) ao centralizador On de g«-t em U (Ç«) IMol, Proposição

2.il, ou IMNOj.
Para o segundo homomorfbmo temos que O,. é uma subálgebra do normalizados NoimJ'

(seção 2) a projeção natural de O« em Z (g«, g.-l) é homomorfinaso.

Da composição dos homomorfismos anteriores temos o homomorfismo y:t (2) g« i),

obtelldo assim a pare (ã) dos Teoremas.

Dos resultados de IMoll, cada representação irredutível de dimensão finita do Yangian twis-

ted é uma representação de peso máximo. Ela contém um único vedor, a menos de um fatos cons-

tante, o qual é anulado por s «,n (u) e o (leal é um vetor próprio de s«» (u). O correspondente

valor próprio (o peso máximo) detennina tmicanlente a representação. Os vetoies em y (.X);'

anulados por S n,n (U) podem ser consta'uídos explicitamente usando os Zowehng open'ators. Unl

ln.

k l
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destes vetores é dado poi

€,
n l

ll (.="'*:,«.,í-l ": ,--Í*:,«'''*:) €

onde € é o vetar máximo de V (À). Este é o único vetou nos casos O, 1), porém no caso -B existe

outro vetor dado por

eÍ. - '«oe,

Computando os valores próprios destes vetoies concluímos que eles coincidem, respectivamente,

com os valores próprios do produto tensoiial dos velares máximos dos módulos L (aí, /3{), veja

(4.29). H

Observação 126 0s Teoremas -Z28---Z25 podemz ser provados sem usar as regras da rama.P-

caçoes para as reduções sp2zi .l sp2n 2 e Q/V J oN-2 /)or'tanto, as m'uZtzpZzczdades das reduções

po'í'm ", encont«'Z" "mput-do « dimensão d. "p.ç. b' (À);. P« e«'mpla, "' c«o .:m-
plético, o Teorema í24 fomtece

H
á-l

o qual, de fato, coincide com o valor dado pela regrcl da ramificação T)ara o taro C; veja seção
/ Ó)

c (P) (ai -- /ji + l)

Fixemos À e p, e deixemos i' percorrendo os valores determinados pelas regras das rami6-

cações, veja 4.2. Usando os homomorfbmos dos Teoremas 123 125 de (4.36) e (4.38) cocluimos

que os elementos Sn,-.(u) agem na i'epresentação y (À)P+ como os open'adores Zn,-«(u),

Z«,-. (U) OU 2Z«,--n (u) nos casos B, 0 ou Z), respectivamente. Assim, pelos coi'ovários 120 e

122, os seguintes vetoies e, formam uma base do espaço }'' (X)p ' onde

€, ,=o ll z«,-« ('yi
i-l

1) Z«,-« (#{ + 1) Zn,-« (#á) e,

no caso 23,

(, -« ('yá - l)
i-l

z«, « (Pi + i) z«,-« (#i) e, (4.46)
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no caso O e

e, -«('y{ - 1) '''Zn,-«(Pi + 1) Z«,-«(Pi)(.

no caso D. Aplicando as propriedades de interpolação dos polinõmios Z7,,--. (u) obtemos as

fórmulas da forma dadas nos Lemas 104, 106 e 108, respectivamente. Daí obtemos os Teoremas

105, 107 e 109.

l

lZ

4.5 Cômputo dos elementos da matriz

Sem dar todas as fórmulas explicitamente desejamos mostrar como os elementos da matriz dos

geradores de g« na base e, dada pelos Teoremas 105, 107 e 109 podem ser calculados. Os

detalhes podem ser encontrados nos artigos lh'lo21 , IMo31 e IMo41 .

Escolhemos os seguintes zeladores

Fk i, À;, ' Fk.ilk, A = 1,

no caso .B,

Fk i, J;, k= 2, ,n, e F-k,k, Fk,.h, k = 1, , 72,

no caso (7 e

Fk i,-k, Fk i,k, k = 2, , n, e .Zibl, F' 2,1

no caso Z).

No caso simplético os elementos Fkü,Pk, k,-ziLk,k comutam com a subálgebra gh.t em

U(Çk). Portanto, estes operadores preservam o subespaço dos vetoies máximos em V' (À)

sobre gk.t. Assim, é stúiciente computat a ação destes operadores coill h = rz na base {e,} do

espaço y (À)+; veja Lema 106. Pala Fn« obtemos imediatamente que

/ n, n n--l \

'ü«c, - l ,E«: E«: l (,
\ {-l {-l {-l /
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Além disto, por (4.46)

Z.,-. ("ri) e, = e,+õ:, á = 1,...,ri

Contudo, Z«,--. (u) é um polinâmio em u2 de grau n -- 1, com o coeficiente máximo Fn,-«.

Aplicando a fórmula de interpolação de Lagrange com os pontos de interpolação 'i, á = 1, . . . , n,

o btemos
n n ..2 ..2

E
i:;l a;=1,a7é{ lz /a

Considerando o coeficiente de u2" 2 obtemos

Z«.-« (u) (, H u' -- "r' ,
=Z'.'=ãÇp+Ói

:n, 7t .

Fn,-«e, -E ll =:--;-=e,-..;..
ã:=1 a:=1,a#:{ 't la

(4.47)

A ação de .l;l-«,« é encontrada de forma similar usando o Teorema 117.

No caso octogonal a ação de Fn« é encontrada da mesma forma. Contudo, os elementos

.IÇ.,-« e /iL-«,« são zelo. Desejamos usar os elementos de segunda ordem da álgebra envolvente

univei-sal em vez deles. Estes são dados por

n, ll
© -- 2-! E, rL-.,{a.

il-: --n+ l

com a C { n, n}. Os elementos a' ..,. comutam com a subálgebra g«--t, de tal forma, que como

no caso simplético, eles preservam o espaço y (X)p e sua ação na base {e,} é dada por fórmulas

similares às de .Zil. ..

O cálculo dos elementos da matriz dos geradores Fk i,-k é similar em todos os três casos.

Assumamos que k ;: n. O operador .rh i, « preserva o subespaço dos vetores máximos em

y (À) sobre g« 2. Consideremos o caso simplético como exemplo. Suponha que p' é um peso

máximo fixo sobre Ç« 2, p' é uma (n -- l) --upla de inteiros tais que as desigualdades (4.13)

são satisfeitas com À, I', p substituídos respectivamente por p, I'', p' e com '; = p; + pi+ 1/2. É

suficiente determinam a ação de .fÇ. i,-« sobre os vetores base da forma

,p,, = Xp.,'(,p,€

105



onde C,p (, e XP,, denota o open'odor

n,-- 2 "y: -- l ' l

x,,, - ll .=i.B;=Í::-: . ll z«-:,-«+: («) ,

{=1 a=mn-l

onde temos usado a notação m{ :; pi+pi+ 1/2. O open'ador Fn 1, . permuta com os elementos

Zn--l,i e Z«--l,-n+l (u). De onde, podemos escrever

Fn-l, n{,P,, = Xp,,En l, «e«P

Agora aplicamos o Lema 103. Resta apenas calcular z«i{,p e XP,,z« l,.i. Usando as

relações entre os elementos da álgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (Ç«, g«-i) dada em (4.9),

encontramos que

'ZnÍez,, :: ez,,P--Õ{,

se á > 0. Por outro lado, se á = .j com .j positivo, escrevemos

z«,-j€1«K zn,-jz«je«,À+Õ, = Z.,-« (mj) e,,P+Õj ' (4.48)

onde usamos as propriedades de interpolação (4.12) dos polinõmios Z«,--. (u). Finalmente, usa-

mos a expressão (4.46) dos vetores da base e o Teorema 117 pala apresentar (4.48) como uma

combinação linear dos vetores da base. O mesmo argumento aplica-se ao cálculo de XP,,z« i, i.

As fórmulas finais pai'a os elementos da matriz dos geradores E« 1, n em todos os ti'ês casos

são dadas por expressões multiplicativas nas entradas dos padrões as quais expõem alguma
similaridade às fórmulas do Teorema 92.

No caso ortogonal também precisamos encontram a ação dos geradores F« i,«. A diferença

ao caso dos geradores En i, «, os correspondentes elementos da matriz senão dados por certas

combinações de expressões multiplicativas as quais paiecenl não assumir a coima de um produto.

Existem duas formas alternativas de calculam estas combinações as quais apresentamos a seguir.

Primeiro, como nos cálculos anteriores, podemos escrevei-

Fn l,ne,P,, = XP,,Fn l,n(.,P
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Aplicando novamente o Lema 103, vamos ao cálculo de zi«e,p' Esta vez a propriedade de

interpolação de Z «,--« (u) (veja (4.39) e (4.41)) escrevemos, por exemplo, pala á > 0

Z nepP :: ZinZniep,P+Õi Z n,--iZ {, rlep,P+ÕI (mi) (,,.+õ

Agora, como Z-«,-« (u) é a imagem de $-«,-« (u) pelo homomorfismo y+ (2) --, Z (Ç;«, g«--l),

podemos expressar este operador em tet'mos dos operadores Yangians Tab (u) e então aplicamos

o Teorema 117 para computar sua ação.

Alternativamente, os gei'odores Fn 1,« podem ser escritos módulo o ideal J' de l.J' (g«) como

Fn i,. q'«-t,-,, (2) © «,« q' «,«Q'«-i,-« (0), (4.49)

onde

'«-:,-« '«, - :X::« :,:':, «...!,.*:rk 'U+/.+Fn.

no caso B e

(4.50)

n,--l . n,--l .

i= n+l a= rz+l,a#ü{ i a
(4.51)

no caso 1). A ação de 'b« l, « (u) é encontrada exatamente como a de En 1,« e os elementos

da matriz tem uma forma multiplicativa similar. Note, não obstante, que a fórmula (4.49),

considerada como uma igualdade de operadores agindo em I'' (À)+ , é válida unicamente quando

os denominadores de (4.50) ou (4.51) não se anulam. Portanto, para usam (4.49), primeiro

consideramos V (À) com entradas "genéricas"de À e computamos os elementos da matriz de

/h i,. como funções nas entradas dos padrões A.

1o7



(l;apítulo 5

Bases de Gelfand-Tsetlin para as

representações de o7v

Nesta seção damos a construção das bases propostas originalmente por Gelfand e Tsetlin em

IGT21. Ela é baseada no fato que a restrição oW .l oW-i é livre de multiplicidade. Isto

torna a construção similar ao caso ÇZ«. Apliçqremos o método geral das álgebras de Mickelsson

apresentado na seção 2. Em particular, a coiiespondente regra da ramifkação pode ser cletivada

a partir do Teorema 88; veja seção 3.2.

Será conveniente trocar a notação para os elementos da álgebra de Lie ortogonal oJV usada

na seção 4. Agora usamos a enumeração standard das linhas e colunas das matrizes .ÍV x N pelos

números {l, . . . , .N}. Definimos a involução deste conjunto de índices fazendo {' = N -- ã + l.

A álgebra de Lie oX é gelada pelos elementos

Fii -- Eij E] i,.j ..,w. (5.1)

Conservamos a notação Ç. para oW, com .N :: 2n + l ou N ;:; 2rt.

As representações irredutíveis de dimensão finita de g, estão agora parametrizadas pelas

n uplas À = (Ài, . . . , À.), onde os números Ài satisfazem as condições

À{ Ài+l C Z+ pata á :: l n -- l, (5.2)
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e

2À. C Z+ para

À. l +À« C Z+ para

02n+l (5.3)

Cada uma destas n--uplas À é chamada peso máximo da representação correspondente a

qual denotamos por y (À). Ele contém um único, a menos de um falar constante, vedor diferente

de zelo € (o vedor máximo) tal que

€ Àie para

= 0 para l $ á < j $ N

5.1 Lowering operators para a redução o27,+l .l, o2,,

Tomando .N = 2n + l na definição (5.1), consideramos o2« como a subálgebra de o2«+i gerada

pelos elementos (5.1) com {,j # n + 1. De acordo com a regra da ramifbação, a restrição de

y (À) à subálgebra o2« é dada por

I'''(P)02n

onde y' (p) é a representação de dimensão finita de o2« com peso máximo p e a soma é tomada

sobre os pesos p que satisfazem as desigualdades

Ài ? Pi ? À2 ? P2 2 ? À,,-l ? p. 1 ? À« ? l/z.l , (5.4)

com todos os p{ sendo simultanealllente inteiros ou semi-inteiros o mesmo que os À{.

C)s elementos .Zh+l,i geram sobre o2. o complementar invariante de o2. em o2,,+i. Portanto

da teoria geral da seção 2, a álgebra cle Mickelsson-Zhelobenko Z (o2.+i, o2«) é gerada pelos
elementos

Penal,{, á .,n,.,...,1',(5.5)

onde p é o projetoi extremo pala a álgebra de Lie o2. Seja {ci, e«} a base cle H*, dual
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da base {Fii, . . . ,.IÇ..}, da subálgebra de Cartan 7{ de o2«. Seja ci, = --cí para í - l, . . . ,n.

Denotemos por pij o elemento p. dado por (2.28) para as raízes positivas a = c --cj. Escolhendo

uma ordem normal apropriada sobre as raízes positivas, para qualquer á = 1, . . . , n, podemos

"':-e« os elementos (5.5) na forma

PFn+l,i :: P{,i+i PánPán/ . . . Pil'En+l,il (5-6)

onde o fatos pü, é omitido no produto. Portanto o denominador à direita desta õ'ação é

ni -- fi,i-n . . . finfin . . . jiV,

onde

l a: -B.+.j { « .j-i,...,«
1. rü--rjj+.j--i--2 se .j:;l',...,n'

Assim, os elementos s' i = p/b+i,{n-i com á = 1,- . . l lz pertencem à álgebra de À'lickelsson

S (o2«+i, o2.). Pode-se verifkar que eles são dois a dois comutativos.

Denotemos por y (À)+ o subespaço dos vetores máximos sobre o2« em }'' (À). Dado um

peso máximo sobre o2«, p = (pl, . . . , p.), denotamos por y (À)p o correspondente subespaço

de peso em y (À)+

y (À)J - {'z € }' (À)+ l F.i'7 Piv7, á :: l, ,«}

Pela regra da iamihação, o espaço }'' (X)p é de dimensão um se a condição (5.4) é satisfeita,
e zei'o em caso contrário.

Teorema 127 Sztponha que se que cumprem as desigualdades rS.4,). .Então o espaço b' (À)I' é
pera,do 'Del,o 'uetor

/ÀI --P l
Sn] .h ""e
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5.2 Lowering operators para a redução o2,} J, o2« 1

Tomando .ÍV = 2n na definição (5.1) , consideramos o2«-i como a subálgebra de o2« gelada pelos

eleme«tos (5.1) com í,.j # n, n' j-to "m

l5(rn:-pn':), ã-l,...,n-l,("-ly,.--,I'

De acordo com a regra da ranaifhação, a restrição de y (À) à subálgebra o2«-i é dada pot

}' (À) l««-. = (11) }''' (p) ,
P

onde V'(p) é a representação de dimensão finita de o2«--i com peso máximo p e a soma é

tomada sobre os pesos p que satisfazem as desigualdades

Xi? Pt? À2 ? P2? ? À«-i ? P..i ZIX«l, (5.7)

com todos os pi sendo simultaneamente inteiros ou gemi-inteiros o mesmo que os Ài
Os elementos

Fn«, F:á-%(Eni-Fn'i), i l,...,n-l,(n-ly,...,I', (5.8)

gelam sobre ou.-i o complementam invariante de o2..i em o2.. Portanto da teoria geral da

seção 2, a álgebra cle Mickelsson-Zhelobenko Z (o2«, o2« 1) é gelada pelos elementos

PFnn, P.fÜi, { = 1, ,n l,(n - ty , 1' (5.9)

onde p é o projetor extremo pala a álgebra de Lie o2«-1. Seja {ci, . . . ,c..i} a base de 7{*

dual da base {Flt,. . . ,En--l,..l} da subálgebra de Cartan 7{ de o2«--1. Seja ci, = ci pai'a

á = 1,... ,m 1. Denotemos por pÍj e pi os elementos p« dados por (2.28) para as raízes

positivas cv ;; ci ;; ci, respectivamente. Escolhendo uma ordem normal apropriada

sobre as raízes positivas, pala qualquer á = 1, . . . , n -- 1, podemos escrever os elementos (5.9)
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na forma

P.IÜi - Pi,i+l Pi,n-lP{,(n-ly (5.10)

onde o fator pü, é omitido no produto. Portanto o denominador à direita desta fiação é

«-i = /,,i+l fi{,.-\fi,kn-\y . . . fiV ,

onde

FÜ .l$j +.j -- á se .j = 1,.. . ,n l

aí--Fjj+.j { 2 ' se .j=1',...,(n--ly

e /. = .a 1 = 2 (F.i+ 7z -- á). Assim, os elementos s«i = p.IÜin-{ com í = 1, . . . , n-- l pertencem

à álgebra de Mickelsson S (o2«, o2..i). Pode-se verificar que eles são dois a dois comutativos.

Denotemos por y (À)+ o subespaço dos vetores máximos sobre o2«-i em V' (À). Dado

um p'se máximo sobre o2« i, p - (pl, .. . ,p. 1), denotamos por y (À)p o correspondente

subespaço de peso em I'' (À)+

}'' (À); {T C }'' (À)+ l F.iq í- l, ,n - l}

Pela regra da ramifbação, o espaço I'' (À)p é de dimensão um se a condição (5.7) é satisfeita,
e zel'o em caso contrario.

Teorema 128 Suponha que pajem as desàguaZdades ÍS.79. .Então o espaço y (À)p é gerado
rezo vetar

Àn--l--Pn--l .'

'n,n,--l S

5.3 Vetores da base

A representação }' (.X) da álgebra de Lie g« = o2«+i ou o2. está equipada com um produto
interno contiavaiiante, o qual, é unicamente determinado pelas condições

<e,e> (aj u, «>

para todos u,u C I'' (À) e qualquer índices {,.j
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Combinando os teoremas 12r e lza5 podemos constt'un outra base pai'a cada repiesentaçao

y (À) de Ç«; veja Seção 4.2

Caso tipo B
Precisamos modificar a definição do padrão A tipo B introduzido na seção 4.2. Aqui A é

um arianlo cla toi'ma

À.l À.2 À..

À:: *«' *-

À« l,l À« l,« l

À"

tal que À = (X«i , . . . , À..), as outras entradas são todas inteiros ou semi-inteiros o mesmo que

os Ài, e valem as seguintes desigualdades

Xkl ? ÀÍ:i 2 Àk2 2 Xl;u ? ? Ài;,..: ? À« 2 IÀl;*l ,

para h = 1, . . . , rz, e

ÀÍ;i 2 Àk i,i 2 Xl:2 ? Àk i,2 ? ? ÀÍ;.J; l 2 Xk i.k l ? IÀl:k

pala # = 2, . . . , n
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Teorema 129 0s uetores

«. - .a"-*:: ..Ü . ('#:-*'- .#.-*:'.iÍ:-*'-''' . :2s:'*'''''-:)'

parametüzcLdos pel,os padrões h. fol"m,am umcl base OT'togonal da representação V tX].

Caso tipo D
Aqui definimos o padrão A tipo Z) como o arranjo da forma

À,}l À.2 ''' Ànn

À« l,l À« l,..l

'All

Àn

tal que À = (À«i, . . . , À..), as outras entradas são todas inteiros ou semi-inteiros o mesmo que

os Ài, e valem as seguintes desigualdades

À 1 ? Àk i,i 2 Xk2 ? Xk i,2 ? . . . ? ÀÀ;,k 1 ? Àx- i,k.i ? IÀhkl,

para h :; 2, . . . ,n, e

Ài;i ? Xk,i ? ÀÍ;u ? Àk,2 ? . . . 2 ÀÀ;,i;-i 2 Xl;k ? IÀAkl ,

para k -: l, . . . ,z} l.

/
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Teorema 130 0s velares

.2nt:--*:- . . . Ê tÍ-*l-;n';:-*" . . . .#''*") e,

paramethzados pelos padrões A., fomtam uma base oüogona! da representação V (.X)

As normas dos vetores da base 77A podem sei obtidas de forma explícita. As fórmulas para

os elementos da matriz dos geradores da álgebra de Lie oJV no artigo original de Gelfand e

Tsetlin IGT2), são dados na base ortonormal

(A = A,/ lIgA l l , l?7All2 = <77A, 77A>
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