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Resumo

Neste Trabalho estudamos as representacoes das édlgebras de Lie cldssicas de dimensdo
finita. sobre o corpo dos nimeros complexos. Mais precisamente, estudamos as bases do tipo
Gelfand-Tsetlin das dlgebras de Lie cldssicas de dimensao finita, para isto, usamos as 4lgebras

de Mickelsson-Zhelobenko, o Yangian e suas aplicagoes.



Abstract

In this work we study the finite-dimensional representations of classical Lie algebras over the
field of complex numbers. More exactly, we study the bases of the Gelfand-Tsetlin type of the
finite-dimensional classical Lie algebras, for this, we use the Mickelsson-Zhelobenko algebras,

the Yangian and its aplications.
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Introducao

A teoria das dlgebras de Lie semi-simples e suas representagoes estao no coragao da Matemdtica
moderna. FEla tem numerosas conexoes com outras dreas da Matemdtica e da Fisica. As
dlgebras de Lie simples sobre o corpo dos nimeros complexos foram classificadas nos trabalhos
de Cartan e Killing durante a década de 30 do século pasado. Existem quatro séries infinitas
Ay, Bn,Ch, D, as quais sao chamadas de dlgebras de Lie clédssicas e cinco édlgebras de Lie
excepcionais Eg, Ey, Fg, Fy, Go. A estrutura destas algebras de Lie é descrita em termos de
certos conjuntos finitos de vetores em um espaco euclidiano chamados de sistemas de raizes.
Devido ao teorema da redutibilidade completa de Weyl, a teoria de representagoes de dimensao
finita das dlgebras de Lie semi-simples estd reduzida ao estudo de representagoes irredutiveis.
Os irredutiveis sao parametrizados por seus pesos maximos. Os caracteres e dimensoes sao
explicitamente conhecidos pela férmula de Weyl. Mais detalhes da exposigao da teoria podem
ser encontrados nos livros de Dixmier [Di], Humphreys [Hu], entre outros.

Nao obstante, a férmula de Weyl para a dimensdo nao usa nenhuma construgao explicita
das representagoes. Tais construgoes permaneceram desconhecidas até 1950 quando Gelfand e
Tsetlin! publicaram dois pequenos artigos [GT1] e [GT2] (em russo) onde eles solucionaram o
problema para a dlgebra de Lie linear geral (tipo A,) e as dlgebras de Lie ortogonais (tipos By,
e D,,), respectivamente.

Em 1963, Baird e Biedenharn [BB] usaram os célculos dos padroes de Young para derivar
as formulas de Gelfand-Tsetlin?.

Um ano antes, em 1962, Zhelobenko publicou um trabalho independente [Zh1] onde derivou

! Alguns autores e tradutores escrevem seu nome em ingles como Zetlin, Tzetlin, Cetlin, ou Tseitlin.
*Uma indicacio da demonstracio das férmulas de [GT1] estd contida no pé da pdgina no artigo de Gelfand e
Graev (1965).



as regras da ramificacao para todas as dlgebras de Lie cldssicas. Em sua abordagem, as
representagoes sao realizadas no espago de polinémios satisfazendo o "sistema indicador" de
equagoes diferenciais. Ele apresentou um método para construir os lowering operators e
derivou as férmulas dos elementos da matriz para o caso da dlgebra de Lie linear geral Gl,,.
Uma forma "infinitesimal" explicita para os lowering operators como elementos da algebra
envolvente foi encontrada por Nagel e Moshinsky [NM] em 1964 e independentemente por Hou
Pei-yu [Hou| em 1966. Um trabalho posterior de Zhelobenko a partir dos resultados de [Zhl] e
que também contém uma derivacdo das férmulas de Gelfand-Tsetlin alternativa as de Baird e
Biedenharn se encontra no seu livro [Zh2] o qual contém as contas detalhadas.

O trabalho de Nagel e Moshinsky foi estendido as dlgebras de Lie ortogonais o0, por Pang e
Hecht [PH] e Wong [Wo], que produziram expressoes infinitesimais explicitas para os lowering
operators e deram uma derivagao das férmulas de Gelfand-Tsetlin [GT2].

Durante a metade do século passado desde o trabalho de Gelfand e Tsetlin muitas aborda-
gens diferentes foram desenvolvidas para construir as bases das representagoes das dlgebras de
Lie classicas. Novas representacoes dos lowering operators e novas demonstragoes das férmulas
de Gelfand-Tsetlin foram descobertas por vérios autores. Em particular o projetor extremo
descoberto por Asherova, Smirnov e Tolstoy [AST1], [AST2]| e [AST3| tornou-se um instru-
mento poderoso na teoria de representacoes de dlgebras de Lie simples. Ele representa um
papel essencial na teoria das dlgebras de Mickelsson desenvolvida por Zhelobenko as quais
tém uma imensa gama de aplicagoes desde as regras de ramificagdo a problemas de redugao,
até a classificagdo dos médulos de Harish-Chandra.

Em geral, nao sao conhecidas férmulas explicitas para os elementos da matriz dos geradores
em tais bases a nao ser as bases do tipo de Gelfand-Tsetlin. E sabido que, para a base candnica,
os elementos da matriz dos geradores standard sao inteiros nao negativos.

Agora discutiremos a idéia principal a qual leva a construgao das bases de Gelfand-Tsetlin.
O primeiro é considerar uma dlgebra de Lie cldssica dada, nao somente como um objeto sendo
como parte de uma cadeia de subdlgebras com uma inclusao natural. Ilustramos esta idéia
usando representagoes dos grupos simétricos G, como um exemplo. Considere a cadeia de
subgrupos

Gy CGaC...C Gy, (1)




onde o subgrupo Gy, de Gy consiste de todas as permutagoes as quais deixam fixo o indice
k +1 do conjunto {1,2,...,k+ 1}. As representagoes irredutiveis do grupo G,, sdo indexados
por particoes A de n. A particio )\ = (A1,...,A;) com A1 > Ay > ... > )\ é representada
graficamente como um diagrama de Young o qual consiste de um conjunto de caixas alinhadas
a esquerda tais que a linha superior contém \; caixas, a segunda linha Ay caixas, etc. Denotemos
por V()) a representacao irredutivel de G, correspondente & particao A\. Um dos resultados
centrais da teoria de representagoes de grupos simétricos é a seguinte regra de ramificacao a

qual descreve a restricao de V() ao subgrupo G,—_1:
V) l6a =PV (1)
In

somando sobre todas as partigdes p cujo diagrama de Young é obtido do diagrama de \ re-
movendo uma caixa. Aqui V'’ (p) denota a representagao irredutivel de G,,—; correspondente
a particdo p. Assim, a restrigdo de V (\) a Gp—1 € livre de multiplicidade, isto é, contém
cada representagao irredutivel de G,,—; no méximo uma vez. Isto torna possivel obter uma
parametrizagdo natural dos vetores da base em V' (\) tomando suas restrigdes nos subgrupos
posteriores da cadeia (1). Isto é, os vetores da base serdo parametrizados pelas seqiiéncias de
partigoes

2D S \@ A =y

onde A*) & obtido de A*+1) removendo uma caixa. Equivalentemente, cada seqiiéncia deste tipo
pode ser considerada como um tabuleiro standard da forma ) o qual é obtido ao escrever
os nimeros 1,2,...,n em cada caixa de A de tal forma que os ntimeros crescem ao longo das
linhas e decrescem nas colunas. Em particular, a dimensdo de V()) é igual ao nimero de
tabuleiros standard de forma A. Existe uma inica representagao irredutivel do grupo trivial G,
e portanto o procedimento define os vetores da base até um fator escalar. A base correspondente
é chamada de Base de Young. O grupo simétrico G,, é gerado pelas transposicoes adjacentes
si = (4,74 1). A construgao da representacao V (\) pode ser completada derivando as férmulas
explicitas para a acao dos elementos s; na base, os quais sao também devidas a A. Young.
Esta realizacao de V (\) é usualmente chamada de forma ortogonal (ou seminormal) de

Young. Os detalhes podem ser encontrados em James e Kerber [JK] e Sagan [Sa].



Um método bastante similar pode ser aplicado as representagoes das dlgebras de Lie cldssi-
cas. Considere a dlgebra de Lie linear geral Gl,, a qual consiste das matrizes complexas n X n

com o comutador (colchete) usual de matrizes. A cadeia (1) é agora substituida por
gl Cglzc Cgln,

com as inclusées naturais Gl C Glp11. A dlgebra de Lie ortogonal o0, pode ser considerada
como uma subélgebra de Gl,, a qual consiste das matrizes anti-simétricas. De novo temos a
cadeia natural

03 Co3 C...C op. (2)

Ambeas restrigées Gl,, | Gl,,—1 € 05, | 0,1 s@0 livres de multiplicidades de modo que a apli-
cagao do argumento o qual usamos para a cadeia (1) produz os vetores da base na representacao
irredutivel de Gl,, ou 0,,. Com uma normalizacao apropriada estas sdo precisamente as bases de
Gelfand-Tsetlin dadas em [GT1] e [GT2]. No lugar dos tabuleiros standard os vetores da base
sao parametrizados por objetos combinatoriais chamados padroes de Gelfand-Tsetlin.

Nao obstante, esta abordagem nao serve para as algebras de Lie simpléticas spa,, j4 que a
restricao spa, | 5pan—2 nao é livre de multiplicidades. As multiplicidades sdo dadas pela regra de
ramificagao de Zhelobenko [Zh1] as quais foram mais tarde redescobertas por Hegerfeldt [He]3.
Virias tentativas para resolver este problema foram feitas por védrios autores. A idéia natural
é introduzir uma &lgebra de Lie intermedidria "spa,—1” e tentar restringir uma representagao
irredutivel de spg,, primeiro a esta subdlgebra e depois a sps,_» com a esperanga de conseguir
uma gama simples nas duas restrigoes. Tais subdlgebras intermedidrias e suas representacoes
foram estudadas por Gelfand-Zelevinsky [GZ], Proctor [Pr], Shtepin [Sh]. A desvantagem desta
abordagem estd no fato que a dlgebra de Lie sps, 1 nao é redutivel e portanto a restrigao de
uma representacgao irredutivel de sps,, a sp2,—1 nao é completamente redutivel.

Outra idéia é usar a restrigao Gla,, | sp2,. Gould e Kalnins [GK] construiram uma base para
as representagoes das dlgebras de Lie simpléticas parametrizada por um conjunto dos padroes
de Gelfand-Tsetlin sobre Gla,. Algumas férmulas dos elementos da matriz sao derivadas usando

a acao em Gla,. Uma observagao similar foi feita independentemente por Kirillov [Ki] e Proctor

? Alguns autores ocidentais se referem ao resultado de Hegerfeld como a derivacio original da regra.




[Pr]. Uma descrigao dos padroes de Gelfand-Tsetlin para sp, e 0, pode ser obtida considerando-
os como pontos fixos de involugoes dos padroes de Gelfand-Tsetlin para a dlgebra de Lie Gl
correspondente.

Os lowering operators no caso simplético foram dados por Mickelsson [Mil]. A aplicagao de
mondmios ordenados nos lowering operators no vetor maximo produz uma base da represen-
tacao. Contudo, a acao dos geradores da dlgebra de Lie nesta base nao parecem computdveis.
O motivo é o fato que, diferente dos casos Gl,, e oy, os lowering operators nao comutam de
modo que a base depende da ordem escolhida. Uma "simetria oculta"(cf. Cherednik [Ch])
se faz necessdria para fazer uma escolha natural de uma combinagao apropriada dos lowering
operators. Novas idéias, as quais permitem construir bases do tipo Gelfand-Tsetlin para qual-
quer representagao irredutivel de dimensao finita de sps,, vém da teoria das dlgebras envol-
ventes quantizadas. Esta é uma parte da teoria de grupos quénticos originada desde
os trabalhos de [Drl], [Dr2] e [Ji]. Uma classe particular de 4lgebras envolventes quantizadas
chamadas de Yangians twisted introduzidos por Olshanski [O]] desempenham o papel das sime-
trias ocultas para a construgao das bases. Mais detalhes da exposi¢ao das propriedades destas
algebras e suas origens, encontram-se no livro [ChP1] e nos artigos [Mo5] e [MNO]. Para cada
algebra de Lie cléssica relacionamos o Yangian Y (V) = Y (Gly), ou o Yangian twisted Y+ (V)
como segue

tipo A, tipo B, tipo C, tipo D,
Y(n+1) Y*t(@2n+1) Y~ (2n) Y+(2n).

A algebra Y (N) foi introduzida no trabalho de Faddeev [TF|. Olshanski [Ol] introduziu o
Yangian twisted em relagao com a construgao de centralizadores. Em particular, ele deter-
minou o seguinte fato, o qual exerce um papel importante na construgao das bases. Dadas
representagoes irredutiveis V (A) e V' (i) de spa, e spo,_2, respectivamente, existe uma acao
natural irredutivel da élgebra Y~ (2) sobre o espaco Homsp,, , (V' (1),V (\)). O espago de
homomorfismos é isomérfico ao subespago V (/\): de V ()\) o qual é gerado pelos vetores méx-
imos de peso p para a subdlgebra spy, 5. Representagoes irredutiveis de dimensao finita dos
Yangians twisted foram classificadas em [Mol]. Em particular, é mostrado que a representagao
|4 (/\);L de Y~ (2) pode ser estendida ao Yangian Y (2). Outra demonstragao deste fato foi dada

recentemente por [Na]. A élgebra Y (2) e suas representagoes sao bem estudadas, veja [ChP2].



Uma grande classe de representagbes Y (2) admitem bases do tipo Gelfand-Tsetlin associadas
com a inclusdo Y (1) C Y (2); veja [Mo6]. Isto permite conseguir uma base natural no espago
v ()\): e entao por indugao conseguir uma base do espago inteiro V (A). Além disto, é possivel
obter férmulas explicitas para a agao dos geradores da algebra de Lie simplética nesta base.
Esta construgao junto com o trabalho de Gelfand e Tsetlin fornecem realizagoes explicitas de

todas as representagoes irredutiveis de dimensao finita das dlgebras de Lie cléssicas.




Capitulo 1

Algebras de Lie complexas de

dimensao finita

As Algebras de Lie sao estruturas algébricas de ocorréncia muito freqiiente em diversas dreas
da Matemadtica, a ponto de tornarem-se tema indispensavel na formagao de bons especialistas.
Seu estudo serve de base para muitas teorias avangadas, por exemplo, as Algebras de Hopf e
os Grupos Quéanticos. Além disso, sdo objetos de interesse e de estudo, revelando ainda muitos
problemas em aberto.

O objetivo deste capitulo é apresentar as principais idéias da Teoria das Algebras de Lie,
sobretudo o estudo das representacoes, os médulos, pesos e vetores mdximos para as dlgebras
semi-simples de dimensao finita, e discutiremos detalhadamente o caso das representacoes de

sl (2). Também estudaremos a dlgebra envolvente universal de uma 4lgebra de Lie qualquer.

1.1 Conceitos basicos

Definicao 1 Uma dlgebra de Lie G sobre C é um espago vetorial que possui wma aplicagdo

bilinear [,] : G x G — G chamada de colchete de Lie, que satisfaz as sequintes condigoes:
1. [z,2] = 0 para todo © € G (anti-simetria),

2. [z, [y, 2]) + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]] = 0 para todo z,y,z € G (identidade de Jacobi).



Definicao 2 Uma subdlgebra H de uma dlgebra de Lie G é um subespago vetorial H C G tal

que ele proprio € uma dlgebra de Lie com a operacio induzida de G.

Seja V um espago vetorial sobre C. O conjunto End (V), das transformacées lineares de V
em V, relativo a composigdo de operacdes é um anel.

Definindo-se a operagao [X,Y] := XY — Y X para os elementos de End (V), o anel torna-se
uma &lgebra de Lie sobre C. Para distinguir a nova estrutura algébrica, End (V) ¢ denotado
por Gl (V) (élgebra linear geral). Quando V & um espago vetorial de dimenséo n para
as manipulaces algébricas é conveniente utilizar a identificacio entre Gl (V) e o espago das
matrizes n X n sobre C e neste caso a dlgebra sers denotada por Gl, (C), ou simplesmente por
Gln. A dimensao de Gl,, é n2.

Apresentamos a seguir quatro familias de slgebras de Lie (subélgebras de Gl, (C)) que
estao em estreita relagdo com os respectivos grupos de Lie classicos e cujo estudo tornou-se

consagrado. Elas sdo:

1. Seja V um espago vetorial de dimenséo n + 1. Consideremos o subconjunto
$lnt1(C) == {X € Glpy1 (C) | tr (X)=0}.

slp11 (C) é uma subdlgebra de Gl,1; chamada algebra linear especial ou de tipo A,.

A dimensdo de sl,41 (C) é (n+1)% — 1.

2. Se V um espago vetorial de dimenséo 2n. Consideremos o subconjunto
o2, (C) := {X € Gla, (C) I SX = —XtS}

0 I
onde § = " | e I, ¢ a matriz identidade de n x 7. 02r (C) € uma subdélgebra de

L, 0
Glan, chamada dlgebra ortogonal do tipo D,,. dimos, (C) = 2n?% — n.

3. SedimV = 2n + 1, consideramos
02n+1 (C) := {X € Glon11 (C) | SX = —X*S}

10



1 0 0
ondeS=1| 0 0 I, |elnéamatrizidentidade de nxn. 09,41 (C) é uma subélgebra

0 I, O

de Glap+1, chamada dlgebra ortogonal do tipo B,. Sua dimens&o é on2 + n.

4. Se dim V = 2n, consideremos
span (C) == {X € Glz, (C) | SX = -X'S}

I
onde S = " | e I, é a matriz identidade de n x n. span (C) & uma subdlgebra
-I, 0

de Glo,, chamada &lgebra simplética do tipo C,. Temos que dim sps, (C) = 2n2 + n.

As quatro algebras definidas acima s8o denominadas dlgebras de Lie classicas. H4 ainda

outras subilgebras de Gl, (C) que sdo igualmente importantes. Temos

7, (C) = {(25) € Gln (C) | mi5 = 0 se i >j}
a dlgebra das matrizes triangulares superiores,

N (C) = {(zij) € Gln (C) | x5 = 0 se i =y}
das matrizes triangulares estritamente superiores, e

D (C) :={(zi;) € Gln (C) | mi; = 0 se i # j}

das matrizes diagonais, entre muitas outras.

Definicdo 3 Um ideal T de uma dlgebra de Lie G é uma subdlgebra com a propriedade

6,71 CT.
Um exemplo de um ideal de uma dlgebra de Lie G é o centro de G, definido pelo conjunto
2(9)={z €| [r,0]=0}.

11



Outro exemplo de ideal é a dlgebra derivada G’, a qual é definida como o conjunto de

todas as combinagoes lineares finitas dos colchetes de G, isto &,

G =16,6) = {3 [z, ui] | zi,9: € G}.

2

Definicao 4 Uma série derivada é uma seqiéncia decrescente de ideais de uma dlgebra de

Lie G definida por recorréncia da sequinte forma:

¢ . =g = G,4],
g® . = [g(i—l),g(i—l)] (para i > 2).

Defini¢cdo 5 Uma série central descendente é uma seqiiéncia decrescente de ideais de uma

dlgebra de Lie G definida por recorréncia da seguinte forma:

Gt =G =16,9],
Gt :[g,gi—l] (rara i > 2).

-~

Definigcao 6 Uma dlgebra de Lie é solidvel se sua série derivada estaciona, isto é, existe um
N natural tal que

GM = 0.

Definicao 7 Uma dlgebra de Lie é nilpotente se sua série central descendente estaciona, isto
é, existe um N natural tal que

gIV — 0

Observagao 8 A nilpoténcia implica solubilidade pots GO C G, mas a reciproca nem sempre

é verdadeira. Uma dlgebra é solivel se, e somente se, sua dlgebra derivada é nilpotente.
Definigao 9 O radical rad(G) da dlgebra de Lie G é o ideal solivel mazimal.
G é soluvel se, e somente se, é igual ao seu radical.

Defini¢cao 10 Uma dlgebra de Lie G é semi-simples se nao possui ideais soliveis.

12




Observacao 11 G é semi-simples se G # 0 e rad(G) = 0.

Definicao 12 O centralizador de um subconjunto K de wma dlgebra de Lie G é a sequinte
subdlgebra:
Cg(K) ={z€G|[z,K]=0}.

Definicao 13 O normalizador de uma subdlgebra H de uma dlgebra de Lie G é a sequinte
subdlgebra:

Ng(H) ={z € G| [z,H] C H}.

Para uma &lgebra de Lie G, construimos a dlgebra quociente G /7 de G por um ideal 7 de
maneira andloga a dos anéis quocientes. O espaco vetorial G /Z é simplesmente o quociente do
espaco vetorial G pelo subespaco Z, munido da operagao colchete, a qual é definida naturalmente
em G,/ 7 por

[t+Z,y+7I]=[z,y]+Z, paratodo z,y€G.

Verifica-se facilmente que a operagao em G 7 estd bem defmida.

Definicao 14 Um homomorfismo entre duas dlgebras de Lie G e G é uma aplicagao linear

p: G — G que satisfaz:

p(lzy]) =[p(=),p(y)] paratodox,y€g.

-

O niicleo de wm homomorfismo p é o subconjunto ker p := {x € G| p(z) =0}. Dizemos
que um homomorfismo de dlgebras de Lie é monomorfismo se ker p = 0, epimorfismo se
Imp = G, isomorfismo se ambas as condigdes se verificarem, e, automorfismo se é um

isomorfismo de G em G.
Definicao 15 Uma derivacdo d de uma dlgebra de Lie G é uma aplicag@o linear que satisfaz

a regra de Leibniz:

d([z,y]) = [z,d ()] + [d(z),y] para todo z,y € G.

Definicao 16 Uma dlgebra de Lie G é abeliana se sua dlgebra derivada é zero, isto é,

¢ =16,6) =0.
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Observagao 17 Uma dlgebra de Lie é abeliana se Z (G) = G.

Definigao 18 Uma dlgebra de Lie G, de dimensao diferente de um, é simples se nao é abeliana

e seus tnicos ideais sao (0) e G.
Observagao 19 Se G é uma dlgebra de Lie simples entdo G =G' e Z (G) = (0).

Definigao 20 Uma subdlgebra de Cartan H de uma dlgebra de Lie G é uma subdlgebra

nilpotente que é igual ao seu normalizador em G.

Definigao 21 Uma subdlgebra de Borel B de uma dlgebra de Lie G é uma subdlgebra solidvel
mazximal.

1.2 Representacoes e médulos

Definigao 22 Uma representacgdo p de uma dlgebra de Lie G é um homomorfismo de G na

dlgebra linear geral de um espago vetorial V, isto é,
p:G—GLV)

tal que

p([z,y]) =p(x)op(y) —p(y)op(z)

para todo x,y € G.

Como uma &dlgebra de Lie é um espago vetorial, pode-se considerar uma representagao de G

em Gl (G), tal representacao é chamada representacao adjunta,
ad: G — Gl (9)

tal que

adz (y) := [z,y] paratodoz,y € G.

Observacgao 23 Devido a identidade de Jacobi, a aplicagao adx é uma derivagao para todo

T €QG.
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De fato,

adz ([y, 2]) = [z, [y, 2]l = = [y, [2,2]] = [z, [&,y]] = [y, adw (2)] + [adz (y) , 2] .
Definicao 24 Seja G uma dlgebra de Lie. Um espago vetorial V, munido de uma operag¢do
GxV — V dada por (z,v) — z-v é chamado G—mddulo se satisfaz as sequintes condigoes:

1. (az+by)-v=a(z-v)+b(y-v),

2.z (av+bw)=a(z-v)+b(z-w),
3. [z,y]-v=ay-v—yz- v,

para todo z,y € G, u,v eV, ea,beC.

A representagio p : G — GlL(V) pode ser vista como um G—médulo via agao
z-v = p(z)(v), reciprocamente, dado um G—médulo V, e definindo p(z) (v) := z - v as
propriedades 1 — 3 definem uma representacdo p : G — GL(V). Assim é equivalente usar a

linguagem de mdédulos e a linguagem de representagoes.

Definigao 25 Uma aplicagao linear ¢ : V. — W entre os G—mddulos V e W é um homo-

morfismo de G—mddulos se o sequinte diagrama é comutativo:

Vv 2w
Il lI
Vv 2w

ou equivalentemente, se ¢ (z -v) = z - (v), para todo x € G e todo v € V. Neste caso, também
dizemos que @ é uma aplicagcao G—linear.
Um subespago W de um G—mddulo V é um G—submddulo de V se for estdavel sob a agdo

de G sobre V , ou seja, se satisfizer a condi¢ao

{z-w|lzeGeweW}CW

Definigcao 26 Um G—mddulo V # 0 que admite apenas os G—submddulos triviais 0 e V ¢

1rredutivel.
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Se um G—mddulo arbitrdrio V se escreve como soma direta de G—submddulos irredutiveis
entao V é completamente redutivel, ou equivalentemente, V é completamente redutivel se

cada subméddulo W de V' admite um complemento (um G—submdédulo W') tal que V=W  W'.

Lema 27 Seja p: G — GL (V) uma representagio de uma dlgebra de Lie semi-simples. Entao

p(G) C sl(V). Em particular, G age trivialmente sobre qualquer G—mddulo de dimensao um.
Demonstragao. Veja [Hu, Secao 6.3]. B

Teorema 28 (Weyl) Se G é uma dlgebra de Lie semi-simples e V. é um G—mddulo de dimensao

finita, entdo V é completamente redutivel.

Demonstracao. Veja [Hu, Segao 6.3]. B

1.3 Representagoes de dimensao finita de sl (C)

As representagoes da 4dlgebra de Lie G = sl (C) constituem o caso mais simples da teoria de
representacoes de dlgebras de Lie. Determinaremos todas as representagoes de dimensao finita

de G. Escolhemos uma base de sl (C) como segue:

01 1 0 00
h
0 0 0 -1 10

Esta base satisfaz as relagoes de comutacao:
[h,z] =22, [z,y]=h, [h,y]=—-2y.

Seja V um G—médulo irredutivel de dimensao finita. E facil provar que h age diagonalmente

sobre V' de modo que temos a decomposigao
V=W
A

onde a soma se da sobre todos os autovalores A\ distintos do endomorfismo h de V. Notemos

que esta é uma soma finita.
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Um subespago V) # ¢ é chamado um espago de peso de V e o correspondente nimero
complexo A é chamado um peso.

A esta altura, surge uma indagagao natural a respeito do modo como = e y agem sobre os
diversos espagos V. Isto pode ser analisado através da relagéo [z,y|-v = 2y -v — yz - v. Para

todo v € V,, temos
h-(z-v)=z-(h-v)+[hz]-v=ac-w+2z-v=A+2)z-v

onde « - v é um autovetor de h associado ao autovalor A + 2, assim z - v € V);2. Um raciocinio
andlogo nos permite ver que y - v € V_a.

Como V é de dimensao finita, podemos encontrar um A maximal no sentido que A seja um
peso para V, e A + 2 nao seja peso. Esse A é chamado de peso maximo.

Seja vp um vetor diferente de zero no espago de peso V). Sejam

1 1,
v_1:=0, wv:= Y Vp1 = yy" -vg para k € Z,k>0. (1.1)

Afirmamos que para k > 0,

(7) h-vg = (A—2k)vyg
(1) y-ue = (K+1)vp

(191) =z v = A—k+1) v

As relacoes (i) e (i) s@o imediatas. Vamos provar (iii), para isso usaremos indugao
matemadtica sobre k. O caso k = 0 é 6bvio. Assumiremos que & > 0. Da hipdtese de in-

dugao temos

1 1
T U, = Em'y'vk—lzz([x:y]‘”k—1+y‘$"vk—1)
= %(’l'vk—1+(/\—k+2)y-vk_2)
= %((A_2k+2)vk—1+(k—1)(/\—k+2)vk_1)
= (A=k+1)vp_1.
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Isto prova que (%i2) é verdadeiro para todo inteiro nao negativo k.

Assim da afirmagdo anterior temos que o subespago gerado por {vg,y -,y - vg,...} é
um subespacgo invariante de V. Pela irredutibilidade de V, temos que V coincide com dito
subespaco.

Segue-se de (i) que os v;s diferentes de zero sao linearmente independentes. Assim vy, 7 0
para um numero finito de k’s, pois V é de dimensao finita. Seja n o menor inteiro para o qual
Up 7# 0 € vpy1 =0, logo de (1.1) vp4; = 0 para todo ¢ > 1. Assim n também é o maior inteiro

para o qual v, # 0 e v,+1 = 0. Portanto o conjunto

{vo,v1,...,0n}

é uma base para V. Além disto, cada espago de peso é de dimensao 1.

Agora, seja k = n + 1, entao na equagao (2i2) temos a seguinte identidade
T - Upy1 = (A —n) vp.

As condicoes v, # 0 e v,41 = 0 implicam que A = n.
Assim concluimos que o peso méximo A é um inteiro ndo-negativo.

Em resumo, temos:

Teorema 29 Seja V uma representacgao irredutivel de dimensao finita de sl (C). Entao o peso

mdzimo de V é um inteiro nao negativo n e V é a soma direta dos espacos de peso

V=Va@Va2® - BVni2@ Vo,

com cada espago de peso de dimensao 1. Em particular, dimV =n + 1.
Exemplo 30 Seja V wma representagao irredutivel de sla (C) com peso mdazimo \.

1. Se o peso mdaximo \ € igual a 0, entdao V é isomdrfico a representagao trivial de dimensao

1.

2. Se o peso mazimo \é igual a 1, entdo V é isomdrfico a representa¢io natural sobre C2.
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3. Se o peso mdzimo \é igual a 2, entao V é isomdrfico a representagao adjunta de G sobre

G.

1.4 A slgebra envolvente universal U (G) de uma algebra de Lie

g

Vamos associar a cada dlgebra de Lie uma dlgebra associativa U (G) com unidade 1, que seja
o mais "livre" possivel, sujeita as relagoes de comutagdo de G. Esta é denominada a &dlgebra
envolvente universal de G e tem papel fundamental na teoria de representacoes das dlgebras de
Lie. Como se sabe, o produto tensorial de duas dlgebras de Lie G e G’ nao é necessariamente uma
algebra de Lie. Contudo, o produto tensorial de suas respectivas dlgebras envolventes universais
U (G) e U(G’) & uma algebra envolvente universal, a saber, U(G@ G’), a qual contém G e G’
(veremos que toda dlgebra de Lie estd contida em sua &lgebra envolvente universal). Assim,
a teoria geral das representagoes das dlgebras de Lie se reduz a teoria das representacgoes de

algebras associativas.

Definicao 31 A dlgebra envolvente universal de G é um par (U (G) ,1) consistindo de uma

dlgebra associativa com unidade U (G) e de wma aplicagdo linear i : G — U (G), satisfazendo:
1. A condigao
i([z9]) =i(2)i(y) —i(y)i(e), (1.2)
para todo x,y € G;

2. A seguinte propriedade universal: Para todo par (A, j) consistindo de uma dlgebra asso-
ciativa com unidade A e de wma aplicagio linear j:.G — A satisfazendo (1.2), existe

um inico homomorfismo de dlgebras ¢ : U (G) — A tal que poi = j.

E f4cil verificar que um objeto definido por meio de propriedade universal é tinico, a menos
de isomorfismo. Porém, precisamos construir um exemplo concreto a fim de garantir a existéncia
desse objeto. E o que faremos a seguir.

Consideremos para dois espagos vetoriais V e W sobre C o produto cartesiano

VxW:={(v,w)|veV,weW},
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e o subespago de V x W

< (v1 + v2,w) — (v1,w) — (v2,w) ; (v, w1 + w2) — (v,wy) — (v, w3); >

(av,w) — (v, aw)

para v,v1,v2 € V, w,wi,ws € W, e a € C. Entao,
VRW =V xW) /I

é o produto tensorial entre V e W.
Pode-se generalizar esta construgao para n espagos vetoriais e considerando o caso particular

em que os espagos vetoriais sdao todos iguais, define-se

C sen=20
Tn(V): V sen=1
VR---QV sen>1

—— —

n vezes . .
Agora considerando a soma direta dos produtos tensoriais de V/,
29 .
T(V)=COVRT*(V)D---@T"(V)®---=PT(V),
=0

com produto associativo definido para os geradores homogéneos de T' (V)

MQ. . Qun) (W1 Q... Qun) =11 Q... QU RQu1 R ... Qwnm) € T (V)

T (V) é uma 4lgebra associativa com unidade 1 e é chamada de dlgebra tensorial de V.

Seja J o ideal (bilateral) de T (V) gerado por todos os elementos da forma
tQvy—yQua — [z,y], para z,y € G. Definimos U(G) =T (G) /J eseja 7 : T (G) — U(G)
a projecdo candnica. Observamos que J nio contém os escalares 70 (V) = C, logo 7 leva C
isomorficamente em U (G). Surpreendentemente, 7 também leva G isomorficamente em U (G).

Veremos isto mais adiante no teorema de Poincaré-BirkhoftWitt (PBW).
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Definindo i : G — U (G) como arestricio de 7 a T* (G) = G, afirmamos que o par (U (G) , i)
& uma dlgebra envolvente universal de G. Com efeito, seja (A,7) conforme a definicdo. A
propriedade universal de T (G) nos fornece um homomorfismo de dlgebras ¢’ : T'(G) — G tal
que ¢’ 0ot = j onde 7/ = G — T (G) ¢é a inclusdo natural. Devido a propriedade (1.2) satisfeita

por j, temos

P EQRQyu-yQz—[z,y]) = ¢ (@) ¢ @) —-¢H) ¢ @) ¢ (z,9])

= j(@)ji(y)—iwi(z)—7(=zy]) =0,

logo J C kery’. Pelo teorema fundamental de isomorfismo, h4 um tinico homomorfismo de
algebras ¢ : U (G) =T (G) /J — A tal que p o = ¢ provando a afirmacao.ll
Vamos tornar mais evidente a estrutura da algebra U (G), mostrando que esta contém uma

imagem isomorfa de G e encontrando explicitamente uma base.

Teorema 32 (PBW) Uma base de U (G) pode ser escolhida como seque. Se {xi,...,z,} é
uma base de G, entdao o conjunto de elementos '

11,12 K . s
e -, 420, €2

formam uma base de U (G).

Demonstragao. Veja [Hu, Segao 17.4]. B

Se G é abeliana temos que z;z; = z;j2; e U (G) é isomorfa a 4lgebra polinomial de n geradores
(Clz1,...,2,]). Em geral temos z;2; — zjx; = [2;, ;] em U (G), assim, U (G) é uma classe de
dlgebra polinomial nao comutativa.

A 4lgebra envolvente universal U (G), é importante para nés, pois tem a mesma teoria de
representacoes de G. Se V é um G—médulo, entao V pode ser considerado como um médulo
para o anel U (G). Vejamos isto. Primeiro consideremos V como um 7' (G) —médulo na forma

natural. Como [z,y]v =@ (yv) — y (zv) para z,y € G e v € V, temos que

(cQRQy-yQz—[z,y])v=0
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para todo v € V. Assim os elementos da forma z @y — y @ = — [z, y] pertencem ao kernel de
V. Assim o kernel é um ideal bilateral de T (G) que contém J, de onde os elementos de J agem
trivialmente em V' e V pode ser considerado como um U (G) —médulo.

Reciprocamente, cada U (G) —médulo V, pode ser visto como um G—médulo usando a
aplicagao

G —T' (G) —T (G) —U(G).

Esta aplicagao é injetora pelo teorema de PBW. Assim G pode ser considerado como um

subespago de U (G).

1.5 Pesos e vetores maximos

Definicao 33 Sejam V um G—mddulo de dimensao finita e H uma subdlgebra de Cartan de

G. Consideremos o segquinte subespaco de V', para A € H*:
Ww={veV|h-v=X(h)v, VYheH}.

Se V # {0}, entao V) é chamado espaco de peso e \ um peso de V (mais precisamente,

um "peso de H sobre V' ").

Diz-se que V admite uma decomposicao em espagos de pesos se

Vz@v,\,

AEA

onde A denota o conjunto de todos os pesos de V.

Definicao 34 Como G é um G—mddulo via a representacao adjunta, em relagdo a subdlgebra
de Cartan 'H de G, os pesos sao chamados de raizes e G pode ser decomposta em espacos de

raizes

Ga={z€G|[hz]=a(h)z, VheH]},

g=®ga,

a€A
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onde Gy = H. Neste caso, o conjunto A é chamado sistema de raizes.

E bem conhecido que A gera H*, assim podemos escolher uma base ay,...,q, de H*

composta unicamente de raizes.
Definigao 35 Um subconjunto II de A é uma base se satisfazer as condigdes:

1. II é uma base no sentido usual (como espago vetorial);

2. Cada raiz B pode ser escrita como combinagao linear finita ) . kar, com coeficientes

inteiros ko todos nao-negativos ou todos nao-positivos.

Se todos 0s ko sao nao-negativos, as raizes sao chamadas de positivas e sao denotadas por

AY, caso contrdrio, sio chamadas de raizes negativas e sao denotadas por A~.

As raizes de II sao chamadas simples.

Notagao 36 Denotamos por Gt = @ cp+ Ga G~ = Deaca- Ga-

Definigao 37 Seja G uma dlgebra de Lie sobre C, nao necessariamente de dimensao finita.
Uma decomposicao triangular de G consiste de uma subdlgebra abeliana H # (0) e de duas

subdlgebras G e G~ tal que:

1. G=G PHPG;

2. Gt #(0), [H,GT] € G e G" admite uma decomposicio em espagos de peso relativo a
H (sobre a representacdo adjunta) com peso o # 0 pertencendo ao subgrupo aditivo livre

Q-l— - H*;

3. Eziste uma anti-involugao o (isto é, anti-homomorfismo de periodo 2) sobre G tal que

o(gY) = g,

o | n=idy;
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4. Eziste uma base {a;}..; de Q4 consistindo de elementos linearmente independentes de

H*. Em particular, Q4 consiste de todas as somas finitas nao-nulas da forma

E :m]-aj,

Jj&€J
para m; € N.

Lema 38 Seja V um G—mddulo arbitririo. Entdo:

1. Para todosax € A e A € H*, Go - VA C Vg
2. A soma V' =3, 4 Vo € direta e V' é um G—submddulo de V.

3. SedimV < co, entdo V =V".
Demonstracgao. Veja [Hu, Segao 20.1]. W

Definicao 39 Um peso A € H* é chamado peso mdxzimo deV, se Gt.V, =0 .
Se \ é wm peso mdzimo ev € Vy, v # 0 entao v é chamado de vetor mdazimo ou primitivo

de V.
Definicao 40 Um G—mddulo V é chamado mddulo de peso mazimo X se:

1. V tem um peso mdzimo A e

2. Eziste umv € V) tal que V = U (G)v.

Observagao 41 1. Se G = H@P ) ,ca Ga, entio H é diagonalizivel em U (G), e dai
U(9) = Bper U(G),,, com

U(G),={veU(9)|h-v=pn(h)v, VheH}

(agdo adjunta).
2. U(G)s-U(9), C U(G)s,., isto ¢ U (G) é H"—graduada.

3. U(G), Ve C Vige.
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Teorema 42 Seja V um G—mddulo de peso mdzimo A, com vetor mdximo v € Vy, entao:
1. Se € H* é um peso, entdo jp =\ — ) A+ Mo com todos 0s m, € Z, -
2. dimVy = 1.
3. V=U(G)v, para todo v € Vy, v # 0.
Demonstragao. Veja [Hu, Secao 20.2]. B

Coroléario 43 Seja V' como no Teorema. Suponha além disto que V é um G—mddulo irre-

duttvel. Entao v é o tnico vetor mazimal de V, a menos de wm mailtiplo escalar.

O seguinte teorema mostra que para cada A\ € H*, existe um tnico G—mdédulo de peso

méximo A, a menos de isomorfismos, o qual pode ser de dimensao infinita.

Teorema 44 1. Sejam V e W dois G—mddulos de peso mdximo A. Se V e W sao irre-

dutfveis, entdo eles sao isomorfos.

2. Se \ € H*, entao existe um G—mddulo irredutivel V (\), de peso mdzimo .

Demonstragao. Veja [Hu, Segao 20.3]. W
Seja A € H* um peso méximo e seja J (A) o ideal & esquerda de U (G) gerado pelos elementos

T € Goy, o € AT e by — A (R;) 1, parai=1,...,n. Isto &,

TN =D U (@) za+ Y U(G)(hi—A(hi)1).
=1

a€EA

Seja M (A\) = U(G) /J(N). Entao M (\) é um U (G)—médulo, chamado médulo de

Verma determinado por .

Observagao 45 Para todo A € H* temos:
1. Existe wm tnico mddulo de Verma M ().
2. M () é um mddulo de peso, isto &, M (X) = D ,ep+ M (N),,-
3. M(N)=U(G7)v como U (G™) —mddulo.
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4. M (X) tem um dnico submddulo mdzimal N ()\), e dat, tem um 1inico quociente irredutivel

L(\)=M(\),/N(N.

5. M (X) ~ M (u) se, e somente se, \=p e L(\) ~ L(u) se e somente se A = p.

Definigao 46 O mddulo L(X) = M (X) /N (\) é chamado mddulo irredutivel de peso

maximo .

Para completar a classificagao dos médulos irredutiveis L () de U (G), falta descrever para

quais A € H*, L (A) tem dimenséo finita e determinar sua dimensao.

Teorema 47 Seja A € H*, entao: dim L ()\) < oo se, e somente se, \(h,) € Z, para todo
a eIl

Demonstragao. Veja [Hu, Segoes 21.1 e 21.2]. W

Teorema 48 (Férmula da dimensao de Weyl) Seja L (\) uma representacio irredutivel

de dimensao finita de uma dlgebra de Lie simples G com peso mdximo A. Entao

A+6,0)
dim L () =
ang (0, )

onde (x,y) = trago (ad (z)ad (y)) e 6 é a semi-soma das raizes positivas.

Demonstragao. Veja [Hu, Secao 24.3]. B

O peso méximo A pode ser descrito na seguinte forma. Sejam w; € H* tais que

wi(hi) = 1

w;(h;) = 0, para j#1i

Os elementos wy, .. .,w, de H* definidos desta forma constituem uma outra base de H* e

sao chamados pesos fundamentais. Logo

A=muwy + -+ muwy,
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De onde A (h;) = m;w; (h;) = m;. Assim temos que
A=A(h)wr+ -+ X(hyp) wp.

Disto temos o seguinte coroldrio da férmula da dimensao de Weyl, o qual serd mais ttil na

hora dos célculos das dimensoes.

Coroléario 49 Sejam A = mwy + -+ mpw, e @ € AT tal que o = >or  kiod - Entao

. ?_ kiwi(mi—l-l
dimL(\) = [] Z"i" -~ ),
=1 MW

acAt

Exemplo 50 1. Se G é do tipo Ay, seja A = mywy. Entdo temos sé uma raiz positiva o e

dat

dim L (X)) =my + 1.

2. Se G é do tipo Ag, seja N\ = miwi + mows. Aqui temos

_ (m1+1)(m2+1)(m1+m2+2).

dim L () =

3. Se G é do tipo Bs, temos

(mq +1) (mg + 1) (my + ma + 2) (2mq + ma + 3)
5 ;

dimL (\) =
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Capitulo 2

A teoria da algebra de Mickelsson

2.1 A algebra F (G)

Seja G uma &lgebra de Lie redutivel de dimensao finita sobre C. A dlgebra envolvente universal
U (G) nao contém nenhum projetor (se¢ao 2.2) exceto 0 e 1. Nao obstante, existe um niimero
de projetores Hermitianos em uma cé’rta extensdao F (g) da élgebra U (G). O propésito desta
segao é descrever a 4lgebra envolvente associativa da élgebra G, a qual é dita extensao de U (G).

Fixemos a subdlgebra de Cartan H C G e a decomposicao triangular
G=G BHPG".

As subdlgebras G~ e Gt sao geradas, respectivamente, pelos vetores associados as raizes
negativas e positivas e_, € e,, com « percorrendo o conjunto de raizes positivas e G em
t t , p d junto d t At de G
relacdo a H. Seja R(H) o corpo de fragdes da dlgebra comutativa U (H) e consideremos a

extensao U’ (G) de U (G) definida por

U (G)=U(9) X R(H). (2.1)
U(H)
Observagao 51 1. Pelo Teorema de PBW, U (G) é um U (H) —mddulo com uma base for-
mada pelos mondémios

k1 . ekrn eTm R erl . (2'2)

€ (k7 lr) = e*al —Qm Qhp @
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Estes mesmos mondémios formam uma base de U’ (G) sobre o corpo R(H). Em outras

palavras, cada x € U’ (G) pode ser expresso de forma tinica como

= Zm(k,'r)e(k,'r), (2.3)

k,r

com os coeficientes x (k,r) € R(H). Em particular, chamamos x4 = x(0,0) o termo

livre do elemento de (2.3).

2. Cada monoémio (2.2) é pesado em relagio @ H com peso
p=(r1—k)ay+ -+ (rm — k) om.

em rela¢do a agao adjunta da dlgebra H em U’ (G). Assim

U'(9)= P U, (9),

pEH*
onde U}, (G) é gerado (sobre R (H)) pelos monémios (£.2) com peso fixo pu.

Seja J' = U’ (G) Gt o ideal & esquerda de U’ (G) gerado por Gt. Seu normalizador Norm.J’
& uma subdlgebra de U’ (G) definido por

NormJ' := {u € U'(G) | Juc J'}.

Observagao 52 J' é um ideal bilateral de Norm.J'.

Consideremos o espago vetorial

M (G) :=U'(G) ]J'.
Temos que U’ (G) = R(H)U (G7) @ J', de onde segue
M(G)=U"(G)/J'~RH)U(G7)=U(G")R(H).

A graduagao por pesos de U’(G) induz a graduacao em M (G) = @, 4 My (G) onde
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M, (9) =10, (9)/J' =~ R(H) U, (G7).

Definicao 53 Introduzimos a notacio Fy, (G) para o espago vetorial de todas as séries formais

(sobre R (H)) de monémios (2.2) com peso fizo p. E definimos
F(G):=DF.(9).
"

De acordo com esta definicao, cada elemento f € F (G), € uma soma finita de elementos de

peso f, € F, (G).
Observacgao 54 F'(G) é um R (H) —bimddulo e Fy (G) é uma dlgebra sobre R (H).

Observe que os elementos f € F' (G) agem como operadores de multiplicagao & esquerda em
M (G).

Além disso, se x € M (G) temos que e (k,r) z = 0 para valores suficientemente grandes de
k e r. Assim cada elemento f € F'(G) pode ser associado a um operador (séries finitas) f’ no
espago M (G).

Considerando M (G) como um R (H) —médulo & direita temos que a agao de f’ comuta com

a agéo de R (H), ou seja, f' &€ um elemento da dlgebra E' (G) = Endgs)M (G). Isto &,

E'(G):={f € EndM (G)| f'oh=ho f',Yh € R(H)},

definimos
E.(G):={a€E(G)|[r(h)z,a] = p(h)a, Vh € H},

onde
T: H — EndM(G,L)

y +— 7(y) : M(G, L) —  M(G,L)

v 1) (@) =y

Definicao 55 Dizemos que um endomorfismo a € E' (G) é finito se a é uma combinagao linear

finita de elementos de E, (G), isto €, a é finito se

a= E ay,
2
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onde a, € E,(G).

Denotamos por E(G) := @, E, (G) a élgebra dos endomorfismos finitos a € E (G).

Esta decomposi¢ao determina uma graduagao da dlgebra E (G).

Observagao 56 1. E,(G) M, (G) C Myuy, (G) .

De fato, se a € E, (G) e m € M, (G), entdo
[t (R)z,a] =p(h)a e [h,m]=v(h)m, VheH,

respectivamente. Vejamos que am € M1, (G), isto é, mostremos que [h,am] = (p+ v) (h) am.

De fato, seja h € H, logo

[h,am] = [h,a] m + a[h,m] = p(h) am + av (k) m = (p+ v) (h) am.

2. Da observagdo anterior temos a sequinte definicio equivalente para E, (G).
E.(G)={a€E'(G)|aM, (H) C My, (G), v>0}.
Consideremos em U’ (G) a involugdo linear & — 2’ definida sobre os geradores por
e, =e_q a€AT" (2.4)

e a condigao adicional h' = h, para todo h € H. Se G é semi-simples, a tiltima condigao é

satisfeita automaticamente, pois os elementos hq = [€q, €—o| geram H.

Defini¢ao 57 Para cada par de elementos x, y € U’ (G), define-se a Forma de Shapovalov

como A (z,y) = (y'z)y, onde x — z’ é a involugio linear definida acima.

Proposicao 58 1. Esta forma é bilinear e simétrica sobre R (H).

2. A forma A é nao-degenerada no U (G7).

Demonstracao. [Zh5]. ®
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Observacao 59 A forma A é nao-degenerada em M (G), pois M (G) ~ U (G~) R(H).

Assim como a involugdo (2.4), estudaremos também a involugao Hermitiana z +— z* da

algebra U’ (G), definida sobre os geradores por

el i=e_o, a€AT (2.5)

e a condicao adicional h* = h para os elementos de uma base fixa da élgebra H (incluindo os
elementos h,, para o € A™).

A forma de Shapovalov pode ser estendida & involugdo Hermitiana, definindo
A(z,y) = (y"z),.

Além disto, se V é um G—médulo de dimensao finita, entdo V possui um produto es-
calar (o,0) em relagdo ao qual a involugao (2.5) coincide com o conjugado Hermitiano, isto &,
(zn, ) = (n,2*(), para todo = € U (G) e todos n,{ € V.

Depois estenderemos as involugoes (2.4) e (2.5) para F' (G).

Teorema 60 F'(G) é uma dlgebra em relag@o a multiplicagio de séries formais e a apli-
cagao T (f) = f' determina um isomorfismo de dlgebras de F (G) em E(G), além disso,

Fu(G) = Eu(9), Vu e H*.

Demonstracgao. Primeiro provaremos que a aplicagao 7 (f) = f’ determina um isomorfismo
de F (G) em E (G) como espagos vetoriais.

Da defini¢ao de E, (G), segue que se f € F, (G) entdo f' € E, (G). Assim é suficiente provar
que Fy, (9) ~ E, (9) -

Como M (G) = U(G™) R(H), podemos identificar U (G~) com um subespago de M (G).

Fixemos em M (G) uma base de pesos de mondmios u; = e (k;,0), onde i« = 0,1,..., com os
pesos v; tais que 0 = vg > v; > ---. Escrevemos o operador @ € E’'(G) em forma matricial
como

Tup = Zuitik, (2.6)
;

com coeficientes t;; € R (H). A inclusao @ € E,, (G) é equivalente ao fato que os coeficientes ¢;

sao diferentes de zero somente para v; = v + . Por outro lado, observemos que cada elemento
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f € F(G) pode ser escrito unicamente na forma
=2 wiciuj, (27)
1]

com coeficientes ¢;; € R (H). A inclusao f € F), (G) é equivalente ao fato que os coeficientes
cij sao diferentes de zero somente para v; = v;j + p. Multiplicando (2.7) por ug, vemos que

ujui =0 em M (G) para v; > vg. De onde

flue= Y uiciuju. (2-8)

v; <y

Assumindo v; = v, encontramos que
wiuy, = (ujug), = A(uk,uj) = B, € U (H) (2.9)

(congruente modJ', isto é, igualdade em M (G)).
Agora organizamos os pesos niao-negativos em ordem crescente: 0 = \g < \; < ... Seja M*
a filtracdo correspondente de M (G), isto &, M é a soma direta de M, (G), para 0 < —v < \.
Seja
E)= {:v € Bu(9) | aM* =0}, (2.10)

Temos que, de acordo com (2.8), f' € E;)Z com a condigao adicional
cij =0, para —v; <A (2.11)

Se fixamos z € E;} e analisamos a equacao z = f’ sobre M ’\', onde )\ é o sucessor imediato
de A (isto é, A’ = A\p41 onde A = \i). Impondo a condigao adicional (2.11), de acordo com

(2.6), (2.8) e (2.9) esta equagao toma a forma

ti. = Zcijﬁjk' (2.12)

J

Como a forma de Shapovalov é nao-degenerada, isto &, a matriz ( B k) é nao singular, e assim

a equagao (2.12) tem uma unica solugao sobre o corpo R (H), portanto temos que ¢ — f’ € E;}

33



Agora fixemos um elemento arbitrério = € E, (G). Aplicando indutivamente a construgao

anterior, obtemos uma seqiiéncia de elementos fi € F, (G), onde k = 0,1,..., tal que
(z-fo—fi—...— fi)yM™>=0. (2.13)

Além disto, cada elemento fj, é a soma para A > )\ de termos f,f‘, onde a componente f*

da série (2.7) é definida como a soma dos termos para v; = A. Fazendo

f=ka=ZZf,§"=_ (Zf,?’). (2.14)

Como cada soma entre os parénteses é finita (e igual a f*) a série (2.14) é um elemento
do espago Fy, (G). Observemos também que f,, € El’)’“ para p > 1. De onde (2.13) pode-se
escrever na forma « = f’ sobre M (G).

Assim dado f’ € E, (G) existe um f € F, (G) tal que,T,(f) = f’, isto &, T & sobrejetora.

De (2.12) e o fato da forma de Shapovalov ser nao-degenerada temos que t;; = 0 se, e
somente se, ¢;; = 0 para todo j e daf 7 é injetora.

Portanto F), (G) ~ E,, (G), V. € H*, e dai F (G) ~ E (G).

Antes de provar que 7 é um homomorfismo vejamos que F' (G) é uma 4lgebra.

Para fi, f2 € F(G), determinamos f € F (G) a partir da igualdade f’ = f{f}. Analisando
esta igualdade sobre os elementos £ € M (G) vemos que f = fi fa é o produto das séries formais
fi, f2. Assim temos que F' (G) é uma dlgebra.

Além disso, a equagao inicial f' = f] f3 mostra que a aplicagao 7 ¢ um homomorfismo e isto

completa a prova. W
Coroldrio 61 1. Fy(G) é uma subdlgebra de F (G).
2. F,(G) é um Fy (G) —bimddulo.
3. Fu(9)=Fo(9)Upu(9) =U,(9) Fo(G)-

4. A dlgebra F (G) estd equipada com uma involugao Hermitiana (automorfismo, antilinear

34




e involutivo) definida por
e = €_q, a € At. (Involugdo de Chevalley)

Teorema 62 O elemento 1 é o tinico elemento de M (G), a menos de um fator de R(H),
satisfazendo as equagoes

equ =0 para todo ac AT, (2.15)

Demonstragao. Claramente e,1 = 0. Como M (G) ~ U (G™) R (H), é suficiente examinar
os elementos u € U, (G7). A equacdo (2.15), neste caso significa que equ € U(G)GT. Logo
equé = 0, onde £ é o vetor maximo do G—médulo irredutivel arbitrdrio de dimensao finita. Se
u # 0, esta igualdade implica que ué = 0 e portanto u € U (G) G*. Por tiltimo observando que
UG )NnU(G)G*T =0, temos que u =0. W

Observagao 63 Observe que M (G) é um U’ (G) —mddulo ciclico gerado pelo vetor mdzimo

1e M(G).

2.2 Os elementos p(t) e o projetor extremo

Antes de examinar os projetores extremos, estudaremos uma grande familia de elementos da
algebra F' (G).

A partir daqui, os vetores e, serao assumidos normalizados no sentido que
[€ors €=a] = B a(hy) =2, para todo o€ At. (2.16)

Para cada a € At e cada t € C, seja
(-1
t) - Z €_a€a c\ }1. (t) ) (217)
n=0

onde

fao ) =1, fan(t)=]] (ha+t+7). (2.18)
j=1

Observagao 64 E claro que p, (t) € Fy (G) e também que pq (t)* = pa (t), para t € R.
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k _k

Os elementos e* e sao de peso zero (em relagio a H ).

As seguintes propriedades sdo de verificagdo imediata e serdo usadas nos préximos Teoremas.
Propriedades
1. (a) hoea =e€q (ha +2).
(b) fan (t—2)eq = eafan (t) e dat f;}; (t —2) ea = €afan (t).
(€) fan(t)e—a =e—afan(t —2) e daf f;’,ll (B)ees= e_afa_’,ll (t—2).
(d) fant1(t) = (ha+t+n+1) fan () = (ha +1+1) fan (E+1).
2. Para todo o € AT,
() [eare™s] =7 (ha+n—1)e .

(B) [e—arel] = (ha—n+1)enL,

Teorema 65 Para todo t € C, temos que

eaPa (t) = (t — 1) pa (t — 1) eafs] (1) (2.19)
Demonstragao.
o n
-1 B
capal) = Y T epen cnad (0
n=0
o~ (-1)"
= Z ' (e’_‘aea—{—n(ha-l—n— 1)671;1) erfl(t)
= .
S Vi
= Z ~ (e"wea +n(ha+n—1) e'lgl) eg’_lf;,,ll (t—2)eq
n=0 ’

=T
= Sy e npt gy,

|
= nl
(o) _1)17,
+Z " (ha +n—1) ef}leg_lfa_.}t (t—2)eaq
n=0 :

J

*
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agora

* = 35 O e bn etk (- e

ot n!
e n+1
(-1) _
= Zn—(h’ +n)el, afan+l(t—2)ea
n=0

i1l (h +t—1) € afan( _1)60

substituindo em ¥ temos

eral) = S e (rmhe-2- 2t o) e

o= (D), (e +tEn—1) (hotn)
- TLZ=0 TL' e—a “ ( (h'a +t— 1) fa"'l." (t - 1) N mfa,n (t = 1)) En
- Z 1) e ah(i;tl_)l)f;,i (t—1)en

— -1y (‘nl!) ek (6= 1) fod (t - D)ea

= (f= 1)p; (t—1)eafry (t).

(=]

Coroldrio 66 O conjugado de (2.19) é a igualdade

Pa(t)e—a = (t—1) f;} (t)e—apa (t —1).

Corolario 67 O elemento po = pa (1) satisfaz a equagao

€aPa = Pal—a = 0.

Coroldrio 68 O elemento po é wm projetor Hermitiano da dlgebra Fy (G):

p?y:pa 6p::pa~
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Demonstragao. Temos que

0 —1)" o -1 0 B
fa=te (EO %e—“ea an(@) | =Pa ( 0!) e oo fup (1) | = Pa

onde a segunda igualdade é conseqiiéncia do coroldrio anterior, pois pae_o = 0, isto é, pae™, =0
para n # 0.

A prova da outra igualdade é andloga.

Definicao 69 Um ordenamento das raizes positivas de uma dlgebra de Lie é chamado normal
se qualquer raiz composta estd entre suas componentes. Por exemplo, exvistem exatamente dois

ordenamentos normais para o sistema de raizes de tipo Ba,
At ={a,a+B,a+28,8} e At ={f,a+28,a+p,a},

onde o e B sio raizes simples.

Observagao 70 1. Para cada ordem normal a, . .., Qy, a ordem inversa Quy,,...,a; tam-

bém é normal.
2. Para cada sistema At eziste um ordenamento normal (mas nao é tinico).
Fixemos uma ordem normal a1, ..., @, no sistema A*. No lugar da base de U (G) formada

pelos monémios (2.2), consideremos os mondémios

e(k,7) =eM et ...ekm ¢rm (2.20)

—ayFag —Qm - am”

Cada elemento f € F'(G) seré escrito na forma de uma série como

f=Y elk,r)f k), (2.21)
k,r
com coeficientes f (k,7) € R(H). A expansao (2.21) é chamada a forma normal do elemento
f- O coeficiente fop = f(0,0) é chamado o termo livre do elemento f.
Seja |k| = k1 +- - -+ kn, e seja E,, o gerado pelos mondmios (2.2) (sobre C) para |k|+|r| < n

onde n=0,1,...
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Proposicao 71 Os monémios € (k,r) sao expressos recursivamente em termos dos elementos

da base (2.2), com coeficientes em C, tais que
e(k,v) = e(k,r)mod E,_;, onde |k|+ |r|=n. (2.22)

Além disso, o termo livre do elemento f € U(G) em relagao a base (2.20), coincide com o

termo livre deste elemento em relagio a base (2.2).

Demonstragao. De fato (2.22) é uma conseqiiéncia das relagoes de comutagao na dlgebra G,
mas os coeficientes em (2.22) podem ser polindmios nas varidveis h, com coeficientes racionais,

isto &, B (ha;)€(k,7) = ¢q (haj) e(k,r). Nosso préximo passo é provar que os coeficientes sao

constantes.
Para cada j = 1,...,m, seja a; (respectivamente b;) a dlgebra de Lie com base e, . .. ) €a;
(respectivamente e_q; ;.- -,€—apn)-

Do fato que a ordem é normal, segue-se que a; @ b; é uma algebra de Lie. Pelo Teorema

de P.B.W. na 4lgebra a; @ b; concluimos que
U (a;) U (bj) =U (b;) U(a;), paraj=1,---,m. (2.23)

Sejam €; = e'ﬁ‘aie’;{, parat =1,---,7, logo de (2.23) cadae; € U(G™)U (Qj), por indugao
sobre j, temos

61---6j€U(Q_)U(gj) para j=1,--- ,m.

Em particular para j = m temos que € (k,r) € U (G7) U (G1) e portanto se decompdée numa
combinagao linear de monémios e (k, ), os quais formam uma base U (G~) U (Qj ), de onde os
coeficientes sao constantes.

Agora procedemos a construgao principal desta secao.

Para cada o € A" e para cada A\ € H*, seja Ao = A (hy). Fixemos uma ordem normal no

sistema AT e para cada t € H* seja

p (t) = Py (tl) “ " Pam (tm) ) (2'24)
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onde t; =ty parat =1,...,m.

Observamos que p (t) € Fp (G) para todo t € H*.

Teorema 72 Set = p € H* (onde p é a semi-soma das raizes positivas de G ), entdo para todo

«a € II verifica-se a seguinte igualdade
eap(t) =p(t)e—a =0, para t,=1.

Demonstragao. Somente daremos a prova para as &dlgebras de Lie de posto 1 e 2. A
demonstragao do caso geral pode ser encontrada em [AST3] ou em [Zh6].

Escreveremos de forma abreviada pa; = Da; (ta;) -

1. Para a algebra G= A;
O Teorema coincide com o Coroldrio 67 onde o vetor t = a1 € H* com «3 a tinica raiz do
sistema A™T.

2. Para a dlgebra G= A;xA;
Temos IT = {a, B} = A*, p=papg e ta =t = 1.

(a) eapaPp = €aPa (1) g (1) = 0 pelo Corolério 67.

pois a+f nao é raiz

(b) egpaps Paegpg = 0, similar parte anterior.

3. Para a algebra G= A,

Temos que II = {e, B}, AT = {e,7, 8}, com v = a+f e que p = pap,pg, cOm to = tg =1,
et,=2.

As seguintes propriedades sao de verificagao imediata para esta dlgebra.

eghe = (ha+1)eg e dai eﬂfa_’,}1 (t) = fa_’,ll (t+1)es,
exha = (ha+1)e, edaf eA,fa_.’,lL (¢) = f;,ll (t+1)e,,
eghy = (hy—1)eg e dai eﬁf,;,ll_ (t) = f,;,ll (t—1)eg,
leg,en] = —ne e, [eg,e'_‘v] = ne_aeffrl,
[e—a,e?] = nelleg, [es,e—a] = [es, 4] =0.
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(a) eaPaPyPB = €aPa (1) Py (2) ps (1) =0, pelo Corolério 67.
(b) Para egpap,pg-

i. Primeiro vejamos que

egPa (1) = pa (2) eg + e—aPa (1) (ha + 3)_1 ey

De fato
o (-1
egPa = eppa(l)zz - ege”  eq 07111(1)
n=0 :
oo
(_1)n ( 1 ny £—
= Z il €_o aeﬁfan Z —ct [eﬁ3 ]faﬂll(l)
n=0 ’ n=0
(o] _1)11, n+1 1 1
= E nl e aenfan (2) ep +Z nelaeq” ey fam (1)
_ )n—l-l

= 2)65+Z —1)! A fon()

= pa(2 €p +ée_q Z( —a afc:n-il(‘?')e')'

- pa(z)ewe_az(‘:,) oA (2) (ho 4 3)
n=0 :

- (_1 i n
= P@epten Tl en enpzi)
n=0 :

= pa(2)eg+e—_apa(l) (ha+ 3)_1

(ha +3)7! (ha +n+3)
(ha +n+3) K

ii. Agora vejamos que o acontece com

( o (2) eg + e_apa (1) (ha + 3)_1 67> Py (2).

Temos que

(pa (2) eg + e—aPa (1) (ha + 3)_1 ew) Py (2) = pa (2) egp4 (2) -
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Mostremos que

De fato

espy (2)

Agora

Logo egp- (2)

€8Py (2) =Dy (1) €3 — €—aPy (1) (h"‘/ + 3)_1 €y

o0

(="

> eset e (2)

n=0 :

— (—1)n

Z nl ely veﬁfvn (2) + Z eﬁ1 6717] L ;71: (2)
n=0

o (="

E al el el 'yn(l)e +Z 'ne_aez;le,’; »;111 (2)
n=0

Py (1) ep +e_az

~

1 n-1
ol T_',, & e r(2)e,

7 (n—

Vi

*

- (_1)11 n o on
—e_g L 'y'r1L+1 (2) ey

-~ (_l)n e -
_e_az 7l —'y'y'yn()(h7+n+3) 16

n=0 ’

= ()" , (hy+3) " (hy + 1+ 3)
—e_q n 1
) nz:: T N T
= _e_aZTe—') ¥ 'yn(l)(h’ +3)

n=0

—e_opy (1) (hy +3) e
—e—apy (1) ey (hy + l)kl
0

= Py (1) €g3-
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Logo de (i) e (ii) temos que

Il

€3Pa (1) Py (2) Y] (1) ( o (2) eg + e_qPa (1) (h'oz + 3)_1 e"y) Py (2) pB (1)
= pa(2)egpy (2)pp (1)
= Pa(2)py (1) egps (1)

= 0.

4. Para o caso G= Bj
Temos que II = {a,8}, AT = {a,7,6,8} com v = a+ 8, § = o+ 2[, temos que
P = PaPyPsPB, com toa =tg=1,1, =3 ets = 2.

As seguintes propriedades sao de verificagao imediata para esta dlgebra.

eghy = h.ep, hye_q=e_q(hy—2), eghs = (hs —1)eg,
hée—-y = €4 (ha = 1) 3 [eﬁ, 87_1,7] = 2’n,e_ae7_":/1,

(a) eaPaPyPsPB = €aPa (1) Py (3)ps (2) pg (1) = 0, pelo corolério 67.
(b) Para egpappsps-

i. Da parte (i) de 3 (b) na algebra A temos que
esPa (1) = Pa (2) €3 + e—aPa (1) (ha + 3) e,

ii. Usando as férmulas de comutacgao, de forma andloga aos casos anteriores, verifica-

se que

esPy (3) = py (3) eg — 2e—apy (1) €y (hy + 3)~1 - \267177 (1) (hs + 1)—1 es

=0

e que

epps (2) =ps (1) eg + e_yps (1) es (hs +2) 7.
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Voltando a equagao inicial, temos

egpa (1) Py (3) ps (2) pp (1) =

= (pa (D ep+e-apa (1) (ha+3) e ) py (3) s (2) 25 (1)
= Pa(2)eppy (3)ps (2) pp (1)

= Pa(2) (Py(3) ep — 2e_apy (1) ey (y +3) ™) ps (D) pp (1)
= Pa (P, (3) (ps (D ep+e—ps (Vs (ks +2) ™) s (1)

= 0.

5. Para o caso G= Go

Temos II = {a1,a6}, At = {1, a2,a3, 4, 5,6} com g = a1 + ag, az = 201 + 3ag,
oy = a1+206, a5 = a1+ 306 e temos que P = Poj PasPazPasPasPag COM to; = 1,4,3,5,2,1,

respectivamente.

As contas sdo andlogas aos casos anteriores e dispendiosas, por isso nao as faremos aqui.

Assim para as élgebras de Lie de posto 1 e 2 temos que eyp (t) = 0, para todo a € II.

A prova de p (t) e_o = 0, para todo a € II é andloga. W

Teorema 73 O elemento p = p(p) (onde p é a semi-soma das raizes positivas) é o nico

elemento de F (G), a menos de um fator de R (H), que satisfaz as equagdes
eap(t) =p(t)e—a =0 para todo o €Il (2.25)

Em particular, p nao depende da escolha da ordem normal em A" e é um projetor Hermi-

tiano em Fy (G), isto é,

pP=p, e p =p. (2.26)

Demonstracao. A existéncia de uma solugdo para (2.25) é conseqiiéncia do Teorema

anterior.

44




Para a unicidade, seja f € F(G) satisfazendo (2.25), entdo pelo Teorema 62
FM(G)CR(H)-1e fGM(G)=0. Como M (G) =U (G) R(H) entao

M(G) =G M(G)DR(H)-1. (2.27)

Também temos que f-1 = fp-1, onde fp & o termo livre do elemento f. Em particular,
p-1=1. Assumindo fop =1, temos que (f — p) M (G) = 0 e pelo Teorema 60 segue que f = p.

Assumindo, em particular que f = p? e f = p* obtemos (2.26) e o Teorema é provado. W

Observagao 74 A formulagao do Teorema anterior pode ser modificada se consideramos so-
mente os elementos f € Fy(G). Neste caso, as duas componentes de (2.27) sao invariantes em
relagio a f. A condigio eof =0, para todo o € 11, isto é, fM (G) C R(H) -1, é equivalente
neste caso a fG~M (G) =0, isto é, fe_o = 0, para todo « € II. De onde obtemos o sequinte

coroldrio.

Coroldrio 75 O elemento p = p(p) é o unico elemento de Fy(G), a menos de um fator de
R (H), que satisfaz as equagdes eq f = 0, para todo o € I1 (ou as equagdes fe_o = 0, para todo

aell).

Defini¢ao 76 O elemento p(p) é chamado o projetor extremo da dlgebra G (em relagio a
AT). No lugar de p(p) as vezes usa-se o simbolo p(G) para indicar a dependéncia da dlgebra
G, isto é,

P=p(p) =Pay " Pam>

onde a € At e

(=D*

o
= k ek
e ’ ée—aeak! (ha +p(ha) +1) -+ (ha + p (ha) + k)’

(2.28)

onde h, €é definido em (2.16) e p é a semi-soma das raizes positivas.

Observagao 77 A condigao de simetria do operador p = p(p) é uma relagido de comutagio

nao trivial entre os operadores po = pa (p,) para o € At. Escrevemos de forma explicita estas
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relagoes para as dlgebras de Lie semi-simples de posto 2.

A @ A PaPpB = PBP«
A2 =
PaPa+BPB = PBPa+BPa (229)
By PaPa+BPa+28PB = PBPa+28Pa+BPa
G2 PaPa+BP2a+38Pa+2BPa+38PB = PBPa+38Pa+28P2a+38Pa+BPa-

As demonstragées destas equagées (2.29) podem ser encontradas em [AST3] ou [Zh6].

2.3 A &lgebra de Mickelsson

Sejam G uma algebra de Lie arbitraria sobre C e £ uma subdlgebra redutivel em G (isto quer
dizer que G é um L£—mddulo redutivel em relacao & agao adjunta de £ em G). Em particular,
L é redutivel. Dai, -

L=L"PHPLH, .
onde H ¢ a subdlgebra de Cartan de L e as subdlgebras £~ e £ sdao geradas, respectivamente,
pelos vetores associados as raizes negativas e positivas e_, € eq, com percorrendo o conjunto
de rafzes positivas A" de £ em relacao a H.

Temos também que

G=LDYG,

onde G’ &€ o L—médulo complementar (determinado em vista da redutibilidade de £ em G).
Seja J := U (G) L o ideal & esquerda de U (G) gerado por L. Seu normalizador NormJ

¢ uma subadlgebra de U (G) definida por
NormJ :={u € U(G) | JuC J}.

Observacao 78 J é um ideal bilateral de Norm.J.
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Definicao 79 A dlgebra de Mickelsson! S (G, L) é definida como o quociente
S(G, L) := Normd /J.

Seja R (H) o corpo de fragoes da dlgebra comutativa U (H). Consideremos a extensao U’ (G)

da algebra envolvente universal U (G) definida por

U'(6) :=U(G) Q) R(H).

U(H)

Seja J' = U’ (G) L o ideal a esquerda de U’ (G) gerado por L1. Exatamente como acontece

com o ideal J, J’ é um ideal bilateral do normalizador NormJ’, onde
normJ’ := {u € U'(G) | J'ucC J'}.
Definiciao 80 A dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko® Z (G, L) é definida como o quociente
Z(G,L) := NormJ' /J'.
Observagao 81 1. Z (G, L) é uma extensao da dlgebra de Mickelsson S (G, L),

Z(G,L)=5(G,£) R R(H).

U(H)

2. Uma defini¢io equivalente da dlgebra Z (G, L) pode ser dada usando o espago quociente
M (G,L):=U"(G)/J.

Proposigao 82 A dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (G, L) coincide com o subespago dos

! Mickelsson [Mi2] e Van de Homberg [Ho] estudaram esta dlgebra com os nomes de "step algebras” ou
S—adlgebras
% Zhelobenko algumas vezes usou os nomes de Z—dlgebras ou dlgebras de Mickelsson estendidas.
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vetores mdzimos associados a L em M (G, L), isto €,
Z(G,L)=M(G,L)",

onde

MG, L) ={veM(G,L)|Ltv=0}.

Demonstragao. Sabe-se que Z (G, L) C M (G, L), pois J' CNormJ’ C U’ (G) e portanto
Z(G,L) = NormJ' /J' c U/(G)/J' = M (G, L).

Seja z € Z (G, L), logo z =12+ J' com x €ENormJ’ e provemos que L7z = 0. Sejaw € LT,
logo wz = w(z + J') = wz + wJ’, mas w € J' (w = lw) e z ENormJ’ entdo wz € J' e assim
wz € J'. Portanto wz = 0mod J', para todo w € L* e assim z € M (G, £)*.

Por outro lado, se z € M (G,£)" entdo z € M (G,L) e wz = 0, para todo w € £+. Como
zeM(G,L),z=a+J comze U (G) e =wz=w(+J), logo wz € J', isto é, J'z C J'
(pois w = 1w € J') de onde x €ENormJ’, portanto z ENormJ'/J' = Z (G, L). B

Observemos que a dlgebra F' (L) age naturalmente no M (G, £) (como fz é uma série finita

para f € F (L), z € M (G, L)).

Teorema 83 Se p(L) é o projetor extremo da dlgebra L, entdo
Z(G,L)=p(L)M(G,L).

Demonstragao. A inclusao p (L) M (G,L) C Z (G, L) é conseqiiéncia do Teorema 73, pois
cada elemento do tipo z = py (p = p (L)) satisfaz as equagoes e,z = 0 para o € A™.
Para a inclusdo contraria, seja ¢ € Z (G, L), isto &, eoz = 0, para todo a € AT. Escrevendo

cada cofator p, na forma de uma série de poténcias e” el,

temos que pr = ppr = z, € 0
Teorema estd provado. l

Fixemos uma base de pesos ey, ..., e, (em relacdo & agdo adjunta de H) do médulo comple-
mentar G’ e seja U (G') gerada pelos monémios

e(L) =ekr...ekn (2.30)

n
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Pelo Teorema de PBW,
U@ =U(G)UMH)DN(G L),
onde
N(G,L)=LTUG)+U(G)Lt.

Considerando a extenséo sobre R (H), obtemos uma igualdade anéloga em U’ (G)
U (G)=U ()P N (9,L), (2.31)
onde U’ (G’) é gerado pelos mondmios (2.30) sobre o corpo R (H) e é assumido que
N'(G,L)=L"U(G)+U'(G) L*.

Como a segunda componente de (2.31) contém U’ (G) L, podemos pensar U’ (G’) como um

subespago de M (G, L).

Teorema 84 O operador p (L) em M (G, L) é um operador proje¢ao sobre Z (G, L), com niicleo
No(G,L) = N'(G,£) /U (G) L*. (2.32)

A aplicagio © —— px determina um isomorfismo de espagos vetoriais entre U’ (G') e
Z(G,L). Em particular,
Z(G,L)=p(L)U'(9). (2.33)

Demonstragao. Analisando a aplicagao @ —— pz no espago U’ (G) médulo U’ (G) LT,
temos que

PN'(G, L) =p(L7U(G)+ U (G) L") =p (L7U(9)) =0,

a ultima igualdade pois pe_, = 0 para todo a € AT e disto segue (2.33).

n el temos

Por outro lado, escrevendo cada cofator p, na forma de uma série de poténcias e el

que pr = x +y, para cada © € U'(G), logo y € L7U’'(G). A condi¢ao pr = 0 implica que

x=-y € N'(G,L), de onde o kernel do operador p coincide com N’ (G, L).
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Em particular, pz = 0 para € U’ (G) é possivel somente para z = 0 por (2.31). Assim

completamos a demonstragao do Teorema. Bl

Corolario 85 Temos a segquinte igualdade
M(G,L)Y=Z(G,LYP Ny (G,L).
Teorema 86 A identidade e os elementos
z; = pe;, 1=1,..,n
sao geradores da dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (G, L). Além disso, os mondémios

2(L) =, keZy,

n
formam uma base de Z (G, L).
Demonstracgao. Este é uma conseqiiéncia do Teorema 83 e do Corolério anterior. l

Observagao 87 Considerando Z (G, L) como um R (H) —mddulo & direita, é possivel introduzir
os elementos normalizados

8; = 2y, m; € U(H)

multiplicando z; por sew demominador & direita m;. Portanto os s.s podem ser wvistos como

elementos da dlgebra de Mickelsson S (G,L).

Para formular o Teorema final desta segao, para qualquer G—médulo V' seja
Vvt={veV|Ltv=0}.

Teorema 88 Seja V = U (G)v um U (G) —mddulo gerado por um elemento v € V. Entdo o

subespago VT é linearmente gerado pelos elementos
s’fl <o gkny, ki€ Zy.
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Demonstragdo. Observamos que VT é invariante em relagdo ao normJ, porém o ideal
J =U(G) LT o anula. Sejav € V* entdo pv = v, de onde v € Z (G, L) V' e multiplicando por

seu denominador a direita 7;, temos que v € S (G, L) VT e o Teorema estd provado. W
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Capitulo 3

Bases de Gelfand-Tsetlin para

representacoes de Gl

Seja E;j, 1,7 = 1,2,...,n a base candnica da dlgebra de Lie linear geral Gl,, sobre o corpo
dos ntimeros compléxos. A subé.lge'b'ra. Cln_l é gerada pelos elementos da base E;; com
1,7 = 1,..,n — 1. Denote por H = H, a subélgebra de Cartan diagonal em Gl,. Os ele-
mentos Ei1, ..., B, formam uma base de H.

Existe uma correspondéncia bijetora entre as representacoes irredutiveis de dimensao finita

de Gl,, e as n—uplas de nimeros complexos A = (A1,...,\,) tais que
Ai—ANit1 €Zy para i=1,..,n—1. (3.1)

Cada uma destas n—uplas é chamada peso maximo da representacao correspondente, a
qual se denota por L (). Este peso méximo contém um tinico vetor £, a menos de um multiplo
escalar, diferente de zero (o vetor maximo) tal que E;§ = N, parai=1,...,n e E;;£ =0,

para 1 <i< j < n.

Exemplo 89 1. O peso mdximo A\ = (1,0,—1) corresponde a representac¢io adjunta de
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L ()\) = gl3 sobre glg

ad: Gl3 — End(Gl3)
r — adx : Gls — Gls

y — adz(y) = [z,y]

e tem como vetor mdzimo

g = (alaoaa3)0>a1>0)0707al)t

= o3 (En + Eg + Es3) + azEi3 = oy I3 + azEq3.

2. 0 peso mdzimo A = (1,0,0) corresponde & representagio candnica de L (X\) = C3 sobre

Gls
p: Gls — End((Cg)

r — pxT c: — C3
y — p(y)=zy

e tem como vetor mdzimo & = (a1,0,0).
O seguinte Teorema é conhecido como a regra de ramificagao para a redugao Gl | Gl,—1.

Teorema 90 A restrigao de L (\) a subdlgebra Gl,—1 é isomorfa a soma direta das represen-

tagoes irredutiveis nao equivalentes dvas a duas, isto €,

L) lot. =D L (1),
n
somando sobre o0s pesos mdzimos que satisfazem as condig¢bes intermedidrias
Ni— 1, €2y e p;— N1 €Ly, (3.2)

A regra pode ser atribuida a I. Schur, pois foi ele o primeiro a descobrir a importéancia teérica
das representacoes em uma classe particular de polinémios simétricos os quais levam seu nome.
Sem perda de generalidade pode-se considerar A como uma parti¢ao: Pode-se tomar a com-

posicao de L (A) com um automorfismo apropriado de U (Gl,) o qual leva E;; em  E;; + §;5a



para algum a € C. O carédter de L (A\) considerado como um Gl,—médulo é o polinémio de

Schur sy (z), ¢ = (21, - ,z,) definido por
sx(z) :=tr(g,L(N)),

onde 21, ..., 2, s@o os valores préprios de g € Gl,. O polindémio de Schur é simétrico em cada

componente z; e pode ser dado pela férmula combinatorial explicita
sx(@) =) a7, (3.3)
T

somando sobre os tabuleiros semi-standard 7' da forma X (observacéo 91) onde 27 é o mon6mio
contendo z;, com a poténcia igual ao niimero de ocorréncias de 7 em T'; veja por exemplo [Ma,
Capitulo 1] ou [Sa, Capitulo 4] para mais detalhes. Para descobrir o que ocorre quando L ())
é restringido a Gl,,—; precisa-se por z, = 1 na férmula (3.3). O lado direito, entdo é escrito
como a soma dos polinémios de Schur s, (z1,..., Zn_1), com p satisfazendo (3.2):

Por outro lado, a liberdade de multiplicidade da redugao Gl,, | Gl,—1 pode ser explicada
pelo fato que o espago vetorial Hom (L' (1), L (\)) possui uma representacao irredutivel natural
do centralizador U (gln)gl”“l; veja, por exemplo, [Di, Segéo 91] Porém, o centralizador é uma
dlgebra comutativa e portanto, se o espago dos homomorfismos é diferente de zero entao ele
deve ser de dimensao um.

A regra da ramificagao estd implicita nas férmulas de Gelfand e Tsetlin [GT1] e a demons-
tracao baseada sobre uma realizacao explicita das representacoes de Gl,, foi dada por Zhelobenko
(Zh1].

A demonstracao do Teorema 90, utilizando a teoria moderna das dlgebras de Mickelsson
seguindo Zhelobenko [Zh5], serd feita na segdao 3.2. Outras duas provas podem ser encontradas
em Goodman and Wallach [GW, Capitulos 8 e 12].

Aplicacoes consecutivas da regra da ramificagdo as subdlgebras da cadeia
gll G gl2 C---C gln—l C glny

proporcionam uma parametrizagao dos vetores da base em L (\) pelos objetos combinatoriais
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chamados padroes de Gelfand-Tsetlin. Tal padrao A (associado com A) é um arranjo de

vetores fila
/\nl A1'1.2 o /\n,'n—l Ann

An—1,1 »m An—1,n—1

A21 A22

A11

onde a fila superior coincide com A\ e tem-se as seguintes condigoes:
Aki — )\k—l,i € Zy, )\k—l,i - /\k,i-l—l € Zy, i=1,..,k—1, (34)
para cada k = 2,...,n.

Observagao 91 Se o peso mdzimo A é uma parti¢cao entao existe uma bije¢ao natural entre os
padrées associados com \ e os \—tabuleiros semi-standard com entradas em {1,...,n}. Assim,

o padrao pode ser visto como uma seqiiéncia de partigcoes
AD cA@® .o ca® = )

com A®) = (Ap1,-- , \ik). As condigbes (3.4) significam que o "skew diagram” /\(k)//\(k‘_l) é
um "strip" horizontal, isto quer dizer, que ao sobrepor o diagrama de AE=D) no diagrama de

AE) em cada linha fica um e s6 um quadrado livre; veja, por ezemplo, Macdonald [Ma, Capitulo

1].
A base de Gelfand-Tsetlin de L (\) é dada pelo seguinte Teorema.

Teorema 92 Seja lp; = \ii — @ + 1, entao existe uma base {{5y} em L (N) parametrizada por
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todos os padrées A tal que a agdo dos geradores de Gl,, é dada pelas férmulas

k k—1
Enéy = (Z Api— ) Ak-u) €A,
=1 =
ko (ki — le11) -+ (ki — Ue1 k41)
E — — 3 3
kk+160 z; (Cki — k) - Ao (Ui — leke) Shtoe

Er1,ké0 EA—bpi-

(3.5)
(3.6)

(3.7)

Os arranjos sao obtidos a partir de A substituindo \p; por Ap; = 1. Se o arranjo A nao

é um padrao convencionamos £y = 0; o simbolo A indica que o fator zero no denominador é

omatido.

Exemplo 93 Do ezemplo (1) temos A = (1,0,—1). O padrao de Gelfand-Tsetlin A associado

é

aplicando o Teorema 92, temos

Ellg/\ = 1€A: E22£A = 0§A =0, E33§A = —1£A

E1264 = (0) (2) €pqsy, =0

(=2)(0) (2)

0)(2) (4
Ea3lp = Lz)()fmram Ty At =0

E2népy =8a—5,, = 1 0 = 1(\2)
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E35¢ 5\2)

E

1 0 —1
0 - 3
E3é) = §€A-521 + _—251\_522 = 1 -1 £( )
1
1 0 -1
(2) _ . .
Exn&y §A Sii — 1 nao é padrao
-1
1 0 —1 1 0 -1
@) @ _1 1
A— 621+_€A 522—5 0 0 +§ 1 —1
0 0
£l e
1 0 -1
Bty =t = 1 1 =g
0
1 0 —1
0 ., -
53265\3) = 555{’?521 + —55\3) P 1 -2 nao é padrao
1
1 0 -1
Ex 5(4) 55\41511 = 0 ndo é padrao
-1
1 0 -1
4 4 (“ 6)
gt = fS\)Jn 51\)522 = 0 -1 = 5\
0
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E32§§\7) =

5 5 7
Ened) = 55\3511 = 1 -1 =&
-1
1 0 -1 1 0 =1
5 1 2
’5A 521+—€5\)522=§ ¢ - ty 1 -1
0 0
gig) nao é;adr&o
1 0 -1
6 6
Ened =P = o 1 =B
-1
1 0 -1
E3 5(6) = 55\61521 + —55\6) Fom = 0 -2 nao é padrao
0
1 0 -1
Em&ﬁf) = Eflgu = 1 -1 nao é padrao
-2
1 0 -1 1 0 -1
©) 7 2 1
él\ 5')1 62)522 - 3 O —1 + g 1 —2
-1 -1
55\8) nao é‘;mdr(io
1 0 -1
Entd) = 558511 = 0 =] ndo é padrao
-2
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0 —2 . .
E32§5§) = 5552521 iy _—2553,522 = 0 -2 nao é padrao

A construgao dos vetores da base é dada no Teorema 97. A demonstragao das férmulas
(3.5)—(3.7) é dada na segao 3.2.
O espago vetorial L (\) estd equipado com um produto interno contravariante (,) e ele é

unicamente determinado pelas condigoes

(635) =1 € (EIJTI> C) = (771 E]?.C) )
para quaisquer vetores 7, € L (\) e quaisquer indices 7, j. Em outras palavras, para o operador

adjunto de E;; em relagao ao produto interno temos ( Eij)* = B

Proposicao 94 A base {£,} é ortogonal em relagdo ao produto interno (,), além disso, tem-se

(€r.én) = ﬁ I1 (bki = be—1,5)! (Lgi — lgj — 1)!

k=2 1<i<i<k (-1 = lem1,5)! 1<ici<r (e—1i — by — 1Y

onde l; = A\ — 1+ 1.

As férmulas do Teorema 92 podem, portanto ser reescritas na base ortonormal

Ch=Er/ Nl NIEAl? = (€nr€n) - (3.8)

Elas foram apresentadas nesta forma no trabalho original por Gelfand-Tsetlin [GT1]. A

demonstracgao desta proposicao serd feita na segao 3.2.
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3.1 Construcao da base: "Lowering and raising operators"

Para cada 7 = 1,...,m — 1 introduza os seguintes elementos da dlgebra universal envolvente

U (Gln)

Zn 1 = > Eu By Ei i Eign (hi — hjy) - (hi = hy,), (3-9)
1>11>...>1:>1
zi ¢ o= ), EyiBii - Bigie B, (hi — hj) - (i = Ry,), (3.10)

1<11<...<15<n

onde s percorre os inteiros nao-negativos, h; = E;; —i+ 1 e {j1,...,jr} é o subconjunto com-
plementar a {%i,...,4s} no conjunto {1,...,i—1} ou {t+1,...,n — 1}, respectivamente. Por

exemplo,

z13 = Ei3, 223 = Ea3(ha — h1) + E21En3, (3.11)

z39 = E33, 231 = E3 (h1 — hy) + E2 E3». (3.12)

Considere agora uma representagao irredutivel L (A), de dimensao finita, de Gl,, com peso

méximo A = (A1, ..., \,) e vetor méximo &. Denote por L (A\)* o subespago dos vetores méximos

sobre Gl,,—1 no L (), isto &,
LN " ={neL(\)|Esn=0, 1<i<j<n}.

Dado um peso p = (,ul, S ,un_l) em Gl,—; denote por L ()\): o correspondente subespago

de peso em L (\)™:
L)) = (e LW | Ban=pn,  i=1,..,n-1}.
A principal propriedade dos elementos z,; € z;, é descrita pelo seguinte Lema.

Lema 95 Sejan € L (/\): Entao para quaisquer i =1,...,n — 1 tem-se

+

ZinT] € L (’\):.{.Ji (2 ZniT) € L ()‘)p—éi )

onde o peso =+ 0; é obtido a partir p substituindo p; com p; + 1.
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Este resultado permite considerar os elementos z,; € z;, como operadores no espaco L (/\)+.
Eles sao chamados "lowering and raising operators", respectivamente. Pela regra da ram-
ificagdo (Teorema 90) o espaco L ()\);L é de dimensao um quando se verificam as condigoes (3.2)

e é zero no caso contrédrio. O seguinte Lema serd provado na segao 3.2.
Lema 96 Suponha que p satisfaz as condigdes intermedidrias (3.2). Entao o vetor

M An—1—Hp_
£u = Zn1 T Zpn—1 €,

é diferente de zero. Além disso, o espago L (A): é gerado por §,.

O U (Gl,—1) —espaco gerado de cada vetor diferente de zero § u € um Gl,,—1-médulo isomorfo
a L' (p). Iterando a construgao dos vetores §, para cada par de dlgebras de Lie Glp_1 C Gl

consegue-se uma base do espago inteiro L ()).

Teorema 97 Os vetores da base {£5} no Teorema 92 podem ser dados pela férmula

tn= JI (A wapyeg g, (3.13)

k=2,..,n

onde o0s fatores no produto sdo ordenados de acordo com o crescimento dos indices.

Exemplo 98 Continuando com o exemplo (1) temos que

LN = {n€gls|Eyn=0, 1<i<j<3}

= {n€Gl3| Eign =0} = {E2, E13, E32, E33} .
Os pesos L= (ﬂla“Q) em glzr 5a0 :u’l = (1)0)7 :U’2 = (1)_1)7 /1‘3 = (0)0): e ,U,4 = (07_1)

Vamos obter os L (/\):k para k =1,2,,3,4.

Para i temos que

Ei3 € L (/\):1 , pois By E13 = Ei3 = piE13 e ExyEr3 =0 = pjyEy3,
Eyo ¢ L (’\):1 , pois EogE19 = —Ey5 # usE13, analogamente

E3o ¢ L ()\):1 e B33 ¢ L ()‘):,Ll
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Assim L ()\):1 é de dimensdo 1, é gerado por Ej3.

De forma andloga se verifica que L(A):g é gerado por Fia, L(/\):g é gerado por Es3, e
L ()\):4 é gerado por Fsj.

Além disso, para pt = (1,0) vejamos que z3;F13 € L ()‘):1—6.- parai=1,2

De fato,
231 E31 = (E31 (h1 — ha) + En E32) E13 = E31 (E11 — Eog + 1) E13 — E91 E12 = Egs,

mas put — 61 = (0,0) = p3 e E33 € L(A):3, analogamente z33FE3, = E3sFE13 = —F12 0 qual
pertence a L(A):g ept —dy=(1,-1) = p2.

Por tltimo, iterando a construcio temos para Glo C Gl o0s pesos pt, u?, u3, pt. Agora para
Gly C Gl consideremos cada it

Para p* = (1,0) temos os pesos v =1, e v2 = 0, assim temos os padroes

1 0 -1 o1 0 -1
A= 1 0 e A2 = 1 0
1 0
Para pi? = (1,—1) temos os pesos v=1,12=0, e® =—1, assim temos 0s padroes
1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
Az= 1 —1 A= 1 -1 e As= 1 -1
1 0 -1
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Para p* = (0,—1) temos os pesos v! =0, e v2 = —1, assim temos os padroes
1 0 -1 1 0 -1
A7 = 0 -1 e Ag = 0 -1
0 -1

Aplicando o Teorema (97): Para Ay temos

1-1_1-1.0-0p _ ¢

§a, = 21 231 233 §=6=E3
1-0_1-1_0-0

En, = 291 731 %33 & =231 = E33
1-1_1-1_0—(-1

€as = Z31 23 232( )f=23252—E12

assim obtemos a base.

3.2 A dlgebra de Mickelsson - Zhelobenko Z(Gl,, Gl,,—1)

Para quaisquer inteiro positivo m considere a dlgebra de Lie linear geral Gl,,,. As raizes positivas
de Gl,, com relagao a subdlgebra de Cartan diagonal H (com a escolha standard do sistema
de rafzes positivas) sdo enumeradas naturalmente pelos pares (¢,5) com 1 <1 < j < m. De
acordo com a teoria geral apresentada na se¢ao 2.2, para cada par se introduz a série formal

pij € F (Gl,n) dada por

(-1
h; — hj T+ 1) (hi = h,j + k)’

pii =1+ (Bi)* (Ey)* H(
k=1

onde, como antes, h; = E; — i+ 1. Entao se define o elemento p = p,, por

p=[]pri

1<j
onde o produto é tomado em uma ordem normal nos pares (7,7). Pelo Teorema 65,
Eijp=pEj; =0, para 1<i<j<m. (3.14)
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Agora, seja m = n — 1. Pelo Teorema 86, os mondmios ordenados nos elementos E,.,,, pFin,
e pEn;, comi=1,...,n— 1, formam uma base de Z (Gl,, Gl,—1) como um R (H)-médulo tanto

a esquerda como & direita. Estes elementos podem ser dados explicitamente por

1
pE;y = Ei Eiiy---E;,_:.E;, ,
" i>i1>.Z>i521 e fom e T (hy — hi,) -+ (hi — hi,)
1
pEn; = Z E; iBii, - Bigiy  Bni, (3.15)

(hi — hiy) -+~ (hi — hs,)’

<11 <...<ts<n

onde s =0,1,.... Por exemplo,
1
pEi3 = Ei3,  pEoz = Ea3 + E21E13m,
1
B = E; F31 =FE Eo1E3g——+——.
PL32 32,  PL31 31+ L21 32y — ha)

Na verdade, com uma escolha de uma ordem normal apropriada sobre as raizes positivas,

pode-se escrever
PEin =p1i- Pi-1iBin € PEni =Dpiit1-- Pin—1Fni.

Os lowering and raising operators introduzidos na segdo 3.1 coincidem com os geradores

normalizados:

Zin = pEin(hi_hi——l)"'(hi-—hl),

zni = PEni(hi —hit1) -+ (hi — hno1), (3.16)

os quais pertencem a algebra de Mickelsson S (Gl,,, Gl—1).
Demonstragao do Lema 95

Sejan € L()\):, logo n € L(A), Ejpn = 0 para j < k e Ej;n = p;n, para todo j. Vejamos
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+

que z,in € L (A),_s,, isto &,
(4) ZniN € L(X) paral<i<n—1
(43) Ejkznin =0 para j < k

(131) Ejjznm = (,uj — 5ij) znin paratodol1 <j<n-—1.

A parte (i) é clara, pelo fato que n € L ().

Para a parte (it), seja 7 < k, entdo temos que
Ejkznin = EjxpEni (hi — hiy1) -+ (hs — ha1)n =0,

a primeira igualdade é dada por (3.16) e a segunda por (3.14).

Por tltimo, para provar (4iz) precisamos provar que
(@) Eiznin = (1 — 1) znin
(b) Ejjzpin = pjznin, para i # j.

Lembrando (3.10), provaremos (#4i) por inducao sobre s.
Para s = 1, temos zp; = F; iFEpi,H,onde He€ R(H)ei<ii <n

Temos que

—FEiiBni, sej=1
0 sej#1

(Ejj, BiyiEniy) = [Ejj, Biyil Bniy + Eiyi [Ejj, Eniy]) =

Logo, para j =1, temos

Eiiznin = EuE; iEpi Hn = EiliEm'lEiiH"? + [Eii: EiliEnil] Hr
= Ly iBni Hpn — By iEBpniy Hpn

= (w—1)EyiEn Hn= (/J'j — 1) Znil
Para j # i, temos
Ejjz11i77 = Zn-iEjjU s} [Ejja zni] n= ZniEjjn = ZniltiT = HjZnil]-
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Assim provamos o Lema para s = 1.
Suponhamos, por hipétese de indugdo que o resultado seja vélido para s = k— 1 e provemos
para s = k.

A demonstragao é andloga usando o fato que a adjunta é uma derivagao, isto &,

[EJ]’ E":l'iEiZil o E‘ikik_l Enik]

= [Ejj’ EiliEi2i1 T Eikik_1] Enik + EiliEigil Tt Eikik—l [Ejj; Em'k]
e a hipétese de indugao. B

Definicao 99 Considere a matriz n X n, E, cuja ij-ésima entrada é E;; e seja u uma var-
tdvel formal. O determinante de Capelli C (u) é um polinémio com coeficientes na dlgebra

universal envolvente U (gl,,), definido por

C(u) = Z sgno. (u+ E)oy1- - (w+E —n+ 1), (3.17)

ceGn
E conhecido que todos os seus coeficientes pertencem ao centro de U (Gl,,) e geram o mesmo;
veja por exemplo, Howe-Umeda [HU]. Este também se obtém das propriedades do determi-
nante Quéntico do Yangian para a dlgebra de Lie Gl,; veja por exemplo, [MNO]. Portanto
estes coeficientes agem em L () como escalares os quais podem ser encontrados aplicando C (u)

ao vetor méaximo &:
Cu)lppny=@+h) - (u+tly), L= X—-i+1 (3.18)

Por outro lado, o centro de U (gl,) é uma subdgebra do normalizador Norm J. Queremos
conservar a mesma notagao para a imagem de C (u) na &lgebra de Mickelsson-Zhelobenko
Z (Glp,Gl,—1). Para conseguir expressoes explicitas dos coeficientes de C (u) em termos dos
lowering and raising operators, consideramos C (u) médulo o ideal J' e aplicamos a projegao

p. Um célculo direto fornece as duas férmulas alternativas

n—1 n—1 n—1

C(u) = (u+ En) H (w+h; —1) — Zzinzn,— H

i=1 i=1 j=1, j#i

w4 h;—1
h; — h;

, (3.19)
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n n—1 n—1
U+ hj
Cw) =]l w+h) =3 zmzn [ 35— - (3.20)
i=1 =1 7=1, j#
Evn B Eig
Aqui damos uma verificagao para n = 3. Seja E = | Ey; E9y FEa3
B3 Ez Es3

Da equagao (3.17) temos

C(u)
= W+ E);(u+E—-1)gu+E—-2)3—(u+E)j(u+E—1)3(utE—2),3
—(u+E)y (ut+E—1)15(u+E—-2)33—(u+E)g (u+E— 1)y (u+ E —2);3
+(ut By (ut+ E—1)gy(ut E—2)3+ (ut E)gy (u+E—1)5(u+ E—2)p3
= (u+FEn)(u+ Ex—1)(u+ Es3 —2) — (u+ En) ExnEzs — Eo1 Ero (u+ E33 — 2)
—E31 (u+ Egg — 1) Ey3 + E21 E32F13 + E31E12E03

= (u+En)(u+ Ega—1)(u+ Ezz —2) — (u+ E11) EzE23 — E31 (u+ Eop — 1) Eq3

Os fatores E91F12 (u+ Es3 — 2), Ep1E32E13 e E31E12E23 sao zero, pois como estamos na
algebra de Mickelsson-Zhelobenko FEg; qualquer coisa e qualquer coisa vezes Ejg sao zeros.

Da equagao (3.20) temos

2 2

3 u+ hj
C ('U,) = (’LL + hz) = Z 23i2i3 H
=l

h; — h;
i=1 j=1,j# 1

T

u + ho s u+ hq
hi — ho e e —h1

= (u -+ hl) (u+ hg) (U + ]7,3) — 231213

Sabemos que h; = E;; —i+ 1 e de (3.11) e (3.12) que

23 = Eis, z93 = Eag (ha — h1) + E91 E13,

z30 = FEsa,  z31 = E31 (h1 — ha) + E21E3».
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Logo,

C(u) = (u+En)(u+ Exn—1)(u+ E33—2)
u+ Fog — 1
Enn—En+1

u+ FE
—E33 (E23 (Eo2 — En1 — 1) + E91E13) Ezz——Elil—l

— (E31(E11 — Ea2 + 1) + E21 E39) Ep3

= (u+E11)(u+E22—1)(u+E33—2)
—E31E13 (u+ Exp — 1) — E3FE»3 (u+ En3)
= (u+E11)(u+E22—1)(u+E33—2)

—E31 (u+ E23 — 1) E13 — (u+ E11) Es2Fos3

De onde temos a igualdade entre (3.17) e (3.20).
A igualdade entre (3.17) e (3.19) se verifica de forma andloga.

Proposicao 100 Os lowering and raising operators satisfazem as sequintes relacoes

ZniZnj = ZnjZni para todo 1,7,
ZinZnj = ZnjZin  Para i #j,
¢ 1 1
n n n hz . hk ~1
e | SRR RS SENTA | (L =L
i=1, j#1 i=1 N I

Demonstragao. Primeiro vejamos que para i < j.

hi—hj+l

pEm'pEnj = pEm'Enj e pEanEm' = pEm'Enj h: — hs
i J

De fato, de (3.15)

1
pEnipEn' :PE i B, 58555 Es s En's )
D D SR vy Er ey

F<ii<...<js<n 7
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como i < j < j1 < ... < js < nentao Ep; comuta com FEj, j, para todo k e [, donde segue que

1
pEnipEn; = p Z F; i By~ B su o Bj, CESERCE )Em‘
j<i<...<js<n J 1 7 s

= p2EnjEni = pEnjEni = pEniEnj

As tltimas igualdades decorrem do fato que p?> =p e E,; e E,; comutam. A outra prova é
anéloga.

Agora vamos provar (3.21). Sem perda de generalidade vamos supor que i < j, logo

Znizng = PEpi(hi = hiy1) - (hi — hn—1) PEnj (hj — Rjy1) - - - (hj — hn-1)
PEnipEnj (hi — hiy1) - - (hi — hn—1) (hj — hjq1) -+ (hj — hn_1)

PEniEnj (hi — hiy1) -~ (hi — hn-1) (hj — hjy1) -~ (hj — hn1) . (3.24)
Por outro lado

Znjzni = PEnj(hj—hjz1) - (hj — hne1) PEni (hi — hig1) - - (hs — hn_1)
PEnipEni (hj — hjt1) -+ (hj — hn—1) (hi = hiy1) -~ (hi — hn—1)

PEniEnj (hi — hiy1) - -+ (hi — hn—1) (hj — hjg1) - - - (hj — hn_1) . (3.25)

De (3.24) e (3.25) segue-se a igualdade para i < j e a prova para j < i é anéloga.

A demonstragao de (3.22) é similar.

A relagao "larga"(3.23) pode ser verificada de forma andloga, mas com célculos diretos mais
complicados. Damos uma prova diferente baseada nas propriedades do determinante de Capelli
C (u).

As férmulas (3.19) e (3.20) mostram que C (u) pode ser estimado como uma interpolagao

polinomial para os produtos zjnzni € zZniZin, isto &, parat=1,...,n — 1 temos

C(=hi+1)=(-1)"zinzi e C(=hi)=(-1)""zpizin. (3.26)
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De fato, da equacao (3.19) em —hy, + 1, temos

n—1 n—1 n—1

hj — h
Cl-h+1) = (~hit1+Ewn) [T i =) =Y zinz [ =75
i=1 i=1 i=1,5#i

0 sek#1

—ZinZni (_l)n—Z = (—l)n_l ZinZni sSe k=1 ’
logo para todoi =1,...,n—1, C(=hg +1) = (=1)""* 2, zp;. Computando C (—h;) em (3.20)
obtemos a outra igualdade de (3.26).
Fazendo u = —hj + 1 em (3.20) obtemos

n n—1 n—1 hj _ hk +1
C(—hk + 1) = H (hz — hk + 1) — sz-zin H ﬁ (3.27)
i=1 i=1 j=1, j#i i J
Igualando os valores de (3.26) e (3.27)
n n—1 n—1

— h; —hp+1
(1) Zpnznn = H (hi —hx +1) — Zznizin H —Lh#

i=1 =1 j=1, j#i t 7

de onde conseguimos (3.23). W

Note que a relagao inversa a (3.23) pode ser obtida comparando os valores de (3.19) e (3.20)
em u = —h,;.

Demonstragoes da regra da ramificacao (Teorema 90) e as férmulas para os
elementos da base de L (\)* (Lema 96).

O médulo L (X) é gerado pelo vetor méximo £ e tem-se que
zinf:O, 'l: 1,...,71—1.
Assim, pelo Teorema 88, o espago vetorial L ()\)+ é gerado pelos elementos

k kn— a
zni...z 1 kiEZ+.

n,n—1%
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Seja p1; = A\; — k; para 1 <1 < n — 1 e denotemos o vetor anterior por §,, isto &,

_ A1—py An—1—fn_1
f# = Zn1 T Zpn—1 :
Agora é suficiente mostrar que o vetor £, é diferente de zero se, e somente se, se verificam
as condi¢es intermedidrias (3.2). A independéncia linear dos vetores £, segue do fato que
seus pesos sao distintos. Se §, # 0 entao usando as relagoes (3.21) conclui-se que cada vetor

Ai—py

Zni

¢ é diferente de zero. Por outro lado, zﬁgf é um Gl,—vetor maximo do peso obtido de
(A1, ...y Ap—1) ao substituir A\; por A\; — k;. Portanto, se k; > \; — A\j31 + 1 entdo as condigoes
(3.1) sao violadas para este peso o que implica zﬁ;{ = 0. Assim, \; — p; < A\; — i1 para cada
1 e i que satisfaz (3.2).

Para a demonstraciao da expressao inversa usa-se o seguinte Lema o qual também ¢é usado

para a demonstragao do Teorema 92.

Lema 101 Para cadai=1,...,n— 1, tem-se que

zin€, = — (mi —11) -+~ (mi = ln) § sy, (3.28)
onde
m;=p; —t+1, Li=XM—-1+1

e é assumido que 5. =0, se A\; = pu;.

Demonstragao. A relagao (3.22) implica que se A; = p; entdo 2:,§, = 0 o que estd de

acordo com (3.28). Agora seja \; — p; > 1. Usando (3.21) e (3.26) obtém-se

zink), = Zinzni it = (1) P C(=hi + 1) €pys, = (1)1 C (=) €y, -

A relagao (3.28) segue de (3.18) e da centralidade de C (uv). W

Se as condigoes intermedidrias (3.2) se verificam, entao pelo Lema anterior, aplicando os
operadores apropriados z;, repetidamente ao vetor £, pode-se obter o vetor maximo { com um
coeficiente diferente de zero e assim ¢, # 0. W

Demonstragao da Proposicao 94
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Provou-se que os vetores £, definidos em (3.13) formam uma base da representacao L ().
A ortogonalidade dos vetores base (Proposigdo 94) segue do fato que os operadores pE,; e
pEi, séo adjuntos entre si em relagao a restrigdo do produto interno (,) ao subespaco L (\)*.
Portanto para o operador adjunto a z,; tem-se

s (hi—hip1—=1)---(hi—hp —1)
zni - zin )
(hi = h1) (hi — hi—1)

e a Proposicao é deduzida do Lema 101 por indugdo. W
Demonstragao das Férmulas (3.5)—(3.7) do Teorema (92)

Primeiro, desde que E,n2zni = 2ni (Enn + 1) para qualquer i, tem-se

n n—1
Enngu = (Z Ai — Zl"i) gp,)
=1 =1

o qual implica (3.5).

Para provar (3.6) é suficiente calcular E,_1»,,, onde
€uw = 20210 2 s
e os Vs satisfazem as condigdes intermedidrias
M —vi€Ly € vi— €Ly, parai=1,..,n—2.
Desde que E,_1, comuta com 2,1,
En—l,ngl,w = 211’:1_—1:’11 T eriil__u;_zEn—l,nfu-

O seguinte Lema é conseqiiéncia das férmulas explicitas para os lowering and raising oper-

ators (3.9) e (3.10).
Lema 102 Em U’ (Gl,) mddulo o ideal J', tem-se a sequinte relagdo:

=1
1

El_ = n—1,2%in ’

n—1n ;Zl 1,02 (hi —hy) - N+ (hi — hne1)
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onde zp—1n—1 = 1.

Dos Lemas 101 e 102 tem-se

n—1

T ly)--- T In
En—l,né.‘u,y = Z (m 1) (m ) €p+5i,w (329)

— (m; —my) -+ - Ny -+ (M — Mp_1)
=1

o qual prova (3.6). Para provar (3.7) usa-se a Proposicéo 94. A rela¢ao (3.29) implica que

n—1

E‘n,n—l&p,u = Z (& (/‘1’7 V) é-/_t—&-,y)
i=1
para alguns coeficientes c; (i, ~). Aplicamos o operador zj,-1 a ambos lados desta relagao.
Desde que zj,—1 comuta com E,,-1 obtém-se, do Lema 101, a relagao de recorréncia para
ci (p,v). Se pj —vj > 1, entao

m;—;—1
ci (v +85) = ¢ (p, v) ———"—

mi—y;

onde v; = vj —j + 1. A demonstragdo é concluida por indugio. Os valores iniciais de c; (1, V)

sao encontrados aplicando a relagao

hi —hp1—1
En,n—lzn—l,i =ZpniT———— + zn—l,iEn,n—l__—
hi — hn—l hi — hn—l

ao vetor e levando em conta que F,, ,—1 = znn—1- Realizando os cédlculos obtém-se
n n,n—1 n,n—1

—1
E £ = Ti: (m; —yp)--- (mi - ’Yn—z) ¢
nn—18 v £ (mi — ’ITL1) N (mi — mn—l) p—06;,1

e assim provamos (3.7). W
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Capitulo 4

Bases de peso para representacoes

de o, e spo,

Seja G,, uma &lgebra de Lie complexa simples de tipo B, C ou D, de posto n, isto &,

gn = 02n+41, SP2n, OU 02p, (41)

respectivamente. Denotemos por V' () a representagao irredutivel de dimensao finita de G,, com
peso méximo A. A restricao de V' (\) a subalgebra G,,_; em geral nao é livre de multiplicidade.
Isto significa que se V’ (i) é a representacao irredutivel de dimensao finita de G,_; com peso
maximo p, entao o espago

Homg, _, (V'(1),V (V), (4.2)

nao é necessariamente de dimensao 1. Para construir uma base de V (\) associada com a cadeia
de subdlgebras

G1 C Gy C--- C Gy,

precisamos construir uma base do espago (4.2) o qual é isomorfo ao subespago V (/\);L dos
vetores méximos sobre Gl,,—; de peso g em V (A). O subespago V (/\):LL possui uma estrutura

natural de uma representacao do centralizador C,, = U (Qn)g”‘l de G,—1 na dlgebra envolvente
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universal U (G,,). Olshanski [Ol] provou que existem homomorfismos naturais
Cl(__.CQ(_...(_Cn(__Cn_*_l(._...

O limite projetivo desta cadeia ¢ uma extensao do Yangian twisted Y+ (2) ou Y~ (2), nos
casos ortogonal e simplético, respectivamente. Veja [Ol], [MNO] e [MO] para a definigéo
e propriedades dos Yangian twisted. Em particular, existe um homomorfismo das dlgebras
Y*(2) — C,, o qual equipa o espago V (/\);L com uma estrutura de Y* (2)-médulo. Pelo
resultado de [Mol], a representacao V ()\): pode ser estendida a uma &lgebra maior, o Yan-
gian Y (2). Isto é um fato crucial que nos permite construir uma base natural em cada espaco
|4 ()\):f Nos casos C' e D, o Y (2)-médulo V (/\);r é irredutivel e no caso B é soma direta de
2 submédulos irredutiveis. Isto nao leva, porém, a maiores diferengas nas construcoes e as
férmulas finais sao similares nos 3 casos.

Os célculos dos geradores de G, sao baseados nas relagdes entre o Yangian twisted Y+ (2) e a
algebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (G, G,—1), veja a segao 2. Construl’mos um homomorfismo

de élgebras Y+ (2) — Z(Gn,Gn-1) 0 qual nos permite expressar os geradores do Yangian

_I_

twisted como operadores no V (\) e

nos termos dos lowering and raising operators.

4.1 Raising and lowering operators

Quando for possivel consideramos os 3 casos (4.1) simultaneamente, exceto quando se fale o con-

trario. As filas e colunas das matrizes 2nx 2n serdo enumeradas pelos indices —mn,--- ,—1,1,--- ,n.
O indice 0 serd usualmente omitido no caso formal. Para —n < 1,5 < n, seja
Fij = Eij — 0B, (4.3)
onde os Ej;; sao as matrizes standard unitdrias e
1, no caso ortogonal
0ij = (4.4)

sgnz sgnj, no caso simplético.

As matrizes Fj; geram a dlgebra de Lie G,. A subélgebra G,,_; é gerada pelos elementos
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(4.3) com os indices 4,j percorrendo no conjunto {—n+1,---n — 1}. Denote por H =H,, a
subaélgebra diagonal de Cartan no G,. Os elementos Fii,--- , Fy, sdo uma base de H.
As representagoes de dimensao finita de G,, estdo em correspondéncia 1 — 1 com as n-uplas

A= (A1,---,An), onde os niimeros \; satisfazem as condigoes

Ai—Aiy1 €2y, para i=1,---,mn—1 (4.5)

—2\1 € Z4, para G, = 09,41,
-\ € Z,;, para G, =spa, (4.6)

A — X € Z;, para G, = o09,.

Cada uma dessas n-uplas é chamada peso méximo da representacao correspondente, a
qual denotamos por V (A) e contém um tnico, a menos de um fator constante, vetor diferente

de zero £ (o vetor méaximo) tal que

Fi6 = N¢ para i=1,---,n,

Fj;j¢ = 0, para —n<i<j<n.
Denote por V (A)" o subespago dos vetores maximos em V ()) sobre Gn_1:
VINt={neV(\)|Fjn=0, —n<i<j<n}.

Dado um peso p = (,LLI, e ,un_l) sobre G,_; denotamos por V (/\): o subespago de peso

correspondente no V (A)*:
V()\): ={ne VY | Em=pm,i=1,--- ,n—l}.

Considere a algebra de Mickelsson-Zhelobenko Z(G,,,G,—1) introduzida na segao 2. Seja
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P = pn_1 O projetor extremo para a algebra de Lie G,_;. Ele satisfaz as condigoes

Fijp=pF;; =0, para —-n<i<j<n.

Pelo Teorema 86, os elementos

Funy, PFi, a=-nmn, i=-n+1,---,n—1, (4.7)

sao geradores de Z(Gy,Gn-1), no caso ortogonal. No caso simplético, a dlgebra Z(Gn,Gn—1) €
gerada pelos elementos (4.7) junto com Fy, _, e F_,, .

Para escrever as férmulas explicitas dos geradores, introduz-se os niumeros p;, onde
1=1,---,n, por

—1+1/2, para G, = 09,41,
P = —1i, para G, = spon,
—i+1, para G, = 09,.
Os nimeros —p; sao as coordenadas da semi-soma das raizes positivas em relagao a subél-

gebra de Borel triangular superior. Seja agora

fi=Fit+p, f-i=-f

para i = 1,--- ,n. Ainda, no caso de 09,41, consideremos também fp = —1/2. Os geradores
pF;, podem ser dados por uma expressao uniforme em todos os 3 casos. Seja a € {—n,n} e

i€ {-n+1,--- ,n— 1}, entao, tem-se médulo o ideal J',

1
PFia = Fia + Fii Fiyiy -+ Fiy1io Fisa , (4.8)
i>i1>z->:is>—n e 8 (f" - fil) T (fz — fis)

somando sobre os s > 1. Serd conveniente trabalhar com geradores normalizados de Z(G,, Gn—1)-
Seja
e = PFs (fi = Fic1) o= (fa= i) o< (i = F-mi1)

no caso D, onde o chapéu indica que o fator é omitido, caso ocorra. Serao usados também os
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elementos z,; definidos por

Zai = (—1)"_i Zia € zu=(—1)""sgna-z_;_,,

nos casos ortogonal e simplético, respectivamente. Os elementos z;, satisfazem algumas relacoes

quadréticas, por exemplo, temos para todo a,b € {—n,n} ei+j #0,

Zia%jb + ZjaZib (fi — [i — 1) = zinzja (fi — f5) - (4.9)

Assim, z;, e zj, comutam para i+ j # 0. Também, z;, e z; comutam para i # 0 e todos os
valores de a e b.

Os elementos z;, agem naturalmente no espaco V (A\)" por raising ou lowering os pesos.
Tem-se parat=1,--- ,n— 1;

Za VO —V (Vs Za: V)T — V),

onde p % §; é obtido a partir de p, substituindo p; por p;+ 1. No caso B, os operadores zg,
preservam cada subespago V ()\):
Precisa-se do seguinte elemento o qual pode ser verificado que pertence ao normalizador

NormJ; e assim pode ser considerado como um elemento da dlgebra Z (G, G,—1):

B = > FrisFoig -+ Figon (fa = fi1) - (fa = fir) s

n>i1>...>is>-—n

nos casos B, C, e

(o= Fir) - (fn — fir)
Zn,—n = Z Fnilﬂliz U Fis,—n . ]1) - ZL ’
. . 2fn
n>1>..>1s>—n
no caso D, onde s = 0,1,--- e {j1,---,jk} &€ o complemento ao subconjunto {iy,--- ,is} no
conjunto {—n+1,--- ,n— 1}. O préximo resultado é a reciproca do Lema 102 e é crucial nos

célculos dos elementos da matriz dos geradores nas bases.
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Lema 103 Para a € {—n,n} temos

n—1

1
F —l,a = Zn—1,i%1 )
" i:;H T = Fon) B (fi— Fa)
nos casos B, C e
n—1 1
Frn1a= Zn—1,i%ia ,
e i=§+1 T (fi = fen1) o Ani o (fi — fam1)

no caso D, onde zp_1n—1 =1 e as igualdades sio consideradas no U’ (Gl,) mddulo o ideal J'.

O simbolo A indica que o tndice foi omitido.

Para escrever os vetores da base, introduz-se a interpolagdo de polinémios Z, _n (1) com

coeficientes na dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z(G,,,Gn—1), por

N roou? - g]?
Zn,—n (’Ll,) = § Zni%i,—mn H 5 9>

i=1 i=1,j% 9i — 9;

nos casos B, C' e

n—1 n—1 2 2

u® — g;
Zn,—n (u) = z ZniZi,—n H 5o

i=1 i=1j2: % 9;

no caso D, onde g; = f; + 1/2. De acordo com isso, tem-se

Zn,—n (gz) = ZniZi,—n

(4.10)

(4.11)

(4.12)

e quando u é aplicado em U (H), os coeficientes do polinémo Z,, _,, (u) s@o escritos a esquerda

das poténcias de u, como aparece nas férmulas (4.10) e (4.11).

4.2 Regras de ramificagao, padroes e vetores da base

A restricao de V () a subdlgebra G,_; é dada por

VN lga= Pew) Viw),

I

79



onde V' (u) é a representacao irredutivel de dimenséo finita de G,,_; com o peso méximo u.
A multiplicidade ¢ (p) coincide com a dimensao do espago V ()\):: e o valor exato é encontrado
pela regra da ramificagao de Zhelobenko [Zh1]. Aqui os formularemos separadamente para cada
caso, recordando as condigoes (4.5) e (4.6) sobre o peso mdximo A. Nas férmulas usaremos a
notagao

bi=Xi+p;+1/2, ~vi=vitp;+1/2,

onde os v; sao os parametros.
Uma parametrizagao dos vetores da base em V (\) é obtida aplicando as regras da ramifi-

cagao a suas subseqiientes restrigoes as subélgebras da cadeia

G1CG2C---CGp1CGn

Isto nos leva & defini¢ao dos padroes de Gelfand-Tsetlin para os tipos B,C e D.
Entao encontram-se férmulas para os vetores da base da representacao V (). Usando a
notagao

i =M pi+1/2, Uy =N +pi+1/2,

onde o0s \i; e \},; sdo as entradas dos padroes que definiremos a seguir.
Caso tipo B. A multiplicidade c (y) é igual ao nimero de n—uplas (V],va,- - ,v,) satis-

fazendo as desigualdades

_)\1

%
i
%
>
&
%
<
(V)
Vv
>
V)
%
Y%
N
3
-
IV
>
=
e
Y%
X
B
%
>
5!

—H 2 VI 2 e > > 2 U1 2y 2 Vn,

com v/} e todos os v; sendo simultaneamente inteiros ou metade de inteiros, o0 mesmo que os
Ai. Equivalentemente, ¢ (i) é igual ao nimero de (n+ 1) —uplas v = (o,v1,--- ,v,), com as

entradas dadas por

(0.01) = (0,/4), ser)<0
1) —
(1,—vy), sevi>0
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Lema 104 Os vetores

n—1 Fu—d
Vi—li Vi—A; v
Eu = Z'ZO H Zn; z;'l,-n ’ H Z"w—n (l“) E’

formam uma base do espago V ()\);r

Define-se um padrao tipo B, A, associado com A como o arranjo da forma

On Anl An2 Tt Ann
! ! !
nl n2 T >‘rm,

On—1 An—1,1 - An—1,n—-1
!/ s !l
’\n—l,l U ? n—1n—1

o1 A1l
!
11

tal que A = (An1, -+ , Aun), cada o) € 0 ou 1 e as outras entradas sao todas nimeros inteiros nao-

positivos ou metade de inteiros nao-positivos, o mesmo que os \;, e verificam-se as desigualdades:
!
Ma =M1 2 Np > M2 2 2 N emg = ekt 2 A > Ak
parak=1,..,ne

/ !
Mot = Mom11 2 Mg 2 Akm12 2 2 A1 > Memipe—1 > Mg
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para k = 2,...,n. Ainda, no caso dos inteiros J;, a condigao

n<-1, se op=1,

deve-se verificar para todo k=1, ...,n.

Teorema 105 Os vetores

H = AL —A )\ =2 l;]:[k Z
— o k: k—1, l k; ki
k=1,...n i=1 =1k

parametrizados pelos padroes A formam wma base da representagdo V (N).

Caso tipo C. A multiplicidade c¢(p) é igual ao mimero de n—uplas de inteiros

v = (vy1,va, - ,V,), satisfazendo as desigualdades

© 2 VUp_1 2 Ap—1 2> Vn > Ap,

[a)
vV
S
V
>
IV
S
o
V
>
0
V

0 2 m2m2ve2p > 2Vn12 iy 2 Vn. (4.13)

Lema 106 Os vetores

n—1 Yn—1
& =1z "z I Zn-n (k)€
=1 k=I5

formam uma base do espaco V (/\);’;
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Define-se um padrao tipo C, A, associado com A, como o arranjo da forma

/\nl /\712 T /\nn
! / /
n,l n,2 )‘n,n
n— o n—1n—
An—1,1 . An—1n—1
/ ... /
n—1,1 n—1,n-1
ALl
U
11
tal que A = (An1,.., A\nn), as outras entradas sac todas nimeros inteiros nao-positivos, e

verificam-se as seguintes desigualdades

0> Mg 2 M1 > N2 > M2 >0 2 Aoy 2 A1 > A = Ak
parak=1,...ne

02N 2 Mee11 2 Ao 2 Akm12 2 - 2 Nt 2 M b1 > A

para k =2,...,n.

Teorema 107 Os vetores

— k—1 A N \ A\ Ilk,k—l
ki~ M= N ki .
€n= H ki Z II 2k-xG) | &
k=1, n \i=1 J=lkk

parametrizados pelos padrées A formam uma base da restrigao V (N).
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Caso tipo D. A multiplicidade ¢ () é igual ao nimero de (n — 1) —uplas v = (v1,va, -+ ,Vn_1),

satisfazendo as desigualdades

Ml > 12X > > A3 > > A1 2 Vo1 2 Ay,

=l =2 izpp>va>p3 > >y g 2 v,

com todos os v; sendo simultaneamente niimeros inteiros ou metade de inteiros, o0 mesmo que

os A;. Seja vg=max {1, 1} .

Lema 108 Os vetores

n—1 Tn—1—2
Vie1—[; Vic1—A;
= H Zni | zz,:ri . H Zn,—n (K)¢,
=1 k=l,

formam uma base do espago V (/\):

Define-se um padréo tipo D, A, associado com A como o arranjo da forma

/\nl /\n2 e T /\n-n
, ... I
n—1,1 n—1n—1
/\n-l,l o /\n—l,n—l
A21 A22
!
11
A11
tal que A = (Au1--+,\un), as outras entradas sdo todas mimeros inteiros nao-positivos ou
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metade de inteiros ndo-positivos, o mesmo que os JA;, e verificam-se as seguintes desigualdades

v

— [ Al

/ /
= |>\k—1,1| > ’\k—l,l > Me—12 2 ’\k—-l,z 22 Me-1h-1 2 /\;c—l,k—lf

N1 2 M2 > NoZ12 > 0 2 Mek—1 > No_g 1 > Ak
para k=2,...,n. Seja X,_; o = max {\p1\k—1,1}-

Teorema 109 Os vetores

— k-1 N A\ N X l;c—1,k—1_2
k—1,i—17 Mk—=1,1 Ag—1,i-1" ki .
r = H 2 %k . Zr—1(3) | &
k=2, n \i=1 j=lxx

parametrizados pelos padrées A formam uma base da representagio V (X).

As demonstragdes dos Teoremas 105, 107 e 109 serao apresentadas nas préximas duas segoes.
Estas sao baseadas na aplicacao da teoria de representagoes de Yangian twisted. Claramente,
devido as regras da ramificagdo, é suficiente construir uma base no espago de multiplicidade

V(N

4.3 Yangians e suas representacoes

Consideremos a dlgebra linear geral Gl,, com a base canénica E;;, i,7 = 1,...,n. Seja a matriz

n x n, E, tal que a ij—ésima entrada é E;;. Os tracos das poténcias da matriz £
gs = trE?, s=1,2,...

sao elementos centrais da dlgebra envolvente universal U (Gl,,) conhecidos como os invariantes
de Gelfand. Além disto, os primeiros n sao algebricamente independentes e geram o centro.
Uma demonstragao da centralidade de g5 é deduzida a partir da seguinte relagao na élgebra

envolvente

[Eij, (B*) ] = 01j (E®)yy — dat (B®)y,; - (4.14)

E de admirar-se ao ver que uma férmula mais geral existe para o comutador dos elementos

das matrizes das poténcias de E. Ela é uma generalizagao de (4.14) e pode ser verificada por



indugao:
[(Er+l)ij , (Es)kl] _ [(Er)zg ’ (Es+1)kl] — (Er)kj (Es)il = (Es)kj (Er)il >

onder,s > 0e E® = 1 é a matriz identidade. Podemos axiomatizar estas relacoes introduzindo

a seguinte definigao.

Definicao 110 O Yangian para Gl,, é uma dlgebra associativa compleza com wma quantidade

enumerdvel de geradores tg-),tg), ... onde 1 <1i,j <n, que satisfazem as relagoes
+1 (1) 4(s+1) ) (s)4(r)
[#62,480] = [6), 6652)] = 1D — 420, (4.15)

onder,s>0e tg-)) = 0;;. Esta dlgebra é denotada porY (Gl,) ouY (n).
Introduzindo as séries geradoras,
tij (u) = 85 + tPu ™! + t§§>;—2 + €Y () [[w]].
podemos escrever (4.15) na forma
(u —v) [t55 (u) , tra (0)] = B (u) taa (v) — tij (v) tar (w) -

Para este trabalho somente precisamos o Yangian Y (2) para a dlgebra de Lie Gls. No que

segue serd conveniente usar os indices —n,n para enumerar as filas e colunas das matrizes

2 x 2. O Yangian Y (2) é a algebra associativa complexa com os geradores t((lt),tt(zi) ,-..,onde
a,b € {—n,n} e que satisfazem as relagoes
6562 = [, 6] = 60 - 19042, (4.16)
onder,s>0e tz(?) = ¢;;. Ou equivalentemente,
(u— ) [tap () ,tea (V)] = tep (w) taa (V) — tep (V) taa (w), (4.17)
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onde

ta (u) = Sap + 150" + o u 4 € Y (2) [[w7]].

Introduzimos as séries sq (u), a,b € {—n,n} por
Sab () = Onptan (W) t_p,—pn (—u) + 0_pn pta,—n () t_pn (—u), (4.18)
com 6;; definido em (4.4). Escrevemos
Sab (w) = Oap + s((li)u_l + s((,i)u—2 4.

O Yangian Twisted Y* (2) ¢ definido como a subélgebra de Y (2) gerada pelos elementos

s((lt), sﬁ), ..., onde a,b € {—n,n}. Também, Y* (2) pode ser visto como uma &lgebra abstrata

com geradores 3‘(1? e definido as relagoes lineares e quadréticas as quais tém a seguinte forma

(u2 — v2) (sab (u) , 8ca (V)] (4.19)
= (u+v) (5cb (1) Sad (v) — Scb (V) Saa (1))
- (’U. - U) (ec,—bsa,—c (u) S—b,d (U) - ea,—dsc,—a ('U) S—d,b (u))

+0a,—b (Sc,—a (©) 5—p,d (V) — S¢,—a (V) 5—pa (1)) ,

Sab (1) — Sab (—u)
2u '

eabs—b,—a (———’U,) = Sab (’LL) == (420)

Sempre que o sinal duplo £+ ou = ocorre, o sinal superior corresponde ao caso ortogonal e

o sinal inferior ao caso simplético. Em particular, tem-se a relagao

[Sn,—n (©) , Sn,—n (v)] = 0.

O Yangian é uma algebra de Hopf com o co-produto

A (tap (1)) = tan (u) @ tap (1) + ta,—n (W) @ t_np (). (4.21)
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O Yangian twisted Y* (2) é um co-ideal a esquerda no Y (2) com

A(sap (W)= D Obatac (1) t—p—a(—u) & sca (u). (4.22)
c,de{—n,n}
Definicao 111 Uma representacao do Yangian Y (2) é uma representacao de peso mdzimo

se é gerada por um vetor diferente de zero 7 (o vetor mdzimo) tal que

tii (w)n = Ai (u) 7, parai=—n,n
tonn(u)n=0

para certa série formal \; (u) € 1+u™'C [[w™]]. O par (A_, (u), An (u)) é chamado o peso md-
zimo da representacdo. Dadas quaisquier séries A_p (u), A\, (u) existe uma tdnica, a menos de
isomorfismo, representagao irredutivel de peso mdzimo deY (2) com peso mdzimo (A_,, (u), A\, (u))
a qual é denotada por L (A_p (u), \n (0)). '
Similarmente, a representacio do Yangian Y+ (2) é uma representagio de peso mdzimo se

é gerada por wm vetor diferente de zero 1 (o vetor mdzimo) tal que

Snn (W) = p(u)n, parai= —n,n

S—nn(u)n=0

para certa série formal p(u) € 14+ v IC [[u7t]]. O par (A_p (u), M\ () é chamado o peso
mdzimo da representacio. Dada série arbitrdria p(u) existe wma tnica, a menos de isomor-
fismo, representacdo irredutivel de peso mdzimo de Y*(2) com peso mdazimo p(u) a qual é
denotada por V (pu(u)). Cada representagio irredutivel de dimensdo finita da dlgebra Y+ (2) é

isomorfa a um tnico V (p (u)).

Dado um par de niimeros complexos (a, 3) tal que a — 8 € Zy denota-se por L(a, ) a
representagao irredutivel da algebra Gl com peso méximo (a, B) com relagao a subdlgebra de
Borel triangular superior. Entao dim L (a,8) = a — 8+ 1.

Para considerar L (a, 8) com uma estrutura de Y (2) —médulo precisamos de um homomor-

fismo entre as dlgebras Y (2) e U (Gly).
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Proposigao 112 A aplicagio de Y (2) — U (Gl2) definida por
tap () — Sap + Egpu™, a,be{-n,n}, (4.23)

define wum homomorfismo entre as dlgebras Y (2) e U (Gla).

Demonstracao. Seja A uma 4lgebra livre associativa gerada pelos elementos ¢4 (u) , com

a,b € {—n,n}, entdo podemos definir um homomorfismo

U A — U (Gly)

tap (u) +— Gab+ Eqpu!,
ou, em outras palavras, ¥ (tfg) ) = 0ap, ¥ (tS}) =FEup eV (t‘(l?) =0, para r > 1. Vejamos que
o ([{6,9) - [42,5%]) — 9 + 942) =0,
para todo 7, s > 0.

1. Para r ou s > 2 é trivial.
2. Parar=s5=1
2) ,(1 1) ,(2 1), (1),(1)
v ([tfzb)7t£d)] - [tfzb)’tgd)] — 19t + 8 tad)

= o ([60]) - v ([.12]) - v (2 - 12)

= 0.

3. Parar =1es =0 (ou por simetria s =1 e r = 0)

 ([1.49] - [0, 9] 92+ 02)
= o (- [@.0] -2+ )

= - [Eaby Ecd] - 5adEcb + 6chad

= 0.
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4. Parar=s5=0

v ([, 6Q] - [£D. 6] - € + e
- () -+ (.)
= 0caFab — 0caFab — 0abEecd + dapEed

= 0.

Seja R = [t‘(;rl), tSi)] — [ gz), tgffl)] —tg)t‘(;) —l—tg,) tf;), logo R € ker ¥. Consideremos o ideal
I (R) gerado por todos os R. Entao I (R) C ker U de modo que ¥ induz um homomorfismo
A/I(R) — U(Glz), mas A/I(R) ~Y (2), concluindo assim a proposicao. H

Corolério 113 A aplicagio de Y* (2) — U (Glg) definida por

Fap
Sap (U) — ap + w12 a,be {—n,n}, (4.24)
define um homomorfismo entre as dlgebras Y+ (2) e U (Gl).

O co-produto (4.21) permite construir representagoes de Y (2), da forma
L=L(,p)Q - QL(axBy) - (4.25)
De (4.21) e (4.23) temos que o produto tensorial

n=wi Q) Qws

dos vetores maximos w; das representacoes L (e, ;) geram um submédulo de peso méaximo em

L com peso méximo (a (u), S (u)), onde

afw) = (I+aw™)-- (1+ou), (4.26)

Bu) = (Q+Bu™)(1+8u™t)

De onde, se a representacao L é irredutivel entao ela é isomorfa a L (a (u), S (u)).
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Qualquer Y (2) —médulo irredutivel de dimensao finita é isomorfo a uma representagao deste

tipo twisted via um automorfismo de Y (2) da forma
tap (w) — (L+ @™t +pgu™2 + -Vt (u), ¢, €C

Igualmente, a aplicacao

Sab (u) = (’LL) Sab (u) (427)

onde ¢ (u) = 1 +u~2C [[v?]] é um automorfismo de Y*(2)
Existe um critério explicito de irredutibilidade para o Y (2) —médulo L. Antes de formular

o resultado, com cada L («,3) se associa a seqiiéncia
S(a,B)={8,+1,---,a=1}CC.
Dizemos que as duas seqiiéncias S1 e Sz estdo em posigao geral se
ou S; U Sy nao é uma seqiiéncia, ou S; C Sz ou Sz C 5.

Teorema 114 A representagao (4.25) de Y (2) é irredutivel se, e somente se, as seqiéncias

S (ai,B;),1=1,...,k, estao 2 a 2 em posi¢ao geral.
Demonstragao. Veja [ChP2] ou [Mol]. W

Exemplo 115 1. Sejam (cv,8,) = (A+3¢,2+3i), (a9,8y) = (74 34,3+ 31), logo
Sy (a1, B1) = {2+ 30,3+ 3i} e Sz (a2, By) = {3 + 34,4+ 30,5 + 34,6 + 3i}, de onde

S1USs = {2+ 34,3+ 34,4 + 34,5+ 34,6 + 33}

¢ uma seqiiéncia, além disto, Sy ¢ Sz mem Sy € Sy, portanto Sy e Sy ndo estio em

posicao geral e 0 Y (2) —mddulo L = L (o, 1) Q L (a2, By) ndo é irredutivel.

2. Sejam (a1, B1) = (4 + 34,2 + 3i), (a2, By) = (7 + 31,6 + 3i), logo Sy (a1, B1) = {2+ 31,3 + 3i}
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e So (ag,Bs) = {6 + 3i}, de onde
S1US = {2+ 34,3+ 34,6 + 3i}

nao é uma seqiéncia, portanto Sy e Sz estGo em posicdo geral e o Y (2) —mddulo

L=L(,B)Q L (az,fBs) é irredutivel.

De (4.21) e (4.23) temos que os geradores tgl;) com r > k agem como operadores zero no L.

Portanto, os operadores Ty, (1) = u¥ty, () sdo polindmios em u:
T () = Oapu® + t) w1 4o 445, (4.28)

Se &; denota o vetor méximo do Glo—médulo L (a;, 8;), suponhamos que o Y (2) —médulo

L dado por (4.25) é irredutivel e as seqiiéncias S (a;, 3;) sdo 2 a 2 disjuntas. Seja

77:§1®"'®fk~ (4.29)

Proposigao 116 O wvetor 1 é o vetor mdzimo do Y (2) —mddulo L, isto é, n é anulado por

T—nn(u) e é um autovetor para os operadores Tpy, (u) € Ty, —y, (u). Ezplicitamente,

Topn(uw)n = 0,
T—n,—‘n (u) n = (’lL + al) T (’LL + CYk) m, (430)

Ton (W) 7

|

(u+Bq) - (u+By)n.

Demonstracgao. De fato, para k = 2, temos L = L (a1,8;) Q L(az,Bs) e n = & ® &,

onde &; é o vetor maximo de L (o, 8;), para i = 1,2. Logo

Tonn(Wn = ult_,.(u)y
= ’LL2 (t—n," (U) 61 ® Z“TI-,‘R« (’LL) 62 <Ir t—n,-n (u) 51 ® t—n,n (’IL) &2)
= 0

92




onde a segunda igualdade segue pelo co-produto (4.21) e a dltima pois t_,, (u)§; = 0 para
i=1,2.

Agora

Tonn )y = 8tn-n{u)y
= 2 (ton ()€ @)t () &2 + by ()€1 R tnn (0 2)
= 0 (tonn ()€1 Q) tnn (1) €2)
= w2 ((1+ Bopnt™) & R) (14 Bonp-nv™) £2)
= w? ((1+au™) & Q) (1+au™) &)
= ¥ ((1+aou™) (1+ou™t))n

= (u+ao)(u+a)n.

A outra igualdade prova-se de forma anéloga.
A demonstragao para o caso geral é andloga por indugao. B

Seja v = (1, -+ ,7:) uma k—upla satisfazendo as condiges: Para cada 4
o —; € Ly, V= Bi€ Ly (4.31)

Seja
k
My = HTn,—n (=7i+1) Ton (=B; = 1) T (=Bi) 0.
i=1
O seguinte Teorema fornece uma base do tipo Gelfand-Tsetlin para as representacoes do
Yangian Y (2) associado com a inclus@o Y (1) C Y (2). Aqui Y (1) é a subdlgebra (comutativa)

de Y (2) gerada pelos elementos tsfrz, r>1.

Teorema 117 Seja o Y (2) —mddulo L dado por (4.25), irredutivel e as seqiéncias S (o, B;),

2 a 2 disjuntas. Entdo os vetores 1., com v satisfazendo (4.31) formam uma base de L. Ainda,
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os geradores de Y (2) agem nesta base pela regra

Ton (w)n, = (w+71)---(u+7) 1,
Tn,—n (_71) Ny = Myts;o
k
T—n,n (_’77,) 77'7 = = H (am — % + 1) (ﬂm - ’Yz) 77'7—5,-) (432)
m=1
k
(utoi+1)(uth)
T nn =
—n (W), 11;[1 P R
b 1
— T Th 1 .
+gu+7,.+1 nin () Toyn (u+ 1),

Demonstracao. Para a prova das férmulas anteriores usaremos as relacoes que definem o

Yangian (4.17), junto com o determinante Quéntico .

d(u) = Topn(u+1)Thn(u) = Tn—n(u+1)T_pp (u) (4.33)

= Tpn@)Tn(u+1) =T pnpn(u) Tn—n(u+1). (4.34)

Os coeficientes do determinante Quéantico pertencem ao centro de Y (2) (veja, por exemplo
[MNOQ]) assim, d (u) age em L como escalares, os quais podem ser encontrados aplicando (4.33)

ao vetor maximo 7. De fato,

d(uw)n = (T-n-n(u+1)Ton(w) —Tn-n(u+1)T pn, (u)n
= T—n,—n(u‘*‘l) (u+By)---(u+Br)n

= (utar+1)---(utar+1)(u+pB1) - (utBy)n
k

= JJ@w+ai+1)(w+8)n,

=1

por (4.30).

A primeria férmula é imediata e segue da definicao.
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Para a segunda férmula temos

k
Tn—n (—73) Ny = Tn,—n {(—%) HTn,—n (—y:+1)-- Tn—n (=B; = 1) Tn,—n (=B:)n
=1
k
= HTn,—n (_’Yi) Tn,—n (_’Yi =+ 1) T Tn,—n (_ﬁz‘ - 1) Tn,—n (_.Bi) n
=1
My+8;

Para a férmula terceira, de (4.34) temos
d(u)n,—s, = (Ton,—n () Ton (w + 1) = T—p nn (u) Ty —n (u+1)) Doy (4.35)

aplicando em u = —v; temos que: Ty, —n (—7; + 1) 1,5, = 7.,

Ton (=vi+ D05, = (=vi+14+71) (=7 +1+7) 14—,
= 0

d(=Y3) Nyes; = (=vi + a1+ 1) - (=v; + ok + 1) (=v; + B1) - (=i + Br) My—s;

logo substituindo estos valores em (4.35) temos

(=vi+ar+1)- (=i +ar+ 1) (=7 +B1) - (=% + Br) My—s; = ~T-nn (=7:) 1y

e daf
k

T_nn (_'Yi) My == H (am =% F 1) (:Bm - 7i) My—6;

m=1
que é precisamente o que queriamos provar.

Para a tltima férmula temos que Ty (u +1) 0y = (u +7v; +1) -+ (u+ 7y, + 1) 0,

k
d(u)n, =[] (w+ i+ 1) (u+B)n,,
=1

(2
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logo de (4.34) temos
Tenyn (@) Ton (w + 1) 1y = d () 1y + T () T (w + 1) 1,

de onde

k
(w71 +1) - (utvg + 1) Tonon (@) 1y = [ ] (w4 @i 4 1) (w+ B) 1y 4Tonn () T (w + 1) 1,

i=1
e daf segue a quarta férmula.

Os operadores T_, ,, (u) e Ty, —p (u) sdo polinémios em u de grau < k — 1, veja (4.28).
Portanto, sua agao pode ser obtida de (4.32) usando a férmula de interpolagao de Lagrange,
por exemplo para k = 3 para obter T, _, (u) temos v = (y1,72,73), € sabemos da férmula dois
de (3.19) que T —n (—;) = 7,45, Para i = 1,2,3 logo usando a férmula de interpolagao de

Lagrange temos

(—u+72) (—u+173) . (—u+71) (=u+173) . (mu+71) (—u+79) 3
(=71 +72) (7 +73) T (mrp 1) (mr2+s) T (s ) (s F )

T —wnlw)=

que é um polinémio de grau 2. B
Podemos considerar (4.25) como um mdédulo sobre o Yangian twisted Y~ (2) obtido por

restricao. O critério de irredutibilidade de tal médulo é dado pelo seguinte Teorema.

Teorema 118 A representagio de (4.25) de Y~ (2) é irredutivel se, e somente se, cada par de
sequéncias

S(ai)IBi) ’ S (Q],,B]) e S(ainBi) 7 S (—ﬂja —O!j)
estao em posi¢ao geral para todo i < j.

Se a representagao L de Y~ (2) definida em (4.25) é irredutivel, entdao por (4.18) ela &
isomorfa a V (u(u)) com

p(u) = a(-u)f(u),

onde « (u) e B (u) sao dados por (4.26).
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As relagoes definindo (4.17) permitem reescrever a férmula (4.18), para s, —n (u), na forma

(tn,—n () tan (—1) — tn,—n (=) tan ().

Portanto o operador em L definido por

u2k:

u+ 1/28n’

u2k

= L (tn,—n (U) tan (—u) — tn,—n (—u) tan (u))

Sn,—n (u) = —n (u)
Nk
- % (uktn,_n (u) (=1)F ¥ty (—u) — (=1)F Pty _n (1) ©Ftnn (u))
(="
= (Tn,—n (w) Ton (—u) — Tn,—n (—u) Ton (u)), (4.36)
é um polinémio par em u de grau < 2k — 2.

Observagao 119 Das relagdes na defini¢io do Yangian twisted temos que
[Sn,—n (©) , Sp,—n (v)] = 0.

A agdo de S, _, (1) na base de L apresentada no Teorema 117 é dada por

k

Smen @0, =2 [] (%= 0450 i=1,...,k
a=1,a#i

Temos provado o seguinte Corolério.

Corolario 120 Suponha que o Y~ (2) —mddulo L é irredutivel e que temos
S(ai,B;)NS (O‘j:ﬂj) =¢ e S(a;,B;)NS (—51';—%') = ¢,
para todo © < j. Entao os vetores
k
67 = H Sn,—n (¥s = 1) == Sny—n (B; + 1) Sn,—n (B3) 1,
i=1

com v satisfazendo (4.31) formam uma base de L.
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Vamos para o Yangian twisted ortogonal Y+ (2). Para qualquer § € C denote por W (§) a

representagao de dimensao 1, de Y+ (2), gerada por um vetor w tal que

u+90 w s (u)w—u_6+1w
ut+1/2 T Cout1/2

Sun (U)W =

e Sq,—a (u)w = 0 para a = —n,n. Por (4.22) podemos considerar o produto tensorial L Q W (§)
como uma representacao de Y+ (2). As representacdes Y+ (2) deste tipo e as representagoes de
Y™ (2) de tipo (4.25) cobrem todas as representagoes irredutiveis de dimenséo finta de Y+ (2)
[Mo1].

O seguinte resultado é um anélogo ao Teorema 118.

Teorema 121 A representagcao LQ W (§) de Y (2) é irredutivel se, e somente se, para cada

par de seqiiéncias
S(ai,B;), S (aj’ﬂj) e S(u,B;), S _(—ﬁj, _aj)

estdo em posicdo geral para todo i < j e nenhuma das seqiiéncias S (e, B;) ou S(—PB;, —a)

contém —9.

Usando o isomorfismo de espagos vetoriais
LW (@) — L, vQw+r—uv, wveL (4.37)

podemos considerar L como um Y (2) —médulo. Portanto, usando a relagio (4.17) e a férmula

do co-produto (4.22) podemos escrever s, _ (u) como um operador em L, na forma

L () b (—u) + “T”tn,_n (=) by (1) -

Sp,—n (u) =
De onde o operador em L definido por

Sp,—n (u) = uzksn,_n (u)

(1)
= ((u = 8) Ty —n () T (—10) + (4 + 8) T — (—1) Toum ()  (4.38)

u
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¢ um polindémio par em u, de grau < 2k — 2. Sua agao na base de L vem do Teorema 117 e é

dada por
k

S”,—” (’Yz) Ny = 2 (_5 - ’Yi) H (_in - f)’a) Ny+6;0 i=1,..., k.
a=1,a#1

Temos provado assim o seguinte Corolério.

Coroldrio 122 Suponha que o Y+ (2) —mddulo L QW (8) é irredutivel e que
S(ai,ﬁi)ﬂS(Oﬁj,,Bj) :¢ € S(azyﬂz)ns(_ﬁ]>—a]) :d)’
para todo 1 < j. Entao os vetores
k
67 = H Sn,—n (’71, - 1) e Sn,—n (,B',, + 1) S'n,,-—n (,8-(,) 7,
=1
com vy satisfazendo (4.81) formam uma base de L.

4.4 Acao do Yangian sobre o espaco de multiplicidades

Agora construimos um homomorfismo de algebras Y * (2) — Z(Gn,Gn—1) e depois o usamos
para definir uma acao de Y* (2) sobre o espago de multiplicidade V (/\):
Para a,b € {—n,n} e um pardmetro complexo u introduzimos os elementos Z, (u) da

algebra de Mickelsson-Zhelobenko Z(G,,, Gn—1) por

1 n—1 n—1 n—1 .
Zab (u) =—|0ap\u+p,+ 5|+ Fab (u = gi) + ZaiZib 229
2 .

i=—n+l1 i=—n+1 j=—n+1,j#i 9i — 9;
(4.39)
no caso B,
1 el n—1 n—1 e
B ] = (6ab <u+p”+ 5) " F“") [I wt+e)= > zaza [ —2= (440)
i=—n+l i=—n+1 j=—nt1jpi BT 90
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no caso C e

Zw(w) = — <<5ab <u—|— 5 & %) +Fab> ﬁ on g,-)> ﬁ (4.41)

1=—n+1
n—1 n—1 u+g; 1
+ Z Zaizib (U + g—;) H — £ a1’ (4.42)
i=—n+1 j=—nilgpas I T i

no caso D, onde g; = f;41/2 para todo i. Em particular, pode ser verificado que cada Z, _, (u)
coincide com a correspondente interpolagao polinomial dada em (4.10) ou (4.11).

Consideremos agora os trés casos separadamente. Assumiremos que p,, = —co na seguinte
notagao.

Caso tipo B.
Teorema 123 (i) A aplicagio
sab (W) > —u""Zgy (w),  a,be {-n,n} (4.43)

define um homomorfismo de dlgebras Y (2) — Z(Gn,Gn-1)-
(1) O Y (2) —mddulo V()\): definido via o homomorfismo (4.43), é isomorfo & soma
direta de dois submddulos irredutiveis, V ()\): ~U@U’, onde

U = L(0,81)Q@L(2,8) Q- QL (o, 8,) QW (1/2),
U = L(-1,5)QL(a2,0:) Q@ QL(an, 8,) QW (1/2),

se 0s \; sao inteiros (é suposto que U' = {0} se B, =0), ou

U = L(=1/2,81)QL(a2,8) @ - QL (o, ,) QW (0),
U’ L(=1/2,1) QL (2,82) & Q L (an, 8,) QW (1),

se 0s \; sao semi-inteiros e a segquinte notacdo é usada

a; =min{ X1, 1} —i+1 i=2,...,m,
B; =min{\;, p;} —i+1 i=1. 00,0
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Caso tipo C.

Teorema 124 (i) A aplicagdao
Sab (u) = (w4 1/2) w2 Zgy (u),  a,b€ {-n,n} (4.44)

define um homomorfismo de dlgebras Y~ (2) — Z(Gn,Gn-1)-
(13) O Y~ (2) —mddulo V (/\): definido via o homomorfismo (4.44) é irredutivel e isomorfo

ao produto tensorial

L(a1>61)®"'®L(an7/Bn)7

onde oy =1/2 e

«; = min {/\i—l,#i_l} —1+1/2 1=2,...,m,
B; =min{\;, p;} —i+1/2 i=1,...,n.

Caso tipo D.
Teorema 125 (i) A aplicagao
Sap (u) = —2u~2*2Z (),  a,b€{-n,n} (4.45)

define um homomorfismo de dlgebras Y+ (2) — Z (Gn, Gn-1).
(i1) O YT (2) —mddulo V (/\):lr definido via o homomorfismo (4.45) é irredutivel e isomorfo

ao produto tensorial

L(alzﬁl) ® e ®L (an—17ﬂn—1) ®IIV (—O.’O),
onde oy = min {— |1, — [p1|} — 1/2, ap = a1 + | M + 4],

a; =min {\;, p;} —i1+1/2 i=2,...,n—1,
B; =min { N1, pipq } —i+1/2 i=1,...,n—1.

Demonstragao. Da parte (z) dos Teoremas 123—125.
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Uma das possiveis formas de provar a afirmagio é verificar diretamente que as relacoes
(4.19) e (4.20) sao satisfeitas com os sgp, (u) respectivamente subsitituidos por Z,; (u). Aqui
& necessario usar as relagoes quadréticas na dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (Gn,Gn—1).
Além das relacoes (4.9); veja [Zh6)].

Alternativamente, podemos seguir a abordagem de [Mo2, Sec¢ao 5] e construimos primeiro
um homomorfismo de Y# (2) no centralizador C,, de G,_1 em U (Grn) e depois calculamos a im-
agem dos elementos do centralizador na élgebra Z (G,,Gn—1). Por tltimo usamos a composi¢ao
de homomorfismos

Y:t (2) —C, — 7 (gn,gn—l) )

Para o primeiro homomorfismo, seja a matriz 2n x 2n, F = (Fj;) tal que a ij—ésima entrada

é o elemento Fj; € G, e seja

Denotemos por F' (1) a imagem da co-matriz de Sklyanin S (u) [Mol, Sec¢ao 2]. A aplicagao
Sap (1) — c(u) F (—u+n— D> @abe{—n,n},

onde
n—1

cw =] (1 — (k- 1/2)2u—2)

k=1
define um homomorfismo de Y+ (2) ao centralizador C), de G,—1 em U (G,) [Mol, Proposigao
2.1], ou [MNO].

Para o segundo homomorfismo temos que C),, é uma subélgebra do normalizador Norm.J’
(secao 2) a projegao natural de C), em Z (Gp, Gn—1) é homomorfimso.

Da composi¢ao dos homomorfismos anteriores temos o homomorfismo YE(2) — Z(Gn,Gn_1),
obtendo assim a parte (i) dos Teoremas.

Dos resultados de [Mol], cada representagao irredutivel de dimensao finita do Yangian twis-
ted é uma representacao de peso méximo. Ela contém um tinico vetor, a menos de um fator cons-
tante, o qual é anulado por s_,, (1) e o qual & um vetor préprio de sp, (u). O correspondente
valor préprio (o peso maximo) determina unicamente a representacao. Os vetores em V (/\):Lr

anulados por s_p , (u) podem ser construidos explicitamente usando os lowering operators. Um
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destes vetores é dado por

n—1
— max{ i, }—p; max{ipi}-Ai
&=11 (Zm' Y % &
i=1
onde ¢ é o vetor méximo de V ()). Este é o tinico vetor nos casos C, D, porém no caso B existe

outro vetor dado por

g::, = Znofp'

Computando os valores préprios destes vetores concluimos que eles coincidem, respectivamente,
com os valores préprios do produto tensorial dos vetores méximos dos médulos L (e, B;), veja

(4.29). W

Observagao 126 Os Teoremas 123—125 podem ser provados sem usar as regras da ramifi-
cagoes para as reducoes spa, | Span—2 € oy | ony—g. Portanto, as multiplicidades das redugoes
podem ser encontradas computando a dimensao do espago V (/\);L Por exzemplo, no caso sim-

plético, o Teorema 124 fornece

e(w) =[] (ei = B + 1)

i=1
o qual, de fato, coincide com o valor dado pela regra da ramificag¢ao para o tipo C; veja segao

41.2.

Fixemos A e pu, e deixemos v percorrendo os valores determinados pelas regras das ramifi-
cagoes, veja 4.2. Usando os homomorfismos dos Teoremas 123—125 de (4.36) e (4.38) cocluimos
que os elementos S, _, (u) agem na representacao V (/\): como os operadores —Z, _, (u),

Zn,—n (u) ou —2Z, _, (u) nos casos B,C ou D, respectivamente. Assim, pelos coroldrios 120 e

+

o onde

122, os seguintes vetores £, formam uma base do espago V ()

€, =25 H Znp,—n (Vi — 1) Zn,n (Bi + 1) Zny—n (B2) &,
=1

no caso B,

&, =[] Znin (i = 1)+ Zuon (B + 1) Zu—n (B)) €, (4.46)
=1
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no caso C e

n—1
£, = H Zp,—n (Vi= 1) Zn—n(B; +1) Zn,—n (B3) §y
=1

no caso D. Aplicando as propriedades de interpolagdo dos polinémios Z, —, (v) obtemos as
férmulas da forma dadas nos Lemas 104, 106 e 108, respectivamente. Daf obtemos os Teoremas

105, 107 e 109.

4.5 Computo dos elementos da matriz

Sem dar todas as férmulas explicitamente desejamos mostrar como os elementos da matriz dos
geradores de G, na base ¢, dada pelos Teoremas 105, 107 e 109 podem ser calculados. Os
detalhes podem ser encontrados nos artigos [Mo2], [Mo3] e [Mo4].

Escolhamos os seguintes geradores
Fr1,-ky Fii, k=1,...,n

no caso B,

Fr,—k, k=2,...,n, e F_pp, Fr_y, k=1,...,n

no caso C e

Fr1,—k Fr-1k, K=2,...,n, e Fn, F o,

no caso D.

No caso simplético os elementos Fyy, Fy _k, F_j ) comutam com a subélgebra G,_; em
U (Gk). Portanto, estes operadores preservam o subespago dos vetores méximos em V ()
sobre Gj_1. Assim, é suficiente computar a acao destes operadores com k = n na base {£,} do

espaco V (A +; veja Lema 106. Para F,, obtemos imediatamente que
G Iz

n n n—1
P, = (2Zw =3 X= Zui) £,
d=l =1 =1
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Além disto, por (4.46)

Zn—n (7)€ =&prsn =11

Contudo, Z,, —, (u) é um polinémio em u? de grau n — 1, com o coeficiente méximo ! -
Aplicando a férmula de interpolagao de Lagrange com os pontos de interpolagao vy;,2=1,...,n,

obtemos
n

Zn,—n Z H - ’Ya €V+6

i=1 a=1,a7#1 ’Y" a

2n—2

Considerando o coeficiente de u obtemos

Fn,—ngu Z H 261/-}—5 (447)

=1 a=1 G.-'/—"L ~Ta

A acdo de F_,,,, é encontrada de forma similar usando o Teorema 117.
b
No caso ortogonal a agdo de Fj,, é encontrada da mesma forma. Contudo, os elementos
Fn,—n e F_p, sao zero. Desejamos usar os elementos de segunda ordem da édlgebra envolvente

o

universal em vez deles. Estes sao dados por

n—1
@._a’a = Z E_ a.'LE,O.;

z——n+1
com a € {—n,n}. Os elementos ®_, , comutam com a subdlgebra G,_, de tal forma, que como
no caso simplético, eles preservam o espago V ()\);L e sua agao na base {¢,} é dada por férmulas
similares as de F_, 4.

O célculo dos elementos da matriz dos geradores Fy_1 _j € similar em todos os trés casos.
Assumamos que £ = n. O operador F,_; _, preserva o subespago dos vetores maximos em
V (\) sobre G,_2. Consideremos o caso simplético como exemplo. Suponha que p’ é um peso
maéximo fixo sobre G,,—2, v/ € uma (n — 1) —upla de inteiros tais que as desigualdades (4.13)
sao satisfeitas com ), v, pu substituidos respectivamente por p, v/, i’ e com ~; = vl +p; +1/2. E

suficiente determinar a acao de F;,_1,_, sobre os vetores base da forma
s =
51/;11/’ - X}LV'Su;n
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onde §,, =&, e X,,» denota o operador

n—2 ., Yno1—1
— VimH; Vi—Hs
Xy = 21 Fn1,—i° Zn-1,-n+1(a),

=1 a=mp—1
onde temos usado a notagao m; = u; +p; +1/2. O operador F,,_1,_,, permuta com os elementos

Zn—1,i € Zn—1,—n+1 (u). De onde, podemos escrever

Fn—l,—ngupu' = X;w’ n—l,—ngu,,r

Agora aplicamos o Lema 103. Resta apenas calcular zm-f,,y e Xuzn—1,—i. Usando as
relagoes entre os elementos da dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (G,,G,—1) dada em (4.9),

encontramos que

zni&uu = 61/,;/.—5; )

se ¢ > 0. Por outro lado, se 1 = —j com j positivo, escrevemos

zn,—jgup = Zn,—jznjgu,p+6_.,~ = Zn,—n (mJ) 61/,;1—}—6]-7 (448)

onde usamos as propriedades de interpolagao (4.12) dos polinémios Z,, _p, (u). Finalmente, usa-
mos a expressao (4.46) dos vetores da base e o Teorema 117 para apresentar (4.48) como uma
combinagao linear dos vetores da base. O mesmo argumento aplica-se ao calculo de X ! Zn—1,—i-

As férmulas finais para os elementos da matriz dos geradores F;,_1,_, em todos os trés casos
sao dadas por expressoes multiplicativas nas entradas dos padrdes as quais expoem alguma
similaridade as férmulas do Teorema 92.

No caso ortogonal também precisamos encontrar a acao dos geradores F;,_; ,. A diferenga
ao caso dos geradores Fy,_1 _,, os correspondentes elementos da matriz serdo dados por certas
combinacoes de expressoes multiplicativas as quais parecem nao assumir a forma de um produto.
Existem duas formas alternativas de calcular estas combinagdes as quais apresentamos a seguir.

Primeiro, como nos célculos anteriores, podemos escrever

F"—11n€1/pu' = X;w’Fn—l,ng,,ﬂ-
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Aplicando novamente o Lema 103, vamos ao cédlculo de Zinf,,p- Esta vez a propriedade de

interpolagao de Z_, _,, (u) (veja (4.39) e (4.41)) escrevemos, por exemplo, para i > 0

zinf,,“ = Zinzni&u,p+t5,- = Z—n,—iz—i,—ngu,,u+6i = Z—n,—n (1774‘) €V,/.L+5,"

Agora, como Z_,, _,, (u) é aimagem de S_,, _,, (u) pelo homomorfismo Yt (2) — Z (Gn, Gn—1),
podemos expressar este operador em termos dos operadores Yangians T, (u) e entdo aplicamos
o Teorema 117 para computar sua agao.

Alternativamente, os geradores F,,_; ,, podem ser escritos médulo o ideal J' de U’ (G,,) como

Fn—l,n = (I)n—l,——n (2) (I)—-n,n - (b—n,nén—l,—n (0) ) (449)
onde . .
n— n—
1 1
q)n—l,—n (‘U.) = Z 2n—1,i%i,—n H ¢ (450)
1=—n+1 ) a=—n+1l,a#t fl - fa et fi + an
no caso B e
o B n—1 ~ n—1 1 1 y
n—1,—n (’LL) = Z Zn—1,i%i,—n H fi — fa . wt fi T an, ( 51)

i=—n+1 a=—n+1,a#+1

no caso D. A agao de ®,_; _n (u) é encontrada exatamente como a de F,_; , e os elementos
da matriz tem uma forma multiplicativa similar. Note, ndo obstante, que a férmula (4.49),
considerada como uma igualdade de operadores agindo em V (/\)+, é valida unicamente quando
os denominadores de (4.50) ou (4.51) ndo se anulam. Portanto, para usar (4.49), primeiro
consideramos V' ()\) com entradas "genéricas"de A e computamos os elementos da matriz de

F,—1,, como fungoes nas entradas dos padroes A.
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Capitulo 5

Bases de Gelfand-Tsetlin para as

representacoes de oy

Nesta secao damos a construgao das bases propostas originalmente por Gelfand e Tsetlin em
[GT2]. Ela é baseada no fato que a 1‘éstri§éd oN | ﬁ N—1 € livre de multiplicidade. Isto
torna a construcao similar ao caso Gl,,. Apliga(,remos o método geral das dlgebras de Mickelsson
apresentado na secao 2. Em particular, a coriéépondente regra da ramificagdo pode ser derivada
a partir do Teorema 88; veja secao 3.2.

Serd conveniente trocar a notagao para os elementos da dlgebra de Lie ortogonal oy usada
na segdo 4. Agora usamos a enumeragao standard das linhas e colunas das matrizes N x N pelos
nimeros {1,..., N}. Definimos a involugao deste conjunto de indices fazendo i/ = N — 4 + 1.

A é&lgebra de Lie o)y é gerada pelos elementos
Fij =Ej—Epy, i,j=1,...,N. (5.1)

Conservamos a notagao G, para oy, com N = 2n+ 1 ou N = 2n.
As representagoes irredutiveis de dimensao finita de G,, estao agora parametrizadas pelas

n—uplas A = (A\1,...,\,), onde os nimeros \; satisfazem as condicoes

Ai—Aip1€Zy para i=1,...n—1, (5.2)
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2\, € Z; para G, = 02,41, (5.3)

M-1+An € Zy para G, =o09,.

Cada uma destas n—uplas A é chamada peso maximo da representagao correspondente a
qual denotamos por V (). Ele contém um tinico, a menos de um fator constante, vetor diferente

de zero & (o vetor maximo) tal que

Fp€ = N¢ para i=1,...,n,

Fy¢é = =0 para 1<i<j<DN.

5.1 Lowering operators para a reducgao 0y,,1 | 09,

Tomando N = 2n + 1 na definigao (5.1), consideramos 0g,, como a subdlgebra de 02,1 gerada
pelos elementos (5.1) com 4,5 # n + 1. De acordo com a regra da ramificagdo, a restrigio de

V (\) a subdlgebra oz, é dada por
V) los= V' (),
I

onde V' () é a representacao de dimensao finita de 09, com peso maximo p e a soma é tomada

sobre os pesos p que satisfazem as desigualdades
/\12,“1Z)\2Z,U'22-~-2)‘n—12#n—12>\n2|p’nla (54)

com todos os p; sendo simultaneamente inteiros ou semi-inteiros o mesmo que os ;.

Os elementos Fj, 11, geram sobre 03, o complementar invariante de 0g, em 02,41. Portanto
da teoria geral da secao 2, a dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (02,41, 02,) é gerada pelos
elementos

pFn.+1,i7 1= 1)" ')n7nlv"'71/7 (55)

onde p é o projetor extremo para a dlgebra de Lie 03,. Seja {€j,...,€,} a base de H*, dual
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da base {Fi1,..., Fpn}, da subdlgebra de Cartan H de 02,. Seja ¢y = —¢; parai =1,...,n.
Denotemos por p;; o elemento p, dado por (2.28) para as raizes positivas o = €¢;—¢;. Escolhendo
uma ordem normal apropriada sobre as raizes positivas, para qualquer i = 1,...,n, podemos

escrever os elementos (5.5) na forma

PFny1i = Dijit1-- - PinPins - - - Piv Fryiis (5.6)

onde o fator p;; é omitido no produto. Portanto o denominador & direita desta fragao é

i = figer oo Finfin o - o Jints

onde
f Fy—Fj54+35 —1 se j=1,...,n
ij =
Fy—Fj;+5—-1-2 se j=1,...,n"
Assim, os elementos s, = pFn+1',i7r,- com i = 1,...,n pertencem & dlgebra de Mickelsson

.S (0241, 02n). Pode-se verificar que eles sdo dois a dois comutativos.
Denotemos por V (A\)* o subespaco dos vetores méximos sobre 0z, em V (A). Dado um
peso maximo sobre 0y, = (gq,. .., 1,), denotamos por V ()\): o correspondente subespago

de peso em V (\)*
V(A):z{WEV(A)+|Fzz7I=#z77, ?.:1,,7?,}

Pela regra da ramificagao, o espago V (/\): ¢ de dimensao um se a condigao (5.4) é satisfeita,

e zero em caso contrario.

-

Teorema 127 Suponha que se que cumprem as desigualdades (5.4). Entao o espago V (/\): é
gerado pelo vetor

IA1—1ty IAn—p
Snl - Snn ”5_
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5.2 Lowering operators para a redugao 0y, | 02,1

Tomando N = 2n na definigao (5.1), consideramos 02,1 como a subédlgebra de 0z, gerada pelos

elementos (5.1) com 7, j # n,n’ junto com

1
5= Fui), =1 m L1,

De acordo com a regra da ramificagao, a restri¢gao de V (\) a subdlgebra 02,1 é dada por

V) oz @V (1),
y7i

onde V' (p) é a representagao de dimensao finita de 02,—; com peso méximo i e a soma é

tomada sobre os pesos p que satisfazem as desigualdades
A1 > 251 > Ay > Ha > ... 2 )\n—l > Fon—1 > |)‘nlv (57)

com todos os p; sendo simultaneamente inteiros ou semi-inteiros o mesmo que os A;.

Os elementos
1
Fon, F,’n-7—§ (Fpi — Fprs), i=1,...,n—1,(n—1)",...,1, (5.8)

geram sobre 02,1 0 complementar invariante de 02,—1 em o0g2,. Portanto da teoria geral da

secao 2, a dlgebra de Mickelsson-Zhelobenko Z (09, 09,—1) € gerada pelos elementos

PFun, pFL., i=1,...,n—1,(n-1),...,1, (5.9)
onde p é o projetor extremo para a dlgebra de Lie 0g,—1. Seja {€1,...,€,—1} a base de H*

dual da base {Fii,...,Fn_1 -1} da subdlgebra de Cartan H de 02,-1. Seja €z = —¢; para
i = 1,...,n — 1. Denotemos por p;; e p; os elementos p, dados por (2.28) para as raizes
positivas & = €; — € e @ = ¢;, respectivamente. Escolhendo uma ordem normal apropriada

sobre as raizes positivas, para qualquer 7 = 1,...,n — 1, podemos escrever os elementos (5.9)
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na forma

PFpi = Piit1 - - Pin—1P; (n_1y’ - - - it g, (5.10)

onde o fator p;z é omitido no produto. Portanto o denominador a direita desta fracdo é

m; = fi,i+1 i f":,n—lfi,(n—l)' FaE fill’

onde
I L I
ij =
Fi—Fjj+j—1—-2 = se j=1,...,(n-1).
e fi = f{—1=2(F;; +n —1). Assim, os elementos s,; = pF,;m; com % =1,...,n—1 pertencem

a élgebra de Mickelsson S (025, 02,—1). Pode-se verificar que eles sao dois a dois comutativos.
Denotemos por V (A)* o subespaco dos vetores maximos sobre 09,1 em V (A). Dado
um peso maximo sobre 09,1, p = (,ul, cee /.Ln_l), denotamos por V (/\): o correspondente

subespaco de peso em V (A\)*
VO ={neV\N |Fin=pmn, i=1,...,n-1}.

Pela regra da ramificagéo, o espago V ()\)Z é de dimensao um se a condigéao (5.7) é satisfeita,

e zero em caso contrario.

Teorema 128 Suponha que valem as desigualdades (5.7). Entdo o espago V (/\);L é gerado

pelo vetor

A1_I1'1 An—l_‘y’n—l

Snl T %nn—1 :

5.3 Vetores da base

A representacao V () da dlgebra de Lie G,, = 02,41 Ou 02, estd equipada com um produto

interno contravariante, o qual, € unicamente determinado pelas condigoes
(€& =1 e (Fju,v) = (u, Fv),

para todos u,v € V (\) e qualquer indices 1, j.
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Combinando os Teoremas 127 e 128 podemos construir outra base para cada representagao
V ()\) de Gy; veja Secao 4.2.

Caso tipo B

Precisamos modificar a definicao do padrdo A tipo B introduzido na segao 4.2. Aqui A é

um arranjo da forma

Al An2 B Ann
n1 n2 v A
)‘n——l,l o /\n—l,n—l
/ B !
n—1,1 n—1,n—1
A1l

/
11

tal que A = (An1,...,Ann), as outras entradas sao todas inteiros ou semi-inteiros o mesmo que

0s \;, e valem as seguintes desigualdades
M1 2 ANg 2 M2 2 Ng 20 2 Ny > Mk 2 | Nk |
parak=1,...,n,e
Nt = Mec1d 2 Mg = Mem12 2 -0 = Mogog = M1t = || s

para k=2,...,n.
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Teorema 129 Os vetores

—
ST VSTV k=g Afp—Ak—1,1 N km1 = Me—1,k—1
A = S11 H Sk1 co Sk Skl s Sk k-1 £

k=2,...n

parametrizados pelos padrées A formam wma base ortogonal da representagio V ().

Caso tipo D

Aqui definimos o padrao A tipo D como o arranjo da forma

)‘nl )‘n2 )\nn
I A- .. I
n—1,1 n—1n—1
An—1,1 e An—1,n-1
!
11
A1
tal que A = (An1,. .., Ann), as outras entradas sdo todas inteiros ou semi-inteiros o mesmo que

0s A;, e valem as seguintes desigualdades
Akt 2 Nem11 2 M2 2 X102 2 Ak > A g > Al
parak=2,...,n,e
Nt 2 Akt > Neg = A2 > - on 2 Aot > Ao > [l

parak=1,...,n—1.
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Teorema 130 Os vetores

—

_ Ak+1,1_>‘;¢1 )‘k+1,k_’\;ck ’)‘;cl—’\kl ,)\Lk—)\kk
A = H (3k+1,1 © - Skylk Sk1 e Skk 3
k=1,...,n—1

parametrizados pelos padrées A, formam uma base ortogonal da representagio V (N).

As normas dos vetores da base 1, podem ser obtidas de forma explicita. As férmulas para
os elementos da matriz dos geradores da dlgebra de Lie oy no artigo original de Gelfand e

Tsetlin [GT2], sao dados na base ortonormal

2
Ca=nallnalls  lnall® = (ma;ma) -
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