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Resumo

Estudamos as propriedades de um acoplame

ortogonais com dimensões complementares.

Também revisita.mos o problema de encontrar limitantes inferiores pala o

volume de campo de vetores unitário em uma variedade riemanniana fechada

submetida a vínculos topológicos

nto de folheações mutuamente() e



Abstract

We study the geometria properties of a

ations with complementary dimensions.

We algo revisit the problem of finding lower bounds for the volume of a

unit vector field in a closed iiemannian manifold submitted to topological

constraints

couple of mutually orthogonal foli()1'l



Introdução

Este trabalho é dividido claramente em duas partes distintas. A Primeira

bata sobre propriedades geométrico-topológicas das folheações e a segunda

sobre o problema de minimização dos funcionais volume de campos de vetores.

Um típico problema a ser investigado no que diz despeito a análise das

propriedades geométrico-topológicas das folheações, seria o de encontram obs-

truções topológicas para a existência de folheações com propriedades geométricas

prescritas em espaços de geometria fixada.

Encaramos os resultados da primeira parte deste nosso trabalho como um

ponto de pa.rtida para o estudo de questões mais complexas, como aquele de

responder à seguinte pergunta: " Existem folheações de esferas de dimensão

ímpar por folhas compactas com complementar integrável?"Nosso primeiro

teorema, no segundo capítulo, dá uma resposta negativa para o caso em que

as folhas são esféricas. Seria interessante, poi exemplo, estender tal resultado

pala o caso em que as folheações tenham complementar integrável e tais que

as folhas possuam propriedades geonaétricas menos rígidas que umbilicidade

(por exemplo, folheações onde todas as folhas sejam subvariedades mínimas).



No que concerne ao estudo sobre minimização dos funcionais volume de

campos de vetores, noção esta introduzida por H. Gluck e W. Ziller em 1986,

é interessante observam que é conhecido (IGZI,IB21) que, sobre S3, tal mínimo

é atingido pelos campos de Hopf e que tais campos são pontos críticos instáveis

para o funcional volume de esferas (2k+l)-dimensionais para k > 2 (IJI,IBGml),

e que, de fato, o problema de minimização do volume de campos de vetores

sobre tais esferas continua em aberto.

No primeiro capítulo é feito um apanhado histórico dos desenvolvimentos

teóricos que julgamos serem os mais relevantes para a linha de pesquisa em

que estivemos envolvidos e são também apresentadas algumas questões que

nos motivaram a inicial pesquisas sobre tais assuntos.

No segundo capítulo são apresentados, depois de algumas noções prelimina-

res, os enunciados e respectivas demonstrações de nossos resultados na teoria

de folhcações.

No último capítulo é apresentada, com pormenores, a maneira como

calculado o volume de um campo de vetoies sobre uma variedade iiemanniana

fechada, a partir da definição introduzida em IGZI, com uso da. métrica de

Sazaki, e, em seguida, é demonstrado o resultado principal do capítulo, que

é o estabelecimento de um limitante inferior que depende da curvatura de

Lipschitz-Killing da variedade, provado anteriormente poi F.Biito e P.Chacón

eni IBCI, pala- o caso em que a variedade em questão é 5-dimensional



Capítulo l

Resultados conhecidos

1.1 Introdução

Neste capítulo são apresentados resultados conhecidos sobre teoria geométrica

das folheações, na segunda seção, e sobre volume de campos de vetores na se-

guinte. bata-se, em linhas gerais, de um "overview" das linhas de pesquisa

sobre as quais nos debruçamos nos últimos dois anos, aproximadamente.

1.2 teoria geométrica das folheações

O estudo das folheações do ponto de vista da geometria das subvaiieda-

des consiste em estabelecer relações geométrico-topológicas entre um padrão

geométrico pié-fixado de folhas e a classe riemanniana do espaço folheado.

Nesta linha de pesquisa, talvez o resultado mais importante obtido até

apoia para folheações de codimensão l seja aquele demonstrado por Dennis

Sullivan em ISUj:
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Teor eira 1.1 Sqa À/ uma uaMeda.de riemarznáana /fachada e 8 uma /oJAeação

de codimensão 1, mínima, de classe Cz. Então as seguintes afirmações são

equáuaZentes;

1. Todas üs uperfícies mínimas de Ms de rT?. e Z ZS !0Ln,Q, $ são Líder.

2. Por cada fo\ha fechada, de 3 T)asse. necessüüümente um

1, de classe C\ , fecho,da, que é transversal, Q 3;

Uma consequência deste fantástico resultado é que a esfera S3 não admite

métrica na qual exista uma folheação de codimensão l onde todas as folhas

sejam hipersuperfícies mínimas.

No capítulo 2 daremos detalhes sobre a demonstração deste fato fazendo

utilização do teorema de Sullivan, acima, do teorema de Novikov e continuidade

de uma função apropriada. Tal argumento nos foi apresentado por F.Brigo.

De apoia em diante, as folheações em que todas as folhas sejam subvariedades

mínimas do espaço folheado serão denominadas folheações geometricamente

mínimas, ou, pala simplifica.r, folheações g-mínimas. Em 1970 André Haeíiiger,

em ÍHal, demonstrou o seguintes resultados

n. clirlla, tra.n.sa)erguia

Teorema 1.2 Selva 3 uma folheação sobre uma variedade fechada M de di-

mensão n -F p, as .folhas sendo subuüüedades de dimensão p e codimensão q

de classe C". Sobre M existe umü métrica hemanniana tat que as folhas

de 8 são subuariedades lrlínimas se e somente se, T)ara um representante H

do pseudo-grupo de holonomia agindo sobre uma 'uar'ledctde de dimensão q,
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N, existe uma junção positiva de cl,asse C"' com suporte compacto, que é es

tMtam.ente positiva sobre zm conjunto intersectando cada órbita de H, e que

satisfaz af = Q em ÇÊ:ÇNln)

Qf(.N) denota o espaço vetorial das p-formas suaves sobre N com suporte

compacto, ntl(.W/X) o quociente de Q:(N) pelo subespaço vetoiial gerado

pelos elementos da forma cr -- h*a, h C H e a é uma p-forma com suporte

compacto na imagem de A. Como consequência, seguem os seguintes corolários.

Corolário 1.3 ,4 ezãstênc a de uma méfhca hemannÍana para a qua/ as /oZAas

são g-mínimas de'pen,de fonte'rate do pseudo-grupo de hol,onomia de 3.

Corolário 1.4 $e existe um representante -H para o pseuda-grtzpo de AoZono-

mia, agindo sobre uma uadedüde fechada, N, então existe unl métrica, para Q

qual as folhas são sub'uctüedüdes mllnimas da u üedade a'mbiente.

Em particular, se as folhas de 3 são todas compactas, então suas folhas são

subvariedades mínimas se e somente se 3 é estável.

Apesar da simplicidade do enunciado, a forma operacional deste resultado

pode-se mostrar muito complicada. Isto porque o conhecimento dm proprieda-

des do pseudo-grupo de holonomia das folhas de 3 pode ser um problema mais

difícil que o original. Também no caso de folheações g-mínimas com fibiado

normal integrável, verifica-se que a forma volume da folheação é relativamente

fechada.Tal propriedade é mais precisamente enunciada no próximo teorema.
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Teorema 1.5 rcrãZérão de Rumam/er-SuZZãuan) Sela go um produto essa/ar su-

ave de.Rnãdo em T3. Tat produto escalar é induzido por uma méthcü rie-

maTtni,ana. g de M, para a. qual, 3 é g-mínima, se e somente se a. p-jo'r'm,a.

«olume u. sob« «s fo\t-«s, d.$«-id" po« g. (e « o«te'«t«ção) é ' «;t«'ição T'""

as folhas de uma 'p-jo'r"ma, u sobre M, que é rel,atiuamente fecha,da., o'u seja,

d«,(et, . . . , e,+-) s' o. pómeã«s p «mãos d' «to«. e: são t-g.nte' â'

folhas.

O critério acima é desenvolvido em IRI e em ISUI. Uma demonstração bem

simplificada dele é apresentado em IHal. Percebe-se desde logo que a integra-

bilidade do fibiado normal da folheação em questão é crucial. Na verdade,

sem esta hipótese o problema de classificação das folheações g-mínimas é in-

tratável, no sentido de abundância, já no caso onde o espaço ambiente possui

curvatura (secciona[) constante positiva. Por exemp]o, se ]\4 = S3 é equipado

com a métrica usual induzida do R4, a "esfera redonda", Herman Gluck e

Frank Warner provaram em IGWj o seguinte resultado:

Teorema 1.6 C/ma subuaríedade de G2(R4) 3 S2 x S2 corresponde a uma

$braçãa F de Sa T)or gra'n,des círculos ori,e'r\Lados se, e some'nte se, el,a, é o

grá$co de uniu aplicação que dim'anui dütâncias que 'uai de um falar Su a

outro.

Aqui G2(R4) denota o grassmanniano dos 2-planos orientados do R4
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Observação l Duas quaisquer destas folhas que ueTtham de aplicações dis-

tintas que dimin«em distâncias for'necent folheações 'por grü'n,des c'írculos que

não são congruentes.

Ainda no caso unidimensional, podemos ter uma idéia da amplitude do espaço

de todas as possíveis vibrações de S3 por gra.ndes círculos na seguinte con-

sequência do teorema anterior.

Corolário 1.7 0 espaço de todas as .pbraçães de S' é um retrato por de

formação a um s'übespaço das $brações de HoT)f (que têm comi)l,emendar m,ão

integráuel), e, consequentemevtte, tem o mesmo til)o homotópãco de um par de

2-esferas disjvntas.

Pala folheações de dimensões superiores, de esferas por grandes esferas,

o problema de classificação permanece sem solução ainda no nível topológico

IGWYI. Voltaremos a este assunto rapidamente no 2e capítulo.

Em 1984, F. Brito demonstrou, em IBI, o seguinte resultado pala folheações

1. .al=..a.n=n 1) aa. Í:}.vn'la nn-»'.al ;n+'.rfralrcll
g-mínimas1111

Teorema 1.8 Sqa .A4"+2 uma variedade rãemann ana /ecÀada, oNentada, de

dimensão (n + 2), e gi uma /oiÀeação g-míháma a' de codámensão 2 de À4.

Suponha que a dàsthbuàção normal de 3\, digamos 32, seja Cl" e integráuet e

que ambas sejam odentáueis.

]. Se Rácc(M) > 0, então c(3'2) # 0
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2. Se Rácc(M) > 0 .ntão 8: é tot«Zm'nte g«dés{« o« c(82) # 0 r«mZ,as

poderzdo ocorrer símuZtarzeamente)

3. Se M t.m cu««t«" .«.{.n./ «'. n'g«f:«, então .(g:) # 0 ou 8: e 3,

são totalmente geodésicos (ambas podem oconer simultaneamente).

onde c(32) denota a classe de Euler d

de JV.

Pode-se mostra.r, por exemplo, que em S3 x S3 existem folheações g-mínimas

de codimensão 2; Porém, nenhuma delas possui vibrado normal integrável, pelo

fato de que H2(S' x S:, Z) = 0.

A hipótese de integrabilidade do vibrado normal de 3 é fundamental. Isto

fica mais claro tendo em vista o seguinte resultado devido a Ryoichi Takagi

e Shinsuke Yoiozu em ITYI. No enunciado do teorema abaixo, será deno-

tado por G um n-dimensional grupo de Lie com álgebra de Lie associada g,

consistindo de todos os campos de vetores sobre G invariantes pela ação do

grupo à esquerda, por b uma subálgebra de Lie de g, <, > denotaiá uma métrica

iiemanniana invariante à esquerda sobre G, ((.;, <, > , 3(b)) a variedade rieman-

niana folheada considerada, e, finalmente,

e 32 e Rácc(]14) é o tensos/ de Rica

/(c,<, >, 3(Ü)) - ..:HB'.., >1: ,(':),

onde NB(1)) denota o conjunto de todas as bases ortonormais {ei} pala f)
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Teorema 1.9 C'o,'sádere (G, <, > , 3(b)) uma uahe'jade 'áe«",andam« /o/geada,

"m «m« «él,í« h.«.-n{«« án«h-t. â "que,d« e ..'ld(H)-án«.«i-te, <, >,.

«m« ./bZhe«çâo 3(b) c.d{«..n.ão p e .r(a,<,>,g(b)) ««.o «ima.

S«p.nA« q«. lb,ml = m. q«. p < /(G, <,>,3'(b)).

Enl,ão G admite uma méthca hemanniana invariante à esquerda (, ), satisfa-

zendo ao seguinte:

]. ..4 « «de h.m-nÍ-« /oZA«d« (G, <, >,g(b)) é mú«{m« m« não to

talmente geodésica;

2. .,'1 mét,{« {J é métdc« tipo-.PZ,«'í. "«. "'p.áto « 3(b)

$e, «Zém di«., G /o, como.ct. e ..mã;ámpZe., lb,ml = m . p < /(G, <, >,3(b))

com respeito a uma métrica demann ana bi-amuar ante (,) sobre G, então G

cbdmite unia méthca hemanniana nuariante à esquerda, (, }, satisfazendo le

2 e com cumaturas de Ricc{ posãt uas em todas as dãreções.

Cumpre ressaltar o fato de que 3' ter codimensão l implica a integrabilidade

de 3x; Este caso foi competentemente tratado por 1011. Nesse trabalho, Gen-

lchi Oshikiri demonstra o

Teo-'e-na 1.10 Sd« (M, 3, g, .V) um« /./h«ção g-mhám« oü.nt«d« de "di-

mensão l sobre uma uaüedade hemann ana .fechada M com curvatura de Rica

não-negativa. Então N é tlm campo de uetores paralelo. Covtsequentemente,

em T)aüi,curar, 3 pode ser de$nida por nma. \--fora\ü fechada.
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onde N denota um campo de vetoies ada.prado a 3, ou seja, é um campo

tangente globalmente definido sobre M que é ortogonal às folhas de 8.

Para codimensão arbitrária, porém com a forte hipótese de que o fjbrado

ortogonal a uma folheação g-mínima. seja flat, Oshikiri demonstra, entre outras

coisas, em 1021, o seguinte.

Teorema 1.11 Sd« (M, 3, g) «m. /oZA«ção g-mMim« d' um« «hed«de h'

manniana fechada, con,eza, com curvatura de Rãcci não negativa. Assumi.a que

3l- , a dãstribuiçãa Ol-togonat a 3, seja integráuel e que sua covte=ão novlilta! seja

$at. Então ÇM,g) é toccttmente hm produto ri,emünnian,o de uma folhcl de 3

por uma de g-L

Seguindo a linha de pesquisa em que se tem interesse em saber quando

uma variedade folheada é um produto riemanniano, Kinetsu Abe, em IAj,

Hom'.«.'"'--- n' -nuint.es resltltadosvut) UAA ü v vu ü vv uü VLV

Teorema 1.12 S(ya M um espaço idealmente siméthco completo com uma

folheação totalmente geodésica 3 tal que 3-t é {ntegráuet. Assuma que (.l(ij)ij

tenha traço não-negativo para cada dãreção nov"mal. Então M é localmente um

prodt to gema'nni,ano. Se M Jor sim'pl,esmente co'nexo, o T)roduto üemanniano

é global

Como collsequência imediata, Abe apresenta também o seguinte resulta.do,

que trata do caso em que 3' é unidimensional
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Corolário 1.13 Sela ]M um espaço ZocaZmerzte siméíhco, completo, com cur-

vatura de Rica não-negativa,. Se existe 'uma jotheação totalmente geodésica,

unidimensiona1 3, tal que 3J- seja {ntegráuel, então M é tocalmeTI.te um pro-

duto hemannictm,o. Se M jor sim'pl,es'mente conexo, então ele é o 'produto rie-

manníano de R por um espaço localmente siméthco

Em 1986, F. Brita e P. Walczack, em IBWj, apresentaram resultados nessa

linha de pesquisa sem a hipótese de simetria local do espaço folheado. Também

é apresentado nesse trabalho, uma recíproca do resultado de Oshikiri, 1011, no

sentido de que, com a hipótese de total geodesibilidade da folheação normal,

se conclui que a folheação é totalmente geodésica. Mais precisamente, temos:

Teorema 1.14 Sejam g e 3i duas /oZheações odogonaís de dimensões com-

pteme'ntares sobre uma, uaüedcLde üentaTtni,ana completa, M. Se üs seguintes

condições são ueri$cadas:

1. 3-L é totalmente geodésica;

2. E:R(h,e:,e:,h) 2: 0, o«d.h é.«t-.-«t«««.óaí«a.3, {e:,.. .,e«}

um referencial odonormal adaptado a 3, L Ç ã <: n, e R é o censor cur-

uathfct de M.

. S p C M . h(p) tão « m«th«; (-Kg) têm t«ç. ,'''-,"g«ti«

para todo cl, as 'rn.athzes sendo de$'nidcts para. \ <\ i.j <\ 'n, T)or

Kg(e.,e{,e:,e.), R(ec,eo,eB,e.a):=< R(ec,eo)eB,e.4 >:= R,4Bc;o
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e. um vetar unitário tangente a 8 e R é o tensos curvatura de M.

Então 3 é totalmente geodésica. Consequentemente, M é localmente um pro

duro hema7tniano das folhas de 3 e de 3t

Coro[ário 1.15 S©a ]\4 uma uaàedade Memannáana completa munida de m

par de Jotheações ortogo'Quis de dimensões comi)l,eme'ntares, 3 e 3x- , tat que'gl

seja totalmente geodésica. Assuma, além disso, que a m,atdz (.K$) tenhct traço

não-negativo para, cada, direção ea tan,gente a, 8t em cada T)oito de M. Então

3 também é totalmente geodésica e M é localmente um produto hemanniano

das fo\has de 3 e de 3

Corolário 1.16 Seja M uma uaüedade hemannáana completa de cumatura

de Rica não-negativa,. Se 3 é uma fo\hea,ção de codimensão \ sobre M e o

fluxo novrrTtal de 3, digamos 3-L , é geodésico, então 3 é totalmente geodésica,

3t é püratel,o e M é localmente um 'produto riemanTtian,o das folhas de 3 e de

L
€'

Ê

(..f
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Seja (JW",g) uma variedade iiemanniana fechada n-dimensional e X um

campo de vetores suave sobre .A4. A métrica g induz uma métrica natural

sobre o vibrado tangente TM, usualmente chamada métrica de Sazaki. O

volume de X é definido como o volume da. seção X : M --, TÀ4 (veja IGZI).

Uma expressão do volume de X em termos da conexão de Leva-Civita V de

(M, g) é:

u06t'\,J -/ yaeü\-za't" kv'\.J \v'\JJZ'::

(l + >1: 11v..xll' + }: llv..x A v..xll' + . . . +
a<b

+...+ >ll: llv..:xA...v....:xll')i«
al < . . .<a. -- l

O problema geral que se propõe é o de minimizam o funcional volume numa

dada variedade riemanniana fechada. cona característica de Eulei identicamente

nula (esta última condição é imposta para garantir a existência de campos de

vetores unitários globalmente definidos) .

O primeiro resultado importante nesta direção foi obtido por H.Gluck e

W.Ziller en] 1986, que provaram que em S3, esfera unitária tridimensional, os

campos unitários que minimizam o volume são os campos tangentes a uma

vibração de Hopf e não outros. A técnica utilizada naquele artigo foi o de ca-

libração geométrica e faz uso de uma classificação de campos tangentes total-

#

a::l
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mente geodésicos de S3. Tal técnica é apresentada e desenvolvida por H.Gluck

e F.Warllei em 1983 (veja IGWI ).

Fazendo uso de uma argumentação muito mais simples, F. grito demons-

tra, em 2000, a minimalidade (mas não a unicidade) do volume dos campos de

Hopf de S3, em (IB21).

No caso das esferas de dimensão 2k + 1, com k > 2, o prob

zação do volume de campos tangentes permanece em aberto.

Em IJI, D. Johnson mostrou que, em SS, os campos de Hopf são "pon

tos"críticos instáveis do funcional volume, e, portanto, a possibilidade de ex-

tensão, mesmo local, do teorema de Gluck e Ziller foi totalmente descartado.

Em IBGml, O. Gil-Medrano e V. Borieli estenderam o resultdo de Johnson

para todas as dimensões ímpares e para campos com norma constante, não

necessariamente unitários, com uma surpreendente condição pala estabilidade

que leva em conta o comprimento dos velares do campo.

Em IBCNj, F. Brito, P. Chacón e A. Naveira exibem limitantes inferiores

não triviais pala o volume de um campo de vetores unitário em termos das

2{ ésimas curvaturas médias da distribuição ortogonal a X. Para espaços com

curvaturas (seccionais) constantes, esta estimativa foi mais precisamente assim

l ema. de minie r

mi

enllncia,da.111 l
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Teorema 1.17 Sela X um campo de veto

cumatura seccãonal covistante c. Se k >z l.,

*ÊW«.''",.
Além disso, quando k > 1 a igualdade é ued$cada se e somente se X tem Puxo

geodésico e Q distribuição o'd,ogon,ül a. X é integráuel com !olhas Kmbtüicas.

rp.s li.n.+.t.á.ú.o sobre M'zk+t a qual temlf Z Z 7 /

-z(x) (1.1)

Em S2k+i , os únicos campos de vetores que atingem este limitante inferior

são campos com duas singularidades antipodais. O campo de vetores radial yn,

que é tangente a todas as geodésicas minimizantes de um dado ponto fixado,

tem exatamente o volume dado pela expressão do lado direito da. equação l.l.

Quando c = 1,

-Z(yn) = «;Ü«Z(S"''''),

que é muito menor que o volume do campo de Hopf, exceto para S3, onde

ambos os campos têm o mesmo volume.

Finalmente, mencionamos o artigo de F. Bruto e P. Chacón, IBCI, onde,

considerando apenas dimensão 5, é provado o seguinte teorema, que relaciona

a geometria com a topologia de campos de vetores arbitrários, de comprimento

constante. Na realidade, tal teorema é válido para variedades fechadas de

qualquer dimensão ímpar, como conjecturado em IBC). Uma demonstração

deste fato será apresentado no terceiro capítulo
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Eis, pois, o teorema

Teorema 1.18 C'onsádere M umza uahedade ráemanniana compacta de di-

mensão 5, r > 0 e X um campo de uetores sobre À4, taZ que jjXll = :}. Supo-

nha também que Os denota a forma dual unãtáíÍct de X e Ra := ),tçi.j,K.t:;$ 1€jkl'

onde -l?ijkZ são as componentes do censor cur"t/atura de M. Se r > Z~/iê7?,, então

«z(x) a: gg / x(x") "o.
3r' ll./W

XÇX-L) denota a classe de Euler do sub$brado ortogonal a X

(1.2)



Capítulo 2

F'olheações umbílicas com
f"'b 1 1 e e .l .P' evibrados normais integráveis

2.1 Introdução

Neste capítulo damos uma caracterização de fluxos normais a um certo tipo

de folheação e também de folheações sobre variedades riemannianas completas

satisfazendo algumas condições de positividade para o tensor curvatura das fo-

lhas ou para a curvatura do espaço ambiente. Em todo este capítulo, o termo

"folheações umbílicas" designará as folheações cujas folhas são subvariedades

totalmente umbílicas da variedade folheada. Os resultados aqui expostos es-

tendem parcialmente aqueles obtidos por IBWj que trata do caso em que 31

é totalmente geodésica.

2.2 Notações e preliminares

Supoiemos conhecidas as principais definições e propriedades da teoria das

folheações, tais como a. definição de folheações transversais de uma. dada vari-

edade riemanniana, a de vetou ctuvatura média de uma folheação, etc.
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2.2.1 Subvariedades mínimas e subvat'iedades umbílicas

Dada uma imersão isométrica / : M" --, l?Ü"+', definimos o vetar CKmatura

média .H(#) de / em «; C JM como

H'(«) - ; >ll: "(x:, -b),

onde c! é a segunda forma fundamental de /, e Xt,. . .,X. C T=À/ é um

referencial ortonormal. Observando que H(z) = i >1:;-: (traço 4G)ej para

qualquer conjunto de vetores ortonormais €1, . . . , eP C TEMI, conclui-se fa-

cilmente que H(z) não depende do referencial tangente.

Dizemos que a imersão isométrica / é mínima em # C À4, quando H(aç) = 0

e que / é uma imersão máháma quando ela é mínima em todos os pontos de M.

Um subcaso de especial interesse ocorre quando a segunda forma fundamental

se anula em z C M. Neste caso, dizemos que / é totalmente geodésica em

r. Quando ./: é tota]mente geodésica. em todo pondo de ]14, diz-se que / é

uma imersão totalmente geodésica. Neste caso, é interessante o fato de que as

geodésicas de À4 são as geodésicos de M que estão inteiramente contidas em

n

Uma imersão isométrica / : M" ---* ?ii"tP é dita. ser umbzláca em z C M,

quando .Ae = Àe/ para qualquer € C Tzi\4X, onde À( € R e / é o endomorfismo

identidade de TzJWI. / é uma imersão umbz2ãca quando ela é umbílica em todo

ponto de À/. As seguintes afirmações são equivalentes:
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(i) / é utnbílica em z C M

(n) .4€ <.H(z),{>,r, { C T=Mx

(ni) a(x,}''') <x,}''>H(z), x,}''' c TzM

2.2.2 0 teorema de ]i'robenius

Antes de enunciar o teorema, fixamos algumas notações. Um campo de k-

p[anos numa variedade ]W é uma aplicação P que associa a cada ponto q C ]W,

um subespaço vetorial de dimensão k de TçM. Dado um campo de k-planos

P em .A4, dizemos que o campo de vetores X é tangente a P se X(q) C P(q)

para todo q no domínio de X. Um campo de k-planos P de classe C''(r > 1),

é chamado ánuoZutiuo se, dados X e y campos de classe C't tangentes a P,

então lx, rl é tangente a P. Dizemos que P é completamente ántegráueZ se

existe uma folheação 3 de dimensão k e classe C' tal que Z'3 = P, onde rg é

o campo de planos tangentes a 3. Um fato elementar, mas, relevante, é dado

pela seguinte proposição.

Proposição 2.1 Toda /olheação 3 de dimensão k e classe C', r > 1, em M,

de$ne tlm campo de k-planos de classe C'-t em M, o qual será denotado por

r3'

Em particular, se .A4 não admite campos contínuos de k-planos, então À4

não possui folheação de dimensão k. Por exemplo, a esfera SS não possui

campos de 2-planos contínuos (veja ISI, pp 142); Logo, não existem folheações
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de dimensão 2 de Ss. Uma pergunta natural é a seguinte. Dado um campo

de k-planos P em .A4, sob que condições existe uma folheação g de dimensão

k tal que, para todo q C M, Tç3 = P(q)? Esta pergunta é respondida pelo

teorema de Frobenius, o qual é entmciado, sem demonstração, a seguir.

Teorema 2.1 Sda P u«. campo de k-planos de classe C''(r a: 1) de$nàdo

em M. Então P é completamente {ntegráuel se e somente se é ãnuolutiuo.

Além disso, se atg'üma destas condições se ue'ü$car, o, jotheação tange'nte a, P

e unzca.

Observação 2 Como corzsequêncáa, as matizes da segunda /07ma /unda-

mentül associada a P, para cada direção normal, são sàméthcas se, e somente

se, P for com'pl.eta'mente integráuet.

2.3 Motivação

No capítulo anterior salientamos o fato, observado em IGWYI, de que fu

Iheações de esferas de dimensões superiores a três, por grandes esferas, são tão

abundantes que o problema de classificação de tais folheações, ainda em nível

topológico, permanece em aberto. Um problema. teoricamente mais trabalhável

seria o de classificar as folheações compactas com vibrado normal integrável das

esferas S2k+l. Um primeiro caso a sei considerado, por exemplo, seria aquele

em que as folhas são difeomorfas a SI, Z < 2k. Para dar uma idéia desse tipo

de problema, voltemos ao caso tridimensional (k = 1).
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O seguinte teorema, entmciado sem demonstração, é devido a. Novikov Inox ,

e é considerado llm dos mais profundos e belos da. teoria das folheações.

Teorema 2.2 7'oda /oZAeação de classe C'2 e codámensão um de uma uarqedade

compacta de dimensão três, co'rn, gv"upo jhndamental, hnüo, possui, um,a folhcl

compacta

Em particular, toda folheação de classe (;2 e codimensão um da esfera S3

possui uma folha compacta homeomorfa a T2

De posse do teorema de Novikov, estamos em condições de dar uma de-

nstração simples de uma interessante consequência do teorema (1.1)mo

Corolário 2.3 rao teorema de SuZ/{uan,) Selva À43 ama uaãedade hemann ana

fechada de mime'nsão 'à com g'r'upo j'undümentül anito, e con,s'adere, além disso,

que 'g seja, uma JolhecLção de codimensão 'um, de MS . Então não existe métücü

em Ma que to'p"íte 8 uma folhecLção g-mínimct.

Demonstração:

Devido ao Teorema de Novikov, g possui uma componente de Reeb, ou

sela, 3 possui uma folha tórica T2, bordo de -Z)2 x St C J\43, folheado por uma

fnl hpnpãn dp R pph
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Considere p(t) - ''(t), onde i; i3 e '' é o vedor tangente da curva

fechada. 7 transversal a g. Pelo Teorema do Valor Intermediário, existe um

ponto de tangência de ' com 3. H

Em particular

Corolário 2.4 Seja 3 uma /oZheação de codámensão l na e:s/era topoZógíca

tMdlme'ns'lon,al, Sa . Não existe em Ss métri,ca nem estrutura diferenciáuet tais

que 3 seja g-mínima

Popularmente, diz-se que S3 não comporta métricas para as quais existam

folheações por superfícies mínimas.

Equivalentemente, o resultado acima afirma que em Sa não existem fo-

Iheações por curvas fechadas (em particular, círculos) com complementam in-

tegrável. Uma questão interessante que permanece em aberto é a seguinte:

"Existem folheações de dimensão l de Ss por curvas fechadas e com comple-

mentar integrável"? O que se sabe por enquanto, é que o argumento acima, de

fazer uso do teorema de Novikov, não faz sentido, uma vez que tal teorema não

é verificado pala quaisquer folheações de codimensão l e de classe Ci em vari-

edades fechadas, a' e de dimensões superiores a três, como foi mostrado poi

P. Schweitzer em [Schl. Mais precisamente. e]e mostrou o seguinte teolema
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Teorema 2.5 Sela M uma uahedade ./:ecÀada stlaue (a") de dimensão rz > 4,

com uma. fatheução C«' de cotim,então \, Fo. Então M tem uma folhea,ção de

codãmevtsão um, Ft, sem folhas compactas, localmente definida por uma L-

forntü diferencial de classe CIL , tal que todas üs folhas são shbuaüedades de

classe C'" de M. Além disso, Ft pode ser escolhida Ct-concordante Q Fo

(F\.-está.usuras de Hcte$iger correspondentes são homotópicas) e tat que seus

cama)os de planos tangentes TFo e TFI seljam homotó'picos como sbb$brados

do obrado tangente TM

Em vista do teorema de Thurston, sobre a exi:

dimensão um (IThl), tem-se o seguinte corolário

fr,l }. n n nÃf'q dedetência, 0 f

co

Corolário 2.6 Qua/quer uaãedade coneza, /fachada e saque de d mensâo

'n, >z A., com característica de Enter nula, tem, umcl jolheaçãa de codimensão

1., sem folhas compactas, !ocalmene de$nida por uma t-jovma diferencial Ct

co'm, todas as folhas suaves. Uvrí\ü tat fo\h,Cação existe e'm q' al,quer cl,asse de

homotopia de campos de planos tangentes e quaisquer F\-estruturas de Hae$i-

ger

Observação 3 : ScÀmeátzer azeda para o /ato de que saa constrzlçâo é de

classe Ct mas não pode ser de classe C'z

Em tais variedades, para o caso de codimensão maior qlte 2 existem cons-

truções locais de folheações de classe O', 0 < r :Ç oo, sem nenhuma folha

campa-cta (veja ISch21 ).
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2.4 Resultados principais

Teorema 2.7 Considere 3 e 3a duas /oZÀeações odogona s rtransuersa sJ

de dimensões complemeTttares sobre zma uadedade hemann alia com cuma-

tura seccáonal constante c, 3-L umbzüica. Se c >p 0 e existe uma folha de

IÍ,compacta, que contenda o cozzlurzto ,4 = {z c M/ z é ponto cr#áco de À},

evttão 3 é totalmente geodésica e, consequentemente, M é localmente um pro-

duto hemanniano de folhas de 3 por folhas de 3-L

Teorema 2.8 Sejam 3 e 3-t duas /o/reações ortogonais rÍransuersais,) de di-

mensões complementares sobre uma uahedade hemann anel completa M. Se

üs seguintes condições são ue'r'i$cüdas:

1. 8-L é totalmente umbzQica e 3 é m2;n2;maJ

2. ,4s matizes (KÜ) têm traço não-negativo para todo a, as matizes sendo

de$nidas, para l Ç {,j « n, por

Ã'8 = -R(e«, e:, e:, e.), R(eC, eo, eB, e...):=< R(ea, eo)eB,'.. >:= R...Bco,

e. um uetor unitário tangente a 3 e R é o tensos cumat ra de M,

então 3 é totalmente geodésica. Conseque'rttemente, M é localmente tLm pro

duro hemanniano de .folhas de 3 por folhas de 3-L

Antes de procedermos com as demonstrações dos teoremas, estabeleceie

mos algumas notações e demonstraremos uma equação, em coima de lema, de

importância fundamental em nossos argumentos.
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Seja 3 uma folheação orientada. e tiansversalmente orientada de codimensão

p sobre uma variedade riemanniana iV"+P. Escolhemos um campo de refe-

renciais ortonormais adaptados a g,{ei,e2, - . ,e.,e.+l,. . . ,e.+p}, ou seja,

os vetores ei, . . . ,e« são tangentes às folhas de 8 ( e, consequentemente,

os vetores restantes e.+i, . . . , e«+p são normais às folhas de 3 ). Considere

{0:, . . . ,0«+.}, Q,4B, u..IB, l :ç ..'i,-B < n + p o coieferencial, as formas de

curvatura e as formas de conexão associadas a este referencial. Em primeiro

lugar estabeleceremos a seguinte convenção sobre os valores dos índices:

1< .4,B,C,...,<n+P; l<Í,.j,t,...,< nl n+l< a,P,7,...,<n+P;

Quando tais índices aparecerem em somatório, significa que percorrem todo o

seu conjunto de definição.

Lema 2.9

ei(À)+e«+i <A,e«+t> S À'=1:a.+i.+i: (2.1)

onde À é uma apZácação À : r3' --, ]R taJ que -.'l.: (e:)/d, ..4.. : r3x --, T8x

é o opera,dor de Weingaden de 3L , Id o en,damor$smo identidade, R o censor

cumatura, de M, S e h o quadrado do, no'r"m,a da, segunda forma fundamental

e o uetor curvatura média de 3, respectáuarTtente.

2.4.1 Demonstração do lema 2.9

2

As equações de estiutuia são dadas poi

(b.4B = -- >. u,.{c A oca + Q..!B,
C

(2.2)
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KABCD :: RABCD',

(2.2), temos, por um lado, que

d«:.kw, .~) - >ll: {rl\rx.

Por outro lado, pela primeira equação de (2.2),

««:. - E {'-â. « o« -- -:.a'«}

- E { E ar:.k«)o, « o« + >1: r:.rS.o« " ''}
A ' B B,C

- >1: arl:('«)o. A o. + >1: r:.rs,o« A ''
B,C A,B,C

- }: { (r:). + }: r:.rS,}o«o. , (rS,)« - arS.('«) ;

Pela segunda equação dee e Ç

À

Á

3c n.0o'.',.*B 0C, Q.'B ' 1lx"i-
C,DC

(2.3)

Ou seja

d«:«(e«., e«,) - (I'lva). - (i'Z),., + >: t':.{t'l!«, - F%«} (2.4)

Somando-se em { as equações (2.3) e (2.4) com Ã4 = i, N = n + l e, em

seguida, igualando-as, obtemos

E {Fn-:FL«..: . -- 'Ü«-'.:«--«} - E { (FH:): (:'!«---)«--:-'"

+ }: râ...:lrF: - ]-'h.. :} l (2.5)

Nos pontos em que h e /zi são funções que não se anulam, podemos, sem perda

de generalidade, supor que o referencial adaptado seja tal, que ei = lilirÍ, e

e«+i - ÍÍmÍ, onde A(z) e hl(z) são os vetores curvatura média de uma folha

de 3 e de 3i respectivamente, que passa.m por #. Neste caso, teremos que

À

A

- >: g (rH:):
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]';#: - <V....:e:, .«--:> - <.:, h"> + (rl#:): - ':<e:, A">

+ }: (r:H:): - e:(À) (2.6)

'l..... - <V.:.:, .«--:> - <V.e«---, .:> + (rl«-.:)..... - '«..--<V.:.«--:,e:>

+ }l: (r'l«...:).+: - -n'«...:<h, .....:> (2.7)

<V.,e{, e«+i> = --<V.,e«+t,eá> = <V.:e.+i,ej> = <V..ej, e.+i>

+ I'!....: - I'}....: - <V.,e«*:, ':> (2.8)

I'#: +tej, e:> = <e{, Ai><e«+i, ei>

<.1"'+i- 0
' ' Jt '

F:.+i = <V..e{, e«+i> = -- <eí, Al><e.., e«+l>

+ I':....: -<e:,h"><e.,e«+:>

I'"+i = <'V..+.e.*, ei> <V..+ie{, e.>

:> i'l:;: <e:, A'> <..., e«...->

i'l*....: = <V.:e.., e.+i> = --<V.:e«+t, e.>

+ I':... :<V.:..+:, e.>(2.12)

por (2.6) a (2.12), o lado direito da equação (2.5) pode sei descrito por ei(À) +

e.+l < h, e.+l > S-- À2 enquanto que o lado esquerdo é igual a >': /Zi.+ln+li

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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2.4.2 Demonstração do teorema 2.7

Para demonstrar o teorema, observemos piimeiiamente que (2.1) fica

.-(llA"ll)+e«--: < ,e«--: > S llh'll'

Seja L a folha compacta contida no conjunto .A. Isto implica que el(l ha ll) = 0

ao longo de Z, e, portanto, (2.13) é equivalente a

1 < A, e.+i > --S -- llAlll2 - c. (2.14)

Suponha que ' : 10, ól--} L seja uma curva integral maximal de h, paiame-

trizada pelo comprimento de arco, tal que 7(0) = p, "r'(0) # 0.

Parametrizando "r pelo comprimento de arco com parâmetro s, vê-se por (2.14)

que llhl é crescente ao longo da órbita definida por ' e, portanto, ' tem com-

primento infinito e s é definido em 10, oo)- Novamente por (2.14),

lhll'(s)-S- llh"ll' c V;>0. (2.15)

Por outro lado, a desigualdade (>1:Z:i À{)2 :Ç n }:Z:: À2 implica que S > llêll:(O

Essa desigualdade em (2.15) implica que, Vs > 0,

lhll'(;) a: llhll'(.)

Considere agora a função g : 10, oo) --, R dada por

Fixando um número estritamente positivo a e aplicando o Teorema do Valor

Médio para a função g no intervalo la, sl, obtemos que
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Ú *Ú -H8'; - «,

m, a seguinte desigualdade é verdadeira pala todo s > a:

l l l
-Üiím+-Üním> io "),

que é uma contradição, pois, o lado direito da. desigualdade fica ilimitado

quando s ---} oo, ao passo que o lado esquerdo é sempre limitado. Consequen-

temente h = 0 ao longo de -L, e, portanto, AX = 0 sobre Ã4, por (2.1).

onde c cla,sl Asserl(

Observação 4 Nos pontos onde A é nulo não há o que ser provado, Naqueles

em que h-L é anulado o teorema acima segue por ÍB WI.

Corolário 2.10 C'onsãdere 8 e 3x duas /oZÀeações odogonaás de dimensões

complementares sobre uma uahedade Memannãana compacta com cumatura

seccÍonaZ constante não negar ua c, 3'i uzrzózqáca. então g é totalmente

geodésica, e, conseque'ntemente, M é localmiente 'üm produto üemanniano de

folhas de 3 l)or folhas de 3J-
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2.4.3 Demonstração do teorema 2.8

Pela equação (3.6) do lema (2.1),

e-(.x) S À' - >ll: &«-'-:«-'-::

Portanto, ei(À) 2: À2. Como antes, Suponha que ' : lO,ól--,

curva integral maximal de A, paiametrizada pelo comprimento

que 7(0) = p, ''(0) # 0. Paramettizando ' pelo comprimento

parâmetro s, vê-se por (2.16), que llhll é crescente ao longo da ói

por ', e, portanto, ,y tem comprimento infinito e s é definido em

(2.16) fica, então, equivalente a

X'(s) > À', Vs > 0.

Daí, .X = 0, o que implica, novamente por (2.16), que S = 0.

2

(2.16)

L seja uma

de arco, tal

de arco com

bata definida

lO,m).

Corolário 2.11 Sdamz 3 e 31 duas /oZAeaçães odogonaãs de d mensães

complementares sobre uma uadedade riemannãana completa de cumaturü de

Ríccá zzão negativa, M. Se gZ é umbz#áca e 3 é g-míhíma, então 3 é total-

mente geodésica. Consequentemente, M é localmente um produto hemannictno

das folhas de 3 T)elas correspondentes jo\hüs de 8t

Corolário 2.12 Seja M umza uadedade ráemanrzáana completa de c atura

de Rica nã,o negativa. Se 3 é uma, jolheação g-mínimcl de codimensão 'üm,

sobre M, então 3 é totalmente geodésicct e, portanto, M é localmente um

produto üemanniano de fo\has de 3 pelo seu P'ülo no'rmüt, 3t



Capítulo 3

Uma limitação inferior
topológica para o volume de
campos de vetores

3.1 Introdução

Um campo de vetores X sobre uma variedade riemanniana determina uma

subvariedade no vibrado tangente. O volume de X é o volume desta subva-

iiedade munida da métrica de Sasaki induzida. Quando M é compacta, o

volume é bem definido e, usualmente, este funcional é estudado para campos

de vetores de norma unitária.

Pa.ra variedades de dimensão ímpar obtemos um resultado explícito que

mostra, de certa maneira, como a tipologia de um campo de vetores que tem

norma constante influencia seu volume. Aplicamos este insultado para o caso

de campo de vetores que definem folheações riemannianas com todas as folhas

compactas.

Vale iessaltai que em IBCI tais resultados são apresentados pala variedades

de dimensão 5.
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3.2 Preliminares
3.2.1 A métrica de Sasaki
Q ') 1 1 T..+.,. ''l --"a,-.
LJ n H n .l P .H. .llXUA v\.t U\ÍCXv

Nesta seção iremos descrever a métrica de Sasaki, cuja descrição pode ser

encontrada, por exemplo, em ICil. Esta métrica talvez seja mais conhecida no

vibrado tangente a uma dada variedade riemanniana, mas, de forma análoga,

pode ser definida no campo de q-planos tangentes.

3.2.1.2 A variedade G(q,M)

Seja (M", g) uma variedade riemanniana compacta e oitenta.da de dimensão

n = p + q. Denotamos por V a conexão de Leva-Civita de g. Seja G(q, À4) a

variedade de Grmsmann de q-p]anos orientados tangentes a ]\4 definida por:

c(q, w) - U a(q, m)

onde G(q, T=M) é a grasma.nniana de q-planos orientados no espaço euclidiano

Descrevemos um ponto de G(q,T=M) como um multivetor, ou seja, cada

€ € G(q,TzM) é identificado com ul A . . . A uq, onde {u.}:.: é uma base

ortonormal e orientada do q-plano correspondente. Observamos que ui /\. . ./\uq

pertence à álgebra extet'ioi' de grau q de 7;M, Aq(TzÀ/);

Em cada G(q,T=À/) é definido um produto escalar ind

AÇ(TzM), que sela denotado, por abuso de notação, g

tlzido da. métrica. deetr]
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Daí, se € = ui /\ /\ UÇ, 7? = ml /\ 4. wq € AÇTzÀ4, tecemos que

g((,q) («:,«,j):$:,j$,)

Sda r : G(q, À4) --, M a projeção do vibrado. Para uma carta (C/, (z')) de

M, seja (« '(t/),p = (,',e'' '')) uma carta de G(q,À/), onde pa-a " C U

e cada um dos elementos da forma € = }::$ <--<.,$.e - ''ã$Í(q) A . . .A

ã$i(z) , a aplicação coordenada ç' seja dada por

P(«,e) -(,:(«),.. . ,"(«),e:'' '',...e-''':, ''")

Quando não houver perigo de confusão, omitirenlos o ponto base z C JW e

diremos que € pertence a G(q, M), quando, de coima mais precisa, deveríamos

mencionar que (z,C) pertence a G(q, ]M).

3.2.1.3 0 vibrado tangente ã : 7'G(q, JW) --, G(q, M)

Denotamos pol â : 7'G(q, M) --, G(q, M) a projeção canónica do vibrado

tange«te a G(q, M) e sd« (U, (,')) «ma par'metrização cle M em :«. Pa-a um

p-to (z,e) C G(q, M) e q um veto: ta«gente a G(q, M) em (z,O, temos:

o->1:x'ã:(e)+: . }: , "': '''ãê;l;(C) CTcG(ç,M), (3.i)

«'. - «,t-(Ü - í-'(i(U)),V') é d-d- p"

@({,q) (#),.. ,;"(z),C:' '',...,e-''':,--,",X:,...,X",q:, ' ,...,,f+:, '")

Define-se o subespaço veitica] de TeG(q, ]V) como ü( = ker(dã-)C. Onde üC é

o subespaço dos velares tangentes a. € (1ue provêm de curvas e(t) em G(q, TzM),
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ou seja, de ruivas que, pala quaisquer valores de t, ã-(e(t)) = ã(e) = z. Nas

coordenadas locais descritas a.cima, temos que

t,c - TcG(q,T=M) e''' '',0,,7'-, ''')}.

Uma maneira intuitivamente mais natural de se definir um complementar

algébrico de üC em TeG(q, À/) é fazendo uso da conexão de Levi-Civita de M

da maneira seguinte:

Para um vetou q tangente a (z,{) C G(q, M) como em (3.1), considere

e(t) = EiS..:< -.:.,É. {'-,",''(t)ã$Í(t) A . . . A ã;%(t) o transporte paralelo de

{l ao longo da cuida integral de X = }1:. X'ãa que passa por x. A condição

Vxe(t) It-o implica que

E K': ''o ,mãi-"..."õ:-+c'''''v.*(õL" ."ãl) -o.
lgai<...<aq$n

Dizemos que 77 é o levantamento horizontal de X em € se as coordenadas 77'' ''

de (3.1) provêm da variação descrita acima, isto é, se q'- '' = (e': '')/ (t) l.-o.

O subespaço horizontal be de TeG(q, M) é o espaço de todos os levanta-

mentos horizontais dado por

be,e''.- ,'',x'o'-' '''') c z(c(q, m)/

l$ai<...<aq$n

é imediato verificar que be n € = {0} e que TeG(q, M) = b( a) üC. Um vetou

1? C TeG(q, M) se decompõe com respeito a esta soma direta do seguinte modo:

E «''' '''m" .."m--c':, ''''*GL" "ó:-)

? ,',e':, ,'',x',q'-,''','') v7b + 7?.
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«.-tx'â E {'-, ''':'.*G:" "ã:)
a::l l$ai < . . .<aq .S7t

«.- E "'' ''m" .."m--c'- ''».*G:-" "ÓL)
l$ai<...<aq$n

Definição 3.1 Z)eyine-se o corrector X: da cone:rão de LeuÍ-(1%Data V de M

X: : TG(q, M) --, G'(q, M), c.m.

"«,Ü- E «'' ''a;a"..."a;ç+'':"''v.*GL"
l$ai<...<aÇ$1n

Observação 5 Como /oi mencionado arztes, o subespaço Dedica/!ZJ é o espaço

tangente à subuüüedüde GÇq,T,M); Co'mo tal subuaüedade é unl espaço ueto-

üal, podemos {denti$car seu espaço tangente com ete mesmo, ou seja, ti( =

T(G(.q, M) = G(.q.T,M). A ap\iccLção K. jaz esta i,denti$cação nüturcLI, dcl com

parente medical de 71 como ponto de G(q, M)

Temos as seguintes propriedades de X:

Proposição 3.1 . O conectorX: : 7'G(q, À4) --, G(q, À4) ueh$ca as seguintes

propüedüdes:

1. q aÃ:::=H OH e a oJC ::a-odn-

2. P«« « C TzM e «m« «ção ( : M --, G(q, M), tem« que K(de(«))

v.e;
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Definição 3.2 -De#náção da -/\métrica de Sazaká. Uma uez que, como Já

Damos, T(G(q,À/) = be a) üC, /atentos uso de n- e Á: para tomar a pane

hoh««l«Z . «dí«Z, "'pe.fã««.ente, . medi,, «.{m, «t« em TeG(q, .M).

P«« ,7- , q, C TeG(q, M) de$námo.

gs(q:, q,)(d«-(,7-), d«-(q,)) + g(X:(q-), K(q,))

gs define, portanto, uma métrica riemannia.na sobre G(q, M) e é chamada

de métrica de Sazaki. Observe que gs converte a projeção n- : G(q, M) --, M

em uma imersão riemanniana, onde o espaço vertical t) e o horizontal b são

rni i+ i i n rn on+o ni'+nnnn a ia
vxxvu vx uvE)VI A WAvç

3.2.2 Volume de campos de vetores
'2 ') ') 1 T..+.,.'4ll"n'l
LJ P H + H B -L = XXUX v \X U:Í C4\J

Nesta seção o volume de um campo de vetores unitário X é apresentado.

Para facilitar os cálculos, primeiramente é dada a definição do volume de uma

transformação linear, que é, fazendo um abuso de linguagem, o volume da ma-

triz .A associada a esta transformação em relação a uma dada base oitonoimal.

O motivo para essas considerações é a identificação que será feita de .4 com a

matriz da segunda forma fundamental de XX
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3.2.2.2 0 cálculo de uo/(X)

Definição 3.3 0 uoZume de um campo de uetores unitário X, uoZ(X), numa

ua.dedade (.M" ,g) compacta e ohentada é de$nádo como o n-volume da sub

uahedade X : M --, TtM onde em TtM, espaço tangente unitário, conside-

ramos cl métri,ca, de Sazüki gs.

Por definição,

uol(X)= 1 ux(w\(gs),
X(M)

onde z/x(w) (gs) é o pull-back na subvariedade X(.ü4) da forma volume de TiM

com a métrica de Sazaki gs. Para isto temos que considerar outra métrica em

M, (X*gs), tal que

vx(u)(gs)- l uu(.x*gs).
X(À/) JM

A métrica X*gs e a g estão relacionadas. Considerando a definição de métria

de Sazaki dada na seção anterior, para y, Z C TM,

(x*g.) (}'', z) g.(dx(}''), dx(z)) -

g((d«(dx(y))),(d«(dx(z)))) + g(K(dx(}")), K(dx(}'')))

g(X Z) + g(V«X, VzX),
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onde n- é a projeção do vibrado tangellte r : TJt4 --, À/ e K : TT&/ --, TÀ4 é

o conector de V. Assim, a mudança de métrica é dada por

««.,(X*gs) - vã=i(ã.i««.(g)

onde para um referencial ortonormal de .A4", {e.}=.i, .4 é a matriz

l+g(v.:x,v..x) g(v..x,v.,x)
g(v.x, v.x) 1 + g(v.x, v.x)

g(v..x,v..x)

g(v.x,v..x)
g(v.x,v..x)

l+g(v..x,v..x)
Á

E imediato verificar que

det(-4) =

i+>1: 11V..Xjl'+E: llV..X,'W..Xjl'+. . .+ }: llV..:XP.. . . V... :Xlj2.
a=la<b

(3.2)

Observação 6 ; ]Vote qae o n-uetor V.X A . . .V..X é nw/o pois X é

unitáho: considerando uma base ovton07m,al tal que e. = X, pois a de$nição

de um tal n-vetar é independente da base ortonoT'mal escolhida, tem-se que

n

llv..:xA

g(V..X A . . . V..X, e: A A e..] /\ X) det(g(V..X, eó)) ,

do«de « áZtim« «Z-« d« m«t«ã, g(V..X,e.), g(V..X,X), é nuZ« V«
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Poisa.nto, pela definição (3.3) segue a

Proposição 3.2 Sda X um campo e uetores unítáho em (M",g) compacta

e orientada. O volume de X é dado pela expressão

«z(x) - / v;iÉith + (vx)*(vx))« -

/].(l + ;l; llv..xll: + E llv..x " v..xll: + - -.+
+-..+ }: llv..:xA...v... .xll')i« (3.3)

al <...<a.- l

Pela proposição acima fica evidente o fato de que

n

-Z(X) 2 -Z(M')

E que a igualdade é satisfeita se e somente se X for paralelo

Definição 3.4 Sela V'" um espaço uetohaZ o uoZume de uma a7)Zicação linear

T : V" --, y" é, por de$nição, o uo/ume de seu gr(ÍHco, ou seja, se p : V --"}

\,' x }' é d«d« PO,P(«) r«), então

-/(]")

onde, para o cálculo do volume de p(y) se procede d

sidere a (única) aplicação

P* : \''x " ""; xV' -- A"(y x }'')
(«:,...,«.) H 9(«:)A...A9(««)

que é n-linear e anti-simétrica. Fazendo uso de um leve abuso de linguagem,

devido à correspondência biunívoca (ui , . . . , u.) -, ui /\ . . . /\ u

Cona. seguinte maneiraeg'iii ] l

?
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clenotaiemos ainda poi g* : A"V --, A'(y x V) a aplicação tal que

P*(«- A . . . A «.)

Poi definição, para uma base {eilZ;;i de V,

A P(«.)

«z(r) - -z(p(b''))(e: A ... A..)l

cuja última expressão é independente da base ortonormal para calcula-lo. Cal-

culemos o valor de uoZ(T), supondo que a matriz de T na base {eil::i de

y seja .A = (aÍj). Abusando da notação e denotando a base de V x y por

{ei =(ei, 0), e.+i =(0, e:)}Z::, teremos que o n-vetou p(ei)A. . .Ag(e«) é dado

por:

«@J " . . . " «@«) - (.: -- E::: "-.«--:) « . . . « (.. -- EL: ":«.«--:).

Por outro lado,nos interessa também a expressão do n-vetar p(el ) ,A . . . A p(e«)

nabaseusualdeA"(V x V),{e{. A...Aei./l $ {i < ... < á. 5; 2n}, aqual é

p(':)A. . .Ap(e«) - e:A. . .A'«+ >1, ":j':A. . .A'J :A'«+:A'j--:,'X. . .A'. +
IÉ{ ,.j Sn.

+ )l: (':..j: ':,j, -"::.Í:«:,:f. )e:A. . .A'j:-:''\'«+:. ''~'j:+:A. . .A'j,--A'«*:,A. . .A'.+
{l <i2
.ji <.j2

+. . .+ : (--1)Í'': det .4Íjjjj:'::e.Í.Ae«+:.A. . .A'«+i. .+det(Á)e«+lA. . .'"-''«
{ l < . . .<{,. - l
.jt < . . .<.j,. - l

(3.4)

onde nopenúltimosomatório.j. éo únicoelementode {l, . . . ,nl\{.jl, . . .,.j« :}

e .4Íli.T# é a submatriz de .4 formada pelas linhas (íi,...,ãk) e colunas
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(.jl , . . . ,.jh). Então, como coeficientes de p(el) A . . . A g(e«) aparecem todos

os determinantes menores de ,4, além do l que aconlpa-nha el /\ . . . A e.. Isto

significa que pala calculei l ip(e] )A. . .Ap(e.) l l2 é suficiente calcular o quadrado

de cada um de seus coeficientes. Mais precisamente, temos a seguinte

Proposição 3.3 S a T uma ap/{cação linear e .A = (aij) a matriz de T

associada, a, alg'uma, base oüo'nomnal. Então,

-z(r) - li+ 1: .8+ )11: (d't'ljf#y\ l/:=/. = /;\' ll${,.j$n 1< 2
.j l <.j2

+...+ >:(det.ÁÍ:1112::)'+(det.4)''l(3.5)
= , ,= /{l<...<in-l '
.jl<...<.in-l

De apoia em diante nos referiremos ao lado direito da equação (3.5) como

volume da matriz ,4

++

0

3.3 Resultados principais

Nosso objetivo principal neste capítulo é demonstrar o seguinte teorema

Teorema 3.5 Seja M uma uahedade hemann ana compacta de dimensão

2k+ l e considere r > 0 e X um campo de velares sobre .A4 taZ qKe ljXll = l

Suponha que OzK+\ denota a j07ma dual unitária de X e R2 :: 'El:lÇi.j.k.t<aK R:jkl,

)Ttde Rijkl são as comi)Quentes do tensos cumathra de M. Se r > -ÜI.17i.(?l...t) '

-z(x) »: l=1?1;;i .L x(x") A o«--- . (3 6)

XÇXX ) é u classe de Enter do sub$brado odogo'n,ctl Q X
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3.3.1 notações

Seja (Ã4",g) uma variedade riemanniana compacta, sem bordo e de di-

mensão n = 2k + 1. Se X é um campo de vetores unitário, escolhemos em ca.da

ponto um referencial local ortonormal adaptado {e] , e2, . . . , e..l, e.. = X}. De-

notamos a base dual e as formas de conexão como no capítulo anterior e V a

conexão de Levi-Civita.

Considerando um campo de vetores X g]oba]mente definido em ]V, pode-

mos considerar o subfibrado de TIW determinado pelos vetores ortogonais a. X

em cada ponto de M e tal subfibiado será denotado por Xi. A segunda forma

funda.mental 7{ de XI é dada por:

H=(h.õ), onde h.ó =g(V..eÕ,X) a,b= 1,. .,n-- 1= 2k

Pelo Teorema de Frobenius 7-í é simétrica se e somente se Xx é integrável.

Pelas equações de estrutura, as formas de curvatura de Xi, digamos Q.Ó, estão

relacionadas às formas de curvatura de M pela equação

õ.. +«,.,. A«,.,.. (3.7)

A definição do PfaHiano da curvatura do vibrado 2k-dimensional XI é:

p/(õ) - ãh }: '(')õ,'m.-m A . . . A o,-("-o.-(«), (3.8)
rCc52k

onde 62k é o grupo de permutações de 2k números e c(r) é o sinal de a'-. Uma

propriedade muito importa.nte do PfaHiano da curvatura. é a igualdade

x(x") - l.ã;Fp/(Õ) (3.9)
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onde X(Xi) é a classe de Euler de Xx. A norma do tensos curvatura de XI

7Z, é dada pela equação

(3.10)
l<a,b,c,dÇ2k

onde ,R.Ó.a são os componentes do censor curvatura de M. Note que a soma

somente envolve índices correspondendo aos vetoies normais a X. Usando

as propriedades de simetria do tensos de curvatura, podemos expressam 7?. da

seguinte forma, mais conveniente aos nossos propósitos:

7?2
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3.3.2 mudança de métrica

O volume de campos de vetoies é um funcional que depende fortemente da

métrica. Como em IBCI, achamos conveniente fazer um pequeno comentário

sobre essa dependência, inclusive porque até o momento tal cálculo só tenha

sido definido para campos de vetoies unitários.

Por exemplo, uma simples mudança por homotetia na métrica de M

causa uma mudança não homogênea nos termos que aparecem na equação

(2.1). Mais precisamente, se ljXjl = 1 em cada ponto e r > 0, então y - :#X
é um campo de vetores globalmente definido com norma igual a : ] , ou seja,

y é um campo de vetores de norma unitária sobre J\4 munida da métrica r.g.

Neste caso o volume de y fica

«''*, - .L(: -'- :gi"'.."«: -- ;!;l, ii"..:" "«..,"n'-- :,
+ +A E. llv...x" "v..,.xll'):«

al <...<a2k '

Observe que se X é um campo de vetores unitário, o último teimo da

tacão acima. a norma do vetor V..X /\ . . . A V,..X. se anula (veja 6)
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3.3.3 delxionstração do teorema

Demonstração: Associado com y temos o campo de vetores unitário dado

por X = víy. Considere um referencial local {ei, . . . , e2k+l :: X} adaptado

a X. Desconsiderando os termos das somas onde VxX aparece e tendo em

vista a observação acima e (2.2),

«''*, * i .L(«"--,"-' ; "'...*"''''"'' E, ii'..:.* " '..,"n: --

--," ' E ll'....*",..,-..,"lt'--...-- E n',.:.*". "'.,..*ii:);«
al <a2 <a3 al <...<a2k '

(3.12)

onde todos os índices variam de l a 2k.

A primeira soma que aparece no integrando de (2.3) é meramente a soma

dos quadrados de todas as entradas da matriz associada com a segunda coima

fundamental H. Ou seja,

2A 2k

}:llv..xll'- }:hli.
a::l a,b::l

A segunda soma de (2.3) são as somas dos quadrados de todos os menores

2 x 2 de '7{ e assim poi diante. A última soma é simplesmente o quadrado do

determinante de H. Denotaiemos de agora em diante poi (Aí)a a soma dos

quadrados de todos os menores { x á de 7{. Com essa notação, (2.3) fica assim

reescrita:
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«'(«) ; i /l, (,"-',"-:wo'--," '«-J:-'-. . .--,w«-o'--p«):) ;«
(3.13)

Considerando a matriz simétrica 2kx 2k definida poi .4 = (g(V..X, V.X)).ó,

as funções simétricas elementares de Á, a{(-A), são exatamente os termos de

Z

2k 2k

det(-rd + t'i) - l>: ":(.'1)t: - l>1:(A:):t:
{-oá-o

onde aã = aO(.A) = 1.

Como diferentes aj(.A) := aj são de graus diferentes, é impossível compara-los

diretamente; Não obstante, existem desigualdades não-lineares que os relacio-

«m («e: lnLpl,pp s2).

Clonsidere

então,

p? a:p:-:p:...: { :L,...,2k-i, (3.14)

onde a igualdade ocorre se e somente se os ÀÍ forem todos iguais. Como con-

sequência direta de (3.14), segue que, pa-ra. 2 < .j :Ç k 2,

P}.: > z'j ,,j P;+i ê PJPj+2. (3.15)

Como pj > 0, pois os Ài são positivos por hipótese, multiplicando ambos os

termos de (3.14) por pj ipj+i e considerando (3.15), segue que
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pj :p?pj...: > p? :pj...: > pj ,pj"j--',

do qual resulta, simplificando:

Pj iPj+l Pj 2Pj+2}

que, juntamente com (3.14) fornece

P? Pj-2Pj+2.

Repetindo o processo acima, prova-se que se .j é par e 0 :Ç s < {, que

P? Pj 2,Pj+2',

ou, equivalentemente, para j pai e s ' 0, . . . , {,

aj > -c?éli1;3E5-aj-2.aj+2,.

De forma análoga, se .j for ímpar conclui-se que pala s - 0, .

a; ê i1;:13illi5'Í;lll:il:-lÍaÍ-2s-l aj+2s+l'

Isto implica, para .j par e s " 0, . . . , Ê, que

'l.l?élll?E5-a?.,,aj-.-,,,

45
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mas, desde que cada um dos Âi são não-negativos,

(T)

Aj > -7il?lli1llli{3:Aj-2,aj+2; '
Para o outro caso,

(3.16)

2k
j

:aj -- 2s -- la .Í+2s+ l (3.17)

Neste ponto da demonstração precisamos de um resultado preliminar cuja

importância ficará clama logo mais adiante e cujo enunciado será feito na coima

de lema. O método de demonstração do primeiro item, em linhas gerais, pode

ser encontrado em (IBCNI).

Lema 3.6 C'om as mesmas notações adoradas até agora, tem-se que

(i) Para cada .j = 1, . . . , 2k,

';; áü»«'"-"
(n) p««c«d«ka:l . o<á<k, Ó k ãnte{«'),

(2k)! . (4(T))' :
(2ã)! ' (2k 2á)!

(3.18)

(3.19)

l)enionstraçao:

Pnl'n ç, dntnnnctrnp

J par:

Para que apareça o coeficiente de A.j-2,z\j+2, da expressão geral (3.18) usamos

(3.16) para obter

paridade de j(i) separadamentede consideramos a. l (eDa.iao ] l

(3.20)
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quando s = 1, . . . , {, e quando s = 0,

(5)' (5)'
-1%-»j a, -Õh»j O 'o

Para demonstrar (3.18) falta verificar que a soma dos coeficientes de (3.20)

pala s - 1, . . . , {, com o coeficiente de (3.21) dá excita.mente 1, ou seja, que

,ÉqP*g-:.
Reoldenando o somatório, queremos provar que

il) - 'ÊI(f)(, ! .) *(ir - i(t)(, ! ,)
Que pode ser demonstrada desenvolvendo o produto notável (l + z)2k de duas

maneiras equivalentes:

Ê (T)* - ': * «," - ': * «''': * «,' -

IÊO««llâo««l
'Ê,.:, (;) (:)««'*" -

-ÊI(t)
J impar:

Basta verificar, de coima análoga ao caso anterior, que

k
S ;) ({ ...:...;) (T)
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e isto demonstra a paire (i) do lema.

Para a parte (ii) consideramos a função ./: : 10, oo) x 10, oo) --, R dada por

.ra, «) - ré:r-D
(4 ('?))* -'

onde I'(z) é a função restrição da Gama de Euler a IR. Calculando sua derivada

vemos que

gÍ - ,gh -- m#q:h [-'« ,« -- :, -« e(T) )--
+ 4ârok + 2« -- ol :» o,

o que mostra que pala provar (ii) é suficiente fazê-lo para. z ' 0, pois /

é crescente com relação à segunda variável, ou seja, basta provarmos que,

vk > 1,

'''~,,,' ; ('(T))' ';.,',
A prova segue por indução: para k = 1, (3.22) se verifica. Supondo (3.22)

queremos mostrar que

«" -'- ',,,' ; o("; '))":
Como ('k+') = --ãX;(ãi:lF-("), seg«e que (3.23) é 'q"i"le«te a

'" -- ',''" -- :':«"',,' * '("J' ') [e'Ü:%P] ''' (Ty '; «,

com (' : ') = (k + 1)(2k + 1), utilizando a hipótese de indução fica claro que

é suficiente para a prova de (3.24), mostiai que

4a + o'pk + i)' a: 4(k+ i)(2k + l) l(1 + 1;)o + iilT)l

(3.23)
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ou seja,

@ -- n(" -- o ; (: -- l;y(: -- %Ly. o.")
Como é sabido, ak = (1 + 1 )k é uma sequência real positiva crescente limitada

superiormente, ak < 3. Disto segue que (l + ã 2 )k < 3«ã < 6, o que implica

que bk = (1 + {)E(l + ãjlil:i)k é uma. sequência real positiva crescente limitada

superiormente, com bh < 18. Por outro lado, ck = (k+1)(2k+l) é estritamente

crescente, ck > 28 para k > 4, e, portanto, (3.25) é verdadeira para k > 4.

Poi inspeção direta, verifica-se (3.25) para 1 < Ã; < 3, como queríamos. Isto

demonstra (ii) e o lema está demonstrado. H

Observação 7 .4ntes de proceder'mos com a demonstração, acreditamos que

seja útil observar que

(,) /'mZ,««d. q«. (f) - 0 « ã > k,

[Ê#»«,'-']' -ÊÊdR»«'"-"'"-'
(b) p.Z« p« 6i) d. Z.m« rg.6) obt.«.o' ;«ce«í«m'«te

(2k)! > (2{)!(4(?))*':

'",''"'' * '",''«,, e(T) y':(:;)
''*'' * ,',,(,H)'':a

'z

(3.26)
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Da Última desigualdade segue que se r > -=;i7:i;i. S- -ii.llk5' então

Ü * =m:nm ; 8«*':. (3.27)

Agora, por (3.13),(3.18),(3.26) e (3.27), segue que

-''*, ;i.La »j,«-o ;« ;

* ;ltlÊÉ db»«'"-",«-'l;« *

;i lrÊ&»«,*-:l:l;«*

;iÁ ÜÊ',:,,(;)«*-:»,: «.
A última integral é relacionada com o PfaH:cano de XI da seguinte maneira.

De (3.7) e (3.8) temos que:

(3.28)

2'(k)!P/(õ)

: o') (-,.:,, ,, --",':,«*:""''',«*:) « (-,.,,,'.,--",':,«-' : "",'',«-.:) «. . .«
7'CC152k

« . .. «(-,.,»-:',.,*, * ".':*--,,**: " ",':*,:**:).
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Dai,

2k(2k)IP/(Q) :: >1, C(1'-)Q,(1)r(2) /\ Qr(3),-(4) /\ . - /\ Q,-(2k-1)''2k+

* if) .; .',,-'',,.,, " " -,.*-"..* ,, " ".'»-",**: " ",'~:**:*\x./ .rC€52k

+ (2) >-' (a'-)Q.-(i)'-(2) /\ . . . /\ Q,-(2k 5)'(2k-4) /\W,'(2k-3)2k+l /\ . . /\Wr(2X;)2k+l+
'\ / 7"C€52k

* l:) .; .',,-,',,.," ",'"-"-:»,'"-«,"","-"*:,,**:" ""''~«*:'' / 7'C€52k

* *(:) .; ,,",':,,**:" "",'~,**:"",'*-",**:" "",'~«*:'' / 7'ecj2k

(3.29)

donde

C(1'-)Ql-(1)1-(2) /\ . . . AÇ)r(2k (2k í»l-(2k 2i) AWl-(2k 2{+1)2k+l A ' . . /\Or(2k)2k+l

- 2a-o(2{)! >11: '(')n.:.,A. . .AQ'" '", -,':..,,A"'" ,:,.«...:A. . .A'''.«"''':
a.j <a.j+ l

onde cada ai percorre os inteiros positivos de l a 2k, e, se { # .j, o par (ai, aÍ+l)

é não ordenado com respeito a (aj, aj+i).

Denominando (:)a o i-ésimo termo da expressão para o PfaMano em (3.29)

e avaliand(»o na base tangente a X-L, {ei , . . . , e2k}, temos o seguinte aspecto

para .f%:

â(e: , . . . , .«)

2(k :)(2Í)l .(«)'(b)Q«:«(e.. , eó,) . . . Q.,'-'".. :'.. ,;(e.:*..,.. -,, '.,. ,.)

(«,.. :.. .«...: A . . . ''\ ".««--:)('.,. ,.. - , . . . , .«)
aj <aj+l b!<bz+
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Portanto,

52

E(e:, . . ,e«)

2 o(2i)! }: ''' >1: .(«)'(z')R...,..u...R'" ',:--:'«. «'" '«'-,'" "

al<a2 a2k--(2i+l)<a2k--2i
bi<b2 b2k.(n+i)<b2k-2{

/&a2k n+lb2A; 2i+i ' ' ' /}a2k n+ib2k

det l l . l l . (3.30)

Pela desigualdade de Schwartz e (3.10),

a'': . ,.«) * ,'* :'po,( E «:.«...,): . ( E «:«..,..):
al <a2 a3<a4
bi <b2 b3 <b4

( E «:,...,'*:,.,. «'" '«*-,',..,.);
a2k -- (2i+l) < a2k -- 2i

b2k -(2{+1) <b2k -- 2{

< 2@-o(2d)!.(:n'){ ' . . . '(]lz'){.'(Ag:){
(k -- {) -- termos

:Ç (2á)17Z(h {)a.,:l

(a.g:)â <

logo, por (3.29),

,'''"«, ,~*, * u lú Ê'«,,o«"-:'»«l
Finalmente, poi esta desigualdade, por (3.28) e (3.9),

-zo') a: Ü:ih .L p/ó) "o«--: - gÍ;# .Â *(x") "

e isto demonstra, o teorem a.st] l

(3.31)

(3.32)
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Como em IBCj, é válida a seguinte

Observação 8 ..4o Zorzgo da demonstração observa-se que a ãguaZdade em

(3.6) oc« q«,-'«d.:

Çab O Puxo do cctmT)o é geodésico;

(b) Todos os autouaZores da maZãz simétr%ca .4 são íguaãs;

(.c) O tensos cur"natura satisfaz umü cena covtdição de proporci07talidade

/?aia2bib2 :: À/?a3a4b3b4) O (Ze (Zn < anal e bm < bm+l Ippar 3.3.7,);

(d)

R.:«õ.b, ' pdet
/}a2i+ 2 b3

onde a. < a.+i e b« < Z)«+i ruela 3.309

h..,b,:+'

lai+2b2i+2

ETit es'paços de curvatura seccionar constante, cls co'n,lições são ueri$cüdas

quando X é geodésico e XJ- é integráue\ com folhas Lota\mente 'u'mbtüicas. Um

próximo T)asse interessante seda o de saber se Q igual,dc.da em (3.5) pode ser

atingida em outras ua'úedades para algum cam'po es'pec'í$co.
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3.3.4 Um corolário topológico

O limitante inferior para o volume de um campo de vetores dado no teorema

(3.5) , envolve a classe de Euler do vibrado Xx e a forma dual do campo tmitário

X. Quando esta forma é fechada, XI será uma folheação riemanniana. Isto

significa que o fluxo de X é geodésico e a distribuição XI é integrável.

nesta situação, se a folheação definida por Xx tem uma folha compacta, então

todas as folhas são compactas e ]W é uma fibra sobre $i (um círculo de compri-

mento 1,), com as fibras sendo as folhas compactas da folheação (IÀ'lol). Com

essas preliminares estamos em condições de enunciar o seguinte

Coro[ário 3.7 Sela ]W uma uahedade demarznàana /fachada de dimensão

2k + l e X wm campo de uefores de comprimento corzstante -;#, taZ gue sua

!arma, dBat é fechada e Q Jo\benção od,ogo'real te'm uma, folho, comi)acta. Então

M éuma$brasobreumcírculodecamphmentol. ScT>p l 'R,, evttão

-z(x) a: qÍlêlÉr llx(xDI

J,e XÇXX ) é Q curüctedsticü de Enter das fo\has de XL

Esse corolário dá uma descrição pa.rcial de como a topologia de X influencia

seu volume, pelo menos quando a forma dual de X é fechada e XX tem todas

as folhas compactas. Observamos também que o comprimento constante de

y, o fatos - 1 , aparece no limitante inferior do teorema (3.5), de tal forma que,

se o comprimento de y é pequeno (isto é, o fluxo é lento), então o limitante

'nqÍAnn Ann n nu n a Tralha-n ,in l/ la.}..n '. laAnA

om

(
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