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Resumo

Estudamos as propriedades de um acoplamento de folheagoes mutuamente
ortogonais com dimensoes complementares.

Também revisitamos o problema de encontrar limitantes inferiores para o
volume de campo de vetores unitdrio em uma variedade riemanniana fechada

submetida a vinculos topolégicos.



Abstract

We study the geometric properties of a couple of mutually orthogonal foli-
ations with complementary dimensions.

We also revisit the problem of finding lower bounds for the volume of a
unit vector field in a closed riemannian manifold submitted to topological

constraints.



Introducao

Este trabalho é dividido claramente em duas partes distintas. A Primeira
trata sobre propriedades geométrico-topolégicas das folheagoes e a segunda
sobre o problema de minimizacao dos funcionais volume de campos de vetores.

Um tipico problema a ser investigado no que diz respeito a anélise das
propriedades geométrico-topolégicas das folheagGes, seria o de encontrar obs-
trucoes topolégicas para a existéncia de folheagoes com propriedades geométricas
prescritas em espacos de geometria fixada.

Encaramos os resultados da primeira parte deste nosso trabalho como um
ponto de partida para o estudo de questdes mais complexas, como aquele de
responder & seguinte pergunta: ”Existem folheagoes de esferas de dimensao
impar por folhas compactas com complementar integrével?”Nosso primeiro
teorema, no segundo capitulo, d4 uma resposta negativa para o caso em que
as folhas sdo esféricas. Seria interessante, por exemplo, estender tal resultado
para o caso em que as folheagoes tenham complementar integréavel e tais que
as folhas possuam propriedades geométricas menos rigidas que umbilicidade

(por exemplo, folheacdes onde todas as folhas sejam subvariedades minimas).



No que concerne ao estudo sobre minimizacao dos funcionais volume de
campos de vetores, nogao esta introduzida por H. Gluck e W. Ziller em 1936,
é interessante observar que é conhecido ([GZ],[B2]) que, sobre 5%, tal minimo
é atingido pelos campos de Hopf e que tais campos sdo pontos criticos instaveis
para o funcional volume de esferas (2k-+1)-dimensionais para k > 2 ([J],[BGm]),
e que, de fato, o problema de minimiza¢do do volume de campos de vetores
sobre tais esferas continua em aberto.

No primeiro capitulo é feito um apanhado histérico dos desenvolvimentos
tedricos que julgamos serem os mais relevantes para a linha de pesquisa em
que estivemos envolvidos e sdo também apresentadas algumas questoes que
nos motivaram a iniciar pesquisas sobre tais assuntos.

No segundo capitulo sao apresentados, depois de algumas nogoes prelimina-
res, os enunciados e respectivas demonstracoes de nossos resultados na teoria
de folheagoes.

No dltimo capitulo é apresentada, com pormenores, a maneira como &
calculado o volume de um campo de vetores sobre uma variedade riemanniana
fechada, a partir da definicao introduzida em [GZ], com uso da métrica de
Sazaki, e, em seguida, é demonstrado o resultado principal do capitulo, que
é o estabelecimento de um limitante inferior que depende da curvatura de
Lipschitz-Killing da variedade, provado anteriormente por F.Brito e P.Chacon

em [BC], para o caso em que a variedade em questao é 5-dimensional.



Capitulo 1

Resultados conhecidos

1.1 Introducao

Neste capitulo sio apresentados resultados conhecidos sobre teoria geométrica
das folheacoes, na segunda secdo, e sobre volume de campos de vetores na se-
guinte. Trata-se, em linhas gerais, de um “overview” das linhas de pesquisa

sobre as quais nos debrugamos nos tltimos dois anos, aproximadamente.
1.2 teoria geométrica das folheagoes

O estudo das folheacoes do ponto de vista da geometria das subvarieda-
des consiste em estabelecer relagoes geométrico-topoldgicas entre um padrao
geométrico pré-fixado de folhas e a classe riemanniana do espago folheado.

Nesta linha de pesquisa, talvez o resultado mais importante obtido até
agora para folheacdes de codimensdo 1 seja aquele demonstrado por Dennis

Sullivan em [SUJ:
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Teorema 1.1 Seja M uma variedade riemanniana fechada e § uma folheagao
de codimensdo 1, minima, de classe C*. Entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
1. Todas as folhas de § sao hipersuperficies minimas de M ;

2. Por cada folha fechada de § passa necessariamente wma curva transversal

~, de classe C', fechada, que é transversal a §;

Uma consequéncia deste fantédstico resultado é que a esfera 52 nao admite
métrica na qual exista uma folheagao de codimensao 1 onde todas as folhas
sejam hipersuperficies minimas.

No capitulo 2 daremos detalhes sobre a demonstragao deste fato fazendo
utilizacdo do teorema de Sullivan, acima, do teorema de Novikov e continuidade
de uma funcao apropriada. Tal argumento nos foi apresentado por F.Brito.
De agora em diante, as folheagoes em que todas as folhas sejam subvariedades
minimas do espago folheado serdo denominadas folheagoes geometricamente
minimas, ou, para simplificar, folheagdes g-minimas. Em 1970 André Haefliger,

em [Ha], demonstrou o seguintes resultados

Teorema 1.2 Seja § uma folheagdo sobre uma variedade fechada M de di-
mensdo n + p, as folhas sendo subvariedades de dimensao p e codimensao q
de classe C™. Sobre M eziste uma métrica riemanniana tal que as folhas
de § sdo subvariedades minimas se e somente se, para um representante H

do pseudo-grupo de holonomia agindo sobre uma variedade de dimensao g,
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N, existe uma funcdo positiva de classe C™° com suporte compacto, que € es-
tritamente positiva sobre um conjunto intersectando cada orbita de H, e que

satisfaz df =0 em QL(N/H).

QP(N) denota o espaco vetorial das p-formas suaves sobre N com suporte
compacto, Q2(N/H) o quociente de Q2(N) pelo subespago vetorial gerado
pelos elementos da forma a — h*«, h € H e «a é uma p-forma com suporte

compacto na imagem de h. Como consequéncia, seguem os seguintes corolarios.

Coroldrio 1.3 A ezisténcia de uma métrica riemanniana para a qual as folhas

s@o g-minimas depende somente do pseudo-grupo de holonomia de §.

Coroldrio 1.4 Se existe um representante H para o pseudo-grupo de holono-
mia agindo sobre uma variedade fechada N, entdo existe um métrica para a

qual as folhas sdo subvariedades minimas da variedade ambiente.

Em particular, se as folhas de § sdo todas compactas, entao suas folhas sao
subvariedades minimas se e somente se § € estavel.

Apesar da simplicidade do enunciado, a forma operacional deste resultado
pode-se mostrar muito complicada. Isto porque o conhecimento das proprieda-
des do pseudo-grupo de holonomia das folhas de § pode ser um problema mais
dificil que o original. Também no caso de folheagdes g-minimas com fibrado
normal integravel, verifica-se que a forma volume da folheagao é relativamente

fechada.Tal propriedade é mais precisamente enunciada no préoximo teorema.
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Teorema 1.5 (critério de Rummler-Sullivan) Seja go um produto escalar su-
ave definido em TF. Tal produto escalar € induzido por uma métrica rie-
manniana g de M, para a qual § € g-minima, se e somente se a p-forma
volume wo sobre as folhas, definida por go (e a orientag@o) é a restrigcao para
as folhas de uma p-forma w sobre M, que € relativamente fechada, ou seja,

dw(&y,...,&p41) = 0, se os primeiros p campos de vetores & sao tangentes as

folhas.

O critério acima é desenvolvido em [R] e em [SU]. Uma demonstragao bem
simplificada dele é apresentado em [Ha]. Percebe-se desde logo que a integra-
bilidade do fibrado normal da folheagdo em questdo é crucial. Na verdade,
sem esta hipétese o problema de classificacdo das folheacbes g-minimas € in-
tratével, no sentido de abundéancia, j& no caso onde o espago ambiente possui
curvatura (seccional) constante positiva. Por exemplo, se M = 53 é equipado
com a métrica usual induzida do R*, a ”esfera redonda”, Herman Gluck e

Frank Warner provaram em [GW] o seguinte resultado:

Teorema 1.6 Uma subvariedade de G*(R*) = S? x S? corresponde a uma
fibragio F de S® por grandes circulos orientados se, e somente se, ela € o
grdfico de uma aplicagio que diminui distincias que vai de um fator 52 a

outro.

Aqui G?(R*) denota o grassmanniano dos 2-planos orientados do R4,
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Observacao 1 Duas quaisquer destas folhas que venham de aplicagoes dis-
tintas que diminuem distancias fornecem folheagdes por grandes circulos que

nao sao congruentes.

Ainda no caso unidimensional, podemos ter uma idéia da amplitude do espago
de todas as possiveis fibracdes de S® por grandes circulos na seguinte con-

sequéncia do teorema anterior.

Corolério 1.7 O espaco de todas as fibragées de S* é um retrato por de-
formagdo a um subespago das fibragoes de Hopf (que tém complementar nao
integrdvel), e, consequentemente, tem o mesmo tipo homotdpico de um par de

2-esferas disjuntas.

Para folheacoes de dimensoes superiores, de esferas por grandes esferas,
o problema de classificacio permanece sem solucao ainda no nivel topolégico
[GWY]. Voltaremos a este assunto rapidamente no 22 capitulo.

Em 1984, F. Brito demonstrou, em [B], o seguinte resultado para folheagoes

g-minimas de codimensao 2 com fibrado normal integravel.

Teorema 1.8 Seja M™% uma variedade riemanniana fechada, orientada, de
dimensdo (n +2), e §1 uma folheacao g-minima C* de codimensao 2 de M.
Suponha que a distribuicdo normal de F1, digamos §a, seja C*° e integrdvel e

que ambas sejam orientdveis.

1. Se Ricc(M) > 0, entdo €(F2) # 0.
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2. Se Ricc(M) > 0 entdo F; € totalmente geodésica ou £(F2) # 0 (ambas

podendo ocorrer simultaneamente).

3. Se M tem curvatura seccional néo negativa, entao €(Fa) # 0 ou F1 e §2

sio totalmente geodésicas (ambas podem ocorrer simultaneamente).

onde £(J) denota a classe de Euler de §; e Ricc(M) é o tensor de Riccl
de M.

Pode-se mostrar, por exemplo, que em 53 x S? existem folheagoes g-minimas
de codimensédo 2; Porém, nenhuma delas possui fibrado normal integravel, pelo
fato de que H2(S® x S*,Z) = 0.

A hipétese de integrabilidade do fibrado normal de § é fundamental. Isto
fica mais claro tendo em vista o seguinte resultado devido a Ryoichi Takagi
e Shinsuke Yorozu em [TY]. No enunciado do teorema abaixo, serd deno-
tado por G um n-dimensional grupo de Lie com &lgebra de Lie associada g,
consistindo de todos os campos de vetores sobre G invariantes pela agao do
grupo & esquerda, por h uma subdlgebra de Lie de g, (,) denotard uma métrica
riemanniana invariante & esquerda sobre G, (G, (,),§(h)) a variedade rieman-

niana folheada considerada, e, finalmente,

IG,4,),3(0) = max > (e,

1

onde NB(h) denota o conjunto de todas as bases ortonormais {e;} para .
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Teorema 1.9 Considere (G, (,),5(h)) uma variedade riemanniana folheada,
com uma métrica riemanniana invariante a esquerda e Ad(H )-invariante, (,),e
uma folheagdo F(h) de codimensao p = n —q e I(G,(,),5(h)) como acima.
Suponha que [h,m] =me que p < I(G,(,),T(H)).

Entdo G admite uma métrica riemanniana invariante o esquerda (, ), satisfa-

zendo ao segquinte:

1. A variedade riemanniana folheada (G, (,),5(h)) € minima mas ndo to-

talmente geodésica,
2. A métrica (,) é métrica tipo-fibrado com respeito a F().

Se, além disso, G for compacto e semisimples, [hym] =m ep < I(G,(,),5(h))
com respeito a wma métrica riemanniana bi-invariante (,) sobre G, entdo G

admite uma métrica riemanniana invariante a esquerda, (,), satisfazendo 1e

2 e com curvaturas de Ricci positivas em todas as diregoes.

Cumpre ressaltar o fato de que ¥ ter codimensao 1 implica a integrabilidade
de §; Este caso foi competentemente tratado por [O1]. Nesse trabalho, Gen-

Ichi Oshikiri demonstra o

Teorema 1.10 Seja (M,F, g, N) uma folheagdo g-minima orientada de codi-
mensao 1 sobre uma variedade riemanniana fechada M com curvatura de Ricci
nao-negativa. Entdao N é um campo de vetores paralelo. Consequentemente,

em particular, § pode ser definida por uma 1-forma fechada.
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onde N denota um campo de vetores adaptado a §, ou seja, € um campo
tangente globalmente definido sobre M que é ortogonal as folhas de §.

Para codimensao arbitraria, porém com a forte hipotese de que o fibrado
ortogonal a uma folheagado g-minima seja flat, Oshikiri demonstra, entre outras

coisas, em [02], o seguinte.

Teorema 1.11 Seja (M,5F, g) uma folheagdo g-minima de uma variedade Tie-
manniana fechada, coneza, com curvatura de Ricci nao negativa. Assuma que
1, a distribuicdao ortogonal a F, seja integrdvel e que sua conezdo normal seja
flat. Entao (M,g) € localmente um produto riemanniano de uma folha de §

por uma de F+.

Seguindo a linha de pesquisa em que se tem interesse em saber quando
uma variedade folheada é um produto riemanniano, Kinetsu Abe, em [A],

demonstrou os seguintes resultados

Teorema 1.12 Seja M um espago localmente simétrico completo com uma
folheagio totalmente geodésica § tal que Tt é integrdvel. Assuma que (Ki;)i
tenha trago nao-negativo para cada diregdéo normal. Entao M € localmente um
produto riemanniano. Se M for simplesmente conezo, o produto riemanniano

¢ global.

Como consequéncia imediata, Abe apresenta também o seguinte resultado,

que trata do caso em que § é unidimensional:
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Corolario 1.13 Seja M um espaco localmente simétrico, completo, com cur-
vatura de Ricci nao-negativa. Se existe uma folheagao totalmente geodésica
unidimensional §, tal que I+ seja integrdvel, entdo M € localmente um pro-
duto riemanniano. Se M for simplesmente conezo, entdo ele é o produto rie-

manniano de R por um espago localmente simétrico.

Em 1986, F. Brito e P. Walczack, em [BW], apresentaram resultados nessa
linha de pesquisa sem a hipétese de simetria local do espaco folheado. Também
é apresentado nesse trabalho, uma reciproca do resultado de Oshikiri, [O1], no
sentido de que, com a hipdtese de total geodesibilidade da folheagao normal,

se conclui que a folheacao é totalmente geodésica. Mais precisamente, temos:

Teorema 1.14 Sejam § e I+ duas folheagies ortogonais de dimensdes com-
plementares sobre uma variedade riemanniana completa M. Se as sequintes

condigées sao verificadas:
1. F* € totalmente geodésica;

2. 5. R(h,ei,e;,h) = 0, onde h € o vetor curvatura média de§, {e1,...,en}
um referencial ortonormal adaptado a §, 1 <1< n, e R € o lensor cur-

vatura de M.

3. Sepe Me h(p) =0 entao as matrizes (K) tém traco ndo-negativo

para todo «, as matrizes sendo definidas para 1 < 1,7 <n, por

K¢ = R(ea, €€, €a), Rlec,ep,ep,ea) =< R(ec,ep)ep,ea >= Rapcp,
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e, um vetor unitdrio tangente a § e R é o tensor curvatura de M.

Entio § € totalmente geodésica. Consequentemente, M € localmente um pro-

duto riemanniano das folhas de § e de Ft.

Corolario 1.15 Seja M uma variedade riemanniana completa munida de um
par de folheagoes ortogonais de dimensoes complementares, § e Ft, tal que It
seja totalmente geodésica. Assuma, além disso, que a matriz (Kf}) tenha trago
nao-negativo para cada dire¢ao e, tangente a &+ em cada ponto de M. Entdo
§ também é totalmente geodésica e M € localmente wm produto riemanniano

das folhas de § e de F+.

Corolario 1.16 Seja M uma variedade riemanniana completa de curvatura
de Ricci nao-negativa. Se § é uma folheacao de codimensdo 1 sobre M e o
fluzo normal de F, digamos T+, é geodésico, entio § € totalmente geodésica,

St € paralelo e M é localmente um produto riemanniano das folhas de § e de

gt
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1.3 Volume de campos de vetores

Seja (M™, g) uma variedade riemanniana fechada n-dimensional e X um
campo de vetores suave sobre M. A métrica g induz uma métrica natural
sobre o fibrado tangente 7'M, usualmente chamada métrica de Sazaki. O
volume de X ¢é definido como o volume da segdo X : M — TM (veja [GZ]).
Uma expressao do volume de X em termos da conexdo de Levi-Civita V de

(M, g) é&

vol(X) = /1» 1 Vdet(Id + (VX)*(VX))y =

:/ A+ D Ve XIP+ D Ve X AV X+ -+
M

a=1 a<b

+oot S Ve XAV, XIP)

a1 <-<a@n-1

(ST

14

O problema geral que se propoe é o de minimizar o funcional volume numa
dada variedade riemanniana fechada com caracteristica de Euler identicamente
nula (esta tltima condigdo é imposta para garantir a existéncia de campos de
vetores unitérios globalmente definidos).

O primeiro resultado importante nesta diregao foi obtido por H.Gluck e
W.Ziller em 1986, que provaram que em S*, esfera unitdria tridimensional, os
campos unitarios que minimizam o volume sao os campos tangentes a uma
fibracao de Hopf e ndo outros. A técnica utilizada naquele artigo foi o de ca-

libracdo geométrica e faz uso de uma classificagdo de campos tangentes total-
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mente geodésicos de S3. Tal técnica é apresentada e desenvolvida por H.Gluck
e F.Warner em 1983 (veja [GW] ).

Fazendo uso de uma argumentac¢do muito mais simples, F. Brito demons-
tra, em 2000, a minimalidade (mas nao a unicidade) do volume dos campos de
Hopf de S3, em ([B2]).

No caso das esferas de dimensao 2k + 1, com k > 2, o problema de mini-
mizagao do volume de campos tangentes permanece em aberto.

Em [J], D. Johnson mostrou que, em S5, os campos de Hopf sdo ”pon-
tos” criticos instdveis do funcional volume, e, portanto, a possibilidade de ex-
tensao, mesmo local, do teorema de Gluck e Ziller foi totalmente descartado.

Em [BGm], O. Gil-Medrano e V. Borreli estenderam o resultdo de Johnson
para todas as dimensGes impares e para campos com norma constante, nao
necessariamente unitarios, com uma surpreendente condigao para estabilidade
que leva em conta o comprimento dos vetores do campo.

Em [BCN], F. Brito, P. Chacén e A. Naveira exibem limitantes inferiores
nao triviais para o volume de um campo de vetores unitario em termos das
2i-ésimas curvaturas médias da distribuigao ortogonal a X. Para espacos com
curvaturas (seccionais) constantes, esta estimativa foi mais precisamente assim

enunciada:
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Teorema 1.17 Seja X um campo de vetores unitdrio sobre M**', a qual tem

curvatura seccional constante ¢c. Se k > 1,

vol(X) = ZQ)?JJ—CE’UOZ(A/[)‘ (1.1)

= ()
Além disso, quando k > 1 a igualdade é verificada se e somente se X tem fluzo

geodésico e a distribuigdo ortogonal a X € integrdvel com folhas umbilicas.

Em S?*1 os tinicos campos de vetores que atingem este limitante inferior
sao campos com duas singularidades antipodais. O campo de vetores radial Vg,
que é tangente a todas as geodésicas minimizantes de um dado ponto fixado,
tem exatamente o volume dado pela expressao do lado direito da equagao 1.1.

Quando c =1,

vol (V) =~ Vrkvol (S%+1),

que é muito menor que o volume do campo de Hopf, exceto para S3. onde
ambos os campos tém o mesmo volume.

Finalmente, mencionamos o artigo de F. Brito e P. Chacén, [BC], onde,
considerando apenas dimenséo 5, é provado o seguinte teorema, que relaciona
a geometria com a topologia de campos de vetores arbitrarios, de comprimento
constante. Na realidade, tal teorema é valido para variedades fechadas de
qualquer dimensdo {mpar, como conjecturado em [BC]. Uma demonstragao

deste fato serd apresentado no terceiro capitulo.
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Eis, pois, o teorema.

Teorema 1.18 Considere M wuma variedade Tiemanniana compacta de di-
mensdo 5, r >0 e X um campo de vetores sobre M, tal que || X| = % Supo-
nha também que 05 denota a forma dual unitdria de X e R* =33, ;1 1<a Rfjkl,

onde Ryl s@o as componentes do tensor curvatura de M. Ser > 2—‘1’21672, entao

(2n)?
(X)) > —=—
vol(X) 32

/MX(XL) /\0;,”. (1.2)

x(X?) denota a classe de Euler do subfibrado ortogonal a X .



Capitulo 2

Folheacoes umbilicas com
fibrados normais integraveis

2.1 Introducao

Neste capitulo damos uma caracterizagao de fluxos normais a um certo tipo
de folheacdo e também de folheagdes sobre variedades riemannianas completas
satisfazendo algumas condigoes de positividade para o tensor curvatura das fo-
lhas ou para a curvatura do espago ambiente. Em todo este capitulo, o termo
“folheacoes umbilicas” designard as folheagdes cujas folhas sao subvariedades
totalmente umbilicas da variedade folheada. Os resultados aqui expostos es-
tendem parcialmente aqueles obtidos por [BW] que trata do caso em que gt

é totalmente geodésica.
2.2 Notacoes e preliminares

Suporemos conhecidas as principais defini¢oes e propriedades da teoria das
folheacdes, tais como a definigao de folheagOes transversais de uma dada vari-

edade riemanniana, a de vetor curvatura média de uma folheagao, etc.
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2.2.1 Subvariedades minimas e subvariedades umbilicas

- " Vi s : —n+p .
Dada uma imersao isométrica f : M"™ — M definimos o vetor curvatura
?

média H(z) de f em z € M como

H(z) =

Z (Xi, X;),

Bl'—‘

onde o & a segunda forma fundamental de f, e Xi,..., X, € T,M ¢é um
referencial ortonormal. Observando que H(z) = % ;’:1 (trac;oAEj)gj para
qualquer conjunto de vetores ortonormais &;,...,& € T M L conclui-se fa-
cilmente que H(z) nao depende do referencial tangente.

Dizemos que a imersao isométrica f é minimaem z € M, quando H(z) =0
e que f éuma imersio minima quando ela é minima em todos os pontos de M.
Um subcaso de especial interesse ocorre quando a segunda forma fundamental
se anula em © € M. Neste caso, dizemos que f é totalmente geodésica em
z. Quando f é totalmente geodésica em todo pondo de M, diz-se que f é
uma imersao totalmente geodésica. Neste caso, é interessante o fato de que as
geodésicas de M sdo as geodésicas de M que estdo inteiramente contidas em
M.

Uma imersao isométrica f : M™ — MP 6 dita ser umbilica em T € M,
quando A¢ = A¢I para qualquer § € T, M L onde )¢ € R e I é 0 endomorfismo
identidade de T, M*. f é uma smersao umbilica quando ela é umbilica em todo

ponto de M. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
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(i) f é umbilica em z € M.

(i) Ae = (H(z), &)1, & € T.M*.

(iii) a(X,Y) = (X,Y)H(z), X,Y € T.M.

2.2.2 O teorema de Frobenius

Antes de enunciar o teorema, fixemos algumas notagdes. Um campo de k-
planos numa variedade M é uma aplicagdo P que associa a cada ponto ¢ € M,
um subespago vetorial de dimenséao k de T, M. Dado um campo de k-planos
P em M, dizemos que o campo de vetores X é tangente a P se X(q) € P(q)
para todo ¢ no dominio de X. Um campo de k-planos P de classe C"(r > 1),
é chamado involutivo se, dados X e Y campos de classe C' tangentes a P,
entdo [X,Y] é tangente a P. Dizemos que P é completamente integrdvel se
existe uma folheacdo § de dimensao k e classe C" tal que 7§ = P, onde T'§ é
o campo de planos tangentes a §. Um fato elementar, mas, relevante, é dado

pela seguinte proposicao.

Proposicao 2.1 Toda folheagio § de dimensdo k e classe C™,r > 1, em M,
define wm campo de k-planos de classe C*™™' em M, o qual serd denotado por

T%s.

Em particular, se M nao admite campos continuos de k-planos, entao M
nao possui folheacdo de dimensdo k. Por exemplo, a esfera S° nao possui

campos de 2-planos continuos (veja [S], pp 142); Logo, néo existem folheagoes
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de dimensdo 2 de S°. Uma pergunta natural é a seguinte. Dado um campo
de k-planos P em M, sob que condigoes existe uma folheagao § de dimensao
k tal que, para todo ¢ € M, T,§ = P(q)? Esta pergunta é respondida pelo

teorema de Frobenius, o qual é enunciado, sem demonstragao, a seguir.

Teorema 2.1 Seja P um campo de k-planos de classe C"(r > 1) definido
em M. Entdo P é completamente integravel se e somente se € involutivo.
Além disso, se alguma destas condigées se verificar, a folheagao tangente a P

é unica.

Observacao 2 Como consequéncia, as matrizes da sequnda forma funda-
mental associada a P, para cada direcao normal, sao simélricas se, e somente

se, P for completamente integrdavel.
2.3 Motivacao

No capitulo anterior salientamos o fato, observado em [GWY], de que fo-
lheacoes de esferas de dimensoes superiores a trés, por grandes esferas, sao tao
abundantes que o problema de classificagao de tais folheagGes, ainda em nivel
topolégico, permanece em aberto. Um problema teoricamente mais trabalhavel
seria o de classificar as folheacoes compactas com fibrado normal integravel das
esferas S2¢*+1. Um primeiro caso a ser considerado, por exemplo, seria aquele
em que as folhas sdo difeomorfas a S!, [ < 2k. Para dar uma idéia desse tipo

de problema, voltemos ao caso tridimensional (k= 1).
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O seguinte teorema, enunciado sem demonstragao, é devido a Novikov [No],

e é considerado um dos mais profundos e belos da teoria das folheagoes.

Teorema 2.2 Toda folheagdo de classe C* e codimensao um de uma variedade
compacta de dimensdo trés, com grupo fundamental finito, possui uma folha

compacta.

Em particular, toda folheagdo de classe C? e codimensdo um da esfera S°
possui uma folha compacta homeomorfa a T2,
De posse do teorema de Novikov, estamos em condicoes de dar uma de-

monstracdo simples de uma interessante consequéncia do teorema (1.1).

Corolario 2.3 (ao teorema de Sullivan) Seja M? uma variedade riemanniana
fechada de dimensao 3 com grupo fundamental finito, e considere, além disso,
que § seja uma folheagdo de codimensio um de M?. Entao nio existe métrica

em M?® que torne § uma folheagdo g-minima.

Demonstragao:
Devido ao Teorema de Novikov, § possui uma componente de Reeb, ou
seja, § possui uma folha térica Ty, bordo de Dy x S* C M?3, folheado por uma

folheacao de Reeb.

=R
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Considere p(t) =v (t)-+'(t), onde v LF e + éovetor tangente da curva
fechada v transversal a §. Pelo Teorema do Valor Intermediério, existe um
ponto de tangéncia de v com §. I

Em particular,

Corolario 2.4 Seja § wuma folheagao de codimensio 1 na esfera topoldgica
tridimensional S®. Ndo existe em S métrica nem estrutura diferencidvel tais

que § seja g-minima.

Popularmente, diz-se que S nao comporta métricas para as quais existam
folheagbes por superficies minimas.

Equivalentemente, o resultado acima afirma que em S® nao existem fo-
lheacoes por curvas fechadas (em particular, circulos) com complementar in-
tegravel. Uma questdo interessante que permanece em aberto € a seguinte:
“Existem folheacdes de dimensdo 1 de S® por curvas fechadas e com comple-
mentar integravel”? O que se sabe por enquanto, é que o argumento acima, de
fazer uso do teorema de Novikov, nao faz sentido, uma vez que tal teorema nao
é verificado para quaisquer folheacoes de codimenséo 1 e de classe C* em vari-
edades fechadas, C*® e de dimensoes superiores a trés, como foi mostrado por

P. Schweitzer em [Sch]. Mais precisamente, ele mostrou o seguinte teorema.
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Teorema 2.5 Seja M uma variedade fechada suave (C*°) de dimensaon = 4,
com uma folheagao C* de codimensao 1, Fy. Entao M tem uma folheagdo de
codimensao um, Fy, sem folhas compactas, localmente definida por uma 1-
forma diferencial de classe C*, tal que todas as folhas sao subvariedades de
classe C™ de M. Além disso, Fy pode ser escolhida C'-concordante a Fy
(T'l-estruturas de Haefliger correspondentes sio homotdpicas) e tal que seus
campos de planos tangentes TFy e TF, sejam homotdpicos como subfibrados

do fibrado tangente T'M .

Em vista do teorema de Thurston, sobre a existéncia de folheacoes de

codimensao um ([Th]), tem-se o seguinte corolario.

Corolario 2.6 Qualquer variedade conezxa, fechada e suave de dimensao

n > 4, com caracteristica de Euler nula, tem uma folheagdo de codimensao
1, sem folhas compactas, localmene definida por uma 1-forma diferencial C*
com todas as folhas suaves. Uma tal folheagdo existe em qualquer classe de
homotopia de campos de planos tangentes e quaisquer '} -estruturas de Haefli-

ger.

Observacao 3 : Schweitzer alerta para o fato de que sua construgao é de

classe C' mas nao pode ser de classe C?.

Em tais variedades, para o caso de codimensao maior que 2 existem cons-
trucoes locais de folheagoes de classe C", 0 < 7 < oo, sem nenhuma folha

compacta (veja [Sch2] ).
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2.4 Resultados principais

Teorema 2.7 Considere § e F' duas folheagies ortogonais (transversais)
de dimensdes complementares sobre uma variedade riemanniana com curva-
tura seccional constante ¢, F+ umbilica. Se ¢ > 0 e existe uma folha de
¥, compacta, que contenha o conjunto A = {x € M/ z é ponto critico de M},
entio F ¢ totalmente geodésica e, consequentemente, M ¢é localmente um pro-

duto riemanniano de folhas de § por folhas de F+.

Teorema 2.8 Sejam § e I+ duas folheagbes ortogonais (transversais) de di-
mensédes complementares sobre uma variedade riemanniana completa M. Se

as sequintes condigdes sao verificadas:

1. §L é totalmente umbilica e § é minima;

2. As matrizes (Kf}) tém trago ndo-negativo para todo o, as matrizes sendo
definidas, para 1 < 2,7 < n, por
K& = R(ea,€i,€i,eqa), Rlec,ep,ep,ea) =< R(ec,ep)en,ea >:= Rapcp,
e, um vetor unitdrio tangente a § e R € o tensor curvatura de M,

entdo § ¢é totalmente geodésica. Consequentemente, M ¢é localmente um pro-

duto riemanniano de folhas de § por folhas de F+.

Antes de procedermos com as demonstragoes dos teoremas, estabelecere-
mos algumas notagoes e demonstraremos uma equacao, em forma de lema, de

importancia fundamental em nossos argumentos.



2.4 Resultados principais 23

Seja § uma folheacéo orientada e transversalmente orientada de codimensao
p sobre uma variedade riemanniana M"*?. Escolhemos um campo de refe-
renciais ortonormais adaptados a §,{e1,€2,..-,€n,€n41,---;Cnip}, OU SEJA,
os vetores ej,...,e, sao tangentes as folhas de § ( e, consequentemente,
os vetores restantes €pi1,...,€n4p S0 normais as folhas de § ). Considere
{61,...,0n4p}, Qap, wap, 1 < A, B < n + p o coreferencial, as formas de
curvatura e as formas de conexdo associadas a este referencial. Em primeiro

lugar estabeleceremos a seguinte convengdo sobre os valores dos indices:

1<ABC,....<n+p; 1<4,5,k....,<n;n+1<a,pB,7. ..., <n+p;
Quando tais indices aparecerem em somatorio, significa que percorrem todo o
seu conjunto de definicao.

Lema 2.9 :

e1(A) + ent1 < h,enp1 > =S5 — M= ZRmHnJru (2.1)

onde \ é uma aplicagio \ : TF — R tal que A, = Ne;)Id, A, : TF+ — TF*
é o operador de Weingarten de F+, Id o endomorfismo identidade, R o tensor
curvatura de M, S e h o quadrado da norma da seqgunda forma fundamental

e o vetor curvatura média de §, respectivamente.

2.4.1 Demonstragao do lema 2.9

As equacoes de estrutura sao dadas por

d@A:—ZwAB/\wB, deB:—ZwAC/\WCB+QAB> (2.2)
B c
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1
wap= Y TSpbc, Qup= 5 > Kgepbo AOp,  Kpep = Rapep;
c c.D

Pela segunda equagao de (2.2), temos, por um lado, que

dx.u,—a(eM,eN)=Z{F rM _pMpN }+RL-QMN (2.3)

A

Por outro lado, pela primeira equagio de (2.2),

e = Z {dFA NG+ T4 de,,}

—Z{Zdrm eB 93/\9A+ZF FABQB/\GC}
B,C

:Zdri 63)93/\90+ Z F FABHB/\HC’
B,C A,B,C

= {( o Zr I‘AB}GBOC, (TS5) , = drSs(en) ;
B,C

Ou seja,

dwin(ear,en) = (T),, — (TM) , + ZF,Q{FAM (2.4)
Somando-se em i as equagoes (2.3) e (2.4) com M =14, N =n+1e, em
seguida, igualando-as, obtemos

Z {Fn+1 An+1 FZAI‘ZJL-IFI + ]?'i""'l"‘i'li} = Z {(F?n_:-ll) (an+l)n+1+

1,A i

+ Z Fz’n+1 FZX;H - f‘\n-}—l}}

Nos pontos em que h e h' sdo fungoes que nao se anulam, podemos, sem perda

ht
IRL]>

de generalidade, supor que o referencial adaptado seja tal, que e; = e
eyl = ﬁ, onde h(z) e h'(z) sdo os vetores curvatura média de uma folha

de § e de ' respectivamente, que passam por z. Neste caso, teremos que
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Thy = (Vewneirenit) = (e, hY) = (TREL), = exlen, i)

éZ (T, =e(V) (2.6)

F‘én-l—l = (veiei’e‘n-i-l) = —<ve,~en+1)ei> = (F§n+1)n+1 = —€n+1(ve,~€n+1,€i)
= Z Thni1) s = —7€nt1{h €nta) (2.7)
Fg"“ = (Vesir enr1) = _(Vejenﬂ’ei} = —(Veeni1,€5) = (Ve,€j, €ni1) = I‘;'n+1
= Ty = i1 = —(Vesenin, ) (2.8)

F?zﬂ-l = (ven+1€j, ei) = <€i, hl)<€n+1,€i> =0

n+1 __
=I5 =0 (2.9)
F‘L'QTL—F]. = (veaei) eﬂ+1> = _<el)hL><ea,en+1)
= P1n+l = (ei; h’—L)(ea, en—f—l) (210)

FZ;H = <ven+1em ei) - (ven+1ei:ea>

= It = (ei, h) (eas €nta) (2.11)
fon+1 = <v€iea;en+l> == _(vegen+l)ea)
= Fan+l (ve,—en+1,ea> (212)

por (2.6) a (2.12), o lado direito da equagéo (2.5) pode ser descrito por e;(A) +
ent1 < h,eny1 > —S— A2 enquanto que o lado esquerdo é igual a ) ; Rint1nt1i-
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2.4.2 Demonstragao do teorema 2.7
Para demonstrar o teorema, observemos primeiramente que (2.1) fica
el(th“) +epnp1 < hyeppq > —S — ||hl||2 =c. (2.13)

Seja L a folha compacta contida no conjunto A. Isto implica que el(”hl”) =0

ao longo de L e, portanto, (2.13) é equivalente a
ent1 < hyepy1 > -5 — ||le||2 =, (2.14)
Suponha que 7 : [0,b[— L seja uma curva integral maximal de h, parame-
trizada pelo comprimento de arco, tal que y(0) = p, 7/(0) # 0.
Parametrizando « pelo comprimento de arco com parametro s, vé-se por (2.14)

que ||h|| é crescente ao longo da érbita definida por 7 e, portanto, v tem com-

primento infinito e s é definido em [0, c0). Novamente por (2.14),
IAll(s) = S — ||WH])* = ¢ Vs > 0. (2.15)

Por outro lado, a desigualdade (Y1, Ai)? < n) i, A% implica que S > IR G),

n

Essa desigualdade em (2.15) implica que, Vs > 0,
' IRl (s
I (s) > 1),

Considere agora a fungéo ¢ : [0,00) — R dada por

1

96) =~

Fixando um ntimero estritamente positivo a e aplicando o Teorema do Valor

Médio para a funcao g no intervalo [a, s], obtemos que
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I N L (O
e @ e

onde c €]a, s[. Assim, a seguinte desigualdade é verdadeira para todo s > a:

1 1 1
— -I-I > —(s—a),

Il (s) ~ IRl (@) =

que é uma contradi¢do, pois, o lado direito da desigualdade fica ilimitado
quando s — oo, ao passo que o lado esquerdo é sempre limitado. Consequen-
temente h = 0 ao longo de L, e, portanto, ht = 0 sobre M, por (2.1).

Observagao 4 Nos pontos onde h é nulo nao hd o que ser provado; Naqueles

em que h* é anulado o teorema acima segue por [BW].

Corolério 2.10 Considere § e F+ duas folheagoes ortogonais de dimensies
complementares sobre uma variedade riemanniana compacta com curvatura
seccional constante nao negativa c, St wmbilica. entdo F é totalmente

geodésica e, consequentemente, M € localmente um produto riemanniano de

folhas de § por folhas de T+.
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2.4.3 Demonstracao do teorema 2.8

Pela equagao (3.6) do lema (2.1),

e1(A) = S =N =" Rinyinssi (2.16)

Portanto, e;(A) > A% Como antes, Suponha que v : [0,b[— L seja uma
curva integral maximal de h, parametrizada pelo comprimento de arco, tal
que v(0) = p, 7/(0) # 0. Parametrizando -y pelo comprimento de arco com
parametro s, vé-se por (2.16), que ||h|| é crescente ao longo da érbita definida
por 7, e, portanto, v tem comprimento infinito e s é definido em [0, c0).

(2.16) fica, entdo, equivalente a
N(s) = A2, Vs > 0.
Dai, A =0, o que implica, novamente por (2.16), que .S = 0. [ |

Corolério 2.11 Sejam § e ' duas folheagées ortogonais de dimensies
complementares sobre uma variedade riemanniana completa de curvatura de
Ricci nao negativa, M. Se I+ é umbilica e F é g-minima, entao § € total-
mente geodésica. Consequentemente, M é localmente um produto riemanniano

das folhas de § pelas correspondentes folhas de F+.

Coroléario 2.12 Seja M wuma variedade riemanniana completa de curvatura
de Ricci nao negativa. Se § € wma folheagcao g-minima de codimensdao um
sobre M, entao § € totalmente geodésica e, portanto, M € localmente um

produto riemanniano de folhas de § pelo seu fluro normal, F*.



Capitulo 3

Uma limitacao inferior
topolégica para o volume de
campos de vetores

3.1 Introducao

Um campo de vetores X sobre uma variedade riemanniana determina uma
subvariedade no fibrado tangente. O volume de X é o volume desta subva-
riedade munida da métrica de Sasaki induzida. Quando M é compacta, o
volume é bem definido e, usualmente, este funcional é estudado para campos
de vetores de norma unitéria.

Para variedades de dimensao impar obtemos um resultado explicito que
mostra, de certa maneira, como a topologia de um campo de vetores que tem
norma constante influencia seu volume. Aplicamos este resultado para o caso
de campo de vetores que definem folheagbes riemannianas com todas as folhas
compactas.

Vale ressaltar que em [BC] tais resultados sao apresentados para variedades

de dimensao 5.
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3.2 Preliminares

3.2.1 A métrica de Sasaki
3.2.1.1 Introducao

Nesta secao iremos descrever a métrica de Sasaki, cuja descricao pode ser
encontrada, por exemplo, em [C]. Esta métrica talvez seja mais conhecida no
fibrado tangente a uma dada variedade riemanniana, mas, de forma anéloga,

pode ser definida no campo de g-planos tangentes.

3.2.1.2 A variedade G(q,M)

Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta e orientada de dimensao
n = p+ q. Denotamos por V a conexao de Levi-Civita de g. Seja G(q, M) a

variedade de Grassmann de g-planos orientados tangentes a M definida por:

G(g, M) = | G(g, M)
zeM

onde G(q,T, M) é a grasmanniana de g-planos orientados no espago euclidiano
T, M.

Descrevemos um ponto de G(q, T, M) como um multivetor, ou seja, cada
¢ € G(¢, T, M) é identificado com vy A ... A v,, onde {v,}i_, é uma base
ortonormal e orientada do ¢-plano correspondente. Observamos que viA. .. Av,
pertence & &dlgebra exterior de grau q de T, M, AY(T,M);

Em cada G(q,T,M) é definido um produto escalar induzido da métrica de

AT, M), que serd denotado, por abuso de notagao, g.
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Dai, se=vA...Avg, n=wi1 A... Nwy, € AT, M, teremos que

g(€,m) = det (g(vi, w;)1<i,j<q)

Seja 7 : G(q, M) — M a projegao do fibrado. Para uma carta (U, (2)) de
M, seja (m71(U), ¢ = (2*,£*+)) uma carta de G(¢g, M), onde para = € U
e cada um dos elementos da forma &§ = 37 ., o 0 <n S () AR

59z (2) , a aplicagdo coordenada ¢ seja dada por

o(z, ) = (2(2),... 2"(x), 49, .. grHinm)

Quando nao houver perigo de confusao, omitiremos o ponto base x € M e
diremos que & pertence a G(g, M), quando, de forma mais precisa, deveriamos

mencionar que (z,£) pertence a G(q, M).

3.2.1.3 O fibrado tangente 7 : TG(q, M) — G(q, M)

Denotamos por 7 : TG(q, M) — G(q, M) a projecao canodnica do fibrado
tangente a G(g, M) e seja (U, (z*)) uma parametrizagdo de M em z. Para um

ponto (z,£) € G(q, M) e n um vetor tangente a G(g, M) em (z,£), temos:

0
ZXa ©+ > nal...aqagalh_.aq(g) € T.G(qg, M), (3.1)

1<ai1<...<aq<n

onde a carta (0 = ﬁ‘l(fr(U)),w) é dada por

1/)(5777) = (zl(x)7 T 7zn($)’£1,~~,q) s ,gp—i-l,---,n.’ le s ’Xn,,ql,w,q’ tee ,np-l-l,"',")

Define-se o subespago vertical de TzG(q, M) como v = ker(dm)e. Onde v é

o subespaco dos vetores tangentes a £ que provém de curvas £(t) em G(q, T, M),
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ou seja, de curvas que, para quaisquer valores de t, ﬁ(ﬁ (t)) = () = z. Nas

coordenadas locais descritas acima, temos que
oe = TeG(q, To M) = {(2°, 67, 0,n™" 1)}

Uma maneira intuitivamente mais natural de se definir um complementar
algébrico de ve em T¢G(q, M) é fazendo uso da conexao de Levi-Civita de M,
da maneira seguinte:

Para um vetor 7 tangente a (z,£) € G(q, M) como em (3.1), considere

£(t) = Zl§a1<...<aq§n £ ag (t)a—z%(t) A agq (t) o transporte paralelo de

¢ ao longo da curva integral de X =) X “a—fa que passa por x. A condicao

Vx&(t) |4=0 implica que

0 0 0 0
araa) (0 ANos N AV VAYRVAN =0.
Z (€ ) /( )3za1 920 +¢ X (3za, 9294 )
1<a;<...<aq<n
Dizemos que 7 é o levantamento horizontal de X em & se as coordenadas 7
de (3.1) provém da variacdo descrita acima, isto &, se 7% = (£%%)/ (t) |4=o.

O subespago horizontal e de T¢G(q, M) é o espago de todos os levanta-

mentos horizontais dado por

Be = { (2%, 20 %0, Xy 0) € TeGlg, M)/

Z 77al,---,llq 9 A A 4 :—&al’m’aqVX(i/\.../\ 9 )}

a1 aq ay ~0q
i e i 0z 0z 0z 0

é imediato verificar que he Nve = {0} e que T:G(q, M) = he ® v;. Um vetor

n € T¢G(q, M) se decompde com respeito a esta soma direta do seguinte modo:

= (2%€07%, X0 ) = g+



3.2 Preliminares 33

- sa a ay,---,a a a
nb:ZA ﬁ_ z ély 1‘1v‘x(azal /\.../\azaq)
a=1 1<a;1<...<aq<n
ay=aq_0 9 9 G,
nbz Z 7’1 _ag/\/\azaq‘l"f V‘X(azal/\..-/\azaq)

1<a1<...<aq<n

Definigao 3.1 Define-se o conector K da conexao de Levi-Civita V de M,
K :TG(q, M) — G(q, M), como

9 ) ] )
. aj--Qq a)--aq
K& ) > N N A e H VX (G A A )

1<a;1<...<aq<n

Observagao 5 Como foi mencionado antes, o subespago vertical U é o espago
tangente a subvariedade G(q, T, M); Como tal subvariedade é um espago veto-
rial, podemos identificar seu espaco tangente com ele mesmo, ou seja, Ve =
T¢G(q, M) = G(q, T, M). A aplicagio K faz esta identificagao natural da com-

ponente vertical de n como ponto de G(q, M).

Temos as seguintes propriedades de K:

Proposigao 3.1 : O conector K : TG(q, M) — G(q, M) verifica as seguintes

propriedades:
I. toK=mwmome moK=mwodn

9. Parav € T,M e uma se¢io & : M — G(q, M), temos que K(d&(v)) =

vvg ;
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Definicao 3.2 Definicao da Métrica de Sazaki: Uma vez que, como ja
vimos, T¢G(q, M) = he ® v, faremos uso de m e K para tomar a parte
horizontal e vertical, respectivamente, e medir, assim, vetores em TG (q, M).

Para my,m € TeG(q, M) definimos

gs(m,m2) = g(dm(m),dn(n2)) + g(K(m), K(n2))

gs define, portanto, uma métrica riemanniana sobre G(q, M) e é chamada

de métrica de Sazaki. Observe que gg converte a projecao m : G(q, M) — M
bl

em uma imersao riemanniana, onde o espago vertical b e o horizontal ) sao

mutuamente ortogonais.

3.2.2 Volume de campos de vetores
3.2.2.1 Introducgao

Nesta segdo o volume de um campo de vetores unitario X ¢é apresentado.
Para facilitar os célculos, primeiramente é dada a definicao do volume de uma
transformacao linear, que é, fazendo um abuso de linguagem, o volume da ma-
triz A associada a esta transformagao em relagao a uma dada base ortonormal.
O motivo para essas consideragdes é a identificagdo que sera feita de A com a

matriz da segunda forma fundamental de X .
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3.2.2.2 O célculo de vol(X)

Definicao 3.3 O volume de um campo de vetores unitdario X, vol(X), numa
variedade (M™,g) compacta e orientada é definido como o n-volume da sub-
variedade X : M — T'M onde em T'M, espago tangente unitdrio, conside-

ramos a métrica de Sazaki gs.

Por definicao,

vol(X) = / vcnny (5
X(M)

onde vxy(gs) € o pull-back na subvariedade X (M) da forma volume de T' M

com a métrica de Sazaki gs. Para isto temos que considerar outra métrica em

M, (X*gs), tal que

/ vx(gs) = / vm(X*gs).
X(M) M

A métrica X*gs e a g estdo relacionadas. Considerando a definigao de métria

de Sazaki dada na se¢ao anterior, para Y, Z € T'M,

(X*9s5) (Y, 2)

Il

9s(dX(Y),dX(2)) =

= g((dr(@x(v))), (dn(dx(2)))) + g (K(aX V), K(dX(Y)))

= g(Y,Z)+ g(VyX,VzX),
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onde 7 é a projecao do fibrado tangente 7 : TM — M e K :TTM — TM é

o conector de V. Assim, a mudanca de métrica é dada por

v (X*gs) = v/det(A)va(g)

onde para um referencial ortonormal de M", {e,}h_;, A é a matriz

1+ g(Ve, X, Ve, X) 9(Ve, X, Ve, X) 9(Ve, X, Ve, X)
A g(VeZX, VCIX) 1 +g(ver’ ver) e g(ver, venX)
g(ven‘X’ velX) e 1 +g(venX’ VenX)
E imediato verificar que
det(A) =

1) Ve XIP+) IIVe XAV X[+ 4 Y |V XA Ve, X%
a=1 a<b a1<-<an—1

(3.2)

Observagao 6 : Note que o n-vetor Vg, X A ...V, X € nulo pois X ¢
unitdrio: considerando uma base ortonormal tal que e, = X, pois a defini¢ao

de um tal n-vetor é independente da base ortonormal escolhida, tem-se que
GV, XN.. Ve, X, e1 AN...Nepo1 A X) =det(g(Ve, X, e)),

donde a tltima coluna da matriz g(Ve, X, ep), g(Ve X, X), € nula Va.
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Portanto, pela defini¢do (3.3) segue a

Proposicao 3.2 Seja X um campo e vetores unitdrio em (M™,g) compacta

e orientada. O volume de X € dado pela expressao

vol(X) = /w Vdet(Id + (VX)* (VX)) =

=/ A+ Ve XIP+ D Ve X AV X+ -+
M

a=1 a<b

tot S (Ve XA Ve, XIP) P (33)

1
a1<---<an-1

Pela proposi¢ao acima fica evidente o fato de que
vol(X) > vol(M)
E que a igualdade é satisfeita se e somente se X for paralelo.

Definigao 3.4 Seja V™ um espago vetorial o volume de uma aplicacao linear
T:V™— V™ ¢ por defini¢io, o volume de seu grdfico, ou seja, se ¢ : V —

V x V€ dada por p(v) = (v,Tv), entdo

vol(T) = vol(p(V))

onde, para o cdlculo do volume de ¢(V') se procede da seguinte maneira. Con-
sidere a (linica) aplicagao

Qs VX nYES XV — AV x V)
(V1 ..., Un) — o)A A e(vy)

que é n-linear e anti-simétrica. Fazendo uso de um leve abuso de linguagem,

devido a correspondéncia biunivoca (vq,...,v,) = v A... Av,
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denotaremos ainda por ¢, : A"V — A"(V x V) a aplicacao tal que

Ce(v1 AL A v) = (V1) A LA p(Un).

Por definigao, para uma base {e;}1-; de V,

vol(T) = vol(p(V)) = |lp-(er A ... Aen)]

cuja tltima expressao é independente da base ortonormal para calculé-lo. Cal-
culemos o valor de vol(T), supondo que a matriz de T' na base {e;}1; de
V seja A = (a;;). Abusando da notagdo e denotando a base de V x V por
{e: = (€;,0),en41 = (0,€;) },, teremos que o n-vetor p(e1) A...Ap(e,) é dado
por:

pler)) A... A ple,) = (61 + >0, a,-_len“) A A (en + >0, ainen+i).
Por outro lado,nos interessa também a expressao do n-vetor p(e;)A... Ap(en)

na base usual de A™(V x V), {e;, A...Nei, /1 <4 <...<i,<2n}, aqual é

wlen)A. .. Ap(e,) = eA. .. Aep+ Z aijeiN. . .Nej_1NeqpiNejriA. . . Aep +

1<i,5<n
+ E (aim Qigjo —ailjzaizjl)el/\. ¥ ./\ejl,l/\e.nﬂ-l /\€j1+1/\. s ./\€j2_1/\€n+i2/‘\. S AN\ept.
11 <ia
n<Jz2
in—1 Jidn—1
+...+ E (=1)""det A} I lej Nengiy A . Neni,_ Hdet(A)ena A Aea,
1< <lp—1
J1<<Jn-1
(3.4)
onde no pentiltimo somatdrio j, é o tinico elemento de {1, ..., n}\{Jj1,-- -, Jn-1}
e AZ:{: é a submatriz de A formada pelas linhas (i1,...,4;) e colunas
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(J1,---,jx)- Entéao, como coeficientes de ¢(e;) A ... A p(e,) aparecem todos
os determinantes menores de A, além do 1 que acompanha e; A...Ae,. Isto
significa que para calcular ||p(e1)A. . .Ap(e,)||? é suficiente calcular o quadrado

de cada um de seus coeficientes. Mais precisamente, temos a seguinte

Proposicao 3.3 Seja T uma aplicagio linear e A = (a;;) a matriz de T

associada a alguma base ortonormal. Entao,

vol(T) = <1+ >oahi+ ). (det A772)? 4+

1<i,j<n 11 <iz
71<72

ot S (devalie

1
11in—1

11< - <tp—1

j1<"'<jn—1

)+ (det A)2> " (35)

De agora em diante nos referiremos ao lado direito da equagao (3.5) como

o volume da matriz A.

3.3 Resultados principais

Nosso objetivo principal neste capitulo é demonstrar o seguinte teorema

Teorema 3.5 Seja M wma variedade riemanniana compacta de dimensao

2k +1 e considerer > 0 e X um campo de vetores sobre M tal que | X|| = 2=.

Jr

Suponha que Oy.41 denota a forma dual unitdria de X e R* = Zlgi,j,k,t@k Rfjkl,
onde Ry sdo as componentes do tensor curvatura de M. Ser > ———TR
Rijri D 7 o/k@k-1)"

entao

r*(2k)! ) (3.6)

/ X(XE) A Oapi
M

x(X1) € a classe de Euler do subfibrado ortogonal a X .



3.3 Resultados principais 40

3.3.1 notacgoes

Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta, sem bordo e de di-
mensao n = 2k+1. Se X é um campo de vetores unitéario, escolhemos em cada
ponto um referencial local ortonormal adaptado {e;, es, . . .,€n_1,€, = X }. De-
notamos a base dual e as formas de conexao como no capitulo anterior e V a
conexao de Levi-Civita.

Considerando um campo de vetores X globalmente definido em M, pode-
mos considerar o subfibrado de TM determinado pelos vetores ortogonais a X
em cada ponto de M e tal subfibrado serd denotado por X*. A segunda forma

fundamental H de X+ é dada por:
H = (ha), onde hgp = g(Veer, X) a,b=1,... . n—1=2k

Pelo Teorema de Frobenius H é simétrica se e somente se X é integravel.
Pelas equacoes de estrutura, as formas de curvatura de X L digamos 4, estao

relacionadas as formas de curvatura de M pela equagao

Qab = Qab + Wa,n A Wp n- (37)
A definicao do Pfaffiano da curvatura do fibrado 2k-dimensional X é:

- 1 - _
Pf(Q) = SRRl Z () (yr2) A - - - A Qrar—1)r(2k), (3-8)

TEGaL

onde Gy, é o grupo de permutagoes de 2k nimeros e €(7) é o sinal de 7. Uma

propriedade muito importante do Pfaffiano da curvatura é a igualdade

1

x(X+) = )"

Pf(Q) (3.9)
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onde x(X1) é a classe de Euler de X L A norma do tensor curvatura de X+,

R, é dada pela equacao

RP= > Riu (3.10)

1<a,b,c,d<2k

onde Rapq sa0 os componentes do tensor curvatura de M. Note que a soma
somente envolve indices correspondendo aos vetores normais a X. Usando
as propriedades de simetria do tensor de curvatura, podemos expressar R da
seguinte forma, mais conveniente aos nossos propositos:

R* =4 Z szcd'

a<b,e<d
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3.3.2 mudancga de métrica

O volume de campos de vetores é um funcional que depende fortemente da
métrica. Como em [BC], achamos conveniente fazer um pequeno comentério
sobre essa dependéncia, inclusive porque até o momento tal cilculo s6 tenha
sido definido para campos de vetores unitarios.

Por exemplo, uma simples mudanga por homotetia na métrica de M
causa uma mudanga nao homogénea nos termos que aparecem na equagao
(2.1). Mais precisamente, se || X|| = 1 em cada ponto er > 0, entao ¥ = %X
é um campo de vetores globalmente definido com norma igual a %, ou seja,
Y é um campo de vetores de norma unitéria sobre M munida da métrica r.g.

Neste caso o volume de Y fica

wi(r) = [ (14 L IVeXI + 5 3 9 X A Ve X+
M ¥ a=1 L a)<as
. L (311)
2
toet g > ||ve,,1X/\.../\vea2kx||2> v
a1 <...<agp

Observe que se X é um campo de vetores unitario, o ultimo termo da

equacdo acima, a norma do vetor Vo, X A ... AV, X, se anula (veja 6).



3.3 Resultados principais 43

3.3.3 demonstracao do teorema

Demonstragao: Associado com Y temos o campo de vetores unitario dado
por X = 4/rY. Considere um referencial local {ey,..., €41 = X} adaptado
a X. Desconsiderando os termos das somas onde Vx X aparece e tendo em

vista a observagdo acima e (2.2),

wl(¥) > ¢ / ("+ S IVe XIP 41772 3 ([ Ve, X A Ve, X+
M Py

a3 <ag
1

%3 N ||V, XAV XVe, X[ 4 Y [VaX A AV X||2)2u
aj<az<as a1 <...<agk

(3.12)

onde todos os indices variam de 1 a 2k.

A primeira soma que aparece no integrando de (2.3) é meramente a soma
dos quadrados de todas as entradas da matriz associada com a segunda forma

fundamental H. Ou seja,

2k 2k
DoIVeXIP =D h
a=1

a,b=1

A segunda soma de (2.3) sdo as somas dos quadrados de todos os menores
2 x 2 de H e assim por diante. A tltima soma é simplesmente o quadrado do
determinante de 7. Denotaremos de agora em diante por (A;)? a soma dos
quadrados de todos os menores i X ¢ de H. Com essa notagao, (2.3) fica assim

reescrita:
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1

1 : o e | 2
’UOZ()/) F‘_/ <T2k+T'2k 1(A1)2+T"2I\ 2(A2)2+. . .+7‘(A2k_1)2+(A2k)2) 1%
M
(3.13)
Considerando a matriz simétrica 2k x 2k definida por A = (g(Ve, X, Ve, X))ab,

as funcoes simétricas elementares de A, 0;(A), sdo exatamente os termos de

A2 :

1

2k

det(Id + tA) = Zal ANt = (M)
i=0
onde A2 = go(A) = 1.
Como diferentes 0;(A) := o, sao de graus diferentes, é impossivel compara-los
diretamente; Nao obstante, existem desigualdades néo-lineares que os relacio-

nam (ver [HLP],pp 52).

Considere

SRR

entao,

D; 2 Pi—1Pi+1 i=1,...,2k—1, (3.14)

onde a igualdade ocorre se e somente se os \; forem todos iguais. Como con-

sequéncia direta de (3.14), segue que, para 2 < j < k — 2,

Pl Zpicap;  Pig 2 Pibise (3.15)

Como p; > 0, pois os \; sao positivos por hipétese, multiplicando ambos os

termos de (3.14) por pj_1pj4+1 e considerando (3.15), segue que



3.3 Resultados principais

45

2 2 .2 2
Dj-1PjPj+1 2 Pj_1Djt1 2 Pj—2D;Pi+2;

do qual resulta, simplificando:

Pj—1Pj+1 2 Pj—2Pj+2,

que, juntamente com (3.14) fornece

2
P 2 Dj—2Pj+2-

Repetindo o processo acima, prova-se que se j é par e 0 < s < %, que

2
D; Z Dj—2sPj+2s)

)

NS,

ou, equivalentemente, para j pare s =0, ...,

()
G 32—t 5 0j49s-
Pt 17 B i

De forma andloga, se j for impar conclui-se que para s =0,...

)
N J ™ 05251042541+
Gt Gazsad)

2
o; 2

Isto implica, para j pare s =0,...,3, que

2k 2
A* > ()
J

> A2, A2
(Jigs) (]—?-,;s) 12

7+2s

ji—1
y 9
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mas, desde que cada um dos A; sao nao-negativos,
2%
(5)

A2 — b .
(jigs) (]—2l-k25)

7 =

Ao, Bs0ms (3.16)

Para o outro caso,

)
A? > = : = Aj_2s— 1012541
\/(j—?s—l) (j+2s+1

Neste ponto da demonstragao precisamos de um resultado preliminar cuja

(3.17)

importancia ficara clara logo mais adiante e cujo enunciado seré feito na forma
de lema. O método de demonstraciao do primeiro item, em linhas gerais, pode

ser encontrado em ([BCN]).

Lema 3.6 Com as mesmas notagoes adotadas até agora, tem-se que

(i) Para cada j=1,...,2k,
I (T Pl
2 1 —1
A 2 2% ; 2k
i=0 (21’) (2;'—21‘)

(ii) Para cadak >1e 0<i<k, (i ek inteiros),

DoiNgj_o; (3.18)

(Zk (4(2k) k—1
@)~ (2k — 20)]

(3.19)

Demonstracao:

Para a demonstracao de (i), consideramos separadamente a paridade de j.
Jj par:

Para que aparega o coeficiente de A;_9;Aj 125 da expressao geral (3.18) usamos

(3.16) para obter

(454 o G2 ()

R s Sy U
’ (] 23) (_7+23)

(%)

22—\ 9. M\jios (3.20)
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quando s =1,...,7, e quando s = 0,

()’

)

Para demonstrar (3.18) falta verificar que a soma dos coeficientes de (3.20)

(5)°
LA (3.21)
(%)

A% >

para s = 1,...,%, com o coeficiente de (3.21) d4 exatamente 1, ou seja, que

E (45 (55 (5

: =1

27w

Reordenando o somatorio, queremos provar que

—

)=S0 (=200

Que pode ser demonstrada desenvolvendo o produto notével (1+ z)?* de duas

o

maneiras equivalentes:

i <2k) d=0+2)*=0Q+2)*1+z)k=

j=0 \J

q1=0 q2=0
2k

> ¥ (0)(g)=m-
7=0 q1+g2=j « %

% j
3 k _
()GE)
=0 1=0 J =

j impar:

Basta verificar, de forma anéloga ao caso anterior, que

2 k k 2k
zz(i—s—l><i+s+l):(j)
=1 2 2 2 2
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e isto demonstra a parte (i) do lema.
Para a parte (ii) consideramos a fungéo f : [0,00) x [0,00) — R dada por

(2k)! (4(%))ye=

f2) = Foe v 1)~ T@k— 22+ 1)

onde I'(z) é a fungao restricdo da Gama de Euler aR. Calculando sua derivada

vVemos que

of _ (2k)! 4(p))e= ) 2k
9 (e +1)  (T(2k -2z + 1)) (2%~ 22+ 1)n (4( 2 ))+

+2 2@k 20+ 1)] >0,
oz

o que mostra que para provar (ii) é suficiente fazé-lo para * = 0, pois f
é crescente com relagdo a segunda varidvel, ou seja, basta provarmos que,
Vk > 1,

((2k))? > (4 (22]“) )k (3.22)

A prova segue por inducdo: para k = 1, (3.22) se verifica. Supondo (3.22)

queremos mostrar que

o2k k+1
(2K +2))? > (4( ;2>) . (3.23)
Como (*?) = Q’;%l—)(?;), segue que (3.23) é equivalente a
2% + 2\ [(2k + 2)(2k + 1)1 . (2k\"
2%k + 2)%(2k + 1)2((2k))? > 4 4k 2
2+ 22k-+ DX > () [E A e ()

com (*?) = (k + 1)(2k + 1), utilizando a hipdtese de indugao fica claro que

é suficiente para a prova de (3.24), mostrar que

2 2 ! 2 *
4(k + 1)%(2k + 1) 24(k+1)(2k+1)[(1+E)(1+2k—1)] ’
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ou seja,

(k+1)2k+1) > (1+%)k(1+2k2_1)k. (3.25)

Como é sabido, ar = (1+ ) é uma sequéncia real positiva crescente limitada
superiormente, ax < 3. Disto segue que (1 + %2—_1)'“ < 3v/2 < 6, 0 que implica
que be = (1 + £)¥(1 + 525)* é uma sequéncia real positiva crescente limitada
superiormente, com by < 18. Por outro lado, ¢, = (k+1)(2k+1) é estritamente
crescente, ¢, > 28 para k > 4, e, portanto, (3.25) é verdadeira para k > 4.
Por inspecao direta, verifica-se (3.25) para 1 < k < 3, como queriamos. Isto

demonstra (ii) e o lema esta demonstrado. a

Observagao 7 Antes de procedermos com a demonstragdao, acreditamos que

seja util observar que

(a) lembrando que (I;) =0se: >k,

[Zk:\/%) ]2 ZZ )(:-) T N Ags I (3.26)

i=0 j=0 i=0 )(23 21)

(b) pela parte (ii) do lema (3.6) obtemos sucessiwamente

' (4™
(2k)! > (24)! @k ~ 2]

(26)!(2K)! > (24)!(20)!( () <22/:)
(2k)! > (2z')!( \/7> @5

Rk.“i (21) Rk 1

(2/) /@ " ey
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(4 P2 5 ] > R — R ) =
Da ultima desigualdade seque que se T = JRED  2(%) entao
k—1 Rk—i 2:)! o
r SUCOLR (3.27)

> =2 1oy
/G (/@) VG Y

Agora, por (3.13),(3.18),(3.26) e (3.27), segue que

vol(Y) > ik/]\

\Y% \%
ﬁz—l —_ *i?r| —_
=~ £

e

j=o~ i=0 (2,-)(2]'—21') 1 ) (3.28)

i
2—./
r* M

A tltima integral é relacionada com o Pfaffiano de X' da seguinte maneira.

De (3.7) e (3.8) temos que:

2*(k)IPf(Q) =

= Z e(T) (97(1)1(2) +wr(1)2k+1 /\w‘r(2)2k+1> A (QT(3)T(4)+wT(3)2k+1 /\wr(4)2k+1) AN

TEGL

Pozen <QT(2k—1)T(2k) + Wr2k—1)2k+1 N wT(Zk)Qk-I-l)-
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Dali,

2% (2k)I P f(Q) = Z e(T)Qryr@) A Qr@yr@a) A - - A Qrar—1)r2k+

TEGL

k
+ <1> Z e(T)ryr@) A - - - A Qr(ar-3)r(2k—2) N Wr(ak—1)2k+1 N Wr@k)2k+1+

TEGa,

k
+ (2) Z e(T)Qr)yr@) A - - AQr(2k—s)r(2k—a) AN Wr(2k-3)2k+1 N - - - AWr(2k)2k+1F
TEng

k
+<z> Z e(T)2r)yr@ - - AN r(2k—(2k—i))r(2k—2i) N\Wr(2k—2i41)2k+1A- - AWr(2k)2k41

TEGo)
k .
ot Z e(T)wr)2k41 A - - - AWr@ky2zk1 AWrak—3)2k+1 A -+ - AWr(2k)2k+1
T7€Go
(3.29)
donde

Z e(T)Qr(yr@) A - - - Ar(2k—(2k—i))r(2k—2i) A Wr(2k—2i41)2k4+1 A - - - AWr(2k)2k+1
TEG

k—i ;
— 9= (25)1 Z £(a)Qaraz - - Ay 11102 NWag g 12k+17- - -AWag 2841

a;<aj+1

onde cada a; percorre os inteiros positivos de 1 a 2k, e, sei # j, o par (a;, @i+1)
é nao ordenado com respeito a (a;,a;1).

Denominando (':)R o i-ésimo termo da expressdo para o Pfaffiano em (3.29)

e avaliando-o na base tangente a X+, {ej,...,ea}, temos o seguinte aspecto
para P;:
P,‘(el, e ,egk) =

Q(k—i)(2i)! Z Z E(a)e(b)ﬂalﬂ2(ebl ) ebz) ce Q“?k—(2i+l)a2k—2i (eb2k~(2i+1) ’ ebZk—Zi)

a;<aj 11 by<biyy

(wazk—2i+12k+l AN A wa2k2k+1)(eb2k-2i+1 yo o ’e2k)
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Portanto,
-Pi(el7 e 762k) =
(k=) (0; .. .
2 (27)! 5(0)5(b)Ra102b1b2 b 'Razk—(2i+1)“2k—2ib2k—(2‘+1)b2"’_2i
aj<ag a2k—(2i+1) <2k—2i
b1 <ba bgk_(25+1)<b2k42i
Ragi—sisrbor—zizn 7 Nag_acprba
" z T )
Pagiboi_2:41 hazba,

Pela desigualdade de Schwartz e (3.10),

Pj(€1, T 62k) < 2(k l) 21)'( Z Ralagblbg) ( Z Raaa4b3b4)

aj <ag agz<ay
by <by b3 <by

X R
Qok—(2i4+1) @2k —2ibak_ (2i41)b2k—2i

A2k —(2i+1) <®2k—2i
bok—(2i41) <bzk—2:

<209 (R (RO (et

(k—i)—termos

< (22) !’R,(k_i)Azi ’

(VIR
B>
't:D. L]
~—
B[
N

(3.31)

logo, por (3.29),

PF(Q)(er, ..., ex) < ;;;3( 22, ( )R"‘ 1>A2> (3.32)

Finalmente, por esta desigualdade, por (3.28) e (3.9),

_ (4n)Fk!
- (2k)Irk

2k kI
(2k)!rk

vol(Y') > / X(XT) A Oaiia
M

PF() Aoy
M

e isto demonstra o teorema.
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Como em [BC], é vélida a seguinte

Observagao 8 :Ao longo da demonstracao observa-se que a igualdade em

(8.6) ocorre quando:
(a) O fluzo do campo é geodésico,
(b) Todos os autovalores da matriz simétrica A sao iguais;

(c) O tensor curvatura satisfaz uma certa condi¢ao de proporcionalidade:

Rayasbiby = MRagasbsbs, 0Nde @ < Qpy1 € by < by (por 3.31);

(d)
hagba T ha3b2i+2
Ralﬂzblbz = [ det :

ha2i+2b3 ha2i+2b2i+2

onde a, < Any1 € by < byy1 (veja 3.30).

Em espacos de curvatura seccional constante, as condigdes sao wverificadas

quando X € geodésico e X+ ¢é integrdvel com folhas totalmente umbilicas. Um

préTimo passo interessante seria o de saber se a igualdade em (3.5) pode ser

atingida em outras variedades para algum campo especifico.
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3.3.4 Um corolario topoldgico

O limitante inferior para o volume de um campo de vetores dado no teorema
(3.5), envolve a classe de Euler do fibrado X* e a forma dual do campo unitério
X. Quando esta forma é fechada, X+ serd uma folheagdo riemanniana. Isto
significa que o fluxo de X é geodésico e a distribuicio X' é integrdvel.

nesta situacao, se a folheacdo definida por X+ tem uma folha compacta, entéo
todas as folhas sdo compactas e M é uma fibra sobre S! (um circulo de compri-
mento L), com as fibras sendo as folhas compactas da folheacao ([Mo]). Com

essas preliminares estamos em condigoes de enunciar o seguinte

Corolario 3.7 Seja M wma variedade riemanniana fechada de dimensao
2k+1 e X um campo de vetores de comprimento constante %, tal que sua
forma dual é fechada e a folheagao ortogonal tem uma folha compacta. Entao

P 7 . l -~
M € uma fibra sobre um circulo de comprimento L. Ser > ——2\/m7€, ent@o

vi§ k !
wol(X) = (fk()T,’:)',L [[x(xH)|

onde x(X*) ¢ a caracteristica de Euler das folhas de X*.

Esse coroldrio d4 uma descri¢do parcial de como a topologia de X influencia
seu volume, pelo menos quando a forma dual de X é fechada e X* tem todas
as folhas compactas. Observamos também que o comprimento constante de
Y, o fator #, aparece no limitante inferior do teorema (3.5), de tal forma que,
se o comprimento de Y é pequeno (isto é, o fluxo é lento), entao o limitante

inferior para o volume de Y também é pequeno.
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