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Resumo

As possíveis diferenças entre variedades com curvatura seccional não-negativa e variedades com
curvatura positiva juntamente com o problema de classificam estas variedades são problemas de pes-
quisa atual. O problema de classificação depende da dimensão, e para dimensões maiores que 3 o
problema ainda está em aberto. Não obstante, Hsiang-Kleiner j151 e Kleiner j161 provaram que uma
variedade simplesmente conexo e con)pacto que adtlaite um campo de Killing não trivial (que em
nosso contexto é equivalente à existência de unia ação ison-métrica não trivial de St) é homeomorfa a

S4, ou a S2 x S2, ou a (CP2, ou a (CPU# :L ('/)2 quando a curvatura é não-negativa, e homeonlorfa
a S4, ou a CP2 quando a curvatura é positiva. Nosso objetivo neste trabalho é explicar os detalhes
geométricos da prova deste resultado, e portanto este será nosso teorema principal. Na prova fazemos
uso da classificação topológica de 4-variedades suaves fechadas e simplesmente conexas por meio da
forma de interseção l7j. Também apresentamos uma interpretação geométrica pata o conceito de
formas de interseção e encontramos estas formas para as variedades de acima. Observamos que o
teor'ema principal dá unia classificação completa, já que as variedades de acima admitem métricas
que satisfazem as hipóteses correspondentes .

Palavt'as-chave: 4-Variedade Riemanniana, curvatura não negativa, ação isoniétrica, formas de
interseção
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Abstract

Possible diüerences between the manifolds with nonnegative sectional curvature and those with

positive curvature together with the problem of classiljying those manifolds are problenls of investiga-
tion nowadays. The classification problem depends on the dimension, and in dimension greater than
3 the problem is still open. However Hsiang-Kleiner j151, and Kleiner j161 show that a conlpact sim
ply connected manifold admitting a nontrivial Killing vector field (which in our context is equivalent
to admitting a nontrivial isometric Si action) is homeomorphic either to S4, or S2 x S2, or CP2
or (Cpa# + (CP2 when the curvature is nonnegative and homeomoiphic either to S4, or (CP2 when
the curvature is positive. Our objective in this work is to explain the geometrias details of the proof
of this result, thus tais will be our main theorem. In the proof this result we use the topologica.l

classification of compact simply connected smooth 4-manifolds using the intersection tornas. We also
present a geonletric interpretation of the concept of intersection forma and we find these forma for the
manifolds listed above. We algo show that the main theorem lives a classiíication of such manifolds
since each one of the manifolds listed above admits metrics satisbing the assuniptions of theorem.

Keywords: Riemannian 4-tllanifolds, nonnegative curvatuie, isonietric action, intersection forms
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Introdução

E frequente nos textos básicos de Geometria Diferencial encontrar I'elações entre curvatura e
topologia. Podemos mencionar, por exemplo, os teoremas clássicos de Gauss-Bonnet, de Hadamard-
Caitan, de Myers, de Preissmann, Synge e o teorema da esfera. O primeiro a pesquisar estas relaciones
em get'al e de modo sistemático foi Heinz Hopf, que em j141 escreveu:

The T)roblem of detennining the global stT"ucture of Q space forno from its Local metric
properties alta the connected one olmetr'tzing - in the sellse of di$erential geoTitetry - Q
gãuen toplogica! spctce, may be worthy oJ ãnterest for physical reasons

Hopf estava especia-lmente motivado pelas seguintes questões

(a) Quando a curvatura seccional de uma d-variedade compacta de dimensão par tem sinal constante
c = ül, o sinal da sua caiacteristica de Euler é igual a cd/2?

(b) Estender o Teorema de Gauss-Bonnet para dimensões pares

(c) A variedade S2 x $2 admite uma métrica de curvatura seccional positiva?

(d) Suponha que unia variedade simplesmente conexo tem curvatura seccional entre l e l
Podemos inferir que a variedade é uma esfera?

C

A questão (b) foi resolvida por Allendoerfer e Weil enl 1943 e a questão (d) foi resolvida em 1951

po[' Rauch, uni especialista em superfícies de Riemani:t, cona l c aproximadamente igual a 3/4. As

questões (a) e (c) estão ainda em aberto. Pala um melhor entendimento dos problemas de acima

Outro problema que envolve relações entre curvatura e topologia é o determinar quais variedades
compactas admitem ntétricas riemannianas com curvatura positiva ou curvatura não-negativa. Este

ver l21e

l



2 St/:Z\FARTO

problema tem sendo muito pesquisado ultimamente. Quando a dimensão é 2 pode-se aplicam o
Teorema de Gauss-Bonnet para concluir que uma superfície compacta cona curvatura não-negativa
é difeomorfa a IRP2, ou S2, ou 7'2 ou a garrafa de Klein, e quando a curvatura é positiva ela é
difeomorfa a $2 ou a RP2. Em 1982, Hanlilton classificou as 3-variedades simplesmente conexas,
compactas e com curvatura de Rica positiva. Estas são difeomorfas a fol'mas espaciais esfericas.
A partir de dimensão quatro, o problema está ainda em aberto. Para o caso da curvatura não-
negativa, a principal obstrução é o teorema dos números de Betti de Gromov. A cota original
de Gromov sobre a soma dos números de Betti era dependente duplamente exponencial sobre a
dimensão. Este resultado foi melhorado por Abresch no ano 1987. Embora existam muitos exemplos
de variedades com curvatura não-negativa, todos eles são obtidos de duas construções básicas, além
de tomai produtos. Estes exemplos são obtidos por tomai um quociente isolllétrico de um grupo de
Lie compacto munido com uma métrica bi-invariante ou por uni procedimento de colagem devido
a Cheger l41 e Grove-Ziller j101. Os últimos exemplos incluem unia classe rica de variedades, e dão
origem a curvaturas não negativas sobre algumas 7-esferas exóticas e alguns ll&PS exóticos. No caso
cle curvatura positiva existem alguns exemplos além dos espaços simétricos de posto um. Todos
em dintensão menor que 25. Neste caso tentos a classificação de espaços homogêneos simplesmente
conexos de curvatura seccional positiva realizado por Berger (1961), Wallach (1972), AloR-Wallach
(1975), Berard Bergery (1976). Nesta classificação, os novos exemplos estão em dimensões 6, 7, 12,
13, 24. Outros exemplos de vat'iedades curvadas positivamente são biquocientes en:l dimensões 7 e

13 dadas por Eschenburg (1982) e Bazaikin (1996). Em 1991, Grove sugeriu classificar as variedades
de curvatura seccional positiva com uni grupo "grande"de isometrias. O interessante desta. proposta
é que quem começa a trabalhar neste problema tem que avaliar o quanto "grande"é o grupo de
isoilletrias. Eventualmente por meio de novas técnicas as hipóteses podem ser enfraquecidas. Talvez
se entendemos as variedades positivamente curvadas com um grande grupo de isometrias podemos
entender o caso geral. Não obstante, a importância do programa de Grove é que no processo de
enfraquecer as hipóteses deve levar nos à construção de novos exemplos.
Neste contexto, uma questão natural seria:
Existe unlcl diferença, ao nível de possíveis uahedüdes, entre cumutura leão-negativa e curvatura,

EJl] 1982, Yau (vede 1261, p.670) faz a seguinte observação desconcertante:

No Date kltous uluy cova\T)üct simplU coTtTtected mulLilold \uit} non-negntiue catruature for

lohich ovle can prove that {t does not admit a methc olf posãtãue curuature.
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Moais desconcertante ainda é que a observação de Yau segue sendo verdadeiro.
Pata o caso de variedades com curvatura não negativa não compactas temos melhores resultados
como nos mostram o Teorema de Gromoll-Meyer (1969) e Cheeger-Gromo11 (1972). O primeiro re-
sultado afirma que unia variedade completa. não compacta de curvatura seccional positiva e dimensão
d é difeomorfa a IRa, e o último resultado afirma que uma variedade M completa não compacta de
curvatura não-negativa sempre admite ao menos uma subvaiiedade S totalmente geodésica e total-
mente convexa, tal que A/ é difeomorfa ao vibrado normal de S. A subvariedade é chamada uma
alilla da variedade. Melhor ainda, se todas as curvaturas seccionais em um ponto são positivas então
as almas se reduzem a um ponto e logo a variedade é difeonlorfa a Rd. Este resultado foi obtido por
Perelman em 1994.

Voltando ao caso compacto, seria interessante determinar as 4-variedades curvadas não negativa-
mente ou curvadas positivamente. Neste caso, os melhores resultados são os teoremas devido a

Hsiang-Kleiner j151 e Kleiner j161 em 1989 e 1990, respectivamente. O resultado de Kleiner nunca
foi publicado e é o tema central da sua Teses de Doutorado em Berkeley sobre a direção de W. Y
Hsiang. Estes resultados motivaram a proposta de prove. O Teorema de Hsiang-Kleiner afirma
que unha variedades simplesmente conexa, compacta, curvada positivamente e com un] grupo de iso-
nlett'ias continuo é homeoinoifa a S4, ou a (CP2. O Teorema de Kleiner afirma que se mudamos a
hipótese no teorema de Hsiang-Kleiner de curvatura positiva por curvatura não-negativa a variedade
é honaeomorfa a S4, ou a S2 x S2, ou a (CP2, ou a «l=P2#:l:(C/)2. Estes teorenaas dão uma classificação

completa já que cada uma das variedades de acima admite uma métrica satisfazendo as hipóteses
correspondentes. Por outro lado, Bott conjeturou que toda variedade cuidada não negativamente é
racionalmente elíptica (racionalmente elíptica quer dizer que n-*(À/) a)Q é finito dimensional) . Se isto
for verdadeiro talvez se possa remover a hipótese sobre o grupo de isonaetrias no Teorema de Kleiner.
Tainbént é interessante saber quando pode-se melhoram' a conclusão do teorema de homeomorfo a
difeonlorfo. Em 1994, Searle e Yang 1231 dão outra prova do resultado de Kleiner. Grove e Searle l91
observaram que a. prova do Teorema de Hsiang-Kleiner pode sei reescrita em termos de geometria
de Allexandiov do espaço órbita À//Si. Também existe outra. demostração do Teorenaa de Kleinei
dada por Wilking 1251 que faz uso de espaços de Alexandrov.
Nesta dissertação, o teorema principal será conaposto pelos resultados de Kleiner e Hsiang-Kleiner.
No Capítulo 1, apresentamos algumas ferramentas de topologia algébrica, topologia diferencial e
alguns fatos sobre vibrados suaves. O Teorema de Freedman será apresentado no Capítulo 2. O teo-

ieJlaa principal seta apresentado no Capítulo 3. Finalmente, no Capítulo 4 damos alguns exentplos de
variedades curvadas não negativamente. Aqui também mostramos que o teorema principal dá unia
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classificação completa. Este último capítulo foi escrito com o ânimo de dai sugestões pala pesquisas
hituras. À/tais informação pode-se encontrar nos artigos j101 e 1271 .



Capítulo l

Conceitos preliminares

Others jtopological inuaüaTLtsl fere discouered bU Poincuré
They are all Lied up with his homologlJ ttteory which {s perhaps

the most l)rofound clll far reaching crentioTt in al\ topologU.
S. LEFSCHETZ

Lü topologie est précãsémevtt !a discipline mathématique
qu{ peT"met la passage du local au global.

R,. TnoNI

Neste capítulo apresentamos as ferramentas de topologia algébrica, topologia diferencial e teoria de
vibrados, que serão usadas nesta dissertação. As ferramentas de geometria que logo usaienlos são
encontradas enl l51, j18j e 1221.

1.1 Alguns i'esultados de topologia algébrica

Os invariantes topológicos que usaremos neste trabalho são homologia, cohomologia e grupos
de homotopias. O seguinte teorema dos coeficiente tmiversais estabelece relações entre homologia e
cohomologia para espaços topológicos em geral.

Teor'ema 1 ( j121 p.195). Para todo n C Z, eàste uma seqüêncáa curta, ezata e natura

0 --» -BZt(Hn i(X),G) H"(X,G) --* Hom(H.(X),G) --, 0

blue civtde porém não naturalmente

5



6 CAPITULOU CONCEITOS PRELIMINAR.ES

Obsemaçâo 1. Pala os cálculos dos grupos Ezt(-H, G) e Hom(H, G) podemos usar alguns das se
guintes propiedades:

(a) -E:«t(n © H', G) (H, G) © EzÉ(H', G)

(b) Ezf(H, G) = 0, se n é lide

(c) Ezt(Z., G)

(d) Ezt(.Z?, Z) é isomorfo ao subgrupo de torsão de -ll, se H é finitamente geneiado

(e) Hom(H, Z) é isomorfo à parte livre de H, se H é finitamente gelado

O seguinte teorema responde à pergunta de como podemos calcular o grupo de homologia de uni
produto cartesiano de dois espaços topológicos a partir da homologia de cada um deles.

Teorema 2 (Fórmula de Kiinneth, j121 p.274). Para todo rl € Z, ezáste mza seqüêncáa curta, ezata
e nattéraZ

0 H (i);::(Jt(X) ® Hn-i(y)) Hn(X X }'') H (1);1:::(ror(HÍ(X), Hn á l(y)))

que càvtde porém não nüturalm.ente

OZ)serwaçâo 2. Para os cálculos dos grupos Tor(.A, -B) podemos usam' alguns das seguintes propiedades

(a) 7'o,(-A, B)

(b) ror(q): .A{, -B) = (11): 7'or(.AÍ , -B)

(c) Tor(.4, -B) = 0, se Á ou Z? é livre ou mais geralmente se são livre de toisão

(d) Tor(.A, B) = 7'or(T(.4), B), Ollde T(.4) é o subgrupo de torsão de Á

(e) ro,(z«,-A) --, -A,# -, nz)

Em muitos espaços topológicos X podemos encontram subespaços topológicos -A e B cujos inte-
riores recubram X. Nestos casos podemos encontrar a cohonlologia de X a partir das cohomologias
de -Á e B e .4 n B. Este resultado é descrito iio seguinte teorema«
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Temi'ema 3 (Mayer-Vietoris, j121 p.204). Seja X = ánt(.4)Uánt(1?), então eãste uma seqüêncàa ezata

H"(x) --, H"(.A)©H"(B) --, H''(.An-B) --, n'"+:(x) --,

O seguinte resultado de Hurewicz mostra que para espaços topológicos simplesmente conexos, o
primeiro grupo de honlologia não trivial é isomorfo ao primeiro grupo de homotopia não trivial.

Teorema 4 (Hurewicz, j121 p.366). Se o espaço é (n l)-conexo com n 2 2, erztão Hi(X) = 0, para

0 < { < n e «-.(X)

Para variedades topológicas fechadast e OI'rentáveis temos uma dualidade entre honiologia e coho
mologia.

Teor'ema 5 (Dua]idade de Poincaré, j121 p.241). Se ]W é uma n-uahedade /fachada ohentáueZ com

cZ« /und.«..nt«P lml C H«(A/; Z), enÉã. « .pZãc«ção O : #' (A/; Z) --, Hn-k(A/; Z) ddnád« PO,

D(a) n a é «m áso«or$.mo p«« t.d. k.

No caso de variedades suaves os resultados são melhores. Aqui podemos definir grupos de coho-
nlologia como o quociente de formas fechadas e formas exatas. Esta cohomologia é chamada a
cohomologia de de Rham, e como é de esperar é isomorfa ao grupo de cohomologia singular com
coeficientes nos reais. b'lelhor ainda, considerando o álgebra graduada dos grupos de cohomologia de
de Rhani e o álgebra graduada dos grupos de cohomologia singular com coeficientes nos reais, com o
produto U, então temos unl isomorfisnao de álgebras entre estas cohomologias.

Teorema 6 (De Rham, 1241). Sda À/ unia uarãedade slzaue. Sda tamZ)ém t : IKI --, &4 wma

thavtgulação de A4. Denotemos por Q*(M) e S;.:,(.M) o complexo de de Riam e o complexo de
cocadeias singulares saque?, respectiuameTtte. Então a aplicação 1 1 Q* (M) + Sk(.M) de$nida por

/(«,)(a) = .L«,, induz um áso«.or$smo de áZgebras / : Hbx(M) H H*(M,R).

Além da cohomologia de de Rhana existe outra cohoniologia para uma variedade suave. Esta
se define analogamente à cohomologia de de Rham com a diferença que unicamente consideramos

' Ullla variedade fechada é uma vai'iedade compacta sem bordo
:Para uma rl.-variedade ik/ fechada e orientada podemos definir a classe fundamental colho um gerador do grupo

cíclico H«(&4, Z). Esta também pode ser definida como a classe de homologia singular representada pela soln& dos
n-simp]exos de uma triangu]ação de ]k4, onde cada. simplexo tem a orientação induzida da orientação de A4. Esta classe
éindependente da triangulação

3Paia uma defiitição deste complexo ver 1201 ou 1241
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fot'mas com suporte con:tpacto. Para. uma variedade &/ esta cohomologia é denotado por Hc+(M).
Pala um estudo de esta cohomologia ver l31. A versão do teorema 5 usando formas é dado pelo
seguinte:

Teorema 7 ( l31, p.44) Seja M uma vl uaüedade fechcLdcl e oüentáuel. Então Q aplicação

HÇ(À/) e) X.l: '(M) + R

de$nida T)etct integral do produto uedge de dois forrYtcLS é não degelterctdü, ou eq'üiuctlenieTíteltte

H'/(M) B (Hcn q(À/))*

O teorema anterior nos peinlite definir a noção de o dual de Poincaré de uma. subvariedade
orientada e fechada.

Definição 1. Seja S uma k-subvariedade orientada e fechada de uma. n-variedade orientada. .A/
Então definimos o dual de Poincaré de S conto a classe de cohomologia l77sl C -H" k(M) definida por

w = 1 w /'\ HS,S JNI

pai'a todo o C //ck(A/)

1.2 Alguns i'esultados de topologia diferencial

As questões que a topologia diferencial tenta iespondei são globais. Por exemplo, dadas duas
variedades, quando podelllos mergulhar uma na ouvia?. A solução a este problema é feito obtendo-se
objetos geométricos invariantes por difeomorfisnlos que nos permita decidir quando unia variedade
pode sei mergulhada na outra e de que forma. b/luitos resultados nesta área são baseados ao último
no conceito de trailsversalidade como já nos mostram nas rekiências jlll e j131. Este conceito
importante é dado a seguir.

Definição 2 (Transversalidade). Seja / : &/ --, N uma aplicação suave. Diremos que / é transversal
a uma subvariedade Z C ]V

/m(dK=) + T/(,)Z T/(,).rWz C / :(Z)
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Escreveremos / ó Z para significar que / é transversal a Z

Como uma conseqüência imediata temos o seguinte resultado:

Teorema 8 ( j[[l p.28). Se / : M --, ]V é ]ransuersa! a Zz, então ./' :(Z) é uma suóuahedade

meryuih«da de A/ d' "dám'nsâo Z e Tz/ :(Z) = (aH=)':(Z.r(:,)Z) p«' todo z c / '(Z).

Em particular, quando / é a inclusão de À/ em Ar e / ó Z (neste caso diremos que .A4 é transversal
a Z e escreveremos &/ íh Z) te-«.os clue ./'-'(z) = M n z.

Corolário 1. Soam JM e Z sabuahedades de .ÍV. Se JW é Éran.suersaZ a Z, erztão M n z é urrza

subuctüedade de N e:

(a) T=(A4 n z)

(b) «d(A4 n Z) (M') + cod(Z)

O seguinte teorema Tios mostra que dadas duas subvariedades de lmla variedade, podemos per
turbas continua.mente uma delas de tal jeito que ambas sejam transversais.

Temi'ema 9 ( jlll, p.70). Para qualquer aplicação saque / : JW --, N, e qualquer subuahedade Z

d uuüedüde N existe umü aT)ligação saque g . M --) N homotopica cl f tctl que g h Z.

Sejam / : A/ --+ ]V uma aplicação suave e Z uma subvariedade de Ar tais que / íh Z. Suponhamos
que M e Z são compactas e que dÍm(Ã4) + dám(Z) = dám(JV). Então / "(Z) é unl número finito de
pontos. Assim podemos definir outro conceito importante.

Definição 3 (Número de interseção orientado). Para cada p C / l(Z) definimos o número de
orientação em p como +l se

djpÇTph'l) © TjkpàZ = TjlpàN,

como espaços vetorias orientados. Caso contrario, definimos o número de orientação enl p como
1. A soma dos números de orientações nos pontos de /'t(Z) é chamado o nomeio de interseção

orientado do pai (.f, Z) e é denotado por /(/, Z).

Como é de esperar, a noção de número de intel'seção orientado depende somente da classe de
homotopia da aplicação. Isto é:
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Teorema IO. .Aplicações homot(5pácas sempre têm o mesmo zzlímero de {nterseçâo oMerztado

Agora constiuínios novas variedades por meio do conceito de soma conexa de variedades. Su-
ponhamos que ]W e .ÍV são variedades cona bordo, e que existe um difeomorfismo / : aÀ4 --, aN.
Então .A/ U/ /V é uma variedade topológica contendo copias naturais de A/ e Ar. Identifiquemos &/
e .ÍV com suas imagens em &/ U.f Ar. Fazemos &/ = JV = y. Por meio de vizinhanças de y em ]W

e .7V encontramos um homeomorfismo de uma vizinhança U de y em &4 Uf ]V sobre y x IR tomando
r C V a (z, 0), e que leva suavemente u n M e u n N a y x 10, oo) e V' x (--oo, 01, respectivamente.

Damos a t/ a estrutura diferenciáve] induzida por este homeomorfismo. Então ]\4 U/ Ar tem uma
estrutura diferenciável obtida a partir das estructuras de M , N e U. O seguinte teorema mostra que

qualquer estruttu'a diferenciável sobre A/ U/ /V que estende a estructura diferenciável de A/ e .N é
única salvo difeomorfismos.

Teorema ll ( j131, p.184). $da / : aA4 -, a-M um dljfeomor$smo. Então se a e P sâo duas
estruturas diferenciáveis sobre W = M Uf N que induzem Q estrutura, origiTt.al sobre M e N, então
ehsíe wrn dllfeomorPsrrzo h : T'Ha --, T,T/P taZ gue h l&/= ád.

Em particu[ar, se .A4 e -N sã0 7z-variedades orientáveis sem bordo e Z)A.r Ç ]k/, Dlv Ç N são

discos n-dimensionais com as orientações induzidas, e se / : -DÀ:r ---} Z)/v é lml difeonlorfismo que
inverte orientação, então podemos definir uma variedade À/#N = (A/ \ DÀ.r) Ua.f (N \ Z)/y), onde
a/ = ./' lao..,: Z)A.r } l)JV. O seguinte teorema implica que a classe de difeomorfismo de Jk/#N
independe da função /, desde que / seja um difeomorflsmo que inverte a orientação entre 7t-discos
orientados de .A4 e ]V. A variedade A/#.7V é chamada a soma conexo de A4 e .N.

Teorema 12 ( j131, p.185). (a) Se ./',g : a.A4 N sâo dl@om07$smos ãsotópàcqs, então A/U.f.M =

MU.N

(b) Se J,p : D" --, l\4 são mergulhos do n-disco sobre uma 7t-uaüedade M coneza e oüeTttáuel, tat
que ambos preservam ou avTtbos {vtuertem ohentação, evttão .f e g são isotópicas.

Usando o procedintento de colagem de variedades tentos a seguinte classificação de superfícies
compactas orientáveis.

Teorema 13 ( j131 p.204). Sda A/ lona superlf2'cie coneza compacta ohentáuel sem bordo. -Então

existe um único inteiro p > tal que NI é umü superfície OT'ientáuet de género p. O inteiro pé
dete7mánado reza /07muZa X(A/) = 2 2p. -Em radicular X(M) é par e $ 2.
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1.3 Fibrados

A teoria de vibrados suaves (especialmente vibrados vetoriais) é uma das mais fortes ligações enfie
Tipologia Diferencial e Tipologia Algébrica. Como exemplos de vibrados vetoriais poden)os tomar o
vibrado tangente e o vibrado normal de uma variedade. Agora definimos esta noção:

Definição 4. Sejam F', E, -B variedades suaves e G um grupo de Lie agindo efetivanlente sobre F
Diremos que r : E + -B é um vibrado sobre o espaço base -B, com espaço total E, fibra F, e grupo

estructural G, se existe uma cobertura por abertos {t/a} de .B e difeonloi'sismos:

'P.:. @.) : «-':(Ua) --, Ua X F'

tais que @. o (@P l« -(.))'i C G. A colecção {é.. o (#'P 1« -(:,)) i} é chamado um cociclo

Definição 5. Sejam € e e' vibrados com a mesma libra F e grupo estructuial G e mesma base -B
Dizemos que € e e' são isonlorfos se existe uma aplicação F : Z% --} E(, tal que:

(a) F restrita a. cada fibra a-ii (z) é um difeomorfismo sobre a fibra rÉ;i(aç).

(b) Dadas trivializações {U., (n-(,Ó..)} e {Vp, (ae,,@P)} de € e e' respectivamente, a aplicação V'P '

F' o (@Q l«;i(:.))'l c G, para todo Z C Ua n vO e a aplicação

/z«P : Ua n yP --, G, P -, @P ' /' o (@'a l.i:(,))': é suave.

A aplicação F é chamada um isomoiíismo entre { e e'

Definição 6 (Redução do grupo estrutural). 4 Dado unl vibrado vetorial { com cociclo {g..p} , diremos
que o grupo estrutural GL(n, R) de .E pode ser reduzido a um subgrupo H de GL(n, R) se existe um

cocic[o equiva]ente a {g.p} coill va]ores enl ]7. Em particu]ar se o grupo estiutura] de ( pode ser
deduzido a GL(n, R)+, então diremos que € é orientável. Diremos que € é orientado se temos fixado
um cociclo a valores en] GL(n, R)+, e a trivialização associada a este cociclo é chamada de orientada.

Uma forma de conexão o sobre um Si-vibrado principal ( = n- : P --} À/, é ullla l-forma que
é invariante à direita e que restrita a cada fibra é a forma dO invariante a esquerda definida poi
/S- dO = 2n-. Seja {Ua,P.} uma trivialização de e. Então podemos escrever o soba'e cada n- l(Ua)

'GJ,(n, R)+ denota o conjimto das matrizes não singulares com determinante positivo
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>l: .Ê(")a": + ao

onde zl, a;,,. são as coordenadas sobre [/a e df? é a ]-forma sobre Si dada acima. Logo

"« -E gÍ-(«)a«.d*:,
2,.7 '

em a-'l([/.). Logo podenaos definir unia única 2-forma fechada sobre A4 ta] que n'*(S12) = do. Não é
difíci! ver que a classe lnl C /íBm(-a4) é independente da forma de conexão u.

De6nição 7 (Classe de Euler). Definimos a faina de curvatura do Si-vibrado principal { = n-

P ----, M como a classe 101 C .172(A/). A classe de Eulei real de { é definida por ]LIOI e será
denotada por eR(C).

O seguinte resultado aíirnta que a classe de Eulet pertence a .f72(M; Z)

Teorema 14 ( 1201, p.252). .4 classe de coAomoZogáa eR(e) é uma classe de cohomoZogáa ntegraZ, ã.e

.il(C) C Z

para todo 2- simple=o OT'ieTitado

O seguinte teorema mostra que as classes de isomorfismos de Sl-vibrados orientados estão com
plenamente determinados pol suas classes de Ettler.

Teorema 15 ( 1201, p.246). Ezáste uma cozvespondêncáa ó unúoca entre a classes de ásomor$smos
de S\ -$brctdos oüentctdos sobre b/l e classes de cohomol,agia de H'z ÇM,%Õ, dado 'por

l€1 -n e(O c H'(A4, Z)

Pata vibrados vetoriais existe ouvia classe de cohon:tologia chamada cohontologia vertical com-
pacta. Se -E --, M é um vibrado vetorial, esta cohomologia é denotada por -ZI/c+.(-E), e é definida
como a cohomologia do complexo ç2:,(E) = { formas diferenciáveis sobre E cuja restrição a cada
fibra tem supporte compacto }. Pala vibrados vetoriais orientados de posto n, temos uma classe
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© C .líB,(Z), chamada a classe de Thom do vibrado, a qual pode ser definida como a classe represen

toda por UTlla forma em Q:.(E) cuja restrição a cada fibra F represente um gerador de Hcn(F). O
teorema que se segue dá uma interpretação geométrica da. classe de Thom.

Teor'ema 16 ( l31, p.67). Sda S uma suóuahedade /fachada e ohentada da uahedade ohentada M
Enl,ão o dual de Poincaré de S e a classe de Thom do obrado viomTtal de S podem ser representctdos

pelas mesmas formas.

Analogamente podemos definir a classe de Euler de um S"-vibrado orientados. Também podemos
definir a classe de Euler de um vibrado vetorial orientado .E de posto n como a classe de Euler do
Srl t-vibrado induzido de E6. O seguinte resultado da uma interpretação geométrica da classe de
Euler de um vibrado vetorial orientado com base compacta e orientada.

Teorema 17 ( l31, p.134). Sda n- : E --, À/ um .obrado uetohaZ orientado sobre um.a uaüedade M

compacta e orientáuel. Seja também s uma seção travtsuersalr. Então a classe de Euler el.E) é o
dual de PoiTtcaré da subuüüedade detemtàvtada pelo conjunto de zeros de s

Ulll S' vibrado é um fibl'ado com líbia S'
'Pode-se provam que a classe de isomorfismo do S" i-libiado induzido de /ç é independente da métrica
apor ullla seção transversal siglliíica uma seção cuja imagem é transversal à seção nula
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(lJapítulo 2

O Teorema de Freedman

Neste capítulo estudamos as relações entre espaços topológicos e formas unimodulaies. Na seção
2.1 apresentamos alguns resultados para formas tmimodulales. O conceito de foinla de interseção
será apresentado na seção 2.2. Finalmente, na seção 2.3 estudamos o Teorema de H'eedman por meio
de alguns exemplos.

2.1 Foi'mas integrais

Nesta seção tlabalhalemos com coimas bilineares do tipo

l3 . Gx G -. %

onde G é um grupo abeliano livre e finitamente gerado. Estas foiinas são chamadas formas integrais.
Dada uma base de G, podemos representar estas fora)las por matrizes cujas entradas pertencem a
Z. Em particular, o determinante de unia fora)a integral não degenerada é ül. Assim, as foinias
integrais não degeneradas são chamadas unimodulares. Duas coimas integrais sobre G são chamadas
equivalentes se existe um autormorfismo de G que preserva formas bilineares. Conto i\o caso de
foinlas bilineares sobre espaços vetorias de dimensão finita, duas formas integrais são equivalentes se
e somente as matrizes associadas, digamos .A e B, são relacionadas pela relação

t
(2.1)

onde P é uma matriz não singular. Isto reduz o problema de classificar as formas integrais salvo
equivalência ao problema de deternainai matrizes relacionadas como acima. Não obstante, o problen)a

15
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de classificação de formas unimodulares é muito difícil, e depende muito de seu posto. Pat'a um estudo

de formas unimodulates ver j191 .
Agora damos a noção de paridade para formas.

Definição 8. Uma forma integral P sobre G é par se P(z,z) = 0(mod2) pala todo z C G. Se /3 não
é par diremos que é ímpar.

Como para formas definidas sobre espaços vetoriais temos as noções de positividade e assinatura

Definição 9. Seja P uma forma integral sobre G. Diremos que /3 é definida positiva (negativa) se a
forma

(Q®G)x(Q®G)
(, ® A, ; ® g)

para todo r,s C © e todo A,g C G, é definida positiva (negativa, respectivamente). Uma forma
unimodular que não é definida positiva nem negativa é chamada indefinida. Definimos a assinatura
de # como a assinatura de Q ® /3. Definidos o posto de uma tolHIa unimodulai definida sobre (7
como a clinlensao cle (.;

O seguinte resultado dá uma restrição para fointas tmimodulates

Teorema 18 A assinatura de uma JoTí71a unimodular é diuãsíue! por 8

As formas unimodulares indefinidas são determinadas, salvo equivalência, por seu posto, assina
Lura e paridade.

Teorema 19. Se duas j07mas unimodutares ande.RvLãdas têm o lllesmo posto, assinatura e paüdüde,
en.tão elas são equivalentes.

2.2 Forma de interseção

Pai'a lmia variedade M2" fechada e orientável com classe fundamental lml temos associada uma
forma bilinear

H"(A/; Z) x H"(M; Z) -, Z

(a,P) ---, <a,#njA4j> up,IÀ4l>

QA/ é chamada a forma. de interseção de À/. No que se segue daremos lmia interpretação geométrica
a estas formas de interseção.
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Consideremos o caso n = 1. Sejam a, /i C Hi(A/; Z), e sejam '. e 7p representantes dos duais de
Poincaré de cr e /3. Precisamos da seguinte

Pi'oposição 1. Toda classe de AomoZog a em .feri(A41 Z), pode ser representada por uma l-uahedade
mergulhada compacta ohentada.

Demonstração. Seja z C Hi(A/;Z) e }::miai, um cociclo Zi(M;Z) representando #, onde a{ é
unl l-simplexo orientado de -A4. Então a curva fechada >1:{ kÍai é homotópica módulo bordo (logo
homóloga) a uma união de curvas suaves. Cada curva que se auto-irtersecta é homóloga a uma união
de curvas suaves simples. Então z é representado por uma união dísjunta de curvas suaves simples
e orientadas. []

Pela proposição anterior podemos supor que 'a e 'yP são l-variedades suaves compactas. Pelo
teorema 9 também podemos supor que '7a e 'P são transversais. Tomemos vizinhanças tubulares T.,
lrP suficientemente pequenas de 7a e ip, respectivamente, tais que:

(a) Se Ta n TP = UE:i{.4 é a decomposição em componentes conexas, então para cada [4 existe um
único ponto pi C (7.. n 'p) n Uí.

(b) Cada Ui está contida numa vizinhança coordenada de À/ com coordenadas orientadas (#,y) e
as curvas 'a e 'P são dados por z :: 0 e y = 0 em t4, respectivamente.

Sejam u.* e UP as classes de Thom de Ta e TP. Logo w. A WP tetn -.Íi6rte compacto em Uát&. Em
cada. Ui, temos «,. = :L/(z)dz (+ se dz define a orientação de 1. e caso contrário) e «,p = :L/(y)dy
(+ se dy define a orientação de 'p e caso contrario), onde / é uma função chapéu com suporte
compacto e integral 1. Assim

<a U P,IA/l> u..N ul3

5.. l fç=àftüü«au
V:u
/(7..,7#)

onde na primeira igualdade estamos usando os teoremas 6 e 16. Isto justifica o nome da forma. de
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interseção, pelo menos para dimensão lmi.
Agora vejamos o caso rz = 2. Precisamos da seguinte

Proposição 2. Sega b/ ur/za 4-uahedade s?lave, /ecÀada e cimentada. Então lodo elemento de
Ha ÇM, %l) pode ser representado por uma superfície iTtergulhadü.

Demonstração. Pe]o teores)a 15, pala cada z C -172(]M; Z), existe un] único Si-vibrado L« --} M,
tal que e(-Z....) = z. Pelo teorema 17 a classe de cohoniologia do conjunto de zeros Z de unia seção
transversal de Z;.:. (que é um ciclo) é dual à classe de Euler e(L.) = z. Assim D(z) = IZI. Como z é
arbitrário em .f72(A/; Z) a proposição se segue. []

Pi'oposição 3. Soam a, /3 C H2(A4;Z) e E«, EP C H2(À/;Z) super/2'cães suaves represerztarzdo

O(a) e O(#). .Enfio QA/(a,P) é . núm«. de {mte«'ção /(E.:, Ep).

Z)emorzstração. A prova é essencialmente a mesma que o caso anterior. Pelo teorema 9 e o axion-ta

da homotopia pai'a- a cohoniologia de Rham, poclenios supor que E« e Ep são transversais. Tomemos
vizinhanças tubular'es :ra e 7b suficientemente pequenas de E. e EP respectivamente, tais que:

(a) Se Ta n TO = u;=:it& é a decomposição enl componentes conexas, então pat'a cada ã existe um
único ponto p C ui n Eo n EP.

(b) Cada [Ã está contido nlmla vizinhança coordenada de &4, com coordenadas (=, y, u, u) orientadas
e as superfícies Ea e EP são dadas por z - g/ = 0 e u :; u ;; 0 sobre [4, respectivatllente.

Sejam o. e UP as classes de Thom de Ta e TD. Logo w. A WP tem suporte collapacto sobre Uit4.
Eni cada Ui temos o.. = :E/(=,3/)dzdy (+ se dzdy é a orientação de E.. e caso contrario) e
u/3 = :L/(u,u)dudu (+ se dudu é a orientação de Ep e caso contrário), onde / : IR2 -, R é unia

forma com suporte compacto ao redor do origetll e com integral igual a 1. Então

<a U P,IX/l> E :: l.«- ~ «.
fÇ=.u)fQu.u)dxdydx.d«

R4

l

/(E.
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n

2.3 0 Teorema de ]!'reedman

Nosso interesse em formas de interseção é devido ao seguinte Teorema de ]i'reednlan

Teorema 20 ( l71 e l81). Para toda /arma integral s mzétüca unãmoduíar Q ezãste wma 4-uahedade
topotógica N4 fechada, sãmpleswteTtte coneza tal que QM :: Q. Se Q é par, esta uahedade é única salvo

homeomor$sntos. Se Q é ímpar, existem e=atamente dois tipos de homeoTrtor$smos diferentes com Q
forma de interseção dada. No Trtázàmo um destes tipos de homeomor$smos ad7nite uma está"usura su-
ave. Assim, as 4-uctMedades suaves simplesmente coneacas são deter"mãvtadas, saldo homeomor$sntos,

por suas formas de interseção.

A prova deste teorema envolve ferramentas avançadas de Topología Algébrica e por razões de
tempo e espaço não a apresentamos aqui. Não obstante, nos proporemos a entender o teorema
observaltdo alguns espaços com suas formas de inteiseção. Antes precisamos da seguinte

Pi'oposição 4. S(yam &/ e ]V n-uahedades /fachadas e oráen áueãs. Então

(a) Q À/ = --C?À/

(b) QÀ,f#N = QÀ,f © Q]V

Z)emzonstração. A parte (a) se segue da igualdade l--A/l = --1.ü41. Provemos a parte (b). Sejam
cv, P C H2(À/;Z). A inclusão Z - IR induz um monomorfismo H2(A/;Z) --, H2(A/;R). Então
podemos considerar a e /7 como classe de cohomologia de .lí2(À/; R). Sejam w e v7 as 2-formas sobre
A/#Ar correspondentes a a e P, respectivamente, por meio do isomorfismo de de Rham. Então

<a U P, l.Ü4'l> u /\ r7

Por outro lado, sejam {Z./, y}, {t/, I't''i} e {V, I'l/a} cobeituias poi abertos de A/#JV, A/ e Ar respecti-
vamente e tais que UÍ)V, Uíl ['ri e yn W2 sejam do mesmo tipo de homotopia de S3, e os abertos T,ri
e T'H2 sejam difeonaorfos a um disco D4 4-dimensional. Então temos as seguintes seqüências exatas
de R/layer-Vietoris
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--» Hba(unl'') --, xãn(A/#w) --, xBa(u)oxBR(}'') H HBa(unl'')
--» HbR(unT,yl) --» xãR(m') --, Hgx(t/)©HÊa(wi) H HBn(unLyi) --,
--, Hba(v''nw2) --, -HÃn(-M) H HÃ,z(}'')©#ã.(w2) H HB.(}''nTv2)

Desde que Hbx(S;) = HÊn(S;) = XBa( O') = o, temos os isomorfisnlos HÊ,a(A4#.N) B HBR(P) ©
HBn(y), -KBa(W) = HBa(U) e WBa(W) = HÊ)a(lr), dados pelas restrições respectivas. Logo

lwl = luil + lu21, 1v71 :: 177il + dilUI, onde ul , 77i são extensões de o lu, ?7 lu a ]k/#:/V respectivamente,
com suporte nas proximidades de t/, assim podemos pensa-i que estas formas estão definidas em ]k/.
Analogamente para u2, r72. Observemos que as formas são fechadas, suas classes de cohomologia não
dependem das extensões, e suas correspondientes classes em .flr2(À4; R) são integrais. Logo

ui A ?h + ou A 772 + ui A v72 + o2 /\ ?7i

oi/\zh+/ w2A02+/ oi/\772+wu/\77i
NÍ JN J Uf\V

Como u n v' é do mesmo tipo de homotopia de S3, o último somando é zero. Logo a proposição se

Exemplo l. (a) A Esfera S4. Como .172(S4; Z) = 0, a forma de interseção de S4 é trivial

(b) O plano projetivo complexo (CP2. Considerentos (CP2 - (C3 \ {0})/C*, onde (C* age por mul

tiplicação em cada coordenada. Sejan] {@i, @2, O3} as cartas coordenadas usuais (chanaadas
afins) em CP2. Por exemplo @] é definido como:

'Pi

A orientação de CP2 é dado pelas cartas coordenadas afins. Por outro lado, usando coho-
mologia simplicial podemos vei que a classe de homologia de .27i = {10,z,wl : (z,w) C

C2 \ {0J} é um gerador de .172((Bula) = Z. Definimos H : -lli x lO,ll --., (CP2, (lO,z,ml) =
(cos(tt)z, sen(t{)z,w). Se fazemos H2 = /m(H(-, 1)), então H é uma homotopia de H] a H2
e .feri n ]l/2 = {lo, 0, ll }. A orientação sobre Hi é dada pela identificação natural com CPi, e ela
induz uma orientação sobre -Z72 por fazei que o difeomorfismo 27(-, 1) preserve orientação. A
carta aflUI @3 : C2 ---., (CP2 dado por (z, g/, u, u) --, lz + {Z/, u + áu, ll é um sistema de coorde-
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nadas orientado de CP2 ao redor do ponto 10, 0, 11. Então {aii, ãi;} e {il;, iã} são referenciais
orientados de .liíi n t/S e .172 íl Z./S, respectivamente. Isto implica que .17i e Zi/2 são transversais

e o índice de interseção /(#i,Hi) - /(Hi, .H2) - 1, já que {iâ, â, iÊ, â} llo,o,il é uma base

orientada de Z[0,0,tjCP2. Assim a forma de interseção de QCP2 é representada na base Z)(l.17il)
pela matriz jll, onde -D significa o dual de Poincaré.

(c) O plano projetivo complexo com a orientação oposta CP2. Pela proposição 4 a matriz da
forma de interseção é dado por j--ll.

(d) O produto cartesiano(CPI xCPl=S2xS2. Aqui temos H2(S2xS2;Z) = Z©Z, e umabase é dada
por {lS2x{(1,0,0)}1, 1{(1,0, 0)}xS2l}. Desde(lue $2 x{(1, 0,0)} é homotópico a S2 x{(0, 1,0)}
em S2 x S2, e ambos são disjuntos, temos que C?Sa*S2(IS2 X {(1, 0, 0)}l, IS2 X {(1, 0, 0)}1) = 0.
coíllo Su x S2 tem a orientação produto, temos que Qs,*s,(IS2 x {(1, 0, 0)}1, 1{(1, 0, 0)} x S21) =

1. Logo QS,xS, é respresentada na baseia(IS' x {(1, 0,0)}1), n(1{(1,0,0)} x S'l)} pela matriz

o 1
1 0

(e) As somas conexas CPz#(CPU e (CP2#: (CP2. Pela proposição 4, as formas de inteiseção

(C.f)e#:C.f)2 e (C.f'2# (C.f'2 são representadas pelas niatiizes

: :l ,l: J: l,
respectivamente

Oóseruação 3. Salvo sinal e equivalência, não existem outras formas de interseçãoi com posto $ 2
aléns das formas dadas no exemplo de anterior.

: Isto quem dizer formas integrais simétricas e unimodulaies
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Capítulo 3

O teorema principal

Pala a prova de nosso teorema principal seguimos a prova de Kleiner já que podenaos usar unica-
mente ferramentas básicas de geometria. Na. seção 3.1 provámos alguns lemas relativos à geometria
das variedades riemannianas com curvatura não-negativa, e outros com adição de alguma simetria
contínua. Na seção 3.2 apresentamos e provatllos o teorellaa principal.

3.1 Alguns lemas

Nesta seção fixamos uma n-variedade riemanniana (À/, g) conexo, compacta cona curvatura não
negativa e denotaiemos poi -K a curvatura. seccionar de A/.

Lema 1. Sejam"y{ : lO,SI } .A4,{ :: 1,2 e 770 : lO,il JW segmentos geodésàcost. Suponhamos qtze

770(0) = 7i(0), Oo(Z) = 'y2(0),g(qé}(0),'y{(0)) = g(qÍ)(Z),'y;(0)) = 0, e que ãst('yi,'y2) = -L(qo)'. Sda

[«móém X : 10, il --, &4 «m c«.po «toh.Z p««Z.Z. - Z-g. d. í70, t«Z q- X(0) = IÍ(0),X(Z) =

7;(0). -Erztão v7 : lO,SI x 10,{1 --, iv, r7(s,t) = ezp(sX(t)) é uma imersão {sométhca totalmente
geodésica pZarzaJ

Z)emzorzstração. Seja / = {r c 10, SI : ã77 é um campo paralelo ao longo de v7 ll0,rlxltl}. O conjtmto /
é não vazio e poi continuidade é un] intervalo fechado. Provemos que também é aberto. Denotenlos
por -E o vibrado sobre À/ que tem por fibra en] p C À4 o Grassnlanniano G(2,TPM). Então E é

l Isto quer dizer uma geodésica cujo campo velocidade tem comprimento igual a l
apara uma variedade Riemanniana denotaremos a função distância induzida pela métrica por dÍst.
'Aqui sempre usamos a palavra "plana" para significam curvatura zero

23
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compacto e a função curvattu'a seccional

K : E --, ]R, a ---, K(a)

é continua. Então existe uma cota superior ko > 0 de K. Como as curvas 77 llo,sjxlt} são geodésicas,
o campo vetorial Jt(s) = â77(s,t) ao longo de r7 llo,sl,.{t} é um campo de Jacobi. Seja si C / e
denotenios por g: o campo canónico primeira coordenada ao longo de 10, si + cl x {t} Ç IR2. Então,
pelo Teorema de Rauch ( l51, p.29)

d
}t(;)l $ 1 -1

Logo

Z.(77 l{.}x]o,{]) $ Z.(?70),Vs C 10, si + cl

Por hipótese dist('y1 , 12) = L(v70), assim

L(q l{.}x]o,z]) = Z.(qo),

IJz(s)l - l:l - l.
Por outro lado a igualdade no Teorema de Rauch ( ISI, p.35) é dada somente se

g(R(Jt('), i'7)i'7, J'(')) - o,vt c lo, zl,vs c to, .: + .l

Então

::«' É,.::«,á«, ,.:â«,i«,
D'z a a

g(ãP ãi,7, ãi'7)

-g(K(-ãÉn, ãin)-ã;n, ãin)
0.

Assim Jt é paralelo en] 10, si + cl. Isto implica que 10, si + cl Ç .r, e assim / :: lO,SI. Eni particular

z7 é unia imersão isométrica. Os fatos Jz paralelo, ?7 l]o,s]x]t} geodésica, e ?7 lts]x]o,l] minimizante
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implicam

a
0

a
vâ«ã'7

Õ

v :g « ãi'7
0.

Assim a segunda forma fundamental // de 77 é nula, ie. ?7 é totalmente geodesica. Para provar que

U tem curvatura zero é suficiente provar (lue K(X(t),?7É)(t)) = 0, para todo t C lO,il. A fórmula da
segunda variação da energia aplicada a v7, e o fato que X é paralelo implicam

li'"w ã(x, x) + g(:im,io«,o i{..

1«,« :*, :* ' * ,««« L«,*. L«, *',-'
g(-R(,7í., x)ol,, x)at

g'
Z

<

Logo -E"(0) $ 0. Como L(?70) = dást("yi,'y2), K'(X(f),oé)(t)) = p(a(oé.,X),71),X) = 0, para todo

Definição 10. Sejam pí, pj, pk pontos diferentes eni -/W. Então definimos

(a) Ann.: (Pj) {segmentos geodésicos minimizantes de p{ a 3)j }

(b) Oãrp:(pj) = {1'(0) : C A/ánp:(pj)} C S" iTP:A/

(c) Consideremos o espaço métrico S" tTP,A/ = {u c TP:A/ : lul = 1} com a distância ângulo Z e

de6-.amos Z..(pj,pk) = Z(Oá,.:(pj), Dár.: (pk)).

Teo:'ema 21.(a) $epl,p2,p3 C A/, então Z,.(PU,p3)+ Z,,(pi,p3)+ Z,,(pi,p2) 2 «-

(b) Soam 72 C Mánp (p2),'y3 C A/ãnp:(p3), com Z(7;(0),'yá(0)) = ZP. (p2,p3). $e a águüZdade em

\a] se ueri$ca, então Caíste urrLa super$cie tl«]angutar b. Ç M, mergulhada em ]vl, totatmeTtte

geodésica, plana, cora\ lados geodésicos "ta, ''fz e 'n c Nlinpzkpa].
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Z)emonstração. Como K' ? 0, o Teorema de Toponogov dado eni l5j, p.42, implica que existe um
únicos trio.ngulo Z\ Ç ll&2, com vértices q{, á = 1,2,3, e dãst(pi,pj) = dást(qi,qj) = Z{,j. Sejam
'yi C &/án,.(pi), á = 2,3, tais que Z('y;(0),'rá(0)) = .4..(p2,p3). Usando de novo o Teorema de

Toponogov temos /,. ('y;(0), ';(0)) 2 Z(giba, ©iaã) . Analogamente

Z,: (Pi+l , Pi+2) 2 Z(q;©;:H', @©i:n) ,

onde os índices são tomados módulo 3. Solllando estas desigualdades temos (a). Se a igualdade em
(a) se verifica, então as últimas desigualdades são todas igualdades. Assim, o corolário do Teorenta
de Toponogov em l51, p.50, prova (b). []

Para tertititlat esta seção, fixemos uma ação isontébrica G x À4 --.> .A/, onde G é uni grupo de

Lie compacto. Usamos alguns fatos sobre ações de Grupos de Lie dados por exemplo eítl l61.

Definição 11. Seja ' : 10, ZI --., M um segmento geodésico. Dizemos que ' é

(a) G-geodésico, se g("r'(t), 7;(t)G('y(t))) 0 5 para todo t c 10, ZI

(b) G-minimizante, se L(7) d{.t(G('y(0)) , G('y(/)))

Proposição 5. Sela 7 10, ZI --} ]L/ um segmento geodésico, então

(a) Se g('y'(0),7\(o)G('y(0))) = 0, erztão ' é G-geodésico

(b) U'ín. segmento G-minãmizante é G-geodésico

(c) Se ' é G-mánãmázanÍe, então GI(1) é consoante para t € (0,Z)

Definição 12 (Fibrado vertical). Seja 77 : 10, ZI --., &/ ullla G-geodésica. Definimos o vibrado vertical

}'ert#' ao longo de ?7 como o vibrado com base r7 cuja fibra enl r7(t) é 6

}''«tg(t) <7b(t)G(77(t)), {X.r7'(t) : X € gu(t)}>

para todo t € 1O, 1l, onde X.q'(É) = á l.-o e=p(sX).q'(É)

;'salvo transformações rígidas
;Se z C A./, sempre denotaiemos por G(n) e G, a G-ói'bica em z e o grupo de isotiopia em z, respectivamente
6 Aqui sempre denotaremos por g e g. as algebras de Lie de (; e (;,, respectivamente.
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Obsemação 4. Os subespaços <77'(t)>, To(t)G(77(t)), <X.?7'(t) : X C g«(t)> de To(t)A/ são ortogonais
dois a.dois.

Lema 2. O .obrado ueÍohaZ yert#' sobre ?7 é suave

Z)errzonstração. Fixemos to C 10, ZI . Os argumentos a seguir são válidos somente pala t suficientemente
perto de to. Suponhamos primeiro que v7(to) C Fá#(G, M). Então a exponencial dá uma equivalência
local entre a ação de G sobre M e a ação isotrópica de G sobre To(to)M Por meio desta equivalência
temos que 770 corresponde a tmia rega »(t) = tv7'(to) em Tq(to)N/' Seja -E(t) o levantamento de
Verte(t) a Tn(t.)À4' Se t é diferente de to e X c g,7(t), então X fixa todo ?7, e assim X.77'(t) - 0. Logo

E(t) zqmc(q(t))
<X.»(t) : X € Él>

Por definição E(to) = <X.77'(to) : X c g>, e assim E é transporte paralelo de E(to) ao longo de q.
Portanto, V'ertg é suave neste caso. Agora suponha-mos que 77(tO) g Fá#(G, A/). Sejam H = G,7(to)

e Wr um somando direto complementar do algebra de Lie de .17 denotado por b. Seja W o vibrado
vetorial ao longo de 77 tendo por fibra eni ?7(t)

I'T'(t) <X.q(t)

Seja {ei} Ç g uma base de W. Então {(i.77(to)} é unia base de }y(to) = Tq(t.)G(v7(to)). Por
continuidade e definição de W temos que {eÍ.T7(t)} é uma base de W'(t). Isto implica que W é suave.

Pelo caso anterior reli)os yert#(to) = <X.q'(to) : X C b>. Assim

}''ertg(to) ertqH(to) OI W(to),

e por continuidade VertoH(t) e W(t) são linearmente independentes. Como ?7 é G-geodésico e 77 está
dente'o de uma. fatia ("slice") sobre 77(to), temos que G,7(t) Ç Gq(to) e Verti(t) = <X.v7(t) : X C g>.

Para t # to temos yertqn(t) = <X.q(t) : X C b>, e assim

b''e«t#'(t) - }'"tqH (t) © ©(t)

Isto prova o último caso. n
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Corolário 2. O yiórado HornC = (V'ertg)X ao longo de 77 é swaue

Definição 13. Sejam ?7 : lO,ZI --, A4 um segmento G-geodésico e X : lO,ZI --.} TM um campo

vetorial ao longo de 77. Dizemos que X é G-paralelo se X é uma seção suave do vibrado .17orf, ie.
g(X(t), Verti(t)) = 0 e V.(t)X c }'ert#'(t) para todo t c 10, ZI.

Obsemação 5. Se X(0) C -Horto , então pela suavidade de HoroC podeíllos estender X(0) a. um campo
G-paralelo ao longo de 770.

Denotemos por M' o conjunto dos pontos de .A4 cujas órbitas são principais. Seja a- : M' ---}
M'/G a projecão canónica. Damos a A4'/G a métrica da submersão riemanniana. Observemos que
A4' é aberto de A/, logo tem curvatura não-negativa. Poi outro lado, temos a fórmula de O'Neill j21l:

.R«W(Z, m - KP(", y)+ ;ll", Z/l"l',

onde K é a curvatura seccional de M'/G, z,y c TPÀ4' são levantamentos horizontais de Z,ã c
Tr(P)A/ /G, I'espectivan:Lente, e lz,yl" é a componente vertical de lx, rl, pai'a extensões X, y de z,
g, respectivamente. Observemos também que lz, yl" não depende das extensões X e y. Aplicando
esta fórmula a A4', tentos que À4'/G tem curvatura não-negativa.

Lema 3. Sejam 'yi : lO,SI + À/,í :; 1,2 e 770 : lO,ZI --} M segmentos G-geodésicos. Suponha

mo. que ,70((0,Z)) Ç M', ,70(0) = 7i(0), z70(1) = '2(0), g(,71)(0),'y{(0)) = g(OÍ)(t),7l:(0)) = 0, .

dást(G('yJ(s)),G(72(s))) ? L(v70) para lodo s C 10, SI. S©a também X : 10, 11 --, TJ\4 am campo ue-

[.h«Z e G-p««ZeZ. « Z-g. de ,70 t.Z que X(0) (0), X(1) Zçntã.r7 : lO,SI x lO,ZI H A/
D(.s,t) :: escol.sX(t» é lema imersão ásométhca totalmente geodésica plana e oítogovtal à G-tição, i.e.

g(dq(y) , Toh,0G(,7(' , t)) )

para lodo (s,t) c lO.SI x 10, ZI, e lodo y c Z(.,t)lO.SI x .lO, ZI

Demonst«ção. Defi«a«:os X(t) = d«-(X(t)), Õo(t) = «-(,70(t)) pa:a t C (0, Z)

Afirmação 1. X é ?lm campo paraZeZo ao Zango de ?b.

Z)emonsÉ7'anão. Seja V a conexão de Levi-Civita em .A4'/G induzida por n- : A/' --.» A/'/G. Usando
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o fato que -X é horizontal e que V,7.X é vertical temos

VÜ,(t)X dn- (V ?.X )

0.

Isto prova a afirmação. n

Denotemos por 77 e li, as projeções de 77, e 'r{, para á - 1, 2. Então pala {5 c (0, Z/2), s c 10, SI, e
considerando a distância orbital em .A//G temos:

dá.t(?i , ?2) dást(q l{,}x]o,z](0), » l{.}x]o,z](i))

díst(q l{.}x]o,z](0),q l{.}x]o,l]('5))+ dást($ 1{,}xlo,zl(õ),q l{,}xlo,zl(Z

dist(q l{.}x]o,z](Z - õ),» l{.}xlo,zl(Z))

L(77 l{.}x]o,õ]) + L(q l{,}xlõ,z ÓI) + L(77 l{.}xlz Õ,ZI)

<

<

Õ)) +

(3.1)

Agora estimemos cada um dos somandos dados enl 3.1. Por aproximação linear temos

Z.(77 l{.}xlo,õl) $ L(?70 llo,õl) + s d É(q l{.}xlo,õl) l.-o +s'õci,

onde ci é lmia constante que depende somente de 10, SI x 10, il. Pela fórmula da primeira variação do
comprimento de arco temos:

d
xl0,ÕIJ l.-0ÊZ.('7 l{.} .Cg(x,v â-ànüü -} gW©, ;;n.«» \t..

Assim

L(?7 l{.}xlo,õl) $ L(?70 llo,ól) + s'õci

Análoga.mente

Z.(q l{.}xll õ,zl) $ E(qo llz-õ,zl) + s'õc2,

onde c2 depende somente de lO,SI x lO,ZI. Como 770 llõ,z-õlÇ À/o, existe um si C lO,SI tal que
z7(lO, sil x lõ, Z õl) Ç A/'. Assim # l]o,s]x]õ,z õ] é uma variação de OO l]õ,z õ], com campo variacional
paralelo X. Como v70 e 77 ljO.Slxlt} são geodésicas horizontais, e X é paralelo e horizontal, as fórmulas
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das variações do comprimento de bico implicam

áÉ(i l{,}*]õz-õ]) l.-o

$Z,(Íl{,}*]õ,z õ]) l,-o

0

(g(v$.,x, 'põ,x) g(R(q,, x)x, q))at +

+s('ü:Ê;íâ», @.)(z - õ) - g(e:Ê;íâq, %)(õ)
z õ

g(R(% , X)X ,@) dt .

Õ

Õ

Denotamos a última expressão por /Õ. Por aproximação,

Z.(q l{.}x]õ,z õ]) - L(Õo l]õ,z-õ]) + t-(rõ + c.(õ)),
2

onde lini.-o e,(õ) 0. Juntando as estimativas anteriores temos

dást(?i, l2) $ -L(Õo l]o,!]) + \-(2Õ(ci + c2) + /õ + c;(õ))
2

Usando a hipótese dãst(G('yi(s)), G(72(s))) 2 L(,70) te«:os

z.(Õo l]o,z]) $ díst(;Íi (s), 52(s)) $ L(Õo l]o,z]) + =i-(2õ(ci + c2) + /õ + c;(õ)),
2

e assim
0 $ 2Õ(ci + c2) + -rõ + c;(Õ)

Fazendo s + 0 temos 0 $ 2õ(ci + c2) + -b. Como a curvatura Ã' eni À4'/S é não-negativa, /Õ é
não-positiva e não decrescente. Logo

/Õ C (0,Z/2)

Assim X'(X,Õá) = 0 em (0, Z). Pela fóriliula de O'Neill IX,?7&l" = 0 em (0,1). Como N = v7(lO, sol x
10, ZI) é uma. superfície suave, pala algum se C 10, $1, podemos definir sobre JV os campos X(s, t) :;
éezp(sX(t)), ?(s, t) = transporte paralelo de y(t) ao ponto 77(s, t) ao longo da geodésica 77 llo,Slx {tl'
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Então X, y são extensões suaves de X e 77Í) iespectivanlente. Assim

lx, ,71,1"(t)

(V.fy)" l(o.t) (VÇ>X)" l(o,t)

(V..x) "(t) .

Logo Vo.X(t) é horizontal, e assim é igual a zero. Isto prova que X é paralelo. Como r7 ltsJx]o,l] é G-

minimizante e ?7 llo,slxlt} é G-geodésica, o lema l implica que v7 é uma imersão isoítlétrica totalmente
geodésica com curvatura zero e ortogonal à G-ação. []

3.2 0 teorema principal

Aqui apresentamos o teorema principal

Teor'ema 22 ( j151 e j101). Sda h/ uma 4-uahedade hemanníana coneza, compacta, e com cu atura
não-Ttegatiua. SupovLhamos que M admite um campo de Killing 7tão trivial. Então:

(.a] Se M é orielttáue! e tem curuaturcl positiva, elttão h'l é homeomorjcl u Sa , ou CPZ

(b) $e M é sámpZesnzente coneza e tem um. 2-pZarzo com curuaíura zero, então -A4 é Aorrzeom.07:fa

ü S4, ou ç,PZ, ou, S'z x S'z , ou CP'z #-L CP2 . Alé'm. disso, M tem. um,a super'jície totalmente

geodésica plana. sempre que seja homeomorjü Q S2 x SZ , ou CPa #-L CP'z

O teorema seguinte reduz a prova do teorema 22

Teor'ema 23. ovas Aãpóteses do teorema 22 temos X(M) $ 4. Á/ém disso se a igualdade é ueMÉcada
então existe umü superfície planta totalmente geodésica em M

Z)emzorzstração do teorema phncàpa usando o teorema g?3. Suponhamos que À4 é orientável e que
temi curvatura. positiva. O Teorema de Synge mostra que a-l(M) = 0. O fato que &/ é conexa e
o Teorema de Hurewicz implicam .17o(À/) = Z e -feri(À/) = 0, e assim poi dualidade de Poincaré
temos H4(.A4) = Z e H3(A/) = 0. Usando o teorema dos coeficientes universais temos H3(-A4) = 0.
Logo X(A4) = )1::.o(--1)idem(-ZL(A/)) = 2 + dim(H2(A/)). Então o teorenta 23 implica

dãm(H2(M)) $ 1
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Desde que H2(.A/) é livre e íinitamente gerado temos -Z72(M) = 0 ou Z. Assim a fornta de interseção
de A/ é nula ou é represetada pela matriz jll. Por outro lado, H2(S4) = 0, He(CP2) = Z, e a
forma de intel'seção de CP2 é representada pela tnatriz jll. Então a parte (a) segue do Teoren:ta de
Freedman ( l71 ou l81).

Agora suponhalr)os que M é simplesmente conexo e que tem um 2-plano com curvatura zero
Pelo teorema 23 X(À/) $ 4. Analogamente à parte (a) provámos que X(M) = 2 + dí77z(H2(-A4')).

Assim dárrz(H2)(.A/) 5; 2. Desde que H2(M) é livre e finitamente gerado, H2(.A4) = 0, ou Z, ou
Z © Z. Por outro lado, as únicas formas de interseção 2-dimensionais (salvo equivalência e sinal) são
representadas pelas matrizes

l o 1 1 o l 1 1 1 0

o l ' 1 0 1 ' o l

Estas matrizes representam as formas de interseção do espaço S2 x S2 e das somas coíi©xãs (CP2#: =1=

CPz, que são simp]esmente conexas. A parte (b) se segue do Teorema de Freedtllan. []

Z)errzostração do teorema 23. Suponhamos que X(À/) 2 4 e proventos que À4 tem uma superfície
plana totalmente geodésica e que X(.A/) = 4. Pelo Teorema de h'lyers-Steenrod e a compacidade de
A/, temos que /se(.A4) é tml grupo de Lie compacto. Poi hipótese, ]W admite uma campo de Killing
não trivial, i.e. um homomorfismo suave e não trivial R --, /se(.A4). Assim dárrz(/se(A4)) > 0. Pelo
teorema do toro maximal podemos tomar um subgrupo de Lie Si de /se(Jv). Logo existe unia Si
acão isométrica efetiva sobre M. Por um Teoreíila de Kobayashi j171, F'áz(Si, À/) 7 é união disjunta
de pontos isolados e superfícies conexas e totalmente geodésicas. Além disso X(M) = X(Fãz(Si , Ã/)).
Como a. cat'actetística de Euler de uma superfície conexo compacta é $ 2 e X(.A4) ? 4, Fia;(SI , A/)
contém duas superfícies totalmente geodésicas, ou uma superfície totalmente geodésica e dois pontos
isolados, ou quatro pontos isolados. A prova do Teorema termina nas provas dos Teores)las 24, 25, e
26 n

Caso 1. SupoTthantos que F't=(.S\ ,M) colttém dKcts superfícies totütmeTtte geodésicos N\ e Na

Teorema 24. (a) ezp lo.,ÍV. : .DzpJVi + A4 é um. dl@omor$smo sopre A/ \ N2 8

(b) E:êste uma superfície plana totalmente geodésica em M

(c) F'áz(.Si, .A/) = Ni U N2 e X(-A4) = 4.
'F'áz(S' , &/) denota o conjunto de pontos de J\4 fixados por todos os eleillentos de S'
sDtp/V. denota o subfibiado de pJVi cuja fibra eiii z € /Vi é o disco de pJVi de radio r c com centro no origem
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Oe«aonslração. Seja p € Ni tal que dást(p,N2) = dást(JVi,N2) = Z, e seja 770 : 10,11 --, À/ um
segmento minimizante com 770(0) = p e ?70(Z) = q C -N2. Sendo p e q pontos fixos v70 é Si-ininimizante.
Como qo corta -Mi e N2 ortogona]mente, e TP]Vi é Si-invariante, então Si(ql)(0)) Ç P.]Vi. Assim
g(x(o),r71)(o)) = g(x(o),r.?l)(o)) = 0, para todo X(0) C TP]Vi e y na algebra de Lie de S: (= R).
Logo X(0) € Hor:l(0), e assim X(0) se estende a um campo S:-pal'apelo ao longo de ?70 (vede
observação 5). A observação 4 implica que X(Z) C 7bN2. Definimos 77(s,t) = ezp(sX(t)), então
às geodésicos s -} 77(s, 0) e s -, ?7(s, Z) são geodésicos enl ]VI e N2 respectivamente. Pelo lema 3, 77
é uma imersão isométrica totalmente geodésica plana, ortogonal à Si-ação. Isto prova (b). Como
X(0) é arbitrário em TP]Vi e sendo ]Vt comp]eta, temos dást(q,N2) = Z para todo q C ]Vi. Logo o
ponto p é arbiti'brio. Desde que as geodésicas minimizantes g.v70 para g € Si ligam p e q e não são
iguais, o radio de injetividade norma] de 7Vi é igua] a Z, e o cut ]ocus norma] de ]Vi é ]V2. Isto prova

(a). Se pala algum g C S: e u C uP(Ni), g.u = o, então S:(u) é g-invariante. Como a ação é linear e
TPIVI é St-invariante, temos que TPA/ é g-invariante, e assim g = 1. Então SI age livremente sobre
A/ \ (]Vi U N2), e F'i#(S", M) = Ni U N2. Assim

X(M) X(/'áz(S: , A/))

X(Ni ) + X(.N2)

4,

e portanto X(-A/) = 4. Isto prova (c) n

Caso 2. Suponhamos que Fi=(.St ,M) contém uma super.fície totalmente geodésica N e dois pontos
isolados {pi,p2l-

Fixemos um segmento minimizante 'y : lO,Z]l --, M tal que 7(0) = p] ,'y(Zi)
Ni

p2, e definanlos

Teorema 25 (a) .ÍVi é uma supe7g'cáe saque

(b) ezp lo.,/v. : Z)ZpJVI --, M é llm di/eomor$smo sobre A/ \N

(.c) Existe uma superfície plana totalmente geodésica em M

(d) F'ár(SI,-M) = {pi,p2} U]V e X.(]W) =4
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Oemonstração. Seja p C -Zm('y) tal que dãst(p, .M) = dást(-Zm('y), N) = dãst(S:("y), N') = 1. Suponha-
mos que p C ,y((0,ii)), e seja r71 : lO,ZI -o JW um segmento nüninlizante de p a 77i(!) C JV. Como
N' Ç F'áz(Si, M),

L(qi) = dást(p, N) = dást(S' (p), -N)

Assim qi é S:-nüni"izante. Como TP/m(7) l S:(p), TP'y Ç Horql (0). Então, dado X(0) C Tp/m('y),
este se estende a um campo X : lO,ZI ---> TÃ/,Si-paralelo ao longo de v7i. Pela observação 4,
X(Z) C Tq.(z)M' Como N totalmente geodésica, a geodésica s ---' ?7(s,!) é uma geodésica em
N. Pelo lema 3, a variação v7 de v71 definida por 77(s,t) = ezp(sX(t)) para (s,t) c lsi,s21 x lO,ZI
é uma imersão isométrica totalmente geodésica plaíla, onde s] e s2 são o ínfimo e o supremo de
{s : ezp(sX(0)) C /m('y)}, respectivamente. Então

dást("y(t), N) (-Zm('y), N)Vt € 1O, hl

Seja z70 : 10, ZI - ]M um segmento nlininaizante tal que ?70(0) = pi, v70(Z) C N. Então os segmentos
geodésicos g.?70 de pi a. r70, h.'y de p] a p2, pa-ra. g, A C Si são Si-minimizantes, e assim

g(g.ol,(o) , h.'v'(o) )

Logo o espaço vetorial r := <A.'y'(0) : h c Si> é Sl-invariante e de dimensão 2. Assim ezpp. lo,. y '
M é uni difeomoríismo sobre .ÍViUÍp2} e ezpp. (1)z. y) = ]Vi . Portanto /Vi\lp2} é uma superfície suave

Ana[ogamente se prova que ]Vi\lpi} é ullla superfície suave. ]sto prova (a). Seja X(0) C TP. ]VI ,

então

g(X(0), h.77á(0)) = g(X(0), y.qÉ)(0)) = 0,Vh C S:,Vy «o algebra de Lie de S'

Logo X(0) c Horãl..(0). Seja. X a extensão S:-paralela de X(0) ao longo de /l.r70. Então 77h(s, t) =
ezp(sX(t)) é uma imersão isonlétrica totalmente geodésica com curvatura zero, ortogonal à Sl-ação
Ana[ogamente ao teorema 24 se prova as partes (b), (c), (lue Si age ]ivremeí)te sobre A/ \ (]V U ]Vi),
e Fáz(St, M) = {pi,p2} U /V. A prova de (d) segue da hipótese X(&4) 2 4, e de

X(&/) (/'iz(S:,A/))
X(N) + X(Pt) + X(P2)

< 4.
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n

Caso 3. Suponhamos que F'áz(S', M) contém quatro pontos ásoZados {pi ,p2,p3, p4}

Lema 4. $da @ : S] --, 0(4) uma representação oríogonaZ ánleíora com comandos dáretos nâo

tM«á.{;, e sÜ. (S;(i)/S:,2) . e.p«ç. méthc. q-ciente «b« « .ção de S:. -Bata. «í;te «m«

«pZíc.çã. de (S:(1)/S', 2) em (S'({), ;Z), qu. não dec«e .Z{.tanga«.

Z)em.onstração. Existem inteiros k, Z tal que a representação @ é ortogonalmente equivalente a uma

representacão
Úk,z : Si x (C x (C --., C x C

definida por V'À.Z(a, (zi,zu) = a.(zl,z2) = (akzl,alz2), com mdc(k,Z) = 1. Tal representação não

tem subespaços fixos se, e soillente se, A e Z são não nulos. Seja Z a distância ângulo em S3, e
denotemos o espaço métrico $3/Úk,l por Ek,! com a distância orbital Zx;,z. Seja também S3(1) =
{(zl,z2) C S3(1) : ziz2 # 0}. Então g3(1) é @k,Z-invariante e a ação induzida sobre Sa(1) tem

somente órbitas principais. Denotemos a variedade Riemanniana Sa(1)/St por Ek,z, cona a métrica da
submersão rienlanniana, denotado por At.z . A distância induzida por hk.l é dada pelos comprimentos

de segmentos Si-minimizantes em SS(1), e assim esta é igual a Zk,z IÊ*,.

Afirmação 2. Existe um di/eom07$smo de pk,z : Ek,t --., Si x (0,n-/2).

De«,onstração. Seja T' ql >< .ql l?ntãn n nFãn

r' x g3(1) --, g:(t)

definida por (a,/3).(zi, zu) = (az] ,/3z2) comuta com Úk,Z, e assim induz uma ação

Si x S" x Éx;.z --, Ek,z

dada por (a,/7).lzi, z21 - nazi,/3z21. A iestricão da última ação ao subgrupo Si Si x {l} de 7'2 é
uma ação efetiva de Si sobre Ek,z. Neste caso particular podemos tomar quociente, se tlecessatio, e
supor que a ação anterior é livre. Seja ' um segmento Si-geodésico eni Ek,z tal que .y(0) = lzi, z21,
então, salvo orientação, ? é a projecto do segmento geodésico horizontal

'y(t) -(zi,'2)c"(t)+( z2lz:, «)sin(t)
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Então '(t) g S3(1) se, e somente se, tan t = Í;;T ou T;;T. Assim o intervalo maxinlal de definição de V
(que é aberto), tem comprimento n-/2. Agora íixemos uma. ;Í como acima, então a ação Si x Ee,i --,
Ek,z restrita a ? induz un:La aplicação

PÀ;,z : S" x (0, «-/2) --, Ék,i

definida (a, t) ---, a.?(t). Un] argumento geral en] ações de grupos (7 é uma fatia global e a ação é
[ivre e própria) mostra que PX.,Z é um difeomoríismo. []

Afirmação 3. Se umz paralelo em Ek,z com'esporzde a llmza T2-órbita enz (zi, z2), então seu campa
mento é igual a 2xlzillz2 l

v/k2lzi lz+Z2lz2l2

Oemonsfração. A curva q : t --+ (e=p({tílz2l')zi,ezp(--átklzil')z2) está na órbita T'((zt,z2)), é

ortogonal a @k,z, e se projeta sobre à órbita St(lzl,z21). Suponha que í7(t) = eio.77(s), com t # s.
Então

2T(nk + mZ)
k'l,-l' + !'l,:ll' '

O valor positivo mínimo de t s é dado quando nA + mZ :: l eé

2a-S
#'l.: I' + z'l.,I'

lembremos mdc(k,i) = 1). Logo ?7 : lO,SI --, .g3(1) se projeta bijetivamente sobre Si(lzi,z21), e

assim ambos têm comprimento

S
l,7'(t)ldt

0 0

2a-lzlllz21

'À2 1;; 2 -} i2 ;i 2
D

Definimos @k,l - gi.} o ph,z, onde pk,l, pi,i são as aplicações dadas na af:irn)acho 2. De fato,
a. métrica sobre Et,z em coordenadas cilíndricas é dada por dt2 + (rk,Z(t))2d02, para alguma função
rJ:,Z > 0 e pela. afirmação 3 rk,Z $ ri,i $ crA,l, para alELUIa constante c positiva. Então d'X;,z não
decresce distância e é Lipschitz. Sendo Ek,z denso em Ek,Z, podeillos estetldei Q't,! continuamente
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sobre Ek,z. Assim temos uma aplicação de Ek,z em Ei,i que não decresce distância. O lema se

Teorema 26. (a) Ezãste uma supezgcáe tMa7zguíar plana, Éoialmenfe geodésica em M

(b) F'áz(S:,M') p3,p4}

Z)emonstração. Seja (S3TP:À/, ZPI) a esfera de radio l em TP:A/ com a distância ângulo ZP:. Consi-
delenaos a ação

@i : St x S3Tp:.A4 + S37p:M

induzida pela ação isotrópica em pi, e denotemos por (S, ZP:) o espaço métrico quociente S3TP: M/Si
coil] distância orbital ZP:. O conjunto Dárp.(pj) é Si-invariante, para cada 2 $ .j $ 4. Logo para
cada par de inteiros .j, k, com 2 $ .j, A $ 4,

Z,: (Pj , Pt) Z.i (Oár.. (pj) , -Oá«,. (pt))

Z..(«-l(Dá,,:(pj)), «-l(0á,,:(pk))) ,

onde a-l : S3TP.A/ ''} S é a projecto natural. Seja

p:(s,2,.) (;),;z),
uma aplicação como no Lema 4. Então pata cada inteiro .j, 2 $ .j $ 4 deíinanlos

j p.«-i(oi'p-(m))Ç$'(il)

Um pouco de trigonometria na esfera S2(1) ( jll, p.287), mostra que para inteiros distintos J, k,Z,
2 $ j, k, z $ 4

l l ]

;z(-oj, ok) + i;z(ok, oz) + iz(-oz, nj) $ ".
Colilo p não decresce distância

Zp:(Pj,Pk) + Zp:(Pk,PZ)+ Zp.(PI,Pj) $ a-

Analogamente temos

Zp.(Pj,Pk) + Zp.(Pk,Pz) + Zp: (P!,Pj) $ n- (3.2)
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para inteiros distintos l $ í,.j, k, Z $ 4. Logo

Zpi (Pj,Pk) $ 4n-. (3.3)
l 5;{,.í,k$4

Pelo Teorema 21 temos ZP:(pj,pk) + .ZP*(pi,pj) + ZPj(pk,p{) 2 a, para i,.j, k inteiros distintos,
l $ {,.j,k $ 4. Logo temos as igualdades em 3.2 e 3.3. O teorema 21 implica que existe uma
superfície triangular plana totalmente geodésica em À4. Isto prova (a) . Pat'a provar (b), suponhamos
que f'áz(Si , M) contém estritamente {pi , p2, p3, p4}. Os dois casos anteriores provam que Fáz(Si , M)
não contém superfícies. Assim existe outro ponto isolado PS C Fáz(Si , .A4).

A firmaram 4 Para cada inteiro á, l $ á $ 5

(.a) Os conjuntos Dirp:(pj), j # ã, consistem de uma única órbita e estão e-m dois pares de órbitas
mut amerzte ortogorzaás.

(b) .4 açâo St x S3TP.A/ + S3TP:A4 é equiuaZenÍe a Úi,i

l)emonstração. Definimos D{,j = p o r{(Z){rp:(pj)), onde z{ : S3TP. A/ -o S é a projeção natural
Sejam {,.j, k, Z inteiros diferentes com l $ i,.j, k, Z .g 5. Então 3.2 ainda é válido. Assim

;Z(O{,j, D{,À;)+ ;/(Oi,k, O{,Z)+ ;Z(Di,z, Oi,.Í) 2 r.

Por outro lado em S2( 1 ) o perímetro de um triâ.ngulo geodésico com lados segmentos geodésicos
mininüzantes é $ n-, ( jll, p.287), e a igualdade é dada se, e somente se, os vértices do triângulo
estão em uma circunferência de radio máximo em S2(;). Logo os conjuntos Di,:j têm cai'dinal um
e estão em uma circuferência de radio máximo em S2(;). Então estes conjuntos consistem de dois
pai'es de pontos antipodais. Assim S3TP.Ã4 contém pelo menos dois pares de órbitas com distância
7r/2. Fixeinos i e suponhantos que ZP:(pj,pk) = z/2. Então g(h.u,w) $ 0 para u C l)irai(pj), para
to C Dárp:(pt) e todo h C Si. Poi outro lado, sejam dh uma filma de volunae invariante a esquerda
sobre Si, e u C TP.M. Então, /s. A.udA C Fãz(Si,TP:) e pi ponto fixo isolado implicam

g(h.«,«,)dA
Si

g( l h.udtt,m)
Si

0,
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para to C TP.M. Então g(h.u,w) = 0 pala todo h C S: e as órbitas Dár.:(pj), Dir.:(pt) são
mutuan)ente ortogonais. Assim a ação @{ contém pelo menos dois pares de órbitas mutuamente orto-

gonais. Isto prova (a) da afirmação. A parte (a) implica que TP:A/ contém dois pares de subespaços
2-dimensionais mutuamente ortogonais, @X;,Z-invariantes, irredutíveis. Estes subespaços somente se
intersectam no origem. Logo podemos escrever TP:.A/ = yi (Di Ve = t'i G)l ly2, com 14 e Wi
0i invariantes, para á = 1,2. Podemos supor que Vá é @Í-equivalente a Wi, á :: 1,2. Deílnamos
/ : Vi O-L V2 --, i'h q)X T'V2 linearmente tal que / projeta ortogonalmente Vi em T'U2 e V2 em I'ri.

Pelo lema de Schur VI é @i-equivalente a Wa. Assim Vi é @i-equivalente a Ve. Logo @k,z é equivalente

a Úi.i. ]sto prova (b) da afirmação. []

Pela afirmação 4 temos que existena i, .j, Ã; tais que Z,:(pj,pk) = a-/2. Sejam 73 C A4ãn.:(pj),
'yk c A/ãnpt (pk). Logo

zP{ ('$ (o) , 'yÍ; (o) )

Pelo teorema 21 existe uma superfície triangular .& Ç M, totalmente geodésica, plana, com lados

lj, '7k, e 77 c ]Wánpj(pk). Trocando 'k por h.'yk, A C Si, temos superfícies triangulares Ah Ç -A4

totalmente geodésicos, planas, com lados 13, h'yk, e r7h € A/ánp,(pk). Segue-se que as superfícies Ah,
h C Si têm bordos (trio.ngulos) congruentes. Assim

ZP,(-'%(Z), ?l.(0))(S:(--%(Z)), S:(?1,(0)))

z,,(Pi,PÉ)
<. «1'l.

Qualquer segmento niinimizante em S3TP.A/ entre 'f(Z) e r7h(0) é horizontal, tem comprimento me-
nor que a-/2 = d arrz(S2(;)), e é projetado a um único segmento geodésico minimizante (SSTP:A/)/Si
(isonlétrico a S'({)) entre St( '$({)) e S:(?71,(0)). Por unicidade de levantamento horizontal temos
que existe um único segmento nlinimizante enfie q(Z) e 771.(0). Assim h.q'(0) = r71,(0) = 77'(0),
e Ah = Z\, pala todo h € Si. Isto é uma contradição à afirmação 4. Isto prova a paire (b) do
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Capítulo 4

Variedades com curvatura não-negativa

Claramente os espaços S4, S2 x $2, (CP2, admitem métricas com curvatura não-negativa cujos
grupos de isométiias não são discretos. Nosso objectivo neste capítulo é mostrar que os espaços
CP"# :L (CP" adnlitenl métricas com curvatura não negativa cujos grupos de isometrias não são
discretos. Isto sela feito nas seções 17 e 4.2. Outros exentplos de variedades curvadas não negativa-
mente podem ser encontrados em na seção 4.3. Este capítulo é baseado nos artigos l41, j101 e l27j
Os poucos exemplos de variedades cona curvaturas positiva que não são espaços simétricos podem
ser encontrados nos artigos j2SI e l27)

4.1 Métricas com /( ? 0 sobre (CP"# l (CP"

Seja (-A4,g) uma variedade Riemanniana e Si x M --., A/ ullla ação isométrica. Seja p C A/ fixo
e considere a aplicação órbita S[ -, $i(p). A métrica induzida por &4 na órbita S] (p) Ç &/ induz

por pull-back uma métrica g' enl Si. Desde que Si é abeliano e age isometricamente sobre &/ temos
que g' é invariante a esquerda. Assim existe unia constante a > 0, tal que

onde d02 é a métrica usual sobre Si (i.e. com comprimento 2n-). Considere a ação Si x (.A4 x Si) -,
À/xSt, dadapoi g(m,h) =(m.g i,gh) =(g.m,gh) l m c A/ eg C G. Denotemosoespaçoquociente
poi À/ xSi Si . Consideremos a variedade Rienianniana À/ x Si Si com a naétrica do quociente induzida
da métrica g + d02 sobre A/ x Si. O difeomorfismo ]k/ xSi Si = A4, jm,hl n h i.m, m C J\4 e

h C Si, induz pol pull-back uma métrica gt sobre Ã4. O seguinte teorema descreve esta métrica em
: Por convenção, m.g'' ;: g.m.

41
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termos da métrica g.

Proposição 6. .4 méthca gt sobre À/ é ãg? al a Íl::iãg, sobre Si-órbitas, e igual a g sobre o como/e
mevttar oüogonat as óbitos.

Z)emorzstraçâo. Se lr(.,i) é o espaço vertical em (m, 1) C M x Si, então 2

{X.(m, 1) : X C L(S:)}

{á lo (e"Z'(tX)m, e"Z'(tX)) : X C -C(s:)}
{(XL, x) : x c z,(s:)}

Seja. (X;, y) C T(«,,i)(-A/xS:) um vetou horizontal, onde X e y c L(S:). Então, para todo Z € L($:)

<(x; , }'') , (z=, z)>

g(x;, ZL) + :-ao'(v, z)
«d0'(X, Z) + /-cltd0'(}'', Z)

da'('x + -;y, z)

Assim y = atX. Seja agora (u,y) c q«.,i)(M x S:) un] vedor horizontal, onde u é ortogonal à
$:(m). Então, para todo Z C L(S")

<(u, }''), (Z:, Z)>

g(«, ZL) + I'ao'(v, z)
+do'(y, z)
b

Assim y :: 0. Isto implica que o espaço horizontal em (mz, 1) C &/ x Si é dado por

:r7i,X) (}'=, -aty) : }'' C -L(S:)} © {(u, 0) : u é ortogonal a S' (m)}

:Denotaremos poi L($]) o álgebra de Lie de S', i.e. os t'eais.
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Aprojeçãode A/x Si sobre Mxs:Si = M, édado por(m,h) -, h im eprojetaovetor(XL,y) c
T(m,l)À4 x SI no vetor (X }'')h. Seja }'' C Z.(St) tal que d0't'' = 1. Então g(yn;,}'=) - a. O
levantallaento horizontal de y= C T(m,l)A/ X Si é dado por ( l }' , -at y). Assim

g. (}'= , yn= ) .:h«,ü' *,'
.,h,'« *;.:L,'

a

íll=g(y= , y= ) -

Se u C lrmM é ortogonal a St(m), então (%,0) é o levantento hoi'izontal e tem compi'imenso ao
quadrado igua[ a g(u, u). A proposição se segue. []

Pi'oposição 7. Oorzsáderemos a ação ísométàca de Si sobre S2"-i dada por z.(zl , ..., z«) = (zzi, ..., zz«)

para todo z C Si e (zl, ..., z.) c S2"-1. Sda D2 Ç R2 o disco de radio 2 e cerztro no ohgem Eníâo
existe umü vrtétrica com cur"natura vtão-negativa sobre SZ"'t x St DZ tal que uma uizãTthança do bordo

a(S2"'i xSi Z)2) = S2" 1 xSi St z SZ" l é ísométhco ao produto ríemarznáano S2" 1 x /, onde /
é um {vitemato.

Demonstração. Seja]]] 7'h e T" as distribuções horizontais e verticais sobre S2" 1 induzidas pela
St-ação. Então definamos a métrica g.(a > 0) sobre $u" l como

g. = g ll.h +ag Ir«,

onde g é a nletrica usual sobre S2'l'i. Desde que as órbitas em S2'&-i têm comprimento 2r, na
métrica usual, pai'a cada m C S2"-i o pull-back da métrica induzida por ga sobre SI(7n) por meio da
aplicação órbita Si --, SI(m) é dado por ad02. Escolhemos a > 1 suficientemente perto de l tal que
a curvatura de S2" 1 é ainda positiva. Tal a existe pela dependencia contínua da curvatura seccional
em função de a. Pala D2 escolhemos a métrica g.f = dp2 + /(p)2d02. Pala que a métrica g.f seja
suave no origem exigimos que /'(0) = 1 e /(2x;)(0) = 0, para todo A; C N, e pa-ia que a curvatura
seja não-negativa, exigimos que / seja côncava, i.e. /" $ 0. Então a métrica produto g« + g.f sobre
S2n l x Z)2 induz uma métrica ga,/ cona curvatura não-negativa soba'e S2n l xSi [)2. Afirmamos que
podemos escolher / tal que uma vizinhança da fronteira é isonlétrica ao produto $27' l x /. De fato,
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a métrica induzida sobre S2"-i xSI .D2 induz unia métrica sobre S2" 1 xSi Si(p), onde Si(p) tem a
métrica /(p)2da2. Pela. proposição 6 temos que S2"-i xSt Si(p) é isométrico a S2"-i com a. métrica

dada por l ga = .i€1$à:ÍEp sobre Si-órbitas, e por g sobre o complementam' ortogonal às óbitos.
Escolhemos uma / tal que

/(P)2 - ;:-:T,VP C IPo, ll,Po > 0.
Assim S2" 1 xSi St(p) é isométrico a S2" 1 com a métrica usual, pala- todo p 2 po. Seja .4
z C Z)2 : po $ 1zl $ 1. Então

S'" : xs- -A = S'"-' xs: (S:(po) x lpo,ll), (S:(p) com a métrica usual de radio /(po))
= (S'"'l xs- S:(P)) x IPo, il

= S2"'i x lto, il, (S2" icom a métrica usual).

A Proposição se segue. n

Usa.ndo o fato de que S2" 1 xSi Z)2 é difeomorfo a CP' \ Z) (onde 1) é uma bola aberta),
juntamente cona a proposição 7, podemos definir unia métrica. sobre CP't \ Z) tal que uma vizinhança
da fronteira é isométrica a S2"-i x /, onde Sa"'i tem a métrica usual. Assim podemos definir uma
métrica com curvatura não-negativa sobre os espaços CP"# ü (CP"
Este resultado é um caso particular do seguinte Teorema de Cheeger.

Teorema 27 (Cheeger l41). d soma coneza de does espaços sÍmétrácos de posto um admite uma
métüca com cur"-natura seccionar não-vtegütàua.

4.2 Simétrias de (CP"# ü (CP"

Proposição 8. Seja G um subgrupo de {sometTias de M. Selva K um grupo de Lie que age {sométricamevLte

em ]W, N'. Suponhamos q?ze a anão de /f comuna com a açâo de G e que /{l.. = {1}, para algtím

no e: N. ETttão G é urll suba'r'uT)a de isorrtetrias de lsoÇlvl x K N).

Demzonstraçâo. Definamos a ação de G em À/ x ]V como g(m,n) = (gm,n). Assim G age isonie-
tricamente sobre M x JV. Pa.a cada k c Ã' temos g(mA l,kn) = (g(mk :),kn) = ((gm)k ", kn).

Logo a ação se projeta a uma ação isoinetrica G x h4 ---} .ÍV, gjm,nl = Igrn,nl. Suponhamos que



4.3. VARIEDADES DE CO HOMOGENEIDADE UM 45

gjm,nl = lm,nl, pata todo lm,nl c ]W xK N. Então (gm,no) = (mk l,kno), onde h que depende
de m). Logo h = 1. Assim gm = m para todo m C JW. Assim m = 1. ]sto termina a prova. []

Agoi'a aplicamos a proposição anterior para encontrar algumas isométrias de CP"# + CPn. O

grupo U(n) age sobre S2" 1 por multiplicação a esquerda. Esta ação é isométrica, efetiva e comuta
cona a $i-ação de acima. Logo U(n) Ç /se(S2"'1 xb l)2). Por outro lado, lembremos que para
construir a soma conexa S2n-l xl .i)2#S2n-l xl .D2 temos que tomar um difeomorfismo é de Z)2n
que inverte orientação, e logo colar os bordos OS27i l xb D2 = S2n-l por meio de @. Então, uma
condição suficiente para que uma isontetria g de S2n'l xl .D2 possa se estender a uma isometria de
(CPn#(CP" é que g comute com @. Tomemos @ como a restrição da aplicação IR-linear representada
por

onde / é a matriz identidade (2n 1) x (2n 1). A é é um difeomorfismo de Z)U" que inverte
orientação. Tomemos o subgrupo U(n -- 1) Ç t/(n), onde

U(n 1) C t/(n) :.Aéumamatriz unitalia ("- 1) x ('z l) }

É clamo que os elementos de t/(n 1) representados na rotina real con)utam com é. Assim t/(n 1) Ç
/se(CP"#(CP"). O caso de (CP"# (CP" é muito melhor. Podemos tomai (é a identidade e assim
U(n) Ç /«(CP"# CP").

4.3 Variedades de co-homogeneidade um

Definição 14. Seja A4 unia variedade fechada e conexo. Seja (.; unia grupo de Lie compacto agindo
suavemente sobre M. Diremos que a ação G x iW H A/ é de co-homogeneidade um, se o espaço
órbita é l dimensional. Utl)a variedade de co-homogeneidade um é uma variedade com uma ação de
co-hon)ogeneidade um.

Desde que A//G é uma l-variedade compacta, A//(l; = Si ou um intervalo fechado /. Se A4/G =
St , então todas as G-órbitas de M são pl'incipais. No caso que &//G = /, então existem duas órbitas
singulares correspondentes aos pontos extremos do intervalo /. Consideremos o caso que .A4/G = /.
Fixenlos uJlla métrica riemanniana G-invariante e sobre A4 e normalizemos esta de tal modo que

A//G = j--l,ll. Seja a- : A/ --, .A4/G = 10,11 a projeção natural. Fixenlos zo C a- 1(0) e seja
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c : j--l, ll - &/ a geodésica minin:Lizante em A/ tal que c(0) = zo e a- o c = /d]-i,i]. Sejam também
B:t = «- 1(:H) = G(z:t), onde z:L = c(:H),K:t = G. e H = G.. Então temos

Proposição 9. Nas condições de acima, eãstenz uázãnhazzças tubulares Z)(B-) = a-'l(1 1,01) e
Z)(-B+) = n-'i(lO, ]l) das óróátas sãng lares faí que M .Pca dete7mánado pe/as gmpos de -Lie -Z] Ç -K g

G. Melhor aiTtdct, DÇB+] é difeomorjo ü G x KJ;: Dtt+\ , onde Dt+tt é um disco u'rtitario ltolmtal a
.Êi:L em z:L, e

À/ = G xK Z)Z-+l Ua/W G xK+ D!++t

onde G/H é ideTtti$cüdo com os bordos de G x K. Dt-'Ft e G x K+Dt+t\ . Reciprocamente, sejcl G um

gr'upo de Lie compacto e seàant H Ç K:L Ç G subgrupos fechados tal que K:LJH - Stt são esferas.
Então H Ç K:L q G deteniiivta uvrla úvtica G-variedade de cohomogeneidade um dada por .4.], sobre
o qual G age na primeira uaháuel.

(4.1)

Um resultado um pouco n)ais geral que a proposição 7 é a seguinte

Proposição 10 ( j101, 1271). Sda G um grupo de -Lãe compacto e corzezo. Sda também H Ç K Ç G
s\tbgr'tipos de Lie fechados de G tais que KJH = S\ = í)Dn . Fizemos uma métücct bi-inliaüabte Q
sobre G. Então existe uma Tn.ética, G inuahante com curvatura hão-Ttegatãuu sot)re o $t)Tudo disco
G xKD'Z , tat qKe umü \Àzinhançü da jrobteirn aÇG xK ])n ) -- G xK S\ é isométrico Q G/H x l onde

l é ulll intemalo, Gjn com Q métrica induzida por Q, e GJH x l com Q Titétr'tca produto.

As proposições 9 e 10 implicam a. seguinte

Teorema 28. Uma G-variedade de co-homogeneidade um com órbitas singulares de codãmensão does
nd7rzáte ma méthca de curuatwra nâo negíztãua.

Pode-se aplicam o teorema anterior pata construir exelllplos interessantes. Ver por exemplo, os

artigos j101 e 1271.

Corolário 3

(a) Dez das 14 esferas e:Góticas de dimensão 7 (não ohentadas) admiteTrt uma métrica com curvatura
não rzegatãua.

(b) Sobre cada u«l. dos quatro tipos de difeomor$sm« (oüe«\Lados) na classe de t-o«otopia de W.PS
eziste7it in$nitas méthcas não ãsométhcas com cumatura seccãona! não-negativa.



Referências Bibliográficas

l31

l41

l8j

M. Berger, Georrzet7 /7, Springer-Verlag, Berlin, 1987.

, .4 panoramác uãew o/ hemaíznáarz geomzetz , Spiinger, 2003.

R. Bott and L. W. Tu, Z)ã#ererztÍaZ /orllzs án .AZgebraác TopoZogZ/, Springer-Veilag, New York,
1982.

J. Cheeger, Some ezampZes o/ manll/aias o/ nonnegatáue cu alara, J. Differential Geom 8 (1973),
623 628.

J. Clheeger aild D.G. Ebin, Compahson t/zeorems án hemannáan geomet7 , North Holland, 1975.

J.J. Duistermaat and J.A. Kolk, -Láe groups, Springer, 2000.

M. Freedntan, The ZopoZogy o//our-dámensionaJ mamã/oZds, J. DiRerential Geolll 17 (1982), 357

Robeit E. Gompf and Andiás 1. Stipsicz, 4-manll/alas and Kiróy calculas, Giaduates Studies in
Mathematics vo1 20, 1999.

1<. Grove and C. Searle, PosáfáueZ3/ cwmed manllfoZds o/ mazámaZ symrrzetrZ/ rarzk, J. Pune Appl.
Algebra 91 (1994), 137 142.

1<. Grove and W. Ziller, (Jzl apure and s#mmeÉrg/ o/ .A4ilnor spAeres, Annals of Mathematics
152 (2000), PP. 331 367.

V. Guillemin and A. Pollack, Dí#erentíaZ TopoZogy, Prentice Hall, 1974.

A. Hatcher, ÁZgeZ)raíc TopoZogy, Canibridge Univeisity Press, 2001.

M. W. Hirsch, J)i#erentãa Topoiogy, Springer-Verlag, New York, 1976.

H. Hopf, l)i#ererztáaZgeometMe nd ÉopologiscAe gestaif, Jahrbericht der DN'lV 41 (1932), 209

453

229

47



48 REFERENCIASBIBLIOGRAFICAS

W.Y. Hsiang and B. Kleiner, On the topoZogZ/ o/ posítãueíg/ cwmed manllfoZd wáth symmetr', J.
Di#erential Geom 30 (1989), 615 621.

B. Kleiner, Rãemarznãan /our-manllfoids átJ

Thesis, Univ. Of California, Beikeley, 1990.

S. Kobayashi, Fíaçed poánts o/ ãsorrzetMes, Nagoya Math J. 13 (1958), 63 68.

S. Kobayashi and K. Noniizu, /'oundatáorzs o/ diWererztãaí geometr uol. / e /7.

J. b/lilnor and D. Husemoller, SZ/mrrzethc bálãnear /orvlzs, Springer-Vetlag, 1973.

S. Nlorita, Geometíg o/ di#erentiaZ /ozwzs, Ametican Matheinatical Society, trens
matical Monographs v.201, 2001.

B. O'Neill, T/ze /undamental equaÉãozzs o/ a submersáon, Michigan Math. J. 13 (1966), 459 469.

Peter Petersen, J?iemannian geomzet7 , Springer, New l/ork, 1998.

C. Sear]e and ]).G. Yang, Orz tAe topoZogy o/ non-negafãueZy cumes 4-marnjfoZds ãt/z contãnuous
syrrzmefz'y, Duke Math. J. 74 (1994), 547 556.

F. Warner, Fo'urzdatíons o/ dí#erenéãaóle canil/oZds arzd Éãe groups, Spiinger, 1983.

B. Wilking, /VonnegatáueZy aria posátáueZy cwmed maniifoZds, arXiv:0707.3091, 2007.

S. Yau, Problem secÉáon, Seminar on DiFerential Geometry, Princeton Univ. Press
N.J. (1982), 669 706.

W. Z\\ler, Examples o.f r'iemannãün manifotds with non-negatiue sectãonal cumature, al-
Xiv:math/0701389, 2007

rzorznegat ue curuafure an confárzuous symzmet7',0 y0 g Z

latios of N/in.the-ãn

, Princeton,e

l17j

t $,Ái.J r- AULA ' l
.\iVÉRS1l àn l

E:.o Pó,.-, i
. eRA«!L l

}-ã\\.,g. 3-'''.w t- Í" ZOg
rhall: t)tL@ n ê u-E.Or


