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Resumo

As possiveis diferengas entre variedades com curvatura seccional nao-negativa e variedades com
curvatura positiva juntamente com o problema de classificar estas variedades sao problemas de pes-
quisa atual. O problema de classificagao depende da dimensao, e para dimensoes maiores que 3 o
problema ainda estd em aberto. Nao obstante, Hsiang-Kleiner [15] e Kleiner [16] provaram que uma
variedade simplesmente conexa e compacta que admite um campo de Killing nao trivial (que em
nosso contexto é equivalente & existéncia de uma acao isométrica nao trivial de S') é homeomorfa a
S4 oua 52 x 82, oua CP?, ou a CP?># + CP? quando a curvatura é nao-negativa, e homeomorfa
a S, ou a CP? quando a curvatura é positiva. Nosso objetivo neste trabalho é explicar os detalhes
geométricos da prova deste resultado, e portanto este serd nosso teorema principal. Na prova fazemos
uso da classificacao topolégica de 4-variedades suaves fechadas e simplesmente conexas por meio da
forma de intersegao [7]. Também apresentamos uma interpretagdo geométrica para o conceito de
formas de intersecao e encontramos estas formas para as variedades de acima. Observamos que o
teorema principal d4 uma classificagao completa, ja que as variedades de acima admitem métricas

que satisfazem as hip6teses correspondentes.

Palavras-chave: 4-Variedade Riemanniana, curvatura nao negativa, acao isométrica, formas de

intersegao.
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Abstract

Possible differences between the manifolds with nonnegative sectional curvature and those with
positive curvature together with the problem of classifying those manifolds are problems of investiga-
tion nowadays. The classification problem depends on the dimension, and in dimension greater than
3 the problem is still open. However Hsiang-Kleiner [15], and Kleiner [16] show that a compact sim-
ply connected manifold admitting a nontrivial Killing vector field (which in our context is equivalent
to admitting a nontrivial isometric S' action) is homeomorphic either to S4, or S% x S2, or CP?,
or CP?# 4+ CP? when the curvature is nonnegative and homeomorphic either to S*, or CP? when
the curvature is positive. Our objective in this work is to explain the geometrics details of the proof
of this result, thus this will be our main theorem. In the proof this result we use the topological
classification of compact simply connected smooth 4-manifolds using the intersection forms. We also
present a geometric interpretation of the concept of intersection forms and we find these forms for the
manifolds listed above. We also show that the main theorem gives a classification of such manifolds

since each one of the manifolds listed above admits metrics satisfying the assumptions of theorem.

Keywords: Riemannian 4-manifolds, nonnegative curvature, isometric action, intersection forms.
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Introducao

E frequente nos textos bédsicos de Geometria Diferencial encontrar relagoes entre curvatura e
topologia. Podemos mencionar, por exemplo, os teoremas cldssicos de Gauss-Bonnet, de Hadamard-
Cartan, de Myers, de Preissmann, Synge e o teorema da esfera. O primeiro a pesquisar estas relaciones

em geral e de modo sistemético foi Heinz Hopf, que em [14] escreveu:

The problem of determining the global structure of a space form from its local metric
properties and the connected one of metrizing - in the sense of differential geometry - a

gwen toplogical space, may be worthy of interest for physical reasons.
Hopf estava especialmente motivado pelas seguintes questoes:

(a) Quando a curvatura seccional de uma d-variedade compacta de dimensao par tem sinal constante

e = +1, o sinal da sua caracteristica de Euler é igual a ¢%/2?
(b) Estender o Teorema de Gauss-Bonnet para dimensoes pares.
(c) A variedade S? x S? admite uma métrica de curvatura seccional positiva?

(d) Suponha que uma variedade simplesmente conexa tem curvatura seccional entre 1 e 1 — e.

Podemos inferir que a variedade é uma esfera?

A questao (b) foi resolvida por Allendoerfer e Weil em 1943 e a questao (d) foi resolvida em 1951
por Rauch, um especialista em superficies de Riemann, com 1 — ¢ aproximadamente igual a 3/4. As
questoes (a) e (c) estdo ainda em aberto. Para um melhor entendimento dos problemas de acima
ver [2].

Outro problema que envolve relagoes entre curvatura e topologia é o determinar quais variedades

compactas admitem métricas riemannianas com curvatura positiva ou curvatura nao-negativa. Este
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problema tem sendo muito pesquisado ultimamente. Quando a dimensao é 2 pode-se aplicar o
Teorema de Gauss-Bonnet para concluir que uma superficie compacta com curvatura ndo-negativa
é difeomorfa a RP?, ou S?, ou T2 ou a garrafa de Klein, e quando a curvatura é positiva ela é
difeomorfa a S? ou a RP?. Em 1982, Hamilton classificou as 3-variedades simplesmente conexas,
compactas e com curvatura de Ricci positiva. Estas sao difeomorfas a formas espaciais esfericas.
A partir de dimensao quatro, o problema estd ainda em aberto. Para o caso da curvatura nao-
negativa, a principal obstrucao é o teorema dos numeros de Betti de Gromov. A cota original
de Gromov sobre a soma dos numeros de Betti era dependente duplamente exponencial sobre a
dimensao. Este resultado foi melhorado por Abresch no ano 1987. Embora existam muitos exemplos
de variedades com curvatura nao-negativa, todos eles sao obtidos de duas construcoes basicas, além
de tomar produtos. Estes exemplos sao obtidos por tomar um quociente isométrico de um grupo de
Lie compacto munido com uma métrica bi-invariante ou por um procedimento de colagem devido
a Cheger [4] e Grove-Ziller [10]. Os tltimos exemplos incluem uma classe rica de variedades, e dao
origem a curvaturas nao negativas sobre algumas 7-esferas exéticas e alguns RP® exéticos. No caso
de curvatura positiva existem alguns exemplos além dos espacos simétricos de posto um. Todos
em dimensdo menor que 25. Neste caso temos a classificagao de espagos homogéneos simplesmente
conexos de curvatura seccional positiva realizado por Berger (1961), Wallach (1972), Aloff-Wallach
(1975), Berard Bergery (1976). Nesta classificacao, os novos exemplos estao em dimensoes 6, 7, 12,
13, 24. Outros exemplos de variedades curvadas positivamente sdo biquocientes em dimensoes 7 e
13 dadas por Eschenburg (1982) e Bazaikin (1996). Em 1991, Grove sugeriu classificar as variedades
de curvatura seccional positiva com um grupo “grande”de isometrias. O interessante desta proposta
é que quem comega a trabalhar neste problema tem que avaliar o quanto ”grande”é o grupo de
isometrias. Eventualmente por meio de novas técnicas as hipéteses podem ser enfraquecidas. Talvez
se entendemos as variedades positivamente curvadas com um grande grupo de isometrias podemos
entender o caso geral. Nao obstante, a importancia do programa de Grove é que no processo de
enfraquecer as hipéteses deve levar-nos a construcao de novos exemplos.

Neste contexto, uma questao natural seria:

Eziste uma diferenca, ao nivel de possiveis variedades, entre curvatura nao-negativa e curvatura
positiva?

Em 1982, Yau (vide [26], p.670) faz a seguinte observagao desconcertante:

No one knows any compact simply connected manifold with non-negative curvature for

which one can prove that it does not admit a metric of positive curvature.
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Mais desconcertante ainda é que a observagao de Yau segue sendo verdadeiro.

Para o caso de variedades com curvatura ndo negativa nao compactas temos melhores resultados
como nos mostram o Teorema de Gromoll-Meyer (1969) e Cheeger-Gromoll (1972). O primeiro re-
sultado afirma que uma variedade completa nao compacta de curvatura seccional positiva e dimensao
d é difeomorfa a R?, e o dltimo resultado afirma que uma variedade M completa nao compacta de
curvatura nao-negativa sempre admite ao menos uma subvariedade S totalmente geodésica e total-
mente convexa, tal que M é difeomorfa ao fibrado normal de S. A subvariedade é chamada uma
alma da variedade. Melhor ainda, se todas as curvaturas seccionais em um ponto sao positivas entao
as almas se reduzem a um ponto e logo a variedade é difeomorfa a R?. Este resultado foi obtido por
Perelman em 1994.

Voltando ao caso compacto, seria interessante determinar as 4-variedades curvadas nao negativa-
mente ou curvadas positivamente. Neste caso, os melhores resultados sao os teoremas devido a
Hsiang-Kleiner [15] e Kleiner [16] em 1989 e 1990, respectivamente. O resultado de Kleiner nunca
foi publicado e é o tema central da sua Teses de Doutorado em Berkeley sobre a direcao de W. Y.
Hsiang. Estes resultados motivaram a proposta de Grove. O Teorema de Hsiang-Kleiner afirma
que uma variedades simplesmente conexa, compacta, curvada positivamente e com um grupo de iso-
metrias continuo é homeomorfa a S4, ou a CP2. O Teorema de Kleiner afirma que se mudamos a
hipétese no teorema de Hsiang-Kleiner de curvatura positiva por curvatura nao-negativa a variedade
é homeomorfa a S*, ou a S? x S2, ou a CP?, ou a CP%2# + CP?. Estes teoremas ddo uma classificacio
completa j4 que cada uma das variedades de acima admite uma métrica satisfazendo as hipdteses
correspondentes. Por outro lado, Bott conjeturou que toda variedade curvada nao negativamente é
racionalmente eliptica (racionalmente eliptica quer dizer que m.(M)®Q é finito dimensional). Se isto
for verdadeiro talvez se possa remover a hipdtese sobre o grupo de isometrias no Teorema de Kleiner.
Também é interessante saber quando pode-se melhorar a conclusdo do teorema de homeomorfo a
difeomorfo. Em 1994, Searle e Yang [23] dao outra prova do resultado de Kleiner. Grove e Searle [9]
observaram que a prova do Teorema de Hsiang-Kleiner pode ser reescrita em termos de geometria
de Allexandrov do espaco érbita M/S!. Também existe outra demostragio do Teorema de Kleiner
dada por Wilking [25] que faz uso de espagos de Alexandrov.

Nesta dissertagao, o teorema principal serd composto pelos resultados de Kleiner e Hsiang-Kleiner.
No Capitulo 1, apresentamos algumas ferramentas de topologia algébrica, topologia diferencial e
alguns fatos sobre fibrados suaves. O Teorema de Freedman sera apresentado no Capitulo 2. O teo-
rema principal serd apresentado no Capitulo 3. Finalmente, no Capitulo 4 damos alguns exemplos de

variedades curvadas nao negativamente. Aqui também mostramos que o teorema principal d4 uma
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classificagao completa. Este tltimo capitulo foi escrito com o animo de dar sugestoes para pesquisas

futuras. Mais informagao pode-se encontrar nos artigos [10] e [27].



Capitulo 1

Conceitos preliminares

Others [topological invariants| were discovered by Poincaré
They are all tied up with his homology theory which is perhaps
the most profound an far reaching creation in all topology.

S. LEFSCHETZ

La topologie est précisément la discipline mathématique
qui permet la passage du local au global.
R. THOM

Neste capitulo apresentamos as ferramentas de topologia algébrica, topologia diferencial e teoria de
fibrados, que serao usadas nesta dissertacdo. As ferramentas de geometria que logo usaremos sao
encontradas em [5], [18] e [22].

1.1 Alguns resultados de topologia algébrica

Os invariantes topoldgicos que usaremos neste trabalho sao homologia, cohomologia e grupos
de homotopias. O seguinte teorema dos coeficiente universais estabelece relacoes entre homologia e

cohomologia para espagos topolégicos em geral.

Teorema 1 ( [12] p.195). Para todo n € Z, existe uma seqiéncia curta, exata e natural
0 — PFEat(H,—1(X),G) — H"(X,G) — Hom(H,(X),G) — 0

que cinde porém nao naturalmente.
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Observagao 1. Para os calculos dos grupos Ezt(H,G) e Hom(H,G) podemos usar alguns das se-

guintes propiedades:

(a) Exzt(H ® H',G) = Ext(H,G) @ Ext(H',G)

(b) Ext(H,G) =0, se H é livre.

(c) Ezt(Zn,G) = G/nG

(d) Ext(H,Z) é isomorfo ao subgrupo de torsao de H, se H é finitamente generado.

(e) Hom(H,Z) é isomorfo a parte livre de H, se H é finitamente gerado.

O seguinte teorema responde a pergunta de como podemos calcular o grupo de homologia de um

produto cartesiano de dois espagos topoldgicos a partir da homologia de cada um deles.

Teorema 2 (Férmula de Kiinneth, [12] p.274). Para todo n € Z, existe uma seqiiéncia curta, ezata

e natural
0 — GB?:I(Hi(X)@Hn_i(Y)) — Hp(X xY) — @;‘zl(Tor(Hi(X),H,,_?:_I(Y))) — 0

que cinde porém nao naturalmente.

Observagao 2. Para os calculos dos grupos T'or(A, B) podemos usar alguns das seguintes propiedades:

(a) Tor(A,B) =Tor(B, A)
(b) Tor(€p, Ai, B) = @, Tor(A;, B).
(c) Tor(A,B) =0, se A ou B é livre ou mais geralmente se sao livre de torsao.
(d) Tor(A,B) = Tor(T(A),B), onde T'(A) é o subgrupo de torsao de A.
(e) Tor(Zn,A) = Ker(A — A,z — nzx).
Em muitos espagos topolégicos X podemos encontrar subespagos topolégicos A e B cujos inte-

riores recubram X. Nestos casos podemos encontrar a cohomologia de X a partir das cohomologias

de A e B e AN B. Este resultado é descrito no seguinte teorema.
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Teorema 3 (Mayer-Vietoris, [12] p.204). Seja X = int(A)Uint(B), entao existe uma seqiéncia exata
H*X) — H“A)®H*(B) — H™ANB) — H"™(X) —

O seguinte resultado de Hurewicz mostra que para espacos topoldgicos simplesmente conexos, o

primeiro grupo de homologia nao trivial é isomorfo ao primeiro grupo de homotopia nao trivial.

Teorema 4 (Hurewicz, [12] p.366). Se o espago é (n —1)-conezo com n > 2, entao Hy(X) = 0, para
0<i<nem(X)=H,(X).

Para variedades topolégicas fechadas! e orientdveis temos uma dualidade entre homologia e coho-

mologia.

Teorema 5 (Dualidade de Poincaré, [12] p.241). Se M é uma n-variedade fechada orientdvel com
classe fundamental’ [M] € H,(M;7Z), entdo a aplicagdo D : H*(M;Z) — H,_(M;Z) definida por

D(a) = [M]Na é um isomorfismo para todo k.

No caso de variedades suaves os resultados sao melhores. Aqui podemos definir grupos de coho-
mologia como o quociente de formas fechadas e formas exatas. Esta cohomologia é chamada a
cohomologia de de Rham, e como é de esperar é isomorfa ao grupo de cohomologia singular com
coeficientes nos reais. Melhor ainda, considerando o dlgebra graduada dos grupos de cohomologia de
de Rham e o dlgebra graduada dos grupos de cohomologia singular com coeficientes nos reais, com o

produto U, entao temos um isomorfismo de dlgebras entre estas cohomologias.

Teorema 6 (De Rham, [24]). Seja M uma variedade suave. Seja também t : |K| — M uma
triangulagao de M. Denotemos por Q0*(M) e Si (M) o complexo de de Rham e o complezo de
cocadeias singulares suaves®, respectivamente. Entdo a aplicagio I : Q*(M) — S% (M) definida por

I(w)(0) = [ w, induz um isomorfismo de dlgebras I : Hp,p(M) — H*(M,R).

Além da cohomologia de de Rham existe outra cohomologia para uma variedade suave. Esta

se define analogamente & cohomologia de de Rham com a diferenca que unicamente consideramos

'"Uma variedade fechada é uma variedade compacta sem bordo

?Para uma n-variedade M fechada e orientada podemos definir a classe fundamental como um gerador do grupo
ciclico H,(M,Z). Esta também pode ser definida como a classe de homologia singular representada pela soma dos
n-simplexos de uma triangulagao de M, onde cada simplexo tem a orientagao induzida da orientagao de M. Esta classe
¢é independente da triangulagao.

3Para uma definicdo deste complexo ver [20] ou [24]
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formas com suporte compacto. Para uma variedade M esta cohomologia é denotada por H}(M).
Para um estudo de esta cohomologia ver [3]. A versdo do teorema 5 usando formas é dado pelo

seguinte:

Teorema 7 ( (3], p.44). Seja M uma n-variedade fechada e orientdvel. Entao a aplicag¢do
/ cHI(M)® H ™ Y(M) — R
definida pela integral do produto wedge de dois formas € nao degenerada, ou equivalentemente

HY(M) = (H"™9(M))*.

O teorema anterior nos permite definir a nogao de o dual de Poincaré de uma subvariedade

orientada e fechada.

Definigao 1. Seja S uma k-subvariedade orientada e fechada de uma n-variedade orientada M.

Entéo definimos o dual de Poincaré de S como a classe de cohomologia [ns] € H"~*(M) definida por

/w:/ w A ng,
S M

para todo w € H¥(M).

1.2 Alguns resultados de topologia diferencial

As questoes que a topologia diferencial tenta responder sdo globais. Por exemplo, dadas duas
variedades, quando podemos mergulhar uma na outra?. A solucado a este problema é feito obtendo-se
objetos geométricos invariantes por difeomorfismos que nos permita decidir quando uma variedade
pode ser mergulhada na outra e de que forma. Muitos resultados nesta drea sao baseados ao ultimo
no conceito de transversalidade como j& nos mostram nas referéncias [11] e [13]. Este conceito

importante é dado a seguir.

Definigao 2 (Transversalidade). Seja f : M — N uma aplicagao suave. Diremos que f é transversal

a uma subvariedade Z C N, se:

Im(dfe) + Ty Z = TimyNVa € f71(2)
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Escreveremos f rh Z para significar que f é transversal a Z.

Como uma conseqiiéncia imediata temos o seguinte resultado:

Teorema 8 ( [11] p.28). Se f : M — N ¢ transversal a Z', entdo f~*(Z) é uma subvariedade
mergulhada de M de codimenséo | e Ty f~(Z) = (dfs) " (T} Z) para todo = € f~1(Z).

Em particular, quando f é a inclusdo de M em N e f th Z (neste caso diremos que M é transversal
a Z e escreveremos M th Z) temos que f~1(Z) =M N Z.

Corolario 1. Sejam M e Z subvariedades de N. Se M ¢€ transversal a Z, entao M N Z é uma

subvariedade de N e:

(a) To(M N Z) =T,MNT,Z.

(b) cod(M N Z) = cod(M) + cod(Z).

O seguinte teorema nos mostra que dadas duas subvariedades de uma variedade, podemos per-

turbar continuamente uma delas de tal jeito que ambas sejam transversais.

Teorema 9 ( [11], p.70). Para qualquer aplica¢iao suave f : M — N, e qualquer subvariedade Z

da variedade N eziste uma aplicagdo suave g : M — N homotopica a f tal que g th Z.

Sejam f : M — N uma aplicagdo suave e Z uma subvariedade de N tais que f h Z. Suponhamos
que M e Z sdo compactas e que dim(M) + dim(Z) = dim(N). Entao f~1(Z) é um nimero finito de

pontos. Assim podemos definir outro conceito importante.

Definigao 3 (Ntumero de intersecio orientado). Para cada p € f~!(Z) definimos o niimero de
orientagao em p como +1 se
dfp(TyM) ® Ty Z = Ty N,

como espagos vetorias orientados. Caso contrario, definimos o ntimero de orientacdo em p como
—1. A soma dos niimeros de orientacdes nos pontos de f~1(Z) é chamado o ntiimero de intersegao
orientado do par (f,Z) e é denotado por I(f, Z).

Como é de esperar, a nogao de nimero de intersecao orientado depende somente da classe de

homotopia da aplicagao. Isto é:
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Teorema 10. Aplicacdes homotdpicas sempre tém o mesmo numero de interse¢ao orientado.

Agora construimos novas variedades por meio do conceito de soma conexa de variedades. Su-
ponhamos que M e N sao variedades com bordo, e que existe um difeomorfismo f : M — IN.
Entdo M Uy N é uma variedade topoldgica contendo copias naturais de M e N. Identifiquemos M
e N com suas imagens em M Uy N. Fazemos M = ON = V. Por meio de vizinhancas de V' em M
e N encontramos um homeomorfismo de uma vizinhanga U de V em M Uy N sobre V x R tomando
z €V a(z,0), e que leva suavemente UNM e UNN a V x [0,00) e V x (—o0, 0], respectivamente.
Damos a U a estrutura diferencidvel induzida por este homeomorfismo. Entao M Uy N tem uma
estrutura diferenciavel obtida a partir das estructuras de M, N e U. O seguinte teorema mostra que
qualquer estrutura diferencidvel sobre M Uy N que estende a estructura diferencidvel de M e N é

unica salvo difeomorfismos.

Teorema 11 ( [13], p.184). Seja f : OM — ON um difeomorfismo. Entdo se o e 8 sio duas
estruturas diferencidveis sobre W = M Uy N que induzem a estrutura original sobre M e N, entdao

existe um difeomorfismo h : Wo — Wy tal que h |apr= id.

Em particular, se M e N sao n-variedades orientaveis sem bordo e Dy € M, Dy C N sao
discos n-dimensionais com as orientagoes induzidas, e se f : D)y — Dy é um difeomorfismo que
inverte orientacdo, entao podemos definir uma variedade M#N = (M \ Dys) Upy (N \ Dy), onde
Of = f lapy: D — Dp. O seguinte teorema implica que a classe de difeomorfismo de M#N
independe da funcao f, desde que f seja um difeomorfismo que inverte a orientagao entre n-discos

orientados de M e N. A variedade M#N é chamada a soma conexa de M e N.

Teorema 12 ( [13], p.185). (a) Se f,g: IM ~ ON sao difeomorfismos isotdpicos, entdo M Uy N ~
MUy N.

(b) Se f,g: D™ — M sao mergulhos do n-disco sobre uma n-variedade M coneza e orientdvel, tal

que ambos preservam ou ambos invertem orientacdo, entdo f e g sdo isotopicos.

Usando o procedimento de colagem de variedades temos a seguinte classificacdo de superficies

compactas orientaveis.

Teorema 13 ( [13] p.204). Seja M una superficie conexa compacta orientdvel sem bordo. Entdo
existe um unico inteiro p > 0 tal que M € uma superficie orientavel de género p. O inteiro p é

determinado pela formula x(M) =2 — 2p. Em particular x(M) € par e < 2.
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1.3 Fibrados

A teoria de fibrados suaves (especialmente fibrados vetoriais) é uma das mais fortes ligagoes entre
Topologia Diferencial e Topologia Algébrica. Como exemplos de fibrados vetoriais podemos tomar o

fibrado tangente e o fibrado normal de uma variedade. Agora definimos esta nogao:

Definicao 4. Sejam F', E, B variedades suaves e G um grupo de Lie agindo efetivamente sobre F.
Diremos que 7 : E — B é um fibrado sobre o espago base B, com espaco total F, fibra F, e grupo

estructural G, se existe uma cobertura por abertos {U,} de B e difeomorfismos:
By = (M, ¢0) : 7 H({Uy) — Uy X F

tais que ¢q © (@8 | -1(z)) ' € G. A colecgao {¢a © (¢ |r—1(z)) "'} é chamado um cociclo.

Definicao 5. Sejam £ e & fibrados com a mesma fibra F' e grupo estructural G e mesma base B.

Dizemos que £ e & sao isomorfos se existe uma aplicagao F' : E¢ — Eg tal que:

a) F restrita a cada fibra 77 (2) é um difeomorfismo sobre a fibra 75 ().
3 3

b) Dadas trivializagoes {Uy, (¢, da)} € {Vs, (7er, 9 de £ e & respectivamente, a aplicagao 13 o
14 B \g B B
F o (¢a |ﬁ£_1($))“1 € G, para todo = € Uy, N V3 e a aplicagao
hag : UaNVg — G, pr g o Fo (¢ |7T£—1(m))_1 é suave.

A aplicagao F' é chamada um isomorfismo entre £ e £’

Definigao 6 (Redugdo do grupo estrutural). * Dado um fibrado vetorial £ com cociclo {gag}, diremos
que o grupo estrutural GL(n,R) de F pode ser reduzido a um subgrupo H de GL(n,R) se existe um
cociclo equivalente a {gog} com valores em H. Em particular se o grupo estrutural de £ pode ser
reduzido a GL(n,R)™, entao diremos que £ é orientdvel. Diremos que & é orientado se temos fixado

um cociclo a valores em GL(n,R)T, e a trivializacao associada a este cociclo é chamada de orientada.

Uma forma de conexdo w sobre um S!-fibrado principal £ = 7 : P — M, é uma 1-forma que
é invariante a direita e que restrita a cada fibra é a forma df invariante a esquerda definida por

J q1df = 27. Seja {Uq, o} uma trivializagao de £. Entao podemos escrever w sobre cada 71 (U,)

{GL(n,R)* denota o conjunto das matrizes nao singulares com determinante positivo
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como

i
onde z1, ..., Zm sa0 as coordenadas sobre U, e df é a 1-forma sobre S' dada acima. Logo
of
17]
em 7 1(U,). Logo podemos definir uma tinica 2-forma fechada sobre M tal que 7*(Q2) = dw. Nio é

dificil ver que a classe [Q2] € H% (M) é independente da forma de conexao w.

Definicao 7 (Classe de Euler). Definimos a forma de curvatura do S!-fibrado principal £ = 7 :
P — M como a classe [Q] € H*(M). A classe de Euler real de £ é definida por 5-[()] e serd
denotada por eg(§).

O seguinte resultado afirma que a classe de Euler pertence a H2(M;Z).

Teorema 14 ( [20], p.252). A classe de cohomologia eg(§) € uma classe de cohomologia integral, i.e.

/g ex(£) € Z,

para todo 2-simplexo orientado.

O seguinte teorema mostra que as classes de isomorfismos de S'-fibrados orientados estdo com-

pletamente determinados por suas classes de Euler.

Teorema 15 ( [20], p.246). Eziste uma correspondéncia biunivoca entre a classes de isomorfismos
de S'-fibrados orientados sobre M e classes de cohomologia de H*(M,Z), dado por

[€] — e(§) € H*(M, Z).

Para fibrados vetoriais existe outra classe de cohomologia chamada cohomologia vertical com-
pacta. Se E — M é um fibrado vetorial, esta cohomologia é denotada por H} (E), e é definida
como a cohomologia do complexo Q}, (E) = { formas diferencidveis sobre E cuja restricdo a cada

fibra tem supporte compacto }. Para fibrados vetoriais orientados de posto m, temos uma classe
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® € H} (E), chamada a classe de Thom do fibrado, a qual pode ser definida como a classe represen-
tada por uma forma em Q7 (F) cuja restrigdo a cada fibra F represente um gerador de H'(F'). O

teorema que se segue dd uma interpretagao geométrica da classe de Thom.

Teorema 16 ( [3], p.67). Seja S uma subvariedade fechada e orientada da variedade orientada M .
Entao o dual de Poincaré de S e a classe de Thom do fibrado normal de S podem ser representados

pelas mesmas formas.

Analogamente podemos definir a classe de Euler de um S™-fibrado orientado®. Também podemos
definir a classe de Euler de um fibrado vetorial orientado E de posto n como a classe de Euler do
S*=1_fibrado induzido de ES. O seguinte resultado da uma interpretagiao geométrica da classe de

Buler de um fibrado vetorial orientado com base compacta e orientada.

Teorema 17 ( (3], p.134). Seja 7w : E — M um fibrado vetorial orientado sobre uma variedade M
compacta e orientdvel. Seja também s wma secio transversal’. Entdo a classe de Euler e(E) é o

dual de Poincaré da subvariedade determinada pelo conjunto de zeros de s.

5Um S" fibrado é um fibrado com fibra S™
5Pode-se provar que a classe de isomorfismo do S"~*-fibrado induzido de E ¢ independente da métrica
“Por uma se¢ao transversal significa uma segdo cuja imagem é transversal a segao nula
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Capitulo 2

O Teorema de Freedman

Neste capitulo estudamos as relagdes entre espagos topolégicos e formas unimodulares. Na secao
2.1 apresentamos alguns resultados para formas unimodulares. O conceito de forma de intersegao
sera apresentado na seg@o 2.2. Finalmente, na se¢@o 2.3 estudamos o Teorema de Freedman por meio

de alguns exemplos.
2.1 Formas integrais

Nesta segao trabalharemos com formas bilineares do tipo
B:GXxG—1Z

onde G é um grupo abeliano livre e finitamente gerado. Estas formas sdo chamadas formas integrais.
Dada uma base de G, podemos representar estas formas por matrizes cujas entradas pertencem a
Z. Em particular, o determinante de uma forma integral nao degenerada é +1. Assim, as formas
integrais ndo degeneradas sdo chamadas unimodulares. Duas formas integrais sobre GG sao chamadas
equivalentes se existe um autormorfismo de GG que preserva formas bilineares. Como no caso de
formas bilineares sobre espagos vetorias de dimensao finita, duas formas integrais sao equivalentes se

e somente as matrizes associadas, digamos A e B, sao relacionadas pela relagao

A= PBP (2.1)

onde P é uma matriz nio singular. Isto reduz o problema de classificar as formas integrais salvo

equivaléncia ao problema de determinar matrizes relacionadas como acima. Nao obstante, o problema

15
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de classificacao de formas unimodulares é muito dificil, e depende muito de seu posto. Para um estudo
de formas unimodulares ver [19].

Agora damos a nogéo de paridade para formas.
Definicao 8. Uma forma integral 3 sobre G é par se f(z,z) = 0(mod2) para todo z € G. Se  nao
é par diremos que é impar.

Como para formas definidas sobre espagos vetoriais temos as nogoes de positividade e assinatura.

Definicao 9. Seja # uma forma integral sobre G. Diremos que 3 é definida positiva (negativa) se a

forma
Q®8 : Q60)xQ®G) — Q
(r®h,s®g) —  1503(h,g).

para todo r,s € Q e todo h,g € G, é definida positiva (negativa, respectivamente). Uma forma
unimodular que néo é definida positiva nem negativa é chamada indefinida. Definimos a assinatura
de § como a assinatura de Q ® . Definimos o posto de uma forma unimodular definida sobre G
como a dimensao de G.

O seguinte resultado dd uma restri¢ao para formas unimodulares.
Teorema 18. A assinatura de uma forma unimodular é divisivel por 8.

As formas unimodulares indefinidas sdo determinadas, salvo equivaléncia, por seu posto, assina-
tura e paridade.
Teorema 19. Se duas formas unimodulares indefinidas tém o mesmo posto, assinatura e paridade,
entao elas sao equivalentes.

2.2 Forma de intersecao

Para uma variedade M?" fechada e orientével com classe fundamental [M] temos associada uma
forma bilinear
Qu : H"(M;Z)x HY(M;Z) — A
(@, f) — (@, fN[M]) = (a U, [M]).

Q@ é chamada a forma de intersecao de M. No que se segue daremos uma interpretagio geométrica

a estas formas de intersecao.
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Consideremos o caso n = 1. Sejam «, B € HY(M;Z), e sejam v, e g representantes dos duais de

Poincaré de « e 3. Precisamos da seguinte

Proposigao 1. Toda classe de homologia em Hy(M;Z), pode ser representada por wma 1-variedade

mergulhada compacta orientada.

Demonstragio. Seja © € Hy(M;Z) e ), kio;, um cociclo Zy(M;Z) representando z, onde o; ¢
um 1-simplexo orientado de M. Entdo a curva fechada ), kijo; é homotépica médulo bordo (logo
homéloga) a uma unido de curvas suaves. Cada curva que se auto-irtersecta é homéloga a uma uniao
de curvas suaves simples. Entao x é representado por uma unido disjunta de curvas suaves simples

e orientadas. O

Pela proposigao anterior podemos supor que v, € yg sao l-variedades suaves compactas. Pelo
teorema 9 também podemos supor que 7, € yg sado transversais. Tomemos vizinhangas tubulares Ty,

T suficientemente pequenas de 7, e 7g, respectivamente, tais que:

(a) Se T, NTp = UL, U; é a decomposi¢ao em componentes conexas, entao para cada U; existe um
tinico ponto p; € (7o Ny) N Us.
b) Cada U; estd contida numa vizinhanga coordenada de M com coordenadas orientadas (z,y) e
¢ Yy

as curvas 7, € g sao dados por z =0 e y = 0 em Uj, respectivamente.

Sejam wq e wg as classes de Thom de T, e T. Logo wq A wg tem _«porte compacto em U;U;. Em
cada U;, temos wy = % f(x)dz (+ se dx define a orientagéo de y, e — caso contréario) e wg = £ f(y)dy

(+ se dy define a orientacdo de g e — caso contrario), onde f é uma fungao chapéu com suporte

/ wa N\ wp
M

= ¥ & | F@)f (y)dedy

= ) +1

= I(Yar¥B)

compacto e integral 1. Assim

(U B, [M])

onde na primeira igualdade estamos usando os teoremas 6 e 16. Isto justifica o nome da forma de
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intersecao, pelo menos para dimensao um.

Agora vejamos o caso n = 2. Precisamos da seguinte

Proposicao 2. Seja M wuma 4-variedade suave, fechada e orientada. Entdo todo elemento de

Hy(M;Z) pode ser representado por uma superficie mergulhada.

Demonstragdo. Pelo teorema 15, para cada z € Hy(M;Z), existe um tinico S'-fibrado Lo, — M,
tal que e(Ly) = z. Pelo teorema 17 a classe de cohomologia do conjunto de zeros Z de uma secao
transversal de L, (que é um ciclo) é dual a classe de Euler e(Ly) = z. Assim D(z) = [Z]. Como z é

arbitrario em Hy(M;Z) a proposicao se segue. O
Proposigao 3. Sejam «, € H*(M;Z) e 3, Y3 € Hy(M;Z) superficies suaves representando
D(a) e D(B). Entio Q(c, B) € o niimero de interse¢io I(Xq,%3).

Demonstragdo. A prova é essencialmente a mesma que o caso anterior. Pelo teorema 9 e o axioma
da homotopia para a cohomologia de Rham, podemos supor que ¥, e ¥ sao transversais. Tomemos

vizinhangas tubulares Ti, e T suficientemente pequenas de X, e Xg respectivamente, tais que:

(a) Se Toa NTg = U™, U; é a decomposi¢do em componentes conexas, entdo para cada i existe um
tinico ponto p; € U; N X N Xg.

(b) Cada U; esté contido numa vizinhanga coordenada de M, com coordenadas (z, y, u,v) orientadas

e as superficies ¥, e X3 sao dadas por x =y = 0 e u = v = 0 sobre Uj, respectivamente.

Sejam w, e wg as classes de Thom de T;, e T3. Logo ws A wg tem suporte compacto sobre U;U;.
Em cada U; temos w, = *f(z,y)dzdy (+ se dxdy é a orientagao de ¥, e — caso contrario) e
wg = £ f(u,v)dudv (+ se dudv é a orientagdo de ¥ e — caso contrdrio), onde f : R? — R é uma

forma com suporte compacto ao redor do origem e com integral igual a 1. Entao

(@UB,[M]) = Z:I:/Mwa/\wg
= Z:]:/ flz,y) f(u,v)dzdydudy
R4

= > ol

= I(Za, Zp).
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2.3 O Teorema de Freedman

Nosso interesse em formas de intersegao é devido ao seguinte Teorema de Freedman.

Teorema 20 ( [7] e [8]). Para toda forma integral simétrica unimodular Q existe wma 4-variedade
topolégica M fechada, simplesmente coneza tal que Qyr = Q. Se Q € par, esta variedade € unica salvo
homeomorfismos. Se Q € impar, existem exatamente dois tipos de homeomorfismos diferentes com a
forma de intersecao dada. No mdzimo um destes tipos de homeomorfismos admite uma estrutura su-
ave. Assim, as 4-variedades suaves simplesmente conexas sao determinadas, salvo homeomorfismos,

por suas formas de interse¢ao.

A prova deste teorema envolve ferramentas avangadas de Topologia Algébrica e por razdes de
tempo e espago nao a apresentamos aqui. Nao obstante, nos proporemos a entender o teorema

observando alguns espagos com suas formas de intersecdo. Antes precisamos da seguinte

Proposigao 4. Sejam M e N n-variedades fechadas e orientdveis. Entao

(a) Q-n = —Qu-

(b) Qupn =Qum ®QN.

Demonstragio. A parte (a) se segue da igualdade [—M] = —[M]. Provemos a parte (b). Sejam
a, B € H*(M;Z). A inclusio Z — R induz um monomorfismo H?(M;Z) — H?(M;R). Entdo
podemos considerar « e 3 como classe de cohomologia de H?(M;R). Sejam w e 7 as 2-formas sobre

M#N correspondentes a « e 3, respectivamente, por meio do isomorfismo de de Rham. Entao

(@ U B, [M]) = / s A,
M#N
Por outro lado, sejam {U, V}, {U, Wi} e {V, Wa} coberturas por abertos de M#N, M e N respecti-
vamente e tais que UNV, UNW, e VNW, sejam do mesmo tipo de homotopia de S2, e os abertos W
e W sejam difeomorfos a um disco D? 4-dimensional. Entdo temos as seguintes seqiiéncias exatas

de Mayer-Vietoris
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— Hpp(UNV) — Hip(M#N) — Hig(U)® Hyr(V) — Hi(UNV) —
— Hpp(UnWi) —  Hpp(M) — Hpp(U)®Hpp(Wi)) — Hpp(UnW)) —
- pr(VNW2) — H12)R(N) - H%R(V) ® HJZJR("VZ) — Hpp(VNWz) —

Desde que H}p(S3) = H%,(S%) = H% p(D*) = 0, temos os isomorfismos H% z(M#N) = H% o (U) &
H}p(V), HAp(M) = H3,(U) e Hpp(N) = Hp,(V), dados pelas restrigdes respectivas. Logo
[w] = [w1] + [wa], [n] = [m] + [12], onde w1, m sdo extensoes de w |y, n |u a M#N respectivamente,
com suporte nas proximidades de U, assim podemos pensar que estas formas estao definidas em M.
Analogamente para ws, 172. Observemos que as formas sao fechadas, suas classes de cohomologia nao

dependem das extensdes, e suas correspondientes classes em H?(M;R) sdo integrais. Logo

/ wAn = / wi Am w2 Amg+wi Ang+wa Ay
M#N M#N
= /wl/\771+/w2/\772+/ w1 A2 +w2 Any.
M N unv

Como U NV é do mesmo tipo de homotopia de S3, o tiltimo somando é zero. Logo a proposicao se
segue. O

Exemplo 1. (a) A Esfera S*. Como H?(S*;Z) = 0, a forma de intersecio de S* é trivial.

(b) O plano projetivo complexo CP2. Consideremos CP? = (C3 \ {0})/C*, onde C* age por mul-
tiplicacao em cada coordenada. Sejam {11,12,13} as cartas coordenadas usuais (chamadas

afins) em CP?. Por exemplo % é definido como:

’l/)] . (Cz — CP2

(21,22) +— [1,21, 20

A orientacdo de CP? é dado pelas cartas coordenadas afins. Por outro lado, usando coho-
mologia simplicial podemos ver que a classe de homologia de Hy = {[0,z,w] : (z,w) €
C2%\ {0}} é um gerador de H?(C?;Z) = Z. Definimos H : H; x [0,1] — CP2? ([0, z,w]) =
(cos(t5)z, sen(t5)z,w). Se fazemos Hy = Im(H(_,1)), entao H é uma homotopia de H, a Hj
e HyNHy = {[0,0,1]}. A orientacdo sobre H; é dada pela identificagio natural com CP!, e ela
induz uma orientagao sobre Hy por fazer que o difeomorfismo H(_, 1) preserve orientagao. A

carta afim 93 : C2 — CP? dado por (z,y,u,v) — [z + iy, u + iv, 1] é um sistema de coorde-
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nadas orientado de CP? ao redor do ponto [0,0, 1]. Entdo {5‘%, %} e {%, a%} sao referenciais
orientados de H; N Us e Hy N Us, respectivamente. Isto implica que H; e Ha sao transversais
e o indice de intersegdo I(H;, H,) = I(H;, Hy) = 1, ja que {—a%, %, %, ;%} lj0,0,1] ¢ uma base
orientada de Tjg o 1jCP?. Assim a forma de intersegao de Qcp2 é representada na base D([H])

pela matriz [1], onde D significa o dual de Poincaré.

(c) O plano projetivo complexo com a orientacio oposta —CP?. Pela proposicdo 4 a matriz da
forma de intersegao é dado por [—1].

(d) O produto cartesiano CP! xCP'=52x S%2. Aqui temos H»(S?x S? Z) = Z®Z, e uma base é dada
por {[S%x{(1,0,0)}], [{(1,0,0)} x S?]}. Desde que S%x{(1,0,0)} é homotépico a S?x{(0,1,0)}
em S? x S2?, e ambos sdo disjuntos, temos que Q g2, 52([S? x {(1,0,0)}], [S? x {(1,0,0)}]) = 0.
como S? x §? tem a orientagdo produto, temos que Q g2, g2([S% x {(1,0,0)}], [{(1,0,0)} x S?]) =
1. Logo Qg2 g2 é respresentada na base {D([S? x {(1,0,0)}]), D([{(1,0,0)} x S?])} pela matriz

1)

(e) As somas conexas CP?#CP? e CP?# — CP2. Pela proposicio 4, as formas de intersecao
CP?#CP? e CP?# — CP? sio representadas pelas matrizes

EHAE

Observacdio 3. Salvo sinal e equivaléncia, ndo existem outras formas de intersecio! com posto < 2

respectivamente.

além das formas dadas no exemplo de anterior.

Tsto quer dizer formas integrais simétricas e unimodulares.
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Capitulo 3

O teorema principal

Para a prova de nosso teorema principal seguimos a prova de Kleiner ja que podemos usar unica-
mente ferramentas basicas de geometria. Na se¢do 3.1 provamos alguns lemas relativos a geometria
das variedades riemannianas com curvatura nao-negativa, e outros com adigao de alguma simetria

continua. Na secao 3.2 apresentamos e provamos o teorema principal.
3.1 Alguns lemas

Nesta segao fixamos uma n-variedade riemanniana (M, g) conexa, compacta com curvatura nao-

negativa e denotaremos por K a curvatura seccional de M.

Lema 1. Sejam ; : [0,S] — M,i=1,2 eng: [0,l]] — M segmentos geodésicos'. Suponhamos que
70(0) = 71(0), (1) = 72(0), 9(115(0),71(0)) = g(mp(1),73(0)) = 0, e que dist(y1,72) = L(m0)*. Seja
também X : [0,1] — M um campo vetorial paralelo ao longo de ny, tal que X(0) = ~1(0), X (1) =
v5(0). Entao n : [0,S] x [0,]] — M, n(s,t) = exp(sX(t)) € uma imersao isométrica totalmente

geodésica plana®.

Demonstragao. Seja I = {r € [0, 5] : %7} é um campo paralelo ao longo de 7 |[0,,~]x{t}}. O conjunto [
é nao vazio e por continuidade é um intervalo fechado. Provemos que também é aberto. Denotemos

por E o fibrado sobre M que tem por fibra em p € M o Grassmanniano G(2,7,M). Entao E é

sto quer dizer uma geodésica cujo campo velocidade tem comprimento igual a 1.
2Para uma variedade Riemanniana denotaremos a funcio distancia induzida pela métrica por dist.
3 Aqui sempre usamos a palavra “plana” para significar curvatura zero

23
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compacto e a fungdo curvatura seccional
K:E—R,o0+— K(0)

é continua. Entao existe uma cota superior kg > 0 de K. Como as curvas 7 |[o,s)x {1} 580 geodésicas,

o campo vetorial Ji(s) = %n(s,t) ao longo de 7 |o,5x{;} € um campo de Jacobi. Seja s1 € I e

denotemos por % o campo candnico primeira coordenada ao longo de [0, s1 + €] x {t} € R?. Entdo,

pelo Teorema de Rauch ( [5], p.29)
0
Ji < |=|=1
(o)l < |51

Logo
L lgsyxjo) < L(m0), Vs € [0, 51+ ¢].

Por hipétese dist(y1,v2) = L(no), assim
L(n |{syxjo,) = L(mo),

0
e(s)l =I5 = 1.

Por outro lado a igualdade no Teorema de Rauch ( [5], p.35) é dada somente se

GRU(s), 51) 5

257 Ji(s)) = 0,Vt € [0,1],Vs € [0, 51 + €]
Entao
22 |2 _ ¢ (22 é,)_ (D_Qé —n)
dsot”  ~ dsV'dsot "ot Va2 ot ot
D?9 0
= 9( )

ds2ot ot

o 0 .0 0
= —g(R(%n, an)%n, an)
= 0.

Assim J; é paralelo em [0, s; + €. Isto implica que [0,s; + €] C I, e assim I = [0,.S]. Em particular

7 é uma imersao isométrica. Os fatos J; paralelo, 1 (o 5)x{;} geodésica, e 7 |(s}x[o,) Minimizante
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implicam

v%nﬁ” = Vﬁ’;n%"
)
= Vg

= 0.

Assim a segunda forma fundamental 77 de n é nula, ie. 77 é totalmente geodesica. Para provar que
7 tem curvatura zero é suficiente provar que K (X (t),n,(t)) = 0, para todo ¢t € [0,1]. A férmula da
segunda variagdo da energia aplicada a 7, e o fato que X é paralelo implicam

Lo Do & ,
§E (0) = I[(X’X)+g(£%n’8tn)(t’0) li=o

l
D _ D d d
= —X,—X —n,X)—n, X
| @G X 50+ a(RGn, ) Gon, X

l
= /0 S(RO, X, X )t

< 0.

Logo E"(0) < 0. Como L(no) = dist(y1,72), K(X(t),ny(t)) = —g(R(nh, X)ny, X) = 0, para todo
t €1[0,1). O

Definicao 10. Sejam p;, pj, px pontos diferentes em A/. Entao definimos

(a) Miny,(pj) = {segmentos geodésicos minimizantes de p; a p;}.
(b) Dirp,(p;) = {¥/(0) : v € Miny,(p;)} C S" 1T, M.

(c) Consideremos o espago métrico S" 1T, M = {v € T,,M : |v| = 1} com a distancia angulo Z e

definamos Zp, (pj, pr) = £Z(Dirp,(p;), Dirp, (pr))-
Teorema 21. (a) Se p1,p2,p3 € M, entdo £y, (p2,p3) + Lp,(P1,03) + Lps(P1,p2) 2 7

(b) Sejam vo € Miny, (p2),v3 € Miny, (p3), com Z(v5(0),75(0)) = Zp, (p2,p3). Se a igualdade em
(a) se verifica, entdo eziste uma superficie triangular A C M, mergulhada em M, totalmente

geodésica, plana, com lados geodésicos vya, v3 e 1 € Ming,,(p3).
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Demonstragao. Como K > 0, o Teorema de Toponogov dado em [5], p.42, implica que existe um
tinico* tridngulo A C R?, com vértices ¢;, i = 1,2,3, e dist(p;,p;) = dist(gi,q;) = l;j. Sejam
vi € Ming, (pi), 1 = 2,3, tais que Z(75(0),75(0)) = Zp, (p2,p3). Usando de novo o Teorema de
Toponogov temos Z;, (73(0),73(0)) > £(71%2, 71G3)- Analogamente

Lp;(Pit1, Piv2) > L(GGii1, GiGit2)s

onde os indices sdo tomados médulo 3. Somando estas desigualdades temos (a). Se a igualdade em
(a) se verifica, entdo as tltimas desigualdades sao todas igualdades. Assim, o corolario do Teorema

de Toponogov em [5], p.50, prova (b). O

Para terminar esta segdo, fixemos uma agao isométrica G X M — M, onde G é um grupo de

Lie compacto. Usamos alguns fatos sobre agoes de Grupos de Lie dados por exemplo em [6].

Definigao 11. Seja v : [0,I] — M um segmento geodésico. Dizemos que 7y é:
(a) G-geodésico, se g(7'(t), Ty G(7(t))) = 0 ° para todo ¢ € [0,1].

(b) G-minimizante, se L(7y) = dist(G(v(0)), G(v(1))).

Proposicao 5. Seja v : [0,l] — M wm segmento geodésico, entao:

(a) Se g(7'(0), Ty0yG(7(0))) = 0, entao v é G-geodésico.

(b) Um segmento G-minimizante é G-geodésico.

(c) Se~ é G-minimizante, entdo Gy € constante para t € (0,1).

Definigao 12 (Fibrado vertical). Seja n : [0,l] — M uma G-geodésica. Definimos o fibrado vertical

Vertﬁ ao longo de 7 como o fibrado com base 71 cuja fibra em 7(t) é ¢
Verty (t) = (Ty G (), {X71'(t) : X € gyn})

para todo ¢ € [0,!], onde X.7/(t) = d—‘i [s=0 exp(sX).n(t).

salvo transformagcoes rigidas
5Se x € M, sempre denotaremos por G(z) e G, a G-6rbita em x e o grupo de isotropia em z, respectivamente.
6 Aqui sempre denotaremos por g e g. as algebras de Lie de G e G, respectivamente.
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Observagao 4. Os subespagos (1 (1)), T,,;)G(n(t)), (X.7'(t) : X € gyq)) de TpyyM sdo ortogonais
dois a dois.

Lema 2. O fibrado vetorial Vertg; sobre n € suave.

Demonstracao. Fixemostg € [0,1]. Os argumentos a seguir sao vélidos somente para t suficientemente
perto de tg. Suponhamos primeiro que 7(ty) € Fiz(G, M). Entao a exponencial d4 uma equivaléncia
local entre a agao de G sobre M e a agao isotrépica de G sobre Ty ;,) M. Por meio desta equivaléncia
temos que 7o corresponde a uma reta 7(t) = tn'(to) em T, M. Seja E(t) o levantamento de
VertnG(t) a Ty M. Set é diferente de tg e X € g, entdo X fixa todo 7, e assim X.n'(t) = 0. Logo

E@l) = TyunG(n(t))
— (XF(): X €g).

Por definicao E(tg) = (X.n(tg) : X € g), e assim E é transporte paralelo de E(tp) ao longo de 7.
Portanto, Ve'rt,,G é suave neste caso. Agora suponhamos que 1(to) ¢ Fiz(G,M). Sejam H = G,
e W um somando direto complementar do algebra de Lie de H denotado por f. Seja Wo fibrado

vetorial ao longo de 7 tendo por fibra em 7(t)
W(t) = (Xn(t): X € W).

Seja {&} C g uma base de W. Entao {&.n(to)} é uma base de W(to) = Tyt0)G(n(to)). Por

continuidade e definicio de W temos que {&.n(t)} é uma base de ﬁ;(t) Isto implica que W é suave.
Pelo caso anterior temos Ve'rt# (to) = (X' (to) : X € h). Assim

VertS(to) = Vert! (to) & W (to),

e por continuidade Vert,’f (t) e ﬁv/'(t) sdo linearmente independentes. Como 7 é G-geodésico e 1 estd
dentro de uma fatia (“slice”) sobre 7)(to), temos que Gy C Gyp) € Vev't,,(f(t) = (X(t) : X € g).
Para t # to temos Vev*t,’]{(t) = (X.n(t) : X € h), e assim

VertS(t) = Vert! (t) @ W(t).

Isto prova o tltimo caso. O
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Corolario 2. O fibrado H orf]; = (Vert,? L ao longo de 1 é suave.

Definicao 13. Sejam 7 : [0,]] — M um segmento G-geodésico e X : [0,]] — T'M um campo
vetorial ao longo de 7. Dizemos que X é G-paralelo se X é uma secdo suave do fibrado H or,? , ie.
g(X (1), VeTtg(t)) =0eV,pnX € Vertff(t) para todo t € [0,1].

Observagao 5. Se X(0) € H or,%, entao pela suavidade de H org" podemos estender X (0) a um campo
G-paralelo ao longo de 7.

Denotemos por M° o conjunto dos pontos de M cujas orbitas sao principais. Seja 7w : M° —
M?°/G a projecao canénica. Damos a M°/G a métrica da submerséo riemanniana. Observemos que

M?° é aberto de M, logo tem curvatura nao-negativa. Por outro lado, temos a férmula de O’Neill [21]:
7 2 3 v|2
Ko (p) (@, 9) = Kp(z,y) + 7z, 91T,

onde K é a curvatura seccional de M °/G, z,y € TpM?° sao levantamentos horizontais de =,y €
Tr(p)yM°/G, respectivamente, e [z,y]” é a componente vertical de [X, Y], para extensoes X, Y de z,
y, respectivamente. Observemos também que [z, y]” ndo depende das extensdées X e Y. Aplicando

esta formula a M, temos que M°/G tem curvatura nao-negativa.

Lema 3. Sejam v; : [0,S] — M,i = 1,2 e no : [0,]] — M segmentos G-geodésicos. Suponha-
mos que 10((0,1)) € M?, n0(0) = 71(0), no(1) = 72(0), 9(15(0),71(0)) = g(mp(1),72(0)) = 0, e
dist(G(71(s)), G(72(s))) = L(no) para todo s € [0,S]. Seja também X : [0,1] — T'M um campo ve-
torial e G-paralelo ao longo de g tal que X (0) = v1(0), X(1) =+5(0). Entdon:[0,S]x[0,l]] — M,

1(s,t) = exp(sX(t)) € uma imersao isométrica totalmente geodésica plana e ortogonal a G-agdio, i.e.

9(6177(3/)) Tn(s,t)G(n(sa t))) =0,

para todo (s,t) € [0.5] x [0,1], e todo Y € T(,4[0.S] x [0, 1].

Demonstragao. Definamos /\~’(t) = dm(X(t)), no(t) = n(no(t)) para t € (0,1).

Afirmacgao 1. X é um campo paralelo ao longo de 1.

Demonstragao. Seja V a conexao de Levi-Civita em M° /G induzida por 7 : M° — M?°/G. Usando
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o fato que X ¢ horizontal e que V,, X ¢é vertical temos:

Vi X = dr(VyX)
= 0.

Isto prova a afirmacao. O

Denotemos por 7 e 5;, as projecoes de 7, e v;, para i = 1,2. Entéo para § € (0,1/2), s € [0,5], e

considerando a distancia orbital em M /G temos:

dist(n) |(syxfo,0 (0): 7 l{syxpoy (1)

dist( |(syxfo,) (0):7 l(syxfo,y (0)) + dist(n [(syxjo (), [{syx (o, (I —6)) +
dist(n |(syxjo, (0= 6):7 l{syxjo, ()

L l¢syxp0,8) + L7 syxisi—e)) + L0 l{syxp—s,) (3.1)

dZSt(ﬁl ) ;72)

IA

IA

Agora estimemos cada um dos somandos dados em 3.1. Por aproximacao linear temos

d
L(n l{syx(0,8) < L(mo ljo,5)) + S@L(ﬂ |(s1x[0,5]) ls=0 +56c1,

onde c; é uma constante que depende somente de [0,.S] x [0,[]. Pela férmula da primeira variagao do

comprimento de arco temos:

d J B ) §
EL(n l{syx[0,8)) ls=0 = —/0 9(X,Va ana)dt + g(X (1), ana(t)) lt=0
= 0.
Assim
L lisyxo.5) < Lo |[o,81) + s%0cu.
Analogamente

L(n lsyx—sn) < L(no |p—sy) + s°0c2,

onde ¢y depende somente de [0,S5] x [0,l]. Como 7o |j5—5C M°, existe um s1 € [0,5] tal que
([0, 51] x [6,1 —6]) € M°. Assim 7 o 5)x[s,1~s] € uma variagio de 7o |(5;—5), com campo variacional

paralelo X. Como Mo € 7 |j0,5]x{¢} S&0 geodésicas horizontais, e X é paralelo e horizontal, as férmulas
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das variagoes do comprimento de arco implicam:

d .
2o L@ lsyxpsi-a) ls=0 =0,

d? _ -6 - w. . v o
@L(U |{S}X[5,l—6]) |S=0 = /5 (g(vﬁoXa v?foX) - Q(R(77(,)>X)X,%))dt +

~ 0 _ _ ~ 0 _
(¥ 272,00~ 8) — 9(V 272 71, 76)(0)
| =) . P
- / o(B(, X)X, ) dt.
)

Denotamos a ultima expressao por I;. Por aproximagao,

$2

L |(syxpsi-a)) = L0 |[1-a)) + 5 (I5 + €5(9)),

onde lim,_.g€5(6) = 0. Juntando as estimativas anteriores temos

82

dist(y1,72) < L(7o ljo,g) + 7(25(61 +c2) + I5 + €5(9)).

Usando a hipétese dist(G(v1(s)), G(72(s))) = L(no) temos:

2 —_~
Lo |jo,) < dist(71(s),72(s)) < Lo ljo,g) + %(25(01 +c2) + Is + €5(9)),

e assim
0 < 20(c; + ¢2) + Is + €s(0).

Fazendo s — 0 temos 0 < 2§(c; + ¢2) + Is. Como a curvatura K em M°/S é nao-negativa, [ é
nao-positiva e nao decrescente. Logo

Is = OV0 € (0,1/2).

Assim K(X,7) =0 em (0,1). Pela férmula de O’Neill [X,74]* = 0 em (0,1). Como N = n([0, so] x
[0,7]) é uma superficie suave, para algum sq € [0, S], podemos definir sobre N os campos X (s,t) =

%ea:p(sX(t)), Y (s, t) = transporte paralelo de Y (¢) ao ponto 7(s, t) ao longo da geodésica 7 lj0,51x {1t} -
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Entdo X, Y sdo extensoes suaves de X e 7 respectivamente. Assim

0 = [X,m)"(t)
= (VY)" oy —(VeX)" |00
= —(VypoX)¥ (1)

Logo V,, X (t) é horizontal, e assim ¢ igual a zero. Isto prova que X é paralelo. Como 7 |(s}x[o,) € G-
minimizante e 1 |o,5)x{:} ¢ G-geodésica, o lema 1 implica que 7 é uma imersao isométrica totalmente
geodésica com curvatura zero e ortogonal a G-agao. O

3.2 O teorema principal
Aqui apresentamos o teorema principal:

Teorema 22 ( [15] e [16]). Seja M uma 4-variedade riemanniana coneza, compacta, e com curvatura

nao-negativa. Suponhamos que M admite um campo de Killing nao trivial. Entdo:

(a) Se M ¢ orientdvel e tem curvatura positiva, entdo M é homeomorfa a S*, ou CP2.

(b) Se M ¢é simplesmente conexa e tem um 2-plano com curvatura zero, entdo M €é homeomorfa
a 5%, ou CP2%, ou S% x S2, ou CP?# + CP?. Além disso, M tem wma superficie totalmente

geodésica plana sempre que seja homeomorfa a S? x S?, ou CP?*4# + CP2.

O teorema seguinte reduz a prova do teorema 22.

Teorema 23. Nas hipdteses do teorema 22 temos x(M) < 4. Além disso se a igualdade € verificada

entdo existe uma superficie plana totalmente geodésica em M.

Demonstracao do teorema principal usando o teorema 23. Suponhamos que M é orientdvel e que
tem curvatura positiva. O Teorema de Synge mostra que m (M) = 0. O fato que M é conexa e
o Teorema de Hurewicz implicam H°(M) = Z e Hy(M) = 0, e assim por dualidade de Poincaré
temos Hy(M) = 7Z e H3(M) = 0. Usando o teorema dos coeficientes universais temos Hz(M) = 0.
Logo x(M) = Z?:O(—l)idim(Hi(]\f[)) = 2+ dim(H2(M)). Entao o teorema 23 implica

dim(H2(M)) < 1.
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Desde que Hy(M) é livre e finitamente gerado temos Ho(M) =0 ou Z. Assim a forma de intersecao
de M é nula ou é represetada pela matriz [1]. Por outro lado, Ho(S%) = 0, Ho(CP?) = Z, e a
forma de intersegdo de CP? é representada pela matriz [1]. Entao a parte (a) segue do Teorema de
Freedman ( [7] ou [8]).

Agora suponhamos que M é simplesmente conexa e que tem um 2-plano com curvatura zero.
Pelo teorema 23 x(M) < 4. Analogamente & parte (a) provamos que x(M) = 2 + dim(Hy(M)).
Assim dim(Hz)(M) < 2. Desde que Hy(M) é livre e finitamente gerado, Hy(M) = 0, ou Z, ou

Z @ Z. Por outro lado, as tinicas formas de interse¢ao 2-dimensionais (salvo equivaléncia e sinal) sdo

o) A

Estas matrizes representam as formas de interse¢io do espaco S2 x S? e das somas conexas CP2# 4+
P

representadas pelas matrizes

CP?, que sao simplesmente conexas. A parte (b) se segue do Teorema de Freedman. O

Demostragao do teorema 23. Suponhamos que x(M) > 4 e provemos que M tem uma superficie
plana totalmente geodésica e que x(M) = 4. Pelo Teorema de Myers-Steenrod e a compacidade de
M, temos que Iso(M) é um grupo de Lie compacto. Por hipétese, M admite uma campo de Killing
nao trivial, i.e. um homomorfismo suave e nao trivial R — Iso(M). Assim dim(Iso(M)) > 0. Pelo
teorema do toro maximal podemos tomar um subgrupo de Lie S* de Iso(M). Logo existe uma S'-
acdo isométrica efetiva sobre M. Por um Teorema de Kobayashi [17], Fiz(S!, M) 7 é unido disjunta
de pontos isolados e superficies conexas e totalmente geodésicas. Além disso x(M) = x(Fiz(S', M)).
Como a caracteristica de Euler de uma superficie conexa compacta é < 2 e x(M) > 4, Fiz(S', M)
contém duas superficies totalmente geodésicas, ou uma superficie totalmente geodésica e dois pontos
isolados, ou quatro pontos isolados. A prova do Teorema termina nas provas dos Teoremas 24, 25, e
26. O

Caso 1. Suponhamos que Fiz(S', M) contém duas superficies totalmente geodésicas Ny e Ny.
Teorema 24. (a) exp |pun,: DivNy — M é um difeomorfismo sobre M \ Ny 8.
(b) Eziste wma superficie plana totalmente geodésica em M .

(c) Fiz(S',M)=NUNy e x(M) = 4.

"Fiz(S', M) denota o conjunto de pontos de M fixados por todos os elementos de S*
8DywN; denota o subfibrado de ¥N; cuja fibra em z € N, é o disco de vN; de radio r e com centro no origem
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Demonstragao. Seja p € Ny tal que dist(p, No) = dist(Ny,N3) = I, e seja 1o : [0,]] — M um
segmento minimizante com 79(0) = p e 1o(l) = ¢ € Na. Sendo p e g pontos fixos 79 ¢ S'-minimizante.
Como 7 corta Ni e No ortogonalmente, e T, Ny é Sl-invariante, entdo S!(n}(0)) C v,N;. Assim
9(X(0),16(0)) = g(X(0),Y.n)(0)) = 0, para todo X(0) € T,N; e Y na algebra de Lie de S* (= R).
Logo X(0) € H orgol(O), e assim X (0) se estende a um campo S'-paralelo ao longo de 19 (vide
observagao 5). A observagao 4 implica que X (I) € T;N2. Definamos 7(s,t) = exp(sX(t)), entdo
as geodésicas s — 1)(s,0) e s — 1(s,l) sao geodésicas em N; e Ny respectivamente. Pelo lema 3, n
é uma imersao isométrica totalmente geodésica plana, ortogonal a S'-acdo. Isto prova (b). Como
X(0) é arbitrario em T, Ny e sendo N; completa, temos dist(q, N2) = [ para todo ¢ € Ni. Logo o
ponto p é arbitrdrio. Desde que as geodésicas minimizantes g.ny para g € S! ligam p e ¢ e ndo séo
iguais, o radio de injetividade normal de /N7 é igual a [, e o cut locus normal de N; é Ns. Isto prova
(a). Se para algum g € St e v € v,(N1), g.v = v, entdo S'(v) é g-invariante. Como a agao é linear e
T,N1 ¢S Linvariante, temos que T,M é g-invariante, e assim g = 1. Entao S 1 age livremente sobre
M\ (N1 U Ns), e Fiz(S', M) = Ny U N;. Assim

x(Fiz(St, M))
X(N1) + x(N2)
< 4,

X(M)

e portanto x(M) = 4. Isto prova (c). a

Caso 2. Suponhamos que Fix(S', M) contém wma superficie totalmente geodésica N e dois pontos

isolados {p1,p2}.

Fixemos um segmento minimizante vy : [0,1;] — M tal que v(0) = p1,y(l1) = p2, e definamos
N, = Sl(’y).

Teorema 25. (a) N; é uma superficie suave.
(b) exp |pun,: DivN1 — M é um difeomorfismo sobre M \ N
(c) Euxiste uma superficie plana totalmente geodésica em M.

(d) Fiz(S', M) = {p1,p2} UN e x(M) = 4.
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Demonstragio. Seja p € I'm(v) tal que dist(p, N) = dist(Im(y), N) = dist(S'(y), N) = l. Suponha-
mos que p € ¥((0,l1)), e seja m1 : [0,]] — M um segmento minimizante de p a 7:(l) € N. Como
N C Fiz(S', M),

L(m) = dist(p, N) = dist(S*(p), N).

Assim 71 é S'-minimizante. Como T,Im(y) L S*(p), Tpy C Hor;fl1 (0). Entao, dado X (0) € Tp,Im(y),
este se estende a um campo X : [0,I]] — TM, S'-paralelo ao longo de 7;. Pela observacio 4,
X(l) € T,,(yN. Como N totalmente geodésica, a geodésica s —— 7(s,l) é uma geodésica em
N. Pelo lema 3, a variagao 1 de 71 definida por 7(s,t) = exp(sX(t)) para (s,t) € [s1,s2] x [0,!]
¢ uma imersao isométrica totalmente geodésica plana, onde s; e sy sdo o infimo e o supremo de

{s: exp(sX(0)) € Im()}, respectivamente. Entao
dist(y(t), N) = dist(Im(y), N)Vt € [0,1;].

Seja 1o : [0,{] — M um segmento minimizante tal que 79(0) = p1, 7o(l) € N. Entao os segmentos

geodésicos g.7mo de py a 19, h.y de p; a po, para g, h € S sdo S'-minimizantes, e assim

9(g.m5(0), h4'(0)) = 0.

Logo o espago vetorial V := (h.y'(0) : h € S1) é S-invariante e de dimensao 2. Assim exp,, |D,1V—’
M éum difeomorfismo sobre N;L{ps} e exp,, (D;, V) = N;. Portanto Ni\{p2} é uma superficie suave.
Analogamente se prova que Ni\{p:} é uma superficie suave. Isto prova (a). Seja X(0) € Tp, Ny,
entao

g(X(0), h.h(0)) = g(X(0),Y.mp(0)) = 0,Vh € S*,VY no algebra de Lie de S*.

Logo X(0) € Hor;;’;,lno (0). Seja X a extensdo S'-paralela de X (0) ao longo de h.ng. Entdo n,(s,t) =
exp(sX(t)) é uma imersdo isométrica totalmente geodésica com curvatura zero, ortogonal & S'-acéo.
Analogamente ao teorema 24 se prova as partes (b), (c), que S age livremente sobre M \ (N U Ny),
e Fiz(S', M) = {p1,p2} UN. A prova de (d) segue da hipétese x(M) > 4, e de

x(M) = x(Fiz(S', M))

= x(N) + x(p1) + x(p2)
4.

IN
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Caso 3. Suponhamos que Fix(S', M) contém quatro pontos isolados {p1,p2,p3,Pa}-

Lema 4. Seja v : S' — O(4) wma representagdo ortogonal injetora com somandos diretos nao
triviais, e seja (5'3(1)/51,2) o espaco métrico quociente sobre a agdo de S'. Entdo eviste uma
aplicagio de (S3(1)/SY,Z) em (S%(3),34), que ndo decresce distincia.

Demonstragcao. Existem inteiros k, [ tal que a representagao 1 é ortogonalmente equivalente a uma
representacao
’lpk,IZSlX(CX(C—é(CX(C

definida por ¥y (o, (21,22) = a.(z1,22) = (a*z1,a'zp), com mdc(k,l) = 1. Tal representagio nio
tem subespacos fixos se, e somente se, k e | sdo nao nulos. Seja Z a distancia angulo em S%, e
denotemos o espaco métrico S* /¥ por Xy com a distancia orbital Zi;. Seja também §3(1) =
{(21,22) € S3(1) : z129 # 0}. Entao 53(1) é ¥ -invariante e a acdo induzida sobre 53(1) tem
somente érbitas principais. Denotemos a variedade Riemanniana 53(1)/S! por f);‘.,l, com a métrica da
submersao riemanniana, denotada por hy;. A distdncia induzida por hj; é dada pelos comprimentos

de segmentos S'-minimizantes em S3(1), e assim esta é igual a 2y |§k g

Afirmagao 2. Eziste um difeomorfismo de ¢y : f)k,l — S x (0,7/2).
Demonstracdo. Seja T? = S x S'. Entdo a acdo
T2 x §%(1) —s S3{1]
definida por («, 3).(21, 22) = (az1, Bz2) comuta com 1, e assim induz uma agao
St x 8 x By — Tpy

dada por (a, 8).[z1, 22] = [az1, B2). A restricao da tltima agao ao subgrupo S! =2 S! x {1} de T2 ¢
uma acao efetiva de S! sobre Yk, Neste caso particular podemos tomar quociente, se necessario, e
supor que a acdo anterior é livre. Seja 7 um segmento S!'-geodésico em Xy ; tal que 5(0) = [21, 22],
entao, salvo orientagao, v é a projecao do segmento geodésico horizontal

|22 | 21 |

v(t) = (21, 22) cos(t) + (mzl, _|Z—2|Z2) sin(t).
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—% ou % Assim o intervalo maximal de defini¢ao de 7y

(que é aberto), tem comprimento 7 /2. Agora fixemos uma 5 como acima, entfo a acio S' x Yy —

Entdo v(t) ¢ S3(1) se, e somente se, tan ¢ =

f)k,l restrita a 7y induz uma aplicacao
iy S* % (0,7/2) — iy

definida (a,t) — a.¥(t). Um argumento geral em agdes de grupos (v é uma fatia global e a acdo é

livre e prépria) mostra que ¢y ; é um difeomorfismo. O

Afirmacao 3. Se um paralelo em ¥y corresponde a uma T?-6rbita em (z1,22), entdo seu compri-
27| z1]|z2|

mento € iqual a ——=1=2 |
g Koo P2 222

Demonstragdo. A curva n : t — (exp(itl|za|?)z1, exp(—itk|z1|?)22) estd na érbita T2((z1,22)), é
ortogonal a 1y, e se projeta sobre & 6rbita S'([21, 22]). Suponha que 7(t) = €®.n(s), com t # s.

Entao
; 27 (nk + mil)
— 5 =

KR+ P

O valor positivo minimo de ¢t — s é dado quando nk+ml=1¢e é

g.— 2
BGEEREPT

lembremos mdc(k,l) = 1). Logo 7 : [0,S] — S§3(1) se projeta bijetivamente sobre S!([z1, 23]), e

assim ambos tém comprimento

S S
/ W ()lde = / VI[P + Bl
0 0
2m|z1]| 22|
\/k2|21|2+l2|22|2'

O

Definamos ®;; = ‘Pf}[ o @1, onde @y, w11 sao as aplicagoes dadas na afirmacao 2. . De fato,
a métrica sobre ¥;; em coordenadas cilindricas é dada por dt? + (rkyl(t))2d92, para alguma fungao
Ty > 0 e pela afirmagao 3 7 < 71,1 < cryy, para alguma constante ¢ positiva. Entao ®;; nao

decresce disténcia e é Lipschitz. Sendo X ; denso em Xj;, podemos estender ®;; continuamente
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sobre ¥j;. Assim temos uma aplicacdo de ¥j; em Xj; que ndo decresce distancia. O lema se

segue. O
Teorema 26. (a) Eziste uma superficie triangular plana, totalmente geodésica em M.

(b) Fix(S*, M) = {p1,p2,p3,pa}-

Demonstragdo. Seja (S3Tp, M, Zp,) a esfera de radio 1 em Tp, M com a distancia angulo Z,,. Consi-
deremos a agao
Wi+ St x S¥Tp, M — ST, M

induzida pela acao isotrdépica em p;, e denotemos por (.S, Zpi) 0 espago métrico quociente SSTP,. M/ St
com distancia orbital Zpi- O conjunto Dirp, (p;) é S-invariante, para cada 2 < j < 4. Logo para

cada par de inteiros 7, k, com 2 < j, k < 4,

Lo (pjsok) = ZLpi(Diry, (pj), Dirp, (pk))
Ly (m1(Dirp, (p;)), 1 (Dirp, (pr))),

onde 7y : S3Tp1]\/[ — S é a projecao natural. Seja
0+ (8, Zp) — (5%(3), 539,
uma aplicagdo como no Lema 4. Entdo para cada inteiro j, 2 < j < 4 definamos
) 9,1
Dj = ¢ o m(Dirp, (p)) € 57(3)-

Um pouco de trigonometria na esfera 5'2(%) ( [1], p-287), mostra que para inteiros distintos 7, k, [,
2< 5,k 1 <4:

1 1 1

54(Dj, Di) + 54(Di, Di) + 54(Dy, Dj) < .

Como ¢ nao decresce distancia
Ly (PjyPr) + Lpy (Prs P1) + Lpy (P1,pj) S 7

Analogamente temos
Lpi (p]apk) + AP.‘ (pk’pl) =+ Api (plapj) <7 (32)
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para inteiros distintos 1 < 1,7, k,l < 4. Logo

> Zp(pjpi) < 4. (33)

1<i,j,k<4

Pelo Teorema 21 temos £y, (pj,pr) + Zp. (i, pj) + £p; (P, pi) = 7, para i,j,k inteiros distintos,
1 < 14,5,k < 4. Logo temos as igualdades em 3.2 e 3.3. O teorema 21 implica que existe uma
superficie triangular plana totalmente geodésica em M. Isto prova (a). Para provar (b), suponhamos
que Fiz(S', M) contém estritamente {p1, pa, p3,pa}. Os dois casos anteriores provam que Fiz (S, M)

nio contém superficies. Assim existe outro ponto isolado ps € Fiz(S*, M).

Afirmacgao 4. Para cada inteiro i, 1 <1 < 5:

(a) Os conjuntos Dirp,(p;), j # i, consistem de wma tinica orbita e estio em dois pares de orbitas

mutuamente ortogonais.

(b) A acdo S' x S3T,,M — S3T,, M é equivalente a 1 1.

Demonstragdo. Definamos D; j = ¢ o m;i(Dirp, (p;)), onde m; : S3T, M — S é a projegao natural.

Sejam 1, 7, k, [ inteiros diferentes com 1 < 4,4, k,l < 5. Entao 3.2 ainda é vélido. Assim

%4(Di,j,Di,k) + %A(Di,k,Di,l) + %A(Di,z,Di,j) > .

Por outro lado em 82(%) o perimetro de um triangulo geodésico com lados segmentos geodésicos
minimizantes é < 7, ( [1], p.287), e a igualdade é dada se, e somente se, os vértices do tridngulo
estao em uma circunferéncia de radio maximo em 5’2(%). Logo os conjuntos D; ; tém cardinal um
e estao em uma circuferéncia de radio méximo em SQ(%). Entao estes conjuntos consistem de dois
pares de pontos antipodais. Assim S3Tpi M contém pelo menos dois pares de érbitas com distancia
m/2. Fixemos i e suponhamos que Zp,(pj,px) = 7/2. Entao g(h.v,w) < 0 para v € Diry,(p;), para
w € Dirp,(py) e todo h € S L Por outro lado, sejam dh uma forma de volume invariante a esquerda
sobre S', ev €T, » M. Entao, [ g1 h.vdh € Fiz(S l,Tpi) e p; ponto fixo isolado implicam

/g(h‘v,w)dh = g(/ h.vdh, w)
St St
= 0,
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para w € Ty, M. Entdo g(h.w,w) = 0 para todo h € S! e as érbitas Dirp,(p;), Dirp,(px) séo
mutuamente ortogonais. Assim a acao 1; contém pelo menos dois pares de érbitas mutuamente orto-
gonais. Isto prova (a) da afirmacao. A parte (a) implica que 7}, M contém dois pares de subespacos
2-dimensionais mutuamente ortogonais, 1 j-invariantes, irredutiveis. Estes subespacos somente se
intersectam no origem. Logo podemos escrever T, M = V; @&t Vo = Wy @t Wa, com V; e W;
1;-invariantes, para ¢ = 1,2. Podemos supor que Vi é i;-equivalente a W;, i = 1,2. Definamos
f Vi@t Vo — Wy @+ W, linearmente tal que f projeta ortogonalmente V; em Wy e Vo em W;.
Pelo lema de Schur V; é 1;-equivalente a Wy. Assim V; é 1;-equivalente a V. Logo 1y é equivalente

a 11,1. Isto prova (b) da afirmagao. O

Pela afirmacao 4 temos que existem i, j, k tais que Z,,(pj,px) = /2. Sejam vy; € Min,,(p;),
Yk € Minp, (pr). Logo
2pi(7§(0),71,(0)) = m/2.

Pelo teorema 21 existe uma superficie triangular A C M, totalmente geodésica, plana, com lados
Yjs Yk, € N € Miny, (py). Trocando 7, por h.y, h € S1, temos superficies triangulares A, € M
totalmente geodésicas, planas, com lados vj, hk, e n, € Miny, (py). Segue-se que as superficies Ap,

h € S! tém bordos (tridngulos) congruentes. Assim

Lp (= 0),mi(0) = Zp,(SY(=7}(1)), S (m}(0)))
= Zp,;(pi, pr)
< m/2.

Qualquer segmento minimizante em S3Ty, M entre —7;(l) e n5,(0) é horizontal, tem comprimento me-

nor que 7/2 = diam(S’Z(%)), e é projetado a um tinico segmento geodésico minimizante (S3T), M)/S?

(isométrico a S%(3)) entre Sl(—’y;-(l)) e S*(n},(0)). Por unicidade de levantamento horizontal temos

que existe um tnico segmento minimizante entre —;(l) e 7;,(0). Assim h.n'(0) = 7,(0) = 7'(0),
e A, = /A, para todo h € S'. Isto é uma contradicao & afirmacao 4. Isto prova a parte (b) do

teorema. 0
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Capitulo 4

Variedades com curvatura nao-negativa

Claramente os espacos S4, S% x §2, CP?, admitem métricas com curvatura nio-negativa cujos
grupos de isométrias ndo sdo discretos. Nosso objectivo neste capitulo é mostrar que os espacos
CP"# 4+ CP™ admitem métricas com curvatura nao negativa cujos grupos de isometrias nao sao
discretos. Isto serd feito nas segoes 17 e 4.2. Outros exemplos de variedades curvadas nao negativa-
mente podem ser encontrados em na segdo 4.3. Este capitulo é baseado nos artigos (4], [10] e [27].
Os poucos exemplos de variedades com curvaturas positiva que nao sao espagos simétricos podem

ser encontrados nos artigos [25] e [27].
4.1 Meétricas com K > (0 sobre CP"# + CP"

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e S* x M — M uma agio isométrica. Seja p € M fixo
e considere a aplicacao érbita S' — S1(p). A métrica induzida por M na érbita S'(p) € M induz
por pull-back uma métrica ¢’ em S!. Desde que S! é abeliano e age isometricamente sobre M temos

que ¢’ é invariante a esquerda. Assim existe uma constante a > 0, tal que
g = adf?,

onde df? é a métrica usual sobre S! (i.e. com comprimento 27). Considere a acio S' x (M x S1) —
M x S', dada por g(m, h) = (m.g~%, gh) = (g.m,gh) ! m € M e g € G. Denotemos o espago quociente
por M x g1 S'. Consideremos a variedade Riemanniana M x g1 S* com a métrica do quociente induzida
da métrica g + $d6* sobre M x S'. O difeomorfismo M xg S' ~ M, [m,h] — h™'.m, m € M e

h € S!, induz por pull-back uma métrica g; sobre M. O seguinte teorema descreve esta métrica em

Por convencgao, m.g~ ' = g.m.

41
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termos da métrica g.
Proposigao 6. A métrica g; sobre M € igual a ﬁg, sobre S'-6rbitas, e igual a g sobre o comple-

mentar ortogonal as obitas.

Demonstracdo. Se T(‘_’m 1 é o espaco vertical em (m,1) € M x S!, entdo 2

Ty = {X (m,1): X € L(S")}
= { |0 (exp(tX)m,exp(tX)): X € L(S)}
= {(X* X): X € L(S")}

m>?

Seja (X,Y) € T(m,’l)(]\/[xSl) um vetor horizontal, onde X e Y € L(S'). Entdo, paratodo Z € L(S')
0 = (X Y), (75, Z))
= g(X},Z5) + d92(Y Z)
= ad*(X,2) + fracltd02(Y, Z)
1
= df*(aX + =Y. 2)
Assim Y = —atX. Seja agora (u,Y) € Ty 1)(M X S1) um vetor horizontal, onde u é ortogonal &

S1(m). Entao, para todo Z € L(S!)

0 = ((u Y) (va ))
= g(u, Z5) + ;(l@Q(Y, Z)

1
= 7da?(Y, Z)
Assim Y = 0. Isto implica que o espago horizontal em (m,1) € M x S é dado por

T(hl,H) ={(Y;:,—atY) : Y € L(SY)} & {(u,0) : u é ortogonal a S*(m)}.

2Denotaremos por L(S') o dlgebra de Lie de S, i.e. os reais.
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A projecio de M x S* sobre M x g1 S' ~ M, é dado por (m,h) — h™'m e projeta o vetor (X,;,,Y) €

mo
T(m1yM x S' no vetor (X —Y);,. SejaY € L(SY) tal que d6?Y = 1. Entdo g(Y,Y;) =a. O

levantamento horizontal de Y, € T, nM X S 1 ¢ dado por ('ﬁyr;’ T;“—attY) Assim

1 —at
YY) = Y Y)|?
gt( m» m.) l(l-l—at m) 1+ at )l
| A 1, ta |,
- (1+at) a+t(1+ta)

a

14+ at
1

= ——g(Yr Y.
1+atg( m? m)

Se uw € TjnM é ortogonal a S'(m), entdo (u,0) é o levamento horizontal e tem comprimento ao

quadrado igual a g(u,u). A proposigao se segue. O

Proposigao 7. Consideremos a agdo isométrica de S* sobre S2n=1 dada por z.(z1, ..., 2n) = (221, ..., 22n)
para todo z € S* e (21, ...,2,) € 271, Seja D* C R? o disco de radio 2 e centro no origem Entdo
existe wma métrica com curvatura nao-negativa sobre S>* 1 x g1 D? tal que uma vizinhanga do bordo
(521 x g1 D?) =~ S x g1 St ~ §2"=L € isométrico ao produto riemanniano S2n=1 x I, onde I

é um intervalo.

Demonstracdo. Sejam T" e TV as distribugdes horizontais e verticais sobre 521 induzidas pela
Slacdo. Entao definamos a métrica g,(a > 0) sobre S?"~! como

9a =g |pn +ag |7,

onde ¢ é a metrica usual sobre S?®~!. Desde que as 6rbitas em S$2n—1 tém comprimento 27, na
métrica usual, para cada m € S?"~! o pull-back da métrica induzida por g, sobre S L(m) por meio da
aplicacdo 6rbita S' — S(m) é dado por adf?. Escolhemos a > 1 suficientemente perto de 1 tal que
a curvatura de S?"~! é ainda positiva. Tal a existe pela dependencia continua da curvatura seccional
em funcdo de a. Para D? escolhemos a métrica gy = dp2 + f (p)2d6%. Para que a métrica gy seja
suave no origem exigimos que f/(0) = 1 e f®*)(0) = 0, para todo k € N, e para que a curvatura
seja nao-negativa, exigimos que f seja concava, i.e. f” < 0. Entdo a métrica produto g, + gy sobre
5§21 x D? induz uma métrica g, y com curvatura nao-negativa sobre S2n=1 » 1 D%, Afirmamos que

podemos escolher f tal que uma vizinhanga da fronteira é isométrica ao produto S?n=1 % I. De fato,
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a métrica induzida sobre 5?"~! x g1 D? induz uma métrica sobre S~ x 1 S1(p), onde S'(p) tem a

métrica f(p)2df?. Pela proposicio 6 temos que S2* 1 x o1 S1(p) é isométrico a S2"! com a métrica
2

—L ga= L % =g sobre Sl-érbitas, e por g sobre o complementar ortogonal as Gbitas.

1+ f(_p)ga j(p) +a

Escolhemos uma f tal que

dada por

a
F(p)* = —,¥p € [po, 1], p0 > 0.

Assim S?"71 x g1 SY(p) é isométrico a S*~! com a métrica usual, para todo p > py. Seja A =
zeD?:py < |z| < 1. Entao

Sl A ~ 8§71 g (SY(po) % [po,1]), (S*(p) com a métrica usual de radio f(po))
~ (827 x g1 S1(p)) % [po, 1]

~  §2L t, 1], (S*™Tcom a métrica usual).

A Proposicao se segue. ]

Usando o fato de que S?"~1 xg D? é difeomorfo a CP" \ D (onde D é uma bola aberta),
juntamente com a proposicao 7, podemos definir uma métrica sobre CP" \ D tal que uma vizinhanca,
da fronteira ¢ isométrica a S?*~! x I, onde S?*~! tem a métrica usual. Assim podemos definir uma
métrica com curvatura nao-negativa sobre os espagos CP"# + CP™.

Este resultado é um caso particular do seguinte Teorema de Cheeger.

Teorema 27 (Cheeger [4]). A soma conexa de dois espagos simétricos de posto wm admite uma

métrica com curvatura seccional nao-negativa.

4.2 Simétrias de CP"# + CP"

Proposicao 8. Seja G um subgrupo de isometrias de M. Seja K um grupo de Lie que age isométricamente
em M, N. Suponhamos que a agdo de K comuta com o agao de G e que K,, = {1}, para algim

ng € N. Entao G é um subgrupo de isometrias de Iso(M x N).

Demonstragao. Definamos a acao de G em M x N como g(m,n) = (gm,n). Assim G age isome-
tricamente sobre M x N. Para cada k € K temos g(mk—1,kn) = (g(mk™1),kn) = ((gm)k=1, kn).

Logo a agao se projeta a uma acao isometrica G x M — N, g[m,n] = [gm,n|. Suponhamos que
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g[m, n] = [m,n], para todo [m,n] € M xx N. Entdo (gm,ng) = (mk™',kng), onde k que depende

de m). Logo k = 1. Assim gm = m para todo m € M. Assim m = 1. Isto termina a prova. O

Agora aplicamos a proposi¢ao anterior para encontrar algumas isométrias de CP"# + CP". O
grupo U(n) age sobre S?*~! por multiplicacdo a esquerda. Esta acfio é isométrica, efetiva e comuta
com a S'-acdo de acima. Logo U(n) C Iso(S*~! xi D?). Por outro lado, lembremos que para
construir a soma conexa S?"~1 x1 D?4#5%"~1 x1 D? temos que tomar um difeomorfismo ¢ de D"
que inverte orientacio, e logo colar os bordos 95%"~! X.ls' D? ~ $?"~1 hor meio de ¢. Entdo, uma
condicdo suficiente para que uma isometria g de S2"~! xg D? possa se estender a uma isometria de

CP"#CP™ é que g comute com ¢. Tomemos ¢ como a restricdo da aplicagao R-linear representada

por:
-1 0
0 I

onde I é a matriz identidade (2n — 1) x (2n — 1). A ¢ é um difeomorfismo de D?" que inverte

orientagao. Tomemos o subgrupo U(n — 1) C U(n), onde
1 0
0

E claro que os elementos de U (n—1) representados na forma real comutam com ¢. Assim U(n—1) C
Iso(CP"#CP™). O caso de CP"# — CP™ é muito melhor. Podemos tomar ¢ a identidade e assim
U(n) C Iso(CP"4# — CP™).

Un-—1)={ € U(n) : A é uma matriz unitaria (n — 1) x (n —1) }.

4.3 Variedades de co-homogeneidade um

Definigcao 14. Seja M uma variedade fechada e conexa. Seja G uma grupo de Lie compacto agindo
suavemente sobre M. Diremos que a agdo G x M — M é de co-homogeneidade um, se o espaco
Orbita é 1-dimensional. Uma variedade de co-homogeneidade um é uma variedade com uma acao de

co-homogeneidade um.

Desde que M /G é uma 1-variedade compacta, M/G = S! ou um intervalo fechado I. Se M/G =
S1, entdo todas as G-6rbitas de M sao principais. No caso que M/G = I, entao existem duas 6rbitas
singulares correspondentes aos pontos extremos do intervalo I. Consideremos o caso que M/G = 1.
Fixemos uma métrica riemanniana G-invariante e sobre M e normalizemos esta de tal modo que

M/G = [-1,1]. Sejanw: M — M/G = [0,1] a projecao natural. Fixemos zy € 7—1(0) e seja
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c:[=1,1] = M a geodésica minimizante em M tal que c(0) = zg e moc = Id|_; ;). Sejam também
By =n—1(£1) = G(z41), onde x4 = ¢(£1), Ky = G, e H = G,. Entao temos

Proposicao 9. Nas condigies de acima, existem vizinhangas tubulares D(B_) = 7~ 1([-1,0]) e
D(By) = 7n1([0,1]) das drbitas singulares tal que M fica determinado pelos grupos de Lie H C K C
G. Melhor ainda, D(Bz) € difeomorfo a G x, D*11 onde D'**! é um disco unitario normal a
By emxy, e

M =G xg_D="'Uugy G xx, DT, (4.1)

onde G/H € identificado com os bordos de G X j¢_ Dt e Gxpi i Di++1, Reciprocamente, seja G um
grupo de Lie compacto e sejam H C Ky C G subgrupos fechados tal que Ky /H = S sdo esferas.
Entao H C K4 C G determina uma unica G-variedade de cohomogeneidade um dada por 4.1, sobre

o qual G age na primeira varidvel.

Um resultado um pouco mais geral que a proposicao 7 é a seguinte

Proposicao 10 ( [10], [27]). Seja G um grupo de Lie compacto e conezo. Seja também H C K C G
subgrupos de Lie fechados de G tais que K/H = S' = 0D?. Fizemos wma métrica bi-invariante Q
sobre G. Entao existe uma métrica G-invariante com curvatura nao-negativa sobre o fibrado disco
G x i D?, tal que wma vizinhanca da fronteira (G xxi D2) =G xS éisométrico a G/H x I onde

I é um intervalo, G/H com a métrica induzida por Q, e G/H x I com a métrica produto.

As proposicoes 9 e 10 implicam a seguinte
Teorema 28. Uma G-variedade de co-homogeneidade um com orbitas singulares de codimensao dois

admite uma métrica de curvatura ndao-negativa.

Pode-se aplicar o teorema anterior para construir exemplos interessantes. Ver por exemplo, os
artigos [10] e [27].

Corolario 3.

(a) Dez das 14 esferas exdticas de dimensdo 7 (nao orientadas) admitem wma métrica com curvatura

nao-negativa.

(b) Sobre cada um dos quatro tipos de difeomorfismos (orientados) na classe de homotopia de RP®

existem infinitas métricas nao isométricas com curvatura seccional nao-negativa.
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