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Resumo

Sejam H um grupo finito e QQ o corpo dos niimeros racionais. Neste trabalho estudamos
um tipo especial de subdlgebras da algebra de grupo QH chamadas Anéis de Schur
sobre H, ou abreviadamente S-anéis sobre H, e suas principais propriedades.

Abordamos também, no segundo capitulo, os conceitos de grafo e digrafo de Cayley
e de Cl-grupos e provamos que o grupo aditivo [Fy x g x [Fy é um Cl-grupo.

Posteriormente, no capitulo 3, vemos as principais propriedades dos S-anéis e, em
particular, damos outra caracterizagdo de S-anéis. Dados um grupo finito H e um
grupo de permutagoes G em H, denotamos por GG} o estabilizador do elemento neutro
de H. Mostramos que o Mddulo de Transitividade do grupo Gy é um S-anel sobre H.
Finalizando este capitulo, introduzimos o conceito de S-anel Schuriano que desempenha
um papel fundamental nesta teoria.

No capitulo seguinte, tratamos de um tipo especial de S-anéis, chamados p-S-anéis
e, como teorema principal, mostramos que todo p-S-anel sobre um p-grupo abeliano
elementar de posto 3 é Schuriano. Este é um resultado de P. Spiga e Q. Wang, provado
em [12], que responde a uma pergunta formulada por M. Muzychuk e M. Hirasaka em
(6].

No tultimo capitulo, estudamos os isomorfismos entre S-anéis e suas relacoes com os

digrafos de Cayley.

Palavras-chave: S-anéis, p-S-anéis Schurianos, Grupo abeliano elementar.
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Abstract

Let H be a finite group and Q the field of rational numbers. In this work, we study a
special type of subalgebras of the group algebra QH known as Schur Rings over H or,
briefly, S-rings over H, and their most important properties.

We also study, in the second chapter the concepts of Cayley graphs and digraphs
and of Cl-groups and prove that the additive group of [Fy x Fy x IF5 is a Cl-group.

Then, in the Chapter 3, we consider the most important properties of S-rings and
we give another characterization of S-rings. Given a finite group H and a group G
of permutations of H, we denote by G; the stabilizer of identity element of H. We
show that the Transitivity Module of G} is an S-ring over H. We conclude this chapter
defining Schurian S-rings which play a fundamental role in this theory.

In the next chapter, we study a special type of S-rings, known as p-S-rings, and,
as our main result, we prove that every p-S-ring over an elementary p-abelian group of
rank 3 is Schurian. This is a result due to P. Spiga and Q. Wang, proved in [12], which
answers a question posed by M. Muzychuk e M. Hirasaka in [6].

In the last chapter, we study isomorphisms among S-rings and their relationship

with Cayley digraphs.

Keywords: S-rings, Schurian p-S-rings, Elementary abelian group.
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Introducao

Em 1933, I. Schur mostrou que todo grupo de permutagoes primitivo que contém um
subgrupo ciclico regular de ordem composta é 2-transitivo. Para isto, Schur estudou
o chamado Mddulo de Transitividade de um grupo de permutagoes G sobre um grupo
finito H contendo um subgrupo regular. Tal estrutura algébrica é uma subalgebra

especial da algebra de grupo QH de H sobre Q gerada por elementos da forma Zt

teT
onde 7' percorre o conjunto completo das orbitas do grupo Gi, o estabilizador do

elemento 1 de H (elementos deste tipo sao chamados quantidades simples de QH).
Geralmente, as subdlgebras da dlgebra de grupo QH, que possuem uma base formada
por quantidades simples, sao chamadas de anéis de Schur sobre H, ou abreviadamente,
S-anéis sobre H.

Partindo disto, Schur conjecturou que todo S-anel sobre um grupo finito H é de-
terminado por um particular grupo de permutagoes sobre H, ou seja, que todo S-anel
¢ o modulo de transitividade de algum grupo de permutagoes sobre H. No entanto,
H.Wielandt mostrou que tal conjectura é falsa, dando os primeiros contra-exemplos em
[13). |

Como homenagem a Schur, os S-anéis que satisfazem tal propriedade sao chamados
Schurianos e, em 2008, P. Spiga e Q. Wang mostraram que todo p-S-anel sobre um
grupo abeliano elementar de posto trés é Schuriano.

Esta dissertacao expoe este ultimo trabalho e os pré-requisitos tedricos para sua

compreensao.
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é fixar a notacao e introduzir os conceitos e resultados que

serao necessarios no decorrer da dissertagao .

1.1 Grupos de Permutacoes

Nesta secao vamos reunir todos conceitos basicos sobre grupos de permutagoes que
serao utilizados neste trabalho. Em particular o Teorema 1.1.1 sera importante mais
adiante.

Seja X um conjunto qualquer e considere o conjunto
Sym(X) = {f: X — X | f bijetora } munido com a seguinte operacgao : dadas
f,g em Sym(X) definimos (fg)(z) = g(f(x)), para todo z € X. Com esta operagao,
Sym(X) forma um grupo chamado de grupo de permutagoes em X. Daqui em
diante, escreveremos z/ para denotar a imagem do elemento = pela funcio f.

Seja G < Sym(X). Dois elementos z e y de X sdo ditos G-equivalentes se existe
uma permutagao 7 em G tal que ™ = y. Facilmente verificamos que esta relagao é
uma relagao de equivaléncia em X. As classes de equivaléncia sdo chamadas de G-
drbitas sendo que a G-6rbita do elemento z é o conjunto {z™ | 7 € G}. Assim, X ¢é

particionado em G-oOrbitas.
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O grupo de permutagoes G diz-se transitivo se, dado qualquer par de elementos
z,y de X, existe uma permutacao 7 em G tal que z" = y. Logo G é transitivo se e
somente se existe exatamente uma G-érbita, a saber X.

Se Y é um subconjunto néo vazio de X, o estabilizador de Y em G, denotado por
Ste(Y), é o conjunto de permutacoes em G que fixam individualmente cada elemento
de Y. Um grupo de permutagoes G diz-se semi-regular se Stg(z) = G, = 1, para
todo z em X. Um grupo de permutagdes regular é um grupo transitivo e semi-regular.

Seja G um grupo de permutagoes em X. Um subconjunto Y de X diz-se um bloco,
também se chama de T.I.Set(conjunto de intersegao trivial), de G se para cada g € G
a imagem de Y por g ou coincide com Y ou nao tem nenhum ponto em comum com
Y,isto é, Y C X é um bloco se Y9 =Y ou YYNY = () para todo g € G. Obviamente,
o conjunto X, o conjunto vazio () e os conjuntos {a} formados por um tnico elemento
sao blocos de G'em X. Chamamos estes blocos de blocos triviais. Agora, um grupo
de permutagoes GG transitivo diz-se imprimitivo se existe pelo menos um bloco Y de
G nao trivial. Caso contrario, G diz-se primitivo. O préximo teorema nos fornece

uma condigao necesséria e suficiente para um grupo ser imprimitivo.

Teorema 1.1.1. Seja x um elemento qualquer de um conjunto X. Um grupo transitivo

G em X é imprimitivo se e somente se eziste um grupo H tal que G, g H g G.

Demonstragao.(=) Seja G um grupo imprimitivo e ¥ um bloco nao trivial de G.
Seja ainda H o conjunto dos elementos f € G tais que Y = Y/. Claramente H é um
subgrupo proéprio de G pois se H é igual a GG entao para todo a € X e f € Y existe
g € G tal que a = 7 € Y o que implica X =Y o que nao pode ocorrer.

Sejam z € Y e g € G,. Como Y é um bloco e 27 = z temos Y9 =Y logo G, < H.
Como, |Y| > 1 temos que existem y € Y com y # z e f € G tal que z/ = y. Portanto
f € H mas f ¢ G, mostrando que G, G H.

(<) Seja H um grupo tal que G, g H ;Ct G. Defina Y = z¥. Primeiramente vamos
mostrar que Y é um bloco de G. Seja € Y NY9 com g € G. Assim = zf = z/'9
com f, f' € H. Logo f'gf ' € G, C H, isto é, g € H. Vamos mostrar que Y9 =Y.



1.1 Grupos de Permutagoes 4

De fato, seja y € Y9 existe f € H tal que y = (z/)9 = 2" com f’ € H. Agora dado
a €Y existe f € H tal que o = o/ = zF979 ou seja, @ € Y9 com isso temos Y9 =Y
e segue que Y é um bloco. Como G, C H, Y nao consiste somente de z.

Acabamos de mostrar que Y9 = Y vale somente para g € H. Mas existe um g € G

tal que Y9 # Y e portanto Y # X. Logo Y é um bloco nao trivial e G é imprimitivo.H

Um coroléario imediato é

Corolario 1.1.2. Seja x um elemento qualquer de um conjunto X com |X| > 1. Um

grupo G transitivo em X € primitivo se e somente se G, € um subgrupo mazimal de G.

Definicao 1.1.3. Seja F' < Sym(X) wm grupo de permutagées arbitrdrio e
Sup(F)={G < Sym(X) | F < G}. Dizemos que G € Sup(F') é F-transjugado se
para cada g € Sym(X) a inclusao g~ Fg < G implica que g~ 'Fg e F sdo conjugados

em G.

Dois grupos de permutagoes sao ditos 2-equivalentes se eles possuem o mesmo con-
junto de 2-drbitas, isto é, érbitas em pares ordenados. Desta forma, dado G € Sym(X)
definimos o 2-fecho de GG como sendo o conjunto de todas as permutagoes h em X que
preservam 2-Orbitas, isto é, todas as permutagoes que satisfazem: para cada z,y € X
existe g € G tal que 29 = z",y9 = y". Tal conjunto é um subgrupo de Sym(X)
denotado por G®. Neste caso, se G = G® entdo G diz-se 2-fechado.

O 2-fecho possui as seguintes propriedades que sao facilmente verificadas:
G1 < Gy =GP <GP
(G@)@ — G
G<G®

Seja H um grupo arbitrario. Denotamos por R, € Sym(H) a seguinte permutagao

hf= = hz. Assim, definimos Ry = {R, | = € H}.



1.2 Anéis de Grupo b}

1.2 Anéis de Grupo

Sejam /2 um anel e G um grupo. Definiremos um novo conjunto e, usando as operagoes
em R e GG, mostraremos que tal conjunto é um anel. Denotamos por RG o conjunto

de todas as combinagoes lineares da forma

a:Zagg

geG

onde a, € R e somente um nimero finito de coeficientes a, é diferente de zero. Neste
sentido, todas as somas podem ser consideradas finitas mesmo quando os indices do

somatorio percorrem um conjunto infinito.

Definicao 1.2.1. Seja o = Zagg um elemento de RG. Definimos o suporte de

geG
a como sendo o conjunto dos elementos g € G tal que ag # 0 em a = Zagg. Mazs
geCG
formalmente,
supp(@) = {g € G | a, # 0} (L1)

Observe que, de acordo com a defini¢ao , dois elementos o = Z agge B = Z byg

geG geG
pertencentes a RG sao iguais se e somente se a, = b, para todo g € G.

Dados dois elementos o = Zagg e f = Zbgg pertencentes a RG, definimos a

geG gelG
soma de « e [ da seguinte maneira:

a+p= (Z%Q> + (Z bgg) = Z(ag +bg)g (1.2)

geG g€eG geG

Agora, dados a = a,gef} = b,g € RG definimos o produto de o e  da
9 9

geiG geCG
Segulnte maneira.:

aff = Z agbrgh (1.3)

9,heC
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Verifica-se facilmente que o conjunto RG munido das operacoes de soma e produto
definidas em (1.2) e (1.3) é um anel com unidade. Além disso, podemos definir uma
multiplicagao de elementos de RG por elementos de R de tal forma que RG seja um
R-médulo e, se R for um anel comutativo, RG seja uma R-algebra. Tal multiplicacao

¢ definida por

A (Z agg> = (Nag)g (1.4)

9€CG geG

Agora, se R é um anel comutativo, segue diretamente do fato de que RG é um anel

e um R-moddulo que RG é uma R-algebra.

Definicao 1.2.2. O conjunto RG, com as operagoes definidas acima, € chamado anel
de grupo de G sobre R. Se R é comutativo, RG é também chamado de dlgebra de
grupo de G sobre R.

Considere a funcao i : G — RG definida por i(z) = Zagg ondea, =1lea, =0se

geG
g # x. Tal fungao é uma imersao de G em RG; portanto, podemos considerar G como

um subconjunto de RG e dizer que G é uma base de RG sobre R.

Por outro lado, a fungdo v : R — RG dada por v(r) = Zagg onde a;, =1 e

geG
ag = 0 se g # 1¢ é um monomorfismo de anéis. Logo R pode ser considerado como

um subanel de RG.

Finalizaremos esta secao mostrando que anéis de grupo sobre anéis comutativos sao

anéis com involugao .
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Proposicao 1.2.3. Seja R um anel comutativo. A aplicagcao *: RG — RG definida

por

geG geG

satisfaz as sequintes propriedades
(1) (a+ )" =a* + 07,
(i1) (af)* = B*a*, e

(111) o™ = a.

A demonstragao é elementar por isso vamos omiti-la.

1.3 Grupos Abelianos Elementares

Definicao 1.3.1. Seja p um numero primo. Um grupo finito G diz-se wm p-grupo se
sua ordem é uma poténcia de p. Um p-grupo abeliano G diz-se abeliano elementar

se todo elemento nao trivial tem ordem p.

Lema 1.3.2. Seja G um p-grupo abeliano elementar. Entao, G é um espago vetorial
sobre Z,. Além disto, se G € finito entao G pode ser ecrito como produto direto de um

numero finito de grupos ciclicos de ordem p.

Demonstragao. Denote por k a classe de congruéncia do inteiro k em Z,,. Dado

g € G definimos
k-g=kg

onde kg = gg-- - gse k é positivo. Esta operagao estd bem definida pois se k = £/'(modp)
—

k vezes
entdo k — k' = mp para algum inteiro m logo
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(k—K)g = (mp)g=1c
assim
kg=Kg.

Podemos verificar facilmente que G, com as operagoes ,

"+ GxG— G "Ly x G— G
(9,h) — g +h=gh (k,g) —k-g=kg
¢ um espago vetorial sobre Z,. Seja {g1, g2, - .., g:} uma base de G no caso em que G
é finito. Neste caso, G é o produto direto dos grupos (g;). |

Como consequéncia temos que se G é um p-grupo abeliano elementar finito com

base {g1,92,...,9:} entdo G ~ Z, X Z, X - -+ X L,. Além disso, se p: G — G é um

t vezes
homomorfismo de grupos entao ¢ é uma transformagao Z,-linear. De fato,

(k- g) = @(kg) = kp(g) = k - p(g) para todo g € G e para todo k € Z,.

1.4 'Transformacoes Afins

Nesta segao vamos explorar o conceito de transformacao afim mas antes precisamos da

seguinte

Definicao 1.4.1. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Dizemos que G é um

produto semi-direto de H e K, e escrevemos G = H x K, se
i) G=HK=KH
i) HNK = {1¢}

iii) HaG
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Note que as condigbes (i) e (i) nos dizem que todo elemento g € G pode ser
escrito de maneira tinica como o produto de um elemento de H por um elemento de K.
O fato de K ndo ser necessariamente normal tem consequéncia no modo como serao

multiplicados os elementos de G. Dados kihq, kohy € G temos:
(kyhy)(kohy) = kikoky *hikohg = kiky(h¥?hy)

Definicao 1.4.2. Seja V um espago vetorial sobre um corpo F. Denote por GL(V) o
grupo das transformacoes lineares de V em V invertiveis. Uma transformagao afim

em V é uma funcio a de V em V tal que existem T € GL(V) e a € V para os quais

z® = 2T + a para todo x € V. Uma translagao é uma tal funcdo o para a qual

% =z + a para todo x € V
Com isso temos o seguinte

Teorema 1.4.3. Se V é um espago vetorial sobre um corpo IF entao

i) o congunto G das transformagoes afins forma um grupo,

it) o conjunto das translagées forma um subgrupo normal H de G,
i) G=H x GL(V).

Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [11].



Capitulo 2

Grafos de Cayley

Neste capitulo vamos explorar os Grafos de Cayley mas iniciaremos dando a definicao

geral de grafos.

Definicao 2.0.4. Um grafo X consiste de um conjunto de vértices V(X) e um con-
gunto de arestas E(X), onde uma aresta é par nao ordenado de vértices distintos de
X. Dados z,y € V(X) vamos usar xy para denotar uma aresta. Se zy é uma aresta,

dizemos que T ey sao adjacentes e denotamos isto por T ~ y.

Definicao 2.0.5. Um digrafo X consiste de um conjunto de vértices V(X) e um
conjunto de arcos A(X) onde um arco é um par ordenado de vértices distintos. Um

digrafo € um grafo no qual cada aresta tem wma orientacao ou direcao atribuida.

Note que o conceito de digrafo coincide com a nogao de quivers usada na Teoria

de Representacgoes , onde os arcos sao chamados de flechas.

Definicao 2.0.6. Dois grafos X e Y sao isomorfos se eziste uma bije¢ao
w: V(X) — V(Y) tal que z ~y em X se e somente se p(z) ~ p(y) em Y. Dizemos

que @ € um isomorfismo de X em Y e escrevemos X 2Y.

10
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2.1 Grafos e Digrafos de Cayley

Vamos introduzir aqui alguns grafos e digrafos associados a grupos.

Definicao 2.1.1. Seja H um grupo finito e S C H wm subconjunto de H tal que:
(i) 1¢ S
(it) ze S=>zteS

Chama-se grafo de Cayley de H sobre S ao grafo cujo conjunto de vértices é H e

o conjunto de arestas é {gh : hg~' € S}

Figura 2.1: Grafo de Cayley do grupo Zg sobre S = {2,4}

Note que a condigdo (i) implica que um grafo de Cayley nao contém loops, isto é,
arestas da forma zz. Por outro lado, como as arestas sdo nao orientadas temos que se
ry é uma aresta, isto é, yz=! € S entdo yr é a mesma aresta, donde deve-se ter que

zy~!' € S. Esta é a razdo de se impor a condigao (%) em S.

Definicao 2.1.2. Seja S C H um subconjunto qualquer de H. Chama-se digrafo de
Cayley de H sobre S ao digrafo cujo conjunto de vértices é H e conjunto de arcos

{(g,h) : hg™' € S}. Assim sendo, S é chamado de conjunto de conexao.
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Veremos que a nogao de digrafo de Cayley pode-se formalizar também de outra

maneira.

Dado S C H definimos a relagao Cay(H,S) C H x H por:
Cay(H,S)={(z,y) € Hx H|zy™ € S}
Note que
(z,y) € Cay(H,S) < zyteS

Denotaremos este fato escrevendo = ~ y. Como todo ponto do digrafo de Cayley
pertence a algum arco pois, dado z € H e s € S arbitrario, o elemento y = sz é tal
que (z,y) é um arco, podemos descrever entao o digrafo de Cayley pelo seu conjunto

de arcos e este pode ser identificado com a relagao Cay(H, S).

Teorema 2.1.3. Sejam H um grupo finito e S um subconjunto de H. Entao a relagao

bindria Cay(H,S) é uma relagcao de equivaléncia se e somente se S é um subgrupo de

H.

Demonstragao.(=) Suponhamos que Cay(H, S) é uma relagao de equivaléncia. As-
sim 1y pertence a S pois z ~ z. Se = pertence a S entdo x ~ 1. Mas isto implica que
1 ~ z donde z~! pertence a S para todo z em S. Por fim, dados z,y em S, sabemos
que z ~ 1el~y ! portanto z ~ y~1, em outra palavras zy pertence a S o que nos
diz que S é um subgrupo de H.

(<) Suponhamos que .S é um subgrupo de H. Vamos mostrar que Cay(H,S) é

uma relagao de equivaléncia sobre H. De fato:
e Reflexiva: dado =z € H entao z ~ z pois 1 € S.

e Simétrica: dados z,y € H se x ~ y temos zy~! € S mas S é um subgrupo de H

logo (zy™*)"' =yz~! € S portanto y ~ .

e Transitiva: dados z,y,2 € Hsex ~y ey ~ z temos zy~*,yz~' € S. Novamente

pelo fato de S ser um subgrupo de H, (zy ')(yz™') =zz' € Slogoz ~ 2. W
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Definicao 2.1.4. Seja H um grupo finito, S e T subconjuntos quaisquer de H. Diz-se
que Cay(H, S) éisomorfo a Cay(H,T) e escrevemos Cay(H, S) = Cay(H,T) se existe
uma permutacao f de H tal que Cay(H,S) =Cay(H,T) onde
Cay(H, )Y = {(z/,9"), (s,9) € Cay(H, 5)}.

Dizemos que Cay(H, S) e Cay(H,T) sao Cayley isomorfos se eziste um automor-
fismo ¢ de H tal que S¥ =T'. Note que Cay(H, S) ¢ isomorfo a Cay(H,T) no sentido
da Definicao 2.0.6.

A implicagao contraria nao é verdadeira: dois digrafos de Cayley sobre o mesmo
grupo podem ser isomorfos mas nao Cayley isomorfos. Dar um exemplo nesse sentido

nao é simples, mas o leitor achard um em [1].

Definicao 2.1.5. Um subconjunto S C H ¢ dito Cl-subconjunto se para cada
T C H os digrafos Cay(H,S), Cay(H,T) sdo isomorfos se e somente se sao Cayley
isomorfos, isto €, eles sao isomorfos se e somente se existe p € Aut(H) tal que S¥ =T.

Um grupo H diz-se um Cl-grupo se cada subconjunto de H é um CI-subconjunto.

Vamos provar que o grupo [y x [Fy x Fy é um Cl-grupo. Para isso, precisamos de

alguns conceitos.

Definicao 2.1.6. Sejam H um grupo e S um subconjunto qualquer de H. Considere
o digrafo de Cayley Cay(H,S). Dados z,y em H, um caminho de comprimento r em
Cay (H,S) de z em y € uma sequéncia de T + 1 vértices distintos comegando em z e
terminando em y tal que vértices consecutivos sao adjacentes. Se existe um caminho

entre quaisquer dos elementos de H dizemos que Cay(H,S) é conexo. Caso contrdrio,

Cay(H,S) é desconexo.

Definicao 2.1.7. Sejam H um grupo e S um subconjunto qualquer de H. O digrafo de
Cayley ,Cay(H,S), diz-se bipartido se H pode ser particionado em dois subconjuntos

disjuntos Vi e V4 tal que todo arco é formado por um elemento de Vi e um elemento

de V.
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Exemplo 2.1.8. Seja IF5 o corpo finito com dois elementos. Considere o grupo

H = Fy x Fy x Fy. Para um conjunto de geradores S de H, tem-se que o grafo de
Cayley, Cay(H, S), de H sobre S é dado pela Figura 2.3. Definindo Vi = {g1, g3, gs, 97}
e Vo = {92, 94, 96, g3} temos que Cay(H, S) é um grafo bipartido.

9, N
g,
93
e g,
9, s
Figura 2.2: Grafo nao bipartido Figura 2.3: Grafo bipartido

Lema 2.1.9. Sejam H um grupo e S um subconjunto qualquer de H. O digrafo de

Cayley ,Cay(H,S), é conexo se e somente se S é um conjunto de geradores de H.

Demonstragao. Seja S um subconjunto qualquer de H. Suponhamos que Cay(H, S)
¢ um digrafo conexo. Por hipétese, para quaisquer dois elementos z,y de H existe um
caminho de z em y. Em particular, tomando y = 1, existe um caminho, digamos, de
comprimento 7 de z em 1, ou seja, existem z = z,,...,Z,y; = 1 elementos distintos de
H tais que os elementos z; e z;;; sdo adjacentes.
Com isso, existem sy, ..., s, elementos de S tais que xia;;fl = s; para todo indice
1,1 < 7 < 7. Substituindo as expressoes de cada elemento z; concluimos que
T = 5182...5,. Mostramos que todo elemento x de H pode ser escrito como produto
de elementos de S o que nos diz que S é um conjunto de geradores de H.
Reciprocamente, suponhamos que S é um conjunto de geradores de H. Dados z,y

elementos arbitrarios de H precisamos mostrar que existe um caminho de z em y. De
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fato, o elemento ¢t = zy~! pertence a H e como S é um conjunto de geradores de H,

existem sy, ..., s, elementos de S tais que ¢t = s7...5,.. Logo z = s;...5,.y.
Defina tg = z, t; = $283...5:Y, toa = 8384 ...5:%, -..,tn = y. Note que
titi+l = (8i+15i+‘2 %3 8 sry)(y_lsr_l Py S;_,r_lz) = Si+1 €S

Portanto temos uma sequéncia de vértices de Cay(H, S) comegando em z e termi-
nando em y onde os vértices consecutivos sao adjacentes mostrando que Cay(H,S) é

um digrafo conexo. [ |

Lema 2.1.10. Seja S = {z,y, z,t} wm subconjunto de quatro elementos de H = Fy X

Fo x Fy tal que {z,y, 2} é uma base de H sobre Fy. Entao :
(i) Set =zyz entao Cay(H,S) é bipartido
(11) Se t é o produto de dois elementos de {z,y,z} entdo Cay(H,S) nao é bipartido

Demonstragao. (i) Suponhamos que ¢t = zyz. Pondo S = Vi = {z,y,2,zyz} e
Vo = {1, 2y, zz,yz} temos que cada arco de Cay(H,S) é definido por um vértice de V;
e um vértice de V5. Um calculo direto mostra que nao podemos ter arcos definidos por
dois vértices que estao em V;. Mais ainda, zy(zz) ' =yz ¢ Sexy(yz) ' =z2 ¢ S.
Procedendo de maneira analoga, mostramos que nao podemos ter arcos definidos por
dois vértices pertencentes a V, logo Cay(H, S) é um digrafo bipartido.

(1) Suponhamos que t é o produto de dois elementos de {z,y,z}. Digamos que
S ={z,y, 2,7y} e suponha que existem conjuntos V; e V; disjuntos tais que cada arco
de Cay(H, S) tem um vértice em V; e outro em V5. Se z e y estao no mesmo conjunto
digamos em V) entdo o arco (z,y) tem dois vértices do mesmo conjunto.

Logo, podemos supor que z € V; e y € V5. Suponhamos ainda que 1 € V; (o caso
1 € V, é andlogo). Entdao z17! = z € S é um arco com vértices no mesmo conjunto o

que é uma contradicao. Portanto Cay(H, S) nao é bipartido. |

A demonstracao elementar do préximo teorema nos foi comunicada verbalmente

pelo Professor M.M. Parmenter.
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Teorema 2.1.11. O grupo Fy x Fy x Fy € um CI-grupo.

Demonstragao. Sejam S e T" subconjuntos de H = [Fy xIF5 x F5. Pelo Lema 1.3.2, sa-
bemos que H é um espago vetorial sobre F,. Suponhamos que Cay(H, S) = Cay(H,T)
eque 1l ¢ Sel¢T. Notemos, inicialmente que |S| = |T| pois a cardinalidade do con-
junto de arcos de Cay(H, S) é igual a cardinalidade do conjunto de arcos de Cay(H, T).
Além disto, dadoy € H, z ~y & zy ! € S & z € Sy. Assim o ntimero de arcos em
Cay(H,S) é |S||H|. Analogamente, mostra-se que o nimero de arcos em Cay(H,T) é
|T||H| mas [S||H| = |T'||H| logo |S| = |T.

Agora, afirmamos que
Cay(H, S) = Cay(H,T) < Cay(H,H — {1} — {S}) = Cay(H, H — {1} - {T'})

De fato, existe uma permutacdo ¢ em H tal que Cay(H, S)? = Cay(H,T) se e somente
se dizer que zy~' € S é igual a dizer que z¥(y¥)"' € T. Portanto zy™' & S se e
somente se z¥(y?)~! & T o que é equivalente a dizer que

Cay(H, H — {1} = {S})? = Cay(H, H — {1} — {T}).

Pela afirmagao acima, é suficiente provarmos o teorema para |S| < 4 pois como |H| = 8

se |S| = 5 entao |H \ {S}| < 3.

e Caso 1: |S|=|T|=1oul|S|=|T|=2
Como H é um espago vetorial sobre IF5 de dimensao 3, em ambos os casos S e
T sao conjuntos linearmente independentes. Estendendo-os a bases S" e 7" de H
respectivamente, definimos uma bijecao f: S’ — T” de forma tal que: se z € S
entdo o/ € T ese z & S entdo zf ¢ T. Esta funcdo se estende por linearidade a

uma fungio f € GL(H) que é um isomorfismo entre S e T'.

e Caso 2: |S|=|T|=3
Se S e T'sao linearmente independentes, como dimensao de H sobrelFy é 3, Se T
sao bases de H sobre [Fy. Assim definimos uma bijecao f que leva cada elemento
de S em um elemento de T' que se estende a um automorfismo de H que leva S

em T'.
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Se S e T sao ambos linearmente dependentes entao sao da forma S = {z,y,zy} e
T = {a, b, ab} para convenientes z,y, a,b em H. Definimos a funcio f: S — T
por z/ = a,y/ = b, (zy)/ = ab e usando o mesmo argumento do Caso 1, mostra-se
que existe um um automorfismo de H que leva S em T'.

Finalmente, se S ¢ linearmente independente e 7' é linearmente dependente, pelo
Lema 2.1.9, Cay(H,S) é conexo enquanto que Cay(H,T) é desconexo o que
nao pode ser pois Cay(H,S) = Cay(H,T). O caso contrério (S é linearmente

dependente e T' é linearmente independente) é andlogo.

e Caso 3: |S|=|T|=4
Neste caso, S e 1" devem conter uma base de H sobre F5. Digamos que a base
contida em S é {z,v, z}. O quarto elemento de S deve ser um produto de dois
ou trés elementos de {z,y,z}. Se este elemento é produto de trés elementos,
pelo Lema 2.0.6 temos que Cay(H, S) é um digrafo bipartido. Por outro lado, se
este outro elemento é o produto de dois elementos de S entao , pelo Lema 2.0.6,

Cay(H, S) nao é bipartido.

Como Cay(H,S) = Cay(H,T), entao Cay(H,S) é um digrafo bipartido se e
somente se Cay(H,T) também o é. Consequentemente, o quarto elemento de 7'
¢ um produto dos outros trés elementos no caso em que Cay(H,T') é bipartido
ou é o produto de dois elementos no caso em que Cay(H,T) nao é bipartido.
Definimos uma fungao f que leva os elementos da base de H contida em S nos
elementos da base de H contida em 7". Esta fungao se estende por linearidade a

um isomorfismo entre S em 7. |

O grupo de automorfismos de um digrafo de Cayley Cay(H, S), que serd denotado
por Aut(Cay(H,S)), consiste de todas as permutagoes f € Sym(H) que satisfazem
Cay(H, S)! =Cay(H, S).
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Proposicao 2.1.12. O conjunto Ry das multiplicacoes a direita € um subgrupo reqular

de Aut(Cay(H, S)).

Demonstracao. Seja h € H e considere R;, € Ry. Vamos mostrar que

Cay(H, S)f»=Cay(H, S). Seja (z,y) € Cay(H,S), assim zy~! € S. Como R; €
Sym(H) existem r,s € H tais que 1" = z e s = y. Mas rs™! = (zh™)(yh™!)"! =
zy~! € S, ouseja, (z,y) = (rfir, sBr) com (r, s) € Cay(H, S), logo (z,y) € Cay(H, S).
Agora, se (z,y) € Cay(H,S)E, (z,y) = (rf,sfh) para algum (r,s) € Cay(H,S).
Além disso, rf (s )=t = (rh)(sh)™! = rs~! € S portanto (z,y) € Cay(H, S). Pode-
mos concluir que Ry C Aut(Cay(H, S)).

Considere a seguinte funcao

¥ H— Aut(Cay(H,S))
h —— Ry,

Claramente, 9 é um monomorfismo de grupos. Vamos mostrar que Ry é regular.
Dados z,y € H considere R,-1, € Ry. Assim R,-1,(z) = z(z'y) = y isto nos mostra
que Ry ¢ transitivo. Além disso, se existe h € H tal que R,(z) = = para algum z € H
entao h = 1, ou seja, R, = Idy portanto Ry é semiregular e, consequentemente, Ry ¢é

regular. |

Esta Proposi¢ao mostra que Aut(Cay(H, S)) contém um subgrupo regular isomorfo
a H.

Os autores Hirasaka e Muzychuk em [6] provaram que o grupo
F, x F, x F, x [, é um CI-grupo e Muzychuk em [7] mostrou que se

n=>2p—1+ (2”;1) entao IF, x ... x IF, nao é um Cl-grupo.

n vezes
O estudo destas questoes levantou um outro problema relacionado com o grupo

H =T, x F, x F,. Dedicamos o resto desta dissertacao a explicitar e responder esta

questao .



Capitulo 3

Anéis de Schur

3.1 Definicao e Exemplos

Seja H um grupo finito e considere a dlgebra de grupo de H sobre Q denotada por

QH. Dados dois elementos Zahh, Zﬁhh € QH definimos o produto de Schur-

heH heH
Hadamard destes elementos da seguinte forma:

(Z ahh) o (Z ,th) = Z (ahﬁh)h. (3.1)

heH heH heH
Proposicao 3.1.1. O produto de Schur-Hadamard definido acima € associativo, co-

mutativo e distributivo com relagao a adigao.
A demonstracao desta proposi¢ao é trivial por isso vamos omiti-la.

Definicao 3.1.2. Para cada subconjunto T' C H definimos T = Zt. Os elementos

teT
desta forma sao chamados de quantidades simples de QH. Note que as quantidades

simples sao elementos de QH cujos coeficientes sao iguais a 0 ou 1.

Se z,y sao dois elementos de QH entao 0 (x,y) denota o coeficiente de h € H no

produto zy. Se X,Y sdo subconjuntos de H, entao escrevemos (X, Y’) para 911()? , XA’)

19
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Lema 3.1.3. 0,(X,Y) = | X NhY D], onde YU = {41 |y e Y.

Demonstracao. Dados X,Y C H, temos que XY = Z Z zy logo Gh(i, }7) é igual
zeX yey
ao numero de parcelas que zy = h, isto é, 6,(X,Y) é o nimero de elementos z € X

tais ¢ = hy~! portanto Hh()?, }7) =|XNhYD), 1

Vamos agora definir a estrutura que dd nome a este capitulo.

Definicao 3.1.4. Uma subdlgebra A da dlgebra de grupo QH diz-se um anel de
Schur sobre H, abreviadamente S-anel sobre H, se satisfaz os sequintes aziomas:
(S1) A possui uma base formada por quantidades simples ’1/“\0, . ,’I/’; onde To = {1};
d
(S2) TiNTy=0sei#jel JTy=H;
j=0
(S3) Para cadai,0 < i < d, ezisted,0 < i’ < d, tal que Ty = Ti(_l) ={t7'|teTi}.
Proposicao 3.1.5. Seja A um S-anel sobre um grupo finito H. A base de A, {T\o, . ,Y/’\d},

¢ a unica base de A formada por quantidades simples de QH .

Demonstragao. Suponhamos que existem subconjuntos Sp,...,Sy de H tais que
d

{.SA'O, . ,E\d} ¢ uma base de \A. Suponhamos ainda que S;NS; =@ sei # je U S;=H.
=0
Devemos mostrar que dado um indice 7, 1 < 2 < d, existe um tunico indice 7,

1 < j < dtal que S; = T;. Equivalentemente, dado um indice 7,1 < 7 < d, existe um
unico indice 7,1 < j < d tal que .§'J = i

De fato, suponhamos por absurdo que dado um conjunto bésico T; de A existem
Siyy - - -5, tais que ’_ﬁ = g_; +...+ 3’; Nestas condigoes cada S, é um subconjunto
préprio de 7;. Por outro lado, como .§]\k € A podemos escrevé-lo como soma de
conjuntos bésicos de A, digamos .§J\k = f + ...+ f’; Mas S;, C T; para todo
k,1 < k < t portanto T; = T;, para algum indice [,1 < | < ¢, o que implica que
Sj, = T; para todo k,1 < k < t. Portanto ﬁ = k’,ﬁ uma contradi¢ao. Logo existe um

tinico Sj tal que S; = T;. [
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A base de A formada por quantidades simples é chamada de base padrao de A.
Os conjuntos 73,0 < 7 < d, s@o chamados conjuntos béasicos de A e denotamos por
Bsets(A)= {T; | 0 < i < d}. A notagdo A = (Tp, ..., Ty) indicard que A é um S-anel

sobre H com conjuntos basicos {7, ..., Ty}.

Proposicao 3.1.6. Seja {To = {1},...,T4} uma particao de um grupo finito H que
satisfaz a condigao (S3) da Definigdo 3.1.4. Entao o subespaco vetorial de QH gerado
pelos elementos {fg, - ,fi}, denotado por <ﬁ), e ,T:i), é um S-anel se e somente se
satisfaz a segquinte condi¢do

(S4) Para cada tripla i,j,k o niimero Qt(ﬁ-, T\]) nao depende da escolha de t € Ty,.

Demonstracao.(=) Suponhamos que A = (ffo, e ,T:i) é um S-anel. Para cada par
d
de indices %, 7 temos que ﬁ'fy € A portanto é da forma ﬁ’f] = Z a1y, ou seja, para
k=0

todo t € Tk,Gt(fﬁ,fj) = ay.

(<) Dados i, j escrevemos ﬁ’f’] = Z aph € QH. Pela hipdtese, se para algum

heH
t € T} tivermos «a; # 0 tem-se que a = «; para todo h € Ty,.

Isto implica que T} aparece no produto 7;7; com coeficiente oy = ay. Portanto

d
ﬁf] = Z akﬁ € (ffg, . ,T:l). Podemos concluir que (fo, . .,fﬁi) é uma subdlgebra,
k=0

de QH gerada por {7y, ..., Ty}. Vamos provar que eles sao linearmente independentes.
d d
Suponhamos que E r;1; = 0. Reescrevendo a equacao , 5 T; E t =0 e como os
=0 =0 teT;

elementos ’IA}’S tém suportes disjuntos e os elementos de H sao linearmente independen-
tes sobre Q, segue que r; = 0,0 < ¢ < d. Logo {Ty,...,T4} é um conjunto linearmente

independente. ]

A élgebra de grupo QH contém dois S-anéis triviais (1,H/\—ﬁ}) e QH. O préximo
teorema nos fornece mais um exemplo de S-anel mas antes precisamos de alguns con-
ceitos.

Seja [ um grupo finito. Dados = e y em H dizemos que z é conjugado a y se

y = g 'zg para algum g € H.
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Esta relagao é uma relagao de eqiiivaléncia sobre H, a classe de eqiiivaléncia de ¢ é

a o e ) ® _ -1
chamada classe de conjugagao e a funcao @,: H — H definida como ¢,(z) = g 'zg
¢ um automorfismo de H que preserva classe de conjugacao , isto é, se T' é a classe de

conjugacao do elemento z entao 7T%¢ = T'. Tais propriedades sao facilmente verificadas.

Teorema 3.1.7. Seja H um grupo finito e considere a dlgebra de grupo QH. Entao o
centro Z(QH) de QH ¢é um S-anel.

Demonstragao. Seja {T;}%, o conjunto de todas as classes de conjugacao de H.
Vamos mostrar que Z(QH)= (Ty, ..., Ty), isto é, que Z(QH) é um S-anel e
Bsets(Z(QH))={To = 1,...,T4}. Primeiramente, dado g € H temos

g 1 Tig = g_l(z t)g= Z g 'tg. Mas, como observado acima,

teT; teT;
Zg_ltg = Zy — ﬁ-, ou seja, g‘lfﬁ-g = ﬁ Assim gAi = ﬁg para todo g € H
teT; yeT;

mostrando que T e Z(QH) para todo indice 7,0 <7 < d.
d d

Suponhamos que E r;1; = 0. Reescrevendo a equacao , g T3 E t =0 e como os
i=0 i=0  teT;
elementos 7;’s tém suportes disjuntos e os elementos de H sao linearmente independen-

tes sobre Q, segue que r; = 0,0 <7 < d. Logo {’ZA"O, . ,’fd} é um conjunto linearmente
independente.

Agora, dado @ = Zagg € Z(QH), seja h = z~ gz para algum z € H. Entao
gEH
a = z 'az pois a é central. Equivalentemente, Z agg = Z agx_l gz. Comparando

geEH geH
o coeficiente de h em ambos lados desta equagao, podemos concluir que a, = a,. Isto

mostra que todo elemento h pertencente a classe de conjugacéao de g também pertence a
d
supp(c) e ap = a,. Portanto a = Z a;T;. Em outras palavras, o conjunto {7y, ..., Ty}
i=0

gera Z(QH).

Por fim, seja T; a classe de g. Dado y € T; existe z € H tal que y = z71gz logo

1

y~! = xz7lg71z, isto é, y ~ g se e somente se y !

~ g~ !. Isto implica que para cada

1,0 <7 < d, existe 7,0 < 7' < d, tal que Ty = T o que completa a demonstracao

1
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do teorema. u

A seguir vamos apresentar uma outra caracterizacao de S-anéis e para isto precisa-

mos de alguns resultados.

Definicao 3.1.8. Um anel R diz-se semi-simples se R é uma soma direta de um

numero finito de ideais minimais a esquerda. Um elemento e € R diz-se idempotente

Se 62 =ée.

O seguinte teorema é bem conhecido. Veja por exemplo [9].

. t o~ ..
Teorema 3.1.9. Seja R = @,_, L; uma decomposicio de um anel semi-simples como
soma direta de ideais minimais & esquerda. Entao existe uma familia {ey,..., e} de

elementos de R tal que:

i) e; # 0 € um idempotente, 1 <1i < ¢
it) Sei# j entao eje; =0
ZZZ) 1:€1+"'+et

w) e; nao pode ser escrito como e; = e; + e onde €, €] sao idempotentes tais que

el,el #0 eele] =0,1<i <t

)

Defini¢ao 3.1.10. Seja R um anel, uma familia de idempotentes {es, ..., e} satisfa-
zendo as condigoes (i), (i) e (ii1) do teorema acima é chamada familia completa de
idempotentes ortogonais. Um idempotente diz-se primitivo se satisfaz a condi¢ao

(v) do teorema acima.

Agora vamos lembrar um resultado classico da teoria de dlgebras de grupo. Veja,

por exemplo, [9].

Teorema 3.1.11 (Maschke). Sejam G um grupo finito e F um corpo. Entao FG é

semi-simples se e somente se car(IF) { |G|, onde car(F) € a caracteristica de IF.
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Teorema 3.1.12 (Caracterizagao de S-anéis). Seja A C QH uma subdlgebra da dlgebra
de grupo QH. Entao A € um S-anel sobre H se e somente se 1y € A, HeAdeAé
fechada com respeito ao produto de Schur-Hadamard e a involucao usual de QH .

Demonstragao. Suponhamos que A é um S-anel e seja Bsets(A) = {To, ..., Ty} onde

To = {1ly}. Assim 1y € Ae U T; = H. Mas isto implica que H= ZT" portanto

7=0 k=0
HeA
Agora, dados quaisquer elementos a, f € A existem ay,...,aq € 1, ..., Bq perten-
d
centes a (Q tais que a = Z asﬁ eff= Z,Bs’fs. Assim
s=0 s=0
d d d
OzOﬂ:(ZasTs)o Z Z as,BSTEA
s=0 s=0 s=0
e
d d —
— ZaS(TS)* = ZasTs(_l) e A
s=0 s=0

« n

Reciprocamente, suponhamos que 1y € A, He Ae A seja fechada para “ o
e para a involucao usual de QH. Queremos mostrar que A satisfaz as condigoes da
Definicao 3.1.4. Vamos considerar QH como uma &lgebra com respeito ao produto

de Schur-Hadamard. Claramente QH, com esta estrutura é isomorfa a Q@ ---® Q e,
—_—

|H| vezes
assim, ¢ comutativa e semi-simples.

Sabe-se que uma algebra de dimensao finita é semi-simples se e somente se seu
radical de Jacobson é zero. Como A tem dimensao finita e é comutativa, seu radical

de Jacobson, J(A), é nilpotente. Por outro lado, Q@ --- @® Q nao contém elementos
—_——

|H| vezes
nilpotentes ndo nulos logo J(A) = 0. Portanto, A é comutativa e semi-simples com

respeito ao produto de Schur-Hadamard. Pelo Teorema 3.1.9, A tem uma base de
idempotentes primitivos(em relagéo a este produto), digamos z, .. ., z4. Mas note que

g6 ¢ = Z agg € um desses idempotentes entao a, = 0 ou 1 para todo g € H. Logo
geH

T = fﬁ onde T; = supp(z;) C H. Além disso, sabemos que z; o z; = 0 se 7 # j, 0 que
implica 7;NT; = 0, de fato se existe ¢t € T;NT; entdo t € supp(ﬁ-Oﬁ) o que é absurdo.
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Assim provamos que A satisfaz as condigoes (S1) e (52) da Definicao 3.1.4. Para provar
a condigao ($3) note que a aplicagdo © — z* é um automorfismo da dlgebra (A, o),

hos . P e Sk —1 ,
portanto z; = 7; é um o-idempotente primitivo se e somente se T; = Ti( ) também o

é. Concluimos que Ti(~1) = Ty para algum 7/,0 <7 < d. Il

Uma consequéncia imediata deste Teorema é o seguinte

Corolario 3.1.13. Seja H um grupo finito. Entdo a intersegio de S-anéis sobre H é

um S-anel sobre H.

3.2 Principais Propriedades

Definicao 3.2.1. Seja H um grupo finito e A um S-anel sobre H. Um subcon-
Junto(subgrupo) X C H diz-se um A-subconjunto(A-subgrupo) se X € A.

Proposicao 3.2.2. Seja H um grupo finito e A um S-anel sobre H. Um subcon-
Junto(subgrupo) X C H é um A-subconjunto(subgrupo) se e somente se X é uma

uniao de conjuntos bdsicos de A.

Demonstragao. Inicialmente, considere Bsets(A) = {Ty,...,Ty}. Se X C H é tal
d

que X € A existem ay, ..., € Q nao todos nulos e X = Z aij\}. Note que se a;; # 0
i=0
entao a; = 1 pois dado z € X o coeficiente de z em X é 1 logo o coeficiente de = em

d t t
ZaiTi deve ser 1. Assim X = ZTij 0 que nos mostra que X = U T;; onde T;; €

i=0 j=0 j=0

t t
Bsets(.A). Por outro lado se X = U T;; onde T;; € Bsets(A), entao X = Zfz e A

j=0 j=0
|

Dados zi, ...,z elementos de QH, definimos ((zy,...,zx)) como sendo o menor
S-anel que contém z,. .., T, cuja existéncia é garantida pelo Corolario 3.1.13. Dado

g€Qea= Zagg € QH denotaremos por I,(a) o conjunto (o) = {g € H | a, = ¢}.
geH
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Tal conjunto é uma ferramenta muito 1til para determinar o S-anel ((zy,...,z.)).

O proximo resultado é conhecido como principio de Schur- Wielandt.

Proposicao 3.2.3. Se A é um S-anel sobre um grupo H entdo j;(x) € A para cada
zeAeqeQ.

Demonstragao. Seja z € A e Bsets(A) = {Ty,...,Ty}. Como A é um S-anel sobre
d

H existem ay,...,aq € Q tais que z = Z ai’ﬁ-. Portanto j;(:z:) = Z T; e A
i=0 {T;CH|aj=q}
pois se existe ¢t € T; tal que seu coeficiente em z ¢é igual a ¢ entao todos os elementos

de Tj terao coeficiente ¢ em z. [ |

Exemplo 3.2.4. Seja H = (g) um grupo ciclico de ordem 8. Considere o seguinte
subconjunto S = {g,¢7,9*}. Entdo S = g+ ¢g* + g" e 52 = 3¢° + 2¢° + 293 + g2 + ¢°.
Como S € ((§ )), pelo principio de Schur-Wielandt temos que IA1(§2) = g%+ ¢%,
L(5%) = g5+ g%, I(5?) = ¢° € ((S)). Portanto, ¢° g+ g*+ g7, 9>+ g% g%+ ¢° € ({S)).
Agora, (9% + %)% = 2¢° + 2g" logo (g2 + ¢°)? — ¢° = g* € ((5)) pois ((S)) é um
S-anel sobre H.
Pelo Teorema 3.1.12, S o g* pertence a ((S)). Além disso, S — (Sog%) = g+¢" o

que nos mostra que os elementos ¢°, g + g7, g%, ¢° + g3, g% + ¢° pertencem a ((S)).

Afirmagao 3.2.5. O espago vetorial V = (g% g+ g7, 9% 9° + g%, 9> + ¢°) sobre Q,
gerado pelos elementos ¢°, g + g7, g%, ° + g°, g> + g% é um S-anel sobre H.

Demonstragao. Um célculo direto nos mostra que V' é uma subalgebra de QH. Para
a verificagdo que V' é S-anel sobre H vamos aplicar o Teorema 3.1.12.

Primeiramente, temos que g° € V e como V é um espago vetorial ¢° + (g + ¢7) +
P+ P+ + (P +)=HeV.

Dados a = a1¢° + as2(g + ¢7) + asg® + as(g® + ¢*) + as(9®> + ¢°) e
B = 19"+ Ba(g + g7) + Bsg* + Ba(g® + ¢°) + Bs(g% + ¢°) dois elementos de V tem-se
que:

aof = (a1+B1)g"+(ae+PB2)(g+9") +(as+Ps)g" +(aatPa) (9°+9°)+(as+0s5) (9°+4°)
Logo awo € V para todos o, 3 € V.
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Finalmente,
@ = ai(9°)" +aa(g +9')" + as(9")" + aua(g® + 6°) + as(9” + ¢°)"
= a1(9%) (g7 H(g") ) +as(gh) T Haa((9°) T+ (9%) ) +as((97) T (9) )
= a9’ + (g + g") + azg’ + au(g® + ¢°) + as(g® + ¢°).
Portanto a* € V para todo a € V' o que completa a demonstracao da afirmacao .
Por fim, ((S)) é o menor S-anel sobre H que contém o elemento S logo ((S)) C V.
Mas como observado acima, os elementos g%, (g+g7), g%, (9° + ¢°), (% + ¢°) pertencem
a ((§)) portanto todas as combinacoes lineares destes elementos também pertencem a

((S)) logo V C ((S)). Consequentemente ((S)) = (¢° g+ ¢", g%, ¢° + ¢° > + ¢°) ou
equivalentemente, Bsets(((g))) = {{¢°}, {9}, {9, 97}, {4°, 9}, {9% %} }.

Proposicao 3.2.6. Sejam A um S-anel sobre um grupo H, n = Zagg c Ae
geEH
K = supp(n). Entao K pertence a A. Em outras palavras, o suporte de n é um

A-subconjunto.

Demonstracao. Seja Bsets(A) = {Ty,...,Ty}. Como os conjuntos bédsicos sao dis-

juntos, tem-se que K = (J{7} | oy # 0}. |

Proposicao 3.2.7. Seja A um S-anel sobre um grupo H. Se X C H é um A-

subconjunto entdo (X), o subgrupo gerado por X, é um A-subgrupo.

Demonstracao. Por hipétese, X e A, isto é, ch € A Como A é um anel,

zeX
T = (Z.’E) + (Zx)2 + ok (zr)m pertence & A. Seja 0 = supp(r). Pela
zeX zeX zeX
Proposicao 3.2.6, ¢ pertence a .A. Tomando m suficientemente grande, & coincide com
(). o

Proposicao 3.2.8. Seja A um S-anel sobre um grupo H. Se E, F sio A-subgrupos
entao ENF e (EUF) também sao A-subgrupos.

Demonstracao. Sejam E e F' A-subgrupos. Inicialmente, notemos que £ N F e

(E U F) sao subgrupos de H. Agora, pela Proposigao 3.2.2, existem Tj,,...,T;, e

im
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T}, - - -, T}, conjuntos bésicos de A tais que E = |Ji_, T, e F' = J,_, Tj,- Escrevendo
A={T;,....Ti,} e B={T},,...,Tj,}, temos ENF=U{ANB}e EUF = AUB.
Portanto £ N F e E'U F' sao uniodes de conjuntos bdsicos de A e, aplicando novamente
a Proposicao 3.2.2, ENFeEUF pertencem a A. Por fim, a Proposi¢ao 3.2.7 nos diz
que (E/U\F ) e A |

Definicao 3.2.9. Um S-anel A sobre um grupo H diz-se primitivo se nao contém
A-subgrupos nao triviais; equivalentemente, se K=1 e K=H sao o0s unicos subgrupos

de H para os quais vale K € A. Caso contrario, A diz-se imprimitivo.

Seja. A um S-anel sobre um grupo H. Para cada T € Bsets(A) definimos o es-
tabilizador a esquerda de T e o estabilizador a direita de T como sendo
L(T) ={he€ H|hT =T} e R(T) = {h € H| Th = T} respectivamente. Por
fim, o estabilizador de T ¢ o conjunto St(7") = L(T) N R(T). Estes conjuntos coin-

cidem no caso em que H é abeliano.
Lema 3.2.10. R(T) é um subgrupo de H.

Demonstracao. Sejam hy, hy elementos de R(T'). Vamos mostrar que hihy é um
elemento de R(T). De fato, temos T'(h1he) = (Thy)hy = Thy = T. O que nos mostra
que hihy € R(T).

Por fim dado h € R(T') tem-se Th = T o que implica T' = Th™! mostrando que
hte R(T). |

Analogamente, mostra-se que L(T) é um subgrupo de H e portanto
St(T) = L(T) N R(T) também o é. A préxima proposicdo nos mostra a principal
propriedade dos conjuntos L(T'), R(T") e St(T') e para demonstra-la precisamos do se-
guinte
Lema 3.2.11. Seja A um S-anel sobre um grupo H. Se T' € Bsets(A) entao

P

L(T) = {h € T| 6(FTCD) = [T1}.
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Demonstracao. Inicialmente, notemos que dado T' € Bsets(A), tem-se que 7Y ¢
Bsets(.A) pois A é um S-anel. Seja h € L(T) entao , pelo Lema 3.1.3,
0u(TTCD) = |T N A(TEDYD| = (T A RT| = |T).

Agora, seja h € H tal que Hh(fﬁ) = |T'|. Note que se t € T existe um tnico
t € T tal que h = tt~'. Como Gh(’fT/(—\l)) =|T|eTNhT CT temos que TNAT =T
o que implica que 7' C AT. Além disso, suponha por absurdo que existe t; em T tal

que para todo t em T" ht; # t. Entao 9h(f7ﬁ) < |T'| uma contradigdo. Portanto
RT =T, ou seja, h € L(T). [ |

Proposicao 3.2.12. Seja A um S-anel sobre um grupo H. Se T' € Bsets(A) entao
L(T), R(T) e St(T') sao A-subgrupos e |R(T)| < |T|, |L(T)| < |T.

Demonstracao. Usando a Proposi¢ao 3.2.3, os Lemas 3.2.10 e 3.2.11 temos que

[T(?) = j;('fflf(“\l)) € A onde ¢ = |T|. Analogamente, mostra-se que 1?(?) c A
Aplicando a Proposigao 3.2.8 concluimos que S/t(?) pertence a A. |

Proposigao 3.2.13. Sejam A um S-anel sobre um grupo H, n = Z cph € A. Dada

uma funcdo f: Q — Q qualquer definimos f[n] = Z f(en)h. En:de:f[n] e A

heH
Demonstracao. Seja 1 € A, escrevendo Bsets(A) = {Tp. ..., Ty}, existem ay, ..., a4
em Q tais que n = iakﬁ. Assim f[n] = Zd: f(ak)ﬁ. Como f(ax) € Q para todo
k,0 < k < d entao fk[7:7(]) € A . |

Vamos introduzir aqui uns conceitos que usaremos na demonstracido da préxima

Proposigao.
Definicao 3.2.14. Para cada inteirom € Z e . = Zth € QH defintmos

heH
(™ = Z aph™.
heH
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Notemos ainda que vale a seguinte propriedade:

™) = (™™ paratodon € QH m, m’ € Z. (3:2)

Definicao 3.2.15. Um elemento x = Z zph em QH diz-se inteiro se x, € Z para
heH
todo h € H. Se xz = Z zph ey = Z yrh sao dois elementos inteiros e m € Z entao
heH heH

diremos que T =1y mod(m) se xp =y, mod(m) para todo h € H.

Lema 3.2.16. Sejam H um grupo abeliano finito e p um numero primo tal que p nao
divide a ordem de H. Para todo subconjunto T de H tem-se que T® ¢ uma quantidade
simples de QH .

Demonstragao. Seja T" um subconjunto qualquer de H. Assim T® = Zt” .

teT
Suponhamos, por absurdo, que existem t; e ¢ distintos em T tais que ¢} = t5. Como

H é um grupo abeliano, a igualdade ¢! = t5 implica que (t,¢;')? = 1. Logo a ordem
do elemento t;t;"' divide p. Como p é um niimero primo e t; # t, entdo o(t1t;') = p
0 que é uma contradicao pois p nao divide a ordem de H. Consequentemente, T® ¢

uma quantidade simples de QH. (]

Proposicao 3.2.17. Seja A um S-anel sobre um grupo abeliano H. Se T € Bsets(.A)
e m é um inteiro tal que mdc(m,|H|) = 1 entdo T™ = {t™ | t € T} pertence a

Bsets(A).

Demonstragao. Primeiramente, seja p um ntumero primo tal que p { |H|. Vamos
mostrar que se 7' € Bseta(A) entao T® e A.
Dado T' = {ti,...,t,} € Bsets(.A), escrevendo z = (t3 + ... + t,) e aplicando o

Teorema Binomial temos que

(tl + :C)p = tzl) + (?) tzl)—lx + (IZ)) t117—2:1:2 + ...+ <p f 1){;13:])—1 + Q;P;

portanto (¢, + z)? = ¢} + 2P mod(p), pois cada parcela <p> P 1<i<p—1,éum
i
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numero inteiro multiplo de p. Usando indugao sobre mn mostra-se que
z =15+ ...+t mod(p). Portanto podemos concluir que (’JA“)p = T® mod(p).

Para cada z € Z definimos
fp(z)= o resto da divisao de x por p.

Assim fp[(f)p] = fp[f(p)]. Como (T\)p € A, pela Proposicao 3.2.13, fp[(f)p] e A
implicando que fp[T\(”)] € A. Além disso, p nao divide |H| logo, pelo Lema 3.2.16, T® ¢
uma quantidade simples de QH e portanto fp[T(p)] = (V) +.. .+ f,(1)t2 = T® € A

Considere a funcao linear ¢: A — A definida por ll’(f) = j‘\(p), para todo T' €
Bsets(.A). Dados T, S conjuntos bésicos de A tem-se que

YT =D "> (ts)P=>)_> s’ = (Zt”) <Z SP) = T®F® — o (T)eh(S).

teT seS teT seS teT SES

Portanto, 9 é um automorfismo de A e manda base em base. Consequentemente
o conjunto {f(p) | T € Bsets(A)} é uma base de A formada por quantidades simples
de QH. Além disso, temos que f(;) = T e, usando a Proposicao 3.1.5, podemos
concluir que 7® € Bsets(.A).

Finalmente, suponhamos que m = [[;_, p; com p; nimeros primos tais que p; { | H|
para todo indice 1 < 7 < s. Como demonstrado acima, 7'®:) € Bsets(.A) e neste caso
aplicamos a Propriedade (3.2) e obtemos que 7™ € Bsets(A). O caso m = —[[;_, p:

é andalogo. u

Proposicao 3.2.18. Seja A um S-anel sobre um grupo H. Se T e {m} pertencem a
Bsets(A) entao T'm = {tm | t € T'} pertence a Bsets(A).

Demonstragao. Seja T' = {ty,...,t,}. Vamos mostrar que Tm € A. Temos
Tm = Z(tm) = (Zt)m:’fm:f@ € Apois T, {m} € A.
teT teT

Agora, suponhamos que T{m} = ’_I/“; + T, + ...+ T}, onde T}, € Bsets(A). Com
isso, cada Tj, esta contido propriamente em T'm. Seja T}, = {t;;m,t;m,...,t; m} com
k < n. Assim existe t;;n € T'm tal que t;m ¢ T}, equivalentemente, existe ¢; € 7' com

a propriedade t; # t;, para todo s,1 < s < k.
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Agora pela condigao (.S3) de Definicao 3.1.4, {m™'} pertence & Bsets(A) logo
T,m™* & Te 9t(7/“;{71—\“1}) = 1 para todo ¢t € T, ou seja, t € Tjm™! para todo

t € T. Em particular, t; = (¢;,;m)m™ = t;, o que é uma contradigao . Portanto

—_——

T'm =T}, para algum 4,1 < 7 < ¢, o que nos mostra que 7'm pertence & Bsets(.A4). MW

3.3 S-subanéis e S-anéis quociente

O objetivo desta segao é definir subanéis e anéis quociente de S-anéis. Note que dado
um subgrupo £ de um grupo H tem-se que QF é uma subalgebra de QH.

Sejam A um S-anel imprimitivo sobre um grupo H e E um A-subgrupo préprio
nao trivial. Definimos Ag como sendo Ap = ANQFE. Claramente Ag é um S-anel

sobre E e Bsets(Ag) = {T'| T € Bsets(A)eT C F}.

Definicao 3.3.1. Nas condigoes acima, Ag diz-se um S-subanel de A. Se E <1 H,
definimos o S-anel quociente A/FE sobre o grupo H/E como o S-anel com base

Bsets(A/E) = {tE |t € T}.

3.4 O Mobdulo de transitividade

Neste secao vamos estudar um certo tipo de S-anel muito importante chamado de

Modulo de transitividade.

Definicao 3.4.1. Seja H um grupo finito. Considere um grupo de permutacoes G
sobre H tal que Ry C G e sejam Ty = {1},T1,...,T; o conjunto completo de dorbitas
do estabilizador Gy, = {g € G | 19 = 1}. O médulo de transitividade V(H,G;) do
grupo G1 € o espago vetorial sobre Q gerado por T,—,O < 1 < 1, mais explicitamente,
V(H,G1) € o espago vetorial sobre Q gerado pelas quantidades simples correspondentes

as orbitas Ty = {1}, Ty, ..., T;.
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Daqui por diante, nosso objetivo é mostrar que V(H,G) é um S-anel e para isto

precisamos de varios resultados. Primeiramente, dado z = Z cthe QHege G C
heH
Sym(H) definimos z9 = Z cph?.
heH

Lema 3.4.2. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H). Para cada y € G, a classe

lateral a direita de y determinada por G, é:
Glyz{g€G| 1g:1y}.

Demonstragao. Dado y € G, sabemos que a classe lateral a direita de y em G; é
dada por Giy = {fy | f € G1}. Vamos mostrar que G1y = {g € G | 19 = 1¥}.
De fato, se g € Gy existe f € G, tal que g = fy. Assim 19 = 1/¥ = 1¥, ou seja,
ge{geG|19=1Y}.
Por outro lado, se ¢ é tal que 19 = 1¥ entdo 19 ' = 1 isto nos diz que gy~! € G, e
g = (gy™')y € Gy. Consequentemente, temos a igualdade desejada. |
Em particular, G\ Ry = {g € G | 19 = 1% = p¥} e
Gi1Ryy = {g € G| 19 =180y = pv}.

Lema 3.4.3. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H) com Ry C G. Dados h €
H,qg € G entiao h9 é o tinico elemento z de H tal que (em QG) é\le = é'\thg.

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que z é o tinico elemento de H que verifica
G1R; = G1R,g. De fato, sabemos, pelo Lema 3.4.2, que G1 Rys = {g € G | 19 = 1fhs =
h9} e GiRpg = {9 € G | 19 = 1F+9 = h9} logo G Rys = G Rpg.

Agora, suponhamos que existe z € H satisfazendo G1R, = G1Ryg, isto é, se
g € G1R, entao verifica 19 = 1% ¢, pela igualdade, também verifica 19 = 1749 donde
1%z = 179 o que significa que = = h9. Com isto provamos nossa afirmacao .

Finalmente, note que G R, = G1R,g se e somente se tem-se que é\le = C/?\thg.l
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Lema 3.4.4. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H) com Ry C G. Dados z € QH
e g € G entao 29 € o unico elemento y € QH tal que 6'\11?1, = é\lRIg.

Demonstragao. Seja z = Z chh € QH. Pelo Lema 3.4.3 sabemos que é\leg =
heH
é\l Z chRpe = Z Ché\lR/»,_g = Z ché\thg = é\leg. Mas como as classes laterais
heH heH heH .
G1h sao distintas tem-se que os elementos G Ry, € QG sao linearmente independentes.

De fato, se alé\thl + agé\thZ 4 ...+ o:né\thn — 0 entdo 11@G1Rr +.FanGiRy,] _ 0,
ou seja, 12161y 4 102G1Rs, o 4 qanGiRe, — () Por outro lado,

109Gy g 1enGiB = (0 |Gh|1)Fm Lt (an|G1|1) 0 = |Gyl + ... +

ay|Gi|hn, = 0. Portanto Zaihi = 0 implicando que a; = 0 para todo 7,1 < 7 <
=1
n. Agora, seja y = Zdhhg € QH tal que é\ll?,y = é\leg. Entao: G\R, =
heH

azthhg = Zdh.é\thg = Zch@\thg = Zché\thQ = G1Ry. Como os

heH heH heH heH
elementos da forma G;R;, h € H, sdo linearmente independentes temos que d, = ¢,

para todo h € H mostrando que y = z9. |

Lema 3.4.5. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H) com Ry C G. Dado x € QH

entdo x € V(H,G,) se e somente se z9 = x para todo g € G}.

Demonstragao. Seja z = Zchh € QH. Suponhamos que z € V(H,G;). Existem

heH
a,...,q, € Q tais que z = Zaka Logo z9 = Zak Tl = ZakTg para todo
1=0 1=0

g € G1. Observe que para todo t € Tj, existem h € H e g1 € G tais que t = h9' uma
vez que cada T} é uma 6rbita do grupo G;. Portanto t9 = (h9)9 = h9'9 € T.

Mostramos que se t € T}, entao t9 € T} para todo g € G,. Consequentemente
T T T
z9 = Zak(Tk)g = ZakT,f = Zaka = .

Remprocarnente suponhamos que z9 = z paratodo g € G;. Assim z9 = E cph? =
heH
E cph = x. Logo cpe = ¢, para todo g € (1, ou seja, os elementos que estao na mesma

heH
érbita tém o mesmo coeficiente em z; portanto z € V(H, G,). |
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Lema 3.4.6. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H) com Ry C G. Dado x € QH,

sao equivalentes.
1. ze V(H,G)
2. seu € Gy entao (/¥\1qu = C/?:Rm
3. G1R,G, = |G1|GiR,
Demonstracao. (1) < (2). Seja z € QH. Aplicando os Lemas 3.4.4 e 3.4.5, temos
reV(HG)et" =& é\leu = é’\le = é\leu.

(2) = (3). Temos:
GiR,Gi =) GiRu

ueGy

u€eG,

(3) = (2) Se u € G entao

Lema 3.4.7. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H) com Ry C G. Dado z € QH
tem-se que z € V(H,G) se e somente se é\le = Rm(/;\l,

Demonstragao. (=) Suponhamos que z € V(H,G,). Como V(H,G;) é gerado
como espago vetorial sobre (Q pelas quantidades simples correspondentes as drbitas
To = {1}, T1,..., T, do grupo G é suficiente provarmos o resultado para z = T onde
T é uma orbita de (G;. Pelo Lema 3.4.6, C/?\lRfé’\l = |G1|é\1R,; Com isso e com o fato
que Rz = J/%; temos G1RrG1 = G1Rr e RrG, C G1Ry. Como T é um subconjunto
de H e Ry NGy = 1 entdo |RrG,| = |Rr||G1| = |G1Rr| logo RrG, = G Ry. De fato,
se existir 1,5 € T e g1,92 € G, distintos tais que Ry, gy = Ry,gs teremos Rtl—ltz =
9195 € Ry NGy = 1 implicando que ¢t; = ¢y 0 que é uma contradicao pois tomamos

t1, 1o distintos. Por fim, é\le = é’\lR:,: = Rfé’\l = Rmé'\l.



3.4 O Moddulo de transitividade 36

(<) Suponhamos que GiR, = R,G,. Assim G R,G, = C/J\12R,, = |G1]é\1Rl. por-
tanto, pelo Lema 3.4.6, z € V(H, G,). [ |

Lema 3.4.8. Sejam H um grupo finito, G C Sym(H) com Ry C G, x € V(H,G,),g €
G en € QH. Entao (zn)9 = zn?.

Demonstracao. Pelos Lemas 3.4.4 e 3.4.7 temos:
Gl]?a:R(ng) = Rxé\lR(ng) = Ra.é\er]g = é\leng = é\lRa.ng = E;\lfe(:m])gg' Como
zn? € QH, pelo Lema 3.4.4 novamente, zn? = (zn)9. |

Diante destes fatos, temos o seguinte

Teorema 3.4.9. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H) com Ry C G. FEntao o

mddulo de transitividade do grupo Gy, V(H,G,), é um S-anel sobre H.

Demonstracao. Seja H um grupo finito. Considere um grupo de permutagoes G
sobre H tal que Ry € G. Denote por Ty = {1},T1,...,7T, o conjunto completo de
érbitas do estabilizador G; = {g € G | 19 = 1}.

Por definigao , V(H, G) é um subespago vetorial de QH. Precisamos mostrar que é
fechado pela multiplicagao. De fato, dados z e y dois elementos quaisquer de V(H, G;)
e dado u € Gy, pelos Lemas 3.4.5 e 3.4.8 temos (zy)* = zy" = zy o que nos mostra
que zy € V(H,G,). Assim V(H,G;) é uma subalgebra de QH.

Além disto, verifica-se facilmente que V' (H, 1) satisfaz as condigoes (S1) e (52) da
Definigao 3.1.4.

Por fim, sejam z,y € T; e 27! € Tj. Existe g € G, tal que z9 = y. Logo 1%=9%y-1 —
91 = ¢t = 1 ou seja, R.gR, € Gy e (z71)e9Ry1 = 1981 = 1Ryt = 1,
Em outras palavras, y~! € T; mostrando que para todo indice 7,0 < ¢ < d, existe um

indice 7,0 < 7 < d, tal que Tj = Ti(_l)‘ [ |

A implicagao contraria ndo é verdadeira, isto é, nem todo S-anel é o mddulo de
transitividade de um grupo apropriado. Veja [13], Teorema 26.4. Isto nos motiva a

introduzir a seguinte
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Definicao 3.4.10. Seja H um grupo finito. Um S-anel A sobre H diz-se Schuriano
se existe G C Sym(H) com Ry C G tal que A = V(H,G,). Em outras palavras,
A diz-se Schuriano se A € o mddulo de transitividade do grupo G, de algum G C

Sym(H) com Ry C G.

Para terminar este capitulo, vamos dar uma aplicacao do Teorema 3.4.9.

Teorema 3.4.11. Sejam H um grupo finito e G C Sym(H) com Ry C G. Entao G
€ um grupo de permutacoes primitivo se e somente se o modulo de transitividade do

grupo G, € um S-anel primitivo.

Demonstracao. (=) Se V(H,G,) é um S-anel imprimitivo existe um subgrupo K
de Htalque 1 < K < H e K € V(H,G,). Pelo Lema 3.4.7, RzG; = G1Rp. Mas
Ry = Ry logo G1 Rk = Z é um subgrupo de G de ordem |G,||Rk| assim G; < Z < G
e, pelo Corolario 1.1.2, G é imprimitivo.

(<) Se G nao é primitivo entdo existe um subgrupo L de G tal que G; < L < G.
Mas G = G;Rpy, de fato, dado g € G podemos reescrevé-lo da seguinte maneira
g = (gRp)Ry-1 onde h = (19)~1. Com isso, L = G K para algum subgrupo K de
Ry. Noteque 1 < K < Ry e é\lf? =L=1I*= I?*é'\l* = I/(\'é\l e, pelo Lema 3.4.7,
Ke V(H,G;) portanto V(H,G1) é um S-anel imprimitivo. |



Capitulo 4
p-S-anéis

Neste capitulo vamos estudar um tipo especial de anéis de Schur. Em particular, vamos

classificar tais S-anéis sobre o grupo Z?).

4.1 p-S-anéis sobre Z;

Definicao 4.1.1. Seja p um nimero primo. Um p-S-anel é um S-anel sobre um

p-grupo H e tal que a cardinalidade de todo conjunto bdsico é uma poténcia de p.

Proposicao 4.1.2. Seja A um p-S-anel sobre um p-grupo H. Entdo o conjunto
O.(A)={h € H| {h} € Bsets(A)}

é um A-subgrupo nao trivial de H.

Demonstragao. Seja Bsets(A) = {To, ..., Ta}.

Vamos inicialmente mostrar que O,(A) é um subgrupo de H. Sejam hy, hy elemen-
tos de H tais que {h,}, {ha} € Bsets(A). Assim {/hl\} =he {/hz\} = hy logo
{/hl\}{/h; = hjhy = iakﬁ. Entao existe um indice 7,0 < j < d, satisfazendo
T; = {hhs}. Portantok?;zlhz} € Bsets(A), ou seja, hihy € O,(A).

Agora, se h € O,(A) pela condigao (#1) de Definigao 3.1.4, h~! € O,(A) mostrando
que O,(A) é um subgrupo de H. Além disso, podemos escrever O,(A) = | J{h} onde

38
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h € O.(A), isto é, O,(A) é uma uniao de conjuntos bésicos de A portanto é um
A-subgrupo de H.

Por fim, veremos que O,(A) nao ¢ trivial. Se O,(A) = {1} entao para todo T;
em Bsets(A) com T; # {1} temos |T;| = p™ onde n; € N,n; # 0. Mas sabemos que
|H| =p™logop™ =1+p" +...4+p=>p"—pa=1=p@p™'—a)=1=p|lo
que é uma contradi¢ao pois p > 1. Portanto O,(A) # {1}. &

Seja A um p-S-anel sobre um grupo H. Dado um conjunto bésico T de A, consi-

deremos o seguinte conjunto:
T'T={z"ty |z,y e T}.
Também vale a seguinte

Proposicao 4.1.3. Nas condi¢oes acima, o conjunto
O*(A) = {UT'T | T € Bsets(A)})
é um A-subgrupo préprio de H.

Este resultado segue de fatos mais gerais sobre configuracoes coerentes e sobre
esquemas de associagao (veja [14], também citado em [6]). Nao incluiremos aqui a
demonstracao porque envolve muitos pré-requisitos e nos levaria longe demais dos re-

sultados que interessam nesta, dissertacao .

Lema 4.1.4. Seja H um p-grupo abeliano elementar de posto dois e B um p-S anel
sobre H. Entao ou Bsets(B) = {{h} | h € H} (o que é equivalente a dizer que

B = QH ) ou existem um subgrupo L de H de ordem p e um elemento y € H \ L tais
que Bsets(B) = {Ly* | 1 <i<p—-1}U{{i} |l € L}.

Demonstragao. Note que |H| = p* donde |T'| = 1 ou p para todo conjunto bésico de
B.
Suponhamos que existe 7' em Bsets(B) com |T'| = p. Pela Proposigao 4.1.3, temos

p=|T| < |TT| < |O*(B)| < p e como T'T~! C O*(B) temos que TT~! = O*(B).
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Assim, dado qualquer elemento ¢ em T temos que Tt™' C O*(B) com |Tt7!| = p =
|O*(B)|. Isto nos diz que T' = O*(B)t.
Denotando O*(B) por L para simplificar a notagao, a Proposi¢ao 3.2.17 nos diz que

Lt,Lt?, ..., Lt*7" sdo elementos do conjunto Bsets(B).
Afirmacao 4.1.5. Lt, Lt?,..., Lt*~! sdo conjuntos distintos.

De fato, se existem inteiros 1 < a,b < p — 1 tais que Lt® = Lt® entdo te? e L.
Com isso, a classe Lt tem ordem (a — b) no grupo H/L. Mas a ordem do grupo H/L
é igual a p logo (a — b) divide p o que nao pode acontecer pois 1 < a,b < p— 1.

Por outro lado, como L é um B-subgrupo de ordem p e 1 € L nao existe nenhum
conjunto basico de B com cardinalidade p contido em L senéo terfamos |L| > p portanto
todos os conjuntos unitérios {l} com [ € L sao conjuntos bésicos de B.

Assim tem-se que ou |T'| = 1 para todo conjunto basico T' de B e, neste caso
Bsets(B) = {{h} | h € H}, ou existe um conjunto bésico T' de B com |T'| = p e, neste
caso, existem um subgrupo L de H de ordem p e um elemento y € H \ L tais que

Bsets(B) = {Ly* | 1<i<p—1}U{{l} |l € L}. |

Em [6], os autores, Muzychuk e Hirasaka, interessados em determinar a estrutura
dos p-S-anéis sobre um grupo H abeliano elementar de posto 3, mostraram que existe
um tnico (a menos de isomorfismo) p-S-anel Schuriano A sobre H tal que Bsets(.A)
contém um conjunto bésico de cardinalidade p e (T) = H. No entanto nao estavam
certos da existéncia de p-S-anéis ndo Schurianos sobre H satisfazendo a propriedade
citada acima.

P. Spiga e Q. Wang responderam esta questao em [12] com o seguinte

Teorema 4.1.6 (P.Spiga, Q.Wang). Seja H um p-grupo abeliano elementar de posto

3. Entao todo p-S-anel sobre H é Schuriano.

Nosso principal objetivo agora é demonstrar este teorema. Para tanto, no que segue

H é um p-grupo abeliano elementar de posto 3 e A é um p-S-anel sobre H.
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Lema 4.1.7. Se existe T em Bsets(A) com |T'| = p? entdo A é Schuriano.

Demonstragao. Seja 7" em Bsets(A) com |T'| = p®. Denote por R o subgrupo O*(A).
Pela Proposicao 4.1.3, p? = |T| < |TT7!| < |R| < p®. Com isso TT~! = R. Isto nos
diz que 7" é uma classe lateral Rt de R. Agora, pela Proposicao 3.2.17, Rt,..., RtP~!
sao p — 1 elementos de Bsets(.A).

Provaremos inicialmente que

Afirmagao : Rt,...,Rt?"! sdo p — 1 elementos de Bsets(A) distintos. Se existem
1 <a,b<p-—1 tais que Rt* = Rt® entao t(®% € R. Com isso, a classe Rt tem ordem
(a — b) no grupo H/R. Mas a ordem do grupo H/R é igual 1a p logo (a — b) divide p,

-

uma contradi¢ao , pois 1 < a,b < p—1. Por fim H\ R = U Rt

i=1

Agora, como |R| = p?, segue que R é um p-grupo abeliano elementar de posto 2.
Com isso o conjunto {U € Bsets(A) | U € R} determina um p-S-anel Ap sobre R e,
pelo Lema 4.1.4, temos que ou Bsets(Ag) = {{r} | 7 € R} ou existem um subgrupo L
de Rde ordem pey € R\ L tais que Bsets(Agr) = {Ly* | 1 <i <p—1}U{{l} |l € L}.

Portanto podemos concluir que ou
Bsets(A) = {{r} |r€e R}U{Rt'|1<i<p—1}
ou existem um subgrupo L de R de ordem p e um elemento y € R\ L tais que
Bsets(A) = {Ly* | 1<i<p—1}U{{i{} |l e L}U{Rt |1 <i<p—1}.

e Caso 1: Bsets(A) = {{r} |r€e R}U{Rt'|1<i<p—1}
Devemos mostrar que existe um grupo G' € Sup(Rpy) tal que o conjunto das

orbitas do grupo G; é exatamente Bsets(A).

Considere o grupo de permutagoes G = Ry % (Cor(R) N Coruny(H/R)) onde
Cerm)(R) denota o conjunto dos isomorfismos lineares de H que fixam ponto a
ponto R e Cgry)(H/R) denota o conjunto dos isomorfismos lineares que fixam

as classes laterais de R em H. Note que sdo todas transformacoes afins.
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Afirmacgao : O conjuntos das érbitas do grupo

G1 = (Cerm)(R) N CoLy (H/ R))

é exatamente Bsets(.A).

Seja T' um conjunto bésico de A. Se T = {r} para algum 7 € R entdo T é

exatamente a G-6rbita de 7 pois r¥ = r para toda ¢ € G).

Por outro lado, suponhamos que 7" = Rt para algum i. Dado rt* € T vamos
mostrar que 1" é exatamente a G1-6rbita de 7t'. De fato, para toda ¢ € Gy tem-se

que (rt')? = r°(t1)? = rritt € T.
Finalmente, dado 7¢' um elemento qualquer de T' definimos a funcéo f: H — H
que leva (t') em r~'7¢* e fixa todos os outros elementos. Claramente f € G; e
(rt*) = 7t
Portanto concluimos que 7' é exatamente a G;-6rbita de 7¢* 1.

o Caso 2: Bsets(A) = {Ly* |1 <i<p—1}U{{l} |l € L}U{RE |1 <i<p—1}.
Devemos mostrar que existe um grupo G € Sup(Rp) tal que o conjunto das

érbitas do grupo () é exatamente Bsets(A).

Considere o grupo de permutacoes afim
G = Ru x (Cor) (L) N Covy (R/L) N Covmy (H/R))

onde Cgrm)(L) denota o conjunto dos isomorfismos lineares de H que fixam
ponto a ponto L, Cgs)(H/R) denota o conjunto dos isomorfismos lineares que
fixam as classes laterais de L em R e Cgrm)(H/R) denota o conjunto dos iso-

morfismos lineares que fixam as classes laterais de R em H.

Procedendo de forma andloga ao Caso 1, obtemos o resultado do Caso 2.

'Esta demonstracgdo estava errada no artigo [12]. Nés detectamos o erro e fizemos a corregao

correspondente e a comunicamos ao autor que concordou com a nossa corregao .
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Isto nos mostra que A é um p-S-anel Schuriano. 11

Note que se O,(A) = H entao A é Schuriano, mais explicitamente, A = V (H, lgym(m))-
Assim vamos assumir que |T'| < p para todo T' em Bsets(A) e O,(A) # H. Denota-
remos por K o subgrupo O,(A). Antes do nosso préximo resultado precisamos da

seguinte

Definigao 4.1.8. Sejam G um grupo abeliano e L um subgrupo de G. Um transversal
de L em G € um subconjunto de G formado por exatamente um elemento de cada classe

lateral de L em G.
Lema 4.1.9. Se |K| = p? entao A é Schuriano.

Demonstragao. Note, inicialmente, que existe 7' em Bsets(A) com |T| = p pois
estamos assumindo que K # H. Como [St(7")| < |T'| < p pode ocorrer que St(7T') = 1
ou [St(T")| = p.

Se St(T") = 1, pela Proposicao 3.2.18, {T'z | z € K} pertence a Bsets(A), ou

seja, existem p? subconjuntos disjuntos de H tal que U Tz C H. Por outro lado,
zeK
1z| = Tz|=p+...+p=7p>=]|H| Portanto Tz = H, uma contradicao
| Tzl = ITzl =p p=7p"=|H| U ¢
zeK zeK pPvezes zeK
pois se 1 € T'z entao TN K # ) mas TN K = (). Concluimos que St(7') = L é um

subgrupo de K de ordem p uma vez que 1 € St(7"). Além disso, dado ¢t € T', temos
que Lt €T com |Lt| = p = |T| logo existe t € H \ K tal que T'= Lt.

Seja {z1,...,x,} um transversal de L em K. Pelas Proposicoes 3.2.17 e 3.2.18.
temos que Lt'z; € Bsets(A), parai=1,...,pej=1,...,p— 1. Isto implica que
Bsets(A) = {Lt/z; |i=1,...,p,j=1,...,p— 1} U{{k} | k € K}.

Seja | um gerador de L e ¢ € GL(H) um isomorfismo que leva ¢t em t/ e que fixa

todo elemento de K. Considere o grupo de permutagoes G = Ry % (p). Note que
G1 = ().
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Afirmagao : O conjunto das érbitas do grupo (p) é exatamente Bsets(.A).

Seja T' um elemento de Bsets(A). Se T' = {k} para algum k € K entao a (p)-6rbita
de k é exatamente T'. Agora, se T' = Lt/z; para algum 5,1 < j < p — 1 e para algum
1,1 <i<p,dado a em T, existe [, = [* € L tal que a = [;t/z;. Assim
a? = (LWz;)? = I$()°z? = L)z = lt?z; € T. Logo a®" € T para todo
1 <m < o(p). Com isso mostramos que a (p)-Orbita de « estd contida em 7. Por
outro lado, se z pertence a T, existe I = " em L tal que z = lyt’z;. Tomando
m = (r — s)/j temos a¥" = 5=/ iz, = I"'Vz; = z. Concluimos que todo
elemento de 7' é a imagem de o por uma poténcia da fungao ¢, ou seja, 7" é a
(p)-drbita de o. Analogamente mostramos que toda 6rbita do grupo () é um conjunto

bésico de A. Portanto A = V(H, (p)). [ |

Com este resultado, podemos assumir que o grupo K tem ordem p.

Lema 4.1.10. Se |St(T")| = p para todo T em Bsets(A) com cardinalidade p entdo A

é Schuriano.

Demonstragao. Seja 7" um conjunto bésico de A com |T'| = p. A Proposigao 3.2.12
nos diz que St(7") é um A-subgrupo de H e, além disso, St(7') C K. Por outro lado,
ISt(T")| = p = | K| logo St(T') = K. Agora, se existe z € T'N K entdo {z} € Bsets(A)
com T'N {z} # 0 o que ndo pode acontecer. Assim 7'N K = ().

Por fim, seja x € T. Sabemos que z ¢ K e K =St(T); logo, para todo k em K
temos que kz € T', ou seja, Kz C T. Mas |Kz| = p = |T| implicando que T' = K.
Diante deste fato, podemos concluir que todo conjunto bésico de A com cardinalidade
p ¢ uma classe lateral de K. Assim Bsets(A) = {{k} | k€ K} U{Kz |z € H\ K}

Seja {z,y, k} uma base de H sobre IF, tal que k € K e ¢, ps em GL(H) tais que:

T — zk Tz
P11 oyr—y P21 yr— yk
k— k k— k

Considere o grupo de permutacgoes G = Ry (1, pq). Assim G; = (@1, p2).
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Mostraremos que o conjunto das érbitas do grupo (), s) é exatamente Bsets(.A).
Seja T' um conjunto basico de A. Se T" = {k} para algum k em K entdo T é
exatamente a (@1, p9)-6rbita de k uma vez que k¥'¥2 = k. Agora, se T = Ks para
algum s € H \ K vamos mostrar que 7' é a (yp1, 2)-0rbita de um elemento qualquer
de T'. De fato, basta mostrar esta afirmacao para os elementos da base, isto €, basta

mostrar nos casos em que I'= Kz e T' = Ky.

e Caso 1: T'= Kz
Seja o um elemento de 7T'. Assim existe k; em K tal que a = kyz logo
af1?? = k12¥1%? = kiok = kox € T'. Por outro lado, dado kz em T existem c1, Ca
em IF, tais que k; = c1k e k = cok. Tomando ¢ = ¢y — ¢; temos (k1z)¥1 = kz.

Portanto 7" é exatamente a ((p;, 9)-6rbita de a.

e Caso 2: T'= Ky
Seja 8 um elemento de T'. Existe k em K tal que 3 = ky logo
[192 = fy¥1%2 = kyk = k'y € T. Por outro lado, dado kyy em T existem ¢y, cs
em [F, tais que k = cik e ky = cok. Tomando ¢ = ¢y — ¢; temos (l_ﬁy)‘Pg = k.

Portanto 7" é exatamente a (1, pq)-6rbita de .

Analogamente mostra-se que toda érbita do grupo (p;,s) é um conjunto bésico

de A. Com isso, A=V (H, (p1,p2)). |

Antes do nosso préximo Lema, precisamos de alguns conceitos.

Definicao 4.1.11. Uma fungao g: F, — F, diz-se fungao planar se para todo d

em I} a fungao g(z +d) — g(z) € uma fungao bijetora.

A partir disto, temos a seguinte
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Proposicao 4.1.12. Sejam IF, um corpo finito com p elementos e g: F, — F, uma

fungdo planar. Entao p > 3.

Demonstragao. Como g é uma funcao planar entdo a equagao g(z +d) — g(z) = y
tem uma solugao zo. Se carlF, = 2 entao d + z¢ é uma outra solugao diferente de z; o
que ¢ impossivel. [ |

Além disso, temos o seguinte

Teorema 4.1.13. Seja IF, um corpo finito. Toda fungdo planar sobre F, é um po-

linomio quadrdtico.

Gluck em [2] , Hiramine em [5] e Rényai e Szonyi em [10] provaram esse Teorema
independentemente. Nao colocaremos a demonstragao aqui pois nos distanciariamos
dos objetivos desta dissertagao.

Para terminarmos a prova do Teorema 4.1.6 falta considerar o caso que existe um
conjunto basico 7' de A com cardinalidade p e St(7') = 1. Vamos suprir tal caso com

0 seguinte

Lema 4.1.14. Se St(T") = 1 para algum conjunto bdsico T' de A com cardinalidade p

entao A é Schuriano.

Demonstragao. Seja T um conjunto bésico de A tal que St(7') = 1 e |T| = p. Pelas
Proposigoes 3.2.17 e 3.2.18 temos que o conjunto TWk é um conjunto bésico de A com
cardinalidade p para 1 <7 <p—1ek € K. Vamos agora provar algumas afirmacdes

que serao usadas para concluir a demonstragao deste Lema.

Afirmacdo : Se T@)ky = T2k, entdo 11 = iq € ky = ky.

Suponhamos que k; # ky. Se St(T01)) # 1 entdo St(70)) = K resultando que
T@k, = Tk, uma contradigio, pois Tk, e Tk, sdo conjuntos bédsicos de A
logo St(T®)) = 1. Além disto, i; # iy pois sendo terfamos TWk = T2k para todo
ke K. Agora sejam i = i; i), k = k1k; ' e seja [ a ordem de i em IF}. Para todo ¢ em

T, tem-se que t2ky € Tk, = T@E, . portanto existe £ em T tal que t2k, = t1k.
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Isso nos mostra que ¢ = (Fkik; )2 = (fvi2')(kik; ")z = fiki2'. Podemos concluir
entdo que t € TOk%" com |T| = p = |[T@k'"| portanto TOkiz' =T.

Considere a permutacao ¢ € Sym(T") definida por t¥ = tikiz . Se ¢ 6 um elemento
de T" entao a ¢-dérbita contendo ¢, isto é, o conjunto {t‘pj | 7 € Z} possui exatamente [
elementos a saber ¢, tik®z ... ¢ kiz @72+t o que nos mostra que toda @-6rbita
possui cardinalidade divisivel por [, ou seja, { divide |T'| = p, uma contradi¢ao. Con-

clusao i; = 1, 0 que prova nossa primeira afirmacao.

Afirmacgdo : Temos que
Bsets(A) = {{k} | ke K}U{Kz'|i=1,...,p—1}u{TDk|i=1,...,p— 1,k € K}

para algum z em H.

A Afirmacao anterior nos mostra que existem p® — p? elementos de H em
{(TOk|i=1,....,p— 1,k e K}. Assim existem Si,...,S,_1,p — 1 conjuntos basicos
de A com |.S;| =p,1 < j < p—1. Agora, se para algum indice j tem-se que St(S;) = 1
entao o conjunto {S;k | k € K} é um conjunto basico de A. Além disto, se Sjk; =
TWky temos S;NT®k; # @, logo {S;k | k€ K}nN{TWk|i=1,...,p—1,k € K} = 0.

Desta maneira, somando as cardinalidades dos conjuntos bésicos de A temos p® —
pPP+p*+p?—2p+ p=p>+ pP—p> p3 uma contradicao. Portanto para todo j tem-se
que St(S;) = K implicando que existe z € H \ K tal que o conjunto Kz é um conjunto
basico de \A. Mas pela Proposicao 3.2.17, o conjunto Kz' é um conjunto bésico de A

para todo 1 < ¢ < p — 1 donde concluimos esta afirmagao.

p—1
Note que L = U Kz' é um A-subgrupo de ordem p2.
i=0

Afirmagao : Existem t),to em T el € L\ K tal que t; = tyl.

Primeiramente, considere o subconjunto T'L de H. Sabemos que 1 & T'L pois senao
TNL+#(. Com isso concluimos que T'L g H; logo existem ty,ty € T, l1,ly € L com
Iy # ly tais que 111y = taly, pois se os elementos de T'L fossem distintos terfamos que

|TL| = p® implicando TL = H. Assim t; = t2(lol7") e o elemento lyl;* ndo pertence
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a K pois, sendo , t; pertenceria a T'(lpl;") N'T implicando que T' = T'(lol; "), isto é,
LIT' # 1 € St(T) uma contradigao. Portanto lyl;' € L\ K.

Afirmagdo : Para todo t em T existe um tnico f, em K tal que ti='f; ' € T.
Existem um indice 7,1 <7 < p — 1, e um elemento k € K tais que | = kz'. Assim
Kl = Kz' pois 2'l7! € K. Com isso, sabemos que Te Kl pertencem a 4. Mas A é um

espaco vetorial gerado pelo conjunto {U | U € Bsets(A)}; logo TKI = Z e U.
UeBsets(A)
Além disso, sendo A um S-anel temos ¢y = ¢; para todo t € T e, pelo Lema 3.1.3,

tem-se que ¢, = |T N¢[KI]Y|. A Afirmacgdo anterior nos mostra que ¢y > 1 mas,
se existem z1,xy em 71" e kj, ke em K com z;(kil) = xa(kol), entdo o elemento k1k2_1
estabiliza 7'; portanto k; = ky e x; = x5. Isto prova que cr = 1 e, em particular, para
todo ¢t em 7" existe um tnico f; em K tal que t/=* f;! € T' o que encerra a demonstragéo

desta afirmagao .
Fixemos um base {e;, e, e3} de H satisfazendo e; € T, es = (Ife,) ' € K = (e3).

Afirmagao : T = {e;(ie2)(f(7)e3) | 0 < 2 < p — 1} para alguma fungao
f:F,—TF,talque 0/ =0e 1/ =0.

Sabemos que, como f,, € K, existe um tnico ¢ em F, tal que f,, = ¢e;. Vamos
mostrar que se e;(zeg)(f(¢)es) pertence a T para algum f(2) € IF,, entdo existe f(i+1) €
IF, satisfazendo e;((¢ 4+ 1)es)(f(2 + 1)e3) € T'.

Se 7 = 0, como e; € T, podemos tomar 0/ = 0. Suponhamos que e, (ie3)(f(i)es)
pertence a T para algum f(i) € IF,, entdo pela Afirmagado anterior, existe um tnico ¢

em [F, tal que e;(iey)(f(i)es)l ™ (¢e3) ™t € T', equivalentemente,

e1(iez)(f(4)es)eaes(Ces) ™ = er((i + 1)es) ((f(4) +cles) € T

onde ¢ = ¢ — & Assim podemos definir f(z + 1) = f(i) + c.
O conjunto {ei(iez)(f(7)es) | © € F,} tem cardinalidade p e estd contido em T
portanto {ei(ze2)(f(i)es) | i € F,} = T. Por fim, como e;(0eq)(f(0)es) = e; € T, pela

Afirmagao anterior, existe um tnico ¢; em I, tal que e;es(f(0)+c1)es = erea(cie3) € T.
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Mas e, 7' f; ! = ejeq € T', logo ¢; = 0, implicando que 1/ = 0.
€1 g

Afirmagdo : Para todo k € IF, \ {0} temos que {f(i) — f(i — k) |1 € F,} = F,. Em
particular podemos assumir que 2/ = 1.

Usando a descrigao do conjunto 7', temos que
TTCD =pl + > K(kes)

k=0

Em particular, para todo k # 0, o conjunto
{(erieaf(d)es)(er(i — k)eaf(i — k)es)™" | i € Fp}
é um subconjunto de K (kes) com cardinalidade p logo,
{(erieaf (i)es)(er(i — k)eaf(i — k)es) ™" | i € By} = K (keg).

Por fim, para todo k € IF,\ {0} o conjunto { f(¢)— f(:—k) | © € F,} é um subconjunto de
I, contendo p elementos. De fato, se f(i)— f(i—k) = f(5)— f(j—k) paras,j € F, com
i # j entéo (eriesf(i)es)(er(i—k)eaf (i—k)es) ™ = (erjeaf(s)es)(er(j—k)ezf(1—k)es) ™
o que nos diz que |K(key)| = p — 1 mas isto é uma contradigao .

Note que 2/ nao pode ser 0 uma vez que sendo 0/ = 1/ = 0 teremos
{f(i) = f(i — k) |72 € F,} C F,. Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir

que 2/ =1 fazendo a mudanca da base {e}, €5, e3} para a base {e}, e5, (2/)es}.
A proxima afirmagao determina exatamente a nossa funcao f.

Afirmagao : f(z) = (z® — z)/2
Pelo Teorema 4.1.13, sabemos que existem a, b, c € IF,, tais que

fl@)=az®+bz+c Mas 0/ =1/ =0e 2/ =1 logo f(z) = (2 — z)/2.
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Estamos prontos para terminar a demonstragao do Lema 4.1.14. Para isto, seja ¢ €

GL(H) definida por

€1 /—— €1€9
P eg —— €g€3
€3 — €3

Considere o grupo de permutagoes G = Ry x ().

Afirmagao : O conjunto das drbitas do grupo (p) é exatamente Bsets(.A).

Inicialmente vamos mostrar que G; = (). De fato, como e} = e; e 1 € K entao
1¥ =1, ou seja, ¢ € G. Por outro lado, seja f € G existem ¢’ € (¢) e R, € Ry
tais que f = @'R,. Assim 1/ = 19 = 1% = b = 1 logo f € (p). Vamos agora

demonstrar a Afirmagao . Para isto, seja 7' um conjunto bédsico de A.

e Caso 1: T = {k} para algum k em K.
Existe ¢ € IF, com k = ce;. Portanto k¥ = cef = ce; = k. Logo, para todo

@7, k¥ = k. Isto nos mostra que T é a (p)-érbita de k.

e Caso 2: T = Kz para algumi € {1,...,p—1}.
Sabemos que existem a;, o, az em [F, tais que z = aje;azesase;. Dado kzt em
T vamos mostrar que (kz')? € T. Note que para isto ocorrer é suficiente mostrar

que (z')? € T. De fato,

(%)% = [(a1e100€903€3)?]}

= (i (erez)az(ese3)azes)’

= (ae1)'(2e2) (azes) (ces) (ases)’

= z'(a1e3) (ages3)’
Suponhamos, por absurdo, que (z')? ¢ T. Sabemos que (z*)¥ ¢ K pois sendo
gt = (21 = (2')? € K. Se (z%)? € Ka7 entdo z'(ayes)i(ones) = kya?
implicando que (aje2)t = kozU™, ou seja, (a1e;)Y 9 (age0)V =9 (a3 +c)es) 09 =

(are)* logo (j—i)ay = 0, isto é, j = 4. Agora, temos que ey € L logo (aye;)* € L.
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Além disso, ' € L portanto z'(aje;)? € L. Assim, se (z%)? € T®k, entdo
T'(ares) (ages)’ = t°ky, ou seja, i (ares)’ € Tk, uma contradigdo pois
LNT®ky, = (. Consequentemente, concluimos que (z')¥ € Kazt; portanto, a

(p)-6rbita do elemento kz' estd contida em Kzt

Note que existem ¢, ¢ em IF,, tais que (cezz*)? = ceséesz’ = (c+ ¢)esx’. Com isso,
(ce3r?)?” = (c + 2¢)esz’ e assim (ce3z’)?’ = (¢ + jé)esz’. Por fim, dado kz' um
elemento qualquer de Kz existe ¢ em IF, tal que k = ées. Tomando j=(é—c)/e
temos (kz')? = (cesz’)” = (c + jé)esz’ = Ces = kz'. Consequentemente, a

(p)-6rbita de kz' é exatamente Kz' = T.

e Caso 3: T =T®k para algum s,1 < s <p— 1,k € K.
Seja t°k um elemento de T. Como ¢t € T' existe j € FF,, satisfazendo

t =-eijeaf(7)es. Assim

e1)?((Fe2)*)?((f(5)es)*)?k

e1ez)’ (7 (e2e3))*(f(5)es)’k

e1(je2)(f(5)es) es(ses)k

e1((7 + 1)e2)*(f(5) + 5)es)k.

Mas f(j +1) = f(j) = (=3*+4)/2+ (4> +2j + 1 — j — 1)/2 = j portanto
(t°k)? = (e1(j+ 1)ea(f(j +1)es)°k € T k. Podemos concluir que (£5k)¢ € TG)k

(k) = (1°)°k =

Il

I

para todo indice [,1 < I < o(yp) e isto implica que a (p)-érbita do elemento ¢k
estd contida em T®)k. Por outro lado, dado £°k um elemento qualquer de T®)k,
existe j € IF, com £ = e;jes f(j)es. Tomando | = j — j temos

((erjeaf (5)es)k)? = (ex(j + 7 — §)eaf (G + 7 — 5)es)’k = (erjeaf(5)es)’k = P°k.
Portanto o conjunto 7®*)k estd contido na (p)-érbita do elemento t°k. Assim

concluimos que a (p)-6rbita do elemento ¢°k é exatamente o conjunto T*)k.

Acabamos de mostrar que todo conjunto bésico de A é uma 6rbita do grupo
G1 = (p). Analogamente mostra-se que toda 6rbita do grupo () é um conjunto bésico

de A. Com isso finalizamos a Afirmagao, o Lema 4.1.14 e o Teorema 4.1.6. |



Capitulo 5

Isomorfismos entre S-anéis

O desenvolvimento do conteiido deste capitulo nao esta diretamente relacionado com
os resultados desenvolvidos no capitulo 4 , mas estao incluidos aqui com o objetivo de

enriquecer o trabalho.

5.1 Definicoes e Propriedades

Definicao 5.1.1. Sejam A C QH e B C QK dois S-anéis sobre os grupos H e
K respectivamente. Uma funcio ¢: A — B diz-se um S-isomorfismo se é um
isomorfismo de Q-dlgebras e (Bs(A))? = Bg(B) onde Bg(A) = {T | T € Bsets(A)} e
Bs(B) = {T | T € Bsets(B)}. Uma bijecdo f: Bsets(A) — Bsets(B) diz-se um
S-isomorfismo de conjuntos basicos se induz por linearidade um S-isomorfismo
entre A e B, ou seja, se aplicag¢ao Zai’f} — Zai’l/? ¢ um S-isomorfismo entre

1 1

A e B.

Definicao 5.1.2. Sejam A C QH e B C QK dois S-anéis sobre os grupos H e K
respectivamente. Uma aplicagao bijetora f: H — K diz-se um isomorfismo com-
binatério de S-anéis se para cada T pertencente a Bsets(A) existe S pertencente a
Bsets(B) tal que Cay(H,T)' =Cay(K,S), ou equivalentemente, dados z,y € H entdo

Ty~ ! pertence a T se e somente se z/(y/)~! pertence a S.

52
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Além disso, f: H — K diz-se um isomorfismo de Cayley de S-anéis se for

um isomorfismo de grupos e um isomorfismo combinatério de S-anéis.

Note que todo isomorfismo de Cayley de S-anéis é um isomorfismo combinatério de
S-anéis mas em geral a reciproca é falsa. Denotamos A =¢,, B (A Zom B) se existe

um isomorfismo de Cayley (combinatério) entre A e B.

Proposicao 5.1.3. Sejam A C QH e B C QK dois S-anéis sobre os grupos H e K
respectivamente. Se f: H — K € um isomorfismo combinatorio de S-anéis entao,
para cada elemento k € K, o produto fRy: H — K também é um isomorfismo
combinatorio de S-anéis.

Demonstragao. Seja f: H — K um isomorfismo combinatério entre A e B. Para
cada T' € Bsets(A) existe S € Bsets(B) tal que Cay(H,T)/=Cay(K, S). Vamos mostrar
que Cay(H,T)/®=Cay(K,S). De fato, se z € Cay(H,T) " entdo z = (z/F, y/fx)
com (z,y) € Cay(H,T). Mas /B (y/B)=1 = (2/k)(y/k)™! = 2/(y/)™! € S conse-
quentemente z € Cay(K,S). Por outro lado, se w € Cay(K, S) existem z,y € H tais
que w = (z/ B ylBe) e o/ Br(y/Be) L = (2/k)(y k)™ = 2/ (y/)~! € S portanto

(z/,y’) € Cay(K, S)=Cay(H,T)/ implicando que zy~' € T logo w € Cay(H,T)!F*

donde segue a tese. [

Agora, se A C QH e B C QK sao dois S-anéis sobre os grupos H e K respecti-
vamente e f: H — K é um isomorfismo combinatério de S-anéis, a Proposicao 5.1.3
garante que tomando k£ = (1}})_1 e multiplicando f por Ry, tem-se que fRj é um iso-
morfismo combinatério de S-anéis com a propriedade que 1£,R’° = lg. Isto nos motiva

a introduzir a seguinte

Definicao 5.1.4. Sejam A C QH e B € QK dois S-anéis sobre os grupos H e K
respectivamente. Um isomorfismo combinatdrio f: H — K de S-anéis diz-se iso-

morfismo combinatério normalizado se 1{1 =1g.

A seguir damos um resultado que nos ajudara a mostrar que todo isomorfismo

combinatorio de S-anéis induz um S-isomorfismo.
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Lema 5.1.5. Sejam A C QH e B C QK dois S-anéis sobre os grupos H e K respec-
tiwvamente. Suponhamos que A e B sejam combinatoriamente isomorfos e considere
f+ H — K um isomorfismo combinatorio entre A e B. Se [ for normalizado entao
para todo T em Bsets(A) existe S em Bsets(B) tal que T! = S.

Demonstracao. Seja T" pertencente a Bsets(.A). Por hipdtese, existe S em Bsets(5)
tal que Cay(H,T)/=Cay(K,S). Assim, dado z € T temos (z,1) € Cay(H,T) impli-
cando que (z/,17) € Cay(K, S) e portanto z/ € S. Segue que 7/ C S. Por outro lado,
se y € S, existe um tnico z € H tal que y = z/. Com isso, temos que

(y,1) = (27, 17) € Cay(K, S)=Cay(H,T); logo (z,1) € Cay(H,T). Deste fato, pode-

mos concluir que z € T e T = S. [ |

Observacao 5.1.6. O Lema 5.1.5 nos permite concluir que se f: H — K é um

isomorfismo combinatério normalizado entre os S-anéis A C QH e B C QK, entao

(Bsets(A)) T Bsets(B).

Proposicao 5.1.7. Sejam A C QH e B C QK dois S-anéis sobre os grupos H e K
respectivamente. Se uma dada bijecao f: H — K tal que 1/ = 1 é um isomorfismo
combinatdrio normalizado de S-anéis, entao para cada T em Bsets(A) e xz,y em H sdo

equivalentes:
(i) zyteT
(i) =/ (y/) " e T/

Demonstragao. Se f é um isomorfismo combinatério, pelo Lema 5.1.5, para cada T'
em Bsets(A) existe S em Bsets(B) tal que T/ = S. Além disso, Cay(K, S)=Cay(H,T)’.
Assim zy' € T' & (z,y) € Cay(H,T)

& (2f,y)) € Cay(H,T)! =Cay (K, TY)

e ol (yf) e Tl |
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Considere A C QH e B C QK dois S-anéis sobre os grupos H e K respectivamente.
Suponhamos que A e B sejam combinatoriamente isomorfos e considere f: H — K
um isomorfismo combinatério entre A e B. Tomando k = (1/)7!, a Proposicao 5.1.3
garante que a funcao fRy: H — K é um isomorfismo combinatoério normalizado entre
A e B. Denotaremos g = fRy. Assim, para cada T em Bsets(A) existe S em Bsets(B)
satisfazendo Cay(H,T)9=Cay(K,S) e T9 = S. Por esta razao , g induz uma bijegao
g*: Bsets(A) — Bsets(B) tal que Cay(H,T)9=Cay(K,T9").

Proposicao 5.1.8. A funcgdo g* € um S-isomorfismo de conjuntos bdsicos entre A e

B.

Demonstragao. Primeiro, considere Bsets(A)= {Ty, ..., Ta} e Bsets(B) = {So, ..., Sa}-
Devemos mostrar que g* induz por linearidade um S-isomorfismo. Mais explicitamente,
devemos mostrar que a fungao ¢: A — B dada por: (T\)‘p = T9 =79 éum S-
isomorfismo.

De fato, dados T;,7; em Bsets(A) existem 5, S; em Bsets(B) tais que 7 = S; e

d

Tjg = 5;. Desta maneira, ﬁfj = Z akﬁ implicando que
k=0
(IT5)7 = Y (D) = )T},
k=0 k=0

e

AN AN d —

SlSt = Z BmSm-

m=0

Afirmacao: Para cada indice k, 0 < k < d, existe um indice m, 0 < m < d, que
satisfaz ay = (.

Seja tg € T).. Pelo Lema 3.1.3, oy, = 6, (fﬁ,fj) = |T; N t0Tj(~1)|. Mas como g é um
isomorfismo combinatério normalizado, existe m,0 < m < d, com T} = S, garantindo
que t§ € Sy,. Além disso, B, = O:9 (g'l, §t) = |5 ﬂtht(_l)L Por fim, a fungéao

P T; N thj(_l) — 5N tf,S't(_l)
1

toy ™" — £5(y?)”!
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¢ uma bijecao. Deste fato concluimos que ay, = [, o que prova a nossa afirmagao.

Portanto (ﬁfj)“’ = (ﬁ-)‘”(ﬁ-)‘p donde segue que ¢ é um isomorfismo de Q-dlgebras. M

Sejam A C QH e B C QK dois S-anéis sobre os grupos H e K respectivamente. A

conexao entre os trés tipos de isomorfismo é dada pelas seguintes implicagoes:
AZcyy B = AZmB = A= B
Em geral nao vale
AZcyy B & A= B & A= B

Para cada S-anel A C QH podemos associar dois subconjuntos de Sym(H):
Iso(A) = {f € Sym(H) | f é um iso combinatério de A em um S-anel sobre H},
Isoi1(A) = {f € Iso(A) | 1/ = 1}.

Note que se f € Iso(A) podemos escrever f da forma f = (f(Ris)"')Ryis 0 que nos
permite estabelecer uma relagao entre os conjuntos /so(.A) e [so;(A). Explicitamente,

Iso(A) = Iso;(A)Ry.

Proposicao 5.1.9. Sejam A C QH e B C QK dois S-anéis combinatoriamente
wsomorfos sobre os grupos H e K respectivamente e f: H — K wum isomorfismo

combinatorio normalizado de A em B. Entdo:

i) Se Ee A para algum subgrupo E de H, entdo E! ¢é um subgrupo de K e

fe: E — EJ é um isomorfismo combinatorio de Ag em Bgs.
i) para cada h € H, temos (Eh), = E/h/.

ii1) Se Ee A para algum subgrupo normal E de H tal que EY é um subgrupo normal
de K, entdo a aplicacio f/*: H/E — K/ES definida pela férmula
(ER)™" = EInS ¢ um isomorfismo combinatério normalizado entre A/E e

BJE.

Demonstragao. i) Como f é normalizado, Cay(H,T)/=Cay(K,T) para cada T em

Bsets(A). Além disso, £ é uma unido de conjuntos bésicos de A pois E € A.
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Afirmagdo: Cay(H, E)! =Cay(K, EY).

S S
Existem T;,,...,T;, em Bsets(A) tais que E = U T3, portanto Ef = U Tlf 0 que
j=1 j=0
implica z € Cay(H, E) & z = (2/,w’) com zw™ € T}, para algum k,1 < k < 5, &

z € Cay(H,T;,)! =Cay(H, Tf;) & z € Cay(H, EY).

Agora, como E < H, o Teorema 2.1.3 nos diz que Cay(H, F) é uma relagao de
equivaléncia em H, logo Cay(K, E/) é uma relacao de equivaléncia em K e novamente
o Teorema 2.1.3 mostra que E/ < K. Por fim, se T pertence a Bsets(Ag) entdo T
pertence a Bsets(A) com 7" C E. Mas f é um isomorfismo combinatério, ou seja,
existe S em Bsets(B) tal que 77 = S C EY mostrando que T/ pertence a Bsets(Bgr).

Concluimos que fgz: E — EJ é um isomorfismo combinatério de Az em Bgr.

it) Sejam e € F, h € H elementos arbitrarios e considere o par (h, eh) € Cay(H, E).
Entdo (h/, (eh)!) € Cay(K, Ef), isto é, hf[(eh)!]™! = ¢! para algum e; € E o que é
equivalente a dizer que (e])"'h/ = (eh)!. Mas E/ < K logo (ef)~! € E/ implicando
que (eh)! € E'RS, portanto (Eh)! C E'/h/. Por outro lado, |Eh| = |E| = |Ef| =
|E/hS|. Considere ¢: (ER)! — EJ dada por ¢[(eh)!] = e/. Claramente ¢ é bijetora;
consequentemente |(Eh)/| = |Ef| e (Eh)) = EThS.

i4i) Inicialmente temos a seguinte funcdo fH/¥: H/E — K/E' definida pela
férmula (ER)™" = EfR/,

o fH/F estd bem definida e é bijetora,

De fato, se Ehy = Ehy entdo (Eh )™ = E'h] = (Eh)! = (Ehy)f = ETh] =
(Ehy)!™* mostrando que fH/E estd bem definida. Além disso, se (Ehy )" =
(Ehy)f™* entao Efh{ = EThI implicando que (Ehi)! = (Ehsy)! e sendo f
bijetora temos Eh; = Ehs, isto é, ff/F é injetora. Por fim, dado a € K/E'
existe h € H tal que a = Efh/ = (ER) = (ER)!™" ou seja, fH/E & sobrejetora.
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e Para todo T em Bsets(A/E), Cay(H/E,T)fH/E = Cay([(/Ef,Tf”/E)'

De fato, dado T em Bsets(A/E), existe T em Bsets(A) tal que T' = {tE | t € T'}.
Vamos denotar o conjunto {tE | t € T} por T/E. Seja z um elemento do

. — fH/E fHIB
conjunto Cay(K/E!, T/"") = Cay(K/E’, (T/E) )
que z = (E'RL, ETR]) com (BRI (B = BRI (W) € (T/E)™", ou
seja, existe t € T tal que E/h! (hd)~* = (tE)/™*. O fato de E < H implica que
ETRI (B = (E&)™" = Eft; logo h{(h)! € B/t = (Et)) = (tE)/, isto

. Existem hq, hy € H tais

é, existe e € E com hi(h))™ = e/tf. Mas f é um isomorfismo combinatério,
portanto A (h))"'(e/)™ = hi(efh)~' = (hl(e1hs)?)™") = t/ o que implica
hi(ethe)™ =t e hhy' € tE. Assim Ehih;' = (Eh))(Ehy)™' € T/E. Por
fim z = (Eh)!™", (Ehy)™™") com Ehih;' = (Ehy)(Ehy)™' € T/E o que nos

mostra que z € Cay(H/E, T)™".

Seja agora y um elemento do conjunto Cay(H/FE, T "'*=Cay(H/E, T/E)fH/E.
Existem FEh;, Ehy em H/E com (Ehy)(Ehy)™' € T/E tais que

y = ((Eh)!™"  (Ehy)T™") = (E/R!, EThY). Mas o fato de que

(Ehy)(Ehy)™! = E(hhy') € T/E implica que hyh;' € tE para algum t € T
logo existe £ € T tal que hf(h])~! € (IE)! pois f é um isomorfismo combi-
natério. Agora, (tE)! = (Ef)Y = E'# ou seja, ki (k)™ € (IE)"". Por-
tanto ESR(h)~' = (ESR])(E'RL)~' € (T/E)™" e, consequentemente y €
Cay(K/E!, T,

o T = (T/E)™" pertence a Bsets(B/EY).
De fato, seja T' € Bsets(A). Existe S € Bsets(B) tal que T/ = S. Assim, para
cada t em T temos (tE)"'" = (Et)/"'" = E/tf = Efs = sE/
logo (T/E)"" = S/E/. |
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5.2 S-anéis e Digrafos de Cayley

Sejam H um grupo finito e S € H um subconjunto qualquer de H. Considere o
digrafo Cay(H,S) de H sobre S. Podemos considerar o S-anel ((§)) Na verdade
existe uma relacio muito forte entre as propriedades de Cay(H,S) e de ((S)). Para

maiores detalhes precisamos da seguinte

Definicao 5.2.1. Seja A = (Ty,...,Ty) um S-anel sobre um grupo H. Definimos o
grupo dos automorfismos de A como sendo
d
Aut(A) = ﬂAut(Cay(H,Ti))

i=0
isto €, Aut(A) consiste de todas as permutagoes m € Sym(H ) tais que:

h1h,2_1 € T; = hT(h3)~! € T;, para todo hy,hs € H e para todo indice i, 0 <i <d.
Proposigao 5.2.2. Seja H um grupo finito e S C H. Entao:
i) Aut(((S))) < Aut(Cay(H, S));
it) Se B, A sao dois S-anéis sobre o grupo H com B C A entdo Aut(A) < Aut(B);
i11) Dados G, F' em Sup(Ry) com G < F' entao V(H, F;) C V(H,G)).

Demonstragao. i) Como S € ((5)), a Proposicio 3.2.2 garante que S é uma uniéo
de conjuntos bésicos de ((5)). Sejam f € Aut(((S))) e Bsets(({5))) = {So, ..., S}
Assim z € Cay(H, S) < z € Cay(H, S;) = Cay(H, S;)! & z € Cay(H, S)’.

i) Sejam B, A dois S-anéis sobre H com B C A e Bsets(A) = {Tp,...,Ty}. Como
B C A, para cada conjunto bésico S de B temos S € A. Isto nos diz que S é um A-
subconjunto e, pela Proposicao 3.2.2, S é uma uniao de conjuntos basicos de A. Com
isso, se f € Aut(A) entao Cay(H,T;)) =Cay(H,T;) para todo indice i, 0 <i<d. Em
particular, Cay(H,T;)’ =Cay(H,T;), para todo T; € Bsets(B) o que nos mostra que
f € Aut(B).

i) Dados G, F' em Sup(Rpy) e seja © € V(H, Fy). Como G < F entdo G; < Fi
portanto 9 = x para todo g € G; e, pelo Lema 3.4.5, z € V(H, G;). |
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Proposicao 5.2.3. Seja A um S-anel sobre um grupo H. Se A = V(H,G,) para
algum grupo G em Sup(Ry ), entao G <Aut(A).

Demonstracao. Sejam G € Sup(Ry) tal que A=V (H,G,) e T € Bsets(.A). Dados
hy, hy dois elementos quaisquer de H, se hih,' € T entdo h, € Thy, ou seja, existe

t em T tal que hy = thy. Agora, para todo g em G temos: (th)g = [(Zt) hel? =
teT
(ZthQ)g = Z(thz)gA Como T € A, pelo Lema 3.4.8, (Ij—\‘hg)g = fhg portanto
teT teT
Z(th2)g = Zthg, isto é, existe t € T' com h{ = thj implicando que hY(h§)~! € T,
teT teT
para todo g € G.

Logo G <Aut(A). |

Agora, estamos em condigoes de formular o resultado que relaciona Cay(H,S) e

((S))-

Teorema 5.2.4. Seja H um grupo finito. Para cada S C H temos
Aut(Cay (H,S))=Aut((5))).

Demonstragao. Seja G =Aut(Cay(H,S)) e denote por Ty,...,Ts as 6rbitas de G.
Dado g em G, considere y em SY, isto é, um elemento da forma y = 29 com =z € S.
Mas (y,1) = (29,19) €Cay(H,S)? =Cay(H,S),ou seja, y = z9 € S. Usando este
mesmo raciocinio, mostramos que S C S9. Assim, S = S9 implicando que (.@g =3
para todo g € G logo, pelo Lema 3.4.5, S € V(H,G,). Mostramos que V(H,G;) é
um S-anel que contém S; com isso podemos afirmar que ((S)) C V(H,G,). Por fim,

aplicando as Proposigoes 5.2.2 e 5.2.3 temos

G =Auwt(Cay(H, S)) =Aut(((S))) >Aut(V(H,G1)) > G.

Aplicando o Teorema 5.2.4 no Exemplo 3.2.4 temos
Aut(Cay(Cs, {g,9", 9'}))=Aut(((5))) = Dg, onde S = {g, ", 9"} e Ds é 0 grupo diedral
de ordem 16.
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Lema 5.2.5. Um S-anel A sobre um grupo H é Schuriano se e somente se cada con-

gunto basico de A é uma drbita do grupo G =Aut(A);.

Demonstragao. (=) Se A é Schuriano, existe K € Sup(Ry) tal que A =V (H, K,).
Pela Proposigao 5.2.3, temos que K <Aut(.A) logo; pela Proposicao 5.2.2,
V(H, G’) < V(H,K;) = A Mas dado z € A existem aji,...,as em Q tais que

5 = Zaka Portanto z9 = Zak T:)? Zaka = z, para todo g € G pois
k=0
TY = Ty. Pelo Lema 3.4.5 , z € V(H G) logo .A V(H () o que nos mostra que todo

conjunto bésico de A é uma érbita de G.
(«=) Suponhamos que cada conjunto bésico de A é uma orbita de G =Aut(A);.

Pela Proposigao 2.1.12, Aut(A) € Sup(Ry). Portanto, A é Schuriano. |

Proposicao 5.2.6. Seja A um S-anel Schuriano (Defini¢ao 3.4.10) sobre o grupo H.

Entao para um A-subgrupo arbitrario E < H as sequintes propriedades sao verdadeiras:
(i) Ag € Schuriano; e

(11) Se E é normal em H, entdo A/E € Schuriano.

Demonstracgao. (i) Sejam f € G =Aut(A); e T em Bsets(A).

Afirmagio: T =T

Seja z € T. Entao o par (z,1) pertence ao conjunto Cay(H,T)=Cay(H,T)’, isto
é, existe y em 7" com (z,1) = (y/,1/) logo z = y/ € T/. Por outro lado, se y € T/
existe z € T tal que y = z/. Além disso, (y,1) = (zf,1/) € Cay(H,T)! = Cay(H,T).
Portanto y € T' o que prova a afirmagao .

Com isso, zy~! € T < z/(y/)~! € T mostrando que f é um automorfismo combi-
natério normalizado de A. Pela Proposi¢ao 5.1.9, fr é um isomorfismo combinatdrio

normalizado entre Ag e .A’I;f. Mas E é um A-subgrupo, ou seja, existem conjuntos

bésicos de A, Tj,,...,T;, tais que E = UTi:‘ logo Ef = (UT,-].)f = U(T )f

1j
=0 7=0
S

U Ti; = E. Como Al = A entdo fg é um automorfismo combinatério de Ag.
3=0
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Considere o conjunto Gg = {fg | f € G}. Dado T em Bsets(Ag) entao T pertence
a Bsets(A) e T' C E logo Gg <Aut(Ag). Além disso, T' é uma orbita de G mas G e
G'g possuem as mesmas orbitas em E portanto 7' é uma érbita do grupo Aut(Ag), e

pelo Lema 5.2.5, Ag é Schuriano.

(ii) Seja f € G =Aut(A);. Na demonstragao do item anterior vimos que f é um
automorfismo combinatério normalizado de A.

Afirmagado: (H/E)f =H/FE

Seja Eh um elemento de H/E. Existe h; em H tal que h = h{. Como Ef = E,
temos Eh = E‘h] = (Ehy)! logo Eh € (H/E)f. Mas (Eh)! = E/W = Ehf € H/E
mostrando que (H/ E)f = H/FE o que prova a afirmacao .

Assim pela parte (i1) da Proposi¢ao 5.1.9, temos que fH#/F: H/E —s H/E é
um automorfismo combinatério normalizado de A/E. Considere o conjunto GH/F =
{fH/7 | f € G}. Como (tE)Y"" = (Et)/™*" = EIt/ = t/ E, obtemos que (tE)¢"" =
{t/F | g € G} = t°/E = T/E. Assim, T/E é uma 6rbita de G/F e portanto uma
érbita de Aut(A/E),. O resultado segue do Lema 5.2.5. [ |

Configuracoes Coerentes Homogéneas

Uma configuragao C = (X, (fi)ier) em X sobre um conjunto I consiste de um conjunto
finito nao vazio X juntamente com uma familia (f;);c; ndo vazia de relagoes binérias

em X. Dada uma configuragdo C = (X, (fi)icsr) em X escrevemos:

filz) ={ye X |(z,y) € fi} z€ X,
fi={ly,2) | (z,9) € fi};
A={(z,z) |z € X}.

Definicao 5.2.7. Uma configuracio C = (X, (fi)ier) em X sobre um conjunto I diz-se

uma configuracao coerente homogénea se satisfaz as sequintes propriedades:

1. (fi)icr € uma particio de X?,
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2. ft=fu,i el
3. emister € I tal que f; = A

4. para toda tripla i,7,k em I, o nimero |fi(z) N f;(y)l independe da escolha de
(z,y) em f

Definigao 5.2.8 (Isomorfismos entre Configuragoes Coerentes). Sejam (€, S;)ier €
(', 5%)jes duas configuragdes coerentes. Um isomorfismo de (£2,S;) em (&V,S5) €
uma aplicagdo bijetora ¢: QU S; — QU S tal que ¥ = QF, ) = 5? e (ws)? = whs?

para todo s em S; ew em D(s) ={w € Q |ws # 0} ews ={a € Q| (w,a) € s}.

O principal objetivo desta segao é relacionar os conceitos de isomorfismos entre con-

figuragoes coerentes e isomorfismos entre S-anéis. Para tanto, precisamos do seguinte

Teorema 5.2.9. Seja A um S-anel sobre um grupo finito H e Bsets(A) = {Tv, ..., T4}
Para cadaT; em Bsets (A) considere a relag@o bindria Cay (H,T;) = {(z,y) | zy~' € T;}.

Entao:
1. {Cay(H,T;)}¢, particiona H x H;
2. Ay = Cay(H,Tp);
3. Para cada T; em Bsets(A) temos Cay (H,T;)! = Cay(H, Ti(hl)),,

4. Para toda tripla i, k, j de elementos em {0, ...,d} o nimero Ht(ﬁ, rﬁ]) ¢ constante

para todo t em Ty.
Demonstragao.

1. Seja (z,y) um elemento qualquer de H x H. Como H é um grupo, o elemento
zy~! pertence a H logo existe 4,0 < i < d, tal que zy~! € T; uma vez que
UT; = H. Isto implica que (z,y) € Cay(H,T;). Agora, se i # j, temos que
Cay(H,T;)N Cay(H,T;) = 0 pois T; N T; = (. Portanto LdJCay(H,Ti) =HxH

1=0

e Cay(H,T;)N Cay(H,T;) = 0.



5.2 S-anéis e Digrafos de Cayley 64

2. A demonstragao é imediata.

3. Seja T; em Bsets(.A) e considere Cay(H,T;). Como A é um S-anel, existe 7,
0 <7 <d tal que 7T = Ti(_l). Assim (z,y) € Cay(H,Tj) & zy™' € T; &
(zy™)7' =ya~' € T; & (y,2) € Cay(H, T;). Logo Cay(H,T;)'=Cay(H,T}).

4. A demonstragao é consequéncia direta da Proposicao 3.1.6. |

Em outras palavras, mostramos que C = (H, {Cay(H,T;)}¢_,) é uma configuracéo
coerente homogénea em H.

Sejam A e B dois S-anéis sobre os grupos finitos H e K respectivamente. Se-
jam ainda Bsets(A) = {To,...,Ty4} e Bsets(B) = {So,...,Si}. Se f: H — K
é uma bijecdo tal que ({Cay(H,T;) fzo)f = {Cay(K, S;)}'—, entdo para todo w €
D(Cay(H,T;)) tem-se que (wCay(H,T;))! = w/Cay(H,T;)’. Por outro lado, pelo Te-
orema 5.2.9, sabemos que (H,{Cay(H,T;)}L,) e (K, {Cay(K,S;)}!_,) formam duas
configuragoes coerentes homogéneas em H e K respectivamente.

Suponhamos que tais configuragoes sejam isomorfas; entao existe uma aplicagao
fr HU{Cay(H, i)}y — K U{Cay(K,S;)}isg
bijetora tal que
1. H = K;
2. ({Cay(H,T:)}o) = {Cay(K, $)}icq
3. (wCay(H,T;))! = w/Cay(H,T;)!, para todo w € D(Cay(H,T;)).

Podemos concluir que as configuragoes coerentes homogéneas (H, {Cay(H, T;)}¢,)
e (K, {Cay(K, S;)}5—,) sdo isomorfas se e somente se existe uma funcio bijetora
f+ H — K tal que para cada T; em Bsets(.A) existe S; em Bsets(B) tal que
Cay(H,T;)! =Cay(K, S;) ou, equivalentemente, se f é um isomorfismo combinatério
entre A e B. Portanto isomorfismos combinatérios entre S-anéis sao isomorfismos entre

configuragoes coerentes homogéneas.
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