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Resumo

Sejam .f/ um grupo finito e (Q o corpo dos números racionais. Neste trabalho estudamos

um tipo especial de subálgebras da álgebra de grupo Q/i/ chamadas Anéis de ScAur

sobre /7, ou abreviadatnente S-ané s sopre ]l/, e suas principais propriedades.

Abordamos também, no segundo capítulo, os conceitos de grifo e digrafo de Cayley

e de C[ grupos e provámos que o grupo aditivo F2 x ]]?2 x F2 é um C]-grupo.

Posteriormente, no capítulo 3, vemos as principais propriedades dos S-anéis e, em

particular, damos outra caracterização de S-anéis. Dados um grupo finito .f/ e um

grupo de permutações G em -ll/, denotamos por Gi o estabilizador do elemento neutro

de /7. Mostramos que o À4óduZo de Trarzsátáuãdade do grupo Gi é um S-anel sobre -17

Finalizando este capítulo, introduzimos o conceito de S-anel ScÂuráano que desempenha

um papel fundamental nesta teoria.

No capítulo seguinte, tratamos de um tipo especial de S-anéis, chamados p-S-arzéãs

e, como teorema principal, mostramos que todo p-$-anel sobre um p-grupo abeliano

elementar de posto 3 é Schuriano. Este é um resultado de P. Spiga e Q. Wang, provado

em j121, que responde a uma pergunta formulada por M. Muzychuk e M. Hirasaka em

No último capítulo, estudamos os isomorfismos entre S anéis e suas relações com os

digrafos de Cayley.

Palavras-chave: S-anéis, p-S-anéis Schurianos, Grupo abeliano elementar

Ü



Abstract

Let H be a rinite group and (Q the field of rational numbers. In this work, we study a

specia[ type of suba]gebras of the group a]gebra (]l.17 known as $c/zur R ngs Quer ]7 or,

briefly, S-rángs Quer H, and their most important properties.

We also study, in the second chapter the concepts of Cayley graphs and digraphs

alld of Cl-groups and prove that the additive group of F2 x F2 x B'2 is a Cl-group.

Then, in the Chapter 3, we consider the most important properties of S-rings and

we tive another characterization of S-rings. Given a finita group -ll/ and a group (7

of perlnutations of .ll, we denote by Gi the stabilizer of identity element of .H. We

show that the Transát u ty Jt/odule o/Gi is an S-rins over -H. We conclude this chapter

deíining ScAuharz S-hngs which play a fundamental role in this theory.

In the nexo chapter, we study a special type of S-rings, known as p-S-ónus, and,

as our maia result, we prove that every p-S-rins over an elementary p-abelian group of

rank 3 is Schurian. This is a result due to P. Spiga and Q. Wang, proved in j121, which

answers a question posed by M. Muzychuk e M. Hirasaka in l61.

In the last chapter, we study isomorphisms among S-iings and their relationship

with Cayley digraphs.

Keywords: S-rings, Schurian p-S-rings, Elementary abelian group
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Introducão

Em 1933, 1. Schur mostrou que todo grupo de permutações primitivo que contém um

subgrupo cíclico regular de ordem composta é 2-transitivo. Para isto, Schur estudou

o chamado J14óduZo de Trens Éãuãdade de un] grupo de permutações G sobre um grupo

finito # contendo um subgrupo regular. Tal estrutura algébrica é uma subálgebra

especial da álgebra de grupo (QJÍ de # sobre Q gerada por elementos da forma >: t

onde 7' percorre o conjunto completo das órbitas do grupo Gi, o estabilizador do

elemento l de H (elementos deste tipo são chamados quantidades simples de Qn).
Geralmente, as subálgebras da álgebra de grupo QJ7, que possuem uma base formada

por quantidades simples, são chamadas de anéis de ScAur sobre #, ou abreviadamente,

S-anui,s sobre H.

Partindo disto, Schur conjecturou que todo S anel sobre um grupo finito H é de-

terminado por um particular grupo de permutações sobre .17, ou seja, que todo S-anel

é o módulo de transitividade de algum grupo de permutações sobre .ll/. No entanto,

H.Wielandt mostrou que tal conjectura é falsa, dando os primeiros contra-exemplos em

Como homenagem a Schur, os S anéis que satisfazem tal propriedade são chamados

Schwàanos e, em 2008, P. Spiga e Q. Wang mostraram que todo p-S-anel sobre um

grupo abeliano elementar de posto três é Schuriano.

Esta dissertação expõe este último trabalho e os pré-requisitos teóricos para sua

compreensão.

lv
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Capítulo l

Preliminares

O objetivo deste capítulo é fixar a notação e introduzir os conceitos e resultados que

serão necessários no decorrer da dissertação

1.1 Grupos de Permutações

Nesta seçao vamos reunir todos conceitos básicos sobre grupos de permutaçoes que

serão utilizados neste trabalho. Eln particular o Teorema 1.1.1 será importante mais

adiante.

Seja X um conjunto qualquer e considere o conjunto

Sym(X) = {./:: X --, X 1 ./ bijetora } munido com a seguinte operação : dadas

/,g em Sym(X) definimos (/g)(z) = g(/(z)), para todo z C X. Com esta operação,

Sym(X) forma um grupo chamado de grupo de permutações em X.. Daqui em
diante, escreveremos z/ para denotar a imagem do elemento z pela função ./

Seja G < Sym(X). Dois elementos z e Z/ de X são ditos G-equivalentes se existe

uma permutação n- em G tal que z" = Z/. Facilmente verificamos que esta relação é

uma relação de equivalência em X. As classes de equivalência são chamadas de G-

áróàtas sendo que a G-órbita do elemento z é o conjunto {z" a- C G}. Assim, Xé

particionado em G-órbitas.

2



1.1 Grupos de Permutações 3

O grupo de permutações G diz-se transitivo se, dado qualquer par de elementos

z,Z/ de X, existe uma permutação r em C7 tal que z" = Z/. Logo G é transitivo se e

somente se existe exatamente uma G-órbita, a saber X

Se y é um subconjunto não vazio de X, o estabilizador de y em G, denotado por

Sta(y), é o conjunto de permutações em G que fixam individualmente cada elemento

de y. Um grupo de permutações G diz-se semi-regular se StC(z) = G. = 1, para

todo z em X. Um grupo de permutações regular é um grupo transitivo e semi-regular.

Seja G um grupo de permutações em X. Um subconjunto y de X diz-se um bloco,

também se chama de T.l.Set(conjunto de interseção trivial), de G se para cada g C G

a imagem de y por g ou coincide com y ou não tem nenhum ponto em comum com

y, isto é, y C X é uln b]oco se ys - y ou yg n y - ç] para todo g C G. Obviamente,

o conjunto X, o conjunto vazio ü e os conjuntos {c!} formados por um único elemento

são blocos de G em X. Chamamos estes blocos de blocos triviais. Agora, um grupo

de permutações G transitivo diz-se imprimitivo se existe pelo menos um bloco y de

G não trivial. Caso contrário, G diz-se primitivo. O próximo teorema nos fornece

uma condição necessária e suficiente para um grupo ser imprimitivo.

Teorema 1.1.1. Sega z um e/ementa guaZquer de um c07%jurzto X. [/mz grzzpo [ra7zs tido

G em X é {mphmit'iuo se e somente se existe um grupo H tat que G. (i H $ G.

Demonstração.(::>) Seja G um grupo imprimitivo e y um bloco não trivial de G.

Seja ainda H o conjunto dos elementos / C G tais que y = y/. Claramente H é um

subgrupo próprio de G pois se -H é igual a G então para todo a C X e P C y existe

g C (; tal que a :: /3s C y o que implica X :: y o que não pode ocorrer.

Sejam z C y e g C G,. Como y é um bloco e zg = z temos ys - y logo G, :Ç .H

Como, IVI > 1 temos que existem Z/ C y com Z/ # z e / C C; tal que z/ = y. Portanto

/ C .17 mas / g G, mostrando que G, $ .f7

(+) Seja H um grupo tal que G, Ç H $ G. Defina y = zx. Primeiramente vamos

mostrar que y é um bloco de G. Seja /3 c y n yg com g C G. Assim /3 = zJ' = z/'g

com .f, /' C -17. Logo /'g/-i C (l;, C .f/, isto é, g C f7. Vamos mostrar que yo :: y



1.1 Grupos de Permutações 4

De fato, seja 3/ C yP existe / C H tal que y = (z-f)P = z-f' com /' C .H. Agora dado

cl C y existe / C // tal que cv = z/ :: z(.fg :)g ou seja, a C yS com isso temos ys :: y

e segue que y é um bloco. Como G. C .H, y não consiste somente de z.

Acabamos de mostrar que yo :: y vale somente para g C /7. Mas existe um g C G

ta! que yo # y e portanto y # X. Logo y é um bloco não trivial e G é imprimitivo.H

l.Jm corolário imediato é

Corolário 1.1.2. Sega z um e/emento guaZquer de um c07Üunto X com l..V > 1. ZI/m

gT"\l'po G transitiuo em X é phmitiuo se e sovrteTtte se G. é um, suba'r'upo malimal, de G.

Definição 1.1.3. Sda F' :Ç Sym(X) umz gmpo de per'mutações arbitrário e

Sup(F) (X) F' :e G'}. Oãzemos que G C Sup(F') é F-transjugado se
para, cada, g ç: SymÇX) a. in,alusão g'\ Fg :ç: G im'pli,cü que g \Fg e F silo co'njugados

e'm, G.

Dois grupos de permutações são ditos 2 equiuaZenÍes se eles possuem o mesJno con-

junto de 2-órbitas, isto é, órbitas em pares ordenados. Desta forma, dado G C Sym(X)

definimos o 2-/ec/zo de G como sendo o conjunto de todas as permutações h em X que

preservam 2-órbitas, isto é, todas as perlnutações que satisfazem: para cada z, y C X

existe g C G tal que zg = zÜ,ys . Z/h. Tal conjunto é um subgrupo de Sym(X)
denotado por (;(2). Neste caso, se (7 ::; (;(2) então G diz-se 2-fechado.

0 2-fecho possui as seguintes propriedades que são facilmente verificadas:

Gi < G, ::> CI') :Ç C9)

(G(2))(a) = (.;(2)

G < G(2)

Seja H um grupo arbitrário. Denotamos por /?:-: C Syin(/1) a seguinte permutação

ha' = hz. Assim, definimos RX = {R, l aç C .17}.
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1.2 Anéis de Grupo

Sejam .R um anel e G um grupo. Definiremos lun novo conjunto e, usando as operações

em R e G, mostraremos que tal conjunto é um anel. Denotamos por RG o conjunto

de todas as combinações lineares da forma

'- - .> , a.g

onde a. C R e somente um número finito de coeficientes a. é diferente de zero. Neste

sentido, todas as somas podem ser consideradas finitas mesmo quando os índices do

somatório percorrem um conjunto infinito.

gCG

])efinição 1.2.1. Seja c! :: >1,aPg umz eZemenÍo de R(l;. Z.)({/inírnos o suporte de

a como sendo o coz%junto dos elementos g C G! taZ que ag # 0 em cl :: >, asg. À4aás

fomrLalmente,

gCG

surf(.«) {g C G' l «, :/ 0} (1.1)

Observe que, de acordo com a definição , dois elementos a = }, asg e P = }. bsg
çcG scG

pertencentes a .R(; são iguais se e somente se ag = bs para todo g C G.

Dados dois elementos a = >:asg e P :: },bsg pertencentes a RG, definimos a
ocGPcG

soma de a e /i da seguinte maneira:

~*p - lx«,,l -- lx.,, 1 - E(«, -- 'J,
9Ç;G ; \~geG ; gç:C

Agora, dados a = }:aPg e P = :bsg C RG definimos o produto de cr e /i da
gCGgCG

seguinte maneira:

(1.2)

clP Z'hgh (1.3)
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Verifica-se facilmente que o conjunto -R(l; munido das operações de soma e produto

definidas em (1.2) e (1.3) é um anel com unidade. Além disso, podemos definir uma

multiplicação de elementos de RG por elementos de R de tal forma que RG seja um

R-módulo e, se R for um anel comutativo, -RG seja uma R álgebra. Tal multiplicação

é definida por

À l }l:«,p l - }:0«Dp 0.©
geG ; seG

Agora, se R é um anel comutativo, segue diretamente do fato de que RG é uin anel

e um R-módulo que RG é uma R-álgebra.

Definição 1.2.2. O colÜunío RG, com as operações de/inÍdas acama, é c/tardado anel

de grupo de G sobre R. Se R é comutativa, RG é tarrzbém chamado de álgebra de

grupo de G soba'e R.

Considere a função ã : (7 --., RG definida por ã(aç) - }. aPg onde a, = 1 e ag = 0 se

g / z. Tal função é uma imersão de (7 em /?GI portanto, podemos considerar (; como

um subconjunto de RG e dizer que G é uma base de RG sobre R.

Por outro lado, a função p : R --} RG dada por i'(r) - }l,asp onde ai. = r e

ag ' 0 se g :/ la é um monomorfismo de anéis. Logo R pode ser considerado como
um subanel de .RG.

Finalizaremos esta seção mostrando que anéis de grupo sobre anéis comutativos são

anéis com involução



1.3 Grupos Abelianos Elementares

Proposição 1.2.3. Seja R um anel comutatãuo. .4 aplicação *: RG -> R(; degrada

por

E«,,) -E«,,-:
geG / g G

satisfaz as seguintes prof'r'tedades

0)(a + 0)*- a*+ P*,

0i) (aP)* - p*a*, .

A demonstração é elementar por isso váRIos on)ití-la

1.3 Grupos Abelianos Elementares

Definição 1.3.1. Seca p um número pomo. Z./m gr-tipo ./imita G dáz-se urra p-grupo se
sua ordem é uma potênc a de p. l./m p-grupo aZ)eZiarzo G dáz-se abeliano elementar

se todo elemento não thuãaZ tem ordem p.

Lema 1.3.2. Seja G um p-grzzpo aóeZÍano e/ementas. Então, G é um espaço ueÉoriaJ

sobre'Zp AI,évnlp disto, se G é finito então G pode ser ecrito com,o produto direto de um,

número $'n'lto de gT'upas c'íclicas de ordem p.

Demonstração. Decote por k a classe de congruência do inteiro k em ZP Dado

g C G definimos

k g- kg

onde kg = gg . . q se k é positivo. Esta operação está bem definida pois se k = k'(modo)
k vezes

então k k' = mp para algum inteiro m logo



1.4 Transformações Afins

(k k')g - (mp)g

assim

kg - k'g

Podemos verificar facilmente que G, com as operações ,

"+":G x G --,G
Çg,h) - a g + h

".":Z,x G -,G
(k, g) ---, k . g - kg

é um espaço vetorial sobre ZP. Seja {gi, g2, . . . , gt} uma base de G no caso em que G

é finito. Neste caso, G é o produto direto dos grupos <gi>.

Como consequência temos que se G é um p grupo abeliano elementar finito con)

base {gi,g2,...,gt} então G=ZPxZP x .. xZP. Alémdisso, sep: G -} (l;é um
t vezes

homomoríismo de grupos então p é uma transformação Zp-linear. De fato,

p(k.g) = p(kg) = k.p(g) paratodogC Ge paratodo kcZ..

1.4 [nansformações A.Hns

Nesta seção vamos explorar o conceito de transformação afim mas antes precisamos da

seguinte

Definição 1.4.1. Sejam /7 e /<. subgrupos de um grzzpo G. Z.)ízemos qwe G é um

produto semi-direto de .]]/ e K, e escrevemos G = ]7 x .l(, se

i)G- HK-KH

ái) H n -K {lc}

iii,) HaG
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Note que as condições rí2 e 0í2 nos dizem que todo elemento g C G pode ser

escrito de maneira única como o produto de um e]entento de ]l/ por um elemento de K.

O fato de .K não ser necessariamente normal temi consequência no modo como serão

multiplicados os elementos de (7. Dados kiht, k2/z2 C (l; temos:

(k-h:)(A,h,) - k:k,k;: :k,A, - k.k2(hf:h,)

Definição 1.4.2. $da r um espaço uetoha/ sopre um corpo ]F. Z)enote por GI,(}') o

gmpo das trens/ozmações Zàneares de V' em V ãnuedz'país. Z./rna transformação afim

em 1/ é uma /unção a de y em V taZ que existem 7' C G-L(y) e a C V para os quais

z" = zr + a para todo z C y. t/fria translação é uma ta/ /unção a para a q a/
z" :: z + a para todo z C l/

Com isso temos o seguinte

Teorema 1.4.3. Se V é um espaço ueÉoha/ sopre um corpo IF então

i) o conjunto G das transfomnações a$ns folha um grua)o,

ii) o cob:ibnto das transe,ações forma um subgmpo noT"mat H de G,

áiã) G - H x G'-L(1'')

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em jlll



Capítulo 2

(;raros de Cayley

Neste capítulo vamos explorar os Grifos de Cayley mas iniciaremos dando a definição

geral de grifos.

Definição 2.0.4. t/m gi'afo X corzsãste de um c07Üunto de uéNãces VTX,) e um con-

j-«nto de arestas E(X), o«tde «-«la. aresta é 'pc-f «.ão onde«-ado de uédices di,stintos de

X. Dados z,3/ C V(X) Damos usar zy para denotar uma aresta. Se zy é uma aresta,

dizevitos qu,e = e U são adjacentes e denotamos isto por x «, 'y.

Definição 2.0.5. t/rrz digrafo X. consiste de urra co Üurzto de uédãces t''rXI) e um
coniu«-to d,e arcos A(X) o«-de «-m .«rco é «« 'p« «de"-ado de ué«vices dista«-tos. Um

dágrlt/o é um gr(go no qual cada aresta tem uma orientação ou direção atóbuÍda.

Note que o conceito de digrafo coincide com a noção de quivers usada na Teoria

de Representações , onde os arcos são chamados de flechas.

Definição 2.0.6. Z)oás grcq/os X e y são isomorfos se existe uma bÜeção

p: }'(X) --* }'(}'') t.J q«e :« - 3/ .m X « e ;temente « p(z) - p(Z/) em }'. OÍ«m«

gue p é um isomoríismo de X em y e escrevemos X = y

10



2.1 Grifos e Digrafos de Clayley 11

2.1 (;raros e Digrafos de Cayley

Vamos introduzir aqui alguns grifos e digrafos associados a grupos

Definição 2.1.1. Sega /7 um grupo ./inàÍo e S C -17 ur/z subconJ nto de .lí taZ que

rjá) z C S :+ z l C S

(chama-se grato de Cay]ey de H sobre S ao gra/o ctzUO c07Üunto de uértáces é ]7 e

o c07%junto de arestas é {gh : hg'i c S}

0

5 l

4 2

3

Figura 2.1: Grifo de Cayley do grupo Z6 sobre S

Note que a condição 0) implica que um grifo de Cayley não contém Zoops, isto é,

arestas da forma zz. Por outro lado, como as arestas são não orientadas temos que se

ZZ/ é uma aresta, isto é, Z/z l C S então yz é a mesma aresta, donde deve-se ter que

zy l c S. Esta é a razão de se impor a condição 0í) em S.

Definição 2.1.2. Seca S C -17 Hm subcozÜunto q a/gKer de .17. Chama-se digrafo de
Cayley de H sobre S ao dágra/o cêdo cozÜunto de uéríãces é -H e corÜunío de arcos

{(g, h) : hg': C S}. ,4ssãm sendo, S é cA«made de co«junto de conexão.
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Veremos que a noção de digrafo de Cayley pode se formalizar também de outra

maneira.

Dado $ Ç H definimos a relação Cay(.E/, S) C H x H por:

Cay(n,$){(z,y)C Hx Hlzy'' CS}

Note que

(z, Z/) C Cay(H, S) + sg/': c S

Denotaremos este fato escrevendo z .v 3/. Como todo ponto do digrafo de Cayley

pertence a a]gum arco pois, dado z C ]7 e s C S arbitrário, o elemento Z/ = sz é tal

que (z, g/) é um arco, podemos descrever então o digrafo de Cayley pelo seu conjunto

de arcos e este pode ser identificado com a relação Cay(H, S).

Teorema '2.1.3. Sejam H um gr'upo .anito e S 'um subconjunto de H. Então a relação

bináha, CaN(H, S) é uma. rel,cação de equü)ctl.êTtci,a se e somente se S é um subgrupo de
H

Demonstração.(::>) Suponhamos que Cay(-H, S) é uma relação de equivalência. As-

sim IX pertence a S pois z --, z. Se z pertence a S então z -., 1. Mas isto implica que

1 -., z donde z l pertence a $ para todo z em S. Por fim, dados z, y em S, sabemos

que z «' l e 1 «., Z/-t portanto z -J Z/ i, em outra palavras zg/ pertence a S o que nos

diz que S é um subgrupo de -17

({:::) Suponhamos que $ é um subgrupo de #. Vamos mostrar que Cay(-H, S) é

uma relação de equivalência sobre .ll/. De fato:

e Reflexiva: dado z C .17 então g -., z pois l C S

e Simétrica: dados z,Z/ C -H se z «, y temos ZZ/'i C $ mas $ é um subgrupo de .17

logo (ZZ/ :)': : C S portanto y -, z.

e Transitiva: dados z, Z/, z C /7 se z «' Z/ e 3/ -' z temos ZZ/ 1, Z/z l C S. Novamente

pelo fato de $ ser um subgrupo de l/, (z3/ :)(yz :) = zz : C S logo z «. z. n
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Definição 2.1.4. Sega J7 urn gr'tipo ./imita, S e T suóc07Üuntos qua squer de ,f/. Dãz-se

que Cay(H, S) é isomorfo a Cay(H, T) e escreve«zos Cay(H, S) = Cay(H, 7') se ezÍste

uma, l)eT"ntutação fde H tal que Ca8ÇH.S)J ::çlaNtH.T) Oltde

Cay(n, S)-f , Z//), (:«, y) c Cay(H, S)}

Z)ázemos que Clay(H, S) e Cay(n, T) são Cayley isomoi'fos se ezÍste um automor-

fismo g de H tal, que S'P - T. Note que CaNÇH, S) é isom,orjo G CaNÇH.T) 'n,o sentido
d,T T)r:.Gnipãn 9 n G\rWV HBVOV

A implicação contrária não é verdadeira: dois digrafos de Cayley sobre o mesmo

grupo podem ser isomorfos mas não Cayley isomorfos. Dar um exemplo nesse sentido

não é simples, irias o leitor achará um em jll.

Definição 2.1.5. Z,/m subconjunto S Ç H é dáÉo Cl-subconjunto se para cada

T ç: n os dig«Fos caN(n.s), cau(n.T) sã. is.««f's s' ' s.«e«te se são C«ateu

isomorfos, isto é, el,es são i,se'm,orfos se e se'rne'nte se existe V e À.utÇH) tal que S'P -- T

Um gr"upo H diz-se 'um Cl-grupo se cada subconjunto de H é 'üm Cl-subcovÜ'unto.

Vamos provar que o grupo F2 x B'2 x B'2 é um Cll-grupo. Para isso, precisamos de

alguns conceitos.

Definição 2.1.6. Soam -17 um grtzpo e S um subconjunto quaZg er de JI/. C'onsÍdere

o digrüfo de CaUtey CaN(H,S). Dados =,U em H, um ca.m\Ilha de comi)fomento T em

Cayí#.S9 de z em 3/ é uma sequência de r + l uédáces dást fetos começarzdo em z e
Le'rmin,an,do elll 'y ta\ que uérti,ces co'rtsec'ut'Idos são adjacentes. Se e=i,ste UVTI caminho

entre quaisquer dos elementos de H di,ze'm,os qu,e CaN(H,S) é conexo. Caso contrata,o,

Cay(.H,S9 é desconexo.

Definição 2.1.7. Soam -l? um gr"tipo e S um subcoz%junto qualquer de H. O dãgrct/o de

Oag/Zeg/ ,Clayrfl/,S9, dÍz-se bipartido se # pode ser parfácãonado em dois subconlwntos

disjuntos Vx e Va tal que todo arco é .formado por um elemento de V\ e uvrl elemento

de Wa.
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Exemplo 2.1.8. Seja H'2 o corpo finito com dois elementos. Considere o grupo

.r/ :: F2 x F2 x B'2. Para um conjunto de geradores S de .ZI/, tem-se que o grato de

Cayley, Clay(,f7, S), de -lí sobre S é dado pela Figura 2.3. Definindo U] = {gi, g3, gs, g7}

e V2 - {g2, g4, ga, g8} temos que Cay(.ZI/, S) é um grifo bipartido.

g, g.

Figura 2.2: Grifo não bipartido Figura 2.3: Grifo bipartido

Lenta '2.\ .9. SejaTri H um gmpo e S um subcoçÓunto qual.quer de H. O digrafo de

Cana,e'y ,CaN(H,S), é colle=o se e somente se S é um conjunto de geradores de H.

Demonstração. Seja S um subconjunto qualquer de .]i/. Suponhamos que Cay(]7, $)

é um digrafo conexo. Por hipótese, para quaisquer dois elementos z, Z/ de // existe um

caminho de z em Z/. Em particular, tomando Z/ = 1, existe um caminho, digamos, de

comprimento r de z em 1, ou seja, existem z = zi, . . . , z,+i = 1 elementos distintos de

H tais que os elementos zi e zí+i são adjacentes.

Com isso, existem sl, . . . , s, elementos de S tais que ziz;li - si para todo índice

á, 1 < ã « r. Substituindo as expressões de cada elemento zi concluímos que

z = sisa . . . s,. Mostramos que todo elemento z de .H pode ser escrito como produto

de elementos de S o que nos diz que S é um conjunto de geradores de .Z].

Reciprocamente, suponhamos que S é um conjunto de geradores de .17. Dados z, y

elementos arbitrários de .l? precisamos mostrar que existe um caminho de z em Z/. De
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fato, o e]emento t = z3/'i pertence a /7 e como S é um conjunto de geradores de ]7,

existem si,...,s, elementos de S tais que t = si ...s,. Logo z = si ...s-Z/.

Defina to := z, ti ;:= S2S3 . . . Sry, te :; s3s4 . . . Sr3/, . . . ) tn := Z/. Note que

t t +l = (si+isi+2 s,Z/)(3/ :sÍ: .J,)
Portanto temos uma sequência de vértices de Cay(H, S) começando em z e termi-

nando em Z/ onde os vértices consecutivos são adjacentes mostrando que Cay(H, S) é

um digrafo conexo. H

Lema 2.1.10. Sela S = {z,y, z, t} um swóc07%junto de quadro eZemenlos de .ll/ :: F2 x

B'2 x W'2 íaZ que {l,3/, z} é uma base de ]] sobre F2. Z?ntão

(i) Se t = x'yz então CaN(H, S) é bil)cedido

(ü) Se t é o proa'«to de dois ele«le-«tos de lz, U.z\ e«tão caN(n,s) «.ão é bife-rtido

Demonstração. riJ Suponhamos que t :: zyz. Pondo S = Vi = {a;,Z/,z,zyz} e

V2 ' {l, zg/, zz, 3/z} temos que cada arco de Cay(H, S) é definido por um vértice de V]

e um vértice de V2. Um cálculo direto mostra que não podemos ter arcos definidos por

dois vértices que estão eln Vi. Mais ainda, ZZ/(zz)': = g/z g S e zy(Z/z)': = zz g S.

Procedendo de maneira análoga, mostramos que não podemos ter arcos definidos por

dois vértices pertencentes a Ve logo play(.H, S) é um digrafo bipartido.

0í,) Suponhamos que É é o produto de dois elementos de {z,Z/,z}. Digamos que

S = {z, g/, z, nZ/} e suponha que existem conjuntos Vi e Ve disjuntor tais que cada arco

de Cay(n, S) tem um vértice em Vi e outro em V2. Se z e Z/ estão no mesmo conjunto

digamos em K então o arco (z, y) tem dois vértices do mesmo conjunto.

Logo, podemos supor que z C t''i e y C V2. Suponhamos ainda que l C Vi (o caso

l C Ve é análogo). Então zl': = z C S é um arco com vértices no mesmo conjunto o

que é uma contradição. Portanto Cay(-H, S) não é bipartido. H

A demonstração elementar do próximo teorema nos foi comunicada verbalmente

pelo Professor M.M. Parmenter.
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Teorema 2.1.11 O gr"TIPO Fa xlF2 x Fu é urn C7-gmPO

Demonstração. Sejam $ e T subconjuntos de .r] = H'2 x H'2 x F2. Pelo Lema 1.3.2, sa-

bemos que H é um espaço vetorial sobre F2. Suponhamos que Cay(-H, S) ÇÍ Cay(-H, T)

e que l # S e 1 « T. Notemos, inicialmente que ISI = 17'l pois a cardinalidade do con

junto de arcos de Clay(-H, $) é igual a cardinalidade do conjunto de arcos de Cay(H, 7')

Além disto, dado 3/ C .lí, z .- y +:> zy l C S ++:lP z C SZ/. Assim o número de arcos em

Cay(H, S) é ISllnl. Analogamente, mostra-se blue o número de arcos em Cay(-H, 7') é

rl ,HI mas ISllxl - lrllxl logo lsl - lz'
Agora, afirmamos que

Cay(n, S) B Cay(n, T) + Cay(H, # {S}) = Cay(-H, H {l} - {r})

De fato, existe uma permutação p em H tal que Cay(H, S)v' = Cay(-H, T) se e somente

se dizer que zy l C S é igual a dizer que zç'(Z/v')': C T. Portanto ZZ/-: g S se e

somente se z'P(Z/P)': g 7' o que é equivalente a dizer que

Cay(H,H {l} {$})"- Cay(n,H -ll} {l"}).

Pela afirmação acima, é suíiciente provarmos o teorema para ISI < 4 pois como l.Zíl :: 8

se ISI a: 5 então l-ZI/ \ {Sll < 3.

e Caso l: l$1 = 1rl = 1 ou lsl = rl ;:2
Como /7 é um espaço vetorial sobre F2 de dimensão 3, em ambos os casos S e

T são conjuntos linearmente independentes. Estendendo-os a bases S' e 7'' de .H

respectivamente, definimos uma bijeção /: $' + T' de forma tal que: se z CS

então zJ' C T e se z g S então z/ ç! T. Esta função se estende por linearidade a

uma função ./' C GL(H) que é um isomorfismo entre S e T

+ Caso 2: lsl = lrl :: 3
Se S e T são linearmente independentes, como dimensão de -ll/ sobre Fz é 3, S e T

são bases de -H sobre W'2. Assim definimos uma bijeção ./ que leva cada elemento

de S em um elemento de 7' que se estende a um automorfismo de -H que leva S

emT
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Se $ e T são ambos linearmente dependentes então são da forma $ = {r, y, ZZ/} e

T = {a, b, ab} para convenientes z,y, a, ó em J7. Definimos a função /: S -+ T

por zf - a, g// = b, (ZZ/)/ = ab e usando o mesmo argumento do Caso 1, mostra-se

que existe um um autoinoríismo de H que leva S em T.

Finalmente, se S é linearmente independente e T é linearmente dependente, pelo

Lema 2.1.9, Cay(H,S) é conexo enquanto que Cay(H,T) é desconexo o que

não pode ser pois Cay(n, S) 3 Cay(H,T). O caso contrário (S é linearmente

dependente e 7' é linearmente independente) é análogo.

e Caso 3: ISI = 17'l = 4

Neste caso, S e 7' devem conter uma base de -]] sobre B'2. Digamos que a base

contida em S é {z,y, z}. O quarto elemento de S deve ser um produto de dois

ou três elementos de {z,g/,z}. Se este elemento é produto de três elementos,

pelo Lema 2.0.6 temos que Cay(/J, S) é um digrafo bipartido. Por outro lado, se

este outro elemento é o produto de dois elementos de $ então , pelo Lema 2.0.6,

Cay(H, S) não é bipartido.

Como Cay(H,S) = Cay(H,T), então Clay(n,S) é um digrafo bipartida se e

somente se Clay(-H, T) também o é. Consequentemente, o quarto elemento de T

é um produto dos outros três elementos no caso em que Cay(n,T) é bipartido

ou é o produto de dois elementos no caso em que Cay(H,7') não é bipartido.

Definimos uma função / que ]eva os elementos da base de ]l/ contida em S nos

elementos da base de .ll/ contida em T. Esta função se estende por linearidade a

um isomorfismo entre S em T. H

O grupo de automorfismos de um digrafo de Cayley Cay(-H, S), que será denotado

por Aut(Cay(//, S)), consiste de todas as permutações ./' C Sym(H) que satisfazem

Cay(H, S)-f H, S).
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PI'oposição 2.1.12. O c07Üunto Rm das muZtípZácações à d reata é um swógr"tipo rega/ar

de Aut(Cay(H, S)).

Demonstração. Seja h C N e considere Rh C RX. Vamos mostrar que

Cay(X,S)X- H,S). Seja (z,Z/) c Cay(H,S), assim z3/-: C S. Como Rh C

Sym(H) existem r, s C H tais blue rn" = z e sn" = Z/. Mas rs : = (zh :)(Z/h ')':
«;g : C S, ou seja,(z,g/) -(rn",s"-) com(r, s) C Cay(H,$), logo(z,3/) C Cay(-H, S)""

Agora, se (z,y) C Cay(H,Sy:', (z,Z/) = (ra",sa") para algum (r,s) C Cay(H,S).

Além disso, rn"(sx") : (sh)': S portanto (z,Z/) C Cay(H, S). Pode-

mos concluir que RH C Aut(Cay(H, S)).

Considere a seguinte função

@ : H ---, Aut(Cay(-H, S))

h,\ } Rh

Claramente, @ é um monomorfismo de grupos. Vamos mostrar que Rx é regular.

Dados z, Z/ C H considere n, -, C RX. Assim R, :.(aç) = z(aç :Z/) = Z/ isto nos mostra

que RX é transitivo. Além disso, se existe h C .H tal que Rh(z) = z para algum z C .H

então A = 1, ou seja, Rh = /dx portanto RH é semiregular e, consequentemente, Rx é

regular.H

Esta Proposição mostra que Aut(Cay(-H, S)) contém um subgrupo regular isomorfo

Os autores Hirasaka e Muzychuk em ]6] provaram que o grupo

Fp x B'P x ]FP x ]Fp é um Cl-grupo e Muzychuk em l71 mostrou que se

« a: 2P l + ('';:) .«tã. !.L.!: .].b «ã. é «m Cl-g-«p'
n vezes

O estudo destas questões levantou um outro problema relacionado com o grupo

.f/ = ]Fp x IFp x Fp Dedicamos o resto desta dissertação a explicitar e responder esta

questão



Capítulo 3

.z\néis de Schur

3.1 Definição e Exemplos

Seja /7 um grupo finito e considere a álgebra de grupo de -f/ sobre (Q denotado por

Q.lí. Dados dois elementos >1, ahh, }: PÜ/z C (Q.f/ definimos o produto de Schur-
heHheH

#adamard destes elementos da seguinte forma:

( }l: ««A) . ( >1: P«A) - }l: (a«P«)A. (3.1)
heHheHheH

Proposição 3.1.1. O produto de ScAur-JI/adarrzard degrada acima é assou atado, co-

mutativa e disthbutãuo com relação à adição.

A demonstração desta proposição é trivial por isso vamos omití-la

Definição 3.1.2. Para cada subc07Üunto T Ç .17 de$námos T - )'t. Os elementos

desta /07ma são chamados de quantidades simples de Q-Z7. Note que as quantidades

siml)les são elementos de (Qn cujos coe$cientes são iguais a 0 ou l.

C

Se z, 3/ são dois elementos de Qn então 0h(z,y) denota o coeficiente de h C H no

produto z3/. Se X,Y são subconjuntos de H, então escrevemos é)h(X, y) para ah(X, y).

19
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Lema 3.1.3. 0A(x,y) = lxnhy(-i)l, onde y(-i) - {y tl 3/ C y}

Demonstração. Dados X, y Ç //, temos que Xy = }, >1: ZZ/ logo 0h(X, y) é igual

ao número de parcelas que zy = A, isto é, 0h(X, y) é o número de elementos z C X

tais z ::: hy': portanto 0h(..t,?) lx n hr(':)l. H

Vamos agora definir a estrutura que dá nome a este capítulo

Definição 3.1.4. Z,/b'na subáZgebru .Á da áZgebra de grtlpo (Q.ZÍ diz-se um anel de

Schur sobre H, aóreu adamente S-anel sobre H, se salas/az os seguintes azÍomas;

ÍS72 .4 possui uma base /ozmada por quanfãdades sámpZes To, . . . , Tó onde To = {ll;

ÍSPJ Z n% - 0 .. ã # .j e U %

(SS) Para cada á, 0 < á < d, ez ste á', 0 « á' < d, taZ que 7:, = Tí( i) . {t 1 1 t c Z}

d

0J

Proposição 3.1.5. Seja .4 um S-anel sobre um gr"upo ./imita ]7. .4 base de .4, {Zo, . . . , Tó},

é a, úni,ca base de A formada 'por q'uantidades simples de «}H

Demonstração. Suponhamos que existem subconjuntos So, . . . , Sú de /lí tais que

{So, . . . , Só} é uma base de .4. Suponhamos ainda que $nsj = ü se á # .j e U Sj = .fií.

Devemos mostrar que dado um índice á, 1 « ã < d, existe um único índice .j,

l < .j :e d tal que Sj = 7}. Equivalentemente, dado um índice {, 1 < á < d, existe um

único índice .j, l < .j < d tal que S] = IC.

De fato, suponhamos por absurdo que dado um conjunto básico 7: de .,4 existem

Sj- ' . . , Sj. tais que Z = Sj: + . . . + Sj.. Nestas condições cada Sj* é um subconjunto

próprio de Z. Por outro lado, como Sj. C .4 podem-tos escrevê-lo como soma de

conjuntos básicos de .4, digamos Sj. = :C. + . . . + Z.. Mas Sj. C Ti para todo

k, 1 < k :Ç [ portanto 71 :: 7{. para a]gum índice Z, ] :e Z < t, o que imp]ica que

Sj* = 7: para todo k, 1 < k :Ç t. Portanto 7: = k71 uma contradição. Logo existe um

único Sj tal que Sj = :Z'..

d

0j
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A base de .4 formada por quantidades simples é chamada de base padrão de .4.

Os conjuntos 7:, 0 :Ç ã < d, são chamados conjuntos básicos de .4 e denotamos por

Bsets(Á)= {Z 1 0 < á < d}. A notação .4 = <To, . . . ,Td> indicará que .4 é um S anel

sobre // com conjuntos básicos {To, . . . , Tó}.

Proposição 3.1.6. Seja {To :: {l}, . . . ,TÓ} ma pad ção de um gr"tipo ./inato H que

saías/az a condição ÍSS9 da Definição 3.1.4. Então o subespaço vetada/ de (QI/7 gerado

pelos e/emenlos {Zo, . . . , TÓ}, denotado por <To, . . . , TÓ>, é um S-anel se e somente se

satisja,z Q seg'ui'nte coTtdição

(S4) Para cctda tripla i,j,K o número Ot(Ti, Tj) não depende da escolha de t C TK.

Demonstração.(:>) Suponhamos que .4 = <To, . . . ,Td> é um S-anel. Para cada par

de índices á,J temos que CZ:lG C .4 portanto é da fonBa 7tTj = ,> , clkTk, ou seja, para

todo t c Tk, 0.(Z,%)
(b) Dados i,.j escrevemos ZZj = : ahh C ©H. Pela hipótese, se para algum

h€H
t C Tk tivermos at # 0 tem-se que aü = at para todo /z C Tk

Isto implica que Tk aparece no produto 7l7) com coeficiente at :: aA;. Portam

7ÍTj = },akTk C <To,. . . ,Tó> Podemos concluir que <Zo, . . .,Td> é uma subálgebra

de (]l.17 gerada por {Zo, . . . , Td}. Vamos provar que eles são linearmente independentes.

Suponhamos que >: ri7t = 0. Reescrevendo a equação , }, h >. t :: 0 e como os
{-o {-o tc7t

elementos 71's têm suportes disjuntor e os elementos de ,f/ são linearmente independen-

tes sobre (Q, segue que r{ = 0, 0 :Ç á < d. Logo {To, . . . , Tó} é um conjunto linearmente

independente.

d

k 0

0
d

k 0

d d

A álgebra de grupo {Q-H contém dois S-anéis triviais <1,-H \ {ll> e (Q.27. O próximo

teorema nos fornece mais um exemplo de S-anel mas antes precisamos de alguns con-

ceitos

Seja H un-l grupo finito. Dados z e Z/ em H dizemos que z é conjugado a Z/ se
y = g izg para a]gum g C ]lí
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Esta relação é uma relação de eqüivalência sobre .r7, a classe de eqiiivalência de g é

chamada classe de conjugação e a função pS : H ---' H definida como pg(z) = g :zg

é um automorfismo de -]] que preserva classe de conjugação , isto é, se T é a classe de

conjugação do elemento z então TV'' = T. Tais propriedades são facilmente verificadas.

Teorema 3.1.7. Seja H um gv"upo jivlito e bons dele a átgebra de gvhpo (Qn. Evttão o

c.nt« Z(QH) de (QH é um S--e/.

Demonstração. Seja {TilÍ::o o conjunto de todas as classes de conjugação de H

Vamos mostrar que ,Z(Qn) <Zo, . . . , Ta>, isto é, que Z(Q-H) é um S-anel e

Bsets(Z(QH))=lZo = 1, . . . , TÓ}. Primeiramente, dado g C H temos

g-:Êg = g i(}: t)g = }1: g':tg. Mas, como observado acima,

},g itg = >1,Z/ - Z, ou seja, g'iZg = Z. Assim pZ = Zg para todo g C H

mostrando que Z C ,Z(QH) para todo índice !, 0 < ã < d.

Suponhamos que >. ri7} = 0. Reescrevendo a equação , }. ri }. t = 0 e como os
{-0 {-0 tC7:

elementos 7:'s têm suportes disjuntos e os elementos de H são linearmente independen-

tes sobre (Q, segue que r{ = 0, 0 :Ç ã :Ç d. Logo {Zo, . . . , Tó} é um conjunto linearmente

independente.

Agora, dado a = :asg C Z(QX), seja h = z igz para algum z C #. Então

a ;:; z-iaz pois a é central. Equivalentemente, >1: agg = }1, agz' gz. Comparando
gCH gCH

o coeficiente de h em ambos lados desta equação, podemos concluir que ah = ag Isto

mostra que todo elemento h pertencente a classe de conjugação de g também pertence a

surf(a) e ah - ag Portanto CE = >, a:Z. Em outras palavras, o conjunto {Zo, . . . , Tó}

gera .z(Qn).
Por fim, seja 71 a classe de g. Dado y C T existe z C -# tal que Z/ = z'igz logo

y-i = z ig iz, isto é, 3/ --, g se e somente se Z/ l «' g i. Isto implica que para cada

á, 0 :Ç ã < d, existe ã', 0 < ã' < d, tal que 7i, = 71( i) o que completa a demonstração

d d

d

0Z
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do teorema

A seguir vamos apresentar uma outra caracterização de S-anéis e para isto precisa

mos de alguns resultados.

Definição 3.1.8. Z,/m anel R dãz-se semi-simples se R é urna sorria dáreta de um

nzZmero ./inÍÉo de ideais mÍnÍmaÍs â esquerda. Z./m elemento e C R dáz-se idelnpotente

O seguinte teorema é bem conhecido. Veja por exemplo l91

Teorema 3.1.9. Seja R = a){.: .Lí wma decomposição de um ane/ semá-sámp/es como

soma dãreta de ideais mz nímaás â esquerda. Então ezãste uma /amz2ãa {ei, . . . , et} de

eteme'ritos de R tat que:

à) ei # 0 é um ádempotente, 1 < ã :g t

ái) Se ã # j então eiej = Q

áãí) 1 = ei + . . . + et

áu,) e{ rzão pode ser esc7áto como e{ :: e; + el' onde el,el' são ádempotentes tais que

e;, ej' / 0 e e;ej' < ã :« t.

Definição 3.1.10. Seja R um anel, uma /amz#ãa de ádempotenles {ei, . . . , et} satàls/a

lendo as corzdáções 0,), 0i,) e rali,) do teorema acama é chamada família completa de

idempotentes ortogonais. [/m ádempoÍente diz-se primitivo se satásl/az a cardação

ri'«) do teorema aci«a.

Agora vamos lembrar um resultado clássico da teoria de álgebras de grupo. Veja,

por exemplo, l91.

Teorema 3.1.11 (Maschke). S am G um gmpo ./inato e F um como. Então W'G é

«mi-.á«.pZ" " ' «m.nte « «,(F) t lal, .nd. c«(B') é « c«t.«bfÍc« d. W'
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Teorema 3.1.12 (Caracterização de S-anéis) . Sega .4 Ç QX uma subáZgebra da áZgebra

de grtlpo QH. Então .4 é um S-anel sobre ]lí se e somente se IH C .4, .H C .4 e .4 é

fechada com resT)eito ao produto de Schur-Hadem rd e ü inuotução usual, de q.H

Demonstração. Suponhamos que .4 é uin S-anel e seja Bsets(.4) = {To, . . . , Tó} onde

U
.j=o k=o

H'c.4.

Agora, dados quaisquer elementos a, P C .4 existem ai, . . . , ad e Pi , . . . , /3a perten-
d d

Gentes a (QI tais que a :: )l, a.Ts e /3 ::; >.Õ,Ts. Assim
s::0 s::0

E
s:=0 s:=0 s::0

To = {lx}. Assim IK C .4 e :G = H. Mas isto implica que .ll/ :: >,Tt portanto

a.# - ( E«,Ê) . ( EP.Ts) - («,P.)Ê c Á

e
t& cz .......--'\

a* (Ts)* - ):a.Ts( D C .4.
s::0 s::0

Reciprocamente, suponhamos que lx C .Á, J7 C .4 e .4 seja fechada para " o "

e para a involução usual de ®.f7. Queremos mostrar que .4 satisfaz as condições da

Definição 3.1.4. Vamos colasiderai QJÍ como uma álgebra com respeito ao produto

de Schur-Hadamard. Claramente (QH, com esta estrutura é isomorfa à (Q O . . . © (QI e,
l.KI vem

assim, é comutativa e semi-simples.

Sabe-se que uma álgebra de dimensão finita é semi-simples se e somente se seu

radical de Jacobson é zero. Como .4 tem dimensão finita e é comutativa, seu radical

de Jacobson, J(.4), é nilpotente. Por outro lado, Q (D . . . a) Q não contém elementos
l al vezes

nilpotentes não nulos logo J(.4) = 0. Portanto, .4 é comutativa e semi-simples com

respeito ao produto de Schur-Hadamard. Pelo Teorema 3.1.9, .4 ten-t uma base de

idempotentes primitivos(em relação a este produto), digamos zi, . . . , zd. Mas note que

se z = }. aOg é um desses idempotentes então ag = 0 ou l para todo g € .H. Logo

zi = Z onde Z = supp(z{) C H. Além disso, sabemos que z{ o zj = 0 se ã # .j, o que

implica 71 nTj = 0, de fato se existe t c Z ílTj então t C surf(Z o 7}) o que é absurdo.

g€H
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Assim provámos que .4 satisfaz as condições rS/2 e ÍSPJ da Definição 3.1.4. Para provar

a condição ÍS3) note que a aplicação z --, z* é um automorfismo da álgebra (.4, o),

portanto z{ = T é uln o-idempotente primitivo se e somente se 7;* = 7:( i) também o

é. Concluímos que CC( i) :; 7-, para algum á', 0 < {' < d. H

Uma consequência imediata deste Teorema é o seguinte

Coro[ário 3.1.13. Seja # um grtlpo ./inato. Então a ànterseção de S-anéis sobre ]7 é
um S-an,el, sobre H.

3.2 Principais Propriedades

Definição 3.2.1. Seja .17 urra grtzpo ./inato e .4 um S-ane/ sobre J7. Um subcorz.

Junto6suZ)grzzpo,) X Ç .17 dáz-se urn .4-subconjuntoéH-subgrupo) se X C .4

Proposição 3.2.2. Sega ]7 um grupo ./ináÉo e .4 um S-ane/ sopre H. t/rn subcon-

junto(subgrupo) x ç n é um A-subconjuTLto(sl«bgrupo) se e someTLte se X é uma,

união de conjuntos básicos de A.

Demonstração. Inicialmente, considere Bsets(.4) = {To, . . . ,Tó}. Se X Ç H é tal

que X C .4 existem ai, . . . , aa C (Q não todos nulos e X = >1. aÍ71. Note que se c!{ :/ 0

então aí = 1 pois dado z C X o coeficiente de z em X é l logo o coeficiente de z em

>l,cri7} deve ser 1. Assim X = 1>:7L o que nos mostra que X = U 7:, onde 71, c

Bsets(H) Por outro lado se X = U Z, onde Z, c Bsets(.'{), então -.f = }.7b c -4.

d

0Z

d t f

t Í

Dados zi, . . . ,zk elementos de Q/í, definimos <<zi, . . . , zx:>> como sendo o menor

S-anel que contém zi, . . . , sçk cuja existência é garantida pelo Corolário 3.1.13. Dado

q C (Q e cl = }. aog C QX denotaremos por /q(a) o conjunto /q(a) = {g € H l ag - q}.
g€H
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Tal conjunto é uma ferramenta muito útil para determinar o S-anel <<li, . . . , ze>>

O próximo resultado é conhecido como phnczbão de ScAur- WleZandí.

Proposição 3.2.3. Se .4 é um S-anel sobre um gmpo # então /q(aç) C Á para cada

z c.4 eq c(Q.

Demonstração. Seja z C .4 e Bsets(Á) = {To, . . . ,Td}. Como .4 é um S-anel sobre

Hexistem ai,...,aa CQtaisquez = },aiZ. Portanto /ç(z) = }. iC C .4
{-0 {:BC#laj=q}

pois se existe t C Tj tal que seu coeficiente em z é igual a q então todos os elementos

de lrj terão coeficiente q em z. H

Exemplo 3.2.4. Seja .17 = <g> um grupo cíclico de ordem 8. Considere o seguinte

subconjunto S:: .[g,gv,g4}. Então S:: g+ g4 +gv e $2 :: 3go + 2gs +2g3 +g2 + gõ

Como S2 C <<S>>, pelo princípio de Schur-Wielandt temos que /] (S2) = gu + g6

À(g') - gS+g;, ã(.g') <.g>>. Portanto, go,g+g4 +g',g'+g',g'+g6 c<<.g>>.

Agora, (g2 + g6)2 = 2go + 2g4 logo l(g2 + g6)2 go = g' C <<S>> pois <<S>> é um

S-anel sobre .H.

Pelo Teorema 3.1.12, S o g4 pertence a <<S>>. Além disso, S (S o g4) = g + gv o

que nos mostra que os elementos go, g + gv, g4, gs + g3, g2 + g6 pertencem a <<S>>.

Afirmação 3.2.5. (1) espaço uetoráaZ l,'' := <go,g + g7,g4,gs + ga,g2 + g6> sobre (Q

gerado 'pe\os e\eTnentos go,g-F gl.g4.gs -F ga,gn -Fgs é'üm S-anel sobre H.

d

Demonstração. Um cálculo direto nos mostra que V é uma subalgebra de (Q.IV. Para

a verificação que y é S anel sobre .IJ vamos aplicar o Teorema 3.1.12.

Primeiramente, temos que go C }'' e como V é um espaço vetorial go + (g + g7) +

g' + (g' + g;) + (g' + g') - # c }''

Dados a = aig' + a,(g + g') + a3g' + a4(g' + g;) + a5(g' + g') e

# = /i:g' + P,(g + g') + /73g' + D4(g; + g;) + PS(g' + g') dois elementos de y tem-se

que:

a.P +P-)g'+(a2+#,)(g+g')+(a;+/33)g'+(a.+Pa)(g;+g;)+(a.+P;)(g'+g')
Logo a o P C y para todos cl, P C y
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Finalmente,

a* - a:(g')* + a:(g+ g')*+ a;(g')*+ a.(g;+ g;)* + a5(g'+ g')
- Q:(g') :+a,(g :+(g') ')+a;(g') '+a.((g')':+(g;) :)+a;((g:)':+(g')':)

+ a,(g + g') + a;g'+ a.(g;+ g;)+ a;(g'+ g').
Portanto a* c V para todo a C y o que completa a demonstração da afirmação

Por fim, <<S>> é o menor S-anel sobre /l/ que contém o elemento i logo <<S>> Ç V'

Mas como observado acima, os elementos g',(g + g'), g',(g'+ g;),(g' + g') pertencem

a <<S>> portanto todas as combinações lineares destes elementos tambén] pertencem a

<<S>> logo V Ç <<S>>. Consequentemente <<S>> = <go,g + gV,g4,gS + g3,g2 + g6> ou

equivalentemente, Bsets(<<S>>) = {Íg'}, {g'}, {g, g'}, {g', g;}, {g:, g6J}.

Pi'oposição 3.2.6. Sejam .4 um S-anel soZ)re um grupo #, 77 - }:asg C .4 e

K - su'ppÇH). Então K 'pente'nce à A. ETit Ostras pctla'raras, o sapo'rte de xl é um,

.4-subconlunéo

#

g€H

Demonstração. Seja Bsets(.4) = {To, . . . ,Td}. Como os conjuntos básicos são dis

juntos, tem se que Ã' = U{Z l al # 0}. 1

Proposição 3.2.7. Sega .4 um S-anel soZ)re um gr{.lpo JI/. Se X Ç .17 é wm .4

subconjunto então ÇX), o subgrupo gerado por X, é unl A-shbgvh'po.

Demonstração. Por hipótese, X c .4, isto é, >'z C .4. Como .4 é um anel,

, -oi:«) +ol:«y+..+(}:«)' pe-te"' àÁ Seja « - s«pp(.'-). Pela
zCX aceX zCX

Proposição 3.2.6, a pertence à .4. Tomando m suficientemente grande, a coincide com

Proposição 3.2.8. Seja .4 wm S-amei sopre um gr'tipo /lí. .Se E, F' sào .4-suógr"tipos

então -E n F' e <-E U F'> também são .4-subir"tipos.

Demonstração. Sejam .E e r' .4-subgrupos. Inicialmente, notemos que -E n F' e

<E U r'> são subgrupos de -H. Agora, pela Proposição 3.2.2, existem 71., . . . ,71. e
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7lÍ:, . . . , Tj. conjuntos básicos de .4 tais que E = Uk::. Z. e F = Uz:::: 7j.. Escrevendo

.'l = {Z ,...,Z.} e .B = {%:,...,Tj,}, temos .E nF = u{.4 nB} e EUF = .4 UB.

Portanto -E n F' e E U F' são uniões de conjuntos básicos de H e, aplicando novamente

a Proposição 3.2.2, E n F' e -E U F' pertencem à ,4. Por fim, a Proposição 3.2.7 nos diz

que <.E U .F> C Á. n

Definição 3.2.9. t/mz S-anel .4 sobre mz grupo ]7 dáz-se primitivo se não contém

A-subgr"'tipos não triviais; equãualentemente, se K=! e K=H são os Únicos subgr"upas

de ]ií para os qua s ua/e K C .A. C'aso contráho, .4 dáz-se imprimitivo.

Seja .4 um S-anel sobre um grupo H. Para cada T € Bsets(.4) definimos o es-

tabilizador à esquerda de T e o estabilizador à direita de T como sendo

L(T) H hT = T} e R(T) = 7'} respectivamente. Por

fim, o estabilizador de T é o conjunto St(T) (7') n R(T). Estes conjuntos coin-

cidem no caso em que ]l/ é abeliano.

Lema 3.2.10. Xrr2 é urlz subir"tipo de ,f/.

Demonstração. Sejam hi,h2 elementos de R(T). Vamos mostrar que hih2 é um

elemento de R(T). De fato, temos T(hih2) 7'ht)A2 = 7'A2 O que nos mostra

que Aih2 C R(T).

Por fim dado h C R(7') tem-se Th = 7' o que implica 7' = 7'h l mostrando que
h : c R(r). H

Analogamente, mostra-se que -L(T) é um subgrupo de H e portanto

st(7') = L(T) n R(T) também o é. A próxima proposição nos mostra a principal

propriedade dos conjuntos L(T), R(T) e St(7') e para demonstra-la precisamos do se-

guinte

Lema 3.2.11. Seca .4 wm S-anel sopre urn gr"z.&po #. Se T C Bsets6HJ então

L(r) - {ü c I' l a.(rr(-o) - l7'l}.
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Demonstração. Inicialmente, notemos que dado T C Bsets(.4), tem-se que T(-i) C

Bsets(.4) pois .4 é um S-anel. Seja h C Z,(T) então , pelo Lema 3.1.3

ph(7'T(-D) /z(r('o)( ul = jrnArl
Agora, seja h C Jlí tal que 0A(7'7'(-i)) = lrl. Note que se t C T existe um único

fc 7'talque h ti'i. Comof?h(TT(-:)) eTnAT ÇTtemosqueTnA7'
o que implica que T Ç hT. Além disso, suponha por absurdo que existe ti em 7' tal

que para todo É em 7' htt # t. Então 0h(7'7'(-i)) < rl uma contradição. Portanto

h7' = T, ou seja, h C L(T). H

Proposição 3.2.12. Seja .4 um S-ane/ sobre um grtzpo /7. Se T C Bsets(:4) então

L(r), R(r) ' st(7') ;ão .4-s«ê'g«po. e l-n(1")l < lrl, it(r)l < lr

Demonstração. Usando a Proposição 3.2.3, os Lemas 3.2.10 e 3.2.11 temos que
-..--""""--- ..-. ...-. --""""""""h .../
L(7') (T7'(-:)) € .4 onde q Analogamente, mostra se que R(T) C .4.

Aplicando a Proposição 3.2.8 concluímos que St(7') pertence à .4. H

Proposição 3.2.13. $íyamz ,4 um S-anel sobre tim grupo /7, 77 = )ll: cü/t C .4. J)ada

«m« /unção ./': Q H 'Q qw«Jq«e, d@mámo. /IOI - }: /('«)h. Então .fl?l C a.
h€H

Demonstração. Seja q C .4, escrevendo Bsets(.4) . . . , TÓ}, existem ai, . . . , aa

em (Q tais que q = }:akTk. Assim /l?71 ./(ak)Tk. Como /(ak) C ((2 para todo
b n h n

k, 0 :Ç k < d então /IOI C .4. H

d d

Vamos introduzir aqui uns conceitos que usaremos na demonstração da próxima

Proposição.

Definição 3.2.14. Para cada ateara m C Z e 1 = >1. cthh € (Q.17 de$námos
h€H

r(") a.h"
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Notemos ainda que vale a seguinte propriedade

,7(mm0 . (,7("))("0 para todo q € (QIX m, m' C Z. (3.2)

Definição 3.2.15. [/m e/emerzto z = }: zh/t em Q.ri/ dãz-se inteiro se zh C Z para

l,odo h C H. Se = = 1..=t.h e U = 1.,'yt.h são dois ele'm,entoa inteiros e 'm ç: 'Z então
heHheH

diremos qu,e = = U mod('m) se =t. = bt- mod(m) para. todo h C H

Lema 3.2.16. Soam /7 um gr"tipo abeZ ano ./inato e p um número pomo taZ que p não

divide a ordem de H. Para, todo subconjunto T de H tem-se q'ue Ttp) é uma, quantidade

simples de {QH

Demonstração. Seja T um subconjunto qualquer de .17. Assim T(p) = }. tP.

Suponhamos, por absurdo, que existem ti e t2 distintos em T tais que til = t%. Como

H é um grupo abeliano, a igualdade tT = tg implica que (tit;i)P = 1. Logo a ordem

do elemento tit;i divide p. Como p é um número primo e ti # t2 então o(tit;i) = p

o que é uma contradição pois p não divide a ordem de /lí. Consequentemente, 7'(1:') é

uma quantidade simples de (Q-f/. H

Proposição 3.2.17. S©a .4 umz S-anel sobre um gmpo aóeZiano H. Se T C Bsets(J)
e m é um inteiro taJ que mdc(m, IXI) = 1 então T(") = {t" l t C T} pertence â
Bsets(.4) .

Demonstração. Primeiramente, seja p um número primo tal que p + l-iíl. Vamos

mostrar cine se T c Bseta(.4) então 7'(P) C .4.

Dado T = {ti,. . . ,t.} € Bsets(.4), escrevendo z = (t2 + . . . + t.) e aplicando o

Teorema Binomial temos que

'*: * «,' - ': -- (T) *:-:« *

t:zp'i + zpl

portanto (tl +z)' tT+zp rnod(p), pois cada parcela IPltT :z:, 1 < á < p 1, é um
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número inteiro múltiplo de p. Usando indução sobre n mostra-se que

z = tg + . . . + t: mod(p). Portanto podemos concluir que (fy = fW mod(p).
Para cada z C Z definimos

/P(z)= o resto da divisão de z por p

Assim /PI(rÕ'l = /Plf(P)l. Como (fy C .4, pela Proposição 3.2.13, /pl(TÕ'l C .4

implicando que /Plr(p)l c .4. Além disso, p não divide l.ríl logo, pelo Lema 3.2.16, T(p) é

uma quantidade simples de QX e portanto /plT(p)l = /p(1)tT+ . . .+/p(1)tl; = T(p) c .4.

Considere a função linear @: .4 --., .4 definida por @(7') = T(p), para todo Tc
Bsets(].). Dados T, S conjuntos básicos de Á tem-se que

ú(pg) - }l: >:(t'y - >1: >: t'.' - l >:t' l l >1: ., 1 - ?w.gw - ú(p)v'(9).
t€7' ses tcr scs \tcr / \scs /

Portanto, @ é um automorfismo de .,4 e n-Lande base em base. Consequentemente

o conjunto {7'(P) l T C Bsets(.4)} é uma base de .4 formada poi quantidades simples

de Qa. Além disso, temos que 7'(P) = T(p) e, usando a Proposição 3.1.5, podemos

concluir que T(p) C Bsets(.4).

Finalmente, suponhamos que m = 11:.: pi com pi números primos tais que pi t l-a

para todo índice 1 < ã :e s. Como demonstrado acima, T(pi) C Bsets(.4) e neste caso

aplicamos a Propriedade (3.2) e obtemos que T(") C Bsets(.4). O caso m = 11:.: pi

é análogo. H

Proposição 3.2.18. Seja .4 um S-ane/ sobre um grupo JI/. Se T e {m} peMencem ã

Bsets(:4,) então Tmz = {tm l t C T} pertence â Bsets(:,4)

Demonstração. Seja T = {ti, . . . , t.}. Vamos mostrar que 7'm C .4. Temos

?% - }:(tm) - ( }: t)m - F«. - P$ã. C ,{ p'is f, {m} C Á

...--\ --"""""'K .,'"""-. ..-"""-. ..---.

Agora, suponhamos que 7'lm} = CG. + 7), + . . . + 7}. onde 7l: C Bsets(.4). Com

isso, cada (G. está contido propriamente em 7'm. Seja 7}. = {tj.m, tj,m, . . . , tj.m} com

k < n. Assim existe tím C 7'm tal que tim g 7}., equivalentemente, existe ti C 7' com

a propriedade ti # tj, para todo s, 1 < s < k.
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Agora pela condição ÍS3) de Definição 3.1.4, {m i} pertence à Bsets(.4) logo

7j.m l $ T e 0.(7.Í:lm i}) = 1 para todo t C T, ou seja, t C 7l:m-i para todo

t C T. Em particular, ti = (tj,m)m'i = tj. o que é uma contradição . Portanto

Tm = Tj: para algum ã, l :Ç ã < t, o que nos mostra que Trn pertence à Bsets(Á). H

....--. ...----'""""----.h

3.3 S-subanéis e S-anéis quociente

O objetivo desta seção é definir subanéis e anéis quociente de S anéis. Note que dado

um subgrupo E de um grupo /7 tem-se que (Q.E é unia subalgebra de (Q.Z?.

Sejam .4 um S-anel imprimitivo sobre um grupo .ll/ e -E um .4-subgrupo próprio

não trivial. Definimos ,4E como sendo .4r :: .4 n (QZ. Claialnente .4r é um S-anel

sobre -E e Bsets(ÁE) = {T l T C Bsets(.4) e 7' C E}.

Definição 3.3.1. ovas condições acama, .4E dáz-se um S-subanel de .4. Se E < .llí,

de$námos o S-anel quociente .4/E sobre o grupo /7/-E como o S-anel com base

BsetséH/-E) l t C T}.

3.4 O Módulo de transitividade

Neste seção vamos estudar um certo tipo de S-anel muito importante chamado de
Módulo de transüàuã,da,de .

Definição 3.4.1. Seja /7 um grlzpo ./ináÉo. C'ons acre um gr"tipo de per'mutações G

sobre H taZ que R Ç G e soam To = {1},TI, . . . ,Tr o cozÜunto completo de óró tas

do estabáZÍzador Gi = {g C G l lç = 1}. O módulo de transitividade V(-ü, Gt) do

grzlpo Gi é o espaço uetohaZ sobre Q gerado por :C,0 < ã :Ç r, mais ezpZicÍtamente,

v(n, G\) é o esta,ço veto'r'tal sobre Q. gerado 'pelas quantidades simples correspondentes

ãs órb tas Zo = {1}, Ti, . . . , Tr.
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Daqui por diante, nosso objetivo é mostrar que V(H, (.;i) é um S-anel e para isto

precisamos de vários resultados. Primeiramente, dado z = .> 1 cüh C (Q.17 e g C G C

Sym(H) definimos zg = }' c.hg

\.CHIA 3.A:.'Z. Se:jam H hm gmT)o anito e G C Sym(H). Para. cada. q ç: G, a classe

lateral. à direita, de y deter"minada, por G\ é:

Giy CLIP

Demonstração. Dado y C G, sabemos que a classe lateral à direita de y em Gi é

dada por (7iZ/ = {.fZ/ / C Gi}. Vamos mostrar que (l;iy = {g C G is - lv}.

De fato, se g c Giy existe / C Gi tal que g = /y. Assim lg = 1.fz/ - lv, ou seja

g c {g c c;' l i' - i"}

Por outro lado, se g é tal que is = IP então IPP'' :;;: l isto nos diz que gy'i c (l;i e

g = (gy :)3/ C GiZ/. Consequentemente, temos a igualdade desejada. H

Em particular, Gi y = {g C G l is :: l/Zh, = hlr} e

GiRüy = {g c G l ip = la" - Av}.

Lema 3.4.3. Sejam .17 um g7'upo ./inato e G C Symr.17) com Ra C (;. 1)aços h C

H. g c G então hg é o único ete'm,ente = de n tal, que (em QC) G\R. = G\Rt.g.

Demonstração. Mostraremos inicialmente que z é o único elemento de .17 que verifica

Gi.l?:.; = GiRhg. De fato, sabemos, pelo Lema 3.4.2, que GtBhP = {g C G l is :: Irás -

hg} e GtR g = {g C G l IP = IRhg - hs} logo G:R , = GiR g.

Agora, suponhamos que existe z C H satisfazendo Gin, = (1;i-RÜg, isto é, se

Õ C Gi.l?,, então verifica lã = la' e, pela igualdade, também verifica IÕ = IRhg donde

l/Ü :: IRhg o que significa que z :: hs. Com isto provámos nossa afirmação

Finalmente, note que (;i-R;. = GiRhg se e somente se tem-se que GiA; = (;iRÜg.H
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Lema 3.4.4. Selarrz .17 um grupo ./ináÉo e (; Ç SymrH) com Rx Ç G. Z)aços z C (Ql-ll/

e g C G então ]cg é o único el,evnento 'y C «)H tal que G\R. ::: G\R.g.

Demonstração. Seja z = }, chh C (Q/l/. Pelo Lema 3.4.3 sabemos que GiR..:,

Gi >ll:CARA, = >. chG\Rhs -: } ch(LRÜg = Gin,g. Mas como as classes laterais
heHheHheH

Gth são distintas tem-se que os elementos (;iRh c Qa são linearmente independentes.

De fato, se aiGiRh: + aaGiRü, + . . . + a«(IRRA. = 0 então llaiãRü.+...+a.ã;Rh«l = 0,

ou seja, I':ã;Rü: + la,ã;Rü: + : . . + la«ãRü« - 0. Por outro lado,

+ I"«a-""« -(a:lG':ll)"-- + ... +(a« C:lty:"« - a:lG:lA: + ... +

a.l(;tlA« = 0. Portanto :aihi:: 0 implicando que ai = 0 para todo ã,l :Ç ã<

n. Agora, seja 3/ = :d hs C (QH tal que Gi.fÜ = GiR,g. Então:

ã;Ea«x«, - Ea.aR«, - E..ã-n«g - E..Õ;R., - 8R,,. C.m. .:
hCHheHhCHheH

elementos da forma Gira, h C /7, são linearmente independentes temos que dh = c/:

para todo # C f7 mostrando que y := zg

lZ

GIR.::,

[.ema 3.4.5. Sejam f] um gr"tipo finito e G Ç Sym(H,l cova Rn ç G. Dado z C (QH

então z c V(.17, Gi) se e somente se zg - z para todo g C Gi

Demonstração. Seja z = }, cü/t C QX. Suponhamos que z C V(H, GI). Existem

cv:, . . . ,a, C Q tais que z = >1:aj;Zk. Logo zg = )1: a*(Tk)s = )ll:aklf'E para todo
{-oÍ-oi-o

g C Gi. Observe que para todo [ C Tk existem /z C .]]/' e gi C (71 tais que t = hgi uma

vez que cada Tk é uma órbita do grupo Gi. Portanto tg - (hs')s = hs:P C Tk

Mostramos que se t c Tk então tg C 7l: para todo g C (l;t. Consequentemente

«' - }l: «*(tp - E «.@ - }: «.K - "
{-oi-oi-o

Reciprocamente, suponhamos que zg = paratodo g C Gi. Assim zg = ) c hP =

1> , chh = z. Logo ch, = cü para todo g C Gi, ou seja, os elementos que estão na mesma

órbita têm o mesmo coeficiente em z; portanto z C }''(H, GI)

h€H
r r T

r r r
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Lema 3.4.6. Sejam H um grupo Jináto e G Ç Sym(H) com Rn Ç G. Dado z c Qn,
são equ valentes.

/. :« c }''(H, G:)

2. se u, C G\ então GtR.v = G\R.

3. GiR.Gi aGiR,

Demonstração. (1) + (2). Seja z C QX. Aplicando os Lemas 3.4.4 e 3.4.5, temos

T c y'(H, Gi) « z" = z GIR,« = GiR, GtR.u

(2) :> (3). Temos:

Ra,Õ; - }..: 8n.«

-la:lC':.rà.
(3) ::> (2) Se u C Gi então
-.'''\ -.'''''''K ---'\ ...--'\ ..-'''''.b ....---.h

IGilGi-R,u R,Gtu = Gi-MGi IGilGi-R, Logo Gi R,::u = GiR,

l.ema 3.4:.'7. Se:jam, n um, grupo anito e G Ç S-ywx (n) com Rn ç G. Dado c {Qn

*'m-se que « C V(H, G:) .e . .o«..nfe « G:/?,:

Demonstração. (:+) Suponhamos (lue z C V(H,Gi). Como V'(H,Gi) é gerado

como espaço vetorial sobre (QI pelas quantidades simples correspoi:tdentes às órbitas

To = {1}, Ti, . . . , Tr do grupo Gi é suficiente provarmos o resultado para z - T onde

T é uma órbita de Gi. Pelo Lema 3.4.6, GiRfGi = IGilGi/?f. Com isso e com o fato

que .1% = nr temos GiRTGt = Gira e RTGt C Gins. Como T é um subconjunto

de -H e Rx n Gi = 1 então l-RTGil = IRr IGi = IGiRr logo RTGt = Gi r. De fato,

se existir ti,t2 C 7' e gi,g2 C (?l distintos tais que /?t:gi :: /?t,g2 teremos /?t it :=

gig l c R n (17t = 1 implicando que ti = t2 o que é uma contradição pois tomamos

ti, t2 distintos. Por fim, (;iR, :: (;i/?f :: Rf(;t ::; R,(;i.
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(<::) Suponhamos que Gt.R, = R,G:. Assim GiR,Gi
tanto, pelo Lema 3.4.6, z C L'(-H, GI).

-2
Gt R, = IGilGiR,por

Lema 3.4.8. Sejam H um grupo ./imita, G Ç Symr#) comi RH Ç G', z C V(H, GI), g C
G e n C QH. ETLtãO (ZTI)g . =Tig

Demonstração. Pelos Lemas 3.4.4 e 3.4.7 temos:

G-LR.Rkn,) = R.GtRQn,) = R.GI.R,.lg = GI.R.Rng

z?7g C QX pelo Lema 3.4.4 novamente, z?7g = (277)s.

Gl-R(=,7)sg. Como

Diante destes fatos, temos o seguinte

Teorema 3.4.9. Sejam ]7 um g7'upo ./irzãto e (; Ç Sym('#) com RX Ç (;. .Então o

módulo de transitiuidade do grupo G\, VÇH. GÜ, é ulll S-anel sabre H.

Demonstração. Seja /7 um grupo finito. Clonsidere um grupo de permutações G

sobre .H tal que Rx Ç G. Denota por To - {l},Tt, . . . ,Tr o conjunto completo de

órbitas do estabilizador Gt = {g C G l lg :;: l}.

Por definição , V(H, Gi) é un] subespaço vetorial de (Q)-H. Precisamos mostrei que é

fechado pela multiplicação. De fato, dados z e Z/ dois elementos quaisquer de V'(.f/, Gi)

e dado u C Gt, pelos Lemas 3.4.5 e 3.4.8 temos (zy)" = zy" = z3/ o que nos mostra

que zy c b'(H, GI). Assim V(#, Gi) é uma subalgebra de QX

Além disto, verifica-se facilmente que b'(H, Gi) satisfaz as condições (SI) e (S2) da
T)pfiniriin R l d

Por fim, sejam z, Z/ C Z e z'i C Tj. Existe g C Gi tal que zg = 3/. Logo IX'Px,-: .

.'", : - Z/",'' - 1, o« sda, &,gR., - C G: e (z :)"''"«-: - I'',-- - I",-' - y-:
Em outras palavras, y l C iC mostrando que para todo índice ã, 0 < ã < d, existe um

índice .j, 0 < .7 < d, tal que 7j = 7:( i). H

A implicação contrária não é verdadeira, isto é, nem todo S-anel é o módulo de

traltsitividade de uln grupo apropriado. Veja j131, Teorema 26.4. Isto nos motiva a

introduzir a seguinte
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Definição 3.4.10. Seja H um grupo ./ináÉo. [/rn S-arzeZ .4 sobre J]í dáz-se Schut'cano

se ehste G Ç SymÍ#) com RX Ç G' ía/ que .4 = b'(H,Gi). Em owlras p.zZ'luras,

.4 dáz-se Schuriano se .4 é o módulo de transàtàuádade do grupo (7i de aZgwm G Ç

Sym (H) co'm, RH Ç G.

Para terminar este capítulo, vamos dar uma aplicação do Teorema 3.4.9

Teorema 3.4.11. Sejam .ll/ um g7'upo ./inato e G Ç Symr.f/) com Rx Ç G. Então G

é um g'r"tipo de pemnutações phmãtãuo se e somente se o vnódulo de travtsitiuãdade do

g'r"u.po G\ é um S-anel 'p'ümit'luo.

Demonstração. (::>) Se V(H, Gi) é um S-anel imprimitivo existe um subgrupo -K

de -H tal que 1 < K < n e .K C y(-H,Gi). Pelo Lema 3.4.7, Rj?Gi = Giro. Mas

RÂ = RK logo GIRA = Z é um subgrupo de G de ordem IGtl R/( assim Gi < .Z < G

e, pelo Corolário 1.1.2, (; é imprimitivo.

(+:::) Se G não é primitivo então existe um subgrupo Z, de G tal que Gi < -L < G.

Mas G = Gira, de fato, dado g C G podemos reescrevê-lo da seguinte maneira

g = (gRh)nh-: onde h = (IP)':. Com isso, -L = GiÃ' para algum subgrupo K de

Rx. Note que 1 < K < Rx e C;iK = .L = 1,* = /(*GI = .fugi e, pelo Lema 3.4.7,

.K C y(-H, Gi) portanto V(H, Gi) é um S-anel imprimitivo. H

...----. #



Capítulo 4

p-S-anéis

Neste capítulo vamos estudar uln tipo especial de anéis de Schur. Em particular, vamos

classificar tais S-anéis sobre o grupo Zil

4.1 p-S-anéis sobre Zpa

Definição 4.1.1. Seja p um rzárnero phmzo. Z,/m p-S-anel é um S-anel sobre um

p-gr'uT)o H e tal, que Q cürdinalidade de todo conjunto básico é uma, potência de p.

Proposição 4.1.2. Sega ,4 wm p-S-arie/ sobre um p-grupo H. Então o coz%junto

o*(a) {h C -# l {h} C Bsets(.4)}

é um .A-subgrupo não thliial de H.

Demonstração. Seja Bsets(J) = {To, . . . , Tó}.

Vamos inicialmente mostrar que O*(Á) é um subgrupo de .ll/. Sejam hi, h2 elemen-
....--''\.....--'''\

tos de ]7 tais que {hi}, {A2} c Bsets(.4). Assim {/zi} = hi e {A2} = A2 logo
..--"""""--- --"""''"""''n. ------q. .....--.

{Aillh2} :: hiA2 :: )l,aA;Tk. Então existe um índice J,0 < .7 < d, satisfazendo

b {hi/z2}. Portanto {hih2} C Bsets(Á), ou seja, hih2 C O*(Á).
Agora, se h € O*(.4) pela condição fila de Definição 3.1.4, h': C (?*(Á) mostrando

que O*(Á) é um subgrupo de H. Além disso, podemos escrever O*(Á) = Ulh} onde

d

k 0

38
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h C O*(.4), isto é, O*(H) é uma união de conjuntos básicos de .4 portanto é um
.4-subgrupo de H

Por fim, veremos que O*(J.) não é trivial. Se O*(Á) = {1} então para todo Z

em Bsets(Á) com Z / {l} temos IZI = p": onde ni C N,ni:/ 0. Mas sabemos que

H'j=P"logos":=1+P"-+...+P"'::>P" pa:::l::>P(P" : a)=1:+Pjlo
que é uma contradição pois p > 1. Portanto (9*(.4) # {l}. H

Seja .4 um p-S-anel sobre um grupo -H. Dado um conjunto básico T de .4, consi

deremos o seguinte conjunto:

r :r - {« :z/ l «,y c r}

Também vale a seguinte

Proposição 4.1.3. ovas condições acama, o colÜunío

0*(,4) ({Ur :7' 1 ]" c Bsets(.4)}>

é um A-subgT"tipo T)rópho de H

Este resultado segue de fatos mais gerais sobre configurações coerentes e sobre

esquemas de associação (veja j141, também citado em l61). Não incluiremos aqui a

demonstração porque envolve muitos pré-requisitos e nos levaria longe demais dos re-

sultados que interessam nesta dissertação

Lema 4.1.4. Seja # um p-grzzpo abeZàano elementar de posso dois e B um p-S amei

soZ,re #. ntâo ow Bsets(B) = {th} l h C H} ro que é equÍuaZente a dizer que

B = qH) ou existem um subgx"upo L de H de ordem p e um el,ementa U ç: H \ L tais

gueBsets(B):::{ /:li í<p ilul{/}lZcZ}.

Demonstração. Note que l.iiíl = p2 donde l7' = 1 o
B.

u p paratodo conjunto básico de

Suponhamos que existe l/' em Bsets(23) com l7'l = p. Pela Proposição 4.1.3, temos

P :e 1rr :l < lo*(23) < p e como ]"7'-: Ç O*(B) temos que TT-:
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Assim, dado qualquer elemento t em 7' temos que 7't'i Ç O*(23) com lrt l

O*(23)l. Isto nos diz que 7' = O*(23)t.

Denotando O*(B) por L para simplificar a notação, a Proposição 3.2.17 nos diz que

Z,t, .Lt , . . . , Z,tP l são elementos do conjunto Bsets(23)

Afirmação 4.1.5. Lt, Lt , , Ltp \ são co\juntos distintos

De fato, se existem inteiros l :Ç a, b :Ç p -- l tais que Lt' :; Z,tó então t(a b) C Z,.

Com isso, a classe Lt tem ordem (a -- b) no grupo H/L. Mas a ordem do grupo -H/L

é igual a p logo (a b) divide p o que não pode acontecer pois 1 < a, b < p -- l.

Por outro lado, como L é um 23-subgrupo de ordem p e l C 1, não existe nenhum

conjunto básico de 23 com cardina]idade p contido em L senão teríamos 1],1 > p portanto

todos os conjuntos unitários {Z} com / c L são conjuntos básicos de B.

Assim tem-se que ou lrl = 1 para todo conjLulto básico T de /3 e, neste caso

Bsets(23) = {lA} l A C -#}, ou existe um conjunto básico T de 23 com lrl = p e, neste

caso, existem um subgrupo .L de H de ordem p e um elemento Z/ C /7 \ L tais que

Bsets(23) = {Z.y:li:Çi<p--ilUÍ{Z} iZ c }. n

Em l61, os autores, Muzychuk e Hirasaka, interessados eln determinar a estrutura

dos p-S-anéis sobre um grupo ]7 abeliano elementar de posto 3, mostraram que existe

um único (a menos de isomorfismo) p-S-anel Schuriano ,4 sobre -H tal que Bsets(.4)

contém um conjunto básico de cardinalidade p e <T> = //. No entanto não estavam

certos da existência de p-S-anéis não Schurianos sobre .17 satisfazendo a propriedade
citada acima.

P. Spiga e Q. Wang responderam esta questão ein 1121 com o seguinte

Teorema 4.1.6 (P.Spiga, Q.Wang). Sda H um p-gmpo abeZáano e/ementas de posto

3. Então todo p-S-anel sobre H é Schuüan,o.

Nosso principal objetivo agora é demonstrar este teorema. Para tanto, no que segue

]7 é um p.-grupo abeliano elementar de posto 3 e .4 é um p-S-anel sobre .17.
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Lema 4.1.7. Se ezàsÉe T em Bsets(À) com lr p2 então.4 é $churíano

Demonstração. Seja T em Bsets(A) com lrl = p'. Denote por R o subgrupo (9*(.4).

Pela Proposição 4.1.3, P2 ::= 7'l < 17'r ]l :e 1/? < p2. Com isso TT't :: R. Isto nos

diz que T é uma classe lateral Rt de R. Agora, pela Proposição 3.2.17, Rt, . . . , RtP l

são p l elementos de Bsets(.4).

Provaremos inicialmente que

d./ir'mação : Rt, . . . , RtP-i são p l elementos de Bsets(.4) distintos. Se existem

l $ a, b $ p l tais que Rt' :: BtÓ então t(a b) C R. Clom isso, a classe Rt tem ordem

(a ó) no grupo H/R. Mas a ordem do grupo H/R é igual a p logo (a b) divide p,

umacontradição , pois 1< a,b<p 1. Por fim H\R= 1 JRt:

Agora, como IXI = p2, segue que R é um p-grupo abeliano elementar de posto 2.

Com isso o conjunto {U C Bsets(Á) l U Ç R} determina um p-S-anel .4a sobre R e,

pelo Lema 4.1.4, temos que ou Bsets(.4X) = {lr} l r C R} ou existem um subgrupo -L

deRdeordeinpey C R\LtaisqueBsets(-4n) = {-LZ/{ jl<í<p llUÍ{Z} l Z c Z,}.

Portanto podemos concluir que ou

lP

lZ

Bsets(.4) {lr} l r c R} U {Rt: 1 1 < á < p

ou existem um subgrupo L de R de ordem p e um elemento y C R \ L tais que

Bsets(.4) {-Lv: l l :ç á < p i} u {Íz} l z c L} u {xt: 1 1 < á < p

. Caso 1: Bsets(.4) = {lr} l r C R} U {nt: 1 1 < ã < p -- l}
Devemos mostrar que existe um grupo G C Sup(nH) tal que o conjLmto das

órbitas do grupo GI é exatamente Bsets(.4).

Considere o grupo de permutações G = Rx x ((Jcl(x)(R) n ocl(x)(.H/R)) onde

CCL(K)(R) denota o conjunto dos isomorfismos lineares de // que fixam ponto a

ponto R e (JCI,(X)(H/R) denota o conjunto dos isomorfismos lineares que fixam

as classes laterais de R em /7. Note que são todas transformações afins.
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.4./izvnaÇão O conjuntos das órbitas do grupo

Gi L(H(R) n ccl(w(H/R))

é exatamente Bsets(.4).

Seja T un] conjunto básico de .4. Se T = {r} para algum r C R então 7' é

exatamente a Gi-órbita de r pois rp :: r para toda p C Gi.

Por outro lado, suponhamos que T := Rt{ para algum á. Dado rti C T vamos

mostrar que T é exatamente a (l;i-órbita de rti. De fato, para toda p C Gi tem-se

que (,t:)" (t:)"

Finalmente, dado ftí um elemento qualquer de T deÊnimos a função / : H --+ .17

que leva (t:) em r :ft: e fixa todos os outros elementos. Claramente / C G: e

(,t:)/

Portanto concluímos que T é exatanlente a Gi-órbita de rti l/rt; l r

. Casos: Bsets(.4)=1-L3/:jl ã p llullZllZcLluÍXt:lt<í<P--l}.
Devemos mostrar que existe um grupo G C Sup(Rx) tal que o conjunto das

órbitas do grupo Gi é exatarnente Bsets(.4).

Considere o grupo de permutações afim

G x (ccl(H(z,) n c'CL(H(R/L) n c'cl(H(H/R))

onde C'CL(x)(Z,) denota o conjunto dos isomorfismos lineares de f/ que fixam

ponto a ponto L, (JCL(x)(H/R) denota o conjunto dos isomorfismos lineares que

fixam as classes laterais de L em R e (JCL(X)(H/R) denota o conjunto dos iso-
morfismos lineares que fixam as classes laterais de R em J:í

Procedendo de forma análoga ao Caso 1, obtemos o resultado do Caso 2.

lesta demonstração estava errada no artigo j121. Nós detectamos o erro e fizemos a cor
correspondente e a comunicamos ao autor que concordou com a nossa correção

reçao
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Isto nos mostra que .4 é um Z).-S-anel Schuriano

Note que se (9*(H) = H então .4 é Schuriano, mais exp]icitamente, J = }''(]1/, is,«.(H))

Assim vamos assumir que lrl < p para todo T em Bsets(.4) e O*(.4) :/ H. Denota-

remos por Ã' o subgrupo (9*(.4). Antes do nosso próximo resultado precisamos da

seguinte

Definição 4.1.8. Sejam G um gr"tipo abelàano e Z um suógr'tipo de G. Umz transversal

de L em G é um subconjunto de G foTmLado por e=ütüTiteltte um el,e'm,unto de ca,da, classe

lateral, de L em G.

Lema 4.1.9. .Se IKI ::; p2 então .,4 é .ScAuríano

Demonstração. Note, inicialmente, que existe 7' em Bsets(.4) com lrl :: P pois

estamos assumindo que Ã' # -H. Como lst(r)l :ç lrl < p pode ocorrer (lue St(T) = l

o« ISt(r)l

Se St(T) = 1, pela Proposição 3.2.18, {Tz z C Ã'} pertence a Bsets(.4), ou

seja, existem p2 subconjuntos disjuntos de /7 tal que U 7'z Ç /7. Por outro lado

LI Tzl := }./ ITzl = p + . . +p := p3 :: l.271. Portanto U Tz := .lií, uma contradição
zei /( zC 1( p2vezes zC K

pois se l C 7'z então 7' n Ã # 0 mas T n -K = ü. Concluímos que St(7') = -L é um

subgrupo de -K de ordem p uma vez que l C St(T). Além disso, dado t C T, temos

que Lf Ç T com ltt = P = lrl logo existe t C ,17 \ /( tal que 7' = Lt.

Seja {zi, . . . ,z,} um transversal de L em K. Pelas Proposições 3.2.17 e 3.2.18.

temos que .Ltjz{ C Bsets(.4), para á - l, . . . ,p e .j = 1, . . . ,p l. Isto implica que

Bsets(.4) zilí i,...,p,.j-t,...,p ilutÍX;llkcÃ'}.

Seja / um gerador de L e p C GL(H) um isoinorfismo que leva t em tZ e que fixa

todo elemento de K. Considere o grupo de permutações G = RX >q <p>. Note que

G:-<P>.
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.4./i7'mação ; O conjunto das órbitas do grupo <'p> é exatamente Bsets(.4).

Seja T um elemento de Bsets(.4). Se T = {k} pala algum k C Ã' então a <p>-órbita

de k é exatamente 7'. Agora, se T = Lt;z{ para algum .j, l < .j < p l e para algum

á, l :Ç ã < p, dado a em T, existe /i = Z' c L tal que a = /it;zi. Assim

cvv' = (/itjzi)v' )Pzf (tZ)jzi C T. Logo av'"' C T para todo

l :Ç m < o(p). Com isso mostramos que a <p>-órbita de a está contida em T. Por

outro lado, se z pertence a T, existe Z2 = Z' em L tal que z = Zut;zí. Tomando

m temos clp' (Zt(' 4/j].j)tj#i ncluímos que todo

elemento de T é a imagem de a por uma potência da função p, ou seja, T é a

<p>-órbita de a. Analogamente mostramos que toda órbita do grupo <p> é um conjunto

básico de À. Portanto .4 = }'(H, <p>). H

Com este resultado, podemos assumir que o grupo /( tem ordem p

Lema 4.1.10. $e lst(r)l = p para todo 7' em BsetséH2 com cardánaZídade p erzíão .4
é SChUhQTLO.

l)emonstração. Seja 7' um conjunto básico de .4 com lrl = P. A Proposição 3.2.12

nos diz que St(T) é um .4-subgrupo de H e, além disso, St(T) Ç -K. Por outro lado,

St(T) l.KI logo St(T) = K. Agora, se existe z c T n -K então {z} C Bsets(.4)

com 7' n {z} # g o que não pode acontecer. Assim T n .K :: ü.

Por fim, seja z C T. Sabemos que z gl K e -K =St(T); logo, para todo k em K'

temos que kz C T, ou seja, Kz Ç T. Mas IKzl = P = lrl implicando que T = /(z.

Diante deste fato, podemos concluir que todo conjunto básico de ,4 com cardinalidade

p é uma classe lateral de K. Assim Bsets(J.) = {lk} k C K} U {Kz l z C -# \ K}

Seja {z, Z/, É} uma base de H sobre Fp tal que k C -K e pt, pu em GL(H) tais que:

Z r-----> Z/Ç Z F-.---> Z

{)\'. 'y+---+'y pa'. u +-----} uk

k F--+ k k b -+ k

Considere o grupo de permutações (; -: RX x <pi, p2>. Assim (;i :: <pi, p2>
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Mostraremos que o conjunto das órbitas do grupo <pi, p2> é exatamente Bsets(.4).

Seja T um conjunto básico de .4. Se 7' = {k} para algum k em /( então T é

exatamente a <pi,p2>-órbita de k uma vez que kv''v'' = k. Agora, se T = -Ks para

algum s C H \ /( vamos mostrar que 7' é a <pi, p2>-órbita de um elemento qualquer

de T. De fato, basta mostrar esta, afirl-nação para os elementos da base, isto é, basta

mostrar nos casos em que T := Kz e T :: Ky.

+ Caso 1: 7' = .Kz

Seja a um elemento de T. Assim existe ki em .K tal que a = kiz logo

CEq'iV'z = ktr'Piq'2 :: klzk :: k2z C T. Por outro lado, dado kz em 7' existem cl, c2

em Fp tais que ki = ciÃ; e k cuk. Tomando c = c2 ci temos (kiz)'pÍ = Ãz.

Portanto 7' é exatanlente a <pi, p2>-órbita de a.

e (;aso 2: 7' :; /(g/

Seja # um elemento de T. Existe k eni .K tal que P = ky logo

pv':ç" = k3/ç''v'' = Éyk = k'3/ C T. Por outro lado, dado ktZ/ em T existem ci, c2

em H'P tais que Ê = cik e kt :: c2k. Tomando c = c2 cl temos (ÃIZ/)ç'$ = Aiy.

Portanto T é exatamente a <pi, p2>'órbita de P.

Analogamente mostra-se que toda órbita do grupo <gl, p2> é um conjunto básico

de .4. Clom isso, .4 = V(H, <gi, p2>). H

Antes do nosso próximo Lema, precisamos de alguns conceitos

Definição 4.1.11. Z./ma/unção g: Fp dáz-se função planar se para todo d
.«. r;l « /unção g(z + d) g(:«) é um« /unçã. Z,Üet.,«.

A partir disto, temos a seguinte
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Proposição 4.1.12. Sejam Fp um coz'po ./inato com p elementos e g: Fp -+ B'P uma
fu'nção pl,an r. Então 'p » 3.

Demonstração. Como g é uma função planar então a equação g(z + d) g(z) = Z/

tem uma solução zo. Se carFp = 2 então d + zo é uma outra solução diferente de zo o

que é impossível. H

Além disso, temos o seguinte

Teorema 4.1.13. Sega Fp urn corpo ./mito. Toda /unção planar sobre D'P é um po

livtõmio quadrático.

Gluck eln l21 , Hiramine em l51 e Rónyaí e Szónyi em j101 provaram esse Teorema

independentemente. Não colocareinos a demonstração aqui pois nos distanciaríamos

dos objetivos desta dissertação.

Para terminarmos a prova do Teorema 4.1.6 falta considerar o caso que existe um

conjunto básico 7' de .4 com cardinalidade p e St(T) = 1. Vamos suprir tal caso com
n qpa'llltltP

Lema 4.1.14. $e St(7') = 1 para algum conjunto básico T de .4 com cardlna/idade p

então .4 é ScAuhano.

Demonstração. Seja T um conjunto básico de .4 tal (lue St(T) = 1 e lrl = p. Pelas

Proposições 3.2.17 e 3.2.18 temos que o conjunto T({)k é um conjunto básico de .4 com

cardinalidade p para 1 < á < p l e k C K. Vamos agora provar algumas afirmações

que serão usadas para concluir a demonstração deste Lema.

H./i7'mação ; Se 7'({i)kt :: T({2)k2 então {1 :: {2 e ki :: k2.

Suponhamos que X;i # k2. Se St(T({:)) # l então St(7'(Ü)) = Ã' resultando que

T({i)ki = T(ii)k2, uma contradição, pois 7'(Ü)ki e T(Ü)k2 são conjuntos básicos de .4

logo St(7'(i:)) = 1. Além disto, ãi # {2 pois senão teríamos T(Í-)k = T({2)k, para todo

k C K. Agora sejam ã = ã;iá:, k = kik;i e seja / a ordem de { em F;. Para todo t em

T, tem-se que tÍ'k2 C 7'(i2)k2 ;; T(Ü)kt; portanto existe t em (r tal que tizk2 ;; tzikl.
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Isso nos mostraque [ = (?:kik :):;: ':;')(kik;:):;' . Podemos conc]uir

então que t C T({)ki;' cona l7'l = p -: IT({)ki;' l portanto T({)ki;' :: 7'.

Considere a permutação y C Syln(T) definida por tv' - t:kí;' . Se t é um elemento

de T então a p-órbita contendo t, isto é, o conjunto {t'P' l .j C Z} possui exatamente /

elementos a saber t, tiki;' , . . . , ti'-:kÍ;:({'''+...+i+i) o que nos mostra que toda p-órbita

possui cardinalidade divisível por Z, ou seja, / divide lrl = p, uma contradição. Con

alusão {i :: ã2, o que prova nossa primeira afirmação.

.4./í7'mação . Temos que

Bsets(.4) - {lk} l k C Ã'} U {Xz: l ã = 1, ,p 1} u {TmÉ l á ,p l,k c .K}

para algum z el-n J]

A Afirmação anterior nos mostra que existem p3 p2 elementos de .17 em

{T(i)A l á = 1,...,p l,k C Ã.}. Assim existem Si,...,SP l,p l conjuntos básicos

de .4 com ISjl = p, l :Ç .j < p 1. Agora, se para algum índice .j tem-se que St(Sj) =l

então o conjunto {Sjk l k C -K} é um conjunto básico de .Á. Além disto, se Sjki =

T(:)k2 temos sj nT(:)k3 # ü, logo {sjk l k c Ã'lnl7'(:)k lí = 1,...,P -- l,k c Ã} = 0.

Desta maneira, somando as cardinalidades dos conjuntos básicos de .4 temos p3 --

p2 + p2 + p2 2p +p :: p3 +p2 -- p > p3 uma contradição. Portanto para todo .j tem-se

que St(Sj) = K implicando que existe z c -H \ K tal que o conjunto .Kz é um conjunto

básico de .4. Mas pela Proposição 3.2.17, o conjunto .Kzi é um conjunto básico de .4

para todo 1 < { « p l donde concluímos esta afirmação.

Note que .L = 1. J Kz{ é um .4-subgrupo de ordem p2

.4./i7mação : Existem ti, t2 em T e Z C L \ K tal que ti :: t2Z

Primeiramente, considere o subconjunto 7'L de -H. Sabemos que l g TL pois senão

T n z, / 0. Com isso conc]uímos que TZ, # ]71 logo existem ti, t2 € 7', Zt, Z2 C -L com

Zi 7é Z2 tais que fiZt :: t2Z2, pois se os elementos de TZ, fossem distintos teríamos que

r.cl = p3 implicando T.L = .17. Assim ti :: t2(Z2ZÍi) e o elemento Z2Zi'i não pertence

lP

0Z
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a X pois, senão , tt pertenceria a 7'(Z2zi':) n T implicando que T = 7'(Z2Zi':), isto é,

[2Zi # ] C St(7') uma contradição. Portanto J2ZÍi C .L \ -K

Á./ir'mação ; Para todo t em T existe um único /t em K tal que tZ-i./[i C T.

Existem uil] índice ã, 1 < ã « p 1, e um elemento k C K tais que / -: kzi. Assim

K/ = Kzi pois ziZ l C Ã.. Com isso, sabemos que T e KZ pertencem a .4. Mas .4 é um

espaço vetorial gerado pelo conjunto {U l U C Bsets(.4)}; logo T.Z(Z - }l: cuU
UeBsets(.4)

Além disso, sendo .4 um S-anel temos cr :: ct para todo t C T e, pelo Lema 3.1.3,

tem-se que ct = lr n tlKzl( i)l. A Afirmação anterior nos mostra que cr > 1 mas,

se existem «:,:«2 'm r ' k:, A, e:n K com z:(k:Z) - :«2(k,Z), e«tão o eleme«to k:k;:
estabiliza TI portanto ki :: k2 e zi :: z2. Isto prova que cu- :: l e, em particular, para

todo t em T existe um único /t eni /( tal que t/-i.C"i C 7' o que encerra a demonstração
desta afirmacão

Fixamos um base {el, e2, e3} de ]7 satisfazendo el C T, e2 = (J/e.)'l e K' :: <e3>

.4./i7v7}ação ; T (ãe2)(/(á)e3) 1 0 < á :Ç p 1} para alguma função

./ : B'P --} IFP tal que 0/ :: 0 e l.r :: 0.
Sabemos que, como /e. C /(, existe um único õ em Fp tal que /e. = õe3. Vamos

mostrar que se ei(íe2)(./(á)es) pertence a T para algum/({) C F., então existe/({+1) C

F. satisfazendo e] ((á + l)e2)(/(ã + l)e3) C T

Se ã = 0, como ei C T, podemos tomar 0/ = 0. Suponhamos que ei(ãe2)(.r(ã)e3)

pertence a 7' pala algum /(ã) C Fp, então pela Afirmação anterior, existe um único ã

em F, tal que ei(ãe2)(./:(ã)es)Z :(êe3)': C T, equivalentemente,

e:(ãe,)(./(á).;)e,ã';(êe3) : - e:(({ + 1)e,)((.f({) + .)e:) C 7'

onde c = õ õ. Assim podemos definir /(ã + l) = ./:(á) + c.

O conjunto {ei({e2)(/({)e3) l í C F,} tem cardinalidade p e está contido em T

portanto {ei({e2)(/(á)e3) 1 { C F,} = T. Por fim, co:no et(0e2)(./'(0)e3) = ei C T, pela

Afirmação anterior, existe um único ci em F, tal que eie2(./(0)+ci)e3 = eie2(cie3) C T
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Mas eiZ l./.il :: eles C 7', logo cl := 0, implicando que 1/ :: 0

.4./izmação : Para todo k C F. \ {0} temos que {/(i)
particular podemos assumir que 2J = 1.

Usando a descrição do conjunto 7', temos que

P l

fjl-ã - pi + }:ÃÜã')
k-o

/(á k) l á C F,} = F.. Em

Em particular, para todo k / 0, o conjunto

{(e:áe,/(á).,)(e:(í k)e,/(ã k)e3) : l á C W'.}

é um subconjunto de K(ke2) com cardinalidade p logo,

{(.:ã.,/(á).;)(.:(ã k)ee/({ k)e3) : l ã c F.}

Porfia, paratodok c F,\l0} oconjunto {./(ã)/({ k) 1 { c F,} é um subconjuntode

IF.contendopeleinentos. Defato, se/(á) ./:(ã k) (.j) /(J k) parei,.j C F,com

á # .j e«tão(':ã'2/(á)';)(e:(á-k)e2/({ k)e;)': e:.je:/(.j).;)(e:(.j k)e,./(J k).;)':
o que nos diz que IK(ke2)l = p l mas isto é uma contradição

Note que 2/ não pode ser 0 uma vez que sendo 0/ :: 1/ - 0 tecemos

{/(ã) -- /({ k) l á C B'P} C F,. Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir

que 21 = 1 fazendo a mudança da base {ei, e2, e3} para a base {ei, e2, (2J')-ie3}.

A próxima afirmação determina exatamente a nossa função /

,4./i,'mação ; /(z) = (z' z)/2

Pelo Teorema 4.1.13, sabemos que existem a, b, c C W'P tais que

/(z)+Z,z+c. Mas0/=1/-0e2/=1 logo/(1)=(z' z)/2
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Estamos prontos para terminar a demonstração do Lema 4.1.14. Para isto, seja p c

GL(#) definida por

el : > ele2

P : e2 }' '+ e2e3

e3 ; > e3

Considere o grupo de permutações G = -RH x <p>

,4./i7mação : O conjunto das órbitas do grupo <p> é exatamente Bsets(,4).

Inicialmente vamos mostrar que Gt = <p>. De fato, como eg = e3 e l C .K então

lç' = 1, ou seja, p C Gi. Por outro lado, seja / C Gi existem yP C <g> e Rh C RX

tais que / = (/PRA. Assim l/ = IP'Rh - IRh = h = 1 logo ./' C <p>. Vamos agora

demonstrar a Afirmação . Para isto, seja T um conjunto básico de .4.

e (l;aso l: :r :: {k} para algum k em .K

Existe ã C ]Fp com À; := õe3. Portanto k'P :: õeg := õe3

çy, ÉÇ'' :: k. Isto nos mostra que 7' é a <p>-órbita de k.

Logo, para todo

e Caso 2: 7':; Kzí paraalgumá C {l,...,p l}.

Sabemos que existem ai, a2, a3 ein ]FP tais que z :: aieia2e2cv3e3. Dado kzi em

T vamos mostrar que (kz{)P C F. Note que pata isto ocorrer é suficiente mostrar

que (z:)ç' C 7. De fato,

(:«:)" - l(a:.:a,',.«;e;)"l:
- (a:(.:.,)a,(e2.;)a;e,):
-(a:e:):(a,e,):(.«;.3):(a:e,):(a,.;):
- «:(«-.,):(«,.;):

Suponhamos, por absurdo, que (z:)ç' « f. Sabemos que (si)v' « Ã' pois senão

z: - l(z:)"l"': - (z:)" C R'. Se (z:)" C X'zj e«tão z:(.«:e,):(a,.;): - k:zj

implicando que (aie2): = k2z(j :), ou seja, (criei)(j :)(a,e,)(j :)((a3+c)e3)(j :) =

(aie2): logo (J --{)ai = 0, isto é, .j = á. Agora, temos que e2 C -L logo (aie2): C L
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Além disso, z{ C L portanto z{(ateu){ C -L. Assim, se (zi)ç' C T(')k: então

z:(aie2):(a2e3): = t'ki, ou seja, z:(aie2): C T(')k2 uma contradição pois

z, n 7'(')k2 = 0. Consequentemente, concluímos que (z{)'p C KzÍ; portanto, a

<p>-órbita do e]emento kzi está contida em ](zi

Note que existem ê, c em B', tais que (ce3z:)"' z: ' (c+ ê)e3z:. Com isso,

(ce3z:)p' = (c + 2ã)e3z: e assim (ce3z:)p' = (c + .jã)e3z:. Por âm, dado Z;iç: um

elemento qualquer de /(aç{ existe ê em F. tal que É = ãe3. Tomando .j = (ê c)/õ

temos (kz:)"' ::; (cear:)"'' - (c + .jê)esz: . Co«equentemente, a

<p>-órbita de kaçi é exatamente /(z{ = 7

e Caso 3: T=T(')kparaalgums,l<s<7) l,kC/(
Seja t'k um elemento de 7'. Como t C T existe .j C IFP satisfazendo

[ = ei.jee./(.j)e3. Assim

(t;k)" -(t')"É -(ei)"((.je,)')"((/(.j)e3)')"k

(.j (e,.;)) ;(/(.j ) .3) ; k

e,) '(/ (.j )e;) 'e; (.j .;) ' k

+ i).,)'(/(.j) + .j)e,)'k.

Mas /(.j + l) -- /(.j) = (--.j' + .j)/2 + (.j' + 2.j + l -- .j 1)/2 = .j portanto

(t'k)"' = (el(.j + l)e2(/(.j + l)e3)'k C T(')k. Podemos concluir que (t'k)v'' C 7'(')k

para todo índice Z, 1 < / < o(p) e isto implica que a <p>-órbita do elemento t'A

está contida em T(s)k. Por outro lado, dado i'k um elemento qualquer de T(')k

existe .j C Fp com i = eije2./'(.j)ea. Tomando / = j .j temos

((e-.je,/(J)e;);k)"'(.j + .j - .j)e,/(J + } .j)e;);k(e:je,/(.j)e;)'k
Portanto o conjunto T(s)k está contido na <p>-órbita do elemento t'k. Assim

concluímos que a <p>-órbita do elemento t'k é exatamente o conjunto T(')k.

Acabamos de mostrar que todo conjunto básico de .4 é uma órbita do grupo

Gi = <p>. Analogamente mostra-se que toda órbita do grupo <p> é um conjunto básico

de .4. Com isso finalizamos a Afirmação, o Lema 4.1.14 e o Teorema 4.1.6. H



Capítulo 5

lsomorfismos entre S-anéis

O desenvolvimento do conteúdo deste capítulo não está diretamente relacionado com

os resultados desenvolvidos no capítulo 4 , mas estão incluídos aqui com o objetivo de

enriquecer o trabalho.

5.1 Definições e Propriedades

Definição 5.1.1. Soam .4 Ç QX e 23 Ç QÃ. does S-anéis sopre os gmpos n e
Ã respectÍuamerzte. t/rna /unção p: ,4 --.> 23 dãz-se um S-isomorfismo se é um

ã«mo$.mo d. Q-óZp.ó,«; . (Bs(Á))" (B) .nd. -Bs(.4) {7' l 7' c Bsets(.4)} e

.Bs(B) -: {T l r c Bsets(Zg)}. U«.« Z,Üeção .f: Bsets(.A) H Bsets(6) dãz-se u«.

S-isomorfismo de conjuntos básicos se induz por Zíneaãdade um S-isomorfismo

entre ,4 e 6, ou seja, se apZãcação }, aí7: --} >1:ai7tr é um S-isomorfismo entre

,4, e 25
Z Z

Definição 5.1.2. cegam .4 Ç (Q-ü e 23 Ç (Q-K dois S-anéis sopre os gr"tipos ]7 e /(

respectãuamente. Uma aplicação bÜetora /: .H ---.> Ã. díz-se um isomorfismo com-

binatório de S-anéis se para cada T pertencente ã Bsets6H,) ezÍste S pertencente â

ç\sets(B) tal q'ue Ca#(n,T)f=ca#(K,S), o'u, equiualentem,ente, dados =.u ç: n então

«Z/-: pedenc. ã T « e «m.nte « :«/(Z/J')': pertence â S.

52
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.4Zém disso, /: /í --+ /( dàz-se um isomoríismo de Cayley de S-anéis se /or

um àsomor$smo de gmpos e um isomorfismo combinatório de S-anéis

Note que todo isomorfismo de Cayley de S-anéis é um isomoríismo combinatório de

S-anéis lhas em geral a recíproca é falsa. Denotamos .4 ac,, /3 (a a.«« 23) se existe

um isomorfisn)o de Cayley (combinatória) entre .4 e 23.

Proposição 5.1.3. Se#arrz .A Ç (Q]] e 23 Ç (Q-K dois S-anéis sobre os grupos H e .f(

respectivamente. Se fl H -a K é um isomor$smo combinatório de S-anéis então,

para cada el,ementa k ç: K, o produto fRt,. H -» K também é um iso'm,or$s'mo

combãnal,órào de S-anéis.

Demonstração. Seja /: ]7 --} K um isomorfismo combinatório entre .4 e 23. Para

cada T C Bsets(.4) existe S C Bsets(Zg) tal que Cay(H, T)/=Cay(Ã', S). Vamos mostrar

que Cay(H,T)/"* (-K, S). De fato, se ; C Cay(n,T)/':' então . = (:«J't',g//':z*)

co:n (z,g/) C Cay(-H,I"). Mas z/"'(3//"') ' - (n-fk)(y.fk) ' - zJ(y/) ' C S conse

quentemente z C Cay(K, S). Por outro lado, se w C Cay(.K, S) existem z,3/ C -H tais

que «« a*,3//a') e z/"'(3//'z-) ' k)(Z//k)': - z/(3//)': C S portanto

(a;/,y-f) C Cay(-K, S)=Clay(H,T)/ implicando que ZZ/ : c 7' logo w c Cay(H,T)/x'
donde segue a tese. H

Agora, se .4 Ç (1)-17 e 23 Ç (QK são dois S-anéis sobre os grupos /l/ e /( respecti-

vamente e / : # ---+ K é uin isomorfismo combinatório de S-anéis, a Proposição 5.1.3

morfismo combinatório de S-anéis com a propriedade que llÍRk = IK. Isto nos motiva

a introduzir a seguinte

Definição 5.1.4. Sejam .4 Ç (QI.17 e 23 Ç ((2.Z( dois S-anéis sopre os gr"tipos .17 e /r

respectiuameTtte. Um isomor$smo combinatódo f: H -, K de S-anui,s diz-se \so-

morfismo combinatório normalizado se ll = IK

A seguir damos um resultado que nos ajudará a mostrar que todo isomorfismo

combinatório de S-anéis induz um S-isomorfismo.
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Lema 5.1.5. Sejam .4 Ç QJÍ e 13 Ç QK dois S-anéis sobre os gmpos H e /( respec-

tivamente. Suponhamos que A e 13 sejam covnbânatoüamente {somorfos e covtsidere

f\ H --, K um isomor$smo combinatóho entre A e B. Se j for noT"ma\i,za,do então

para todo T em BsetséH,) ea;êste S em Bsets6B2 [a/ que T.r = S.

Demonstração. Seja T pertencente à Bsets(.4). Por hipótese, existe S em Bsets(B)

ta[ que Cay(H,]")-f Ã', S). Assim, dado z C 7' temos (aç, ]) C Cay(H,]") impli-
cando que (z/, 1/) C Cay(Ã, S) e portanto z/ C S. Segue que T/ Ç S. Por outro lado,

se Z/ C S, existe um único z C ]7 tal que Z/ :: #-f. Com isso, temos que

(Z/, l) = (aç/, l-f) c Cay(K, S)=Cay(.H, T)/; logo (z, 1) C Cay(-H,7'). Deste fato, pode-

mos concluir que z C 7' e 7'/ = S. H

Observação 5.1.6. O Lema 5.1.5 nos permite concluir que se .f: /l/ -> ./( é um

isomorfismo combinatório normalizado entre os S-anéis .4 Ç (Q-H e 23 Ç (QK, então

(Bs.ts(.4)y - Bsets(B)-

Proposição 5.1.7. Sejam .4 Ç (Q/7 e B Ç {Q-K dois S-arzéás sobre os grtlpos .l? e /(

respectivamente. Se umc dada biãeção fl H -» K tül, que \.J -- \. é uln i,som,or$smo

combinutóüo vtoTmülizado de S-anui,s, então 'para cada T em Bsets(A) e =,U em H são

equáuaZenles.

(i) zu'* ç: T

(ii) =1 Qsí) * c Tí

l)emonstraçáo. Se / é um isomorhsmo combinatório, pelo Lema 5.1.5, para cada 7'

em Bsets(Á) existe S em Bsets(23) tal que T/ = S. Além disso, Cay(.K, S)=Cay(H, 7')/

Assim zy : € T + (:r,3/) c Cay(n,T)
o (z/,g//) C Cay(H,r)/ Cay(Ã',r/)
« z/(Z/-f)': C TI'
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Considere .4 Ç (1)/? e 23 Ç (Q/( dois S-anéis sobre os grupos .r/ e K respectivamente.

Suponhamos que .4 e 23 sejam combinatoriamente isomorfos e considere / : .ll/ --.} K

um isomorfismo combinatório entre .4 e 23. Tomando k = (IJ)':, a Proposição 5.1.3

garante que a função /RÀ: : .17 + K é um isomorfismo combinatório normalizado entre

.,4 e /3. Denotaiemos g = ./'RA:. Assim, para cada 7' enl Bsets(.4) existe S em Bsets(B)

satisfazendo Cay(H,T)s=Cay(K, S) e 7's = S. Por esta razão , g induz uma bijeção

g* : Bsets(Á) H Bsets(Zi) tal que Cay(H, T)S=Cay(K', 7'ç* ).

Proposição 5.1.8. .4 /unção g* é 'um S-ãsomor$smo de conjuntos básicos ertfre .4 e
B

Demonstração. Primeiro, considere Bsets(.4)= {Zo, . . . , TÓ} e Bsets(/3) = {So, . . . , Sa}

Devemos mostrar que g* induz por linearidade um S-isomoríismo. Mais explicitamente,

devemos mostrar que a função p: .4 --, B dada por: (f)ç' = To' = i$ é um S-

isomorfismo.

De fato, dados Z,% en] Bsets(.4) existem St, St em Bsets(23) tais (lue Zy - $r e

iq = St. Desta maneira, 7:Tj :: >1, akTk implicando que

(ãÊ)" - )1: «*(%)« - )i: «*#
h n h n

d

k 0

d d

e

m:=O

.4./izmação; Para cada índice k, 0 < k < d, existe um índice m, 0 < m < d, que

satisfaz ai; = /3..

Seja to C Tk. Pelo Lema 3.1.3, ak = Oto(Tí, Tj) = lz n tolrj(':)l. Mas como g é um

isomorfismo combinatório normalizado, existe m, 0 < m :Ç d, com 7tr = $. garantindo

que tg C S.. Além disso, /3m = Otg(Sz, st) = lsz n t.sÍ i)l. Por fim, a função

@: 7:nto17.J i) ..} slntÍjsf i)

t.z/': ----, tg(z/')':
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é uma bijeção. Deste fato concluímos que ak = P. o que prova a nossa afirmação

Portanto (ZTj)p = (Z)P(%)P donde segue que p é um isomorfismo de Q-álgebras. H

Sejam .4 Ç (Ql-ll/ e /3 Ç (Q/( dois S-anéis sobre os grupos .f/ e /( respectivamente. A

conexão entre os três tipos de isomorfismo é dada pelas seguintes implicações:

Á !c.* B :> .4 a.- /3 :+ .4 =a 23

Em geral não vale

.4 =c., 23 <:::: .4 a..« 23 {::: .4 aa B

Para cada S-anel .4 Ç (Qn podemos associar dois subconjuntos de Sym(#):

/se(a) = {./ C Sym(H) / é um iso combinatório de .4 em uin S-anel sobre H}

/se-(.4) {./' C /se(A) l l/
Note que se ./ C /se(a) podemos escrever / da forma / = (./:(Ri.r)'')Ri/ o que nos

permite estabelecer uma relação entre os conjuntos /se(,4) e /soi(.4). Explicitamente

.rso(.'{) - /«:(A)Rx.

Proposição 5.1.9. Sejam .4 Ç (Q/í e 6 Ç (]lK dois S-anéis coma)ánaÉohamente

{so'm,orjos sobre os gr"upas H e K respectivamente e fl H --} K um isomor$smo

combinatória 7toTmalizado de A em B. Então:

i) Se E C A T)aro, algum subgrupo E de H, então EJ é zm subgrupo de K e
fn: E --, Ef é um isoTitor$smo combinatóüo de An em Bnf

ü) 'p«. c«d« h, ç: H, temos ÇEhàJ

iii) Se E C A T)a Q algum sbbg'r"upo noT"mal. E de H tal, que Ef é um subg'r"upo ltoT«mal

de K, então a, apta,cação fHIB : nijE a KJEÍ de$nida, T)eta fór'm'ul,a,

ÇEhàj"/' - EjhF é um ã,somor$smo combinntóü,o n,ormati,lado entre AJE e

Demonstração. à) Como / é normalizado, Cay(-#, T)/=Cay(K,T/) para cada T em

Bsets(.4). Além disso, E é uma união de conjuntos básicos de a pois -E c ,4.
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A$mtação: CavÇH, E)J =CavÇK, EJ ).

Existem Z. , . . . , Tí. em Bsets(.4) tais que E = U Z, portanto E/ = U 7./ o que

implica z C Cay(H, .E)-f + z = (z-f,wf) com zm': C Z* para algum k, 1 < k < s,é

:« C Cay(H, Z*)f +' z C Cay(H, .Ef).

S S

0lJ J

Agora, como -E < H, o Teorema 2.1.3 nos diz que Cay(H, E) é uma relação de

equivalência em -H, logo Cay(K, E/) é uma relação de equivalência em .K e novamente

o Teorema 2.1.3 mostra que Er < Â.. Por fim, se T pertence a Bsets(ÁZ) então T

pertence a Bsets(.4) com T Ç .E. Mas ./' é um isomorfismo combinatório, ou seja,

existe S em Bsets(B) tal que T/ = $ Ç E/ mostrando que T/ pertence a Bsets(23E/).

Concluímos que /z : E --.} .E.r é um isomorfisino combinatória de .4Z em 23Z/

ái) Sejam e C .D, h C H elementos arbitrários e considere o par (h, eh) C Cay(H, E).

Então (h/, (eh)/) C Cay(Ã', E/), isto é, h/[(eh)-f] ' = e{ para algum e: C E o que é

equivalente a dizer que (e{)':hJ = (eh)/. Mas -E/ < K logo (e{) : C .E-r implicando

que (eA)/ c E/h/, portanto (.Eh)/ Ç E-rA/. Por outro lado, lEAl

E//z/l. Considere p: (.Eh)/ --, -E-Í dada por pl(eA)-fl = e-f. Claramente g é bijetora;

consegue«temente l(-EA)/l e(Eh)/ //

áãã) Inicialmente temos a seguinte função ./'H/E : ///E > /(/B-r definida pela

fórmula (Eh)/"'' = E/A/

e /H/E está bem definida e é bijetora

De fato, se Ehi - .EA, então (Ehi)/"'' - E/h{ - (EÜ«)J - (.Eh2)J ::: -E.rA{ -

(.Eh2)/"/' mostrando que /x/z está bem definida. Além disso, se (-Ehi)/"/' =

(-Eh2)/"'' então .E/h{ = -E/h{ implicando que (.Ehi)/ )/ e sendo /

bijetora telhas EAi = .Eh2, isto é, .fX/Z é injetora. Por fim, dado a C Ã'/-E/
existe A c H tal que a = .E-rh} = (Eh)/ = (EA)/"'', ou seja, /x/n é sobrejetora.
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. Para todo Í em Bsets(.4/E), Cay(-H/E, 7)/"'' E}', 7/"'')

De fato, dado 7' em Bsets(J/E), existe T em Bsets(Á) tal que 7' = {tE l t C T}.

Vamos denotar o conjunto {tE t C T} por 7'/-E. Seja z uln elemento do

conju«to Cay(K/Ef, 7J"'') -Er, (7'/E)/"''). Existem A:, h, C H tais

que :« - (E/h{,.E/h{) com (E-rh{)(-E-rA{) : - z/hlÍ(h{) * c (r/-E)J'"'', o"

seja, existe t C T tal que .E/A{(h{)': = (t-E)/"/'. O fato de -E g H implica que

.E/hÍ'(h{)': - (-Et)/"'' - E/tJ'; logo h{(A{)': C .EI't/ , isto

é, existe e C E com h{(h{)'i = e/tJ. Mas / é um isomorfismo combinatório,

portanto h{(h{)''(eJ) : = h{(e-fh{)': = (A{(eih2)/)':) o que implica

hi(eiA2)': = 2 e hi/z;: C 2Z. Assim Ehih;: .Ehi)(E/z2)': C T/E. Por

6m z EA:)/"'', (.EA,)/"'') com .Eh:h;: )(-EA2)': C 7'/E o q« -s
mostra que a c Cay(H/É;, F)-f"''

Seja agora g/ um elemento do conjunto Cay(H/E, F)-f"'' (H/E, 7'/E)-r"''

Existem -Ehi, E/z2 em -H/-E com (.EAi)(Eh2)': c r/E tais que

g/ = ((-Ehi)/"'', (EA2)/"'') = (E/h{, -E/h{). Mas o fato de que

(-Ehi)(Eh2)': = -E(hih;:) C 7'/.F implica que hih;: C tE para algum t C 7'

logo existe Í c 7' tal que A:(h{) : C (i-Z).r pois / é um isomorfismo combi-

natório. Agora, (i-Z)/ = (.Ef)J' = Z/i/, ou seja, A{(A{)': C (i-E)}'"''. Por-

tanto -E.rh{(h{) : A{)(-E/h{)': c (r/-E)/"'' e, co:«eque«teme«te Z/ C

CaNÇKJEj .'Íf"r' ).

. Í = (T/-E)/"'' pertence a Bsets(6/E-f).

De fato, seja T C Bsets(Á). Existe S C Bsets(23) tal que 7'/

cada t em T temos (tE)f"/' = (Et)f"/' = EÍtJ = Efs ::: sEf

Logo (TJE)Í"/' = SJEÍ

Assim, para
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5.2 S-anéis e Digrafos de Cayley

Sejam .ll/ um grupo finito e S Ç .llí um subconjunto qualquer de /7. Considere o

digrafo Cay(-H, S) de H sobre $. Podemos considerar o S-anel <<S>>. Na verdade

existe uma relação muito forte entre as propriedades de Cay(-H, S) e de <<S>>. Para

maiores detalhes precisamos da seguinte

Definição 5.2.1. Seja .4 = <To, . . . ,Tó> um S-amei sobre urra grupo H. Z.)e$námos o

grupo dos automorflsmos de .4 como sendo

Aut6H) Í IAut(Cay(-H,Z))

isto é, Aut6H) consiste de todas as per'mutações n C SymÍH) tais que;

hih;' C T{ :» AT(Al})'i C Z, para todo hi, h2 C -H e para todo z'ndáce á, 0 :Ç á <d

Proposição 5.2.2. Sega -H um grtzpo ./inato e $ Ç /7. Então;

ã) Autr<<S>>) < Aut(Cayí#, S));

d

0Z

íã) Se B, .4 são dois S-anéis sobre o gmpo # com Zi Ç .4 então Aut6H) < AutÍB2,

ãíã) Z)idos G, F' em SupÍRx) com G < F' então y(n, Fi) Ç y(H, Gi)

Demonstração. i) Como S C <<S>>, a Proposição 3.2.2 garante que S é uma união

de conjuntos básicos de <<S>>. Sejam / C Aut(<<S>>) e Bsets(<<S>>) = {So, . . . , St}.

Assim z C Cay(H, S) + z c Cay(H, 8) = Cay(H, 8)/ + z C Cay(n, S)/

ãã) Sejam 23, .4 dois S-anéis sobre H com 23 Ç .4 e Bsets(.4) = {To, . . . , Tól- Como

23 Ç .A, para cada conjunto básico S de /3 temos $ C .4. Isto nos diz que S é um ,4-

subconjunto e, pela Proposição 3.2.2, S é uma união de conjuntos básicos de .4. Com

isso, se / C Aut(.4) então Cay(-H, Z)/ =Cay(.H, Z) para todo índice á, 0 < á :Ç d. Em

particular, Cay(H,Z)/ =Cay(-H,Z), para todo Z C Bsets(Zi) o que nos mostra que

/ c Aut(B).

íí0 Dados G, f' em Sup(nx) e seja z C y(.H, FI). Colho G < F' então Gi < Fi
portanto g = z para todo g c Gi e, pelo Lema 3.4.5, z C y(.H, GI). H
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Proposição 5.2.3. Seja .4 um S-anel sobre um grupo H. Se .4 = V(-#,Gi) para

algum gr"tipo G em SupÍRH), ent(io G <Aut(1,42

Demonstração. Sejam G C Sup(RH) tal que .4 Gi) e T C Bsets(.4). Dados

hi, h2 dois elementos quaisquer de .f/, se hih;i C T então hi C Th2, ou seja, existe

i em T tal que hi ra, para todo g em G temos: (fh2)s }:t)A2lS

(}:tA2)s = }:(th2y. Como f C .4, pelo L':na 3.4.8, (fh,)s = Ph3 portanto

>l:(th2)p = }:thg, isto é, existe t C T com h{ = tAg implicando que h{(h2)'' c 7',
teTteT
para todo g c G.

Logo G «Aut(.4)

Agora, estádios em condições de formular o resultado que relaciona Cay(H, S) e

<<s>>.

Teorema 5.2.4. Sega ]7 um gr"tipo ./inato Para, ca,&a S C H telhas

Aut(Cay ÍW.S9,) =Autr< <S>> )

Demonstração. Seja G =Aut(Cay(H, S)) e denote por Zo, . . . ,Ts as órbitas de Gi.

Dado g em Gi, considere g/ em SS, isto é, um elemento da forma g/ = zg com z C $.

Mas (y, l) = (zg, is) CCay(H,S)P =Cay(-H,S),ou seja, Z/ Usando este

mesmo raciocínio, mostramos que S Ç SS. Assim, S = $g implicando que (Sqs = S

para todo g C Gi logo, pelo Lema 3.4.5, S € y(n,Gt). Mostramos que y(H, Gi) é

um S-anel que contém Si com isso podemos afirmar que <<S>> Ç V(.H, GI). Por fim,

aplicando as Proposições 5.2.2 e 5.2.3 temos

G (Cay(-H, S)) >Aut(<<S>>) >Aut(V(H,Gi)) >G

Aplicando o Teorema 5.2.4 no Exemplo 3.2.4 temos

Aut(Cay(O8, {g,g7, g4}))=Aut(<<S>>) a -Da, onde S = {g, g7, g4} e D8 é o grupo diedral

de ordem 16.
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Lema 5.2.5. Z-/m S-amei .4 sobre um grtzpo # é ScAurlano se e somente se cada con

j nto básico de .4 é uma órbita do grupo G =AutÍH)i

Demonstração. (::>) Se .4 é Schuriano, existe Ã' C Sup(RX) tal que .4 y(H, Ã'i).

Pela Proposição 5.2.3, temos que K <Aut(,4) 1ogol pela Proposição 5.2.2,

V(H,G) < V(-H,Ki) = .4. Mas dado z C J, existem ai,...,a; en] (QI tais que

k-ok-ok-o
Ttg . Tk. Pelo Lema 3.4.5 , sç C y(H, G) logo .4 = y(H, G) o que nos mostra que todo

conjunto básico de Á é uma órbita de G.

(4:::) Suponhamos que cada conjunto básico de .4 é un-la órbita de G =Aut(.4)i.
Pela Proposição 2.1.12, Aut(H) C Sup(RH). Portanto, Á é Schuriano. n

S S S

Proposição 5.2.6. Seja A um S-avtet Schnüano (De.Rnição 3.4.íO) sobre o grupo H.

Então pctrü 'um A-suba'r"upo arbitrado E <: H as seguintes propüedades são 'verdadeiras.

rã,) ,4z: é Schuüano; e

(ii) Se E é no'r'mal, em H, então Aln é schuüc-no

Demonstração. 01 Sejam ./' c G ut(.4)i e T ein Bsets(.4).

Ahr'm,o,ção: Tf = T

Seja z C T. Então o par (aç, 1) pertence ao conjunto Cay(H,T)=Cay(H,T)/, isto

é, existe y em 7' com (z, l) = (Z/J, l/) logo z = 3// C T.r. Por outro lado, se Z/ C 7'/

existe z C 7' tal que Z/ = z/. Além disso, (3/, 1) = (z/, l.f) C Cay(H,T)f (H, 7')

Portanto y C T o que prova a afirmação

Com isso, ZZ/ l C 7' «. z/(3/.f)': C T mostrando que / é um automorfismo combi-

natório normalizado de .4. Pela Proposição 5.1.9, /a é um isomorfismo combinatório

normalizado entre .4z e .4{/. Mas E é um ,4-subgrupo, ou seja, existem conjuntos

básicos de .4, Z.,...,Z, tais que -E logo E/ - (UZ,)/ = U(Z,)/
.j=o .j=o .j=o

1 1 iC. = E. Como .4; = .4 então .fn é uln automorfismo combillatório de .4n

S S S

S

0J
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Considere o conjunto GZ = {/z / C G}. Dado T em Bsets(JE) então T pertence

a Bsets(.4) e 7' Ç -E logo GZ <Aut(.4a). Além disso, 7' é uma órbita de G mas G e

Gr possuem as mesmas órbitas em .E portanto 7' é uma órbita do grupo Aut(.4z)i e

pelo Lema 5.2.5, .4a é Schuriano.

0i) Seja / C G =Aut(Á)i. Na demonstração do item anterior vimos que / é um
automorfismo combinatório normalizado de .4

A$T"m,ação: ÇnjEÕj

Seja .Eh um e]emento de ./7/-E. Existe hi em .]] tal que h = üif. Colho .E/ - .E,

Lemos Eh = EJh\. = ÇEh\)j \ogo Eh € ÇHJEÕj. Mas ÇEhlJ = Efhí = EhJ ç njE
mostrando que (H/E)r ue prova a afirmação

Assim pe[a parte Õãà,) da Proposição 5.1.9, temos que .fX/Z: ]]//E ---+ ,]]//-E é

um autoniorfismo combinatório normalizado de .4/E. Considere o conjunto Gx/E =

{/x/' 1 / C G}. Como (tE)/"'' ::: (-Et)/"'' Z?/t.r = t.r.E, ot)te:nos que (tE)C"''
{tS.E l g C (;} = tC/.E = T/-E. Assim, T/E é un)a órbita de GX/E e portanto uma

órbita de Aut(.4/.E)i. O resultado segue do Lema 5.2.5. n

Configurações C)oerentes }lomogêneas

Uma conáguração C = (X, (.A)i./) em X sobre um co@unto / consiste de um conjunto

finito não vazio X juntamente com uma família (/.)íc/ não vazia de relações binárias

em X. Dada uma configuração C = (X, (./;){./) em X escrevemos:

/,(z) X 1 (:«, Z/) C ./;} « C X;

.a - {(Z/, z) 1 (:«, Z/) C /.};

A - {(#, z) l z C X}.

Definição 5.2.7. Z./ma conáguração C = (X, (./;){./) em X sobre wm co@unto / dáz-se

uma configuração coerente homogênea se saía:;/az as seguintes prophedades:

-r. (/,):.. é «m« p«dirão d. X',
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2. .F! f...i' ç: l,

3. eli,ste i € 1 tal, que fi - b.

4. p«« [.d« thpJ« i,.j, k .m /, o nám'«. 1./;(:«) n .8(Z/)l ãndep'nde d« e«oZA« d'

(:», y) e« j~

l)efinição 5.2.8 (lsomorfismos entre Configurações Coerentes). Soam (Q, .$){./ e

(Q',4)j.J du« conágu«çõ« co.ante;. U«, isomor6smo de (Q,8) em (O',4) é
«m« «pZic«ção Z,Üet«« @: Q U S: -' Q' U .% t.Z q«e Q' - Od', 4 - Sf' e (««s)Ó

p«« tod. . .m .$ e «« 'm D(s) 1 ««. # ü} . «. (««, a) c .}.

O principal objetivo desta seção é relacionar os conceitos de isomorfismos entre con-

figurações coerentes e isonlorfismos entre S-anéis. Para tanto, precisamos do seguinte

Teor'ema 5.2.9. Sda .4 wm S-cine/ sobre um gmpo ./inato # e BsetséU) = {To, . . . , Tó}

Pa« cada Z em BsetsÓH) considere a re/açâo banana Cayf#.Z) (z, Z/) l zg/': c Z}

Então:

.7. {Cay(H,Z)}Í::. padícáona .H x .H,

.

3. Para cada 7: em Bsetséa) temos Cay(.H, Zy = CayrH, T(-1));

#. P««. t.d« thp/. ã, k,.j de 'Zemento' 'm {0, . . . , d} o nome« 0.(Z, %) é «n;í-''
para todo t em, TK

Demonstracão

/ Seja (z,y) um elemento qualquer de .H x -f/. Como H é uin grupo, o elemento

ZZ/ l pertence a .17 logo existe ã,0 :Ç á < d, tal que zy l C 7: uma vez que
UZ = H. Isto implica clue (aç,y) C Cay(-H,Z). Agora, se ã # J, temos (lue

Cay(.H, z)n Cay(H,%) = 0 pois Z n Tj = 0. Portanto UCay(H,Z) = H x -H

e Cay(H, Z)n Cay(.H, %)

d

0Z
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2. A demonstração é imediata

3. Seja Z em Bsets(.4) e considere Cay(H, Z). Colmo .4 é um S-anel, existe .j,

0 < .j < d, tal que % = T( :). Assim (z,y) C Cay(H,Tj) «- z3/': c Tj +
(ny :)'' Z/z : CZ + (Z/,z) C Cay(H,Z). Logo Cay(H,Zy (-H,%).

4. A demonstração é consequência direta da Proposição 3.1.6

Em outras palavras, mostramos que C {Cay(-/7, Z)}Í::.) é uma configuração
coerente honlogênea em .H.

Sejam .4 e Zi dois S-anéis sobre os grupos finitos ]7 e Ã. respectivamente. Se-

jam ainda Bsets(.4) = {To,...,Td} e Bsets(23) ..,St}. Se /: H ---, R'

é uma bijeção tal que ({Cay(.H,Z)}á::o)/ = {Cay(X,4)}$-o então para todo t« C
Z)(Cay(H, Z)) tem-se clue (mCay(-H, Z))/ = m/Cay(H, Z)/. Por outro lado, pelo Te-

orema 5.2.9, sabemos que (H, {Cay(H, Z)}á::o) e (K, {Cay(Ã', Sj)}$-o) formam duas
configurações coerentes homogêneas em H e K respectivamente.

Suponhamos que tais configurações sejam isomorfasl então existe uma aplicação

/ : n' U {Cay(n', Z)}É::o H Ã' u {Cay(K', 8)};-o

bijetora tal que

L. Hf- K',

2.({Cay(-H, Z)}Z:o)/ -ÍCay(Ã', .S)};-o e

3.(wCay(-H,Z))/ = w/Cay(H,Z)/, para todo m c Z)(Cay(n,Z))

Podemos concluir que as configurações coerentes homogêneas (H, {Cay(H, Z)}Í::.)
e (-K, {Cay(K, .S)}$-o) são isomorfas se e somente se eMste uma função bijetora

/: H -----, K tal que para cada Z em Bsets(.4) existe SJ em Bsets(B) tal que
Cay(n, Z)J =Cay(K, Sj) ou, ecluivalentemente, se / é um isomoríismo combinatória

entre ,4 e 23. Portanto isomorfismos combinatórios entre S-anéis são isomorfismos entre

configurações coerentes homogêneas.
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