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Resumo

Denotemos por A o corpo finito com q elementos. Sob isomorfismo, existem exatamente 19
corpos de funções com divisor class number igual a dois tendo k como corpo de constantes, onde
11 deles são quadráticos e 8 não quadráticos.
Palavras-chave: Curvas algébricas, Corpos de funções algébricas, Corpos finitos.
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Resumo 

Denotemos por k o corpo finito com q elementos. Sob isomorfismo, existem exatamente 19 
corpos de funções com divisor class number igual a dois tendo k como corpo de constantes, onde 
11 deles são quadráticos e 8 não quadráticos. 
Palavras-chave: Curvas algébricas, Corpos ele funções algébricas, Corpos finitos. 
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Abstract

Let us clenote by k a rinite íield with q elements. Up to isomorphism, there aie exactly ll
quadratic and 8 non-quadratic algebraic function fields of one variable Ã.'/k having h for full constant
field and with a divisor class number equal to two.
Keywords: Algebraic curves, Algebraic function íields, Finite fields.

Abstract 

Let us denote by k a finite field with q elements. Up to isomorphism, there are exactly 11 
quadratic anel 8 non-quadratic algebraic function fields of one variable K / k having k for full constant 
field anel with a divisor class number equal to two. 
Keywords: Algebraic curves, Algebraic function fields, Finite fields. 
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Capítulo l

Introdução

O presente trabalho baseia-se nos artigos de Donlinique Le Brigand entitulados " Classification
of algebraic function fields with divisor class number two"e "Quadratic function fields with ideal
class numbei two" . Também usamos resultados essenciais dos livros mencionados na bibliografia.

O trabalho ten:t como objetivo provar que a menos de isomorfismo, existem exatamente ll
corpos de funções algébricas quadráticos com divisor class number dois e 8 não quadráticos.

No capítulo 2, apresentamos as definições e resultados básicos sobre corpos de funções algébricas.
O terceiro capítulo é destinado a apresentar alguns resultados envolvendo curvas algébricas e as
relações entre corpos de funções e curvas.

O capítulo 4 é a parte central deste trabalho, onde apresentamos as provas dos resultados
principais. Na piava destes resultados, usamos alguns resultados que foram omitidos da parte
central por considerar que o trabalho se tomaria demasiadamente grande. Porém, como estes
resultados são imprescindíveis pa-ia as provas, eles foram colocados como apêndices.

O apêndice é concebido de três capítulos, onde o primeiro deles apresenta os resultados sobre
extensões de corpos, o segundo alguns resultados sobre corpos finitos, tais quais o teorema de
passe-Weill e a cota de Hasse-Wéill e no terceiro apêncdice apresentamos os resultados básicos
sobre corpos de funções quadráticos que são usados na prova do teorema principal sobre corpos de
funções quadráticos.

Registramos que alguns resultados, apesar de não seletll triviais, serão apresentados sem dentons-
tração, por tratarem de resultados conhecidos da teoria "standard". Porém, nestes casos, serão
apresentadas as fontes onde os mesmos podem ser encontrados.

Capítulo 1 

Introdução 

O presente trabalho baseia-se nos artigos de Dominique Le Brigand entitulados "Classification 
of algebraic function fields with divisor class number two" e "Quadratic function fields with ideal 
class number two" . Também usamos resultados essenciais dos livros mencionados na bibliografia. 

O trabalho tem como objetivo provar que a menos ele isomorfismo, existem exatamente 11 
corpos de funções algébricas quadráticos com divisor class number dois e 8 não quadráticos. 

No capítulo 2, apresentamos as definições e resultados básicos sobre corpos ele funções algébricas. 
O terceiro capítulo é destinado a apresentar alguns resultados envolvendo curvas algébricas e as 
relações entre corpos de funções e curvas. 

O capítulo 4 é a parte central deste trabalho, onde apresentamos as provas dos resultados 
principais. Na prova destes resultados, usamos alguns resultados que foram omitidos da parte 
central por considerar que o trabalho se tornaria demasiadamente grande. Porém, como estes 
resultados são imprescindíveis para as provas, eles foram colocados como apêndices. 

O apêndice é concebido de três capítulos, onde o primeiro deles apresenta os resultados sobre 
extensões de corpos, o segundo algm1s resultados sobre corpos finitos, tais quais o teorema ele 
Hasse-vVeill e a cota ele Hasse-vVeill e no terceiro apêncclice apresentamos os resultados básicos 
sobre corpos ele funções quadráticos que são usados na prova cio teorema principal sobre corpos de 
funções quadráticos. 

Registramos que alguns resultados, apesar de não serem triviais , serão apresentados sem demons
tração, por tratarem ele resultados conhecidos ela teoria "standard" . Porém, nestes casos, serão 
apresentadas as fontes onde os mesmos podem ser encontrados. 

1 



CAPITULO l TNTR í) T)TT(q A r)2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 



Capítulo 2

Corpos de Funções Algébricas

Neste capítulo apresentar'enios as definições e os resultados bá.sacos da teoria de coi'pos de funções
algébricas.

2.1 Places
Definição 2.1.1. Sega Ã; um c07po. Um c07WO de /uniões aZgébr'ocas de 'urna variável -K/#
sobre k é uma extensão K 2 k, onde K é uma extensão finita de k(.=) para algum = C K traTiscevt
devLte sobre k.

Pala simplificar a notação, chamaremos K'/h apenas de corpo de funções. O conjunto k ::: {z C
K : z é algébrico sobre #J será chamado de coi'po das constantes de K'. Sabemos da teoria de
extensões de corpos que k é um corpo (chamado de fecho algébrico de h enl -K). Como k Ç; É Ç -K,
é fácil ver que K/h é um corpo de funções sobre À;.

Observação 2.1.1. Os elementos de K que sâo tan.scendentes sobre k podem ser caractehzados
'Z" s'g«ante ./b«n«. . c Ã' é t«m«.md.nte «Z,« # s. ' s.m.nt. « IK' : k(,)l < «,.

Definição 2.1.2. t/}rz amei de uaZ07'ázação de um c07po de ./ürzções Ã.'/k é um amei O C -K que
possui as seguintes prof'r"ledüdes:

í. k Ç O Ç K, e

2. z C .l( ::-> z C 0 ou z-i C 0

Proposição 2.1.1 Seja O 'üm anel de valorização do cora)o de funções K/k. Então

(.a) O é um anel local, isto é, O tem um único ideal mazimal P
unidades de O;

O\(2*, oízde O* é o grupo das

(b) Se 0 # # C K, então = C P .ç-+ z-: g O;

(c) S. É é o como d" const-f« de -K/k, .ntã. h ç o . P nk

Teorema 2.1.1. Sega O um arzeZ de uaiohzação de K/k e P seu ádeaZ mazimaZ. Erztão

(a) P é um á eaZ p«ánc@aJ,

(b) $e P = tO, então todo 0 # z C Ã' tem ama línáca represerztação na /omna z
rl C Z e aZgurrz u € O*;

tnU, para algum

(c) O é «m doma«{o de àd«{s p''á,'cip«ás; m«'; p«c,.«m'nte, « P # .r Ç O é «m {de'Z,

e7zéão / :: t"O para algum zi C N.

3

Capítulo 2 

Corpos de Funções Algébricas 

Neste capítulo apresentaremos as definições e os resultados básicos ela teoria ele corpos de funções 
algébricas. 

2.1 Places 

Definição 2.1.1. Seja k um corpo. Um corpo de funções algébricas de uma variável I</k 
sobre k é uma extensão I< ~ k, onde]( é uma extensão finita de k(x) para algum x E J( transcen
dente sobre k. 

P ara simplificar a notação , chamaremos I</k apenas de corpo de funções. O conjunto k := {z E 

I< : z é algébrico sobre kJ será chamado de corpo das constantes de ](. Sabemos da te2ria de 
extensões de corpos que k é um corpo ( chamado ele fecho algébrico de k em I<) . Como k Ç k Ç J( , 

é fácil ver que K/k é um corpo ele funções sobre k. 

Observação 2.1.1. Os elementos de ]( que são tanscendentes sobre k podem ser caracterizados 
da seguinte forma: z E J( é transcendente sobre k se e somente se [I<: k(z )] < oo. 

Definição 2.1.2. Um anel de valorização de um corpo de funções I</k é um anel O e]( que 
possui as seguintes propriedades: 

1. k ~O~ I< , e 

2. z E 1{ =} z E O o·u z- l E 0. 

Proposição 2.1.1. Seja O um anel de valorização do corpo de funções I</k. Então: 

( a) O é um anel local, isto é, O tem um único ideal maximal P = O\ O *, onde O* é o grupo das 
unidades de O; 

(b) Se Oi= x E K, então x E P {=} x- 1 (/. O ; 

(c) Se k é o corpo das constantes de K/k, então k Ç O e P n k = {O} . 

Teorema 2.1.1. Seja O um anel de valorização de K/k e P seu ideal maximal. Então: 

( a) P é um ideal principal; 

(b) Se P = tO, então todo O i= z E J( tem uma única representação na forma z = t111l, para algum 
n E 'li., e algum u E O*; 

( c) O é um domínio de ideais principais; mais precisamente, se P = tO e {O} i= I Ç O é um ideal, 
entãe: I = tnO para algum n EN. 
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4 CAPITUL02. CORPOSDEFUNÇOESALGEBRICAS

Um anel com as propridades acima é chamado de anel de valorização discreta

Definição 2.1.3. (a) [/m "Peace" P de um c07po de /uniões K/Ã; é o ideal mazárnaZ de aZgurrz
anel de ualodzüção O de KJK. Um. elemento t ç: P tat que P - tO é chamado de ete'riipen,to
pr'ivnpo de P

(b) P'(Ã.) : é PI«e d. K/k}

Se (2 é um anel de valorização de -K/k, e P o seu ideal maximal, então, pelo item (b) da
proposição 2.1.1, O está unicamente deter'minado por P, a saber O := {z C -K : z l gl P} U {0}.
Pol'tanto, Op ::: O será chamado anel de valorização do Peace P

DeHnição 2.1.4. Uma uaZoT'ízaçâo discreta de K/Ã; é uma/unção sobrejetora u : .l( + ZUloo}
com as seguãvttes prophedades:

1. u(z) = «) .+:::> # = 0,

2. u(Zy) = u(:«) + u(y), Vz,y C K';

g. «(z + y) ? mãn{«(:«),«(y)}, V#,y C K';

.Í. u(a) = 0, Va C k*

A propriedade (3) acima. é chamada de desigualdade triangular. No seguinte lema, apresen-
tamos uma versão n[ais forte dessa propriedade, versão essa que nos será muito útil ]]o decorrer do
trabalho.

Lema 2.1.1 (Desigualdade triangular estrita). S a u unia uaZohzação discreta de K'/k, e z, y C Ã.'
com «(z) # «(y). -Então «(z + y) - mán{«(z),«(3/)}.

Definição 2.1.5. Á cada. Peace P C P(-K) associamos a /unção up : Z U {oo}, da seguinte /07ma:
vimos que se 0 # z (i K, então z é unicamente represevttado na j07.ma z :: t"u, para algum n C Z
e algum u C O*; assim, de$ná«.os UP(z) := n e UP(0) := .o.

Teorema 2.1.2. Sega Ã./A unz corpo de /urzções

(ab Para todo Ptüce P C W'ÇK), a juvLção de$nidu acima é uma uatoüzução discreta.; üdemais,
t,amos que:

OP ' {z C K' : up(z) 2 0},
0 = {z C Ã' : UP(z) = 0},

P = {z € Ã.' : up(z) > 0},

, é am .Z.«..,'to p«ímo d. P <:::::> «(z)

(bÕ Reciprocamevtte, suponhamos que 'u seja ulxla Talo'rizução discreta de Kjt. Então o co'ajunto
P := {z C K : u(z) > 0lé um Plane de K/k, e OP = {z € K' : u(z) 2 0} é o anel de
tialohzctção com'espondente.

Çcà Todo anel de ualoüzação de Kjk é um subnnel de K

4 CAPÍTULO 2. CORPOS DE FUNÇÕES ALGÉBRICAS 

Um anel com as propriclacles acima é chamado de anel de valorização discreta. 

Definição 2.1.3. (a) Um "Place" P de um corpo de funções K/k é o ideal maximal de algum 

anel de valorização O de K / k. Um elemento t E P tal que P = tO é chamado de elemento 

primo de P. 

(b) IP(K) := {P: P é Place de K/k}. 

Se O é um anel de valorização de K/k, e P o seu ideal maximal, então, pelo item (b) da 
proposição 2.1.1, O está unicamente determinado por P, a saber O := {z E K : z-1 r/. P} U {O} . 
Portanto, Op := O será chamado anel de valorização do Place P. 

Definição 2.1.4. Uma valorização discreta de K / k é uma função sobrejetora v : K ---t ZU { oo} 
com as seguintes propriedades: 

1. v(x)=oo{=}x=O; 

2. v(xy) = v(x) + v(y), \:/x, y E K; 

3. v(x + y) 2: min{v(x),v(y)}, \:/x , y E K; 

4- v(a) = O, \:/a E k*. 

A propriedade (3) acima é chamada ele desigualdade triangular . No seguinte lema, apresen
tamos um.a versão 111.ais forte dessa propriedade, versão essa que nos será muito útil no decorrer do 
trabalho. 

Lema 2.1.1 (Desigualdade triangular estrita). Seja v uma valorização discreta de K/k, ex, y E K 

com v(x) =/:- v(y). Então v(x + y) = min{ v(x), v(y)}. 

Definição 2.1.5. A cada Place P E IP(K) associamos a função Vp: Z U {oo} , da seguinte forma: 

vimos que se O =/:- z E K , então z é unicamente representado na forma z = tnu, para algum n E Z 
e algum u E O*; assim, definimos vp(z) := n e vp(O) := oo. 

Teorema 2.1.2. Seja K/k um corpo de funções. 

(a) Para todo Place P E IP(K), a função definida acima é uma valorização discreta; ademais, 

temos que: 

Op = {z E K: vp(z ) 2: O} , 

Oj, = {z E K: vp(z) = O}, 

P = {z E K: vp(z) > O}, 

z é um elemento primo ele P {=} vp(x) = l. 

(b) Reciprocamente, suponhamos que v seja uma valorização discreta ele K / k. Então o conjunto 

P := {z E K : v(z) > O}é um Place ele K/k, e Op = {z E K : v(z) 2: O} é o anel de 

valorização correspondente. 

(e) Todo anel de valorização de K / k é um subanel ele K. 



2.2. CORPODEFUNÇOESRACIONAIS 5

Seja P unl Plane de K/A e (2p seu anel de valorização. Como P é um ideal maximal de Op,
terJaos que o quociente OP/P é um corpo. Para z C OP, definimos z(P) C (9p/P como sendo a
classe de resíduos de z módulo P. Para z C -Z(\Op, definimos z(P) := oo. Assim, pelo item (c) da
proposição 2.1.1 temos de maneira imediata uma imersão É -+ Op/P. Portanto, vamos considerar
daqui para frente k como um subcorpo de OP/P. De maneira análoga, concluídos que A também
é un] subcorpo de (9P/P

Definição 2.1.6. Sda P C P'(K)

(a) KP := (9P/P é chamado c07'po residual de P. .4 aplicação z -, z(P) de -K para KP U {oo}
é chamada lfuvLção de classe de resíduo coTrl respeito CL P. Em alguns momevttos,
usaremos a Ralação z + P ::; z(P) para z C (2P

(b) degP IKp : kl é charrzado gra'u de P

Proposição 2.1.2. Se P é tlm Peace de -K/h e 0 # # C P, então degP $ 1/( : #(z)l < oo
Portanto, Kp é llmcl eal,en.silo funil,u de k.

Corolário 2.1.1. $uporzdo F'(K') # 0, temos que # é unia eztezzsão .Pnáta de #

Observação 2.1.2. $e degP :: 1, enéâo /(p " k. Se É é aZgebhcamzente /achado, temos oóuáamente
que todo Placa de KJK tem grau l.

Definição 2.1.7. Seja z C -K e P C P(/ç.'). Z){zemzos que P é um zero de z se e somente se
UP(z) > 0; P é um pólo de z se e somerzte se UP(z) < 0. Se up(z) = m > 0, P é um zero de z
de ordem m; se up(z) = m < 0, P é um pólo de z de ordem m.

Observe que, até agora, nada nos assegurou a existência de anéis de valorização e, portanto, de
Places em um corpo de funções. O próximo resultado irá nos garantir tal existência.

Teorema 2.1.3. Seja K/# um c07'po de /nações e R 'um subarzei de .f( corri k $ R Ç K'. -Suponha
gue {0} :# -Z $ -R ;d« wm íde«Z p,@,ío d. R. .Fala. e«ã.te «m pí«e P C P'(K) t«Z q- / Ç P e

Coi'olaria 2.1.2. Sega .l(/k urra c07po de /uniões, z C .K transcendente sobre #. Erztão z tem rezo
m'"" "m *« e «m pói.. Em p«dá.uZ«, ]P(-K) # 0.

Z)emonsÉração. Considere o anel X;lzl e o ideal z . klzl. Pelo teorema anterior, existe um Place
P C P(K') tal que z . klzl Ç P ::+ z C P; logo z é um zero de P. Analogamente, prova-se que z l
rena un] zero Q C P'(X'). Logo Q é un] pólo de z. []

2.2 Corpo de Funções Racionais
Veremos nesta. seção o exemplo mais simples de corpo de funções algébricas

Definição 2.2.1. Um c07po de /uzzções K/k é chamado de c07po de ./ünções racionais se
K -- k(.=) para algum = C K transcendente sobre k.

Dado um polinâmio irredutível p(aç) c Él#l, é fácil verificar que o conjunto

o,(,):- {i;8: /(«),g(«) . kt«] .p( )tg(,)} (2.1)
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Seja Pum Place de K/k e Op seu anel de valorização. Como Pé um ideal maximal de Op, 
temos que o quociente Op/P é um corpo. Para x E Op, definimos x(P) E Op/P como sendo a 
classe de resíduos de x módulo P. Para x E K\Op, definimos x(P) := oo. Assim, pelo ítem (c) da 
proposição 2.1.1 temos de maneira imediata uma imersão k '----+ Op/P. Portanto, vamos considerar 
daqui para frente k como um subcorpo de O p / P. De maneira análoga, concluímos que k também 
é um subcorpo de Op/ P. 

Definição 2.1.6. Seja P E IP'(K). 

(a) Kp := Op/P é chamado corpo residual de P. A aplicação x 1--+ x(P) de K para Kp U {oo} 
é chamada função de classe de resíduo com respeito a P. Em alguns momentos, 
usaremos a notação x + P := x(P) para x E Op. 

(b) degP := [Kp : k] é chamado grau ele P. 

Proposição 2.1.2. Se P é um Place ele K/k e O i=- x E P , então degP < [K k(x) ] < oo. 
Portanto, Kp é uma extensão finita de k. 

Corolário 2.1.1. Supondo IP'(K) -1 f/J , temos que k é uma extensão finita ele k. 

Observação 2.1.2. Se degP = l, então Kp = k. Se k é algebricamente fechado, temos obviamente 
que todo Place de K / k tem grau 1. 

Definição 2.1.7. Seja z E J( e P E IP'(K). Dizemos que P é um zero de z se e somente se 
vp(z) > O; P é um pólo de z se e somente se vp(z) < O. Se vp(z) = m > O, P é um zero de z 
de ordem m ; se vp(z) = m < O, P é um pólo de z de ordem m. 

Observe que, até agora, nada nos assegurou a existência de anéis ele valorização e, portanto , ele 
Places em um corpo de funções. O próximo resultado irá nos garantir tal existência. 

Teorema 2.1.3. Seja K/k um corpo de funções e R um subanel de K com k ~ R Ç K . Suponha 
que {O} -1 I ~ R seja um ideal próprio de R . Então existe um place P E IP'(K) tal que I Ç P e 
RÇ Op. 

Corolário 2.1.2. Seja K/k um corpo de funções, z E K transcendente sobre k. Então z tem pelo 
menos um zero e um pólo. Em particular, IP'(K) -1 f/J. 

Demonstração. Considere o anel k[z] e o ideal z · k[z]. Pelo teorema anterior, existe um Place 
P E IP'(K) tal que z · k[z] Ç P ==} z E P; logo zé um zero de P. Analogamente, prova-se que z-1 

tem um zero Q E IP'(K). Logo Q é um pólo de z. □ 

2.2 Corpo de F\mções Racionais 

Veremos nesta seção o exemplo mais simples de corpo ele funções algébricas. 

Definição 2.2.1. Um corpo de funções K/k é chamado de corpo de funções racionais se 
]( = k(x) para algum x E K transcendente sobre k. 

Dado um polinômio irredutível p(x) E k [x], é fácil verificar que o conjunto 

{ 
f(x) } 

Op(x) := g(x) : f(x),g(x) E k[x] e p(x) f g(x) (2.1) 
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é um anel de valorização de k(z)/k, e que

PP('):' {1;(8:/("),g(z) c kl"l, onde Z'(") tp(z) ep('';)1/(")} (2.2)

é o Place associado a OP(:,). No caso particular em que p(#) é linear, isto é, p(z)
a C k, abreviamos pai'a Pn := Pz .. C IP(k(z)).

Existe outro anel de valorização em k(z)/k, a saber

z -- (llv, c01n

o. :- {;l=1 : /(«),g(«) c kt«], . a.g ( )) ? a.g(.f(«»}
(2.3)

cujo ideal maximal associado é:

pm :- {i;l=1 : /("), g(«) c tl"l, . a.g(g(,)) > d'g(/("))} (2.4)

Este último é denominado Place infinito de k(=)/É;

Proposição 2.2.1. Seja K kÇz) uvll corpo de fun.ções racionais

(a) $da P PP(,) C ]P(k(z)), oncíe p(z) C #lzl é um poZánóm o ãm'edutí«eZ. ntãa p(z) é um
elevítevtto pinto de P, e a ualoüzüção discreta associada a P pode ser descüta da seguinte

"''"''; « , ' *(«)\l'} ' «."*. '. /o,«« ; - ,(«)« (M), « « ' «, /(«),.(«) ' ';t«l,
p(z) t /(z) e p(z) l g(z), então up(z) = n. O como residual Ã;(z)p = OP/P é ásomor$o a
#lnl/@(z)>, e t.Z í««..W.mo é d«d. p«;

@ #l:«l/@(z) >
/(n) mod p(z)

É(z)P
/(z)(P)

C'amsequenÍemente, degP d.g(P(z))

(b) ansãdere .f)m c IP(k(z)) de$nádo e«", 2.4. Então deg-fl« = l
t :: l. ..4 uaZohzação d screta u.. é dada por:

Um eleTTtento pomo de P., é

«-(H)-'.«'.'«'' '.,'''«',

(c] k é o como das coTtstantes de KÇ=àlK

Teorema 2.2.1. ]Vão existem outros PZaces em k(z)/k que nâo soam do tipo PP(a) ou -f)m, de$nídos
em 2.2 e 2.4.

Coro[ário 2.2.1. Os PZaces de grau ] de #(z)/k estão em con'espondência báunúoua com kU {oo}

2.3 Independência de Valorizações
Teorema 2.3.1 (Aproximação n'aca). Sda K'/Ã; um co»o de Acções e PI,P2, . . - ,Pn C IP'(Ã')
.f)faces doze a tidas dástãrztos de .í(/k. Se gl,a;2).-.)zn C .l( e rl,r2)...)rn C ZI, então ezzste
0 # z C K tai qwe

up.(n zi)=ri paratodo =1,2,...,n.
Corolário 2.3.1 Todo coT'po de fuTtções Kjk tem in$nitos Placas

6 CAPÍTULO 2. CORPOS DE FUNÇÕES ALGÉBRICAS 

é um anel de valorização de k(x)/k, e que 

{ 
f(x) } 

Pp(x) := g(x) : f (x), g(x) E k[x], onde p(x) f g(x) e p(x)lf(x) (2 .2) 

é o Place associado a Op(x) · No caso particular em que p(x) é linear, isto é, p(x) = x - o:, com 
o: E k , abreviamos para Pa-. := P.1: -0. E lP'(k(x)). 

Existe outro anel de valorização em k(x)/k, a saber 

{ 
f( x ) } 

O oo := g(x) : f(x),g(x) E k[x], e deg(g(x)) 2: deg(f( x )) (2.3) 

cujo ideal maximal associado é: 

{ 
f(x) } 

P= := g(x) : f(x), g(x) E k[x], e deg(g(x)) > deg(f(x)) . (2.4) 

Este último é denominado Place infinito de k(x)/k. 

Proposição 2.2.1. Seja K = k(x) um corpo de funções racionais. 

(a) Seja P = Pp(x) E IP(k(x)), onde p(x) E k[x] é um polinômio irredutível. Então p(x) é um 
elemento primo de P, e a valorização discreta associada a P pode ser descrita da seguinte 

forma: se z E k(x)\ {O} é escrito da forma z = p(x)11 u~:n, com n E Z, f(x) , g(x) E k[x], 

p(x) f f(x) e p(x) f g(x), então vp(z) = n. O corpo residual k(x)p = Op/P é isomorfo a 
k[x]/(p(x)), e tal isomorfismo é dado por: 

cp : k[x]/(p(x)) 
f( x) mod p(x) 

Consequentemente, degP = deg(p(x)) . 

.- k(x)p 
1----) f(x)(P) . 

(b) Considere P 00 E lP'(k(x)) definido em 2.4. Então degP00 = l. Um elemento primo de P= é 
t = ¾. A valorização discreta v= é dada por: 

(
f( x) ) 

Voo g(x) = deg(g(x)) - deg(f(x)). 

(e) k é o corpo das constantes de k(x)/k. 

Teorema 2.2.1. Não existem outros Places em k(x)/k que não sejam do tipo Pp(x) ou P=, definidos 
em 2.2 e 2.4. 

Corolário 2.2.1. Os Places de grau 1 de k(x)/k estão em correspondência biunívova com kU{oo}. 

2.3 Independência de Valorizações 

Teorema 2.3.1 (Aproximação Fraca). Seja K/k um corpo de funções e P1, P2, ... , Pn E IP'(K) 
Places dois a dois distintos de K / k. Se x1, x2, ... , Xn E K e r1 , r2, . . . , r n E Z, então existe 
O =/=- x E K tal que 

vp;(x - xi ) = ri para todo i = 1, 2, .. . , n. 

Corolário 2.3.1. Todo corpo ele funções K/k tem infinitos Places. 
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Demonstração. Suponha por absurdo que jiP(/í)l = n < oo. Tome ri,r2, . . . ,r« C Z tais que r{ > 0
para todo í = 1, 2, . . . , n. Pelo Teor'enla da Aproximação Fraca, existe 0 # z C -K tal que up, (r).0
para todo á :: l, . . . ,n. Em outras palavras, # é transcendente e não possui nenhum pólo, o que
contradiz o coro]ário 2.1.2. []

Proposição 2.3.1. Sda K'/k um c07po de /uniões e PI,Pe,
Eniiío

, P. zeros de um elemento z C K

d.g(B) $ 1K' : k(z)l

Corolário 2.3.2. -Em ?lm c07po de ./ünções /{/k, todo elemento 0 # r C .K tem um número .#rzãto
de zeros e pólos.

2.4 Divisores

De agora ein diante, consideraremos que Ã; seja o corpo das constantes de -K/h, ou seja, k é
algebricamente fechado em /{

Definição 2.4.1. O grupo radát z;o,) abeZ aria gerado pe/os Placas de Â./k será chamado de grupo
dos (Itu\fores de Kjlç, e seta denotado por'DK

Os elementos cle .Z)K serão chamados de divisores de -f(/k. Em outras palavras, um divisor
1) C .DK é dado por

D - )' npP
PclP(K)

com np C Z e np ' 0 pala quase todo P C P(K). Apresentemos agora algumas definições e fatos
com respeito a divisores:

e Uln divisor da forma .D P € 1P(Ã') é chamado divisor' pi'imo

. Se Z) = }1: nPP e Z)' = }: nbP, então D + D' = )1:(nP + nb)P
e O elemento nulo do grupo Z)K é o divisor

0 E ,,'
Pcü'(K)

onde rp = 0 pala todo P C P'(-K)

. Se Q C P'(-K) e -D = >ll: nPP, definimos

«Q(D) : UPPD : {P C P'(Ã') «(-o) # o},

sendo este último chamado de suporte de Z)

e Definimos uma ordem parcial em DK da seguinte forma

Z)i $ 1)2 .++ up(Z)i) $ up(-Du),VP C P'(-K)

Unl divisor -D ? 0 é dito positivo ou efetivo
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Demonstração. Suponha por absurdo que IP(K) I = n < oo. Tome r1,r2 , . . . , rn E Z tais que ri > O 
para todo i = 1, 2, ... , n. Pelo Teorema da Aproximação Fraca, existe O -::/- x E J( tal que vp; (x) .O 
para todo i = 1, .. . , n . Em outras palavras, x é transcendente e não possui nenhum pólo, o que 
contradiz o corolário 2.1.2. D 

Proposição 2 .3.1. Seja K/k um corpo de funções e Pi, P2, . . . , Pr zeros de um elem ento x E J( _ 

Então 
r 

L VP; · deg(Pi) :s; [K: k(x)] 
i =l 

Corolário 2.3.2. Em um corpo de funções K/k , todo elemento O-::/- x E J( tem um número finito 
de zeros e pólos. 

2.4 Divisores 

De agora em diante, consideraremos que k seja o corpo das constantes de K/k , ou seja, k é 
algebricamente fechado em J(. 

Definição 2.4.1. O grupo (aditivo) abeliano gerado pelos Places de J( / k será chamado de grupo 
dos divisores de K/k , e será denotado por 1JJ(. 

Os elementos de 1)1( serão chamados de divisores de I</k. Em outras palavras, um divisor 
D E VI< é dado por 

D= L npP 
PE IP(/() 

com np E Z e np = O para quase todo P E P(K). Apresentemos agora algumas definições e fatos 
com respeito a divisores: 

• Um divisor ela forma D= P E P(K) é chamado divisor primo. 

• Se D= L npP e D
1 

= L n~P, então D+ D
1 

= I::(np + n~)P. 

• O elemento nulo elo g;rupo 1)K é o divisor 

onde rp = O para todo P E P(K) 

O := L rpP 
PEIP(K) 

• Se Q E P(K) e D = L npP, definimos 

VQ(D) := nQ e suppD := {P E P(K) vp(D)-::/- O} , 

sendo este último chamado de suporte de D . 

• Definimos uma ordem parcial em 1) K ela seguinte forma: 

Um divisor D 2 O é dito positivo ou efetivo. 
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e O grau de um divisor é definido poi

degD >l: up(O) 'degP
PclP(K)

originando um homomorfisnlo de grupos deg : l)K }Z

Pelo corolário 2.3.2, todo elemento 0 # # c K' tem un:L número finito de zeros e pólos. Logo, a
próxima definição faz sentido.

Definição 2.4.2. $da 0 # aç C K, e Z e ]V os conlantos de zeros e pólos de z em IP'(K'), respecfà
lamente. Então dã$nãmos:

(z)o = >1: UP(z)P, o dá«üsor zero de aç,
Pcz

(z)« = >1: up(n)P, o dáuásorpóZo de z
P€N

(#) = (n)o (z)., o divisor phncápaZ de z.

Obviamente, te«ios (z)o 2 0, (#)- ? 0 e

(z) - >1: ",(z)p.
PeE'(K)

(2.5)

Os elementos 0 7é z C -K que são constantes são caracterizados por

z C k +-> (z)

Definição 2.4.3. PK := {(z) : 0 # z € Ã.'} é chamado de grupo dos dáuásores pMncápaás
de -K/k. EZe é um s«ógrupo de DK, um« «. que p«« 0 # :«,y C Ã', (ZZ/) = (z) + (y), po, 2.5.
O grua)o quociente cK :-. 'DK/'PK é chaTitado de gv'upo de cl,êsses de divisor. Pura um di'tyisor
Z) € 'Z)K, o elemento correspondente enz CK é dezzotado po IZ)l, e chamado de classe do d oásor
1). Z)oás divisores Z),Zy C l)K são ditos equ valentes rnotaçâo; Z) -., D'), se l.i)l = 1.O'l, isto é,
0 P«« «Zg«m :« C K'\l0}.

Definição 2.4.4. Para um divisor .4 c Z)/(, de$nánzos

r(.A) : (z) 2 .A} U {0}

Esta definição tem a seguinte interpretação: se

..4 - >1: «:-R >1:mjQ.j
{=1 .j=t

T S

com ni > 0, mj > 0 então C(.A) consiste de todos os elementos z C -Zr tais que

1. Qj é zero de z com ordem maior ou igual a mj para- .j = 1, , s;

2. Pi , . . . , Pr são os únicos possíveis pólos de sç, cuja ordem de pólo é menor ou igual à ni, pai'a
á- l, ,T

Lema 2.4.1. Seja .A C Z)K
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• O g rau de um divisor é definido por 

degD := L vp(D) · degP 
PEIP'(K) 

originando um homomorfismo de grupos cleg : D K -----t Z. 

Pelo corolário 2.3.2, todo elemento O f= x E K tem um número finito de zeros e pólos. Logo, a 
próxima definição faz sentido. 

Definição 2 .4 .2 . Seja O f= x E K, e Z e N os conjuntos de zeros e pólos de x em IP'(K), respecti
vamente. Então difinimos: 

(x)o = L vp(x)P, o divisor zero de x, 
PEZ 

(x) 00 = L -vp(x)P, o divisor pólo de x 
PEN 

(x) = (x)o - (x) 00 , o divisor principal de x. 

Obviamente, temos (x)o 2 O, (x) 00 2 O e 

(x) = L vp(x)P. 
PEIP'(K) 

Os elementos O f= x E K que são constantes são caracterizados por 

x E k <=> (x) = O. 

(2.5) 

Definição 2.4.3 . 'PK := {(x) : O f= x E K} é chamado de grupo dos divisores principais 
de K/k. Ele é um subgrupo de DJ<, uma vez que para O f= x,y E K, (xy) = (x) + (y), por 2.5. 
O grupo quociente CI< := DK /PK é chamado de grupo de classes de divisor. Para um divisor 
D E 'DJ<, o elemento correspondente em CK é denotado po [D], e chamado de classe do divisor 
D . Dois divisores D, D

1 

E DK são ditos equivalentes (notação: D ~ D'), se [D] = [D'], isto é, 
D= D

1 + (x) para algum x E I<\{O}. 

Definição 2.4.4. Para um divisor A E DK, definimos 

L(A) := {x E K : (x) 2 -A} U {O}. 

Esta definição tem a seguinte interpretação: se 

r s 

A = L niPi - L mjQj 
i=l j=l 

com ni > O, mj > O então L(A) consiste de todos os elementos x E I< tais que 

1. Qj é zero de x com ordem maior ou igual a mj para j = 1, .. . , s; 

2. P1 , .. . , Pr são os únicos possíveis pólos de x, cuja ordem ele pólo é menor ou igual à ni , para 
i = 1, ... , r. 

Lema 2.4.1. Seja A E DJ( . Então: 



2.4. DIVISORES 9

(a) z C É(Á) e-> UP(z) ? UP(Á)VP C P'(K')

(b) r(.A) # {0} {:+ eãste um davas., ..4' N .,4 com .A' 20

(c) ,C(-A) é ««. «P«ÇO "t. Z «Z,« h

(d) se .A' - Á então r(.A) = r(-A') Ú««.oa.mo de e'p«ço. «toh«{. «b« É)

(e) Z(0)

(f) se ..'! < 0 então É(-A)

(g) k c r(.4) -H-> ..'1 2 0

Lema 2.4.2. cegam .4,B dãuásores de -K/# com -A $ .B.
dim(r(B)/r(..4)) $ degB - d.g.A.

Então t'«o; q«. r(Á) Ç r(.B) e

Pi'oposição 2.4.1. $e .A C DK, então Z:(-A) é um espaço uetohaZ de dímenào .Prata sobre k. JVaás
precásamenZe; Se .4 = Á+ ,4., com .A+ e .A dáuãsores posátáuos, erztão

dámr(-A) $ deg.4+ + 1

De«.onsfração. Como r(-A) Ç r(.A+), é suficiente mostrar que dimZ(.A+) $ deg.4+ + 1. Como
0 $ .4+, o Lema 2.4.2 nos forllece que dám(r(.A+)/,C(0)) $ deg.4+ Como r(0) = k, temos que
dámr(.A+) (..4+)/r(0))

Definição 2.4.5. Se .A C Z)/Ú o número inteiro dirá := dárriZ(.A) é cAamzado a dimensão do
dÍüsor .4.

Teorema 2.4.1. Todo d t;asar püncipaZ tem grau zero. .A4aás precásamenée; $da z C K'\k e (z)o e
l.z).. os divisores zero e pólo de :c, respectiuavítevtte. Então

deg(z)o

Corolário 2.4.1
deg,4'

(a) S©a«. ..'!,..4' divisores país que ..4 .- .4' Então dama = d m.4' e deg-A =

(b) $e deg.4 < 0 então dám.4 = 0

(.c) Para um dãuisor A de grau zero, as seguintes aFTvrtctções são equiuateTttes

/. .4 é phncipaJ
2. dám..4 > 1.
3. dám.4 = 1

Pi'oposição 2.4.2. Seja -K/k wm c07po de /uniões. .Então eaãste ' € Z, deperzderzdo apenas de

Kjk, tal que 'parca todo divisor A c'DK teTltos:

deg.4 dÍm.A $ '

Definição 2.4.6. O género de K/k é dc$n do por

g := mazldeg.4 -- dárrz.A + l : .A C Z)K}

2.4. DIVISORES 

(a) x E .C(A) {=} vp(x) 2 -vp(A)'r/P E IP'(K). 

(b) .C(A)-/- {O}{=} existe um divisor A
1 ~ A com A

1 

2 O. 

( e) .C(A) é um espaço vetorial sobre k. 

( d) se A
1 ~ A então .C(A) ::::'. .C(A

1

) {isomorfismo de espaços vetoriais sobre k). 

(e) .C(O) = k. 

(f) se A< O então .C(A) = {O} 

(g) k e .C(A) {=} A 2 O 

g 

Lema 2.4 .2. Sejam A , B divisores de K/k com A ::; B. Então temos que .C(A) Ç .C(B) e 
dim(.C(B)/.C(A))::; degB - degA . 

Proposição 2.4.1. Se A E VI< , então .C(A) é um espaço vetorial de dimenão finita sobre k . Mais 
precisamente: Se A = A+ - A_, com A+ e A_ divisores positivos, então 

dim.C(A) ::; degA+ + 1 

Demonstração. Como .C(A) Ç .C(A+) , é suficiente mostrar que dim.C(A+) :S degA+ + 1. Como 
O ::; A+, o Lema 2.4.2 nos fornece que dim(.C(A+)/.C(O))::; degA+ · Como .C(O) = k, temos que 
dim.C(A+) = dim(.C(A+)/.C(O)) = 1. O 

Definição 2.4.5. Se A E VK , o número inteiro dimA := dim.C(A) é chamado a dimensão do 
divisor A . 

Teorema 2.4.1. Todo divisor principal tem grau zero. Mais precisamente: Seja x E K\k e (x)o e 
(x)00 os divisores zero e pólo de x, respectivamente. Então 

deg(x)o = deg(x) 00 = [F: k(x)]. 

Corolário 2.4.1. (a) Sejam A , A
1 

divisores tais que A ~ A
1

• Então dimA = dimA
1 

e degA = 

degA
1

• 

(b) Se degA < O então dimA = O. 

(e) Para um divisor A de grau zero, as seguintes afirmações são equivalentes: 

1. A é principal. 

2. dimA 2 1. 

3. dimA = 1 

Proposição 2.4.2. Seja K/k um corpo de funções. Então existe 'Y E Z, dependendo apenas de 
K/k , tal que para todo divisor A E VI< temos: 

deg A - dimA ::; T 

Definição 2.4 .6 . O gênero de K/k é definido por 

g := niax{degA - dimA + 1 A E VI<} 
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Observe que a Proposição 2.4.2 nos galante que essa definição é consistente. Veremos ao longo
do trabalho que o gênel'o é um dos invariantes dais importantes de um corpo de fullções.

Observação 2.4.1. O género de K/k é wm ãrzteãro não-Regalado, uma uez que, tomando .A :: 0,
'.«.os g ? d.g(0) dem(0) + 1

Teor'ema 2.4.2 (Teorema de Riemann). S©a /{/k um c07'po de /uniões de gêrzero g

(a) Para todo díuisor ,4 C .Z)K, íamos que

dãm.A 2 deg.A + l g.

ÇbÕ Existe um inteiro c, depeltdendo de KJK tal que

dím-A = deg.A +

para todo .A C ZIK taZ que deg-A ? c

Demonstração. (a) Imediato da definição de gi
(b) Tome um divisor .Ao tal que g = degÁo dám.Ao + l e defina c := deg 4o + g. Daí, se deg.A ? c,
então

dim(-A .4o) ? deg(.A -Ao) + l g
deg.A -- deg.Ao + l g
c deg.4o + 1 -- g 2 1

Logo, existe 0 # z c C(..4 .Ao), e assim (z) 2 .4o .4. Considere o divisor .4' := .4 + (z). Dai
.4 ? .4o e temos

l g

neto

degÁ dám.4 = deg.4'
? deg.4o

g l

dím.4'
dárrz..4o

(pelo Corolário 2.4.1)
(pelo Lema 2.4.2)

Portanto dárrz,4 $ deg.A + l g.

Corolário 2.4.2. O c07po de /uniões racáozzaãs k(z)/É tem gêrl,ero g = 0.

2.5 0 Teorema de Riemann-Roch

Nesta seção, K/k denotaiá um corpo de funções de gênero g.

Definição 2.5.1. Para .A C Z)K

í(.A) : dimÁ deg..'i + g l

é chamado o índice de especialidade de A.

O teorema de Riemman nos garante que {(.A) ? 0 e, á(.A) = 0 para. deg.4 suficientemente grande.

Definição 2.5.2. {1/ma adere de K/k é uma /unção.

í ]P(K) --, K'
l P b---} aP

onde aP C OP para quase iodo P C P(K'). O conjunto .4K := {a : a é uma adere de F'/-K} é
cha;íTtado esDctco das adetes de K/k. E fácil ueri$car que AK e uwl esT)aço uetovtai sobre k

c}
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Observe que a Proposição 2.4.2 nos garante que essa definição é consistente. Veremos ao longo 
do trabalho que o gênero é um dos invariantes mais importantes de um corpo de funções. 

Observação 2.4.1. O gênero de I</k é um inteiro não-negativo, uma vez que, tomando A = O, 
temos g 2: deg(O) - dim(O) + 1 = O. 

Teorema 2.4.2 (Teorema de Riemann) . Seja I</k um corpo de funções de gênero g. 

(a) Para todo divisor A E VI< , temos que 

dimA 2: degA + l - g. 

(b) Existe um inteiro c, dependendo de I< / k tal que 

dimA = degA + l - g 

para todo A E DK tal que clegA 2: c. 

Demonstração. (a) Imediato ela definição de gênero. 
(b) Tome um divisor Ao tal que g = clegA0 - dimA0 + 1 e defina c := clegA0 + g. Daí, se degA 2: c, 
entã.o 

dim(A - Ao) > cleg(A - Ao) + l - g 
clegA - degAo + l - g 

> c - degAo + l - g 2: 1 

Logo, existe O -/- z E .C(A - Ao), e assim (z ) 2: Ao - A . Considere o divisor A
1 

:= A+ (z). Dai 
A

1 

2: Ao e temos 

degA - dimA degA
1 

Portanto dimA::::; degA + l - g. 

> degAo 
g- l. 

dimA
1 

dimAo 
(pelo Corolário 2.4.1) 

(pelo Lema 2.4.2) 

Corolário 2.4.2. O corpo de funções racionais k(x)/k tem gênero g = O. 

2.5 O Teorema de Riemann-Roch 

Nesta seção, K/k denotará um corpo de funções de gênero g. 

D efinição 2.5.1. Para A E DI<, 

i(A) := dimA - degA + g - l 

é chamado o índice de especialidade de A. 

D 

O teorema de Riemman nos garante que i(A) 2: O e, i(A) = O para degA suficientemente grande. 

Definição 2.5.2. Uma adele de K/k é uma função . 

J( 

onde cr.p E Op para quase todo P E JP(K). O conjunto AI< := {cr. : cr. é uma adele de F/I<} é 
chamado espaço das adeles de K/k. É fácil verificar que A1< é um espaço vetorial sobre k. 
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Uma adele principal de um elemento z € -K é aquela cujas componentes são todas iguais a z
(note que essa definição é consistente, uma vez que todo z C .K tem um número finito de pólos em
P'(K)). Assim, temos automaticamente uma imersão K --» .4K. A valorização up de K/k pode ser
estendida a .4K fazendo up(a) = up(clp), onde ap é a P-ésima componente da adele a. Logo, por
definição, up(a) 2 0 pra quase todo P C P(K).

Definição 2.5.3. $e -A C Z)K, de$námos ..4K(.A) := {a C .4/(
que é, naturalmente, um k-subespüço lietorial de .AK

«p(a) 2 -uP(.'i),V P C P'(-K)},

Teo:'ema 2.5.1. P«a todo dáuãsor .4, o hdãce de especialád«de é á(.A) = dÍm(.4K/(.4K(.A) + K'))

Definição 2.5.4. Um dll/erencáaZ de W'eíZ de K/k é wma aplicação É;-Zánear o : .4K --+ h que
se anula em .4K(-A) + Ã. para aZgu7/z Á € DK. Z)enomãnamos o cor%jurzto

QK:=lw u é uma dliferencia/ de I't''eã{ de K/k}

de 'módulo dos diferem,ci,ai,s de 'Weil de KJK. De Tira'rteira Ttütural, çlK pode ser visto como ulll
espttço uetohal sobre k.

Gostaríamos de associar a cada 0 7É w € (2K um divisor l,V C 7)K. Pata isso, consideremos o
conjunto

M(o) := {Á € DK : u se anula em .4K(.A) + Ã'}.

Lema 2.5.1. $da 0 # w C Q/(. Então ezás]e um tínãco dát;Ísor W C ]W(o) ta{ que .A $ P}'' para
tod. .A C -M(«,).

Definição 2.5.5. $da 0 / u C ç2K O divisor

(«,) := W = maz{.A C DK «, ;. -«Z« .m .4K(.A) + K'}

é chantado um dãuã80r canõvtico de K/k (Obseme que o Lema antepor da consistência a essa
de$nição). Um üuisor canónico positivo é chamado um divisor canónico de primeiro tipo de KIK

Definição 2.5.6. Sejam o,w' C QK dliferencíaás de }'reli não nulos de K/k. Então eãste um
elemento = C K tal que co :: = to'. Tat elemento = é chamado a razão entre os diferenciais w
e u' . Se os diüsores canânãcos associados à u e w' forem positãuos, eTttão direvitos que o elentento
E é uma razão de diferencicLis de pv"imeiro tipo.

Teorema 2.5.2. S©amz .4 um dáuãsor arbitrado e W = (w) um divisor canónico de -K/k. -Então

{(.A) (W ..'l).

Teor'ema 2.5.3 (Teorema de Riemann-Roch). $da W' Hm dáu sor canónico de K/k. Então, para
lodo Á C 7)/( , temos

dám-A = d'g.A + 1 -- g + dim(W Á).

Pi'oposição 2.5.1 Um divisor B é canónico se e somente se degB 'Zg '2 e dimB >

Do Teorema de Rieínann, vimos que existe uma constante c tal que í(.A) = 0 se deg.A ? c. O
próximo teorema nos dá una valor ntais preciso à essa constante.

Teorema 2.5.4. $e .4 é unz divisor de K/k tai que deg-Á ? 2g 1, então dím.4 deg.A + 1 -- g

Observe que a cota 2g l do teorema anterior é a melhor possível, tmla vez que, se Wr é um
divisor canónico, teltlos que dãmWr > degWr + l g, pela proposição 2.5.1.
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Uma adele principal de um elemento x E J( é aquela cujas componentes são todas iguais a x 
(note que essa definição é consistente, uma vez que todo x E l( tem um número finito ele pólos em 
lfD(K)). Assim, temos automaticamente uma imersão J( <---t AI(. A valorização vp de K/k pode ser 
estendida a AI< fazendo vp(a) = vp(ap ), onde ap é a P-ésima componente ela adele a. Logo, por 
definição, vp(a) 2 O pra quase todo P E lfD(K). 

Definição 2.5.3. Se A E 'DK, definimos AK(A) := {a E AI< 
que é, naturalmente, um k-subespaço vetorial de AK. 

vp(a) 2 -vp(A), V P E lfD(K)}, 

Teorema 2.5.1. Para todo divisor A, o índice de especialidade é i(A) = dim(AI</(AK(A) + K)). 

Definição 2.5.4. Um diferencial de Weil de K/k é uma aplicação k-linear w : AK ------t k que 
se anula em AK(A) + J( para algum A E 'DJ(. Denominamos o conjunto 

D,K := {w : w é uma diferencial de Weil de K/k} 

de módulo dos diferenciais de Weil de K/k. De maneira natural, D,J< pode ser visto como um 
espaço vetorial sobre k. 

Gostaríamos de associar a cada Oi- w E D1< um divisor VV E 'DJ<. Para isso, consideremos o 
conjunto 

M(w) := {A E 'DK : w se anula em AI<(A) + K}. 

Lema 2.5.1. Seja O i- w E D,K. Então existe um único divisor W E M(w) tal que A ~ W para 
todo A E M(w) . 

Definição 2.5.5. Seja O i- w E D,K. O divisor 

(w) := W = max{A E VK : w se anula em AK(A) + K} 

é chamado um divisor canônico de K/k (Observe que o Lema anterior da consistência a essa 
definição). Um divisor canônico positivo é chamado um divisor canônico ele primeiro tipo de K / k. 

Definição 2.5.6. Sejam w,w' E D,K diferenciais de Weil não nulos de K/k. Então existe um 
elemento x E K tal que w = x · w' . Tal elemento x é chamado a razão entre os diferenciais w 
e w' . Se os divisores canônicos associados à w e w' forem positivos, então diremos que o elemento 
x é uma razão de diferenciais de primeiro tipo. 

Teorema 2.5.2. Sejam A um divisor arbitrário e W = (w) um divisor canônico de K/k . Então 
i(A) = clim(W - A) . 

Teorema 2.5.3 (Teorema de Riemann-Roch). Seja VV um divisor canônico de K/k. Então, para 
todo A E D K, temos 

dimA = degA + l - g + dim(W -A). 

Proposição 2.5.1. Um divisor B é canônico se e somente se clegB = 2g - 2 e dimB 2 g. 

Do Teorema de Riemann, vimos que existe uma constante c tal que i(A) = O se degA 2 c. O 
próximo teorema nos dá um valor mais preciso à essa constante. 

Teorema 2.5.4. Se A é um divisor de K/k tal que degA 2 2g - 1, então climA = clegA + l - g . 

Observe que a cota 2g - 1 do teorema anterior é a melhor possível, uma vez que, se VV é um 
divisor canônico, temos que dimW > degW + l - g, pela proposição 2.5.1. 
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Proposição 2.5.2. Para um c07po de /nações K/h, as seguírztes corzdãções sâo equãuaZerztes;

1. K/k é racioTtal, isto é, K = kÇ=] 1)ara algum = transcendente sobre k.

g?. K/k [em género 0, e ezãsíe um dÍüsor Á € Z)K comi deg.A :: ].

Os próximos dois resultados são importantes conseqiiências do Teorema de Riemann-Rock.

Teorema 2.5.5 (Aproximação Forte). S©a S $ P(K') um subco@un(o própho de P'(K') e PI , . . . , Pr C
S. Suponha que são dados =\,....x. ç: K e TL\,...,n,r C %. Então existe = CK tül qKe

up,(z -- zá) = ni para ã = 1,...,r e

UP(:«) ? 0 P«a iOdO P € S\lPI , . . . , Pr}

P C P'(-K). Erztão, para ri 2 2g, ezãste um fazem:nto = C K cubo diliãsorqa

.#::::> dám-4 = deg-A + l g

D

.l:'roposiça0 2.5.3. ó

Pólo é (#).

Definição 2.5.7. Sda P € 1P(/{). [Jm amieiro n 2 0 é chamado námtero pólo de P se eãstãr urra
elemento = C K com (=).. :: vtP. Caso covttrárão, n é chamado uma lacuna de P

Teor'ema 2.5.6 (Teorema da lacuna de \Veierstrass). Suporzha que K/A tem gêzzero g > 0 e P é
ulll P\ace de grau um. Então existem e=atamente g lacunas i,\ <. . . . < i,g de P. Agem(ús,

ii = 1 e ãg $ 2g -- l.

Definição 2.5.8. ZI/m dãuãsor .4 C DK é d to nâo-especial se í(.A) = 0; caso corztráho, ,4 é dito
especial.

Proposição 2.5.4. (a) .4 é 7zão-especáaZ

(b) degÁ > 2g 2 -::> .A é rzão-especial.

(c) .4 propMedade de um dãüsor .A ser especial ou mão-especial depende apenas da classe l.AI de Á
110 gr'upo de classes do divisor.

(d) Z){uisores canónicos sâo especãas.

(e) Todo divisor ..4 com dãm.A > 0 e deg.A < g é especial.

(f) Se .A é nâo-especáaZ e B ? .A, então -B é nâo-especial.

Demora.stração. (a) é apenas a definição de á(.A).

(b) Inaediato de teorema 2.5.4.

(c) Segue do fato de que dim.A e deg.4 dependem apenas da classe l.41 do divisor -A.

(d) Pelo teorema 2.5.2, temos que se W é um divisor canónico, então ã(W) = dãrn(W' W)
dám(0) = 1. Portanto, W é especial.

(e) l $ dím.A = deg-A + l g + í(.A) --> á(.A) 2 g -- deg.4 > 0, unia vez que deg.A < g. Logo .4 é
especial.

(f) Pelo teorema 2.5.1, temos que .4 é não-especial se e somente se .4K = .4x(.A) + K'. Como
B > ..4. é fácil ver que .4K(.4) C .4K(.B). Dai segue o resultado
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Proposição 2.5.2. Para um corpo de funções K/k, as seguintes condições são equivalentes: 

1. K/k é racional, isto é, J( = k(x) para algum x transcendente sobre k. 

2. K/k tem gênero O, e existe um divisor A E Dg com degA = l. 

Os próximos dois resultados são importantes conseqüências do Teorema ele Riemann-Roch. 

Teorema 2.5.5 (Aproximação Forte). Seja S ~ IP(K) um subconjunto próprio de IP(K) e Pi, .. . , Pr E 
S. Suponha que são dados x1, . .. , Xr E K e n1, ... , nr E Z. Então existe x E K tal que 

v p ( x ) 2: O para todo P E S\ {Pi, ... , Pr} . 

Proposição 2.5.3. Seja P E JP(K). Então, para n 2: 2g, existe um elemento x E K cujo divisor 
pólo é (x) 00 = nP. 

Definição 2.5.7. Seja P E IP(K). Um inteiro n 2: O é chamado número pólo de P se existir um 
elemento x E J( com (x) 00 = nP. Caso contrário, n é chamado uma lacuna de P. 

Teorema 2.5.6 (Teorema da lacuna de vVeierstrass). Suponha que K/k tem gênero g > O e P é 
um Place de grau um. Então e:i:istem exatamente g lacunas i1 < . .. < i9 de P. Ademais, 

i1 = 1 e i9 :S 2g - 1. 

Definição 2.5.8. Um divisor A E VK é dito não-especial se i(A) = O; caso contrário, A é dito 
especial. 

Proposição 2.5.4. (a) A é não-especial ç::::::} dimA = degA + l - g. 

(b) degA > 2g - 2 ===} A é não-especial. 

(e) A propriedade de um divisor A ser especial ou não-especial depende apenas da classe [A] de A 
no grupo de classes do divisor. 

( d) Divisores canônicos são especias. 

(e) Todo divisor A com dimA > O e degA < g é especial. 

(f) Se A é não-especial e B 2: A, então B é não-especial. 

Demonstração. (a) é apenas a definição de i(A). 

(b) Imediato de teorema 2.5.4. 

(e) Segue do fato de que dimA e degA dependem apenas da classe [A] elo divisor A. 

(d) Pelo teorema 2.5.2, temos que se W é um divisor canônico, então i(W ) = dim(W - W) = 
clim(O) = 1. Portanto, T,V é especial. 

(e) 1 :S dimA = degA + l - g + i(A) ==> i(A) 2: g - degA > O, uma vez que degA < g. Logo A é 
especial. 

(f) Pelo teorema 2.5.1 , temos que A é não-especial se e somente se AK = AK(A) + K. Como 
B 2: A , é fácil ver que Ag(A) Ç AK(B). Dai segue o resultado . 

D 
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Conho vimos, se .4 é un] divisor tal que deg.A > 2g -- 2, conseguimos detern]inar sua din]ensão,
no caso, dám..4 = deg.4 + 1 g. E]]] princípio, não é possível deternünar a dimensão de um divisor
Á tal que 0 $ degÁ $ 2g -- 2. Finalizaremos este capítulo com un] teorema que nos fornece uma
cota superior pala a dimensão do divisor .4 nesses casos.

Teor'ema 2.5.7 (Teorema de Cllifford). $e .4 é um d visor taZ qwe 0 $ deg.A $ 2g 2, erzlão

dÍm.A $ 1 + : . deg.A.

2.5. O TEOREMA DE RJEMANN-ROCH 13 

Como vimos, se A é um divisor tal que degA > 2g - 2, conseguimos determinar sua dimensão, 
no caso, dimA = degA + l - g. Em princípio, não é possível determinar a dimensão de um divisor 
A tal que O :::; degA ::; 2g - 2. Finalizaremos este capítulo com um teorema que nos fornece uma 
cota superior para a dimensão do divisor A nesses casos. 

Teorema 2.5. 7 (Teorema de Clifford). Se A é um divisor tal que O S degA S 2g - 2, então 

1 
dimA S 1 + 2 · degA. 
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Clapítulo 3

Corpos de funções e Curvas algébricas

3.1 Variedades Algébricas
Definição 3.1.1. (a) S©« h um c'WO, então .A"(k) = {(ni, ...,z.)lz{ C A} é ch««do o "paço

a$m de dimensão n sobre o corTO k.

(b) Sd« X c A"(k),-r(X) : {/(z z«) c Élzi, ...z«ll/(p) o,VP c x}

(c) sd« r c kl,'i, .:««l, }''(1') : {p c .À"(k)l/(p) o, v/ c r}

((1) Um conjunto aZgébMco é um co@umto }' Ç .&"(h) taZ que ezáste T Ç klnl,...,=«1 com
V - V(T). E fácil uer, que a reunião de dois conjuntos algébücos é um conjuTito algébhco
e que intersecções arbitráhas de conjuntos algébhcos ainda é um conjunto atgébhco. Além
dá«o, Ü e A"(k)

(e) .4 topoZogãa de ZaMs em A"(k) é egnád« po,; ..'! Ç .À"(k) é .Z,«Éo se A"(k)\,.4 é u«.
conjunto atgébMco.

(f) t/m suZ,co«junto nâo ua;áo }'' Ç .&"(k) é á«'edutí«eZ « nâo e-ásÉe« yl # ç) # V2 /e'À"'í« em

y [aás que y = yi U y2.

(.g) Uma variedade "algéb'r'ica"afim é um subconjunto fechado e {n'edutíuel de ÀI'(.k)

(h) Sd« X Ç Alzi, ..., :««l, de$nãmos . -dá.aZ de X p--d(X)
X para algum r > 0}.

{/(zi,..., z«) C kl:«l, ...:«.ll/' C

Teorema 3.1.1. (Nullstellensatz de Hãlbert) Seja k uln coT'po algebücamente .fechado e seja Y Ç

#l:«i,..,n«l «m ád.«{ e .d" /(zl,...,z«) C klzi,...,z«l «m polánómío q«e « t.do .Ze«.ente de
y(}'"). -Então existe r > 0 faZ gue /' C }', ou sda, -r(y(}')) = rad(}').

Coi'olaria 3.1.1. Ezáste u«'&a bÜeção entre os ideais radicais frad(/) = /) de Ê;lzt,...,z«l e os
cozÜuntos aZgébhcos de .&"(k) . .Além disso, y é ámedutãbeZ se e someztte se /(y) é um ádea{ pomo.
Se y Ç A"(k) é um conlwnlo aZgébhco aá«a, de$námos o -Amei Coordenado -A./im de y por

I'(y) klaçi,...,z.l

Observação 3.1.1. $e y Ç A"(k) é uma ua«áedade aám, então /(y) éph«qo e I'(}') é um domhào

Definição 3.1.2. O como k(}') := Frac(1'(}')) é caem.ado o (707'po das Funções Eacáonads
da ua 'dado }''. Os .Zement« d. É(y) .ão .A«.«dos de ./ünções -cáanads d' V'. P««-s.
que k(.V) é uma extensão $nitamente gerada de k. Definimos assim a dimensão de V como o
grau de trarzscendêrzcãa da extensão k(y)/k
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Capítulo 3 

Corpos de funções e Curvas algébricas 

3.1 Variedades Algébricas 

Definição 3.1.1. (a) Seja k um corpo, então A71 (k) = {(x1 , ... , xn )l xi E k} é chamado o espaço 
afim de dimensão n sobre o corpo k. 

(b) Seja X e A71 (k) , I( X) := {f (x1 , ... , xn) E k [x1, ... xn ]l f(P) = O, VP E X}. 

(e) Seja Te k [x1, ... xnl, V(T) := {P E An(k) IJ(P) = O, \/f E T}. 

( d) Um conjunto algébrico é um conjunto V Ç A 11 (k) tal que existe T Ç k [x1 , ... , Xn ] com 
V = V (T). É fácil ver, que a reunião de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico 
e que intersecções arbitrárias de conjuntos algébricos ainda é um conjunto algébrico. Além 
disso, 0 = V(l) e A71 (k) = V(O). 

(e) A topologia de Zariski em A71 (k) é definida por: A Ç An(k ) é aberto se A71 (k)\A é um 
conjunto algébrico. 

(f) Um subconjunto não vazio Y Ç An(k) é irredutível se não existem Y1 -/- 0 -/- Y2 fechados em 
Y tais que Y = Y1 U Y2. 

(g) Uma variedade "algébrica" afim é um subconjunto f echado e irredutível de A n ( k) . 

(h) Seja X Ç k [x1, ... , Xnl, definimos O radical de X porrad(X) = {f(x1, ... , xn ) E k [x1, .. . xn ]l r E 
X para algum r > O}. 

Teorema 3.1.1. (Nullstellensatz de Hilbert} Seja k um corpo algebricamente fechado e seja Y Ç 

k [x1, .. , xn] um ideal e seja f( x1, ... ,x71 ) E k [x1, ... ,xn] um polinômio que zera todo elemento de 
V(Y). Então existe r > O tal que j1' E Y, ou seja, I(V(Y)) = rad(Y) . 

Corolário 3.1.1. Existe ttma bijeção entre os ideais radicais (rad(J) = I} de k[x1, ... ,x71 ] e os 
conjuntos algébricos de An(k) . Além disso, Y é irredutível se e somente se I(Y) é um ideal primo. 
Se Y Ç An(k) é um conjunto algébrico afim, definimos o Anel Coordenado Afim de Y por 

r(Y) = k [x 1, ... , Xn ]. 
I(Y) 

Observação 3.1.1. Se V Ç An(k) é uma variedade afim, então I(V) é primo e r(V) é um domínio. 

Definição 3.1.2. O corpo k(V) := Frac(r(V)) é chamado o Corpo das Funções Racionais 
da variedade V. Os elementos de k(V) são chamados de funções racionais de V . Prova-se 
que k(V) é uma extensão finitamente gerada de k . Definimos assim a dimensão de V como o 
grau de transcendência da extensão k(V) / k 

15 
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Definição 3.1.3. Seja

é:v'ç A" --,I'r ç.&"

uma aplicação evttre uahedades a$ns. Então @ é chamada polãno'miai se ea;istem polivtõmios
TI, - . . ,lrm C klzl, . . - , =.1 tais que

@(«1, . . . ,..) = (Ti(al, , a.), . - - , Tm(al, «.))

para todo (ai, - - . , a«) C }'

Definição 3.1.4. (a) Sda / uma /unção racional em V e P C V. Dizemos que / está de#nida
em P « p«« 'Zg«. «, b C I'(}''), / (P) # 0. De$nãm« ««:m

OP,v' :' {/ C k(V)l/ e'tá de$nád« e«. P}

op.y e cAa7nado o artes local de 'l'r em /)

(b) O conjunto dos pontos P C V tal que J não está de$nida em P é chamado o con:junto pólo
de /

l.cl) Seca '+ . op,v -} k de$;nada T)or'ÜÇajbà
ádeaZ mazimaZ de V erra P

uÇP)jbtP). Então NIP,v .= KerQ$) é chalítctdo o

(.d] Seja R unl domínio que não é col-po. Se el;isto ulrl elemento t C R in'edntíuet tül que todo
elemento hão nulo z C R pode ser escuto unicümen.te da formct z :; ut" , com u unidade
de R e n um inteiro rido vtegatãuo, eTttão R é chamado um anel de valorização discreta

(e) Sega R umz ,4yD e /r = Frac(R), então q aZquer eZerrzento z C Ã' não rzuZo se escreve de
maneircl única colllo z :: ut" , OTtde u é uma unidctde de R e vl C Z. O amieiro n é chamado a
«d.«. 'Z' , e e«hf. n = o«d(,). De$nim« o,d(0) := .«. 7}'ã«i«ím'nte temo'

R {; C K'lo«d(;) 2 0}

e aÍrzda

À/ = {z C -Klord(z) > 0}

é seu tZn co ideal rrzaz maZ

Definição 3.1.5. Sega k um corpo. De$námos o n-espaço pr(datado sobre k e derzotarrzos poz'
P"(h) como o cona n o de todas as ZãnAas de A"+t(k) passando por (0, . ,0) C A"+i(k). Assim,

IP"(-K) (k)\{(o, , o)})/ -,

onde

(ai,--. ,a.+i) -.(bl,... ,b«+i) p-> ]À C kl(ai,.-. ,a«+i) = À(bi,... ,b.+l).

t/m porzto de (al : . . . : a.+l) C P"(k) é a classe de equ uaZêncàa ã qua! o elemento (al, - - . ,anal)
perterzce.
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Definição 3.1.3. Seja 

ef>: V ç A11 
- w ç Am 

uma aplicação entre variedades afins . Então cp é chamada polinomial se exi,stem polinômios 

Ti ,·· · ,Tm E k[x1, · · · ,xn] tais que 

para todo (a1, · · · , an) E V . 

Definição 3.1.4. (a) Seja fuma função racional em V e PEV. Dizemos que f está definida 
em P se para algum a, b E r(V), f = a/b e b(P)-# O. Definimos assim 

Op,v := {f E k(V)lf está definida em P}. 

O P, v é chamado o anel local de V em P. 

(b) O conjunto dos pontos P E V tal que f não está definida em P é chamado o conjunto pólo 
de f . 

(c) Seja 'ljJ: Op,v - k definida por '1/;(a/b) := a(P)/b(P). Então lvfp,v := K er('I/;) é chamado o 
ideal maximal de V em P. 

( d) Seja R um domínio que não é corpo. Se existe um elemento t E R irredutível tal que todo 
elemento não nulo z E R pode ser escrito unicamente da forma z = ut11

, com u unidade 
de R e n um inteiro não negativo, então R é chamado um anel de valorização discreta 
(AVD). 

( e) Seja R um AVD e K = Frac(R), então qualquer elemento z E K não nulo se escreve de 
maneira única como z = utn, onde u é uma unidade de R e n E Z . O inteiro n é chamado a 
ordem de z e escrito n = ord(z ) . Definimos ord(O) := oo. Trivialmente temos 

R = {z E Kjord(z ) 2'. O} 

e ainda 

M = {z E Kjord(z ) > O} 

é seu único ideal maximal. 

Definição 3.1.5. Seja k um corpo. Definimos o n-espaço projetivo sobre k e denotamos por 
P11 (k) como o conjunto de todas as linhas de A11+1 (k) passando por (O, ••• , O) E A11+l(k). Assim, 

onde 

Um ponto de (a1 : · · · : ªn+1) E pn(k) é a classe de equivalência à qual o elemento (a1, · · · , a11+1) 
pertence. 
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Definição 3.1.6. Sda /(zl, . . , aç«) c kln, . . . , z«l um polinómào qwaiquer. Z)e$námos o poZãnómío
homogéneo f'(:«i, . . . ,:«.+i) C hl:«i, . . . , z«+lj associado à / «m.

F(zl, , z«tl) := /(zl/z«+l, , z«/z,,+i)(=«.+i)a(/)

.'lm«Z'g«mente, d«d. «. poZímómã. A.«ogême. F'(zl, . . . ,z.+i) c kl:«i,
desomogeÍnázação em, z«+l /(zi, - . . , z«) c Alzi,

/(zl,.-. , z.) := -F(zl,-- . ,z«,l).

r.+l)
««l PO,

z«+il, de$nãmos sua

Definição 3.1.7. SdaP=(ai : .-- : a«+i) c p'"(É). Então o co@unto {/ c klzi,... ,z«+ill/(P)
0} ízão está de$nÍdo. &4as o cozÜunto

{F' C hlzi, . . ,n«+illF' é Aomogêneo e F'(P) = 0}

está. Assim, podemos fazer as de$nições projetãuas feitas para o caso aPm trocavtdo "polivtõmio"por
"poZÍnómÍo horrzogêrzeo"

Definição 3.1.8. cegam U e y uahedades raáns ou pr(Úet uas,). {l/}rz m07yisnlto de t/ para y é
UHCL junção $. U + V tul que:

(1) @ é contínua (na tipologia de Zahsk{)

(2) Para cada co@unto aóerfo }" Ç }', se .f C ].'(}''), então

8(/) : /. @ c i'(ó :(v''))

UTTt isomorfisTiio de U parca V é uvrll lllor$swlo + de U T)ürcl V tal que existe @ \ de V T)ara U tal
que $''L a ® :: Idu e @o #''L -- IdV

Proposição 3.1.1. Secam U e }''' uaMedades aáns. Então eàste uma com'espomdêrzcáa báunz'Doca

entre 7n07:Ps7nos

é : u : }''

e hoTítomor$smos

@ : I'(1''') --, F(U),

ou seja, o juntar

.7: : 'P ; l)

entre a categoria de uahedades a$ns e mor$smos de 'uar'iedades a$ns e Q categoria de domínios com
homomor$smos de domínios dado por

U ---, .F(U) :

e

$ ---, Fçóõ '.

é um .fuTitor covttrauahavtte, $e! e pleno
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Definição 3 .1.6 . Seja f(x1, · · · , xn) E k[x1, · · · , xn] um polinômio qualquer. Definimos o polinômio 
homogêneo F(x1, · · · ,Xn+1) E k [x1, · · · ,Xn+d associado à f como 

Analogamente, dado um polinômio homogêneo F(x1 , · · · , Xn+1) E k [x1, · · · , Xn+1L definimos sua 
desomogeinização em Xn+1 f( x 1, .. · ,xn ) E k [x1, .. · ,xn] por 

D efinição 3.1.7 . SejaP = (a1: · · · : ªn+1) E JP>n(k) . Então o conjunto {f E k[x1, · · · ,Xn+1]l f(P) = 
O} não está definido . Mas o conjunto 

{F E k [x1, · · · , Xn+1 ]J F é homogêneo e F(P) = O} 

está. Assim, podemos fazer as definições projetivas feitas para o caso afim trocando "polinômio "por 
"polinômio homogêneo ". 

Definição 3.1.8. Sejam U e V variedades (afins ou projetivas). Um morfismo de U para V é 
uma função q> : U _______, V tal que: 

(1) q> é contínua (na topologia de Zariski). 

(2) Para cada conj1mto aberto V' Ç V, se .f E r(V' ), então 

Um isomorfismo ele U para V é um morfismo q> de U para V tal que existe cp- 1 de V para U tal 
que cp-1 o cp = Idu e q> o cp- 1 = Idv . 

Proposição 3 .1.1. Sejam U e V variedades afins. Então existe uma correspondência biunívoca 
entre morfismos 

e/> : U _______, V 

e homomorfismos 

cp : r(V) _______, I'(U) , 

ou seja, o Juntar 

entre a categoria de variedades afins e morfismos de variedades afins e a categoria de domínios com 
homomorfismos de domínios dado por 

U ~ F(U) := r(U) 

e 

ef>~ F(cp) := ef; 

é um Juntar contravariante, fiel e pleno. 
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Definição 3.1.9. $cljam U e V uaHedades. Z)oÍs mor$smos /i : [4 --} 1.' de suóuahedades abertas
Ui de U para V são ditas equãualeittes se suas resta'ições a Ut n UZ são igual.s. UmTta classe de
equãualêncáa de tais mor$smos é chamada uma aplicação racional de U para V. evita aplicação
racional F : U --+ V é data dominante se f(.U') é denso em V, onde f é um mor$smo qualquer
que represeqtct CL aplicação F (f . U' Ç U + V que não T)ode ser estendido). Uma aT)ticação
vaciovtal F : U --, V é dita birracional se existem conjuntos U' Ç U e V' Ç V e um ãsomor$smo
f . Ui -+ V' qu.e rel)resentü F

Proposição 3.1.2. Duas uaHedades são bám'acáonaZmente egwiuaZerztes se e somerzte se seus c07pos
de funções são ásomorfos, ou seja, existe um juntar $et e pleno entre a categoha uaüedades e
aplicações raciovtais e a categor'ia de calvos e homomor$sntos.

3.2 Curvas Algébricas
Uma curva algébrica afim (pi'ojetiva) é uma variedade afim (piojetiva) de dimensão l.

Vamos estudei o caso plano, ou seja, em .&2(k) (P2(k)), onde k não é necessariamente algebricamente
fechado.

Seja É um corpo e considere / c klz,yl üm polinõmio qualquer. Definidos a curva algébrica
plana afina

a y(/) (a, Z,) C .À'(i;)l/(a, Z,)

A curva algébiica plana projetiva associada à C' sela

C' : }'(F') {(a : b : c) C P'(i)lf'(a, b, c)

onde F'é a hontogeinização de /

Definição 3.2.1. $Oa P = (a, b) C %' ronde RI derrota o /echo aZgébráco de k,) e escreva

fP(z, y) := f(a -- z, b -- U) /o(z, y) + /l (aç, y) + + /r (#, g/),

OTtde a(C) :- í)(j) - r e fi(=, y) é um potinõmio homogéneo de grau i

(.a) Definimos m. := (n'dp(.j)
P. TeTTLOS que

mãnlíl./1 / 0} e ía/ /m será c/mamado a /07'ma ándcáaZ de / e7rz

P C C -+:::+ orar(/) > 0 +:::> /o = 0

(b) .A /om'« ãnãcí.Z /m. « «c«" """

.ü - ll(.j« + ójv

ozzde aj,bj C k. .4s Telas ajz + bjy C klz,yl são c/limadas as Tetas tangentes de a em P
de inclinação oo se aj = 0 e bj/aj se aj # 0.

(c) Dizemos que um pozzto P C (-; é simples (não-sÍngular9 se orar(/) = 1 e s nguZar se
m'dp(.j) > 1. Se P é ponto simples de j, então j tem uma única Teta tangente em P, a
saber, 1 = V(fl). Uma cama algébhca plana aPm é suave (não-singular) se todos os seus
pontos são simples.
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Definição 3.1.9. Sejam U e V variedades. Dois morfismos Íi : Ui - V de subvariedades abertas 
Ui de U para V são ditas equivalentes se suas restrições a U1 n U2 são iguais. Uma classe de 
equivalência de tais morfismos é chamada uma aplicação racional de U para V. Uma aplicação 
racional F: U - V é dita dominante se f(U') é denso em V , onde f é um morfismo qualquer 
que representa a aplicação F {f : U' Ç U - V que não pode ser estendido). Uma aplicação 
racional F : U - V é dita birracional se existem conjuntos U' Ç U e V ' Ç V e um isomorfismo 
f : U' - V' que representa F. 

Proposição 3.1.2. Duas variedades são birracionalmente equivalentes se e somente se seus corpos 
de funções são isomorfos, ou seja, existe um Juntar fiel e pleno entre a categoria variedades e 
aplicações racionais e a categoria de corpos e homomorfismos. 

3.2 Curvas Algébricas 

Uma curva algébrica afim (projetiva) é uma vm·iedade a.fim (projetiva.) de dimensão 1. 
Vamos estudar o caso plano, ou seja., em A2 (k) (lP'2 (k)) , onde k não é necessariamente algebricamente 
fechado. 

Seja k um corpo e considere f E k[x, y] üm polinômio qualquer. Definimos a. curva. algébrica. 
plana. a.fim 

C := V(f) = {(a , b) E A2 (k) lf(a, b) = O} . 

A curva. algébrica. plana. projetiva associa.da. à C será 

C' := V(F) ={(a: b: c) E IP'2 (k)IF(a , b,c) = O} 

onde F é a homogeinização ele f. 

Definição 3.2.1. Seja P = (a , b) E k2 
{onde k denota o fecho algébrico de k} e escreva 

fp(x , y) := J(a - x, b - y) = fo(x, y) + fi( x, y) + · · · + f r (x , y), 

onde ô( C) : = â(f) = r e Íi ( x, y) é um polinômio homogêneo de grau i. 

(a) Definimos m = ordp(f) := min{i lfi i- O} e tal fm será chamado a forma inicial de f em 
P. Temos que 

P E C {=} ordp(f) > O{=} fo = O. 

(b) A forma inicial f m se escreve como 

11i 

Ím = IT (ajX + bjy) 
j=l 

onde aj, bj E k. As retas ajX + bjy E k[:z:, y] são chamadas as retas tangentes de C em P 
de inclinação oo se ªi = O e bj / ªi se ªi i- O. 

(c) Dizemos que um ponto P E C é simples (não-singular) se ordp(J) = l e singular se 
ordp(J) > l. Se P é ponto simples de J, então f tem uma única reta tangente em P , a 
saber, l = V (f 1). Uma curva algébrica plana afim é suave {não-singular) se todos os seus 
pontos são simples. 
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(.d) Um ponto singular P C C é dito ordinár'io se as tan.gentes de C em P são dãstivttas entre s{,
ou seja, cadcl duas delas se intersectant trctnsuersülmente em P

Definição 3.2.2. S©a C' = y(/) (C' = y(F)) uma cume aZgéóhca {«edutúeZ plana aám (prdetáua)
D ej\n ITTLOS

*'', :- {í13 ' *'«, «,I' t «}

(k(o') :- { i:l=:ilt:l C k(", Z/, ')la, -a 'ã. A.m.gê««.,

a(G) - 8(H) e F' t .H f)

Sejcl P (.«,P) c C' (p' (a : b : c) € C''), então

0c,p {{ c k(c)IA(p) # o}

(Oc',p' :' {# € k(C'')l-a(P') / 0})

Observação 3.2.1. (i) Ás de$náções dadas acima represerztam umz abuso de Zírzguagem, jú que a
de$nição formal é a dada n seção anterior, ou sejcl, o corpo KtC) é tomada sob Q equiuülêltciü
d«d« po, (/) Ç #lz,yl, o íde«/ ge«d. p« /.

(ií) Os c07pos k((y) e k(a') dados acama são ãsom07:/os. Por isso Damos trafcz7 apeízas do caso
ahm.

Lema 3.2.1. Seja
@ (?c,P

g/h

#(P) : #(a, #)

Pe\o LeTrta de Zowt, eüste prolongame'rito Títalimal(não Ttecessaüamente único) de $ dado por

+ '. 0c,p '') k

Teorema 3.2.1. (i) A(a)/É é wm como de Acções aZgéZ,facas;

(ii) (2c,p é tlm amei de uaZoMzação de #(O)/k;

(ni) P ker$ e o placa associado à oc,p;

(iv) 0c,p Oc,p +-i' P é não singular;

(v) Se P é não 'áng«i", ente. degP P) : ÉI

Z)emonstraçâo. l81
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( d) Um ponto singular P E C é dito ordinário se as tangentes de C em P são distintas entre si, 
ou seja, cada duas delas se intersectam transversalmente em P. 

Definição 3.2.2. Seja C = V (f) ( C' = V (F)) uma curva algébrica irredutível plana afim (projetiva). 
Definimos 

k(C) := { gh((x,y)) E k(x,y)lf t h} 
x,y 

( ( ') { e ( x, y, z ) ( ) I e _ . k e := ( ) E k X, Y, z , H sao homogeneos, 
H x,y,z 

8(G) =8(H) eFtH}). 

Seja P = (a,/3) E C (P' =(a: b: e) E C') , então 

Oc,P := { * E k(C)Jh(P)-/= O} 

(Oc' ,P' := { i E k(C')IH(P')-/= O}). 

Observação 3.2.1. (i) As definições dadas acima representam um abuso de linguagem, já que a 
definição formal é a dada na seção anterior, ou seja, o corpo k( C) é tomado sob a equivalência 
dada por (f) Ç k[x,y], o ideal gerado por f. 

(ii) Os corpos k(C) e k(C') dados acima são isomorfos. Por isso vamos tratar apenas do caso 
afim. 

Lema 3.2.1. Seja 

e/>: Oc,P --------) 

g/h f---------t 

k(P) := k(o:,/3) 
g(P) 

cp(g/h) := h(P). 

Pelo Lema de Zorn, existe prolongamento maúmal{não necessariamente único) de cp dado por 

e/>: Oc P--------) k. 
' 

Teorema 3.2.1. (i) k(C)/k é um corpo de funções algébricas; 

(ii) Õc,P é um anel de valorização de k(C)/k; 

- - -(iii) P := kercp é o place associado à Oc,P; 

(iv) Oc,P = Oc,P <===} P é não singular; 

(v) Se Pé não singular, então degP = [k(a,{3): k] . 

Demonstração. [8] D 
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Definição 3.2.3. Sega K/h unz c07po de yünções aZgébhcas. Z)e$nárrzos a super:/ície abstrata de
Riemann associadct Q K/k por

$K/X: := { arzéás de uaZohzação K/k}

Em paMicutcir, dada nula cume C, teremos que a Superfície abstrata de RiemaTtn associada à C
será Sk(c)/K. No caso em que CL cur"ua é não singular, Feto teorema acama temos que existe uma
ÓÜeção C' +---} $k(c)/k-

Definição 3.2.4. Z)e$námos uma topoZogáa em SK/X. tomando para /ecAados suócozÜunfos .Pnãtos
e o espaço todo. Se U Ç $Kjk é unl subconjunto aberto, elttiío de$nivítos o anel dcLS f'unções
«gula«s .m U "mo «ndo I'(U) := Í ] P

Pcu

Definição 3.2.5. Sega /{/É é um corpo de ./ürzções aZgébücas. Uma curda abstrata não sánguZar
é urra subconjunto aberto U Ç SKJk comi Q tipologia iTtduzidu e Q noção de fuTição regular em seus
subc07Üumtos apertos.

Teor ema 3.2.2. Sega F' uma aplicação racãonaZ de uma cur"t;a C'' para uma cura/a projetãua C. Se
J é um mor$smo que representa F, eTttão o domínio de f inclui todos os pontos simples da curda
C' . Se CI' é Ttão singutcur, eTttão F é um morlismo.

Corolário 3.2.1. 1)uas cur"l/as pr(ÜeíÍuas rzâo sírzguZares sâo isomor/as se e somente se seus c07pos
de junções são isomorfos.

Observação 3.2.2. -Mole qzze rzo teorema e coroíáMo acÍnza rzão estamos con.sàderando apertas o
caso planto.

3.2.1 Resolvendo singularidades

Pela seção anterior, vemos que se uma curva é não singular, para tratar da curva. precisamos
apenas olhai pal'a seu corpo de funções e vice-versa. Nesta seção queremos analizar a curva nos
pontos que ela tem problemas, ou seja, eni suas singularidades.

A abordagem pode ser dadas de várias maneiras, por exemplo definindo os ramos da curva e
provar que existe uma bijeção entre a superfície de Rienlann abstl-ata de unam curva e os ramos
da mesma. Essa abordagem é n:tais completa, porém é demasiada trabalhosa, tendo em vista que
temos de trabalhar as propriedades do anel das séries formais de potência. Aqui vamos usar a
teoria de " Blow-Ups" , ou seja, resolver as singularidades via Transfonuações Monoidais.

Vamos assumir por enquanto que k é algebricantente fechado. Seja

@ .&:(É) --, .Ã'(k)
(«, .) - (., «.)

Para cada ponto (a, b) C .A2(k) consideremos a fibra

í («, z,/«)
@ '(a, b)

1. {(0, c)lc C h}

se a # 0
se a = 0 e b # 0
se (.,b)

Assim, a origem (0, 0) foi "esplodida"em uma reta
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Definição 3.2.3. Seja I</k um corpo de fun ções algébricas. Definimos a superfície abstrata de 
Riemann associada a K/k por 

§I</k := { anéis de valorização K/k}. 

Em particular, dada uma curva C, teremos que a Superfície abstrata de Riemann associada à C 
será §k(C)/k· No caso em que a curva é não singular, pelo teorema acima temos que existe uma 

bijeção C t---------t §k(C)/k · 

Definição 3.2.4. Definimos uma topologia em §I</k tomando para f echados subconjuntos finito s 
e o espaço todo. Se U Ç §I</k é um subconjunto aberto, então definimos o anel das funções 

regulares em U como sendo I'(U) := íl P. 
PEU 

Definição 3.2.5. Seja I</k é um corpo de funções algébricas. Uma curva abstrata não singular 
é um subconjunto aberto U Ç §K/k com a topologia induzida e a noção de função regular em seus 
subconjuntos abertos. 

Teorema 3.2.2. Seja Fuma aplicação racional de uma curva C' para uma curva projetiva C. Se 
f é um morfismo que representa F , então o domínio de f inclui todos os pontos simples da curva 
C' . Se C' é não singular, então F é um morfismo. 

Corolário 3.2.1. Duas curvas projetivas não singulares são isomorfas se e somente se seus corpos 
de funções são isomorfos. 

Observação 3.2.2. Note que no teorema e corolário acima não estamos considerando apenas o 
caso plano. 

3.2.1 Resolvendo singularidades 

Pela seção anterior , vemos que se uma curva é não singular, para tratar da curva precisamos 
apenas olhar para seu corpo de funções e vice-versa. Nesta seção queremos analizar a cmva nos 
pontos que ela tem problemas, ou seja, em suas singularidades. 

A abordagem pode ser dadas de várias maneiras, por exemplo definindo os ramos da curva e 
provar que existe uma bijeção entre a superfície de Riemann abstrata de uma curva e os ramos 
da mesma. Essa abordagem é mais completa, porém é demasiada trabalhosa, tendo em vista que 
temos de trabalhar as propriedades do anel das séries formais ele potência . Aqui vamos usar a 
teoria ele "Blow-Ups", ou seja, resolver as singularidades via Transformações :tvlonoidais. 

Vamos assumir por enquanto que k é algebricamente fechado. Seja 

'ljJ : A2 (k) -----t 

( a, e) 1----+ 

Para cada ponto (a , b) E A2 (k) consideremos a fibra 

{ 

(a , b/a) 
'ljJ- 1 (a , b) = 0 

{(O, c)l c E k} 

Assim, a origem (O , O) foi "esploclida"em uma reta. 

se a# O 
se a= O e b # O 
se (a , b) = (O , O) 
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Definição 3.2.6. $da C = }''(/) uma cama plana medutúeZ. Suporz/}a que (0, 0) € O e C' # y(z).

Seja vlt a multiplicidade de Ci em (t),0) e n o grau de C. Escrevemos f = 'E, .fi, OTtde fi é uma

/omna ÍpoZãnómÍo homogéneo) de grau { em É;lz, Z/l e /n, # 0 # /n. Então
Z

/(«,«,)

'n

- >: Ê(«, «,)

- }: z:.Ê(1, ,)
z == '?n,

= z"/(1)(z, z)

orzde

E
Z == 77't.

/(1) :- r''"'.Ê(l,z) c klz,zl

O conlunÉo C'(") U {(0,c)lc C h} é chamado o "BZow-up"de a ou a iras/armada estMta de C

Lema 3.2.2. (i) /(i) e logo C(i) = y(/(i)) é ím'edutz'ueZ.

(ii) (; possua na oMgem uma Teta tangezzte de áncZánação ./ináía c se e somente se (0, c) c (J(t). Erra
p«tãcuZar, (0, 0) C a(') « e «m.mte s. o .{:«o hoü«nÉa/ y(y) é gang nte de C' em (0,0).

Proposição 3.2.1. Com as de$náções acama temos que C e C(1) são óírracáonalmente equ uaZerztes,
m«à. «ãnd., k(C')

Corolário 3.2.2. Seja P c C' um porzto sárzguZar ordináMo, onde C' é uma cwrt/a algoz)faca aám
irredutível sobre um cot'po k atgebhcantente .fechado. Então ehste uma curva C' e uma aplicação
bãmacionaZ @ : O' --, O faZ que l@(-:)(P)l = orar(C') e para todo Q C @(-i)(P), Q é um porzto
simples de C'

Corolário 3.2.3. Seja P C C' um ponto racíonaZ da cume C sobre o corpo k Ínâo ízecessaha-
mente algebdcamevite fechado). Considere a joT"ma inicial f,.. dü culta elrl P, OTtde m é a vriul-
tiptici,ande do T)oito P. Então emite uma eltevtsão $nitct de k, digamos k', tal (lue os pontos
obtidos de P pelo Btolo-up do tema acima são racionciãs sobre k'. A sat)er, esse cor'po é dado por
k' = k(al, - . . ,a., bi, . ,b«) onde aáz + big/ são as Tetas tangentes de (7 no ponto P

Teorema 3.2.3. Toda curda aZgébhca ÍpZanaJ ám'edutÍbeí é l)ám'acÍonaimenfe equãuaíente a llrrza
curda atgébhca plana, cujos povttos siTtgulares são todos ordinários.

Z)emonsfração. l81 n
Teorema 3.2.4. Toda cur"t;a algébhca pr(detida plana é bámacÍorzaZmente equãuaZente a uma curda
algébrica projetáua não singular (não necessahamente plana).

Z)emorzstração. l81 []

Observação 3.2.3. Dada ?lma c a algéóhca píarza C', const7zlÍÍnos uma curda aZgébhca pZarza
C' birracionalmente equivalente Q C tendo apenas pontos singulares ordenámos. Podemos resolver
Localmente com um Btow-up cada sita.gulahdade, porém este Bloco-ttp pode mexer nüs outras sán-
gulaT'jades. Assim, para provar o teorema ctcima, temos de covtsiderar Q cama dada no teorenta
aniCHar e fazer um Bloco-up simultâneo em todas as sãngulahdades. Mas isto não pode ser lleces-
savÍamente .feito erlt P'(.k), e sim elrl um espaço de dimensão maior.
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Definição 3.2.6. Seja C = V(f) uma curva plana irredutível. Suponha que (O , O) E C e C-/=- V( x ). 
n 

Sejam a multiplicidade de C em (O, O) e n o grau de C . Escrevemos f = L Íi, onde fi é uma 

forma {polinômio homogêneo) de grau i em k[x , y] e fm-/=- O-/=- fn - Então 

onde 

n 

f(x, x z ) = L fi(x , x z ) 

n 

i=rn 
n 

= L xi fi(l, z ) 
i=m. 

= xm f( 1)(x , z ) 

f(l) := L xi-m fi(l, z ) E k [x, z]. 
i=ni 

i=m 

O conjunto cCl) U {(O , c) lc E k} é chamado o "Blow-up"de C ou a trasformada estrita de C. 

Lema 3.2.2. (i) f(l) e logo C(l) = V(f(1)) é irredutível. 

(ii) C possui na origem uma reta tangente de inclinação finita c se e somente se (O, c) E c(l) . Em 
particular, (O, O) E c(l) se e somente se o eixo horizontal V(y) é tangente de C em (O, O). 

Proposição 3.2.1. Com as definições acima temos que C e c(l) são birracionalmente equivalentes, 
mais ainda, k(C) = k(C(1)). 

Corolário 3.2.2. Seja P E C um ponto singular ordinário, onde C é uma curva algébrica afim 
irredutível sobre um corpo k algebricamente fechado. Então existe uma curva C' e uma aplicação 
birracional 1> : C' - C tal que l</>( - 1>(P)I = ordp(C) e para todo Q E 4>(-l)(P), Q é um ponto 
simples de C'. 

Corolário 3.2.3. Seja P E C um ponto racional da curva C sobre o corpo k {não necessaria
mente algebricamente fechado}. Considere a forma inicial fm da curva em P, onde m é a mul
tiplicidade do ponto P . Então existe uma extensão finita de k, digamos k', tal que os pontos 
obtidos de P pelo Blow-up do lema acima são racionais sobre k' . A saber, esse corpo é dado por 
k' = k( ai, · · · , am, bi , · · · , b111 ) onde aix + biy são as retas tangentes de C no ponto P. 

Teorema 3.2.3. Toda curva algébrica {plana} irredutível é birracionalmente equivalente a uma 
curva algébrica plana, cujos pontos singulares são todos ordinários. 

Demonstração. [8] D 

Teorema 3.2.4. Toda curva algébrica projetiva plana é birracionalmente equivalente a uma curva 
algébrica projetiva não singular {não necessariamente plana} . 

Demonstração. [8] D 

Observação 3.2.3. Dada uma curva algébrica plana C, construímos uma curva algébrica plana 
C' birracionalmente equivalente a C tendo apenas pontos singulares ordinários. Podemos resolver 
localmente com um Blow-up cada singularidade, porém este Blow-up pode mexer nas outras sin
gulariades. Assim, para provar o teorema acima, temos de considerar a curva dada no teorema 
anterior e fazer um Blow-up simultâneo em todas as singularidades. Mas isto não pode ser neces
sariamente feito em JP>2 (k), e sim em um espaço de dimensão maior. 
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Corolário 3.2.4. S(#a K'/É um c07po de /uniões aZgébhcas. Erztão eiçáste uma cu7wa aZgébhca
Cx- Ç P" não sánguZar taZ que É(CK) = K'

Definição 3.2.7. Sega C' uma curda algébhca piarza. .Então a cur"t/a aZgéóhca pr(Üel ua dada pelo
teorema acama será chantada o modelo não singular da curva C.

Apesar de não conseguirmos achar unl modelo não singular plano para a curva plana dada, é
interessante resolvermos cada singularidade apenas e obtei- informações sobre ela.
T).-n«l;pãn R 9 R Sejcl C uma curucl algéb'r"icü ü$m ir'ixedutíuet e P ç: C

(.aà Dize7ítos que um po'nto Q C C' está in$nitesimavílfe'nte 'próximo de P se C' é obtido de
C por unlcl sequêvicia $nitn de Btow-ups e Q é obtido de P por essa sequência. Definimos o
conlunéo /n/(P) := {(2 € A.2(k)IC? está {zzánitesámamente próhmo de P}.

(b) O õ-ámua7$ante do ponto P é de$nádo comia

õP:' E
QCln/(P)

,Q(«Q l)
2

.,"Í' "Q := o«dQ(C').
Observação 3.2.4. .4 de$nição acama, é uma equãuaZêrzc a da de$náção dada em dermos de ramos
da curda evTI questão. Naquele caso, pro'uu-se Jacilmebte a $nitude de õp. Dct de$nição dctda,

acima, ueM$ca-se .facilnLevLte que õp :: t) para todo P C C não singular e sendo o luímero de pontos
singulares $náto, temos que

>l: 'p ' '
p€c

Definição 3.2.9. Sega C' uma Gazua pr(detida plana e sega @ : O' --+ C a apZácação óámacáonaZ do
modelo não sixtgular C' de C para C. Sejct Q C C' tnl que $(Q) = P ç: C. Para qualquer curucl
pZarza G(}'(G)) Ípossãuelmente redutúeZ) escrevemos G* := G//,a(C) onde Z, é uma ZãrzAa em ]P'(k).
Seja f CL iwtctgelít de G* em oPpzÇkl Ç kl.C) = kÇC' ), então de$nimos ordQÇG) 1-- ordQÇf).

Definição 3.2.10. S(ya a urrza cu7wa aZgébüca p ana ím'eduÉíz;eJ e @ : a' --+ C' a apZácação
bãmacàovtal do seu modelo não singular.

(a) Um dãuãsor em C' é uma soma /o«naZ >: nc2Q onde {,'Q}Qcc, é uma /amzaãa quase nula.

(b) Seja G uma cur"ua plana que não contém C caIrIa contpoTtente. De$nãmos o dálÁsor de G,
aí«(a) :- }: «ao(a)Q.

l.cà Pata qualquer z - Gjn c KtC' ) de$nimos diuÇz) d{«(G) - dá«(-H)

(d) O«d. . c.,no «ám., deÉnàmos o dá«á", « 'í' , c.mo (;)o
«m. (,)- : dÍ«(H).

dáu(G) e o díu sor pólo de z

(.e) Seja C -- V(.F) uma curda projetiua plana não singular e seja G um polinâvnio homogêvteo
em kln,3/,zl. Dc$nímos o diuásor intersecção de O com a cama V(G) e representamos por
(F)(G) ao dÍuãsor }. mpP, onde mp denota a m ltiplácádade de intersecção das cumes O

e }''(G) .«. P

Pe:cf
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Corolário 3.2.4. Seja K/k um corpo de funções algébricas. Então existe uma curva algébrica 
Cg Ç 1pm não singular tal que k( CK) = K. 

Definição 3.2.7. Seja C uma curva algébrica plana. Então a curva algébrica projetiva dada pelo 
teorema acima será chamada o modelo não singular da curva C. 

Apesar de não conseguirmos achar um modelo não singular plano para a curva plana dada, é 
interessante resolvermos cada singularidade apenas e obter informações sobre ela. 

Definição 3.2.8. Seja C uma curva algébrica afim irredutível e P E C . 

( a) Dizemos que um ponto Q E C' está infinitesimamente próximo de P se C' é obtido de 
C por uma sequência finita de Blow-ups e Q é obtido de P por essa sequência. Definimos o 
conjunto Inf(P) := {Q E A2(k)IQ está infinitesimamente próximo de P} . 

(b) O o-invariante do ponto Pé definido como 

op := 

QElnf(P) 

onde rQ := ordQ(C'). 

Observação 3.2.4. A definição acima, é uma equivalência da definição dada em ter-mos de ramos 
da curva em questão. Naquele caso, prova-se facilmente a finitude de óp. Da definição dada 
acima, verifica-se facilmente que 8 p = O para todo P E C não singular e sendo o número de pontos 
singulares finito , temos que 

:z=ôp < oo. 
pEC 

Definição 3.2.9. Seja C uma curva projetiva plana e seja</>: C' ------) C a aplicação birracional do 
modelo não singular C' de C para C . Seja Q E C' tal que </>(Q) = P E C'. Para qualquer curva 
plana G(V(G)) (possivelmente redutível} escrevemos G* := G/Lô(G) onde L é uma linha em IP'2 (k). 
Seja f a imagem de G* em Op,11"2(k) Ç k(C) = k(C') , então definimos ordQ(G) := ordQ(J) . 

Definição 3.2.10. Seja C uma curva algébrica plana irredutível e </> : C' ------) C a aplicação 
birracional do seu modelo não singular. 

( a) Um divisor em C' é uma soma formal L nQQ onde { nQ }QEC' é uma famflia quase nula. 
Q EC' 

(b) Seja G uma curva plana que não contém C como componente. Definimos o divisor de G, 

div(G) := L ordQ(G)Q. 
QEC' 

(e) Para qualquer z = G/H E k(C') definimos div( z ) := div(G) - div(H). 

(d) Dado z como acima, definimos o divisor zero de z como (z )o := cliv(G) e o divisor pólo de z 
como (z) 00 := div(H). 

(e) Seja C = V ( F) uma curva projetiva plana não singular e seja G um polinômio homogêneo 
em k[x ,y,z]. Definimos o divisor intersecção de C com a curva V(G) e representamos por 

(F)(G) ao divisor L mpP, onde mp denota a multiplicidade de intersecção das curvas C 
PEC 

e V(G) em P . 
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Observação 3.2.5. Corria a curta (.;' é rzão sãnguZar, reza bÜeção O' +---} Sk(c')/t ' Sk(c)/k, existe
uma bÜeção entre os divisores em C' e os divisores de k(C) de$nido vlo capítulo antepor, assim
como entre diúsores canónicos, zero e pólo. As de$nãções .feitas no capítulo avtteüor podem então
serelrl carregadas para a cume em questão e lfalaremos de diüsor de uma cur'ua e de seu cor'po de
junções como sendo Q McsMci coisa.

Teor'ema 3.2.5. $(ya (; uma curda plana, rz o grau de (y e rp
C é da,do Teta fómnuta

- u("

o,dp(C) E\lão o género g de

Corolário 3.2.5. ,Sda (..: unia cura;a plana comi sorrzenZe pontos ordínáhos como sárzguZahdades
Seja n o grau da cur'ua C e rp = o'rdptC). E\tão o gênero g de C é dado pela fól'mula

g
(n l)(n 2) - deg(-E)

onde E := >1: rp(rp
Pcc

l)P

Proposição 3.2.2. Sega C' uma cura/a plana de grau rz ? 3 com somerzte pontos ordírzárãos como
sivtgl laddades. Seja G qualquer curva plana de grau n 3. Então diu(G) E é um dáúsor canónico.

3.3 A Aplicação Canónica
Seja K/k um corpo de funções algébricas e seja @ : CK -, p'" uma aplicação regular. Suponha

que -H C P" é um plano racional definido por um polinânúo homogêneo L de grau l e fixemos um
ponto P C Ck. Esco]hemos outro po]inânlio homogêneo ]W de grau l que pião zela @(P) e considere
h = (Z;/À/) o @, definida em uma vizinhança de P. Definimos o valor @*(H)(P) := orar(h) que é
não negativo e será positivo se e somente se @(P) C .IJ

Definição 3.3.1. .4 constmção acima deBne um. divisor @*(H) em CK que será chamado o divisor
bife'rpl.ano T)ara. Q aT)ligação (b.

Lema 3.3.1. Sda @ : C'K --., 1"" uma apZácação regular. .Então o co@unto {@*(-H)} dos díuásores

hiper'plavios é um sistema linear, que ser(í denotado por \@

Proposição 3.3.1. Seca IZ)l um sistema Zánear completo íáure de ponto base e de dimensão n em
zzm corpo de /uniões K/k. Então eàste ?zma aplicação regular @ : CK + IP" taZ qae lnl = l@l.
Mctis ainda, $ é úTtica Q menos de escolha de coordenadas em V'"

Dado um divisor Z) com IZ)l livre de ponto base, denotamos por Óo a aplicação regular associada
com o sistema linear completo l/)l.

PI,oposição 3.3.2. Sida 1) um dãu sor em um c07po de /Mações .l(/k. .Então o sãslema linear
completo lnl não tem ponto Z)ase se e somente se para cada P € C'K, dímlZ) -- PI = dárrzlZ)l -- l;

Definição 3.3.2. (guarida a aplicação @o é bãm'acáonal em sua ámagenz dizemos que eZe é um
mergulho. t/m divisor Z) la! que IZ)l 7zão tem ponto base e Óo é um meryu Ào é chamado de um
divisor "uer31 ample"

Proposição 3.3.3. Seja K/k um c07po de ./ünções aZgéórácas e seja -D urra dãuãsor em -l(/A com
D\ livre de pontos base. Então Ón é uma aplicação bimacionat em sua imagem. se e somente se
pa« c«d« P e Q e"« (.:K, tí"m'o. q« dí«.(Z.(-0 P Q)) = dám(-L(D)) 2.

3.3. A APLICAÇÃO CANÔNICA 23 

Observação 3.2.5. Como a curva C' é não singular, pela bijeção C' - §k(C')/k = §k(C)jk, existe 
uma bijeção entre os divisores em C' e os divisores de k( C) definido no capítulo anterior, assim 
como entre divisores canônicos, zero e pólo. As definições feitas no capítulo anterior podem então 
serem carregadas para a curva em questão e falaremos de divisor de uma curva e de seu corpo de 
funções como sendo a mesma coisa. 

Teorema 3.2.5. Seja C uma curva plana, no grau de C e rp = ordp(C). Então o gênero g de 
C é dado pela fórmula 

g = (n - l)(n - 2) _ "°' ôp 
2 L._, . 

PEC 

Corolário 3.2.5. Seja C uma curva plana com somente pontos ordinários como singularidades. 
Seja n o grau da curva C e rp = ordp( C). Então o gênero g de C é dado pela fórmula 

(n - l)(n - 2) - deg(E) 
g = 2 , 

onde E:= L rp(rp - l)P. 
PEC 

Proposição 3.2.2. Seja C uma curva plana de grau n ?: 3 com somente pontos ordinários como 
singularidades. Seja G qualquer curva plana de grau n-3. Então div(G)-E é um divisor canônico. 

3.3 A Aplicação Canônica 

Seja K/k um corpo de funções algébricas e seja q;: CK -------► IP'n uma aplicação regular. Suponha 
que H e IP'n é um plano racional definido por um polinômio homogêneo L de grau 1 e fixemos um 
ponto P E CK. Escolhemos outro polinômio homogêneo l'vl de grau 1 que não zera q;(P) e considere 
h = (L/M) o e/;, definida em uma vizinhança de P. Definimos o valor q;*(H)(P) := ordp(h) que é 
não negativo e será positivo se e somente se q;(P) EH. 

Definição 3.3.1. A construção acima define um divisorq;*(H) em Cg que será chamado o divisor 
hiperplano para a aplicação q; . 

Lema 3.3.1. Seja q; : CK -------► IP'11 uma aplicação regular. Então o conjunto { e/;* (H)} dos divisores 
hiperplanos é um sistema linear, que será denotado por lcf;I. 

Proposição 3.3.1. Seja IDI um sistema linear completo livre de ponto base e de dimensão n em 
um corpo de funções K / k. Então existe uma aplicação regular q; : CK -------► ]p>n tal que IDI = lcf; I. 
]VI ais ainda, q; é única a menos de escolha de coordenadas em IP'n. 

Dado um divisor D com IDI livre ele ponto base, denotamos por c/;D a aplicação regular associada 
com o sistema linear completo IDI. 

Proposição 3.3.2. Seja D um divisor em um corpo de funções K/k. Então o sistema linear 
completo IDI não tem ponto base se e somente se para cada P E CK, dimlD - PI = dimlDI - 1; 

Definição 3.3.2. Quando a aplicação c/;D é birracional em sua imagem dizemos que ele é um 
mergulho. Um divisor D tal que IDI não tem ponto base e c/;D é um mergulho é chamado de um 
divisor "very ample". 

Proposição 3.3.3. Seja K/k um corpo de funções algébricas e seja D um divisor em K/k com 
IDI livre de pontos base. Então c/;D é uma aplicação birracional em sua imagem se e somente se 
para cada P e Q em CK , tivermos que dim(L(D - P - Q)) = dim(L(D)) - 2. 
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Corolário 3.3.1 Sejcl D ulll divisor em um corpo de funções Kjt de género g

(a) Se deg(Z)) 2 2g, anta. 101 nâo tem p.nto base

(b) $e deg(Z)) ? 2g + 1, então Z) é "uer ampla"

Lema 3.3.2. O sistema Zã7}ear canónico IKI em um corpo de /nações algéóhcas /{/k de género
g ? l é livre de palito base.

Seja B.'/k um corpo de funções algébricas de gênel'o g ? 3 e seja K' um divisor canónico em CK
Pelo lema 3.3.2 temos que IKI é um sistema linear completo sem ponto base. Por isso, a aplicação
ÓK : OK --.} pS'i está definida. Esta aplicação é chamada a aplicação canónica para K/k.

Pela proposição 3.3.3, temos que a aplicação ÓK não é um naergulho se e somente se existirem
pontos P e Q em OK tal que

dãm(L(-K P Q)) # dám(L(-K)) 2

Isso só pode acontecer se dám(L(K' P Q)) = dám(L(/{)) 1 = g 1, pois IK'l não tem ponto
base. Usando Riemann-Roch, temos que

dim(L(K' P Q)) (-K P-Q)+l g+dá«.(L(p+q))
dim(-L(p + q)) .

Por isso, a aplicação canónica sela un] mergulho se e somente se existem pontos P, Q C (JK tal
que dám(P + Q) = 2.

Proposição 3.3.4. Sega K/h um corpo de .funções aZgéóMcas de género g ? 3. Então a apZãcaçâo
cana'Rica é um mergulho se e somente se KJK não é hipereleptico. Se KJK não é hiperetíptico,
a ámzagezrz de (JK reza apZácaçâo canónica é uma curda pro/etáua não de grau 2g 2 erra IPP l
Mais ainda, dois corpos de junções algébhcas não hiperelípticos são isoTiLorfos se e somente se seus
ntodelos canónicos são {sorTtorlos por rTtudançct de coordenadas enl Wg l
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Corolário 3.3.1. Seja D um divisor em um corpo de funções K/k de gênero g. 

(a) Se deg(D) 2'. 2g, então IDI não t_em ponto base. 

(b) Se deg(D) 2'. 2g + 1, então D é "very ample". 

Lema 3.3.2. O sistema linear canônico IKI em um corpo de funções algébricas K/k de gênero 
g 2'. 1 é livre de ponto base. 

Seja J{ / k um corpo de funções algébricas de gênero g 2'. 3 e seja K um divisor canônico em CJ(. 
Pelo lema 3.3.2 temos que IKI é um sistema linear completo sem ponto base. Por isso, a aplicação 
cp]( : CJ( - p9 - i está definida. Esta aplicação é chamada a aplicação canônica para K/k. 

Pela proposição 3.3.3, temos que a aplicação cp]( não é um mergulho se e somente se existirem 
pontos P e Q em C'K tal que 

dim(L(K - P - Q)) -/- dim(L(K)) - 2. 

Isso só pode acontecer se dim(L(K - P - Q)) = dim(L(K)) - l = g - l , pois IKI não tem ponto 
base . Usando Riernann-Roch, ternos que 

dim(L(K - P - Q)) deg(K - P - Q) + l - g + dim(L(p + q)) 
g - 3 + dim(L(p + q)) . 

Por isso, a aplicação canônica será um mergulho se e somente se existem pontos P, Q E CK tal 
que dim(P + Q) = 2. 

Proposição 3.3.4. Seja K/k um corpo de funções algébricas de gênero g 2'. 3. Então a aplicação 
canônica é um mergulho se e somente se K / k não é ·hiperelíptico. Se K / k não é hiperelíptico, 
a imagem de CK pela aplicação canônica é uma curva projetiva não de grau 2g - 2 em IP'9 - 1 . 

Mais ainda, dois corpos de funções algébricas não hiperelípticos são isomorfos se e somente se seus 
modelos canônicos são isomorfos por mudança de coordenadas em p9-i _ 



Capítulo 4

Classificação

4.1 R,esultados Principais

Neste capítulo enunciarenios os resultados principais deste trabalho, assim como apresentare-
mos suas provas. O prin)eiro resultado, que será chamado de Proposição 4.1.1, nos dá condições
necessárias e suficientes pala que um corpo de funções algébricas tenha divisor class nuntber igual a
dois. Estas condições são impostas sobre o gênero, o número de elementos de k e os valores dos rzá.
Os outros dois teoremas apresentam a classificação destes corpos, onde o primeiro teorema trata
dos corpos de fui)ções algébricas quadráticos e o segundo teorenta dos não quadráticos.

Alguns dos objetos e resultados que aparecem neste capítulo não foram definidos nos capítulos
anteriores. Esses resultados fazem parte dos apêndices deste trabalho, onde apresentamos os con-
ceitos básicos que cercam este capítulo.

Proposição 4.1.1. Sega K/É um corpo de ./ürzções de género g > 0 tendo o corpo .Przáto k cam q
elemeTttos como corTO de constctTttes. Então h -. '2 se e somente se

g - l,
g - 2,
g - 2,
g - 3,
g - 4,

2 $ q $ 5,
q- 2,
q - 3,
q - 2,
q- 2,

n[ = 0,n2 = 4 ou rz] = 1, rt2 É= 3 ou rz] = 2, rz2
nl :: 0, 7z2 = 5;
nl =0,n3=2 otzízl =1,rts:=3 rt21
rzl = rt2 = 0, 0 $ n3 $ 6, n4 = 2 ou
nl = 0,rz2 = 1, 0 $ n3 $ 3, n4 = 3 ou
rtl = rz3 = 0, n2 = 2, n4 = 3;

ni = n2 = n4 = 0, n3 = 1,n5 = 4 ou
ni - n2 = n3 = 0, 0 $ rz4 $ 3, rz5 = 2.

1;

g - 5, q - 2,

Teorema 4.1.1. .4 menos de ãsomor$smo, ezástem apenas ll c07pos de /uniões algébhcas quadráticos
Kjt de género g Z L, tendo corpo de constantes k, o coT"po anito com q eteTitebtos e tal que h - 'Z.
Eles são obtidos para K :: k(=, y) com:

e g = l

25

q - 2, g/' + zy = a3 + z2 + l nl -2 (,)
q - 3, g/2 = zs + 2z2 + 2 nl -2 (,)
q - 4,   + l(*) n] -2 (,)
q - 5,   :: z3 + 2z2 ril -2 (,)

Capítulo 4 

Classificação 

4. 1 Resultados Principais 

Neste capítulo enunciaremos os resultados principais deste trabalho, assim como apresentare
mos suas provas . O primeiro resultado , que será chamado de Proposição 4.1.1, nos dá condições 
necessárias e suficientes para que um corpo de funções algébricas tenha divisor class number igual a 
dois . Estas condições são impostas sobre o gênero, o número de elementos de k e os valores dos ni. 
Os outros dois teoremas apresentam a classificação destes corpos, onde o primeiro teorema trata 
dos corpos de funções algébricas quadráticos e o segundo teorema dos não quadráticos. 

Alguns dos objetos e resultados que aparecem neste capítulo não foram definidos nos capítulos 
anteriores . Esses resultados fazem parte dos apêndices deste trabalho, onde apresentamos os con
ceitos básicos que cercam este capítulo. 

Proposição 4 .1. 1. Seja K / k um corpo de funções de gênero g > O tendo o corpo finito k com q 
elementos como corpo de constantes . Então h = 2 se e somente se 

g = l, 
g = 2, 
g = 2, 
g = 3, 
g = 4, 

g = 5, 

2 S q S 5, 
q = 2, 
q = 3, 
q = 2, 

q = 2, 

q = 2, 

n1 = 2; 
n1 = O, n2 = 4 ou n1 = 1, n2 == 3 ou n1 = 2, n2 = 1; 
n1 = 0,n2 = 5; 
n1 = O, n3 = 2 ou n1 = 1, n3 = 3 - n2; 
n1 = n2 = O, O S n3 S 6, n4 = 2 ou 
n1 = O, n2 = 1, OS n3 S 3, n4 = 3 ou 
n1 = n3 = O, n2 = 2, n,i = 3; 
n1 = n2 = n,i = 0,n3 = l ,n5 = 4 ou 
n1 = n2 = n3 = O, O S n,i S 3, n5 = 2. 

Teorema 4 .1.1 . A menos de isomorfismo, existem apenas 11 corpos de funções algébricas quadráticos 
K/k de gênero g 2: 1, tendo corpo de constantes k, o corpo finito com q elementos e tal que h = 2. 
Eles são obtidos para K = k(x , y) com: 

• g = l 

q = 2 , 

q = 3 , 
q = 4, 
q = 5, 

y2 + xy 
y2 

y2 + xy 
y2 

= x 3 + x2 + 1 
= x 3 + 2x2 + 2 
= x3 + ax2 + 1( *) 
= x 3 + 2x2 

25 

n1 = 2 
n1 = 2 
n1 = 2 
n1 = 2 

(r) 
(r) 
(r) 
(r) 
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e g :: 2

Z/2 + Z/
aç3+ z +l

' z2+z+l ni =3 (,)

y'+y z4 + z + l
Z

nl

y2 =2(z2+l)(z4+2z3+z+l) ni=0,n2=5 («)

e g=3
z4+z3+z2+z+l . . . ,..~

y 't y :: ";i':i':;;'ii:'i 7tl =i) rb2=ó) rü3=i LTJ

zs + z2 + l
y'+y

z2 + z + l
nl

. zo+z+l
' (z2 + aç + l)3 ni :: 0, nu :: 4, ns :: 2

, z4 + z3 + l
z/' +z/ ' -;íl:';:ii nl =0,n2 = 3,ns= 2

(#) ozzde a é uz/z gerador de B'4

Teorema 4.1.2. .4 merzos de ãsomo esmo, ezÍstem apenas 8 calvos de /urzções aZgébhcas rzâo

quadráticos Kjk teTtdo género g Z \ e corTO de constantes k, o corpo anito covil q etevTtevttos e
dãuásor cZass numóer 2. Eles sâo obtidos para h = F2 e K' = k(#, Z/) com

e g :: 3

y'+:«y;+(z+l)3/+(z'+z'+l) n: 2, n3 = 21

g/3 + (z2 + n + l)y + (z4 + z3 + 1) = 0, ni :; 1, rz2 = 0, n3 = 3;

g/3 + 3/ + (z4 + z3 + 1) = 0, ni = 1, n2 :: 2, n3 = 2;

e g=4

y: + (z' + z; + l)y + (=' + z* + l) ni :: 0, n2 :: 0, n3 = 4, rz4 = 2;

3/s +(z4+ z2+ l)y +(zc + zõ + 1) = 0, ni :: 0, nu = 0, rz3 ;; 4, rz4 :: 2;

3/s+(za+ zs+ l)Z/ +(aç6 + z+ 1) = 0, ni = 0, n2 = 1, rz3 = 3, rz4 = 3;

6 + ZZ/s+(z+ l)y4 +(aç3+ z)y3 + z3y2+
(z5 + z3 + z2)Z/ +(zo+ zs + z3 + z + 1) = 0,

nl :: 0, n2 :: 1, n3 = 1, rz4 = 3;

yo + a;g/5 +(z + l)g/4 + z3Z/3+ z2y2+(zs+
z3 + z2+ z)g/ +(z6+ z5 + z3 + z + 1) = 0,

ni :: 0, n2 = 1, n3 = 2, na :; 3;
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•g=2 

•g=3 

CAPÍTULO 4. CLASSIFICAÇAO 

q = 2, y2 +y 
x 3 + x + l 
x 2 + x + l 

y2 + y 
x4 + x + l 

X 

q = 3, y 2 = 2(x2 + l)( x4 + 2x3 + x + l) n1 = O, n2 = 5 (r) 

q = 2, y2 + y 

y2 +y 

y2 + y 

y2 +y 

x4 + x 3 + x 2 + x + l 
x 3 + x + l 

x5 + x 2 + 1 

x 2 + x + l 

x6 + x + l 
(x2 + x +l)3 

x 4 + x3 + 1 

x 4 + x + l 

(*) onde a é um gerador de lF4 . 

Teorema 4 .1.2. A menos de isomorfismo, existem apenas 8 corpos de funções algébricas não 
quadráticos K / k tendo gênero g 2'. 1 e corpo de constantes k, o corpo finito com q elementos e 
divisor class number 2. Eles são obtidos para k = lF2 e K = k(x , y) com 

•g=3 
y4 + xy3 + (x + l)y + (x 4 + x 2 + 1) = O, n1 = O, n2 = 2, n3 = 2; 

y3 + (x 2 + x + l)y + (x4 + x 3 + 1) = O, n1 = 1, n2 = O, n3 = 3; 

y3 + y + (x 4 + x 3 + 1) = O, n1 = 1, n2 = 2, n3 = 2; 

•g=4 

y3 + (x 4 + x 2 + l)y + (x6 + x5 + 1) = O, n1 = O, n2 = O, n3 = 4, n4 = 2; 

y3 + (x 4 + x 3 + l)y + (x6 + x + l) = O, n1 = O, n2 = 1, n3 = 3, n4 = 3; 

y6 + xy5 + (x + l)y4 + (x 3 + x)y3 + x 3y2+ n1 = O, n2 = 1, n3 = 1, n4 = 3; 
(x5 + x 3 + x 2)y + (x6 + x5 + x 3 + x + l) = O, 

y6 + xy5 + (x + l)y4 + x 3y 3 + x 2y2 + (x5+ n1 = O, n2 = 1, n3 = 2, n,i = 3; 
x3 + x2 + x )y + (x6 + x5 + x 3 + x + l) = O, 
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4.2 Pt'ova da Proposição 4.1.1
Lema 4.2.1. Seja K/k urra c07po de /mações de género g e com c07po de constantes h onde 2 $
kl = q. -Então seu divisor class number é maior que 2 se qualquer uma das seguátes condições

Datem:

Demonstração. Usando o teorema de passe-Weil temos que

L(u) - ll(t q:/'eioju)(l q:/'e "ju).
g

lJ
(4.1)

Como h = -L(1) obtemos a desigualdade

h ? (qi/2 l)2a

e consequentemente obtemos(ã).
Seja agora K'/A' a extensão constante de K/# de grau 2g -- l

de grau um em K'/h', então temos pela cota de passe-Weil que

#i ? q2s 1 + 1 -- 2g ' q(2g i)/2

Se H] denota o ]lúmero de places

(onde usamos que o gênero de -K'/k' é igual ao de .K/Ã; pois a extensão é uma extensão constante).
Mas cada place de grau um em .l('/k' está sobre um place de grau n em /{/k onde n l 2g l.
Assim, o número de divisores positivos de grau 2g l em K'/k é maior ou igual ao número de
places de grau un] enl Ã.''/É' dividido por 2g -- 1, ou seja, se a2g-i denota o número de divisores de
grau 2g -- l en] .l(/k, temos que

~ ãi ~ q'P-i-t-1.-.2g.q(2s-0/2
a2g-i z ii:l z 2g --l

Por outro lado, sabemos que

«2, 1 $ A(qp l)/(q l),
pois do teorema de Riemann-Roch tentos que se D C Z)(K) tem grau 2g
então llO' C l)(K)IZ) N O'll = (qg l)/(q 1) e temos a desigualdade da

Assim, temos que se

l então dà«.(D)
rlpGnip;in dp h

- ge

q2s 1 + 1 -- 2g ' q(2g i)/u

2g l
W.,glJ

q l
então h > 2.

Definimos agora

S(q, g) :
q2a'i + 1 2g ' q(2g i)/2

2g l
. qs -- l

q l
Então S(q, g) > 0 ::+ A > 2.

Uma conta rápida mostra que S(q, g) > 0 para os casos ({ã), (íá{) e (áu),
R(g) := S(q, g) é crescente e logo basta verificar clue S(4, 2), S(5, 2), S(3, 3)

pois fixado q 2 2
e S(2, 6) > 0.

então
n

(á) q? 6 g ? l.
({á) q - 4, 5  
(eiã) q- 3 g 2 3.
(áu) q-2 g 2 6.
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4.2 Prova da Proposição 4.1.1 

Lema 4.2.1. Seja K/k um corpo de funções de gênero g e com corpo de constantes k onde 2 :S 
lkl = q. Então seu divisor class number é maior que 2 se qualquer uma das seguites condições 
valem: 

(i) 
(ii) 
(iii) 
(iv) 

q?. 6 

q = 4, 5 
q=3 
q=2 

g?. l. 
g?. 2. 
g?. 3. 
g?. 6. 

Demonstração. Usando o teorema de Hasse-Weil temos que 

9 

L(u) = II (1 - qlf2ei0Ju)(l - qlf2e-i0ju) . 

j=l 

Como h = L(l) obtemos a desigualdade 

h ?_ (ql/2 _ 1)2g 

e consequentemente obtemos (i). 

( 4.1) 

Seja agora K' / k' a extensão constante de J( / k de grau 2g - 1. Se n1 denota o número de places 
de grau um em K' / k' , então temos pela cota de Hasse-vVeil que 

n:1 2 q29-1 + 1 _ 2g . q(2g-1);2 

( onde usamos que o gênero de I<' / k' é igual ao de J( / k pois a extensão é uma extensão constante) . 
Mas cada place de grau um em K' / k' está sobre um place de grau n em J( / k onde n 1 2g - 1. 
Assim, o número de divisores positivos de grau 2g - 1 em K/k é maior ou igual ao número de 
places de grau um em K' / k' dividido por 2g - 1, ou seja, se a2g-l denota o número ele divisores de 
grau 2g - 1 em ]( / k, temos que 

ni q2g-l + 1 _ 2g . q(2g-1)/2 
a2 1 > -- > ----------

g- - 2g - 1 - 2g - 1 

Por outro lado, sabemos que 

a29-1 :S h(q9 - l)/(q - 1), 

pois do teorema de Riemann-Roch temos que se D E V(K) tem grau 2g - 1 então dim(D) = g e 
então l{D' E V(K)ID ~ D'}I = (q9 - l)/(q - 1) e temos a desigualdade da definição de h. 

Assim, temos que se 

então h > 2. 
Definimos agora 

q2g-l + 1 _ 2g. q(2g-1)/2 q9 _ l 
---------- > 2. --

2g - 1 q - l 

q2g- l + 1 _ 2g. q(2g-1)/2 q9 _ l 
S(q , g) := ------- - 2 · --

2g - 1 q - l 

Então S(q,g) >O===> h > 2. 
Uma conta rápida mostra que S(q, g) > O para os casos (ii) , (iii) e (iv), pois fixado q?. 2 então 

R(g) := S(q ,g) é crescente e logo basta verificar que S(4,2),S(5,2), S(3,3) e S(2, 6) > O. D 
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Oemonstraçâo.(Da proposição 4.1.1)

Casos

(a) q = 3 e g = 2
Temos que

2 - L(1) (l + qS) + (l + qg':)al + + (l + q)ag 1 + ag

10 + 4al + a2

10+4(ni-4)+n: 7ni+2n2+6

6+n?+ nl+2n2
2

Portanto, n? + n] + 2n2 = lO

Da. equação 4.1 temos:

2

L(u) - ll(i \,/5e:oj u) ( l V'ãe "'u)

ll(i - 2«ã"s(oj)u + 3«')

(1 2«ecos(ai)u+ 3u')(1 2~/ecos(02)u+ 3u')

2

lJ

l 2x/5(cos(0i) + cos(02))u+(12 cos(01) cos(02) 6)u'

6«3(cos(ai) + cos(0i))u3 + 9u4

1 + aiu + auu2 + 3aiu3 + 9u4

Segue-se que a2 = 12cos(0i) cos(02) 6 e ai = 2x/ã(cos(0i) + cos(02)).

Substituindo os valores de a{ obtemos os seguintes valores pala cos(al) cos(02) e cos(al) +
cos( 09 ) :

cos(at)cos(a2)
a2 6

12

n? 7ni + 2n2 + 6 12
24

10 nl 2íz2 7rzl + 2n2 -- 6
24

1 2mt

6
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Demonstração. (Da proposição 4.1.1) 

Casos: 

(a) q = 3 e g = 2. 

Temos que 

2 = L(l) 

10 + 4a1 + a2 

10 + 4(n1 - 4) + nr - 7n1: 2n2 + 6 

Portanto, nr + n1 + 2n2 = 10. 

Da equação 4.1 temos: 

2 

L(u) = I1 (1 - J3ei8i u)( 1 - J3e-i0i u) 
j=l 

2 rr (1 - 2vf3 cos(0j)U + 3u2
) 

j=l 

(1 - 2/3 cos(01)u + 3'u2)(1 - 2/3 cos(02)1L + 3u2) 

-6/3(cos(01) + cos(01))u3 + 9u4 

Segue-se que a2 = 12 cos(01) cos(02) - 6 e a1 = -2/3(cos(01) + cos(02)). 

Substituindo os valores de ai obtemos os seguintes valores para cos (01) cos(02) e cos(01) + 
cos(02): 

nr - 7n1 + 2n2 + 6 - 12 
24 

10 - n1 - 2n2 - 7n1 + 2n2 - 6 

24 

1- 2n1 
6 
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cos(01) + cos(02)
al

(ni 4)

(4 -- ni) . v'ã
6

Assim, o polinâmio (lue tem cos(al) e cos(02) como raízes será

/(«)-«'+Jl!' ) «ã.+!.. 2":

Aplicando o polinâniio /(aç) em 1, obtemos

6/(1) 4\ã+ («ã 2)nl

Suponha que ni ? 1, então da e(luação acima temos que /(1) < 0. Como /(z) tem grau
positivo, então /(z) --, oo quando z --+ oo, consequentemente / tem uma raiz maior que

1, ou seja, cos(0j) > 1. O que é um absurdo.
Portanto, A :: 2, g = 2 e q = 3 P-> rzl = 0 e rzu ;; 5.

(b) q - 2,g - 2
Como no item anterior temos que

n? + ni + 2n2 4

e então temos que

h = 2 +::> nf + ni + 2n2 = 8

Portanto,
h=2,q::2eg::2 ç-> ni::0en2=4ou

ni = 1 e n2 :: 3 ou
rzl := 2 e n2 = 1.

(c) q = 2,g = 3
Pelo mesmo argumento temos

h 10ni+3n?+ nÍ+6nin2+6n3
6

ou seja,

h = 2 -e-::> nf + 3n? 10nt + 6rztrz2 + 6rz3 = 12

Procedendo como enl (a) tentos as seguintes relações
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-ai 

2-/3 

-(n1 - 4) 

2-/3 

(4 - n1) · v13 

6 

Assim, o polinômio que tem cos (01) e cos(02) como raízes será: 

!() 
2 (4-n1)·v13 1-2n1 

X =X+ 
6 

x + 
6 

. 

Aplicando o polinômio f(x) em 1, obtemos 

6f(l) = 7 - 4./3 + ( J3 - 2)n1 

29 

Suponha que n 1 ~ 1, entã.o ela equação acima temos que f(l) < O. Como f(x) tem grau 
positivo, então f(x) ----, oo quando x ----, oo, consequentemente f tem uma raíz maior que 
1, ou seja, cos(0j) > 1. O que é um absmdo. 

Portanto , h = 2, g = 2 e q = 3 ~ n1 = O e n2 = 5. 

(b) q = 2, g = 2 

Como no item. anterior temos que 

e então temos que 

Portanto, 

(c) q=2,g=3 

h = nf + n1 + 2n2 - 4 
2 

h = 2, q = 2 e g = 2 ~ n1 = O e n2 = 4 ou 
n1 = 1 e n2 = 3 ou 
n1 = 2 e n2 = 1. 

Pelo mesmo argumento temos 

ou seja, 

Procedendo como em (a) temos as seguintes relações: 
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E cos(0{)

E cos(0i) cos(0j)

cos(01) cos(02) cos(03)

«:v'ã
4

au 6

que tem cos(ai), cos(a2) e cos(a3) como raízes é

/(,) - «: + 11r«' + !z.i:J,, + !tilnó.
Por isso,

32/(1) = 8 + 4a2 + v''ãa3 + 4ai v/ã.

Suponha que n] :: 2. Substituindo os valores de a{ teremos

32/(1) = 8+4(n2 l)+v'ã(1-3n2) 4«ã
4 3~/2 + n2 (4 3~/2) < 0

O que é um

Portanto
h- {::::+ rzl := 0 e ns := 2 ou

ni := 1 e na := 2 n2

(d) q - 2, g - 4.

O class numbi l01'

h :: 17 + 9at + 5a2 + 3a3 + a4.

Assim

h=2 ê->15+9ai+5a2+3a3+a4=0 +::>ng=3n2 2n4+4

E cos(0i) =
«:V'2

E«;(o:)";(aj) - !Z-il]

E cos(0i) cos(0j ) cos(0A)

cos(01) "s(02) "s(03) "s(04) - flL=-ÕÍ--

Obtemos assim
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Assim, o polinômio que tem cos(01 ) , cos(02) e cos(03) como raízes é 

Por isso, 

f ( ) 
3 a1 v2 2 a2 - 6 a3 - 4a1 1n 

x =x +--x +--x+---v2. 
4 8 32 

Suponha que n1 = 2. Substituindo os valores ele a i teremos 

32J(l) 8 + 4(n2 - 1) + ,/2(1 - 3n2) - 4,/2 

O que é um absurdo . 

Portanto 

= 4 - 3v'2 + n2( 4 - 3,/2) < O. 

h = 2, q = 2 e g = 3 <==> n1 = O e n3 = 2 ou 
n1 = 1 e n 3 = 2 - n2. 

(d) q=2,g=4. 

O class number é dado por 

Assim, 

Obtemos assim 
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Com isso, o polinõmio tendo como raízes cos(oá) é

.r(«) - «'+!Lr«;+!z.}l]«'
*@:#@,*"::a

64/(1) + 8,'2 48 + 36v'5
+2«ãn3 6«2n2 3n3 + 2

(18 i2«5) + (8 - 6~''ã)n, + (2V'2 - 3)n;
quando ni = 0. Nos casos em que nl > 0 o polinâmio /(aç) tem raiz maior que l.
Temos assim,

h=2,q=2eg::4 'Ê::::> ni::nU=0,0$nS$6en4=2ou
ni ;: 0, nu = 1, 0 < n3 < 3 e na :: 3 ou
7zl = n3 ;= 0, n2 = 2 e n4 := 3

e a fórmula do divisor class number é dada poi

h :: 33 + 17al + 9a2 + 5aS + 3a4 + a5.

h = 2 .{:::+ 33 + 17al + 9a2 + 5a3 + 3a4 + as = 2

Comparando os coeficientes como nos itenls anteriores, temos as seguintes relações

E«;(o:) - e!;l!
.. In

Ecos(0{)cos(0j) - ==S-ã-=

E cos(0i) cos(aj) cos(0k) =
(a3 -- 8al)x/'ã

E COS(0:) "s(0j) "S(0k) "S(0Z) - g!=:%U:l:Z

-- cos(01 ) cos(02) cos(a3) cos(a4) cos(05) =
(a5 -- 4aS + 8ai)v2

256

Por isso, cos(a{) são as raízes do polinõmio

/(«) - «' + !g«' -- !Li.2«; -- Ü
+el=Jez.t.Z,+ .Ç11.:Jez..Lle0@
' 64 ' ' 256

mos qti

donde

31

e então

(.) q - 2,g - 5.

Neste caso te
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Com isso , o polinômio tendo como raízes cos(0i) é 

e então 

f(x) = 

64f(l) 64 - 48/2 + 8n2 - 48 + 36/2 
+2,/2n3 - 6/2n2 - 3n3 + 2 

(18 - 12vÍ2) + (8 - 6v'2)n2 + (2/2 - 3)n3 

quando n 1 = O. Nos casos em que n 1 > O o polinômio f(x) tem raíz maior que 1. 

Temos assim, 

(e) q=2, g=5 . 

h = 2, q = 2 e g = 4 {=> n1 = n2 = O, O :S n 3 ~ 6 e n4 = 2 ou 
n1 = O, n2 = 1, O~ n3 :S 3 e n4 = 3 ou 
n1 = n3 = O, n2 = 2 e n4 = 3. 

Neste caso temos que a fórmula do divisor class number é dada por 

donde 

Comparando os coeficientes como nos items anteriores , temos as seguintes relações: 

- I:cos(0i) 

Por isso, cos(0i) são as raízes elo polinômio 

a2 - 10 

8 

(a3 - 8a1)/2 
32 

a4 - 6a2 + 20 

64 

(a5 - 4a3 + 8a1)v'2 
256 

31 
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Substituindo os valores de a{, á = l , 5 no polinõnüo acima tenros que

nõ 2rz3 + n2n3 ;: 2

n5 + n4 + n2n3 -- n3 + --!=-:Í-- 3

Usando isto, obtemos

256/(1) (16 ts~/ã) + n,(lO !7''/ã) + ,.;(5v'5 - 8)

+n.(4 - 3«ã) + y(4 - 3~''ã)

e então /(1) < 0. Similaimente para nl - 2 obtemos

ns+2n4+ns+n2ns+n:+n2=4

e por isso

2S6/(i) -(4 - 9«ã)+ n,(6 - T~''ã) + n1(4 - !:iF)
+n3(2x/ã 4) + n4(4 3'/ã).

Por isso, ./'(1) < 0 e este caso também não ocorre
Portanto

h=2,q=2eg=5 .+-> nl =n2=n4=0,n3=lerzS::4ou
rzl:: nu:: rz3:: 0,0 < rz4 < 3 e n5 = 2

n
4.3 Prova do Teorema 4.1. 1

Nesta seção usaremos os resultados construídos no apêndice A para classificar os corpos de
funções quadráticos com h = 2. Dividiremos a prova do teorema 4.1.1 em casos:

4.3.1 Caso g = l

Pela definição de corpos de funções elípticas, temos que K/k é elíptico (g = 1 e existe place
de grau l pois h é finito). Temos ainda que o divisor class number h é igual a ni o número de
places de grau um de K/k. Assim, pelo apêndice sobre funções elípticas temos que .f( = A(z,y)
com F(z, 3/) = 0 onde F é uma equação de Weierstrass com invariante A # 0. Da seção A.1.2 do
apêndice A temos as seguintes possibilidades para F em tet-mos de p := car(k):

A curva algébrica afim com equação F(z, y) = 0 deve ter apenas um único ponto racional (pois
tem apenas dois places de grau l e un] deles é correspondente ao ponto infinito da curva). Mas os

1') p-2 y' + nZ/   #3 + (Z2Z2 + a6,  
1') p-2 y' + a3y   T3 + (z4z + a61 A -«i
2') P -3     a;3 + a2Z2 + a6, A
2') p-3     Z3 + (i4a; + (z6,  
3) p-5     a;3 + a4Z + a61 a.
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Substituindo os valores de ai, i = 1, · · · , 5 no polinômio acima temos que 

Usando isto, obtemos 

17y'2 
256f (1) = (16 - 13v'2) + n2(10 - -

2
-) + n3(5v'2 - 8) 

n2 
+n4(4-3v12)+ 

2
2(4-3v12) 

e então f (1) < O. Similarmente para n1 = 2 obtemos 

e por isso 

13 2 3v'2 
256f(l) = (4 - 9v12) + n2(6 - 2 /2) + n2(4 - -

2
- ) 

+n3(2v12 - 4) + n4(4 - 3v'2). 

Por isso, f(l) < O e este caso também não ocorre. 

Portanto 

h = 2, q = 2 e g = 5 ç=} n1 = n2 = n4 = O, n3 = 1 e n5 = 4 ou 
n1 = n2 = n3 = O, O S n4 S 3 e n5 = 2. 

D 

4.3 Prova do Teorema 4.1.1 

Nesta seção usaremos os resultados construídos no apêndice A para classificar os corpos de 
funções quadráticos com h = 2. Dividiremos a prova do teorema 4.1.1 em casos: 

4.3.1 Caso g = 1 

Pela definição de corpos de funções elípticas, temos que K / k é elíptico (g = 1 e existe place 
de grau 1 pois k é finito). Temos ainda que o divisor class number h é igual a n 1 o número ele 
places de grau um de K/k. Assim, pelo apêndice sobre funções elípticas temos que K = k(x, y) 
com F(x, y) = O onde Fé uma equação de vVeierstrass com invariante D.-/- O. Da seção A.1.2 do 
apêndice A temos as seguintes possibilidades para F em termos de p := car(k): 

1ª) p=2 y2 +xy x3 + a2x2 + a6, D. =a6 
1 b) p=2 y2 + a3y x3 + a4x + a6 , D.= ai 
2ª) p=3 y2 x3 + a2x2 + a6, D.= -a~a6 
2b) p=3 y2 x3 + a4x + a6, D.= -a~ 
3) p=5 y2 x3 + a4x + a6, D.= a~ - 2a~ 

A curva algébrica afim com ·equação F(x, y) = O deve ter apenas um único ponto racional (pois 
tem apenas dois places de grau 1 e um deles é correspondente ao ponto infinito da curva). Mas os 
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casos IÓ (a3 = 0 --> a. = 0, a6 = 0 ::+. z3 + a4z não é livre de quadrados e a3 :: a4 :: aõ :: l ::::},F

a curva afim não tem pontos racionais) e 2b (pelas mesmas razões) não atendem às propriedades
exigidas pala /{/k. Nos outros casos, podemos encontrei' unia única solução a menos de isomorfismo
para cada q = 2, 3, 4, 5 que são dadas por:

(#) onde a é um gerador de B'4.

4.3.2 Caso g 2 2
Neste caso .f(/É é um corpo de funções hipeielípticas. Se h = F2 o corpo de funões Ã;(z) tem

3 places de grau um (incluindo o place infinito) e um place Ro de grau 2 associado ao polinõmio
z2 + z + 1. Teremos então o seguinte resultado:

Lema 4.3.1. .4ssuma que k :: p'2 e s(ya K/k um c07po de .fuzzções hipere/lbfãcas de genêro g taZ

que, pura algultt u C K, Q euteltsão KJK(=] é imagináha. Denotemos T)or nl (resp. nz) o número
de FInGes de grau um (resp. dois) de K.

l Se ni = 0, temos nu :: 3, 4 ou 5 Íse g = 2, na :: 3 ou 5,)

2 $e rzl = 1, terrzos rz2 = 2, 3 ou 4

3. Se n] = 2, temos n2 = 1, 2 ou 3 no caso raínlHcado Íse g
caso {neMe rse g = 2, n2 = 2 ou 4).

2,rz2 l ou 3) e n2 = 2, 3 ou 4 no

O.mon.t«çã.. Seja K = É(z,y) e F'(:«, y) y' + h(z)y + .f(z) 0 como na proposição A.1.5

l Se ni = 0 estamos no caso inerte. Temos pela Proposição A.1.6 que o polinâmio A(z) não tem
raízes em k, seu grau é igual a g + l e /(0) = /(1) = 1. Existe um place de grau dois sobre
cada place de grau uin de k(z)/A um mais sobre Po se e sonaente se z2 + z + l divide À(z) e
0 ou 2 places sobre Eo caso contrário. Se g = 2 então À(#) é irredutível de grau 3 e é primo
com z* + z + l.

2. Se rtl = 1 podemos estar no caso ramificado. O place de -K sobre o place infinito de k(z) é
o único place de grau l e então h(z) não tem raízes em k, deg(h) $ g e /(0) = /(1) = 1
Temos um place de grau 2 sobre cada place finito de grau l de k(aç)/k, um mais sobre no se
e somente se z2 + z + l divide h(z) e 0 ou 2 caso contrário.

3. Se nl = 2 ambos os casos (ramificado e inerte) podem ocorrer. No caso ramificado dois places
de grau um de k(z) ranüficam: o place infinito e o um dos places finitos. A conclusão se dá
como anteriormente.

n

1. Se q = 2 devemos ter ?zi :: 0, n2 :: 4 ou ni :: 1, n2 = 3 ou ni :: 2,m2 :: l pela Proposição 4.1.1

2g

(a) Se nl = 0,n2 = 4 não temos nenhuma solução devido ao Lenda 4.3.1

P - 2, y' + #g/   a;s + zu + l

P- 3,     r3 + 2z + 2
P- 4,     :«3 + -u + l(*)
P- 5,     r3 + 2z
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casos lb (a3 =O==? 6. = O, a6 =O==? x 3 + a4x não é livre de quadrados e a3 = a4 = a6 = 1 ==? 
a cmva afim não tem pontos racionais) e 2b (pelas mesmas razões) não atendem às propriedades 
exigidas para K / k. Nos outros casos, podemos encontrar uma única solução a menos de isomorfismo 
para cada q = 2, 3, 4, 5 que são dadas por: 

p = 2, 
p = 3, 
p = 4, 
p = 5, 

( *) onde a é um gerador ele lF 4. 

4.3.2 Caso g 2: 2 

y2 +xy 
y2 

y2 +xy 
y2 

x 3 + x2 + 1 
x 3 + 2x + 2 
x 3 + ax2 + 1(*) 
x 3 + 2x 

Neste caso K/k é um corpo de funções hiperelípticas . Se k = lF2 o corpo ele funões k(x) tem 
3 places ele grau um ( incluindo o place infinito) e um place Po de grau 2 associado ao polinômio 
x 2 + x + 1. Teremos então o seguinte resultado: 

Lema 4.3.1. Assuma que k = lF 2 e seja ]( / k um corpo de funções hiperelípticas de genêro g tal 
que, para algum x E K , a extensão K/k(x) é imaginária. Denotemos por n1 (resp. n2) o número 
de places de grau um (resp. dois} de K. 

l. Se n1 = O, temos n2 = 3,4 ou 5 (se g = 2,n2 = 3 ou 5) . 

2. Se n1 = 1, temos n2 = 2,3 ou 4. 

3. Se n1 = 2, temos n2 = 1, 2 ou 3 no caso ramificado (s e g = 2, n2 = 1 ou 3) e n2 = 2, 3 ou 4 no 
caso inerte (se g = 2, n2 = 2 ou 4) . 

Demonstração. Seja K = k(x, y) e F(x, y) = y2 + h(x)y + f(x) = O como na proposição A.1.5. 

1. Se n1 = O estamos no caso inerte. Temos pela Proposição A.1.6 que o polinômio h(x) não tem 
raízes em k, seu grau é igual a g + 1 e f(0) = f(l) = 1. Existe um place de grau dois sobre 
cada place de grau um de k(x)/k um mais sobre P0 se e somente se x 2 + x + 1 divide h(x) e 
O ou 2 places sobre Po caso contrário. Se g = 2 então h(x) é irredutível de grau 3 e é primo 
com x 2 + x + 1. 

2. Se n1 = 1 podemos estar no caso ramificado. O place de 1( sobre o place infinito ele k(x) é 
o único place ele grau 1 e então h(x) não tem raízes em k, deg(h) :; g e f(O) = f( l) = 1. 
Temos um place ele grau 2 sobre cada place finito ele grau 1 de k(x)/k, um mais sobre Pose 
e somente se x 2 + x + 1 divide h(x) e O ou 2 caso contrário . 

3. Se n 1 = 2 ambos os casos (ramificado e inerte) podem ocorrer. No caso ramificado dois places 
ele grau um ele k(x) ramificam: o place infinito e o um dos places finitos. A conclusão se dá 
como anteriormente. 

D 

g=2 

1. Se q = 2 devemos ter n1 = O, n2 = 4 ou n1 = 1, n2 = 3 ou n1 = 2, n2 = 1 pela Proposição 4.1.1. 

(a) Se n1 = 0 ,n2 = 4 não temos nenhuma solução devido ao Lema 4.3.1. 
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(b) Se ni = 1,n2 = 3 usando o Lema 4.3.1 devemos ter h(n) = sç'+z+le/(0) =/(1) = 1
O polinõmio /(aç) é tllânico de grau 5. Temos então que o corpo de htnções é dado por

g/2 + (aç2 + n + l) q(z) . (#' + :« + l)

ou na forma normal de Hasse

q(z)

onde q(a;) é um polinõmio mânico irredutível de grau 3. Mas as duas possibilidades para
q(3ç) são =3 + z2 + l e z3 + z + l e nestes casos seus corpos de hmções são isontorfos sob
a aplicação 3 r---} z + 1. Assim, a menos de isomorfismo a única solução neste caso é
dada por

}''2+ y'= z3 + n + l

(c) Se nl = 2, n2 = 1 de acordo com o lenda 4.3.1 devemos estar no caso ianúficado. Então
deg(/) = 5, deg(h) 5; 2 e h(z) temi um único zelo eln k. Então tentos que

h(#) :«', (z+ 1) o« (z+ l)'

a menos de isonlorfisnio temos lmia única solução que é dada poi

3/' + :«y = z(z' + z + 1) ou }''' + }'' = --

2. Se q = 3, ni = 0,n2 = 5 estamos no caso inerte e y2 = /(z) com

/(z):: 2z6 + claç5 + c2 4 + c3c3+ c4zu+c5z +c6

pois 2 é o único elemento de k que não é um quadrado. Além disso /(z) deve ser livre de
quadrados e como ni = 0 temos que

/(a) = 2,Va C k

Sobre os places de grau un] de k(#) existem 4 places de grau dois em K e ainda. tentos que
n2 ' 5, ou seja, /(z) deve ser o produto de dois polinânlios irredutíveis tendo grau igual a
dois e a quatro. Usando isomorfismos da forma z F---+ z + l e z F + l/z reduzimos para a
equação

Z/' (z' + 1) . q(z)

com q(z) irredutível de grau 4. Como q(0)
.f(z), a saber

l ficamos apenas com duas possibilidades pala

2(z' + l)(z'+ z* + 2:« + 1) o« 2(n' + l)(#'+ 2z; + z+ l)

Como estes dois casos são isonaorfos via isoniorfismo z F---+ 2z temos que a única solução a
menos de isomorfismo é dada por

y2 = 2(aç4 + 2z3 + z + l)(z2 + l)
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(b) Se n1 = 1, n2 = 3 usando o Lema 4.3.1 devemos ter h(x) = x
2 + x + 1 e f (O) = J(l) = 1. 

O polinômio J(x) é mônico de grau 5. Temos então que o corpo de funções é dado por 

y2 + (x2 + x + 1) = q(x) · (x2 + x + 1) 

ou na forma normal de Hasse 

y2 + y = q(x) 
x2 +X+ 1 

onde q(x) é um polinômio mônico irredutível de grau 3. Mas as duas possibilidades para 
q(x) são x3 + x2 + 1 e x3 + x + 1 e nestes casos seus corpos ele funções são isomorfos sob 
a aplicaçã.o x 1--> x + 1. Assim, a menos de isomorfismo a única solução neste caso é 
dada por 

Y 2 y = x3 +X+ 1 + 2 . 
X +x+ 1 

(e) Se n1 = 2,n2 = 1 ele acordo com o lema 4.3.1 devemos estar no caso ramificado. Então 
deg(J) = 5, deg(h) ~ 2 e h(x) tem um único zero em k. Então temos que 

h(x) = x, x 2
, (x + 1) ou (x + 1)2

. 

a menos de isomorfismo temos uma única solução que é dada por 

x4 + X+ 1 
y2 + xy = x(x4 + x + 1) ou Y 2 + Y = ----. 

X 

2. Se q = 3, n1 = O, n2 = 5 estamos no caso inerte e y2 = f(x) com 

pois 2 é o único elemento de k que não é um quadrado. Além disso f (x) deve ser livre ele 
quadrados e como n1 = O temos que 

f(a) = 2, tia E k. 

Sobre os places de grau um de k(x) existem 4 places de grau dois em K e ainda temos que 
n2 = 5, ou seja, f(x) deve ser o produto de dois polinômios irredutíveis tendo grau igual a 
dois e a quatro. Usando isomorfismos da forma x 1--> x + 1 e x 1--> 1/x reduzimos para a 
equação 

y2 = 2(x2 + 1) · q(x) 

com q(x) irredutível de grau 4. Como q(O) = 1 ficamos apenas com duas possibilidades para 
f(x), a saber 

2(x2 + l)(x4 + x 3 + 2x + 1) ou 2(x2 + l)(x4 + 2x3 + x + 1). 

Como estes dois casos são isomorfos via isomorfismo x 1--> 2x temos que a única solução a 
menos de isomorfismo é dada por 

y2 = 2(x4 + 2x3 + x + l)(x2 + 1). 
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g-3
Então q = 2 e rtl :; l,m2 + n3 :; 3 ou ni :: 0,rz3 :: 2

l Se nl = 1, rz2 + n3 :: 3, estamos no caso tanaificado e usando o lema 4.3.1,temos duas possibili-
dades:

Í ni :; l n2 :: 2 na = l
1. n] = 1 n2 = 3 ns ::0

Temos Z/' + A(z)y = /(z) onde deg(/) = 7, deg(h) $ 3 e como ni = 1, / e A não tem raízes
em A. Os possíveis valores de A(g) são:

hi =1,/z2= 2+z+l,hs=z3+n+l,A4 z3 + z2 + l

Como h3(g + 1) = h4(z), os polinõmios AS e A4 definem corpos de funções isomorfos. O corpo
#(z) tem dois places de grau 3, a saber os places Pi e Pe associados respectivamente aos
polinõmios irredutíveis pl(z) = z3 + # + l e p2 = na + z2 + 1. Se b é uma raiz primitiva de
pi então b + l é raiz primitiva de p2.

(a) Se h(z) = 1 temos n2 = 2. Os places .f% não ran)ificam, e não podemos ter n3 = 1.
(b) Se A(g) = z2 + z + l o place Ro associado ao polinâmio h(z) ramifica e então n2 = 3

Pata obter n3 :: 0 os places -i:t devem estar inertes e então

J' trk,/k(/(Z,)/h(Z,)') = trk,/k(b4.f(b)) =l
1. trk;/j;(/(b+ l)/h(b+ l)2) = trk,/A;(b'/(b+ l)) =l

Seja

/(sç) =(#'+ z+ l)(aç'+ c4z'+ c3z3+ c,z2 + cin+ l)

com

Obtemos então
r c,
< C3''
L c4 == cl.

Conto anteriormente, podemos encontrar uma única solução, a menos de isomorfismo
dada por

g/' + (z' + z + l)y (z5 + n2 + l)(zu + # + l)
otl

y2+y:: z5 + aç2 + l

(c) Se h = zs + z + l então Pi ramifica, Eo não ramifica e então n2 # 3
z2 + # + 1. Então as condições rz2 = 2 e n3 = 1 são equivalentes a

Seja a umja raiz de

r trk,/k(/(a)/h(a)')
'l trk;/k(/(b+ l)/A(b+ l)')

t«t, /k ('/(') )
trk,/k(b6/(b + l)) = l
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g=3 

Então q = 2 e n1 = 1, n2 + n3 = 3 ou n1 = O, n3 = 2. 

1. Se n 1 = 1, n2 + n3 = 3, estamos no caso ramificado e usando o lema 4.3.1,temos duas possibili
dades: 

{ 
n1 = 1 n2 = 2 n3 = 1 
n1 = 1 n2 = 3 n3 = O 

Temos y2 + h(x)y = f(x) onde deg(f) = 7, deg(h) :S 3 e como n1 = 1, f eh não tem raízes 
em k. Os possíveis valores ele h(x) são: 

h 1 = 1, h2 = x2 + x + 1, h3 = x3 + x + 1, h4 = x 3 + x 2 + 1. 

Como h3 ( x + 1) = h4 ( x), os polinômios h3 e h4 definem corpos de funções isomorfos. O corpo 
k(x) tem dois places ele grau 3, a saber os places P 1 e P2 associados respectivamente aos 
polinômios irredutíveis Pl (x) = x3 + x + 1 e P2 = x3 + x2 + 1. Se b é uma raíz primitiva de 
P1 então b + 1 é raíz primitiva ele P2· 

(a) Se h(x) = 1 temos n2 = 2. Os places Pi não ramificam, e não podemos ter n3 = 1. 

(b) Se h(x) = x2 + x + 1 o place P0 associado ao polinômio h(x) ramifica e então n2 = 3. 
Para obter n3 = O os places Pi elevem estar inertes e então 

{ 
trk3 /k(f(b)/h(b) 2

) trk3 jk(b4 f(b)) = 1 
trk3 /k(f (b + 1)/h(b + 1)2

) = trk3 ;k(b4 J(b + 1)) = 1. 

Seja 

com 

Obtemos então 

{ ~~: ~ 
C4 = C1, 

Como anteriormente, podemos encontrar uma única solução, a menos ele isomorfismo 
dada por 

ou 

y2 + (x2 + x + l)y = (x5 + x2 + l)(x2 + x + 1) 

y2 + y = x5 + x2 + 1 . 
x2 +X+ 1 

( c) Se h = x 3 + x + 1 então A ramifica, Po não ramifica e então n2 =/ 3. Seja a mnja raíz de 
x2 + x + 1. Então as condições n2 = 2 e n3 = 1 são equivalentes a 

trk2 ;daf (a)) = 1 
= trka/k(b6 f(b + 1)) = 1. 
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Sqa

com

/(.) (z3 + z + l)(z4 + c3z3+ c2z2 + ciz+ l)

Obtemos então ci :: c2 ;: c3 :: 1. Existe uma única solução

g2 +(aç3 +z+ l)y =(z4+ z3 + ç2 + z + l)(z3 + z+ l)

ou

*' * * . '' * :: l :h' *:
2. Se ni = 0,n3 = 2 estatnos no caso inerte e Z/2 + h(z)y = /(z) onde deg(.f) = 8, deg(h) = 4, h(z)

não tem raízes em k e /(0) = /(1) = 1 0s possíveis valores para A são:

ht
h2
h3
h4

= z4+z+l,
:: z4 + z3 + l,
;; z4 + za + z2 + z + l;

como h3(z + 1) = h4(z) os polinõmios hs e h4 definem corpos de funções isoniorfos. Ainda,
as raízes de hs são recÓrocas das raízes de h2, e então seus correspondentes corpos de funções
são isomorfos.

(a) Se h(#) + z + l)' Eo ramifica e então n2 4 e se

/(«) (z2 + z + l)(aç6 + c5z5+ c4z4+ c3z3+ c2aç2 + clz+ l)

com

então n3 = 0 é equivalente a

Í trt,/x;(/(b)/h(b)') /A;(b/(b))
l trX;,/k(/(b+ l)/h(b+ l)') = trt;/k(b/(b+ l))

0

'' 1

Obtemos dois casos
CI + C4

C3

C5

ou

CI + C4

C3

cs :: c2+l
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Seja 

com 

3 

LCi = i. 
i=l 

Obtemos então c1 = c2 = c3 = 1. Existe uma única solução: 

ou 

y2 + (x3 + x + l)y = (x4 + x 3 + x2 + x + l)(x3 + x + 1) 

x 4 + x 3 + x2 + x + 1 y2 + y = -------
x3 + x + l 

2. Se n 1 = O, n3 = 2 estamos no caso inerte e y2 + h(x)y = f(x) onde deg(f) = 8, deg(h) = 4, h(x) 
não tem raízes em k e f(O) = f(l) = 1 Os possíveis valores para h são: 

{ 

h1 = (x2 +x+1)2
, 

h2 = x 4 + x + 1, 
h3 = x 4 + x 3 + 1, 
h4 = x4 + x 3 + x2 + x + 1; 

como h3(x + 1) = h4(x) os polinômios h3 e h4 definem corpos de funções isomorfos. Ainda, 
as raízes de h3 são recprocas das raízes de h2, e então seus correspondentes corpos de funções 
são isomorfos. 

(a) Se h(x) = (x2 + x + 1)2 Po ramifica e então n2 = 4 e se 

f(x) = (x2 +X+ l)(x6 + c5x5 + qx4 + c3x3 + c2x2 + C1X + 1) 

com 

então n3 = O é equivalente a 

Obtemos dois casos 

ou 

o 
o 
C2 + 1. 
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A menos de isoinorfismo existe uma única solução

Z/'+(z' + z + l)'y =(z' + z + l)(z2 + z + l),

ou

z6 + z + l

(b) Se h(3ç) = z4 + z + 1, escrevemos

/(«) h(z)(z' + c3z' + c,z2 + ciz + l)

c01n

Temos

e

rz2 = 3 +:::+ ci + c2 :: 0

n2 = 5 +:::> ci + c2 :: l

rz3 :: 2 +::::> c2 := cl = 0 ou c2 = cl := l

Então n2 :: 5 é impossível. Para n2 :: 3 temos uma única solução

g/2+(z4 + z+ l)2y =(z4+ a3 + l)(aa+ z+ l),

ou

y2+y z4 + zs + l

r4 + z + l

a>4
Usando a Proposição 4.1.1 e o Lema 4.3.1 temos imediatamente que não existem soluções para

este caso.

4.4 Prova do Teorema 4.1.2

Seja K/k un] corpo de funções algébricas não quadrático (não hiperelíptico) e seja Ck a curva
algébrica não singular (Corolário 3.2.4) associada à K/k. Então pela Proposição 3.3.4 temos que a
aplicação élkl : (7K --, pS'i é um mergulho e ainda C := élkl((;k) Ç pg'i é uma curva algébrica
absolutamente irredutível (consequência de ser suave), suave e de grau 2g 2 que será chamado
o modelo canónico de .l(/k. Assim, pelo Corolário 3.2.1 temos que dois corpos de funções são
isomorfos se e somente se seus naodelos canónicos são isomorfos via um automorfismo projetivo de

lIPS

Lema 4.4.1. $e eàste um g;l, em -K/# livre de pontos base, então eàstemz z,y C K taZ que
X' g/), # é É«««.«dente, l-K : #(.)l t. «m' eq-çã. polánomÍa{ mónãc« de g««
m corri coe$cáentes em klzl gerando Z/.
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A menos de isomorfismo existe uma única solução: 

ou 

y2 + (x2 +X+ 1)2y = (x6 +X+ l)(x2 +X+ 1) , 

y2 + y = x
6 + X + 1 

(x2 +X+ 1)3 . 

(b) Se h(x ) = x4 + x + 1, escrevemos 

com 

Temos 

e 

n2 = 3 <==? c1 + c2 = O 
n2 = 5 <='? C1 + C2 = 1 

Então n2 = 5 é impossível. Para n2 = 3 temos uma única solução: 

ou 

y2 + (x4 + x + 1)2y = (x4 + x3 + l)(x4 + x + 1) , 

y2 + y = x4 + x3 + 1 . 
x 4 +X+ 1 
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Usando a Proposição 4.1.1 e o Lema 4.3.1 temos ilnediata.mente que não existem soluções para 
este caso. 

4.4 Prova do Teorema 4.1.2 

Seja K / k um corpo de funções algébricas não quadrático (não hiperelíptico) e seja CK a curva 
algébrica não singular (Corolário 3.2 .4) associada à K/k. Então pela Proposição 3.3.4 temos que a 
aplicação <P ikl : CK -------t IP'g-l é um mergulho e ainda C := <Pikl(CK) Ç IP'9 - 1 é uma curva algébrica 
absolutamente irredutível (consequência de ser suave), suave e de grau 2g - 2 que será chamado 
o modelo canônico de K/k. Assim, pelo Corolário 3.2.1 temos que dois corpos de funções são 
isomorfos se e somente se seus modelos canônicos são isomorfos via um automorfismo projetivo de 
IP'g-1. 

Lema 4.4 .1. Se existe um 91~ em K/k livre de pontos base, então existem x, y E K tal que 
1( = k(x, y) , x é transcendente, [K : k(x) ] = m e existe uma equação polinomial mônica de grau 
m com coeficientes em k[x] zerando y. 



38 (JAPITtJL0 4. CL..4ssnq(HÇAO

Demonstração. Vamos mostrei que existe z € K' transcendente, tal que IK : k(n)l = m e que ele é
un] elemento separante de K/k.

Sejam Z),Zy C gi. divisores positivos de grau m e Z(D) = 2. Então existe z C .Z( tal que
(z) = D' D e então {l, aç} é lmla base de r(D). Vamos mostrar que se

P € surf(D') n ;«PP(o) ::+ P c Í) 'uPP(o"),
D''eglm

ou seja, P é ponto base de gZ., o que é unl absurdo
Mas da definição de r(D) temos

P C .upp(D') n .UW(O) e (z) «p(z) > «p(O).

Seja D" outro divisor en] gA: e y C .K tal que (y) = Z)" D. Mas então y C r(D), ou seja, g/
com a, b € k e temos

«(Z/) (a:« + b) ? «.ãn{«(az),up(b)} > «( o)

Consequentemente P c surf(D") e como Z)" foi tomado qualquer temos P C Í'l surf(Z)").

Como o sistema é livre de pontos base, provámos acima que surf(z)) n sufW(D') = 0 e então
(z). = Z). Portanto temos

D''eglm

IK : k(z)l deg((z)-) (-0)

Falta mostram então que z é um elemento separante de K'/k. Suponha que r = mdclup(z)IP c
surf(O)} # 1, então temos que

r(O) an/,(«i)- -:+ «i az+Z,-+n(az+b)'
Absurdo, pois z é unl transcendente sobre k. Assim, existe P C P(K') tal que 'uP(z) # 0(mod p) e
então z é um e]emento separa-nte pe]a Proposição B.9.1. []

Como /t :: 2 temos que, dados dois divisores positivos de mesmo grau Z)l e -D2, então

2Z)i «. 2Z)2

O conjunto Z)J dos divisores positivos de grau i será dividido em no máximo dois conjuntos distintos

z'J - pJ: u pb,

onde todos os elementos de Z)Ji (2)+ ) sel'ão equivalentes e nenhum elemento de 2)L será equivalente
a alguns de Z);r2.

Afirmação. Se ã :: 2 então l.Z)+ l, IDi.21 $ 1.

Z)emonstraçâo. Suponha. que Z)l e D2 são divisores de grau 2 tal que (z) = Z)t Z)2. Então

0{ C {2Pi , 2P2, Qi}

onde Pi são os dois places de grau l e Q{ são os places de grau 2. Daí

(z)o = Oi e IK : #(z)j = deg(Oi) = 2

O que é unl absurdo, pois K/k é não hipere]íptico. []

Assim .42 ;: I'Z);Pll + 11)+ 1 $ 2 e se ni :: 0 e n2 = 2 então esses dois places não são equivalentes.
Vamos dividir a prova nos casos g = 3, 4 e 5.
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Demonstração. Vamos mostrar que existe x E K transcendente, tal que [K : k(x)] = m e que ele é 
um elemento separante de K / k. 

Sejam D , D' E g~ divisores positivos de grau m e l(D) = 2. Então existe x E J( tal que 
(x) = D' - D e então {1 ,x} é uma base de J:,(D). Vamos mostrar que se 

P E supp(D') n supp(D) =} P E n supp(D"), 

ou seja, P é ponto base de g~i, o que é um absurdo. 
ivias da definição de J:,(D) ternos 

D"Eg.t 

P E s1tpp(D') n s1tpp(D) e (x) = D' - D=} vp(x) > - vp (D). 

Seja D" outro divisor em g;n e y E K tal que (y) = D" -D. Mas então y E J:,(D) , ou seja, y = ax+b 
com a,b E k e temos 

vp(y ) = vp (ax + b) 2: min{vp(ax), vp(b)} > -vp(D). 

Consequentemente P E supp(D") e como D" foi tomado qualquer temos P E n supp(D"). 
D"Eg;,, 

Como o sistema é livre ele pontos base, provamos acima que supp(D) n s1.tpp(D') = 0 e então 
(x) 00 = D. Portanto temos 

[K: k(x)] = deg((x) 00 ) = cleg(D) = m. 

Falta mostrar então que x é um elemento separante de K/k. Suponha quer= mclc{vp(x)IP E 

supp(D)} # 1, então temos que 

J:,(D) 3 D/r = (x)=lr = ( vÍX)oo =} y1x = ax + b =} x = (ax + b)1". 

Absurdo, pois x é um transcendente sobre k. Assim, existe P E IP'(K) tal que vp(x) =/= O(mod p) e 
então x é um elemento separante pela Proposição B.9.1. O 

Corno h = 2 temos que, dados dois divisores positivos de mesmo g;rau D1 e D2 , então 

O conjunto vt dos divisores positivos de grau i será dividido em no máximo dois conjuntos distintos 

v+ = v +1 uv+2 i i , i, ' 

onde todos os elementos ele v71 (D72 ) serão equivalentes e nenhum elemento ele D71 será equivalente 

a algum de v72 . ' ' ' 

Afirmaçã~. Se i = 2 então 1Dt11, 1Dt21 :S 1. 

Demonstração. Suponha que D 1 e D2 são divisores de grau 2 tal que (x) = D 1 - D2 . Então 

onde Pi são os dois places ele grau 1 e Qi são os places ele grau 2. Daí 

(x)o = D1 e [K : k(x)] = deg(D1) = 2. 

O que é um absurdo, pois J( / k é não hiperelíptico. o 

Assim A2 = IV711 + ID721 :S 2 e se n1 = O e n2 = 2 então esses dois places não são equivalentes. 
Vamos dividir~ prova 1~os casos g = 3, 4 e 5. 
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4.4.1 g - 3

Pela Proposição 4.1.1 basta apenas estudarmos os casos e]]] que h :: F2 e

(i) ni = 0, n3 = 2;

(ii) ni :: l,n3 = 3 nu

Caso (i)
Se nl = 0 e n3 = 2 temos que

z;(t) 3t + (n2 + 2)t2 + (2 3n2)t3 + 2(n2 + 2)t4 12ts + 8t6

Podemos excluir o caso em que n2 = 0 ou 1, pois pata estes valores L teria 4 raízes com
valores absolutos ao quadrado diferente de 1/2. O caso n2 ? 3 pode ser excluído também pois
isso implicaria que existiriam dois places de grau 2 equivalentes e consequentemente K/h seria
hiperelíptico.

O único caso a ser estudado então é quando rzl :; 0, rz2 = 2 e rz3 :: 2. Denotenlos por Qi e Q2
os dois places de grau 2. Temos então

C?t w Cl?2 e 2(1?i «. 2(1?2 o>o (l?t + (l?2

Assim, a classe canónica contém um dos divisores 2Qi, á = 1, 2 ou Qi + Q2. Como a classe canónica
contém

qZ(k) -- l
q l n-,

elementos, temos que existem pelo menos 5 places de grau 4 distintos na classe canónica. Seja FI
um desses places, e considere então a base {l,z, y} de É(FI).

Da definição de ,C(FI) temos que

z C Z(Fi) -:+ up(,) 2 up(FI )VP € F'(K),

ou se.]a,

UQ(z),UQ(Z/) ? 0 = UQ(FI)VQ # FI

e ainda

». (z) , up] (y) 2 l

alas temos que # e g/ são transcendentes sobre k e então

;uW((z)-) # 0 # .«PP((y)-),

ou sela,

UF: (z), UF. (y) < 0

Logo up. (z) = t,r. (g) = 1.

Assim temos que (z) 2 --4Fi pala todo

z C 23 := {1, z, z2, 3/, 3/', y:, y' , ZZ/, Jç3/' , ZZ/;, z'g/, r'Z/' , r;3/}
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4.4 .l g = 3 

Pela Proposição 4.1.1 basta apenas estudarmos os casos em que k = IF2 e: 

(i) n1 = O, n3 = 2; 

(ii) n1 = l,n3 = 3-n2. 

Caso (i) 
Se n1 = O e n3 = 2 temos que 

L(t) = 1 - 3t + (n2 + 2)t2 + (2 - 3n2)t3 + 2(n2 + 2)t4 
- 12t5 + 8t6

. 

Podem.os excluir o caso em que n2 = O ou 1, pois para estes valores L teria 4 raízes com 
valores absolutos ao quadrado diferente de 1/2. O caso n 2 2: 3 pode ser excluído também pois 
isso implicaria que existiriam dois places de grau 2 equivalentes e consequentemente K / k seria 
hiperelíptico. 

O único caso a ser estudado então é quando n1 = O, n2 = 2 e n3 = 2. Denotemos por Q1 e Q2 
os dois places de grau 2. Temos então 

Assim, a classe canônica contém um dos divisores 2Qi, i = 1, 2 ou Q1 + Q2. Como a classe canônica 
contém 

ql(k) - l 23 - 1 
---=--=7 

q-1 2-1 

elementos, temos que existem pelo menos 5 places de grau 4 distintos na classe canônica. Seja F 1 

um desses places, e considere então a base {1,x,y} de .C(Fi). 
Da definição de .C(Fi) temos que 

z E .C(Fi) ==} vp( z ) 2: -vp(Fi)VP E IP(K), 

ou seja, 

e ainda 

1/fas temos que x e y são transcendentes sobre k e então 

supp((x)oo) =/= 0 =/= supp((Y)oo), 

ou seja, 

Logo VF1 (x) = VF1 (y) = -1. 
Assim temos que (z) 2: -4F1 para todo 
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Mas esse conjunto tem 15 elementos e

Z(4Fi) d.g(4Fi) g+1 -4.4 3+1- 14

pois deg(4Fi) = 16 1? 5 = 2g l.
Assim, existe unia combinação linear não nula. do conjunto 23. Seja /(n, g/) o polinõmio dado

pot' essa combinação.
Seja z uma razão de diferenciais de primeiro tipo em K/k (Definição 2.5.6), então existem

Z)t, Z)2 elementos en:L l(-71 a classe canónica de .K/k tal que

(z) - -02 FI) + (FI 02) .') (.")

Assim, temos que z = az'/z" onde z', (z")': C Z(P) Ç h(z, y) e a C k.
Portanto, z € À;(z,3/), ou seja, o corpo K' 2 k gerado pelas razões de diferenciais de primeiro

tipo está contido em k(:r, g).
Se -lr # É(z, y) a Ã'', então pela definição de corpo de funções hiperelípticas (definição A.1.6)

terían[os que K/A o é, o que é un] absurdo. Portanto K' = k(z, y).
Assim, a curva algébrica afim associada à K/k será a curva dada por y(/). Pela fórmula do

gênero em termos dos õ-invariantes, temos que

, - e-::q':a
' Pec

ou seja, (5p :: 0VP C C' pois a curva acima tem gêneio g :: 3 e grau n = 4. Temos então que a
curva não tem singularidades e consequentemente o polinâmio /(z, y) é absolutaillente irredutível.

Construímos o polinâmio homogêneo F(X, y, Z) associado à /, e esse definirá o modelo canónico
de K/A em P2(k).

Como as imposições sobre z e y são apenas que {l,#,3/} seja uma base de Z(FI), podemos
tomai z e Z/ de modo que

(z) Fi e (y)

onde .fib é outro place de grau 4 e Ro :: 2(1?i ou (l?t + Q2.
Como da Proposição 3.2.2, os divisores canónicos de /{/k são a intersecção da curva. com as

regas racionais de P2(h), então podemos considerar, fazendo transformação projetiva se necessário,
quel

F2 ' (f') (X), FI (F')(Z) e Ro

Sda
F'(X,y,Z) = ey4+(aiX+aoZ)y3 +(b2X2+ biXZ+boZ2)yU

+(c3X3 + c2X2Z + ciXZ2 + coza)y
+(d4X4 + d3X3Z + d2X2Z2+ dt XZs+ doze).

Como o divisor (F)(Z) é um place de grau 4, temos que o polinõmio

Fz (X, }'') F'(X, y, 0) ey4+ aiXy3 + b2X2y2+ c3XSy+ d4Xa

é absolutamente irredutível, ou sqa, as únicas possibilidades pala Fz são

.lb = y4 + Xy3 + X2y2 + X3y + X4 ou
y'4 + X3y + X4 ou
y4 + X}''3 + Xa

40 CAPÍTULO 4. CLASSIFICAÇÃO 

Mas esse conjunto tem 15 elementos e 

l(4Fi) = deg(4F1) - g + l = 4 · 4 - 3 + 1 = 14 

pois deg(4Fi) = 16 2: 5 = 2g - 1. 
Assim, existe uma combinação linear não nula elo conjunto B. Seja f(x, y) o polinômio dado 

por essa combinação. 
Seja z uma razão de diferenciais ele primeiro tipo em K/k (Definição 2.5.6), então existem 

D1,D2 elementos em JCI a classe canônica de K/k tal que 

Assim, temos que z = az'/ z" onde z ' , (z")-1 E C(P) Ç k(x , y) e a E k. 
Portanto, z E k(x , y), ou seja, o corpo K' 2 k gerado pelas razões ele diferenciais de primeiro 

tipo está contido em k(x , y). 
Se 1( =/ k(x,y) 2 I<' , então pela definição de corpo de funções hiperelipticas (definição A.1.6) 

teríamos que K/k o é, o que é um absurdo. Portanto K = k(x , y). 
Assim, a curva algébrica afim associada à K / k será a curva dada por V (f). Pela fórmula elo 

gênero em termos elos ó-invariantes, temos que 

_ (n - l)(n - 2) _ '°' 
8 g - 2 ~ P, 

PEC 

ou seja, óp = OVP E C pois a curva acima tem gênero g = 3 e grau n = 4. Temos então que a 
curva não tem singularidades e consequentemente o polinômio f( x, y) é absoluta.mente irredutível. 

Construímos o polinômio homogêneo F(X, Y, Z) associa.do à f , e esse definirá o modelo canônico 
de K/k em JP>2 (k). 

Como as imposições sobre x e y são apenas que {1 , x, y} seja uma base de C(Fi) , podemos 
tomar X e y de modo que 

onde F2 é outro place de grau 4 e Fo = 2Q1 ou Q1 + Q2. 

Como da Proposição 3.2.2, os divisores canônicos de K/k são a intersecção da. curva com as 
retas racionais de JP>2 (k) , então podemos considerar , fazendo transformação projetiva se necessário, 
que 

Seja 

F2 = (F)(X), Fi = (F)(Z) e Fo = (F)(Y) . 

F(X, Y ,Z) = eY4 + (a1X + aoZ)Y3 + (b2X2 + b1XZ + boZ2)Y2 

+(c3X3 + c2X2Z + c1XZ2 + coZ3)Y 
+(d4X4 + d3X3Z + d2X2Z 2 + d1XZ3 + doZ4). 

Como o divisor (F)(Z) é um place de grau 4, temos que o polinômio 

Fz(X, Y) := F(X, Y, O)= eY4 + a1XY3 + hX2 Y2 + c3X3Y + d4X 4 

é absolutamente irredutível, ou seja, as únicas possibilidades para Fz são 

Fz = Y 4 + XY3 + X2Y2 + X 3Y + x 4 ou 
Y 4 + X 3Y + x 4 ou 
y4 +XY3 +X4. 
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Analogamente, tentos que

y4+ Zy3+ Z2y2+ Z3y+Zaou
ya+ Z'sy + Z4ou
y4+Zy3+Z4

Como Eo foi tomado com sendo 2C?i ou Qi + QU temos que o polinâmio

X4 + d3X3Z + d2X2Z2 + dtXZs + Z4

se decompõe como um produto de dois polinõmios irredutíveis de grau 2, sendo que eles são distintos
se -ib :: (?i + Q2 ou iguais se Fo :: 2Qi.

Mas o único polinâmio irredutível de grau 2 nesse caso é G(X, Z) = X2 + XZ + Zu, ou seja,

F =2QieFv(X,Z) X4 + X2Z2 + Z4

Assim, temos 36 possibilidades para F(X, y, .Z) que são representadas lia Tabela 4.1 como o
elemento

(ai, ao, b2, bi, bo, ca, c2, ci, co) C Fg

tendo en] vista que os elementos

e = 1, d4 = 1, cZS = 0, (í2:= 1, di:= 0 e do:= l

na.o vai'ian].

Tabela 4.1:(ai, ao,bZ, bi, bo,c3, c2,cl,co)

l
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

10.
11
12
13.
14
15.
16.
17
18.

T
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(0
(0
(0
(0
(0
@

l
l
l
l
l
l
l
l
0

0

0

0

l
l
l
l
l
l

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
0
0
0
0

0

0

0
l
0
l
0
l
0
l
0
l
( )
l
0
l
0
l
0
l

l
l
l
l
0

0

0

0

0

0

0
0

l
l
l
l
0
0

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l

0
0
l
l
0
0
l
l
0

0

l
l
0

0

l
l
0

0

l
0
0
l
l
0

0

l
l
0

0

l
l
0

0

l
l
0

T
1)
1)
1)

0)
0)
0)
0)
1)
1)
1)
1)
1)

1)
1)
1)

0)

Q

19

20
21
22
23
24

25
26
27
28

29
30
31

32
33
34
35

36

®
(0
(0
(0
(0
(0
(1
(1
(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1a

l
l
0

0

0

0

l
l
l
l
l
l
l
l
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
l
0
l
0
l
0
l
0
l
0

l
0

l
0

l
0

l

0

0

0

0
0
0
l
l
l
l
0
0

0

0

0

0

0

0

l
l
l
l
l
l
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l
l
0
()

l
l
0
0
l
l
0
0

l
l
0

0

l
l

0

l
l
0

0
l
l
0
0
l
l
0
0
l
l
0
0
l

©
0)
1)
1)
1)

1)
1)
1)
1)
1)
0)
0)
0)
0)
1)
1)
1)

D

Apresentamos na Tabela 4.2 as classes de isoniorfisnios das curvas dadas em 4.1, onde

(aii , .i2, "i3, "2i , '2u, '23, a31 , a32 , aa3) € 1''g
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Analogamente, temos que 

Fx = y 4 + zy3 + z 2y2 + z3y + z 4 ou 
Y4 + z3y + z4 ou 
y 4 + zy3 + z 4. 

Como F0 foi tomado com sendo 2Q1 ou Q 1 + Q2 temos que o polinômio 
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se decompõe como um produto de dois polinômios irredutíveis de grau 2, sendo que eles são dist intos 
se Fo = Q1 + Q2 ou iguais se Fo = 2Q1 . 

Mas o único polinômio irredutível de gTau 2 nesse caso é G(X, Z) = X 2 + X Z + Z2 , ou seja, 

F = 2Q1 e Fy (X , Z ) = x 4 + x 2z2 + z4
. 

Assim, t emos 36 possibilidades para F( X, Y , Z ) que são representadas na Tabela 4.1 como o 
elemento 

t endo em vista que os elementos 

não variam. 

1. (1 , 1, 1, o, 1, 1, o, 1, 1) 19. (O, 1, O, O, O, 1, 1, O, O) 
2. (1 , 1, 1, 1, 1, 1, o, o, 1) 20. (O , 1, O, 1, O, 1, 1, 1, O) 
3. (1 , 1, 1, o, 1, 1, 1, o, 1) 21. (O , O, O, O, O, 1, O, 1, 1) 
4. (1 , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 22. (O , O, O, 1, O, 1, O, O, 1) 
5. (1 , 1, 1, O, O, 1, O, 1, O) 23. (O , O, O, O, O, 1, 1, O, 1) 
6. (1 , 1, 1, 1, O, 1, O, O, O) 24. (O, O, O, 1, O, 1, 1, 1, 1) 
7. (1 , 1, 1, O, O, 1, 1, O, O) 25 . (1, 1, O, O, 1, O, O, 1, 1) 
8. (1 , 1, 1, 1, O, 1, 1, 1, O) 26. (1 , 1, o, 1, 1, o, o, o, 1) 
9. (1 , o, 1, o, o, 1, o, 1, 1) 27. (1, 1, O, O, 1, O, 1, O, 1) 

10. (1 , o, 1, 1, o, 1, o, o, 1) 28. (1 , 1, o, 1, 1, o, 1, 1, 1) 
11. (1 , o, 1, o, o, 1, 1, o, 1) 29 . (1, 1, O, O, O, O, O, 1, O) 
12. (1 , o, 1, 1, o, 1, 1, 1, 1) 30 . (1 , 1, O, 1, O, O, O, O, O) 
13. (O , 1, O, O, 1, 1, O, 1, 1) 31. (1 , 1, O, O, O, O, 1, O, O) 
14. (O , 1, O, 1, 1, 1, O, O, 1) 32. (1 , 1, O, 1, O, O, 1, 1, O) 
15. (O , 1, O, O, 1, 1, 1, O, 1) 33 . (1 , O, O, O, O, O, O, 1, 1) 
16. (O , 1, O, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 34. (1 , o, o, 1, o, o, o, o, 1) 
17. (O , 1, O, O, O, 1, O, 1, O) 35. (1 , o, o, o, o, o, 1, o, 1) 
18. (O , 1, O, 1, O, 1, O, O, O) 36. (1 , o, o, 1, o, o, 1, 1, 1) 

Apresentamos na Tabela 4.2 as classes de isomorfismos das curvas dadas em 4.1, onde 
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Tabe[a 4.2: 7' :=(aii,ai2, ai3,a2i,a22, c'23,a3i, a32, a3a)(y(F)) = ]V de 4.1

g/' + zy' + (z + l)3/
+(z4 + z2 + l)

(o, o, l, l, o, l, l, l, l)
(o, o, l, o, l, o, l, l, l)
(o, l, l, l, l, o, l, o, o)
(o, l, l, l, l, l, l, o, l)
(o, o, l, l, l, l, l, o, l)
(o, o, l, o, l, o, l, o, l)
(o, o, l, l, l, o, l, o, o)
(o, o, l, o, l, o, l, o, o)
(o, l, l, l, o, l, l, l, l)
(l, o, l, o, l, l, o, o, l)
(l, o, o, o, l, o, l, l, l)
(l, o, l, o, l, o, o, o, l)
(l, o, l, o, l, o, l, o, o)
(l, o, o, o, l, o, o, o, l)
(l, o, o, o, l, l, o, o, l)
(l, o, o, o, l, o, l, o, l)  

y' + «ly' + (:« + 1)y
+(z' + z3 + l)

(o, o, l, o, l, l, l, l, l)
(o, l, l, o, o, l, l, l, o)
(o, l, l, o, o, l, l, l, l)
(o, o, l, o, l, l, l, l, o)
(o, o, l, o, l, l, l, o, l)
(o, o, l, o, l, l, l, o, o)
(o, l, l, o, o, l, l, o, l)
(o, l, l, o, o, l, l, o, o) 

g' + ',y' + zy' + (z' + :« + l)y
+(«;' + :«' + 1)

(o, o, l, o, l, o, l, l, o)
(o, o, l, o, l, o, l, l, l)
(o, o, l, o, l, o, l, o, l)
(o, o, l, o, l, o, l, o, o)
(l, o, o, o, l, o, o, l, l)
(l, o, o, o, l, o, o, o, l)  

y'+(z+ l)Z/'+ z'y'+(:«; + z')g/
+(z4+ z2+l)

(o, l, o, l, o, l, o, l, l)
(o, o, l, l, l, l, o, l, l)
(o, o, l, o, l, l, l, o, o) á

y' + zy' + (:«' + 1)y

+(z4 + z2 + l)

(o, o, l, o, l, o, l, l, o)
(o, o, l, o, l, o, l, o, o)
(o, o, l, l, o, l, o, l, l) É
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y4 + xyj + ( X + 1) y (O , O, 1, 1, O, 1, 1, 1, 1) 4 
+(x4 + x2 + 1) (O, O, 1, O, 1, O, 1, 1, 1) 5 

(O , 1, 1, 1, 1, O, 1, O, O) 6 
(O , 1, 1, 1, 1, 1, 1, O, 1) 12 
(O , O, 1, 1, 1, 1, 1, O, 1) 16 
(O , O, 1, O, 1, O, 1, O, 1) 17 
(O, O, 1, 1, 1, O, 1, O, O) 18 
(O , O, 1, O, 1, O, 1, O, O) 19 
(O, 1, 1, 1, O, 1, 1, 1, 1) 24 
(1, o, 1, o, 1, 1, o, o, 1) 26 
(1, o, o, o, 1, o, 1, 1, 1) 27 
(1, o, 1, o, 1, o, o, o, 1) 29 
(1 , O, 1, O, 1, O, 1, O, O) 31 
(1, O, O, O, 1, O, O, O, 1) 33 
(1 , o, o, o, 1, 1, o, o, 1) 34 
(1 , o, o, o, 1, o, 1, o, 1) 35 

y4 + xy',j + (x + l)y (O, O, 1, O, 1, 1, 1, 1, 1) 1 
+(x4 + x3 + 1) (O, 1, 1, O, O, 1, 1, 1, O) 3 

(O , 1, 1, O, O, 1, 1, 1, 1) 9 
(O, O, 1, O, 1, 1, 1, 1, O) 11 
(O , O, 1, O, 1, 1, 1, O, 1) 13 
(O , O, 1, O, 1, 1, 1, O, O) 15 
(O , 1, 1, O, O, 1, 1, O, 1) 21 
(O, 1, 1, O, O, 1, 1, O, O) 23 

y4 + xyj + xy'2 + ( x'l, + x + 1 )y (O, O, 1, O, 1, O, 1, 1, O) 8 
+(x4 +x2 +1) (O, O, 1, O, 1, O, 1, 1, 1) 10 

(O , O, 1, O, 1, O, 1, O, 1) 14 
(O , O, 1, O, 1, O, 1, O, O) 20 
(1, o, o, o, 1, o, o, 1, 1) 28 
(1 , o, o, o, 1, o, o, o, 1) 36 

y4 + (x + l)y::s + x'2y'2 + (x::s + x'l, )y (O, 1, O, 1, O, 1, O, 1, 1) 7 
+(x4 + x2 + 1) (O , O, 1, 1, 1, 1, O, 1, 1) 25 

(O, O, 1, O, 1, 1, 1, O, O) 30 
y4 +xy'2+(x',j +l)y (O , O, 1, O, 1, O, 1, 1, O) 2 
+(x4 + x2 + 1) (O, O, 1, O, 1, O, 1, O, O) 22 

(O, O, 1, 1, O, 1, O, 1, 1) 32 
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representa o automorfismo projetivo de P2(F2) que leva a curva V(F) dada à esquerda para a cuida
dada na direita pelo nomeio correspondente à Tabela 4.1.

Vamos mostrar que a primeira classe de curvas dada na Tabela 4.2 é a única que atende as
propriedades requeridas para y(F), onde na segunda classe temos que n2 < 2 e as três últimas
são redutíveis sobre H'4. Chanlentos de hi, á = 1, . . , 5 os polinõmios dados na tabela 4.2 e Hi,{=
1, . - - , 5 suas homogeinizações.

Como todas as curvas não tem pontos racionais e n3 depende de n2, basta mostra.l que a
primeira tem dois places de grau 2 e a segunda menos que dois. Como descrito anteriormente, a
classe elos divisores canónicos é dada por

{2Qi, 2Qz,Fi},á = 1, . . . ,5

se tiverem dois places de grau dois e

{2Qi,E},Í = 1,-. - ,6 ou {8},Í = 1, ,7

se o corpo de futações tiver apenas um ou nehtmt place de grau 2. Mas os divisores canónicos são
dados pelas intersecções das sete netas racionais de P2(F2) com a curva.

Assim, basta verificam se o polinõmio obtido restringindo F à equação dessas regas é irredutível
ou o quadrado de un] irredutível de grau dois. Nas Tabelas 4.3 e 4.4 damos as regas e a restrição
de .F a cada uma delas.

Tabela 4.3: Divisores canónicos de V(.17i )

Lt :: X + y + Z
L2=X+y
Z,s= X+Z
La :: }' + Z
Z,s= X
L6 :: y
L7 -- Z

H'i(Z,2) = X4 + XZ3 + Z4
Ht(LS) = X4 + Xya + y4
Ht(Z4) = X4 + X2y2 + ya
Hi(Ls) = y4 + yZ3 + Z4
Ht(-L6) = X4 + X2Z2 + Z4
Hi(-L7) = X4 + Xy3 + y4

Tabela 4.4: Divisores canónicos de V(H2)

I'i

I'4
Z.'s

x+y+z
x+y
x+z
y+z
.x
y
Z

.fiÍ2(Z2) = Xa+ Xay+ X2Z2 + XZ3+ Z4
H2(-La) = X4 + Xys + y4

H2(-L4) = X4 + X3y + y4
H2(Ls) = y4 + yZ3 + Z4
H2(-L6) = Xa + X3Z + Z4

H2(-L7) = X4 + Xy3 + y4

Na Tabela 4.3, vemos que os polinõn)ios

#i(L4) = Xa+ X2y2+ y4 -(X2 +Xy+ y2)2 e

.27i(LO) = Xa+ X2Z2+ Z4 =(X2 + XZ + Z2)2

correspondem aos divisores 2Qi e 2Q2 e consequentemente o corpo de funções associado à V(-Zí] )
tem dois places de grau dois.
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representa o automorfismo projetivo ele JP>2(1F2) que leva a curva V(F) dada à esquerda para a curva 
dada na direita pelo número correspondente à Tabela 4.1. 

Vamos mostrar que a primeira classe de cmvas dada na Tabela 4.2 é a única que atende as 
propriedades requeridas para V(F), onde na segunda classe temos que n2 < 2 e as três últimas 
são redutíveis sobre IF4. Chamemos de hi, i = 1, · · · , 5 os polinômios dados na tabela 4.2 e Hi , i = 
1, · · · , 5 suas homogeinizações. 

Como todas as curvas não tem pontos racionais e n3 depende de n2, basta mostrar que a 
primeira tem dois places ele grau 2 e a segunda menos que dois . Como descrito anteriormente, a 
classe dos divisores canônicos é dada por 

se tiverem dois places de grau dois e 

{2Q1 , Fi},i = 1, · · · , 6 ou {~} ,i = 1, · · ·, 7 

se o corpo de funções tiver apenas um ou nehum pla.ce ele grau 2. JVIas os divisores canônicos são 
dados pelas intersecções das sete retas racionais de JP>2 (IF2 ) com a curva. 

Assim, basta verificar se o polinômio obtido restringindo F à equação dessas retas é irredutível 
ou o quadrado de um irredutível de grau dois . Nas Tabelas 4.3 e 4.4 damos as retas e a restrição 
de Facada uma delas . 

Tabela 4.3: Divisores canônicos de V(H1 ) 

L1 =X+ Y + Z 
L2=X+Y 

H1(L1) = X 4 + XY:1 + Y 4 

H1(L2) = x 4 + xz3 + z4 

H1(L3) = X 4 + XY 3 + Y 4 

H1(L4) = x4 + x2y2 + y4 
L3 =X+ Z 
L4 = Y + Z 
L5 =X 
L5 = y 
L1 = Z 

H1(L5) = Y 4 + yz3 + z4 

H1(L5) = X 4 + x 2z 2 + z4 

H1(L1) = X 4 + XY3 + Y4 

Tabela 4.4: Divisores canônicos de V(H2) 

L1 =X+ Y + Z 
L2 =X+ Y 
L3 = X+ Z 
L4 = Y + Z 
L5 =X 
L5 =Y 
L1 = Z 

H 2(L1) = X 4 + x:1y + X 2 Y 2 + XYJ + Y4 

H2(L2) = X 4 + X 3Y + x 2z2 + xz3 + z4 

H2(L3) = X 4 + XY3 + Y4 

H2(L4) = X 4 + X 3Y + Y4 

H2(L5) = Y 4 + yz3 + z 4 

H2(L5) = X 4 + X 3 Z + z 4 

H2(L1) = X 4 + XY3 + Y 4 

Na Tabela 4.3, vemos que os polinômios 

H1(L4) = X 4 + X 2Y2 + Y4 = (X2 + XY + Y 2 )2 e 

H1(L5) = X 4 + x 2z2 + z4 = cx2 + xz + z 2)2 

correspondem aos divisores 2Q1 e 2Q2 e consequentemente o corpo ele funções associado à V(H1) 
tem dois places de grau dois. 
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Por outro lado, todos os polinõmios da Tabela 4.4 são irredutíveis e logo o coi-po de funções
associado à 1''(.172) tem menos de dois places de grau 2.

Falta mostrar que os polinâmios Hi, á :: 3, 4, 5 são redutíveis sobre F4. Dias seja a um gerador
de IF4, então a Tabela 4.5 mostra decomposições dos hí.

Tabela 4.5: Decomposições dos h{,ã 3,4,5

Provámos assina, que a menos de ison]orfismo, existe un] único corpo de funções algébricas con:L
h = 2, g = 3 e rzl :: 0 e ele é dado por

K' = k(z, 3/) com y' + zy:3 +(aç + l)y+(aç4 + z2 + 1) = 0

Caso (n)
Com07zl:: l,n3::3 n2,0 Sn2 $3 temosque

Z,(t)=1 2t n2t2+(3 3n2)t3+2n2t4 8ts+8tc

Como antes, podemos excluir os casos n2 = 2 ou 3. Fican)os assim com

rzl := 1,7t2 0, n3 :: 3 ou ni = 1, n2 :: 1, n3 :: 2

Denotemos por P o único ponto racional do modelo canónico de K/k. Como K/Ã; é não
hiperelíptico, temos pelas proposições 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.4 que

{(A P) (k) l 1 = 2 e Z(k -- 2P) [(k) 2 - 1

(Obs. Estamos denotando por Ã; um divisor canónico genérico e o corpo k, porém fica clat'o quando
estamos falando do corpo ou do divisor). Assim, existem dois divisores J)l, Z)U de grau 3 mutua-
mente equivalentes e um divisor D de grau 2 tais que

#«.Dt+ P--.D2+ P''-,D +2P.

e nl = 1,n2 = 0,n3 = 3.
Clonlo n2 :: 0, o unico Z) tal que

h-D+2P

é 2P e temos que Z(4P) = 3 e Z(3P) = 2. Então lk PI tem três ((ql(k p)
elementos, ou seja,

1)/q l

lk PI Tt,T2}

onde Ti , T2 são places de grau 3

hs :; g/4 + zy3 + zyz + (=z + # + l)y
+(z4 + z2 + l)   (y' + (l + an)3/ + az' + a*)

(3/2 + (l + c12z)y + cv2z2 + a)
h4 + (z + l)Z/' + *'y'
+(z' + z')y + (z4 + z2 + l)   (y: + (az + a)y + z' + a)

(y' + (a':« + a')y + :«' + a')
hs + zy: + (z; + l)3/
+(aç4 + z2 + l)   (y' + (1 + 3)Z/ + a'z' + '-'z + a')

(Z/2 + (l + z)y + az2 + az + a)
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Por outro lado, todos os polinômios da Tabela 4.4 são irredutíveis e logo o corpo de funções 
associado à V(H2 ) tem menos de dois places de grau 2. 

Falta mostrar que os polinômios Hi,i = 3,4,5 são redutíveis sobre IF4. Mas seja o: um gerador 
de IF4, então a Tabela 4.5 mostra decomposições elos hi . 

Tabela 4.5: Decomposições dos hi, i = 3, 4, 5 

h3=y +xy· +xy +(x + x+l)y 
+(x4 + x2 + 1) 
h4 = y + (x + l)y· + x y 
+(x3 + x 2 )y + (x4 + x2 + 1) 
h5 = y + xy + (x' + l)y 
+(x4 + x2 + 1) 

(y + (1 + o:x)y + o:x + o: ) 
(y2 + (l + o:2x)y + o:2x2 + o:) 
(y +(o:x + o:)y+x +o:) 
(y2 + (a2x + o:2)y + x2 + 0:2) 
(y +(l+x)y+o: x +o: x+o:) 
(y2 + (1 + x)y + o:x2 + o:x + o:) 

Provamos assim, que a menos de isomorfismo, existe um único corpo de funções algébricas com 
h = 2, g = 3 e n1 = O e ele é dado por 

K = k(x, y) com y4 + xy3 + (x + l)y + (x4 + x2 + 1) = O. 

Caso (ii) 
Como n1 = 1, n3 = 3 - n2 , O :S n2 :S 3 temos que 

Como antes, podemos excluir os casos n2 = 2 ou 3. Ficamos assim com 

Denotemos por P o único ponto racional elo modelo canônico de J{ / k . Como K / k é nao 
hiperelíptico, temos pelas proposições 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.4 que 

l(k - P) = l(k) - 1 = g - 1 = 2 e l(k - 2P) = l(k) - 2 = 1. 

(Obs. Estamos denotando por k um divisor canônico genérico e o corpo k, porém fica claro quando 
estamos falando elo corpo ou elo divisor). Assim, existem dois divisores D1 , D2 ele gTau 3 mutua
mente eqlúvalentes e um divisor D de grau 2 tais que 

• n1 = 1, n2 = O, n3 = 3. 

Como n2 = O, o único D tal que 

k ~ D+2P 

é 2P e temos que l(4P) = 3 e l(3P) = 2. Então lk - PI tem três ((ql(k-P) - 1)/q - 1 = 3) 
elementos, ou seja, 

onde T1 , T2 são places de grau 3. 



4.4 PRO\a DO TEO[iEJ\4A 4.].2 45

Assim, podemos escolher z € .K de modo que (z) = h -- 3P e então {l,z} será uma base
de r(3P). Seja então {l,sç,y} uma base de r(4P) e então y tem um pólo em P de ordem
exatamente 4, pois

4 = up(4P) $ up(y) < --up(3P) = --3 --> up(3/) = 4

Como deg(12P) = 12 2 5 = 2g l temos que

Z(12P)=deg(12P) g+1=12 3+1=10.

Além disso, os ll elementos

{l,aç,z2, z3 za y zy,z23/,3/2,zy2,y3}

estão em e(12P), ou seja, existe uma relação

; + @i(z)y' + @2(a)y + @4(z) = 0,

onde #Í € #lzl,á = 1, 2 e 4, deg(@t) $ 1, deg(@2) $ 2 e deg(@4) = 4, pois z3 e g/4 são as únicas
funções tendo um pólo de ordem 12 em P, já que

IK' : k(z)l = deg((z)-) = deg(3P) = 3

l-K : k(Z/)l = cZeg((3/).) = deg(4P) = 4.

Fazendo a mudança de variável

y + éi (:«) ---, y,

a equação se torna

y3+(a2z2+ aiz + ao)y+(aç4+ b3zS + b2z2+ bt= + bo) = 0.

Procedendo de maneira análoga ao caso anterior podemos supor (z) = Tt 3P
place de grau 3 e

(y) - 4P (}''') (F')(X),

onde Q é um place de grau 4. Assim, temos que

F(0, y, Z) = y3Z+ aoyZ3 + boZ4 = Z(y3 + aoyZ2 + boZ3),

ou seja, ao = bo = 1. Do fato de

F(X, 0, Z) = X4+ b3X3Z+ b2X2Z2+ biXZs +'boga

, temos que

F(X,0,Z) = X4 + XZ3 + Z4,
X4 + X3Z + Z'4 ou
X4 -.F X3Z -F X2 4- Z

e

onde h é uml

ser irredutíveler i] e

2 + XZ3 + Z4
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Assim, podemos escolher x E K de modo que ( x) = T1 - 3P e então { 1, x} será uma base 
de ,C(3P) . Seja então {1, x, y} uma base de ,C(4P) e então y tem um pólo em P ele ordem 
exatamente 4, pois 

- 4 = -vp(4P) ::; vp(y) < -vp(3P) = - 3 =} vp(y) = -4. 

Como deg(l2P) = 12 2 5 = 2g - 1 temos que 

l(l2P) = deg(l2P) - g + l = 12 - 3 + 1 = 10. 

Além disso, os 11 elementos 

{1 2 3 4 2 2 , 2 3} ,x,x ,x ,x ,y,xy,x y,y ,xy ,Y 

estão em ,C(12P) , ou seja, existe mna relação 

y3 + </>1(x)y2 + </>2(x)y + q>4(x) = O, 

onde </>i E k[x],i = 1, 2 e 4, deg(</>1 )::; 1, deg(</>2)::; 2 e deg(</>4) = 4, pois x3 e y4 são as únicas 
funções tendo um pólo de ordem 12 em P, já que 

[K: k(x) ] = deg((x) 00 ) = deg(3P) = 3 

e 

[K: k(y) ] = deg((y) 00 ) = deg(4P) = 4. 

Fazendo a mudança de variável 

a equação se torna 

Procedendo de maneira análoga ao caso anterior podemos supor ( x) = T1 - 3P onde T1 é um 
place de grau 3 e 

(y) = Q - 4P = (F)(Y) - (F)(X), 

onde Q é um place ele grau 4. Assim, temos que 

ou seja, ao = bo = l. Do fato de 

ser irredutível, temos que 

F(X,O, Z) = X 4 + XZ3 + z4, 
x 4 + x 3 z + z4 ou 
_x4 + _x3 z + x2 + z2 + x z3 + z<1. 
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Tabela 4.6: (a2, ai,b3, b2, bi)

l
2
3

4
5

6

(1, 1, 1, 1, 1)
(l, o, l, l, l)
(o, l, l, l, l)
(o, o, l, l, l)
(l, l, o, o, l)
(l, o, o, o, l)

7. (0, 1, 0, 0, 1)
8. (0, 0, 0, 0, 1)
9. (1, 1, 1, 0, 0)
lO. (l, o, l, o, o)
ll. (o, l, l, o, o)
12. (0, 0, 1, 0, 0)

A Tabela 4.6 apresenta as possibilidades pala

(a2, al, b3, b2, bi) c Fg

Os casos 2., 3., 6., 7., 10. e 11. não servem, pois do contrário o ponto (1 : 1 : 1) € P2(À;) seria
outro ponto nacional, onde sabemos que o único ponto racional da. curva é (0 : 1 : 0). Prova-se,
usando argumentos semelhantes aos usados anteriormente, que existe uma única solução a
menos de isonioríismo, a saber,

K = k(z,y) com 3/3 +(=2 + z+ l)y+(z4+ aç3+ 1) = 0

para o caso em que ni = 1, n2 ;: 0, n3 :; 3

e nl = 1,n2 = 1,n3 = 2

Sabemos que existe unl divisor positivo de grau 2 tal que k «' Z) + 2P. Duas coisas podem
acontecer: Z) = 2P ou Z) = (2, onde Q é o único place de grau 2. Em qualquer caso,

2P .' Q e 4P «' 2Q

1. 4P é canónico.

Então Z(4P) = 3 e Z(3P) = 2 e

lk PI TI,T2}

onde Ti e T2 são places de grau 3 e

lkl 4P,Ti+ P,Ta+ P,Fi,F2,F3},

onde FI, Pe e F3 são places de grau 4. Escolhemos aç, Z/ C .l( de modo que

(z) = Ti -- 3P e (y) = FI 4P.

Por isso, {l, z} é uma base de r(3P) e {l, z, y} base de r(4P). Procedendo de naaneira
aná.Ioga aos casos anteriores, tentos que a menos de isoniorfisnio, existe un-la única
solução, a saber,

Ã' = A;(z, y) com Z/3 + g/ + (z4 + z3 + l) 0

para nl = 1, n2 = 1 e n3 :: 2
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1. (1, 1, 1, 1, 1) 7. (O, 1, O, O, 1) 
2. (1, o, 1, 1, 1) 8. (O, O, O, O, 1) 
3. (O, 1, 1, 1, 1) 9. (1 , 1, 1, O, O) 
4. (O, O, 1, 1, 1) 10. (1, O, 1, O, O) 
5. (1, 1, o, o, 1) 11. (O, 1, 1, O, O) 
6. (1, o, o, o, 1) 12. (O, O, 1, O, O) 

A Tabela 4.6 apresenta as possibilidades para 

Os casos 2., 3., 6., 7., 10. e 11 . não servem, pois do contrário o ponto (1 : 1 : 1) E IP'2 (k) seria 
outro ponto racional, onde sabemos que o único ponto racional ela cmva é (O: 1 : O) . Prova-se, 
usando argumentos semelhantes aos usados anteriormente, que existe uma única solução a 
menos ele isomorfismo, a saber, 

J( = k(x, y) com y3 + (x2 + x + l)y + (x4 + x3 + 1) = O 

para o caso en1 que n1 = 1, n2 = O, n3 = 3. 

• n1 = l,n2 = l ,n3 = 2. 

Sabemos que existe um divisor positivo de grau 2 tal que k ~ D + 2P. Duas coisas podem 
acontecer: D= 2P ou D= Q, onde Q é o único place ele grau 2. Em qualquer caso, 

2P ~ Q e 4P ~ 2Q. 

1. 4P é canônico. 

Então l(4P) = 3 e l(3P) = 2 e 

onde T1 e T2 são places de grau 3 e 

onde Fi, F2 e F3 são p laces de grau 4. Escolhemos x, y E K de modo que 

(x ) = T1 - 3P e (y) = F1 - 4P. 

Por isso, {1 ,x} é uma base de .C(3P) e {1,x,y} base ele .C(4P) . Procedendo de maneira 
análoga aos casos anteriores, temos que a menos de isomorfismo, existe uma única 
solução, a saber, 

K = k(x, y) com y3 + y + (x4 + x 3 + 1) = O 



4.4. PRO\a DO :TEOREMA 4.].2 47

2. 2P + Q é canónico
Temos então

Z(2P + Q) = 3 e Z(P + Q) = 2

Ainda

k PI Q,Ti,T2}
e

lhl - {2p + Q, p + n, p + Z, n, ,F4},

onde :a são places de grau 3 e .PIÍ são places de grau 4. Escolhemos =,y c K de modo
qtle

(z) = 2P + Q -- FI e (y) = F2 FI

Então {l, z,y} é base de r(FI). Procedemos como anteriormente obtemos o polinânlio
homogêneo

F(X,y,Z) .}''+(a- X + .oZ)}''+(b2X' + Z,iXZ+ boZ')y'
+(c3X3 + czX2Z + ciXZ2 + coZ3)y
+(d4X4+ d3X3Z + d2X2Z2 + diXZ3 + doze).

Considerando

(:«) (F')(Z) e (g) (}'') - (F')(Z)

temos que

F'(X, 0, Z) = d4X4+ dsX3Z+ d2X2Z2+ diXZ3+ doze

é irredutível, ou seja,

F(X,0,Z) € {X4 + XaZ+ Z4,X4+ XZ3 + Z4,

X4 + XaZ + X2Z2 + XZs + Z4}

Ainda

F(X, y, 0) = ey4 + aiXy3 + b2X2y2 + c3X3y + X4

C{X4+Xay+y4,X4+Xy3+y4,
X4 + X3y + X2y2 + Xy3 + y4}.

Como (F')(X) = 2P + Q, o polinâmio F'(0, y, Z) é o produto de um polinõmio de grau
2 irredutível por um de grau l ao quadrado, ou seja,

y4+ aoZy3 + boy2Z2 + coyZ3 + Z4 -(y2+ yZ + Z2)(y2 + Z2)

=ya+yZ3+ysZ+Z4

Usando argumentos como os usados anteriormente, prova-se que tal situação não é
possível.
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2. 2P + Q é canônico. 

Temos então 

l(2P + Q) = 3 e l(P + Q) = 2. 

Ainda 

e 

onde Ti são places de grau 3 e F1 são places de g;rau 4. Escolhemos x, y E K de modo 
que 

( x) = 2P + Q - F1 e (y) = F2 - Pi. 

Então {1, x, y} é base de C(Fi) . Procedemos como anteriormente obtemos o polinômio 
homogêneo 

F(X, Y, Z) = eY4 + (a1X + aoZ)Y3 + (b2X2 + b1X Z + boZ2)Y2 

+( c3X 3 + c2X2 Z + c1X Z2 + c0 Z 3 )Y 
+( d4X4 + d3X3 Z + d2X2 Z2 + d1X Z 3 + doZ4

). 

Considerando 

(x) = (F)(X) - (F)(Z) e (y) = (F)(Y) - (F)(Z) 

temos que 

é irredutível, ou seja, 

Ainda 

F(x,o ,z) E {X4 +x3z + z4,x4 +xz3 + z", 
x 4 + x 3z + x 2z2 + xz3 + Z4

}. 

F(X, Y, O) = eY4 + a1XY3 + b2X2Y2 + c3X3Y + X 4 

E {X4 +X3Y + Y 4,X4 + XY3 + Y 4
, 

x4 + x3y + x2y2 + xy3 + y4}. 

Como (F)(X) = 2P + Q, o polinômio F(O, Y , Z) é o produto de um polinômio de grau 
2 irredutível por um de grau 1 ao quadrado, ou seja, 

Y 4 + aoZY3 + boY2 Z 2 + coYZ3 + Z 4 = (Y2 + YZ + Z2)(Y2 + Z2
) 

= y4 + y z3 + y3 z + z4. 

Usando argumentos como os usados anteriormente, prova-se que tal situação não é 
possível. 



48 CAPITUL04. CLASSIFICAÇÃO

Concluímos assim, que as únicas possibilidades para K/É tei gênero g
Ã y) co:n:

3 e A :: 2 é para

Z/' + zy; + (z + l)y + (=' + «;' + 1)

y; + (z' + :« + l)y + (z' + :«: + l)
3 + Z/ + (z4 + z3 + 1) = 0,

rl] = 0, 7t2 = 2, rz3 :; 2;
nl = 1, n2 = 0, n3 :: 3;

rzJ = 1, rz2 = 2, rz3 ;:: 2;

4.4.2 g - 4

Da proposição 4.1.1, temos que h :; 2 é equivalente a ni = 0 e n2 = 3n2 -- 2n4 + 4. Assim,
temos que

Z.,(t) = 1+ ait + a2t2 + a3t3 + a4t4+ 2aStS+ 4a2t6+ 8ait7+ 16tS

onde

Í al= 3

J a2 = n2 +2
l a3 ' n3 3n2
1. a4 = 4rz2 3rz3 + 2

Nos casos em que rl[ = rz2 = 0, 0 < rz3 < 2, n4 :: 2 e n] :: 0, n2 :: 1, n3 :: 0, n4 = 3 temos que -t
tem 4 raízes com quadrado absoluto diferente de 1/2. Assim, os casos possíveis são:

(i) ni = rz2 = 0, 3 $ rz3 $ 6, n4 = 2

(ii) rzl = 0,n2 = 1,1$ rt3 $ 3,n4 = 3

(iii) rzl = 0,n2 = 2,7z3 = 0,rz4 = 3.

A função zeta é então dada por

z(t) = 1 + n2t2 + nata + !11-:E!!:lllZ-:!-Dt4 + 6ts + 22t6 + O(t7)

Teorema 4.4.1. Sega Ã./k ?lm c07po de /un.iões n.ão hipereíábtàco de género g = 4 e C seu mo-
delo carzó7zico em IP3(k). -Então C é a intersecção completa de uma línáca quádhca corrzpZetamente
imedutíuet 'D e uma superfície cúbica EI que pode ser escolhida raciovtalmente sobre k.

Demonstração. l51 n

Teorema 4.4.2. .4 merzos de ãsom.or$smo, as línácas s?lpe7/z'cães quádhcas .D absoZutamenée {m'e
dutz'ueás soZ)re B'ç são as seguintes;

. n2 + yz = 0. .4 super:/Zcáe sáng lar 2) é um cone com (q2 + q + 1) pontos rac orzaãs soZ,re É
E:êste um único sistema gerador racional, a saber, as li7thas racioTtaàs através do uéT'vice.

e =y-F''y(.z,t) = Q, onde ,y(.z,t) é uma joT"ma bináüa il-red'tttíuel. 'D é alma quádrica elíptica. Se
# temo;'y(.,t) +t'. Dé;-«com(q:+l)pomos«cá-«às«b«k ."''
contém ZinÀas racionais.
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Concluímos assim, que as únicas possibilidades para K / k ter gênero g = 3 e h = 2 é para 
I{ = k(x, y) com: 

y4 + xy3 + (x + l)y + (x4 + x 2 + 1) = O, n1 = O, n2 = 2, n3 = 2; 
y3 + (x2 + x + l)y + (x4 + x3 + 1) = O, n1 = 1, n2 = O, n3 = 3; 
y3 + y + (x4 + x3 + 1) = O, n1 = 1, n2 = 2, n3 = 2; 

4.4.2 g = 4 

Da proposição 4.1.1 , temos que h = 2 é equivalente a n1 = O e n~ = 3n2 - 2n4 + 4. Assim, 
temos que 

onde 

{ 

ª1 = -3 
a2 = n2 + 2 
a3 = n3 - 3n2 

a4 = 4n2 - 3n3 + 2 

Nos casos em que n1 = n2 = 0,0::; n3::; 2,n4 = 2 e n1 = O,n2 = l ,n3 = 0,n4 = 3 temos que L 
tem 4 raízes com quadrado absoluto diferente de 1/2. Assim, os casos possíveis são: 

(ii) n1 = O, n2 = 1, 1 ::; n3 ::; 3, n4 = 3 . 

(iii) n1 = O,n2 = 2, n3 = 0,n4 = 3. 

A função zeta é então dada por 

Teorema 4 .4. 1. Seja I{ / k um corpo de funções não hiperelíptico de gênero g = 4 e C seu mo
delo canônico em !P'3 ( k). Então C é a intersecção completa de uma única quádrica completamente 
irredutível D e uma superfície cúbica [, que pode ser escolhida racionalmente sobre k . 

Demonstração. [5] D 

Teorema 4.4.2. A menos de isomorfismo, as únicas superfícies quádricas D absolutamente irre
dutíveis sobre lFq são as seguintes: 

• x2 + yz = O. A superfície singular 1) é um cone com (q2 + q + l) pontos racionais sobre k. 
Existe um único sistema gerador racional, a saber, as linhas racionais através do vértice. 

• xy + 1(z, t) = O, onde 1(z, t) é uma forma binária irredutível. D é uma quádrica elíptica. Se 
k = lF2, temos 1(z, t) = z 2 + zt + t2. D é suave com (q2 + 1) pontos racionais sobre k e não 
contém linhas racionais . 
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y + zt = 0. .D é uma quádhca Aãperbóláca suave com (q + l)2 pontos racionais sobre k. EÍa
tem dois conjuntos de geradores racionais.

Z)emozzstraçâo. l61 n

Lema 4.4.2. Seja K/k um coT'po de juvtções vtão háperelíptico de gêvtero g - 4 e seja C seu modelo
caTtõnico erlt Va Çk]. Se denotarmos T)or N o número de sistemas lineares gtZ de Kjk, eTttão tentos
q#e 0 $ N $ 2 e;

(1) N t) se e somente se C está enl umü (luádüca elíptica

(2) N' l se e somente se C está em um cone

(3) N' 2 se e somevtte se C está em uma quádhca hiperbóticct

Z)emonstraçâo. Vamos mostram' que os únicos sistemas lineares gíl de C são obtidos por

{ (c)(Li)lí

onde {Lilá = 1,2,3} é um sistema gerador de 7). Assim, temos que Ar é igual ao número de
conjluitos geradores de 7) e pelo Teorema 4.4.2 temos provado o lema.

Suponha que existe um g:l ein -l(/k e seja /) C gà. Pelo teorema de Riemann-Roch temos que

z(k o) z(o) (o) + l g-3+1 4 0,

o« sda, {(k D) 2. Assim, temos dois divisores distintos Z)l , D2 C 7)K tal que

# -w D + Di «. .D + ZI)2

Dias os divisores canónicos de /(/É são obtidos pela intersecção dos planos racionais de P3(k) cona
o modelo canónico de K/k, ou seja,

D + D{ (C),Í = 1, 2

Seja 1, a intersecção dos planos 'l/l e Va. Então temos que

0 + 0i (C) (C) + 0{

e

O + Oe (C) (C) + Ol:,

o-,de 'upp(Z){) n surf(1);) = 0
Portanto,

O $ (-L)(C), o« seja, ;upp(-0) Ç -L

Vadios mostrar inicialmente que {(C)(-t{)lí = 1, 2, 3} é um gíl. Sejam VI o plano gerado por LI
e .L2, V2 gerado por L2 e Z'3 e V3 por -LS e -Li . Como estes planos são gerados por linhas racionais
eles também o são. Assim, (%)(C) é uill divisor canónico pata á - 1, 2, 3, ou seja,

(V%)(C) «' (q)(C) para todo l $ i,.j $ 3
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• xy + z t = O. 1) é uma quádrica hiperbólica suave com (q + 1)2 pontos racionais sobre k . Ela 
tem dois conjuntos de geradores racionais . 

Demonstração. [6] D 

Lema 4.4.2 . Seja ](jk um corpo de funções não hiperelíptico de gênero g = 4 e seja C seu modelo 
canônico em JP>3(k). Se denotarmos por N o número de sistemas lineares g5 de ](jk, então temos 
que O :S N :S 2 e: 

( 1) N = O se e somente se C está em uma quádrica elíptica. 

(2 ) N = 1 se e somente se C está em um cone. 

(3) N = 2 se e somente se C está em uma quádrica hiperbólica. 

Demonstração. Vamos mostrar que os únicos sistemas lineares g5 ele C são obtidos por 

{(C)(Li)li = 1, 2, 3} 

onde {Li ji = 1, 2, 3} é um sistema gerador ele TJ. Assim, temos que N é igual ao número ele 
conjuntos geradores de 1) e pelo Teorema 4.4.2 temos provado o lema. 

Suponha que existe um g5 em ](jk e seja D E g5. Pelo teorema de Riemann-Roch temos que 

l(k - D) - l(D) = deg(D) + 1 - g = 3 + 1 - 4 = O, 

ou seja, l(k - D)= l(D) = 2. Assim, temos dois divisores d istintos D1, D2 E 1Jg tal que 

Mas os divisores canônicos de J</k são obtidos pela intersecção dos planos racionais ele JP>3 (k) com 
o modelo canônico ele J</k, ou seja, 

D+ Di = (½)(C),i = 1, 2. 

Seja L a intersecção dos planos Vi e Vi - Então temos que 

e 

onde supp(DD n supp(D;) = 0. 
Portanto, 

D :S (L)(C), ou seja, supp(D) Ç L. 

Vamos mostrar inicialmente que {(C)(Li) ji = 1, 2, 3} é um g5 . Sejam V1 o plano gerado por L1 
e L2, Vi gerado por L2 e L3 e Vi por L3 e L1. Como estes planos são gerados por linhas racionais 
eles também o são. Assim, (¼)(C) é um divisor canônico parai= 1, 2, 3, ou seja, 

(¼)(C) ~ (½)(C) para todo 1::::; i,j::::; 3. 
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Mas

(Vi)(C) )(C) + (L2)(C)
(resp. (V2)(C) (C) + (Z.S)(C))
(resp. (V3)(C) (C) + (Li)(C)).

Assim,
(Vi)(C) - (V2)(C)

e

(Li)(C)+(L2)(C) «'(-L2)(C)+(-L3)(C)
(-LI )(C) «.. (-Z.,s)(C)

(Vi)(C) - (Va)(C) (Li)(C) + (Z.2)(C) «., (-Z.,3)(C) + (Z.i)(C)
(L2)(C) -. (L3)(C).

Portanto,

(-LI)(C) «.,(L2)(C) «'(Z.3)(C).

Considere D = (-Li)(C). Temos então que

i(k D) Z(D) (-0)+1 g

ou seja,

/(n) n) $ z(k p Q) Z(k) 2

onde P, Q C supp(Z)) e usamos que K/# é não hiperelíptico para termos que

i(k - p - Q) (k) - 2

Mas assim temos que

3$(qz(o) l)/(q l)$3::+Z(Z))=2.
Portanto {(C)(-Li)lí = 1, 2, 3} é uni g1l.
Por outro lado, vimos que cada divisor em um p4 está contido em uma reta racional.

disso, se escrevermos
Além

D

temos que esses pontos estão em unl& rega. À/las unia reta que não está em Z) intersecta Z) (con-
sequentemente C) em tio máximo dois pontos. Assim, cada p:l forma. um conjunto gerador para

nD

Semana .f(i/k e K2/k corpos de funções algébricas de género g :: 4 e Ci e C2 seus modelos
canónicos. Asstmla que

Ci = .Z) íi €1 e C2 = .Z) íl é:2

pala. alguma quádrica .D. Como CI e C2 são canónicos, então seus corpos de funções senão k-
isoinorfos se e somente se existe um automorfismo projetivo o- de Pa(k) fixando a quádrica 2) e tal
que a(€1) = é:2.

Vamos dividir o estudo em dois casos:

e K/# tem um sistema linear g:l. Isto implica que existe z C Ã.' transcendente sobre Ã; tal que
IK : Ã;(aç)l

e /(/k não tem sistema linear do tipo g:l. Isto implica que pai'a todo # C Ã.' transcendente soba'e
k temos que IK' : Ã;(z)j > 3.
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Assim, 

Porta.nto, 
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(Vi)(C) = (L1)(C) + (L2)(C) 

(resp. (Vi)(C) = (L2)(C) + (L3)(C)) 

(resp. (Vi)(C) = (L3)(C) + (L1)(C)) . 

(V1)(C) ~ (Vi)(C) ====} (L1)(C) + (L2)(C) ~ (L2)(C) + (L3)(C) 
====} (L1)(C) ~ (L3)(C) 
e 

(V1)(C) ~ (Vi)(C) ====} (L1)(C) + (L2)(C) ~ (L3)(C) + (L1)(C) 
====} (L2)(C) ~ (L3)(C). 

Considere D= (L1)(C). Temos então que 

l(k - D) - l(D) = deg(D) + l - g = O, 

ou seja., 

l(D) = l(k - D) ::; l(k - P - Q) = l(k) - 2 = 2, 

onde P , Q E supp(D) e usamos que K/k é não hiperelíptico para termos que 

l(k - P - Q) = l(k) - 2. 

Mas assim temos que 

3::; (ql(D) - l)/(q - 1) ::; 3 ====} l(D) = 2. 

Portanto {(C)(Li)li = 1, 2, 3} é um 9§· 
Por outro lado, vimos que cada. divisor em um 9j está contido em uma reta racional Além 

disso, se escrevermos 

temos que esses pontos estão em urna. reta. l\/Ias uma reta que não está em 'D intersecta 'D ( con
sequentemente C) em no máximo dois pontos. Assim, cada gj forma um conjunto gerador para 
V . □ 

Sejam Ki/k e K2/k corpos de funções algébricas de gênero g = 4 e C1 e C2 seus modelos 
canônicos. Assuma que 

para alguma. quádrica V . Como C1 e C2 são canônicos, então seus corpos de funções serão k
isomorfos se e somente se existe um automorfismo projetivo f5 de lP'3(k) fixando a quádrica 'D e tal 
que f5(l'1) = E2 . 

Va.mos dividir o estudo em dois ca.sos: 

• K/k tem um sistema linear gJ. Isto implica que existe x E K transcendente sobre k tal que 
[K : k(x)] = 3. 

• K / k não tem sistema linear do tipo gj. Isto implica que para todo x E K transcendente sobre 
k temos que [K : k(x)] > 3. 
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Existe um g:l

Lema 4.4.3. Sega Ã'/k um coz'po de /urzções rido hípereZlbtãco de gêrzero g = 4 e taZ qtle h = 2
e(êste ao menos um distem.a linear do tôpo g\, então e:êste tlm placa T de grau 3 tal que tl.r)
e 1(2T) = 4. Neste caso, ehste eratamente um s stema linear do tipo g:l.

Se
: 2

Z)emonslração. Como h = 2 temos que K/k atende a unia das condições (i),(ii),(iii). Mas em
todos esses casos os únicos divisores positivos de grau 3 são os próprios places. Assim, temos que a
existência de um gà é equivalente a termos n3 ? 3. Estan)os assim na situação (i) ou no caso (iii)
cona n3 2 3. Assim, o sistema g3 é dado por

D:li T2,Ta}

onde h «' T2 - T3 cona Z(Z) = 2,{ = 1, 2, 3. Se rt3 2 4 temos que

D;, '' ,Tn,}
é o conjunto de divisores de grau 3, onde

7: w 7} se l $ á $ 3 e 4 $ .j $n3

Se n3 ? 5 temos que Z(T4) = 2 pois

2$11T4ll=(ql(Ta) l)/(q 1)=21(Ta) l:::::>i(T4)?2

e logo igual a dois, pois n3 $ 6, ou sda, 7):Z seria outro gi. Vamos mostrar que isso é impossível.
Temos que .AO = n3(n3 + 1)/2 + rt6 e pelos coeficientes da função zela, obtemos que esse valor é

igual a 22, ou seja, n6 deve ser igual a l (seja P este place). Consideremos os seguintes conjuntos
de places formados pela forma 7t + Tj, l $ {, j $ 6:

(a) Oi = {Z + %l{,j = 1, 2, 3}. Este conjunto tem 6 elementos.

(b) C2 = {7t + %l{,.j = 4,5, 6}. Este conjLmto tem 6 elementos

(c) Ca = {7t +Tjlí = 1,2,3 e.j 4, 5, 6}. Este conjunto tem 9 elementos

Pela construção dos conjuntos, nenhum elemento de Ci ou C2 é equivalente a algum de O3
Mas a classe canónica contém

15 :: 24 l 1)/(q 1) eleme«tos,

mas isso é impossível, pois os únicos conjuntos com divisores de grau 6 equivalentes entre si são
possivelmente Ci U (.;2 U {P} ou (a U {P} e o primeiro tem 13 elementos enquanto que o segundo
tem 10 elementos.

Assim, estamos no caso em que k = W'U e

nl:: n2 ' 0,ns = 3,4, n4 = 2 ou ni:: 0,n2 = 1,n3 = 3,n4 = 3

Agora temos que os elementos de Ot são equivalentes entre si, ou seja,

2Ti«.rt+Ta

Dias T{ = (C)(-Li), á = 1, 2 onde -L{ são retas nacionais distintas de Z). Mas daí que o plano y gelado
pelas regas Li e L2 é racional, ou seja,

Ti + T2 ' (C)(Lt) + (C)(Z.2) (c)( }'')
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Existe um 95 
Lema 4.4.3. Seja K/k um corpo de funções não hiperelíptico de gênero 9 = 4 e tal que h = 2. Se 
e;âste ao menos um sistema linear do tipo 95, então existe um place T de grau 3 tal que l(T) = 2 
e l(2T) = 4. Neste caso, existe exatamente um sistema linear do tipo 95 . 
Demonstração. Como h = 2 temos que Kjk atende a uma das condições (i),(ii),(iii). Mas em 
todos esses casos os únicos divisores positivos de grau 3 são os próprios places. Assim, temos que a 
existência de um 95 é equivalente a termos n3 2 3. Estamos assim na situação (i) ou no caso (iii) 
com n3 2 3. Assim, o sistema 95 é dado por 

vt,1 = {Ti , T2 , T3} 

onde T1 ~ T2 ~ T3 com l(Ti) = 2, i = 1, 2, 3. Se n3 2 4 temos que 

Dt,2 = {T4, · · · , Tn3 } 

é o conjunto de divisores de g,Tau 3, onde 

Ti ?fJ T1 se 1 :S i :S 3 e 4 :S j :S n3. 

Se n3 2 5 temos que l(T,i) = 2 pois 

2 :S IIT,i ll = (i(T4 ) - 1)/(q - 1) = 2l(T<1) - 1 =? l(T,i) 2 2 

e logo igual a dois, pois n3 :S 6, ou seja, vt 2 seria outro 95 . Vamos mostrar que isso é impossível. 
Temos que A6 = n3(n3 + 1)/2 + n6 e pelos coeficientes da função zeta, obtemos que esse valor é 

igual a 22, ou seja, n6 deve ser igual a 1 (seja Peste place) . Consideremos os seguintes conjuntos 
de places formados pela forma Ti + T1, 1 :S i , j :S 6: 

(a) C1 = {T,; + T1li,j = 1, 2, 3}. Este conjunto tem 6 elementos. 

(b) C2 = {T,; + T1 li, j = 4, 5, 6}. Este conjunto tem 6 elementos. 

(c) C3 = {Ti +T1li = 1, 2,3 ej = 4, 5, 6} . Este conjunto tem 9 elementos. 

Pela construção dos conjuntos, nenhum elemento de C1 ou C2 é eqlúvalente a algum de C3. 
Mas a classe canônica contém 

15 = 24 
- 1 = (q9 - 1)/(q - 1) elementos, 

mas isso é impossível, pois os únicos conjuntos com divisores de grau 6 equivalentes entre si são 
possivelmente C1 U C2 U { P} ou C3 U { P} e o primeiro tem 13 elementos enquanto que o segundo 
tem 10 elementos. 

Assim, estamos no caso em que k = lF2 e 

Agora temos que os elementos de C1 são equivalentes entre si , ou seja, 

Mas Ti = (C)(Li ), i = 1, 2 onde Li são retas racionais distintas de 1J . Mas daí que o plano V gerado 
pelas retas L1 e L2 é racional, ou seja, 
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é um divisor canónico. Portanto deg(2TI) = g = 4 pois este é canónico
Portanto,

Z(TI) = 2, Z(2Ti) = 4 e {TI,T2,T3} é o único gâ de K/k

n

Seja T um peace de grau 3 de K/k tal que Z(T) = 2 e Z(2T) = 4 e sda {l, z} uma base de r(7').
Então (#). = T e IK : #(#)l = 3. Como i(2T) = 4 existe y C r(2T)\,C(7') tal que {l,z,z',y} é
uma base de C(2T). Temos então (lue (y)- = 27' e k(z, y) = K. Além disso, o conjunto

a = {1,z, ,=','y,='y, ,z'y,y',zy',z'y',y:3}

está em r(6T). Porém r(6T) é uln k-espaço vetorial de dimeílsão 15 e o conjunto a tem 16
elementos, ou seja, eüste uma. relação

F'(z,y) := y3+ @2(z)y'+ é4(n)3/+ Ú6(z) = 0 (4.2)

onde @Í(=) C #lzl e deg(éi) $ á, ã = 2,4, 6. Seja u y + Ó2(n). Então temos clue

&(z) Ç k(z, «) Ç É(z, 3/),

ou seja, k(3ç,t,) = #(aç,y) = Ã', pois do contrário y + Ó2(z) C k(#) :-:> y C É(z). Da e(luação 4.2
temos que

u; + @4(z)u + @õ(z) = 0, (4.3)

o«de Ú{(z) C #lzl e deg(@{(z)) $ ã, á 4, 6. Escrevemos

@4(z) = a4z' +

@6(z) :; b6z6 +

+ao
+bo.

Agora, as funções u3, z4t; e n6 são as únicas tendo um pólo de ordem 6 em T, por isso, a4 # 0 ou
a6 / 0. Substituindo t& :; l/# eni 4.3 e multiplicando por tt6 temos

(U'U); + (a4 + + aou')(a'u) + (b6 + + bou') (4.4)

Substituindo í = u2u en:L 4.4 obtemos a equação

Fi(u,t) := t3 +(a4+ ...+ aou4)t+(b6+ ...+ bouÕ) = 0. (4.5)

Os corpos de funções k(#,y)/k com F'(#,y) = 0 e k(u,t)/k com Fi(u,t) = 0 são iguais e o place
infinito a de k(#)/k corresponde ao place finito (u) de É(u)/k(pois u = 1/z). Assim, temos que
F(0, t) é um polinâmio irredutível, ou seja,

F(0, t) = t3 + a4t + bo = t3 + t + l

pois a4 ' l ou b6 = 1, se um deles não fosse igual a 1, então o polinâmio F(0, t) seria. redutível
sobre F2.

Hoinogeinizando a equação 4.5 em z temos

.FV(u, t, z) = t3z3 + (z5 + + aou4z)t + (z6 + . + bou6), (4.6)

52 CAPÍTULO 4. CLASSIFICAÇÃO 

é um divisor canônico. Portanto deg(2T1) = g = 4 pois este é canônico. 
Portanto, 

D 

Seja Tum place de grau 3 de K/k tal que l(T) = 2 e l(2T) = 4 e seja {1, x} uma base de .C(T). 
Então (x) 00 =Te [K: k(x)] = 3. Como l(2T) = 4 existe y E ,C(2T)\.C(T) tal que {1,x,x2,y} é 
uma base de .C(2T). Temos então que (y) 00 = 2T e k(x, y) = K. Além disso, o conjunto 

está em L(6T). Porém L(6T) é um k-espaço vetorial de dimensão 15 e o conjunto C tem 16 
elementos, ou seja, existe uma relação 

F(x , y) := y3 + </>2(x)y2 + <p4(x)y + </J5(x) = O 

onde <Pi (x) E k[x] e deg(</>i) ::::; i, i = 2, 4, 6. Seja v = y + </>2(x ). Então temos que 

k(x) Ç k(x, v) Ç k(x, y) , 

(4.2) 

ou seja, k(x , v) = k(x , y) = K , pois do contrário y + </>2(x) E k(x) ==> y E k(x ). Da equação 4.2 
temos que 

onde 'l/Ji (x) E k[x] e deg('l/Ji(x)) ::::; i, i = 4, 6. Escrevemos 

'lf;4(x) = a4x4 + ·· ·+ao 
'lf;5(x) = b5x6 + · · · + bo. 

(4 .3) 

Agora, as funções v3 , x4v e x6 são as únicas tendo um pólo de ordem 6 em T, por isso, a4 # O ou 
a5 -::/ O. Substituindo u = 1/x em 4.3 e multiplicando por u6 temos 

(4.4) 

Substituindo t = u2v em 4.4 obtemos a equação 

(4.5) 

Os corpos de funções k(x,y)/k com F(x,y) = O e k(u,t)/k com Fi(u,t) = O são iguais e o place 
infinito a de k(x)/k corresponde ao place finito (u) de k(u)/k(pois u = 1/x). Assim, temos que 
F(O, t) é um polinômio irredutível, ou seja, 

pois a4 = 1 ou b5 = 1, se um deles não fosse igual a 1, então o polinômio F(O , t) seria redutível 
sobre IF2 . 

Hornogeinizando a equação 4.5 em z temos 

( 4.6) 
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donde claramente o ponto infinito P = (0 : 1 : 0) é singular. Vamos mostrar que õp - 6, e da
fórmula do gêneio teremos que este é o único ponto singular' da curva y(f'Í), ou seja, a curva afim
C' = V(FI) é não singular. Desomogeinizando .lq(u, t, z) em t temos

F2(u, .) : l,,) z3 + (z5 + +aou'.)+(,'+ + bouõ) (4.7)

Fazendo tun Blow-up eni Fe temos

F2 (u, u.) U'Z; + (U5Z5 +

U'(Z: + (U'Z5 +

u'F3 (u, .)

+ a0?&'Z) + (U6Z6 +

+ aou'z) + (u*z6 +

+ bou6)
+ bou:))

obtendo assim um novo ponto C? de ordem 3. Fazendo um novo Blow-up em Fs desingularizamos
o ponto Q e da definição de (íp temos que

(5p «(« 1)/2 + rQ(rQ - 1)/2 = 3(3 1)/2 + 3(3 1)/2

Ficamos cona 12 possibilidades no caso (i) com 7z3 :: 4, 12 possibilidades para o caso (ii) com
n3 = 3 e nenhuma solução para (i) com n3 = 3. Usando isomoríismos do tipo # p- z + l e

r ---, l/z, existem 3 soluções dadas por Ã' - h(z, y) e

3/s+(z4 + a3 + l)y +(z6+ z3+ 1) = 0,
y3 + (a2 + # + l)2y + (zc + z5 + 1) = 0,

g/3 + (z4 + =1 + l)y + (z6 + z + 1) = 0,

rt] = 0, lz2 := 0, rt3
rzl :: 0, l}2 := 0, n3
rzl := 0, n2 = 1, zz3

4, n4 = 2;
4, rz4 = 2;
3, n4 = 3;

Vamos mostrar que as duas primeiras não são isomorfas. Sabemos que os modelos canónicos de
Ki/k e K2/k podem ser vistos como intersecção da quádrica /(z, 3/, z, t) = z2 + zt - 0 com cúbicas
CI e él2. Desomogeinizando / em z temos que t :: z2. Substituindo na equação de /{i/k (resp.
K2/k) temos q«e

y; + (t' + tz + l)y + (t; + tz + l)

(resp. y3+(t2 + t+ l)y +(t3 + t2z+ l)

Homogeinizando em z temos que C{ = y(s{),á 1, 2 com

sl
(resp. s2

+ tz + .')y + (t' + t#, + ,;)
= y3 +(t2+ tz + z2)3/ +(ta+ t2z + z3)

Temos que mostrar que não existe automorfismo de IP4(k) fixando a quádrica e tal que aplica
si em s2 + Z x / onde / é uma foinia de grau l(pois se a(sl) = s2 + Z x ./' então temos que

a(}'(sl)) = }'(s2+ Z x/) = }'(s2)).
Mas o grupo dos automorfismos de IN(k) fixando o cone (}'(aç2 + zt)) tem 48 elementos, cuja

forma geral é
/ 1 0 clc3 c2c4 \
l ai l a2 a.3 l

rT == 1 1l o o c] c2 l
\ 0 0 c, '. /

onde os coeficientes a{ e cj pertencem a É e cic4 + c2c3 = 1. Usando argumentos computacionais,
mostra-se que nenhum desses automorfismos envia sl em s2 + J x /, ou seja, K't/É não é k-isonlorfo
a. Kujk.
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donde clara.mente o ponto infinito P = (O : 1 : O) é singular. Vamos mostrar que op = 6, e ela 
fórmula do gênero teremos que este é o único ponto singular da curva V(F{), ou seja, a curva afim 

C = V(F1) é não singular. Desomogeinizanclo F{(u,t,z) em t temos 

Fazendo um Blow-up em F2 temos 

1l
3z3 + (1l

5z5 + · · • + a0u 5z) + (u6z6 + · · · + bo-1.i6) 
u 3(z3 + (u2z5 + · · · + aou2 z) + (u3z6 + · · · + bo-1.i3)) 
'l.l

3 F3(u, z). 

(4.7) 

obtendo assim um novo ponto Q de ordem 3. Fazendo um novo Blow-up em F3 desingularizamos 
o ponto Q e da. definição ele op temos que 

op = rp(rp - 1)/2 + rQ(rQ - 1)/2 = 3(3 - 1)/2 + 3(3 - 1)/2 = 6. 

Fica.mos com 12 possibilidades no caso (i) com n 3 = 4, 12 possibilidades para o caso (ii) com 
n3 = 3 e nenhuma solução para (i) com n 3 = 3. Usando isomorfismos elo tipo x 1-----) x + l e 
x 1-----) l/x, existem 3 soluções dadas por K = k(x, y) e 

y3 + (x4 + x3 + l)y + (x6 + x3 + 1) = O, 
y3 + (x2 + x + l)2y + (x6 + x 5 + 1) = O, 
y3 + (x4 + x3 + l)y + (x6 + x + l) = O, 

n1 = O,n2 = O,n3 = 4,n,i = 2; 

n1 = O,n2 = O,n3 = 4,n,i = 2; 

n1 = O,n2 = l,n3 = 3,n,i = 3; 

Vamos mostrar que as duas primeiras não são isomorfas. Sabemos que os modelos canônicos de 
I<i/k e I<2/k podem ser vistos como intersecção ela quádrica f(x,y,z,t) = x 2+ zt = O com cúbicas 
E1 e [z. Desomogeinizando f em z temos que t = x2. Substituindo na. equação de I<i/k (resp. 

I<2/k) temos que 

y3 + ( t2 + tx + l )y + ( t3 + tx + l) = O 
(resp. y3 + (t2 + t + l)y + (t 3 + t 2x + 1) = O). 

Homogeinizanclo em z temos que Ci = V (si) , i = 1, 2 com 

s1 = y3 + (t2 + tx + z2 )y + (t3 + txz + z3) 
(resp. s2 = y3 + (t2 + t z + z2 )y + (t3 + t 2 x + z3). 

Temos que mostrar que não existe automorfisrno de P4 ( k) fixando a quádrica e tal que aplica 

s1 em s2 + l x J onde f é uma forma de grau l(pois se cr(s1) = s2 + l x f então temos que 

cr(V(s1)) = V(s2 + l x f) = V(s2)). 
Mas o grupo elos automorfismos de P4(k) fixando o cone (V(x2 + z t)) tem 48 elementos, cuja 

forma geral é 

onde os coeficientes ai e Cj pertencem a k e c1c4 + c2c3 = 1. Usando argumentos computacionais, 
mostra-se que nenhum desses automorfismos envia s1 em s2 + l x J, ou seja, Ki/ k não é k-isorn.orfo 

a I<2/k. 
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Portanto, a menos de isomorfismo os únicos corpos de funções de gênero 4 e h
sistema g:l são dados por

2 tendo um

y3+(z4+z3+l)y+(z6+z3+1)=0, ni=0,n2=0,n3=4,n4=21
y3+(z2+z+l)2y+(açc+zs+1)=0, ni=0,n2=0,n3=4,n4=21
y3+(z4+aç3+l)y+(z6+n+1)=0, nl =0,n2=1,n3=3,n4=3.

Não existe um g&

Neste caso devemos ter rz3 < 3, pois do contrário teríamos dois places de grau 2 equivalentes e
então existiria z C K' tal (lue IK' : k(#)l = 3. Estamos então nos casos (ii) com

rzl = 0, n2 = 1, 1 $ n3 $ 2, n4 = 3

ou no caso (iii) cona

rz] = 0,n2 = 2,n3 = 0, n4 = 3

e('âso n] = 0,n2 = 1,1< n3 < 2,n4 = 3.

Seja C = 7) n f o modelo canónico de K/k. Podemos escolhem coordenadas homogêneas eni
Pa(k), (z : y : z : t), de modo que a equação de 'Z) é dada. por

J(",y,z,t) ZZ/ + zz + zt + tz = 0

Uma superfície cúbica € tem a equação da coima

se(z,z/,z,t) = )i: di,j,k,zz:üzkt' =o
{+j+t+z-3

Existem 20 monõnlios de grau 3 em 4 indéternainadas. Seja Z uma folha de grau l em
(z,y,z,t), ou seja, Z(z,y,z,t) = az + @+ cz+dt. Então temos que

Z x ./'(z, z/, z, t) = az2y + bzy2 + czpz + dn3/t + .17'(#, y, z, t)

Assim, podemos tomar Z de tal modo que

.(z, y, ,, t) (z, y, .,t) l x fl.z,y,z,t)

não depende dos nionõntios z2y, zg/2, zg/z e #yt. Assim, podemos considerar que a equação
de f é da forma

;(z, Z/, . , t) clz2z + c2z2t + c3zz2 + c4zt2 + CSzzt

+cõg/2z + czg/2t + c8yz2 + c9yzt + cioZ/t2
+ciizt2+ c12z2t + c13z3+ ct4t3+ cisz3+ ciõya -0

As coordenadas dos 5 pontos nacionais de Z) são

Pi
Pa ' (0
P3'(l
P4'(l
Ps

0

l
l
l
l

o : o)
o : o)
o : l)
l : o)
l : l)
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Portanto, a menos de isomorfismo os únicos corpos de funções de gênero 4 e h = 2 tendo um 
sistema gf são dados por 

y3 + (x4 + x3 + l)y + (x6 + x3 + 1) = O, 
y3 + (x2 + x + l)2y + (x6 + x 5 + 1) = O, 
y3 + (x4 + x3 + l)y + (x6 + x + l) = O, 

n1 = O,n2 = O,n3 = 4,n4 = 2; 
n1 = O, n2 = O,n3 = 4,n4 = 2; 
n1 = O,n2 = l ,n3 = 3,n4 = 3. 

Não existe um g½ 
Neste caso devemos ter n3 < 3, pois do contrário t eríamos dois places de gTau 2 equivalentes e 

ent ão existiria x E K tal que [K : k(x) ] = 3. Estamos então nos casos (ii) com 

ou no caso (iii) com 

• Caso n1 = O, n2 = 1, 1 :S: n3 :S: 2, n4 = 3. 

Seja C = V n [ o modelo canônico de K/k. Podemos escolher coordenadas homogêneas em 
!P'3(k), (x: y: z: t), de modo que a equação de TJ é dada por 

J(x, y, z, t) = xy + z2 + z t + t 2 = O 

Uma superfície cúbica [ tem a equação da forma 

so(x, y, z, t) = ~ d ijkl 
0 i,j,J.:,tX y Z t = Q 

i+j+k+l=3 

Existem 20 monômios de grau 3 em 4 indeterminadas. Seja l uma forma ele grau 1 em 
(x, y , z, t) , ou seja, l(x, y, z, t) = ax + by + cz + dt. Então temos que 

l x f( x, y, z, t) = ax2y + bxy2 + cxyz + dxyt + H( x, y , z, t). 

Assim, podemos tomar l de tal modo que 

s(x, y, z, t ) = so (x, y, z, t) - l x f( x, y, z, t) 

não depende elos monômios x 2 y , x y2 , xyz e xyt . Assim, podemos considerar que a equação 
de [ é ela forma 

s(x, Y, z, t) = c1x2z + c2x2t + c3xz2 + qxt 2 + C5xz t 
+ c6y2 z + c1y2t + csyz2 + cgyzt + c1oyt2 

+ cuzt2 + c12z2t + c13z3 + c14t3 + c15x3 + crny3 = O 

As coordenadas dos 5 pontos racionais de TJ são 

A = (1 : O : O : O) 
P2 = (O : 1 : O : O) 
P3 = (1 : 1 : O : 1) 
P4 = (1 : 1 : 1 : O) 
Ps = (1 : 1 : 1 : 1) . 
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Com nl = 0 e C = 7) n € temos que nenhum desses pontos está em f, ou seja,

ci6 = l
ciõ = l

c]4 := 1 + clo + c7 + c4 + c2
c13 = 1 + c8 + c6 + c3 + cl

c12 :; 1 + cll + c9 + c5.

Seja P o place de grau 2 de K'/F2, então Q = c'onF4/F2 (P)
de grau l de F4 Z(/F4. Assim. as possibilidades para Q são

.f)t + P2, onde Pi , Pu são places

C2i : a: : 0 : 1) + (a: : a : 0 : 1)
Q2 a' : 1 : 0) + (a' : a : 1 : 0)
Q3 = (a : a' : l : l) + (a' : a : l : l)
Qa 1 : 1 : a) + (0 : 1 : 1 :a')
Qs = (1 : 0 : 1 : a) + (1 : 0 : 1 : a2)
C?o = (0 : 0 : 1 : a) + (0 : 0 : 1 : a2)
Q7 ' (0 : 1 : a : 1) + (0 : 1 : a2 : l)
Q8 a' : a : 1) + (0 : a : a' : l)
Qo ' (1 : 0 : a : 1) + (0 : 0 : a2 : l)
Qio :0: a: l)+ (a : 0: a' : l)

onde cl é um elemento gerador de F4. Temos por exemplo

Ql= Q +-> .(a, a', 0, 1)
.(a', a, 0, 1)

(C4 + c7)a + (C2 + C10)a' + C14

(C2 + C«)a + (C4 + C7)a' + C:4
0

0

c4 + c7 :: l
c2 + clo - l

Prova-se que o subgrupo Ç do grupo de automorfismos de IP3(k) fixando Z) é isomorfo à SS,
o grupo de permutações de 5 elementos. Esse isomorfismo pode sei dado explicitamente
considerando esses elementos como os pontos 5 racionais de 7), ou seja,

g {a C .4ut(P3(k))la permuta PI , R}

Todos os places Q{ pertencem à mesma. órbita sob g. Ainda temos que o subgrupo de g
fixando Qi tem 12 elementos. Se considerarmos as cúbicas que contenham C?i e nenhum
outro Q.Í,.j :; 2, . . . , 10 teremos que existem 12 soluções isomorfas em cada um dos casos

rzl = 0, rz2 = 1, n3 :: 1, n4 = 3

e

ni = 0, rz2 = 1, n3 = 2, n4 = 3

Assim, a menos de isomorfismo, existem apenas duas soluções, que são

4.4. PROVA DO TEOREMA 4.1.2 

Com n 1 = O e C = 1) n E. t emos que nenhum desses pontos está em E., ou seja, 

C15 = 1 
C15 = 1 
C14 = 1 + ClQ + C7 + C4 + C2 

C13 = 1 + C3 + C5 + C3 + Cl 

C12 = 1 + cn + Cg + C5. 
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Seja P o place de grau 2 de K/IF2, então Q = Con1F4 /JF2 (P) = P1 +P2, onde Pi , P 2 são places 
de grau 1 de JF4K/JF4. Assim. as possibilidades para Q são 

Q1 = ( o: : o:2 : Ü : 1) + ( o:2 : o: : 0 : 1) 
Q2 = ( o: : o:2 : 1 : o) + ( o:2 : o: : 1 : o) 
Q 3 = ( o: : o:2 : 1 : 1) + ( o:2 : o: : 1 : 1) 
Q 4 = (O: 1 : 1 : o:)+ (O : 1 : 1 : o:2) 
Q5 = (1 : 0 : 1 : o:)+ (1 : O: 1: o:2) 
Q 6 = ( Ü : Ü : 1 : o:) + ( 0 : 0 : 1 : o:2) 
Q1 =(O : 1 : o:: 1) + (O : 1 : o:2 : 1) 
Q s = (O : o:2 : o:: 1) +(O : o:: o:2 : 1) 
Qg = (1 : O : o: : 1) +(O : O: o:2 : 1) 
Q10 = ( o:2 : Ü : O: : 1) + ( o: : Ü : o:2 : 1) 

onde a é um elemento gerador de JF 4. Temos por exemplo 

Q1=Q~ { s(o:, o:2, O, 1) = O 
s( o:2 o: O 1) = O 

' ' ' 

~ { (c4 + c7)0: + (c2 + c10)0:2 + c14 = O 
(c2 + c10)0: + (q + c7 )o:2 + c14 = O 

~ { c4+c1=l 

C2 + C!O = 1 

Prova-se que o subgrupo Ç do grupo de automorfismos ele lP'3 (k) fixando 1J é isomorfo à S5, 
o grupo de permutações de 5 elementos. Esse isomorfismo pode ser dado explicitamente 
considerando esses elementos como os pontos 5 racionais de V , ou seja, 

Todos os places Qi pertencem à mesma órbita sob Ç. Ainda temos que o subgrupo de Ç 

fixando Q 1 tem 12 elementos. Se considerarmos as cúbicas que contenham Q1 e nenhum 
outro Q1,j = 2, · · · , 10 teremos que existem 12 soluções isomorfas em cada um dos casos 

e 

Assim, a menos de isomorfismo, existem apenas duas soluções, que são 
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1. ni = 0,n2 :: 1, n3 :: 1, n4 :: 3

Í .f(z,y, ,, t) .' + ,t + t'
'l si(z,y,z,t) = z3 + z2t+ zz2 +zt2+ya + zt2 +t3 - 0

2. rz] 0,n2 = 1, n3 = 2,n4 = 3

/(z,y,,,t)
.] (z, 3/, ,, t)

ry + z2 + zt -F t2 :: 0
r3 + zut + zz2 + zzt + l/S
+y2t + yzt + zt2 -F ts = 0

Queienlos obter um modelo plano pata cada uma dessas cInTas, para tal, vamos criar uma
projeção de [pa(k) em ]P2(k) e considei'arnlos a curva. p]ana que é imagem das curvas acima.
Considere então as coordenadas homogêneas de P2(#) dadas por (u : u : w) e os abertos

U::y:,:w)CP:3(k)ly/0lÇP;(k)
e

}'' := {(u : u : w) c p''(k)lw # 0} Ç p''(k)

Clonsideramos o moríismo de V para U dado por

(u: u: l) ---,(u' + u« + u' : 1: «: u)

Assim, as soluções pat'a K/Ã; são com .K É(w,u) onde

1. rzl = 0,rz2 := 1,n3:= 1,n4:= 3 e

ua+ uus +(u + l)u4+(ua+ u)u3+ u3u2+(uõ+ u3 + u2)u
+u6 + us + 113 + 'u + 1 :: 0i

2. ni = 0,n2 :: l,n3 :: 2,n4 :: 3 e

ua+ uus+(u+ l)u4 + usu3 + 'u3u2 +(u5 + u3+ ló2+ u)u
+tlõ + us + u3 + tl + 1 = 0;

e nl = 0, n2 = 2, rz3 = 0, rz4 = 3.

Vamos mostiai que este caso é impossível. Tenros

22:; .4c :: n2(n2 + l)(n2 + 2)/6 + n2n4+ n6 = 4 + 6+ na

Então temos que n6 :; 12. Sejam Qi e Q2 os dois places de grau 2. Então

2Qi «, 2Q2 e Qi .' Q2

pois K/h é não hiperelíptico. Assina

3Qi -' Qi + 2(22 .' QU + 2QJ -, 3Q2,

ou sda, 3C?i ou 3Q2 é um divisor canónico pois h :: 2. Suponhamos sem perda de generalidade
que 3QJ é canónico. Seja C o modelo ca.pânico de K/Ã; em P3(k). Temos que os divisores
canónicos Qi + 2(1?2 e 3(1?3 são a intersecção dos planos racionais VI e V2 com C, os quais se
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{ 
f(x , y,z,t)=xy+z2 + zt+t2 =0 
s1(x,y,z,t) = x3 + x2t + xz2 + xt2 + y3 + zt2 + t 3 = O. 

{ 

f(x, y, z, t) =:_ 
s1 (x, y, z, t) -

xy + z2 + zt + t2 = O 
x3 + x2t + xz2 + xzt + y3 

+y2t + yzt + zt2 + t 3 = O. 

Queremos obter um modelo plano para cada uma dessas cmvas, para tal, vamos criar uma 
projeção de JP>3 (k) em 1P'2 (k) e considerarmos a curva plana que é imagem das curvas acima. 
Considere então as coordenadas homogêneas ele 1P'2 (k) dadas por (u: v : w) e os abertos 

e 

Consideramos o morfismo ele V para U dado por 

(u: v: 1) ~ (u2 + uv + v2
: 1 : v: u). 

Assim, as soluções para K/k são com J( = k(u, v) onde 

v6 + uv5 + (u + l)v4 + (u3 + u)v3 + u3v2 + (1t5 + u3 + u2 )v 
+u6 + u 5 + u 3 + u + 1 = O; 

v6 + 1w
5 + (u + l)v4 + u3v 3 + u3v2 + (u5 + u3 + u2 + u)v 

+1t6 + 1t5 + 1t3 + 1l + 1 = O; 

• n1 = 0,n2 = 2,n3 = O,n4 = 3. 
Vamos mostrar que este caso é impossível. Temos 

Então temos que n5 = 12. Sejam Q1 e Q2 os dois places de grau 2. Então 

pois I</k é não hiperelíptico. Assim 

ou seja, 3Q1 ou 3Q2 é um divisor canônico pois h = 2. Suponhamos sem perda de generalidade 
que 3Q1 é canônico. Seja C o modelo canônico ele K/k em JP>3 (k) . Temos que os divisores 
canônicos Q1 + 2Q2 e 3Q3 são a intersecção dos planos racionais Vi e Vi com C, os quais se 
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intersectam enl uma rega racional Li que passa por Qi. Além disso, o plano V2 é gerado poi
Li e lmla outra reta racional que passa por Q2, ou seja, existe tun ponto P que está em ambas
as netas. Consideremos a projeção de C para P2(k) através de P. Temos então uma curva
plana O := n-(C) que tem dois pontos singulares racionais obtidos pelas imagens de Qi e (22.
Como essa projeção é uma aplicação birracional, temos que os corpos Ã - Ã;(C) e k(n-(C))
são h-isonlorfos.

Podemos supor, fazendo transformação projetiva se necessário, que

«(VI) (z), r(V2)

e que os pontos singulares associados a QI e Q2 são respectivamente PI = (0 : 0 : 1) e
P2 ' (1 : 0 : 0). Seja F(z,3/,z) = 0 a equação de n-(C) que é um polinâmio homogêneo

de grau 6. Então F(0,y,z) = y6, pois yi intersecta C em 3Qi e F(z,0,z) = z2zú, pois V2
intersecta C em (?] + 2(l?2. Assim temos que

F(z, Z/, z) = z2z4 + Z/6 + zg/H(z, g/, z),

onde -lí é lun polinõmio honlogêneo de grau 4. Escrevemos

F'(r, 3/, .) = z2z4 + yO + aizyz4 + a2z Z/z + a3ryUz3
+a4z3yz2+ aSz23/2z2+ a6z3/Sz2+ a7z4yz
+a8zSy2z + a9z Z/ z + aiozy4z+ allzSy
+ai2z4Z/2 + a13zSy3+ a14zZy4 + atSzg/Õ

Desomogeinizando a curva em z, obtemos a equação da curva em PI, que será

F'(z,y,l) z' + zyH(z, y, 1) + Z/', (4.8)

donde temos ordp. (C) = 2.

Suponha que ai = 1, então a Equação 4.8 se bornal'ia

F(z,y, 1) = aç2+ z3/+ G(z,y) + z/6 = z(aç + 3/) + G(z,y)+ y6, (4.9)

onde a forma inicial de G(z, y) tem grau maior que dois. Dando uni Blow-up en] 4.9 teríamos
dois pontos racionais associados aos pontos (0, O) e (0, 1), mas isso é um absurdo. Conse-
quentemente ai := 0.

Assim, a equação 4.8 é da forma

f'(«, y, l) "'g/ + .a:"Z/' + ".«3/' + + 3/o. (4.10)

Dando um Blow-up en] 4.10 temos

F'(zg/,3/,l) = g2(z2+a2 2y+a3zy+a6zy2+ .. +g/4) (4.11)

Assim, existe um único ponto infinitesimamente próximo de P por esse Blow-up que chamemos
de Q. Pela mesma. razão usada edil 4.9, devemos ter a3 = 0. Fazendo um novo Blow-up em g
temosl

g(ZZ/, Z/) = g/2(açU + aaz2y + aozZ/ +

(z,y).
+y') (4.12)
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intersectam em uma reta racional L1 que passa por Q1. Além disso, o plano V2 é gerado por 
L1 e uma outra reta racional que passa por Q2, ou seja, existe um ponto P que está em ambas 
as retas. Consideremos a projeção de C para IP'2 (k) através de P. Temos então uma cmva 
plana C := 7r(C) que tem dois pontos singulares racionais obtidos pelas imagens de Q1 e Q2. 
Como essa projeção é uma aplicação birracional, temos que os corpos K = k(C) e k(7r(C)) 
são k-isomorfos. 

Podemos supor , fazendo transformação projetiva se necessário, que 

1r(Vi) = V(x), 7r(Vi) = V(y) 

e que os pontos singulares associados a Q 1 e Q2 são respectivamente Pi = (O : O : 1) e 
P2 = (1 : O : O). Seja F(x , y , z ) = O a equação de 1r(C) que é um polinômio homogêneo 
de grau 6. Então F(O, y, z ) = y6 , pois Vi intersecta C em 3Q1 e F(x, O, z ) = x 2z4, pois V2 

intersecta Cem Q1 + 2Q2 . Assim temos que 

F(x , y, z ) = x2z4 +y6 + xyH(x, y, z ), 

onde H é um polinômio homogêneo de grau 4. Escrevemos 

F( x , y , z ) = x2z4 + y6 + a1 x y z4 + a2x2yz3 + a3 xy2z3 

+a4x3yz2 + % X2y2 z2 + a6xy3z2 + a7x4yz 
+asx3y2z + agx2y3z + a10xy4z + aux5y 
+a12x

4y2 + a13x3y3 + a14x2y4 + a15xy5. 

Desomogeinizando a curva em z , obtemos a equação da curva em Pi, que será 

F(x, y, 1) = x2 + xyH(x , y, 1) + y6
, 

donde temos ordp
1 
(C) = 2. 

Suponha que a1 = 1, então a Equação 4.8 se tornaria 

F(x,y , 1) = x2 + xy + G(x,y) +y6 = x(x + y) + G(x,y) +y6
, 

( 4.8) 

( 4.9) 

onde a forma inicial de G(x , y) tem grau maior que dois. Dando um Blow-up em 4.9 teríamos 
dois pontos racionais associados aos pontos (O , O) e (O, 1), mas isso é um absurdo . Conse
quentemente a1 = O. 

Assim, a equação 4.8 é da forma 

Dando um Blow-up em 4.10 temos 

F(xy , y, 1) = y2 (x2 + a2x 2y + a3xy + a6xy2 + · · · + y4
) 

= y2g(x , y). 

( 4.10) 

(4.11) 

Assim, existe um único ponto infinitesimamente próximo de P por esse Blow-up que chamemos 
ele Q. Pela mesma razão usada em 4.9, elevemos ter a3 = O. Fazendo um novo Blow-up em g 

temos 

g(xy , y) = y2 (x2 + a2x2y + a6XY + · · · + y2
) 

= y2g1 (x , y) . 
(4.12) 
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Obtemos assim um novo ponto E de multiplicidade 2. Suponha que aa = 0, então a forma
inicial de g seria zu +y2 = (z+y)2 e dando um Blow-up teríamos um ponto nacional associado
a (0, 0),o que é un] absurdo. Portanto a6 = 1.

Assim, a forma inicial de g é dada por nu + zy + y2 = (z + a2y)(z + ay) onde a é um gerador
de F4. Obtemos assim, por um último Blow-up o place Qi.

l.Jsando a fórmula para õPI , obtemos

mp] (mpi -- 1) + mQ( ,Q -- 1) + mR(mR -- 1) . 3

Repetindo o processo, obtemos como equação para P2

F'(l,g/,z) :: aily+ ai2y2+ a7yz + a4yz2 + a8y z+ ai3y3+ ...+ z4 + yO

Como P2 é singular, então aii :: 0. Ainda, P2 tem multiplicidade 2 e é não ordinário, ou sela,

F(l,3/,z) = 3/2+ a4Z/z2 + a8y z + ai3y3 + + z' + 3/' (4.13)

Fazendo um Blow-up eni 4.13 obtemos

F'(l,y',,)(Z/'+«4Z/,+...+;'+y',') 'g,(y,). (4.14)

Confio anteiiorttlente, devemos ter a4 :: l e poi Blow-up, obtemos Q2. Assim, õP2 = 2 e
usando a fórmula do gênero, obtemos

4 - g(c) - {Z--:l:!!.--a >: Õ,, - !J >: õp ' io - >1: Õ,Pec Pec Pec

Assim, temos que

tiP ' 6 5 = 1,

ou seja, existe outro ponto P C O não singular. Este ponto deve ser racional de multiplicidade
2. Se o ponto fosse ordinário, com um único Blow-up obteríamos um outro place de grau 2 e
se esse ponto fosse não ordinário, obteríamos um place de grau 1. Ambos os casos não podem
ocorrer pelas condições sobre ni e n2.

Concluímos assim, que a menos de isonlorfisnlo, existem exatamente 5 corpos de funções não
hiperelípticos K/k com g = 4 e h = 2, eles são dados por K' - k(z, y) e

Z/3 +(z4+ z3 + l)Z/ +(z6 + z3+ 1) = 0,

g/; + (z' + z' + l)3/ + (n' + =' + 1)
Z/3 + (z4 + z3 + l)y + (z6 + z + 1) = 0,
g/c+ zg/s+(=+ 1)y4 +(aç3 + z)y3+ z3Z/2+
(z5 + =3 + z2)3/ -F(z6 + zs+ z3 + # + 1) = 0,

nl = 0, rz2 ;= 0, zz3 := 4, rz4
zzl = 0, n2 := 0, n3 := 4, n4
rtl :: 0, rt2 = 1, rz3 = 3, rz4
rzl :: 0, 7t2 = 1, 7z3 = 1, n4

2;

2;
3;
3;

Z/6 + zg/s + (= + 1)Z/4 + z3Z/3 + z2y2 + (z5+
z3 + a2 + z)y +(z6 + zs+ z3 + z + 1) = 0,

rzl = 0, n2 = 1, n3 = 2, n4 = 3
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Obtemos assim um novo ponto R de multiplicidade 2. Suponha que a6 = O, então a forma 
inicial de g seria x 2+y2 = (x+y) 2 e dando um Blow-up teríamos um ponto racional associado 
a (O, 0),o que é um absurdo. Portanto a6 = 1. 

Assim, a forma inicial de g é dada por x 2 + xy + y2 = ( x + ciy) ( x + ay) onde a é um gerador 
de lF 4. Obtemos assim, por um último Blow-up o place Q1. 

Usando a fórmula para ó p 1 , obtemos 

ôp = mp1 (mp1 - 1) + mQ(mQ - 1) + mR(mR - 1) = 
3 2 . 

Repetindo o processo, obtemos como equação para P2 

F(l ) 2 2 2 3 4 6 , y , z = auy + a12Y + a7yz + a4yz + asy z + a13Y + · · · + z + y . 

Como P2 é singular, então an = O. Ainda, P2 tem multiplicidade 2 e é nã.o ordinário , ou seja, 

F(l ) 2 2 2 3 4 6 ,y,z =y +a4yz +asy z +a13y +· · ·+ z +y. (4.13) 

Fazendo um Blow-up em 4.13 obtemos 

(4.14) 

Como anteriormente, devemos ter a4 = 1 e por Blow-up, obtemos Q2 . Assim, óA = 2 e 
usando a fórmula do gênero, obtemos 

(n - l)(n - 2) ~ 5 · 4 ~ ~ 
4 = g(C) = 

2 
- L..., ôp = -

2
- - L..., ôp = 10 - L..., ôp. 

PEC PEC PEC 

Assim, temos que 

I: Ôp = 6- s = 1, 
PEC\{Pi ,P2} 

ou seja, existe outro ponto P E C não singular. Este ponto deve ser racional de multiplicidade 
2. Se o ponto fosse ordinário, com um único Blow-up obteríamos um outro place de gTau 2 e 
se esse ponto fosse não ordinário, obteríamos um place de grau 1. Ambos os casos não podem 
ocorrer pelas condições sobre n1 e n2. 

Concluímos assim, que a menos de isomorfismo, existem exatamente 5 corpos de funções não 
hiperelípticos K/k com g = 4 e h = 2, eles são dados por J( = k(x, y) e 

y3 + (x4 + x 3 + l)y + (x6 + x 3 + 1) = O, 
y3 + (x4 + x 2 + l)y + (x6 + x5 + 1) = O, 
y3 + (x4 + x 3 + l)y + (x6 + x + 1) = O, 
y6 + x ys + (x + l)y4 + (x3 + x)y3 + x3y2+ 

(x5 + x3 + x2 )y + (x6 + x5 + x3 + x + 1) = O, 

y6 + x y5 + (x + l)y4 + x3y3 + x2y2 + (xs + 
x 3 + x2 + x )y + (x6 + x5 + x 3 + x + 1) = O, 

n1 = 0,n2 = 0,n3 = 4,n4 = 2; 
n1 = O, n2 = O, n3 = 4, n4 = 2; 
n1 = O, n2 = 1, n3 = 3, n4 = 3; 
n1 = O, n2 = 1, n3 = 1, n4 = 3; 
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4.4.3 g - 5

Temos que

É(t) 1+ att + aUt2+ a3t3+ a4t4 + aSt5 + 2a4tÕ + 4a3t7
+8a2t8 + 16ait0 + 32tto,

onde

(.Z3 :: 72,3

a4 ' n4 3n3
a5 = 4nS 3n4 + 2

Pela Proposição 4.1.1 temos que estudar os casos

(i) mi nu n4

Neste caso
l e rz5 = 4

L(t) 1 3t + 2t2 + ts 3ta + 6ts
6t6 + 4Í7 + 16Z8 48to + 32tio. (4.15)

(ii) rzl = rz2 = rz3 = 0, 0 $ rz4 $ 3 e rt5 = 2
Neste caso

z.(t) 1 -- 3t + 2t2 + n4t4 + (2 -- 3rz4)tS
+2nata + 16t8 -- 48to + 32tio. (4.16)

Em todos os casos L(t) tem 4 zeros com quadrado absoluto diferente de 1/2.
Portanto, não existem soluções pala /{/k não hiperelíptico com g = 5 e A :: 2

4.4. PROVA DO TEORE1VIA 4.1.2 

4.4.3 g = 5 

Temos que 

onde 

L(t) = 1 + a1t + a2t2 + a3t3 + a4t4 + a5t5 + 2a4t6 + 4a3t7 
+8a2t8 + 16ait9 + 32t10 , 

ai= -3 
a2 = 2 
a3 = n3 
a4 = n4 - 3n3 
a5 = 4n3 - 3n4 + 2 

Pela Proposição 4.1.1 temos que estudar os casos 

(i) n1 = n2 = n4 = O, n3 = 1 e n5 = 4 

Neste caso 

L(t) = 1 - 3t + 2t2 + t 3 - 3t4 + 6t5 

-6t6 + 4t7 + 16t8 - 48t9 + 32t1º. 

(ii) n1 = n2 = n3 = O, O :s; n4 :s; 3 e n5 = 2 

Neste caso 

L(t) = 1 - 3t + 2t2 + n4t4 + (2 - 3n4)t5 

+2n4t6 + 16t8 - 48t9 + 32t10 . 

Em todos os casos L(t) tem 4 zeros com quadrado a bsoluto diferente de 1/2. 
Portanto, não existem soluções para J( / k não hiperelíptico com g = 5 e h = 2. 
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(4.15) 

(4 .16) 
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Apêndice A

Corpos de funções quadráticos

Seja K/k um corpo de funções sobre k = FV o corpo com q elementos de gênero g $ 1 com É
como corpo de constantes. O corpo .K é uma extensão algébrica e finita de k(#) para algum z C .K
que é transcendente sobre É.

Definição A.O.l. .Derrotamos por;

B h o diúsor ctass ttumber de Kjk;

B S. o conjunto dos placas de KJK sobre o peace in$Ttito (\l=à de kÇxàlk;

. B, o /echo ãntegrai de klzl em #;

e h. ü ordem do ideal class group de R,; chamaremos h. o ideal clctss number;

8 'DoÇS=] o grupo dos divisores de grau zero de k coTTL s'upovte eTTL S.;

e 'P(.S.) o grupo dos divisores phTtcãpais com suporte em S,

Temos a fórmula dada por

h T -- h''nz

onde n. := mdcldeg(P)IP € S,} e r, := «'d(Do(S,)/7:'(S=)).

l)eRnição A.0.2. Seja K/k ulrl cotão de juvtções nlgébr'ices com gênero g > Q

. K'/k é quadrático se ezãste z C Ã' tramscendenÉe sopre k tal qae l.K : #(#)l = 2.

. $e ezá;t. z C .K t"nsc.nd'nte t'i q«e l.K : É(#)l = 2 . IS=1 = 1, dizemos que K/h(n) é am«
extensão quadrático im,agináT'ia.

. Se e«í.t. :« c K t.í q«. IÃ' : k(z)l =
quadrátíca real.

A.l Corpos de funções quadráticos
Seja K/A um corpo de funções quadrático. Para algum z C .K temos l.Z( : k(z)l = 2 e deg(z)- =

2, onde (#)- denota o divisor pólo de z. Então X' = k(#, Z/), onde F(z, y) = 0, com F c k(z)lyl e
degy(F) = 2. K/h é um corpo de funções elíptico se g = 1 e um corpo de funções hiperelíptco se

dizemos que KJK Çnls,2 e - 2, ( é wma ezterzsãot,zf.

(A.l)
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Apêndice A 

Corpos de funções quadráticos 

Seja K / k um corpo de funções sobre k = IF q o corpo com q elementos de gênero g ~ 1 com k 
como corpo de constantes . O corpo K é uma extensão algébrica e finita de k(x) para algum x E K 
que é transcendente sobre k . 

Definição A.0.1. Denotamos por: 

• h o divisor class number de K / k; 

• Sx o conjunto dos places de I< / k sobre o place infinito ( 1 / x ) de k ( x) / k; 

• Rx o fecho integral de k[x] em k; 

• hx a ordem do ideal class group de R x; chamaremos hx o ideal class number; 

• 'Do(Sx) o grupo dos divisores de grau zero de k com suporte em Sx; 

• P(Sx) o grupo dos divisores principais com suporte em S x. 

Temos a fórmula dada por 

(A.l) 

onde nx := mdc{deg(P) IP E Sx} e rx := ord('Do(Sx)/P(Sx)). 

Definição A.0.2. Seja K/k um corpo de funções algébricas com gênero g > O. 

• K/k é quadrático se existe x E K transcendente sobre k tal que [K: k(x) ] = 2. 

• Se existe x E J( transcendente tal que [K: k(x)] = 2 e ISx l = 1, dizemos que I</k(x) é uma 
extensão quadrática imaginária. 

• Se existe x E K tal que [I< : k(x)] = 2 e ISx l = 2, dizemos que K/k(x) é uma extensão 
quadrática real. 

A.1 Corpos de funções quadráticos 

Seja K/k um corpo ele funções quadrático. Para algum x E J( temos [K : k(x)] = 2 e deg( x )00 = 

2, onde (x) 00 denota o divisor pólo de x. Então J( = k(x,y), onde F(x , y) = O, com F E k(x)[y] e 
degy(F) = 2. K/k é um corpo ele funções elíptico se g = 1 e um corpo de funções hiperelíptco se 
g "2. 2. 
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A.l.l Places de um coi'po de funções quadrático
Os places finitos de h(sç)/k são classificados pelos polinõmios nlânicos irredutíveis de klzl e

temos ainda o peace infinito correspondendo à (l/z). Seja P C P'(k(#)) ttm peace qualquer. Como
IK' : k(z)l = 2 existem no máximo dois places distintos sobre P e seus graus são divisíveis pelo grau
de P. l.limos então que

}l: /(p'lP) e(p'jP)
p'lp

(A.2)

Três possibilidades podem ocorrer

Definição A.l.l. -í. Se eàste se«.ente um peace P' sobre P com deg(P') = deg(P), /(p'jP) =
l e e(p'lP) = 2 então dizemos que P rama/íca.

2. $e e«êste somente wm plane P' sobre P com deg(P') = 2 . deg(P), /(p'lP) = 2 e e(p'lP) = l
evttão dizemos que P está inerte.

3. Se ezãstem dois pZaces P', P" sobre P com deg(P") = deg(P') = deg(P), /(p"jP) = /(p'jP) =
l e e(p"lP) = e(p'lP) = 1 .ntâo dá«m« q«. o pZ«e cinde.

Aplicamos então este resultado pala o place infinito P de #(z)/k usando a notação da equação
A.l. Temos então:

1. Se P ramifica, existe um único place P' sobre P, deg(P') = 1, n.
extensão quadrático .K/k(z) é imaginária.

1, r, = 1 e h. = h. A

2. Se P está inerte, existe tml único plane P' sobre P, deg(P')
A extensão quadrática. K/h(z) é imaginária.

2, ri, = 2, r. = 1 e h. = 2h

3. Se P cinde, existem dois places P', P" sobre P, deg(P')
extensão (luadrática. K/k(n) é real.

d.g(P") l e r:r 2 2. A

Observação A.l.l. Para eslwdar o caso onde a eztemsão K/k(z) é qwadrátáca imaginada íamos
de estudar as duas seguivttes situações:

1. K/k tem \lnl plüce P de grau 'úTIl tal que Ç=]., :: 2P e h - 'Z

2. K/k tem hm plüce Q de grau dois tal que Ç=à.. Q eh=l

A.1.2 (corpos de funções elípticas

Definição A.1.2. [/m corpo de /urzções K/k ronde k é o c07'po das constantes de K'.) é alto umz
corpo de funções elípticas se possui as seguintes prophedades:

1. 0 género de KJK é g - \

2. .Erísée um díüsor .A C .Z)K com deg-A l

Repare que a condição 2 dessa definição é atendida se k é algebricamente fechado ou um corpo
finito.

Proposição A.l.l. Seja -K/k um c07po de /urzções eZãbtácas
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A .1.1 Places de um corpo de funções quadrático 

Os places finitos de k(x)/k são classificados pelos polinômios mônicos irredutíveis de k[x] e 
temos ainda o place infinito correspondendo à (1/x). Seja P E IP'(k(x)) um place qualquer. Como 
[I< : k(x)] = 2 existem no máximo dois places distintos sobre P e seus graus são divisíveis pelo grau 
ele P. Temos então que 

~ f(P' IP) · e(P' IP) = [I<: k(x)] = 2 (A.2) 

P'IP 

Três possibilidades podem ocorrer: 

Definição A .1.1. 1. Se existe somente um place P' sobre P com deg(P') = deg(P), f(P' IP) = 
1 e e(P'IP) = 2 então dizemos que P ramifica. 

2. Se existe somente um place P' sobre P com deg(P') = 2 · deg(P) , f(P'IP) = 2 e e(P'IP) = 1 
então dizemos que P está inerte. 

3. Se existem dois places P' , P" sobre P com deg(P") = deg(P') = deg(P), f(P" IP) = f(P' IP) = 
1 e e(P" IP) = e(P'IP) = 1 então dizemos que o place cinde. 

Aplica.mos então este resultado para o place infinito P de k(x)/k usando a notação da equação 
A.1. Temos entã.o: 

1. Se P ramifica, existe um único place P' sobre P , deg(P') = 1, nx = l , rx = l e hx = h . A 
extensão quadrática I</k(x) é imaginária. 

2. Se P está inerte, existe um único place P' sobre P, deg(P') = 2, nx = 2, rx = l e hx = 2h. 
A extensão quadrática I</k(x) é imaginária. 

3. Se P cinde, existem dois places P' , P" sobre P, cleg(P') = deg(P") = 1, nx = l e rx ~ 2. A 
extensão quadrática I</k(x) é real. 

Observação A.1.1. Para estudar o caso onde a extensão I</k(x ) é quadrática imaginária temos 
de estudar as duas seguintes situações: 

1. I</k tem um place P de grau um tal que (x) 00 = 2P eh= 2. 

2. I</k tem um place Q de grau dois tal que (x) 00 = Q eh= l. 

A .1.2 Corpos de funções elípticas 

Definição A.1.2. Um corpo de funções I</k (onde k é o corpo das constantes de I<) é dito um 
corpo de funções elípticas se possui as seguintes propriedades: 

1. O gênero de I</k é g = l. 

2. Existe um divisor A E 7JK com degA = l. 

Repare que a condição 2 dessa definição é atendida se k é algebricamente fechado ou um corpo 
finito. 

Proposição A.1.1. Seja I</k um corpo de f1mções elípticas. 
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(a) Se ca,(k) # 2, .«ãst':«', z, y C -K t«ás que K É(z,g) e

y' (#) C klzl (A.3)

com wm roíam(5mío ZÍure de quadrados /(z) C Élzl de grau S

(b) Seca,(h) tem:«,3/C F' tais quem k(z,Z/) e

Z/2 + y = /(z) C klzl com deg/(z) (A.4)

g/2+Z/ z+ l corri a,bCkea?é0. (A.5)

Demonstração. Escolha um divisor -A de grau un]. Pelo teorema. de Rienlann-Roch, dám(.4) =
deg(.A) + 1 -- g = 1 (deg(.4) = 1 > 0 = 2g 2). Por isso, .A é equivalente a um divisor .A' 20
de grau um. Mas então ..4' = P é um place de P'(/('). Consideremos agora a sequência de espaços
vetoriais

# ÇZ(P)ÇZ(2P)Ç...Çr(nP)Ç-.. .(A.6)
Como 2g 2 = 0 e deg(áP) = { teillos que r(P) = k e r((i+ l)P) 9 /l(ÍP) para { > 0. Escolhemos
então elementos zi,yt C Ã' de modo que zl C Z:(2P)\r(P) e yi C Z(3P)\Z(2P). Seus divisores
Pólos são

(zi)- = 2P, (yi)- = 3P.

Como IÃ' : k(zi)l = deg(zl). = deg(2P) = 2 e IK : (Z/l)) = deg(Z/l)- = deg(3P) = 3 te-nos
que K' = k(gl , yi)

Os 7 elementos l,zi,3/i,nf,ziyi,zf,y? estão em ,C(6P) e dÍm(6P) = 6, ou seja, existem
ai,bi,ci,di,el,/t,gl € k tal que

(A.7)

aiZ/il + blzlyl + ci3/i = dizii+ eiz2 + /izi + gl (A.8)

O coeficiente al # 0, pois do contrário yi C k(zl) e da mesma forma dl # 0 pois do contrário
IÃ. : k(yi)l < 3. Multiplicando a equação A.8 por atd? e tomando y2 := a?diyi e z2 := atdlzt
obtemos que K = A(z2, y2) e

Z/g + (b,«, + c,)y, zg + e2z: + /2z2 + g2 (A.9)

onde b2, c2, e2, /2, g2 C k. Dividimos atola nos casos em que car(k) = 2 e car(k) # 2

(a) car(k) # 2.
Consideramos y := 3/2 + (b2#2 + c2)/2 e z := z2 e teremos Ã' = k(g, y) e

z3 + .,2 + b:« + c /(z) C hlzl (A.IO)

com a,b,c C k. Falta mostrar que /(z) é livre de quadrados. Suponha o contrário, então
/(z) = (z -- c-)'(z -- P) com a,/3 C k. Considere então o elemento z := y/(z c*). Então
z2 . z /3 e .K = k(aç, z) = k(z). Então K/h é racional, o que é um absurdo.

(b) car(É) = 2.
Á/. b2z2 + c2 # 0.
De fato, se b2a2 + c2 = 0 então y2 C Ã;(z2), isto é, K/k(z2) é puramente inseparável de grau
2. À'las sabemos que o único corpo intermediário k Ç; -Ko Ç .l( tal que K/-Z(o é puramente

A.l . CORPOS DE FUNÇÕES QUADRÁTICOS 

(a) Se car(k) -::J 2, existem x , y E K tais que J( = k( x, y) e 

y2 = f(x) E k[x] 

com 1tm polinômio livre de quadrados f(x) E k[x] de grau 3. 

(b) Se car(k) = 2, existem x ,y E F tais que K = k(x, y) e 

ou 

y2 + y = f( x ) E k[x] com degf(x ) = 3, 

1 
y2 + y = x + --b com a, b E k e a -::J O. 

ax+ 
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(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

Demonstração. Escolha um divisor A de grau um. Pelo teorema de Riemann-Roch , clim,(A) = 
deg(A) + 1 - g = l (deg(A) = 1 > O = 2g - 2) . Por isso, A é equivalente a um divisor A' 2 O 
de grau um. Mas então A' =Pé um place de I?(K) . Consideremos agora a sequência de espaços 
vetoriais 

k = .C(O) Ç .C(P) Ç .C(2P) Ç · · · Ç .C(nP) Ç · · · . (A.6) 

Como 2g- 2 = O e deg(iP) = i temos que .C(P) = k e .C((i+ l)P) ~ .C(iP) para í > O. Escolhemos 
então elementos x1,Y1 E J( de modo que x1 E .C(2P)\.C(P) e Y1 E .C(3P)\.C(2P) . Seus divisores 
pólos são 

(x1)= = 2P, (y1)= = 3P. (A.7) 

Como [K : k(x 1)] = cleg(xi) 00 = cleg(2P) = 2 e [K : k(y1)] = deg(y1) 00 = cleg(3P) = 3 temos 
que K = k( x1, Y1)-

0s 7 elementos 1, X1 , Yl , xf) X1Y1 ) xr ) yf estão em .C(6P) e dim(6P) = 6, ou seja, existem 
a1 , b1 , c1, d1 , e1, fi , 91 E k tal que 

(A.8) 

O coeficiente a 1 -::J O, pois do contrário y1 E k(x1) e da mesma forma d1 -::/ O pois do contrário 
[K : k(y1)] < 3. Niultiplicando a equação A.8 por af df e tomando Y2 := afcl1Y1 e x2 := a1d1x 1 
obtemos que K = k(x2, Y2) e 

(A.9) 

onde b2, c2, e2, h , g2 E k . Dividimos agora nos casos em que car(k) = 2 e car(k) -::J 2. 

(a) car(k) -::J 2. 
Consideramos y := Y2 + (b2x2 + c2)/2 e x := x2 e teremos K = k(x , y) e 

y2 = x 3 + ax2 + bx +e= f( x ) E k [x] (A.10) 

com a,b,c E k . Falta mostrar que f( x ) é livre de quadrados. Suponha o contrário, então 
f( x ) = (x - a)2(x - /3) com a,/3 E k. Considere então o elemento z := y/(x - a). Então 
z2 = x - {3 e K = k( x, z ) = k(z ). Então K/k é racional, o que é um absurdo . 

(b) car(k) = 2. 
Af. b2x2 + c2 -::/ O. 
De fato , se b2x2 + c2 = O então Y? E k(x2) , isto é, K/k( x2 ) é puramente inseparável de grau 
2. Mas sabemos que o único corpo intermediário k Ç Ko Ç J( tal que K/ Ko é puramente 
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inseparável de grau p é o corpo KP, então X;(z2) = K'P. Entretanto, o gênero de k(z2)/h é
zero e o gênero de KP/k é um. Esta contradição prova a afirmação.

Considere agora y3 := yu(b2 + c2) i. Então K' = h(aç2,y3) e

g + 3 =(ó2z2+c2)''(=!+e2zg+/2z2+g2). (A.ll)

Se bu = 0, o lado direito de A.ll é o polinântio /(za) C Alz21 de grau 3 e temos o caso A.4

Se b2 / 0 o lado direito de A.ll pode ser escrito da forma

(b2Jç2 + c2)2 + b,z, + c2
(A.12)

com u,u,m,w' C k e u 7é 0. Como k é perfeito, m :: m"2 para algum 10" c # e o elentento
y4 := y3 + w"(b2z2 + c2)'i satisfaz a equação

Pã + y4 = u2n2 + u2 + i;;;:;' ce (A.13)

com 'u2,u2, 2 C À; e u2 :; u / 0. Também, o coeficiente w2 7é 0 (pois do contrário .K
k(z2, 3/4) seita racional). Tomando 3/ := g/4 e z := u2z2 + t12 obtemos -K = k(n, y) com

. 1

z/' + z/ ' " + i;.n (A.14)

coill a, b C # e a / 0

n

A próxima proposição nos diz que cada uma das equações A.3, A.4 e A.5 definem um corpo de
funções elípticas.

P:'oposição A.1.2. (a) c«(k) # 2. S«p.nA« que K' k(z,y) c.m

Z/' (z) C klal, (A.15)

onde .f(.=) é um polãvtâmio livre de quadrados de grau 3. Covisidere a decontposição .f(.=) =
cH:;ipi(aç) de /(z) em um produto de polànómãos mõnácos ím'edwtúeás pá(z) C Ã;lzl com
0 # c C k. Oemote por a C P'(k(:«)) o peace de É(z) correspondente a PÍ(z), e -f)m C P'(h(a))
o pólo de =. Então valem üs seguintes a$rmações:

]

2.

3.

k é o corpo as coltstüntes de K, e Kjk é um corpo de jun.ções elípticas.

A e=teltsão KJKÇ=à é cíclica de grau 'Z. Os l)lcLces Pt,. . . ,P, e P.« são rawti$cados ewl
KJXt=à; cada um deles tem e=atamente uma extensão elll k, digamos Q\, . . . , Q. e Q.,
e demos qwe e(Q:f l B) = e(Q- l Pm) = 2, degQj = degPj e degQm = 1.

P\,. . . ,Pr e P«, são os únicos T)faces de k(.=) que são raííti$cados em KJKÇ=], e o difer-
eTtte de K/kt=] é

Dã#(-K/k(#)) = 0i + . . . + Q, + Q..
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inseparável de grau pé o corpo J(P, então k(x2) = J(P_ Entretanto, o gênero de k(x2)/k é 
zero e o gênero de J(P / k é um. Esta contradição prova a afirmação. 

(A.11) 

Se b2 = O, o lado direito de A.11 é o polinômio f(x2) E k[x2] de grau 3 e temos o caso A.4. 

Se b2 -/=- O o lado direito de A.11 pode ser escrito da forma 

w w' 
VX2 + U + ----~ + ----

(b2x2 + c2)2 b2x2 + c2 
(A.12) 

com u, v, w, w' E k e v -/=- O. Como k é perfeito, w = w"2 para algum w" E k e o elemento 
Y4 := Y3 + w"(b2x2 + c2)- 1 satisfaz a equação 

(A.13) 

com v2, u2, w2 E k e v2 = v -/=- O. Também, o coeficiente w2 -/=- O (pois do contrário J( = 
k(x2, y4) seria racional). Tomando y := y4 ex:= v2x2 + 'l.l2 obtemos J( = k(x, y) com 

com a, b E k e a-/=- O. 

1 
y2+y=x+-

ax+b 
(A.14) 

D 

A próxima proposição nos diz que cada uma das equações A.3, A.4 e A.5 definem um corpo de 
funções elípticas. 

Proposição A.1.2. (a) car(k) f=. 2. Suponha que K = k(x, y) com 

y2 = f(x) E k[x], (A.15) 

onde f(x) é um polinômio livre de quadrados de grau 3. Considere a decomposição f(x) = 
c II=l Pi(x) de f(x) em um produto de polinômios mônicos irredutíveis Pi(x) E k[x] com 
O-/=- c E k. Denote por Pi E IP'(k(x)) o place de k(x) correspondente a Pi(x), e P= E IP'(k(x)) 
o pólo de x. Então valem as seguintes afirmações: 

1. k é o corpo as constantes de I<, e I</k é um corpo de funções elípticas. 

2. A extensão K/k(x) é cíclica de grau 2. Os places Pi, ... , Pr e P00 são ramificados em 
I</k( x); cada um deles tem exatamente uma extensão em k, digamos Q1, .. . , Qr e Q00 , 

e temos que e(Qj I Pj) = e(Q= 1 P00 ) = 2, degQj = degPj e degQ00 = 1. 

3. Pi, ... ,Pr e P00 são os únicos places de k(x) que são ramificados em I</k(x), e o difer
ente de I</k(x) é 

Diff(I</k(x)) = Q1 + ... + Qr + Qoo. 
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(b) car(k) = 2. 5'tzpon.Aa qtze K = #(z,y) com.

Z/' + Z/ = /(z) € #lzl com deg/(z) = 3, (A.16)

y2+y=z+ l caIR a,bc k e a7é 0.

OenoÉe por Pm C P'(k(z)) o pólo de z em k(#) e por P' C F'(h(z)) o ze
(no caso A..17). Então aialem as seguivttes a$1mações:

1. k é o corpo das constantes de K, e Kjt é um corpo de funções elípticas.
2. A extensão KJK(.=) é cíclica de grau '2. Os úvticos plctces de kÇxÕ que ramificam em

KJK (Eà são

. Pm, no ca« (A.16);

. Pm e P', no c«o (A.17).
Seja Q. (respectiuüme«te Q' no caso ÇÀ..V7)) .« ente«\são de P. (respectiuame«te P' )
em KJK. Então degQ. = degQ' = \ e

ow(K/k(")) - { 2o=1-F 2Q'
- « (A.16)
- c«« (A.17)

Definição A.1.3. .4 equação .4.g escuta como

yz + alzy+ a3Z/ = zJ+ a2zz + a4z+ ao

é chamada Q equctção de 'WeierstrcLss do corpo de funções elípticas Kjk.

Definição A.1.4. ,4 partir dos ua ares al, a2,a3la4) a6la8 C k dl:i/ínzdos e77z .4.].3 dei/í7zá?rios os
seguiTttes lialores:

e b2 := a? + 4a2;

e b4 :;= 2a4 + alar;

e b6 :;: aã + 4aÕ;

e b8 ::: a?a6 + 4a2a6 -- ala3a4 + a2aã aã;

e c4 := óg -- 24b4;

e cC ::; ó8 + 36b2b4 216b6;

e A := --blbõ 8ólÍ -- 27óã + 9b2b4b6;

. .j := clÍ/Z\.

O valor b. é eram.cedo o discriminante da equação de Weierstrüss de KJK e o valor ii é chamado o
j-àT\variante do coT"po de funções KJK.

Definição A.1.5. (Jonsádere a cu«,a aZgéZ,hca plana aÉm (7, dada por F(z, y) = y' + aizy + a3y

(za + a2z2 + a4z + a6) = 0. -Esta é chamada a cu7"0a eZlbtica associada à -K/É

Proposição A.1.3. (a) Á cu a O pode ser caracfeMzada com.o segue;

ro de az + b

(A.17)

em k(z)

(A.18)
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(b) car(k) = 2. Suponha que J( = k(x,y) com 

y2 + y = f(x) E k[x] com degf(x) = 3, (A.16) 

ou 
2 1 

y + y = x + --b com a, b E k e a =J O. (A.17) 
ax+ 

Denote por P00 E IP'(k(x)) o pólo de x em k(x) e por P
1 

E IP'(k(x)) o zero de ax + b em k(x) 
(no caso A.17 ) . Então valem as seguintes afirmações: 

1. k é o corpo das constantes de I< , e K/k é um corpo de funções elípticas. 

2. A extensão K/k(x) é cíclica de grau 2. Os únicos places de k(x) que ramificam em 
K/k(x) são 

• P00 , no caso (A.16); 

• P00 e P
1

, no caso (A.17) . 

Seja Q00 (respectivamente Q
1 

no caso (A.17)) a extensão de Poc, (respectivamente P
1

) 

em K/k . Então degQ= = clegQ
1 

= 1 e 

{ 
4Q no caso (A.16) 

Diff(I</k(x)) = 2Q= :2Q 1 no caso (A.17) 

Definição A.1.3. A equação A.9 escrita como 

(A.18) 

é chamada a equação de Weierstrass elo corpo de funções elípticas K/k. 

Definição A .1.4. A partir dos valores a1,a2,a3,a4,a5,as E k definidos em A.1 .3 definimos os 
seguintes valores: 

• b2 := ar + 4a2; 

• b5 : = a~ + 4a5; 

• bs := ªiª6 + 4a2a5 - a1a3a4 + a2a~ - at 

• C4 := b§ - 24b4; 

• C5 := b~ + 36b2b4 - 216b5; 

• 6. := - b§bs - 8b~ - 27bg + 9b2b4b5 ; 

• j := d/t::. . 

O valor 6. é chamado o discriminante da equação de Weierstrass de ]( / k e o valor j é chamado o 
j-invariante do corpo de funções ]( / k. 

Definição A .1. 5. Considere a curva algébrica plana afim C, dada por F(x, y) = y2 + a1xy + a3y
(x3 + a2x2 + a4x + a5) = O. Esta é chamada a curva elíptica associada à K/k. 

Proposição A.1.3. (a) A curva C pode ser caracteriz ada como segue: 
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(i) a é nâo singular se e sorrzente se A # 0.
(ii) C tem um nó éponlo sángtz/ar ordináho,) se e somente se Z\ = 0 e c4 # 0
(iii) C tem urrza clíspãde se e somzente se A = c4 = 0

(b) Duas curvas elípticas são {somorfas (sobre k) se e somente se elas têm o mesmo j-ãnuahante

(.c) Dado jo C k ehste uma culpa elíptica (definida sobre k(jo)), com j-inuahante igual a jo

A.1.3 Corpos de funções hiperelípticas
Definição A.1.6. Um c07po de /uniões K/É; é chamado hãpereZibtãco se o c07po K' gerado rezas
rclzões de diferem\dais de pr'imeãro tiT)o é diferente de K

Teorema A.l.l. t/m c07po de /uniões K/k com g > 1 é AdpereZlbtãco se e somente se ezãste um
c07po A Ç /(o Ç .l( taZ que ZÍo/h é um corpo de /uniões de género 0 e IK' : .f(ol = 2. Em pari calar,
se É é .Przáto temos que K/# é hápereZzbtáco se e somzenle se ehsZe z C Ã' tal que l-K : É(z)j = 2.

Observação A.1.2. .4 Fartar de agora, consíderarrzos corria de$náção de c07po de /ünções Ampere/ib
ligas um corpo de junções K/k de gêttero g Z '2 que contém um co'rTO de Juxtções racioTtais kÇx\ Ç: K
com IÃ. : k(z)l = 2, onde A = B'ç é o corpo ./ináÉo com q elementos.

Lema A.l.l. (a) t/m. corpo de Acções K/É de género g ? 2 é hãpereZ@tãco se, e somerzte se,
ezãste um divisor .4 C 'Z)K corra degÁ ;; 2 e dá7rz.A 2 2.

ÇbÕ Todo col'po de funções KJK de género 2 é hiperelíptico

Da definição de divisor especial, temos que o divisor obtido acima o é, por isso, seu sistema
linear é um gl . De fato, um corpo de funções hiperelíptico tem exatan)ente um sistema linear' g4
(Z) pertence a ele) que é livre de pontos base. Se g = 2, o sistema canónico é um gi e K'/k é
hiperelíptico (exatamente o que diz o segtmdo item do Lema anterior). Seja g 2 2 e -Z) qualquer
divisor en[ gi, então Z) é chamado de divisei' hiperelíptico. Se Z) = 2P, onde P é uii] place de
grau uni, então dizemos que P é um ponto hiperelíptico e se .ZI) = Q, onde Q é um place de grau
dois, então dizemos que (i2 é um place hiperelíptico.

Então existe um z C .K tal que K/#(aç) é quadrático imaginária se e somente se K/k tem un]
place hiperelíptico ou um ponto hiperelíptico.

Observação A.1.3. Como IK' : k(#)j = 2, o rz?ímero rzi de pZaces de grau um de qualquer como
hipereZ@lãco -K/É é no máãmo 2(q + l). OZ,serre que, se n] < 2(q + 1), K/É tem um poria
hãperel€1)Ligo ou um peace hiperelíl)ligo e se vtl. é 'ímpar, e'ntão KJK tem um 'ponto hiperetíptico.
Evttão, se KJK é hipere\íT)Ligo tal que 'n\ < 2Çq-F \), e:êste um = C K tat que K/k(.=] é uma,

e=tevtsão quadrático ivitagináha.

DeHnição A.1.7. Sda K'/#(z) 'uma ezterzsâo quadrátáca e sÜa P o placa ánánÍto de A(z)/k.

(.a) Se P ramiltca, então (.=).. = 2P', onde P' é uíll palito hiperelíptico. Para qualquer inteiro
n, 0 .$ n $ 2g ferrão.s

[(nP') = dámkr(nP') = in/2J + ] (A.19)
Clh.üntaremos este caso de caso rctnti$cctdo.

(b) $e P não ramada, então (#). = Q-, .nde Q- é um peace ípereZÜtáco ou é ãguaZ a PI + Pe
Para um {nÉeáro n, 0 $ n $ g tentos

Z(nQ-) = dÍmkr(nQ.) = n + l (A.20)

Se P está ineüe, chamaremos este caso de caso 'Inerte

66 APÊNDICE A. CORPOS DE FUNÇÕES QUADRÁTICOS 

(i) C é não s·ingular se e somente se !:::.. =/- O. 

(ii) C tem um nó (ponto singular ordinário} se e somente se!:::..= O e c4 =/- O. 

(iii) C tem uma cúspide se e somente se !:::.. = c4 = O . 

(b) Duas curvas elípticas são isomorfas (sobre k} se e somente se elas têm o mesmo j-invariante. 

(e) Dado jo E k existe uma curva elíptica (definida sobre k(jo)), com j-invariante igual ajo. 

A.1.3 Corpos de funções hiperelípticas 

Definição A.1.6. Um corpo de funções K/k é chamado hiperelíptico se o corpo K' gerado pelas 
razões de diferenciais de primeiro tipo é diferente ele K. 

Teorema A.1.1. Um corpo de funções K/k com g > 1 é hiperelíptico se e somente se existe um 
corpo k Ç Ko Ç K tal que Ko/k é um corpo de funções de gênero O e [K: Ko] = 2 . Em particular, 
se k é finito temos que K/k é hiperelíptico se e somente se existe x E K tal que [K: k(x)] = 2. 

Observação A.1.2. A partir de agora, consideramos como definição de corpo de funções hiperelíp
ticas um corpo de funções K/k de gênero g 2 2 que contém um corpo de funções racionais k(x) Ç K 
com [K: k(x)] = 2, onde k = IFq é o corpo finito com q elementos. 

Lema A.1.1. (a) Um corpo de funções K/k de gênero g 2 2 é hiperelíptico se, e somente se, 
existe um divisor A E T)I< com degA = 2 e dimA 2 2 . 

(b) Todo corpo de funções K / k de gênero 2 é hiperelíptico. 

Da definição de divisor especial, temos que o divisor obtido acima. o é, por isso, seu sistema 
linear é um g½ . De fato, um corpo de funções hiperelíptico tem exatamente um sistema linear g~ 
(D pertence a ele) que é livre de pontos base. Se g = 2, o sistema canônico é um g½ e K/k é 
hiperelíptico ( exatamente o que diz o segundo item do Lema anterior). Seja g 2: 2 e D qualquer 
divisor em g½, então D é chamado de divisor hiperelíptico. Se D= 2P, onde Pé um place de 
grau um, então dizemos que Pé um ponto hiperelíptico e se D= Q, onde Q é um place de grau 
dois, então dizemos que Q é um place hiperelíptico. 

Então existe um x E K tal que K / k( x) é quadrática imaginária se e somente se K / k tem um 
place hiperelíptico ou um ponto hiperelíptico. 

Observação A.1.3. Como [K : k(x)] = 2, o número n1 de places de grau um de qualquer corpo 
hiperelíptico K/k é no máximo 2(q + 1). Observe que, se n 1 < 2(q + 1) , K/k tem um ponto 
hiperelíptico ou um place hiperelíptico e se n1 é ímpar, então K/k tem um ponto hiperelíptico. 
Então, se K/k é hiperelíptico tal que n1 < 2(q + 1) , existe um x E K tal que K/k(x) é uma 
extensão quadrática imaginária. 

Definição A.1.7. Seja K/k(x) uma extensão quadrática e seja P o place infinito de k(x)/k. 

(a) Se P ramifica, então (x) 00 = 2P', onde P' é um ponto hiperelíptico. Para qualquer inteiro 
n, O ::; n ::; 2g temos 

l(nP') = climkC(nP') = ln/2J + 1 

Chamaremos este caso de caso ramificado. 

(A.19) 

(b) Se P não ramifica, então (x)00 = Q00 , onde Q00 é um place hiperelíptico ou é igual a Pi+ P2. 
Para um inteiro n, O ::; n ::; g temos 

(A.20) 

Se P está inerte, chamaremos este caso de caso inerte. 
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Se K/k é hiperelíptico e ;ç(z) é um subcorpo de K com l-K : k(aç)l = 2, a extensão é separável.
Portanto K/k(z) é uma extensão cíclica de grau 2. Pala o caso enl que car(k) # 2, temos a seguinte
proposição.

Teoten\a }i-.L.2. Seja KJK um cor'po de funções hiT)erelíT)rico de género g. Então el;istem =, U e K
Z qu K'

(a) Se car(k) = 2
F'(z, Z/) (g)y + Õ2(z)

onde Q'{ C klzl, deg(©{) $ i(g + 1) pa« í = 1, 2.

(b) Se car(k) # 2

Então ehstem z, y C K tg Z

tadráticas imaginárias

(A.21)

F'(z,y)
onde / C Alzl, deg(/) = 2g + l ou 2g + 2 e / é ZÍure de quadrados

No caso em que car(É;) # 2, temos o seguinte e mais preciso resultado:

Teor'ema A.1.3. .Assuma que car(k) # 2.

l.aÕ Seja KJK um corpo de f'unções hiperelíplLicas de gêTtero
K = k(z,y) e

y' (z) C klrl,

para uzrz roíam(5máo /lute de quadrados /(n) de grau 2g + l ou 2g + 2.

(b) Reciprocamente, se Ã' = #(z,y) e g/2 = /(z) c klzl para umz poZ nómào Ziure de quadrados /(#)
de grau m > 'L, então Kjk é hiT)eretíT)rico de género

. Í (m 1)/2 « m= 1(mod 2)
g- l. Im 25/2 se m=0(Trzod 2).

(c) Sda -K = k(z,y) com Z/2 = /(z) como em (A.23). -Então os pZaces P c IP(k(sç)) que ramziHcam
em KJK Çx] são os seguintes:

. to'í" " ««.. de /(z) « d.g/(z) = 0(mod 2),

. to'í" "« d/(z) . .póZ. d.:« sed.g/(z)=1(m.d2).

Portanto, se .fl.=) se decompõe em falares !illeares, e=atamente 2g-F 2 FInGes em k(3) são
rami$cados enl K/kÇnh.

Vamos agora caracterizar as extensões qt
Característica de k não é igual a 2.

Nesta seção assuntimos que car(k) # 2. Seja K/h um corpo de fut)ções hiperelípticas de gênero
g tal que K = k(z, Z/) e y' = /(z) como em A.23.

Lema A.1.2. (a) $da q € klzl am. poZánómáo «.óníco e á«'edutúel e sda Q = (q) o peace ./ínãfo
de kÇnàlk associado à q

(i) Q «mWc. s' ' ««..,'te .. çl.f;
(n) Q cinde « . s.m.nt. « md'(q,/) (z) é wm q-d«do «.od.q .m Él:«l;

(ni) Q e.Éá án.d. « ' ««ent' « md.(q, /) (z) nâo é «m qw«d«do mod.q .m klzl.

(A.22)

üls que

(A.23)
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Se K/k é hiperelíptico e k(x) é um subcorpo de K com [K: k(x)] = 2, a extensão é separável. 
Portanto K/k(x) é uma extensão cíclica de grau 2. Para o caso em que car(k)-=/- 2, temos a seguinte 
proposição. 

Teorema A.1.2. Seja K/k um corpo de funções hiperelíptico ele gênero g. Então eristem x, y E K 
tal que K = k(x, y) e 

(a) Se car(k) = 2 
F(x,y) = y2 + <T?1(x)y + <I>2(x) = O 

onde <T?i E k[x],cleg(<T?i) :S i (g + 1) parai= 1,2. 

(b) Se car(k)-=/- 2 
F (X, y) = y2 

- f (X) = Ü 

onde f E k[x], deg(J) = 2g + 1 ou 2g + 2 e f é livre de quadrados. 

No caso em que car(k) -=/- 2, temos o seguinte e mais preciso resultado: 

Teorema A.1.3. Assuma que car(k)-=/- 2. 

(A.21) 

(A.22) 

( a) Seja J( / k um corpo de funções hiperelíplticas de gênero g. Então existem x, y E K tais que 
K = k(x,y) e 

y2 = f(x) E k[x], (A.23) 

para um polinômio livre de quadrados f (x) de grau 2g + 1 ou 2g + 2. 

(b) Reciprocamente, se K = k(x, y) e y2 = f(x) E k[x] para um polinômio livre de quadrados f( x ) 
de grau m > 4, então I< / k é hiperelíptico ele gênero 

_ { (m - 1)/2 
g - (m - 2)/2 

sem= l(mod 2) 
sem= O(mod 2). 

(c) Seja J( = k(x, y) com y2 = f(x) como em (A.23). Então os places P E IP'(k(x)) que ramificam 
em K/k(x) são os seguintes: 

• todos os zeros de f(x) se degf(x) = O(mod 2), 

• todos os zeros de f(x) e o pólo de x se degf(x) = l(mod 2) . 

Portanto, se f(x) se decompõe em fatores lineares, exatamente 2g + 2 places em k(x) são 
ramificados em K/k(x) . 

Vamos agora caracterizar as extensões quadráticas imaginárias. 

Característica de k não é igual a 2. 

Nesta seção assumimos que car(k)-=/- 2. Seja K/k um corpo de funções hiperelípticas de gênero 
g tal que K = k(x, y) e y2 = f( x ) como em A.23. 

Lema A.1.2. (a) Seja q E k[x] um polinômio mônico e irredutível e seja Q = (q) o place finito 
ele k(x)/k associado à q. 

( i) Q ramifica se e somente se ql f ; 

(ii) Q cinde se e somente se mdc(q, f) = 1 e f( x ) é um quadrado mod.q em k[x] ; 

(iii) Q está inerte se e somente se mdc(q, f) = 1 e f (x) não é um quadrado mod.q em k[x]. 
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(b) Sd« P /z) . pZ«. ingrato d. k(z)/h

(i) P ramíHca se e somente se deg(./') = 2g + l;

(ii) P cinde se e somzente se deg(/) = 2g+ 2 e o coeÉc ente de z'g+' em /(aç) é um quadrado
em k;

(iií) P está ãnede se e somente se deg(/) = 2g + 2 e o coe$cãerzfe de zug+u emz /(z) não é
uln quadrado eví\ k.

Proposição A.1.4. .Assuma que car(k) # 2

[.a] Seja KJK um corpo de funções hipere]íl)ricas de gêltero g ta] que Kjk(.x] é uma extensão
imagináüü para alg'üTrt = e K. Então existe y c K tal que K -- Kt=,UI e

F'(z, Z/) = y' - /(z) = 0 (A.24)

com llm poiãnõmáo iáure e quadrados / € hlzl de grau 2g + l ow 2g + 2;

(i) .No caso ramlWcado deg(/) = 2g + l e / é cónico;
(ii) No caso ánede deg(./) = 2g + 2 e o coe$cíerzte de z2g+u não é um quadrado

(b) Reciprocam.Crie, seja g 2 2 wm inteiro e sOa Ã. = #(z,y) com F(z,y) = 0 como em (A.24).
$e deg(./') = 2g + l (resp. 2g + 2 e o coe$cÍente de z2g+2 mâo é um quadrado em #J então
K/ktx] é ulllu e=tevtsão quadrático imagináüa e o peace in$Ttito de ktuàlk rümi$ca (resp.
está iTteüe) eITo KJK; o género de KJK é igual Q g.

Característica de h é igual a 2.
Nesta seção assumimos que car(k) = 2. Se tomar'mos y = y/'>i(z) enl (A.1.2) obtemos

}''' + }'' - :á$ - «(«) ' k(,). (A.25)

Então Ã.' = k(aç,y) é unia extensão de Artin-Schreier de grau 2 se u # w2 + w pala todo w € k(z)
Seja K/k um corpo de funções hiperelípticas tal que K' = Ã;(aç, Z/) e y2 + A(sç)y = /(z), onde

2n2.+l

/(Z) = >: Z'iZ{ + Z,Z2m+'
á-o

h(z) -::':+-'"+:.
{-0

(A.26)

(A.27)

Lema A.]-.3. (a) Sda q € ÉI l um poZdrzómío cónico e árredutúeJ de grau r, c uma raú de q e k,
ü ezferzsão de grau r de k. 17bmemos ko :; F2 e denota por trk,/ko o traço usual de kr sopre
ko. Seja Q o p\ace de kt=ljK associado à q.

(i) Q «mac. se . «m.nt. .e q dã«{d. h(z).

(n) Q 'á"d' " ' «mente « md.(q, A) ,/k.}Íél;. - 0.

(ni) Q "lá á"e,te « e «me«te « «.dc(q, À) - l e t'',/*.iil;lF
l

(b) Suponha que deg(A) = m + l ou deg(/) > 2m. Sda P = (1/z) o peace án@náto de k(z)/k

68 APÊNDICE A. CORPOS DE FUNÇÕES QUADRÁTICOS 

(b) Seja P = (1/x) o place infinito de k(x)/k . 

(i) P ramifica se e somente se deg(f) = 2g + 1; 

(ii) P cinde se e somente se deg(f) = 2g+ 2 e o coeficiente de x29+2 em f(x) é um quadrado 
em k; 

(iii) P está inerte se e somente se deg(f) = 2g + 2 e o coeficiente de x29+2 em f(x) não é 
um quadrado em k. 

Proposição A.1.4. Assuma que car(k) # 2. 

(a) Seja K/k um corpo de funções hiperelípticas de gênero g tal que K/k(x) é uma extensão 
imaginária para algum x E K . Então existe y E K tal que K = k(x , y) e 

F(x,y) = y2 
- f(x) = O 

com um polinômio livre e quadrados f E k[x] de grau 2g + 1 ou 2g + 2; 

(i) No caso ramificado deg(f) = 2g + 1 e J é mônico; 

(ii) No caso inerte deg(J) = 2g + 2 e o coeficiente de x29+ 2 não é um quadrado. 

(A.24) 

(b) Reciprocamente, seja g 2 2 um inteiro e seja 1{ = k(x , y) com F(x, y) = O como em (A.24). 
Se deg(J) = 2g + 1 {resp. 2g + 2 e o coeficiente de x29+2 não é um quadrado em k} então 
K/k( x ) é uma extensão quadrática imaginária e o place infinito de k(x )/k ramifica {resp . 
está inerte) em K/k; o gênero de I</k é igual a g. 

Característica de k é igual a 2. 

Nesta seção assumimos que car(k) = 2. Se tomarmos Y = y/<l>1 (x) em (A.1.2) obtemos 

2 <I>2(x) 
Y + Y = <I>i(x) 2 = u(x) E k(x) . (A.25) 

Então 1{ = k ( x, y) é uma extensão de Artin-Schreier de grau 2 se u # w2 + w para todo w E k ( x ). 
Seja I</k um corpo de funções hiperelípticas tal que](= k(x, y) e y2 + h(x)y = f(x) , onde 

2m+l 
f(x) = L bixi + bx2m+2 

i =O 
1n 

h(x ) = L aixi + ax111+1
. 

i=O 

(A.26) 

(A.27) 

Lema A.1.3. (a) Seja q E k[x] um polinômio mônico e irredutível de grau r, e uma raíz de q e kr 

a extensão de grau r de k . Tomemos ko = IF2 e denote por trk,./ko o traço usual de kr sobre 
ko . Seja Q o place de k( x ) / k associado à q. 

(i) Q ramifica se e somente se q divide h(x). 

(1·1·) Q . d d ( l) 1 t f(c) O czn e se e somente se 1n e q, i = e rk,./ko h(c) 2 = • 

(1·1·1·) Q t, . d ( I) 1 f(c) 1 es a inerte se e somente sem e q, i = e trk,./ko h(c) 2 = • 

(b) Suponha que deg(h) = m + 1 ou deg(J) > 2m. Seja P = (1/x) o place infinito de k(x)/k . 
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(i) f' ramzÜca se e somente se deg(h) $ m.

(ii) P cinde se e se«.ente se deg(A) = m + l e t' + at + b é real'túe! sobre tltl.
(iii) P está inerte se e somente se deg(h) = m + l e t2 + at + b é {m'edutz'ue sobre kltl.

Pi'oposição A.1.5. .4ssuz/za que car(k) = 2.

ÇaÜ Seja K/k \Lm corpo de funções hiperel(éticas de gênero g. Então existem =,U C K tal que
Ã'

F'(aç, y) = y' + A(z)3/ +/(aç) = 0(A.28)
com os polãnómíos /, h C kl,çl taZ que todos os zeros de h(z) e«. k são zeros simples de /(z) e

d.g(h) $ g e deg(./') l (A.29)

deg(A) (/) $ 2g + 2. (A.30)

(b) R«.p«m'nte, .d« g um ã,'feito la q g ? 2. $. -K y) e y'+h(z)y+/(z)
com poliviâmios f(.z),h(.=) como em (.A-.28), então K/k é uwl corpo de funções hãperelíptico
de género g.

(c) Sda Ã' = k(z,y) e y2 + h(z)y + /(z) = 0 como em (A.28). -Eníâo os pZaces de k(z)/k que
rami$cam em Kjk são

. É.d" " ««.. d. h(z) « deg(h)

. tod" " *«. d. h(z) . o pólo de # « deg(A) $ g.

Se tomarmos y = y/A(z) em (A.28), obtemos uma nova equação:

G(,, }'')

Os corpos de funções k(z, y)/Ê; e É(=, y)/k são isomorfos. Se fatorarmos A(z) sobre Élzl, obtemos

h(#) (#)À' . . . àz(z)x' (A.32)

e se todos os zei'os de h(z) em k são zeros simples de ./(:«) então temos /(aç) = /i(z)hi(z) . . . hz(:«)
onde /i é primo com hi, i= 1, . . . , 1. Poi expansão via orações parciais, obtemos

*'...*- 'm+.'.--6##l::--,(,),
com polinõmios g{, hi, g € Ã;lzl tais que:

e hi, . . . , hz são irredutíveis, dois a dois distintos,

. deg(gi) < deg(h?*:':) e mdc(g{,A{) = 1, pa-a ã - l,.. .,Z,

. g(z) = 0 ou deg(g) = 1 mod 2.

A equação (A.33) é a forma normal de Hasse

Pi'oposição A.1.6. .4sswma gue car(k) = 2.

ou

(A.33)
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(i) P ramifica se e somente se deg(h) ~ m . 

(ii) P cinde se e somente se deg(h) = m + 1 e t 2 + at + b é redutível sobre k[t]. 

(iii) P está inerte se e somente se deg(h) = m + 1 e t2 + at + b é irredutível sobre k[t]. 

Proposição A.1.5. Assuma que car(k) = 2. 

(a) Seja K/k um corpo de funções hiperelípticas de gênero g . Então existem x, y E K tal que 
K = k(x,y) e 

F(x, y) = y2 + h(x)y + f(x) = O (A.28) 

com os polinômios f, h E k[x] tal que todos os zeros de h(x) em k são zeros simples de f(x) e 

deg(h) ~ g e deg(f) = 2g + 1 (A.29) 

ou 
deg(h) = g + 1 e deg(f) ~ 2g + 2. (A.30) 

(b) Reciprocamente, seja g um inteiro tal que g 2 2. Se K = k(x,y) e y2 + h(x)y + f(x) = O 
com polinômios f(x), h(x) como em (A.28), então K/k é um corpo de funções hiperelíptico 
de gênero g. 

(e) Seja K = k(x,y) e y2 + h(x)y + f(x) = O como em (A.28). Então os places de k(x)/k que 
ramificam em K / k são 

• todos os zeros ele h(x) se deg(h) = g + 1, 

• todos os zeros de h(x) e o pólo de x se deg(h) ~ g. 

Se tomarmos Y = y/h(x) em (A.28), obtemos uma nova equação: 

2 f(x) 
G(x, Y) = Y + Y + h(x)2 = O. (A.31) 

Os corpos de funções k(x,y)/k e k(x, Y)/k são isomorfos. Se fatorarmos h(x) sobre k[x], obtemos 

(A.32) 

e se todos os zeros de h(x) em k são zeros simples de f(x) então temos f(x) = fi(x)h1(x) · · · h1(x ) 
onde fi é primo com hi , i = 1, · · · , l . Por expansão via frações parciais, obtemos 

,,.2 _ g1(x) g1(x) . 
} + y - / ( ) 2,\ -1 + .. . + / ( ) 2,\ -1 + g (X) , 

LI X 1 Ll X 1 
(A.33) 

com polinômios gi, hi, g E k[x] tais que: 

• h1 , · · · , ht são irredutíveis, dois a dois distintos, 

• deg(gi) < deg(h;,\;-I) e mdc(gi, hi) = 1, parai= 1, ... , l , 

• g(x) = O ou deg(g) = 1 mod 2. 

A equação (A.33) é a forma normal de Hasse. 

Proposição A .1.6. Assuma que car(k) = 2. 
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l.aÕ Seja Kjk utll coITO de juTtções hiperelípticus de género g tül que Kjktxà é ullla ezteTtsão
quüdráticü imaginada para atguTít = e K. Então e=i;isto y C K tal que K = k(x.U) e

F'(z, y) = y2 + h(z)y + ./'(#) 0 (A.34)

com poiánómÍos /(aç), A(=) C X;l l faZ que todos os zeros de h(z) em k sâo ze«.s símpZes e /(z)
é mórzáco de grau $ 2g + 2. .A4aás precàsamerzZe

(i) no « «m@«do d.g(/) deg(A) $ g;
(ii) n. c«o ánede d'g(/) = 2g + 2, deg(A) = g + l e o c.eÉcãenÉe a de zg+: em A(z) é taí

que t2 + af + l e ulrz poZzrz07rzzo zrredutíbeZ de kltl.

(b) -R«ip«c«mente, ;d« g 2 2 «m ànteá« . -K É(z,y) «m F'(z,3/) em (A.34). Se
deg(./) = 2g + l e deg(A) $ g Üesp. deg(/) = 2g + 2,deg(À) = g + l e o coe$cienée a de

,:;g+i .. A(:«) é t«Z q« t' + «t + l é u« poZãmómáo á«.d«tí«eZ em Éltl), então K/É(z) é um«
e=teTLsão quüdrâiccl imügiTtáüa e o pl.ace in$nato de kÇnhlk rami$ca (resp. está inerte) em
K/k. O género de KJK é igual Q g.
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(a) Seja K/k um corpo de funções hiperelípticas de gênero g tal que K/k(x) é uma extensão 
quadrática imaginária para algum x E K. Então existe y E J{ tal que K = k ( x, y) e 

F(x, y) = y2 + h(x)y + f(x) = O (A.34) 

com polinômios f(x), h(x) E k[x] tal que todos os zeros de h(x) em k são zeros simples e f(x) 
é mônico de grau~ 2g + 2. Mais precisamente 

(i) no caso ramificado deg(f) = 2g + 1 e deg(h) ~ g; 

(ii) no caso inerte deg(f) = 2g + 2, deg(h) = g + 1 e o coeficiente a de x 9+1 em h(x) é tal 
que t 2 + at + 1 é um polinômio irredutível de k[t]. 

(b) Reciprocamente, seja g 2 2 um inteiro e K = k(x,y) com F( x,y) = O como em (A.34). Se 
cleg(f) = 2g + 1 e deg(h) ~ g {resp . deg(f) = 2g + 2, deg(h) = g + 1 e o coeficiente a de 
x 9+1 em h(x) é tal que t2 + at + 1 é um polinômio irredutível em k[t]), então 1(/k(x) é uma 
extensão quadrática imaginária e o place infinito de k(x)/k ramifica {resp . está inerte) em 
K/k. O gênero de 1(/k é igual a g. 



Apêndice B

Extensões de corpos de funções algébricas

.K/k denota um corpo de funções algébricas com corpo de constantes k. Assumimos que o corpo
k é perfeito. Consideramos o corpo de funções K''/k' (onde k' é o corpo de constantes de .K') tal que
K' 2 K é unia extensão algébrica e k' 2 h. Por conveniência fixamos algum corpo algebricamente
fechado © :) K' e consideramos somente extensões K'/ D .K com .K' C ®

B.l Extensões algébricas de corpos de funções
Definição B.l.l. (a) Z-/m como de /uniões algébhcas K''/É' é chamado uma extensão aZgébüca

de Kjk se K' 2 K é umü extensão algébhcü e k' 2 k.

(»Ü A extensão algébr'ica K'jK' de Kjk é chamada ulllü ente'nsão constante de corpos se
K' = Kk' , o corTO composto de K e k'

(c) A .«t n â. «ZgéZ,«á« Ã''/k' d. Ã'/Ê é ch«m«d' um« ezt.n'ão ./imita « IK'' : K'l < .:«

l.ema B.\,.l. Seja K'jK' uma extensão atgébr'ica de KJK. Então Date as seguintes a$rmações

Çaà K' IK é algébrico, e K n k' - k

(b) K''/k' é «m« .«t.nsão #nát« d. -K/# se . soment. s. IK'' : AI < «,

(.cà Seja K\ 1-- Kk' . Então Kljk' é um e=tenão constante de cora)os e K' lk' é umu extensão $nita
de K\jk' (te«-do o «esmo co«po de co'\sta«\tes).

Definição B.1.2. (]orzsídere uma extensão aZgéóhca K''/k' de K/k. {l/m peace P' c P(K') está
sobre P C W'(.K) se P Ç; P'. Também dizemos que P' é uma enter,são de P ou que P está sob
P/ e escrevemos P/l.r)

Proposição B.l.l. Sega -K'/k' urrza eztensâo algébüca de K/k. $uporzAa que PÍresp. P') é um
ptüce de Kjk (resT). K'jk'), seda OP Ç K (resT). OP' Ç K' ) o anel de bato'r"ilação cow'espondente
e UP (resp. 'up') a valor'ilação discreta comespoTtdevtte. ETttão são equivalentes:

(i) p'lp
(2) Op Ç Op,

(3) EzÍsfe um ãnteáro e 2 1 taZ q e up(z) e . up'(z) para todo z € K. Mais ainda, se p'lP então

P = P' n /r e (2P = oP' n K'

Definição B.1.3. Seja Ã"'/k' uma ezéensão algébhca de -K/k e sÜa P' € 1"(Ã'') um placa de Ã.''/k'
«ó« P c P'(K').
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Apêndice B 

Extensões de corpos de funções algébricas 

K/k denota um corpo de funções algébricas com corpo de constantes k. Assumimos que o corpo 
k é perfeito. Consideramos o corpo de funções K' / k' ( onde k' é o corpo de constantes ele K') tal que 
K' 2 K é uma extensão algébrica e k' 2 k. Por conveniência fixamos algum corpo algebricamente 
fechado <J? 2 K e consideramos somente extensões K' 2 K com K' Ç <J? . 

B .1 Extensões algébricas de corpos de funções 

Definição B .1.1. (a) Um corpo de funções algébricas K ' /k' é chamado uma extensão algébrica 
de K / k se K' 2 K é ·uma extensão algébrica e k' 2 k . 

(b) A extensão algébrica K' / k' de K / k é chamada uma extensão constante de corpos se 
K' = K k', o corpo composto de K e k' . 

(e) A extensão algébrica K'/k' de K/k é chamada uma extensão finita se [K': K] < oo . 

Lema B.1.1. Seja K'/k' uma extensão algébrica de K/k . Então vale as seguintes afirmações: 

(a) K'/K é algébrico, e J( n k' = k. 

(b) K'/k' é uma extensão finita de K/k se e somente se [K': k] < oo. 

(e) Seja K1 := K k'. Então Ki/ k' é um extenão constante de corpos e K' / k' é uma extensão finita 
de Kif k' (tendo o mesmo corpo de constantes). 

Definição B .1.2. Considere uma extensão algébrica K' / k' de K / k. Um place P' E lP'(J(') está 
sobre P E lP'(K) se P Ç P'. Também dizemos que P' é uma extensão de P ou que P está sob 
P' e escrevemos P' IP. 

Proposição B . 1. 1. Seja K' / k' uma extensão algébrica de K / k . Suponha que P (resp. P'} é um 
place de K/k (resp. K'/k' }, seja Op Ç K (resp . Op, Ç K') o anel de valorização correspondente 
e vp (resp . vp,) a valorização discreta correspondente. Então são equivalentes: 

(1) P'JP. 

(2) Op ç Op, . 

(3) Existe um inteiro e 2 1 tal que vp(x) =e· vp,(x) para todo x E K. Mais ainda, se P'IP então 

P = P' n K e O P = O P' n K. 

Definição B.1.3. Seja K' /k' uma extensão algébrica de K/k e seja P' E lP'(K') um place de K' /k' 
sobre P E lP'(K). 
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(a) O ãnteá« e(p'jP) :

up'(z) = e . up(aç) para qualquer z C F

é chamado o ímdi,ce de rcLvni$ccLção de P' sobre P. DizeTítos que P' \P é rawti$cado se
e(p'lP) > 1 . não «m@«do « e(p'jP) = 1.

(b) .f(p'jP) := IKb, : Kpl é chamado o grau relatado de P' sobre P

P ovos\çã.o B.L.2. Seja K'jk' uma extensão algébhca de KJK e P' um placa de K'jt' sobre
P C P(K). Então;

(a) /(p'jP) < .« +-+ IK' : K'l < .»

(lbÕ Se K''jK" é umü extensão a\gébv'lca de K'jK' e P" C V'ÇK") é uma extensão de P' , então

e(p"lP)
.f (p"jP)

e(p"jP')
.f(p"jP')

.(p'lp),
/(p'lp)

Pi'oposição B.1.3. Seja K'/#' uma eztensâo aZgébrãca de K/Ã;

(a) Para qualquer peace P' C F'(Ã'') ezÍste ezatamente um peace P C P'(K') taZ qT&e p'lP, a sízóer
]l)- p'nK

(b) Recãprocamerzíe qualquer peace P C IP(K') tem ao merzos um e no n].(üí7rzo amz número ./imita

de e«tensa« P' C P'(Ã'').

Definição B.1.4. Seja K'/k' uma ezlensão aZgéZ,hca de K/k. Para um peace P C IP(K) de$nimas
s"-" "«,o««ü (mm «spe'*' " K' IK) po«

C-*,/K(P) : }l: e(p'jP) ' P'
p'lp

orzde a soma perc07ve lodos os pZaces P' C P(K') sopre P. 4 apZãcaçâo conozvrza é esterzdáda a um
hoa-novnorfismo de 'DK para 'DKi por

c'nK,l«'Ql: "p ' p) }: nP ' 0-K,/K(P)

PI'oposição B.1.4. Seja -Z(//k' uma ezlensão aZgébhca do coz'po de /umções K/k. Para 0 # z C K
sÜa (z)l, (z):l, (z)K resp. (#)f', (z):l', (z)I''' seu divisor zero, paio e diuãsor phncípat em DK

".p. em DK,. E,'tão C-K,/K((:«)f) oK', C'onK,/K((z):l) - (z):l' e aonK,/K((z)K)

Por esta proposição, conorma induz um homomoríismo (novamente denotado por conorma)
dos grupos de classes de divisores (7onK,/K : CK --} CK,. Esta aplicação não é em geral injetiva
ou sobrejetiva (onde a aplicação (;onK,/K : 'DK --, Dx., é trivialmente injetiva) .

Lema B.1.2. Seja K'/K uma c=tensão $nita de coT'pos e = um traTiscevtdente sobre K. Então

IK''(z) : K'(#)j
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(a) O inteiro e(P'IP) := e com 

vp, (x) =e· vp(x) para qualquer x E F 

é chamado o índice de ramificação de P' sobre P. Dizemos que P'IP é ramificado se 
e(P'IP) > 1 e não ramificado se e(P'IP) = 1. 

(b) f(P'!P) := [K~,: Kp] é chamado o grau relativo de P' sobre P. 

Proposição B. 1.2. Seja K' / k' uma extensão algébrica de J( / k e P' um place de K' / k' sobre 
P E IP(K). Então: 

(a) f(P'IP) < oo {:::=> [K': K] < oo. 

(b) Se K" / k" é uma extensão algébrica de K' / k' e P" E IP(I(") é uma extensão de P' , então 

e(P"IP) 
f(P"IP) 

e(P"IP') · e(P'!P) , 
f(P"IP') . f(P'IP) . 

Proposição B.1.3. Seja K' /k' uma extensão algébrica de K/k. 

(a) Para qualquer place P' E lP'(K') existe exatamente um place P E lP'(K) tal que P'IP , a saber 
P = P'nK. 

(b) Reciprocamente qualquer place P E lP'(K) tem ao menos um e no máximo um número finito 
de extensões P' E IP(I<') . 

Definição B.1.4. Seja K' /k' uma extensão algébrica de K/k. Para um place P E IP(K) definimos 
sua conorma ( com respeito a K' / J() por 

Conw;K(P) := L e(P' IP) · P' , 
P'IP 

onde a soma percorre todos os places P' E lP'(K') sobre P . A aplicação conorma é estendida a um 
homomorfismo de 1J K para 1J K' por 

Proposição B.1.4. Seja K' /k' uma extensão algébrica do corpo de funções K/k . Para O=/:- x E J( 

seja (x)6<, (x){;,, (x)K resp. (x ){f' , (x){;; , (x)K' seu divisor zero, polo e divisor principal em 1JK 
resp. em1JJ('. EntãoConK'/K((x)6<) = (x){f', ConK'/K((x)~) = (x){;; eConI<'/K((x)K) = (x)K'_ 

Por esta proposição , conorma induz um homomorfismo (novarn.ente denotado por conorma) 
elos grupos ele classes ele divisores C onK, 1 K : C K - C I<'. Esta aplicação não é em geral injetiva 
ou sobrejetiva (onde a aplicação ConK'/K: 1JK - 1)1(' é trivialmente injetiva). 

Lema B.1.2. Seja K'/K uma extensão finita de corpos ex um transcendente sobre K . Então 

[K'(x): K(x)] = [K' : K] . 
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Teorema 13.'L.'l. Seja K'jK' ullla ezteTtsão $nitü de KJK, P um T)\ace de Kjk e P\,Pa.. . ,P..
to'ío. os placas de -K'/k' «ó« P. S©« ei:= .(-Rlp) os ú«doce. de ««.@c«ção e .Ê := /(âjP) o.
graus reZatíuos de .r:tlp. -Então

Coi'olário B.l.l. S©a K'/k' uma extensão .Pnáéa de K/k e P C IP(K). -Então:

(a) jlP' c l"K, : P' está sopre Pll $ 1Ã'' : Ã'l.

(b) $e P' c p'K, está sobre P então e(p'lP) $ 1-K' : KI e ./'(p'lP) $ 1-K' : -KI

Coi'ovário B.1.2. Sega .l('/A;' uma extensão ./tRaIa de Ã./k. -Então para qtialguer divisor .4 C 'Z)K

deg(C-K,/K(.A)) - !Íil-;KI . .z.g(..4).

Proposição B.1.5. C'onsãdere um c07'po de ./brigões K/k e um poZínómão

@(r) " + .. :r" ' + . . + «i7'+ "o

covil coe$cientes ai C K. Assunto que existe ulll placa P C W'(K) tal que uma das seguãvttes condições

(1) up(a«) = 0,up(a{) 2up(aO) > 0 paraá= 1,.-. ,n lemdc(n,up(ao)) = 1.

(2) 'uP(a«) = 0,UP(aÍ) 20 param = 1,... ,n 1, uP(ao) < 0 emdc(n,up(ao)) = 1.

Então @(T) é {«ed«ÉúeZ .m K'l7'l. Se K' o«de g é «m« «ú de @(r), 'nt
únác« e«ten.ão P' c P'(K') . t.mo. q«e .(p'jP) e .f(p'jP)

B.2 Anéis de corpos de funções
Definição B.2.1. Um subaneZ de K/k é unz arzeZ R ta! que k Ç R Ç K e R nâo é umz corpo.

n-n.;.an R 9 9 P«raü#SÇP'(K) «j«

io P tem uma

(9s := {z C K' : up(z) ? 0,VP C S}

cl intersecção de todos os anéis de valorização OP com P C S. Qualquer anel R Ç K que é da
foTxríta R = Os para alg'um S :#'P(.K) e S # q) é chamctdo unl anel hol,omór$co de Kjk.

Lema B.2.1. (a) QílaZquer anel de uaíoMzaçâo OP é um ane! Aolomór$co, a saber Op ' Os com
S

(b) Qualquer anel holomórjico Os é um subavtet de K/k.
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Teorema B.1.1. Seja K'/k' uma extensão finita de K/k, Pum place de K/k e Pi , P2, · · · ,Pm 
todos os places de K'/k' sobre P . Seja ei := e(PilP) os índices de ramificação e fi := f(PilP) os 
graus relativos de PilP. Então 

rn 

L eiÍi = [K': K] . 
i=l 

Corolário B.1.1. Seja K'/k' uma extensão finita de K/k e P E lP'(K). Então: 

(a) l{P' E lP'J(, : P' está sobre P}I::; [I<': K]. 

(b) Se P' E lP'J(' está sobre P então e(P'IP) ::; [K' : K] e f (P'IP) ::; [K' : K] . 

Corolário B.1.2. Seja K ' /k' uma extensão finita de K/k . Então para qualquer divisor A E DK , 

[K' : K] 
deg(Con1e;K(A)) = [k' : k] · deg(A). 

Proposição B.1.5. Considere um corpo de funções K/k e um polinômio 

com coeficientes ai E K. Assuma que existe um place P E lP'(K) tal que uma das seguintes condições 
vale: 

(1) vp (an) = O, vp (ai ) 2'. vp(ao) > O parn i = 1, · · · , n - l e mdc(n, vp (ao)) = l. 

(2) vp(an ) = O, vp (ai ) 2'. O parn i = 1, · · · , n - l , vp(ao) < O e mdc(n, vp(ao )) = l. 

Então <f> (T) é irredutível em K[T]. Se K' = K(y) onde y é uma raíz de </>(T ), então P tem uma 
única extensão P' E lP' (K') e temos que e(P'IP) = n e f (P'IP) = l. 

B.2 Anéis de corpos de funções 

Definição B.2.1. Um subanel de K/k é um anel R tal que k Ç R Ç K e R não é um corpo. 

Definição B.2.2. Para 0 =/- S ~ lP'(K) seja 

Os:= {z E K: vp (z) 2'. O, \:/P E S} 

a intersecção de todos os anéis ele valorização O p com P E S. Qualquer anel R Ç K que é da 
forma R = Os para algum S ~ lP'(K) e S =1- 0 é chamado um anel holomórfico de K/k . 

Lema B.2.1. (a) Qualquer anel de valorização Op é um anel holomórfico, a saber Op = Os com 
S = {P} . 

(b) Qualquer anel holomórfico Os é um subanel de K / k . 
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(c) Para P C P(K') e 0 # S $ 1P'(K') temos

Os Ç (1)p i::::+ P € S.

Uo'n,seq'uenteme'rate (Js b

Definição B.2.3. $cÜa R um subaneZ de K/k.

(a) Um elemento z C K é dito integral sobre R se f(z) :; 0 para alga.Trt polinõmio pânico
.f(X) C XJXI, isto é, ezãstem ao,al, ' ,a. l C R a s que

Z" + a,, ]Zn-l + + aiz + ao ;: 0

Tal equação é chamada umcl eq\tacão integral para z sobre R,

(b) 0 co«j-to

ácK(-R) := {z C Klz é integral sobre R}

é chcuTtüdo o fecho integral, de R em K

(.c] Seja Ko Ç K o corpo q'uocievtte de R. O anel R é chamctdo integralmente fechado se icK.(.lt]
R, isto é, qucttquer z (i Ko que é iTttegral sobre R jú está em R.

Proposição B.2.1. Sega (9s um anel Aolomór$co de .f(/k. Então

(a) -Z( é o corpo quocãerzte de Os.

(b) Os é integralmente fechado.

Teorema B.2.1. Seja R um subaneZ de .l(/A e

S(R) := {P € P'(K')IR Ç Op}.

Erztão vale:

(a) Ü / S Ç P'(X).

(b) O /echo integral de R em K é {cK(R) = Os(a)' Em particular, icK(R) é um suóaneZ íntegzai-
menLe fechado de Kjk com cor'po quociente K

Corolário B.2.1. Um subanel de Ã./É; com corpo quoc
se R é um an.el holomórjico

Lente K é integralmente fechado se e someTttee [l'Í'ü f
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(e) Para P E IP'(K) e 0 =/:- S ~ IP'(K) temos 

Os Ç Op {==:} P E S. 

Consequentemente Os= Or {==:} S = T. 

Definição B.2.3. Seja Rum subanel de K/k. 

(a) Um elemento z E J( é dito integral sobre R se f( z ) = O para algum polinômio mônico 
f(X) E R[X], isto é, existem ao, ai,··· , ªn-1 E R tais que 

Tal equação é chamada uma eq1.iação integral para z sobre R. 

(b) O conjunto 

icI<(R) := {z E KJz é integral sobre R} 

é chamado o fecho integral de R em K. 

(e) Seja Ko Ç J( o corpo quociente de R. O anel R é chamado integralmente f echado se icK0 (R) = 
R, isto é, qualquer z E Ko que é integral sobre R já está em R. 

Proposição B.2.1. Seja Os um anel holomórfico de K/k . Então 

(a) J{ é o corpo quociente de Os. 

(b) Os é integralmente fechado. 

Teorema B.2.1. Seja R um subanel de K/k e 

S(R) := {P E IP'(K)JR ç Op }. 

Então vale: 

(a) 0 =/:- S ~ IP'(K). 

(b) O fecho integral de R em K é icK (R) = Os(R) · Em particular, ic1dR) é um subanel integral
mente fechado de ]{ / k com corpo quociente ]{. 

Corolário B.2.1. Um subanel de K / k com corpo quociente]{ é integralmente fechado se e somente 
se R é um anel holomórfico. 
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Proposição B.2.2. Sega Os um amei holomórÉco de Ã/k. -Então Caíste uma com'espondêncáa
báuníuoca evttre S e o conjunto de ideais ma=ãmais de Os, dado por

P --) Mp '.-- P ç\ Os ('para. P C S)

Minis aivtdü, a aplicação
Oslhlp '''' Kp- OPEP
z + ]k4p F---) z + P

ê ' vn ' somorbsvno

Pi'oposição B.2.3. Se S Ç P'(-K) é um suóc07Üunto rzão vazão de pZaces de -K/k, então Os é um
domínio de ideais phvtcãpais.

B.3 Bases Integrais Locais
Nesta seção -K/k é um corpo de funções cona corpo de constantes k e K' a K' é uma extensão

finita (o corpo de constantes k' de K' pode ser maior que k).

Proposição B.3.1. Sega R um subaneZ integralmente/achado de /(/k taZ que Ã' é o c07po qwocienÉe
de R. Para z C K'' sega @(T) c K'lrl seu poZínómão mãn.amai sobre K'. Então temos q e

. é ànÉ.g«Z «Z,« R {-> @(1") C al7'l

Coi'olário B.3.1. Sega R um sabane{ integralmente JecAado de K/k taZ que K' é o c07po quociente
de R. Seja TTK /K : K' -, K a, ap\ica,ção traço de K' T)ara K e = ç: K' integral sobre R. Então
TTK.IKI.xlc R.
Pi'oposição B.3.2. Seja J\4/L uma ezten.são de c07pos .Pníta e separáuei e considere a Z)ase

{zi, - - . ,z.} de A//L. Então ezástem eZemenfos {z;, ' ' ,z;} C À4 unicamente deles'minados, taZ
gue

rrm/ (ziz;) = õe.j.

,z;} é uma base de M/L q?ze é chanzada base dual de {zl,O conjurzto {zi, .. ,z;} é uma base de M/L q?ze é chanzada base dual de {zi, . ,z.}rcom
respeito ao traço).

Teorema B.3.1. Seja R um s'ubanel {ntegratmente fechado de K/k com corpo de quocientes K e
K'jK uma extensão separáuel de gra'u n. Sela R! -- icK' tRb o fecho integral de R em K' . Então
tens os :

(a) Para qualquer base {zl, . . . ,iç«} de K'/K, ezÍsfem elementos a{ C R\l0} tais que

aizi, ' ' ' , a,,z,, € R'

ClonsequeTLtemente, existe umu base de K'jK que está contida em RI

(b) $e {zl,... ,z«} Ç R' é uma base de Ã.'/Ã' e {z;,
traço, então

é suü base dual com respeito ao

E a.: ç; a' ç E R
{-1 { 1
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Proposição B.2.2. Seja Os um anel holomórfico de I</k . Então existe uma correspondência 
biunívoca entre S e o conjunto de ideais maximais de Os , dado por 

lVI ais ainda, a aplicação 

é um isomorfismo. 

P .- J\/Jp := P n Os (para P E S). 

Os/JV!p --) 
X+ J\/Jp ~ 

I<p = Op/P 
x +P 

Proposição B.2.3. Se S Ç JP>(K) é um subconjunto não vazio de places de K/k, então Os é um 
domínio de ideais principais. 

B.3 Bases Integrais Locais 

Nesta seção J( / k é um corpo de funções com corpo de constantes k e I<' 2 J( é uma extensão 
finita ( o corpo de constantes k' de I<' pode ser maior que k). 

Proposição B.3.1. Seja Rum subanel integralmente fechado de I</ k tal que J( é o corpo quociente 
de R. Para z E I<' seja cp(T) E I< [T ] seu polinômio minimal sobre K. Então temos que 

z é integral sobre R {=? cp (T) E R[T] . 

Corolário B.3.1. Seja Rum subanel integralmente fechado de J(/k tal qiie K é o corpo quociente 
de R. Seja Tr K' 1 K : J(' - J( a aplicação traço de K ' para J( e x E K' integral sobre R . Então 

Tr K' / I< ( x ) E R. 

Proposição B.3.2. Seja Jvf / L uma extensão de corpos finita e separável e considere a base 
{ z1, • • • , Zn} de ]d/ L. Então existem elementos { zi , · · · , z~ } E M unicamente determinados, tal 
que 

TrMjL( ziz;) = Óij· 

O conjunto { zi, · · · , z.~} é uma base de M / L que é chamada base dual de { z1, · · · , zn} (com 
respeito ao traço). 

Teorema B.3.1. Seja R um subanel integralmente fechado de I</k com corpo de quocientes J( e 
K' / J( uma extensão separável de grau n. Seja R' = ic1<' (R) o fecho integral de R em K ' . Então 
temos: 

(a) Para qualquer base {x 1, · · · , xn } de I<'/K, existem elementos ai E R\{O} tais que 

Consequentemente, existe uma base ele K ' / K que está contida em R'. 

(b) Se { z1 , · · · , zn } Ç R' é uma base ele K' / J( e { zi, · · · , z~} é sua base dual com respeito ao 
traço, então 

n n 

LRzi Ç R' Ç L-Rz;. 
i=l i=l 
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(c) Se em adição R é um domáháo de ideais phncípaás, então eàste uma base {ui,
K'JK com Q propüedüde

,u«} de

Corolário B.3.2. Sda K''/K' uma extensão .Pnáta e separáuei do c07'po de .nações K/k e P C P(Ã')
um. T)lo,ce de K/k. Então o fecho integral O'p de Op enl K' é

o', - n o,,,
P

lüáste uma base {ui , , u,.,X de K'jK tal que

Tal base é chamada Multa base integral de OTP sobre OP

Teorema B.3.'2. Seja KJK um co'r'po de jultções, K' IK ulíla extensão finita e separáuel de coTyos
Então qualq7 er base {zi. . , z«} de K'/K' é u«a Z,ase integra/ para quase todos os pZaces P C P(K)
Notação B.3.].. (i) Ã. : Kp o como as classes resáduaãs de P

(ii) a := a(P) C K' a classe resádwaí de a. c OP

(iii) Se @(7') = E qT' é umz poZánómáo com coeácãerztes ci € OP, de$nínzos

@(r) : cRlrl

Teorema B.3.3. r-Kummer9. $uponAa que .K' = K'(3/) onde y é integral sobre Op e con.sãdere o

polánómáo minam.l @(1") c (9pl7'l 'Z' 3/ «ó« K. Sd«

li(r) 7{(7'y'
á-l

7

ü decomposição de $ÇT) sobre K. EscoZAa poZárzÓrnios mÓnácos

@{(T) € oplTI com óí(r) = 'í(7') e cíeg@i(T) = deg'yi(T)

ntâ. p«« l $ , zisZ m placas a C P(Ã'') «tás/a«md'

PijP, @{(y) C Pi e /(PijP) ? deg'yi(7')

Mais ainda, Pi # P3 para i+ ii. Sob hipóteses ctdicioTtais, prova-se mais: SuT)OTtha que CLO me'nos
«m« d«s hipótese; (*) .u (**) ;ão ««'i$c«d«;:
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(e) Se em adição Ré um domínio de ideais principais, então existe uma base {u1 , · · · ,un} de 
K' / K com a propriedade 

n 

R' = LR'l.Li
i=l 

Corolário B.3.2 . Seja K' / K uma extensão finita e separável do corpo de funções K/ k e P E IP(K) 
um place de K / k. Então o fecho integral O' p de O p em K' é 

Existe uma base { u1 , · · · , un} de K' / K tal que 

n 

O' p = Lo p . Ui. 

i= l 

Tal base é chamada uma base integral de O' p sobre O p. 

Teorema B.3.2. Seja K/k um corpo de funções, K' / K uma extensão finita e separável de corpos. 
Então qualquer base { z 1 . · · · , zn } de K' / K é uma base integral para quase todos os places P E IP(K) . 

Notação B.3.1. (i) K := Kp o corpo das classes residuais de P . 

(ii) a:= a(P) E K a classe residual de a E Op. 

(iii) Se 'lj; (T) = "E, CiTi é um polinômio com coeficientes Ci E Op , definimos 

Teorema B.3.3. {Kummer). Suponha que K' = K(y) onde y é integral sobre Op e considere o 
polinômio minimal <P(T) E Op[T] de y sobre K. Seja 

r 

4;(T) = II '"'li (Tf 
i= l 

a decomposição de 4;(T) sobre K. Escolha polinômios mônicos 

Então para l :S i :S r existem places Pi E IP(J<') satisfazendo 

Mais ainda, Pi -/- Pj para i -/- j. Sob hipóteses adicionais, prova-se mais: Suponha que ao menos 
uma das hipóteses (*) ou (**) são verificadas: 
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(*) .{ l P«.á ,,, -
(**) {l,z/, , y"--i} é uma base ãrztegraZ para P

Então «{sle, p«« l $ á $ ,, e:«.t«.ent. w« plane a c P'(-K') co«. Blp e éi(z/) c -R
Pi,. . . ,P. são todos os placas de K' sobre P e temos

Os piares

a'nK,/K(P) - }l: 'i8,
{-1

r

íst. é, .{ .A cZ«s. «.{du«Z Kh = OP./B é ásomor/a « K'lrl/('Yi(7')) e /(-RJP)
d.g7i (r)

Col,olário B.3.3. S©a @(T) = T" + /n-l(#)T" l + . . + /0(z) C h(z)ITI um poiãnómào im'edutúeZ
sot'" o ««p' d' ju'"ções «cio-«.is kÇÜ Co«»:ide«mos o co«po de fu"'iões kÇ=, ülK o«.de U s-tisj««
a equação @(y) = 0 e um eiemenÉo a C A taZ que .Ü(a) # oo para qualquer.j, 0 $ .j $ n l. Oenofe
P« Pa C P'(k(:«)) O *« d. z - a .m k(#). Sup.nA« qu. o poZánómío

é.. (7') := r" + /n-l (c!)r"': + + /o(a) c lrl

terra a seguánÉe decomposição rzo arzeZ de poZí7zómíos hlr

@.(T)

coírz poZánómáos ÚÍ(7') C #l7'l mórzãcos, ãmedutz'ueás e distintos erztre sí. Ezztão temos

(a) Para qualquer í = 1, - . ,r, eüste um peace -R c ]P(h(z,3/)) taZ que z a € -R e @Í(y) C a. O
elemento = ci é unl etemevtto pomo de Pi e o corpo das classes residuais de Pi é isomorfo
« klrl/(@i(r)). po, ás'. /(Blp)

(b) S. deg@i(r) «« - «.eno. «m á C {l, , ,}, .ntão k é o c.WO de «n;t-te. de h(z,y)

Çcà Se $.qT) tem n :: deg$ÇT) raízes distintas err\ k, então existe parca cada IS com +.Ç13)
único peace Pa,P C P'(k(z, y)) taZ qu

Oum

t ci ç: P.,13 e'y l3 C P.,l3

Po,P é u«. p!«« de k(z,3/) d' g«« l

B.4 0 Cotraço de diferenciais de Weil e a fórmula do gênero de Hurwitz
Nesta seção, vaDIos considerar K/À; um corpo de funções, K''/.l( uma extensão finita e sepa-lavei

e É' corpo de constantes de Ã.'. Claramente, k'/h é uma extensão finita e sepatável.

Definição B.4.1. Para P C P(K'), sÜa O'p :' {cK'(OP) o /echo integral de OP em Ã.'- Então o
conlurzto

Cp := {z € Ã'l7'rK,/K(z O'p) Ç Op}

e chamado o mó(luto covítplevrtevttar sobre op
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(*) Ei = 1 parai= l,· ·· ,r, ou 

(**) {1 ,y, • • • ,yn-l} é uma base integral para P. 

Então existe, para l :S i :S r, exatamente um place Pi E IP(K') com PilP e <Pi(Y) E Pi. Os places 
P1 , · · · , P,. são todos os places de K' sobre P e temos 

r 

ConI<, /I<(P) = L EiPi, 
i=l 

isto é, Ei = e(Pi lP) . A classe residual K~; = Opj Pi é isomorfa a K[Tl/(,i (T)) e f(PilP) = 
deg"fi(T). 

Corolário B.3.3. Seja </>(T) = rn + fn-1(x)rn-I + · · · + fo(x) E k(x) [T] um polinômio irredutível 
sobre o corpo de funções racionais k(x). Consideremos o corpo de funções k(x, y)/k onde y satisfaz 
a equação </>(y) = O e um elemento a E k tal que fj(et) =/=- oo para qualquer j, O :S j :S n -1. Denote 
por Po: E ]]l>(k(x)) o zero de x - a em k( x ). Suponha que o polinômio 

<Po:(T) := Tn + fn-1(et)Tn-l + · · · + fo(et) E k[T] 

t em a seguinte decomposição no anel de polinômios k[T]: 

r 

<Po: (T) = II 1Pi (T) 
i=l 

com polinômios 1Pi(T) E k[T] mônicos, irredutíveis e distintos entre si. Então temos: 

(a) Para qualquer i = l , · · · , r , existe um place Pi E IP(k(x, y)) tal que x - a E Pi e 'l/Ji(Y) E Pi. O 

elemento x - a é um elemento primo de Pi e o corpo das classes residuais de Pi é isomorfo 
a k [T]/(1/Ji(T)). Por isso f(PilP) = deg1/Ji (T). 

(b) Se deg1/Ji(T) = 1 para ao menos um i E {1 , · · · , r}, então k é o corpo de constantes de k(x, y). 

( e) Se </>o:(T) tem n = deg</>(T) raízes distintas em k, então existe para cada (3 com <l>o:(f3) = O um 
único place Po:,(3 E ]]l>(k(x,y)) tal que 

x - et E Po:,/3 e y - (3 E Po:,/3· 

Po:,/3 é um place de k(x, y) de grau l. 

B.4 O Cotraço de diferenciais de Weil e a fórmula do gênero de Hurwitz 

Nesta seção, vamos considerar K / k um corpo de funções, K' / K uma extensão finita e separável 
e k' corpo de constantes de K'. Clara.mente, k' / k é uma extensão finita e separável. 

Definição B.4.1. Para P E ]]l>(K), seja O'p := icl('(Op) o fecho integral de Op em K' . Então o 
conjunto 

é chamado o módulo complementar sobre Op . 
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Pi'oposição B.4.1 Com as Ttotações dü delinãção B.4.i, vale

(a) CP é «m O'p-mód«Z. e O'p Ç Cp

(b) S. {.i, , zn} é uma base árztegraZ de (lyP sobre (2P, então

onde {,;, ,z;} é a base dual de {zl, ,,«}

Çcà Existe um e]emebto t C ]<' (depeTtdeltdo de P) tal qve Cp - t . O' p. Nlais ainda,

«,(t) $ 0 P«« t.do p'jP,

e se t' C K' , então

Cp 0'p '#'> "p'(t') «p' (t) , VP' l P.

(d) CP=O'P para quase todo P C P'(Ã.)

Definição B.4.2. Considere UM peace P C P(K) e o /echo integral (2'p de (9P cr/z K'. S©a
CP - tr . op P o módulo covrltl)leiitentaT sobre OP. Então de$nimos, 'para P' \P, o expoente diferente
de Pr sobre P por

d(P'jP) := up,(t)

P.Z. p«po;íção B.4.í, .Z(p'jP) e.tá Z,.«. de$nádo . a(p'lP) 2 0. M«á; «ãnd«, a(p'jP) -Ze
para quase todo P € W'(.K) e P' \P, pois CP :: 1 . 0 P para quase todo P. PoT'tavtto, podemos de$nár
o divisor

Oi$ÇK'jK) >l: >1: a(p'lp)'p'
pop(K) p'lp

que será chamado o diferente de K'/K
Observação B.4.1. Temos a seguánée e áííl caracfeüzação do r/zóduZo compZerrzentar CP, gue segue
diretamente das de$nições. Para z C K' , temos

, c Cp +-> «p, (,) ? a(p'jP) P«« tod. p'jP.

Definição B.4.3. Seja

'4K'/x := {a € -4Klap, = cvQ' sempre que P' n K = Q' n K'}.

Então AKrjK e 'üln kr-subespa,ço de .AiK A aT)ligação TTKijK : Ki -} K po(Le ser esteTtdida,
para uma apZãcação K'-linear de .4K,/K para .4K por
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Proposição B.4.1. Com as notações da definição B.4.1, vale: 

(a) Cp é um O'p -módulo e O'p Ç Cp. 

(b) Se { z1, · · · , zn} é uma base integral de O' p sobre O p, então 

n 

e p = L- o p . z;, 
i=l 

onde { zj , · · · , z~} é a base dual de { z1, · · · , zn}. 

(e) Existe um elemento t E I<' ( dependendo de P) tal que C p = t · O' p. Mais ainda, 

vp,(t)::; O para todo P' IP, 

e se t' E I<', então 

Cp = t' · O'p <==> Vp,(t') = Vpr(t),\fP' IP. 

(d) Cp=O'p para quase todo P E IP(K). 

Definição B.4.2. Considere um place P E IP(I<) e o fecho integral O' p de O p em K ' . Seja 
Cp = t' ·O' p o módulo complementar sobre Op. Então definimos, para P'IP, o expoente diferente 
de P' sobre P por 

d(P' IP) := -vp1 (t). 

Pela proposição B .4, 1, d(P'IP) está bem definido e d(P'IP) 2 O. Mais ainda, d(P' IP) = O vale 
para quase todo P E IP(K) e P'IP, pois Cp = 1- O'p para quase todo P. Portanto, podemos definir 
o divisor 

Diff(I<'/K) := L, L, d(P' IP) · P ' 
PEIP'(J() P'IP 

que será chamado o diferente de K' / K. 

Observação B.4.1. Temos a seguinte e útil caracterização do módulo complementarCp, que segue 
diretamente das definições. Para z E K ' , temos 

z E Cp <==> vp,( z ) 2 -d(P' IP) para todo P' IP. 

Definição B.4.3 . Seja 

Ât<'/K := {a E A]( lap, = ªQ' sempre que P' n K = Q' n K} . 

Então A](';]( é um k' -subespaço de A~<. A aplicação Tr K'; ]( : K' ----+ I( pode ser estendida 
para uma aplicação K -linear de ÂJ(' /K para Â]( por 
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(TTK,/K(a))p := 7'rK,/K(ap,), para cv C .4K,/K

OTtde P' é qualquer peace de K' sobre P. Claramente o traço de um apele phncipal z C K' é o adere
principal de TTKljKÇz]. Para. un divisor Ai e'DKr, de$niím,os

.4K,/K-(.4') := .4K,(.A') n ÁK,/K

Teorema B.4.1. (;omo na situação precedente, para cada dil/erencãaí de }VeáZ w de K'/k, esçáste

uln, único diferem\cial de \Xreit u' de K'/k' , tal que

7'rK,/K(o'(a)) K,/K(a))

para todo a C AK'/K. Este diferencial é chamctdo o coiro,ço de u e'm K'jK e é denotado por
(;otrK,/K(o). $e w / 0 e (o) C 7)K é o díüsor de w, erztão

l.CotrK' IK qu)) ' conK' /KÇ(u)) 'F Di$ç.K' IK)

Observação B.4.2. Usando as ízoíações de componentes locais de um diferenciais de WeáZ, a
equação antepor pode ser substituída pela seguinte condição !oral: para qualquer peace P C W'(.K) e
ucK'(',

«'"« .«'«» - "* .« l:«,,'«,l
Lema B.4.1. Para qualquer O' C l)K,, temos .4K, = .4K,/K + .4K,(a').
Lema B.4.2. Seja Ã//L uma extensão de c07pos .Przita e separáue!, y umz espaço uetohaZ sobre -A4
e H : V --, L uma aplicação L-liTtear. Então existe uma ún ca aplicação M-linear Hi : V --, M
Lal q'üe Trh,iJL o N = p'

Pi'oposição B.4.2. (a) Se w,wi e u2 são diferenciais de WeáZ de K/Ã; e z C -K, erztão

OotrK,/K(oi+ w2) = C'otrK,/K(wi)+ CotrK,/K(w2)

e

CotrK IKÇ=u) = = - CotrK-/Kqu)

ÇbÕ Seja K" IK' outra elteltsão $nita e separámet. Então

CotrK.'jK- qu) K 'jK \CotrK-jKÇà)

para qualquer diferem,cial de Weil u de KJK
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(TrK'/K(a))p := TrI<'/J((ap,), para a E AJ<'/J<, 

onde P' é qualquer place de J(' sobre P. Claramente o traço de um adele principal z E K' é o adele 

principal de Trw;K(z). Para um divisor A' E 'DK,, definimos 

Teorema B.4.1. Como na situação precedente, para cada diferencial de Weil w de K/k, existe 
um único diferencial de vVeil w' de K' / k', tal que 

para todo a E AJ<'; K. Este diferencial é chamado o cotraço de w em K' / J( e é denotado por 
CotrK, /K(w) . Se w 1- O e (w) E DK é o divisor de w, então 

(Cotrl(';K(w)) = Con1<'/K((w)) + Diff(K'/K) . 

Observação B.4.2. Usando as notações de componentes locais de um diferenciais de Weil, a 
equação anterior pode ser substituída pela seguinte condição local: para qualquer place P E lfD(K) e 
yEK', 

Lema B.4.1. Para qualquer C' E DK', temos AJ<' = AI<'/K + AK,(C') . 

Lema B.4.2. Seja NI / L uma extensão de corpos finita e separável, V um espaço vetorial sobre M 
e µ : V ---+ L uma aplicação L-linear. Então existe uma única aplicação !vl-linear µ' : V ---+ !vl 

tal que TrM/L oµ'= /-l. 

Proposição B.4.2. (a) Se w,w1 e w2 são diferenciais de Weil de K/ k ex E K, então 

e 

(b) Seja K" / K' outra extensão finita e separável. Então 

para qualquer diferencial de Weil w de J( / k. 
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Corolário B.4.1. Em uma tom'e K'" 2 ,1(' a .l( de extensões ./inatas e separáueãs, vale

(a] Di$ ÇK'' IK) = conK« /K' ÇDiBÇK' IK» -+ Di$ÇK" IK' )

(b) d(P"/P) IP') . a(p'lP) + .Z(p"jP'), s. P" Ú'esp. P', P) 'ão pZ«e. de K'" Íre.p. Ã.', /')
coTíi,p"'D p''3 P

Teorema B.4.2. r/'ó7'n7}uZa do género de ZllurwitzJ. Sega K/k um c07WO de Junções aZgéZ)facas
de género g e K'jK um.a extensão $nitu e sepctráuel. Seja k' o co'rpo de co'restantes de K' e d o
género de K'/k' . Então temos que

2g' - 2 - l:l-;âl1(2p - 2) + a.p(ow(x''/K'))

B.5 0 Diferente

Clollsideranlos unia. extensão finita e sepat'ável .l('/-K onde K/k e Ã''/k' são corpos de funções
com corpos de constantes # e k', respectivamente. Como sempre, É (por isso É') é assumido como
sendo perfeito.

Teorema B.5.1. r:neorez7za do D repente de Dedekánd). Corri as rzotações como anteMor-
m.ente, temos para todo p'lP;

(a) ó(p'lP) 2 e(p'jP) - l.

(b) a(p'jP) (p'lP) 1 « e «m.nf. s. .(p'jP) nã. é dã«{.í«eZ p« c-(k). Em p«üác«Z-, «
c-(k) .ntão a(p'jP) IP) - l.

Le«ia B.5.1. Sega K*/Ã' uma e:«tensão aZgébhca de Gomos de /umções, P C P(K) e P* c P'(K*)
c.m p*jP. C-'Íd"e «m -tom.r$ m. a de K*/K. nfã. a(P*) := {a(,)l, C p*} é «m pZ«.
de K* e temos:

(a) u.(P*)(g/) = UP*(a i(y)) para lodo Z/ C Ã.'*

(b) a(P*)IP

(c) .(.'(P*) P) e(p*jP) . /(a(P*)IP)

Lema B.5.2. Soam P C P'(K') e PI, - - - , Pr C F'(K'') todas as ezterzsões de P enz Ã''//(. Considere
o col'po das classes residuais k := Opep res'p. ki '.- OpijPi '] e üs cow'espondenLes aplicações
resádwaãs a- : (2P --> h resp. T{ : (91,, o ki apara á :: l,-- ,r,). Balão ter/zos para qualquer
u € O'p (o fect-o integ«l de OP 'm K'),

«-(7'rK,/K(")) - )l: e(BIP) ' r%;/i('ri(u))
r

lZ

Definição B.5.1. Soam K''/K' urna ez então de comas de .funções e P C P(-K)

(a) Uma eüevtsão P' de P em K' é data domesticamente (seluagemente) rami$cada se

e(p'jP) > 1 e car(k) não dà«dde '(p'jP) Ú'esp. e(p'lP) > 1 e ca,(k) divide e(p'lP)».
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Corolário B.4.1. Em uma torre K" 2 K' 2 K de extensões finitas e separáveis, vale: 

(a) Diff(K"/K) = ConI<''/K'(Diff(K'/K)) + Diff(K" /K'). 

(b) d(P" / P) = e(P"IP') · d(P'IP) + d(P"IP'), se P" {resp. P', P) são places de K" {resp . K', F} 
com P" 2 P' 2 P. 

Teorema B.4.2. {Fórmula do gênero de Hurwitz). Seja K/k um corpo de funções algébricas 
de gênero g e K' / K uma extensão finita e separável. Seja k' o corpo de constantes de K' e g' o 
gênero de K' / k' . Então temos que 

B.5 O Diferente 

2g' - 2 = [r': I~] (2g- 2) + deg(Diff(K'/K)). 
k': k 

Consideramos uma extensão finita e separável K' / J( onde K / k e K' / k' são corpos ele funções 
com corpos ele constantes k e k' , respectivamente. Como sempre, k (por isso k') é assumido como 
sendo perfeito. 

Teorema B.5.1. (Teorema do Diferente de Dedekind). Com as notações como anterior
mente, temos para todo P' IP: 

(a) d(P'IP) ~ e(P' IP) - 1. 

(b) d(P'IP) = e(P'IP) - 1 se e somente se e(P'IP) não é divisível por car(k). Em particular, se 
car(k) = O então d(P'IP) = e(P'IP) - 1. 

Lema B.5.1. Seja K * / K uma extensão algébrica de corpos de funções, P E IP'(K) e P* E IP'(K*) 
com P* IP. Considere um automorfismo O" de K*/K . Então O"(P*) := {O"( z )lz E P*} é um place 
de K* e temos: 

(a) Va(P• )(Y) =Vp• (0" - 1(y)) para todo y E K *. 

(b) O"(P*)IP. 

(e) e(O"(P*) IP) = e(P*IP) e f(O"(P*)IP) = .f(P*IP) . 

Lema B.5.2. Sejam P E IP'(K) e Pi,· · · , Pr E IP'(K') todas as extensões de P em K' /K. Considere 
o corpo das classes residuais k := Op/P resp . ki := Op)Pi 2 k e as correspondentes aplicações 
residuais 1T : Op ---t k resp. 1Ti : O P; ---t ki {para i = l, · · · , r }. Então temos para qualquer 
u E O'p {o fecho integral de Op em K'), 

r 

7r(TrK'/K('l.l)) = L e(Pi lP) -T1kJf(1Ti(u)) . 
i=l 

Definição B.5.1. Sejam K' / K uma extensão de corpos de funções e P E IP'(K). 

(a) Uma extensão P ' de P em K' é dita domesticamente (selvagemente) ramificada se 
e(P' IP) > 1 e car(k) não divide e(P'IP) {resp . e(P'IP) > 1 e car(k) divide e(P'IP))). 
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Çbà Duzentos que P é rami$cado (resp. não ramifi,caldo) em K' IK se enàste a,o menos um
P' € P'(Ã'') sobre P taZ que p'jP é ramíHcadoÍresp. se p'jP é rzão ram@cado para todo p'lP).
O pl,ctce P é domesticamente rcLmi$ca,do enl K' IK se é rami$cudo em K' IK e nenhuTtta
extensão de P é setuagemente ramãBcada. Se existe ao menos uma placa selliagemente rami-
$cctdo P' \P, dizemos que P é seluage'mente rcL'mi$ccLdo e'm K' /K

Çcà P é totatme'nte raTrti$cu,do eVTI K' IK se existe somente 'ümü extensão P' C W'{..K' ) de P em
K' e o údáce de ram@caçâo é e(p'lP) = IK'' : K'l.

(d) K''/K é dáí« ramdPcada rresp. mâo -miPcada) " " menos um P C P'(K') é «mWc«d.
em K'jK (resT). se todos os placas P ç: V'tK) são não rümi$cüdos em K'jK).

Çeà K' IK é dita doméstica, se nenhum 'plüce P c V'tK) é seluage'mente ramificcLdo elll K' IK

Corolário B.5.1 Sejcl K' IK uma extensão $nitü e sepüráuel de cora)os de funções

(a) S. P C P'(K') e P' C I'(K') t.Z gue p'jP, ntã. p'jP é ««.@«d« « e som'nt' s' P' $
Di$tK'jK). Se P' \P é rümiRcada, então

a(p'lp) 1 .+-> p'lP é domeslácamente ramal/içado,

d(p'lP) ? e(p'jP) H+ p'lP é seZuagemente ramiPcado

(b) Quase todos os pZaces P C P'(K) são não ram@cados em K'/Ã'

Coi'olaria B.5.2. SuporzAa que K'/,f( é uma extensão .Pníta e separáuel de c07pos de .fuízções,
tendo o mesmo coT'po de constantes k. Seja g (resp. g') o género de KJK (resp. K'jk). Então

2g' 2?lK'':KI (2g 2)+ }l: }:('(p'lp)
pcü'(/{) p'lp

1) d.g(P')

A igualdade bate se e somente se K' IK é doméstico, o que é o caso quando carÇkl :; Q

Coi'olário B.5.3. Suponha qae -K'/K' é uma extensão .Hnita e separáueZ de c07pos de /uniões,
teTtdo o mesmo corpo de constar\tes k. Seja g (resp. g') o gênero de KJK (resp. K'jk). Então
g $ g'

Corolário B.5.4. $Üa K/h(z) uma ezterzsão #náta e separáueZ do corpo de /Mações racáon,aís de
grau l.K : k(=)j > 1 taí que Ã; é o como de constantes de K. -Então Ã/k(z) é ramdPcado.

Proposição B.5.1. r:teorema de Zuroth,). Qualquer s?iZ)c07po de um c07po de /urzções racãonaàs
é racíorzaZ, isto é, se h $ -Ko Ç k(z) então Xo = Ê;(Z/) para algum y C Ko

Teor'ema B.5.2. Suponha que K' = K(Z/) é uma extensão ./imita e separáuei de um como de /uniões
K' de grau IÃ'' : -KI = n. Sda P C P'(-K) tal que o poZjnómáo mÍm mai @(T) de y sobre -K tem os
coeficientes em OP (isto é, y é integral sobre OP), e sejam Pt, - ,Pr C W'(.K') todos os placas de
K' sobre P. Então o seguinte vale:

(a) a(âlp) $ UP:(@'(y)) para l $ á $ r
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(b) Dizemos que P é ramificado (resp. não ramificado) em ](' / I< se existe ao menos um 
P' E JP>(K') sobre P tal que P'JP é ramificado(resp. se P'JP é não ramificado para todo P'JP). 
O place P é domesticamente ramificado em I<' / J( se é ramificado em I<' / I< e nenhuma 
extensão de P é selvagemente ramificada. Se existe ao menos uma place selvagemente rami
ficado P'JP, dizemos que P é selvagemente ramificado em K' / J(. 

(e) P é totalmente ramificado em I<' / ]( se existe somente uma extensão P' E JP>( I<') de P em 
I<' e o índice de ramificação é e(P'JP) = [I<' : K]. 

(d) I<'/K é dita ramificada (resp. não ramificada) se ao menos um P E JP>(K) é ramificado 
em K' / I< (resp. se todos os places P E JP>(I<) são não ramificados em I<' / I< ). 

(e) I<' / K é elita doméstica se nenhum place P E JP>( I<) é selvagemente ramificado em K' / I<. 

Corolário B.5.1. Seja K' / I< uma extensão finita e separável de corpos de funções. 

(a) Se P E JP>(K) e P' E JP>(K') tal que P'JP, então P' JP é ramificada se e somente se P' < 
Diff(J('/K). Se P'IP é ramificada, então 

cl(P'JP) = e(P'JP) - 1 <==? P'JP é domesticamente ramificado, 

cl(P'IP) 2: e(P'JP) <==? P'JP é selvagemente ramificado. 

(b) Quase todos os places P E JP>(K) são não ramificados em K' / I<. 

Corolário B.5.2. Suponha que K' / J( é uma extensão finita e separável de corpos de funções, 
tendo o mesmo corpo de constantes k. Seja g (resp. g') o gênero de K/k (resp. K' /k}. Então 

2g' - 2 2: [K': K] · (2g - 2) + L L (e(P' JP) - 1) · deg(P'). 
PEIP'(J() P'IP 

A igualdade vale se e somente se K' / I< é doméstico, o que é o caso quando car(k) = O. 

Corolário B.5.3. Suponha que I<' / ]( é uma extensão finita e separável de corpos de funções , 
tendo o mesmo corpo de constantes k. Seja g (resp. g') o gênero de K/ k (resp. K' /k). Então 
g::; g' . 

Corolário B.5.4. Seja K/k(x) uma extensão finita e separável do corpo de funções racionais de 
grau [K: k(x)] > 1 tal que k é o corpo de constantes de K. Então K/k(x) é ramificado. 

Proposição B.5.1. (Teorema de Luroth). Qualquer subcorpo de um corpo de funções racionais 

é racional, isto é, se k ~ Ko Ç k(x) então Ko = k(y) para algum y E Ko . 

Teorema B.5.2. Suponha que K' = J((y) é uma extensão finita e separável de um corpo de funções 
J( de grau [K' : J(j = n . Seja P E JP>(K) tal que o polinômio minimal </>(T) de y sobre J( tem os 
coeficientes em O p (isto é, y é integral sobre O p}, e sejam P1, · · · , Pr E JP>( K') todos os places de 
I<' sobre P. Então o seguinte vale: 
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(b) {l, y, . . - , y" i} é unia base integral de K''/-K no peace P se e somerzte se d(PijP) = up. (@'(y))
para l $ á $ r

ÍHquá, @'(7') de-f« « d.h«d« d. é(r) no -eZ d« p.Z nómÍo. KI l.)

Corolário B.5.5. S©a Ã'' = K(Z/) um« ezÉensâo ./índia e separáuei de comas de /uniões de grau
IK'' : K'l = n e s a @(T) c Klrl o polánómáo mim maZ Ze Z/ soZ,re K'. $uponAa qae P c I"(K')
sahsfcLZ

é(1") C OplTI e t'P'(@'(g/))

p«« t.do P' C I'(K') «m p'lP. -anta. P é nâ. «mWc«d. em K'/-K e {l,y
base integral para K' JK em P

Proposição B.5.2. $Üa Ã''/K uma ezlensão ./inata e separáueZ de corpos, P C P(K') e P' c IP'(K'')
co«. p'jP. Suporia« q«e p'lP é alaZmenf. ««@c«do, á.t. é, .(p'lP) IÃ'' : KI
t C K' um p'-e/ementa phm. e consád"e . poZánó«.áo «.ínámaz @(r) c K'lrl de t soZ,re K. ntão
a(p'lp) = UP,(@'(t)) e {l, t, . . . ,t"-] } é uma base rztegraZ para -K'/Ã' sopre P

B.6 Extensões de Corpos Constantes
Soja K' 2 K unia extensão algébrica de corpos (com K' Ç '>). O compositum -K' := KÉ' é um

corpo de funções sobre k' e seu corpo de constantes é uma extensão finita de k'. Entretanto (isto
não é clamo a priori) -K' é o corpo de htnções de .KX;'

Proposição B.6.1. Sega K/ :: K'k' wma eaçÍensão a
in$-«ito). E-«tão temos:

(a) k' é o «WO d. c-sÉ-t« d. K''

(b) Qualquer subconjuTbto de K que é tirteavlitevtte {vtdepeTtdeTI.te sobre k também o é sobre k'

(c) IK': k(:«)l(z)l P«- q-!q«,:« C .K\k.

Lema B.6.1. Suponha que a c é aZgéZ,Taco sopre k. -Então lk(a) : hl = IK(a) : Ã.l.

Teorema B.6.1. -Em uma ezíensão de c07pos cozzstaízte K'' :: Kk' de /(/k, o segaãrzte urze:

(a) -K'/Ã. é não rami#cado Os(o é, e(p'jP) = 1 para iodo P c P(.lq e P' c P(-1(') corri p'jP)
tb) K'jk' tem o mesmo género de K/k.

(c) Para quaZq?ler dàüsor .A C Dx, temos deg(OonK,/R'(.A)) = deg(.A).

(d) Para qualquer díuásor .A C DK,

}

.gébhca constante de K/k jde g«u ji«-ito oz(e C n

z/" :} é «««

dám(Cona,/K(.A)) = dám(.A).

Mais precislLmente: Q\Lntquer base de CÇA] é umcl base de CÇConK,IK ÇA]) tam,bém. (Note q\J,e
r(.4) Ç K é u« h-espaço uetohaZ, enquanto qae Z(aonK,/K(.A)) é um A'- espaço ueloüaZ.)

tçi) Se W e UTít divisor canónico de KJK então C(m.KíjK(W) e l m dilÁsor cctnonico de Kr /kl
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(b) {1, y, · · · , yn-l} é uma base integral de K ' / K no place P se e somente se d(Pi JP) = VP; (q/(y)) 
para l :S i :S r. 

( Aqui, q/ (T) denota a derivada de </>(T) no anel dos polinômios K[T].) 

Corolário B.5 .5. Seja K' = K(y) uma extensão finita e separável de corpos de funções de grau 
[K' : K ] = n e seja </>(T) E K [T] o polinômio minimal de y sobre I< . Suponha que P E !P'(K) 
satisfaz 

</>(T) E Op[T] e vp,(</>' (y)) = O 

para todo P' E IP(K') com P' JP . Então P é não ramificado em I<' / I< e {l, y, • • • , yn-l} é uma 
base integral para I<' / K em P. 

Proposição B .5.2 . Seja K' / I< uma extensão finita e separável de corpos, P E !P'(K) e P' E lP'(K') 
com P'JP. Suponha que P'JP é totalmente ramificado, isto é, e(P' JP) = [K' : K] = n. Seja 
t E K' um P' -elemento primo e considere o polinômio minimal </>(T) E K[T] de t sobre K . Então 
d(P' JP) = vp,(</>'(t)) e {1 , t, · · · , t11

-
1} é uma base integral para K ' / J( sobre P . 

B.6 Extensões de Corpos Constantes 

Seja K' 2 I< uma extensão algébrica de corpos (com K' Ç <I>). O compositum K' := Kk' é um 
corpo de funções sobre k' e seu corpo de constantes é uma. extensão finita ele k' . Entretanto (isto 
não é claro a priori) K ' é o corpo de funções de Kk'. 

Proposição B.6.1. Seja K' = Kk' uma extensão algébrica constante de K/k (de grau finito ou 
infinito). Então temos: 

(a) k' é o corpo de constantes de K ' . 

(b) Qualquer subconjunto de K que é linearmente independente sobre k também o é sobre k'. 

(e) [K: k(x) ] = [K': K'(x)] para qualquer x E K \ k . 

Lema B.6.1. Suponha que a E <I> é algébrico sobre k. Então [k(a) : k] = [K(a) : K]. 

Teorema B.6 .1. Em uma extensão de corpos constante K' = Kk' de K/k, o seguinte vale: 

(a) K'/K é não ramificado (isto é, e(P' JP) = 1 para todo P E lP'(K) e P' E lP'(K') com P' IP). 

(b) K' / k' tem o mesmo gênero de K / k . 

(e) Para qualquer divisor A E IJK, temos deg(Conl<'/K(A)) = deg(A). 

(d) Para qualquer divisor A E IJJ(, 

dim(ConK'/IdA)) = dim(A) . 

Mais precisamente: Qualquer base de ..C(A) é uma base de ..C(Con]('jK(A)) também. (Note que 
..C(A) Ç K é um k-espaço vetorial, enquanto que ..C(Conl<'j]((A)) é um k'- espaço vetorial.) 

(e) Se l✓v é um divisor canônico de I</k então Con]('j]((W) é um divisor canônico de K ' /k' . 
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(f) .4 'píá«ç'' "no«n« C''nK'/"
K'jK' é injetiuü.

cK ---+ cKr do grupo dus classes de dtlnsores de KJK lla de

(g) O co«po das classes residuais Kb, e qualquer placa P' C I"(K'') é o composãtum Ã'pK'' de -K'
e o cov'po düs classes residuais Kp, onde P = P' n K

Çh] Se K'jK é de grau anito, qualquer bctse de K'jK é umcl base integral de K'jK T)arte todo
P c I"(K').

Corolário B.6.1. $da -K'/.l( uma extensão aZgébMca de K'/hÍnão necessahamente wma extensão
de co'rios coT\soante). Então temos, T)ara qualquer diúsor A C 'DK cine

deg(Cona,//{(.A)) = IK'' : B.'k'l . deg(-A)

Corolário B.6.2. Seja P C P'(K) um peace de K/k de grau r e K = K'k a ezterzsão de Gomos
coTtstünte de KJK com o fecho algébrico k de k. Então

C'on-R/K(P) - PI +

corri pZaces dois a do s dísÉiníos Pi C IP(K)

Pi'oposição B.6.2. $eÜa K'/k um corpo de .furzções comi c07WO de constantes k. Suponha qae -K'/K'
é uma extensão $mitü com cot'po de constantes k' . Seja, k Ç Q o fecho nlgéb'r'ico de k. Então

IÃ.'' : Ã'l K'ill . IÊ' : AI
N' "" «pe.ã«Z .m que K'' = K(3/) .Z,Z.mos; .e @(7') c -Klrl é . polánó«.ío minam«J d' y 'oZ'"

K, as seguintes condições são equ valentes:

(1) k'

(2) @(r) é í«'ed«túeZ .m Ã.'hlrl

Corolário B.6.3. Sda Ã' = h(z,Z/) um como de /uniões e @(7') € A(z)l7'l o polánómáo minimal
de U sobre kÇn]. Então as seguintes condições são equivale\tes:

(1) A é o c07po de constarztes de -lr

(2) @(7') é .b«Z«t«mente á«'edutú'Z, á.to é, é á«.ed«tí«ei 'ob« k(z)lrl
B.7 Extensões de Galois l
Definição B.7.1. Uma ezterzsão .Prata de corpos ]W/.L é data de GaioÍs se o gr"tipo dos auto-
moa.mo. .4ut(M/L) : M é «m i«mo'$'mo c.«. a(a) Z.} é.m
o«d.m lm : LI. Ne.te «se, cA"«.«mos .Aut(A//-L) o g«'po d. G«{.{s de M/-L e e«««.«
GatÇMJLÕ 1- AutÇMJL). UTíta extensão K'jk' de ulíl corpo de fuTtções KJK é de Galois se K' IK
é de Gulois de grua anito.

Teorema B.7.1. Sda Ã''/A' ama ezterzsão de Caldas de K/É e PI,P2 € 1P'(K'') extensões de
P C W(.K). Então P2 - oÇP\) pura algum a € Gül,ÇK' /K). ETn outras l)ütauras, o gT"'upo de Gctlois
üge traTisitiuamente no conjunto das extensões de P
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(f) A aplicação conorma ConJ<'/J< : CJ< - CJ<' do grupo das classes de divisores de K/k na de 

K ' / k' é injetiva. 

(g) O corpo das classes residuais K'p, de qualq1ter place P ' E IP'(J(') é o compositum KpI<1 de I<' 

e o corpo das classes residuais Kp, onde P = P' n K. 

(h) Se K' / J( é de grau finito, qualquer base de K' / K é uma base integral de K' / K para todo 

P E IP'(K). 

Corolário B.6.1. Seja K'/K uma extensão algébrica de K/k(não necessariamente uma extensão 

de corpos constante). Então temos, para qualquer divisor A E VJ< que 

deg(Con]('/J<(A)) = [K': Kk'] · deg(A). 

Corolário B.6.2. Seja P E IP'(K) um place de K/k de grau r e K = Kk a extensão de corpos 

constante de K / k com o fecho algébrico k de k. Então 

ConK/J<(P) = P1 + · · · + Pr 

com places dois a dois distintos Pi E IP'(K). 

Proposição B.6.2. Seja K/k um corpo de funções com corpo de constantes k . Suponha que K'/ K 

é uma extensão finita com corpo de constantes k'. Seja k Ç <l> o fecho algébrico de k. Então 

[K': K] = [K'k: Kk] · [k': k]. 

No caso especial em que K' = K(y) obtemos: se </J(T) E K[T] é o polinômio minimal de y sobre 

K , as seguintes condições são equivalentes: 

(l) k' = k. 

(2) </J(T) é irredutível em Kk[T]. 

Corolário B.6.3. Seja K = k(x, y) um corpo de funções e cp(T) E k(x) [T ] o polinômio minimal 

de y sobre k(x) . Então as seguintes condições são equivalentes: 

( 1) k é o corpo ele constantes de K. 

(2) </J(T) é absohttamente irredutível, isto é, é irredutível sobre k(x) [T ]. 

B. 7 Extensões de Galois I 

D efinição B. 7.1. Uma extensão finita de corpos }/[ / L é dita de Galois se o grupo elos auto

morfismos A-ut(M/L) = {cr : NI - M lcr é um isomorfismo com cr(a) = a,Va E L} tem 

ordem [M : L]. N este caso, chamamos Aut(M/L) o grupo de Galois de M/L e escrevemos 

Gal(NJ/L) := Aut(JVI/L) . Uma extensão K'/k' de um corpo de funções K/k é de Galois se K'/K 

é de Galois de grau finito . 

Teorema B.7.1. Seja K ' /k' uma extensão de Galois de I</k e Pi,P2 E IP'(K') extensões ele 

P E IP'(K) . Então P2 = cr(Pi) para algum cr E Gal(I(' /K). Em 01Ltras palavras, o grupo de Galois 

age transitivamente no conjunto das extensões de P. 
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Coro[ário B.7.1. Com as rzofações do teorema B.7.]. Sejam Pi,
evrl Kt . Então teus\os:

, P. todas as extensões ãe P

(a) '(-Rlp) IP) '.f(âjP) IP) p«« t.dose,.j. Po,á«., de$námos

.(P) : e(BJP) . /(P) :

e chamamos eç.P) (resp.jÇP)) o ívtdi,ce de rami$cc.ão (Teso.
K'jK

grau reLat'luo) de P em

(b) e(P) ' /(P) ., : KI. Em p«dã-Z« .(P),/(P) e , dá«ãd'm o g«« IK' : K'l

(c) O; 'zpoente' dí/e«nte a(-RIP) e a(8jP) 'ã. . «.esmo p«« t.d« í,.j

Proposição B.7.1. (1Eztensões de Knmnizer,) . Sqa K/k um corpo de./hrzções em que k contérrz

«« «,-ési«« «í; p«imita- d« «-«Id«de (co««, «- > \ « «- «l.ti-m'nt' p"'Lmo "m c.«Çkl). Suão«-h«
que u ç: K é unl elemento salisjaze'ndo

u / w'/ para fado 10 c K' e dln, d > l

S a

K' (y) «m g/"

U'm,a extensão colllo tal é chamam u71LÜ Entevtsão de KumTT\er. Tentos

(a) O l)olãnâmio Ó(T) = T" u é o polinâmio ntinimal de y sobre K (em particular, q' é imedutíuel
sobre K). A e=teTtsão K' IK é Gatois de grau n, seu gr'\Lpo é cíclico e todos os automor$sTitos
de K' IK são dados por aÇU) - ('y, onde ( e k é umü n-ésimo, rclíz da unidctde.

(b) Sda P C ]P(K) e P' C I"(K'') uma ezten.são de P. rztâo

e(p'jP) = n/rP e a(p'lp) = n/rp 1,

onde

rp :' mdc(n, up(u)) > 0,

o z/zázámo díuásor comum de rz e up(u)

tcà Se k' deTtotü o como de constaTttes de K' e g (resp. g') o gênero de i€1K (resp. K'jK'), então

''-:--a;h(, .E,.o T)'.,(-o)' ' PeP(K)
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Corolário B.7.1. Com as notações do teorema B.7.1. Sejam Pi ,··· ,Pr todas as extensões de P 
em 1(' . Então temos: 

(a) e(Pi lP) = e(P1IP) e f(Pi lP) = f(P1IP) para todos i,j. Por isso, definimos 

e chamamos e(P) (resp .f(P)) o índice de ramificaão (resp. grau relativo) de P em 
J('jJ(. 

(b) e(P) · f(P) · r = [J(' : J(j. Em particular e(P), f(P) e r dividem o grau [K': K]. 

(e) Os expoentes diferente d(PilP) e d(P1IP) são o mesmo para todos i , j. 

Proposição B.7.1. (Extensões de Kummer) . Seja K/k um corpo de funções em que k contém 
uma n-ésima raíz primitiva da unidade (com n > l a n relativamente primo com car(k)) . Suponha 
que u E J( é um elemento satisfazendo 

u i=- wd para todo w E J( e dln , d > l. 

Seja 

](' = J((y) com yn = u. 

Uma extensão como tal é chamada uma Extensão de Kummer. Temos: 

( a) O polinômio q;(T) = y n -u é o polinômio minimal de y sobre 1( ( em particular, <I> é irredutível 
sobre ]() . A extensão ](' / ]( é Galois de grau n, seu grupo é cíclico e todos os automorfismos 
de K' /K são dados por cr(y) = (y, onde ( E k é uma n-ésima raíz da unidade. 

(b) Seja P E IP'(K) e P' E IP'(K') uma extensão de P. Então 

e(P'IP) = n/rp e d(P'IP) = n/rp - l, 

onde 

rp := mdc(n, vp(u)) > O, 

o máximo divisor comum de n e vp(u). 

(e) Se k' denota o corpo de constantes de ](' e g (resp. g') o gênero de ]( / k (resp. ]{' /k' ) , então 

g' = l + _n_(g- l + ~ ~ (1- rp)deg(P)). 
[k': k] 2 ~ n 

PEIP'(K) 
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Corolário B.7.2. Sda Ã.'/A um corpo de /uniões e -K' = K(y) comi y" = u C K, onde n #
0(mod(car(k))) e k conténz unia rt-ésáma raú phmát ua da unidade. .4ssuma que Gaste um placa
Q C I"(K) tai que mdc(UQ(u),n) = 1. ntão k é o corpo de constantes de K', a extensão K'/K é
cíclica de grau n e

l
g' n(g l)+ 2 }: (n rp)deg(P)

PeP(K)

Lema B.7.1. Sega K/k um c07'po de /uniões aZgébhcas de caractere'stíca p > 0. Z)ado um eZe7rzento

u C 1<1 e um placa P C T'(.K) Hma das seguáTttes aPlwlações é válida:

(a) Ezáste u«. elemento z C -K taZ que up(u (zp -- z)) 2 0, ou,

(b) P«« «zg«. , € x',

«P(u (,P ;)) - m < 0 c.m m # 0(mod(p))

No último cclso, o inteiro ull é unicamente detemtâvtao por u e P, a saber,

«.-{«P(u (««' w))l«, C Ã'}

Proposição B.7.2. r.Extensões de .Artdn-Schreier,). Sela K'/k um corpo de .funções de caras
teTístáca p > Q. Suponha que u C K é uvll elemento que satis.faz a seguinte covtdição:

\l :# UP W pQTCL tOdO m C K

S a

K' -- K(U) com UP U - u. (B.l)

Uvrta tat extensão é chamada Extensão de Artin,-Schreier de K. Para P C W'(K) de$nimos
o ante?ro vnp por

l T.
se existe uvll elemento z c K satis.fazendo
«(u (,p z)) 0 . m # 0(mod(p)),

mp

se t;p(u (,P ,)) 2 0 p«« .Zg«m . C K'

(Obse7ue que lnp está bem de$nido). Temos então

taÕ Ki IK é umü extensão de Gatois cíclica de grcLU p. Os autoííLorjisrí\os de Kr IK são dados 'pov
a(Z/) «, ond. p l,...,p l.

(it)à P é não kart\i$cado em K' IK se e soTitente se in,p - l
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Corolário B.7.2. Seja K/k um corpo ele funções e K' = K(y) com yn = u E K, onde n t 
0(mod(car(k))) e k contém uma n -ésima raíz primitiva da unidade. Assuma que existe um place 
Q E IP'(K) tal que mdc(vQ(u) , n) = l. Então k é o corpo de constantes de K', a extensão I<' / I< é 
cíclica de grau n e 

/ 1 ~ g = l+n(g-1)+ 2 L.., (n-rp)deg(P). 
PEIP'(K) 

Lema B. 7 .1. Seja I</k um corpo de funções algébricas de característica p > O. Dado um elemento 
u E K e um place P E IP'(K) uma das seguintes afirmações é válida: 

(a) Existe um elemento z E J( tal que vp(u - (zP - z )) 2: O, ou; 

(b) Para algum z E K, 

vp(u - (zP - z )) = -m < O com m t 0(mod(p)). 

No último caso, o inteiro m é unicamente determinao por 'l.l e P, a saber, 

- m = max{vp(u - (wP - w)) lw E K}. 

Proposição B.7.2 . (Extensões de Artin-Schreier) . Seja I</k um corpo de funções de carac
terística p > O. Suponha que u E K é um elemento que satisfaz a seguinte condição: 

u =/- wP - w para todo w E K. 

Seja 

K' = K(y) com yP - y = 'l.l. (B.l) 

Uma tal extensão é chamada Extensão de Artin-Schreier de K. Para P E IP'(K) definimos 
o inteiro mp por 

1np := 

se existe um elemento z E J( satisfazendo 
vp('l.l - (zP - z )) = - m < O em t 0(mod(p)), 

{ 

1n 

-1 se vp(tl - (zP - z )) 2: O para algum z E K. 

(Observe que mp está bem definido). Temos então: 

( a ) K' / J{ é uma extensão ele Galois cíclica ele grau p . Os automorfismos ele K' / K são dados por 

a (y) = y + v, onde v = O, l , · · · , p - l. 

(b) P é não ramificado em K ' / I( se e somente se mp = -1. 
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Çcà P é totalmente rami$cüdo em K'/K se e some'r\te se 'mp > Q. Denota por P' o único plüce de
K' sobre P. Então o ea;poeTtte dijereTLte àQP' \P) é dado l)or

a(p'lP) (mp + l)

(d) $e ao merzos zlm peace Q C P'(K') safáli/az mQ > 0, então É; é aZgebhcamerzte /achado em K'' e

'' - , . , * '? ( 2+ }: (mp+ l)
P€1P(K)

d.«(')) ,

onde g' (resT). g) é o gêTtero de K'jk' (resp. K/k)

Observação B.7.1. (a) .Vas Ralações de B.7.2, slzpozzha que ehste ?lm. peace Q C P(K) com

«C2(u) < 0 e UQ(u) # 0(mod(p))

Então u satisfaz u :# up u para todo \o C K. Por isso, Q proposição B.'7.2 se aplica, Q este

(b) Tod« « e:«t.n.õe. K'/K' d. g«« IK' : Ã.'l c-(k) .ão d. .4,[án-Sch«{e,

Pi'oposição B.7.3. Corzsádere um c07po de /uniões K/Ã; cozrz corpo de corzstarztes h de carac-
[em'stãc« p > 0 . «m poZãnómí. «dãé:" s.p«á«z a(7') c klrl rí;to é, a(T) = ««T-" + a. .7''"-" +

-FatTP-FaoT) de grau pn que tens todas as raízes eTn k. Seja u C }':. Suponha que para qualquer
P C V'ÇK) eüste um elemeTtto z e K (dependendo de P) tal que

up(u a(z)) ? 0

ou

«(u «(.)) - m «m m > 0 . m # 0(m.d(p))

De$ne mp := L no pT"iTneãro caso e mp = m 110 segundo. Então rlt está be'rrt de$nido.
Considere Q extensão de cor'pos K' - KQU) de K, OTtde y satisfaz Q equação clQU) -- u. Se eaüste ao
merzos um peace (2 C F'(Ã.) com mQ > 0, o squánte urze:

ta] K'/K é Gatois, \K' '. K\ -- pn e o gr'upo de Gülois de K'/K é iso'íTLorjo ao gT"upo aditivo
{a C kla(a) = 0}, por isso, ásomorfo ã (Z/pZ)". rTa grupo é calma o g«upo abe! ano
.le«.ent« d. e«'poe'-t. p . g«u pn .)

(b) k é algebhcantente fechado em K'

(c) Qualquer P C IP'(K) co«. mp = \ é não rami$cado elll K'jK
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( e) P é totalmente ramificado em K' / K se e somente se mp > O. Denote por P' o único place de 
K' sobre P. Então o expoente diferente d(P'IP) é dado por 

d(P'IP) = (p - l)(mp + 1). 

(d) Se ao menos um place Q E IP>(K) satisfaz mQ > O, então k é algebricamente fechado em K' e 

g' = p. g + p; 
1 

( - 2 + L (mp + 1) · deg(P)), 
PEll'(J() 

onde g' {resp. g) é o gênero de K' /k' {resp . K/k). 

Observação B.7.1. (a) Nas notações de B .7.2, suponha que existe um place Q E IP>(K) com 

VQ('l.l) < O e VQ('l.l) =_:,É O(mod(p)) . 

Então 'l.l satisfaz 1l =/=- wP - w para todo w E K. Por isso, a proposição B. 7. 2 se aplica a este 
caso . 

(b) Todas as extensões K' / K de grau [K' : K] = p = car(k) são de Artin-Schreier. 

Proposição B.7.3 . Considere um corpo de funções K/k com corpo de constantes k de carac
terística p > O e um polinômio aditivo separável a(T) E k[T] {isto é, a(T) = anTP" + an_1TP

11

-

1 + 
· · · + a1 TP + aoT) de grau pn que tem todas as raízes em k. Seja 'l.l E K . Suponha que para qualquer 
P E IP>( K) existe um elemento z E K ( dependendo de P) tal que 

vp(u - a( z )) :::=: O 

ou 

vp('l.l - a(z )) = -m com m > O em =_:,É O(mod(p)). 

Define mp := -1 no primeiro caso e mp = m no segundo. Então m está bem definido. 
Considere a extensão de corpos K' = K(y) ele K, anele y satisfaz a equação a(y) = tl. Se existe ao 
menos um place Q E IP>(K) com mQ > O, o seguinte vale: 

( a) K' / K é Galois, [K' : K] = pn e o grupo de Galois de K' / K é isomorfo ao grupo aditivo 
{a E kla(a) = O}, por isso, isomorfo à ('ll/p'll)n. {Tal grupo é chamado grupo abeliano 
elementar de expoente p e grau pn.) 

(b) k é algebricamente fechado em K' . 

(e) Qualquer P E IP>(K) com mp = -1 é não ramificado em K'/K. 
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(d) C?uaZquer P C I"(Ã.) com mP > 0 é totaZmzerzte ramlÉcado emz K''/X' e o expoente d fererzte
a(p'lP) d« .zt.n.ão P' d' P 'm -K' é

a(P'jP) (mp + l)

l.eà Seja g' (resp. g) o gêrtero de K' (resT). K). Então

,-.-c;-!( E («, .'.,uo)
PclP(K)

B.8 Extensões de Galois ll

Consideremos uma extensão de Galois K''/Ã' de corpos de funções algébricas com grupo de
Galois G := GaZ(K'/K). Seja P un] place de K e P' uma extensão de P em K'

Definição B.8.1. (a) Gz(p'jP) := {a C Gla(P') = p'} é chamado o grupo de
P' sobre P

(b) Gr : (p'jP) :
de p'jP

(c) O como ./azado Z := Z(p'jP) Íresp. r := r(p'jP)) de Gz(p'jP) rresp. Gr(p'jP)) é c 'amado

o cov-po decomposição (resp. couTO de inércia) de P' sobre P

Teorema B.8.1. Oom as notações como arzteh07menÉe, temos;

(a) O gmpo decomposição Gz(p'jP) tem ordem e(p'lP) . /(p'jP).

(b) O g«p. de íné«ã« Gr(p'jP) é «m uóg«p. nom.«Z d. Gz(p'ljP) d' o«d'm e(p'jP).

Çc] A e=tevtsão das classes resida(ús K'p,IKp é uma ezteTtsão de Gnlois. Qualquer autowLorji,smo
a € Gz(p'jP) ãn uz um aaíomor$smo a de Ã'b, soZ,re Kp dada por ã(z(P')) = a(z)(P')
para z C OP'- ''l aplicação

decomposzçao

z) > 0 para iodo z C OP,} é chamado o gr'upo de ánércáaa c GI«p,(a(,) r 0 ri,(i

Gz(P' IP) (J<ib, / -Kp )
a }-----> o'

é um hoTTLomorfismo sobrejetiuo, cujo ke7'nel é o grupo de
GalÇK'p.IKp) é isomorjo Q GzÇP' \P''ljGvÇP' IP).

Çcà DeTtotemos por Pz (resp. PT) Q restrição de P' CLO co'WO decomposiçã
" c.WO de áné«ãa T = 7'(p'lP)). Então temo. « *g«ante sãt-çã''

áné«á« Gr(p'lP)
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( d) Qualquer P E lP'(K) com mp > O é totalmente ramificado em K' / J( e o expoente diferente 
d(P'I P) da extensão P' de P em K' é 

d(P' IP) = (pn - l)(mp + 1). 

(e) Seja g' (resp. g) o gênero de](' (resp . K). Então 

g' = pn · g + Pn; l ( - 2 + L (mp -1) · deg(P)). 
PE IP'(I() 

B.8 Extensões de Galois II 

Consideremos uma extensão de Galois ](' / J( de corpos de funções algébricas com grupo de 
Galois G := Gal(I<'/K). Seja Pum place de K e P' uma extensão de P em K'. 

Definição B.8.1. (a) Gz(P'IP) := {a E Gla(P') = P'} é chamado o grupo decomposição de 
P' sobre P. 

(b) Gr := (P'IP) := {a E Glvp,(a(z)- z ) > O para todo z E Op,} é chamado o grupo de inércia 
de P'IP. 

(e) O corpo fixado Z := Z(P' IP) (resp . T := T(P' IP)) de Gz(P'IP) (resp. Gr(P' IP)) é chamado 
o corpo decomposição (resp . corpo de inércia) de P' sobre P. 

Teorema B.8.1. Com as notações como anteriormente, temos: 

(a) O grupo decomposição Gz(P'IP) tem ordem e(P'IP) · J(P'IP) . 

(b) O grupo de inércia Gr(P' IP) é um subgrupo normal de Gz(P'IIP) de ordem e(P'IP). 

( c) A extensão das classes residuais J<~, / J< p é uma extensão de Galois. Qualquer automorfismo 
a E Gz(P' IP) induz um automorfismo a de K'p, sobre ](p dada por a( z (P')) = a(z)(P') 
para z E O P' . A aplicação 

Gz(P'IP) ------) Gal(J<~,/ l<p) 
a 1-) a 

é um homomorfismo sobrejetivo, cujo kernel é o grupo de inércia Gr(P'IP). Em particular 
Gal(K~,/J<p) é isomorfo a Gz(P'IP)/Gr(P'/P). 

( e) Denotemos por Pz (resp. Pr) a restrição de P' ao corpo decomposição Z = Z(P' IP) (resp . 
ao corpo de inércia T = T(P'IP)). Então temos a seguinte situação: 



88

K''

T
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P'

P

e(p'lPv) l-K' : rl, /(p'lpr)

.f(PrjPz) IP) ZI,e(PvlPz)

Z

F

e(PzjP)

Teorema B.8.2. Considere uma e tensão de GaZoãs K''/K de calvos de /uniões algéóhcas, um
peace P ç: 'PtK) e umu e=teTtsão P' de P em K' . Para um corpo intelwtediário K Ç M Ç K',
deltotentos por Pi.,Í := P' n M CL restrição de P' à h/l. ETttão temos:

(a) A/ Ç Z(p'jP) 'F:::+ e(PA4jP)

(b) M 2 Z(p'jP) P+ P' é o líRIco peace de K'' sopre PÀ.r

(c) A4 ç r(p'lp) -+:::+ e(PÂ.rjP)

(d) À/ a 7'(p'lp) -t:::> Pt/ é totaZme,'t' "m'H"'Z. 'm K'/A4

Corolário B.8.1. Suponha que Ã''/B.' é urrza ezterzsâo .Êníta e separáuel de c07pos de /urzções
Sejam K\,Ka col"pos inteTmediáhos de K'jK tal qve K' - K\Ka é o composituTít de K\ e Ka
Então íamos, para um peace P C F'(-K):

(a) Se P é complet«menu. decomponí«.Z isto é, e(QjP) (QIP) tod" « .ztensãe. Q
de P) em K\jK e K2jK, então P é comptetame'nte decomponíuet em K' IK.

(lbà Se P é Ttão CLwti$cctdo em K\jK e KajK, então é não rami$cado em K'/K
Definição B.8.2. Seja K'/-K uma ezfensão de Caldas de c07'pos de /uniões aZgébhcas com grupo
de Galois G -- GalÇK'jK). Considere um T)face P ç: WÇK) e umcl extensão P' de P em K' . Para
qualquer i> 1 definimos o {-ésimo grupo de Tamijicação de P' \P por

Ci(p'lP) := {a € Glup,(a(.) z) ? í + l para lodo z € OP,}

Proposição B.8.1 Cotim as notações como anteMov"rnevtte, temos

(a) G l Gz(p'lP) .Go IP). -Emp«Éã«l«, o,d(Go)

(b) G-i a Go a . . . Gi Gi+i e (;m = {ád} pata m stl#cáenfem,ente grar7,de

(c) Sda a C Go, { 2 0 e t um p'-elerrzento pomo, isto é, uP'(t) = 1. EnÉâo,

a C Gí +-> up'(a(t) t) ? { + l

(d) Se c«(k) 0 então Gi = {ád} para lado í 2 1 e Go = Gr(p'jP) é cícZáco
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K' P' e(P'IPr) = e(P'IP) = [K': T], f(P'[Pr) = 1 

1 1 

T Pr f(Pr[Pz) = J(P'IP) = [T: Z], e(Pr lPz) = 1 

1 1 

z Pz e(Pz[P) = J(PzlP) = 1 

1 1 

F p 

Teorema B.8.2. Considere uma extensão de Galois K' / K de corpos de funções algébricas, um 
place P E IP'(K) e uma extensão P' de P em K'. Para um corpo intermediário K Ç M Ç K', 
denotemos por P1v1 := P' n 1\1 a restrição de P' à l\ll. Então temos: 

(b) M 2 Z(P'[P) <=> P' é o único place de K' sobre PM . 

(e) 111 Ç T(P'[P) <=> e(PM [P) = 1. 

( d) 1\1 2 T(P'IP) <=> PM é totalmente ramificado em I<' /Jvl. 

Corolário B.8.1. Suponha que K' / K é uma extensão finita e separável de corpos de funções. 
Sejam K1, K2 corpos intermediários de K' / K tal que K' = K 1K2 é o compositum de K 1 e K 2. 
Então temos, para um place P E JP(K): 

(a) Se P é completamente decomponível (isto é, e(QIP) = f(QIP) = 1 para todas as extensões Q 
de P) em K i/ K e K 2/ K, então P é completamente decomponível em K' / K. 

(b) Se Pé não ramificado em Ki/K e K2/K, então é não ramificado em K'/K. 

Definição B.8.2. Seja K' / K uma extensão de Galois de corpos de funções algébricas com grupo 
de Galois G = Gal(K'/K). Considere um place P E IP'(K) e uma extensão P' de P em K'. Para 
qualquer i 2 -1 definimos oi-ésimo grupo de ramificação de P'IP por 

Gi(P'IP) :={o-E Glvp,(o-(z ) - z) 2 i + 1 para todo z E Op, }. 

Proposição B.8.1. Com as notações como anteriormente, temos: 

(a) G-1 = Gz(P'IP) e Go = Gr(P'IP). Em particular, ord(Go) = e(P'IP). 

(b) G_1 2 Go 2 · · · 2 Gi 2 Gi+l 2 · · · e Gm = {id} param suficientemente grande. 

(e) Seja o- E Go, i 2 O e tum P'-elemento primo, isto é, vp, (t) = 1. Então, 

o- E Gi <=> Vp 1 (a(t) - t) 2 i + 1. 

(d) Se car(k) = O então Gi = {id} para todo i 2 1 e Go = Gr(P'IP) é cíclico. 
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(e) $e car(A) = p > 0 então Gi é um suógmpo noz.77zai de Go. .4 ordem de Gi é urrza potência de
p e o gr'upo quociente GojG\ é cíclico de ordem relatiuame'nte T)hitita com p.

(f) Se car(A) = p > 0 então Gi+i é um suógmpo norma! de Gi apara qualquer á 2 1) e G{/Gi+i
é isomorfo ao subgruT)o ctditiuo do corpo dus ctctsses residuais K'p. (por isso, GijGi-tx é ulll
p-grupo abeliano elementar de expoente p).

Corolário B.8.2. $upoziAa que K''/.Z( é uma extensão de c07pos de /urzções de Caldas e carác-
ter'stác« p > 0. Sd« P C F'(Ã.') . P' C P'(K') wm« extensão de P em K' e «nsãd«' o como .®.d.
Vi(p'lP) do phmeá« g«.po de ««Wc«ção GI(p'lP). Denota por Pm « «.t«áçã. de P' no co«po
inte7'mediar"io M, K Ç: M q K'. Então o seguinte vale:

(a) M Ç Vi(p'lP) 'W+ e(p'jP) é pomo como

(b) M 2 Vi(p'jP) '+::::> PÀ,Í é [otaZmente ramíPcado erra K''/&/ e e(p'l-f)m) é unia potêrzcáa de p

Teorema B.8.3. r#'órmuZa do Dlgerente de -ZlíáZbert,). C'onsádere wma extensão de corpos de
fultções de Galois K'jK, vm peace P ç V'ÇK) e um ptcLce P' ç: V'(.K' ) sobre P. Então o expoente
di/e«nt. a(p'jP) é

a(p'lp) - }:('''ac:(p'lp) l){-0

ÍWoÉ. qu. ást. é.#nát., .jú gu Ci(p'jP) {á } p-« á ? m)

Proposição B.8.2. (lema de --4bhyanhar9. Seja -K'/-K uma ezten.são .Ênála e separáueZ de
corpos. SupoTLha que K' ;; KtKz é o compositum de dois corpos intemrtediáMos K Ç Kt, Kz Ç K'
S(ya P/ C IP(K/) uma ezfensão de P C P(-K) e Pi ::= P/ n .iq para á = 1, 2. .Assuma que ao mzenos
«.« d« ezten ões PijP ou F2lP é domésÉÍ« rá t. é .(-Rlp) é «Z«táu«m.ente pomo "m ",(k)).

e(p'lP) «.mc{.(Pi IP) , e(P2 IP) }

Lema B.8.1. Sda G m grupo .Ênáto e U Ç G umz subgrupo rz07ma ta! que ord(U) = p" roam
p - \ ou p um llúmero pomo) e GJU é cíclico de ordem relcLtiuumevtte püma com p. SuT)Obhct qze
Hi é um subir"upo de G com Pn \o'rh(.Ht ). Então pctra (qualquer outro Ha Ç G, temos

o,d(-Hi n H2) = mmc(ord(Hi), o«d(H2))

B.9 Exterlsões inseparáveis
Qualquer extensão algébrica de corpos de funções pode ser quebrada en] uma. extensão separável

Ks/K' e uma puramente inseparável .l('/Ks. Como estudalllos o caso sepaiável, vamos agora estu-
dar o caso puramente inseparável. Através desta seção, k será uni corpo perfeito de característica
p > 0 e K/h um corpo de funções com corpo constante k.

Lema B.9.1. Supor/za qae -K'/K é uma eztensâo puramente nseparáueZ de calvos de grau p.
Então k é o cor'po de covtstante de K' também. Qualquer placa P C V'(.K) tem somente zma
e«ten;ã. P' € P'(X'), « s«ó«,
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(e) Se car(k) = p > O então G1 é um subgrupo normal de Ga. A ordem de G1 é uma potência de 
p e o grupo quociente Go/G1 é cíclico de ordem relativamente prima com p. 

(f) Se car(k) = p > O então Gi+l é um subgrupo normal de Gi (para qualquer i 2: 1) e Gi/Gi+l 
é isomorfo ao subgrupo aditivo do corpo das classes residuais I<~, (por isso, Gi/Gi+l é um 
p-grupo abeliano elementar de expoente p) . 

Corolário B.8.2. Suponha que I<' / J( é uma extensão de corpos de funções de Galois e carac
terística p > O. Seja P E JP(K) e P' E IJJ>(K') uma extensão de P em J(' e considere o corpo fixado 
V1(P' IP) do primeiro grupo de ramificação G1(P'IP) . Denote por Pt,!f a restrição de P' no corpo 
intermediário M, K Ç M Ç K'. Então o seguinte vale: 

(a) M Ç Vi(P' IP) {=> e(P' IP) é primo com p. 

(b) M 2 Vi (P'IP) {=> Pt,,f é totalmente ramificado em K' / M e e(P'IPM) é uma potência de p. 

Teorema B.8.3. (Fórmula do Diferente de Hilbert). Considere uma extensão de corpos de 
funções de Galois K'/K, um place P E JP(K) e um place P' E JP(K') sobre P . Então o expoente 
diferente d(P' IP) é 

00 

d(P' IP) = :I)ordGi(P'IP) - 1) 
i=O 

(Note que isto é finito, já que Gi(P' IP ) = {id} parai 2: m). 

Proposição B.8.2. (Lema de Abhyankar). Seja K' / I< uma extensão finita e separável de 
corpos. Suponha que J(' = K1K2 é o compositnm de dois corpos intermediários K Ç K1,I<2 Ç K' . 
Seja P' E IP(K') uma extensão de P E JP(K) e Pi := P' n Fi parai= 1, 2. Assuma que ao menos 
uma das extensões PilP ou P2IP é doméstica (isto é e(Pi lP) é relativamente primo com car(k)). 
Então 

e(P' IP) = mmc{e(PilP), e(P2IP)}. 

Lema B.8.1. Seja G um grupo finito e U Ç G um subgrupo normal tal que orcl(U) = pn (com 
p = 1 ou p um número primo) e G /U é cíclico de ordem relativamente prima com p. Suponha que 
H1 é um subgrupo de G com pn lorh(H1 ). Então para qualquer outro H2 Ç G, temos 

B.9 Extensões inseparáveis 

Qualquer extensão algébrica de corpos de funções pode ser quebrada em uma extensão separável 
Ks/ 1( e uma puramente inseparável K' / I<s. Como estudamos o caso separável, vamos agora estu
dar o caso puramente inseparável. Através desta seção, k será um corpo perfeito de característica 
p > O e K / k um corpo de funções com corpo constante k. 

Lema B. 9 .1. Suponha que K' / I< é uma extensão puramente inseparável de corpos de grau p. 
Então k é o corpo de constante de K' também. Qualquer place P E IJJ>(K) tem somente uma 
extensão P' E lP(K'), a saber, 
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P' = {z C K''lzp € P}

O comespoTtdeTtte uvtel de ualohzüção é

0P' = {z C K''lzp C (1)P}

Te«o. «ãnd. e(p'jP) . /(p'lP)
Definição B.9.1. [/m elemento z C Ã' é chamado um eZemen]o separan]e para K/k se /{/k(z) é
ulllü e=teTtsão $nitü e separáuel. K/k é dito separauelmente gerada se existe lm el,ementa sepaTante
pura KjK.

Proposição B.9.1. (a) .4ssuma que z C .K sztás/az UP(z) # 0(mod(P)) para algum P C P(-K)
ETttáo z é ulll elemevtto se'paranLe 'parca Kjk. Em particular, Kjk é separauelmevtte gerada.

(b) Ezãstem z,y c K taZ que F' = h(z,y)

(c) P«« n 2 1, o c.«:junt. K'.'
proTn"iedades:

{zP"lz c Ã'} é %m subcorpo de K Este teTít üs seguintes

l.\) k Ç Kpn Ç; K e KJKp" é puramente inseparável de grau Pn
(2) Á aplicação de Fora,.maus @. : .K --, K deÉnãd« por @«(.) := zp" é u« á««..r$.mo

de K para KP" . Por isso, o col'po de fuTtções KP" /K tem o mesmo gênero que KJk.
(3) Suporzha que Ê Ç .Ko Ç .K e K/Ko é ptzramenfe ínseparáuei de grau IK' : Kol = p"

Então Ko :: KP''

(.d) Um eterrlento z c K é uvll etemeTito separavite para l(/k se e somente se z « j<P

B.IO Estimativa do gênero de um corpo de funções
Proposição B.IO.l. Sega K]/k ur/z subc07po de K/h e l.r( : -Kil = n. .4ssurna que {zi, ' . , z,}} é
uma. base de KJKt tat que zi C LÇC),'qã, = \,' ,'n,, onde C çi l)K é um divisor de K/k. Então

g $ 1 + ,'(gl 1) + deg(C),

onde g (resT). g\) denota o género de KJK (resp. K\jk)
Lema B.IO.1. .,assuma que k é algeóhcamen(e /ecArzdo e corzsÍdere ?lrrz s71bc07po .f(t/k de -l(/k tal

qu. K/K'i é «p«á«i d. g«u IK' : K'il = n > 1. $d. y C K w«. .Je«..nto «m K' = K'i(g). ntã.
quase todo P C P(Ki) tem. as seguánies prophedades:

(a) P tem n ezten.õe. dã.tánt« Pi, .P«em KjK

(b) .4. re t çõ« PI n k(g/), , Pn n k(3/) .ão pi«e; doà. « doá; fámt« .m k(3/)

Teorema B.IO.l. (.Desigualdade de (-;asteZnuouo,). Sega K/k wm c07po de /um.iões com c07po

de coTtstaTttes k. SuT)OTlhcl qKe são dados dois subcorpos K\jK e Kajk de Kjk satisfazendo

(1) K K'iK2 é ' "mpo.ãtwm de -Ki e K2
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P' = {z E I<' lzP E P}. 

O correspondente anel de valorização é 

Op1 = {z E I<'lzP E Op }. 

Temos ainda e(P' IP) = p e f (P' IP) = 1. 

Definição B.9.1. Um elemento x E I< é chamado um elemento separante para I</k se I</k(x) é 
uma extensão finita e separável. I< / k é dito separavelmente gerada se existe um elemento separante 
para I</k . 

Proposição B.9.1. (a) Assuma que z E I< satisfaz vp(z ) ':j. O(mod(P)) para algum P E IP'(I<). 
Então z é um elemento separante para I< / k. Em particular, I< / k é separavelmente gerada. 

(b) Existem x,y E K tal que F = k(x , y). 

(e) Para n 2: 1, o conjunto J<Pn ·- { zP" lz E K} é um subcorpo de I(. Este tem as seguintes 
propriedades: 

( 1) k Ç J<P" Ç I< e I( / J<P" é puramente inseparável de grau pn. 

(2) A aplicação de Forbenius </Jn : I< -------t I< definida por </Jn(z) := zPn é um isomorfismo 
de I< para J<P". Por isso, o corpo de funções J<P" / I< tem o mesmo gênero que I< / k . 

( 3) Suponha que k Ç Ko Ç K e J{ / Ko é puramente inseparável de grau [K : Ko] = pn . 
Então J( o = J(Pn. 

(d) Um elemento z E J{ é um elemento separante para J{ / k se e somente se z tf. J(P. 

B.10 Estimativa do gênero de um corpo de funções 

Proposição B.10.1. Seja I<i/k um subcorpo de I</k e [I<: I<1] = n. Assuma que {z1, · · · , zn} é 
uma base de I</ K1 tal que Zi E ,C( C) , Vi= 1, · · · , n , onde CE Dg é um divisor de K/k. Então 

g ~ 1 + n(g1 - 1) + deg(C) , 

onde g (resp . g1) denota o gênero de K/k (resp. Ki/k} . 

Lema B.10.1. Assuma que k é algebricamente fechado e considere um subcorpo Ki/k de K/k tal 
que I</K1 é separável de grau [K: K1] = n > 1. Seja y E J( um elemento com](= K1(y). Então 
quase todo P E IP'(K1) tem as seguintes propriedades: 

(a) P tem n extensões distintas Pi, ··· , Pn em K/k . 

(b) As restrições Pi n k(y) , · · · , Pn n k(y) são places dois a dois distintos em k(y). 

Teorema B.10.1. (Desigualdade de Castelnuovo). Seja K/k um corpo de funções com corpo 
de constantes k . Suponha que são dados dois subcorpos J{ i/ k e J{ 2/ k de J{ / k satisfazendo 

(1) K = K1K2 é o compositum de K1 e I<2 . 
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(2) IK : KÍI . Ki/k t m gên«. g{ Õ

Então o género g de KJK é \incitado por

g $ nigl + nug2 + (ni -- l)(n2 -- l)

Coi'Diário B.IO.l. rZ)esiguaZdade de RÍernann,)
seguinte estimativa para o género g de Kjk:

SUPOTLhQ qtLe 1<1 -: kI.=,IJ) ETttão temos Q

g $ (1-K : A(z)l i) . (IK' : k(y)l l)

Proposição B.I0.2. Considere um, c07'po de /urzções aZgébhcas Ã. = k(z,y) soZ,re k, onde a
equação irredutíue! para y sobre k(.z) tem a .fomna

y" + /i (z)Z/«-t + + /n-l(Z)y + /n(Z)

com ./;(z) c kl l e deg(./)(n)) $ J,V.j

d«de g $ i(n l)(n 2).

1, 11. Então o gên.ero g de KJK satisfaz CL desigual
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(2) [I<: Ki] = ni e Ki/k tem gênero gi (i=1,2). 

Então o gênero g de I< / k é limitado por 
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Corolário B.10.1. (Desigualdade de Riemann). Suponha que 1( = k(x, y) . Então temos a 
seguinte estimativa para o gênero g de K / k: 

g ~ ([K: k(x)] - 1) · ([K: k(y)] - 1). 

Proposição B.10.2. Considere um corpo de funções algébricas J( 

equação irredutível para y sobre k(x) tem a forma 

Yn + fi(x)Yn-1 + · · · + .fn-1(x)y + fn(x) = O 

k(x,y) sobre k, onde a 

com fi(x) E k[x] e deg(Jj(x)) ~ j, \:/j = l, · · · , n. Então o gênero g de K/k satisfaz a desigual
l 

dade g ~ 2(n - l)(n - 2). 
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Apêndice C

Corpos de Funções sobre Corpos de Constantes Finitos

Estabelecemos aqui que ao longo de todo esse capítulo, a menos de menção contrária, K/P'.z
denotará um corpo de funções de gênero g cujo corpo das constantes é o corpo finito Fç.

C.l A Função Zeta de Um Corpo de Funções
Lema C.l.l. Para todo rz ? 0, em K'/p'ç existe um número .Prato de divisores posáíãuos de grau n.

Demorzstração. Um divisor positivo é a solda de divisores primosl logo é suficiente provar que
o conjunto S := {P € 1P(K) : degP $ n} é finito. Escolhemos um elemento z C -K\Fç, e

consideramos o conjunto So := {no C P'(Fç(z)) : digno $ n}. Como K/Fç é extensão algébrica de

H'ç(z)/H'ç, temos que para todo P € S, Pn H'q(z) C So, e, além disso, todo Ro C So tem um número
finito de extensões em K. Sendo assim, precisamos apenas mostram que So é finito. Confio os places
de Fq(#) (com excecão do polo de n) correspondem a polinâmios mõnicos irredutíveis p(r) c Fçjzl
do mesmo grau, temos que So é finito. []

Recordentos a notação de capítulos anteriores: ll>K é o grupo dos divisores de K/IFç, PK é o
subgrupo de Z)K formado pelos divisores principais (z) = >-pcp(K) UP(3ç)P (com 0 7é z c K) e o
grupo quociente CK :: .ZI)K/PK é o grupo de classes de divisor de Ã./B'ç A classe de un] divisor .A
em CK é denotado por l.AI. Como divisores equivalentes têm o mesmo grau e a mesma dinletlsão,
temos que

degj-AI := deg.A e úÍmlÁI := dám.A

estão bem definidos para IÀI C CK

Definição C.l.l. O co junto

% := {.A C Z)K : deg.A = 0},

qtbe é obviamente um subir"upo de 'DK, é chavitado grupo dos divisores de grau zero, e

Ch : {l..41 C CK degl.'1l - 0}

é o grupo de classes de divisor de grau zero

Proposição (].l.l. C% é um gr"üpo ./inato

l)emorzstraçâo. Escolha um divisor de grau 2 g, digan-tos rz = degB; considere o conjunto de classes

CZ. {lCI C CK : degjC'l = n}

A aplicação
c2,
IAI

; ck
- [A+B]
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Apêndice C 

Corpos de Funções sobre Corpos de Constantes Finitos 

Estabelecemos aqui que ao longo de todo esse capítulo, a menos de menção contrária, K/IFq 
denotará um corpo de funções ele gênero g cujo corpo das constantes é o corpo finito IF q. 

C.1 A Função Zeta de Um Corpo de Funções 

Lema C.1.1. Para todo n 2: O, emK/IFq existe um número finito de divisores positivos de grau n. 

Demonstração. Um divisor positivo é a soma de divisores primos; logo é suficiente provar que 
o conjunto S := {P E lP'(K) degP ~ n} é finito . Escolhemos um elemento x E K\IFq , e 
consideramos o conjunto So := {Po E lP'(IFq(x)) : degPo ~ n}. Como K/IFq é extensão algébrica de 
IFq(x)/IFq, temos que para todo P E S, Pn!Fq(x) E So , e, além disso, todo Po E So tem um número 
finito de extensões em K. Sendo assim, precisamos apenas mostrar que So é finito . Como os places 
de 1Fq(x ) (com. excecão elo polo de x) correspondem a polinômios mônicos irredutíveis p(x) E 1Fq[x] 
do mesmo grau, temos que So é finito . O 

Recordemos a notaçã.o de capítulos anteriores: DK é o gTupo dos divisores de K/IFq, PK é o 
subgrupo de DK formado pelos divisores principais (x) = I::PEll'(K) vp(x)P (com O-/:- x E K) e o 
grupo quociente CK = DK/PK é o grupo ele classes de divisor de K/IFq. A classe ele um divisor A 
em CK é denotada por [A]. Como divisores equivalentes têm o mesmo grau e a mesma dimensão, 
temos que 

deg[A] := degA e dim[A] := dimA 

estão bem definidos para [A] E CJ( . 

Definição C.1.1. O conjunto 

que é obviamente um subgrupo de DK , é chamado grupo dos divisores de grau zero, e 

é o grupo de classes de divisor de grau zero . 

Proposição C.1.1. CJ< é um grupo finito . 

Demonstração. Escolha um divisor de grau 2: g , digamos n = degB ; considere o conjunto ele classes 

A aplicação 

C}} := {[C] E CI< : deg [C] = n}. 
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cn 
]( 

[A+B] 



94 APENDICEC. CORPOS DE FUNÇOES SOBRE CORPOS DE CONSTANTES FINITOS

é claramente bijetora e, sendo assim, precisamos apenas verificar que CI. é finito.
Afirmação: para todo ICI C CX., existe .4 C l(71 tal que .4 ? 0.
De fato: Como pego = n 2 g, temos aámjO1 2 n + l g ? l (pelo Teorema de Riemann-Roch).
daí r(O) ? l e logo, pelo lema 2.4.1, existe .A -. (7 com -A ? 0, e a afh'mação está provada.

Como vimos no lema anterior, existe um número finito de divisores .4 ? 0 de grau rz. Com isso
e com a afirmação, concluímos que CÊ. é finito. []

Definição C.1.2. .4 ordem. do gr"tipo C% é chamzado "-Divisor (7Zass -7\rumber", e será denofada
por h :: hK. Em outras l)alturas,

h:= hK:=lC%

Definimos agora o inteiro a > 0 por

:= mánldeg.A Á c l)K e degÁ > 0} (c.l)

A imagem da função grau deg : Z)K --+ Z é un] subgrupo de Z gerado por a, e o grau de qualquer
divisor é um múltiplo de a.

Para todo n 2 0, cosiderenaos o conjLmto

.A. {.Á C 2)K : .4 2 0 e deg-A = n} (C.2)

Definimos então
.A. : (C.3)

No que segue, vamos estudar os números Á,}. E fácil ver que -Ao :: l e .4i é o número de places
P C P'(-K) de grau um.

Lema C.1.2. (a) Á« = 0 se at n
(b) f'ãz«d« u«.a cZ«s. IC'l C CK, tem«

ll-A c ICI : .4 2 0}

(c) Para todo árzteír0 7z > 2g 2 com. aln,

'''{« - ilíü"'''''' 1)

Z)emonstração. (a) Direto da definição de a

(b) As condições Á C l(71 e À ? 0 são equivalentes a

.A = (z) + C' para algum «: C K' com (z) ? c,

isto é, z C Z(O)\l0}. Como Z:(C) é unl espaço vetorial sobre Fç, temos que IZ((7)l = q'/:"lc'l
e logo IC(C)\1011 = qÓi"lcl 1. Além disso, dados dois elementos z,y C r(O)\Í0}, temos
que (n) + C = (y) + C' -H+ (z) = (3/) -e:::> g/ = 'ln pala algum 0 # a C H'ç Daí temos o
resultado.
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é claramente bijetora e, sendo assim, precisamos apenas verificar que CR é finito. 
Afirmação: pa.ra todo [C] E Cj}, existe A E [C] tal que A 2 O. 
De fato: Como degC = n 2 g, temos dim[C] 2 n + 1 - g 2 1 (pelo Teorema de Riemann-Roch). 
daí .C(C) 2 1 e logo, pelo lema 2.4.1, existe A~ C com A 2 O, e a afirmação está provada. 

Como vimos no lema anterior, existe um número finito de divisores A 2 O de grau n. Com isso 
e com a afirmação, concluímos que C:R- é finito. D 

Definição C.1.2. A ordem do grupo CJ< é chamado "Divisor Class Number" , e será denotada 
por h = hK. Em outras palavras, 

Definimos agora o inteiro 8 > O por 

8 := min{degA : A E DK e degA > O}. (C.1) 

A imagem da função grau deg : DK -----) Zé um subgrupo de Z gerado por 8, e o grau de qualquer 
divisor é um múltiplo ele 8. 

Para todo n 2 O, cosideremos o conj unto 

An := {A E DK A 2 O e degA = n}. (C.2) 

Definimos então 

(C.3) 

No que segue, vamos estudar os números An. É fácil ver que Ao = 1 e A1 é o número de places 
P E IP(K) ele grau um. 

Lema C.1.2. (a) An = O se 8 f n. 

(b) Fixada uma classe [ C] E C K, temos 

l{A E [C] 

(e) Para todo inteiro n > 2g - 2 com 81n, 

qdim[C] _ 1 
A20}1=--- . 

q-1 

An = _h_(qn+l-g - 1). 
q-1 

Demonstração. (a) Direto da definição ele 8. 

(b) As condições A E [C] e A 2 O são equivalentes a 

A= (x) + C para algum x E K com (x) 2 -C, 

isto é, x E .C(C)\{O}. Como .C(C) é um espaço vetorial sobre 1Fq, temos que I.C(C)j = qdim[C] 

e logo I.C(C)\{O}j = qdim[C] -1. Além disso, dados dois elementos x,y E .C(C)\{O}, temos 
que (x) + C = (y) + C {::=:} (x) = (y) {::=:} y = ax para algum O -=J a E 1Fq. Daí temos o 
resultado. 
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(c) Existem h = hK c]asses (]e divisores de grau n, digamos l(7il, . . . , ICÜI. Daí, por (b) e pelo
Teorema de Riemann-Rock temos

{.A € 1cjl " ? olt - d?2-J q"+i'g -- l

q lq l
Todo divisor de grau n está em apenas uma das classes ICil, . . . , IOhl, logo

.4. - }: l{.A c lql .4 ? 0}

D

Definição C.1.3. .4 sêde de potêrzcías

Z(t) := ZK(t) : t" C (Cjjtjl
22,=0

(o«-de A« é o de$ni'lo em C.'3) é cha«latia a f'««-ção Zela de i<1'V..

Pi'oposição C.1.2. .4 séüe de potências Z(t) = >ll:=o .A«t" é conueryerzte para ltl < q l
precisamente, lemos para ltl < q "

(a) Se Ã'/H'. te«. gêm«. g

,'',-á(-h ú)
(b) Se g 2 1, então Z(t) + G(t), -d'

p'(t) - i:h- . , >: q':"]c] . ta.slq,
' 0$degjCj<2g 2

ronde ICI percorre bodas as c esses de dáuísores IC'l C CK Éaás que 0 $ deglCI $ 2g

'.',-A(«:-''«*,:' '*'.h &)
2) e

Demonstração. (a) Primeiro, mostratemos que unl corpo de funções de gênero zero tem número
de classe de divisor A :: 1, isto é, todo divisor de .A de grau zelo é principal. De fato: Pelo
Teorema de Riemann-Roch, como 0 > 2g 2, temos que dímz.A = deg.A + 1 -- g = 1. Logo,
existe uni elemento z # 0 tal que (z) 2 --.A, onde ambos os divisores têm grau zero. Daí,
como deg((z) + A) = 0 e (z) + .A 2 0, então (z) + .A e portanto .,4
principal. Assim, aplicando o lema C.1.2 temos

}:.'!.t"
n,::0 E -'*,..'" - E ;Lü'"' :

l

l)t'"

l«Ê'«,«
á(.b-ú)

para lçtl < l
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(e) Existem h = hI< classes de divisores ele grau n, digamos [C1], ... , [C,i]. Daí, por (b) e pelo 
Teorema de Riemann-Roch temos 

qdim.C1 1 qn+l-g 1 
1 { A E [ Cj l : A 2: o} 1 = - = - . 

q-1 q-1 

Todo divisor ele grau n está em apenas uma das classes [C1], . . . , [C1il, logo 

h 

An = L 1 { A E [Cj] 
j=l 

Definição C.1.3. A série de potências 

A 2: O}I = _h_(qn+l-g - 1) . 
q-1 

00 

Z(t) := ZK(t) := L A 11t11 E C[[t]l 
n=O 

{onde A11 é o definido em C.3} é chamada a função Zeta de K/Fq. 

D 

Proposição C.1.2. A série de potências Z(t) = I:~=O Ant11 é convergente para !ti < q- 1. Mais 
precisamente, temos para !ti < q-1 : 

(a) Se K/Fq tem gênero g = O, então 

Z(t)= q~l (1-~qt)8 - l~t8 ). 

(b) Se g 2: 1, então Z(t) = F(t) + G(t) , onde 

F(t) = q ~ l L qdim[C]. tdeg [CJ, 

0~deg(C]::;2g-2 

(onde [C] percorre todas as classes ele divisores [C] E CI< tais que O :S cleg [C] :S 2g - 2} e 

G(t) = -- ql -g (qt)2g-2+8 __ ~ _ -- . h ( 1 1 ) 
q - 1 1 - ( qt) 8 1 - t 8 

Demonstração. ( a) Primeiro, mostraremos que um corpo de funções de gênero zero tem número 
de classe de divisor h = 1, isto é, todo divisor de A ele grau zero é principal. De fato: Pelo 
Teorema de Riemann-Roch , como O > 2g - 2, ternos que climA = degA + 1 - g = 1. Logo, 
existe um elemento x =/=- O tal que (x) 2: -A, onde ambos os divisores têm grau zero. Daí, 
como cleg((x) + A) = O e (x ) + A 2: O, então (x ) + A = O e portanto A = -(x ) = (x-1) é 
principal. Assim, aplicando o lema C.1.2 temos 

~ Aant8n = ~ - 1-(q8n+l - l)t8n 
L...., L....,q-1 
n=O n=O 

1 (
00 oo ) q- 1 q _~(qt)ºn - ~t8n 

1 ( q I ) 
q - 1 1 - ( qt ) 8 - 1 - t 8 

para jqt j < 1. 
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(b)

>l: .A«t"- }: l{.'lc lal
rz=0 degjCJZO

.4 2 0ll . tó'slcl

':,M:o '.,[' ' '''', .;,K',- .':"]'] . *'..]''

[q>2.' ']*:,.t'.,['] o

= F'(t) + G(t), onde

p'(t) - ilT. , >: q':"]';] . ta.,[';]
' 0$deglq$2g 2

e

(q l)G(t) E h.«""-,
«. 2g 2)/a)+l

üq: '(çt)''-'"Í:t.iF
n

Co:.ovário C.l.l. Z(t) pod. «« estendia« . um. /«nção «cá- Z m C q«e Z.m «. póZ. .ámpl"
lemf

Proposição C.1.3 (Produto de Euler). Para ltl < q-l, a /unção Zela pode ser representada por
un7. produtóMo absoZutamerzte convergente

Z(t) t''sP) -' .
PeB'(K)

(C.4)

Em p«díc«{«, Z(t) # 0 p«« ltl < q :

No que segue, fixaren:tos un] fecho algébrico B'ç de B'ç e consideianlos a. extensão do corpo das
constantes F = f'B'.r de K/Fç Para todo r 2 1 existe uma única extensão H'ç-/Fç de grau r com
Fç' Ç Fç, e definimos

.IÇ:= K'Fa'Ç K'.

Lema C.1.3. (a) K,/K' é uma extensão cãcZáca de grau r Oito é, /(r/K é GaZoís com um grupo
de Gnlois cíclico de ordem r). O grupo de Galois GattK,IK) é gerado Feto ctutomor$smo de
Fo,Z,enáus a q« «t- .«. B'Ç' p« a(a) = a"

(b) W'ç' é . «zp. .Z" ","t-t« d. Kr

tc] KvjWq' texít o mesvr\o género que KJVq

(d) Sda P C I"(K) umz placa de grau rn. .Então (7ortK,/K(P) = Pi +
ptaces dois u dois distivttos Pi c V' ÇKà e despi - 'ríild.

+ Pa com d := mdc(m, r)
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(b ) 
00 

L Antn = L J{A E [C] A;::=: O}J · tdeg(C] 

n=O deg(C]2'.0 

I: 
dim(C] 1 1 

q - . tdeg[C] = __ "' qdim(C] . tdeg(C] 

deg(C]2'.0 
q-1 q-1 ~ 

0'.Sdeg(C]'.SZg-2 

1 
+-- "' q - 1 ~ 

deg(C] > 2g-2 

l eg[C]+l-g . {leg(C] _ _ 1 _ "' tdeg(C] 
q - 1 ~ 

deg(C]2'.0 

= F(t) + G(t), onde 

e 

1 F(t) = q _ l L qdim[C] . tdeg[C] 

0'.Sdeg(C]'.SZg-2 

(q - l)G(t) 
00 00 L hqnô+l - g. tnô _ L htnô 

n={{2g-2)/ô)+l 11=0 

hql-g(qt)2g-2+ô 1 _ h-1-_ 
1-(qt)ª 1-tª 

o 
Corolário C .1.1. Z(t) pode ser estendida a uma função racional em <C que tem um pólo simples 
em t = 1. 

Proposição C .1.3 (Produto de Euler) . Para ltl < q- 1 , a função Zeta pode ser representada por 
um produtório absolutamente convergente 

Z(t) = II (1 - tdegP) - l. (C.4) 
PEIP{K) 

Em particular, Z(t) f= O para ltJ < q-1 . 

No que segue, fixaremos um fecho algébrico lF q ele lF q e consideram.os a extensão do corpo das 
constantes P = FIF q de J( /JF q · Para todo r ;::=: 1 existe uma única extensão lF qr /JF q de grau r com 
lF q•· Ç lF q, e definimos 

Kr := ](lFqr ç R . 

Lema C. 1. 3. (a) ](r/ ]( é uma extensão cíclica de grau r (isto é, Kr/ J{ é Galois com um grupo 
de Galois cíclico de ordem r}. O grupo de Galois Gal(Kr/ K) é gerado pelo automorfismo de 
Forbenius a que atua em lF q" por a (a:-) = a:-q . 

(b) lF q" é o corpo elas constantes de ](r. 

(c) Kr/IFqr tem o mesmo gênero que K/lFq. 

(d) Seja P E IP'(K) um place de grau m . Então ConI<,.jI<(P) =A+ .. . + Pd com d:= rndc(rn , r) 
places dois a dois distintos Pi E IP'(Kr) e degPi = m/d. 
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Demonstração. (a) E sabido que Fç'/Fç é cíclico de grau r e seu grupo de Galois é gerado pela
aplicação de Forbenius P n PÇ. Conto Fç é perfeito, existe a C IFç' tal que B'ç' = Fç(a). Daí
temos que K, - KFç(a) = Ã.(a). Pelo lema B.6.1, l.K, : -KI = IX'(a) : Ã.l = IB'ç(a) : Fçl = r;
além disso, no mesmo lema vimos que o polinâmio minimal de a sobre F,z é o mesmo de a
sobre K. Logo o automorfisnio a -* aq gera GaZ(-ZÇ/K).

(b) e (c) saem da proposição B.6.1 e do teorema B.6.1.

(d) P é não-ramificado en] K,/X conforme teorema B.6.1. Considere um place P' C IP(K,) pat
que P' IP. Pelo teorema B.6.1 (g), o corpo residual de P' é o compositum de B'ç' com o corpo
residual K'p de P. Seja Z = mmc(m,r). Como degP = m, temos que IKp : Fçl = m; logo
/íp = H'ç"' e o compositum citado acima é

FçmF'ç

Portanto
degP' = IFçi : ]Fç'l ' m/d.

Como deg(Cona,/K(P)) = degP = m (pelo teorema B.6.1 (c)), concluímos que C'onK,/K(P) =
Pt + . . + Pr com places -f) de grau m/d.

D

Na próxima. proposição precisatemos da seguinte identidade polinomial: se m 2 1 e r 2 1 são
inteiros e d = Trzdc(m, r), então

(x'/' - l)' (") (C.5)

onde ( percorre todas as raízes r-ésimas da unidade en] (C. Substituindo X
multiplicando por t"'' obtemos

[ " em C.5 e

(i t"'/')'= ll (i ((t) ": ) (C.6)

Proposição C.1.4. $da Z(t) rresp. Z.(t)) a /urzção Zela de Ã' Íresp. de K,). Então

z,(t' ll(«) (C.7)

para todo t C «: (Ç 'percorrendo as raízes r-ésiTítas du ubidcLde)

Z)emonstração. E suficiente provar C.7 para ltl < q i. Nesta região, a representaç ão como produto
de Euler nos dá

z,(t')- ll ll (i t'''''')':
Pcu'(K)p'lp

Para um place P C IP(K) fixado, chame m = degP e d = mdc(r, m); daí

(C.8)

110
p'lp

t'.degP') l (l - t'"'/a)d

- llo ((t)") - ll (i ((t)''pp) ,
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Demonstração. (a) É sabido que lFqr/lFq é cíclico de grau r e seu grupo de Galois é gerado pela 
aplicação ele Forbenius (3 f-t (Jq_ Como lFq é perfeito, existe a E JFq,. tal que lFqr = lFq(a). Daí 

temos que Kr = KlFq(a) = K(a). Pelo lema B.6.1, [Kr : K] = [K(a) : K] = [lFq(a) : lFq] = r; 
além disso, no mesmo lema vimos que o polinômio minimal ele a sobre lFq é o mesmo ele a 
sobre J(. Logo o automorfismo a f-t aq gera Gal ( Kr / I<). 

(b) e (e) saem ela proposição B.6.1 e elo teorema B.6.1. 

(d) Pé não-ramificado em Kr/K conforme teorema B.6.1. Considere um place p' E lP'(Kr) pat 
que P

1

IP. Pelo teorema B.6.1 (g), o corpo resíclual ele p' é o compositum de lFqr com o corpo 

residual Kp de P. Seja l = mmc(m, r). Como degP = m, temos que [I<p : lFq] = m; logo 
J(p = lFqm e o compositum citado acima é 

lF qmlF qr = lF q'. 

Portanto 
degP

1 

= [JFq, : 1Fq1· ] = m/d. 

Como deg( ConI<r/I<(P)) = degP = m (pelo teorema B.6.1 (c)), concluímos que ConI<,.jI<(P) = 
P1 + ... + Pr com places Pi de grau m/ d. 

o 

Na próxima proposição precisaremos ela seguinte identidade polinomial: se m 2: 1 e r 2: 1 são 

inteiros e d = mdc( m, r), então 

(Xr/d _ l)d = I1 (X_ çn) (C.5) 
(r=l 

onde ( percorre todas as raízes r-ésimas ela unidade em <C. Substituindo X 
multiplicando por tmr obtemos 

cm em C.5 e 

(1 - tmr/d)d = I1 (1 - ((tr) . 
(r=l 

Proposição C.1.4. Seja Z(t) (resp. Zr(t)) a função Zeta de K (resp. de Kr)- Então 

Zr(t'") = IT ((t) 
(1"=1 

para todo t E (C (( percorrendo as raízes r-ésimas da unidade) . 

(C.6) 

(C.7) 

Demonstração . É suficiente provar C.7 para itl < q-1 . N esta região, a representação como produto 

ele Euler nos dá I1 I1 (1 _ t7··degP
1 

)-1 

PElf'(I() p' IP 

Para um place P E lP'(I<) fix:aclo, chamem= degP e d= mdc(r, m); daí 

I1 (1 _ tr·degP
1 

)-1 = (1 _ t7·m/d)d 

P'IP 

(C.8) 
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pelo item (d) do lema C.1.3 e por C.6. Assim, por C.8 obtemos

a(t')- ll ll (i
('=1 PclP(K)

((t)''sp)-:
/'r l

n

Coi'Diário C.1.2 (F.K. Schmidt). õ = l

r)p7T] '.n c+rnp,in Para /'a 1, temos

z((t) - ll (l
P€1P(K)

((t)''sp)-: = ll (i tó'sp) : =z(t),
PeP(K)

ullaa vez que é) divide o grau de P pala todo P C P(-K). Logo Za(ta) = Z(t)a pela proposição
C.1.4. A função racional Za(ta) tens um pólo simples em t = 1 pelo corolário C.l.l, e Z(t)a temi
um pó[o de ordem a em t = 1. Portanto a = 1. []

Corolário C.1.3. (a) Todo corpo de /urzções K/Fç de género g = 0 é racãorzaZ, e saa /unção Zela

z(t) - (l

e

(b) Se K/Fç fem gên«o g 2 1, su. /unção Zela p.de s« «chl. d« .»«n. Z(t) = /'(t) + G(t),
OB,de

F'(t) Ó'''',:',,
l

qói"'lq . tdegjCI

qt 3.- t)
Demonstração. Um corpo de htnções de gênero 0 que possui uni divisor de grau l é racional
(proposição 2.5.2). O restante segue imediatamente de proposição C.1.2 e a = 1. []

l l
e

''*, - A («'''' : l

Não demonstraren:tos a. próxima. proposiçãol sua prova pode ser encontrada em j17j (página

Proposição C.1.5 (Equação Funcional da Função Zela).
seguárzÉe equação /uncáonaZ;

A juTição Zetct de KJV.l satisfaz a,

''', - .' :*'' ', (;)
Definição C.1.4. O poZírzórrzão

L(t) := LK(t) :=(1 - t)(l qt)Z(t)

é chalitctdo L-l)otinõ'mio de KJ'Fq

Pelo Corolário C.1.3 é óbvio que L(t) é un] polinõmio de grau $ 2g. Observe também que Z,(t)
contém todas as informações sobre os números .4n. n ? 0, pois

L(t) t)(l - qt) }: .A.t".
}2.=0

(C.9)
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pelo ítem (d) do lema C.1.3 e por C.6. Assim, por C.8 obtemos 

Corolário C.1.2 (F.K. Schmidt). ô= 1. 

Demonstração. Para ( 8 = 1, temos 

Z(Çt) = II (1 - (Çt)degP) - 1 = II (1 - tdegP)-1 = Z(t) , 
P E'P(I() PE'J>(K) 

D 

uma vez que ô divide o grnu de P para todo P E IP'(K). Logo Ze(t8 ) = Z(t) 8 pela proposição 
C.1.4. A função racional Ze(t8 ) tem um pólo simples em t = 1 pelo corolário C.1. 1, e Z(t) 8 tem 
um pólo de ordem ô em t = 1. Portanto ô = l . D 

Corolário C.1.3. (a) Todo corpo de funções K/Wq de gênero g = O é racional, e sua função Zeta 
é 

1 
Z(t)=---

( 1 - t) ( 1 - qt) . 

(b) Se K/Wq tem gênero g 2: 1, sua função Zeta pode ser escrita da form.a Z(t) = F(t) + G(t), 
onde 

e 

F(t) = q ~ 1 L lim[C] . tdeg[C) 

DSdeg[C] 9g-2 

G(t) = -- q9t 9 -- - -- . h ( 2 -1 1 1 ) 
q-1 l-qt l-t 

Demonstração. Um corpo de funções de gênero O que possui um divisor de grau 1 é racional 
(proposição 2.5.2) . O restante segue imediatamente de proposição C.1.2 e ô= 1. D 

Não demonstraremos a próxima proposiçã.o; sua prova pode ser encontrada em [17] (página 
165). 

Proposição C.1.5 (Equação Funcional da Função Zeta). A função Zeta de K/Wq satisf az a 
seguinte equação funcional: 

Definição C.1.4. O polinômio 

L(t) := LK(t) := (1 - t )(l - qt)Z(t) 

é chamado L-polinômio de K /W q . 

Pelo Corolário C.1.3 é óbvio que L(t) é um polinômio de grau :S 2g. Observe também que L(t) 
contém todas as informações sobre os números An. n 2: O, pois 

00 

L(t) = (1 - t)(l - qt) L Ant1i . (C .9) 
n=O 
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Teorema C.l.l. (a) -L(t) C Zltl . degl(t) = 2g.

(b) ÍEq-ção /unc{.n«Z) L(t) t'al(l/qt)

(c) L(1) = h, o nlímzero de classe de divisor de -K/Fç'

(d) Es«' -L(t) +«lt+ ...+«2gt'S. Te...;

/. ao = 1 e a2g = qS
2. a2g--i = qO 'a2g para 0 < { < g.
3. «i (q+ 1), onde N é o núm«o peace. P € 1"(Ã.) d. g«« «m.

(e) -L(t) /at««-« .m C «,« /o«n«
2g

{-1

do coT'po das constam.tesómào da eztensâo n.sZ a

á-l

99

L(t) a:t). (C.lO)

Os números completos al , . - . ,az9 são inteiros algébhcos, e eles podem ser ün'andados de tal
/07'ma que cliag+{ :: q para todo { = 1, . . . ,g

(f) S. É,(t) : qt)Z,(t) den.[. . -L-p.Zán

/(, = .Kll?Ç', erztão
2g

z.,(t) - ll(t a;t),

onde os a{ sao os dados em C.IU.

Z)emonstração. Todas as afirmações são triviais para g :; 0. Assumirenlos então g 2 1.

(a) Já sabemos que Z,(t) é um polinõnlio de grau $ 2g. No item (d) veremos que seu coeficiente
dominante é qS, donde degl(t) = 2g. A afirmação L(t) c Zltl segue de C.9 comparando os
coeficientes.

(b) Direto da proposição C.1.5.

(c) Com a notação co corolário C.1.3, temos

L(t) -(l -t)(l qt)F'(t) + ;Í+-Í(qst'p'i(l -t)(l - qt)).

Logo Z,(1)

(d) Escreva L(t) = ao + alt + . . + a2gt'S. Da e(luação funcional (b) temos

"m - «''''"(i) - f + TP + . . . -'- «'«.*''.

Portanto a2g-i:; qa {ai para á = 1,. ..,g e a afirmação 2 está provada. Comparando os
coeficientes de to e ti em C.9 temos que ao = Áo e ai = .AI (q + l).Ao. Como .4o = le
.AI = ]V, temos (lue an ;= 1 e al := N -- (a + 1). Fimalmente, a2,, = qgao := qg por 2.

C.l . A FUNÇÃO ZETA DE UM CORPO DE FUNÇÕES 

Teorema C.1.1. (a) L(t) E Z[t] e degL(t) = 2g. 

(b) {Equação funcional} L(t) = q9t29L(l/qt) 

(c) L(l) = h, o número de classe de divisor de I</IFq . 

(d) Escreva L(t) =ao+ a1t + ... + a29t 29 . Temos: 

1. ao = l e a29 = q9 . 

2. a2g-i = q9-ia29 para O:=:; i :=:; g. 

3. a1 = N - (q + 1) , anele N é o número ele places P E IP'(K) de grau um. 

(e) L(t) fatora-se em C na forma 
2g 

L(t) = II (1 - O'.it). 

i= l 

99 

(C.10) 

Os números complexos a1, ... , a29 são inteiros algébricos, e eles podem ser arranjados de tal 

forma que O'.iO'.g+i = q para todo i = 1, . .. , g. 

(f) Se Lr(t) := (1 - t)(l - qt)Zr(t) denota o L-polinômio da extensão do corpo das constantes 

I<r = I<IF q,. , então 
2g 

L1-( t) = II ( 1 - ar t) , 
i=l 

onde os O'.i são os dados em C.10. 

Demonstração. Todas as afirmações são triviais para g = O. Assumiremos então g 2 1. 

(a) Já sabemos que L(t) é um polinômio de grau :::; 2g . No ítem (d) veremos que seu coeficiente 
dominante é q9, donde degL(t) = 2g. A afirmação L(t) E Z [t] segue ele C.9 comparando os 
coeficientes. 

(b) Direto ela proposição C.1.5. 

(c) Com a notação co corolário C.1.3, temos 

Logo L(l) = h. 

L(t) = (1 - t)(l - qt)F(t) + _h_(q9t 29- 1(l - t) - (1 - qt)) . 
q-l 

(d) Escreva L(t) =ao+ a1t + . .. + a29t 29 . Da equação funcional (b) temos 

Portanto a2g- i = q9 -iai para i = 1, ... , g e a afirmação 2 está provada. Comparando os 

coeficientes de t 0 e t 1 em C.9 temos que ao = Ao e a1 = A1 - (q + l)Ao. Como Ao = l e 
A1 = N, temos que ao= l e a1 = N - (q + 1) . Fimalmente, a29 = q9ao = q9 por 2. 
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(e) Considere o polinõmio recíproco

L"(t) :-t''L(-}) - '.t'' +.:t'' : +... +.,, -t''+«:t'' '+...+q'. (c.ll)

Z,X é um polinâmio mõnico com coeficientes em Z, donde suas raízes ai,
inteiros algébricos, e -LX(t) = 112i(t -- cvi). Logo

} aug C (C são

. 2g

L(f) - t''d(;) - 11(1 ait){-1

Observe que as raízes a{ de LX(t) são as inversas das raízes de L(t), pois L(aÍi) = 0. Da
equação funcional (b) temos que Z,l(cl) = 0 se, e somente se, Z,X(q/cl) = 0. Daí arranjamos
as raízes de Z,' (t) como

al L , q:/' , , q\ l2 . - q\ I'z , q'/',

onde q1/2 ocorre rrz vezes e .qi/2 ocorre rl vezes. Por C.ll,
qaj' al . --L . (q:/')" . (-q'/')" = qs.

uk

Portanto n é par. Como m + n + 2É = 2g, m também é par, e assim podemos rearianjar
cvi,. .., a2g tal que cváag+á:: q para todo í :: l,. . .,g.

(f) Usando a proposição C.1.4 obtemos

ü(t')-(i t')(i q't')z,(t')-(i t')(í q't') ll z((t)(' l

-o o '')IÜo o « -lyl'«o
2g 2g

aá(t)
á=1(r=1 i=l

H2:(l aTt).Portanto -h(t)

n

O teorema. acima mostra que o número

w(r') : llp c p(K') degP = 1} (C.12)

pode ser facilmente calculado se o L-polinõmio Z(t) de K/B'ç for conhecido. Mais ainda, conside-
ramos pa-ra r ? l o número

Nr: degP = 1} 1 , (C.13)

onde .K, = KFç' é a extensão do corpo das constantes de K/Fç de grau r. Segue agora um resultado
de papel essencial para o próximo capítulo.
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(e) Considere o polinômio recíproco 

(C.11) 

LJ_ é um polinômio mônico com coeficientes em Z, donde suas raízes 0:1 , ... , 0:29 E <C são 
inteiros algébricos, e LJ_(t) = ITf!1 (t - ai) . Logo 

Observe que as raízes O'.i de LJ_(t) são as inversas das raízes de L(t), pois L(ai1 ) = O. Da 
equação hmcional (b) temos que LJ_(a) = O se, e somente se, LJ_(q/a) = O. Daí arranjamos 
as raízes de LJ_(t) como 

onde q112 ocorrem vezes e -q112 ocorre n vezes. Por C.11 , 

q q ( l/2)m. ( l/2)n g 0'.1 · - · · .. · O!k · - · q · -q = q . 
a1 ak 

Portanto n é par. Como m + n + 2k = 2g, m também é par, e assim podemos rearranjar 
a1 , .. . , 0:29 tal que aiag+i = q para todo i = 1, . . . , g. 

(f) Usando a proposição C.1.4 obtemos 

LrW) = (1 - tr)(l - qrt1' )ZrW) = (1 - tr)(l - qrt1·) II Z((t) 
('=l 

= (1 - tr)(l - qrtr) II (1 - (~)(g)_ q(t) = II L((t) 
(r=l (r= l 

2g 2g 

= II II c1- ai(t) = II(l - artr). 
i=l ('' =l i=l 

D 

O teorema acima mostra que o número 

N(F) := N = l{P E IP'(K) : degP = l}I (C.12) 

pode ser facilmente calculado se o L-polinômio L(t) de I</IFq for conhecido. Mais ainda, conside
ramos parar 2': 1 o número 

Nr := N(F,.) = l{P E IP'(Fr) : degP = l}I , (C.13) 

onde I<r = J(JF qr é a extensão elo corpo das constantes ele J{ /IF q de grau r. Segue agora um resultado 
de papel essencial para o próximo capítulo. 



C.2. O TEOREMA DE HASTE-WEIL 101

Corolário C.1.4. Para todo r ? l,

2g

Nr l -E:a;,
{-1

ondear, ,a'Zg C C são as recíprocas das raízes de l,(t). Em Particular, coIRo Nt N ÇF), temos

N(F')
2g

á-l

Z)emorzstração. Pelo item (d) do teorema C.l.l, Nr -- (q + 1) é o coeficiente de t no Z,-polinõmio
L,(t). Por outro dado, como ],,(t) = f12:(] a;t), temos que esse coeficiente é >1:í.: a;. []

C.2 O Teor'ema de fiasse-Weil
Nesta seção denlonstrat'emos o resultado mais importante de capítulo, que é o seguinte

Teor'ema C.2.1 (Haste-Weil). 4s rec@rocas das rales de -LA'(t) saéís/agem

ail :: qi/apara í :: l, ,2g

Antes de piová-lo, vejamos alguns resultados que nos guiaião a uma estratégia para tal prova

Lema C.2.1. Sega m 2 1. .Então o teorema de -Haste- I'reãí é pálido para .l(/Fç se, e somente se,
ele é válido para Q elteTtsão do cor'po das covtstaTttes K..IW.l":

Z)emonstração. As recíprocas das raízes de LK(t) são al, . . . ,a2g. Pelo teorema C.l.l (f), as
recíprocas das raízes de L«(t) são aT, . . . ,club". Assim, o resultado segue imediatamente, pois
ail = qt/' -+:::> la;"l = (q"):/'. n

Lema C.2.2. Suporzha que Gaste c C IR ÉaZ que para todo r 2 1,

Nr - (q' + 1)1 $ cq'/'. (C.14)

Então o Teorepi\a de Haste- Weit Date para KJ'Fq.

Z)emorzstração. Pelo corolário C.1.4, temos AÇ (q' + l) = }1:21 c!;, logo C.14 nos fornece que

< cqi/2 (C.15)

pal'a todo r 2 1. Considere a função n:teromorfa

(C.16)

Seja õ := mãnllaÍ 1 1 1 $ á $ 2g}. O raio de convergência da expansão em série de potências de
H(t) em torno de 0 é precisamente õ (pois ai'l , . . . , a2g'i são as únicas singularidades de H(t)).
Por outro lado, temos pa-ta ltl < õ que

2g oo oo / 2g \
"w -EE(~:o' -E l E ~; l ''

{=1 r=1 r::l \ã=1 /
(C.17)

C.2. O TEORElVIA DE HASSE-WEIL 

Corolário C.1.4. Para todo r 2 1, 

2g 

Nr = qr + 1 - L a[, 
i=l 
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onde a1, ... ,o:2g E <C são as recíprocas das raízes de L(t) . Em Particular, como N1 = N(F), temos 

2g 

N(F) = q + 1- Lªi· 
i=l 

Demonstração. Pelo ítem (d) elo teorema C.1.1, Nr - (q + 1) é o coeficiente ele t no L-polinômio 

Lr(t). Por outro lado, como Lr(t) = IJ;!1 (1 - a[t), temos que esse coeficiente é - I:;!1 a[. □ 

C.2 O Teorema de Hasse-Weil 

Nesta seção demonstraremos o resultado mais importante ele capítulo, que é o seguinte 

Teorema C.2.1 (Hasse-Weil). As recíprocas das raízes de LI<(t) satisfazem 

lai l = q112 para i = 1 , . . . , 2g. 

Antes ele prová-lo, vejamos alguns resultados que nos guiarão a uma estratégia para tal prova. 

Lema C.2.1. Sejam 2 1. Então o teorema de Hasse- Weil é válido para I</IFq se, e somente se, 

ele é válido para a extensão do corpo das constantes Km/IFqm. 

Demonstração. As recíprocas elas raízes de LK(t) são a 1 , ... , a 2g . Pelo teorema C.1.1 (f), as 
recíprocas das raízes ele Lm ( t) são af , .. . , a2gm. Assim, o resultado segue imediatamente, pois 

lai l = q112 
{=} la:r l = (q111

)
112 . D 

Lema C.2.2. Suponha que existe e E R tal que para todo r 2 1, 

(C .14) 

Então o Teorema de Hasse-Weil vale para K/IFq . 

Demonstração. Pelo corolário C.1.4, temos Nr - (qr + 1) = - I::;!1 aL logo C.14 nos fornece que 

:S cql/2 

para todo r 2 1. Considere a função meromorfa 

2g 

H(t) := "°" O'.it . 
L 1 - a·t 
i=l i 

(C.15) 

(C.16) 

Seja o:= min{ la;1 I : 1 ::::; i::::; 2g}. O raio de convergência da expansão em série ele potências de 
H(t) em torno ele O é precisamente o (pois a 11, ... , a2g-1 são as únicas singularidades de H(t)). 

Por outro lado, temos para ltl < o que 

(C.17) 
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Suponha ltl < q i/2. Daí lçi/2tl < 1 -+ >1,,..iq'/2tr < +oo ::+' >1,"i(cq'/2)t' < +oo.
Logo por C.15 temos que C.17 converge quando ltl < q i/2. Portanto qi/2 $ õ. Isso implica
que qi/2 .2 1ail para todo á = 1,...,2g. Como llÍ.:ai = qS (teorema C.l.l (e)), temos que

Observe que a desigualdade C.14 é equivalente a uma cota superior e uma cota infel'ior para
Arr: existem constantes cl > 0 e c2 > 0 tais que

Jyr $ qr + 1 + Clqr/2 (C.18)

Nr ? q' + l C2q'/2 (C.19)

para todo r ? 1. Pelo Lema C.2.1, o teorema de Hasse-Weil vale pal'a K/Fç se ele vale para alguma
extensão do corpo das constantes de -K. Sendo assim, é suficiente provam C.18 e C.19 sob hipóteses
adicionais que podem serem feitas em uma extensão finita do corpo das constantes apropriada.

e

Pt'oposição C.2.1. Suporzha qu.e Z(/F./ saí l faz as seguintes hipóteses

1. q é um quadrado;

e. q > (g + iy
Então o llúnlero N NÇF) de pl,ages de grau l de KJVn T)ode ser estimado T)or

N < (q + 1) + (2g + l)q:/'

Z)errzorzstração. Podemos assuniii que existe un] place Q C P'(-K) de grau l (caso contrário, teríamos
N = 0 e a proposição seria trivial). Se.lam

qo qi/2, 17z := qo l e rl := 2g+qo

Daí tentos que
r := q 1 + (2g + l)qt/'

Dado um peace P, u]]] inteiro positivo á é chamado número pólo de P se existir um ele-
mento z C -K com o divisor pólo (z)- = iP (definição 2.5.7). Seja 7' := {í : 0 $ ã $
m, e { é um número pólo de (2}. Para. cada á c T, escolha um elemento 'uí € F com divisor
pólo {Q (ou sda, (u{)- = {Q). Daí o conjunto {uí : C T} é uma base de r(mQ). De fato:
Primeiro, temos que C(Q) = r(0) = Fç, pois se por absurdo existisse z C (Ã'\Fç) n Z(Q), teria.mos
que (z)- = Q, um absurdo, pois l é lacuna (Teorema 2.5.6). Considere a seqüência

= m + nqo. (C.20)

n'ç (Q) ç r(2Q) ç Ç ,C(mQ)

E fácil ver (lue á é lacuna .f-:> Z(({ 1)Q) = r(áQ) e á é número pólo -+ dá«z(áQ) = dám((á
1)(2) + 1. Logo, como dámQ = 1 e em cada passo da seqüência acima subimos a dimensão em 0
(se á é lacuna) ou l (se á é nÚtHero pólo), temos blue dám(mQ) = lluí : á c rll. Pela desigualdade
triangular estrita temos que {u{ : á C 7'} é lineramente independente, donde temos o resultado.

Agora considere o espaço

r C(mQ) - ,C(nQ)" Ç r(rQ)
Por definição, r consiste de todas as somas finitas >1:z,yl!' com z, c r(mQ) e y, c r(nC2);
obviamente r é um Fç-espaço vetorial e Z: Ç r(rQ) por C.20.
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Suponha JtJ < q-1/ 2 . Daí lq112tl < 1 ===} "E,~i qrf2tr < +oo ===} L-~i(cqrf2 )tr < +oo. 
Logo por C.15 temos que C.17 converge quando Jtl < q-112 . Portanto q112 :S ô. Isso implica 
que q112 ~ lail para todo i = 1, ... , 2g. Como IJ;!1 ai = q9 (teorema C.1.1 (e)), temos que 
lai l=q1/2_ D 

Observe que a desigualdade C .14 é equivalente a uma cota superior e uma cota inferior para 
Nr: existem constantes c1 > O e c2 > O tais que 

N < qr + 1 + e qr /2 r _ 1 (C.18) 

e 

(C.19) 

para todo r ~ 1. Pelo Lema C.2.1, o teorema ele Hasse-vVeil vale para I</IFq se ele vale para algcuna 
extensão elo corpo elas constantes ele I< . Sendo assim, é suficiente provar C.18 e C.19 sob hipóteses 
adicionais que podem serem feitas em uma extensão finita do corpo das constantes apropriada. 

Proposição C.2.1. Suponha que K/IFq satisfaz as seguintes hipóteses: 

1. q é um quadrado; 

2. q > (g + 1 )4
. 

Então o número N = N(F) de places de grau 1 de K/IFq pode ser estimado por 

N < (q + 1) + (2g + l)q112
. 

Demonstração. Podemos assumir que existe um place Q E JID(I<) de gTau 1 (caso contrário, teríamos 
N = O e a proposição seria trivial) . Sejam 

qo := q112
, m := qo - 1 e n := 2g + qo. 

Daí temos que 
r := q - 1 + (2g + l)q112 = m + nqo. (C.20) 

Dado um place P , um inteiro positivo i é chamado número pólo ele P se existir um ele
mento x E K com o divisor pólo (x) 00 = iP (definição 2.5.7) . Seja T := {i O :S i :S 
m, e i é um número pólo de Q}. Para cada i E T, escolha um elemento 'l.li E F com divisor 
pólo iQ ( ou seja, ( 'l.li)oo = iQ). Daí o conjunto { Ui : i E T} é uma base de .L( mQ). De fato: 
Primeiro, temos que .L(Q) = .L(O) = IFq , pois se por absmdo existisse x E (I<\IFq) n .L(Q) , teríamos 
que (x) 00 = Q, um absurdo, pois 1 é lacuna (Teorema 2.5.6). Considere a seqüência 

IFq = L(Q) ç L(2Q) ç ... ç L(mQ) . 

É fácil ver que i é lacuna <=? L((i - l)Q) = L(iQ) e i é número pólo ===} dim(iQ) = clim,((i -
l)Q) + 1. Logo, como climQ = 1 e em cada passo ela seqüência acima subimos a dimensão em O 
(sei é lacuna) ou 1 (sei é número pólo), temos que dim(mQ) = I{ ui : i E T}I- Pela desigualdade 
triângcuar estrita temos que { Ui : i E T} é lineramente independente, donde temos o resultado. 

Agora considere o espaço 

L := L(mQ) · L(nQ)qº ç L(rQ) 

Por definição, L consiste ele todas as somas finitas "E, XvYZº com Xv E L(mQ) e Yv E L(nQ) ; 
óbviamente .L é um IFq-espaço vetorial e L Ç L(rQ) por C.20. 
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Queremos construir um elemento 0 # # C E tal que

z(P) V P C I"(Ã') co«. degP P # Q. (C.21)

Suponha que encontramos tal elemento z. Então todos os places de grau l (exceto (2) são zeros
de z e assim, o divisor zelo (z)o tem grau

deg(z)o 2 N l

Como Z Ç r(rQ), temos que

deg(z)o =deg(z)- $ , = q 1+(2g+ l)q:/:

Combinando essas duas desigualdades obtemos ]V $ q + (2g + l)qt/U, o que prova a proposição
Afirmação 1: Todo Z/ C r pode sel escrito de maneira única na forma

y ,:' "m ,í c r("Q) (C.22)

(Ollde {u : iC 7'} é a base de r(mQ) encontrada acima).
De fato: Dado g/ C r, temos que y = 1: z,Z/l!', com z, C r(mQ) e y, C r(nQ). Sendo assim, temos
que z, = :ic cviu{, co]]] ai C B'ç " F'çg Vi C T. Substituindo e reagrupando, obtemos

« - i; «: l; «.,,;'l
Como

a : W'çg '''} Fçg
F3 : : É3'i'

é un] autonlorfismo em ]Fç (automorfismo de Forbenius), al, c Fç tais que ai, = (a;,)q'. Como qo
é unia potência da característica de Fç, temos que para todo á C T, )l:, ai,g/l!' = zlo para algum
zi C r(nQ). Logo, g/ é da forma sugerida em C.22. Resta então apenas provarmos a unicidade.

Suponha por absurdo que existe uma equação

(C.23)

com z{ C ,C(nC2) não todos nulos. Para cada á C T, com ni # 0, temos

«Q (uá «?' ) UQ(uá) = --á(mod qo)

Como m = qo -- 1, os números { C T são dois a dois distintos módulo qo. Daí, da desigualdade
triangular estrita temos

"e l>1:«':zlr' l(":":'): í cr} #«,,
\ãCT /

contradizendo C.23. Logo a afirmação l está provada
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Queremos construir um elemento O -/- x E í:, tal que 

x(P) = O V P E JP>(K) com degP = l e P-/- Q. (C.21) 

Suponha que encontramos tal elemento x. Então todos os places de grau 1 (exceto Q) são zeros 
de x e assim, o divisor zero (x) 0 tem grau 

deg(x)o 2'. N - l. 

Como í:, Ç í:,(rQ), temos que 

deg(x)o = deg(x) 00 ::; r = q - l + (2g + l)q112
. 

Combinando essas duas desigualdades obtemos N ::; q + (2g + l)q112 , o que prova a proposição. 
Afirmação 1: Todo y E í:, pode ser escrito ele maneira única na forma 

com Zi E í:,(nQ) (C.22) 

(onde {ui : i E T} é a base de í:,(mQ) encontrada acima). 
De fato: Dado y E C, temos que y = L x 1,yZº, com X v E í:,(mQ) e Yv E í:,(nQ). Sendo assim, temos 
que Xv = LiETO'.i'l.li , com O'.i E IFq = IFq6 Vi E T. Substituindo e reagrupando, obtemos 

Como 

u : 1F q~ ------+ lF q~ 

(3 1---* (JCfO 

é um automorfismo em IFq (automorfismo ele Forbenius), a:,, E IFq tais que O'.i,., = (a:Jqo_ Como qo 

é uma potência da característica de IFq, temos que para todo i E T, Lv ex.i ,,, YZº = zfº para algum 
Zi E .C(nQ). Logo, y é da forma sugerida em C.22. Resta então apenas provarmos a unicidade. 

Suponha por absurdo que existe uma equação 

L'llix;º = O 
iET 

com Xi E C(nQ) não todos nulos. Para cada i E T, com Xi-/- O, temos 

(C.23) 

Como m = qo - l , os números i E T são dois a dois distintos módulo qo. Daí, da desigualdade 
triangular estrita temos 

i E T} -/- oo, 

contradizendo C.23 . Logo a afirmação 1 está provada. 
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Considere agora a aplicação À : r + C((qom + n)Q) dada por

ÀIE«:.:' 1 :- E«:'':,
\ÍCT / {CT

com zá C Z(nQ). Pela afirmação 1, À está bem definida; observe que À não é Fç-linear, mas é um
homomorfismo de grupo aditivo.

A6rmação 2: ker(À) #: {0}.
De fato: Como À é um honlomorfismo de r em r((qom + n)Q) e ambos são IFç-espaços vetoriais de
dimensão finita (logo ambos são conjuntos finitos), basta mostrar que

dimÉ > r((qom + n)Q) (C.24)

Pela afll'mação l e pelo teorema de Riemann-Roch, temos

dámr = dám(mQ) . dím(nC?) ? (m + l g) (n + l g)

Por outro lado, como
qOm+rz=qo(qO 1)+(2g+qO) =2g+q,

obtemos
dímr((qom+rz)Q) =(2g+q)+l g=g+q+l

Logo, C.24 é verdadeiro se conseguirmos provar

(m+ 1 - g)(n+ l g) > g+ q+ l (C.25)

Considet'e então as seguintes equivalências

(m+ 1 - g)(n+ l g) > g+q+ l

+-> (qo g)(2g + qo + l g) > g + q + l

::::> q g2 + qo g > g + q +l
-#' q. > g' + 2g + l (g + l)'
:-:> q > (g + l)'

Como a última. desigualdade é assumida por hipótese, temos o resultado da afirmação 2

Afirmação 3: Seja 0 # z C ker(À) Ç r e P # Q um place de grau 1. Então z(P) = 0.
De fato: Note que y(P) # oo para todo Z/ C e, unia vez que Q é o único pólo de y. Além disso,
como degP = 1, temos que Fç é o corpo residual de P, donde y(P)Ç = g/(P). Agora, considere un:l
elemento z C Z com À(z) = 0. escrevendo z = }1:icr t'izy' , obtemos

z(P)ç'
:«.''' . ;:',,«')''

}: «:'(P) ' 'i(P)ç

ls";'*l ,,-~«"',-.

Assim, a afirmação 3 está provada e, portanto, a. proposição está provada
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Considere agora a aplicação À: L----) í:,((qom + n)Q) dada por 

À (L uiz;º ) := L ufº Zi, 
iET iET 

com Zi E L(nQ) . Pela afirmação 1, À está bem definida; observe que À não é IFq-linear, mas é um 
homomorfismo de grupo aditivo. 

Afirmação 2: ker(>.) f {O} . 
De fato : Como À é um homomorfismo de L em í:,( ( qom + n )Q) e ambos são lF q-espaços vetoriais de 
dimensão finita (logo ambos são conjuntos finitos) , basta mostrar que 

dimL > í:,((qom + n)Q). 

Pela a.firmação 1 e pelo teorema de Riema.nn-Roch, temos 

dimL = dim(mQ) · dim(nQ) 2 (m + 1 - g)(n + 1 - g). 

Por outro lado, como 
qom + n = qo(qo - 1) + (2g + qo) = 2g + q, 

obtemos 
dimí:,((qom + n)Q) = (2g + q) + 1 - g = g + q + 1. 

Logo, C.24 é verdadeiro se conseguirmos provar 

(m + 1 - g)(n + 1 - g) > g + q + 1. 

Considere então as seguintes equivalências 

(m + 1 - g)(n + 1 - g) > g + q + 1 

{=} (qo - g)(2g + qo + 1 - g) > g + q + 1 

==> q - g2 + ªº - g > g + q + 1 

==> ªº > g
2 + 2g + 1 = (g + 1)

2 

==>q >(g+1)4. 

Como a última desigualdade é assumida por hipótese, temos o resultado ela afirmação 2. 

Afirmação 3: Seja O f x E ker(>.) ç: 1:, e P f Q um place de g1:au 1. Então x(P) = O. 

(C.24) 

(C.25) 

De fato: Note que y(P) f oo para todo y E L, uma vez que Q é o único pólo de y. Além disso, 
como degP = 1, temos que IFq é o corpo residual de P, donde y(P)q = y(P). Agora, considere um 
elemento x E L com >.(x) = O. escrevendo x = LiET Ui Z{º, obtemos 

x (P)qº = (L ui(P) · Zi (P)qº) qo 

1,ET 

L ufº(P) · zi(P)q 
iET 

(L ufº Zi ) (P) = >.(x)(P) = O. 
iET 

Assim, a afirmaçã.o 3 está provada e, portanto, a proposição está provada. o 
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A proposição anterior nos fornece uma cota superior C.18 aos números Nr (se for tomada
unia extensão do corpo das constantes apropriada). A seguir, queremos obter uma cota inferior.
Começaremos com um lema de teoria dos grupos.

Lema C.2.3. C'onsãdere um grupo G' q e é o produto dáreto

d (C.26)

de um subgrupo cíclico (a) e um subgv"'upo G Ç G'
Suponha qKe H Ç G é uixl subir"upo de G colll

t.l q« ICI o,d(a) n e wl divide n,

lnl = ne e IXn CI = e. (C.27)

Então e=istent ezütanteTtte e subgf"upas U q H com as seguintes propüedades

U é cúZáco de ordem n, e t/ n G = {1} (C.28)

Z)emonséração. Para 1- C G, considere o grupo cíclico <o-r> Ç G'. Cromo ar = a'-a (por C.26),
ord(a) = n e ord(r)jm, concluímos que ord(al'-) = n. Além disso, <a.'-> n G = {1} e <ar> # <a,'-'>
para. 'r / l-' (tudo isso segue de C.26, uma vez que os elementos À C G têm unia única representação
À = aiõ, com 0 $ á $ 71 e õ C G). Logo, encontramos mz = lal subgrupos distintos t/ Ç G com as
propriedades C.28.

Por C.26, temos também que G Ç G' é um subgrupo norma]l ]ogo H/-]] n G z .HG/(l;. Por
C.27, isso implica que .27G = G' e /7/.f7nG = G'/G é cíclico de grau n. Tome lml elemento Ào C .]]
tal que ord(,Xo(H n G)) = n, isto é, <Ào(H n G)> = H/n n G. Escreva Ào = a"r', cona r' C G e
a c Z. Temos que 7ndc(a,n) = 1 (pois caso contrário, existiria um inteiro l $ d $ rz tal que nlad e
logo a''í = 1 :-> Àg - l-/'Z € .17 í) G, donde teríamos que a ordem de Ào módulo -17 n G seria menor
que n). Assim, existem t,r C Z tais que ta = 1 + rn.Daí

À : - a''," - a:+'"(,-'y - a.-"

Assim, obtivenaos À = azo, com zo := r't C G, onde À também tem ordem n módulo -H n G. Seja
.f?'nG = {@l,. . ,Úe}. Definimos

t/(j) :- <o'zo@j>,

Conto vimos no começo dessa demosntração, os subgrupos U(j) Ç .llí são cíclicos de ordem n, são
distintos dois a dois e U(j) í] G - {l}.

Resta apenas mostram que -Zlí não possui nenhum outro subgrupo cíclico U de ordem n com
u nG = {1}. De fato, seja t/ Ç .17 um subgrupo satisfazendo C.28. Como fizemos acima, podentos
encontrar um gerador de U da forma a'ri com 'ri C G. Como ari C -Z7 e az0 € -17, temos

6':,'i )':(a,'i) c # n G ,@.}

Logo a'-l To@j para algum .j, e U <a'n@j> = U(j) n

A próxima proposição é o passo essencial para a prova de unia cota infei'ior para Arr. Conside-
remos a seguinte situação: .E/L é uma extensão de Galois de corpos de funções de grau l.E : ZI :; m,
e é assumido que F.7 é o corpo das constantes de E e de L. Ton]e uni inteiro n > 0 cona mjn e
seja E' := -EB'ç" (respectivamente l,' := LFçn) a correspondente extensão do corpo das constantes
de grau n. Seja G := Gal(-E'/L') = GaZ(E/L). Sabemos que GaZ(E'/E) = <a>, onde o- é o
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A proposição anterior nos fornece uma cota superior C.18 aos números Nr (se for tomada 
uma extensão do corpo das constantes apropriada) . A seguir, queremos obter uma cota inferior. 

Começaremos com um lema de teoria dos grupos. 

Lema C.2.3. Considere um grupo e' que é o produto direto 

(C.26) 

de um subgrupo cíclico (a) e um subgrupo G Ç e' tal que IGI = m, ord(a) = n e m divide n . 

Suponha que H Ç e' é um subgrupo de e' com 

IHI = ne e IH n GI = e. (C.27) 

Então existem exatamente e subgrupos U Ç H com as seguintes propriedades: 

U é cíclico de ordem n, e U n G = {l}. (C.28) 

D emonstração. Para T E G, considere o grupo cíclico (aT) Ç e' . Como aT = Ta (por C.26), 

ord(a) = n e ord(T)lm, concluímos que ord(aT) = n. Além disso, (aT) n G = {1} e (aT) =/=- (a/) 
para T =/=- / (tudo isso segue de C .26, uma vez que os elementos À E G

1 

têm uma única representação 

À= aio , com O :s; i :s; n e o E G). Logo, encontramos m = IGI subgrupos distintos U Ç e' com as 

propriedades C.28. 
Por C.26, temos também que G Ç e' é um subgrupo normal; logo H/H n G ~ HG/G. Por 

C.27, isso implica que HG = e' e H/HnG ~ e' /G é cíclico ele grau n. Tome um elemento .Ào EH 

tal que ord(.>-0 (H n G)) = n, isto é, (.>-0(H n G)) = H/H n G . Escreva Ào = aªr', com/ E G e 
a E Z. Temos que mdc(a, n) = 1 (pois caso contrário , existiria um inteiro 1 :s; d :s; n tal que nlad e 

logo aªd = l ==;, .>-g = r'd EH n G, donde teríamos que a ordem de Ào módulo H n G seria menor 

que n). Assim, existem t , r E 'li, tais que ta= l + rn.Daí 

Assim, obtivemos À= aTo, com To := T1
t E G, onde À também tem ordem n módulo H n G. Seja 

H n G = { '1/)1, ... , '1/Je}- Definimos 

Como vimos no começo dessa demosntração, os subgrupos U(j) Ç H são cíclicos de ordem n, são 
distintos dois a dois e u(í) n G = { 1}. 

Resta apenas mostrar que H não possui nenhum outro subgrupo cíclico U de ordem n com 

U n G = {l}. De fato, seja U Ç Hum subgrupo satisfazendo C.28. Como fizemos acima, podem.os 
encontrar um gerador de U da forma ar1 com r1 E G. Como aT1 EH e aro EH, temos 

To1T1 = (aro)-1(ar1) E H n G = { '1/Jl, .. . , '1/Je}

Logo T1 = To'1/Jj para algum j, e U = (ar1) = (ar0'lj)1) = uU). D 

A próxima proposição é o passo essencial para a prova de uma cota inferior para Nr. Conside

remos a seguinte situação: E/ L é uma extensão de Galois de corpos de funções de grau [E : L] = m, 

e é assumido que 1Fq é o corpo das constantes de E e de L . Tome um inteiro n > O com mln e 

seja E' := EIF q" (respectivamente L
1 

:= LIF q") a correspondente extensão do corpo elas constantes 

de grau n. Seja G := Gal(E
1

/L') ~ Gal(E/L) . Sabemos que Gal(E
1

/E) = (a), onde a é o 
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automorfisnio de Forbenius de E'/E (isto é, a(z) = z pala z C -E e a(a) = aq pala a C Fq").
Temos que .E /Z é Galois e , se G = GaZ(-E'/L), temos que G' = <a> x G. De fato: primeiro,
IZ' : LI :: mn ::+ la' 1 = mn. Além disso, a C G' e G Ç G'. E fácil provar que al'- = ra para todo
1- c (l;. Também, EL' :: ELFç- :: EFç- = E'. Daí, pela teoria de Galois,

cü\Hld'\ Gal(E' IEiJ)= Gare' /E)nGalÇE' IL') ka)nG

Logo l<a> x CI :: nm :: la'l. Portanto G' = <a> x G.

Assim, pelo lema. anterior, G' possui exatanaente rn subgrupos cíclicos U Ç (l;' co]]] IU
u n G :: {l}, digamos Ui , . . . , t,rm.. Podemos assumir Ui = <a>.

Seja Ei o corpo fixado por [4 (á = 1, . . . , m). Então Ei = E e temos o seguinte diagrama

Denote por g(.Ei) o gênero de E{, e por ]V(.Eí) (respectivamente N(-L)) o número de places de
grau uni de Ei(respectivamente Z;).

Proposição C.2.2 Sob as hipóteses acima, temos

(a) ]F. é o como das corzstantes de -EÍ, para l $ Sm

(b) .E' = EiFç" e g(IÜ) = g(-E) para l $ ã 5; m

(c) m . N(-L)

Z)errzonstração. (a), (b) Note que [4 n G = {1}. Daí, pe]a teoria de Ga]ois, E' é o compositum de

.Ei e L , ]ogo E = Ei] = EiÉB'ç" ' EiFç« é a extensão do corpo das constantes de Ei comi ]Fa-
Conio l.E' : Zil = lEAl = n, temos que Fç é o corpo das constantes de .Ei. Coi)lo o gênero é invariante
sob extensão do corpo das constantes, temos que g(.E{) = g(-E') = g(E), pala ã = 1, . . . , m.

(c) Considere os conjuntos X := {P c I"(L) . degP = 1} e pala á = 1,... ,m, Xi := {Q c
1"(E{) : degQ = 1}. Temos que provar o seguinte:

(C.29)
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automorfismo de Forbenius de E'/ E (isto é, a(z ) = z para z E E e cr(a) = aq para a E IFqn ). 
Temos que E

1

/L é Galois e , se e'= Gal(E
1

/L), temos que e'= (cr) x G. De fato : primeiro, 

[E': L] = mn =} Jc'J = mn. Além disso , cr E e' e G Ç e'. É fácil provar que CTT= Ter para todo 

TE G. Também, EL
1 

= ELIFq" = EIFq" =E' . Daí, pela teoria de Galois, 

{1} = Gal(E
1

/E
1

) = Gal(E
1

/EL
1

) = Gal(E
1

/E) n Gal(E
1

/L') = (cr) n G. 

Logo l(cr) x GI = nm = Jc' 1· Portanto e' = (cr) x G. 

Assim, pelo lema anterior, e' possui exatamente m subgrupos cíclicos U Ç e' com JUI = n e 
U n G = {1}, digamos U1, . .. , U111 • Podemos assumir U1 = (cr). 

Seja Ei o corpo fixado por Ui ( i = 1, .. . , m) . Então E 1 = E e temos o seguinte diagrama: 

(a) 

n 

m 
rn 

L 

Denote por g(Ei) o gênero de Ei, e por N(Ei) (respectivamente N(L)) o número ele places de 
grau um de Ei (respectivamente L) . 

Proposição C.2.2. Sob as hipóteses acima, temos: 

(a) IFq é o corpo das constantes de Ei, para l ::; i::; m. 

(b) E'= Ei!Fq" e g(Ei) = g(E) para l ::; i::; m. 

(c) m · N(L) = I:::~1 N(Ei). 

Demonstração. (a), (b) Note que Ui n G = {l}. Daí, pela teoria de Galois, E
1 

é o compositum de 
Ei e L' , logo E

1 

= EiL' = EiLIF q" = Ei!F q" é a extensão elo corpo das constantes de Ei com IF qn. 
Como [E' : Ei] = JUi l = n, temos que IFq é o corpo das constantes de Ei. Como o gênero é invariante 
sob extensão do corpo das constantes, temos que g(Ei) = g(E

1

) = g(E), parai= 1, . . . , m. 
(c) Considere os conjuntos X := {P E IP'(L) : degP = 1} e parai= 1, . .. , m, Xi := {Q E 

IP'(Ei) : degQ = 1}. Temos que provar o seguinte: 

11! 

LJxi =m · IXJ . (C.29) 
i=l 
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Seja P C X. Escolha um place P' C P'(E') tal que P'jP, e chame PI := P' n E. Como E/Z, é
Galois, temos que o grau relativo ./'(PI IP) divide m. Portanto /(Pi IP) divide n e o corpo residual
de P' é p'ç", pelo teorema B.6.1(g). Isso significa que o grau relativo de P'jP é /(P'jP) = n.
Denote por e :- e(p'lP) o índice de ramificação de P en] E/L e por r o número de places em
P'(E') que são extensões de P (como -E'/-L é Galois, e depende apenas de P.). Obtemos

lz' : z,l ip) /(p'lp)

Portanto m = e r, e C.29 se reduz às seguintes afirmações:
Afirmação 1: Pala todo Q € Xi com QIP, existe exatamente um place Q' C P(.E') que estende

Afirmação 2: Pata todo C?' C P'(-E') com C2'jP, existem exatamente e places distintos Q C U;':iXi
tais que (J IC?.
Prova da aármzação ]. Se Q' C P(-E') é tal que Q'lQ € Xi e QjP, então

e

/(Q'lQ) lc2) - /(Qlp) (Q'lp)

Logo /(Q'lQ) = IZ' : -Eil = n, o que significa que Q' é a única extensão de Q em E'/-Ei
Prova da a@rmação 2. Tome lml place Q' c P(E') com Q'jP. Seja H Ç GaZ(E'/-L) o grupo de
composição de C2' sobre P, Z Ç E' o corpo fixado por -llí e Pà := Q n z. Então

e((2'jP) /(Q'jP)

e /(PzlP) = 1, pelo teorema B.8.1. Em particular, se k é o corpo das constantes de Z, sabemos

k --, Kpz -:> IÃ; : p'çl $ 1-Kpz : Fçl = 1::+ A = Fç,

que

ou sela,
W'ç é o corpo das constantes de Z (C.30)

Pela teoria de Galois, o corpo fixado por -z7 n G é zl,'. Temos que ZL' = ZZFç« = ZFç" e
IZFÇ" : ZI ' n (por C.30). Portanto

1" ''- 't - #;q - := - ..

Conho Pz é não-ran]ificado en] ZL' = ZIFç" (pelo teorema B.6.1(a)), temos que T := ZL' é
o corpo de inércia e H í] G é o grupo de inércia de Q'lP (pelo teorema B.8.2 (c) e (d), comi ZZ;
fazendo o papel de À/).

Agora aplicamos o lema C.2.3 novamente: Exatamente e dos grupos cíclicos Ui, . . . , t/m Ç
GaZ(-E'/L) de ordem n com t/i n G = {1} estão contidos em H, digamos Ui. , . . . , Ui.. Seja Qi, :=
Q' n .Eí,. Como [4, Ç ]7, temos que Z Ç .Eí,; ]ogo, pe]o teorema B.8.2(b), Q' é o único p]ace de
E que estende Qií. Por outro lado, e(Q'lQiÍ) = 1, pois E' é a extensão do corpo das constantes
de E{, (por(b)). Daí temos que n = IZ' : -Ei,l = /(Q'lQi,) ' e(Q'lQi,) - /(C2'1Qi,). Como
n = /(Q'lP), temos que .f(Q'lQi,) = /(Q'lP). Logo degQi, = 1. Assim, encontramos e places

distintos Qij c u;!iXi tais que Q' IQij
Reciprocamente, tome Q C Xí para algum í C {l,.. ,m} e Q'lQ. Daí /(Q'lQ) = n. Pela

afirmação 1, Q' é a única extensão de Q em E'. Novamente pelo teorema B.8.2(b), Z Ç -E{ e logo
[4 Ç /:í. Assim, t/i é um dos grupos t&j citados acima e Q é o p]ace C2ij correspondente. ]sso prova
a afirmação 2 e, portanto, fina]iza a. prova da proposição C.2.2. []
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Seja P E X. Escolha um place P
1 

E IP'( E
1

) tal que P
1 

\P , e chame Pi := P
1 n E . Como E/ L é 

Galois, temos que o grau relativo f(P1\P) dividem. Portanto f(Pi\P) divide n e o corpo residual 
de P

1 

é lFq", pelo teorema B.6.l(g). Isso significa que o grau relativo de P
1

\P é J(P
1

\P) = n . 

Denote por e := e(P
1 

\P) o índice de ramificação de P em E
1 

/ L e por r o número de places em 
IP'(E

1

) que são extensões de P (como E
1 /L é Galois, e depende apenas de P .). Obtemos 

m · n = [E
1 

: L] = e(P
1

\P) · f(P
1

\P) =e· n · r. 

Portanto m = e· r, e C.29 se reduz às seguintes afirmações: 
Afirmação 1: Para todo Q E Xi com Q\P, existe exatamente um place Q

1 

E IP'(E
1

) que estende 

Q. 
Afirmação 2: Para todo Q' E IP'(E

1

) com Q
1 \P, existem exatamente e places distintos Q E U~1Xi 

tais que Q
1

\Q. 
Prova da afirmação 1. Se Q' E IP(E

1

) é tal que Q
1

\Q E Xi e Q\P, então 

Logo f(Q
1

\Q) = [E
1 

: Ei] = n, o que significa que Q' é a única extensão de Q em E
1 

/ Ei. 
Prova da afirmação 2. Tome um place Q

1 

E IP'(E
1

) com Q
1

\P. Seja H Ç Gal(E
1

/L) o grupo de 
composição de Q

1 

sobre P, Z Ç E
1 

o corpo fixado por H e Pz := Q
1 n Z. Então 

e f(Pz \P) = 1, pelo teorema B.8.1. Em particular, se k é o corpo elas constantes de Z, sabemos 
que 

ou seja, 
lF q é o corpo das constantes ele Z (C.30) 

Pela teoria ele Galois, o corpo fixado por H n G é Z L
1

• Temos que Z L
1 

= Z LlF q" = ZlF q" e 
[ZlFqn : Z] = n (por C.30). Portanto 

[E
1 

:Z] 
\ H n G\ = [ z L' : Z] 

ne 
=-=e. 

n 

Como Pz é não-ramificado em ZL
1 = ZlFq" (pelo teorema B.6.l(a)), temos que T := ZL

1 

é 
o corpo de inércia e H n G é o grupo de inércia de Q

1

\P (pelo teorema B.8.2 (c) e (d) , com ZL
1 

fazendo o papel de M) . 
Agora aplicamos o lema C.2.3 novamente: Exatamente e elos grupos cíclicos Ui, ... , U111 Ç 

Gal(E
1 

/ L) de ordem n com Ui n G = {1} estão contidos em H , digamos Ui1 , ••• , Uie· Seja QiJ := 

Q
1 n Eir Como UiJ Ç H, temos que Z Ç EiJi logo, pelo teorema B.8.2(b) , Q' é o único place de 

E
1 

que estende QiJ· Por outro lado, e(Q
1

\QiJ) = 1, pois E
1 

é a extensão do corpo das constantes 

de EiJ (por(b)). Daí temos que n = [E' : Eii) = J(Q
1

\Qii) · e(Q
1

\Qii) = J(Q
1

\Qii). Como 

n = J(Q
1

\P), temos que f(Q
1

\Qii ) = f(Q
1

\P). Logo degQii = l. Assim, encontramos e places 

distintos Qii E U~1 Xi tais que Q' \Qii. 
Reciprocamente, tome Q E Xi para algum i E {1, ... ,m} e Q

1

\Q. Daí J(Q
1

\Q) = n. Pela 
afirmação 1, Q

1 

é a única extensão de Q em E
1

• Novamente pelo teorema B.8.2(b), Z Ç Ei e logo 
Ui ç; H. Assim, Ui é um dos grupos Uij citados acima e Q é o place Qii correspondente. Isso prova 
a afirmação 2 e, portanto, finaliza a prova da proposição C.2.2. D 
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Z)er/zorzstração. (Final do teorema de Hasse-Wei1 4.2.1:) Conto já mencionado, resta estabe-
[ecermos uma. cota inferior C.19 pai'a ]V. = /V(Fr). Procederemos da seguinte maneira. Esco]ha
um subcorpo racional -Ko = Fç(t) Ç K' tal que K'/-Ko é separável, e uma extensão finita .E 2 -K tal
que E/Ko é Galois (observe que existe um elemeto separante t, pela proposição B.9.1). É possível
que o corpo das constantes de E se.ja uma extensão própria Fça de IFç' Nesse caso, consideramos
os corpos KFça e -KoFqó = Fçd(t) no place de K' e -Ko respectivamente. A extensão E/KOF.ú é
Galois, e é suficiente provar o teorema de passe-Weil pat'a .l(FaÓ/B'.u (pelo lema C.2.1). Sendo
assim, podemos assumir do começo que F,7 é também o corpo das constantes de .E. Além disso,
podemos assumir que

q é um(quadrado, e q >(g(E) + l)'.(C.31)
Sejam m = IZ : KI e n :; l-E : Kol, e considere as extensões do corpo das constantes .E' = EB'ç",

K" = KFçn e -r(1) = KoFçn. Pelo lema C.2.3, existem exatamente m subgrupos cíclicos distintos
VI , . . . , Um Ç GaZ(-E'/K') de ordem 7z tais que H n Gaz(-E'/K'') = {1}. Por outro lado, existem n
subgrupos cíclicos Z-/l , . . ; , Un Ç GaZ(-E'/KO) de ordem n tais que t/j í'l GaJ(E'/-KI)) = {1}. Tenros
também que % n Gai(E /Ã'l)) = {1}. De fato: como % Ç GaZ(.E'/K), temos que, se D{ é o corpo
fixado por U, então K Ç DÍ; assim, tome a c u n Ga/(-E'/Ã'Í)). Daí a fixa Di e KT) :::+ a fixa -f(
e Ko --> a fixa XKI) = Ã.'KoFç« = Ã'H',/« = Ã'' . Logo a c K n Ga!(E'/X'') e assim, cv = 1.

Logo, podentos assumir que 'lG = tÃ para í = 1, . . . ,m. Denote por E{ o corpo fixado por [,G,
i:: l,.. .,n. A proposição C.2.2 diz que

m.NÇF. }l: w(-E: )
á-l

(C.32)

e
n

(C.33)

Com a hipótese assuTnida em C.31, temos a cota superior

N(&) $ q + 1 + (2g(z) + i)q:/'

pala l $ ã $ n, pela proposição C.2.1. Os places de grau un] de -Ko = p'ç(t)são o pólo de t e o zero
de [ a para todo a C Fç. Logo N(-Ko) = q + ]. Combinando isso com C.32 e C].33, obtemos

«. . N(K') n-N(K'o)+ >1: N(-&) }:N(Ei)
á-l {-l
7t

>l: w(-E:)
{:='nl.+l

n(q+l)(n «.)(q+1+(2g(E)+l)q'/')
«.(q+ l) (n m)(2g(-E) + l)q:/'

n(q + l)

>

N'(K) ? q + l - !!-:Z(2g(z) + i)q'/'

Observe que os números m, n e g(-E) são invariantes sob extensões de corpo das constantes;
logo, estabelecemos uma cota inferior

Logo

AÇ 2 qr + 1 -- C2q7'/2,

cona c2 > 0 n
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Demonstração. (Final do teorema de Hasse-Weil 4.2.1:) Como já mencionado, resta estabe
lecermos uma cota inferior C.19 para Nr = N(Fr)- Procederemos da seguinte maneira. Escolha 
um subcorpo racional K o = lF q ( t) Ç K tal que K / K o é separável, e uma extensão finita E ~ K tal 
que E/Ko é Galois (observe que existe um elemeto separante t, pela proposição B.9.1). É possível 
que o corpo das constantes de E seja uma extensão própria lFqd de lFq. Nesse caso, consideramos 
os corpos KlFqd e KolFqd = lFqd(t) no place de K e Ko respectivamente. A extensão E/KolFqd é 
Galois, e é suficiente provar o teorema de Hasse-Weil para KlFqd/lFqc1 (pelo lema C.2.1). Sendo 
assim, podemos assumir elo começo que IFq é também o corpo elas constantes ele E. Além disso, 
podemos assumir que 

q é um quadrado, e q > (g(E) + 1)4
. (C.31) 

Sejam m = [E : K] e n = [E : Ko], e considere as extensões do corpo elas constantes E' = EJF qn, 
K

1 

= KlFqn e K~ = KolFqn, Pelo lema C.2.3, existem exatamente m subgrupos cíclicos distintos 
V1, ... , V111 Ç Gal(E

1 

/K) de ordem n tais que¼ n Gal(E
1 f J() = {l} . Por outro lado, existem n 

subgrupos cíclicos U1 , ... , Un. Ç Gal(E
1

/K0 ) ele ordem n tais que Uj n Gal(E
1

/K~) = {1}. Temos 
também que ¼ n Gal(E

1 

/ K~) = {1}. De fato: como ¼ Ç Gal(E
1 

/ K), temos que, se Di é o corpo 
fixado por v;, então K Ç Di; assim, tome 0: E ¼ n Gal ( E

1 

/ K~). Daí 0: fixa Di e K~ ==} a fixa K 
e K~ ==} 0: fixa KK~ = KKolFq" = KIFq" = J(. Logo 0: E v; n Gal(E

1

jI() e assim, 0: = 1. 
Logo, podemos assumir que¼ = Ui parai = 1, .. . , m. Denote por Ei o corpo fixado por Ui, 

i = 1, .. . , n. A proposição C.2.2 diz que 

m. 

m · N(F) = L N(Ei) (C.32) 
i=l 

e 
n 

n · N(Fo) = L N(Ei)- (C.33) 
i=l 

Com a hipótese assumida em C.31, temos a cota superior 

N(Ei) :::; q + l + (2g(E) + l)q112 

para 1 :::; i:::; n, pela proposição C.2.1. Os places de grau um ele Ko = IFq(t)são o pólo ele te o zero 
de t - 0: para todo a E lFq. Logo N(Ko) = q + l. Combinando isso com C.32 e C.33 , obtemos 

Logo 

m n 

i=l i=l 
n 

i= m+l 

> n(q + 1) - (n - m)(q + 1 + (2g(E) + l)q112
) 

m(q + 1) - (n - m)(2g(E) + l)q112
. 

n-m 1 N(K) 2'. q + l - --(2g(E) + l)q1 2
. 

m 
Observe que os números m., n e g(E) são invariantes sob extensões ele corpo das constantes; 

logo, estabelecemos uma cota inferior 

com c2 > O. D 
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Encerraremos esse capítulo com ullla importante conseqüência do teorema de Hasse-Weil.

Teorema C.2.2 (Cota de Hasse-Wei]). O nlímero N = ]V(/') de pZaces de grau unz de K'/W'.z pode
ser esta;m,ado 'por

IX' (q + 1)1 $ 2gqí/u

.Demonstração. O corolário C.1.4 nos fornece

N (q+l)
{-1

ot)de a{ são as recíprocas das raízes do L-po]inõmio de /(/]lÍç Daí, usando o teorema de Hasse-Weil,

2g

$ >, 1cvil = 2gqi/2

2g

lZ

N (q+ l)l

n

Note que o teorema C.2.2, aplicado ao corpo de funções /(,/B'ç' fornece

Nr (q + 1)1 $ 2gq'/U

para todo r 2 1.
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Encerraremos esse capítulo com uma importante conseqüência do teorema de Hasse-vVeil. 

Teorema C.2.2 (Cota de Hasse-Weil). O número N = N(F) de places de grau um de K/Fq pode 

ser estimado por 
IN - (q + 1) 1 :S 2gq112

. 

Demonstração. O corolário C.1.4 nos fornece 

2g 

N - ( q + 1) = - L O'.i , 

i=l 

onde O'.i são as recíprocas das raízes do L-polinômio de I</Fq, Daí, usando o teorema de Hasse-Weil, 

2g 2g 

IN - (q + 1)1 = L O'.i :S L la:il = 2gq112
. 

i=l i=l 

D 

Note que o teorema C.2.2, aplicado ao corpo de funções Kr/1Fq' fornece 

INr - (q + 1) 1 :S 2gqr/2 

para todo r ~ 1. 
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