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Resumo

Denotemos por £ o corpo finito com ¢ elementos. Sob isomorfismo, existem exatamente 19
corpos de fungoes com divisor class number igual a dois tendo k como corpo de constantes, onde
11 deles sao quadraticos e 8 nao quadraticos.

Palavras-chave: Curvas algébricas, Corpos de fungoes algébricas, Corpos finitos.
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Abstract

Let us denote by k a finite field with ¢ elements. Up to isomorphism, there are exactly 11
quadratic and 8 non-quadratic algebraic function fields of one variable I'/k having k for full constant
field and with a divisor class number equal to two.

Keywords: Algebraic curves, Algebraic function fields, Finite fields.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho baseia-se nos artigos de Dominique Le Brigand entitulados ” Classification
of algebraic function fields with divisor class number two”e ”Quadratic function fields with ideal
class number two”. Também usamos resultados essenciais dos livros mencionados na bibliografia.

O trabalho tem como objetivo provar que a menos de isomorfismo, existem exatamente 11
corpos de fungoes algébricas quadraticos com divisor class number dois e 8 nao quadraticos.

No capitulo 2, apresentamos as definicoes e resultados basicos sobre corpos de fungoes algébricas.
O terceiro capitulo é destinado a apresentar alguns resultados envolvendo curvas algébricas e as
relagoes entre corpos de fungoes e curvas.

O capitulo 4 é a parte central deste trabalho, onde apresentamos as provas dos resultados
principais. Na prova destes resultados, usamos alguns resultados que foram omitidos da parte
central por considerar que o trabalho se tornaria demasiadamente grande. Porém, como estes
resultados sao imprescindiveis para as provas, eles foram colocados como apéndices.

O apéndice é concebido de trés capitulos, onde o primeiro deles apresenta os resultados sobre
extensoes de corpos, o segundo alguns resultados sobre corpos finitos, tais quais o teorema de
Hasse-Weill e a cota de Hasse-Weill e no terceiro apéncdice apresentamos os resultados bésicos
sobre corpos de fungoes quadraticos que sao usados na prova do teorema principal sobre corpos de
fungoes quadraticos.

Registramos que alguns resultados, apesar de nao serem triviais, serao apresentados sem demons-
tragao, por tratarem de resultados conhecidos da teoria ”standard”. Porém, nestes casos, serao
apresentadas as fontes onde os mesmos podem ser encontrados.
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Capitulo 2

Corpos de Funcoes Algébricas

Neste capitulo apresentaremos as definigoes e os resultados basicos da teoria de corpos de fungoes
algébricas.

2.1 Places

Definicao 2.1.1. Seja k wm corpo. Um corpo de funcoes algébricas de uma varidvel K/k
sobre k € uma extensao K D k, onde K é uma extensao finita de k(z) para algum x € K transcen-
dente sobre k.

Para simplificar a notacao, chamaremos K /k apenas de corpo de fungoes. O conjunto k= {z €
K : z é algébrico sobre k} serd chamado de corpo das constantes de /. Sabemos da teoria de
extensdes de corpos que k é um corpo (chamado de fecho algébrico de k£ em K). Como k C k C K,
é facil ver que K /k é um corpo de fungoes sobre k.

Observacao 2.1.1. Os elementos de I que sao tanscendentes sobre k podem ser caracterizados
da sequinte forma: z € K € transcendente sobre k se e somente se [K : k(z)] < oo.

Definicao 2.1.2. Um anel de valorizag¢do de um corpo de fung¢oes K/k é um anel O C K que
possut as sequintes propriedades:

1. k g @ ;Ct K, e
2. 2eK=2€0ouzlecO.
Proposigao 2.1.1. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungées K/k. Entao:

(a) O é um anel local, isto é, O tem um inico ideal mazimal P = O\O*, onde O* é o grupo das
unidades de O;

(b) Se0#x€ K, entiox € P+= a1 ¢ O;

(c) Sek € o corpo das constantes de K/k, entio k C O e PNk = {0}.

Teorema 2.1.1. Seja O um anel de valorizagdo de K /k e P seu ideal mazimal. Entao:
(a) P ¢é um ideal principal;

(b) Se P =tO, entao todo 0 # z € K tem uma tinica representacio na forma z = t"u, para algum
n € Z e algum u € OF;

(c) O éum dominio de ideais principais; mais precisamente, se P =t0O e {0} # I C O é um ideal,
entio I =t"O para algum n € N.
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Um anel com as propridades acima é chamado de anel de valorizacao discreta.

Definicao 2.1.3. (a) Um ”Place” P de um corpo de fungoes K/k é o ideal mazimal de algum
anel de valorizagio O de K/k. Um elemento t € P tal que P =tO € chamado de elemento
primo de P.

(b) P(K) := {P: P ¢ Place de K/k}.

Se O é um anel de valorizacao de K/k, e P o seu ideal maximal, entdo, pelo item (b) da
proposicao 2.1.1, © est4 unicamente determinado por P, a saber O := {z € K : 27! ¢ P} U {0}.
Portanto, Op := O sera chamado anel de valorizagao do Place P.

Definicao 2.1.4. Uma valorizacdo discreta de K/k é uma fungao sobrejetorav : K — ZU{oco}
com as seguintes propriedades:

1. v(z) =0 <= x=0;

2. v(zy) = v(x) +v(y), Vo,y € K;

3. v(z +y) > min{v(z),v(y)}, Vz,y € K;
4. v(a) =0, Va € k*.

A propriedade (3) acima é chamada de desigualdade triangular. No seguinte lema, apresen-
tamos uma versao mais forte dessa propriedade, versao essa que nos serda muito util no decorrer do
trabalho.

Lema 2.1.1 (Desigualdade triangular estrita). Seja v wma valorizagdo discreta de K[k, e x,y € K
com v(x) # v(y). Entdo v(z + y) = min{v(z),v(y)}.

Definicao 2.1.5. A cada Place P € P(K) associamos a fung¢do vp : ZU {0}, da sequinte forma:
vimos que se 0 # z € K, entdo z € unicamente representado na forma z = t"u, para algum n € Z
e algum u € O*; assim, definimos vp(z) :=n e vp(0) := oo.

Teorema 2.1.2. Seja K/k um corpo de fungées.

(a) Para todo Place P € P(K), a fungio definida acima € uwma valorizagdo discreta; ademais,
temos que:

Op ={z€ K :vp(z) > 0},
Op ={z € K : vp(z) = 0},
P ={ze K :vp(z) > 0},

z € um elemento primo de P <= vp(x) = 1.

(b) Reciprocamente, suponhamos que v seja uma valorizagdo discreta de I/k. Entdo o conjunto
P :={z€ K :v(z) > 0}é um Place de K/k, e Op = {z € K : v(z) > 0} € o anel de
valorizagao correspondente.

(¢) Todo anel de valorizagio de K[k é um subanel de K.
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Seja P um Place de K/k e Op seu anel de valorizagdo. Como P é um ideal maximal de Op,
temos que o quociente Op/P é um corpo. Para z € Op, definimos z(P) € Op/P como sendo a
classe de residuos de z médulo P. Para x € K\Op, definimos z(P) := co. Assim, pelo item (c) da
proposigao 2.1.1 temos de maneira imediata uma imersao k — Op/P. Portanto, vamos considerar
daqui para frente & como um subcorpo de Op/P. De maneira anéloga, concluimos que k também
é um subcorpo de Op/P.

Definicao 2.1.6. Seja P € P(K).

(a) Kp:=Op/P € chamado corpo residual de P. A aplicagio x — z(P) de K para Kp U {co}
€ chamada funcao de classe de residuo com respeito a P. Em alguns momentos,
usaremos a nota¢ao r + P := x(P) para x € Op.

(b) degP :=[Kp: k] é chamado grau de P.

Proposicao 2.1.2. Se P é um Place de K/k e 0 # © € P, entao degP < [K : k(z)] < oo.
Portanto, Kp é uma extensao finita de k.

Corolario 2.1.1. Supondo P(K) # (), temos que k é uma extensio finita de k.

Observacgao 2.1.2. SedegP =1, entdo Kp = k. Se k € algebricamente fechado, temos obviamente
que todo Place de K /k tem grau 1.

Definicao 2.1.7. Seja z € K e P € P(K). Dizemos que P é um zero de z se e somente se
vp(z) > 0; P € um pdlo de z se e somente se vp(z) < 0. Sevp(z) =m >0, P é um zero de z
de ordem m; se vp(z) =m <0, P é um pdlo de z de ordem m.

Observe que, até agora, nada nos assegurou a existéncia de anéis de valorizagao e, portanto, de
Places em um corpo de fungoes. O préximo resultado ird nos garantir tal existéncia.

Teorema 2.1.3. Seja I{/k um corpo de funcgées e R um subanel de K com k ;Cﬁ R C K. Suponha
que {0} # I g R seja um ideal préprio de R. Entdo existe um place P € P(K) tal que I C P e
R C Op.

Corolério 2.1.2. Seja K/k um corpo de fungées, z € K transcendente sobre k. Entdo z tem pelo
menos um zero e um polo. Em particular, P(K) # 0.

Demonstragdo. Considere o anel k[z] e o ideal z - k[z]. Pelo teorema anterior, existe um Place
P € P(K) tal que z - k[z] C P = z € P; logo z é um zero de P. Analogamente, prova-se que z~!
tem um zero @ € P(K). Logo @ é um pdlo de =. O
2.2 Corpo de Funcgoes Racionais

Veremos nesta se¢cao o exemplo mais simples de corpo de fungoes algébricas.

Definicao 2.2.1. Um corpo de fungées K/k é chamado de corpo de fungdes racionais se
K = k(x) para algum x € K transcendente sobre k.

Dado um polinémio irredutivel p(z) € k[z], é facil verificar que o conjunto

Oty = {%  f(2), 9(x) € Kla] ep(mwg(m)} (2.1)
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é um anel de valorizacao de k(z)/k, e que

Py = {% . f(z),9(x) € k[s], onde p(z) { g(z) e p(ar)lf(z)} (2.2)

é o Place associado a Opy). No caso particular em que p(x) é linear, isto é, p(z) = z — a, com
« € k, abreviamos para P, := Py_, € P(k(z)).

Existe outro anel de valorizagio em k(z)/k, a saber

On = {15+ fa),9(s) € M), ¢ deglota)) > degl ()} (2.3)
cujo ideal maximal associado é:
Pro = {%  F(2),g(x) € kla], e deg(g(z)) > deg(f(fv))} | (2.4)

Este tltimo é denominado Place infinito de k(z)/k.
Proposicao 2.2.1. Seja K = k(x) um corpo de fungdes racionais.

(a) Seja P = Py, € P(k(z)), onde p(z) € kl[z] é um polinomio irredutivel. Entdo p(z) é um
elemento primo de P, e a valorizacao discreta associada a P pode ser descrita da seguinte
forma: se z € k(z)\{0} é escrito da forma z = p(z)" <%), comn € 7, f(x),g9(x) € k[z],
p(z) 1 f(z) e p(z) 1 g(z), entao vp(z) = n. O corpo residual k(z)p = Op/P é isomorfo a
k[z]/(p(x)), e tal isomorfismo é dado por:

¢ = kla/(p(x)) — k(@)
f(x) mod p(z) +—  f(z)(P).

Consequentemente, degP = deg(p(x)).

(b) Considere Py, € P(k(x)) definido em 2.4. Entdo degPo, = 1. Um elemento primo de P, é
t= % A walorizagao discreta vy, € dada por:

oo (%) = deg(g(z)) — deg(f()).

(c) k € o corpo das constantes de k(x)/k.

Teorema 2.2.1. Nao ezistem outros Places em k(x)/k que ndo sejam do tipo Py, ou P, definidos
em 2.2 e 2.4.

Corolario 2.2.1. Os Places de grau 1 de k(z)/k estao em correspondéncia biunivova com kU{co}.

2.3 Independéncia de Valorizacoes

Teorema 2.3.1 (Aproximagio Fraca). Seja K/k um corpo de fungées e Py, Py, ..., P, € P(K)
Places dois a dois distintos de K/k. Se xi,x2,...,2, € K € r1,72,...,7n € Z, entdo existe
0+# x € K tal que

vp,(x —x;) =15 para todoi=1,2,...,n.

Corolario 2.3.1. Todo corpo de fungoes K/k tem infinitos Places.
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Demonstragdo. Suponha por absurdo que |P(K)| =n < co. Tome 71,72, ...,7, € Z tais que r; > 0
para todo i = 1,2,...,n. Pelo Teorema da Aproximacao Fraca, existe 0 # = € K tal que vp,(z).0
para todo ¢ = 1,...,n. Em outras palavras, = é transcendente e nao possui nenhum pélo, o que
contradiz o coroléario 2.1.2. O

Proposicao 2.3.1. Seja K/k um corpo de fung¢ées e Py, Py, ..., P, zeros de um elemento x € K.
Entao

> up, - deg(P;) < [K : k(z)]

i=1

Corolario 2.3.2. Em um corpo de fungoes K/k, todo elemento 0 # x € K tem um nimero finito
de zeros e polos.

2.4 Divisores

De agora em diante, consideraremos que k seja o corpo das constantes de K/k, ou seja, k é
algebricamente fechado em K.

Definicao 2.4.1. O grupo (aditivo) abeliano gerado pelos Places de K/k serd chamado de grupo
dos divisores de K/k, e serd denotado por Dy.

Os elementos de Dk serao chamados de divisores de K/k. Em outras palavras, um divisor

D € Dk é dado por
D= Z npP
PEP(K)

com np € Z e np = 0 para quase todo P € P(K). Apresentemos agora algumas defini¢des e fatos
com respeito a divisores:

e Um divisor da forma D = P € P(K) é chamado divisor primo.

e SeD=3npPeD =Y npP, entio D+ D =3 (np +np)P.

O elemento nulo do grupo Dy é o divisor

0:= Z rpP

PeP(K)

onde 7p = 0 para todo P € P(K)

Se Q@ € P(K) e D=> npP, definimos
vo(D) :=ng e suppD :={P € P(K) : vp(D) # 0},

sendo este ultimo chamado de suporte de D.

Definimos uma ordem parcial em D da seguinte forma:
D) < Dy <= vp(D1) < ’UP(DQ),VP S ]P’(I()

Um divisor D > 0 é dito positivo ou efetivo.
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e O grau de um divisor é definido por
degD := Y wp(D)-degP
PeP(K)

originando um homomorfismo de grupos deg : D — Z.

Pelo corolario 2.3.2, todo elemento 0 # x € K tem um numero finito de zeros e pélos. Logo, a
proxima definigao faz sentido.

Definicao 2.4.2. Seja0#x € K, e Z e N os conjuntos de zeros e pélos de x em P(K), respecti-
vamente. Entdo difinimos:

(z)o = Z vp(z)P, o divisor zero de z,
PeZ

(T)oo = Z —vp(z)P, o divisor pdlo de x
PeEN

() = ()0 — (¥) o, 0 divisor principal de z.
Obviamente, temos (x)g > 0, (z)so >0 e
(x)= > vp(a)P. (2.5)
PeP(K)
Os elementos 0 # = € K que sao constantes sdo caracterizados por

z €k (z)=0.

Definigao 2.4.3. Px = {(z) : 0 # z € K} ¢é chamado de grupo dos divisores principais
de K/k. Ele é um subgrupo de Dk, uma vez que para 0 # z,y € K, (zy) = (x) + (y), por 2.5.
O grupo quociente Cx := Dy /Px é chamado de grupo de classes de divisor. Para um divisor
D € Dk, o elemento correspondente em Ck é denotado po [D], e chamado de classe do divisor
D. Dois divisores D,D' € Dy sdo ditos equivalentes (notacio: D ~ D'), se [D] = [D'], isto €,
D =D’ + (z) para algum = € K\{0}.

Definicao 2.4.4. Para um divisor A € Dk, definimos
L(A)={ze K : (z) > —-A}uU{0}.

Esta definicao tem a seguinte interpretagao: se

T s
i=1 j=1

com n; > 0, m; > 0 entdao L(A) consiste de todos os elementos z € K tais que

1. Q; é zero de x com ordem maior ou igual a m; para j =1,...,s;
2. Py,..., P sdo os unicos possiveis poélos de z, cuja ordem de poélo é menor ou igual a n;, para
i=1,...,7.

Lema 2.4.1. Seja A € Dg. Entio:
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(a) z € L(A) <= vp(z) > —vp(A)VP € P(K).

(b) L(A) # {0} <= eziste um divisor A" ~ A com A" > 0.

(c) L(A) é um espaco vetorial sobre k.

(d) se A" ~ A entio L(A) ~ L(A") (isomorfismo de espagos vetoriais sobre k).
(e) L£(0) =kE.

(f) se A <0 entio L(A) = {0}

(g) kCLA) <= A>0

Lema 2.4.2. Sejam A, B divisores de K/k com A < B. Entao temos que L(A) C L(B) e
dim(L(B)/L(A)) < degB — degA.

Proposicao 2.4.1. Se A € Dk, entao L(A) é um espaco vetorial de dimendo finita sobre k. Mais
precisamente: Se A=A, — A_, com Ay e A_ divisores positivos, entdio

dimL(A) < degA4 + 1

Demonstragao. Como L(A) C L(A4), é suficiente mostrar que dimL(AL) < degA, + 1. Como
0 < Ay, o Lema 2.4.2 nos fornece que dim(L(A+)/L£(0)) < degAy. Como L(0) = k, temos que
dimL(Ay) = dim(L(A4)/L(0)) = 1. |

Definicao 2.4.5. Se A € Dy, o nimero inteiro dimA = dimL(A) é chamado a dimensao do
divisor A.

Teorema 2.4.1. Todo divisor principal tem grau zero. Mais precisamente: Seja x € K\k e (z)o e
(T)oo 0s divisores zero e pdlo de x, respectivamente. Entado

deg(x)o = deg(w)oo = [F : k(x).

Corolério 2.4.1. (a) Sejam A, A" divisores tais que A ~ A'. Entio dimA = dimA' e degA =
degA'.

(b) Se degA < 0 entao dimA = 0.
(¢) Para um divisor A de grau zero, as sequintes afirmacoes sio equivalentes:

1. A ¢é principal.
2. dimA > 1.
8. dimA =1

Proposicao 2.4.2. Seja K/k um corpo de fungées. Entao existe v € Z, dependendo apenas de
K/k, tal que para todo divisor A € Di temos:

degA — dimA < 7.
Definicao 2.4.6. O género de K/k é definido por

g = max{degA — dimA+1 : A€ Dk}
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Observe que a Proposigao 2.4.2 nos garante que essa defini¢do é consistente. Veremos ao longo
do trabalho que o género é um dos invariantes mais importantes de um corpo de funcoes.

Observagao 2.4.1. O género de K/k € um inteiro nao-negativo, uma vez que, tomando A = 0,
temos g > deg(0) — dim(0) +1 = 0.

Teorema 2.4.2 (Teorema de Riemann). Seja K/k um corpo de funcoes de género g.

(a) Para todo divisor A € Dg, temos que

dimA > degA+1 —g.

(b) Eziste um inteiro ¢, dependendo de K/k tal que
dimA =degA+1—g
para todo A € Dk tal que degA > c.

Demonstragao. (a) Imediato da defini¢gdo de género.
(b) Tome um divisor Ag tal que g = degAg — dimAg+ 1 e defina ¢ := degAg + g. Dal, se degA > c,
entao

dim(A—Ag) > deg(A—Ay)+1—g
= degA —degAp+1—g
> c—degAp+1—9g>1

Logo, existe 0 # z € L(A — Ap), e assim (z) > Ag — A. Considere o divisor A" := A + (2). Dai
A" > Ag e temos

degA — dimA = degA" — dimA’ (pelo Corolério 2.4.1)
> degAy — dimAyp (pelo Lema 2.4.2)
= g—1
Portanto dimA < degA +1 — g. O

Corolario 2.4.2. O corpo de fungées racionais k(z)/k tem género g = 0.

2.5 O Teorema de Riemann-Roch

Nesta segao, K/k denotard um corpo de fungoes de género g.
Definicao 2.5.1. Para A € D,
1(A) := dimA — degA+g—1
€ chamado o indice de especialidade de A.
O teorema de Riemman nos garante que i(A) > 0 e, i(A) = 0 para degA suficientemente grande.
Definicao 2.5.2. Uma adele de K/k € uma fungao.

{ P(K) — K
a
P — ap

onde ap € Op para quase todo P € P(K). O conjunto Ax := {a : « é uma adele de F/K} é
chamado espaco das adeles de K/k. E fdcil verificar que Ax € um espago vetorial sobre k.



2.5. O TEOREMA DE RIEMANN-ROCH 11

Uma adele principal de um elemento = € K é aquela cujas componentes sao todas iguais a x
(note que essa definigao é consistente, uma vez que todo & € K tem um ntimero finito de p6los em
P(K)). Assim, temos automaticamente uma imersao K — Ag. A valorizacao vp de K/k pode ser
estendida a Ag fazendo vp(a) = vp(ap), onde ap é a P-ésima componente da adele a. Logo, por
defini¢ao, vp(a) > 0 pra quase todo P € P(K).

Definigdo 2.5.3. Se A € Dy, definimos Ag(A) := {a € Ax : vp(a) > —vp(A),Y P € P(K)},
que é, naturalmente, um k-subespaco vetorial de A .

Teorema 2.5.1. Para todo divisor A, o indice de especialidade € i(A) = dim(Ax [(Ax(A) + K)).

Definicao 2.5.4. Um diferencial de Weil de K/k é uma aplicagdo k-linear w : Ax — k que
se anula em Ag(A) + K para algum A € Dg. Denominamos o conjunto

Qi ={w : w é uma diferencial de Weil de K/k}

de mddulo dos diferenciais de Weil de K/k. De maneira natural, Qi pode ser visto como um
espaco vetorial sobre k.

Gostariamos de associar a cada 0 # w € Qp um divisor W € Dg. Para isso, consideremos o
conjunto
M(w) :={A € Dk : w se anula em Ag(A) + K}.

Lema 2.5.1. Seja 0 # w € Q. Entao existe um unico divisor W € M (w) tal que A < W para
todo A € M(w).

Definicao 2.5.5. Seja 0 # w € Q. O divisor
(w) :=W =max{A € Dk : w se anula em Ar(A) + K}

¢ chamado um divisor canénico de I/k (Observe que o Lema anterior da consisténcia a essa
defini¢ao). Um divisor canénico positivo é chamado wm divisor canénico de primeiro tipo de K/k.

Definigao 2.5.6. Sejam w,w’ € Q diferenciais de Weil nio nulos de K/k. Entao existe um
elemento x € K tal que w = z - w'. Tal elemento x é chamado a razdo entre os diferenciais w
e w' . Se os divisores canénicos associados a w e w' forem positivos, entdo diremos que o elemento
x € uma razao de diferenciais de primeiro tipo.

Teorema 2.5.2. Sejam A um divisor arbitrdrio e W = (w) wm divisor candénico de K/k. Entao

i(A) = dim(W — A).

Teorema 2.5.3 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico de K/k. Entdo, para
todo A € Dk, temos
dimA = degA + 1 — g+ dim(W — A).

Proposigao 2.5.1. Um divisor B € canénico se e somente se degB = 2g — 2 e dimB > g.

Do Teorema de Riemann, vimos que existe uma constante ¢ tal que i(A) = 0 se degA > c¢. O
proximo teorema nos dd4 um valor mais preciso a essa constante.

Teorema 2.5.4. Se A é um divisor de K/k tal que degA > 2g — 1, entao dimA = degA+1 — g.

Observe que a cota 2g — 1 do teorema anterior é a melhor possivel, uma vez que, se W é um
divisor canonico, temos que dimW > degWW + 1 — g, pela proposigao 2.5.1.
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Proposicao 2.5.2. Para um corpo de fungoes K[k, as seguintes condigdes sao equivalentes:
1. K/k é racional, isto é, K = k(x) para algum x transcendente sobre k.
2. K/k tem género 0, e eziste um divisor A € Di com degA = 1.
Os préximos dois resultados sao importantes conseqiiéncias do Teorema de Riemann-Roch.

Teorema 2.5.5 (Aproximacao Forte). Seja S ;Ct P(K) um subconjunto proprio deP(K) e P1,..., P, €
S. Suponha que sdo dados x1,...,z, € K enq,...,n, € Z. Entdo existe x € K tal que

vp(x—x;) =n; parai=1,...,7 e
vp(z) > 0 para todo P € S\{P1,...,P}.

Proposicao 2.5.3. Seja P € P(K). Entao, para n > 2g, existe um elemento x € K cujo divisor
pélo é (z)oo =nP.

Definicao 2.5.7. Seja P € P(K). Um inteiro n > 0 é chamado niumero pdlo de P se existir um
elemento v € K com (z)oo = nP. Caso contrdrio, n é chamado uma lacuna de P.

Teorema 2.5.6 (Teorema da lacuna de Weierstrass). Suponha que K/k tem género g >0 e P é
um Place de grau um. Entao existem ezatamente g lacunas i1 < ... < iy de P. Ademais,

i1=1 e 13<2g9—1.

Definicao 2.5.8. Um divisor A € Dk € dito nao-especial se i(A) = 0; caso contrdrio, A € dito
especial.

Proposicao 2.5.4. (a) A € ndo-especial <= dimA = degA+1 — g.
(b) degA > 2g — 2 = A € nao-especial.

(c) A propriedade de um divisor A ser especial ou ndo-especial depende apenas da classe [A] de A
no grupo de classes do dwisor.

(d) Divisores canodnicos sao especias.

(e) Todo divisor A com dimA > 0 e degA < g € especial.

(f) Se A é nao-especial e B > A, entdao B é nao-especial.

Demonstra¢ao. (a) é apenas a definicao de i(A).

(b) Imediato de teorema 2.5.4.

(c) Segue do fato de que dimA e degA dependem apenas da classe [A] do divisor A.

(d) Pelo teorema 2.5.2, temos que se W é um divisor canénico, entdo i(W) = dim(W — W) =
dim(0) = 1. Portanto, W é especial.

(e) 1< dimA=degA+1—g+i(A) = i(A) > g — degA > 0, uma vez que degA < g. Logo A é
especial.

(f) Pelo teorema 2.5.1, temos que A é nado-especial se e somente se Ax = Ag(A) + K. Como
B > A, é facil ver que Ag(A) C Ak (B). Dai segue o resultado.
O
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Como vimos, se A é um divisor tal que degA > 2g — 2, conseguimos determinar sua dimensao,
no caso, dimA = degA + 1 — g. Em principio, nao é possivel determinar a dimensao de um divisor
A tal que 0 < degA < 2g — 2. Finalizaremos este capitulo com um teorema que nos fornece uma
cota superior para a dimensao do divisor A nesses casos.

Teorema 2.5.7 (Teorema de Clifford). Se A é um divisor tal que 0 < degA < 2g — 2, entao

1
dimA <1+ 3 degA.
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Capitulo 3

Corpos de funcoes e Curvas algébricas

3.1 Variedades Algébricas

Definigao 3.1.1. (a) Seja k wm corpo, entao A™(k) = {(z1,...,zn)|zi € k} € chamado o espaco
afim de dimensao n sobre o corpo k.

(b) Seja X C A™MK), I(X) = {f(21, .., Tn) € k[z1,...2n]|f(P) = 0, VP € X}.
(c) Seja T C kl[zy,...xn), V(T) := {P € A™(k)|f(P) =0,Yf € T}.

(d) Um congunto algébrico é um conjunto V. C A™(k) tal que existe T C klxy,...,x,] com
V =V(T). FE facil ver, que a reuniao de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico
e que intersecgoes arbitrarias de comjuntos algébricos ainda é um conjunto algébrico. Além

disso, = V(1) e A"(k) = V(0).

(e) A topologia de Zariski em A"(k) é definida por: A C A™(k) é aberto se A™(k)\A é um
conjunto algébrico.

(f) Um subconjunto nao vazio Y C A™(k) € irredutivel se ndo existem Yy # () # Yo fechados em
Y tais que Y =Y, UYs.

(g8) Uma variedade ”algébrica”afim é um subconjunto fechado e irredutivel de A™(k).

(h) Seja X C k[z1, ..., ], definimos o radical de X porrad(X) = {f(x1,...,zn) € k[z1,...x]|f" €
X para algum r > 0}.

Teorema 3.1.1. (Nullstellensatz de Hilbert) Seja k um corpo algebricamente fechado e seja’ Y C
klzi,..,xzn] wm ideal e seja f(z1,...,xn) € k[z1,...,24] um polinémio que zera todo elemento de
V(Y). Entao exister > 0 tal que f" €Y, ou seja, I(V(Y)) = rad(Y).

Corolério 3.1.1. Eziste uma bijecdo entre os ideais radicais (rad(I) = I) de k[zi,...,z,] € o0s
conjuntos algébricos de A" (k). Além disso, Y € irredutivel se e somente se I(Y) é um ideal primo.
SeY C A"™(k) é um conjunto algébrico afim, definimos o Anel Coordenado Afim de Y por

k[xl,...,mn]

' ="

Observagao 3.1.1. Se V C A"(k) é uma variedade afim, entao I(V') é primo e I'(V') € um dominio.

Definigao 3.1.2. O corpo k(V) := Frac(I'(V)) € chamado o Corpo das Func¢ées Racionais
da variedade V. Os elementos de k(V) sao chamados de funcées racionais de V. Prova-se
que k(V) € uma extensdo finitamente gerada de k. Definimos assim a dimensdao de V como o
grau de transcendéncia da extensao k(V)/k

15
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Definicao 3.1.3. Seja
¢:VCA" — W CA™

uma aplicacdo entre variedades afins. FEntao ¢ € chamada polinomsial se existem polinémios
Ty, T € klz1,--- , 2] tais que

¢(a1>"' >an) = (Tl(a’l)"' >an)7"' 7Tm(al,"' 1an))
para todo (ay,--- ,a,) € V.

Definigao 3.1.4. (a) Seja f uma fungao racional em'V e P € V. Dizemos que f estd definida
em P se para algum a,b € T'(V), f =a/b e b(P) # 0. Definimos assim

Opv = {f € k(V)|f estd definida em P}.
Opy € chamado o anel local de V em P.

(b) O conjunto dos pontos P € V tal que f ndo esta definida em P é chamado o conjunto pélo
de f.

(c) Seja v : Opy — k definida por ¥(a/b) := a(P)/b(P). Entdao Mpy = Ker(y) é chamado o
tdeal maximal de V em P.

(d) Seja R um dominio que ndao € corpo. Se eziste um elemento t € R wrredutivel tal que todo
elemento nao nulo z € R pode ser escrito unicamente da forma z = ut™, com u unidade
de R e n um inteiro nao negativo, entao R é chamado um anel de valorizacao discreta

(AVD).

(e) Seja R um AVD e K = Frac(R), ento qualquer elemento z € K ndo nulo se escreve de
maneira unica como z = ut™, onde u € uma unidade de R en € Z. O inteiro n é chamado a
ordem de z e escrito n = ord(z). Definimos ord(0) := co. Trivialmente temos

R ={z € Klord(z) > 0}
e ainda

M = {z € K|ord(z) > 0}
€ seu unico ideal maximal.

Definigao 3.1.5. Seja k um corpo. Definimos o n-espago projetivo sobre k e denotamos por
P (k) como o conjunto de todas as linhas de A"+1(k) passando por (0,--- ,0) € A"1(k). Assim,

P"(K) = (A" (R)\{(0,---,0)})/ ~,
onde
(a1, ,ang1) ~ (b1, ,bpy1) <= IN € E|(a1,- -+, ang1) = A(b1, -+, bpg)-

Um ponto de (ay : -+ : apy1) € P*(k) € a classe de equivaléncia @ qual o elemento (a1,--- , Gny1)
pertence.
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Definicao 3.1.6. Seja f(z1, -+ ,x,) € k[z1, -+ , 2] um polinomio qualquer. Definimos o polinémio
homogéneo F(x1, - ,xpy1) € k[z1,- -+, Znt1] associado & f como

F(JJla T amn—i—l) = f(xl/l'n—i—l; T ax71,/$‘n+1)($n+1)a(f)~
Analogamente, dado um polinomio homogéneo F(xy,- -+ ,xp41) € klz1, -+, Tpy1], definimos sua
desomogeinizacdo em Tpp1 f(z1,-++ ,Tn) € klz1,--- ,zy) por

f(mlu‘” ;xn-) = F(fBl,"' ,$n,1).

Definicao 3.1.7. Seja P = (aj : -- - : ap41) € P*(k). Entao o conjunto {f € klz1, - ,znt1]|f(P) =
0} ndo esta definido. Mas o conjunto

{F € k[z1, -+ ,zn41]|F € homogéneo e F(P) =0}

estd. Assim, podemos fazer as defini¢des projetivas feitas para o caso afim trocando "polinémio”por
"polinémio homogéneo”.

Definigao 3.1.8. Sejam U e V wariedades (afins ou projetivas). Um morfismo de U para V é
uma fung¢ao ¢ : U — 'V tal que:

(1) ¢ € continua (na topologia de Zariski).
(2) Para cada conjunto aberto V' C V, se f € T'(V'), entao

o(f) := fod e T(¢~L(V")).

Um isomorfismo de U para V é um morfismo ¢ de U para V tal que existe ¢~ de V para U tal
que p~Lop=1Idy edpodp™' =1Idy.

Proposicao 3.1.1. Sejam U e V wariedades afins. Entdao existe uma correspondéncia biunivoca
entre morfismos

¢o:U—V
e homomorfismos
$:T(V) — I(U),
ou seja, o funtor
F:V—D

entre a categoria de variedades afins e morfismos de variedades afins e a categoria de dominios com
homomorfismos de dominios dado por

U — F(U) :=T(U)

¢ F(¢) :=¢

€ um funtor contravariante, fiel e pleno.
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Definicao 3.1.9. Sejam U eV wariedades. Dois morfismos f; : Uy — V de subvariedades abertas
U; de U para V sdo ditas equivalentes se suas restricoes a Uy N Us sao iguais. Uma classe de
equivaléncia de tais morfismos é chamada uma aplicagao racional de U para V. Uma aplicagao
racional F : U — V ¢é dita dominante se f(U') é denso em V, onde f é um morfismo qualquer
que representa a aplicagio F (f : U' C U — V que ndo pode ser estendido). Uma aplicagdo
racional F : U — V € dita birracional se existem conjuntos U' CU e V' CV e um isomorfismo
f:U — V' que representa F.

Proposicao 3.1.2. Duas variedades sao birracionalmente equivalentes se e somente se seus corpos
de fungdes sao isomorfos, ou seja, existe um funtor fiel e pleno entre a categoria variedades e
aplicagdes racionais e a categoria de corpos e homomorfismos.

3.2 Curvas Algébricas

Uma curva algébrica afim (projetiva) é uma variedade afim (projetiva) de dimensao 1.
Vamos estudar o caso plano, ou seja, em A%(k) (P?(k)), onde k ndo é necessariamente algebricamente
fechado.

Seja k£ um corpo e considere f € k[x,y] um polindmio qualquer. Definimos a curva algébrica
plana afim

C = V(f) = {(a,b) € A*(E)|f(a,b) = 0}.
A curva algébrica plana projetiva associada a C' sera
C':=V(F)={(a:b:c) € P*(&)|F(a,b,c) = 0}
onde F' é a homogeinizagao de f.

Definigao 3.2.1. Seja P = (a,b) € I (onde k denota o fecho algébrico de k) e escreva

fr(z,y) = fla—=z,b—y) = folz,y) + filz,y) + -~ + fr(z,Y),
onde 9(C) :=0(f) =r e fi(z,y) € um polinémio homogéneo de grau 1.
(a) Definimos m = ordp(f) := min{i|f; # 0} e tal f, serd chamado a forma inicial de f em

P. Temos que

PeC <= ordp(f) >0+ fo=0.

(b) A forma inicial fp, se escreve como

m

fm = H(ajm + bjy)

=1

onde aj,bj € k. As retas a;x + bjy € k[z,y] sdo chamadas as retas tangentes de C em P
de inclinagdo oo se aj =0 e bj/a; se aj # 0.

(c) Dizemos que um ponto P € C ¢é simples (nao-singular) se ordp(f) = 1 e singular se
ordp(f) > 1. Se P € ponto simples de f, entdo f tem wma tunica reta tangente em P, a
saber, |l = V(f1). Uma curva algébrica plana afim é suave (néao-singular) se todos os seus
pontos sao simples.
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(d) Um ponto singular P € C' € dito ordindrio se as tangentes de C em P sao distintas entre si,
ou seja, cada duas delas se intersectam transversalmente em P.

Definicao 3.2.2. Seja C = V(f) (C' = V(F)) uma curva algébrica irredutivel plana afim (projetiva).
Definimos

KC) = {520 € Kl 11}

. AN G(a:)y)z) L. ~ ~
(k(C") == {H(m,y, 2 € k(z,y,2)|G, H sao homogéneos,
8(G) = 8(H) e F)(H}).

Seja P = (a, ) € C (P'=(a:b:c) e '), entao

Oc.p = {% € k(C)|h(P) # o}

G

(Ocrp = {5 € K(CH(P') #0}).

Observacao 3.2.1. (i) As definigoes dadas acima representam um abuso de linguagem, jd que a
defini¢ao formal € a dada na se¢do anterior, ou seja, o corpo k(C') é tomado sob a equivaléncia
dada por (f) C k[z,vy], o ideal gerado por f.

(i) Os corpos k(C) e k(C") dados acima sdo isomorfos. Por isso vamos tratar apenas do caso
afim.

Lema 3.2.1. Seja
¢: Ocp — k(P):=k(a,p)

ofh = da/h) = L.

Pelo Lema de Zorn, eziste prolongamento mazimal(ndo necessariamente inico) de ¢ dado por
3:00p T

Teorema 3.2.1. (i) k(C)/k é um corpo de fungées algébricas;

(ii) (50,1: ¢ um anel de valorizacdo de k(C)/k;

(iii) P = kerfg € o place associado a 60’]3;

(iv) 60)13 = Oc¢,p <= P ¢ nao singular;

(v) Se P é ndo singular, entio degP = [k(a, B) : k).

Demonstragdo. [8] O
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Definicao 3.2.3. Seja K/k um corpo de funcgées algébricas. Definimos a superficie abstrata de
Riemann associada a K/k por

Sk/k = { anéis de valorizagio K/k}.

Em particular, dada uma curva C, teremos que a Superficie abstrata de Riemann associada a C
serd Sy(cy/k- No caso em que a curva € ndo singular, pelo teorema acima temos que existe uma
szegdo C Sk(C)/k'

Definicao 3.2.4. Definimos uma topologia em S . tomando para fechados subconjuntos finitos
e o espago todo. Se U C Sk, € um subconjunto aberto, entio definimos o anel das funcoes

regulares em U como sendo I'(U) = ﬂ P.
PeU

Definicao 3.2.5. Seja K/k é um corpo de fungées algébricas. Uma curva abstrata nao singular
¢ um subconjunto aberto U C Sk, com a topologia induzida e a nogao de funcao regular em seus
subconjuntos abertos.

Teorema 3.2.2. Seja F uma aplicacdo racional de uma curva C' para uma curvae projetiva C. Se
f é um morfismo que representa F', entdo o dominio de f inclui todos os pontos simples da curva
C’'. Se C' é nao singular, entao F é wm morfismo.

Corolario 3.2.1. Duas curvas projetivas nao singulares sao isomorfas se e somente se seus corpos
de fungoes sao isomorfos.

Observacao 3.2.2. Note que no teorema e coroldrio acima ndo estamos considerando apenas o
caso plano.

3.2.1 Resolvendo singularidades

Pela se¢ao anterior, vemos que se uma curva é nao singular, para tratar da curva precisamos
apenas olhar para seu corpo de fungdes e vice-versa. Nesta secdo queremos analizar a curva nos
pontos que ela tem problemas, ou seja, em suas singularidades.

A abordagem pode ser dadas de varias maneiras, por exemplo definindo os ramos da curva e
provar que existe uma bijegao entre a superficie de Riemann abstrata de uma curva e os ramos
da mesma. Essa abordagem é mais completa, porém é demasiada trabalhosa, tendo em vista que
temos de trabalhar as propriedades do anel das séries formais de poténcia. Aqui vamos usar a
teoria de ”Blow-Ups”, ou seja, resolver as singularidades via Transformagoes Monoidais.

Vamos assumir por enquanto que k é algebricamente fechado. Seja

v A%(k) —  A%(k)

(a,¢) +— (a,ac).
Para cada ponto (a,b) € A%(k) consideremos a fibra
(a,b/a) se a#0
v Ha,b) =< 0 sea=0eb#0
{(0,0)[ce k}  se (a,b) = (0,0)

Assim, a origem (0, 0) foi "esplodida” em uma reta.
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Definigao 3.2.6. Seja C =V (f) uma curva plana irredutivel. Suponha que (0,0) € C e C # V (z).
n

Seja m a multiplicidade de C' em (0,0) e n o grau de C. FEscrevemos f = Zfi’ onde f; é uma
i=m
forma (polinémio homogéneo) de grau i em k[z,y] e fm # 0 # fu. Entdo

flz,zz) = Z filz, x2)

i=m
n )
- Z z' fi(1, 2)
=m
=™ f)(z, 2)

onde

.= Z (1, 2) € K[z, 2].

i=m
O conjunto CM U {(0,¢)|c € k} ¢ chamado o ”Blow-up”de C ou a trasformada estrita de C.
Lema 3.2.2. (i) fO) e logo €M) =V (f1) ¢ irredutivel.

(ii) C possui na origem wma reta tangente de inclinagao finita ¢ se e somente se (0,¢c) € CV). Em
particular, (0,0) € C1) se e somente se o eizo horizontal V(y) ¢ tangente de C em (0,0).

Proposigao 3.2.1. Com as defini¢ées acima temos que C' e C1) sio birracionalmente equivalentes,
mais ainda, k(C) = k(CW).

Corolario 3.2.2. Seja P € C um ponto singular ordindrio, onde C' é uma curva algébrica afim
wrredutivel sobre um corpo k algebricamente fechado. Entdo existe uma curva C' e uwma aplicagao
birracional ¢ : C' — C tal que |¢\~1(P)| = ordp(C) e para todo Q@ € ¢"V(P), Q é um ponto
simples de C'.

Coroléario 3.2.3. Seja P € C um ponto racional da curva C sobre o corpo k (nao necessaria-
mente algebricamente fechado). Considere a forma inicial f,, da curva em P, onde m é a mul-
tiplicidade do ponto P. FEntao existe uma extensdao finita de k, digamos k', tal que os pontos
obtidos de P pelo Blow-up do lema acima sao racionais sobre k'. A saber, esse corpo é dado por
K = Ek(ar, - ,am,b1, -+ ,bm) onde a;x + bjy sdo as retas tangentes de C' no ponto P.

Teorema 3.2.3. Toda curva algébrica (plana) irredutivel é birracionalmente equivalente a wma
curva algébrica plana, cujos pontos singulares sao todos ordindrios.

Demonstragao. (8] O

Teorema 3.2.4. Toda curva algébrica projetiva plana é birracionalmente equivalente a uma curva
algébrica projetiva nao singular (ndao necessariamente plana).

Demonstragio. (8] O

Observagao 3.2.3. Dada uma curva algébrica plana C, construimos uma curva algébrica plana
C’ birracionalmente equivalente a C tendo apenas pontos singulares ordindrios. Podemos resolver
localmente com um Blow-up cada singularidade, porém este Blow-up pode mezer nas outras sin-
gulariades. Assim, para provar o teorema acima, temos de considerar a curva dada no teorema
anterior e fazer um Blow-up simultaneo em todas as singularidades. Mas isto nao pode ser neces-
sariamente feito em P?(k), e sim em wm espago de dimensao maior.
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Coroldrio 3.2.4. Seja K/k um corpo de fungdes algébricas. Entao eziste uma curva algébrica
Ck C P™ ndo singular tal que k(Ck) = K.

Definicao 3.2.7. Seja C' uma curva algébrica plana. Entdo a curva algébrica projetiva dada pelo
teorema acima serd chamada o modelo nao singular da curva C.

Apesar de ndo conseguirmos achar um modelo nao singular plano para a curva plana dada, €
interessante resolvermos cada singularidade apenas e obter informagdes sobre ela.

Definigao 3.2.8. Seja C uma curva algébrica afim irredutivel e P € C.

(a) Dizemos que um ponto Q € C' estd infinitesimamente prézimo de P se C' é obtido de
C por uma sequéncia finita de Blow-ups e QQ € obtido de P por essa sequéncia. Definimos o
conjunto Inf(P) := {Q € A?(k)|Q estd infinitesimamente prézimo de P}.

(b) O d-invariante do ponto P € definido como

ro(ro —1
(Sp:: Z 7Q(Q2 )’

QEInf(P)
onde rg = ordg(C").

Observacao 3.2.4. A defini¢cdo acima, € uma equivaléncia da definicao dada em termos de ramos
da curva em questao. Naquele caso, prova-se facilmente a finitude de 0p. Da definicao dada
acima, verifica-se facilmente que dp = 0 para todo P € C nao singular e sendo o nimero de pontos
singulares finito, temos que

Z op < 0.

peC

Definicao 3.2.9. Seja C uma curva projetiva plana e seja ¢ : C' — C' a aplicagao birracional do
modelo nio singular C' de C para C. Seja Q € C' tal que ¢(Q) = P € C. Para qualquer curva
plana G(V(QR)) (possivelmente redutivel) escrevemos Gy := G/L%%) onde L é wma linha em P2 (k).
Seja f a imagem de Gx em Oppry € k(C) = k(C"), entdo definimos ordq(G) := ordq(f).

Definicao 3.2.10. Seja C uma curva algébrica plana irredutivel e ¢ : C' — C a aplicagio
birracional do sew modelo nao singular.

(a) Um divisor em C’ € wma soma formal Z nQQ onde {ng}loecy € uma familia quase nula.
QeC’

(b) Seja G uma curva plana que nao contém C como componente. Definimos o divisor de G,

div(G) = Z ordg(G)Q.

QecC’
(¢) Para qualquer z = G/H € k(C") definimos div(z) := div(G) — div(H).

(d) Dado z como acima, definimos o divisor zero de z como (z)o := div(G) e o divisor pdlo de z
como (2)eo = div(H).

(e) Seja C = V(F) uma curva projetiva plana nao singular e seja G um polinémio homogéneo
em k(z,y,z]. Definimos o divisor interseccao de C com a curva V(G) e representamos por

(F)(G) ao divisor Z mpP, onde mp denota a multiplicidade de intersec¢do das curvas C

PeC
e V(G) em P.
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Observagao 3.2.5. Como a curva C' é nao singular, pela bije¢io C' «— Sycry/x = Sk, existe
uma bije¢ao entre os divisores em C' e os divisores de k(C') definido no capitulo anterior, assim
como entre diwisores candnicos, zero e pélo. As definigdes feitas no capitulo anterior podem entao
~serem carregadas para a curva em questao e falaremos de divisor de wma curva e de seu corpo de
funcgoes como sendo a mesma coisa.

Teorema 3.2.5. Seja C uma curva plana, n o grau de C e rp = ordp(C). Entdo o género g de
C € dado pela formula
(=1 —2)
= A > 6p.
PeC
Corolario 3.2.5. Seja C uma curva plana com somente pontos ordindrios como singularidades.
Sejan o grau da curva C e rp = ordp(C). Entao o género g de C é dado pela formula

_ (n—1)(n —2) — deg(F)
2 )

g

onde E := Z rp(rp — 1)P.
PeC

Proposicao 3.2.2. Seja C' uma curva plana de grau n > 3 com somente pontos ordindrios como
singularidades. Seja G qualquer curva plana de grau n—3. Entdo div(G)—E é um divisor canénico.

3.3 A Aplicagao Candnica

Seja K /k um corpo de fungoes algébricas e seja ¢ : Cg — P" uma aplicagao regular. Suponha
que H C P" é um plano racional definido por um polinémio homogéneo L de grau 1 e fixemos um
ponto P € Ck. Escolhemos outro polindomio homogéneo M de grau 1 que nédo zera ¢(P) e considere
h = (L/M) o ¢, definida em uma vizinhanga de P. Definimos o valor ¢*(H)(P) := ordp(h) que é
nao negativo e serd positivo se e somente se ¢p(P) € H.

Definicao 3.3.1. A constru¢ao acima define um divisor ¢*(H) em C que serd chamado o divisor
hiperplano para a aplicagao ¢.

Lema 3.3.1. Seja ¢ : Cx — P™ uma aplicagdo reqular. Entao o conjunto {¢p*(H)} dos divisores
hiperplanos é um sistema linear, que serd denotado por |¢|.

Proposigao 3.3.1. Seja |D| wm sistema linear completo livre de ponto base e de dimensdo n em
um corpo de fungoes K/k. Entdo existe uma aplicagcao regular ¢ : Cx — P tal que |D| = |¢|.
Mais ainda, ¢ € unica a menos de escolha de coordenadas em P™.

Dado um divisor D com |D| livre de ponto base, denotamos por ¢p a aplicacao regular associada
com o sistema linear completo |D|.

Proposicao 3.3.2. Seja D um divisor em um corpo de fungies K/k. Entao o sistema linear
completo |D| nio tem ponto base se e somente se para cada P € C, dim|D — P| = dim|D| — 1;

Definicao 3.3.2. Quando a aplicagao ¢p € birracional em sua imagem dizemos que ele é um
mergulho. Um divisor D tal que |D| ndo tem ponto base e ¢p € um mergulho é chamado de um
divisor ”very ample”.

Proposicao 3.3.3. Seja K/k um corpo de fungées algébricas e seja D um divisor em K/k com
|D| livre de pontos base. Entao ¢p € uma aplicagdo birracional em sua tmagem se e somente se
para cada P e Q em Cg, tivermos que dim(L(D — P — @Q)) = dim(L(D)) — 2.
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Corolario 3.3.1. Seja D um divisor em um corpo de funcées K/k de género g.
(a) Sedeg(D) > 2g, entdo |D| nao tem ponto base.
(b) Se deg(D) > 29+ 1, entao D € "very ample”.

Lema 3.3.2. O sistema linear candnico |K| em um corpo de fungées algébricas K/k de género
g > 1 € livre de ponto base.

Seja K /k um corpo de fungoes algébricas de género g > 3 e seja K um divisor canénico em C.
Pelo lema 3.3.2 temos que | K| é um sistema linear completo sem ponto base. Por isso, a aplicagao
¢ : Cxg — P91 estd definida. Esta aplicacdo é chamada a aplicagao canénica para K/k.

Pela proposicao 3.3.3, temos que a aplicacao ¢x nao é um mergulho se e somente se existirem
pontos P e @ em Ck tal que

dim(L(K — P — Q)) # dim(L(K)) — 2.

Isso s6 pode acontecer se dim(L(K — P — Q)) = dim(L(K)) — 1 = g — 1, pois |K| ndo tem ponto
base. Usando Riemann-Roch, temos que

dim(L(K — P —Q)) = deg(K—P—Q)+1—g+dim(L(p+ q))
= g—3+4dim(L(p+ q)).

Por isso, a aplicagdo canodnica serd um mergulho se e somente se existem pontos P,Q € Cy tal
que dim(P + Q) = 2.

Proposicao 3.3.4. Seja K/k um corpo de funcgées algébricas de género g > 3. Entdo a aplica¢ao
canénica € wm mergulho se e somente se K/k nao € hipereliptico. Se K/k nao é hipereliptico,
a imagem de Ck pela aplica¢io candnica é uma curva projetiva ndio de grau 2g — 2 em P91,
Mais ainda, dois corpos de fungdes algébricas nao hiperelipticos sao isomorfos se e somente se seus
modelos candnicos sao isomorfos por mudanca de coordenadas em P91,



Capitulo 4

Classificacao

4.1 Resultados Principais

Neste capitulo enunciaremos os resultados principais deste trabalho, assim como apresentare-
mos suas provas. O primeiro resultado, que serda chamado de Proposigao 4.1.1, nos da condigoes
necessérias e suficientes para que um corpo de fungoes algébricas tenha divisor class number igual a
dois. Estas condigoes sao impostas sobre o género, o ntimero de elementos de k e os valores dos n;.
Os outros dois teoremas apresentam a classificagdo destes corpos, onde o primeiro teorema trata
dos corpos de fungoes algébricas quadréticos e o segundo teorema dos nao quadréticos.

Alguns dos objetos e resultados que aparecem neste capitulo nao foram definidos nos capitulos
anteriores. Esses resultados fazem parte dos apéndices deste trabalho, onde apresentamos os con-
ceitos basicos que cercam este capitulo.

Proposigao 4.1.1. Seja K/k um corpo de funcées de género g > 0 tendo o corpo finito k com g
elementos como corpo de constantes. Fntao h = 2 se e somente se

g=1 2<q<5, n =2

g = 2; q=2, ni=0,np=40oun; =1,n,=3 oung =2,np=1;
9:2, q:3a TL]ZO,’I'LQ:S;
g=3, q =2, ny=0,n3 =2 oun; =1,n3 =3 —no;

g=4, q=2, np=np=0,0<n3<6,ng =2 ou
n1=0,n=1,0<n3<3,n4=3 ou
ny=n3=0,n9 =2,n4 =3;

g =>, q=2, np=ng=n4=0,n3 =1,n5 =4 ou
n=n2=n3=0,0<ng <3,n5 =2.

Teorema 4.1.1. A menos de isomorfismo, existem apenas 11 corpos de fun¢des algébricas quadrdticos
K/k de género g > 1, tendo corpo de constantes k, o corpo finito com q elementos e tal que h = 2.
Eles sao obtidos para K = k(z,y) com:

e g=1
g=2, ¥*+ay =23+22+1 np =2 (r)
q=3, y? =23 +222 42 n =2 (r)
g=4, Y’+ay =22+ax?+1(x*) n1=2 (r)
q=>5, > =23+ 222 n =2 (r)

25
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e g=2
3
. 9 441 _ _
=2, y*+ —m ny=1neg =3 (7‘)
zt+z+1
Yry =—— np=2ny=1 (r)
T
g=3, y? =2+ 1)(z*+223+2+1) ni=0n2=5 (r)
e g=3
4 8. 2
T4+ +r+1
=2, ¥?*+y = Brztl n=1n=2n3=1 (r)
5 .2
4z +1
y2+y :m n=1Lny=3n3=0 ()
5 2tz Bt e e i D
Yy +y S @rar 1P ny =0,np =4,n3 =
4, .3
o +z°+1
R ey m = 0,mp = 3ng =2

(%) onde a é um gerador de Fy.

Teorema 4.1.2. A menos de isomorfismo, existem apenas 8 corpos de fungées algébricas nao
quadrdticos K/k tendo género g > 1 e corpo de constantes k, o corpo finito com q elementos e
divisor class number 2. Eles sao obtidos para k =Fy e K = k(z,y) com

"o Vit + (z+Dy+ @ +22+1)=0, n1=0,n=2,n3=2;
P+ +z+)y+@*+224+1)=0, n=1ny=0n3=3;
Yry+(@t+22+1)=0, ny=1,ny=2,n3=2;

o g=4

P42+ D)y + (@ +23+1)=0, ni=0,n=0,n3=4,n4 = 2;
P4+ +1)y+ (2b4+2°4+1) =0, nm=0,ny=0,n3=4,n4 =2;
P+ +Dy+ (8 +z+1)=0, ny1=0,ny=1,n3 =3,n4 =3;

Y tay® + @+ Dyt + (@@ a)P + 2%y m=0mp=1ng=1mn =3
(@ +ad+ad)y+ (@ +25+2*+2+1) =0,

Yotay’ + (@ + Dyt +2% +aty? + (@ mi=0na=1n3=2n=3;
B+ +a)y+ @8+ +a3+z+1)=0,
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4.2 Prova da Proposicao 4.1.1

Lema 4.2.1. Seja K/k um corpo de fungoes de género g e com corpo de constantes k onde 2 <
|k| = q. Entao seu divisor class number é maior que 2 se qualquer uma das sequites condigoes

valem:
i) ¢>6 g>1

(

() gq=4,5 g=>2.
(1i1) ¢=3 g=>3.
() ¢=2 g=6.

Demonstragao. Usando o teorema de Hasse-Weil temos que
g
L(u) = H(l — ¢ 2ey) (1 — ¢ /% Piu). (4.1)
j=1

Como h = L(1) obtemos a desigualdade
h> (g2 —1)%

e consequentemente obtemos (z).
Seja agora K'/k’ a extensdo constante de K/k de grau 2g — 1. Se ; denota o nimero de places
de grau um em K'/k'| entdo temos pela cota de Hasse-Weil que

n > q29—1 +1— 29 ‘ q(29—1)/2

(onde usamos que o género de K'/k' é igual ao de K /k pois a extensdo é uma extensao constante).
Mas cada place de grau um em K'/k’ estd sobre um place de grau n em K/k onde n | 2g — 1.
Assim, o nimero de divisores positivos de grau 2g — 1 em K/k é maior ou igual ao nimero de
places de grau um em K'/k" dividido por 2g — 1, ou seja, se agg—1 denota o nimero de divisores de
grau 2g — 1 em K/k, temos que

ﬁl q29_1 + 1 — 29 . (1(29*1)/2
agg—1 > > :
29 —1 29 —1

Por outro lado, sabemos que

agg—1 < h(¢? —1)/(q — 1),

pois do teorema de Riemann-Roch temos que se D € D(K) tem grau 2g — 1 entdo dim(D) =g e
entdao [{D' € D(K)|D ~ D'} = (¢9 —1)/(q — 1) e temos a desigualdade da defini¢ao de h.
Assim, temos que se

2g —1 q—1

entao h > 2.
Definimos agora

S(a,9) = 29— 1 —

Entao S(¢,9) > 0= h > 2.
Uma conta rapida mostra que S(g,g) > 0 para os casos (i), (i) e (iv), pois fixado ¢ > 2 entao
R(g) := S(q,9) é crescente e logo basta verificar que S(4,2), S(5,2),5(3,3) e S(2,6) > 0. a
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Demonstracao. (Da proposi¢ao 4.1.1)

Casos:

(a) g=3eg=2.

Temos que

2=L(1) = (1+¢)+(1+¢ Har+- -+ (141 +a

= 10+ 4a; + as

2
- 2
— 104 4(ny — 4y AT T2 40

2

—6 + n? +n1 + 2n9
2

Portanto, nf + n1 + 2n9 = 10.

Da equagao 4.1 temos:
2 . .
Lw) = [ - v3e%u)(l—v3e ¥iu)
j=1

2
= H(l - 2\/§COS(9j)u + 311,2)
= ](Tl— 2v/3 cos(y)u + 3u?) (1 — 2v/3cos(f)u + 3u?)

= 1—2v3(cos(81) + cos(f2))u + (12 cos(#;) cos(fa) — 6)u>
—6v/3(cos(61) + cos(61))ud + Ju*

= 1+ aju+ agu? + 3a;u® + 9t

Segue-se que ag = 12 cos(#;) cos(f2) — 6 e a1 = —2v/3(cos(81) + cos(f2)).
Substituindo os valores de a; obtemos os seguintes valores para cos(6;) cos(63) e cos(01) +
cos(f2):
ay — 6
12

cos(0y) cos(fy) =

n%—7n1+2n2+6~12
24

10 —n1 —2n9 —Tny +2n9 — 6
24

1—21’1.1
6
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e |

2V/3

—(ny —4)
2V/3

(4—m)-V3
6

cos(01) + cos(f2) =

Assim, o polinémio que tem cos(6;) e cos(f2) como raizes sera:

4 — . 1—-2
2+( ny) \/§w+ nl_

flz) == 6 G

Aplicando o polinémio f(z) em 1, obtemos
6f(1) =7—-4V3+ (V3—-2)m

Suponha que n; > 1, entdo da equagao acima temos que f(1) < 0. Como f(x) tem grau
positivo, entao f(x) — oo quando x — oo, consequentemente f tem uma raiz maior que
1, ou seja, cos(f;) > 1. O que é um absurdo.

Portanto, h =2,g=2eq=3 <= n; =0eng = 5.
(b) g=2,9=2
Como no item anterior temos que

_n%+n1+2n2—4

h 2

e entao temos que

h=2<=>n?+n;+2np=38.

Portanto,
h=2,q=2eg=2 <= n;=0eny=4o0u
ni=1eny=3o0u
n1=26n2=1.
(c) g=2,9=3

Pelo mesmo argumento temos

_ —10n1 + 3nf + n + 6ning + 6n3

I
) 5 ,

ou seja,

h =2 <= n3 +3n3 — 10n; + 6n1n2 + 6n3 = 12.

Procedendo como em (a) temos as seguintes relagoes:
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— > cos(b;) = %y'2
4
> cos(f;) cos(0;) = @T_ﬁ

— cos(61) cos(fs) cos(83) = “3;424“1\/5

Assim, o polinémio que tem cos(6), cos(f2) e cos(f3) como raizes é

2 —6 —4
f(m)::c3+alfm2+“28 vt Tl

Por isso,

32f(1) = 8 + 4ay + V2a3 + 4a; V2.

Suponha que n; = 2. Substituindo os valores de a; teremos

32f(1) = 8+4(ny—1)+ v2(1 — 3n2) —4V2
= 4-3V2+ny(4-3V2) <0.

O que é um absurdo.

Portanto
h=2qg=2eg=3 < n;=0en3=2ou
n=1eny=2—ns.

O class number é dado por
h =17+ 9a; + bas + 3asz + a4.
Assim,
h=2 <= 15+ 9a; + 5az + 3a3 + ag = 0 <= n3 = 3ny — 2nq + 4.

Obtemos assim

~Teos(e) = 42,
4
> cos(f;) cos(0;) = aQT_S,

— 3" cos(6;) cos(8;) cos(By,) = “3;—26‘“\/5

ay — 4ag + 8

cos(61) cos(f2) cos(03) cos(bs) = 64
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Com isso, o polinémio tendo como raizes cos(6;) é

flx) = a:4+a1\/§:v3+a2_8:1:2
— 2 —
+(a3 6a1)\/—m+a4 das + 8
32 64
e entao
64f(1) = 64 —48V2 + 8ny — 48 + 3612

—{-2\/571,3 = 6\/57”1,2 —3nz+ 2

= (18 —12v/2) + (8 — 6v/2)n2 + (2v2 — 3)ny
quando n; = 0. Nos casos em que n; > 0 o polinémio f(z) tem raiz maior que 1.

Temos assim,

h=2,g=2eg=4 < n =ny=0,0<n3<6eng=2o0u
n =0n=1,0<n3<3eng =30u
n1=n3=0,n2:2en4=3.

(e) ¢=2,9=5.
Neste caso temos que a formula do divisor class number é dada por
h =33+ 17a; + 9as + bas + 3a4 + as.
donde

h=2<= 33+ 17a; + 9as + 5asz + 3a4 + a5 = 2.

Comparando os coeficientes como nos items anteriores, temos as seguintes relagoes:

~ Y cos(8) = alf
>~ cos(6;) cos(0;) = ‘12;10
— 3" cos(6;) cos(0;) cos(6y) = %@
> cos(0;) cos(6;) cos(0x) cos(8)) = %@

(a5 — 4dasz + 80.1)\/5

— cos(61) cos(2) cos(83) cos(fs) cos(05) = 956

Por isso, cos(0;) sao as raizes do polindémio

5 + al\/§$4 + ay — 103;3 4 (a3 = 8a1)\/§$2
4 8 32

+a4 — 6as + 20$+ (a5 —4asz + 8(11)\/5.
64 256

flx) ==
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Substituindo os valores de a;,7 = 1,--- ,5 no polindmio acima temos cue

ni=0 = ns—2n3+ngng =2
n%—ng

=3.
2

n=1 = ns+ng+nanz—n3+

Usando isto, obtemos

172
2
2
a4 —3V2) + %(4 ~3v3)

256 f(1) = (16 — 13v/2) + na(10 — ) + na(5v2 — 8)

e entdo f(1) < 0. Similarmente para n; = 2 obtemos
ns + 2n4 + n3 + nanz + nj +ng =4

e por isso

256 f(1) = (4 — 9v/2) + ny(6 — ?\/5) +n2(4 - %)

+n3(2V2 — 4) + ng(4 — 3V2).
Por isso, f(1) < 0 e este caso também nao ocorre.
Portanto

h=2q¢g=2eg=5 < ni=ny=ng4=0,n3=1ens=4ou
n=ny=n3=0,0<ng<3ens;=2.

4.3 Prova do Teorema 4.1.1

Nesta segao usaremos os resultados construidos no apéndice A para classificar os corpos de

funcoes quadraticos com h = 2. Dividiremos a prova do teorema 4.1.1 em casos:

4.3.1 Casog=1

Pela defini¢ao de corpos de fungoes elipticas, temos que K/k é eliptico (9 = 1 e existe place

de grau 1 pois k é finito). Temos ainda que o divisor class number h é igual a n; o ntmero de
places de grau um de K/k. Assim, pelo apéndice sobre fungoes elipticas temos que K = k(z,y)
com F(z,y) =0 onde F' é uma equagao de Weierstrass com invariante A # 0. Da segao A.1.2 do
apéndice A temos as seguintes possibilidades para F' em termos de p := car(k):

19 p=2 y’+ay = z*+axx?+as A=ag

1) p=2 ¥?*4a3y = 2} +agr+as, A = a3

29) p=3 y? = 234 ax’+as, A= —a3ag
2%) p=3 P = 2*taztas, A=-da}

3) p=5 y? = 2 +ayz+as, A=al—2d2

A curva algébrica afim com equagao F'(x,y) = 0 deve ter apenas um tinico ponto racional (pois

tem apenas dois places de grau 1 e um deles é correspondente ao ponto infinito da curva). Mas os
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casos 1° (az3=0—=A=0,a6=0= 23 4+ aqx ndo é livre de quadrados e az = ay = ag = 1 =
a curva afim ndo tem pontos racionais) e 2° (pelas mesmas razoes) niao atendem as propriedades
exigidas para K/k. Nos outros casos, podemos encontrar uma tinica solu¢ao a menos de isomorfismo
para cada ¢ = 2,3,4,5 que sao dadas por:

p=2, v*4+zy = w34+22+1
p=3, y2 = 2342042
p=4, v’ +ay = 23+ az?+1(x)
p=>5, y? = 23+ 22

(%) onde a é um gerador de Fy.
4.3.2 Casog>2

Neste caso K/k é um corpo de fungoes hiperelipticas. Se k = IFy o corpo de fundes k(z) tem
3 places de grau um (incluindo o place infinito) e um place Py de grau 2 associado ao polinémio
2 4+ &+ 1. Teremos entdo o seguinte resultado:

Lema 4.3.1. Assuma que k = Fy e seja K/k um corpo de fungées hiperelipticas de genéro g tal
que, para algum x € K, a extensio K/k(x) € imagindria. Denotemos por ny (resp. ng) o mimero
de places de grau um (resp. dois) de K.

1. Sen; =0, temosng =3,4 oub (se g=2,n3=3 ou 5).
2. Sen; =1, temos ny = 2,3 ou 4.

3. Seny =2, temosny =1,2 ou 3 no caso ramificado (se g=2,n2 =1 0u3) eny =2,3 oud no
caso inerte (se g =2,n9 =2 ou 4).

Demonstragdo. Seja K = k(z,y) e F(z,y) = y? + h(z)y + f(x) = 0 como na proposicao A.1.5.

1. Se n; = 0 estamos no caso inerte. Temos pela Proposigdo A.1.6 que o polinémio h(x) nao tem
raizes em k, seu grau é igual a g+ 1 e f(0) = f(1) = 1. Existe um place de grau dois sobre
cada place de grau um de k(z)/k um mais sobre P, se e somente se 22 + 2 + 1 divide h(z) e
0 ou 2 places sobre Py caso contrario. Se g = 2 entao h(z) é irredutivel de grau 3 e é primo
com z2 +x + 1.

2. Se n; = 1 podemos estar no caso ramificado. O place de K sobre o place infinito de k(z) é
o unico place de grau 1 e entao h(z) nao tem raizes em k, deg(h) < ge f(0) = f(1) = 1.
Temos um place de grau 2 sobre cada place finito de grau 1 de k(z)/k, um mais sobre Py se
e somente se 22 + = + 1 divide h(z) e 0 ou 2 caso contrario.

3. Se n; = 2 ambos os casos (ramificado e inerte) podem ocorrer. No caso ramificado dois places
de grau um de k(z) ramificam: o place infinito e o um dos places finitos. A conclusdo se déd
como anteriormente.

O
g=2
1. Se ¢ =2 devemos ter n; =0, no =4 oun; =1,n2 = 3 ouny = 2,n2 = 1 pela Proposigao 4.1.1.

(a) Se n; =0,n2 =4 ndo temos nenhuma solugdo devido ao Lema 4.3.1.
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(b) Seny = 1,n2 = 3 usando o Lema 4.3.1 devemos ter h(z) =z +z+1e f(0) = f(1) = L.
O polinoémio f(z) é ménico de grau 5. Temos entao que o corpo de funcoes é dado por

y2+($2+m+1):q(:c)-(m2+x+1)

ou na forma normal de Hasse

24+ x+1

onde ¢(z) é um polinémio moénico irredutivel de grau 3. Mas as duas possibilidades para
q(z) sdo x>+ 22 +1 e 2 + x + 1 e nestes casos seus corpos de fungdes sdo isomorfos sob
a aplicagdo x —— = + 1. Assim, a menos de isomorfismo a tnica solugao neste caso é
dada por

B+r+l

Ve Ve
+ 24+ x+1

(c) Sen; =2,n3 =1 de acordo com o lema 4.3.1 devemos estar no caso ramificado. Entao
deg(f) =5, deg(h) < 2 e h(z) tem um unico zero em k. Entao temos que
h(z) =z, 22, (z 4+ 1) ou (z + 1)2.
a menos de isomorfismo temos uma tnica solugao que é dada por

4
> ] 1
y2+1‘y=$(x4+x+1) 011Y2+Y:ﬂ'

2. Se ¢ =3,n1 = 0,n5 = 5 estamos no caso inerte e y2 = f(z) com
f(z) = 225 + 12 + coat + e3¢® + cax + csz + 6

pois 2 é o tnico elemento de k que nao é um quadrado. Além disso f(x) deve ser livre de
quadrados e como n; = 0 temos que

f(a) =2,Va € k.

Sobre os places de grau um de k(z) existem 4 places de grau dois em K e ainda temos que
ng = b, ou seja, f(z) deve ser o produto de dois polinémios irredutiveis tendo grau igual a
dois e a quatro. Usando isomorfismos da forma z — xz + 1 e £ —— 1/x reduzimos para a
equagao

y? =2(a*+1) - q(x)

com ¢(z) irredutivel de grau 4. Como ¢(0) = 1 ficamos apenas com duas possibilidades para
f(z), a saber

2@ + 1)+ 22+ 22+ 1) ou 22® + 1) (2 + 223 + = + 1).

Como estes dois casos sao isomorfos via isomorfismo z — 2z temos que a unica solugao a
menos de isomorfismo é dada por

y? =20z 4+ 223 + a + 1) (2 + 1).
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g=3
Entao g=2en; =1,ny+nz3=3 oun; =0,n3 =2.
1. Se n; = 1,n9 + n3 = 3, estamos no caso ramificado e usando o lema 4.3.1,temos duas possibili-
dades:
n=1 n=2 ny3=1
n=1 ny,=3 n3=0

Temos y% + h(z)y = f(z) onde deg(f) = 7, deg(h) < 3 e como ny = 1, f e h nio tem raizes
em k. Os possiveis valores de h(z) sdo:

h.1=1,hg::v2+:v—|—1,hg=:l:3+:c+1,h4::1:3+$2+1.

Como hz(x+ 1) = hy(x), os polinémios h3 e hy definem corpos de fungoes isomorfos. O corpo
k(z) tem dois places de grau 3, a saber os places P, e P» associados respectivamente aos
polinémios irredutiveis pi(z) = 23 + 2 + 1 e pp = 23 + 22 + 1. Se b é uma raiz primitiva de
p1 entdao b+ 1 é raiz primitiva de ps.

(a) Se h(xz) =1 temos ny = 2. Os places P; nao ramificam, e nao podemos ter nz = 1.

(b) Se h(z) = 22 + 2 + 1 o place Py associado ao polinémio h(x) ramifica e entdao ng = 3.
Para obter ng = 0 os places P; devem estar inertes e entao

{ T i (F(O)/R(B)%) = try, (b f(B)) =1
trk'g/k(f(b+ 1)/}l(b + 1)2) = t?’kg/k(b4f(b + 1)) =1.

Seja
f@) = (@®+z+1)(2® + ezt + 323 + c2® + crz + 1)
com
4
Sant
i=1
Obtemos entao
co=1
C3 = 0
C4 = C1.

Como anteriormente, podemos encontrar uma tnica solugao, a menos de isomorfismo

dada por
P4+ +e+)y=®+22+1) (@2 +z+1)
ou
Y24+Y = "CZ—WLl
244 x41

(c) Se h =23 +x+1 entdo P, ramifica, Py ndo ramifica e entdo n # 3. Seja a umja raiz de
22 4+ x4+ 1. Entdo as condicoes no = 2 e n3 = 1 sdo equivalentes a

{ tri,/k(f(@)/h(a)?) try,r(af(a)) =1
Tk (f(0+ 1) /h(b+ 1)?) g (WO f(D+1)) = 1.
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Seja
f(@) =@+ z+1)(2? + c32® + ca® + 1z 4+ 1)
com
3
¢ =1.
i=1
Obtemos entao ¢; = ca = c3 = 1. Existe uma unica solugao:
4@tz +)y=*'+22+22 42+ )3+ +1)
ou

B+t +1

Y24+Y =
¥ B4+z+1

2. Se n; = 0,n3 = 2 estamos no caso inerte e y% + h(z)y = f(x) onde deg(f) = 8, deg(h) = 4, h(x)
nao tem raizes em k e f(0) = f(1) = 1 Os possiveis valores para h sdo:

hi = (2?2 +z+1)?

hy = zt+z4+1,

hs = zt4 2341,

hy = 423 +22+ax+1;

como hz(z + 1) = hy(x) os polindmios h3 e hy definem corpos de fungdes isomorfos. Ainda,
as raizes de hg sao recprocas das raizes de hg, e entao seus correspondentes corpos de fungoes
sao isomorfos.

(a) Se h(z) = (22 + z + 1)? P, ramifica e entdo ny = 4 e se
flx) = (2 + 2+ 1) (2% + cs52° + cuz? + 323 + co2® + 1z + 1)

com

entao ng = 0 é equivalente a
try, /1 (0 (D)) =1 0

{ t7 1y (£ (0) /R (D)?) ou
trigi(FO+1)/R(0+1)%) = trgp(bf(0+1)) =0 ~ L

Obtemos dois casos

cit+c = 1
C3 =
Cs = (2
ou
ci+ecy = 0
CcC3 = 0

cs = co+1.
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A menos de isomorfismo existe uma unica solugao:
Y4+ @ +z+1)2y=@C +a+1)@>+2+1),
ou

0+ +1

V2V o~
+ (22 4+a2+1)3

(b) Se h(z) = z* + x + 1, escrevemos

flz) = h(z)(z* + c3z® + co2® + 1z + 1)

com
3
et
i=1
Temos
ng=3 <= c¢ +ec=0
ng =5 <= c1+ec=1
e

nyg=2<=cy=c=0o0uc=c =1.
Entao ne = 5 é impossivel. Para ny = 3 temos uma tnica solugao:
v+ (@' +z+ 1)y ="+ 2 + D+ 2+ 1),
ou

4 3

4+ ax° 41
Y24y =2—" "
+ 24+ 41

g=>4

Usando a Proposicao 4.1.1 e o Lema 4.3.1 temos imediatamente que nao existem solugdes para
este caso.

4.4 Prova do Teorema 4.1.2

Seja K /k um corpo de fungoes algébricas nao quadratico (ndo hipereliptico) e seja Ck a curva
algébrica nao singular (Corolario 3.2.4) associada & K /k. Entao pela Proposi¢ao 3.3.4 temos que a
aplicagao ¢ : Cx — P9~! ¢ um mergulho e ainda C := ¢ (Ck) C P9~1 ¢ uma curva algébrica
absolutamente irredutivel (consequéncia de ser suave), suave e de grau 2¢g — 2 que serd chamado
o modelo canénico de K/k. Assim, pelo Coroldrio 3.2.1 temos que dois corpos de fungoes sao

isomorfos se e somente se seus modelos candnicos sao isomorfos via um automorfismo projetivo de
P9—1,

Lema 4.4.1. Se eziste um g., em K/k livre de pontos base, entio evistem x,y € K tal que
K = k(z,y), = € transcendente, [K : k(z)] = m e existe uma equacdo polinomial ménica de grau
m com coeficientes em k[z] zerando y.
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Demonstracdo. Vamos mostrar que existe x € K transcendente, tal que [K : k(z)] = m e que ele é
um elemento separante de K/k.

Sejam D, D’ € gl divisores positivos de grau m e [(D) = 2. Entéo existe z € K tal que
(z) = D' — D e entdo {1,z} é uma base de L(D). Vamos mostrar que se

P € supp(D') N supp(D) = P € ﬂ supp(D"),
D"eg,l-"

ou seja, P é ponto base de gL, o que é um absurdo.
Mas da defini¢ao de £(D) temos

P € supp(D") N supp(D) e (z) = D' — D = vp(z) > —vp(D).

Seja D" outro divisor em g}, ey € K tal que (y) = D" —D. Masentdaoy € L(D), ou seja, y = ax+b
com a,b € k e temos

vp(y) = vp(azx + b) > min{vp(az),vp(b)} > —vp(D).

Consequentemente P € supp(D") e como D" foi tomado qualquer temos P € ﬂ supp(D").
D"eg},
Como o sistema ¢é livre de pontos base, provamos acima que supp(D) N supp(D’) = 0 e entao
(2)oo = D. Portanto temos

(K : k(z)] = deg((2)o0) = deg(D) =m.

Falta mostrar entdo que = é um elemento separante de K/k. Suponha que r = mdc{vp(z)|P €
supp(D)} # 1, entao temos que

L(D)3D/r = (2)oo/T = (VT)oo = VT =0z + b=z = (ax +b)".

Absurdo, pois = é um transcendente sobre k. Assim, existe P € P(K) tal que vp(x) # 0(mod p) e
entdao x é um elemento separante pela Proposicao B.9.1. O

Como h = 2 temos que, dados dois divisores positivos de mesmo grau Dy e D3, entao
2Dy ~ 2Ds.
O conjunto ’Df dos divisores positivos de grau 7 sera dividido em no maximo dois conjuntos distintos
D =D, uDf,,

onde todos os elementos de D;r 1 (Dz+ ,) serao equivalentes e nenhum elemento de Djl seréd equivalente
a algum de ’szg.
" = - % + +
Afirmacao. Se i = 2 entdo |D]|,|D}5| < 1.

Demonstragdo. Suponha que Dy e Djy sao divisores de grau 2 tal que (z) = D; — Do. Entao
D; € {2P1,2P, Q;}
onde P; sao os dois places de grau 1 e Q; sao os places de grau 2. Dai
()o = Ds e [K : k(x)] = deg(D;) = 2.
O que é um absurdo, pois K/k é nao hipereliptico. O

Assim Ag = |D;|+|Df,| < 2 e se ny =0 e ny =2 entdo esses dois places nao séo equivalentes.
Vamos dividir a prova nos casos g = 3,4 e 5.
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441 g=3
Pela Proposicao 4.1.1 basta apenas estudarmos os casos em que k = [Fy e:
(i) n1=0,n3 =2;
(ii) ny = 1,n3 = 3 — na.
Caso (i)
Sen; =0 e n3z =2 temos que
L(t) =1 =3t + (ng + 2)t% + (2 — 3n2)t> + 2(ng + 2)t* — 125 + 8¢5,

Podemos excluir o caso em que ng = 0 ou 1, pois para estes valores L teria 4 raizes com
valores absolutos ao quadrado diferente de 1/2. O caso ny > 3 pode ser excluido também pois
isso implicaria que existiriam dois places de grau 2 equivalentes e consequentemente K/k seria
hipereliptico.

O tnico caso a ser estudado entao é quando ny, = 0,n9 = 2 e ng = 2. Denotemos por Q1 e @2
os dois places de grau 2. Temos entao

Q1% Q2 e2Q1 ~2Q2 » Q1 + Qa.

Assim, a classe candnica contém um dos divisores 2Q;,7 = 1,2 ou @1 + @2. Como a classe candnica
contém
g¢® -1 231 .
g—1 2—-1

elementos, temos que existem pelo menos 5 places de grau 4 distintos na classe canénica. Seja F}
um desses places, e considere entao a base {1,z,y} de L(F}).
Da definicao de L(F}) temos que

z € L(F1) = vp(2) > —vp(F1)VP € P(K),
ou seja,
vQ(2),vq(y) > 0 = —vg(F1)VQ # Fi
e ainda
vr (2),vm (y) > —1 = —vg (F1).
Mas temos que x e y sao transcendentes sobre k£ e entao
supp((2)oo) # 0 # supp((y)oo),
ou seja,
vr (2),vE (y) < 0.

Logo vr, (z) = vr, (y) = —1.
Assim temos que (z) > —4F; para todo

2 .3 .4 2 .3 .4 2 3 .2 2.2 .3
z € B:={1,z,2°,2",2°, 9,4, ¥, ¥ 2y, 2Y°, 2Y° Y, 2°Y°, 2y }.
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Mas esse conjunto tem 15 elementos e
l(A4F)) =deg(4F1) —g+1=4-4-3+1=14

pois deg(4Fy) =16 > 5= 2g — 1.

Assim, existe uma combinagao linear nao nula do conjunto B. Seja f(z,y) o polinémio dado
por essa combinagao.

Seja z uma razao de diferenciais de primeiro tipo em K/k (Definicdo 2.5.6), entdo existem
Dy, Dy elementos em |C| a classe canonica de K/k tal que

(2) = D1~ Dy = (D1 — F1) + (F1 — D2) = (') = () = (¢/2").

Assim, temos que z = az’/z" onde 2/, (2")™! € L(P) C k(z,y) e a € k.

Portanto, z € k(z,y), ou seja, o corpo K’ D k gerado pelas razoes de diferenciais de primeiro
tipo esta contido em k(z,y).

Se K # k(z,y) 2 K', entao pela defini¢ao de corpo de fungoes hiperelipticas (definigao A.1.6)
teriamos que K/k o é, o que é um absurdo. Portanto K = k(z,y).

Assim, a curva algébrica afim associada & K/k serd a curva dada por V (f). Pela férmula do
género em termos dos d-invariantes, temos que

g = (n 1)2(n 2) Z5P,
ou seja, 0p = OVP € C pois a curva acima tem género g = 3 e grau n = 4. Temos entao que a
curva nao tem singularidades e consequentemente o polinémio f(z,y) é absolutamente irredutivel.
Construimos o polinémio homogéneo F'(X,Y, Z) associado a f, e esse definird o modelo candnico
de K/k em P?(k).
Como as imposigoes sobre x e y sd@o apenas que {1,z,y} seja uma base de L(F1), podemos
tomar = e y de modo que

(x)=Fa—Fre(y)=F— "

onde Fy é outro place de grau 4 e Fp = 2Q; ou Q1 + Q2.

Como da Proposicao 3.2.2, os divisores canoénicos de K/k sao a interseccao da curva com as
retas racionais de IP’2(k), entao podemos considerar, fazendo transformacgao projetiva se necessario,
que

Fy = (F)(X), F1 = (F)(2) e Fo = (F)(Y).

Seja
F(X,Y,Z)= eY*+ (a1 X +ao2)Y>3 + (02X? + b1 X Z + b Z2)Y?
+(e3 X3 + 2 X2Z + a1 XZ? + ¢ Z3)Y
+(dy XA + d3X3Z + dy X% 2% + d1 X Z3 + do Z4).

Como o divisor (F')(Z) é um place de grau 4, temos que o polindémio
Fz(X,Y) := F(X,Y,0) = eY* + a1 XY3 + 03 X2V 2 4+ 3 X3Y + dy X!
é absolutamente irredutivel, ou seja, as unicas possibilidades para Fz sao

Fz= Y*+XY3+X2Y24+ X3 + X4 ou
Y4+ X3Y + X4 ou
Y44+ XY3 + X4
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Analogamente, temos que
Fx= Y+ ZY3+ Z%Y?2+ Z3Y + Z4 ou
Y44 Z3Y + Z% ou
Y44+ Zy3 + Z4
Como Fp foi tomado com sendo 2Q1 ou Q1 + Q2 temos que o polindmio

Fy =X 4+ dsX3Z + do X2 2% + d1 X Z3 + Z*4

se decompode como um produto de dois polinémios irredutiveis de grau 2, sendo que eles sao distintos
se Fp = Q1 + Q2 ou iguais se Fy = 2Q);.
Mas o tinico polinémio irredutivel de grau 2 nesse caso é G(X, Z) = X2+ XZ + Z?, ou seja,

F=2QeFy(X,2)=X"+ X222+ 74

Assim, temos 36 possibilidades para F'(X,Y, Z) que sdo representadas na Tabela 4.1 como o
elemento

(a1, ag, ba, br, bo, c3, €2, €1, co) € I3,
tendo em vista que os elementos
621,d4=1,d3=0,d2=1,d1 :0ed0:1
nao variam.

Tabela 4.1: (a1, ag, b2, b1, bo, €3, c2, €1, Co)

Apresentamos na Tabela 4.2 as classes de isomorfismos das curvas dadas em 4.1, onde

. (,,1,0,1,15,0,1,1)[ [19. (0,1,0,0,0, 11,0, 0)
2. (1,1,1,1,1,1,0,0,1) | |20. (0,1,0,1,0,1,1,1,0)
3. (1,1,1,0,1,1,1,0,1) | |21. (0,0,0,0,0,1,0,1,1)
4. (1,1,1,1,1,1,1,1,1) | | 22. (0,0,0,1,0,1,0,0, 1)
5. (1,1,1,0,0,1,0,1,0) | |23 (0,0,0,0,0,1,1,0,1)
6. (1,1,1,1,0,1,0,0,0) | | 24. (0,0,0,1,0,1,1,1,1)
7. (1,1,1,0,0,1,1,0,0) | |25 (1,1,0,0,1,0,0,1,1)
8 (1,1,1,1,0,1,1,1,0) | | 26. (1,1,0,1,1,0,0,0,1)
9. (1,0,1,0,0,1,0,1,1) | |27. (1,1,0,0,1,0,1,0,1)
10. (1,0,1,1,0,1,0,0,1) | |28. (1,1,0,1,1,0,1,1,1)
11. (1,0,1,0,0,1,1,0,1) | |29. (1,1,0,0,0,0,0,1,0)
12. (1,0,1,1,0,1,1,1,1) | |[30. (1,1,0,1,0,0,0,0,0)
13. (0,1,0,0,1,1,0,1,1) | |31. (1,1,0,0,0,0,1,0,0)
14. (0,1,0,1,1,1,0,0,1) | |32. (1,1,0,1,0,0,1,1,0)
15. (0,1,0,0,1,1,1,0,1) | |33 (1,0,0,0,0,0,0,1,1)
16. (0,1,0,1,1,1,1,1,1) | |34. (1,0,0,1,0,0,0,0,1)
17. (0,1,0,0,0,1,0,1,0) | |35 (1,0,0,0,0,0,1,0,1)
18. (0,1,0,1,0,1,0,0,0) | |36. (1,0,0,1,0,0,1,1,1)

9
(@11, 12, a13, a1, a22, 23, azi, azz, azs) € Iy
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(an, a1z, ais, a1, a2, a3, asi, as2, a33)(V(F))
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representa o automorfismo projetivo de P?(IF3) que leva a curva V(F') dada & esquerda para a curva
dada na direita pelo nimero correspondente a Tabela 4.1.

Vamos mostrar que a primeira classe de curvas dada na Tabela 4.2 é a Unica que atende as
propriedades requeridas para V(F'), onde na segunda classe temos que ny < 2 e as trés tltimas
sao redutiveis sobre [F4. Chamemos de h;,7 = 1,--- ,5 os polinémios dados na tabela 4.2 e H;,7 =
1,---, 5 suas homogeinizagoes.

Como todas as curvas nao tem pontos racionais e n3 depende de ma, basta mostrar que a
primeira tem dois places de grau 2 e a segunda menos que dois. Como descrito anteriormente, a
classe dos divisores canonicos é dada por

{2Q1a 2Q27-F1i}’7: = ]-1 T 75
se tiverem dois places de grau dois e
{2Q1)«Fi}7i == 1: )6 ou {E},Z = 13 :7

se o corpo de fungoes tiver apenas um ou nehum place de grau 2. Mas os divisores canénicos sao
dados pelas interseccoes das sete retas racionais de P?(IF3) com a curva.

Assim, basta verificar se o polinémio obtido restringindo F' a equagdo dessas retas é irredutivel
ou o quadrado de um irredutivel de grau dois. Nas Tabelas 4.3 e 4.4 damos as retas e a restrigao
de F' a cada uma delas.

Tabela 4.3: Divisores canonicos de V(H;)

Li=X4+Y+Z]| [Hi(L) =X+ XY3+Y?
Ly=X+Y Hy(Lp) = X*+ XZ3 + 74
H(
Hy(

L3i=X+2Z L3) = X4+ XY3 + Y4
Ly=Y4Z Lg) = X4 4+ X%¥2 4 Y4
Ls=X Hyi(Ls) =Y*+YZ3+ 24
Lg=Y Hi(Lg) = X* + X?22% + 74
Ly=2Z Hi(L7) = X*+ XY3 4+ Y4

Tabela 4.4: Divisores canoénicos de V(Hz)

Li=X+Y+Z| | Ho(L1)=X"+ X3Y + X?Y?2 + XY3 +Y?
Ly=X+Y Hy(Lo) = X'+ X3Y + X222 + X 73 + 74
I3=X+2Z Hy(L3) = X'+ XY3 + Y4
Ly=Y+Z Hy(Ly) = X* + X3y + Y4
Ly=X Ho(Ls) =Y*+YZ3+4 24
Le=Y¥ Hy(Lg) = X4+ X3Z + 24
Ly=2 Hy(L7) = X4+ XY3 + Y4

Na Tabela 4.3, vemos que os polindmios
Hi(Ly) = X'+ X224+ v = (X2 + XY +Y?)?%e
Hi(Lg) = X*+ X222 + 7* = (X? + X Z + 7%)?

correspondem aos divisores 2Q); e 2Q2 e consequentemente o corpo de fungdes associado a V' (H;y)
tem dois places de grau dois.
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Por outro lado, todos os polindmios da Tabela 4.4 sdo irredutiveis e logo o corpo de fungoes
associado & V(H3) tem menos de dois places de grau 2.

Falta mostrar que os polindémios H;,7 = 3,4, 5 sao redutiveis sobre IF4. Mas seja o um gerador
de Iy, entao a Tabela 4.5 mostra decomposigoes dos h;.

Tabela 4.5: Decomposicoes dos h;,i = 3,4,5

ha=y*+zd +2®? + 2%+ + 1)y (v + (1 + az)y + az? + o?)

+(z* + 22 +1) (¥ + (1 + o®2)y + o222 + @)

hy = y* + (z + 1)y + %2 W% + (ax + a)y + 22 + )

+(@3 + 2y + (2t + 22 + 1) (¥? + (@®z + a?)y + 2% + a?)

hs = y* +zy® + (z° + 1)y W+ (1 + )y + o?2? + oz + o?)
+(z? + 22 + 1) (¥ + (1 +2z)y+az? +azx+ «)

Provamos assim, que a menos de isomorfismo, existe um tnico corpo de fungoes algébricas com
h=2,9g=3emn; =0 e ele é dado por

K =k(z,y) comy* +z® + (z + Dy + (& + 22+ 1) = 0.

Caso (ii)
Como nqy = 1,n3 =3 — n9,0 < ny < 3 temos que

L(t) = 1 — 2t — not® + (3 — 3n2)t> + 2ngt? — 8t° 4 815.
Como antes, podemos excluir os casos nz = 2 ou 3. Ficamos assim com
ny=1ny=0n3=3o0oun; =1,ny=1,n3=2.

Denotemos por P o tunico ponto racional do modelo candnico de K/k. Como K/k é nao
hipereliptico, temos pelas proposicoes 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.4 que

k—P)=I(k)~1=g—1=2el(k—2P)=1(k)—2=1.

(Obs. Estamos denotando por k um divisor candnico genérico e o corpo k, porém fica claro quando
estamos falando do corpo ou do divisor). Assim, existem dois divisores D;, Dy de grau 3 mutua-
mente equivalentes e um divisor D de grau 2 tais que

k~Di+P~Dy+P~D+2P.

o ni=1,n5=0,n3=3.

Como ng = 0, o tnico D tal que
k~D+2P

é 2P e temos que [(4P) = 3 e I(3P) = 2. Entdo |k — P| tem trés ((¢*P) —1)/qg—1=13)
elementos, ou seja,

|k — P| = {3P,T1,T5}

onde 77,75 sao places de grau 3.
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Assim, podemos escolher z € K de modo que (z) = Ty — 3P e entao {1,z} serd uma base
de L(3P). Seja entdo {1,z,y} uma base de L(4P) e entdo y tem um pélo em P de ordem
exatamente 4, pois

—4 = —vp(4P) <wp(y) < —vp(B3P) = -3 = vp(y) = —4.

Como deg(12P) = 12 > 5 = 2g — 1 temos que
[(12P) = deg(12P) — g+ 1 =12-3+4+1 = 10.
Além disso, os 11 elementos
{1, ,2% 2% 2y, 2y, 2%y, 4%, 2°,9%}
estdo em L(12P), ou seja, existe uma relagéo
y* + 1(2)y? + da(2)y + palz) =0,

onde ¢; € k[z],i = 1,2 e 4, deg(¢1) < 1,deg(¢p2) < 2 e deg(ha) = 4, pois 3 e y* sdo as tinicas
fungoes tendo um pélo de ordem 12 em P, ja que

[ : k(2)] = deg((w)oc) = deg(3P) = 3

(K : k(y)] = deg((y)oo) = deg(4P) = 4.
Fazendo a mudanca de variavel
Y+ di(z) — y,
a equagao se torna

y2 + (agz® + a1z + ag)y + (2t + bazd + byx® + bz + by) = 0.

Procedendo de maneira andloga ao caso anterior podemos supor (z) = 77 — 3P onde T; é um
place de grau 3 e

(y) =Q —4P = (F)(Y) — (F)(X),
onde @ é um place de grau 4. Assim, temos que
F(0,Y,2) =Y3Z + agY Z% + boZ* = Z(Y3 + agY Z2 + by Z3),
ou seja, ag = bg = 1. Do fato de
F(X,0,2) = X' 4+ b3X3Z + bo X222 + 0, X Z3 + 0o Z*
ser irredutivel, temos que
F(X,0,2)= X*+XZ3+ 74,

X4+ X374+ 7% ou
X4+ X3Z+X24+2%24+ X273+ Z4.
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Tabela 4.6: ((Lz, ai, b3, b2, bl)

I.(L,1,,,1)[ [7 (0,100, 1)
2.(1,0,1,1,1) | |8.(0,0,0,0,1)
3.(0,1,1,1,1) | |9.(1,1,1,0,0)
4.(0,0,1,1,1) | | 10. (1,0, 1,0, 0)
5. (1,1,0,0,1) | |11.(0,1,1,0,0)
6. (1,0,0,0,1) | |12 (0,0, 1,0,0)

A Tabela 4.6 apresenta as possibilidades para

(az,a1,b3,ba,b1) € F3.

Os casos 2.,3.,6.,7.,10. e 11. nio servem, pois do contrario o ponto (1 : 1 :1) € P?(k) seria
outro ponto racional, onde sabemos que o tinico ponto racional da curva é (0 : 1 : 0). Prova-se,
usando argumentos semelhantes aos usados anteriormente, que existe uma tunica solucao a
menos de isomorfismo, a saber,

K =k(z,y) comy> + (22 +z+ Dy + (&' +2°+1)=0
para o caso em que n; = 1,n9 = 0,n3 = 3.

ny = 1,7112 = 1,713 = 2.

Sabemos que existe um divisor positivo de grau 2 tal que k ~ D + 2P. Duas coisas podem
acontecer: D = 2P ou D = @, onde @ é o tnico place de grau 2. Em qualquer caso,

2P » Q e 4P ~ 2Q).

1. 4P é candnico.
Entao [(4P) =3el(3P)=2e

|k — P| = {3P,T1, T2}
onde 7} e T» sao places de grau 3 e
|k| = {4P, T\ + P,T» + P, F\, F», F3},
onde Fi, F5 e F3 sao places de grau 4. Escolhemos z,y € K de modo que
(z)=T1 —3P e (y) = F1 —4P.
Por isso, {1,z} é uma base de L(3P) e {1,z,y} base de L(4P). Procedendo de maneira
andloga aos casos anteriores, temos que a menos de isomorfismo, existe uma tnica
solugao, a saber,
K = k(z,y) com > +y+ (e + 2> +1) =0

paran; = 1,ny =1 e n3g = 2.
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2. 2P 4+ @ é canobnico.
Temos entao

I(2P+Q)=3el(P+Q)=2.
Ainda

|k —P|={P+Q,T1,To}

lklz{2P+Q>P+T1:P+T27Fla"',F4})

onde T; sao places de grau 3 e Fj sao places de grau 4. Escolhemos z,y € K de modo
que

() =2P+Q—-Fre (y)=F— F.

Entao {1,z,y} é base de L(F}). Procedemos como anteriormente obtemos o polinémio
homogéneo '

F(X,Y,2)= eY*+ (X +aoZ)Y>3 + (02 X2+ b1 X Z + b Z?)Y?
+(C3X3 + CzXZZ + 61XZ2 + C0Z3)Y
+(dy XA 4+ d3X3Z + do X2 2% + d1 X Z3 + doZ%).

Considerando

() = (F)(X) = (F)(Z) e (y) = (F)(Y) = (F)(Z)
temos que

F(X,0,2) = dyX* + d3X3Z + do X2 2% + d1 X Z3 + do Z*

¢é irredutivel, ou seja,

F(X,0,2) e {(X*+ X3Z2+ 2, X' + X 73 + 2,

X+ X3Z + X222+ X273 4+ 7},

Ainda

F(X,Y,0) = eY* + a1 XY3 + by X?Y?% + 3 X3Y + X4
e {X*+ XY + Y4, X'+ XY3 + Y4,
X+ XY + XV 4 XY3 4+ YY),

Como (F)(X) = 2P 4+ @, o polinémio F(0,Y, Z) é o produto de um polindmio de grau
2 irredutivel por um de grau 1 ao quadrado, ou seja,

Y44+ apZY3 +boY2Z% + oY Z3 4+ 24 = (Y2 + YZ + Z°)(Y? + Z?)
=¥V44 Y22 4 Y3Z 4+ 22,

Usando argumentos como os usados anteriormente, prova-se que tal situagao nao é
possivel.
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Concluimos assim, que as tnicas possibilidades para K/k ter género g = 3 e h = 2 é para
K = k(z,y) com:

ytay +(r+ )y + (et +22+1) =0, ni=0,ny=2,n3=2;
Ptz )y+(at+234+1)=0, ny1=1n=0,n3=3;
y3+y+(z4+m3+l):O, ny = 1,n9 = 2,n3 = 2;

4.4.2 g=4

Da proposigao 4.1.1, temos que h = 2 é equivalente a n; = 0 e n3 = 3ny — 2ng + 4. Assim,
temos que

L(t) = 1 + ait + agt? + ast® + agt* + 2a3t® + 4agt® + 8a;t” + 16t8,
onde

a1=—3

as =ng + 2

az = n3z — 3ng

ay = 4ng — 3ng + 2

Nos casos em que n; =n2 =0,0<n3 <2,;ng =2en; =0,n2 =1,n3 =0,n4 = 3 temos que L
tem 4 raizes com quadrado absoluto diferente de 1/2. Assim, os casos possiveis sdo:

(i) n1=n2=0,3<n3 <6,n4 =2.
(i) n1 =0,n2=1,1<nz3 <3,n4 =3.
(iii) n; =0,n2 =2,n3 = 0,n4 = 3.

A funcao zeta é entao dada por

ng + na(ng + 1)
2

Z(t) = 1+ not® + nat® + 4+ 665 + 225 + O(t").

Teorema 4.4.1. Seja K/k um corpo de fungoes nao hipereliptico de género g = 4 e C seu mo-
delo canonico em P3(k). Entdo C é a intersec¢do completa de uma tnica quddrica completamente
irredutivel D e uma superficie cibica £ que pode ser escolhida racionalmente sobre k.

Demonstragao. [5) O

Teorema 4.4.2. A menos de isomorfismo, as unicas superficies quddricas D absolutamente irre-
dutiveis sobre F, sdo as sequintes:

o 22 +yz = 0. A superficie singular D é um cone com (¢> + q + 1) pontos racionais sobre k.
Eziste um unico sistema gerador racional, a saber, as linhas racionais através do vértice.

o zy+v(z,t) =0, onde y(z,t) € uma forma bindria irredutivel. D € uma quddrica eliptica. Se
k =Ty, temos y(z,t) = 2% + zt + t2. D € suave com (¢ + 1) pontos racionais sobre k e ndio
contém linhas racionais.
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o 2y + zt = 0. D é uma quddrica hiperbélica suave com (q+ 1)? pontos racionais sobre k. Ela
tem dois conjuntos de geradores racionais.

Demonstragao. (6] O

Lema 4.4.2. Seja K/k um corpo de fungées nao hipereliptico de género g = 4 e seja C seu modelo
canénico em P3(k). Se denotarmos por N o mimero de sistemas lineares g3 de K/k, entio temos
que 0 < N<2e:

(1) N =0 se e somente se C esta em uma quddrica eliptica.

(2) N =1 se e somente se C estd em um cone.

(3) N =2 se e somente se C esta em uma quddrica hiperbdlica.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que os tinicos sistemas lineares g;l,, de C sao obtidos por
{O)(La)li = 1,2,3}

onde {L;|1 = 1,2,3} é um sistema gerador de D. Assim, temos que N é igual ao nimero de
conjuntos geradores de D e pelo Teorema 4.4.2 temos provado o lema.
Suponha que existe um gé em K/k eseja D € g%. Pelo teorema de Riemann-Roch temos que

I(k—D)—1(D) =deg(D)+1—g=3+1-4=0,
ou seja, l(k — D) = (D) = 2. Assim, temos dois divisores distintos D, Dy € D tal que
k~D+ Dy~ D+ Dsy.

Mas os divisores canonicos de K /k sdao obtidos pela interseccio dos planos racionais de P3(k) com
o modelo canoénico de K /k, ou seja,

D+ D; = (V;})(C),i=1,2.
Seja L a interseccao dos planos V; e V5. Entao temos que

D+ Dy = (V1)(C) = (L)(C) + D;

D + D3 = (V2)(C) = (L)(C) + D3,

onde supp(D7) N supp(Dy) = 0.
Portanto,

D < (L)(C), ou seja, supp(D) C L.
Vamos mostrar inicialmente que {(C)(L;)|i = 1,2,3} é um gi. Sejam V; o plano gerado por L,
e Lo, V5 gerado por Ly e L3 e V3 por Ly e L. Como estes planos s@o gerados por linhas racionais

eles também o sdo. Assim, (V;)(C) é um divisor canonico para i = 1,2, 3, ou seja,

(Vi)(C) ~ (V;)(C) para todo 1 < 4,7 < 3.
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Mas
(V1)(C) = (L1)(C) + (L2)(C)
(resp. (V2)(C) = (L2)(C) + (L3)(C))
(resp. (V3)(C) = (L3)(C) + (L1)(C))-
Assim,
()(C) ~ (V2)(€) = (L1)(C) + (L2)(C) ~ (L2)(C) + (L3)(C)
= (L1)(C) ~ (L3)(C)
e
(V)(C) ~ (V3)(C) = (L1)(C) + (L2)(C) ~ (L3)(C) + (L1)(C)
= (L2)(C) ~ (L3)(C).
Portanto,

(L1)(C) ~ (L2)(C) ~ (L3)(C).
Considere D = (L;)(C). Temos entao que
l(k—D)—1(D)=deg(D)+1—g=0,
ou seja,
I(D)=Uk-D)<l(k—P-Q)=1lk)—2=2,
onde P, Q € supp(D) e usamos que K /k é nao hipereliptico para termos que
(k—P—-Q)=1(k) —2.
Mas assim temos que
3< (¢ —1)/(g—1)<3=U(D)=2.

Portanto {(C)(L;)|i = 1,2,3} é um g3.
Por outro lado, vimos que cada divisor em um g3 estd contido em uma reta racional. Além
disso, se escrevermos

D=P +P+Ps

temos que esses pontos estdo em uma reta. Mas uma reta que nao estd em D intersecta D (con-
sequentemente C) em no maximo dois pontos. Assim, cada gé forma um conjunto gerador para
D. O

Sejam Kj/k e Ky/k corpos de fungoes algébricas de género g = 4 e C; e C seus modelos
candnicos. Assuma que

Ci=DN& eCr=DNE&

para alguma quddrica D. Como C; e Co sao canonicos, entdo seus corpos de fungoes serao k-
isomorfos se e somente se existe um automorfismo projetivo o de P3(k) fixando a quédrica D e tal
que o(&1) = &s.
Vamos dividir o estudo em dois casos:
e K/k tem um sistema linear g§. Isto implica que existe x € K transcendente sobre k tal que
[K : k()] =3

e K/k nao tem sistema linear do tipo g3. Isto implica que para todo z € K transcendente sobre
k temos que [K : k(z)] > 3.



4.4. PROVA DO TEOREMA 4.1.2 o1

Existe um g3

Lema 4.4.3. Seja K/k um corpo de funcgées nao hipereliptico de género g =4 e tal que h = 2. Se
existe ao menos um sistema linear do tipo gé, entdo existe um place T de grau 3 tal que [(T) = 2
e l(2T) = 4. Neste caso, eziste ezatamente um sistema linear do tipo g?l).

Demonstragado. Como h = 2 temos que K/k atende a uma das condigoes (i),(ii),(iii). Mas em
todos esses casos os unicos divisores positivos de grau 3 sdo os proprios places. Assim, temos que a
existéncia de um g3 é equivalente a termos n3 > 3. Estamos assim na situagao (i) ou no caso (iii)
com ng > 3. Assim, o sistema gi é dado por

DY, = {T1,T», T3}
onde Ty ~ Ty ~ T3 com I(T;) = 2,7 =1,2,3. Se n3 > 4 temos que
Dy = {Ti, -+ , Tny)
é o conjunto de divisores de grau 3, onde
Ti=Tjsel<i<3ed <j<ns.
Se nz > 5 temos que [(Ty) = 2 pois
2 <|ITll = (¢ = 1)/(g = 1) = 2"V —1 = |(Ty) > 2

e logo igual a dois, pois n3 < 6, ou seja, Dg’ 5 seria outro gi. Vamos mostrar que isso é impossivel.

Temos que Ag =n3(nz+1)/2+ne e pel’os coeficientes da fungao zeta, obtemos que esse valor é
igual a 22, ou seja, ng deve ser igual a 1 (seja P este place). Consideremos os seguintes conjuntos
de places formados pela forma T; + 75,1 < 7,5 < 6:

a 1 =14; +152,7 =1,2,3;. Bste conjunto tem 6 elementos.
(a) C1 = {Ti +Tjli,j =1,2,3}. E ' 6 el
o = 14; +15[2,9g =4,95,6}. Este conjunto tem 6 elementos.
(b) C: {T; + Tjli,j = 4,5,6}. E j 6 el
() C3={T; +Tjli=1,2,3 ej =4,5,6}. Este conjunto tem 9 elementos.

Pela construgio dos conjuntos, nenhum elemento de C); ou Cy é equivalente a algum de Cs.
Mas a classe canonica contém

15=2"—1=(¢? —1)/(qg — 1) elementos,

mas isso é impossivel, pois os tinicos conjuntos com divisores de grau 6 equivalentes entre si sao
possivelmente C; U Co U {P} ou C3 U {P} e o primeiro tem 13 elementos enquanto que o segundo
tem 10 elementos.

Assim, estamos no caso em que k = [Fp e

np=ny=0,n3=3,4,n4=2o0un; =0,np=1,n3=23,n4 = 3.
Agora temos que os elementos de Cy sao equivalentes entre si, ou seja,
2017 ~ Ty + Ts.

Mas T; = (C)(L;),7 = 1,2 onde L; sdo retas racionais distintas de D. Mas dai que o plano V gerado
pelas retas Ly e Lo é racional, ou seja,

T+ T2 = (C)(L1) + (C)(L2) = (C)(V)



52 CAPITULO 4. CLASSIFICACAO
é um divisor canénico. Portanto deg(277) = g = 4 pois este é canonico.
Portanto,
UTy) =2, 1(2T1) = 4 e {T1, T, T3} é o tnico g3 de K/k.
O

Seja T' um place de grau 3 de K/k tal que I(T) = 2 e I(2T) = 4 e seja {1, z} uma base de L(T).
Entdo (z)e = T e [K : k(z)] = 3. Como [(2T) = 4 existe y € L(2T)\L(T) tal que {1,z,2%,y} é
uma base de £(27"). Temos entdo que (¥)oo = 27 e k(z,y) = K. Além disso, o conjunto

C= {1>$1 e ,$6,y,$’y,' o )$4y7y2a$y27$2y2’y3}

estd em L(67). Porém L(67) é um k-espago vetorial de dimensao 15 e o conjunto C' tem 16
elementos, ou seja, existe uma relagao

F(z,y) == " + ¢2(2)y” + da(x)y + ¢6(x) =0 (4.2)
onde ¢;(z) € k[z] e deg(¢;) < i, =2,4,6. Seja v =y + ¢2(x). Entdo temos que
k(z) C k(z,v) € k(z,y),

ou seja, k(z,v) = k(z,y) = K, pois do contririo y + ¢2(z) € k(z) = y € k(z). Da equagao 4.2
temos que

v® + pa(@)v + Pe(z) = 0, (4.3)
onde ¥;(z) € k[z] e deg(vi(x)) < 4,7 = 4,6. Escrevemos

wy(z) = agz? + -+ ag
P6(x) = bx® + - - - + bo.

Agora, as funcées v3, z%v e 2% sdo as tnicas tendo um pélo de ordem 6 em T, por isso, as # 0 ou

ag # 0. Substituindo u = 1/x em 4.3 e multiplicando por u® temos
(u?v)3 + (ag + - - - + agu®) (W?v) + (bg + - - - + boub) = 0. (4.4)
Substituindo ¢ = u?v em 4.4 obtemos a equacio
Fi(u,t) ==t + (ag + - - - + agu®)t + (bg + - - - + boub) = 0. (4.5)

Os corpos de fungdes k(z,y)/k com F(z,y) =0 e k(u,t)/k com Fj(u,t) = 0 sao iguais e o place
infinito @ de k(z)/k corresponde ao place finito (u) de k(u)/k(pois v = 1/z). Assim, temos que
F(0,t) é um polindémio irredutivel, ou seja,

F0,t)=t*+agt+bg=t>+t+1

pois as = 1 ou bg = 1, se um deles nao fosse igual a 1, entdo o polinémio F(0,%) seria redutivel
sobre Fs.
Homogeinizando a equagao 4.5 em 2 temos

Fi(u,t,z) = 323 + (2° + - - - + agu2)t + (28 + - - - + boub), (4.6)
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donde claramente o ponto infinito P = (0 : 1 : 0) é singular. Vamos mostrar que dp = 6, e da
férmula do género teremos que este é o tinico ponto singular da curva V (F]), ou seja, a curva afim
C = V(F}) é nao singular. Desomogeinizando Fj(u,t,z) em ¢ temos

Fy(u,z) == Fj(u,1,2) = 2> + (25 + - - - + aoulz) + (2% + - - - + bou®). (4.7)
Fazendo um Blow-up em F5 temos

Fy(u,uz) = ud2® 4 (uP2% + - + agu®z) + (ub28 + - - + bou®)
= w322+ (u2P + -+ aguz) + (P28 + - - + boud))
= u3F3(u,z).

obtendo assim um novo ponto @ de ordem 3. Fazendo um novo Blow-up em Fj desingularizamos
o ponto @ e da defini¢cdo de Jp temos que

Sp =rp(rp—1)/2+rglrg —1)/2=3(3 — 1)/2+3(3 — 1)/2 = 6.

Ficamos com 12 possibilidades no caso (i) com n3 = 4, 12 possibilidades para o caso (ii) com
n3 = 3 e nenhuma solugdo para (i) com n3 = 3. Usando isomorfismos do tipo z — z + 1 e
x+—— 1/x, existem 3 solugoes dadas por K = k(z,y) e

Pt + )y +(a+234+1)=0, n1=0,ny=0,n3=4,n4 =2;
P+ +z+1)2y+ @ +254+1)=0, n1=0,n0=0,n3=4,n4 =2;
P+ Et434+ D)y + @b +z4+1)=0, n;=0,n=1,n3=3,n4=3;

Vamos mostrar que as duas primeiras nao sao isomorfas. Sabemos que os modelos candnicos de
K, /k e Ko/k podem ser vistos como intersecgio da quédrica f(z,y, z,t) = 2% + 2zt = 0 com ctibicas
&1 e &. Desomogeinizando f em z temos que t = x2. Substituindo na equacdo de Kj/k (resp.
K3 /k) temos que

P+ +tz+ Dy + (S +tz+1) =0
(vesp. v + (2 +t+ Dy + (3 + 2z +1) =0).

Homogeinizando em z temos que C; = V(s;),i = 1,2 com

51 =3+ (B2 +tz 4+ 22)y+ (82 +tzz+23)
(resp. s3 =13 + (2 +tz + 22)y + (83 + 22 + 23).

Temos que mostrar que nao existe automorfismo de P*(k) fixando a quidrica e tal que aplica
sy em sy + | X f onde f é uma forma de grau 1(pois se o(s;) = s2 + [ X f entdao temos que
o(V(s1)) = V(sa+1x f)=V(s2)).

Mas o grupo dos automorfismos de P4(k) fixando o cone (V(x? + zt)) tem 48 elementos, cuja
forma geral é

1 0 CiC3 (CaC4
aj 1 as as
g =
0 0 (55} C9

0 0 C3 C4

onde os coeficientes a; e ¢j pertencem a k e cicq + coc3 = 1. Usando argumentos computacionais,
mostra-se que nenhum desses automorfismos envia s; em sz +1 X f, ou seja, K1/k nao é k-isomorfo
a Ky/k.
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Portanto, a menos de isomorfismo os tinicos corpos de fungdes de género 4 e h = 2 tendo um
sistema g% sao dados por

P4@Et++ )y + @ +2°+1) =0, ni=0,n2=0n3=4,n4=2;
y3+($2+w+1)2y+($6+$5+1)=0, ny=0,n2=0,n3=4,n4 =2;
P4+ + D)y + @ 4+24+1)=0, ni=0,ny=1n3=3,n4=3.

Nao existe um g%

Neste caso devemos ter n3 < 3, pois do contrario teriamos dois places de grau 2 equivalentes e
entdo existiria € K tal que [K : k(z)] = 3. Estamos entao nos casos (ii) com

ni =O,n2:1,1 §n3 S2,n4=3
ou no caso (iii) com
ny = 0,??,2 = 2,?7.3 = 0,TL4 = 3.

e Cason; =0,n2=1,1<n3<2,n4 =3.

Seja C = DN & o modelo canénico de K/k. Podemos escolher coordenadas homogéneas em
P3(k), (z:y: z:t), de modo que a equacio de D é dada por

flz,y,2,t) =zy+ 22+ 2t +12 =0

Uma superficie ctibica £ tem a equagao da forma

i, J Kyl
so(z,y,2,1) = Z d;jrax'y’ 2"t =0
i+j+k+1=3

Existem 20 monomios de grau 3 em 4 indeterminadas. Seja | uma forma de grau 1 em
(z,y,2,t), ou seja, l(x,y, z,t) = ax + by + cz + dt. Entao temos que

I x f(z,y,2,t) = ax’y + bzy® + cxyz + dwyt + H(z,y, z,1t).
Assim, podemos tomar [ de tal modo que
S(:E’ Y, Z:t) = 50($7y) Z’t) —1x f(I7y7zat)

nao depende dos monémios z2y, 2y?, Tyz e xyt. Assim, podemos considerar que a equacio
de £ é da forma

s(z,y,2,t) = c12%2 + cox?t + c3x2? + caxt? + ezt
+csy®z + eyt + csyz? + coyzt + cioyt?
+c11 2t% + clgz2t + 61323 + Cl4t3 + 61511,‘3 + 616y3 =0

As coordenadas dos 5 pontos racionais de D sao

Pb=(1:0:0:0)
P,=(0:1:0:0)
Ps=(1:1:0:1)
Pj=(1:1:1:0)
Ps=(1:1:1:1).
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Com n; =0 e C=DNE temos que nenhum desses pontos estd em &, ou seja,

01(5:1

61521
cia=1+cio+cr+cst+e
ciz=14+cg+cg+cz+c
cig =14 cy1 +cg + cs.

Seja P o place de grau 2 de K/F, entdao Q = Cong, jp,(P) = P+ P, onde Py, P, sao places
de grau 1 de F4K/F4. Assim. as possibilidades para @ sao

Qr=(a:a?:0: 1)+ (®:a:0:1)
Q= (a:a?:1:0)+ (a?:a:1:0)
Qs=(a:a?:1: 1)+ (a®:a:1:1)
Qi=(0:1:1:a)+(0:1:1:a?)
Qs=(1:0:1:a)+(1:0:1:a?)
Qe=0:0:1:a)+(0:0:1:a?)
Qr=0:1:a:1)+(0:1:a%:1)
Qs=(0:a%:a:1)+0:a:a%:1)
Qo=(1:0:a:1)+(0:0:02:1)

QIO——(CEZ 0:a: 1)+(a0a )
onde o é um elemento gerador de Fy. Temos por exemplo

s(a,0?,0,1) =0

@ =C0 { s(a?,,0,1) =0

(ca+ cr)a+ (c2 + Clo)a2 4+c14=0
(c2+ cr0)a + (ca +c7)a® +c14 =0

cg+cr=1
co+cpp=1"

Prova-se que o subgrupo G do grupo de automorfismos de P3(k) fixando D é isomorfo & Sj,
o grupo de permutacoes de 5 elementos. Esse isomorfismo pode ser dado explicitamente
considerando esses elementos como os pontos 5 racionais de D, ou seja,

G = {o € Aut(P3(k))|oc permuta Py,--- , P5}.

Todos os places @; pertencem & mesma 6rbita sob G. Ainda temos que o subgrupo de G
fixando @ tem 12 elementos. Se considerarmos as cibicas que contenham @; e nenhum
outro Qj,7 = 2,---,10 teremos que existem 12 solugoes isomorfas em cada um dos casos

ni =0,n2 = 1,TL3= 1,n4=3

ny =O,n2= 1,TL3 = 2,TL4 = 3.

Assim, a menos de isomorfismo, existem apenas duas solugoes, que sao
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1. ni =0,TL2 = 1,'TL3 = 1,n4=3

f(zy,2,t) =y + 22 + 2t + 2 =0
51,9, 2,t) = a2 + 2t + z2? + a2 + 43 + 22 + 3 = 0.

2.n=0ne=1,n3=2,n4=3

flz,y,z,t) = zy+22+2t+t2=0
Sl(I,y,Z,t) = :CB + -'Ezt'l' $Z2 + xzt +y3
+y%t +yzt + 282 + 3 = 0.

Queremos obter um modelo plano para cada uma dessas curvas, para tal, vamos criar uma
projecao de P3(k) em P?(k) e considerarmos a curva plana que é imagem das curvas acima.
Considere entao as coordenadas homogéneas de P2(k) dadas por (u : v : w) e os abertos

U:={(z:y:2:w) € PP(k)|y # 0} C P3(k)

V= {(u:v:w) € PX(k)|w # 0} C P*(k).
Consideramos o morfismo de V' para U dado por
(u:v:1)— (W +uw+2v*:1:v:0).
Assim, as solugoes para K/k sao com K = k(u,v) onde
1. ny=0npg=1,n3=1,ng4=3e

v8 + uv® + (u+ Dot 4+ (u? + uw)vd + wdo? + (WP +ud +u?)v
S+ +ut+u+1=0;

2.n=0ny=1n3=2,ng4=3e

V8 v + (w4 D)ot +uded +uPe? + (Wb +ud +u? v
+uS+ P+t +u+1=0;

e N = 0,712 :2,n3 = 0,714 =3
Vamos mostrar que este caso é impossivel. Temos

22 = Ag = na(n2 + 1)(n2 + 2)/6 + nang + ng = 4 + 6 + ng.
Entao temos que ng = 12. Sejam Q) e ()2 os dois places de grau 2. Entao
201 ~2Q2 e Q1 # Q2
pois K/k é ndo hipereliptico. Assim
3Q1 ~ Q1+ 2Q2 » Q2 +2Q1 ~ 3Q2,

ou seja, 3Q1 ou 3Q2 é um divisor candnico pois h = 2. Suponhamos sem perda de generalidade
que 3Q é candnico. Seja C o modelo canénico de K/k em P3(k). Temos que os divisores
candnicos @ + 2@z e 3Q3 sao a intersecgao dos planos racionais V; e V5 com C, os quais se
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intersectam em uma reta racional L; que passa por Q1. Além disso, o plano V é gerado por
L, e uma outra reta racional que passa por (03, ou seja, existe um ponto P que estd em ambas
as retas. Consideremos a projecao de C para P?(k) através de P. Temos entdo uma curva
plana C' := 7(C) que tem dois pontos singulares racionais obtidos pelas imagens de Q1 e Q2.
Como essa projecao é uma aplicagao birracional, temos que os corpos K = k(C) e k(w(C))
sdo k-isomorfos.

Podemos supor, fazendo transformagao projetiva se necessario, que
(V1) =V (z), 7(V2) = V(y)

e que os pontos singulares associados a Q1 e Q2 sado respectivamente P, = (0 : 0 : 1) e
P,=(1:0:0). Seja F(z,y,z) = 0 a equagao de 7(C) que é um polindmio homogéneo
de grau 6. Entdo F(0,y,z) = 45, pois Vi intersecta C em 3Q; e F(x,0,z) = 2224, pois V3
intersecta C em @ + 2Q). Assim temos que

F(z,y,2) = 2’2" +1° + ayH(x,y,2),
onde H é um polindmio homogéneo de grau 4. Escrevemos

F(z,y,2) = a22* + 9%+ a1zy2? + asxy2® + azzy®23
+a4a;3y22 + a5m2y2z2 + agzy®2? + arziyz
+agzdy?z + a9m2_y3z + aloxy4z + a2’y
+araty® + a13z3y® + gyt + arsay®.

Desomogeinizando a curva em z, obtemos a equagao da curva em Pj, que serd
F(z,y,1) = * + ayH (z,y,1) +1°, (4.8)

donde temos ordp, (C) = 2.

Suponha que a; = 1, entao a Equagao 4.8 se tornaria
F(z,y,1) = 2” + ay + G(x,y) + v° = z(x +y) + G(z,y) +1°, (4.9)

onde a forma inicial de G(z,y) tem grau maior que dois. Dando um Blow-up em 4.9 terfamos
dois pontos racionais associados aos pontos (0,0) e (0,1), mas isso é um absurdo. Conse-
quentemente a; = 0.

Assim, a equagao 4.8 é da forma
F(z,y,1) = 2 + aga®y + azzy® + aszy® + - - + 5. (4.10)
Dando um Blow-up em 4.10 temos

F(zy,y,1) = y*(2? + agz®y + aszy + agxy® + -+ +y%)

= y%g(z,y). (411)

Assim, existe um tinico ponto infinitesimamente préximo de P por esse Blow-up que chamemos
de . Pela mesma razao usada em 4.9, devemos ter az = 0. Fazendo um novo Blow-up em g
temos

g(zy,y) = y2(a? + agzy + agzy + - +y?)

— ngI(m’y)‘ (4.12)
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Obtemos assim um novo ponto R de multiplicidade 2. Suponha que ag = 0, entdo a forma
inicial de g seria 22432 = (z+%)? e dando um Blow-up teriamos um ponto racional associado
a (0,0),0 que é um absurdo. Portanto ag = 1.

Assim, a forma inicial de g é dada por z? + zy +y? = (z + o?y)(z + ay) onde a é um gerador
de 4. Obtemos assim, por um tultimo Blow-up o place Q.

Usando a férmula para dp,, obtemos

5p = mp, (mp, — 1) +mg(mg — 1) + mg(mgr — 1) _
2

3.

Repetindo o processo, obtemos como equagao para P
F(1,y,2) = any + a12y® + aryz + aayz® + agy®z + ar3y® + - - + 2* + 45,
Como P, é singular, entdo a;; = 0. Ainda, P, tem multiplicidade 2 e é ndo ordindrio, ou seja,
F(L,y,2) =y* + aqyz® + asy®z + arsy® + - + 2 + 15 (4.13)
Fazendo um Blow-up em 4.13 obtemos
F(l,yz,2) = 22(y® + aqyz + - - - + 22 + 352%) = 2292 (y2). (4.14)

Como anteriormente, devemos ter a4 = 1 e por Blow-up, obtemos (2. Assim, ép, = 2 e
usando a formula do género, obtemos

1=g(0) = BNOZD sy, S S e —10- Y b

2
PeC PeC PeC
Assim, temos que

Y p=6-5=1,

PEC\{Pl ,Pz}

ou seja, existe outro ponto P € C nao singular. Este ponto deve ser racional de multiplicidade
2. Se o ponto fosse ordinédrio, com um tnico Blow-up obteriamos um outro place de grau 2 e
se esse ponto fosse nao ordinario, obteriamos um place de grau 1. Ambos os casos nao podem
ocorrer pelas condicoes sobre ny e na.

Concluimos assim, que a menos de isomorfismo, existem exatamente 5 corpos de fungdes nao
hiperelipticos K /k com g =4 e h = 2, eles sao dados por K = k(z,y) e

Y+ +22+Dy+ @ +22+1) =0, ny=0,n9=0,n3 =4,n4 = 2;
P+ 422+ D)y + (28 +2°+1) =0, ny=0,n2 =0,n3 =4,n4 = 2;
P4+t + 22+ Dy + (28 +24+1) =0, m =0,np=1,n3=3,n4 =3;

Y+ ay’ + (e 4+ Dyt + (@ + )y + 2%+ mi=0ma=1Lnz=1,n4=3;
(@ +22+22)y+ (@ +2° + ¥+ 2+ 1) =0,

Yoy + (e + Dyt + 2% + 2% + (2% ni=0,mp=1,m3=2,n4 =3.
B+ +a)y+ (@ + 25 +23+z+1)=0,
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443 g=5
Temos que
L(t) = 14 ait + agt® + ast® + agt? + ast® + 2a4t5 + 4ast”
+8ast® + 16a,t” + 32t1°,

onde
a; = -3
as = 2
az = ns

CL4=TL4—3TL3
as = 4nz — 3ng + 2

Pela Proposigao 4.1.1 temos que estudar os casos
(i) m=na=ng=0,n3=1lens=4
Neste caso

L(t)= 1-3t+2t2+13 -3t 4+ 61°

—6t8 + 47 + 16t% — 48t° + 32¢10. .15)
(11) n1:n2:713:0,0§n4§3en5:2
Neste caso
_ _ 2 4 _ 5
L(t) = 1-3t+2t° +nqt* + (2 3n4)t (4.16)

+2n4t8 + 168 — 48¢° + 32¢10,

Em todos os casos L(t) tem 4 zeros com quadrado absoluto diferente de 1/2.
Portanto, ndo existem solugdes para I /k nao hipereliptico com g =5 e h = 2.
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Apéndice A

Corpos de funcoes quadraticos

Seja K/k um corpo de funcdes sobre k = F; o corpo com ¢ elementos de género g < 1 com k
como corpo de constantes. O corpo K é uma extensao algébrica e finita de k(x) para algum z € K
que é transcendente sobre k.

Definigao A.0.1. Denotamos por:
e h o divisor class number de K/k;

o S, o conjunto dos places de K/k sobre o place infinito (1/x) de k(z)/k;

R, o fecho integral de k[z] em k;

h, a ordem do ideal class group de Ry; chamaremos h, o ideal class number;

o Dy(Sy) o grupo dos divisores de grau zero de k com suporte em Sy;

P(Sz) o grupo dos divisores principais com suporte em Sy.
Temos a formula dada por
hy Te =h - ng (A.1)
onde ny := mdc{deg(P)|P € S;} e ry := ord(Do(Sz)/P(Sz)).
Definigao A.0.2. Seja K/k um corpo de fungoes algébricas com género g > 0.
e K/k € quadrdtico se eziste © € K transcendente sobre k tal que [K : k(z)] = 2.

o Se existe v € K transcendente tal que [K : k(z)] = 2 e |Sz| = 1, dizemos que K/k(x) é uma
extensao quadrdtica imagindria.

o Se existe © € K tal que [K : k(z)] = 2 e |Sz| = 2, dizemos que K/k(z) é uma extensdao
quadrdtica real.

A.1 Corpos de fungoes quadraticos

Seja I /k um corpo de fungoes quadratico. Para algum = € K temos [K : k(z)] =2 e deg(z)so =
2, onde (7)o denota o divisor pélo de z. Entao K = k(z,y), onde F(z,y) =0, com F € k(z)[y] e
degy(F) = 2. K/k é um corpo de fungoes eliptico se ¢ = 1 e um corpo de fungoes hipereliptco se
922
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A.1.1 Places de um corpo de fungoes quadratico

Os places finitos de k(z)/k sdo classificados pelos polinémios ménicos irredutiveis de k[z] e
temos ainda o place infinito correspondendo & (1/z). Seja P € P(k(z)) um place qualquer. Como
[K : k(x)] = 2 existem no méximo dois places distintos sobre P e seus graus sao divisiveis pelo grau
de P. Temos entao que

> F(P'|P)-e(P'|P) = [K : k(z)] = 2 (A.2)
P'|P

Trés possibilidades podem ocorrer:

Definicao A.1.1. 1. Se existe somente um place P’ sobre P com deg(P') = deg(P), f(P'|P) =
1 e e(P'|P) = 2 entdo dizemos que P ramifica.

2. Se existe somente um place P’ sobre P com deg(P') = 2-deg(P), f(P'|P)=2ee(P'|P)=1
entao dizemos que P estd inerte.

3. Se existem dois places P', P" sobre P com deg(P") = deg(P') = deg(P), f(P"|P) = f(P'|P) =
1 e e(P"|P) = e(P'|P) =1 entao dizemos que o place cinde.

Aplicamos entao este resultado para o place infinito P de k(z)/k usando a notagao da equagao
A.1. Temos entao:

1. Se P ramifica, existe um tnico place P’ sobre P, deg(P') =1, n, = 1,7, =1e hpy = h. A
extensao quadratica K/k(z) é imagindria.

2. Se P estd inerte, existe um tnico place P’ sobre P, deg(P') =2, ny = 2, 7 = 1 e hy = 2h.
A extensao quadratica K/k(x) é imaginaria.

3. Se P cinde, existem dois places P, P” sobre P, deg(P') =deg(P")=1,n, =ler, >2. A
extensao quadratica K/k(x) é real.

Observagao A.1.1. Para estudar o caso onde a extensao K/k(z) € quadrdtica imagindria temos
de estudar as duas sequintes situacoes:

1. K/k tem um place P de grau um tal que (z)s = 2P e h = 2.
2. K/k tem um place Q de grau dois tal que (T)oo = Q € h = 1.

A.1.2 Corpos de fungoes elipticas

Definigao A.1.2. Um corpo de fungoes K[k (onde k é o corpo das constantes de K) é dito um
corpo de funcgoes elipticas se possui as seguintes propriedades:

1. O género de Kk € g =1.
2. Eziste um divisor A € D com degA = 1.

Repare que a condigdo 2 dessa definigao é atendida se k é algebricamente fechado ou um corpo
finito.

Proposicao A.1.1. Seja K/k um corpo de funcdes elipticas.
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(a) Se car(k) # 2, existem x,y € K tais que K = k(z,y) e
y* = f(z) € k[z] (A.3)
com um polinémio livre de quadrados f(x) € k[z| de grau 3.
(b) Se car(k) = 2, existem x,y € F tais que K = k(z,y) e
y2 +y = f(z) € k[z] com degf(z) =3, (A.4)

ou

V+y=x+ com a,b€ek ea#0. (A.5)

ar +b
Demonstragio. Escolha um divisor A de grau um. Pelo teorema de Riemann-Roch, dim(A) =
deg(A) +1—g =1 (deg(A) =1 > 0 = 2g — 2). Por isso, A é equivalente a um divisor A’ > 0
de grau um. Mas entdo A’ = P é um place de P(K). Consideremos agora a sequéncia de espagos
vetoriais
k=L(0)C L(P)CSLE2P)C---CLnP)C . (A.6)
Como 29 —2 =0 e deg(iP) = i temos que L(P) = ke L((i+1)P) 2 L(iP) para i > 0. Escolhemos
entdo elementos x1,y1 € K de modo que x; € L(2P)\L(P) e y1 € L(3P)\L(2P). Seus divisores
polos sao
(21)00 = 2P, (y1)o0 = 3P. (A7)
Como [K : k(z1)] = deg(21)oo = deg(2P) =2 e [K : k(y1)] = deg(y1)oo = deg(3P) = 3 temos
que K = k(z1,y1).
Os 7 elementos 1,.1:1,y1,:n%,m1y1,m?,y% estdio em L(6P) e dim(6P) = 6, ou seja, existem
ai, by, ci,dy, e, f1,91 € k tal que

a1y} + bz + ay = dixs + e + Az + g (A.8)

O coeficiente a1 # 0, pois do contrério y; € k(x1) e da mesma forma d) # 0 pois do contrério
[K : k(y1)] < 3. Multiplicando a equagdo A.8 por ajdi e tomando ys = addiy e z9 = aydizy
obtemos que K = k(x2,¥2) e

Y2 + (baza + c2)yo = T3 + €273 + foza + g2 (A.9)

onde bo, ¢2, €3, f2, g2 € k. Dividimos agora nos casos em que car(k) = 2 e car(k) # 2.

(a) car(k) # 2.

Consideramos y := y2 + (boxa + ¢2)/2 e x := 3 e teremos K = k(z,y) e
y? = 2° + az® + bz + ¢ = f(z) € klz] (A.10)

com a,b,c € k. Falta mostrar que f(x) é livre de quadrados. Suponha o contrério, entao
f(z) = (z — @)*(x — B) com a,3 € k. Considere entdo o elemento z := y/(z — ). Entéo
22=x—pBe K =k(z,z) =k(z). Entdo K/k é racional, o que é um absurdo.

(b) car(k) = 2.
Af. boxo + co # 0.
De fato, se baxs + c2 = 0 entao y% € k(x2), isto é, K/k(x2) é puramente inseparavel de grau
2. Mas sabemos que o tnico corpo intermedidrio k C Ko C K tal que K/Kj é puramente
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insepardvel de grau p é o corpo KP, entdo k(xzz) = KP. Entretanto, o género de k(z2)/k é
zero e o género de KP/k é um. Esta contradi¢ao prova a afirmacao.

Considere agora y3 := ya(by + c2)~!. Entdo K = k(z2,y3) €
Y3 +y3 = (baza + c2) (2} + €223 + foxa + g2). (A.11)

Se by = 0, o lado direito de A.11 é o polinémio f(z2) € k[zz] de grau 3 e temos o caso A 4.
Se by # 0 o lado direito de A.11 pode ser escrito da forma

w 3 w’
(52:122 + 62)2 boxo + ¢

VT +u+ (A-12)

com u,v,w,w’ € k ewv # 0. Como k é perfeito, w = w' para algum w” € k e o elemento
ya = y3 + w"(bazs + c2) ! satisfaz a equacio

2 wi
+ Yy = V9T + Uy + —— A.13
Yy T Y4 222 2 byt + o ( )

com vy, uz,wy € k e vg = v # 0. Também, o coeficiente ws # 0 (pois do contririo K =
k(xg2,y4) seria racional). Tomando y := y4 e T := vaxe + ug obtemos K = k(z,y) com

Y+y=z+ (A.14)

ar +b
coma,bekea#0.

O

A préxima proposigao nos diz que cada uma das equagoes A.3, A.4 e A.5 definem um corpo de

fungoes elipticas.

Proposicao A.1.2. (a) car(k) # 2. Suponha que K = k(z,y) com

y* = f(z) € k[a], (A.15)

onde f(z) é um polinémio livre de quadrados de grau 3. Considere a decomposic¢ao f(x) =
clli_y pi(x) de f(z) em wm produto de polinémios ménicos irredutiveis p;(x) € klz] com
0 # c € k. Denote por P; € P(k(z)) o place de k(x) correspondente a p;i(x), e Py € P(k(z))
o polo de x. Entao valem as seguintes afirmagdes:

1. k € o corpo as constantes de K, e K/k é um corpo de fungoes elipticas.

2. A extensao K/k(z) € ciclica de grau 2. Os places Py, ..., P, e Py sao ramificados em
K/k(x); cada um deles tem exatamente uma extensao em k, digamos Q1,...,Q, € Qu,
e temos que e(Qj | Pj) = e(Qoo | Poo) = 2, degQj = degP; e degQq = 1.
3. Pi,...,Pr e Py sao os tunicos places de k(x) que sao ramificados em K/k(z), e o difer-
ente de K/k(x) é
Diff (K/k(z)) = Q1+ ... + Qr + Qoo
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(b) car(k) = 2. Suponha que K = k(x,y) com
y? +y = f(z) € k[z] com degf(z) = 3, (A.16)

ou

Vv+y=a+ com a,b€ k e a#0. (A.17)

ar +b

Denote por Ps, € P(k(z)) 0 pdlo de z em k(z) e por P' € P(k(z)) o zero de ax + b em k(z)
(no caso A.17). Entdo valem as seguintes afirmacoes:

1. k € o corpo das constantes de K, e K/k é um corpo de funcoes elipticas.

2. A extensao K/k(z) € ciclica de grau 2. Os tnicos places de k(x) que ramificam em
K/k(x) sao
e Py, no caso (A.16);
o Py, e P, no caso (A.17).

Seja Qoo (respectivamente Q' mo caso (A.17)) a extensio de Py (respectivamente P')
em K/k. Entio degQo = degQ =1 e

. . _ 4Q 0 no caso (A.16)
Diff (K k() = { 2Q00 +2Q" no caso (A.17)

Definicao A.1.3. A equacdo A.9 escrita como
y2 + ajzy + azy = 22 + asx® + ayx + ag (A.18)
é chamada a equacao de Weierstrass do corpo de fungées elipticas K /k.

Definicao A.1.4. A partir dos valores ay,az,as, a4, as,as € k definidos em A.1.8 definimos os
seguintes valores:

° by := a% + das;

e by := 2a4 + ajas;

o bg = a3 + 4dag;

e bg:= a%ag + dasag — ajazaq + a2a§ — ai;
o cy:= b3 — 24by;

o cg = b3 + 36baby — 216bs;

o A := —blbg — 8b3 — 27b2 + Ybababs;

o ji=ci/A.

O valor A é chamado o discriminante da equacao de Weierstrass de K/k e o valor j € chamado o
j-invariante do corpo de funcoes K/k.

Definicao A.1.5. Considere a curva algébrica plana afim C, dada por F(z,y) = y*>+ a1zy + azy —
(23 + agx® + ayz + ag) = 0. Esta é chamada a curva eliptica associada a K/k.

Proposi¢ao A.1.3. (a) A curva C pode ser caracterizada como segue:
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(i) C é nao singular se e somente se A # 0.
(ii) C tem um nd (ponto singular ordindrio) se e somente se A =0 e cq # 0.

(iii) C tem uma cispide se e somente se A =c4 =0 .
(b) Duas curvas elipticas sdo isomorfas (sobre k) se e somente se elas tém o mesmo j-invariante.
(c) Dado jo € k eziste wma curva eliptica (definida sobre k(jo)), com j-invariante igual a jo.
A.1.3 Corpos de fungoes hiperelipticas

Definigao A.1.6. Um corpo de funcées K/k é chamado hipereliptico se o corpo K' gerado pelas
razdes de diferenciats de primeiro tipo € diferente de K.

Teorema A.1.1. Um corpo de fungées K/k com g > 1 € hipereliptico se e somente se existe um
corpo k C Ko C K tal que Ko/k é um corpo de fungoes de género 0 e [K : Ko| = 2. Em particular,
se k € finito temos que K/k € hipereliptico se e somente se existe x € K tal que [K : k(x)] = 2.

Observacao A.1.2. A partir de agora, consideramos como definigdo de corpo de fungées hiperelip-
ticas um corpo de fungoes K/k de género g > 2 que contém um corpo de fungées racionais k(x) C K
com [K : k(z)] =2, onde k =, € o corpo finito com q elementos.

Lema A.1.1. (a) Um corpo de funcées K/k de género g > 2 é hipereliptico se, e somente se,
existe um divisor A € Dg com degA = 2 e dimA > 2.

(b) Todo corpo de fungoes K/k de género 2 é hipereliptico.

Da definicao de divisor especial, temos que o divisor obtido acima o é, por isso, seu sistema
linear é um g4. De fato, um corpo de fungdes hipereliptico tem exatamente um sistema linear g3
(D pertence a ele) que é livre de pontos base. Se g = 2, o sistema canénico é um g3 e K/k é
hipereliptico (exatamente o que diz o segundo item do Lema anterior). Seja g > 2 e D qualquer
divisor em g3, entdo D é chamado de divisor hipereliptico. Se D = 2P, onde P é um place de
grau um, entao dizemos que P é um ponto hipereliptico e se D = @, onde @ é um place de grau
dois, entao dizemos que @ é um place hipereliptico.

Entao existe um = € K tal que K/k(x) é quadrética imaginéria se e somente se K/k tem um
place hipereliptico ou um ponto hipereliptico.

Observagao A.1.3. Como [K : k(z)] = 2, o nimero ny de places de grau um de qualquer corpo
hipereliptico K/k é no mdzimo 2(q + 1). Observe que, se ny < 2(q+ 1), K/k tem um ponto
hipereliptico ou um place hipereliptico e se ny € impar, entdo K/k tem um ponto hipereliptico.
Entao, se K[k € hipereliptico tal que ni < 2(q¢ + 1), existe um = € K tal que K/k(z) é uma
extensao quadratica imagindria.

Definicao A.1.7. Seja K/k(z) wma extensao quadrdtica e seja P o place infinito de k(x)/k.

(a) Se P ramifica, entio (x)oo = 2P’, onde P’ é um ponto hipereliptico. Para qualquer inteiro
n,0 < n < 2g temos
I(nP') = dimpL(nP') = |n/2] + 1 (A.19)

Chamaremos este caso de caso ramificado.

(b) Se P nao ramifica, entao (1) = Qoo, 0nde Qo € um place hipereliptico ou € igual a P+ Ps.
Para um inteiro n,0 < n < g temos

[(nQuo) = dimpL(nQs) =n + 1. (A.20)

Se P estd inerte, chamaremos este caso de caso inerte.
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Se K/k é hipereliptico e k(z) é um subcorpo de K com [K : k(z)] = 2, a extensao é separavel.
Portanto K/k(x) é uma extensao ciclica de grau 2. Para o caso em que car(k) # 2, temos a seguinte
proposigao.

Teorema A.1.2. Seja K/k um corpo de fungoes hipereliptico de género g. Entao existem x,y € K
tal que K = k(z,y) e
(a) Se car(k) =2
F(z,y) =y> + ®1(z)y + Po(z) = 0 (A.21)
onde ®; € klz|,deg(®;) < i(g+1) parai=1,2.
(b) Se car(k) # 2
F(z,y) =y = f(z) =0 (A.22)
onde f € k[z],deg(f) =29+ 1 ou2g+2 e f € livre de quadrados.
No caso em que car(k) # 2, temos o seguinte e mais preciso resultado:

Teorema A.1.3. Assuma que car(k) # 2.

(a) Seja K/k um corpo de funcgies hipereliplticas de género g. Entao emistem x,y € K tais que
K =k(z,y) e
y* = f(2) € Kla], (A.23)

para um polinomio livre de quadrados f(x) de grau 29 + 1 ou 2g + 2.

(b) Reciprocamente, se K = k(z,y) e y?> = f(x) € k[z] para um polinémio livre de quadrados f(z)
de grau m > 4, entao K/k é hipereliptico de género

[ (m-1)/2  sem = 1(mod 2)
_{ (m—2)/2 sem=0(mod 2).

(c) Seja K = k(z,y) comy? = f(x) como em (A.23). Entdo os places P € P(k(z)) que ramificam
em K/k(z) sao os sequintes:
e todos os zeros de f(x) se degf(x) = 0(mod 2),
o todos os zeros de f(x) e o pdlo de x se degf(x) = 1(mod 2).

Portanto, se f(z) se decompde em fatores lineares, exatamente 2g + 2 places em k(x) sdo
ramificados em K/k(x).
Vamos agora caracterizar as extensoes quadréticas imaginarias.
Caracteristica de k nao é igual a 2.
Nesta se¢ao assumimos que car(k) # 2. Seja K/k um corpo de fungoes hiperelipticas de género

g tal que K = k(z,y) e y> = f(x) como em A.23.

Lema A.1.2. (a) Seja q € k[z] um polinémio ménico e irredutivel e seja Q = (q) o place finito
de k(z)/k associado a q.
(i) Q ramifica se e somente se q|f;
(ii) Q cinde se e somente se mdc(q, f) =1 e f(x) é um quadrado mod.q em k[x];

(iii) Q estd inerte se e somente se mdc(q, f) =1 e f(z) nao é um quadrado mod.q em k[z].
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(b) Seja P = (1/x) o place infinito de k(x)/k.

(i) P ramifica se e somente se deg(f) =2g+ 1;

(ii) P cinde se e somente se deg(f) = 2g+2 e o coeficiente de x?9%% em f(x) é wm quadrado
em k;

(iii) P estd inerte se e somente se deg(f) = 29+ 2 e o coeficiente de 22912 em f(z) ndo é
um quadrado em k.

Proposicao A.1.4. Assuma que car(k) # 2.

(a) Seja K/k um corpo de fungdes hiperelipticas de género g tal que K/k(xz) € wma extensdo
1mmagindria pare algum x € K. Entao existey € K tal que K = k(z,y) e

F(z,y) =y* - f(z) =0 (A.24)
com um polinémio livre e quadrados f € k[z] de grau 2g +1 ou 29 + 2;

(i) No caso ramificado deg(f) = 2g+ 1 e f é mdnico;

(ii) No caso inerte deg(f) = 29+ 2 e o coeficiente de x?972 ndo é um quadrado.

(b) Reciprocamente, seja g > 2 um inteiro e seja K = k(z,y) com F(x,y) =0 como em (A.24).
Se deg(f) = 29+ 1 (resp. 2g+ 2 e o coeficiente de x29%2 ndo é um quadrado em k) entio
K/k(x) é uma extensdo quadrdtica imagindria e o place infinito de k(z)/k ramifica (resp.
estd inerte) em K/k; o género de K/k € igual a g.

Caracteristica de k é igual a 2.
Nesta segao assumimos que car(k) = 2. Se tomarmos Y = y/®;(z) em (A.1.2) obtemos

@2(’8)

Y24y =_—"2%
R EE

= u(z) € k(z). (A.25)

Entdo K = k(z,y) é uma extensdo de Artin-Schreier de grau 2 se u # w? + w para todo w € k(z).
Seja K/k um corpo de fungoes hiperelipticas tal que K = k(z,y) e y? + h(z)y = f(z), onde

2m+1
flz) = Z bzt 4 ba?™ 2 (A.26)
i=0
' m .
h(z) = Z a;z’ + az™ L. (A.27)
i=0

Lema A.1.3. (a) Seja q € k[z] um polindmio ménico e irredutivel de graw r, ¢ uma raiz de q e k;,
a extensao de grau v de k. Tomemos ko = Fz e denote por try, 1, o trago usual de k; sobre
ko. Seja Q o place de k(z)/k associado a q.

(i) @ ramifica se e somente se q divide h(z).

(ii) @ cinde se e somente se mdc(q,h) =1 e trkr/ko% =
c
(iii) Q estd inerte se e somente se mdc(q,h) =1 e try, sy, _}{((;:))2 =1

(b) Suponha que deg(h) =m + 1 ou deg(f) > 2m. Seja P = (1/z) o place infinito de k(z)/k.
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(i) P ramifica se e somente se deg(h) < m.
(ii) P cinde se e somente se deg(h) =m+1 e t? + at + b € redutivel sobre k[t].

(iii) P estd inerte se e somente se deg(h) =m+ 1 e t? + at + b € irredutivel sobre kl[t].
Proposigao A.1.5. Assuma que car(k) = 2.

(a) Seja K/k wm corpo de funcoes hiperelipticas de género g. Entao ezistem xz,y € K tal que
K =Ek(z,y) e
F(z,y) =y + h(z)y + f(z) =0 (A.28)

com os polinémios f,h € k[z] tal que todos os zeros de h(z) em k sdo zeros simples de f(z) e
deg(h) < gedeg(f)=2g9+1 (A.29)

ou
deg(h) =g+ 1 e deg(f) <2g+2. (A.30)

(b) Reciprocamente, seja g um inteiro tal que g > 2. Se K = k(z,y) e y> + h(x)y + f(z) = 0
com polinémios f(x),h(z) como em (A.28), entdo K/k é um corpo de funcées hipereliptico
de género g.

(c) Seja K = k(x,y) e y® + h(z)y + f(z) = 0 como em (A.28). Entdo os places de k(z)/k que
ramificam em K/k sao

e todos os zeros de h(z) se deg(h) =g+ 1,
o todos os zeros de h(z) e o pdlo de = se deg(h) < g.

Se tomarmos Y = y/h(z) em (A.28), obtemos uma nova equagao:

f(x)
h(z)?

G(z,Y)=Y%2+Y + = (A.31)

Os corpos de fungoes k(z,y)/k e k(x,Y)/k sao isomorfos. Se fatorarmos h(z) sobre k[z], obtemos

h(z) = hy(a)™ - - - hy(z)™ (A.32)
e se todos os zeros de h(z) em k sdo zeros simples de f(z) entdo temos f(z) = fi(z)hi(z) - - hi(x)
onde f é primo com h;,i =1,---,l. Por expansao via fragoes parciais, obtemos
g91(z) gi1(x)
Y2 Y = e 3 A.33
HY = b et T, (A.33)

com polinémios g;, h;, g € k[z] tais que:
e hy,---,h; sdo irredutiveis, dois a dois distintos,

o deg(g:i) < deg( ) e mde(gi, hi) =1, parai =1,...,1,

h?)\iﬁl
e g(z) =0 ou deg(g) =1 mod 2.
A equagao (A.33) é a forma normal de Hasse.

Proposicao A.1.6. Assuma que car(k) = 2.
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(a) Seja K/k um corpo de funcgées hiperelipticas de género g tal que K/k(x) é wma extensao
quadrdtica imagindria para algum x € K. Entao eziste y € K tal que K = k(x,y) e

F(z,y) =y* + h(z)y + f(z) =0 (A.34)

com polinémios f(x), h(z) € k[z] tal que todos os zeros de h(x) em k sio zeros simples e f(x)
€ monico de grau < 2g + 2. Mais precisamente

(i) no caso ramificado deg(f) =29+ 1 e deg(h) < g;

(ii) no caso inerte deg(f) = 2g + 2, deg(h) = g+ 1 e o coeficiente a de 297 em h(x) é tal
que t2 + at + 1 € um polinémio irredutivel de k[t].

(b) Reciprocamente, seja g > 2 um inteiro e K = k(z,y) com F(z,y) = 0 como em (A.34). Se
deg(f) = 29+ 1 e deg(h) < g (resp. deg(f) = 2g + 2,deg(h) = g+ 1 e o coeficiente a de
291 em h(z) € tal que t? + at + 1 é um polinémio irredutivel em k[t]), entdo K/k(x) é uma
extensio quadrdtica imagindria e o place infinito de k(zx)/k ramifica (resp. estd inerte) em
K/k. O género de K/k € igual a g.



Apéndice B

Extensoes de corpos de funcgoes algébricas

K/k denota um corpo de fungoes algébricas com corpo de constantes k. Assumimos que o corpo
k é perfeito. Consideramos o corpo de fungoes K'/k’ (onde k' é o corpo de constantes de K') tal que
K’ D K é uma extensao algébrica e £’ D k. Por conveniéncia fixamos algum corpo algebricamente
fechado ® D K e consideramos somente extensoes K’ O K com K’ C ®.

B.1 [Extensoes algébricas de corpos de funcgoes

Definigao B.1.1. (a) Um corpo de fungées algébricas K'/k' é chamado uma extensao algébrica
de K/k se K' O K € uma extensdo algébrica e k' D k.

(b) A eatensao algébrica K'/k' de K/k é chamada uma extensdo constante de corpos se
K' = KK, o corpo composto de K e k'.

(c) A extensdo algébrica K'/k' de K/k é chamada uma extensao finita se [K': K| < co.
Lema B.1.1. Seja K'/K' uma extensao algébrica de K/k. Entao vale as sequintes afirmagdes:
(a) K'/K é algébrico, e KNkK' = k.

(b) K'/K ¢é uma extensao finita de K/k se e somente se [K': k] < co.

(c) Seja Ky := Kk . Entio K1/k' é wm extendo constante de corpos e K' [k’ é uma extensdo finita
de Ki/k (tendo o mesmo corpo de constantes).

Definigao B.1.2. Considere uma extensdo algébrica K'/k' de K/k. Um place P' € P(K') estd
sobre P € P(K) se P C P'. Também dizemos que P’ é uma extensdo de P ou que P estd sob
P’ e escrevemos P'|P.

Proposicao B.1.1. Seja K'/k' uma extensio algébrica de K/k. Suponha que P(resp. P') é um
place de K/k (resp. K'/K'), seja Op C K (resp. Opr C K') o anel de valorizagdo correspondente
e vp (resp. vpr) a valorizac¢ao discreta correspondente. Entao sio equivalentes:

(1) P'|P.
(2) Op C Opr.
(3) Existe um inteiro e > 1 tal que vp(z) = e vpi(x) para todo v € K. Mais ainda, se P'|P entdo

P=PnK eOp =0p NK.

Definicao B.1.3. Seja K'/k' uma extensdo algébrica de K/k e seja P' € P(K') um place de K' k'
sobre P € P(K).

71
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(a) O inteiro e(P'|P) :=e com
vpr(z) = e-vp(x) para qualquer x € F

¢é chamado o indice de ramificacdo de P’ sobre P. Dizemos que P'|P é ramificado se
e(P'|P) > 1 e ndo ramificado se e(P'|P) = 1.

(b) f(P'|P):=[K} : Kp] é chamado o grau relativo de P’ sobre P.

Proposicao B.1.2. Seja K'/k' uma extensao algébrica de K/k e P’ wm place de K'/k' sobre
P € P(K). Entio:

(a) f(P'|P) < oo« [K': K] < 0.

(b) Se K"/E" é wma extensdo algébrica de K'/k' e P" € P(K") é wma extensio de P’, entao

e(P"|P) = e(P"|P')-e(P'|P),
F(P"|P) = f(P"|P')- f(P'|P).

Proposigao B.1.3. Seja K'/k' uma extensao algébrica de K/k.

(a) Para qualquer place P' € P(K') existe exzatamente um place P € P(K) tal que P'|P, a saber
P=PnNK.

(b) Reciprocamente qualquer place P € P(K) tem ao menos wm e no mdzimo um nimero finito
de extensoes P' € P(K').

Definicao B.1.4. Seja K'/k' uma extensio algébrica de K/k. Para um place P € P(K) definimos
sua conorma (com respeito a K'/K) por

COTLKI/K(P) = Z C(PllP) g P,,
P'|P

onde a soma percorre todos os places P' € P(K') sobre P. A aplicagcdo conorma é estendida a um
homomorfismo de Di para Dy por

Congeni (D> np - P) := ZTLP Congeryr(P).

Proposicao B.1.4. Seja K'/k' uma extensio algébrica do corpo de func¢ies K/k. Para0#x € K
seja (@), (@)K, (@)K resp. (@)K, (@)K, ()X seu divisor zero, polo e divisor principal em Dy
resp. em D Bntdo Congeryic((2)§) = (2)f , Congryi (2)5) = (2)& e Congeryic ((2)%) = (2).

Por esta proposigao, conorma induz um homomorfismo (novamente denotado por conorma)
dos grupos de classes de divisores Congr /i : Cx — Cgr. Esta aplicagao nao é em geral injetiva
ou sobrejetiva (onde a aplicagao Cong i : D — Dy é trivialmente injetiva).

Lema B.1.2. Seja K'/K uma extensdo finita de corpos e x um transcendente sobre K. Entdo

[K'(z) : K(z)] = [K : K].
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Teorema B.1.1. Seja K'/k’' uma extensdo finita de K/k, P um place de K/k e Py, Pa,--- ,Pp
todos os places de K'[k' sobre P. Seja e; := e(P;|P) os indices de ramificacao e f; := f(P;|P) os
graus relativos de P;|P. Entdo

> eifi=[K': K].
i=1

Corolério B.1.1. Seja K'/k' uma extensao finita de K/k e P € P(K). Entdo:

(a) |{P' € Pg:: P estd sobre P}| < [K': K].

(b) Se P’ € Py estd sobre P entao e(P'|P) < [K': K] e f(P'|P) < [K': K].

Coroldrio B.1.2. Seja K'/k' uma extensao finita de K/k. Entdo para qualquer divisor A € Dy,

[K': K]

deg(Congiy(A)) = (K : K]

deg(A).

Proposigao B.1.5. Considere um corpo de fungées I /k e um polinémio

HT) = apyT" + an 1T P+ +a1T +ao

com coeficientes a; € K. Assuma que existe um place P € P(K) tal que uma das seguintes condigoes
vale:

(1) vp(an) = 0,vp(a;) > vp(ag) > 0 parai=1,---,n —1 e mde(n,vp(ag)) = 1.
(2) vp(an) =0,vp(a;) >0 parai=1,--- ,n—1, vp(ag) < 0 e mde(n,vp(ag)) = 1.

Entao ¢(T) € irredutivel em K[T]. Se K' = K(y) onde y € uma raiz de ¢(T), entdo P tem uma
tinica extensaio P' € P(K') e temos que e(P'|P) =n e f(P'|P)=1.

B.2 Anéis de corpos de fungoes

Definigao B.2.1. Um subanel de K/k é um anel R tal que k C R C K e R ndo é um corpo.

Definigao B.2.2. Para ) # S G P(K) seja

Os:={z€ K :vp(z) > 0,VP € S}

a intersec¢io de todos os anéis de valorizagio Op com P € S. Qualquer anel R C K que é da
forma R = Og para algum S G P(K) e S # 0 é chamado um anel holomdrfico de K/k.

Lema B.2.1. (a) Qualquer anel de valorizacio Op € um anel holomorfico, a saber Op = Og com

S = {P}.

(b) Qualquer anel holomdrfico Ogs é um subanel de K /k.
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(c) Para P € P(K) e # S G P(K) temos

Os COp<+< PEeS.

Consequentemente Og = Op <— S =T1T.
Definicao B.2.3. Seja R um subanel de K/k.

(a) Um elemento z € K ¢é dito integral sobre R se f(z) = 0 para algum polinémio ménico
f(X) € R[X], isto é, existem ag,a1, -+ ,an—1 € R tais que

2 tap 12" 4+ +a1z+ap=0.

Tal equacao é chamada uma equagao integral para z sobre R.

(b) O conjunto

icx (R) := {z € K|z € integral sobre R}

€ chamado o fecho integral de R em K.

(c) Seja Ko C K o corpo quociente de R. O anel R é chamado integralmente fechado se ick,(R) =
R, isto €, qualquer z € Ky que € integral sobre R jd estd em R.

Proposicao B.2.1. Seja Og um anel holomdrfico de K/k. Entao
(a) K € o corpo quociente de Og.
(b) Og ¢€ integralmente fechado.

Teorema B.2.1. Seja R um subanel de K/k e

S(R) :={P € P(K)|R C Op}.
Entao vale:
(a) 0#S ;Cé P(K).

b) O fecho integral de R em K € ickx(R) = Og(py. Em particular, icx (R) é um subanel integral-
(R)
mente fechado de K/k com corpo quociente K.

Corolario B.2.1. Um subanel de K/k com corpo quociente K ¢ integralmente fechado se e somente
se R é um anel holomdrfico.
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Proposicao B.2.2. Seja Og um anel holomoérfico de K/k. Entdo existe wma correspondéncia
biunfvoca entre S e o conjunto de ideais mazimais de Og, dado por

P — Mp:=PnN0O;s (para P € S).

Mais ainda, a aplicagdo
Os/ﬂ/fp — I(pIOp/P
x4+ Mp +— x+ P

€ um isomorfismo.

Proposicao B.2.3. Se S C P(K) ¢ um subconjunto nao vazio de places de K[k, entdo Og € um
dominio de ideais principais.

B.3 Bases Integrais Locais

Nesta segio K/k é um corpo de fungoes com corpo de constantes k e K’ D K é uma extensao
finita (o corpo de constantes &’ de K’ pode ser maior que k).

Proposicao B.3.1. Seja R um subanel integralmente fechado de K/k tal que K € o corpo quociente
de R. Para z € K' seja ¢(T) € K[T] seu polinémio minimal sobre K. Entao temos que

z € integral sobre R <= ¢(T') € R[T).

Corolario B.3.1. Seja R um subanel integralmente fechado de K/k tal que K € o corpo quociente
de R. Seja Try: i : K' — K a aplicagdo trago de K' para K e x € K' integral sobre R. Entdo
TT](//]{({E) € R.

Proposicao B.3.2. Seja M/L wma extensio de corpos finita e separdvel e considere a base
{z1,-++ ,2n} de M/L. Entao existem elementos {z],---,z:} € M unicamente determinados, tal
que

Trayp(2iz;) = 6i5-

O conjunto {z}, -+ ,z5} é uma base de M/L que € chamada base dual de {z1,--- ,z,}(com
respeito ao trago).

Teorema B.3.1. Seja R um subanel integralmente fechado de K/k com corpo de quocientes K e
K'/K uma estensdo separdvel de grau n. Seja R' = icy:/(R) o fecho integral de R em K'. Entao
temos:

(a) Para qualquer base {z1,--- ,x,} de K'/K, existem elementos a; € R\{0} tais que
a1y, ", aply € R
Consequentemente, existe uma base de K' /K que estd contida em R'.

(b) Se {z1,--* ,2zn} € R’ é uma base de K'/K e {zf, -+ ,2}} € sua base dual com respeito ao
traco, entao

n n
> R5; CR'CY Rz
i=1 =1
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(c) Se em adicio R € wum dominio de ideais principais, entdo existe uma base {ui,--- ,u,} de
K'/K com a propriedade

RI = i R'LLi.
=1

Corolario B.3.2. Seja K'/K uma extensao finita e separdvel do corpo de fung¢oes K/k e P € P(K)

s

um place de K/k. Entao o fecho integral O'p de Op em K' é
O'p= () Op.
P'|P

Eziste uma base {uy, - ,u,} de K'/K tal que

n
O/pz E Op - u;.
i=1

Tal base € chamada uma base integral de O'p sobre Op.

Teorema B.3.2. Seja K/k um corpo de fungées, K'/K uma extensao finita e separdvel de corpos.
Entao qualquer base {z1.- - ,zp} de K' /K é uma base integral para quase todos os places P € P(K).

Notacao B.3.1. (i) K := Kp o corpo das classes residuais de P.
(ii) @ := a(P) € K a classe residual de a € Op.

(iii) Se ¥(T) =3 c¢;T* é um polinémio com coeficientes ¢; € Op, definimos

P(T) = GT' e K[T).

Teorema B.3.3. (Kummer). Suponha que K' = K(y) onde y ¢é integral sobre Op e considere o
polinémio minimal ¢(T') € Op[T] de y sobre K. Seja

o(T) = [[u(m)
=1

a decomposicio de ¢(T) sobre K. Escolha polinémios ménicos

6i(T) € Op[T] com ¢;(T) = vi(T) e degd;(T) = degyi(T).

Entao para 1 < i < r existem places P; € P(K') satisfazendo

PP, ¢i(y) € P; e f(F;|P) > degvi(T).

Mais ainda, P; # Pj para i # j. Sob hipdteses adicionais, prova-se mais: Suponha que ao menos
uma das hipdteses (*) ou (*¥) sao verificadas:
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(*) es=1parai=1,---,r, ou
(**) {1,y,---,y" '} € uma base integral para P.

Entio existe, para 1 < i < r, ezatamente um place P; € P(K') com P;|P e ¢;(y) € P;. Os places
Pi,---, P, sio todos os places de K' sobre P e temos

T
Congr/k(P) =Y &P,
i=1
isto ¢, ¢ = e(Pi|P). A classe residual Kp = Op,/P; € isomorfa a K[T)/(%(T)) e f(B|P) =
degi(T).

Corolario B.3.3. Seja ¢(T) = T" + fn_1(x)T" 1+ -+ fo(z) € k(z)[T] wm polinémio irredutivel
sobre o corpo de fungoes racionais k(z). Consideremos o corpo de fungées k(x,y)/k onde y satisfaz
a equagdo ¢(y) =0 e um elemento o € k tal que f;j(a) # oo para qualquer j,0 < j < n—1. Denote
por Py € P(k(x)) o zero de x — o em k(z). Suponha que o polinomio

Ga(T) :==T" + fa1(@)T" 1 + - + fo(a) € k[T]

tem a sequinte decomposicao no anel de polinomios k[T :

$a(T) = [ [ :(T)
=1

com polinomios ¥;(T) € k[T] ménicos, irredutiveis e distintos entre si. Entao temos:

(a) Para qualquer i=1,--- ,r, existe um place P; € P(k(z,y)) tal que x — a € P; e ;(y) € P;. O
elemento x — « € um elemento primo de P; e o corpo das classes residuais de P; é isomorfo

a k[T]/(4i(T)). Por isso f(F;|P) = deg;(T).
(b) Se degtyi(T) = 1 para ao menos um i € {1,---,r}, entdo k € o corpo de constantes de k(z,y).

(c) Se ¢pa(T) tem n = degd(T) raizes distintas em k, ent@o existe para cada 3 com po(B) = 0 um
tinico place Py € P(k(z,y)) tal que

r—a€Pygey— B € Pyp.
P, € um place de k(x,y) de grau 1.

B.4 O Cotraco de diferenciais de Weil e a férmula do género de Hurwitz

Nesta sec¢ao, vamos considerar K /k um corpo de fungoes, K’/K uma extensao finita e separavel
e k' corpo de constantes de K’. Claramente, k'/k é uma extensao finita e separavel.

Definicao B.4.1. Para P € P(K), seja O'p :=ickx(Op) o fecho integral de Op em K'. Entio o
conjunto

Cp:= {Z € I(llT’l"K//K(Z : O,P) C OP}

é chamado o mdédulo complementar sobre Op.
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Proposicao B.4.1. Com as notagdes da definicao B.4.1, vale:
(a) Cp é um O p-mddulo e O'p C Cp.

(b) Se {z1, - ,zn} € wma base integral de O'p sobre Op, entio
n
Cp=>» Op-z,
i=1

onde {z},---,z;} € a base dual de {z1,--- ,zn}.

(c) Existe um elemento t € K' (dependendo de P) tal que Cp =t -O'p. Mais ainda,

vp/(t) < 0 para todo P'|P,

e set' € K', entao

Cp=t -Op<+= vpr(tl) = vp:(t),‘v’P’|P.

(d) Cp=0'p para quase todo P € P(K).

Definicao B.4.2. Considere um place P € P(K) e o fecho integral O'p de Op em K'. Seja
Cp =t'-O'p 0o mddulo complementar sobre Op. Entao definimos, para P'|P, o expoente diferente
de P’ sobre P por

d(Pllp) = —vps(t).

Pela proposi¢io B.4.1, d(P'|P) estd bem definido e d(P'|P) > 0. Mais ainda, d(P'|P) = 0 vale
para quase todo P € P(K) e P'|P, pois Cp = 1-O'p para quase todo P. Portanto, podemos definir
o divisor

Diff (K'/K):= > > d(P'|P)-P'

PeP(K) P'|P
que serd chamado o diferente de K'/K.

Observacao B.4.1. Temos a segquinte e itil caracteriza¢ao do moédulo complementar Cp, que seque
diretamente das definicoes. Para z € K', temos
z € Cp <= vpi(z) > —d(P'|P) para todo P'|P.

Definicao B.4.3. Seja

Ak = {a € Axlap = ag sempre que PNK = Q' N K}.

Entao Ak € um K -subespago de Ay. A aplicagio Ty kK " —s K pode ser estendida
para uma aplica¢ao K-linear de A/ para Ak por
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(Trgiyk(a))p = Trgk(ap), para o € Agr i,

onde P’ é qualquer place de K' sobre P. Claramente o trago de um adele principal z € K' é o adele
principal de Tty (). Para um divisor A’ € Dy, definimos

Ak (A) == A (A) N Ak .

Teorema B.4.1. Como na situacao precedente, para cada diferencial de Weil w de K/k, existe
um nico diferencial de Weil ' de K'/kK, tal que

Triyk (W' (@) = w(Trgr ()

para todo a € Ay . Este diferencial é chamado o cotrago de w em K'/K e é denotado por
Cotrr/k(w). Sew #0 e (w) € Dk € o divisor de w, entao

(Cotrr /i (w)) = Congryi((w)) + Diff (K'/ K).

Observacgao B.4.2. Usando as notagdes de componentes locais de um diferenciais de Weil, a

equacgdo anterior pode ser substituida pela sequinte condicao local: para qualquer place P € P(K) e
ye K/,

wp(Trgk(y)) =Trrx ( Z w??l(?/)) :

P'|P
Lema B.4.1. Para qualquer C' € D, temos Axr = Ay + Agr(C).

Lema B.4.2. Seja M/L uma extensdo de corpos finita e separavel, V um espago vetorial sobre M
e pu:V —s L uma aplicagdo L-linear. Entdo eziste uma inica aplicagio M -linear p' : V — M
tal que Trpp o ' = pu.

Proposigao B.4.2. (a) Sew,w; e wy sao diferenciais de Weil de K/k e x € K, entao

COt?'K//K(wl + OJ2) = COt’I‘Kl/I((u)l) + COt‘I‘K//K'(UJg)

COtTK//K (a:w) =T COt’I‘KI/K(u)).

(b) Seja K"/K' outra extensao finita e separdvel. Entdo

COt’I’Ku/K/ (w) = COtT'Ku/I(/ (COt’I‘KI/K (UJ))

para qualquer diferencial de Weil w de K/k.
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Corolario B.4.1. Em uma torre K" O K’ O K de extensdes finitas e separdveis, vale:
(a) DZﬁ(I(,,/I{) = COTLI{II/K!(Diﬁ(I{I/K)) == D'Lﬁ([(”/f(l)
(b) d(P"/P) =e(P"|P")-d(P'|P)+d(P"|P"), se P" (resp. P',P) sdo places de K" (resp. K',F)

com P" D P' D P.

Teorema B.4.2. (Férmula do género de Hurwitz). Seja K/k um corpo de fungoes algébricas
de género g e K'/K uma extensdo finita e separdvel. Seja k' o corpo de constantes de K' e g’ o
género de K'/k'. Entao temos que

[K’ K]

29 —2 = [ A

(29 — 2) + deg(Diff (K'/K)).

B.5 O Diferente

Consideramos uma extensao finita e separdvel K’/K onde K/k e K'/k' sdo corpos de fungoes
com corpos de constantes k e k', respectivamente. Como sempre, k (por isso k') é assumido como
sendo perfeito.

Teorema B.5.1. (Teorema do Diferente de Dedekind). Com as notagoes como anterior-
mente, temos para todo P'|P:

() d(P'|P) > e(P'|P) — 1.

(b) d(P'|P) = e(P'|P) — 1 se e somente se e(P’'|P) ndo é divistvel por car(k). Em particular, se
car(k) =0 entdo d(P'|P) = e(P'|P) — 1.

Lema B.5.1. Seja K*/K wma extensdo algébrica de corpos de funcoes, P € P(K) e P* € P(K*)
com P*|P. Considere um automorfismo o de K*/K. Entio o(P*) := {o(z)|z € P*} é um place
de K* e temos:

(2) vg(pe)(y) = v+ (0~ ()) para todo y € K*.
(b) o(P*)|P.
(¢) e(a(P*)|P) = e(P*|P) e f(o(P*)|P) = f(P*|P).

Lema B.5.2. Sejam P € P(K) e Py,--- , P, € ]P’(K') todas as extensées de P em K'/K. Considere
o corpo das classes residuais k := OP/P resp.. ki =0p. /P 2 k e as correspondentes aplicagoes
residuais m : Op — k resp. m : Op, — k; (para i = 1,---,7). Entdo temos para qualquer
ue Op (o fecho integral de Op em K'),

T
W(TTI(//K(U) Ze (P;|P) Tvk /k(m(u))
i=1
Definicao B.5.1. Sejam K'/K uma extensao de corpos de funcoes e P € P(K).

(a) Uma extensao P’ de P em K' é dita domesticamente (selvagemente) ramificada se
e(P'|P) > 1 e car(k) nao divide e(P'|P) (resp. e(P'|P) > 1 e car(k) divide e(P'|P))).
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(b) Dizemos que P é ramificado (resp. nao ramificado) em K'/K se existe ao menos um
P’ € P(K’) sobre P tal que P'|P é ramificado(resp. se P'|P € nao ramificado para todo P'|P).
O place P é domesticamente ramificado em K'/K se é ramificado em K'/K e nenhuma
extensao de P é selvagemente ramificada. Se existe ao menos uma place selvagemente rami-
ficado P'|P, dizemos que P é selvagemente ramificado em K'/K.

(c) P é totalmente ramificado em K'/K se existe somente uma extensio P' € P(K') de P em
K' e o indice de ramificacao é e(P'|P) = [K': K].

(d) K'/K ¢é dita ramificada (resp. nao ramificada) se ao menos um P € P(K) é ramificado
em K'/K (resp. se todos os places P € P(K) sio nao ramificados em K'/K).

(e) K'/K € dita doméstica se nenhum place P € P(K) é selvagemente ramificado em K'/K.
Corolério B.5.1. Seja K'/K uma extensdo finita e separdvel de corpos de fungées.

(a) Se P € P(K) e P' € P(K') tal que P'|P, entao P'|P é ramificada se e somente se P' <
Diff(K'/K). Se P'|P é ramificada, entdo

d(P'|P) = e(P'|P) — 1 <= P'|P é domesticamente ramificado,

d(P'|P) > e(P'|P) <= P'|P ¢ selvagemente ramificado.

(b) Quase todos os places P € P(K) sao nao ramificados em K'/K.

Corolario B.5.2. Suponha que K'/K é wma extensao finita e separdvel de corpos de fungoes,
tendo o mesmo corpo de constantes k. Seja g (resp. g') o género de K/k (resp. K'/k). Entao

29 —2>[K':K]-(29—-2)+ > > (e(P'|P)—1)-deg(P").
PeP(K) P’|P

A igualdade vale se e somente se K'/K € doméstico, o que é o caso quando car(k) = 0.

Corolério B.5.3. Suponha que K'/K é uma extensao finita e separdvel de corpos de fungoes,
tendo o mesmo corpo de constantes k. Seja g (resp. g') o género de K/k (resp. K'/k). Entao

9<49.
Corolario B.5.4. Seja K/k(x) uma extensdo finita e separdvel do corpo de fungoes racionais de
grau [K : k(z)] > 1 tal que k é o corpo de constantes de K. Entao K/k(x) é ramificado.

Proposicao B.5.1. (Teorema de Luroth). Qualquer subcorpo de um corpo de fungoes racionais
é racional, isto é, se k G Ko C k(z) entdo Ko = k(y) para algum y € Ko.

Teorema B.5.2. Suponha que K' = K (y) é uma extensdo finita e separdvel de um corpo de fungoes
K de grau [K' : K] = n. Seja P € P(K) tal que o polinémio minimal ¢(T) de y sobre K tem os
coeficientes em Op (isto é, y € integral sobre Op), e sejam Py, - , P, € P(K') todos os places de
K' sobre P. Entdo o sequinte vale:

(a) d(PIP) < vp(¢/(y)) para 1 <i<r.



82 APENDICE B. EXTENSOES DE CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS

(b) {1,y,---,y"'} € uma base integral de K'/K no place P se e somente se d(P;|P) = vp,(¢'(y))
para 1 <i <.

(Aqui, ¢'(T) denota a derivada de ¢(T') no anel dos polinémios K|[T).)

Coroldrio B.5.5. Seja K’ = K(y) uma extensdo finita e separdvel de corpos de funcées de grau
[K' : K] = n e seja ¢(T) € K[T] o polinémio minimal de y sobre K. Suponha que P € P(K)
satisfaz

$(T) € Op[T] e vp:(d'(y)) = 0

para todo P’ € P(K') com P'|P. Entdo P é ndo ramificado em K'/K e {1,y,--- ,y" "'} € uma
base integral para K'/K em P.

Proposicao B.5.2. Seja K'/K uma extensdo finita e separdvel de corpos, P € P(K) e P' € P(K’)
com P'|P. Suponha que P'|P é totalmente ramificado, isto é, e(P'|P) = [K' : K] = n. Seja
t € K' wum P'-elemento primo e considere o polinémio minimal ¢(T) € K[T] de t sobre K. Entdo
d(P'|P) = vp (¢ (t)) e {1,t,--- ,t"" 1} € wma base integral para K'/K sobre P.

B.6 Extensoes de Corpos Constantes

Seja K’ D K uma extensao algébrica de corpos (com K’ C ®). O compositum K’ := Kk’ é um
corpo de fungoes sobre £’ e seu corpo de constantes é uma extensao finita de &’. Entretanto (isto
nao é claro a priori) K’ é o corpo de funcoes de K&’

Proposicao B.6.1. Seja K' = Kk' uma extensio algébrica constante de K/k (de grau finito ou
infinito). Entdo temos:

(a) k' € o corpo de constantes de K'.

(b) Qualquer subconjunto de K que € linearmente independente sobre k também o é sobre k’.
(c) [K : k(z)] =K' : K'(z)] para qualquer x € K \ k.

Lema B.6.1. Suponha que a € ® € algébrico sobre k. Entao [k(a) : k] = [K(a) : K].
Teorema B.6.1. Em uma extensao de corpos constante K' = Kk' de K/k, o seguinte vale:
(a) K'/K é nao ramificado (isto é, e(P'|P) =1 para todo P € P(K) e P' € P(K') com P'|P).
(b) K'/K' tem o mesmo género de K/k.

(c) Para qualquer divisor A € Dy, temos deg(Congr i (A)) = deg(A).

(d) Para qualquer divisor A € Dy,

dz'm(ConK:/K(A)) = dzm(A)

Mazs precisamente: Qualquer base de L(A) € uma base de L(Cong/ic(A)) também. (Note que
L(A) C K € um k-espago vetorial, enquanto que L(Congri(A)) € um k'~ espago vetorial.)

(e) Se W € um divisor candnico de K/k entio Congr (W) é um divisor canénico de K'/K'.



B.7. EXTENSOES DE GALOIS I 83

(f) A aplicagio conorma Cong:r : Cxk — Crr do grupo das classes de divisores de K/k na de
K'/K' ¢ injetiva.

g) O corpo das classes residuais K',, de qualquer place P' € P(K') é o compositum KpK' de K’
P
e o corpo das classes residuais Kp, onde P=P' N K.

(h) Se K'/K ¢ de grau finito, qualquer base de K'/K é uma base integral de K'/K para todo
P e P(K).

Corolério B.6.1. Seja K'/K uma extensdo algébrica de K /k(nao necessariamente uma extensao
de corpos constante). Entdo temos, para qualquer divisor A € Dk que

deg(C’onK:/K(A)) = [K, : I(k/] . deg(A)

Corolario B.6.2. Seja P € P(K) um place de K/k de graur e K = Kk a extensdo de corpos
constante de K/k com o fecho algébrico k de k. Entao

ConF/K(P) =P+---+ P,
com places dois a dois distintos P; € P(K).

Proposigao B.6.2. Seja K/k um corpo de fungoes com corpo de constantes k. Suponha que K'| K
é uma extensao finita com corpo de constantes k'. Seja k C ® o fecho algébrico de k. Entdo

[K': K] = [K'k: KE]- [k : K]

No caso especial em que K' = K(y) obtemos: se $(T') € K[T] é o polinémio minimal de y sobre
K, as seguintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) & =k.
(2) ¢(T) € irredutivel em KK[T).

Corolario B.6.3. Seja K = k(x,y) um corpo de funcées e ¢(T) € k(z)[T] o polinémio minimal
de y sobre k(x). Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) k € o corpo de constantes de K.
(2) ¢(T) € absolutamente irredutivel, isto é, é irredutivel sobre k(z)[T).

B.7 Extensoes de Galois I

Definicao B.7.1. Uma extensio finita de corpos M/L € dita de Galois se o grupo dos auto-
morfismos Aut(M/L) = {o : M — M]|o é um isomorfismo com o(a) = a,Ya € L} tem
ordem [M : L]. Neste caso, chamamos Aut(M/L) o grupo de Galois de M/L e escrevemos
Gal(M/L) := Aut(M/L). Uma extensdo K'/k' de um corpo de fun¢ées K/k é de Galois se K'/K
€ de Galois de grau finito.

Teorema B.7.1. Seja K'/k' uma estensdo de Galois de K/k e Pi,P, € P(K') extensoes de
P € P(K). Entdo P, = o(Py) para algum o € Gal(K'/K). Em outras palavras, o grupo de Galois
age transitivamente no conjunto das extensoes de P.
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Corolario B.7.1. Com as notagées do teorema B.7.1. Sejam Py,--- , P, todas as extensoes de P
em K'. Entdo temos:

(a) e(P|P) =e(P;|P) e f(P|P) = f(P;|P) para todos i,j. Por isso, definimos

e(P) := e(Bi|P) e f(P) := f(Ri|P)

e chamamos e(P) (resp.f(P)) o indice de ramificaGo (resp. grau relativo) de P em
K'|K.

(b) e(P)- f(P)-r=[K': K]. Em particular e(P), f(P) er dividem o grau [K' : K].
(c) Os expoentes diferente d(P;|P) e d(P;|P) sio o mesmo para todos i, j.

Proposicao B.7.1. (Extensées de Kummer) . Seja K/k um corpo de funcées em que k contém
uma n-ésima raiz primitiva da unidade (com n > 1 a n relativamente primo com car(k)). Suponha
que u € K € um elemento satisfazendo

u # w? para todow € K e dn,d > 1.

Seja

K' = K(y) comy" =u.
Uma extensao como tal € chamada uma Extensao de Kummer. Temos:

(a) O polinémio ¢(T) = T™—wu € o polinomio minimal de y sobre K (em particular, ® é irredutivel
sobre K ). A extensao K'/K é Galois de grau n, seu grupo é ciclico e todos os automorfismos
de K'/K sio dados por o(y) = Cy, onde ¢ € k é uma n-ésima raiz da unidade.

(b) Seja P € P(K) e P' € P(K') uma extensdao de P. Entdo

e(P'|P) =n/rp e d(P'|P) = n/rp — 1,

onde

rp :=mdc(n,vp(u)) > 0,

o mdzimo divisor comum de n e vp(u).

(c) Se k' denota o corpo de constantes de K' e g (resp. g') o género de K/k (resp. K'/k'), entio

n 1 rp
=1+ m(g— 1+5 Y (- ?)deg(P)).
’ PeP(K)
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Coroldrio B.7.2. Seja K/k um corpo de fungoes e K' = K(y) com y" = v € K, onde n #
0(mod(car(k))) e k contém uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Assuma que existe um place
Q € P(K) tal que mdc(vg(u),n) = 1. Entao k é o corpo de constantes de K', a extensao K'/K é
ciclica de graun e

i
g=1+n(g—1)+ 3 Z (n —rp)deg(P).
PEP(K)

Lema B.7.1. Seja K/k um corpo de fungées algébricas de caracteristica p > 0. Dado um elemento
u € K e um place P € P(K) uma das sequintes afirmagdes € vdlida:

(a) Eziste um elemento z € K tal que vp(u — (2P — 2z)) > 0, ou;

(b) Para algum z € K,

vp(u— (2P — 2)) = —m < 0 com m # 0(mod(p)).

No iltimo caso, o inteiro m € unicamente determinao por u e P, a saber,

—m = maz{vp(u— (W’ — w))|lw € K}.

Proposicao B.7.2. (Eztensées de Artin-Schreier). Seja K/k um corpo de funcées de carac-
teristica p > 0. Suponha que u € K € um elemento que satisfaz a sequinte condigao:

u # wP — w para todo w € K.

Seja

K' = K(y) com y? —y = u. (B.1)

Uma tal extensdo é chamada Extensao de Artin-Schreier de K. Para P € P(K) definimos
o inteiro mp por

m  se existe um elemento z € K satisfazendo
vp(u— (2P — 2)) = —m < 0 e m # 0(mod(p)),

Ty, 1=
-1 sevp(u— (2P — 2)) > 0 para algum z € K.

(Observe que mp estd bem definido). Temos entao:

(a) K'/K é uma extensio de Galois ciclica de grau p. Os automorfismos de K'/K sao dados por
U(y) =y+v, ondev=0,1,--- ,p— 1.

(b) P é nao ramificado em K'/K se e somente se mp = —1.
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(c) P é totalmente ramificado em K'/K se e somente se mp > 0. Denote por P’ o tinico place de
K’ sobre P. Entao o expoente diferente d(P'|P) é dado por

d(P'|P) = (p—1)(mp +1).

(d) Se ao menos um place Q € P(K) satisfaz mg > 0, entao k € algebricamente fechado em K' e

-1
g=p-g+T=(-2+ Y (mp+1)-deg(P)),
PeP(K)

onde g’ (resp. g) € o género de K'/k' (resp. K/k).

Observacao B.7.1. (a) Nas notacgées de B.7.2, suponha que eziste um place Q € P(K) com

vg(u) < 0 e vg(u) # 0(mod(p)).
Entao u satisfaz u # wP — w para todo w € K. Por isso, a proposi¢cao B.7.2 se aplica a este
caso.

(b) Todas as extensées K'/K de grau [K' : K] = p = car(k) sdo de Artin-Schreier.

Proposicao B.7.3. Considere um corpo de fungées K/k com corpo de constantes k de carac-
n—1

teristica p > 0 e um polinémio aditivo separdvel o(T) € k[T) (isto é, a(T) = anT?" + an 1 TP +
co4 a1 TP+ aoT) de grau p™ que tem todas as raizes em k. Sejau € K. Suponha que para qualquer
P € P(K) eziste um elemento z € K (dependendo de P) tal que

vp(u—a(z)) >0

ou

vp(u — a(z)) = —m com m > 0 e m # 0(mod(p)).

Define mp := —1 no primeiro caso e mp = m no sequndo. Entdo m estd bem definido.
Considere a extensao de corpos K' = K(y) de K, onde y satisfaz a equagdo a(y) = u. Se existe ao
menos um place Q € P(K) com mg > 0, o sequinte vale:

(a) K'/K € Galois, [K' : K] = p" e o grupo de Galois de K'/K é isomorfo ao grupo aditivo
{a € k|a(a) = 0}, por isso, isomorfo a (Z/pZ)™. (Tal grupo é chamado grupo abeliano
elementar de expoente p e grau p™.)

(b) k é algebricamente fechado em K'.

(¢) Qualquer P € P(K) com mp = —1 € ndo ramificado em K'/K.
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(d) Qualquer P € P(K) com mp > 0 € totalmente ramificado em K'/K e o expoente diferente
d(P'|P) da extensao P' de P em K' ¢é

d(P'|P) = (p" — 1)(mp +1).

(e) Seja g’ (resp. g) o género de K'(resp. K). Entao

n

l:pn.g_i_p

(—2+ E:(mp—n-mmpg.

PeP(K)

B.8 Extensoes de Galois 11

Consideremos uma extensao de Galois K’/K de corpos de fungoes algébricas com grupo de
Galois G := Gal(K'/K). Seja P um place de K e P’ uma extensao de P em K.

Definicao B.8.1. (a) Gz(P'|P) := {0 € G|lo(P') = P'} é chamado o grupo decomposi¢cao de
P’ sobre P.

(b) G7 := (P'|P) := {0 € Glvp/(o(z) —z) > 0 para todo z € Op'} é chamado o grupo de inércia
de P'|P.

(c¢) O corpo fizado Z := Z(P'|P) (resp. T :=T(P'|P)) de Gz(P'|P) (resp. Gr(P'|P)) é chamado
o corpo decomposicdo (resp. corpo de inércia) de P’ sobre P.

Teorema B.8.1. Com as notagdes como anteriormente, temos:

(a) O grupo decomposicio Gz(P'|P) tem ordem e(P'|P) - f(P'|P).

(b) O grupo de inércia Gp(P'|P) é um subgrupo normal de Gz(P'||P) de ordem e(P'|P).

(c) A extensao das classes residuais K, /Kp é uma extensao de Galois. Qualquer automorfismo

o € Gz(P'|P) induz um automorfismo & de K, sobre Kp dada por o(z(P')) = o(z)(P’)
para z € Op:r. A aplicagao

Gz(P'|P) — Gal(Kp/Kp)

g — g

é um homomorfismo sobrejetivo, cujo kernel é o grupo de inércia Gp(P'|P). Em particular
Gal(K'./Kp) € isomorfo a Gz(P'|P)/Gr(P'/P).

(c) Denotemos por Py (resp. Pr) a restricio de P' ao corpo decomposi¢cao Z = Z(P'|P) (resp.
ao corpo de inércia T = T(P'|P)). Entao temos a sequinte situagGo:
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K’ P e(P'|Pr) = e(P'|P) = [K': T), f(P'|Pr) = 1
T Pr f(Pr|Pz) = f(P'|P) = [T : Z],e(Pr|Pz) =1
Z Py e(Pz|P) = f(Pz|P) =1

F P

Teorema B.8.2. Considere uma extensio de Galois K'/K de corpos de fungées algébricas, um
place P € P(K) e uma extensao P’ de P em K'. Para wm corpo intermedidrio K C M C K',
denotemos por Py := P' N M a restrigio de P' a M. Entao temos:

(a) M C Z(P'|P) <= e(Pum|P) = f(Pu|P) = 1.

(b) M D Z(P'|P) <= P’ € o0 inico place de K’ sobre P,;.
(¢) M CT(P'|P) < e(Puy|P)=1.

(d) M D T(P'|P) <= Pu € totalmente ramificado em K'/M.

Corolario B.8.1. Suponha que K'/K é uma extensio finita e separdvel de corpos de fungdes.
Sejam K1, Ky corpos intermedidrios de K'/K tal que K' = KKy € o compositum de K; e K.
Entao temos, para um place P € P(K):

(a) Se P é completamente decomponivel (isto é, e(Q|P) = f(Q|P) = 1 para todas as extensées Q
de P) em K1 /K e Ky/K, entao P é completamente decomponivel em K'/K.

(b) Se P € nao ramificado em K1 /K e K2/K, entdo é nao ramificado em K'/K.

Definicao B.8.2. Seja K'/K uma extensio de Galois de corpos de funcdes algébricas com grupo
de Galois G = Gal(K'/K). Considere um place P € P(K) e uma extensio P’ de P em K'. Para
qualquer i > —1 definimos o i-ésimo grupo de ramifica¢iao de P'|P por

Gi(P'|P) :== {0 € Glvp/(0o(z) — 2) > i+ 1 para todo z € Op:}.
Proposicao B.8.1. Com as notagdes como anteriormente, temos:
(a) G_1 =Gz(P'|P) e Go = Gp(P'|P). Em particular, ord(Go) = e(P’'|P).

(b) G.12Gp2---2G; 2Gip1 2 -+ e Gy, = {id} para m suficientemente grande.

(c) Sejao € Go,i>0 et um P'-elemento primo, isto é, vp:(t) = 1. Entdo,

oc€Gi<=vp(o(t)—t)>i+1.

(d) Se car(k) =0 entdo G; = {id} para todo i > 1 e Gy = Gp(P'|P) € ciclico.
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(e) Se car(k) =p > 0 entio Gy é um subgrupo normal de Gy. A ordem de Gy é uma poténcia de
p e o grupo quociente Go/G, € ciclico de ordem relativamente prima com p.

(f) Se car(k) = p > 0 entdo Giy1 € um subgrupo normal de G; (para qualquer it > 1) e G;/Git1
€ isomorfo ao subgrupo aditivo do corpo das classes residuais K'p, (por isso, Gi/Giy1 € um
p-grupo abeliano elementar de expoente p).

Corolario B.8.2. Suponha que K'/K é uma extensao de corpos de fungoes de Galois e carac-
teristica p > 0. Seja P € P(K) e P' € P(K') wma extensio de P em K’ e considere o corpo fizado
Vi(P'|P) do primeiro grupo de ramificagao G1(P'|P). Denote por Py a restri¢io de P’ no corpo
intermedidrio M, K C M C K'. Entao o sequinte vale:

(a) M C V4(P'|P) <= e(P'|P) é primo com p.
(b) M D V4 (P'|P) <= Py é totalmente ramificado em K'/M e e(P'|Pys) € uma poténcia de p.

Teorema B.8.3. (Férmula do Diferente de Hilbert). Considere uma extensio de corpos de
fungoes de Galois K'/K, um place P € P(K) e um place P' € P(K") sobre P. Entao o expoente
diferente d(P'|P) é

d(P'|\P) = (ordGi(P'|P) —1)
=0

(Note que isto € finito, jd que G;(P'|P) = {id} para i > m).

Proposicao B.8.2. (Lema de Abhyankar). Seja K'/K wma exstensdo finita e separdvel de
corpos. Suponha que K' = K1 K5 é o compositum de dois corpos intermedidrios K C Ky, Ko C K.
Seja P’ € P(K') uma extensio de P € P(K) e P; := P' N F; parai =1,2. Assuma que ao menos
uma das extensées Pi|P ou Py|P é doméstica (isto é e(P;|P) € relativamente primo com car(k)).
Entao

e(P'|P) = mmc{e(P,|P), e(P,|P)}.

Lema B.8.1. Seja G um grupo finito e U C G wm subgrupo normal tal que ord(U) = p™ (com
p =1 ou p um nimero primo) e G/U é ciclico de ordem relativamente prima com p. Suponha que
Hy é um subgrupo de G com p"|orh(H,). Entao para qualquer outro Hy C G, temos

ord(Hy N Hy) = mmec(ord(Hy),ord(Hs)).

B.9 Extensoes inseparaveis

Qualquer extenséo algébrica de corpos de fungdes pode ser quebrada em uma extensao separavel
Kg/K e uma puramente insepardvel K’/Kg. Como estudamos o caso separdvel, vamos agora estu-
dar o caso puramente insepardvel. Através desta segdo, k serd um corpo perfeito de caracteristica
p >0 e K/k um corpo de fungoes com corpo constante k.

Lema B.9.1. Suponha que K'/K ¢é uma extensio puramente insepardvel de corpos de grau p.
Entao k é o corpo de constante de K' também. Qualquer place P € P(K) tem somente uma
extensao P’ € P(K'), a saber,
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P'={z€ K'|2F € P}.

O correspondente anel de valorizagdo €

Op = {z € I(Ilzp € Op}.
Temos ainda e(P'|P) =p e f(P'|P) =1.

Definicao B.9.1. Um elemento x € K é chamado um elemento separante para K[k se K/k(x) é

uma extensdo finita e separdvel. K /k é dito separavelmente gerada se existe um elemento separante
para K/k.

Proposicao B.9.1. (a) Assuma que z € K satisfaz vp(z) # 0(mod(P)) para algum P € P(K).
Entao z € um elemento separante para K/k. Em particular, K/k é separavelmente gerada.

(b) Ezistem x,y € K tal que F = k(x,y).

(¢) Paran > 1, o conjunto KP" := {zP"|z € K} é um subcorpo de K. Este tem as sequintes
propriedades:

(1) kC K" C K e K/KP" é puramente insepardvel de grau p".

(2) A aplicacdo de Forbenius ¢, : K — K definida por ¢,(z) := 2" é um isomorfismo
de K para KP". Por isso, o corpo de fungoes KP" /K tem o mesmo género que K /k.

(3) Suponha que k C Ko C K e K/Kq é puramente insepardvel de grau [K : Ko = p".
Entdo Ko = KP".

(d) Um elemento z € K é um elemento separante para K/k se e somente se z ¢ KP.

B.10 Estimativa do género de um corpo de funcgoes

Proposicao B.10.1. Seja K1/k um subcorpo de K/k e [K : K1) =n. Assuma que {z1, -+ ,2n} €
uma base de K/K; tal que z; € L(C),Vi=1,--- ,n, onde C € Dy € um divisor de K/k. Entdo

g < 14+n(g1 — 1)+ deg(C),
onde g (resp. g1) denota o género de K/k (resp. Ki/k).

Lema B.10.1. Assuma que k ¢é algebricamente fechado e considere um subcorpo K1/k de K/k tal
que K/K, € separdvel de grau [K : K1] =n > 1. Sejay € K um elemento com K = K,(y). Entdo
quase todo P € P(K1) tem as sequintes propriedades:

(a) P tem n extensoes distintas Py,--- , P, em K/k.
(b) As restricoes Py Nk(y), -+, Py Nk(y) sdo places dois a dois distintos em k(y).

Teorema B.10.1. (Desigualdade de Castelnuovo). Seja K/k um corpo de fungées com corpo
de constantes k. Suponha que sio dados dois subcorpos K1 /k e Ko/k de K/k satisfazendo

(1) K = K 1Ky é o compositum de K1 e Ko.
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(2) [K : Ki]) =n; e K;/k tem género g; (i=1,2).

Entao o género g de K/k é limitado por

g < nig1 +nage + (N1 — 1)(ng — 1).

Corolario B.10.1. (Desigualdade de Riemann). Suponha que K = k(zx,y). Entdo temos a
sequinte estimativa para o género g de K/k:

9 < (K :k(z)] = 1) - ([K : k(y)] - 1)

Proposicao B.10.2. Considere um corpo de fungées algébricas K = k(z,y) sobre k, onde a
equagao irredutivel para y sobre k(x) tem a forma

y" + fl(fl:)y-n—l R sELEE fn—l(fc)y + fn(-T) =0

com fi(z) € klz] e deg(fj(z)) < j,Vj=1,--- ,n. Entdo o género g de K/k satisfaz a desigual-
1
dade g < 5(71 —1)(n—2).
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Apéndice C

Corpos de Funcoes sobre Corpos de Constantes Finitos

Estabelecemos aqui que ao longo de todo esse capitulo, a menos de mengao contraria, K/F,
denotard um corpo de fungoes de género g cujo corpo das constantes é o corpo finito IF,.

C.1 A Fungao Zeta de Um Corpo de Funcoes

Lema C.1.1. Para todon > 0, em K/F, existe um mimero finito de divisores positivos de grau n.

Demonstracdo. Um divisor positivo é a soma de divisores primos; logo é suficiente provar que
o conjunto S := {P € P(K) : degP < n} é finito. Escolhemos um elemento = € K\F,, e
consideramos o conjunto Sy := {Pp € P(F,(z)) : degPp < n}. Como K/IF, é extensao algébrica de
F,(z)/F,, temos que para todo P € S, PNF,(z) € So, e, além disso, todo Py € Sp tem um nimero
finito de extensoes em K. Sendo assim, precisamos apenas mostrar que Sg é finito. Como os places
de Fy(z) (com excecdo do polo de z) correspondem a polinémios ménicos irredutiveis p(z) € Fg[z]
do mesmo grau, temos que Sp € finito. O

Recordemos a notagdo de capitulos anteriores: Dy é o grupo dos divisores de K/F,, Px é o
subgrupo de Dy formado pelos divisores principais (z) = > PeP(K) vp(z)P (com 0 #z € K) e o
grupo quociente Cix = D /Pk € o grupo de classes de divisor de K/IF;. A classe de um divisor A
em Cg é denotada por [A]. Como divisores equivalentes tém o mesmo grau e a mesma dimensao,
temos que

deg|A] := degA e dim[A] := dimA
estao bem definidos para [A] € Ck.
Definicao C.1.1. O conjunto
DY :={A €Dk : degA =0},
que € obviamente um subgrupo de Dk, é chamado grupo dos divisores de grau zero, e
Cx = {[A] € Cx : deg[A] =0}
€ o grupo de classes de divisor de grau zero.
Proposigao C.1.1. C?( € um grupo finito.
Demonstragao. Escolha um divisor de grau > g, digamos n = degB; considere o conjunto de classes
Ck :={|C] € Cx : deg|C] =n}.

A aplicacao
Ck — Ck
[A] — [A+B]

93
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é claramente bijetora e, sendo assim, precisamos apenas verificar que C é finito.
Afirmagao: para todo [C] € Cl, existe A € [C] tal que A > 0.
De fato: Como degC' = n > g, temos dim[C] > n+1— g > 1 (pelo Teorema de Riemann-Roch).
dai £(C) > 1 e logo, pelo lema 2.4.1, existe A ~ C com A > 0, e a afirmacao estd provada.

Como vimos no lema anterior, existe um numero finito de divisores A > 0 de grau n. Com isso
e com a afirmacao, concluimos que C}% ¢ finito. O

Definicao C.1.2. A ordem do grupo C?( € chamado ” Divisor Class Number”, e serd denotada
por h = hi. Em outras palavras,
h = h]( = |C(])(| .

Definimos agora o inteiro d > 0 por
0 :=min{degA : A € Dk e degA > 0}. (C.1)

A imagem da fungao grau deg : D — Z é um subgrupo de Z gerado por 0, e o grau de qualquer
divisor é um muiltiplo de 0.
Para todo n > 0, cosideremos o conjunto

Ap:={A€Dg : A>0edegA=n}. (C.2)

Definimos entao
Ap = |Ay]. (C.3)

No que segue, vamos estudar os niimeros A,. E facil ver que Ag =1 e A; é o nimero de places
P € P(K) de grau um.

Lema C.1.2. (a) A, =0 se d{n.

(b) Fizada uma classe [C] € Ck, temos

qdim[C] 1
{AelC] : A=0}| =
qg—1
(¢) Para todo inteiro n > 2g — 2 com d|n,
h
Ap=——(¢"t"9-1).
qg—1

Demonstragio. (a) Direto da definigao de 9.

(b) As condigoes A € [C] e A > 0 sdo equivalentes a
A = (z) + C para algum z € K com (z) > —C,

isto 6, z € L(C)\{0}. Como L(C) é um espaco vetorial sobre F,, temos que |£(C)| = ¢%™IC]
e logo |£(C)\{0}| = ¢#™I€] — 1. Além disso, dados dois elementos z,y € L£(C)\{0}, temos
que (z) +C = (y) + C <= () = (y) < y = az para algum 0 # a € F;. Dai temos o
resultado.
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(c) Existem h = hi classes de divisores de grau n, digamos [C1],...,[C}]. Dai, por (b) e pelo
Teorema de Riemann-Roch temos

qdimC'j =9 q'n.+1—g -1

H{A€[G] - A0} = g—1  ¢-1
Todo divisor de grau n estd em apenas uma das classes [C1], ..., [Ch], logo
h
A=) [{Ae[Cj] : A>0}| = q%(qnﬂﬁg 5

j=1

Definigao C.1.3. A série de poténcias
Z(t) = Zk(t) =Y  Ant" € C[{]]
n=0

(onde Ay é o definido em C.3) é chamada a funcdo Zeta de K/F,.

Proposigdo C.1.2. A série de poténcias Z(t) = Y o0y Ant™ é convergente para |t| < ¢~'. Mais

precisamente, temos para [t| < q71:

(a) Se K/, tem género g =0, entdo

1 q 1
20 = (1—(qt)a_1—ta>'

(b) Seg > 1, entao Z(t) = F(t) + G(t), onde

F(t) — i - Z qdim[C] . tdeg[C]’
7% 0<deglcr<2g—2

(onde [C] percorre todas as classes de divisores [C] € Ck tais que 0 < deg[C] <29 —2) e

_ h 1—g 2g—2+40 1 _ 1

Demonstragio. (a) Primeiro, mostraremos que um corpo de fungoes de género zero tem nimero
de classe de divisor h = 1, isto é, todo divisor de A de grau zero é principal. De fato: Pelo
Teorema de Riemann-Roch, como 0 > 2g — 2, temos que dimA = degA + 1 — g = 1. Logo,
existe um elemento x # 0 tal que (z) > —A, onde ambos os divisores tém grau zero. Dali,
como deg((z) + A) =0 e (z) + A > 0, entdo (z) + A = 0 e portanto A = —(z) = (z71) é
principal. Assim, aplicando o lema C.1.2 temos

(o) o oo 1

n __ on __ on+1 an
Z Ant = Z Aant - Z q—_i(q - 1)t
n=0 n=0 n=0

para |qt| < 1.
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(b)
Y Agth= 3" HA€[C] : A> 0} ¢l
n=0

deg[C]>0

-y M 1 gy _ 1 S il gdeglC)
qg—1 qg—1
deg[C]>0 0<deg[C]<2g—2

w1 S qleslCling . ydedic) _ 1 S et

g=1 deg[C]>2g—2 g=1 deg[C]>0

= F(t) + G(t), onde
F(t) _ 1 Z qdim[C] . tdeg[C]

g—1
0<deg[C]<2g—2

[o.¢]

(q o 1)G(t) _ Z hq'n0+1~g . tna o Z htna

n=((29—2)/9)+1 n=0

1 1
_ - 29—2+0
= hq I(qt) 1= (a1 —h1 0

a

Corolario C.1.1. Z(t) pode ser estendida a uma funcgao racional em C que tem um pdlo simples
emt=1.

Proposicao C.1.3 (Produto de Euler). Para |t| < ¢~ !, a funcdo Zeta pode ser representada por
um produtorio absolutamente convergente

zZ@)y= ] @—t*eP) (C.4)
PeP(K)

Em particular, Z(t) # 0 para |t] < ¢~ .

No que segue, fixaremos um fecho algébrico Fq de IF, e consideramos a extensao do corpo das
constantes F' = FIF, de K/IF,. Para todo r > 1 existe uma tinica extensao Fqr/F, de grau r com
For C IFq, e definimos

K, := KF;y C K.

Lema C.1.3. (a) K,/K ¢é uma extensao ciclica de grau r (isto é, K./K é Galois com wm grupo
de Galois ciclico de ordem r). O grupo de Galois Gal(K,/K) é gerado pelo automorfismo de
Forbenius o que atua em Fyr por o(a) = of.

(b) Fyr € o corpo das constantes de K.
(c) K,/Fq tem o mesmo género que K/F,.

d) Seja P € P(K) um place de grau m. Entio Cong x(P) =Py + ...+ Py com d := mdc(m,r
v/
places dois a dois distintos P; € P(K,) e degP; = m/d.
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Demonstragao. () E sabido que Fyr /IF, € ciclico de grau e seu grupo de Galois é gerado pela
aplicagdo de Forbenius 8 — B9. Como F, é perfeito, existe o € Fyr tal que Fyr = Fy(x). Dai
temos que K, = KF,(a) = K(c). Pelo lema B.6.1, [K, : K] = [K(a) : K] = []Fq(a Fo] =
além disso, no mesmo lema vimos que o polindmio minimal de o sobre I, é 0o mesmo de «
sobre K. Logo o automorfismo a +— o gera Gal(K,/K).

(b) e (c) saem da proposigao B.6.1 e do teorema B.6.1.

(d) P é ndo-ramificado em K,/K conforme teorema B.6.1. Considere um place P’ € P(K,) pat
que P'IP . Pelo teorema B.6.1 (g), o corpo residual de P’ é 0 compositum de Fyr com o corpo
residual Kp de P. Seja | = mme(m,r). Como degP = m, temos que [Kp : Fy] = m; logo
Kp =Fym e o compositum citado acima é

]qu]qu = ]Fql.

Portanto
degP = [Fy : For] = m/d.

Como deg(Cong, ;i (P)) = degP = m (pelo teorema B.6.1 (c)), concluimos que Cong, /i (P) =
Py + ...+ P, com places P; de grau m/d.
O

Na préxima proposicao precisaremos da seguinte identidade polinomial: se m > 1 e r > 1 sao
inteiros e d = mdc(m,r), entao

(x4 -1t = T] (X ~¢™ (C.5)

¢r=1

onde ¢ percorre todas as raizes r-ésimas da unidade em C. Substituindo X = ¢t em C.5 e
multiplicando por ™" obtemos

(L=t =TT @~ (ct)™). (C.6)

¢r=1

Proposigao C.1.4. Seja Z(t) (resp. Z.(t)) a funcao Zeta de K (resp. de K,). Entao

=[]« (C.7)
¢r=1

para todo t € C (C percorrendo as raizes r-ésimas da unidade).
Demonstragao. E suficiente provar C.7 para [t| < ¢~!. Nesta regiao, a representag a0 como produto
de Euler nos da
z@)= [ JJa-+ degP'y (C.8)
PEP(K) P'|P
Para um place P € P(K) fixado, chame m = degP e d = mdc(r,m); dai

H (1 _ tr-clegPl)—l _ (1 _ tr,n/d)d
P'|P

H(l (Ct"’)—H(l ¢y,
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pelo item (d) do lema C.1.3 e por C.6. Assim, por C.8 obtemos

z@)=1] JI a-@*™ = =1]] 2.
¢r=1

(r=1 PeP(K)

Corolario C.1.2 (F.K. Schmidt). 9 = 1.

Demonstragio. Para (2 =1, temos

zZcty= J[ a-@*") = J[ @-t"P)"=2z@),

PEP(K) PEP(K)

uma vez que 9 divide o grau de P para todo P € P(K). Logo Zs(t?) = Z(t)? pela proposicio
C.1.4. A fungio racional Z,(t?) tem um pélo simples em ¢ = 1 pelo corolario C.1.1, e Z(t)? tem
um pélo de ordem d em t = 1. Portanto 0 = 1. O

Coroléario C.1.3. (a) Todo corpo de funcoes K/F, de género g =0 € racional, e sua fungdo Zeta
é

1
Z(t)= —————.
V= Tna-a
b) Se K/F, tem género g > 1, sua fung¢ao Zeta pode ser escrita da forma Z(t) = F(t) + G(t),
q
onde 1
F(t) = — Z qdim[C] . t(leg[C]
q 0<deg[C]<2g—2
e

Glt) = — <qgt2g_1 1 )

g—1 i-g L1=¢

Demonstra¢ao. Um corpo de fungoes de género 0 que possui um divisor de grau 1 é racional
(proposicdo 2.5.2). O restante segue imediatamente de proposicao C.1.2 e § = 1. O

Nao demonstraremos a préxima proposi¢ao; sua prova pode ser encontrada em [17] (pdgina
165).

Proposicao C.1.5 (Equagao Funcional da Funcao Zeta). A funcio Zeta de K/F, satisfaz a
seguinte equagao funcional:

Z(t)=q" 1t %2 (i> :
qt

Definigao C.1.4. O polinémio
L(t) == Lg(t) == (1 = t)(1 — qt) Z(t)
¢ chamado L-polinémio de K/F,.

Pelo Corolério C.1.3 é ébvio que L(t) é um polinémio de grau < 2g. Observe também que L(t)
contém todas as informagoes sobre os nimeros A,,. n > 0, pois

L(t) = (1 — t)(1 — qt) i Apt™. (C.9)

n=0
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Teorema C.1.1. (a) L(t) € Z[t] e degL(t) = 2g.

(b) (Equagdo funcional) L(t) = q9t* L(1/qt)

(¢) L(1) = h, o nimero de classe de divisor de K/F,.
(d) Escreva L(t) = ag + ait + ... + aggt®. Temos:

1. ag =1 e azg = ¢7.
2. agg_;i = qgﬁiaQQ para 0 <1< g.

3. a1=N —(q+1), onde N é o nimero de places P € P(K) de grau um.

(e) L(t) fatora-se em C na forma

29
L(t) =[] — aat). (C.10)
i=1
Os nimeros complezos o, . .., agg sao inteiros algébricos, e eles podem ser arranjados de tal
forma que a;agy; = q para todo i =1,...,g9.

(f) Se L,(t) := (1 — t)(1 — qt)Z,(t) denota o L-polinémio da extensao do corpo das constantes
K, = KF,, entao
29

Ly(t) = H(l — agt),

i=1
onde os a; sao os dados em C.10.

Demonstragio. Todas as afirmagoes sao triviais para g = 0. Assumiremos entao g > 1.

(a) J4 sabemos que L(t) é um polinémio de grau < 2g. No item (d) veremos que seu coeficiente
dominante é ¢?, donde degL(t) = 2g. A afirmagao L(t) € Z[t] segue de C.9 comparando os
coeficientes.

(b) Direto da proposigao C.1.5.

(c) Com a notagao co corolario C.1.3, temos
h 29—1
L(t) = 1 =t)(1 — gt) F(t) + q_—l(qgt (-1 = (1—qt)).

Logo L(1) = h.

(d) Escreva L(t) = ag + a1t + ... + agqt?. Da equagao funcional (b) temos

1 a a9q—
— 94297y — 229 29—1 9,429
L(t) = ¢t L(qt) " + i + e s+ glagt™.

Portanto agy; = q¢9 7 a; para i = 1,...,9 e a afirmacdo 2 estd provada. Comparando os
coeficientes de t° e t! em C.9 temos que ap = Ag e a; = A1 — (¢ + 1)Ap. Como Ag=1e
A; = N, temos que ap = 1 e a; = N — (¢ + 1). Fimalmente, agy = ¢%ap = ¢7 por 2.
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(e) Cousidere o polinémio reciproco
1
It@) = tggL(;) =aot? +a1t? 9 . tagy =t at? T 4 4O (C.11)

L+ é um polinémio ménico com coeficientes em Z, donde suas raizes aq, ... ,azg € C sdo
L N 2
inteiros algébricos, e L1(t) = [[:2,(t — a;). Logo

1, =2
L(t) = t29Ll(?) =[] - aat).

=1

Observe que as raizes a; de L1 (t) sdo as inversas das raizes de L(t), pois L(a; ') = 0. Da
equacio funcional (b) temos que L' (a) = 0 se, e somente se, L(g/a) = 0. Dai arranjamos
as raizes de L () como

q q
QApy — e, Oy, —, q1/2’ “ =y q1/27 _q1/2) sy _q1/27
aq Qje
onde ¢'/? ocorre m vezes e —q/2 ocorre n vezes. Por C.11,
q q 1/2\n 1/2\n
Q- — Qs — - =
Do (@) () =

Portanto n é par. Como m + n + 2k = 2g, m também é par, e assim podemos rearranjar
aiy, ...,y tal que ojagy; = g paratodoi=1,...,g.

(f) Usando a proposi¢ao C.1.4 obtemos

Lo(t") = (1=t (1= ¢t Z(t") = (1=t = ¢'t") [] 2(¢t)
=1

= a-0u-t) I gap s I

¢r=1

29 29
=TT IT (= at) =TJC0 = ajtn).

i=1¢r=1 i=1

Portanto L,(t) = H?gl(l —alt).

O teorema acima mostra que o niimero
N(F):=N=|{P €P(K) : degP =1}| (C.12)

pode ser facilmente calculado se o L-polindmio L(t) de IK/F, for conhecido. Mais ainda, conside-
ramos para r > 1 o nimero

N, := N(F.) = |{P € P(F,) : degP =1}|, (C.13)

onde K; = KT, é a extensao do corpo das constantes de K/IF, de grau r. Segue agora um resultado
de papel essencial para o préximo capitulo.
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Corolario C.1.4. Para todor > 1,

29
N,:q"—i—l—Za:,
i=1

onde ay,...,asg € C sao as reciprocas das raizes de L(t). Em Particular, como N1 = N(F'), temos
29
N(F)=q+1 —Zai.
i=1

Demonstragao. Pelo item (d) do teorema C.1.1, N, — (¢ + 1) é o coeficiente de ¢ no L-polinomio

L,(t). Por outro lado, como L, (t) = [[22, (1 — a/t), temos que esse coeficiente é — S ol O

C.2 O Teorema de Hasse-Weil
Nesta secdo demonstraremos o resultado mais importante de capitulo, que é o seguinte
Teorema C.2.1 (Hasse-Weil). As reciprocas das raizes de Ly (t) satisfazem
loi| = ¢"?parai=1,...,2g.
Antes de provéa-lo, vejamos alguns resultados que nos guiarao a uma estratégia para tal prova.

Lema C.2.1. Seja m > 1. Entdo o teorema de Hasse- Weil é valido para K/F, se, e somente se,
ele € vdlido para a extensio do corpo das constantes K, [Fgm.

Demonstragdo. As reciprocas das raizes de Lk (t) sdo ai,...,asg. Pelo teorema C.1.1 (f), as

reciprocas das raizes de L, (t) sdo af?,...,a¢™. Assim, o resultado segue imediatamente, pois
_ 172 m| _ 1/2

lail = ¢'? = |af"| = (™). O

Lema C.2.2. Suponha que eziste c € R tal que para todo T > 1,
IN; = (¢" + 1)] < eq'”?, (C.14)

Entao o Teorema de Hasse-Weil vale para K/F,.

Demonstragio. Pelo coroldrio C.1.4, temos N, — (¢" + 1) = — Zf‘il af, logo C.14 nos fornece que
29
> af| < g2 (C.15)
i=1
para todo r > 1. Considere a fungao meromorfa
29
ait
H(t) := ; C.16
=2 T (C.16)
i=1
Seja § := min{lai_l| : 1 <14 < 2g}. O raio de convergéncia da expansao em série de poténcias de
H(t) em torno de 0 é precisamente § (pois o 1 .., asg! sdo as tnicas singularidades de H(t)).

Por outro lado, temos para |t| < § que

29 oo

co 29
Ht) =Y > (oit)" =Y (Z a;') i, (C.17)

i=1 r=1 r=1 \i=1
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Suponha [t| < ¢7V/2. Dai |¢1/%t| < 1 = 322, ¢4 < +oo = 3.2 (cg"/?)t" < +oo.
Logo por C.15 temos que C.17 converge quando |t| < ¢~'/2. Portanto ¢'/? < §. Isso implica
que ¢*/2 > |oy| para todo i = 1,...,2g. Como H?i1 a; = ¢9 (teorema C.1.1 (e)), temos que
|a,~| = ql/z. |

Observe que a desigualdade C.14 é equivalente a uma cota superior e uma cota inferior para
N,: existem constantes ¢c; > 0 e ¢y > 0 tais que

N, <q +1+caq”? (C.18)

Ny >q +1—cq/? (C.19)

para todo 7 > 1. Pelo Lema C.2.1, o teorema de Hasse-Weil vale para K /I, se ele vale para alguma
extensao do corpo das constantes de K. Sendo assim, é suficiente provar C.18 e C.19 sob hipdteses
adicionais que podem serem feitas em uma extensao finita do corpo das constantes apropriada.

Proposicao C.2.1. Suponha que K/F, satisfaz as sequintes hipdteses:
1. q € um quadrado;
2. ¢> (g+ 1)L

Entdo o nimero N = N(F) de places de grau 1 de K/F, pode ser estimado por
N < (g+1) + (29 + 1)g"2.

Demonstrag¢ao. Podemos assumir que existe um place @ € P(K) de grau 1 (caso contririo, terfamos
N =0 e a proposicao seria trivial). Sejam

q = ¢*?, m:=qo—1 e mn:=2g+ qo.

Dali temos que
ri=q—14 (29 + 1)¢"/? = m + nqo. (C.20)

Dado um place P, um inteiro positivo ¢ é chamado ntmero pélo de P se existir um ele-
mento x € K com o divisor pélo (z)ss = P (definigdo 2.5.7). Seja T := {i : 0 < i <
m, e é um nimero pdlo de Q}. Para cada ¢ € T, escolha um elemento u; € F com divisor
pélo iQ (ou seja, (uj)eo = 1Q). Dai o conjunto {u; : i € T} é uma base de £(mQ). De fato:
Primeiro, temos que £(Q) = L(0) = F,, pois se por absurdo existisse z € (K\F,) N £(Q), terfamos
que () = @, um absurdo, pois 1 é lacuna (Teorema 2.5.6). Considere a seqiiéncia

F,=L(Q) CL2Q) C...C L(MmQ).

E facil ver que i é lacuna < £((i — 1)Q) = L(iQ) e i é nimero pélo = dim(iQ) = dim((i —

1)Q) + 1. Logo, como dim@ = 1 e em cada passo da seqiiéncia acima subimos a dimensao em 0

(se i é lacuna) ou 1 (se ¢ é nimero pélo), temos que dim(mQ) = [{u; : i € T'}|. Pela desigualdade

tridngular estrita temos que {u; : i € T'} é lineramente independente, donde temos o resultado.
Agora considere o espaco

L:=L(mQ) - L(nQ)® C L(rQ)

Por defini¢do, £ consiste de todas as somas finitas Y z,y° com =, € L(mQ) e y, € L(nQ);
6bviamente £ é um FF4-espaco vetorial e £ C L(rQ) por C.20.
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Queremos construir um elemento 0 # = € L tal que
z(P)=0 V PeP(K) com degP=1 e P#Q. (C.21)

Suponha que encontramos tal elemento x. Entao todos os places de grau 1 (exceto @) sao zeros
de z e assim, o divisor zero (x)p tem grau

deg(z)o > N — 1.
Como L C L(rQ), temos que

deg(z)o =deg(2)oo <T=q— 14+ (29 + 1)q'/2.
Combinando essas duas desigualdades obtemos N < ¢ + (2g + 1)¢'/2, o que prova a proposigao.
Afirmacédo 1: Todo y € L pode ser escrito de maneira tnica na forma

iy = Zuizg" com z € L(nQ) (C.22)
i€T

(onde {u; : i € T} é a base de £(m@Q) encontrada acima).
De fato: Dado y € £, temos que y = > 2y, com z,, € L(mQ) ey, € L(nQ). Sendo assim, temos
que T, = ) ;o iUy, com ; € Fg = Fqg Vi € T'. Substituindo e reagrupando, obtemos

y= Zui (Z Ct'iyyg") -
v

ieT
Como
o:Fp — Ty
3 , 0

P . / . 7

é um automorfismo em IF, (automorfismo de Forbenius), o; € F, tais que oy, = (o )%. Como go

é uma poténcia da caracteristica de F;, temos que para todo i € T, 3, a;, yi’ = 2° para algum

zi € L(nQ). Logo, y é da forma sugerida em C.22. Resta entao apenas provarmos a unicidade.
Suponha por absurdo que existe uma equacao

> uif =0 (C.23)

€T
com x; € L(nQ) ndo todos nulos. Para cada i € T, com z; # 0, temos

vg(wizd®) = vg(u;) = —i(mod qo).

Como m = qg — 1, os ntimeros i € T sdo dois a dois distintos médulo go. Dai, da desigualdade
triangular estrita temos

vQ (Z ui:vg°> = min{vg(u;z{®) : i € T} # oo,

i€T

contradizendo C.23. Logo a afirmacao 1 esta provada.
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Considere agora a aplicagdo A : L — L((gom + n)Q) dada por
A (Z uizgo) = Zug"zi,
i€T i€T

com z; € L(n@Q). Pela afirmacao 1, A estd bem definida; observe que A nio é Fy-linear, mas é um
homomorfismo de grupo aditivo.

Afirmagao 2: ker(X\) # {0}.
De fato: Como A é um homomorfismo de £ em L((gom +n)Q) e ambos sao [F,-espacos vetoriais de
dimensao finita (logo ambos s@o conjuntos finitos), basta mostrar que

dimL > L((gom + n)Q). (C.24)
Pela afirmagao 1 e pelo teorema de Riemann-Roch, temos
dimL = dim(mQ) - dim(n@Q) > (m+1—-g)(n+ 1 — g).

Por outro lado, como
gom+n=q(e — 1)+ (29 +q) =29 +4q,

obtemos
dimL((qm+n)Q) = (29+q)+1—-g=g+q+1

Logo, C.24 é verdadeiro se conseguirmos provar
(m+1—-—g)n+1—g)>g+q+1. (C.25)

Considere entao as seguintes equivaléncias

m+1l—g)n+l—g)>g+qg+1

< (0—9)29+aep+1-9)>g+qg+1

= q-¢+qw-9>g+q+1

= o> g°>+29+1=(g+1)?

= q> (g+1)%
Como a ultima desigualdade é assumida por hip6tese, temos o resultado da afirmacao 2.
Afirmacao 3: Seja 0 # x € ker(\) C L e P # @ um place de grau 1. Entao z(P) = 0.
De fato: Note que y(P) # oo para todo y € £, uma vez que Q é o tnico pélo de y. Além disso,

como degP = 1, temos que I, é o corpo residual de P, donde y(P)? = y(P). Agora, considere um
elemento z € £ com A(z) = 0. escrevendo = = ;. u;2{°, obtemos

qo0
z(P) = <Zui(P)-zi(P)q°>

1€T
— zugo(P) - z(P)?
€T
= (Z ugozi) (P) = A\z)(P) = 0.
€T

Assim, a afirmacdo 3 estd provada e, portanto, a proposi¢ao estd provada. O
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A proposi¢ao anterior nos fornece uma cota superior C.18 aos nimeros N, (se for tomada
uma extensao do corpo das constantes apropriada). A seguir, queremos obter uma cota inferior.
Comegaremos com um lema de teoria dos grupos.

Lema C.2.3. Considere um grupo G' que é o produto direto
G =(0)xG (C.26)

de um subgrupo ciclico (o) e um subgrupo G C G tal que |G| = m, ord(c) = n e m divide n.
Suponha que H C G é um subgrupo de G com

|[Hl=ne e |HNG|=e. (C.27)
Entao ezistem exatamente e subgrupos U C H com as seguintes propriedades:
U é ciclico de ordem n, e UNG = {1}. (C.28)

Demonstracao. Para 7 € G, considere o grupo ciclico (o7) C G'. Como o1 = 70 (por C.26),
ord(c) = n e ord(t)|m, concluimos que ord(o7) = n. Além disso, (o7) NG = {1} e (o7) # (o7 )
paraT £ T (tudo isso segue de C.26, uma vez que os elementos \ € G' tém uma tnica representacao
A=0',com0<i<nedecqG). Logo, encontramos m = |G| subgrupos distintos U C G’ com as
propriedades C.28.

Por (.26, temos também que G C G' é um subgrupo normal; logo H /HNG ~ HG/G. Por
C.27, isso implica que HG = G’ e H/HNG ~ G’ /G é ciclico de grau n. Tome um elemento \g € H
tal que ord(\(H N G)) = n, isto é, (M\(HNG)) = H/H N G. Escreva \g = 07/, com 7 € G e
a € Z. Temos que mdc(a,n) = 1 (pois caso contrario, existiria um inteiro 1 < d < n tal que n|ad e
logo 0% =1 = /\g =74 € HN G, donde terfamos que a ordem de A\g médulo H N G seria menor
que n). Assim, existem ¢, € Z tais que ta = 1 + rn.Dai

- !
A= )\6 — O_ta,r/t _ al—i—vn(,’_ )t — OTIt.

Assim, obtivemos \ = o7p, com 7p := 7' € G, onde A também tem ordem n médulo H N G. Seja
HNG = {,...,%e}. Definimos

v .= (omot5), j=1,... e

Como vimos no comego dessa demosntracao, os subgrupos UU) C H sao ciclicos de ordem n, sio
distintos dois a dois e U9 N G = {1}.

Resta apenas mostrar que H nao possui nenhum outro subgrupo ciclico U de ordem n com
UNG = {1}. De fato, seja U C H um subgrupo satisfazendo C.28. Como fizemos acima, podemos
encontrar um gerador de U da forma o1y com 73 € G. Como o1y € H e 019 € H, temos

ot = (om0) Hom) € HNG = {1,...,%e}-
Logo 71 = 7o®; para algum j, e U = (o71) = (070%;) = UG, O

A préxima proposicao é o passo essencial para a prova de uma cota inferior para IV,. Conside-
remos a seguinte situaciao: E/L é uma extensao de Galois de corpos de fungdes de grau [E : L] = m,
e é assumido que I, é o corpo das constantes de E e de L. Tome um inteiro n > 0 com m|n e
seja B = EF n (respectivamente L= LFgn) a correspondente extensao do corpo das constantes
de grau n. Seja G := Gal(E'/L') ~ Gal(E/L). Sabemos que Gal(E'/E) = (o), onde o é o
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automorfismo de Forbenius de E’ /E (isto é, a( ) = z para 2 € E e o(a) = o para a € Fyn).
Temos que E'/L é Galois e , se G = Gal(E'/L), temos que G = (o) x G. De fato: primeiro,

[E’ : L) =mn = IG’I = mn. Além disso, c € G ¢ G C G'. E facil provar que o7 = 70 para todo
7 € G. Também, EL = ELFyqn = EFpn = E. Dali, pela teoria de Galois,

{1} = Gal(E'/E') = Gal(E' /EL') = Gal(E' /E) N Gal(E' /L') = () N G.

Logo |{o) X G| =nm = IG'|. Portanto G' = (o) x G.

Assim, pelo lema anterior, ' possui exatamente m subgrupos ciclicos U € G’ com [Ul=ne
UNG = {1}, digamos Uy, ..., Uy,. Podemos assumir U; = (o).
Seja E; o corpo fixado por U; (1 =1,...,m). Entdo E; = F e temos o seguinte diagrama:

Denote por g(E;) o género de E;, e por N(E;) (respectivamente N (L)) o nimero de places de
grau um de F; (respectivamente L).

Proposigao C.2.2. Sob as hipdteses acima, temos:
(a) Fy € o corpo das constantes de E;, para 1 <1i < m.
(b) E' = EiFgn e g(E;) = g(F) para 1l <i<m.

(¢) m-N(L) =37, N(E;).

Demonstmgda ( ), (b) Note que U; N G = {1}. Dai, pela teoria de Galois, E' é o compositum de
E;elL logo E =E;L' = F; LEqm = E;F4n é a extensdo do corpo das constantes de E; com Fn
Como [E E;] = |U;| = n, temos que Fy é o corpo das constantes de E;. Como o género é invar 1ante
sob extensdo do corpo das constantes, temos que g(E;) = g(E') = g(E), parai=1,...,m

(c) Considere os conjuntos X := {P € P(L) : degP =1} eparai=1,...,m, X; := {Q €
P(E;) : degQ = 1}. Temos que provar o seguinte:

U X.i‘ =m-|X]. (C.29)

=1
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Seja P € X. Escolha um place P’ € P(E') tal que P'|P, e chame P, :== P'NE. Como E/L é
Galois, temos que o grau relativo f(P;|P) divide m. Portanto f(P;|P) divide n e o corpo residual
de P’ é Fyn, pelo teorema B.6.1(g). Isso significa que o grau relativo de P'|P é f(P'|P) = n.
Denote por e := e(P'|P) o indice de ramificacdo de P em E'/L e por r o ntimero de places em
P(E') que sio extensoes de P (como E'/L é Galois, e depende apenas de P.). Obtemos

m-n=[E :L=eP|P)- f(P|P)=e-n-r

Portanto m = e - r, e C.29 se reduz as seguintes afirmagoes:

Afirmacao 1: Para todo Q € X; com Q|P, existe exatamente um place Q € IP’(E') que estende
Q.

Afirmagéo 2: Paratodo Q' € ]P’(E') com Q' | P, existem exatamente e places distintos Q € U2, X;
tais que Q'|Q.
Prova da afirmagdo 1. Se Q' € P(E') é tal que Q'|Q € X; e Q|P, entdo

FQ'1Q) = F(Q1Q) - F(QIP) = f(Q'|P) =n.

Logo f(Q'|Q) = [El : E;] = n, o que significa que Q' ¢ a tnica extensdo de Q em E /E;.
Prova da afirmagio 2. Tome um place Q" € P(E') com Q'|P. Seja H C Gal(E'/L) o grupo de
composigao de Q' sobre P, Z C E' o corpo fixado por H e Pz := Q' N Z. Entao

|H| =e(Q'|P)- f(Q'|P)=e-n

e f(Pz|P) = 1, pelo teorema B.8.1. Em particular, se kéo corpo das constantes de Z, sabemos
que N N B
k— Kp, = [k:F)) < [Kp, : Fg]=1= k=T,

ou seja,
[F4 é o corpo das constantes de Z (C.30)

Pela teoria de Galois, o corpo fixado por H NG é ZL'. Temos que ZL' = ZLFgn = ZFgn e

[ZF g : Z] = n (por C.30). Portanto
HAG — (E': 7] _ne
| =z e

Como Py é ndo-ramificado em ZL' = ZFgn (pelo teorema B.6.1(a)), temos que 7' := ZL' é
o corpo de inércia e H NG é o grupo de inércia de Q'|P (pelo teorema B.8.2 (c) e (d), com ZL
fazendo o papel de M).

Agora aplicamos o lema C.2.3 novamente: Exatamente e dos grupos ciclicos Uy,..., Uy, C
Gal(E' /L) de ordem n com U; NG = {1} estdo contidos em H, digamos Uj,,...,U;,. Seja Q;; :=
Q'n E;;. Como U;; C H, temos que Z C E;; logo, pelo teorema B.8.2(b), Q' é o tnico place de
E' que estende Qi;. Por outro lado, e(Q'|Qij) =1, pois E' é a extensdo do corpo das constantes
de E;; (por(b)). Dai temos que n = (E - E;] = f(QI|Q,-J.) . e(Q'|Qij) = f(QI|Qij). Como
n = f(Q'|P), temos que f(Q']Q.,jj) = f(QI|P). Logo degQ;; = 1. Assim, encontramos e places
distintos Q;; € UL, X; tais que Q’IQij.

Reciprocamente, tome Q € X; para algum i € {1,...,m} e QI|Q. Dai f(QIIQ) = n. Pela
afirmacgao 1, QI é a tinica extensdo de Q em E’. Novamente pelo teorema B.8.2(b), Z C E; e logo
U; C H. Assim, U; é um dos grupos Uj; citados acima e @) é o place @Q);; correspondente. Isso prova
a afirmacao 2 e, portanto, finaliza a prova da proposicao C.2.2. O
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Demonstrag¢ao. (Final do teorema de Hasse-Weil 4.2.1:) Como j4 mencionado, resta estabe-
lecermos uma cota inferior C.19 para N, = N(F;). Procederemos da seguinte maneira. Escolha
um subcorpo racional Ko = IFy(t) C K tal que K/Kj ¢é separdvel, e uma extensao finita F D K tal
que /Ky é Galois (observe que existe um elemeto separante ¢, pela proposicio B.9.1). E possivel
que o corpo das constantes de E seja uma extensao propria Fa de F,. Nesse caso, consideramos
os corpos KFpa e KolFia = Fa(t) no place de K e Ky respectivamente. A extensdo E /KoFga é
Galois, e é suficiente provar o teorema de Hasse-Weil para KT /Fga (pelo lema C.2.1). Sendo
assim, podemos assumir do comego que FF, é também o corpo das constantes de E. Além disso,
podemos assumir que

q é um quadrado, e ¢ > (g(E) +1)*. (C.31)

Sejam m = [E K)en = [E: Ko, e considere as extensdes do corpo das constantes E' = ETF gn
K' = KFg e Ky = KoFgn. Pelo lema C.2.3, existem exatamente m subgrupos ciclicos dlstlntos
Vi,.. Vm C Gal(E'/K) de ordem n tais que V; N Gal(E'/K') = {1}. Por outro lado, existem n

subompos ciclicos Uy, . . U,, C Gal(E'/Kp) de ordem n tais que U; N Gal(E'/Ky) = {1}. Temos
também que V; N Gal(E' /KO) = {1}. De fato: como V; C Gal(E /K) temos que, se D; é o corpo
fixado por V;, entdo K C D;; assim, tome a € V; N G’al(E /KO) Dai a fixa D; e KO = a fixa K
e KO = « fixa KKO = KKoFgn = KFyn = K'. Logo a € V;NGal(E'/K') e assim, a = 1.

Logo, podemos assumir que V; = U; para i = 1,...,m. Denote por E; o corpo fixado por U;,
i=1,...,n. A proposi¢ao C.2.2 diz que

m-N(F) = ZN(E (C.32)

n- N(Fp) = ZN(Ei). (C.33)

Com a hipdtese assumida em C.31, temos a cota superior
N(E;) < g+ 1+ (29(E) + 1)¢'/

para 1 <7 < n, pela proposicao C.2.1. Os places de grau um de Ko = F,(t)sdo o pdlo de t e o zero
de t — o para todo o € IF;. Logo N(Kp) = ¢+ 1. Combinando isso com C.32 e C.33, obtemos

m-N(K) = n-N(Kp)+ Zm:N(Ez) - i:N(Ez)

= n(g+1) - Z N(E;)

1=m-+1
n(g+1) — (n—m)(g+ 1+ (29(E) + 1)¢"/?)
= m(g+1) — (n—m)(29(E) + 1)¢"/.

Logo
n—m

N(K)>q+1- (29(E) + 1)¢*/2.

Observe que os ntiimeros m, n e g(F) sao invariantes sob extensoes de corpo das constantes;
logo, estabelecemos uma cota inferior

Ny >q +1- 02qr/2a

com cp > 0. O
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Encerraremos esse capitulo com uma importante conseqiiéncia do teorema de Hasse-Weil.

Teorema C.2.2 (Cota de Hasse-Weil). O mimero N = N(F') de places de grauv um de K/, pode
ser estimado por
IN = (¢+1)| < 29"

Demonstracdo. O corolario C.1.4 nos fornece

29

i=1
onde q; sdo as reciprocas das raizes do L-polinémio de I/IF,. Dai, usando o teorema de Hasse-Weil,
29
>
i=1

2g
IN = (g+1)] = <> |ai| =2gq'.
=1

Note que o teorema C.2.2, aplicado ao corpo de fungoes K, /F - fornece
N, — (g +1)| < 294"

para todo r > 1.
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