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Resumo

Nesta tese apresentaremos a topologia diferencial das Ç-variedades, co-
mo também a teoria geométrica das membranas onde resultados análogos aos
teoremas clássicos (veja ICall e ICa21), são demonstrados. Um exemplo disto
é uma generalização do teorema de Gauss-Bonnet para membia.nas. As bases
teóricas da Tipologia Diferencial das g-variedades estão fundamentadas no
Cálculo Diferencial de Colombeau, teoria que se encontra em IAFJlj, en-
quanto que as bases teóricas da geometria das membranas encontram-se em
IAFJ2j. Em IAFJlj, foi introduzido o conceito de variedade diferenciável
modelado sobre o R". Exemplos construídos a partir de variedades
diferenciáveis foram dados e não se conheciam outros. Aqui, apresentare-
mos mais exemplos de g-variedades e será também desenvolvido o cálculo
diferencial de Colombeau no ambiente das g-variedades. Versões dos teo-
remas da aplicação inversa e da forma local das imersões serão apresentados
neste ambiente. Com relação a geometria das membranas, apresentaremos
conceitos importantes, tais como submembrana, curvatura média escalar,
curvatura de Gauss-Kronecker e geodésica. Existe também uma versão do
teorema de Gauss-Bonnet para membranas. Como aplicação da álgebra
de Colombeau, apresentaremos uma revisão crítica contestando os resulta-
dos obtidos nos artigos IKaml e IMNI, que tratam da troca de assinaturas
cosmológicas, mais precisamente da equação de Klein-Gordon e do censor
energia-momento, respectivamente. Lembramos que troca de assinaturas
cosmológica são caracterizadas pela divisão, por uma hiper-superfície com
bordo, da variedade espaço-tempo em duas subvariedades, sendo que uma
delas é Riemanniana com curvatura constante(Ã = --1, X = 0,K = 1)
e a outra é Lorentziana. Considerando a métrica de Friedman-Robertson-
Walker(FRW) para a variedade espaço-tempo, onde a função de transição é
a função lapso, ampliamos o estudo da equação de campo de Klein-Gordon,
realizado em IKaml para o espaço-tempo plano, e demonstramos que não só
é impossível de se obter a equação de Klein-Gordon no caso em que a troca
de assinatura se dá entre os espaços Euclideano e Lorentziano, mas também
entre os espaços Riemannianos com curvatura constante /( = ül(esfera, es-
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paço hiperbólico) e o espaço Lorentziano. Com relação a IMNI e ainda con-
siderando esta métrica, será provado que não é possível de se obter o censor
energia-momento da hiper-superfície que separa as variedades. Provareinos
as afirmações anteriores com base no teorema do valor intemediário para
funções generalizadas.

Palavras-chave: Algebra de Colombeau, Ç;-variedade, membrana,
relatividade geral.
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Abstract

In this work we present the diíTerential topology of g-manifolds as well as
the geometric theory of membranes. We extend known classical theorems (see
ICall e (ICa21) obtaining a generalized version of the Gauss-Bonnet theorem
for lnembranes. The differential topology theoretical bases of Ç-manifold
aie rooted in Colombeau differential calculus, defined in IAFJll, while the
geometry of membranes has its theoretical bases in IAFJ2j.

In IAFJlj was introduced the concept of diRerential manifold modeled
on R". Only one example was given being other examples unknown. Here
we present more examples of g-manifolds and developed a Colombeau dif-
ferential calculus in the framework of Ç-manifolds. Generalized versions of
the inveise application and of the local form of the immersions are presented
in this framework. With regard to geometry of membranes, we present the
concepts of sub membrane, scalar curvature, Gauss-Kronecker curvature and
geodesic. We also present a version of Gauss-Bonnet's theoiem for mem-
branes.

As an algebraic application of Colombeau's Theory, we present a
critical revision contesting the results obtained in the papers IKaml and
IMNI, dealing with the change of cosmological signatures; more precisely
the problem that deals u,ith Klein-Gordon equation and the moment-energy
tensor. Recall that change of cosmological signatures are characterized by the
division of the space-time manifold, by a hypersurface with boarder, into two
submanifold, one of them being Riemanniann with constant curvature (.K =
--l, Ã. = 0, /í = 1) and the other is Lorentzian. Considering the Friedman-
Robertson-Walker(FRW) metric for the manifold space-time, we study the
Klein-Gordon field equation, accomplished in IKaml for flat space-time, and
prove that not only it is impossible to obtain Klein-Gordon's equation in the
case in which the signature chance occurs between Euclidean and Lorentzian
space, but also ainong Riemanniann spaces with constant curvature .l{. =
:LI(sphere, hyperbolic space) and the Lorentzian space.

With regard to IMNj, we prove that it is not possible to obtain a censor
moment-energy for the separating manifold. The proof, of previous
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amrmations, based on a theorem which states that a function that presents
signal chance in the generalized context does not have a multiplicative
inverse.

Words-key: Algebra of Colombeau, Ç-manifold, membrane, general
relativity.
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As novas funções generalizadas explicam cálculos heurísticos em
física

dão um significado para qualquer produto finito de distribuições.

Jean n'ançois Colombeau
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Lista de Símbolos

As notações abaixo serão utilizadas:

e R denota o anel dos números genes'alizados.

. i = cZI(:«.)l (z.) + .V denota um elemento de R.

8 (#.) representante de i, denotado também por z

. R" : ,...,#«) : z: c ÍR,i á n}

© INo denota o conjunto dos números naturais incluindo o zero

. NK := {(zi, .,z.) : z{ c N, 1 ; $ n}

e ç2 é um subconjunto aberto do conjunto R'

e .K CC Q denotará que Ã. é um subconjunto compacto do conjunto (2

e Para uma. dada função .f : X --, R e O # y C X, denota-se

1/11 1/(z)

. /

. 4 := (0, q) para q C /

e a' = ãaÍ;;ilyllla;;=, onde cv = (cli, ..., a.) é o multi-índice e

e C'(f2,R) R-módulo das funções ./' : Q de classe C'"

. e(Q) = C''((2y é o anel das funções u. : Q --, IR e de classe a" V € € /
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õWt\zJ ê o sut)anel das lunçoes moderadas.

.V(Q) é o ideal das funções nulas.

ç;(Q) := é:A/(ç2)/.A/(Q) é a álgebra de Colombeau.

/ = cZI(/.)l Q) de-ta «m elemento de g(Q)

X denota o espaço Riemanniano.

X+ denota o espaço-tempo Lorentziano.

.A representa a grandeza física relativa aX

'4+ representa a grandeza física relativa a X+.

IÁI = .A+ .4 denota a descontinuidade de uma grandeza física. .4
relativa ao espaço"tempo X :: E U X U X+, onde E é uma hiper-
superfície bordada.

= denota isomorfismo de módulos.

TÀ/ = UPCW TPM denota o vibrado tangente.

l(M) : M : X(P) C TpM VP € M,X C a'}
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Introdução

Inicialmente relataremos alguns fatos que contribuíram com o surgimento
da álgebra de Colombeau. Em 1954 Laurent Schwartz publicou um artigo in-
titulado " Sur I'impossibilité de la multiplication des distribution" (vel a ISchll
e IJurl). Nele encontra-se um teorema que nos mostra a impossibilidade da
existência de uma álgebra (.4(R), +, o) associativa, comutativa e tal que:

1. D' --, .4(R) ]ineaiinente e /(#) = 1 Vz € R, é a unidade de .4(]R);

2. (Á, d) seja uma álgebra diferencial;

3. o operador d restrito a 7y é a derivada distribucional;

4. o lc(K): C(R) x C(]R) -, C(]R) é o produto de funções

Do referido teorema conclui-se que não se pode realizar a operação produ
to no espaço das distribuições sem que algumas propriedades fundamentais
citadas anteriormente sejam preservadas. Exemplos foram construídos pos-
teriormente confirmando o fato (veja IKunll). O caminho para solucionar o
problema foi, então, procurar uma álgebra em que o espaço das distribuições
pudesse ser mergulhada e que fosse associativa, comutativa e diferencial. As-
sim surgiu a álgebra das funções generalizadas de Colombeau, onde o espaço
das distribuições pode ser mergulhado via convolução por funções teste es-
peciais. Para defini-la, temos que considerar as seguintes conjuntos:

Sej.a Q um subconjunto aberto do R". Define-se

. C(Q) : onde / (o,tl;

. em(Q) : )../ C c(Q)

tal que sup.CK la'u.(z)
V K' cc Q,V a c Ng ] p c IV,
O(c p) quando c --, 0l;

. .N'(Q) := {(u.).« C C(Q)

temos sup,CK la'u.(z)
V Ã' cc (2,V c! € rVl} V q c N,
O(cq) quando c --, 0}.

Xlll



Observa-se que eÀ,í(Q), o espaço de todas as sequências moderadas, é uma.
álgebra diferencial e é claramente a maior subálgebra de é:(Q) em que ./V'(Q)
é um ideal diferencial (estável por derivadas parciais).
A álgebra de Colombeau g(Q) é definida como sendo o espaço quociente
de em(Q) por ./v(Q), isto é,

ç(Q) (Q)/.V(Q).
Os elementos de Ç(Q) são, portanto, classes laterais / = (.Ê). + ./V(Q)

denominados de funções generalizadas de Colombeau.
A partir de tudo isto conclui-se que, Ç(Q) é uma álgebra diferencial co-

mutativa, associativa e satisfaz a regra de Leibniz.
Nesta tese apresentaremos as bases teóricas da Tipologia Diferencial das

g-variedades com fundamentos no Cálculo Diferencial de Colombeau, teo-
ria que se encontra em IAFJlj, bem como a teoria geométrica das mem-
branas, com base no conceito de membrana encontrado em IAFJ2j. Serão
apresentados resultados análogos a alguns teoremas clássicos encontrados em
ICall e ICa21, como a generalização do teorema de Gauss-Bonnet para mem-
branas. Como aplicação da álgebra de Colombeau, apresentaremos uma re-
visão crítica contestando os resultados obtidos nos artigos IKaml e IMNj, que
tratam da troca de assinaturas cosmológicas. Lembramos que trocas de assi-
naturas cosmológicas são caracterizadas pela divisão, por uma hipersuperfície
com bordo, da variedade espaço-tempo em duas subvariedades, sendo que
uma delas é Riemanniana com curvatura constante(Ã. = --1, .K = 0, Ã' = 1)
e a outra é Lorentziana. Inicialmente. considerando a métrica de Friedman-
Robertson-Walker(FRW) para a variedade espaço"tempo, estendendemos o
estudo da equação de campo de Klein-Gordon, realiazado em IKaml para o
espaço-tempo plano, e demonstramos que não só é impossível de se obter
a equação de Klein-Gordon com relação a referida métrica, no caso em
que a troca de assinatura se dá entre os espaços Euclídeano e Lorentziano,
mas também entre os espaços Riemanniano com curvatura constante K =
ül(esfera, espaço hiperbólico) e o espaço Lorentziano. Com relação ao artigo
IMNI será provado que não é possível de se obter o tensor energia-momento da
hipersuperfície que separa a8 variedades com relação a métrica supra citada.
Tudo isto se dará com base em um teorema que afirma a não-invertibilidade
das funções que apresentam mudança de sinal considerando..se uma determi-
nada hipótese a mais, presente neste contexto. No capítulo 1, abordaremos
toda a fundamentação teórica da Algebra de Colombeau, Geometria Dizer
encial Generalizada e o Cálculo Diferencial de Colombeau, necessário ao en-
tendimento dos capítulos subsequentes. No capítulo 2, apresentaremos as
bases teóricas da Topologia Diferencial de Colombeau. No capítulo 3, apre-
sentaremos uma nova geometria, tendo como ambiente natural as membranas
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que será denominada de Geometria das Membranas. Iniciaremos o capítulo
com uma breve revisão dos conceitos básicos da teoria começando pela deâ-
nição de pré-membrana, depois são apresentados conceitos importantes, tais
como submembrana, curvatura média escalar e curvatura Gaussiana. Uma
generalização do teorema de Gauss-Bonnet também é apresentada. Final-
mente, no capítulo 4, apresentaremos inicialmente, a extensão do estudo
realizado em IKaml, depois os resultados obtidos em IMNI. Em seguida
é apresentado um resultado que nos mostra que funções generalizadas da
álgebra de Colombeau que trocam de sinal, sob uma determinada condição,
não possuem inversa multiplicativa. Ainda no capítulo 4 e usando o referido
teorema, concluímos que a equação de Klein-Gordon não existe no ambiente
das funções generalizadas se considerada a métrica FRW onde se encontra
a função generalizada que muda de sinal. Como exemplo, podemos citar as
métricas dadas em IKaml para a obtenção das trocas de assinaturas. Além
disso, as componentes do censor de Einstein, as igualdades fracas(associação)
e consequentemente as equações de Einstein, não fazem sentido considerando
esta métrica. Portanto, o tensor energia-momento da hiper-superfície, obtido
neste ambiente(veja IMNI), também não existe com relação a métrica FRW

Na elaboração desta tese foram fundamentais as seguintes referências bi-
bliográficas:

1. 1AJj, IAJOSI, IAFJll e IAFJ2j , onde encontramos propriedades algébricas
e geométricas dos números e funções generalizadas, bém como a teoria
do cálculo diferencial de Colombeau.

2. IAFJ2j, aqui é introduzido o conceito de membrana bém como a noção
de integração em membranas.

3. IGKOSI, IKunll, IKS21 e IKSil, onde encontramos conceitos e resul-
tados da geometria diferencial no ambiente da álgebra de Colombeau
g(À/), sendo .A4 uma variedade diferenciável C"

4. IKaml e IMNI, onde se aborda o tema cosmológico da troca de assina-
turas



Capítulo l

Conceitos Básicos

Neste capítulo apresentaremos as definições básicas e resultados sobre o
anel dos números genera]izados ]R, a á]gebra das funções generali-
zadas de Colombeau Ç(Q)( veja IGKSVI, IKS21, IAJI, IAJOSj) e o cálculo
diferencial de Colombeau (veja IAFJll). Vale a pena observar que os
resultados aqui apresentados valem também para (C. Aqui, encontra-se
também o conceito de g-variedades (veja IAFJll). E finalmente, a teoria da
geometria semi-Riemanniana generalizada, que pode ser encontrada em IKS21
e em IGKOSI. Tudo isto servirá como suporte teórico para o desenvolvimento
desta tese.

1.1 Os números generalizados R
Inicialmente apresentaremos algumas definições básicas, necessárias para

a apresentação do conceito de números generalizados de Colombeau.

Denotando-se por R o corpo dos números reais e / = (0, 11, define-se

e O anel das funções de / em R

C(R)

e O subanel

ew(R) : {z C C(]R) : ]a € R tal que .111%l!(g. = 0l;
Um e]emento de ex/(]R) é denominado de elemento moderado
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e O ideal

.V(]R) « C em(R) lim
€ ;0 Ca .'«}

Um elemento de ./V(R) é denominado elemento nulo.

Prova-se que eA/(R) é uma IR-subálgebra. de e(R) e que .V(R) é um
ideal de CA/(R).

e O anel dos números generalizados de Colombeau, denotado por
R, é definido pe]o espaço quociente de ehí(]R) por .V(R), isto é,

R : (R)/.V(R)

Um e]emento de R é denotado por í :- cZI(z.).cll = (z.) + .V(]R), onde
(z.) é o representante que também pode ser denotado por #.

Observa-se que R é uma IR-álgebra comutativa.

l.l.l A topologia de ll{

. Se z C eA/(R) define-se

.«(«) - {' ' R : in kP - 'l
. Define-se a valorização de z C élA,í(R) como sendo

V'(«) :- ;«p {" ' R : lq B:P - O}

Observe que

. ..'](z) € ./V'(]R);

. V'(z) = .» <:-+ z c N'(R)

Lema 1.1. Se z C eÀ/(R) e .- C .4(z), então l
4(z) é «m inle««Zo.

o0,7-l C .4(z). Em pa íc /ar,

Sendo 4(#) um intervalo, existe um a C R U oo tal que
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.4(:«) -«,, «l ou .'l(z) e }'(«)

Em IAJI provam-se as seguintes propriedades:

Proposição 1.2. Z)aços z, y C eA/(R) e À C R, tem-se.

.Í. }'''(.Xz) (=), « À # 0;

2. }''(zy) ? }''(z) + }'(g/);

3. V((.')..,#)
.g. }''(z + 3/) ? {n/ {\''(:«), }''(y)};

5. }'(#) +m s só se :« € .A/'(R);

6. L' é con.t-*e em c«d. cZ«s« d. .q«{«Zên í mód«Zo N(]R).

A proposição 1.2 nos mostra que a função definida por Scarpalezos,

D: RxR --, ]R+
(ã,&) n e«p( }''(= y))

onde z e 3/ são representantes de ie g, respectivamente, está bem definida.

Corolário 1.3. .4 /urzção Z) é uma uZíraméÉhca em R.

A topologia resultante de Z) é chamada a topologia cortante sobre R e
é denotado por Ts

8 Dados dois elementore e-seLI(:1111

lli #ll :

. Se i=(ii, ...,i.) € R'', define-se

lãll. := maxllliÍll : IS iS n, onde

Definição 1.4. Se r C IR+ e io C R", de$ne-se;

. B,(ão) - {â c R" : lli ioll < ,};

. B,lêol lli ioll $ ,};

. s,(io) - {â c IR" : llã - ioll - ,}

ã: c R}

4



Proposição 1.5. ll ll tem as seguintes propãedades

í. llãll = 0 se e somente se ê 0;

2. se llãll < ll#ll então lli -- gl

s. llxãll êll v À c z;

gll;

4. 11i.gll $ 11ill . ll#ll ;

5. lli + &ll $ maxlllãll , ll#ll}

Para r C R, denota-se por a, a classe cZlc p---} c'l e, portanto, a, C R

Proposição 1.6. O número generaZázado a, satlil /az as seguãnÉes prophedades

. 11«,11 - . '

. llcr i..ul mll = llãl

. lla,ãll la,llllill, p«« lodo ê € ;

e P, := cnog, para r c JKi;

. llõ,ill llill,'

. llall = 1 se a # 0

O próximo resultado é fundamental e nos revela uma das mais impor-
tantes propriedades algébricas de R, provada por Aragona-Juriaans em IAJj .
O mesmo nos fala a respeito do grupo das unidades de IR que é denotado por
/nu(R).

Teorema 1.7 ( Teorema fundamental de Ík)
qualquer. As seguintes a$rmüções é herda,deita:

Sda i C R um eZemenÉo

/ /nu(R) é aberto e denso em iR

2. Se ã g /nu(R) então ezáste um e/eme7zto ãdempote7zÉe e C R taZ que
ã e = 0. .Em partãctzZar, um elemento de IR ou é uma unidade ou um
divisor de zero.
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Este teorema nos fala que o grupo das unidades de R é aberto e denso,
e um elemento i C R é uma unidade ou um divisor de zero. Portanto, ]R
não é domínio de integridade. Além disso, este resultado é extremamente
importante se pretendemos estudar a lbpologia Diferencial, tendo como
suporte o Cálculo Diferencial de Colombeau, onde R, e não um corpo,
é a estrutura correspondente.

A caracterização dos e]ementos invertíveis de ]R é obtida através
do seguinte teorema e sua demonstração encontra-se em IAJI .

Teorema 1.8. Um elemento i C R é uma unidade, se e somente se, para
[.'Z' "p«s.nt-t. « d. i .«êste « 2 0 t«Z qu. l:«(.)l ? .', p«« . .u$cáe«t.-
mente pequeno.

Ainda ein IAJOSI demonstra-se o seguinte resultado

Teorema 1.9. Z)ado ã C IR são equãuaZenfes

1. Todo re'presentante = de ã sati.afaz a, seguinte T)ropl"iedade

Í9Vó>0 ]v7ÓC / ta/quem(c) 2 có, onde0< c<?7Ó,

2. Existe um representante = de ã satàs.fazendo a propüedade (+);

3. Ezáste um «p«sentant z* i taZ que z*(c) 2 0, vc € .r

O teorema 1.9 proporciona a seguinte definição

Definição 1.10. Um eZenzento ie 1R é dito ser não-negativo, quase-posãtãuo
ou q-positivo, se tem um representante satis.fazendo uma das condições do
teorema -í.9. /slo é denotado por ã ? 0. O elemento i C R é dito não-

pos lado, ou q-negaÍiuo se ié q-positivo. Se g C R é outro elemento então
escreve-se ã 2. Ú se â; Ú é q-positivo e ã $ Ü se'Ü ã é q-positilio.

1.1.2 Associação em R
Definição 1.11. Z.)ado um elemento i C R, dáz-se que i está associado â
zero, denotando-se por ã H 0, se existir um representante z de i [aZ que

lim z(c) = 0
t---+0 ' '

Definição 1.12. Z)aços dois e/ementas ã,# C ]R, ié dáÉo associado ã Ü,
denotando-se por i= &, se i -- g H 0. Se ezáste algum a C R com iH a
então a, é chamado número associado ou sombra de ã.
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Em IAFJlj a definição de associação em R é extendida para IR e é anun
dada da seguinte forma:

Definição 1.13. Z)ois elementos i= (i:,...,i.),# = (#i,...,Ü.) C IR" sâo
ditos associados se e somente se ã{ e #i são associado em R para todo l $

1.2 As funções generalizadas de Colombeau
Aqui sela apresentado o conceito de funções generalizadas dado por

Colombeau. Porém, antes serão dadas algumas definições que se fazem
necessárias. Seja Q um subconjunto aberto do R", define-se:

e O anel

f(Q): e(Q,R):=lu:/xQ--,R calque

u. := u(c, .) € C''(Q,R) Vc c /};

. O subanel fA/(Q) de e(Q)

é:&/(Q):(Q,R):)../cé:(Q):VÃ ccç2,VacNJÍJpcRtalque

sup la'w.(z)l = O(c') sempre que c --, 0+}.

Portanto, ea,r(Q) consiste daquelas funções satisfazendo a condição de
moderação chamadas de funções moderadas em Q;

e O ideal

./U(Q) := A/'(Q,]R) := {(u.).c/ c e(Q) : V X' cc Q,V a c Nl} V q c R,

sup la'u.(z)l = O(cq) sempre que c --, 0+},

subanel de flt,r(Q)

O ideal N(Q) consiste, portanto, daquelas funções satisfazendo a con-
dição de nulidade exposta no ideal e são denominadas de funções nulas
em (2
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. O espaço quociente de em((2) por .V(Q), isto é,

ç(Q) Ç(Q, R) : (Q)/N'(Q),

é denominado a álgebra de Colombeau

Denotaremos por / = ól(./:)l = (/c) + A/'(Q) um elemento de g(Q),
onde (.Ê) é um representante da função generalizada / que também pode ser
denotado por /

Observa-se que CA./ (Q) , o espaço de todas as sequências moderadas, é uma
álgebra diferencial. Lembramos que a(Q) é dita álgebra diferencial se for
uma álgebra e existirem derivações

õ: : ,4(Q) (Q), com á C {á, ,«}

que sejam funções lineares satisfazendo a regra de Leibniz

Claramente em(ç2) é a maior subálgebra de é:((2) em que JV(Q) é um ideal
diferencial (estável poi derivadas parciais). Portanto, Ç;(Q) é uma álgebra
diferencial comutativa, associativa e satisfaz a regra de Leibniz. Um elemen-
to de g(Q) é denominado de função generalizada.

Seja Q C R" uin subconjunto aberto e /n := (0,?7) para algum ?7 C /.

Defina QA := {(z.) € Q/ : ]p > 0 com 1=.1 $ 6 p, V c C /.} e a seguinte
relação de equivalência em QA/:

(z.), (y.) € Qm são equivalentes, ou seja, (z.) «., (3/.), se e somente se,

dado qualquer q > 0 existe ?7 € / tal que lz. -- Z/.l $ cq V c € /q.

Seja Q := (2W/ «', note que se Q = IR, então O IR e que R" = R"

Definição 1.14. Um elemento z C Q díz-se compactamente suportado
se tem um representante (z.) e se ez ste um subconjunto compacto Ã.' de Q
Lal que =. ç: K T)ara e suRcientemente pequeno.

Denota-se o conjunto dos elementos z C Q compactamente suportado por
Q.. Tais elementos são denominados pontos generalizados.

Podemos incluir Q em ç2. pela aplicação z C ç2 --, cZlc n z.l € {2., onde
#; -: z para todo c C /. Note que, a imagem de Q é um subconjunto discreto
deR

Em IAFJlj encontra-se o seguinte resultado
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Proposição 1.15. Seja Q C R" um subconjunto aZ)eNo.
suóc07Üanto aberto em R"

Então, Q. é um

Definição 1.16. Soam / C g(O),i € Q. e z, / representantes de ã e /
respecfíuamenle. O valor pontual generalizado de / em ié de$rzÍdo por

/(i) := c/lc -, ./(c, g.)j C R

Este conceito foi introduzido por Kunzinger-Oberguggenberger(veja
IKOI). O teorema que segue, devido a eles, diz que Õ. e não Q, é o domínio
natural de ./: e sua demonstração encontra-se em IKunll

Teorema 1.17
lodo ã c Qc

Se / C Ç(Q), então ./ = 0 se e somente se /(i) 0 para

A caracterização de funções generalizadas que possuem inverso multi-
plicativo é dada pelo teorema seguinte, cuja demonstração encontra-se em
[AJOS] .

Teorema 1.18. Soam Q um suóc07Üunto aberto do R" e ./ € Ç;(Q)
seguintes a$v"mações são equivalentes:

.4s

/. / € .rnu(g(Q));

2. .f(e) C /no(IR), V { C Õ.

1.2.1 Associação em g(Q)
Em IKunll podemos encontrar o conceito de integral para funções gene-

ralizadas, que é dado da seguinte forma.

Definição 1.19. Sda J llm intervalo aberto de R, / C Ç;(J) e a,b C J
integral generalizada é um e/ementa de R de$nido por

Á

.C .f :- .ZI. n .C /c(t)dtl,

onde J. .f.(t)dt é .a integral de Riemann e (f.) é um representante de .f

A próxima definição substitui o conceito de igualdade, possibilitando as.
sim a solução de algumas equações diferenciais parciais no ambiente gene-
ralizado.
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Definição 1.20. [/ma /unção generaZãzada .f C g(Q) é dita associada à zel'o,

denotando-se por j-- ç), se e=bte um representante Çjt] de f tal qu,e

lim / /c(z)p(:«)d:«

ou sqa,

.Ê D'(Q)

Definição 1.21. Z)uas @nções gerzeraZãzadas /, Õ C Ç(Q) são ditas asse
ci,o,düs, denotando-se por J H ü, se f õ H Q.

A noção de associação também é empregada para obter compatibilidade
com o conceito de distribuição, conforme a definição dada a seguir.

Definição 1.22. Soam / C g(Q) e u C D'(Q). -Dãz-se que, / admite w
como disthbuição associada, denotando-se por f-- u, se

lim / /.(:«)p(z)dz = <w,p> Vp c D(Q).

,4 dãstübuÍção co é denominada a sombra distribucional de /

Q

:teorema 1.23. Seja L
Então:

D'(Q) ----, ç(Q) u«.« {me«âo de D'(Q) em g(Q)

]. se ./ C C-(Q) e «, € D'(Q) tem-se qKe

.(/o) = .(/).(«,);

2. se /,g € C(Q), tem-se que

(fg) .l.f).(g);

. se / C G(Q) e zo C Q, então

/(zo) = .(/)(go);

#. sdamg : Qt g C (7' e / C C'(Q2). .Então,

(j . g) .(.f) ' g;
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5. sda g : Qi "m 'ü/eomor$smo e «, € D'(Q2) Então,

.(g' . «,) H .(«,) . g,

onde g* (.w) denota o pullback de w

Teorema 1.24. Soam ./,Õ € ç;(Q) e / H ã. Então

1. D'j H D'Õ, 'Vcl c Nno'

2. &(h)/ H &(h)Õ, V/t € C'"(Ç2)

Em IAFJll Aragona, Fernandes e Juriaans definem a aplicação

k (Q)

por k(/)(i) = /(ã) para todo i C Q.

Considera-se Ç(Q) munido com a topologia cortante(veja IScall e ISca21),
enquanto que (;-(Q., IR) possui a tipologia da convergência pontual, isto é,
/. (y'(O.,IR) se e somente se /n(z) --, /(#) para todo :« C Õ.. A
partir disto provam o seguinte resultado.

Teorema 1.25 (Aragona-Fernandes-Juriaans). Sda ç2 m subconlunlo
«be«t. d. R". Ente', c.m «/«ção « m.ryuZ . K : ç;(Q) --* C-(Õ.,IR) tem-se
gue

/ K é um monomor$smo de W.-átgebras;

2. para todo j C çl.n) e para todo a mutti-índice, tem-se que

K(D' .f)

Este é um importante teorema, pois nos mostra que de fato as funções
generalizadas podem ser vistas como funções de classe C'- possibilitando,
assim, tratar a teoria das funções generalizadas como uma teoria do cálculo
diferencial. Observe também que todas as irregularidades desaparecem e as
distribuições tornam-se funções C"
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1.3 O cálculo diferencial de Colombeau
Nesta seção sela apresentado o Cálculo Diferencial de Colombeau, de-

senvo[vido por Aragona, ]31ernandes e Juriaans em IAFJ]l. Para tanto,
considere o ambiente R' munido com a topologia produto.

l R l T){ +b.pnn'-: n'';,-.
x e \z + .a. .a..J' xxvJ. \=xxva.eA.qgLA.q./

Definição 1.26. Sda U C Í#' um subc07Üunto aberto, /
Dizemos que f é diferenciáuel em zo se eaáste zo C R. tal que

U--.,R e zo C U

/(z) : j'(zo) : ?9<?
r-'o a iog(ll= =oll)

!0-.
Neste caso,

zo= lim :fllQta!)
n,---'oo (lln

onde cv« = cZlc -, c"l.

/(«.)
) (1.1)

Note que,

/(«) /(«.) ;.(« «.)
a- log(llz =oll)

1./'(«) -- /(zo) -- .o(« «o)ll
l« «.ll (1.2)

A definição 1.26 é uma generalização da derivada de Héchet e de
modo análogo ao caso clássico, zo é dita a derivada de / no ponto zo e é
denotada por D/(zo). Portanto, se / é diferenciável em zo, então podemos
escrever

/(.) (zo) + 0/(«o)(z «o) + E(z), (1.3)
com

1:.
r--'zo a--logjlz zol

0 (1.4)

Com relação a este conceito de derivada, o próximo resultado nos garante
que todas as propriedades de derivação clássica do cálculo são satisfeitas.
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Teorema 1.27. Sejam C/ C R um subc07Üunto aberto e /,g
fun ções diferenciáveis. Então:

1. fg é diferenciáuel. e

D(.fg) go(j) -F fo(g)

2. se fÇU) está cobri,da no domínio de g, então

0(g ./)(ao)(./'(«o) . 0/(«o)),

on,de f é diferenciáuet em zo c U c W. eTtquanto que g é di,ferenciáuel
em .f(zo) C L' C ]R, y aberto.

g. se g(aç) C /nu(R) Vz C U, então tem-se que

DÇj l g) golf) -f otg}
ga

Seja U C R' um subconjunto aberto munido com a topologia produto

Definição 1.28. Soam / : t/ --» R,aç = (z:,...,z.) e zo = (zoi,
elementos de U. Sela l $ { 5; n e suponha que ezdste a C ÍR taZ que

,zo.)

.:. :fQu.h-o
.zoi+ A, «..) /(«.:,...,«..)

CE logjjhll
34-o

.4 derivada parcial de ./ em relação a zi no ponto zo é de$n da por
Ü(".) - «..

Definição 1.29. C/ma apZácação ./
ezãsÉe a =(ai,...,a.) € R'' taZ que

é dita dãferenciáuet em =o se

.:.
z''zo (y--logll= zoll

0
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Definição 1.30. Sda / : U ---, R uma aplicação dll/erencááueZ em zo

Z)e$ná-se o gradiente de / como sendo

v/('.) - (#-, ..., ig)
Definição 1.31. De$ne-se;

e O iR-módu/o das funções de classe C'k por

C'* (H, R) {/: U a'/eC'(t/,R) Vaca" taZque05; lal $k},

onde k C N;

e O R-módulo das funções de classe C'- por

C''(U,R) n''w,®
Em IAFJ21 Aragona, Fernandes e Juriaans continuaram a desenvolver

o cálculo diferencial de Colombeau e apresentaram os seguintes teoremas,
análogos a dos teoremas do cálculo diferencial clássico.

Teorema 1.32. Soam U e V suóc07Üuntos abertos de R", / : C/ ---) V
uma função com inversa g . V ---, U. Se f é diferenciáuel em =o C U,
det(O/(zo)) € -rn«(R) . g c-lúu" .m g/o = /(zo), .ntã., g é di/e«n.ãá«Z
e'm 'yo

Consideremos o mergulho K : g(Q) --* C-(Õ., ]R) e a função

(/:, ,/s) C g(n)' , k/,) € C''(Q.,R)',
será também denotado por k

Teorema 1.33 (Teorema da função inversa). Sda (2 um suóconlurtlo
«Z,edo ' conuez. d. R'', / C Ç;(Q)" . zo C Q. t«J qu. det(Ok(/)(zo)) C
/no(]R). Então, ezástem t/ e V subconjuntos abertos de R" tais que z. € t/,
(k(/))(zo) C }' e k(/) : t/ --, V é um C''-di@omor$smo.

Teorema 1.34 (Teorema da função implícita). Sda Q um suóconj%nto
aZ,edo e cona,ezo de R " x ]R", / C ç(Q)' e (zo, yo) C Q. taZ que k(/)(zo, yo) =
0 . det(O,(k(./))(zo,3/o)) c /n«(]R). Então, .«totem U c R" . U c ík'
ÉaZ que (zo,3/o) C U x V C Q. taZ gue para lodo z € P ezáste um lírico
g(z) C }' «m k(/)(z,g(«)) d{«., « /Maçã. g : U ---, }' é C;- .
0g(.) (k(/))(«,P(«))]''] 0,(k(/))(,,g(«)], P«« t.do z € U.
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1.3.2 Integração
Agora, a partir da função k, definida anteriormente, define-se a integral

da seguinte forma:
Seja J um intervalo aberto de R, / € g(J) e ã, il € .4, define-se

.C t(.f) - ':ZI' n ./= /.(t)atl,

onde (a.), (b.) e .Ê são representantes de ã, ie .f, respectivamente, en.

quanto que XÓ=' /c(t)dt é a integral de Riemann.

Proposição 1.35. Sda J um ínterua/o aberto de R e ã, b C Jc

. dados /,Õ € ç(J), À C R e õ € Z:, então

J:K(.F+ xã) - .f:K(IÍ) + x J:KÇÕ)

. J:K(i) - jiK(j) + J:K(j;)

Usando o teorema anterior pode-se demostrar que o análogo do clássico
teorema fundamental do cálculo é válido nesta estrutura, cuja demonstração
se encontra em IAFJll.

Teorema 1.36 (Teorema ]i'undamental do Cálculo Generalizado). Se
J é um inteructlo abe'rto de W., ã ç: J., f C ÇÇJ) e F é a. Junção de$ni,da, sobre
J. por F(ã) = .f= n(..f), então F é uma Junção diferencàáuel e

''@ - « ( .Ç «(.Õ) - .(.Õ
1.4 A Ç-variedade

Seguindo o mesmo método de obtenção de conceitos e resultados funda-
mentados em ]R'', análogos aos de R", é introduzido em IAFJlj o conceito de
variedade diferenciável modelados sobre o IR"

Definição 1.37. Seja X um colÜunío. t/m aulas generalizado de classe
C'- e dome,''ão n «b« X é «m« /amza{« .4 = {(UÀ,uX)}*.« «h@««'ío
cls seguintes condições:
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-Z. O # UÀ C X, para cada À C A e X = UX.A UÀ;

2. para cada À C A a aplicação ux : UÀ --} uÀ(UÀ) é &ma apZácação

bÜetiua de UÀ C X soó7'e o subconjunto azedo uÀ(UÀ) C IR" e para lodo
par À,p C A,o conlunÉo uÀ(UÀ fl UP) é um suóconyurzto aberto do R";

3. « «plãc"ção u, .u;: : uÀ(uÀ n uP) ---, %,(uÀ n uP) é «m d@:omo$sm.
de classe (-;' para cada (À, p) C A x A.

A família .4 = {(UÀ, uÀ)}xcA pode também ser chamada de Ç-estrutura
diferenciável.

Definição 1.38. Urna uahedade dll/erencíáueZ generaZizadarou Ç-uahedade)de
dimensão n e classe C' é um par (X, .4), onde X é um c07Üurzto não-vazão
e .4 é um g-aulas dimensão n e classe C'' sobre X

Também em IAFJlj é proposto um roteiro para construção de Ç-variedades,
obtend(>se assim uma infinidade de exemplos. O mesmo consiste em msociar
a cada variedade diferencial, no sentido clássico, uma Ç-variedade de mesma
dimensão. O referido caminho será apresentado em seguida.

Sejam X um conjunto, .4 # a um subconjunto de X e @
R" uma aplicação bijetiva. Considere o conjunto

Á ----» @(.4) c

Áx('P) :- {(#.) c Á' : 'ZI('P(".))l c @(Á).}

com a seguinte relação de equivalência

(z.) H (y.) (Ú(z.) - @(y.)) € (.V(R))"

Pode-se considerar, então, o conjunto quociente .4x(@)/ u, que é dente
Lado por .4'(@), isto é,

.4'(@) :

Observe que

ul(=.)1 1(z/.)l cZI(@(z.))l (y.))l,

onde dl(z.)l denota a classe de equivalência de (z.) € .4x(@) módulo H

O lema seguinte é aplicado na demonstração de um resultado que afirma
a existência da Ç-variedade associada a uma variedade diferenciável clássica.
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Lema 1.39. cegam X um c07Üunto, (a # .A C X um suóc07Üunto de X e
@ : -4 --, @(.4) C ll&" uma apZãcação ÓÜeÉãua. .Então, ezásle uma aplicação

-tu«Z {..«,.# : .A e um« «pZã«çã. Z,meti« @' : .4'(@) ---, @(.4).
bovrtando o seguinte diagrama comutatiuo

Á Je-, @(..4)

6

.,I'(@) -JL VGÁ).
onde a L é a imersão natural de 'P(.4) em @(d).

Teorema 1.40. S©a (.A4, .4) uma u« idade C''-dd/erencíáueJ de d m nsão
]V .nde .4 {(aÀ, PÀ)}À«. .Então, ezütem um« g-«à.dado M* := U*.. U;(PX)
e .4* := {(U:(PX), g:)}À« t«Z q«e tod. .pZãc.ção d@««cáá«Z e$nid« «Z,"
M induz uma. aplicação diferenci,áuel de$nida sobre M*

1.5 Geometria semi-Riemanniana generaliza-
da

Faremos agora um breve relato do quadro teórico em que se encontra a
geometria pseudc-Riemanniana generalizada, necessária para um melhor en-
tendimento do estudo baseado em IKaml e em IMNI, que será apresentado
no capítulo 4, referente a troca de assinaturas cosmológica. Nesta teoria
encontram-se os conceitos e resultados análogo-clássico, tais como: métrica
pseudo-Riemanniana, conexões e tensor curvatura. Além disso. encontra-se
o lema fundamental da geometria pseudo-Riemanniana, bem como a noção
de geodésica. Tudo isto no ambiente generalizado. Para um maior aprofun-
damento teórico veja IKunll, IKS21 e IGKOSI

Seja X uma variedade diferenciável, de Hausdorff e paracompacta, de di-
mensão n. Denota-se por 7)(X) o espaço dos operadores diferenciais lineares
sobre X. Define-se:

. f(X) = C"(Xy, onde / (o, il

. eÀ/(X) = {(u.). C € : VK' CC X,VP C P(X)]N' C N

sup,CK IPu.(p)l = O(c JV),quando c --, 0}.
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. A/(X) = {(u.). C é:À/(X) : VÃ' CC X,Vm € No

sup,CK IPu.(p)l = O(c"), quando c ---, 0}

A álgebra de Colombeau sobre X é definida como o quociente

ç;(x) (x)/.v(x)
Os elementos de Ç(X) são classes laterais denotadas por

ã l(u.).l

Observa-se (lue é:A/(X), ./v'(X) e, portanto, Ç(X) podem ser caracterizad-
os localmente, isto é, ã C Ç(X) se, e somente se, ã. = ã o é;,: C Ç(@..(ya))
para toda carta (Ua,@.) e ã« lé.(vanva)' ãP lóa(\ nvD) oÓP o @;l para todo
c-,/3 com ya n u# # o.

Observa-se também que eA/(X) é uma álgebra diferencial com relação a
derivada de Lie, enquanto que .V(X) é um ideal diferencial de élm(X). Logo,
é:à/(X) e .N(X) são invariantes pela ação de qualquer P € P(X). Então,
faz sentido a noção da ação de P em ã, que se dá do seguinte modo: Dados
ã C g(X) e P C 7'(X), e«th

Pã : l(Pu.).l,

onde Pã é um elemento bem definido de Ç;(X)

Uma rede (p.) € XI é dita compactamente suportada se existem K CC X
e ?7 C / tal que p. c /( Vc C /u O conjunto de tais redes é denotado por X..

O espaço X. = X./ -' denota o conjunto das classes de equivalência dos
pontos generalizados suportados compactamente (p.) C X/ com respeito a
relação de equivalência

(p.) «' (q.) -w+ dh(p., q.) = O(c") V m > 0,

onde dü denota a função distância sobre X induzida pela métrica Rie
manniana A.

Para toda função generalizada ã e para todo p C X.

{Z(P) : cZI(u.(P.)).l
é um elemento bem definido de R. Além disso.

ã = 0 se e somente se ã(p) Vp c X.
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O ç(X)-módulo das secções generalizadas de um vibrado vetorial .E --, X
é definido por

I'Ç(X, -E) : I'c. (X, E)/Fx(X, E),

onde

. r.(x, z) : (r(x, z)y;

. I'c.(X,E) : {(;.). C I'c(X,E) l Va,Vã 1, , n' : ((.1.).) € 8«.(@.(ya))}

. I'.v(X,E) : {(s.). C I'e(X,.E) l Va,Vá *, ..., n :((;1.).) C .V(@.(ya))}

As secções generalizadas são denotadas por

g - cZI(s.).l + I'.v(X, .E)

Sua expi'estão local é denotado por g., onde (Ua, W.) é dada por gl
@b o g o pb é a i-ésima componente com respeito a carta vibrado vetorial
(t''a,'Pa.J

Uma secção g C I'ç(X, E) é chamada associada com zero, g H 0, se todas
suas componentes XI. = 0 em g(g..(ya), Va. Enquanto que w C D'(X, -E) é
uma sombra distribucional de g, denotado por i H w, se g: H wi para cada

Dado u:-n campo tensorial generalizado T c g:l(X) = 1'ç(X,iq(X)),
chama-se as n'+' funções genes'alizadas sobre Ua definidas por

Z

Tlalet;;P':= r lua(dzP', ...,drP',ÕI....al,)

suas componentes com respeito as cartas (ya, 'b..)

Um elemento ã de Ç(X) é dito associado à zero, ã H 0, se

\tm l u.F= Q

para toda p C I'.(X, uoJ(X)) compactamente suportado e um (portanto,
todo) representante (u.). de ã. O conjunto I'.(X,uoZ(X)) denota o espaço
das C'-seções no vibrado (uoZ(X), X, n) com suporte compacto. Enquanto
que, se

€

.x

!R l «. - (m.ü
.x
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para algum w C Zy(X), então w é chamado a sombra distribucional de ã
e é denotado por ã H m.

Lembramos que um campo vetrial ?7 : X ---) 7'X é uma aplicação que
associa cada p C X um vedor tangente q(p) € TPX, onde TX := U,.x TPX
é o vibrado tangente. E que

l(x) : x : {(P) c %x vp c x,( € C''}
indica o conjunto de vetores tangentes e de classe O'

A derivada de Lie é definida por

1. .h/:= q/, onde 0.f = á(/oa)(t) com a'(0) q e a(0) = p;

2. Lqe IT7, €1 , onde l77, (l = w7€ e?7 é o colchete de Lie e ?7, { C l(X)

Uma função generalizada ã € Ç7(X) é dita k-associada com zero, ã =e 0,
onde l $ k 5; oo se para todo J $ k, para todo campo Ci, --.,(z C l(X) e um
representante(portanto, todo) (u.). tem-se que

liU Z''. . . . Z'e. u.

uniformemente sobre conjuntos compactos, onde

Leã := cZI(Leu.).l, € C l(X)

e L(u. = Cu. é a derivada clássica de Lie de u. com respeito à €

E ã admite / como função C'k-associado, denotado por ã ak /, onde
l 5; k $ oo se para todo Z $ k, para todo campo Ci,...,(! C l(X) e um
representante(e portanto todo) (u.). tem-se que Z'e- ...Lâ(H. /) --, 0 uni-
formemente sobre conjuntos compactos.

Um (0, 2)-campo sensorial distribucional g C D'(X) é chamado não-
degenerado se g(e, 77) = 0 V?7 C ]l(X) implica € = 0 em l(X).

Seja ã C Ç;!(X), as seguintes afirmações são equivalentes

1. Para !13fia c«y (ya,V'a) e cada " C (V'-(ya)). a aplic'ção Õ.(aç)
R' x ]R' --.- R'' é simétrica e não-degenerada;
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2 Õ(z) : ç.l(X) x Çé(X) --, Ç;(X) é simétrica e det(ã) é in«nível em
ç(x);

3. det(ã) é invertível em Ç(X) e pala cada conjunto b' C X, existe um
representante (g.). de Õ e um ?7 C / tal que g. lv é uma métrica pseudo-
Riemanniana diferenciável para todo € C /u.

Seja ã C Çg(X) satisfazendo um dos item)s anteriores (1, 2, 3), e portanto,
todos. Se existe algum .j C No com a propriedade de que para cada subcon-
junto aberto relativamente compacto V de X existe um representante de ã
como no item (3) tal que, o índice de cada g. igual a .j, chama-se .j o índice
de ã

Um (0, 2)-campo tensorial generalizado ã C Ç;g(X) é chamado uma métrica
(pseudo-)Riemanniana se esta satisfaz uma das condições equivalentes ante-
riormente relatadas e possui um índice(diferente de zero) .

Uma variedade diferenciável X munida de uma métrica (pseudo-)Riemanniana
generalizada é denominada de variedade (pseudo-)Riemanniana generaliza-
da. Se o índice de Õ é igual a l ou n -- l, (X, Õ) ou simplesmente X é chamada
de espaço-tempo generalizado.

Seja ã = cZI(g.).l uma métrica pseudo-Riemanniana generalizada. Então,
a métrica inversa Õ': := cZI(g;:).l é um elemento bem definido de Ç;g(X). Ela
é denotado por g'Ó e suas componentes por Õ'j , enquanto que as componentes
do representante por g:j

A métrica generalizada também é denotado por

di' l(as?).l

Exemplo 1.41. pp-métrica impulsiva Íueya //ÍSS/9

d.' - /(«:)Ó(u)du' - dud« + E::::(a«:y,
onde =' -. Q=, Uh denota Q coordem,idas transuersa, gera'ndo umü sul)erfície

de onda.
.4 métà« g.n««Zá«'í« ''m "m' ,'p««t-te (d.?), .nde

d.? (z:)P.(u)du' Judo + E:::.(a«;'):, «m c C /

Exemplo 1.42. Métrica Schwarzschild rz/da /S,fj?/)

ds2 h(,)dt' - h(,) :d,' + ,'dQ',
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.«d. h(,) é ««. fazem.«to d. Z,;.(R:) e dQ' - d0' + ««'0'ZÇ':
com 0 C 10, «1, p C 10, 2«-).

.4 méthca generalizada tem como representante (ds2), onde

h.(,)dt' h.(,)':d,' + ,'dQ', com h.(,) - -1 + 2m(}).

Exemplo 1.43. Métrica descontínua Íuega /Ãam7)

d.sn

onde J(t] -- H(.t] -- H(.--tà com H é Q fun,ção de Heauiside e UÇ--tà
1 - H(t)

,'i méÉhc« g.ne«ZÍ«d« *'m como «p«..nt-t. (d.?), ond.

ds? - (2.rC,P(')a; - l)dt' d«'

Uma conexão sobre uma variedade generalizada X é uma aplicação

V : Ç.l(X) x Ç.l(X)

satisfazendo

8 V€77 é IR-linear em q;

é g(X)-linear em e;

. Ve(uq) uVW+e(u)q, Vu C Ç;(X)

A partir daqui utilizaremos a notação de Einstein, isto é, índices repetidos
significam somatório.

Seja (Ua, P.) uma carta sobre X com coordenadas z:. Os símbolos de
Christoffel para esta carta são funções generalizadas r'l} C g(Va) dadas por

ç',.4 - í8a, l.$ i,.j $ n

O lema Fundamental da Geometria (pseudo-)Riemanniana Generalizado
afirma que: se (X, ã) é uma variedade pseudo-Riemanniana generalizada
então, existe uma única conexão generalizada XZ tal que

. le,ol

. {ã(q,r) (Va,.'-) + Õ(q, '?e,-) Ve,,7,.'- c Çil(X)
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Neste caso V é denominada de conexão de Levi-Civita generalizada de X
e é caracterizada pela fórmula de Koszul

ã(Vm, .'-)
Õ(,-, l{, ,zl)}

{ {eã(o, .'-) + ,7õ(,-, e) ,õ(e,,7) #(e, 1o, ,l) + õ(o, l.'-, €1) +

Dada uma carta (ya, @.) comi coordenadas contínuas , tem-se que para a
conexão de Levi-Civita generalizada V' de (X, ã) e € c Ç(l(X),

võ: ({í q ) (g$ + f;bej)õ.

Os símbolos de Christoffel generalizados são dados por

í'5 - {õ*"(gF + 1lF - gi). o.Q
A ação de uma conexão clássica V sobre campos vetoriais generalizados

(,Õ é dado por

vêõ : l(vao.).l,

onde Va'z. +l'hjq:e!)ak.

Lembremos agora o conceito de derivação covariante clássica:
Sejam X uma variedade diferenciável com conexão V, a : 10, 11 --, X uma

curva diferenciável e V um campo vetoiial ao longo de a. Se V é induzido
por um campo de vetores y € 1(X), isto é, V(t) = y(a(t)), a derivada
covariante de b'' é definida por

ç''''M :- v.,ml'' - Ülr + rS«'$) a («w.
O conceito de derivada covaiiante induzida de uma métrica generalizada

é dada da seguinte forma:
Sejam (X, ã) uma variedade semi-Riemanniana genera]izada, J C ]l{ um

intervalo e a C Ç;(J,X). Para todo -K CC X existe q C / e Ã'' CC X tal
que a.(Ã') Ç K' para todo € C /q Então, existe um representante (g.) de
Õ tal que g. é uma métrica pseudo-Riemanniana em uma vizinhança de .lÍ'
Seja € = cZI((.)l C lç(cl), a derivada covariante induzida de { sobre a com
respeito a ã é definida por

ê' - czl((:).l,

23



é a derivada covariante induzida de {. sobre cl., com respeito a
métrica g..

Valem as seguintes propriedades da derivada covariante induzida de €
sabre a com respeito a Õ:

i.(«à+ &y-,â+,é, V,,.CIR, â,&cl,(a);
2. (uêy # +«e' VuCÇ;(J),e€1Ç(a);

3. (e ' ay = 'Ü.'(.)e em lç(a), ( c Ç;J(X)

Uma geodésica em uma variedade generalizada (X,ã) é uma curva ' €
g(J, X), onde J C R, satisfazendo '" = 0.

Seja (71') um representante de 7". Fixado c, a forma local de "rl' é definida
por

7l' - (dg + r5j'y$)ü
Então, 7 é uma geodésica em (X,Õ) se e somente se

cll(É +l'5j9g)l -0 e«, l,(a)
Seja (X, ã) uma variedade pseudo-Riemanniana generalizada. Se ã.ü

>l,(g.Ó), onde g.Ó é uma métrica pseudo-Riemanniana diferencial clássica,

então, em qualquer carta ]'iA; = o-(]'jÀ;), onde I'lk denota o símbolo de
Christoffel de g, tem-se que

Va vp7 Ve, ,z c Ç.l(X),

Seja (X, ã) uma variedade pseudo-Riemanniana generalizada com conexão
de Levi-Civita V

e O tensor curvatura Riemanniana generalizado RIÍÓ. C Ç=1 (X) é definido
por

:? + f=f:. f'h'" (1.6)

e O censor curvatura de Rica generalizado R.Ó C çg(X) é definido pela
contração do tensos de Riemann generalizado

R.ó
aF'

:# + í:;.:f;:. - fbf':.. (1.7)
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e A curvatura escalar generalizada ou (curvatura escalar de Rica gen-
eralizada) R C g(X) é definida pela sua contrição usual do tensor de
Rica generalizado

Ê:= Õ'bÊ... (1.8)

e O tensor de Einstein generalizado G.ü c Ç;g(X)

l
RÕ.b.Gab '.-- Rnb

2 (1.9)

1.6 Membranas
Em IAFJ2), Aragona, Fernandes e Juriaans, baseados na topologia in-

troduzida em IAFJ31 e IAFJ4j, apresentaram o conceito de membrana e es-
tenderam a definição de integral dada em IAFJlj para integral sobre mem
brana. Nesta seção apresentaremos os conceitos fundamentais da teoria das
membranas, necessários na construção da geometria das membranas que será
apresentada no capítulo 3.

Iniciaremos o seção com a definição de pré-membrana

Definição 1.44. Sda ç2 C R" wm subconjunto aberto, denota-se por P'(Q)À/
a famzaia de subconjuntos ÇM.) de çt tat que

1. existem um subconjunto comi)acto K C Q e vl € 1 tais que M. C K
para lado e ç: ln;

2. a, f'unção caracteMstica, de M. é Lebesgu,e ihtegráuet parca todo e e in

O; .Zem'«[« d. 7'(Q)« sã. d.«omá-do. d. p,é-m.mZ,«n« em Q

Observação: Note que 1. implica que {cZI(z.)l : z. C M.,Vc € /} c Q.

Definição 1.45. Seja ('7.) uma /amz2ía de elementos de C:(lO, ll,R")
é chamada de históha em R." ou simplesmente históMa se:

/. ('r.(lO, il)) é ««.« p,é-m.mZ,«-,
2. ezástem .N C N, C > 0 e v7 C / tais que

vt € 1o,il.
'((t) $ Ce-N , 'qe C in e

Valem as seguintes definições, análogas aos conceitos clássicos
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Definição 1.46. Um« hütóh« ('r.) é dàt«

1. fechada, se para, todo e 'pequeno a c'ür'uü 't. far fechada, isto é, a.qOÜ --
'y.(1)É ;

2. simples se para todo e pequeno a c'Üma ''íe for simples, isto ÕN tt,ta ç:
(0, 1), 7.(t.) # 'y.(t,);

3. positivamente (negativamente) o'rtentada se 1. é positivamente ('negativamente)
orientada para todo e pequeno

Na sequência é definido a seguinte relação de equivalência em P'(Q)m;

(M.) -- (]q) <-+ ] (@.) € .A/'(Q,]R") tal que a função @
deHnida por

/ x (2

@.(z)

satisfaz

@. ( .A4. )

Desta relação de equivalência, surge o conceito de membrana, que é dado
seguinte forma:

Definição 1.47. Os elementos do espaço quociente 7'(Q)A.r/ -, são chamados
de membrana em R' ou símpZesmenée membrana.

E observado que:

1. se (M.) - (J<), e«tão

{c/l(z.)l : =. C M.,V. C .r} = {cZI(y.)l : y. C ](,V. € -r}

2. A função .j P(Q)À// «' ---, O. é definida por

j(cZI(m.)l) l(z.)l : z. C M.,V. C /}

A partir daí usa-se a notação X = cZI(X.)l para membranas em R"
O conceito de integral sobre membranas também é dada.

Definição 1.48. Sda / = ól(/.)l C g(n), M = dl(ÀÍ.)l uma memb«n. em
R' e À a medida de Z,ebesgue sobre R". O número generalizado

.f : -, / /.aÀI
NÍ J M.

é chamada a integral de .f sobre a membrana M
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Capítulo 2

A Tipologia Diferencial de
Colombeau

Neste capítulo apresentaremos as bases da Tipologia Diferencial de
Colombeau a partir do Cálculo Diferencial de Colombeau, teoria que
se encontra em IAFJll. Versões dos teoremas da aplicação inversa e da forma
local da imersão são apresentadas no contexto das Ç;-variedades.

2.1 A Ç-variedade revisada
Em IAFJlj foi introduzido o conceito de variedade diferenciável modela-

do sobre o R". Apenas exemplos de Ç-variedades construídos a partir de
variedades diferenciáveis foram apresentados e outros não eram conhecidos.
Neste seção apresentaremos mais exemplos de Ç;-variedades e é desenvolvido o
cálculo diferencial de Colombeau(veja IAFJll) no ambiente das ç-variedades.
Versões dos teoremas da aplicação inversa e da forma local das imersões serão
apresentados neste ambiente.

2.1.1 A topologia em uma g-variedade
A topologia em uma Ç;-variedade rn-dimensional (M, .4) é induzida pelo

g-aLIas .4 e é definida da seguinte forma: Um subconjunto .Á C À4 é aberto
se, e somente se, para toda carta é.. : Ua C M ---, @.(Ua) C ÕI' perten-
cente a .4 cqm Á n Ua # O, tem-se que @..(.A n Ua) C QI' é um subconjunto
aberto de R'". Lembramos que, R''' e ]R estão equipados com as topologias
produto e cortante Ts, respectivamente. A topologia de uma g-variedade M
será denotado por Zçm.
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Na oportunidade definimos Ç-variedade topológica como sendo uma
g-variedade onde as cartas são apenas homeomorfismos, isto é, para cada
ponto em J14 existe uma vizinhança homeomorfa a um aberto de R'''

Definição 2.1. Seja À4 um c07zjunÍo. Um Ç-at/as de dimensão m e c/asse
O'- soZ,m M é um« .hmzaÍ' .4 {(UÀ, ux)}*.« «ÜDc-do « .'gui«Ées «n

rl q r' n p çi '

/ para cada, X C h. o, aplica,ção uX '. UX ---., (LXc é hm bombo'm,or$smo do
subconjunto aberto UX C M. no subconjunto abeto uX(UX) C çtxc, onde
ÕI é um aberto contado em @"' ;

2. O / UÀ C M, para cada À C A e .A4 = UX.A UÀ;

3. para todo par a, P C A, com u.nuo # o, os suz'conlu'lhos u..(w)
. uP(W') sã. «Z,edo. «ntídos m : e ng, «.pe.tí«m n*', '"qua«t.
gue Õl: e Õg são aZ)fartos contidos em IR"' taZ que

u.(W') --, uP(W)

é um difeomorlismo de classe C'

Como vla teoüa clássica tem-se as seguintes denominações

. o par (UÀ, ux) é denominado uma cartaroa sistema de coordenadas)
de .4.;

e seus. M eu: U --+u(.U)C.Çtc éumhomeorítor$smo deU sobresua
:m«gem, .nd. Q. é «m s«Z,c.nJ-to «ó.N. d. R"', o p« (U,u) é dát.

"mp«túeZ «m .4 « p«« c«d« p« (UÀ,uÀ) C .4 com W Pnux #®
tal que

uÀ(W') -- u(U/),

é um dijeomorh;mo de classe C' onde

uÀ(W) C Õ: e u(n') c õ.

sãg subconjt fetos abertos, enquanto que Ot é um subconjuvLto aberto do
R
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Segue-se que, para um dado Ç-aftas A de dimensão m sobre M, existe
um único ç-aftas mázãmal .A* de dimensão m sobre M de$nido por:

(U,u) C .4*, se e somente se, (U,u) c ,4 ou (t/,u) é compaÉúe/ com .4.

A família .4 = {(UÀ, ux)}xcA pode também ser chamada de Ç-estrutura
diferenciável.

Definição 2.2. Uma uaMedade dllferenciáueZ generaZãzadarou G-uaóedade,)de
ám n ão m ' 'Z«s. a' é «m p« (M, Á), o«de M é «m «n#-to e .4 é ««

ç;-alias d'imersão m e classe C" sobre M

2.1.2 O teorema da invariância da dimensão
Agora, apresentaremos uma versão do teorema da invariância da dimensão

para Ç;-variedades. Antes porém será anunciado o seguinte lema que pode ser
encontrado em IJacll e IAMll, necessário para a realização da demonstração
do referido teorema.

Lema 2.3. Sela R é um anel comutatiuo com rz dado. Se R" e R" /atem
isomorfos como R-módulos, então m = n.

Teorema 2.4 (Teorema da invariância da dimensão). S©a (.A4, .4) uma
ç-uaüedade. Então, a dimensão das camas do Ç-alias .A é constante em cada,
contponente cone=a de M

Demonstração

Suponhamos que existem pares de cartas (Ua, @.) e (Ua, @P) pertencentes
ao g-at]as ]. = {(Ua,@.)}..., onde é.(Ua) C Õl:, sendo Õl: C ®" um

subcol!:jnunto aberto, para algum m C N, enquanto que @P(UO) C ÕP, onde
õg C R'" é subconjunto aberto e tal que W = Ua n Ua # ®. Então, temos
que

@p ' é;' : @.(w) --, @p(H'')

é um difeomorfismo, ou seja, dado p C @..(W) a aplicação

d(@p ' él;:), : R" --, lk"

é um R-isomorfismo de módulos. Como R é um anel comutativa com
unidade, então pelo lema 2.3, se conclui que m = n. H

Observamos que no caso de M ser apenas uma g-variedade topológica,
para a demonstração da invariância da dimensão se aplica o teorema de
Brouwer sobre a invariância do domínio (veja IHWI).
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2.1.3 Exemplos de Ç-variedades

Exemplo 2.5. O R-mód%Zo R"

R" - U -a:(«).
zejR''

D«'ío. z. c ]R" . « c«d« é. : .B:(zo) c R" (zo)) c ]R"
'4gorn, realize tina mudança de canas através da apZ cação

Obseme que:

r : B:(@.(zo)) c ]R" (o) c R"

de$nád« p« I"(z)
Podemos, então, considerar um G-altas má mal contendo camas do

tipo y = r o @ : B:(#o) c R" - (o) c lk". Podando, IR" é uma
Ç-uaüedade.

Exemplo 2.6. ,4 Ç-es/ern un táha Sn ::: .[aç C ikn+i : ] ]

le B

Cota as seguintes observações dctdas em IAFJll e a, ordeltação que se
encontra em GAIOS):

/ z ...,#....:) C ]R"'': de$ne-.e lzl, El=:z?){, que é ándu;í'Zo

reza apZãcação ®-biZãnear < ., . >: R"+i x IR"+l -. R de$nida por

< z,y >= 11:11 ziy ;

2. «: € ]R, z: > 0 « =: tem um «p«..«t-te ;: t.Z que ;:(.) > 0 p««
todo e € 1.

Podemos considerar um Ç-altas A com as seguintes Ç-cartas: Para cada
á = 1, ...,n + 1, de$na os suócolÜunlos abertos;

[4' ,...,z:,...,z.+:) € S":z: > 0},

e

q {(«: , , z:, ..., z«+l) C S" : z' < 0}

De$nü, agora, as camas $t
]R" : lzl2 < 1} por

11 .....+ TTt ,...-n à
u ' vi UVllu u 1,...,n +
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@f((«-, ..., ««)) - («:, ,zi-:,:L l [(«:, ..., «.)]!,«'*:, ..., «")

Exemplo 2.7.
.M(n x m, R).

O R-mód%Zo das matizes de ordem n x m é denotado por

/nãcãaZmente observe que a apZãcação @ : .M(nxm, R) de$nãda
por

@(( «:j ) ) aln; ...; aml, ..., a««)

é um IR-Ísomo$smo de módw/os, ou sda,

.M(n x «., R) = ®'" "

Podemo', .«t'', con.id.«, «m g-«[Z« soó« .M(n x «.,]R) e opte, «.«
Ç-uadedade de dimensão m . n. Em radicular, quando m :; n temos que
.M(n,R) = IR"' é uma Ç-uaàedade de dimensão n'

Exemplo 2.8. .4 Ç-subuaüedade aberta

Sejam M umcl Ç-uaüedade e U um subconjunto aberto de M. Então, U
é uma Ç-uadedade.

Para provar tal a.Rmrtação vamos considerar um Ç-altas .Aw para M e
o seguinte Ç-aLIas para U

Áu U, @. lu.-) : (U.., @.) C Á«.}

Ente,o, o par ÇU.Fu) é uma Ç-uaüedade

Exemplo 2.9 0 g«.PO Z{««, GÉ(n, ]R)

O gmpo linear das matizes com entrada em W. é de$nido como sendo

G'L(n,]R) {Á c .M(n,R) : aCtA c -rnu(R)}

Pel,o teorema. jxndamental de W. (ue:]a. IAJ]) tem-se que Inu(]R] é um aber-
to em R. Sendo det : .M(n,R) apZácação confúua, então
det':(/n«(®)) R) é «m «cedo d. .M(n,®). Como .M(n,R) é «ma
g-uaàedade, então GL(n, R) é uma Ç-t,aóedade.

Obsemação. ]VoÉe qu. GZ,(l, R)
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2.2 O produto de Ç-variedades
O próximo lema irá nos proporcionar a demonstração de que o produto de

g-variedades é uma g-variedade, bem como a possibilidade de calcularmos a
dimensão.

Lema 2.10. ]R''t' x íik'"2 :, R'"'+m' onde ml, m2 CN
Demonstração

Sabemos que ]R", com m C N, é um módulo sobre o anel R com identidade
IR. Seja ei : l $ á $ m a base canónica de iR'''. Então, temos que:

i. iR": = ©=.IR;

2. ]R"' = o;!:R;

3. ]R"'+"' = ©il!?-"'@.
Portanto, de (1.), (2.) e (3.) obtemos

R""'''"' B oZ'r''"'iK B ©=':ÍR oj=: k = IR"' © ®"" - R"' x IR''

Proposição 2.11. Soam (.A4t,.4i) e (M2,.42) Ç-uaãedades de dãmerzsões
ml e mz, respectàuemente. O produto cartesiano Mt x Mz é uha Ç-uaüedade
de dá7nensâo lnl + m2.

Demonstração

Considere as cartas

@.P : Ua X UO C .A4: X .A42

definidas por

@..P(z, y) (z),@P(Z/)),

onde a carta @. : [/a C ,A4i ---) ]R ' pertence ao Ç-at]as .4t, enquanto
que a carta ép : t/0 C À42 --+ R"'' pertence ao Ç-atlas .42. Além disso,
é.(Ua) = B:((@..)(zO)) e @#(U#) )(yo)).

Observe que
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$.nÇU. x Uoà @.(Ua) X @P(Uõ)

B:((é.)(«o)) x B:((@p)(yo)) c R"' x R"'

Agora, pe]o ]ema temos que ]R": x ]R"2 = IRmi+m2 onde mi,m2 C N.
Então, as cartas @.# estão bem definidas e formam um g-atlas .4. Portanto,
(Jt4i x .A42, .4) é uma g-variedade de dimensão m: + m2. H

Podemos generalizar o lema anterior da seguinte forma

Lema 2.12. lli.i ]R'i = ]REfn":, onde mi C N com l $ { $ k

Com este lema podemos generalizar a proposição obtendo-se assim o
seguinte corolário:

Corolário 2.4.3. Seyarrz À4i,..., M. Ç-uaüedades de dimensão mi, ...,m.,
respectàuamente, Calão ITZ;. À4. é uma Ç;-uahedade de dimensão >:i::. mi

2.3 Aplicações diferenciáveis e módulos tan
gentes

2.3.1 Aplicações diferenciáveis entre Ç-variedades
Inicialmente será dado o conceito de diferenciabilidade entre Ç;-variedades

Definição 2.14. Sejam A/{" e -A42n g-uamedades. C/ma aplicação / : J\4i" --,
M; é dita diferenciáuel, no ponto p € M.t se existem caH,as {p . V C M2 --,

p(}') C.Qr çm /(p) e @ : U C Mi --, @(U) C ng em p com ./:(U) C }', on'í'
ç2g C iR"' e õf C iF' são subconjuntos abertos, tais que

P. f . $-' '. (4 --, Qvc,

é d@«ncàá«Z em @ :(p)

Definição 2.15. .4 apZÍcação / é dii/erencááueZ em um aberto de À4t se é

dájerencãáuet em todos os T)autos deste abeto. E f é de classe C' se local-
m.«-te fo« de classe C'

Como no caso clássico, observa-se a partir da condição 3, do conceito de
aulas, que esta definição não depende da escolha das cartas.

Será dado agora o conceito de curva em IR"
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Definição 2.16. Seja J um subcozzj&nto aberto de R, uma cume em R"
é uma apZícação a : a: --.-, R" com a = (a:,...,a.), onde cad« a{ é uma
aplicação de Jc em R

Definição 2.17. .4 cama c! é dli/erenciáueZ se cada ai o /or.

Podemos escrever a(t) = (zi(t),...,«;«(t)) C IR" com t C a:. Agora,
sejam. c J. tal que a(t.) a'(t.) , ...,al.(t.)) c ÍR". Seja
/ : Qc ---, R uma ap]icação diferenciáve] definida em uma vizinhança Qc C ]R"
de p = (pl, ...,p.). Restringindo-se / a curva cv : J. --, R" podemos escrever
a derivada direcional segunda u C ®" da seguinte forma

d
((/ . a)(t)) á/(":(t), ---, '«(t)) I'-'.

:(gÍ) 1 -.. C:) i.-..{-1

íl «:.'.,z',,
( 11: ioaá;w)/,

onde cada z{ C IR e

?r(p) = !im:f(?:' -.P-+ A,...,P«)(P:, ...,P«)
azi ~'' Ã-;Õ a. K,gllAll

Portanto, como no caso clássico, a derivada direcional segundo u é um
operador sobre funções diferenciáveis que dependem unicamente de u.

Agora, será dado o conceito de curva em Ç-variedades

Definição 2.18. Sejam JW uma Ç;-tiaüedade e J um abano de R. Uma
aplicação daferenci,aval. cx . J. --, M, é chctmada de curda em M

Seja À/ uma Ç-variedade, então o conjunto das funções de .A4 em ® dife-
renciáveis em p será denotado por DP

Definição 2.19. Considere uma curda cr : J. --, .A4 e suponha que a(to) =
p € M. .4 «Z«{d«de d' cu«,« a .m t. c J. é . «pZic«ção a'(t.) : O. --, IR
d,e$ni,dü por

a'(t.)/ .a)(t) l.-..,

onde f ç: Dp
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2.3.2 Módulo tangente
Agora, será apresentado o conceito de vedor tangente a uma g-variedade

M em p.

Definição 2.20. Um ueÍor tangente em p C M é a ueZocídade em t
«Zg"m« c««,« a : .4 --, M «m a(tO)

to de

Observação: O conjunto dos vetores tangentes a J\4 em p será denotado
por TPM

Proposição 2.21. Sega M uma Ç-uahedade de dimensão n.
TPM com as operações wsuaãs de Junções é um R-módulo livre

0 conjunto

Demonstração

Seja z : U C Õ. --, À4 uma carta em p C M,onde Õ. C ]k" e tal que
z(0) = p. Vamos expressar a função / C Z)P e a curva cl nesta parametrização
por

/ . z(P) ..,«.)

e (:«': . a)(t) , ««(t))

Restringindo ./' a. a, obtemos

a'(t.)/ .a)(t) l.-..

- (EL: «l(to)ã(p))/

Portanto, o vedor a'(to) pode ser expresso na parametrização z por

a'(to) EZ;;: «l(t.)á (p)

Agora, em TPA/ define-se a seguinte estrutura de módulo:
Dados u,u C TPA'f existem curvas a,P : J.: ----, M com a(tl) = p,

#(t2) = p e u = a'(t:) : O. --, R, « - P'(t2) : D. --, ik. A soma
u + u : Z)P "' IR e o produto À . u : DP '' IR, onde À C R, são funções
definidas por:

1. (u + u)(.f) + «(/), V/ C 0,;
2. (,X «)(/) X . utf).''gÍ c Dp
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Observe que, a cada carta escolhida z : U --, iW existe uma base associada
{(ã$)., ..., (á),} .m %M

Portanto, o conjunto TPJ14, com as operações usuais de funções é um
]R-módulo finitamente gerado. a

Definição 2.22. O cona nto TPM é denominado de módulo tangente

Observe que aqui o termo vedor é utilizado em uma situação bem mais
geral em que TPM é um módulo livre.

2.4 A derivada de uma aplicação diferenciável
Vamos agora estudar a noção de derivação de funções definidas em Ç.

variedades.

]l)roposição 2.23. Sejam .A4lm e À42 g-uaãedades e / : .A/i --} .A42 uma
aplicação difereTiciáuel. Para cada 'p C M\ e cada u C TpM\, esmo\ha. uma
c««,« d@««cáá«/ a : J. --, M: com a(t.) = p . a'(t.) = «. a-.i'í"' «
c'üma Í3 :: 0o ct. Então Q aplica,ção

dfp '' TpMt --' Tfkp)Ma,

de$nida por djp(.u) = 13' (.Q), é um R.-hontomor$smo que não depende da
escolha da cume cx.

Demonstração

Como / é diferenciáve] em p C À4t, dada uma carta y : V' C R" --, À42
em /(p) C M2 eüste "ma cinta z : t/ C R" --, M: em p, tal que, @(z(U)) C
y(y). Além disso, y': o @ o z : U C llk" --, V C iR" é diferenciável em

: (P)

Agora,

(g/': . / . z)(q) (y:(z- , ... , :««), , y.(z: , . .. , ««)) ,

onde(z:, ..., z«) C H e(3/:, ..., 3/.) € t'
Por outro lado, expressando a na carta aç, obtemos

(z': . a)(t) , «.(t) )

Logo,
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(z/': . P)(t) (y': . / . a)(t)

(y: (z:(t) , .. . , ««(t)) , , y.(z:(t) , . .., «.(t)))

E"tã', ' exp:"sã' de #'(to) - b"' {( ' (/(p)))}..:.. de T/MMa,
associada a parametrização Z/, é dada por

P'(t.) Z:: 8-«1(to), ..., g9«1(t.))E
Portanto, #'(to) não depende da escolha da curva cl

Temos também que

P'(to) - dFp('-')(to)) - (gb)«*m(«': ' '*(tO))(«;(t.))m*:

Então, agp é um homomorfismo de módulos de TPIVt em T/(P)À42, cuja
matriz nas bases associadas às cartas z e g é a matriz (2u-). H

Definição 2.24. .A apZ cação R-linear relfehda na proposição 2.23 é chamada
a. diferencial de f em p.

O teorema seguinte nos dá a regra da cadeia para Ç-variedades

Teorema 2.25 (regra da cadeia para g-variedades.). Soam J\4i, À6 e
Ma ç-aiahedctdes. Se f . M\ --) Ma e g l Ma --+ Ms silo aplicações diferen-
ci,ágeis em p C MI. e fQpÜ ç: h4a, respectimame'nte, então Q função composta
g o f . Mt --+ Ma é diferenciáuel em p e

ütg. f). ag]«,]' af.
r) nwl n n ç:+ r n "; '.''y"

Como g é uma aplicação diferenciável em /(p) existem cartas ?7 : Us C
Ma '' '7(U3) C Õ? em g(/(p)) onde Õ2 C ]R" é um subconjunto aberto com
,7(g(/(P))) = 0, p : U2 C M2 ---» ç'(U2) C Õr em /(p) onde Õr C IR* é um
subconjunto aberto com p(/(p)) = 0 tal que g(U2) C U3. Além disso, a
aplicação

7 '7 o g o 9': : @(U2) ---, q(U3)

é diferenciável em p(/(p)).
Temos também que / é diferenciável em p C À4i, então existe uma carta

é : Ui C MI --, @(C/i) C Õg' onde Õg C iR"' é um subconjunto aberto com
@(p) = 0 e /(Ui) C U2, tal que a aplicação
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A -P-* . i . + : #ÇU-] --* -PÇUah

é diferenciável em @(p)

Agora, pela regra da cadeia para R-módulos do tipo R", temos que

d(''r . h)o

Enquanto que,

dgfçpà -- dHo\ o d'yüo d(pf(p\ e dfp-- d(pot o alho d+p

Então,

(g o /), aOi: o d("yo h)o o d@,

dqi:o(d7o o dÀo)od@,
(dqi: o d'h o 'Z9/M) o (dpã: o dho o aé.)
dg/(p) o dFp n

Definição 2.26. Sejam Jt4i e A42 Ç-uamedades. Urrza apZ cação .f : Mt --} ]14Z

é qm, difeomor$smo se el,a for diferenciáuet, bijetora e suü inversa f '
M\ + Ma for diferenciáuet.

Definição 2.27. C/ma apZácação @ é um dll/eorn07:/isco ZocaZ em p C M, onde
M é uma Ç-uav\eda,de, se existirem uizàTthanças U de p e V de 4kpü tais que
+ l U -, V for um difeomarfismo.

Observe que se / : À4i --, J\42, onde À4i e .A4a são g-variedades, for um
difeomoríismo, então clip : TPMt --' T/(P)JM2 é um isomorfismo R-linear de
módulos para todo p € JI/i .

Teorema 2.28. Sejam À/i e .A42 g-uamedades de dimensões iguais a m e n,
respectiuame'nte. Se f . M\ - M.z é um difeomorfbmo, então m = n.

T)nmnnetrnnãn"B"

Sendo .r : .A4'l --, À42 um difeomorfismo, então dado p C Mi existem
"rtm p : U., C M2 + y'(UP) C Of em torno de .f(p) com p(0) = /(p),
é : UÓ C M: --, @(UÓ) C Q? em torno de p com @(0) e /(@(UÓ)) C UÓ,
tal que
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p.f.@'" +Çuóh cÇ14--, p(u..hcÇIK

é um difeomorfismo, onde Of C ®' e QV' C IR" são subconjuntos abertos

é-i

/

P

bÇ.uà c q -
.p"fo'b L

Portanto, temos que

d(y o ./' o Ó':)p(.) : ÍR"' '' R"

é um R-isomorfismo de módulos. Como R é um anel comutativo com
unidade, então, pelo lema 2.3 tem-se que m = n. H

No que segue, será apresentado a versão do teorema da aplicação inversa
pala g-variedades. Para realizar a demonstração precisamos do seguinte
lema

Lema 2.29 S©a .4 € AÉ.(R) As seguintes a$mnações são equiualevttes

/. .4 : lk" - [áua;

2. .4 : 1R" --} IR" é bÜetãt;a;

g. detÁ € /nu(R)

Para demonstração do lema necessitamos do seguinte teorema, cuja a
demonstração encontra-se em IJaclj.

Teorema 2.30. Se R é um anel comutatãuo com unidade, uma matiz ,4 C
Mn(R) é {n«,tí«eZ .e e «mente s. det .'l C /n«(R)

Demonstração do lema 2.29

Vamos prover inicialmente que (2.) +-> (3.):
Sendo .4 : R'' ----, R'' um homomorfismo de módulos, então, ,4 é bijetiva

se e somente se ,4 é invertível. Como R é um anel comutativo com unidade
então pelo teorema 2.30 .4 é invertível se e somente se det.4 c /rzu(R).
Provando-se então a equivalência entre (2.) e (3.).
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Provaremos agora que (1.) <::+ (3.):
Vamos provar inicialmente que (1.) -+ (3.).
Suponhamos que det.4 çl /nu(ÍR). Pelo teorema 2.30 não existe .4'i €

.A4n(R). Sendo assim, a equação .,4u = 0 tem solução não nula, contradizendo
assim a hipótese (1.).

Será provado agora a recíproca, isto é, (3.) -+ (1.)
Suponha que det.4 C /nu(IR), pelo teorema 2.30 existe .4'i. Logo, a

equação .4u -: 0 tem solução única, isto é, u ;: 0. Portanto, o homomorfismo
.4 : R'' ---, R'' é injetor. H

Uma versão do lema 2.29 com demonstração encontra-se em IKS21.

Teorema 2.31 (Teorema da aplicação inversa). Sejam À4i e A42 g
uaúedades n-dimensionais. Seja J l lx/lx --, Ma uma ap\icação diferenciáuel
le classe C'" que é localmente imagem de %mü junção generalizctda e cuja
ieT"iuo,dü 110 ponto 'p € M\, djp . TpMx ----+ TftpàMa, é url\ isomor$s'mo.
Então, f é wm dileo«o«fb«o lo.«l.

Demonstração

Como../ é diferenciável em p, então, existem cartas p : yP C J\42 --'
p(UP) C Of em /(p) e é : UÓ c À/: --» #(UÓ) C Õg e:n p t,l q«, /(UÓ) c UP
e a aplicação

P o / o @': : é(Uó) C Õf ---, P(Vp) C Õr

é diferenciável em é :(p), onde Õg e Õr são subconjuntos abertos do IR"
Além disso, existe /óv' € Ç(Q@, QV') tal que

k(/dp) l+(t/.)= 'p'/ oé :

é-i

/

P

@(%) C ÕZ' i;;=, P(yp) C Õr
Temos também, por hipótese, que ayP

então
TPM --} T/(P)N é um ]R-isomorfismo,
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d(k(/Óv') lé(t/.))ó(.)

é um R-isomorfismo Então, pela lema 2.29, temos que

det d(k(/+P) Id(ud)éM c /nu(®)

Portanto, pelo teorema 1.33 existem U e V subconjunto abertos de Ík"
tais que 'p(p) C U, (po/oé :)(p(p)) C }' e a aplicação po./ o@-: : U --, b'
é um difeomorfismo.

Portanto, / é um difeomorfismo local. H

2.5 Imersões, mergulhos e subvariedades
generalizadas

Nesta seção apresentaremos os conceitos de imerção, mergulho e subvar-
iedade generalizada. Também será apresentada uma versão do teorema da
forma local das imersões no contexto das g-variedades

2.5.1 Imersões generalizadas

Definição 2.32. Seja ./ : U c ]14 ---., /V uma ap/{cação dil/erencááueZ de
:tosse C' , onde M e N são g-uaüedades de dimensão m e n respectiuam.ente.
Se dfp . TpM ---} Tftp\N é injetiuü em zm ponto 'p ç: U, J é dita umo,
imersão eni p. Se ./: é uma imersão em cada ponto p C H, / é dita ma
imersão.

Agora será apresentada uma versão do teorema da forma local da imersão
para Ç-variedades. Antes, porém, será deânido a imersão canónica em R"

Definição 2.33. .4 {ncZusão á : ik" ----.} ÍR"(}n $ nJ

á(a:,...,««) ,...,«.,0,...,0)

é denominada imersão canónica.

Teorema 2.34 (Forma local da imersão para g-vmiedades). Sda /
M ---, N uma. imersão em p de classe C" e localmente imagem de uma
função generctlizada l)ela. apta,cação mergulho k, onde M e N são Ç-variedades
de dimensão m e n, respectivamente, com m $ n. Então, existem sistemas
cLe coordena,das local em to'rKO de p e jl.pi), tal qne

/(,:, ««) , ...,".,o, ...,o)
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Demonsti acho

Como / é uma imersão em p C M, existem cartas p : }''p C N --+ Qr C
ik" em /(p), é : UÓ C M ---, Õg C iR" em p tal que /(UÓ) C yP com
@(P) p(/(p)) - 0, @(UÓ) (0) e p(}'") = Bf(0) t.l que a aplí"ção

g: oé': :é(ué) CÕg' --,P(U") CÕg

é «ma imersão em @(p).

Agora, sendo ./ localmente a imagem de uma aplicação generalizada,
então sem perda de generalidades, podemos supor com relação a estas cartas
que existe uma aplicação /@' C g(QÓ)" tal que

(k/Óp) ló(c/ó)' g

Como g é uma imersão em é(p), então, dgÓ(,) : Og etora,

existe uma submatriz de dgo = (gt(0))«xm do tiPO (g,Í (0))mxm tal que

det(g!-(0))m*«. C /nu(R)

Agora, define-se a aplicação G : 131" x .Bcn'" C R" ---} IR por

G(«: , . . . , :«.) , z.), ..., g"(z- , ..., «.), «.--:, ,.«)

Sendo g uma ap]icação de c]asse C'", então G c C'-(Qg x ]R:'",IR")
Então,

gl agi
Õ€n

dGo
0

ag" ag"

0 1«

Agora,

det dGo = glÍ:
a(g:

1:=} 10 . det /n..

i:3 1oc /n«(IR).
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Então, pelo teorema da aplicação inversa generalizado G é um difeomor-
fism(Z..B)cal de um de uma vizinhança U C R" de @(p) em uma vizinhança
}' C R'' de G(@(p)).

Observe agora que:

g(al, ,««) ,a.,0, , o) i)(«:, ...,«.)

Visto que p e G são difeomorfismos locais em 0, então p-t o G também
é. Então, p-i o G pode ser usado como parametrização ]oca] de ]V em torno
do ponto /(p). Então,

/(«-,...,«.) (P': . g . @)(,:, ..., z«)
P': (g(é(z: , . .., ««)))

P': (g(«: , .. . , ««))

P :(G(.:, ...,".,0,
P': (G(á(«: , . . ., ««)))

(P': . G) . á(@(z:,

,0))

, «.))

Então,

J . c).i', @

Portanto, localmente temos que

/(«::, ..., :««) , ...,:«.,o, 0)

O teorema da forma local da imersão generalizado afirma que, localmente
./ é uma imersão canónica.

Observe que, no caso de .A4 :;; ik" e N = IR", obtém-se uma versão do
teorema da forma local das imersões generalizado no ambiente R", ou seja,
para o cálculo diferencial de Colombeau.

2.5.2 Mergulhos e subvariedades generalizadas
A seguir, apresentaremos o conceito de mergulho no ambiente das Ç.

variedades e a definição de g-subvariedade.

Definição 2.35. Sejam M e N ç-uahedades. ZI/ma apZ cação dijferericàáueZ
f l M ---+ N é sm mergulho generalizado se for uma. imersão generalizada e,
il,ém disso, lm homeomorfismo sobre fÇM) C. N, onde JÇM) tem Q tipologia
induzida T)or N
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Definição 2.36. t/ma g-subuaãedade n-dãmensÍonaZ de uma g-uaüedade
m-di'm,ension,al M é um subconjun,to N C. M tal que:

1. N é um subespaço munido COITO Q topotogia inda zida pela de M

2. Parctca,dapeN, e=i.steumacaaaylU + PI.U)Cçlvc, ondeUCM
é um aberto contendo p e Of é um azedo conÉádo em R" [aZ que;

raJ p(p) 0),
ró) P(u)
r.) P(C/ n N) c B;"(o) : z"''': - ... - z"

Teorema 2.37. Se /
subuaüedade de N.

M ----, N é um vrtergKlho, então j(M) é uma, Ç

Demonstração

Dado q € /(.A4), existe p € .A4 tal que q = /(p). Como f é um mergulho,
isto é, um homeomorfismo que é uma imersão, então pelo teorema da forma
local das imersões existem cartas (Uo, @) e (Uo, p) sobre p e /(p), respectiva-
mentecom@(p) @(U)(0),P(./(P)) P(}')(0),/(u)C}'
e tal que

(p'P.@ :)(z:,...,z") ..,«",',...,0).
Sendo / um homeomorfismo, então @ o /-: : /(U) c ]V -

uma carta em /(p). Finalmente, observe (lue y n /(u) = /(t/) e portanto,
P(}'' n /(u)) , ..., z.) : z"'': Co«l«amos, então que
./'(.A/) é uma Ç-subvariedade de N. H

Definição 2.38. .4 imagem de um meryuZÀo de uma g-uaàedade é denomi-
nada de Ç-subvariedade mergulhada.

Mostraremos agora que o teorema da pré-imagem em geral não-vale neste
contexto. Consideremos a Ç;-v?riedade S:(0) = {(z,g/) c iR' : #' + 3/' = 1}.
Defina a ap]icação / : ]R' --., iR por /(z,y) = iç2 + y2 1. Então,

/-:(o) S'(0) e V/(z, y) ,2y)

Agora, tom&ndcFse um elemento idempotente e C R, isto é, e2 = e, note
riiip

e2+(l--e)2=e2+1 2e+e2=e+l--e-l
Então, (e, 1 -- e) C /':(0) e além disso temos que

(2.1)
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V/(', 1 - e) 2(1 .)).

entos e e 1 -- e são divisores de zero, tendo em vista que

e(l -- e) = e -- .' = . -- . = 0

Portanto, pelo teorema fundamental
[ -- e não pertencem a /nu(]R)

Porém os elem

os elementos e ede ll{(teorema 1.7
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Capítulo 3

Geometria das Membranas

Em IAFJ21, Aragona, Fernandes e Juriaans, baseados na topologia intro-
duzida em IAFJ3j e IAFJ4j, introduziram o conceito de membrana e esten-
deram a definição de integral dada em IAFJlj para integral sobre membrana.
Neste capítulo apresentaremos uma nova geometria, tendo como ambiente
natural as membranas, que será denominada de Geometria das Membranas.
Nela, serão apresentados conceitos importantes, tais como submembrana,
curvatura média escalar, curvatura de Gauss-Kronecker e geodésica. Apre-
sentaremos, também, uma versão do teorema de Gauss-Bonnet neste am-
biente. As membranas X = cZI(X.)l, a serem consideradas, serão aquelas
em que as pré-membranas (X.), que as representam, são famílias de subvar-
iedades compactas Xc C R" e de igual dimensão, isto é, dimX. = m para
todo c c /

3.1 Aplicações diferenciáveis entre mem.
branas

Iniciaremos a seção apresentando o conceito de aplicação entre mem-
branas. Contudo, apresentaremos antes um lema que é de fundamental im-
portância, não só libra apresentarmos a referida definição, mas também para
demonstrarmos outros resultados adiante

Lema 3.1 (Lema fundamental das membranas). Seja X = cZI(X.)l
uma membrana em R'', onde dimX. = m para todo c C /. Élntão, para
g-{.q«e, dois ,«p«.e«t-te. (X.) . (X;), pZác«ç''

#.

prouàni'ente do conceito de membrana,, é Lm difeomor$smo para, todo e
peq%eno.

46



Demonstração

Sejam (X.) e (X=) representantes de X. Por definição existe uma família
de aplicações nucas (@.) € JV'(]R", R") tal que a função

é : / x R" --., R"

definida por

@.(z)

satisfaz @.(X.) = X: para todo c c /.
Então, para cada c € / e p. C X., a aplicação linear

(d@.).. Tp.X. --', TÓ.(,.)X:
é definida por

(d@.)p.

onde /. é a matriz identidade de ordem n.

E sendo (V'.) c ./V(R", R"), então (d@.) € ./v(]R", R"). Logo, por definição,
para todo ll CC R" existem (.; > 0 e 77 C / tal que para todo N c Z

(dV'.),.t,l $ C''/'' para todo ( € (0,?), o c H

Agora, dado u C Sr :(0), então

(/« + (d@.)..)u l-hul l(d@.),.ul
ul -- OcW pala todo € c (0, q)

Então, para c suficientemente pequeno temos

1(/n + (d@.),.)u1 2 1UI

Daí, temos que, dado u € R" não nulo, então

(.r« + (d@.),.) .!
1«1

(.r« + (aÚ.),. )«l
l(a@.),.«l

«1

1«

Claramente (d@.),. é um isomorfismo e portanto .É.
difeomorfismo para todo c < 77. a

X. --.> X= é um
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uenniçao ó.z. õqam .Á = ci[(-x.JJ, y = ct[(r.JJ memõrarzas em K , oncíe
dim X. = m, dim }'2 = n. e uma aplicação / : X ---, y é uma terrla /07mada

-Í. (/.);

2. (X.), (X) «p««t-t« d. X . }'', «.p«t:«mente;

3. f. l X. --, Y. aplicação para toda e pequeno

Onde, para quaisquer outra temia

-í. (g.);

2. (X;), (X') «p««t-te. d. X e }', «.pe.tí«m.«'';

3. g. : X. --> }'"' aplicação para todo c pequeno,

tem-se que

(g.(z.) - P;: o /. o Ú.(z.)) C .V",

onde \p., $. são difeomor$smos gata'ntidas Feto lema, fundamental.
.4Zém disso

/(ól(«.)1) - czl(./l(z.))l

Proposição 3.3. Á aplicação emite membranas está bem de#nãda
T)nmnna+rnnãn''-Y"'

1. Dados z = cZI(a;.)l,z' l(z:)l C X tais que z - z'. Então,

". = z: + q., onde (q.) € .V(IK").

Usando-se o desenvolvimento de Taylor temos que

Ê(,.) ./l (y. + o.)

/.(y.) + dFc(y.)q. + d'/.(y.)q? + + #' jQNtld -t
P!

.r%. (q. ) ,

onde A«('7.) - ii-iaó'+:/(y. + 0q.),7?+:, para a € (0, 1).
E sendo (/.), (?7.) famílias de funções moderadas e nulas, respectiva-
mente, temos que
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(.Ê(y.)+ dZc(y.)o. + d'/c(y.)'7?+... + âdp/(3/.)'#+ A«(?.)) c .V"

Portanto,

/(«) CZ l( /c («.)) l

c/ 1( ./1 ( y. )) l

2. Suponha que exista uma outra terna

(a) (g.) ;

(b) (X:), (X') representantes de X e y, respectivamente;

(c) g. : X; --, X', aplicação para todo c pequeno.

E tal que (g.(#.)) seja um representante para /(z). Como

( g. ( «. ) -p:' . f. . $.Çlc]) ç: N" .

onde p., @. são difeomorfismos garantidos pelo lema fundamental, então

czl(g.(z.))l ' . .Ê . @.(z.)))l

Proposição 3.4. Soam X = cZI(X.)l e y = cZI(h)l membranas. Se para
:ada e pequeno f. . X. --+ Y. é umü função difere'n,ci(í'uet em p. C X., então
P:\ o f. o $. é uma aplicação diferenci(íuel, em (ÊQpt], onde QS funções g. e
b. estão garün,tidas Feto lema jundümeT\tal.

Demonstracão

Sejam (X:) e (X') pré--membranas, representantes de X e y, respectiva-
mente. Então existem aplicações nulas (@}), (@?) c ./v'(R',R'), tais que as
aplicações

é!(z) = z + @J(z) e é?(z) = z + @?(:«) par« todo (.,z) c / x ]R'

satisfazem.

@}(x.) - x= . @?(x) - K'
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Observe que é} e @? são aplicações diferenciáveis. Em particular elas são
diferenciáveis em p. C X. e @.(p.) C K, respectivamente, para todo c C /.

Agora, pelo lema fundamental das membranas a aplicação

@! : x. --, xl
é um difeomorfismo para todo c C /, então

(é!)': : x: --, x.
é uma aplicação diferenciável em @:(p.) pala todo c C /

x.
(é!) '

A .x

Üxl
@?./..(@})':

Logo, a aplicação

@? . /r ' (@})': : X: -, K

é uma aplicação diferenciável em é}(p.). a
Agora, daremos o conceito de diferenciabilidade em membranas

Definição 3.5. Soam X = cZI(X.)l e y = cZI(X)l membranas em R', onde
dimX. = m e diml'2 = n, para bodo € C /. Uma aplicação / : X --, y é
dita i/erenciá«Z e«. p = cZI(p.)l C X se e:«{sle uma [e«la /o«nada por.

/. (.Ê);

2. (X.), (X) «p«..nt«nt« d. X e }', «.pe.tã«m.nte;

s. f. X. -+ Y., dãferenciáuel em p. C X. para todo c pequeno

Onde para q'üaisquer outra terra

í. (g.);

2. (X:), (X') «p««t-Ée. d. X . }', «.reGIa«me«te;

3. g. : X; --} }.', dll/erencãátieZ em p: C X. para todo ( pequeno,
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fem-se que

(g;(P.) PT" . f. . $3Ge]) ç: .w" .
Com (P., $e difeomor$smos garantidos pelo l,ema fundavnental.
.4Jém disso,

.f'(p) l(./=(p.))l

Definição 3.6. Soam X = cZI(X.)l e y = cZI(K)l membranas R', onde
dimX. = m e diml'"c = n, para lodo c C /. Uma aplicação / : X ---, y é
dita, diferenciáuel em X se for diferenciáuel em cada, ponto de X.

3.2 Módulos tangente e normal a uma mem-
brana

Nesta seção apresentaremos o conceito de módulo tangente a uma mem
brana.

Definição 3.7. O R-módulo tangente a urrza membrana JV
R', no pondo p = cZI(p.)l C M, é dePnádo por

cZI(.A4c)l .m

TpM :' {cZI(u.)l : u. C Tp.M. V . C /}

Proposição 3.8. O R-módulo tangente àndepende da esmo/Aa do represen-
tante da membro,vta.

Demonstração

, Seja (]We') um representante de M = cZI(Mc)l. Dado cZI(u:)l € TPM com
u. C TP.]W. existe uma curva P. : / --.> ]1/c' tal que

P.(0) - p: ' Ó.(o) - «l c %!]«

Sendo p: € ]W.' = @.(M.) existe p. C M. tal que @.(p.) = p:
Pelo lema fundamental das membranas (d#'.)p. : Tp.À4. --., Tp:JIC é um

isomorfismo,entãoexisteu.CTp.À/c talque ' ''

(d@.),. («.)

Como (d#'.),. = /n + (d@.).., onde @. C .V(R", R"), então
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": + (d@.),.(«.)

Donde concluímos que,

(«: - «.) c (N')"

Portanto,

ÓI(«1)1 - cZI(«.)l

Definição 3.9. O IR-módulo n0777}aZ a uma membrana
poria p = cZI(p.)l c M' é deánido por

UI(a.)l n.

TpM:'lt;€1R": <t;,w>=0 VwcTpM},
onde < ., . >: R" x R" ---, R é üma ap]icação ]R- bilinear definida em

IAFJlj por

< z, 3/ >= :T ziyi

No que segue apresentaremos a noção de dimensão de uma membrana
neste contexto.

Definição 3.10. 4 dimensão de urna membrana M = cll(Mc)l
como sendo a, dimensão da subuaúedade M..

é de$nid,«

Exemplo 3.11. .4 dá«'tensão da membrana 7 = cZI(7.(lO, il))l, onde ('7.) é
uma A stóóa, é água/ a l.

Teorema 3.12. Sda M = cZI(Â4.)l ama memZ,rarza em lk"
p,é-m'mZ,«n« f«Z q«. (Jq) - (M.), .ntão

Se (JE) é «m«

dim cZI(M.)l = dim cZI(JW:)l

T)nm...ira,.;.
'-'y'A-'

Seja .A4' = cZI(A/c)l, onde dim.44. = m para todo c C -r. Suponha que
(JW=) é uma pré-membrana tal clue (JW:) «., (.a4:), então existe uma família de
funções (@.) C ./V(]R".R") ta] que a ap]icação @ : / x R" --, ]R" definida por

@(.,z)

s»tisf« @.(M.)
O lema fundamental das membranas nos garante que a aplicação linear
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(d@.),. : Tp.M. - ' Tó(p.)]Wc'

é um isomorfismo para todo c c /
Portanto, dimTp.A4c = dimTÓ(p.)]W., ou seja, em cada pré-membrana

(JW.) que representa À4 seus elementos tem dimensão igual a m. H

Definição 3.13
7n. o numero n

Sd« M l(W.)l um« m.mb«n. e«.R" ãme«sâ.
m é denominado de codimensão da membrana.

Exemplo 3.14. Sda ('7.) uma Àistóráa, onde

t H'Y.(t)

para todo c c .r. Então, a membrana ' = c/l('y.)l fem codãmensão 2

Definição 3.15. C/ma membrana M é denominada de Aiper-membrana se
fem codimensâo l.

Exemplo 3.16. Z)ado c C / e sda r. = ei/'', claramente (r.) c .V.
sã'Z"'mo' « es/e« Sr:(p.) c R"''': c.nt«'Z" 'm p. ..., 0, -Ú@
ratio r.. Então a. sub'uahedade

Oon-
1) e

Mc, ...,z«--:) c R"''':: "«*: ? o} ns:(p.)
te'm, dãmen,são n,.

Note qwe ÇM.à é 'uma. pré-membrana, pois

/ cada, M. é uma. subuaüedüde campa.ctü, 3á que M. é fechada e Me C
Sr:(p.) gu. é «mp«[«. .4/ém disso dimM. P«« todo . C /;

2.
Sda K = {(zi, ..., z«+i) C Sr(0) : ]ç«+i ? 0} compacto, então M. C K
para todo e C 1, pois:

D«do «. 0,ç:/'' - v/;!7=':T) C M., p«« . = 1 lema. que

ai = (0, ..., 0, e -- vli2 -T), enquanto que a. --, 0 quando € --, 0;e

3. Sendo cada M. campa.cto, então a junção cüractedstica xM. é ante
gráueZ.

Agora, como dimM. -- n para todo e € 1, então a dimen,são da, membrana
M M.)l 'm ]R"+: é àg-Z « n. Z,og. M í.m codím.«sâ. l e pod-to é
uma /zzper-7ne7nbrana.

Proposição 3.17
pré-membrana.

Sd'm (X.) e (X) p,é-memb,«n«, .«tão (X. x X) é «m«
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Demonstração

1. Sejam (X.) e (K) pré-membranas, então existem Ki CC R" e K2 CC
R" tais que:

(a) X. C -Ki para todo c C /u. , para algum ?7: C /;

(b) K C KZ para todo f € /u,, pala algum 7?2 C /.

Tome ?7 = minlv7i,?72}, então para todo € C /q temos por (a) e (b) que

X.c K'icclR"' e }'2C Á'2CC R"

Então,

X. x }'2 c .Ki x K2 cc R"+" para todo c C /q

2 As funções características Xx. e Xr são integravéis em X. e }'l., respec
tivamente, para todo € C /., isto é,

j*.**.'* j*.**.< (x) e <(» (3.1)

Sendo X. e }'2 n-subvariedades compactas e orientadas, então X. x yÉ,
pala cada c pertencente a /,l, é uma subvariedade compacta e orientada
de dimensão 2n.

Em X. x }'2 será dada a seguinte orientação: ui, ...,u,.,u:, ...,u. são
positivamente orientados em

Tb,d(X. x K) = TpX. © TpX

se ul, .. ., Un e ul , ..., u. se são positivamentes orientadas em TPX. e TpK,
respectivamente.

Sejam

n-i:X.x K - X. e ri : X. x }'2 -, X.
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projeções canónicas. Então,

Àlx.*vcX.xy. X*. *. «';w '"'- «-;",
'X.xl'''.

(3.2)

onde o = dzi A ... /\ d#«, enquanto que q = d3/i A ... A dy« ( veja ISpil).
Agora, sejam {Ucill$Í$, e 'lKjliSÍS, coberturas de X. e K, respectiva-
mente. Então existem partições da unidade {(ci} e {e.j} subordinadas
as coberturas {Ucill í$, e {1/2jli$JÉs, respectivamente, com suportes
compactos surf( i e supre.j. Então,

J*.**.- Êj. x*. («)(e:(«)d:« :u.
' ct

dz. (3.3)

e

*.-E X. (y){.j (y)dyi. . . 'Íy« - (3.4)

Via teorema de Fubini temos que

)l. 1.. xx.(=)(.i(=)d=t...(i=« ). 1.. xx.(u)€1.jl.y)dul...du«
;;i JU.. ;:Í J%,

r S

XV(y)e.j(y)dyl ...dy«}X,..(Z)(.i(Z)dZt.. .'Í"«y.
€.7

X. (y){.j (3/) d3/:y
c.7

. dy« }X;.. (z)(c.(z)dz: .dz.

r+s

E X*. ,. ...:(z, y)(.i(z)e.j(y) dz :
' t/.{ x %j

d=«dy\...dv.. (3.5)
{,.j=i

Defina a aplicação .Xíj. : Hci x l,''Í --, R por

À:j.(z, y) (ci(:«)e.j(y), onde l$ { $ , e l$ j $ s

Então, {Àij.} é uma partição da unidade subordinada a {Uci
cobertura de X. x X. Logo, de (3.1),(3.2), (3.5) e
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X,.. ,. . «-;',A";q
X.xY.

r+s

>l' L.*vc, *'*. (", y)(.:(")(.j(z/)'í":.-.'í«.'v: ...'í"",

segue'"se que

Xx.
x€

Xr < 00,
Xe x Yc

ou seja, X*.xv é integrável em X. x y..
De (1.) e (2.) temos que (X. x X) é uma pré-membrana

Proposição 3.18. Sd«m X l(X.)l . }' - dl(E)l «emb«n«s .« ® '
ÍR", "'regia«m nte. Se (X:) e (C) .ão p,é-m.«.Z,«n", .«t''

(xl) - (x.) . (o (X) + (X; x X') (X. x K)

T)pmnnc+rnPãn'Y"

Da proposição 3.17, sendo (X.) e (X) pré-membranas, então (X. x X) é
uma pré- membrana.

Suponha, inicialmente que (X;) «' (X.) e que (X') -- (E), então
existem aplicações nu]as (@J) C .N(]R",R") e (@?) C .V(R",R") tais que as
fim,.Ã..'u"Bvuu

é: : / x R" --, R" e é2 : / X ]Rn ---, ]Rrl,

definidas por

é!(z)
é!(v)

« + @: (a);
g/ + @?(«)

(3.6)
(3.7)

satisfazendo

é} (x.)

é: (K.

xl
c.

(3.8)
(3.9)

Defina, agora, a aplicação é : / x R" x R" ---, R"+" por
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@(., (z,y)) y) + @.(«, Z/),

onde @.(:«, y) =(@}(:«), @f(y)).

Afirmamos que:

[. (@.) € .V(R"+",]R"''").

Prova da afirmação:

Sendo (@}) C Jv(]R", IR") e (@?) C ./v'(R", R"), então para todo Ki CC
IR" e KI CC R" existem constantes C'l > 0, C'2 > 0 e (íi, õ2 C /, tal
que para todo p C N tem-se

Id'!(z)l $ icp para todo z C Xi e para todo c C /ó:;

l@?(y)l $ C2cP para todo y C Ã'2 e para todo c C /Ó,.

leme C' :: maxlC'i,(7a} e õ :; mina(5i,õ2}. Então, para todo K
K'i X /(2 CC R.m+n existe (7 C IV, (i C / tal que

l@.(z,3/) l l@.l(z)l ,l@?(Z/)l,z C X':,y C Ã',} $ C.-, V . C .rõ

Logo, (p.) c ./V'(R"''", R"'''")

@.(X.x K)

Prova da afirmação:

(a) X; x X' c @.(X. x X).

Dado (zl, y:) € (X: x X'), existem z. C X. e y. € X tal que

@. (z.) ( y. )

2

Então

@. (z. , y. ) (@! («.) , @? (y. ) )
(«l, y:) .

Donde,

XI x X' C @.(X. x K)
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(b) @.(X. x E) c XI x t'

Dado w. C @.(X. x X), existe (3.,y.) C X. x X tal que

«,. («.,y.) ,@?(y.))

De (3.8) e (3.9) temos que

@.(X. x K) C X: x X'

Portanto, de (a.) e (b.) temos que

@.(X. x K)

E de (1.) e (2.) obtemos (X= x X') -.. (X. x b)

Reciprocamente, suponha agora que (X: x }o «., (X. x X) , então existe
uma família de funções nulas (@.) C ./V(R"+", R"+") e uma aplicação 'b
/ x R"+" --, IR"'+" tal que:

1. {'(', (z,y)) +Ú.(z, y);

2. '}.(X. x K)

l Considere agora, pala cada ( C /, as aplicações diferenciáveis de in
alusão íl. : X. --, X. x K e projeção a-l. : X. x X' --, X:

X.xX ©.

ZIC
/

n'lc

xlx.
@.

Pelo lema fundadmental das membranas temos que a aplicação Q'.
X. xK --} X: x }': é um difeomorfismo, em particular 'P. é uma aplicação
diferenciável. Então, a aplicação @. :: n-Í. o $. o {i. : X. --, X: é uma
aplicação diferenciável

Por outro lado, consideremos as aplicações diferenciáveis de inclusão
il. : X; --, X. x X' e projeção n-i. : X. x X --, X.. E sendo 'P:i
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X; x }''' --} X. x }'2 também uma aplicação diferenciável, então a apli.

cação Ó;i = n-:. o Q:i o (il.) é uma aplicação diferenciável.

X.xX
Q.-i

a'lc /

ilc

x.
.#-l

Portanto, a aplicação @. = a: o @. o {l. : X. --, X: é um difeoinorfismo.

2. É claro que @.(X.) = X., pois r; e '}. são aplicações sobrejetoras,
enquanto que ál é uma aplicação injetiva.

De (1.) e (2.) concluímos que (X=) -, (X.). De modo análogo prova-se
que (X') «' (K). H

Proposição 3.19
então;

Soam X e y memórnnas em IR"' e IR", respectàuamenfe,

/. X x y é uma membrana em IR"+"

2. dim(X x y) = dimX + dimy

Demonstracão

Sejam (X.) e (K)
tivamente, então:

pré-membranas, representantes de X e y, respec

l Sabemos que (X. x X) é uma pré-membrana. Portanto, podemos
considerar a membrana cll(X. x X)l. Vamos provar que X x y
./l(x. x X)l:

Sendo X )l = {dl(:«.)l : z: C X.,c C .r} C ]k." e }'
cZI(K)l l(y.)l : g/. € E, . € /} C @.", então:

Xxy {dl(z.)l : z. C X., c C /} x {cZI(Z/.)l : g/. C K, c C .r}

Vamos definir a aplicação O
}'2, € C /} por

X x y --, {dl(z.,y.)l #€
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0(ÓI(«.)l, l(y.)l) l(z.,y.)l

Observe que a aplicação O está bem definida, pois:
D«ios (dl(z.)l, cZI(g/.)l), (dl(;«:)l, cZI(y:)l) C X x }'' tal que

(ól(«.)l, c/l(g/.)l))l , cll(v:)l)

Então,

czl(«.)1 1(«:)1 e .ZI(Z/.)l - .ZI(y:)l

Logo,

(X:) «' (X.) e (X') - (K)

Pela.proposição 3.18 temos que (X. x K) -- (X: xy:'). Então, cZI(z., g.)j
cZI(«:, 3/:)l, o« sd', 0(ól(«.)l, cZI(z/.)l) - o(óÍ(«:jll l(y:)l).
Observe também que:

(a) O é sobrejetora;

(b) Dados (cZI(z.)l, c/l(3/.)1), (cZI(z:)l, dl(y:)l) € X x }', tal que

o(ól(«.)l, czl(y.)l))l, czl(y:)l),
então

c/l(«., y.)j - dl(z:,g/:)l

Logo,

«., y.) - (,:, z/:),

E pela proposição 3.18 temos que

(XI) - (X.) e (C) - (K)
Ou seja,

cZI(X;)l l(x.)l e c/l(X')l l(X)l
E então.
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(.z l(:«.)l, .z l(z/. )l) (cz 1(«:)1, czl(z/:)l)

Portanto, a aplicação O é injetiva

De (a.) e (b.) concluímos que ela é bijetiva e então

Xxy {c/l(:«., y.)j : z. c X., 3/. c K, e c /} l(X. x X)j

Portanto, X x y é uma membrana

2. Suponha que dimX = r e que dimy = s, ou seja, dimX.
dim }'2 = s, para todo c € /. Então,

dim(X. x K) r + s para todo c C /

Portanto,

dim(X x y) r+s
dimX+dimy

Corolário 3.20. Sejam XI,
mente. Então,

.,Xr n7zembranas em Rm:,... IRm, specíiua

/. Xix x Xr é UTncz 77ze77tbra7z(z e7n Rmt+ -+mr

2. dim(Xi x x X,) = >ll::;: dim X{

Demostracão

Sabendo-se que o produto de duas membranas é uma membrana, o resul
fado será obtido por indução. H

Exemplo 3.21. Sejam M": = cll(À41":)1 membranas mí-dime7zsãonaás em

R""'', onde l $ á $ r e clÜos represeníanÉes, como no ezempZo 3..16, sâo
tgKa\s CL

{(z-, ..., :««.+-) € R":'''' : "«.+: 2 0} n S:"(P.)

Então, pel.o corotáüo3. 20 M"- x
com dimensão >ll:i.i mi.

X ]k/m. e U77&(z 7nemó7'u7za e7 ]R7'+)l::;i mi

61



Definição 3.22. Sejam X e y membranas e / : X ----, y uma apZãcação
íllerenctáuet e'm p € X. A demuctda. de j 'n,o 'po'nto p, dfp TpX ---+ Tj\p\Y
i de$nida por

dFp(dl(«.).1) 1((aF.),.«.).l

'l'eorema 3.23 (Regra da cadeia). .9dam X, y e Z memZ)ramas. $e
/ : X --, }''' e g : }'' --, Z são apZícações dí/emncááueís em p C X e /(p) C }'
respectiuame7tte, então:

1. a apta,caçõa. g o J. X ---) Z é diferenci,áuel, em T);

2. d,(g . f), j\,\. aj.
Demonstracão

l Sendo g uma aplicação diferenciável em /(p) = cZI(/c(p.))l, onde / =
cZI(./L)l e p = ól(p.)l, então a aplicação g. : K --, Ze é diferenciável
em .Ê(p.) C Z. para cada c C /. Temos também que a aplicação / é
diferenciável em p € X, então a aplicação /. : X. --, }'2 é diferenciável
em p. C X para cada c C /.

Portano, g. o /c : X. --, Z. é diferenciável em p. para cada e C /.
Concluímos, então que a aplicação g o / : X --, Z é diferenciável em
p€x

2. Sendo g. o .Ê : X. --, Z. é diferenciável em p. para cada c C /
Então,

a(g.. f.),. (dg.)/.hJ . (dFc),. para todo c C /

Logo,dado u cZI(u.)l € TPX, temos que

(g . /),« UI(a(g. . ./l),.«.).l
cZ 1(( dg.) /. ÜJ((aZ.),. «.)).l

'Zg.fM((@' ),« )

'lgftü. dfpu'

Portanto.

ÜÇg. f), dgf\.\. df.
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3.3 Aplicação de Gauss
Inicialmente será apresentado um resultado que nos possibilitará a for

mulação do conceito de aplicação de Gauss neste ambiente.

Proposição 3.24. Seja X
dim X = n. E7zÉão,

cZI(X.)l «m« Aip"-m.mb«- em IR"'': c.m

1. Çe t--+ N.Qp.:\h é uniformeme'nte timitctdo para. todo e pequei,o, o'nde

Nc : X. --, Sr c R"+'

é a, ap\ilação de Gctuss

2. « (X:) - (X.) , e«fão

cZI. n W.'(@.(p.))l 1. -, W.(p.)l,

onde Óe é Q aplicação que surge nQ de$nição de membrana.

Demonstracã.o

1. Sendo Nc : X. ---, Sln C R"+i a aplicação de Gauss, então

Ne(p.)l = 1 para todo € € /

2 Suponha que (X=) -' (X.), então existe uma aplicação nula (@.)
.V(R"+:, R"+i) tal que a função @ : / x R"+: ----» R"+i definida por

C

@(C, Z) = Z + @.(3),

satisfaz

é(., x. )

E pelo lema fundamental das membranas temos que @. : X. --., X=
é um difeomorfismo para todo c C /, em particular é uma aplicação
bijetora. Considere a ap]icação ]V.' : XI --., S? definida por

N': '. N.o @:l' .
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onde NÉ : X. --, Sln é uma aplicação de Gauss
Agora, dado p: C XI, temos que

N. (@; :(P: )

wc (éÍ :(@. (p. ) )
Nc (P. ) l

Então, AT' também é uma aplicação de Gauss. Portanto,

cZI. n W=(é.(p.)l 1. -» W.(p.)l. H

Podemos agora definir a aplicação de Gauss no contexto das membranas.

Definição 3.25. Sda X = cZI(X.)l uma /ziper-membrana em ]R"+:, onde

dim X. = n. .4 aplicação de Gauss Ar : X --- IR"+i é de$nãda por

w(ól(p.)l) l(Nc(p.))l,

o'n,de N. . X. -+ S't é a, aplicação de Gauss para todo c ç l.

Note que: Dado p c X, p = (pi,...,p.), sabemos que lp:l c ÍR (veja
IAFJll) com lpil (c) = lpi(c)l para todo € C /. Além disso

«(P:)

i>1: 1x:(p)I'l:/'
{-1
lc R,

com la:(p)l (.) - l/W(p.)l. Portanto,

IJV(p)l,

w:(p) I' (.) M (p. )I'

l Vc € /.
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3.4 Curvaturas médiaescalar e de Gauss
]l(ronecker

Nesta seção apresentaremos os conceitos de curvaturas média e de Gauss.
Kronecker em membranas.

Proposição 3.26. S©a X = cZI(X.)l uma membrana em IR" , então

(. n He(p.)) é um elemento moderado, onde H. é a cumatura. média

2. (. n K'.(p.)) é um falem.«[o m.d««do, o«d. K. é . .«t«« 'Í'

Gangs-Kranecker de X.;

3. Se (X:) - (X.), [em-« q«.

r«) cZI. -, He(p.)l l n :(p:)l;
rb) zl n .K.(p.)j - cZI. -, Ã':(p:)l.

Demonstração:

Sendo (c -» Nc(p.)) um elemento moderado, onde Nc : X. ---, Sr é a

aplicação de Gauss. Então, ((dNÉ),.) é moderada. Daí temos que

(. n [,(dNÉ).) e (. n det(dNc).)

também são famílias de funções moderadas. E isto prova (1) e (2)
Agora, para provar (3) vamos aplicar, de imediato, a hipótese que (X:) -.

(X.). Então, existe uma aplicação é : / x R" --, R" deânida por @(c,z) =

z + @.(#), onde («'.) C .V(R",R"). Tem-se também que @.(X.) = X= para
cada c C /. Além disso, pelo lema das membranas sabe-se que @. : X. -+ X:
é um difeomorfismo para cada € C /.

Seja JVI : X; --, Sln a aplicação de Gauss. Defina a aplicação Nc : X. --.} Sf
por Nc :- /\C o @.. Então, (dNe),. := (dJ\Ü+.@.) o (d@.)..

Como (d@.),. = /« + (d@.), então dado u C TP.X. temos que

(dNc),.« (dN.' )Ó. ba ((aé. ) .. u )

(dN: )+.bJ (u + (d@.),.u)

(dN.')Ó. JO +(dJV:)ó.hd((d@.)..u)
Então.

65



(dNe ),. (d.rV:)ó.bd +(d/V:).P.bd((d@.).. )

Agora, sendo ((ÓArl)Ó.(..)) e ((d@.),.) famílias de funções moderadas e
nulas, respectivamente, então ((d/V:)Ó.(,.) ' (d@.).. é uma família de funções
nulas.

Dado c C -r, seja {ui, ..., u.} uma base para Tp.X..Então, para cada u{ da
base e de (4.11) temos que

(dNc),.«.
k.: (P. ) «:

bd"' + (dN.')+.@a((d@.)..«:)

(P.))«. +(dN:)Ó.hJ((d@.),.«:)

Então, obtemos a curvatura de Gauss-Kronecker em p.,

x'. (P. ) É.- (P. ) . . . k.«(P. )

k;:(P.)...k:.(P.) + (.

K.(@.(P.)) + (.,

onde ((.) C ./v(R', R")
Portanto,

.zl(.K.(p.))l x':(@.(p.)))l

Ainda por (4.11) temos que

H.(P.) trÇdNcàp.
t,(dJV:)Ó.ba + t«d(N: o @.))..

«(ó.(p.)) + t,d(N . @.),. ,

onde ob«lamente (trd(JV: o @.),.) c ./v'
Portanto,

c/l. -, H.(P.)j UI. n X:(@.(p.))l

Podemos agora definir, baseado na proposição 3.26, as curvaturas média
e de Gauss-Kronecker de uma membrana.

Definição 3.27. Seja X = dl(X.)l ama membrana, dado p € X de$ne-se
as cumaturas, média /7 : X e Gauss-ÃronecÊer Ã. : X ----, R, em p
por
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.r. x(p) H.(p.)l,'

p. x'(p) Ã'.(p.)l

Aqui, o análogo clássico do conceito de superfície mínima ocorre da
seguinte forma:

Definição 3.28. t/ma membrana X = cZI(X.)l
cZI(p.)l € X s' H(p) isto é, se (-H.(p.)) C .V.

é dita mínima em p

Exemplo 3.29. Z)ado b = cZI(b.)l € .A4 = cZI(Ã4.)l, onde .A4 é a membrana
dada no e:amplo 3.16, Damos calcular as cumaturas de Gauss-Kronecker e
escol,ar medi,a, de M. Observe, inicialmente, qae

K.(b.) e'"/'' e H.(b.) = e :/'',

pois o rüã,o da, esfera. S", é i,qUaL a C'\lea
Portanto, as cumaturas de Gauss-Kronecker e escalar média de M são

tguats a,

Ã'(b) czl(e'"/'')l . -a(ó) l(e':/'')l,
respecfáuamente.

Como Çe Lli' ) pe'rtence a, .M, então H -- ç). Concluímos, então, que M é
uma membravta mínima. Obseme também que K :; 0.

3.5 Integração em membranas
Em IAFJ2j Aragona, Fernandes e Juriaans, estenderam a definição de

integral dada em IAFJI) para integral sobre membrana. Nesta seção apre-
sentaremos o conceito de integral sobre membrana neste contexto e baseado
na defiição dada em IAFJ2j. Este conceito se faz necessário se quisermos
uma versão do teorema de Gauss-Bonnet para membranas.

Inicialmente, daremos o conceito de orientação em membranas

Definição 3.30. Uma membrana .4/ = cZI(Â4.)l mz-dàmensáonaZ de IR" é dita
ohentáuel se cada subuadedade M. jor orientada.

A seguinte proposição nos garante que o conceito de orientação sobre
membranas está bem definido.

Proposição 3.31. Sda M = cZI(M.)l uma membrana m-dãmensíona/ de R"

e ohenfada. .4 oóentação de À/ ãndepende de seu representante.
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Demonstração

Sendo (À«) -- (JtZ:), pelo lema fundamental para cada c C / existe um
difeomorfismo @. : ]\4€' --, ]14€. Como a orientação é preservada pelo difeo-.

morfismo @., pois sendo

d+.

então J(@.) td@. > 0.
Segue-se o resultado. H

Sejam / = cZI(/c)l C ç(Q) e M = cZI(A4.)l uma membrana m-dimensional
de R'" orientada. Dado um atlas {(Ua., P..)}..CA para cada subvariedade
diferenciável À4.. Como M. é compacta existe uma partição diferenciável da
unidade {Ci.}i$iS' subordinada à cobertura {t/.:..}.ca.. Então,

.f. /.(..-".. ..'i"'«
í''zc {=:1 '/ uc{

Agora, sendo (.Ê) € eÀ/(Q) e 0 $ Ci. $ 1 para todo { C {l, ..., s}, então

(/c(í.) C eA.í(Q), ou sda, ./: = cZI(/c(.)l € g(Q). A definição de integral em
membranas dada em IAFJ2j, que se encontra no capítulo 1, nos galante que
o conceito de integral sobre a membrana M = cZI(À4.)l neste contexto, dado
por

S

./le{.dz.l ' . az.«l

cZlc ---,

está bem definida

Estamos agora em condições de definir volume de uma membrana .A4

Definição 3.32. Soam g = cZI(g.)l C g(Q) e M = cZI(À4.)l Hma Ààper
«..mb«« n-dim.«sá«aZ de IR"'' oó.nt«d., -de c.d« (M., g.) é «m« .ub
uaúedade Riemanniana. O uothm,e de h4 é de$nido por

}''(M') : ÓI. n I''(W.)l,
onde
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L'(M.) =/ vdet(g:j.)e:.dz:....d""..

Agora iremos apresentar a definição de curvatura total para membranas.

Definição 3.33. Soam g = c/l(gÍ;.)l C Ç(Q) e M = cZI(A4.)l uma Aàper-

membrana em IR'' ' ' oüentada, onde cada (.A4É,g.) é uma subtiaríedade Rie-
m-,''-« com dÍmM. Sey« Ã' cZI(K.)l, o«d. c«d« K. é ' c«*«'"
gaKssiana. de h/l.. O número generalizado

À4.

R' - cZI. n / X'.aKI
N/Í Jh4€

é den,omàn,ado CL curuütura total ãe M

Proposição 3.34. Soam g = cZI(g{.Í.)l C Ç(Q) e M = c/l(A4.)l uma Aãper
m'mó«- n-dàm'n;io-Z m IR"'' «i.nt«d«, o«d. c«d« (M., g.) é «m« sub
uaüedade Ri,emcLhnictna. Se ü curuaturct Gauss-Kron,ecker de M é bma con
stanÍe .f( C IR, então

Ã' - Ã'b''(A4'),

ond. }'(&/) é o «/«m. d. A/
Demonstracão:

Temos dois casos a serem considerados

1. Se Ã = 0, então existe um representante (K.) € ./V(R"). Sendo cada
A4€ C IR" compacto, então para todo p C N existe Oi > 0 e existe
771 € / tal que

para todo z. C .A4€ tem-se que IX'.(z.)l $ CtcP para todo c C /q.

Agora,

.Á /''.(«JdK Ã'.(«.)l aK
'À&

C\( l dV.)d'

a:.'V'(M.). V' C /o: (3.10)

Como (c -, V(M.)) é um elemento moderado, dado C2 > 0, existem
a C R e 77, C / tal que
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}''(-M.) $ C2c' V c c /u,

Então, utilizando-se a desigualdade (3.10) obtemos

.Á Ã.(«JdK

Ã'.(z.)dK) C .Vc }--}
/.

!
0

$ Ceq . 'Ve C in,

onde q = p + a e ?7 = minÍv7i , 772}, (;' :: C'1(,2

Portanto,

E então

cZlc -, Ã'. (=. )dKj

(3.11)

Temos também que

(. n L''(A41.)-K.(z.)) € .N'

Dai,

.Z 1( t'' (M.)(X'. (z.) l

dl(}''(W.)l . cZI(X'.(«.))l
}'' (M)Ã'. (3.12)

De (3.11) e (3.12), obtemos

K'

2. Se K # 0, então existe um representante (Ã'.), tal que Ã. é uma função
constante para todo ( C /. Então,
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Á«- /

E
r

cZlc -* Ã'. («.)aK l
À/.

cZI. -, Ã'. / aKI

cZI. n Ã'.}'''(M.)j
cZI(K.)l . cZI(t''(M.)l
Ã'L''(M') ' H

Observamos que o caso onde .K é função diferenciáve] e ]W é apenas uma
superfície, o teorema 3.34 pode ser encontrado em ICa21

3.6 Uma versão do teorema de Gauss-Bonnet
para membranas e aplicações

Nesta seção apresentaremos a. versão do teorema de Gauss-Bonnet para
membranas e algumas aplicações. Lembramos que este é um dos mais im-
portantes teoremas da geometria diferencial. Sua demonstração no caso de
hiper-superfície pode ser encontrada hall, IFel e IChl. Podemos encontrar
várias aplicações em ICa21 no caso de superfície.

3.6.1 A característica de Euler-Poincaré
A seguinte proposição nos possibilitará dar a definição de característica

de Euler-Poincaré para membranas.

Proposição 3.35. Sejam g = c/l(gÍj.)l C g(Q) e A4 = cZI(M.)l Hma Aiper.
membrana n-dàmensáonaZ em ]R" '' oóentada, onde cada (À4c, g.) é uma sub-
uaheda,de Riemanniana. Então

í. (' n X(M.)) é «m .Z.me«[o morte«do, o«d. X é ' "«ct.m'süc« 'Z'
Bater-Poàncaré.

2. se a pré-memZ)rama (]\4:) é um outro representante de .A4, Calão

czl. -, x(M.)l cZI. n X(Jq)l

Demonstração
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1. Pelo teorema de Gauss-Bonnet (veja IFel, Iate,IChl) temos que

x(M.)=%- f K.dV., Vecl,
L JM.

onde u. é o volume da n-esfera unitária

O teorema 3.26 afirma que (c -» X.(p.)) é moderado, então dado Ct > 0
existem a C N, 77. € / tal que

IK.(P.)l < C'ic'', Vc C /u.

Então,

lx(.m.)l
co€

2 Ã'.(p.)dK
4

.Á IÃ'. JI K
<

<

COc

2

T':.''.L ''t
Tc:t'''(w.)''' , Vc C /u, (3.13)

Sendo (e -, y(A4.)) um elemento moderado, então dado a2 > 0 existem
b C R, 1?: € / tal que

IK(.A4.)1 $ C2c'', Vc C /u, (3.14)

Seja ?7 ::= minta?.,77,}, C'
(4.13) obtemos

TC'iC'2 e d a + b. Então, de (4.12) e

X(Jt/.) $ C'c'', Vc C .r.

Portanto, o elemento (c -» X(M.)) é moderado

2. Suponha que (]1o é um outro representante de À/. Então, existe uma
aplicação nula (@.) C .V(R",R") tal que a função @ : / x R" -, R"
definida por
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@.(z) - :« + @.(:«),

satisfaz

4)ÇMc] = M'. 'qe C l

E pelo lema fundamental das membranas temos que Ó. é um difeomor.
cismo para todo c C /. Então,

x(@. (w. ) )
X(Me) (3.15)

Portanto,

.zl(x(w.))l ]o)l

Ou seja, X(M) não depende do representante

Definição 3.36. Soam g = c/l(gij.)l € ç(Q) e A4 = cZI(M.)l uma Aàper.
«..«.ó«n« n-dàm.nsÍonaZ m ®"'' o,ãeníada, onde cada (M., g.) é uma suó
uahedade Riemanniün,a.. A caractedstica. de Enter-Poincaré para Q m,em
)rcLn,a M é uvn número gevterali,za,do de$nido T)or

X(M) : .ZI. n X(M.)l

Proposição 3.37. Soam g = cZI(gíj.)l,./z = cZI(AÍj.)l € ç(ç2), M = cZI(M.)l
' N )l Aãpe,-m.mó«-. .. R"''' «m dim.n.ã. n p« . .óent«d«.
Então, Q característica de Euler-Poincaré do produto M x N é

X(A4 x N) X(N)

Demonstração

Sendo (c -» X(A4.)) e (c n X(Nc)) elementos moderados, então

(c n X(M. x Ne))

também é um elemento moderado
Cromo
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X(.M. x Nc) 'qe C l,

então

X(M x N') 1. n X(.M. x Nc)l
1. -, x(M.)x(Nc)l
1. n x(W.)ll. n X(Ne))
X(M)X(N). H

Corolário 3.38. Soam g: = ól(gb.)l, ...,g" l(g3.)1 C g(Q), Mi, ..., Mn
/ziper-memórarzas em IR"'' ' com dimensão m e ohentadas. Então, a caruc-

te x'sí ca de EuZer-Poáncaré do produto I'l=:: M{ é

x(]'l=;;: m:) x(m:)

3.6.2 O teorema de Gauss-Bonnet
Agora estamos em condições de apresentar a generalização do teorema

de Gauss-Bonnet para membranas. Lembramos que o caso onde .f( é função
diferenciável e M é apenas uma variedade diferenciável, o teorema de Gauss
Bonnet pode ser encontrado em IFel e IChl, e no caso de superfícies em ICa21.

Teorema 3.39 (Teorema de Gauss-Bonnet). Soam g = cZI(gij.)l C Ç;(Q)
e A4 = cZI(m.)l «m« Aipo,-m.mZ,"n« n-dám.n.{on.Z .. IR"'': com n p«,
ohentada, onde cada (.M.,gt) é uma subuahedade Riemanniana. Então,

X(M)K-
2

/

onde «,« : é o uoZume da n-es/era unátáóa S" c R"+', K = cZI(X'.)l e
cada K. é a, curvatura Gauss-Kronecker de M..

Demonstracão

Sendo cada A4c uma hiper-superfície n-dimensional em IR"+i com n par,
compacto e orientada, então pelo teorema de Gauss-Bonnet(veja IChl), temos
que

K'. - yzx(w.).
.A4. '=

'..,. = Zfli;àlF., I' é a função gama onde I'(a) - al'(a + l), I'( : ) - ":/' e I'(1) - 1
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Então,

UI. n / Ã'.l
A4'.

UI. nTx(M.)l
l nTldl..- X(M l

?X(M).

Corolário 3.40. Soam g = ól(gij.)l C ç(Q) e M = cZI(À4.)l uma Aáper-

«..mb«n« de dimen.ão 2 em R", ohent'd«, .nd. c«d. (M.,g.) á ««« .uó
uadedade Riemanniana. Então,

IK
onde Ã = cZI(Ã..)l é a cwmatura Gauss-Ãronecker de .A/

Apresentaremos agora uma aplicação do teorema de Gauss-Bonnet para
membranas classificando todas as membranas de curvatura Gauss-Kronecker
positiva.

Proposição 3.41. Soam g = cZI(gij.)l C ç(Q) e ]V = cZI(M.)l uma Aãper-

m.mb«n« n-dome«.{.n«Z .m ®"'' c.m n p«, ohent«d«, o«d. «d« (M.,g.)
é uma subuahedade Ráemanniana. Se K > Q, então o$ representantes de M
são famtnias de esferas.

Demonstracão

Poi hipótese .ff > 0, isto é, K(z) > 0 para todo z € À4. Suponha que
a afirmação seja falsa, então existe uma sequencia (c.) C / tal que c. --, 0
e tal que X(.A4..) 2 1. Logo os À4.. são r-toros. Portanto, existe p.. € M..
tal que -K(p..) < 0. Sda p := ól(p..)l então K(p) 5; 0. Absurdo, pois por
hipótese .K > 0. H

3.7 Geodésicas

Antes de discutirmos a noção de geodésica em membrana, apresentaremos
o conceito de submembrana baseado na seguinte preposição;
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Proposição 3.42. Seja (À4c) tina pré-memórnna. Se /V. C M. para todo
c ç: ] são subuarie(]fades de ig' al d;ivnensão, então tN.à é umo. pré-membrana.

Demonstracão

Sendo (M.) uma pré..membrana, então

l Existe .]( C ]R" um subconjunto compacto e existe ?7 € / ta] que ]\4. C
K para todo c C lu

Como existe (5 € / tal que .Arc C .A4. pala todo € C /Ó. Tome p
minta, ?7}. Então .7V. C -K para todo € C /p.

2. Note que as funções características de cada .A4. são integráveis e como
Nc C Jt/c para todo € C /P, então

Xm.

Portanto, a função carecterística de Nf é integrável

De (1.) e (2.) concluímos que (/V.) é uma pré-membrana

Observe que no caso da proposição anterior temos que ]V := cZI(Nc)l é
uma membrana. O que nos motiva a formular a seguinte definição:

Definição 3.43. Seja M = cZI(A4.)l uma membrana em IR". Uma submem-
brana .V = cZI(/'(.)l de M é uma membrana onde /V. C M. pa« todo c € /
são subuaüedades de igual dimeTtsão.

Proposição 3.44. Soam ]t4 = cZI(M.)l urna membrana em ]R" e ("y.) uma

/amzaáa de camas '7. : 10, 11 F---, .A4É, com c € /. Então:

í. ('7.(lO, il)) é «m« p,é-m.mb«-;

. ZI(l.(lO, tl))l é «m« .«Z,m.mb«- d. M

Demonstracão

1. Como "r.(lO,ll) C A4. para todo c C /n, para algum 77 C /. Então
(7.(lO, 11)) é uma pré-membrana de M;

2. Segue-se direto de (1.).
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Definição 3.45. Soam J\4 = cZI(A4.)l uma memZ,Tuna cmz ]R" e cZI('y.(lO, ll))l
uma submen7zórana de À4, onde '7. : 10, 11 --} JMe é Hma curva para cada
c C /. Z)e$ne-se uma cu a 7 : 10, 11 --.» M em ]14 por

'y(t) .ZI('y.(t))l, P«« todo t C 10, ÍI

[aZ que dado n € 1N ezáste 7? C /, C' > 0

'V?(t)l 5; Cc ]''' V. € /n, Vt C 10, tl

Definição 3.49. Seja M = cZI(.A4.)l uma membrníza em IR". C/m campo
y : lO, ll ----, IR'' ao Zango de uma curda 7 : 10, 11 --, M é de$nido por

L''(t) cZI('y=(t)).l, P«« todo Í C 10, ÍI

Definição 3.47. Sda cZI(À4c)l uma memZ)rama ern iÊ".
longo de uma cama ' : lO, ]l ---, ]W é dl#rencíáueZ se V
d<ferencíáueZ.

Um campo y ao
lo,il --- ik" /o,

Definição 3.48. Selara h/ = cZI(À/c)l uma hiper-memZ)Faria em ÍR"+' n.
dimensionar e v : lO, ll --.} IR" um campo dljferencàáueJ ao longo de uma
,y : lO, ll ,4 dehuada couahante de

L''([) : cZI(7:(t)).l,

.«a. 71(t) - '$(t)â(7.(t)), é a«a' p.'" "p«''

c/l(jl'y:(t))l, p-« t.do t C /u «m q C /,
e onde

g'v:(t) - {e# + '##'r$.}8(7.(t))
Definição 3.49. Sda À4 = cZI(A4.)l uma /zzper-membrana em IR"+i n.
dãmensionaZ. C/ma cama 7 : 10, 11 ----» M é d [a uma geodésica em to c lO, ]l

cZI(â71(Í) l.-..)l - 0,

isto é, (#''rl(t.)) c .V(R"'''' , R"' ')

Proposição 3.50. Seja A4 = cZ](M.)] uma hãper-memóruna em R;, oóen-
t«'í", "m cu««t«« Ã > 0 e Ã C /n«(g(R)). S. ezástem d«. g«désá«.
simples e .fechadas em M, então elas se intersectam como membranas.
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Demonstração

Sejam ' = cZI(7.)l; õ = cZI(.i.)l duas geodésicas simples e fechadas em
.ü/ = cZI(M.)l. Como K > 0, então pelo teorema 3.41 .A4 tem uma família
(M.) como representante ta] que ]MÉ é homeomorfo S2 para todo c pequeno.

Suponha que nem sempre '.n(5. # O, então existe uma sequência (c.) C /
tal que c --, 0 e ,y.. n (5.. = o.

Seja 7Z.. C ]Wc. tal que a7?.. = '.. U õ... Então

X(R.. ) (3.16)

Sendo ' = cZI(7.)ll õ = cZI(õ.)l duas geodésicas simples e fechadas em

J\4 = c/l(À4.)l, então pelo teorema clássico de Gauss-Bonnet temos que

(3.17)

De (3.16) e (3.17), segue-se

(3.18)

Dai temos (lue a classe de (3.18) temos (lue

KB(s)ds -t l K3(s)ds -ç
'X 'J'"t 'R

0 (3.19)

Agora, sendo ' e (i geodésicas, então as curvaturas geodésicos são nulas,
isto é,

.rq: l, Kâ :- lõ"l, - .v

Lembramos que lzl2 = >,í::l z{ , que é induzido pela aplicação IR-bilinear
< ., . >: R' x R' ---, R definida por < z, y >" }::.i ziyi.

Então,

K'àÇslds
7 .IK3(;)ú' - .V.

(3.20)

Portanto, de (3.19), e (3.20) temos que
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-0

Que é uma contradição já que por hipótese K € /nu(Ç(R")).
Logo, '. n (5. # ® para todo c pequeno. Então, existe to. C (0, 1) tal que

'y.(to.)

Portanto concluímos que

'y(to) cZ l('V. (t..)) l .z l(ó. (t..)) l

Podemos obter as equações locais de uma geodésica, como no caso clássico.
Seja (Uc, z.) um sistema de coordenadas em torno de 7.(to). Para cada ( C /,
em Uc C J\4c, temos que

'7.(t) , zr(t)), onde [ € /

Neste caso ' é uma geodésica se e só se

cZI(e$ + E:,, I'8.!g#-).l - 0, com k

Apresentaremos agora a noção de comprimento de uma curva em uma
membrana

Definição 3.51. Soam À4 = c/l(mc)l uma membrana e a : 10, 11 --, A4 uma
'"« em M -ã«d. doã' po,'*" p,q C M, t«Z q«. a(0) e a(1) - q. O
compümento de OI é de$nâdo por

z.(a) : ./l(. -* z.(a.))l,

-de L(a.) - .C la:(t)l dt

A proposição seguinte nos mostra que o conceito de comprimento de uma
curva está bem definida.

Proposição 3.52. Sejam A4 = cZI(A/c)l uma membrana e cr : lO, ll --, .ü4
"m" '"" 'm M -ànd. doã' po,'*" p, q c M, t«Z q«. a(0) = P . a(1) = q.
O comphmento da cume cl ãndepende da escolha do seu representante.

Demonstracão

Seja (P.lO, 11) uma pré-membrana tal que (P.lO, ll) -- (a.lO, 11). Então,
existe uma aplicação @ : / x R" --, IR" definida por @.(#) = z + Ú.(aç), onde
(@.) C Jv'(IR", R") e além disso
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é.(a.(to, il))

Então, dado t € 1O, ll temos que

é. (a.(t) )

Logo,

d(t) d@.(a:)
(-r. + d@.)(a:)
a:(t) + d@.(a:(t))

Agora,

z.(P.) PI(t) at
0

(a@.)(al(t))l at
0
l

a:(t) + dV'.(a:(t))l at
0

1 . . r l

a:(t)l at+ / ld@.(a:(t))ldt
0 l l ../ 0

L(a.) + / lla@.ll . lal(t)ldt
0

l

l

l

<

<

(3.21)

Portanto,

IL(P.) - -L(a.)l $ / 11a@.ll . la:(t)l dt.

Agora, sendo CE uma curva em M, existem a > 0, Ci > 0, ?7:

a:(t)l $ C-.-' V' C /u.

Daí temos que,

l

0

C / tal que

rl
IL(P.)-L(a.l 5; / lld@.llC'. 'dt

JO

$ 11a@.ll c:c'', vc c /u:
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Como (@.) C .V(R", R"), então (d@.) C .N(R",R"). Logo VÓ C N, ]C2 >
0 tal que

para algum 7?2 C /, temos

la@.ll 5; 02c' Vc c /n, (3.23)

E substituindo-se (3.23) em (3.22) obtemos

IL(P.) L(a. < C'cõ-" c € /.,

onde (IJ :: (,;i (a2 e ?7 :: mint77. , q,}

Portanto,

(t(P.) L(a.)) C .V

No que segue será apresentado o conceito de distância em uma membrana

Definição 3.53. Sela ]W = cZI(M.)l uma memZ)rama, dados dois pontos p, q C
M, a, distância de p Q q é dada por

a(p, q) : -, a(p., ç.)l,

.nd. d(p., q.) : i«f Z (.«,.,..)

Definição 3.54. Seja M = cZI(M.)l uma membrana, uma curda geodésica

cv : lO, ]l -.-.., .A4 amando dois pontos p, q C ]W é data míhàma se o compàmento
é menor ou igual ao comphmento de qualquer outra curva geodésica unindo
ta'is pontos.

Definição 3.55. Urna membrana ]t4 é díÉa completa se existe um represen
tanto (.M.) tal que para todo e pequeno, M. é uma subuahedade completa.

Teorema 3.56. Soam .A4 = cZI(A4.)l um« membrana compZeÉa e 'r = cZI('r.)l
"m« cu«« g«dé.i«. Ente., e«i.[. «m «p«..nt-te (q.) de ' t«Z q«.

1. â. é Q geodésica de M. 'qe C l;

2. +. é uma geodésica de ]14. de$nãda em R,

g. cZI('t.)l
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IJ \;lllLJllD bl (lv(IL/ .

Sendo M completa existe um representante (Ã4.) de .A4 onde cada a4. é
uma subvariedade completa.

Agora, como "y é uma curva geodésica, dado n € N, 3 co > 0, O' > 0 tal
que

'y" $ C'c" V 0 < c < co Vc C 10, il (3.24)

Sejam p. = IÉ(0) e u. = 'Z(0) e 1. uma geodésica de M. tal que

Í<'(t)
< +.(o)
1.<(o) - «.

Logo,

't.(t) 'v.(t) - .Ê(+: ':)(')a'
E então,

{.(t) 7c(t)l$/ 1(+1 71)(.)1a..
0

(3.25)

Também

(< - '7:)(t)
//

(}; vl')(;)a.

/',I'Na.. (3.26)

Assim,

(< -'7:)(t)l $ / 17l'(.)la.
0

Substituindo-se(3.24) em(3.27), obtemos

(+1 '1)(t)l 5; c''''' ltl
E de (3.25) e (3.28) temos que

t

(3.27)

(3.28)
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1+.(t) '.(t)l 5; C'cX ltl'
< Ceu

Logo,

cZI(1.)1 1(7.)l

O próximo teorema, análogo a um resultado clássico aqui será visto como
lema( veja ICall e ICa21), afirma que dado dois pontos pertencentes a uma
membrana completa existe uma geodésica tnínima ligando tais pontos.

Lema 3.57. Seja S uma h per-superfície completa. Dado dois pontos p, q C
S, existe sma geodésiccl mínima ligando T) a. q.

Teorema 3.58. Sda JW = cZI(M.)l uma membrana completa. Dados dois
pontos 1). q ç: M, existe hma geodésica, m mima ligando p à q.

Demonstração

Dados p = cZI(p.)l,q = cZI(q.)l C M, como M é completa existe um
representante À4€ tal que cada .A4É é completa. Então, pelo lema 3.57, para
cada e C / existe uma geodésica mínima 'y. : 10, 11 --, MÉ tal que 7.(0) = p. e
'y.(1) = q.. Então, a curva 'r : lO, ll --, .A4, onde 7 := cZI('y.)l, é uma geodésica
mínima. ligando p à q. H
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Capítulo 4

-A.plicações da -A.lgebra de
Colombeau à Geometria FRW

.P

com Mudança de Assinatura

Motivados pelo fato de que na álgebra de Colombeau as operações não
lineares são permitidas, estudos de modelos cosmológicos com mudança de
assinatura foram desenvolvidos em IKaml e em IMNI. Neste capítulo, ap-
resentaremos uma revisão crítica dos resultados obtidos nos dois artigos.
Lembramos que mudança de assinaturas cosmológicas são caracterizadas
pela divisão, por uma hiper-superfície com bordo, do espaço-tempo em dois
subespaços, sendo que um deles é Riemanniano com curvatura constante
(Ã = 1, -K = 0, .K = 1) e o outro é o espaço Lorentziano.

Em IKaml encontra-se um estudo da equação de campo de Klein-Gordon
considerando o espaço-tempo bidimensional. Já em IMNj é apresentado resul-
tados relacionados ao tensor energia-momento da hiper-superfície que separa
as variedades, onde é considerada a métrica de Friedman-Robertson-Walker
para a variedade espaço-tempo.

Aqui foi estendido o estudo, realizado em IKaml, considerando a referida
métrica e demonstramos que não só é impossível obter a equação de Klein-
Gordon, na álgebra de Colombeau, no caso em que a troca de assinatura
se da entre os espaços Euclidianos e Lorentziano(veja IKaml), mas também
entre os espaços Riemanniano com curvatura constante K = :LI(esfera, es-
paço hiperbólico) e o espaço Lorentziano. Com relação ao artigo IMNI será
provado que não é possível obter o tensor energia-momento neste ambiente
com relação a métrica FltW. Tudo isto se dará com base no teorema do valor
intermediário generalizado que apresentaremos adiante.
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4.1 Mudança de assinatura e funções
generalizadas

A caracterização da troca de assinaturas em cosmologia, que pode ser
vista em IKaml e em IHDI, ocorre da seguinte forma: Considere o espaço-
tempo X dividido em duas variedades disjuntas, X- e X+, por uma hiper-
superfície bordada e definida por t = 0. Esta hiper-superfície será denotado
poi

E

Enquanto que X e X+ denotam as variedades, Riemanniana e
Lorentziana, mergulhadas com os tensores métricos com assinaturas (++++)
e (-+++), respectivamente. A descontinuidade de uma grandeza física .A é
representada por l.41 = Á+ -- .4. , onde .4 e .4+ denotam grandezas relativas
às variedades X e X+, respectivamente. A métrica FliW para troca de
assinaturas do espaço-tempo considerado é definida por

ds' - .f(t)'ít' + itslil;Pa,' + .n(t)''''zo' + x(ty''""'oap', (4.i)
onder>0, 0< p< 2a-, 0< 0 < n, ./ :R --)Ré umafunçãotalquc

para t < 0 tem-se que /(t) < 0, enquanto blue para t - 0 temos /(t) = 0
e finalmente para [ > 0 temos /([) > 0. Acém disso, R > 0 denota o favor
escala representando a expansão relativa do universo e -K é a curvatura do
espaço constante no tempo com

2

r +l : esfera unitária
K = < 0 : espaço Euclideano.

1. 1 : espaço hiperbólico
A métrica (4.1) descreve um espaçc-tempo mudando de assinatura na

hipersuperfície [ = 0. Para t < 0 descreve um espaço Riemanniano e para
t > 0 um espaço-tempo Lorentziano. A partir dela observa-se que o tensor
métrico é dado por

-/(t)
0

0
R(t)2

l Kr2
0

0 0

(g..j)
0

-R(t)'«'
0

0

0

0

0

.R(ty«'..m'00
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Enquanto que o tensor métrico inverso é dado por

l
/(t)
0

0

0

0

l --K-r2
R(t)2

0

0

(g:j)
0

0

0 l
R(t)2r2sen20

Observe que para calcular os símbolos de Christoífel

rb - {g*"(e? + gP gg-), m- t,,,0,g,

precisamos diferenciar a métrica gÍj. Sendo / descontínua em t = 0, isto
é, sobre E e portanto não diferenciável, temos que gií e gij também não são
diferenciáveis em t = 0. M.as a regularização de / se dá no espaço das dis-
tribuições. Portanto, basta mergulhei as métricas gij e gij no espaço das dis-
tribuições para obtermos regularidade. Porém, em gíj aparece 1//, operação
não permitida no espaço das distribuições. Então, a solução para o problema
é mergulhei as métricas na álgebra de Colombeau g(X)(veja IGKOSI), pois
se sabe que a operação produto e inverso multiplicativo estão bem definidas.
Deste ponto de vista, / é considerada uma função generalizada.
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Os símbolos de Christoffel para esta métrica, são dados por

4
0 F*,

F" /

0 F*,
PRÊ,seno 0

/

0

)

} [,r,0

{j1';.
)

)

F*,

';'' l"o\

-K,')«, À -:, - l!.:=;;;««'',
R
R
0

}

;'',. -i,-lã :) (,r,W

Ê
R
l
r
0

F" }

)

:', -s,- l
t,r,0

}
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*::,,, «,-ii : i:;'''
R
R
l
r

cotg0
0

À

À

À

À

t

r
0

P

À

À :,,, -h
4.1.1 A equação de Klein-Gordon

Neste tópico será estudada a equação de Klein-Gordos para
a troca de assinaturas, que pode ser contínua ou descontínua,
conforme for a natureza da função /. Como exemplo, podemos
citar as particulares métricas planas dadas em IKaml para a
obtenção das trocas de assinaturas contínua e descontínua, onde
é desenvolvido um estudo análogo. Elas são apresentadas da
seguinte forma:

d,? - tala - d,=a-, (4.2)

d,sa (4.3)

com /(t) = -H(t) -- -H(--t), sendo -/7(t) a função de Heaviside
enquanto que #(--t) = 1 -- H(t).
Definição 4.1. Sda (X, g) uma uaráedade Ráemamnáamarsemã-
Rie'm,a'n'dana,). Denomina-se equa,ção de Ktein-Gordos, em X,
Q equa,ção d'i,ferevLci,ül 'para,al, de ordem dois dada por

(g:'jViVj - m')Ó

onde @ : X --* R é uma /unção escalar.

(4.4)
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Para as métricas (4.2) e (4.3) as equações de Klein-Gordos
são dadas por

'iõ?'# - ibõtó - a@ - m''É - ', (4.5)

-!õ?@ - -:õ*@ - dÓ - «'@ - o, (4.6)
J J ' '

respectivamente, e encontram-se nos exemplos dados por Kam.
leh em IKaml.

No que segue, fazendo-se uso da métrica (4.1), daremos uma
versão em C'"(R., IR) da equação de Klein-Gordon:

Proposição 4.2 (Equação de Klein-Gordon 1). S'dam X o
espaço tempo com a méílríca FRW e é : X --> R um campo es-
calar com cz condição l@l = 0 sopre a Aãper-supera/háe E. .Então,
a 'qKação de .K/eán-Go,do" "' e.p«ço C'"(lk.,R) é d«da po,

- .}'?* -- L;ee« -- .L8* --
RÕ 3R

TÍE ''"'
aEm"* --

LJP',«*W"* «'*-..
+ (4.7)

Demonstração:

Com í,.j = Z, r, é?, p, da equação (4.4), obtemos

(g**VIVt + g"V,V, + gooVoVo + gv'v'VpVp -- m2)Ó = 0 (4.8)

Agora, sendo @ um campo escalar, então

(4.9)
com á = Z, r, 0, p
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E sendo õi@ um campo vetorial, faremos uso da derivada
covariante

vz.4i = õz.Ai - râ.Ák, (4.10)

onde os ..4i são campos vetoriais, para calcularmos glz'V'zVz@,
com Z :: t, r, 0, p,.

Para Z = t

g"'VtV.@ g''(Õ.(Õt@) FZÕa@)

-}(Õ?#' - FÍ*Õ @ - F;.a,@ - I'Z:aoé - I'EÕp@)

shõ.@' . o .iD
Para Z = r

g"'w,.v.$ g"(õ,(â.@) r5õpÓ);

!-=i:#P?Ó rl,õ..é i'l:,a,@

.Kr.
-Êíd,'É' (4.12)

Para Z = 0

go' 'a.N.b g'"(õo(õo)@ - i'âõpó);

lii;P(#@ - FI,oõ.@ - i';,õ,é - I'goao@ r'b%@')

R{,@@ - ;õ*@ -- C1 .;l:?-0õ,Ó 0.t
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Para / = p

gwv X vN .4 g"(Õ,(ÕP@) - -rg.ÕPÓ);

;iãã;i;q(qó - i'b,õ*ó - i';,õ,ó - r8,,õoó
r31.õ.@)

-L;«q* -* LF',* -*
(4.14)

Substituindo-se as igualdades (4.11-4.14) na equação (4.8)
obtemos a equação (4.7). a

Vamos supor agora a função @ descontínua, sua natureza
pode ser descrita da forma

@ +@-H (4.15)

Aqui, ./7+ e H denotam as funções generalizadas correspon-
dentes de -H(t) e -H(--Z) = 1 -- H(f), respectivamente. Enquanto
que, @. e @+ são funções diferenciáveis, definidas nas regiões X.
e X+, respectivamente.

Agora será apresentada uma nova versão da a equação de
K[ein-Gordon (4.7) no espaço C'"(]k., iR), através do seguinte
corolário.

Corolário 4.3 (Equação de Klein-Gordon ll). .gelam X o
espaço tempo com a métrica Ji'RW e (é : X --.} R um campo es-
cd,a.r descon,tín'uo. En,tão, a, eq'u,cação de Ktein,- Gordo'n, n,o esta,ço
a"(R., R) é d«d« po,
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{ -;#d'.. + ;ue«* -- ;L@.«* -- ;,d;*q*. .-
RÕ 3R. 2
---7-=---Ü'#+ + - +/R

;"?-'
Z-E:Ê:leõ,..;ó... -'.- :ii$õ,ó-.- é-.}.K''

LJae*- -- ,L@*{

-©F'..*- *EF..«- *W'.«
{

:PÜ;a.'b- - m:Ó }-H +

Ê,-]a'«'] + ã:?]õo'''] + ?ãáMÍ%-'l --

3K";/' - 3k,;/' + /'"tgo i.Éiló + .liióiõ' - .}ióiá
2.f'r

Demonstração

Sendo a derivada de qualquer função descontínua dependente
do tempo dada por

a@ = &é+.H+ + a.@--a + l@ló, (4.16)

com ã :: t, r, 0, p.
Então, derivando-se com relação a íl a expressão (4.16) para

á = t, obtemos

õ.(õ.Ó---a''' + õ*Ó--H' + l@lõ)

dÓ+.H''' -+ at@.}õ.H't '. d@ H -F
õ.@ õt-H' + õ.l@lõ + l@lõ (4.17)

Agora,
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õá'Ó+

(õá@)--

[a@],

@ )

(a@)
(4.18)

onde á = t, r, 0, p
Enquanto que,

õ. .H''' (t) Õ. -H (t )

õ(t) , (4.19)

õtn H Õt(l -H(t))
-- õtH (n

-õ(t) . (4.20)

Por fim,

&-a'' (t) (4.21)

e

& .ü '(t ) (4.22)

onde { = r, 0, p.
Portanto, substituindo-se as expressões (4.18 - 4.20) em (4.17)

obtemos a seguinte expressão

õfÓ-..N'''' + õ?@ .a + 2lõ*@lõ + l@là (4.23)
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Derivando-se a expressão (4.16) com relação a á, onde ã
r, 0, p, temos que

â(&@+-H' + &é -a + l@ló)

«$.+H''' -F õiÓ.taiH+' -F dÓ.H -+
a@ &-H + õ.l@lõ + l@lõíõ (4.24)

Substituindo-se as expressões(4.18),(4.21) e(4.22) em(4.24)
obtemos a seguinte expressão

#Ó+.ü'' + õl:@ .H' + l&@lõ. (4.25)

Para finalizar, basta substituir as expressões (4.23) e (4.25)
na equação (4.7) para obtermos a equação de Klein-Gordon

4.1.2 ];'ormalismo Mansouri-Nozari

No formalismo de Mansouri-Nozari, que trata do estudo do
tensor energia-momento segundo a álgebra de Colombeau, en-
contrado em IMNj, considera-se também a métrica 4.1 com a
X UILX\ WV

f(t) - H(.-t) (4.26)
e

R(t)' - xi(t)x(t) + xlx(-{). (4.27)

Para a regularização da função .f em t = 0 é feito a seguinte
escolha particular:

N(t) It-o r > 1/2. (4.28)
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Substituindo-se as equações,

H'(-t) - 1 - n'(t)

e (4.28) em (4.26), obtemos

(4.29)

/(t) It-o

O que permitiria operações não lineares, como por exemplo
/(t)'i ou /(t)2. Mas no espaço das distribuições, operações
dessa natureza não são permitidas. Então, mergulha-se / na
álgebra de Colombeau, passando-se a considerar / como função
regularizada onde

.f.Çs) .fJ(v)'!pÇt)d

Aqui a função /, de modo análogo ao realizado no primeiro
tópico deste capítulo, é vista como elemento do espaço via teore.
ma do mergulho, e consequentemente os (g:j), (gíj) e os símbolos
de ChristoRel obtidos no início do capítulo.

Sendo assim obtém-se a partir (3.16), (3.17), (3.18) e (3.19)
as seguintes componentes do censor de Einstein:

3Kfs 3f'zRu
Raj'' f'R4 (4.30)

'« - -;..T (4.31)

(4.32)

:,.--:*.q v*qy*q
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Sendo / uma função descontínua em t = 0, para que os co-
eficientes do censor de Einstein façam sentido poderíamos mer-
gulhar os coeÊcientes da métrica no espaço das distribuições.
Entretanto, observa-se a presença de operações não lineares no
processo de obtenção do referido censor. A saída, então, foi
mergulhar a métrica e sua inversa na álgebra de Colombeau.

Lembrando-se que a função / é definida por

fQ) : UQ) - n(-t),
vamos calcular, inicialmente, sua derivada. Como .5( .t)

ó(t), e«tM

/(f) .ü(t) + .#(-t)
õ(t) + õ(-t)
2Õ(t) (4.34)

Sendo ]7 = ./72, então, pelo teorema 1.24 temos que

H -N

HÕ -N

2HH
2HÕ
Õ

2
(4.35)

Agora, por (4.35) temos

/(t)õ(t) .H(t)Õ(t) - H'(-t)Õ(t)
.H(t)Õ(t) - .H(-t)Õ(-t)

0. (4.36)

A derivada de qualquer função descontínua dependente do
tempo é dada por
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$' + A--K + .Ê, (4.37)

onde .H+ e -/l são as funções correspondentes de -/7(t) e
n(--t) 1 -- H(t), respectivamente e F' = IP'lõ(t) é a parte
singular da derivada.

Como

g:*GÀ.j, á, .j, .X € {Z, r, 0, p},

usando-se as relações (4.30
obtém-se:

4.33) e as equações (4.34- 4.36)

é'l H 0; (4.38)

H''; (4.39)

/l.RI H''; (4.40)

õ$ (4g o.4o
Note que, o censor energia-momento do espaço-tempo inteiro

pode ser escrito como

Z.f - 7:'n'+ + %;-H- + Êj, (4.42)

onde 7: e 7l; são os censores energia-momento correspon-
dendo ao espaço Riemanniano e ao espaço-tempo Lorentziano,
respectivamente, enquanto que

Tij = CSiãõ(ü (4.43)
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é a parte singular, com C' sendo uma constante a ser deter-
minada.

A constante C' pode ser determinada, apresentada na liter.
atura(veja IMNI), mostrada a seguir:

Seja I'- a espessura da casca E. Então,

»«b .r'n,'i«, (4.44)

é o censor energia-momento de E(veja lisa)
Agora, de (4.43) tem-se que

CSij l õ(©(ac»dn

'':,:
onde ©

Então,
t 0 define uma hiper-superfície singular E

dm

m'&'} (4.45)

Sendo o vedor m normal a hiper-superfície '}, de (4.45) e usan
do a métrica (4.1), obtém-se

' l/(t)I'
Substituindo-se (4.46) em (4.43) , obtemos

l
(4.46)

(4.47)
« ]

z:j &jõ'
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Seja Gí.Í = KZ.j a equação de Einstein proporcional a (5, onde
K :: 8n-G/c2 é a constante de gravitação de Einstein. Das ex-
pressões (4.38 - 4.41), de (4.47) e da parte singular da equação
de Einstein, obtém-se que:

«'ÍÚ ~ ';
(4.48)

«';ú~.v ç,;; (4.49)

«.g; ~ .V (4.50)

(4.51)'.r; ~ .V
ondeSJI =giÀSXj com ,X c {t,r,0,p}

Portanto, se conclui que o censor energia-momento da hiper
superfície singular é

0 0
o u:3P
0 0

0 0

S
0 0

0 0

Então, se l.ül = 0 conclui-se que S H 0, mas isto em geral
não é necessário. Então, o censor energia-momento, da hiper-
superfície singular pode ser não nulo, contrariando assim o caso
clássico.
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4.2 A não-invertibilidade multiplicativa das
funções generalizadas que mudam de sinal

Vamos agora demonstrar que funções generalizadas que mu-
dam de sinal não possuem inverso multiplicativo.

Lema 4.4. $da dados (z.), (3/.) C Cw se z. < z. < 3/. Vc C /,
então (z.) c 8A/.

Dpm nn qt.rnPãn-WS-WV.

Como (z.), (3/.) C eA/ então existem .Ni, N2 C N, ?i,q2 C /,

O'i, G2 > 0 tal que

lz(c)l$Ctc Vcc/o: e l3/(c)l$C'ic'W2 Vee/.,

Seja 77 := mzntv7i, ?72}) Ar := maz{./Vi, N2} e (,7 := ?nazi(Ji, (/2}
então

c\.

(.)LIJ}'- 1:«(')1SC'' " e IZ/(.)ISC'. ]" V.C/o
Analisemos os seguintes casos:

1. Se:«(.) >0 V.c/n «th(z.) c8«.;

2. Se 3/(e) < 0 Vc C /o então (z.) C ew, bastando multiplicar
por menos e aplicar o caso l.;

3. Se:«(c) <0<Z/(c) V.e/q então

(a) Se existe € C /n tal que z(ci) < z(c) < 0, então

1.(.)1 < 1:«(.)1 < c'. ''';
(b) Se existe c C / tal que z(c) < 0 < ,2(c) < y(c), então

1,(.)1 < 1z/(.)l < c'. '''
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De(1.),(2.) e(3.) segue-se que(z.) € em

Lema 4.5. S©a ç2 c R" om c07nlunto aperto e conuero, ácidos

cZI(:«o.)l,cZI(Z/o.)l C Q.. S. ,o. C l:«o.,3/0.16.g«.nto d. «t«2.
.Ente. ./l(;o.)l C Q.

Dpmnnqt.rnpãn'wb-wv.

Como cZI(zo.)l,cZI(3/0.)l C Q. então ]Ãi,K2 CC Q ?i >

0, 772 > 0 tal que zo. C -/(l e 3/oc C -K2 para todo c < 77i, c < ?72.

Tome 77 = mánt77i, ?72} e seja .K = -Ki U .K2 então zo., 3/0. c .K
para todo c < 77.

S.ja Ã (l -t)Z/: t c lO,il:«,3/c -K}

À' - {t:« + (í - t)z/ : t c lo, il:«, z/ c -K}.
Então zo. C -K CC ç2 para todo c < 77.

Claramente .K é limitado e como .K é fechado então é com-
pacto.

Resta provar que -K C (2:

Suponha que .K não está contido em Q e como .K C {2 então
K n ÕQ :/ e). Logo, existe p c ./( n 8ç2 e então p c .K e
p € ÕQ. Donde existe (z«) C -K tal que z. ---, p, onde z. =

t«u« + (l -- t«)u« com u«, u« c -K e t« € 1O, il.
Como .K e 10, 11 são compactos então existe subsequencias

(u«.), (u«:) e (t«:) tal que u«. --, "o, u«: --, uo e t«. --, to. Então

';«: - t«.u« + (l - t«)««: --» toco + (l - to)«o C Q

pois ç2 é convexo.
Da unicidade do limite temos que temos que p = toco + (l --

to)Do C Q, isto é, p c f2. Mas isto é absurdo, pois p c ÕQ e ç2 é
aberto. H
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teorema 4.ti. óe?am sz C ]K'' u7n

/ € Ç;(Q) e io, ©o C ç2. taZ que;

-Z. /(io) < 0 < /(Úo),

2. cZI(:«o:. - z/o:.)l c -rn«(R).

.Ente., .«{.t. ,2o C Q. t«/ qu. /(,2o) - 0.
Demonstracão:

su,bconjunto aberto e conuezo

Sejam úo = /(io) e {Zo = /(Úo) então existem representantes
(wo.), (uo.) de üo e ão, respectivamente e tal que:

1. mo. < 0 para todo c C /

2. uo. > 0 para todo c C /

Seja (./1) um representante de / então existem (q.), (p.) C .W'
tal que:

./:(:«o.) - ««o. +q. e /.(3/o.) - uo. + «..

Defina agora:

1. A.(:«) - ./l(z) - ?.;

2. g.(z) («) - «..

Então

h : l(h.)l l(g.)l
E além disso

h.( :«o. ) /.(:«o.) - q.
wo. + 77. ?7.

wo. < 0.
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Enquanto que

g.(3/0.) - P.

UOc + Pc -- Z/.

uo. > 0. (4.53)

Defina agora, para cada c c /, a, aplicação Fc : (2 C R"

g. (3/0. )

por

F.(") - iEL: :!m{(": 3/0:.)A.(") (". -«o:.)g.(«)}.

(F.) C eW(Q).se (2 ) temos que ( : ) é moderado. Então
Portanto, podemos definir a aplicação F : Q.

cZI(rc)l C g(Q) por

.F(ã) - .ZI(Fc(z.))l

li 11: 'z]qi;:!-ãl:{(«:. - v.:JÀ.(«J - («:. - «.:JÕ.(«Jn]

;i;!-ü-{(": (")--(":

;ií:-i={(": )

E=-;=,'«,
/(,).

Observe que:

(4.54)

F.(zo.) = à.(zo.) = t«o. < 0.
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e

F.(3/0.) g.(yo.)

Então pelo teorema do valor internediário e da convexidade
de {2 existe zo. c lzo., 3/o.l C (2 tal que .F(zO.) = 0. E pelo lema
4.5 temos que .ão = dl(zo.)l C {2.. E por 4.54 obtemos que

/(,2o) (2o)

Coro[ário 4.7. Sejam J = (--2l'-, 2a'-) C ]R m imteruaZo com a' C

W.\. e .f : J ------, W. a função de.unida por f(t) = H(t) -- H(--t),
om,de H é Q f'unção de Heauiside. Se f é ui,sta, como uma, f'u'nção
general'içada então ezi,ste to C Jc tal qu,e j'(tol -- 0.

l)nmnnctrnpãn'Y"

Seja zo. = --r e 3/0. = r para todo cán/ com a'-RI, então

«o - .ZI(«o.)l e g/o - .ZI(z/o.)l

pertencentes a Jc
Então

/(zo) - /(-,")
Enquanto que

l < o

./'(3/0) (.-) - 2H'(,'-) - l l > o

Observe que zo.--3/o. :: --2l- para todo c então l = --

IR. Logo (zo - 3/o) c /,««(R).
Portanto, pelo teorema 4.7 existe zo C .4 tal que /(zo) = 0

Cocluímos então que / não é invertíwel em Ç;(J). H

Podemos concluir, então, considerando a métrica FRW, que:
a equação de Klein-Gordon não existe no ambiente das funções
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generalizadas. Como exemplo, podemos citar as métricas dadas
em IKaml para a obtenção das troca de assinaturas. Além dis-
so, as componentes do censor de Einstein e consequentemente as
equações de Einstein, não fazem sentido neste ambiente. Por-
tanto, o tensor energia-momento da hipersuperfície, obtido em
IMNj neste ambiente, também não existe.
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