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Resumo
Utilizamos neste trabalho uln exemplo dado por Maíík e apresentado por Kaiták em

l51 para mostai que as integral de Henstock-Kurzweil e a JWi-integral introduzida em l41
não são invariantes por rotações. A seguir é apresentada uma definição abstrata de integral
e é discutida a incompatibilidade entre o Teorema da Divergência e o Teorema de Fubini
quando grande generalidade é requerida. Finalmente é introduzida uma nova integral não-
absoluta baseada em partições triangulares do domínio, que admite fórmula de mudança
de variáveis com respeito a transformações lineares, satisfaz o Teorema da Divergência
com grande generalidade e apresenta boas relações com a integral de Lebesgue. Algumas
propriedades de convergência são estudadas para esta integral.



Abstract
In this woik an example by Mafík, presented by Karták in ISI, is brought up in order

to show that the Henstock-Kuizweil integral and the Mi-integral introduced in l41 aie not
invaiiant by rotations. A general definition of integral is presented, followed by a discussion
about incompatibility between the Diveigence Theorem and F'ubini's Theorem when great
geneiality is required. Finally a new nonabsolute integral based on triangular partitions of
the domain is introduced, which admits chance of variables formula with respect to linear
transformations, satisfies the Divergente Theorem with great generality and presents good
relations with the Lebesgue integral. Some convergence properties aie studied for this
integral.



Prefácio

Consideremos o problema de decidir pala que classe de funções F' deânidas em um
intervalo compacto la, Z)l é satisfeita a equação

b

F'' F'(«) (o.l)

Se a integral considerada em (0.1) for a integral de Lebesgue, é sabido que nem pata todas
as funções deriváveis F' temos que ./?' é Lebesgue integrável; é o caso por exemplo da função
F' definida em 10, 11 por

F'(z) - «'''« ($) ,

0,
se # > 0;
se z := 0 (0.2)

])enjoy, em 1912, e independentemente Perron, em 1913, definiram dois novos processos
de integração sobre la, ól mais abrangentes que a integração de Lebesgue tais que (0.1) é
satisfeita para boda função F' derivável. As naturezas de suas definições fiam bem distin-
tas, contudo se provou em torno de dez anos mais tarde que fiam equivalentes (veja l7j
para as definições das integrais de Denjoy e Perros e para a demonstração da equivalência).
Em 1956, Jaroslav Kurzweil e Ralph Henstock desenvolveram em parceria um processo de
integração equivalente ao de Denjoy e Perron, contudo de muito mais simples definição,
baseando-se em somas de Riemann (a integral de Henstock-Kuizweil sela brevemente dis-
cutida no Capítulo 1; veja a Definição 1.1). Refere-se às integrais de Denjoy, Perron
e Henstock-Ktuzweil como integrais não-absoZtitas, devido ao fato de que nem sempre,
quando uma função é integrável com respeito a uma dessas integrais, temos que o valor
absoluto da mesma ftmção também é integiável, como acontece com a. integral de Lebesgue

O problema de definir integrais mais abrangentes que a de Lebesgue obtendo máxima
generalidade de funções que satisfaçam (0.1) se estende naturalmente pata mais dimensões;
queremos definir integrais em certo domínio C/ C R/v, que satisfaçam a seguinte versão bens
geral do Teorema cla Divergência:

díuF' = /,,, F' Ar, pala cada F' : R2 - R2 difeienciável. (0.3)

Para que isto aconteça, naturalmente dãuf' deve ser integiável. Para domínios suficiente-
mente simples (pol exemplo, quando H é a união finita de triângulos) a integral à direita

U
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sempre converge. A extensão natural da definição de integral de Henstock-Kurzweil para
o caso multidimensional não satisfaz (0.3), mas por outro lado satisfaz um Teorema do
tipo Fubini bem geral (ver l81). Jean Mawhin em l61 acrescentou à definição da integral
de Henstock-Kurzweil uma condição de regularidade pala as partições, obtendo (0.3), mas
perdendo a propriedade básica da aditividade da integral com respeito a intervalos. Em
l41 Jarník, Kurzweil e Schwabik definiram a JMi-integral (veja a Definição 1.3 abaixo), uma
modificação da integral definida por Mawhin que ainda satisfaz (0.3) e não apresenta a
mesma falha relativa à aditividade.

Estas três integrais apresentam uma deficiência em comum: não são invariantes com
respeito a rotações (veja Proposição 1.7); não podemos dispor portanto de uma satisfatória
fórmula de mudança de variáveis para estas integrais. Tem grande peso neste resultado o
fato de que as paltições do domínio consideradas nos três casos são paitições em ínÍemaZos.
Em l31, Jarník e Kuizweil estabeleceram mais uma integral, esta considerando pattições do
domínio em subconjLmtos com fronteira continuamente difeienciável poi partes, obtendo
(0.3) e fórmula de mudança de variáveis para transformações continuamente diferenciáveis.
Contudo, a riqueza de partições para esta última integral gera dificuldades técnicas con-
sideráveis ao se efetuar cálculos, mesmo para se provar propriedades simples.

Diante deste panorama, vamos nos restringir ao caso bidimensional e expor ao longo
deste trabalho os seguintes tópicos:

1. mostraremos que o Teorema de Fubini e o lborema da Divergência são, sob um certo
aspecto, mutuamente ezcZusãuos. Pala tal se fará necessário estabelecer o conceito
abstrato de integrais e primitivas.

2. vamos introduzir uma integral que preserve a maleabilidade técnica da integral JWi ,
utilizando partições do domínio em thángulos ao invés de intervalos, e mostrar que
esta integral satisfaz (0.3), bem como admite fórmula de mudança de variáveis para
+rn nqfnr«l nFÃna l i nnn rnc

XWqÍVVU XA A RVWX VU '

Discutiremos (1) no Capítulo 2 e (2) no Capítulo 3
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Capítulo l

A integral de Henstock-Kurzweil e a
integral 7Wt

1.1
z./ v z. =. n. x. H. y\.r \J b./

A integral de Henstock-Kulzweil, que denotaremos por HK-integral, é dita uma integra/
de calibre. Isto significa que sua definição se baseia em somas de Riemann, porém é
suprimida a condição de que a espessura das partições do domínio U de determinada
função deva ser Hall/07mernente pequena pala que consideremos a convergência da integral
dessa função. Para tal é utilizada a noção de ca/áóre, que é simplesmente uma função
estritamente positiva definida em U. Veja a Definição 1.1 abaixo.

Usualmente nos referimos a um {nÉerua]o em ]RX como um produto de /V interva]os da
rega. Dado U C ]R2, denotamos por

.ub(U) {J C U : J é um intervalos

o conjunto de todos os intervalos contidos em U, ou sttb nte alas de U. Todos os intervalos
aos quais nos referimos no decorrer deste texto, exceto quando indicado, são intevalos
fechados.

Definição 1.1. Seja / C IR/v ?lm ãnÉeruaZo. Urrza HK-partição de / é um colÜl&nÍo ./imita da
/07««a {(-rj,tj)}j.r onde -íj € sub(/) para cada .j C I', os ántemaZói 7 são não-sobrepostos
Oito é, l/j n /kl = 0 sempre qlte .j # k,), tj C /j e Ujcr/j = /

.4 soma de Riemann de urrza /unção ./' : / --, IR com respeito a alma HÃ'-partição
P = {(/j, tj) : .j C I'} de / é dada por

S(/, 7') }: /(tí )l-rj

O«do «m c«Zãb« .5 .m .r, dá«m" q«e «m« HX-p«diga. {(-rj,tj)}j.- de / é õ-H- "

/j C Bó04(tj) para cada J C I', onde -Bõ04(tj) é a bola de centro tj e raio .5(tj).
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/ Sega / : / --, ]R. Dizemos que / é HK-integrável se ez sÉàr .4 C R faZ ql&e para cada
e > Q existe um calibre õ em l satisja,zeT\do, para cada HK-l)arte,ção õ-$vta'P de l,

s(/, 7') .AI < .. (1.1)

Neste caso escreuenlos

l.nK) l f :a çnK) l .f a A.

Sega .f : Rw -+ R de suporte compacto. Dizemos que / é HK-integrável se ezístír
A. C W* e 'umnf inteTwalo J c W.N corri suppf C J tais q' e f é HK-integráuel, e'm J e
\H}o.fJ J' 'A} e neste c(iso de$nzmos

/H r

r r r

2

l.nK)if l.nK) l .f ê (nK) l .f A

A existência de HK-partições (5-finas de / independentemente do calibre (5 escolhido é
garantida pelo Lema de Cousin (veja jll).

E fácil verificar que a definição da HK-integral de / em R/v é independente da escolha
de J. E possível definir a HK-integral também para funções que não têm suporte com-
pacto (veja jll para o cmo unidimensional); embora nosso interesse aqui será localizado
em funções de domínio limitado, o item 2. da definição será útil para o estudo do efeito
das rotações para essa integral.

Observe que, se considerássemos na definição acima apenas os calibres constantes, a HK-
integral coincidiria com a integral de Riemann. Desta forma, todas as funções Riemann
integráveis são também HK-integráveis, e os valores das integrais coincidem. Diz-se neste
caso que a integral de Henstock-Kurzweil é mais geral que a integral de Riemann; esse
conceito será aprofundado no Capítu]o 2. Para ]V = 1, através da HK-integral podemos não
apenas integral todas as funções Riemann integráveis, mas também as Lebesgue integráveis
e todas as derivadas de funções deiiváveis F', satisfazendo

l.nK)l F'
a

Referimo-nos ao livro de Lee l91 para um estudo aprofundado da HK-integral em uma
dimensão.

Quando Ar = 2, contudo, a HK-integral não satisfaz o Teorema da Divergência como
indicado em (0.3). Isso já foi ressalvado em l61 e também é consequência do fato da HK-
integral satisfazer o Teorema de Fubini(veja l81), o que pela proposição 2.5 mais adiante
exclui a possibilidade de termos (0.3). Em l41 e l61 este problema foi contornado exigindo-se
uma certa rega/aüdade das paitições consideradas ao avaliarmos a convergência das somas
de Riemann em (1.1). Segue a definição de regularidade de uma partição considerada em
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Definição 1.2. Z.)e$nimos a irregularidade de uma HÃ-partição P' = {(/j, tj)}j.:r por

árr(7') ê :per(/j)aliam(-rj),

a,o'n,de perÇ13 ) e dictmÇ13 ) denotam respectauüme'n,te o T)e'r'ímetro e o diâmetro de li . Dado
C' > 0, 7' é dát.z C-regula: se ãrr(7') 5; C'

Será conveniente denotar, para um interva]o arbitrário J C ]R', q(J) :a per(J) doam(J)
Então a irregularidade de P' pode ser escrita como

á«(7')

Uma adaptação do Lema cle Cousin garante a existência de partições (5-finas, C'-iegulaies
de / C IRZ, sob a condição de que O ? q(/). Observe que para cada intervalo J C / temos
que q(J) $ q(/), de forma que também existem partições .5-finas C-regulares de J quando
c' ? q(-r)

Definição 1.3. 7. / : / C R2 + R é data À4i-integiável se e:úsíír .4 C R taZ qie
para ca,da e > ç) e cadct C Z qÇI) eaÀste u'm, cctlibre õ em l satasjaze'ndo, l)ara. cada.
HK-parhção'P de 1, Q seguinte condição:

se 'P é õ-hTta, e C-regra\ar, e'ntão \Stf.'P) .AI < . (1.2)

Neste caso escrevem,os

(M:) .f é (MI)

2. Seca .f : RX ---+ R de suporte compacto. Z,){zemos que / é ]Mrintegrável se ezistár

.4 C R e am enter'ua/o J C IR2 com surf./ C J tais que ./ é .A4i-integral;eZ em J e
l.Mi)J,j = A, e neste caso definimos

(MI) l .fà ÇM.)
R2

A restrição imposta às paitições consideradas em (1.2) faz com que a &/i-integral seja
mais geral que a HK-integral, esíhtamente pois através da A/l-integral pode-se integiai o
divergente de qualquer função diferenciável (veja l41), o que não ocorre com a HK-integral-

E possível definir a JWt-integral também sobre domínios que são conjuntos e/ementares,
isto é, conjuntos que podem ser patticionados em uma quantidade finita de intervalos.
Uma condição stúciente pala que Ã. = UÇ::;i .r; admita partições õ-finas O-iegulaies, inde-
pendentemente do calibre (5, é que C 2 >1:;'.: q(/j); o importante é que à Fartar de um
certo C' > 0 suficentemente grande sempre existam partições õ-finas O-regulares, de forma
que vamos nos referir, exceto quando indicado, simplesmente a "C' > 0 su$cáe tíerrtenie
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grande" pala que os domínios considerados admitam partições C-regulares. Isso não altera
a definição da Mi-integral, já que toda partição (;'-regular é também D-regular, sempre
que .Z.) > C'.

Mostrar que as propriedades da À4i-integral destacadas em l41 são preservadas ao con-
siderarmos domínios elementares é um trabalho bastante técnico, que omitiremos neste
ponto pelo fato de ser análogo ao trabalho realizado com a A-integral na Seção 3.2. Desta-
camos duas dessas propriedades que se farão necessárias na próxima Seção:

Proposição 1.4 (Aditividade). Sega K C R2 um c07Üurzto eZemenlar, / : ./( --, R e sega

tl,RÀ uma parti,ção de K em conjuntos etemevttares. Então f é Mt-integráuet em K se e
somente se f é Mt-integráuel em L e R, e neste ca,se

ÇMI)l j-t (M\)
L

f

Lema 1.5 (Saks-Henstock). Seja Â. C R2 Hm conjunto eZernen]ar, / uma /u7zçâo ]Vi-

integráuel elll K e consi,acre um calibre õ elrl K tat qwe Q condição (1.2) dü De$nição dct
M:-ánl.g«/ é ;«tãs/eit« «m "'peito « O > 0 e . > 0. S«po«h« q« 7' = {(.rj, tj) : .j c I'}
é uma HK-subpaitição (5-./ina, (l;-regular em /.i Então

xl/ Dl-r'l Á/l .

1.2 Efeito das rotações para a HK-integra] e a ]Wt
integral

Em l51 , Karel Karták apresenta o seguinte exemplo, dado por seu orientador de mestrado
na época, J. Mafík:

E empZo 1.6. Seja (a.) lama sequência de números reais com ao = 0, ao < ai < a2 <

e a« - 1, e seja (ó.) uma sequência de reais positivos convergindo a zelo mas tal que
>ll:.cw b« = +cn- Definimos pala cada n natural o seguinte subconjunto de 10, il x lO, lj:

K. la. t,a.l x la. i,a.l, e Ã'; :L {(z,y) c Ã. : / 2 z}

E possível construir uma função / : R2 -+ IR satisfazendo pala cada n natural

1. / é contínua em R. e se anula em aÃ'.i

2. /(z,3/) ./(g/, #), para cada (z, Z/) c Ã.;

] Uma HK-subpad ção em .K é definida da mesma forma que uma HK-partição de .f( (vqa Definição
1.1), excluindo-se a condição Ujcr/j = .K; ó-finura e (-;-regularidade são definidas da mesma forma que
para HK-partições de .l(
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3./(z,y) ? 0, para cada(aç,y) c .rq;

4. (R) .Ü: /

e tal que /(:r,Z/) = 0 pala cada (z,3/) g U«cmÃ«
contínua nos demais pontos de R2

Note que / é descontínua em (1, 1) e é

Proposição 1.7. ] A junção ! de$nida aci'mü é Mt-integr(íuel,;

2. a :-rotação de j no sentido horáMo não é Mt-ãntegráuel. Isto é, se T

e$n a p«r a: # l JI 1 1, ente. /or-' nâ. é M:-ánteg,á«/.

R.2 -} R2 é

./ o T-i não pode ser A/l-integlável em decoirência da aditividade da .A4i integral com
despeito a intervalos. De ouvia forma, como surf./o7' ' C 10, \,/21 x j--l, ll, /oT-i deveria
ser ]Wi-integrável em 10, v21 x 10, 11, o que contradizia o fato de que >1:.cm Z). = +oo.

Podemos piovai diretamente que / é .ÍWi-integrável usando a Proposição 1.8 abaixo.
Esse resultado foi provado para a integral de Perron em l51, e aqui apresentamos uma versão
pala a A4i-integral. Observe que l51 data de 1955, e a definição de integral desenvolvida
por Henstock e Kurzweil (Definição 1.1) é posterior a 1956.
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Proposição 1.8. Considere /
ajt l"maço es :

lO, lj2 ---, R e .4 C R. Então são equát/a/entes as seguáníes

/. / é M:-ánÉ.g«á«Z .'m 10, il' e (M-)// Á,'

2. / é .A4t-iníegráue/ em K(=,z/) = lO, lj2 \ l#, ll x ly, ll para cada z, y com 0 < z, g/ < 1,
e o Zimãte

,,IH:,n(wo.L / o.n
ezásíe e é igual a Á

Usaremos notação semelhante a de l5l: se / e .4 satisfizeiem as condições do item g?.,
diremos que / é Mf*-Integrada/ e que .A é a ]V.* íntegra/ de /, e denotaremos

ÇMÍ* ) l .f à A

Demonstração. (1)+(2) Mostremos primeiro o seguinte: para cada t C lO, lj2 e cada
sequência (J"). de subintervalos de lO, lj2 convergindo a t (no sentido de que Ji .) J2 D
e n=;:i" {t}) temos que

lim (MI)
71, --'} 00 J't

./' ::: o.

Observe que, pe]a aditividade da ]Vi-integra] (Proposição 1.4), / é JVi-integráve] em cada
J". Dado c > 0, o Lema de Saks-Henstock 1.5 nos galante que existe õ = õ(t) > 0 tal que
J" C Z?õ(t) (t) implica

.f(t)l.rl - (w:) / ./l < .;

como ./(t)IJ"l converge a zero, segue a conclusão. Isto que acabamos de mostrar equivale a
dizer que as phmát uas de /uniões J\4] -ántegráueás são contúittas, como veremos no pioximo
Capítulo.

Suponha apoia que (J")« converge a (1,1), J" = lz«,ll x ly., 11, e considere -L''
10, a.l x 10, y.l, M" é: lz., ll x 10, y.l e N" à 10, z.l x IZ/., 11. Veja a figura abaixo.

J"

( 1,1 )
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Novamente pela aditividade da Mi-integral, para cada n temos

l.M,)l f+(M.)l .f-Ç(M.)l .f+(M.)l jL. J N.{.n J Nn J J. i.u.)lí
Logo,

(M:)l f
K(a«,y«)

A l .f+ (M.)l j-t l.M.)l f
L. J N,Í. J Nn

A
J.

que converge a zero, de onde segue que / é À41 *-integrável, com (.4/i*)Ü / Á

(2)+(1) Suponha que / seja ]W;*-integrável, com (À/i'*)/ ./ = .4
cada subintervalo J C lO, lj' com (1, 1) C J,

Vamos chamar, para

'D(;) (nK)l j
lO,ll2\.J

Sejam € > 0 e C' ? ç(lO, ll'), e vamos escolher r > 0 satisfazendo lr'/(1, 1)l < c e tal que ,
pala cada J c -B,(1, 1) subintervalo com (1, 1) C J,

q'(J) .41 < c. (1.4)

Definimos, para cada i natural, Jí :à j1 2 i, lj2. Então existe íi tal que, pala cada J C J,.
subintervalo com (1, 1) C J, a desigualdade (1.4) é satisfeita. Definimos também, pala
cada { natural e cada Z C {1, 2, 3},

«:; { i

2:, 1 2:+:l x it 2:, 1 2:+:l,
2:,1 2i+il x li 2i+l,ll,
2:+:, ll x j1 2:, 1 -- 2i+il,

if z
if z
if /

1;

2;

3,

Seja. (il um calibre em K.z tal que para cada HK-partição (5l-fina, C-iegulai Q de .Kj
temos

SK!(./', Q) (M:)
e

<
3.2í (1.5)

E possível definir um calibre õ em lO, lj2 satisfazendo as seguintes propriedades
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1. (i(1, 1) 5; 2 i- d((1, 1), 10, il' \ ./..) (e co«eque«temente õ(1, 1) $ ,);

2. z # (1, 1) + Õ(z) $ d(z, (1, 1));

3. :" € K.' ::> õ(z) $ ÕI(z);

4. z € ãnt(/q) :+ Õ(:«) $ d(:«, 10, il' \ K'j).

onde {nt(Kz!) é o interior de K.z em relação à topologia induzida de IR2 em lO, lj2. Vamos
chamei' Kt ê .fqU.Ki2UÃ'? = J:\4+i; as propriedades (3) e (4) do calibre (í e a desigualdade
(1.5) garantem que, para cada HK-partição .5-fina, 3C'-regular Q de /G podemos msumir
que cada intervalo de Q está contido em algum /q, e

$K: (/, Q) (M:)l .f (1.6)

Suponha que P' = {(/j, tj) : .j c I'} seja uma HK-partição õ-fina, (;-regular de lO, lj2
Pela definição de (5 existe .jo C I' tal que tj' = (1, 1) e /j' C .Ã., e podemos assumir que
cada /; com .j :# .jo está contido em algum .i{.l

Fixamos iO > ãi tal que Jio C /j'. Se 7Z é uma HK-partição (í-fina, C'-regular de Ji: \lio,
então

S(/, R) (M:) <c
ri. \lí.

(1.7)

De fato, podemos assumir que 7Z pode sei escrito como uma união disjunta 7Z
U7?í. l onde, paracadaá -:ãi,...,ão l,

7Zi. U

n{ :L {(L'f, tj) c R : Lj c /G}

é uma HK-partição (5i-fina, 30-regular de .K'.. Então para cada { = ii, . . . , {o -- l temos

s(/, &) - (HÃ').L / < ;
e poi (1.6) obtemos que

sçj,xà çnK)

s(.f,K:-)+ ' '' + s(/,n:.-:) l(w:)
Vamos definir

+(HÃ')

Po :; {(/j,tj) : .j C I'o}, e Pi ê {(-rj,tj) : j c I'i},

onde I'o á {.j c I'
a união disjunta

/j C lO, lj2 \ a. } e I'i ::: I' \ (I'o U Jo). Então P pode ser escrito como

7' u 7': u {(-rj', tj')}
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Pi é uma HK-subpaitição (5-fina C-regulam em a: \ a., então por (1.7) e pelo Lema de
Saks Henstock 1.5,

SÇf.'pü (m:)/ /l < .,
.&.\li.

logo por

(nK)l f
J..\li.

I'}(J.) 'p(a:)l $ 1õ'(J.) ÁI + l.4 '}(J,:)l < 2c

temos que l$(/, p'i)l < 3c.
Agora poi (1.4) e por um argumento semelhante ao usado para provar (1.7),

S(./,7'o) .41 $ 1S(./,Po) (m:)/ ./'l + l©(á.)
lO,ll'\li.

Logo, como S(/, P) S(/, p'o) + $(/, 7':) + /(1, 1),', temos que

IS(/, 7') ,41 $ 1S(/, 7:'o) .41 + 1S(/, p'i)l + l/(i, l)r'l < 6c

Portanto .r é Mi-integrável e (A4i)/ /

Vale ressaltar que, suprimindo todos os argumentos envolvendo regularidade, uma
versão análoga da Proposição 1.8 para a HK-integral pode ser provada usando a mesma
demonstração. Temos assim uma prova alternativa à de Kaiták em ISI de que a integral de
Henstock-Kuizweil não é invariante por certas rotações, sem envolver a equivalência entre
a integral de Perron e a integral de Henstock-Kurzweil.2

O Exemplo 1.6 acima motiva a busca de um processo de integração no plano que seja
invariante por rotações; no Capítulo 3 apresentaremos uma modificação da JWi-integral
que resolve o problema (veja a Proposição 3.3), mantendo todas as boas propriedades da
A4i integral.

2No referido artigo, mostra-se que a integral de Pen'on bidimensional não é invariante por rotações;
como essa integral é equivalente à integral bidimensional de Henstock-Kurzweil, segue que esta última
integral também não é invariante por rotações.
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Capítulo 2

Teorema da Divergência versus
Teorema de F'ubini para um processo
geral de integração

O objetivo principal neste Capítulo é mostram que qualquer tentativa de definia um
processo de integração para funções em ]R2 a valores reais que satisfaça o Teorema da Di-
vergência para uma ampla classe de funções necessariamente exige o sacrifício do Teorema
de Fubini, ao menos em sua formulação mais geral.i

2.1 O conceito abstrato de integração
Um conceito geral de integração para funções reais é apresentado no livro clássico de

Saks j121. Nós daremos uma definição para funções definidas em um intervalo em R/v, que
seta um pouco mais restritiva que a dada por Saks para o caso Ar = 1. Vamos adorar
uma notação semelhante à usada por Schwabik em j13j para funções definidas no intervalo
compacto da teta.

Com o objetivo de trabalharmos com funções primitivas em um contexto geral, será
necessário estabelecem o conceito de /Mações de {ntemaZo ein um intervalo / C IRW. Funções
de intervalo eTn / são funções definidas no conjunto Sub(/) de todos os subintervalos de
/, a valores reais. Uma função de intervalo F é dita contígua em um ponto t C / se
para cada sequência (/')j de subinteivalos de /, decrescente (isto é, /' D /' ] . . . ) e com

nj2./; = {t}, tivermos que F(/j) --, 0. Quando F' é contínua em cada ponto de / dizemos
simplesmente que F é contínua.

Definição 2.1. Seja / C Rx tlm nterua/o. t/m funcional em / é uma /unção de$nida

iUm certo grau de incompatibilidade entre o Teorema da Divergência e o Teorema de Fubini ao se
generalizar a integral de Henstock-i<urzweil a duas ou mais dimensões já havia sido apontado por Pfeffer
em seu livro 1101.
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eln um s'übconjhnto 'n,ão 'ua,zio de J:ÇI,Wq o, valores reais'z Dados T um jnncionat eln l,
f € Do'm(:1'), e E nr s' bconjtLTLto de l tal que Xnf C DoTrt(:1'), lsare'mos a 'notação

rEÇj) à TkX.nf)

Um /uncáona/ 7' em / é dito aditivo (em relação a intervalos) se as seguintes duas
condições forem bati,sfeitüs:

1. 0 C Oom(T) . 7'(0)

2. para cada / C .F(/,R) e cada pari ção .Pnáta {/j : .j C I'} de / em ntemaZos temos

que f C Do'rnÇT''l se e someTtte se Xijf C Don\ÇT) T)ala, cada ii, e neste caso

r(/) - >: h.(/)

Dado um intervalo / C R/v e um funcional aditivo T em /, cada / C Z)om(7') pode ser
associada a uma função de intervalo em / definida por

F' : J c Sub(/) .--* TJ(./') c R

Vamos chamei essa função de 7'-phrnitáua de /

Definição 2.2. Umz /unciona/ aditado T em / é chamado uma integral em / se /atem
satisfeitas as seguintes condições;

1. )üra ca,da, f C D(mtÇT), a, T-'pMmitiuü de f é contínua;

2. T é li««r, í;t. é, se /,g C oom(r) . .x C IR, anta. ./:+Àg c Do«.(7') . r(/+.xg) -
r(/) + Àr(g).

(2z&ando T é wma àntegraZ em /, daremos qwe cada / C l)om(7') é T-integrável. Mantos
?l c/lr n e m /]fn p/ip c

(7') f à (T) l f à T(f)
/

e (T)l jbTJ(.f)

para. cada. J e SttbÇI).
Se T e S são integrais tai,s q\te Do'm,(T''l c D(mt ÇS) e 'para. cctda f € Dam(T) é bati,afeita,

a {gltaldade

(T) l .f - (S) l .f,
diremos gue S é mais geral ql&e 7'.

2Estamos usando a notação /(-r, IR) para o conjunto de todas as funções definidas em / a valores reais
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Na definição de integral (unidimensional) apresentada por Schwabik em j131, que é
equivalente à definição de Saks, não é exigida a linearidade dos funcionais em /; em
compensação, linearidade e algumas outras propriedades são exigidas para que a ante
gral pertença a uma classe mais restrita. No decorrer deste trabalho apenas a linearidade e
a continuidade das primitivas se farão necessárias, e por esta razão escolhemos aplesentai
a definição de integral desta forma.

As integrais de Riemann, Lebesgue, Henstock-Kurzweil e a Mi-integral são todas in-
tegrais, de acordo com essa definição. A continuidade das Jt4l-primitivas foi mostrada no
início da demonstração da Proposição 1.8. Para as integrais mais gerais que a de Lebesgue,
é importante destacar a seguinte observação simples:

Proposição 2.3. Seja 7' torna íntegra/ em um ãnteruaZo / C R/v, mais geral qtle a ántegrnZ
le Lebesgue, e seja f c DouílrqT) ten,do F como T-p'rimitiuü. Se g \ 1 --, 'R. é igual Q f em
q'base todo = C 1, e'ntão g € DomqT) e a, T-'pdTnitiuct de g é igual, Q F

Demonstração. Para cada J C Suó(/), temos que XJg = XJ/ + XJh, onde A é igual a
zelo para quase todo z C /. Logo X.rh é Lebesgue integrável com o valor da integral igual
a zero, e pela linearidade de T temos

(T) l x.g - (T) l x.f + (T) xlh = (T) l xlj -F (L) l XJh (T)l x.f. U

2.2 Teorema da Divergência versus Teorema de F'u.
bini

Está enunciado no item -7. da Proposição abaixo o Teorema da Divergência que
gostaríamos de ver satisfeito pala nossas integrais. Para o que segue será conveniente
trabalhar com um entmciado equivalente:

Proposição 2.4. $qa / c Q c R2 ozzde / :: la, ól é um ánterua/o e Q é ltm aóerÉo, e seja
I' um,a tntegrül em 1. As segltintes aPl"m,ações são eq'ui'batentes:

1. para cada fuü,ção diferem,ciáuel, G : çl --* Wlz , temos que di'uG é T-integráuet e'm l e

/

l.L)l c. m\ (2.1)

2. T)ctrü cada função dilereTiciáuel, F l ç\ --* W. temos que i)Fja=t é T-inlegráuel, eTíl l e

.b2

lr'(ó:, o) - r'(.:,,z)ld,z.
a2

(2.2)
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3. T)tira, ca,dü jzTLção diferenciáuet F . çl --, R. te'mos que ê)FJE)z2 é T-'integráuel em l e

',,/=-, l-P((,Ó,) f'((, «2)ld(.
al

(2.3)

As integrais à direita nas equações (2.2) e (2.3) indicam a integral de Riemann nos
intervalos indicados. Estas dum integrais de Riemann convergem pelo fato de F' sei dife-
renciável em ambos os casos.

Demonstração. E evidente que as afirmações 2. e 3. são equivalentes. Suponha
que a afirmação ]. é verdadeira, e seja F' : Q + R uma função diferenciável. Considere
G :a (F', 0) : Q --, R2. Então dada = aF/azi é T-integiável em / e

l
)

)

)

'1

r
0' )1 aFlõu..

E
(F', 0) . N

b2

lr' (z,: , o)
a2

r'(«:,m)ldo.

Suponha agora que m afirmações 2. e 3. são verdadeiras, e seja G = (GI, G2) : Q --, R
uma função diferenciável. Então tanto aGi/azl quanto aG2/az2 são T-integiáveis em / e
satisfazem as equações (2.2) e (2.3), respectivamente. Logo

',ú [: * =] - ',ú n * ',,/=
b2 /.bt

la:(ó:,o) a:(«:,,z)ló?+ / lc,(ó,,o) a,(«,,m)lao
a2 J al

aK

conc[uindo nossa Demonstração.[]

Proposição 2.5. Sela / :: la, ól C R.2 um interuaZo, e Damos supor que

HI. T é umü integral CTn l mais geral que a integral, de RiemcLnn, (bidimeTtsio'nal) e
satis/az uma das condições da Proposição 2.4;

H2. Si e S2 são integrais em lai, bil e la2, b21, respectivamente, sendo cada uma delas
vitais gerctt qu,e Q integral de Ri,íman'n, (u'nidime'nsào'nüt) no respectivo domínio.

Ezztão ezíste uma /urzção g : la, ól --, R saíãli/agenda;

r-7. g c o«n(7') . (r)
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T2. para cada z € 1at,óil, g(z, - ) C Dom(S2) e (S2)/ g(z,q)dq :::: 0, /ogo
ba

a2

(s,)l (s.)!
b2

g((, q) d? d( :::: o;
a2

r3. P«« q-« todo y c 1«,, z,,l, g( . ,y) «ão é S--ínt.g,á«z

Este resultado mostra que o Teorema de Fubini deve ser (ao menos parcialmente) sacri-
ficado, quando queremos uma integral que satisfaça o Teorema da Divergência para toda
função diferenciável, como indicado na Proposição 2.4. O exemplo usado para provar esse
resultado pode ser encontrado em l41 , com algumas modificações. No referido artigo, esse
exemplo é usado para mostrei que especificamente a integral Mi não satisfaz o Teorema
de Fubini

Demonstração. Consideremos la, ól ::; lO, lj2; é fácil generalizar os insultados pos.
teriormente para um intervalo bidimensional arbitrário. Vamos definir uma função difei.
enciável F' : IR2 + R da forma

g

(R)l gÇ=,n) dn.F'(z, 3/)
pa-a (z,g/) cl0,il x lO,il;

(2.4)
caso contrário

Antes de definia g, vamos definir uma função auxiliar @ :l0, ll -, R, derivável em lO, ll.
Definimos, pal'a cada n = 1,2,... , Un & l2 ",2 "+il, S.l ::: (2 " + 2 "+i)/2, S.2 :::

(2 " + Snl)/2, Sn3 á (2'" + s«2)/2 e s«4 é: (2 " + s.3)/2. Podemos definir @ de forma que
sejam satisfeitas, para cada n:

@(#) = 0 pala cada 3 € 12 ", s«4l;
@ é decrescente em is.4, Sn3l;
@(z) = n22"+2 para cada z c IS.3, Sn2l;
Ó(s«2 + t) = Ó(s«2 -- t) pala cada t c 10, 2 " 'l;

@(s«l +t) = ó(s«i -- t) para cada í € 10,2 " :l
Então pala ca.da n temos que

i.Rll $'Z'2 " '.«22"+'
Sn l J 2 -- ll

0

Vamos chamei k. 7t24"+2 e definir, pat'a cada (z, Z/) c Un x lO, ll,

g(z, y) é: Ó(z)sen («-k.g/),

e definimos ainda g(0, g/) ::: 0 pala cada g C 10, 11. As integrais em (2.4) são convergentes
para cada (z, y) cl0, ll x lO, ll, logo F está bem definida.
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Primeiro vamos verificar que F' é diferenciável em lO, lj2; de fato, para cada (aç,3/) C
Un X 10, 11 temos que

F(aç,3/)l $ 1@(z)l (X)7n sen (2rkn7?) d?7 $ n2'"+'.k;: = ã;; $ Z

#

e com isso obtemos a diferenciabilidade de F' em (0, g/) para cada y C 10, 11, com dF(o,v)
Pode-se verificar de forma mais simples que

@' (z)(R) (z,y)se«(2«-k.,7)d,7 e

pal'a cada (z,Z/) C Un X 10, 11, e aP(z,Z/) = 0 quando (z,g/) « 10, il'; como aF e a' se

anulam em é?(Vn X 10, 11) pai'a cada n, temos que as dei'ivadas pai'dais são contínuas em todo
R2\{(0, y) : y C lO, lj}. Como f' é difeienciável, por hipótese temos que g = %5 C Z)om(T)
e

(r) g lr'((,i) r'((,o)la(

Está clat o que T2. é satifeita, logo nos resta mostrei T3.. Pala cada rz e cada y c lO, ll,

l.R) l g((, u) d( - o
2 '}

l

(2.5)
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e

w).( gK,ü ( 2 n2"jsen («-k.y)l (2.6)

Vamos denotam .4. é: {3/ c 10, 11 : jsen (ak.y)l ? 2 "} para cada rz, e .4 :; U=::..'1.. Cáculos
simples nos permitem estimei l.4.l ? 1 -- 2i " (veja a figura abaixo) e logo temos para
cada rz que l.41 ? 1 2i "; portanto l,41 :: l.

Seja g/ C ,4. Como .4i C .Az C . . , existe no tal que, pala cada n 2 rzo, g/ c .A.
a desigualdade (2.6) nos dá a estimativa

Então

(R)l g(<, u) d( ? n2".2 " = n,n ? no (2.7)

Isto implica que g( . , g/) çí -Dom(Si); de fato, GV fosse uma Si-primitiva para g(
não poderia sel contínua, já que por (2.5) e (2.7) o limite

,y), ela

,liV,. c''(I", il) - ,nP.,(s:)Z g((, z/) 'z( - ,llh(R),
l

g((,y)d(

não existe. Portanto g(
nossa demonstlacão. []

, 3/) não é Sl-integiável pala quase todo g/ C 10, 11 e completamos
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Capítulo 3

A. .A-integral

A integral que viemos introduzir agora, a qual chamaremos de A-ÍnÍegraZ, se aplica,
inicialmente, a funções definidas em domínios triangulares, portanto a princípio não se pode
avaliam se essa integral está de acordo com a definição abstrata dada na Seção 2.1; poste-
riormente poderemos estender a definição a funções definidas em cona aios A-elementares,
que são os subconjuntos de IR2 que podem ser escritos como união finita de triângulos.
Aqui estamos emprestando a notação de "conjunto elementar" , que é usado pala designar
subconjuntos de RX que se escrevem como união finita de intervalos, e adaptando a nossos
propósitos. Como os intervalos en] R2 são conjuntos Z\-elementares, poderemos então
verificar se a a.-integral está de acordo com as Definições 2.1 e 2.2.

Seja / um triângulo em R2. Dizemos que um conjunto finito não-vazio P = {(/j, tj)}jcr
é uma a.-pari çâo 68-Pna) de / se {/j}.jcr for uma partição de / em triângulos (isto é,
temos l/j n /tl = 0 sempre que .j / k e Ujcr/j = /), e pala cada .j C I' tivermos tj C /j e

.r' c -Broa(t').
Definimos a ãmeg /ahdade de P' por

ã«(7'') :L }: q(-rj), (3.1)

onde q(-rj) = per(/j) dáa?n(/j), como na definição 1.2, e dado C' > 0, diremos que P é
C-«guZ« se á«(7') $ O.

Pala obtermos uma definição satisfatória de integral, é preciso veiificai o Lema de
Cousin pata esse tipo de paitiçãó.

Lema 3.1 (Cousin). Sda / t&m thángttZo, 'i lém caZíbre / e (; ? q(/) Então ehste lama
b-parti,ção õ-Ítnü, C-regttl,ar de l

Demonstração. Primeiro observemos o seguinte, pala um triângulo aibitlário J. Se
ligarmos os pontos médios de cada lado de J pot três segmentos de lera, particionan-tos J
em quatro triângulos Ji, . . . , J4, congruentes entre si e homotéticos a J. Neste caso temos

(3.2)



Provemos o Lema de Cousin pala C' - q(/); o caso geral segue trivialmente. Suponha
por absurdo que / não admite uma A-partição (í-fina, C-regular. Então, paiticionando /
em quatro triângulos congruentes /{ , . . . , 4 como foi descrito acima, temos por (3.2) que ao
menos ums desses triângulos, digamos, .a. , não admite uma Z\-partição (5-fina, Ç-regular.

Particionando da mesma filma -a: em quatro triângulos /?, . , /j, ao menos um deles,
/2:, não admite uma A-partição â-fina, =g-regular.

Repetindo esse procedimento, obtemos uma sequência de triângulos (-q;)jcm tal que,
para cada .j, /:, não admite uma Z\ partição (í-fina, $-regulam, e / l.) /i. :) /2, :)

Como doam(q,) -S 0, existe t C / com njcw.Ü. = {t}. Existe um natural A satisfazendo
/nk. C Bõ(t)(t), o que nos leva a uma contradição, já que {(/nk., t)} é uma Z\-pal'tição õ fina,
$-regular de /:.. []

Definição 3.2. .í. Sega / ttm thángulo. Diremos que / : / --.+ R é Z\-integrável se

e"á't' Á c R t«Z q«., p«« c.d« . > 0 e «d« C' ? q(/), e«ã;Íe «« «Jíb« õ e« /
satisfazendo, l)ara. cada, b.-partição de 1, Q seg'vinte condição:

se'P é õ-$n,a e C-regllav, então \SÇf,'P) ,41 < .

Neste caso, escrevemos

1.a) l j à (a.)

2. Sqa / : R2 --} IR de st&porle compacto. ZI)írerrtos que ./' é .A-integrável se ea;êste .4 C ll{

3 uln tÜângulo l C Rz com surf .f C 1, tais que .f é ê.-integráuel em l e (.a.)j: .f :: A.
Neste casa de$nimos

i.a)l.:r :L (A)

A condição de regularidade das partições é necessária pala garantir a validade do Teo
rema da Divergência pala toda função diferenciável, como veremos (Teorema 3.29).

Observe que a definição da A-integral segue o mesmo molde da &/i-integral, a distinção
essencial está no fato de que para a Z\-integral estamos considerando paitições do domínio
em triângulos, ao invés de retângulos. Esta simples modificação de imediato nos permite
obter uma integral tolerante com respeito a transformações lineares, em particular com
despeito a rotações, como mostra a Proposição 3.3 abaixo.
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Proposição 3.3. Se .f : ]R2 -+ R tem suporte compacto e é lâ-ántegráueZ, e (r' : R.2 -o R.2 é
ulíla, trüTLsfo'rmação linear 'tnuersíuel, então f o T é b.-integráuel e

t )l f.T- \detT\ :(6.)l .r

Demonstração. Seja J um triângulo com sulW/ C J, e / ê T illl. Fixados c > 0
e C ? ç(/)/ll7'll, existe um calibre 77 em J tal que para cada A-paitiçã0 77-fina, (llrllc')
iegulal Q de J temos

S(/, Q) (a.) /l < 1 detTjc. (3.3)

Considere em / o calibre (5 :; ?7 o T, e suponha que P' = {(/j,tj) : .j C I'} é uma A.
partição .5-fina, C-regular de /. Note que se denotamos 7' < F' >ê {(7'l/jl, 7'(tj)) : .j € 1'},

então lrl/jll :: l detTI l/jl implica

S(/, T < 7' >) detrás(.f o 1", 7')

Temos ainda que para um triângulo arbitrário K vale ç(7'lKI) $ 11rllç(x), e logo árr(T <
p >) 5; llrllirr(P'). Assim T < P > é uma A-partição .5-fina, (llrllC)-iegulal de J. Então
pela desigualdade (3.3) temos

SÇf.v,'P) l detrl i(A)/ /
/

l det7'l :S(/, T < P' >) l detTJ':(A) / /l < c/

conc[uindo a demonstração. []

Seria desdável generalizar a Proposição 3.3 para o caso em que T é um difeomoifismo;
até o presente momento não sabemos se isto é possível para a A integral. Faremos um
breve comentário sobre este problema na Seção 4.2.

3.1 Propriedades básicas
Ao longo desta Seção, / denotará sempre um triângulo, exceto quando indicado

Proposição 3.4 (Linearidade). Soam / e g /uniões A-íntegráueÍs emz / e À C R. Zçntãa
f-t g e )\f são h-integráuei,s, e

l.a) l (j -F g) W)l .f-- Ça)l ,, .

Em particular, ü junção {denticamente nula é a.-integráuel e (.n)fO - ç)
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Demonst:ação. Seja . > 0 e C' ? q(-r)
cada A-partição P' (5i-fina, C'-regular temos

Existem (5i e õ2 calibres em / tais que, para

1: /UIJI - (A)// < :
(J,l)cp ' l '

e pala cada a.-partição É2 õ2 fina, (;-regulam temos

}l: g(t)IJI - (A)/g < ;
(J,t)CQ ' l '

Logo, se 7) é uma Z\-paitiçã0 7nãnlõi , (i2l-fina, (;'-iegulai, temos

;.'''*,-'-.'*',('»,/.,-'»V',):; ,x...*'
(J,t)c7:' ~ ' ' / l l(J,t)c7'

+ >1: g(t)IJ
(J,t)C7'

< -- + -- := c
' 2 ' 2 '

(a.)

e a primeira parte da demonstração está concluída.
A segunda decorre trivialmente da identidade S(À/, P) = ÀS(./, P) D

Como para a integral de Lebesgue, temos o seguinte para a A-integral

Proposição 3.5. Se / : / --' R se anléZa quase serrtpre, então / é A-áníegráueZ e (A)J'/

Demonstração. Sejam c > 0 e C' ? q(/), e considere o conjunto X
0}. X pode sei escrito colllo a tmião disjunta U.X., onde

{z C .r : /(z) #

x. {z.C /:n l < /(z) $ m},n C N

Pai'a cada n natural, observe que IX.l = 0, já que IXI = 0. Logo existe um aberto Un de
/ satisfazendo

X« C Un, IUnl < il..
Pai'a cada l C X«, existe '5(z) > 0 tal que .23Õ(,)(Z) C Un. Desta fol'ma, definimos um calibl'e
em X. Estendendo aibitiariamente (í a / (pol exemplo, estabelecendo que (5(#) = 1, para
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z C / \ X), temos que, para cada A-partição õ-fina, C;-regular P' = {(/Í, tj) : .j c I'} de /,

S(/, 7') ol >ll: .f (tj ) l -r' l
.jcr

.f(tj)l-rjl + }: }: /(tj)l-rj
.jCI'o nCN.jCI'.

>l: }: l/(t')l l-r'l $ }:" }, 1-r'l
ncN.j€1'« neN .jcr'.

}l:nlunl $ .,

E
<

<

onde I'o ê {.j C I'
(a.y' ./: - o. []

tj c / \ X} e I',:. tj c X,.} Logo, / é A. integiável e

Consequentemente, pela linearidade da z\-integral e usando o mesmo argumento da
demonstração da Proposição 2.3, obtemos que

Coro[ário 3.6. Se / é A-ãntegráueZ emz / e g : / --, ]R sat lifaz g(z)
todo x e 1, então g é h-integráuel em l e

If(.z) para quase

(a.) l g - ÇA) l j

A a.-integral também preserva ordem, no seguinte sentido

Proposição 3.7. Se / e g são A-inÍegráueis ern / e /(#) $ g(z) para q ase todo z C -r,
então

(b) l .f $ (À) l g.

Demonstração. Pela linearidade, basta mostrei que (A)Íh ? 0, onde h = g /
Pelo Coioláiio 3.6, podemos supor que h(n) ? 0 para todo g; C /. Mas neste caso, pata
qualquer A-partição P de /, a. soma de Riemann S(h, P) é positiva, e o resultado segue de
que (A)/ h pode sei aproximado por somas de Riemann deste tipo. []

Proposição 3.8 (Critério de Cauchy). t/ma /unção / de$nãda em / é A-ánÍegráue/ se e
somente se para cada e > 0 e cada C stt$cãentemente gravtde e:ústir um calibre õ em l tat
que, sempre q'lte'P e'P' lote'm, partições õ-Sno,s, C-reg\teares de 1, temos

s(/,1') - s(/,p'')l < .
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Demonstração. (4::) Fixemos O suficientemente grande e vamos considerar uma
sequência ((5.). de calibres em / tal que

1. para cada z c -r temos õl (:r) 2 .52(z) 2

2. sempre que P' e P' forem A-partições õ«-finas, (.7-regulares de /, temos que

s(/,1') - s(/,z'')l < !n

Fixemos, para cada n, uma Z\-partição (5«-fina, C'-regulam P. de /
e k naturais, temos que

Observe que, dados n

IS(/, Pn ) S(./',Pn...*)l < !, (3.4)

de onde segue que (S(./, P«))« é uma sequência de Cauchy.
e fazendo k tender a infinito em (3.4) obtemos

Escrevendo lim« S(./, P.) é ,4

IS(/, Pn) - .'ll $ 1:
Dado c > 0, existe um natural no satisfazendo :! < c. Considerando (í

que pala cada A-partição õ-fina, O-regulam P de / temos que
(5«., temos

s(/, p') .41 $ is(./, 7') S(/, Pn.)l + IS(/, Pn.) .,41 $ 1 + 1 < .
7Z0 nO

de onde segue que / é A-integrável com (A)/ / = .A.
A outra imp]icação é de simp]es demonstração. []

Antes de mostrarmos as propriedades aditivos da .A-integral, observemos que, pala cada
/ e J triângulos, temos que

; C / ::> q(J) $ q(/). (3.5)

Proposição 3.9 (Aditividade). Sda / um tráángu/o, / = .lrUL, 07zde Ã' e L são thámgulos
com IK n z,l = o. Então ./ é A inlegráue/ erra /, se e somente se / é A-árzÉegráue/ em -K e
L, e neste ccLso

(b)l j-t ( )l f (6.)l j.
K JL JI

r r r

!

r

(3.6)

Demonstração. Suponha ./' z\-integrável em /
mos um calibre (5 tal que

Sejam c > 0 e C' ? q(/), e considere

s(/, p') (A) / /l < .,/
33
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para cada A-partição 7' (5-fina, 2(7-regular de /. Sejam 7)l. e PÉ. A-partições õ-finas, C'-
regulares de /(, e seja Pt uma A-partição õ-fina, C-regular de L. Então 7'} :b p'À. U 7)z, e
P'/2 :; 7)É. U 7't são A-partições (5-finas, 2C'-regulares de / satisfazendo

s(f,'p}) s(f,'p}.) - s(f,'p}) SÇf,'p'i)

Por (3.7) temos IS(/,p'}) S(/, P?)l < 2c, logo a A-integrabilidade de / em K é garantida
pelo critério de Cauchy 3.8. Analogamente, / é .A-integrável em L.

Suponhamos agora que / é A-integrável em K e Z,.
consideremos calibres õK em K e (5L cm L tais que

Sejam . > 0 e C ? q(-r), e

s#,7:0 - (A).Á / < ;,
pala cada A.-partição P õK-fina, 3C-regular de K, e

s(/, e) (z\) / /l < 1;,
L l '3

pala cada A.-partição Q õL-fina, 3C-regular de L. Vamos definir um calibre õ em / pol

Í mi«{õK(z),d(«, L)},
õ(z) & < minÍõz(:«), d(z, Ã.)},

1. minÍÕ«-(z),.5L(z)},

se :« C -K \ -L;
se z C L\ K;
se z C .K n z,

(3.8)

Sda P' uma A-partição '5-hna, C-regulam de /. Para cada (J,t) da partição tal que J
intercepta -K n .L temos que t C -K n L, e se ainda i n .K não for um triângulo, podemos
particionar /; n K em até três triângulos, todos se interceptando em tj, unindo tj aos
vértices de /; contidos em K, como mostra a figura abaixo.

O mesmo é válido evidentemente quando J fl L não é um triângulo. Por essas ob-
servações, pela dehnição de õ e levando em conta (3.5) podemos obter, à partir de 7', uma
A-partição Q = {(/j, tj) : J C I'} de / satisfazendo

i. s(/, 7') - s(./, Q);
2. para cada j C I', ou /j c K, ou /j c LI

3. denotando I'K :; {.j c I' : /j C K}, temos que QK g: {(/j,tj) : .j C I'K} é uma

A-partição õK-âna, 3(J-regulam de K;
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4 denotando I't :; {.j c I' : /j c Z,}, temos que Ç2L

z\-partição (Jt-fina, 3C'-iegulai de l,.
{(.rj,tj) : J C I'/,} é uma

Temos assim que

''', ,, - ('»,z ' * '»ú ') S(/, Q)

$ S(/, QK)
C C

+< CE g

Ç~J.'*«''/.à
(a)/ ./'l + is(/, e.) (a) / .f

L

e portanto / é A-integráve] em / e vale (3.6). []

Em comparação à ]Wl-integral (vei lal), demonstrar as propriedades aditivas apre
senta algumas dificuldades adicionais., decoiientes cla diferente natureza geométrica dos
triângulos em relação aos intervalos. E um exercício meramente técnico estender a demon-
stração pala o caso em que / é particionado em uma quantidade finita de triângulos
/l,. . . ,/n. Alguma dificuldade pode surgir ao definir õ em (3.8); basta tomai' aí

Através de alguns argumentos geométricos se pode mostram que os conjuntos A-elementares
podem ser escritos como união finita de triângulos não-sobrepostos.i Observando-se que,
se / e J são triângulos distintos com J C /, então / \ J é um conjunto A-elementar, temos
o seguinte Corolário da Proposição 3.9:

Õ(z) & minlb(:«), d(z, Uk#j/k)}, se z C .Ç \ (Uk#.j/k); ,, .~

minlõJ(z): zCb}, sezpertenceadoisoumais-C. \' 'J

Corolário 3.10. Se ./ é a.-ãntegráueZ ern / rou R2,) e J é rri thángw/o conÍído em / r'ou
®a ), então f é b.-iTttegráuel e'm J

As propriedades aditivos da A-integral nos permitem estabelecer o conceito de a.-
phmítàucz de uma função A-integrável. Dado um subconjunto qualquer X de R2, vamos
denotam por $uZ)z\(X) o conjunto de todos os triângulos contidos em X

Definição 3.11. Se / : X --} 11{ é a.-inlegráueZ, onde X ot& é R2 ou é l&m tãângtéZo
q aZquer, a A-primitiva de / é a /unção F : Suba(X) --, R de$nãda por

F(J) :a (A) l .f.
J

Observe que as Z\-primitivas definidas desta maneira são funções de trãángl(/o e não de
intervalo, como as primitivas definidas no Capítulo 2.

'Unia fonna de resolver o probletna intuitivamente é a seguinte: se o conjunto A-elementar se
escreve como uma união finita qualquer de triângulos U/j, então o conjunto X ::; {a; C .K
a; pertence a algutna reta que contétn algum lado de algum -rj} particiona .K em finitos conjuntos A-
elementares conuezos, que podem facilmente ser particionados em finitos triângulos não-sobrepostos.
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3.2 a.-integração em domínios A-elementares e com
paração com a JWi-integral

As propriedades aditivas da A-integral nos permitem estender naturalmente sua defini-
ção a funções definidas em domínios A-elementares, como veremos ao longo desta Seção-
Dado um subconjunto fechado não-vazio .Z( de ]R2 tal que Â.' = K'i U . . . U .l(n, onde os
/(J são fechados não vazios e não-sobrepostos, diremos que {Ã.i, . . . K.} é uma pUrÉ ção
de Ã., ou que K pode ser pari cionado em Ki,. . . ,/(.. Foi observado anteriormente que os
conjuntos A-elementares sempre podem ser (finitamente) particionados em triângulos.

Definição 3.12. Seja K' &m c07Ültnto 6.-e/emendar em .l?2, e suporzAa que {/l, . . . ,/n} é

uma para ção qua/quer de K em iMánguZos. l)iremos que / : Ã. --, R é Z\-integiável (em
K) se l)cêra cada IÍ = \, - . . ,n, Q restüção de f a li Jor b-integráuel no sentido da, De$nição
3.2. Neste caso, de$niwtos

ça) l .r :; (a)

A aditividade da A-integral nos garante que a definição da õ-integral em Â. é indepen
dente da escolha de /l, . . . ,/n. De fato, se {Ji, . . . , .Ã.} é uma outra partição de K em
triângulos, então o conjunto

(UL:a/,) u (u=:-a4)
de todas as fronteiras dos triângulos /J e Jk induzem uma partição de K em uma quanti-
dade finita de conjuntos A-elementares, que por sua vez podem ser paiticionados em uma
quantidade finita de triângulos. A conclusão segue quando aplicamos a propriedade aditivo
para o caso triangular (Proposição 3.9).

A linearidade da A-integral (Proposição 3.4), bem como as propriedades descritas
no Lema 3.5, Corolário 3.6 e Proposição 3.7 são evidentemente estendidas pala funções
definidas em .K

A Proposição 3.9 pode sei generalizada a conjuntos A-elementares como segue

Proposição 3.13. Seja .K urra conjunto a.-e/emerzlar, / : /{ } R e suporzãa que /( ::
M U N, onde À/l e N são conliuntos el,ementares Ttão sobrem)oitos. Então f é ê,.-iütegráuel,
em K se e somente se f é b-ihtegráuel, em h4 e N, e neste caso temos

(A)l .r+- (6.)l .fK Jh,t (A)/ ./'
N

Demonstração. Segue diretamente de que, se {A/i, . . . , .44.} é uma partição de iW em
triângulos e {Nt , . . . , Arn } é uma pal'tição de AÍ em triângulos, então {Mt , . . . , À/m , JVi , . . . , Arn}
é uma partição de K em triângu]os. []
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A-integração em conjuntos A-elementares também poderia tei sido definida exata-
mente como ]ia Definição 3.2, apenas trocando o domínio triangttlai / poi um domínio
z\-elementar. Essas duas definições são compatíveis, de acordo cota a seguinte caracte-
rização:

Proposição 3.14. Seja /( wm corÜwnto A-eZemeníar, ./'
segttin,tes ü$rvrí\a ções são eq'üiuüteTttes:

K -.> R e .4 C ]R. Então as

1. f é A-ivttegráuel e (b)Jj Á.'

2. para cada c > 0 e cada C > Q suficientemente grande, ehste tbm calibre õ eTn K
satisfazendo, para cada, h-l)aflição 'P de K, Q condição:

« 7:' é ó-./in« e C'-«g«Z", .ntã. IS(/, 7') .'ll < .. (3.10)

z\-partições de /(, (5-finura e (;-iegulaiidade devem sei inteipietadas da mesma forma
que pala z\-partições de um triângulo, da forma como foram discutidas no início deste
Capítulo. Observe que o Lema de Cousin também é válido para -l(, no seguinte sentido:
se (i é um calibre em .K e .lr pode ser particionado em triângulos /l, . . . , /n, então para
cada C' ? >1:Z:: q(/í) existe uma partição .5-fina, C-iegulai de K. Basta tomai para cada
.j = 1, . . . , n uma partição õ-fina, C'-regular de 4, como foi feito pala provar o Lema de

Cousin para triângulos (Lema 3.1), e considerei a partição de -K formada pelos elementos
das paitições de cada /l Os C' > 0 suácáenÍemente grarzdes, como especificado no item 2.
da Proposição acima, podem ser por exemplo os C' ? >1:=:. q(/,), de forma que o Lema de
Cousin garanta a existência de partições õ-finas, O-regulares de /(.

Demonstração (da Proposição 3.14). Vamos chamar por enquanto as funções /
que satisfazem 2. de A'-àntegráueás e para essas funções vamos definir a A' Íntegra/ de .f
por (A')/ ./' é: .4.

Suponha que / seja A-integrável com (A)J' / = .4. Então .lk. pode ser particionado em
triângulos /i, . . . , /. tais que / é Z\-integrável em cada /{, e denotando

l.b)l f A.,... ,1.6.)l j
l\. J l.

temos que .A = .4i + . . + .,'l.. Seja c > 0, -e C' > 0 suficientemente grande. Pala cada .j

existe um calibre i5í em L satisfazendo, para cada a.-pai'tição (5Í-fina, 3C'-i'egulai' P de /,,

s::Çj.'p ) .4il < -!. (3.11)

Podemos assumia' que (5{ satisfaz a seguinte condição adicional: pai'a cada z € a/., l?Ó(z)(z)
não intercepta os lados de /{ que não contém z.

Vamos definir um calibre õ em Ã. por

'(«) ; {min{.5: (#) , d(:«, a&)} ,
mi«{õ:(«) : ã = 1, . . . ,n, z C /i},

} se z C {nt(&) pala algum {;
caso contrário.
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Fixada uma partição (5-fina, C-regular P = {(Jj, tj) : J C I'} de Ã. temos que, pala cada
í,.j tais que lij n /il > o,

Ji n li # q\ ::bp t] c li.

Então para estes i,j, Ji n /z pode ser particionado em nij triângulos .4;, . . . , ./ZJ, pelos
segmentos de rega que unem tj aos vértices de JÍ contidos em /i(nij é um natural de um
a três, veja a demonstração da Proposição 3.9). Logo,

Q :a {(4j, tj) : { ,n,.j c I',lij n.ril > o,z = 1,

é uma a. partição {5-fina de K. Além disso, para cada ã = 1,

Q: ê {(4j, tj) c Ç2 : Jfj c -&}

é uma A-partição õ-fina, 3(.;-regulam de /i, portanto satisfaz (3.11). Como Q = U;j::. Q{ e
S(/, 7') - $(/, Q), seg« q«e

s(/,1') .4lSls(.f,Q:) -A:l+ -+ls(/,e.) .4.l<.,

e portanto / é A'-íntegrável, com (A'y' / :i Á.

Suponha agora que / é a.'-integrável com (A')J./ = .4. Vamos fixar um triângulo
/ C Ã.. Consideremos C' > 0 suficientemente grande,2 seja c > 0, e seja (5 um calibre em
K tal que, para cada A-partição õ-fina, 2(;-regulam 7) de K, temos que

C
s(/,1') -.41 < i

2
(3.12)

Vamos supor que Q e 7Z sejam A-partições õ-finas, O-regulares de /. Ã' \ / admite uma
A-partição {5-fina, O-regular .S. Então as A-partições de Ã. dehnidas por

o/ -= (1 l l -Ç o '7?/ -: '7? l l .Ç

são (5-finas e 2C'-iegulaies, satisfazendo assim a desigualdade (3.12) e por conseguinte

s(/, Q') s(/, R')l < .
Como IS(./, Q')--- S(/,7Z')l = IS(/, Q) S(/,7Z)l, pelo critério de Cauchy (Proposição
3.8) segue que / é A-integrável em /. Daí concluímos que / é A-integrável em K, e a
Proposição 3.13 nos galante que (Z\)/ ./ = Á. []

Usando esta catacteiização, através de uma demonstração análoga a da Proposição 3.8
obtemos que a a.-integral satisfaz o critério de Cauchy também em domínios a. elementares.

E possível agora compaiai a A-integral, quando definida sobre um domínio refangtilar,
com a À4i-integral.

2Se .l( pode ser particionado em triângulos .ri . , in, é suficiente tomar C' ? max {q(.r), E::: q(/i)}
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Proposição 3.15. Sqa Ã' C IR2 um nteruaZo. Se / : /( --+ R é Z\-ÍnÉegr'áue/, então ./: é
;ümbém Mt-integráuel e

tM:)l .f

Demonstração. Seja c > 0, C' > 0 suficientemente grande, e suponha que õ é um
calibre em K tal que, pala cada A-partição õ-fina, 4C'-regular 7) de /(, temos que

SÇf.'P ) (A)/ /l < .. (3.13)

Seja Q = {(Kf, tj) : .j € 1'} uma ]Wi-partição (i-fina, O-regular de K. Para cada .j, os seg-

ment;os de neta que unem tj aos vértices de /(j particionam /(j em triângulos KJ, . , .KJ
onde n.f é um inteiro entre dois e quatro.

Então a A-partição 7)o definida por

Po ::: Uj.- UZ: {(/q, tj)}

é 4C-regulam, já que pala cada .j, í temos q(K?) $
(3.13) e da igua]dade S(./', 7'o) = S(/, Q). []

Ã'j laí«. (Ã'j ) A conclusão segue de

Observe que / é.Z\-integrável também em todo subinteivalo L c Sub(Ã'), com (A)f/, / =
F(.L), onde F é a Mi-primitiva de /. Isto significa que a função de intervalo /': Z, C
Sub(K) -, (Alfa ./ conicide com F, e é portanto contínua. Logo a A-integral é de fato
uma integral de acordo com a Dehnição 2.2, e a Proposição 3.15 afirma que a Mi-integral
é mais geral que a z\-integral. A relação é estrita, pois a / exibida no início da Seção
1.2 é ik/i-integiável, mas não é A-integiável. Isto se dá pois a A-integral tolera rotações
(Proposição 3.3), e a :Í-rotação de ./' no sentido horário não é A-integrável, o que se mostra
com a mesma argumentação usada pala a A4i-integral (veja a Proposição 1.7).
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3.3 Lema de Saks-lllenstock, quase sempre derivabili-
dade das ,A-primitivas e mensurabilidade das fun
ções .A-integráveis

Iniciamos esta Seção introduzindo e demonstrando que vale para a A integral o Lema
de Saks-Henstock, uma ferramenta muito útil em se tratando de integração não-absoluta.

Lema 3.16 (Saks-Henstock). Sda K am c07Üunto A-elementar e sda .r : K --, R A-
integr(í'uet, e cona'adere um calibre õ em K tat que Q co'adição nü dejini,ção dü b.-integral é
saÉís/Cata para c > 0 e C' > 0 su$cãentemente grande.3 Suponha que P = {(/j, tj) : .j c I'}
é uma B.-partição õ $na,, C reg\tour de K

Então para cada I'' C I' não uazáo temos que

>: /(tj)l/-í
jci'' '',z'] :..

Demonstração. Seja r > 0. Fixemos pata cada .j C I' \ I'' um calibre € em /j, menor
que (i em cada ponto de /j, e uma partição 7\ &-fina, q(/;)-regular de /; satisfazendo

$«(/,8) - (z\g, / < :lr(ilTiq' (3.14)

onde # (I' \ I'') denota o número de elementos de I' \ I''. Considere a seguinte partição de

É :; {(.r', t') : .j c r''} u (uj.-\-,8)
E fácil notar que P é õ-fina, e ainda que

á«(P) - l>:ç(-rj) + }l: i"('P)
jci" jcr\i"

$ }:q(/j) + >: q(.rj) $ C'.
jci" .Ícr\r'

Pela z\-integiabilidade de / temos que

s,(/,») - (A)/l..r - >:.f(t')l.r'l + }: s«(/,8-) ->ll:(A)/l /- >1: (A)/, /
K l ljéÍ' jci'\r, .jcr' a/j jci'\r' u/j

Logo pela desigualdade (3.14) temos

>:/(t')l.r'l - >1:(A)/. ./ $ . +«
.jcr' .jcí'' "'j

Slsto é, tal que á satisfaz (3.10).
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Fazendo r vendei para zelo, conc]uímos nossa demonstração. []

O Lema de Saks-Henstock pode ser reescrito cla seguinte forma

Corolário 3.17 (Saks-Henstock). Sda / z\-ántegráueJ no conlunlo De/ta-elementar .K,

! co'n,sidere um calibre õ em K tal qu,e a, conde,ção 'n,a. dehnição dü b.-integral é scLtisfeitü
P«« . > 0 . a > 0 .u$cíent'menu' g«,«de. S«p.nA« q«e 7' - {(/j,tj) : .j C F} é «m«
b-partição õ-$na,, C-regular de K. Então

>ll: /(tj)l.rll - (A) /J /l $ 2.

Demonstração. Basta notar que

: ''*','' -'»'z' -l(''''''' '»'z') =(''*','' '*,
onde I'i ê {J c I' : /(tj)l/j
3.16 de Saks-Henstock. []

(A) .Ê, .r ? 0} e I'2 :L I' \ I'i, e aplicar duas vezes o Lema

O conceito de derivada de uma função de triângulo é uma ferramenta importante pala
obtermos boas propriedades de convergência para a z\-integral. Na teoria abstrata da in-
tegração, usualmente o conceito de derivada é aplicável a funções de írzÉeruaZo (veja por
exemplo j121). Adoptamos aqui a funções de triângulo, para nossa conveniência.

Dado p > 0, um conjunto fechado não vazio B c R2 é dito p-7'egu/ar se

suP {l-a l/l; l J é um quadrado contendo B} > p

Em particular, quando B é um intervalo, B é p-regular se e somente se J(B)//,(B) > p,
onde Z(.B) e L(B) denotam respectivamente o maior e o menor- lado de B.

Definição 3.18. S©arn K C ]R2 wm conlunío .Ã-e/emerztar e F : SztbA(/) --, R tina
/unção de ántemaZo em K. Z)iremos q]&e F é detiváve] z c ,f( se ezÍs] r a C ]R [aZ qt&e para
:ada p > ç) tivermos (Ne co,dü seqttê'n,cia decrescente de tr'iâng'talos p-reg'ttlares lj c. Subo:.(.1)
co'n'uerg'Indo a, x satisfaz

F'(4)

Neste caso escreueremos F' Ç=] =

Por sequência de [hcíng2i/os (b).j convergindo a z, se entenda que /i D /, .)
ílj/J = {z}. E usual escrever

e

}":T - ";
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este limite significa precisamente que para cada p > 0 temos que cada sequência decres-
cente de intervalos p-regulares /] convergindo a z satisfaz !il$1i --, a. O próximo resultado
importante desta Seção relaciona A integração com derivação:

Proposição 3.19. StzponÀa / A.-integráueZ erra /( e considere r' a A-phmitãua de ./. Então

!e qlf - /(«)
(3.15)

para quase todo = c K

Para demonstrar este insultado aplicaremos o Teorema de Cobertura de Vitali. Lem-
bramos que, dado X C IR2 não-vazio, dizemos que uma família C de subconjuntos fechados
de R2 coZ)re X no sentado de VitaZã se para cada z C X existia p = p(#) > 0 e uma
sequência de elementos F iegulaies de C convergindo a z. Segue o enunciado do Teorema:

Teorema 3.20 (Teorema da Cobertura de Vitali). S©a X C IR2 rzão-vazão. $e C coZ)re X
rzo sentado de VitaZã, então eãste um sobcu7Üunto rzo máàmo enurrzeráueJ {B« : n C A}
de C ta/ que B. são dois a dois diÚuritos e IX \ U«B«l = 0.

Também utilizaremos o seguinte Lema

Lema 3.21. Para cada r > 0 ehste ,4 = .A(r) > 0 satis/acendo q(J) $ ÁIJI para cada

tüângqto r-regular J.

Demonstração (do Lema 3.21). Seja J triângulo r-regular.
quadrado Z) contendo J tal que IJI ? rl-OI. Logo

Então existe um

q(J) = perám(J)doam(J) < 3 doam(J)' 5; 3diag(1))' = 6l-OI $ ;1al,

e assim .4 g satisfaz a condição desejada. []

Demonstração (da Proposição 3.19). Seja X := {z c Ã. : (3.15) não é satisfeitas.
Para. cada z € X, ou r' não é derivável em z ou é derivável em a; mas r''(z) :# /(z); de
qualquer inaneiia pala estes z existem p(z) > 0 e 77(aç) > 0 tais que pala cada vizinhança
V de = existe um triângulo p(aç)-regulam J = J(gç, }') C -K satisfazendo z C J C V e

í'(J) /(z)IJll > q(z)IJI (3.16)

Para cada m,n C N seja X.. :L {z C X : p(z) > 1/m,77(z) > 1/n}. Note que
U...CNX.. = X, logo basta mostrar que para cada m., n C N fixados temos que IX..l = 0.
Pelo Lema 3.21 existe .A > 0 tal que, para cada triângulo =-regular J, temos

q(;) s.4111 (3.17)
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Fixemos B > 1-KI e seja ( > 0. Como / é Z\-integrável em K, pelo Corolário 3.17 do
Lema de Saks-Henstock existe um calibre (5 em /( tal que pala cada A-partição õ-fina,
ÁB-regulam P em .K temos

}: l-p(J)- /(t)IJll < '.
( a,t) €7:'

(3.18)

Podemos assumir (5(z) $ 1 para cada z C Ã', e que B é suficientemente grande, de forma
que seja garantida a existência de A-partições (5-finas ..'!-B-regulares.

A família

C :: {J(z, V) : z C X««, L' é uma vizinhança de z contida em Bó(,)(z)}

é uma cobel'tui'a no sentido de Vitali de X..n, logo pelo Teor'ema da cobei'tul'a de Vitali
3.20 existem Ji = JI(zl, K), . . , Jk = JA;(zA:, U:) € C, dois a dois disjuntos, satisfazendo

k

m*(x««) < >1: 1Jzl + .,
{-1

(3.19)

onde m* denota medida exterior. (3.17) garante que

k k

}: q(á) $ .4 }l: lal $ .4.a, (3.20)
{-1 í-l

logo por (3.16), (3.18) e (3.19) temos que

m*(Xm«) .::: E lal -- . .:: g: +PUO laÜ .....

k

< n>1:1F'(a) .f(z:)IJzll+. <(n+ l)c,
{-1

e assim IX..l = 0. []

Podemos demonstiai agora que m funções A-integráveis são mensuráveis. Vamos
chamei de /urições th(íngl&lo-escada a todas as funções ./ definidas em / que podem sei
escritas como

./'(z) (z)«: + + x.« («)«.,

onde {/i, , /'} é uma partição de / em triângulos e ai, . . . , a,. são constantes.

Proposição 3.22. Se / é z\-ánteyráueZ em um c07%junco z\-e/emendar /(, então / é quase
sempre o tivnite de tl'm,a sequênc'la, de fLTtções t'r"iâng'LEIO-escada. Em T)CLrticular, f é 'm,ell-
stéráue/.
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Demonstração. Pala o caso em que K é um triângulo, para cada n C IV, podemos
particionar .K em 4" triângulos congruentes /,l, . . . , /4" , como mostra a figura abaixo.

Defina, para cada z c -q,

A Proposição 3.19 garante que /n(Z) -= /(z) pai'a quase todo z C K'. O tesultaclo se
estende naturalmente a -K A-elementar, já que os conjuntos A elementares podem sel fini-
tamente paiticionados em triângtt]os. []

3.4 Alguns Teoremas de convergência
Apresentamos nesta Seção versões dos Teoremas clássicos da Convergência Monotõnica

e da Convergência Dominada, e do Lema de Falou, para a A integral.

Teorema 3.23 (Convergência Monotõnica). .gelam Ã. um conjunto A-e/engatar, / : K -+
R, (/n). uma seqttêncãa de /uniões A-ántegráue s em K' e .4 c R, e suporzAa qtle soam
satisfeitas us seguintes co'n,lições:

1. f.I.Uà -E, j(.Xà, pQFQ q'ÜCLSe tOdO = C K;

2. /:(z) $ /2(z) 5; para quase todo = C K;

g. (A)f /n -3 Á.

Então, f é A-integráuel em K e (.A)j f = A.

Demonstração. Pelo Corolário 3.6, basta demonstiaimos a Proposição para o caso
em que /- e 2- são satisfeitas para lodo z C K. Sejam c > 0, C' > 0 suficientemente
grande, e considere no C N taü que, pala cada ?z ? no,

(A)/ /n .,41 <. (3.21)

Pala cada z C K, existe um natural k(#) > no com l.Ü(,)(#) /(z)l < c. Pelo Corolário 3.17
do Lema de Saks-Henstock, pala cada n natural existe uin calibre (5. em /( satisfazendo,
para cada P = {(/j, tj) : .j C I'} partição (5.-fina, (3-regulam de K,

C

>l: /n(t')l.rjl - (A)/ /n < 2" (3.22)



Seja õ(#) é .5t(,)(z) e suponha que 7' = {(/j, tJ)
de Ã. Então

j € 1'} é uma partição (5-fina, C'-regular

S(/, 7') .'1l $ }, 1./'(tj) /kW(tj)l l,rjl + }: ./L«a(Éj)l/jl
.jcr

(A)

+ }ll:(A)/ ./l..,,
l;Élr J/''

Á

.l/l + . + }l:(A)./, /#@) - .'{
É suficiente mostrar agora que >ll:Ícr(a)fJ, /k(tj) '4 $ c.

l(A)f/j /n)..~ é crescente e majorada poi' -4, pai'a cada .j c
(A).b, /n 3 .,4Í. Então

Como cada sequência
I' existe .41 C R com

f« - '}.,@) I'. J« 's }.,A]
.jci' ' ''

o que implica por hipótese que }l:jcr ..4j ::: Á.
Chamando Z :: Z(7)) & mãnlk(tj); .j C I'}, temos que

(A) ' ' )

.jcr'
E

-'»J '' - :'~'J.,'' ' :''.J,,'*'',. ' :"' - "
e podemos concluir que

)ll:(a.)/l/koa-.'l 5; (A)//
;éÍ J./'

Lema 3.24. Sejam g, h, .ft e fz funções b.-ãntegráueis em um conjt nto õ.-elemevttar K. Se
g(3) $ /,(z) $ h(#), para ã = 1, 2 e para qléase todo z C K, então as /uniões mán{./:i, /2}
e maz{/1 , /2} também são zX- ntegráueás

Demonstração. Basta demonstrei para o caso em que a desigualdade é satisfeita para
todo z C .K. Vamos supor que K é um triângulo; novamente é fácil estendem o resultado
para -1( 6.-elementar. Consideremos primeiro o caso em que g':: 0. Para cada J C Ã.
triângulo, vamos considerar F'*(J) & maz {(zX)/l /i , (A)Ê /2} A função F* satisfaz, pala
cada triângulo J C .Z( e cada partição P de J em triângulos,

F'*(a) $ >: F'*(L).

Se P' for uma partição de B., temos ainda que

(3.23)

O $ )..1F* (L) $ (ó.) l h
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e assim podemos considerar

o $ 'i ê .«p l }l: -F*(-o
P é uma partição de /{.

Seja / = maz{.fi, /2}, ' vamos mostrei que (A)Ú .f = Á. Sejam c > 0 e (7 > 0 suficiente-
mente grande, e vamos fixar uma partição Pi de Ã" satisfazendo

}: r'*(Z.) > .A
.LC'Pi

C (3.24)

Pelo Corolário do Lema de Saks-Henstock 3.17, existe um calibre (5 em K tal que para cada
P' = {(-rj, tj) : .j C I'} partição õ-fina, C-regulam de Ã temos que

i. E,.. l/(tj)l/jl (A) //j /l $ 2c, pala { ' 1, 2;

2. P' é mais ./ina que Pi, isto é, pala cada .j C I' existe L C ?i com /; C L

A condição 2. garante, poi (3.23), que

o $ ..'{ >1:r"'(.rj) $ .4 }: r'*(1) < '.
.jCI' .LC'Pi

(3.25)

Para cada J c suba(À.) definimos, pala á - 1, 2,

Bi(J) ê sup l : /,(t)IKI -- (A)/. .Ê : Q é uma partição .5-fina, C'-regular de J l-
1. (K,t)CQ ' "'' ' .J

Observe que, para ã - 1, 2, .Bi(K) < c e

}: B:(-L) $ B:(}), (3.26)

pata J C Suba(K) e cada partição P' de J em triângulos.
Seja ? = {(/j, tj) : .j C I'} uma A-partição (i-fina, C-regular de Ã.. Para cada .j C I',

á - 1, 2 temos /.(tj)l-rjl 5; (A)//, /, + -Bí(-rj) $ f'*(.rj) + B*(/j) + B,(-rj), e logo

/(tj)l.rjl 5; F'*(.rj) + Bt(rj) + B2(.rj) (3.27)

De forma similar obtemos que

r'*(.r') B:(/') B,(-rj) $ /(tj) -rjl (3.28)

Então pol (3.27) e (3.28), e usando em seguida (3.26), temos

}: l/(tj)l-rjl
.jci'

F'*(-rj)l $ >:(Bi(.rj) + B2(.rj)) -$ Bi(/) + -B2(.r) $ 2c
.jci'
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Logo, por (3.25),

)ll:/(t'j)l.rjl - .4 $ >1: 1/(tj)l/jl - r'*(/j)l + >ll: F'*(.rj) - .A $ 3c,
.jci' l l.jci' l l.jcr

como queriamos.

Pala o caso em que g :/ 0, basta observar que 0 $ ./1(r) g(z) 5; h(z) -- g(z), { = 1,2
e aplicar o que já demonstramos, e obtemos que maxi/i, /2} é A-integrável. mina./'i, /2}
também é A-integrável em decorrência de que mini/i, /2} = maxi--/1, --/2} []

Teorema 3.25 (Convergência Dominada). Sejamz -K llrri c07Üunio A eZemerzfar, / : K- --,
R, Çf«l)n 'll'rna, seqttênci,a de junções b.-integráueis eTn K, e sh'poltha que sejam satisfeitas
üs seg'vintes coTtdi,ções:

1. f.(=à --+ f(=b, 'Pata qUaSe tOdO X C K;

2. 31istetít funções g, h &-ilttegr(iue'ls em K tai,s qu,e, para cada, Ttatural n, temos que
g(«) 5; /n(Z) $ A(Z) P«« q-;. tod. Z C K';

Então, f é b.-integráuel e

(a) l f. H (a) l .f

Demonstração. Novamente basta demonstrar pala o caso em que ]. e 2. são sat-
isfeitas para todo z C À.'. Pelo Lema 3.24, pai'a cada n a função mina/l,. ,/n} é A-
integrável, e pelo Teorema da Convergência Monotõnica 3.23 para cada k a função inf{/n
n 2 k} também é a.-integrável. Analogamente, pai'a cada k a função sup{/n : n ? k}
também é A-integrável. Temos então

~aõl ãí« ' W.SKÕI f« ' =W.Kõl 1« ' ÇNll y.í«. (3.29)

Lembramos clue, para cada z € Ã', /n(z) -b /(z) se e somente se

n (11{«'«,) - ''«, - n (:!E«'«,)
Aplicando novamente o Teorema da Convergência A/lonotõnica com despeito à sequência
(inf.2k /n)keN, obtemos que ./' é a.-integrável e que (A)J'/ = limo--(A)/ inf«?k /n. Da
mesma foi'ma, temos (A)/ / = limo--(A)/ sup.>t /n. Combinando com (3'29), temos que
(A)Í ./L --, (a.)f .f. []
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Lembrando que, dada uma sequência de reais (a.)., o /imite á7t/odor de (a.). é definido
por

liminf a«::: .lim l inf a« IC IR UÍ--oo,oo},
n--.,oo k--,oo \ n2.k /

J )

da demonstração do Teorema da Convergência Dominada obtemos como Corolário:

Lema 3.26 (Lema de Fitou). Soam Ã' um conlun o A-elementar, / : Ã' --, R e (/n)«
uma sequência de junções não negativas e b.-integráueis e'm K, tais que f.(;t] -' fÇx] pura
quase todo = C K. Se a seqltêTtcia (.(.A)j f") .for limitada, então .f é b.-integráuel e

(A) ./' $ 1iminf(A) / /n
7t ---} 00

3.5 Relação com a integral de Lebesgue
A primeira observação que deve ser feita com o intuito de compaiai a A integral com

a integral de Lebesgue em um domínio A-elementar K é a de que as funções simples são
.A-integráveis, e o valor da integral coincide com o valor da integral de Lebesgue. De fato,
considere um conjunto mensurável não-vazio .E C -K, e mostremos que Xz é A.-integrável,
com (A)f XZ = IZI ; o resultado se estende a funções simples pela linearidade da A-integral.
Sejam c > 0 e O > 0 suficientemente grande. Existe um aberto U de K satisfazendo U D E
e IUI < IZI + c, e é possível definir um calibre (J em /( satisfazendo

1. Bõ(,)(z) C t/, para cada z C E;

2. õ(z) 5; d(g, E), pata cada z C Ã' \ .E

Dada uma A-partição õ-fina, C-regulam P = {(/j,tj) : .j C I'} de K, vamos escrever
I'o é {.j C I' : tj « E} e I'i ê {.j C I' : tj C E}. Pela escolha de õ temos que

IZI $ S(Xa,7') ::: >1: 0.l.rjl + }l: i.l.rjl U:Í.-..rjl $ 1UI < IZI + .,
.j€1'o .j€1'i

de onde segue o resultado.
Dada uma função Lebesgue integrável posát ua ./ : K + IR, a observação acima nos

permite deduzir que também neste caso / é z\-integiável, com (A)f/ = (L)Ú/. Basta
notar que, pela definição da integral de Lebesgue, existe uma sequência de funções simples
positivas (s.). em K satisfazendo

1. s:(:«) $ .,(z) $ , pala quase todo z C K;

2. s«(n) 3 .f(z) pala quase todo z C K; e

3. (L)Js« --, (L).f .f
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A conclusão segue do Teorema da Convergência Monotânica para a A-integral (Teorema
3.23), já que s. são A-integráveis, com (A)/ s« = (L)r s«. Pala definições e propriedades
da integral cle Lebesgue, citamos jlll.

De maneira mais geral, temos o seguinte resultado:

]l)reposição 3.27. Sega K um c07Üunto Z\-eZemenlar e / : /( .} IR
ántegráueZ se e somente se / e 1./1 são .â.-ÍnÍegráueís,4 e rzeste caso

Então j é Lebesgue

tl)l .í - (6.)l .r

Em particular, cl b-integral, é mai,s geral qle CL integral de LebesgKe

Pata a demonstração precisamos do seguinte resultado adicional

Proposição 3.28. Seja .lk. t&m c07Üz&7zlo Z\-eZemezzÉar. Se ./: : ,f( --, R é mensléráueJ e

gl.lxà $: fÇn] $: h(;L] 'para q'base todo = ç: K, ovtde g e h são b.-qmtegráueis, e'n,tão f é
6.-ãntegráuel, e

ÇA) I g $: (A) I f 'É (6à I h (3.30)

Demonstração (da Proposição 3.28). Restringimos novamentente nossa demon-
stração ao caso em que m desigualdades são satisfeitas para todo z C Ã., que /( é um
triângulo e que as desigualdades em (3.7) são satisfeitas para todo z c K. Seja (@.).
uma sequência de funções triângulo-escada convergindo quase sempre a /. Então, pelo
Lema 3.24, /n :L maxlg,minta, @.}} é .Ã-integi'ável, (/n)« converge a / quase sempre e

g(z) 5; /n(a) $ h(z), para cada n e cada z C K. Logo, pelo Teorema da Convergência
Dominada 3.25, / é A-integráve], e (3.30) é decorrência direta da Proposição 3.7. []

Demonstração (da Proposição 3.27). Suponha que / e ./l sejam A-integráveis
Pala cada subconjunto E C Ã. mensurável, a função Xe./ é mensurável e

.fl $ XE/ $ 1./'}

logo, pela Proposição 3.28, XZ./ é A.-integiável-. Assim,

.f' :a maxl0, ./} e / á minto, /}

são funções mensuráveis, positivas e z\-integiáveis, com ./ = /+ /

Vamos considerar a sequência de funções (/.[). definida para cada n natuia] e r C .K
por

/n+(«) :; mí«{n, /'''(«)}.

'Usualmente se diz, para uma integral não absoluta T qualquer, que unia determinada função / é
absoZulame71.te 7'-ántegráue/, quando 1/1 é T-integrável.
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cada /n+ é Lebesgue integrável, por sel' !imitada e mensurável, e é A-integrável pelo Lema
3.24. Além disso, para cada z C K' temos que 0 $ /r-(=) $ /2+(z) $ . . . e /n+(Z) -=, ./'+(Z).
O Teorema da Convergência Monotõnica clássico para funções Lebesgue integráveis garante
que /+ é Lebesgue integrável, e pelas observações feitas no início desta Seção temos neste

l.t) l I'' - (ó.) l í'
caso

Analogamente se mostra que / é Lebesgue integrável, com (L)f / = (A)Í /'. Segue da
linearidade da A-integral e da integral de Lebesgue que / é Lebesgue integrável e

(L)l .f- ( )l J
Reciprocamente, se / é Lebesgue integtável, então ./+ e /', também o são, e poi serem

positivas são tambémA-integiáveis, com os valores das integrais coincidido com os valores
daintegral de Lebesgue. Segue que

./: l.fl

são .&-integiáveis, e (A)/ /
A-integra]. []

(-c)/./', (A)/ l.f (-L)/ l.fl novamente pela líneaiidade da

3.6 O Teorema da Divergência
Observe que, até este ponto, a C-regularidade das a.-partições não foi necessária para

demonstrar nenhum resultado. Neste trabalho ela será utilizada exclusivamente pala
demonstrar o Teorema 3.29 abaixo.

Teorema 3.29 (Divergência). Sejam (2 tlm aóerÍo não-vazão de R2, Ã C Q tlm conll&nto
6.-elementar, e F : Q --, Rz lema função dqerenciáue!. Então dãuF é h-integráuet em l<,
e

(&)l di.uF (L) l F. W.aK
(3.31)

Observe que a integral à direita em (3.31), nestas condições, sempre existe pela con-
tinuidade de F . Ar em cada um dos segmentos de teta que compõem aK. Pelo que foi
visto no Clapítulo 2, quando K é um intervalo, Teorema da Divergência 3.29 implica que o
Teorema de Fubini não é satisfeito em Â', no sentido da Proposição 2.5. Podemos concluir
em particular que a A-integral é estdtamenZe mais geral que a integral de Lebesgue.
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Demonstração. Seja c > 0 e (7 > 0 suficientemente grande. Pela diferenciabilidade
de F, para cada z C K existe .5(=) > 0 tal que

C õ 0(«;) :> llr'(y) F'(z) dF= (3/
«)ll $ àllv - «ll

l3.32)

(5 define um calibre em Â.. Seja P = {(/j, tj) : .j C I'} uma A-partição õ-fina, C-regular de
Ã', e defina, para cada J C I',

Gj(y) :L F'(íj) + dPti (y tj) e

H'j(g):L F'(y) F'(tj) dF!,(3/ Éj)
Note que, pala cada .j, r' = Gj + ]?j. logo

S«Uã«F',P) .Z F'.N - Lida«F'«DI-r'I F'.JVI

(t')l-r'
jci'

(z,) / (CJ + xj) . xl

>ll: ó{«r'(t')l.rjl-(L) / Gj.N-(L) /' xj./vl
.jcl' L Jâ/'J ../a./j J

Uma versão clássica do Teorema da Divergência, aplicada às ftmções afins Gj, nos dá

(L) l Gj.N= (L) 1 1 diuGj -di,uF(tj)\ljalj J Jlj

Substituindo na desigualdade acima temos

s(ai"r,I')-(.c) / r''x' - }l:(-c) / xJ.x
;:; JÕlj

Pela condição de diferenciabilidade de F' expressada pela desigualdade (3.32), para cada .j
temos

(L) / Hj . JVI 5; (Z,) / llXj(y)play .$ mgx llH-j(y)jipe,(a.rj)
õlj \ Jal:i ''' uc:aij

Êll / - tjllpe,(a/j) $ Êq(.rí).
Estas observações nos levam a

(3.33)

SÇdiuF,'P ) (L)/ F' >:m.Z,X'.JV :; }: mZ,X'.WE
À l:ç(-rj) :ç.

jci'
o que conc]ui nossa demonstração. []
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Capítulo 4

Conclusão

4.1 Clontribuições deste trabalho: recapitulação

Vamos recapitular brevemente quais resultados apresentados ao longo deste trabalho
representam contribuições originais à teoria.

e A Pi'oposição 1.8, tornou possíve] usam' o exemp]o de l5j pal'a mostrar que a ]Wi-
integral não é invariante por rotações, além de dar como subproduto uma prova de que
também a integral de Henstock-Kurzweil não é invariante por rotações, sem envolver a
equivalência entre as integrais multidimensionais de Perron e de Henstock-Kurzweil;

e Com a Proposição 2.5, genera]izamos o resu]tado da ]Wi-integral não satisfazer o
Teorema de Fubini para um contexto de integração geral;

e Introduzimos a A-integral, e obtivemos pat'a esta integral todos os I'esultados já
existentes pala a h/i-integral e que foram exibidos em l41. h/lostramos que, ao contrário
da JWi-integral, a A-integral admite uma fórmula de mudança de variáveis válida para
transformações lineares (Proposição 3.3). b/mostramos que a A-integral tem propriedades
aditivos estritamente mais ficas que a h/i-integral: enquanto que a J\4i-integral .é aditivo
com respeito a conjt.lntos elementares mas não com respeito a conjuntos 6.-elementares (pol
consequência imediata. da Proposição 1.7), a 6.-integral é aditivo com respeito a conjuntos
6.-elementares. lvlostra.mos que a A-integral é estritamente mais geral que a .A4i-integral
(P-'oPos:Ç;' 3.15).

Adicionalmente, roíam obtidos resultados sobre a A-integral em especial a. menstuabi-
lidade das fuitções integiáveis (Proposição 3.22) , os Teoremas da Convergência h'lonotõnica
e da Convergência Dominada (respectivamente, 3.23 e 3.25), e a relação com a integral de
Lebesgue dada pela Proposição 3.27 cujas demonstrações podem ser facilmente adaptadas
para provar iesu]tados correspondentes pala a ]Vl-integral.
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4.2 Questões sobre a A-integral
Concluindo nosso trabalho, retomamos brevemente o questionamento a respeito da

obtenção de uma fórmula de mudança de variáveis satisfatória para a z\-integral. Obser-
vamos que a Proposição 3.3 representa uma vantagem cla .A-integral em relação à integral
de Henstock-Kurzweil e à integral .A4i; contudo, seu enunciado não é geral o suficiente
para permitir, por exemplo, a generalização da A integral a variedades diferenciáveis de
dimensão dois. Para tal, seria necessária a obtenção de uma fórmula de mudança de
variáveis válida para difeomorfismos. A título de motivação pala este problema, citamos
Jarník e Kurzweil l31. Tendo em mente o problema de se obter um integral que satisfizesse
um Teorema da Divergência bem geral, e que adicionalmente dispusesse de uma fórmula
de mudança de variáveis válida pala difeomorfismos, Jarník e Kurzweil introduziram no
deferido alugo outras duas integrais, usando paitições de domínios em IRz compactos e
com fronteira continuamente difelenciável por partes. Clitamos a definição de uma delas,
a (;Pp-integral

Definição 4.1. Sqa /\. c ]R2 não vazio, cornpacÍo e conl} /ronteÍru corzíínuamente dii/cr-

er'íá«Z po, p«[es. Um« CPp-pa:tição d. K é "m "«:janto ./mito d« /o,m. {(-Kj, tj)

j C \' \, o'n,de ca,da, Ki é fechado de K e caiu jro'nteirü continuamente dijerenciáuel, por
partes, K] são não-sobrepostos, t} C K] e Uie Kj := K. Di,demos qxe \lma CPp-partição
P = {(Ã'j,tj) : .j c I'} de -K é õ fina ronde õ é um caZióre em Ã') se, para cada .j,

K' C .BÕ(ti)(tj), e dizemos que P é C'-regular apara C' > 0,) q ando

z tlll dz $ C'. (4.1)

Uma /unção ./ : K --} R é data C'Pp-integrável se ezástár .4 C IR ia/ que, para cada c e

ca,da, C > ç) su$cie'rttemente graTtde, ezi,ste hulll ca,li,bre õ em K tal qKe cada CPp-partição
P de K satisfaz

P' é õ-#na, C'-regz&Zar :+ IS(/,7') ,'1l < e,

onde S(./, 7'):b Ej«/(tj)l Xj

A condição de regularidade das paitições expressa por (4.1) faz exatamente o mesmo
papel da condição de regularidade da A intçgial, que é o de obter um Teorema da Di-
vergência geral.'

No iefeiido artigo se mostra que de fato podemos obter pala a C'Pp-integral uma
fórmula de mudança de variáveis válida pala difeomorfismos, o que decoiie naturalmente
do fato de que difeomoifismos mapeiam C'/b pa-ltições em a/}-partições.

Contudo, não é difícil ver que a grande riqueza das paitições do domínio impede que
tenhamos para a C'/)p-integral um lema correspondente ao Lema 3.21, e desta forma
não podemos obter um resultado coilespondente à importante Proposição 3.19, ao menos

ib4ais precisamente, ela é usada para se obter a desigualdade correspondente a (3.33) no decorrer da
demonstração do Teorema da Divergência.
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através de demonstração semelhante à usada para a A-integral. Além disso, a definição
complicada da C'Pp-integral dificulta consideravelmente a demonstração de propriedades
simples; no referido artigo, por exemplo, a maior parte do texto é dedicada à demonstração
do Lema de Cousin, e outras propriedades básicas não são estudadas.

Outro questionamento pertinente a respeito da A-integral é a possível generalização
a três ou mais dimensões. Pala tal, é intuitivo escolher, como objetos para substituir os
triângulos em IRW, os sãmpZezos. Neste caso, pala JV # 2 é preciso adaptar o conceito de
regularidade definido em (3.1); isto pode ser feito substituindo o perímetro do triângulo pela
medida de Lebesgue ((.N l)-dimensional) da fronteira do simplexo, ou então utilizando o
conceito de regularidade da OPp-integral definida acima. A maioria das propriedades da
A-integral se estenderia facilmente a um novo conceito de integral em R/v usando pattições
do domínio em simplexos; algumas dificuldades podem surgir, no entanto, para demonstrar
propriedades que estão conectadas com a natureza geométrica dos triângulos, tais como a
propriedade aditivo (Proposição 3.9). Naturalmente, podemos estudam neste caso também
possíveis generalizações da Proposição 3.3.
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