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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma demonstragéo, para n = 3, da generalizagao do teorema
de Efimov proposta por Gromov, a saber, “Nio existerm hipersuperficies completas em R, com
curvatura de Ricci satisfazendo Ric(-) < 6 < 0, com 6 constante.” Paran 2 4 o resultado é valido com
a hip6tese adicional que o infimo das curvaturas seccionais de M é maior que —co. Os resultados
acima mencionados sio consequéncias do Teorema das Curvaturas Principais demonstrado por
Smyth e Xavier em [S-X]. Como outra aplicacdo deste teorema, apresentamos a clasificassdo das
hipersuperficies completas de R™! com curvatura média constante, ndo nula, e curvatura de Ricci
negativa, como sendo cilindros sobre circulos. Os argumentos usados sdo os de [S-X]

Na demonstracio do Teorema das Curvaturas Principais é usada uma caracterizagao das
imersGes com a propriedade do fecho convexo dada por Osserman em [O]. Na parte final fazemos
um apanhado dos teoremas tipo Efimov para hipersuperficies da esfera.
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Abstract

In this work we present a complete proof, for n = 3, of the following generalization of Efimov’s
theorem as proposed by M. Gromov: “There are no complete hypersurfaces in R"**! with Ricci curvature
satisfying Ric(-) < 6 < 0, where 6 is constant.”For n > 4 the result is valid with the aditional
hypothesis that the infimum of the sectional curvatures of M is greater then —co. These results are
consequences of the Principal Curvature Theorem of Smyth e Xavier [S-X]. Asa further application
of this theorem, we present the classification of complete hypersurfaces of R™! with constant non
zero mean curvature and non negative Ricci curvature: these are cylinder over circles.

In the proof of the Principal Curvature Theorem is used the caracterization of immersions in
R with the convex hull property given by Osserman in [O]. We also make some comments on
theorems of Efimov type for hypersurfaces of the sphere.
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Introducao

No estudo das imersdes isométricas nas formas espaciais um problema é de particular interesse,
a saber, quando uma variedade riemanniana pode ou néo ser imersa em uma forma espacial Q7.
Entre os resultados mais conhecidos esté o teorema de Nash [N], que diz que toda variedade
riemanniana pode ser imersa isometricamente em algum espago euclidiano R™, embora m pode
ser muito grande comparado com #1.

O classico Teorema de Hilbert [H] afirma que o plano hiperbélico ndo pode ser imerso isome-
tricamente no espago euclidiano, R3. E. Cartan Demonstra em [C] que 7 —1 é a minima codimenséao
onde H" poderia ser imersa num espago euclidiano. A existéncia de uma imerséo isométrica
“global”do espago hiperb6lico em R?""! ainda permanece em aberto para 7 > 3, mas localmente
tais imersdes existem, como mostra o seguinte exemplo.

Sejama; € R,1 <i<n-1,taisque Zaiz = ledefinaaimersiode D = {(x1,...,%,) € R" : x, <0}
em R?"~! pelas equagdes

x.
Va1 = @™ cos (—')

ai

a;

1
Xn
Y1 = f (1 - e2)2du.
0

x.
Yor = @ sen (—1) -

Pode-se demonstrar que a métrica induzida torna D uma variedade riemanniana com curvatura
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2 Introducao

seccional constante negativa, mas ndao completa. Cartan demonstrou que uma imerso com essas

caracteristicas, tem fibrado normal plano, ou seja, R*+ = 0.

O teorema de Hilbert foi generalizado em 1966 por Efimov [E], que demonstrou que nao
existem superficies completas em R3 com curvatura de Gauss K < 6 < 0 com 6 constante. Na
tentativa de generalizar o teorema de Efimov para dimens6es maiores, surge a seguinte pergunta:
que invariante geométrico deve ser colocado no lugar da curvatura Gaussiana para que o resultado
seja valido? Como estimativa inicial poderia se pensar na curvatura de Gauss-Kronecker, mas esta
nao € invariante por isometrias locais, pois em dimensao impar muda de sinal quando trocamos
de orienta¢do. Maria Fernanda Elbert demonstrou em [El] que néo existem gréficos completos
em R™! com curvatura escalar 7 < § < 0 com uma hipétese adicional sobre a segunda forma
fundamental. Em [G] Gromov propde o seguinte “teorema de Efimov em dimensao n”: Ndo existem
hipersuperficies completas em R"*! com curvatura de Ricci satisfazendo Ric(-) < 6 < 0, & constante. Smyth
e Xavier demonstraram que isto é verdade para n = 3, e para n > 4 com a hip6tese adicional
das curvaturas seccionais serem limitadas inferiormente por uma constante. O objetivo principal
do nosso trabalho ¢é apresentar uma demonstragdo dos resultados anteriores seguindo as idéias
de [S-X]. Em particular, damos a demonstracio do teorema das Curvaturas Principais, fonte dos
resultados obtidos em [S-X].

No primeiro capitulo, com o objetivo de estabelecer a notagdo e mencionar alguns resultados
que serdo utilizados ao longo do texto, apresentaremos alguns conceitos bésicos da geometria

riemanniana e imersdes isométricas.

A demonstragdo do Teorema das Curvaturas Principais est4 baseado principalmente em dois
conceitos, a saber, as hipersuperficies convexas euclidianas e a propriedade do fecho convexo para
variedades imersas no espagco euclidiano. Por isso os capitulos segundo e terceiro estio dedicados
a explorar estes topicos. No segundo capitulo apresentamos sem demonstragoes, fatos gerais da
teoria das hipersuperficies euclidianas com curvatura seccional ndo negativa e sua relacio com a
convexidade. No terceiro capitulo estudamos o conceito do fecho convexo para variedades imersas
no espaco euclidiano introduzido por Osserman em [O]. Além disso demonstramos o teorema 3.1,
resultado principal deste capitulo que d4 uma caracterizagdo geométrica das imersOes com esta
propriedade.

O quarto capitulo é dedicado ao desenvolvimento da demonstracdo do teorema das Curvat-
uras Principais, e como aplicagéo obtemos uma classificagdo das hipersuperficies completas com
curvatura média constante (ndo nula) cuja curvatura de Ricci ndo muda de sinal. Além disso,
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demonstramos os resultados obtidos em [S-X] com respeito a generalizagdo proposta por Gromov

para o teorema de Efimov.

Finalmente, no quinto capitulo , damos algumas conclusdes importantes com respeito a os
resultados obtidos por Smyth e Xavier. Em particular é apresentada uma “generalizagdo”da con-
jectura de Milnor para superficies em IR*. Também apresentamos sem demonstragao o respectivo

teorema de Efimov para hipersuperficies na esfera.
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capituLo 1

Preliminares.

Neste capitulo reuniremos algumas defini¢oes e resultados bésicos da geometria Riemanniana,
deduzimos as equacdes fundamentais das imersGes isométricas. A idéia principal é apresentar
resultados conhecidos que serdo utilizados ao longo do texto, além de fixar a notagdo. Portanto
poucas demonstragoes serdo dadas.

1.1. Fatos béasicos da Geometria Riemanniana.

Seja M" uma variedade diferenciavel de dimensao 7, conexa e orientavel!, Dizemos que
7 : E — M é um k-fibrado vetorial sobre M se E é uma n+k variedade, 7t € uma aplicagao diferencidvel
sobrejetora, e para todop € M

i. n7(p) = E, é um k-espago vetorial,

ii. Existe uma vizinhanca aberta V de p € M e um difeomorfismo local ¢y : (V) - VxR,

tal que gy | B, Ey 2 yX R é um isomorfismo linear para todo y € V.

Uma segio local de um fibrado vetorial 7 : E — M é uma fungdo diferencidveln: UCM — E
definida num aberto U de M tal que 7 o ) = Idy. Se U = M diremos que 1 € uma se¢ao do fibrado.

1 Ao longo deste trabalho, variedade vai significar variedade diferencidvel, conexa e orientédvel
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6 Preliminares.

Denotaremos por T'(E) o conjunto de todas as secdes do fibrado E. O fibrado tangente de uma
variedade M é n : TM — M, onde TM = {(p,v) : p € M,v € TyM} e n(p,v) = p. Por abuso de
linguagem denotaremos I'(TM) por I'(M), e chamaremos as se¢oes de TM campos vetoriais.

Denote com 9(M) o conjunto das funcdes reais de classe C* definidas sobre M. Uma métrica
num fibrado vetorial 7 : E — M é uma aplicacdo R-bilinear, simétrica e definida positiva

(,) 1 T(E) X T(E) — 9(M).

Em outras palavras, para todo p € M (-,-), : E, X E, > R é um produto interno que varia
diferenciavelmente com p no seguinte sentido: se &, € I'(E) entdo a funcéo P (Ep,Mp)p € C™.
Uma conexio linear sobre um fibrado vetorial 7 : E — M é uma funcéio R-bilinear

V : TM)XI(E) — TI(E)
(X, ) — Vx¢&
tal que para todo f € 2(M), X € [(M) e & € T'(E) verificam-se as seguintes propriedades:
1) fog = fVXEI
i) Vxf&=X(f)E+ fVxE.

Uma conexao linear V ¢ dita compativel com a métrica (-,-) se

X(&,m) = (Vx&,m) + (&, Vxn).

O tensor curvatura R de um fibrado vetorial 7 : E — M com conexio linear V é a funcdo
R-trilinear
R:T(M)xI'(M) xT(E) — I'(E)

definido por
R(X,Y)E = VxVy& — VyVx& — Vixyié, (1.1)

onde [, -] representa o colchete de Lie de M. .- ,

Uma variedade riemanniana é um par (M",(,-)), onde M é uma variedade e (-,-) é uma métrica
definida sobre o fibrado tangente TM. Um fato conhecido é que dada uma variedade riemanniana
existe uma tnica conexao linear V, que chamaremos de conexdo riemanniana, definida sobre TM tal
que:
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i. V ésimétrica, ouseja, VxY — VyX = [X, Y] para todo X, Y € '),
ii. V é compativel com a métrica.

Assim, dada uma variedade riemanniana M" com conexdo riemanniana V, definimos a cur-
vatura R de M como o tensor curvatura do fibrado TM dado pela equagéo 1.1. E importante notar
que o valor de R(X, Y)Z s6 depende do valor dos campos no ponto p. Isto permite definir a aplicagdo
trilinear

Ry : T,M X T,M X TyM — M,

dada pela equagao
Ry(Xp, Yp)Zp = Vx, Vv, Zp = Vv, V%, Zp = VX, v,1Zp,

chamada de curvatura de M no ponto p. No caso M=R"seZ=(z,...,2n) sSA0 as componentes do

campo Z, entdo:
VxZ = (Xz1,...,Xzq) e VxVyZ=(X(Yzy),.. ., X(Yzy)).
Logo R(X, Y)Z = X(Y(Z2)) - Y(X(Z2)) - [X,Y]Z =0.

Agora, dado p € M e o C TyM um 2-plano, definimos a curvatura seccional de o em p como

(Rp(X, Y)Y, X)
IXIZIYIZ - (X, V)

K(o) = K(X,Y) = (1.2)
onde {X, Y} é uma base de 0. O valor de K(0) ndo depende da base escolhida para o. E importante
notar que o conhecimento de K(o) para todo 2-plano o C TyM determina o tensor R,. Lembramos
que uma variedade riemanniana tem curvatura seccional constante c se K(0) = c paratodop € M e
todo 2 plano o C T,M, e pode-se mostrar que M tem curvatura seccional constante c se, e somente
se, para todo X, Y € (M)

R(X,Y) =—c(XAY), (1.3)

onde (XAY)Z = (Y, Z)X—(X, Z)Y para todo Z € I'(M). Além disso, um fato conhecido é que se uma
variedade riemanniana M tem curvatura seccional constante c, entdo o recobrimento universal
com a métrica do recobrimento é isométrico a Q; 7, onde QF*? denota a variedade riemanniana
completa e simplesmente conexa com curvatura seccional constante ¢, ou seja, uma esfera S?"Lp se
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¢ > 0, o espaco euclidiano R™” sec = 0, e um espaco hiperbélico H:'” se ¢ < 0. Estes espacos sao

de muita importancia no estudo das imersdes isométricas e sdo chamados de formas espaciais.

O tensor de Ricci de uma variedade riemanniana M é definido por
n
Ricy(X,Y) = )" (R(ei, V)X, &),
i=1
onde X,Y € T,Me {e,-}l’.’=1 é uma base ortonormal de oM. A curvatura de Ricci em p na direcdo

unitaria X € T,M e a curvatura escalar 7 de M em p sdo dadas respectivamente por
Ricy(X) =(QX,X) e 7 =tracoQ,
onde Q : T,M — T,M é definido por
(QX,Y) = Ricy(X, ), (1.4)

para todo X, Y € T,M.

1.2. Variedades Riemannianas Completas.

Uma variedade riemanniana pode ser dotada com uma estrutura métrica como segue: se
a: [a,b] - R € um segmento de curva, definimos o comprimento de a como sendo

b
l(a) = f |’ (#)|dt.

Agora, se p,q € M, definimos d(p, ) como sendo o infimo dos comprimentos de todas as curvas
diferenciaveis por partes ligando p a . Assim (M, d) tem estrutura de espago métrico, e a topologia
induzida pela métrica d em M coincide com a topologia de M como variedade diferencigvel. Dize-
mos que uma variedade riemanniana M é completa se (M, d) é completa como espaco métrico. Uma
variedade riemanniana é dita geodesicamente completa, se para todo p € M, a aplicacdo exponencial
expp : TyM — M, estd definida para todo v' € T,M ou de maneira equivalente, as geodésicas
a(t) : [0, 00) - M que partem de p, estéo definidas para todo valor do parametro t € R. O seguinte
teorema, devido a Hopf e Rinow relaciona os dois conceitos acima dados.
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Teorema 1.1 (Hopf-Rinow) Em uma variedade riemanniana M, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
i. Para algum p € M, expy, estd definida para todo v € T,M.
ii. Os subconjuntos limitados e fechados de M sio compactos.
iii. M é completa. |
iv. M é geodesicamente completa.

v. Existe uma sequéncia de compactos Ky C M, Ky, C intKy41 e UKy = M, tais que se g, & Ky entdo
d(p, qn) — oo parap € M fixo.

E cada uma das afirmacdes acima implica que para todo q € M existe uma geodésica y ligando p a g, com
i(y) = d(p,q)-

Uma curva divergente em uma variedade riemanniana M é uma aplicacdo diferencidvel
a : [0,00) — M tal que para todo compacto K ¢ M existe tg € (0, ) com a(t) ¢ K para todo t > fo
(isto é a([0, o)) sai de qualquer compacto). Define-se o comprimento de uma curva divergente
como sendo

t
lim |’ (s)|ds.
>0 0

Teorema 1.2 Uma variedade riemanniana é completa se, e somente se, 0 comprimento de qualquer curva
divergente é ilimitado.

Demonstragdo: (=) Sejam M uma variedade riemanniana completa e « : [0,0) — M uma curva
divergente. Entdo pelo teorema de Hopf-Rinow parap € M fixo existe uma sequéncia de compactos
K, ¢ M, K,, C intK,41 e UK, = M. Se {t,} é uma sequéncia em [0, c0) tal que a(ty) = qn € Ky, entdo
d(p, gn) — co. Além disso como

t'l
A, qu) < fo 1o (5)lds,

t
entiao tomando limite obtemos tlim f la’(s)|ds = oo, ou seja, 0 comprimento de o € ilimitado.
—00 -
0

(&) Suponha que o comprimento de qualquer curva divergente ¢ ilimitado e que M ndo

é completa. Entdo M ndo é geodesicamente completa, ou seja, existe uma geodésica y : [0,a) > M
a’s
as+1
a ¢ divergente. Como as imagens de a e y sdo as mesmas, basta mostrar que y sai de qualquer

que esté definida para t < # mas ndo para a e I(y) = a. Considere a(s) = y(;57), vejamos que
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compacto. Com efeito, caso contrério existiria fy € R e um compacto K C M tal que para todo ¢ > £,
() € K, logo existe uma subsequéncia t,, tal que y(t,,) — po e po € K. Seja Vs uma vizinhanga
totalmente normal de pp e escolha N € N tal que se n,m > N entdo |t, — t,| < 6 e y(ty), y(tm) € Vs.
Assim temos uma tnica geodésica p ligando y(t,) a Y(tm) e I(y) < 6, além disso p coincide com Y
nos pontos onde y estd definida. Como expyt,) : Bs(0) — Vs é um difeomorfismo, entdo p estende

y além de po, o que é absurdo. Logo @ é uma curva divergente com I(a) = I(y) = a 0 que é absurdo.
o

1.3. Imersoes Isométricas.

Dadas duas variedades M" e IVI’", dizemos que uma funcéo diferencigvel f:M"— M™ é uma
imersio, se para todo p € M df, : T,M — Tf(p)]\a/]’” € injetora. O ntmero m — n é chamado de
codimensio de f. Agora uma imersio entre duas variedades riemannianas (M, (-, )m) e (M, (-,+) i)
é dita imersdo isométricase (-, )y = f*(-,-) sionde f*(-, -) - representa o pullback de (-, -) i pela fungao
f,ouseja, paratodop € Metodo X, Y € T,M,

X, Yy = X, df,Y) 1) (1.5)

E importante ressaltar que dada uma imersio f:M— (]\71, (-,-)) aequacdo (1.5) define uma métrica
riemanniana em M que torna f uma imersao isométrica.

Se f : M" — M™ ¢ uma imersdo, entdo da forma local das imerses temos que para cada
P € M existe uma vizinhanca aberta V de p tal que f |y é um mergulho sobre f(V). Assim pode-se
identificar V com f(V).

Considere o fibrado tangente 77 : TM — M e sejam

E=TM|fu = {XeTA?i:n(X)ef(M)} e @=Tl.

Entdo ¢ : E — f(M) define um fibrado vetorial sobre f(M), normalmente denotado por TM |y, e
tem-se a seguinte decomposicao: ]
TM|u = TM & TM*,

onde TM™ é o fibrado vetorial chamado de fibrado normal, cujas fibras sdo o complemento ortogonal
das fibras de M. Assim dada uma secdo W € T'(E), WT e W serdo as projegoes tangencial e normal
induzidas pela métrica em M sobre ['(TM) e I'(TM*) respectivamente.
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Sejam V a conexdo riemanniana de M, X € I'(M) e W € I'(E). Entdo podemos estender X e W a
campos de X, W de T]VI, e a equagao
§xw = "7)~(W

que ndo depende da extensdo dos campos X e W, define uma conexao sobre E tal que
X(V, W) = (VxV, W) +(V, VxW), (1.6)

VyY - VyX = [X, Y],

para todo X, Y € (M) e V, W € T'(E). Assim da equacdo (1.1), o tensor curvatura para E é definido

por
R(X, Y)W = VxVyW — VyVxW — VixyjW.

1.4. Equacdes Fundamentais das Imersdes Isométricas.

Considere M™ e M" como sendo variedades riemannianas com conexdes V e V respectivamente.
Seja f : M" — M™ uma imersdo isométrica. Se X, Y € T'(M) entdo pelo dito acima temos que

VxY = (VxY) + (VxY)". (1.7)

Além disso WXY)T define uma conexao sobre TM simétrica e compativel com a métrica induzi-
da pela fungdo f. Portanto, pela unicidade da conexao riemanniana temos a seguinte equacao,
conhecida como férmula de Gauss

VxY = VxY +a(X,Y), (1.8)

onde a : T(M) x (M) — I'(TM*) é uma forma R-bilinear, simétrica chamada de segunda forma
fundamental da imersao f, e é definida por

- a(X,Y) = (VxY) .

Agora, dados X eI'(M) e ¢ € I'(TM*) tem-se a decomposigao

L

Vx& = (AV-xé)T + (gxé) (1.9)
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Denotaremos com A; X a componente tangencial de Vxé, isto 6,

T

AgX = (Vxé)
Da equagao (1.6) obtemos
(VxY, £) = X(Y, &) = (¥, Vx&) = (Y, Vx&),
0 que junto com a férmula de Gauss nos d4 que
(X, Y), &) =(Ag, Y). (1.10)

Logo
A TIM)xI(TM*+) — T(M)
(X,€) — AgX

€ uma forma R-bilinear, tal que para todop € Metodo & € T,,ML, o operador A; : T,M — T,M,
chamado de operador de forma ou segunda forma fundamental em p na direcéo de &, é auto-adjunto.
Portanto paracadap € Metodadirecionormal & € T,,Ml obtemos uma base ortonormal {vy, . . ., v,)
de TyM que diagonaliza Ay, e os respectivos auto-valores ky, - - , k, sdo chamados de curvaturas
principais. O seguinte teorema, demonstrado em [R], garante a existéncia e a continuidade das
fungdes curvaturas principais.

Teorema 1.3 Seja A um tensor simétrico de tipo (1, 1) definido sobre uma variedade riemanniana M". Entio
existem n fungdes continuas Ay > ... > A, tais que para cadap € M, {Ai(p)}L, sdo 0s auto-valores de A,.

s L
Agora a equagio (VXE) define uma conex@o linear sobre TM* que chamaremos de conexdo
normal e denotaremos por V+, e assim da decomposicao (1.9) obtemos a formula de Weingarten

VxE = —AsX + VEE. (1.11)

Serd de especial interesse o estudo das imersoes isométricas de codimensdo 1, que chamaremos
de hipersuperficies. Neste caso paracadap € M, dim(T,M*) = 1, e assim, escolhida uma orientacéo
de M, definimos a aplicagdo de Gauss & : M — S",'onde para todo p € M &(p) € o transporte paralelo
do vetor normal unitdrio em p até a origem. Além disso para cada ponto p € M definimos a
curvatura de Gauss-Kronecker em p como sendo K(p) = kiky ...k, e a informacéo da segunda forma
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fundamental fica concentrada no operador de forma na diregao &, pois
a(X,Y) = (A X, Y)E.

Por isso, neste caso dizemos que A é a segunda forma fundamental da imersao. Além disso para
todo & € T(TM*) com (¢, &) = 1, temos (V§6, &) =0, logo as formulas de Gauss e Weingarten para
hipersuperficies na diregdo unitaria & estdo dadas respectivamente por

VxY VxY + (A X, Y)E, (1.12)
VxE = —A:X. (1.13)

Usando as férmulas de Gauss e Weingarten obtemos a seguinte expressao para a curvatura R de

M em termos de R:
R(X, Y)Z = R(X, Y)Z - AqyX + AaxyY + (Vi) (Y, 2) - (Vi) (X, 2), (1.14)

onde
(Vi) (¥, 2) = Vga(Y, Z) - a(VxY, Z) - oY, VxZ).

Tomando a parte tangencial da equagéo (1.14) obtemos a equagdo de Gauss:
(R(X, Y)Z, W) = (R(X, Y)Z, W) + (X, W), (Y, Z)) = (X, Z), oY, W)).

Agora, se X, Y sdo vetores ortonormais de T,M, entdo da equagdo (1.2) e da equagédo de Gauss
obtemos a seguinte relagdo entre as curvaturas seccionais de M e M:

K(X,Y) = K(X, Y) + (X, X), (¥, Y)) = llo(X, VI

Em particular, se {ey, ..., e,} € um referencial ortonormal que diagonaliza As com auto-valores

associados {ky,..., ki), e M= Q' entao:

K(ei e)) = ¢ + kikj. T (1.15)
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Da parte normal da equacio (1.14) obtemos a equagio de Codazzi:

RX VZ)* = (Va) (Y, 2) - (V4a) (X, 2).

Seja R* o tensor curvatura do fibrado normal TM* com conexdo normal V+,
RH(X, Y)E = VEVEE - VEVEE — Vi ¢

Substituindo as equagdes de Gauss e Codazzi na parte normal da dltima equacao obtemos a equagdo
de Ricci
(R(X/ Y)é/ ']) = (RJ-(XI Y)EI T]) - <[A£IAI]]X/ Y)/

onde [AE,A,]] = A};A,, = A,]A‘g.

Agora se M™ = Q" entéo as equages de Gauss, Codazzi e Ricci estdo dadas respectivamente

por
REXY)Z,W) = (X AYZ,W) +{(a(X, W), a(Y, Z)) = (X, Z), a(Y, W)),

(Vxa) (v, 2) = (V4a) (X, 2),
(RY X, Y)E, n) = ([Ag, AgIX, Y).

Em particular se M € uma hipersuperficie de uma forma espacial, as equacoes de Gauss e Codazzi
séo:
RXY)=cXAY)+A:X ANAgY,

(VxAg)Y = (VyApX,

respectivamente, onde VxA; € a derivada covariante do tensor Ag, em relagdo ao campo X, isto &,

(VXA)Y, &) = VyAgX — AgVyX = Vi X.

A seguir, como aplicagdo da equagdo de Gauss, vamos obter algumas expressdes para a cur-
vatura de Ricci de uma variedade imersa em uma forma espacial. Seja f : M" — Q"*" uma imersao
isométrica e {&1, ..., &} uma base ortonormal de T,,Ml. O vetor curvatura média no ponto p € M,
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ﬁ(p), e sua norma H sao definidos por:

o1 —
H = - Z(tmgnf\g,)cfi, e H=|HI
1=1

O quadrado da norma da segunda forma fundamental de f no ponto p é definido por

m

IAJ? = Z tmgoAi.
1=1

Lema 1.1 Sejam f : M"™ — Q™ uma imersio isométrica e {Eg ;;':1 uma base ortonormal de T,M™*. Entdo

m m
Q=) (tragoAg,)Ag, - ZAéﬁ +(n— 1)l
= p=1

Em particular ||A|[> = —t + n*H? + n(n — 1)c.

Demonstra¢io: Consiste em fazer célculos diretos das expressoes conhecidas para Q. Seja {x1, . . ., Xn}
uma base ortonormal de T,M. Entdo para todo v € T,M temos:

Q)

Il

) (Q(), xdxi
i=1

n

= Z Ric(v, xj)x;
i=1

- i [i(R(x,-, U)xi/xj>] Xi

i=1 \ j=1

- - i Z ARGy, D)) X1

i=1 j=1

1=

—R(x;j, v)x;j.

S~
]
—

(1.16)
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Da equagéo de Gauss obtemos entdo que

n
= Z c ((v, xj)xj —{xj,x j)v) + Aa@x)¥j — Aa(xjx)?
1

Q)

n
= - Z c ((v, Xj)Xj — v) + Aa(,,,x}.)x}- - Aa(x].,xi)v
j=1

n m
= cn-1v- Z Z (A(a(vﬂr;),ép)ipxi - A(a(xf,x,-),ép)cipv)
=1 p=1
n m
= c(n-1)pv- Z Z Ag(Agy0,%))x; — (Ag,xj, X)) Agy0
=1 p=1
m

m
= ¢cn-1o- Z Agg 0 Agyv + Z(tmgoAgﬂ)Agﬂv.
B=1 B=1

Agora tomando 7 = tracoQ e n?H? = Y.p(tracoAg,), obtemos [|A|* = —t + n?H? + n(n — 1)c.

1.5. Miximos e Minimos de Funcdes Reais

A idéia chave no estudo da convexidade de uma variedade M imersa em R"*! ¢ observar que
M é convexa num ponto p se, e somente se a fungdo altura em relacio ao vetor normal unitario Eps
hg, : M — R, definida por ke, (9) = (p—g, &p), atinge um maximo ou minimo em p. Para desenvolver
esta idéia, precisamos definir alguns conceitos, a saber, o gradiente e 0 Hessiano de uma fungao
real diferenciadvel definida sobre uma variedade riemanniana.

Se M é uma variedade riemanniana e & : M — R é uma funcio diferencidvel, definimos o
campo gradiente de h, denotado por gradh, como sendo o campo dual da 1-forma dh, isto é

(gradhy, X) = dh, X,

para todo ponto p € M e todo X € T,M. Dado p € M definimos o Hessiano de h no ponto p € M,
denotado por Hessy(p), como sendo a forma bilinear simétrica

Hessy(p)(X, ) := (Vxgradh,, Y) = (XY — VxY)h.
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Uma funcdo real h definida sobre M é dita convexa (respectivamente estritamente convexa), se
Hessy,(p) é semi-definido positivo (respectivante definido positivo) para todo p € M.

Teorema 1.4 Sejam f : M" — M™ uma imersdo isométrica e h : M — R uma fungio diferencidvel. Se
h=ho f, entio
Hess), = Hess;, + (gradh, a(,)).

Demonstragdo: Sejamp € M, X € T,M e X=d fpX. Temos

dh s f,X)

= dh,X

= (gradhy,, X)

= (dfy(gradhy),dfpX)
= (gradhy,, 55).

(gradhy), X)

Il

Logo gradh = gradh™. Agora, se X, Y € T,M entdo

Hess,(X,Y) (Vxgradh, Y)

= (va gradh, Y)

= X(gradh, Y) — (gradh, VxY)

= X(gradﬁ - gradﬁl, Y) - (grad;z-— gradﬁl, VxY)

= (—vagrad;z—, Y)+ (grad;;, VxY) - (gradﬁ, VxY) + (gradﬁl,AV-xY)
= Hess; + (gradﬁ, a(X,Y)). DX

Lembramos que um ponto p € M é ponto critico da fungdo h : M — R se gradhy, = 0. Os pontos
criticos de uma fungdo real podem ser de trés tipos: maximo local, minimo local ou ponto de sela,
definidos da seguinte maneira. Seja p um ponto critico de h : M — R. Dizemos que h tem um
minimo local em p (respectivamente mdximo local).se existe uma vizinhanga aberta V de p, tal que
h(Aq) > h(p) (respectivamente h(q) < h(p)) para todo g € V. Um ponto critico p € M € dito ponto de
sela se ndo é minimo local nem méximo local. Se nos casos anteriores as desigualdades sdo estritas,
ou seja, h(g) > h(p) (respectivamente h(q) < h(p)) para todo 4 € V, entdo dizemos que p € um ponto
de méximo local estrito (respectivamente minimo local estrito).
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O seguinte teorema dé condigdes necessarias e suficientes para que um ponto critico de uma
funcdo real seja um ponto de médximo ou minimo local.

Teorema 1.5 (Teste “da segunda derivada”para maximos e minimos) Sejam M" uma hipersuperficie em
R™1, Tt : M — R uma fungio diferencidvel e p € M um ponto critico de h. Entio

i. p éum ponto de minimo local (minimo local estrito) se, e somente se Hessy(p) é semi-definido positivo
(definido positivo);

ii. p é um ponto de maximo local (mdximo local estrito) se, e somente se Hessy(p) é semi-definido
negativo (definido negativo).



CAPITULO 2

Hipersuperficies Euclidianas Convexas .

Este capitulo tem um papel fundamental no desenvolvimento do nosso objetivo principal, a
saber a demonstracio do Teorema das Curvaturas Principais. Embora este teorema forneca re-
sultados globais sobre todas as hipersuperficies completas e orientdveis do espago euclidiano,
a demonstracdo esta baseada no caso particular das hipersuperficies euclidianas convexas. A=
presentaremos, sem demonstragdo o Teorema de Sacksteder Van-Heijenoort [S] e o Teorema de
Wu[Wu], que juntos generalizam resultados prévios de Hadamard [Ha], Stocker[St], Chern e Lan-
shof [Ch-L], que relacionam as superficies convexas com as de curvatura seccional nao-negativa.

Dada uma imersdo isométrica f : M" — R™*!, de uma variedade M orientada pela aplicagdo de
Gauss & : M" — $", dizemos que M é localmente convexa no ponto p € M, se existe uma vizinhanga
aberta V de p tal que f(V) esta contido num dos semi-espacos:

Hy = (g e R (g~ f(p), &) 2 0),

- H, = (g€ R™ (g = f(p), &) < 0}.

Diremos que M é localmente estritamente convexa em p € M se f(V) N f(TpM) = {f(p)}: Ao longo
deste capitulo daremos alguns resultados que relacionam curvatura seccional com convexidade.

Para fixar a notagdo diremos que a segunda forma fundamental de uma imersdo f : M" — R

19
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¢ definida (respectivamente semi-definida) se ela é definida positiva ou negativa (respectivamente
semi-definida positiva ou negativa).

Teorema 2.1 Se f : M" — R™! é uma hipersuperficie localmente convexa (localmente estritamente
convexa) em p, entio a segunda forma fundamental em p é semi-definida (definida).

E importante notar que em nosso caso, tomando um referencial ortonormal {ei,....eqn} que
diagonaliza a segunda forma fundamental num ponto, temos da equacdo (1.15) que K(o) = kik;
onde o € o0 2-plano gerado pelos vetores e;, ej e ki, kj sdo as curvaturas principais nas direcdes e;, e j
respectivamente. Assim, se a segunda forma fundamental é semi-definida (definida), entdo as
curvaturas seccionais sdo nao-negativas (positivas).

A reciproca do teorema anterior ndo é verdadeira. Considerando a superficie grafico de
z = x3(1 + y?), definida na vizinhanca y? < 3 de (0,0), pode-se ver que a curvatura é ndo-negativa
nesta vizinhanga, e a superficie ndo é localmente convexa em (0,0), mas é importante notar que
esta superficie ndo é completa. Pode-se demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Se f : M" — R™? é uma hipersuperficie com segunda forma fundamental definida num
ponto p € M, entiio M € localmente estritamente convexa em p.

No caso M compacta, pode-se demonstrar que existe um ponto p € M tal que a segunda forma
fundamental é definida em p. Assim, nesse caso sempre pode-se garantir a existéncia de um ponto
onde M é localmente estritamente convexa.

De agora em diante, um corpo convexo sera entendido como um subconjunto aberto B ¢ R"*!,
tal que dados dois pontos p, g € B, 0 segmento que une p e g esta contido em B.

Definicao 2.1 (hipersuperficie convexa)
Diremos que um mergulho f : M" — R™! é uma hipersuperficie convexa se f(M) é o bordo de um corpo

convexo.

O seguinte teorema é um resultado de Hadamard [Ha], e mostra que a segunda forma funda-
mental e a curvatura de Gauss-Kronecker estio relacionadas no caso de hipersuperficies compactas.

Teorema 2.3 (Hadamard) )
Seja f : M" — R™! uma hipersuperficie compacta. As seguintes afirmagdes sio equivalentes:

1. A segunda forma fundamental é definida em todo ponto.
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ii. A aplicagio de Gauss é um difeomorfismo.
iti. A curvatura de Gauss-Kronecker é niio nula em todo ponto.
Além disso, qualquer uma das condigdes anteriores implicam que a hipersuperficie é convexa.

Em 1958, Chern e Lashof [Ch-L] demonstraram, no caso n=2, que o resultado de Hadamard
é valido se a hip6tese de curvatura seccional positiva é substituida por nao-negativa. Posterior-
mente, Stocker em [St] estendeu o teorema de Hadamard para o caso ndo compacto de superficies
em RR3, trocando a hip6tese de compacidade por completude. Além disso, mostrou que com estas
hipéteses, superficies em R3 sdo homeomorfas a esferas, no caso compacto, e ao plano no caso nao
compacto.

Numa tentativa de generalizar estes resultados para dimensao maior, Heijenoort [He] Demon-
strou que se uma imersao isométrica f : M" — R™*1 ¢ estritamente localmente convexa num ponto
e localmente convexa em todo ponto, entdo f(M) é o bordo de um corpo convexo, €,como corolario,
M é limitada e homeomorfa a $" ou ndo limitada e homeomorfa a R".

Pelo exemplo dado apés o teorema 1.1, o fato de ser localmente convexa nao implica que a
segunda forma fundamental seja semi-definida. Sacksteder demonstrou em [S] que este tipo de
exemplo néo pode existir no caso completo, ou seja, se M" € uma hipersuperficie completa e local-
mente convexa em p, entdo a segunda forma fundamental é semi-definida em p e portanto as curva-
turas seccionais sdo ndo-negativas. Assim, juntando os resultados obtidos por Van-Heijenoort e
Sacksteder obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 2.4 (Sacksteder, Van-Heijenoort)
Seja f : M — R™ imersdo isométrica de uma variedade completa e orientdvel M", de curvatura seccional
ndo-negativa (nio identicamente nula). Entdo

i. féummergulhoe f(M) é uma hipersuperficie convexa;

ii. Se A é a segunda forma fundamental da imersdo f e 2 < r = max{postoA} entao R pode ser
decomposto numa soma direta ortogonal R™1 = R™*! x R"™, e as projecoes de R"*! nos dois fatores
levam a uma isometria f(M) ~ M} X R"™", onde M é uma hipersuperficie convexa mergulhdda em
R™1! com segunda forma fundamental de posto r em algum ponto.

iii. Se adicionalmente num ponto todas as curvaturas seccionais sdo positivas, entio M é homeomorfa a
R" ou a 5".
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Com o intuito de generalizar os resultados de Stocker, H. Wu [Wu] obteve o resultado que
descreveremos a seguir. Antes disso, precisamos dar a definigao de pseudo-grafico.

Definigao 2.2 Dizemos que uma hipersuperficie convexa M" em R forma um pseudo-grifico sobre um
de seus planos tangentes T,M se satisfaz as sequintes condigoes:

i. M estd contida em algum dos semi-espagos determinados por T,M, a saber H, ou Hy;

ii. Sern : R™! - T,M é a projegio ortogonal sobre T,M e A = 1i(M), entdo sobre int(A) (interior
relativo a T,M) M é o grifico de uma fungio C*;

iii. Para todoa ¢ int(A), M N 1t"Y(a) é uma linha fechada semi-infinita;

iv. Todo hiperplano paralelo a T,M que intercepta M, define uma subvariedade de dimensio n — 1,
difeomorfa a $"1,

Teorema 2.5 (Wu) Seja M uma hipersuperficie convexa e orientivel em R+ homeomorfa a R™. Se

& M" — §" éaaplicagio de Gauss, e E(M) tem interior ndo vazio (relativo a S"), entdo pode-se escolher
cartas locais para M, tais que f(M) é o pseudo-grdfico sobre o hiperplano {x,.1 = 0} de uma fungdo
nio-negativa e convexa (o Hessiano é niio-negativo em todo ponto).

No teorema anterior, se temos que M é localmente estritamente convexa num ponto, entdo a
aplicacao de Gauss é um difeomorfismo local, e portanto £(M) tem interior relativo a $" ndo vazio.



CAPITULO 3

Propriedade do Fecho Convexo para Variedades Imersas

O objetivo principal deste capitulo é dar uma caracterizagao geométrica das imersGes que tem a
propriedade do fecho convexo. Esta caracterizagao serd fundamental na demonstracdo do Teorema
das Curvaturas Principais.

Definigao 3.1 (conjunto convexo)
Um conjunto A C R diz-se convexo se para todo x,y € A 0 segmentoxy = {Ax+(1-A)y : A € [0, 1]} c A.

Como exemplos de conjuntos convexos que serdo importantes ao longo deste capitulo estdo os
semi-espagos, H;,’ , H, no caso de hipersuperficies convexase H(v,a) = {x e R" :<x,v ><a, a€
R,v e R"}.

Definigao 3.2 (fecho convexo)
Dado B C R", definimos o fecho convexo de B, que denotaremos por conv(B), como sendo a intersec¢do de
todos os semi-espagosque contém B.

E importante notar que conv(B) é o menor conjunto convexo (no sentido de inclusdo) que contém
B. Dizemos que um subconjunto D de uma variedade M é um dominio, se D é conexo com fecho

compacto e tem interior ndo-vazio.

23



24 Propriedade do Fecho Convexo para Variedades Imersas

Definicao 3.3 (propriedade do fecho convexo)
Uma imersio f : M™ — R" tem a propriedade do fecho convexo, se para todo dominio D C M tal que f(D)
€ limitado, tem-se f(D) C conv(df(D)).

Diz-se que uma variedade M™ imersa no R" tem a propriedade do fecho convexo se a imersao
que a define cumpre a propriedade dita acima.

As demonstragdes apresentadas s6 usam conceitos locais, portanto dada uma imersao isométri-
ca f: M™ — IR" identificaremos M com f(M), pois localmente f é uma incluséo.

Lema 3.1 Sejam M™ uma variedade imersa no R”, pEM, &p um vetor normal unitdrio no ponto p e
ki(p) 2 ka(p) > ... 2 ki(p) as curvaturas principais de M no ponto p e na diregiio &p. Dado R > 0 considere
Br como sendo a bola aberta de raio R e centro c = p + R&,,. Entio

a. Se existe uma vizinhanga aberta de p contida em Bg, entio ky(p) > 1.

b. Se ky(p) > %, entdo existe uma vizinhanca aberta de p contida em Br.
c. Seki(p) > % > ki (p) entio toda vizinhanga aberta de p contém pontos de B e exteriores de Bg.
d. Seky(p) < % entdo existe uma vizinhanga aberta de p contida no exterior de Bg.

Demonstragdo: Sejam M uma variedade imersa no R"definida pela imersdo f : M™ — R", peEM,
&p vetor normal de M no ponto p, R > 0, e Bg a bola aberta de raio R e centro ¢ = p + REp.
Consideremos a fun¢ado distancia ao ponto fixo ¢

n: R — R

x — lx=d,

dityX = (gradh, X) = 2(X,p — c) = %X, ~R&,). (3.1)

Seja y : (—€,€) » M uma curva suave, tal que y(0) = p e Y’'(0) = X, e seja B(t) = ho y(t). Entédo:



25

Hesshy(X) = f"(0)

2
ar

d , ~
= ZE ’H)(V ),y — o

= 2Ty (B, 7B — ) + B, Y O]y
= 2[(VxX,R&p) + (X, X)]
= 24X X),

hoy(t)
=0 -

onde na tltima equagédo (VxX, R&,) = 0 pois VxX € T,M.
Agora seja
h: M — R
q — lIf(@g) —dP

Entao:

Hesshg, X = HessE,X + (gradﬁp, ap(X, X))
= 2AX, X))+ 2(ap(X, X), —REp)
= 2[(X,X) — 2R(X, Ag, X)]
= (X, 2(I- RAgp)X).

Se A ¢ um auto-valor de 2(I — RAg,), ou seja, existe v # 0 tal que 2(I — RAg,)v = Av, ou de forma

ou A = 2(1 — Rki(p)).

2R

2—A
equivalente Agpv = —2?0, entdo para algum i € {1,...,m}, ki(p) =
Assim:

i. Hesshy, é definido positivo &= A > 0 <= ki(p) < ki(p) < % 5

ii. Hesshg, é definido negativo = A <0 < ki(p) = kn(p) > % >
iii. Hesshy, é semi-definido negativo < A<0 ki(p) 2 km(p) = %.

Logo se existe uma vizinhanca de p contida em Bg, entdo a funcdo distancia ao ponto c atinge
um méximo local no ponto p, ou seja, Hesshy, é semi-definido negativo, entao kn(p) > %, obtendo
assim a demonstragdo do item a.
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Se ku(p) > %, entdo Hesshy, é definido negativo, e dai p ¢ um maximo local da funcéo distancia,
donde existe uma vizinhanga de p tal que |lx—c|* < |lp —c||?> = R? para todo x nessa vizinhanga, ou
scja, existe uma vizinhanga de p contida em Bg.

Os itens c e d s@o demonstrados da mesma forma usando o fato que p é um ponto de minimo
local no caso ki (p) < %, e um ponto de sela quando k;(p) > % > kin(p). o

O seguinte teorema d4 uma caracterizagdo geométrica das imersdes com a propriedade do
fecho convexo.

Teorema 3.1 Se f : M™ — R" é uma imersdo isométrica, entdo M tem a propriedade do fecho convexo se,
e somente se em cada ponto de M nao existe nenhuma diregiio normal tal que todas as curvaturas normais

nessa diregio sejam positivas.

Demonstragdo: (=) Suponha que existe p € M e &, vetor normal no ponto p, tal que todas as
curvaturas normais na direqdo &, sejam positivas, ou seja, ki(p) > kao(p) > ... > ku(p) > 0. Seja

1
R > m, e considere Bg(c) como sendo a bola aberta de raio R e centro ¢ = p + R&p. Pelo
m
lema anterior, existe uma vizinhanga D de gy tal que f(D) C Bg(c) e como f é uma imersdo, entdo
diminuindo D se for preciso, podemos suporque fé1-1em D,ealémdisso E = 9 f(D) C Br(c)—{p}
€ um conjunto compacto.

Considere a fungéo altura com respeito a direcdo normal &,
hgy : M — R
x = (x=p,&).
Esta funcéo restrita ao conjunto E tem as seguintes propriedades:

i. Paratodo x € E, hcgp(X) > 0, pois como E C Bg — {p} entdo hgp(x) >0.Se ]’l};p(.‘X) =0,entdaope
x estao no mesmo conjunto de nivel, logo x € T,M e isso ndo pode acontecer pois x € Bg(c).

ii. A funcao hipl ¢ atinge um minimo no compacto E, ou seja existe xy € E tal que para todo
X€E (x-p.&)2(x0—p,&)=n>0,eassimE = If(D) € H(&p, n)-Mas p = f(qo) ¢ H(&p, 1)
pois (f(qo) - p, £p) = 0. Logo f(D) ¢ conv(df(D)), ou seja M nao tem a propriedade do fecho
convexo.

(&) Suponha agora que M ndo possui a propriedade do fecho convexo. Vamos encontrar um
ponto p € f(D), uma diregdo normal £, e uma vizinhanga V, desse ponto tal que V, C Bg para
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algum R > 0, daf pelo item a. do lema anterior teremos que ki(p) > ka(p) = ... 2 ku(p) = £>0,0u

seja todas as curvaturas normais no ponto p, na direcao &p sdo positivas.

De fato, se M nao possui a propriedade do fecho convexo, entao existe um dominio D € Mo com
f(D) limitado e tal que f(D) & conv(d f(D)), ou seja, existem v € R" vetor unitério, a€R e pe€
‘M tais que df (D) € H(v,a) e p ¢ H(v,a). Assim (p,v) = b > a e para todo x € df(D) (x,v) < a.Seja
¢ € R" tal que (¢, v) = a. Como f(D) ¢é limitada, existe r > 0 tal que m C By(c;). Agora, para
cada t > r seja By(c) a bola aberta de raio t e centro ¢; = ¢y — V1 — 12y, Esta familia de bolas tem as

seguintes propriedades:

Afirmacgdo 3.1 Paracadat>r, Jdf(D) C B(cy)

De fato, dado x € df(D) tem-se

Il

llx — ¢, + V2 — 20|
llx = el + 2[(x — ¢, VE —120)] + (£ = )lloll*
lIx — cil? +2 VE2 = 72[{x, v) — {cr, )] + (£ = 7).

llx = cill?

I

Como x € df(D) C H(v,a) e ({c,v) =aentdo (x,v) — (¢, v) < 0. Assim:
lx = cill? < |lx = el + 2 —* < 2.

Ou seja, para todo t > r  df(D) C Bi(ct).

Afirmacdo 3.2 Para t suficientemente grande, p ¢ By(ct)-

Para ver isto, suponha que para todo t > r [|p — cll? < t2. Entao

lp =l +2VE2 = 2[(p,v) — (e, )] + (B =) < £,
" lp =l +2VE2 —12[b—a] -7* < 0.

Assim para todo t > r, tomando w = b—a>0, temos:

2V — 2w - <|lp-cl? +2V2 - r2w—1* <0
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ou seja para todo t > r

0<2w <

_r
N

0 que contradiz o fato de lim = 0. Entdo p € Bi(c;) para f suficientemente grande.

t—o0 -\/tZ — 72

Afirmagdo 3.3 Existem R > rep € f(D) tais que f(D) C Br(cg) e p € dBRr(cr).

Com efeito, suponha por absurdo que para todo ¢ > r acontece f(D) ¢ Bg(cr) ou para todo p €
f(D), p ¢ 9Bi(c;). A primeira afirmacdo ndo acontece, poissabemos que parat =1, f(D) C B,(cy).
Entdo se para todop € f(D), p ¢ dB(c;), considere os seguintes conjuntos:

My ={p € f(D):p ¢ Bs(cs)},

Mz = {p € f(D) : p € Bs(cs)},

onde s > r é tal que f(q0) ¢ m, (‘s existe pela afirmagdo anterior). Assim pelas afirmaces
anteriores ambos conjuntos sdo ndo vazios. Além disso como para todo p € f(D), p ¢ 9dBs(cs),
entdo M; e M, sdo abertos e ]TD) = M; U M3, mas pela conexidade de m isso ndo pode acontecer.

Das afirmagdes anteriores temos que o espaco tangente a M no ponto p é um subespaco do
espaco tangente a dBgr(cgr). Considerando &p como sendo o normal interior da esfera dBg(cR), temos
que &, € normal a T,M e estd dirigido na diregdo de p a cg. Assim pelo lema 3.1 todas as curvaturas
principais em p na diregéo &, sdo positivas. o

Corolério 3.1 Seja f : M" — R™! uma imersio isométrica de uma variedade M" orientada pela aplicagdo
de Gauss & : M" — $". Entdo f tem a propriedade do fecho convexo se e somente se, em cada ponto a
segunda forma fundamental ndo é definida positiva nem definida negativa.

O corolario anterior fornece um importante exemplo de hipersuperficies com a propriedade
do fecho convexo, a saber, as hipersuperficies minimas.

Dizemos que uma imers&o f : M" — R™*”.é minima se o vetor curvatura média é nulo. Assim
para o caso de hipersuperficies minimas no espaco euclidiano (que nao sao hiperplanos), tomando
um referencial ortonormal que diagonaliza A temos:

kl+"‘+kn:0,
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logo a segunda forma fundamental néo é definida positiva nem negativa. Portanto, do corolario

anterior, toda hipersuperficie minima tem a propriedade do fecho convexo.
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cAPiTULO 4

O Teorema das Curvaturas Principais e Aplicagoes

4.1. O Teorema das Curvaturas Principais

Ao longo deste capitulo f: M" — R"! denotara uma imersdo isométrica, A a segunda forma
fundamental da imersé@o f com respeito ao campo normal unitério &£ : M — S". Denotaremos com
A o conjunto de valores ndo nulos atingidos pelos auto-valores de Ae A* = AN R*.

Lema 4.1 Seja f : M" — R"™ uma imersio isométrica de uma variedade M conexa, completa e orientdvel.
Se A* e A~ siio ndo vazios e infA* > 0, entdo A nio é definida positiva nem definida negativa. Em particular
f tem a propriedade do fecho convexo.

Demonstragdo: Considere o conjunto

€ = {p € M: Ag, € definida positiva}.

Como A~ # 0, temos € # M. Para demonstrar que A ndo é definida positiva temos que provar que
% é aberto e fechado, dai pela conexidade de M teremos <€ = 0.

Em efeito, ¥ ¢ aberto pois se existe um pontop € M tal que paratodoi=1,...,n, ki > 0 entéo,
como as fungdes curvaturas principais sdo continuas, existe uma vizinhanca V), de p tal que para
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todo g € V), ki(g) > 0, logo nessa vizinhanga A ¢ definida positiva. Para ver que ¥ é fechado,
considere uma sequéncia {p,,} C %, tal que py — p. Entdo paracadai=1,...,n, ki(pm) > 0. Logo
rlll’m ki(pw) = 0, mas lim ki(p,,) # O (pois infA* > 0) assim

m—o0 ni— oo

Jim ki(pm) = ki(p) > 0

ou seja, Ag, € definida positiva.
Agora para demonstrar que A ndo é definida negativa, basta ver que em cada ponto p de M,
Ag, tem um auto-valor positivo. Para isso considere o conjunto

o = {p € M : Ag, tem auto-valor positivo].

&/ € nao vazio pois A* # 0. &7 é aberto, pois se Ag, tem um auto-valor positivo k;, entdo pela
continuidade das funcdes curvaturas principais, existe uma vizinhanca de p onde k; é positiva e
nessa vizinhanca A tem s6 auto-valores positivos. & é fechado, pois se {p;;} C 27 é uma sequéncia
tal que p,, — p, entdo para cada Pm existe um j tal que kj(pm) > 2c > 0. Se p ¢ & entdo todo
auto-valor de Ag, é ndo positivo. Em particular kj(p) < 0 e como k; € uma funcdo continua, entdo
pelo teorema do valor médio existe g € M tal que kj(q) = c o que contradiz o fato de infA* = 2c.
Assim, pela conexidade de M, & = M, ou seja, para todo p € M, Ag, tem auto-valor positivo. <

Observagao: Da afirmagéo anterior e do fato de A~ # () segue-se que existe um ponto p € M tal
que Ag, tem um auto-valor positivo e outro negativo, ou seja, max{postoA} > 2.

Lema 4.2 Seja M uma hipersuperficie completa, orientdvel e imersa no R"*! que ndo é um hiperplano. Se
A e A™ sdo ndo vazios, infA* > 0 (ou supA~ < 0) er = max{postoA} > 2, entdo, M é isométrica a
M X R"™" onde M é uma hipersuperficie completa, convexa e mergulhada no R™ com segunda forma
fundamental de posto r em algum ponto, e a imersio induzida por f no primeiro fator tem o mesmo conjunto
A que M.

Demonstragdo: A idéia fundamental da demonstracio é criar uma imersio fo: M" - R*!
cumprindo as hipéteses do teorema de Sackesteder, e dai concluir o resultado. )

Seja f : M" — ]R’“”v1 a imersdo, e denotemos por (-, -) a métrica induzida em M pela imersao
f- Das equagtes fundamentais das imersdes temos que A.é dada pela expressao Dx& = —f,(AX),
onde Dx denota a derivada covariante no R"*! em relagéo ao campo X tangente a M.

1
Suponha que infA* = 2¢ > 0, e seja tg = -> 0. Considere a fungao
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f() - MY — IRn+1
p > f(p)+toép.

fo é uma imersao isométrica que induz sobre M uma métrica riemanniana completa, cuja
segunda forma fundamental é semi-definida negativa e de posto> 2. Assim da equacéo (1.15)
com ¢ = 0, temos que as curvaturas seccionais de M com esta métrica sdo ndo-negativas, logo
pelo teorema de Sacksteder Van-Heijenoort fy(M) é isométrica a M} X R"™", onde M] é uma
hipersuperficie convexa mergulhada em R, logo f deixa M" = M] X R"" (= a menos de
isometrias) imersa em R™*! x R"™" como um produto, e a imersdo induzida pela f em M] tem o
mesmo conjunto A que f sobre M.

Na continuacio, daremos uma sequéncia de afirmagdes cujo objetivo é demonstrar que fo tem
todas as propriedades ditas no pardgrafo anterior.

Afirmacio 4.1 fo é uma imersdo cuja métrica induzida -, )o é dada por
(X, Y)o = (I - toA)’X, Y),

para todo X, Y € I'(M).

De fato, para cadap € M e v € T,M dfyv = dfyv - todfy(Ag,v), logo dfo, € injetora, pois
se existisse v # 0 tal que dfgyv = 0 entdo Ag,v = cv, 0 que contradiz o fato de infA* = 2c > c.
E importante notar do anterior, que nestas condigoes o operador [ —tpA ndo tem auto-valores nulos.
A métrica induzida pela imersao fo em M é dada por (-, -)o = f3{:,+), entdo para todo X, Y € (M)

<Xr Y)O

(fX + toDx¢&, f.Y + toDy&)
(f(X = t0AX), f(Y — LoAY))
(X — tgAX,Y — thAY)

(I - tA)?X, Y).

il

Afirmacio 4.2 Para todo autovalor A de I — toA, temos |A| > 1.

Pois se p € M e A é um auto-valor de I — t()Agp, entdo existe v € T,M, v # 0 tal que v - t()A{pU =Av~
ou equivalentemente (1 — A)c é auto-valor de Ag,. Logo se (1= A)c > 0 entdo (1 — A)c > 2¢, ou seja,
A < -1.S%e (1 - A)c < 0 entdo como ¢ > 0 seque-se A > 1. Em qualquer caso |A| > 1.

Afirmacio 4.3 (M, (-, -)o) é uma variedade riemanniana completa.
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Para ver isto, seja a : [0, 0) - M uma curva divergente, e denote com T o operador auto-adjunto

I - tpA. Se {v1,...,v,} é uma base ortonormal que diagonaliza T e {A4,...A,} sdo os auto-valores
n
associados, entdo para cada t € [0, ), a’(t) = Z a;i(t)vi(t) e assim:
i=1
(a’(8), a’(t))o
= (Ta'(8), T/ ()
n

= () a®Toi), 2 #(OToi(h)
j=1

i=1

o’ (Dl

= Z Z ai(t)aj(t)Ai(£)A;(£)0i
i=1 j=1
= Z aj(t)zf\j(t)z
j=1
3" a7 (4.1)

j=1
= |(t)P,

v

onde na equacao (4.1) foi utilizado o fato que |A;] > 1. Agora como (M, (-,-)) é completa entdo o
comprimento da curva & com a métrica (-, -) é ilimitado. Assim da desigualdade

3 t
lim f la’(t)lo > lim f o’ (#)]
t—eo ) t—00 g

segue-se que o comprimento de @ com a métrica (-, -)g é ilimitado, logo do Teorema 1.2 obtemos

que (M, (-, -)o) é uma variedade riemanniana completa.

Afirmacdo 4.4 A imersdo fo tem segunda forma fundamental com respeito ao campo normal unitdrio &,
dada por
Ag=(I-tA)TA. (4.2)

Com efeito, das equagdes fundamentais das imersdes tem-se, para todo X € I'(M),

—f0(AoX) = Dx& = ~f(AX).
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Entao

fo(AoX) + toDagx< f(AX),
f(AoX) — to f+(A(AoX)) f(AX),
ApX —hhA(AgX) = AX,
(I-tA)Ay = A

Il

Il

Afirmacdo 4.5 Ay é semi-definida negativa.

De fato se p € M e A # 0 é auto-valor de Age,, entdo existe v € TyM, v # 0, tal que

(I - tpA)1Av = Ao,

(),
T \14+tA)

+A A) > 0 e do fato que infA* = 2c > 0 segue-se A > 2¢ + 24 ou
0

ou de maneira equivalente

Logo A <0, pois se A > 0 entdo (1

A < =2c¢ <0, o que seria absurdo.

Afirmagdo 4.6 postoA = postoAg

)
1+ tA
para um u dado tem-se

Da demonstracdo da Afirmacdo 4.5 tem-se que se A # 0 é um auto-valor de Agg, entdo (

é um auto-valor ndo nulo de Ag,, assim ao resolver a equagdo y = Tl
0

, ou seja se u # 0 é auto-valor de A entdo x = ¢ um auto-valor ndo nulo de Ay.

x =
1—top 1-tou
Obtém-se assim uma correspondéncia biunivoca entre os auto-valores ndo nulos de Ag, e Agg, ou
. . 7
de maneira equivalente postoA = postoAg.  *#*

Da observacéo posterior ao Lema 4.1 e a afirmacao anterior segue-se que 2 > r = max{postoAo}.

Lema 4.3 Se f: M" — R™ é uma imersio isométrica tal que A~ = Qe A niio é um intervalo, entdo existe
to € R tal que a fungiio fo = f + to& é uma imersio que induz em M" uma métrica completa, com sequnda
forma fundamental Ag = (I —toA)™ A tal que em cada ponto, Ao tem um auto-valor positivo e um negativo.

Demonstragio: Supondo que A~ = 0 e que A ndo é um intervalo, entdo existem ntimeros reais
¢ > d > 0 tais que em cada ponto a segunda forma fundamental tem auto-valores > ¢ e < d.
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Seja ty = % e considere a fungdo fo = f + tp&. Como na demonstragdo do Lema 4.2, fy tem
métrica induzida (-, -)g = (I — tpA)?, -) que torna (M, (-, -)o) uma variedade riemanniana completa,
e aimersao fy tem segunda forma fundamental Ag = (I — toA)71A.

Em cada ponto, Ay tem um auto-valor positivo e um negativo. De fato, se p € M entdo da

hipétese segue-se que existem k; > c e kj < d, com k;, kj > 0 auto-valores de Ag,. Defina

Kk K
Al—l—-tok,’ ¢ A]—l—tok}"

Pela Afirmacdo 4.5, A;e A j sdo auto-valores de Ag e a escolha de ty impede que 1—tok;; = 0, e assim
Ai, Aj estdo bem definidos. Além disso

C+d—2k,'
c+d

C+d—2k}'

1—tok; = <0 e 1_t0k/_ “td >0,

9,

logoA;i<0eA;>0. <%

Teorema 4.1 (das Curvaturas Principais) Seja M" uma hipersuperficie completa, orientivel e imersa em
R"™! que ndo é um hiperplano. Temos que:

i. Se A* e A~ sdo ambos nio vazios, entdo infA* = supA~ = 0.
ii. Se A* ou A~ sdo vazios, entdio A é conexo.

Demonstragdo: Seja f : M" — R"*! a imersdo e A a segunda forma fundamental de f em relacdo
ao campo normal unitério & : M" — S".

Comegamos demonstrando i. supondo que infA* = 2¢ > 0. Seja ty = 1 Da demonstragio
do Lema 4.2 temos que fy = f + tp é uma imersdo isométrica, cuja métrica induzida (-, -)g torna
(M, (-, )o) uma variedade riemanniana completa, e a segunda forma fundamental Ay com respeito
ao campo normal unitdrio & é semi-definida negativa. Além disso r = max{postoAg} > 2. Podemos
supor sem perda de generalidade que r = 1, pois se 2 < 7 < 1, entdo podemos decompor
R" = R™! x R" e o lema anterior garante a existéncia de uma hipersuperficie convexa M7,
mergulhada em R"*! de posto maximo em algum ponto, e M" = M7 X R"™" a menos de isometrias.
Assim, podemos identificar os pontos de M cuja segunda forma fundamental néo é nula com os
pontos de M], ou seja, toda a informagdo de A estd concentrada na imersdo induzida por f em M].
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Pelo anterior, existe p € M tal que postoAs, = postoAgg, = 1, e como Ag & semi-definida
negativa, entdo fo(M) é uma hipersuperficie com curvatura seccional ndo-negativa e em um ponto
é positiva. Logo pelo teorema de Sackesteder Van-Heijenoor, fo : M — R™! mergulha M como
uma hipersuperficie convexa e M é homeomorfa a R" oua S".

Pelo Lema 4.1, f tem a propriedade do fecho convexo, e entao M nao pode ser compacta,
pois nesse caso terfamos que f(M) c conv(@M) = 0. Assim M ndo pode ser homeomorfa a S"
e do paragrafo anterior segue-se que M é homeomorfa a R"; além disso, citando o teorema de
Wu, podemos escolher coordenadas sobre M tais que fo(M) é o pseudo-gréfico sobre o hiperplano
{xn41 = 0} de uma funcdo ndo-negativa e convexa (o Hessiano é ndo-negativo em todo ponto).
Segue-se que a fungdo hp = Tipe1 © fo: M — R é prépria, e da relagao entre f e fo segue-se que
h = muy1 o f € propria. De fato, se xx € uma sequéncia divergente em M entéo ho(xk) é divergente,
logo para toda subsequéncia Xk;s h(xk,) = ho(xkl.) — ton,,“(é(xk}.)) é divergente pois ton,,+1(£(xk,.))
é limitada.

Agora, pelo teorema de Sard aplicado a fungdo h : M — R, temos que 0 conjunto de pontos
singulares de & tem medida nula em R. Entdo podemos escolher 0 < ¢ € R valor regular de h.
Assim h~1(c) é uma subvariedade de dimensao n — 1 em M, que poderia nédo ser conexa, mas pelo
fato de h ser prépria temos que h™'(c) é uma uniéo finita de hipersuperficies compactas. Como
M é homeomorfa a R", uma dessas hipersuperficies divide M em duas componentes, uma delas,
que denotaremos por Q), com fecho compacto. Dado que f tem a propriedade do fecho convexo,
f(Q) C conv(df(Q)).Mas f(dQ) cH = {x € R™! : h(x) = c} que é um hiperplano, e sobre () todas as
curvaturas seccionais da f sdo nulas, o que contradiz o fato de infA* > 0. Um raciocfnio analogo
é feito supondo que sup A~ > 0, concluindo assim a demonstragdo de i.

Para demonstrar ii. suponha A~ = 0, e portanto as curvaturas seccionais de f(M) sd@o nao-
negativas (o mesmo acontece se A* = 0). Se max{postoA} = 1, entdo existe uma tnica kk: M- R
nao nula, e como k; é continua e M é convexa, A = A" = ki(M) é um conjunto convexo, logo A
é convexo. Se r = max{postoA} > 2, aplicando o teorema de Sacksteder Van-Heijenoort & imersao
f:M" — R"! temos que M ¢ uma hipersuperficie convexa e f(M) = Mj X R"™", onde M| é uma
hipersuperficie convexa em R com segunda forma fundamental de posto r em algum ponto.
Assim podemos supor que A tem posto n em algum ponto e concluir que M é compacta ou
homeomorfa a R".

Agora suponhamos que A ndo é um intervalo, ou seja, existem ntimeros reais ¢ > d > 0 tais

. s g 2 ~
que em cada ponto de M existem curvaturas principais > c e < d. Se fo = o entdo pelo lema
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42, f = fo + to€ é uma imersdo isométrica tal que a segunda forma fundamental Ag tem um auto-
valor positivo e um negativo em cada ponto, ou equivalentemente fy tem a propriedade do fecho
convexo. Logo M ndo pode ser compacta e concluimos que M tem que ser homeomorfa a R".

Fazendo um raciocinio anélogo ao feito na demonstragao de i. obtemos que a funcéo 71,41 © fo
é prépria, e uma componente Q com fecho compacto € escolhida tal que Ag é nula sobre Q, o que
contradiz o fato de Ag ter um auto-valor positivo em cada ponto. %*

4.2. Hipersuperficies Completas com Curvatura de Ricci ndo-positiva

Lema 4.4 Seja M", n > 3, uma hipersuperficie completa em R"* com curvatura de Ricci ndo-positiva
e segunda forma fundamental A de sinal (+1,-1,...,-1), ou seja, dada uma orientacio determinada pela
aplicagio de Gauss & : M — §", Ag, tem auto-valores ki(p) > 0 > ka(p) = ... > ky(p) em cada ponto p de
M. Entio inf||All = inf||Ric|| = 0.

Demonstragao: Primeiro veja que se Ag tem sinal (=1, +1,...,+1) entdo escolhendo a orientacio
oposta —¢, tem-se A_g tem sinal (+1, -1, ..., —1), demonstrando assim que o lema também ¢é vélido
com esta hipétese.

Para cada p € M, seja {v1...vs} C T,M uma base ortonormal que diagonaliza Ag, tal que
ki(p) > 0 > ka(p) > ... > ku(p), onde ki(p) s@o os auto-valores correspondentes. Com estas condicées
e pelo fato da curvatura de Ricci ser ndo-positiva, segue-se que para todoi € {1,...,n},

Ric(v;) = (Q(v3), vi) < 0.
Agora do lema 1.1, com ¢ = 0, Q = (tracoA)A — A2. Portanto

((tragoA)Av; — A%v;, v;)
(ki(tragoA) - kZ)(v;,v;) < 0,
ki(tracoA — k)

A
=

IA
e

4.3)

Em particular para i = 2 tem-se !

ko(ky + k2 + k3 + ... + k) < 0.

'ki significa que k; ndo aparece na soma
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Mas como k; < 0 temos
ki +ky+ks+...+ky, >0,

portanto
n n

ki > Z ~kj = Z Ikl > k| paratodoi> 2.
=3 j=3

Analogamente para i = 3 obtém-se k1 > |kj| para todo j # 3, donde
ki >|kjl|>0 paratodoje€ {1,...,n} (4.4)

Agora pelo Teorema das Curvaturas Principais, inf A" = 0 e existe uma sequéncia {pm} C M tal que
lim k;(p) = 0. Pela desigualdade (4.4), para cada j € {1,...,n} ao longo desta mesma sequéncia

nm—-oo

n
lim |kj(pm)l = 0 e dai ”lll_r’n ki(pm) = 0. Assim como I|A]1Z = Z‘kl2 tem-se que inf[|A|| = 0. 3

m—co .
=1

E importante notar que se a curvatura de Ricci é negativa, entdo da equagao (4.3), tem-se que
todas as curvaturas principais sdo ndo nulas.

Corolario 4.1 (Teorema de Efimov para n = 3) Se M é uma hipersuperficie completa imersa em R* com
curvatura de Ricci negativa, entdo inf||Al|l = inf||Ric|| = 0.

Demonstrac¢io: Dada uma hipersuperficie completa em R* com curvatura de Ricci negativa, entdo

para todo ki, k2, k3 auto-valores diferentes de A, temos as desigualdades:

kl(kz + k3) < 0,
kz(kl + kg) < 0,
k3(k2 + kl) < 0.

Logo néo todos os k; sdo positivos, nem negativos, e devemos ter dois auto-valores positivos e um
negativo, ou dois negativos e um positivo. Assim a hipétese do sinal no Lema 4.4 é satisfeita, e
portanto in f||A|| = inf||Ric|| = 0. o° .

Na versdo cldssica, o corolario anterior diz que ndo existe uma imersao f : M3 — R* tal que
Ric() < 6, para alguma constante 6 < 0.
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Teorema 4.2 Seja M uma hipersuperficie completa, orientdvel e imersa em R"™ com curvatura de Ricci
ndo-positiva, e H a curvatura média de M. Entdo:

1. Somente acontece uma das seguintes: inf|H| = 0 ou M é um cilindro sobre uma curva plana em
_[R,'H'l

ii. SeinfH # —oo ou supH # +oo, entdo nilo existe uma constante 6 tal que Ric(-) < 6 < 0.

Demonstragdo: Seja M uma hipersuperficie, completa, orientdvel e imersa no R"**1, e considere A*
e A” como no Teorema das Curvaturas Principais.

Acontece s6 uma das seguintes situagdes: algum A* ou A~ é vazio ou ambos A* e A~ sdo ndo
vazios, no primeiro caso vamos demonstrar que M é um cilindro sobre uma curva plana, e no
segundo inf|H| = 0.

Suponha que A™ ou A~ é vazio, entéo pela condi¢do da curvatura de Ricci ser ndo-positiva
tem-se

n
k| ) ki-kif<0 (4.5)
j=1

para toda curvatura principal k; (k; > 0 ou k; < 0 para todo 7). Assim para que a equagao (4.5) seja
satisfeita, ndo se pode ter duas k;, kj tais que k; # kj, ki #0 e k; # 0, pois nesse caso k; e Z,;Ll ki —k;
tém o mesmo sinal. Logo max{postoA} = 0 ou max{postoA} = 1. Do primeiro caso segue-se que
A =0 e dai M estd mergulhada em R™! como um hiperplano, ou seja, um cilindro sobre uma reta
e H = 0. Se max{postoA} = 1 entdo da equagéo (1.15) segue-se que todas as curvaturas seccionais
sdo nulas, logo R = 0, onde R denota o tensor curvatura, e pelo teorema de Hartman-Niremberg,
M é um cilindro sobre uma curva plana.

Agorano casoemque A* e A” sdo ndo vazios, se inf|H| # O entdoparaalgume >0, H > ¢ > 0.

Assim como a curvatura de Ricci é ndo-positiva, para toda curvatura principal k; > 0 cumpre-se
ki(tragoA — k;) = ki(nH — k;) < 0.

Dai nH < k;, e como infA* = 0 entdo infH = 0. Se H < ¢ < 0 entdo paratodok; <0, nH > ki, e
como sup/A~ = 0, segue-se supH = 0, o que é absurdo. Do anterior segue-se i f|H| = 0.

Como caso particular, se H # 0 é constante entdo M é um cilindro sobre um circulo de curvatura
constante H.
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Para demonstrar 7i. vamos supor que existe uma constante 6 < 0 tal que Ric(-) < 6 < 0, ou seja,
para cada ponto p € M e toda curvatura principal k;,

kinH —kj) < 6 < 0.

Da equacdo anterior segue-se que em cada ponto p € M existem ki k; tais que k; > 0 e kj <0
numa vizinhanga de p, logo A* e A™ sdo ndo vazios, e se {pm} € M é uma sequéncia tal que

nlll_r'n ki(pm) = 0, tem-se (fazendo ki(pm) = km > 0) que para todom € IN

kwnH < C+k%u
H < — +kpy.

Mas
i c
lim — +k,;; = —o0.
m—oo 1 m

Entdo infH = —co. Analogamente tomando k; < 0 obtem-se uma sequéncia de termos negativos
ky tal que lim k,, =0e
m—oo

c c
H> —+ky e lim — +ky =400,
nky, m—00 Ny

e portanto supH = +oo. o

Lema 4.5 Seja M" (n > 3) uma hipersuperficie completa, imersa em R com curvatura de Ricci negativa
e tal que as curvaturas seccionais nio atingem todo valor real. Entdo ndo existe uma constante 6 < 0 tal que
Ric() £ 6 <0.

Demonstracdo: No caso que A tem sinal (+1,-1,...,-1), 0 Lema (4.4) garante que infl|Al| =
in f||Ric|| = 0. Para n = 3 o teorema de Efimov dé a resposta.

Se n > 4 e as curvaturas seccionais estdo limitadas por uma constante negativa, ou seja, se
existe uma constante & tal que para todo p € M e toda curvatura principal ki k; i#j 06 < kik;j,
entdo da hip6tese da curvatura de Ricci ser negativa tem-se

Y kikj < 0. (4.6)

i#j
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Logo existe uma constante ¢ > 0 tal que kikj < t para todo p € M e i # j. Concluimos que se as
curvaturas seccionais sdo limitadas inferiormente, entdo também sio limitadas superiormente e
pode-se iniciar com esta hipétese.

Suponha 1 > 4, e que A ndo tem sinal (+1,-1,...,—1). Como A nio tem auto-valores nulos, A
deve ter pelo menos dois auto-valores positivos e dois negativos. Sejam ki, ki, > 0 ekj, kj, <O0.
Pela demonstra¢io do teorema anterior obtem-se parar,s=1,2

kjs <nH < ki,-

Deste modo, se H > 0,
n2H2 < k,'] kizr

para toda dupla de auto-valores positivos k;,, k;, > 0. Logo da hipétese das curvaturas seccionais
tem-se supH < +co e o resultado é obtido do teorema 4.2.  %*



CAPITULO B

Conclusdes e Observagoes Finais.

5.1. Conjectura de Milnor

Em dimensdo 2 Milnor (veja [Yau], problema 62, pagina 685) propds a seguinte conjectura: “Se
M é uma superficie completa em R>, que ndo é um plano e cuja curvatura Gaussiana K nao muda de sinal
entdo inf(H? — K) = 0, onde H denota a curvatura média.” Se K < 0 entdo 0 < [|A]| < H? - K, portanto

a validade da conjectura de Milnor implica o teorema de Efimov para dimensao 2.

Xavier e Smyth propdem o analogo da conjectura de Milnor em dimenséo n > 2. “Sobre uma
hipersuperficie completa em R™! com curvatura de Ricci negativa, infl|Al = 0.” O lema 4.1 demonstra
que esta afirmagdo é valida para n = 3. Maria Fernanda Elbert [El] demonstrou, com uma hipétese
adicional sobre as curvaturas médias superiores, que esta conjectura é valida para graficos no
espaco euclidiano. Em [H-V1], Hassanis e Vlachos demonstram o seguinte teorema que estende o
resultado de [El].

Teorema 5.1 Seja I'y o grdfico de uma fungdo f : D C R" — R, cuja curvatura nio muda de sinal, e ||A|
¢ limitada. Se D contém bolas de raio arbitririo, entdo in f||A|| = 0.

43
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5.2. Teorema das Curvaturas Principais em Codimensio > 1.

Além do Teorema das Curvaturas Principais para hipersuperficies no espaco euclidiano, Xavier
e Smyth demonstraram o seguinte teorema para imersoes isométricas em codimensdo > 1.

Teorema 5.2 Seja M" é uma variedade completa imersa em R"™*, que ndo é um subespago afim. Denote
com A C R, o conjunto dos valores niio nulos atingidos pelos auto-valores do operador de Weingarten em
todas as direces normais, e A* = A N R*. Entdo A* e A~ sio ndo vazios e inf A+ = supA~ = 0.

Observagiio: Se f : M" — R"*? é uma imersdo isométrica tal que todas as curvaturas principais
sdo limitadas em valor absoluto por uma constante, ou seja, para cada p € M, toda direcdo normal
e TPML, e todo auto-valor k; de A, |k;(p)| < 6, entdo do teorema anterior, obtemos uma reducao de
codimensdo substancial, ou seja p = 1, e pelo Teorema das Curvaturas Principais A é um intervalo
que nao contém zero.

Para nosso préximo comentario, precisamos do teorema de Bonnet-Myers:

Teorema 5.3 Se M" é uma variedade Riemanniana completa tal que

n—1
2

—Ric(X, X) >

para cada p € M e todo vetor unitirio X € T,M. Entdo M é compacta, com didmetro < mr e grupo
fundamental finito.

; . o 1 ;
Em particular as hipéteses do teorema 5.3 sio satisfeitas se K(o) > — para todo 2-plano g. Assim
r
da observagao anterior, as hip6teses do teorema de Myer sdo satisfeitas, e portanto M é uma
hipersuperficie compacta e estritamente convexa.

5.3. Teorema tipo Efimov para Hipersuperficies na Esfera.

Para o caso de hipersuperficies na esfera Smyth [Sm] obteve o seguinte teorema analogo ao
teorema de Efimov para hipersuperficies no espaco euclidiano.

Teorema 5.4 Seja f: M" — S"™*1, n > 3, uma hipersuperficie completa com curvatura seccional K tal que
supK > —oo. Entdo tem-se somente duas possibilidades:

i. supRic>n—2;
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ii. supRic <n — 2 e neste caso

a. Se M é compacta, entdo n é impar e o recobrimento universal de M é homeomorfo a S™.

b. Se M nilo é compacta, entdo o recobrimento universal de M é homeomorfo a R".

Também foi demonstrado por Smyth [Sm2] que se M" é compactae f : M — S+l ¢ uma imersdo
isométrica com curvatura média constante, entdo supRic > n — 2. Em [H-V2] Hassanis e Vlachos
demonstraram o seguinte teorema:

Teorema 5.5 Seja f : M" — S™1, n > 3, uma hipersuperficie minima, completa e orientada. Entiio
supRic > n — 2. Além disso

u n
i. Se n é par, entiio supRic = n — 2 se, e somente se f(M) é isométrico ao toro de Clifford S5 X S3.
ii. Sen éimpar e supRic = n — 2, entdo o recobrimento universal de M é homeomorfo a S".

Posteriormente Ezio Araujo Costa em [Co] demonstrou que o resultado obtido por Hassanis e
Vlachos também é valido mudando a hipétese de minima por curvatura média constante.
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