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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma demonstração, para n : 3, da generalização do teorema
de Efimov proposta por Gromov, a saber, "Não existem /zfpersupelfcfes como/elas em R"+i, com
cumatura de Ríccí satlsáazendo Rico $ õ < 0, com õ constante." Para n 2 4 o resultado é válido com

a hipótese adicional que o ínfimo das curvaturas seccionais de ]\4 é maior que --m. Os resultados
acima mencionados são consequências do Teorema das Curvaturas Principais demonstrado por

Smyth e Xavier em [S-X]. Como outra aplicação deste teorema, apresentamos a clasificassão das
hipersuperfícies comp]etas de ]Et"+t com curvatura média constante, não nula , e curvatura de Rica
negativa, como sendo cilindros sobre círculos. Os argumentos usados são os de [S-X]

Na demonstração do Teorema das Curvaturas Principais é usada uma caracterização das
imersões com a propriedade do fecho convexo dada por Osserman em [O]. Na parte final fazemos
um apar\hado dos teoremas tipo Efimov para hipersuperfícies da esfera.
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Abstract

In this work we present a complete proof, for n = 3, of the following generalization of Efimov's

theorem as proposed by M. Gromov: ".Fhere are no complete hypersurÓaces ín ]R"+i mífh Ríccí c rz;ature

satís&í7zg Rico $ õ < 0, where õ ís constarzt."For n à 4 the result is valid with the aditional
hypothesis that the infimum of the sectional curvatures of M is greater then -oo. These resulta are
consequences of the Principa] Curvature Theorem of Smyth e Xavier [S-X]. As a further application
of this theorem, we present the classification of complete hypersurfaces of R"+t wiü\ constant non
zero mean curvature and non negative Rica curvature: these are cylinder over circles.

In the proof of the Principal Curvature Theorem is used the caracterization of immersions in
]R,n+l with the convex hu]] property given by Osserman in [O]. We algo make some comments on
theorems of Efimov type for hypersurfaces of the sphere.
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Introdução

No estudo das imersões isométricas nas formas espaciais um problema é de particular interesse,

a saber, quando uma variedade riemanniana pode ou não ser imersa em uma forma espacial Qc'
Entre os resu]tados mais conhecidos está o teorema de Nash [N], que diz que toda variedade

riemanniana pode ser imersa isometricamente em algum espaço euclidiano R"', embora m pode
ser muito grande comparado com 7z.

O c]ássico Teorema de Hi]bert [H] afirma que o plano hiperbólico não pode ser imerso isome-
tricamente no espaço euc]idiano, ]R3. E. Cartas Demonstra em [C] que rz -- l é a mínima codimensão
onde ]ü" poderia ser imersa num espaço euclidiano. A existência de uma imersão isométrica
"global"do espaço hiperbólico em R2"'1 ainda permanece em aberto para n 2: 3, mas localmente
tais imersões existem, como mostra o seguinte exemplo

Sejamai € R, IÉ i $ n-l, tais que Ea? = le defina a imersão de l) = 1(xl,-.-,x.) cjR," : x« < 0}
em ]R2rz'l pelas equações

yzí-t

y2í

y2lt-l

..'« ..; (:) ,

.;'« ;.« (:),
.[''(1 - '':"){'í".

Pode-se demonstrar que a métrica induzida torna D uma variedade riemanniana com curvatura
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2 Introdução

seccional constante negativa, mas não completa. Cartan demonstrou que uma imersão com essas
características, tem vibrado normal plano, ou seja, RX = 0.

O teorema de Hilbert foi generalizado em 1966 por Efimov [E], que dentonstiou que não
existem superfícies comp]etas em ]R3 com curvatura de Gauss K $ õ < 0 com õ constante. Na

tentativa de generalizar o teorema de Efimov para dimensões maiores, surge a seguinte pergunta:
que invariante geométrico deve ser colocado no lugar da curvatura Gaussiana para que o resultado
seja válido? Como estimativa inicial poderia se pensar na curvatura de Gauss-Kronecker, mas esta
não é invariante por isometrias locais, pois em dimensão ímpar muda de sinal quando trocamos
de orientação. Mana Fernanda Elbert demonstrou em [El] que não existem gráficos comp]etos
em ]R"n com curvatura escalar T É õ < 0 com uma hipótese adicional sobre a segunda forma
fundamental. Em [G] Gromov propõe o seguinte "teorema de Efimov em dimensão n": Não exfsfem

hipersupel.Fcies completas em R"+t com curvatura de Ricc{ satisfazendo Ric(- ) < < 0, õ constante. Smyth

e Xavier demonstraram que isto é verdade para n : 3, e para n 2 4 com a hipótese adicional
das curvaturas seccionais serem limitadas inferiormente por uma corutante. O objetivo principal
do nosso trabalho é apresentar uma demonstração dos resultados anteriores seguindo as idéias
de [S-X]. Em particu]ar, damos a demonstração do teorema das Curvaturas Principais, fonte dos
resultados obtidos em [$X].

No primeiro capítulo, com o objetivo de estabelecer a notação e mencionar alguns resultados
que serão utilizados ao longo do texto, apresentaremos alguns conceitos básicos da geometria
riemanniana e imersões isométricas.

A demonstração do Teorema das Curvaturas Principais está baseado principalmente em dois
conceitos, a saber. as hipersuperfícies convexas euclidianas e a propriedade do fecho convexo para
variedades imersas no espaço euclidiano. Por isso os capítulos segundo e terceiro estão dedicados

a explorar estes tópicos. No segundo capítulo apresentamos sem demonstrações, fatos gerais da
teoria das hipersuperfícies euclidianas com curvatura seccionar não negativa e sua relação com a
convexidade. No terceiro capítulo estudamos o conceito do fecho convexo para variedades imersas
no espaço euclidiano introduzido por Osserman em [O]. A]ém disso demonstramos o teorema 3.1,
resultado principal deste capítulo que dá uma.caracterização geométrica das imersões com esta
propriedade.

O quarto capítulo é dedicado ao desenvolvimento da demonstração do teorema das Curvat-

uras Principais, e como aplicação obtemos uma classificação das hipersuperfícies completas com
curvatura média constante (não nula) cuja curvatura de Rica não muda de sinal. Além disso,



Introdução 3

demonstramos os resu]tados obtidos em [S-X] com respeito à generalização proposta por Gromov
para o teorema de Efimov.

Finalmente, no quinto capítulo , damos algumas conclusões importantes com respeito a os
resultados obtidos por Smyth e Xavier. Em particular é apresentada uma "generalização"da con-
jectura de Mi[nor para superfícies eln ]R3. Também apresentamos sem den-Lonstração o respectivo
teorema de Efimov para hipersuperfícies na esfera .
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CAPÍTULO l

Preliminares

Neste capítulo reuniremos algumas definições e resultados básicos da geometria Riemanniana,
deduzimos as equações fundamentais das imersões isométricas. A idéia principal é apresentar
resultados conhecidos que serão utilizados ao longo do texto, além de fixar a notação Portanto

poucas demonstrações serão dadas.

1.1. Fatos básicos da Geometria Riemanniana

Seja Ml" uma variedade diferenciável de dimensão }z, conexa e orientávelt, Dizemos que
n : E --) M é um k-jurado z;eforía/ sobre À4 se E é uma n +k variedade, n é uma aplicação diferenciável
sobrejetora, e para todo p c À4

i. n'l(p) = Ep é um k-espaço vetoria!,

ii. Existe uma vizinhança aberta y de p € À4 e um difeomorfismo local PV : n-i(lO -+ y x Rt,

tal que py IE, : Ejr --} y x Rt é um isotnorfismo linear para todo y c V

Uma senão local de um vibrado vetorial n : E --> M é uma função diferenciáve] TI : U c ]b4 --) E
definida num aberto U de M tal que n o íl = Idu. Se U = MI diremos que TI é uma senão do vibrado.

iAo longo deste trabalho, variedade vai significar variedade diferenciável, conexa e orientável

5



6 Preliminares

Denotaremos por I'(E) o conjunto de todas as seções do fibrado E. O fibrado tangente de uma
variedade M é n : TI/U --) À4, onde TMI = 1(p,o) : p c À4,o c TpMll e n(p,o) = p. Por abuso de
linguagem dcnotaremos I'(TIM) por I'(M), e chamaremos as seções de TÀ4 campos 'ç'etoriais.

Denote com g(À4) o conjunto das funções reais de classe C" definidas sobre M. Uma méfríca
num vibrado vetorial n : E --+ À4 é uma ap]icação ]R,-bilinear, simétrica e definida positiva

<., .> : r(E) x r(E) --, g(M)

Em outras palavras, para todo p c À4 <','>P : EP x EP --> ]R, é um produto interno que varia
diferenciavelmente com p no seguinte sentido: se e, TI c I'(E) então a função p n <ép,Tjp>p é C".

Uma conexão /ínear sobre um vibrado vetorial n : E --) MI é uma função R-bilinear

V : I'(M) x I'(E) ---, I'(E)
(X, e) }--, Vxe

tal que para todo .f c 9(À4), X c I'(M) e él € 1'(E) verificam-se as seguintes propriedades:

i] 'vjxE, = FxE,,

Ü) Vx./'e = X(De +/Vxé

Uma conexão linear V é dita compízfíz;eZ com a méfríca <-, .> se

X<é,TI> = <VXé,TI> + <e, VXTI>

O censor curvatura R de um vibrado vetorial n : E --} À4 com conexão linear V é a função
R-trilinear

R : r(M) x I'(À4) x r(E) --, I'(E)

definido por

R(X, Y)e = VxVve - VTVxe Vlx,rje, (1.1)

onde [ , .] representa o co]chete de Lie de À4. --

Uma z;arledade rfema7znfana é um par (À4", <., >), onde À4 é uma variedade e <., .> é uma métrica
definida sobre o vibrado tangente TÀ4. Um fato conhecido é que dada uma variedade riemanniana
existe uma única conexão linear V, que chamaremos de conexão rieman?zfalzlz, definida sobre TÀ4 tal
rlllCI'



1.1 Fatos básicos da Geometria Riemanniana. 7

i. V é simétrica, ou seja, VxY VvX [X, Y] para todo X, Y c I'(À4),

ii. V é compatível com a métrica

Assim, dada uma variedade riemanniana À4" com conexão ríemanníana V, def:mimos a cur-
vatura R de À4 como o tensor curvatura do obrado TÀ'l dado pela equação 1.1. E importante notar

que o valor de R(X, Y)Z só depende do valor dos campos no ponto p. Isto permite definir a aplicação
trilinear

Rp : TpM x TpÀ4 x TEMI --> TEMI,

dadapelaequação
Rp(Xp, Yp)Zp = Vx,Vv.Zp -- Vvp xpZp

chamada de clfruatura de M no ponto p. No caso ]W = ]R," se Z
campo Z, então:

vlX,,Ypjzp,

(zi, . . . , z«) são as componentes do

VxZ =(Xzt, , Xz.) e VxVvZ = (X(Yzl), ,X(Yz«»

Logo R(X, )r')Z X(Y(Z»- Y(X(Z»-]X,Y]Z =0

Agora, dado p c .í\4 e a c TEMI um 2-plano, definimos a czírz;íztura seccíozza/ de a em p como

K(a) = K(X, Y)
<Rp(X, )'')y X>

ljXll2llYll2 - <X, Y>'
(1.2)

onde {X, y} é uma base de a. O valor de K(a) não depende da base escolhida para a. É importante

notar que o conhecimento de K(a) para todo 2-plano a c TpÀ4 determina o tensor Rp Lembramos
que uma variedade riemanniana tem curvatura seccional constante c se K(a) : c para todo p c À4 e
todo 2 p[ano a c TpM, e pode-se mostrar que ]\4 tem curvatura seccional constante c se, e somente
se, para todo X, Y c I'(M)

R(X, Y) = -c(X A Y), (1.3)

onde (X A Y)Z = <Y Z>X - <X, Z>Y para todo Z c I'(À4). Além disso, um fato conhecido é que se uma
variedade riemanniana À4 tem curvatura seccional constante c, então o recobrimento universal
com a métrica do recobrimento é isométrico a Q:+P, onde Q:+P denota a variedade riemanniana

completa e simplesmente conexa com cwvatura seccional constante c, ou seja, uma esfera $1:"' se
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c > 0, o espaço euc]idiano ]R"+P se c = 0, e um espaço hiperbó]ico ]H:+P se c < 0. Estes espaços são
de muita importância no estudo das imersões isométricas e são chamados delormas espacfaís.

O censor de Rica de unia variedade riemaiutiala À4 é defhlido poi

RÍcP(X, )') }.<R(eí, )')X, eí>,í:l

onde X, Y c TRAÍ e {ei]Z:i é uma base ortonorma] de TEMI. A curvatura de Rica em p na direção

unitária X c TEMI e a curvatura escalar T de À4 em p são dadas respectivamente por

Rico(X) = <QX,X> e T fraçoQ,

onde Q : TPÀ4 --) TPÀ4 é definido por

<QX, y> = RÍcp(X, )''), (1.4)

para todo X, y c TRAÍ

1.2. Variedades Riemannianas Completas

Uma variedade riemanniana pode ser dotada com uma estrutura métrica como segue
[a, b] --+ R é um segmento de curva, definimos o comprimento de a como sendoa

se

l(a) .r la'(t)I'Íf.

Agora, se p,q c À4, definimos d(p,q) como sendo o ínfimo dos comprimentos de todas as curvas
diferenciáveis por partes ligando p a q. Assim (À4, d) tem estrutura de espaço métrico, e a topologia
induzida pela métrica d em M coincide com a topologia de M como variedade diferenciável. Dize-

mos que uma variedade riemanrnana À4 é como/efa se (À4, d) é completa como espaço métrico. Uma

variedade riemanniana é dita geodesfcamenfe conzp/efa, se para todo p c À4, a aplicação exponencial
e :pP : TRAÍ --> À4, está def:unida para todo o c TPM ou de maneira equivalente, as geodésicas
a(f) : [0, oo) --} M que partem de p, estão definidas para todo valor do parâmetro t c R. O seguinte
teorema, devido a Hopf e ]iinow relaciona os dois conceitos acima dados.
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Teorema l.l (Hopf-Rinow) Em uma variedade riemünniana M, as seguintes afrmações são equivalentes.

{. Para algum p € M, ncpP está defi7tida para todo u c TpM.

ii. Os subconjuntos limitados efechados de M são compactos

iii. Mé completa

io. M é 8eodesicamente completa

u. Existe uma sequência de compactos K. C M., Kn C intKn+'L e UKn = M, tais que se qn Q Kn então
d(P, qn) --) m para p c Mfi)co.

E cada uma das afirmações acima implica qtle para todo q c M existe uma geodésica y ligando p a q, com

r(7) : d(P,q).

Uma cura;a díz;urgente em uma variedade riemanniana M é uma aplicação diferenciável
a : [0, .o) --> À4 tal que para todo compacto K c À4 existe tO c (0, ") com a(t) € K para todo f > to

(isto é a([0, .o» sai de qualquer compacto). Define-se o comprimento de uma curva divergente
como sendo

lím
t--,m .Jn

'Teorema 1.2 Uma variedade rietnanniana é completa se, e somente se, o comprimento de qualquer cllrua

divergente é ilimitado.

la' (s)Ids .

Demonstração: (::>) Sejam MI uma variedade riemanniana completa e a : [0, ") --' M uma curva

divergente. Então pelo teorema de Hopf-Rinow para p € M fixo existe uma sequência de compactos
K. c MI, K. c ínfK.+l e UK. = MI. Se {t«} é uma sequência em [0, m) tal que a(t«) = q« e K«, então

d(p, qn) --> oo. Além disso como

d(P, q«) $ la'(s)Ids,
'0

então tomando limite obtemos lím l la'(s)lds = oo, ou seja, o comprimento de a é ilimitado.

(+::) Suponha que o comprimento de qualquer curva divergente é ilimitado e que MI não
é completa. Então À4 não é geodesicamente completa, ou seja, existe uma geodésica 7 : [0,a) -+ ]\4

que está definida para t < a mas não para a e /(7) : a. Considere a(s) : 7( a's ), vejamos que
a é divergente. Como as imagens de a e 7 são as mesmas, basta mostrar que 7 sai de qualquer

f

--+oo
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compacto. Com efeito, caso contrário existiria fo € ]R e um compacto K c À4 tal que para todo f > fo,
7(f) c K, logo existe uma subsequência f«* tal que 7(t.) --> po e po c K. Sqa Võ uma vizinhança
totalmente normal de po e escolha N c N tal que se n, m > N então it«. -- t,.l < õ e },(f«), }'(t..) c Võ.

Assim temos uma única geodésica p ligando 7'(tn) a 7(fm) e /(7) < õ, além disso p coincide com 7
nos pontos onde 7 está definida. Como eJpr(r«) : Bõ(0) --) yõ é um difeomorfismo, então p estende
7 além de po, o que é absurdo. Logo a é uma curva divergente com /(a) = /(7) = a o que é absurdo.V

1.3. Imersões lsométricas

S
Dadas duas variedades À4" e Àli"', dizemos que uma função diferenciável ./' : .N4" --) À4m é uma

Imersão, se para todo p c À4 dáp : TRAÍ ---> .1'/(P)À4"' é injetora. O número /n -- rz é chamado de
codímensâo de ./'. Agora uma imersão entre duas variedades riemannianas (M, <., ->m) e (MI, <-, >Ü)

é dita Imersão ísoméfrica se <., .>m = .f<', '>ã onde .f<., .>Ü representa o pullback de < , .>ÁI pela função
/, ou seja, para todo p € À4 e todo X, Y c TP.h4,

ÇX,Y)p = qdfpX,dfpY\fQà. (1.5)

É importante ressaltar que dada uma imersão ./ : À'l --> (À4, <', '>) a equação (1 .5) define uma métrica
riemanniana em À4 que torna ./' uma imersão isométrica.

Se ./' : À4" --) Mm é uma imersão, então da forma local das imersões temos que para cada
p c À4 existe uma vizinhança aberta y de p tal que ./' lv é um mergulho sobre /(tO. Assim pode-se
identiâcar \'' com /(iO.

Considere o vibrado tangente Z : TIA,{ --) À4 e sejam

E= nwl,r(m) : jxcrü:n(x)c./(m)l e g=Rlr

Então g : E --> .f(ÀÍ) define um vibrado vetorial sobre /(À4), normalmente denotado por TIU Im, e
tem-se a seguinte decomposição:

TI/Mlm = TA4©.rÀ4x,

onde TIAS-t é o vibrado vetorial chamado de./obrado norma/, cujas fibras são o complemento ortogonal
das fibras de À4. Assim dada uma seção W c I'(E), WT e I'VX serão as proJeções tangencial e normal
induzidas pela métrica em À4 sobre I'(TIAS) e I'(Tl?WI) respectivamente.
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Sejam V a conexão riemanniana de M, X c I'(À4) e W € 1'(E). Então podemos estender X e W a
campos de X, W de TMI, e a equação

VxW := VIW

que não depende da extensão dos campos X e W, define uma conexão sobre E tal que

X<% W> = <VxE W> + <E VxW>, (1.6)

Vx\'' - VTX = [X, Y],

para todo X, Y c r(À4) e % W c I'(E). Assim da equação (1.1), o tensor curvatura para E é definido
por

R(X, Y)W = VxVvW - VvVxW - Vlx,vll'V

1.4. Equações Fundamentais das Imersões lsométricas

Considere .íb4'" e À4" como sendo variedades riemar\manas com conexões V e V respectivamente

Seja / : M" --) Ml"' uma imersão isométrica. Se X, y c I'(M.) então pelo dito acima temos que

v** : lç*«)' -- (v**)' (1.7)

Além disso IVxY)T define uma conexão sobre TMI simétrica e compatível com a métrica induzi-
da pela função ./:. Portanto, pela unicidade da conexão riemanniana temos a seguinte equação,
conhecida comolórmllZa de Gauss

VxV = VxY + CE(X, Y), (1.8)

onde cl : ]'(À4) x ]'(M]) --) ]'(TÀ4x) é uma forma ]R,-bilinear, simétrica chamada de segunda forma

fundamental da imersão ./', e é definida por

«w,n :: (v*")'

Agora, dados X c I'(M) e é c I'(TÀ4-t) tem-se a decomposição

v*e : (v*e)" -- (v*e)' (1.9)
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Denotaremos com .4€X a componente tangencial de Vxe, isto é,

Á;x : (V*e)"

Da equação (1.6) obtemos

<VxYe> X<Y e> - <y Vxé> -<y Vxe>,

o que junto com a fórmula de Gauss nos dá que

<ct(X, )''), e> = <.AC, )">. (l.lO)

Logo

I'(À4) x I'(TÀ4X) ---, 1'(714)

(X, {) -, .AeX

é uma forma R-bilinear, tal que para todo p c À4 e todo € c TPÀ41, o operador .AC : TPÀ4 -"> TPÀ4,
chamado de operador deforma ou segunda forma fundamental em p na direção de e, é auto-adjunto.
Portanto para cadap c M e toda direção normal c TPÀ4x obtemos uma base ortonormal {ui, . . . , o. }
de TPM que diagonaliza .AC, e os respectivos auto-valores ki, . . ,k. são chamados de czzroaf ras
prí/zcípaís. O seguinte teorema, demonstrado em [R], garante a existência e a continuidade das
funções curvaturas principais.

Á

Teorema 1.3 Seja A um tensos simétrico de tipo (1 , 1 ) definido sobre uma variedade riemanniana M" . Então

existem 7z./ünções conta as ÀI 2: . . . à Àit tais qz e para cada p c M, {ÀÍ(p)}Í::i são os auto-uaZores de .AP'

Ag'" ' 'q"ação (Vx{)' deâ«. «m, co««ão li«e« sob" TM' que ch-ma«mos de co«e*ão
normal e denotaremos por VX, e assim da decomposição (1.9) obtemos alórmu/a de Weíngarfen

Vxe = --.4€X + V}.5. (1.11)

Será de especial interesse o estudo das imersões isométricas de codimensão 1, que chamaremos
de hipersuperfícies. Neste caso para cada p c À4, dim(TpMlx) = 1, e assim, escolhida uma orientação

de À4, definimos a ap/ícação de Gauss € : À4 --> S",onde para todo p c MI e(p) é o transporte paralelo
do vetar normal unitário em p até a origem. Além disso para cada ponto p € À4 definimos a
curuafura de Gazlss-Kronecka em p como sendo K(p) = klk2 . . . k., e a informação da segunda forma
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fundamental fica concentrada no operador de forma na direção e, pois

cx(X, Y) = <AéX, Y>êl

Por isso, neste caso dizemos que À é a segunda forma fundamental da imersão. Além disso para
todo € c I'(TÀ4x) com <e, e> = 1, temos <Vxe, e> = 0, logo as fórmulas de Gauss e Weingarten para
hipersuperfícies na direção unitária êl estão dadas respectivamente por

VxY

Vx€

VxY+<.AcX,y>(,
-AeX.

(1.12)

(1.13)

Usando as fórmulas de Gauss e Weingarten obtemos a seguinte expressão para a curvatura R de
À4 em termos de R:

R(X, y)z = R(X, y)Z - Á«HaX + .A««,aY + (VXa) (Y Z) - (VYal (X, Z), (1.14)

onde

(V+a) (y Z) = VI'x(y Z) - CE(Vxy Z) - CE(Y VxZ).

Tomando a parte tangencial da equação (1.14) obtemos a equação de Gatíss

<R(X, )'')Z, W> <R(X, )'')Z, W> + <a(X, W), a(Y Z)> <ct(X, Z), a(Y W)>

Agora, se X, Y são vetores ortonormais de TpM, então da equação (1.2) e da equação de Gauss
obtemos a seguinte relação entre as curvaturas seccionais de MI e À4:

K(X, )') = RI(X, )') + <a(X, X), CE(Y )')> - lla(X, )')ll:

Em particular, se jet, . . . , e.} é um referencial ortonormal que diagonaliza .4C com auto-valores
associados lki, . . . , k.}, e À4 = Ql!' então:

K(ef, ej) = c + kikj. (1.15)



14 Preliminares

Da parte normal da equação (1.14) obtemos a eqlzação de Codazzí:

(R(X, )')Z)':(V+a)([ Z) -(V+a)(X, Z)

Sqa RI o censor curvatura do fíbrado normal Tl?b4x com conexão normal VZ

R'(X, )'')C = V}V+é - V+VIC - Vibvle

Substituindo as equações de Gauss e Codazzi na parte normal da última equação obtemos a equação
de Ricc{

<R(X, )'')e, q> = <R'(X, )''){, l7> - <t.Aé, .AqlX, Y'>,

onde [.4€,.AV] = 4C.Aq -- AO.A{.

Agora se ]W" = Ql!' então as equações de Gauss, Codazzi e Rica estão dadas respectivamente
por

<R(X, }")Z, W> = c<(X A Y)Z, W> + <ct(X, W), CE(y Z)> - <a(X, Z), cl(Y W)>,

(Via) (Y Z) = (V+a) (X, Z),

<R'(X, Y')e, q> = <t ,.AqlX, )''>.

Em particular se À4 é uma hipersuperfície de uma forma espacial, as equações de Gauss e Codazzi
sao:

R(X, Y) = c(X A Y) + ÁeX A AeY

(Vx.Ae)y = (Vr.AC)X,

x.4é é a derivada covariante do tensor Áe, em relação ao campo X, isto é,

(Vx.A)(Y e) = VvÁéX 4éVvX - Vv+éX.

/

respectivamente, onde VS C e

A seguir, como aplicação da equação de Gauss, vamos obter algumas expressões para a cur-
vatura de Rica de uma variedade imersa em uma forma espacial. Seja ./: : M" --) Q:i+"' uma imersão

isométrica e lei, . . ., Cm} uma base ortonormal de TPÀ4a. O vetor c roam ra média no ponto p c À4,
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H(p), e sua norma H são definidos por

R = : }.(f"ç"le.)ei, ' n: liRli
i=l

O quadrado da norma da segunda forma fundamental de / no ponto p é definido por

lmll' E',«.."É.
i=l

Lema 1.11 Soam / : À4n --) Q"+"' ma imersão íso/néfríca e {eP}P:i uma base orfonorma/ de TPÀ4x. Então

Q }. (fraçoÁef )A{F AÍ,+@E
llz

l)cl

Em particular ll.All2 -r + nZHZ + n(n - l)c

Demonstração: Consiste em fazer cálculos diretos das expressões conhecidas para Q. Seja {xl , . . . , x.}

uma base ortonormal de TPl\4. Então para todo z; c TpÀ4 temos:

Q(z,)

n

E.<0("), *i>xí
í:l

n

}. Rí'(", "i)"'

}. }. -<R(x/, ")x/, 'l>*i
í=1 /=1

E }.<R(x/, t')xí, x/>

n

--R (lj, u )xj

(1.16)
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Da equação de Gauss obtemos então que

Q(z,)

E

.(<«, :,>", ,,>«) -- "..,,.,,', - ""',,,.,,«

.(<«,:,>-, ..,,.,,", '',,.,,«

c(n

l)o

E E(".«.,,,'*,».,*, "'"'',,,',:,»:,«)
j=i F=l

}. }. ÁCp <ÁCPu, x/>x/ - <Áé,xj, xj>.Aé,z,
j=1 P l

}. Áép ' Á{,z, + }.(fraçoÁ{,)ÀePz'.
F=i F=l

C(7Z

C(7Z

Agora tomando T traço(l? e ?z2lí2 EF(fraçoÁeP), obtemos ll.4112 -l + n2Hz + ?z(11 - 1)c

1.5. Máximos e Mínimos de Funções Reais

A idéia chave no estudo da convexidade de uma variedade M imersa em ]R"+Í é observar que
M é convexa num ponto p se, e somente se a./unção a/fzlra em relação ao vetor normal unitário ép,
/zC, : .iU H R, definida por be,(q) = <p --q, ep>, atinge um máximo ou mínimo em p. Para desenvolver
esta idéia, precisamos definir alguns conceitos, a saber, o gradiente e o Hessiano de uma função
real diferenciável definida sobre uma variedade riemanniana.

Se MI é uma variedade riemanniana e h : M --+ R é uma função diferenciável, definimos o
campo gradferzfe de /z, denotado por grada, como sendo o campo dual da l-forma db, isto é

<grad/zp, X> = d/zpX,

para todo ponto p c M e todo X c TPÀ4. Dado p c l\4 definimos o Hessfano de /z no ponto p c M,
denotado por Hessb(p), como sendo a forma bilinear simétrica

Hess/.(p)(X, )') <Vxgrad/zp, Y> = (Xy -- VxY)/z
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Uma função real h definida sobre .h4 é dita convexa (respectivamente estritamente convexa), se

Hess/:(p) é semi-definido positivo (respectivante definido positivo) para todo p c M.

Teorema 1.4 Se/a/zz .f : À4rz -.--} Mm uma imersão fsométrfca e h : M --} ]R Ilha./unção dÍáerencüoeZ. Se

h = h o .f, então

nessa = nessa + <gradh, a(', )>-

Demonstração: Sejam p € À4, X c TpM e X d/pX. Temos

<grad/z.f(p), X> dhf@}(d .fpX)

dhpX

<gradhp, X>

<d&(gradhp),d/pX>

<gradhp, X>.

Logo grada grad/zT. Agora, se X, Y c TEMI então

HessÜ (X, Y) <Vxgrad/z, y>

<Vxgradh, Y>

X<gradh, Y> -- <gradh, VxY>

X<grad/z -- gradhx, Y> -- <gradh -- gradhx, VxY>

(Vxgradh, Y> + <gradh, VxY> -- <grad/z, VxY> + <grad;zx, VxY>

Hessi+<gradh,CE(X, Y)> ''8

Lembramos que um ponto p c À4 é ponto crítico da função h : À4 --) ]R, se gradhp = 0. Os pontos
críticos de uma função real podem ser de três tipos: máximo local, mínimo local ou ponto de sela,
definidos da seguinte maneira. Seja p um ponto crítico de /z : ]U --> ]R. Dizemos que h tem um
mínimo /oca/ em p (respectivamente máximo /oca/).se existe uma vizinhança aberta V de p, tal que

/z(q) à h(p) (respectivamente h(q) $ h(p» para todo q c y. Um ponto crítico p c MI é dito ponto de
se/a se não é mínimo local nem máximo local. Se nos casos anteriores as desigualdades são estritas,

ou seja, h(q) > /z(p) (respectivamente h(q) < /z(p» para todo q c y, então dizemos que p é um ponto
de máximo local estrito (respectivamente mínimo local estrito).
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O seguinte teorema dá condições necessárias e suficientes para que um ponto crítico de uma
função real seja um ponto de máximo ou mínimo local.

Teorema 1.5 (Teste "da segunda derivada"para máximos e mínimos) Sejam M" uma hipersupel$cie em
EC-'' \ , h : M -+ R ut ia.função difcrcnciáuel c p c M uln ponto etílico de h. Elttão

i. p é tlm ponto de mínimo local (míttimo local estrito) se, e somente se Hessh(p) é semi-de$nido positivo

(de#ttido positivo);

i{. p é um ponto de máximo local (máximo local estrito) se, e somente se Hessh(p) é gemi-de$nido

negativo (de$nido negativo).



CAPÍTULO 2

Hipersuperfícies Euclidianas Convexas

Este capítulo tem um papel fundamental no desenvolvimento do nosso objetivo principal, a
saber a demonstração do Teorema das Curvaturas Principais. Embora este teorema forneça re-
sultados globais sobre todas as hipersuperfícies completas e orientáveis do espaço euclidiano,
a demonstração está baseada no caso particular das hipersuperfícies euclidianas convexas. A-
presentaremos, sem demonstração o Teorema de Sacksteder Van-Heijenoort [S] e o Teorema de
WulWu], que juntos genera]izam resultados prévios de Hadamard [Ha], Stocker]St], Chern e Lan-
shof [Ch-L], que relacionam as superfícies convexas com as de curvatura seccional não-negativa.

Dada uma imersão isométrica .f : À4" --+ R"+l, de uma variedade À4 orientada pela aplicação de
Gauss € : À4" --> S", dizemos que MI é localmente convexa no ponto p c À4, se existe uma vizinhança
aberta V de p tal que .f(V) está contido num dos gemi-espaços:

q IÇ c ]R"i : <q /(P),eP> à 01,

l:Ç = {q € R"l : <q -: ./'(P), {p> $ 0}.

Diremos que MI é localmente estdfamente convexa em p c À4 se /(tO n /.(TpÀ4) : {.f(p)): Ao longo

deste capítulo daremos alguns resultados que relacionam curvatura seccionar com convexidade.
Para âxar a notação diremos que a segunda forma fundamental de uma imersão / : À4" --} Rnn

19
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é definida (respectivamente semi-definida) se ela é definida positiva ou negativa (respectivamente
semi-definida positiva ou negativa).

Teorema 2.1 Se .f : M" --) R"t é uma hipersupel.Fcie localmente convexa (localmente estritamente

convem) em p então a se8undajorma .fundamental em p é gemi-definida (de$nida).

E importante notar que em nosso caso, tomando um referencial ortonormal {el, . . . ,en) que
diagonahza a segunda forma fundamental num ponto, temos da equação (1.15) que K(a) = kikj
onde a é o 2-plano gerado pelos vetores eí, ej e kí, k/ são as curvaturas principais nas direções ei, ej
respectivamente. Assim, se a segunda forma fundamental é semi-definida (definida), então as
curvaturas seccionais são não-negativas (positivas).

A recíproca do teorema anterior não é verdadeira. Considerando a superfície gráfico de
z = ;r3(1 + ]/), definida na vizinhança y2 < 1 de (0, 0), pode-se ver que a curvatura é não-negativa
nesta vizinhança, e a superfície não é localmente convexa em (0, 0), mas é importante notar que
esta superfície não é completa. Pode-se demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Se f : M" --) W"n é uma hipersupel$cie com segunda forma .fundamenta! definida atum
ponto p e M., então M. é localmente estritamente convexa em p

No caso M compacta, pode-se demonstrar que existe um ponto p € ]\4 tal que a segunda forma
fundamental é definida em p. Assim, nesse caso sempre pode-se garantir a existência de um ponto
onde M é localmente estritamente convexa.

De agora em diante, um corpo convexo será entendido como um subconjunto aberto B c R"n,
tal que dados dois pontos p, q € B, o segmento que une p e q está contido em B.

Definição 2.1 (/zípersupeil/ície convexa)

Diremos que um mergtllho / : M" --) Wn'-l ê uma hipersupel.Fcie convexa se J(M) é o bordo de um corpo
condeno.

O seguinte teorema é um resultado de Hadamard [Ha], e mostra que a segunda forma funda-

mental e a curvatura de Gauss-Kronecker estão relacionadas no caso de hipersuperfícies compactas

Teorema 2.3 (1Íadamard)

Seja f : M" --) Rn''l uma hipersupel.Fcie compacta. As seguintes (armações são equivalentes.

i. A segtlndajomía.fundamental é de$nÍda em todo ponto.
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ii. A aplicação de Gauss é um difeomorfismo.

iii. A cttroatura de Gnttss-Kronecker é não nula em todo p07tto

Além disso, qtlatquer uma dns condições anteriores {mpticatn que a hipersuperfície é convexa.

Em 1958, Chern e Lashof [Ch-L] demonstraram, no caso n=2, que o resultado de Hadamard
é válido se a hipótese de curvatura seccionar positiva é substituída por não-negativa. Posterior-
mente, Stocker em [St] estendeu o teorema de Hadamard para o caso não compacto de superfícies
em ]R3, trocando a hipótese de compacidade por completude. Além disso, mostrou que com estas

hipóteses, superfícies em R3 são homeomorfas à esferas, no caso compacto, e ao plano no caso não
compacto.

Numa tentativa de generalizar estes resultados para dimensão maior, Heijenoort [He] Demon-

strou que se uma imersão isométrica ./' : À4" -+ Rn+l é estritamente localmente convexa num ponto
e localmente convexa em todo ponto, então ./:(À4) é o bordo de um corpo convexo, e, como corolário,
À4 é limitada e homeomorfa a $" ou não limitada e homeomorfa a R"

Pelo exemplo dado após o teorema 1.1, o fato de ser localmente convexa não implica que a
segunda forma fundamenta[ seja gemi-definida. Sacksteder demonstrou em [S] que este tipo de
exemplo não pode existir no caso completo, ou seja, se M" é uma hipersuperfície completa e local-
mente convexa em p, então a segunda forma fundamental é gemi-definida em p e portanto as curva-
turas seccionais são não-negativas. Assim, juntando os resultados obtidos por Van-Heijenoort e
Sacksteder obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 2.4 (SacXsfeder, Van-fiel/enoorf)

Seja f : M" --) R"+t imersão isométrica de uma variedade completa e orientáuet Mn . de curvatura seccionar

não-negativa (não identicamente nula). Então

Í.

zz.

f é tlm mergulho e .f(M) é uma hipersuperfície convexa;

Se ..4 é a seglinda Jormíz ./ünda7nenfa/ da ímersãa ./ e 2 É r = maxlposfoÁI então R"+t pode ser

decomposto nzlma soma dírefa orfogona] Rn+l : ]Rrn X ]R"'', e as prl#eções de ]Rrtn nos doíslatores

liam a tina isometria .f(M) Z Mrl X Rn'r, ottdé M't é uma hipersuperfície convexa merguthdãa em

Rt+'L com segunda jormct Jiindamenta! de posto r em algum ponto.

zzz. Se adicionalmente uum ponto todas as curvaturas seccionnis são positivas, então M é .homeomorfa a
Rn OI/ a $n
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Com o intuito de generalizar os resultados de Stocker, H. Wu [Wu] obteve o resu]tado que
descreveremos a seguir. Antes disso, precisamos dar a definição de pseudo-gráfico.

Definição 2.2 Dizemos que uma hipersuperfície convexa M" em Rnn forma um pseudo-gráfico sobre um
de seus plattos tatigetltes TpM se satisfaz as se8Ltilites condições:

i. M está contida em algum dos gemi-espaços determinados por TpM., a saber H; otl Hj;;

íí. Se n : ]R'' -"' %M é a prdeção ortogona/ sobre %M e Á = n(M), então sobre ínt(4) (ílzferior
relativo a TpM) M é o gráfico de uma .função c";

iii. Para todo a « int(A), M n n l (a) é uma !inhafectmda gemi-itt#nita;

iu. Todo hÍperplano paralelo a TpM que intercepta M, define uma sttboariedade de dimettsão n -- l,

difeomovjcl n Sn '

Teorema 2.5 (1'Vtz) Se/a À4 Ilha /zípersupeg7cfe convexa e oHerzfáue/ em R"+l homeomo#a a ]Rn. Se

E : M" --) $" é a aplicação de Gauss, e e(M) tem interior não vazio (relativo a $"), etttão pode-se escolher

cartas locais para M, tais que f(U) é o pseudo-gní$co sobre o hiperplano \Xn+l = 0\ de uma .função
não-negativa e convexa (o Hessiano é não-negativo em todo ponto).

No teorema anterior, se temos que À4 é localmente estritamente convexa num ponto, então a
aplicação de Gauss é um difeomorfismo local, e portanto e(À4) tem interior relativo a $" não vazio.



CAPÍTULO 3

O objetivo principal deste capítulo é dar uma caracterização geométrica das imersões que tem a
propriedade do fecho convexo. Esta caracterização será fundamental na demonstração do Teorema
das Curvaturas Principais.

Definição 3.1 (con/unto convexo)

Um con/zznfo .'l c R" diz-se convexo se para todo x, y c .A o segmento !! = {Àx+ (l -- À)y : À c [0, 11} c .4

Como exemplos de conjuntos convexos que serão importantes ao longo deste capítulo estão os

gemi-espaços, /:ZP+, 11; no caso de hipersuperfícies convexas e H(o,a) : {x c R" :< 1,0 >$ a, ac
]R,, u c K"l

Definição 3.2 (fecho cona;exo)

Dado B c W" , de$nimos olfecho convexo de B. que denotaremos por conta(B), como sendo n intersecção de

todos os gemi-espaçosíqtle cotttêm B.

É importante notar que como(B) é o menor conjunto convexo (no sentido de inclusão) que contém
B. Dizemos que um subconjunto D de uma variedade À'l é um domínio, se D é conexo com fecho
compacto e tem interior não-vazio.

23

Propriedade do Fecho Convexo para Variedades Imersas
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Definição 3.3 (propriedade dolec/zo convexo)

Uma imersão .f l M" --) R" tem a propriedade dojecho convexo, se para todo domínio D c M tat que .f(D)
é limitado, tem-se J(D) c conta(a.f(D».

Diz-se que uma variedade À4" imersa no R" tem a propriedade do fecho convexo se a imersão
que a define cumpre a propriedade dita acima.

As demonstrações apresentadas só usam conceitos locais, portanto dada uma imersão isométri-
ca .f : À4" --> Rn identificaremos À4 com .f(À4), pois localmente ./' é uma inclusão.

Lema 3.1 Sejam M*" uma variedade imersa no R", p c M, tP um oetor normal unitário no ponto p e

kt (p) 2 kz(p) > . - . Z k,,.(p) as curvaturas principais de M no ponto p e na direção ep Dado R > Q considere
BK como sendo a bola aberta de raio R e centro c = p + REp' Então

a. Se existe uma u zintunça aberta de p contida emBK, então k«(p) 2 l

b. Se k.@) > {, etttão existe uma uizintmtiça aberta de p contida em BR.

c. Se kt @) > { > k«@) então toda oizinhança aberta de p contém pontos de BR e exteriores de BR.

d. Se kt @) < então existe uma uizinlmnça aberta de p contida no exterior de BK.

Demonstração: Sejam M uma variedade imersa no ]R"definida pela imersão .f : À4m --> Rn, p c ,N4,
êlp vetor normal de M no ponto p, R > 0, e BK a bola aberta de raio R e centro c = p + R(p.
Consideremos a função distância ao ponto fixo c

h R"
x r--) llx-- cll2,

d/zpX = <gradbp,X> = 2<X,p - c> = 2<X, -ReP>. (3.1)

Seja 7 : (-e, e) --' M uma curva suave, tal que 7(0) = p e 7'(0) = X, e seja P(t) = h . 7(t). Então:
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Hesshp(X) F"(o)

'P .h.rm

2á :o<7 (f),7(t)-c>
2l<VT'H7'(t), 7(t) - c> + <7'(t), 7'(t)>ll.:o

2[<VxX, Rep> + <X, X>]

2<X, X>,

onde na última equação <VxX, Rep> = 0 pois VxX c TpM.
Agora seja

h : À4 --> R

q .---, ll/(q) --cll:

Então

Hless/zq.X HesshpX + <gradhp, aP(X, X)>

2<X, X> + 2<ap(X, X), -Rep>

2[<X,X>--2R<X,.Ae,X>] ,

<X, 2(1 - ]Me,)X>-

Se À é um auto-valor de 2(1 -- RÁé,), ou seja, existe z; #: 0 tal que 2(1 - RÁé,)u : Àu, ou de forma

equivalente .AC,o = ÉãF-zi, então para algum í c {l, . . .,m}, ki(p) : -'ãF ou À = 2(1 -- Rkí(p»
Assim:

i. Hess/zç. é definido positivo e:::# À > 0 e::::+ ki(p) $1 kí(p) < i;

ii. Hesshç. é definido negativo e-:+ À < 0 e:H kí(p) à km(p) > 1;

iii. Hesshç. é gemi-definido negativo <:+ À $ 0 <::9 kí(P) 2: k«.(P) 2: :.

Logo se existe uma vizinhança de p contida em BK, então a função distância ao ponto c atinge
um máximo local no ponto p, ou seja, Hesshç. é semi-definido negativo, então k«.(p) Z l , obtendo
assim a demonstração do item a.
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Se k«(p) > 1 , então Hess/zç. é definido negativo, e daí p é um máximo local da função distância,
donde existe uma vizinhança de p tal que llx -- cll2 < llp - cllZ = R2 para todo x nessa vizinhança, ou
seja, existe uma vizinhança dc p corftida em BK.

Os itens c e d são demonstrados da mesma forma usando o fato que p é um ponto de mínimo
local no caso ki(p) < {, e um ponto de sela quando ki(p) > + > k«(p). '8''

O seguinte teorema dá uma caracterização geométrica das imersões com a propriedade do
fecho convexo.

l.eorema 3.1 Se f : M" --> R" é uma imersão isométrica, então M tem cl propriedade do .fecho convexo se,

e somente se em cada ponto de M não nciste nenhuma direção normal tal que todas as curvaturas normais
nessa direção sejam positivas.

Demonstração: (H) Suponha que existe p c M e Cp vetor normal no ponto p, tal que todas as
curvaturas normais na direção eP sejam positivas, ou seja, kí(p) à k2(p) 2 . . . 2: km(P) > 0. Seja

illlÕ;j' e considere BR(c) como sendo a bola aberta de raio R e centro c = p + R(p' Pelo
lema anterior, existe uma vizinhança D de qo tal que ./'(D) C Bl{(c) e como .f é uma imersão, então
diminuindo D se for preciso, podemos supor que ./' é 1 -- 1 em D, e além disso E = a/(D) c BR(c) -- lp}
é um conjunto compacto.

Considere a função altura com respeito à direção normal .5P

/zC, : M ---., R,
x i"--, <x P,ep>.

Esta função restrita ao conjunto E tem as seguintes propriedades

i. Para todo x c E, he,(x) > 0, pois como E c BK - lp} então /ze,(x) 2 0. Se h{,(x) = 0, então pe
x estão no mesmo conjunto de nível, logo l c TpM e isso não pode acontecer pois x c BK(c).

ii. A função bé,IE atinge um mínimo no compacto E, ou seja existe xo c E tal que para todo
x c E <x --P,eP> 2: <xo --p,eP> = r7 > 0, e assim E = ay(O) c H(ep, r7). Mas p = .f(qo) e H(ép, r7)

pois <.f(qo) P, {p> = 0. Logo /(D) g cona(a./'(D», ou seja À4 não tem a propriedade do fecho
convexo.

(+) Suponha agora que M não possui a propriedade do fecho convexo. Vamos encontrar um

ponto p c /(D), uma direção normal {p e uma vizinhança VP desse ponto tal que VP c BK para
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algum R > 0, daí pelo item a. do lema anterior teremos que kl(p) 2: k2(p) 2: - . - à km(p) 2 l > 0, OU
seja todas as curvaturas normais no ponto p, na direção Cp são positivas.

De fato, se M não possui a propriedade do fecho convexo, então existe um domínio D c À4o com

.f(O) limitado e ta] que/(D) g como(a/(D», ou seja, existem o c ]R" vetor unitário , a c R e pc
M tais que a.f(O) c H(u,a) e p d H(u,a). Assim <p,u> = b > a e para todo x € a/(D) <x, u> g a. Seja

c, c R" tal que <Cr, U> = a. Como .f(O) é limitada, existe r > 0 tal que /(D) c B.(c,). Agora, para
cada t > r seja Bt(ct) a bola aberta de raio t e centro cf = c, -- Vt2 -- r2u. Esta família de bolas tem as
seguintes propriedades:

Afirmação 3.1 Para cada f > r, a/(0) c Bt(cf)

De fato, dado x c a.f(O) tem-se

llx -- ctllz llX -- Cr + 'vf2 ' r2ollZ

[[x -- c,]]Z + 2]<x - c« V;T:?u>] + (t2 - r2)]]z;]]2

[[x - c,]]2 + 2 V;T':'?]<x, z,> - <c,, o>] + (t: - /)

2...IF':'Plo-? \

Como x c a/(D) c H(z', a) e <c,, o> a então <x, z;> -- <c,, z;> $ 0. Assim

llX -- Crll2 < llX -- Crll2 + t2

Ou seja, para todo t > r a.f(P) c Bt(ct)

Afirmação 3.2 Paríz t su@cíerzfemefzfe grarzde, p e Bt(ct)

Para ver isto, suponha que para todo t > r llp -- ctll2 $ t2. Então

[[P - c,]]z + 2 1/;l':'?]<P,z,> - <c,,z,>] + (t2 - P) $ t2,

[[P-cr]]2+2'Vt2-r2]b--a] r2 $ 0.

Assim para todo t > r, tomando w b - a > 0, temos

< llp - c,ll2 + 2 v 2 -- r2w - r2 É 0
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ouseja paratodof> r
P

0 < 2zo <

o que contradiz o fato de Júll -.g:::::: = 0. Então p e BI(q) para f suâcientemente grande.

Afirmação 3.3 Existem R > r e p c ./'(D) tais que /(D) c BR(cR) e p c aBK(cK)

Com efeito, suponha por absurdo que para todo f > r acontece ./(D) gl BR(cR) ou para todo p c
./'(D), p e aBt(ct). Aprimeira afirmação não acontece, pois sabemos quepara t : r, ./'(D) c B,(c.).
Então se para todo p € /(D), p e aBf(ct), considere os seguintes conjuntos:

MI = IP C /(0) : P e 23.(Cs)},

M2 = IP C ./:(0) : P € B,(Cs)},

onde s > r é tal que ./'(qO) e Bs(c,), ( s existe pela afirmação anterior). Assim pelas aârmações
anteriores ambos conjuntos são não vazios. Além disso como para todo p € .f(O), p e aB;(c.),
então À4i e À42 são abertos e ./'(D) = ]Wi U ]L42, mas pela conexidade de ./'(D) isso não pode acontecer.

Das afirmações anteriores temos que o espaço tangente a À{ no ponto p é um subespaço do
espaço tangente a aBK(cK). Considerando Cp como sendo o normal interior da esfera aBK(cK), temos
que ép é normal a TpM e está dirigido na direção de p a cx. Assim pelo lema 3.1 todas as curvaturas
principais em p na direção ép são positivas. ]8'

Coro\alto 3.1 Seja f : M" --) Rn-bl uma imersão isométrica de uma variedade M" orientada pela aplicação

de Gauss € : M" -+ $". Então .f tem a propriedade do fecho convexo se e somente se, em cada ponto a
segunda jortna .fundamental não é definida positiva nem de$nida negativa.

O corolário anterior fornece um importante exemplo de hipersuperfícies com a propriedade
do fecho convexo, a saber, as hipersuperfícies mínimas.

Dizemos que uma imersão / : À4n --) Rlz+P é mínima se o vetor curvatura média é nulo. Assim

para o caso de hipersuperfícies mínimas no espaço euclidiano (que não são hiperplanos), tomando
um referencial ortonormal que diagonaliza .4 temos:

ki+. .+k. = 0,
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logo a segunda forma fundamental não é definida positiva nem negativa. Portanto, do corolário
anterior, toda hipersuperfície mínima tem a propriedade do fecho convexo.
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CAPÍTULO 4

O Teorema das Curvaturas Principais e Aplicações

4.1. O Teorema das Curvaturas Principais

Ao longo deste capítulo .f : ÀP --> Rn+l denotará uma imersão isométrica, .A a segunda forma
fundamental da imersão / com respeito ao campo normal unitário € : ib4 --} Sn. Denotaremos com
A o conjunto de valores não nulos atingidos pelos auto-valores de .4 e AJ: = A n IR.ü

Lema 4.1 Sela J : M" --} Rn+l uma imersão isométrica de uma variedade M conexo, completa e orientáuet.
Se A+ e A.- são não vazios e infA+ > 0, então A não é de$nida positiva nem defnida Rebatida. Em particular

f tem a propriedade dojecho conveio.

Demonstração: Considere o conjunto

'# = ip c ]u : .Ac, é definida positivas

Como A' # 0, temos '# # M- Para demonstrar que .A não é definida positiva temos que provar que
'# é aberto e fechado, daí pela conexidade de M teremos '# = ©.

Em efeito, '# é aberto pois se existe um ponto p € MI tal que para todo í = 1, . . . , n, ki > 0 então,
como as funções curvaturas principais são contínuas, existe uma vizinhança VP de p tal que para

31
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todo q c VP ki(q) > 0, logo nessa vizinhança A é definida positiva. Para ver que '# é fechado,
considere uma sequência IPml C '#, tal que p«, --) p. Então para cada í = 1, . . . , n, kí(pn.) > 0. Logo
lím kí(p..) Z 0, mas l+m ki(p«,) # 0 (pois í7z./A+ > 0) assim

.Jín Ã:í(p«,) : kí(p) > o

ou sqa, .Ae, é definida positiva.

Agora para demonstrar que .A não é definida negativa, basta ver que em cada ponto p de À4,
'4€, tem um auto-valor positivo. Para isso considere o conjunto

# = ip c À4 : .Aé, tem auto-valor positivos

# é não vazio pois A+ :# 0. # é aberto, pois se .Ae,. tem um auto-valor positivo kí, então pela
continuidade das funções curvaturas principais, existe uma vizinhança de p onde ki é positiva e
nessa vizinhança .A tem só auto-valores positivos. .d' é fechado, pois se ip«} c .d' é uma sequência
tal que p« --> p, então para cada p,,. existe um .f tal que kj(p«) 2: 2c > 0. Se p e .d' então todo
auto-valor de Áé, é não positivo. Em particular k/(p) $ 0 e como kj é uma função contínua, então
pelo teorema do valor médio existe q c À4 tal que k/(g) = c o que contradiz o fato de infA+ = 2c.

Assim, pela conexidade de À4, .d' = À4, ou seja, para todo p c À4, .A.S, tem auto-valor positivo. 48'

Observação: Da afirmação anterior e do fato de A' #: 0 segue-se que existe um ponto p c .h4 tal
que Àé, tem um auto-valor positivo e outro negativo, ou seja, maxlposfo.A} à 2.

Lema 4.2 Seja M uma hipersupet#cie completa, orientáuel e imersa tio R"t que não é um hiperplano. Se
A+ e A' são tzão ZPazfos, ílz/A+ > 0 (ozz lupa' < 0) e r = maxiposfoA} 2 2, e/ztão, M é ísoméfríca a

M't X R"'r onde M'x é uma hipersuper$cie completa. convexa e mergulhada nO Rr+l com segunda forma

.fundamental de posto r em algum ponto, e ü imersão induzida por .f no primeirojator tem o mesmo conjunto
A qlze À4.

Demonstração: A idéia fundamental da demonstração é criar uma imersão Jo : M" --> Rn+l
cumprindo as hipóteses do teorema de Sackesteder, e daí concluir o resultado.

Seja ./: : À4" --> ]Rn+l a imersão, e denotemos por <', ' > a métrica induzida em À4 pela imersão
.f. Das equações fundamentais das imersões temos que .A-é dada pela expressão Dxé = --./:(.AX),
onde DX denota a derivada covariante no Rn+l em relação ao campo X tangente a M.

Suponha que infA+ = 2c > 0, e sqa to = ; > 0. Considere a função



4.1 0 Teorema das Curvaturas Principais 33

áo : À4n --.-} Rn+l
P -, /(P) + toélp.

/o é uma imersão isométrica que induz sobre A4 uma métrica riemanniana completa, cuja
segunda forma fundamental é semi-definida negativa e de post02 2. Assim da equação (1.15)
com c = 0, temos que as curvaturas seccionais de À4 com esta métrica são não-negativas, logo
pelo teorema de Sacksteder Van-Heijenoort Jo(M]) é isométrica a À4Í x ]R"'', onde Ml; é uma
hipersuperfície convexa mergulhada em R'+i, ]ogo .f deixa M" = MÍ X ]R"'r (: a menos de
isometrias) imersa em ]R'+i X R"'r como um produto, e a imersão induzida pela / em Àq tem o

mesmo conjunto A que / sobre M.
Na continuação, daremos uma sequência de afirmações cujo objetivo é demonstrar que Jo tem

todas as propriedades ditas no parágrafo anterior.

Afirmação 4.1 Jo é i/pza imersão cu,la métrica induzida <, >o é dada por

<X, Y>o = <(1 - to.4)2X, y>,

para fado X, Y € 1'(À4).

De fato, para cada p c M e u c TEMI dlopz; = d/pu -- tod/p(Ae,z;), logo djop é injetora, pois
se existisse o :# 0 tal que dáopo = 0 então ÁC,z; = cu, o que contradiz o fato de ín./A+ = 2c > c.
É importante notar do anterior, que nestas condições o operador 1 -- to.A não tem auto-valores nulos.

A métrica induzida pela imersão /o em MI é dada por <, >o = /;<., .>, então para todo X, Y € 1'(M)

<X, Y>o </.X + to0xe, /.Y' + to0Ve>

</.(X to.AX),/.(}"- fom'')>

<X - to.4X, Y - to.4Y>

<(J - foÁ)2X, Y>.

Afirmação 4.2 Para lodo alffooa/or À de 1 -- to.A, temos IÀI Z l.

Pois se p c MI e À é um auto-valor de 1 -- to'4ê,, então existe z; c Tplb4, o :# 0 tal que o - foAé,u = Ào
ou equivalentemente (l - À)c é auto-valor de .Ae,. Logo se (l - À)c > 0 então (l - À)c > 2c, ou seja,

À $ --1. Se (l À)c $ 0 então como c > 0 seque-se À Z 1. Em qualquer caso IÀ1 2: 1.

AÊrmação 4.3 (À4, <., .>o) é uma z;arfedade riema?ztzfana como/efa
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Para ver isto, seja a : [0, oo) --> À4 uma curva divergente, e denote com T o operador auto-adjunto
1 -- to.A. Se {ui, . . . , u.} é uma base ortonormal que diagonaliza T e {Ài, . . . À.l são os auto-valores

associados, então para c'da f c [0, '«), a'(f) : }. ai(t)ui(f) e assim:
lZ

la'(f)lã <a'(f), a'(t)>o

<Ta'(f), Ta'(f)>

< }. ai(t)rz'f(t), }. a/(t)Tuj(t)>
í=i j=i

)l. }. ai(f)a/(t)Àí(f)Àj(f)õí/
i=1 /=1

}. a/(f):Àj(f):
/=1
n

}. aj(f):

la'(f)lz,

> (4.1)

onde na equação (4.1) foi utilizado o fato que IÀíl Z 1. Agora como (M, < , '>) é completa então o
comprimento da curva a com a métrica <., .> é ilimitado. Assim da desigualdade

r''t rt
!n .f la'Wlo a: }n .[ la'HI

segue-se que o comprimento de a com a métrica <', '>o é ilimitado, logo do Teorema 1.2 obtemos
que (À4, <', >o) é uma variedade riemanniana completa.

A.armação 4.4 A imersão /o tem segunda .forma .fundamental com respeito ao campo normal limitaria ZI,
dada por

.Ao= (1-toÁ)'t4. '' (4.2)

Com efeito, das equações fundamentais das imersões tem-se, para todo X c I'(À4),

áo.(ÁoX) = Oxe = -/,(AX)
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Então

/.(ÁoX) + foD,4.xe
/.(ÁoX) - to/.(À(.AoX»

.4oX -- to.4(ÁoX)

(l fo.4)Áo

/,(ÁX),

/.(AX),
ÁX,
A.

Afirmação 4.5 Ao é semí-de$rzída negatíua.

De fato se p € À4 e À # 0 é auto-valor de .Aoe,, então existe z; c TPÀ4, z} # 0, tal que

(l - fo.4)'iAu = Àu,

ou de maneira equivalente

«« : (.h)«.
Logo À « o, p'is " '1 ' 0 e«tão IÍ;-iml '' 0 e do f,to q« i«ÍA'
À $ --2c < 0, o que seria absurdo.

2c> Osegue-seÀ 2 2c+2À ou

Afirmação 4.6 posto.4 = posto.Ao

Da demonst-ação da Afirm'ção 4.5 tem-se que se À # o é «m auto-valor de Aoé, 'ntão IÍ:Íial
é um auto-valor não nulo de .4€,, assim ao resolver a equação p = Í-:i:;:; para um p dado tem-se

x = Í:!';;ii' ou seja se p :# 0 é auto-valor de .4 então x = 1' é um auto-valor não nulo de .4o
Obtém-se assim uma correspondência biunívoca entre os auto-valores não nulos de Á{, e ÁoC, ou
de maneira equivalente postos = posto.4o. q?'

Da observação posterior ao Lema 4.1 e a afirmação anterior segue-se que 2 2 r = máxjposfo.Aol.

Lema 4.3 Se / : ]Ult --} Rn+l é tina imersão ísométríca faJ qzle A' = a e A rzão é um ítzteroalo, então exísfe

tO € n, ta! que a função fa i.f + toe é uma imersão que ittduz eM M" uma métrica completa, com segunda

forma.ftlndamentat Ao = (1 - toA)'tA tal qtle em cada ponto, Ao tem ltm auto-uaíor positivo e um negativo.

Demonstração: Supondo que A' = © e que A não é um intervalo, então existem números reais
c > d > 0 tais que em cada ponto a segunda forma fundamental tem auto-valores 2: c e $ d.
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Seja fo = iz e considere a função /o : ./' + íoé. Como na demonstração do Lema 4.2, áo tem
métrica induzida <', '>o = <(1 to.4)Z., '> que torna (A4, <', .>o) uma variedade riemanniana completa,
e a imersão Jo tem segunda forma fundamental .Ao = (1 -- foA)'i.A.

Em cada ponto, Áo tem um auto-valor positivo e um negativo. De fato, se p c À4 então da
hipótese segue-se que existem ki 2: c e k/ $ d, com ki, k/ > 0 auto-valores de .Ae,. Defina

Pela Afirmação 4.5, ÀÍ e Àj são auto-valores de .4o e a escolha de to impede que l
ÀÍ, À/ estão bem definidos. Além disso

tokf,j 0, e assim

1- toki=':.!:i;lS <o . 'l- toKi='!-!ti.:b- ). q,

logo Ài< OeÀj> 0. '8''

Teorema 4.1 (das Curvaturas Principais) Se/a Mn uma híperszzpei$'cfe como/efa, orienfáoeJ e imersa em
Rn+l que não é um híperplano. Temos que:

i. Se A+ e A' são ambos não vazios, então in.fA+ luPA' 0

ií. Se A+ ou A' são oazíos, então A é conexo

Demonstração: Seja ./' : M" --.> R,"n a imersão e .A a segunda forma fundamental de / em relação
ao campo normal unitário € : Ml" ---.) Sn

Começamos demonstrando i. supondo que í?z/A+ = 2c > 0. Seja fo = !. Da demonstração
do Lema 4.2 temos que áo = ./' + foe é uma imersão isométrica, cuja métrica induzida <., .>o torna

(À4, <', >o) uma variedade riemanniana completa, e a segunda forma fundamental .Ao com respeito
ao campo normal unitário é é semi-definida negativa. Além disso r = maxjposfo.Ao} 2 2. Podemos
supor sem perda de generalidade que r = zz, pois se 2 $ r < n, então podemos decompor
R" = Rm X Rn-r e o lema anterior garante a existência de uma hipersuperfície convexa Ml:,
mergulhada em R'+i de posto máximo em a]gum ponto, e À4" = À4; x ]R"'' a menos de isometrias.
Assim, podemos identificar os pontos de M cuja segunda forma fundamental não é nula com os

pontos de Zçq, ou sqa, toda a informação de A está concentrada na imersão induzida por ./ em /W{ .
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Pelo anterior, existe p c M tal que posfoÁé, = posto''lo,e, = n, e como .Ao é gemi-definida
negativa, então Jo(À4) é uma hipersuperfície com curvatura seccional não-negativa e em um ponto
é positiva. Logo pelo teorema de Sackesteder Van-Heijenoor, /o : À4 --> R"+l mergulha M. como
uma hipersuperfície convexa e À4 é homeomorfa a ]R" ou a S"

Pelo Lema 4.1, / tem a propriedade do fecho convexo, e então JU não pode ser compacta,
pois nesse caso teríamos que ./'(À4) c como(aÀ4) : 0. Assim À4 não pode ser homeomorfa a S"
e do parágrafo anterior segue-se que À4 é homeomorfa a R"; além disso, citando o teorema de
Wu, podemos escolher coordenadas sobre À4 tais que jo(À4) é o pseudo-gráfico sobre o hiperplano
ll.+t = 0} de uma função não-negativa e convexa (o Hessiano é não-negativo em todo ponto)

Segue-se que a função ho = nn+l o jO : MI --) R é própria, e da relação entre / e jo segue-se que
h = n.+l o / é própria. De fato, se xk é uma sequência divergente em À4 então /zo(xk) é divergente,

logo para toda subsequência xk;, h(xkJ) : ho(xkj) -- fon«t(él(xtj» é divergente pois ton.+i({(xtj))
é limitada.

Agora, pelo teorema de Sard aplicado à função h : MI --} R, temos que o conjunto de pontos
singulares de h tem medida nu]a em ]R,. Então podemos escolher 0 < c c R valor regular de h.
Assim /z'l(c) é uma subvariedade de dimensão rz -- l em À4, que poderia não ser conexa, mas pelo
fato de h ser própria temos que h'l(c) é uma união finita de hipersuperfícies compactas. Como
M é homeomorfa a R", uma dessas hipersuperfícies divide À4 em duas componentes, uma delas,

que denotaremos por Q, com fecho compacto Dado que ./: tem a propriedade do fecho convexo,
./(Q) c cona;(a./(Q». Mas ./:(aO) C H = {x c R"l : h(x) : cl que é um hiperplano, e sobre O todas as

curvaturas seccionais da / são nulas, o que contradiz o fato de infA+ > 0. IJm raciocínio análogo
é feito supondo que sup A' > 0, concluindo assim a demonstração de i.

Para demonstrar ii. suponha A = ü, e portanto as curvaturas seccionais de ./:(À4) são não-
negativas (o mesmo acontece se A+ = 0). Se maxlposto.A} = 1, então existe uma única ki : ]\4 --> R

não nula, e como kí é contínua e M é convexa, A = A'' = kÍ(À4) é um conjunto convexo, logo A
é convexo. Se r = zlzaxlpostoÁI Z 2, aplicando o teorema de Sacksteder Van-Heijenoort à imersão
./ : À4" --) ]R,"i temos que À4 é uma hipersuperfície convexa e .r(À4) : ]WI x R"'', onde /U; é uma

hipersuperfície convexa em Rr+l com segunda forma fundamental de posto r em algum ponto
Assim podemos supor que ''{ tem posto rz em algum ponto e concluir que À4 é compacta ou
homeomorfa a R"

Agora suponhamos que Ã não é um intervalo, ou seja, existem números reais c > d > 0 tais

que em cada ponto de À4 existem curvaturas principais 2: c e $ d. Se to = ;+ d' então pelo lema
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4.2, / = áo + toe é uma imersão isométrica tal que a segunda forma fundamental ..4o tem um auto-

valor positivo e um negativo em cada ponto, ou equivalentemente /o tem a propriedade do fecho
con'ç'exo. Logo M não pode ser compacta e concluímos que A4 tem que ser homeomorfa a R"

Fazendo um raciocínio análogo ao feito na demonstração de i. obtemos que a função n.+l o Jo
é própria, e uma componente Q com fecho compacto é escolhida tal que .4o é nula sobre O, o que
contradiz o fato de .4o ter um auto-valor positivo em cada ponto. 48'

4.2. Hipersuperfícies Completas com Curvatura de Rica não-positiva

Lema 4.4 Seja ]M" , n 2 3, uma hipersupel.Fcie completa em R"t com cttruntura de Rica não-positiva

e segunda jormn .fundamental A de sinal (+1, --1, . . . , -- 1), Olt seja. dada tltnn orientação determinada pela

aplicação de Gauss é; : M -+ S" , At. tem auto-valores kt(p) > 0 > k2@) > Z k,.(p) ent cada ponto p de
M. Então ítz/llÁll = ílz/ljRícl1 = 0.

Demonstração: Primeiro veja que se .Aé tem sinal (--1, +1, . . . , +1) então escolhendo a orientação

oposta m-se .A-C tem sinal (+1, --1, . . . , --1), demonstrando assim que o lema também é válido
com esta hipótese.

Para cada p c M, seja {z?i ...o«} c TPÀ4 uma base ortonormal que diagonaliza .4C, tal que
ki (P) > 0 > k2(p) à . . . 2: k.(p), onde kí(p) são os auto-valores correspondentes. Com estas condições

e pelo fato da curvatura de Ríccí ser não-positiva, segue-se que para todo { c {l, . . . , n},

RÍc(z,í) = <Q(uf), z,i> $ 0

Agora do lema 1.1, com c = 0, Q (traço.A).A -- .A2. Portanto

<(traço.4)Aui --Á2u;, oí> $ 0,

(ki(fraço4) -e)<z'í, oí> $ 0,
kí(traço.A -- kí) $ 0. (4.3)

Em particular para í 2 tem-se l

kz(kl + kz + k3 + +k.)$ o

iki significa que kí não aparece na soma
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Mas como k2 < 0 temos
kl + k2 + k3 + . . . + kr: 2 0,

poi'ta\to

E
i:s j:s

Analogamente para i : 3 obtém-se kl > ltjl para todo j :# 3, donde

k. :E kJ: ltll > ltll para todo í > 2

ki Zlt/l> 0 paratodo.f c {l, ,nl. (4.4)

Agora pelo Teorema das Curvaturas Principais, ín.fA+ = 0 e existe uma sequência IPm} C À'f tal que
líin ki(p«) = 0. Pela desigualdade (4.4), para cada j c jl, . . . ,nl ao longo desta mesma sequência

,iÍlt lk/(Pm)l : 0 e daí ,JilL kj(p«:) : 0. Assim como llÁll2 = )1..l # tem-se que ínf llAll = 0. 48'

É importante notar que se a curvatura de Rico é negativa, então da equação (4.3), tem-se que
todas as curvaturas principais são não nulas.

lll --+ (x)

Corolário 4.1 (Teorema de E/ímoo para tz = 3) Se À{ é uma híperszípei:fícíe completa imersa em ]R4 com

czíroatura de Ríccí negatíz;a, então in.fllÁll = ín./ljRícll = 0.

Demonstração: Dada uma hipersuperfície comp]eta em ]Et4 com curvatura de Ríccí negativa, então

para todo ki, kz, k3 auto-valores diferentes de .A, temos as desigualdades:

kt(k2 +ka) < 0,

k2(kt + k3) < 0,

k3(k2 + kl) < 0.

Logo não todos os ki são positivos, nem negativos, e devemos ter dois auto-valores positivos e um
negativo, ou dois negativos e um positivo. Assim a hipótese do sinal no Lema 4.4 é satisfeita, e
portanto fn.fllÁll = in.fljRicll = 0. ]?'

Na versão clássica, o corolário anterior diz que não existe uma imersão / : À43 --> ]R4 tal que

Ric( ) $ õ, para alguma constante õ < 0.
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Teorema 4.2 Seja M umn hipersuperfície completa, orientáuel e imersa em R"t com curvatura de Rica
tido-positiva, e H a curvatura média de M. Então:

í. Somente acontece if}7za das segzzí/zfes: ípz/1111
IP/i+l

Q ou M é um cilindro sobre uma curta plana em

i{. SeinfH:# -m otisupH:# +m. então não exbteuma constantes tal queRic( ) $ õ <Q

Demonstração: Sela À4 uma hipersuperfície, comp]eta, orientáve] e imersa no ]Rnn, e considere A+
e A' como no Teorema das Curvaturas Principais.

Acontece só uma das seguintes situações: algum A+ ou A' é vazio ou ambos A+ e A' são não

vazios, no primeiro caso vamos demonstrar que À4 é um cilindro sobre uma curva plana, e no
segundo ín/IHI = 0.

Suponha que A+ ou A é vazio, então pela condição da curvatura de Rlccí ser não-positiva
tem-se

n

1. 1 X. 1/ - Ã:. l g o

para toda curvatura principal kí (kí à 0 ou kí $ O para todo í). Assim para que a equação (4.5) sqa
satisfeita, não se pode ter duas kí, k/ tais que kf :# kj, kí #: 0 e k/ # 0, pois nesse caso kí e El:i k/ -- kf
têm o mesmo sinal. Logo maxlposfo.AI = 0 ou maxlposfo.A} = 1. Do primeiro caso segue-se que
Á = 0 e dai À4 está mergulhada em ]R"+t como um hiperplano, ou sqa, um cilindro sobre uma reta
e H = 0. Se maxlposfoÁI = 1 então da equação (1.15) segue-se que todas as curvaturas seccionais

são nulas, logo R = 0, onde R denota o tensor curvatura, e pelo teorema de Hartman-Niremberg,
MI é um cilindro sobre uma curva plana.

AgoranocasoemqueA+ eA sãonãovazios,sefn./'lHI #: Oentãoparaalgum € > 0, H 2 € > 0.
Assim como a curvatura de Rfccí é não-positiva, para toda curvatura principal kí > 0 cumpre-se

(4.5)

ki(traço.A - kí) = ki(lzH - ki) $ 0

Daí nH $ kí, e como l?z./:A+ = 0 então ín/li = 0. Se H < € < 0 então para todo k/ < 0, nH 2 k/, e
como sllpA' = 0, segue-se sup.f{ = 0, o que é absurdo. Do anterior segue-se ín.flUI = 0.

Como caso particular, se H #: 0 é constante então À4 é um cilindro sobre um círculo de curvatura
constante l{.
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Para demonstrar íí. vamos supor que existe uma constante õ < 0 tal que Rico $ õ < 0, ou seja,

para cada ponto p c À{ e toda curvatura principal kf,

ki(nH -- kí) É õ < 0

Da equação anterior segue-se que em cada ponto p c À4 existem kí,kj tais que kí > 0 e kj < 0
numa vizinhança de p, logo A+ e A' são não vazios, e se {Pml C À4 é uma sequência tal que

Ji=.ki(Pm) : 0, tem-se (fazendo kÍ(p«,) : k«- > 0) que para todo nz c ]N

k,,.nH $ c +
C

+k.nk.

Mas
lím --:-- + k,,.ú=b nk.

Então í7z/H = m. Analogamente tomando kJ < 0 obtem-se uma sequência de termos negativos
k« tal que .jím. k« = 0 e' ?/Z--) oo

n:;L --l« ' ,Zi=,iL--*.:--",
e portanto supH = +oo. q8'

Lema 4.5 Sela M" (n Z 3) uma hipersuperfície completa. imersa em Rn+l com curvatura de Rica ttegatiua

e tal que as curvaturas secciottais não atingem todo pRIor real. Então não existe uma constante õ < Q tal que

Rfc(.) $ õ < 0.

Demonstração: No caso que .4 tem sinal (+1,--1, . . .,--1), o Lema (4.4) garante que ín./llÁll

in/ljRícll = 0. Para n = 3 o teorema de Efimov dá a resposta.
Se n 2 4 e as curvaturas seccionais estão limitadas por uma constante negativa, ou seja, se

existe uma constante õ tal que para todo p € MI e toda curvam:ura principal kí,k/ i #: j õ $ kikj,
então da hipótese da curvatura de Rfccí ser negativa tem-se

E *;*, « '.
(4.6)
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Logo existe uma constante f > 0 tal que kíkj $ t para todo p c À4 e í # /. Concluímos que se as
curvaturas seccionais são limitadas inferiormente, então também são limitadas superiormente e
pode-se iniciar com esta hipótese

Suponha rz 2 4, e que .4 não tem sinal (+1, -1, . . . , --1). Como .4 não tem auto-valores nulos, A

deve ter pelo menos dois auto-valores positivos e dois negativos. Sejam ki,,kf: > 0 e kj.,kj: < O.
Pela demonstração do teorema anterior obtem-se para r, s = 1,2

ki; < nH < ki,

Deste modo, se H > 0,

n2Hz < ki.kí.,

para toda dupla de auto-valores positivos kí.,ki: > 0. Logo da hipótese das curvaturas seccionais
tem-se sup}/ < +oo e o resultado é obtido do teorema 4.2. q8''



CAPÍTULO 5

Conclusões e Observações Finais

5.1. Conjectura de Milnor

Em dimensão 2 Milnor (veja [Yau], problema 62, pagina 685) propôs a seguinte conjectura: "Se

M é uma supei#cie completa em Ra, que não é um plano e chia curvatura Gatlssiana K não tttuda de sinal
então ílz/(H2 - K) = 0, onde H denota a c roafura média." Se K É 0 então 0 $ 11,4ll $ HZ - K, portanto

a validade da conjectura de Milnor implica o teorema de Efimov para dimensão 2.

Xavier e Smyth propõem o análogo da conjectura de Milnor em dimensão n > 2. "Sobre uma
/zípersupedícíe completa em Rn+l com curuafura de Ríccí negaffua, ín/llÁll = 0." O lema 4.1 demonstra
que esta afirmação é vá]ida para n : 3. Mana Fernanda E]bert [E]] demonstrou, com uma hipótese
adicional sobre as curvaturas médias superiores, que esta conjectura é valida para gráficos no

espaço euc]idiano. Em [H-V]], Hassanis e Vlachos demonstram o seguinte teorema que estende o
resultado deIEl].

Teorema 5.1 Se/a ]'.f o grá/íco de uma./Unção .f : D c ]R" --} R, ctya curvatura não muda de sinal, e llÁll
é limitada. Se D contém bo/ízs de raio arbitrário, então ín/llÀll = 0.

43



44 Conclusões e Observações Finais

5.2. Teorema das Curvaturas Principais em Codimensão > l

Além do Teorema das Curvaturas Principais para hipersuperfícies no espaço euclidiano, Xavier
e Smyth demonstraram o seguinte teorema para imersões isométricas em codimensão > 1.

Teorema 5.2 Seja M" é uma variedade completa imersa em Rn'-p, que não é um subespaço a$m. Decote

com A c R., o conjunto dos valores não nulos atingidos pelos auto-valores do operador de Weingarten em
todas as direções normais, e A+ = À n BÜ. Então A+ e A- são não vazios e {n.fA+ = lupa. = Q.

Observação: Se / : À4" --> ]R,n+P é uma imersão isométrica tal que todas as curvaturas principais
são limitadas em valor absoluto por uma constante, ou seja, para cada p c MI, toda direção normal
{ c TPMX, e todo auto-valor kí de .Aé, ltí(p)l $ õ, então do teorema anterior, obtemos uma redução de
codimensão substancial, ou seja p = 1, e pelo Teorema das Curvaturas Principais A é um intervalo
que não contém zero.

Para nosso próximo comentário, precisamos do teorema de Bonnet-Myers:

Teorema 5.3 Se Mn é uma variedade Riemannüna completa tal que

n -- l
RÍc(X, X) 2:

r2

para cada p c M e todo uetor limitado X c TpM. Então M é compacta. com diâmetro < nr e g'upo
.ftindamen ta IJinito .

Em particular as hipóteses do teorema 5.3 são satisfeitas se K(a) 2: 4 para todo 2-plano a. Assim
da observação anterior. as hipóteses do teorema de Myer são satisfeitas, e portanto À4 é uma
hipersuperfície compacta e estritamente convexa.

5.3. Teorema tipo Efímov para Hipersuperfícies na Esfera

Para o caso de hipersuperfícies na esfera Smyth [Sm] obteve o seguinte teorema aná]ogo ao
teorema de Efimov para hipersuperfícies no espaço euclidiano.

Teorema 5.4 Seja .f : M" --) S"+t , n 2 3. uma hipersuperfície completa com ctlruattlra seccionar K tal que
supK > -w. Então tem-se somente duas possibilidades:

i. supRic 2 n -- 2;
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ii. supRic < n 2 e neste caso

a. Se M é compacta. então n é ímpctr e o recobrimento uttiuersal de M é homeotllorfo a S"

b. Se M não é compacta, então o recobrimento universal de M é homeomorfo a Rn

Também foi demonstrado por Smyth [Sm2] que se ]W" é compacta e .f : À4 --> S"+i é uma imersão
isométrica com curvatura média constante, então szlpRic 2: lz - 2. Em [H]-V2] Hassanis e Vlachos

demonstraram o seguinte teorema:

Teorema 5.5 Sela f : M" --) S"+t, n 2 3, umn hipersttpe7$cie mínima, completa e orientada. Então
supRic 2 n -- 2. Além disso

i. Se n é par, então sttpRic = n - 2 se. e somente se.f(M) é isolnétrico ao toro de Clí#ord S;

ii. Se n é ímpar e stlpRic = n - 2, etttão o recobrimento universal de M é komeomorfo a S".

Posteriormente Ezio Araujo Costa em [Co] demonstrou que o resultado obtido por Hassanis e
vl..h.. +.,.h.â,. Á .,nliHn «..-dando ã hinÓt.KP dp mínima oor curvatura média constante

11
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