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li,esumo

Seja F um corpo de característica prima ímpar p. Neste trabalho exibimos uma família

de zrz + l idempotentes na álgebia de grupo F(,J2m, unia base para os ideais (códigos) gera-

dos poi estes idelnpotentes, a dimensão e a distância mínin)a dos códigos correspondentes.

Dessa forma, fora.m determinados códigos cíclicos minimais de comprimento 2" em termos

de seus idem-npotentes primitivos, e estes resultados foram estelldidos, via levantamento de

idempotentes, para alguns grupos abelianos finitos G tal que G D O2,n.

Palavras-chave: idenlpotentes, dimensão, distância mínima, levantamento de idenlpo-
tentes.
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Abstract

Let F be a hnite field of odd prime charat.eristic p. In this work we exhibit a family of

m+ l idempotents in t.he group algebia FC2«- , bases for the ideais (codes) generated by these

idempotents, and compus.e the dimension and minimum distance of the corresponding codes.

Cyclic minimal codes of length 2" are determined in terms of the primitive idempotents,

and these results are extended, by lifting idempotents, to some rinite abelian groups G such

that G .) C2,«

Keywords: idenlpotents, dimension, minimum distante, lifting idempotents
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Introdução

O ob.lesivo ptiilcipal deste trabalho foi estudar códigos col-ietoies de eixos utilizando

técnicas de Algebras de Grupo. Nesta perspectiva, um código é um ideal de uma álgebra

de grupo finita. Pala estudar códigos da álgebra vamos nos iestiingir aos códigos minimais.

Assim, procuramos determinar os idempotentes primitivos de uma determinada álgcbra,

bem como a dimensão, a distância mínima e uma base para os códigos gerados por estes

idempotentes.

Os idempotentes geradores de códigos cíclicos veda sendo estudados sistematicamente há

bastante tempo. Em 1997, Arora e Pruthi estudaram códigos cíclicos de comprimento p"

(com p primo) j141 e, dois anos mais tarde, códigos de comprimento 2p" jll.

N/mudando o ponto de vista e usando técnicas de Algebras de Grupo, Ferraz e Polcino Milies

obtiveram estes mesmos resultados de forma bem mais simples e os estenderam para códigos

abelianos. Essa mesma abordagem permitiu a F.S. Dutra obter geradores idempotentes para

códigos minimais em Álgebras de Grupo Dihedrais e de Quatérnios l41 (Veja também Dutra,

Ferraz e Polcino Milies l51).

Ainda; Pruthi determinou geradores idempotentes para códigos cíclicos de comprimento

2"', eiriboia estes idempotentes não sejam primitivos j131

O ponto de partida desta tese foi tratar os resultados de Pruthi do ponto de vista das

Algebras de Grupo e, a partir destas ideias, deteilninai conjuntos completos de idcnlpotentes

primito\ros .

O Capítulo l consiste numa revisão de conceitos e resultados da Teoria de Algebras de

Grupo, da Teoria de Códigos Corretores de Erros e sobre resíduos quadráticos, que usaremos

ao longo deste trabalho. Em particular, são muito importantes resultados sobre levantamento

Vll
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de idempotentes e sobre o número de componentes simples de uma álgebra de grupo: pois

estes serão utilizados no desenvolvimelato do Clapítulo 3, principal capítulo deste trabalho.

No Capítulo 2, obtemos resultados sobre os códigos cíclicos gerados por idempotentes

nul-na álgebra de grupo semisimples, de um grupo cíclico de ordem 2". Determinamos a

dimensão e a distância mínima destes códigos de um modo bem mais simples do que foi

feito poi Pruthi j131, que usou métodos poliiiomiais pala estudar esses códigos. Além disso,

exibimos uma base para tais códigos. Bases semelhantes foram obtidas em l51 para ideais
gerados por ideinpotentes de uma determinada coima, em Algebras de Grupo semisiinples.

Porém, as ba.ses que obtivemos têm uma expressão mais simples do que as conhecidas.

Ein l61, foram estudados códigos cíclicos minimais no caso em que o expoente do grupo G

é p" ou 2p", sobre um corpo Fç de ordem q tal que (q, IGI) = 1. Neste caso, os idempotentes

primitivos são parecidos com os idempotentes obtidos no Capít.ulo 2.

O Clapítulo 3 foi desenvolvido com o objetivo de explicitar os idempotentes primitivos da

álgebra de grupo FçG, onde F. é um corpo tal que q é uma potência de un] primo ímpar p

e G é um grupo cíclico de ordem 2"

Nos casos estudados, deterjllinamos ainda os parâmetros importantes dos códigos

correspondentes, isto é, obtivemos a dimensão e a distância mínima. Mais ainda, nestes

casos demos também unia descrição explícita de uma base do ideal, o que permite, se de-

se.lado, descrever facilmente o processo de codificação correspondente. Os resultados deste

capítulo são rlovos e não se encontram ila literatura.

O Capítulo 4 apresenta insultados sobre ideais principais nilpotentes de unia álgebra de

grupo de um grupo conlutativo: que foram feitos por Poli j121 usando anéis de polinõmios em

várias variáveis. Neste trabalho, mostramos como resultados podem sei obtidos de maneira

bem mais simples usando a Teoria de Algebra de Grupo.

Além disso, mostramos como se pode efetuar de fato o levantamento de idenlpotentes em

alguns casos, em que os resultados dos capítulos anteriores são utilizados.



Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo, veieinos alguns conceitos e insultados que foram necessários pala o desen-

volvimento deste trabalho. Apesar da maioria das definições e resultados serem válidas para

un] anel R, não necessariamente um corpo, todo capítulo foi adaptado para uma álgebra de

grupo FG, para um corpo F, pois todos os resultados obtidos neste trabalho, o falam no

contexto de álgebra de grupo sobre corpos.

1.1 Algebra de Grupo
P

O conteúdo desta seção pode sei eiicoiiti-ado cm j101. Sejam F uin corpo finito com

FI :: q elementos, sendo q uma potência de um primo p, G uln grupo abeliano finito de

ordem n e FG a álgebra de grupo correspondente.

Definição i.l.i O pomo,,«or$smo c : FG f'or c l },a,g l é dito «
gCG / gCG

a«Zácacâo de alimento cíe FG e sel' núcleo -/{er(c) = 1 >11:aP(0 1) : g C G,g # 1 1-, deno-

tado por A(G), é cArzr7zrzdo o ãdea4 dç quz/zertío de FG.

Proposição 1.1.1 Se H é Hm subgrupo de G então

A(G,n)= lEl:clhtt(h l):Acn,h#l,tCr
L /z,.t

l
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é um ideal de FG, onde r é m transversal de H em G.

Teorema 1.1.1 Se H é um suóg7"tipo n07-maZ de G, erztão H = -Íih >' h é um àdempotente' ã,CH
central de FG e tem se

Corolário 1.1.1 se H é um suz)grlzpo n07maz de G, então Xl:ll:iü = F :

G
FG)H = F H

Teorema 1.1.2 (J\4aschke7 b'qam G um gr"zzpo .pnzlo e I''

grupo FG é semãsãmzpZes se, e somente se, car(F) t IG

Teorema 1.1.3 roer/ás- I'ra/ker9 Sejam G um grupo abeZáano ./ináÉo de ordem n e F um c07po

ÉaZ que car(F) I' n. Então FG = a).zl«aaF((a), onde (d é raiz d-ésãma prãmãtáua da unidade,

aa = Íii;tilllt. :iq e nd denota o número de eZemeníos de ordem d em G.

A seguir verei-nos alguns fatos sobre o radical de uma álgebra, com

falecer quando o ideal A(G, H) coincide cona o radical de FG.

Definição 1.1.2 Sega FG uma áZgebra de grupo. O radãcaZ de ./acob.son de FG, derrotado

por J(FG), é a, ãnle7seção de todos os ideais mazámaís de FG.

Definição 1.1.3 Uml ídeaZ l de FG é díío nãZpotente se eziste tiT

I" - (o).

Proposição 1.1.2 Todo ãdea/ zzãZpoíenZe de FG está coníàdo no seu radácaZ de Jacobson.

Teorema 1.1.4 r.#opAárzs) Se FG é um arzeZ artánãazzo, Calão J(FG) é wm ãdeaZ náZpotení

deFG.

Teorema 1.1.5 Sda FG semàsámzl

seguintes condições e(]ttiuatentes:

(i) FG não contém ãde«ás Z,áZ.te«is nãZpotente. não nKZos;

(ii) FG zzão contém ãdeaàs â esquerda níZpotentes não Rujo

(ni) J(FG) - (o).

Então álgebra deum corPO a

o objetivo de esta.b-.J S

l znteãro posit'iuo n tal que7 1.1.'}.'t}

e

Zes FG dasanã rz {arz oe um e uma

s,
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Por outro fado, se FG é um anel artánãano e uma das cozzdãções acama ua/e, então FG é
semàsimples.

Teorema 1.1.6 Seja FG a áZgebra de grupo de unz grupo ./inato sobre m corpo F de
característica p Z 0. Então F'G tem um ideal nãtpotente 'rido unto se, e sovrtevtte se, p > Q e

P l l\JI

Teorema 1.1.7 r(7oZemanJ Seyízm F um corpo de caracíerúÍàca p ? 0 e G um trapo. /então

o área/ de aumento z\(G) de FG é nàZpotente se, e somente se, p > 0 e G é um p-grzipo
/i7táto.

Clorolário 1.1.2 Se G Zem am p-subgrlzpo n07r7za/./imita P, onde 0 < p é a cn.racÍerúÍáca dc

F, .nZão A(G, P) é náZpot.nt'

Como consequência, temos que se G :: P x B, onde P é um p subgrupo e B é um

p'--subgrupo, então: pelo Corolário 1.1.1, Xl-t11-iiS = FB é semisimples, e daí, pelo Teorema
1.1.5, A(G,P) - J(FG).

1.2 Levantamento de Idempotentes

O fato do radical ser nilpotente, nos permitirá investigar álgebras não semisimples via

levant.cimento de idempotentes módulo o radical. Nesta seção, veremos alguns resultados

sobre levantamento de idempotentes (veja l3, capítulo 3 (seção 3.2)l).

Definição 1.2.1 Ur/z ádempotenÉe e é dáÍo minimal ou phmáíãuo, se ele não pode ser escuto

r\ü fomtta e - d + d' , colll d e d' idc.tíL'potelttes oüogonais 'r\ão nlLlos.

Lema 1.2.1 Seja.m ! u.m. dual vtilpotente de npílla átgebra de grupo de dãTrten,são $7tãta. FG e

u C FG taZ que u2 = u (mod 1). J?ntão ezàste wm ádempotente e C FG taZ que e = u (mod l).

O Lema 1.2.1, nos dá uma caracterização das álgebras de grupo cujo módulo regular é

indecompollível.

Teorema 1.2.1 $ão equiurzZentes



(i) O FG-módu/o regra/ar é ándecomporzúeZ;

00 i:Ü ' «m« '',.'« «m ':«:.'',

(iii) E2;ãsíe um âmago {deaZ mzaz maJ na áZgebra FG

(iv) Os elementos ?zão ãrz?;ersúeis da áZgebra FG /orma7n um ádeaJ de FG

As álgebras de grupo que satisfazem as condições do Teorema 1.2.1, são chamadas Zocaás

Corolário 1.2.1 t/m FG módz Zo é ãndecomzponíueZ se, e somente se, sua áZgebra de ezido

mor$smos é !ocas.

Proposição 1.2.1 Um ãdempotente e C FG é rnãnámaZ se, e somente se, o ádempotente

ê = e + J(FG) da áZgeZ)ra de gmpo quocãerzle FG = i71i;?n e mànãmaZ.

Esta Proposição nos diz que existe uma correspondência uln a um entre os idenlpotentes

primitivos de FG e os da álgebra quociente i7:Õ7:ii No entanto, no caso abeliano, todos os
ideinpotentes primitivos de FG são exatamente os ibesmos de FG módulo radical.

1.3 Códigos

Nesta seção enunciaremos alguns conceitos fundamentais da Teoria de Códigos Corretores

de Erros.

Considere F ul-n corpo filhito com q elementos, sendo q uma potência de um primo p, G

um grupo cíclico de ordem n gerado por g, e FG a álgebra de grupo correspondente

Definição 1.3.1 Um código linear é um subespaço própho de F", onde F é ?ím corpo ./irzito

Códigos de gmpo são ideais (próphos) de FG. Se G é zm gv"upo cíclico ou abeliano, então

dizemos que os ideais de FG são códigos cíclicos ou !411çli:W!:gg, respectàuamevtte. Ainda, os

ideais Tninimaãs de FG são ditos códigos mivtãmais.

Definição 1.3.2 Sejam l um ãdeaZ de FG e cr = }:agg,P = },Pog C 1. .4 dã:stáncáa de
gCGgCG

Hammiltç] eTttre ci e li é o llÚITlerO de elementos do su'porte de cx D hall. que os coe$cie'ates

diferem. isto é.

d(a, P) llgla. # /3,,g c Gll.



O peso ou distâácàa mínima do ideal l é de$nido l)or

«-(1) - mania(a, #)la # P, a, P C l}

/

O peso de Úm eZemenío a C l é dado por m(a) = d(cl, 0)

Um código de FG é um ideal, porta.nto, ele é, em particular, um espaço vetorial de
dimensão finita sobre o corpo finito F. Então ele possui uma base.

Definição 1.3.3 C'ons acre B uma base de um código de grupo 1. Z)ázemos que B é ]1lgá;eZ

se, para todo subcor%junto B' de B, o peso do subespaço gerado por B' é o peso de aZgwm

eZernerzZo de B'

Definição 1.3.4 Sejam l wm ádeaZ e z C 1. Z)ãzemos que s é o índice de niZpotêncãa de z se

z' - 0 e z' ' # 0.

1.4 O número de componentes simples de FG

Coitsideie G :: <a a2"' = 1> o grupo cíclico de ordem 2"' gerado poi a e F um corpo

finito com q elementos, sendo q uma potência de um primo ímpar. Seja ( uma raiz 2"'-

ésiJila primitiva da unidade. O grupo de Galois GaZ(F(O, F) é gerado pelo automorfismo de

Frobenius, ( p----, (q. Chama-se a F-classe corresporzdente a um elemento g C G, ou também

a q - classe cÍcZotómãca de g, ao conjunto {g, gç, gç', . . . }. Por outro lado, o grupo de Galois

Ga/(Q(O, (Q) é isomorfo ao grupo U - Z/(Z2,- ) das unidades dos inteiros módulo 2"' e, neste

caso, chama-se a (QI - classe correspondente a um elemento g C G ao conjunto {g, g3, gS, . . . }

das potências ímpares de g. Note que este conjunto é precisamente o conjunto de todos

os geradores do subgrupo cíclico <g>. Assim, o número de (Q - classes de G é o número
de subgrupos cíclicos de G. Agora, dado g C G = <a>, existe r C N tal que g = a'
logo a F - classe de a' denotado poi CF(a') e a Q - classe de a' denotado por CQ(a') são,

respectivamente, {a', Ürq arq:, . . . ]. e {ar, a3, a5', . . . }.

Sabemos que o número de componentes simples de FG é igual ao número de F - classes

de FG (ve.la l6, Teorema 2.11)

Os próximos resulta.dos estão em l7j, no entanto, vamos incluir uma demonstração para
pieseivar a unidade da exposição.
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Lema 1.4.1 Para todo ánteãro r ? 3 e todo inteiro ímpar q, a ordem de q (mod 2') é menor

ou agua/ a 2''2. .Se q = 3 (mod 8), enfio a ordem de q é precisamente 2' 2

Demonstração: Sabemos que o grupo das unidades Z2 é C2 x C2, 2 e que se q = 5 (mod 8),

então # ter ordem-n no máximo 2''2 (veja l8, Proposição 4.2.21). Assim, a importância desse

Lema é que se q = 3 (mod 8), então q tem ordem 2''2 módulo 2"'. Veremos que é suficiente

provar para q = 5 (mod 8), pois o caso q = 3 (7rzod 8) segue desse fat.o.

ConsidereA = {5eí+i(mod 2') li = 0,1,2,...}eB = {a C Z l$ a < 2',

a = 5 (mod 8)}. Colho 52i+i - 25{.5 = 5 (mod 8), temos A Ç B. Além disso, IAI

1.2' 2 = 2' 3 pois 5 tem ordem 2' 2 (mod 2'). Por outro lado, existe um único inteiro con-

gruente a 5 (m,od 2') ein cada um dos intervalos j1, 8), l8, 16), j16, 24), . . . , l23(2' 3 -- 1), 2"),

assim IB = 2' 3. Logo A = B e concluímos que se q = 5 (7rzod 8), então q tem ordem

2' ' (mod 2'). Em particular, todo q = --3 (mod 8) tem ordem 2''' (m,od 2') e, portanto,

todo q = 3 (mod 8) tem esta ordem pois q' = (--çy', pala Z ? 1. n

Lema 1.4.2 Sejam G t m grupo cícZãco de ordem 2", F &m corpo com q elementos, sendo

q 'uma potência de um primo ímpar, Ua- o gT"upo das 'unidades de Zz- e denota por q Q
imagem de q em t4a- , sob a apl cação natural. Seja g c G tlm elemento de ordem 2r , O'ü seja,

g :: a'
r

(i) Se [..=.Q o« Z: .!, então CQ(g) - C«(g)

(ii) Se !.=2, quando q = 1 (mod 4), CQ(g) se divide em duas F - classes e quczndo

q = 3 (,nOd 4), .'mÍào CQ(g) - C-(g).

(iii) Se !. =3, então (=Q(g) se dàu de em rezo menos dias F classes

(iv) Se r..z..3, então CQ(g) se dáuáde na nãão dãsyunÉa de IU2, : <q>1 > 1 F - classes, cada

uma com o(e) e/enzeníos. Em p«lácuZar, .e q = 3 (mod 8), então CO(g) s. divide e«.
duas F - classes.

Demonstração: (i) Se r = 0, então g = 1 e a afirmação é trivial. Se r = 1, então gk = g para

todo inteiro ímpar k, assim CQ(g) = CP(g) = {g}



7

(ii) Considere r = 2. Se q = 1 (mod 4), então CQ(g) = {g,g;}, CP(g) = {g} e

CP(g3) = {g3}, isto é, a ((2 - classe de g se divide em duas F - classes. Se q = 3 (mod 4),

e«tão g« l(mod 4). Portanto, CQ(g) g:}

(iii) Seja r Temos que CQ(g) = {g,g;,gS,g'}. Quando q = 1 (nzod 4), então

CP(g) {g}, se q = 1 (mod 8), e CP(g) g'}, se q = 5 (mod 8). Poitaiito, Ca2(g) se

divide em pelo menos duas F classes.

Quando q = 3 (m,od 4), então CF(g) se q = 3 (m,od 8) e CP(g)
q = 7 (mod 8). Portanto, CQ(g) se divide em pelo menos duas F - classes.

(iv) Suponha ?' > 3. Então CQ(g) = {g,g;,. . .,g'' :} e CP(g) . . ,gç*''}, onde

k é o menor inteiro positivo ta] club gç' = g. Como q'(4) = 1 (mod 2'), e o(@) é o menor
inteiro que satisfaz isso, então k = o(©). Em particular, É $ 2''2, pelo Lema 1.4.1, assim

k < 2''' e existe g' C CQ(g) CP(g). Temos CP(g') ,g'', . . . :g'''''l: onde J é o menor

natural tal que g'ç' - g'. Assim, sq' = s (mod 2') e, como s é ímpar, ql = 1 (mod 2'). Logo,

Z = o(@) cinto, a F - classe de g tem o(©) elementos e CQ(g) é a união de IUa, : <#>l

F - classes. Note que se q = 3 (mod 8), então, pelo Lema 1.4.1, o(?) (7rzod 2')

Portanto, Ca(g) se divide em 5;::i = 2 F - c]asses. []
l7

Proposição 1.4.1 Seja G = <a> um grupo cíclico de ordem 2"'. Se nz = 1, erztão, para
q aZquer c07po F, ezàsiem d7i.n.s F- c/esses ern G. Se m > 1, o ltúm.ero de F c/esses (Ze Gé
m + l se F = (Q e é rezo menos 2rrz 1, para qualquer corpo ./inato F. Este número máhímo

é obtido se F tem ordem q = 3 (m,od 8)

Demonstração: Claramente temos CP(1) = { 1}, para qualquer corpo F. Se m = 1, então

G = {1, a} e CF(a) = {a}, pois a' = a, se s é ímpar, isto é, sempre existem duas F - classes

em G. Seja m > 1. Se { é ímpar, então a: C CQ(a), a Q - classe de a = a''. Se á é par, então

escreva ã = 2á'.ãi, com {] ímpar. Então, pata todo .j ímpar, temos (a:)j = a'''-:-J com ái..j

ímp'r. Assim ": C CO l«':' 1. Disto seg«e q«e as (QI - 'passes de G c-sistem d-s p'tê"ias
ímpares de a2', com 0 < { < m, e temos

Co - CO («) - {«, «', «', «',



'- -'»(«D - {«',«',«:',«", ,«'''' :-''}
', - '~ («l - {«',«",«",«", ,.'''" '-:'}

': - '~(«':) -l-.'';«;''', "'-':,.''':,

'«-; - '« («''";) - {«'" ;, «;'' ;,.;'' ', .''" '}
'- , - '« («'"'') - {«'''',«''''''} - {«'' ',«'"':..'"':}

'«-: - '. («'":) - {«:": }

C« - CQ («'") - {l}.

As duas últíliias Q - classes são claiatnelite F - classes, pala qualquer corpo F. Assim, se

F = Q, existem m + l F - classes. Se F é um corpo finito e q = 3 (7rzod 8), então, pelo Lema

".'.' oo, '« («''" ') - ', («'"''), -.:; «''" ' '':« .:-.:« ,'. -.- -'-. '*-., ..'. '.:«»
1.4.2, todas as outras Q - classes se dividella em pelo menos duas F - classes, resultando num

tota[ de pe]o menos 2.(m 2) t3 = 2m ] F- c]asses. []

Corolário 1.4.1 SoZ, as hipóteses da Proposição /..4..Z, no caso em que q = 5 (m.od 8), o
ntímero de F classes de FG é 2m.

Demonstração: Precisamos verificar que cada uma das primeiras nl} l (Q classes da

Proposição 1.4.1, se divide em exatamente duas F - classes. Pelo Lema 1.4.1, que q tem

ordem 2''2 (mod 2') e assim cada uma destas Q - classes se divide em IU2' : <i7>1 = :5;:5 = 2

F - c]asses, pe]o Lema 1.4.2 (iv). Portanto, temos exatamente 2m F - c]asses em FG. []

r

1.5 Resíduos Quadráticos

Os resultados e definições desta seção, podem sei vistos em j15, capítulo SI. Seja Fç um

corpo finito, onde q é uma potência de um primo ímpar p. O nosso objetivo é utilizarmos
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os resultados aqui citados para concluirmos que, se q = 3 (mod 8), então 2 é um quadrado

em Fç e que, se q = 5 (mod 8), então l é um quadrado em Fç

Definição 1.5.1 r'ara p um pomo ripar e a urn amieiro não dãuász'ueZ por p, de$nãmos o
SúnóoZo de .Legerzdre 1 =-- 1 por

P

raX 1 1, sea éumresídHO quadráíáco nzódulop

\.P,/ 1 1, se a rzão é wm resíduo quadrático móduZop.

Teorema 1.5.1 0 Sálnbo/o de Legerzdre é urna /urzção compZeÍamente muJÍip/àcatãua de a,

isto é

(;) - (;) (;)
para a e b inteiros não divisíveis por p.

O Teorema 1.5. 1 nos diz que o produto de dois números que nao sao resíduos quadráticos

é um resíduo quadrático.

:teorema 1.5.2 Para p um primo ílrzpar, temos

« p = 1 (mod 4)

;e p = 1 (mod 4).

Teorema 1.5.3 .f'azu p ün7z pomo Ímpar, temos

/2\ l l, ..p = ::1:1 (mod 8)

\P/ l l, ..p = :L3 (m.d 8).

Definição 1.5.2 r'ara um amIeIro posáÍãuo a reZaZáuarrzenie primo com o inteiro álnpar n

pf:p;' . . .p7' o ,Süpéelp de Jçlçoéi, denotado por 1111 , é de$nãdo por;

onde os símbolos à direita da última igualdade são Símbolos de Legeltdre.

[=] :
al a2

a. a
a2a]

'l'eorema 1.5.4 (.,/ bÍtn/)o/o (7e Jacoóz satzs/a.z

07Lde n. é um inteiro ímpar e posit'iuo.

: - (--1)(" 1)/2
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Problema 1.5.1 Se n é um inteiro ímpar e posàtãuo, então

--l - (-1)("' ')/8
l n l

Esse Problema 1.5.1 encontra-se resolvido em j15, Problema 5.2: p.1131.

Cloln base nestes resultados, mostraremos que em Fç, onde q = p' e p é um primo ímpar,

-2 é um resíduo quadrático módulo q se q = 3 (mod 8) e l é um resíduo quadrático módulo

q, se q = 5 (mod 8)

Temos, pelo Teorema 1.5.2, 1 ---: 1 = --1, isto é, --l não é um resíduo quadrático módulo
\ P J

p e, pelo Teorema 1.5.3, temos 1 1 1 = 1, isto é, 2 não é um resíduo quadrático módulo

resíduo quadrático módulo p, se p = 3 (mod 8). Para concluir, vamos avaliar o Símbolo
de Legendre considerando-o como Símbolo de Jacobi, para que possa-mos utilizar o fato de

que este símbolo tal-nbém satisfaz a lei de Reciprocidade Quadrático. Pelos Teorema 1 .5.4 e
Problema 1.5.1 temos

Logo podemos afirmar:

p. Portanto, pelo Teorema 1.5.1, ;

;;

;)- :..-:'-«,.,;;:« :'""

J - (--1)(ç ])/2 ( 1)(ç' i)/8 :: (--1)(ç i)(q+s)/8 :: l.

P

2

q

Lema 1.5.1 Se q = 3 (Trzod 8), então 2 é um quadrado módulo q.

Sabemos, pelo Teorema 1.5.4, que l--l = (--1)(ç-:)/2 elatão se q = 5 (mod 8) segue

(T) - [1] - «.

Assim, podemos concluir:

Lema 1.5.2 Se q = 5 (mod 8), então 1. é ulrl quadrado módulo q

Lema 1.5.3 Se q = 7 ou 9 (7rzod 16), então 2 é llm quadrado módw/o q

Demonstração: Pelo Problema 1.5.1, temos lz = (--1)(ç'-i)/8.

q = J:l (mod 8), temos

Assim, se

(;) - [:] - *.
Portanto, 2 é um resíduo quadrático módulo q. D
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Lema 1.5.4 Se q = 9 (mod 16), então 2 é um quadrado módulo q.

Demonstração: Pelo Lema 1.5.3, 2 é um quadrado módulo q. Como l -= l

pelo Teorema 1.5.1, então
7

2

( 1)(ç i)/u

[T] ;] [;] - «.q

Logo 2 é um quadrado módulo q. D

Observação 1.5.1 Segue do Lema Z.S.q, gue se q = 9 (mzod 16), então Fç possuí uma jazz

oitava prãmát ua da unidade.



Capítulo 2

Uma Família de Códigos Cíclicos de

FçC2«

Neste capítulo exibiremos uma família de m t l idempotentes na álgebra de grupo FG,

quando G é um grupo cíclico de ordem 2" e F uni corpo finito de característica ímpar.
Também determinamos a distância mínima e a dimensão dos códigos cíclicos que são gerados

por esses idempotentes. Esses resultados foram obtidos por Pruthi j131, usando métodos
polinomiais. Os mesmos idempotentes são obtidos aqui, de um modo talvez mais natural,

usando Teoria de Algebras de Grupo. Isso nos permitirá determinar a dimensão e a distância

mínima, de uma forma mais silnp]es do que ein j13). A]ém disso, será possível explicitar ulDa

base para. tais códigos, o que não a.conhece em j131.

Considere G = <a a2'' = 1> o grupo cíclico de ordem 2" gelado poi a, e seja F uin

corpo íinit.o com q elementos, sendo q uma. potêílcia de um primo tal que rrzdc(q, GI) = 1.

2.1 Cálculo dos Idempotentes

Seja H um subgrupo do grupo G. Considere

Ê-úE"

12
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Como HI divide IGI e mdc(q, IGI) = 1, segue que H está bem definido. Claramente H é um
idempotente de FG

Lema 2.1.1 Sega G = <a> m grupo cícZáco de ordem 2', m ?l C'onsádere

G = GoD Gi] D G..

a carte íz desce7zdemte de fados os subgmpos de G, 07idc Gi = <a''> e IGil i. -Então os

elementos eo = G e ei = G{ Gi l com l $ ã $ m, /oz'mam llm cona?trio de ãdempotentes

dois a does o ogonaás deFG ZaZqueeotelt...+e,. = 1.

Demonstração: Primeiramente, observamos que se l $ ã $ .j, então G{ 3 Gf e assim

lü=«1 1úx«l -ü ', =«-':« -'
Precisamos verificar que estes elementos são idempotentes. Temos

l
g

cl gCG ' -Ú EÜQ -ÚEê - ' - '.
Analogamente,

eiei=(Gi Gi-i)(Gi--Gi-i)=GiG{ GiGi-l Gi-iGi+Gi tG{ l

Gi Gi l Gi i+ Gi 1 = G{ G.i 1 = e{.

Seja á 7é .j e suponha, sem perda de generalidade, que { < .j. Temos

...-''\ ..--'''--. ...--\ ...---'\ ...--'''--. ..-'\

eiej=(G{ Gi-l)(Gj--G} i)=GiG:f GiG.Í l Gi-iGj+G{ iGj l

Gi Gíi Gi+ G{.i= 0.

Temos ainda

.o.: - G(G: G: :)- GG: GGí.:= G G =0

Assim, estes são idempotentes dois a dois ortogonais de FG.

Da expressão destes idempotentes, temos

eo+ei+ .+e«.=G+(Gi Go)+(G2 Gi)+...+(G. G., i)=G.=l
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D

O idempotente eo = G é dito o ãdempotenie práricápa/, e ele é primitivo. Isto segue do

fato que FGeo = F, donde eo é indecomponível em soma de outros dois idempotentes.

2.2 Dimensão e Distância Mínima

Considere os idempotentes do Lema 2.1.1. Sejam 1{ = FG(ei), cona 0 $ ã .$ nt, ideais

de FG, isto é, seus códigos cíclicos. O nosso objetivo é deteiininai a dimensão e a distância

mínima de li, para cada ã = 0, . . . , m.

Lema 2.2.1 Soam 1{ = FG(ei), com 0 $ á $ m, àdea,ís de FG, orzde ei são os idernpoíeníes

do Lema, 2. 1. 1. Ente,o

dám.(lo) ::: 1, m(lo) = IGI = 2'

(Zám(li) 2: : êw(li) :+:, l$ã$m.

Demonstração: Note(lueparali = FG(ei), coma = 1,...,m, temosei = G{ G{ l, onde

Gi é um subgrupo cíclico de G de ordem 2'"'i tal que G/Gi é cíclico de ordem 2{ e Gi l é o

único subgrupo de G tal que IGí 1 : Gíl = 2

Se G = <a>, então Gi = <a2'>, onde

ora':\ -- o(a) 2"
''' ' mdc(o(a), o(a:'':)) 2:)

(1 «'' ')ã;-(i «': ')(e:+ã:-\)-(1 «':'')e:Cl:.

Co.no a2''' çl G{, é claro que suRF((l a':':)Gi) = Giba':''G{ e o peso deste elemento

é w((l -- a::'')Gi) = 2.ICí = 2.2"': = 2" :+:. Assim, w(li) $ 2" :+:. Como G =

GíúaGiU. . .úa2' iGi, pois {l,a,. . . ,au' i} é um transversal de Gi em G, temos que todo

elemento de FG pode ser escrito da seguinte forma

a - ) ' aíaj, cona a{ C FG

2t l

0J

INote qu(
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Agora se g/ C Gi, então 3/ = a''', com s C N. Assim, lyei = a'2'(G{ Gi l)

a'2:Gi-i = Gi-- GÍ-i = e{. Logo, aje{ = Aje{, onde kj C F e 0 $ .j $ 2i l.

Como l{ = (FG)ei C (FG)Gi, então um element.o 0 / ' C (FG)ei = li pode ser escrito

da forma

(ko + k:« + -F k2: ia'' :)Gi, com kj C P,.j = 0,

Como ' :/ 0, temos pelo menos um coeficiente kj # 0. Mas, se 'y

G{ C (FG)eá, uma contradição. Logo, pelo ]nenos dois coeficientes kj, kj' são não nulos para

todo "y C li e, assim,

kjaJG

w(1{) = 2jGi = 2": :+:, para á 1,

Note que Gi = G{ 1 + e{ e que Gí ie{ = 0, assim (FG)Gi = (FG)Gi-i Q (FG)eÍ. Assim,

dãmp((FG)ei) = dámp(FG)Gi dãmp(FG)Gi-i. Temos (FG)Gi B F(G/G{), pelo Teorema

1.1.1, logo

dámp((FG)ei) «upFJG/Gil dimpFJG/Gi-ll (2.1)

e, claramente,

dãmFFJG/Gil :: C/Cil e dámFFJG/G{ il :: IG/Gi-il

Portanto, segue da equação 2.1 que

.Zá«.,(1:) - dim,((FG).:) oi-l

Ainda, uma base para lo = (FG)eo = (FG)G = FG é G e, portanto,

dãrrzp lo ;:: l

Como todo elemento de in é um lr)últiplo escalei de G e w(G) = IGI, temos

«,(lo)

D
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2.3 Base

Consideremos os ideais li = FG(ei) de FG, onde

- s;J;;:o «''': -'-«': '' : --.,:*: + a2' 2: a2" 2:':),

para l $ { $ m, e

.. - õi - io + « + «' + . . . ' «'''u.
Como (FG)eo = (FG)G B F é de dimensão 1, segue imediatamente que Bo = {eo} é uma

base de lo.

Já sabelalos que dãm(li) = 2i'' , para l $ á $ m, pelo Lema 2.2.1.

Em l5, Proposição 2.21, se exibe uma base para ideais semelhantes aos aqui estudados.

Entretanto, os elementos da base que exibimos a seguir, diferent.e dessa, têm uma expressão

mais simples.

Proposição 2.3.1 Soó as Aãpóíeses do Lema á?.2..7, o conjunto

Bi ::= {e{, aei, (z2e. , a2: :':eÍ}

é uma base uisz'ueJ de 1{, para l $ { $ m

Demonstração: Para provarmos este fato, veremos que os elementos de B{ têm suportes

dis.juntos e, assim, são linearinent.e independentes.

Note que cada elemento de Bi é da. forma

U' /,n .2i'l . .2Í .3.2{'l . .2Í+l
ã=:;n-(l "' ' + a*' - «'

com 0 $ Z $ 2i-: 1, e que se Z # k, surf(a'e{) c a'<a': '> e surf(a*eí) c a*<a':''>. Seja

'" C ".7,p(a'ei) n .upp(a'.i) - -,'<«':':> n a*<a':':>, co:n J # k. E«tão

/
a.ze{ = +a2' 2: a2 2 ),

Z =: Q,Z+r.2i'i == Ú,k+s.2i'i

Logo

.'-*+(, o': ' - 1 ::::+ 2" l (z É+(, .) 2:' : )
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como z' ' l z''', Isto implica que

2:': 1 ({ k)

Mas 0 $ Z, A $ 2:': 1, logo Z k = 0, uma contradição. Assim, surf(a'ei) nsupp(a*e{) = çi
e, portanto, o conjullto B{ é linearmelate independente

Como Bi = 2{ ] , ente.o B{ é uma base de 1{, para l $ á $ m.

Podemos iiotai também, que todo elemento de Bí tem peso 2" {+i = Gi-il = m(1{), logo
a base B{ é x,isível e, particularmente bem comportada, pois todos os seus elementos têm

todos o ]nesmo peso que é exatamente o peso do ideal gerado por B{. n



Capítulo 3

Idempotentes Primitivos em FçC2«.

Em todo este capítulo, F deiiotaiá tlin corpo com q cleinentos, sendo q uma potência

de um primo ímpar p, G = <a l a2" :: 1> o grupo cíclico gerado poi a de ordem 2" e

FG a álgebra de grupo correspondente. O nosso objetivo é determinar os idempotentes

primitivos de FG, isto é, os idempotentes geradores dos ideais minimais de FG, o peso do

código correspondente a cada lun deles, a dimensão desses ideais e, mais ainda, de cada um
deles exibiremos uma base.

Como veremos, temos quatro possibilidades a considerar: q = 1 (mod 8), q = 3 (mod 8),

q = 5 (mod 8), ou q = 7 (77zod 8), pois, em cada um destes casos, a ordem de q (mod 2")
bem como o número de componentes simples de FG é variável, o que modifica o cálculo dos

idempotentes.

Os casos q = 3 (mod 8) e q = 5 (mod 8) apresentam regularidade suficiente para nos

pernaitit fazer uma discussão completa de cada um destes casos. Já nos outros dois casos,

isto não ocoiie e nos limitaremos a ilustrar estas situações com exemplos particulares.

Seja 0 uma raiz primitiva 2"'- ésiina da unidade enl unia extensão de F. Então, pelo

"Teorema de Brauer", para característica p # 0 l9, Corolário 9.15, p.ISll temos que F(0)

é um corpo de decomposição pala G e os caracteres iiiedutíveis de G sobre F(0) são as
aplicações

x:: G H F(0) cnm 1 < á < 2'"
aJ : ; 0''

18
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É bem conhecido que os idempotentes de F(0)G são da seguinte forma

.: - íl >1:x:Wx:Ü Dg - Ú >: @D'«',
scG " j-O

com 0 5; ã $ 2" 1 (veja li0, Teorema S.l.iil). Como F é finito, GaZ(F(0) : F) =< a >,

isto é, é cíclico gerado pelo automorfismo o- : F(a) --, F(0) definido por z ---' zq. É fácil

ver que se z = 2": 2 = IFç(0) : FI, então o(o-) = r. Além disso, os idempotentes primitivos

de FG são da forma ei + o-(ei) + . . + o-'' '':(ei), pelo l2, Teorema 70.151

Aplicando este método seria possível detciminai os idempotentes em função de 0. Porém,

nós vamos dar expressões gerais (independentes de 0) para esses idempotentes utilizando

outro caminho, inspirado pelos idempotentes determinados a partir da estrutura de subgru-

pos de G, obtidos no capít.ulo anterior.

2": l

3.1 Caso q = 3 (m.d 8)

Suponha q = 3 (mod 8). Neste caso, o número de componentes simples de FG é 2m, l,

pela Proposição 1.4.1. Além disso, 2 é um quadrado em F pelo Lema 1.5.1. Assim, seja
a C F um elemento tal que a2 = 2. No próximo resultado temos explicitados todos os

idempotentes primitivos de FG, para q = 3 (mod 8)

Proposição 3.1.1 Sejam F um corpo com q eZemenlos, sendo q ama potência de um pomo

íl'lzparp taZ que q = 3 (mod 8) e G :: <a au"' :: 1> o gr'upo cíbZáco gerado por a de ordem

2m . Os etevnevttos

l a+a2 ... a2"' 1

2" '
l a2+a4 ... a2" 2

2"i-i

(1 + «'' + . . . + «''-'')(2 + a« + a«;)

u ,l
(l + a:' + . . . t a''''')(2 - aa - aa;)

2m -- 2

.; - (l

.l,- (i
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.. - (1 - «8) (l + "'' +

.: - (1 - «') (l t "'' t

+ «'' '')(2 + a«' + a«; ')

2m l '

+ «'' '')(2 a«' .««;-')
2": l '

..:-o ) ' '''''--,«'"''+'-«;'''),

cl,... - (l a2" ') I'+ a '':)(2 aae"'' --aa;2"')

..-o-«,,«-)Ç+eeTIJ"';'' ,)

.;,, - O - «,'- ) P 'Ea2m', .:.;'' l
/Olham uvrl conjunto completo de idempotentes prãmitiuos de FG

Demonstração: Claramente co, ci e ce são idempotentes dois a dois ortogonais, pois eles

coincidem com os idempotentes do Lema 2.1.1.

De um modo geral, podemos escrever os idempotentes cj e clÍ, com.3 $ .j $ ?n, da seguinte
forma

(1+«'' + ... +«'' '')(2+a«'' ; +'-«;'' ;)

2nl--j+3

.C-O .,, )o"p''---2m.np -'' ; ".:'')'J \' " / 2m j+3

Os elementos cj, com 3 $ .j $ nr}, são idetnpotentes, pois

.} - 0 «, -l' e??JeT'=21;11J -''' '' «"'')

(: '')(«--«'* *«:" ')(:*-''*..;';):
(: «''--«' «;":-'-""" "'-'- --"''-, .'"'')

22m 2j+6

(« --«" -- -'-«''-')(,---''; ---;' 'y
:(« «''--«' "':--«"" "':-- --"'"" .,«-'':)

2277} 2.j+6

e.j - (1 «:'':)



o ) o -' "" -'- ''-«'":21:1T:'--''; -'--;'')'
o ) :' ' o''-.'''- '' :=lll'*-" '''--;'')'
o -) o''-""-'- ''-«''''i e-'--TT'T ---;'')'

(«*«'* --«''-')(,--'-' ; ,«" '-'-'.«;''' '«"'' ,.:''')
2m j+5

(: «':--«' .:"':--."' "':-'- -'-.:- " «''-'')
('*'««'' '-,«'' '*-..;.'' : ,.'' ' ,.;''''')

2m j+S

(z3.2j i+(z2j+i (z5.2j i+...+a,2'" 2j (z2" uj'i'l

27" j+S

:' (,---"'' -- ..;'';)
(« «' ')(:--«'-- --«'' ')(,---'';-'-«.;'';) ,

2m j+3 'J'

Analogamente, prova'se que os elementos clÍ, com 3 $ .j $ m, também são idempotentes.

Vamos verificar que todos esses idempotentes são dois a dois ortogonais. Considere ej

e cA:, com .j # k e 3 $ .j,t $ m. Suponha, sem perda de generalidade, que k > .j. Para

provannos que

2"' J

'j.* "'' :)O+""+.-+a2m. '(2-1 .««''';t.««;''';)

o «,'-) o *- «'* -- . . . ''- "'';2í: -- .«'''; -'- ..: :*''' - o,

bastallotatmosque(l+a''+...+a'' '').(l a''':) k i?.j.
Isto segue do fato que a2' '.(l+a''+...+a'" '') =(1 +a'' +...+a'" ''). Portanto,

ej e cj; são ortogonais, pala todos .j # k. Analogamente conclui-se que €1f e eÍ; e ej e cÍ; são
ortogonais para todos .j # k.

Notequeco.cj = 0 ec..cj pois(l a.'' ').(l+a+a'+...ta''" ') = 0, para

3 .$ .j $ m. Temos ainda cl.cj :::; 0 e ci.c' = 0, pois

(1 «'' :).(1 «+ «'
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l a+a2 .+a2j l i+l+. -a2" 1 a2j :+a2j :+l .+a2'" i--l+a. .+a2j :--l 0

Ainda c2.(j -: 0 e c2.cj :: 0, pois

(1 «'' ').(l «' t- «'

l a'+a' .+a2j l l+2t. a2"-2 a2' :ta'' :+2 .+a2"' 2 lta2 .+a'' ' = 0

Agora

', .; - 9;;Jm (« :y (: --«'' -- ..-'-«'" ''y
(4 2aa2j 3 2a:czs.uj 3+2cl(z2j 3 (x2a2j 2 c12(z2j'i+2cl(l3.2j 3 a2j l (x2a3.2j 2'l

@z« (« «' :y(«-««'-- -' .''-'y('--'«' '-'-,«" '--:«;' ')
@àM(: ':y(«--«'-- -' «''-'y(,--«''')(:--.'':)

Como(1 «''':).(1+«'''')- 1 «'' e(1 «'').(1+«2'+. .-t-«'" '')-0, seg«eq«e
c.í.c; :: U.

Assim como no Lema 2.1.1, cada par de idelnpotentes ortogonais cj e c;, com 3 $ .j $ n7},

é tal qite ej + c = ej = Gj Gj i. Portanto a soma de todos estes idempotentes é igual a l.
Eles são primitivos, pois existem exatamente 2m l idempotentes nesta família, o mesmo

número de componentes simples de FG, peça Proposição 1.4.1. []

O nosso objetivo agora, é determinar a dimensão e a distância mínima (ou peso) dos ideais

miniinais de FC2m que são os ideais descritos de uma das seguintes foiinas: l{ = (FC'2m)c{,

ã = 0, 1,2, Jj =(FC'2m)cj, ou Lj =(FC2«)cj, com .j = 3,. ..,m.

Proposição 3.1.2 Sob as /tãpóteses da Pro/)osãção 3.].], cozlsídere os àdeízãs 77tárzàzrzaãs l{ =

IF02« )ci, com á = 0, 1, 2. Então.

(i) dám(1:) - 1 . ««(1:) 2"', /)rira { = 0, 1;

(ii) dám(12) = 2 e w(12)

Demonstração: Podemos obseivai que os idenipotentes ci, com ã = 0, 1, 2, coincidem com

os idenapotentes do Lema 2.1.1 e, portanto, os resu]tados seguem do Lema 2.2.1. []
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Proposição 3.1.3 $ob as hàpóÉeses da Proposição 3. Z..7, considere os ideais mánámaãs Jj ::

(F(72« )cj, com 3 $ .j $ m. Então

dázlz(Jj) ? 2j 2 e

m(Jj) $ m(cj) = 3.2' j+'

Demonstração: Mostiaiemos que, pala .j ' 3, . . . , m,

Bj ;:= {cj)acj,cz2cj (z2j'3 lcj,a2Í 2c.f (z2j 2+lcj,(z2j'2+2cj . . (z2j'2+2j 3 lcj}

é un] subconjunto linearmente independente de Jj e, portanto, teremos dám(Jj) ? 2j'2. Para

provarmos este fato, veremos que os elementos de B.j têm suportes disjuntos e, assim, são
linearmente independentes.

Note que cada elemento de Bj é da forma azcj ou a2j''+kcj, com 0 < Z, k $ 2j'3 l,

' que surf(a:cj) C a'<a''';> e supp(a:' ''*cj) C a'' :'k<a'' ;>. Seja z C upp(a'c.j) n

supp(a''''*À'cj) :: a'<a:'';> n a:' '+*<a:' '>, com Z :/ k. Ent.ão

Z+r.2j .2j +k+s.2.j'3z := a,' ' ' '' == a,

Logo

a(Z-k)+(' s+2)2j ; :: 1 ::::>2" l(Z k)+(r s+2)2j 31

Como 2j'; l 2'', te:nos que

2j'; 1 (/ k).

Assim, Z A :: 0, pois 0 $ Z,h $ 2j 3 1, contradizendo a hipótese.

Portanto, surf(azcj) n supp(a''''+tcj) e portanto o conjunto Bi é linearmente inde-

pendente, o que implica dãm(Jj) ? 2j'2; para. cada .j = 3, . . . , m.

Finalmente, para 3 $ .j $ m, como cj C Bj e m(ej) = 3.2"' j+', temos u/(J:j) $ 3.2"' j+"
n

Proposição 3.1.4 Sob as /}àpóteses da Proposição 3.-í.], considere os ideais mánámaás Lj ::

(FC2« )c;, com 3 $ j $ m. -Então

dám(bj) 2 2/'' e

w(bj) $ to(clÍ) = 3.2" j+:
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Demonstração: A prova é semelhante à demonstração da Proposição 3.1.3, trocando-se

Lema 3.1.1 Sob as Aápóíeses da Proposição 3.].], e considerando Jj e Lj, como nas
Proposições 3.1.3 e 3.í.4, para 3 $ j $ m, temos

dãm(Jj) = dim(Lj) = 2j'2

Demonstração: Notemos o seguinte:
2 nt

}:dãm(L)+ll:(cZám(Jj)+dãm(Lj)) 2 1+1+2t2.(2t4t t2" ')
{-oj-3

Portanto, vale a igualdade, e podemos concluir que dãm(J.j) = dám(Lj) = 2j'2. n

Coi'ovário 3.1.1 .Sob as Aãpóteses da Proposição 3.].], os cor%juntos

Bj ::= {cj)(zcj,(z2c.j a2j 3--lc.f,(z2j 2c.j (z2j 2+lcj,(z2j 2+2cj .. (l2j 2+2j 3 lcj} e

Bj:: {cj, acj, a2c;, . . . ,a2j ''lcj, a2j''cj,a2j''+lcj, a2j''+2c/, . . . ,a2j''+2j'3 lc/ }

são bases uãsz'ueás de Jj e Lj, respectãuamenle, e

w(J:j) = m(Lj) = 3.2" j+:

Demonst;raçãcc Segue do Lema 3.1.1, que Bj e B; são bases de Jj e Lj, respectivamente.

Ainda, como os elementos de Bj e B; têm suportes disjuntor, respectivamente, t.emos to(z) ?

3.2"' j+:, para todo z C Jj ou z C Lj. Assim, m(Jj) = m(Lj) = 3.2" j+:. Como todos os

elementos de Bj e de B; têm o mesmo peso, que é igual ao peso do ideal, resulta que estas
bases sao visíveis. []

3.2 Caso q = 5 («.od 8)

Suponha q = 5 (mod 8). Neste caso, pelo Corolário1.4.1, o número de componentes

simples de FG é 2m e pelo Letna 1.5.2, 1 é um quadrado em F. Assim, se.ja Q C F um

elemento tal que a2 = 1. No próximo resultado temos explicitados todos os idempotentes

ptiinitivos de FG, pala q = 5 (mod 8).
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Proposição 3.2.1 Sejam F um corpo com q e/ementas, sezzdo q uma Falência de um pomo

íh'ripar p taZ que q = 5 (m.od 8) e G :: <a l a2": ;::: 1> o grupo cíbZáco gerado por a de ordem

2m . Os e\eTíteqtos
1 + a + a2 + . . . +a2'"i

2"
l a+a2 ... a2"' 1

c- -- r]'z

c' -- r]
'2 \' "/ 2m '

(1+ «'+ «:' + . . . + «'"-';)(1 + a«')
t3 = Li

c' r] a4\'3

,«-,~(1 +«'' '' :)(1+a«'"';)

.{,..:-o i": ''T'm:««'")

.. - o - «'' )ÇLt:f-.),
.í,. - (1 - «'"'') (l - a«'" ')

fomnam 'üm covÜunto completo de {dempotentes primitivos de FG.

'., « - (l «'

Demonstração: Claramente temos club co e ci são idempotentes dois a dois ortogonais,

pois eles coincidem com os idempotentes do Lema 2.1.1.

De um modo geral, podemos escrevem os idempotentes cj e clí: com 2 $ j $ n7}, da seguinte
forma

.. - O q+":' +...+«'n.aÜO+««'''l .
' 2nz j+2 '

.;- O .,' )q+«'l+...--«'m.2)O ''')
Os element.os cj, com 2 $ J $ m, são idempotentes, pois

(« «'' ')'(: *"'' * ''' \=::?'(" *««:''')'
2

eJ
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(« «''') (« --«' -- -- «'" ')
.;":--"'"' .;":* *«'" " "'" '':)(«---'

22m. 2j+4

(,--«' -- --«'' ') («---' 'y
+ci2j a3.2j i+(z2jFI (z5.2j i+...+c&2'' 2j a2" 2j'l'l

22m. 2J+4

(, ««' « «"'" ') («.-' 'y
(« «"'') (« --«' -- --«'"-')

l (Z2j'i + C12j
{ y

22m 2J+3

(« «'' ') ('*«''' \r=2'("*««'' :)'

r1 + 2aa2j'' a2j--)
2m. j+3

o ':--"" '''""'l.:'"''-'- ''-«'"'' , o---' l
(: ':)(:--«'-- --«'' ')(«---'':) ,

2in j+2 'J'

Analogamente prova-se que os elementos c;, para 2 $ .j $ nl}, são idempotentes.

Van)os verificar que todos esses idempotentes são dois a dois ortogonais. Considere cj
e ck, cona .j # k e 2 $ .j,t $ m. Suponha, sem perda de generalidade, que k > j. Para

provarmos a igualdade

.j.* -(1 - "'''')(l t "'' t . .. t dm.2')(1+ '«""'')



27

0 )U"'-' ' ta2'"m+««'''l..,
bastanotarmosque(l+a''+...+a'"' '') (l a'* :)=0,poisa l?.j.

Isto segue de a'~ :.(l+ a'' +...+a2" '') =(1 +a'' +...+a:' :'). Portanto, cj e ce

são ortogonais, para todos 2 $ .j # k $ m. Analogamente, conclui-se que cli e ci; e, c.j e cÍ;
são ortogonais para todos 2 $ .j # k $ m.

Note que co.cj = 0 e c..cj = 0, pois(l -- a''':).(l + a + a' +. . .+ a'"-') = 0, para todo

2 $ .j $ m. Temos também ci.c.j = 0 e ci.c; = 0, pois

(1 «'''').(1 - «+ «'

l (Z+(l2 ...+(Z2j l (Z2j l+lt... (Z2" 1 (Z2j i+(Z2j i+l ...+(Z2'' 1 l+(Z ...+(Z2j l l::0.

Temos ainda

'.;-@Am(« «''y('--«'-- --«'-'y(« ''*-'' «'«':)

®à-(« «' 'y(:--«'-- --"'"-'y(,--«'':)

Como(1 «'' :).(1+«'''')-1 «'' e(1 «'').(1+«''+...+-.'" '')-0,seg«eq«e
c{.cC = 0.

Cada par de idempotentes ortogonais cj e c;, cona 2 $ .j $ m, é tal que cj + cj = ej =

G{ GÍ i, assim como no Lema 2.1.1. Portanto a soma de todos estes idempotentes é igual

Eles são primitivos, pois existem exatamente 2m idempotentes nesta família, o mesmo

número de componentes simp]es de FG, pe]o Coro]ário 1.4.1. []

a l

O nosso ob.jetivo apoia, é deteiirlinar a din)etisão e a distância mínima dos ideais minimais

de FC2,« que são de ullla das seguintes formas: li = (Fiam)c{, ã = 0, 1, Jj = (FC:2m)cj ou

Lj = (FC2« )c;, com .j = 2, . . ,m

Proposição 3.2.2 Sob as Aãpóteses da Proposição 3.2..7, cozzsãdere os deaãs mínámaás li =

(FC2«).:, coma- 0,1. Bata., p««{ 0,1,

dám(1{) = 1 e (li)
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Demonstração: Podemos observar que os idempotentes ci, com á = 0, 1, coincidem com

os idempotentes do Lema 2.1.1 e, portanto, os resultados seguem do Lema 2.2.1. n

Proposição 3.2.3 Sob as Aàpóteses da Proposição 3.2.7, corisãdere os {deaàs mànámaÍs Jj =

IFC2« )cj, com 2 $ .j $ m. .Então

dãm(Jj) 2 2j'2 e

m(Jj) $ to(ej) :: 2" 'j+u

Deialonstração: Mostiaremos que, para .j - 2, . . . , m,

Bj ;:= {cj)(zc.j,(i2cj (z2j 3--]cj,(z2j'2cj a2j 2+]c.j,(z2j z+2€.j (z2j'2+2j 3 ]ej}

é um subconjunto linearmente independente de J.Í e, portanto, dãm(Jj) ? 2j 2. Para provar-

mos este fato, veremos que os elementos de Bj têm suportes disjuntos e, portanto, são
linearmente independentes.

Note que cada elemento de Bj é da forma azcj ou a2j''+kcj, com 0 $ Z,k $ 2j's l,
e que .upp(a'cj) C a'<a''';> e supp(a:' '''.j) C a''''+k<a''';>. Seja z C upp(a''j) n
surf(a'' '''*cj) = a'<a''':> n a'' '+*<a'' '>, com Z # À;. Então

:Z; :: Q,Z+r.2j'3 :: a,2j +k+s.2j

Logo

a(z k)+(' '+2)2j'' ;: 1 -::> 2" l l(Z -- k) + (r s + 2)2j'31.

Como 2j'3 l 2"', temos que

2j ' l (z k).

Assim, J -- k = 0, pois 0 $ Z, k $ 2j 3 1, contradizendo a hipótese.

Portanto, surf(azcj)nsupp(a'' '+kcj) = 0 e daí o conjunto B{ é linearmente independente,

o que implica que pata cada .j = 2, . . . , m, tem-se dliTrl(Jj) ? 2j 2

Finalmente, como cj C Bj e m(cj) = 2"'j+', temos w(Jj) $ 2'"'j+'. n

Proposição 3.2.4 Sob as Aãpóteses da Proposição 3.2..Z, considere os ádeaãs mãnãmaís Lj ::

IFC'2« )elí, com 2 $ .j $ m. Então

dárrzr1.) > 2j 2 e
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w(Lj) .$ m(cj) :: 2" j+2

Demonstração: A prova é semelhante à demonstração da Proposição 3.2.3, trocando-se

Lema 3.2.1 Sob as hàpóíeses da F'roposãção 3.2..7, e considerando Jj e Lj, como nas
Proposições 3.2.3 e S.2.,4, para '2 $ j $ in, teTrtos

dárrz(J.j) = dãmz(Lj) = 2j 2

Demonstração: Sotllando as dimensões do ideais, temos

dim(li) + > .1(dÍm(Jj) + dím(bj)) 2 1+ 1+ 2.(1+ 2+ . + 2" ') = 2" = dãm(FG).

Portanto, vale a igualdade e podemos concluir que dãnz(Jj) = dim(Lj) = 2j'2.

E
0 2Z J

l l-n.

0

Corolário 3.2.1 ,Sob as hipóteses da Proposição 3.2. /, os corÜurztos

Bj:= {(.j)(ZC.j,(Z2C.j (Z2j 3--lCj,(Z2j 2Cj (Z2j'2+lC.j,a2j'2+2Cj (Z2j'2+2j a--lCj} e

Bj :: {cj,acj,a2cj,...,a2j'3 1 / 2j 'cj,a2j '+lcj,a2j''+2c/,...,a2j '+2j ' le/}

são bases uãsábeis de Jj e Lj, respectivamente, e

«, (Jj ) m(Lj) ::: 2"' 'j+2

Demcmst;ração: Segue do Lema 3.2.1, que Bj e B; são bases de Jj e Lj, respectiva.rJlente.

Ainda, conho os elementos de Bj e B; têm suportes disjuntos, iespectivalnente, t.etrlos w(z) ?

2"'j+2, para todo z C Jj ou z C Lj. Assim, m(Jj) = m(Lj) = 2'" j+2. Como todos os

elementos de B.Í e de B; têm o mesmo peso, que é igual ao peso do ideal, insulta que estas
bases são visíveis. []



3.3 Apêndice

Estudaieinos, em alguns casos paiticttlaies, o nomeio de cotnponentes simples e os idem

potentes primitivos, como anteriormente.

3.3.1 Caso q l (mod 8)

O caso q = 1 (7rzod 8) não apresenta uma regularidade como encontramos nos dois
primeiros casos, pois não é possível explessal a ordetii de q ein função de vn, de modo geral

Exemplo 3.3.1 C'onsádere q = 1 (mod 8), onde q é uma potência de ?lm primo ímpar.
Ternos que Ttã,o há, Kmu 'reg'ülari,ande lln. ordelTL de. q, wtod 2'"

De fato: Considere q = 17 e q = 9. Note que o(17) = 1 (mod 2') e o(9)

isto é, não existe uma expressão geia] da ordem de q pala todo q = ] (7/10d 8), como ocorre

no Lema 1.4.1 para os casos em que q = 3 ou 5 (mod 2").

Vamos considerar o caso particular em que q = 9 (mod 16). Neste caso, obtemos uma

expressão geral para a ordem de q.

Lema 3.3.1 .Se q = 9 (Troa 16), então o(q) = 2"' ; (mod 2"), com m 2 3

Dcirlonstiação: Façamos por indução sobre m7z.

Sem=3,então2" comoq=1(mod8),temoso(q)(9)(mod8)
Ainda, se m :: 4 temos 92''; = 92 = 1 (mod 24) e 92" ' :: 9 # l (mod 24)

Vanaos supor, por hipótese de indução, que 92' ' = 1 (mod 2" i) e mostrar-amos que

9'" ' = 1 (mod 2").
Temos

9'" ; 1-(9'"''y i-(9''''+i)(9'"''' i)

Pelahipótese de indução, 2"'i(92''' 1), e 2(92"' '+1), donde

9'''; 1 = 0 (mod 2")
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Veremos ainda que 92"'' # l (mod 2"'), o que completará a demonstração.

Suponha, por absurdo, 92"'' = 1 (mod 2"). Equivalentemente, 32" ' = 1 (mod 2"), o

que contradiz o Lema 1.4.1, pois a ordem de 3 é 2"'2 (mod 2"). Port.ante, a ordem de q é

Ptecisainos notar alguns fatos sobre o número de coiilponentcs simples de uma álgebra

de grupo neste caso.

Proposição 3.3.1 Seyíz G = <a> um gT'upo cícZãco de arder/z 2"' e g = 9 (7rzod 16). S'e m = 1,

Calão ezãstem anãs F - c/esses em G. Se rn ? 2, o número de F - classes é 4(m l).

Demoilstiação: Se m = 1, o resultado segue da Pioposíção ].4.1. Suponha m ? 2

Considere as (QI - classes da Proposição 1.4.1, dadas por

Co - CO («) - {«, «3, «;, «'

': - '« («a - {«',«',«:',«", ,«''''' '-''}
',-'.(«l - {«',«",«",«", .,.'''' ' :'}

': - '~ («::) , a3'':,a5 2:,a'::, . . . ,a2:.(2"-: 1)}

'«-; - '« («'" ') - {«'" ;,«''" :,"''" ',.''" '}
'«-, - '~ («'"') - {«'"', «; ''''} - {«'"', «:"' «:":}

'« : - '. («'" ') - {«'" '}
C« - CQ(«'') - {l}.

Temos que as duas últimas (QI classes são claramente F - classes e, ainda,

'. («'' ') - {«'' ',«;'" '} ,
', («'"') - {«'"',«''"'} - {.'"'} .
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'- («;'"') - {«;'" '}
isto é, a penúltima Q - classe se divide em duas F classes. Falta verificar que para 0 $ ã$

m -- 3, as outras Q - classes se dividem em quatro F - classes cada. Para { = 0, temos

cF(") - {"'';-':,.::'':,.,:;':,.;,;' ,...,.P- '-n,;-':} - {«' l .j = 1 o« 9(m''i 16)}

C- («:) - {«'''''';, .: ':+3, «: ''+;,.; ,;-'- , . . . , .p'" '-n ,'-'';} - {«' l .j = 3 - ll ("''''Z 16)} ,

C-(«;) - {«'';'',.:''-';,.,':-';,.;,''-;,...,.P- ' U''';} - {«' lj =5- 13 (m.d 16)} '

c-(«') - {«':;'',.:';-''',.:';-",.;,'-''',...,.p--; o:;''} - {«' l .j = 7 - is («.a i6)} ,

isto é, a (Q - classe de a se divide em quatro F - classes. Temos ainda. que cada (QI - classe

': -'.(«') - {«',«:',«'',«'", ,«'"' :-''}, -«--« ' : ' «, ;, «-:~'"'«"
-a..iDt.p- F classes

{.p**O':, .O **n':, .p**O,:, . . . ,.IP- '-D,'--:l':} - {«':: l .j = 1 (m.d 8)}

{.p**q::, .o ;'D':, .p *--D,:, . . . , .[p--' n,;*:]::} - {«' ': l .j = 3 ("''''z 8)},

{.p*'q':,.o**Q':,.p'*q,',. . . ,.lp- '-u,;-''j':} - {«''': IJ = 5("''''í8)} '

{.p*'n':, .O '*n':, .p;*n,:,...,.IP- '-D,;*'j':} - {«':: l .j = 7(m''Z 8)} ,

e isto segue do fato que o(q) = 2"' 3 (mod 2'). Portanto, temos 4(m 1) componentes

simples em FC2«,, para m ? 2. []

No caso em que q = 9 (mod 16), pela Observação 1.5.1, que existe P C Fç uma raiz
oitava primitiva da unidade. No próximo resultado temos explicita.dos todos os idempotentes

primitivos de FG, para q = 9 (mod 16).

Proposição 3.3.2 Sejam F um corpo com q eZemenÉos, sendo q unha potência de um primo

Ílrnpar p ÉaZ qwe q = 9 (m.od 16) e G ::: <a l a2" :: 1> o grtzpo cíclico gerado por a de ordem

2"'. Os eZenze7ztos
1 + a+ au + . .. + a2'" 1

, 1 -- ci+ (z2 -- . . ci2" 1
'''
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',« :-i(,--«'"'')(« . . : ')o--p'«),

';,- :-i(:--«'" ')(« .. «'" '-')o
.:: - !(«(: -'-P«'''; --''«'' ' --";.;'" ') ,
:,-i(: «'"' ') («*';«'' ' ,'"'"''*-.;''' '),
. ; - li(: '-'' ; --,'«'" ' #;.;-'"';) ,
...-li(:(« «:'; ,'"'"''-#.;'"'),

.,: - B.l,.« (« *' :' -'- ... («--'''' ' --,'«'' ' -' p;.;'' ')

.,,- ®l-(« «''*«''*' «:'''*... «'" '')(:*";«'' ' ''«'' '*'":''' :)

.,; - ®:lm(« *' '' --... (: "«'' '--"'«'' ' -p;.;'''') ,

.,«-M:lm(« *' ''-'... (« «'''-''«'' ' p«;''')
para 2 $ j $ m 2, .fomtam uvrl conjuTLto completo de idemT)utentes prim lidos de FG.

Demonstração: Claramente co e co são idempotentes ortogonais, pois eles coincidem com

os idempotentes do Lema 2.1.1. Para concluirmos que os elementos cii, com l $ { $ 4, são

idempotentes, faremos a demonstra.ção para o caso particular de cii. A prova para os outros

elementos é análoga. Temos

.?: - à (« (« -' "«'' ' ' ,'«'" ' -- p;.;'"' ;y -
L(' '')(«--''«'' ;-'-:''«'" '*'';.;''' ' *.'"': :'';-,'.;:"'')
i('---p«'"';---"'"''''-.-'';.:'''' «''" ' '..;'" ' -#:.:'"': '';«''" ;)

cll

O elemento c2«. : também é idempotente, pois

- á (: -- «'" :y (:
á (« * «'" ') (« - «' * «'

a

.,"-'',y (l + p'«y -

'') (i + 2P'« + P'«')
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(« «'--«' «'-- «'':-:--"'': '"--

à:" '(« : :--"'-: «'' :"-- «:' ')
(«+«'"':) («*,P'« «')-

A(«--«'":)(' --'' -- '":''--"'": .'''"--
(2+2P'«) -

«' + «' (i + P'«) - ',--,

\ "

Ú (« * «'' :)' («
Analogamente, prova-se que €3.2m 2 e idempotente.

Falta mostrar que os elementos c.j{, com l $ á $ 4 e 2 $ J $ m 2, são idempotentes.
Faremos a demonstração para cjt e, analogamente, obtém-se os mesmos resultados para os

outros elementos deste tipo. Temos

.3. - 9J':-(' *- '' * .. «''-''y(«*p«'''' ' p'"'''' --p;.;'' '):

i:;Z. ,"-' (« *«'" «;"* «'"-')

[(« :«'') * (," ,'«'') «'''' . ('«' ''«'')«'' ' *'';.;''''']
gl(« «''*.''*' «;''*... «:' '')

[(« ;«:') *,'(« «'')«''''*''(* «'')«''': *'":.;'''''] -
@L'(« " "--

@4., ',«' '(« "-";"* «''-') --

M4;;: '«'«''' (: *' "*
®l.'.;«;''' (' --«"*' ":"*

5.}-(« --.''*: -.-... -'')(«*#«''''--"'«''''-'.P;.;'' ')-',:.

Vamos verificar que estes idempotentes são dois a dois oitogonaís. Clai'amente, c2«-2 e
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'3.2«. , são ortogonais aos idempotentes cli, com l $ ã $ 4, pois (l a'"':)(l + a'"'') = 0.
E tainbél-n c2,«-2 e c3.2«--2 são ortogonais a co e câ, pois

(: +.' ' ') Ot«+«' -« -««'" D -'.
(: «' --«' '-')o «--«'

Precisamos mostrar que ci{.cik = 0, se á # A com l $ ã, h $ 4. Faremos um caso e o

restante segue analogamente. Temos cil .c13 :: 0, pois

(:--P«'' ; --''«'" '--";.;:" ') (« ««'" ;-'.''«'" ' P;«;'" ')

(« * «'«'"'' * «'"'' * ''.;''" ') .
(:--"'«" '-'-«:" ' --,'.;'" ')(« «'" ') -.

Para verificar que cii é ortogonal a (jz, com l $ {, Z $ 4 e 2 $ j $ m 2, basta notar

"««« (« ('-«'--«"*: -«;"+ -.'" ') -o ":é«-:«.,«.:.««'"
c2«' 2 e c3.2m 2 são ortogonais aos idempotentes cjZ, com 1 < Z < 4 e 2 < j < 7rz 2, pois

(: «')(« «'*«' «'' '--«''' «'":"-- «''')-.

Precisamos verificar que c.fl.ctx; = 0, com 2 $ .j,t $ m 2, 1 $ Z, k $ 4, Z :/ k ou .j :/ t

Faremos isso, em particular, para cji e cj2 e o restant.e segue analogamente. Note que

(: * '«'' ' * "'«'' : «,;«;''' ') (« *';«'' ' ''«'' : *'.;''''') («
(«-- @;--a«'''',-W-' 'D«':''' «''': --«'' «;''':)(: «'')

(i +(p:+P)"'''' +(P+P;)«':''' ":'-' + «:'''': - .','- )
1, *') (««w; «m«'' ' «'''')

',«.(« «'")(«*«'"--«""-- '-«:' '") -.,«.«.«",-'

Note que estes idempotentes ortogonais cji, c.j2, cj3 e cj4, com l $ .j $ m - 2, são tais que

cjl t cj2 + éj3 + cj4 - e.j+l e C2m 2 + C3.2" ' ' e2, assim como no Lema 2.1.1. Portanto, a

soma de todos estes idempotentes é igual a l.

Eles são primitivos, pois existem exatamente 4(m, 1) idempotentes nesta família, pela

Proposição 3.3.1. []
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3.3.2 Caso q = 7 («»od 8)

Como nos casos anteriores, o caso q = 7 (mod 8) não apresenta uma regularidade fácil

mente perceptível, pois não podemos expressar a ordem de q (mod 2"') de modo geral.

Exemplo 3.3.2 C'ozzsãdere q = 7 (mod 8), onde q é uma potência de um primo ímpar
Veremos que não há uma regularidade lla ordewt de q

De fa.to: Considere q = 7 e q = 31. Note que o(7) = 4 (7rzod 2S) e o(31) = 2 (mod 25),

isto é, não existe uma expressão geral da ordem de q pala todo q = 7 (mod 8), como ocorre

no Lema 1.4.1 pala os casos cm que q = 3 ou 5 (mzod 2").

Vamos considerar o caso particular em que q = 7 (mod 16). Neste caso, obtemos uma

expressão geral para a ordem de q.

Lema 3.3.2 Se q = 7 (mzod 16), Calão o(q) 2' ; (mod 2") , com m ? 3

Demonstração: Note que se q = 7 (7/zod 16), então q = 9 (7rzod 16). Logo, q2'" :

(--9)2" 3 = (--1)2" :92' ' = 1 (mod 2"), pela Proposição 3.3.1

Precisamos verificam ainda que q2"'' # l (mod 2"). Suponha 72''' = 1 (mod 2'")

para m ? 4. Então, (--9)2'' ' = 1 (mod 2'"), implicando em 32' ; = (--1)2": '32' ' =

l (mod 2"'), uma contradição com o Lema 1.4.2. Portanto; segue o resultado. a

«'"':}

Precisamos notar alguns fatos sobre o número de componentes simples de uma álgebra
de grupo neste caso.

Proposição 3.3.3 Sda G = <a> um gmpo cíclico de ordem 2" e q = 7 (7rzod 16). Se ?rz = 1,

então ezãslem duas F - classes emz G. Se m = 2, então ezistern três F classes em G. Se

rrz 2 3, então o número de F classes é4m 7

Demonstração: Se m = 1, o resultado segue da Proposição 1.4.1. Se m = 2: então

C,(«) - {«,«;} - CQ(a), C,(1) - {1} = CQ(1) . CF(«') - {a'} - CO(.'). Suponl:; m 2 3.
Considere as (QI classes da Proposição 1.4.1, dadas por

Co - CO («) - {«, «;, «;, «',
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': - '.(«D - {«',«',«-',«-', ,«'''" ' ''}
', - '« («D - {«', «", «", «",

4.(2"' ' 1)a

2i.(2' i--l), (z': - '«(«':) -{«':: «;-':, .'-::, .'.::,

'« ; - '. («'"':) - {«''" ',.:''- ',.'''" ;,.'''" '}
'« , - '. («'" :) - {«'" ',«;''' '} - {«'" :,«'" '

'« - - '. («'' :) - {«'' '}
C« - CQ(«'') - {l}.

Observamos que as duas últimas (Q - classes são claramente F classes e, ainda

', («'"') - {«'" ',«':" :} - {.'" :,«;'" '} - '. («'" ')
Portanto, as três últimas (]] - classes são iguais às F - classes. Precisamos verificar que a (]l

classe de a2' ' se divide em duas F - classes. De fato, pois

', («'" ;) - {«:' ',«''' ;} .
'- («:'" ') - {«;'" ',«''" ;}
as primeiras m -- 4 (QI classes se divãdem em quatro F classes.Falta verihcar que todas

cada. Pala á = 0, temos

cF(") - {"'';-'',.-''-:,.,';-'-',.,,' ,...,.p"' ; O:' '} - {«' l .j = 1 o« 7(m''Z16)}

c,(«;) -{«'';*;,.«'; ',.,:;';,.;,; ,...,.p- ; n:; ;} - {«' l.j=3-5 h'''d16)}

'- («D - {«''-'-',.: ''-",.'""', .;"-*, ,.''"''-:' ''-;'}
{aj l .j = 9 o«: 15 (mod 16)} e

'- (.") - {.''-'-",.-"-",.'«"',.;"-', ,.'''''--'"-'}
{aj l f = ll ou 13 (mod 16)}
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isto é, a Q classe do a se divide em quatro F - classes. Ainda, para l $ { $ 7rl 2, cada

~- .:,*.' -'.(«') - {«',«;',«;',«'", ,«''-: ''} « ',«:'' -««.«:«": '-
classes:

{.p*--O'',.O' D':,.p;*D,:,...,.[P- ' '-D'--]':} - {«'': l .j = 1- 7(m''í 16)} ,

{«'';''D':,.O;-q':,.p:*D::,...,.[P--'-' : ]::} - {«j': .j = 3 - 5 (m''Z 16)},

{.0.'*0'::.P-: 0':,.0;-'-n,:,. . . ,.P- ' :,'-U':} - {.'-:: l .j = 9 - 15 (m''Í 16)} '

{.O '*D':,.''; D':,.O*'-D,:,...,.P" : ','-D''} - {.'': l .j : ll - 13 (m'd "Q} ,
e isto segue de o(q) = 2" 3 (mod 2"). Com isto, concluímos que existem 4m 7 componentes

simp[es ein F(.J2«- se m ? 3. []



Capítulo 4

Ideais em uma -A-lgebra de Grupo
/

,A.beliana Modular

Este capít.ulo contém simplificações dos resultados de Poli j121, para obter de forma mais

clama e rápida a descrição dos ideais principais nilpotentes a partir da estrutura da álgebra

de uin deterá-ninado grupo abeliano. Nesse artigo, o autor trabalha cole ideais de anéis de

polinõmios em várias variáveis. E precisamente o fato de utilizar a estrutura de grupo que

permite simplificar muito e tornar mais claros os resultados.

4.1 Ideais nilpotentes de di3.pensão máxima

Consideremos Fç um corpo, onde q é unia potência de um primo p e G um grupo abeliano

finito. Podemos escrever G colmo produto direto G = P x H, onde P é o p subgrupo de

Sylow de G e (IHI,p) = 1. Escrevemos P na forma:

P ;:< al > x X < a« >:: C'Çi X *q. (4.1)

onde a:: = 1, { = 1,...,n, com qi = p'i, para algum ri C N. Convencionaremos que

qJ $ q2 $ . . $ q.. Como ( nl,p) = 1), temos por Peilis-Walker 1.1.3, que

FG = F(P x H)=(FH)P =

[

©«. ) - : « - «-1 a)K.P
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com K{ = F(G) e car(K{) = p.

Assim: consideraremos a álgebra de grupo C :: KP; onde P é o subgrupo descrito acima e

K é um corpo de característica p. Denotaremos por J o radical de Jacobson de KP. Sabe-se

que J = J(l<P) = z\(P) (veja j10, Teoremas 2.7.16 e 6.3.1j).

Proposição 4.1.1 ÍPoZ1, //2, Proposição ]7) Sejam ' C l<P = C com íhdãce de riàZpotêncãa

s e qa~i o i,deül. gerado por'l. Então,

(i) dám<'y> $ !-:Jlpl

(ii) (a) dám<7> = :-:ZjPI (-:> .4n,rl.'y: = <'y;':>, para l $ { $ s -- l;

(b) dãm<' > < !-:-!jPI -ç:::::> ,4nn'y: # <'r'':>, para l $ ã $ s -- l

Demonstração: A demonstração que reproduzimos a seguir é a demonstração original de

(i) Sejam pl', com l $ á $ s 1, endomorfismos de C, induzidos pela multiplicação pot

'y:. Seja /t a i'está'ição de p,: ao ideal <"r> de C, com l $ ã $ s 1. Como dãml/rn(/,)l +

ai«l/ü«(.Ê)l - dán,<'y>, temos

;

dám<7:' :> + á,n(<'y> n .4nn<7:>) dá«. <'y >

Por outro lado, dãml.4nn<'y:>1 + diml/m(p,:)l = dàmC

dám(<7> n .4,,n<'7:>) $ dáml.'lnn<'y'>1 áml/m(p,:)l - IPI - dã«<'y:>
Portanto

implica

dám<' > $ dãm<'yi+i> + IPI -- dám<'yi>

Para l $ ã $ s -- 1, obtemos dám<'y> $ !-:-!jPI.

(ii) Para todo r C {l, . . . , s 2}, temos que .Ann'y' <'y'''> se, e somente se, ,4nn'y''' =

<,y' '+i>. De fato, considere .Ann'y' = <'y'''>. Claramellte <'y' '+i> C .4rzrz'y' i: pois se

a,y' '+i C <,y' '+i>, então al'-'+t,y'-' = cv7' = 0. Por outro lado, se z C -4rzrt.y' i: então

z,y'-i = 0, implicando que ];'y l C <,ys '>. Logo z = P'' '+l C <7' '+i>. Analogamente

prova-se a outra implicação.

Assim, temos .4nTi'y{ = <7' {> ou .4nn'í / <,ys-i>, para l $ $ s 1. Além disso, de

acordo com a prova da. afirmação (á), temos que se dãm<'y> = = então .4nm'y''i = <'y>.
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E, se dám<"y> :/ !-:Jlpl, então .4nn'y;'l :/ <7>. O rcsult.ado segue da equivalência anterior.
D

Os próximos resultados também encont.ram-se eu] j121, porém procuramos demonstra.los

de forma mais simples usando teoria de Algebra de Grupo.

Lema 4.1.1 Se "y C KP gera wm àdea/ náZpoÍente de dimensão máxima em KP, então

'y'«-: # o . dá«-<'y> )q- . . . q. :

Demollstração: Como q« ? q«.l ? . . . ? qi em , então ezp(P) = q. e, assim, para todo

gCP,tem-sega«-l. Comolg lgCP,g:/lléumabasedeÂ(P)e(g l)q« então

A(P)ç« = 0, logo o índice de nilpotência de Z\(P) é exatamente q., pois exist.e a. l C A(P),
com índice de nilpotência q.

Claramente, se 'y gera um ideal de índice de nilpotência máximo, então devemos ter

,yç« . 0 e 7ç«-i :/ 0.

Pela parte (ii) da Proposição 4.1.1, temos

dám<,y>

onde s :: q... Logo

ai«<,v> - %t:lç« ...q. .q. - (q. i)q:...q. ,.
qn

n

Lema 4.1.2 Se ' C J2, erztão .47zn'ys 1 :/< 7 >

Demonstração: Seja ' C J2. Se p = 2, então yT = 72'" : C JÇ« = A(P)ç« = 0. Logo 'r

não tem índice de nilpotência máximo.

Se p é primo ímpar', então 7 ]-- C Jçn+i = 0 e, novamente, o índice de nilpotência não é

máximo. Logo, pela Proposição 4.1.1, segue que .4nn'' l # <,y> D

Teorema 4.1.1 Seja <' > um ãdeaZ náZpotenÉe de dimensão máa;ãma em KP. .Erztão

(i) "r c J J2;



42

(ii) l comi,ém um ter'mo linear em aj, para algum j, e os ideais nestas condições são todos
2,somortos.

Demonstração: (i) Se <1> é um ideal nilpotente de dimensão máxima, então pelo Leiloa

4.1.1, dímz<'y> = (q. l)qi . . . q. i. Pela Proposição 4.1.1, temos -4rz7z'' : = <'r>. Portanto,

pelo Lema 4.1.2, ' C J J2

(ii) Vamos verificam que os ideais de dimensão máxima em l<P são todos isomorfos a

<a,.). Seja 7 C J J2 u]i] geiadot de uln ideal nilpotente de dimensão máxiirla, isto é,

dám<'y> - (q. l)q: . . . q. :.

SabemosqueZ\(P)temcomobase -l a:l' .. .aP lj0 $.j{ $ q{ -- l,

Como «{:....# l l)(aã'...«i' l)+(«{' --i)+(«{:...«i' 1), então, por

indução sobre n, 'l ll(a:: 1) 1 0 $ .j{ $ q: -- l, )l,.ji ? 1 1, também é uma base de A(p).

Se7tiverumtermodaformaaf l=(ai l)(al; ' l)+(ai l)+(al;'' l),podemos

escrever al; 1 = a(a{ l) +r, onde r C A(P)2 = J2 e a C K. Logo podemos supor

'y - }. ai(ai 1) + '', com '' C J2 e cvi C K, para l $ { $ n. Sejam Z o maior índice tal que

clz # 0 e ql o índice de nilpotência de az 1. Logo (ai-- l)ql = 0, para á $ /. Assim, ' al = 1'çz

Se ql < q,,, então temos 'yçz :/ 0 e <'y'ç« qt> . <,yç« ql> = .4rzrz'y'z! = .Anm7'ç. coiit.radizendo

o fato de '' pertencer a J2. Assim suponha "r = a(ak 1) + '', com 'y' C J2 e cv C K*

Piecisttmos ter (ak l)q"': :/ 0, pois, caso contrário, teietnos 'yç«-i - ,y'ç«-i

Considere r o autonlorfismo de l<P dado por p(ak) = a(aÉ 1) + '' = 7 e y(ai) = a{,

para ã :/ k. Então p(<ak>) = <'y>, donde segue que <ak> = <7>. []

n. n

l lZ 't

l'z.

n

: $ ' $", E ? "
{-1

4.2 Levantamento de idempotentes

Se.la F um corpo de característica prima 7). Em jlll A. Poli considera ideais de álgebras
do tipo A = i:;11 !r- ---:--7----K que incluem as álgebras de grupo comutativas e mostra

(t:(:«:), . . . , t«(z«))
como efetuar o levantamento de idempotentes módulo um ideal nilpotente.

Mostraremos aqui que, no caso de grupos abelianos finitos G tais que ca7'(F) IGI, este
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levantamento, módulo o radical, pode ser feito de forma muito natural.

Sejam p uln número primo e G uin grupo abeliano finit.o tal que p l IGI. Podemos con-

siderar G = P x H, onde P é o p subgrupo de Sylow de G e p I' IHI. Se projetamos FG

módulo o seu rac]íca], que na verdade coincide com o ideal de aumento A(G, P), teremos

Xibl-i5 = FH que é semisimples. Note que ao projetarmos a álgebra de grupo módulo o
seu radical, restam apenas como ideais tiJinimais de FG os que são gelados por idempotentes

primitivos, pois sendo FH semisimples, este não possui ideais nilpotentes não nulos. Por-

tanto, se deteiininamos os idempotentes de FH, então, segue da Proposição 1.2.1, que estes

idempotentes são os idempotentes primitivos de FG, via. levanta.mento. Além disso, neste

caso também conhecemos, da seção anterior, os ideais principais nilpotentes de dimensão
ma:xima.

Sejam ei, e2, . . . , e. os idempotentes primitivos de FH. Temos a seguinte projeção

" - ''p * Q -- 'l =1 : "
Os idempotentes e{ de FH estão em FG (identificados), e pela Proposição 1.2.1, eles são

os levantamentos de ei

4.2.1 Alguns Exemplos

(1) Seja H é um pl - grupo abeliano de expoente pT, onde pi é primo ímpar e o(q) = '}(pT)

em t/(ZPt).

Os idempotentes de FH foi-am determinados e]r] l61

Se H = <a> é um grupo de ordem pT, então pelo Teorema 3.1 l61, os idempotentes

primitivosdeFrl sãoeo=H,ei=Hi Hi ], com l$á$neHi= <aPi>.

Portanto, para qualquer p - grupo abeliano P, os idempotentes de FG, quando G =

P x H, são os nlesirlos de FH.

Se H não é cíclico, então pelo I'eorema 4.1 l61, os idempotentes primitivos de FH são

en - H, eN = N N*, para cada N subgrupo de H tal que iÍ :# {l} é cíclico de ordem

potência de pl, sendo N* o único subgrupo de H contendo N tal que l-=-
#
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Portanto, para qualquer p - grupo abeliano P, os idempotentes de FG, quando G

P x H, são os mesmos de FH

(2) Se H é um grupo abeliano de expoente 2pf, cona a condição que o(q) = d'(pr) ein Z-/(Z,?),

podemos escrevem H = E x B, onde E é um 2 - grupo abelialio eletiletltat- e B é um pi

grupo. Então segue do Teorema 4.2 l61, que os idempotentes primitivos de FH são da

forma e/, onde ./ são os idempotentes citados acima e os idempotentes e são da foilna

e = el .. .e,, ondeei = !--LUz sendoque E:: <al> x'''x <a,> éum produto de grupos

cíclicos de ordem 2.

Portanto, para qualquer p - grupo abeliano P, os idempotentes de FG, quando
P x H, são os mesmos de FH.

(3) Se H = C'2,« e q = 3 (mod 8), q = 5 (mod 8) ou q = 9 (mod 16), sabemos que os

idempotentes primitivos de FH são, pelo Clapítulo 3, em cada caso, respectivamente:

l t a+ a2 + . .. +a2" 1

2-

l a+a2 ... a.e"' l

': ® '
l a2+a4 ... a2": 2

2m l

, /. .4~(lta:'+...+a'"-'')(2+aa+aa;)
[3 kl

,' .,~(1 +«''+.. . +«''-'')(2-a«-a«;)[3

, (l + a2' + . . . + a2''2')(2 + aa2 + cla32)
c4

8*(l+ «''+. .. + a'"-'')(2 - a«' - a«; :)
c4= (1 (z') ,

:-(i «,-')llteT TI)l?teeT TI eeT:T24

1::(1 a2" ')(l+a2' ')(2--aa2" ' cra3-a"
24

.« - o P +""'',+««;-'' ,)

4

)

' )

€lm

Cm



45

.' .,- -~(2 - a«'''' - a.; '"'')'m

:nto tal que a2 :: -21

l +a+au+... +a2" 1

., - «')(l+ "'+ "'+ . + .''-'')(l + a«)
2m '

.; -(1 - "')(1 + "'+ "* +. . . + «'"-:')(1 - '-"),

.: - o + "?+eTt ' l,+.«''-')o ""'n,

.l; -(i «')(t+"*+":'+...+«'"-T')ll :'-e?l2m-l

..-:- o «,- )o +"''''' )o +«.:' ),

.;,,.:- o +"'' :" )o «''''),

.- - o

.:,.-o «'' )(L:-:;T-)
onde a é um elemento tal que a2 = --1;

1 + a + a2 + . . . +a2"'i
''' 'ãa

, l a+a2 ...--a2" 1

''' 'l=

',,« , - i(, -- «'' ')(' '-') o --p'«)

';,--:-i(«+«'' ') (« --«' -')o
..: - i(«(« -'p«'''; --':«'"'' --p;.;'"';) ,
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.:, - li(« «'"'') («--';«'' ' ,'''"''-'-p.;'" ') ,

.«; - li(* '«'" ; --"'«'' ' p;«;'" ;) ,

..,-li(« ')(: p;«''' ''«''' '";),
.,: - »J- (« «'' *«''*' «;''' *... «:'"-'') (« *'«''''*«'«:''' *,;.;-'''') ,
.,,-»J-(« .''*«''*' «;'''*''' «'' '')(«.';«'' ' "'«'' :*'":''' '),
.,; - »Jm(« ''*' -;'' --''' p«''''--,'«'''' p;.;'''') ,

.,.-»:b:,(: '' :'--..- (« «:' ' p'«:' '-'.;'' '),
para 2 $ .j $ m 2, onde P é liina raiz oitava da unidade cm F

Se H = C2« e q = 3 (mod 8), q = 5 (mzod 8) ou q = 9 (mod 16), tal como no caso

do exemplo anterior, podemos determinar os idempotentes primitivos de FG, quando

G = P x C2m, para todo p - grupo abeliano P

(4)
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