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Resumo

Este trabalho tem como foco principal o estudo de espaços topológicos linearmente Lin-

delõf e as relações que eles guardam com os espaços de Lindelõf. Mostramos que condições
adicionais, como ser metalindelõf ou N.-compacto, fazem de um espaço linearmente Lindelõf
um espaço de Lindelõf. Por outro lado, apresentamos alguns exemplos de espaços linearmente
Lindelõf que não possuem a propriedade de Lindelõf. E possível, inclusive, obter exemplos de

um espaço localmente compacto e um consistente que seja realcompacto. São feitas, ainda,
algumas comparações entre a propriedade de Lindelõf e a de ser linearmente Lindelõf. h/los-
tramos, por exemplo, duas generalizações do teorema de Arhangels'kií, sendo que uma delas
constitui um exemplo interessante de aplicação de técnicas de submodelos elementares. Ao
longo de toda a dissertação, são introduzidos vários problemas que até o momento permanecem
em aberto.

Palavras-chave: linearmente Lindelõf, Lindelõf, pontos de acumulação completos, submode
los elementares. ultraíiltros bons
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Abstract

The main focus of this dissertation nes in investigating linearly Lindelõf topological spaces

and their relation to Lindelõf spaces. We show that if we add an assumption like metalindelõf
or N.-compact to a linearly Lindelõf space we get a Lindelõf space. However, we tive some
examples of linearly Lindelõf spaces that do not satisfy the Lindelõf condition. By the way,
it is possible to find an instance of a locally compact space and a consistent example which
is realcompact. We also make comparison between the Lindelõf and the linearly Lindelõf
conditions. For example, we prove two generalizations of the Arhangels'kií theorem where
one of them is an interesting application of elementary submodels tecniques. Along this work
severas open problems are included.

l<eywords: linearly Lindelõf, Lindelõf, points of complete accumulation, elementary submo-
dels, good ultrafilters
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Introdução

A gênese da noção de espaço linearmente Lindelõf está ligada a tentativas de se caracterizar
a propriedade de Lindelõf em termos do conceito de ponto de acumulação completo.

Em 1922, Urysohn e AlexandroH' mostraram que um espaço X é compacto se, e somente
se, todo subconjunto infinito de X possui um ponto de acumulação completo em X.

Daí, surge naturalmente a pergunta: haveria uma caracterização semelhante para a pro-
priedade de Lindelõf?

Pode se facilmente mostrar que se todo subconjunto não-enumerável de um espaço X tem

ponto de acumulação completo, então X é um espaço de Lindelõf. No entanto, a recíproca
não é verdadeira. Em 1929, AlexandorR e Urysohn mostraram que N. munido da topologia
da ordem é um espaço de Lindelõf, porém não possui ponto de acumulação completo.

Em contrapartida, eles provaram que todos os espaços de Lindelõf satisfazem a seguinte
n,.n,] ipãn i. ç. ie f.n,.n .\.PvIXUX\ÍUV 1 1 & UAV X WUWH

(+) todo subconjunto A Ç X não-enumeráuet de cardivtatidade regular Lem um p07tto de
aczimuZação compZeío em X

Restava, assim, saber se os espaços satisfazendo (#) possuíam necessariamente a proprie-
dade de Lindelõf.

Em 1962, A. S. h/liÉtlenko construiu um exemplo de um espaço Tychonoff e não-Lindelõf
satisfazendo (#). Os espaços satisfazendo (+) foram mais tarde chamados de ZázzearmenZe

J.,ãndeZÓ/. visto que eles constituem a classe dos espaços dos quais toda cobertura aberta line-
armente ordenada pela inclusão possui uma subcobertura enumerável.



2 Introdução

Sobre tais espaços é natural considerar duas questões gerais que norteiam este trabalho

Questão 1. Que condições adicionais tornam um espaço linearmente Lindelõf um espaço de
Lindelõf?

Questão 2. Quais teoremas sobre espaços de Lindelõf podem ser estendidos a espaços linear.
mente Lindelõf?

Surpreendentemente, pouco se sabe sobre espaços linearmente Lindelõf. Para as questões
acima foram dadas ao longo do tempo contribuições positivas em ambas as direções, mas elas

constituem apenas respostas parciais. Existem poucos exemplos (alguns complexos) em ZFC
de espaços que são de Tychono#, linearmente Lindelõf e não-Lindelõf. Entretanto, não existe,

até o momento, nenhum exemplo conhecido de um espaço normal, linearmente Lindelõf que
não é Lindelõf. Aliás, a questão da existência de um exemplo deste tipo é apontado por HruÉák
e Moore, em j181, como um dos vinte maiores problemas da área de tipologia conjuntista da
atualidade. Tais espaços seriam altamente patológicos: o problema intrinsecamente envolve
cardinais singulares e qualquer exemplo é um espaço de Dowker, isto é, um espaço normal

cujo produto cartesiano com o intervalo fechado unitário 10, 11 não é normal. Todavia, resul-
tados interessantes envolvendo espaços linearmente Lindelõf podem ser provados como por
exemplo, uma generalização do teorema de Arhangel'skií.

A seguir, daremos uma breve descrição dos conteúdos que serão apresentados ao longo
uwYWV

O primeiro capítulo objetivo destacar definições e resultados preliminares, bem como esta-
belecer as notações empregadas ao longo do texto. Teoremas já consagrados em livros didáticos

terão suas demonstrações emitidas, mas suas bibliografias serão indicadas. Isso para que o
leitor tenha à mão informações suficientes para acompanhar o que será feito posteriormente,
sem dar, contudo, muito espaço e atenção a coisas que fogem ao propósito deste trabalho

No segundo capítulo introduziremos o conceito de espaço linearmente Lindelõf e suas prin-
cipais equivalências. Serão dados, também, dois exemplos de espaços linearmente Lindelõf que

não possuem a propriedade de Lindelõf, a saber, os espaços de MiÉéenko o qual citamos
anteriormente e o espaço de Gruenhage-Buzyakova
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O terceiro capítulo será dedicado ao estudo de propriedades topológicas que constituem
respostas parciais à questão 1. Mostramos que condições adicionais como ser metalindelõf
ou N.:,-compacto fazem de um espaço linearmente Lindelõf um espaço de Lindelõf. Por outro
lado, são apresentados dois espaços localmente compactos, linearmente Lindelõf e não-Lindelõf
e um exemplo consistente com ZFC de um espaço realcompacto, linearmente Lindelõf que não
é Lindelõf.

No quarto capítulo comparamos a propriedade de Lindelõf com a de ser linearmente Lin-
delõf. Pergtmtamos e apresentamos uma resposta se a propriedade de um espaço ser
linearmente Lindelõf é discretamente reflexiva vale lembrei que para a propriedade de Lin-

delõf esta é, até o momento, uma questão em aberto. São dadas, ainda, duas generalizações
do teorema de Arhangels'kií. A primeira delas constitui um exemplo interessante de aplicação
de técnicas de submodelos elementares.

Ao longo de toda a dissertação, são apresentadas perguntas ainda sem respostas, parciais
ou definitivas, relacionadas às questões l e 2. Nós as reunimos no quinto capítulo.

Por fim, no apêndice A apresentamos resultados relacionados ao conceito de pontos bons

e medíocres de um espaço que serão utilizados nã seção 3.3, na construção de dois exemplos

de espaços localmente compactos, linearmente Lindelõf, mas não-Lindelõf.
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Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo, estabelecemos a notação que será utilizada ao longo desta dissertação, além
de listar resultados preliminares e definições essenciais à compreensão do texto.

1.1 Teoria dos conjuntos

As abreviaturas ZFC, CH e GCH denotam, respectivamente, a axiomática de Zermelo-
Fraenkel, a hipótese do contínuo e a hipótese do contínuo generalizada.

Apenas com o interesse de facilitar a notação e a linguagem empregadas, denotaremos por
Ord e C'ard a classe dos ordinais e cardinais, respectivamente. Desta forma, poi exemplo, por
z C Ord entenda-se apenas "z é um ordinal"

Dados um cardinal n e um conjunto X, serão utilizadas as seguintes notações

lxl' x : l-41

lxl'" {.'! ç x : l.'1l < K}

e

lxls' {.,4 ç x : l..'il $ «}
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Dados conjuntos X e y, o conjunto de todas as funções de X em y será denotado por xy
Para / C xy, ,4 Ç X e B Ç y definimos

/l.'tl (z) : :« C .4}

/ :lal : /(z) C B}

Os conjuntos /l,al e / ilf?l são chamados a imagem de .4 por / e
/

l

e

.l. l Ordinais

Dado um ordinal a, lim cr denotará o conjunto dos elementos de a que são ordinais limites.

Definição 1.1.1. Se.ja <.4, -<> uma boa-ordem. O Éãpo-de-ordem de .4 é o único ordinal ot(.4)

tal que as ordens <ot(.A), Cot(,.1)> e <.A, -<> são isomorfm.

l,ema 1.1.2. Se .F é uma Jam#ãa de cozÜunZos então

U/'l 5; lrl . suPllXI : X C /'}.

Z)ernonslração. 5.2 de 1201.

Definição 1.1.3. Sqa 7 um ordinal. Um conjunto -F Ç 'y é /ecA

a C F' para todo ordinal limite a C ' tal que sup(f' n a) = a

Vale lembrar que ser fechado segundo a definição 1.1.3 é equivalente a ser fechado na
topologia da ordem.

Definição 1.1.4. Seja 7 um ordinal limite. Um conjunto F Ç 'r é

ado em "y se, e some

n

nte se

álãmáíado em 7 se sup F' " '-

c.&.b. em 'r se F' é fechado e ilimitado em '
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Definição 1.1.5. Seja "r um ordinal limite. Um conjunto S Ç ' é eslacáorzário se, e somente

se, S í] C' / 0 para todo C Ç 7 c.u.b. em 'y.

Lema 1.1.6. Se F',G Ç ' sâo c.zé.b. em 7, então Fn G é c.u.b. em 'y

Z)ernorzsfzação. 8.2 de 1201 H

Lema 1.1.7. Para fado h C w \ {0}, limwkt é esíacíonáráo em wk

/)P n nm cf7'n '';/l Note que limwx. é c.u.b. em wk e aplique o lema 1.1.6. n

Lema 1.1.8 (p'ressáng-domrz). $dam um cardada/ rege/ar não-enumeráuei, S Ç K eslacáo-

rzáráo em H e / : S --, K uma /unção regressáua, isto é, /('y) < ' para todo ' C S\ {0}. Então,
ezásle a < K ia/ que /-ila} é estacionário erra n.

Dem07zslraçâo. 6.14 do capítulo ll de 1251 D

],.1.2 Filtros e ultraíiltros

Ao longo desta subseção 7Z denotará uma família de conjuntos tal que .4 n B C 7Z para
quaisquer .4, B C 7Z.

Definição 1.1.9. Um ./iZÍro em 7? é uma família / Ç 7?, não vazia tal que

(FI) 0 # J':';

(F2) Se -4 C / e B C /' então -.'l n .B c .F;

(F3) Se .4, B c R, ..'l c .F e .4 Ç -B, então -B C /'

Se 7Z = p(/) para algum conjunto / # 0 então dizemos que .F é um ./iZtro sobre /.

Um uZíraáZÉro Z/ em 7Z é um filtro maximal com respeito à inclusão, isto é, se .f é um filtro
em 7:1 tal que Z# Ç / então Z/ = .F.

l lim wk é o conjunto de ordinais limites de wk



8 Preliminares

Dizemos que uma família não vazia g Ç 7Z é uma base para zzm .potro em 7Z se

(BFI) Ü g Ç;

(BF2) Se .4, B C g então existe C C ç tal que C' ç .4 n B

Uma família de conjuntos .4 # 0 tem a propriedade da ínÍersecção ./irzÍfa (p.á./.) se para
cada subconjunto finito .4o de .4, temos (lue Í) .4o # g. Note que todo filtro tem a propriedade
H:, in+orqnpa,\ G ni+,,

YUV xz xxx vwH

Lema 1.1.10. Se .4 Ç 7Z é nâo uazáo e tem a p.{./., então ezáste unz ./iZtro .r 2 .,4

Definição 1.1.11. Se .4 Ç 7?, é não vazio e tem a p.{./., então o ./i/Iro g gerado por .4 é
definido por

G = r'l{.r : .4 Ç .F' e .7' é um filtro sobre /}.

t.exma. l..L.I'Z. Para todo $1tro F evll 'R, existe um ultrü$1tro U em'R,, tal que F Ç U

Definição 1.1.13. Seja / um conjunto. Uma áZgeóra de corÜzinZos sobre / é uma família
.4 Ç p(/) tal que

(á) -r c Á;

(ã{) se X, }' c .4, e«tão x n }' c .4;

(íãã) se X C Á, e«tão -r \ X C H

A seguinte caracterização para ultrafiltros será muito utilizado no decorrer desta disserta.
çao

Lema 1.1.14. $e/am .4 uma álgeóra de c07%jurzÍos sobre um colÜunío / / 0 e Z/ urra ./ÍJtro

ezrz ,4. Então, Z/ é zém u/íra$/Zro em .4 se, e somente se, para lodo X C .,4, ozl X C Z/ ou
l \x ç: u.
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Definição 1.1.15. Sejam H um cardinal e / um filtro em 7?. Dizemos que / é K-como/efo

se Í).Á c .F para todo .4 C 1/1<". Caso contrário, dizemos que .F é n-áncompZelo.

Dizemos que .F é enumeraueZmeníe compZeío (ou a-completo) se / é ui-completo. Clamo

contrário, dizemos que .f é enumeraueZmerzíe áncomp/eío (ou a-incompZeío).

1. 1.3 Grandes Cardinais

Dizemos que um cardinal n é um cardinaZ ZímzáÉe /oNe se

2P' < K para todo À < n

Definição 1.1.16. Seja K um cardinal

K é /racamenle ánacessz'ueJ, se K é regular, não-inumerável e um limite

K é ánacessüeJ, se K é regular, não-enumerável e um limite forte

Todo cardinal inacessível é fracamente inacessível. Se assumirmos GCH, então todo car-
dinal fracamente inacessível é inacessível, ou seja, os cardinais fracamente inacessíveis são
exatamente os cardinais inacessíveis.

Deânição 1.1.17. Um cardinal não-inumerável é mzerzsuráue/ se existe um ultrafiltro K
completo não-principal sobre K.

Teorema 1.1.18 Todo cardãna/ mensz&ráue/ é ãrzacessüe/

Demonsíraçâo. l0.4 de 1201 H

Definição 1.1.19. Um cardinal K é um cardínaZ de Jórzsson se para toda função ./' : IKl<no ..

K, existe -Z7 € 1KI' tal que a imagem de / r l-17l<no é um subconjunto próprio de n.
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Para otdinais a e # e um cardinal K, denotamos por

« - [.];"

a seguinte afirmação: para toda função ./ : lcll<''' --} /3 existe um .ll/ C lcvl' tal que a imagem
de / [ l-ZI/]<" é um subconjunto próprio de P.

A negação desta é afirmação é denotado por a /> IKllj". Se para alguma função / : lal<" ..>
P a afirmação falha, dizemos que / testemunha a -w IKl<w

Note que um cardinal H é de Jónsson se, e somente se, K --, IKl<w

Teore«ia 1.1.20. (a) Ro mão é um cardãna/ de Jónsson.

ÇbÜ Se um cctrdinal tt nõ,o é de JónssoTt então K+ Ttão é de Jónsson.

Z)emonsÉraçâo. (a) Seja ./: : lwl<" --, w dada por /(z) = lzl para todo z C lula". Então, /

testemunha u -w lcol<"

(b) Como H não é um cardinal de Jónsson, existe uma função ./ : IKl<" --, K que testemunha
n -} IKl:". Para cada K $ a < K+, considere uma bijeção Fa : K - a e as funções

h.: lal
Á

- [«]'"
n .rT:l.41

e

A: [«] -> (l

Fa ' / o h..(.'1)Á

Note que cada /a testemunha a /> IKl:". Defina g : IK+l<" --} K+ por

g(..'{) - l /a(Á \ {'-}), " '- - m'*(Á) 2 ";
1 0, caso contrário.

Então, g testemtmha K+ -n ln+l.+ . De fato, sejam X C ln+lK+ e /3 < H+. Então, existe a C K+
ta[ que # < a e lxnal = K. Logo, paraa]gum .A c jxnaj<",/3= /a(.4) =g(.4Uta}). ]]
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Clorolário 1.1.21 Para todo n C w, R,. não é um cardinat de Jónsson

1.2 Topologia

1.2.1 Definições e resultados básicos

Definição 1.2.1. Sejam <X,7-> um espaço topológico e z C X. Dizemos que B Ç a'- é uma
base pa-ra z se para todo aberto y tal que z C V, existe U c .B tal que z C t/ Ç y

Definição 1.2.2. O peso de um espaço topológico X é definido por

lo(X) = minljZ31 : 23 é uma base de abertos para X} + w.

Definição 1.2.3. A de zsídade de um espaço topológico X é definida por

d(X) = minljOI : .D Ç X é denso em Xl+w.

Dizemos que X é separáueZ se, e somente se, d(X) = u.

Definição 1.2.4. Seja <X,l-> um espaço topológico. Dizemo

TI se, para todo z € X, {z} é um fechado de X;

Te ou de Hausdorg' se, para quaisquer z, g c X distintos, existem t/ e y abertos disjuntor

tais que z C U e y c V;

T3 se, para cluaisquer z c X e F' Ç X fechado com z # F, existem U, V C r disjuntos
satisfazendo z C U e F' Ç V. Se X também é TI dizemos que X é regular;

Ta! se, e somente se, dados z C X e F' Ç X fechado quaisquer com z gl F, existe uma
função contínua / : X -+ 10, il tal que /(aç) = 0 e ./:(y) = 1 para todo 3/ C F. Se X
também ê TI dizemos club X é um espaço de TucA07zo/f;

s alce X é
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Ta se, dados F', G Ç X fechados e disjuntos quaisquer, existem C/, V C 1- disjuntos tais
que F Ç U e G Ç V. Se X também é Ti dizemos que X é rzormnZ.

Teorema 1.2.5. Para um espaço regra/ar X, lo(X) $ 2d(x)

Z)er7zorzsÉração. 1.5.7 de j13j n

Definição 1.2.6. Um ponto z é um poria de acumu/anão como/elo de um conjtmto .4 se
l,'i íl t/l = 1.AI para toda vizinhança aberta C/ de z.

Definição 1.2.7. Um subconjunto .4 de um espaço tipológico X é rara em X se todo aberto
não-vazio de X contém um aberto não vazio disjunto de .4.

Teorema 1.2.8. Seja X urra espaço topoZógáco. Se .4 é urra sabão ÜzlnÉo de X de cardána/idade

H > m(X) regular enfio .A lem unz poRIa de acumulação como/eto em X

Demonstração. Sda 23 uma base de X tal que lal = w(X). Suponhamos, por absurdo, que
.A não possua ponto de acumulação completo. Então, para cada z C .4, existe (./.; C B tal que

u= n.41 < K. Seja {.Á. : CE C À} uma enumeração de {uz n.4 : z c -.4}. É claro que À $ m(X).
Assim, pelo lema 1.1.2,

..41 - 1 U ..4.. U l..4.l < «.

Um absurdo n

Definição 1.2.9. Seja z C X. O íághÉness de z em X é definido por

t(:«, x) minlK C C7ard : V(]; Ç X ta] que z C C, ](h C l(i;lS" tal que

O tágAíness de X é definido por

t(X) - s«Plt(«, X) : « C X}
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Para cada cardinal K e cada C' Ç X seja

ICI. - U{M : À/ Ç C' e IWI $ «}

E fácil ver que í(X) $ K se, e somente se, C' = IC'l. para todo C' Ç X. Esta caracterização de
tightness será muito útil na demosntração do próximo teorema.

Teorema 1.2.10. Sejam X um espaço copo/ógáco e

t.(x) minlK C C'ard : V(17 Ç X ÉaZ q e C' # (17, ]Go C ICES" ta/ que Go \ (7 74 0} +u

E«[ã., t(X) - to(X)

Oem.«.i«çã.. Soam « = t(X) e «o = to(X).

Vamos mostrar que Ko $ n. Seja C' Ç X tal que C' \ G # g. Fixe z C a \ (-;. Da definição

de t(X) segue que existe Co C l(;l$" tal que = C tl%, isto é, Co \ O # 0. Portanto, Ko 5; K.

Mostremos, agora, que K $ Ko. Suponha o contrário. Então, C # IC'l«. para algum
C' Ç X. Logo, D = IC'l.. não é fechado, isto é, -DneZ.). Portanto, pela definição de no,
existe Z)o c IZ)IÉ"o tal que Z)o \ Z) / 0. Mas, pat'a cada d C Z)o, existe À4ó c IC'lS"o tal que
d C lit7a. Assim, ]t4 :: U{Jt4Ü : d C l)o} C IC'l$"o e 'Do Ç 17i7 Ç Z). Portanto, IDo \ D = 0, uma
contradição. []

Definição 1.2.11. Seja K um ordinal. Uma n-sequência tiansfinita <z.>.<. em X é uma
sequência ladre em X se

\

{:«P : P < a} n {:«P : a $ P < K} 0

para todo a < K

Segue diretamente da definição, que uma sequência livre é um subespaço discreto de X

Definição 1.2.12. A /reerzess de X é definida por

F(X) = suplK c Cara: existe uma K-sequência livre em X} +w
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De6nição 1.2.13. Um espaço topo1(5gico X é sequencáaZ se, para todo subconjunto -4 Ç X,
temos que:

.4 não é fechado se, e somente se, existe <z,,>.c. em .4 tal que lim z. Z .4

Note que um espaço X é sequencial se, e somente se, para todo subconjunto -A Ç X, .4 é
fechado se, e somente se, lim z. Ç .4 para toda sequência <z.>.<. em .4.

Teorema 1.2.14 O tightness de qualquer espaço sequeTtciat X é enumer(íuet

Z)emorzstraçâo. Seja (7 Ç X não fechado. Como X é sequencial, existe uma sequência <z«>.<.
em (l;convergindo paraum zC C;\O. Seja Co = {z« :n<w}. Logo, ICo $we ao\O# ü.
Portanto, pe]o teorema 1.2.10, Z(X) = o. []

Teorema 1.2.15. Sejam X um espaço sequerzcáa/ de Hausd07g' e y zzm suóespaço de X la/
gue lrl $ c. Então, lrl $ c.

Z)emonstração. Construa, indutivamente, uma sequência <(IUa : a < ul> de subconjuntos de X
da seguinte maneira:

Co é o conjunto de limites de sequências convergentes de y. Note que y Ç Co, pois
podemos tomar sequências constantes.

Tendo construído Oa para algum cv < wl, seja (l:.:,+t o conjunto de limites de sequências
convergentes de C..

Tendo construído Cb para todo P < a, sendo a c ui um ordinal limite, tome (Z,.
Up..cp.

Tome (l; = U.<.: Ca. Afirmamos que a é fechado. De fato, sejam <y. : n < u> uma sequência
em C' convergente e y C limo.. Da regularidade de ui segue que existe a < K tal que
{y. : rz < a} Ç (%,. Poi construção, y € C.+]. Logo, 3/ C a. Como X é sequencial, (,y é

fechado.
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Da construção acima segue que, para cada a < wi, y Ç C. Ç y. Logo, y Ç C Ç y e,

como C é fechado, C = y. Visto que X é um espaço de Hausdora, cada l(Ual $ c. Então,

ll''' lcls w: suP IC.l $ c. n

1.2.2 Propriedades de recobrimentos

Definição 1.2.16. Um espaço X é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de X
possui subcobertura finita.

Definição 1.2.17. Um espaço X é ioga/nzenÍe compacto se todo z C X admite um sistema
fundamental de vizinhanças compactas.

Definição 1.2.18. Um espaço é erzurrzeraueZmzezzÉe compacto se, e somente se, toda cobertura
aberta inumerável possui subcobertura finita.

Teorema 1.2.19 Para, todo espaço de Hausdor$ X as seguintes coTtdições são equivalentes

(á) X é um espaço enumerada/melzíe compacto;

ÜÜ Toda família, l,ocalm,e'nte $nita. de subconjuntos vtão-vazios de X é $vtitct

OiÜ Toda jam lia localmente $nita de subconjuntos uvtitários de X é anil,CL

(áu) Todo suócolÜzlnío ãnánálo de X lem um pomo de acKmuZação

(t;) Todo suócorÜunlo ánánãÉo enumeráueJ de X íemz um ponto de acumulação

Z)emons[raçâo. 3.10.3 de j131. []

De6nição 1.2.20. Dizemos que um espaço X é de Z;ándelõ/. ou tem a propr idade de L nde/(5/
, se toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura inumerável.

A propriedade de Lindelõf foi introduzida por Alexandroff e Urysohn em 1929. O termo
"Lindelõf" se refere a um resultado de Lindelõf que afirma que qualquer família de subconjuntos

abertos de um espaço euclidiano possui uma subfamília enumerável com a mesma união.
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A noção de um espaço de Lindelõf nos leva ao conceito de grau de Lindelõf:

Definição 1.2.21. O grau de Lande/õ/ de um espaço X o qual denotaremos por -L(X)
ê o menor cardinal K tal que toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura de

cardinalidade < H.

T)nf:n:rãn 1 9 99 r) grau he o X é definido pora e í l ledzfáráo de Lãrzde/(5/ de um espaç

hl(X) --P{L(}''') : y ç X}.

Teorema 1.2.23. S©anz X uílz espaço de Hausdor# e Ã.(X) o coÜzlnlo de godos os suócon
juntos compactos de X. Então,

IX'(X)l $ 2"L(x)

Demonstração. 9.1 de j151. []

Teorema 1.2.24. Toda cobertura abeüa de um espaço regular de Lindelõ.f possui um re$na-

menfo ZocaZmerzle ./inato.

Z)er7zorzsÉração. 3.8.11 de j13j.

Definição 1.2.25. Um espaço é paraconzpa
um refinamento aberto localmente finito

cío se, e somente se, toda cobertura aberta posT' 1' ]

D

qlll

Logo, todo espaço de Lindelõf é paracompacto.

Definição 1.2.26. Um espaço é enzémeraueZmenZe paracompacfo se, e somente se, toda cober-

tura aberta enumerável possui um refinamento aberto localmente finito.

Teorema 1.2.27. Para um espaço TI X as seguintes corzdáções são eguáua

(i) X é «or,«al e enunlerauelmeTtte paracom'pacto.

rí0 Para boda coóeMura azeda enumerada/ {Z./« : n C w} de X ezísle uma cozedura aberta

ZocaZmenle ./íniÉa {yn : n C o} de X la/ que V'. Ç U,. para lodo n C o.

Zerztes
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rããí) Paz'a boda coóer]zéra erzumeráue/ {Un : n C w} de X ezásíe unia cobert'ura /ecAada {Fn

rz C w} de X laZ que Fn Ç U. para lodo rz C w

Denzons&ração. 5.2.2 de j131. []

Definição 1.2.28. Um espaço topológico X é pseudocomzpacÍo se X é um espaço de Tychonofj:
e toda função contínua / : X --, IR é limitada.

Teorem.a 1.2.29. Todo espaço norma/ e pseudocompacto é enumzerat;e/mente compacto

Demonstração. 3.10.21 de j131.

Corolário 1.2.30. Todo espaço de LándeZól/' e pseudocompacfo é compac

Teorema 1.2.31. Para lodo espaço X de Tychorzo/71, são equáuaZentes;

({) X é um espaço pseudocompacío.

ki,i] Toda família tocnlme'nte $nita de sl bconáuntos abertos vtão-vazios de X é $nitü

(áá{) Toda coóerlura aZ)efta laca/mente ./inata de X é ./inãía.

({u) Toda cobertura aberta localmente $Ttita de X tem unia subcobertura Ji71ãta.

Demonstração. 3.10.22 de j13j. []

Teorem.a 1.2.32. Unz espaço de TycAono#' X é pseudocompacío se, e somente se, dada uma
cobertura aberta enumeráue! U de X, e=áste uma subfamílãa C Ç U Brita tal que Ã.U : U € C}
cobre X

l)emonslraç:âo. (+): Suponha, por absurdo, que exista uma cobertura aberta enume
U = {t/. : n C o} de X tal que, para todo S Ç u finito, {ü« : n C S} não cobre X

Seja 7' = {n C w : Un \ U:<. Üi # 0}. Para cada n € T, defina yn = Un \ Ui<. Uí. Tome
y = {yn : n C 7'}

[0

rá.velV

n
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Afirmamos que P é localmente finita. De fato, seja z C X. Como Z/ cobre X, z C t/. para
algum n C u. Logo, U. íl Uk = 0 para todo k > n

Por outro lado, note blue P cobre X. Logo, por hipótese, IPI :: u.

Portanto, P é uma família infinita de abertos não vazios localmente finita, contradizendo
1.2.31

(+): Suponha, por absurdo, que exista uma família Z/ = {U« : ri C w} de abertos de X
que seja infinita e localmente finita.

Como a é localmente finita, para cada .j C o, X \ U.?j U, é um aberto e {X \ U.?.j U.
.j C u} cobre X

Temos ainda que nenhuma subfamília finita de {X \ U.ZÍ i7. : .j C ol} cobre X, visto que

esta sequência é crescente e Uk Z X \ U.a Z./. para todo k ? .j. ]sto contradiz a hipótese. []

[Feorema 1.2.33. Urra espaço de Tyc/zono# X é pseudocompacÉo se, e sonzente se, U é pseu-
docomT)acta para, todo coberto próprio não-uo,zio U de X

Demonstração. (+) Sejam t/ um aberto e {Un : n C w} uma cobertura aberta de F. Então,
{t/,, : n C o} U {X \ U} cobre X. Logo, pelo teorema 1.2.32, {U. : n C w} U {X \ U} tem uma

subcobertura finita. Sda .[t/«: : í $ k} U {X \ t/} uma tal subcobertura. Então, {t/.: : ã $ k]}

cobre C/. h'las, t/.. n u Ç Un. n u. Logo, {un. n u : á $ k} cobre t/. Portanto, pelo teorema
1.2.32, U é pseudocompacto.

(+:) Seja {Un : n € u} uma cobertura aberta enumerável de X. Se F. não cobre X então
X \ UO é um espaço pseudocompacto. Visto que {(/n : 0 < n < w} cobre X \ Uo, existem
no,...,rzÀ; Cu\Í0} tais que {U.. :ã $ k} cobre X\Z-/o. Logo, {U.: : á $ k} U{Uo} cobre X

Portanto, pelo teorema 1.2.32, X é pseudocompacto. []

Teorema 1.2.34. Sejarrz X um espaço pseudocompacto, y um espaço de Tyc/zono# de caráfer

enun-teráuel e f '. X H Y umü função contínua e bijetorü. Então, f é um homeomor$smo.

Z)emonsíração. Basta mostrarmos que, para todo F fechado de y, /l-PI é um fechado de y
Seja então F' um fechado de y. Como X é regular, existe uma família a de abertos de X tal
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que F' = f'llU U C Z,/}. Do fato de / ser injetora segue que

u€u

Para finalizar, resta mostrar que cada /IUI é um fechado de y

Suponha o contrário e fixe U c Z/ tal que .H = /IUI não é um fechado de y. Então, existe
y C H \ H. Visto que X(y) = u, existe unia base decrescente {U. : n < o} para z. Para
cada n C co, escolha um y. C t4, n // diferente de y. Como y é de Tychonoa, para cada
n C w, existe uma função contínua /n : y + ]R tal que /n(z,) = TI e /n(X \ Un) Ç {0}. Note
que a família {Un \ {y} : n < o} é localmente finita. Logo, a fórmula /(z) = >1:.<. 1./«(z)
define uma função contínua / : X H R. Como g :: / r ]l não é limitada, temos que H não é

pseudocompacto.

Por outro lado, do teorema 1.2.33 segue que t/ é um espaço pseudocompacto. Como ./ é
contínua, temos que /it/l é pseudocompacto, uma contradição. []

Definição 1.2.35. Um espaço topológico X é meZacompacto se toda cobertura aberta de X
possui um refinamento pontualmente finito.

Definição 1.2.36. Um espaço topológico X é erzumeraoeZmenle metacompaclo se toda cober
Lura aberta enumerável de X possui um refinamento pontualmente finito.

Teorema 1.2.37 (lshikawa, j191). Um espaço topoZógáco X é enumeraue/mente meíacompacÉo

se, e some'nte se, T)ara toda sequêTtcia, decrescente qFi l 'l <. u) de fechados não vazios de X,

««. n:.. a - 0, .«ã.*' "".« "q«ê«.á« d«"«.«te <.'1: : { < u> d. «Z,e,l« É'/ g« n:.. ,'!: - g

e Fi Ç .4i para cada { < w.

Z)emozzsÍração. Suponhamos X um espaço enumeravelmente metacompacto e </z : { < co>
como no enunciado. Logo, {X \ Fi} é unia cobertura aberta inumerável de X e, portanto,
possui um refinamento pontualmente finito P. Para cada V C P, seja g(y) o primeiro X \ Ei

contendo V. Seja, ainda, para cada á C o, % = U{V C P : g(y) = X \ Fi}. Então, cada % é
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um aberto tal que i4 Ç X \ /Q e {l,i
X. Para cada á < w, tome

ã < w} é uma cobertura aberta pontualmente finita de

v.- U ';
Então, cada tVi é um aberto tal que

a Ç X\ (X \ a) Ç X \U Un ÇW,

Por fim, note que Í)íe. T'H. 0 pois, caso contrário, {bÇ : ã < w} não seria pontualmente finita

Por outro lado, seja X um espaço satisfazendo a segunda parte do enunciado. Seja, ainda,
{t4 : C w} uma cobertura aberta inumerável de X. Para cada í < u, tome

a-x\Ua

Então, por hipótese, existe uma sequência decrescente <-Ái : á < w> de abertos tal que ni<..A{ ::
0 e 8 Ç -4{ para cada á < w. Tome, agora, para cada á < o,

Bi = X \ .4í

Então, cada Bi é fechado e -Z3{ Ç U,.<: tA. Finalmente, seja B l 0 e tome, pala cada ã < (o,

Então, cada % é um aberto e % Ç t4. Além disso, visto que

K\U un Ç G\ -B:--

temos que

X - U Un Ç U(U. \UUn) Ç U%
acto áeo n,<{ {Co
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Portanto, {% : á < w} é um refinamento de {i-& : á < w}.

Por fim, sejam z € X e á(z) = minta < w : z ç1 .4i}. Como <.Ae : < w> é decrescente,

z 91 .4í para todo í 2 á(#). Logo, a; c Bi para todo á ? í(z) e, portanto, z çl K para todo
á 2 {(z). Assim, {% : < w} é uma cobertura pontualmente finita de X. Portanto, Xé
enunlerave[mente metacompacto.[]

Definição 1.2.38. Um espaço topológico X é melaZãnde/(V se toda cobertura aberta de X
possui um refinamento aberto pontualmente inumerável.

De6nição 1.2.39. Uma família ./V' de subconjuntos de um espaço topológico X é um " neÉwork"
para X se para todo z C X e qualquer vizinhança U de z existe ]W C ./V tal que z C M Ç t/

Teorema 1.2.40. Umz espaço compacto de Hausdozl# é nzetrázáueJ se, e somente se, [em peso
erzurrzeráueZ .

Z)em07zslração. 4.2.8 de j13j D

Lema 1.2.41. Para iodo ordínaZ a, a+l murado da [opoZogáa da ordem é um espaço compacta

Z)em07zsiração. Vamos provar o lema por indução transfinita. Se a =..0 então a + 1 = {0} é
claramente compacto. Suponha 10, al compacto para algum ordinal ar Seja U uma cobertura
aberta de lO,cv 1. Então, existe /3 < cv tal que l#,c! l Ç U para algum U C Z/. Note
que lO, /31 é compacto pois, é um subsepaço fechado de 10, a l que, por hipótese de indução,
é compacto. Logo, existem ul,...,uk Ç Z./ tais que lO,/31 Ç Uk :tA. Assim, lO,cl l=
lO,/7lUIP,cl l Ç (U::;.Ui)UU e, portanto, lO,CE .l é compacto.

Agora, suponha a um ordinal limite e lO,/71 compacto para todo # < a. Seja Z# uma
cobertura aberta de lO,al. Então, existe P < a tal que l/3,cvl Ç P para algum U C Z/. Por
hipótese de indução, 10, PI é compacto. Logo, existem Z./i, . . . , Uk Ç Z/ tais que 10, PI Ç Uk . t&.

Assim, lO,al = lO,/31 U IP, al Ç (Ul::, Ui) U U e, portanto, 10, al é compacto. []
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1.2.3 A compactificação de Stone-Cech

Definição 1.2.42. Uma conzpacílWcaçâo de um espaço de Tychonoff X é um par ordenado

<yl, c>, onde y é um espaço compacto dc HausdorH e c : X } y é uma imersão de X em y
tais que cjXI = y

Teorema 1.2.43. Um espaço fopoZ(igáco X fem uma compactiHcação <1', c> se, e somente se,
X é um espaço de TbchoTto$.

DenzonsÉração. 3.5.1 de j131 n

Teorema 1.2.44. Todo espaço de TycAorzo.FX fem unia compaclí$cação <y, c> ía/ que w(y) =
«,(x) .

Z)emo zsíraç:ão. 3.5.2 de j131 D

Uma compactificação <1' c> de um espaço X será denotado por cX.

Sejam X um espaço de Tychonoff e C(X) = {/ C lO, ljx : / é contínuas. Visto que X é
um espaço de Tychonoa, a família de funções C(X) separa pontos e fechados em X. Logo,
pelo teorema da diagonal, a função

/7 : X --' llc(x)lO, ll
:« n <./'(:«) : / C C(X)>

é uma imersão de X em llc(x)lO, ll

Definição 1.2.45. A compacta/ilação de Stone-Oech de X denotado por /3X é o fecho

de /3jXI em I'lc(x)lO, lj-

Definição 1.2.46. Considere ciX e c2X compactificações de um espaço de Tychonoa X
Escrevemos ciX k c2X ou c2X $ ciX se existe uma função contínua / : ciX -> c2X
tal que / o ci(z) = c2(z) para todo z C X

Se clX > c2X e c2X > ciX, dizemos quc ciX e c2X são topo/ogÍcaznenÉe equãuaZeníes.
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Teorema 1.2.47. /)uas compacÉ{/ícações clX e c2X de um espaço de 7bchono# X são lopo-

logicamente equivalentes se, e somente se, existe um homeomor$smo h : czX --} ctX tal que
h o c2 := cl.

Z)emonszração. 19.7 de l30 n

Deste ponto em diante, não distinguiremos compactificações equivalentes

Teorema 1.2.48. Sejam X unz espaço de Tychorzo# e y anta compacflPcaçâo de X. Então,
cls seguintes afirmações são equivalentes:

(ã) }'''

(ãí) y k Z para foda compacílHcaçâo Z de X;

(ááá) P«« t.d« /u«çã. ««íh- / : X H 10, il .:«á.t. «m« /u«çã. ««[h- g : }''" -. 10, tl q«
estende f;

(iu) Para toda /u7zção conllhua e Zímátada / : X --} R ezáste zzma /unção contígua g : y ---} IR
que estende j;

Qu) Para todo, Juvição colttÍnua J . X -} K, Oltde K é uln esta.ço pompa,cto Hausdor$, existe
uma f\ nção contínua, g . \' --+ K qKe esteltde f

l)emonsiraçâo. 19.5 e 19.10 de l30j. n

Tais extensões de / serão denotadas por /3/

Teorema 1.2.49. S(ya X umz espaço topoZógãco dáscreío [a/ qwe IXI > No. Então, IPXI = 221x

e HINO = 21xl

Z,)emonstração. 3.6.11 de j13j n
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1.2.4 0 espaço de Stone

Definição 1.2.50. Seja .4 uma álgebra de conjuntos. Definimos

uzt(.4) {u Ç .4 : u é um ultrafiltro em .4},

e, para cada a c.4,
y(«) t/Zt(.4) : « C u}

Proposição 1.2.51. {\'(a) : a C .4} é base para tina topoZogáa soZ,re U/t(Á)

Definição 1.2.52. Seja .4 uma álgebra de conjuntos. O espaço de Sforze de .4 ao qual
denotaremos por st(Á) é o conjunto UZt(Á) munido da topologia gerada pela base {y(a)

Proposição 1.2.53. S©a .4 uma á/geóra de conlunlos sopre um c07Üurzto /. Eniâo, st(.4) é
um espaço de Hausdor$, Q-dimensi,anal e compacto.

Z)emonslração. Mostremos, primeiramente, que st(.4) é 0-dimensional. De fato, note que

UZt(.4)\\'(a) UZt(d):agua {uC uzt(d):-r\«cu}

para todo a C Á. Logo, cada V(a) é um aberto-fechado e, portanto, {l'''(a) : a C Á} é uma
base de abertos-fechados.

Agora, vamos mostrar que st(.4) é HausdorE. Sejam ui,u2 C UZt(.4) tais (lue ul # ue
Então, existe a € .4 tal que

(« C u: e « glu,) o« (« # u: e « C u,)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a C ui. Como a # u2, X \ a C u2. Assim,
u: C V(a), u2 C y(-r \ a) e t'(a) n }'(-r \ a)

Por íirn, mostremos que st(Á) é um espaço compacto. Suponhamos o contrário. Então,
existe uma cobertura aberta Z/ de PZt(a) que não possui subcobertura finita. Podemos assumir
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que Z/ = {b''(a) : a C C} para algum subconjunto C Ç .4. Sendo assim, dados ai, . . . , a,, C C,

existeuC UZt(.4)\(b'(ai)U...UV(a«)) ain...n r\a«). Logo, {/\a:aCC} tem
a propriedade da intersecção finita. Pelo lema 1.1.12, existe u C UZt(.4) tal que {/ \ a : a C
C} Ç u. Note que, para todo a C C, a çl u e, por conseguinte, u # y(a). Portanto, U não
cobre UZt(.4), uma contradição. []

Teorema 1.2.54. Seja X um espaço copo/ógáco mamado da [opologáa dáscrefa. Se 6 Ç p(X)
é unha áZgebra e co«juncos laZ que UZS e {lz} : «; C X} Ç Zi, enlâo st(B) é u«.a
corrzpactlPcaçâo de X

Dernonslraçâo. Pela proposição 1.2.51, st(B) é um espaço compacto de HausdorK. Resta
construir uma imersão c : X st(Zi) tal que clXI = st(13). Seja c : X --, st(B) dada por

c(z) = {.4 C Zj : z C ..4}.

Note (lue cada c(z) é urn ultrafiltro principal em B, e portanto, um ponto isolado de st(Zi).
Logo, cjXI é um subconjunto discreto de st(Zi). Visto que c é injetora, temos que c é uma
imersão.

Para ver que cjXI é denso em st(Zi), considere um aberto U # 0 de st(B). Então, existe
.,'! C 23 não vazio tal que y(-A) Ç U. Logo, para todo z C .A, temos que c(z) C {Z/ € UZt(B)

..'! c U} = V'(.A). Porta"to, cjXI

Mostramos, assim, que st(B) é uma compactificação de X. n

Teorema 1.2.55. Sd« X «m e.p«ço i.p./@ã« «.umád. 'Z« top./agia disc«ta. Eníã., st(p(X))
é cl compücti$cação de StoTte Cech de X

Deste ponto em diante, sempre que X for um espaço discreto nos referiremos a UZt(p(X))
como PX. Portanto, PX \ X designará o espaço de ultrafiltros não principais sobre X

Seja / : K -+ ' uma função arbitrária. E fácil vei que

F '. l3K, -, D)-

« n {B Ç .X : / :(-B) C «}
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é contínua e que F't n f. Logo, F = 13f

B áf B tJ XID }Ja.\(\JD l \;a.[\,\]]]] }/a \, U\JD

As referências aqui são j13j e j141.

Definição 1.2.56. Um espaço X é rea/compacto se, e somente se, X é homeomorfo a um
subespaço fechado de R" para algum caidinal K.

'l.borema 1.2.57. Todo suóespaço /ecAado de wm espaço rea/compacto é rea/com/)acto

Teorema 1.2.58. O produzo caNesáano de espaços rea/compactos é reaZcompacto.

Definição 1.2.59. Sejam X um espaço de Tychonoa e e : X --, llc(x) R a imersão canónica
dada por e(n) = </(z)>.rcc(x) para todo z C X. Então, a realcompactificação de Hewitt é
definida por uX - ejXJ'

Proposição 1.2.60. Sejarrz X um espaço, y um espaço reaZcomzpacto e ./ : X ---} y unia
função coTttínua, Então, existe ullla úni,ca função coTttínua uJ . uX --+ Y tal que 'uf \ X -- f

Definição 1.2.61. Um subconjunto Z Ç X é um zero-seí ou um z-set se Z = /'iÍ0}
para alguma função contínua / : X -+ lO, ll.

A família de todos os zero-sets de X é denotado por .g(X).

De6nição 1.2.62. Um z /litro .F sobre X é um filtro em
z -- Mitra/{Ztro / sobre X é um ultrafiltro em .2'(X).

Lema 1.2.63. t/m espaço X é reaZcompacio se, e som
merauelmente completo tem ãnterseção não-vazia.

Corolário 1.2.64. Espaços de Linda/í5/ sâo rea/compactos.

Teorema 1.2.65. Um espaço de TycAono#' gaze é a unção de zém suóespaço rea/compacto e um
subespaço compacto é realcompacto.

l

a'(x) Analogamente,um

Lodo z-uttra$\tro sobre X enu:nte se, a
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Teorema 1.2.66. Sega ./ : X --} y anta /unção confáhua de um espaço realcompaclo X em
um espaço de Tychono$Y. Então, Q imagevYt inverso, l)or f de um subespaço reatcompacto de
y é reaZcompacZo.

Teorema 1.2.67. Sega X um espaço de T#cAono# e y um espaço Aereditarãameníe reaZ-

compacto. Se f . X --, Y é uma função contínua e injetora eTttão X é hereditariamente

realcompacto.

1.2.6 Limites inversos

Definição 1.2.68. Sejam, para cada n C w, um espaço topológico X. e, para quaisquer
m,n C w satisfazendo m $ n, uma função contínua sobrejetora n-l, : X. --, X.. Suponha

ainda que a-r o a':. = a'il sempre que k $ m 5; n < w e que a-mm :: ãdx. para todo m C w.
Sob estas condições, dizemos que a família {X.,r" : m 5; n < w} a qual denotaremos
simplesmente por {X«, n-".} é uma seqzéêrzcáa inversa dos espaços X..

Seja S = {X.,r:,} uma sequência inversa. Um elemento <z,,>.c. do produto Cartesiano

[l.c. X. é chamado de ./io de S se n-:,(a«) = z« para quaisquer m, n C w satisfazendo m 5; n.

Definição 1.2.69. O Zámáfe {nuerso de uma sequência inversa $ = {X«,n-=.} é o subespaço

de ll.c. X« definido por

X. = lim«Xn - {<z«>«c. C ll X« : <z«>«c« é um fio deS}

Lema 1.2.70. Sda $ = {X«,a-h} um sequência ánuersa de espaços de #ausdozl#. Então o

Zímále ánuerso de S é um subespaço /achado do produto Cartesáazzo flec. X.'

Z)emonstração. Seja z = <zi>i.« C (H:.. Xí) \ X«. Logo, existem m,n C w, com m < n, tais
que z. # r:.(z«). Como X« é de HausdorR segue que existem abertos diquntos .4 e -B de
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X. tais que z. c .4 e a-;,(z,) C -B. Considere o aberto U = 11:.. Ui, onde

se z - 7n;

'(B), se z - n;

se ã # {m, n}

Note que z € C/ Ç (ll:c.:, Xí) \ X«. Portanto, X. é fechado. n

Segue imediatamente do lema 1.2.70

Corolário 1.2.71. Sega S = {X.,n-:.} urra sequência ánuersa de espaços compactos de .ll/aws
doTE. Então o limite inverso de S é um espaço compacto de Hausdor$.

E fácil ver que para cada m < w, a função

x."g
<g">"Cw

x.
Zm

é contínua e sobrejetora

Lema 1.2.72. Sdarrz Uo, . . . ,t/n azedos de XO, . . . ,X., respec&áuamenle. Então, ezásfe um

aóerlo V de X. ía/ gue

(rlÍ)':l\'l )':luol n n («-1:)': 1unl

Z)errzorzsfração. A demonstração será feita por indução sobre n. Para n = 0 basta tomarmos

v' :: Uo. Suponhamos o lema válido para algum natural n > 0 e soam UO, . . . , t/n+l abertos
de Xo, . . . , X.+l, respectivamente. Da hipótese de indução segue que existe um aberto W de
X. tal que

(*) («-:)':lwl - («-#)':luol n n («-1:)': 1Unl



Seja V' = (rnn+:) :lwl n t/«+l. Logo,

(«-lÍ. :) :lV'l «-lÍ.. .)':l(rl:'' :) :lw'l n Un---l

(rlÍ) :lwl n(rlÍ...) 'lUn--:l.

De (+) segue que

(«-lÍ.. :)':l\''l )':luol n . . . n («-lÍ..:) :lun+:l. n

Lema 1.2.73. Sejam S :: {X«,a-":} urrza seqzzêrzcáa ánoersa, z ::: {z«

« C «,, B.(:«) «m« Z,«. p«« «.. E«t'',

B(:«)(«-:) '(U'): n <«, . U C B(z«)}

é uma base para :c.

Z)emonslração. Seja U uma vizinhança de z em X.. Então, existem
Z](zk) tais que

Pelo lema 1.2.72, existe um aberto V de X. tal que

(«-#) :luol n . . . n («-lÍ) :lu«l )':ll''l.

Como

xunjljax ll x:l) :juojn...n("lÍ)':
á<k h< <w

temos ciue

ç u.z C X.:, Í] ll" * lÍI x:
<k k< <o

291.2 Tipologia

} x. cadaC e,

23(zol UC õ(zo), C

:l\'''l ç u« c («:
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1.3 Submodelos elementares

Nesta seção, introduziremos o conceito de submodelos elementares e apresentaremos alguns
resultados que serão utilizados nas seções 3.3 e 4.2. As demonstrações desses resultados serão
omitidos, mas podem ser encontradas em jlll ou l2õl.

Definição 1.3.1. Seja ]14 um conjunto não-vazio. Para cada fórmula p, a re/afáuázação de p
a ]14 é a fórmula pÀ/ , definida recursivamente por:

(z = g/)M é a fórmula z = y para quaisquer variáveis z e y;

(z C 3/)W é a brmula z C y para quaisquer variáveis z e 3/;

(np)"' é a fórmula a(pM) para toda fórmula p;

(p A p')M é a fórmula (pA/) A (p'"') para quaisquer fórmulas p e p';

(:[z (p))m é a fórmula ]z (z C À/ A (p&/)) para toda fórmu]a p e toda variável z

Para uma brmu]a g, a notação (p(zl , . . . , z.) indicará que :z;i , . . . , #. são as variáveis livres

distintas de p.

Dados ai,.. .,a. C M e uma fórmula p(zl,.. . ,iç.), escreveremos À/ F play,.. .,a«l se, e
somente se, p&/ é válida ao substituirmos zi por aí para cada ã C {l, . . . , rz}.

De6nição 1.3.2. Sejam À/ e ]V conjuntos. Dizemos que M é um s ónzodeZo e/emendar de .V

e denotamos por M -'< .M se, e somente se, .A4 Ç N e, para toda fórmula p(zl , . . . ,#.)
da linguagem da teoria dos conjuntos, e todos ai, . . . , a. C M, temos que

PM(al, , «.) se, e some«te se, p"(«:, ,«.)

Lema 1.3.3 (Critério de Tarski). Soam &/ e -N conyurzlos com M Ç .7V. Então, M -< -N se,

e somevtte se, l)QTQ toda. fórmula. lpQ=1, . . . .=n,UI e para a.\, . . . ,Q. ç: M quaisquer, tem-se que

N f: ]z'play,...,a.l ámp/ãca que ez sfe a € .A4 ta/ qwe ]V E play,. .. ,a«,al.
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Teorema 1.3.4 (Lõwenheim-Sko]em). Soam .4 e ]V conlzirztos país que .4 Ç N. Então ezísíe

JW -< N ta/ que ,4 Ç ]\4 e A/ $ 1.41 .w

Para fazermos uso do teorema de Lõwenheim-Skolem, é pertinente perguntarmos qual
conjunto N será interessante tomarmos. Como trabalhamos em ZFC, seria muito conveniente
podermos escolher um conjunto N tal que todos os axiomas de ZFCI fossem válidos. Porém,
pelo segundo teorema da incompletude de Gõdel, ZFC não prova sua pr(5pria existência, isto
é, não se pode obter um conjunto ]V, em ZFCI, tal que, para todo axioma (p de ZFC, tenha-se

]V f: p. No entanto, é possível satisfazem os nossos propósitos com um pouco menos que isso,
como veremos agora.

Definição 1.3.5. Seja .4 um conjunto. O /echo íransáííuo de .4 é definido por

rG(.A) : r 2 -.4 e ]'' é tra«sita«}

Definição 1.3.6. Seja 0 um cardinal infinito. Definimos então o conjunto

Ho l7'C'(.A)l < 0}

Teorema 1.3.7. Sega 0 m cardãna/ regra/ar nâo-enumeráueZ. Então, .17o é um made/o para

ZFC-P, onde ZFC-P é a colação de azãornas de ZFC scrrz o azáoma das partes.

Ná prática, uma demonstração de um resultado em topologia não requer o uso do axioma

das partes além do que um conjunto -17o, para 0 suficientemente grande, é capaz de satisfazer.
Em todo caso, se fixarmos um cardinal limite forte K tal que IXI < K, então o conjunto
.17o, com é? = K+, pode ser tomado como universo da demonstração no sentido de que, se
tivermos necessidade do conjunto p(..4) para algum conjunto .A que ocorre na demonstração,

e«tão p(.4) C Ha.'

Assim sendo, deste ponto em diante, sempre que escrevermos .ll/o, estaremos assumindo a

hipótese adicional de que 0 é um cardinal regular, não-inumerável e grande o suficiente para
ser tomado como universo da demonstração em questão.

2Note que, para efeito de simplificar a demonstração, sempre podemos supor que X :: IXI
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Lema 1.3.8. Soam n umz cardána/ e M < -Z7o íaás gue K C .A4 e n C A/. Então

V.4 C A/(l.41 5; K + .4 Ç M).

Coro[ário 1.3.9. Sega JW < -Z]/a. Se .4 c lmls" erztão .4 Ç ]]/

Definição 1.3.10. Dizemos que .A4 / 0 é uma cadeia eZemeniar de .27o se, e somente se,
.A4 é uma cadeia com respeito à ordem Ç e ]14 < -Z7a para todo À4 c .A4. Caso .A4 seja
bem-ordenadas digamos, .A,4 = {.A4a l a C O-} , dizemos ainda que ./U é

uma c-cadeia se, e somente se, .A4a C M.+] para todo ordinal a tal que a + l C o-.

contãhua se, e somente se, .A4o = Ulm. l a C /i} para todo ordinal limite /3 C a.

Teorema 1.3.11. Se .A,'í é uma carte a e/enzentar então M < U.A,'t para lodo M C .A,'f.

Proposição 1.3.12. .A4 # ü é uma cadeia e/emendar de -Z7a se, e sorrzenÍe se, .A4 < ]7o pa
todo M ç: .M. e .M. é uma cctdeia covil respeito à ordem -<.

Lema 1.3.13. Se .A4 é ur7za cadeia elemerztar ánánála de Ho, então U.Aa < .ZI/o.

Dizemos que um conjunto C é n-/ecAado se, e somente se, l(.;l$" Ç (7.

Teorema 1.3.14. Sejam K zárrz cardánaZ ã7z$náÍo e -4 Ç -Z7o com l.AI $ 2'. Então, ezásfe

]W -< HP K-/ecAado ta/ que .4 Ç À4 e IWI $ 2"

Definição 1.3.15. Sejam H um cardínal infinito e .A4 < -Z7a. Dizemos que JV tem a propõe

dada K-coueMng ou, simp]esmente, que ]\4 é n-coueráng se, e somente se, para todo
.4 C l.A4lS" existe .B € &/ tal que .4 Ç .B e l-al 5; H.

Teorema 1.3.16. Seganz K um cardárzaZ án$nãio e .4 Ç -ll/o saíáltfazendo l.AI $ K. Então ezãste

.A4 --< .27o ía/ que .A Ç M, l.A41 5; n+ e .A4 feroz a prophedade K-covering

3Ao longo do texto, sempre que escrevermos uma cadeia elementar de .17o como .A4 :: {.A/. l a C a},
staremos assumindo que ]14a Ç À4O para quaisquer a, P C a tais que a c /3e
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A seguir damos um exemplo de aplicação de submodelos elementares a Tipologia. Em

aplicações deste tipo, geralmente consideramos um espaço topológico <X, 1-> e um submodelo
elementar JW de um Ho conveniente e então derivamos propriedades de X através de uma
"versão .A4 de X". O candidato mais natural a "versão .A4 de X" seria o par <x n .A4, r íl it/>.

Porém, em muitos casos, 7-OA4 não é uma topologia, haja vista que em geral uniões arbitrárias
de elementos de I'- í) JW não estão em M. Contudo, r n À4 é uma base para uma topologia I'-A/

sobre X. Assim, dependendo da particular aplicação, a "versão A/ de X" pode ser <X, l-&/> ou
seu subespaço <x n M, l-m>.

Teorema 1.3.17 (Arhangel'skií). Se <X,a'-> é uma espaço de ÉÍndeJ(U de #ausdor# e de
caráÉer erzlzmeráueZ erzlâo IXI $ c.

Z)emozzslraçâo. Escolha um cardinal regular 0 "suficientemente grande" e seja A/ < Ho tal que

X,7- € À4, l.A4 = c e ]W é w-fechado a existência de tal M é garantida pelo teorema 1.3.14.
Para provarmos o teorema basta mostrarmos que X Ç M

Seja }'' = x n M. Claramente, lY''l 5; c.

AFIRMAÇÃO 1. Para todo y C y, À/ contém unha base 23P para y

Seja 3/ c y. Então,

Ho F ]Z3,(23, é uma base inumerável para y)

Pe[o Critério de Taiski, existe 23v C ]\4 ta] que 23v é uma base enumeráve] para y. Do coro]ário
1.3.9 segue que 23P Ç M.

AFIRMAÇÃO 2. y é urra suZ)spaço /achado de X

De fato, seja z C y. Visto que X(X) $ u, existe uma sequência <z.>.c. Ç u xy
convergindo para z. Como IJt4l" Ç M, temos que <z.>.c.:, C M. Visto que

o F /(g/ C lim :«,,)
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com os parüetros I'', <z.>.c. em M, então, pelo Critério de Tarski, existe 3/ C M tal que

.27ú f:: y C lim z.

Como X é de Hausdora, z = y. Portanto, z C y

Pala fina[izar, basta mostrar que X Ç ]W. Suponhamos, por absurdo, que exista z C X\M
Para cada g/ c y, escolha UP C Bv tal que z # UP Tal Uv existe, pois X é de HausdorH e 23v

é uma base para y. Então,

}'''Ç UUp ' «C X\ UUv

Da Afirmação 2 segue que y é um espaço de Lindelõf. Logo, existe {y« : n C co} Ç y tal que
y Ç a = U.c. UP.. Então,

]W f:: Z,/ é um recobrimento aberto de X

Como IÀ4lS" Ç M, temos que Z/ = {Uv. : n < w} C .A/. Por elementaridade,

.ll/o F: Z,/ é um recobrimento aberto de X,

isto é, X Ç UU. Absurdo, pois z g UZ./. n



Capítulo 2

Espaços linearmente Lindelõf

Neste capítulo introduziremos o conceito de espaço linearmente Lindelõf e suas principais
equivalências. Serão dados, também, dois exemplos de espaços linearmente Lindelõf que não
possuem a propriedade de Lindelõf.

2.1 Algumas equivalências e propriedades básicas

Teorema 2.1.1 (Alexandrofr e Urysohn, l31). Um espaço X é com/)agia se e só se todo

subconjunto {n$Ttito de X teta ulll ponto de acumulação completo.

Z)emorzslraçâo. (:}) Suponha, por absurdo, que exista .A Ç X infinito sem ponto de acumula-
ção completo. Então, para cada z c X, existe [4, vizinhança aberta de z ta] que l.Anual < 1.4 .
Seja U = {Un}..cx. É claro que Z# é uma cobertura aberta de X. Da compacidade de X segue

club existem ni, . . . , zk C X tais que X :: U=: U . . . U t4.*. Assim,

(*) l.41 1,4 nx l U ..4 n uz:l $ 1..'{ n uz. l + + l..4 n uz.l < k - l.41

o que implica, l.ÁI < 1.41. Absurdo.

(+) Suponhamos, por absurdo, que X não sda compacto. Então o conjunto C formado por
coberturas abertas de X que não possuem subcobertura finita é não vazio. Sejam K = minÍja
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Z,/ c C} e a = {Ua}.<. C C. Considere, ainda, o conjunto S = {/3 < K : Uó \ U.<p Ua / 0}.
Então, Z./' = {t/.}.cs é uma subcobertura de ZJ. Logo, U' C C. Da minimalidade de K segue

que ISI = K. Para cada a c S escolha p« C Ua \ Up<. UO. Assim, {p« : a C S} é um conjunto
infinito de pontos dois a dois distintos. Então, por hipótese, {p.}.*cs possui um ponto de
acumulação completo p C X. Visto que Z/' é uma cobertura de X, p C t/P para algum /3 C S.
.[,ogo,

uo n {P.}..sl $ 1#l $ P < n - lsl - llP.}..sl.

Isso contradiz o fato de p ser um ponto de acumulação completo do conjunto {p.}.cs- n

Note que na última desigualdade em (+), a existência de uma subcobertura finita de Z/ foi
essencial para se obter a contradição. Se em vez de compacto, X fosse um espaço de Lindelõf,

não teríamos necessariamente a desigualdade estrita.

Na verdade, a propriedade de Lindelõf não pode ser caracterizada de forma semelhante
àquela feita no teorema anterior para a compacidade. Isto é, não é verdade que em todo
espaço de Lindelõf cada subconjunto não-inumerável tem um ponto de acumulação completo.

De fato, seja {Yn}.c. uma família de espaços de Lindelõf dois a dois disjuntor, tal que lyn 1 :: N,,

para todo n C w. Então, y :: (D.c.yn é um espaço de Lindelõf sem pontos de acumulação
completo em y

Uma condição um pouco mais fraca é satisfeita por espaços de Lindelõf: todo subconjunto
não-inumerável de X de cardinalidade regular tem um ponto de acumulação completo. En

tretanto, como veremos mais adiante, esta condição não é forte o suficiente para caracterizar
a propriedade de Lindelõf; ela caracteriza espaços linearmente Lindelõf.

Definição 2.1.2. Um espaço topológico X é dito /{nearnzente Lande/ól/ se toda cobertura

aberta de X linearmente ordenada por Ç possui uma subcobertura enumerável.

Antes de mostrarmos a equivalência mencionada acima, apresentamos algumas caractere
zações de um espaço linearmente Lindelõf com relação à coberturas abertas.

[l'eorema 2.1.3. Sega X urn espaço copo/(igáco. São equipa/erztes;

(a) X é linearmente Lindetõf;
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(b) Toda cobertura. aberta. de X bem ordenada por Ç T)osssi uma, subcobeüura evtumeráuet.

rc) Toda coóerZura aZ)efta Z# rzão-enumeráueZ de cardãnaZádade regular conténz uma suócoóer-
fura U' ta/ que IU'l < IZ/l;

(d) Toda cobertura, aberta U de co$natidade > '.o possui' uma, subcoberturü U' tal que \U' \ <
ul

re) Toda coóerZura abaTIa possziá urna stzócoóerlura de co$7zaZádade erzumzeráueZ

Z)emozzslraçâo. (a) -> (e) : Sda Z/ uma cobertura aberta de X de cardinalidade K com c/(K) >

u. Seja p = minljPI : y Ç Z/ e X Ç U P}. Fixe P uma subcobertura de a tal que IPI = p.

Considere uma enumeração 'P = {yala<p' Para cada P < p, sda I'r0 = U.$pya. De (a)

temos que existe {/% : á < w} Ç p tal que X Ç Ui<. WO.. Da minimalidade de p segue que
{/3i : á < «,} Ç p é cofinal em p. Portanto, c.f(p) .$ w.

(e) ::> (d) e (d) + (c) são imediatos

(c) ::> (b) : Suponhamos, por absurdo, que o conjunto C formado pelas coberturas abertas de
X, bem ordenadas por Ç e que não possuam subcobertura enumerável seja não vazio.

Sejam p = minlot(Z/) : a C C} e Z./ C C. Podemos supor que U = {[4.}..<P de forma que

[4. Ç Z-/P sempre que cv < P. Afirmamos que p é um cardina] regu]ar não-enumeráve]. De
fato, p > w, por definição. Agora, seja <p.* : a < c/(p)> crescente e cofinal em p. Então,
{(/p.}a<..f(p) Ç Z/, o que implica {C4,.}.<c/(p) C C' Portanto, da minimalidade de p segue que
cJ kF) = ».

Por (c), a possui uma subcobertura Z/' tal que IZ./'l < IZ/l = /z. Logo, a g $. Então,
U' possui uma subcobertura inumerável U". É clamo que Z/" ê, também, uma subcobertura
inumerável de Z/, contradizendo o fato de Z/ C S.

(b) + (a) : Seja U = {C/.}«<. uma cobertura aberta de X que é uma cadeia com relação

à inclusão. Seja S = {/3 < K : UO \ U.<0Ua # 0}. Visto que U é uma cadeia, temos que

Ua Ç U# sempre que CE < /3 e cv,/3 C S. Seja S' Ç S e defina p = mina'. Então, Z.ã, Ç t/.
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para todo c! C S com p < a. Portanto, {U.* : a C S} é uma cobertura bem ordenada. De (b)
segue que existe Z/' Ç {(.& : a C S} Ç enumeráve]. []

O próximo resultado relaciona a propriedade de ser linearmente Lindelõf com a de ter

pontos de acumulação completos.

Teorema 2.1.4. S(ya X um espaço copo/(igáco. Sâo eguíua/entes

(a) X é Zárzearmenfe ÉándeZ(IV.'

Çbb Todo subconjuvLto A de X de cürdinatidade regular > u tem um ponto de acumula,ção
completo em X;

l.cà Todo subconjunto A de X de cardinalidctde K colll cj(.Kà > u tem uvn ponto de acuvliu
loção completo em X

Z)emorzstração. (a) ::> (b) : Suponha, por absurdo, que exista .4 Ç X sem ponto de acumulação

completo de cardinalidade n > u regular. Podemos supor que 4 :: {z. : a < K}. Para cada

a < H, seja Ua = X \ ,4.., onde .4« = {g, : ' > a}.

Afirmamos que {U.}..<. cobre X. De fato, seja z c X. Como ,4 não possui ponto
de acumulação completo, existe Uz uma vizinhança aberta de z tal que lyz n .41 < K. Da
regularidade de H segue que existe cr < K tal que V= n .4. = 0. Logo, z c t/..

Assim, {Ua}.<. é uma cobertura aberta de X linearmente ordenada por Ç. Pelo item (a),
{{,Lla<K possui uma subcobertura enumerável {Z./...lli<.. Da definição de {(4:.}.<« segue que

{clili<. é cofinal em K, contradizendo o fato de (lue c/(n) > w.

(b) -> (a) : Suponha, por absurdo, que X não sda linearmente Lindelõf. Então, pelo teorema
2.1.3.(c) existe uma cobertura Z/ de cardinalidade regular H > w que não possui uma subco-

bertura Z/' tal que IZ/'l < IZ/l. Seja {Uo : < H} uma enumeração de Z/. Considere, agora, o
conjunto S = {a < K : [/a \ Up<. [/0 # 0}. Note que {(4:. : a C S} é uma subcobertura de Z/.

Logo, ISI = n.
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Para cada a c S, escolha p« C Ua \ Up<.UO. Como .A = {p.. : a c S} é um conjunto
não-inumerável de cardinalidade regulam H, segue de (b) que .4 possui um ponto de acumulação

completo p C X. Seja /3 C S tal que p C Uo. Da definição de .4 segue que

uan.'1l < n

contradizendo o fato de p ser um ponto de acumulação completo de .A. n

(b) :+ (c) : Fixe .4 Ç X de cardinalidade K tal que c/(H) 2 w. Se K é regular então, por (b),
.4 tem um ponto de acumulação completo. Suponhamos, então, que H seja singular. Logo,

= N« para algum ordinal limite a 2 w e c/(N.) = c/(a). Seja <a, : 7 < c/(a)> uma

sequência de ordinais sucessores, estritamente crescente e cofinal em cv. Considere, ainda,

uma família {-4,r : 'y < c/(a)} de subconjuntos de .4 tal que .4 = U,r<./(.) '4v e, para cada

7 < c/(a), l.A,l = N.,. Considere o conjunto P = {p, : 'y < c./:(a)}, onde cada p,r é um ponto

de acumulação completo de .4,r.

Se IPI = c/(a), por (b), existe um ponto de acumulação completo p de P. Afirmamos

que p C .4 é um ponto de acumulação completo de .4. De fato, suponha, por absurdo, que
exista U uma vizinhança aberta de p tal que lu n .41 < K. Então, existe 'o < c/(a) tal que
lu n .AI $ Na.. ' l..'b.l. Como p ê um ponto de acumulação completo de {pV : ' < c/(a)},
existe 'l > ,yo tal que p,r. C U. Mas p,r. é um ponto de acumulação completo de .Al:. Logo,
u í] -A,y:l = N..: > N... 2 1z./ n .AI. Um absurdo, visto que .4..: Ç .4.

Suponhamos, então, que IPI < c/(cl). Da regularidade de c/(cl) segue que existe 'o C c/(a)
tal que C < c/(a) : p, = p,.} tem cardinalidade c/(a). Como a é cofinal em c/(a)
e <a, : 'y C c/(c!)> é estritamente crescente e cofinal em a, {a, : ' C C} ê cofinal em cv e,

portanto, {N., : ,y C O} é cofinal em K. Temos, ainda, que dada uma vizinhança U de pl.,

u n.,4121u n.'bl

para todo 'y € C'. Portanto, IU n -AI = K, isto é, p,v. é um ponto de acumulação completo de
Á
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(c) + (b) : Imediato

2.2 Exemplos de espaços não-Lindelõf

Nesta seção apresentamos dois exemplos de espaços linearmente Lindelõf e de Tychonoff
que não tem a propriedade de Lindelõf.

2.2.1 0 espaço de MliÉéenko

Em 1962 MiÉéenko publicou (veja 1261) o que provavelmente foi o primeiro exemplo de um
espaço linearmente Lindelõf e não-.Lindelõf.

Antes de apresentarmos o espaço em questão, precisaremos provar alguns resultados bási-
cos

Definição 2.2.1. Sejam 0 e K cardinais. Dizemos que um espaço topológico X é lO,KI
compacto sc toda cobertura aberta de X de caidinalidade $ H possui uma subcobertura de

cardinalidade < 0. Se 0 = No, dizemos que X é ánícãaZmenÍe K-corrzpacto, e se K 2 IXI, X é
chamado de ./i7za/mzeníe 0-cornpacfo.

Note que X é enumeravelmente compacto se, e somente se, X é inicialmente o-compacto,
e têm a propriedade de Lindelõf se, e somente se, X é finalmente wi-compacto.

NoTAÇÃo. N = w \ {0}

Lema 2.2.2. Para todo k C N, ui; é ánícíaZmenfe wk i-compacto

Z)emorzsÉração. Sqa a uma cobertura de ok tal que IUI $ Nh-i. Como a + l = lO,c1l é
compacto para todo ordinal a, é suficiente mostrar que existe Uo C Z/ contendo um intervalo

da forma lao, wkl-

Para cada a C limwk \ {0} escolha P(a) < a de forma que IP(a),al esteja contido em
algum U C Z/. Então, a função

/ : lim wx; --} ux;
« - P(~)
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e regressiva.

Pelo lema pressáng dowrz existe clo c wk tal que .r ilao} é estacionário em wk. Logo,
/ llao} é cofinal em wx; e, portanto, l/'ilaoll = Nk. Para cada U c U considere o conjLmto

Mu 'tao} :lao,al ç u}

Da definição de/ segue que/-ilao} Uucu ]Wu. Logo, pelo teorema 1.1.2,

Nx; 1/ :1aoJl$1UI.suPllMul:UcUl$ k l suPllMul:t/cZ#}

Então, supllÀ4ul : t/ c U} = NÀ;. Da regularidade de Nk segue que existe Uo c Z./ tal que
]Wu.l = Ne. Assim, .Adro. é cofina] em oi;. Portanto, lcro,ohlÇ Uo. []

Lema 2.2.3. Para fado k C N, T'lÀ;<i<.ui é um amacia/merzte uh i-compacto

Z)emonsZração. Procederemos por indução sobre rz. Se n = k então a afirmação vale pelo lema
2.2.2. Suponhamos, então, a afirmação válida para algum n 1 2 k. Seja Z/ uma cobertura

de llÃ;<:<. ui tal que IUI $ Nk i.

Fixe z = <nk, . . ,z,, i> C P = 1'1k<i<.coí. Para cada a < limo« escolha ordinais zí(a) C

{0} U (wi \ limwi), k $ { $ n, e Ua C U de modo que Hk.::.. lz{(cv),zil X IZ.(a), al Ç Ua

Logo, a função
./ : lim on -----> wn

a ---' z«l.a.l

é regressiva. Como limo. é estacionário, pelo lema pressáng dowrz, existe clo C limo. tal que
À4 = / :tz.(ao)} é estacionário e, portanto, cofinal em o«. Note que llA;.:<. lz{(a),zil x
lz,.(ao),c1l Ç t/.:. para todo a C M. Visto que IPI < N« e lml = N«, existe ai C M tal que
[[«:.,, ]n:(a:), :«:] X ]r,,(aO),«,«] Ç Ua.

Assim, para cada # C P podemos tomar ordinais 3/i(z) C {0} U (oi \ limwi), k 5; á $ n, e
t/(z) C Z/ de forma que Tl*.:..ly{(z),zil x l3/«(z),«,«l Ç U(z).

Como lly«(z) : z C Pll .$ N« i, pela regularidade de N«, existe a C co« tal que a > y.(z)
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para todo # C P. Então

ll ly:(z),«:l x la,o.l ç u(z),
k$ <n

para todo z c P. Seja

yu - U{ ll ly:(«),«:l : U'(«) - U}

Note que a família {Uu : U C Z./} cobre P. Logo, pela hipótese de indução, possui uma
subcobertura finita {Uu. . . . , yu,}. Então, a família {Ui, . . . , Us} cobre o conjunto P x la,w.l.
Dias

kZ

n

ll«,: -(p x to,al) u(p x la,«,«l)

Visto que lO,õl é compacto, P x lO,õl é IRo, Nx; lj-compacto, isto é, é coberto por um número
finito de elementos {Us+l, . . . , [/m}. Portanto, a famí]ia {t/i, . . . , t/m} cobre o espaço I'li.:x; wi.

Lema 2.2.4. Se /3 > 0 é um ordírzaZ ta/ que c./(/7) < wA;, eníâo para lodo aóerlo t/ conferido
{/3} x Hl:.«,i ezásíe a < /3 1aZ q e la,/31 x HZ:x;oi Ç U

Z)emonsÍração. Seja {0lll<c/(P) cofinal em /i. Suponhamos, primeiramente, n = k. Para cada
À C ux; tome 'À < c/(/3) e õÀ C {0} U (w. \ limo«) tais que l©l*,PI x lõÀ,ÀI Ç t/. Então, a
tl l n (' n n

/ : ]imwk --+ wh

é regressiva. Pelo lema pressáng down existe õ < wh tal que À4 = ./ i{(5} é estacionário em wA:
e, portanto, cofinal em wx;. Daí,

IPl*,#l x lõ, .xl ç u

para todo À C M. Como IÀ/l = wk e c/(/3) < wk, existe ' < c/(P) ta] que llÀ C ]W : 'À =

yll = NA;. Portanto,

IÕI,#lxlõ,otlç u.

Como lO,õl é compacto, existem Ài, ,À. .$ õ tais que lO,õl Ç Uj..lõÀ.,Àil. Seja a
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:« -*lÕ, ,A* 1 ' 'Dl*.}. Logo,
la, /71 x «,k ç u.

Suponhamos, agora, que o lema valha para n 1 2 k. Fixe # :; <zk,...,z. 1> cP
llk<Í<.wi. Para cada À C limo« tome 'À < c/(/3) e ordinais zê, . . . ,#à, cada um dos quais
ou é sucessor ou é igual a 0, tais que </3,z,À> C IOl*,PI x llk<i<.lzl', zil x lzà, ÀI Ç U. Então,
n fii nrã n

é regressiva. Pelo lema pressáng dotorz existe p < w,, tal que &/ :: / itp} é estacionário

e, portanto, cofinal em w.. Assim, l©l*,PI x I'lÀ;<í<«lzj',zil x ip,ÀI Ç t/ para todo À c .A/.
Como c/(P) < u«, lt<zê,... ,zà .> : À € À4ll < N« e IWI = N«, existe .Xo < À tal que

IPlx.,/71 X rlk$i<nlZi',Zil X ip,w.l Ç g. Como lO,pl é compacto, existem ÀI, . . . , À. $ H tais
que

n

Ulo,pl ç 1:«àí, .Xjl Ç U

Seja P(z) = maxi/3,*, : 0 5; .j $ m} e, para cada {, y{(z) - maxlzj'' : 0 $ .j 5; m}. Assim,

IP(#),PI x ll ly:(:«), «.l x «,. ç u.

Agora, para cada z C Hx;..{<.«,í seja Uz = 1/3(z),PI x H..::..l3/i(z),zil. Como

{/'} * ll «. ç U uz,
k<á<n zeP

pela hipótese de indução, existe a < /3 tal que

]«, ] * ll «: ç U u=
k<e<n zcP
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Portanto,

la,PI x ll «, ç U(u, x «,«) ç u.
k<Í<n zcP

n

Lema 2.2.5. Para todo k C N, ITÀ;<i<.ui é nácáaZmente Nx;.i-compacto

Z)erlzorzstração. Provemos, inicialmente, que I'lt<Í<. wi é enumeravelmente compacto. Supo-
nha, por absurdo, que exista uma cobertura enumetável Z# :: {t/,, : n < w} que não possui
subcobertuta finita. Podemos supor que

un- u.x ll u:,
k+n< <o

onde, Vn Ç llÀ;Si5;k4..wí.

Afirmamos que existe aÀ; c wk tal que o conjunto

{«.} * ll «:

não é coberto por um número finito de elementos de Z/. De fato, suponhamos o contrário
Então, para cada a C wÀ;, existe Ar.:. C u tal que

N.

Uun2 {«} * n
n:=l

Pelo lema 2.2.4, existe um /3(cr) C wk tal que

U un 2 1P(a),al x ll «,:
n=1 k<i<o

Para cada natui'al 7z 2 k, seja I'Un = UÍI/3(cl), al : a C wÃ; e Na = n}.

É claro que {W.}.<. é uma cobertura aberta do espaço wk e, portanto, existe um no tal
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que U"' . W« 2 wi;. Então, U"' l t4. 2 11k<Í<.wi, contradizendo o fato de Z/ não possuir
subcobertura finita.

De modo inteiramente análogo, pode-se mostrar que se

{a*} x

não é coberto por um número finito de elementos de Z./, então existe a.+i € u.+! tal que

{a*} x . .. x {a«} x {a«*:} x ll «,:
n+l<Í<w

também não é coberto por um número finito de elementos de U.

Portanto, existe <cli : k $ á < u> C [lk<i<.:,wÍ tal que, para cada n,

{«*} *

não é coberto por um número finito de elementos de Z/ e, por conseguinte, o ponto <cli : k $
á < w> não está contido em nenhum [& C Z./, contradizendo o fato de U ser uma cobertura de

H*«.. ":.

Mostramos, assim, que I'lÀ;<i<. w{ é enumeravelmente compacto.

Seja, agora, Z/ uma cobertura aberta tal que IZ# $ Nk-i. Cada t/ C a pode ser descrito
da forma:

C/- U (%.(H) x ll w:),
k<n<o n<á<co

onde, cada Vn(U) é um aberto de Hk<:<.ui eventualmente vazio. Seja

un - U u.(u) x ll w:.
U'CZ# n<Í<(o

É claro que {yn : k $ n < w} cobre o espaço llk<i<.wi. Como flÀ;<i<.oi é enumeravelmente

n< <co

{««} * H «:
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/v ::: K tai que Ui.h I''í 2 1 1À;<i<. o{. untao, a Lamina

C {Un(P) x ll «,: : k $ " $ .V ' U CZ/}
'n<i<N

cobre o espaço lli.À;wi. Pelo lema 2.2.3, C possui uma sucobertura finita. Portanto, Z/ possui
uma subcobertura finita. []

Exemplo 2.2.6. Considere llo<i<.ui + l com a tipologia produto usual. Para cada k C N,

**- H «:*" * n ":
0<Íl$k k<i<co

/v
compacto, existe um natural( : S l

seja

.Então, o espaço

x- U x.
0<k<w

com a topologia de subespaço é linearmente Lindelõf, porém, não é Lindelõf.

Z)e7rzorzsÉração. Primeiramente, mostremos que X é um espaço linearmente Lindelõf. Seja Z/
uma cobertura aberta não-inumerável de X de cardinalidade regular. Então, IUI :# N..

Se IZ/l < N.:, então IZ/l = N. para algum n < o. Como cada Xx; é INo, NX:j-compacto segue

que X é INI, Rkj-compacto para todo k < u. Em particular, X é lni,K.j-compacto. Logo, Z/
possui uma subcobertura inumerável a', donde, IZ/'l < IUI.

Suponha, então, que lal > N.. Para cada z € X escolha um U= C Z/ tal que z € Ua. Então
a' = {t/:; : z c X} é uma subcobertura de Z/. Além disso, la'l $ 1XI = N. < IZíl.

Portanto, pelo teorema 2.1.3, X é linearmente Lindelõf.

Resta mostrar que X não é Lindelõf. Para cada ã c w seja

a. : a < «,:},

onde.

q {<z« : n < o> C X : z{ < cr}
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A família U = Uo<i<.Z4 é uma cobertura aberta de X. Vamos mostrar que U não possui
subcobertura inumerável. De fato, se.la U' um subconjunto enumerável de U. Então, para
cada í < w, si = {a < wi : Ui € Z/'} é enumerável. Como cada wi é um cardinal regular > w,
existe ai C wi tal que crí 2 cr para todo cv C si. Logo, {t/i : a C si} Ç U': para cada { < w.
Então, p = <a + 1 : á < w> gl [/!À; para todo k < u. Logo, p 91 UZ/' e, portanto, Z/' não cobre
X H

Em 1261, lvliÉéenko afirma não saber se tal exemplo é ou não normal. Em 1971, M. E
Rudin mostrou que o espaço de MiÉõenko não é normal.

Teorema 2.2.7. O espaço de À4ãlêênko não é norma/

Z)emonsiração. Seja X o espaço de MiÉéenko. Considere os seguintes subconjuntos fechados
e disjuntos de X

F :: {<z.>«CN C X : z. # O para todo n C N}

e

(; :: [<z«>«CN C X : existe n C N tal que z,,+i 0 e, para 0 < á $ n, z{ :: ui}

Para provar o teorema é suficiente mostrarmos que para todo aberto U de X contendo G,

temos que F n u # 0.

Seja t/ um aberto de X tal que G Ç U. Então, para cada n C N, existem a:' C wi,.
o. tal que

laÍ',«,-l x . . . x la;l,«,«l xlo} xio} x . . . ç u.

Da regularidade de cada w., segue que a. = supra' : n $ < w} < o.. Para cada

n C N, escolha y. c la.,u.l. Note que y :: <y«>«CN € F', pois 3/« # 0 para todo m C N.
Além disso, y c P. De fato, seja V uma vizinhança aberta de y. Podemos supor V

(un x ll.<i<.w{ + 1) n x, onde yn é um aberto de H.<:$.oi + l tal que y € Un. Logo,

<y1 ) , y., 0, 0, . . .> C lar,«,:l x x lal:,«,.l x {0} x {0} x CP
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e

<3/- , . . . , 3/., 0, 0, . . .> C V. H

2.2.2 O espaço de Buzyakova-Gruenhage

O espaço que vamos apresentar aqui foi descoberto por G. Gruenhage e R. Buzyakova
independentemente(veja l81).

Exemplo 2.2.8. Considere Z) :: {0,1]. com a topologia discreta e Z)n" com a topologia
produto usual. Para cada z = <n. : a < N.> C Z)n«, tome Á, - [a C N. : z. = 1}.

Clonsidere, agora, o espaço X :: {z C Z)N" : l,4,l < n«l}. Então, X é Tychonoa e linearmente

Lindelõf, mas não é Lindelõf.

Z)emonsíração. Z.)N" é TychonofT, pois é o produto cartesiano de espaços de Tychonoa. Como
TychonofT é uma propriedade hereditária, X é Tychonoa.

Agora, vamos mostrar que X não é Lindelõf. Primeiramente, note que X = Z)Nu mas
X # Z)N". Logo, X não é fechado e, portanto, não é compacto.

Por outro lado, o E-produto E(0) = {z C l)N" : ,4,l $ o} de Z)n« é um subespaço
enumeravelmente compacto de X. De fato, pelo teorema 1.2.19, basta mostrarmos que todo

subconjunto infinito enumerável de E(0) tem um ponto de acumulação. Seja então y Ç E(0)
tal que lrl = o. Da definição de E(0) segue que -A = U.CV.4, é enumerável. Note que
y Ç I'l.CK. Z). Ç X, onde

se a c.4;
se a c N« \.4

Visto que f].clt. Z). é compacto T2, y tem um ponto de acumulação g/ em I'l.cu. Z).. Como
1]..R. Z).. Ç E(0), 3/ C E(0). E(0) é Tychonoff, haja vista que X é Tychonoff. Logo, pelo
teorema 1.2.29, E(0) é pseudocompacto. Desta forma, para toda função contínua / : X --, ]R,
a restrição / r E(0) é limitada. alas, E(0) é denso em X, pois E(0) é denso em D*«. Então,
/ é limitada e, portanto, X é pseudocompacto. Visto que todo espaço pseudocompacto e
Lindelõf é compacto, temos que X não é Lindelõf.
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Finalmente, vamos mostrar que X é linearmente Lindelõf. De fato, seja B Ç X tal que
IBI é regular e nã(»enumerável. Note que 20(X) $ m(Zy«) = N.. Assim, se l-al > N. então,
pelo lema 1.2.8, B tem um ponto de acumulação completo em X

Visto que N. não é regular, resta considerar o caso em que lnl < N.. Para cada n C o,
seja

x« : l.A,l $ N.}.

Obviamente, X U{X« : n € w}. Tome, para cada n € o,

B.-Bnx.

Então, B :: U{.e« : n € w}. Visto que l.BI é regular e não-enumerável, existe k c w tal que
nÀ;l = 1-el. Portanto, é suficiente mostrar que zik possui um ponto de acumulação completo
emX

Existe m c w tal que k $ m e IBÀ;l = IBI < N.. Sejam

.A(m) {.A:, : « C B*}

e

{z C X : Va C -.'{ \ .A(m)(z.

Note que K é compacto (produto de compactos) e -Bk Ç /(. Logo, Bk tem um ponto de
acumu[ação comp]eto em .K e, portanto, em X. Portanto, X é ]inearmente Linde]õf. []



50 Espaços linearmente Lindelõf



Capítulo 3

Quando linearmente Lindelõf implica Lindelõf?

Este capítulo é dedicado ao estudo de propriedades topológicas que fazem de um espaço

linearmente Lindelõf um espaço de Lindelõf.

As referências aqui são j17j, j161, j1l, l21.

3.1 Alguns resultados

Teorema 3.1.1 (Howes j171). Sda X um espaço regular. Então, X é Zánearmeníe Lande/ó/ e
enumerauelmente metacompacto se, e somente se, X é Lindelõ.f.

Demonstração. (::>) Suponha, por absurdo, que X não seja Lindelõf. Seja p o menor cardinal
tal que existe uma cobertura aberta Z./ de X de cardinalidade p que não possui subcobertura
enumerável. Pelo teorema 2.1.3, Z/ possui uma subcobeitura P de cofinalidade enumerável.

Da minimalidade de p segue que IPI = /z e, portanto, c/(p) = w. Então, seja {ya : a < P}
uma enumeração de P e considere uma sequência <p. : n C u> estritamente crescente e cofinal
em /z. Para cada n C o, tome

W« = {Va : a < P«}

a. - X\U Wn.

Da minimalidade de p segue que cada Fn # Ü. Então, <Fn : n < o> é uma sequência

e
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inumerável e decrescente de fechados não vazios de X tal que n:<. Fa: = 0. Visto que X
é enumeravelmente metacompacto, pelo teorema 1.2.37, existe uma sequência decrescente de

abertos <.4. : n < o> tal que R.c. .Á,, = ü e Fn Ç .A. para todo n c o. Para cada 7& c u, seja
//. :: X \ .4«. Então, <.ll/« : n < o> é uma sequência crescente de fechados de X e

Hn Ç X \ En U".h

para todo n C o. Então, )Vn U 'lX \ .27n} é uma cobertura aberta de X de cardinalidade < /z.

Da minimalidade de p segue que cada )V. contém uma subfamília inumerável }'b= que cobre
.27n. l\'las, {H. : n C w} cobre X. Portanto, U )'le é uma subcobertura enumerável de Z/, uma
fnn+rnfl;nãn

(+) Aplicação direta do teorema 1.2.24. n

Note que no teorema 3.1.1 utilizamos a regularidade do espaço X apenas para provar a
suficiência.

Questão 3 (Howes j161 e Migêlenko 1261) . Um espaço linearmente Lindelõfe normal é Lindelõf?

Este é um problema famoso que permanece aberto por pelo menos 50 anos, sem nenhum
resultado parcial conhecido. Um contra-exemplo, se encontrado, deverá necessariamente ser
um espaço de Dow keri , pois é um corolário imediato do teorema 3.1.1 que todo espaço normal,

enumeravelmente paracompacto e linearmente Lindelõf é um espaço de Lindelõf.

Teorema 3.1.2. Todo espaço linearmente Z nde/óy X íaZ qzte nw(X) < N. é L nde/ó/.

Z)emonstração. Sejam Z./ uma cobertura aberta arbitrária de X e ./V' um "netuork" para X
tal que l.VI < N«. Para cada U c Z/, tome .A4u Ç N de forma que U = U.A,'ít/. Seja
-A,4 :: Uucz/ .A4u. Para cada À4 C ./\4 escolha UW C Z/ tal que À4 Ç t/w. Note que y = {Um
]W C .A4} é uma subcobertura de Z/. Além disso, PI $ 1.Aal < N., isto é, existe n < w tal que

iUm espaço de Dowker é um espaço normal que não é enumeravelmente paracompacto.
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IPI = N«. Como X é linearmente, y possui uma subcobertura )'v tal que l)'vl tem cofinalidade
enumeráve[. Visto que N. é regu]ar para cada m > 0, l)WI = No. []

Lema 3.1.3. Seja X um espaço !inearmente Lindelõ.f. Então, todo subesl)aço fechado e dis-
creto de X é enuYlleráuet.

Z)e77zonsiração. Suponha, por absurdo, que exista um subespaço D de X blue seja fechado,
discreto e não-enumerável. Podemos supor IZ)l :: ui. Seja {d. : a < wi} uma enumeração

de Z). Para cada cv < wi, tome Z). = {dP : # $ a}. Então, {Z). : a < oi} é uma cobertura
aberta de l) linearmente ordenada pela inclusão. Logo, existe {a« : n < w} Ç ui tal que

Z) Ç U.<.. Z)... Como wi é regular, existe a € oi tal que cl > a. para todo n € u. Assim,
d. ç] U.<.. D«., isto é, {.D.. : n < o} não cobre Z), uma contradição. []

Teorema 3.1.4. Se X é um espaço linearmente Lãndelõf e melaLándetõJ então X é l,indelõ.f.

Demorzslração. Suponha, por absurdo, que X não seja Lindelõf e seja K o menor caidinal
tal que existe uma cobertura aberta a de X de cardinalidade K que não possui subcobertura
enumerável. Visto que X é metaLindelõf, U possui um refinamento aberto P pontualmente
inumerável. Note que P não possui subcobertura inumerável. Da minimalidade de K segue
quejy1 2 n.

Para cada z C X, sejam W, = {y C P : z C b''} e W, = U )V=. Visto que P é pontualmente
enumerável, segue que cada )Vz é enumerável.

Vamos construir, por recursão transfinita, uma K-sequência <z. : a < K> em X como segue.

Tome no C X arbitrário. Suponha, para algum 0 < a < n, escolhido zP pala todo /3 < a.

Como UP<. )Va, tem cardinalidade < K, pela minimalidade de K, temos que X\UP<.. W,, # 0.
Sendo assim, tome z. C X \ UP<. W:.,

Note que se a < /3 < K então )'\J,. n )4:,P = 0. Logo, y = {z. : a < K} é um subespaço
discreto de X.

Afirmamos que y é fechado. De fato, suponha, por absurdo, que exista g C y \ y. Fixe
y C y tal que z C V. Visto que X é TI e z C y, lv n vl ? 2. Logo, existem a < # < K tais

que z., zP C V. Então, V' c )w=. n )©=p, uma contradição.
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Agora, pelo lema 3.1.3, temos que n $ co, uma contradição. Portanto, X é um espaço de
Linde[õf. []

Corolário 3.1.5. Todo espaço /ánearmenÉe ZándeZól/ com ur7za base pontua/merzte erz meráue/
é Lindetõf.

Espaços localmente metrizáveis

Espaços linearmente Lindelõf e localmente metiizáveis constituem um caso especial impor.
tanto de espaços linearmente Lindelõf que satisfazem o primeiro axioma de enumerabilidade
Em l71, Arhagel'skii e Buzyakova mostram o seguinte resultado:

Teorema 3.1.6. Todo espaço Zínearmenle Lande/(5/. Joga/mente metMzáue/ e rega/ar é AeredZ
Latiam-tente Lindetõf.

Demorzsfração. Suponha, por absurdo, que X não seja hereditariainente Lindelõf. Então,
existe Urna sequência estritamente crescente de abertos (Ua)..<.. . Para cada, cv < wl, escolha

z. C C/.+i \ t/... Logo, y = {z. : a < wi} é um subespaço de cardinalidade wl tal que cada
subespaço não-enumerável Z de y não é Lindelõf.

Como X é linearmente Lindelõf, existe um ponto p c X de acumulação completo de y
Tome qualquer vizinhança U de p tal que U é metrizável. Visto que U também é linearmente
Lindelõf, segue que t/ é um espaço separável e metrizável2. Por outro lado, Z = u n y é
não-enumerável. Portanto, pela escolha de y, Z não é Lindelõf. N/las, isto é impossível, visto

que .Z é um subcspaço de U, um espaço metrizáve] e separáve]3. []

Observe que no teorema acima podemos substituir a hipótese de que X é linearmente
Lindelõf por uma mais fraca, a de que X é wi-Lindelõf.

Corolário 3.1.7. Não ezisle soZ)re a feia rea/ nenAurrza topoZogáa JocaZrneníe compacta, /áne
ürmente Lindetõf e não-Livtdelõ! que seja fetais Pita que Q topologict usual da Teta real.

24.1.15. de j131
3Corolário 4.1.16. de j131
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Z)emonslração. Suponha, por absurdo, que exista uma topologia 1- sobre a rota real que seja
localmente compacta, linearmente Lindelõf, não-Lindelõf e mais fina que a topologia usual.

Vamos denotar por 7Z e R o conjunto dos reais munido da topologia I'- e da topologia usual,
respectivamente.

Considere a bijeção / : 7Z - R dada por /(z) = z. Como a topologia de 7? é mais fina
que a de ]l{ temos que / é contínua. Sejam z C 7Z e U uma vizinhança de z. Como 7Z é
localmente compacto, existe uma vizinhança V de z tal que V é compacta e V' Ç V Ç U
Logo, / [ V : V > ./]V] é um homeomorfismo. Assim, V tem peso enumerável, haja vista

que /IVI tem peso enumerável. Logo, pelo teorema 1.2.40, V é metrizável. Portanto, 7Z é
[oca[mente metrizáve] e, pe]o teorema 3.1.6, é um espaço de Linde]õf, uma contradição. []

Questão 4. Em ZFC, todo espaço linearmente Lindelõf, localmente compacto e de caráter
inumerável é Lindelõf?

Outros resultados

Proposição 3.1.8. Sda zzm espaço X laZ que F(X) $ w e o /echo de todo s óespaço díscreía
eTtuTiteráuel de X é um esT)aço de Lindelõf. Evttão, X é um espaço de Lindel,õf.

Z)emorzsíração. Suponha, por absurdo, que X não seja de Lindelõf. Então, existe um reco-
brimento aberto a de X que não possui subrecobrimento inumerável. Vamos construir, por

recursão transfinita, sequências <z. : a < ol> e <Z#a : a < ol> satisfazendo, para todo CE < wl:

(1) aa Ç Z/ e jaal $ O;

(2) UP Ç Ua sempre que P $ a;

(3) {ZP : P < a} Ç UUa;

(4) z. € X \ UUa

Escolha =o C X qualquer e Uo = 0. Suponha que para algum a C ul \ {0} já tenham sido

escolhidos zP C X e UP C Z/ para todo /3 < a satisfazendo (1) (4). Então, {zP : P < a} é
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um subespaço discreto e enumerável de X e, portanto, um espaço de Lindelõf. Então, existe

.,4 Ç Z,/ e««mera«l que cobr' {"P : /3 < a}. Tome Ua = .4 U (Up.:..UP). Note que üa é

enumerável. Visto club Z/ não possui subrecobrimento enumerável, temos que

U"h,'x
Portanto, podemos escolher z. C X \ UZ7a. Desta forma, a construção está completa

Note que para cada 0 < a < w] ,

{«,:#:::«}:U«. .(U«.).{«,:~:p«::«:l-o

Portanto,

{zP : P < c-} n {zP : a $ P < 'oi} = ü

para todo a < oi, isto é, {z. : a < oi} é uma cot-sequência livre

Mas, isso contradiz a hipótese de que F'(X) $ w. Portanto, X é um espaço de Linde]õf. []

Teorema 3.1.9. Sda X um espaço ui-Lande/ó/ laZ que t(X) $ w e o /echo de todo discreto
evtuviteráuet de X é Lindetõf. Então X é Lindelõf.

Z)emonslração. Tendo em vista a proposição 3.1.8, basta mostrarmos que F'(X) $ u. Supo-
nha, por absurdo, que F(X) > w. Então, existe uma ul-se(luência livre (z..)..<.: em X. Para
cada cl < ui, tome t/. = X \ {zP : a $ /3 < oll}.

Afirmamos que Z/ = {Ua. : a < wl} cobre X. De fato, seja z C {z. : a < ol}. Como
t(X) $ u, existe S Ç wl enumerável tal que z C {z. : s C S}. Visto que wl é regular, existe

ao < wi tal que ao > s para todo s C S. Clamo (z..).<.: é uma sequência livre em X, temos
que z C {z. : a < ao} Ç X \ {z. : a 2 cro} :: [/...

Visto que X é ot-Lindelõf, existe T Ç ol enumerável tal que X Ç U,ca.. Ut. Como wi
é regular, existe CEi < ui tal que ai > t para todo t C 7'. Da definição de Z/ segue que
Za # U.Ca. Ut, uma contradição. []

Na proposição 3.1.8 e no teorema 3.1.9 a hipótese wi-Lindelõf pode ser substituída poi
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linearmente Lindelõf

Corolário 3.1.10. .4ssuma a Aípóíese do corzláhuo. Seja X zzrrz espaço rega/ar e wi-LándeZél/
Lal que tÇXb $ u. Então, X é Lindel,ÕJ.

Z)emorzstração. Sob aH, o fecho de todo subespaço discreto e enumerável de X tem peso $ wi
(veja o teorema 1.2.5). Mas, todo espaço wi-Lindelõf de peso $ w] é Lindelõf. Portanto, sob
a (.;H, o fecho de qualquer subespaço discreto e enumerável de X é Lindelõf. Portanto, pelo
teorema 3.1.9, X é Linde]õf. []

Definição 3.1.11. Um espaço X é
fecho de todo subespaço discreto de X é Lindelõf

discretcLTnebte Lindelõj se o

Lema 3.1.12 ( 141). Todo espaço dáscreíamenle Lande/óy é Zánearmente ZándeZÓ/.

Demorzstração. Sejam X um espaço discretamente Lindelõf e U uma cobertura aberta de X

tal que c/(H) > w, onde H = IZ./l. Podemos supor a - {t/.. : cv < n}. Pala cada a < K,

tome W. = U{(/o : /3 < a}. Fixe, arbitrariamente, d # X. De6namos, indutivamente,
uma sequência (z..).<. como segue. Se Uo = 0 então tome zo = d. Se Uo # 0, seja zo um
ponto qualquer em Uo. Se cl < H e os pontos zP, para /3 < ce, já estão definidos, defina
ya =Ua\(FaU(UUa)),o«dera:#<a,:«#/dleUa = {U0:/3<a}. Tome

Z. C ya, se ya # 0 e, /.. = d, caso contrário. Claramente, .4 = {z.* : cl < K,z. # d} é

um subespaço discreto de X. Portanto, existe uma subfamília enumerável a' de a tal que

Ã Ç UU'. Visto que c/(K) > w, existe /7 < K tal (lue Z#' Ç UP. Então, =. # .4 para todo

P < cv. Portanto, z. = d sempre que P < a. Isto pode acontecer somente se X = (UU0) u-eo.
Como Po Ç Ã Ç UU' Ç UZ7o, temos que UZ#O = X. Além disso, 27PI < n e Z/o Ç Z/.
Portanto, pe]o teorema 2.1.3, X é ]inearmente Linde]õf. []

Questão 5. Todo espaço regular ou de Tychonoff, ou normal e discretamente Lindelõf
é Lindelõf?

Corolário 3.1.13. Se X é erzumeraoe/mente metacompacto e dáscrelamenle LãndeZõl/ então

X é Lindetõf.
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Do lema 3.1.12 segue o seguinte caso particular do teorema 3.1.9

Corolário 3.1.14. $e X é um espaço dáscretarneníe Lande/ó/ taZ que t(X) $ w, então X é

u'm es'paço de LiT\detõf.

Para um espaço topológico X, defina

LF'(X) = supll(Z)) : .D Ç X, discreto}

Note que um espaço X é discretamente Lindelõf se, e somente se, LF'(-X) $ w

lborema 3.1.15. Para iodo espaço X,

L(X) $ LF'(X) . F'(X)

Z.)emorzsíração. Sejam À = LF(X) e K = f'(X) e suponha, por absurdo, (lue Z(X) > XK.
Então, existe uma cobertura aberta a de X que não possui subcobertura de cardinalidade

Vamos construir, por recursão transfinita, famílias <z. : Q < K+> e <Z/a : CV < K+> satisfa.
zendo, para todo a < K+:

(1) Ua Ç a e IÜal $ ,XK;

(2) UP Ç Ua sempre que /3 $ cv;

(3) {:«P : P < a} Ç UUa;

(4) «;« € X \ UUa

Escolha zo C X qualquer e tome ZZo :: 0. Suponha que para algum a C n+ \ {0} tenhamos
escolhidos zP e Uo para todo /3 < a satisfazendo (1) -- (4). Então, {zP : P < cv} é um

subespaço discreto de X e, portanto, existe 23. Ç Z/ tal que IB.l $ À e 23. cobre {zP : /3 < al}.
Note que Z#a = Up<.Zi0 u B. tem cardinalidade $ ÀK. Podemos então fixar z. c X \ UZ2a.
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Note que para cada 0 < cv < K+,

D;7'?©: U~.. .(U«,) .{«,:~';p««''} -"
Portanto,

{zP : P < c-} n {zP : a $ P < K+} ü

para todo a < w], isto é, {z. : a < K+} é uma %+.sequência livre.

Mas, isso contradiz a hipótese de que F(X) $ K. Portanto, LCX) ( A b n

Vamos, agora, a seguinte generalização do corolário 3.1.14

Teorema 3.1.16. Sda X um espaço dáscretamenle LIndeZa/' Za/ que t(X) < N.. Eníâo, X é
um espaço de Lindel,õj.

Z)emonsfração. Como X é linearmente Lindelõf, temos que F'(X) $ t(X) < R.. Logo, pelo
teorema 3.1.15, L(X) < N. e, porta-nto, L(X) = N. para algum n C w. Novamente, do fato
de X ser ]inearmente Linde]õf segue que Z,(X) $ w. []

Questão 6. E verdade, em ZFC, que todo espaço linearmente Lindelõf, de Tychonoff e de
caráter enumerável é Lindelõf? Pode se tirar CH das hipóteses do corolário 3.1.10? Todo
espaço linearmente Lindelõf, hereditariamente separável e de Tychonoff (ou apenas regular) é
de Lindelõf?

Teorema 3.1.17. 4ssuma GOH e sda X um espaço /ánearmenle Lande/d la/ que t(X) < N.
Então X é Lindetõf.

Z)emonsÉraçâo. Como X é linearmente Lindelõf, basta mostrarmos que L(X) < N«. Suponha,

por absurdo, que .L(X) '2 N.. Então, existe um recobrimento aberto U de X que não possui
subrecobrimento cardinalidade < N.. Vamos construir, por recursão transíinita, sequências
(z. : a < N.> e <Z#a : a < N«,> satisfazendo, para todo CE < N.:

(1) Ua Ç a e aal < N.;
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(2) UP Ç aa sempre (lue /? 5; cl;

(3) {:«P : P < a} Ç UUa;

(4) :«.. C X \ UUa

Escolha zo C X qualquer e Uo :: 0. Suponha que pala algum cl C N. \ {a} já tenham sido
escolhidos zP C XeU0 C UparatodoP < asatisfazendo(1)(4). Então, .4.* = {zP :/3 < a}

é um subespaço discreto de X de cardinalidade K < N«. De GCH segue que l.4.l $ n" ::
K+ < N.. Logo, existe uma subfamília Z/' Ç U cobrindo ..4. tal que IU'l é regular ou IZ/'l < w.
Como ,4. é linearmente Lindelõf, existe uma subcobertura Z./" de U' cuja cardinalidade tem
cofinalidade enumerável. Visto que IZ/'l é regular ou finita, temos que IZ/"I $ w. Portanto, .4.. é

de Lindelõf. Então, existe .4 Ç Z./ enumera«l que cobre IÃ-. Tome Ua .:.&a) . Note
que 27a tem cardinalidade K < N.. Visto que Z# não possui subrecobrimento tem cai'dinalidade
H < N., temos que

U%. :/ x.
Portanto, podemos escolher z. C X \ UZ/a. Desta fot'ma, a construção está completa.
Note que para cada 0 < a < N.,

'Ü;m';©:U«. .(U««) -{«,:«'p«:*~} -o
Portanto,

{:«P : P < a} n {«;P : a $ # < N«} = ü

para todo a < N., isto é, {z. : a < N.} é uma N.-sequência livre.

Mas, visto que X é um espaço linearmente Lindelõf, temos que F'(X) $ t(X) < N.', uma
contradição. Portanto, X é um espaço de Linde]õf. []

Note que se pudéssemos tirar GCH das hipóteses do teorema acima teríamos o melhor

Suponha, por absurdo, que F(X) > t(X). Então, existe {z.. : a < 1-+} uma sequência livre em X.
Para cada a < a'-+, tome (/a - X \ {zP : P 2 a}. Afirmamos que {t/a : cl < a'+} cobre X. De fato, seja
z c {z.. : a < T+}. Como t(X) < r, existe {a, : ' < ,-} Ç r+ tal que z c {aç... : < r}. Como ,-+ é regular,
existe a < r+ tal que cl > al para todo ' < 1-. Portanto, z € t/a
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resultado possível deste tipo, visto que no espaço de Buzyakova-Gruenhage (subseção 2.2.2)
X é um espaço linearmente Lindelõf e não-Lindelõf cujo tightness é exatamente N.. Sendo
assim, é natural perguntar:

Questão 7. O teorema 3.1.17 permanece válido se excluirmos GCH de sua formulação?

Questão 8. Um espaço discretamente Lindelõf (de Tychonoff) é um espaço de Lindelõf?

Questão 9 ( l71, Questões l e 3). É verdade, em ZFC, que todo espaço localmente compacto,
linearmente Lindelõf e de caráter enumerável é um espaço de Lindelõf?

Questão IO ( l7j, Questão 4). Existe um espaço linearmente Lindelõf e não metrizável com
uma base de ordem enumerável? Equivalentemente, todo espaço linearmente Lindelõf com
uma base de ordem enumera;vel é Lindelõf?

Questão ll (Arhagel'skiT e Buzyakova) . Todo espaço linearmente Lindelõf, realcompacto e
localmente compacto é Lindelõf?

Questão 12 (Arhagel'skií). O produto de quaisquer dois 7l-espaços linearmente Lindelõf é
Lindelõf?

3.2 Espaços incontavelmente compactos

O principal objetivo desta seção é mostrar que um espaço linearmente Lindelõf e N.-
compacto é incontavelmente compacto e, portanto, Lindelõf. Para isso, será crucial um re-
sultado de "interpolação" no qual, para um certo espaço X, deduzimos que X é K-compacto,
sabendo-se que p < K < À e que X é p-compacto e À-compacto. Para a prova deste último,
será usado um resultado da teoria pcfõ de Shelah.

Nossas principais referências são l51 e j211.

Começaremos lembrando que dado um cardinal K, um espaço X é K-compacto se todo
subconjunto de cardinalidade K de X tem um ponto de acumulação completo. Logo, X é

S"pcf" é uma abreviação para "possible cofinalities".
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linearmente Lindelõf se, e somente se, X é K-compacto para todo cardinal H regular e não-
enumerável. Sendo assim, um espaço linearmente Lindelõf X é Lindelõf se X é K-compacto
para n - N. e para todo cardinal n regular e não-inumerável.

Definição 3.2.1. Um espaço X é incontavelmentelcompactoÍnconíaue/mente compacto se todo

subconjunto não-enumerável de X tem um ponto de acumulação completo em X.

Lema 3.2.2. Sdamz K urn cardánaZ sánguZar e <n.* : a < c/(K)> uma sequência esírátanzente

crescente e co$nnl em K. Seja X nm espcLço cfÇKb-compacto e K.-compacto paro. todo cx <.
cjtKà. Enl,ão, X é tt-compacto.

Z)emonsÍração. Seja .4 Ç X de cardinalidade K. Seja {z.. : a < K} uma enumeração de .A.

Considere o conjunto P = {p.. : a < c/(n)}, onde cada p.* é um ponto de acumulação completo
de .4. = {zx : À < n.}.

Se IPI < c/(K) então, da regularidade de c/(K) segue (lue existe p C X tal que J = {cv <
c/(K) : p.. = p} tem cardinalidade c/(K). Se, por outro lado, IPI = c/(K) então P possui um
ponto de acumulação completo p C X.

Em ambos os casos, dada uma vizinhança U de p, o conjunto J = {a C c./'(K) : p.. C U}
tem cardinalidade c/(K). Logo, J é cofinal em c/(n) e, por conseguinte, suptk. : cv C J} = K.
Como

lu n-Alzlu n..4.l

para todo a C J, temos que
K - suP na $ 1u n -41 $ H

Portanto, p é um ponto de acumulação completo de .,'!. H

O resultado acima nos dá a seguinte caracterização de espaços compactos: um espaço é
compacto se, e somente se, todo subconjunto infinito de cardinalidade regular tem ponto de
acumulação completo. Ou seja, um espaço é compacto se, e somente se, é linearmente Lindelõf

e w compacto.

Teorema 3.2.3 Todo esl)aço ivtcontauelmevtte comia,cLo é de Lindelõf.
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Z)emonslração. Suponha, por absurdo, que exista um espaço X incontavelmente compacto
que não seja de Lindelõf. Sda p o menor cardinal tal que existe uma cobertura aberta
'P :: {t/a : a < p} de X que não possui uma subcobertura finita. Então, pela minimalidade
de p, uma condição mais forte é satisfeita:

(*) se J Ç p e IJI < p então {U. : a C J} não cobre X

Claramente, p > No. Fixe uma função g : X > p tal que z C Ug(z) para cada # C X. Vamos
construir uma sequência transfinita <z. : a < /z> em X como segue.

Escolha zo c X arbitrariamente;

Suponha que, para algum a C p\ {0}, tenham sido escolhidos /P para todo P < a. Pela
propriedade (#) de P, podemos tomar

«. ' X \(U{UÓ : P « «} - U{Us.,,,: P « «})

Claramente, z. # zP para qualquer /3 :# CE. Portanto, a cardinalidade do conjunto .4 =
{za : c! < p} é exatamente p. Por outro lado, cada U. contém menos que /z pontos de .4.

Visto que P cobre X segue que o conjunto não-inumerável .4 não tem pontos de acumulação
comp[eto em X, uma contradição. []

Definição 3.2.4. Sejam n, À,/z cardinais. Então, a'(p,K, .à) denota a seguinte afirmação:

p < K < À = c/(À) e existe {Se : € < À} Ç IKIP tal que lle : 1sc n .41 = Pll < À sempre que
d c r.l <K

A seguir mostramos que a propriedade © produz o resultado de interpelação prometido
para K-compacidade.

Teorema 3.2.5. .Assuma que '>(p, n, À) ua/e e o espaço X é p-compacto e À-comzpacto. Então
X é K-compacto.

Z)emons ração. Seja y Ç X tal que IVI = H. Usando 'D(p, K, À), fixe uma família {Se : ( <
Àl} ç lrlp tal que lle : 1sc n .41 :: pll < À sempre que Á c lrl<'. visto que X é p-compacto
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podemos tomar, para cada € < À, um ponto de acumulação completo pe de Se. Agora,
atentemos para os dois casos possíveis. Se llpC : ( < Àll < À então a regularidade de À implica
a. existência de p c X tal que ]]e < À : p( = p]] = À. Se, por outro lado, ]]pe : ] < À].l = À

então podemos usar a À-compacidade X para tomar um ponto de acumulação completo p deste
con.junto. Em ambos os casos o ponto p C X tem a propriedade que para toda vizinhança t/

de p temos lle : 1sc n ul = Pll = À.

Visto(lue S( nu ç ynU, usando 'b(p, n, À), temos(lue jrnKI = K. Assim, pé um ponto
de acumulação comp]eto de y. Portanto, X é K-compacto. []

O próximo resultado implica: se (>(p, n, À) vale então H é singular

Teorema 3.2.6. Se '>(p, n, À) ua/e ezztão c/(p) = c/(K)

Z)emonsÉraçâo. Seja {Se : ( < À} Ç IKIP testemunha de ®(p,K,À) e fixe uma sequência
estritamente crescente de ordinais {q. < K : a < c/(K)} cofinal em H. Pela regularidade de
À > K existe um ordinal € < À tal que ISC n 77.l < p para cada a < c/(K)6. Mas, este S(
deve ser cofinal em n pois, caso contrário, lsc n 7?.l = p para algum cv < c/(K). Além disso,
scl = P suPlls( n ,7«l : a < c/(K)}'. Portanto, c./'(p) $ c./(«;) $ p.

Agora, suponha, por absurdo, que c/(p) < c./:(K) e tome p.. = Isbn?7..l para cada cv < c./(K).

Seja {Z/,},<./(P) cofinal em p. Para cada ' < c./:(p), tome a, = mina/3 < c/(K) : PP 2 3/,}.
Então, {p.,},r<./(P) é cofinal em p. Logo, SUP{Pa, : ' < C./:(/z)} = /z. Por outro lado, como

lla, : 7 < c/(p)}l $ c/(p) < c.f(n), existe õ < c/(K) tal que .5 > a, para todo ' < c./:(p).
Então, /z = SUP{/Za, : ' < C/(P)} 5; PÕ < p, um absurdo. []

A teoria pcf é uma teoria inventada por Saharon Shelah (1978) acerca de produtos reduzi-
dos8 de conjuntos "pequenos" de cardinais regulares. A aplicação mais conhecida dessa teoria

SSuponha, por absurdo, que para cada ( < À existe a < c/(H) tal que lse n 77al :: P. Logo, U..<..f(K){{
Se n 77.l = p} = À. Por outro lado, da regularidade segue que existe /7 < À tal que lte : 1Se í) v7.l = /zll < /i

pala todo cv < c/(n). Assim, À = 1 U..<..r(.){( : ISe n O..l = Pll $ c/(n) ' /3 < À, um absurdo.
avisto que Se ê bem ordenado, existe 0 ordinal e um isomorfismo ' C 0 n sl C Se. Seja 1- c p. Então,

s, < H. Como {77.}«<c/(n) é cofinal em H, existe P < c/(H) tal que s, $ 77P. Portanto, 1" $ is( n T7P

'Veja página 116.
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é o resultado: se N. é cardinal limite forte, então 2N" < N... No entanto, existem aplicações
a combinatória, grupos abelianos, cálculo de partições e topologia geral.

Para os nossos propósitos, o próximo teorema, fruto da teoria pcf, terá um papel funda-
mental.

Definição 3.2.7. Sejam .4 é um conjunto infinito e / é um filtro sobre -A. Dadas duas funções

/, g : .4 + a, com a C Ord, definimos

/ <r g se, e some«te se, {« c .,'! : ./:(«) < g(«)} C J':

Definição 3.2.8. Sejam ,4 um conjunto infinito, F um filtro sobre .A e {la : a C -''l} um

conjunto indexado de ordinais limites. Uma escala em ]].e..{ 7. é uma sequência <./:. : a < À>
de funções em rl.e.,1 '. que é crescente e cofinal em fl.c..l '. na ordem parcial <p.

Teorema 3.2.9 (Shelah). Ezáste uma sequência estrátamenle cresceria de comprÍmenlo c/(K)
de cardinais regulares K,. <. K,, co$nal em K e tal que no X)reduto

P H ««
a<cj'(n)

ezisíe uma <*-isca/a {/a : CV < K+} de comzphmento K+, onde, para /,g C ]P, / <* g se, e

somente se, existe cx < cjÇK] tal. que fÇB] < gÇj3) semT)re que cx 'Ç ]3 <. cfÇK].

1,)emonsÉração. 1.3 da página 46 de 1201 n

De acordo com o teorema 3.2.6, dado um cardinal singular K, c/(n) é o menor cardinal p
tal que @(p, K, ,X) pode valer. Nosso principal resultado diz que isto acontece se escolhermos
,\ = H+

Teorema 3.2.10. Para todo cardína/ síngu/ar K íamos q'(c/(K), K, H+)

Z)ernorzstração. Pelo teorema 3.2.9, existe uma sequência estritamente crescente de compri-
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mento c/(K) de cardinais regulares K.. < H cofinal em K e tal que no produto

ip'- ll «.*
a<c/(K)

existe uma escala {/a : CV < H+} de comprimento K+

Agora, para mostrar que isto implica '}(c/(n), K, K+), tomemos o conjunto -Z7 = Ullcl} x
n.. : a < c/(K)}. Note que IXI = K e toda função / C P é um subconjunto de H de
cardinalidade c/(n).

Afirmamos que a escala {/e : € < K+} Ç IXI'/(') testemunha 'P(c/(K),K,K+). De fato,

seja .4 Ç H com l.41 < K. Podemos escolher a < c/(K) de tal modo que que l.41 < K.. Visto

que cada KP é regular, existe uma função g C ]P' tal que ,4 n ({/3} x nP) Ç {/7} x g(/7) sempre
que cl $ P < c/(K). Visto que {/e : ( < K+} é cofina] em ]P, existe { < K+ com g <* /e.

Seja € $ q < H+. Como {/e : { < K+} é crescente, g <* /q. Logo, existe .5 < c/(K) tal que

g(a) < ./;,(a) sempre que 'i $ '- < c/(H). Assim, se (a,/n(a)) C .4 então /q(a) < g(a) e,

portanto, a < õ. Portanto, l.4 n /ql < c/(H) sempre que { $ 7? < K+. []

Teore«ia 3.2.11. Se q:'(c/(n), n, À) ua/e para aZguni cardada/ sánguZzr K emíâo íamZ,ém urze
a'(P, H, .X) ..«.P« q«. c/(n) < P < «; ««. c/(P)

Z)emonslração. Fixe {K. : cv < c./:(K)} uma sequência estritamente crescente e coânal em K.
Também fixamos uma partição {Ha : Ck < c/(H)} de K com IX.l = K. for each a < c/(H).

Escolha uma família {Se : € < À} Ç IKI'/(';) que testemunha q)(c/(K), K,À). Visto que À
é regular, podemos assumir sem qualquer perda de generalidade que IX. íl SCI < c/(K) vale
para todo cv < c/(H) e todo { < À.9 Note que isto implica lla : .17a n se # üll = c/(n) para

cada ( < À.

Agora, tome «m cardinal p com c/(p) = c/(H) < p < K e fixe {p« : a < c/(H)} uma
sequência estritamente crescente e cofinal em /z. Para mostrar que {'(/z, K, À) vale, podemos

apara cada a < c/(K) seja R. = {( < À : IH. n scl = c.f(K)}. Por 'P(c/(K), n, À) temos que cada IX.l < À.

Da regularidade de À segue que l U.<./(«) Ral < À. Seja E = À \ U.*<./(«) Ra' Então, IXI :: À e V( c R
Va < c/(n) IH.. n s(l < c/(n).
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usar o conjunto S = U{H. x p. : a < c./(K)}, visto que claramente ISI = K

Para cada € < À defina Te Ç S como segue:

U{(Sc n H-) x P« : a < c./'(«)}

Então, Z(l = # pois, llcv : H. n se # üll = c/(K). Afirmamos que {T( : € < À} testemunha
'} (P, «, ,x).

De fato, seja .4 Ç S com l,41 < K. Para cada a < c/(K) considere

B. H. : ]3/ c P.. tq (z, y) c .'! n (H. x P..)}

e tome B = U{Z3. : P < c/(K)}. Claramente, B Ç K e IBI $ 1ÁI < n. Logo, ll{ : ISc n -B
c./:(K)} < À.

Agora, considere qualquer ordinal { < À com lsc n-al < c/(K). Se <7, 5> c (Ten.A) n(H. x
p..) para algum a < c/(H) então 'y c s( n -B.. e, portanto, H. n se n B # g. Isto implica que

{a : (Te n -4) n (-H. x P.) # ü}

tem cardinalidade $ 1sc n nl < c/(K). Mas, para cada a C W temos que

lz( n (H. x P«)l $ c/(K) - P.. < P

e, portanto,
Tcn.A n.4)n(Ha XP-) : aC W}

implica lzc n .AI < p. Mas, isto mostra que {Te : ( < À} testemunha {'(p, K, À).
n

Teorema 3.2.12. 71odo espaço ZánearmenÉe LíndeZól/ e N.-compacto é incontaue/mente com

pacto e l)ortanto, elll particular, Lindelõf.

Z)emonstração. Seja X um espaço linearmente Lindelõf e N.-compacto. Como X é linearmente
Lindelõf, X é K-compacto para todo cardinal K tal que c/(n) > w. Resta mostrar que X é
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K-compacto sempre que K > N. é um cardinal singular com c/(n) = o.

Pelos teoremas 3.2.10 e 3.2.11, '}(N., n, K+) vale. Como X é N.-compacto e K+-compacto,
temos que, pe]o teorema 3.2.5, X é K compacto. []

Arhangel'skií e Buzyakova provaram em l81 que a cardinalidade de um espaço de Tychonoa,
de caráter enumerável e linearmente Lindelõf é $ 2Ro. Logo, pelo teorema 3.2.12, se assumir-

mos N. > 2Ro, então todo espaço linearmente Lindelõf, de TychonoH' e de caráter inumerável
é Lindelõf.

3.3 Dois exemplos localmente compactos

Em l61 e l81 Arhangel'skii e Buzyakova perguntaram se todo espaço linearmente Lindelõf
e localmente compacto é Lindelõf.

Nesta seção são apresentados dois exemplos de espaços localmente compactos e linearmente
Lindelõfque não são Lindelõf. Ambos foram construídos por K. Kunen em 1231 e 1241 e
são espaços do tipo X \ {p}. No primeiro, X é o limite de uma sequência inversa dos espaços

P:. e p é um fio de /)a.-pontos fracos em /3:.. Neste caso, X tem peso ]w. No segundo
exemplo, X é o limite de uma sequência inversa de espaços de peso < N«, e p é um fio de
Bn. pontos fracos. O peso de X é N.. O segundo exemplo é obtido do primeiro através de
técnicas de submodelos elementares.

Definição 3.3.1. Sejam X um espaço topológico e K um cardinal. Dizemos que um ponto
z C X é um

e PK-poRIa /Taco se, e somente se, z g 4 para todo .4 Ç X \ {z} tal que .41 < .;

e PK-pomo se, e somente se, para toda família /' de vizinhanças de z, com l/'l < H, ÍI /'
á llTYI n v;.;.h . .., 'l. ,.
v Lxlxlt+ v IZJIAlllt»ll\y(JI \xv ax/B

Os termos "P-ponto" e "P-ponto fraco" designarão "Bn.-ponto" e "Pu:-ponto fraco", res

pectivamente.
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Definição 3.3.2. Seja K um cardinal infinito. Dizemos que z c PK é regular se existe .4 c lzl"
tal que Í'l 23 = 1ó para todo Zi c l.Al"

Definição 3.3.3. Um ultrafiltro z sobre K é bomz se para toda função .17 : lnl<" } #, existe
uma função Ã : K --, z tal que K(al)n...nK(a.) ç H(s) para cada s = {ai,..., c-«} c IKI'"

Lema 3.3.4. Sega H um cara rza/ ázzánáÍa. EnZâo,

(a) ezãsíe um u/Zraá/íro z sopre H que é óomu/íraáZÉro/óom e enumeraueZmenÉe ãncomp/eío;

ÇbÜ se = e: Í3K, é d -bom, então z é ull\ P.-ponto fraco em X

t.cà se U ç: Í3K, é Kt-bam e eltuxTterauelme'nte incompleto então U é regue,ar.

Z)er7zonstraçâo. Os itens acima são exatamente os resu]tados A.1.3, A.2.3 e A.2.7. []

Lema 3.3.5. Sejam K Z 2x, y um uttraBltro sobre >. e 3 um ultra$!tro regular sobre K. Então,

existe uma fulLção sobrejetoro, f . K ---} X tal que Í3jÇx) " U

/)pm nm c/rr, n.in A 9 R

O primeiro exemplo

Lema 3.3.6. Seyarrz $ = {X«,n-" } unia sequência ãnuersa e p = <p« : n < u> C X« saías/a-
zevl.d.oe

n

(.A) a.d« P. é -, P=,. -Post. .#«

(B) C'«d« X(P«, X«) $ 3,,+:;

(a) C'.d« (r#)':lpo} é « .m X..

Então, XQp,X) :; '3. e, T)ara todo cardivtal regular K > üo, vtenhuTita K-sequência, de pontos

distintos de p converge para p

co em X.



70 Quando linearmente Lindelõf implica Lindelõf?

Z)emonstração. Pelo lema 1.2.73, para qualquer z = <z.>.c. C X.,

23(z)(«-lÍ)':lUl: n < «, e U C B(z«)}

é uma base para z. Assim,

X(P, X.) $ suP X(P., X.) $ :..,
7t

AFIRMAÇÃO l. («-#)''lpo} é « em X.

Seja W um aberto de X«. Visto que U.cx. 25(#) é uma base de X« podemos supor
que W/ = (nlÍ)'flUI para algum n C u e algum aberto Z,/ de X«. De (C) segue que existe
z,. C U \ («-#)''lpo}. Seja a C («-lÍ)''lUI { C X : y. C U} tal que a« = z«. Note que
a # («-#)''lpo}, pois, caso contrário, teríamos .z. («-#)':Ípo}.

Note que (a-lÍ)':tp«} Ç (a-#)''lpo} e, por conseguinte, (a-g)':lp,.} também é raro em X.

Suponha, por absurdo, que exista uma K-sequência a :: <q. : cv < n> --} p, onde H > w é
regular e cada q. # p.

AFIRMAÇÃO 2. « $ X(P,X).

Suponha, por absurdo, H > X(p,X). Seja 23(p) uma base para p em X.:, tal que IB(p)l =
X(p,X). Para cada C/ C 23(p) escolha au < tal que qP c U para todo /3 > cvu. Logo,
suplcru : U C B(p)} = K:'. Assim, c/(K) $ X(p,X) < K, contradizendo a hipótese de que H é
regular.

Assim, K $ :.. Visto :. não é regular, temos que K < =.. Logo, existe m tal que n < 1..
Agora, q. :/ p implica que n-:(q.) # p. = a-lÍ(p) para algum n. Podemos, então, fixar n 2 m
e S Ç n com ISI = K e a-:'(q..) # p« para todo a C S. Mas, então, p« C {a-lÍ(q.) : cv C S}, pois
S ém cofinal em K, contradizendo (.A).

loSeja À < K. Visto que X. é de HausdoríT, existe t/ c 6(p) tal que qÀ g U. Assim, at/ > qÀ. Portanto,
{au : t/ C 23(p)} é cofinal em n e, por conseguinte, suplatJ : t/ c !3(p)} = n.
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Para provar que X(p,X) = ].., é suficiente fixar nz < w e provar que X(p,X) ? 3..
Suponha, por absurdo, que exista unia base para p tal que lõl < :.. Da .4./irrnaçâo /
segue que (a-Z) 'lp«} é raio denso em X.. Logo, para cada t/ € 25 podemos escolher

t, C U \ («-Z) :tp«.}. Então, p € {yu : C/ C B}, donde, p,« = rl:(p) € {rh(3/t,) : U C B},

contradizendo (,4). []

Teores.a 3.3.7. E:distem um espaço X compacto de liausdor# e um ponto p C X tais que

(1) x(P,x) )

tlZÕ Para todo catdinal regulctr K, > w, Ttevthumü K-sequêltciü de pontos distivttos de 'p converge
para.P.

l)em07zstraçâo. Basta mostrarmos que existe uma sequência inversa {X., n-:.} que satisfaz
(.4), (13) e (a) do lema 3.3.6. Para cada n < w, tome X« = /33,. e escolha pelo teorema
3.3.4 um ultrafiltro p. C P:. bom e o--incompleto. Dos lemas 3.3.4 e 3.3.5 segue que
existe, para cada n C w, uma função rlj:+' : =,+i --, 3. sobrejetora tal que p. = #nl;+' (p«+i).
Para cada n c w, tome a-; = àdx. e, para quaisquer n7z, n c w tais que m < n, seja

«-=, - n=': . nZl? . o ll n l

Então (.4) segue do lema 3.3.4 e (B) é claro, visto que, pelo teorema 1.2.49, existe uma base
para o espaço X« de tamanho 23" = =.+i. Finalmente, (C') vale por(lue (n-l?)':lpo} Ç (=.)*::,
que é raro em /3:.. []

Exemplo 3.3.8. Dados um espaço X e um ponto p C X como no teorema 3.3.7, X \ {p} é
localmente compacto, de HausdorR e linearmente Lindelõf mas, não é Lindelõf.

Z)emonslração. Mostremos, primeiramente, que X \ {p} não é Lindelõf. De fato, suponhamos,
por absurdo, que X \ {p} seja Lindelõf. Como X é compacto de Hausdoiff segue que X
é regular. Logo, para cada vizinhança aberta U de p, podemos escolher abertos disjuntos

pise # € X. é principa] então zon(n) = {B Ç ]o : (zon)'llBI € r} é principal, pois (7rji)':lnri?(z)l =
Íl{(«'1?)': 1BI : -e C rêi(z)} G z.
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.4u e Bu tais que p C -4u e X \ U Ç Bu. E fácil ver que C = {-Bu : p C U e C/ C rx}
cobre X \ {p}. Logo, por hipótese, existe {Bu. : n < ol} C C cobrindo X \ {p}. Seja

B(P) = {nz;;.-,4t.,. : n < u}. Afirmamos que 23(p) é uma base para p. De fato, sda U uma

vizinhança aberta de p. Visto que X é compacto, existem naturais ni < . . . < nk tais que

X \ U Ç -Bu.. U . . . U .Bu.., o que implica Íli;;. ..'lu. Ç t/. Assim, X(p, X) $ u, contradizendo
(1) do teorema 3.3.7.

Agora, vamos mostrar que X \ {p} é linearmente Lindelõf. De fato, suponhamos, por
absurdo, que X\ {p} não sda linearmente Lindelõf. Então, existe .4 = {=. : a < K} Ç X\ {p}
de cardinalidade regular K não-enumerável sem ponto de acumulação completo. Como X é
compacto de HausdorR segue que p é o único ponto de acumulação completo de .4. Por (2),
existe C/ uma vizinhança aberta de p tal que para cada a < n existe /? > ct tal que zP g U
Podemos, assim, construir, indutivamente, uma sequência (À.).<. como segue:

(a) Ào = minta < K : zP g Ul;

(Z)) À.* = minl7 > SUPp<a ÀP : Z' « C/}

Da compacidade de X segue que {/À.}.<. Ç .4 tem um ponto de acumulação completo dife-
rente de p, que, claramente, também é um ponto de acumulação completo de -A. Contradição.

Finalmente, mostremos que X \ {p} é localmente compactot2. Sqa z C X \ {p}. Como X
ê de Hausdorff, existem abertos disjuntos t/ e V tais que z C U e /) C V. Assim,

Fx\lp} u n (x \ {p})

é compacto em X, e, portanto, em X \ {p}. Portanto, X \ {p} é localmente compacto. n

O segundo exemplo

Exatamente como no lema 3.3.6, podemos provar:

i2Um espaço X é localme7zte compacto se para cada 3 G X existe uma vizinhança U de z tal que U é
compacto.
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Lema 3.3.9. Sejam {X«,r" } zéma sequência ánuersa e p = <p« : n < u> € X = X. satállfa
lendo para cada n C w:

(-A) p« é «m Pn.-poRIa .#«o .m X.;

(.B) .«(X.) < N.;

(G) («#)':tPo} é « .m X.

Evttão, XQp.X..Õ - wÇX..3 :: 'R. e, para todo cardinal regular K, > w, lteTthulíta tt-sequêvtcia de
pontos distintos de p coTtuerge para p.

Lema 3.3.10. Seja z zzm u/íra$/tro regra/ar sobre K. .4ssunza qzze y C F' Ç y, onde y é
compacto de Hausdor#. «,(}''') $ H e int(F') = 0. EnÍâo, ezíste u«-a /unção g : H H }''' tai que;

l*ah j3g é sobrejetora;

(ó) Pg(:«)

(.) g(e) g F' P«« t.do { C ";

(d) (#g) 'lP'l é « .m P«

Z)emonstração. Fixe .A Ç K com -4 « = e l-AI = K. Suponha {=. : a < K} uma enumeração
de -A. Seja {.E. : a < K} como na definição 3.3.2. Para cada a < K, tome S. = .E. n (K \ .4).

Então, {S. : a < K} satisfaz a definição 3.3.2 e S.n.4 :: ü para todo a < K. Seja {t/« : cv < H}
uma base para 3/ em y. Como int(r') = 0 e m(y) $ K, podemos tomar D Ç y \ F' denso em
y tal que IZ)l $ K.

Escolha g : y de forma que

gl-AI - D;

g({) C O{Ua : € C S.} \ F' para cada € c U... S.;

g(O C y \ F para cada € C H \ (.A U U... Sa)
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Como PK é compacto, Pp é contínua e D Ç /3glPKI, temos que /3gl/7KI = y, isto é, vale (a).

Suponha, por absurdo, que /7g(z) # y. Então, existem abertos disjuntos U. e U tais que.
Pg(z) C t/ e y C U«. Como Pp é contínua, existe C' Ç K tal que z C Uc, e, Pgl\''(C)l Ç t/
Por definição, C' C z e, por conseguinte, C íl S. #: g. Fixe € c G n Sa. Assim, ç2( c Uc. Mas,
Pg(í21 C Z-/« Ç }' \ U. Portanto, vale (b).

O item (c) segue diretamente da definição de g.

De (c) segue quc (Pg)''lr'l Ç n*'; e, portanto, vale (d). n

Lema 3.3.11. .4ssama que yo C .F Ç y, onde <y,I'-> é com79acto de Hausdor:#, to(y) $ N« e
\n\ÇF) :: q). Então, existem um comi)acto de Hausdor$ X, um T)ovtto =o ç: X e uma fuv\ção
c07ttínua h : X d Y tal que:

(1) hlXI («o)

(2) h':l-pl é « .«. x;
(3) «(X)

(4) E«. X, :« é Ru.-post. ./}«. . nâ. «m P-po«f.

Z)emonsíração. Do lema 3.3.4 segue que existe um ultrafiltro = sobre K = N,, que é bom e
enumeravelmente incompleto e, pelo mesmo lema, temos que z é regular. Logo, pelo lema
3.3.10, existe g : n --, y satisfazendo (a)--(d).

Seja À o cardinal tal que À+ = H. Pelo teorema 1.3.16, existe M -< .17o tal que {y. r, .F, g, z,
g/o, K,/3K,/7g} U K Ç À/, IÀ/l = K e M tem a propriedade À-covering.

Seja 6 = P(H) n À4. Note que 23 é uma álgebra de boole e, para todo z c /3K, z n M é um
ultrafiltro em Zi. Podemos, então, considerar a função

r : #« --, st(B)
z n zÍ] ]t/ '

''«* - P« \ «
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onde st(23) é o espaço de Stone de 23 veja a subseção 1.2.4.

I' é sobrejetora. De fato, seja u C st(ZJ). Pelos lemas 1.1.10 e 1.1.12, existe u C PK tal que
u Ç t;. Como u n A/ e u são ultrafiltros em 25 e o Ç u n M, temos que u = u n h/ = 1'(u).

Como w(y) $ K, pelo lema 1.3.8, temos que r n M é uma base para y. Assim, para todos
zl,z2 C /JK,

I'(;:) 1'(,2) + Pg(;:)

De fato, suponhamos que Pg(zi) :/ Pg(z2). Visto que y é um espaço de Hausdorff, existem
V[,V2 € rRM tais que Pg(zi) c V], #g(z2) c V2 e 7in7, , (Pg) :17il e (Pg) :1721
são subconjuntos compactos disjuntos de /3K,

Ho F:: ].4 c p(K) ((Pg) ' IV-l ç \'''(.A) ç PK \ (Po)''17,l)

Pe[o critério de Tarski, existe .A C P(K) n ]W ta] que

Ho F:: (Pg) :lV:l ç v'(.A) ç Pn\ (Pg) :lV,l

Note que .4 € zi n ]w, porém .''! ç] z2 n .A4. Portanto, zi n ]14 / z2 n M, uma contradição

Portanto, está bem definida a função

h: .t(B) H y
,n À/ n Pg(;)

Seja zo - F(z).

AFIRMAÇÃO 1. h é «Z,,det«« ' h(ZO)

Para ver isto, basta notar que Pg :: A o I'
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Pg

st(B)

AFIRMAÇÃO 2. h':IF'I é « .«. .t(B)

Para ver que h':lPI é raro em st(B), note (lue, pelo teorema 1.2.54, st(B) é uma com
pacticação de 23 e, portanto, st(13) \ 23 é raro em st(B). Assim, basta mostrarmos que
h tlr'l Ç st(B) \ 23, isto é, os elementos de h ilí'l são ultrafiltros não-principais em 23.

Sendo assim, seja z n .A4 c h :lr'l. Então, da definição de h segue que /3g(z) c F'. Logo,
z C (Pg) ilr'l Ç /7K \ K e, portanto, z é um ultrafiltro não-principal sobre n. Portanto, z nM
ê não principal em B.

AFIRMAÇÃO :. "o «ã. é «m P-PO«[. .« .t(B).

Como z é enumerave]mente incomp]eto, por ]W -< Ho, temos que ]'(z) = z n ]w é enume
ravelmente incompleto. Logo, I'(=) não é um P-ponto em st(B).

AFIRMAÇÃO 4. "o é -, PH-p«l. .Ü"o .m .í(B).

Fixe Z Ç st(B) \ {zo} com l.ZI $ À. Vamos mostrar que zo g Z''(B)

Para cada z C Z, escolha Fz C zo tal que Fz g z. Considere o conjunto E = {-1%},cz
Então, .E C IJt4lSX. Visto que À4 é À-coveiing, existe .F C IJt4lSX tal que .E Ç F' e F' C À/
Logo, pe]o critério de Tarski, existe uma sequência <Ge : € < À> C ]14 que enumera z n-l?. Pelo
corolário 1.1.21, À+ :: = N,. não é Jónsson. Como também temos que n C M, pelo critério

de Tarski, podemos fixar @ : IKl<''' --, À em M tal que @ llWl<"1 = K para todo W c IKl"
Considere a tunçáo

F > G@(s)

E fácil ver que 17 C .A4. Visto que z é um bom ultrafiltro, podemos tomar <-K. : a < K> C J\4
ta[ que cada K« C g e, portanto, -K.. C zo = 1'(z) = zO]W e -K«: n...n-/{... ç
H({al , . . . , a.}) para cada n e cada al, . . . , a. C K.

zo
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Agora (em V), afirmamos que existe cl < K tal (lue, para cada z C Z, Ã« çl z e,

portanto, zo C y(-K.), mas b''(K.) n z = 0. Suponha o contrário. Então, podemos fixar
l,y C IKl" e z C Z tal que /(. C z para todo a C W. Fixe € < À tal que Ge = Fz.
Visto que @(IWI'") = À, fixe s C IWj<" tal que Ú(s) = e. Seja s . .,cl«}. Então

Ge = Gú(s) ' H(s) D x'..: n . . . n Ã.'.. C z, uma contradição, visto que Fz g] z. []

Teorema 3.3.12. /: ásiemz urJZ espaço X corrzpacío de Hausdorl#l e, um ponto p C X íaás que;

(1) x(P,x) - .«(x)

tlZh Para l,odo cardinal regular K, > w, nenhuma K-sequência de T)Oitos distintos de T) cota'uerge

para p.

Z)emonsíração. Basta construirmos uma sequência inversa satisfazendo (A) (C) do lema
3.3.9. A construção será feita por recursão transfinita. Sejam Xo o conjunto de Cantor
munido da topologia usual, po c Xo arbitrário e n'oo = ádxo.

Suponha, para algum n > 0, escolhidos X« compacto e de Hausdorff, com w(X«) = N«,
p. c X. e uma função contínua e sobrejetora n-on : X. - Xo tal que p« C F' = (n-on) :lpo} e F'
é raro em X.. Pelo lema 3.3.11, existem um espaço X.+i compacto e de Hausdora, um ponto

p.+l C X.+i e unia função contínua r"+i : X.+l + X. satisfazendo:

«-;+:jX,*:l - X. e «-:'''(p«+:) - p«;

(«-;+') :l-PI é raro em X«;

«, (x«-.: )

Em X.+l, p.+l é um /N.+:-ponto fraco mas não é um P-ponto

Note que X.+:, p.+. e n-lÍ+: = n-# o n-;;+i satisfazem (A)--(C) do lema 3.3.9. n

Observe que no lema 3.3.11 não assumimos que F é fechado, embora tenhamos tomado F'

fechado na demonstração do teorema 3.3.12. h/mesmo para F denso em y, o item (2) continua
válido.
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No lema 3.3.11, n pode ser 0, embora este caso não seja necessário para a demonstração
do teorema 3.3.12.

Questão 13 (J.T. Morre). Existe um espaço linearmente Lindelõf, não Lindelõf de tamanho
N.?

Questão 14 (J.T. Moore). Existe um espaço normal, linearmente Lindelõf e não-Lindelõf de
peso N.,?

3.4 Um exemplo consistente realcompacto

Arhangel'skií e Buzyakova construíram em l61 um exemplo consistente assumindo c ::
2n" de um espaço hereditariamente realcompacto, linearmente Lindelõf e de Tychonoa que
não é de Lindelõf.

Lembramos que dizemos que um espaço X é realcompacto se X é homeomorfo a um
subespaço fechado do produto de Tychonoa ]R' para algum cardinal n.

Todo espaço regular e Lindelõf é realcompacto. Enquanto, o limite inverso de uma sequên-
cia de espaços de Lindelõf não é necessariamente normal, limites inversos e produtos de real-

compactos são realcompactos. Portanto, limites inversos e produtos arbitrários de espaços de
Lindelõf T3 são realcompactos. De fato, um espaço é realcompacto se. e somente se, ele é o
limite inverso de uma família de espaços Lindelõf T3.

Questão 15. Existe em ZFC um exemplo de um espaço realcompacto, linearmente Lindelõf
que não é de Lindelõf?

Teorema 3.4.1. Stzporzha que 2No ;:; 2R". Então, erãsle zlm espaço de Tychorzo.#l, hereditária
mente reatcompacto e lim,eamítente Lindelõf que não possui a propriedade de Lindelõf.

Z)ernonsíração. Sejam X o espaço de Buzyakova-Gruenhage, / o intervalo 10, 11 da neta real e
Z -- X x i

Suponha que exista um subespaço -H de Z tal que a restrição r/ Í .17 seja injetora e a
projeção a-xl.Zlíl = X. Como rx é uma função aberta e X não é um espaço de Lindelõf,
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temos que .17 não é um espaço de Lindelõf. Note que a-/ r H é um função contínua e injetora
do espaço de Tychonoff -Z7 no espaço hereditariamente iealcompacto /. Logo, pelo teorema
1.2.67, o espaço // é hereditariamente realcompacto

Vamos mostrar, agora, que .17 é linearmente Lindelõf. Seja então Á um subconjunto não-
enumerável de H de cardinalidade regular. Se l,41 > N. então, visto que w(.17) = N« e pelo
teorema 1.2.8, ..4 possui um ponto de acumulação completo em .17

Resta considerar o caso em que l.41 < N.. Existem duas possibilidades:

Caso í. Se ln-xl.4ll < 1.AI então, visto que l,41 ê regular, existe z c X tal que l({z} x/)n.41 =
1.,'l l .

Caso 2. Suponha lrxl.4ll = 1.41 e, para cada n C o, considere o conjunto Á. = {z C

a-xl.41 : 1..4,l $ N«}. Visto que w < lnxl.4ll < N., lrxl.4ll é regular e zxl.41 Ç U.4«, existe

n C w tal que l-4.l = ln-xl.All. Seja a = U,c..l. .A,. Considere o conjunto B = flN. X., onde

{o,l} se z C C';

caso contrário

Note que -B é um subconjLmto compacto de X tal que tal que in íl a-xl.All = ln-xl.4ll = 1..4

Então, .B x / é um subespaço compacto de Z tal que l(B x /) n .41 = 1.41.

De qualquer modo, existe um subespaço compacto F' de Z tal que IP n .41 = 1.41. visto
que .4 Ç H, n-/ r A é injetora; portanto, o conjunto Li = n-/IF' n .41 é um subconjunto de / de
cardinalidade regulam nãc-enumerável. Seja C o conjunto de todos os pontos de acumulação
completo de Lt em /. Note que C' é um subespaço compacto e nã.o-entimetável14 de / e

i4Suponha, por absurdo, que 1(;1 $ u. Seja {c. : n < u} uma enumeração de (7. Vamos construir, por
iecursão finita, uma sequência crescente <t/n : lz < o> de abertos de / tal que

(*) {ck : k $ n} Ç U« e l.r \ Un n .'il = IÁI

para todo n C o. Como @(/) = u e IÁI é regulam não-enumerável, podemos escolher uma vizinhança aberta
Uo de co tal que 1/ \ uo n .41 = 1ÁI. Suponha que, para algum n, tenhamos escolhidos abertos Uo Ç . . . Ç U.
satisfazendo (+). Seja B = J \ un n .4. Visto que @(/) = u e IBI = IÁI, temos que existe uma vizinhança V de
c,l+l tal que l/\v' nnl ;: IÁI. Tome Un+l = yUUn e a construção está completa. Como (.; é compacto, existe
rzo c o tal que C Ç Un.. Seja Áo :; / \ c/«. n Á. Note que IÁol = IÁI. Então, existe um ponto de acumulação
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c'ç «-,lr'l.

Fixe c c C arbitrariamente e considere o conjunto $ = {z C F : a.r(z) = c}. Visto que

a restrição de n-/ r r' é uma função perfeitals, existe um ponto do conjunto S que é ponto
de acumulação completo de .4i = .4 n F'. Portanto, o conjunto Ã. de todos os pontos de
acumulação completo de -.4i em F satisfaz

«-.IÃ'l- c.

Logo, a/IÃ.l é não-inumerável. Claramente, K é um subconjunto compacto de Z. Portanto,
Ã. C X:. Então, da definição de /l, H n .lí # 0 e qualquer ponto de .27 n /r é um ponto de
acumulação completo de .A. Portanto, .17 é um espaço linearmente Lindelõf.

Resta construirmos um subespaço .17 de Z satisfazendo as hipóteses requeridas. Seja X: a
família de todos os subconjuntos compactos K de Z tais blue la-/IKll > o. Como w(Z) = N.

pois w(X) $ N« , pelo teorema 1.2.23, temos que IX:l $ 2n«. Como 2Ro = 2n", temos que
X:l $ 2". Portanto, podemos representar K: na forma:

X: = {K. : a < 2R'}

Note que la-tl.l(all = 2N' para todo a < 2Ro. De fato, cada n-/IK.l é um subespaço compacto

e não-inumerável do intervalo /; portanto, la-ll.KI - 2No

Vamos construir, por recuisão transfinita, uma sequência <<z.,y.> : a < 2Ro> como segue.
Escolha um <zo,yo> C Ko qualquer e suponha que para algum a < 2" tenhamos escolhido
<zP,yP> C -l(# para todo P < a. Tome .ü/a = {yP : /3 < a}. Visto que l-Anal < 2", podemos
escolher <z«, g/.> C /(. tal que 3/. C n-/l.l(al \ .A4a.

Seja H = {<z.,3/.> : a < c}. Segue diretamente da construção de H que a-/ r -Z7 é uma
função injetora. Finalmente, note quc a-x l.Ziíl = X, visto que {z} x / C K para todo z C X. []

completo p de .Ao. Note que 1) é um ponto de acumulação completo de .4, mas p g C, uma contradição.
tSUma função / : X --+ y é perlfeála se X é um espaço de Hausdorff, / é fechada e /'il3/} é um compacto

de X para todo y C X.
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Proposição 3.4.2. Sapo zha que 2n' = 2N". Então, ezásle unia copo/agia TycAono# r soZ)re /

ía/ que </, 1-> é um espaço de TycAorzo.#:, heredáíaráamerzte rea/compacto, Zánearmeníe LándeZ(5/

e não-Lindetõf.

Z,)emonslraçâo. Considere os espaços H e Z da demonstração anterior. Fixe a C X. Considere
o conjunto -E = {<a,y> : y C / \ r/IXl}. Defina .17' = E U .H. Então, n-.rlX'l = / e a restrição
n-x f /l/' é uma função injetora. Portanto, .r7' é um espaço de Tychonoff, hereditariamente

realcompacto, linearmente Lindelõf e não-Lindelõf. Basta, assim, tomarmos

r {a-/lu n //'l : U é um aberto de Z}. n

Note que não podemos provar a proposição 3.4.2 em ZFC, visto que ZFC+CH implica que
toda topologia linearmente Lindelóf sobre / contendo a topologia usual de / é Lindelõf.

Questão 16. Na proposição 3.4.2, podemos adicionar às propriedades de </,1-> local compa
cidade (e local metrizabilidade ou, no mínimo, caráter inumerável)?

Questão 17. Todo espaço de HausdorR, localmente compacto, ot-Lindelõf e de tightness
enumerável é de Lindelõf (em ZFC)?
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Capítulo 4

Lindelõf persas linearmente Lindelõf

Neste capítulo, comparamos a propriedade de Lindelõf com a de ser lineainlente Lindelõf

no seguinte sentido: queremos saber quais teoremas sobre espaços de Lindelõf podem ser
estendidos para espaços linearmente Lindelõf.

Vamos a um primeiro exemplo. Sabemos que todo espaço regular de Lindelõf é normal.

Uma pergunta natural é: todo espaço regular linearmente Lindelõf é normal? A resposta é
negativa. Podemos tomar como contra-exemplo, o espaço de MiÉilenko (veja 2.2.1). Esse é um
espaço de Tychonoa, linearmente Lindelõf e não-normal.

O próximo teorema é uma extensão para espaços linearmente Lindelõf do seguinte resul-
tado: o produto cartesiano X x y de um espaço de Lindelõf X por um espaço compacto y é
um espaço de Lindelõf.

Teorema 4.0.3. Sejam X é um espaço ZánearmenÍe Zínde/õl/' e y é um espaço compacto

Então, X x \' é \lm espaço linearmente LivLdetõf.

Z)emonsíração. Seja .4 um subconjunto de X x y de cardinalidade K > o regular. Basta
mostrarmos que .4 possui um ponto de acumulação completo em X x y. Considere as projeções

a-x :X xy -tX e a-r :X x y +y

({) Suponhamos que existe z C X tal que a-;itz} n ,4 tem cardinalidade K. Neste caso,
temos que nvl.4 n {z} x VI tem caidinalidade H e, portanto, possui um ponto de acumulação
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completo g/ C y. Portanto, <#,g/> é um ponto de acumulação completo de .A.

(áá) Suponhamos quc existe y C y ta] que ily} í] .4 tem cardinalidade K. É similar ao
caso anterior.

(ãdã) Suponhamos que nenhum dos casos acima ocorrem. Vamos construir, por recursão
transfinita, um subconjunto Z) Ç .4 de cardinalidade K tal que para todos <zo, yo>, <zi, yi> C Z),
zo :: zi se, e somente se, 3/o = g/i.

Sejam S = <<z«, y.> : cv < 0> C .4<' e, para cada a < 0, S. = (n-i:lz..} u a-;:l3/.}) n -Á.
Afirmamos que .4 # U.<oS.. De fato, suponhamos o contrário. Por hipótese, ISa < n para
cada cl < 0. Como K é regular e é? < H, temos que l.41 = 1 U.<0 Sal < K, uma contradição.

Considere C' : p(.4) \ {Ü} --, .,4 uma função escolha e <zo, 3/o> C .4 arbitrário. Então, está

bem definida a função G : .4<' --' .A dada por G(0) = <zo, yo> e G(S) = C(-A \ U..0 Sa) para
cada S = <(z.., y.) : a < 0> C .4<" \ {Ü}. Pelo teorema da Recursão Transfinita, existe uma

K-sequência <<z..,3/.> : a < n> em .4 tal que, para todos cp,P < n, com a # #, temos que

u X e 'yu +'yÇ3.

Seja Z) = {<z., y.> : a < K}. Daí, n-xlOI tem cardinalidade K e, portanto, possui um ponto
de acumulação completo z c X. Seja Z/ o conjunto de todas as vizinhanças de z. Para cada
U C Z,/ tome y(U) = n-r(a-.i:lul n z)). Considere a família

F {y(U) \ F' : U c a e F' c ll''l'"}

Como y é compacto e / é uma família de fechados de y que tem a p.{./. , temos que Í"l .F :/ 0.
I''ixe y € Í l /

Afirmamos que <#,y> é um ponto de acumulação completo de .A. De fato,
seja l,V uma vizinhança de (z,y). Podemos supor W - g x y, onde U e }'' são vizinhan-
ças de z e g/ respectivamente. Note que lv n y(H)l = n pois, caso contrário, tomando
F' y(U), teríamos }' n(}'(u) \F') uma contradição. Visto que

}''' n }''(u) «-*(H') n «-V(rl;: lul n o) «y(w n «-i: lul n o),
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temos que W' n -D tem cardinalidade K. n

4.1 Linearmente Lindelõf é discretamente reflexiva?

Dado um espaço e uma categoria de seus subespaços, é natural querermos saber como essa
categoria de subespaços afeta as propriedades do espaço.

Dizemos que uma propriedade 7) é reflexiva nesse contexto se, para todo espaço X, for
verdadeira seguinte implicação: se P' vale nos subespaços de X da tal categoria, P' vale para

o espaço X

Definição 4.1.1. Seja P' uma propriedade tipológica. Dizemos que P é uma propriedade
dáscrefameníe rePezáoa se para qualquer espaço X, X satisfaz P' se, e somente se, para todo
Z) Ç X discreto, D satisfaz P'

A compacidade foi a primeira propriedade a ser mostrada discretamente reflexiva. Esse
resultado foi mostrado por V. V. Tkachuk em 1987.

A partir de então, iniciou-se um estudo sistemático a fim de saber quais propriedades eram
e quais não eram discretamente reflexivas. Como era de se esperar, constatou-se que nem toda

propriedade é discretamente reflexiva. Exemplos foram dados en] l21. Entre eles, alguns foram
mostrados assumindo-se a hipótese do contínuo.

Contudo, ainda permanece em aberto a seguinte questão:

Questão 18. A propriedade de Lindelõf é uma propriedade discretamente reflexiva?

E natural estender a pergunta para a propriedade de ser linearmente Lindelõf. Para esta
questão, Alas, Tkachuk e Wilson mostraram, em Í21, que a resposta é afirmativa, conforme
veremos a seguir.

Lema 4.1.2. Sela K tlm cardánaZ á7zánálo. Suponha que <.rC:. : a < K> sqa zzma sequêrzcáa

decrescente de subconjl nl,os fechados não vazios de uln espaço X. Entiío, existe url\ discreto

D Ç Eo ta/ que Z) n Fa # 0 para lodo a < K.
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Z)errzorzstração. Seja zo c Eo arbitrário. Fixe d g X arbitrariamente. Suponha que para
algum 0 < /3 < K tenhamos escolhido {z.* : cv < /3} Ç Eo U {d} de modo que para cada ' < /3

(1) -DP n /b # g, onde DP {z. : c- < /3, z. :/ d}

Se Z)P n Fa # Ü, tome zP = d. Caso contrário, escolha zP C FP \ -DP.

Para completar a prova, basta mostrarmos que o conjunto {z. : a < K, z. # d} Ç Eo é
discreto. De fato, dado cl < K tal que z. # d, temos que z. C .rC:. e .Zc: n z). = 0. Portanto,

za # 'l## :P < CE, zP :/d}. Por outro lado, se -E. = {zP : a < P < H, zP # d} # 0

tome C(cl) = mini'y € K : z, C E..}. Logo, {zP : a < /3 < n, zP # d} Ç E((..) enquanto que

Teorema 4.1.3. Se o .fecho de todo subcojuTito discreto de X é linearmente Lindelõf eTttão X

é linearmente Lindetõf.

Z)emorzstração. Soam K um cardinal regular não-inumerável e <Fa : a < K> uma sequência
estritamente decrescente de subconjuntos fechados e não vazios de X. Pelo lema 4.1.2, existe

um discreto Z) Ç X tal que G. :; .D í) .fÇ:. # Ü para todo a < K. Note que <(;. : a < K> é

uma sequência decrescente de fechados não vazios do espaço linearmente Lindelõf 1). Como
consequência, temos que Í'lta. : a < n} 7é ü e, portanto, Í'l{.ZC:. : a < K} # 0. []

4.2 O teorema de Arhangel'skiT

Em l81, Arhange]'skií e Buzyakova provaram que todo espaço ]inearly Lindelõf, de Tycho-
noff e de caráter enumerável tem cardinalidade $ 2n'. Alan Dow, em j121, redemonstra este
resultado através do uso de técnicas de submodelos elementares.

Definição 4.2.1. Para um espaço X de Tychonofr, seja C'h(X) o menor cardinal K tal que
PX \ X pode ser escrito como união de no máximo K espaços compactos.

Note que na definição acima PX pode ser substituída por qualquer outra compactificação
deX
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Teorema 4.2.2. Szipozzha K um cardánaZ e y um suóespaço de um espaço de TycA07zo.F <X, l->

íaãs que Ch(}') $ K, lY''l $ «; e X(y, X) $ K p«a todo 3/ € }'. Então, y é «m G.-co«Junco e«.

X

Z)emonsiração. Podemos supor que y Ç /3y. Pelo teorema de Lõwenheim-Skolem, existe

i\4 -< .fl/o tal que {X,7-,y,P}/,rPr,K} U K U y Ç A/ e l&/l = K. Para provar que y é um
G.-conjunto em X mostraremos que y = O{U C ]\4 : y Ç U e U C l-}.

Como C'A(}') $ K,

Ho f:: ]K (K é família de compactos de /3y tal que pr \ y = UX: e IKI $ K)

Pelo critério de Tarski, existe X: C .A4 tal que

.ll/a f:: K é uma família de compactos de /3y, /3y \ y Ux: . IK:l $ «
Note que, pelo lema 1.3.8, K Ç M

Fixe z c X\V

F. {F' Ç X : F é fechado e z C F' C M}

Vamos mostrar que existe F' c .Z:l, tal que F' n y = g. Suponhamos o contrário. Como

{F'ny''' : F C .Fz} tem a p.{./., podemos tomar p C /3y tal que p C F'ny''' para todo

F€F

Note que p g y. De fato, suponha que p C y. Como X(y,X) $ H,

.[[/P f: ]Z3 Ç r base para p ta] que lõl $ K

Do critério de Tarski segue que existe 23 C M tal que

.17o k Zi Ç 1- é base para p e lõl $ K
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Pelo lema 1.3.8, B Ç A4. Logo, existe U C 23 n M tal que p C U e z C F' = X \ U. Assim,
P « F n y"' , uma contradição. Portanto, P c pr \y

Sendo assim, existe /( C K tal que p C K. Como lrl $ K,

Ho F: :W Ç rav tal que y Ç Uz,r, IZ./l $ K e VU c z/ (K n #e: ü).

Visto que todos os parâmetros acima estão em ]W, pelo critério de Tarski, existe Z/ C M tal
que

H, F: Z/ Ç rO«, }'' Ç UZ/, IZ./l $ « e VU € a (K n 7,ZC: @).

Do lema 1.3.8 segue que Z/ Ç M

Temos que

Ha f:: ]/ : Z./ --, 1- tal que VU c a (u n y = /lul n y).

Logo, como Z/, 1- e y estão em .A4, segue do critério de Tarski, que existe ./ : Z/ --} 1- em M tal
que

Ho F: vu € u (u n }'' - /lul n }')

Note que y = /IUI C .A4. De fato,

Ho F: ]'PV}''(}'' C 'P «- ]U C U (<U, V'> C /)))

Pe[o critério de Tarski, existe P C ]\4 ta] que

Ho E: V}''(}'' C 'P + ]U C U (<U, b'> C /))).

E claro que F' = X \ U P é um fechado de X disjunto de y. Logo, por hipótese, F # .2E:;.

Cromo P C M, F C .A4. Assim, z g] F' = X \ U P. Então, existe /(U) € P Ç ]W ta] que
z c .f(U). Visto que X é Tychonoa, existe T,r C r n M tal que z C W Ç W/" ç f(C,r).Como
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w' c ]M, w n y'' c ]14. Logo, WT'' C .?q:;. Então, p C W'' n y . h/las,

l&;;, p ç./(u)nl'P" 77?:Íyp* c Fp''

Logo, /í n U''' # 0. Unia contradição. n

Lema 4.2.3. Sda X um espaço wi-compacto' ta/ gue t(X) = w. Sda .F umz ./iZtro erzume-

rauelmente completo de conjuntos fechados de X. Então, l)ara cada F C F, existe D Ç F

eTt\tnteráuet tat que D ç\ G # $ pura todo G C J:.

Z)errzonsíraçâo. Suponha, por absurdo, que exista F' C ./' tal que para todo Z) Ç F' enumerável

D n G = 0 para algum G C /'. C,Obstou,ü.J , por recursão transfinita, sequências <z.

cr C wl> e <-Z'a : a C ul> satisfazendo:

(i) Eo

(ü) «.. c n{8 : P $ «} . a. C / pa-; t'-. ~ < «,:;

(ni) .lç. n {/P : P c a} = 0.
e, (,iw )

De (ii) legue que {z. : a < ui} é uma sequência livre, isto é, para todo a < wl

{zP : P < a} n {:«P : a $ P < «,:}
Ju '. oZ.é (P \'3

Para finalizar, vamos mostrar que a sequênciaunão possui pontc6de acumulação completo,

contradizendo a hipótese de que X é wt-compacto. De fato, seja z c {z.. : a < wi}. Como
t(X) Çu, existem <ui talquez C {z.. : a <P}. Assim,oaberto U =X\líz&:Í3 $ <wi}
contém z e u n {z.. : a < coi} é enumeráve]. []

Lema 4.2.4. Se y é um espaço Zàzzearmenle Lande/(5H de TycÃon(Z#l separáueZ e X(X) $ o,

então (7h(y) 5; 2n'

iClada subconjunto de X de tamanho oi tem um ponto de acumulação completo.
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Z,)emonstração. Fixe p C PV \ y e seja CP o conjunto das bases de filtros .f de fechados de y
tais que:

(i) Cada -E C / é inumerável;

(ii) p C E para cada -E c .F;

(ü) y n nlz : E c .r} - ü

Note que pP - minll.fl : .F C CP} > 0. De fato, seja D Ç y inumerável tal que IDr = y.
Então {\'' n 1) : p C V C rara c CP'

Afirmamos que pP $ o. De fato, suponhamos, por absurdo, que pP > o. Da minimalidade
de p. e do fato de y ser linearmente Lindelõf segue que c/(/zp) $ w. Sejam, então, <p. : n C w>
uma sequência crescente e cofinal em pP, e, para cada n C u,

G« :a< P«} e {.17 n y n G. : .F7 é vizinhança fechada de p}

Fixe 7z C co. E clat'o que .Fn é um filtro. Afirmamos que .7:; é enumeravelmente completo. De
fato, seja {-Z&li<. uma família de vizinhanças fechadas de p. Para cada í < w, existe tA Ç Hi

vizinhança aberta de p. Fixe a < p. Então, cada (Z = [& n E. é um subconjunto enumeráve]
de y e p C (J{. Da minimalidade de p., segue que y n G. n n:<.(17i # g. Como CZ Ç /7{,
}'' n G« n Íl:.. Hi # 0.

Note que cada G. n y c .7B.. Logo, pelo lema 4.2.3, existe Z. ç G. n y separável tal que

Z.n.17' :/ 0 para cada .llf vizinhança fechada de p. Logo, p C .Z.. Assim, n.<.'Zn Ç Íla<p Pa ::
0. Portanto, {Z« : n C u} é uma base de filtro que satisfaz (i), (ii) e (iii), contradizendo a

minimalidade de HP.

Visto que y é separável, de HausdorF e de carátei enumerável, IVI $ 2". Então

Z) = {D* : O Ç y e 1.01 $ «.,}

tem cardinalidade < 2" n
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Teorema 4.2.5. Se <y, 1-> é um espaço Zánêbrmeníe Lãzzde/ól/' de caráter erzurrzeráue/ e

2n', então (,;h(y) 5; 2No

91

}''l $

Z)eniorzslração. A menos de menção em contrário, todos fechos são tomados em PV
,.,.b 'Ü Lrsl ' «&

Pelo teorema'l existe uma compactificação <cl'', t.r> de y tal que w(cy) = w(y). Seja,
ainda, 23 uma base de cy tal que IZ31 = m(y) $ 2n'

Peão teorema 1.3.14, existe ]W -< Ha co-fechado ta] que {y, 'r, cy,Tcy, B, 2"} U y U 2" Ç A/
e IA/l $ 2"'

Vamos mostrar que /3y \ y é coberto por conjuntos compactos K Ç /7y \ y tais que
X c A4. Seja p c /3y \ y. Seja

4 {.4 ç y zero-set: .4 C A/ e p C Ã}

Suponha .7% enumeravelmente incompleto. Logo, existe um subconjunto .4 Ç .7:; enume-
rável tal que Í] .,4 = 0. Seja .Z( = fItA : .4 C .Á}. Note que K Ç PV \ y e p € Ã.. Além disso,

K C À4, haja vista que A4 é u-fechado.

Suponha, agora, que .6, é enumeravelmente completo. Do lema 4.2.3 segue que existe
Z) Ç y enumeravel tal que Z)' n ..4 / 0 para todo .4 C FP Suponha, por absurdo, que p « Z.).
Então, existe UP C Zi vizinhança de p tal que yP n D = 0. Da regularidade de cX segue que
existe UP C 23 p C UP Ç UP Ç yP Seja .4 = uP n y. Então, .4 c FP e -D' n .4 = 0. Uma
contradição. Logo, p c Z). E c]aro que D C ]t4 e pe]o lema 4.2.4 existe uma coleção X: c M
de conjuntos compactos de 1) \ iy tal que Z) n (Py \ y) = -D \ ly = UK e IX:l $ 2". Visto
que K Ç .A4 existe a]gum K c K n ]w com p C K como requerido. []

[Feorema 4.2.6. Se <X, r> é um espaço de TgcAono/7', Zánearrnente LándeZóy e de caráter enu
meráue/, então XI $ 2N'

Z)emonstração. Seja {.ü4. : a C wi} uma cadeia crescente de submodelos elementares tal
que IÃ4al ;::; 2n' e {.A4P : P < a} U IÀ4al" Ç À4a para todo a < wl. Assuma, ainda, que
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X, 7- C À4o. Sela M = U.<.: .R4a. Para provarmos o teorema basta mostrarmos que X Ç M
Seja }' x n M.

AFIRMAÇÃO 3. y é um suóspaço /ecAado de X

De fato, seja z C y. Visto que que X(X) $ w, existe (z.)... Ç w x y convergindo para
«;. Como IWl" Ç M, (««)«.« C M. Como

Ha F ] /(3/ C lim #.),

e l-, (#.)... € ]W, então, pelo critério de Tarski, existe 3/ C .A4 tal que

.27o 1- Z/ C lim z.

Visto que X é de Hausdorff, z g. Portanto, z C y

Agora, para cada a < wl, seja

y. = {U c .- : X.

Note que X. C À4a+l, pois X e M. estão em M.+l. Logo, 'P. C À4a+l. Pelos teoremas 4.2.2
e 4.2.5 para cada a C wl, existe Z/a Ç ya tal que IZJal $ 2" e X. = flZ7a. E fácil ver que
ZZa C .A4a+l. Pelo lema 1.3.8, Z/a Ç .A4a+l

Suponha, por absurdo, que exista z C X \ U.<.. X.. Então, para cada a < wi, escolha
W. C ZZa tal que z # W.. Para cada P, {Pra : a < P} C MO e xn.A4' = U.<.: x. ç U.<.. w-.
Como X n .A/ é fechado e X é oi-Lindelõf, existe P C ul tal que X íl À4 Ç U..<p I'ra.

Para finalizar, basta mostrarmos que

AFIRMAÇÃO 4. X Ç U.<P IV.

De fato, suponha o contrário. Então,

Ho F X \ U{Wa : a < «,-} # 0.



4.3 Um resultado mais geral 93

Assim,

M' k X \U{Wa : a < "-} / g,

pois, X e {W. : a < /7} são membros de ]W. Logo, x n A/ Z U.<.: 1'ra, uma contradição. []

Note que se X é um espaço de caráter inumerável, Tychonoa e linearmente Lindelõf, e
N. > 2n' então nw(X) $ 1XI $ 2n' < R. e, portanto, pelo teorema 3.1.2, X é um espaço de
Lindelõf. Arhangel'skií e Buzyakova perguntaram, assim, se todo espaço linearmente Lindelõf
de caráter enumerável é Lindelõf crll ZFC. Vale lembrar que todos os exemplos de espaços

conhecidos que são linearmente Lindelõf e não Lindelõf tem caráter ? N«.

Ein um artigo ainda não publicado , Oleg pavlov(vePl27jldá uma resposta negativa
à pergunta construindo um exemp]o a partir de ]14.A+N. < 2n' de um espaço que possui caráter
enumerável, é linearmente Lindelõf, mas não é Lindelõf.

4.3 Um resultado mais geral

Em l71, Arhangel'skií e Buzyakova mostraram um resultado mais geral: a cardinalidade de
um espaço X sequencial, linearmente Lindelõf e de Tychonoa não excede à 2R' se, e somente
se, o pseudocaráter de X não excede à 2Ro. Todos os espaços aqui são assumidos de Tychonoff.

Proposição 4.3.1. Seja X unz espaç:o sequencial, wi-Lande/él/ e ta/ qzze lodo subc07Üurzto

/achado F' de X com lr' $ c é urn G. cozÜurzto em X. Então IXI .$ c.

Z)emorzsÉração. Considere o conjunto

.F :: {f' Ç X : F' é fechado e lr'l $ c}

Por hip(5tese, para cada F C .F podemos fixar uma família ZI/P de conjuntos abertos de X tal

que IUPI 5; c e OZl#r = .F. Para toda família enumerável y de conjuntos abertos de X tal

que X \ U P / 0, fixe p € X \ U P. Agora, vamos definir, por tecursão transfinita, uma
wi-sequência <F. : a < wi> de elementos de / como segue.

Tome Eo = 0. Assuma que, para algum a < w] , FO C / esteja definida para todo /3 < a.
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Definiremos o conjunto Fa C .F. Tome

zh u'',*,
{'P Ç Ua : I'PI $ «, e X \ U y # 0},
{PV : y C ya},

U 'b U Pa.

Cllaramente, IUal 5; C, l)Val $ c e l//al $ c. Seja Fa = -ZI/.. Pelo teorema 1.2.15, leal $ C
Assim,Fae.F.

Por construção, temos que se /3 < a então F# Ç &.. Como t(X) 5; w e cada Fa é um
fechado, o conjunto L = Ulr« : a < cola é um fechado de X2. Portanto, o subespaço L de X
é wt-Lindelõf. Também temos que IZ,l $ 2"

Vamos mostrar que L = X. Suponhamos o contrário e fixe b € X \ Z;. Então, para cada

cv < wl, podemos escolher Ua C Z/(Fa) tal (lue Z) « U(Fa). É claro que .rh Ç Ua. Portanto,
{U. : a < ui} cobre L. Como -L é wi-Lindelõf existe P Ç {t/.. : cr < ui} inumerável tal

que -L Ç U P. É claro que b # UP e pv C X \ U P Ç X \ L. Por outro lado, como oi é
regular, existe a < ul tal (lue 'P Ç Z#a* e y C ya*. Então, PV C Pa* Ç Ha* Ç Fo* Ç Z,, uma
contradição.[]

Lema 4.3.2. Sejam Z &m espaço rega/ar, .A Ç Z e z C Z. Então, no mãhímo uma das
seguivttes condições são satisfeüas:

(a) Existe ulll subconjunto B Ç A discreto e enumeráuel tal que z não é Gõ-separado de'.Ê ;

(b) z é Gõ-separado de A;

rcJ EzãsZe uma ol -sequêrzcãa Záure em .4

2Seja z C lt. Tendo em vista que t(=) $ u, segue que existe {z. : rl < co} Ç L tal que z C {a;,. : 7 < (o}.

Como ol é regular e {-rQ. : a < w} é uma cadeia, existe a < oi tal que {r. : n < w} Ç F.. Assim,
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Z)emorzslração. Suponha que as condições (a) e (b) não são satisfeitas. Então, z ç1 .4, pois,
caso contrário, a condição (a) seria satisfeita com B = {z}. Temos, ainda, que z C .4. De
fato, suponha o contrário. Então, da regularidade de Z segue blue z é Gõ-separado de .4 e,

consequentemente, a condição (b) é satisfeita, uma contradição.

Vamos construir, por recursão transfinita, uma sequência <z. : a < wi> em .A, lhas livre
em Z. Simultaneamente, construiremos <Pa : a < wl> uma sequência decrescente de fechados
Gõ de Z contendo z.

Tome zo um ponto qualquer de y e Eo = X. Seja a C oi \ {0} e assuma que para cada

P < a tenhamos escolhidos um zP C .4 e urn FP Ç Z fechado Gó contendo o ponto z de modo
que

(d) :«p c pp;

(e) FO não intersecta o fecho em y do conjunto SP = {z. : K < /3l;

(f) Fa Ç FK, para cada n < P

Logo, o conjunto MP = [z« : /3 $ K < a} está contido em FO. Portanto, M/3 Ç FP. Por

outro lado, SP n Fo = 0, pela condição (e). Segue que <zP : P < CE> é uma sequência livre em

.4; visto que a condição (a) não é satisfeita, z é G.,-separado do fecho de S. em -A. Portanto,

existe /b um G«:-conjunto fechado de Z tal que z c a. e
(g) /%. n s.. = 0

Tome

''. - Pa « (Ripa : # « «D.

Claramente, .rC:. é um G.:-conjunto fechado de Z contendo z. Portanto, visto club a condição
(b) não é satisfeita, .A n r:. # g. Seja z. c .4 n a:. arbitrário. As condições (d), (e) e (./) são
agora satisfeitas para cada /3 $ a. A definição das sequências transfinitas <z. : a < oi> e

<.rC:, : a < wi> está completa.

Segue imediatamente da construção acima que <z. : cv < wl> é uma sequência livre.
Portanto, a condição (c) é satisfeita, e a prova do ]ema está comp]eta. []
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Segue imediatamente do teorema 4.3.2

Lema 4.3.3. Sdanz y um szzóespaço de um espaço X e # C X. Se F'(y) $ w então um, e
apenas üm, dos seguintes itens é satisfeito:

(a) Ezísfe -A Ç y erzur7zeráueZ ta/ que z C -A,

ÇbÜ Existe P um Gõ-conjunto fechado de X tat que = C P e P n Y - $

i.ema- 4.3.4. SejaTl\ X ullt espaço linearmente Lindelõj, e, F uma família de fechados de X,
sütisfazeTLdo :

(a) n/'
ÇbÜ para todo P Ç X fechcLdo existe F C F tal que ou F Ç P ou F Q P -- $

Então, ezásle Ç Ç 7: e7zumeráue/ ía/ qae n g = o

Z)emorzsíração. Sda C = {.F' Ç .F : Í'l.r' = çõ}. Note que C # 0, pois .F c C. Seja
1- = minll/'l : /' c C} e tome 7{ C C tal que l7{l = 1'-. Se l- .g u, basta tomarmos Ç :: 7{.

Suponhamos, então, que r > co. Logo, c/(r) = w, pois X é linearmente Lindelõf e {X \ F'

F C 7{} é uma cobertura aberta de X de cardinalidade 1-. Portanto, 7{ :: Ul7-í. : n C w},
onde l7{.l < 1- para todo n < u. Para cada n, H« = Í'l7-{. é um fechado de X e, em virtude
de (b), existe Fn c /' ta] (lue a, Ç H. ou Fn n ]7n = 0. Note que o segundo caso não

pode ocorrer, pois X:« = 7{. U {.rC,} é uma subfamília de .F tal que IX:.l < 1- e, portanto,
/ç, n .17n = .1;1,, íl Í'l7{. :: Í)K. :/ 0. Segue que Fn Ç .27n para todo n C u. Claramente,

nlHn : « c w} - OX - 0. Afim, Í'llF« : « C «,} - 0. Po-ta"to, g - {En : « C «,} é a

subfamí[ia enumeráve] de .f que procuramos. []

Proposição 4.3.5. Sdar7z X zzz7z espaço rega/ar, y zlrrz szzóespaço /ãnearmeníe .Z)jade/óy' de X

tal q' e F(Y) < e z e X \. Y. Sejcl, ainda, F urr\ü família de fechados de Y satisfazendo:

(a) se F é um subespctço fechado separáuel de Y tat que = ç: T então F C F;
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(b) se B é ulll fechado GÕ de X tal q\ e x € B então Y n B C J:

Então, ezísíe 7 Ç / enz meráueJ [aZ que R7 0

Z)emonstração. Vamos mostrar que todas as condições do lema 4.3.4 são satisfeitas. Seja
P Ç y fechado em y. Então, f'(P) $ u. Em virtude do lema 4.3.3, ou existe -B um fechado

(7ó de X tal que z C B e Pn B = 0, ou, existe F' Ç P separável e fechado de P tal que z C F'

No primeiro caso, segue de (b), que B n y c .F e é disjunto de P; no segundo caso, F' Ç P,
e, em virtude de (a), F' C /. Portanto, a condição (b) do lema 4.3.4 é satisfeita. Visto que
z # y, e y é regular, é claro que Portanto, pelo lema 4.3.4, existe 7{ Ç / enumerável tal que

Proposição 4.3.6. Sda X um espaço ZánearmzerzÍe LándeZÓ/ laZ qae IXI $ c, m(X) $ c e
F'(X) $ «,. E«Éã., C'A(X) $ c.

Z)emonsíração. Pelo teorema 4.2, podemos uma compactificação Z = cX de X tal que w(Z) $

2". Considere, ainda, a família

S {B Ç Z .B é fechado, -B n X é separável e -B nX

Note que l.SI $ 2", pois XI $ 2". Seja g a família de todos (.;õ-subconjuntos fechados de
Z. Como w(Z) .$ 2", ÇI $ (2")" = 2". Portanto, c = {nÀ l À Ç -S U Ç e l.XI $ w} tem

cardinalidade < c.

Vamos mostrar que para todo z C Z \ X existe /( c c tal que z C /( Ç Z \ X daí,
a/z(X) $ 2"

Fixe z C Z \ X e considere as famílias .S, = {B € .S l z C -B}, Ç; = {B C Ç l z C .B} e

f; l B c S; u g,}

A família F; satisfaz as condições impostas sobre .F no lema 4.3.5. De fato,
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(a) Seja F' um subespaço fechado sepaiável de X tal que z C 7. Note que 7 C S, pois
F n X :: F' é separável e F n x = F'. Logo, F' C .S: e, portanto, F :: x n F' € F:.

(b) Seja, agora, -B fechado GÕ de Z tal que z c B. Então, -B € g,. Portanto, x n z? c Pz

Portanto, pelo lema 4.3.5, existe n ?7 ç .Sz Ug, enumerável tal que ?7 Ç Z\X. Claramente,

;cR C . Daí,e*isteX:Ç.talo«Z\X-UK:. Vistos«ejX:l $ 1.1 $ cetod.;o;
e[ementos de K: são fechados de Z, conc]uímos que X é um G.-conjunto. []

Proposição 4.3.7. Soam .Z um espaço copo/(igáco rega/ar, H um s bespaço de Z e 1- = L(.17).
Entiio, T)ürct todo F Ç Z \ H fechado de Z, existe um Gõ-conjunto P de Z tat que F Ç: P Ç;
Z\H

Z)emonslração. Como F' é um conjunto fechado, para cada z C .27, podemos escolher uma

vizinhança aberta Uz de z tal que Uz n f' = 0. Visto que Z é regular, existe, para cada z C n',
uma vizinhaça yz de z tal que z C 'i4 Ç l/'; Ç Uz. E dai'o que y = { Ç : z C .27} cobre .ZI/

Então, existe uma subcobertura )'v de P tal que l)'VI $ r. Seja P = nlz \ w : w c )A/}.
Então, P é um Gõ-conjunto e r' Ç P Ç Z \ X. []

Proposição 4.3.8. Soam X zzm espaço Zãnearmente Z)ándeZÕ/ laZ que IXI $ c e F(X) 5; u e
cX umü comi)acti$cação de X. Então existem famílias 'P e K de sueco'rljunLos co'mT)a,elos de
cX tais que as seguiTttes c07tdições são sal,isfeitüs:

r«J cX - (U 7') U (U X:);

ró) IP' n xl «a« p' c 7'';

(c) F n X = $ para cada F C K;

ra9 1P'l 5; c e X:l $ c
Demonsf7ação. Visto que IXI $ c e X é de TychonoH' e TI, existe uma família / de funções
contínuas de X em 10, 11 que separa pontos e cuja cardinalidade é $ 2". Então, a função
g : X --, {0, 11;: dada por g(z) .fc/- é um contínua e injetora. Como {0, 11J' é de
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Tychonoff e m({0, 11r) = 1.rl 5; 2", temos que y = alXI é de Tychonoff e w(y) $ 2". Assim,
F'(y) $ F'(X) $ w, IVI $ 1XI $ 2" e y é linearmente Lindelõf.

Portanto, pela proposição 4.3.6, Ch(y) .g 2". Tome uma extensão de Stone-Cech /3g
PX --+ /3y de g e fixe uma família C de compactos de pr tal que UC = pr \ y e ICI $ 2"
Sejam

7':(pg)':tg/}:y€1'leK: ':lX'l:Ã'cC}.

Agora, tome uma função contínua e sobrejetora h PX -+ cX tal que h r X ádx e

P {Alr'l : r' C p'i} e x: IÃ'l : Ã' C Ki}

Note que AI/3X \ XI cX \ X. Obviamente, 'P e K satisfazem as condições (a) --(d) n

Lema 4.3.9. Se X é Zãnearmenle Z,ãndeZÓ/ e L(X) 5; c+, então L(X) $ c

Z)emonstração. Seja Z/ uma cobertura aberta de X. Então, existe P Ç Z/ subcobertura tal que
PI $ c+. Como X é linearmente Lindelõf, existe uma subcobertura )'V de P cuja cofinalidade

é 5; w. Visto que c+ é regu]at, l)NI < c+, isto é, l)A/l $ c. Portanto, Z,(X) $ c. []

Lema 4.3.10. Sejam X unl espaço um espaço livtearmente Lindetõ.f e Y unt subespaço .fechado
de X tais que

(a) @(y,X) $ c para ca a y C }';

(b) IVI $ c;

(.) L(X) $ c'' ;

(d) F'(y) $ «,

Então, Y é uln G. conjunto de X

Z)emonslração. Como Z,(X) $ c+ e X é linearmente Lindelõf, segue do lema 4.3.9 que L(X) $
C
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Sejam B um espaço compacto contendo X como subespaço e cy = y'. Pela proposição
4.3.8, existe uma família X: de compactos de cy satisfazendo:

(i) IX:l $ c;

(Ü) U X: - cy;

(iii) IÃ n XI $ 1 para cada -K C X:

Considere o subespaço Z - cy U X do espaço -B Para cada K C K seja .f7K = X \ Ã..
Assim, se x n .K = 0 então ]7K = X. Por outro lado, se /( n x / 0 então, pelo fato de y
ser um fechado de X e pelas condições (b) e (c), existe Z/K C y tal que Ã' n X = {yK}. Logo,
HK = X \ {yK}. De qualquer modo, como -L(X) $ c e @(yK,X) $ c, temos que Z,(nK) $ c

para todo .K C X:. Além disso, K Ç Z, K é um fechado de Z e K n -17K = Ü. Pela proposição
4.3.7, existe um famí]ia Z/K de abertos de Z ta] que IZ/KI $ c e K Ç Í)aK Ç Z \ ]l/K. Então,

F-

.!

(n"«) « (x \ .") - o

Tome B = U{Z7K : K C X:l}. É claro que IBI .$ c. Visto que UX: = cy e K Ç OZl#K Ç cy
para todo -Z( c K, para cada z C cy e cada z c X \ cy, existe t/ C B tal que z € U e z g Z./

Seja )'v = {U .4 : .4 Ç B, l.41 < w e cy Ç UÁ}. Então, das propriedades de 23 segue que

l)'VI $ c e O)'V = cy. Portanto, cy é um subconjunto G2« de Z. Visto que cy n x = y, y
é subconjunto G2«, de X. []

Lema 4.3.11. Sega X um espaço sequezzcáa/ taJ que IXI > c. Então, ezísíe um suóespaço

/ec/lado y de X ta/ que lrl = c+

Z)emonstraçâo. Claramente, existe uma cadeia crescente C :: {Ma Ç X : a < c+} tal que
Mal 5; 2", para cada a < c+, e, l UCI = c+. Tome F. = M. e y = U{/'a : Q < c+l}. Pelo

teorema 1.2.15, l.r? l $ c para cada a < c+. Portanto, lrl $ c+. Segue que IVI ;:: c+, visto
que c+ = 1 Ucl $ 1rl. Afirmamos que y é fechado. De fato, seja {y.}.<w uma sequência em
y convergindo para um ponto y C X. Como X é sequencial, basta mostrarmos que y € y
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Visto que c+ é regular, existe P < c+ tal que FP contém {y.}«<«. Como FP é fechado, y C FP.
Logo, 3/ C y. Portanto, y é fechado. []

Teorema 4.3.12. Seja X um espaço linearmente LindelõJ, Tychono# e sequeTtcial. Então,

lxl $ c «, e ;.m.«[e «, Ú(x) $ c.

Demonstração. E clamo que a condição é necessária. Vamos provar a suficiência.

Suponha, por absurdo, que IXI > c. Pelo lema 4.3.11, existe um subespaço fechado y de X

tal que IVI = c+. Então, L(y) 5; c+. Além disso, como X é linearmente Lindelõf e sequencial
e y é fechado, y é linearmente Lindelõf e sequencial. Logo, pelo teorema 1.2.14, F(y) $ w.
Pelo lema 4.3.10, todo subconjunto fechado Á de y tal que l.AI $ c é um subconjunto G2w de

X. Como y é wi-Linde]õf, segue da proposição 4.3.1 que lrl $ 2" < c+, uma contradição. []
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Capítulo 5

Problemas em aberto

Questão 1. Um espaço linearmente Lindelõf e normal é Lindelõf?

Questão 2. Em ZFC, todo espaço linearmente Líndelõf, localmente compacto e de caráter
inumerável é Lindelõf?

Questão 3. Todo espaço regular ou de Tychonoff, ou normal e discretamente Lindelõf
é Lindelõf?

Questão 4. É verdade, em ZFC, que todo espaço linearmente Lindelõf, de TychonofT e de
caráter enumerável é Lindelõf? Pode se tirar CH das hipóteses do corolário 3.1.10? Todo

espaço linearmente Lindelõf, hereditariamente separável e de Tychonon (ou apenas regular) é
de Lindelõf?

Questão 5. O teorema 3.1.17 permanece válido se excluirmos GCH de sua formulação?

Questão 6. Um espaço discretamente Lindelõf (de TychonoH') é um espaço de Lindelõf?

Questão 7 ( l71, Questões l e 3). É verdade, em ZFC, que todo espaço localmente compacto,
linearmente Lindelõf e de caráter enumerável é um espaço de Lindelõf?

Questão 8 ( l7j, Questão 4). Existe um espaço linearmente Lindelõf e não metrizável com
uma base de ordem enumerável? Equivalentemente, todo espaço linearmente Lindelõf com
uma base de ordem enumerável é Lindelõf?
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Questão 9 (Arhagel'skií e Buzyakova) . Todo espaço linearmente Lindelõf, realcompacto e
localmente compacto é Lindelõf?

Questão lO (Arhagel'skií). O produto de quaisquer dois p-espaços linearmente Lindelõf é
Lindelõf?

Questão ll (J.T. Moole). Existe um espaço linearmente Lindelõf, não lindelõf de tamanho

Questão 12 (J.T. Nloore). Existe um espaço normal, linearmente Lindelõf e não Lindelõf de
peso N..,?

Questão 13. Existe em ZFC um exemplo de um espaço realcompacto, linearmente Lindelõf
que não é de Lindelõf?

Questão 14. Na proposição 3.4.2, podemos adicionar às propriedades de </, 1-> local compa-
cidade (e local metrizabilidade ou, no mínimo, caráter enumerável)?

Questão 15. Todo espaço de Hausdorff, localmente compacto, wi-Lindelõf e de tightness
enumerável é de Lindelõf (em ZFC)?

Questão 16. A propriedade de Lindelõf é uma propriedade discretamente reflexiva?

Assumindo o Axioma de Martin e N. < 2R', O. Pavlov 1271 construiu uma topologia mais
fina que a usual sobre um subconjunto do conjunto de Cantor que possui caráter enumerável,

ê linearmente Lindelõf, mas não..Lindelõf. Isto dá uma resposta negativa às questões 7 de l71
e 15 de l61.

Questão 17 (Questão 4 de 1271). Segue de N. < 2N' a existência de um espaço de caráter
inumerável, linearmente Lindelõf e não-Lindelõf? E de 2n-' = 2No?

Questão 18 (Questão 5 de 1271). Segue de N. < 2n' a existência de um espaço de pseudoca-
ráter enumerável, linearmente Lindelõf e não-Lindelõf?

Questão 19 (Questão 6 de 1271) . Existe um espaço pseudocompacto, de caráter inumerável,
linearmente Lindelõf e não-Lindelõf?

N.?



Apêndice A

Pontos bons e medíocres

A principal referência aqui é Í91.

Definição A.O.13. Soam X um espaço topológico e K um cardinal. Dizemos que um ponto
z € X é um

e PK-poria /Taco se, e somente se, z « .A para todo .4 Ç X \ {z} tal que l.41 < K;

e PK-poria se, e somente se, para toda família .F de vizinhanças de z, com l.rl < K, Í'l.r'
6 llrn n \rivinh nnr n dn q'

Os termos "P-ponto" e "P-ponto fraco" designarão "Ru.-ponto:' e ''Fn:-ponto fraco", res

pectivamente.

Lema A.O.14. Se X é TI então bodo -Z:],-pondo é um -r:.-pondo /Taco.

Z)emzonstração. Sejam z € X um PK-ponto e .A C X \ {z} tal que l.AI < K. Para cada a C Á
escolha uma vizinhança aberta U. de z tal que a g Ua. Assim, .f = {Ua : a C .4} é uma família

de vizinhanças de z de cardinalidade < K. Como z é um PK-ponto, Í'l/' é uma vizinhança de
z. Mas, (ni:) n .'{ = 0. Portanto, z g .4. []

Definição A.O.15. Um ponto z em um espaço tipológico X é K+-b07rz se, e somente se,
dada uma família {Us : s C IKl<"} de vizinhanças de z, existe uma família {ya : a < K} de
vizinhanças de z tal que Í'l.Cs ya Ç Us para todo s C IKl<" não vazio.
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Definição A.O.16. Um ponto z em um espaço topológico X é K+-meda'ocre se alguma coleção
de funções injetoras {pP : /3 + K : /3 < K+} satisfaz: se {Ue : < K} é uma família
de vizinhanças de = então existe uma família {ya : a < +} de vizinhanças de # tal que

ya í'l VO Ç t4p(a) sempre que CE < /i < K+

Definição A.O.17. Sejam /,g : lnl<" -+ p(K). Dizemos que

6 f ê monotõvtica se

u,w C lnl'" e u Ç w implicam /(u) 2 /(lo)

. f ê aditiua se

lé,w € 1Kl<" implica g(u U w) g(u) n g(«,)

. g $ / se g(u) Ç /(u) para todo u c IKI'"

Note que toda função aditivo é monotõnica

Teorema A.O.18. Sega z C /7K. São eqaáoa/entes

(«) z é n'' -óo"';

(Z,) p«« f. /unçã. mo«ófon« / : l«;l'" -. z, e«á.[. ««.« /u«çã. «data« g : IKI':" H z ]«/

que g Ê f

Demonstração. (a) + (b) : Seja / : lnl<" --, z uma função monótona arbitrária. Considere
a família {V(/(s)) : s C 1 1<"} de vizinhanças de z.' De (a) segue que existe uma família
{W. : a < K} de vizinhanças de z tais que n... W.. Ç y(./(s)) para todo s € 1Kl<" não
vazio. Para cada a, escolha -A.. c z tal que V'(..4.) Ç }Va. Considere, assim, a função
g : IKI'" --, z dada por g(0) = ./(0) e g(s) = n.:; .4. para todo s C IKI'" não vazio. Note

que }'(g(s)) Ç }''(/(s)) para todo s c IKI'"

'Para cada s € 1KI':", y(/(s)) = {z c PK : j'(s) c z}.
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Mostremos que g .$ /. Suponhamos, por absurdo, que g(s)\./(s) # ü para algum s c IKl<"
Pelo lema 1.1.12, existe um ultrafiltro y sobre K tal que g(s) \ /(s) C y. Logo, 3/ C V(g(s)) Ç
V(/(s)) e, co«seq«ntemente, y C }'(/(;)), isto é, /(s) C y. Mas, .f(s) n (g(s) \ /(s))
Uma contradição com o fato de Z/ ser um filtro.

Resta mostrar que g é aditiva. De fato, sejam si, s2 C IKl<". Clamo / é monótona e g $ /,

temos que g(s) Ç g(0) para todo s C IKI'". Logo, se si = 0, então g(sl U s2) = g(s2) =
g(s2) n g(si). O caso s2 = ü é idêntico. Suponha então que si e s2 sejam não-vazios. Então,

,'.:-.a- n ".- n -.'..- n "..-,oo'.oa
aCsiUs2 aCsl aCs2

(b) ::> (a): Seja {Us : s C IKl<"} uma família de vizinhanças de z. Vamos construir uma

função monótona ./ : IKl<" --} z, por recursão finita sobre o comprimento de s, como segue.

Se s = ü, isto é, lsl = 0, escolha ./(0) C z tal que V(/(0)) Ç UÜ. Suponha que já tenhamos
escolhidos .f(s) c z para todo s c IKl" de modo que V(/(s)) Ç U.. Para cada s c lnl"+:j
escolha /(s) € z tal que

}''(/(s)) ç n b''(/(''))nus.
s'clsl"

Da construção acima segue que / é monótona. Logo, pelo item (b), existe uma função
aditivo g : IKl<" --} z tal que g $ /. Portanto, para cada cv < n, basta tomarmos ya

A.l A existência de ultrafiltros bons e enumeravelmente incompletos

A referência aqui é j101.

Lema A.l.l. Sejam K zzmz cardánaZ án:/inãío e {l'= : a < H} uma /anz#áa de c07Üunfos ta/ qzée

leal = K para todo cv < K. Balão, ezàsíe uma /ami'Záa de conjuntos {Za : CV < K} taJ que para
todos cl,B <. K:

({) Z. Ç ya;
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({i) lz.l

(ããã) Se .« # # .nÍão Z. n ZP

Z)er7zorzslração. Para cada ordinal a $ K, considere o conjunto

x. #> :'y $P< }

Visto que K é um ordinal limite, X. = U.<. X...

Construiremos uma função injetora / : X. --, U,r<. }'; tal que

(A.l) /('y, /7) C }% sempre que 'r $ P < K

Uma vez construída, definimos, pala cada ' < K,

ZI - {/(<'r, P>) : ' $ P < K},

e a família {Z,: 'y < H} satisfaz(i),(ãã) e(ããá), como queriamos.

A fim de definir /, vamos construir, por recursão transfinita, uma cadeia de funções inje-

toras {/a : Xa --' U,T<.yr : cv < K} onde cada /a satisfaz (A.l) para cv. Suponhamos que,

para algum a < K, exista uma função injetora /a : X.. - ' Ul<. }'; satisfazendo (A.l) com cv
em lugar de K. Visto que IX.l < H e l},rl = K para todo 7 < H, podemos estender /a a uma

função injetora /a+l : Xa+t --' Ul<.+1 yl que satisfaz (A.l) para a+ 1. Simplesmente escolha,
para cada ' $ a, um /a+l(<'y, Cl>) C }'; diferente de todos os valores previamente escolhidos
para /a+l.

Suponhamos, agora, que a é um ordinal limite e já temos escolhidos uma cadeia de funções

injetoras {/O : P < a} com cada /0 satisfazendo (A.l). Então, tome /a - Up<. /P.

Portanto, a união / = U.<./a é uma função injetora de X. em U.<.ya satisfazendo
(A.l) H

Seja K um cardinal infinito. Uma paríáção de n é uma família disjunta P de conjuntos não
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vazios tal que U P :: n.

Seja P uma coleção não vazia de partições de K tal que cada partição tenha cardinalidade
K. Seja, ainda, F um filtro não trivial sobre K. Dizemos que o par <P,F'> é consistente se
dados quaisquer X c F', PI, . . . , /)n € P e Xi c PI , . . . , X. € Pn, temos que X n Í){.: X{ 7é 0.

Sejam F' um filtro sobre K e E Ç p(K) tais que F' U E tem a propriedade da interseção
finita. Denotaremos por lr' U ZI o filtro gerado por F U E.

Um filtro F' sobre n é un{/orbe se, e somente se, IXI = H para todo X C F

Lema A.1.2. Seja K um cardánaZ á zánáto

({) Sda F' u« ./iZíro -4/or«-e sob« n gerado por u«. suóco@-to E Ç F' fa/ g« l-EI $ K
Então, ezísíe uma coZeção P de padições de ta/ que IPI = 2" e <P',F> é consistente.

(á{) S«p.«A«.« q«. <7', f'> é «n.í.[.«te. S©« J Ç K. EnÉâo, - <7', lr'Ut;ll> é ««.á]e«t'
ou <P", l-P U K \ Jl> é corzsàsfente para algzén7z 'P' Ç P co#nálo.

(dãá) S«p.nh«m« q«. <P', F'> .d« c-sástent.. Sd«'' p : IKI':" --, .F «« /unção momoÉóná"
. p c 7'. E«lâ., .«á.t. «. ./i/í« r'' a r' ..z,« K . «m« /u«çâo «dali« q : IKI'" --- -F'
[aZ que q $ p e <P' \ {P}, F'> é consásíeníe.

Z)em07zsfração. (í) Seja {Ja : a < K} uma enumeração da família de todas as interseções
finitas de membros E. Note que, para cada a < K, IJa = K. Pelo lema A.l.l, existe uma

família de conjuntos {/. : a < K} tal que, para todos a < /3 < n, 1/..1 = K, /. Ç Ja e

/a n /0 ' Ü. Considere o conjunto

B {<s,/>: . C l«I'" e ./ : p(s) --, «}

C)bserve que IBI = K. Seja {<s,, ./v> : ' < K} uma enumeração de B (com possíveis repetições)
de maneira que

B , /l> : "y C -r.}
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para cada a < K. Para cada J Ç K defina a função gJ K H n como segue

g. ('y)
/l(J n ',), se ' C U... -r.;
0, caso contrário.

Nlostremos, primeiramente, que {gJ : J Ç K} tem cardinalidade 2'. Suponhamos JI # J2.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que existe z C Ji tal que z çl J2. Tome s ;; {z}
e ./ ::= {<lz},0>, <0, 1>}. Então, <s,/> C B e, portanto, <s,/> = <sl,/l> para algum ,y < K.

Agora gJ:('y) = /(ii n s) = 0 e gJ,(7) n s) = 1. Então, gJ: # g.J,.

Agora, sejam a,/31, . . . ,Pn C K e Ji, . . . , .Jn Ç K distintos entre si. Afirmamos que existe

,y C /a tal que

gJ.('y) - P:

para todo á C {l, . . . ,nl}. De fato, seja s € 1Kl<" tal que

sná #sn4

para l $ ã < .j $ n. Agora, seja / : p(s) --, K definida de forma que

f(Ji n s) = Í3i

para todo á C {l, , nl}. Existe 7 C /. tal (lue <sl, /l> <s, ./>. Daí,

g.:('y) /l(J.n s,)

i\lostramos, assim, que cada /.l é sobrdetora.

Finalmente, seja

7' (P) : P < K} : J Ç n}

Claramente, P' é uma coleção de 2" partições de H. E óbvio que <P, F> é consistente

({{) Suponhamos que <P, IPU{Jll> não seja consistente. Então, existem X C F', PI ,
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P distintos, Xi C P] , , X. C /3,, tais que

(1) x:

Seja p'' = p'\ {PI, . . . , P,.}. Sejam Qj, l $ .j $ m, elementos distintos de P' e }3 c C?j. Então,
por hipótese,

(11) x- n x:« í] b#"
l$.j$m

É imediato de (1) e (11) que

(a\})nxn ÍI b #O
l$.Í$m

Então, <7", lr' U {cl \ Jll> é consistente

({ÍÍ) Sejam {Xõ : õ < K} uma enumeração de P sem repetições e {tó : 5 < K} uma
enumeração de IKl<". Para cada õ < H, definimos a função qõ : IKl<" --, p(H) como segue:

..'.,-Í::::i: :::::::
Note que qõ(s) Ç p(tó), qÕ(s) # 0 se s Ç tõ e qÕ(sl u s2) nqó(s2). Esta última é devido

si U s2 Ç tõ se, e somente se, si Ç tõ e sz Ç tõ.

ã

Defina a função q : IKl<" --, p(H) poi

q(s) - U q.(s),

para todo s C IKl<". Como p é monotõnica, temos que q(s) Ç p(s) e, portanto, q $ p. Visto
que qõ(s) nqõ,, se õ # .5', temos que q(s) é uma união disjunta de subconjuntos de Xõ. Usando
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o fato de que cada qõ é aditivo e que

xõ n x; # 0 se, e somente se, .5 = õ',

concluímos que q é aditivo. Agora, seja F'' = lr' U Im(q)l. Afirmamos que <P \ {P},F''> é

consistente. Sejam X C P, s C IKl<", Xi C .R C P', l .$ { $ n, com os E's distintos e
diferentes de P. Visto que s = tõ para algum õ < K, temos que q(s) 2 qÕ(s) = P(tõ) n xõ e

xnp(t.)nxõn n x: # ü

Portanto,

xnq(.)n n x: :/ o. n

Teorema A..1.3. Para todo cardãnal in$nito K existe um ultra$!tro K+-bom e enumerauetmente

incompleto sobre K.

Z)emonstração. Se K = w então tome, para cada n C o, in :: w \ n. Se K > w, defina, por
recursão finita, uma sequência </n>.<. como segue.

lo = K;

/n+l = in \ {a + n : a € 1im n}

De qualquer forma <ln>«<« será uma sequência tal que Í'l.<./n :: 0 e, para cada n < w,
/.l = K e ln+l Ç /n. Seja Eo o filtro uniforme sobre K gerado por {ln : 7& c w}. Pelo lema
A.1.2 (í), existe uma família 7)o de partições de K tal que IPol = 2" e <Po, Eo> é consistente.
Vamos definir, por recursão transfinita, sequências <7)e : € < 2"> e <FC : € < 2"> tais que, para
todos q $ € < 2",

Pn 2 P( e -% Ç Ee;

IREI
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pc \ pc+- l < «,;

<Pe,Fe> é consistente

Sejam {p( : ( < 2"} uma enumeração de todas as funções monotõnicas de IKl<" em p(H) e

{Je : € < 2"} uma enumeração de p(K). Suponha que, para algum { < 2', 7'. e Eo já tenham
sido definidos para todo 1? < { satisfazendo todas as hipóteses indutivos.

Se { é um ordinal limite, então simplesmente tome

P( - nPn ' Fe - U Fn
<€ <€

E claro que <'7)e, F(> é consistente e IPCI = 2"

Suponha { = À + 2n + l para algum ordinal limite ,X e algum n < w. Seja J o primeiro
elemento de p(H) tal que J # FÀ+2.. Pelo lema A.1.2 (á{), existem P( Ç p'e-1 e Fe 2 FC-i tais
que

pc-: \ pcl < «,;

pcl = 2";

J C Fe ou H \ J C FÓ

<Pe, Ee> é consistente

Suponha € :: À + 2n+ 2 para algum ordinal limite À e algum n < o. Sela p : IKl<" --} F( l
a primeira função de {p.. : cv < 2"} que ainda não foi usada. Pelo lema A.1.2 ({áã), existem
Pe, Fe e q : IKl<" --) Fe tais que

lpc : \ pcl - i;

IREI = 2";

q é aditivo e q .g p;
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Fe u Im(q)l;

<P(, Ee> é consistente

Seja F = UC<2« Ee. Segue da construção acima que F' é um ultrafiltro K+-bom enumera-
velmente incompleto sobre K. []

A.2 Outros teoremas

Lema A.2.1 Se z C X é À++ óonz então z é À+ medíocre

Z)emonstração. Fixe uma coleção de funções injetoras PP : P + À (/3 < À+). Soam Ue (e < À)
vizinhanças quaisquer de #. Para cada s C IÀ+l<'' defina

€ t4p(a), se s:: {a,/7} e a </3< À+;
X, caso contrário.

Visto que z é À++-bom segue que existem vizinhanças % (a < À+) de z tais que R.C. ya Ç t/s+

para todo s C IÀ+l<" não vazio. Em particular, ya ÍI ya Ç Ula,P} ' [4p(a) sempre que

Lema A.2.2. Se z C X é um /%:-pomo /Taco que tanzóém é K+-medíocre então = é urn .rl.+
ponto fraco.

Z)emonslração. Sda y = {ye : € c K} Ç X \ {z}. Por hipótese, z é um PK-ponto fraco. Logo,

para cadae C K existe umavizinhança Ue de z tal que Ueílty : ?7$e} = ü.

Por hipótese, z é K+-medíocre. Tomemos, então, PP : P --, K (P < n+) como na definição

A.0.16. Fixe vizinhanças ya (a C H+) de = tais que ya n yo ç t%P(a) sempre que a < P < K+

Afirmamos que ya n y = Ü para algum a < K+. Suponhamos o contrário. Então, existem
€ C n e S Ç K+, com ISI = K+, tais que g/e C ya para todo cv C S. Seja P C S tal que
S n /31 = K. Então, PP(S n /7) é ilimitado em K. Podemos, então, escolher a c $ n /3 tal que
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y'P(a) > e. Mas, Va n yo ç t4,(«) e %P(a) n {3/O : 77 5; PP(a)} = 0. Logo, ye gl ya n yo.
Contradição, visto que a, P C S. []

Lema A.2.3. Se z C X é K+-Z)om e o espaço X é TI Calão z é um ;3,-ponto /Taco ern X

Demorzstração. Considere a seguinte afirmação

(*) se o. < K então z é um ,fl.,.+:-ponto fraco

Vamos mostrar a afirmação por indução transfinita sobre c!. Suponha que cv = 0 e K > o.
Como z é K+-bom e o+ $ K, z é w++-bom e, portanto, pelo lema A.2.1, w+-medíocre. Visto
que X é Ti , temos ainda que z é um Pu-ponto fraco. Logo, pelo lema A.2.2, z é um -Pu+-ponto
fraco.

Suponha agora que (#) seja verdadeira para um certo ordinal a. Suponha também que

Ua+l < K. Então, por hipótese de indução, z é .fb.+.-ponto fraco. Além disso, z é o.+3-bom
haja vista que w..+2 $ H e, portanto, pelo lema A.2.1, z é w..+2-medíocre. Do lema A.2.2

segue que z é Pu.+,-ponto fraco. Portanto, a + l satisfaz a (+).

Suponha enfim que a seja um ordinal limite e que todo /3 < a satisfaça (#). Suponha que
u. < K. Então, z é .fl.,.-ponto fraco, pois se .A Ç X \ {z}, com l.41 < w., então l.41 = wO

para algum /3 < a; por hipótese de indução, z é -f' p+.-ponto fraco e, portanto, z g1 .4. Do
lema A.2.1 segue que z é w.+i-medíocre. Pelo lema A.2.2, temos que z é Pu.+.-ponto fraco.
Portanto, a satisfaz a afirmação.

Provámos, assim, que todo ordinal a satisfaz a afirmação. Resta mostrar que z é .fl,+-ponto
fraco.

Para tanto, seja -A Ç X \ {/} tal que l.41 = w.. < K. Da afirmação acima segue que z é

Pu.+:-ponto fraco e, portanto, z g .4. []

Definição A.2.4. Um ultrafiltro z sobre K é regular se existem E« C z (a < K) tais que

n... .E... = ü sempre que os a. (n < w) forem (instintos.

Lema A.2.5. -EzísÉe unia /amáZáa .f Ç "w ta/ que
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(i) l/'l = 2'';

6Ü se f C F, então j(n] <. 2n para, todo «t C u;

(áã{) « /,g C /' e / # g, «fã. o ««junt. {n c «, : /(n) é./imáf.

Z)errionstração. Para cada p C "2 tome /p C "u definida por

/p(n) (m) '2"

para todo n C w. Sda .F {/p : p C "2}. As três propriedades são imediatas. n

Sejam / um conjunto não vazio, U um ultrafiltro sobre / e, para cada { c /, um conjunto

não vazio .4i. Clonsidere, ainda, o produto cartesiano C' :: rle/ .4i. Dizemos que /,g C C' são
U-equivalentes em símbolos / =u g se, e somente se,

{á c .r : /({) (á)} c U.

E imediato que =u é uma relação de equivalência sobre a. Dado / C C;, podemos então
definir a classe de equivalência de /:

/u 0 : ./'

O produto reduzido de .4í módu/o U é definido por

ll .4: - {/u : / C ll .4:}u ie!

Proposição A.2.6. Sega U um u/íraá/tro sobre / enumeraueZmente áncomp/elo. Então, e ásfe

um produZO 7edzizãdo [lu Xi [aJ que cada ]XÍ] < No e ] f]u Xi] ? 2u'

Demorzsíração. Como P é enumeravelmente incompleto existem {ln : 7Z € w} Ç U tal que

n,,.. -h = 0. Tome Jn = ÍI... lmn(-rvn). Note que / = U... Jn, Jn g U e {n c w : Jn # 0}
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é infinito. Podemos supor, portanto, que Jn # 0 para todo n € w. Escolha uma família de
conjuntos {Xí : ã C /} dois a dois distintos tais que, para cada n c u e cada { C ./n, IXil = 2"

Para cada n C w e cada ã C Jn, seja {zi,. : m C 2"} uma enumeração de Xi. Seja .F Ç "w
como no lema A.2.5. Para cada .f C /', defina h/ : / U + Xi por h.r(í) = ai,.f(n), onde n é o
único natural tal que ã c ./n. E fácil ver que se /, g C /', então

{ã c /: h/(ã) - h,({)} - U{Jn: n c «, e .f(") g(n)}

Se / # g, então, pelo lema, a união acima é finita e, portanto, não está em t/. Em outras
pa[avras, h.r #u hs Mostramos, desta forma, que l llu Xíl ? l.rl = 2N'. []

i,en\a. }K..2.7. Se U ç: f3K é d'-bom e enumeraueLmente incompl,eto então U é regra.l,ar.

Z)emonstração. Como U é enumeravelmente incompleto, pela proposição A.2.6, existe llu X.

com IX..l = n« < w e jl'joX.l ? w. Seja {/,r : 7 < K} uma enumeração de Huna com
eventuais repetições.

Seja z C IKl<". Como l llu Xv1 2 o, existe ./: C flu X,v tal que / # /,r para todo ' C z.
Então, {cv C K : /(cl) # ./,(a)} C U para todo 'y C z. Logo, n,.,{cl < K : .f(a) - J,r(a)} C U.

Como

./(a)(a)}ÇtaC K:n«\{/l(a):7Czl#g},
'yCz

c: IKI'"
Z

temos que,
{a C K : n. \ {.n(a) : 7 C :«} # Ü} C U.

Podemos, então, tomar a função

- u

n {a C H : n.. \ {.&(a) : ' C «} # Ü}

Afirmamos que G é monotõnica. De fato, sejam z,y C IKl<" tais que z Ç g/. Então,
{.h(a) : ' c n} Ç {/l(a) : 7 C y}. Daí, n« \ {.Ü(a) : ' € «} ] n. \ {/.(a) : 'y C y} e,

portanto, g(:«) 2 g(Z/).
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Como Z-/ é enumeravelmente incompleto, existe uma sequência decrescente (yn). de ele-
mentos de U tal que yo :: K e Í'l. yn = 0. Tome

U

G'(z) n }'i,i

E fácil ver que G' é monotõnica. Como U é H+-bom, existe H : IKl<" + D tal que H(g) 2
G'(z) para todo z. Temos, então, (lue para cada P < H, {a < K : P C H(K \ {a})} é finito.

Tome, assim, {.H(K \ {a}) : a < K}. n

Len\a A..2.8. Sejam K, 2. 2\ , y um uttra$ttro sobre X e = um ultraÊltro regular sobre K. Então,
existe umü ft nção sobrejetorcl f . K, --+ }. tal que ]3JÇz] -- '.

Z)emonstração. Como K 2 2À = IP(À)l, podemos tomar uma enumeração {B. : a < K} de 3/
(com eventuais repetições).

Sejam Sa C Z (a < n) como na definição A.2.4. Note que, para cada ( < K, {B. : l C Sa}
é finitos. Logo, cada Í'lta. : € C S.} é não vazio. Podemos, assim, escolher g : H --} À tal que
g(e) C O{B. : € C Sa}.

Afirmamos que Pg(z) = 3/. De fato, fixe a < K. Da definição de g segue que S. Ç g :(-B..).
Como # é ultrafiltro, e, Sa C z, temos que g :(B.) C z, donde, B.. C Pg(z). Assim, y Ç /3g(z).
Visto que 3/ é ultrafiltro, temos que Pg(aç) = y.

Mas, g pode não ser sobrejetora. Tome, então, .4 C z tal que IK \ .41 = K, e, escolha
/ : K --» À tal que ./ r .'! Note que /7./:(z) = /3g(z) = y. De fato, se z C /7g(z) então

/ :(z) D g''(z) n.4 c z, do«de, /-:(z) C z, ie, z C P/(z). Portanto, P/(z) = Pg(z) = Z/. []

Lema A.2.9. Seja U é urn ulfraá/íro soZ)re K. Se para cada partição {X.}.<À de n, corra

X <. K,, existe ao '( X tal que Xa. C U então U é K,-completo.

Z)emzorzstração. Sejam {ya : a < À} Ç t/, com À < K, e, y = ÍI.<Àya. Agora, para cada
a < À considere

Pa = {z C K : a = mina/7 : z # yPl}.
acaso contrário, existiria uma sequência <a,l : n < o> em n tal que € c n,lc. Sa. , donde, Í'l.c.:, Sa. # 0.
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Seja S = {a : /l:. :/ Ü}. É fácil verificar que cada z C K \ y pertence a um único Pa, donde,
y U {/l:. : a C S} é uma partição de K. Por hipótese, ou existe a tal que /{:. C t/ ou y C U
CO:- Pa n X:. - Ü e«tão y - n..* ya C U. []

Lema A.2.10. Seja K o merzor cardánaZ com a propriedade de que ezãste ?lm u/IraáZlro não
l)rincipd e a-co'ml)l,eto sobre K e seja U um tal ultra$1tro. Então, U é lç-comi)\eto.

Z)emonsíração. Seja U um ultrafiltro a-completo sobre K, e, assuma que C/ não é K-completo.
Então, pelo lema A.2.9, existe uma partição {X.. : a < '} de K tal que 7 < K, e, X. # U para

todo a < 7. Usaremos essa partição para construir um ultraíiltro a-completo não-principal
sobre ' , contradizendo, portanto, a escolha de K.

Seja / : K --» ' definida como segue:

/(z) = a sse z C X.. (« C H)

Considere

o - {z ç 'y : / :(z) c u}

E fácil ver que D é um ultrafiltro sobre '. Resta mostrar que 1) é não-principal. Suponha,
por absurdo, que {a} C -D para algum a < 7. Então, X. C t/ contradizendo nossa hipótese
sobre X.. Portanto, existe um u]trafi]tro o--comp]eto não-principa] sobre 7. []
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