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Resumo

Este trabalho tem como foco principal o estudo de espagos topologicos linearmente Lin-
delof e as relagoes que eles guardam com os espacos de Lindel6f. Mostramos que condigoes
adicionais, como ser metalindel6f ou R, -compacto, fazem de um espaco linearmente Lindel6f
um espaco de Lindel6f. Por outro lado, apresentamos alguns exemplos de espagos linearmente
Lindel6f que nio possuem a propriedade de Lindeldf. E possivel, inclusive, obter exemplos de
um espacgo localmente compacto e um consistente que seja realcompacto. Séao feitas, ainda,
algumas comparacoes entre a propriedade de Lindelof e a de ser linearmente Lindel6f. Mos-
tramos, por exemplo, duas generalizacoes do teorema de Arhangels’kii, sendo que uma delas
constitui um exemplo interessante de aplicagao de técnicas de submodelos elementares. Ao
longo de toda a dissertagao, sao introduzidos varios problemas que até o momento permanecem

em aberto.

Palavras-chave: linearmente Lindeldf, Lindel6f, pontos de acumulagdo completos, submode-

los elementares, ultrafiltros bons






Abstract

The main focus of this dissertation lies in investigating linearly Lindeldf topological spaces
and their relation to Lindeldf spaces. We show that if we add an assumption like metalindel6f
or W,-compact to a linearly Lindelof space we get a Lindelof space. However, we give some
examples of linearly Lindelof spaces that do not satisfy the Lindeldf condition. By the way,
it is possible to find an instance of a locally compact space and a consistent example which
is realcompact. We also make comparison between the Lindel6f and the linearly Lindel6f
conditions. For example, we prove two generalizations of the Arhangels’kil theorem where
one of them is an interesting application of elementary submodels tecniques. Along this work

several open problems are included.

Keywords: linearly Lindel6f, Lindeldf, points of complete accumulation, elementary submo-
dels, good ultrafilters
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Introducao

A génese da nocao de espaco linearmente Lindel6f esta ligada a tentativas de se caracterizar

a propriedade de Lindel6f em termos do conceito de ponto de acumulagao completo.

Em 1922, Urysohn e Alexandroff mostraram que um espago X é compacto se, e somente

se, todo subconjunto infinito de X possui um ponto de acumulagao completo em X.

Dai, surge naturalmente a pergunta: haveria uma caracterizagao semelhante para a pro-

priedade de Lindelof?

Pode-se facilmente mostrar que se todo subconjunto nao-enumeravel de um espaco X tem
ponto de acumulagdo completo, entdo X é um espaco de Lindeléf. No entanto, a reciproca
nao é verdadeira. Em 1929, Alexandorff e Urysohn mostraram que ¥, munido da topologia

da ordem & um espaco de Lindeldf, porém nao possui ponto de acumulacao completo.

Em contrapartida, eles provaram que todos os espacos de Lindelof satisfazem a seguinte

condicdo mais fraca:

(%) todo subconjunto A C X ndo-enumerdvel de cardinalidade regular tem um ponto de

acumulag¢iao completo em X.

Restava, assim, saber se os espagos satisfazendo () possuiam necessariamente a proprie-
dade de Lindelof.

Em 1962, A. S. Mis¢enko construiu um exemplo de um espaco Tychonoff e nao-Lindel6f
satisfazendo (). Os espagos satisfazendo (%) foram mais tarde chamados de linearmente
Lindeldf, visto que eles constituem a classe dos espagos dos quais toda cobertura aberta line-

armente ordenada pela inclusao possui uma subcobertura enumeréavel.



2 Introducao

Sobre tais espagos é natural considerar duas questoes gerais que norteiam este trabalho.

Questao 1. Que condigoes adicionais tornam um espaco linearmente Lindelof um espacgo de
Lindel6f?

Questao 2. Quais teoremas sobre espagos de Lindel6f podem ser estendidos a espacos linear-
mente Lindelof?

Surpreendentemente, pouco se sabe sobre espacos linearmente Lindelof. Para as questoes
acima foram dadas ao longo do tempo contribui¢oes positivas em ambas as dire¢oes, mas elas
constituem apenas respostas parciais. Existem poucos exemplos (alguns complexos) em ZFC
de espagos que sao de Tychonoff, linearmente Lindeldf e ndo-Lindeléf. Entretanto, ndo existe,
até o momento, nenhum exemplo conhecido de um espago normal, linearmente Lindelof que
nao é Lindelof. Alids, a questao da existéncia de um exemplo deste tipo é apontado por Hrugak
e Moore, em [18], como um dos vinte maiores problemas da area de topologia conjuntista da
atualidade. Tais espagos seriam altamente patologicos: o problema intrinsecamente envolve
cardinais singulares e qualquer exemplo é um espago de Dowker, isto €, um espaco normal
cujo produto cartesiano com o intervalo fechado unitario [0, 1] ndo é normal. Todavia, resul-
tados interessantes envolvendo espagos linearmente Lindel6f podem ser provados — como por

exemplo, uma generalizagao do teorema de Arhangel’skil.

A seguir, daremos uma breve descricdo dos contetdos que serdo apresentados ao longo

desta dissertagao.

O primeiro capitulo objetiva destacar defini¢oes e resultados preliminares, bem como esta-
belecer as notagoes empregadas ao longo do texto. Teoremas ja consagrados em livros didaticos
terdo suas demonstragdes omitidas, mas suas bibliografias serdo indicadas. Isso para que o
leitor tenha & mao informagdes suficientes para acompanhar o que sera feito posteriormente,

sem dar, contudo, muito espago e atengdo a coisas que fogem ao proposito deste trabalho.

No segundo capitulo introduziremos o conceito de espago linearmente Lindelof e suas prin-
cipais equivaléncias. Serdo dados, também, dois exemplos de espacos linearmente Lindelof que
nao possuem a propriedade de Lindelof, a saber, os espagos de Mis¢enko — o qual citamos

anteriormente — e o espago de Gruenhage-Buzyakova.
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O terceiro capitulo serd dedicado ao estudo de propriedades topologicas que constituem
respostas parciais & questdo 1. Mostramos que condicoes adicionais como ser metalindelof
ou R,-compacto fazem de um espago linearmente Lindelof um espaco de Lindeldf. Por outro
lado, sao apresentados dois espacos localmente compactos, linearmente Lindel6f e nao-Lindelf

e um exemplo consistente com ZFC de um espaco realcompacto, linearmente Lindeldf que nao
é Lindelof.

No quarto capitulo comparamos a propriedade de Lindel6f com a de ser linearmente Lin-
delof. Perguntamos — e apresentamos uma resposta — se a propriedade de um espaco ser
linearmente Lindelof é discretamente reflexiva — vale lembrar que para a propriedade de Lin-
delof esta é, até o momento, uma questdo em aberto. Sao dadas, ainda, duas generalizagoes
do teorema de Arhangels’kii. A primeira delas constitui um exemplo interessante de aplicagao

de técnicas de submodelos elementares.

Ao longo de toda a dissertagdo, sdo apresentadas perguntas ainda sem respostas, parciais

ou definitivas, relacionadas as questoes 1 e 2. Nos as reunimos no quinto capitulo.

Por fim, no apéndice A apresentamos resultados relacionados ao conceito de pontos bons
e mediocres de um espago que serdo utilizados na secao 3.3, na construgao de dois exemplos

de espagos localmente compactos, linearmente Lindel6f, mas nao-Lindeldf.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos a notagao que sera utilizada ao longo desta dissertacao, além

de listar resultados preliminares e defini¢coes essenciais a compreensao do texto.

1.1 Teoria dos conjuntos

As abreviaturas ZFC, CH e GCH denotam, respectivamente, a axiomética de Zermelo-

Fraenkel, a hip6tese do continuo e a hipétese do continuo generalizada.

Apenas com o interesse de facilitar a notagao e a linguagem empregadas, denotaremos por
Ord e Card a classe dos ordinais e cardinais, respectivamente. Desta forma, por exemplo, por

z € Ord entenda-se apenas “x é um ordinal”.

Dados um cardinal £ e um conjunto X, serdo utilizadas as seguintes notagoes:

[X]*={AC X :|A| =&},
[X]<F = {AC X : |A| < &}

[X]®F={AC X :|Al <&}
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Dados conjuntos X e Y, o conjunto de todas as funcdes de X em Y sera denotado por XY,
Para f € XY, AC X e B CY definimos

flAl={f(z) -z € A}

FUBl={z € X : f(z) € B).

Os conjuntos f[A] e f~*[B] sdo chamados a imagem de A por f e a imagem inversa de B por

f.
1.1.1 Ordinais
Dado um ordinal o, lim @ denotara o conjunto dos elementos de a que sdo ordinais limites.

Definigao 1.1.1. Seja (A, <) uma boa-ordem. O tipo-de-ordem de A é o tnico ordinal ot(A)

tal que as ordens (0t(A), Eqa)) € (A, <) sdo isomorfas.

Lema 1.1.2. Se F € uma familia de conjuntos entao
Il < 17] - sup{|X| : X € F}.

Demonstragao. 5.2 de [20]. O

Definicao 1.1.3. Seja v um ordinal. Um conjunto F' C 7 é fechado em <y se, e somente se,
a € F para todo ordinal limite a € y tal que sup(F Na) = a.

Vale lembrar que ser fechado segundo a definicao 1.1.3 é equivalente a ser fechado na

topologia da ordem.
Definicao 1.1.4. Seja 7 um ordinal limite. Um conjunto F' C v é
- ilimitado em vy se sup F' = 1.

- c.u.b. em 7y se F' é fechado e ilimitado em +y.
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Definicao 1.1.5. Seja v um ordinal limite. Um conjunto S C v é estaciondrio se, e somente
se, SNC # ) para todo C C 7 c.u.b. em 7.

Lema 1.1.6. Se F,G C v sao c.u.b. em -y, entao FFNG é c.u.b. em .

Demonstragao. 8.2 de [20]. OJ

Lema 1.1.7. Para todo k € w\ {0}, limw,* é estaciondrio em wy.

Demonstracao. Note que limwy, é c.u.b. em wy e aplique o lema 1.1.6. O

Lema 1.1.8 (Pressing-down). Sejam & um cardinal reqular nao-enumerdvel, S C k estacio-
ndrio em K e f 1 S — Kk uma fungao regressiva, isto é, f(vy) < v para todo vy € S\ {0}. Entao,
eziste a < k tal que f~'{a} € estaciondrio em k.

Demonstragao. 6.14 do capitulo II de [25]. O

1.1.2 Filtros e ultrafiltros

Ao longo desta subsecdo R denotarda uma familia de conjuntos tal que AN B € R para
quaisquer A, B € R.

Definicao 1.1.9. Um filtro em R é uma familia 7 C R nao vazia tal que:

(F1) 0 ¢ F;
(F2) Se Ac F e Be F entaio ANB € F;

(F3) Se AABeE R,A€ Fe AC B, entio B € F.

Se R = p(I) para algum conjunto I # () entdo dizemos que F & um filtro sobre /.

Um ultrafiltro U em R é um filtro maximal com respeito a inclusao, isto é, se F é um filtro
em R tal que U C F entao U = F.

Himwy, é o conjunto de ordinais limites de wy.
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Dizemos que uma familia ndo vazia G C R é uma base para um filtro em R se

(BF1) 0 ¢ G;

(BF2) Se A, B € G entdo existe C € G tal que C C AN B.

Uma familia de conjuntos A # 0 tem a propriedade da intersec¢io finita (p.i.f.) se para
cada subconjunto finito Ay de A, temos que [ Ay # 0. Note que todo filtro tem a propriedade
da intersecdo finita.

Lema 1.1.10. Se A C R ¢é nao vazio e tem a p.i.f., entdo existe um filtro F O A.

Definigao 1.1.11. Se A C R é ndo vazio e tem a p.i.f., entdo o filiro G gerado por A é
definido por

G = ﬂ{]—':A C F e F & um filtro sobre I}.

Lema 1.1.12. Para todo filtro F em R, existe um ultrafiltro U em R, tal que F CU.

Definicao 1.1.13. Seja [ um conjunto. Uma dlgebra de conjuntos sobre I é uma familia
A C p(I) tal que

(1) I € A,
(1) se X,Y € A, entdo X NY € A;

(771) se X € A, entdo I\ X € A.

A seguinte caracterizacao para ultrafiltros serd muito utilizado no decorrer desta disserta-
cao:

Lema 1.1.14. Sejam A uma dlgebra de conjuntos sobre um conjunto I # O e U um filtro
em A. Entao, U é um ultrafiltro em A se, e somente se, para todo X € A, ou X € U ou
I\X el.
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Definicao 1.1.15. Sejam s um cardinal e F um filtro em R. Dizemos que F é k-completo
se (A € F para todo A € [F]<*. Caso contrario, dizemos que F é x-incompleto.

Dizemos que F é enumeravelmente completo (ou o-completo) se F é wi-completo. Caso

contrario, dizemos que F é enumeravelmente incompleto (ou o-incompleto).

1.1.3 Grandes Cardinais

Dizemos que um cardinal k é um cardinal limite forte se
2* < k para todo \ < k.
Definicao 1.1.16. Seja x um cardinal.

K & fracamente inacessivel, se k é regular, nao-enumeravel e um limite.

K € inacessivel, se k é regular, nao-enumeravel e um limite forte.

Todo cardinal inacessivel é fracamente inacessivel. Se assumirmos GCH, entao todo car-
dinal fracamente inacessivel é inacessivel, ou seja, os cardinais fracamente inacessiveis sao

exatamente os cardinais inacessiveis.

Definicao 1.1.17. Um cardinal ndo-enumeréavel é mensurdvel se existe um ultrafiltro x-

completo nao-principal sobre k.

Teorema 1.1.18. Todo cardinal mensurdvel é inacessivel.

Demonstragao. 10.4 de [20]. O

Definicdo 1.1.19. Um cardinal s é um cardinal de Jonsson se para toda fungdo f : [x]<M0 —

K, existe H € [k]* tal que a imagem de f | [H]<®° é um subconjunto préprio de &.
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Para ordinais a e # e um cardinal x, denotamos por
o — [k]5*
a seguinte afirmacado: para toda fungdo f : [a]<¥ — [ existe um H € [a]” tal que a imagem

de f | [H]<¥ é um subconjunto préprio de 5.

A negagao desta é afirmagdo é denotada por o = [k]5“. Se para alguma fungéo f : [a]<* —
f a afirmagao falha, dizemos que f testemunha o+ [k]5*.

Note que um cardinal x é de Jonsson se, e somente se, £ — [K] 5.

Teorema 1.1.20. (a) Rg nao € um cardinal de Jonsson.

+

(b) Se um cardinal k néio é de Jonsson entdo k* nao é de Jonsson.

Demonstragao. (a) Seja f : [w]<* — w dada por f(z) = |z| para todo z € [w]<“. Entéo, f

testemunha w -» [w]S¥.

(b) Como & ndo é um cardinal de Jonsson, existe uma funcdo f : [k]<“ — K que testemunha

k = [k]S¥. Para cada k < o < k™, considere uma bijecdo F, : Kk — « e as funcoes
ho: [0 — [k
A FJ'4]
e

fa: [@]<Y — «a

A +— Fyofohyo(A)

Note que cada f, testemunha «a - [k]5*. Defina g : [¢T]<* — k™ por:

Q(A) _ fa(A\ {a}), se o = ma.x(A) > K

0, caso contréario.

Entdo, g testemunha s+ - [k+]<%. De fato, sejam X € [x*]*" e # < x*. Entdo, existe a € x*+
tal que # < a e |[X Na| = k. Logo, para algum A € [X Na]<, = fo(4) =g(AU{a}). O



1.2 Topologia 11

Corolario 1.1.21. Para todo n € w, X,, ndo € um cardinal de Jonsson.

1.2 Topologia
1.2.1 Definigoes e resultados basicos

Definicao 1.2.1. Sejam (X, 7) um espago topologico e z € X. Dizemos que B C 7 é uma
base para x se para todo aberto V tal que z € V, existe U € Btalquez € U C V.

Defini¢dao 1.2.2. O peso de um espago topologico X é definido por
w(X) = min{|B| : B é uma base de abertos para X} + w.
Definicdo 1.2.3. A densidade de um espaco topologico X é definida por

d(X)=min{|D|: D C X & denso em X} + w.

Dizemos que X é separdvel se, e somente se, d(X) = w.

Definicdo 1.2.4. Seja (X, 7) um espago topologico. Dizemos que X é:

- T} se, para todo z € X, {z} é um fechado de X

- Ty ou de Hausdorff se, para quaisquer z,y € X distintos, existem U e V' abertos disjuntos
taisquex € Uey eV,

- Ty se, para quaisquer z € X e F' C X fechado com z ¢ F, existem U,V € 7 disjuntos
satisfazendo x € U e FF C V. Se X também é 77 dizemos que X é regular;

. Tgé se, e somente se, dados z € X e FF C X fechado quaisquer com = ¢ F', existe uma
fungdo continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0 e f(y) = 1 para todo y € F. Se X
também é T} dizemos que X é um espaco de Tychonoff;
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- Ty se, dados F, G C X fechados e disjuntos quaisquer, existem U,V € 7 disjuntos tais
que FCUeGCV. Se X também é T; dizemos que X é normal.

Teorema 1.2.5. Para um espago reqular X, w(X) < 24X,

Demonstragao. 1.5.7 de [13]. |

Definicao 1.2.6. Um ponto = é um ponto de acumula¢ao completo de um conjunto A se
|ANU| = |A| para toda vizinhanga aberta U de z.

Definigao 1.2.7. Um subconjunto A de um espaco topologico X é raro em X se todo aberto

ndo-vazio de X contém um aberto ndo vazio disjunto de A.

Teorema 1.2.8. Seja X um espaco topoldgico. Se A é um subconjunto de X de cardinalidade

k > w(X) regular entdo A tem um ponto de acumula¢ao completo em X.

Demonstragao. Seja B uma base de X tal que |B| = w(X). Suponhamos, por absurdo, que
A nao possua ponto de acumulacdo completo. Entao, para cada xz € A, existe U, € B tal que
|U.NA| < k. Seja {Ay : @ € A} uma enumeragdo de {U,NA : z € A}. E claro que A < w(X).
Assim, pelo lema 1.1.2,

k=1Al =] Ad <X | |4al < &.

a<A a<A

Um absurdo. O

Definicao 1.2.9. Seja z € X. O tightness de x em X é definido por
t(z, X) = min{x € Card : VC C X tal que = € C, 3C;, € [C]=" tal que x € Cp} + w.
O tightness de X é definido por

t(X) = sup{t(z, X) : z € X}.



1.2 Topologia 13

Para cada cardinal k e cada C' C X seja
[Cle=J{M: M C Ce|M| <k}

E facil ver que #(X) < k se, e somente se, C = [C], para todo C C X. Esta caracterizagao de

tightness serd muito ttil na demosntragao do préximo teorema.

Teorema 1.2.10. Sejam X wm espago topologico e
to(X) = min{x € Card : YC C X tal que C # C, 3Cy € [C]** tal que Cy\ C # 0} + w.
Entao, t(X) = to(X).

Demonstragao. Sejam k = t(X) e ko = to(X).

Vamos mostrar que ko < k. Seja C C X tal que C'\ C # . Fixe z € C'\ C. Da defini¢io
de t(X) segue que existe Cy € [C]=" tal que = € Cp, isto &, Cp \ C # 0. Portanto, kg < k.

Mostremos, agora, que £ < Ko. Suponha o contrario. Entdo, C # [C]., para algum
C C X. Logo, D = [C],, ndo é fechado, isto &, DneD. Portanto, pela definigdo de o,
existe Dy € [D]=% tal que Dy \ D # (). Mas, para cada d € Dy, existe My € [C]=*° tal que
d € My. Assim, M = |J{M,:d € Dy} € [C]5% ¢ Dy C M C D. Portanto, Dy \ D = 0, uma
contradicao. O

Definigdo 1.2.11. Seja s um ordinal. Uma k-sequéncia transfinita (z,)qa<x em X & uma

sequéncia livre em X se

{zg:B<a}n{zg:a<pP<k}=0
para todo a < k.

Segue diretamente da defini¢do, que uma sequéncia livre é um subespaco discreto de X.

Definicao 1.2.12. A freeness de X é definida por

F(X) = sup{x € Card: existe uma -sequéncia livre em X} + w.
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Definicao 1.2.13. Um espago topologico X é sequencial se, para todo subconjunto A C X,

temos que:
A nio é fechado se, e somente se, existe (Z,)ne, em A tal que limz, ¢ A.

Note que um espago X é sequencial se, e somente se, para todo subconjunto A C X, A é

fechado se, e somente se, limz, C A para toda sequéncia (z,)n<, em A.

Teorema 1.2.14. O tightness de qualquer espago sequencial X é enumerdvel.

Demonstracao. Seja C C X nao fechado. Como X é sequencial, existe uma sequéncia (Z,)n<w
em C convergindo para um z € C \ C. Seja Cy = {z, : n < w}. Logo, |Co| <w e Cy\ C # 0.
Portanto, pelo teorema 1.2.10, ¢(X) = w. O

Teorema 1.2.15. Sejam X um espacgo sequencial de Hausdorff e Y um subespago de X tal
que |Y| < ¢. Entdo, |Y] < c.

Demonstragio. Construa, indutivamente, uma sequéncia (C, : a < w;) de subconjuntos de X

da seguinte maneira:

- Cp é o conjunto de limites de sequéncias convergentes de Y. Note que Y C Cp, pois

podemos tomar sequéncias constantes.

- Tendo construido C, para algum o < wy, seja Cyy1 0 conjunto de limites de sequéncias

convergentes de C,.

- Tendo construido Cpg para todo f < «, sendo @ € w; um ordinal limite, tome C, =

U5<a Cﬁ‘

Tome C' = |

em C convergente e y € limy,. Da regularidade de w; segue que existe a < & tal que

a<w; Ca- Afirmamos que C' é fechado. De fato, sejam (y, : n < w) uma sequéncia

{yn : n < w} C C,. Por construgdo, y € Cyy1. Logo, y € C. Como X & sequencial, C &
fechado.
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Da construcdo acima segue que, para cada o < wy, Y C C, C Y. Logo, Y C C C Y e,

como C' é fechado, C =Y. Visto que X é um espaco de Hausdorff, cada |C,| < ¢. Entéo,

Y] =|C| <w; - sup |Cal <c. O

a<w)

1.2.2 Propriedades de recobrimentos

Definicao 1.2.16. Um espago X é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de X

possui subcobertura finita.

Definigao 1.2.17. Um espaco X é localmente compacto se todo x € X admite um sistema

fundamental de vizinhancas compactas.

Definicao 1.2.18. Um espaco é enumeravelmente compacto se, e somente se, toda cobertura

aberta enumeravel possui subcobertura finita.

Teorema 1.2.19. Para todo espago de Hausdorff X as sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) X € um espago enumeravelmente compacto;

(1) Toda familia localmente finita de subconjuntos nao-vazios de X € finita.
(13i) Toda familia localmente finita de subconjuntos unitdrios de X € finita.
(iv) Todo subconjunto infinito de X tem um ponto de acumulagao.

(v) Todo subconjunto infinito enumerdvel de X tem um ponto de acumulagdo.

Demonstracgao. 3.10.3 de [13]. O

Definigcao 1.2.20. Dizemos que um espacgo X é de Lindeldf, ou tem a propriedade de Lindeldf
, se toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura enumeravel.

A propriedade de Lindel6f foi introduzida por Alexandroff e Urysohn em 1929. O termo
“Lindelof” se refere a um resultado de Lindelof que afirma que qualquer familia de subconjuntos

abertos de um espago euclidiano possui uma subfamilia enumeravel com a mesma uniao.
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A nocao de um espaco de Lindel6f nos leva ao conceito de grau de Lindelof:

Definicao 1.2.21. O grau de Lindelof de um espaco X — o qual denotaremos por L(X)
— & o menor cardinal x tal que toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura de

cardinalidade < k.

Definicao 1.2.22. O grau hereditario de Lindelof de um espago X é definido por
hL(X) =sup{L(Y): Y C X }.

Teorema 1.2.23. Sejam X um espago de Hausdorff e K(X) o conjunto de todos os subcon-
juntos compactos de X. Entao,
|K(X)] < 2hE0,

Demonstragao. 9.1 de [15)]. O

Teorema 1.2.24. Toda cobertura aberta de um espaco reqular de Lindeldf possui um refina-

mento localmente finito.

Demonstragao. 3.8.11 de [13]. O

Definicao 1.2.25. Um espago é paracompacto se, e somente se, toda cobertura aberta possui

um refinamento aberto localmente finito.

Logo, todo espaco de Lindel6f é paracompacto.

Definicao 1.2.26. Um espaco é enumeravelmente paracompacto se, e somente se, toda cober-

tura aberta enumeravel possui um refinamento aberto localmente finito.

Teorema 1.2.27. Para um espaco T7 X as sequintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) X € normal e enumeravelmente paracompacto.

(ii) Para toda cobertura aberta enumerdvel {U, : n € w} de X eziste uma cobertura aberta
localmente finita {V,, : n € w} de X tal que V,, C U, para todo n € w.
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(iii) Para toda cobertura enumerdvel {U, : n € w} de X existe uma cobertura fechada {F, :
n € w} de X tal que F,, C U, para todo n € w.

Demonstragao. 5.2.2 de [13]. O

Definicao 1.2.28. Um espago topologico X é pseudocompacto se X é um espago de Tychonoff

e toda funcao continua f : X — R é limitada.

Teorema 1.2.29. Todo espago normal e pseudocompacto é enumeravelmente compacto.

Demonstragao. 3.10.21 de [13]. O
Corolario 1.2.30. Todo espaco de Lindeldf e pseudocompacto é compacto.

Teorema 1.2.31. Para todo espaco X de Tychonoff, sao equivalentes:

(1) X ¢é um espago pseudocompacto.
(12) Toda familia localmente finita de subconjuntos abertos nao-vazios de X ¢€ finita.
(i7) Toda cobertura aberta localmente finita de X ¢€ finita.

(1) Toda cobertura aberta localmente finita de X tem uma subcobertura finita.

Demonstragao. 3.10.22 de [13]. O

Teorema 1.2.32. Um espago de Tychonoff X é pseudocompacto se, e somente se, dada uma
cobertura aberta enumerdvel U de X, eziste uma subfamilia C C U finita tal que {U : U € C}
cobre X .

Demonstragao. (=): Suponha, por absurdo, que exista uma cobertura aberta enumeréavel
U ={U, :n €w} de X tal que, para todo S C w finito, {U, : n € S} ndo cobre X.

SejaT={new:U, \U
V={V,:neT}

U; # 0}. Para cada n € T, defina V;,, = U, \ U,.,, Ui. Tome

<n
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Afirmamos que V é localmente finita. De fato, seja z € X. Como U cobre X, z € U, para
algum n € w. Logo, U, N Vi, = 0 para todo k > n.

Por outro lado, note que V cobre X. Logo, por hipdtese, |V| = w.

Portanto, ¥ é uma familia infinita de abertos nao vazios localmente finita, contradizendo
1.2.31.

(<): Suponha, por absurdo, que exista uma familia & = {U, : n € w} de abertos de X

que seja infinita e localmente finita.

Como U ¢ localmente finita, para cada j € w, X \ |J
j € w} cobre X.

Uy € um aberto e {X \ U,>; Un :

n>j

Temos ainda que nenhuma subfamilia finita de {X \ U,5; U, :j € w} cobre X, visto que

esta sequéncia é crescente e U, € X \ U, ~ U, para todo k > j. Isto contradiz a hipotese. [

nzj

Teorema 1.2.33. Um espago de Tychonoff X é pseudocompacto se, e somente se, U € pseu-

docompacto para todo aberto préprio nao-vazio U de X.

Demonstragao. (=) Sejam U um aberto e {U, : n € w} uma cobertura aberta de U. Entéo,
{Upn :n € wpU{X \U} cobre X. Logo, pelo teorema 1.2.32, {U, : n € w}U{X \ U} tem uma
subcobertura finita. Seja {Uy, : i < k}U{X \ U} uma tal subcobertura. Entio, {U,, : i < k}
cobre U. Mas, U,, NU C U,,NU. Logo, {Un, NT : i < k} cobre U. Portanto, pelo teorema
1.2.32, U é pseudocompacto.

(<) Seja {U, : n € w} uma cobertura aberta enumerdvel de X. Se Uy nao cobre X entdo

X\ U, & um espago pseudocompacto. Visto que {U, : 0 < n < w} cobre X \ Uy, existem
no, ..., € w \ {0} tais que {Un, : i < k} cobre X \ Up. Logo, {Un, : i < k} U{U,} cobre X.
Portanto, pelo teorema 1.2.32, X é pseudocompacto. O

Teorema 1.2.34. Sejam X um espago pseudocompacto, Y um espago de Tychonoff de cardter

enumerdvel e f : X — Y uma funcdo continua e bijetora. Entao, f é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Basta mostrarmos que, para todo F fechado de Y, f[F] é um fechado de Y.
Seja entdo F' um fechado de Y. Como X é regular, existe uma familia ¢/ de abertos de X tal
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que F'={U : U € U}. Do fato de f ser injetora segue que

fIF] = () 0.

ved

Para finalizar, resta mostrar que cada f[U] ¢ um fechado de Y.

Suponha o contrério e fixe U € U tal que H = f[U] ndo ¢ um fechado de Y. Entdo, existe
y € H\ H. Visto que x(Y) = w, existe uma base decrescente {U, : n < w} para z. Para
cada n € w, escolha um vy, € U, N H diferente de y. Como Y é de Tychonoff, para cada
n € w, existe uma fungdo continua f, : Y — R tal que f,(z,) =ne f,(X \ U,) C {0}. Note
que a familia {U, \ {y} : n < w} é localmente finita. Logo, a formula f(z) = > _ |fu(2)]
define uma funcao continua f: X — R. Como g = f [ H nao é limitada, temos que H nao é
pseudocompacto.

Por outro lado, do teorema 1.2.33 segue que U é um espaco pseudocompacto. Como f é

continua, temos que f[U] é pseudocompacto, uma, contradicio. O

Definicao 1.2.35. Um espaco topologico X é metacompacto se toda cobertura aberta de X

possui um refinamento pontualmente finito.

Definigao 1.2.36. Um espaco topologico X é enumeravelmente metacompacto se toda cober-

tura aberta enumeravel de X possui um refinamento pontualmente finito.

Teorema 1.2.37 (Ishikawa, [19]). Um espago topoldgico X é enumeravelmente metacompacto
se, e somente se, para toda sequéncia decrescente (F; : 1 < w) de fechados nao vazios de X,
com ;. Fi = 0, existe uma sequéncia decrescente (A; : i < w) de abertos tal que [, Ai =0
e F; C A; para cada i < w.

Demonstra¢ido. Suponhamos X um espago enumeravelmente metacompacto e (F; : i < w)
como no enunciado. Logo, {X \ F;} é uma cobertura aberta enumeravel de X e, portanto,
possui um refinamento pontualmente finito V. Para cada V € V, seja g(V) o primeiro X \ F;
contendo V. Seja, ainda, para cada i € w, V; = | J{V € V: g(V) = X \ Fi}. Entao, cada V; é
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um aberto tal que V; C X \ F; e {V; : 4 < w} é uma cobertura aberta pontualmente finita de

m:LJm.

<n<w

X. Para cada i < w, tome

Entao, cada W; é um aberto tal que

FCX\(X\F)cx\{Jv,cw.

n<i

Por fim, note que (),., W; = 0 pois, caso contréario, {V; : 4 < w} néo seria pontualmente finita.

i€w

Por outro lado, seja X um espaco satisfazendo a segunda parte do enunciado. Seja, ainda,

{U; : i € w} uma cobertura aberta enumeravel de X. Para cada i < w, tome
ﬂ:X\Um.
n<i
Entao, por hipotese, existe uma sequéncia decrescente (A; : i < w) de abertos tal que N;<,A; =
(e F; C A; para cada i < w. Tome, agora, para cada i < w,

Entdo, cada B; é fechado e B; C |J_ . U;. Finalmente, seja B_; = () e tome, para cada i < w,

n<i
Vi = U\ Bi_y.
Entao, cada V; é um aberto e V; C U;. Além disso, visto que
U\ JUn CU:\ Biy = V4,
n<i

temos que

x=Ju.cJu\Jv) cJv

new i€w n<i 1€Ew
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Portanto, {V; : i < w} & um refinamento de {U; : i < w}.

Por fim, sejam z € X e i(z) = min{i < w : © ¢ A;}. Como (4; : i < w) é decrescente,
z ¢ A; para todo i > i(z). Logo, z € B; para todo i > i(zx) e, portanto, z ¢ V; para todo
i > i(z). Assim, {V; : i < w} é uma cobertura pontualmente finita de X. Portanto, X ¢é
enumeravelmente metacompacto. U]

Definicao 1.2.38. Um espago topologico X é metalindeldf se toda cobertura aberta de X

possui um refinamento aberto pontualmente enumeravel.

Defini¢ao 1.2.39. Uma familia A/ de subconjuntos de um espaco topolégico X é um “network”
para X se para todo z € X e qualquer vizinhanca U de z existe M € N tal que z € M C U.

Teorema 1.2.40. Um espaco compacto de Hausdorff € metrizavel se, e somente se, tem peso

enumerdvel.

Demonstragao. 4.2.8 de [13]. O

Lema 1.2.41. Para todo ordinal o, a+1 munido da topologia da ordem é um espago compacto.

Demonstra¢ao. Vamos provar o lema por inducdo transfinita. Se « = 0 entdo a+1 = {0} é
claramente compacto. Suponha [0, a] compacto para algum ordinal Q. Seja U uma cobertura
aberta de [0, ]. Entdo, existe f < a tal que |3, | C U para algum U € U. Note
que [0, 4] é compacto pois, é um subsepago fechado de [0, | que, por hipétese de indugao,
¢ compacto. Logo, existem Uj,...,U;, C U tais que [0,0] C Ule U;. Assim, [0, | =
0,8|U]B,a | C (Uf=1 U;) UU e, portanto, [0, | é compacto.

Agora, suponha « um ordinal limite e [0, 3] compacto para todo f < a. Seja U uma
cobertura aberta de [0,a]. Entao, existe f < « tal que |3,a] C U para algum U € U. Por
hipotese de indugéo, [0, 3] é compacto. Logo, existem Uy, ..., Ur C U tais que [0,0] C Ule U;.
Assim, [0,a] = [0,5]U]83,a] C (Ui‘=l U;) UU e, portanto, [0, ] é compacto. O
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1.2.3 A compactificacio de Stone-Cech

Definicao 1.2.42. Uma compactificacao de um espago de Tychonoff X é um par ordenado

(Y,c), onde Y é um espago compacto de Hausdorffe ¢ : X — Y é uma imersdo de X em Y

tais que c[X] =Y.
Teorema 1.2.43. Um espago topoldgico X tem uma compactificacio (Y, c) se, e somente se,

X € um espaco de Tychonoff.

Demonstragao. 3.5.1 de [13]. O

Teorema 1.2.44. Todo espago de Tychonoff X tem uma compactificagao (Y, c) tal que w(Y) =
w(X).

Demonstragdo. 3.5.2 de [13]. O

Uma compactificacdo (Y, c) de um espago X sera denotada por cX.

Sejam X um espago de Tychonoff e C(X) = {f € [0,1]* : f & continua}. Visto que X é
um espago de Tychonoff, a familia de func¢oes C(X) separa pontos e fechados em X. Logo,

pelo teorema da diagonal, a fungao

ﬂ: X — HC(X)[O:I]
z — (f(z):fel(X))

¢ uma imersao de X em [].x,[0,1].

Definicdo 1.2.45. A compactificacio de Stone-Cech de X — denotada por X — é o fecho
de B[X] em J]¢x,)[0,1].

Definicao 1.2.46. Considere ¢; X e ¢ X compactificagcées de um espago de Tychonoff X.
Escrevemos ¢1.X B o X — ou o X < ¢y X — se existe uma funcao continua f : ;. X — X
tal que f oci(z) = co(x) para todo z € X.

Se 1 X B X e X B 1 X, dizemos que ¢; X e ¢u X sdo topologicamente equivalentes.
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Teorema 1.2.47. Duas compactificacoes c1X e co X de um espago de Tychonoff X sao topo-
logicamente equivalentes se, e somente se, existe um homeomorfismo h : co X — ¢ X tal que

ho Co = (.
Demonstragao. 19.7 de [30]. O

Deste ponto em diante, nao distinguiremos compactificagoes equivalentes.

Teorema 1.2.48. Sejam X um espaco de Tychonoff e Y uma compactificacao de X. FEntao,
as sequintes afirmagades sao equivalentes:

(1) Y =pX;
(i1) Y > Z para toda compactificagao Z de X;

(131) Para toda fungdo continua f: X — [0,1] existe uma fungio continua g:Y — [0,1] que

estende f;

(v) Para toda fungdo continua e limitada f : X — R eziste uma fungdo continua g : Y — R

que estende f;

(v) Para toda fungao continua f : X — K, onde K € um espago compacto Hausdorff, existe

uma fungao continua g : Y — K que estende f.
Demonstragao. 19.5 e 19.10 de [30]. O

Tais extensoes de f serdo denotadas por Gf.

X1

Teorema 1.2.49. Seja X um espago topoldgico discreto tal que | X| > Rq. Entdo, |fX| = 2°

e wEX) = 21X,

Demonstragao. 3.6.11 de [13]. 0
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1.2.4 O espacgo de Stone

Definicao 1.2.50. Seja A uma algebra de conjuntos. Definimos
Ult(A) = {u C A : u é um ultrafiltro em A},

e, para cada a € A,
V(a) = {u € Ult(A) : a € u}.

Proposicdo 1.2.51. {V(a) : a € A} € base para uma topologia sobre Ult(.A).

Definicao 1.2.52. Seja A uma &lgebra de conjuntos. O espago de Stone de A — ao qual
denotaremos por st(.A) — é o conjunto Ult(A) munido da topologia gerada pela base {V (a) :
a€ A}

Proposicao 1.2.53. Seja A uma dlgebra de conjuntos sobre um conjunto I. Entao, st(A) é

um espago de Hausdorff, 0-dimensional e compacto.

Demonstragdo. Mostremos, primeiramente, que st(.A) é O-dimensional. De fato, note que
Ult(A)\V(a) ={u e Ult(A) :a ¢ u} ={u e Ult(A) : I\ a € u} =V(I\ a)

para todo a € A. Logo, cada V(a) & um aberto-fechado e, portanto, {V(a) : a € A} é uma
base de abertos-fechados.

Agora, vamos mostrar que st(.A) é Hausdorff. Sejam wu;,us € Ult(A) tais que u; # us.
Entao, existe a € A tal que

(a €upeaduy)ou(a¢u eacus).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a € u;. Como a ¢ uy, X \ a € uy. Assim,
up € V(a),us € V(I'\a) e V(a)NV(I\a)=0.

Por fim, mostremos que st(.A) é um espago compacto. Suponhamos o contrario. Entdo,

existe uma cobertura aberta U de Ult(.A) que ndo possui subcobertura finita. Podemos assumir
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que U = {V(a) : a € C} para algum subconjunto C C A. Sendo assim, dados ay,...,a, €C,
existe u € Ult(A) \ (V(a1)U...UV(a,))=V(I\a1N...NI\a,). Logo, {I\a:a€C} tem
a propriedade da intersec¢ao finita. Pelo lema 1.1.12, existe u € Ult(A) tal que {I\a:a €
C} C u. Note que, para todo a € C, a ¢ u e, por conseguinte, u ¢ V(a). Portanto, I nao
cobre Ult(A), uma contradigao. O

Teorema 1.2.54. Seja X um espago topoldgico munido da topologia discreta. Se B C p(X)
¢ uma dlgebra de conjuntos tal que |JB = X e {{z} : ¢ € X} C B, entao st(B) é uma

compactificacao de X.

Demonstragao. Pela proposicao 1.2.51, st(B) é um espaco compacto de Hausdorff. Resta

construir uma imersio ¢ : X — st(B) tal que ¢[X] = st(B). Seja ¢ : X — st(B) dada por
c(z)y={AeB:ze A}

Note que cada ¢(z) é um ultrafiltro principal em B, e portanto, um ponto isolado de st(B).
Logo, ¢[X] é um subconjunto discreto de st(B). Visto que c é injetora, temos que ¢ é uma

1imersao.

Para ver que c[X] é denso em st(B), considere um aberto U # ) de st(B). Entdo, existe
A € B néo vazio tal que V(A) C U. Logo, para todo = € A, temos que c(z) € {U € Ult(B) :
A €U} =V(A). Portanto, c[X]| = st(B).

Mostramos, assim, que st(B) é uma compactificagdo de X. O

Teorema 1.2.55. Seja X um espago topoldgico munido da topologia discreta. Entao, st(p(X))
¢ a compactificagio de Stone-Cech de X.

Deste ponto em diante, sempre que X for um espago discreto nos referiremos a Ult(p(X))
como BX. Portanto, 3X \ X designara o espaco de ultrafiltros ndo principais sobre X.

Seja f : k — v uma funcio arbitraria. E facil ver que

F: Bk — (A
z — {BC\:fY(B)eaxa}
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é continua e que F' [ k = f. Logo, F' = (f.

1.2.5 Espacos realcompactos
As referéncias aqui sao [13] e [14].

Definicao 1.2.56. Um espaco X é realcompacto se, e somente se, X é homeomorfo a um
subespaco fechado de R* para algum cardinal .

Teorema 1.2.57. Todo subespaco fechado de um espaco realcompacto € realcompacto.
Teorema 1.2.58. O produto cartesiano de espacos realcompactos é realcompacto.

Definicao 1.2.59. Sejam X um espaco de Tychonoff e e: X — HC(X) R a imersao canonica

dada por e(z) = (f(2))sec(x) para todo x € X. Entdo, a realcompactificacdo de Hewitt é

definida por vX = e[X] .

Proposicao 1.2.60. Sejam X wum espaco, Y um espago realcompacto e f : X — Y uma

fungao continua. Entao, eziste uma unica fungao continua vf :vX — Y tal quevf | X = f.

Defini¢do 1.2.61. Um subconjunto Z C X é um zero-set — ou um z-set — se Z = f~ {0}
para alguma fun¢ao continua f: X — [0,1].

A familia de todos os zero-sets de X é denotada por Z(X).

Definicdo 1.2.62. Um z — filtro F sobre X é um filtro em Z°(X). Analogamente, um
z — ultrafiltro F sobre X é um ultrafiltro em 2°(X).

Lema 1.2.63. Um espagco X € realcompacto se, e somente se, todo z-ultrafiltro sobre X enu-

meravelmente completo tem intersecao nao-vazia.
Corolario 1.2.64. Espacos de Lindeldf sao realcompactos.

Teorema 1.2.65. Um espaco de Tychonoff que é a uniao de um subespaco realcompacto e um

subespago compacto € realcompacto.
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Teorema 1.2.66. Seja [ : X — Y uma funcao continua de um espago realcompacto X em
um espago de Tychonoff Y. Entdo, a imagem inversa por f de um subespago realcompacto de

Y € realcompacto.

Teorema 1.2.67. Seja X um espago de Tychonoff e Y um espago hereditariamente real-
compacto. Se f : X — Y ¢é uma fung¢ao continua e injetora entao X € hereditariamente

realcompacto.

1.2.6 Limites inversos

Definicado 1.2.68. Sejam, para cada n € w, um espago topolégico X, e, para quaisquer

m,n € w satisfazendo m < m, uma fun¢do continua sobrejetora 77, : X,, — X,,. Suponha

ainda que 7" o7, = 7} sempre que k < m < n < w e que m, = idx,, para todo m € w.
Sob estas condigoes, dizemos que a familia {X,,7" : m < n < w} — a qual denotaremos
simplesmente por {X,, 7"} — ¢é uma sequéncia inversa dos espagos X,.

Seja S = {X,, 7.} uma sequéncia inversa. Um elemento (Tn)new do produto Cartesiano
[1,.c, Xn € chamado de fio de S se 7]}, (zn) = Tm para quaisquer m,n € w satisfazendo m < n.

Definicdo 1.2.69. O limite inverso de uma sequéncia inversa S = {X,, 77} é o subespago
de [],c, Xn definido por

X,y = limnXn = {{Zn)new € HX (#n)new ¢ um fio deS}.

Lema 1.2.70. Seja S = {X,, 7"} um sequéncia inversa de espagos de Hausdorff. Entdio o

limite inverso de S é um subespago fechado do produto Cartesiano [, Xi

Demonstragio. Seja © = (2;)icw € ([[;c, Xi) \ Xu. Logo, existem m,n € w, com m < n, tais

1EW

que z,, # 7" (z,). Como X,, é de Hausdorff segue que existem abertos disjuntos A e B de
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X tais que z,,, € A e 7% (z,) € B. Considere o aberto U =[], U;, onde

1EwW

A, se 1 =1m,;
Ui= ()" (B), sei=mn
X, se i ¢ {m,n}.

Note que z € U C (][, Xi) \ X.. Portanto, X,, é fechado. O

Segue imediatamente do lema 1.2.70:

Corolario 1.2.71. Seja S = {X,,, 7.} um sequéncia inversa de espagos compactos de Haus-

dorff. Entao o limite inverso de S é um espaco compacto de Hausdorff.

E facil ver que para cada m < w, a fungéo

e Xy — X,
(xn)nEw — Tn
é continua e sobrejetora.
Lema 1.2.72. Sejam Uy, ...,U, abertos de Xy,...,X,, respectivamente. Entdao, existe um

aberto V de X, tal que
() 7 V] = ()" U] N ... () 7 U

Demonstragao. A demonstragao sera feita por inducao sobre n. Para n = 0 basta tomarmos

V' = Up. Suponhamos o lema valido para algum natural n > 0 e sejam Uy, ..., U, abertos
de X, ..., X1, respectivamente. Da hipotese de indugao segue que existe um aberto W de
X, tal que

(+) (m) ' W] = (xg) 7 U] N ... 0 () [Un]-
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Seja V = (7)) [W] N U,y1. Logo,

(M) V] = () T ) T W N Una]
= (M) WIN (#3,1) " Ul

De (*) segue que
(W:J+1)#1[V] = (Wg)_l[UO] n...n (7":+1)_1[Un+1]- U

Lema 1.2.73. Sejam S = {X,,7"} uma sequéncia inversa, v = {z,} € X, e, para cada

) m

n € w, B,(z) uma base para z,,. Entao,
B(z) = {(n)"(U):n <weU € B(z,)}
é uma base para x.

Demonstracio. Seja U uma vizinhanca de x em X,,. Entdo, existem Uy € B(zo),...,Ur €
B(zy) tais que
z € X, N (HUix 11 Xi> CU.
i<k k<i<w

Pelo lema 1.2.72, existe um aberto V de X, tal que
(7)) Ul N0 (w) M U] = (m) 7 [V]

Como
X, N (H Uix |] Xi> = (x) U] N... N (72) U],
i<k k<i<w
temos que
z e (m) V] CU. O
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1.3 Submodelos elementares

Nesta secao, introduziremos o conceito de submodelos elementares e apresentaremos alguns
resultados que serao utilizados nas secoes 3.3 e 4.2. As demonstracgoes desses resultados serao

omitidas, mas podem ser encontradas em [11] ou [25].

Definigao 1.3.1. Seja M um conjunto nao-vazio. Para cada formula ¢, a relativiza¢io de ¢
a M é a formula ¢, definida recursivamente por:
- (z = y)M ¢ a formula z = y para quaisquer varidveis z e Y5
- (z € y)M ¢ a formula = € y para quaisquer varidveis z e y;
_ M 4 . £x M - :
(mp)™ é a formula —(p™) para toda féormula ¢;
- (p A )M & aformula (™) A (¢'™) para quaisquer formulas ¢ e ¢';
- (Fz ()M ¢ a formula Jz (z € M A (pM)) para toda formula ¢ e toda variavel z.

Para uma férmula ¢, a notagdo ¢(z,...,x,) indicard que z1, .. .,z, sao as variaveis livres

distintas de ¢.

Dados ay,...,a, € M e uma férmula ¢(z1,...,z,), escreveremos M = ¢lai, ..., a,] se, e

somente se, M ¢ vilida ao substituirmos z; por a; para cada i € {0250k

Definicao 1.3.2. Sejam M e N conjuntos. Dizemos que M é um submodelo elementar de N

— e denotamos por M < N — se, e somente se, M C N e, para toda formula ¢(z1,...,z,)
da linguagem da teoria dos conjuntos, e todos ay,...,a, € M, temos que
©M(ay,...,a,) se, e somente se, p" (ay,...,an).

Lema 1.3.3 (Critério de Tarski). Sejam M e N conjuntos com M C N. Entio, M < N se,
e somente se, para toda formula @(z1,...,2,,2) e para a,, . ..,a, € M quaisquer, tem-se que

N | Jzyplay,. .., a,) implica que existe a € M tal que N = @lay, .. ., an,al.
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Teorema 1.3.4 (Léwenheim-Skolem). Sejam A e N conjuntos tais que A C N. Entao eziste
M < N tal que ACM e |M|<|A|l -w

Para fazermos uso do teorema de Lowenheim-Skolem, é pertinente perguntarmos qual
conjunto N serd interessante tomarmos. Como trabalhamos em ZFC, seria muito conveniente
podermos escolher um conjunto N tal que todos os axiomas de ZFC fossem vélidos. Porém,
pelo segundo teorema da incompletude de Godel, ZFC nao prova sua propria existéncia, isto
é, nao se pode obter um conjunto IV, em ZFC, tal que, para todo axioma ¢ de ZFC, tenha-se
N = ¢. No entanto, é possivel satisfazer os nossos propositos com um pouco menos que isso,

cCoOmo veremos agora.

Definigao 1.3.5. Seja A um conjunto. O fecho transitivo de A é definido por
TC(A) = ﬂ{T : T D AeT étransitivo}.
Definicdao 1.3.6. Seja 6 um cardinal infinito. Definimos entao o conjunto
Hy={A:|TC(A)| < 0}.

Teorema 1.3.7. Seja 0 um cardinal reqular nao-enumerdvel. Entao, Hy € um modelo para

ZFC-P, onde ZFC-P € a colegio de axiomas de ZFC sem o axioma das partes.

N4 préatica, uma demonstragdo de um resultado em topologia nao requer o uso do axioma
das partes além do que um conjunto Hy, para 6 suficientemente grande, é capaz de satisfazer.
Em todo caso, se fixarmos um cardinal limite forte x tal que |X| < &, entdo o conjunto
Hg, com 6 = k™, pode ser tomado como universo da demonstragdo — no sentido de que, se
tivermos necessidade do conjunto p(A) para algum conjunto A que ocorre na demonstragao,
entdo p(A) € Hy.2

Assim sendo, deste ponto em diante, sempre que escrevermos Hy, estaremos assumindo a
hipotese adicional de que 6 é um cardinal regular, nao-enumeravel e grande o suficiente para

ser tomado como universo da demonstracao em questao.

2Note que, para efeito de simplificar a demonstracdo, sempre podemos supor que X = | X|.
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Lema 1.3.8. Sejam k um cardinal e M < Hy tais que kK € M e k C M. Entao,
VAe M(|A|<k=ACM).

Corolario 1.3.9. Seja M < Hy. Se A € [M]=* entio A C M.

Definicdo 1.3.10. Dizemos que M # () é uma cadeia elementar de Hy se, e somente se,
M é uma cadeia com respeito & ordem C e M < Hjy para todo M € M. Caso M seja
bem-ordenada® — digamos, M = {M,, | a € 0} —, dizemos ainda que M é

- uma e-cadeia se, e somente se, M, € M, para todo ordinal « tal que a + 1 € 0.
- continua se, e somente se, Mg = | J{M, | « € f} para todo ordinal limite 3 € o.
Teorema 1.3.11. Se M € uma cadeia elementar entao M < |J M para todo M € M.

Proposic¢ao 1.3.12. M # () é uma cadeia elementar de Hy se, e somente se, M < Hy para

todo M € M e M ¢é uma cadeia com respeito a ordem <.

Lema 1.3.13. Se M € uma cadeia elementar infinita de Hy, entao | J M < Hy.

Dizemos que um conjunto C' é k-fechado se, e somente se, [C]=* C C.

Teorema 1.3.14. Sejam & um cardinal infinito e A C Hy com |A| < 2%. Entao, eziste
M < Hy k-fechado tal que A C M e |M| < 2~.

Definicao 1.3.15. Sejam x um cardinal infinito e M < Hy. Dizemos que M tem a proprie-
dade k-covering — ou, simplesmente, que M € k-covering — se, e somente se, para todo
A € [M]=" existe B € M tal que AC Be |B| < k.

Teorema 1.3.16. Sejam k um cardinal infinito e A C Hy satisfazendo |A| < k. Entdo existe
M < Hy tal que AC M, |M| <kt e M tem a propriedade k-covering.

3Ao longo do texto, sempre que escrevermos uma cadeia elementar de Hy como M = {M, | @ € o},
estaremos assumindo que M, C Mp para quaisquer «, 3 € o tais que o € (.
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A seguir damos um exemplo de aplicacao de submodelos elementares a Topologia. Em
aplicagoes deste tipo, geralmente consideramos um espago topologico (X,7) e um submodelo
elementar M de um Hy conveniente e entio derivamos propriedades de X através de uma
“versdao M de X”. O candidato mais natural a “versdo M de X" seria o par (X N M, N M).
Porém, em muitos casos, 7N M nao é uma topologia, haja vista que em geral unioes arbitrarias
de elementos de 7N M nao estdo em M. Contudo, 7N M é uma base para uma topologia 7
sobre X. Assim, dependendo da particular aplicagdo, a “versdo M de X” pode ser (X, 7) ou
seu subespago (X N M, 7M).

Teorema 1.3.17 (Arhangel’skii). Se (X,7) é uma espaco de Lindeldf, de Hausdorff e de
cardter enumerdvel entao | X| < c.

Demonstracao. Escolha um cardinal regular 6 “suficientemente grande” e seja M < Hj tal que
X, 7€ M, |M|=ce M éw-fechado — a existéncia de tal M é garantida pelo teorema 1.3.14.

Para provarmos o teorema basta mostrarmos que X C M.

Seja Y = X N M. Claramente, |Y| <c.

AFIRMAGAO 1. Para todo y € Y, M contém uma base B, para y.
Seja y € Y. Entao,
Hp = 3B,(B, é uma base enumeravel para y).

Pelo Critério de Tarski, existe B, € M tal que B, ¢ uma base enumerével para y. Do corolério
1.3.9 segue que B, C M.

AFIRMAGAO 2. Y ¢é um subspaco fechado de X.

De fato, seja € Y. Visto que x(X) < w, existe uma sequéncia (z,)new C w X Y
convergindo para z. Como [M]* C M, temos que (Z,)new € M. Visto que

Hy = Jy(y € lim z,,)
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com os parmetros 7, (Tn)new €m M, entdo, pelo Critério de Tarski, existe y € M tal que
Hy =y € lima,.

Como X é de Hausdorff, z = y. Portanto, z € Y.

Para finalizar, basta mostrar que X C M. Suponhamos, por absurdo, que exista z € X\ M.
Para cada y € Y, escolha U, € B, tal que z ¢ U,. Tal U, existe, pois X é de Hausdorff e B,

é uma base para Y. Entao,

vyclJu, e zex\|JU,

yey yeyYy

Da Afirmagao 2 segue que Y é um espago de Lindel6f. Logo, existe {y, : n € w} C Y tal que
Y cU =J,, Uy, Entao,

new
M U é um recobrimento aberto de X.
Como [M]=* C M, temos que U = {U,, : n <w} € M. Por elementaridade,

Hy = U é um recobrimento aberto de X,

isto ¢, X C |JU. Absurdo, pois = ¢ [JU. |



Capitulo 2

Espacos linearmente Lindelof

Neste capitulo introduziremos o conceito de espago linearmente Lindelof e suas principais
equivaléncias. Serdo dados, também, dois exemplos de espagos linearmente Lindeldf que nao

possuem a propriedade de Lindeldf.

2.1 Algumas equivaléncias e propriedades béasicas

Teorema 2.1.1 (Alexandroff e Urysohn, [3]). Um espaco X ¢é compacto se e sé se todo

subconjunto infinito de X tem um ponto de acumulagcao completo.

Demonstragao. (=) Suponha, por absurdo, que exista A C X infinito sem ponto de acumula-
¢do completo. Entao, para cada z € X, existe U, vizinhanga aberta de z tal que |ANU,| < |A|.
Sejald = {Uy,}zex- E claro que U é uma cobertura aberta de X. Da compacidade de X segue
que existem zi,...,z, € X tais que X = U,, U...UU,,. Assim,

k
(+) Al = ANX| = || JANU,| S JANUp, |+ ... +|ANUy,| <k-|A] = |A]

=1
o que implica, |A| < |A|. Absurdo.

(<) Suponhamos, por absurdo, que X nao seja compacto. Entao o conjunto C formado por

coberturas abertas de X que ndo possuem subcobertura finita é ndo vazio. Sejam k£ = min{|U/| :
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U € C} e = {Ua}tacx € C. Considere, ainda, o conjunto S = {# < £ : U\ UpepUa # 0}
Entdo, U' = {U,}aes é uma subcobertura de 4. Logo, U’ € C. Da minimalidade de x segue
que |S| = k. Para cada o € S escolha py € Ua \ Up., Up- Assim, {p, : @ € S} é um conjunto
infinito de pontos dois a dois distintos. Ent@o, por hipotese, {ps}acs possui um ponto de
acumulacao completo p € X. Visto que U’ é uma cobertura de X, p € Up para algum 3 € S.
Logo,

U O {patacs] < 18] < B < 5 = |S] = [{patacs]

Isso contradiz o fato de p ser um ponto de acumulagido completo do conjunto {p,}acs- ]

Note que na ultima desigualdade em (%), a existéncia de uma subcobertura finita de U foi
essencial para se obter a contradicdo. Se em vez de compacto, X fosse um espago de Lindelof,

nao teriamos necessariamente a desigualdade estrita.

Na verdade, a propriedade de Lindel6f ndo pode ser caracterizada de forma semelhante
aquela feita no teorema anterior para a compacidade. Isto é, ndo é verdade que em todo
espaco de Lindeldf cada subconjunto nao-enumerével tem um ponto de acumulagdo completo.
De fato, seja {Y; }ne, uma familia de espagos de Lindeldf dois a dois disjuntos, tal que |Y,| = R,

para todo n € w. Entdo, Y = @, . Y, é um espago de Lindelof sem pontos de acumulagao

ncw

completo em Y.

Uma condigdo um pouco mais fraca é satisfeita por espagos de Lindel6f: todo subconjunto
nao-enumeravel de X de cardinalidade regular tem um ponto de acumulagdo completo. En-
tretanto, como veremos mais adiante, esta condicdo nao é forte o suficiente para caracterizar

a propriedade de Lindelof; ela caracteriza espacos linearmente Lindelof.
Definicao 2.1.2. Um espago topologico X é dito linearmente Lindeldf se toda cobertura
aberta de X linearmente ordenada por & possui uma subcobertura enumeravel.

Antes de mostrarmos a equivaléncia mencionada acima, apresentamos algumas caracteri-
zagoes de um espago linearmente Lindel6f com relacdo a coberturas abertas.

Teorema 2.1.3. Seja X um espacgo topologico. Sao equivalentes:

(a) X € linearmente Lindeldf;
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(b) Toda cobertura aberta de X bem ordenada por & possui uma subcobertura enumerdvel.

(¢) Toda cobertura aberta U néao-enumerdvel de cardinalidade reqular contém uma subcober-
tura U' tal que [U'| < |U];

(d) Toda cobertura aberta U de cofinalidade > w possui uma subcobertura U' tal que |U'| <
ul;

(e) Toda cobertura aberta possui uma subcobertura de cofinalidade enumerdvel.

Demonstracio. (a) = (e) : Sejald uma cobertura aberta de X de cardinalidade x com cf(k) >
w. Seja p=min{|V|: VY CU e X C |JV}. Fixe V uma subcobertura de U tal que |V| = p.
Considere uma enumeragdo V = {Va}a<u. Para cada 8 < p, seja Wy = [J <3 Va- De (a)

temos que existe {f; : i < w} C p tal que X C | J,_, Wp,. Da minimalidade de ;2 segue que

i<w

{B; : i <w} C p & cofinal em p. Portanto, cf (1) < w.
(€) = (d) e (d) = (c) sao imediatos.

(c) = (b) : Suponhamos, por absurdo, que o conjunto C formado pelas coberturas abertas de

X, bem ordenadas por & e que ndo possuam subcobertura enumeravel seja nao vazio.

Sejam p = min{ot(U) : U € C} e U € C. Podemos supor que U = {Up}a<, de forma que
Us & Up sempre que o < . Afirmamos que p € um cardinal regular nao-enumeravel. De
fato, p > w, por definigdo. Agora, seja (i : « < cf(n)) crescente e cofinal em p. Entao,
{UpaYa<erwy € U, o que implica {U,, }a<cs(u) € C. Portanto, da minimalidade de u segue que
cf (1) = p.

Por (c), U possui uma subcobertura U’ tal que |U'| < [U| = p. Logo, U ¢ S. Entdo,
U’ possui uma subcobertura enumeravel U”. E claro que U” ¢, também, uma subcobertura

enumeravel de U, contradizendo o fato de U € S.

(b) = (a) : Seja U = {U,}a<x uma cobertura aberta de X que é uma cadeia com relagio
a inclusdo. Seja S = {f < K : Up \ UyepUa # 0}. Visto que U é uma cadeia, temos que
Us G Ug sempre que a < fe a,f € S. Seja S" C S e defina p = minS’. Entdo, U, & Uy
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para todo a € S com p < a. Portanto, {U, : @ € S} é uma cobertura bem ordenada. De (b)
segue que existe U’ C {U, : a € S} C U enumeréavel. O

O préximo resultado relaciona a propriedade de ser linearmente Lindeldéf com a de ter

pontos de acumulagao completos.

Teorema 2.1.4. Seja X um espaco topoldgico. Sao equivalentes:

(a) X ¢€ linearmente Lindeldf;

(b) Todo subconjunto A de X de cardinalidade reqular > w tem um ponto de acumulacdo

completo em X ;

(¢) Todo subconjunto A de X de cardinalidade k com cf (k) > w tem um ponto de acumu-

lagao completo em X.

Demonstragao. (a) = (b) : Suponha, por absurdo, que exista A C X sem ponto de acumulacio
completo de cardinalidade x > w regular. Podemos supor que A = {z, : @ < k}. Para cada
a < K, seja Uy = X \ Aq, onde A, = {z,: 7 > a}.

Afirmamos que {U,}a<x cobre X. De fato, seja z € X. Como A ndo possui ponto
de acumulagao completo, existe V, uma vizinhanca aberta de z tal que |V, N A] < s. Da

regularidade de k segue que existe a < k tal que V, N A, = 0. Logo, z € U,

Assim, {Uq,}a<, € uma cobertura aberta de X linearmente ordenada por &. Pelo item (a),
{Us}a<r possui uma subcobertura enumeravel {Uy, }i.,. Da definicio de {U,}q<x Segue que
{a}icw € cofinal em k, contradizendo o fato de que cf(k) > w.

(b) = (a) : Suponha, por absurdo, que X ndo seja linearmente Lindel6f. Entdo, pelo teorema
2.1.3.(c) existe uma cobertura U de cardinalidade regular £ > w que ndo possui uma subco-
bertura U’ tal que [U'| < [U|. Seja {U, : @ < k} uma enumeragio de . Considere, agora, o
conjunto S = {a < £ : Uy \ Upeo Up # 0}. Note que {U, : a € S} é uma subcobertura de .
Logo, |S| = k.
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Para cada o € S, escolha po € Uy \ Ug o, Up. Como A = {p, : @ € S} é um conjunto
nao-enumeravel de cardinalidade regular x, segue de (b) que A possui um ponto de acumulagio

completo p € X. Seja f € S tal que p € Us. Da definicao de A segue que
|Us N Al = |B] < &= |A],

contradizendo o fato de p ser um ponto de acumulacao completo de A. O

(b) = (c) : Fixe A C X de cardinalidade « tal que c¢f(k) > w. Se k é regular entdo, por (b),
A tem um ponto de acumulagdo completo. Suponhamos, entdo, que k seja singular. Logo,
k = N, para algum ordinal limite o > w e ¢f(R,) = cf(@). Seja (ay : v < cf(a)) uma
sequéncia de ordinais sucessores, estritamente crescente e cofinal em «. Considere, ainda,

uma familia {A, : v < c¢f(a)} de subconjuntos de A tal que A = | A, e, para cada

y<cf(@)
v < cf(a), |A,| = R,,. Considere o conjunto P = {p, : v < c¢f(c)}, onde cada p, é um ponto

de acumulagao completo de A,.

Se |P| = c¢f(a), por (b), existe um ponto de acumulacao completo p de P. Afirmamos
que p € A é um ponto de acumulagao completo de A. De fato, suponha, por absurdo, que
exista U uma vizinhanga aberta de p tal que |U N A| < k. Entdo, existe vy < cf(a) tal que
[UNA| <R,
existe 73 > 7o tal que p,, € U. Mas p,, ¢ um ponto de acumulagdo completo de A,,. Logo,
UNA,|=R,, >N, >[UNA| Un absurdo, visto que A,, C A.

=|A.,,]. Como p é um ponto de acumula¢do completo de {p, : v < cf(a)},
0 4

Suponhamos, entéo, que |P| < cf(a). Daregularidade de cf () segue que existe v € cf ()
tal que C' = {y < cf(a) : p, = py} tem cardinalidade cf(a). Como C é cofinal em cf(a)
e (a, : 7 € cf(a)) é estritamente crescente e cofinal em «a, {a, : v € C} é cofinal em « e,

portanto, {R,. : 7 € C} é cofinal em x. Temos, ainda, que dada uma vizinhanga U de p,,,
[UNA|>|UNA,| =R,

para todo v € C. Portanto, |U N A| = k&, isto é, p,, é um ponto de acumulacao completo de
A.
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(c) = (b) : Imediato.
2.2 Exemplos de espagos nao-Lindelof

Nesta secao apresentamos dois exemplos de espagos linearmente Lindelof e de Tychonoff
que nao tem a propriedade de Lindelof.

2.2.1 O espaco de Miscenko
Em 1962 Mis¢enko publicou (veja [26]) o que provavelmente foi o primeiro exemplo de um
espaco linearmente Lindel6f e nao-Lindelof.

Antes de apresentarmos o espago em questao, precisaremos provar alguns resultados basi-

COS.

Definicao 2.2.1. Sejam 0 e s cardinais. Dizemos que um espago topologico X & [0, x]-
compacto se toda cobertura aberta de X de cardinalidade < k possui uma subcobertura de
cardinalidade < 0. Se 6 = Ry, dizemos que X ¢é inicialmente k-compacto, e se k > |X|, X é

chamado de finalmente 0-compacto.
Note que X é enumeravelmente compacto se, e somente se, X é inicialmente w-compacto,
e tém a propriedade de Lindelof se, e somente se, X é finalmente w;-compacto.
NOTAGAO. N =w \ {0}.
Lema 2.2.2. Para todo k € N, wy € inicialmente wy_1-compacto.
Demonstragao. Seja U uma cobertura de wy tal que [U| < Ny_;3. Como o+ 1 = [0,a] é

compacto para todo ordinal «, é suficiente mostrar que existe Uy € U contendo um intervalo

da forma Jag, wg.
Para cada a € limwy \ {0} escolha B(a) < « de forma que ]B8(c), a] esteja contido em

algum U € U. Entdo, a funcao

[ limw, —  wg

a — (o)
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é regressiva.

Pelo lema pressing down existe ap € wy tal que f~'{ap} é estacionario em wy. Logo,

f~Hao} € cofinal em wy, e, portanto, |f~*{ao}| = Ni. Para cada U € U considere o conjunto
My = {a € fHao} Jag,a] CU}.
Da definicdo de f segue que f~'{ap} = Uyey Mu. Logo, pelo teorema 1.1.2,
R = |fH{ao}| < |U|-sup{|My|: U € U} < Ryp_; -sup{|My|: U € U}.

Entdo, sup{|My| : U € U} = R;. Da regularidade de N, segue que existe Uy € U tal que
|My,| = Ry.. Assim, My, é cofinal em wj. Portanto, o, wi[C Up. O

Lema 2.2.3. Para todo k € N, [[, ..., wi € um inicialmente wy_,-compacto.

Demonstragio. Procederemos por indugdo sobre n. Se n = k entao a afirmacao vale pelo lema
2.2.2. Suponhamos, entdo, a afirmacao valida para algum n — 1 > k. Seja i uma cobertura
de [[icicnwi tal que [U| < Nyy.

Fixe z = (zg,...,Zn1) € P = [[;<;, wi- Para cada @ < limw, escolha ordinais z;(a) €
{0} U (w; \limw;), k <i <n, e Uy €U de modo que [[,;, [Ti(a), ] x [za(a),a] C Us.

Logo, a fungao

f: limw, — w,
a — z(a)

é regressiva. Como limw,, é estacionario, pelo lema pressing down, existe ag € limw,, tal que
M = f~"{xa(ao)} & estacionario e, portanto, cofinal em w,. Note que [],;., [zi(@), =] X
[zn(ap),a] C U, para todo a € M. Visto que |P| < R, e |[M| = X, existe oy € M tal que
Hk§i<n [xi(al)) 7'2] X [IH(QO)awn[ - Ual'

Assim, para cada z € P podemos tomar ordinais v;(z) € {0} U (w; \ limw;), k <i<mn,e

U(z) € U de forma que [, ;. [¥i(2), Zi] X [yn(z),wn[ C U(z).

Como |{yn(z) : z € P}| < X,,_1, pela regularidade de X,, existe @ € w, tal que @ > y,,(z)
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para todo =z € P. Entao,
[T fi(e), 2] x 1@ wal € U(2),
k<i<n )
para todo z € P. Seja
Vo = J{ ] (=), 2 : U(z) = U}
k<i<n
Note que a familia {Vyy : U € U} cobre P. Logo, pela hipotese de indugdo, possui uma
subcobertura finita {Vy, ..., Vy,}. Entdo, a familia {U;,...,Us} cobre o conjunto P x |&, wy|.
Mas,

n

[Jw: = (P x[0,a]) U (P x Ja,w).

i=k
Visto que [0, @] é compacto, P x [0, @] & [Rg, R_1]-compacto, isto &, & coberto por um niimero
finito de elementos {Usy1,...,Un}. Portanto, a familia {Uy, ..., Uy} cobre o espago [], w;.

J

Lema 2.2.4. Se f > 0 é um ordinal tal que cf(B) < wy, entao para todo aberto U contendo
{8} x T, wi eziste a < B tal que Ja, B] x [[1,wi CU.

Demonstragao. Seja {B,}y<cs(p) cofinal em . Suponhamos, primeiramente, n = k. Para cada
A € wy tome v\ < cf(B) e 0x € {0} U (wy, \ limwy,) tais que |3,,,0] x [0x,A\] € U. Entéo, a
fungao

f: limw, — wyg

A r—aé,\

é regressiva. Pelo lema pressing down existe 6 < wy, tal que M = f~'{d} é estacionario em wy,

e, portanto, cofinal em wy. Dai,

1By, B8] X [6,A\] CU

para todo A € M. Como |M| = wy e c¢f(B) < wg, existe 7 < cf(B) tal que {\ € M : v, =
v} = Y. Portanto,

]ﬂ'y,ﬂ] X [6,(‘%[ C .

Como [0,6] é compacto, existem Aj,...,\, < § tais que [0,d] C U;-n=1[5/\w>\i]- Seja a =
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max{ﬁ'Y’ﬁ’Y,\l DERLRE );B'y)\k}- LOgO,

|a, B] X wr CU.
Suponhamos, agora, que o lema valha para n — 1 > k. Fixe x = (xg,...,zp1) € P =
[Ti<icowi- Para cada X € limw, tome vy < cf(8) e ordinais z3,...,;, cada um dos quais

ou é sucessor ou ¢ igual a 0, tais que (3,z,)) € ]0,,, 0] x Hk§i<n[$§\’$i] X [z}, A\] C U. Entdo,
a funcao
[ limw, — w,

A — )

é regressiva. Pelo lema pressing down existe u < w, tal que M = f~'{u} é estacionario
e, portanto, cofinal em w,. Assim, |3,,, 0] x HkSKn[mﬁ,xi] X [, A] € U para todo A\ € M.
Como cf(B) < wn, |{{z},..., ) 1) : A € M}| < R, e |M| = X, existe \g < A tal que
1By B) X HkSKn[:Bf‘O,xi] X [, w,[ € U. Como [0, p1] é compacto, existem A, ..., A, < u tais
que

0,11 € U M) cU
j=1
Seja f(z) = max{f,, :0<j< m} e, para cada i, y;(z) = max{z}” : 0 < j < m}. Assim,

18=), 8] x [ i(2), 2] x wa CU.

k<i<n
Agora, para cada = € [],<;., wi seja Uz = |B(2), 8] X [[1<icnlyi(2), z:]. Como

{ﬂ}x H wigUUm

k<i<n xEP

pela hipotese de indugao, existe a < 3 tal que

Ja, B] % H w; € UU’E~

k<i<n zeP
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Portanto,

la, B] % H w; C U(szwn)QU.

k<i<n zeP

Lema 2.2.5. Para todo k € N, [],. ;. wi € inicialmente X;_-compacto.

Demonstracao. Provemos, inicialmente, que Hkgi <o Wi € enumeravelmente compacto. Supo-
nha, por absurdo, que exista uma cobertura enumeravel 4 = {U, : n < w} que ndo possui

subcobertura finita. Podemos supor que
Up=Vox [[ wi
k+n<i<w

onde, V,, C HkSiSkJm w;.
Afirmamos que existe aj € wy tal que o conjunto
{ar} % H w;
k<i<w

nao é coberto por um ntmero finito de elementos de U. De fato, suponhamos o contrario.

Entao, para cada a € wy, existe N, € w tal que
Na
UUHQ{CY}X H (T
n=1 k<i<w
Pelo lema 2.2.4, existe um f(a) € wy, tal que

Na
U U, 2 6(),a] x H w;.

k<i<w

Para cada natural n > k, seja W,, = | J{]B(«),a] : @ € wi e N, = n}.

E claro que {W,}n<w € uma cobertura aberta do espago wy, e, portanto, existe um ng tal
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que J'2, W, D wy. Entéo, 2, U, 2 [i<icw wis contradizendo o fato de U nao possuir

subcobertura finita.
De modo inteiramente analogo, pode-se mostrar que se
{ar} x ... x {an} x H w;
n<i<w
nao é coberto por um nimero finito de elementos de U, entao existe o, € wy,y tal que
{ar} x ... x{an} x {ans1} X H Wi
n+l<i<w
também nao é coberto por um nimero finito de elementos de .
Portanto, existe (a; : k <1 < w) € [[<;c, wi tal que, para cada n,

{an} x ... x {an} % H w;

n<i<w

nao é coberto por um nimero finito de elementos de U e, por conseguinte, o ponto {(o; : k <

i < w) ndo esta contido em nenhum U; € U, contradizendo o fato de U ser uma cobertura de
Hk§<w Wi
Mostramos, assim, que Hkgi <o Wi & enumeravelmente compacto.

Seja, agora, U uma cobertura aberta tal que |U| < N;_;. Cada U € U pode ser descrito
da forma:

U= |J vu@) x [] w).

k<n<w n<i<w

onde, cada V,(U) é um aberto de [], .;,, w; eventualmente vazio. Seja

V, = U Va(U) x H wj.

Ueld n<i<w

E claro que {V, : k <n < w} cobre o espago [[, ;. wi. Como [],.; . w; é enumeravelmente
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compacto, existe um natural N > k tal que | J, V; D [1<i<o, wi- Entdo, a familia

C={Vu(U)x ] wi : k<n<NeUcelU}

n<i<N

cobre o espago Hfik w;. Pelo lema 2.2.3, C possui uma sucobertura finita. Portanto, ¢ possui

uma subcobertura finita. O

Exemplo 2.2.6. Considere [],_,_, w; + 1 com a topologia produto usual. Para cada k € N,

X, = H w; +1x H W;.

0<i<k k<i<w

seja

Entao, o espago
x=J x

0<k<w

com a topologia de subespago é linearmente Lindel6f, porém, ndo é Lindelof.

Demonstragao. Primeiramente, mostremos que X é um espago linearmente Lindel6f. Seja U4

uma cobertura aberta nao-enumeravel de X de cardinalidade regular. Entdo, || # R,.

Se |U| < N, entdo [U| = R, para algum n < w. Como cada X}, é [N, R;]-compacto segue
que X & [Ny, Ni]-compacto para todo k < w. Em particular, X é [R;,R,]-compacto. Logo, U

possui uma subcobertura enumeravel U’, donde, |[U’'| < |U]|.

Suponha, entdo, que || > N,,. Para cada z € X escolha um U, € U tal que z € U,. Entao
U ={U, : x € X} é uma subcobertura de Y. Além disso, [U'| < |X| =R, < [U].

Portanto, pelo teorema 2.1.3, X é linearmente Lindelof.

Resta mostrar que X nao é Lindelof. Para cada i € w seja

onde,

Ul={{z, : n<w)€ X :z; <a}.
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A familia U = Jy.;., Ui &€ uma cobertura aberta de X. Vamos mostrar que & nao possui
subcobertura enumeravel. De fato, seja U’ um subconjunto enumeravel de /. Entao, para
cada i < w, s; = {a < w; : UL € U'} &€ enumeravel. Como cada w; é um cardinal regular > w,
existe a; € w; tal que o; > a para todo a € s;. Logo, {U.: a € s;} C U;i para cada 7 < w.
Entdo, p= (s +1:i <w) ¢ U(’;k para todo k < w. Logo, p ¢ | JU' e, portanto, U’ ndo cobre
X. |

Em [26], MisCenko afirma nao saber se tal exemplo é ou nao normal. Em 1971, M. E.

Rudin mostrou que o espago de Mis¢enko nao é normal.

Teorema 2.2.7. O espago de Miscenko nao é normal.

Demonstracao. Seja X o espago de Mis¢enko. Considere os seguintes subconjuntos fechados
e disjuntos de X:
F ={(zp)nen € X : z, # 0 para todo n € N}

G = {(zn)nen € X : existe n € N tal que z,41 =0¢, para 0 < i< n, z; = w;}.

Para provar o teorema é suficiente mostrarmos que para todo aberto U de X contendo G,
temos que F NU # ().

Seja U um aberto de X tal que G C U. Entao, para cadan € N, existem af € wy,...,a) €
w, tal que
Jat,wi] X ... X Jah,wy,] x {0} x {0} x ... CU.

Da regularidade de cada w,, segue que a, = sup{a’, : n < i < w} < w,. Para cada
n € N, escolha y, € Ja,,w,[. Note que y = (Yn)nen € F, pois y, # 0 para todo n € N.
Além disso, y € U. De fato, seja V uma vizinhanca aberta de y. Podemos supor V =
(Vi X [ [cicowi +1) N X, onde V, é um aberto de Ho<i5nwi + 1 tal que y € V,. Logo,

WY1y Yn, 0,0,...) €al,wi] X ... x Jal,w,] x {0} x {0} x...CU
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(W1, 0,0,.. ) EV. 0

2.2.2 O espaco de Buzyakova-Gruenhage

O espago que vamos apresentar aqui foi descoberto por G. Gruenhage e R. Buzyakova

independentemente (veja [8]).

Exemplo 2.2.8. Considere D = {0,1} com a topologia discreta e D com a topologia
produto usual. Para cada ¢ = (z, : @ < R,) € D, tome A, = {a € R, : 7, = 1}.
Considere, agora, o espago X = {x € D™ : |A,| < R,}. Entdo, X é Tychonoff e linearmente
Lindel6f, mas nao é Lindelof.

Demonstragio. D®» & Tychonoff, pois é o produto cartesiano de espacos de Tychonoff. Como
Tychonoff é uma propriedade hereditaria, X é Tychonoff.

Agora, vamos mostrar que X nédo é Lindeléf. Primeiramente, note que X = D" mas,

X # D®. Logo, X nao é fechado e, portanto, ndo é compacto.

Por outro lado, o X-produto $(0) = {z € D™ : |A,] < w} de D* & um subespaco
enumeravelmente compacto de X. De fato, pelo teorema 1.2.19, basta mostrarmos que todo
subconjunto infinito enumeravel de %(0) tem um ponto de acumulagio. Seja entao Y C X(0)
tal que |Y| = w. Da definicao de X(0) segue que A = |J
Y C Haem, D, C X, onde

ey Az € enumeravel. Note que

D, se a € A;
Dy =
{0}, seaeR,\ A
Visto que Haenu D, é compacto T5, Y tem um ponto de acumulagdo y em HQGNw D,. Como

[Toen, Pa € 2(0), y € £(0). X(0) é Tychonoff, haja vista que X & Tychonoff. Logo, pelo
teorema 1.2.29, ¥(0) é pseudocompacto. Desta forma, para toda funcdo continua f: X — R,
a restrigdo f [ ¥(0) é limitada. Mas, X(0) & denso em X, pois ¥(0) é denso em D®. Entéo,
f & limitada e, portanto, X é pseudocompacto. Visto que todo espaco pseudocompacto e
Lindel6f é compacto, temos que X néao é Lindelof.
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Finalmente, vamos mostrar que X é linearmente Lindel6f. De fato, seja B C X tal que
|B| é regular e nao-enumeravel. Note que w(X) < w(D®) = R,. Assim, se |B| > R, entdo,

pelo lema 1.2.8, B tem um ponto de acumulacao completo em X.

Visto que X, ndo é regular, resta considerar o caso em que |B| < ¥,,. Para cada n € w,
seja
X, ={z € X :|A]| <N, }.

Obviamente, X = [J{X,, : n € w}. Tome, para cada n € w,
B,=BnNJX,.

Entdo, B = |J{B, : n € w}. Visto que |B| é regular e ndo-enumeravel, existe k € w tal que
|Bi| = |B|. Portanto, é suficiente mostrar que By possui um ponto de acumulacdo completo
em X.

Existe m € w tal que k < m e |B| = |B| < X,;,. Sejam

A(m) = | J{A: : z € By}

K={z€e X :Yae A\ A(m)(z,=0)}.

Note que K é compacto (produto de compactos) e B, C K. Logo, By tem um ponto de

acumulacao completo em K e, portanto, em X. Portanto, X é linearmente Lindeldf. O
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Capitulo 3

Quando linearmente Lindelof implica Lindelof?

Este capitulo é dedicado ao estudo de propriedades topolégicas que fazem de um espago

linearmente Lindel6f um espago de Lindeldf.

As referéncias aqui sdo [17], [16], [1], [2].
3.1 Alguns resultados

Teorema 3.1.1 (Howes [17]). Seja X um espago regular. Entio, X € linearmente Lindeldf e

enumeravelmente metacompacto se, e somente se, X é Lindeldf.

Demonstrag¢ao. (=) Suponha, por absurdo, que X nao seja Lindelof. Seja ;o o menor cardinal
tal que existe uma cobertura aberta U de X de cardinalidade p que nao possui subcobertura
enumeravel. Pelo teorema 2.1.3, U possui uma subcobertura ) de cofinalidade enumerével.
Da minimalidade de ;1 segue que |V| = p e, portanto, cf(u) = w. Entdo, seja {Vy : o < p}
uma enumeracao de V e considere uma sequéncia (u, : n € w) estritamente crescente e cofinal
em p. Para cada n € w, tome

Wy ={Vy:a < pn}

Fp=X\|JWa.

Da minimalidade de p segue que cada F, # (. Entdo, (F, : n < w) é uma sequéncia
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enumeravel e decrescente de fechados nao vazios de X tal que (),_, Fu, = 0. Visto que X
é enumeravelmente metacompacto, pelo teorema 1.2.37, existe uma sequéncia decrescente de

abertos (A, : n < w) tal que

<w

A, =0e F, C A, para todo n € w. Para cada n € w, seja

new

H, = X \ 4,. Entao, (H, : n < w) é uma sequéncia crescente de fechados de X e
Hy,=X\A, CX\F, =W

para todo n € w. Entdo, W,, U {X \ H,} é uma cobertura aberta de X de cardinalidade < p.
Da minimalidade de p segue que cada W, contém uma subfamilia enumeravel W} que cobre
H,. Mas, {H, : n € w} cobre X. Portanto, | JW; é uma subcobertura enumeravel de U, uma

contradicao.
(<) Aplicacdo direta do teorema 1.2.24. O

Note que no teorema 3.1.1 utilizamos a regularidade do espago X apenas para provar a

suficiéncia.

Questao 3 (Howes [16] e Mis¢enko [26]). Um espaco linearmente Lindel6f e normal é Lindelof?

Este é um problema famoso que permanece aberto por pelo menos 50 anos, sem nenhum
resultado parcial conhecido. Um contra-exemplo, se encontrado, deverd necessariamente ser
um espago de Dowker!, pois € um corolario imediato do teorema 3.1.1 que todo espaco normal,

enumeravelmente paracompacto e linearmente Lindel6f é um espaco de Lindelof.

Teorema 3.1.2. Todo espago linearmente Lindelof X tal que nw(X) < R, € Lindeldf.

Demonstragio. Sejam U uma cobertura aberta arbitraria de X e N um “network” para X
tal que |[N| < R,. Para cada U € U, tome My C N de forma que U = |JMy. Seja
M = Uyey Mu. Para cada M € M escolha Uy € U tal que M C Uy Note que V = {Uy :
M € M} & uma subcobertura de Y. Além disso, |V| < |M]| < R, isto &, existe n < w tal que

1Um espago de Dowker é um espago normal que nao é enumeravelmente paracompacto.
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V| = R,. Como X é linearmente, V possui uma subcobertura W tal que |W| tem cofinalidade

enumeravel. Visto que R, é regular para cada m > 0, |W| = N,. J

Lema 3.1.3. Seja X um espago linearmente Lindeldf. Entao, todo subespaco fechado e dis-

creto de X € enumerdvel.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que exista um subespaco D de X que seja fechado,
discreto e nao-enumeravel. Podemos supor |D| = w;y. Seja {d, : @ < w;} uma enumeragdo
de D. Para cada o < wy, tome D, = {dg : B < a}. Entdo, {Dy : @ < w1} é uma cobertura
aberta de D linearmente ordenada pela inclusdo. Logo, existe {a, : n < w} C w; tal que
Dcly

doe & Upcw; Dans 560 &, { Dq,, : 1 < w} ndo cobre D, uma contradigao. O

D,,. Como w; é regular, existe o € wy tal que o > o, para todo n € w. Assim,

n<wy

Teorema 3.1.4. Se X é um espago linearmente Lindelof e metaLindeldf entao X é Lindeldf.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que X nao seja Lindelof e seja k o menor cardinal
tal que existe uma cobertura aberta U de X de cardinalidade x que nao possui subcobertura
enumeravel. Visto que X é metaLindel6f, &/ possui um refinamento aberto V' pontualmente
enumeravel. Note que V ndo possui subcobertura enumeravel. Da minimalidade de k segue
que |V| > k.

Paracadaz € X,sejam W, ={V €V :z € V}eW, =|JW,. Vistoque V é pontualmente

enumeravel, segue que cada W, é enumeréavel.
Vamos construir, por recursio transfinita, uma s-sequéncia (z, : @ < k) em X como segue.

Tome zo € X arbitrario. Suponha, para algum 0 < o < K, escolhido z para todo f§ < a.
Como (Jg. o, We, tem cardinalidade < k, pela minimalidade de k, temos que X\Uﬁ@, We, # 0.
Sendo assim, tome T4 € X \ Uge, Way-

Note que se a < f < k entdo Wy, N W,, = 0. Logo, Y = {z, : @ < k} & um subespago
discreto de X.

Afirmamos que Y é fechado. De fato, suponha, por absurdo, que exista = € Y \'Y. Fixe
VeVtalquez V. Vistoque X éThiex €Y, |[VNY|> 2. Logo, existem a < 8 < & tais
que T4,z € V. Entao, V € W,, N W,,, uma contradigao.
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Agora, pelo lema 3.1.3, temos que x < w, uma contradi¢do. Portanto, X & um espago de
Lindeldof. O

Corolario 3.1.5. Todo espago linearmente Lindeldf com uma base pontualmente enumerdvel
é Lindeldf.

Espacos localmente metrizaveis

Espagos linearmente Lindel6f e localmente metrizaveis constituem um caso especial impor-
tante de espacos linearmente Lindelof que satisfazem o primeiro axioma de enumerabilidade.

Em [7], Arhagel’skii e Buzyakova mostram o seguinte resultado:

Teorema 3.1.6. Todo espago linearmente Lindeldf, localmente metrizavel e reqular é heredi-

tariamente Lindeldf.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que X nao seja hereditariamente Lindelof. Entao,
existe uma sequéncia estritamente crescente de abertos (Uy)a<w,- Para cada, o < wy, escolha
To € Uay1 \ Uy Logo, Y = {2, : @ < w1} é um subespago de cardinalidade w, tal que cada

subespago ndo-enumeravel Z de Y ndo é Lindelof.

Como X é linearmente Lindeldf, existe um ponto p € X de acumulagido completo de Y.
Tome qualquer vizinhanca U de p tal que U é metrizavel. Visto que U também é linearmente
Lindeldf, segue que U é um espaco separdvel e metrizavel?2. Por outro lado, Z = UNY é
nao-enumeravel. Portanto, pela escolha de Y, Z nao é Lindelof. Mas, isto & impossivel, visto

que Z é um subespago de U, um espaco metrizivel e separavel®. O]

Observe que no teorema acima podemos substituir a hipotese de que X é linearmente

Lindel6f por uma mais fraca, a de que X é w;-Lindelof.

Corolario 3.1.7. Nao eziste sobre a reta real nenhuma topologia localmente compacta, line-

armente Lindeldf e nao-Lindeldf que seja mais fina que a topologia usual da reta real.

24.1.15. de [13]
3Corolério 4.1.16. de [13]
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Demonstragao. Suponha, por absurdo, que exista uma topologia 7 sobre a reta real que seja
localmente compacta, linearmente Lindeldf, ndo-Lindelof e mais fina que a topologia usual.
Vamos denotar por R e R o conjunto dos reais munido da topologia 7 e da topologia usual,

respectivamente.

Considere a bijegcdo f : R — R dada por f(z) = z. Como a topologia de R é mais fina
que a de R temos que f é continua. Sejam z € R e U uma vizinhanca de . Como R é
localmente compacto, existe uma vizinhanca V de z tal que V é compactae V C V C U.
Logo, f [ V : V — f[V] é um homeomorfismo. Assim, V tem peso enumeravel, haja vista
que f[V] tem peso enumeravel. Logo, pelo teorema 1.2.40, V & metrizavel. Portanto, R é

localmente metrizavel e, pelo teorema 3.1.6, € um espago de Lindeldf, uma contradigao. O

Questao 4. Em ZFC, todo espago linearmente Lindel6f, localmente compacto e de carater
enumeravel é Lindelof?

Outros resultados

Proposicao 3.1.8. Seja um espago X tal que F(X) < w e o fecho de todo subespago discreto

enumerdvel de X é um espaco de Lindeldf. Entao, X é um espaco de Lindeldf.

Demonstrac¢ao. Suponha, por absurdo, que X nao seja de Lindel6f. Entao, existe um reco-
brimento aberto &/ de X que nao possui subrecobrimento enumeravel. Vamos construir, por

recursdo transfinita, sequéncias (z, : a < w;) e (U, : o < wy) satisfazendo, para todo o < wy:
(1) Uy CU e [Uy| < w;
(2) Uz C U, sempre que [ < «;
(3) {zp: B < a} C Ul

(4) 20 € X\ Ula

Escolha zp € X qualquer e Uy = (). Suponha que para algum o € w; \ {0} ja tenham sido
escolhidos z5 € X e Ug € U para todo < « satisfazendo (1) — (4). Entdo, {zp: f < a} é
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um subespago discreto e enumeravel de X e, portanto, um espago de Lindel6f. Entao, existe
A C U enumeravel que cobre {zg: [ < a}. Tome U, = AU (Uﬂ<ab{5). Note que U, é

enumeravel. Visto que U nao possui subrecobrimento enumeravel, temos que

Ut # X.

Portanto, podemos escolher z, € X \ | JU,. Desta forma, a construgio esta completa.

Note que para cada 0 < a < wy,

{:z:g:,B<a}(_iUZ/{a e (Uua>ﬂ{a:g:a§ﬂ<w1}:(0.

Portanto,

{zg:B<a}n{zg:a<B<w}=0
para todo o < wy, isto &, {4 : @ < wi} é uma wy-sequéncia livre.
Mas, isso contradiz a hipotese de que F'(X) < w. Portanto, X é um espago de Lindel6f. [

Teorema 3.1.9. Seja X um espago wi-Lindeldf tal que t(X) < w e o fecho de todo discreto
enumeravel de X € Lindelof. Entao X €é Lindelof.

Demonstra¢ao. Tendo em vista a proposigao 3.1.8, basta mostrarmos que F'(X) < w. Supo-
nha, por absurdo, que F(X) > w. Entdo, existe uma ws-sequéncia livre (z,)a<w, em X. Para
cada a@ <wy, tome Uy = X \ {zg: o < f <wi}.

Afirmamos que U = {U, : @ < w;} cobre X. De fato, seja z € m Como
t(X) < w, existe S C w; enumeravel tal que z € {_’US—SE—S} Visto que w; é regular, existe
ap < wy tal que og > s para todo s € S. Como (Z4)a<w, ¢ uma sequéncia livre em X, temos
que T € {Zq:a < g} C X\ {Za:a>ap} = U,

Visto que X é wy-Lindeldf, existe T" C w; enumeravel tal que X C UteT U;. Como w;
é regular, existe a; < w; tal que a; > t para todo t € T. Da definicao de U segue que

Tay & Uier Ur, uma contradigo. O

Na proposicao 3.1.8 e no teorema 3.1.9 a hipotese w;-Lindelof pode ser substituida por
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linearmente Lindelof.

Corolario 3.1.10. Assuma a hipdtese do continuo. Seja X um espago reqular e wy-Lindelof
tal que t(X) <w. Entao, X € Lindeldf.

Demonstra¢ao. Sob CH, o fecho de todo subespaco discreto e enumeréavel de X tem peso < w;
(veja o teorema 1.2.5). Mas, todo espago w;-Lindeldf de peso < w; é Lindelof. Portanto, sob
a CH, o fecho de qualquer subespaco discreto e enumeréavel de X é Lindelof. Portanto, pelo
teorema 3.1.9, X é Lindelof. O

Definicao 3.1.11. Um espago X é discretamente Lindelof se o
fecho de todo subespaco discreto de X ¢é Lindelof.

Lema 3.1.12 ( [4]). Todo espago discretamente Lindeldf é linearmente Lindelof.

Demonstracao. Sejam X um espaco discretamente Lindelof e &/ uma cobertura aberta de X
tal que cf(k) > w, onde k = |[U|. Podemos supor U = {U, : @ < k}. Para cada a < &,
tome W, = U{Us : B < a}. Fixe, arbitrariamente, d ¢ X. Definamos, indutivamente,
uma sequéncia (Z4)a<w como segue. Se Uy = () entdo tome zy = d. Se Uy # 0, seja zo um
ponto qualquer em Us. Se o < k e os pontos g, para f < «, ja estdo definidos, defina
Vo = Us \ (Fa U (UUy)), onde F, = {zg: < a,zg#d} e Uy = {Usg : B < a}. Tome
To € V,, se Vo # 0 e, x4 = d, caso contrario. Claramente, A = {2, : @ < K,zo # d} é

um subespaco discreto de X. Portanto, existe uma subfamilia enumeréavel U’ de U tal que
A C JU'. Visto que cf(k) > w, existe f <  tal que U’ C Ug. Entdo, z, ¢ A para todo
B < a. Portanto, z, = d sempre que 3 < a. Isto pode acontecer somente se X = (| JUp)U Fp.
Como Fy C A C YU C JUg, temos que JUs = X. Além disso, |Us| < ke U C U.
Portanto, pelo teorema 2.1.3, X é linearmente Lindelof. O

Questao 5. Todo espaco regular — ou de Tychonoff, ou normal — e discretamente Lindel6f
é Lindelof?

Corolario 3.1.13. Se X é enumeravelmente metacompacto e discretamente Lindeldf entao
X € Lindeldf.



58 Quando linearmente Lindel6f implica Lindel6f?

Do lema 3.1.12 segue o seguinte caso particular do teorema 3.1.9:

Corolario 3.1.14. Se X € um espago discretamente Lindelof tal que t(X) < w, entio X ¢
um espaco de Lindeldf.

Para um espago topolégico X, defina

LF(X) =sup{L(D) : D C X, discreto}.

Note que um espago X ¢é discretamente Lindelof se, e somente se, LF(X) < w.

Teorema 3.1.15. Para todo espaco X,
L(X) < LF(X)- F(X).

Demonstragdo. Sejam A\ = LF'(X) e k = F(X) e suponha, por absurdo, que L(X) > k.
Entao, existe uma cobertura aberta &/ de X que nao possui subcobertura de cardinalidade
< AK.

Vamos construir, por recursao transfinita, familias (z, : @ < k™) e (Uy : @ < k) satisfa-

zendo, para todo a < k*:

(1) Uy CU e Uy < Ak;

(2) U C U, sempre que B < a;

(3) {zp: B <o} CUla;

(4) zo € X \UUsy.
Escolha zy € X qualquer e tome Uy = (). Suponha que para algum a € x*\ {0} tenhamos
escolhidos =5 e Up para todo B < o satisfazendo (1) — (4). Entdo, {zp : 8 < a} é um

subespago discreto de X e, portanto, existe B, C U tal que |B,| < X e B, cobre {z5: 8 < a}.
Note que Uy = g, Up U By tem cardinalidade < Ak. Podemos entdo fixar zo € X \ |JUs.
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Note que para cada 0 < a < k™,

{a:g:,B<a}§UZ/{a e (UUa)ﬂ{mg:a§ﬂ<K+}:@.

Portanto,

{zg:f<aln{zg:a<B<kt}=10
para todo a < wy, isto é, {z4 : a < k*} & uma K -sequéncia livre.

Mas, isso contradiz a hipotese de que F(X) < . Portanto, L(X)& Ax |

Vamos, agora, a seguinte generalizacao do corolario 3.1.14:

Teorema 3.1.16. Seja X um espaco discretamente Lindeldf tal que t(X) < R,,. Entdo, X é
um espago de Lindeldf.

Demonstragio. Como X é linearmente Lindel6f, temos que FI(X) < t(X) < N,. Logo, pelo
teorema 3.1.15, L(X) < X, e, portanto, L(X) = R,, para algum n € w. Novamente, do fato
de X ser linearmente Lindel6f segue que L(X) < w. O]

Questdo 6. E verdade, em ZFC, que todo espaco linearmente Lindelsf, de Tychonoff e de
carater enumeravel é Lindel6f? Pode se tirar CH das hipoteses do corolario 3.1.107 Todo

espago linearmente Lindelof, hereditariamente separavel e de Tychonoff (ou apenas regular) é
de Lindel6f?

Teorema 3.1.17. Assuma GCH e seja X um espago linearmente Lindeldf tal que t(X) < N,.
Entao X ¢é Lindelof.

Demonstragao. Como X é linearmente Lindel6f, basta mostrarmos que L(X) < ®,,. Suponha,
por absurdo, que L(X) > R,. Entao, existe um recobrimento aberto &/ de X que ndo possui
subrecobrimento cardinalidade < N,. Vamos construir, por recursdo transfinita, sequéncias

(To 1 a0 < N,) e (Uy : @ < N,) satisfazendo, para todo o < R,

(1) Us CU € |Ua] < Ro;
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(2) Up C U, sempre que < oy
(3) {zp: B <a} CUls;

(4) 20 € X \Ula.

Escolha zo € X qualquer e Uy = (). Suponha que para algum « € R, \ {0} ja tenham sido
escolhidos z € X e Uy € U para todo f < a satisfazendo (1) — (4). Entdo, Ay = {z5: f < a}
é um subespaco discreto de X de cardinalidade x < ®,. De GCH segue que |A,| < k% =
k't < R,,. Logo, existe uma subfamilia &’ C U cobrindo A, tal que || é regular ou |U'| < w.
Como A, é linearmente Lindelof, existe uma subcobertura 4" de U’ cuja cardinalidade tem
cofinalidade enumeravel. Visto que |i/’| é regular ou finita, temos que [U/”| < w. Portanto, A, é
de Lindelof. Entdo, existe A C U enumeravel que cobre A,. Tome U, = AU (Uﬂ i L(ﬁ). Note
que U, tem cardinalidade k < W,. Visto que U nao possui subrecobrimento tem cardinalidade

Kk < R, temos que

Utha # x.

Portanto, podemos escolher z, € X \ [ JU,. Desta forma, a construgao esta completa.

Note que para cada 0 < a < N,

{mﬁ:ﬁ<a}§UL{a e (Uua)ﬂ{mﬂ:a§ﬂ<Nw}:(b.

Portanto,

{zg:B<a}n{zg:a<pB<N,}=0
para todo a < 8,, isto &, {z, : @ < R, } & uma N,-sequéncia livre.

Mas, visto que X é um espago linearmente Lindel6f, temos que F(X) < #(X) < R,?, uma

contradicdo. Portanto, X é um espaco de Lindeldf. ]

Note que se pudéssemos tirar GCH das hipoteses do teorema acima teriamos o melhor

1Suponha, por absurdo, que F(X) > #(X). Entdo, existe {z, : @ < 7+} uma sequéncia livre em X.
Para cada a < 7F, tome Uy = X \ {z3: 8 > a}. Afirmamos que {U, : @ < 7"} cobre X. De fato, seja
z € {zo :a <7+}. Como t(X) < 7, existe {a, : v < 7} €7+ tal que z € {z,, : v < 7}. Como 7+ & regular,
existe a < 77 tal que @ > a, para todo v < 7. Portanto, z € U,.
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resultado possivel deste tipo, visto que no espaco de Buzyakova-Gruenhage (subsegio 2.2.2)
X é um espaco linearmente Lindeldf e nao-Lindel6f cujo tightness é exatamente N,. Sendo

assim, é natural perguntar:
Questao 7. O teorema 3.1.17 permanece vélido se excluirmos GCH de sua formulagdo?
Questao 8. Um espago discretamente Lindelof (de Tychonoff) é um espago de Lindelof?

Questdo 9 ( [7], Questdes 1 e 3). E verdade, em ZFC, que todo espaco localmente compacto,

linearmente Lindelof e de carater enumeravel é um espaco de Lindel6f?

Questao 10 ( [7], Questdo 4). Existe um espago linearmente Lindelof e ndo metrizavel com
uma base de ordem enumerédvel? Equivalentemente, todo espaco linearmente Lindel6f com

uma base de ordem enumeréavel é Lindelof?

Questao 11 (Arhagel’skil e Buzyakova). Todo espaco linearmente Lindelof, realcompacto e

localmente compacto é Lindel6f?

Questao 12 (Arhagel’skii). O produto de quaisquer dois p-espagos linearmente Lindel6f é
Lindel6f?

3.2 Espagos incontavelmente compactos

O principal objetivo desta se¢ao é mostrar que um espago linearmente Lindeldf e N,-
compacto é incontavelmente compacto e, portanto, Lindel6f. Para isso, serd crucial um re-
sultado de “interpolacao” no qual, para um certo espago X, deduzimos que X é k-compacto,
sabendo-se que p < k < A e que X é p-compacto e A-compacto. Para a prova deste tltimo,
sera usado um resultado da teoria pcf® de Shelah.

Nossas principais referéncias sao [5] e [21].

Comegaremos lembrando que dado um cardinal x, um espago X é k-compacto se todo

subconjunto de cardinalidade x de X tem um ponto de acumulagdao completo. Logo, X é

S“pcf” ¢ uma abreviacdo para “possible cofinalities”.
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linearmente Lindel6f se, e somente se, X é k-compacto para todo cardinal k regular e nao-
enumeravel. Sendo assim, um espacgo linearmente Lindelof X é Lindelof se X é x-compacto

para k = N, e para todo cardinal x regular e nao-enumeravel.

Definicao 3.2.1. Um espago X é incontavelmente!compactoincontavelmente compacto se todo

subconjunto nao-enumeréavel de X tem um ponto de acumulacao completo em X.

Lema 3.2.2. Sejam k um cardinal singular e (ko : @ < cf(k)) uma sequéncia estritamente
crescente e cofinal em k. Seja X um espacgo cf(k)-compacto e ko-compacto para todo a <

cf(k). Entao, X é k-compacto.

Demonstragao. Seja A C X de cardinalidade . Seja {z, : @ < k} uma enumeracdo de A.
Considere o conjunto P = {p, : @ < ¢f(k)}, onde cada p, é um ponto de acumulagio completo
de Ay = {2 : A < Ko}

Se |P| < cf(k) entdo, da regularidade de cf(k) segue que existe p € X tal que J = {a <
cf(K) : po = p} tem cardinalidade cf(k). Se, por outro lado, |P| = ¢f(k) entdo P possui um
ponto de acumulacao completo p € X.

Em ambos os casos, dada uma vizinhanga U de p, o conjunto J = {a € cf(k) : po € U}
tem cardinalidade cf(x). Logo, J é cofinal em cf(k) e, por conseguinte, sup{k, : @ € J} = k.
Como

[UNA| > |UN A = Ka

para todo a € J, temos que

K=8supkqe < |UNA| <k.
aeJ

Portanto, p € um ponto de acumulacao completo de A. O

O resultado acima nos da a seguinte caracterizagdo de espagos compactos: um espago é
compacto se, e somente se, todo subconjunto infinito de cardinalidade regular tem ponto de
acumulagao completo. Ou seja, um espaco é compacto se, e somente se, é linearmente Lindel6f

e w-compacto.

Teorema 3.2.3. Todo espacgo incontavelmente compacto é de Lindeldf.
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Demonstragao. Suponha, por absurdo, que exista um espago X incontavelmente compacto
que nao seja de Lindelof. Seja p o menor cardinal tal que existe uma cobertura aberta
V = {U, La< i} de X que ndo possui uma subcobertura finita. Entao, pela minimalidade
de 1, uma condig¢ao mais forte é satisfeita:

(%) se J Cpel|J| <pentdo {U,:a € J} ndo cobre X.

Claramente, p > Ng. Fixe uma fungao g : X — p tal que z € Uy, para cada = € X. Vamos

construir uma sequéncia transfinita (z, : @ < p) em X como segue.

- Escolha zy € X arbitrariamente;

- Suponha que, para algum a € ;2\ {0}, tenham sido escolhidos 4 para todo < a. Pela
propriedade (*) de V, podemos tomar

Ta € X\ (U{Uﬁ : B < a} U J{Upp) : B < a}) .

Claramente, z, # x5 para qualquer # # «. Portanto, a cardinalidade do conjunto A =
{zs : @ < p} é exatamente pu. Por outro lado, cada U, contém menos que p pontos de A.
Visto que V cobre X segue que o conjunto nao-enumeravel A ndao tem pontos de acumulacao

completo em X, uma contradicao. ]

Definicao 3.2.4. Sejam k, A, o cardinais. Entao, ®(u,k,\) denota a seguinte afirmagdo:
p <k <XA=cf())eexiste {S¢: & < A} C [x]* tal que |[{€ : |Se N A| = pu}| < A sempre que
A € [k]<~

A seguir mostramos que a propriedade ® produz o resultado de interpola¢do prometido
para k-compacidade.
Teorema 3.2.5. Assuma que ®(u, k,\) vale e o espago X é p-compacto e \-compacto. Entao

X € k-compacto.

Demonstragdo. Seja Y C X tal que |Y| = k. Usando ®(u, ,A), fixe uma familia {S¢ : £ <
A} C[Y)* tal que |[{€: |Se N A| = p}| < A sempre que A € [Y]<*. Visto que X é p-compacto



64 Quando linearmente Lindel6f implica Lindel6f?

podemos tomar, para cada £ < A, um ponto de acumulacdo completo p de S¢. Agora,
atentamos para os dois casos possiveis. Se |{pe : £ < A}| < A entdo a regularidade de A implica
a existéncia de p € X tal que |[{€ < A : pe = p}| = A. Se, por outro lado, [{pe: £ < A} = A
entao podemos usar a A-compacidade X para tomar um ponto de acumulacao completo p deste

conjunto. Em ambos os casos o ponto p € X tem a propriedade que para toda vizinhanca U
de p temos |{€ : |SeNU| = p}| = A

Visto que SeNU C Y NU, usando ®(u, K, A), temos que |Y NU| = k. Assim, p é um ponto

de acumulacao completo de Y. Portanto, X é k-compacto. O

O proximo resultado implica: se ®(u, &, \) vale entdo k é singular.

Teorema 3.2.6. Se ®(u, k, ) vale entao cf(p) = cf(k).

Demonstragao. Seja {S¢ : € < A} C [k]* testemunha de ®(u,k, ) e fixe uma sequéncia
estritamente crescente de ordinais {7, < k : @ < ¢f(k)} cofinal em x. Pela regularidade de
A > K existe um ordinal £ < X tal que |Se Nn,| < p para cada a < cf(k)%. Mas, este S¢
deve ser cofinal em k pois, caso contrario, |S¢ N7, = p para algum « < cf(k). Além disso,
|Se| = p = sup{|Se N 14| : @ < ¢f(k)}7. Portanto, cf(u) < cf (k) < p.

Agora, suponha, por absurdo, que cf(r) < c¢f(k) e tome p, = |SeNne| para cada a < cf(k).
Seja {yy}y<ef(u cofinal em p. Para cada v < cf(i), tome oy = min{f < cf(k) : pug > Yy}
Entao, {fta, Jy<cs(u) € cofinal em p. Logo, sup{iq, : v < cf(n)} = pu. Por outro lado, como

H{ay, v < cf(u)} < cf(p) < cf(x), existe § < cf(x) tal que § > a., para todo v < cf(u).
Entdo, p = sup{pe, : v < cf(p)} < ps < g, um absurdo. O

A teoria pcf é uma teoria inventada por Saharon Shelah (1978) acerca de produtos reduzi-

dos® de conjuntos “pequenos” de cardinais regulares. A aplicagao mais conhecida dessa teoria

Suponha, por absurdo, que para cada £ < X existe a < cf(k) tal que |Se N7o| = p. Logo, Ua<cf(n){§ :
|Se N 1a| = 1} = A. Por outro lado, da regularidade segue que existe 8 < X tal que [{€ : [Se N7o| = n}| < B
para todo a < cf (k). Assim, A = |Uq<er){€ 1 [Se N1al = p}| < ¢f (k) - B < A, um absurdo.

"Visto que S¢ é bem ordenado, existe # ordinal e um isomorfismo v € 6 + s, € S¢. Seja 7 € p. Entéo,
sy < k. Como {Na}a<cs(x) € cofinal em k, existe § < cf(x) tal que s, < 5. Portanto, 7 < [Sg Nnpl.

8Veja pagina 116.
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¢ o resultado: se R, é cardinal limite forte, entdo 2% < 8, . No entanto, existem aplicacoes

a combinatoria, grupos abelianos, calculo de particoes e topologia geral.

Para os nossos propoésitos, o proximo teorema, fruto da teoria pcf, terd um papel funda-
mental.

Definigcao 3.2.7. Sejam A é um conjunto infinito e F é um filtro sobre A. Dadas duas funcoes
f,9:A— a, com a € Ord, definimos

f <z g se, e somente se, {a € A: f(a) < g(a)} € F.

Definigdo 3.2.8. Sejam A um conjunto infinito, F' um filtro sobre A e {7, : a € A} um
conjunto indexado de ordinais limites. Uma escala em [],., 7. ¢ uma sequéncia (f, : a@ < )

de fungbes em [ ., 7a que é crescente e cofinal em ], ,7, na ordem parcial <p.

Teorema 3.2.9 (Shelah). Eziste uma sequéncia estritamente crescente de comprimento cf(k)

de cardinais requlares ko < K, cofinal em k e tal que no produto

PzHﬁa

a<cf(x)

eziste uma <*-escala {fy : @ < k*} de comprimento k*, onde, para f,g € P, f <* g se, e

somente se, existe a < cf(k) tal que f(B) < g(B) sempre que a < B < cf(k).
Demonstragao. 1.3 da pagina 46 de [29]. O

De acordo com o teorema 3.2.6, dado um cardinal singular k, cf(x) é o menor cardinal p

tal que ®(u, k, \) pode valer. Nosso principal resultado diz que isto acontece se escolhermos

A= kt,

Teorema 3.2.10. Para todo cardinal singular r temos ®(cf(k), k, k™).

Demonstragao. Pelo teorema 3.2.9, existe uma sequéncia estritamente crescente de compri-
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mento cf(x) de cardinais regulares k. < k cofinal em « e tal que no produto

]P’sz{a

a<cf(k)
existe uma escala {f, : @ < k*} de comprimento x*.

Agora, para mostrar que isto implica ®(cf(k), k, k), tomemos o conjunto H = | J{{a} x
ko @ @ < cf(k)}. Note que |H| = k e toda fungdo f € P é um subconjunto de H de
cardinalidade cf (k).

Afirmamos que a escala {f; : £ < k*} C [H]|/®) testemunha ®(cf(k),k,x"). De fato,
seja A C H com |A| < k. Podemos escolher a < c¢f (k) de tal modo que que |A| < k4. Visto
que cada kg é regular, existe uma fungao g € P tal que AN ({8} x k) C {B} x g(B) sempre
que a < f < cf(k). Visto que {fe : £ < K} & cofinal em P, existe £ < kT com g <* fe.
Seja £ <n < rkt. Como {fe: & < Kt} é crescente, g <* f,. Logo, existe § < cf(k) tal que
g(a) < fy(a) sempre que § < a < cf(k). Assim, se (a, f,(a)) € A entdo f,(a) < g(a) e,
portanto, a < d. Portanto, |[AN f,| < cf(x) sempre que £ < n < k. OJ

Teorema 3.2.11. Se ®(cf(k),k, ) vale para algum cardinal singular k entdo também vale

D (p, k, \) sempre que cf(k) < p < k com cf(p) = cf(k).

Demonstragao. Fixe {k, : @ < cf(k)} uma sequéncia estritamente crescente e cofinal em .

Também fixamos uma particdo {H, : @ < c¢f(k)} de k com |H,| = K, for each a < cf(k).

Escolha uma familia {S¢ : £ < A} C []%®) que testemunha ®(cf(k), &, ). Visto que A
é regular, podemos assumir sem qualquer perda de generalidade que |H, N Se| < cf(k) vale
para todo a < c¢f(k) e todo & < X\.? Note que isto implica |{a : Hy N S¢ # 0}| = cf(x) para
cada & < A

Agora, tome um cardinal g com cf(p) = cf(k) < p < k e fixe {pa : @ < ¢f(k)} uma
sequéncia estritamente crescente e cofinal em p. Para mostrar que ®(u, &, A) vale, podemos

9Para cada a < cf (k) seja Ro = {€ < X : |[Ha N S| = cf(k)}. Por ®(cf(k), k, \) temos que cada |Ra| < .
Da regularidade de A segue que |Uyccriey Ral < A Seja R = A\ Ugcep(n) Ra- Entdo, |[R| = AeVE € R
Va < cf (k) [Ha N Se| < cf (k).
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usar o conjunto S = (J{Hqa X pie : @ < cf(k)}, visto que claramente |S| = k.
Para cada £ < A defina 7; C S como segue:
Te = | J{(Se N Ha) % pta - @ < cf ()}

Entéo, |T¢| = p pois, |[{a : Hy NS¢ # 0}| = c¢f(x). Afirmamos que {T; : £ < A} testemunha
(p, K, A).

De fato, seja A C S com |A| < k. Para cada a < cf(k) considere
By={z € Hy: Fy € pq tq (z,y) € AN (Hy X o)}

e tome B = |J{B, : B < c¢f(k)}. Claramente, B C k e |B| < |A| < k. Logo, [{€ : |Se N B| =
cf (K)}H < A

Agora, considere qualquer ordinal £ < A com |S¢NB| < ¢f(k). Se (7,6) € (TeNA)N(Hq X
lle) Para algum a < cf(k) entdo v € S¢ N B, e, portanto, H, NS¢ N B # (. Isto implica que

W={a: (TeNA)N (Hy X pta) # 0}
tem cardinalidade < |S¢ N B| < c¢f(k). Mas, para cada o € W temos que

Te N (Ha X po)| < cf(K) - pra < pt

e, portanto,

TenA=| J{(TenA)N (Ho X pa) : € W}
implica |T¢ N A| < p. Mas, isto mostra que {T¢ : & < A} testemunha ®(u, &, A). O

Teorema 3.2.12. Todo espago linearmente Lindeldf e R,-compacto é incontavelmente com-

pacto e portanto, em particular, Lindeldf.

Demonstragao. Seja X um espago linearmente Lindelof e 8, -compacto. Como X é linearmente

Lindeldf, X é x-compacto para todo cardinal k tal que cf(k) > w. Resta mostrar que X é
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k-compacto sempre que k£ > 8, é um cardinal singular com cf(k) = w.

Pelos teoremas 3.2.10 e 3.2.11, ®(X,, x,x") vale. Como X é R,-compacto e x*-compacto,

temos que, pelo teorema 3.2.5, X é k-compacto. OJ

Arhangel’skil e Buzyakova provaram em [8] que a cardinalidade de um espago de Tychonoff,
de carater enumerével e linearmente Lindeldf é < 2%, Logo, pelo teorema 3.2.12, se assumir-

mos R, > 2% entdo todo espaco linearmente Lindeldf, de Tychonoff e de carater enumeravel
é Lindelof.

3.3 Dois exemplos localmente compactos

Em [6] e [8] Arhangel’skil e Buzyakova perguntaram se todo espago linearmente Lindel6f
e localmente compacto é Lindel6f.

Nesta se¢ao sao apresentados dois exemplos de espagos localmente compactos e linearmente
Lindel6f que ndo sao Lindelof. Ambos foram construidos por K. Kunen — em [23] e [24] — e
sao espagos do tipo X \ {p}. No primeiro, X é o limite de uma sequéncia inversa dos espacos
f3, e p é¢ um fio de Po, -pontos fracos em (3,. Neste caso, X tem peso J,. No segundo
exemplo, X é o limite de uma sequéncia inversa de espagos de peso < R, e p é um fio de
Py, -pontos fracos. O peso de X é X,. O segundo exemplo é obtido do primeiro através de
técnicas de submodelos elementares.

Definigao 3.3.1. Sejam X um espago topolégico e k um cardinal. Dizemos que um ponto
z € X éum

o P,-ponto fraco se, e somente se, T ¢ A para todo A C X \ {z} tal que |A| < &;

e P.-ponto se, e somente se, para toda familia F de vizinhangas de z, com |F| < k, (| F

é uma vizinhanca de z.

Os termos “P-ponto” e “P-ponto fraco” designarao “Py,-ponto” e “Pg,-ponto fraco”, res-
pectivamente.
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Definigao 3.3.2. Seja k um cardinal infinito. Dizemos que z € [k é regular se existe A € [z]*
tal que (B = 0 para todo B € [A]“.

Definicao 3.3.3. Um ultrafiltro = sobre x é bom se para toda funcio H : [k]<¥ — z, existe
uma fungdo K : k — z tal que K(a;)N...NK(a,) C H(s) paracada s = {aq,...,0,} € [c]<¥.

Lema 3.3.4. Seja k um cardinal infinito. Entao,

(a) existe um ultrafiltro x sobre Kk que é bomultrafiltrolbom e enumeravelmente incompleto;
(b) se x € Bk é kT -bom, entio x é um P.-ponto fraco em X.

(c) se U € Bk € kt-bom e enumeravelmente incompleto entao U ¢ regular.

Demonstracao. Os itens acima sdo exatamente os resultados A.1.3, A.2.3 e A.2.7. O

Lema 3.3.5. Sejam k > 2%, y um ultrafiltro sobre \ e x um ultrafiltro reqular sobre k. Entdo,

existe uma funcgdo sobrejetora f : k — X tal que Bf(z) =y.
Demonstrag¢ao. A.2.8. O

O primeiro exemplo

Lema 3.3.6. Sejam S = {X,, 7} uma sequéncia inversa e p = (p, : n < w) € X, satisfa-

zendo:

(A) Cada p,, é um P~ -ponto fraco em X,;
(B) Gada X(men.) S 3n+1;

(C) Cada (73) " {po} € raro em X,.

Entao, x(p,X) = 3, e, para todo cardinal reqular k > w, nenhuma k-sequéncia de pontos

distintos de p converge para p.
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Demonstra¢ao. Pelo lema 1.2.73, para qualquer z = (z,)new € X,
B(z) ={(n*) U] :n<weU € B(z,)}
é uma base para z. Assim,
X(p: X)) < sUp X(Pn, Xn) < Do

AFIRMAGAO 1. (7§) {po} € raro em X,,.

Seja W um aberto de X,,. Visto que |J,.x B(z) é uma base de X, podemos supor
que W = (n%)~![U] para algum n € w e algum aberto U de X,. De (C) segue que existe
T, € U\ (m3)Ypo}. Sejaa € (n2)7 U] = {y € X : y, € U} tal que a, = z,. Note que

a & (m8)"*{po}, pois, caso contrario, teriamos a, = z, € (7§) {po}-
Note que (%) {p,} C (7§)"{po} e, por conseguinte, (7*)~{p, } também & raro em X,,.

Suponha, por absurdo, que exista uma k-sequéncia ¢ = (g, : @ < k) — p, onde Kk > w é

regular e cada g, # p.

AFIRMAGAO 2. k < x(p, X).

Suponha, por absurdo, k > x(p, X). Seja B(p) uma base para p em X, tal que |B(p)| =
X(p,X). Para cada U € B(p) escolha ay <  tal que gz € U para todo § > ay. Logo,
sup{ay : U € B(p)} = k% Assim, cf(x) < x(p, X) < k, contradizendo a hipotese de que & é
regular.

Assim, k < J,,. Visto J, nao é regular, temos que x < J,. Logo, existe m tal que x < 3,,.

Agora, g, # p implica que 1¥(qa) 7 Pn = 72(p) para algum n. Podemos, entdo, fixar n > m

e S C kcom |S| =k e n¥(qs) # pn para todo a € S. Mas, entdo, p, € {7¥(q,) : @ € S}, pois
S ém cofinal em k, contradizendo (A).

108eja A < k. Visto que X, é de Hausdorff, existe U € B(p) tal que gy ¢ U. Assim, ay > gy. Portanto,
{av : U € B(p)} é cofinal em « e, por conseguinte, sup{ay : U € B(p)} = .
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Para provar que x(p, X) = 3, é suficiente fixar m < w e provar que x(p,X) > ..
Suponha, por absurdo, que exista uma base para p tal que |B| < 3,. Da Afirmagao 1
segue que (7)) '{p,} € raro denso em X,. Logo, para cada U .e B podemos escolher
yw € U\ (n)"{pm}. Entdo, p € {yy: U € B}, donde, p,, = 74(p) € {mz(yv): U € B},
contradizendo (A). O

Teorema 3.3.7. Ezistem um espaco X compacto de Hausdorff e um ponto p € X tais que:

(1) x(p,X) = w(X) =3y,

(2) Para todo cardinal reqular k > w, nenhuma k-sequéncia de pontos distintos de p converge

para p.

Demonstragao. Basta mostrarmos que existe uma sequéncia inversa {X,, 7} que satisfaz
(A),(B) e (C) do lema 3.3.6. Para cada n < w, tome X,, = 3, e escolha — pelo teorema
3.3.4 — um ultrafiltro p, € 3, bom e o-incompleto. Dos lemas 3.3.4 e 3.3.5 segue que
existe, para cada n € w, uma fungao I1"*! : 3, ., — 3, sobrejetora tal que p, = I (p,y1).
Para cada n € w, tome 7)) = idy, e, para quaisquer m,n € w tais que m < n, seja
=1 oIl 20 o7,
Entéo (A) segue do lema 3.3.4 e (B) é claro, visto que, pelo teorema 1.2.49, existe uma base

para o espaco X,, de tamanho 27" = J,,,. Finalmente, (C) vale porque (73) " {po} C (3,)*'1,
que é raro em (3. O

Exemplo 3.3.8. Dados um espago X e um ponto p € X como no teorema 3.3.7, X \ {p} é

localmente compacto, de Hausdorff e linearmente Lindeléf mas, ndo é Lindel6f.

Demonstragao. Mostremos, primeiramente, que X \ {p} néo é Lindelof. De fato, suponhamos,
por absurdo, que X \ {p} seja Lindel6f. Como X é compacto de Hausdorfl segue que X

é regular. Logo, para cada vizinhanca aberta U de p, podemos escolher abertos disjuntos

!'Se @ € X, ¢ principal ento fi(z) = {B € Jo : (n§)~'[B] € o} ¢ principal, pois (v§)~! [N (x)] =
N{(=§)[B] : B € n§(x)} € .
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Ay e By tais que p € Ay e X \U C By. E facil ver que C = {By : p € UeU € 7x}
cobre X \ {p}. Logo, por hipétese, existe {By, : n < w} C C cobrindo X \ {p}. Seja
B(p) = {Ni, Av, : n < w}. Afirmamos que B(p) é uma base para p. De fato, seja U uma
vizinhanca aberta de p. Visto que X é compacto, existem naturais n; < ... < ng tais que
X\U C By,, U...U By, , o que implica (*) Ay, € U. Assim, x(p, X) < w, contradizendo
(1) do teorema 3.3.7.

Agora, vamos mostrar que X \ {p} é linearmente Lindel6f. De fato, suponhamos, por
absurdo, que X \ {p} ndo seja linearmente Lindel6f. Entao, existe A = {z,: @ < k} C X\ {p}
de cardinalidade regular x nao-enumeravel sem ponto de acumulacao completo. Como X é
compacto de Hausdorff segue que p é o tinico ponto de acumulagido completo de A. Por (2),
existe U uma vizinhanga aberta de p tal que para cada o < k existe § > « tal que z5 ¢ U.

Podemos, assim, construir, indutivamente, uma sequéncia (\,)a<x COMO segue:
(@) o=min{f<k:25¢U};
(b) Ao = min{y >supg,Ag:zy ¢ U}

Da compacidade de X segue que {z), }a<x € A tem um ponto de acumulagdo completo dife-

rente de p, que, claramente, também é um ponto de acumulagao completo de A. Contradicao.

Finalmente, mostremos que X \ {p} é localmente compacto?. Seja z € X \ {p}. Como X
é de Hausdorff, existem abertos disjuntos U e V tais que x € U e p € V. Assim,

T =Tnx\{p)) =T

é compacto em X, e, portanto, em X \ {p}. Portanto, X \ {p} é localmente compacto. O

O segundo exemplo

Exatamente como no lema 3.3.6, podemos provar:

2Um espago X é localmente compacto se para cada x € X existe uma vizinhanca U de z tal que U é
compacto.
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Lema 3.3.9. Sejam {X,,, 7} uma sequéncia inversa e p= (p, : n < w) € X = X,, satisfa-
zendo para cada n € w:

(A) pn € um Py, -ponto fraco em X,;

(B) w(X,) < R,;

(C) (73){po} € raro em X,,.

Entao, x(p, X,) = w(X,) = R, e, para todo cardinal regular k > w, nenhuma k-sequéncia de
pontos distintos de p converge para p.

Lema 3.3.10. Seja x um ultrafiltro reqular sobre k. Assuma que y € F C Y, onde Y é

compacto de Hausdorff, w(Y) < k e int(F) = (0. Entao, eziste uma fungdo g : kK — Y tal que:

(a) Bg € sobrejetora;

(b) By(z) =y;

(c) g(&) ¢ F para todo & € k;

(d) (Bg)~'[F] € raro em Bk.
Demonstragio. Fixe A C k com A ¢ z e |A| = k. Suponha {z, : @ < k} uma enumeragio
de A. Seja {E, : @ < k} como na defini¢do 3.3.2. Para cada a < k, tome S, = E, N (k\ A).
Entdo, {S, : @ < K} satisfaz a defini¢do 3.3.2 e S,NA = () para todo o < k. Seja {Uy : a < Kk}

uma base para y em Y. Como int(F) =0 e w(Y) < k, podemos tomar D C Y \ F' denso em
Y tal que |D| < k.

Escolha g : Kk — Y de forma que
- glA] = D;
- 9(€) € ({Ua: € € Sa} \ F para cada € € |, ., Sa

- g(§) e Y\ Fparacada é € 6\ (AUU,., Sa)-

a<k
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Como Sk é compacto, g é continua e D C [g[Bk], temos que Sg[Bk] =Y, isto &, vale (a).

Suponha, por absurdo, que fg(z) # y. Entédo, existem abertos disjuntos U, e U tais que
Bg(z) € U e y € Uy. Como Bg é continua, existe C C & tal que =z € Vg, e, Bg[V(C)] C U.
Por definigdo, C' € z e, por conseguinte, C'N S, # 0. Fixe £ € C'N S,. Assim, Q¢ € V. Mas,
Bg(Qe) € U, CY \ U. Portanto, vale (b).

O item (c) segue diretamente da defini¢ao de g.

De (c) segue que (Bg)~'[F] C x*!® e, portanto, vale (d). O

Lema 3.3.11. Assuma que yo € F' C Y, onde (Y,7) € compacto de Hausdorff, w(Y) < W, e
int(F) = 0. Entao, existem um compacto de Hausdorff X, um ponto zo € X e uma fungdo

continua h : X — 'Y tal que:

(1) R[X] =Y e h(zo) = yo;
(2) W7 Y[F) é raro em X;
(3) w(X) = Ry;
(4) Em X, x é Py,-ponto fraco e nao um P-ponto.
Demonstragcao. Do lema 3.3.4 segue que existe um ultrafiltro z sobre Kk = R,, que é bom e

enumeravelmente incompleto e, pelo mesmo lema, temos que x é regular. Logo, pelo lema
3.3.10, existe g : kK — Y satisfazendo (a)—(d).

Seja A o cardinal tal que A* = k. Pelo teorema 1.3.16, existe M < Hy tal que {Y, 7, F, g, z,
Yo, K, Bk, Bgt UKk C M, |M| = k e M tem a propriedade A-covering.

Seja B = p(k) N M. Note que B é uma algebra de boole e, para todo z € 8k, zN M é um

ultrafiltro em B. Podemos, entao, considerar a fungao

I': B — st(B)
2 — zNM'’

Bt =0\ m
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onde st(B) é o espago de Stone de B — veja a subsegao 1.2.4.

.I' é sobrejetora. De fato, seja v € st(BB). Pelos lemas 1.1.10 e 1.1.12, existe u € Ok tal que
u Cv. Como uN M e v sdo ultrafiltros em B e v Cun M, temos que v =uN M = I'(u).

Como w(Y') < k, pelo lema 1.3.8, temos que 7 N M é uma base para Y. Assim, para todos

21,22 € 6/{)
I'(z1) = I'(22) = Bg(z1) = By(22).

De fato, suponhamos que [g(z1) # [g(z). Visto que Y é um espago de Hausdorff, existem
Vi,V € TNM tais que Bg(z1) € V1, Bg(22) € Vae V1NV, = 0. Como, (ﬂg)_llvll e (Bg) V2]
sao subconjuntos compactos disjuntos de [k,

Hy |=3A € p(r) ((Bg)"'[V1] € V(A) € Br\ (Bg)~'[Va])-

Pelo critério de Tarski, existe A € p(k) N M tal que

Hy |= (Bg) ' [V1] C V(A) € Br\ (Bg)~'[V2).

Note que A € z; N M, porém A ¢ 2o N M. Portanto, z; N M # 2, N M, uma contradigéo.

Portanto, esta bem definida a funcao

h: st(B) — Y
2NM +— fBg(z)

Seja zg = I'(z).

AFIRMAGAO 1. h ¢é sobrejetora e h(xg) = yo.

Para ver isto, basta notar que fg = hoT.
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Bk Bg %
B A
st(B)
AFIRMAGAO 2. h™![F] € raro em st(B).

Para ver que h™'[F] é raro em st(B), note que, pelo teorema 1.2.54, st(B) é uma com-
pacticacdo de B e, portanto, st(B) \ B é raro em st(B). Assim, basta mostrarmos que
hY[F] C st(B) \ B, isto &, os elementos de h™![F] sdo ultrafiltros nao-principais em B.
Sendo assim, seja z N M € h™![F]. Entdo, da definigao de h segue que (Bg(z) € F. Logo,
z € (Bg)'[F] C Bk \ k e, portanto, z é um ultrafiltro ndo-principal sobre k. Portanto, z N M
é nao principal em B.

AFIRMAGAO 3. xg nao é um P-ponto em st(B).

Como z é enumeravelmente incompleto, por M < Hy, temos que I'(z) = x N M é enume-

ravelmente incompleto. Logo, I'(z) ndo é um P-ponto em st(B).
AFIRMAGAO 4. zg € um P.-ponto fraco em st(B).

Fixe Z C st(B) \ {zo} com |Z| < A\. Vamos mostrar que o ¢ )

Para cada z € Z, escolha F, € zo tal que F, ¢ z. Considere o conjunto E = {F,},cz.
Entdo, E € [M]=*. Visto que M & \-covering, existe F' € [M]=* talque EC F e F € M.
Logo, pelo critério de Tarski, existe uma sequéncia (G¢ : £ < A\) € M que enumera zNF. Pelo
corolario 1.1.21, A\ = k = N,, ndo é Jonsson. Como também temos que k € M, pelo critério
de Tarski, podemos fixar 9 : [k]|<¥ — X em M tal que 9 [[W]<¥] = k para todo W € [k]".
Considere a funcao

H: [k — 9
s Gy
E facil ver que H € M. Visto que = ¢ um bom ultrafiltro, podemos tomar (K, : o < k) € M
tal que cada K, € x — e, portanto, K, € 1o = ['(z) =2NM — e Ky, N...NK,, C

H({a1,...,a,}) para cada n e cada ay,...,q, € k.
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Agora (em V), afirmamos que existe @ < r tal que, para cada z € Z, Ky ¢ z — e,
portanto, zg € V(K,), mas V(K,) N Z = (. Suponha o contrario. Entdo, podemos fixar
W € [k]* e z € Z tal que K, € z para todo a € W. Fixe £ < X tal que Ge = F,.
Visto que %([W]<¥) = ), fixe s € [W]<* tal que (s) = £ Seja s = {a1,...,0,}. Entdo
Ge = Gys) = H(s) D Ko, N...N Ky, € z, uma contradigdo, visto que F, ¢ z. ]

Teorema 3.3.12. Ezistem um espago X compacto de Hausdorff, e, um ponto p € X tais que:

(1) x(p, X) = w(X) =Ny,

(2) Para todo cardinal reqular k > w, nenhuma k-sequéncia de pontos distintos de p converge

para p.

Demonstra¢io. Basta construirmos uma sequéncia inversa satisfazendo (A)—(C) do lema
3.3.9. A construcgao seréd feita por recursdao transfinita. Sejam X, o conjunto de Cantor

munido da topologia usual, py € Xy arbitrario e 7 = idy,.

Suponha, para algum n > 0, escolhidos X, compacto e de Hausdorff, com w(X,) = X,,
pn € X, e uma funcéo continua e sobrejetora 73 : X,, — X tal que p, € F = (73) " {po} e F

é raro em X,,. Pelo lema 3.3.11, existem um espago X, 1 compacto e de Hausdorft, um ponto

n+1

Pny1 € X1 € uma fungdo continua 7!

: Xy — X, satisfazendo:
- [ Xga] = X € T (D) = s

- (DT E] é raro em X,

: w(Xn+1) = Nn—l—l;

- Em X, 41, Pnp1 € um Py, -ponto fraco mas nao é um P-ponto.

Note que X1, poy1 € Toth = 7 o w1+ satisfazem (A)—(C) do lema 3.3.9. O

Observe que no lema 3.3.11 ndo assumimos que F' é fechado, embora tenhamos tomado F'
fechado na demonstracio do teorema 3.3.12. Mesmo para F' denso em Y, o item (2) continua

valido.
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No lema 3.3.11, n pode ser 0, embora este caso néo seja necessario para a demonstracio
do teorema 3.3.12.

Questao 13 (J.T. Moore). Existe um espaco linearmente Lindel6f, ndo Lindelsf de tamanho
N7

Questao 14 (J.T. Moore). Existe um espa¢o normal, linearmente Lindelsf e ndo-Lindel6f de
peso N7

3.4 Um exemplo consistente realcompacto

Arhangel’skii e Buzyakova construiram em [6] um exemplo consistente — assumindo ¢ =
2% — de um espaco hereditariamente realcompacto, linearmente Lindelsf e de Tychonoff que
nao é de Lindelof.

Lembramos que dizemos que um espaco X é realcompacto se X é homeomorfo a um

subespago fechado do produto de Tychonoff R* para algum cardinal k.

Todo espaco regular e Lindeldf é realcompacto. Enquanto, o limite inverso de uma sequén-
cia de espagos de Lindeldf ndo é necessariamente normal, limites inversos e produtos de real-
compactos sao realcompactos. Portanto, limites inversos e produtos arbitrarios de espacos de
Lindel6f T3 sao realcompactos. De fato, um espago é realcompacto se. e somente se, ele é o
limite inverso de uma familia de espagos Lindeldf T5.

Questao 15. Existe em ZFC um exemplo de um espaco realcompacto, linearmente Lindel6f
que nao é de Lindelof?

Teorema 3.4.1. Suponha que 2% = 2%, Entdo, eziste um espaco de Tychonoff, hereditaria-

mente realcompacto e linearmente Lindeldf que nao possui a propriedade de Lindeldf.

Demonstragdo. Sejam X o espago de Buzyakova-Gruenhage, I o intervalo [0, 1] da reta real e
Z=XxlI.

Suponha que exista um subespaco H de Z tal que a restricio 7; | H seja injetora e a

projecdo mx[H] = X. Como mx é uma funcdo aberta e X nio é um espaco de Lindeldf,
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temos que H nao é um espaco de Lindeléf. Note que 7r; [ H € um fungao continua e injetora
do espaco de Tychonoff H no espago hereditariamente realcompacto /. Logo, pelo teorema

1.2.67, o espaco H é hereditariamente realcompacto.

Vamos mostrar, agora, que H é linearmente Lindelof. Seja entao A um subconjunto nao-
enumeravel de H de cardinalidade regular. Se |A| > R, entdo, visto que w(H) = R, e pelo

teorema 1.2.8, A possui um ponto de acumulagdo completo em H.
Resta considerar o caso em que |A| < X,. Existem duas possibilidades:

Caso 1. Se |mx[A]| < |A| entdo, visto que |A| é regular, existe € X tal que |({z} xI)NA| =
A

Caso 2. Suponha |rx[A]| = |A| e, para cada n € w, considere o conjunto A, = {z €
mx[A] 1 |Az| < R} Visto que w < |rx[A]] < Ny, |7x[A]| é regular e mx[A] C |J A,, existe
n € w tal que |A,| = |rx[A4]]. Seja C' = J,c4, Az- Considere o conjunto B = [[, X, onde

0,1}, sexz e,
X, — {0,1}

{0},  caso contrario.

Note que B é um subconjunto compacto de X tal que tal que |B Nwx[A]| = |7x[A]| = |A|.
Entdo, B x I é um subespago compacto de Z tal que |(B x I) N A| = |A].

De qualquer modo, existe um subespago compacto F de Z tal que |F' N A| = |A]. Visto
que A C H, m; | A & injetora; portanto, o conjunto Ly = m;[F N A] é um subconjunto de I de
cardinalidade regular nao-enumeravel. Seja C' o conjunto de todos os pontos de acumulacao

completo de L; em I. Note que C é um subespago compacto e nao-enumeravel'* de I e

14Guponha, por absurdo, que |C| < w. Seja {c¢, : n < w} uma enumeragao de C. Vamos construir, por
recursao finita, uma sequéncia crescente (U, : n < w) de abertos de I tal que

(%) {ck:k<n} CU,el|l\UnNA|l=]|A|

para todo n € w. Como (/) = w e |A| é regular ndo-enumerével, podemos escolher uma vizinhanga aberta
Up de cg tal que I\ Ug N A| = |A|. Suponha que, para algum n, tenhamos escolhidos abertos Up C ... C Uy
satisfazendo (). Seja B = I \ U, N A. Visto que ¢(I) = w e |B| = |A|, temos que existe uma vizinhanca V' de
cny1 tal que [I\V NB| = |A|. Tome U, = VUU, e a construgao esta completa. Como C é compacto, existe
no € w tal que C C Uy,. Seja Ag =TI\ Uy, N A. Note que |Ap| = |A|. Entdo, existe um ponto de acumulagao
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C Q W][F].

Fixe ¢ € C arbitrariamente e considere o conjunto S = {z € F': m;(z) = c}. Visto que
a restricdo de 7; [ F' € uma fungio perfeita'®, existe um ponto do conjunto S que é ponto
de acumulagao completo de Ay, = AN F. Portanto, o conjunto K de todos os pontos de

acumulagao completo de A; em F satisfaz
[ K] = C.

Logo, m;[K] é ndo-enumeravel. Claramente, K é um subconjunto compacto de Z. Portanto,
K € K. Entao, da definicdo de H, H N K # () e qualquer ponto de H N K é um ponto de
acumulacao completo de A. Portanto, H é um espaco linearmente Lindeldf.

Resta construirmos um subespago H de Z satisfazendo as hipoteses requeridas. Seja K a
familia de todos os subconjuntos compactos K de Z tais que |m;[K]| > w. Como w(Z) = R,
— pois w(X) < R, —, pelo teorema 1.2.23, temos que |K| < 2%. Como 2% = 2% temos que

|| < 2¢. Portanto, podemos representar K na forma:

K={K,:a<?2%}

Note que |m;[K,]| = 2% para todo a < 2%¢. De fato, cada 7;[K,] é um subespaco compacto

e nao-enumeravel do intervalo I; portanto, |m;[K]| = 2%e.

Vamos construir, por recursdo transfinita, uma sequéncia ((Z4,ya) : @ < 2%°) como segue.
Escolha um (zo,v0) € Kp qualquer e suponha que para algum o < 2 tenhamos escolhido
(zp,y3) € Kp para todo f < a. Tome M, = {yg : B < a}. Visto que |M,| < 2, podemos
escolher (z,,ys) € K, tal que yo € m7[Kqo] \ Ma.

Seja H = {(%a,Ya) : @ < c}. Segue diretamente da construcdo de H que 7; [ H é uma
fungao injetora. Finalmente, note que mx[H] = X, visto que {z} xI € K paratodoz € X. [

completo p de Ag. Note que p é um ponto de acumulagio completo de A, mas p ¢ C, uma contradigao.
15Uma fungao f: X — Y é perfeita se X é um espaco de Hausdorff, f é fechada e F~Yy} é um compacto
de X para todo y € X.
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Proposicdo 3.4.2. Suponha que 2% = 2% . Entao, existe uma topologia Tychonoff T sobre I
tal que (I,7) é um espago de Tychonoff, hereditariamente realcompacto, linearmente Lindelof

e nao-Lindeldf.

Demonstracao. Considere os espagos H e Z da demonstracio anterior. Fixe a € X. Considere
o conjunto E = {(a,y) : y € I \ m;[H]}. Defina H' = FU H. Entao, m;[H'] = I e a restri¢do
7nx | H' é uma funcio injetora. Portanto, H’ é um espago de Tychonoff, hereditariamente

realcompacto, linearmente Lindel6f e ndo-Lindel6f. Basta, assim, tomarmos

7= {m;[UN H'] : U é um aberto de Z}. O
Note que nao podemos provar a proposi¢ao 3.4.2 em ZFC, visto que ZFC+CH implica que
toda topologia linearmente Lindelof sobre I contendo a topologia usual de I é Lindelof.

Questao 16. Na proposicao 3.4.2, podemos adicionar as propriedades de (/,7) local compa-

cidade (e local metrizabilidade ou, no minimo, carater enumeréavel)?

Questao 17. Todo espaco de Hausdorff, localmente compacto, w;-Lindeléf e de tightness
enumerével é de Lindelof (em ZFC)?
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Capitulo 4

Lindelof versus linearmente Lindelof

Neste capitulo, comparamos a propriedade de Lindeldf com a de ser linearmente Lindel6f
no seguinte sentido: queremos saber quais teoremas sobre espacos de Lindelof podem ser

estendidos para espacos linearmente Lindeldf.

Vamos a um primeiro exemplo. Sabemos que todo espago regular de Lindeldf é normal.
Uma pergunta natural é: todo espago regular linearmente Lindel6f é normal? A resposta é
negativa. Podemos tomar como contra-exemplo, o espaco de Mis¢enko (veja 2.2.1). Esse é um

espaco de Tychonoff, linearmente Lindel6f e ndo-normal.

O proximo teorema é uma extensao para espagos linearmente Lindelof do seguinte resul-
tado: o produto cartesiano X X Y de um espago de Lindel6f X por um espago compacto Y é
um espaco de Lindeldf.

Teorema 4.0.3. Sejam X é um espaco linearmente Lindeldf e Y é um espago compacto.

Entao, X XY ¢é um espago linearmente Lindeldf.

Demonstragao. Seja A um subconjunto de X x Y de cardinalidade x > w regular. Basta

mostrarmos que A possui um ponto de acumulagao completo em X xY. Considere as projegoes
Tx: X XY > Xenmy: X xY Y.

(1) Suponhamos que existe * € X tal que 7' {z} N A tem cardinalidade x. Neste caso,

temos que my[AN{z} x Y] tem cardinalidade e, portanto, possui um ponto de acumulagao
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completo y € Y. Portanto, (z,y) é um ponto de acumulagao completo de A.

(¢4) Suponhamos que existe y € Y tal que ;' {y} N A tem cardinalidade x. E similar ao

caso anterior.

(22¢) Suponhamos que nenhum dos casos acima ocorrem. Vamos construir, por recursao
transfinita, um subconjunto D C A de cardinalidade & tal que para todos (zo, %), (z1,11) € D,

To = Z7 Se, e somente se, Yo = 1.

Sejam S = ((Za,Ya) : @ <) € A< ¢, para cada a < 0, Sy = (7% {za} Uy {ya}) N A.
Afirmamos que A # |J,_, S« De fato, suponhamos o contrario. Por hipotese, |S,| <  para

cada o < 0. Como k & regular e 6 < k, temos que |A| = ||J .y Sa| < &, uma contradigao.

Considere C' : p(A) \ {0} — A uma funcao escolha e {xg,yo) € A arbitrario. Entdo, esta
bem definida a fungdo G : A<* — A dada por G(0) = (zo,70) e G(S) = C(A\ U,y Sa) Para
cada S = ((Ta, Ya) : @ < 0) € A<F\ {0}. Pelo teorema da Recursdo Transfinita, existe uma
k-sequéncia ((ZTa,Ya) : @ < k) em A tal que, para todos «,3 < k, com a # f3, temos que

Ta # 25 € Yo 7 Yp.

Seja D = {(Z4, Ya) : @ < }. Dai, mx[D] tem cardinalidade e, portanto, possui um ponto
de acumulacao completo z € X. Seja U o conjunto de todas as vizinhancas de z. Para cada
U € U tome Y (U) = my (7% [U] N D). Considere a familia

F={Y(U)\F:UelUeFe[Y]*}
Como Y & compacto e F é uma familia de fechados de Y que tem a p.i.f., temos que (| F # 0.

Fixe y € " F.

Afirmamos que (z,y) é um ponto de acumulagao completo de A. De fato,
seja W uma vizinhanca de (z,y). Podemos supor W = U x V, onde U e V sdo vizinhan-
¢as de z e y respectivamente. Note que |V NY(U)| = k pois, caso contrario, tomando
F=VNY(U), teriamos VN (Y (U) \ F) = 0, uma contradigdo. Visto que

VNY(U)=ny(W)Nry(rx' [UN D) = my (W Nr [U] N D),
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temos que W N D tem cardinalidade k. O

4.1 Linearmente Lindelof é discretamente reflexiva?

Dado um espago e uma categoria de seus subespacos, é natural querermos saber como essa

categoria de subespagos afeta as propriedades do espago.

Dizemos que uma propriedade P é reflexiva nesse contexto se, para todo espago X, for
verdadeira seguinte implicagao: se P vale nos subespagos de X da tal categoria, P vale para
o espago X.

Definicao 4.1.1. Seja P uma propriedade topologica. Dizemos que P é uma propriedade
discretamente reflexiva se para qualquer espago X, X satisfaz P se, e somente se, para todo
D C X discreto, D satisfaz P.

A compacidade foi a primeira propriedade a ser mostrada discretamente reflexiva. Esse
resultado foi mostrado por V. V. Tkachuk em 1987.

A partir de entdo, iniciou-se um estudo sistematico a fim de saber quais propriedades eram
e quais nao eram discretamente reflexivas. Como era de se esperar, constatou-se que nem toda
propriedade é discretamente reflexiva. Exemplos foram dados em [2]. Entre eles, alguns foram

mostrados assumindo-se a hipotese do continuo.

Contudo, ainda permanece em aberto a seguinte questao:

Questao 18. A propriedade de Lindeldf é uma propriedade discretamente reflexiva?

E natural estender a pergunta para a propriedade de ser linearmente Lindeldf. Para esta
questdo, Alas, Tkachuk e Wilson mostraram, em [2], que a resposta é afirmativa, conforme

veremos a seguir.

Lema 4.1.2. Seja k um cardinal infinito. Suponha que (F, : a < K) seja uma sequéncia
decrescente de subconjuntos fechados nao vazios de um espago X. Entao, existe um discreto
D C Fy tal que DN F, # 0 para todo a < k.
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Demonstragdo. Seja xo € Fy arbitrario. Fixe d ¢ X arbitrariamente. Suponha que para
algum 0 < f# < k tenhamos escolhido {z, : @ < f} C Fy U {d} de modo que para cada v < (3

(1) DgNE, #0,onde Dg = {z,: a < f, x4 # d}.

Se Dg N F, # 0, tome 23 = d. Caso contrério, escolha x5 € Fj \ Dg.

Para completar a prova, basta mostrarmos que o conjunto {z, : @ < kK, zo # d} C Fp €
discreto. De fato, dado o < k tal que x4 # d, temos que z, € F, e F,, N D, = (. Portanto,
To ¢ {2p:0 <a, zg#d}. Por outro lado, se E, = {25 : a < B < Kk, 2 # d} # 0
tome {(a) = min{y € £ : z, € Eq}. Logo, {zp:a < B <k, 25 # d} C Fgn) enquanto que
To & Fe(a)- O

Teorema 4.1.3. Se o fecho de todo subcojunto discreto de X € linearmente Lindeldf entao X

€ linearmente Lindelof.

Demonstragao. Sejam k um cardinal regular ndo-enumeravel e (F, : @ < k) uma sequéncia
estritamente decrescente de subconjuntos fechados e nao vazios de X. Pelo lema 4.1.2, existe
um discreto D C X tal que G, = DN F, # 0 para todo o < k. Note que (Go :ax < K) &
uma sequéncia decrescente de fechados nio vazios do espaco linearmente Lindeléf D. Como
consequéncia, temos que [ \{Gq : @ < K} # 0 e, portanto, (\{Fy : a < k} # 0. O

4.2 O teorema de Arhangel’skil

Em [8], Arhangel’skil e Buzyakova provaram que todo espaco linearly Lindelsf, de Tycho-
noff e de carater enumerével tem cardinalidade < 2%. Alan Dow, em [12], redemonstra este

resultado através do uso de técnicas de submodelos elementares.

Definicao 4.2.1. Para um espaco X de Tychonoff, seja Ch(X) o menor cardinal  tal que

BX \ X pode ser escrito como uniao de no maximo k espagos compactos.

Note que na definicao acima SX pode ser substituida por qualquer outra compactificacao
de X.
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Teorema 4.2.2. Suponha k um cardinal e Y um subespago de um espago de Tychonoff (X, )
tais que Ch(Y) <k, |Y| < k e x(y,X) < k para todo y € Y. Entao, Y € um G-conjunto em
X.

Demonstragao. Podemos supor que Y C (Y. Pelo teorema de Léwenheim-Skolem, existe
M < Hy tal que {X,7,Y,0Y,75y,k} Uk UY C M e |M| = k. Para provar que Y é um
G .-conjunto em X mostraremos que Y = ({U e M :Y CU e U € 7}.

Como Ch(Y) < &,
Hy |= 3K (K ¢ familia de compactos de BY tal que BY \ Y = | JK e |K| < k).
Pelo critério de Tarski, existe K € M tal que
Hp = K & uma familia de compactos de Y, fY \ Y = UIC e |K| < k.

Note que, pelo lema 1.3.8, K C M.

Fixe z € X\Y ¢ s

Fo={FCX:FéfechadoexzecFeM}

Vamos mostrar que existe F' € F, tal que F NY = (). Suponhamos o contrario. Como
{FﬁYm : F € F,} tem a p.i.f., podemos tomar p € BY tal que p € FOYBY para todo
FelkF.

Note que p ¢ Y. De fato, suponha que p € Y. Como x(y, X) < &,
Hy = 3B C 7 base para p tal que |B| < k.
Do critério de Tarski segue que existe B € M tal que

Hy = B C 7 é base para p e |B| < k.
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Pelo lema 1.3.8, B C M. Logo, existe U € BN M talquepe U ez € F =X \U. Assim,
pé¢ FnN YBY, uma contradigdo. Portanto, p € fY \ Y.

Sendo assim, existe K € K tal que p € K. Como |Y| < k&,
—BY
Hyl=3U C gy tal que Y C | JU, [U| < ke VU €U (KNT =0).

Visto que todos os pardmetros acima estao em M, pelo critério de Tarski, existe U € M tal
que
—Y
Hy U Cray, Y €U, U < ke VU €U (KT 0).

Do lema 1.3.8 segue que U C M.

Temos que
Hyl=3f:U—-7talque VU el (UNY = flU]NY).

Logo, como U, 7 e Y estao em M, segue do critério de Tarski, que existe f : U — 7 em M tal
que
Hy=VYU e (UNY = flUINY).

Note que V = f[U] € M. De fato,
Hy =3WV(V eV e 3dU el ((UV) € f))).
Pelo critério de Tarski, existe V € M tal que

Hy =EVV(V €V & 3U €U ((U,V) € f))).

E claro que F = X \ |JV ¢é um fechado de X disjunto de Y. Logo, por hipotese, F' ¢ F,.
Como V€ M, F e M. Assim, x ¢ F = X\ |JV. Entéo, existe f(U) € V C M tal que
x € f(U). Visto que X & Tychonoff, existe W € TN M tal que z € W C wr C f(U).Como
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- — 1
WeM WNY" € M. Logo, W' € F,. Entdo, p€ W' NY . Mas,

Y

wWny cFrony’ =uvny” cv”.

Logo, K nT”" # (). Uma contradigao. O

Lema 4.2.3. Seja X um espaco w;-compacto' tal que t(X) = w. Seja F um filtro enume-
ravelmente completo de conjuntos fechados de X. FEntao, para cada F € F, existe D C F
enumerdvel tal que DN G # 0 para todo G € F.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que exista F' € F tal que para todo D C F' enumeréavel
DNG = 0 para algum G € F. Construou , por recursao transfinita, sequéncias (z, :
a € wp) e (F,: a € w) satisfazendo:
(i) Fo=F;
(i) zo € ({Fp: B < a}e F, € F para todo o < wy;
(iii) Fyn{zs: B €a}=0.

z(;\‘\\\
De (ii) segue que {z, : @ < w;} é uma sequéncia livre, isto é, para todo a < w;

{zg:B<a}n{zg:a<f<w}=0
e ey
Para finalizar, vamos mostrar que a sequéncia nao possui pontasde acumulagao completo,
contradizendo a hipotese de que X é wj-compacto. De fato, seja = € m Como
#(X) < w, existe f < w; tal que z € {24 : @ < f}. Assim, o aberto U = X \{zy: @3 < . <wi}
contém z e U N {z, : @ < w;} é enumeravel. ‘ u

Lema 4.2.4. SeY ¢é um espaco linearmente Lindeldf, de Tychonoff, separdvel e x(X) < w,
entdo Ch(Y) < 2%,

1Cada subconjunto de X de tamanho w; tem um ponto de acumulagdo completo.
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Demonstragio. Fixe p € BY \'Y e seja C, o conjunto das bases de filtros F de fechados de Y
tais que:

(i) Cada E € F é enumeravel;
(ii) p € E para cada E € F;,

@) YNE:EeF)=0.

Note que p, = min{|F| : F € C,} > 0. De fato, seja D C Y enumeravel tal que D =Y.
Entdo {VND:peV ey} eC,.

Afirmamos que j1, < w. De fato, suponhamos, por absurdo, que y, > w. Da minimalidade
de p, e do fato de Y ser linearmente Lindeldf segue que cf(1,) < w. Sejam, entdo, (p, : n € w)

uma sequéncia crescente e cofinal em i, e, para cada n € w,
Gp = ﬂ{Fa to < pn} e Fo={HNY NG, : H évizinhanca fechada de p}.

Fixe n € w. E claro que F, é um filtro. Afirmamos que F, é enumeravelmente completo. De
fato, seja { H;}i<, uma familia de vizinhancas fechadas de p. Para cada i < w, existe U; C H;
vizinhanga aberta de p. Fixe a < p. Entao, cada C; = U; N E, é um subconjunto enumeravel
de Y e p € C;. Da minimalidade de p,, segue que Y NG, N()... C; # 0. Como C; C H;,
YNG,NN;, Hi #0.

i<w

Note que cada G, NY € F,,. Logo, pelo lema 4.2.3, existe Z, C G, NY separavel tal que
Z,NH # ( para cada H vizinhanga fechada de p. Logo, p € Z,. Assim, (), _ Z, C ﬂa<p B, =
0. Portanto, {Z, : n € w} é uma base de filtro que satisfaz (i), (ii) e (iii), contradizendo a

minimalidade de /.

n<w

Visto que Y é separavel, de Hausdorff e de carater enumeravel, |Y| < 2¥. Entao
D={D :DCY e|D|<w)

tem cardinalidade < 2. O
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I ,,
Teorema 4.2.5. Se (Y, 7) é um espago linearmente Lindelof de cardter enumerdvel e |Y| <
2% entao Ch(Y') < 2%0,

Demonstragdao. A menos de menc¢ao em contrario, todos fechos sdo tomados em (Y.
Pelo teorema, existe uma compactificagdo (cY,7.y) de Y tal que w(cY) = w(Y’). Seja,

ainda, B uma base de cY tal que |B| = w(Y) < 2%,

Pelo teorema 1.3.14, existe M < Hy w-fechado tal que {Y, 7,cY, 7, B,2°} UY U2¥ C M
e |M| < 2%,

Vamos mostrar que SY \ Y é coberto por conjuntos compactos K C Y \ Y tais que
K € M. Sejape Y \Y. Seja

Fp={ACY zero-set: A€ M epe A}

Suponha F, enumeravelmente incompleto. Logo, existe um subconjunto A C F,, enume-
ravel tal que (A = 0. Seja K = ({A: A€ A}. Note que K C Y \Y e pe K. Além disso,
K € M, haja vista que M é w-fechado.

Suponha, agora, que F, ¢ enumeravelmente completo. Do lema 4.2.3 segue que existe
D C Y enumeravel tal que D'nA # () para todo A € F,. Suponha, por absurdo, que p ¢ D.
Entao, existe V,, € B vizinhanca de p tal que V, N D = (. Da regularidade de cX segue que
existe U, € Bp € U, CU, CV,. Seja A=U,NY. Entdo, 4 € F,eD NA=0. Uma
contradicdo. Logo, p € D. E claro que D € M e pelo lema 4.2.4 existe uma colecio K € M
de conjuntos compactos de D\ D" tal que DN (BY \Y) =D\ D' =K e |k| <2¢. Visto
que K C M existe algum K € KN M com p € K como requerido. O

Teorema 4.2.6. Se (X, 7) € um espago de Tychonoff, linearmente Lindeldf e de cardter enu-

merdvel, entio |X| < 2%,

Demonstragao. Seja {M, : a € w;} uma cadeia crescente de submodelos elementares tal
que |M,| = 2% e {Mp : B < a} U[M,]* C M, para todo a < w;. Assuma, ainda, que
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X, 7€ My. Seja M =
SejaY =XNM.

a<w; Ma. Para provarmos o teorema basta mostrarmos que X C M.

AFIRMAGAO 3. Y € um subspago fechado de X.

De fato, seja z € Y. Visto que que x(X) < w, existe (Zn)new € w X Y convergindo para
z. Como [M]¥ C M, (2)new € M. Como

Hy |= y(y € limz,),
e 7, (Zn)new € M, entdo, pelo critério de Tarski, existe y € M tal que
Hy =y € limz,.
Visto que X é de Hausdorff, z = y. Portanto, z € Y.

Agora, para cada a < wi, seja
Vo={U€eT: Xo=XNM,CU}.

Note que X, € M1, pois X e M, estdao em M,;. Logo, V, € M,,;. Pelos teoremas 4.2.2
e 4.2.5 para cada a € wi, existe U, C V, tal que |U,| < 2¥ e X, = NU,. E facil ver que
Uy € Myyq. Pelo lema 1.3.8, U, C M.

Suponha, por absurdo, que exista z € X \ |J, <w; Xa- Entdo, para cada o < w, escolha
Wo € U, tal que z ¢ W,. Paracada B, {W,:a < B} € Mge XNM = Uacw, Xa € Ugcw, War
Como X N M ¢ fechado e X é w;-Lindeldf, existe § € w; tal que X N M C |, <8 Wa-

Para finalizar, basta mostrarmos que

AFIRMACAO 4. X C |, We.

De fato, suponha o contrario. Entao,

Hg':X\U{WaZOz<LU1}7£0.
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Assim,
MEX\|J{Wa:a<w}#0,

pois, X e {W, : a < 8} sdo membros de M. Logo, XNM ¢ Uacw; Wa, uma contradigdo. [

Note que se X é um espaco de carater enumeravel, Tychonoff e linearmente Lindelof, e
R, > 2% entdo nw(X) < |X| < 2% < R, e, portanto, pelo teorema 3.1.2, X é um espago de
Lindel6f. Arhangel’skii e Buzyakova perguntaram, assim, se todo espago linearmente Lindel6f
de carater enumeravel é Lindelof em ZFC. Vale lembrar que todos os exemplos de espacos

conhecidos que sdo linearmente Lindel6f e ndo Lindelof tem cardter > V.

Em um artigo ainda nao publicado , Oleg Pavlov(V%[Qﬂ)dé uma resposta negativa
a pergunta construindo um exemplo a partir de M A+R,, < 2% de um espago que possui carater

enumerével, & linearmente Lindel6f, mas nao é Lindelof.

4.3 Um resultado mais geral

Em [7], Arhangel’skii e Buzyakova mostraram um resultado mais geral: a cardinalidade de
um espaco X sequencial, linearmente Lindeldf e de Tychonoff ndo excede a 2% se, e somente

se, o pseudocarater de X ndo excede & 2%°. Todos os espacos aqui sao assumidos de Tychonoff.

Proposicao 4.3.1. Seja X wum espago sequencial, wi-Lindeldf e tal que todo subconjunto
fechado F' de X com |F| < ¢ € um G, -conjunto em X. Entio | X| < c.

Demonstragao. Considere o conjunto
F={F C X :F éfechado e |F| < c}.

Por hipotese, para cada F' € F podemos fixar uma familia Ur de conjuntos abertos de X tal
que |Up| < c e (NUp = F. Para toda familia enumeravel V de conjuntos abertos de X tal
que X \JV # 0, fixe py € X\ JV. Agora, vamos definir, por recursdo transfinita, uma
ws-sequéncia (Fy : @ < wy) de elementos de F como segue.

Tome Fy = (). Assuma que, para algum a < wy, Fjgp € F esteja definida para todo 8 < a.
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Definiremos o conjunto F, € F. Tome

U, = U qu,

B<a
Vo = {VCUa:V[<weX\|JV#0},
Pa = {pv Ve Va},
Hy = |JFUP..
B<a
Claramente, |Us| < ¢, |[Wa| < c e |Hy| < ¢. Seja F, = H,. Pelo teorema 1.2.15, |F,| < c.
Assim, F, € F.
Por construcdo, temos que se f < a entdo Fz C F,. Como #(X) < w e cada F, é um

fechado, o conjunto L = |J{F4 : @ < w;} é um fechado de X?2. Portanto, o subespaco L de X
é w;-Lindel6f. Também temos que |L| < 2¢.

Vamos mostrar que L = X. Suponhamos o contrario e fixe b € X \ L. Entéo, para cada
a < w,, podemos escolher U, € U(F,) tal que b ¢ U(F,). E claro que F, C U,. Portanto,
{Us : @ < w1} cobre L. Como L é w;-Lindelof existe V C {U, : @ < w;} enumerével tal
que L CYV. Eclaroque b ¢ |JV epy € X \|JV C X\ L. Por outro lado, como w; é
regular, existe ax < w; tal que V C U, e V € V,,. Entéo, py € P,. € H,, C F,. C L, uma
contradicao. O

Lema 4.3.2. Sejam Z um espaco reqular, A C Z e z € Z. Entdo, no minimo uma das

seguintes condigoes sao satisfeitas:

(a) Eziste um subconjunto B C A discreto e enumerdvel tal que z nao é Gs-separado de EA;
(b) z é Gs-separado de A;

(c) Eziste uma wy-sequéncia livre em A.

2Seja x € L. Tendo em vista que ¢(z) < w, segue que existe {z, : n < w} C L tal que = € {z, : n < w}.
Como w; & regular e {Fy : a < w} & uma cadeia, existe @ < w; tal que {z, : n < w} C F,. Assim,
zeF,=F,CL.
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Demonstrag¢ao. Suponha que as condigoes (a) e (b) nado sdo satisfeitas. Entao, z ¢ A, pois,
caso contrario, a condi¢do (a) seria satisfeita com B = {z}. Temos, ainda, que z € A. De
fato, suponha o contrario. Entdo, da regularidade de Z segue que z é Gs-separado de A e,

consequentemente, a condigdo (b) é satisfeita, uma contradicéo.

Vamos construir, por recursao transfinita, uma sequéncia (z, : @ < w;) em A, mas livre
em Z. Simultaneamente, construiremos (F, : @ < w;) uma sequéncia decrescente de fechados
G5 de Z contendo z.

Tome xp um ponto qualquer de Y e Fy = X. Seja a € w; \ {0} e assuma que para cada
f < a tenhamos escolhidos um zg € A e um F3 C Z fechado G5 contendo o ponto z de modo
que:

(d) =g € Fp;
(e) Fj ndo intersecta o fecho em Y do conjunto Sg = {z, : k < f};

(f) Fj C F, para cada k < f3.

Logo, o conjunto My = {z, : B < Kk < a} esta contido em Fj. Portanto, Mz C Fj. Por
outro lado, ?Z, N Fg = 0, pela condigdo (e). Segue que (zg: [ < «) é uma sequéncia livre em
A; visto que a condigdo (a) ndo é satisfeita, z & G, -separado do fecho de S, em A. Portanto,

existe P, um G, -conjunto fechado de Z tal que z € P, e
(g) PxNSy=0.

Tome
Fo=Pun ([ [{Fs:8<a}).

Claramente, F,, é um G,,-conjunto fechado de Z contendo z. Portanto, visto que a condicao
(b) néo é satisfeita, AN F, # (. Seja z, € AN F, arbitrario. As condigoes (d), (e) e (f) sdo
agora satisfeitas para cada 3 < a. A definicio das sequéncias transfinitas (z, : @ < w;) e
(Fy: a < wy) esta completa.

Segue imediatamente da construgdo acima que (z, : @ < w;) é uma sequéncia livre.

Portanto, a condicdo (c) é satisfeita, e a prova do lema esta completa. |
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Segue imediatamente do teorema 4.3.2:

Lema 4.3.3. Sejam Y um subespaco de um espago X ex € X. Se F(Y) < w entdo um, e

apenas um, dos sequintes itens é satisfeito:

(a) Eziste ACY enumerdvel tal que x € A,
(b) FEziste P um Gs-conjunto fechado de X tal quex € P e PNY = .

Lema 4.3.4. Sejam X um espaco linearmente Lindeldf, e, F uma familia de fechados de X,

satisfazendo:

(a) ﬂf:q);

(b) para todo P C X fechado eziste F' € F tal que ou F C P ou FN P = ().
Entao, eziste G C F enumerdvel tal que (G = 0.

Demonstragao. Seja C = {F' C F : (F = 0}. Note que C # 0, pois F € C. Seja
7 = min{|F’| : 7' € C} e tome H € C tal que |H| = 7. Se 7 < w, basta tomarmos G = H.
Suponhamos, entdo, que 7 > w. Logo, ¢f(7) = w, pois X é linearmente Lindeldf e {X \ F' :
F € H} é uma cobertura aberta de X de cardinalidade 7. Portanto, H = (J{H, : n € w},
onde |H,| < 7 para todo n < w. Para cada n, H, = [|H, é um fechado de X e, em virtude
de (b), existe F,, € F tal que F,, C H, ou F, N H, = (. Note que o segundo caso nao
pode ocorrer, pois K, = H, U {F,} é uma subfamilia de F tal que |K,| < 7 e, portanto,
F,.NH, =F,NNH, = Kn # 0. Segue que F, C H, para todo n € w. Claramente,
({H, :n €w} =NH =0. Assim, (\{F, : n € w} = 0. Portanto, G = {F, : n € w} é a

subfamilia enumeravel de F que procuramos. Ol

Proposicao 4.3.5. Sejam X um espaco reqular, Y um subespago linearmente Lindeldf de X
tal que F(Y) <w, ex € X\ Y. Seja, ainda, F uma familia de fechados de Y satisfazendo:

(a) se F é um subespago fechado separdvel de Y tal que z € F entdo F € F;
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(b) se B é um fechado G5 de X tal que x € B entio Y N B € F.
Entao, existe H C F enumerdvel tal que (\H = 0.

Demonstracao. Vamos mostrar que todas as condicoes do lema 4.3.4 sdo satisfeitas. Seja
P CY fechado em Y. Entdo, F(P) < w. Em virtude do lema 4.3.3, ou existe B um fechado
Gs de X tal que z € Be PNB =0, ou, existe F' C P separavel e fechado de P tal que = € F.
No primeiro caso, segue de (b), que BNY € F e é disjunto de P; no segundo caso, F' C P,
e, em virtude de (a), F' € F. Portanto, a condi¢do (b) do lema 4.3.4 é satisfeita. Visto que
z ¢Y,eY éregular, é claro que Portanto, pelo lema 4.3.4, existe H C F enumerével tal que
NH = 0. 0

Proposicao 4.3.6. Seja X um espago linearmente Lindeldf tal que |X| < ¢, w(X) < c e

F(X) <w. Entao, Ch(X) <c.

Demonstracao. Pelo teorema 4.2, podemos uma compactificagio Z = ¢X de X tal que w(Z) <

2¢. Considere, ainda, a familia
S ={B C Z | B é fechado, BN X & separivel e BN X = B}.

Note que |S| < 2¥, pois |X| < 2¥. Seja G a familia de todos Gs-subconjuntos fechados de
Z. Como w(Z) < 2¢, |G| < (2¥)* = 2¥. Portanto, ¢ = {A | A C SUG e |)| < w} tem
cardinalidade < ¢c.

Vamos mostrar que para todo z € Z \ X existe K € € tal que z € K C Z\ X — dali,
Ch(X) < 2¢.

Fixe z € Z \ X e considere as familias S, ={B €S |z€B},G,={Be€G|z€ B}e

F.={XNB|BeS, UG}

A familia F, satisfaz as condigdes impostas sobre F no lema 4.3.5. De fato,
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(a) Seja F' um subespago fechado separavel de X tal que z € F. Note que F € S, pois
FNX=Féseparavele FNX = F. Logo, F € S, e, portanto, F = X NF € F,.

(b) Seja, agora, B fechado Gs de Z tal que z € B. Entao, B € G,. Portanto, X N B € P,.

Portanto, pelo lema 4.3.5, existe [ C S, UG, enumeréavel tal que n C Z\ X. Claramente,
z € (\n € e. Dai, existe K C ¢ tal que Z \ X = [JK. Visto que |[K| < |e] < ¢ e todos os

elementos de K sao fechados de Z, concluimos que X é um G-conjunto. ]

Proposicao 4.3.7. Sejam Z um espago topoldgico reqular, H um subespaco de Z e T = L(H).
Entao, para todo F' C Z \ H fechado de Z, existe um Gs-conjunto P de Z tal que F C P C
Z\H.

Demonstragao. Como F' é um conjunto fechado, para cada z € H, podemos escolher uma
vizinhanga aberta U, de z tal que U, N F = (). Visto que Z é regular, existe, para cada z € H,
uma vizinhaga V; de 2 tal que z € V, CV, C U,. E claro que V = {V, : z € H} cobre H.
Entdo, existe uma subcobertura W de V tal que [W| < 7. Seja P = ({Z\ W : W € W}.
Entdo, P é um Gg-conjuntoe F C P C Z\ X. OJ

Proposicao 4.3.8. Sejam X um espago linearmente Lindeldf tal que | X| <ce F(X)<w e
cX uma compactificacio de X. Entao existem familias P e K de subconjuntos compactos de

cX tais que as sequintes condig¢bes sao satisfeitas:

(a) cX = (UP)uUK);
(b) |FNX|=1 para cada F € P;
(¢) FNX =0 para cada F € K;
(@) [Pl <celkl<c
Demonstragao. Visto que | X| < ce X é de Tychonoff e T}, existe uma familia F de fungoes

continuas de X em [0,1] que separa pontos e cuja cardinalidade é < 2¥. Entao, a funcdo
g: X — {0,1}7 dada por g(z) = (f(z))ser é um continua e injetora. Como {0,1}” ¢ de
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Tychonoff e w({0,1}7) = |F] < 2, temos que Y = g[X] é de Tychonoff e w(Y) < 2¢. Assim,
FY)<F(X)<w, Y| <|X| <2¥eY élinearmente Lindelof.

Portanto, pela proposicao 4.3.6, Ch(Y) < 2¥. Tome uma extensao de Stone-Cech g :
BX — BY de g e fixe uma familia C de compactos de BY tal que |JC = Y \ Y e |C] < 2v.
Sejam

Pr={(B9) {y}:y €Y} e Ky ={(Bg)'[K]: K €C}.

Agora, tome uma fungdo continua e sobrejetora A : X — cX tal que h | X =1dy e
P={h[F]:FeP}eKk={hK]: K €K}

Note que A[BX \ X] = cX \ X. Obviamente, P e K satisfazem as condigoes (a)—(d). O

Lema 4.3.9. Se X ¢é linearmente Lindelof e L(X) < ¢*, entdo L(X) < c.

Demonstrag¢ao. Seja U uma cobertura aberta de X. Entao, existe ¥V C U subcobertura tal que
[V| < ¢f. Como X é linearmente Lindeldf, existe uma subcobertura ¥V de V cuja cofinalidade
¢ < w. Visto que ¢t é regular, |W| < ¢*, isto é, |W| < ¢. Portanto, L(X) < c. O

Lema 4.3.10. Sejam X um espago um espago linearmente Lindeldf e Y um subespaco fechado
de X tais que

(a) Y(y,X) < cparacaday €Y;
0) Y] <¢
(c) L(X) <c*;
(d) F(Y) <w.
Entao, Y é um G -conjunto de X.

Demonstragdo. Como L(X) < ¢ e X é linearmente Lindeldf, segue do lema 4.3.9 que L(X) <
c.
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Sejam B um espaco compacto contendo X como subespacgo e c¢Y = Y”. Pela proposicao

4.3.8, existe uma familia K de compactos de c¢Y satisfazendo:

(1) K] <
(i) UK =¢Y;

(i) |K N X| <1 paracada K € K.

Considere o subespago Z = cY U X do espago B. Para cada K € K seja Hx = X \ K.
Assim, se X N K = () entdo Hx = X. Por outro lado, se K N X # ) entdo, pelo fato de Y
ser um fechado de X e pelas condigoes (b) e (c), existe yx € Y tal que K N X = {yx}. Logo,
Hi = X \ {yx}. De qualquer modo, como L(X) < ¢ e ¥(yx, X) < ¢, temos que L(Hg) < ¢
para todo K € K. Além disso, K C Z, K é um fechado de Z e K N Hx = (. Pela proposi¢ao
4.3.7, existe um familia Uy de abertos de Z tal que |[Uk| < ce K C Uk C Z \ Hg. Entdo,

(Ux) N (X \eY) =0.

Tome B = J{Uk : K € K}. E claro que |B| < ¢. Visto que JK =c¢Y e K C(NUx C cY
para todo K € K, paracada z € cY ecadaz € X \cY,existe U e Btalque z€eUex ¢ U.

SejaW={JA: ACB,|A| <wecY C|JA}. Entéo, das propriedades de B segue que
IW| < ce (W = cY. Portanto, Y é um subconjunto Gow de Z. Vistoque cY N X =Y, Y
é subconjunto Gaw de X. O

Lema 4.3.11. Seja X um espaco sequencial tal que |X| > c¢. Entdo, existe um subespaco
fechado Y de X tal que |Y| = c*.

Demonstragao. Claramente, existe uma cadeia crescente C = {M, C X : a < ¢t} tal que
|Mgy| < 29, para cada a < ¢t e, || JC| = ¢. Tome F, = MyeY = |J{F,: a < c¢*t}. Pelo
teorema 1.2.15, |F,| < ¢ para cada a < ¢*. Portanto, |Y| < ¢t. Segue que |Y| = ¢*, visto
que ¢t =||JC| < |Y|. Afirmamos que Y é fechado. De fato, seja {y,}n<., uma sequéncia em

Y convergindo para um ponto y € X. Como X é sequencial, basta mostrarmos que y € Y.
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Visto que ¢t é regular, existe § < ¢* tal que Fjg contém {y,}n<w. Como Fp é fechado, y € Fj.
Logo, y € Y. Portanto, Y é fechado. O

Teorema 4.3.12. Seja X um espago linearmente Lindeldf, Tychonoff e sequencial. FEntao,
| X| < ¢ se, e somente se, P(X) < c.

Demonstragao. B claro que a condicdo é necessaria. Vamos provar a suficiéncia.

Suponha, por absurdo, que | X| > ¢. Pelo lema 4.3.11, existe um subespago fechado Y de X
tal que |Y| = ¢*. Entdo, L(Y) < ¢*. Além disso, como X é linearmente Lindelof e sequencial
e Y é fechado, Y é linearmente Lindeldf e sequencial. Logo, pelo teorema 1.2.14, F(Y) < w.
Pelo lema 4.3.10, todo subconjunto fechado A de Y tal que |A| < ¢ & um subconjunto G de
X. Como Y é wy-Lindeldf, segue da proposigao 4.3.1 que |Y| < 2% < ¢, uma contradi¢ao. [J
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Capitulo 5

Problemas em aberto

Questao 1. Um espago linearmente Lindel6f e normal é Lindelof?

Questao 2. Em ZFC, todo espacgo linearmente Lindelo6f, localmente compacto e de carater
enumeréavel é Lindel6f?

Questao 3. Todo espago regular — ou de Tychonoff, ou normal — e discretamente Lindel6f
é Lindelof?

Questdo 4. E verdade, em ZFC, que todo espaco linearmente Lindeldf, de Tychonoff e de
carater enumeravel é Lindelof? Pode se tirar CH das hipéteses do corolario 3.1.107 Todo

espaco linearmente Lindeldf, hereditariamente separavel e de Tychonoff (ou apenas regular) é
de Lindel6f?

Questao 5. O teorema 3.1.17 permanece valido se excluirmos GCH de sua formulacao?
Questao 6. Um espago discretamente Lindelof (de Tychonoff) é um espago de Lindelof?

Questdo 7 ([7], Questdes 1 e 3). E verdade, em ZFC, que todo espago localmente compacto,

linearmente Lindelof e de carater enumeravel é um espago de Lindel6f?

Questao 8 ( [7], Questdo 4). Existe um espago linearmente Lindel6f e ndo metrizével com
uma base de ordem enumerével? Equivalentemente, todo espago linearmente Lindel6f com

uma base de ordem enumeréavel é Lindelof?
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Questao 9 (Arhagel’skil e Buzyakova). Todo espago linearmente Lindeldf, realcompacto e

localmente compacto é Lindel6f?

Questao 10 (Arhagel’skii). O produto de quaisquer dois p-espacos linearmente Lindel6f é
Lindel6f?

Questao 11 (J.T. Moore). Existe um espaco linearmente Lindeldf, ndo lindelof de tamanho
R,,7?

Questao 12 (J.T. Moore). Existe um espago normal, linearmente Lindelsf e ndo Lindelsf de
peso N7

Questao 13. Existe em ZFC um exemplo de um espago realcompacto, linearmente Lindel6f

que nao é de Lindel6f?

Questao 14. Na proposi¢ao 3.4.2, podemos adicionar as propriedades de (I, ) local compa-

cidade (e local metrizabilidade ou, no minimo, carater enumeravel)?

Questao 15. Todo espaco de Hausdorff, localmente compacto, w;-Lindelof e de tightness
enumeravel ¢ de Lindelof (em ZFC)?

Questao 16. A propriedade de Lindel6f é uma propriedade discretamente reflexiva?

Assumindo o Axioma de Martin e R, < 2% O. Pavlov [27] construiu uma topologia mais
fina que a usual sobre um subconjunto do conjunto de Cantor que possui carater enumeravel,
é linearmente Lindeldf, mas ndo-Lindeldf. Isto da4 uma resposta negativa as questoes 7 de [7]
e 15 de [6].

Questao 17 (Questdo 4 de [27]). Segue de R, < 2% a existéncia de um espaco de carater

enumeravel, linearmente Lindel6f e ndo-Lindel6f? E de 2% = 280?

Questao 18 (Questdo 5 de [27]). Segue de R, < 2% a existéncia de um espago de pseudoca-

rater enumeravel, linearmente Lindel6f e nao-Lindel6f?

Questao 19 (Questdo 6 de [27]). Existe um espago pseudocompacto, de cariter enumeravel,
linearmente Lindel6f e nao-Lindelof?



Apéndice A

Pontos bons e mediocres

A principal referéncia aqui é [9].

Definicao A.0.13. Sejam X um espago topolégico e x um cardinal. Dizemos que um ponto

z € X éum
e P.-ponto fraco se, e somente se, z ¢ A para todo A C X \ {z} tal que |A| < &;

e P.-ponto se, e somente se, para toda familia F de vizinhangas de z, com |F| < &, (| F

¢ uma vizinhanca de z.

Os termos “ P-ponto” e “P-ponto fraco” designardo “Py,-ponto” e “Py, -ponto fraco”, res-

pectivamente.

Lema A.0.14. Se X €T, entao todo P.-ponto € um P,-ponto fraco.

Demonstracdo. Sejam z € X um Py-ponto e A C X \ {z} tal que |A| < k. Para cadaa € A
escolha uma vizinhanca aberta U, de = tal que a ¢ U,. Assim, F = {U, : a € A} é uma familia
de vizinhancas de z de cardinalidade < k. Como z € um P,-ponto, [|F é uma vizinhanga de
z. Mas, (()F)N A= (. Portanto, z ¢ A. O

Definicdo A.0.15. Um ponto z em um espago topolégico X & kT-bom se, e somente se,
dada uma familia {U, : s € [5]<“} de vizinhangas de z, existe uma familia {V, : a < k} de

vizinhangas de z tal que (),., Va C Us para todo s € [k]<“ néo vazio.
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Definicao A.0.16. Um ponto  em um espago topologico X é k*-mediocre se alguma colecio
de fungdes injetoras {¢g : B — Kk : B < k'} satisfaz: se {Us : £ < k} é uma familia
de vizinhangas de x entdo existe uma familia {V,, : @ < sk*} de vizinhancas de z tal que

Vo NV3 C Uypy(a) sSempre que o < f < 5+,

Definicao A.0.17. Sejam f, g : [5]<¥ — p(k). Dizemos que
e f & monotonica se

u,w € [K]** e u C w implicam f(u) D f(w).

e [ é aditiva se

u,w € [K]* implica g(uUw) = g(u) N g(w).
e g < fseg(u) C f(u) para todo u € []<¥.

Note que toda funcao aditiva &€ monoténica.

Teorema A.0.18. Seja x € fk. Sao equivalentes:

(a) = é kt-bom;

b) para toda fung¢io mondtona f : [k]<¥ — =z, eziste uma funcdo aditiva g : [k]|<¥ — z tal
9

que g < f.

Demonstragio. (a) = (b) : Seja f : [5]<¥ — z uma funcido monétona arbitraria. Considere
a familia {V(f(s)) : s € [£]*“} de vizinhangas de z.! De (a) segue que existe uma familia
Wo C V(f(s)) para todo s € [k]<“ nao
vazio. Para cada a, escolha A, € z tal que V(A4,) C W,. Considere, assim, a funcio
g : [5]*¥ — z dada por g(#) = f(0) e g(s) = (N,es Aa Para todo s € [k]<“ ndo vazio. Note
que V(g(s)) € V(f(s)) para todo s € [k]<“.

'Para cada s € [k]<¥, V(f(s)) = {z € Bk : f(s) € 2}.

{W4 : @ < k} de vizinhangas de z tais que |

aEs
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Mostremos que ¢ < f. Suponhamos, por absurdo, que g(s)\ f(s) # 0 para algum s € []<“.
Pelo lema 1.1.12, existe um ultrafiltro y sobre & tal que g(s) \ f(s) € y. Logo, y € V(g(s)) C

V(f(s)) e, consequentemente, y € V(f(s)), isto &, f(s) € y. Mas, f(s) N (g(s)\ f(s)) =
Uma contradigao com o fato de y ser um filtro.

Resta mostrar que g é aditiva. De fato, sejam s, s, € [k]<“. Como f é monoétona e g < f,
temos que g(s) C g(0) para todo s € [k]<“. Logo, se s; = 0, entdo g(s; U s2) = g(s2) =

g(s2) N g(s1). O caso sy = é idéntico. Suponha entdo que s; e s, sejam ndo-vazios. Entao,

g(s1Usy) = ﬂ A, ﬂA ﬂﬂA g(s1) N g(sz).

acsiUsy aEsy aES?

(b) = (a): Seja {Us : s € [k]<“} uma familia de vizinhangas de z. Vamos construir uma

fungdo monétona f : [k]|<“ — z, por recursdo finita sobre o comprimento de s, como segue.
Se s = {), isto &, |s| = 0, escolha f(@) € = tal que V(f(0)) C Up. Suponha que ja tenhamos

escolhidos f(s) € z para todo s € [k]™ de modo que V(f(s)) C Us. Para cada s € [g]*",
escolha f(s) € z tal que

V(fs)c () V(S

s'els]?

Da construgdo acima segue que f é mono6tona. Logo, pelo item (b), existe uma fungao

aditiva g : [k]<“ — =z tal que g < f. Portanto, para cada a < k, basta tomarmos V, =

V(g({a})). O

A.1 A existéncia de ultrafiltros bons e enumeravelmente incompletos
A referéncia aqui é [10].

Lema A.1.1. Sejam x um cardinal infinito e {Yy, : o < K} uma familia de conjuntos tal que

|Ya| = & para todo o < k. Entao, existe uma familia de conjuntos {Z, : a < K} tal que para
todos a,f < k:

(1) Zo €Yo,
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(1) |Za| = K;

(113) Se a # B entio Z, N Zg = 0.
Demonstrag¢ao. Para cada ordinal a < &, considere o conjunto

Xoa={(1,8) :v<p<a}.

Visto que k é um ordinal limite, X, = J _, X,.

a<k

Construiremos uma fungio injetora f: X, — U7 < Yy tal que

(A1) f(v,8) € Y, sempre que v < § < k.
Uma vez construida, definimos, para cada v < &,

Zy={f({7,0)) : v < B <=k},

e a familia {Z, : v < «} satisfaz (¢), (iz) e (ii2), como queriamos.

A fim de definir f, vamos construir, por recursdo transfinita, uma cadeia de fung¢oes inje-
toras {fa : Xa — U, Yy 1 @ < k} onde cada f, satisfaz (A.1) para a. Suponhamos que,

para algum a < k, exista uma funcdo injetora f, : Xo — .., Y, satisfazendo (A.1) com «

y<a
em lugar de . Visto que |X,| < k e |Y,| = & para todo v < k, podemos estender f, a uma
fungdo injetora foy1 : Xog1 — U7 cat1 Yoy que satisfaz (A.1) para a+ 1. Simplesmente escolha,
para cada v < a, um fo1((7,®)) € Y, diferente de todos os valores previamente escolhidos

para fai1.

Suponhamos, agora, que a é um ordinal limite e ji temos escolhidos uma cadeia de fungoes
injetoras {fs : B < a} com cada fg satisfazendo (A.1). Entdo, tome fo = s, f5-

Portanto, a unido f = (J,., fo ¢ uma fungdo injetora de X, em |J ., Y, satisfazendo

(A.1). O

Seja k um cardinal infinito. Uma parti¢ao de x é uma familia disjunta P de conjuntos nao
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vazios tal que | P = k.

Seja P uma colecao nao vazia de parti¢cdes de x tal que cada partigao tenha cardinalidade
k. Seja, ainda, F' um filtro ndo trivial sobre x. Dizemos que o par (P, F) é consistente se
dados quaisquer X € F, P,...,P, € Pe X, € P,..., X, € P,, temos que X N ﬂ?zl X; #0.

Sejam F um filtro sobre k e E C (k) tais que F U E tem a propriedade da intersecdo
finita. Denotaremos por [F' U E] o filtro gerado por F'U E.

Um filtro F' sobre x é uniforme se, e somente se, | X| = k para todo X € F.

Lema A.1.2. Seja k um cardinal infinito.

(i) Seja F um filtro uniforme sobre k gerado por um subconjunto E C F tal que |E| < k.

Entao, existe uma cole¢io P de partigoes de k tal que |P| = 2% e (P, F) € consistente.

(ii) Suponhamos que (P, F) é consistente. Seja J C k. Entao, ou (P, [FU{J}]) € consitente
ou (P',[FUk\ J]) € consistente para algum P" C P cofinito.

(11) Suponhamos que (P, F) seja consistente. Sejam p : [k]<¥ — F uma fung¢do monotonica
e P € P. Entado, eziste um filtro F' D F sobre k e uma fungio aditiva q : [k]<¥ — F'
tal que ¢ < p e (P\ {P}, F') é consistente.

Demonstragdo. (i) Seja {J, : @ < k} uma enumeracao da familia de todas as intersegoes
finitas de membros E. Note que, para cada o < k, |J,| = k. Pelo lema A.1.1, existe uma
familia de conjuntos {I, : a < k} tal que, para todos @ < 8 < &, |Ia| = K, Io C Jy e

I,N I = (. Considere o conjunto

B={(s,):s €[ e f : p(s) = }.

Observe que |B| = k. Seja {(s,, f,) : 7 < k} uma enumeragdo de B (com possiveis repeticdes)
de maneira que
B = {<5'7>f~/> SRS Ia}
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para cada a < k. Para cada J C k defina a fun¢éo gy : K — k como segue:

f"/(‘]m S"l)? se 7y € UQ<K. IO”

0, caso contrario.

9:(7) =

Mostremos, primeiramente, que {g; : J C k} tem cardinalidade 2*. Suponhamos J; # J,.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que existe z € J; tal que z ¢ J,. Tome s = {z}
e f = {({z},0),(0,1)}. Entdo, (s,f) € B e, portanto, (s, f) = (s,, f,) para algum v < k.
Agora g;,(v) = f(Jins)=0e gn(y) = f(J2Ns) = 1. Entao, g;, # g,

Agora, sejam «, f1,...,0, € ke Ji,...,J, C k distintos entre si. Afirmamos que existe
v € I, tal que
945,(7) = Bi

para todo i € {1,...,n}. De fato, seja s € [k]<“ tal que
sNJ; #sNJj
para 1 < < j < n. Agora, seja f : p(s) — k definida de forma que
f(Jins)=p;
para todo 7 € {1,...,n}. Existe v € I, tal que (s, f,) = (s, f). Dai,
9,(7) = [y (Jinsy) = f(JiNs) = Bi.

Mostramos, assim, que cada f; é sobrejetora.

Finalmente, seja
P={{f'B): B<k}:JCk}.

Claramente, P é uma colegdo de 2~ particdes de k. E 6bvio que (P, F) é consistente.

(1) Suponhamos que (P, [FU{J}]) ndo seja consistente. Entdo, existem X € F, P,,..., P, €
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P distintos, X; € P,..., X, € P,, tais que

(I) JNnXn ﬂX,:(Z).

1<i<n

Seja P’ =P\ {P,..., Py}. Sejam Q;, 1 < j < m, elementos distintos de P’ e Y; € Q;. Entao,
por hipotese,

(11) xXn () Xin [ Y;#0.
1<i<n 1<j<m
E imediato de (I) e (II) que
(@\)nXn () Y;#0.

1<j<m

Entao, (P',[F U{a\ J}]) é consistente.

(ii7) Sejam {X;s : § < k} uma enumeracido de P sem repeticdes e {ts : § < Kk} uma

enumeragao de []<¥. Para cada § < k, definamos a fungéo g¢s : [k]<“ — p(k) como segue:

p(ts), ses Cts;

gs(s), ses .

qs(s) =

Note que gs(s) C p(ts), gs(s) # 0se s C t5 e gs(s1Us2) = gs(s1) Ngs(s2). Esta tltima é devido
a

s$1 U s9 C s se, e somente se, 57 C {5 e s9 C 5.

Defina a fungdo ¢ : [k]<“ — (k) por

q(s) = | J as(s),

0<K

para todo s € [k]<“. Como p é monotonica, temos que ¢(s) C p(s) e, portanto, ¢ < p. Visto

que gs(s)Ngs, se 6 # 0', temos que ¢(s) é uma unido disjunta de subconjuntos de X;. Usando
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o fato de que cada ¢s é aditivo e que
X5 N X5 # 0 se, e somente se, § =&,

concluimos que ¢ é aditiva. Agora, seja F' = [F'U Im(q)]. Afirmamos que (P \ {P}, F’) &
consistente. Sejam X € P, s € [k]<¥, X; € P, € P, 1 < i < n, com os P,’s distintos e
diferentes de P. Visto que s = t5 para algum § < &, temos que ¢(s) 2 ¢s(s) = p(ts) N X5 e

X Np(ts) N XsN ﬂ X; # 0.

1<i<n

Portanto,
XNg(s)N ﬂXi#(Z). O
1<i<n
Teorema A.1.3. Para todo cardinal infinito k existe um ultrafiltro ™ -bom e enumeravelmente

incompleto sobre k.

Demonstragdo. Se K = w entdo tome, para cada n € w, I, = w\ n. Se kK > w, defina, por

recursdo finita, uma sequéncia (I,),«, como segue.

. [()II{;

Iy =L \{a+n:aclimk}.

De qualquer forma (I,)n<. serd uma sequéncia tal que () __ I, = 0 e, para cada n < w,

n<w
|I.| = k e Iiy1 C I,. Seja Fy o filtro uniforme sobre x gerado por {I, : n € w}. Pelo lema
A.1.2 (i), existe uma familia Py de particdes de & tal que |Py| = 2% e (P, Fu) é consistente.
Vamos definir, por recursao transfinita, sequéncias (Pg : € < 2¥) e (F¢ : £ < 2%) tais que, para

todos n < € < 2",

- Pl = 2%
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| Pe \ Peya| < w;

« (Pe, F¢) é consistente.

Sejam {p¢ : €& < 2"} uma enumeragdo de todas as fungdes monotonicas de []<“ em p(x) e
{Je : £ < 27} uma enumeragdo de p(x). Suponha que, para algum £ < 2%, P, e F;, ja tenham
sido definidos para todo 7 < £ satisfazendo todas as hipoteses indutivas.

Se £ € um ordinal limite, entao simplesmente tome

Pe=(1Py e Fe=JF,

n<g€ n<¢
E claro que (P, F¢) ¢ consistente e |Pg| = 2.

Suponha & = A + 2n + 1 para algum ordinal limite A e algum n < w. Seja J o primeiro
elemento de p(k) tal que J ¢ Fyy9,. Pelo lema A.1.2 (i), existem P C Pe_y e Fr O Fe_; tais
que

Pea \ Pel <w;
- | Pel =25
- JeFeour\JEF;

- (Pe, F¢) é consistente.

Suponha & = A+ 2n+ 2 para algum ordinal limite A e algum n < w. Seja p: [k]<Y — Fr_4
a primeira fungdo de {p, : @ < 2} que ainda néao foi usada. Pelo lema A.1.2 (74i), existem
Pe, Fe e q : [K]<Y — F¢ tais que

NP\ Pel = 1
- |Pe| = 2%

- ¢ é aditiva e g < p;
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+ Fe = [Fe UIm(q)];

- -(Pe, F) € consistente.

Seja F' = UE <o« F¢. Segue da construcao acima que F' é um ultrafiltro x*-bom enumera-

velmente incompleto sobre . J

A.2 Outros teoremas

Lema A.2.1. Sexz € X é \*T-bom entao z é \*-mediocre.

Demonstragao. Fixe uma colegao de fungdes injetoras g : f — A (B < A*). Sejam Ug (£ < \)

vizinhancas quaisquer de z. Para cada s € [A\*]<“ defina

U - Ups(a), ses={a,B} ea<f <At

S
X, caso contrario.

Visto que x € A**-bom segue que existem vizinhancas V, (a < A™) de z tais que (., Va C U
para todo s € [AT]<* ndo vazio. Em particular, V, N Vs C Ulapy = Upg(e) sempre que
a< fB <At O

Lema A.2.2. Se x € X € um P.-ponto fraco que também é k™ -mediocre entio  é um Pi+-

ponto fraco.

Demonstragdo. Seja Y = {ye: £ € k} C X \ {z}. Por hipotese,  é um P,-ponto fraco. Logo,
para cada § € k existe uma vizinhanca U de x tal que Us N {y, : n < &} = 0.

Por hipétese, = é x*-mediocre. Tomemos, entdo, ¢g: 8 — k (B < k) como na definicao
A.0.16. Fixe vizinhancas V, (o € £7) de z tais que Vo, NV3 C U,ypy(a) sempre que o < < k.

Afirmamos que V, NY = (} para algum o < x*. Suponhamos o contrario. Entao, existem
£ €relS Ckt, com|S| = k", tais que y¢ € V, para todo o € S. Seja B € S tal que
|S' N G| = k. Entdo, pg(SNpB) éilimitado em x. Podemos, entdo, escolher a € SN G tal que
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(PB(OZ) > §. Mas, Va Vﬁ - Utpg(a) € ULpg(oz) N {yn i < (,05(0!)} = 0. Logo, Ye ¢ VoD Vﬁ'
Contradigao, visto que o, € S. OJ

Lema A.2.3. Sex € X é kT-bom e 0 espago X é Ty entdo x é um P.-ponto fraco em X.
Demonstra¢ao. Considere a seguinte afirmagao:

(%) se wy < Kk entdo z é um P, -ponto fraco.

a+1

Vamos mostrar a afirmacao por inducéo transfinita sobre . Suponha que a =0e £ > w.
Como z é kT-bom e w* < K,  é wr*-bom e, portanto, pelo lema A.2.1, wt-mediocre. Visto
que X é T}, temos ainda que = é um P,-ponto fraco. Logo, pelo lema A.2.2, z ¢ um F,+-ponto
fraco.

Suponha agora que () seja verdadeira para um certo ordinal o. Suponha também que
Wat1 < k. Entdo, por hipotese de indugdo, z é F,, ,,-ponto fraco. Além disso, T é wa3-bom
— haja vista que we42 < k — e, portanto, pelo lema A.2.1, z é waqo-mediocre. Do lema A.2.2

segue que = é P, ,-ponto fraco. Portanto, a + 1 satisfaz a (x).

a2

Suponha enfim que o seja um ordinal limite e que todo 8 < « satisfaga (). Suponha que
we < k. Entdo, z ¢ P, -ponto fraco, pois se A C X \ {z}, com |A| < wa, entdo |A| = wp
para algum [ < «; por hipétese de indugdo, = & P, -ponto fraco e, portanto, z ¢ A. Do
lema A.2.1 segue que T é wyy1-mediocre. Pelo lema A.2.2, temos que z é P, ,,-ponto fraco.

Portanto, « satisfaz a afirmacao.

Provamos, assim, que todo ordinal « satisfaz a afirmacdo. Resta mostrar que = é P,.+-ponto

fraco.

Para tanto, seja A C X \ {z} tal que |A| = w, < k. Da afirmacdo acima segue que = é
P,,..,-ponto fraco e, portanto, = ¢ A. 0

Definicio A.2.4. Um ultrafiltro z sobre k é regular se existem E, € z (a < k) tais que

Nyew Ban = 0 sempre que 0s oy, (n < w) forem distintos.

Lema A.2.5. Eziste uma familia F C “w tal que
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(1) |F|=2%;
(1) se f € F, entao f(n) < 2" para todo n € w;
(ii1) se f,g € F e f # g, entdo o conjunto {n € w: f(n) = g(n)} € finito.

Demonstragao. Para cada ¢ € “2 tome f,, € “w definida por

fon) = w(m) - 2"

m<n

para todo n € w. Seja F = {f, : ¢ € “2}. As trés propriedades sio imediatas. O

Sejam I um conjunto ndo vazio, U um ultrafiltro sobre I e, para cada i € I, um conjunto
nao vazio A;. Considere, ainda, o produto cartesiano C = [Ic; Ai- Dizemos que f,g € C sao

U-equivalentes — em simbolos f =y g — se, e somente se,
{iel:f(i)=g9()}eU.

E imediato que =y é uma relacdo de equivaléncia sobre C. Dado f € C, podemos entao

definir a classe de equivaléncia de f:

fu={9€C: f=yg}

O produto reduzido de A; mddulo U & definido por
[T4:i={fw:re]]a
U iel
Proposicao A.2.6. Seja U um ultrafiltro sobre I enumeravelmente incompleto. Entdo, eziste

um produto reduzido [[, X; tal que cada | X;| < Ro e | [, Xi| > 2%.

Demonstragao. Como U & enumeravelmente incompleto existem {I,, : n € w} C U tal que
Mew In = 0. Tome J,, =, InN(I'\ I,). Note que I = Unew I» Jn g U e {new: J, # 0}
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é infinito. Podemos supor, portanto, que J,, # ) para todo n € w. Escolha uma familia de
conjuntos {X; : i € I} dois a dois distintos tais que, para cada n € w e cada i € J,, | X;| = 2™
Para cada n € w e cada i € J,, seja {z;m : m € 2"} uma enumeragao de X;. Seja F C “w
como no lema A.2.5. Para cada f € F, defina hy : I|J — X; por hs(i) = a; ), onde n é o

tinico natural tal que i € J,. B facil ver que se f, g € F, entdo

{iel:hs(i) =he(1)} = U{Jn :n€we f(n)=g(n)}

Se f # g, entdo, pelo lema, a unido acima ¢é finita e, portanto, nao estd em U. Em outras
palavras, h; #y hy. Mostramos, desta forma, que |, Xi| > |F| = 2%. O

Lema A.2.7. Se U € k é kt-bom e enumeravelmente incompleto entao U é regular.

Demonstragao. Como U é enumeravelmente incompleto, pela proposicdo A.2.6, existe [ [, Xa
com |Xo| = ne <we |J[pXal > w. Seja {f, : v < &} uma enumeragao de [, X, com
eventuais repetigoes.

Seja z € [k]<“. Como |[], X,| > w, existe f € [[, X, tal que f # 77 para todo v € z.
Entdo, {a € k: f(a) # f,(a)} € U para todo v € . Logo, Nyl <r: fla)=f(a)} €U.
Como

(Ha<r:fla)=F()} S{a€r:na\{fa):yEa}#0},

YET

temos que,
{a€r:na \{fy(a):vea}#0}el.

Podemos, entdo, tomar a fungao

G: [k — U
z — {a€r:ng\{fya):vea}#0}

Afirmamos que G é monotonica. De fato, sejam z,y € [k]<¥ tais que z C y. Entdo,

{fy(a) : v € 2} C {fy(@) : 7 € y}. Dai, na \ {fs(@) : v € 2} 2 na\ {fs(a) : v €} &
portanto, g(z) 2 g(y).
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Como U é enumeravelmente incompleto, existe uma sequéncia decrescente (V,), de ele-
mentos de U tal que Yy =k e (), Y, = 0. Tome

G: [k —- U
z > G@)NYy

E facil ver que G’ é monoténica. Como U é x*-bom, existe H : [k]<“ — D tal que H(z) D
G'(z) para todo z. Temos, entdo, que para cada < k, {a < k: 8 € H(r\ {a})} é finito.
Tome, assim, {H(k \ {a}): a < k}. O

Lema A.2.8. Sejam x > 2*, y um ultrafiltro sobre \ e x um ultrafiltro reqular sobre . Entdo,

eriste uma fungao sobrejetora f : k — X tal que Bf(x) =y.

Demonstra¢io. Como k > 2* = |P(\)|, podemos tomar uma enumeracio {B, : a < k} de y

(com eventuais repeticoes).

Sejam S, € = (a < k) como na definicdo A.2.4. Note que, para cada £ < k, {B, : £ € S,}
é finito?. Logo, cada ({Ba : £ € S,} & nio vazio. Podemos, assim, escolher g : kK — A tal que

9(€) € ({Ba: € € Sa}-

Afirmamos que fBg(z) = y. De fato, fixe & < k. Da defini¢do de g segue que S, C g71(Ba).
Como z ¢ ultrafiltro, e, S, € z, temos que g~'(B,) € z, donde, B, € Bg(x). Assim, y C Bg(x).
Visto que y é ultrafiltro, temos que fg(z) = y.

Mas, g pode nao ser sobrejetora. Tome, entdo, A € z tal que |k \ A| = &, e, escolha
f:r-—=Atalque f [ A=g | A. Note que ff(z) = Bg(z) = y. De fato, se z € Bg(z) entao
[ (2) D g7 (2)NA € z, donde, f7(2) € z, ie, 2 € Bf(x). Portanto, Bf(z) = Bg(z) =y. O

Lema A.2.9. Seja U ¢é um ultrafiltro sobre k. Se para cada particio {Xs}a<x de k, com
A < K, emiste ag < A tal que X, € U entio U é k-completo.
Demonstracdo. Sejam {Y, : o < A} C U, com A < k, e, Y = [,y Ya. Agora, para cada

a < A considere
Po={z€k:a=min{f:z ¢ Ys}}.

?Caso contrério, existiria uma sequéncia (an : n < w) em & tal que £ € (¢, Sa,, donde, N, S, # 0.
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Seja S = {a : P, # 0}. B facil verificar que cada x € k\ Y pertence a um tnico P,, donde,
Y U{P,:a € S} éuma particdo de k. Por hipotese, ou existe o tal que P, € U ou Y € U.
Como P,NY,=0entao Y =, ., Yo €U. O

Lema A.2.10. Seja k o menor cardinal com a propriedade de que ezxiste um ultrafiltro nao-

principal e o-completo sobre k e seja U um tal ultrafiltro. Entao, U é k-completo.

Demonstrag¢ao. Seja U um ultrafiltro o-completo sobre k, e, assuma que U nao é k-completo.
Entdo, pelo lema A.2.9, existe uma partigao {X, : @ < v} de s tal que v < K, e, X, ¢ U para
todo o < . Usaremos essa particdo para construir um ultrafiltro o-completo nao-principal

sobre -y, contradizendo, portanto, a escolha de k.

Seja f : k — 7 definida como segue:
f(z)=a sse z€ X, (z € K).

Considere
D={ZC~:f Y 2Z)eU}.

E facil ver que D é um ultrafiltro sobre v. Resta mostrar que D é ndo-principal. Suponha,
por absurdo, que {a} € D para algum a < 7. Entdo, X, € U contradizendo nossa hipétese

sobre X,. Portanto, existe um ultrafiltro o-completo nao-principal sobre 7. O
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