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Pois se Deus nos deu voz, foi para cantar!
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Que seja a minha noite uma alvorada,

Que me saiba perder...para me encontrar....

(Florbela Espanca)
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Resumo

No artigo de Miranda e Fichmann [1], foi realizada uma importante generalizacao
do conceito de diferenciabilidade em espagos de Banach. Baseados nesse trabalho,
buscamos obter uma generaliza¢ao do conceito de limites, que engloba os de continuidade
e diferenciabilidade. Com esse novo conceito de limites, obtivemos um importante
exemplo de diferenciabilidade, mais forte do que a diferenciabilidade de Hadamard, para

o fluxo de uma equacao a diferencas que nao era Fréchet diferencidvel.

Como aplicagdo do conceito de diferenciabilidade, na perspectiva de segoes,
estudamos a equagao a diferencas z(t) = f(x(t — r)), com espacos de fase do tipo L,,
para pardmetros f Fréchet diferencidveis. Se f(0) = 0, a func@o nula de L, é ponto fixo
do sistema. J& sabiamos da literatura que o fluxo de uma equagao desse tipo, quando
1 < p < o0, é Hadamard diferencidvel, mas nao é Fréchet diferenciavel, nesse ponto fixo,
quando f nao é linear. Obtivemos, para o fluxo dessa equagao, um sentido de diferen-

ciabilidade mais forte que o dado por Hadamard.

Palavras-chave: Se¢bes em Espacos de Banach; Diferenciabilidade em Espagos de

Banach; Operadores de Nemytskii; Derivada de Hadamard.
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Abstract

In this work, we will take the idea of generalization of the concept of differentiability
in Banach spaces, proposed in article [1], to create the concept of limits in sections.
More general concepts of limits permit a broader concept of continuity, as well as
differentiability. The fact that the concept is entirely new and original opens many

possibilities for applications in several areas of mathematics.

As an application of the concept of differentiability in view of sections, we study the
dynamical system generated by the difference equation z(t) = f(z(t — r)), with phase
spaces of type Ly, for parameters f Fréchet differentiable. We knew from the literature
that the flow of such an equation, when 1 < p < o0, is Hadamard differentiable but not
Fréchet differentiable if f is not linear. Since these classic differentiabilities (Hadamard
and Fréchet) are particular cases of limits in sections, we could obtain for this flow a

sense of differentiability stronger than that given by Hadamard.

Keywords: Sections in Banach spaces; Differentiability in Banach Spaces; Nemytskii
operator; Hadamard differentiability.
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Introducao

A motivacdo inicial, desse trabalho, foi a generalizacio do conceito de
diferenciabilidade, na busca de solugbes para problemas com fungoes, que verificamos
nao serem derivaveis no sentido de Fréchet. Por exemplo, quando queremos linearizar
fluxos de sistemas dindmicos, em torno de um ponto fixo, com o intuito de obter uma

conjugacao local com o sistema original.

Uma possibilidade seria a derivada de Gateaux, que é a “mais fraca”’entre as dife-
renciais, e apresenta poucas propriedades que possam ser usadas como ferramentas para
analisar problemas relevantes. O recurso que restava, entao, era o uso da derivada de
Hadamard, um pouco menos conhecida que a de Gateaux, por nao ser utilizada em

espacos de dimensao finita, ja que, nestes espagos, a derivada de Hadamard é equivalente
a de Fréchet.

Para espagos de dimensao infinita, a derivada de Hadamard é mais fraca que a de
Fréchet, no sentido de que existem fun¢oes Hadamard-diferencidveis que nao sao dife-
rencidveis no sentido de Fréchet. Nesse caso, a derivada de Hadamard se mostrou uma

6tima ferramenta, j& que possui muito mais propriedades que a derivada de Gateaux.

Durante o estudo de sistemas dindmicos, cujos fluxos nao eram Fréchet-diferencidveis,
como em [2] e [3], vimos a necessidade de encontrar sentidos de diferenciabilidades mais
fortes que o de Hadamard. Foi durante essa busca que nos deparamos com o artigo [1]

de Miranda e Fichmann.



2 INTRODUCAO

Nesse artigo, foi realizada uma importante generalizacao do conceito de diferencia-
bilidade em espacos de Banach. Aquela generalizagdo nao sé incluiu as trés derivadas
cldssicas - de Gateaux, de Hadamard e de Fréchet - como criou uma gama de novas dife-
renciabilidades, através do conceito de vias de espagos de Banach. Um dos resultados,
demonstrado em [1], foi que a derivada de Hadamard, em um ponto, é a taxa de variagao

da funcao, ao longo de cada curva mergulhada que passa pelo ponto.

Ainda que fosse um 6timo passo inicial, a generalizacdo, através do conceito de vias,

limitava a utilizacdo dos limites a subvariedades mergulhadas.

Tomamos, como ponto de partida, a idéia da generalizagdo, dada em [1], e utilizamos
a definicdo de S-diferenciabilidade, proposta no artigo, para criarmos o conceito de
Limites em Secoes. Esse novo conceito inclui o de S-diferenciabilidade e possibilita
novas definigbes como, por exemplo, a Continuidade em Secoes, além de outros
Z-limites.

No primeiro capitulo, definiremos segoes em X, utilizando o conceito de germes. Em
seguida, definiremos .¥-limites, aproveitando o conceito de limites através de conjuntos,
dado no artigo [1]. Demonstraremos os resultados principais que caracterizam o .-limite,
definiremos uma topologia local, 7, e mostraremos que o #-limite nada mais é que o
limite classico, para a topologia T&. Finalmente, definiremos convergéncia de sequéncias

em secoes e demonstraremos os resultados que a caracterizam.

No segundo capitulo, definiremos diferenciabilidade em secoes, utilizando o conceito
de #-limites. Em seguida, caracterizaremos a secao adequada a cada uma das trés
diferenciabilidades cléssicas, para mostrarmos que o conceito de .#-diferenciabilidade
generaliza as defini¢oes de diferenciabilidade mais usadas. Demonstraremos os resultados
principais que caracterizam a .%-diferenciabilidade, incluindo resultados sobre unicidade.
Para garantirmos a unicidade, definiremos o conceito de tangéncia. Definiremos, também,
a .%-continuidade e apresentaremos resultados sobre este conceito. Vale frisar que,
para a defini¢cdo da secao Gateux Generalizada, mostraremos um exemplo de uma curva
mergulhada, C*-Fréchet diferencidvel, que ndo “cabe” em nenhum subespaco de dimensao

finita.



No terceiro capitulo, relembraremos a definicdo de Operadores de Nemytskii e
criaremos uma se¢ao ., estritamente mais forte que a de Hadarmard, para podermos
derivar esses operadores, que nao sao Fréchet-diferencidveis. Usaremos as idéias dessa
construcdo para ampliarmos %, mantendo a diferenciabilidade do operador de Nemyt-
skii, e definirmos as se¢bes: Dominada, Fracamente Dominada e Fracamente Sequencial-
mente Dominada. Em seguida, mostraremos que, se X tem dimensao infinita, a segao

“np (Fracamente Sequencialmente Dominada) serd estritamente mais forte que a de
Hadamard.

Finalmente, no quarto capitulo, mostraremos duas aplicacoes do conceito de diferen-
ciabilidade, na perspectiva de se¢oes. Primeiramente, estudaremos a equagao a diferengas
z(t) = f(z(t — r)), com espagos de fase do tipo L,, para pardmetros f Fréchet dife-
rencidveis. Se f(0) = 0, a func@o nula de L, serd ponto fixo do sistema. Ja sabiamos da
literatura que o fluxo de uma equagao desse tipo, quando 1 < p < oo, serda Hadamard
diferencidvel, mas nao serd Fréchet diferencidvel, nesse ponto fixo, quando f nao for
linear. Mostraremos que o fluxo dessa equacao é .7, p-diferencidvel, portanto, tem uma
de diferenciabilidade mais forte que a dada por Hadamard. Como segunda aplicacao

desses conceitos, apresentaremos uma fun¢ao Lipschitziana que também é .7, p-diferencidvel.



Capitulo 1

Limites em Secoes

Neste capitulo, construiremos os conceitos de Secao em X e de Limites em Secoes.

1.1 Secoes em X

Vamos definir uma relagao de equivaléncia entre subconjuntos de X. Dados
S1,S2 C X, dizemos que S; =¢ S, se existe § > 0 tal que S; N B;(0) = Sy N B;(0). E

facil ver que = é uma relagao de equivaléncia.

Chamaremos de Germe de S em zero, ou em torno da origem, a classe de

equivaléncia [S].

Vemos facilmente que [g] = [{0}]. Além disso, 0 é ponto de acumulagdo de S se, e
somente se, para todo § > 0, temos S N B;(0) # ¢ se, e somente se, S ¢ [g].

Denotaremos por S = (P(X)/=o) \{[9]} o conjunto dos germes de S C X tais que 0

é ponto de acumulacao de S.



1.2. &-LIMITES )

Proposicao 1.1. §1=(¢95; se, e somente se, S; A\ Sy=¢0.

Demonstragao: Se S; =¢S5, entdo, existe 6 > 0 tal que S;NB;(0) = SoNBj(0). Assim,
(51\32) N BE(O) =ge (52\5'1) N B;(O) = ¢ e, logo, (Sl A Sg) N BE(O) =¢=90N Bg(O)
Portanto, S; A Sy =¢ 6.

Supondo S1 A Sy =p ¢, existe § > 0 tal que (S; A Sy) N B;(0) = 6. Se z € 51N B;(0),
entdo, z € Sy N B;(0) (pois, se z ¢ Sy, z € (S1\S52) N B;(0) C (S; A S3) N B;(0) = g).
Analogamente, se z € Sy N B;(0), entdo, z € S; N B;(0). Logo, S; N Bs(0) = S2 N B;(0).

Portanto, S;=0.95. n

Definicao 1.1. Chamaremos de Secao em X a todo subconjunto nio vazio & C S, ou

seja . € P(S)*. Ao conjunto S, chamaremos Secao Completa.

1.2 . ¥-Limites

Aproveitaremos a idéia da generalizagao do conceito de diferenciabilidade em espagos
de Banach, dado pela S-diferenciabilidade proposta no artigo [1], para criarmos o con-

ceito de Limites em Secoes.

Primeiramente, vamos relembrar a definigao de Limites sobre Conjuntos, dada em
[1]. Para S C X, S ¢ [¢], G : B;(0)—Y, dizemos que lim G(h) =L se

h—0
hesS

Ve > 0,30 > 0,h € SN B;(0) = G(h) € B((L) CY.

Agora, vamos relacionar o conceito limites sobre conjuntos com a relagao de equivaléncia
=, para S1,5, C X.

Proposicao 1.2. 51 =¢ 53 se, e somente se,
VG,| lim G(h)=L<= lim Gh)=1L

h—0 h—0
h €S h € S
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Demonstracao: A primeira implicacao decorre diretamente da definigao.

Vejamos, agora, que vale a reciproca. Suponhamos, por absurdo, que Yo > 0,
S1N Bj;(0) # Se N B;(0). Assim, para d, | 0, n € IN, existe uma sequéncia (An)new C X
tal que (h, € S1NB;j (0) e hy & Sz N Bj (0)) ou (h, € SoN B (0) e hy, ¢ S; N B; (0)).
Suponhamos, sem perda de generalidade, que para uma subsequéncia de (h,)nen, & qual
ainda chamaremos de (hn)nen, temos h, € S; N B; (0) e hy ¢ Sa N B; (0), Vn € IN.

Considere I' = {h, € X|n € N} € S, 'NS; = geseja G = xr : X—R

a funcdo caracteristica do conjunto I'. Assim, lim G(h) = 0. Da hipétese, temos

h—0
h €S>
lim G(h) =0, uma contradicdo, pois h,—0 em S; e G(h,) = 1. =
h—20
h €851

Definicao 1.2. Para uma dada se¢go . e uma fung¢io G : By (0) — Y, dizemos que o
S —limite de G em 0 é L €Y, e escrevemos & —1lim G(h) =L se

lim G(h) =L, VS €T, VT € .
h—0
hes

Para . = {T}, uma seca@o unitédria, vamos escrever 7-lim G(h) = L, ao invés de

{T}lim G(h) = L.

Observagao 1.1. E importante notar que a Proposicao 1.2 nos garante que o limite

lim G(h) independe do representante S € T, onde é calculado. Ou seja,
h—20

hesS

lim G(h) =L <= [S]-lim G(h) = L.
h—0
hesS

Podemos, assim, reescrever a definicao de #—limite do sequinte modo.

Fim G(h) = L <= T-im G(h) = L, VT € &.
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1.3 Topologia Local

Uma questao pertinente é se o conceito de limites em segoes, dado acima, é equiva-

lente ao conceito classico de limites, para alguma topologia adequada.

Definiremos, adiante, uma topologia, em torno da origem, para a qual o .#—limite

nada mais é que o limite classico, nessa topologia.

O Axioma da Escolha nos garante que, dada uma colecdo nado vazia & de
conjuntos néo vazios T' (em nosso caso, 7' é uma classe de equivaléncia), é possivel criar
um conjunto A, cujos elementos sao obtidos escolhendo em cada T € ., precisamente,

um elemento S € T'.

Vamos definir fungao escolha no conjunto % como sendo uma fungao que associa

a cada T € & o elemento S € T, escolhido para formar o conjunto A.

Assim, dada uma sec¢ao ., uma funcao escolha, no nosso caso, é dada por:

& S — PX)
T— E(T)CX, [E(T)]=T,VT €&,

E(T) é um representante da classe de equivaléncia T', ou seja, T é o germe de E(T).

Denotaremos por £ = {€ : & — P(X)| T = [E(T)], VT € £} ao conjunto de
escolhas de ..

Definicao 1.3. Dados Ty, T» € S, diremos que Ty é mais fraca que Ty, e escreveremos
Ty =X Ty, se existe £ € &g tal que E(T1) C E(T3).

Vejamos que =< é uma relagao de ordem:

(i) T < T pois, dada & € &g, temos E(T') C E(T).
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(i) Se Ty X Ty e Ty <X T3, entdo, existem &1, & € &g tais que &(T1) C & (T2) e
E(Ty) C &(Ts). Como &(Tp) € Ty e &E(Ty) € Ts, existe § > 0 tal que
&1(Tz) N B;(0) = &(T2) N B;(0).

Assim, &(T1) N B;(0) C &(Ty) N B;(0) = &(T3) N B3 (0) C &(T3) N B;(0), isto é,
&1(Th) N B5(0) C &(T3) N B;(0).

Definindo £ : S — P(X) por E(T1) = & (T1) N B;(0), E(T3) = &(T3) N B;(0) e, por
exemplo, £(T) = &(T) para T # Ty e T # T3, temos E(T1) € Ty e E(T3) € T3. Logo,
€ € &s. Portanto, £(T1) C £(T3). Ou seja, Th <X Ts.

(iii) Se Ty <X Ty e Ty, =X T3, entdo, existem &;, & € &s tais que & (T1) C &(T2) e
E(Tz) C &(Ty). Como &i(Th) € Ty e &(Ty) € Ty, existe 67 > 0 tal que
&i(T1) N B; (0) = &(T1) N B;,(0). Por outro lado, como & (T3) € Ty e &(T3) € T,
existe 03 > 0 tal que £(T3) N B, (0) = &(T2) N B;,(0).

Para 6 = min{d;, d2}, temos
&(T1) N B3 (0) = &(T1) N B;(0),

&1(T5) N B3 (0) = &(T,) N B;(0).

Assim, &(T1) N B;(0) = &(T1) N B;(0) C &(Tz) N B;(0) = &(T>) N B;(0), ou seja,
& (Th) N B;(0) C &(T2) N B;(0). Como ja sabiamos que &(Ts) C £2(T1), em particular,
52(T2) nB;(O) Ctgg(Tl) ﬂB;(O) COHCIUmeS, entao, que gg(Tg) OBE(O) = gg(Tl) OBE(O)

Sendo T; e Ty classes de equivaléncia, entao, 77 = T5.
Portanto, < é uma relagdo de ordem.

Para uma se¢ao ., chamaremos de Uniao do tipo . todo conjunto Vy = U E(T),
Tes
para £ € €.

Vamos definir, agora, uma Topologia para X, em torno da origem, utilizando o

conceito de segoes.
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Definicao 1.4. Para uma se¢ao &7, definimos a topologia T para X por

Ty—{WDUg |0€We5€§y}U{¢}-

TeS

Chamando 75 = 7 \{8}, vejamos que 7 é uma topologia em X:
(i) Obviamente, ¢ € T € X € 7.

(ii) Sejam A; € 75, i =1, ...,n, entdo, A; D U &E(T). Fixado T € &, temos &(T) € T.
Tes
Assim, existe 67 > 0 tal que &(T) N B; (0) = &(T) N B;_(0), para 4,5 € {1,...,n}.

Definindo £(T) = &(T') N B;,.(0), entdo, € € {». Assim, A; D U &(T) D U E(T)
Tes Tes

Vi = nOuseJamADUS

Tes

(i) Consideremos {A,} C 7%, uma colecdo arbitraria abertos nao vazios. Assim,

A)\DUS)\( entao, UA,\DUUS,\T):) UE)\T)

Tes X Tes Pes
Logo, 7.»» é uma topologla.

Observagao 1.2. E facil ver que Ty é um Filtro em X.

Lembramos que um filtro F, em um conjunto X, é uma cole¢io de subconjuntos de X,
F C P(X), satisfazendo os sequintes aziomas:

(1) X € F;

(ii) ¢ & F;

(iii) A,Be F = (AN B) € F;

(w) Ac FeACB = BeF.

Observacao 1.3. E importante salientar que se tomdssemos como abertos somente os

conjuntos Vg = U E(T), nao tertamos wma topologia. Isso, porque, temos exemplos

Tes
de secdes para as quais unioes arbitrdrias de conjuntos Vg, como definidos acima, nao

podem ser escritas como uma unido de escolhas. Vejamos o exemplo, a sequir.
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Exemplo 1.1. Consideremos a se¢ao unitiria . em X, dada por & = {[rz]}, onde
fizamos x € X, ||z|| =1, ro = {Az : A € R}. Seja (hyp)new C X uma sequéncia tal que
hn—0, hy, #0 € hy, € 1, Yn € N. Chamaremos " = {h, € X | n € IN}.

Seja V,o = U En(T) = Eu([rz)) = r2U{hn}. O conjunto A = U Vog =1, UL, em-
Tes nelN .
bora contenha uma unido do tipo &, nao é uma unido do tipo &, pois o UT &€ T = [r,].

O resultado, a seguir, mostra que #—limite é o limite usual na topologia 7.

Teorema 1.1. SlimG(h) = L se, e somente se,

Ve > 0,IW € 75, tal que h e W = G(h) € B{(L) CY.

Demonstracao: Se S~lim G(h) = L, para alguma G, entdo, dados e > 0 e T € &,
fixado S € T, existe 6 > 0 tal que, definindo £(T") = S N Bj(0), temos E(T) € T e, se

h € E(T), entdo, G(h) € B,(L) C Y. Tomando W = | J £(T) U {0}, temos W € 73.
Tes
Para h € W, existem T' € &, S € T e 6 > 0 tais que se h € S N B;(0), entéo,

G(h) € B{(L)CY.

Reciprocamente, se dado € > 0, existe W € 75 tal que se h € W, entao,
G(h) € BJL) C Y, queremos mostrar que, fixado T' € &/, para todo S € T,

lim G(h)= L.
h—0
hes
Como W € 75, W D U E(T). Assim, dado T € & e fixado S € T, existe 6, > 0

Tes
tal que £(T) N B;,(0) = SN B; (0).

Logo, se h € SN B;(0) = £(T) N B;(0) C £T) c |J &T) c W, entéo,

G(h) € B.L)C Y. i

Portanto, #limG(h) = L. o

Como consequéncia do Teorema anterior, temos algumas propriedades operacionais
do “~limite.
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Proposicao 1.3. Sejam . € P(S)* e G; : B; (0)=Y, i = 1,2, fungdes. Se exitem
Flim Gy (h) = Ly e Slim Go(h) = Ly, entdo,

FUm(Gr+ Go)(h) =L+ Ly e FlimA(Gy)(h) = ALy, VA€R.

Agora, vejamos alguns resultados relacionando germes e .#-limites.

Proposicao 1.4. Dado T € &, T-lim G(h) = L se, e somente se,

Ve > 0,3S. € T tal que, h € Sc = G(h) € B{(L) CY.

Demonstragao: Se T-lim G(h) = L, fixado S € T, para cada ¢ > 0, existe . > 0 tal que
se h € SNB; (0), entdo, G(h) € B((L) C Y. Para cada € > 0, definindo S. = SN, B; (0),
temos Sc € T. Assim, se h € S, entdo, G(h) € B(L) C Y.

Reciprocamente, dado S € T', devemos mostrar que lim G(h) = L.
h—20
heS
Como para cada ¢ > 0, existe S, € T, temos S, =q S. Assim, existe o, > 0 tal que

SN B;,(0) = 5.1 B, (0).

Portanto, dado € > 0, existe 6. > 0 tal que se h € S N B (0) = S. N B; (0) C S,
entdo, G(h) € B((L) C Y.

Assim, lim G(h) = L, portanto, 7-lim G(h) = L. n
h—0
hes

Proposicao 1.5. Dadas uma segio . C S e uma func¢io G, as sequintes afirmagies
sao equivalentes:

(a) SlimG(h) =L,

(b) Ve >0, 3E €&, tal que h € E(T) = G(h) € B{(L) C Y, VT € &,

(c)Ve>0,3E €y, tal que h € | | E(T) = G(h) € B(L) C Y.
TeS
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Demonstracgao:
(a) = (b): Sabemos que SlimG(h) = L < T-limG(h) = L, VT € .. Pela
proposigao anterior, fixado 7" € ., Ve > 0,3S. € T talque h € S = G(h) € B((L) C Y.
Definindo &(T) = S, para cada T € &, temos E(T) € T, VI € &, portanto,
E €&y, Assim, Ve> 0,3 €€y tal que h € E(T) = G(h) € B(L) CY,VT € .&.

(b) = (c): Ve > 0,3 €€y esehce U E(T), entao, AT € & tal que h € E(T),
TeS
por (b), temos G(h) € B.(L) CY.

(c) = (a): Dado € > 0, definimos W = U E(T), W € 15. Se h € U E(T) =W,
Tes Tes
entdo, G(h) € B.(L) C Y. Pelo Teorema 1.1, Slim G(h) = L. o

Caracterizaremos, agora, a ordem entre germes por meio de seus limites.

Proposicao 1.6. Dados Ty, T, € S, Ty < Ty se, e somente se,

VG, (To-lim G(h) = L = Ti—lim G(h) = L).
Demonstragao: Se 77 = T», existe £ € &g tal que E(T1) C E(Tr).

Supondo Tp—lim G(h) = L, entdo, lim G(h)= L. Ouseja, Ve > 0, 36 > 0 tal que
h—0
h € E(T2)

se h € £(T>)N B;(0), entdo, G(h) € B.(L) C Y. Para h € £(T1)NB;(0) C £(T2) N B;(0),
temos G(h) € B.(L) C Y. Ou seja, T1—lim G(h) = L.

Reciprocamente, suponhamos que VG, To—limG(h) = L = T;—1lim G(h) = L,
mas T; A T,. Entéo, para S; € Ty e S3 € Ty e, V& > 0, S; N B;(0) ¢ Sz N B;(0).
Assim, para 6, | 0, n—0o0, existe uma sequéncia (hp)new C X tal que h, € Sy N B; (0)
e hy, ¢ SaN B;j (0),n € IN.

Considere I' = {h, € X| n € N} C 51, 'N Sy = g e seja G = xr : X—IR. Assim,

lim G(h) = 0. Da hipdtese, temos lim G(h) = 0, o que é uma contradigdo, pois
h—0 h—0
h € Sy hesS:

h,—0 em S; e G(h,) = 1. m
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Baseados no resultado anterior, vamos definir de forma natural uma relagao de

equivaléncia entre segoes e uma relacao de ordem entre suas classes de equivaléncia.

Definicao 1.5. A = % <= VG, (A-1imG(h) = L & S-limG(h)=L).

Definimos, também, uma relacdio de ordem nas classes de equivaléncias de segoes,
(] =[], que, por abuso de notagdo, escreveremos apenas # = S, e diremos que

S € mais fraca que S, do seguinte modo:

A RS =VG, (L limG(h) =L = A-1limG(h)=1L).

Usaremos a notagao < para a ordem estrita: A < S <= (A XS e A% S).

Vejamos, agora, um resultado que mostra que a ordem, dada nas classes de equivaléncia

das secgoes, estabelece uma “ordem” natural entre as correspondentes topologias.
Proposicao 1.7. 7%, € mais fina que T7s,, ou seja, Ty, D T, Se, e somente se, S X Fs.

Demonstragao: Suponhamos que 7., D T.,. Para uma G tal que S—1limG(h) = L,
temos, pelo Teorema 1.1, que Ve > 0, 3W € 75, tal que h € W = G(h) € B(L) C Y.
Como 7y, D T, W € 75, C Ty . Assim, Ve >0, IW € 75, tal que se h € W, entao,
G(h) € B.(L) C Y. Portanto, #4—lim G(h) = L.
Logo, & <X %.

Reciprocamente, se .# =% ., para W € 7%, definimos G = xw : X — {0, 1} C R,
a funcgao caracteristica de W.

Assim, dado € > 0, temos W € 75, , tal que se h € W, entdo, 1 = G(h) € B(1) C R
e, pelo Teorema 1.1, #—lim G(h) = 1. Logo, da hipdtese, 7 — lim G(h) = 1. Portanto,

1 13
para € = o, existe V € 73, tal que se h € V, entdo, G(h) € B%(l) = } 55 l

13
Além disso, como 0 ¢ ] 53 [, temos G(h) = 1, para todo h € V. Mas como G = xw,

entao, V C W. Do fatode V € 75, , temos V' D U E(T). Ouseja, W DV D U E(T),
TeS TeSN
o que prova que W € T3, e, portanto, Ty, D T4, ]
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Como consequéncia imediata da proposicao anterior, temos o seguinte teorema.
Teorema 1.2. Dadas as secoes 7 e S, temos ) = Sy <= Ty, = Tz,.

Demonstracao: /) = S <= A XS e A XA = To DTy e To DTy <

Tyl = Ty2' |

Os resultados, a seguir, caracterizam as relagoes de ordem, tanto nos germes, quanto

nas segoes.
Proposicao 1.8. Se dado W € 75, existe V € 75, comV C W, entdo, S X .

Demonstracao: Dada G, queremos mostrar que se %% —limG(h) = L, entéo,
F—1limG(h) = L. Pelo Teorema 1.1, para cada € > 0, existe W € 73, tal que se
h € W, entdo, G(h) € B.(L) C Y.

Para aquele W € 75, , temos V' € 75, com V C W. Assim, dado € > 0, existe V' € 7,
talque h € V. = G(h) € B.(L) C Y. Ouseja, im G(h) = L. Portanto, 4 X %. =

Proposicao 1.9. Se dado T1 € A, existe Ty € . com Ty X Ty, entdo, S X S.

Demonstracao: Dada G, suponhamos que #im G(h) = L. Ouseja, Todim G(h) = L,
VT, € %. Seja T € %, para este 11, existe Ty € % com 17 = T,. Da hipdtese, temos
T, —lim G(h) = L, assim, pela Proposi¢do 1.6, T3 —limG(h) = L. Como T; € %] é
arbitrério, 4 —lim G(h) = L. Portanto, # <X . m

Corolario 1.1. Se A C %, entdo, . = F.

Demonstracao: Como .5 C %%, dado T1 € ., temos T1 X T; € %. Portanto, pela
proposicao anterior, . =< %. n
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Corolario 1.2. Sejam % secoes de X, i € I. Fizado i € I, se . = 75, para todo
j €1, entao, & = ULS’J
jel
Demonstrac¢ao: Como % C U %;, pelo Corolério 1.1, temos & X U .
jeI jer
Por outro lado, se #—lim G(h) = L, entao, da hipétese, .#—limG(h) = L, Vj € I.
Assim, para T € U%, T € &%, para algum j € I. Ou seja, T-lim G(h) = L. Logo,

jer
Slim G(h) = L, para . = U ;. Portanto, U F; R . m
jeI jeI
1.4 Convergéncia de sequéncias em %
Dada uma sequéncia (hy)nen, chamaremos I' = {h, € X | n € IN}. Utilizaremos a

notagao (hy, ) C (h,) para dizer que (hy,, )kenv é uma subsequéncia de (hn)nen.

Definicio 1.6. Sejam .7 € P(S)* e uma sequéncia (hy)new tal que h,—0 em X, h,, # 0.
. 7
Diremos que h,, converge para 0 em % e escreveremos h, =0 se

VG, (A lim G(h) = L = G(ha)—L),

ou seja, {[I']} X Z.

- s T :
Quando . = {T'}, segdo unitéria, escreveremos h, —0 e diremos que h,—0 em T'.

Obviamente, {[[']} X {T} < [[ X T < (T-limG(h) = L = G(h,)—L, VG).
Além disso, [ X T <= (VS €T, Ins € N| n > ng = h, € 5).

Para uma secao ./, se T € & e h, LO, entao, hy, £0. Isso, porque, dada G, temos
FlimG(h) = L = T-lim G(h) = L = G(h,)—L.

Vejamos, agora, alguns resultados que caracterizam a convergéncia de sequéncias em

secoes e que relacionam este conceito ao de #—limite.
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Proposicio 1.10. h, 50 <= (V(hnk) C (hn), Ihny, ) C (o) €T €S | by 1»0) .

Demonstracao: Supondo que h, Z>0, dada G, se lim G(h) = L, entdo, G(h,)—L.
Portanto, G(hy,,)—L, para toda (hy,) C (hy,).
Suponhamos, por absurdo, que para alguma (hy, )pen, com = {hn, € X | k € N},
tivéssemos, para todo T' € & e para toda subsequéncia (hn, ) C (hn,), fn,, 7Z>0.
Notemos que, se para algum T € ., tivéssemos que E(T) NT # g, para toda & € £,
dado S € T, tomarfamos &,(T) = SN B; (0), m € IN, e terfamos uma subsequéncia

(Pny, ) C S tal que by, I>O, contrariando o que supusemos inicialmente. Logo, para
toda T € ., existe S € T, tal que SNT = g.

Tomando a funcdo caracteristica do conjunto I, G = Xxi : X—IR, entdo, VT € &,
T-lim G(h) = 0. Portanto, S~limG(h) = 0. Assim, 1 = G(h,,)—0, o que é uma con-
tradicdo. Logo, para toda (hn, )ren, existem (hn, ) C (hn,) e T € 7 tais que hy, ZLo.

Reciprocamente, se para toda (hy,,) C (hy), existem (hy,_ ) C (hn,) e T € 7 tais que
Py, L0, vamos mostrar que {[[} = &, ou seja, HlimG(h) = L = G(h,)—L, VG.

Suponhamos, por absurdo, que existe G tal que #lim G(h) = L, mas G(h,)/L.
Entao, existe ¢ > 0 tal que para dx | 0, existe (hn, )rem, ||Pn, || < 0k € ||G(hn,) — L] > €o.

Da hipétese, existem (hn, ) € (hn,) e T € &, hp, £0. Como Slim G(h) = L,
T-limG(h) = L. Assim, G(hy, )—L, m—oo, o que contradiz o fato de que
|G (hay,,) — L|| > €. Portanto, se AlimG(h) = L, entdo, G(h,)—L, YG. Logo,

hn Z’0. o

Teorema 1.3. Dadas ., % secoes em X, A <X S <= V(h,), (hn Z/1>O = B, Z20) )
Demonstracao: Se . <X % e h, Zl*O, entdo, {[I'} X & X H. Logo, hy i20.

Reciprocamente, se para toda (h,) tivérmos (h,, A0 = hn &0) e S—limG(h) =L,
supondo que ¥ —lim G(h) # L, entdo, existe 77 € . tal que T1—lim G(h) # L.

Assim, existem ¢y > 0 e hy, g(), tais que ||G(h,) — L|| > €. Entao, h, 47 e, da
hipétese, h, 20, Come S —lim G(h) = L, entdo, G(h,)—L, o que contradiz o fato de
|G(hn) — L|| > €. Logo, & —1lim G(h) = L, entdo, S <X S. n
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Proposicao 1.11. Dada G : B§(0)—Y, temos:
Zlim G(h) = L <= Y(hy), (hn 20 = G(h,n)—>L) .

Demonstragao: Se S~limG(h) =L e h, 20, temos {[T]} ® &, portanto, G(h,)—L.

Reciprocamente, se , V(h,), temos h, 20 — G(hy)—L suponhamos, por absurdo,
que
FlimG(h) # L, ou seja, existe T € & tal que T-limG(h) # L. Assim, existem
€0 > 0 e h, —0 tais que |G(hn) — L|| > €. Mas hy, Lo= h, 20 = G(hn)—L, uma
contradicao.

Logo, #lim G(h) = L. n

Uma pergunta que podemos fazer, nesse momento, é se existe alguma secao

*

minimal em P(S)*. Ora, dada uma segdo .& arbitrdria, fixando 7" em ., a defini¢ao
de secdo nos garante que 0 é ponto de acumulacao de qualquer escolha em 7'. Portanto,
existe uma sequéncia (h,) tal que h,, L0 com h; # h;, para todo i # j.

Vamos mostrar que sempre existe uma se¢ao mais fraca que ., que nao é equivalente

a .. Portanto, como .% é arbitraria, ndo existe secio minimal em P(S)*.

Seja I' = {h, € X | n € IN}. Consideremos (hon+1) € (ha,), respectivamente, a
subsequéncia de indices impares e a subsequéncia de indices pares de (h,). Assim,
podemos escrever I' = I'{Ul'y, onde I'y = {hopy1 € X |n € N} ey = {ha, € X|n € IN}.

Tomando % = {[['1]}, pela Proposigao 1.9, temos .3 <X &, pois [I'1] X [I'] X T
Além disso, . A . Com efeito, tomando G = xr,, entdo, # —limG(h) = 0, mas
F-lim G(h) # 0, j& que G(ha,) =1 € ha, Z.0. Portanto, % < .

Por outro lado, pelo Corolério 1.1, a secdo completa S é um elemento maximal da
familia P(S)* das secdes de X. Notemos que a se¢io unitaria #x = {[X]} é equivalente
a S. Isso, porque, dado qualquer germe T € S, temos 7" < [X], assim, pela Proposicéo

1.9, S < .x. Portanto, .%x também é elemento maximal para a familia das secoes de X.

Observe que [X] = [B;(0)] = [B;(0)], V6 > 0.
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Tanto S— limite quanto #x— limite (ou [X]-limite) é o limite na norma de X, e

T, = Tg € a topologia formada pelas vizinhangas canénicas (da norma) de 0 em X.

Para zo € X e uma fungao f : U—Y, U vizinhanca aberta de zq em X, temos dois

importantes #—limites para uma sec¢ao .-

A #-continuidade de f em zq <= S~lim(f(zo+ h) — f(z¢)) =0

A #-diferenciabilidade de f em zq <= 3L € L(X,Y) tal que

(f(zo + h) — f(z0) — Lh)

Flim
[|A]]

=0

Falaremos das propriedades desse .#-limites no préximo capitulo.



Capitulo 2
Diferenciabilidade em Secoes

Neste capitulo, veremos varios resultados sobre diferenciabilidade em se¢ées. Além

disso, adaptaremos & linguagem de secoes alguns dos resultados encontrados em [1].

2.1 . Y-diferencibilidade

Definigao 2.1. Dada . € P(S)*, definimos a classe das fungées .-diferencidveis
em zg € X por:

DRAX,Y)={f:UC X—=Y| xo €U aberto e AL € L(X,Y) tal que (1) € valida},

f(zo+h) = f(xo) — L(h)
[IA]]

onde S~lim =¥ (1)
Vale notar que se f : Uy C X—=Y e g : Uy C X—Y coincidirem em um conjunto

aberto U tal que 0 € U C U; N Us, entao, consideraremos f = g.

Devemos observar que, dados zp, z; € X e uma secao ¥, existe uma bije¢ao
natural entre os conjuntos D2 (X,Y) e D (X,Y). Isso, porque, paracada f € DY (X,Y),
podemos definir f : U—Y por f(z) = flx—z14+m), z € U= (21 —z0) + U e tere-
mos que f € DY(X,Y). Isso nos mostra que se, para duas segoes 7 e F, tivermos
DY (X,Y) C D2 (X,Y), entdo, DY (X,Y) C DY (X,Y). Consideraremos, a partir

daqui, que zg = 0, sem perda de generalidade.

19
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Escreveremos Dy (X,Y) = D% (X,Y). Fixado um espago de Banach X, usaremos a
notagdo Dy (Y) = De(X,Y).

Definicao 2.2. Dizemos que wale a wunicidade na .7-diferenciabilidade, para
€ P(S)*, se, para todo Y e f € Du(Y), o0 operador L € L(X,Y) para o qual (1) €

valida for inico. Nesse caso, chamamos L = yf’(O) de . -derivada de f em 0.

Proposicao 2.1. Dadas .%;,.% € P(S)*, temos:

(a) A XS = Dgp(Y)CDy(Y), VY.

(b) Se vale a unicidade na % -diferenciabilidade e # < 5, entao, vale a unicidade na
y-diferenciabilidade e, para f € Dy, (Y) C Dy (Y), temos 72f'(0) = “1£'(0), VY.

(c¢) Caso ezista uma segcdo & tal que & X A, & =X F e tal que vale a unicidade na

S -diferenciabilidade, entdo, a reciproca de (a) é verdadeira.

Demonstragao:
f(h) — f(0) — L(h)

5]
= 0. Ou seja, f € Dy (Y).

(a) Dada f € Dg(Y), 3L € L(X,Y) tal que #—lim

f(h) — f(0) — L(h)
1]l

=0, como

A RS, temos A —lim

(b) Para f € Dg(Y), se vale (1) para % e f, com operadores Li, Ly € L(X,Y),
entdo, como % > %, cada F-limite vai implicar no respectivo .#;-limite, ou seja, (1)
seré valida para % e f, com operadores L1, Ly € L(X,Y). Como vale a unicidade na
S -diferenciabilidade, temos Ly = Ly = “If'(0). Logo, “¥'(0) = “%'(0).

(c) Suponhamos Dg,(Y) C Dy (Y), VY. Pelo item (b), % e 4 tém unicidade nas
suas diferenciabilidades e, para f € Dg(Y) C Dsu(Y) C Dys(Y), entdo,
7'(0) = 7'(0) = 7F(0).

Fixada G : Bj(0)—Y com % —lmG(h) = L € Y, seja fo : Bs(0)—=Y tal que
fc(0) = 0 e fg(h) = ||A||(G(h) — L), se h # 0. Assim, para 0 € L(X,Y), temos
Fdim IEW =R o (G(R) = L) = 0. Logo, fa € Dy (Y) C D (Y) € Dir(Y)

[l
e 7¥L(0) = PfL(0) = “F4(0) = 0. Assim, % —lim J ﬁ"i(lﬁ) =0 = S -1limG(h) = L.

Portanto, % <X %. n
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Proposicao 2.2. Dy ¢ espago vetorial e, quando vale a unicidade na & -diferenciabilidade,

o operador dg € linear, onde

foo— 7).

Demonstragao: Decorre, imediatamente, da Proposicao 1.3. [

Para que possamos estabelecer propriedades da .¥-diferenciabilidade, vamos, agora,

relembrar as definigoes classicas de diferenciabilidade em espagos de Banach.

Definigao 2.3. Dados 0 € U C X, U aberto de X e f: U — Y, dizemos que:

(i) f € Gateauz diferencidvel em 0, se existe uma derivada 6 f(0,-) : X — Y tal que

_ g ) — f(0)
0f(0,v) = lim —

t—0
teR

, Yo e X.

(ii) f é Hadamard diferencidvel em 0, se eziste uma derivada 7f'(0) € L(X,Y) tal que

f(tv+tl) — f(0)

A" (0)v = lim , YveX.
(t,1) — (0,0) t
(t,l)) eRx X

(iii) f € Fréchet diferencidvel em 0, se eziste uma derwada f'(0) € L(X,Y) tal que

) =10 = POk _,

lim
h—0 [|A]]
he X

Observagao 2.1. A definigcao de diferenciabilidade no sentido de Hadamard dada para
fungoes f: U C X — Y, onde X eY sao espagos vetorias topoldgicos, foi formulada
originalmente do sequinte modo:

Seja G, a classe de todas as fungdes g : I — U, 0 € I C R aberto, tal que g(0) = 0

e 3¢'(0) = PH& g—(t)—_ti(o—) € X. A funcao f € diferencidvel em 0, se Eﬁf'(O) € L(X,Y),

Vg € G, 3(f 0 g)(0) = lim L 2D =D v (5 o0y —27(0)g/(0).

t—0 t
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De acordo com as defini¢oes acima, usaremos a seguinte notagao para as, respectivas,

classes de fungoes diferencidveis em 0 € X:

Dr(X,Y)={f:U—=Y]|0 €U aberto, f Fréchet diferencidvel em 0}.
Dy(X,Y)={f:U—=Y|0€ U aberto, f Hadamard diferencidvel em 0}.

De(X,Y) = {f: U-Y|0 € U aberto, f Gateaux diferencidvel em 0, 6f(0,-) € L(X,Y)}.

Se nao houver divida sobre os espagos X e Y nos quais f estiver definida, escrevere-

mos simplesmente Dp, Dy e Dg. Para uma secao ., escreveremos apenas D .

A Proposicao 2.3, cuja demonstragao pode ser encontrada em [1], mostra a equivaléncia
entre a defini¢do original dada por Hadamard e a dada em (ii), formulada por Daniel
Henry.

Proposicao 2.3. Para f : U C X—=Y, 0 € U aberto, teremos:

(a) 3f'(0) = 3 (0) = Elﬁf'(O) = 361(0,-) e, quando ezistirem, elas serdo iguais.

(b) Se f € Dy, entao, f satisfaz

AM > 0, 3r > 0 tal que Vh € X, ||h]| < = ||f(h) — F(0)]| < M||R]|. (0)

(c) Se dimX < co, entdo, Dr = Dy.

No artigo [1], ficou provado que a diferenciabilidade em 0, em qualquer dos trés casos
citados acima, ¢é equivalente a existéncia de um operador linear limitado

L e L(X,Y) tal que (1) fosse satisfeita, para uma se¢ao de X, adequada a cada caso.
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Para a Gateaux-diferenciabilidade, com derivada linear limitada, . é a secao das
direcdes de X, ou seja, & = S = {[r.] : z € X,||z| = 1}, onde r, = {\z: A € R}
Logo, DG = Dyc,.

Para a Fréchet-diferenciablidade, . é a segao unitdria .#x = {[X]}. Portanto,
Dp = Dy,. Como #x é maximal na familia P(S)*, entdo, pela Proposi¢ao 2.1, para
toda . € P(S)*, temos Dr C Dy.

Para a Hadamard-diferenciabilidade, assumindo que f satisfaz (O), veremos, adiante,
que . é a secao Yy, formada pelos germes de variedades mergulhadas em torno de 0,
de dimenséo finita e de classe C'-Fréchet. Mas .# é equivalente, também, a sua subsecao

de germes de curvas C' mergulhadas, em torno de 0.

Vamos, agora, recordar alguns conceitos de Geometria Diferencial.

Definicao 2.4. Dada S C X, diremos que S € variedade topoldgica de dimensao m,
mergulhada em um subespago E de X, se existe v : V C R™—E, V vizinhanca aberta
de 0 em R™, tal que v é homeomorfismo sobre sua imagem e S = (V). Nesse caso, 7y

é dito um mergulho topoldgico.

Dada S C X, diremos que S é variedade C*-Fréchet de dimensdo m, merqulhada em
um subespaco E de X, se existe v : V C R™—E, V vizinhanga aberta de 0 em IR™, tal
que vy é mergulho topoldgico de classe C'-Fréchet, com derivada injetora em cada ponto

deV e S =~(V). Nesse caso, v é dito um mergulho C*-Fréchet.

Para caracterizarmos a se¢ao na qual o limite (1) é vélido, para a diferenciabilidade de
Hadamard, vamos precisar de alguns resultados de [1] que reescreveremos na linguagem

de segoes.
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Definicao 2.5. Sejam m,n € IN, m < n < dim X, definimos as sequintes secoes de X :

Fimny = {T € S|3E € &5 tal que E(T) é variedade topoldgica de dimensio m, mergulhada

em um subespaco de dimensao n, 0 € E(T)}.

5’(},1,,1) ={T € S| 3¢ € &5 tal que E(T) ¢ variedade C*-Fréchet de dimensio m,

mergulhada em um subespaco de dimensao n, 0 € E(T)}.

Fmxy = {T € S| IE € &5 tal que E(T) € variedade topoldgica de dimensio m,
mergulhada em X, 0 € E(T)}.

5’(1,1‘;() = {T € S| 3¢ € &s tal que E(T) € variedade C*-Fréchet de dimensio m,
mergulhada em X, 0 € £(T)}.

A seguir, reescrevemos para a linguagem de segoes alguns resultados cujas

demonstragoes podem ser encontradas em [1].

Observacao 2.2. Note que 5”(1,1’“) C Fonny C Pl X5 5’(1,1,,1) c csﬂ(}n,X) C Fmx) €
Py = 5”(11@): {[E]| E subespago de X, &imE = n}, Ym,n € N, m < n < dim X.
Em particular, 5’(11,1) =S = = {[rllz € X,||z|| = 1}.

Teorema 2.1. Dadosm,n € N, m < n < dim X, temos Fmm) < Fnn) € Ta < 5"(},1’”).
Demonstragao: Decorre das Proposicdes 3.1 e 3.4 de [1]. m

Quando dim X = oo, decorre da Observagao 2.2 que U 5’(11’”) C 5’”(11 X)-
neN
O préximo exemplo nos mostra uma curva cujo germe estd em 5’(11 x), Mas que nao
estd em 5”(11 n)» para nenhum n € IN. Para mostrar esse fato, usaremos os Lemas 2.1 e

2.2, enunciados a seguir.
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Lema 2.1. Dados X Banach, dim X = oo, v € X, |[v|| = 1, eziste wma familia {e;}
L.L, com |lej|| = 1, Vj € IN, tal que e;—v.

Demonstracao: Tomemos a familia L.I. {€;}, com é = v, e definimos e; =

Entéo, {e;} é uma familia L.I. e e;—v. n

Lema 2.2. Para uma curva vy continua e injetora em | — s, s[, com v(0) = 0, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(a) Para toda sequéncia (Sp)neN, Sn €] — 8, 8[, $,—0, eziste subsequéncia (sn,)ren tal
que a familia {7y(sn,)} € L.L
(b) Para todo subespago E C X, dim E < oo, 3§ > 0 tal que ENBs(0)Ny(]—s, s[) = {0}.

Demonstracao: (a) = (b): Faremos a demonstracdo pela contra-positiva, negando o
ftem (b), provaremos que néo vale o item (a).

Suponhamos que existe £ C X, dimE < oo tal que, dado § > 0, existe
zs € EN Bs(0) Ny(] — s,8]) e zs # 0.

Tomando 6, | 0 e z, = z5,, T,—0, n — 00, temos z, = y(s,)—0, mas y(s,) C E nao
pode conter nenhuma subsequéncia formando familia L.I. pois, como dim £ = m < o0,

s existem m elementos L.I. de cada vez.

(b) = (a): Tome z, = y(s,)—0, vamos construir uma subsequéncia de (T,)new que
sera familia L.I.

Seja z,, = T, entdo, existe ny > 1 tal que {z1,2,,} seja L.I, pois, caso contrario,
z, € E =< z; > para todo n € IN, e ndo valeria o item (b).

Por inducdo, se j& tivermos {zi,Tn,,..., Tn,} L.I, deve existir ngy; > ng, tal que
{1, Zny, ..., Tny,, } seja LI, pois, caso contrario, a sequéncia (Zn)n>n, estaria contida em
E =< {1, Tnyy -y Tn, } >, dim E = k, e ndo valeria O [TEM (b). Logo, formamos a
familia {z,, }, que é L.L n

Vejamos, agora, um exemplo de uma curva mergulhada v, C1-Fréchet em X, que nao

“cabe” em nenhum subespaco de dimensao finita de X.
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Exemplo 2.1. Fizado v € X, |[v|| = 1, considere a familia L.I. {e;}, como no Lema
2

2.1, e tomemos {t;}, t; >0, t; | 0, tal que tj41 < 3

Definindo h; = tje; = tjv +t;l;, 7 > 1, onde l; = (e; — v)—0, entdo, {h;} é uma
familia L.1. e h;—0.

t—1t; ti1—1
Seja 7; dada por 7;(t) = ——2—h;_1 + 22" h: j>2, a reta que passa por
j i j i
tj—l — tj t_»,'}zl — tjh
h'j—l = ;Yj(tj—l): hj = :/j(tj) e tem diT’BQ(iO 'l)j = % = ’7;(15)
j-1 4

Vamos formar a poligonal 7 : [—ty,t,]—X :

f_yj(t% set € [tjatj—l]a .7 2 2
A(t) = 0, set=0
—3(—t), set € [—ty,0].

Agora, suavizando a poligonal, vamos criar uma curva vy :] — t1, t[ =X por:

(6 = t5)(tj—1 — £)?

;/J(t)—i_ (t 1—t‘)2 (vj—i-l_vj): set e [tj7tj—1]a .7 22,
_ j— j
(t) = 0, set=0
—(-1), set € [~ty,0].

Para t €]t;,t;_1[, temos

V() = v+ [(tj-1 = 1) (;_i(i—t _731'2)(%'—1 — )] (vj41 — v;)
Bl —t—-w),
= v; + (tj_l — tj)2 ('UJ+1 UJ).

E fdcil ver que v'(;) = im~'(¢) = vj4q, § > 2. Logo, v é C'-Fréchet em 0,t;] e,
4 tost; I

portanto, também é C*-Fréchet em | — t,,0].

Seguindo a demonstragio dada em (1] (Teorema 3.1, pdginas 406 e 407), fica provado
que v;—v e que v'(0) = %irré v'(t) = v. Além disso, para s > 0 suficientemente pequeno,

temos v : ] — s, 8| =X € uma curva mergulhada C*-Fréchet.
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Proposicao 2.4. A curva v, do Ezemplo 2.1, é tal que [y(] — s, s[)] € CS’(II)X)\ U Fhny-
n€lN

Demonstragao: Provaremos que 7y satisfaz o item (a) do Lema 2.2.

Para (Sp)neN, Sn €] — 8, 8, $p—0, tomemos 7(s,)—0. Entao, (s,)nen contém alguma
subsequéncia (s, )xen satisfazendo s,, | 0 ou s,, T 0. Como 7 é uma fungao impar,

basta demonstrarmos o resultado para o caso em que s, | 0.

Assim, para cada s, > 0, existe j, € IN tal que ¢;, < s, < tj,_1 € Y(s,) serd uma

combinacao linear de h;,_2, hj,—1 € h;,, digamos Y(sn) = anhj, + nhj,—1 + 0nhj, —a.

Tomemos, entéo, uma subsequéncia (s, )kew tal que jn,,, —2 > jn,, Yk > 1, ou seja,

0s h]-nk envolvidos nao se repetem quando mudamos de s,,.

A subsequéncia {7(s,,)} é uma familia L.I. Com efeito, dada uma parte finita

{7(8ni, ) ¥(Snpy ) s ¥(Sny,, )} € uma combinagdo linear MY (8ng,) + -+ AmY(8ny,,) = 0,
temos que

m m m
0 =Z /\p’y(snkp) :Z )\p(anp h’jnp+ a.np h’jnp—1+ &-np hjnp_.z) :Z(ﬂphjnp+ ﬂph fnp— 1+ ,Bphjnp_g) .
p=1 p=1 p=1

Como a familia {h;} é L.I, e nessa soma finita os h; nao se repetem, temos
By = B, = B, = 0. J& que ndo podemos ter ay,, On, € On, nulos a0 mesmo tempo,

sendo y(s,) seria nula, entdo, A, =0, para p =1,2,...,m.

Pelo ftem (b) do Lema. 2.2, temos [y(] — s, 5[)] & H1,), ¥n € IN. "
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2.2 Gateaux Generalizada

Nosso intuito, agora, é relacionar, por meio da ordem, as secoes provenientes das
diferenciabilidades classicas. Para isso, precisamos encontrar a secao adequada para a
diferencial de Hadamard. Vamos também ampliar a diferenciabilidade de Gateaux, intro-
duzindo uma diferencial feita em todos os subespacgos de dimenséo finita. Essa diferencial

sera chamada de Gateaux Generalizada.

Definicao 2.6. Chamaremos de Secao de Gateaur Generalizada a secao g que

definiremos por Sog = U Fmm)-
m €N
m < dim X
Usaremos a notacio Dea(X,Y) = Dg,o(X,Y), e podemos ver facilmente que
DGG = ﬂ D'Ykm’m) .
meN
m < dim X

Veremos, a seguir, alguns resultados que caracterizam a diferencial de Hadamard,

reescritos na linguagem de se¢des, cujas demonstrag¢oes podem ser encontradas em [1].

Teorema 2.2. f € Dy se, e somente se, [ satisfaz (O) e f € Dy para & = 5”(11,)().

Demonstracao: Teorema 3.1 de [1]. a

Proposicao 2.5. Dado m € IN,m < dim X, temos ,5’(11,)() = LS"(}n,X).

Demonstracao: Decorre dos Teoremas 3.2 e 3.3 de [1]. n
Vamos, agora, definir .y = U 5”(1,1 X)-
me N

m < dimX
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A préxima proposi¢ao utiliza os resultados anteriores para caracterizar a classe de
funcoes Hadamard diferenciéveis.
Proposigao 2.6. f € Dy se, e somente se, f satisfaz (O) e f € Dg,.

Demonstragao: Pelo Coroldrio 1.2 e pela Proposi¢ao 2.5, temos ,5’(11’/\,) = Y. O

resultado segue do Teorema anterior. ]

O item (b) da Proposigao 2.1 mostra-nos que vale a unicidade na .#-diferenciabilidade
para as secoes da Defini¢ao 2.5. Isso, porque, a diferenciabilidade de Gateaux é mais fraca

do que todas as possiveis diferenciabilidades, dadas por aquelas secoes.
Agora que sabemos como sao as segoes para as diferenciabilidades classicas, a seguinte
proposi¢ao nos mostrara como elas estao relacionadas.
Proposicao 2.7. Paran € IN, temos
i) Se dim X = n, entdo, o = S1,1) < H22) < - = Fan) = Ix = Foc = T,

Z’L) Se dim X = oo, entdo, Fo = 5/(1’1) = 5”(2’2) <. = t5”(,1,,1) <. =S < Iy < Fx.

Demonstragao: i) Decorre do Teorema 2.1 e do item (c) da Proposicao 2.3.

ii) Da Observagao 2.2, decorre que e C Fu e, portanto, S = . O Exem-
plo 2.2, que veremos a seguir, nos mostrard que Dy C Dy, g Dge e, do item (c) da

Proposicao 2.1, segue que Seg < Fu.

Além disso, o Exemplo 2.3 nos mostrara que Dp gﬁ Dy e, portanto, Sy < Fx. [
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Exemplo 2.2. Consideremos Y Banach ey € Y, com |ly|| =1, ey :] —s,s[—X como
no Exemplo 2.1. Definimos f : X—Y tal que

z|ly, se z=~(t), parat€]—s,s|,
ﬂ@:{n|| ), = 5.5
0, caso contrdrio.

Dado E C X, subespago de dimensao finita, entdo, f(z) = 0, em alguma bola
Bs(0)NE. Assim, (1) € satisfeita para L = 0, em qualquer germe [E]. Logo, °f'(0) = 0

Por outro lado, f ndo € satisfaz (1), para L = 0, em [y(] — s,s[)] € Fu. Assim,
f € Dec\Dy,, . Portanto, f € Dy, ainda que f satisfaca (O).

Usaremos a seguinte notacao para a Esfera Unitaria de X:
Ey={z e X| ||lz|| =1}
Lema 2.3. Sejam X Banach, dim X = oo, F' g X subespago fechado e 0 < d < 1.

(a) Eziste u € E; tal que d(u, F) > d.
(b) Eziste uma familia {e;}jen, L.I. em Ex, tal que |le; — e;|| > d, para todo i # j.

Demonstragao: (a) Seja w € X\ F, tomemos d' € R tal que 0 < d < d' < 1.

Como F' é fechado, d(w, F) = inf{||w — z||, 2z € F} = p > 0. Da definigao de infimo,
para cada § > 0, existe z € F tal que ||lw — z|| < p+ 9.

1 —d" =
Para § < ——p, definindo u = — , u € Eq. Assim, para todov € F
d lw — ||
w—z 1
Iw—wH=H—————UH=————Mw—z—ww—zWHL
lw — 2| |w— 2|

1
Como (z+ ||lw—2z|[v) € F, |Jlw—(z+||lw—2z|[v)|| > p e > -, logo,
(= 2llo) € F, o= e+ o —2l) [ 2 p e g >~ o

lu —vl|| > p—ié > d' > d. Portanto, d(u, F) > d' > d.
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(b) Dado e; € Fji, seja F; =< e; >. Entao, pelo item (a), existe e € E; tal
que |le; — ea]| > d(ez, F1) > d. Para Fy =< {ej,es} >, teremos e3 € E; tal que
lles — e;]l > d(es, F») > d, para j = 1,2.

Seguindo por indugao, se tivermos {ey, ..., e,} L.I. em E} tais que ||e; —e;|| > d, i # j,
basta tomarmos F,, =< {ey,...,e,} > e teremos e,41 € E; tal que ||e,41 — €| > d, para
todo j < n+ 1. [

Sejam X e Y espagos de Banach, dim X = co. Consideremos {e;} uma familia em
X satisfazendo o ftem (b), do Lema 2.3, para algum 0 < d < ley €Y, |y =1. O
préximo exemplo nos mostra uma aplicacdo Hadamard diferencidvel, que nao é Fréchet

dferencidvel.

Exemplo 2.3. Consideremos g : X—Y, dada por

o(h) = { (|)\|1+%)y, se h = MXex para algum A € R e para algum k € IN

0, caso contrdrio.

Entao, g é Hadamard diferencidvel, mas nao € Fréchet diferencidvel em 0 € X.
Vamos mostrar, primeiramente, que g satisfaz (O):
1
Se g(h) =0, llg(W)I<|[B]l. Se h=Xex, [|Rll=IAI< 1, lg(R)|=[AI"% < [A]=[IR]l

Ja que le’x) = Yy, vejamos que g € Dy(llY, com %'(0) = 0. Ou seja,

)

. g(h) 1
T = llmm - O, VT (S ZLX).

Fizemos T = [y(] — s,8[)], onde v é uma curva C'-Fréchet mergulhada. Pela

h
Proposicao 1.11, basta mostrarmos que lim —g(—n—)-
w5 Thal

hn = 7(tn), para t, €] —s,s[, t,—0, t, #0.

= 0, para toda hy, Lo. Assim,

Consideremos IN = IN;UIN,, onde N; = {j e N | ¢; >0} e Ny = {j €e N | t; < 0}.
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Se |INg| < o0, eziste ng € IN tal que n > ng, entdo, n € IN; e

he X ()
[l ~ BLaXl ™ [l (0)]

ZUEEl.

Se |IN;| < oo, eziste ng € IN tal que n > ng, entdo, n € INy e

h,
— E;.
a0

h
Vejamos que, quando (—L
|7l

que, para n suficientemente grande, h, = \,ex (ou seja

) converge, existe mo mdzimo um possivel k € IN tal

hn
) m = ek) oug(hn) = 0.

h
Como (]Ihn“) é de Cauchy, existe ng € IN, para n,m > ny,
n

i~ el
T T
Ihall Nl

Pelo Lema 2.3, temos llex — el > d, quando j # k. Logo, existe no mdzimo um inico

k € N tal que —— = ey, paran > ng, ou g(hy,) = 0.

||h I
h} h2
Se |IN;| = |INy| = oo, temos (h,) = (hL)U(R2), onde —2— Tl —v e HEZ_H_) —v. Assim,

temos no mdzimo ki, ks € IN tais que, para n suficientemente grande, h, = Ajer, ou
hy = Aner, (ou g(h,) =0).

1
Assim, g(h,) = I)\n|l+’°a‘, caso h, = Mney;, j=1,2, ou g(h,) = 0. Ou seja,

1L
lg(hn)| _ Pl
hall — Tl

lg(hn)]
= | A%, 5=1,2, ou = 0.
Pl Tl
g(hn)

n—oo ||A|
como g satisfaz (O), temos g € Dy e F(0) = 0.

=0, para toda h, Loe para todo T € 5’(1,( Logo, g € Dy1 e,

(1.X)

Vejamos que g nao € Fréchet diferencidvel:

Se ezistisse ¢'(0), teriamos, pelo item (a) da Proposi¢do 2.3, que g'(0) ="4'(0) = 0.

hn) _eq

Entao, para toda h,—0, h, # 0, teriamos 9 ———0. Mas, tomando h, = —, n € IN,
n

]
1 n

temos =
[l | 2 n=
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2.3 Tangéncia

No contexto de segoes, podemos obter sentidos de difenciabilidade ainda mais fracos
que o de Gateaux. E possivel, por exemplo, definir se¢oes contidas propriamente em .#4.
Por esse motivo, a unicidade nao é sempre garantida, mas, o conceito de tangéncia, dado

a seguir, nos darad condigoes para que o operador L seja unico.

Definicdo 2.7. Para © € B4, dizemos que = é tangente a T € S se existe hy, Z>0,

satisfazendo ———1x.

17

Dizemos que z é tangente a . € P(S)* se existe T € . tal que x é tangente a T

Vamos, agora, definir o Espago Tangente a uma se¢ao dada.
Definicao 2.8. Seja . € P(S)* e T € ., definimos

TuT ={z € Ey| z é tangente a T} e Ty’ = {z € E1| z € tangente a S} = U TyT.
Tes

Chamaremos de espago tangente a T ao conjunto

TT={eX|zeTyT e R} = U T
z€TyT

Chamaremos de espago tangente a & ao conjunto

TS={MeX|zeyS e ecR}=]TT= |
Tes z€Ty S

Frizamos, aqui, que, apesar de termos denominado 77" de espago tangente, estamos
usando um abuso de linguagem, j& que o conjunto 77, em geral, pode nao ser um espaco
vetorial. Mas, quando T' € . é o germe de uma Variedade Diferencidvel S, entao, 77 é

o “Espago Tangente” a S em 0, no sentido cléssico.

E claro que 7yT = T{T}y, TT=T{T}, wT =TTNE e Ty =TS NE;.
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Teorema 2.3. Dadas as se¢oes A e S, se A <X S, entdao, T C T S.
Demonstracao: Basta mostrar que, se % X %, entdo, Ty.% C Ty Ss.

[
.~ ~ . ~ Tl ~ .5/’1 yz
definigao de convergéncia em segoes, se h, —0, entdo, h, —0. Pelo Teorema 1.3, h, —0.

T
Seja z € Ty, entdo, existem T € % e h, —0, satisfazendo —x. Mas, pela

by
lanell

k
. h , .
j4 que ———z. Logo, = é tangente a .%, ou seja, = € Ty.%. n

(17 |

T
Pela Proposigao 1.10, existem (hy,, )kew € T € H, satisfazendo hy, =0e

No caso especifico da se¢ao de Gateaux g, temos Ty Sg = E1 e 7.5 = X, pois,
para cada x € Fy, temos Ty[ry| = {z,—z} e T[ry] =1, = {2z | A € R} =< z >. Assim,
para qualquer segao ¥ > ¥, pelo Teorema 2.3, temos 7y = F1 e 7. = X.

Definigao 2.9. Dizemos que um subconjunto I C X € total em X, se o espago vetorial

gerado por I for denso em X, ou seja, < I > = X.

Para uma secio .7, se 7.% é total, entao, 7. é total, pois Ty C 7. e ambos

geram o mesmo espago vetorial.

Veremos que, para garantirmos que vale a unicidade na .#-diferenciabilidade, é su-

ficiente que 7y.% seja um conjunto total em X. Para isso, vamos utilizar o Lema a seguir.

Lema 2.4. Consideremos uma se¢ao .&.

(a) Se f € Dx(Y), para algum Y, com Ly,Ls € L(X,Y), satisfazendo (1) para &,
entdo, .#lim L <”Z—”> =0, onde L= Ly — Ly.

(b) Dada L € L(X,Y) tal que #lim L (”Z—”> = 0, entdo, para toda g € Dy(Y), com

L € L(X,Y) satisfazendo (1) para .57, temos que L + L também satisfaz (1).
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Demonstracgao:

(a) Para f € Dy (Y) sejam Ly, Lo € L(X,Y), satisfazendo

S lim f(h) — |J;](1(|)|) — L1h — Slim f(h) = m) — Lsh _

0.

Como

) == i)~ () =2 -

h
Flim L (—) =0.
]

h
(b) Suponhamos, para L € L(X,Y), que .#~lim L (—) = 0 e tomemos g € Do (Y),

- 1Al
(h) — g(0) — Lh _0
Il '

temos

com L € L(X,Y), tal que #lim J

Logo,

o 9 =g —[L+ D _ o, fg() —g(Q) —Lh (b )| _
- I 7 [ 7] L(nhn)} "

Proposicao 2.8. Para uma se¢io 7, sio equivalentes:
(a) Vale a unicidade na . -diferenciabilidade.

(b) Para todoY e L € L(X,Y), temos Slim L (ﬁ) =0=L=0

(c) Paral € X' = L(X,IR), temosy—liml( ) =0=1=10:

b
12

(d) Eziste Y tal que para L € L(X,Y), temos S~lim L (H—Z”) =0= L=0.
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Demonstragao:

(a) < (b): Decorre imediatamente do lema anterior.
(b) = (c) e (c) = (d): Sao 6bvias.

h
(¢) = (b): Seja Y tal que S~lim L (”h—”) = 0 e suponhamos L # 0. Entao, existe
z € X, ||z|| =1, tal que y = Lz # 0.

Consideremos ¢, :< y > —IR, tal que ¢,(Ay) = A\, A € R. Pelo Teorema de Hahn-

Banach, existe um funcional ¢ : Y —1R, tal que ¢|_,. = &,.

Seja | € X' definido por [ = ¢ o L, entdo, Slim (ﬁ) = Hlimg (L (ﬁ))

h

Vejamos que S~lim ¢ (L <]|h_||)> = 0. Como ¢ : Y—IR é continua em 0, dado

€ > 0, existe € > 0 tal que, se y € B¢(0) C Y, entdo, ¢(y) € B.(0) =] — ¢,¢[C R. J& que

h
F~lim L (m) =0, pelo Teorema 1.1, para € > 0, existe W € 75, tal que se h € W,
h

entdo, L <ﬁ> € B:(0) C Y. Portanto, ¢ <L (W)) € B.(0) C IR. Decorre de item

(c) que I =0, mas l(z) = ¢(Lz) = ¢(y) = ¢,(y) = 1, uma contradigao. Logo, L = 0.

l

(d) = (¢): Sejal € X', SAliml <”%“) =0ey €Y, |y|| =1. Definindo L € L(X,Y),

por L(z) = l(z)y, Vz € X, temos Slim L (ﬁ) = Sliml (H_Zﬂ> y = 0. Pelo item

(d), temos L = 0, o que implica que [ = 0. =

Dos resultados anteriores, ou vale a unicidade na .#-diferenciabilidade para g € Dy,
ou existem infinitas transformacoes lineares L, € L(X,Y), n € IN, em cada espago
Y, tais que L, satisfaz (1) para .%. Isso, porque, dada L € L(X,Y), L # 0, tal que

h =
S~lim L m) =0, entao, para g € Dy(Y), com L € L(X,Y), satisfazendo (1) para

&, temos que L, = L 4+ nL também satisfaz (1), para cada n € IN.
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Teorema 2.4. Dada uma secao .7, se Ty € total em X, entdo, vale a unicidade na
& -diferenciabilidade.

h
Demonstracao: Para Y Banach, seja L € L(X,Y), tal que S~lim L <||h||> =0€Y.

Para z € 7y.%, tome h,, 20 (na verdade em algum T € &), satisfazendo —z. Se

hn

17|
h iy ha

Flim L ||h|| =0, entAo, L TS ” —0. Mas como L ||h T — Lz, temos Lx = 0,

Vz € Ty”. Como Ty é total e L é linear continua, entdo, L = 0 em L(X,Y’). Pela

Proposicao 2.8, vale a unicidadde na .#-diferenciabilidade. W

Para mostrar que a condigdo do teorema anterior nao é necessaria, ainda que seja
suficiente, veremos um exemplo, para X = I(IN), de uma segdo com unicidade na
&-diferenciabilidade, mas tal que 7. = ¢.

Exemplo 2.4. Sejam X = [;(IN) e {e;}iemw a base candnica de l3(IN). Consideremos

:5”: {Tl,TQ,Tg,...,Tk,...} onde Tk = ek+en, n € N}] pamkE]N.
. hin
Tomando hy,, = qqt_@z’ temos 2 _ Bt en Logo, nenhuma
n ”hanZ lec tenll V2
" n
subsequéncia de (“ hk’n” > converge. Assim, TT, = ¢ ,Vk € IN, portanto, 7. = @.
kn|l2

h
Para'Y Banach, seja L € L(X,Y) com S~lim L (||h|| > = 0. Logo, Vk € IN:
2

n—oo

h
Ti— th( h ) == 1imL< k;n ) =0= lim L(ex +e,) =0
[1]l2 [|72am |2
Portanto, lim L(e,) = — lim L(ex) = —L(ex) =y € Y que é constante, Vk € IN.

Assim, y = lim —y = —y, ou seja, y = 0, Yk € IN. Logo, L =0 em L(l2(IN),Y).

Portanto, pela Proposigao 2.8, vale a unicidade na &-diferenciabilidade.
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Observagao 2.3. Para .9 C %, existe I C Ey, tal que . = {[rz] | = € I}. Assim,
TS =1eTS=]r..

zel
Proposicao 2.9. Para I e ¥ nas condigées da Observagao 2.3, vale a unicidade na

& -diferenciabilidade, se, e somente se, I é total.

Demonstragao: Se I é total, pelo Teorema 2.4, vale a unicidade na .#-diferenciabilidade.

Por outro lado, se vale a unicidade na .#-diferenciabilidade, suponhamos, por absurdo,
que <I> = E G X. Assim, podemos obter um funcional I € X' = L(X,R) tal

h
que Il # 0 e, = 0. Como Tl =z ou ﬁ =—z e l(z) = l(—z) = 0, segue que

[rz]—lim (”Th”) =0, para z € I. Logo Slim! (ﬂ%ﬂ) = 0. Mas isso contradiz o item

(¢) da Proposigao 2.8, ja que vale o ftem (a) da mesma Proposigao.
Logo, < I > = X, ou seja, I é total. =

Exemplo 2.5. Para I e nas condigoes da Observagao 2.3, se X = l3(IN) ou X € uma
espaco de dimensao finita, tomando I = {e; € X |i € IN, i < dim X}, a base candnica de
X, temos a unicidade na .#-diferenciabilidade. Nessa se¢do, para f € D2(IR), “f'(zo)e;

€ i-ésima deriwada parcial de f em xq.

Exemplo 2.6. Para 1l <p < oo e E espago de Banach, seja L, = Ly([a,b], E) o espaco
das classes de equivaléncia das fungées ¢ : [a,b]—E, Bochner-Lebesque mensurdveis, tais

que ||¢(.)||P é Lebesgue integrdvel.

Consideremos X = L, e tomemos I = {”;—A“ €L,| Ae M(a,b]), pA # O}, onde
Allp
M([a,b]) € a classe dos conjuntos Lebesque mensurdveis de [a,b] e pu é a medida de

Lebesgue em [a,b]. Notemos que ||xall, = (/LA)%, sel <p< oo, e|xallc =1. Nesse
caso, & = {[ry.] | A € M([a,b]), u(A) # 0}.

Para1 <p < oo, <1 > € o espago das funcoes simples de [a,b] em E. Parap = oo,
< I > € o espago das fungoes simples essencialmente limitadas. Assim, < I > é denso

em Ly, portanto, I é total em L,. Logo, temos a unicidade nessa . -diferenciabilidade.
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2.4 .¥-continuidade

Definicao 2.10. Dado . € P(S)*, definimos a classe de funcies /-continuas em
zg € X por:

CPX,Y)={f:UcC X=>Y| zo €U aberto tal que (2) € valida},

onde Flim (f(zg + h) — f(zg)) =0€Y. (2)

Observagao 2.4. Podemos reescrever o Teorema 1.1, no contexto de . -continuidade,

do sequinte modo:

Dados z, € X e uma se¢io ., f € continua em x, € X, se e somenlte se,

Ve > 0,3IW € 75, tal que h € W = f(zo + h) € B(f(zo)) C Y.

Ja falamos anteriormente da propriedade (O) que nos mostra em que razao varia a
fungao com relagdo a seu pardmetro. Vejamos, agora, como esta defini¢ao se escreve na

linguagem de seg¢bes e quais suas relagoes com a ¥-continuidade e a ./-diferenciabilidade.

Definicao 2.11. Para . € P(S)* e xg € X, definimos a sequinte classe de funcies:
ORX,Y)={f:UC X=Y| zo € U aberto tal que (O)% ¢é valida, },

onde M >0,3W €7y | he W = ||f(zo+ h) — f(z0)|| < M|k (0)%

Analogamente ao que mostramos na .#-diferenciabilidade, nao hé perda de genera-
lidade em considerarmos zg = 0. Conforme for conveniente em cada contexto, usaremos

as notacgoes

Oy =0xs(Y) =O0s(X,Y)=0%X,Y) e Cyp=Cs(Y)=Cs(X,Y)=Co{X,Y).

A partir daqui, quando nos referirmos a propriedade (O), queremos dizer que vale

(0)%, para zg = 0.
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Proposicao 2.10. Cy» e Oy sao espagos vetoriais.

Demonstracao: Decorre diretamente da Proposicao 1.3 que C« é espago vetorial.

Vejamos que Oy é espago vetorial. Sejam f,g € Ox». Entao existem M7, My > 0 e
Wy, Wy € 75, tais que

heWy = [|f(R)|| < Ma|lhl| e h e Wa=|lg(h)|| < Ma|lA].
Assim, para h € W; N W, temos
I+ )R = 11F(h) + g(W)Il < NIF (W + lg(r)Il < MylIR|| + Ma|h]| = (My + Ma)]|A]|.
Além disso, para A € R e h € W3, temos

IAF (AN = AIF(R)I < My |A][[R]

Portanto, O é espago vetorial. m

A proposicao, a seguir, relaciona os espacos vetorias Dy, O e Co.

Proposicao 2.11. Dada uma se¢cdo 7, fizados X eY, entdo, Dy C Oy & Cy. Caso
T 74 @, entao, Dy g Og.

f(h) — (0) — Lh

Demonstragao: Dada f € Dy, existe L € L(X,Y), com #lim T

=0€eY.

Assim, para € = 1, existe W € 75, tal que, se h € W, entéo,
[1£(R) = £(0) — Lh|| < Rl = [l £(R) = FOII < IRl + ILINIRI = (2 + [[LIDIIA]-

Logo, f € O.
Se f € Oy, para M > 0,e >0e W € 75 como em (O), entao, W=Ww N Bs(0),

com § = A/i[’ é tal que W € 7%. Se h € W, entdo, ||f(h) — f(0)]| < M|h|| < M = .
Portanto, f € C». Ou seja, Dy C Oy C Cy.
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Vejamos que Oy & Cy:
Dado T € .7, existe (hp)nen, hn # 0, tal que h, Lo.

Fixemos y € Y, |ly|| = 1, e seja g : X—Y, dada por

I,
o(h) = 0 se h# neN,
yv/||ha|| se h=h,

entao, g € Cy, mas g € O.

Com efeito, Ve > 0, Ing € IN, tal que,se n > ng, entdo, ||h,|| < €. Agora, existe
E € £ tal que se h, € W = U E(T), entdo, n > ng. Assim, se h € W, temos
Tes

0 se h# hy,
Bl — Portanto, g € Co.
Ilg( )” { th“ <e se h= hn) pois m 2 ng. ! 7

Como nao existe M > 0, satisfazendo ||g(hy)|| = /|||l < M||hy]|, temos, para |||
pequeno, g € Og.

Mostraremos, agora, que se 7.% # ¢, entdo, Dy G Oy:

Tomemos z € Ty e hy, 20 tal que fin —z. Definindo f: X—Y,

12l
0 se h# hy
f(h) =< yllhaml| se h=hy, ,nelN,

2y|lhons1ll se h = honta

entdo, f € Os\Dgy.

Com efeito, f € O, pois || f(h)]| < 2||k||. Além disso, se existisse L € L(X,Y),
y”hQn” - Lth
[[Anl

— 0, entdao, Lz = 2y. Portanto, nao existe L € L(X,Y)

satisfazendo (1) para ., terfamos que se — 0, entao, Lz = y, mas

QyH honi1|l — Lhonia

[[hanl
satisfazendo (1) para f e %, ou seja f & Dy. Logo, Dy & Op. u
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Observacao 2.5. A hipdtese de que T. # @ é necessdria, pois, para X = [;(IN),
tomando & = {[{e_n}] }, onde {e,} € a base de Schauder candnica de l;(IN), temos
n

Com efeito, dada f : ,(IN)=Y ,entdo, f € Oy (Y), definimos L € L(l1(IN),Y), por
L (%) =f %n) — f(0), e podemos estendé-la linearmente a l,(IN), pois existe M > 0

tal que |1/ (%) = SO < M. Assim, [IL(e)) | =3llf (2) = FO)] < M.

Seja z € [1(IN), z = Zaiei e Z || < c0. Definindo Lz = ZaiL(ei), vejamos

i=1 =1 i=1
0

que a série € convergente. Como Z || < o0, dado € > 0, eziste ng € IN tal que, se
i=1

m > n > ng, temos Z || < ﬁ Logo,
i=n+1
m m m
Y ail(e)| < Z lesLe)ll < D leal IL(e)l| < M D Jau] < e
i=n-+1 i=n+1 i=n+1 1=n+1

Vejamos que L € linear. Para x,y € [1(IN), z = Z a;e;, Y Zﬁze2 e A € R, temos

=1
co

Lz +y) = (Ao +B;)L(es)

=1

= lim Z(/\ai+:8i)L(ei)

=) lim ZaL ei) + hrn Z'B’ (e;)
=/\L:r+Ly.

Além disso, L € continua, pois

[ L] = L(e:)

<D lallLie)ll < MY lai| = Mliz])s.
i=1 i=1

Portanto, L é linear continua. Agora, como (f — f(0)) e L coincidem em &,
L satisfaz (1) para f em . Ou seja, f € Dy.
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Proposicao 2.12. Dadas as secoes A -e S5, tais que S < S, fizado Y, temos:

(a) Dy, C Dy, Oz C Oy eCg CCy,.

(b) Ezistem funcoes f,g,7 : X—=Y, f,9,7 € D, tais que f € O, g € C5\Os ¢
j & Cs,. Portanto, O G O eCyy G Cyy.

(c) Se vale a unicidade na % -diferenciabilidade, a fungdo f, dada no item (b), satisfaz
f € 0,\Dg,. Portanto, Dy, G Dy,.

Demonstracao: Como . < %%, temos T.g, g T,
(a) Dy, C Dy e Cy, C Cyy, pois S < S Dada f € Og,, existem M > 0 e
W € 13, C T4, tais que, se h, € W, entdo, ||f(h) — f(0)|]| < M||h||, ou seja, f € O.

(b) Seja Wy € 75, \7%, e fixemos y € Y, ||y|]| = 1. Definimos f,g,j : X—Y por
f(h)z{o sehew, [0 sehe W _Jo sehewm
y||lh|| seh & Wy y\/ ||h]| seh & Wi y seh g W

Como 0 € Wi, temos f(0) = ¢g(0) = j(0) = 0. Assim, para 0 € L(X,Y),
aigualdade (1) é satisfeita na segéo .#], para cada uma dessas fungoes. Logo, f,g,j € D,
e 7if'(0) ="1¢'(0) ="15'(0) = 0.

Por outro lado, ||f(R)|| < ||k||, ou seja, f € Og,. Além disso, para todo W € 7g,,
temos W ¢ Wi. Logo, existe h € W tal que h ¢ W;. Como para qualquer § > 0, temos
W N B;s(0) € 7%, existe h,, € W, tal que h, & Wy, hy,—0.

Obviamente g € Cg,. Suponhamos, por absurdo, que g € Og,. Assim, existem
W ety e M > 0 tais que ||g(h)|| < M|h||, Vh € W. Agora, tomando h,—0, h, € W e
e & W1, temos ||g(hn)|| = v/ ||hall < M|y, uma contradigio. Logo, g & O,

Suponhamos, por absurdo, que j € Cg,. Pelo Teorema 1.1, para 0 < € < 1, existe
W € 7, tal que, se h € W, entéo, ||7(h)|| < e. Para h € W\W1, temos ||5(h)|| = |ly|| = 1,
absurdo! Logo, j € Cs,. Portanto, Oy, G O e Cs G Co.

i(h

(c) Se vale a unicidade na .#-diferenciabilidade, mostraremos que, para a f € Dy
dada no item anterior, temos f & Dg,. Suponhamos, por absurdo, que f € Dg,. Como

A X F, pelo item (b) da Proposigao 2.1, vale a unicidade na .#-diferenciabilidade e

7%'(0) = “'(0) = 0. Assim, %% — lim];l(Th”) =0epara0 < e <1, IV € 75, tal que

h
heW = ”j|c|§z||)” < €. Mas, para h € W\W7, temos %ﬂ = ||ly|| = 1, absurdo! Logo,

f €Dy, Ouseja, Dy, G Dy n
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Um Teorema classico, que caracteriza a composta de fungoes, é a Regra da Cadeia.
Ainda que nao tenhamos um resultado geral sobre a diferenciabilidade da composicao de

funcoes diferenciaveis, enunciaremos, a seguir, um resultado para um caso particular.

Teorema 2.5. Sejam X, Y, Z espacos de Banach, & € P(S)*, f: X—Y,qg:Y—Z e
z€X. SefeD%(X,Y) egeDINY,Z), entdo,

(9o f) €DL(X,2) e “go f)(z) = ¢(f(z)) f'(x).

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que z = 0 e f(0) = 0. Vamos

mostrar que . — lim 9(f(R) — 9(0) — g'(O)FF'(0)"] =0¢€ Z. Temos
172 '

a(F (1) — 9(0) - OFFOR  g(F(R) - 9(0) = gOUR)] . . [ F(h)~7F(O)h
Tl - Tl +9‘°’[ Tl }

Como f € Dy(X,Y), dado € > 0, tomando n > 0 adequado, existe W; € 73, tal que
f(h) =7F'(0)h

se h € Wy, h # 0, entao, Tl H < 7n. Assim,
’ f(h) _yfl(o)h ! €
70 L O | < oot < 5.
Para h € Wy, caso f(h) = 0, lg(f(h)) —g(Ol)lh—“g'(O)[‘?’(O)h]ll y % .
C B) 0, 9(f(h)) = 9(0) = g'(O)[f(R)] _ 9(f(R)) —9(0) — g'(O)[f (R)] [l /(W
o f 7 I Gl il
Como f € Dy(X,Y) C Ox(X,Y), existem Wy € 75, e M > 0 tais que, se h € Wy
e h # 0, entao, ll];l(hh||) I < M. Como g é Fréchet diferenciavel em 0, existe § > 0

g(f(h)) —9(0) — g O)[f(R)] _ ¢
I £(R)]| 2M
[ € Dy(X,Y) C Co(X,Y), existe W3 € 75 tal que, se h € W3 e h # 0, entao,

|f(R)|| < 9. Assim, para h € W = Wy N Wy N W3 € 7% e h # 0, temos

lg(f(h)) — 9(0) — g'(O)F'(0)A]I
5]

tal que, se ||f(h)|| < d, entao, Além disso, como

< €.



Capitulo 3

Secoes mais fortes que a de
Hadamard

Nesse capitulo, mostraremos que existe uma sec¢éo prépria entre a secao de Hadamard
e a de Fréchet. Esse fato mostra que existe um sentido de diferenciabilidade novo, que
pode ser 1itil para a solugao de problemas em que ndo seja possivel derivar no sentido de
Fréchet.

Dado um espaco de Banach X, parar > 0 e 1 < p < 0o, denotaremos por L,, o espaco
L,([-r,0],X), das classes de equivaléncia das fungdes ¢ : [—~r,0]—X, Bochner-Lebesgue
mensuraveis, tais que [|¢(.)||” é Lebesgue integravel. Usaremos ||.|| para a norma de X e

.|l, para a norma de L,. Chamaremos de p a medida de Lebesgue em |—7,0].
p P 2

3.1 Operador de Nemytskii

Definicéo 3.1. Consideremos f : X — X, C'-Fréchet diferencidvel, f(0) = 0, tal que
I/l = sup || f'(z)|| < oo. Definimos, para f, o operador de Nemytskii f, em Ly, por
zeX

45
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Observe que f estd bem definida, pois quando ¢ € L,, temos foy € L,. Isso, porque,

pela desigualdade do valor médio, temos

1F @) = 17 (z) = FOI < I/ llll, Vz € X.

Assim,

0 0
/_ 1 ((0))[IPd6 < /_ 17Nl @)Pdd = (£ Py < oo.

Além disso, como f(0) = 0, temos f(0) = 0.

E um resultado conhecido, que f é Hadamard-diferencidvel, em ¢ € L,, mas s6 serd

Fréchet-diferencidvel, em 0 € L,, se f for linear.

Teorema 3.1. Sejam I C R, intervalo compacto, X eY espacos de Banach. Considere-

mos [ : X—=Y, Hadamard diferencidvel, tal que existe M > 0, satisfazendo ||f'(z)|| < M,

Vz € X. Para ¢ € L,(I,X), definimos o operador f(p) : =Y por f()(8) = f(¢(8)).
Entio, f(p) € L,(I,Y) e f: L,(I,X)—Ly(I,Y) serd Hadamard diferencidvel, com

[ (0)0](8) = B (0(0))p(0), u-quase sempre, para 0 € I e quaisquer ¢, ¢ € L,(I,X).
Mais ainda, se f for Fréchet diferencidvel, em 0 € L,(I, X), entdo, f serd linear.

Demonstracao: Teorema 2.3 de [3]. | ]

Vamos definir subespagos de L,, isométricos a X.

Definigao 3.2. Fizada ¢ € L,([—r,0],IR), tal que v # 0, seja

¥: X — I,
T+— O®¥(z) =z,

onde (2% (z))(0) = ¥(0)x, u—q.s., para 6 € [-r,0].

Definimos o espaco X¥ C L,, por X¥ = ®¥(X).

Note que ¥ € L(X,Y) e que, para todo z € X, temos

|I¢’¢($)|I£=/_ I[®¥(=)] (9))|Ipd9=/_ ll6(6)=|” db = II-"EII”/_ [ (O)1do = Nl lpllI.
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Portanto, ||®¥| = sup [|2¥(2)]l, = [|[¥]l,-
|z]|=1
Além disso, para todo A € IR*, temos X ¥ — X Podemos, assim, supor [l = 1.

Nesse caso, ||®?|| = 1. Ou seja, ®¥ é uma isometria.

Sabemos que f € Dy, agora, vamos ampliar a secao .% e dar uma .#-diferenciabilidade,

em 0, para f, com .% propriamente mais forte que .y, quando X tem dimensao infinita.

Teorema 3.2. Se & = {[X¥] |¢ € L, e |[¢|l, = 1} US%, entio, S =X % Além disso,
para f e f nas condicées da Definicdo 3.1, temos que f é . -diferencidvel em 0 € L,, com
“f'(0) € L(L,), dada por [“F'(0)p](8) = f'(0)(x(8)), u-quase sempre, para § € [—7,0] e
para toda ¢ € L,. Ou seja, yf’(O) = m Mais ainda, se dim X = oo, entao, Sy < .

Demonstragao: Como [ é .#y-diferencidvel, para provarmos que f é .-diferencidvel,

basta mostrarmos que f é [X¥]-diferencidvel, para todat € L,([~r,0], R) com ||¢)]|, = 1.

f(89)-F(0)—F'(0)A¢
13600,

X
Pela Proposigao 1.11, basta mostrar que, Y(A¢, )nen, tal que Ag, [—!0, temos

Fixada 1, provaremos que existe [X¥]—lim =0 € L,.

L1 @9n(0) =1 (0)ASn(O)d _

lim =1, (3.1)
n—o00 1A (0)][7
Ly n—oQ
Seja A¢, € X¥ C L,, com Ap, —0. Assim, Ap, = Yz,, como ||Ag,|, —0,
[$2allp = 19 llpllzall = l|zal ==0. Ento,

Fb(O)z,) — F(O)P(O)zal|” ,,  [°
= 9 — / gn(6)d0.

S N @ (O)zn) — F'(0)(O)zalPdf / O
AN .

Vejamos que g,(0)—0. Se ¥(6) = 0, entdo, g,(0) = 0. Se (8) # 0, temos

£ w(O)z) — F(0)p(0)z
9n(0) = H 1600z

-7

P
[¥(O)" — O,

pois f é Fréchet diferenciavel, em 0 € X.
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Agora, vejamos que g,(0) < ¥(0), para alguma ¥ € Ly([-r,0], R):

Da desigualdade do valor médio, || f(¥(8)zn) — FO)|| < |If 1v(8)z,||. Assim,

_ 7 (0)zn) — F(0)%(8)zn|P
|z |P

B (O 1 OOzl

< L

- U MOl + 17Ol (0)])?
N |y |7

= 21 PR @)l ?

- [l 1P

= 2|7 IPlp(0) P = ¥ (6),

9n(0)

Tn
+

eV e Ly([-r,0],R).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, o limite (3.1) existe e é igual a zero. Logo,
f é F-diferencidvel em 0 € L,, ou seja, f € Dy. Como Py C ., pelo Corolario 1.1,
temos Sy <X 7.

Vejamos, agora, que, quando dim X = oo, temos g < .&:

Sejam Y, espago de Banach, y € Y, |ly|| =1, ¥ € Ly([-,0],R), ||[¥|l, = 1, fixada, e
{e;} uma familia em XV, satisfazendo o ftem (b) do Lema 2.3, para algum 0 < d < 1.

Consideremos a funcéo g : X¥—Y, dada no Exemplo 2.3.

g(h), heXx?

0, caso contrario

Seja G : L,—Y, dada por G(h) = {

Pelo mesmo raciocinio usado para demonstrar que g é Hadamard diferencidvel, no
Exemplo 2.3, com “%’(0) =0, vemos que G é Hadamard diferenciavel e que 7G’(0) = 0.
Além disso, G nao é .#-diferencidvel, em 0, pois como g nao é Fréchet diferencidvel, em
0 € X¥, G ndo é [X¥]-diferencidvel, em 0.

G(h) G(h)

= =,
i . (1721, 11l
o que € absurdo, pois G nao é .-diferenciavel, em 0 € L,. Logo, .y < .. m

Se tivéssemos .y = ., terlamos que .Yy — lim

= (0, logo, . — lim



3.2. SECOES DOMINADAS 49

O resultado anterior nos garantiu a existéncia de uma secao estritamente mais forte
que a de Hadamard e mais fraca que a de Fréchet. No entanto, a construcao dessa nova
secdo se deu através da unido dos germes dos subespacos X¥ com a segio Fy, o que

poderia parecer artificial.

Baseados naquela construgao e no fato de que a demonstragao precisou quase que
exclusivamente do Teoreoma da Convergéncia Dominada, buscaremos, agora, uma
propriedade que defina genericamente uma segdo que seja estritamente mais forte que

a de Hadamard sem, no entanto, usar o artificio da uniao.

3.2 Segées dominadas

Definiremos, agora, secoes que tém a propriedade de satisfazer o Teorema da
Convergéncia Dominada. Em seguida, demonstraremos que os operadores de Nemytskii
sao derivaveis segundo essas novas segoes, de modo que, a mais forte delas, chamada
oD, contém a secdo &, definida no Teorema 3.2. Na verdade, veremos que a se¢ao

D Seré estritamente mais forte que a segao .

Definicao 3.3. Para S C Ly, S ¢ [8], dizemos que:

(i) S é dominado, se eziste 9 € Ly([—r,0],IR) tal que, Yo € S, |le()ll < llellp¥(.).
Dizemos que o germe T € S é dominado, se existe £ € &g tal que E(T) é dominado.

(ii) S € essencialmente dominado, se [S] é dominado.

(iii) S é sequencialmente dominado, se dada @, € S,n € N, @, — 0, entdo, {¢, | n € N}

¢ dominado (toda sequéncia de S que converge para 0 forma um conjunto dominado).
() S € fracamente sequencialmente dominado, se dada ¢, € S, n € IN, ¢, — 0, entao,

existe uma subsequéncia (¢n,) e tol que {¢n, | k € N} € dominado (toda sequéncia de

S que converge para 0 tem uma subsequéncia que forma um conjunto dominado).

Sobre as defini¢goes dadas, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 3.1. Para S C Ly, S ¢ [9], temos:

(a) S é dominado = S € essencialmente dominado = S € sequencialmente dominado

= S € fracamente sequencialmente dominado.

(b) Se S = S, entio,
S ¢ sequencialmente dominado = S é sequencialmente dominado;

S € fracamente sequencialmente dominado = S € fracamente sequencialmente dominado.

Demonstragao: (a) Se S é dominado, entdo, [S] é dominado. Logo, S é essencialmente

dominado.

Se S é essencialmente dominado, existe S = S tal que S é dominado. Dada (Vn)nen
em S, ¢, — 0, existem § > 0 e ng € IN tais que n > ng = ¢, € SN B;(0) = SN B;(0).
Como S é dominado, temos {¢n|n > ng} é dominado. Portanto, existe ¢ € L,([—r, 0], R)
tal que ||lon()ll < [lenll%(.), para n > no.

e € 1 (00 al e Bl < )
)

Seja 1 = max{®, ¥, ..., ¥n, }. Assim, 9 € L,([—7,0],R) e satisfaz |¢n ()] < lonllp®(.),
para todo n € IN. Logo, S é sequencialmente dominado.

Dadoi € {1, ..., ng}, existe ¥;(.)

Se S ¢é sequencialmente dominado, dada (¢, )new em S, @, — 0, entéo, {¢, | n € IN}
¢ dominado. Como , (¢n)nen € subsequéncia de si mesma, S é fracamente sequencial-

mente dominado.

(b) Para a primeira implicagéo do ftem (b), o raciocinio é andlogo ao usado na demons-

tracao de que, se S é essencialmente dominado, entdo, S é sequencialmente dominado.

Se S é fracamente sequencialmente dominado, dada ¢, € S, n € NN, n — 0,
existem § > 0 e ng € IN tais que, se n > ng, entdo, v, € SN B;(0) = SN B:0).
Seja (¢n, )kew tal que ng = ng+ k, k € IN. Entao, p,, € S, para todo k € IN e, portanto,

existe (gonkm)‘mEIN tal que {¢n, |m € IN} é dominado. Como (gankm) é subsequéncia

meN
de (n),en» €ntao, S é fracamente sequencialmente dominado. L]
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Observe que o germe T € S é sequencialmente dominado (respectivamente fracamente
sequencialmente dominado), quando existe £ € &g tal que £(T') é sequencialmente domi-
nado (respectivamente fracamente sequencialmente dominado). Nesse caso, o item (b)
da Proposicao 3.1 nos mostra que &(T) serd sequencialmente dominado (respectivamente

fracamente sequencialmente dominado), para todo £ € {x.
Conforme a Definicao 3.3, temos as seguintes secoes definidas em L.
Fp={T € S| T é dominado}.
Zwp =1{T € S| T é sequencialmente dominado}.

Fup=1{T € S| T é fracamente sequencialmente dominado}.

Decorre da proposigao anterior que #p C Fnp C Fn.D-

Proposicao 3.2. Para ¢ € L,([-r,0,IR), ||%|, = 1, se dim X = oo, entdo, XV ¢

dominado.

Demonstragio: Dada ¢ € X¥, existe 2 € X tal que p = ®¥(z) = ¥(.)z e [l¢]l, = ||z|.
Assim, |le()|| = Izl ()] = llellpl(.)], ou seja, X¥ é dominado. u

Vamos mostrar que os germes das variedades mergulhadas de dimensao finita sao

fracamente sequencialmente dominados.
Em termos de diferenciabilidade, a %, p-diferenciabilidade é mais forte que a diferen-
ciabilidade de Hadamard. Portanto, como [X 1l’] € peSp X Fnn, teremos & =X S, p,

para a secao . dada no Teorema 3.2.

Além disso, mostraremos que existem subespagos de L,, de dimensao infinita, que sao

dominados, diferentes dos X%, quando dim X = oo.

Vejamos, agora, que o operador f é .7, p-diferencidvel, em 0 € L.
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Teorema 3.3. O operador f é %, p-diferencidvel, em ¢ € L, , e “™5f'(p) € L(L,) é
dada por “»of'(9)(A¢)(6) = f'(¢(0))(Ad(8)), 6 € [, 0].

Flo + Ap)—Fli0) =2f (0) (Ag)
1260,

Demonstracao: Vejamos que T — lim

VT € ynkD-
Fixado T', pela Proposicdo 1.11, basta mostrar que, dada (¢, )nen, tal que ¢, LO,

=0€ L,

temos

- L2 1 (2(6) + 8a(6)) — f((0)) — F'(0(60)) (6(9))IIPdE
n00 6.(8) B

Suponhamos, por absurdo, que o limite acima nao é 0. Entdo, existem ¢y > 0 e uma

0.

subsequéncia de (¢,), que ainda chamaremos (¢,), tais que

° 1 (0(6) + $a(6)) — F(£(0)) — S (2 (0N BulOVIP ) _ / 20)d0, neN
16a 15 S '

€ <

3

L
J4 que ¢, —0, existe uma subsequéncia de (¢n), que ainda chamaremos (¢,), tal que
¢n(0)—0, p-gs para @ €[—r,0]. Como T é fracamente sequencialmente dominado, existem
(6niJken € 9 € Ly([—=7, 0], R), tais que ||¢n, (O)]| <||bn, lp9(6), p-as para 6 €[—r,0].
Assim, gn, (6) = 0, quando ¢,, () =0, e, para ¢,, (f) # 0, temos

on. (0) = 1£((6) + én, (9)) = f(2(6)) — F'(0(6)) (Ens (O | (O]
" 16ni (O)]] l|én Il

Como f € Fréchet diferencidvel em ¢(0) € X e ¢y, (0)—0, pu-qs para § € [—r, 0], temos

£26) + 6.6) = F(0(0)) ~ /(@) G (D)
P om0 (X0l

Da desigualdade do valor médio || f(¢(0)+ ¢, (8)) — f(@@) < | |$n, ()] Assim,

1/ ((0) + b0, (6)) — f(O))l
[[6n, D)

»(6)—0.

gny.(0) < ( + ||f'(<p(9))ll> »(0) < 2[|71%(6),

p-qs para 6 € [—r,0].

Logo, (gn,) € dominada em L,([—r,0],IR) e, pelo Teorema da Convergéncia Domi-

nada, g < / | g5, (0)d0—0, k—o0. Absurdo! Logo, fé Fnep-diferencidvelem p € L,. m



3.2. SECOES DOMINADAS 53

Nosso objetivo, agora, é mostrar que %, p € mais forte que /. Como Sy = 5”(11 Ly’

é suficiente mostrarmos que (5”(11 L) C D

Veremos, também, que Sy C S, p, ou seja, qualquer variedade mergulhada em

torno de L,, de classe C 1 ¢ de dimensdo finita, é fracamente sequencialmete dominada.

Para tanto, precisaremos do lema a seguir.

LP @
Lema 3.1. Se , € L, e ¢, —0, eziste (¢n, )ken tal que sup |¢n, ()| € Lp([—7,0],R).
keIN

o0
Demonstragao: Como ||¢,|l,—0, existe (¢n,) C (¢n) tal que Z lenllp = M < o0.
k=1

Para m € IN, temos, pela Desigualdade de Minkowski, que

0 m p ? m
= (/ ( ||<Pnk(9)||) d9> < llnellp < M.
5 =T \k=1 k=1

p

o=

> llen (O]

Seja

fm(0) = (Z ||<Pnk(9)||>

&6 P
Ja que f,(60) 1 (Z |lon, (9)]]) = f(6), pelo Teorema da Convergéncia Monétona,
k=1

temos
" (f mio)as) 1( [ if((?)cw) <.

ASShn’ Z ||(10nk()|| € LP([_T’ 0]’1R)'

k=1

D e

(0.0}
Como 5up lgny () £ 3 ime (], temos
keN e

SUp llon, ()l € Lp([—7, 0], R).
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Teorema 3.4. 5’(11,%) C SD-

Demonstragao: Para T € LS”(ILLP), temos T = [y(] — s, s[)], onde v :] — 5, s[—L, é uma
curva C'-Fréchet mergulhada, v(0) =0 e s > 0.

t
Seja v = 7'(0) # 0, entéo, lim Ih](tl)”p = [vlp-
()
Se o(t) = ep= € L,, entao,
@)l vl ||,, ’
() v
lim o(¢) = lim = ¢,
Ao = e S oL, ~ T,
. ()t v
lim o(t) = lim = - = —0¢.
Jm o) = im S = T

Dada (7 )nen, com 7, I>0, existe t, €] — s, s[, t,—0, tal que 7, = v(t,). Podemos
tomar uma subsequéncia de (¢,), que ainda chamaremos (¢,), tal que todos os ¢, tenham

o mesmo sinal, digamos ¢, > 0, Vn € IN.
Vamos mostrar que existe uma subsequéncia de (-y,) que é dominada.

L
Seja g, = o(t,). Como hm on = ¢, temos (o, — ¢) —0. Pelo Lema 3.1, existe uma
subsequéncia (0, — ®)keN tal ¢ quss sup lon () — ¢()]| € Lp([—, 0], R).
Logo,

lom, I < M@+ llom () = 2O < [lo()l +5up [lon, () = ()l = ¥() € Lp([—, 0], IR).
Como, vn, = Y(tn,) = o(tne)- 17t lp = i I ||, temos

”'Ynk(->” < Vs ||p¢()

Portanto, {v,, € L, | k € IN} é dominado. Logo, T € %, .p. O que mostra que
<5ﬂ(11’Lp) C ynkD. ]

Corolério 3.1. %y <X %, p-

Demonstracao: Como Zﬁ By = “n, pelo Teorema 3.4, temos Sy <X S, p- m
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Teorema 3.5. %y C Sp.p-

Demonstragao: Seja T € %y. Como gy = U 5’(11,,“,), existe n € IN tal que

nelN
Te ,5”(}Wb 1,)- Assim, T' = [y(V)], v : V—L, megulho C'-Fréchet, V vizinhanca aberta de

0 em IR", v(0) = 0.

Dada (Vn)nen, com 7y, I*0, existe (pn)nemw C V, pn—0, tal que v, = v(pn). Como
V C IR™, pelo Corolario 3.2 de [1], existe subsequéncia (pn,) C (pn) tal que p,, = ((tx),
para alguma ¢ :] — s, s[—V, curva megulhada C'-Fréchet, s > 0, t; €] — s, s[, tx—0,
¢(0) = 0. Sendo ¢ curva mergulhada C*-Fréchet, entdo, v o ¢ é uma curva mergulhada
C'-Fréchet em L, e, como 7,, = 7 o ((tx), procedendo como na demonstragdo do Teo-
rema 3.4, (V,,) admite subsequéncia (7, ) com imagem dominada. Logo 7' é fracamente

sequencialmente dominado.
Portanto, .y C S, p- m

Como os germes das subvariedades de dimensao finita de L, estao em %, o Teorema
3.5 nos mostra que todas estas subvariedades sao fracamente sequencialmente dominadas.
Mas, no caso especial dos subespagos de dimensdo finita, temos ainda mais, eles sao

dominados. Para provarmos tal fato, usaremos o seguinte lema.

Lema 3.2. Sejam H; e H, subespagos fechados e dominados de L,. Se Hy N Hy = {0}
e Hi ® Hy = H € fechado, entdo, H é dominado.

Demonstragao: J4 que H é fechado, pelo Teorema do Grafico Fechado, as projegoes
canodnicas sao continuas
m: H — H;
o — mi(p) =i
i=1,2, onde ¢ = @1 + pq, p; € H;.
Como cada H; é dominado, 3t; € L,y([—7, 0], R) tais ||i(.)]| < [l@illpti(.). Assim,
leOIl < el + Nz < Hleallpn () + lleallpp2() < mllllellpwor() + llmallliellpa(.)

= [lpllp(llmall1 () + llmallllo%2() = llellpw (),
e 9 € Ly([-r,0],R).

Logo, H é dominado. 1
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Teorema 3.6. Seja um subespago E C L,, com dim E = n < oo, entdo, E é dominado
e, portanto, [E] € Sp.

Demonstracao: Como dim F =n < oo, entdo, K = Ey®FE,®...& E,, ondedim E; = 1,

1=1,..,n.

Ja que todo espago de dimensao finita é fechado e todo espago linear (unidimensional)

é dominado, usando inducéo sobre n, e o Lema 3.2, concluimos que E é doninado. [

No caso de dim X = oo, mostraremos que %, p contém propriamente a segao &,

definida no Teorema 3.2.

Observe que os espacos XY, da Definicdo 3.2, sio fechados, j& que sdo isométricos
a X, quando [[¢||, = 1. Além disso, a Proposi¢do 3.2 nos garante que os espacos
XY sdo dominados por |p|. Basta, entdo, encontrarmos tr,1, € L,([-r,0].IR), com
1, = |[¥2ll, = 1, adequadas, de modo que X¥* N X¥2 = {0} e que H = X¥' @ X¥>

seja fechado, e estaremos nas condigées do Lema. 3.2.

Para isso, utilizaremos um resultado de anélise funcional que demonstraremos a seguir.

Lema 3.3. Sejam Z espago de Banach, Hy,Hy C Z subespagos fechados tais que
HiNHy, ={0} e H= H; ® Hy. Se as proje¢oes canénicas m; : H—H; sdo continuas,
entao, H é fechado em Z.

Demonstracao: Seja (¢n)new C H, com @,—¢ € Z. Devemos mostrar que ¢ € H.
Como (@n)new C H, ¢n = m1(0n) + ma(@n) € mi(@n) € H;, para todon € N, i =1, 2.

Agora, (m;(¢,)) é de Cauchy, ja que (p,) é de Cauchy. Com efeito, dado € > 0, existe
€

i |

I7:(pm) — mi(@n)|| < llmillllom — @l < e

ng € IN tal que se m > n > ng, entdo, ||@mn — a|| < . Assim, como 7; sdo continuas

Sendo Hy, H, fechados, temos 7;(¢,)—¢; € H;. Assim, ¢, —(d1 + ¢2) e como @, —p,
entao, ¢ = ¢ + ¢ € H; & Hy = H. Portanto, H é fechado. u
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Proposicao 3.3. Sejam X Banach, com dim X = oo, e 91,92 € Ly([-7,0],IR),
N1 llp = lIall, = 1, ¥1, %9 LI, entdo, X¥* N X¥> = {0}.

Demonstraciao: Seja ¢ € X¥' N XY2, entdo, existem z;,7, € X tais que
@ = 171 = Ppzy. Consideremos S; = supp p; = {0 € [—,0] | ¥;(0) #0},i=1,2.

Se u(S1AS8;) = 0, entdao, S = Sy = 51 p-gs e u(S) > 0, ja que ||¢s||, = 1. Como

W1, 15 sdo L.L, entdo, A(6) —def zl—gg nao pode ser constante p-qs em S. Além disso,
2
_ hi(6)

Xy = z1 = A(0)z, p-gs, assim, z; = z2 = 0. Portanto, ¢ = 0.
$2(0)

Se u(S1ASy) > 0, entdo, (¥1(0) = 0 e ¥2(0) # 0) ou (¥1(0) # 0 e ¥2(f) = 0) ocorre
num conjunto de medida positiva. Digamos 11(0) = 0 e 15(f) # 0, num conjunto de

medida positiva. Portanto, ¥1(0)z; = 0 = ¢(0) = 12(0)z2, num conjunto de medida
positiva. Logo, 25 = 0 e, portanto, ¢ = 0. Assim, X¥* N X¥2 = {0}. [

Proposicio 3.4. Nas condi¢ées da Proposicao 3.3, para H = X¥* @ X¥2, sdo continuas

as projecoes canonicas ,
m: H — X%

o m(p) =P,
ondegozz,blzl-l—wgngH,xiEX,i=1,2.

Demonstragao: Como as aplicagoes 7; sdo lineares, basta mostrar que m; sao continuas
em0€L,i=1,2.

L .
Dada (¢n)nen C H, ¢n =0, temos On = Y1ZT10 + Y2Ton € Ti(Pn) = YiTin, 1 = 1,2.

Suponhamos, por absurdo, que 7;(¢n) = ¥17;n70, ou seja, z;,70 para algum
i € {1,2}. Entao, existem ¢y > 0 e uma subsequéncia de (z;,), que ainda chamare-

mos de (z;,), tais que ||z; ] > €o.

L

Como ¢, —0, existe uma subsequéncia (¢,,) C (¢.) tal que @, (0)—0 p-qs em
0 € [—r,0]. Definindo ¢, (f) = 0 num conjunto de medida nula adequado, teremos que
©n, (0)—0 para 6 € [—r,0].
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Sendo 1,1, L.1., existem 6y, 05 € [—r, 0] tais que

V1(01) a2(6h)
P1(62) a2(0-)

Além disso, como ¢y, (0)—0, quando k—oo, para 6 € [—r, 0], temos

£0.

V1(01)T1,n, + ¥2(01)T2,0,—0,
V1(02) %15, + Y2(02)T2,n, —0.
Multiplicando a primeira expressdo por ¥,(fs), a segunda expressao por —,(6;) e

somando-as membro a membro, obtemos

(3/11(91)1&2(92) - ¢1(92)¢2(91Z)$1,nk—>0, quando k—oo.
20
O que mostra que z1,,—0, quando k—oco. De maneira andloga, zs,,—0, quando

k—o0. Uma contradi¢@o, pois ||Z;n, || > €o, para algum ¢ € {1,2}.

Portanto, ¥;z; ,—0, quando n—oo. Ou seja, as projegoes 7; sdo continuas. =

Proposicao 3.5. Nas condi¢ées da Proposicio 3.3, H = X" @& X¥? é fechado e,

portanto, dominado.

Demonstragao: A proposicao anterior nos diz que as projecoes canonicas sao continuas,
entao, pelo Lema 3.3, H é fechado e, nesse caso, o Lema 3.2 nos garante que H é domi-

nado. =

Devemos notar que, tomando 11, ...,%, L.I. com ||¢;]l, = 1, paral < i < n, n > 1,

n
teremos H = @ X% sers dominado.
1=1

Assim, temos [H] € p C S, p, mas [H| € &, para ¥ definida no Teorema 3.2.

Mostraremos, agora, que aquela segao .# é estritamente mais fraca que a se¢do 7, p.

Para isso, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 3.4. Sejam X Banach, com dim X = oo, 11,¥2 € L,([-7,0],IR) com suportes
disjuntos p-gs e |[tn]l, = ||[¥ell, = 1, entdo, para H = X' & X" e 0 < d < 1, eziste
uma familia {ey}rew L.1. na esfera unitdria de H, satisfazendo ||e;—e;||, > d, parai # j
e, tal que ex & XV, para todo k € N e para toda v € L,([-7,0],R), |||, = 1.

Demonstracao: O Lema 2.3 nos garante que, para 0 < d < 1, existe uma familia

{z:}iew, L.L na esfera unitéria E; C X, tal que, ||z; —z;| > d, para todo i # j.

Dadas ¢, € L,([-r,0],IR) tais que ||#u]|, = 1, denotando por S; = supp 9, para
I = 1,2, por hipdtese, temos p(S1ASs) = 0. Ja que ;1 e 1, sao de suportes essencial-
mente disjuntos, 1, e ¥ sdo L.I., assim, pela Proposigao 3.3, temos H = X 1 gy XV,

Vamos definir 'y = ¥179k_1 + YoTor, & € IN. {I'x} é uma familia L.I. em H, pois

m
Z()\kwlzzk_l + Aithao) = 0 implica que, em cada @ € [—r, 0], teremos uma combinagao
k=1
linear nula de {z;} para ¢ = 1,2,...,2m, assim, A1 = Ap2 = 0 e, portanto, Ay = 0,

para k=1,2,...,m.
Vamos mostrar que I'y & X?, Vk € IN e para toda ¢ € L,([—r,0],R), ||[¢||, = 1:

Suponhamos, por absurdo, que existem = € X, z # 0, ¥ € Ly([-r,0],R), ||[¥|l, = 1
tais que Y1Zop_1 + Yoo = Yx. Como 1, LI, existem 6y, 05 € [—r, 0] tais que

.%(91) ¥2(01) 20

P1(02) P2(02)

Assim,
Y1(01)Tak—1 + Y2(01) Tk = Y(01)z,
¥1(02)Tok—1 + Y2(02) Tk = P (0s)x.

Multiplicando convenientemente essas expressoes e somando-as membro a membro

para cancelar zy; e, em seguida, para cancelar xs;_1, obtemos
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(%2(02)%1(61) . D(01)91(602))Tak-1 = (2(02)%(61) — ¥2(61)1(62))z,
0

(¥1(02)12(61) . P1(61)12(02))zan = (¥1(02)1(61) — ¥1(61)%(62))=.
£0

Assim, Zor,_1 = A1T e Tg = Aoz, um absurdo, pois To,_1 € To, sdo L.I. em X.

[y
TN’
fazendo e, ¢ X¥ para todo k € IN e para toda 3 € L,([-,0],R), |4, = 1.

Tomando e, = k € N, {ex} é uma familia L.I. na esfera unitéria de H, satis-

Vejamos, agora, que |le; — €|, > d para i # j.

0
Para l = 1,2, temos 1 = ||¢i||, = [ (0)[Pd6 = / |%1(0)[5d6. Assim,
—r Sy

0
T2 = / 91(0) 21 + (022 P8
= [ |[1(0)zok-1|[PdO + [ ||[t2(6)zox||Pdb
Sl 52

— gl / 2 ()P + [l /S pa(6) P d6

= ||lzar—1||P + ||z2|” = 2.

Para i # j, temos

I'; P 1
lle; ej”Z = —% - _Ii’ = §“Fi - Fjllﬁ

1 [0 ’

=3 [|91(0) (w21 — T25-1) + %2(0)(z2: — 22;)||Pd
1 ,

= 5 (lewoa = zmaal? [ 1n@Pa0 oy = sl [ ln@yPao)
1 S1 So

=5 (llm2i—1 = zaiallP + [|w2; — z2ilP)
1

Portanto, |le; — e;]|, > d, para todo i # j. o
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Teorema 3.7. Sedim X = oo e . = Ly U{[X¥]| 9 € L,([-7,0],R), |||, = 1}, entdo,
=4 F < Fnp4 Fx.

Demonstragao: J4 vimos, no Teorema 3.2, que g < . A Proposicao 3.2 e o Teo-
rema 3.5 nos garantem que & X %, p. Além disso, S, p X Fx e como, pelo Teorema
3.3, f € Dynk,,, mas f & D, entdo, S, p < Fx-

Assim, basta provar que % # %, p. Dado Y Banach e y € Y, ||y|| = 1, vamos
construir G : L,—Y tal que G € Dy(L,,Y), mas G ¢ Dg, » (L )

Dados 11,1, nas condigoes do Lema 3.4, para H = X Y19 X Y2 temos, pela Proposicao
3.5, que [H] € Sp,p-

Consideremos a funcao g : H—Y', dada no Exemplo 2.3, para uma familia {e;} C H,

satisfazendo as condigoes do Lema 3.4, e seja G : L,—Y, dada por

am:{gw,hEH

0, caso contrario.

Pelo mesmo raciocinio usado para demonstrar que g é Hadamard diferencidvel, no

Exemplo 2.3, com %/(0)=0, vemos que G é também Hadamard diferencidvel e G’(0)=0.
Como G é diferente de 0 somente em h = Aeg, A € R*, k € IN, pelo Lema 3.4, temos
G(h) =0, se h € X¥, Vi € Ly([-r,0],R), |[¢[l, = 1. Como G|, = 0, entdo, G &

F-diferencidvel em 0 € L,, com “G’(0) = 0.

Além disso, G néo é %, p-diferencidvel em 0, pois G nao diferencidvel em H, ja que

g : H—Y nao é Fréchet-diferenciavel em 0 € H.

Assim, G € Dy(Ly,,Y), mas G ¢ DyNkD(Lp, Y). Ou seja, acabamos de mostrar que
Dr(Ly,Y) & Dy, p(LpY) G Dy(Lp,Y) G Du(Ly,Y), para todo Y.

Logo,yH<ﬂ<ynkD<yx. ]
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3.3 O espaco de Banach Cj(X)

Para X Banach, a classe das funcoes f, como na Defini¢ao 3.1, forma um espaco
vetorial de Banach o qual possui uma estrutura algébrica que é quase uma algebra de

Banach. Na verdade, satisfaz a condigao de “nearring”.

Sendo f e f, como na Defini¢do 3.1, teremos que o operador que leva f —> f é um

isomorfismo, naquela classe de conjuntos, como veremos a seguir.

Consideremos a classe

Cp(X)={f: X—X| f é C'-Fréchet diferencidvel, f(0) = 0 e ||f’|| = sup || f'(z)| < oo}
zeX
Definindo ||f|| = ||f’||, vemos, facilmente, que C5(X) é um espaco vetorial normado.
Vejamos, agora, que Cj(X) é um espaco de Banach.
Teorema 3.8. Cx(X) € um espago de Banach.

Demonstragao: (Baseada na demonstragao do lema, encontrado na pégina 269, do

livto Um Curso de Andlise vol.2, de Elon Lages Lima).

Seja (fr)new sequéncia de Cauchy em Cy(X). Entdo, dado € > 0, existe ng € IN tal

que, se n > m > ng, entdo, ||f, — full = [Ifa — fmll <€ ou seja, [|fn(z) — fn(2)ll < €
para todo =z € X.

Como L(X) é um espago de Banach e (f,(z))new é uma sequéncia de Cauchy em
L(X), existe g(z) = lim f.(z) € L(X).

A convergéncia é uniforme em z € X, pois, para ¢ > 0 e n > ng, como acima, fazendo

m—00, obtemos

[fa(z) — g(2)l <€ Vze€X. (3.2)

Assim, g é continua.
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Pela desigualdade do valor médio, temos

I(fo = fi) @) = (fu = f) @ S Wf = frlllly — 2l < elly — =f], Ve,y € X. (3.3)

Fazendo z = 0, temos ||fa(y) — fm(¥)|l < €llyll, para todo y € X. Assim, (fn(y))nen
é de Cauchy em X, portanto, existe f(y) = lim f,(y) € X e a convergéncia é uniforme
n—oo

em conjuntos limitados de X.

Vejamos, entdo, que f é diferencidvel em todo z € X e que f'(z) = g(z). Fazendo

n—oo ey = z + h, em (3.3), temos

If(z + h) = f() = [fm(z + k) = Fu(@)]l| < €l|A]]. (3.4)

Como f,, é diferencidvel em z € X, para todo m € IN, existe d,,(z) > 0 tal que, se
||| < 6m(z), entdo,

[fm(z + ) = fm(z) = fr(@)R]| < €l|A]. (3.5)

Para m > ng, § = d,,(z) > 0, usando (3.4), (3.5) e (3.2), se ||h]| < 4, entao,

If(z+ k) = f(z) = g(@)hll <|f(z+h) = f(z) = [fm(z + h) = fm()]]]
Hfm(z + h) = fm(z) = fu (@)l + | fm(2)h — g(2)R]l
< el|all + €l|B]| + ellhll = 3el|A]|.

Assim, existe f'(z) = g(z) € L(X), Yz € X. Além disso, nas condigoes de (3.2),

I£'l = sup [lg(2)Il < sup ||fm (@)l + sup | £ (z) = g(@)I| < [[fmll + € < 00,
zeX zeX zeX
Portanto, f € Cp(X).
Como, || fo = fll = Ifn = 'l = lIfz = 9ll — 0, entdo, fo — f em Cp(X).

Logo, C5(X) é completo. m
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Cp(X) é fechado para a operacio de composigio, isto é, para f,g € Cy(X),
fogeCy(X). Além disso,

[1f 0 gll = sup [|(f o )’ ()|l = sup || f"(g(z)) o ¢'(@)I| < sup ||If'(y)llsup [lg'(z)]| = £ llllgl
zeX zeX yeX zeX

L(X) C Cx(X) e L(X) é uma &lgebra de Banach com a composicio, assim, Cj(X)
estende a algebra de Banach L(X).

No entanto, Cg(X) nfio é uma 4lgebra de Banach, pois a composicdo de funces nao
satisfaz a propriedade distributiva em relagao a soma, nos dois sentidos, como ocorre em
L(X). Ou seja, embora (f +h)oh = foh+ goh, para todas as f,g,h : X—X, nao
vale, necessariamente, fo (g+h)=fog+ foh.

J4 mostramos, para f € CL(X) e f : L,—L,, dadas na Definicio 3.1, que f é
Sn.p-diferencidvel em 0 € L,, portanto, fe D, p- Assim, da Proposicao 2.2, re-
sulta que Dg, o é um espago vetorial. Além disso, obtemos, do Teorema 3.7, que
Dr G D, » G Dy G Dy

Para f € CL(X), usaremos a notagdo f™ = fo fo..o f. Assim, fO = Id, fO) =
f € Cg(X) cao f fof f f f f

nvezes

e,paran > 1, f® = @D f

Proposicao 3.6. O operador

satisfaz:

a) ~ é um isomorfismo linear de C5(X) sobre sua imagem Ch(X) C Dy, p-

b) ~ preserva a composicao.

e~

¢) Paran € N e f € Ch(X), temos f™ = ﬁ;) € C3(X).
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Demonstragio: a) Para f, g € C5(X), se f = §, entdo, f = g. Além disso, para A € IR,

—~——

(F +9)(@)(0) = (f + 9)(0(0) = F(¢(8)) + 9(¢(8)) = F()(®) + 3() (),

c¢) Decorre do item (b). m

Uma consequéncia da proposi¢do acima, e de resultados anteriores, é o seguinte

Teorema.

Teorema 3.9. Para f € Ch(X), temos f™ ¢ Dy, € T f)(0) = L™ = L™,
onde L= f'(0) € L(X). Em particular, “*2f(0) = L € L(L,).

——

Demonstragao: Dada f € C5(X), do Teorema 3.2, temos “2f"(0) = f(0) = L.
Além disso, decorre do item (c), da Proposicao 3.6, que fo = ]T(\"/)

Vejamos, agora, que (f™)’(0) = L™. Com efeito, pela regra da cadeia, temos
(f o £)'(0) = F'(£(0)).£'(0) = £(0).f'(0) = L®.
Seguindo, por indugao,
(FY(0) = (f™ 0 £Y(0) = (F™)(£(0))-£(0) = (™) (0)-f'(0) = L™W.L = LI+,

Pelo Teorema 3.2, temos

—_—

Zuaf ' (0) = A f)(0) = (FW)(0) = LW = L.



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 A equacao a diferencgas z(t) = f(z(t — r))

Sejam X um espaco de Banachreal, 7 > 0, / = [—r, co[. Para uma fun¢ioz : [ — X,
fixado t > 0, definimos =z, : [-7,0] — X por z;(f) = z(t + ), para 6 € [—r,0].

Consideraremos a equacao a diferencas:

o(t) = f(a(t—7))), t>0. (4.1)

Para f € C(X), é facil ver que, dada ¢ : [-r,0]—X, existe um tnico z : [—X tal
que z satisfaz (4.1) e zo = ¢ (ou seja, zo(0) = z(0) = ¢(0), para 6 € [—r,0].)

Em [3], o contexto usado para essas equacoes foi o das funcoes de Ly, nas condigoes

jé estabelecidas aqui, no capitulo 3, com f € Cx(X).

Nesse contexto, dada ¢ € L, existe um tnico z € Lﬁ,"c(I , X), ou seja, tal que z; € Ly,
para todo ¢ > 0. Para essa equagao, L, é o espaco de fase e para cada t > 0, existe o

fluxo
7(t): L, — L,

P T(t)(,O::l:t, (4'2)

onde z é solucao de (4.1), com zg = .

66
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Note que 7 satisfaz as condigoes de sistema dinamico, para ¢,s > 0,

7(0)=Id, 7(t)o7(s)=7(t+s).
Vemos que 7(r) = f, pois 7(r)p = x, j(axo()) = f(¢(.)) = fop = f(¢). Obtemos,
por inducéo sobre n, que 7(nr) = f® = f®). Além disso, 0 é ponto fixo de 7(t), Vt > 0.

J4 sabfamos que o fluxo de uma equagdo a diferencas era Hadamard-diferencidvel
(ver [3]). Dos resultados do capitulo anterior, temos f € D Fn.p- VETemos, agora, que o
fluxo 7(t), para t > 0, é também .7, p-diferenciavel em 0 € L.

Para isso, precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.1. Sejam Z,Y1,Y, espacos de Banach, . uma secao em Z, f; € Dy(Z,Y)),
i =1,2. Definindo (f1, f2) : Z—Y1 X Y por (f1, f2)(z) = (f1(z), fo(z)), entao,

(f1, f2) € Do(Z,Y1 x Ya)
y(fl,fz)l(o) = (yf{(o); yfé(o)),

onde (’f1(0), 7f3(0))(h) = (“Fi(0)h, “F3(0)h).
Demonstragio: Dado € > 0, existem €1, e > 0 tais que B*(0) x BX2(0) C BI***2(0).
Como f; € Dy(Z,Y;), i = 1,2, existe W; € T3 tal que, se h € W, entao,

fi(h) — £i(0) =7£;(0)(h)
17l

Assim, para h € Wi, N W; € T, temos

(f1, fo)h — (f1, £2)(0) = (°F1(0), “F3(0))(R)

€ B (0).

1]l
_ (k) fo(h)) = (£1(0), £2(0)) — (PFi(0) (), “15(0)(R))
1A
(fl(h) — £1(0) =7£1(0)(h) fa(h) — £2(0) = fé(O)(h)>
2] ’ il

m

Y- Y-
BX(0) x B2(0) c B/***2(0). o
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Teorema 4.1. Parat > 0, temos 7(t) € D, , = D, ,(Lp, Ly).
Demonstracao: Para t > 0, existem n € NU {0} e 0 < s < r tais que t = nr + s.

Assim, 7(t) = 7(nr) o 7(s).

¢1(9+3), -7 <0< —s,
Consideremos H; : L, X L,—L,, Hs(¢1,¢2)(0) =
b2 +s—1), —s<0<O.

T_X
(0, ) ——

3
ES

Vemos que

[Hs (b1, o) 15 < Nl pallp + || d2[?.

Portanto, H; é linear continua, ou seja, Hs € L(L, X Ly, L,) C Dr(L, X Ly, Ly,).

—_

Além disso, temos 7(t) = Hs o (7(nr),7((n+ 1)r)) = Hs 0 (]T(\n/), ftD),

Como f € Dy, ,, f®+) € Dy, ,, estamos nas condigdes do Lema 4.1 e obtemos

(f®, f+D) € Dy, 5 (Lp, Ly % Ly).

—_

Pelo Teorema 2.5, temos H; o (ﬁ"l), ft) e Ds, p- Logo, 7(t) € Dy, p, para todo
t>0. 5|



4.1. A EQUACAO A DIFERENCAS X(T) = F(X(T — R)) 69
Sendo L = f’(0), consideremos a equagao linear
y(t) = Ly(t —7)). (4.3)
Temos, entao, que o fluxo de (4.3) é dado por

Tt): L, — L,
Ap — T(t)A¢:yt,

onde y : I—X é solugdo de (4.3) com yo = A¢.
Vejamos o Teorema que caracteriza o fluxo da equagao linear.

Teorema 4.2. Sejam f € Cp(X), L = f'(0) € L(X), consideremos a equagio a
diferencas (4.1) e o seu fluzo 7(t). A equagdo linear (4.3) € a linearizada de (4.1),
em torno de 0 € L,, e o seu fluzo linear T'(t) : L,—L,, definido em (4.4), para todo
t >0, € dado por

T(t) = “2r(t)'(0) € L(L,).

Demonstracao: Sabemos, do Teorema 4.1, que 7(t) € ’DynkD, para t > 0, t = nr + s,

0<s<r equer(t)=Hgo (Fn/),f(nﬂ))

- ~ — —
Pelo Teorema, 3.9, temos L = “m2f'(0) e L™ = “n0df() (0) . Além disso, o Teorema

2.5 nos garante que

—~ —_—

y"kDT(t),(O) =H,o( Ynkoﬁvf)'(o), FngD f(n+1) (0)) = Hs o (LM, Ln+D)),

Por outro lado, como L € L(X) C C3(X), obtemos do Teorema 4.1 que o fluxo T'(t),

da equagdo linear (4.3), satisfaz

—

T(t) = Hy 0 (L™, L),

Portanto, T'(t) = “™2r(t)'(0) € L(Ly). n
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Devemos observar, em [2], que a partir da discretizagao da equagao escalar parabdlica

0 &
Eu = G—Z + g(u), foi estudada uma equagdo a diferencas do tipo (4.1), no contexto
s

Ly = Lo([~1,0], Hy), onde H é o espago de Banach das fungdes absolutamente continuas,

com derivadas de quadrado integravel, portanto, dim Hy = oo.

Naquele trabalho, foi obtido o fluxo 7(¢) em Ls e sua linearizada em torno de 0 € Lo,
com fluxo linear T'(t), como derivada de 7(¢) em 0, utilizando a diferenciabilidade de

Hadamard, ja4 que o fluxo nao era Fréchet diferencidvel.

O resultado interessante de [2] é que, mesmo sendo 7'(t) hiperbélico, nao existe con-
jugagao local da equagdo linearizada (4.3), com a equagdo (4.1), em torno de 0 € Lo.

Portanto, o Teorema de Hartman-Grobman nao vale nesse sistema dindmico.

Agora, sabemos que a derivagao de 7(t) em 0, para obter T'(t), pode ser feita numa
segao propriamente mais forte que a de Hadamard (como a %, p), que inclua germes de

muitos subespagos de dimensao infinita de Ls.

4.2 Uma aplicagao Lipschitziana ./, p-diferenciavel
Denotaremos L, = L,([0,7]), IR), para p = 1, 2. Consideremos as seguintes aplicagoes

— R G: Ly - R
— / sin z(s)ds T / sinz(s)ds
0 0

Em [6], demonstramos que a aplicagdo F' é um exemplo de aplicacdo lipschitziana,

e Ll
x

a valores reais, que é Hadamard diferencidvel em toda parte, mas nao é Fréchet difer-

encidvel em nenhum ponto.

De fato, F' pertence 4 classe de aplicagoes do espago L1(X; Z; 1) em IR (onde (X; X5 1)
é um espago de medida dado), que s@o Gateaux diferencidveis, mas nao sao Fréchet
diferencidveis, conforme citado em [5] e em [7]. Entretanto, nesses trabalhos, nao foi

demonstrado que F' é Hadamard diferenciavel.
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Ainda que possamos ver G como a restricao da aplicacao F' a Ly C Ly, seguiremos
a prova, dada em [7], e mostraremos que a aplicacdo G é Fréchet diferencidvel em toda
parte, embora, contraditoriamente, G fosse citada, por alguns autores, como exemplo de

uma aplicacao que nao é Fréchet diferenciavel.

Em decorréncia dos resultados do capitulo 3, vamos mostrar de maneira direta que
F é 7, p-diferencidvel. Como para os espagos aqui utilizados, temos Sy X S, p, €

vemos, de outro modo, que F' é Hadamard diferenciavel em todo ponto.

Consideremos, primeiramente, as diferenciais de Gateaux de F' e de G. Para isso

sejam z,v € Ly, v # 0. Entao,

1 [" ™ sin 28 t
lim —/ (sin[z(s) + tv(s)] — sinz(s))ds = lim —2— cos {:c(s) + U(S)] ds
=01 Jo t—0 J, 3 2
pois,
. . . tv tv
sin(z + tv) —sinz = 2sin — Cos (a: + 5) .
. tu(s)
sin —— t
Como 7 COS [SE(S) + Ués)} < |v(s)|, Vs € [0, 7], o integrando é dominado por
2

v € Ly e, pelo Teorema da Convergencia Dominada, o limite existe e é a derivada de

Gateaux de F' em z, aplicada a v, ou seja,

T i U(S) m
dF(z)v = lim/ 2 s {z(s) + tv(s)} ds = / v(s) cos z(s)ds.
0 0

t
t—0 3 2

Claramente G, que é a restricao de F' a Lo, também é Gateaux diferencidvel, para todo
T € Ly, e 0G(z) =< cosz,- >, onde <, > é o produto interno canodnico de Ly. Além disso,
0G(z) é uma aplicagdo linear continua de L, em L,. Mais ainda, G é uniformemente
Fréchet diferenciavel em toda parte. Com efeito, aplicando a férmula de Taylor a fungao

seno, para cada h € Ly, existe z : [0, 7] —IR tal que

|sin[z(s) 4+ h(s)] — sinz(s) — h(s) cosz(s)| = ’(h(s)) sin 2(s)
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Assim,

/0 " sin(a(s) + h(s)) — sin(s) — h(s) cosz(s)|ds < /0 IR = A

Para que G seja Fréchet diferencidavel em z, a derivada de Fréchet de G deve ser

0G(z). Assim, o seguinte limite deve existir e ser igual a 0

im Gl +h)— Glu) — 5Glz)b = imL ) sin(z(s s))—sinz(s)—h(s)cosz(s))ds
Jig T fim o [ (sna(s)-+h() sin a(s)~h(s) cosa(s))ds.

Mas, dado € > 0, para ||h|]2 < 2¢, temos

|G(z + h) — G(z)— < cosz,h > |
17212

1

< slkllz <

o que mostra que G é uniformemente diferenciavel, no sentido de Fréchet.
Vejamos, agora, que F' nao é Fréchet diferenciavel, em nenhum ponto z € L;.

Vamos mostrar, primeiramente, que, para cada r € L., existe h € L; tal que o

conjunto
Hy, ={s € [0,n]]| sin[z(s)+ h(s)] —sinz(s) — h(s)cosz(s) # 0}

tenha medida de Lebesgue positiva.

Sendo u, a medida de Lebesgue, suponhamos, por absurdo, que para todo h € Ly,
p(Hyp) = 0. Seja ¢, um numero racional, e definamos hy(s) = ¢, para todo s € [0, 7).

Entao, hy € Ly e ,u(th) = 0. Consequentemente, H = U Hp, também tem medida de

qeQ
Lebesgue nula.

Assim, para todo ¢ € @Q e para todo s € H, sin[z(s) + ¢q] — sinz(s) = gcosz(s).
Uma contradigdo, pois a aplicagdo gcosz(s) é uma fungio linear de g, mas a aplicagdo

sin[z(s) + ¢] — sin z(s) nao é.
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Para cada = € L, fixado, escolhemos h, € L, tal que p(Hp,) > 0. Seja Z o conjunto:
Z ={s€[0,n]| sin(z(s) + hz(s)) —sinz(s) — hy(s) cosz(s) > a}.

(ou Z ={s €[0,n]| sin(z(s) + hz(s)) —sinz(s) — hy(s) cosz(s) < —a}).

Podemos encontrar, entdo, o > 0 tal que p(Z) > 0. Além disso, como h, € Ly,
existem § > 0 e um subconjunto mensurdvel Zy C Z tais que u(Zy) > 0 e |hx(s)| < B,
para s € Zjg.

Podemos escolher uma sequéncia (Z,)new de subconjuntos mensurdveis de Zg C Z

o0

tais que Z,.1 C Z, e u(Z,) > 0, para todo n € IN, satisfazendo ﬂ Z, = ¢. Definimos
n=1

uma sequéncia (hy,)nen, de fungdes em Ly, por

o (5) hi(s), se s€Z,
n\S) =
0, se S& Z,.

E fécil ver que ||hn||;—0, quando n—oo, mas

| Jo (sin(z(s) + hn(s)) — sinz(s) — hy(s) cos z(s))ds| " au(Zy,) _

250
|2 T Bu(Z) BT

Isso mostra que F' nao é Fréchet diferenciavel, em nenhum z € L;.
Vejamos, agora, que F' é 7, p-diferencidvel.

Para X = IR, consideremos f : IR—IR, dada por f(t) = sint, t € R. Temos
f € Ci(R), portanto, podemos definir o operador de Nemytskii f . Li—1Lq, tal que
f(z)(s) = f(z(s)) = sin(z(s)), para € L. Pelo Teorema 3.3, f é %, p-diferenciavel
em todo = € L1, assim, f € nynkD.

Seja, agora, I : Li—IR, dada por I(p) = / @o(s)ds para ¢ € Lq. Assim,
0
I € L(L,,R) € D%(Ly,R), Vy € L.
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Agora, considerando a composi¢ao

b}

A A
= = 1(f(2)),
temos (I o f)(z)(s) = I(f(z(s))) = /07T sin(z(s))ds, ou seja, F' = I o f.

Pelo Teorema 2.5, para todo = € L;, temos F' € nyﬂk » CD%,.

Como F satisfaz (O)®, pois é Lipschitziana, concluimos que F € Dj.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

O resultado, dado no Teorema 3.7, nos garantiu a existéncia de secoes nos espacos
L, = Ly([-7,0], X), para 1 < p < oo, estritamente mais fortes que a de Hadamard e
mais fracas que a de Fréchet, quando dim X = oco. A diferenciabilidade mais forte delas,
que ¢ feita na secdo dos germes fracamente sequencialmente dominados, serviu para o
fluxo da equagdo a diferengas (4.1), que nao é Fréchet diferenciavel, e até entao se sabia

ser Hadamard diferencidvel, quando se toma L, como espago de fase do sistema.

O Teorema 3.5 nos mostrou que os elementos de %y, dados pelos germes das var-
iedades de dimensao finita mergulhadas em L,, sao fracamente sequencialmente domina-
dos, ou seja, Sy C Fp,.p, portanto, Sy = S, p-

Uma questao ainda nao respondida, que deixaremos como desdobramento da pesquisa,
é verificar se %, p ainda é propriamente mais forte que &, quando dim X ¢ finita. Por
exemplo, seria suficiente, para demonstrar tal conjectura, encontrar algum subespago de

L,, de dimensao infinita, que fosse fracamente sequencialmente dominado.

A existéncia de novas diferenciabilidades mais fracas que a de Fréchet nos possibilitam
analisar uma gama de novos problemas, até entdo nao solucionados. A partir desses novos
conceitos de diferenciabilidades, a pergunta nao é mais se uma aplicacio é diferenciavel,

mas em que segoes uma dada aplicagao é diferenciavel.
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