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Resumo

No artigo de h/branda e Fichmann jll, foi realizada uma importante generalização
do conceito de diferenciabilidade em espaços de Banach. Baseados nesse trabalho,
buscamos obter uma generalização do conceito de limites, que engloba os de continuidade
e diferenciabilidade. Com esse novo conceito de limites, obtivemos um importante
exentplo de diferenciabilidade, mais forte do que a diferenciabilidade de Hadamard, para
o fluxo de uma equação a diferenças que não era l#échet diferenciável.

Como aplicação do conceito de diferenciabilidade, na perspectiva de seções,

estudamos a equação a diferenças z(t) = ./'(z(t -- r)), com espaços de fase do tipo .h,
para parâmetros / Fréchet diferenciáveis. Se /(0) = 0, a função nula de .LP é ponto fixo
do sistema. Já sabíamos da literatura que o fluxo de uma equação desse tipo, quando
l $ p < oo, é Hadamard diferenciável, mas não é Fréchet diferenciável, nesse ponto fixo,
quando / não é linear. Obtivemos, para o fluxo dessa equação, um sentido de diferen-
ciabilidade mais forte que o dado por Hadamard.

Palavras-chave: Seções em Espaços de Banachl Diferenciabilidade em Espaços de
Banachl Operadores de Nemytskiil Derivada de Hadamaid.
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Abstract

In this work, we will take the idem of generalization of the concept of diaerentiability
in Banach spaces, proposed in article jll, to crente the concept of limits in sections.
More general concepts of limits permit a broader concept of continuity, as well as
differentiability. The face that the concept is entirely new and original opens inany
possibilities for applications in several áreas of mathematics.

As an application of the concept of diaerentiability in view of sections, we study the
dynamical system generated by the diKerence equation z(t) = /(z(t -- r)), with phase

spaces of type Lz,, for parameters / Fréchet diKerentiable. We knew from the literature
that the flow of such an equation, when l 5; p < oo, is Hadamard differentiable but not

Fréchet differentiable if / is not linear. Since these classic differentiabilities (Hadamard

and Fréchet) aie particular cases of limits in sections, we could obtain for this flow a
sente of differentiability stronger than that given by Hadamard.

Keywords: Sections in Banach spacesl Differentiability in Banach Spacesl Nemytskii

operatorl Hadamard differentiability.
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Introdução

A motivação inicial, desse trabalho, foi a generalização do conceito de
diferenciabilidade, na busca de soluções para problemas com funções, que verificamos
não serem deriváveis no sentido de Fréchet. Por exemplo, quando queremos linearizar
fluxos de sistemas dinâmicos, ein torno de um ponto fixo, com o intuito de obter uma
conjugação local com o sistema original.

Uma possibilidade seria a derivada de Gateaux, que é a "mais fraca"entre as dife-
renciais, e apresenta poucas propriedades que possam ser usadas como ferramentas para
analisar problemas relevantes. O recurso que restava, então, era o uso da derivada de
Hadamard, um pouco menos conhecida que a de Gateaux, por não ser utilizada em
espaços de dimensão finita, já que, nestes espaços, a derivada de Hadamard é equivalente
à de l»échet.

Para espaços de dimensão infinita, a derivada de Hadamard é mais fraca que a de
Fréchet, no sentido de que existem funções Hadamard-diferenciáveis que não são dife-
renciáveis no sentido de Fréchet. Nesse caso, a derivada de Hadamaid se mostrou uma

ótima ferramenta, já que possui muito mais propriedades que a derivada de Gateaux.

Durante o estudo de sistemas dinâmicos, cujos fluxos não eram l#échet-diferenciáveis,

como em l21 e l3j, vimos a necessidade de encontrar sentidos de diferenciabilidades mais

fortes que o de Hadamard. Foi durante essa busca que nos deparamos com o artigo jll
de Mirando e Fichmann.
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2 INTRODUÇÃO

Nesse artigo, foi realizada uma importante generalização do conceito de diferencia-
bilidade em espaços de Banach. Aquela generalização não só incluiu as três derivadas
clássicas - de Gateaux, de Hadamard e de làéchet - como criou uma gama de novas dife-

renciabilidades, através do conceito de vias de espaços de Banach. Um dos resultados,

demonstrado em jll, foi que a derivada de Hadamard, em um ponto, é a taxa de variação
da função, ao longo de cada curva mergulhada que passa pelo ponto.

Ainda que fosse um ótimo passo inicial, a generalização, através do conceito de vias,
limitava a utilização dos limites a subvariedades mergulhadas.

Tomamos, como ponto de partida, a idéia da generalização, dada em jll, e utilizamos
a definição de S-diferenciabilidade, proposta no artigo, para criarmos o conceito de
Limites em Seções. Esse novo conceito inclui o de S-diferenciabilidade e possibilita
novas definições como, poi exemplo, a Continuidade em Seções, além de outros
.9P-limites.

No primeiro capítulo, deíiniremos seções em X, utilizando o conceito de germes. Em
seguida, deíiniremos .9'-limites, aproveitando o conceito de limites através de conjuntos,

dado no artigo jll. Demonstraremos os resultados principais que caracterizam o ./-limite,
definiremos uma topologia local, r./, e mostraremos que o .9'-limite nada mais é que o
limite clássico, para a topologia r.z. Finalmente, de6niremos convergência de sequências
em seções e demonstraremos os resultados que a caracterizam.

No segundo capítulo, definiremos diferenciabilidade em seções, utilizando o conceito

de iP-limites. Em seguida, caracterizaremos a seção adequada a cada uma das três
diferenciabilidades clássicas, para mostrarmos que o conceito de .5;'-diferenciabilidade

generaliza as definições de diferenciabilidade mais usadas. Demonstraremos os resultados

principais que caracterizam a .9P-diferenciabilidade, incluindo resultados sobre unicidade.
Para garantirmos a unicidade, deâniremos o conceito de tangência. Definiremos, também,

a .9'-continuidade e apresentaremos resultados sobre este conceito. Vale bisar que,
para a de6nição da seção Gateux Generalizada, mostraremos um exemplo de uma curva
mergulhada, C'i-Fréchet diferenciável, que não "cabe" em nenhum subespaço de dimensão
ânita



3

No terceiro capítulo, relembraremos a definição de Operadores de Nemytskii e
criaremos uma seção .9', estritamente n-tais forte que a de Hadarmard, para podermos
derivar esses operadores, que não são Fréchet-diferenciáveis. Usaremos as idéias dessa
construção para ampliarmos .S;#, mantendo a diferenciabilidade do operador de Nemyt-
skii, e definirmos as seções: Dominada, Fracamente Dominada e H'acamente Sequencial-
mente Dominada. Em seguida, inostraremos que, se X tem dimensão infinita, a seção
Z«.P (Fracamente Sequencialmente Dominada) será estritamente mais forte que a de
Hadamard.

Finalmente, no quanto capítulo, mostraremos duas aplicações do conceito de diferen-
ciabilidade, na perspectiva de seções. Primeiramente, estudaremos a equação a diferenças

z(t) = /(]ç(t -- r)), com espaços de fase do tipo Z,., para parâmetros / Fréchet dife-

renciáveis. Se /(0) = 0, a função nula de -L. será ponto fixo do sistema. Já sabíamos da
literatura que o fluxo de uma equação desse tipo, quando l 5; p < oo, será Hadamard
diferenciáve[, mas não será ]#échet diferenciáve], nesse ponto fixo, quando ./: não for
linear. Mostraremos que o fluxo dessa equação é #«.o-diferenciável, portanto, tem uma
de diferenciabilidade mais forte que a dada por Hadamard. Como segunda aplicação
desses conceitos, apresentaremos uma função Lipschitziana que também é Z«.o-diferenciável



Capítulo l

Limites em Seções

Neste capítulo, construiremos os conceitos de Seção em X e de Limites em Seções

1.1 qprÃns= pv-n IX'
b-/ \./YVq./b./ x./H..bn. .4 n'

Vamos definir uma relação de equivalência entre subconjuntos de X. Dados
Si, S2 C X, dizemos que St =o S2, se existe (S > 0 tal que St n B;(o) = s2 n .B;(o). E
fácil ver que =o é uma relação de equivalência.

Chamaremos de Germe de S em zelo, ou em torno da origem, a classe de
equivalência ISI.

Vemos facilmente que ]Õ] = ]10].l. Além disso, 0 é ponto de acumulação de $ se, e
somente se, para todo .5 > 0, temos s n .B;(o) # o se, e somente se, S « lol.

Denotaren:tos por S = (7)(X)/=o) \tl0l} o conjunto dos germes de S C X tais que 0

é ponto de acumulação de S.

4



1.2. .y-LIMITES 5

Proposição 1.1. Si :oS2 se, e somente se, SI Z\ S2=0@

Demonstração: Se Si =o S2, então, existe õ > 0 tal que Si n-B;(o) = s2nB;(o). Assim,
(s:\s2) n .B;(o) - g e (S,\S:) n B;(0) - a e, logo, (s: A s,) n B;(o) - o - a n .B;(o)
Portanto, St Z\. S2 =o 0.

Supondo St A S2 =og, existe .5 > 0 tal que (SI A s2) n B;(o) = g. Se z C si n -B;(o),
então, .« C S, n -B;(0) (pois, s' :« € s:, :« c (s:\s,) n B;(o) c (s: A s,) n .B;(o)
Analogamente, se :« c s2 n .B;(0), então, z c si n .B;(o). Logo, st n -B;(o) n -B;(o).
Portanto, St =o S2. H

Definição l.l. Chamaremos de Senão em X a todo subc07%junto não vazão .9# C S, ou
seja #' ç:'PÇS)* . Ao conjllínio S, coam remos Seção Compl,eta.

1.2 .9P-Limites

Aproveitaremos a idéia da generalização do conceito de diferenciabilidade em espaços

de Banach, dado pela S-diferenciabilidade proposta no artigo jll, para criarmos o con-
ceito de Limites em Seções.

Primeiramente, vamos relembrar a definição de Limites sobre Clonjuntos, dada em

jll. Para S C X, S çÉ l©l, G : -el1(0)--,V, dizemos que lim G(h) = L se
h 0

h € s

v. > o, ]õ > o, h c s n B;(o) ::> G(h) c B.(z) c }'

Agora, vamos relacionar o conceito limites sobre conjuntos com a relação de equivalência
:o, para Si, S2 C .X

Proposição 1.2. Si :o S2 se, e somente se,

')VG. lim
h + O

h c Si

GÇhh- L lim G(h)
h --., O

h c S2
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Demonstração: A primeira implicação decorre diretamente da definição

Vejamos, agora, que vale a recíproca. Suponhamos, por absurdo, que V(5 > 0,
si n -B;(o) # s2 n B;(o). Assim, para õ« .l 0, n C N, existe uma sequência (h«)«cw C X
tal que (h« c s: n -B;.(0) e h« g s, n B;.(o)) ou (h« c s, n .B;.(0) e A« g S: n .B;.(0)).
Suponhamos, sem perda de generalidade, que para uma subsequência de (h.).cw, a qual

ainda chamaremos de (à«)«cw, temos h« c st n -B;.(0) e h. g s2 n .B;.(o), vn c ]N.

Considere [' = {A. c Xln c ]N} c si, ]' n s2 = g e seja G = Xr : X--,]R
a função característica do conjunto I'. Assim, lim G(h) = 0. Da hipótese, telhas

h --> o

h c Sa

lim G(h) = 0, uma contradição, pois /z«--,0 em Si e G(h.j
h --., O

h c St

l

Definição 1.2. Para uma dada senão ./ e uma ./unção G : .B;(0) --, y, dizemos que o

.9" limite de G em O é -L C y, e escoe'Hemos ./--lim G(h) = L se

lim G(h) = L, VS C T, VT C ./
h -+ o

h € s

Pala ./ = {7'}, uma seção unitária, vamos escrever T.limo(h)
{T} hm G(h) - Z.

Z,, ao invés de

Observação l.l. -B {mpodante 'notar gue a Proposição 1.2 nos garante que o Jãmãte

lim G(h) {ndepende do representante S c T, onde é c«ZcuZado. Oa sda,h-o
h € s

lim G(h) = -L
h-o
h c s

ISI lim G(h) - Z

Pode'm,os, assim, reescre'uer a, de$nição de #' l,imite do seguinte modo

# T -z., vre./



1.3. TOPOLOGIA LOCAL 7

1.3 Tipologia Local
Uma questão pertinente é se o conceito de limites em seções, dado acima, é equiva-

lente ao conceito clássico de linütes, para alguma topologia adequada.

Definiremos, adiante, uma topologia, em torno da origem, para a qual o .9'--/ mate

nada mais é que o limite clássico, nessa topologia.

O Axioma da Escolha nos garante que, dada uma coleção não vazia .9# de
conjuntos não vazios T (eln nosso caso, T é uma classe de equivalência), é possível criar
um conjunto .Á, cujos elementos são obtidos escolhendo em cada T C .5;', precisamente,
um elemento S C T

Vamos definir função escolha no conjunto .9" como sendo uma função que associa
a cada T C .9' o elemento S C T, escolhido para formar o conjunto .4.

Assim, dada uma seção .9#, uma função escolha, no nosso caso, é dada por

é: : ./ -. P'(x)
r ---, é:(r) c x, l8(r)l vr c ./,

8(T) é um representante da classe de equivalência 7', ou seja, T é o germe de e(T)

Denotaremos por (.z - {8 : .9" T = 18(7')l, VT C .9"} ao conjunto de
escolhas de .9P

Definição ]-.3. Z,)aços TI,T2 C S, daremos que TI é mais /faca que T2, e escreueremos

TI 3T2, '' '":;teCce t Zque8(TI) c8(T2).

Vejamos que :3 é uma relação de ordem

(i) T :3 7' pois, dada € C Cs, temos é:(T) C 8(T)



8 CAPITULOU T TRrrT'T'T?q Ti\lvT qP.í'XÍ)l?q
XJxxvxx .L XJI./ XIAyx IIIJlbf v À.JIJ

(ii) Se TI :3 Ta e T2 :3 T3, então, existem Ci, €2 C (s tais que é:i(TI) C €1(T2) e
é:2(T2) C é:2(T3). Como 8i(T2) C T2 e €2(Ta) C Ta, eüste õ > 0 tal que
8:(T2) n .B;(o) - 8,(Ta) n .B;(o).

Assim, e:(TI) n .B;(o) c é::(T2) n .B;(o)
8:(Ti) n -B;(o) c é:,(T3) n B;(o).

é:,(T2) n .B;(o) c 8,(T3) n B;(o), isto é,

Definindo € : S ---, P'(X) por é:(TI) = ei(TI) n .B;(o), e(Ta) = €2(T3) n B;(0) e, por

exemplo, f(T) = 8i(T) para T # TI e T # T3, temos 8(TI) C Ti e e(Ta) € T3. Logo,
€ C Cs. Portanto, e(TI) C 8(Ta). Ou seja, TI :3 Ta

(üi) Se TI :3 T2 e Ta :g Ti, 'ntão, existem ei, €2 C Cs tais que 8i(TI) C 8t(T2) e

82(Ta) C é:2(TI). Como ei(TI) C TI e €2(Ti) C Ti, eüste õl > 0 tal que
e:(Ti) n B;.(o) n -B;:(0). Por outro lado, como 8:(T2) C Te e 8:(T2) C T2,
existe õ2 > 0 tal que 8t(T2) n -B;,(o) (T2) n -B;,(o).

Para õ ;:; minlõl, (52}, temos

8:(Ti) n -B;(o) - 8,(Tt) n -B;(o)

8:(Te) n -B;(o) n -B;(o)

Assim, é:,(TI)n.B;(o) n.B;(o) cé::(T2)nB;(o) n.B;(o), ouseja,
é:2(TI) n B;(o) c 82(T2) n .B;(0). Como já sabíamos que 8e(Ta) C €2(Ti), em particular,
é:,(T2) n.B;(o) c 8,(TI) n-B;(o). Co«cl«amos, e«tão, que &(Ta) n B;(o) n-B;(o).
Sendo Ti e T2 classes de equivalência, então, h = T2.

Portanto, :3 é uma relação de ordem

Para uma seção .9', chamaremos de União do tipo ./ todo conjunto }'> U c(r),
para 8 C e.z.

Vamos definir, agora, uma Tipologia para X, em torno da origem, utilizando o
pnnpoitn Ho cona':-c
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Definição 1.4. Para 'ü7rza senão ./, de$nÍmos a topo/agia r.7 para X por

:« - l"''' :, u 8(')l ' ' "''' . € ' (.«1 u {"}.

Chamando 7; 7y\l©}, vejamos que 7:z é uma topologia em X

(i) Obviamente, g C r3« e X C o

lü) Sejam .4i C '$, i ..., n, então, ..4: D U e,(r). Fixado T C ./, temos e,(r) € T.
TC.9"

Assim, existe .5r > 0 tal que &(T) n -B;,(o) = 8](T) n B;,(0), para í,J C {l, ...,n}.
l)efinindo e(T) = e,(T) n -B;,(0), então, 8 C e.z. Assim, .4{ D U ei(T) D U é:(7'),

Te.7 TC.7

Vá - l, ..,n O« sej-, n.A: D U e(r).
á-l TC.7

liii) Consideremos {.4À} C l$, uma coleção arbitrária abertos não vazios. Assim,

Á* D U 8*(T), e«tão, U.4* D U U e*(r) D U 8*(T).
Te.7 À À TC.7 TC./

Logo, r./ é uma topologia.

Observação 1.2. .E /ácã/ uer que 'r; é um .Filtro em X

Lembramos que um $ttro F, em um co'ajunto X, é Kma. cotação de shbcoçjbntos de X,

F C PÇX), bati,sjaze'n,do os seg'uãntes axi,om,cts:

(i) x c F;
(ii) ü g r;
0í0 ..'i, B c / -:>(..'i n B) c /;

(h) A C J: e A C B ::::> B C l:.

Observação 1.3. -E importante salientar que se tomássemos como aZ)fartos somente os

"ny-fo. yV - U é:(7'), «ã' I'm'am« «m« copo/ogi«. /s«, poro"', *'mo' '«'mp'o;

de seções para a,s quais uniões ürbitráhas de cob5untos VZ, como de$nidos acima, n,ão
podem ser escutas como 'üma uni,ãa de escolhas. Vejamos o fazem'pto, a. seguir.

G



10 CAPITULOU LINlITES EM SEÇOES

Exemplo 1.1. C'onsãderemos a senão ?ln táha .9' em X, dada por .9P = {lr,l}, onde
./izamos z C X, lln l {.àz : .X C U}. Sda (h.)..w C X u«za sequência taZ gue

h.-->0, h. # 0 e h. ç] r., Vn C ]N. éZamaremos ]' :; {h. C X l n C ]N}.

sd"yn.« &(r) (1,.1) }.o««junf...'l UUn.« úl',em
TC.9"ncIN

bota contenda uma união do tipo .5;', não é zzma unção do tipo i'', pois r, CIJ I' çl T = lr,l

O resultado, a seguir, mostra que .9'--/imite é o limite usual na topologia r./

Teore«ia 1.1. .9'z--lim G(/z) L se, e se'm,ente se,

Vc > 0, ]H' C a'-}, faZ que h C W ::> G(h) C -B.(-L) C }'.

Demonstração: Se .9# G(A) = L, para alguma G, então, dados c > 0 e T C i'',
fixado S C T, existe õ > 0 tal que, definindo 8(T) = s n .B;(0), temos e(T) C T e, se
h c e(r), então, G(h) C B.(Z.) C y. Tomando w (r) u {0}, temos ü' C $.

Para h C W', existem T C .9", S C T e õ > 0 tais que se A € S n .B;(0), então,
G(h) c .B.(L) c }''

'l'' e:.y

Reciprocamente, se dado c > 0, existe W C r; tal que se h C W,
G(h) c -B.(.L) C y, queremos mostrar que, Hxado T C .9", para todo S

lim G(h) - .L.

h c s

Como W C r;, W' D U f(T). Assim, dado T C .9" e fixado S C T, existe
Te.7

tal q« 8(T) n .B;. (o) n -e;l (o)
Logo, se h c s n -e;l(o) (r) n .B;.(o) c e(1") c U 8(1") c H',

'Fe.9"

h 0

então,

C T,

õ. > o

então,

G(h) c -B.(L) c y.
Portanto, #-lim G(h) = .L.

Como consequência do Teorema anterior, temos a,lgumas propriedades operacionais
do .9"--Zãmáte.
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Proposição 1.3. Sejam ./ C 7'(S)* e Gi : Z?;.(0)--,y, á = 1,2, /urzções. Se ezãtem
#--limGi(A) = -Li e .9e--limG2(h) = -L2, então,

.%lim(G: + G,)(h) L: + .L, e y À(G:)(h) À.Lt, VÀ cIR

Agora, vejamos alguns resultados relacionando germes e .9'-limites

Proposição 1.4. Dado T C .9", T G(h) L se, e som,ente se,

v. > o, ]s. c r t.Z q«e, h c S. -:» G(h) C .B.(-L) c }'.

Demonstração: Se T = L, fixado S € 7', para cada c > 0, existe õ. > 0 tal quc

se A c sn -ai(0), então, G(h) C -B.(-L) C y. Para cada c > 0, definindo S. = sn, .B;. (o),
temos S. C T. Assim, se h C S., então, G(A) C -B.(-L) C y

Reciprocamente, dado S C T, devemos mostrar que lim G(h) =L
h --., O

h c s

Como para cada c > 0, existe S. C T, temos S. =o S. Assim, existe í5. > 0 tal que

s n B;. (o) - s. n B; (o).

Portanto, dado c > 0, existe .5. > 0 tal que se h c s n -B;.(o) = s. n -B;.(o) c s.,
então, G(h) C .B.(.L) C y

Assim, lim G(h) = -L, portanto, T mG(A) = Z;
h --.} o

h c s

Proposição 1.5. Z)abas uma senão .9' C S e uma /unção G, as seguintes a$z'mações

sâo equiuaZerztes;

ra) # G(h) = .L,
ÍÓ) Vc > 0, ]8. c C.z, taZ que h c &(T) -:+ G(h) c B.(-L) C y, VT c ./,

rc) Vc > 0, ]8. C e./, taZ que À. C U e.(T) :::+ G(h) C B.(Z;) C }'
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T)nml nn e+rn rãn'

(a) ::> (b): Sabemos que ./ G(h) = Z, + T.limo(h) = -L, VT C ./. Pela
proposição anterior, fixado 7' C .9", Vc > 0, ]S. c T tal que h C S. + G(h) C -B.(Z;) C y

Definindo &(T) = S., pala cada T C ./, temos &(T) C 7', VT C .9", portanto,
C. C e.,,. Assim, Vc > 0, ]& C e./ tal que h € &(T) :+ G(h) C -B.(-L) C y, VT C .9".

(Z') :+ (c): V' > 0, ]& c e.., e se h C U é:.(7'), entã., ]r € ./ ta] que h C 8.(]"),

p" (b), te«:os G(A) C -B.(.L) C }'

Tç.9'C

(c) ::> (a): Dado c > 0, definimos W = U &(T), W C rÇ. Se h C U e.(T)
TC./ TC.7

então, G(h) C .B.(Z) C y. Pelo Teorema 1.1, .5;e--lim G(h) = -L.

}v,

Caracterizaremos, agora, a ordem entre germes por meio de seus limites

Proposição 1.6. Z)aços Ti,Te € S, TI :3 T2 se, e somente se,

VG, (7Flim G(/z) Z, ::> Tr-lim G(h) = L)

Demonstração: Se Ti :3 Te, 'xiste é: C Cs tal que f(Ti) C f(T2)

[im G(h) = L. Ou seja, Vc > 0, ]õ > 0 ta] que

h C C(Ta)

se h C e(Te) n-B;(o), e«tão, G(h) C .B.(Z,) C }'. Para h C e(TI) n-B;(o) C e(Te) n-B;(o),
temos G(h) C B.(Z,) C }'. Ou seja, Tl--lim G(A) - L.

h --} o
Supondo T2--lim G(A) = L, então,

Reciprocamente, suponhamos que VG, Te limo(A) = .L :::> TI --limo(h) = Z,

mas TI Z Te Então, para SI C TI e S2 C T2 e, VÕ > o, si n .B;(o) < s2 n -B;(o).
Assim, para (5« .l 0, n--,oo, existe uma sequência (h.)«cm C X tal que A« c sl n -B;.(o)
e h. ç] s2 n B;.(o), n c ]N.

Considere [' = {h. C XI n c ]N} c si, ]' n Sa = g e seja G = Àlr : X--F]R. Assim,
lim G(h) = 0. Da hipótese, temos lim G(h) = 0, o que é uma contradição, pois

h +0 h--,O

h C S2 /}c Si
h. ->0 em S. e (;(h.) ::: l
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Baseados no resultado anterior, vamos definir de forma natural uma relação dc
equivalência entre seções e uma relação de ordem entre suas classes de equivalência.

Definição 1.5. VI = Ze VG, (#r-lim G(h) Z, + Z2 mG(h) = .L)

De$nimos, também, uma, relação de ordem nas cl,esses de equiuatê'rtcã,üs de seções,
l#l1 :3 1Z21, qwe, por abuso de notação, escreueremos apenas VI :3 Z2, ' daremos gue
.7\ é mais caca que ya, ào seguinte modo:

ZI :3 .% <:::::> VG, (.%--lim G(h) 1, ::> #r-lim G(A) = .L)

Usarevitos Q natação -< lparü a ordem esthta,: #'l. -< y.z (.% :3 Z2 e ZI # W2)

Vejamos, agora, um resultado que i-mostra que a ordem, dada nas classes de equivalência
das seções, estabelece uma "ordem" natural entre as correspondentes topologias.

Proposição 1.7. T#i é mais ./ina gue T#2, ou sqa, 7:71 :) T#2 se, e somente se, yl :3 #2.

Demonstração: Suponhamos que 7l7i :) 7:Za' Para uma G tal que #2 limo(h) = .L,

temos, peão Teorema ].], que Vc > 0, ]W € 1-; tal que h C W :::+ G(h) C .B.(.L) C y

Como T#i D T#2' W' C 'r#a C 'rl;. Assim, Vc > 0, ]W' C 'r; tal que se h C W, então,
G(h) C -B.(L) C y. Portanto, VI limo(h)

Logo, VI :3 W2

Reciprocamente, se ZI :3 W2, para W C 'r:lb, definimos G = Xw : X {0, 1} C ]R,

a função característica de W

Assim, dado c > 0, temos W C 'r$a, ta] que se h € H'', então, ] = G(h) C B.(1) C ]R,

e, pelo Teorema 1.1, #2--limo(h) = 1. Logo, da hipótese, yl--limo(h) = 1. Portanto,

para c ' ã' existe V c 1-}. tal que se h c y, então, G(h) c B{(1) - ã, ã

Além disso, como 0 g 1 ;, ; 1 , temos G(h) = 1, para todo h C V. Mas como G = Xw,

então, y C W. Do fato de y C 1%, temos }' -) U e(T). Ou seja, I'Ç' D y D U e(T),
re#i7'c#i

o que prova que Wr C 'r:lt e, portanto, Tyi :) TW2
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Como consequência imediata da proposição anterior, temos o seguinte teorema

Teorema 1.2. Z)abas as senões VI e Z2, temos VI Z2 '+::::> 'ry.

Demonstração: VI = .% #l :3 #2 e #2 :3 #l .#:::::> 'r:/i -) 7:g2 e 'r:g2 -) T#i '#:::::>

Os resultados, a seguir, caracterizam as relações de ordem, tanto nos germes, quanto
nas seçoes

Proposição 1.8. Se dado W' C T;a' ezãste y C 7-ll com V' C W, então, #l :3 #2

Demonstração: Dada G, queremos mostrar que se W2-- limo(A) = L, então,
#i--limo(h) = -L. Pelo Teorema 1.1, para, cada c > 0, existe W C 1:>; tal que se

h C W, então, G(h) C .B.(L) C y

Para aquele W' C T;a, temos y c 'rl}. com V' c W''. Assim, dado € > 0, existe V' c 'rlh
tal blue h C }' -:> G(h) c B.(.L) c y. Ou seja, .9'Filma(h) Portanto, .9al :3 y2. .

Proposição 1.9. Se dado TI C VI, ezÍste T2 C Z2 com Ti 5 T2, então, ZI 5 Wa

Demonstração: Dada G, suponhamos que yb-iim G(h) = L. Ou seja, 7y-iim G(h) = .L,

VT2 C Za. Seja TI C .9PI, pata este Ti, existe T2 C a2 com Ti :3 T2. Da hipótese, temos

T2 G(h) = L, assim, pela Proposição 1.6, Ti--limo(h) = L. Como TI C ZI
arbitrário, ZI --lim G(h) = 1,. Portanto, .9PI :3 Z2.

Corolário 1.1. Se /i C .SP2, então, PI :3 Ze

Demonstração: Como #l C #2, dado TI € .9PI, temos Ti :3 TI € #2. Portanto, pela

proposição anterior, ZI :3 W2.
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Corolário 1.2. Sejam .5;i senões de X, á C /. F'azado á C /, se .9% = .S'3, para todo

J € .r, então, .% = U .«.

Demonstração: Como .9{ C U .5;j, pelo Corolário 1.1, temos .Sq 5 U .:9j.

Por outro lado, se .%--limo(h) = .L, então, da hipótese, .9$ 1imG(h) = -L, V3 C .r.

Assim, para T C U .9', 7' € .S;'3, para algum .j C /. Ou seja, 71=limG(h) - .L. Logo,

#-limo(A) = -L, para i'' ' U .4. Portanto, U .i8 :3 .:q.
3c.i 3cl

.jc.r

1.4 Convergência de sequências em .9ó'

Dada uma sequência (h«).cw, chamaremos ]' = {h. C X n C ]N}. Utilizaremos a

notação (À«.) Ç (A«) para dizer que (/z«*)kcm é uma subsequência de (A«)«CW.

Definição 1.6. $dam ./ € P(8* e uma sequência (h.)..w taZ gue h«--,0 emz X, h. # 0
Diremos que h. converge para 0 em i# e escreueremos h« -qO se

C

VG, (#--lim G(b,) L ::> G(A.)--*-L),

" ;d«, {li'l} :s ./

Quando .9# {T}, seção unitária, escreveremos A« 50 e diremos que h.--F0 ein T

Obviamente, {li'1} :3 {T} 'b::::> j1'1 :3 T {:::> (T-limo(h) = L ::> G(h«)---*Z,, VG)
Acém disso, j1'1 :3 T -+::::> (VS C T, ]ns C ]N n 2 ms :> A. C S).

Para uma seção .9', se T C .9" e h. -30, então, h. ==10. Isso, porque, dada G, temos

# = .L -::> T-lim G(h) = Z, :::» G(h«)--,-L.

Vejamos, agora, alguns resultados que caracterizam a convergência de sequências em
seções e que relacionam este conceito ao de .9'--/imite.
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Proposição 1.10. h. -$0 ("@«J Ç @«), ;@«..) Ç @.J . ' ' ''' 1 ««.. '.)
Demonstração: Supondo que h. :=0, dada G, se #--lim G(h) = -L, então, G(h«)--,L.
Portanto, G(h«.)---*L, para to(la (h..) Ç (h.).

Suponhamos, por absurdo, que para a]guma (h..)«cw, com ]' = {h«. C X k C ]N},

tivéssemos, para todo T C ./ e para toda subsequência (h«..) Ç (h«.), h«.. /-''0.
Notemos que, se para algum T C .i', tivéssemos que e(T) n I' # g, para toda 8 C C.z,

dado S C T, tomaríamos em(T) = s n -el(o), m c ]N, e teríamos uma subsequência

(h«..) C S tal que h... -b0, contrariando o que supusemos inicialmente. Logo, para
toda T C .9', existe S C 7', tal que s n I' = g.

Tomando a função característica do conjunto ]', G = XÍ: : X--,]R, então, VT C .9",
T = 0. Portanto, #--limo;(h) = 0. Assim, 1 = G(A«.)--,0, o que é uma con-

tradição. Logo, para toda (/z«*)kcm, existem (h«..) Ç (h«.) e T C .9'' tais que h«.. -b0.

Reciprocamente, se pala toda (A«.) Ç (A«), existem (h.*.) Ç (h«.) e 7' C ./ tais que
h«. -b0, vamos mostrar que {li'1} :3 ./, ou seja, # G(h) = L ::> G(h«)--,.L, VG.

Suponhamos, por absurdo, que existe G tal que #--limo(h) = L, mas G(A.)#l.
Então, existe co > 0 tal que para '5t .l 0, existe (A«.)kcW, llh«*ll < .5k e lla(h«.) Lll > co.

Da hipótese, existem (h«..) Ç (h«.) e 7' C i', h... -b0. Como .5;# hlnG(h)
7:-limo(h) = Z,. Assim, G(h«..)--,.L, m--'oo, o que contradiz o fato de que
IG(A«*.) Zll > co. Portanto, se #-limo(h) = -L, então, G(h«)--,L, VG. Logo,,g
h.'b0

Teorema 1.3. -Z)abas .%, Z2 senões em X, VI :3 W2 'o:+ V(h«), (h« ÜO + h« 80)

Demonstração: Se VI 3 Za e h. :30, então, .[jl'j} :3 Vi :3 .5;P2. Logo, h. :30

Reciprocamente, se para toda (A«) tivérmos (h. =0 :> h« :30) e Z2 limo(h) = L,
supondo (lue .5;PI lim G(A) # L, então, existe TI C #l tal que TI --lim G(h) / Z;.

Assim, existem co > 0 e h« -30, tais que IG(h.) -- Lll > co. Então, h« gO e, da
hipótese, h. gO. Como #,--lim G(h) = L, então, G(h.)--,.L, o que contradiz o fato de
G(h.) Lll > co. Logo, ZI --limo(A) = Z,, então, .% :3 Z2.
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Proposição l.ll. .Dada G : Z?;(0)--»y, temos

# = -L '+::> V(A«), lh« ':bO ::> G(h.)--*-Lj

Demonstração: Se .9e-lim G(h) = .L e h. -=0, temos {lrl} :B .9'', portanto, G(h«)--»Z.

Reciprocamente, se , V(h.), temos h« ='O ::::> (;(h.)--,L suponhamos, por absurdo,
que

.9e-limo(h) # -L, ou seja, existe T C ./ tal que T-limo(h) # -L. Assim, existem

co > 0 e A. -b0 tais que G(h.) -- L 1 > co. Mas h« -b0 ::> h« :b0 + G(h«)--,-L, uma
nnnt r n rl i pã ny--'

Logo, .7 lim G(A) = L.

r

Uma pergunta que podemos fazer, nesse momento, é se existe alguma seção

minimal em 'P(S)*. Ora, dada uma seção .9' arbitrária, fixando T em ./, a definição
de seção nos garante que 0 é ponto de acumulação de qualquer escolha em 7'. Portanto,

existe uma sequência (h«) tal que h. -b0 com h{ # h.Í, pala todo { # .j.

Vamos mostrar que sempre existe uma seção n-tais fraca que .9í', que não é equivalente
a .9P. Portanto, como .9# é arbitrária, não existe seção minimal en-l P(S)*

Seja I' = {h« C X n C IN}. Consideremos (h2«+1) e (h2«), respectivalTiente, a,

subsequência de índices ímpares e a subsequência de índices pares de (h.). Assim,
podemos escrever ]' :: ]'iU]'2, onde ]'i :: .[h2n+l C X ] n C Tq} e ]'2 :: {h2n C X ] n € ]N}.

Tomando VI = {jl'tj}, pela Proposição 1.9, temos Zi :3 .9", pois jl'i1 :3 j1'1 :3 T.
Além disso, .9" Z #:. Com efeito, tomando G = Xr,, então, ZI --limo(h) = 0, mas
# # 0, já que G(h2.) = 1 e h2. -SO. Portanto, VI -< .9".

Por outro lado, pelo Corolário 1.1, a seção completa S é um elemento maximal da
família P(S)* das seções de X. Noten-tos que a seção unitária #x = {jXj} é equivalente
a S. Isso, porque, dado qualquer germe T C S, temos T 3 IXI, assim, pela Proposição
1.9, S :3 #x. Portanto, yx também é elemento maximal para a família das seções de X

Observe que IXI l.aõ(o)l , võ > o
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Tanto S--limite quanto Vx- Zãmáte (ou IXj-limite) é o limite na norma de X, e
'íp). = rs é a topologia formada pelas vizinhanças canónicas (da norma) de 0 em X

Para zo C X e uma função / : U---*y, t/ vizinhança aberta de zo em X, temos dois
importantes ..9# tes para uma seção .9P:

A ./-continuidade de / em zo <:::::> #--lim(/(zo + h) -- /(zo))

A .5;'-diferenciabi]idade de / em zo -+:-> ].L C .L(X, y) tal que

U(«. + Q - /(«d - ZH . o

Falaremos das propriedades desse .5;'-limites no próximo capítulo



Capítulo 2

Diferenciabilidade em Secões

Neste capítulo, veremos vários resultados sobre diferenciabilidade em seções. Além

disso, adoptaremos à linguagem de seções alguns dos resultados encontrados em jll.

2.1 .7'-diferencibilidade

Definição 2.1. Dada .9" c P(.S)*, de$rzãmos a c/asse das /mações ./-di/erenciáueás
em zo C X por;

PIP(X,r)- {/:U'CX--*y''l «oCU «b . ] e.L(X,y) t«Zq«.(1) é«Jãd«},

.«a. # /(".+Q-./(«d -o.r m

Vale notar que se / : Ui C X-->y e g : U2 C X-+y coincidirem em um conjunto
aberto U tal que 0 € U c t/i n Ue, então, consideraremos / = g.

Devemos observar que, dados zo, zi C X e uma seção i#, existe uma bijeção
natural entre os conjuntos Z)$(X, y) e 'PP (X, y). Isso, porque, para cada / c Z)$(X, y),
podemos definir .f : Ü--,y por /(z) = /(z -- zi + zo), z C Ü = (zi -- zo) + U e tere-

mos que / € Z)$(X, y). Isso nos mostra que se, para duas seções VI e Z2, tivermos

p2(x, y) c p2(x,r), então, Z)%,(X,y) C D%(X,y). Consideraremos, a partir
daqui, que zo = 0, sem perda de generalidade.

19
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Escreveremos .Z)./(X, y) = Z)b(X, y). Fixado um espaço de Banach X, usaren-los a
-tação D.«(}') - D.«(X, y).

Definição 2.2. Z)ãzemos que vale a unicidade na .9P-dlÊ/erencáab Zãdade, para
./ C P'(8*, «, p«« t.do }' e / C D.«(}'''), . ope«do, L C L(X,}') p«« o q-Z (1) é
válida, for único. Nesse caso, chamamos L :: #'f' qOÕ de J'-dehua,da, de j em ç).

Proposição 2.1. Dadas #l,y2 C P(-S)*, temos;

raJ VI :3 Z2 :'+ D.%(}'') C Dvi(y), V}''

(b) Se ud,e Q uni,cidade na .7\-diferenciabilidüde e #'-l $ #'l, e'ntão, uc.te Q linici,düde 'na,

.%-d@«n.ã ãZád«de e, p«« / c D.«b(}''') c Dzi(y), temo; "2y'(0) = ZI/'(0), W'
(c) Caso exi,sta, bm,a seção .7 tal que .y 3 .9"\, .y < que vale Q uni,cidade lla,

.7-diferenciabitidüde, então, Q recíT)roca. de ÇaÕ é verdadeira..

T) oiro ,-. n e+ t' n r' n n

(a) Dada ./ C Z).%(y), ]L C L(X, y) tal que .9'% lim /(h)

.% :3 .%, temos #l--li. /(h) -- /(0) -- Z'(h) . 0. Ou sda, / C Dzl (y)

/(0) - .L(h) . 0. ...o
h

(b) Para .f C Z).%(y), se vale (1) para .9Pe e /, com operadores -LI, L2 C L(X,y),
então, como .9P2 E VI, cada #2-limite vai implicar no respectivo #l-limite, ou seja, (1)

será válida para Zi e /, com operadores Li, Z,2 C l,(X, y). Como vale a unicidade na
.9Pl-diferenciabilidade, temos É: = -L, - V7'(0). Logo, #7'(0) = :g?''(0).

(c) Suponhamos 1).%(y) C Z)VI(y), Vy. Pelo item (b), VI e Z2 têm unicidade nas
suas diferenciabilidades e, para / C Z)W2(y) C 'DPi(y) C 'D./(y), então,

w?'(o) - "y'(o) - '7'(o).
Fixada G : Z?;(0)--,y com Z2 limo(h) = L C y, seja /c : -Bõ(0)--,y tal que

/C(0) e /c(h) - llhll(C(h) -- .L), se A # 0. Assim, p'r' 0 C .L(X,y), temos

.9pHim ZÇi!(1lli:ilÍ-!-& = .%--lim(G(h) .L) = 0. Log', /c C D.%(y) C D#] (y) C 2)./(y)

e Z7á,(0) = Zyb(o) (o) = 0. Assim, Zl--lim4j!!P = 0 -::> VI --limo(h)
Portanto, ZI :3 Za.

lhll
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Proposição 2 .2. .Z).z é espaço ueÉoha/ e, quando 'ua/e a unácjdade na .5;p-dljferencãaóiZídade,

o o.pecador d.7 é \inear, onde

d.« : D.«

/ --.-» z/'(0).
Demonstração: Decorre, imediatamente, da Proposição 1.3

Para que possamos estabelecer propriedades da .9P-diferenciabilidade, vamos, agora,
relembrar as definições clássicas de diferenciabilidade em espaços de Banach.

Definição 2.3. Z)aços 0 c U c X, C/ abeto de X e / [/ --> }'', dizemos qwe

(i) f é Gateaux diferenciáuel em Q, se existe 'um,o, deüuada õfq0,-''i . X --, Y tal que

õ/(0,u)= lim /(t") V«CX.
t ., o t

(ãi) f é Hüdamürd diferenciáuet em Q, se ez4,ste umü dehuada. nj' qüb C LÇ.X,Y) tal, que

H7'(0)u= lim /(fYtÇZ):/(P), V.CX.
(t,l) H (o,o) t
(t, Z) C R x X

(áãi) j é Fréchet diferenciáuel em Q, se existe uma deduada f' ÇO) C L(.X,Y) tal que

,l. /@ /'mü...v
hcx

Observação 2.1. .4 de$náção de dll/erencáczbãlãdade no sentido de -Hadamard dada para

funções f . U c X --:- Y, onde X e Y são esT)aços uetohas topológi,cos, fol, foT«mhl,ada

o'dgiTtatmente do seguinte modo:

$d« g, « ./«se de t.d« « /unçõ« g : / --, U, 0 C / C R «Z,'Mo, t«Z que g(0) - 0

e ]g'(0) = 1im g(t) .4 ./unção / é dã/e«n.{á«Z .m 0, s. ]X7'(0) C Z,(X,y),

vçcg, a(/.gy(o) 'g)(t)--(/'g)(o) e},,. .(/.Py(o)(o)P'(o).
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De acordo cona as definições acima, usaielnos a seguinte notação pala as, respectivas,

classes de funções diferenciáveis em 0 C X

Dp(X,y) .[/ : Z./--,V] 0 C U aberto, / Fréchet diferenciável em 0}

Dx (X, }'') .[/ : u--lr] o C U aberto, / Hadamard diferenciável em 0}

Da(X,y) {/ : Z./--,Vl0 C U aberto, .f Gateaux diferenciável em 0, .5/(0, ) C L(X, y)}

Se não houver dúvida sobre os espaços X e y nos quais ./' estiver definida, escrevere-

mos simplesmente Z)P, Z)X e .DC. Para uma seção .9#, escreveremos apenas Z).Z.

A Proposição 2.3, cuja demonstração pode ser encontrada em jll , mostra a equivalência
entre a definição original dada por Hadamard e a dada ein (ii), formulada por Daniel
Henry.

Proposição 2.3. Para / U C X -,Y, 0 C U abeto, teremos

raJ ]/'(0) -::> ]xy'(0) ]xy'(0) -:> :1õ/(0, .) e, quando eãstãrem, elas serão guaãs

(b) Se f c'Du, e«Xão, f saüsjaz

]À/ > 0, ]« > 0 taZ qu VA C X, llAll < , :::> ll./'(h) /(o) 5; M lh (0)

(c) Se ü'm.X < m, então, 'Dp Z)H

No artigo jll, ficou provado que a diferenciabilidade em 0, em qualquer dos três casos

citados acima, é equivalente à existência de um operador linear limitado

.L C .L(X, y) tal que (1) fosse satisfeita, para uma seção de X, adequada a cada caso.
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Pala a Gateaux-diferenciabilidade, com derivada linear limitada, .9# é a seção das
direções de X, ou seja, .9'' = XC = {lr,l : z C X, z 1 = 1}, onde r. = {Àz : À C IR}.

Logo, Da = Z)xa.

Para a Fréchet-diferenciablidade, .9# é a seção unitária /x = {jXj}. Portanto,
Z)P = .Dyx' Como Vx é maximal na família P'(S)*, então, pela Proposição 2.1, para

toda .9" C 7'(S)*, temos Dp C D.Z

Para a Hadamard-diferenciabilidade, assumindo que / satisfaz (O), veremos, adiante,
que .9' é a seção ym, formada pelos germes de variedades mergulhadas em torno de 0,
de dimensão finita e de classe Ci-Fréchet. Mas .9' é equivalente, também, a sua subseção

de germes de curvas C'i mergulhadas, em torno de 0.

Vamos, agora, recordar alguns conceitos de Geometria Diferencial

Definição 2.4. -Dada S C X, daremos que S é variedade fopoZógíca de dimensão m,
mzeryu[hada em um subespaço -E de X, se Caíste '7 : V C ]R"--}.E, V uÍzÍnAança aberta

d. 0 em R", t«Z g«e 7 é Aom«mo$.«.. «Z'« «« :m.g.m e S - 'r(}''). Ne«e «, "r
é dito um, mergulho to'potógico.

Dada. S C. X , diremos que S é uaüedüde Ct-Fréchet de dimensão 'm,, 'mergulha,da em

am subespaço E de X, se existe ' : y C ]fi"--}.E, V uãzãnAança aberta de 0 em ]R", taZ
que ''{ é mergulho toT)ol.ógico de classe Ct -Fréchet, co'm, dehmüda. inãetora em ca,da T)auto

de V e S = -fÇV). Nesse caso, "I é dito um mergulho Cl\-Fréchet.

Para caracterizarmos a seção na qual o limite (1) é válido, para a diferenciabilidade de
Hadamard, vamos precisar de alguns resultados de jll que reescreveremos na linguagem
rlp qprõpq
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Definição 2.5. Secam m, n C ]N, m $ n 5; dim X, de$nimos as seg iates senões de X

'q«,«) = {T c Slaé: c Cs fa/ qae e(T) é uahedade topoZógÍca de dimensão m, meryuZÀada

em um subespaço de dimensão n, 0 C .f(T)}.

'g:.,«) = {T C S ] C es taZ que f(T) é uahedade (7:-ErécÀet de dimensão m,

meryuZAada em um suóespaço de d mansão n, 0 C e(T)}.

'q«,x) ' {T C SI ]8 C s taZ que 8(T) é uaMedade fopoZógca de dimerzsão m,,

mera«ZÀ«d« em X, 0 C e(T)}.

'gl«,x) = {T C S l ]e C s ta/ que 8(T) é variedade C':-PrécAet de dimensão m,

«..ry«ZA«d« em X, 0 C 8(T)}.

A seguir, reescrevemos para a linguagem de seções alguns resultados cujas
demonstrações podem ser encontradas em jll.

Observação 2.2. .Note que .:ql,.,.) C '9P(«.,n) C '9(m,X), 'Jqm,n) C .jql ,X) C '5;(m,X) e

-5qn,n) ' 'iqn,«)' {l'Bll .E s'ubespaço de X, alem-E = n}, Vrrz,n C ]N, m $ n $ dimX
Em paMãcuZar, gl,U l z C X,llaçll = 1}.

:[.borema 2.1. .Dadosm, n c ]N, m < n .$ dimX, temos .jP(m,m) < '9(n,n) e Xc '< .Jqi )

Demonstração: Decorre das Proposições 3.1 e 3.4 de jll

Quando dimX = oo, decorre da Observação 2.2 que U .qi,.) c .Jql,x)
n€1N

O próximo exemplo nos mostra uma curva cujo gera:te está em .Jqi,x), mas que não
está em .:q:,.)' para nenhum n C ]rq. Para mostrar esse fato, usaremos os Lemas 2.1 e
2.2, enunciados a seguir.
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Lema 2.1. Z)aços X .Barraca, dimX = oo, u C X,

Z,..r., com ljejl = 1, V3 C ]N, ta/ que ej--,u.

1, ezãsÉe uma /amfZia {ej}

Demonstração: Tomemos a família L.l. {ej}, com ã

HEntão, {ej} é uma família L.l. e ej--lu.

Lema 2.2. Para uma cume 7 continua e ànlefora em 1 -- s, sl, com 'y(0) = 0, as seguintes

aFrmações são equivalentes:

ra) P«« toda «q«êncá« (s«)«.«.,, s« cl ., .l, s.--,0, ezãste suZ,s'quênc{« (s«.)k.«- t«Z

q« « /amzai« {'y(..)} é Z...r.

rZ,) P«« to.Zo ;uZ'"p«ço -E c X, dim .E < '", ]õ > 0 ta/ qu. .En.eó(o)n'y(l -- ', sl)

Demonstração: (a) ::> (b): Faremos a demonstração pela contra-positiva, negando o

item (b), provaremos que não vale o item (a).
Suponhamos que existe E C X, dim.E < oo tal que, dado (5 > 0, existe

«õ c E n Bõ(o) n '(j - ', sl) e zó # 0

Tomando.5. soez. ,z.--*0,n--,.n, temos«« --,0,mas'y(s«) C E«ão
pode conter nenhuma subsequência formando família L.l. pois, como dim E = m < cn,
só existem m elementos L.l. de cada vez.

(b) ::> (a): Tome z. = '(s«)--,0, vamos construir uma subsequência de (z«)«w que
será família L.l.

Seja #.: = zi, então, existe n2 > 1 tal que {:çi,z.,} seja L.l., pois, caso contrário,
z. C E =< sçi > para todo n C ]N, e não valeria o item (b).

Por indução, se já tivermos {zl,zn2,...,z«*} L.l., deve existir nk+l > nk, tal que

{zl, zn,, ..., znk+: } seja L.l., pois, caso contrário, a sequência (Z«)n>n. estaria contida em

E =< {zi,z,.,, ...,z«~} >, dome = k, e não valeria O ITEM (b). Logo, formamos a

família {z..}, que é L.l.

Vejamos, agora, um exemplo de uma curva mergulhada ', C'l-Fréchet em X, que não

"cabe" em nenhum subespaço de dimensão finita de X
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Exemplo 2.1. /!fado u c X, llull = 1, considere a /amzaãa .L./.

2.1, e torrzemos {tj}, fj > 0, tj J 0, taZ que tj+i < ?

{ej}, como no Z,ema

De$«indo hj - tj'j = tj" + tjZj, .j 2 1, o«d' Zj - (ej -- «)--,0, ntã., {hj} é «m«

fanLtal,a, L.l. e hi--,Q.

Seja;?j dada por qj(t) = }:lii:l?Gt'j-i -F lliit-:Lh'j
: - %(tj-:), Aj - %(tj) e tem dã,«çã. «j - &:L.=b

t'.j-- l

.j ?. 2,

: +J{(t).

a, Teta que passa'por

hj

Manos /oz"mar a poZigona/ ? : l--ti, til--,X

Í jj(t), se f c ltj,ti ll, .j ? 2
?(t) - l o, ;.t- o

1. -?(-t), « t c l-t:,ol.

'agora, suauízando a poZãgonaZ, Damos cear uma cume "r :l ti, til ---,X por.

1 % +(t:i;?llli::l;w(«*- «), ,.t' u,,', -l. j z''
l -'r( t), setcl ti.ol.

Para t Cltj, tj-il, temos

'y'(t)

+ea
t)' - 2(t - tj)(tj

(tj-: -- fj)'
t)ltj:i -- t -'2(t -

(tj-: - tj)'

i--a(«j--: «j)

!d(«j+: - q).

É ./ã.ãJ «, q« 7'(tj) 'y'(t)

portanto, também é C'i-FrécAet em l
] uj+l, .j ? 2. Logo, ' é Gi-PrécAet em lO,til e,

ti,01.

Seguindo a demonstração dada em jll rZeorema 3..Z, pág nas 40õ e 40'0, ./ica provado

gue uj--,« e que 7'(0) = !iq7'(t) = u. .4/ém disso, p«« . > 0 u$ atem.nte peq«en.,
lemos 'y : 1 -- s, sl --,X é uma cume meryu/dada C'i-FrécAef.
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Proposição 2.4. .4 curda ', do EzempZo 2.1, é ta/ q'tÉe I'y( ., sl)l c .gl,.*)\ U .gl,«)

Demonstração: Provaremos que 'y satisfaz o item (a) do Lema 2.2

Para (s«)..«q, s. CI -- s, sl, s«--,0, tomemos 7(s«)--,0. Então, (s«)«.w contém alguma

subsequência (s«.)kcw satisfazendo s.. .l 0 ou s«. r 0. Como ' é uma função ímpar,
basta demonstrarmos o resultado para o caso em que s. .l 0.

Assim, para cada s« > 0, existe .j« € ]N tal que tj. 5; s« 5; tj.-t e '(s«) será uma
combinação linear de Aj.-2, hj.-i e hj., digamos 'y(s«) = a.hj. + a«hj.-i + â«hj.-2.

Tomemos, então, uma subsequência (s«.)kcw tal que .j.*..: -- 2 > .j«., Vk ? 1, ou seja,

os hj.* envolvidos não se repetem quando mudamos de s.*.

A subsequência {'y(s«*)} é uma família L.l. Com efeito, dada uma parte finita

{7(s«.:),'y(s«.,), ...,' (s«..)} e uma combinação linear Ài'y(s«.:) + ... + À«7(s«..) - 0,
temos que

E
p-l p-l p-l
E .Í3phi«,-F l3,Kj. ..'l- F l3ph3«..'à0- x,'v('«*,) ->ll: À,('-«,hj«.+ a«.hj«.-:+ õ«.hj«,-a '

Como a família {/zj} é L.l., e nessa soma finita os hj não se repetem, temos
Õp " Pp = DP ::: 0. Já que não podemos ter a.., a.. e ã.. nulos ao mesmo tempo,
senão 'y(s«) seria nula, então, Àp = 0, para p - 1, 2, ..., m.

Pelo item (b) do Lema 2.2, temos I'y(l s, sl)l g .gl,«), v'} c N
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2.2 Gateaux Generalizada

Nosso intuito, agora, é relacionar, por meio da ordem, as seções provenientes das
diferenciabilidades clássicas. Para isso, precisamos encontrar a seção adequada para a
diferencial de Hadamatd. Vamos também ampliam a diferenciabilidade de Gateaux, intro-

duzindo uma diferencial feita em todos os subespaços de dimensão finita. Essa diferencial
será chamada de Gateaux Generalizada.

Definição 2.6. Chamaremos de Senão de (;ateauz (;eneraZázada a senão Zaa que

de$nÍremos por#ca= U .9(«,«)'
mC]N

m<dimX

U'""mo. « «f«ção Dca(X, }'')

2)aa- Í'l Z)ZÜ..m)'
nt cIN

m<dimX

Dzc.(X, }''), e podemo. «, /a.ãZ«.ent. qu.

Veremos, a seguir, alguns resultados que caracterizam a diferencial de Hadamard,
reescritos na linguagem de seções, cujas demonstrações podem sei encontradas em jll.

Teorema 2.2. / C Dx se, e somente se, / satd!!faz (O) e / C D./ para ./ 'g:,.u

Demonstração: Teorema 3.1 de jll

Proposição 2.5. -Dado m c ]N, m .$ dimX, temos .Jql,x)

Demonstração: Decorre dos Teoremas 3.2 e 3.3 de jl

Vamos, agora, definir yH :: U
m C ]N

nlz < dimX
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A próxima proposição utiliza os resultados anteriores para catacterizai a classe de

funções Hadamard diferenciáveis.

Proposição 2.6. / C l)x se, e somente se, ./' saías/az ((9) e / C Z)yH

Demonstração: Pelo Clorolário 1.2 e pela Proposição 2.5, temos .:q\,x) = Zm' O
resultado segue do Teoren-ta anterior.

O item (b) da Proposição 2. 1 mostra-nos que vale a unicidade na .9':diferenciabilidade
pala as seções da Definição 2.5. Isso, porque, a difeienciabilidade de Gateaux é mais fraca

do que todas as possíveis diferenciabilidades, dadas por aquelas seções.

Agora que sabemos como são as seções para as diferenciabilidades clássicas, a seguinte

proposição nos mostrará como elas estão relacionadas.

Proposição 2.7. Para n C ]N, temos

à) Se dim X n, então, Xc .9a(1,1) '< '9 (2,2) -< -<.qn,n) Vx = Xca = ZH;

ád) Se dim X oo, então, Zc .jp(i,i) '< '9't2,2) '< < .q«,n) '< -< Zcc -< #x -< yx

Demonstração: i) Decorre do Teorema 2.1 e do item (c) da Proposição 2.3

ii) Da Observação 2.2, decorre que Zca C yH e, portanto, ZCC :B Zm. O Exem-

plo 2.2, que veremos a seguir, nos mostrará que Z)H C Z)v. $ .Z)CC e, do item (c) da
Proposição 2.1, segue que Zca -< yH.

Além disso, o Exemplo 2.3 nos mostrará que DP # 'Z)X e, portanto, #H -< Vx
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Exemplo 2.2. Consideremos y .Banach e y c y, com llZ/ 1 = 1, e ' :l
n,o Exemplo '2-\-. Definimos f-. X-.Y tal que

s, sl--.}X como

/(«) -l ii'J"' « « - 'r(t), P«« t C 1 - s, .l,
caso confráho.

Dado E C X, subespaço de dimensão $'feita,, então, j(TI) -- Q, e'm, al.gume bola.

Bõ(o) n E. .4«ám, (1) é «tás#eít« p«« Z, q-Zq«e« g.«n. IZI. Logo, 'a/'(0)

P« outro J«do, ./ mão é .«[2s/a; (1), para -L em l7(1 - ;,.1)1 C VH. .4«{m,
f C'DC(:l'X(D./n. Portanto, f q'Dn, ainda que f bati,sfo,çcl ÇO).

Usaremos a seguinte notação para a Esfera Unitária de X

-E: - {z c x ll«ll - l}

Lema 2.3. Sejamz X .Banana, dimX oo, .F $ X subespaço /ecAado e 0 < d < l

(a) Ea;i,ste 'u, C Et útil, que dÇu, F) > d.
rZ)J Ea;ísfe uma /amzaía {ejJjcW, 1,./. em .EI, taZ gue jjei -- ejll > d, para todo á # .j
De«ionstração: (a) Seja «, C X\r', tomemos d' C R, tal clue 0 < d < d' < l

Como r' é fechado, d(w, F') = inflllm -- zl , z C F} = p > 0. Da definição de ínfimo,

para cada õ > 0, existe z C F tal que llm -- zll < p + (5.

Para õ < :!-li;gp, definindo u = líl::-ãlr, u C Ei. Assim, para todo u C -P

« . (11« ,11«) 11.

"''\' ' li' 'il'/u')llw \'- llw 'll"/ii=--/'' ' llzí/ z

u -- ull ? --l-= > d' > d. Portanto, d(u, .F) 2 d' > d.
il' 'lt -- p+Õ

Como (,+11.« ;11«) C r', l.«-(,+11.« ,11«)11 ?p e T- p+õ
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(b) Dado ei C Ei, seja FI =< el >. Então, pelo item (a), existe e2 C Ei tal

que jjel e2ll ? d(e2,FI) > d. Para F2 "< {ei,e2} >, teremos e3 C .Ei tal que

jea -- ej1 2 d(e3,Fe) > d, paiaJ - 1,2.

Seguindo por indução, se tivermos {ei, ..., e.} L.l. em .Et tais que le{ -- eÍll > d, á # .7,
basta tomarmos E. =< {ei, ..., e.} > e teremos e.+l C .Ei tal que lle«+i -- ejll > d, para

todo .j < n + l.

Sejam X e y espaços de Banach, dimX = oo. Consideremos {ej} uma família em

X satisfazendo o item (b), do Lenda 2.3, pala algum 0 < d < 1 e g/ € y, llZ/ll = 1. O
próximo exemplo nos mostra uma aplicação Hadamard diferenciável, que não é l#échet
dferenciável.

Exemplo 2.3 Consideremos g . X-+Y , dada .por

g(h) - I' jlÀl:-'{)z', " h - À'' p-« «Zg«m À C m, .p«« «Zg«m k cN
0, caso contráho.

Então, g é Hüdamard diferenciáuet, müs não é Fréchet diferenciámel. em ç) C X

Vam,os mostrar, 'phme'liam,e'nte, que g bati,sfüz (O)

Se g(h) 0, g(h)l $ 1hll. Se h -Àe., llh Àl< t,llp(h) Àl:+{ < IÀI h

Já que .Jql,x) = yH, usamos que g

T -- lim lllil. = o, VT c .iqi, )

C Dv(\,,o' om wg'(0) 0. Ou sda,

Fi«.mo; I" - I'y( l s,sl )l, onde 'y é «m« .«« O:-Fré.Aet m.ry«ZA«d«. P.Z«

Propor ção 1.11, basta mosfra7mos que lim qg!!!)n = 0, para toda h. -=0. .4ssdm,
«--;m llh. l

h. - 'v(t.), p«« t. c 1 ., .1 , t.---,o, t. # o.

C'onsÍderemos ]N = ]rqiCJ]N2, onde ]Ni {.j C N tj > 0} e N2 {.j c N tj < o}
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no C ]N taJ que n > no, então, n C ]NI e

h -=-;h - « ' ;:.
Se jINil < oo, eãste no C ]N taZ que n > no, então, n C ]N2 e i;h--, -- u C .EI.

«,""" "', .««'. (h) «-.~., «*" - «":"' "« ,«;".' * ' «

"', p«« n su$.ãe«t'me«te g««de, h« - À«e* r.u '©', ÍiZhÍ - e*) o« g(h.) = o

'.«. (h) ''. '-."., .""."« ' ", «"",« » «, h-h «'
rezo Z,ema 2.3, temos llek -- ejjl > d, quando .j # k. -Logo, ezáste no mázãm

k C N t«' q«e .Ü:h - e., p«« n > "o, o« g(h.) - o.

S. IW:l - IW,l - .«, t.m« (h«) - (A:)Ci(hi), '"d' iia"''" ' i@ÍÍ--' - «. .4"'m,
temos zzo máximo kt, k2 C ]N tais gwe, para n s2zácãenfemente grande, h,} :: À.eÀ;: ou
h. - À«.*, r« g(h.) - o).

.4"ãm, g(À.) - l.X«l:-'É, «se h.

qgl# - hCl- - i*.i:, j-',', - d"'o . ..
Então, lim llliil. = o, para toda A« 5o e par« fod

"m. g «testa. (O), temo. g C Dx e wg'(0) - 0.
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ehste< oo,2

7Z

q

D Mm unzco

g(A 0u].2,.z, o'ü seja,n

o 7' C ..9e: Logo, g(l,x)

Seja

À..ex:. ,

C Z)Zê,x) '

VelÍaríiíos que g não é Fréchet difere'n,ciáuet:

Se e«:tstís.. g'(0), fem'a«.«, p.Jo áem (a) d« Provo;áção 2.3, qu. g'(0) ="g'(0) = 0

.Então, para toda A.--y0, A. # 0, [elx'amos qÇ114-->0. .A/as, tomando h. =
llnnll

''«..n -ç - i-: * ..
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2.3 Tangência

No contexto de seções, podemos obter sentidos de difenciabilidade ainda mais fracos
que o de Gateaux. E possível, por exemplo, definir seções contidas propriamente em Xc

Por esse motivo, a unicidade não é sempre garantida, mas, o conceito de tangência, dado
a seguir, nos dará condições para que o operador -L seja único.

Definição 2.7. Para z C .Ei,

«tãs$a«"'í' Í /zn

dizemos que ]c é tange'nte a T c S se existe h. -50,

Dizemos que = é tan,gente a, ./ C'PÇS~l* se existe T C .y' tal que x é tan,gente cl T

Vamos, agora, definir o Espaço Tangente a uma seção dada

Definição 2.8. Sda .9" C P( S)* e T € .9", de$nãmos

{zC E:lz élangenÉe aT} e Zui"= {zCE:lz éÉangente a./} zur
re.y
U

Chamaremos de espaço tangente a T ao conjunto

{Àz C X z C ZuT e À C ]R} u ,,
Chamaremos de es'pctço ta'nge'nte a, #' ao conàhnto

Ty {Xz C X l z C Zu./ e ,X c R} U'r
Te.7

u.,,
zeZu.7

Frizamos, aqui, que, apesar de termos denominado 7T de espaço tangente, estamos
usando um abuso de linguagem, já que o conjunto 7T, em geral, pode não ser um espaço
vetorial. Mas, quando T C .9' é o germe de uma Variedade Diferenciável S, então, 7"T é

o "Espaço Tangente" a S em 0, no sentido clássico.

E claro que Zu7' Zulu'}, 'rT I'"t7'}, zu1" 7"r n .Ei e Zu./ 'r.y n E\
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:teorema 2.3. 1)abas as senões #l e #2, se .9at :3 #2, enÉâo, 7"#i C 7"#e

Demonstração: Basta mostrar que, se #i :3 .5;Pa, então, 7b.9P] C 7b#2

Seja z c Zu#i, então, existem TI c ZI e h. !50, satisfazendo lil!\--->z. Mas, pela

definição de convergência em seções, se h. :30, então, h. :30. Pelo Teorema 1.3, h. :30.
n

Pela Proposição 1.10, existem (hn.)kcN e Ta C We, satisfazendo h«. 3'0 e i/}nh --z

já que -Íllllh.-->z. Logo, ]ç é tangente a y2, ou seja, z c Zu#2.

No caso específico da seção de Gateaux Zc, temos ZuXc = .Ei e 7Zc = X, pois,
para cada z C -Et, temos Zulu,l = {z, z} e 'rlr.l = r. = {Àz À C ]l } =< z >. Assim,

para qualquer seção .9' b: XC, pelo Teorema 2.3, temos 7Í/.9' :: .Ei e 7.9' :: X.

Definição 2.9. -Dizemos que um subcor%junto / C X é total em X, se o espaço uetohaJ

gerado por l for den,se e'rn X, o' seja,, < 1 > := X

Para uma seção .7, se 7".9" é total, então, Zu.:/ é total, pois Zu 9' C 7".5;# e ambos
geram o mesmo espaço vetorial.

Veremos que, para garantirmos que vale a unicidade na .9'-diferenciabilidade, é su.

ficiente que Zu.9P seja um conjunto total em X. Para isso, vamos utilizar o Lema a seguir

Lema 2.4. Consideremos uma senão .9'

ra) Se ./' C D./(}'), p«« «Zgum y, com -L:,Z., C .L(X,y), «tás$azendo (1) p«« J",

«*'., ''-"« " (à) - ., -~. ' - ":

ró) O«d« Z. C L(X, }') t«Z q«. # lim-L l TÉ:- 1 - 0, então, p«« tod« g C D.,(}'"), ««.

É C L(X, }') «fisga,ando (1) p«« ./, temos que i., + .L t«mbém .«tás$a, (1).
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Tlnwlnn trarão

(a) Para / C D.Z(y) sejam .Lt, l,2 C .L(X, }''), satisfazendo

/(h) - ÍH) - l:h . J..hm
/(h) - /(o)

llhll

Como

35

Z,2h
0

' IÚ) -«:(Ú)(Ú) -'*'HL"-"*'HL",
temos

««:« '(Ú
(b) S'p-h'""' pa'' L ' L(X, }''), q"' i'hm L (ÍM) = 0 e tomem« g C D.«(}'),

com .É C .L(X, }'), tal que #-lim g(h) -- g(H) -- -Lh . 0.

Logo,

*«,«"-q P* ''" - *«:« ["-HÚ ' (Ü)]

Proposição 2.8. Para wma senão .y', s(ío equ uaZentes;

(ü) Val,e a. uni,cidade nü .y-diferenciabihdade.

r') ,«« *.'. »'' . ' ' "(",'''), *'"" '''-"m« ( " 1 - 0 -:: ' -o

r.) '«« ' ' X' - "(", "), *'"" '''"m' ( " ) - 0 -+ , -0

ra9 "«:.*. ''" *«' "" ,«« " ' '(", *), *'"" ""m ' (IÍ©) - 0 -:
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Demonstracão

(a) + (ó): Decorre imediatamente do lema anterior

(b):>(c) e(c)::>(d): São óbvias

(') ::: ('): S'j' }'' t.l q« XlimZ (IÍãÍ) - 0 . ;«p""":" ' ,' 0 E«tã., .ü;t.
z € X, llzll :: 1, tal que y ;: Lz # 0.

Consideremos é, :< g > --,]R, ta] que @,(Àg) = À, .X C ]R. Pelo Teorema de Hahn-

Banach, existe um funcional @ : y--yIR, tal que @l..;. - Óv.

s.j, ' ' x' '.'«:-. ,« '- @.", «';., ''-"«'( ") - .«-««@('( "))

~'''"« -« '':"«@ (' (Ú)) - o c.«. é : *-"* ' «"'-- .« o, ---.
e > 0, eüste. ê > 0 tal que, se 3/ C .Bi(0) C }'', então, @(Z/) C .B.(0) =1 -- ', clC R. Já que

# - 0, p'l' Te'rema 1.1, par' ê > 0, eüste W C r} tal que se h C t't'',

«., « (Ú) ' ,:'., ' * ,«"«., « (« (Ú» ' «.'., ' " -«« .. *."
(c)quem Z(z)(-Lz)(3/)(Z/) umacontradição.Logo,-L

(') :' ('): S'j'' ' X', # Z (IÍm) - O . « ' }'', 11«11 - 1. D.ü«i-d. Z ' Z(X, }''),

p" '(") - '(")", V« ' X, '.:-;''-"m'( ") - .«-«m'( ")«-0 P.:'"'"
(d), temos .L = 0, o que implica que Z = 0.

Dos resultados anteriores, ou vale a unicidade na .9P-diferenciabilidade para g C .D.r,
ou existem infinitas transformações ]ineaies .L« C L(X, y), n C ]N, em cada espaço

y, tais que .L« satisfaz (1) para .9". Isso, porque, dada .L C L(X,y), Z :# 0, tal que

#--lim L 1. ÍÍiai ,l - 0, então, para g C Z)./(y), com Z C Z,(X,y), satisfazendo (1) para
./, temos club h = L + n.L também satisfaz (1), para cada n C ]N.
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Teorema 2.4. Z)ada ma senão .9#, se 7Í/.S;# é total em X, então, urze a unicidade na

.9"-dljferenc abáZidade.

l)emonstração: Para y Banach, seja Z. € .L(X, y), tal que # - 0 C y

Para z C Zu.9", tome h. gO (na verdade em algum T C ./), satisfazendo ii;!n.--,#. Se

,-««'(ú) -., «'*., '(h) -. «««.«(h) -««,«« '«-.,
Vz C Zu.9". Como Zu./ é total e Z, é linear contínua, então, -L = 0 em .L(X, y). Pela
Proposição 2.8, vale a unicidadde na ./-diferenciabilidade.

Para mostrar que a condição do teorema anterior não é necessária, ainda que seja
suficiente, veremos um exemplo, para X :: Z2(EÍ), de uma seção com unicidade na
.9P-diferenciabilidade, mas tal que 7.y = g.

Exemplo 2.4. Soam X = Z2(]N) e {eili.w a Z)ase canónica de Z2(]N). C'onsideremzos

./ - {TI,T2,T3' ''''Tk, ...} .«.z. Tk - lteE3-%, « ' wll ,«« k ' E''.

Tomando hi; . temos .ií.ê8a-
' n llnA,nll2

ek + e.

je~+..ll, ElL:E-%. Logo, nenhuma

.«'...«:«.:« '. (h)... '.««.~.. «.;:«, '" - " , "* ' ", ,."««'., ', - -.
'«,« * "«««.", .". " ' "'*, *' ..« «::« ' (Ü) - .. «.«., "* ' «.-

"(Ú) - . :Je.'(Hh) -.::»la.''«--.., -'
Pod«nt., lim L(e.) - lim L(e*) - --Z.(e.) - 3/ C }" q«e é co«'t«nte, Vk cNn, --} oo n---} oo

.'lssÍm, Z/ = lim 3/n,--+oo
'y, o'u se3cl,'y 0, Vk c ]N. -Logo, .L 0 .m .L(Z,(N),}')

Portanto, pel,a Prol)os'tção 2.8, ual,e a, un'tcidade na #'-üferenciabil düde
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Observação 2.3. Para .9" C Xc, e:êste / C EI, taZ que .9' :: {lr,l l z C /}. .Assim,
zu./ --r.I'"i''-IJ,,.
Proposição 2.9. Para / e .9' nas condições da Obsemação 2.3, vale a unicidade na
.7-diferenc'habilidade, se, e somente se, l é total,.

Demonstração: Se / é total, pelo Teorema 2.4, vale a unicidade na .9'-diferenciabilidade.

Por outro lado, se vale a unicidade na .9P-diferenciabilidade, suponhamos, por absurdo,

que < / > = .E $ X. Assim, podemos obter um funcional Z C X' = .L(X,]R) tal

que Z # 0 e zl. - o. Como 1/}11 = z ou Íih = --z e Z(z) - Z(--z) - o, segue que

[,,] '(Ü) -.,««'' '«..«-««,(Ú) -. ««:*.«"««,.."'«
(c) da Proposição 2.8, já que vale o item (a) da mesma Proposição.

Logo, < / > = X, ou seja, / é total.

Exemp[o 2.5. Para / e .9' nas condições da Obsemação 2.3, se X = J2(]N) ou X é wma
espaço de dimensão .#náta, tomando / = {ei C X l ã C ]N, { $ dimX}, a base canórzáca de

X , temos a, unicidade 'n,a, .7-difere'n,càabilidade. Nessa, seção, para f ç: 'D9(W], Pf' Q=nhei
é i-ésim,a, dehuüda T)arciül de f em xo.

Exemplo 2.6. Para l $ p .É oo e .E espaço de l?anach, sda .h = .%(la, ól, .E) o espaço

das classes de equivalência düs .funções @ : \a, bÜ--yE, Bochner-Lebesgue mensuráveis, tais

qwe llé(.)ll' é .L.ó«g«. {«t.g,á«Z.

O«.ãd".m« X = % e t.«.amos .r - { XÁ C L. l ..4 C .m(I",Z'l),pÁ # 0}, «d'
.U(l«,ól) é « 'J« do; co«J-to; L.ó"g«. m.«.«á«; l«,Z,l p é m.dád« 'í'

ZeZ,e;g« e«, l«,ól. ]Votemo. q«e llX«ll, - (p.'i)i, « l $ p < '", ' llX«ll. - 1. Ne«.
caso, ./ {l,*.l .4 C M(la,bl),P(À) # 0}.

Para l $ p < oo, < / > é o espaço das ./ünções simples de la, ól em E. Para p = oo,
< 1 > é o esl)aço das juvtções simples essencialmen,te limitadas. Assim, < 1 > é denso

em Lp, poüanlo, l é total, em Lp Logo, temos a, 'üni,cidade nessa #'-dãferenci,abilãdüde.
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2.4 .9"-continuidade

Definição 2.10. Z)ado .9" C P'(-S)*, de$nãmos a classe de /uniões .9"-contíguas em
zo C X por.

C$(X,}') C/ C X--,}' zo C C/ aberto taJ que (2) é ua/ãda},

.9'--1im (/(:«o + A) -- /(zo)) = 0 C y.onde (2)

Observação 2.4. Podemos reescrever o Teoremza 1.1, no contento de .S;P-c07zfãnuãdade,

do seguinte modo:

Dados =. ç: X e uma, seção #' , f é contínua em x. C X, se e some'rate se,

Vc > 0, ]W C $, taJ que h C W + .f(zO + h) C .B.(/(zo)) C }'.

Já falamos anteriormente da propriedade (O) que i-los mostra em que razão varia a
função com relação a seu parâmetro. Vejamos, agora, como esta definição se escreve na
linguagem de seções e quais suas relações com a .9'-continuidade e a .9'-diferenciabilidade.

Definição 2.11. Para .9" C 'P(-S)* e zo c X, de$nãmos a seguinte classe de ./bnçães;

Oly(X,V) U CX--*y z. C U aóe o faJ que (O)y éualãda,},

onde ]M >0,]W cr$ hcW -+ll/(:«o+h)-/(zo)llS;.Wlhll.(O)$

Analogamente ao que mostramos na .9'-diferenciabilidade, não há perda de genera-
lidade em considerarmos zo = 0. Conforme for conveniente em cada contexto, usaremos
9 q nat npÃncvwYVvv

o.« - o.«(}'') o.«(x,y) Ob(X, }') e C./ c.«(}'') - c.«(x, }'') cb (x, }''')

A partir daqui, qualldo nos referirmos à propriedade (O)./, queremos dizer que vale
(O)$, para zo - 0.
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Proposição 2.10. C.Z e (9.Z são espaços ueÉohaàs.

Demonstração: Decorre diretamente da Proposição 1.3 que C./ é espaço vetorial.

Vejamos que O.Z é espaço vetorial. Sejam /,g C (?./. Então existem JWi, M2 >
l,ri, W2 C rÇ tais que

hc Wi -+ ll/(h)l 5; WillAll e hcl'r2'::> llp(A)l $ M2lhl

Assim, para h C I'ri n W2, temos

(/+g)(h) /(h)+g(h)l $ 11./:(h)l +llP(h)l $ .w-llAll +m,llhll +m2)llAll.

Além disso, para À C IR e A C WI, temos

À./'(h) l- IÀlll/(h) $ w:lÀlllhll.

Portanto, (9.Z é espaço vetorial.

A proposição, a seguir, relaciona os espaços vetorias 1)./, (9.Z e C./

Proposição 2.11. 1)ada uma senão .9", ./içados X e y, então, l).Z C O.Z Ç C.Z. C'aso

T.y' # ü, então, 'Dv (; OV

Demonstração: Dada / c 1)./, existe -L C .L(x, V), com #-lim /Ç/1l---.igl(1?)---É& = 0 C r.
ll/z ll

Assim, para € - 1, existe W C rl} tal que, se h C W, então,

./:(h) -/(o) z.hll $ 11hll:::> ll/(h)/(o) l$ 11hll + llz;llllAll -(l + llz.ll)llhll

Logo, / c 0./.

Se / C O./, para M > 0, c > 0 e W C $ como em (O)./, então, ü' = w n .Bõ(o),

que n' c $. Se h € }t', então, l./'(h) - /(0) $ -WI hll < MÕ

Portanto, ./' C C.z. Ou seja, D.z C O.z C C.r

CIABILIDADEEhlSEÇOES

0 e
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Vejamos (iue (?./ Ç C.Z

Dado T c ./, existe (h.)..w, h. # 0, tal que h. -b0

Fixemos 3/ c y, lly 1, e seja g : X -,y, dada por

g(h)
0

pv'leal "
h:/ A.
h - h.

, n c ]N,

então, g € C./, mas g çl O./

Com efeito, Vc > 0, ]no C ]N, tal que,se n 2 no, então, h.ll < c2. Agora, existe

é: C C.z tal que se h« C W é:(T), então, n 2 n.. Assim, se h C W, temos

se t« # h.

se h = h., pds n >i, íi- l
Como não existe À/ > 0, satisfazendo llS(h.)l =

pequeno, g g (9./.

0

v'Real 5; .
Portanto,g C C.Z

h. l $ mllh.ll, temos, para llh.

Nlostraremos, agora, clue se 'r./ # g, então, D./ $ O.Z

Tomemos z C Zu.S;P e h. -:=0 tal que .ii-i--l-.-.>z. Definindo / : X--yy,

0

yl h,. l
2Z/ A2n+l

se h#h.
se A = h2n ) n c ]N',
Se h := h2rb+l

/(h)

então, / C (?.Z\'Z)./

Com efeito, ./: C (9./, pois ll./'(h) .$ 2 lhll. Além disso, se existisse .L C L(X,y),
satisfazendo (1) para ./, teríamos que se ZÍlll!?tt:lt.;leda ão, .Lz = z/, mas

se l?glÜ&?!P;1ll...i#&?!:U então, Lz - 2Z/. Portanto, não existe L C Z,(X,y)
11 / z,2n,+l l l

satisfazendo (1) para / e ./, ou seja / gl D.Z. Logo, Z)./ Ç (?./.

2n,
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Observação 2.5. d hipótese de que 7".9" # O é rzecessáha, pois, para X = /1(]N),

tom-d. J" - { ll--ll }, -de {e«} é « z,«. de S'À«de, «nóní« de z:(W), t'm"
7i'' - g e D.«(}') - O.«(}'').

Com e/eito, d«d« / : Z:(N)--*y,ente., / C O.«(}''), de$nãm« -L € -L(Z:(N),}'), p«

« (7) - / (7) w, . ,.'.« «*.«*-'« ""««..«*. . ':("), «.'. .«**. "'' ».

*«'««' ii'(7) n '"';. "«:«, li'@iii-:ii'('}) mll '"'.
oo oo oo

Sd" " c Z:(N), " - >j:a:e: e >1: 1a:l < .«. De$nínd. .L,' - >ll:a:Z,(e:), «d«mo;
á-l {-l {-l

gue a sêde é convergente. C'omo >. laia < oo, dado c > 0, eüste no C ]N taJ qwe, se

«- > n ? ,'o, temos >: ail < lc . -Logo,
{:=n+l

lZ

m ll m m

E
{::n,+l ll {=n+l {::n+l {::n+l

Ea:z(e:)ll $ Ea:Z(e:)ll $ la:l llZ(e:)ll $ m

Ue#«-os g«e L é Zã««,. P«« «, y C Z:(N), « - }:a:':, y
lZ

E
{-1

Oiei e À C ]R, temos

Z (À"+y) - }:(Àa:+D:)L(e:)
{-1

- Jn. l>:(À": + ü)z'(':){-1

E
á-l {-l

= À-La + -Ly

=Àlim
7Z ---} 00 Eclip,(ei) + lim7Z ---> 00 0: .L (e: )

AtéTTI DISSO, L é COntÍnUa, pOI,S

z:«ll }: a:.L(':) $ )1: 1a:l ll-L(e:)ll $ M >1: 1'-:
í-li-l

mll«ll:

Poüanto, L é linear contínua. Agora., como Çf jl.çy)) e L com,ode'm, em .7,
L satisja,z (.q T)ara, f em .y'. O'u, selva, f C']).P
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Proposição 2.12. J)abas as senões ZI e Z2, tuas que VI < We, ./azado y, temos;

ra) 2).% C l)ZI, OPa C OZI e CW2 C CVi'
(b) EüsteíTt junções f,g.:j . X-+l' , f,g,ã c 'D.z:, tai,s que f ç: OP,, g ç: Cv:j\O.v, e

j gl C.%. Podando, O.% $ O.Z. e C.% $ Cyl'
(c) Se vale a '«ãci.l-,de «,'« #'\-difere«»ciabitid-,de, -, ju«,ção f, d«'la «-o 'item OÜ, satisf-,z
f c Oy;\Dp,. PoT'tanto, 'D.7, (Z'Dz:.

Demonstração: Como #l -< .5Xa, temos 'r:g2 $ Tyi.
(a) 2)W2 C DVi e CW2 C CVI, pois #l -< #2. Dada / C (9P2, existem .A4' > 0 e

}Ç'' C 7% C a'-},. tais que, se h« C W, então, ll/(ü) -- /(0)l $ M lhll, ou seja, / C OVi'

(b) Seja l,rl C I'-}.\l:;.; e fixemos y C y, llZ/l = 1. Definimos /,g,J : X--,y por

''«,-ll. ;=, .'«,-1:m llZ;=, ''«,-1= « A g w:
se h C Wri

Como 0 € WI, temos /(0) sim, para 0 C .L(X,}'),
a igualdade (1) é satisfeita na seção #l , para cada uma dessas funções. Logo, /, g, J C Z)ZI

e q'(0)
Por outro lado, ll/(h) $ 11hl , ou seja, ./: C OW2' Além disso, para todo W' C l:;.:,

ten:tos }y çl I'ri. Logo, existe h C W tal que h g }rl. Como para qualquer õ > 0, temos
W n -Bd(0) C 1-%;, existe h,, C PV, tal que h. « Prl, h«--,0

Obviamente g C Cy2. Suponhamos, por absurdo, que g C (9W2. Assim, existem

}V C r:;.; e M > 0 tais que llg(h) l $ .A4llhl , Vh C W. Agora, tomando h.--*0, h« C W e
h. g }rl, temos lç(h.)ll = «llh.ll 5; .Wllh.ll, uma contradição. Logo, g g Ow2.

Suponhamos, por absurdo, que .j C CP2. Pelo Teorema 1.1, pai'a 0 < c < 1, existe

W c ,% tal que, se h c W, então, IJ(h)ll < c. Para /z c W\H't, temos ll.j(h)l

absurdos Logo, J « CWa. Portanto, (2Wa $ OVi e CZ2 $ Cvi.

(c) Se vale a unicidade na #l-diferenciabilidade, mosto'cremos que, para a / C Z)Vi

dada no item anterior, temos / gl Z)Wa. Suponhamos, por absurdo, que / C 'Z)Wa. Como
VI 3 X2, pelo item (b) da Proposição 2.1, vale a unicidade.na #a-diferenciabilidade e

#7'(0) #y'(0) = 0. Assim, Z2 -- ]im:ji;j; ' 0 e para 0 < € < 1, ]W/ C T;2 tal (lue

h C W :+ ilili?i. < c. Mas, para h C W\Wi, temos '/(/0 1 . llyll = 1, absurdos Logo,
/ g Z)Wa' Ou seja, D.% $ Z)#]
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Um Teorema clássico, que caracteriza a composta de funções, é a Regra da Cadeia.

Ainda que não tenhamos um resultado geral sobre a diferenciabilidade da composição de
funções diferenciáveis, enunciaremos, a seguir, um resultado para um caso particular.

Teorema 2.5. Soam X, y, Z espaços de .Banana, ./ C 7)( S)*, / : X--, y, g : y--., Z e
« C X. Se / C Z»(X, }') e g C Pfd(V, .Z), .«fã.,

(g . /) € D}(X, Z) e '(g . /y(:«) g'(/(z)) .'7'(«)

T) nln nn a+ 1" n '' n .

mostrar que 9#

Suponhamos, sem perda de generalidade, que z = 0 e /(0)

g(/(h)) - g(0) -l S'(0)IZ/'(0)hl . 0 C Z. Temos

0. Vamos

pcf À» - gM - p'w1'7'Mh] . gu ) - sM - g'Mt/w] + p'M lz(i»-liilií---l
Como / C Z).Z(X, y), dado c > 0, tomando ?7 > 0 adequado, existe I'i C 'rl;P tal que

se h C WI, A # 0, então, -----iÍ;;ÍÍ Assim,

p'M lzOLi;Íx9»l .: ltp'Wll? «;

Par' h € H':, "se .f(A) - 0, Ig(/(h)) --lP'(0)lq'(0)All < ' < ..

Cmo /(h) :# o, g(/(h)) - P(o)ll g'(o)l/(h)l . g(/(h)} g(o) - P'(o)l/(h)l .Ülill.Pi

Como / C D./(X, }') C O.Z(X, }'), existem PU2 C r; ' M > 0 tais que, se h C }re

h # 0, então, --.iii:iÍ < À'f. Como g é Fréchet diferenciável em 0, existe õ > 0

tal que, se ll/(A)ll < õ, então, g(/(h)) -- H(0) )llP'(0)l/(h)l < c . Além disso, como
.f C D.Z(X,}') C C./(X,}'), existe W3 C '$ tal que, se h C Ws e h # 0, então,

/(h)l < õ. Assim, para h C W = 1'ri n }Ha n I'ra C '$ e h # 0, temos

lpC/(h)) - g(o (o)hall , .
llhll '"' ''



Capítulo 3

Seções mais fortes que a de
Hadamard

Nesse capítulo, mostraremos que existe uma seção própria entre a seção de Hadamard

e a de H'échet. Esse fato mostra que existe um sentido de diferenciabilidade novo, que
pode ser útil para a solução de problemas em que não seja possível derivar no sentido de
Fréchet.

Dado um espaço de Banach X, para r > 0 e l .$ p < oo, denotaremos por I'P, o espaço
I'p(l--r, 01, X), das classes de equivalência das funções @ : l--r, Oj--,X, Bochner-Lebesgue

mensuráveis, tais que ll@(.) IP é Lebesgue integrável. Usaremos 11.11 para a norma de X e

11. para a coima de .LP. Chamaremos de p a medida de Lebesgue em l--r, 01.

3.1 Operador de Nemytskii

Definição 3.1. C'onsáderemos / : X --, X, C:-FrécAet di#rencíáueZ, .f(0) = 0, taZ que

/'ll = sup ll/'(z)ll < oo. Z)e$námos, para ./', o operador de ]VemZ/tski{ /, em l,P, por
zCX

fl Lp }

45
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Observe que / está bem definida, pois quando g C .LP, temos /oç C LP. Isso, porque,
pela desigualdade do valor médio, temos

l/(«)ll l/(«) /(o) $ 11./:'1 1:«11, vz c x

Assim,
0

/(p(o))ll'ao $
r

0

/'lllp(o))I'ao
r /'ll"llpll: < .«

Além disso, como /(0) 0, temos /(0) - 0

E um resultado conhecido, que / é Hadamard-diferenciável, em g C .Lz,, mas só será
Fréchet-diferenciável, em 0 C Z,P, se / for linear.

Teorema 3.1. Soam / C ]R, ãnfema/o compacto, X e y espaços de Banana. Considere.

m« ./: : X--,y, #«d«m«d d@«n.{á«Z, t«/ q«. .«êste M > 0, «fás$a*nd. ll/'(z)ll $ M,

q= c X. . Para, (p c Lptl,X), de$nimos o o'pecador j(yh : l-a:Y T)or j(}pÜQO) -- fQyq0».
Então, fÇvb C LpÇI,Y ) e f l LpÇI,X)--+LpÇI,Y) será HadaTít rd diferewc'lavei, com

I''f'(p)@l(0) - H7'(p(0))Ó(0), p-qu«. ;emp,«, p«« 0 C -r ' qu«ã;gu« p, @ c L,(/,X).
Mai,s ainda, se f for Fréchet diferenciáuel, em ç) C LpÇI,X'), e'ntão, fserá linear.

Demonstração: Teorema 2.3 de l3j

Vamos defina subespaços de ZP, isométricos a X

Definição 3.2. /'fiada @ € %(l--r, 01, ]R), taJ qwe @ # 0, sda

õ.'P

ond. (©'#(z))(0) @(0):«, P - q.s., P«« 0 C l-,, 01

De$nimos o espaço X'b C Lp, 'por X'b ®'#(x)

Note que C L(X, y) e que, para todo z C X, temos

©'# («)llf
.0

lõ'p(«)l (o))ll' aor

0

l@(a)zll' ao
r

0

1«11- / 1@(a)I'ao
T

l@ll:ll«ll-



3.1. OPERADOR DE NEMYTSKll 47

Portanto, llOv'l s«P llq''P(z) .
llzll=i

l@ll.

A[ém disso, para todo À c ]R*, temos X'P = XÀV'. Podemos, assim, supor ll'@
Nesse caso, llQÚ l = 1. Ou seja, 4''P é uma isometria.

Sabemos que ./' € 2)X, agora, vamos ampliar a seção #x e dar uma .5;'-diferenciabilidade,

em 0, para /, com .5;P propriamente mais forte que yx, quando X tem dimensão infinita.

Teorema 3.2. Se .9# :: {jX'PI l '@ C -LP e ll@llP = 1} Uyw, então, #H :3 .9P .4/ém disso,

para. f e f nas com,dtções da. De$nàção 3.\, temos que f é .7-dilerenciáuet em q C Lp, com

q'(0) c Z,(L,), d«d« p« 1'7'(0)pl(0) - /'(0)(g(0)), p-qu«. sempm, p«« 0 € 1-,,01 .
para toda p C Ü. Ou sda, :'7'(0) Mais aá7zda, se dimX = oo, então, y, -< .9"

Demonstração: Como / é yx-diferenciável, para provam-tos que / é .9'-diferenciável,

basta mostrarmos que .f é IX'Pj-diferenciável, para toda @ C Lp(l--r, 01, R) com l @ l, = 1.

Fixada @, provaremos que existe IX'PI --lim :lT(+!}) - /(0) -- b '(0)A@ . 0 C .%.

Pela Proposição 1.11, basta mostrar que, V(Aé.)«.m, tal que A@. :--";0, temos
X9

,l. Í-r,iU'n-''«IÍ2='wAd'«wtt" . ., (3.1)

Seja a.@. € X'P C .%, com Aé« 30. Assim, zXd'.

l@z«l p = ll@llP z«ll = llz.ll e=30. Então,

'P"«, como lla@.ll, 2:::S0,

.c, n/wm«,i /«Q'p@"«ll'ao . /l .H«®«,i - / múm«« 'ao - /l,.wao.
Vejamos q«e g«(0)--*0. Se @(0) 0, então, g.(0) 0 Se @(0) # 0, temos

g.M- / P «,J-.rM@M"« 'l.Pml'

pois / é Fréchet diferenciável, em 0 C X
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Agora, vejamos (lue g«(0) $ ©(0), pala alguma @ C Z,i(l r, 01, ]R)

Da desigualdade do valor médio, ll/(@(0)z.) /(o)ll $ 11/'1111@(0)z. 1. Assim,

g.(o) /(@(o):«.) /'(o)@(o):«.ll'
ll««ll'

,(ll/(@(o):«.)ll + ll/'(o)@(o)z.ll)'

.(ll/'llll@(o)z«ll + ll/'(o)llll@(o)z«ll)'
' ll«.ll'
. 2pll./''ll'l@(o)I'll:««ll'
' ll«.ll'

.f' ll'l@(o) I'

e © C Z:(l-,, 01, m,)

Pelo Teorema da Convergência Dominada, o limite (3.1) existe e é igual a zero. Logo,
/ é ./-diferenciável em 0 C -LP, ou seja, / € 2)./. Como yH C .9#, pelo Corolário l.l,

temos yH :3 .9''

Vejamos, agora, que, quando dim X oo, temos yx -< .:9#

Sejam y, espaço de Banach, Z/ C y, llyll = 1, @ C .[,(l--r, 01, IR), ll@ 1, = 1, fixada, e

{ej} uma família em X'#, satisfazendo o item (b) do Lema 2.3, para algum 0 < d < 1.
Consideremos a função g : X'P--ly, dada no Exemplo 2.3.

Seja G : Ü--,y, dada por C(h) - l 0(h)'

h c X'P
caso contrário

Pelo mesmo raciocínio usado para den-tonstrar que g é Hadamard diferenciável, no

Exemplo 2.3, com Hg'(0) = 0, velhos que G é Hadamaid diferenciável e que /n'(0) = 0.
Além disso, G não é ./-diferenciável, em 0, pois como g não é Héchet diferenciável, em
0 C X@, G não é IX@j-diferenciável, em 0.

Se tivéssemos Zx = .9P, teríamos que ZH -- lim Ç<#}

o que é absurdo, pois G não é .9'-diferenciável, em 0 C -LP
P

Logo, Zx -< .9#

0,
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O resultado anterior i-los garantiu a existência de uma seção estritamente mais forte
que a de Hadamard e mais fraca que a de Fréchet. No entanto, a construção dessa nova
seção se deu através da união dos germes dos subespaços X'P com a seção yK, o que

poderia parecer artificial.

Baseados naquela construção e no fato de que a demonstração precisou quase que
exclusivamente do Teoreoma da Convergência Dominada, buscaremos, agora, uma
propriedade que defina genericamente uma seção que seja estritamente mais forte que
a de Hadamard sem, no entanto, usar o artifício da união.

3.2 Seções dominadas

Definiremos, agora, seções que têm a propriedade de satisfazer o Teorema da
Convergência Dominada. Em seguida, demonstraretnos que os operadores de Nemytskii
são deriváveis segundo essas novas seções, de modo que, a mais forte delas, chamada

Z«.o, contém a seção .9", definida no Teorema 3.2. Na verdade, veremos que a seçao

X«.o será estritamente mais forte que a seção .9#

Definição 3.3. Para S C .LP, S é 101, dizemos que

@ S é domÍn«d., .. ezã;te @ c -L,(l r,01,R) t«Z gue, Vp c $, ip(.)ll 5; llpll,@(.)
Dizemos que o ge'r'me T C S é dominado, se existe 8 C E.s tal, que 8(T) é dominado.

0à) S é essenciaZmenÉe dominado, se ISI é dornánado

Õí0 S é sequenclaZmente dominado, se dada p« C S, n € ]N, p. --} 0, então, {(p. n C ]N}
é domina,do (toda, sequência de S que conlierge para, ü foT"m,a, 'um co'nãunto dominado).

({u) S é fracamente sequencialmente dominado, se dada -p« C S, n C W, .p. --, Q, então,

ezãste uma suZ,seqwêncÍa (p«.)..w faZ que {g.. l k C N} é dominado rtoda sequência de
S que con'uerge para, b tem uma s'übsequência, que fo'r'mü 'um conjunto dominado).

Sobre as definições dadas, temos a seguinte proposição
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Proposição 3.1. Parca S C -LP, S é 101, temos

(a) S é d.ominüdo ::::+ S é essencialmente dominado -:» S é sequ,enciatmente d,opina,d.o

::::> S é fracamente sequenci,a\mente dominado.

(b) Se S =. S, e«tã.,
S é sequenc'tal;m,ente dominado ::+ S é sequencialm,ente dominado;

S é Facnm,e'rate seque'ncialm,e'nte dominado :õ. S é fracas,ente seque'nc'tala,e'r\te dominado

Demonstração: (a) Se S é dominado, então, l$1 é dominado. Logo, S é essencialmente
dominado.

Se S é essencialmente dominado, existe S =o S tal que S é dominado. Dada (p.).cm
em S, p« ---, 0, existem .5 > 0 e no C N tais que n ? no -::> P. c s n .B;(o)

Como S é dominado, temos {p« in 2 no} é dominado. Portanto, existe @ C -h(l--r, 01, ]R)
tal que llp«(.)ll 5; llp«ll,@(.), para n ? n.o.

Dado ic {l, ..., no}, existe @{(.) .L.(l--r, 01, R) tal que llp:(.)ll .$ 11pill,@i(.).
ll'rtllP

Seja @ = maxlÚ,Úi, ...,@..}. Assim, @ € .h(l--r, 01, ]R) e satisfaz llp«(.)ll $ 1 p«ll.@(.),
para todo n C ]N. Logo, S é sequencialmente dominado.

Se S é sequencia]mente dominado, dada (g«)«CW em S, y« --, 0, então, {ç« n C ]N}

é dominado. Como , (ç.).cw é subsequência de si mesma, S é fracamente sequencial-
mente dominado.

(b) Para a primeira implicação do item (b), o raciocínio é análogo ao usado na demons-
tração de que, se S é essencialmente dominado, então, S é sequencialmente dominado.

Se S é fracamente sequencia]mente dominado, dada p. C S, n C ]N, p. --, 0,
existem .5 > 0 e no c N tais que, se n ? no, então, g« € s n .B;(o) = s n -B;(o).
Seja (p..)kcm ta] que nk = no + k, k C ]N. Então, p«. C S, para todo k C ]N e, portanto,

existe (p«..)... tal que {p«.. l m c N} é dominado. Como (p«*.)... é subs'q"ência
de (p«)..W, então, S é fracamente sequencialmente dominado.
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Observe que o germe T C S é sequencialmente dominado (respectivaillente fracamente

sequencialmente dominado), quando existe f C {s tal que 8(T) é sequencialmente domi-

nado (respectivamente fracamente sequencialmente dominado). Nesse caso, o item (b)
da Proposição 3.1 nos mostra que 8(T) será sequencialmente dominado (respectivamente

fracamente sequencialmente dominado), para todo € C e./.

Conforme a, Definição 3.3, temos as seguintes seções definidas em LP

Vo = {T C S 7' é dominador.
Z.o = .[7' C S] T é sequencialmente dominador.
Z«*o = .[T C S] T é fracamente sequencialmente dominador

Decorre da proposição anterior que yo C .9" o C X«.o

Proposição 3.2. Para d' c Z;,(l--r,01,IR), ll@ll,

àomãn,a,do.

1, se dimX oo, erztão, X'# é

Demonstração: Dada p c X'P, existe z c X tal que g = õ'P(aç) = @(.)]ç e llpll, = llzl
Assim, llp(.)ll = lzlll@(.)l = llyll,l@(.)l, ou seja, X'P é dominado.

Vamos mostrar que os germes das variedades mergulhadas de dimensão finita são
fracamente sequencialmente dominados.

Em termos de diferenciabilidade, a X«.o-diferenciabilidade é mais forte que a diferen-
ciabilidade de Hadamard. Portanto, como IX'PI C Zn e yo 5 Z«.o, teremos ./ 5 y«.o,
para a seção .9P dada no Teorema 3.2.

Além disso, mostraremos que existem subespaços de LP de dimensão infinita, que são
dominados, diferentes dos XV', quando dim X = oo.

Vejamos, agora, que o operador / é #«*o-diferenciável, ein 0 € Z,P
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Teorema 3.3. O operador / é Xn.O-dl@rencãáueZ, em g C -h , e Xn''f'(P) C L(%) é
d«d« po, #n'#'(P)(A@)(0) - /'(y(0))(A@(0)), 0 C l-,, 01.

Demonstração: Vejamos que T -- lim :l((l11'r Aq5) --iAP) "J91'Ã:zJ"(ÇÉ (AÓ)
JT c .y«.n.

Fixado T, pela Proposição 1.11, basta mostrar que, dada (Ó.).cm, tal que .É. -=0,
temos

n, ---} oo

o c.h,

.C, ll./'(p(o)+ é«(o))/(p(o)) -/'(p(o))(@«(o))ll'ao
l@.(o)ll$1

Suponhamos, por absurdo, que o limite acima não é 0. Então, existem co > 0 e uma
subsequência de (@«), que ainda chamaremos (@.), tais que

lim -0

..5;/' 11/ m+@.M)-/@m)-/' m@.M)ll'.ío-/'p:Wao, «cw.

Já que @. -;0, existe uma subsequência de (@«), que ainda chamaremos (@«), tal que

é.(0)--,0, p-qs para 0 C l--r, 01. Como T é fracamente sequencialmente dominado, existem
(Ó«.)kcw e @ c Z;.(l--r, 01, R), tais que l@..(0)ll $ 11@«.ll.@(0), p-qs para 0 c l--r, 01.

Assim, g«.(0) = 0, quando @«*(0) = 0, e, pala 'É«.(0) # 0, temos

L

« ro\ lgll l @e.(o)ll
llé«. (o)ll ÍÍãll:Í['

Como ./: é Fréchet diferenciável em ç(0) C X e @«.(0)---,0, /z-qs para 0 € 1--r, 01, temos

o $ g«.(o) l; ll/('p(o) + #'«.(o)) -l Ó.,..(a)ll / (ç'(o))(#'«*(o))ll.P(o)--'o

Da desigualdade do valor médio ll./'(p(0) +@«* (0)) /(p(0))ll $ 11/'11 1é«.(0)ll. Assim,

,..',, . l""'' '''hll:l '"»" .. «.,.«'«»«) *',, . , ""'",,
p-qs para 0 c l--r,01.

Logo, (g..) é dominada em -h(l--r, 01, ]R) e, pelo Teorema da Convergência Domi.

nada, co $ / gP.(0)d0- '0, k--loo. Absurdo! Logo, / é Z..o-diferenciável em p C Z,P
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Nosso objetivo, agora, é mostrar que .9q..o é mais forte que ya. Como ZW = .Jqi p)'
é suficiente mostrarmos que .iql,Í,,) C anho

Veremos, também, que ym C X«.o, ou seja, qualquer variedade mergulhada em
torno de LP, de classe C'i e de dimensão 6nita, é fracamente sequencialmete dominada.

Para tanto, precisaremos do lema a seguir.

Lema 3.1. Se g. c .h e y. BO, e«êste (p«.)k.«, taZ gue sup l ç«.(.)l C %(l--r, 01, R).
k€1N

Demonstração: Como p.ll,--,0, existe (y'n*) C (ç'«) tal que >ll: llp«. . = À/ < oo.
k-l

Para m C ]N, temos, pela Desigualdade de Minkowski, que

Seja

rE li«:,«*p:
P

>l: llp. (o)ll
k-l

P

$ }: 11p«* , $ w'
h-l

>l:llp..(o)
k-l

Já qu' /m(0) T l >1: 11P«.(0)11 1 - /(0), p'lo Te'rem, da C-vergência M-ót-a,
k l

temos

P

p«.(.)l ;:
P

Assim, }. llp..(.)ll C Ü(l--r, 01, m,).
k-l

Como s«p llp..(.)ll $ )' 11p..(.)ll, temos
kC]N

s«P llP«*(.)ll C -L,(l ,,01,m,).

$
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Teorema 3.4. .iq},i,.) C ZnkO.

Demonstração: Para 7' € .5Zll,Z,)' tentos T = 1"r( 1 -- s, sl )l, onde ' :l -- s, sl--,.h é uma

curva C':-Fréchet mergulhada, 'y(0) = 0 e s > 0.

Seja u

Se a(t)

'v'(o) ,' o, '-tã., iu -üzlíP' - ll«ll,.

:ÉÜ ' " -Ú ' ",, .-'*,
.% "w - ,% -zP'rxa Ú-",

,w «w - ,w gí:Kh; -
Dada (7n)«CN, com 'y« -1'0, existe t« C 1 -- s, sl, t.--,0, tal (lue in = 7(t.). Podemos

tomar uma subsequência de (t«), que ainda chamaremos (t.), tal que todos os t. tenham
o mesmo sinal, digamos t. > 0, Vn C ]N.

Vamos mostrar que existe uma subsequência de (7n) que é dominada

Seja a. = a(t.)
subsequência (a.. -

Logo,

Como lim a. = @, temos (a. -- @) !30. Pelo Lema 3.1, existe uman,--+oo

@)««- ta] q«e s«p lla«.(.) @(.)ll C .[,(1-,, 01, ]R).
k

a.*(.)ll $ 11é(.)ll+lla«.(.) @(.)ll $ 11@(.)ll+s«p lla«.(.)-@(.)11 .) c Z.(l-,,01,m)

Como,7n.)-.-(t«*).ll7(t«.)ll. ll,,temos

k

I'v«.(.)ll $ 117n.ll,@(.)

Portanto, {7n. C -LP k C ]N} é dominado. Logo, T € #..O. O que mostra que

'gl,t.) c x«.o
Corolário 3.1. yx :3 X«.o

Demonstração: Como .qi,L.) = ZH' pelo Teorema 3.4, temos ZH :3 Z«.o.



3.2. SEÇOES DOMINADAS 55

Teorema 3.5. Zw C Z«.o

DemoDstFarão' Seja T C yx Como ym :: U .iqt,l:, )' existe n C ]N tal que
n,cIN

y--lLP megulho C'i-Fréchet, 1/ vizinhança aberta deT C .Jqi ,LP)' Assim, T
0 em R", 7(0) - 0.

l"r(}'')l, 'v

Dada (7n)..N, com 'y« 50, existe (p«)«cw C y, p.--,0, tal que 7n = 1(p«). Como
y C ]R", pelo Corolário 3.2 de jll, existe subse(luência (p«*) C (p.) tal que p.. = ((tk),
para alguma ( : l s,sl--yV, ruiva inegulhada (l,:t-Fréchet, s > 0, ti; CI s,sl, tx;--#0,

((0) = 0. Sendo ( curva mergulhada al-Fréchet, então, ,y o ( é uma curva mergulhada

C7:-Fréchet em .% e, como 'y«. = ' o ((tk), procedendo como na demonstração do Teo-

rema 3.4, (7n.) admite subsequência (in..) com imagem dominada. Logo T é fracamente
sequencialmente dominado.

Portanto, Zx C Z«*o

Como os germes das subvariedades de dimensão finita de ZP estão em yH, o Teorema
3.5 nos mostra que todas estas subvariedades são fracamente sequencialn:Lente dominadas.

Mas, no caso especial dos subespaços de dimensão finita, temos ainda mais, eles são
dominados. Para provarmos tal fato, usaremos o seguinte lema.

Lema 3.2. Suam .]]/i e .H2, subespaços /ecAados e dominados de ],P Se /]i íl .H2 ::: {0}
e HI. © Ha é fechado, ente.o, H é comi'nado.

Demonstração: Já que .H é fechado, pelo Teorema do Grá6co Fechado, as projeções
canânicassão contínuas

«':(P) - P:

á :: 1, 2, onde p :: pl + p2, p{ C .IÉ.

Como cada Hi é dominado, ]@{ € %(l--r, 01, R) tais llp{(.) l $ 11pi l.@{(.). Assim,
p(.)ll $ 11p:(.) + llp,(.)ll 5; llp:ll,@:(.) + llç,ll,@,(.) $ 11«': 11pll.@:(.) + 11«-, 1 pll,@:(.)

- llPll.( Z:ll@:o + ll«-,l ,@:(.)) - llPll,@(.),
e #, C L,(l r, 01, R).

Logo, .17 é dominado.
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Teorema 3.6. Sega üzrl szébespaço E C Z'P, com dim E = n < oo, então, E é dominado
e, poNamto, l.EI € yo.

Demonstração: Como dim E = n < oo, então, E = El©.E2(1)...©E7,, onde dim Ei = 1,
lZ ,n

Já que todo espaço de din:tensão 6nita é fechado e todo espaço linear (unidimensional)

é dominado, usando indução sobre n, e o Lema 3.2, concluímos que .E é doninado. H

No caso de dimX ;: (x), inostraremos que X..o contém propriamente a seção .9#,
definida no Teorema 3.2.

Observe que os espaços X'P, da Definição 3.2, são fechados, já que são isométricos
a X, quando ll@llP ::: 1. Além disso, a Proposição 3.2 nos garante que os espaços
X'# são dominados por IV'l. Basta, então, encontrarmos Úi,Ú2 C .h(l--r,01.]K), com
l@illz, = ll@2llP = 1, adequadas, de n-todo que X'Pi n X'P2 = {0l} e que .ll/ :: X'#i © X'P2

seja fechado, e estaremos nas condições do Lema 3.2.

Para isso, utilizaremos um resultado de análise funcional que demonstraremos a seguir

Len\a 3.3. Sejam Z espaço de Banüch, H\,Hz C Z subespüços fechados tais que
Hi n .H2 = {0} e H = .Hi a) .H2. Se üs projeções canónicas a-i : H--,H. são confz'nuas,

então, H é fechado e'm, Z.

Demonstração: Seja (p.)..m C -H, com p.--»p C .Z. Devemos mostrar que p C .H

Como (p.)..m C H, p. «l(p«) + «-2(p«) e ri(g.) C Hi, para todo n C N, i 1,2

Agora, (ai(p.)) é de Cauchy, já que (p.) é de Cauchy.

n.o c ]f{ tal que se m > n ? no, então, llp. -- p.ll < - 1:ríll

Com efeito, dado c > 0, existe
Assim, como n{ são contínuas

1«-: (p. ) «':(p.)ll $ 11«-:1111p. - p.ll < .

Sendo Hi, H2 fechados, temos ni(p«)--,@i C .17{. Assim, p«--,(@i + Ó2) e como p.--,q:',
então, y = éi + Ó2 c .27i a) ]72 = H. Portanto, .17 é fechado.
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Proposição 3.3. Soam X Banach, com dimX = oo, e @i,ú2 c I'p(l r,01,m,),
@:ll, l@,l, l,@:,@, ..r., então, x'P-nx'P'

Demonstração: Seja p C xv'' n x'P', então, existem zi,z2 C X tais que
p = 'Üizi = 'Ü2z2. Consideremos Si = surf 'Üi = {é? C l--r, 01 '@i(0) # 0}, i= 1, 2.

Se p(Sia.S2) = 0, então, S = S2 = Si p-qs e p(S) > 0, já que @ill, = 1. Como

Úi,@2 são L.l., então, À(o) =a'f ]elÇ9 não pode ser constante p-qs em $. Além disso,
Ú2 (0)

](:ligar: = ,X(0)zi /z-qs, assim, zl = z2 = o. Portanto, g = o.@: (o)

Se p(S-AS:) > 0, e«tão, (@:(0) = 0 e @,(0) # 0) ou (@:(0) # 0 e @,(0) - 0) ocorre
num conjunto de medida positiva. Digamos @i(0) = 0 e @2(0) # 0, num conjunto de
medida positiva. Portanto, @l(0)zi = 0 = y(0) = @2(0)z2, num conjunto de medida

positiva. Logo, r2 = 0 e, portanto, g :; 0. Assim, X'P: n x'#2 :: .[o}.

Proposição 3.4. .Vas corzdãções da Proposição 3.3, para -H
as pro3eçoes canontcas

X'+t q)X+z , são contín'uas

'Ki '. H --+ X'b:
P ---. «':(y)

onde p = Úizi + Ú2z2 C .H, sçi C X, { = 1, 2.

Demonstração: Cromo as aplicações ni são lineares, basta mostrar que ri são contínuas

em 0 C LP, { = 1, 2.

Dada (p.)..W C -H, .p. BO, temos p. = ÚiJçi,. + V'2z2,. e «-{(p«) = Úi:z;i,., á = 1, 2

Suponhamos, por absurdo, que ai(p«) = @ia;i,.#O, ou seja, zi,.-/,0 para algum

á c {1,2}. Então, existem co > 0 e uma subsequência de (z{,«), que ainda chamare-

mos de (zi,.), tais (lue llzi,«ll > co.

Como p. 20, existe uma subsequência (p«.) C (g«) tal que p.*(0)--,0 p-qs em

é? C l--r, 01. Definindo p«.(0) = 0 num conjunto de medida nula adequado, teremos que
p«.(0)--*0 para 0 c l--r, 01.
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Sendo Úi, Ú2 L.l., existem 0i, 02 C l--r, 01 tais que

'ü:l'l:l 'p'l'l:l ,. o.
@:(o,) ú,(o,) l '

Além-n disso, como p«.(0)--,0, quando k--,oo, para 0 C l--r, 01, temos

@:(0:)z:,«~+ @,(0:)z,,«* --,0,

@- (0,)z:,«. + @,(0,)z:,«. --,0.

Multiplicando a primeira expressão por @2(02), a segunda expressão por @2(0i) e
son:tendo-as membro a membro, obtemos

l@i(0i)d'2(02) -- V'i(02)d'2(01))zi.«. --,0, (quando k--'oo.

O que mostra que zl,.*--+0, quando k-->oo. De maneira análoga, z2,..-->0, quando
k--}(x). Uma contradição, pois llzi,«.ll > co, para algum { C {1, 2}.

#o

Portanto, @izi,.--,0, quando n--yoo. Ou seja, as projeções n-i são contínuas

Proposição 3.5. .Nas condições da Proposição 3.3, .17 = X'Pi (D X'P2 é /ecAado e,

portanto, dominado.

Demonstração: A proposição anterior nos diz que as projeções canónicas são contínuas,
então, pelo Lema 3.3, .11/ é fechado e, nesse caso, o Lema 3.2 nos garante que .H é domi-
nado.

Devemos notar que, tomando @i, ...,@. L.l. com ll@illP = 1, para l $ á $ n, n > 1,

teremos .f/ = (11) X'#i será dominado.

n

l l

Assim, temos l.HI C Vo C X«.o, mas l.al g .5;', pala i" definida no Teorema 3.2

b/lostraiemos, agora, que aquela seção .5;# é estritamente mais h.aca que a seção X«*o
Para isso, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 3.4. Soam X .Banach, com dimX = oo, Úi,Ú2 C Ü(l--r,01, IR) com suportes

didunfos p-qs e l @lllP = 1 @2llP = 1, então, para .H - X'#l © X'P' e 0 < d < 1, ezãsfe

uma /amzlãa {eklk.w Z;./. na ei;/era un táha de -H, satãélfazendo ljei -- ejll. > d, para { # .j

e, t«Z q«. e* g X@, p«« tod. k C N ' p«« t.d« @ C Z.(l--,, 01, R), ll@ll. - l.

Demonstração: O Lema 2.3 nos garante que, para 0 < d < 1, existe uma família
[zilicm, L.l. na esfera unitária Et C X, tal que, ]]z{ -- zj]] > d, para todo á # .j.

Dadas Úz C -Lp(l r,01,]R) tais que ll@zl p = 1, denotando por St = surf V'z, para
Z = 1, 2, por hipótese, temos /z(SizXS2) = 0. Já que Úi e V'2 são de suportes essencial-
mente disjuntos, @l e @2 são L.l., assim, pela Proposição 3.3, temos .ll/ = X@l a) X'P2

Vamos definir ['k :: @iz2À;-i + @2z2k, k C ]N. {]'k} é uma famí]ia L.]. em .Z]í, pois

>:(ÀkÚlz2k.i +Àx;@'2z2k) = 0 implica que, em cada 0 c l--r, 01, teremos uma combinação

linear nula de {zi} para í :: 1,2, ...,2m, assim, ÀÃ;@i ::; Àk@2 :: 0 e, portanto, ÀA; :: 0,

para k :: 1, 2, ..., m.

k l

Vamos mostrar (lue ]'k g] X@, Vk c ]N e para toda @ c %(l--r, 01, R), l@ll. l

Suponhamos, por absurdo, que existem z c X, z # 0, @ c .Lp(l--r, 01, ]R), ll@ll, = l
tais que qPlz2k.i + Ó2z2k := @ ç. Como Ói, Ú2 L.l., existem Ot, 02 C l--r, 01 tais que

@:(o:) @,(o:)
@:(o:) @,(o,)

#o

Assim,
@:(0:)z2k-i + @:(0:)z«(0:):«,
@:(0,)««-: + @,(0,)z« (0,)«.

h/lultiplicando convenientemente essas expressões e somando-as membro a membro
para cancelam z2x; e, em seguida, para cancelar z2k i, obtemos
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(@,(0,)d':(0:) d',(0:)d':(0:})««-: (a:)«'(0:) - @,(0:)V'(0,))z,

(y':(02)V',(0:) - #'-(0:)@,(0,})«« (V':(0,)@(0:) - V':(0:)V'(0,))z.

Assim, z2k.i := Àiz e z2k ;; À2iç, um absurdo, pois z2e.i e z2k são L.l. em X

Tomando ek :: ÍÍl;fÍÍ' k C ]N, {ek} é uma família L.l. na esfera unitária de -n,
fazendo ek g X'# para todo k c ]N e para toda @ c h(l--r, 01, ]R), ll@llP = l

Vejamos, agora, que llei -- ejllp > d para { # .j.

rO

Para Z = 1,2, temos l = ll@ZI, = / l@z(0)l$1d0 = / l@z(0)l;d0. Assim,
.J -- r J St

lr*llg -/ ll@:(o)z«-:+@,(o)«*ll'do

-/ ll@:(o)z«-:ll'ao+/ ll@,(o)««ll'ao
JS\. JS2

- llz« :l' / l@:(o)I'ao+ ll:««ll' / l@,(o)I'ao

ll,., .llp .L ll..,llp -- 9

#o

#o

0

r

Si S2

Para { :# .j, t-

': - ej ll;

- l; / ll@:(o)(:«::-: - «,j-:)+@,(o)(«::: «,j)I'a

- ; l lll,.f.: ;,: :ll' / l@:(o)I'ao+ ll:«,.f :«,: I'
z' \ JSt

- l; (ll«,j-: - «,: :ll' + ll:«:J «::ll')

r

@, (o)I'ao

l
d'' + d'')>

2

Portanto, lje{ ejllp > d, para todo á # J
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Teorema 3.7. Se dimX = oo e .9" = ZH UljX'@l l @ C %(l--r, 01, ]R), ll@ll. = 1}, então,

yH -< .9" -< Z«.o -< #x

Demonstração: Já vimos, no Teorema 3.2, que yw -< .9P. A Proposição 3.2 e o Teo-
rema 3.5 nos garantem que .9P :3 Z«.o. Além disso, X«.o :g yx e como, pelo Teorema

3.3, ./' C 2)XnkP' mas / g Z)P, então, X.*o -< yx

Assim, basta provar que i# # X«.o. Dado y Banach e 3/ c y, lly
co«struir G : Z.,--,}' tal que G c D.z(.Lp, }'), mas C? gl DXn.., (.LP, y).

1, validos

Dados @l , @2, nas condições do Lema 3.4, para .f/ ;:: X'#iq)XV': , temos, pela Proposição

3.5, que IHI C Z«*o.

Consideremos a função g : .H--Fy, dada no Exemplo 2.3, para uma família {eÉ} C .17,

satisfazendo as condições do Lema 3.4, e seja G : LP-"-yy' dada por

''«,- {

hcH
caso contrário

Pelo mesmo raciocínio usado para demonstrar que g é Hadamard diferenciável, no

Exemplo 2.3, com Hg'(0) = 0, vemos que G é também Hadamard diferenciável e %!'(0) = 0.

Como G é diferente de 0 somente em h = .XeÉ;, À € ]R*, k C ]N, pelo Lema 3.4, temos

G(h) seh CX'P,V@ C L,(l-r,01,R), llV'll, 1. Comovi,.. e«tão, Gé
.9"-diferenciável ein 0 C -h, com zG'(0) = 0.

Além disso, G não é y«*o-diferenciável em 0, pois G não diferenciável em Jlí, já que
g : ]7--yy não é Fréchet-diferenciável em 0 C -H

Assim, G C Z)./(Z;P, y), lhas G g Z)Zn.o(-LP,y). Ou seja, acabamos de mostrar que
D,'(-Lp, }') $ D.%..,(.%, }') $ D#(.Lp, y) $ DH(.h, y), p'r:' t'do y

Logo, Vw < .9# -< y«.o --< Zx
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3.3 0 espaço de Banach Cb(X)
Para X Banach, a classe das funções .f, como na Definição 3.1, forma um espaço

vetorial de Banach o qual possui uma estrutura algébrica que é quase uma álgebra de
Banach. Na verdade, satisfaz a condição de "nearring"

Sendo / e /, como na Definição 3.1, teremos que o operador que leva / r-.--} / é um
isomorfismo, naquela classe de conjuntos, como veremos a seguir.

Consideremos a classe

cl:(x) {/ : X--,X 1 / é C':-Héchet diferenciável, /(0) 0 e ll/' l l s«p ll/'(z)l < .«}z€X

Definindo ll./:l = ll/'ll, vemos, facilmente, que Cb(X) é um espaço vetorial i-Loimado

Vejamos, agora, que Cb(X) é um espaço de Banach.

Teorema 3.8. CL(X) é um espaço de Banach

Demonstração: (Baseada na demonstração do lema, encontrado na página 269, do
livro Um Curso de .4náZáse vo1.2, de Elon Lajes Limo).

Seja (/n).eN se(luência de C]auchy em C:}(X). Então, dado c > 0, existe nO C ]N tal
que, sen>m?no, então, ll.Ü--/= = ll/n--/m < C, ouseja, ll./=(z)--/L(z)l < c,
pala todo z C X

Como -L(X) é um espaço de Banach e (/=(z)).:w é uma sequência de Clauchy em
L(X), eüste g(z) - hm .Ü(z) C -L(X).

A convergência é uniforme em z C X, pois, para c > 0 e n > no, como acima, fazendo
m--loo, obtemos

l.Ü(z) P(:«)ll $ ., Vz € X. (3.2)

Assim, g é contínua
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Pela desigualdade do valor irlédio, temos

1(/n /m)(y)-(/n /m)(:«) $11./= .Üllllz/-«;l 5;.llV-«ll, V«,VcX. (3.3)

Fazendo z = 0, temos l/n(3/) ./m(Z/) $ cll3/ll, para todo y C X. Assim, (/n(g/))«CN

é de Cauchy em X, portanto, existe /(Z/) = lim /n(y) C X e a convergência é uniforme
7& -}00

em conjuntos limitados de X

Vejamos, então, que ./' é diferenciável em todo z C X e que /'(z) = g(:ç). Fazendo
n--'oo e y = z + À, em (3.3), temos

/(:«+h) -/(«) - l/m(z+h) -./h(«)l $ . AI.(3.4)
Como .h é diferenciáve] em z C X, para todo m C ]N, existe õ«(z) > 0 tal que, se

hll < õ.(z), e«tão,

/..(« + h) - /m(Z) /=(Z)hll $ .11h . (3.5)

Para m 2 no, õ = .5.(z) > 0, usando (3.4), (3.5) e (3.2), se llhll < õ, então,

./'(«+A) -/(«) -g(:«)All $ /(:«+h) -/(Z) l.h(z+h) /n,(«)lll

+ l.h(z+A) -/m(Z) /=(z)hl+ ll./=(z)h g(:«)All

$ cllhl +c hll + cllhll

Assim, existe /'(z) = g(#) C -L(X), Vz € X. Além disso, nas condições de (3.2),

/'ll llg(«) 5; s«PI.Ü(a)l +suPll.Ü.(«) -g(.) l $ 11/Lll+. < «,.zeXzCXzCX

Portanto, / c CI,(X).

Como, ll/n ./'l - ll./: -.f'll - l./=-pl -,0, e«tão, /n -..f emCL(X).

Logo, CL(X) é completo.
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CL(X) é fechado para a operação de composição, isto é, pala /,g c CL(X),
/ o g C Cb(X). Além disso,

/ og s«Pll(/ . gy(z)l
zCX

suP ll/'(g(z)) o g'(z)ll $ suP l /'(Z/)ll suP
zCX 3/CX zCX

g'(:«) 1/1111gll

L(X) c Cb(X) e -L(X) é uma álgebra de Banach com a composição, assim, Cb(X)
estende a álgebra de Banach L(X).

No entanto, CB(X) não é uma álgebra de Banach, pois a composição de funções não
satisfaz a propriedade distributiva em relação à soma, nos dois sentidos, como ocorre em
L(X). Ou seja, embora(/+h) oA =/oh+go/z, para todas as/,g,h : X--,X, não
vale, necessariamente, / o (g + A) + / o h.

Já mostramos, para / C Ci (X) e .f : Z;p--,q, dadas na Definição 3.1, que / é

#«.O-diferenciável em 0 C -LP, portanto, / C l)yn.o' Assim, da Proposição 2.2, re-
sulta que .DXn..o é um espaço vetorial. Além disso, obtemos, do Teorema 3.7, que
D,$ D.«., $ D.« $ D«.

Para/ C CB(X), usaremos a notação/(") =/ o/ o ... o/. Assim,/(o) = /d,/(i) = /''
n,'vezes

e, para n > 1, /(") :: /("-i) o /.

Proposição 3.6. O operador

CL(x) :

satisfaz

aJ - é «m à;omo$.m. /ã««, d. CI,(X) «b« .- im«gem Cl;:(X)

b) «, presemct Q composição

c) Para n C ]N e / C CL(X), temos /(")
...----.....- ...--'""h.....--'

/(") c c.b(x)
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Demonstração: a) Pata /, g C CB(X), se / = ã, então, .f = g. A]ém disso, para À C ]R,

1/+ g)(p)(o) -(/+ g)(p(o)) - ./'(p(o)) + g(p(o)) - .f(p)(a) + ã(p)(o),

(À/)(P)(o) - (À/)(P(o)) - À/(P(o)) - À/(P)(o),

b)(/.g)(y)((./'.g).p)(g.9))(9))(õ(p))

c) Decorre do item (b).

Uma consequência da proposição acima, e de resultados anteriores, é o seguinte
Teorema.

Teorema 3.9. Para / C C:(X), temos /(") C D#n.. e Zn'«/(")y(0) = Z(") = 1,(n),
-de L - .f'(0) € L(X). Em p«dã.wZ«, xn.'f'(0) - E C L(L.).

Demonstração: Dada / c Cb(X), do Teorema 3.2, temos #n''y'(0) = /

Além disso, decorre do item (c), da Proposição 3.6, que /(") = .f(n)

Vejamos, agora, que (/(")y(0) = -L("). Com efeito, pela regra da cadeia

(/o.fy(0)(/(0))./'(0) ./'(0)

Seguindo,porindução,

(/("+0y(0) (/(") o/y(0) (./'(")y(.f(0))../''(0) (")y(0)./'(0) (").L - L(«+D

Pelo Teorema 3.2, temos

#.. llffn.\ /n\

, temos

F fn\ \ / /' l(./:("))'(o) (")a( /(«)y(0)



Capítulo 4

Aplicações

4.1 A equação a diferenças z(t) /(z(t - «))

Sejam X um espaço de Banach real, r > 0, / = 1--r, ool. Para uma função # : /
fixado t Z 0, definimos zt : l--r, 01 zt(0) = z(t + 0), para 0 c l--r, 01.

Consideraremos a equação a diferenças

«(t) (z(t - ,))), f ? 0. (4.1)

Para ./ € Cb(X), é fácil ver que, dada p : l--r, Oj--..,X, existe um único z : /--»X tal
que :z; satisfaz (4.1) e zo = p (ou seja, zo(0) = z(0) = p(0), para 0 c l--r, 01.)

Em l31, o contexto usado para essas equações foi o das funções de -LP, nas condições
já estabelecidas aqui, no capítulo 3, com .f c CL(X).

Nesse contexto, dada p C .h, existe um único z C Z:''(/, X), ou seja, tal que z. € %,
para todo t ? 0. Para essa equação, -LP é o espaço de fase e para cada t 2 0, existe o
fluxo

,(t) : .L, ---,
(4.2)

onde z é solução de (4.1), com :z;o = g

66
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Note que r satisfaz as condições de sistema dinâmico, para t, s 2 0,

,(0) ,(t) . .'-(.) - ,'-(t + .)

Vemos que ,-(r) =/, pois T(,)p = z, =/(zo(.)) =/(g(.)) =/.p = .f(p). Obte«-os,
por indução sobre n, que r(nr) = /(") = /("). Além disso, 0 é ponto fixo de r(t), Vt 2 0.

Já sabíamos que o fluxo de uma equação a diferenças era Hadamard-diferenciável

(ver l31). Dos resultados do capítulo anterior, temos / C Z)#n.,. Veremos, agora, que o
fluxo a'-(t), para t > 0, é também Z«*o-diferenciável em 0 C É,.

Para isso, precisaremos do seguinte lema

Lema 4.1. Soam Z,yl,ye espaços de .Banana, ./ uma senão em Z, /. C '0./(Z,X),
á e$n mdo (/:,/2) : Z--,y x y2 p" (/:,/2)(«;) (:«),/2(z)), 'ntã.,

(/:, /:) C D.z(Z, y x ye)

''(/:,/,y(0) -(z/{(0), z/;(0)),
e

o«de (''7{(0), #/;(0))(h) - (''7Í(0)h, #/;(0)A)

Demonstração: Dado c > 0, existem c:, c2 > 0 tais que BX'(0) x .B#(0) C .B:''*v2(0)

Como /, C Z)./(Z, X), á = 1, 2, existe Wi C 1} tal que, se A C I'r., então,

.Ê@-/,m-'.am c #m

Assim, para h C }rl n w2 C r}, temos

(/:,/2)h(.f:,/:)(0)(qÍ(0), zy;(0))(A)
lh

(/:(h), /a(A)) -(/:(0),/e(0)) -(q{(0)(h), V7;(0)(h))
hll

r/:(h) /:(0) -'/Í(0)(h) /2(h) /2(0) '.8(0)(h)\
k llhl ' llhl /

C B:'(0) X B#(0) C -BT';''y2(0).
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Teorema 4.1. Pa« t > 0, temos .-(t) C Z).%.,, = Z)Xn.,,(ÉP, LP).

Demonstração: Para f > 0, existem n C ]N U {0} e 0 $ s < r tais que t = nr + s.

Assim, T(t) = r(nr) o r(s).

í .#,(o+;), -, <o< -;,
Consideremos H, : .% x .h--*.h, H.(éi,é2)(0) = < '~ '

l é2(0+s r), s $ a< 0.

x,(Ó:, Ó,)llg $ 11@:llil+ ll@,llg

Portanto, H, é linear contínua, ou seja, H. c Z.(Z.. x -L,, .L,) c Dp(-L, x .L,, .L,).

....--....... ..--""'"'-.....-''

Além disso, temos 7-(t) = H. o (I'-(nr), l-((n + l)r)) = H. o (/("), /("+O).

...---.....-...-''''"'h-....--"
Como /(") C Z)Zn.o, /("+1) C l)Xn.o, estamos nas condições do Lema 4.1 e obtemos..---......- ..---"'"'-.-..--''

(/("), /("+D) C DXn.,(ZP, .h x -h).

Pelo Teorema 2.5, temos H. o (/("), /("+1)) € D#n.,. Logo, I'-(t) C 'Z)#n.,, pala todo
t> o

r

Vemos que
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(4.3)

Sendo l, /'(0), consideremos a equação linear

y(t) - -L(3/(t ,))

Temos, então, que o fluxo de (4.3) é dado por

r(t) : z, ----, -L.
b.Õ ---, TÇtàK#

(4.4)

onde 3/ : /--,X é solução de (4.3) com Z/o

Vejamos o Teoren-ta que caracteriza o fluxo da equação linear

Teorema 4.2. Soam ./' C CI,(X), L = /'(0) C L(X), cansa'seremos a equação a
dÜ:"nç« (4.1) . o «« .H-. .'-(t). .'l .gu«çã. Ji«e« (4.3) é « Ján«,{«d« d. (4.1),

em to«'. d' 0 C Z;., . o «« ./z-o zãn«« r(t) : L,--»Z;,, de$nãdo em (4.4), p«« t.'í'
t ? 0, é dado por

r(t) nr(ty(0) C L(L,).

Demonstração: Sabemos, do Teorema 4.1, que r(t) C l)#n.,, para t > 0, t
....-.-.......... ...-'-''"'\.......--'

0 $ s < r, e que ,(t) ("), /("+D).

nr + s,

Pelo Teorema 3.9, temos L
2.5 nos garante que

#n*#'(0) e -L(") #n''y(") (0) . Além disso, o Teorema

''L.nr(ty(0)(Xn«"/(©(0), #n''./:(«+D(0))(L("),-L("+D)

Por outro lado, como .L C Z,(X) C CL(X), obtemos do Teorema 4.1 que o fluxo T(t),
da equação linear (4.3), satisfaz

T(t)
,...---........ ,--""'\......-"'

H, . (-L("), Z,("+0)

Portanto, T(t) Zn.',(ty(o) € L(L,)
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Devemos observar, em l21, que a partir da discretização da equação escalar parabólica

-ã; = 5= + g(u), foi estudada uma equação a diferenças do tipo (4.1), no contexto

L2 = Z'2(l--r, 01, .HI), onde -Zíd é o espaço de Banach das funções absolutamente contínuas,

com derivadas de quadrado integrável, portanto, dim .r4 = oo.

Naquele trabalho, foi obtido o fluxo 7-(t) em -L2 e sua linearizada em torno de 0 C -L2,
com fluxo linear T(t), como derivada de I'-(t) em 0, utilizando a diferenciabilidade de
Hadamard, já que o fluxo não era Fréchet diferenciável.

O resultado interessante de l21 é que, mesmo sendo T(t) hiperbólico, não existe con.

jugação local da equação linearizada (4.3), com a equação (4.1), em torno de 0 C L2
Portanto, o Teorema de Hartman-Grobman não vale nesse sistema dinâmico.

Agora, sabemos que a derivação de r(t) em 0, para obter T(t), pode ser feita numa
seção propriamente mais forte que a de Hadamard (como a X«.o), que inclua germes de
muitos subespaços de dimensão infinita de -L2.

4.2 Uma aplicação Lipschitziana .ZnÃ;.O-diferenciável

Denotaremos .L. -h(lO, «l), ]R), para p 1, 2. Consideremos as seguintes aplicações

Em l61, den:tonstramos que a aplicação F' é uin exemplo de aplicação lipschitziana,
a valores reais, que é Hadamard diferenciável em toda parte, mas não é Fréchet difer-
enciável em nenhum ponto.

De fato, F pertence à classe de ap]icações do espaço .LI(X; E; p) em ]R (onde (X; E; /z)
é um espaço de medida dado), que são Gâteaux diferenciáveis, mas não são Fréchet
diferenciáveis, conforme citado em l51 e em l71. Entretanto, nesses trabalhos, não foi
demonstrado que F' é Hadamaid diferenciável.



4.2. UMA APLICAÇÃO LIPSCHITZIANA .y'wKo-DIFERENCIAVEL 71

Ainda que posstLmos ver (; como a restrição da aplicação r' a L2 C Li, seguiretnos

a prova, dada em l71, e mostraiemos que a aplicação G é Fréchet diferenciável em toda
parte, embora, contraditoriamente, G fosse citada, por alguns autores, como exemplo de
uma aplicação que não é Héchet diferenciável.

Em decorrência dos resultados do capítulo 3, vamos mostrar de maneira direta que
F' é y«.o-diferenciável. Cromo para os espaços aqui utilizados, temos yK :3 Z«*o, e
vemos, de outro modo, que .F é Hadamard diferenciável em todo ponto.

Consideremos, primeiramente, as diferenciais de Gâteaux de -F e de G. Para isso
sejam z, u € Li, u # 0. Então,

. / (sinjz(s) + tu(s)l -- sine(s))ds - .!B/ :!-r-- «s I"(s) + tu(s)j ds

pois,

;i«("+'") "-2;i«;«;(«+tu)

Como - . cos lz(s) + tt;(S)j $ 1u(s)l, Vs C to,al, o integrando é dominado por
z; C Li e, pelo Teorema da Convergência Dominada, o limite existe e é a derivada de
Gâteaux de F em z, aplicada a u, ou seja,

;'(')" - !q/" eçg«; l -- "'ul '. - /"«N«;«n'..

Claramente (?, que é a restrição de F' a L2 , também é Gâteaux diferenciável, para todo

z C Z,2, e ÕG(z) ::< cosa, . >, onde <, > é o produto interno canónico de L2. Além disso,

ÕG(aç) é uma aplicação linear contínua de -L2 em -L2. Mais ainda, G é uniformemente

Fréchet diferenciável em toda parte. Com efeito, aplicando a fórmula de Taylor à função
seno, para cada h C .L2, existe z : 10, aj--lIR tal que

sinjz(') + h(s)l -- si« «(s) -- h(') cos «(')l Ji!!q;)X sin ,(')
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Assim,

/ lsi«(z(') + A(')) - h(') "s"(')ld' $ /" 51A(')I' - ãllh(')llg'

Para que G seja Héchet diferenciável em z, a derivada de Fréchet de G deve ser
tiG(z). Assim, o seguinte limite deve existir e ser igual a 0

lim G("+h) -llA(,) .ü4o l /(sin(:"(')+/z(;)) z(;) (;)"sz(s))ds

h/[as, dado c > 0, para llhll2 < 2c, temos

IG(« +© - c(«)- « «.",":' l$ 511All: «:: .,

o que mostra que G é uniformemente diferenciável, no sentido de Fréchet

Vejamos, agora, que -F não é Fréchet diferenciável, em nenhum ponto z C Li

Vamos mostrar, primeiramente, que, para cada z C .LI, existe h C Z,l tal que o
conjunto

{s c to, rl si«l:«(.) + A(s)l sin z(s) h(;) cos :«(.) # 0}

tenha medida de Lebesgue positiva

Sendo p, a medida de Lebesgue, suponhamos, por absurdo, que para todo h C -LI,

p(Hh) = 0. Seja q, um número racional, e definimos hq(s) para todo s c lO,nl.
Então, hç C Li e /z(Hh,) = 0. Clonsequentemente, H = U Hh, também tem medida de

Lebesgue nula.
çcQ

Assim, para todo q C Q e para todo s gl -H, sinjz(s) + çl -- sina(s) = qcosz(s).
Uma contradição, pois a aplicação ocos (s) é uma função linear de q, mas a aplicação
sinjz(s) + çl sina(s) não é.
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Para cada z C Li, fixado, escolhemos h. C LI tal clue p(Hü.) > 0. Seja Z o conjunto

Z - {. C 10, rl sin(:«(.) + h,(s)) sin ;«(s) h,(.) cosa(s) > a}

(o« Z {. C 10, «1 sin(z(s) + h.(.)) sin z(s) h,(.) cos «;(.) < -a})

Podemos encontrar, então, cv > 0 tal que p(Z) > 0. Além disso, colho h, C .Li,
existem P > 0 e um subconjunto n-mensurável Zo C Z tais que p(Zo) > 0 e lh.(s) < /7,

para s C Zo

Podemos escolher uma sequência (Zn).CN de subconjuntos mensuráveis de Zo C Z

tais que Z.+: C Z. e p(Zn) > 0, para todo n c E{, satisfazendo Í] Zn = ó. Definimos

uma sequência (h.)..w, de funções em Li, por
l

h.(.) -

!

h,(s), se ; C Zn

0, se s glZn

E fácil ver que llh.llt---+0, quando n---too, mas

]o'(sin("(s)+A«(s)) "(s) -h«(s)"s"(s))d'l > '1(Z«) . g >0
h. l: (Zn) P' '

Isso mostra que F não é H'échet diferenciável, em nenhum z C Lt

Vejamos, agora, que F é X..o-diferenciável

Pala X = ]R, consideremos ./ : ]R--,IR, dada por ./:(t) = sina, t C ]R. Temos
/ c cb(a{), portanto, podemos definir o operador de Nemytskii .f : .Li--->.Lt, tal que
/(z)(s) = /(z(s)) = sin(aç(s)), para z C .Lt. Pelo Teorema 3.3, / é .7n.O-diferenciável

em todo z C LI, assim, / C .Z)an.,

Seja, apoia, / : Li--»]R, dada por /(y)
/ c L(Lt, m,) c Db(z.l, ]R,), Vg/ c Li.

p(s)ds para g C Z'l. Assim,
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Ag. ra,considerandor JLILILI/ vuJL\íuv

1.,: -b L: -b m,

« -, /(z) n .r(/(«)),

temos (.r . ./')(z)(.) - .r(/(z(.») sin(z(.))d., o« seja, f' - .r ./
JO

Pelo Teorema 2.5, para todo z € .Li, temos .F C llPPL.o

Como F satisfaz ((9y, pois é Lipschitziat-la, concluímos que F C .Z)%.



Capítulo 5

Considerações Finais

O resultado, dado no Teorema 3.7, nos garantiu a existência de seções nos espaços
% = Z'p(l--r,01, X), para l $ p < oo, estritamente mais fortes que a de Hadamaid e

mais fracas que a de Fréchet, quando dim X = oo. A diferenciabilidade mais forte delas,
que é feita na seção dos germes fracamente sequencialmente dominados, serviu para o

fluxo da equação a diferenças (4.1), que não é Fréchet diferenciável, e até então se sabia
ser Hadamard diferenciável, quando se toma -LP colmo espaço de fase do sistema.

O Teorema 3.5 nos mostrou que os elementos de yH, dados pelos germes das var
iedades de dimensão finita mergulhadas em LP, são fracamente sequencialmente domina-

dos, ou seja, yx C Z«.o, portanto, #H :3 X«*o.

Uma questão ainda não respondida, que deixaremos como desdobramento da pesquisa,

é verificar se Z..o ainda é propriamente mais forte que ZH, quando dim X é finita. Por
exemplo, seria suficiente, para demonstrar tal conjectura, encontrar algum subespaço de

Z;P, de dimensão in6nita, que fosse fracamente sequencialmente dominado.

A existência de novas diferenciabilidades mais fracas que a de Fréchet nos possibilitam

analisar uma gama de novos problemas, até então não solucionados. A partir desses novos

conceitos de diferenciabilidades, a pergunta não é mais se uma aplicação é diferenciável,

mas em que seções uma dada aplicação é diferenciável.
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