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Resumo

Estamos interessados na geon:teoria dos espaços de operadores nucleares ./U(.E, F') e os espaços

de operadores compactos K(.E, -F), onde -E e F são espaços de Banacll da foil-na C'(lO, al, X)

das fruições contír)uas definidas no intervalo de números ordinais 10, al a valores enl X, com

a norma do supremo.

Provanaos que para certos espaços de Banach X tais que X* é isoinorfo a um subespaço de ri e

pala qualquer subespaço y de ZP, com 1 < 7o < +oo, os espaços JV ((7(lO, ÀI, X), C'(lO, €1, y))

e X: (C'(lO, pl, X), C'(lO, r71, y)) são de dimensão linear incomparáveis, pata todos ordinais

infinitos À,e, p e T7.

Apesar disso, também mostramos que é relativan]ente consistente cona ZF'C que os espaços

./V (C'(lO, ÀI, X), C'(lO,(l,r)) e X:(C'(lO,ÀI,x),c'(lo,€1,r)) com À e € ordinais infinitos, têm

a mesma classificação isontorfa.

Estes resultados generalizam resultados decentes sobre os espaços de operadores em espaços

C'(Ã), onde -f( é um espaço métrico enunleiável. Eles cobrem os casos de alguns espaços de

Banach não clássicos X como de Alspach, Benyanlilii e Lindensttauss, Bourgain e Delbaen

e tanlbén) Argyros e Haydon.



Abstract

We are concerned witl:t the geollletiy of spaces of nuclear operators .V(E, F') and spaces

of con:tpact operators Á:(-E, F'), where -E and F' are some Banach spaces C'(lO, al, X) of all

cont.inuous X-valued fulactions defined on the intervals of ordinal nunibers 10, al endowed

with the suprime nora.

We prove that for certain Banach spaces X such tllat X* is isonlorphic to a subspace of Éli

and foi any subspace y of Z,, with 1 < p < +oo, tule spaces .V(C'(lO,ÀI,x),c'(lo,€1,r))

and Ki(C'(lO, pl, X), C'(lO, ?71, y)) are of incomparable linear dimensions, for every infinite

ordinals À, {, p and v?.

In spite of this, we also show that is relatively consistent witll ZF'C that the spaces

./V(O(lO, ÀI, X), C'(lO, €1, y)) and K((y(lO, ÀI, X), C'(lO, €1, y)), with .X and ( infinito ordinals,

have the some isomorpllic classifications.

Tllese results generalize some very recent theorenls concerning tlle spaces of operators on

G(K) spaces, where Ã' are countable nletric spaces. Tlley cover tlle cases of certain non

classical spaces X of Alspacll, Benyamini and Lindenstrauss, Bourgain and Delbaen and also

Aigyios and Haydon
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Lista de Símbolos

N

C

col

i'l
X

x*

Bx

cX

c'(Ã', x )

O conjunto dos números naturais.

O conjunto dos números reais.

O conjLmto dos números complexos

O piinleiro oidinal infinito.

O primeiro ordinal não enunlerável.

O intervalo {7 : l $ ' $ (} munido da topologia da orcleni.

O cardinal de um ordinal a.

A caidinalidade de uill conjunto abstrato I'

Espaço de Banach.

O espaço de Banacl-t de todos os funcionais lineares limitados de X

A bola unitária fechada de X

A illaagem canónica do espaço de Banacll X no bidual X**

O espaço de Banach das fiulções contínuas definidas no espaço

tipológico compacto Ã. a valores enl X, com a DorIDa. do supreillo

O espaço C'(K, X) quando Ã' = 1], al
O subespaço {z C X' : z(a) = 0}

O espaço de Banacll R:

O dual topológico de c..

x«

Xoa

Co
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g.

de'n,s X

O dual topológico de ri.

O sttbespaço gerado por }'' C X no espaço de Banacli X

A densiclacle do espaço de Banach X, isto é, o n-lenoi número caldinal (i

tal (luc existe lula con.junto de caiclinaliclacle (5 denso eni X

O produto tensoiial injetivo dos espaços de Banach X e y

O produto tensoiial piojetivo dos espaços cle Banach X e y

Quando X e y são isoliloi-fos , ou seja, se existe um operador linear contínuo

injetoi do espaço de Banach X sobre o espaço de Banach y

Quando X contém un] subespaço isomorfo a y

Quando existe um subespaço B de X isomorfo a y que é coinplenlentado ein X

ou seja existe uma piojeção linear de X sobre .B.

O espaço cle Banacll de todas as sequências limita

de Banacla X cona a ]loima do supremo.

O subespaço de Z?-(I', X) das funções /, tais que pala cada c > 0 existe um

subconjunto finito -H de F com ll./('r) < c, pala todo 'y # Fe.

O espaço de Banacll das funções definidas em I', com valores no

espaço de Banach X absolutamente somáveis com a noiilla ll./l = )1,,y.l. ll/('y)

O espaço cle Banacli das seqiiências z = (z«).?i, z,, C X. para todo

rz C INtaisque lim....llz.l::0 com anorma llzll =suplllz« :zzc N}.

l $ FO < +oo, é o espaço de Ba.nacll clãs seqiiências z = (z.).2i

r. C X. pala todo rz C IN, tais que (>1:=:i llz. p)i < +oo com a norma

«l - (E=:. 1«« ')Ê

das em I' a valores ilo espaçoC r

x®.y
xã.r
x-y

y--,x
y-bx

g. (I', x)

c.(I', X)

g-(I', x)

=:: x« ).E

(E=:. x«).>:



Introdução

Em 1960, Bessaga e Pe+czy]lski provara.m, en] seu artigo l61 que se X é un] espaço de Banach

e a,P são ordinais infinitos com u $ a $ /i < wi, então R" «., IR# se e só se P < a", daí

surge uln problema interessante, que acontece no ca.se que a, P são ordinais não enuineráveis.

Nesse mesmo ano, Seniadeni 1591 dá unia resposta parcial negativa pala o ptoblelna, ele

provou que se X é o espaço IR"'" e Xs' é o conjunto dos funcionais seqiiênciallnente fraca-

estrela contínuos eill X**, então dÍm;$i = n, provando que os espaços R"'" são todos não

isomorfos para todo n c N. Ouvias respostas parciais para o piobleilla fora.m dadas em 1421,

nuas o problen[a geral ainda não havia sido resolvido cona sucesso, até que en] 1975, S. V

Kislyakov em j411, S. P. Gul'ko e A. V. Os'kin em j31j, publicaram a solução do problema

que posteriori-tente ])assou a sel chamado de classificação isonlorfa geral dos espaços das

filnpãr'c r..ntí-.i l ;,e llPn

Enl 1955, Giothcndieck 1301 intiocluz o conjunto dos operadores nucleares de dois espaços

de Banacll X e y denotado pol iV(X, y). Uni operador T : X -, y é nuclear, se existem

seqiiências (z;l)«$i en] X* e (y«)«$i em y com >1:=: 11z;l 3/. < +oo tais que 7' admite

a. tornla.

l
r:« - ) z*. (#)y

Giot[lendieck prova. 1301 (lue t.oc]o opeiadol iluc]eai é conipa-cto, isto é, ]V(X, y) Ç K(X, y)

e propôs en] seu artigo l30) o pioblenla de deteiminai se existem espaços de Banach X e

y de dinaensão infinita tais que todo open'adoi' compacto T : X a y é nuclear. Ente'e

tanto, já l]avia respostas negativas pala esta questão co]]] os trabalhos de A. Dvoietzky e C.

pala todo z C X

Vll
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Rogers 1201 para o caso pai'titular que X é o espaço co e y é un] espaço de Banach quaisquer

Em 1974, \V. .Jollnson 1351 prova que se X e y são espaços de Banacll com estrutura incondi-

ciona[ [oca[, então existe um operador T : X a y conlpacbo não nuc]ea.r. Este t'esu]ba(]o

serviu para determinar relações importantes entre o conjunto dos espaços de operadores

nucleares e os espaços de operadores compactos. Por exemplo D. Pluglissi e G. Saluzzo

j511 provaram que se X é un] espaço de Baiiach cona estrutura incondicional local, então

a(/(, X) também)l tem estrutura incondicional local, portanto do resultado de W. Johnson e

D. Pluglissi segue que:

]v(c'(Ã':, x), c'(K,, y)) # K'(c'(Ã'«, x), c'(Ã',, y)), (0)

para todos os compactos Ki e K2 e espaços de Banacli X e y com estrutura incondicional

local.

Porelli, l)este traball:to estou interessado nas propriedades geométricas dos subespaços iso-

morfos aos espaços de opeiadoies nucleares e compactos e as relações geométricas entre seus

subespaços e na classificação ison-coifa dos espaços de operadores nucleares e dos espaços de

operadores compactos.

Unl resultado muito importante para nosso trabalho é dado poi Sanluel em 1571, "Sobre

espaços de operadores em C(/q"onde /( é um espaço métrico entunerável infinito. Sa-

muel provou que K(X, y) não contém nenhulll subespaço isomoifo a .V(X,y) onde X e

y são espaços C'(K) coill -7( métrico enunlerável infinito. Isto é para todos os compcactos

/('1 , /(2 , /{3 , /(4 nletricos enunleiáveis infinitos temos

.v(c'(Ã':), c'(Ã':)) $ x:(c'(-K;), c'(À'.)), (1)
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Entretanto Samuel não estuda a relação contrária de (1). Primeiramente, continuamos com

o trabalho de Sanluel e piovainos que a seguinte afirmação tatnbéiti é válida

K(c'(Ã'-), c'(-K,)) # .v(c'(/r;), c'( Ã'.)) (2)

Por outro lado, os outros dois principais resultados de 1571 mostram que a geometria caos

espaços de operadores nucleares e a geonletiia dos espaços de operadores compactos relaci-

onados em (1) têm algun:tas semelhanças. Isto é, valem as seguintes leis de cancelamento,

.V(C'(/{,), C'(K, )) - .N'(C'(Ã'2), C'(K',)) <:::::> C'(-Ki) «., C'(K'2). (3)

(4)K(c'(Ã'-), c(Ã':)) -' K(c'(Â',), c'(Ã',)) C'(R':) -. C'(K,),

onde Ki, K2 são espaços métricos compactos enuilaeráveis infinitos

O objetivo deste ttaballlo é estendem e getteta.lizar as fótnlulas(1),(2),(3),(4) pata os espaços

de Banach C(Kt, X) e (7(K2, y) onde Ã'i e /(2 são compactos de oidinais não inumeráveis,

X e y perteltcem a unia ampla classe de espaços de Banacli ( pot exemplo X é tal que X*

é isomorfo ao espaço gt, e y é un-l subespaço de ZP com 1 < 7) < oo).

O método aqui utilizado difere radicalmente do método utilizado no referido antigo de Sa

muel. Naquela situação, a hipótese de .K sel nletrizável ajuda a obter uma identificação entre

os espaços de operadores nuc]eares com lun espa-ço da forma gi(N, ]lt'), onde ct é lula ordinal

enumeiável. Assim Samuel usa um argumento bastante delicado coill seqiiências básicas em

ri pala dai uma caracterização dos subespaços de .V(R') que não contém éi, a paitii daí

junto com o Teorema de Bessaga e Pelczyúski(veja l61) é possível provar a. e(luivalência (3).

Una argumento como este não funcionaria para provei (3) no caso que a é não enumerável

e X é un:l espaço de Banacll (não necessariamente R). Unia dificulta(te neste caso é o fato

que o espaço de opeiadoies nucleares .A/'(X', yo está relacionado cona o produto tensoiial
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projetivo dos espaços (X')* e ye. E bem-conhecido que existem espaços de Banach X e

y e subespaços Z;i, .E2 de X e y respectivamente, tais que lçt(8..Z:2 não é um subespaço

de X(D,,y (veja l34, pág. 1551), o que torna o estudo dos subespaços de operadores nu-

cleares mais complicado. Ao contrário de iV(x', rq, os espaços de operadores compactos

/C(X", ye) está relacionado ao produto tensoiial injetivo dos espaços de (X')* e ye, o que

torna o estudo dos subespaços uin pouco mais simples. A teoria do produto sensorial de

espaços de Banacll e a relação cona os operadores nucleares são baseadas no traballlo de

Grothendieck 1301 e Pietsch 1501.

No piinleiro capítulo, descrevemos os fundamentos da teoria dos operadores nucleares e

produtos sensoriais projetivos e injetivos dos espaços de Banach, incluindo a teoria da classi-

ficação isoniorfa das funções contínuas a valores nulll espaço de Baitach X ( cona X* isoinoifo

a lun subespaço de gi) definidas nlul] intervalo de oidinais. A teoria foi introduzida por

l<islyakov j411 pala o caso leal e por Galego 1281 para o caso geral. Tanlbénl estudan-Los a

noção de espaços com a propriedade de aproximação e sua relação cona o produto tensorial

injetivo e projetivo. Descreven:tos com muito detallle o produto sensorial injetivo Z?i®.ÉP e

caracterizanlos este espaço usando piojeções sobre ZP e sequências em Z?t.

Achados razoável incluir uilaa breve seção referente aos cardinais singulares e iegulaies, e

tambéila algtualas propriedades relacionadas com os espaços gt(1'). Estudados exemplos de

unia classe particularmente importante de espaços de Banacll cujo dual é isomoifo ao espaço

gi. Enl particular estudamos os espaços de Bourgain e Delbaen e mencionamos algum-tas

consequências destes espaços, com isso finalizados o primeiro capítulo.

No segundo capítulo estudados o isoniorflsnio entre o espaço JV(XÀ, V9 e o espaço K(X/' , y'J)

onde À, e, p, 77 são ordinais infinitos. Provanlos piinleiro que (Teolen-La 2.2)

.v(x*, }''D /, K(x'', r")
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é válido para todos os oidinais À, e, É&, ?7 e uma ampla classe cle espaços de Banach X e y

Em seguida provanlos que este resultado é válido pala os espaços X = y = R ( Corolário

2.4 ), para y subespaço de ép com l $ p < oo , e todo espaço de Banach X com X* isomorfo

a gi e concluiu-tos a geiieialização e extensão de (1) ( Teotetlla 2.8 ).

No capítulo 3 estudamos o isomoi6smo entre o espaço K(XÀ,yO e o espaço A/'(XP, y'7)

Introduzimos os Mo-espaços ( Definição 3.2 ) e forneceu:tos exemplos paiticulainlente in

teressante de Mo-espaços, e estudamos propriedades elementares de este tipo de espaços

Finalizanlos o capítulo provando a generalização e extensão de (2) ( Teorema 3.6 )

K(X*, }''9 /, ./V'(X", }'''z)

pala todos os ordinais À, íl, É&, 77 e uma classe ampla de espaços de Banacll X e y

No capítulo 4 apresentamos a classificação isomoifa dos espaços de apeia-dotes nucleares

.V(XÀ, VD para todos os oidinais infinitos À, e, e espaços de Banach X e y ( Teorema 4.14

). Prin)erro intioduzinlos alguns lemas pertinentes e úteis para a del:nonstração do resultado

principal. Introduzimos os Ni-espaços ( Definição 4.6 ) e os ./Vk,-espaços ( Definição 4.10 )

e estudamos propiieclades e exemplos destes espaços. O capítulo termina com o estudo de

conseqiiências particulares clo Feorellla 4.14 no qual provados unia gei:teralização e extensão

de (3) ( Teorema 4.15 ).

No capítulo 5 intioduzinlos os Ko espaços ( Defillição 5.1 ) e foinecenlos exemplos de estes

espaços. O capítulo termina com a classificação isonloifa dos espaços de opeiadotes con-tpac

tos K(XÀ, ye), pala todos os oidinais infinitos À, {, e espaços de Banach X e y tais que X* é

isomoifo ao espaço é] e y é llm Ko-espaço ( Teoieina 5.5 ). Finalillente, como consecliiência

dos Teoremas 2.8, 3.7, 4.15 e 5.7 piovanlos que é consistente com Z/'C que as seguintes

generalizações e extensões cle(1),(2),(3),(4) são verdadeiras
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Teorema l Sejam X, H, (,l] ordinaãs inbnitos e X, Y espaços de Banach tais que X é um

Nü-espaço, X* tem a, T)ro'priedade de aproximação, e Y é um stibespo.ço de Êp com \ <. 1) <. (x)

Ente,o

1. .V(X*,}'e) e K(XP,y'7) são de dimensão Zangar ncomparáueZ.

AI,éTí\ disso, se X é ulll N\-esT)aço e'ntão são eq'uiualeTttes as seg'vintes ahTlítações

2. .A/'(X*, }''9 «., ./V'(XP, }'a)

3. K(X*, rD «' K(XP, }'''7)

4. R( -.R'7 ou, R(- R'z' e Ra-.,R"ç

para cx atg'úTiL ordinal, inicial, n,ão e'numeráuel., p e q ordinais óbitos. Além disso, )\ e H

íem a mesma cardãna/idade.

Clhamaiemos a atenção para o fato que todos os resultados dos capítulos 2,3,4,5 são originais



Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo, trataremos de alguns fatos básicos a respeito dos espaços das funções contínuas

definidas sobre intervalos de ordinais a valores num espaço de Banach X. Eles são úteis para

o estudo de problemas da classificação isomorfa de espaços de operadores nucleares e com-

pactos.

Iniciamos lembrando os collceitos de ordinal regulam e otdinal sillgulai, tendo enl vista sua

grande utilidade na construção cle uma teoria adequada da classificação isonlorfa para os

espaços das funções contínuas definidas num intervalo de oiclinais não enumeiável 10, cvl.

Introduzida esta teoria, estudarenaos os espaços Zli(1'), tendo enl vista, a importância des-

tes espaços no estudo dos espaços de operadores nucleares e compactos. Apresentaremos

tainbéin as condições sobre o conjunto I' para que o espaço {li(1') tenha a propriedade de

Mazur.

Serão tratados os espaços com a propriedade de aproximação e talnbéni un] pouco cto produto

tensoiial projetivo dos espaços coll] a propriedade de aproximação e algtunas propriedades

associadas com os espaços de opeiaclores nucleares. Estuclaienlos como se comporta o pro-

duto tensoiial projetivo cle ctois espaços cle Banach X e y com respeito a subespaços dos

espaços de Banacli X e y

Enl seguida, trataienlos clo produto tensoiial injetivo e de isomoiíismos associados a este pro-

duto, como é o isonloifisn-to enfie os espa-ços de opeiadoies compactos K(X, y), e o produto

sensorial injetivo dos espaços X* e y. Também descrevemos explicitamente uni isomorfisnlo

l



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

entre os espaços das funções contínuas C'(X, X) e o produto sensorial injetivo dos espaços

C(Ã') e X. Será utilizado o espaço 'STP(X) e a técnica destes espaços para o cálculo do

produto tensoiial Zlie).ZIP

Encerramos o capítulo comi a definição de distância de Mazur entre dois espaços de Banach.

Estudamos espaços de Banacli X que contém r:., uniformemente e descrevemos a relação des

tes espaços com o tipo e cotipo de um espaço de Bal)ach X. Unam vez provada esta relação,

estudaremos alguns espaços de Banacli paiticulailnente importante, cujo dual é isomorfo ao

espaço l?i como é o espaço de Bourgail:t-Delbaen

1.1 Cardinais regulares e singulares

Nesta seção, destacaien.Los alguns fatos importantes sobre o conceito de otdinal singular

e regular. Nosso objetivo principal é provar un)a caracterização equivalente dos cardinais

singulares enl termos de conjuntos. VaDIos sempre ter eni dente o fato que todo número

caidinal é um ordinal inicial. Unia iefeiência útil é 1381.

Definição 1.1.1 Sejam / e J conjuntos, dizemos que / é eqiiipotente com J se existe unia

aplicação bijetoia de / en] J. Unl ordinal a é dito inicial se para cada oidinal limite /3 $ a,

se # é eqiiipotente com a, então a é igual ao ordinal a.

Definição 1.1.2 Ulll número otdinal P é dito singular se existe uma seqiiência transfinita

crescente de ordinais (at)t<x tais que

1. at < /7 pala todo t < À

2. À é um ordinal limite menor clo que /3

3. # =limt.Àa.

Se P não é un] otdinal singular, então P é chamado oiclinal iegulal
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Pi'oposição 1.1.3 (l38, pág. 1611) Seja / um corÜurzfo abstrato com cardárzaJ regular. Se

/ = U....At onde I' é um cona nío com jl'l < 1/1, então ezãste 'um to c I' taZ que l.4t.l = /

Proposição 1.1.4 ([38, pág. 1621) Se a é um ardina/ znÓnZío, então N.+i é um cardánaZ

regue,ar.

1.2 Classificação isomorfa dos espaços das funções contínuas

Nesta seção, trataremos de propriedades dos isolnorfislnos entre os espaços das funções

contínuas definidas sobre uln intervalo de ordinais a valores num espaço de Banach X

Nosso objetivo principal é obter a classificação isomorfa dos espaços X' pala X uln espaço

de Banach com X* isomorfo a uni subespaço de gl e a um ordina] não eliunieráve]. Discu

tirenlos primeiramente o caso X = R e logo vamos utilizei a técnica abstrata de 1271 e 1281

para obter a classificação isomorfa geral. A seção termina com uma breve discussão sobre a

teoria dos subespaços de C'(Ã', X) isonlorfo aos espaços Zli(1') e c..

Definição 1.2.1 Seja.m X e y espaços de Banach, um operador linear T : X -, y é dito

isomorfisnlo sobre a imagem se T é injetor com imagem fechada; é dito de posto finito se a

imagem de 7' tem dimensão finita, e é dito compacto se a in:vagem poi T da bola unitária de

X é um subconjunto relativamente compacto de y

A teoria da classificação isonlorfa das funções contínuas R' coill a lim ordinal enumerável

é totalmente descrita no próximo teorema.

Teorema 1.2.2 (Bessaga e Pe+czyóski, l6, pág. 551) Soam a,P números ordãnaãs

tais que to $ Q < i3 <. ul e X uln esl)aço de BaTtach. Então são verdadeiras as seg'tt'l'ates

üDT"mações:

1. R' - RP se e somente se l3 <. Qu

2.X'- X#
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3. (X')P - X'P

4.(X")"- X" para todo n C N

Definição 1.2.3 Seja X un] espaço cle Banach e 'y un] ordinal limite, definimos X,r como o

conjunto dos funcionais F' C X** tais que:

Para cada seqiiência (zoC<1 em X* com z;(z) --, 0, quando € --' ' pata todo z C X,

tem-se .F(z!) ---, 0 quando ( --, 7.

Observação 1.2.4 0 espaço XI foi definido piinieiranlente eni 1591 para o caso em que

,y = o. No referido antigo Semadeni prova que X. é uln subespaço vetorial fechado de X**,

este resultado continua válido com a mesma prova, se substituirá-tos o ordínal w poi 'y.

Definição 1.2.5 Dado um espaço n]ensurável (X,,4,p), un] subconjunto B C Á é dito

um átomo se pala todo subconjLulto .4 Ç X tal que .4 Ç B implica que A&(H) = 0 ou

p(.4) = p(B) / 0. Dizemos que uma medida A& é não atómica se não possui átomos.

Definição 1.2.6 Unl número cardinal m é dito um cardinal mensurável se existe uma

medida não atómica definida sobre a o- álgebra cujos elementos são subconjuntos de um con-

junto de cardinalidade m.

Definição 1.2.7 Um espaço topológico -K é dito disperso se cada subconjunto fechado tem

um ponto isolado.

Definição 1.2.8 Uma medida regulam de Borel sobre K é unia função de conjunto É& não

negativa definida sobre todos os subconjuntos Boieleanos de .K tal que

1. É& é finita

2. p é enumeravelmente aditivo
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3. É&(.B) = supAt(F) = infp(G), onde F' varia sobre os subconjuntos con:tpactos de E e G

sobre os conjulltos abertos club contém -E.

Observação 1.2.9 Asslunindo que /( seja disperso, W. Rudin mostra em ISS, Teorema 61

que cada medida regular de Borel sobre /( é atómica. Esta condição é suficiente e necessária

para qlte um espaço topológico colilpacto -K seja disperso, como foi provado por Pelczyúski

e Semadeni.

Teorema 1.2.10 (Pe+czyúski e Semadeni, ]49, pág. 215-217]) Z)ado K um espaço de

HausdorB compacto. São eq\ dual,entes as seg'vintes ü$rvllPações

1. K é disperso.

2. NÕ,o existe sbbespaço de CÇK) isomorfo ao espaço e\

3. Se H é UITla medida regbtar sobre K sem átomos, então H é ideqticaTTtex\te ltula

4. Se ( pertence a C'(Ã')* então ezãstem seqüêncãas (a.).?l em R e (t.)«21 ezn K tais que
oo oo

e(«) - >1: «««(t«) e }: l«« < +.«.
n, :: l r? = l

Observação 1 .2.11 E bem-conllecido que o intervalo 10, al é um espaço topológico compacto

disperso para qualquer ordinal ct (veja 1221 ou 1601). Então decorre imediata.naente do ítenl

4 do Teorema 1.2.10 que:

(R')* - Z:(lO, al) e z: (lo, al)* - r.(lo, al) (1.2.1)

Isso significa. que

(R')** - Z.(lO, al) (1.2.2)
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Definição 1.2.12 Seja 'y un] ordinal regulam não enumerável e cv um ordinal qualquer. Por

z%(lO, al) denotainos o conjunto dos z" C I'.(lO, al) tais que:

Para. cada oidíllal linllte P < 'y e cada seqiiêilcia (ze)e<P com z; - z* na topologia

finca-estrela quando { --, /i, então z**(z;) --' z**(z*) quando ( --, P

Observação 1.2.13 A pergunta natural que surge é se existe uma relação entre o espaço

my(lO, al) e o espaço X,r quando X = R' onde a é um orclinal não enulnerável. Enl j411

Kislyakov nos dá uma resposta afirmativa para esta pergunta. Além disso, Kislyakov mostra

enl j411 que a existência de esta relação permite-nos obter a classificação isonlorfa completa

para os espaços R' colei a unl ordinal qualquer.

Teorema 1.2.14 (Kislyakov, j41, pág. 227]) Soam € e v7 dois rzámeros ordãnaàs e cv

um ordãnat inãc'ia.l. Supovthamos que € := q :: a e ( $: TI, então:

1. Se a =w ou a ésinguZar ou a éreguZarcomz e,r7 ? a2, então R( -.,R'7 see

someTtte se n < eu

2. Se a e regular não enumeráue/ com {,?7 C la,a21 e e',77','y,(5 são nlímeros ordánaás

tais gue e::ae'+'y, 77::a?7'+(5 e e',r7' $ a e ',(5 <a. grão R( -.,R'7 se e

somente se €1' = n'. Além disso, são válidas

IRe ,- R'e' e IR'7 ,- Ra'7' (1.2.3)

Definição 1.2.15 Dado lun ordinal (p, uma p-seqiiência sobre um subespaço Á cle X é uma

aplicação ./ : jl,WI + .A, denotamos por (z0)0<P a imagem da aplicação /

Definição 1.2.16 Dada unia p-seqiiência (zo)o<v, dizemos que (zo)o<.., é Õ-contínua se

para cada #-seqiiência crescente de oiclinais (0o(</3 de jl, pl que converge pala. OP (quando

( converge para P, tivennos zo. para zOP

Definição 1.2.17 Seja a um ordinal regulam não enumeiável, e (p um oidinal qualquer



].2. CLASSIFICAÇÃO ISONIORFA DOS ESPA ÇOS DAS FUNÇOES CONTÍNUAS 7

Definimos XaV como o conjunto dos funcionais r' C X" tendo a seguinte propi'iedade:

Para cada ordinal linúte # < cl e cada seqiiência z" = (ze(77))e<P de Õ-seqiiência em X*,

tais que existe um número real positivo &/ com l z;(77) ll$ A/ para cada ?7 < p e cada

( < /i, tal que para cada z C X c;(77)(z\ + 0 quando é; converge para /3, tuiiformeniente

em ?7, então /'(z;(v7)) --' 0 quando € converge para # uniformemente em v7.

Se X é un] espaço de Banach e cv é uin ordinal regular não enunlerável, definimos o conjunto

x]. - n xx
9<a

(1.2.4)

Observação 1.2.18 E imediato que se cX é a inlageln canónica de X eln X-, então

cX Ç XaP (já que cz(z;(,7)) (q)(z) pat'a cada z C X e cada q < ç'). Um argu-

mento semelllante ao usado por Seinadeni enl 1591, pi'ova que Xav é uln subespaço vetorial

fechado. Co]]sideremos agora y un] espaço de Banacll e X um subespaço fechado de y. Seja

ã : X --, y a aplicação inclusão natural de X enl y. Definindo T(z** +cX) = ã**z" + cy,

temos que T é un:l operador ]íneai ben)-definido e injetol de !:lb- em !;#-

Pi'oposição 1.2.19 (Galego, ]28, pág. 729]) Se X é um subespaço /achado de um espaço

de Bünach Y e cx é tlm ordinal, reg'ralar 'não enumeráuel, então

"L - "h 0'.Q

Definição 1.2.20 Seja. ct um oidinal ]egulai não inumerável, ' un] oidinal qualquer e X

um espaço de Banach. Pol m..(lO, pl, X) denotateJnos o sul)espaço fechado de éi«(lO, pl, X**)

folhado pelas (p + l)-seqiiêiicias (zã*)o<p+i cle X** que são P-contínuas pala cada # < a,

e tais que z;* pertence a IXI. para cada 0 $ p.

Definição 1.2.21 Unl espaço de Banach X tem a propriedade de Banacll-h/[azitr se cada e]e.
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mento de X" o qual é seqiiêncialmente fraca-estrela contínuo em X** é fraca-estrela contínuo

e assim un] elemento de X. Estes espaços foialn invest.içados em j211 e 1401.

Proposição 1.2.22 (Galego, l28, pág. 729-7311) Sda. a um ordávtü/ reg71/ar nãc, enti-

meráuel, e consideramos X hm es'paço de Ba'n,üch com Q prol)Meda,de de Müzhr. Se p é UITI

ordãnaJ qua/quer, então:

i.lx"l. - «.(to,pl,x).

2. gSb - pk#!gl:n - '.@$, x),

onde Aj; é o cozÜunto dos ordánaás ern 10, pl com co./ina/ Jade menor que d

(1.2.6)

(1.2.7)

Observação 1.2.23 A prova do Lema 4.2 em j411 (veja também a dissertação de Galego

jlema 2.5, pág. 431 ), mostra que se a = a'p com a' $ a, então IAj:l = ã7. Portanto, o

isomorfismo 1.2.7 pode sel escrito como

IX"l, m.(lO, PI, X)
.(X") c(X")

..( 10, a'l, X) . f 1 '2 X\

Observação 1.2.24 Galego em l27, Teorema 1.11 fornece importantes conseqiiências da

Proposição 1.2.22. Por exemplo Galego prova a classificação isomorfa dos espaços co(I', X)(,

para I' un] conjunto qualquer e X unl espaço de Baitach con:l a propriedade de À/{azur e

I'jdens X* < a (veja l27, pág. 33361). Ena nosso caso, o espaço X é tal que X* é isomorfo

a um subespaço de gt e I' é um conjunto tulitário. Portanto, é possível aplicar o Teorema

1.1 de 1271 para concluir a próxima proposição.

Proposição 1.2.25 (Galego, ]27, Teorema 1.1]) Sela X u71z espaço de Banal/} corri a

pro'priedüde de Mazur e qne nã,o conto'm, s'ubespo,ço 'lso'morto ao es'pa,ço co e X* é isomorfo

a um subespaço de ei. Seja cl Hnl ordinal inicial viço enumeráuel, e sejam ÉI, vl ordãnais não

e'nuuíileráue'i,s tais q'ue E, $ TI. São uerdctdeiras us segui'ates aj\Tmüções:
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1. Se X( ,- X'7 erztão

2.. Seja E.:: q::; a e s'ü'po'nhamos que cl é uvllJ ordinal sàng'ül,ar ou Q - u ou cx é UTít

orai'n,a\ reg'ul,o.r Ttão eltumerá'ue\ co'rn E,. n Z a2 . Então Xf; -., Xn se e só se n <. e\u

3 Seja a Hm ordínaZ regra/ar não erzun7zeráueZ com e, ?7 C la, a21, e ól', ?7', ', (5 são ordãnaás

Tnq q a'll P

( +'y, 77 aq'+Õ, e',q' $ a, 7,Õ< a

Então Xe -. Xn se e só se (l e n- sõ,o $qitos o'u, (i e n' são infi idos cota igual

carãàn,üii,dctde.

Proposição 1.2.26 (Galego, ]28, pág. 732]) Sda X um espaço de Z?anach com a pro-

p'üedade de MazKr. Se E, é bm ordiTtal iT\hálito colll We" isonLorjo a um subesT)aço de Xt;,

elttão c. é isom,orla a um subespaço de X

Proposição 1.2.27 (Galego, ]27, pág. 3337]) Sda X um espaço de BanacÀ com a

pro'priedüde de Ma,zur. Se ci é um orai'n.al inicial. in$vtito e existe um ordinal não nul,o n <. cx

colrl W" àsolí\orfo Q um sabes'paço de Xn, ente,o c. é isomorfo a um subespaço de X

Proposição 1.2.28 (Samuel, ]56, pág. 107]) $e c. é ãsomozl/o a um subespaço de y"

para al,gum 'rl ç: }\, então c. é isomorfo Q um subespaço de Y

Observação 1.2.29 Sanluel também prova enl l56, Teorema 4.1, pág. 1071 que este resul.

todo é verdadeiro en[ geral, para os espaços gP cona l $ p < oo.

Observação 1.2.30 UI)la situação interessante é quando /( é lun espaço topológico com

pacto disperso, nesta situação C'(-K, ll{) (e portanto C'(Ã', X)) é n-muito rico en] cópias com

plementadas de c., como provaram Lotz, Peck e Porta em 1471.
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Teorema 1.2.31 (Galego, [25, pág. 91-93]) Seja a um número ordinal, X, H espaços

de Banach e K um espaço topológico compacto disperso. Então:

1. Se H é isomorfo a umsubespaço complementado de C(K, X), então ou H é isomorfo a

um subespaço complementado de X” para algum n E N ou co é isomorfo a um subespaço

de H.

2. Se H é isomorfo a um subespaço de Xº, então ou H é isomorfo a um subespaço de X”

para algum n E N ou H comtém cópia de c, complementada em Xº.

1.3 Sobre os espaços (14(T)

Nesta seção, vamos estudar um pouco mais detalhadamente os espaços (4(7) com P umcar-

dinal maior que No. Também estudaremos o comportamento das sequências disjuntamente

suportadas em (1(N, X) e em co(N, X) e descreveremos as propriedades canônicas destas

segiiências no caso que X é o espaço 4. Finalizamos a seção apresentando brevemente a

relação entre os funcionais sequencialmente fraca-estrela contínuos em (,(T) e o cardinal de

P. Todos os detalhes sobre as afirmações a seguir podem ser encontrados em [50], [52], [53]

e [54].

Inicialmente, recordemos umfato importante a respeito darelação entre subespaços comple-

mentados de X isomorfo ao espaço (,(T') e os subespaços de X* isomorfo ao espaço co(T).

Teorema 1.3.1 (Rosenthal, [52, pág. 17]) Seja X um espaço de Banach e P um con-

junto infinito. Se co(D) é isomorfo a um subespaço de X*, então (1(T) é isomorfo a um

subespaço complementado de X (e consequentemente Co(D) é isomorfo a um subespaço de

X9.

Teorema 1.3.2 (Rosenthal, [53, pág. 212]) Seja X umespaço de Banach e P um con-

junto infinito. Se T:(Dl) — X é um operadorlineartal que Tle(ry é um isomorfismo

sobre a imagem (ou infrer |Te| > 0), então existe um subconjunto D CT com |P|=|P|

tal que Tear) É um isomorfismo sobre a imagem.
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(Jbservaçao 1.3.3 ([50, pág. 25j) Pala fixar a notação vamos clesclever algumas pro-

priedades de Zli(1'). Seja (zi){.r' unia fan:tília de funções em I'i(1') e denotelllos por 3(1') a

família formada pelos subconjuntos finitos cte I'. Observamos que cada elemento J de 3(1')

está associado a unia fanaília (z{(J)){.r en] Zli(1') definida por zi(J) = z{ pala { C J e

zí(J) = 0 para cada ã g J. Intioduzinlos na família 3(1') uma relação de oidenl declarando

que JI ? J2 se e só se Ji ] J2. Para todo J c 3(1') poden)os definir o operador piojeção

PJ : Zli(F) --, é: (1') como

H((:«:)..r) - (z:(J)):.-

P:'oposição 1.3.4 ([50, pág. 28j) Sey« X um «p«ço de Z?-«/. . I' «m co«junto ãnánáto

As seguintes afirmações são verdadeiras

1. 1imJ PJ(#) a todo .« C gl (F);

2. g:(1') «., r.(F) © r:(F);

3. Se X* é {somorfo a um subesT)a,ço de et, então (lll.F,X* ) é ãsomor.fo a um s'ubespaço de

g:(1') ;

4. é (1') é ã;o«or/o a. um ;«Z,«p«ço ««.p/'«..nt«do d. Z:(I', X)

Teorema 1.3.5 (l45, pág. 31j) c., não é ãsomozyb a m suóespaço de Z?l(]')

Definição 1.3.6 Seja X um espaço cle Banach, e (z«)«21 uma secliiência em X, dizemos

clue (z«).?i é ullla base pa.ia. X (respectiva.mente secliiência. básica) se pala cada z c X

(respectivamente pala cada. z C lzílE. ) existe uma única seqiiência de escalaies (a{)=: tais

que z = >:1=i a.{z{, cuja. convergência é na nonna de X. Dizemos que a base (z«).?i é

incondicional se a. série li';=] a.{z{ converge incondicionalmente a z
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Observação 1.3.7 Suponha que (z,,)«?l é uma base para X. Então neste caso, existe uma

seqiiência de funcionais lineares (./;)«ài en-l X* definida por:

f.x = F. (] 3.1)

Definição 1.3.8 Unia base (z.).?l é dita contrátil se (/n)«?l de6nida como eln (1.3.1) é

uma base de X*

Definição 1.3.9 Dada (z«)«?l unia base de X e (.fn).?t como na Equação 1.3.1, definimos

o supor'te de z C X cona respeito a (z«).?l e (/n)«?l como o conjLulto dos n C IN tais que

/nz :/ 0; denotanlos tal colljunto poi' supp z.

Observação 1.3.10 Denotamos poi' coo o espaço das seqiiências de suporte finito. Quando

r e 3/ estão enl c- denotamos por ran(z) o menor intervalo em N contendo seu suporte.

Escrevemos z < ly quando mazrarz(z) < zrzimran(g/). Se zi < z2 < ... < =z;. < ... diremos que

zi, z2...z« , ... são sucessivos. Dada lulla sequência (zi){?l básica, dizemos blue un-la seqiiência

IW)ji:i é clisjuntanlente suportada cona respeito a (a{){?i se existem qi < q2 < ... < q. < ... tal
blue yj c lzi : qj-i < í < çjl . À/leis geralmente, se X tei)l unia desconlposição de Schaudder

X = q).>i En dizemos que (3/j)j?i é uma seqiiência disjuntaniente suportada cona respeito

a (En)n?l se existella 0 qi < q2 < ... < q.. < ... tais que y:f C (IDç,..<..<çj 'f'"

Definição 1.3.11 Dadas cluaiscluei secliiências básicas (z.).?i en] X e (3/«)«21 em y, dize-

mos que (z.)«?i e (y«)«?i são equivalentes se a convergência cita série >:1=: aíz{ é e(luivalente

à convergência da série >1:1=i a.iyi .

Definição 1.3.12 Unia seqiiência (z«)«.?l sobre X é dita semi nortllalizada se 0 < iltf lla;«l <

suPllz.l < +oo.
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Definição 1.3.13 Seja (z.).?i uma seqiiência en] X. Se para cada z* C X* a sequência

(z*(z,,)).2:J é con«agente então (z.)«2i é dita fracamente de Cauclly.

Teorema 1.3.14 (Rosenthal, l54, pág. 24111) Seja X um espaço de Barraca e (z.).?i

unia seqiiêncãa limitada eTn X. ETttão (=.)«2t aciuTtite uma subseqÍiência (=',.)nZ\ que satis.faz

uma das seguivttes aÊlmações m'ütuamente exclusivas:

1. (zl.)«ia é ./}acamente de Ca'uch

2. (zÍ.)«ZI é uma. seqüêrzcáa básica de l?i

Definição 1.3.15 Se X é um espaço de Banach, definili-tos c.(X) como o espaço das

seqiiências (z«)«?i tais que z. C X para cada n C N, e lim«-- llz.ll = 0.

Observação 1.3.16 0 espaço co(X) munido da nol'nla llzl = sup.>i z«.ll tem estiutiu'a cle

espaço cle Banach. Existe uma relação enfie c.,(Z?l) e o espaço (>:=:: 1?:,): (o qual é definido

como o espaço (rl,:, © Z?:., © ... © Z?R, (D ...) cona a noinia de Z?t)

Proposição 1.3.17 ( Ceinbranos, j12, pág. 295 ]) Não ezásíe suZ)espaço de c.,(Z?t) áso

mor/o " "p«ç. (E=:: Z:.,)..

Observação 1.3.18 Clonsidei'elmos (z.).?l nula base pal'a X, el-ttão as aplicações Pn

X --., X definidas ])or Pn.z = >1:X;.t a/..zk são pi'ojeções linear'es bem-definictas em X

As noivas dos operadores (P«.).?] são bem conipoitaclas, isto é, não é difícil piovat (l44,

pág. ]l) blue existe un] número real positivo ]\4 tal blue lla. l .$ i44 pala. todo nz C N.

O nleiloi número leal Jà/ > 0 é cllanlado cle constante básica cla scqiiêticia (z«).2i. Eito

l45, pág. 2SI se provou que cada sequência disjuntamente suportada e norillalizada em c.

ou en] ép com l $ p < oo é equivalente à base canónica. cle c. ou cte ép com l $ 7) < oo

respectivamente. As mesmas considerações feitas nesta ctenlonstiação mostiana cine ca.cla
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se(liiência disjuntamente suportada e norn[alizada de c.(N,X), g.(N,X) cona l $ p < oo

( cona respeito a descomposição de Schauddet de c.(N, X), ê'.(IV, X) ) é equivalente à base

canónica de c., gP respectivamente. Poi último lembral310s que unia seqiiência (z«)«?i é

e(luivalente à base canónica (e.)«?l de Éll se e só se. existeill nt'llneros reais positivos a, b tais

que para quaisquer (c.)«?i escaleres tên:t-se:

nn.

«E 1.:1 $ >1: .:«: 1 $ ó>: ..l
í-l

(1.3.2)

Teorema 1.3.19 ([45, pág. 251) Sda X urra es/)aço de -Banana. São verdadeiras as

seg'üàntes aBvmações

1. $e (m.)«?l é 'uma seqüêncãa dásyunÍamente suporta.da em l?.(N, X) ro'u c.(N, X)) com

l .$ p < oo e (w«).?i é rzorvrzctlãzada, então (m«).?] é eqwiuaZeníe ã base cara(inãca de

e. rou c.,J com l $ p < ':»

2. $e (z«)«?i é xma base corztráf / de X apor' ea;amplo de c., Oli 1?. com l $ Z) < oo) e

l.w«)«>1 é uma seqÍlência disjuntameTLte suportada e coTtuergente, então o limite é zero

Observação 1.3.20 Seja X un] espaço de Banach e (z«)«?i uma seqiiência enl X. Não é

difícil provar que (z.).2i é un:la secliiência básica. incondicional se e só se existe unl k > 0

tal que pata todas as seqiiências de escalaies (a.)«?i e (Õ«)«?i cona a.l $ 1Õ.l, então

(n ll ll oo

}: ".«« $ A }: õ«""
-n.=1 ll lln=t

O menor número k é chamado de constante de inconclicionalidacle

Definição 1.3.21 Se X é lun espaço de Banacll, clizcmos (lue X teiii uma. estiutuia in-

condicional local se existe uni número positivo JA4 e uma família cle subespaços de dimensão

finita (Ea)../ de X oi'danados poi' inclusão, cujo fecllo cla. união é o espaço X e todos os E.

têm unia base incondicional (z:):(') cuja constante cle incottclicionalidade K. satisfaz que
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/(. $ Jk/ pata cada a C /

Observação 1.3.22 Denotemos por 3x o conjunto caos sttbespaços de dimensão finita

do empa.ço de Banacll X. Existe outra definição cle estiutuia incondicional local dada pol

Gordon-Lewis em j17, pág. 345j. Seja X um espaço de Banach, dizemos que X tem estrutura

incondicional local ( de acordo cona Gordos-lewis) se existe uma conste\nte A » l tal que

pata todo E C 3x a injeção canónica tem uma fatoração da forma E !b y --:b X , onde y

é um espaço de Banaclt com base incondicional ( cona constante de base incondicional pb(y)

), u e u são operadores lineares limitados que satisfazem a desigualdade llu ll D pó(y) :Ç A

O menor A é clianlado de constante de incondicionalidad local de X e é denotado por A(X).

Exemplo 1.3.23 (1351) Um exemplo de espaços com estrutura incondicional local éo

espaço C'(À') com R unl espaço topológico compacto ( veja. também j17, pág. 3451 pala

piovai blue temi estiututa inconcticional local no sentido de Goidon-lewis.)

Teorema 1.3.24 (Pluglissi e Saluzzo, ISI, pág. 1441) C(K,X) tem estrutura ãncomd{

ciona{ toca! se X l,em.

Teorema 1.3.25 (Edgar, j21, pág. 5771) Se I' é urn conJKnío qualquer, então ri(1') tem

a T)ropriedade de Maz'ur se e sómeTtte se \' é um caril nal de 'valores reais não mensurável.

1.4 Produto sensorial projetivo e espaços de operadores nuclear'es

Nesta seção, discutiremos a. teoria do piocluto tensoiial projetivo e n:tostlaiemos coilao a

mesilla pode sel utilizada pala- estudar os espa-ços dos opeiadotes nucleares. Tanlbéni mos

tiaremos unia. fóiniula cle Giothendieck pala o cálculo do produto tensoiial pio.jetivo enfie

Z?](1') e X, a qual é uma feilamenta. indispensável pala nosso tiaballio. Todos os detalhes

sobre as afitnlações a seguir podem sei encontradas enl j161, j181, 1441, 1451.
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Para fixei a notação vamos agora definir o que eilteiidemos por espaço cona a propriedade

de apioxilllação.

Definição 1.4.1 Um espaço de Banac1l X tem a piopiieclade de aploxinlação se pala cada

subconjunto compacto K de X e todo c > 0, existe um opeiadoi T : X --} X de posto

finito tal que 7'(z) # 1 < c para todo z C K

Observação 1.4.2 Se X é um espaço de Bancach com unia base de Schauder, então X tem

a propriedade de aproximação. De fato, seja (z«).?i unia base de Scliauder de X, temos

que existem (./n).21 ftulcionais linear'es em X* satisfazendo a Equação 1.3.1. Clonsideremos,

como na Observação 1.3.18, os operadores Pn : X a X poi' Pnz = >1:1:. ./;(z)zi. Vemos

que os (-8)i?i são operadores de posto finito, uniformemente limitados, e lini.-. J:3,a; = z

para todo z C X. Além disso a convergência é uniforme em cada subconjunto compacto

de X . Portanto, X tem a pi'opt'iedade de aproximação. Enl pai'ticular, os espaços co e l?P

com l $ p < oo têm a piopiiedaclc cle apioxiniação. Enl geral, se I' é unl conjunto infinito,

podemos usei unl argumento sen:telhas:tte ao feito acima pala mostrar que c.(1') e l?,(1') têm

a propriedade cle aproximação

Passemos agora estudei o produto sensorial projetivo de dois espaços de Banach X e y

Lembramos que, dado X e y espaços de Banach, X®,y é o conlpletaniento do espcaço

(X ® y, ll 1,) onde a noinla 11. é definida por:

P 1« - s«P {lP(1.) p é bilineai e limitada enl X x y} (1.4.1)

E fácil vei (lue pala cada É& C X ® y a noi-n:la llitll, pode ser escrita como

A.l«-i--f< }:ll":ll y.ll:«. cX, :cVp":''t'.t.icW./.->:«:'ãy: l
'z

(1.4.2)
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Teorema 1.4.3 (j18, pág. 48j) Se .V e y são espaços de Banana com a propriedade de

aprozirrtação, evitão X®.Y tem a propriedade de apra=imação.

Observação 1.4.4 VaDIos agora fazer algum-LS comentários sobre o comportamento dos su

bespaços noimados de X®.y. De fato, sejam FI una subespaço de X, e F2 um subespaço de

y. Consideremos as injeções canónicas Ji : Pi -} X e J2 : Fe ''} y. E possível definir a

aplicação linear J : Ji®J2 : F'i ®Fe + X®y (lue é tanlbéni unia injeção eni X®.y. Pocte-

mos nos peigtuitai se o espaço vetoiial noivado F'i (3, F2 é um subespaço do espaço vetorial

normado X (8. y. Eln geral, a topologia de FI ®. Fe é estritamente mais fina que a tipologia

induzida poi X®«y. Pata um exemplo en] que esta situação ocorre sugerillaos l34, pág. ISSO.

Proposição 1.4.5 (l34, pág. 1561) $dam X,y espaços de -Banana e E, F' subespaços de

X,Y respectivamente, então:

\. Se E é complementado em X e F é complemc7itado GIRE Y, e7ttão E®.F é um subespaço

complementado de X®.Y

2. Se E,F são subespaços densos de X,Y respectivamente, então E®.F é um subespaço

denso de X(8.y

Proposição 1.4.6 (Sei-nadem l60, seção 20.3.7, pág. 3511) Sejam X, y, Xi, yi espaços

de Barraca. .ge X -- y e X. -.. h , erzÉão X6).xi -. rã.vl.

Portanto, usando as Proposições 1.4.5 e 1.4.6 obtemos blue

Proposição 1.4.7 São 'uerdadeàras as seguintes armações

1. SeE-\ X e .F-\ y, erztão E6).F'':= X®.y. (1.4.3)

(1.4.4)2. Se Z -L y, erztào X(ã.Z '5 Xê).V.
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Definição 1.4.8 Seja X um espaço cle Banach e ((2, d, p) ulll espaço mensurável. Dizen-tos

que un-la aplicação / : (2 --, X é simples se existem conjuntos disjuntor -Ei, -E2, ..., E. de .Á

e elementos ];i, z2, ..., z. de X tais que

/(u') = >1:XE,(w)z{, pala cada tu C (2.
lZ

Definição 1.4.9 Unia aplicação / : ç2 --} X é dita /i-mensurável se é quase senapre o

limite (na norma) de funções simples. Se /(w) = )ll:l:. xr,(u;)zi, definimos .[Z./'dp

El:. /.(-E n z:)«;: v-E c .4.

Definição 1.4.10 Unia. aplicação ./ : ç2 --.} X é dita integrável Bochnei se existe uma

secliiência (/n)«?l de aplicações simples, tais que

li«: / /n(««) ./'(««) laÉ. - 0
n.

Neste caso, clehtlinlos .fn ./'dA& = linl«-.« .fx /nd/z. O conjunto de aplicações integi'aveis Bo

cllnei é denotado por LI(,Lé, X)

P:oposiç;o 1.4.11 (]16, pág. 228]) E«á;t. wm« {«m.t,á« .'n*" ' "p«ç. -C.(1.)ã«X . o

"P«ÇO Z,- (P, X).

Observação 1.4.12 Podemos substituir Li(Ét) na. Proposição 1.4.11 poi ZI(1') onde I' é um

conjunto infinito. De fato, se I' é unl con.junto infinito, consicleie .4 a a álgel)ia formada

pelos subconjuntos dc I' e defina unia medida sol)le .4 tal (lue l&({'y}) = 1 pala. toda ' C I'

Logo, Li(/t, X) é isomotfo ao espaço Zli(I', X), e decoiie cla Proposição 1.4.11 (lue

r. (i')ã.x -. z'« (i', x) (1.4.5)

P-'oposição 1.4.13 ([16, pág. 249]) Sey«. X, y, Z e;p«ço. d. B-«/* . ;«pon/,«mo. q«.

Z seja se'para'uet e àsomorfo Q um sabes'paço de X®.Y. Então e=i,ste'n-t sabes'paços Xo de X,
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e Xo de y tais que Xo, yo são separáueãs e Z é ásomov:/o a um subespaço de Xo6),Yo

l)etiniçao 1.4.14 L)actos -.X, y espaços de [3anach. Um operador nuc]ea.r de ..X em y é unia

aplicação linear 7' : .X' H y cona a segitinte pi'opriedacle:

Existem seqiiências (z;l)«?l en] X* e (?y«)«?l en] y tais clue >:=:. IZ/.l lz;ll < +cn

e para cada ponto z C X , 7'(z) = >ll:=: z=(z)g/«. A série >ll:=:: z;l(z)y« é cllamada de

representação nuclear de T

Ubservaçao 1.4.15 1)idos -.X, y espaço cle 13anach, denotamos poi N(.X, }') o conjunto

dos operadores nucleares de X a y. Enl l50, pág. Sll, Pietsclt prova que o conjunto dos

operadores nuc]eaies ]V(X, y) munido cla coima:

L r? ::l ll::l

Banach, o dual denotan]

rllw E z;lll llZ/n ll : >1./ zn (g) y,. é representação nuclear' de T )

os por N(-.X }'')é unl espaço de Xspaç (

(1.4.6)

Observação 1.4.16 Sejam 7' : X > y uin opetacloi nuclear e c > 0.

seqiiências (z:)«?i em X* e (y«)«2:i eni y, e unl rzo C N tais que

oo oo

r(«) -E:«;l(«)g/« e }: 11«;1 v.ll <.
l P+l12, n

Logo, existem)

l)ehnin).os
P

E
-ll. :: l

Co,«o 7'(z) %(:«) ::: E.;:,. . z;(z)y., seg«e q«e

: («)- z:(:«)3/« VP ? n.

1' %,ll,« $ 2;;l lz/. l .$ ( vp ;. n.

Logo, o o])eradoi T se escreve colllo o limite (na noinia) de unia se(liiência de opeiadoies de

posto finito. Isso ii]]])liga club T é ]u]] operador compacto. Portanto,

.v(x, y) ç K(x, }'') (1.4.7)
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Proposição 1.4.17 (j16, pág. 239-245j) $e X* ou y íêm a propriedade de apto

"á«.«çã., então .V(X, }') é {««..r/o « «p«ço X*â.r

1.5 Produto tensorial injetivo e espaços de operadores compactos

Nesta seção, vamos estudar a teoria básica do produto tensolial injetivo de dois espaços de

Banach X e y, e estabelecer alguns resultados importantes para o estudo dos espaços de

operadores con-tpactos. Fambéin dedicamos a última ])arte da seção ao estudo clo produto

sensorial injetivo dos espaços ri e gz, cona 1 < p < oo. Referências interessantes pala esta

seção são li61, 1561, 1601.

Dados X e y espaços de Banach, denotainos por X®.y o completan:tento clo espaço (X (8

}', ll 1 .), onde 1. é a norma injetiva sobre X (8 y definida por:

'z'z. ll f l n l \

.l. - )l:«: 'ay: - s«p 'l },"*(«:)z/*(y:) : «* c Bx, e z/* c 23*, l*
í=i ll . L l {=1 l .J

Diestel en] j16, pág. 2271 mostra que a norma injetiva de z é igual a

(1.5.1)

, 1. - s«P {(z* ® Z/*)(,): z* C Bx*, 3/* C .B**}

e daí conclui que a Equação 1.5.1 não depende da representação de z como uln elemento de

X ® y. Aléns disso, não é difícil provar que para cada z c -E ® F é válida a desigualdade

zll. $ zl «. As próximas proposições mostram que valem algumas propriedades semelhan-

tes às do produto tensorial projetivo.

Proposição 1.5.1 (j16, pág. 224]) $da Ã' um espaço topoZógáco compacto, então

c'(x')â.x -., c'(K', x) (1.5.2)

Teores-na 1.5.2 (l32, Teorema 21) Se X e y têm a propriedade de aprozámação, então

X®.Y também tem Q T)ro'p'úedade de aT)roximaçào
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Proposição 1.5.3 (j16, pág. 249]) Soam X, y, Z espaços de Banana e suponhamos gue

Z seja, se'pa.ráuel e i,soTY\orla CL ulíl subesT)aço de X®.y. Então existeTYt sabes'paços Xo de X,

e yo de y taá:s que Xo, yo sâo .separáveis e Z é ãsorrz07:fo a um suóes/baço de Xo®.Yo.

Observação 1.5.4 No caso em que C(/q é isomorfo ao espaço co e X é ]u]] espaço de

Banach qualquer, a Proposição 1.5.1 prova que,

..â.x-,..(x)

Vemos imediatamente que

c.â.?. - ..(Z- ). (1.5.3)

Observação 1.5.5 Se X é um espaço de Banach e a um ordinal, então decorre da Proposição

1.5.1 que

(X")' - C(lO, al, X") C(lO, al)â.X"

(C'(lO, al)â.X)"

(x')" (1.5.4)

Também, para todo n € ÍN é válido

(x")* (R"â.X)*

((]R ® ........ © K)â.X)*

(Rê).X)* © (Kâ.X)* ©

x*© x*®........© x*

(x*)"

© (IKâ.x)*

(1.5.5)

Finalmente, observemos que pala qualquer ordinal a

(r. (i')à.}'')' z- (r')â.(c(to, al)ã.}'')

Z. (r)ã.C'(to, al, }'')

?: ( j')â.y' . (1.5.6)
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Como no caso de operadores nucleares, se X* ou y têm a propriedade de aproximação, então

tentos unia fórmula bastante especial para o cálculo do espaço K(X, y).

Pi'oposição 1.5.6 ([16, pág. 239-244]) Se X* ou y íêm a proprácdade dc aprozámação,

.ntã. K(X, }') é á«mor/o « esp«ço X*â.r

Teorema 1.5.7 (]#eniche ]23, Teorema 2.3]) Se c. é asar/zorl/o a um s?ébespaço de

Z,il0, 1jâ.X, então c. é {somoz:/o cl um subespaço de X

Teorema 1.5.8 (Kappeler, ]40, pág. 629]) Sdarrz X e y espaços de Barraca tais que

XQã.Y teltt Q prol)üedade de Mazur. Se Y é ulrl cardiTtul Ttão metas'üráuel eTitão o es'paço

Z:(I', X)â.}' tem « p,«p,áed« M"u,.

Agora que já conllecenlos as principais propiieclades do produto tensorial injetivo, podemos

passai fazer a caracterização poi médio cle seqiiências do produto sensorial injetivo éli®.gp

com 1 < p < oo. Iniciamos coill a seguinte definição.

Definição 1.5.9 Dados X um espaço cle Banach e l $ p < oo, definimos

sz,(x) (:««).?- r. C X Vrz C IN e Vp C X* }l: ip(:««)I' < +'«
rz=l

Observação 1.5.10 (ISOI) No caso que p = 1, o espaço Sé.(X) é denotado por l?ijXI. Os

espaços SZP(X) são conhecido como o conjunto das secliiências fraca estrela /»sonaaveis ein

X

Observação 1.5.11 Consideren]os (z«)«;:l uma secliiência en] SZ,(X) e T : X* + é.

dado por Tz* = (z*(z«)).?i. E imediato verificar que T é unl opetadoi linear com gráfico
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fechado. Logo, pelo teorema do gráfico fechado, 7' é limitado. Ten)os que existe ui]] C' > 0

tal que (>ll:=: z*(z«) P)i $ C'llz*ll pala qualquer #* C X*

Observação 1.5.12 0 espaço Sé?,(X) munido da norma

," - «-liíi '.««-i:
1* c Bx. (1.5.7)

e ttn). espaço cle .Hanacla.

Definição 1.5.13 Sejam C N, definimos Pn : ,Sl?.(X) --, Sr.(X) por Pn((zi)á2:l) = (3/{)i?i,

onde yi :: z{ para ã $ n e 3/{ = 0 para cada á > n. /',, é unia projeção linear contínua em

Sl?.(X). Definimos P" = / Pn.

Definição 1.5.14 Dehnimos EP(X) por

Ep(X) - {A' C Sg.(X) : ,li:=,p"P .5.8)

Observação 1.5.15 E imediato verificar que FP(X) é um subespaço vetorial fechado de

sg. (x) .

Proposição 1.5.16 (Salnuel, l56, pág. 1061) O produto tensoüaZ {z%jetáuo X®.Z. é áso

moz:fo ao espaço EP(X) para cada p com 1 < 79 < (x).

Observação 1.5.17 Para o caso en] que X :: Zll, pela Proposição 1.5.16 podemos consicle-

rai z?lâ.Zlp como unl subespaço de Sé,(I'i). Seja (e,.)«CFI a base canónica de g,, definindo

Q« : ZI. --, ZI, poi O,«Ol:l=: aáe{) eí, obtemos unia projeção linear contínua.
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Definição 1.5.18 Definimos uma projeção linear elll SZI,(Zlt) por

Q. sz.(z:) --, sg.(/:)

« ):a. - , Q,.(z) - (C?«(z:)):à- (1.5.9)

Proposição 1.5.19 (Samuel, l56, pág. 1131) Se 1 < p < oo e m C N, erztão

i. Q.(r:ã.r,) «., p,.

2. lin]«--Qnz - g para qualquer z c (Zliã.g,)

1.6 Espaços de Banach especiais

Nesta seção, vamos estudar alguns métodos de construção de espaços de Banach X cujo

dual é isolnorfo ao espaço Zli. Também, descreveremos o conceito de espaços de Banach X

que contén[ Z:., tu]iformemente e provaremos uma relação deste conceito cona o cotipo de

um espaço de Banach X. O interesse nestes tipos de espaços é justificado pelo fato que eles

serão de fundamental importância para darmos exemplos e contra-exemplos interessantes na

classificação isomorfa dos espaços de operadores nucleares e compactos. Referências pala

este asstmto são l31, 171, j171, 1621.

Lenlbralnos que, dados X e X' espaços de Baiiach, a distância de h/lazur entre X e X' é

d(x, x') T : X a X' é unl isoniorfisino sobrejetivo} (1.6.1)

Não é difícil provei que log d verifica todas as propriedades de villa ilaétiica, esta ilaétrica foi

introduzida por lvlazur.

Pala. fixam a notaçã.o, vamos agora definir o que entendemos poi espaço de Ba.naco cine cona.éin

Zil tuiiforlllenlente. Aqui o espaço Z?= é o espaço vetoiial rz-dimensional R" munido com a

norma.

("-, ",, .'...., ««)ll - J}É5 l«*l.
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Definição 1.6.1 Se X é um espaço de Banacll, dizer)os que X coilténl ta:, uniforme

mente se existe uma sequência. cle subespaços (-E.).?t de dimensão 6lnita. de X tais que

sup,, d(En, Z:.,) < +oo.

Observação 1.6.2 Em jlll, P. Clembranos e J. lvleitcloza estabelecem uma definição aqui

valente a 1.6.1. Eles provam que una espaço de Banach X contém 1?= uniformemente se e só

se existem seqiiências (E«)«?i, (p.).?i, (u«)«2i; onde En são subespaços de dimensão finita

de X, p. : E. --.} Zk, u. : Zl:, --, E7: são operadores lineares limitados com it.ll $ 1

e llu« = 1 para cada 7z c N tais que At,, oun ( e u« o A&« )= aplicação identidade . Unl

exemplo de un] espaço de Banacl-t X que conténa Z?Z, unifornlelnente é o espaço (>1:=:1 Z=)i.

Para provei isto basta tomar .E. = Zil pata n C N e É&. = u.:: aplicação identidade, na

definição acima ( Veja também j17, Observação 11.51).

Definição 1.6.3 Sejam um real positivo cona l .g p < oo e X unl espaço de Banacll. Dizemos

que X tem cotipo p se existe uma constante positiva C' tal que para qualquer con.junto finito

(z.j);-i em X é válida

l
0

0

Onde os (rj)2:i são as funções de Roda.t)lacller.

'' * ($ «. ,) : . 1 1 ll 7 1

Uma situação diametralmente oposta a esta, é aquela em que se apresenta a clesigualctade

contrária a. 1.6.2. Neste caso o espa-ço de Banacl] X é chamado de tipo 7) cona l $ 7) < 2

Assim X tel)l tipo /9 com l $ p < 2 se satisfaz

P

l

«.íll'
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Observação 1.6.4 A l:hipóteses sobre o número real p na Definição 1.6.3 evita casos triviais,

coilfonlle a desigualdade de Khintchine, provada em l62, pág. 121. Além disso segue-se da

Definição 1.6.3 que cada espaço de Baça.ch X bem tipo l e cotipo oo (ve.ja l(52, pág. 0SI). A

próxima proposição mostra (lue Z?i tem cotipo 2.

Proposição 1.6.5 (l62, pág. 981) Se l $ q < oo então Zlç ter/z cotápo lllax(2, q)

P:oposição 1.6.6 (l17, pág. 2831) Sd« X um «p«ço d. B-«h, então X não t««

cot'lpo finito se e só se X contém e'L uniformemente.

Definição 1.6.7 Dados X um espaço de Banach e À 1? 1, dizemos que X é uin ,C.,X-espaço

se para cada subespaço de dimensão finita -E de X , existe lula subespaço de dimensão 6nita

F' de X tal que E Ç F' e d(F,r!"r') $ À. Se existe À ;Z l tal (lue X é unl Z.,X-espaço,

então X é cllanlado unl r..-espaço.

Definição 1.6.8 Seja (d.).?i uma seqiiência de números reais. Pala cada n C N, definimos

E. colho o subespaço de Z?.. gelado ])elas primeiras d,, coordenadas, isto é

E. = {z C ZI. zÀ; = 0 pala todo k > d.}

Definição 1.6.9 Dado n C IN, definillaos a-. : r.. ---» g. colho a projeção de 1?. sobre o

espaço E7., isto é, para cada n C N, a-.z é a vesti'ição de z às d. primeiras coordenadas.

Definição 1.6.10 Definiillos uma família de Botugain Delbaen como um conjLULto cle

aplicações lineares á.,,: : -E.. --.} /ç. tais clue

1. 7r« o{«,« = /E.. para todo nz <n

2. ã,.,. o ál... = ál.. se / < m < n
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Proposição 1.6.11 (Bourgain-Delbaen l7, pág. 160 1) Para cada a,b rzúmeros re-

nas corri Q < b < a < \ existe uma jaTTLaàa de Bo'urgaivt-Delbaen tais q'üe se delivLãvrLos

ã..z = limo.-.,.; á«,x.(7) para cada z C E. [êm-se que, as í« são ap/ácações /ãneazes corztÍhuas

COTA, Tn O'Ln :: IE.

Definição 1.6.12 Para cada a,ó núineios leais com 0 < b < a < 1 e rz c N seja

En = {.(En) ( cona á. definida na Proposição 1.6.11 ), então definimos o segundo espaço cle

Bourgain-Delbaen por

-n,:=l

onde o fecllo é tomado em ZI.

Teorema 1.6.13 (Bourgain-Delbaen, l7, pág. 166-1761) $dam a,b rzámeros reais

T)os'lti'uos. Então as segui'ates a$rwlações são uerdctdeirus

1. }'=,b é um rm'espaço separa'ue/

2. ya,b não corztém cópia de Z?t

3. ya,b rzão corztém cópia de c.

4. }'=b é ísom071/o ao espaço Z?t

5 Para cada a .Hxo, se b' > b então Y..b não é {somorfo a um svbespaço de Y...b.

Observação 1.6.14 Existen] nauitas aplicações do método de Bouigain Delbaen, utiliza-

dos para construir espaços qujo dual é isonlorfo ao espaço l?i com propriedades particulares.

Entre outros exemplos, destacamos a(lui o método desenvolvido por Aigyros Haydon em l31.

Len-tbicmos plilileiio club um espaço clc Baiiacll X de distensão in6nita. é lieieditaiiamente

indeconlponível (HI) se nenlllunl subespaço de X é solda diieta de dois subespaços de di-

mellsão infinita. Aigyros-Haydon constioenl um espaço de Banacll X o qual é HI ( portanto,

sem base incondicional ) e qujo dual é isoniorfo a ri.
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Teorema 1.6.15 (Argyros-Haydon, l3, Pi'oposição 5.11, Teorema 6.161 ) EzásÉe

um es'paço de Band.ch X tal que

l X é tLn-L C«:-es'pa.ço seT)ü'ráTlel

2. X é Aeredãtahamerzte {ndecomponz'ueZ

3. X* é {somorfo ao espaço €1

Finalizainos a seção lembrando a seguinte definição

Definição 1.6.16 (Banach, [4, pág. 117]) Dados espaços de Banacll X e y, dizemos

que são de diillensão linear incomparáveis se X não contém subespaço isomorfo a y e y não

contélll subespaço isomorfo ao espaço X



Capítulo 2

Sobre o isomorfismo de JV(X*,ye) em K(Xi',y'Z)

Neste capítulo trataremos o primeiro objetivo de nosso trabalho, o isonlorfismo entre o

espaço de operadores nucleares .V(XÀ, ye) e os subespaços de K(XP, y'z) para todos os or-

dinais iz, r7, .X, e. VaDIos também estudei alguns casos de especial interesse como é o caso enl

que y :: c., y :: ZIP com 1 < p < (x) e X = y :: R. Nestes casos, mostraremos que de fato,

não existe subespaço de Á:(XP, y'z) isomorfo ao espaço ./V'(XÀ, ye) para todos os oidinais

ÀI Ç l Ftl'il.

Iniciamos o capítulo provando uma. relação enfie os subespaços cle X' e os subespaços de

X. O ptóxiillo leRIa mostra que, pala alguns espaços de Banach .X todo subespaço cle X' é

unl subespaço de X

Lema 2.1 Seja ci um ordãnal ãn.anito e X um es'paço de Bavtach tat que Xa é {somorfo a um

shbespaço de X. Se H é isoTTLorfo Q blli subespüço de X' e não admite subespaço isomorfo

no es'paço c., eTttão H é isbn-Lorjo a bm s\bes'paço de X

Prova. Suponhamos cine H seja isonloifo a um subespaço de X'. Pelo item 2 do Teoienla

1.2.31, existe n C lq tal (lue H é isomoifo a. unl subespaço de X" ou .17 admite cópia conl-

plei[[entada. de c. en] X' . Conho .f:í não aclnaite sul)espaço ison]o]fo ao espaço co, segue blue

.ll/ é isonloifo a um subespaço cle X". Como Xa é isoilioifo a um subespaço cte X, temos

que X" é ison]orfo a un] subespaço (te X. Portanto, .H é isonloi-fo a lula subespaço de X. H

O p[óxinio teoienia niostia. nosso primeiro insultado importante na qual tem-se un] critério

29
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pa-ra cleterilainai se existe um subespaço de K(XP, y'z) isomorfo ao espaço .V(XÀ, ye) para

todos os oidinais infinitos A&, 77, À, {

Teoi'ema 2.2 Seyízm À, ÉI, {, r7 ordánais ã7t/inatos c X, y espaços de Banrzc/i [aás que X* ou y

l,unha. a. propr idade de aT)ro=imação. Se X* é isovíLorfo CL um shbespa,ço de el. e (5.=.\ e':.3\

não é ã,somorfo n unl snbesl)aço de Ktc.. Y), ente,o

.v(x', vq /, x:(x", }''"). (2.1)

Prova Suponhamos que exista uill isomorfismo sobre a imagem

r : .v(x*, }''e) --, K(x", }'o)

Primeiramente, se X* tem a propriedade de aproximação, segue, pelo Teorema. 1.4.3, que o

espaço Zi(lO, al)â«X* tem a propriedade de aptoxilnação. Pelo lsonloifisnlo 1.4.5 vemos club

Z](lO,cll,X*) tem a proptiedadc de apioxilnação. Pela Equação 1.2.1 temos (lue (R')* --

Zli(lO, al), e poisa.nto, IR' tem a propriedade de aproximação. Logo, se y tem a. propriedade

de aproximação, segue, pe]o Teorema ] .5.2, que R'e)cy tem a propriedade de apioxiniação.

Assim, pela Equação 1.5.2, obter-tos que y" tem a propriedade de aploxinlação. Portanto,

podem-tos usar a Proposição 1.4.17 pala concluir que

.V(X*, }''0 «' (X*)*(à.r( -- gi (lO, .XI, X*)â«}'''e. (2.2)

'Rogando no argumento anterior a expressão operador nuclear e produto tensolical projetivo,

por operador compacto e produto tensoiial illjetivo, respectivamente, concluímos (lue

K(x", }'''") -.' r:(to, pl, x*)(à.}''" (2.3)

Como À é un] ordina] infinito, segue do ítenl 4 da Proposição ] .3.4 que Z?] (lO, ÀI) é isomoifo

a um subespaço complementado cle Zi(lO, ÀI, X*). Além disso, é óbvio que }'( é isotlloifo a

iun subespaço complementado de y(. Logo, pelo ítelll l da Proposição 1.4.7 concluímos cine

zl(lo, ÀI)ã«}''e -L gi(to, .xl, x*)ã.ye. (2.4)
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Pela lsonloi fisnlo 1.4.5, segue blue

éi(lO, .XI, V9 -:» Z'i(lO, ÀI, X*)(â.ye. (2.5)

Pela Obseivaçào 1.2.30 tenros que c. é ison]oifo a un] subespaço de unl-K, X) para qualquer'

conapacto dispei'se /(, portanto, Zl:, -a c. -a y(. Assim

-+ r. ( lo, ,x1, }'''9

Substituindo a Relação 2.6 na Relação 2.5, ven:los que

>l: r:, 1 -- r:(lo, ÀI, x*)'ã«y'.
'r2, ==

(2.6)

(2.7)

Além disso, como X* é isomorfo a ul l subes])aço de Z?i, segue pelo ítenl 3 da Proposição

1.3.4, que ZI(lO, /&l, X*) é isoniorfo a unl subespaço de Zi (lO, pl). Logo,

z:(to, A.l, x'':)â.}'''" --, r:(to, pl)ã.}'''". (2.8)

Pela Relação 1.5.6, vemos club

z:(to, A.l , x*)ã.}''" --, lr:(to, pl)ã.}''l'. (2.9)

Usando as Relações 2.2, 2.3, 2.7 e 2.91 obtemos que

)' r:, l -- .v(x*, }''q -- x:(x", v") -. lr:(to, pl)ã.}'''l".
n,=1 / l

Segue, pelo Teorema 1.3.5, (lue (>,' 1 r.): não coliténl subespaço ison'torfo ao espaço co-

Aléin disso, pelo item 2 da Proposição 1.3.4, o espaço Zll (lO, itl )(à.y é isonloi fo a seu quadrado.

Logo, o Lenda 2.1 e a Equcação 2.10 nos permitem concluir (lue, oI'' l Él" ): é isomorfo a un]

subespaço de di(lO, /tl)(â.V. Como o espaço (>ll:l=:: e:.,). é un] espaço separável segue, pela

Pi'oposição 1.5.3, c]ue existe Lun subespaço se])ará\rel .Zo cle y, tal club

> lam 1 ---, r:ã.Z. -a z?:â.}'' - K(c., y)
l

(2.10)

(2.1 1)

Uontialiaiido a l)ioótese
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Observação 2.3 0 caso X = y e y = R é de particular interesse. Neste caso, é bem

conlleciclo que o produto tensoiial injetivo rl(lO, /zl)ã.y é isonloi fo ao es!)aço Z?t (lO, /ll) ( veja

j13, pág. S51). Observando a prova do Teoien-ta 2.2, vemos que o lsonlorfismo 2.11 se escreve

cOlHo
/ oo \

\. r?=1 / l

Pela Observação 1.6.2, temos que o espaço (>1,,,.l rZ,)i contém g:., unifoinlemente. Disso e

da Equação 2.12 segue que Zli contém Zik tu:tifornlemente, contiaiiando as Proposições 1.6.5

e 1.6.6

Isso prova- blue o I'eoiema 2.2 é válido pata os espaços X :: y :: IR. O niesnio argumento é

válido para X, y espaços de dimensão finita. O seguinte corolário está piovaclo

E --» Élté:, (2.12)

Corolário 2.4 Sejam À, /&, e, 77 ordãnaás ãnázzitos Ev} tão ,

.V(R*, RD # K(]X", R")

Observação 2.5 0 Coi-olário 2.4 generaliza um resultado cle Samuel em l57, Teorema 2.3,

pág. 0671, já que não fazemos nenliunla llipótese sobre os ordinais como é o caso no iefeiido

antigo, eni club é assumido que os ordinais À, É&, e, r7 são enunleiáveis.

Observação 2.6 Se y é o espaço c., então decorre da Proposição 1.5.6 e do lsonloifismo

1.5.3 que

K(.., ..) -. ..(z«).

Logo, pela Proposição 1.3.17, temos que

# K(.., c.)

Poitant,o, o Teoienla 2.2 é válido pata. y = c. e X* isomoifo a uni subespaço de Z?i. Isso

implica cine

.V(X*, 'Ê) # JC(X" , .:),
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pala X* --} rl e todos os orclinais infinitos À, e, É&, ?7

No próxin[o t.eoienta, mostramos que, ]io caso que y com 1 < p < oo, (>1:=:. rk). não

é isonloifo a um subespaço de ?i6).y

Teorema 2.7 $e l < /o < (x), então

Pt'ova. Suponlla que exista um isomot

Pela Proposição 1.5.16, existe un] isonl

espaço FP(Zi )

Isso implica que

$

existe um i\4 >S l ] l

'z l p':õ.',

cismo sobre a imagem entre (>ll:=:. g:,)i e riã.g,

)rfisnlo 7' sobre a. imagem entre (>'" 1 Zl" e o

U tcâ.l q

tll«il $ 1r"ll $ -A/ l«ll,

pala cada z C (>:=:: 1':,)] A dehnição de a« : SI',(éli) + Sé'.(gi) (veja Definição 1.5.13)

e o fato que EP(Zli) é um subespaço fecllado de Sl?.(I'i), mostram que

(2.13)

(2.14)

Onde Zll©.....©Z?: denotaasonla diretadeZ?l com a norma ll(zt, zu, ..., a;,.) l = (>ll:j':: llzj :)Ê

e rrz c N. Pela Proposições 1.6.5 e 1.6.6, sabemos que Zli não contém 1?:., unifornaenleltte, e já

que Oll:' l Zl" )i contém #:, unifoinaemente, segue, pela Relação 2.14 que P,. o T não é uni

isomotfisillo sobre a inlageni, pala cada m C N. Seja 0 < c < 1 e m] = 1. Clonio /),.. oT

não é un[ isomotfismo sobre a imagem, então existe zi C (>ll:=:: 1?K,)l cona llzl = 1 tal cine

a«. o Tz- ll < «ü« {ã)i7' ' }

p,«(6,(z:)) - e: © ..... © r: -., r:.

(2.15)

.Pelas desigualdades 2.13 e 2.15 vemos clue

Tzi E..Tzill? Tzi IPm.7';- ll > i c l l l
ãM'> M' (2.16)
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Já club Tzi C -Fp(éli), existe m2 > m] tal que

8«,(Tzl) Tzl < r.

Onde r = llrzi p,«.(7'.zi)ll 5h-. Isso implica que

p,.,(r;-) .r:h.(Tz.) ? 8,,.(r;«) r,:l lr;: i::h,(7';-)

e.. (r,:) I';: l «
l c

2A4 ' 2A4

Portanto, podemos escolller m2 > rrzi tal que

&.,(7'*-) Pm-(r;«)ll>lãh ' l7';- Pm:(r'-) <"'i:'lãh,$}. (2.18)

Considei'ando H«: o 7', temos que existe um z2 C (>," . Z?:.,)i tal que

z2ll = 1 e jlPm,(Tz2)ll < nünlãjjZ'b}

Usando o n[esnao cálculo que fixen[os pata provar 2.18, cona /),«, o T

concluímos que existe m3 > nz2 tal que

IPm;(Tz2) Pm,(7'zu)ll > ' e ll7'z2--Pm,(Tz2) 1< nünliãh-,ã}

Usando indução, concluímos que existem seqiiências (ze)k?i C (>1:=:. r:.,)i , (mzk)k?i C N

tais que são verificadas as relações

no lugar de oTf

(2.17)

i) ll.rt.* (r;k)ll < #

ii) ll(p,«*.. p,«*:)r;x: 1 > 5h-

üi) llr;« ,r3,,.,.rzkll < ãh
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Consideremos, pala cada A; C N, os elementos

Pm*)(r;*) e A.A. (2.19)

Vemos que, se escicvenlos u,x; = (mk,z)z?i, cntã.o lok,f = 0 pala. Z = 1, 2, ...,rrzx; e / 2 nz;.;+i+]

Portanto, a seqiiência (mk)k?i é disjuntamente suportada. Pelo primeiro e segundo itens

do parágrafo acima, segite inlecliatamente que (mk)k?i é uma seqiiência senti i-Lorntalizada.

Além disso, para cada k C IV temos que

r;* ««ll< Õil=-. (2.20)

Pelo Teorellla 1.3.14, poclenlos supor que (passando a subseqiiência se for necessário) (zt)k2i

é fracanaente de Cauchy ou (zx;)k?l é equivalente à base canónica de gt.

Suponllamos prinleiranlente que (zÁ,)k?i seja uma seqiiência fracamente de Clauchy. Como

(>ll:=:.rk)i tem a propriedade de Schur, temos que (zx;)k?i converge en] noinla a um

z C (>'" lr" ):. Portanto, 7'zx: converge a 7'z. Além disso a desigualdade 2.20 mostra

que (pk)k?i converge a zero. Logo, (mX:)k2:i converge a 7'z. Como (mx.)t2:i é disjuntan:Lente

suportada, pelo ítenl 2 do Teorema 1.3.19, segue que ('mx.)k?i converge a zero. Portanto,

Tz = 0. Entretanto, a noinla de Tz satisfaz a desigualdade 2.13 o qual é uma contradição.

Se(zk)k?i é equivalente à base canónica de Zli, então a desigualdade 2.13 mostra que(Tzk)e21

é equivalente à base ca.nõnica de l?i. Logo, pela desigualdade 2.20, concluímos que

. 'n ll n

-ÜEI«:i ? E«.«,.i-l llá-l

:«:l';: >1:«;P';. «,J
í=i ll llÍ=i

. 'n. /}

2 .{EI«: .Ei«.á-l {-l
/ . \ T?

? E aál,

n

l2.

(2.21)
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para quaisquer al, a2, ..., a. escalaies e À é a constante básica de (Tzx.)x.?i como seqiiência

e(luivalente à base canónica cte gi . Usando estas desigualdades e o fato blue (me)k?i é semi

normalizada, segue que pala e suficientemente pequeno, a seqiiência u/; = lIgUE é e(luivalente

à base canónica de Z?l. Além disso, poi definição de (ux.)k?i, temos

l-Z::h.,: .F:h.)(«,k) = uk vk> l e uA 1 = 1 Vk 2. 1. (2.22)

Consiclerenlos agora a piojeção C?,, : Sl?.(Z?i) - SI',(Z?t), confotnle à Ecluação 1.5.9. Usando

(lue /o > 1, o ítenl l da Proposição 1.5.19 e o fato que (ux;)k?i é equivalente à base canónica

cle Zll, obtemos que para todo rz C N a restrição de Q. ao espaço linear fechado gelado por

{ui : ? 1} não é um isomorfismo sobre a imagem:n. Portanto, toillanclo nl = 1, vemos que

existe kt C N e uÍ C luklÍl:i tais que

«ill- l e llÕ«:(«{) < ;

Pelo item 2 da Proposição 1.5.19, podemos escolllei n2 > mi tal club lui Q«,(ul) < !. Da

n[esma forma, a restrição de Q«, ao espaço linear fecl]ado gelado por {uk : k ? 2} ]]ão é un]

isomoi-cismo sobre a iinagenl. Portcanto, existe k2 :. 2 e ul! C luklk' 2 tais que

«l; 1 - 1 e llÕ«:(«1:)11 < ;

Pelo item 2 da Proposição 1.5.19, podemos escolher ns > n2 tal que ?;l: Q.,(u2)ll < ãz

Usando indução, encontramos uma seqiiência básica de blocos (uÍ;)k?i tal que veii6can:t as

relações

i) llc?..: («Í;) pala todo # C N

ii) l(Q«*. . c?«* )(«Í;) «Í; l < 1;ç-

Definindo

(Õ

(Q

17A'+l

n,A- + l

Q

Q

« .)(«1)

)(«L) l
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Vemos blue lmX;l = 1 para todo # C N. Além disso, pela definição de Q., segue (lue

(Q«*.*. Q,,*)(«1) - «Í: (2.23)

Da nlesnla foinia que fizemos pata piovai que (o/.;)k21 é ecluivalenLe à base canónica de l?i,

prova-se cine (toÍ:)k?i é ecluivalente à base canónica cte Z]. Usando as Equações 2.22 e 2.23,

vemos que existem seqiiências cle inteiros crescentes (Nk)k?l e (À4k)k?i tais que

«,Í; - (PA.~.. : / *.)(«L) - (Q«..~*. Q~* )(«1) (2.24)

Então, pondo wÍ; = (wk,j,l), teilaos que os subílldices A, .j, Z satisfazem as desigualdades

JVI.; + l $ .j $ Nk+l , A4ü + l .$ / .$ .A/k+l

De fato, a condição sobre .j é detetnlinacla pela ptimeiia identidade de 2.24 e a condição

sobre / pela segunda identidade cle 2.24. Seja q' = (üi)í>i C gi «' Zl- e denotando poi ©k o

ele«:e«to(0, 0, ....., 0, @«.~. ", ....., q'",*. ., 0, 0,.....), te«-os

q' (««2:,: ) <(Qt, @2, '''),(Wk.i,!)(A/~+l)$Z$A/k+- >

ÜA'/k.+l -'W(k,í,A.f*+l) + '''''. + j\ t+:.m(k,i,A

<@~, (««L,:)> - u''(«,í;,:)

e

<ü*, ««Í,,.>1- $ 1 w~ I" *«Í;,:ll'. (2.25)

Temos que,

>l: @(«1,:)'
{ =Arl:: + l

©*(-«í;,:)I'

@"ll' >1:
á :: /VA- + l

Wkllp.

< P
'ml;.í

< (2.26)
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Portanto, usando as Relações 1.5.7, 2.26, 2.25 concluímos que

./Vivi \ ;

$ s"p'l l }:l".I' }: la'('«Í,j)I'
.j=Arl+l

i
«.- @'ll'

suP

suP

n JVz+i

:: «.I' >: lq'(««Í,j)'
Z=1 .j=./Vz+l

;E.« $ «. «;,,) ') '
]

n.

E $'C BzT-, B'.

ü c B'.

$ suP

l
n \ l

E«.'
/-1

onde al , a2, ..., ari são escalei'es quaisquer

(2.27)

Poi outro lado, coillo wÍ; 1 = 1, veillos que pata cada k C IV existe pÁ: C 1?1 tal que

>l: ip«(«'L,:) ' - l
{=.Ah+i

Consideremos os elementos gk(pl;, pÉ, .. ...., pÍI'~, 0, 0, .) C g. e

ü - (wt''''',.p"':' , wl'''',p!'':'',.p"'',' , PAGA.+l ....,PA,'''+:,0, 0, 0,

Um cálculo semelhante aquele feito pata piovai a. desigualdade 2.25 nlostia que

px;(wÍ;). Portanto, tomando z* = Q na Definição 1.5.7 nos dá que

\ }'
l

«.' }l: lq'('wÍ,j)I"
.j=wl+i

NZ+i 1 / n \ IPv

«.I" E «*('«;,«.)I'
.j = ./\rl + l

q'(««í;..) -

suP
lz*ll$1

>
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:$
N'l+i

«.' >1: ip.(.«Í,j)I'
.j=.Ni+i

/ «. \ ;

Assiili, pelas desigualdades 2.27 e 2.28 concluímos qlte (wl)!?i é unia seqiiência equivalente

à base canónica de l?P, contrariancto que (mÍ)121 é equivalente à base canónica de Zll e 7) > l

? E!«,'
\

l

P

>

(2.28)

Os Teoremas 2.2 e 2.7 nos pennitenl concluir nula melhora do Cloiolário 2.4

Teorema 2.8 (Generalização e extensão de (1)) gelam À,p,e,77 ordãrzaás ánánãtos e

X, Y es'paços de Büítach tais que X* é isoTnorjo a u'rn, sabes'paço de e\, Y é unl sobes'paço de

ZP com 1 < 7) < (x). Erztão

.N'(X*, }''e) /, K(X", y").



Capítulo 3

Sobre o isomorfismo de K(X*,yq em Ar(XP,y'7)

Neste capítulo, trataienios do isonlot cismo entre o espaço de operadores compactos K(XÀ, yo

e os subespaços dos espaços de operadores nucleares .V(XP, y'7). Nosso objetivo principal

llesta seção é provei que os espaços K(XÀ, ye) e .V(XP, y'v) são de dimensão linear incon)

parável, pata espaços de Banach X, y tais que X* é isonloifo a um subespaço de Z?i e y um

subespaço de 11P cona 1 < 7u < oo.

Tatnbém vamos introduzir o conceito de Mo-espaço. Este conceito é inipoitante pala o cle

senvolvimento dos teoreillas principais de classificação isonloifa dos operadores nucleares,

conforme estudaremos na pióxin:ta seção. Forneceieinos alguns exemplos importantes destes

espaços, conforme Bourgain Delbaen l71 e Aigyros Haydon l31

Na próxin)a proposição, vaillos utilizar um argtunento semell:tente aquêle usado poi lembra

nos e Mendoza en] j10, Proposição 3, pág. 41 para ilaosttat tuna caracterização dos subespaços

de Zi(N, X) isonaorfos ao espaço c.(Z?i).

Proposição 3.1 Se c.(Z'l) é ãsomoz» a um suZ,espaço de ri(N, X), então e2;êste nz C ta/

que c.ÇeÜ é isoTTLorfo a, um subespctço de X"

Prova. Seja '7' : c.,(ZI) + ri(IN, X ) um isomoifisnio sobre a iincagen] e tome ]\4 > 0 tal (lue

-; 1«11 $ 1r"ll $ mll«

e para cada m c N, considerenaos C?,« : Zlt(IV,X) H ZI(IV, X) poi Q,«((:««)«?i)

onde 3/. = z. pala cada rÀ .$ m, e y. = 0 pala n > rrz. Suponhamos cine pata cadca rz C IV

41
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c.(Z?i) não seja isonloifo a una subespaço de X". Definimos a« : c.(?i) + c.(l?i), por

e,,((zi){?i) = (yi)iàl; onde y« = z« para cada m $ m, e g. = 0 pala cada rz > m. Temos

que,

Q,. (r:(N, x)) -' x"', (3.i)

para cada m C N. Seja / o operador identidade de c.(ri). Pela. definição (te c.(Z?i), segue

que se (z«)«?i é unia seqiiência em c.(ZI), então qualquer subseqiiência cle (z«)«?l tambéna

pertence a c.(Zll). Em particular, (/ E«)(z) (zj):j2:,«+i peitelice a c.,(Z?i). Portanto,

(-r P«,)(..(Z*)) -.' c.(g«)

Como c.(ri ) não é isomorfo a um subespaço de X" pala cada n C N, segue, pelo lsomorfisnlo

3.1, que (Q. o r)l(/ H.)(c.(Z-)) não é uln isomoi'flsn)o sobre a imagem, pai'a todo m C N e

kc N. Portcanto,para#i ' {l} e c {ih, } existeyl C (/ Pk)(c.(Z?i))com yill =l
tal qt:e Q«:(ryi)ll < c. co«lo Pk. é u«.a piojeção, e«tão &:(y-) :: Pk.(-r Pk.)(3/:) ::: 0.

Logo

ii:« -B(g/-) - li«- (& a.)(y-). (3.2)
3--+ <yõ 3 --+ oo

lssoinlplicaqueexistek2 > Ai talclue l(Pk, Pk.)(yi) yi 1 < 1}. Pondozi )(yi),

temos que llzi ytll < i. Além disso, zi satisfaz as clesigualdacles

i) l.: ? llly: 11;- 3/«

ü) 11;- $ 1

iii) Q,.(r.:) $ .

Temosque llTzi l ? l lzl 1 > 3 . Disso,

) l l

lr;: Q,..(r;:)l ? l7''« - llQ,«:(7';-)ll ? ãh ãh-S©

4A/

(3.3)
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Como linl,... Q.(7'zl) 7'zi, segue que existe m2 > m: tal que

Tzi --Q.,(Tzi)l < lllinlr,ãM'p} , onde r- llTzl --Q«:(Tzl)

Logo, existe m2 > lni tal que

2Ã/

Q.:(Tzi) Q«.(7'zi) > Q,«.(Tzi) 7'zill C?,«,(Tzj) Tzl

? r.: Q,..(7';:)ll -"- Sh

Podemos tan-tbém escolher o m2 > rrzi tal que

I'.- Q«,a;011««-i«{m,»}.

Da mesma forma, tonlanclo c :: min {ãh, 1 } , k2, 7n2, vemos que existem Aa > k2,

z2= (Pk3 Pk,)(ye) e Í < llz2ll $ 1 em3>rrz2 taisque

llr;, Q«;(r;,)ll<«'i«{Ê#, i}
Logo, usando indução segue (lue existeill secliiências crescentes cle inteiros (Éj)j?i,

unia seqiiência (zj)j;:i eill c.(Zll) tais que

(3.4)

z2 tal que

(mj)j2:: e

1. ;.j - (Pk,,. Pk,)(yj); il < .jll $ 1

2. c?«,...(r;J)ll < Ú

3. (Q«.,,: Q,«,)(rz:j)

4. l rz:f Q,«,...(rzj)

Considerando pala cada .j c N

-«j - (Q«,,.. Q,«,)(r;j) m.j (3.5)
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Temos que (wj).Í?i é unia seqiiência disjuntamente suportada. Além disso, pelos itens 2 e 3

do parágrafo acima, temos clue (m.j).j?i é tuna seqiiência. senti normalizada, e portanto (m.j).j?i

é e(iuívalente à base dos vetoies unitários de ri. Denotanlos por À > 0 a const.ante básica

de (w:f)j?i. Pelo ítent l clo parágrafo acima., vemos (lue (zj)j2i tanlbénl é unia. seqiiência

disjuntanlente suporta(ta e gemi normalizada cte c.(Zli)l portanto, pelo ítenl l do Teoreiala

1.3.19 (zj).j?l é equivalente à base dos vetoies unitários de c.. Por outro lado, os itens 2e

4 do parágrafo acima implicam

Tzj m.í

$ rzj Q«,,...(rzj) + llc?«,(r,j)
L 1 3 1

$ ãn + D < ãã::í < ãn

Logo, pj > 0 quando .j --+ oo. Portanto, podemos escolhem Ài < tal que pj < .Xi pala

cada .j C N. Temos que

IA.j l

.> 1«:7',.

n. ll ll n

>: «:«,. - >:«:F;: .«J
í=1 ll llÍ=t

.i 'n. r?. 'n.

}:i«:l õ- }: «:l ? õ>ll: l«:,
{-l {-l {-l

para quaisquer escalaies ai, a2, ..., a. . Isso nos permite concluir que (Tzj).j2i é uma seqiiência

equivalente à base cailõnica de Zll, além disso T é um isonlorfismo e (zj).j?i é equivalente à

base canónica cle c.. Estas afiinlações contradizem o Teorema 1.3.5

Z

Podemos agora passai estuclai a iclação enfie o espaço X:(XÀ,yD e os subespaços de

.V(XI', yq). Pala. isso, intloduziillos a. seguinte dehnição.

Definição 3.2 Um espaço de Banach X é dito Mo-espaço, se .A/(X, y) é isomolfo a uill

subespaço cle .V(c., y), pata cada espaço de Banach y
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Observação 3.3 0 conceito de Mo-espaço é inspirado na seguinte consideração. Seja X

un] Mo-espaço e consideremos y = R. 'lnec)los que y tem a propriedade de aproximação.

Portanto, pela Proposição 1.4.17, vemos que

.V(X, y) - X*ã.R - X* e .V(c., }'') - .=â«K - r.

Assim, como X é um Mo-espaço, então X* é isomorfo a um subespaço de Z?i. Nós, não

sabemos se a recíproca é válida, isto é, se cada espaço de Banach X com X* -+ gi é um

Mo-espaço. Entretanto, se X é um espaço de Banacll com X* isomoi-fo ao espaço rl, então

X é um Mo-espaço. De fato,

.V(x, }'') «., x*â,}'' ,- #.â.}'' - .:ê).r ''' .V(c.,, r)

Exemplo 3.4 Cloro todo espaço de Banach X cona X* isomorfo ao espaço l?i é um Mo-

espaço, então o exemplo construído na Definição 1.6.12 ( espaços de Bouigain-Delbaen ) é

um Mo-espaço separável que não contén] cópia de c. nem l?i . Tantbénl o espaço construído no

Teoienaa 1.6.15 é um Mo-espaço liereditarianlente indeconlponível (Aigylos-Haydon). Poi

tanto, o exemplo construído no Teorema. 1.6.15 é um Mo-espaço sem base incondicional.

Teorema 3.5 Soam À, É&, {, 77 ordãnaãs ánámãtos e X, y espaços de l?arzacÀ Zaás que X* ou y

Lem a, propriedctde de aproximação, X é um No-es'paço e Y niio covttém, sut)es'paço 'tso'n\orla

a C\ . .E'ntao

K(x*, }''9 $ N'(x", }''").

Prova. Sejan] X,y espaços de Banach com X u]]] Mo-espaço e Élt #> y. Suponl:ta que

existem Oldinais À, p, e, 77 tais que

K(X*, }''e) -a .V(X", y")

Como X* ou y tem a propriedade de aproximação, o início do piinleiro parágrafo da cle.

nlonstraçã.o do Teorema 2.2 mostra que

K(X*, ye) - r.(lO, .XI,X*)ã.}'C e .V(X", y") -' r«(lO, pl,X*)â«}''. (3.6)
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Dado que c. é sempre isomorfo a um subespaço de ye ( Observação 1.2.30 ), pelo ítenl 4 da

Proposição 1.3.4, vemos que

é:'ã.c. -a é] (lO, .XI)ã.}''( --, ri (lO, ÀI, X*)ã.}''(

Portanto, pelo lsomoríisino 1.5.3, temos que

..(z':) --, r: (to, .xl, x*)â.}'''e.

Pot outro lado, a Equação 1.4.5 implica que

r:(to, pl, x*)â«y" -' r:(lo, i.l)ã«(x*ã,v")''» é-(lo, pl, x*õ.}''').

Como X* ou y tens a propriedade de aptoxin]ação e X é un] Mo-espaço, então

X*ã.r" «., .V(X, y") --, .V(c., }'') - r:Õ.}'''"

(3.7)

(3.8)

x*(â.}''" --, r:(m, r'').

Usando as Relações 3.6, 3.8, 3.9, e o item 3 da Proposição 1.3.4, obtemos que

K(x*, }'''e) «' z.(lo, .xl,x*)â.}''(

-a Z-(lO, pl,X*)ã,V"

z- (lo, pl, x*ã.}''')

-- z-(lo, pl,z: (m, }''''))

z:(lo,i.l, }''')

(3.9)

Já que c.(ZI) -+ X:(X*, ye) então,

c.(g-) --, g: (lO, /.l, }''") - é- (lO, l.l)â.}'''''

Lvel, Dela Pi'oposição 1.4.13, existelll subespaços Yn de y'7 e Z. deComo c.(r.) e separn
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Zli(lO, pl), tais que yo, Zo são separáveis e

c.(g:) --, Zoã«yo 'H é- (N)ã.r" - e:(N, }'")

Isso nos permite concluir, pela Proposição 3.1, que existe rlt C N tal que

..(r.) -o (}''"y" - }''''"

Portanto,

Z« --, c.(r:) --, }'"'" - C'(it, qml, y).

Alélla disso, como c. não é isomorfo a lul-l subespaço de l?i, então, pelo item 2 do Teorema

1.2.31 tenros que existe # C N tal que l?i é isomoi-fo a un] subespaço de yk. Portanto, Éli é

isonloifo a um subespaço de y ( Observação 1.2.29 ), contrariando a hipóteses. H

Coi)lo já observallaos, podemos substituir no Teorema 3.5 a expressão X é lun Mo-espaço

por a expressão X* é isomorfo ao espaço Éli. Além disso, como g, (l < p < oo) não contént

subespaço isontoifo ao espaço Z?i, então é possível aplicar o Teoien-ta 3.5 para concluir o

próximo teorema.

Teorema 3.6 (Gerei'alização e extensão de (2)) Sigam À,p,e,77 ordãrzaás nánátos e

X. Y espaços de Ba.vtctch tctis que X* é isomorfo ao espaço e\ e Y' é 'üm subesT)a,ço de tP corri\

1 <: p < oo, emZ:czo

K(X', }'''D /, N'(X'', }'''l)

O I'eoiema. 2.8 e o ina 3.6 inlplicanl inlediatanlente o seguinte iesultaclo

Teorema 3.7 Seyrzm À,p,e,r? ordãnaãs ãnánãíos e X, y espaços de Banana tais que X* é

ãsomorl/b ao espaço Zi e y é um subespaço de l?P corri 1 < p < oo. /çntâo .A/'(XÀ,ye) e

ICÇX}' . Yn ) sõ,o espaços de dimensão tàTtear àncom'pnráue\.



Capítulo 4

Sobre a classificação isomorfa dos espaços JV(XÀ, y{)

Neste capítulo, estabeleceremos a classificação isoniorfa dos espaços de opeiadoies nucleares

JV(XÀ,ye), para uma. ampla classe de espaços de Banach X e y, dando ênfase especial à

classe dos espaços de Banach X cujo dual é isomorfo a um subespaço de Zi, c para y os

subespaços de ZP coili 1 < p < oo. Também vamos introduzir os #i-espaços e .A/.-espaçosa

e discutiremos alguns aspectos importantes destes espaços.

llticialmente, provaremos dois resultados úteis pala entender a estiutuia dos subespaços de

1?-(1',X), gi(I',X) . c.(I',X) isomorfos aos espaços rm(/), Z:(/), c.(/), despe'vivamente,

onde li'l < 1/1.

Lema 4.1 Soam /,J congunlos á7zánifos faás que / é não enumeráueJ e l/l > IJI. Se

e..(J,X) contém ulrl subesT)aço isomorfo a e.(.1), então ezãste um subconjuTLto F de l com

i'l t«J q«e Z.(1') é ásomorlo « «m .«be.p.ç. de X.

Prova. Suponhamos primeiramente que 1/1 seja um cardinal regular. Sejam T : g.(/) --,

Z-(J,X) um isomorfismo sobre a imagem, e (ei)ícl os vetores unitários de Z-(/), isto é,

ei(k) = 1 para { = k e ei(k) = 0 para á # k. Temos que existe um M > 0 tal (lue .A4 $ 11Taçl

para cada z c /-(/) com llzll = 1. Fixado t c J, definimos -& = {{ c / : { < llT(ei)(t)ll}.

Vemos que para { C / existe um .jo C J tal que llrei(.j.)ll > w. Portanto, { C U.CJ /E. Logo,

/ = UtcJ /t. Como 1/1 é regular, pela Proposição 1.1.3, existe um to c J tal que l/t.l :: l/l.

Considerando a aplicação Pt. : r-(J,X) dada por Pto(p) = p(tO), e a aplicação

L = Pt. o T, vemos que .L é um operador linear limitado de Z-(/) em X tal que llZ,e€11 2 M

49
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para todo { C /t.. Portanto, o Teorema 1.3.2 implica que exi

com l/ll = 1/t.l tal que .LI.r: é um isomorfismo sobre a imagem

Suponhamos agora que o cardinal de / seja singular. Pela Proposição 1. 1.4 existe um ordinal

limite À tal que 1/1 = NÀ. Como IZI < 1/1, vemos que existe um conjunto A Ç / e um ordinal

P < À tais que IAI = NP+i e IZI < NP+l < 1/1. Portanto,

ste um subconjunto 0./l de ./t

Z«(A.) --, ?-(.r) --, r.(J, X)

Já que NP+i é regular ( por a Proposição 1.1.4) podemos usar o caso regular para concluir

que existe um subconjunto At de A com IAi = Ni tal que Z.(Ai) é isomorfo a um subespaço

de X, como queríamos. H

O Lema anterior admite um correspondente no caso de ri(J, X) e c.(J, X)

Lema 4.2 $eOam /,J c07Üuntos {7zán tos fa s que / é nâo enumeráueZ e l/l > IJI. São

válidas:

1. Se Z:(/) é ãsomor$o « «m ;«Z,e.p«ç. «mpZemenf«do de r:(J,X) então e«isto «m «Z,-

co«j&«to I' de / ««. lrl = N: t.Z q« e:(1') é ü.m.r$o « «m '«Z,e'p'ço «mpZement«do

deX

2. Se c.(.r) é üomor/o « wm suZ,esp«ç. de c.(J, X) ente. e«isto um 'wbco«junt. I' de .r

«m lrl - N: t.Z q« c.(F) é ã«m.r$o « «m «Z,e'p«ç. d. X

Prova. Se ZI(/) é isomorfo a um subespaço complementado de Zi(J, X) então, pelo Teorema

1.3.1, temos que Z.(/) é isomorfo a um subespaço de /«(J, X*). Pelo Lema 4.1, segue que

existe um subconjunto I' de -r com jl'l = Ni tal que g.(1') é isomorfo a um subespaço de X*

Portanto, pelo Teorema 1.3.1 vemos que ZI(1') é isomorfo a um subespaço complementado

deX

Provemos o item 2. Pelo Teorema 1.3.1, segue que Zi(/) é isomorfo a um subespaço comple-

mentado de Zi(J,X*). Pelo item 1, temos que existe um subconjunto I' de -r com jl'l = Ni

tal que Z:(1') é isomorfo a um subespaço complementado de X*. Logo, c.(1') é isomorfo a
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um subespaço de X.

Observação 4.3 Observando a prova do Lema 4.2, vemos que no caso de Zi(J, X) foi preciso

utilizar a hipótese que Zi(/) seja isomorfo a um subespaço complementado de Zi(J, X). Nós

não sabemos, se o resultado contínua válido se a hipótese de complementado for retirada.

Entretanto, para nossos propósitos esta hipótese será sempre satisfeita.

Vamos agora provar que um subespaço de Zi(I', X') é, a não ser que contenha ri, um su-

bespaço de uma potencia de X'. Este resultado simples é muito importante no estudo dos

Ni-espaços e no estudo da classificação isomorfa dos espaços de operadores nucleares, como

veremos nos próximos teoremas.

Proposição 4.4 Secam X, .IJ espaços de .Banana faZ que .f7 é {som07$o a um subespaço de

Zi(I', X') com I' guaZguer c07Üumfo ánánãto e cr um ordena/ não enumeráueZ. -Então ou gi é

isomorfo a 'um subespaço de H ou existe um n C N ta! que H é {somorfo a, um subespaço de

Prova. Seja T : H X') um isomorfismo sobre a imagem e tome M > 0 tal que

Óllaçll $ 11Z'zll 5; Wllzll para z C -#. Consideremos a aplicação Pi : Zi(I',X') )I'l

por P/(p) = (g('y)),e/ onde / é qualquer subconjunto finito de I'. Temos (lue P/ é um

operador linear limitado com llP/pll 5; llpll para qualquer g C ?i(I',X'). Vamos supor que

PI o T não é um isomorfismo sobre a imagem para todo subconjunto finito -r de I'. Usando

os mesmos argumentos feitos na prova da Proposição 3.2 ( lembre que pela Proposição 1.3.4,

limo PJg = g ), segue que existe uma seqüência crescente (/i)kcw de subconjuntos finitos de

I' e uma seqüência (hk)kzl em -H com llükll = 1 para todo k € N, tais que

1. 1jPJ.I''hall 5; #

2. llÍP/...: - PI.)7'h.ll > à.

3. 11Thh -- Pr...TA.ll < ;:# Í
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Tomando Xk :: 7'hk e Yh = Pi.+: -- P/., temos que ljXi; Vkll < ãr e llYi 1 > ãM para

cada k C N. Se (Xk)kZi foi uma seqüência fracamente de Cauchy, como Zi(1') tem a pro-

priedade de Schur existe z C /i(I', X') tal que Xk ---» z em norma, e portanto, yh --, z em

norma. Como (Yk)kcN é uma seqüência disjuntamente suportada, então z = 0. Isto é uma

contradição, pois ll7'hk11 2 l Vk C N. Portanto, (Xk)kzt é equivalente à base canónica de

Zt, como queríamos. H

A Proposição 4.4 é particularmente interessante quando .f/ é um espaço RP para algum or.

dinal /3. Vamos destacar este fato no próximo corolário.

Corolário 4.5 $e RP é {som07$o a um swZ,espaço de Zi(I', X'), então eãsfe íi C N taZ que

RP é üomor$o a um subespaço de (X")"

Prova. De fato, pe]a Proposição 4.4, ou existe n C N ta] que ]RP é isomorfo a um subespaço

de (X')" ou Zi é isomorfo a um subespaço de IRP. Pelo item 2 do Teorema 1.2.10, segue que,

existe um n C N ta] que ]RP --, (X')". H

Vamos agora tratar de um conceito semelhante ao de Mo-espaço

Definição 4.6 Se I' é um conjunto de cardinalidade NI e y é um espaço de Banach qualquer,

dizemos que X é um #i-espaço se

g: (F) '= .N'(X, }'') então Z:(1') & }'

Observação 4.7 A pergunta natural que surge é se existe uma relação entre Mo-espaço e

Mi-espaço. De fato, sejam X um Mo-espaço e I' um conjunto infinito de cardinalidade Ni.

Suponhamos que, Zi (1') sda isomorfo a um subespaço complementado de ./V(X, y). Como X

é um Mo-espaço então, segue que, Zi(1') '-= N'(c., y), e lembrando que .V(c., y) «' giã«y -.'

Zi(N, y), vemos que Zt(1') & Zi(N, y). Pelo item l do Lema 4.2, temos (lue Zi(1') é isomorfo
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a uin subespaço complementado de y. Logo, X é um Nl-espaço. Isso mostra que todo

Mo-espaço é um Vl-espaço. Em particular cada espaço de Banach X tal que X* é isomorfo

ao espaço Zi é um ./V;-espaço.

Na próxima proposição vamos utilizei os Nl-espaços pata provar uma lei de cancelamento

do produto sensorial Zi(lO, ÀI, X*)é).ye

Proposição 4.8 Sejam À,p,e,?7 ardina s {zz$nãtos e X,y espaços de Z?anata tais qae X

é «« Ni-"p-.ço . y «ão «ntém .«b«p«ço c.mpZe«..«t«do ã««..rfo -.. esp.ço Z':(1') com

I'l = Ni. SuponAarnos que X* ow y {em a prophedade de aproximação e que

Zi (lO, .XI, X*)é),}''e -., Zi (lO, PI, X*)â«}'''". (4.1)

Então X = 'R

Prova. Suponhamos que l\ # 7i e podemos consideram IX < }i(pat'a o caso 7i < IX, basta

trocar À por 7i na demonstração). Pelo item 4 da Proposição 1.3.4, temos que l?i(lO,pl) é

isomorfo a um subespaço complementado de gi (lO, pl, X*). Como ye - y( para todo ordinal

(l então, pelo item l da Proposição 1.4.7, vemos q\te

z:(to,pl)â.}''' & z:(lo,pl, x*)ã.y". (4.2)

Pela lsomorfismo 1.4.5, vemos que

Zi(lO, ,XI, X*)Õ«}'"e -., Zi(lO, .xl)â«(x*é).}''9 «' Zi(lO, ,XI, x*â.V9. (4.3)

Então, usando as Relações 4.1, 4.2 e 4.3, segue que

z:(to,pl) & r:(to,pl)ê),v' & z:(to,pl,x*)â,v" «., z-(to,.xl,x*ã.V9. (4.4)

Como, À < P pelo item l do Lema 4.2, temos que existe um subconjunto I' de lO,pl com

I'l :: Ni tal que

z:(r) '-: x'''ê).}''''
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Além disso, como X* ou y tem a propriedade de aproximação, pela Proposição 1.4.17, segue

que

g:(1') '= ./V'(X, }'''e). (4.5)

Portanto, já que X é um Nl-espaço, temos que l?i(1') '-= y(. Assim, usando o item l do

Teorema 1.2.31 c o fato que Zi(1') leão contém subespaço isomorfo ao espaço co, vemos que

existe m C N tal que Zi(1') ':3 y". Logo, pelo Teorema 1.3.1 e pela Equação 1.5.5, temos

rijjp

e«(1') --,(y")* -(y*)" - Z-(l1,2,...,ml,y*).

Como jl'l > jÍ1,2, ...,mzll, segue do Lema 4.1 que l?.(1') --, y*. Portanto, Zi(1')

contrariando a hipótese. Logo, À = ii.

(4.6)

Observação 4.9 Uma maneira clássica de construir espaços de Banach com as hipóteses

da Proposição 4.8 é o método de Bouigain-Delbaen. Este método foi ilustrado na Definição

1.6.12, na qual encontramos que pai'a cada númel'o real a existe um espaço de Banach ya

separável, que não contém cópia de ZI ( e portanto ri(1') para todo I' ) nem cópia de c.

cujo dual é isomorfo ao espaço ri. Outros exemplos clássicos são os espaços das funções

contínuas definidas num interva]o de ordinais 10, cll a va]ores em ]R. Sabemos que este espaço

não contém Zi e tem a propriedade de aproximação. Além disso, observe que esta família

contém os espaços das funções contínuas C'(-K), onde -K é um compacto métrico enumerável,

conforme ao teorema de Mazurkiewicz e Sierpióski 1481.

Vamos apoia provam outra lei de cancelamento na Equação 4.1. Nosso objetivo é provei que

se a Fórtnula 4.1 é válida então € e ?7 tem o mesmo cardinal. Para isso, será necessário

introduzir o conceito de N.-espaço.

Definição 4.10 Sejam y um espaço de Banach qualquer e a um ordinal infinito, dizemos
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que um espaço de Banach X é um M.-espaço se

C(lO, al) --, JV'(X, y) ::+ C'(lO, al) -- y" para algum m C N

Observação 4.11 Se X é um Mo-espaço então X t;ambém é um ./V..-espaço. De fato, se

]R' --, .N(X, y) então R" --, .V(.., }'). Como ./V'(c., y) - Z-ã,}'' - g:(N,}''), v.mos que

IR' --, Zi(N, y). Pelo Corolário 4.5, temos que existe m C N tal que R' -- y". Logo, X é

um .A/..-espaço Não é verdade em geral que se X é um X.-espaço então X é um Mo-espaço.

Vejamos um exemplo em que est.a situação ocorre.

Exemplo 4.12 Seja / um conjunto coiro 1/1 > Nt, e consideremos o espaço X = c.(/). Te-

mos que X* «. Zi(/). Cloro X* tem a propriedade de aproximação, vemos que .V(X, y) -'

X*ã.V -' l?i(-r,y). Logo, se IR' --, .v(x,r), então IR' --, Zi(/,y). Pelo Corolário 4.5,

segue que existe m € N tal que R' --} y", e portanto, X é um X.-espaço. Entretanto, X

não é uni ./Vi-espaço ( e portanto, também não é um Mo-espaço ). De fato, existem espaços

de Banach y tais que ri(1') '-3 ri(.r,y), onde I' é um conjunto de jl'l = Ni mas que r:(1')

não é isomorfo a um subespaço complementado de y" pala cada m € N ( por exemplo,

tome y = R' onde a é um ordinal qualquer e observe que Z:(1') '-= Zi(/) -q ?i(/, R') mas

Z: (F) # R'. )

Podemos passar agora a provar uma lei de cancelamento

Proposição 4.13 Sejam À,p, e, 77 ordÍzzais ãnPzzãZos e X,y espaços de Banana íaás que X

é um N.-espaço e Y não comi,ém subespaço isomorfo Q c. e tem Q propriedade de Müzur.

Suponhamos que X* ou Y têm a propriedade de aprohmação e

Zi(lO, ÀI, X*)ã,ye «., ZI(lO, PI, X*)Õ.y'

Então, ( = n

Prova Suponhamos que € # © e podemos consideiat € < q (o caso q < € é análogo)
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Como y'7 «' y'7 e R é isomorfo a um subespaço complementado de X* então, pelo item l da

Proposição 1.4.7, segue que

R'7 --, y'7 ,.., R(g.y'7 -= X*Õ.y'z

Logo, pela Relação 4.1 e pelo item 4 da Proposição 1.3.4, vemos que

z« .-, r" Ü x*ê).}''" Ü r:(lo, pl, x*ã«}''"") - ?- (to, .xl, x*é).vq. (4.7)

A[ém disso, de acordo com o Coro]ário 4.5, vemos que existe m C N ta] que ]RO -a

(x*ã.re)". Já que (X*é),VC)" «., x*ê).r( ", temos que

IR'7 --> X*ê).V('". (4.8)

A Proposição 1.4.1r e a hipótese que .X* ou y tém a propriedade de aproximação implicam

que

R' --, ./V'(X, }'''e ")

Logo, como X é um X.-espaço, vemos que existe À; € 1N tal que

R" --, (}'''e '')* «, (}''"'*)e (4.9)

Entretanto, considerando cl um ordinal inicial de cardinalidade q, vemos que R' é isomorfo

a um subespaço de R'7. Logo, usando o lsomorfismo 4.9 obtemos que

R' --, (}''"'*)e (4.10)

Portanto, pela Proposição 1.2.27, concluímos que c. --) y".h. (Lembremos que, se y tem a

propriedade de Mazur então y"k também tem a propriedade de Nlazur, conforme ao item

3 do Corolário 5.2 de 1401). Logo, c. --} y, conforme à Proposição 1.2.28. Isto é uma con-

tradição. Portanto, € = ©. H

Agora temos todos os ingredientes necessários para provam o principal teorema desta seção,

a classificação isomoifa dos espaços de operadores nucleares.
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Teorema 4.14 Sejam À, /.&,e, v7 ordánaís ã7zánàtos e X, y espaços de Barzach íaás que X é um

N\-espaço e .K--es'pn.ço e Y tem Q T)rop'úednde de Ma,zur, n,ã,o contém subesT)nço iso'morto ao

espaço c. e zzão corzéém subespaço como/emeziZado ãsozrz07:fo ao espaç:o gi(1'), onde jl'l :: Ni.

SupovthaTnos que X* o'u Y têm a propr'iedade de aproximação. Então,

1. N'(x', ye) -, .V(x", y") se e se se

2. Re «.,R'z ou, ll&e «. R'p c IR'7 -' R' ,

para algum ord nal inicial não enumeráuet, e p,q ordinüis anitos

Prova. Suponhamos que

./v'(x*, }''"D «., .v(x", }'''). (4. ii)

Como X* ou y têm a propriedade de aproximação, o início do primeiro parágrafo do Teorema

2.2 mostra que

.V(X*, }'e) «., Zi(lO, ÀI, X*)ê).y( e .v(x", }'''") - z: (lo, pl , X*)â.y". (4.12)

Logo,

Zi(lO, ÀI, X*)â«ye -., ?i(lO, PI, X*)É),y".(4.13)

As Proposições 4.8 e 4.13 implicam que À = 7i e € = q. Portanto, podemos supor que e,

77 são ordinais com a mesma catdinalidade e <1 $ 77. Consideremos a um Oldinal inicial de

cardinalidade {. Faremos a prova em dois casos com relação ao ordinal a

Primeiro caso. cl = w ou cv é um ordinal singular ou a é um ordinal não inumerável com

{1 2 a2. Vamos provei que 7? < e". Suponhamos que 77 ã {". Vemos que IRe" é isomorfo

a um subespaço de ]R'z. Vimos na Proposição 4.13 que R'7 é isomorfo a um subespaço

complementado de y'7. Logo,

R« & }''" --, X*â.}'''' --, r- (IO, pl, X*â.}''") z:(to, .xl, x*é).}''9 . (4.14)
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Pelo Corolário 4.5, segue que existe m C N tal que

R- --,(x*â,}''c)" -+(x*ê).y(")

Usando a hipótese que X* ou y têm a propriedade de aproximação, a Proposição 1.4.17 e o

fato que X é um M.,-espaço, segue, que existe k C N tal que

R'7 --} (y(")k -, ye("'k) ,. y(mk)e. (4.15)

Portanto,

IR(" --} R'7 --.} },'(mk)e

Como y tem a propriedade de Mazur, pela Proposição 1.2.26, concluímos que c. '--} y"k, e

portanto, c. -+ y, conforme à Proposição 1.2.28. A contradição prova que 77 < e". Logo,

pelo item l do Teorema 1.2.14, segue que IR'7 «' ll&e

Segundo caso. Apoia, suponhamos que a é um ordinal regular não enumeiável com € < a2

Vamos primeiro provar que v7 < a2. Suponhamos que v7 2 c12. Como cv < € < a2, existem

ordinais e', 'y tais que {l = cv€1' +'y e (I' < a, ' < c!. Portanto, pelo lsomorfismo 1.2.3, vemos

que ]R( '- IR'('. Pela Proposição 1.5.1, segue que

ye - ]R(Õ.y - iK'-r(ã.r - yar. (4.16)

Usando os mesmos argumentos feitos na prova do primeiro caso encontramos uma relação

semelhante à Equação 4.14 trocando ye por y'( , isto é

R- & }''" --, X*â.V" & Z:(IO, pl, X*)ã«y' - Z- (IO, ÀI, X*)Õ«V'c' (4.17)

Portanto, como no primeiro caso concluímos que existem k C N e m C N tais que IR'z '-}

(y("t))"e'. Como 77 2 a2, segue que R'' é isomorfo a um subespaço de ]R'7, e portanto,

R'' --, R" --, (y"')'C. (4.18)
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Assim, as Relações 1.2.5, 4.18, implicam que

IR"'l. . l(}'""*)'rl..
cR"' c(}''-*)'e

Portanto, pelo item 2 da Proposição 1.2.22, segue que existem conjuntos I'i, I'2 de cardina-

lidade ã e (', respectivamente, tais que

;R;-..po . !F=;)-..a,,'''"o.
Usa,ndo 4.19 e 4.2U,segue que

(4.19)

(4.20)

c.(1':) --, c.(I',, y"*).

Como jl'21 < jl'll, pelo ítein 2 do Lema 4.2, segue que existe um subconjunto I' de I'i tal

que jl'l = Ni e co(1') --, y'k. Isto e a Proposição 1.2.28 implicam que c. --} y, é uma

contradição. Assim 77 < a2

Portanto, existem ordinais 77', õ tais que 77 = a77' + õ com ?7' < a e õ < a. Como a é um

ordinal regular, pelo lsomorfismo 1.2.3, segue que IR'7 «' R''7' . Usando o mesmo cálculo que

íixemos para provar 4.17, com y''7' em lugar de y'Z, e y'e' em lugar de ye, concluímos que

R'*e' -- y'r .-= X*é).}'''C' -S ?l (lO, ÀI, X*)â.y'e' z:(lo , pl, x*)õ,}'''"' (4.21)

R",' --, v«"' ü x*ê).}'''"'' Ü r:(to, pl, x*)ã«y"'' - z:(lo, .xl, x*)â«y'e'. (4.22)

As Relações 4.20, 4.21 e um argumento semelhante ao feito no primeiro caso nos permitem

concluir que existem m, k, n, ã em N tais que

R"r --,(}'''"')''' . R'-' --, (}'"";)'e' (4.23)

Como a é um ordinal regular, pelo item 2 da Proposição 1.2.22, segue que existem conjuntos

/, J tais que l/l = <1', 1JI :: q# e

1::F-.. . q8;: -..Mr"D.

y;)-..m . %l;iZI -'.«,'''"o.

(4.24)

(4.25)
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Logo, usando as Relações 4.24, 4.25 e a Proposição 1.2.19, obtemos que

..m - l:=} --, !B;i2;;} - ..u, '''"D.

..m - E;) --, qii;i!;) - ..«, }'''"D. 0.2D

Assim, as Relações 4.26 e 4.27 implicam que IJI < No se e só se 1/1 < No. De fato, suponhamos

que IJI < No e 1/1 2 No. Pela Relação 4.26, temos que

(4.26)

.. --, c.(-r) --, c.(J, }'''"*) - y"*l'

Portanto, c. --} y, contrariando a hipótese. Assim, IJI < No implica 1/1 < No. Reciproca-

mente, se 1/1 < No e IJI ? No, pela Relação 4.27, temos que

c. -, c.(J) -, c.(-r, }'''":) - }''":l'

Logo, c. '--} y. Isto prova que IJI < No se e só se 1/1 < No. Neste caso, tomando p = 1/1 e

q := IJI, e pe]o fato que Re «. ]R'(' e R'7 -' IR"'7 , segue que R( ,v R'P e R'7 «. IR'q o que prova

o item 2 do teorema. Caso 1/1 seja infinito ( Q portanto, IJI também é infinito ), usando as

Relações 4.26 e 4.27, o item 2 do Lema 4.2, e o fato que c. não é isomorfo a um subespaço de

y"k, podemos concluir que 1/1 $ 1JI e IJI $ 1/1. Portanto, l/l = IJI. Logo e/ = q/. Assim,

pelo item 2 do Teorema 1.2.14, vemos que R( -' R.'7, como queríamos provar.

Reciprocamente, suponhamos que Re «' ]R'7 ou, IR( -. R'P e IR'7 -u R"ç. Falemos a prova

em dois casos.

Primeiro caso R( «' R'7. Pela Proposição 1.5.1, temos

ye ,.., r(à.R( «, yÕ.R'7 «' yq. (4.28)

Pela Proposição 4.8, temos que À e p tem o mesmo cardinal. Portanto,

g:(lo, ÀI, x*) - z:(lo, pl, x*). (4.29)
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açoes 4.zõ e 4.29 lmpncarn

r:(to, ÀI, x*)â,y( «., z-(to, .xl, x*)ã.y" «' z-(to, pl, x*)ã.y".

ções 4.11 e 4.30, segue quc

.V(x*, }'"e) «' .V(x", y'').

Segundo caso. R{ --, R'P e IR'7 «' R'ç. Usando o meslllo cálculo que fixemos pa-ia provar

a Relação 4.28, com IR'P em lugar de Rq, concluímos que

y( «. y'P e y'7 -., yaq.

Assim as Equ

Logo as Equa

(4.30)

(4.31)

Portanto

Zi(lO, .XI, X*)(à.}'''( -. Zi(lO, ÀI, X*)ê).}''''.(4.32)

z-(lo, pl, x*)õ.}'''' - r-(lo, pl, x*)ã.v''.(4.3s)

Como À é um oidinal infinito e q é um ordinal finito, segue, pelo ítenl 2 da Proposição 1.3.4,

que

z:(to, .xl, x*) - z:(to, ,xl, x*y. (4.34)

Isto implica que

z:(lo, ÀI, x*)ê),}'"'' - z-(to, ÀI, x*yã«}''''

ção 4.34 e o fato que o produto sensorial pro.jetivcRelae Sé distributivo, con

X* ) q (8.y'p7T)

Logo,usando a

cluímos que

g: (to, ÀI, x*yé)«}''''' - (r: (lo, .xl, x*)ã,}''''y «., r: (lo, ÀI, x*)ã,(}''"''y.

Pelo isomorfismo 1.5.4, temos que

(}''''y - }'''(") -.., (}'"''y.

Usando as Relações 4.29, 4.35, e 4.36, concluímos quc

P./frl \l V#X,8. l/'clP .. # /fn \

(4.35)

(4.36)
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(z:(to, .xl, x*)ã.y''y

(z- (lo, pl, x')â,}'''')'

z: (to, pl, x*)ê)«}'"''

Disso, e das Relações 4.32 e 4.33, segue que

Z:(lO, .XI, X*)ê).ye - ri(lO, PI, X*)ê).}''"

Portanto,

.&'(X*, ye) -.., JV'(X", y''),

o que encerra a demonstração do teorema.

Cromo já coment.amos, as Proposições 4.8 e 4.13 e o Teorema 4.14 continuaiTI válidas se subs-

tituirmos X unl ./\rl-espaço e um M.-espaço por X'' isomorfo ao espaço Zi , e se consideramos

y un] subespaço de ZP com 1 < p < oo. De fato, já provámos que se X* -' Zi então X é um

Mi-espaço e um A..-espaço Por outro lado, tomando y unl subespaço de ZP com 1 < p < oo

temos que y é sepaiável, e portanto, y tem a propriedade de Mazur. Além disso, y não

contém stibespaço isomorfo a c. nem a Zi(1') com jl'l = Ni. Portanto, o próximo teorema

está provado.

Teorema 4.15 (Generalização e extensão de (3)) Soam À,p,{,0 ordinaís in#nàtos e

X, y espaços de Banana tais que X* é ãsom07:/o ao espaço gi e y é um subespaço de gP com

1 < P < (x). -Então

1. .V(X*, }'D «' .N(XP, yo) se e só se

2. R.e «. 1RO Otl, R( «. ]Rap e R.O «, ]Rcrq,

para a alguns ordinal inicial não enumeráuel, e p,q ordiTtaás $vtãtos

O Teorema 4.15 é particularmente interessante quando os espaços X e y são o espaço real R
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Teorema 4.16 $ejarrz À, /z, e, ?7 ordãnaÍs á7z$niÉos. Então,

i. .V(R*, K9 -, .V(R", ]n-) se e se se

2. 1R( -, R'7 ou, ]R{ -., ]R'P e R'z «' R"ç,

para Q algum ordinal inicial não enumeráue!, e p,q ordinais Fritos

Observação 4.17 0s Teoremas 4.15 c 4.16 gelieralizatn uni insultado de C. Samuel em

l57, Teorema 5.2, pág. 970j, pois não fazemos nenhuma hipótese sobre os ordinais À, p,<1, 77,

como é o caso no referido a.rtigo. O Teorema 4.15 mostra que os insultados de C. Sa.muel

em 1571 são válidos também pata uma ampla classe de espaços de Banach X e y, enfie eles

o espaço dado no Teorema 1.6.15, este espaço é de particular importância já que não tem

base incondicional, lembrando que os resultados de C. Samuel em 1571 são todos válidos para

espaços com base incondicional.

Observação 4.18 0 resultado 4.15 continua válido se substituirmos a expressão X* é iso-

morfo ao espaço gi por X* isomorfo a um subespaço de ri com a propriedade de aproximação

e y é um subespaço de l?P com 1 < p < oo.



Clapítulo 5

Sobre a classificação isomorfa dos espaços K(XÀ, y{)

Neste capítulo trataremos do último assunto principal do nosso trabalho, a classificação

isomorfa dos espaços de operadores compactos K(XÀ, ye). Ao contrário dos espaços de ope-

radores nucleares, os espaços X:(XÀ, V9 estão relacionados com o produto tensoiial injetivo

de dois espaços de Banach X e y, e portanto, têm propriedades mais clássicas que as de

operadores nucleares. Apesar disso, e de maneira um tanto surpreendente, vamos provar que

os espaços de operadores compactos K:(XÀ, r9 têm a ilaesma classificação isomolfa que os

espaços de operadores nucleares .V(XÀ, ye).

Primeiramente, introduzimos o conceito de X:o-espaço o qual sela muito útil mais adiante

Deânição 5.1 Um espaço de Banach X é dito um Ko-espaço se pala quaisquer conjuntos in

finitos / e J tais que K:(c.(/), X) e X:(c.(J), X) têm a mesma dimensão linear, então l/l = IZI

Daremos agora um exemplo importante de um Ã::o-espaço

Exemplo 5.2 Se X é um espaço de Banach separável então X é um Ko-espaço. De fato,

obviamente c;(/) «.., Zi(/), além disso, se / e J são conjuntos infinitos, pela Proposição 1.5.6,

temos que

K:(c.(r),X) -.., Z-(-r)ã.X e K(c.(J),X) - Z:(Z)ã.X.

Logo, se X:(c.(/),X) e K(c.(J),X) têm a mesma dimensão hnea: então eles têm a mesma
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densidade. Assim, como X é um espaço de Banach sepaiável, obtemos que

d.n.(X:(..(/) , X) lJI e dem.(X:(c.(J),X)

Logo, l/l = IJI. Isto implica qtle X é um Ko-espaço. Portanto, como os espaços de Banach

construídos nas Definições 1.6.12 e no Teorema 1.6.15 são espaços de Banach separáveis,

temos que estes exemplos são X:o-espaços cujo dual é isomorfo ao espaço gi.

Vamos agora provar um critério simples e muito útil sobre a existência de subespaços do

espaço ri(I', X*)ê).y que são isomorfo ao espaço co.

Lema 5.3 Segarn X, y espaços de .BanacÀ tais q'ue X* é ãsomzor/o a um s bespaço de Zt e

y TLão contém subespaço isomorfo ao espaço c.. Então c. não é {somorlo a um sttbespaço de

Z:(I', X*)é).}'', P«« «d« "«janto F

Prova. Sejam X,y espaços de Banach com X* --, ZI e c. y-} y. Suponhamos que

exista um conjunto I' tal que c. seja isomorfo a um sul)espaço de gl(I', X*)ã.y. Como X*

é isomorfo a um subespaço de Zi, vemos pelo item 3 da Proposição 1.3.4, que ri(I',X*) é

isonlorfo a un] subespaço de Zi(1'). Portanto,

c. --, g:(I', X*)ã.}'' --, r:(r)â.}' (5.1)

Pela Proposição 1.4.13, como c. é separável, existem I'o,yo, com I'o un] subconjunto enu

merável de I' e Yo llm subespaço sepaiável de y tais que

c. --, gi(I'o)â.yo

Logo,

c. --, Z:é).y

Como gi é isomorfo a um subespaço de .Lil0, 11, segue que

c. --, -L:l0, ilâ.}' (5.2)
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As Relações 5.2 e o Teorema 1.5.7 nos permitem concluir que c. é isomorfo a um subespaço

de y, contraiiarldo a hipótese. Logo c. y-} gi(F, X*)ê).y pata todo I'. H

Como não caso de operadores nucleares, passemos apoia provei uma lei de cancelamento do

produto tensorial injetivo gi ( 10, ÀI , X*)â.ye

Proposição 5.4 Sejam À,p, (l, v7 ordinaís ã7zánátos e X, y espaços de BanacÂ tais que X* é

isomorfo a 'um subespaço de ei e Y é unt Ko-espaço que não contém subespaço isomorlo ao

aspctço c.,. Se

z:(lo, ÀI, x')é).ye -.., r:(lo, pl, x*)ã.y", (5.3)

então À.

Prova. Sejam X,y espaços de Banach com y um Ko-espaço, X* --, Zi e c. y-} y

Como Zi(lO, ÀI, X*)ê).y é isomorfo a um subespaço complementado de Zi(lO, ÀI, X*)â.ye,

pelo lsomorfislno 5.3, segue que

z-(lo, ÀI, x*)é).}'' & z:(to, pl, x*)é).}''''

Pela Equação 1.5.6, vemos que

z:(to, pl, x*)ã.}''' -(z:(lo, pl, x')õ.r)"

Logo,

z: (to, .xl, x''')õ.}'' & lz: (to, pl, x*)é).}''l'

Usando o item 2 da Proposição 1.3.4 e o fato que o produto sensorial injetivo é distribu-

tivo, segue que Zi(to,ÀI,X*)ã.y é isomorfo a seu quadrado. Além disso, pelo Lema 5.3

Zi(lO, ÀI, X*)é).y não contém subespaço isomorfo ao espaço co. Portanto, segue, pelo item l

do Teorema 1.2.31, que

z:(to, ÀI, x')é).}'' Ü z:(to, pl, x*)â.}'' (5.4)
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Usando o mesmo raciocínio trocando À por p, concluímos que

r-(lo, pl, x*)ã.y & r:(to, ÀI, x*)â.y. (5.5)

Logo, as Relações 5.4, 5.5, o item 2 da Proposição 1.3.4 e o Teorema de descomposição de

Pelczyiíski(veja l45, Proposição 1.3.71), implicam que

z-(to, pl , x*)õ.}''' - z-(lo, ,xl, x*)ã.y. (5.6)

Como X* é isomoifo a um subespaço de Zi, segue, pelo item 3 da Proposição 1.3.4, que

z«(to, pl, x*)á.y --, z-(to, pl, ?:)â.y - z.(to, pl)ã.}' (5.7)

(5.8)z-(lo, ÀI, x*)ã.}'' --, z:(lo, ÀI, r:)&.}'' - z:(lo, ÀI)&.}'.

Usando as Relações 5.6, 5.7, 5.8, vemos que

z: (lo, pl)ê).v --, z- (lo, ÀI, x*)â.y --, r: (lo, .xl)é).}'''

z:(lo, ÀI)â.}''' -+ z-(lo, pl, x*)â.y --, z:(lo, pl)â.r

Assim os espaços Zi(lo, ÀI)ê).r e Zi (lO, pl)é).V têm a mesma dimensão linear. Como y é um

X:o-espaço, segue que À ;:: 7i.

Agora temos as ferramentas adequadas pala demonstrar a classificação isomorfa dos espaços

de operadores compactos.

Teorema 5.5 Sejam À, p,e, ?7 ordÍnais ínánãtos com l\ e 7i não mensuráueás e X, y espaços

de Banach tais que X* é isomorjo a um subespaço de ei, e Y é um Ko-espaço tendo a

T)ropüedade de Mazur e que não contém subespaço isomorjo ao espaço co. Suponhamos que

X* ou Y lenha a propüedade de aproximação. Então.

1. X:(X*, }''9 -- K:(XP, }'o) se e só se

2. R.e«.RO OZ&, R.e «.R.ap e IRU ,-Raq,

para cl algum ordãn,a! ãn cial não enumeráue{. D e a ordãnaãs finitos
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Prova. Suponha que

K:(x*, }''9 -' x:(x", r").

Como X* ou y têm a propriedade de aproximação, pela Relação 2.3, temos que

X:(X*, }''e) «., (X*)*Õ.}''e -.., Zi ( lO, .XI, X*)ê).}''e. (5.9)

K(x', }'''") - (x")*ã.}''''' - r: (lo, pl, x*)â.}''". (5.10)

Logo

Zi(lO, .XI, X*)ê).y( «, Z:(lO, PI, X*)â.r".(s.ti)

Pela Proposição 5.4, vemos que li = ;i. Consideremos o espaço Z - Zi(lO, ÀI, X*)ê).y. Como

X* é sepaiável e y tem a propriedade de Mazur, segue que X*6).y tem a propriedade de

Mazur, conforme ao item 3 do Corolário 5.2 de 1401. Pelo Teorema 1.3.25, temos que gt (lO, ÀI)

tem a propriedade de Mazur. Portanto, pelo Teorema 1.5.8, concluímos que o espaço Z tem

a propriedade de Mazur. Pela Equação 1.5.6, vemos que

zp -, z:(to, .xl, x*)â.}''p. (5.12)

Assim, as Relações 5.11 e 5.12 implicam

Ze «, Zn. (5.13)

Além disso, como y não contém subespaço isomorfo ao espaço c., segue, pelo Lema 5-3, que

Z não contém subespaço isomorfo ao espaço co. Logo, pelo item l da Proposição 1.2.25,

concluímos que € :: q. Portanto, podemos supor quc él,r7 são ordinais com a mesma cardi-

nalidade e € $ 77. Consideremos a um ordinal inicial não enumerável de cardinalidade €

Distinguiremos dois casos conforme à Proposição 1.2.25

Primeiro caso. a = w ou cl é um ordinal singular ou a é um ordinal regular não inu-

merável com CE2 $ {. Então, o item 2 da Proposição 1.2.25 e a Relação 5.13, implicam que

z7 < e", e portanto, pelo Teorema 1.2.14 concluímos que R( -, R'7, o que prova o item 2 do

teorema.
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Segundo caso. Suponhamos que cv seja um ordinal regular não enumerável com {l < cv2 e

consideremos ordinais él',r7','y e õ com {l', 77' $ a e ', (5 < a tais que

( = a€1' + ' e r7 :: c1?7' + õ

Logo, pelo lsomorfismo 1.2.3, temos que

R( « R'e' e ]RO -. R''7' (5.14)

Como Ze -' Z'7, vemos, pelo item 3 da Proposição 1.2.25, que ou ('

V são infinitos com a mesma cardinalidade. Se e' e v7' são finitos, então tomando p = €1' e

q = ?7' e usando a Relação 5.14 concluímos que

e 0' são finitos ou e/ e

R( «. R'P e ]R'/ -., Ra'/

Provando o item 2. Caso e' e 77' são infinitos com e' = ?7', então pelo item 2 do Teorema

1.2.14, vemos que ]Re -.. 1R'7, provando o item 2 do teorema.

Reciprocamente, suponhamos que R( -. ]]&'z ou, ]R( -., ]R'-P e IR'7 -, R'ç. Fai-Círios a prova

em dois casos.

Primeiro caso. R( «, ]R'7. Pela Relação 4.28, temos que y( «. y'i. Como À e p tem a

mesma cardinalidade, segue que

z:(lo, .xl, x*) - z:(lo, pl, x*). (5.15)

Logo,

z:(to, .xl , x*)é).}''e -, z:(to, pl , x*)ã.}''''

Portanto,

K(x*, }''e) «.., x:(x", }'''").

R( v R'P e R'7 -, R'ç. Usando o mesmo argumento que Usamos paraSegundo caso.



y( «., y"P e y'7 .- y'ç (5.16)

Zi(lO, .XI, X*)ê).}''e -., Zi(lO, ,XI, X*)ã.V''.(5.i7)

z-(lo, pl, x*)â.y" - z-(lo, pl, x*)â.v''.(s.i8)

Como À é um ordinal infinito e q um ordinal finito, segue, pelo item 2 da Proposição 1.3.4,

que

z:(lo, pl, x*) -(z:(to, /.l, x*)y.(s.to)

Logo, usando a Relação 5.19 e o fato que o produto tensorial injetivo é distributivo, con-

cluímos que

z-(to, ÀI, x*y'â.}''''' -(r.(to, .xl, x*)ê).}'''')« - z:(lo, .xl, x*)ê).(}'''''y.(5.20)

omorfismo 1.5.4, temos que

(}'''''y - }''"ü'o - (y''y. (5.2i)

s 5.15, 5.17, 5.20, e 5.21, concluímos que

z:(lo, .xl, x*)â.y'' - r:(lo, xl,x*yã.v''

(z:(lo, ,xl, x')ã.}''''')'

(z-(lo, pl, x*)â.}''''«y

z- (lo, pl, x*)ê).}''

e 5.18,segue que

Zi(lO, .XI, X*)é).ye -' ZI(lO, PI, X*)â.y

x:(x*, ye) «.' x:(x", }'''')
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a Relação 4.28, temos queeiF

0,

Pelo ise

T T. ,.H. ne P nl ;, nÃnl e

cvq

rl nq R nl n,.Ã.. K 1 7e

a

0,

Portant

Disso, e

T) .,.L ...+
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Isso encerra a demonstração do teorema

Observação 5.6 Em l37, págs. 100-.1081, A. Kunumari prova que é t'elatívatncnte consistente

com ZFC' que cardinais mensuráveis não existem. Portanto, é relativamente consistente com

ZF'O que o Teorema 5.5 é válido para À e p oidinais arbitrários.

Os resultados do Teorema 5.5 são verdadeiros se substituirmos y um X:o-espaço por y um

subespaço de Pp com 1 < p < oo, e X um espaço de Banach com X* isolnorfo ao espaço ri.

Para provar isto, basta obseivai que cada subespaço de ZP com 1 < p < oo é separável (e

portanto um X:o-espaço ) e não contém subespaço isomorfo ao espaço co. Além disso X* - rl

implica que X* tem a. propriedade de aproximação. Portanto, do Teorema 5.5 temos o se-

guinte resultado bastante importante.

Teorema 5.7 (Generalização e extensão de (4)) Soam À, p, e, 77 ordÍnaÍs {nánátos com

À e ji zzão menu'uráucás e X, y espaços de Banal/z Za s que X* é ísorrzoílÍo ao espaço rl e y

é um subespaço de ZP com 1 < p < oo. Então,

1. K(X*, VD -., X:(XP,yv) se e só se

2. ]R( «J R.U ou, R.e -., R.aP c IRa -. R.ag,

para cx algum ordànat inicial não enumeráuel, p e (l ordinais anitos e >. e H são ordinais

com cardinais não mensuráveis.

O Teorema 5.7 é particularmente interessante quando os espaços de Banach X e }' são o

espaço iea] ]R.

[Feorema 5.8 Sdarn À,p,{l, 77 ordãnaís ín:/inatos com À e 7i não mensuráueás. .Então,

1. X:(R', R9 -. K(RP,]R'7) se e só se

2. ]Re«'R'z ou, Re«'1R'p e ]R'7 -'lR' ,

para cl algum ordinat inicial não enumeráuel, p e q ordãnais anitos
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Observação 5.9 0 Teorema 5.8 generaliza um resultado de C. Samuel em 1571 (veja Teo-

rema 3.3 de IS71), pois não fazemos nenhuma hipótese sobre os ordinais À,p,(, v7 como é no

referido artigo. Além disso, o Teorema 5.7 mostra que este resultado é estendido para uma

ampla classe de espaços de Banacli X e y

Finalmente, usando os Teoremas 2.8, 3.7, 4.14, 5.7, concluímos que é relativamente consis-

tente com Z.F(7

Teorema 5.10 (Teorema Principal) Sejam À, p,{l,O ordãnaãs ãnárzãtos e X, y espaços

de Bct'n,ach tais que X é um No-esl)aço e X* tem Q prol)'r'tedade de aproximação, e Y é um

subesl)uço de tP com \ < p <. «). Enl,ão, 'para quaisquer X. H,E.,TI

1. .v(x*, r9 e XI(XP, ye) são de dimensão linear incomparável.

Além disso, se X é um .Vl-espaço então são equ valentes as seguintes a$1"mações

2. .V(X*, ye) «., ./V'(X", y-)

3. X:(X*, V9 «' X:(X", }''o)

4. 1Re-,R'z ou, Re -R'P e R'z«,IR'ç

para cl algum ordànal inicial não enumer(íuel, p e q ordãnais $nãtos. Além disso, X e H

tem a mesma cardánaládade.



Capítulo 6

Algumas observaçoes e problemas em aberto

Ao longo deste trabalho suigirain naturalmente diversos problemas eles

de espaços de Banach. Termina.mos a tese destacando alguns deles.

Problema 6.1. O Teorema 1?.8 permanece uáZádo quando se toma y = Zi?

Pelo Teorema 2.2 é claro que uma resposta positiva à seguinte pergunta daria ur

positiva para o Pioblenla 6.1

Problema 6.2. E verdade ro q

ietitares na geometriar

m espaço de Banach.q C

:(-r) --, x ?

(}:mm): # r:'9.r: ?
n=l

Problema 6.3. SzzponAa que X é um Mo-espaço. X' é ísomozlfo ao espaço gt ?

Problema 6.4. Seja X um espaço de BanacÀ ta/ que X* é {som07:fo a um subespaço de Z

(.) X é «m Mo-e;p«ço?

(b) X é «m N--esp«ço?

(c) X é «« JVk,-«P«Ç.?

Problema 6.5. Soam /,J corÜténfos ínánãtos com l/l > IJ e Xu
Então

Zi(]') --, Zi(;,X) -:+ g
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Pt'oblema 6.6. Todo espaço de Z?anal/} X é am Xlo-espaço Ç'

Problema 6.7. Suponha gue X é um. empa.ço de BrznacÀ taZ que ezãste um m c N saías/a-

cendo c.(ZI) --, X". Segue qu c.(rl) -+ X ?
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