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Resumo

Estamos interessados na geometria dos espacos de operadores nucleares N'(E, F') e os espacos
de operadores compactos K(Z, F'), onde E e F' sao espagos de Banach da forma C([0, al, X)
das fungoes continuas definidas no intervalo de nimeros ordinais [0, a] a valores em X, com

a norma do supremao.

Provamos que para certos espagos de Banach X tais que X* é isomorfo a um subespaco de ¢, e
para qualquer subespago Y de £, com 1 < p < 400, 0s espacos N (C([0, A], X), C(]0,£],Y))
e K(C([0,pn],X),C([0,1],Y)) sdo de dimensao linear incomparaveis, para todos ordinais

infinitos A, &, v e n.

Apesar disso, também mostramos que é relativamente consistente com ZFC' que o0s espagos
N(C([0, 7], X), C([0,£],Y)) e K(C([0, 7], X),C([0,€],Y)) com \ e € ordinais infinitos, tém

a mesma classificacao isomorfa.

Estes resultados generalizam resultados recentes sobre os espagos de operadores em espacos
C(K), onde I é um espago métrico enumerdvel. Eles cobrem os casos de alguns espagos de
Banach nao cldssicos X como de Alspach, Benyamini e Lindenstrauss, Bourgain e Delbaen

e também Argyros e Haydon.



Abstract

We are concerned with the geometry of spaces of nuclear operators N(E, F') and spaces
of compact operators C(F, F'), where E and F' are some Banach spaces C([0,a], X) of all
continuous X-valued functions defined on the intervals of ordinal numbers [0, a] endowed

with the supreme norm.

We prove that for certain Banach spaces X such that X* is isomorphic to a subspace of ¢;
and for any subspace Y of {,, with 1 < p < +oo0, the spaces N (C([0,\], X), C([0,£],Y))
and K(C([0, ], X),C([0,1],Y)) are of incomparable linear dimensions, for every infinite

ordinals A, &, u and 7.

In spite of this, we also show that is relatively consistent with ZFC' that the spaces
N(C([0, 7], X),C([0,£],Y)) and K(C([0,)], X), C([0,€],Y)), with X and £ infinite ordinals,

have the same isomorphic classifications.

These results generalize some very recent theorems concerning the spaces of operators on
C(K) spaces, where K are countable metric spaces. They cover the cases of certain non-
classical spaces X of Alspach, Benyamini and Lindenstrauss, Bourgain and Delbaen and also

Argyros and Haydon.



Aos meus pais.

Senhor, vocé sabe todos meus desejos,
meus suspiros nao sao um segredo para voce.

Salmo 38: 9



Sumario

Lista de Simbolos
Introducao

1 Preliminares

1.1 Cardinais regulares e singulares . . . . . . . ... .. .. .. .. ... ....

1.2 Classificacao isomorfa dos espagos das fungoes continuas . . . . . . . . . ..

1.3 Sobre os espagos ;(I") . . .

1.4 Produto tensorial projetivo e operadores nucleares . . . . . . . .. .. . ...

1.5 Produto tensorial injetivo e espagos de operadores compactos . . . . . . . . .

1.6 Espacos de Banach especiais

2 Sobre o isomorfismo de N(X* Y¢) em K(X" Y™")

3 Sobre o isomorfismo de K(X* Y¢) em N(X" Y7)

4 Sobre a classificacao isomorfa dos espagos N (X*, Y¢)

5 Sobre a classificagdo isomorfa dos espagos K(X*, Y¢)

6 Algumas observagoes e problemas em aberto

Referéncias Bibliograficas

v

vii

10
15
20
24

29

41

49

65

75

T7



Lista de Simbolos

N O conjunto dos niimeros naturais.
R O conjunto dos ntmeros reais.
C O conjunto dos nuiimeros complexos.
w O primeiro ordinal infinito.
w1 O primeiro ordinal nao enumerdvel.
[1,¢€] O intervalo {7:1 <+ < £} munido da topologia da ordem.
a O cardinal de um ordinal a.
T A cardinalidade de um conjunto abstrato I'.
X Espaco de Banach.
X* O espago de Banach de todos os funcionais lineares limitados de X .
Bx A bola unitaria fechada de X.
imagem canoni aco de Banac no bidual X**.
cX A imagem canonica do esp le B h X no bidual X**

C(K,X) O espago de Banach das fungoes continuas definidas no espaco

topologico compacto K a valores em X, com a norma do supremo.

X° O espago C'(I, X) quando K = [1, a].
X& O subespaco {z € X*: z(a) = 0}.
Gy O espaco de Banach RY.

0, O dual topoldgico de ¢,.

Vv
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V]
dens X
X®.Y
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Y - X
Y <5 X
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gl(F)X)
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LISTA DE SIMBOLOS

O dual topoldgico de ¢;.

O subespaco gerado por V' C X no espago de Banach X.

A densidade do espaco de Banach X, isto é, o menor nimero cardinal §

tal que existe um conjunto de cardinalidade § denso em X.

O produto tensorial injetivo dos espacos de Banach X e Y.

O produto tensorial projetivo dos espacos de Banach X e Y.

Quando X e Y sao isomorfos , ou seja, se existe um operador linear continud
injetor do espago de Banach X sobre o espaco de Banach Y.

Quando X contém um subespaco isomorfo a Y.

Quando existe um subespago B de X isomorfo a Y que é complementado em X,
ou seja existe uma projecao linear de X sobre B.

O espago de Banach de todas as seqiiéncias limitadas em [ a valores no espaco
de Banach X com a norma do supremo.

O subespago de ((I', X') das fungoes f, tais que para cada € > 0 existe um
subconjunto finito F, de I' com || f(7)]| < ¢, para todo v ¢ F..

O espago de Banach das fungoes definidas em I", com valores no

espago de Banach X absolutamente somaveis com a norma ||f|| =37 . [[f(7)]-
O espago de Banach das seqiiéncias = = (z,),>1, T, € X, para todo

n € N tais que lim, o [|z,]] = 0 com a norma ||z]| = sup {||z,|| : n € N}.

1 <p < 400, é 0 espaco de Banach das seqiiéncias = = (z,)n>1

1
x, € X, para todo n € N, tais que (3 7 ||#,]|P)? < 400 com a norma

1
el = (20 ).



Introducao

Em 1960, Bessaga e Pelczynski provaram, em seu artigo [6] que se X é um espago de Banach
e a, 3 sdo ordinais infinitos com w < o < B < wy, entdo R ~ R? se e 56 se f < ¥, dal

surge um problema interessante, que acontece no caso que «, 3 sao ordinais nao enumeraveis.

Nesse mesmo ano, Semadeni [59] dd uma resposta parcial negativa para o problema, ele
provou que se X é o espago R“'" e Xg é o conjunto dos funcionais seqiiéncialmente fraca-

Xs

estrela continuos em X** entao dim 25

= n, provando que os espagos R“'™ sao todos nao
isomorfos para todo n € N. Outras respostas parciais para o problema foram dadas em [42],
mas o problema geral ainda nao havia sido resolvido com sucesso, até que em 1975, S. V.
Kislyakov em [41], S. P. Gul’ko e A. V. Os’kin em [31], publicaram a solu¢ao do problema

que posteriormente passou a ser chamado de classificagao isomorfa geral dos espacos das

fungoes continuas R®.

Em 1955, Grothendieck [30] introduz o conjunto dos operadores nucleares de dois espacos
de Banach X e Y denotado por N(X,Y). Um operador T': X — Y é nuclear, se existem
seqliencias (z5,)n<1 em X* e (yn)n<i em Y com Y 7 ||z ||||lynll < 400 tais que T admite
a forma

oo

T = Z () Yn, para todo z € X.

n=1
Grothendieck prova [30] que todo operador nuclear é compacto, isto ¢, N(X,Y) C K(X,Y)
e propos em seu artigo [30] o problema de determinar se existem espacos de Banach X e
Y de dimensao infinita tais que todo operador compacto 7 : X — Y é nuclear. Entre-

tanto, j4 havia respostas negativas para esta questao com os trabalhos de A. Dvoretzky e C.

vil
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Rogers [20] para o caso particular que X é o espago ¢, e Y é um espaco de Banach quaisquer.

Em 1974, W. Johnson [35] prova que se X e Y sao espagos de Banach com estrutura incondi-
cional local, entao existe um operador 7' : X — Y compacto nao nuclear. Este resultado
serviu para determinar relacoes importantes entre o conjunto dos espagos de operadores
nucleares e os espacos de operadores compactos. Por exemplo D. Pluglissi e G. Saluzzo
[61] provaram que se X é um espago de Banach com estrutura incondicional local, entao
C(K,X) também tem estrutura incondicional local, portanto do resultado de W. Johnson e

D. Pluglissi segue que:

N(C(K,,X),C(K3,Y)) # K(C(K,X),C(K,,Y)), (0)

para todos os compactos K; e Ky e espagos de Banach X e Y com estrutura incondicional

local.

Porem, neste trabalho estou interessado nas propriedades geométricas dos subespagos iso-
morfos aos espagos de operadores nucleares e compactos e as relagoes geométricas entre seus
subespagos e na classificagao isomorfa dos espagos de operadores nucleares e dos espacos de

operadores compactos.

Um resultado muito importante para nosso trabalho é dado por Samuel em [57], ”Sobre
espacos de operadores em C(/))’onde K é um espago métrico enumeravel infinito. Sa-
muel provou que K(X,Y’) ndo contém nenhum subespago isomorfo a N(X,Y) onde X e
Y sao espagos C(K) com K métrico enumerdvel infinito. Isto é para todos os compactos

K, Ky, (3, K; métricos enumeraveis infinitos temos

N(C(K), C(Ks)) 7~ K(C(K), C(K4)), (1)
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Entretanto Samuel nao estuda a relagao contraria de (1). Primeiramente, continuamos com

o trabalho de Samuel e provamos que a seguinte afirmagao também é vélida

K(C(K,), C(K)) o N(CUK), C(K4)). 2)

Por outro lado, os outros dois principais resultados de [57] mostram que a geometria dos
espagos de operadores nucleares e a geometria dos espagos de operadores compactos relaci-

onados em (1) tém algumas semelhancgas. Isto é, valem as seguintes leis de cancelamento,

N(C(K), C(K1)) ~ N(C(K2), C(K2)) = C(K1) ~ C(K). (3)

K(C (K1), C(Ih)) ~ K(C (1), C(KG)) <= C(K)) ~ C(K), (4)

onde [y, Ky sao espagos métricos compactos enumeraveis infinitos.

O objetivo deste trabalho é estender e generalizar as férmulas (1), (2), (3), (4) para os espagos
de Banach C(I{}, X) e C(K5,Y) onde K; e Ky sao compactos de ordinais nao enumeraveis,
X e Y pertencem a uma ampla classe de espagos de Banach ( por exemplo X ¢é tal que X*

¢ isomorfo ao espago {1, e Y é um subespago de £, com 1 < p < 00).

O método aqui utilizado difere radicalmente do método utilizado no referido artigo de Sa-
muel. Naquela situacao, a hipotese de K ser metrizavel ajuda a obter uma identificagao entre
os espacos de operadores nucleares com um espago da forma ¢, (N, R®), onde «a é um ordinal
enumeravel. Assim Samuel usa um argumento bastante delicado com seqiiéncias basicas em
(, para dar uma caracterizagao dos subespagos de N (R*) que nao contém ¢;, a partir dai

junto com o Teorema de Bessaga e Pelczyiiski (veja [6]) é possivel provar a equivaléncia (3).

Um argumento como este nao funcionaria para provar (3) no caso que « é nao enumeravel
e X é um espago de Banach (ndo necessariamente R). Uma dificuldade neste caso é o fato

que o espago de operadores nucleares N (X, Y?) estd relacionado com o produto tensorial
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projetivo dos espacos (X)* e Y¢. E bem-conhecido que existem espagos de Banach X e
Y e subespacos E), By de X e Y respectivamente, tais que £,®;Fy ndo é um subespaco
de X®,Y (veja 134, pag. 155]), o que torna o estudo dos subespagos de operadores nu-
cleares mais complicado. Ao contrario de N (X*,Y?), os espagos de operadores compactos
K(X,Y?®) esta relacionado ao produto tensorial injetivo dos espagos de (X“)* e Y¢, o que
torna o estudo dos subespagos um pouco mais simples. A teoria do produto tensorial de
espacos de Banach e a relagao com os operadores nucleares sao baseadas no trabalho de

Grothendieck [30] e Pietsch [50].

No primeiro capitulo, descrevemos os fundamentos da teoria dos operadores nucleares e
produtos tensoriais projetivos e injetivos dos espagos de Banach, incluindo a teoria da classi-
ficacao isomorfa das fungoes continuas a valores num espago de Banach X ( com X* isomorfo
a um subespago de (1) definidas num intervalo de ordinais. A teoria foi introduzida por
Kislyakov [41] para o caso real e por Galego [28] para o caso geral. Também estudamos a
nogao de espacos com a propriedade de aproximacao e sua relacao com o produto tensorial
injetivo e projetivo. Descrevemos com muito detalhe o produto tensorial injetivo ¢ 1®€€p e

caracterizamos este espago usando projecoes sobre (, e seqliéncias em (.

Achamos razodvel incluir uma breve secao referente aos cardinais singulares e regulares, e
também algumas propriedades relacionadas com os espagos (;(I"). Estudamos exemplos de
uma classe particularmente importante de espagos de Banach cujo dual é isomorfo ao espago
¢,. Em particular estudamos os espagos de Bourgain e Delbaen e mencionamos algumas

conseqiiéncias destes espacos, com isso finalizamos o primeiro capitulo.

No segundo capitulo estudamos o isomorfismo entre o espaco N (X*, Y¢) e o espaco K(X*,Y™")

onde A, &, i, 7 sao ordinais infinitos. Provamos primeiro que (Teorema 2.2)

N(XAYE) oL (XM, Y,
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é valido para todos os ordinais A\, &, ;1,7 e uma ampla classe de espacos de Banach X e Y.
Em seguida provamos que este resultado é vélido para os espagos X = Y = R ( Coroldrio
2.4 ), para Y subespago de £, com 1 < p < 00 , e todo espago de Banach X com X* isomorfo

a ¢, e concluimos a generalizagao e extensao de (1) ( Teorema 2.8 ).

No capitulo 3 estudamos o isomorfismo entre o espago K(X* Y?¢) e o espago N (X Y").
Introduzimos os Ny-espagos ( Definigao 3.2 ) e fornecemos exemplos particularmente in-
teressante de Ny-espagos, e estudamos propriedades elementares de este tipo de espacos.

Finalizamos o capitulo provando a generalizacao e extensao de (2) ( Teorema 3.6 )

K(XA,Y*) o N (XM, Y7)

para todos os ordinais A, &, i, 7 e uma classe ampla de espagos de Banach X e Y.

No capitulo 4 apresentamos a classificacao isomorfa dos espagos de operadores nucleares
N (XA Y¢) para todos os ordinais infinitos ), €, e espacos de Banach X e Y ( Teorema 4.14
). Primeiro introduzimos alguns lemas pertinentes e tteis para a demonstracao do resultado
principal. Introduzimos os Nj-espagos ( Defini¢ao 4.6 ) e os N-espagos ( Defini¢ao 4.10 )
e estudamos propriedades e exemplos destes espacos. O capitulo termina com o estudo de
conseqliencias particulares do Teorema 4.14 no qual provamos uma generalizagao e extensao

de (3) ( Teorema 4.15 ).

No capitulo 5 introduzimos os Ky-espagos ( Defini¢ao 5.1 ) e fornecemos exemplos de estes
espagos. O capitulo termina com a classificagao isomorfa dos espagos de operadores compac-
tos KK(X?,Y¢), para todos os ordinais infinitos \, &, e espacos de Banach X e Y tais que X* é
isomorfo ao espaco €} e Y é um Ky-espago ( Teorema 5.5 ). Finalmente, como conseqiiéncia
dos Teoremas 2.8, 3.7, 4.15 e 5.7 provamos que é consistente com ZFC que as seguintes

generalizagoes e extensoes de (1), (2), (3), (4) sao verdadeiras :
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Teorema 1 Sejam A, u, &, n ordinais infinitos e X,Y espacos de Banach tais que X € um
No-espago, X* tem a propriedade de aprozimagao, eY € um subespago de €, com 1 < p < 0.

Entao |
1 N(XMNYE) e K(XM Y sao de dimensao linear incompardvel.
Além disso, se X é um Ni-espaco entao sao equivalentes as sequintes afirmagoes
2. N(XAYE) ~ N(XH Y™
3. K(XM Y8 ~ K(XH Y™

4. RE~R" ou, RE~R®» e R"~ R,
para o algum ordinal inicial nao enumeravel, p e q ordinais finitos. Além disso, \ e

tem a mesma cardinalidade.

Chamaremos a atengao para o fato que todos os resultados dos capitulos 2,3,4,5 sao originais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, trataremos de alguns fatos basicos a respeito dos espacos das func¢oes continuas
definidas sobre intervalos de ordinais a valores num espaco de Banach X. Eles sao titeis para
o estudo de problemas da classificagao isomorfa de espagos de operadores nucleares e com-

pactos.

Iniciamos lembrando os conceitos de ordinal regular e ordinal singular, tendo em vista sua
grande utilidade na construgao de uma teoria adequada da classificacao isomorfa para os
espagos das funcoes continuas definidas num intervalo de ordinais nao enumeravel [0, «].
Introduzida esta teoria, estudaremos os espagos ¢;(I"), tendo em vista, a importancia des-
tes espagos no estudo dos espagos de operadores nucleares e compactos. Apresentaremos
também as condigoes sobre o conjunto I' para que o espago (;(I") tenha a propriedade de

Mazur.

Serao tratados os espacos com a propriedade de aproximacao e também um pouco do produto
tensorial projetivo dos espagos com a propriedade de aproximacao e algumas propriedades
associadas com os espacos de operadores nucleares. Estudaremos como se comporta o pro-
duto tensorial projetivo de dois espagos de Banach X e Y com respeito a subespagos dos

espacos de Banach X e Y.

Em seguida, trataremos do produto tensorial injetivo e de isomorfismos associados a este pro-
duto, como ¢é o isomorfismo entre os espagos de operadores compactos K(X,Y), e o produto

tensorial injetivo dos espagos X* e Y. Também descrevemos explicitamente um isomorfismo
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entre os espagos das fungoes continuas C(K, X) e o produto tensorial injetivo dos espacos
C(K) e X. Seréd utilizado o espago S¢,(X) e a técnica destes espagos para o célculo do

produto tensorial ¢ 1(8358,,.

Encerramos o capitulo com a defini¢ao de distancia de Mazur entre dois espacos de Banach.
Estudamos espacgos de Banach X que contém ¢ uniformemente e descrevemos a relagao des-
tes espacos com o tipo e cotipo de um espago de Banach X. Uma vez provada esta relagao,
estudaremos alguns espagos de Banach particularmente importante, cujo dual é isomorfo ao

espago ¢, como é o espaco de Bourgain-Delbaen .

1.1 Cardinais regulares e singulares

Nesta secao, destacaremos alguns fatos importantes sobre o conceito de ordinal singular
e regular. Nosso objetivo principal é provar uma caracterizagao equivalente dos cardinais
singulares em termos de conjuntos. Vamos sempre ter em mente o fato que todo nimero

cardinal é um ordinal inicial. Uma referéncia util é [38].

Definicao 1.1.1 Sejam [ e J conjuntos, dizemos que I é eqiiipotente com J se existe uma
aplicacao bijetora de I em J. Um ordinal « é dito inicial se para cada ordinal limite < «,

se 3 é eqiiipotente com «, entao [ é igual ao ordinal «.

Definicao 1.1.2 Um numero ordinal § é dito singular se existe uma seqliéncia transfinita

crescente de ordinais (oy),<) tais que
1. ay < [ para todo t < A
2. A ¢ um ordinal limite menor do que (3

3. f=lim_,qa

Se [ nao é um ordinal singular, entdo  é chamado ordinal regular.
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Proposigao 1.1.3 ([38, pag. 161]) Seja I um conjunto abstrato com cardinal reqular. Se

I =,er Ar onde T € um congunto com |T'| < |I|, entao existe um to € ' tal que |A,| = |1].

Proposicao 1.1.4 ([38, pag. 162]) Se a é uwm ordinal infirito, entio Noy, € um cardinal

reqular.

1.2 Classificacao isomorfa dos espagos das fungées continuas

Nesta segao, trataremos de propriedades dos isomorfismos entre os espagos das funcoes
continuas definidas sobre um intervalo de ordinais a valores num espaco de Banach X.
Nosso objetivo principal é obter a classificagao isomorfa dos espagos X para X um espaco
de Banach com X* isomorfo a um subespago de ¢; e « um ordinal nao enumeravel. Discu-
tiremos primeiramente o caso X = R e logo vamos utilizar a técnica abstrata de [27] e [28]
para obter a classificacao isomorfa geral. A se¢do termina com uma breve discussao sobre a

teoria dos subespacos de C'(K, X) isomorfo aos espagos (1(I') e c,.

Definicao 1.2.1 Sejam X e Y espacgos de Banach, um operador linear T : X — Y é dito
isomorfismo sobre a imagem se 7' é injetor com imagem fechada; é dito de posto finito se a
imagem de 7" tem dimensao finita, e é dito compacto se a imagem por T da bola unitaria de

X é um subconjunto relativamente compacto de Y.

A teoria da classificagao isomorfa das fungoes continuas R* com « um ordinal enumeravel

é totalmente descrita no préximo teorema.

Teorema 1.2.2 (Bessaga e Pelczynski, [6, pdg. 55]) Sejam «, nimeros ordinais
tais que w < a < f <w; e X wum espago de Banach. Entdo sao verdadeiras as sequintes

afirmacoes:
1. R* ~RP  se e somente se 3 < a.

2. X%~ Xg.
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3. (X%)8 ~ XOP.

4. (X*)" ~ X" para todo n € N.

Definicao 1.2.3 Seja X um espago de Banach e 7y um ordinal limite, definimos X, como o
conjunto dos funcionais F' € X** tais que:
Para cada seqiiéncia (77)e<, em X* com zi(z) — 0, quando £ — 7 para todo z € X,

tem-se F'(zf) — 0 quando & — 7.

Observagao 1.2.4 O espago X, foi definido primeiramente em [59] para o caso em que
v = w. No referido artigo Semadeni prova que X, é um subespago vetorial fechado de X**,

este resultado continua valido com a mesma prova, se substituirmos o ordinal w por =.

Definigao 1.2.5 Dado um espago mensuravel (X, A, ), um subconjunto B € A é dito
um atomo se para todo subconjunto A C X tal que A € B implica que p(A) = 0 ou

1(A) = u(B) # 0. Dizemos que uma medida p é nao atomica se nao possui atomos.

Definicao 1.2.6 Um ntmero cardinal m é dito um cardinal mensuravel se existe uma
medida nao atéomica definida sobre a g-dlgebra cujos elementos sao subconjuntos de um con-

junto de cardinalidade m.

Definicao 1.2.7 Um espago topolégico K é dito disperso se cada subconjunto fechado tem

um ponto isolado.

Definigao 1.2.8 Uma medida regular de Borel sobre K é uma funcao de conjunto g nao

negativa definida sobre todos os subconjuntos Boreleanos de K tal que
1. p é finita.

2. |t é enumeravelmente aditiva.
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3. u(E) =supp(F) = inf u(G), onde F varia sobre os subconjuntos compactos de £ e G

sobre os conjuntos abertos que contém E.

Observagao 1.2.9 Assumindo que K seja disperso, W. Rudin mostra em [55, Teorema 6]
que cada medida regular de Borel sobre K ¢é atomica. Esta condicao é suficiente e necessaria
para que um espaco topolégico compacto K seja disperso, como foi provado por Pelczyniski

e Semadeni.

Teorema 1.2.10 (Pelczynski e Semadeni, [49, pag. 215-217]) Dado K um espago de

Hausdorff compacto. Sao equivalentes as sequintes afirmacgoes
1. K € disperso.
2. Nao existe subespago de C(K) isomorfo ao espago (.
3. Se p € uma medida regular sobre K sem datomos, entao ju € identicamente nula.

4. Se & pertence a C(K)* entao existem seqiéncias (ay)n>1 em R e (t,)n>1 em K tais que:

&(z) = Za,,,:z:(t‘n) e z lan| < +o0.

n=1 n=1

Observagao 1.2.11 5 bem-conhecido que o intervalo [0, a] é um espago topolégico compacto
disperso para qualquer ordinal « (veja [22] ou [60]). Entao decorre imediatamente do item

4 do Teorema 1.2.10 que:
(RY)* ~ 41([0,a]) e 6,([0,a])* ~ Lo([0, a]). (1.2.1)

Isso significa que:

(R*)™ ~ £ ([0, a]). (1.2.2)
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Definigao 1.2.12 Seja v um ordinal regular nao enumerével e a um ordinal qualquer. Por
m, ([0, a]) denotamos o conjunto dos z** € € ([0, a]) tais que:
Para cada ordinal limite [ < v e cada seqiiéncia (a::;)5<5 com xy — z* na topologia

fraca-estrela quando § — f3, entao z**(z7) — =**(2*) quando £ — 3.

Observagao 1.2.13 A pergunta natural que surge é se existe uma relagao entre o espago
m,([0,a]) e o espago X, quando X = R® onde a é um ordinal nao enumerdvel. Em [41]
Kislyakov nos da uma resposta afirmativa para esta pergunta. Além disso, Kislyakov mostra
em [41] que a existéncia de esta relagdo permite-nos obter a classificagao isomorfa completa

para os espagos R® com a um ordinal qualquer.

Teorema 1.2.14 (Kislyakov, [41, pag. 227]) Sejam & e n dois nimeros ordinais e a

um ordinal inicial. Suponhamos que € =N =a e & <, entdo:

1. Se a=w ou a € singular ou o ¢é reqular com &,m > o, entao RE ~ R" se e
7 ?

somente sen < £¥.

2. Se a € regular nao enumerdvel com &,m € [a,a?] e &,1,7,8 sao mimeros ordinais
tais que E=af' +v, n=an +06 e &€,7 <a e 7,0 <a. Entao R* ~R" see

somente se & =n'. Além disso, sao vadlidas

Ré ~ R e R7 ~R. (1.2.3)

Definigao 1.2.15 Dado um ordinal ¢, uma ¢-seqiiéncia sobre um subespaco A de X é uma

aplicagao f :[1,¢] — A, denotamos por (zg)p<, a imagem da aplicacao f.
Definicao 1.2.16 Dada uma ¢-seqiiéncia (zp)p<,, dizemos que (29)o<, ¢ [(-continua se
para cada (-seqiiéncia crescente de ordinais (0¢)e<p de [1, ] que converge para 3 quando

¢ converge para [, tivermos xg, para zy,.

Definicao 1.2.17 Seja a um ordinal regular nao enumeravel, e ¢ um ordinal qualquer.
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Definimos X ¥ como o conjunto dos funcionais F' € X** tendo a seguinte propriedade:

Para cada ordinal limite § < a e cada seqliencia 2" = (z£(n))e<p de B-seqiiéncia em X*,
tais que existe um numero real positivo M com | zg¢(n) [|[< M para cada n < ¢ e cada
& < f3, tal que para cada z € X xz(n)(:c) — 0 quando € converge para [, uniformeniente

em 7, entao F(a:z(n)) — 0 quando & converge para [ uniformemente em 7.

Se X é um espaco de Banach e a é um ordinal regular nao enumeravel, definimos o conjunto

[X]o =) X¢. (1.2.4)

p<a

Observagao 1.2.18 E imediato que se cX é a imagem canodnica de X em X™** entao
cX C X2 (j& que cz(zg(n)) = z{(n)(z) para cada = € X e cada n < ¢). Um argu-
mento semelhante ao usado por Semadeni em [59], prova que X? é um subespago vetorial
fechado. Consideremos agora Y um espago de Banach e X um subespago fechado de Y. Seja

1: X — Y a aplicacao inclusao natural de X em Y. Definindo T'(z** 4 ¢X) = i*z** + Y,

Yo
cY

7 s ‘ - X
temos que 7" é um operador linear bem-definido e injetor de %

em
Proposigao 1.2.19 (Galego, [28, pag. 729]) Se X é um subespago fechado de um espaco

de Banach Y e «a é um ordinal reqular nao enumerdvel, entao

% o [z;]/a. (1.2.5)

Definicao 1.2.20 Seja a um ordinal regular nao enumeravel, v um ordinal qualquer e X
um espaco de Banach. Por mq ([0, ¢], X) denotaremos o subespago fechado de €.,([0, ], X**)
formado pelas (p + 1)-seqiiéncias (25" )p<pr1 de X que sao f-continuas para cada § < a,

e tais que z;* pertence a [X], para cada 0 < ¢.

Definicao 1.2.21 Um espago de Banach X tem a propriedade de Banach-Mazur se cada ele-
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mento de X** o qual é seqiiéncialmente fraca-estrela continuo em X** é fraca-estrela continuo

e assim um elemento de X. Estes espagos foram investigados em [21] e [40].

Proposicao 1.2.22 (Galego, [28, pdg. 729-731]) Seja a um ordinal reqular nac enu-
merdvel e consideramos X um espaco de Banach com a propriedade de Mazur. Se @ é um

ordinal qualquer, entao:

L (X7 ~ ma((0, ], X). (1.2.6)
X%y M ([0,0], X @
2. [C(X‘L) ~ c([)(g% : ~ CO(ALp’X)v (127)

onde NG, € o conjunto dos ordinais em [0, ] com cofinalidade menor que @.

Observagao 1.2.23 A prova do Lema 4.2 em [41] (veja também a dissertacao de Galego
[lema 2.5, pdg. 43] ), mostra que se o = '@ com o < a, entdo |A%| = o/. Portanto, o

isomorfismo 1.2.7 pode ser escrito como

[*X(p]’)' -~ ma([01 30]’ X)
c(X¥) c(X%)

~ ¢,([0, ], X). (1.2.8)

Observagao 1.2.24 Galego em [27, Teorema 1.1] fornece importantes conseqiiéncias da
Proposigao 1.2.22. Por exemplo Galego prova a classificagao isomorfa dos espagos ¢,(I", X )¢,
para [' um conjunto qualquer e X um espago de Banach com a propriedade de Mazur e
|l'|dens X* < @ (veja [27, pag. 3336]). Em nosso caso, o espago X é tal que X* é isomorfo
a um subespago de ¢; e I' é um conjunto unitario. Portanto, é possivel aplicar o Teorema

1.1 de [27] para concluir a préxima proposicao.

Proposicao 1.2.25 (Galego, [27, Teorema 1.1]) Seja X um espago de Banach com a
propriedade de Mazur e que nao contém subespago isomorfo ao espago ¢, e X* € isomorfo
a um subespago de (,. Seja a um ordinal inicial nao enumerdvel, e sejam &, n ordinais nao

enumeraveis tais que & <. Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:
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1. Se X¢ ~ X" entdo €=T1.

2. Seja E =T =a e suponhamos que o € um ordinal singular ou « =w ou o € um

ordinal requlor nao enumerdvel com €,n > a*. Entio X¢ ~ X" se ¢ s6 sen < .

3. Seja a um ordinal regular nao enumerdvel com &,n € [a,a?); e €,1,7,0 sdo ordinais
tais que

E=af'+v, n=an'+4, &n<a vd0<a

Entao X& ~ X" se e s6 se £ e 1 sdo finitos ou £ e 1 sdo infinitos com igual

cardinalidade.

Proposicao 1.2.26 (Galego, [28, pag. 732]) Seja X um espaco de Banach com a pro-
priedade de Mazur. Se & é um ordinal infinito com RS isomorfo a um subespaco de X¢,

entao ¢, € isomorfo a um subespaco de X .

Proposicao 1.2.27 (Galego, [27, pag. 3337]) Seja X um espago de Banach com a
propriedade de Mazur. Se a € um ordinal inicial infinito e existe um ordinal nao nulon <

com R* isomorfo a um subespago de X", entao c, € isomorfo a um subespaco de X .

Proposicao 1.2.28 (Samuel, [56, pag. 107]) Se ¢, € isomorfo a um subespago de Y™

para algum n € N, entao ¢, € isomorfo a um subespacgo de Y .

Observagao 1.2.29 Samuel também prova em [56, Teorema 4.1, pdg. 107] que este resul-

tado ¢ verdadeiro em geral, para os espagos ¢, com 1 < p < oo.

Observacao 1.2.30 Uma situagao interessante é quando K é um espaco topoldgico com-
pacto disperso, nesta situacao C'(I{,R) (e portanto C(IK, X)) é muito rico em cépias com-

plementadas de ¢,, como provaram Lotz, Peck e Porta em [47].
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Teorema 1.2.31 (Galego, [25, pag. 91-93]) Seja a um nimero ordinal, X, H espagos

de Banach e K um espago topoldgico compacto disperso. Entao:

1. Se H € isomorfo a um subespaco complementado de C'(I, X)), entao ou H € isomorfo a
um subespago complementado de X" para algum n € N ou ¢, € isomorfo a uwm subespago

de H.

2. Se H é isomorfo a um subespago de X, entao ou H € isomorfo a um subespaco de X"

para algum n € N ou H comtém cdpia de ¢, complementada em X®.

1.3 Sobre os espagos ¢, (1)

Nesta secao, vamos estudar um pouco mais detalhadamente os espagos ¢, (') com I" um car-
dinal maior que Rg. Também estudaremos o comportamento das seqiiéncias disjuntamente
suportadas em (;(N, X) e em ¢,(N, X) e descreveremos as propriedades canonicas destas
seqiéncias no caso que X é o espaco f,. Finalizamos a secao apresentando brevemente a
relagdo entre os funcionais seqiiencialmente fraca-estrela continuos em ¢,(I') e o cardinal de
I'. Todos os detalhes sobre as afirmacgoes a seguir podem ser encontrados em [50], [52], [53]
e [54].

Inicialmente, recordemos um fato importante a respeito da relagao entre subespagos comple-

mentados de X isomorfo ao espago ¢;(I") e os subespacgos de X* isomorfo ao espago ¢,(T').

Teorema 1.3.1 (Rosenthal, [52, pag. 17]) Seja X um espago de Banach e I' um con-
junto infinito. Se c,(I") € isomorfo a um subespago de X*, entao (,(T") é isomorfo a um
subespago complementado de X (e consegiientemente (o(I") ¢ isomorfo a um subespaco de

X*).

Teorema 1.3.2 (Rosenthal, [53, pag. 212]) Seja X wm espago de Banach e T um con-
Junto infinito. Se T : (') — X € um operador linear tal que T|. ) € um isomorfismo

sobre a imagem (ou infyer

T(?A

| > 0), entao existe um subconjunto I C T com |I'| = |T|

tal que T vy € um isomorfismo sobre a imagem.
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Observagao 1.3.3 ([50, pag. 25]) Para fixar a notagao vamos descrever algumas pro-
priedades de ¢,(I'). Seja (z;)ier uma familia de fungoes em ¢;(I") e denotemos por F(T') a
familia formada pelos subconjuntos finitos de I'. Observamos que cada elemento J de §(T")
estda associado a uma familia (2;(J))ier em (,(I") definida por z;(J) = x; para 1 € J e
z;(J) = 0 para cada i ¢ J. Introduzimos na familia §(I') uma relacao de ordem declarando
que J; > Jyse esose J; D Jy. Para todo J € F(I') podemos definir o operador projecao
Py 6(T) — €4(T") como
Py((zi)ier) = (zi(J))ier

Proposicao 1.3.4 ([50, pag. 28]) Seja X um espaco de Banach e T' um conjunto infinito.

As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
1. lim, Py(x) =x, paratodo z € (;(T);
2. 4(T) ~ (1) @ Gi(D);

3. Se X* € isomorfo a um subespago de ly, entdo (', X*) é isomorfo a um subespago de

51(1—‘) ;

4. ¢,(T") € isomorfo a um subespago complementado de ¢1(T', X).

Teorema 1.3.5 ([45, pag. 31]) ¢, nao € isomorfo a um subespago de ((T).

Definicao 1.3.6 Seja X um espaco de Banach, e (z,),>; uma seqliéncia em X, dizemos
, . . U , . .

que (zp)n>1 € uma base para X (respectivamente seqiiencia bdsica) se para cada x € X
i s . T R o |20 e TMica @ 114 . ‘naQ o.¢}
(respectivamente para cada x € [1;];5,) existe uma unica seqiiéncia de escalares (a;)52, tais
00 . Ay, - . ,

que x = Zi:l a;jz;, cuja convergencia é na norma de X. Dizemos que a base (z,)n>1 é

incondicional se a série ) " a;x; converge incondicionalmente a x.
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Observacao 1.3.7 Suponha que (z,),>1 ¢ uma base para X. Entao neste caso, existe uma

seqiiéncia de funcionais lineares (f,,),>1 em X* definida por:

00
fn'T == fn Z a;T; | = Qp. (] 31)
i=1

Definigao 1.3.8 Uma base (z,),>1 ¢ dita contratil se (f,),>1 definida como em (1.3.1) é

uma base de X™.

Definigao 1.3.9 Dada (z,),>1 uma base de X e (f,),>1 como na Equagao 1.3.1, definimos
o suporte de x € X com respeito a (z,)p>1 € (fn)n>1 como o conjunto dos n € N tais que

fa # 0; denotamos tal conjunto por supp .

Observagao 1.3.10 Denotamos por ¢,, 0 espaco das seqiiéncias de suporte finito. Quando
T e y estao em ¢, denotamos por 1‘a.n(3:) o menor intervalo em N contendo seu suporte.
Escrevemos = < y quando maxran(x) < minran(y). Se x; < x5 < ... < x, < ... diremos que
Ty, Ta...Ty, ... SA0 sucessivos. Dada uma seqiiéncia (z;);>; basica, dizemos que uma seqiiéncia
(y,);>1 € disjuntamente suportada com respeito a (;);>1 se existem ¢; < g2 < ... < ¢, < ... tal
que y; € [z; : gj—1 < i< ¢;] . Mais geralmente, se X tem uma descomposi¢ao de Schaudder
X = @nz | F dizemos que (y;);>1 é uma seqiiéncia disjuntamente suportada com respeito

a (F)n>1 se existem 0 = ¢, < 1 < @2 < ... < @p < ... tais que y; € ®(1j71<"<(lj F,.

Definicao 1.3.11 Dadas quaisquer seqiiéncias basicas (,),>1 em X e (yn)n>1 em Y, dize-
) ~ . A . . oo . .
mos que (x,),>1 € (Yn)n>1 520 equivalentes se a convergéncia da série )~ a;x; é equivalente

\ A~ . . o0
a convergencia da série » 7, a;y;.

Definicao 1.3.12 Uma seqiiéncia (z,),>1 sobre X é dita semi normalizada se 0 < inf ||z, || <

sup ||z, || < 4o0.
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Definicao 1.3.13 Seja (z,),>1 uma seqiiéncia em X. Se para cada z* € X* a seqiiéncia

(x*(y))n>1 € convergente entao (x,),>; ¢ dita fracamente de Cauchy.

Teorema 1.3.14 (Rosenthal, [54, pag. 2411]) Seja X um espaco de Banach e (x,)n>1
uma seqiiéncia limitada em X. Entao (z,),>1 admite uma subseqiéncia (x)),>1 que satisfaz

uma das sequintes afirmacoes mutuamente exclusivas:

L. (2),)n>1 € fracamente de Cauchy.

2. (20))n>1 € uma sequiéncia basica de (.

Definigao 1.3.15 Se X é um espago de Banach, definimos ¢,(X) como o espaco das

seqiiéncias (x,),>1 tais que z, € X para cadan € N, e lim, .« ||z,|| = 0.

Observagao 1.3.16 O espaco ¢,(X) munido da norma ||z|| = sup,,>, ||z,|| tem estrutura de

oo (/n

espago de Banach. Existe uma relacao entre c,(¢;) e o espaco (>~ (o

), (0 qual ¢ definido

como o espago (€, @& @..® " D..) com a norma de (;).

Proposigao 1.3.17 ( Cembranos, [12, pag. 295 |) Nao existe subespago de c,((y) iso-
morfo ao espago (D o (%),

Observagao 1.3.18 Consideremos (z,),>; uma base para X, entao as aplicacoes P,
X — X definidas por P,z = ZZZI ayx) sao projegoes lineares bem-definidas em X.
As normas dos operadores (Pp,)m>1 sao bem comportadas, isto ¢, nao ¢é dificil provar ([44,
pag. 1]) que existe um numero real positivo M tal que ||P,| < M para todo m € N.
O menor nimero real M > 0 é chamado de constante basica da seqiiencia (x,),>1. Em
[45, pag. 25] se provou que cada seqiiéncia disjuntamente suportada e normalizada em ¢,
ouem (, com 1 < p < oo é equivalente a base canonica de ¢, ou de (, com 1 < p < oo

respectivamente. As mesmas consideracoes feitas nesta demonstracao mostram que cada
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seqiiéncia disjuntamente suportada e normalizada de ¢,(N, X), €,(N,X) com 1 < p < o0
( com respeito a descomposicao de Schaudder de ¢,(N, X), (,(N, X) ) é equivalente a base
canonica de ¢,, (, respectivamente. Por tltimo lembramos que uma seqiiéncia (z,),>1 €
equivalente & base canonica (e, ),>1 de {5 se e s se. existem niimeros reais positivos «, b tais

que para quaisquer (c,),>1 escalares tém-se:

a.i lei| < zn:cizv,; % bi: le;]  ¥n e N. (1.3.2)
i=1 i=1 3=

Teorema 1.3.19 ([45, pag. 25]) Seja X um espa¢o de Banach. Sao verdadeiras as

sequintes afirmagoes

1. Se (wy)n>1 € uma seqiéncia disjuntamente suportada em €,(N, X) (ouc,(N, X)) com
1 <p < oo e (Wy)p>1 € normalizada, entao (w,),>1 € equivalente a base canonica de

ly (ou c,) com 1 < p < oo.

2. Se (xp)n>1 € uma base contrdtil de X (por exemplo de ¢, ou l, com 1 < p < c0) e

(Wn)n>1 € uma seqiiéncia disjuntamente suportada e convergente, entao o limite € zero.

Observagao 1.3.20 Seja X um espago de Banach e (z,),>1 uma seqiiéncia em X. Nao é
dificil provar que (z,),>1 é uma seqiiéncia basica incondicional se e s6 se existe um k£ > 0
tal que para todas as seqiiéncias de escalares (a,)n>1 € (Bn)n>1 com |a,| < |f,], entéo

o0 o0

§ Qplpl|| < k § ,B,,;T,,

n=1 n=1

O menor ntimero k£ é chamado de constante de incondicionalidade.

Definigao 1.3.21 Se X é um espago de Banach, dizemos que X tem uma estrutura in-
condicional local se existe um nimero positivo M e uma familia de subespacos de dimensao

finita (F,)aes de X ordenados por inclusao, cujo fecho da uniao é o espago X e todos os E,

a)d((\)

el Cuja constante de incondicionalidade K, satisfaz que

tém uma base incondicional (x
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K, < M para cada o € I.

Observagao 1.3.22 Denotemos por Fy o conjunto dos subespacos de dimensao finita
do espago de Banach X. Existe outra definigao de estrutura incondicional local dada por
Gordon-Lewis em [17, pdg. 345]. Seja X um espago de Banach, dizemos que X tem estrutura
incondicional local ( de acordo com Gordon-lewis) se existe uma constante A > 1 tal que
para todo E € §x a injecao canonica tem uma fatoracao da forma £ —— Y —— X | onde Y
¢ um espacgo de Banach com base incondicional ( com constante de base incondicional ub(Y)
), u e v sao operadores lineares limitados que satisfazem a desigualdade ||u]||v||ub(Y) < A.

O menor A é chamado de constante de incondicionalidad local de X e é denotada por A(X).

Exemplo 1.3.23 ([35]) Um exemplo de espagos com estrutura incondicional local é o
espaco C'(/') com /' um espago topoldgico compacto ( veja também [17, pdg. 345] para

provar que tem estrutura incondicional local no sentido de Gordon-lewis.)

Teorema 1.3.24 (Pluglissi e Saluzzo, [51, pag. 144]) C(IK, X) tem estrutura incondi-

cional local se X tem.

Teorema 1.3.25 (Edgar, [21, pag. 577]) Se I' é um conjunto qualquer, entdao (,(T") tem

a propriedade de Mazur se e somente se I' é um cardinal de valores reais nao mensurdvel.

1.4 Produto tensorial projetivo e espagos de operadores nucleares

Nesta secao, discutiremos a teoria do produto tensorial projetivo e mostraremos como a
mesma pode ser utilizada para estudar os espagos dos operadores nucleares. Também mos-
traremos uma féormula de Grothendieck para o calculo do produto tensorial projetivo entre
(;(I') e X, a qual é uma ferramenta indispensdvel para nosso trabalho. Todos os detalhes

sobre as afirmacoes a seguir podem ser encontradas em [16], [18], [44], [45].
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Para fixar a notagao vamos agora definir o que entendemos por espago com a propriedade

de aproximagao.

Definigao 1.4.1 Um espago de Banach X tem a propriedade de aproximagao se para cada
subconjunto compacto ' de X e todo € > 0, existe um operador 7' : X — X de posto

finito tal que ||7'(z) — z|| < € para todo x € K.

Observagao 1.4.2 Se X é um espago de Banach com uma base de Schauder, entao X tem
a propriedade de aproximagao. De fato, seja (z,),>1 uma base de Schauder de X, temos
que existem (f,,),>; funcionais lineares em X* satisfazendo a Equagao 1.3.1. Consideremos,
como na Observagao 1.3.18, os operadores P, : X — X por P,z = Y ! | fi(x)z;. Vemos
que os (F;)i>1 sao operadores de posto finito, uniformemente limitados, e lim, .., P,z = z
para todo x € X. Além disso a convergéncia é uniforme em cada subconjunto compacto
de X . Portanto, X tem a propriedade de aproximacao. Em particular, os espagos c, e £,
com 1 < p < oo tem a propriedade de aproximacao. Em geral, se I' é wuin conjunto infinito,
podemos usar um argumento semelhante ao feito acima para mostrar que c,(I') e €,(I") tém

a propriedade de aproximacao .

Passemos agora estudar o produto tensorial projetivo de dois espacos de Banach X e Y.
Lembramos que, dado X e Y espacos de Banach, X®,Y ¢é o completamento do espaco

(X @Y, |lx) onde a norma || ||, é definida por:
Ilie]| = = sup {|e(p)| : ¢ é bilinear e limitada em X x Y'}. (1.4.1)

E facil ver que para cada 1 € X @ Y a norma ||ut]|, pode ser escrita como

n n

el = inf Z lzillllyill : i € X, y; €Y paratodoi € Ne ju= Z.’Cf@yi . (14.2)

i=1 =
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Teorema 1.4.3 ([18, pag. 48]) Se X e Y sao espagos de Banach com a propriedade de

aprozimagao, entao X®@,Y tem a propriedade de aproximagao.

Observagao 1.4.4 Vamos agora fazer alguns comentarios sobre o comportamento dos su-
bespacos normados de X®,Y. De fato, sejam £, um subespaco de X, e F, um subespaco de
Y. Consideremos as injegoes canonicas J, : F; — X e Jo: Fy — Y. E possivel definir a
aplicacdo linear J : J,®@.Jo : @ F, — X®Y que é também uma injecio em X®,Y. Pode-
mos nos perguntar se o espago vetorial normado Fy @, F» é um subespago do espago vetorial
normado X ®, Y. Em geral, a topologia de F) ®, F5 é estritamente mais fina que a topologia

induzida por X®, Y. Para um exemplo em que esta situagao ocorre sugerimos [34, pag. 155].

Proposigao 1.4.5 ([34, pag. 156]) Sejam X,Y espagos de Banach e E, F' subespagos de

X, Y respectivamente, entao:

1. Se E é complementado em X e F é complementado em Y , entao EQ.F é um subespaco

complementado de X®,Y .

2. Se E, F sao subespacos densos de X,Y respectivamente, entao EQ,F é um subespago

denso de X©@,Y .

Proposicao 1.4.6 (Semadeni [60, secao 20.3.7, pag. 351]) Sejam X, Y, X, Y espacos
de Banach. Se X ~Y e X;~Y], entio X®@,X, ~Y®,Y].

Portanto, usando as Proposicoes 1.4.5 e 1.4.6 obtemos que:

Proposicao 1.4.7 Sao verdadeiras as sequintes afimacoes
1. SeES X e FSY, entio E@F < X&,Y. (1.4.3)

2. S¢e Z <Y, entio X®rZ < X&,Y. (1.4.4)



¥  CAPITULO 1. PRELIMINARES
Definigao 1.4.8 Seja X um espago de Banach e (2, A, 1) um espago mensuravel. Dizemos
que uma aplicacao f : 2 — X é simples se existem conjuntos disjuntos Ey, Es, ..., B, de A,

e elementos 'y, T9, ..., z, de X tais que

mn

flw) = Z XEg,(w)x;, paracada w € Q.
i=1

Definigao 1.4.9 Uma aplicagao f : 0 — X é dita p-mensuravel se é quase sempre o
. ) - ~ . . o n . ) . .. . -
limite (na norma) de fungdes simples. Se f(w) = > 1 | xg,(w)z; , definimos [, fdp =

Yoo wENE)y VE€ A

Definigao 1.4.10 Uma aplicagao f : 0 — X ¢é dita integrdavel Bochner se existe uma

seqiiéncia (f,)n>1 de aplicagoes simples, tais que

lim /Q | fr(w) — f(w)||dp =10

n—oo

Neste caso, definimos f pfdp = lim, . f i Jadpe. O conjunto de aplicagoes integraveis Bo-

chner é denotado por Ly (g, X).

Proposigao 1.4.11 ([16, pag. 228]) Existe uma isometria entre o espago Li(j1)@,X e o

espago Lyi(p, X).

Observagao 1.4.12 Podemos substituir L;(x) na Proposicao 1.4.11 por ¢;(I") onde I" é um
conjunto infinito. De fato, se I' é um conjunto infinito, considere A a o-algebra formada
pelos subconjuntos de I' e defina uma medida sobre A tal que p({v}) = 1 paratoday €T

Logo, Li(p, X) é isomorfo ao espago (;(I', X), e decorre da Proposigao 1.4.11 que
(D)@ X ~ 0,(T, X). (1.4.5)

Proposicao 1.4.13 ([16, pag. 249]) Sejam X,Y, Z espagos de Banach e suponhamos que

7 seja separavel e isomorfo a um subespaco de X @,Y . FEntao existem subespacos Xy de X,
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e Yy de Y tais que Xy, Yy sao separdveis e Z € isomorfo a um subespaco de Xo®5Yp.
0 0

Definicao 1.4.14 Dados X, Y espagos de Banach. Um operador nuclear de X em Y é uma
aplicagao linear T': X — Y com a seguinte propriedade:

Existem seqiiéncias (z7),>; em X*

e (Yn)n>1 em Y tais que Y oo |luallllzh]] < 400
e para cada ponto x € X |, T(x) = > 07 ah(x)y,. A série ) > a%(z)y, é chamada de

representacao nuclear de 7.

Observagao 1.4.15 Dados X, Y espaco de Banach, denotamos por N(X,Y) o conjunto
dos operadores nucleares de X a Y. Em [50, padg. 51], Pietsch prova que o conjunto dos

operadores nucleares N(X,Y) munido da norma:

|IT||x = inf {Z Nz | ynll : Z T, @y, € representacao nuclear de T} , (1.4.6)

n=1 n=1

é um espago de Banach, o qual denotamos por N (X, Y).

Observacao 1.4.16 Sejam T : X — Y um operador nuclear e ¢ > 0. Logo, existem

seqiiéncias (2} ),>1 em X* e (y,)n>1 em Y, e um ng € N tais que

o

T(@) =) a@yn ¢ D lzilllyall <e

n=1 n=p+1

Definimos

P
Ty(x) = zh(@)ya  Yp=no

==l

Como T'(x) —Ty(x) = 3,541 Tn(T)yn, segue que

1T = Tollx <> lleilllyall < € ¥p>no
n>p

Logo, o operador T se escreve como o limite (na norma) de wma seqiiéncia de operadores de

posto finito. Isso implica que 7" é um operador compacto. Portanto,

N(X,Y) C K(X,Y). (1.4.7)
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Proposicao 1.4.17 ([16, pag. 239-245]) Se X* ou Y tém a propriedade de apro-

zimagdo, entao N (X,Y) € isomorfo ao espago X*®@,Y.

1.5 Produto tensorial injetivo e espagos de operadores compactos

Nesta segao, vamos estudar a teoria basica do produto tensorial injetivo de dois espacos de
Banach X e Y, e estabelecer alguns resultados importantes para o estudo dos espacos de
operadores compactos. Também dedicamos a tltima parte da secao ao estudo do produto
tensorial injetivo dos espacgos ¢; e €, com 1 < p < oo. Referéncias interessantes para esta

se¢do sao [16], [56], [60].

Dados X e Y espacos de Banach, denotamos por X®,Y o completamento do espaco (X ®

Y, |l |le), onde || ||c é a norma injetiva sobre X ® Y definida por:
n
2]l = > a (@ )y (vi)
1=1

n
Z T; @ Y;|| = sup {
i=1 € g

Diestel em [16, pdg. 227] mostra que a norma injetiva de z é igual a

2" € Bx-ey* € By*} . (1.5.1)

llz]|e = sup{(z* ® y*)(2) : ™ € Bx+,y" € By}

e dai conclui que a Equagao 1.5.1 nao depende da representagao de z como um elemento de
X ®Y. Além disso, nao é dificil provar que para cada z € £ ® F é valida a desigualdade
lIzlle < ||Izll=. As préximas proposi¢oes mostram que valem algumas propriedades semelhan-

tes as do produto tensorial projetivo.

Proposicao 1.5.1 ([16, pag. 224]) Seja K um espago topoldgico compacto, entao
C(K)®X ~ C(K,X). (1.5.2)

Teorema 1.5.2 ([32, Teorema 2]) Se X e Y tém a propriedade de aprozimagao, entao

X®.Y também tem a propriedade de aprozimacéo.
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Proposigao 1.5.3 ([16, pag. 249]) Sejam X,Y,Z espacos de Banach e suponhamos que
Z seja separdvel e isomorfo a um subespago de X®.Y . Entdo existem subespacos X, de X,

e Yy de Y tais que Xy, Yy sao separdveis e Z € isomorfo a um subespaco de Xo®.Y,.

Observacao 1.5.4 No caso em que C(K) ¢ isomorfo ao espago ¢, e X é um espaco de

Banach qualquer, a Proposi¢ao 1.5.1 prova que,
Co®eX ~ co(X)

Vemos imediatamente que

Co®cly ~ co(ly). (1.5.3)

Observacgao 1.5.5 Se X é um espaco de Banach e & um ordinal, entao decorre da Proposicao

1.5.1 que

(X™M*=C([0,0],X") ~ C([0,a])®X"
~ (C([0,a))&X)"

me (XE)E (1.5.4)
Também, para todo n € N é valido

(X") ~ (R"®.X)"
~ (R®..... O R)®X)*
~ (RX)* D (ROX)* @ ... ®» (ROX)*
~ X'eX"®....... ® X

~ (X (1.

(g
(&3]
~

Finalmente, observemos que para qualquer ordinal «,
(LIDBY)* ~ L(D)&(C([0,a])®Y)
~ b (F)®EC([07 Cl’], Y)

~ (D&Y (1.5.6)
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Como no caso de operadores nucleares, se X* ou Y tém a propriedade de aproximacao, entao

temos uma férmula bastante especial para o célculo do espago £(X,Y).

Proposicao 1.5.6 ([16, pag. 239-244]) Se X* ouY tém a propriedade dc aprozimagao,

entio K(X,Y) éisomorfo ao espaco X*®.Y .

Teorema 1.5.7 (Freniche [23, Teorema 2.3]) Se ¢, ¢ isomorfo a um subespago de

L1]0,1]®.X, entdo c, € isomorfo a um subespaco de X.

Teorema 1.5.8 (Kappeler, [40, pag. 629]) Sejam X eY espagos de Banach tais que
X®.Y tem a propriedade de Mazur. Se I' é um cardinal nio mensurdvel entdo o espaco

(,(T, X)®.Y tem a propriedade de Mazur.

Agora que ja conhecemos as principais propriedades do produto tensorial injetivo, podemos
passar fazer a caracterizacao por médio de seqiiéncias do produto tensorial injetivo (,®.(,

com 1 < p < co. Iniciamos com a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.5.9 Dados X um espaco de Banach e 1 < p < oo, definimos

Se(X) = {(:En)nZI T, € X VneN eVpe X* Z lp(zn)|P < +oo}

n=1

Observagao 1.5.10 ([50]) No caso que p = 1, o espaco S(,(X) é denotado por (;[X]. Os
espacos Sl,(X) sao conhecido como o conjunto das seqiiéncias fraca-estrela p-somaveis em

X .

Observagao 1.5.11 Consideremos (z,),>1 uma seqiiéncia em S¢,(X) e T : X* — (,

dado por Tz* = (2*(2,))n>1. E imediato verificar que T' é um operador linear com grafico
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fechado. Logo, pelo teorema do grafico fechado, 7" é limitado. Temos que existe um C > 0

tal que (D> 07, |af"(1:,,)|p)1l < C||z*|| para qualquer z* € X*.

Observacgao 1.5.12 O espago S(,(X) munido da norma

1
oo P
llz|| = sup (Zw(mn)v’) . 7" € Bx- y, (1.5.7)
n=1

é um espaco de Banach.

Definicao 1.5.13 Sejan € N, definimos P, : S¢,(X) — S€,(X) por P,((x:)i>1) = (¥i)i>1,
onde y; = x; parat < n e y; = 0 para cada 7 > n. P, é uma projecdo linear continua em

SC,(X). Definimos P* = I — P,.

Definicao 1.5.14 Definimos F,(.X) por

Fpo(X) = {,u, € Sly(X): lm P'p= 0}. (1.5.8)

n—oo

Observagao 1.5.15 E imediato verificar que F,(X) é um subespago vetorial fechado de

S, (X).

Proposicao 1.5.16 (Samuel, [56, pag. 106]) O produto tensorial injetivo X L, € iso-

morfo ao espago F,(X) para cada p com 1 < p < co.

Observacgao 1.5.17 Para o caso em que X = {;, pela Proposi¢ao 1.5.16 podemos conside-
rar (1®.(, como um subespago de SC,(¢y). Seja (e )men & base candnica de €, definindo

Qm : 0, — C, por Qn(> i, ae;) =" ae;, obtemos uma projegao linear continua.
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Definicao 1.5.18 Definimos uma projecao linear em .S¢,(¢;) por

Qm : S6,(0;) — SC,(0)

T = (Ti)izi — Qi) = (Qum(xi))iz1- (1.5.9)

Proposicao 1.5.19 (Samuel, [56, pag. 113]) Sel<p<oo e m €N, entao
L Qun(ti®:L,) ~ ¢,

2. lim, 0o @nz = para qualquer z € ((;®.(,).

1.6 Espacos de Banach especiais

Nesta secao, vamos estudar alguns métodos de construgao de espagos de Banach X cujo
dual é isomorfo ao espaco ¢;. Também, descreveremos o conceito de espacos de Banach X
que contém ¢ uniformemente e provaremos uma relacao deste conceito com o cotipo de
um espago de Banach X. O interesse nestes tipos de espagos é justificado pelo fato que eles
serao de fundamental importancia para darmos exemplos e contra-exemplos interessantes na
classificacao isomorfa dos espagos de operadores nucleares e compactos. Referéncias para
este assunto sao [3], [7], [17], [62].

s

Lembramos que, dados X e X’ espagos de Banach, a distancia de Mazur entre X e X' é
d(X, X") =f {ITIT7": T:X — X' éum isomorfismo sobrejetivo} . (1.6.1)

Nao é dificil provar que logd verifica todas as propriedades de uma métrica, esta métrica foi

introduzida por Mazur.

Para fixar a notagao, vamos agora definir o que entendemos por espaco de Banach que contém
0%, uniformemente. Aqui o espago (7 é o espago vetorial n-dimensional R" munido com a

norma

(@1, T2y .eooey ) || = max

1<k<n Tkl
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Definicao 1.6.1 Se X é um espaco de Banach, dizemos que X contém ¢ uniforme-
mente se existe uma seqiiéncia de subespacos (F,),>1 de dimensao finita de X tais que
sup,, d(E,, (%) < +o0.

Observagao 1.6.2 Em [11], P. Cembranos e J. Mendoza estabelecem uma definicao equi-
valente a 1.6.1. Eles provam que um espacgo de Banach X contém (7, uniformemente se e s6
se existem seqiiéncias (Ey)n>1, (ftn)n>1, (Un)n>1; onde E, sdo subespagos de dimensao finita
de X, pp, : B, — 02, v, : (3 — E, sao operadores lineares limitados com ||u,|| < 1
e |lvn]l =1 para cada n € N tais que p, ov, (e v, o, )= aplicacao identidade . Um
exemplo de um espago de Banach X que contém €2 uniformemente é o espago (> o (% );.
Para provar isto basta tomar £, = (2 paran € N e pu, = v,= aplicagao identidade, na

definigao acima ( Veja também [17, Observagao 11.5]).

Definicao 1.6.3 Seja p um real positivo com 1 < p < coe X um espago de Banach. Dizemos
que X tem cotipo p se existe uma constante positiva C' tal que para qualquer conjunto finito

-\ A 13
(z)j=, em X ¢é vilida

o =

c/o S r| > (3wl ) (1.6.2)

Jj=1 Jj=1

0
J=1

Onde os (7 sao as funcoes de Radamacher.

j
Uma situagao diametralmente oposta a esta, é aquela em que se apresenta a desigualdade
contraria a 1.6.2. Neste caso o espaco de Banach X é chamado de tipo p com 1 < p < 2.

Assim X tem tipo p com 1 < p < 2 se satisfaz

1 n n
/ dorz|dt <Y P
0 =

Jj=1

P
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Observagao 1.6.4 A hipdteses sobre o niimero real p na Definicao 1.6.3 evita casos triviais,
conforme a desigualdade de Khintchine, provada em [62, pag. 12]. Além disso segue-se da
Definicao 1.6.3 que cada espago de Banach X temn tipo ! e cotipo oo (veja [62, pdg. 95]). A

proxima proposicao mostra que ¢; tem cotipo 2.

Proposigao 1.6.5 ([62, pag. 98]) Se 1l < ¢ < oo entio {, tem cotipo max(2, q).

Proposicao 1.6.6 ([17, pag. 283]) Seja X um espago de Banach, entao X nao tem

cotipo finito se e s0 se X contém (7 uniformemente.

Definigao 1.6.7 Dados X um espago de Banach e A > 1, dizemos que X é um L, y-espago
se para cada subespaco de dimensao finita £ de X, existe um subespago de dimensao finita
Fde X tal que EC F e d(F,(4mF) < \. Se existe A > 1 tal que X é um L y-espaco,

entao X é chamado um L-espago.

Definigao 1.6.8 Seja (d,),>1 uma seqiiéncia de nimeros reais. Para cada n € N, definimos

E, como o subespaco de (, gerado pelas primeiras d,, coordenadas, isto é
E,={r€lsx: x,=0 paratodok>d,}.

Definicao 1.6.9 Dado n € N, definimos m, : (oo — (. como a projecao de {,, sobre o

espago [, isto é, para cada n € N, m,x é a restricao de x as d,-primeiras coordenadas.

Definicao 1.6.10 Definimos uma familia de Bourgain-Delbaen como um conjunto de

aplicacoes lineares i,,, : £,, — F, tais que
1. T 0ty = Ig,, para todo m < n.

2. iy Ol =1 pn s l<m<n
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Proposicao 1.6.11 (Bourgain-Delbaen [7, pag. 160 |) Para cada a,b mimeros re-
ats com 0 < b < a < 1 existe uma familia de Bourgain-Delbaen tais que se definimos
1n® = limy oo ink(x) para ceda x € E, tém-se que, as i, sao aplicacoes lineares continuas

com mpol,=Ig, .

Definicao 1.6.12 Para cada a,b nimeros reais com 0 < b < a <1 e n € N seja
F, =i,(E,) ( com i, definida na Proposi¢ao 1.6.11 ), entao definimos o segundo espaco de
Bourgain-Delbaen por
(o 0]
/:'l,l) = Fn ]
1

n=

onde o fecho é tomado em (.

Teorema 1.6.13 (Bourgain-Delbaen, [7, pag. 166-176]) Sejam a,b nimeros reais

positwos. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras

1. Yo € um Lo-espago separavel.

[S)

. Y, nao contém copia de (.

w

. Yo nao contém copia de c,.

* 2 -
4. Y}, € isomorfo ao espago (.

5. Para cada a fizo, se V! > b entao Y, nao € isomorfo a um subespaco de Y.

Observagao 1.6.14 Existem muitas aplicacoes do método de Bourgain-Delbaen, utiliza-
dos para construir espacos qujo dual é isomorfo ao espago ¢; com propriedades particulares.
Entre outros exemplos, destacamos aqui o método desenvolvido por Argyros-Haydon em [3].
Lembremos primeiro que um espago de Banach X de dimensao infinita é hereditariamente
indecomponivel (HI) se nemhum subespaco de X é soma direta de dois subespacos de di-
mensao infinita. Argyros-Haydon constroem um espago de Banach X o qual é HI ( portanto,

sem base incondicional ) e qujo dual é isomorfo a ;.
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Teorema 1.6.15 (Argyros-Haydon, [3, Proposicao 5.11, Teorema 6.16] ) Existe

um espago de Banach X tal que
1. X é um L-espago separdavel.
2. X € hereditariamente indecomponivel.

3. X* é isomorfo ao espaco (.

Finalizamos a secao lembrando a seguinte definigao .

Definicao 1.6.16 (Banach, [4, pag. 117]) Dados espagos de Banach X e Y, dizemos
que sao de dimensao linear incomparaveis se X nao contém subespaco isomorfo a Y e Y nao

contém subespago isomorfo ao espago X.



Capitulo 2

Sobre o isomorfismo de N (X/\,Yf) em JC(XH YN

Neste capitulo trataremos o primeiro objetivo de nosso trabalho, o isomorfismo entre o
espago de operadores nucleares N (X*, Y¢) e os subespacos de (X", Y™) para todos os o1-
dinais g, n, A, €. Vamos também estudar alguns casos de especial interesse como é o caso em
que Y =¢,, Y =10(, com1l<p<ooelX =Y =R. Nestes casos, mostraremos que de fato,

nao existe subespaco de KC(X*, Y™") isomorfo ao espaco N (X*,Y¢) para todos os ordinais

)\7 g’ ILI” 77'

Iniciamos o capitulo provando uma relagao entre os subespagos de X* e os subespacos de
X. O préximo lema mostra que, para alguns espacos de Banach X todo subespaco de X é

um subespago de X.

Lema 2.1 Seja o um ordinal infinito e X um espaco de Banach tal que X? é isomorfo a um
subespago de X . Se H € isomorfo a um subespago de X e nao admite subespaco isomorfo

ao espaco c,, entao H € isomorfo a um subespaco de X.

Prova. Suponhamos que H seja isomorfo a um subespago de X®. Pelo item 2 do Teorema
1.2.31, existe n € N tal que H ¢ isomorfo a um subespago de X" ou H admite cépia com-
) 1
el 1 = 2 2 s e -
plementada de ¢, em X®. Como H nao admite subespaco isomorfo ao espago ¢,, segue que
H ¢ isomorfo a um subespaco de X". Como X? ¢é isomorfo a um subespaco de X, temos

que X" é isomorfo a um subespaco de X. Portanto, H ¢é isomorfo a um subespaco de X. W

O proximo teorema mostra nosso primeiro resultado importante na qual tem-se um critério
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para determinar se existe um subespacgo de K(X*,Y™") isomorfo ao espaco N (X?*, Y¢) para

todos os ordinais infinitos ¢, 7, A, €.

Teorema 2.2 Sejam A, p, &, m ordinais infinitos € X, Y espagos de Banach tais que X* ou Y
ténha a propriedade de aprozimagdo. Se X* é isomorfo a um subespago de €y e (3.7 ("),

n=1 ~oo

nao € isomorfo a um subespago de K(c,,Y), entao
N(XAYE) oL (XM Y. (2.1)
Prova. Suponhamos que exista um isomorfismo sobre a imagem
T:N(XMYE) — KX Y.

Primeiramente, se X* tem a propriedade de aproximacao, segue, pelo Teorema 1.4.3, que o
espaco (1([0, a])®, X* tem a propriedade de aproximacao. Pelo Isomorfismo 1.4.5 vemos que
(:([0, ], X*) tem a propriedade de aproximagao. Pela Equagao 1.2.1 temos que (R®)* ~
(,([0, a]), e portanto, R* tem a propriedade de aproximagao. Logo, se Y tem a propriedade
de aproximacao, segue, pelo Teorema 1.5.2, que R®®,Y tem a propriedade de aproximacao.
Assim, pela Equagao 1.5.2, obtemos que Y tem a propriedade de aproximagao. Portanto,

podemos usar a Proposigao 1.4.17 para concluir que
N(XAMYE) ~ (X0, YE ~ 0,([0, ], X*)®,YE. (2.2)

Trocando no argumento anterior a expressao operador nuclear e produto tensorial projetivo,

por operador compacto e produto tensorial injetivo, respectivamente, concluimos que
K(X", Y ~ £,([0, p], X*)@ Y™, (2.3)

Como A é um ordinal infinito, segue do item 4 da Proposi¢ao 1.3.4 que £;([0, \]) é isomorfo
a um subespago complementado de (,([0, \], X*). Além disso, é ébvio que Y* é isomorfo a

um subespacgo complementado de Y¢. Logo, pelo item 1 da Proposicao 1.4.7 concluimos que

([0, )@Y = £4([0, A], X*) @Y~ (2.4)



Pela Isomorfismo 1.4.5, segue que
0([0, A, YE) < 04([0, ], X*)@,YE. (2.5)

Pela Observagao 1.2.30 temos que ¢, é isomorfo a um subespago de C{K, X) para qualquer

compacto disperso K, portanto, €% < ¢, < Y. Assim,

(i eg) < 0,([0, \], YE). (2.6)

n=1

Substituindo a Relagao 2.6 na Relagao 2.5, vemos que

(i eg) — £1([0, \], X*)&, Y*. (2.7)

n=1
Além disso, como X* é isomorfo a um subespaco de (;, segue pelo item 3 da Proposicao

1.3.4, que £,([0, ], X*) é isomorfo a um subespago de (,([0, iz]). Logo,

(([0, p), X*)@Y " — ([0, u])&Y™. (2.8)
Pela Relacao 1.5.6, vemos que

G([0, uf, XM@Y — [04([0, p]) DY, (2.9)

Usando as Relagoes 2.2, 2.3, 2.7 e 2.9; obtemos que

(Z e"> S N(X,YE) o K(XE Y ~ [G([0, 1)) &Y. (2.10)

n=1

o n
n=1 poo

Segue, pelo Teorema 1.3.5, que (D ), nao contém subespago isomorfo ao espago c,.

Além disso, pelo item 2 da Proposigao 1.3.4, o espaco €, ([0, u])®.Y é isomorfo a seu quadrado.

Logo, o Lema 2.1 e a Equagao 2.10 nos permitem concluir que, (3,7, €2 ), é isomorfo a um

subespago de (4([0, 11])®.Y. Como o espago (>, (%), ¢ um espago separavel segue, pela

Proposicao 1.5.3, que existe um subespaco separavel Z, de Y, tal que

(Z (&) — €]®(Zo — €1®()/ ~ IC(CO, )/) (211)
1

n=1

Contrariando a hipdtese. |
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Observagao 2.3 O caso X =Y e Y = R é de particular interesse. Neste caso, é bem-
conhecido que o produto tensorial injetivo ¢, ([0, /¢])®.Y é isomorfo ao espago (1([0, 11]) ( veja
|13. pag. 55]). Observando a prova do Teorema 2.2, vemos que o Isomorfismo 2.11 se escreve

CcOomo

Ze;) s (2.12)
1

n=1

Pela Observagao 1.6.2, temos que o espago () .-, ("), contém ¢ uniformemente. Disso e

da Equagao 2.12 segue que ¢, contém (2 uniformemente, contrariando as Proposicoes 1.6.5
el1l.6.6.
Isso prova que o Teorema 2.2 é valido para os espagos X =Y = R. O mesmo argumento é

vélido para X, Y espacos de dimensao finita. O seguinte coroléario esta provado.

Corolario 2.4 Sejam A, i, &, n ordinais infinitos. Entao,
N(R R®) o4 IC(RH, R).

Observacao 2.5 O Coroldrio 2.4 generaliza um resultado de Samuel em [57, Teorema 2.3,
pég. 967], j& que nao fazemos nenhuma hipétese sobre os ordinais como ¢é o caso no referido

?

artigo, em que é assumido que os ordinais A, j, £, 7 sao enumeraveis.

Observagao 2.6 Se Y é o espago ¢,, entao decorre da Proposicao 1.5.6 e do Isomorfismo
1.5.3 que
K(coy o) ~ co(ly).

Logo, pela Proposigao 1.3.17, temos que
o0
(Z (") b K(co, o).
n=1 1
Portanto, o Teorema 2.2 é vélido para Y = ¢, e X* isomorfo a um subespago de ¢;. Isso
implica que

N(XA, ) o K(XH e,



para X* — (| e todos os ordinais infinitos \, &, i, n.

;- o0 -~
No préximo teorema, mostramos que, no caso que ¥ =, com 1 <p < oc, (> -, % ), nao

Lin=1

s

¢ isomorfo a um subespaco de (@Y

Teorema 2.7 Se 1l < p < oo, entao

>

2 n ) [
(/o(, (7L) (1®e£p-
n=1 1
Prova. Suponha que exista um isomorfismo sobre a imagem entre (2, (%), e (;®.(,.

n=1 ~oo

Pela Proposicao 1.5.16, existe um isomorfismo 7" sobre a imagem entre (> 2 ("), e o

espago F,((q).

Isso implica que, existe um M > 0 tal que

< < M 2.
el < 17l] < Milal, (2.13)

para cada x € (D> >~ (" );. A defini¢ao de P, : SC,((;) — SC,((;) (veja Definigao 1.5.13)

n=1 oo

e o fato que Fp(¢;) é um subespaco fechado de S¢,(¢;), mostram que
Po(Fp(l)) ~ e ... @l ~ l. (2.14)

1
Onde ;®.....0( denota asoma direta de (; com a norma ||(z1, za, ..., zn)|| = Q272 ll2;17)7
e m € N. Pela Proposicoes 1.6.5 e 1.6.6, sabemos que ¢, nao contém (7 uniformemente, e ja
que (D07, ")y contém (7 uniformemente, segue, pela Relagao 2.14 que P, o T nao é um

isomorfismo sobre a imagem, para cada m € N. Seja 0 <e <1 e m; =1. Como P, oT

nao é um isomorfismo sobre a imagem, entao existe z, € (> -, (%), com ||z al que
€ ,
| Py 0 Tz ]| < min {2\[ 9} (2.15)
Pelas desigualdades 2.13 e 2.15 vemos que
1 € 1 1 1 ]
1T~ P Tl 2 T2l ~ 1B Tl > = 2o > = > o (236)

M 21\[ M 21\[ 2M



Ja que T'z; € F,(()), existe my > m; tal que
| Poa(T21) = T < 7 (2.17)

Onde r = ||Tzy — P, (T21)|| - Isso implica que

91\[
1PrsT21) — Py (Ta)ll Z || Bws(T21) — Tz || = ||Tz — Puy(T21)|]

= [P, (T21) = Tz =7
L e
2M © 2M°

Portanto, podemos escolher mqy > m; tal que

€
1Pra(T21) = Pon, (T21)]| > e T2t = Pop(Ta)ll < min {5 =4 (218)

21\[ 2M’ 22

Considerando P,,, o T', temos que existe um z, € (37, (%), tal que

€ €
22l =1 e ||Pn,(T22)| < mln{,)\[ 92}

Usando o mesmo calculo que fixemos para provar 2.18, com F,,, o T' no lugar de P, o T,

concluimos que existe mg > ms tal que

_ € €
| Py (T'22) — Py (T22)|| > = e ||[Tza — Py (T2)]| < mm{ , —} )

2 \[ 22M° 23

Usando indugao, concluimos que existem seqiiéncias (z)r>1 € (Do 02)1, (Me)es1 € N

tais que sao verificadas as relagoes
1) 1Py (T2) | < 5z
”( Mppr '"A T“/\” > 21\]

iii) | Tz — P,

ME41

TZ[;” < 2,\—:_1



Consideremos, para cada k € N, os elementos

Wy = (R — Pmk)(TzA.) e [ = TZk — Wy (219)

Ng+1

Vemos que, se escrevemos wy = (wy)i>1, entao wy; = 0 para [ =1,2,....my e { > myp+1
Portanto, a seqiiéncia (wy)r>1 ¢ disjuntamente suportada. Pelo primeiro e segundo itens
do pardgrafo acima, segue imediatamente que (wy)r>; ¢ uma seqliéncia semi normalizada.

Além disso, para cada k € N temos que

€
||TZL. = 'lUk” < F (220)

Pelo Teorema 1.3.14, podemos supor que (passando a subseqiiéncia se for necessario) (zj)p>1

¢ fracamente de Cauchy ou (zp)i>1 € equivalente a base canonica de ¢;.

Suponhamos primeiramente que (z;)r>1 seja uma seqiiéncia fracamente de Cauchy. Como

(3222, ¢%); tem a propriedade de Schur, t ' (z1) nver : T
net Ooo ) . prog ade de Schur, temos que (z)r>1 converge em norma a um

z € (3,2, 0%),. Portanto, Tz, converge a Tz. Além disso a desigualdade 2.20 mostra
que (px)e>1 converge a zero. Logo, (wy)i>1 converge a Tz. Como (wy)r>1 ¢ disjuntamente
suportada, pelo item 2 do Teorema 1.3.19, segue que (wy)r>1 converge a zero. Portanto,

Tz = 0. Entretanto, a norma de 7'z satisfaz a desigualdade 2.13 o qual é uma contradicao.

Se (zr)k>1 € equivalente a base canonica de (;, entao a desigualdade 2.13 mostra que (T'z;)i>1

é equivalente a base canonica de (. Logo, pela desigualdade 2.20, concluimos que

n n

1‘1{ Z |(L.,'_| Z Z a;W;

1=1 =1

n

i a; Tz — Z a;(Tz; — w;)
i=1

i=1

% Z ‘(Li| — € Z I(til
i=1

i=1

vV

v

n

1
> 3¢ Z|ai|, (2.21)

=l
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para quaisquer ai, as, ..., a, escalares e A é a constante basica de (7'z),>1 como seqiiéncia

equivalente a base canonica de ¢;. Usando estas desigualdades e o fato que (wy)r>; é semi

normalizada, segue que para e suficientemente pequeno, a seqiiéncia v, = ”:ﬁ:n é equivalente
a base canonica de (;. Além disso, por definigao de (vy);>1, temos
(Prgyr — Pi)(0k) = vy VE>1 e Ju|l=1 Vk>1 (2.22)

Consideremos agora a projegao Qn Sl () — SC,(¢,), conforme a Equagao 1.5.9. Usando
que p > 1, o item 1 da Proposicao 1.5.19 e o fato que (vx)r>1 € equivalente a base canénica
de ¢, obtemos que para todo n € N a restricao de @,, ao espaco linear fechado gerado por
{v; : i > 1} nao é um isomorfismo sobre a imagem. Portanto, tomando n; = 1, vemos que

existe k1 € N e v} € [u]iL, tais que

oz €
il =1 e 1@m @il <5

Pelo item 2 da Proposigao 1.5.19, podemos escolher ny > n; tal que ||v] — Q,,(v})|| < §. Da
mesma forma, a restricao de (),,, ao espago linear fechado gerado por {v; : k > 2} nao é um

isomorfismo sobre a imagem. Portanto, existe ky > 2 e v} € [0]r2, tais que

€

loall =1 e (|Qny (0R)]] < 55-

Pelo item 2 da Proposigao 1.5.19, podemos escolher ns > ny tal que [[vy — Qn,(vs)|| < 5.
Usando inducgao, encontramos uma seqiiéncia basica de blocos (v},)r>) tal que verificam as
relacoes

i) |Qu, ()]l <55, paratodo k€ N.

)| (Qugsr — @) (V) — 4]l < 7

Definindo

(@”k+l B ?71};)(’0;\1)
||(an+1 - an)(v;.-)”

/ _—
wy, =



Vemos que [|Jw|| = 1 para todo k € N. Além disso, pela defini¢ao de Q,, segue que

(@”k+l - én,\.)('w;‘v) = 'l.U;‘.. (223)

Da mesma forma que fizemos para provar que (v )rs; ¢ equivalente a base canonica de ¢,
1 kJk>1 i
prova-se que (w},)g>1 ¢ equivalente & base canonica de (4. Usando as Equagoes 2.22 e 2.23,

vemos que existem seqiiéncias de inteiros crescentes (N )i>1 e (M )r>1 tais que,

lU;\' = (PNI.-+1 - PNA»)(IU;\') = (Q/\1k+1 - Ql\'lk)('w;;)' (224)
Entdo, pondo wj, = (wy, ;,), temos que os subindices k, j, [ satisfazem as desigualdades
1<k<w, N.+1<j<Nepr, M+1<I1< My,

De fato, a condigao sobre j é determinada pela primeira identidade de 2.24 e a condicao

sobre [ pela segunda identidade de 2.24. Seja W = (¥;),, € (] ~ (5 e denotando por ¥* o

elemento (0,0,.....,0, Ups 41, ..., Upyp,,, 0,0, .....), temos
/ !
U(wii) = (U1, Wo,..), (Whi o) (M) << Mg )
o / il
— \IIA/;\A-] 'LU(k,i,l\[k—Fl) A s v =4 \I;A'[k+1 'lu(k,i,l\'[k+1)

= (U, (Whi)) = \I/k('w;\-,i)’

e
(W5, g )P < ([0 [P w17 (2.25)

Temos que,
N Npq1
Moo P = 0 [ )P
i=Np+1 1=Ni+1

Nia

< P> gl
1=Nj.+1

< lwFe. (2.26)
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Portanto, usando as Relagoes 1.5.7, 2.26, 2.25 concluimos que

Ny n p %
Za,u, = sup Z \J Za,wfd : VU € By ~ Bgy_}
i 1=1 F=Np+1 =1 J
n N
= sup Z la;|? Z |U(w )P W€ By,
=1 J=Ni+1
Nipa %
< sup Z |a;|? Z Uw, )P ) = Pe By,
J=Ni+1
n P
< sl (Slaprier) o we B
=1
n »
< (Dolal) . (2.27)
I=1

onde ay, as, ..., a, sao escalares quaisquer.

Por outro lado, como ||w}|| = 1, vemos que para cada k € N existe ¢, € (; tal que
Nig1
_— P __ 1
|<Pk(“)1.z,i)| = L
i=Np+1
. M
Consideremos os elementos ;. = (¢}, 7, ....... L 5, 0,0, )€l €
Myl My 42 My Mo+l Mo42 M- My+1 My 41

U = (¢ , 0] N 7 SN V2N V> RN 7. > o v @ 0,0, 0,
Um célculo semelhante aquele feito para provar a desigualdade 2.25 mostra que ¥(wy,,,) =

@y (w),). Portanto, tomando * = ¥ na Definicao 1.5.7 nos da que

1
n Niga n PN\ »p
/ * /
E aquwi|| = sup E T E awy ,
=1 [l [|<1 G=N;+1 =1
1
n Ny »
= sup § I(LIII) E |”L"*(wl n |1’
fla]]<1 =1 J=N+1
1
Nigi v

v

Sl - (o)

] 1\’[ +1
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n Nig1 P
> (Do lal” Y lew )PP
=1 j=N;+1
n »
> ZI(NV’ (2.28)
\ /=1

Assim, pelas designaldades 2.27 e 2.28 concluimos que (w;);>1 é uma seqiiéncia equivalente

a base canonica de (,, contrariando que (w;);>; é equivalente a base canoénica de £, e p > 1.

Os Teoremas 2.2 e 2.7 nos permitem concluir uma melhora do Corolario 2.4.

Teorema 2.8 (Generalizacao e extensao de (1)) Sejam ), u, €, n ordinais infinitos e

S

X,Y espacos de Banach tais que X* € isomorfo a um subespaco de ly, Y € um subespago de
l, com 1 < p < oo. Entao

N(XA YY) o K(XH Y.



Capitulo 3

Sobre o isomorfismo de K(X* Y¢) em N(X* Y")

Neste capitulo, trataremos do isomorfismo entre o espago de operadores compactos K(X*, Y¢)
e os subespagos dos espagos de operadores nucleares N (X*,Y"). Nosso objetivo principal
nesta segdo é provar que os espacos K(X*, Y¢) e N(X* Y") sao de dimensao linear incom-
paravel, para espacos de Banach X, Y tais que X* é isomorfo a um subespaco de (; e Y um
subespago de £, com 1 < p < co.

Também vamos introduzir o conceito de My-espaco. Este conceito é importante para o de-
senvolvimento dos teoremas principais de classificacao isomorfa dos operadores nucleares,
conforme estudaremos na préxima secao. Forneceremos alguns exemplos importantes destes

espagos, conforme Bourgain-Delbaen [7] e Argyros-Haydon [3].

Na proxima proposicao, vamos utilizar um argumento semelhante aquéle usado por Cembra-
nos e Mendoza em [10, Proposigao 3, pdg. 4] para mostrar uma caracterizagiao dos subespacos

de ¢,(N, X) isomorfos ao espago ¢,(¢1).

Proposicao 3.1 Se ¢,((;) € isomorfo a wm subespaco de (1(N, X), entao existe m € N tal

que co(ly) € isomorfo a um subespaco de X™.

Prova. Seja T :c,(l;) — (,(N, X) um isomorfismo sobre a imagem e tome A > 0 tal que

1

z|| < ||[Tz|| < M|z
el < 1Tl < Mz,

e para cada m € N, consideremos @, : (1(N, X) — (,(N, X) por Qu((z,)n>1) = (Yn)n>1

onde y, = x, para cada n < m, e y, = 0 para n > m. Suponhamos que para cada n € N,

41
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Co(ly) nao seja isomorfo a um subespago de X™. Definimos B, : ¢,(¢;) — co(¢y), por
P ((zi)i>1) = (¥i)i>1; onde y, = z, para cada n < m, e y, = 0 para cada n > m. Temos
que,

Qu(1(N, X)) ~ X, (3.1)

para cada m € N. Seja I o operador identidade de c,((;). Pela definigao de ¢,(¢;), segue
que se (z,),>1 € uma seqiiéncia em ¢,((;), entao qualquer subseqiiéncia de (Tn)n>1 também

pertence a ¢,({1). Em particular, (I — Py,)(x) = (2;)j5ms1 pertence a ¢,(¢;). Portanto,

(I = Pu)(co(lr)) ~ co(lr).

Como ¢,(¢,) nao é isomorfo a um subespago de X™ para cadan € N, segue, pelo Isomorfismo
3.1, que (QmoT)|u- Pi)(co(ty)) Do € um isomorfismo sobre a imagem, para todo m € N e
k € N. Portanto, para ky = {1} e e =min {1, 2} existe y; € (I —Py)(c,((1)) com |jy|| = 1
tal que ||Qm, (T'y1)|| < e. Como By, é uma projegao, entao Py, (y1) = Py, (I — Py,)(y1) = 0.
Logo,

Tim Py(yn) = lim (P = Po)(yn). (32)

Isso implica que existe ky > ky tal que ||(Py,—Py,)(y1)—will < 3. Pondo z; = (P, — Py, ) (1),

temos que |[|z; — yi|| < 7. Além disso, z; satisfaz as desigualdades

|l —wll=1-37=1

) [lz1ll = [lanll =

i) [|z]] < 1.

i) [|Qm(Tz1)] <e

Temos que [|Tz|| > +;[|lz1]| > 137. Disso,

3 1 1

T?, — Wm Z Z A — «m Z 2 —_— = .




Como limy, oo @ (T'z1) = Tz, segue que existe mo > m; tal que

| L | 1
T2 — Quny(Tz1)|| < min {/', NYL ?} , onde 7 =|Tz — Qu (Tz)| — CYVa

Logo, existe ms > m, tal que

”sz(Tzl) - Qm](Tzl)“ > ||Q7771(T'Zl) - Tzl” - ”sz(TZl) - TZl”

1
> ||T31 - le(Tzl)“ —Tr= w
Podemos também escolher o my > m, tal que
1721~ Qu(T2)]) < min § -, = (34)
21 — Qumy ming —, — ». .
LT et M2

Da mesma forma, tomando ¢ = min {811—\'[’ %} , ko, ma, vemos que existem ks > kg, 25 tal que

29 = (Piy — Pi)(12) € 2 <]l <1 e mz > my tais que

. 1 1
1720 — Qumy(T'22)|| < min {m’ ﬁ} '

Logo, usando indugao segue que existem seqiiéncias crescentes de inteiros (k;);>1, (m;);>1 e
uma seqiiéncia (z;);>1 em ¢,(¢;) tais que

L. Zj = (ij+] - Pl\'j)(yj); _I < ”3]” <L

2. ||Qmj+1(TZ.7')” < 2%

3. ||(Q777j+] - Qmj)(sz)” > 71\/

4. HT:I - Q7nj+1(T3j)H < 21%

Considerando para cada j € N,

W = (Qumypy — Qu;)(Tz) e pj=Tz; —w;. (3.5)
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Temos que (w;);>1 € uma seqiiéncia disjuntamente suportada. Além disso, pelos itens 2 e 3
do pardgrafo acima, temos que (w;);>1 é uma seqiiéncia semi normalizada, e portanto (w;);>1
¢ equivalente a base dos vetores unitarios de ¢;. Denotamos por A\ > 0 a constante bdsica
de (wj);>1. Pelo item 1 do pardgrafo acima, vemos que (z;);>; também é uma seqiiéncia
disjuntamente suportada e semi normalizada de ¢,(¢;); portanto, pelo item 1 do Teorema
1.3.19 (z;);>1 € equivalente a base dos vetores unitdrios de ¢,. Por outro lado, os itens 2 e

4 do paragrafo acima implicam

il = 11Tz = wy]
< Tz = Qi (T2)) || + (|Qumy (T'2) |
& 1 1 3 1
Logo, yt; — 0 quando j — oo. Portanto, podemos escolher A\; < 3 tal que [|x;]] < A; para

cada 7 € N. Temos que

1 n n
m Z I(I.1'_| Z “Z (I.,,'Ti’i
i=1 i=1
n n
Z Z a;w;l|| — Z (Li(TZIj - ’lU.i)
i=1 i=1
1 n n n
> XZ|CI-i|—Olz|(Li| > (5Z|Gi|,
i=1 i=1 i=1

para quaisquer escalares ay, as, ..., a,. Isso nos permite concluir que (7'z;);>1 é uma seqliéncia
equivalente a base canonica de ¢, além disso 7' ¢ um isomorfismo e (z;);>1 é equivalente &

base canonica de ¢,. Estas afirmagoes contradizem o Teorema 1.3.5. |

Podemos agora passar estudar a relagao entre o espaco K(X?*, Y€) e os subespacos de

N(XH Y™M). Para isso, introduzimos a seguinte definicao.

Definigao 3.2 Um espaco de Banach X é dito My-espago, se N (X,Y) é isomorfo a um

subespago de N(c,,Y), para cada espaco de Banach Y.



Observagao 3.3 O conceito de NMy-espago é inspirado na seguinte consideragao. Seja X
um Ny-espago e consideremos Y = R. Temos que Y tem a propriedade de aproximacao.

Portanto, pela Proposicao 1.4.17, vemos que
N(X,Y)~ X*0:R~ X* e N(c,Y)~ R~ ().

Assim, como X é um MNy-espaco, entao X* é isomorfo a um subespaco de ¢;. Nés, nao
sabemos se a reciproca é valida, isto é, se cada espaco de Banach X com X* < ¢, é um
Np-espaco. Entretanto, se X é um espaco de Banach com X* isomorfo ao espaco ¢;, entdo

X é um Ny-espaco. De fato,
N(X)Y) ~ X*@,Y ~ (1@,Y ~ @, Y ~ N(c,, Y).

Exemplo 3.4 Como todo espago de Banach X com X* isomorfo ao espaco ¢ é um Ny-
espago, entao o exemplo construido na Definicao 1.6.12 ( espagos de Bourgain-Delbaen ) é
um Ny-espaco separavel que nao contém cépia de ¢, nem £,. Também o espaco construido no
Teorema 1.6.15 é um Np-espago hereditariamente indecomponivel (Argyros-Haydon). Por-

tanto, o exemplo construido no Teorema 1.6.15 é um Ny-espaco sem base incondicional.

Teorema 3.5 Sejam A, i, €, ordinais infinitos e X, Y espacos de Banach tais que X* ou Y
tem a propriedade de aproximacao, X € um Ny-espaco e Y nao contém subespaco isomorfo
a ly. Entao

(XA YE) £ N(XH,YM).

Prova. Sejam X,Y espagos de Banach com X um MNy-espaco e ¢ ¥ Y. Suponha que

existem ordinais A\, i, &, n tais que
KX, YE) — N(XH, Y.

Como X* ou Y tem a propriedade de aproximacao, o inicio do primeiro paragrafo da de-

monstracao do Teorema 2.2 mostra que

KXY YE) ~ 4([0,M], XH)®YE e N(XH, Y ~ £4([0, 1], X*) @Y. (3.6)
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Dado que ¢, ¢ sempre isomorfo a um subespago de Y ( Observacgao 1.2.30 ), pelo item 4 da

Proposigao 1.3.4, vemos que
0 ®cco — ([0, \)@YS — £,([0, \], X*)BYE.
Portanto, pelo Isomorfismo 1.5.3, temos que
co(ly) = 0([0,\], X*)®YE. (3.7)
Por outro lado, a Equagao 1.4.5 implica que
0([0, 1], X*)ErY™ ~ 41([0, 1) Br(X* &2 Y™) ~ 6:((0, 1], X*GY"). (3.8)
Como X* ou Y tem a propriedade de aproximacao e X é um Ny-espaco, entao
X*@,Y" ~ N(X,Y") = N(co, Y) ~ 1@, Y7

Isto implica que,

X*&,Y" < 0,(N, Y"). (3.9)

Usando as Relagoes 3.6, 3.8, 3.9, e o item 3 da Proposicao 1.3.4, obtemos que

KXY ~ 0,([0,)], X Y*
= 4([0, u), X7) @Y
~  4([0, 1], X @-Y")
= O([0, 1], (N, YT))

~ ([0, p], Y™,
Ja que co(l1) — K(XA, Y€) entdo,
co(l1) < €1([0, p], YY) ~ €,([0, 1] ) @Y.

Como ¢,(ly) é separavel, pela Proposicao 1.4.13, existem subespacos Y, de Y7 e Z, de



01([0, 1)), tais que Yy, Zg sao separaveis e
co(l1) = Zo@,Yy = ({(N)@,Y" ~ (N, Y").
Isso nos permite concluir, pela Proposicao 3.1, que existe m € N tal que
co(ly) — (Y™ ~ Y™,

Portanto,

Uy = co(ly) = Y™ = C([1,79m],Y).

Além disso, como ¢, nao é isomorfo a um subespaco de ¢;, entao, pelo item 2 do Teorema
1.2.31 temos que existe & € N tal que ¢, é isomorfo a um subespaco de Y*. Portanto, ¢, é

isomorfo a um subespago de Y ( Observagao 1.2.29 ), contrariando a hipdteses. |

Como ja observamos, podemos substituir no Teorema 3.5 a expressao X é um MNy-espaco
por a expressao X* é isomorfo ao espago ;. Além disso, como ¢, (1 < p < c0) nao contém
subespaco isomorfo ao espago f,, entao é possivel aplicar o Teorema 3.5 para concluir o

proximo teorema.

Teorema 3.6 (Generalizacao e extensao de (2)) Sejam A, p,&,n ordinais infinitos e
X, Y espacos de Banach tais que X* € isomorfo ao espaco (, e Y é um subespago de £, com
1 < p< oo, entao

(XA, YE) ofs N(XM, Y.

O Teorema 2.8 e o Teorema 3.6 implicam imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 3.7 Sejam A, i, &, n ordinais infinitos e X,Y espagos de Banach tais que X* é
isomorfo ao espago (e Y é um subespago de (, com 1 < p < co. Entao N(X*,Y¢) e

K(XH", Y™ sao espagos de dimensao linear incompardvel,



Capitulo 4

Sobre a classificagao isomorfa dos espagos N (X*, Y*¢)

Neste capitulo, estabeleceremos a classificagao isomorfa dos espacos de operadores nucleares
N (X Y?), para uma ampla classe de espacos de Banach X e Y, dando énfase especial a
classe dos espagos de Banach X cujo dual é isomorfo a um subespaco de ¢, e para Y os
subespagos de £, com 1 < p < co. Também vamos introduzir os Nj-espacos e No.-espacos;

-e discutiremos alguns aspectos importantes destes espacos.

Inicialmente, provaremos dois resultados tteis para entender a estrutura dos subespacos de
leo(T', X), L', X) e co(T, X) isomorfos aos espagos lo(I), €1(I), c,(I), respectivamente,
onde |I'| < |7].

Lema 4.1 Sejam I,J conjuntos infinitos tais que I € nao enumerdvel e |I| > |J|. Se
loo(J, X) contém um subespaco isomorfo a by (I), entdo existe um subconjunto I' de I com

IT'| =Ry tal que £oo(T") € isomorfo a um subespaco de X.

Prova. Suponhamos primeiramente que || seja um cardinal regular. Sejam 7 : (1) —
loo(J,X) um isomorfismo sobre a imagem, e (e;)ic; 0s vetores unitérios de £o(I), isto é,
ei(k) = 1 para i = k e e;(k) = 0 para i # k. Temos que existe um M > 0 tal que M < ||Tz||
para cada T € £w(I) com ||z|| = 1. Fixado t € J, definimos [, = {i € I : & < ||T(e;)(t)]|}-
Vemos que para ¢ € I existe um jp € J tal que ||Te;(4,)| > % Portanto, i € | J,c; I;. Logo,
I = U,e; It- Como |I| é regular, pela Proposigdo 1.1.3, existe um to € J tal que |I,,| = |I].
Considerando a aplicacao P, : lw(J,X) — X dada por P, (¢) = ¢(to), e a aplicacio

L = Py, oT, vemos que L é um operador linear limitado de £o(I) em X tal que ||Le;|| > %

49
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para todo i € I,. Portanto, o Teorema 1.3.2 implica que existe um subconjunto /; de Iy,
com |I| = |I;,| tal que L|;, é um isomorfismo sobre a imagem.

Suponhamos agora que o cardinal de I seja singular. Pela Proposigao 1.1.4 existe um ordinal
limite A tal que |I| = Ry. Como |J| < |I|, vemos que existe um conjunto A C I e um ordinal

B < A tais que |A| = Rgy1 e |J| < gy < |I|. Portanto,
Loo(A) = Loo(I) — Loo(J, X).

J& que Vg, é regular ( por a Proposigdo 1.1.4) podemos usar o caso regular para concluir
que existe um subconjunto A; de A com |A;| = ®; tal que £ (A1) é isomorfo a um subespaco

de X, como queriamos. |

O Lema anterior admite um correspondente no caso de ¢1(J, X) e ¢,(J, X).

Lema 4.2 Sejam I,J conjuntos infinitos tais que I € nio enumerdvel e |I| > |J|. Sao

vdlidas:

1. Se £1(I) ¢é isomorfo a wm subespago complementado de ¢1(J, X) entdo ewiste um sub-

conjunto T de I com |T'| = Ry tal que £1(T") € isomorfo a um subespago complementado

de X.

2. Se c,(I) € isomorfo a um subespago de c,(J, X) entdo existe um subconjunto I' de I

com |I'| = R, tal que co(I") € isomorfo a um subespago de X.

Prova. Se ¢,(I) é isomorfo a um subespago complementado de ¢;(J, X) entao, pelo Teorema
1.3.1, temos que £ (I) é isomorfo a um subespago de £y (J, X*). Pelo Lema 4.1, segue que
existe um subconjunto I' de I com |I'| = R; tal que £ (T") é isomorfo a um subespago de X*.
Portanto, pelo Teorema 1.3.1 vemos que ¢;(I") é isomorfo a um subespago complementado
de X.

Provemos o item 2. Pelo Teorema 1.3.1, segue que ¢;(I) é isomorfo a um subespago comple-
mentado de ¢;(J, X*). Pelo item 1, temos que existe um subconjunto I" de I com |['| = ®;

tal que ¢;(T") é isomorfo a um subespago complementado de X*. Logo, ¢,(I') é isomorfo a
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um subespaco de X. |

Observagao 4.3 Observando a prova do Lema 4.2, vemos que no caso de £;(J, X) foi preciso
utilizar a hipétese que £1(I) seja isomorfo a um subespago complementado de £;(J, X). Nés
nao sabemos, se o resultado continua vélido se a hipdtese de complementado for retirada.

Entretanto, para nossos propdsitos esta hipétese serd sempre satisfeita.

Vamos agora provar que um subespago de £1(I', X ) ¢, a nao ser que contenha £;, um su-
bespaco de uma potencia de X*. Este resultado simples ¢ muito importante no estudo dos
Ni-espacos e no estudo da classificagéo isomorfa dos espagos de operadores nucleares, como

veremos nos proximos teoremas.

Proposicao 4.4 Sejam X, H espacos de Banach tal que H ¢é isomorfo a um subespaco de
£,(T, X) com T' qualquer conjunto infinito e o wm ordinal ndo enumerdvel. Entao ou ¢y é

isomorfo a um subespago de H ou ezxiste um n € N tal que H € isomorfo a um subespago de

(Xe)m.

Prova. Seja T : H — £;(I', X*) um isomorfismo sobre a imagem e tome M > 0 tal que
Lz < ||Tz|| < M||z| para z € H. Consideremos a aplicacdo Py : £1(I', X*) — (XM
por Pi(¢) = (¢(7))yer onde I é qualquer subconjunto finito de I'. Temos que P; é um
operador linear limitado com ||Prpl|| < ||¢|| para qualquer ¢ € 4;(T", X*). Vamos supor que
P; o T nao é um isomorfismo sobre a imagem para todo subconjunto finito / de I'. Usando
os mesmos argumentos feitos na prova da Proposi¢ao 3.2 ( lembre que pela Proposigao 1.3.4,
lim; Pyp = ¢ ), segue que existe uma seqiiéncia crescente (/i)ren de subconjuntos finitos de

I' e uma seqiiéncia (hi)r>1 em H com ||hi|| = 1 para todo k € N, tais que
L || P, The|l < 5.
2. ||(Proys — Pr)Thel| > 557-

3. “Thk — PIk_HTh'k“ < 7};—1—
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Tomando X = Thy e Y = P, — P, temos que ||X; — Yi| < 3 e [|[Yxll > 537 para
cada k € N. Se (Xi)r>1 for uma seqiiéncia fracamente de Cauchy, como £;(I") tem a pro-
priedade de Schur existe z € ¢;(I", X*) tal que X} — z em norma, e portanto, ¥, — 2 em
norma. Como (Yi)ren é uma seqiiéncia disjuntamente suportada, entdao z = 0. Isto é uma

1

contradicdo, pois || Th|| > 55 Vk € N. Portanto, (Xi)r>1 € equivalente & base canonica de

£y, como queriamos. ‘ [ |

A Proposicdo 4.4 é particularmente interessante quando H é um espago R? para algum or-

dinal 3. Vamos destacar este fato no préximo coroldrio.

Corolario 4.5 Se R? ¢ isomorfo a um subespaco de 1(T', X®), entao existe n € N tal que

R? ¢ isomorfo a um subespago de (X*)™.

Prova. De fato, pela Proposicao 4.4, ou existe n € N tal que R? ¢ isomorfo a um subespago
de (X*)™ ou ¢; é isomorfo a um subespago de RA. Pelo item 2 do Teorema 1.2.10, segue que,

existe um n € N tal que R? — (X*)™ I

Vamos agora tratar de um conceito semelhante ao de Ny-espago.

Definigao 4.6 Se I éum conjunto de cardinalidade X; e Y € um espago de Banach qualquer,

dizemos que X é um MNj-espago se
6(0) S N(X,Y)  entdo  4(T) S Y.

Observagio 4.7 A pergunta natural que surge é se existe uma relagéo entre Ng-espago e
Ni-espaco. De fato, sejam X um Np-espago e I' um conjunto infinito de cardinalidade ;.
Suponhamos que, £; (") seja isomorfo a um subespago complementado de N'(X,Y’). Como X
é um Ny-espaco entdo, segue que, £1(I") < N(co, Y), e lembrando que N(c,,Y) ~ £1Q,Y ~
(N, Y), vemos que £;(T) <5 £1(N,Y). Pelo item 1 do Lema 4.2, temos que ¢; (") é isomorfo
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a um subespago complementado de Y. Logo, X é um Nj-espaco. Isso mostra que todo
My-espaco é um Nj-espago. Em particular cada espaco de Banach X tal que X* é isomorfo

ao espaco £; é um Nj-espaco.

Na préxima proposicao vamos utilizar os Nj-espacos para provar uma lei de cancelamento

do produto tensorial ¢, ([0, \], X*)®, Y¥.

Proposicao 4.8 Sejam A, pu,&,n ordinais infinitos e X,Y espagos de Banach tais que X
¢ um Ni-espago e Y nao contém subespago complementado isomorfo ao espago €1(T") com

IT'| = Ny. Suponhamos que X* ou'Y tem a propriedade de aprozimacdo e que

0,([0, M), X))@ Y ~ £4([0, p], X*)@, Y. (4.1)
Entdo \ = [i.
Prova. Suponhamos que A # Ji e podemos considerar A < i (para o caso i < \, basta
trocar A por 7i na demonstracdo). Pelo item 4 da Proposicio 1.3.4, temos que £;([0, u]) é

isomorfo a um subespago complementado de ¢;([0, u], X*). Como Y¢ ~ Y*¢ para todo ordinal

¢ entao, pelo item 1 da Proposicao 1.4.7, vemos que
6([0, 1)&Y" = ([0, 1), X*)&,Y™. (4.2)
Pela Isomorfismo 1.4.5, vemos que
G0, M, X&Y' ~ £1([0, \) & (X*®,YE) ~ £1([0, N], X*&,Y?). (4.3)
Entao, usando as Relagoes 4.1, 4.2 e 4.3, segue que
G0, ) S G0, M)EYT S (0,4l XN ~ 4([0,N, X*&,YE).  (44)

Como, A < 7 pelo item 1 do Lema 4.2, temos que existe um subconjunto I' de [0, 4] com
IT| = N tal que
6 S X*&,YE
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Além disso, como X* ou Y tem a propriedade de aproximagao, pela Proposi¢ao 1.4.17, segue
que

6(0) <= N(X,Y¥). (4.5)

Portanto, j& que X é um Nj-espago, temos que £;(T") < v Assim, usando o item 1 do
Teorema 1.2.31 e o fato que ¢;(I") nao contém subespago isomorfo ao espaco ¢,, vemos que
existe m € N tal que ¢1(T") < Y™, Logo, pelo Teorema 1.3.1 e pela Equagio 1.5.5, temos
que

loo(D) = (Y™ ~ (V)™ ~ Loo([1,2, ..., m], V). (4.6)

Como |T| > |{1,2,...,m}|, segue do Lema 4.1 que lo(I') — Y*. Portanto, £,(I') <> Y,

contrariando a hipétese. Logo, A = . |

Observagao 4.9 Uma maneira classica de construir espagos de Banach com as hipdteses
da Proposigao 4.8 é o método de Bourgain-Delbaen. Este método foi ilustrado na Definigao
1.6.12, na qual encontramos que para cada ntimero real a existe um espago de Banach Y,
separavel, que nao contém cépia de ¢; ( e portanto ¢;(I') para todo I' ) nem cépia de ¢,
cujo dual € isomorfo ao espago ¢;. Outros exemplos clissicos sao os espagos das funcoes
continuas definidas num intervalo de ordinais [0, @ a valores em R. Sabemos que este espago
nao contém /¢; e tem a propriedade de aproximagao. Além disso, observe que esta familia
contém os espagos das fungoes continuas C(K), onde K é um compacto métrico enumeravel,

conforme ao teorema de Mazurkiewicz e Sierpitiski [48].
Vamos agora provar outra lei de cancelamento na Equagao 4.1. Nosso objetivo é provar que
se a Férmula 4.1 é valida entao £ e n tem o mesmo cardinal. Para isso, serd necesséario

introduzir o conceito de N -espaco.

Definicao 4.10 Sejam Y um espacgo de Banach qualquer e o um ordinal infinito, dizemos
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que um espaco de Banach X é um N_-espaco se
C([0,a]) = N(X,Y) = C([0,a]) = Y™ para algum m € N.

Observacgao 4.11 Se X é um MNy-espaco entao X também é um N -espaco. De fato, se
R* — N(X,Y) entdao R* — N(c,,Y). Como N(c,,Y) ~ 61®,Y ~ £1(N,Y), vemos que
R < ¢;(N,Y). Pelo Corolario 4.5, temos que existe m € N tal que R* — Y™. Logo, X é
um N-espago. Nao é verdade em geral que se X é um N -espaco entdo X é um Ny-espaco.

Vejamos um exemplo em que esta situagao ocorre.

Exemplo 4.12 Seja I um conjunto com || > Ry, e consideremos o espago X = ¢,([). Te-
mos que X* ~ {;(I). Como X* tem a propriedade de aproximagao, vemos que N(X,Y) ~
X*®,Y ~ ,(1,Y). Logo, se R* — N(X,Y), entdao R® — ¢,(1,Y). Pelo Corolario 4.5,
segue que existe m € N tal que R* < Y™ e portanto, X é um N-espaco. Entretanto, X
nao é um Nj-espago ( e portanto, também nao é um MNy-espago ). De fato, existem espacos
de Banach Y tais que £;(T") <> £4(I,Y), onde ' é um conjunto de || = ®; mas que & (I')
nao é isomorfo a um subespaco complementado de Y™ para cada m € N ( por exemplo,
tome ¥ = R* onde a é um ordinal qualquer e observe que ¢;(I") S 4() < ¢1(1,R*) mas

() o Re. )
Podemos passar agora a provar uma lei de cancelamento.

Proposicao 4.13 Sejam A, p, &, ordinais infinitos e X,Y espacos de Banach tais que X
¢ um Ny -espago e Y ndo contém subespaco isomorfo a c, e tem a propriedade de Mazur.

Suponhamos que X* ou'Y tém a propriedade de aproximagdo e
fl([U, ’\]’ X*)®ﬂY§ s El([OaN]vX*)®wY"~

Entdo, € =T.

Prova. Suponhamos que £ # 7 e podemos considerar £ < 7 (o caso 7] < £é andlogo).
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Como Y7 ~ Y7 e R é isomorfo a um subespago complementado de X™* entao, pelo item 1 da

Proposicao 1.4.7, segue que
R? - Y ~ R®, Y7 < X*&@, Y.
Logo, pela Relagao 4.1 e pelo item 4 da Proposicao 1.3.4, vemos que
R” — Y7 <5 X*®, Y™ <5 ,([0, p, X*®,Y") ~ £1([0, N], X*®,Y¥). (4.7)

Além disso, de acordo com o Corolario 4.5, vemos que existe m € N tal que R?7 —
(X*®,YE)™. Ja que (X*®,Y*)™ ~ X*®,YE™ temos que

R” < X*@, YE™, (4.8)

A Proposigao 1.4.17 e a hip6tese que X* ou Y tém a propriedade de aproximacgao implicam
que

R7 — N(X,Y*%™)
Logo, como X é um N-espaco, vemos que existe k € N tal que
R —s (Y.E.m)k a5 (Ymk)£ (49)

Entretanto, considerando v um ordinal inicial de cardinalidade 7, vemos que R* é isomorfo

a um subespaco de R"”. Logo, usando o Isomorfismo 4.9 obtemos que
R® s (Y™k)¢ (4.10)

Portanto, pela Proposicao 1.2.27, concluimos que ¢, < Y™*. (Lembremos que, se Y tem a
propriedade de Mazur entao Y™* também tem a propriedade de Mazur, conforme ao ftem
3 do Corolério 5.2 de [40]). Logo, ¢, — Y, conforme & Proposigao 1.2.28. Isto é uma con-

tradicao. Portanto, £ = 7. |

Agora temos todos os ingredientes necessarios para provar o principal teorema desta secao,

a classificagao isomorfa dos espagos de operadores nucleares.
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Teorema 4.14 Sejam A, u, &, n ordinais infinitos e X, Y espacos de Banach tais que X é um
Ni-espaco e Ny -espago e Y tem a propriedade de Mazur, nao contém subespaco isomorfo ao
espago ¢, e nao contém subespago complementado isomorfo ao espago (), onde |T'| = ;.

Suponhamos que X* ou'Y tém a propriedade de aprozimacdo. Entao,
L N(XMYE) ~ N(XH,Y")  seesdse

2. RE ~R" ou, RE~R¥» ¢ R~ R,

para o algum ordinal inicial nao enumeradvel, e p,q ordinais finitos .

Prova. Suponhamos que

N(XA Y4 ~ N(XH, Y. (4.11)

Como X* ouY tém a propriedade de aproximacao, o inicio do primeiro paragrafo do Teorema

2.2 mostra que
N YE) ~ 6([0, 0], XD, YE e N(XHY") ~ ([0, 1, XY™, (4.12)

Logo,
0,([0, A], X )&, Y ~ £,([0, ], X*)®, Y. (4.13)

As Proposicoes 4.8 e 4.13 implicam que A = i e £ = 7. Portanto, podemos supor que &,
7 sao ordinais com a mesma cardinalidade e £ < 7. Consideremos a um ordinal inicial de

cardinalidade £. Faremos a prova em dois casos com relagao ao ordinal a.

Primeiro caso. a =w ou a é um ordinal singular ou « é um ordinal nao enumeravel com
w 2’ .

£ > o?. Vamos provar que 1 < £“. Suponhamos que 1 > £“. Vemos que R” é isomorfo

a um subespaco de R7. Vimos na Proposi¢ao 4.13 que R” ¢é isomorfo a um subespago

complementado de Y. Logo,

R” <S5 Y s X*@, Y < £,([0, u), X*@,Y") ~ £4([0, \], X*&,Y¥). (4.14)
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Pelo Corolario 4.5, segue que existe m € N tal que
R? — (X*®7ryg)m PN (X*®7ryﬁm).

Usando a hipétese que X* ou Y tém a propriedade de aproximacao, a Proposi¢ao 1.4.17 e o

fato que X é um N_.-espago, segue, que existe k € N tal que
R? < (YEm)E ~ YEmb) oy (mk)E, (4.15)

Portanto,

RE < R" —y Y(mk)E

Como Y tem a propriedade de Mazur, pela Proposicao 1.2.26, concluimos que ¢, — Y™ e
portanto, ¢, < Y, conforme a Proposicao 1.2.28. A contradigao prova que n < £“. Logo,

pelo ftem 1 do Teorema 1.2.14, segue que R7 ~ RS,

Segundo caso. Agora, suponhamos que o é um ordinal regular nao enumeravel com £ < o?.
Vamos primeiro provar que n < a?. Suponhamos que > a?. Como a < £ < o?, existem
ordinais ',y taisque £ = af'+v e £ < a, v < a. Portanto, pelo Isomorfismo 1.2.3, vemos

que R¢ ~ R?¢. Pela Proposicio 1.5.1, segue que
V¢~ REQY ~R¥EQY ~ YL, (4.16)

Usando os mesmos argumentos feitos na prova do primeiro caso encontramos uma relacgao

semelhante & Equacio 4.14 trocando Y¢ por Y€ | isto é
R? S Y7 X*@, YT <S5 04([0, ), X*) R Y™ ~ £1([0, N, X*)&,Y ¢ (4.17)

Portanto, como no primeiro caso concluimos que existem k¥ € N e m € N tais que R7 —

(Y(mk))"‘gl. Como 7 > o?, segue que R 6 isomorfo a um subespaco de R7, e portanto,

R < R? — (Y™)o¢, (4.18)
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Assim, as Relagoes 1.2.5, 4.18, implicam que

R (™)),
cRe? e(YmE)al’ -

(4.19)

Portanto, pelo item 2 da Proposicao 1.2.22, segue que existem conjuntos I'y, I'y de cardina-
lidade @ e €, respectivamente, tais que

[R*"],
cRe?

[(Y™*)¢], vk
~co(T1) e WNCO(FZ,Y ). (4.20)

Usando 4.19 e 4.20, segue que
Co(Fl) — CO(FQ, Ymk).

Como |I'y| < |T'y], pelo item 2 do Lema 4.2, segue que existe um subconjunto I' de T'; tal
que |T| = Ry e (') — Y™ Isto e a Proposicao 1.2.28 implicam que ¢, < Y, é uma
contradicao. Assim n < o?.

Portanto, existem ordinais 7,0 tais quen =an’'+0 com ' <a e § < a. Como o é um
ordinal regular, pelo Isomorfismo 1.2.3, segue que R? ~ R*" . Usando o mesmo célculo que

fixemos para provar 4.17, com Y em lugar de Y, e Y*¢' em lugar de Y¥, concluimos que
R s Y€ <& X*@, Y% S £1([0, M], XH)R,YE ~ £4([0, ], X*)®, Y7 . (4.21)

R s Yo <& X*@, Y <S5 01([0, p), X*)&,Y T ~ £4([0, ], X )@, Y€ . (4.22)

As Relagoes 4.20, 4.21 e um argumento semelhante ao feito no primeiro caso nos permitem

concluir que existem m, k,n,t em N tais que
R — (Ym")""" e R — (Y“i)afl. (4.23)

Como « é um ordinal regular, pelo item 2 da Proposic¢ao 1.2.22, segue que existem conjuntos

I,J tais que |I| =&, |J|=1 e

g’ mk\an'
[IfRaé]'a ~eoll) e % ~ (S, Y™). (4.24)
[Raﬂ']a [(Yni)a{’]a "
"R co(J) (Y ~ (1, Y™). (4.25)
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Logo, usando as Relagoes 4.24, 4.25 e a Proposicao 1.2.19, obtemos que

IO P (¢ o ™

D) ~ " goe c(Ymk)an'

~ o, Y™). (4.26)

an’ ni\af’
LS P (0
C]Rar,’ C(Ym,)af’

Assim, as Relagoes 4.26 e 4.27 implicam que |J| < R se e sé se |I| < Ry. De fato, suponhamos

co(J)

~ (I, Y™). (4.27)

que |J| < Wg e |[I| > Rq. Pela Relagao 4.26, temos que
Co = Co(I) = co(J, Y™F) ~ Y™k

Portanto, ¢, < Y, contrariando a hipétese. Assim, |J| < R implica |I| < Ry. Reciproca-

mente, se |I| < Rp e |J| > R, pela Relagao 4.27, temos que
Co = Co(J) = co(I,Y™) ~ Ymilll

Logo, ¢, — Y. Isto prova que |J| < R se e s6 se |I| < Ry. Neste caso, tomando p = |I| e
q = |J|, e pelo fato que Ré ~ R e R7 ~ R segue que Ré ~ R* ¢ R” ~ R o que prova
o item 2 do teorema. Caso |I| seja infinito ( e portanto, |J| também ¢ infinito ), usando as
Relagoes 4.26 e 4.27, o item 2 do Lema 4.2, e o fato que ¢, nao é isomorfo a um subespago de
Y™ podemos concluir que |I| < |J| e |J| < |I|. Portanto, |I| = |J|. Logo & = 7/. Assim,

pelo ftem 2 do Teorema 1.2.14, vemos que Ré ~ R”, como queriamos provar.

Reciprocamente, suponhamos que Ré ~ R? ou, Ré ~R*® e R” ~ R*. Faremos a prova
em dois casos.
Primeiro caso. R¢ ~ R”. Pela Proposicao 1.5.1, temos

V¢~ YRR ~ YRR ~ Y7, (4.28)
Pela Proposigao 4.8, temos que A e 1 tem o mesmo cardinal. Portanto,

el([oa/\]vX*) ~ el([ovﬂ]aX*)' (429)
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Assim, as Equacoes 4.28 e 4.29 implicam
G([0, M), XH)®,YE ~ £4([0,N], XH)®,Y" ~ ([0, ], X*) @, Y. (4.30)
Logo, as Equagoes 4.11 e 4.30, segue que
N(XMYE) ~ N(XH Y.

Segundo caso. R ~ R e R"” ~ R, Usando o mesmo calculo que fixemos para provar

a Relagao 4.28, com R°? em lugar de R", concluimos que

YEn Y e YT Y (4.31)

Portanto,
0,([0, A], X*)®,Y* ~ £,([0, )], X*)®,Y . (4.32)
6([0, 1], X*)9,Y" ~ £,([0, p], X*)®,Y . (4.33)

Como A é um ordinal infinito e ¢ é um ordinal finito, segue, pelo item 2 da Proposicao 1.3.4,
que

([0, N, X*) ~ £(]0, ], X*)2. (4.34)

Isto implica que

([0, N, X*)&:Y? ~ £,([0, ], X*)1&, Y.

Logo, usando a Relagao 4.34 e o fato que o produto tensorial projetivo é distributivo, con-

cluimos que
21([0, ], X*) R, Y ~ (£,([0, N], X*)®,YP)? ~ £,([0, ], X*)®, (Y *P)1. (4.35)
Pelo isomorfismo 1.5.4, temos que
(YoP)e ~ Y olPD)  (Yoay, (4.36)
Usando as Relagoes 4.29, 4.35, e 4.36, concluimos que

6([0,M), XM@Y~ ([0, A], X*) '@, Y
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~ (6([0, ], X))@, Y 7)1
~ (&([0, ], X7)®xY )

~ ([0, 1], X*)BrY
Disso, e das Relagoes 4.32 e 4.33, segue que
0([0, A, X*)&, Y ~ €,([0, p], X )&, Y™
Portanto,
N(XMYS) ~ N (XY,

o que encerra a demonstragao do teorema. |

Como j& comentamos, as Proposigoes 4.8 e 4.13 e o Teorema 4.14 continuam validas se subs-
tituirmos X um N;-espaco e um N ,-espaco por X* isomorfo ao espaco {1, e se consideramos
Y um subespago de £, com 1 < p < co. De fato, ja provamos que se X* ~ {; entao X é um
Ni-espago e um N,-espago. Por outro lado, tomando Y um subespago de £, com 1 < p < co
temos que Y é separdvel, e portanto, Y tem a propriedade de Mazur. Além disso, ¥ nao
contém subespago isomorfo a ¢, nem a £;(I") com |I'| = R;. Portanto, o préximo teorema

esta provado.

Teorema 4.15 (Generalizacao e extensao de (3)) Sejam A, u,&,n ordinais infinitos e
X,Y espacos de Banach tais que X* é isomorfo ao espago l; eY ¢ um subespago de £, com

1 <p<oco. Entao,
L. N(XNYE) ~ N(XH,Y") seeso se

2. RE~R? ou, RE~R® ¢ R?” ~ R,

para « algum ordinal inicial nao enumerdvel, e p,q ordinais finitos.

O Teorema 4.15 é particularmente interessante quando os espagos X e Y sao o espago real R.
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Teorema 4.16 Sejam A, i, &, n ordinais infinitos. Entao,
L. N(RYRE) ~ N(R¥,R")  se e sd se

2. RE~RY ou, RE~R® ¢ RT ~ R,

para o algum ordinal inicial nao enumerdvel, e p,q ordinais finitos.

Observacao 4.17 Os Teoremas 4.15 e 4.16 generalizam um resultado de C. Samuel em
[57, Teorema 5.2, pdg. 970], pois nao fazemos nenhuma hipdtese sobre os ordinais \, p, &, 7,
como € o caso no referido artigo. O Teorema 4.15 mostra que os resultados de C. Samuel
em [57] sdo vélidos também para uma ampla classe de espagos de Banach X e Y, entre eles
o espago dado no Teorema 1.6.15, este espago é de particular importancia ja que nao tem
base incondicional, lembrando que os resultados de C. Samuel em [57] s@o todos validos para

espagos com base incondicional.

Observagao 4.18 O resultado 4.15 continua valido se substituirmos a expressao X* € iso-
morfo ao espacgo ¢; por X* isomorfo a um subespaco de ¢; com a propriedade de aproximagao

e Y é um subespaco de ¢, com 1 < p < oo.



Capitulo 5

Sobre a classificagao isomorfa dos espagos K(X*, Y?¢)

Neste capitulo trataremos do ultimo assunto principal do nosso trabalho, a classificagao
isomorfa dos espacos de operadores compactos K(X*,Y¥). Ao contrario dos espagos de ope-
radores nucleares, os espagos K(X?*, Y?) estao relacionados com o produto tensorial injetivo
de dois espacos de Banach X e Y, e portanto, tém propriedades mais classicas que as de
operadores nucleares. Apesar disso, e de maneira um tanto surpreendente, vamos provar que
os espacos de operadores compactos K(X?,Y?¢) tém a mesma classificacio isomorfa que os

espacos de operadores nucleares N (X*,Y¥).
Primeiramente, introduzimos o conceito de Kg-espaco o qual serd muito ttil mais adiante.’

Definicao 5.1 Um espago de Banach X é dito um Ky-espago se para quaisquer conjuntos in-

finitos I e J tais que K(c,(1), X) e K(co(J), X) tém a mesma dimensao linear, entéo |I| = |J|.
Daremos agora um exemplo importante de um Ky-espaco.

Exemplo 5.2 Se X é um espago de Banach separavel entao X é um Ky-espago. De fato,
obviamente c(I) ~ ¢1(I), além disso, se I e J sdo conjuntos infinitos, pela Proposigao 1.5.6,

temos que

K(co(I), X) ~ (&KX e K(co(J),X) ~ by(J)®X.

Logo, se K(co(I),X) e K(co(J),X) tém a mesma dimensdo linear entdo eles tém a mesma

65
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densidade. Assim, como X é um espaco de Banach separavel, obtemos que
dens(K(c,(I),X) =|I| e dens(K(c,(J),X)=|J|.

Logo, |I| = |J|. Isto implica que X é um Ky-espaco. Portanto, como os espacos de Banach
construidos nas Definigoes 1.6.12 e no Teorema 1.6.15 sao espagos de Banach separaveis,

temos que estes exemplos sao Ky-espagos cujo dual é isomorfo ao espago ;.

Vamos agora provar um critério simples e muito 1til sobre a existéncia de subespagos do

espaco £1(T, X*)®.Y que sao isomorfo ao espaco c,.

Lema 5.3 Sejam X,Y espagos de Banach tais que X* € isomorfo a um subespaco de l; e
Y nao contém subespaco isomorfo ao espago c,. Entao c, nao € isomorfo a um subespaco de

0 (T, X*)®.Y, para cada conjunto T.

Prova. Sejam X,Y espagos de Banach com X* — ¢; e ¢, ¥ Y. Suponhamos que
exista um conjunto I" tal que ¢, seja isomorfo a um subespaco de £;(I", X*)®.Y. Como X*
é isomorfo a um subespago de ¢;, vemos pelo item 3 da Proposi¢ao 1.3.4, que ¢ (I", X*) é

isomorfo a um subespago de ¢;(I"). Portanto,
co = L(T, X*)®Y — £(1)R.Y. (5.1)

Pela Proposigao 1.4.13, como c¢, ¢é separavel, existem I'g,Yy, com 'y um subconjunto enu-

meravel de [ e Yy um subespago separavel de Y tais que
Co —™ El (F0)®c}/0

Logo,
Co — El ®€Y

Como ¢; é isomorfo a um subespago de L;[0, 1], segue que

co — L41[0,1]®.Y. (5.2)
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As Relagoes 5.2 e o Teorema 1.5.7 nos permitem concluir que ¢, é isomorfo a um subespago

de Y, contrariando a hipétese. Logo ¢,  £1(T, X*)®.Y para todo T |

Como nao caso de operadores nucleares, passemos agora provar uma lei de cancelamento do

produto tensorial injetivo ¢, ([0, ], X*)®.Y¢.

Proposicao 5.4 Sejam A, p, &, n ordinais infinitos e X,Y espagos de Banach tais que X* é
isomorfo a um subespaco de b1 e Y € um Kg-espaco que nao contém subespaco isomorfo ao
espago ¢,. Se

([0, A, X*)&YE ~ 1([0, ], X*) @Y™, (5.3)

entio \ = Ti.

Prova. Sejam X,Y espagos de Banach com Y um Kp-espago, X* — 0 e ¢, & Y.
Como ¢;([0, ], X*)®.Y é isomorfo a um subespago complementado de ¢;([0, \], X*)®.Y?,

pelo Isomorfismo 5..3, segue que
6([0, M, XH)®Y <5 £1([0, ], X )& Y™
Pela Equagao 1.5.6, vemos que
1[0, ], X )@Y ~ (£4([0, p], X*) Y )"

Logo,
4([0, N, X*)&Y < [64([0, p], X*)&.Y]".

Usando o item 2 da Proposigao 1.3.4 e o fato que o produto tensorial injetivo é distribu-
tivo, segue que #;([0, \], X*)®.Y é isomorfo a seu quadrado. Além disso, pelo Lema 5.3
,([0, A], X*)®.Y nao contém subespago isomorfo ao espaco c,. Portanto, segue, pelo item 1

do Teorema 1.2.31, que

6([0, 0], XH)&.Y < £,([0, p], X*)®.Y. (5.4)
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Usando o mesmo raciocinio trocando A por u, concluimos que
00, 1), XY < £4([0,A], XH)®.Y. (5.5)

Logo, as Relagoes 5.4, 5.5, o item 2 da Proposicao 1.3.4 e o Teorema de descomposicao de

Pelczyniski (veja [45, Proposicao 1.3.7]), implicam que
6 ([0, 1], X*)®Y ~ 64,([0, A], X*)®.Y. (5.6)
Como X* é isomorfo a um subespaco de ¢y, segue, pelo item 3 da Proposicao 1.3.4, que
([0, 1), X)®Y = £i([0, 1), £)®Y ~ 61 ([0, u])B.Y- (5.7)
0,10, A, X)®Y < £1([0,A], 4)®Y ~ £1([0, \]) &Y. (5.8)
Usando as Relagoes 5.6, 5.7, 5.8, vemos que
6([0, u)) &Y — £1([0,A], X)RY — £,([0,\])®.Y

G ([0, AN®Y = 4 ([0, 1, X)®Y — ([0, p)) @Y

Assim os espacos £1([0, \])®.Y e £,([0, 4])®.Y tém a mesma dimensao linear. Como Y é um

Ko-espaco, segue que A = Ji. |

Agora temos as ferramentas adequadas para demonstrar a classificagao isomorfa dos espagos

de operadores compactos.

Teorema 5.5 Sejam A\, i, &, ordinais infinitos com X e i ndo mensurdveis e X,Y espacos
de Banach tais que X* é isomorfo a um subespago de ¢, e Y € um Ky-espaco tendo a
propriedade de Mazur e que nao contém subespaco isomorfo ao espago c,. Suponhamos que

X* ou'Y tenha a propriedade de aprozimagao. Entao,
L K(XAY%) ~ K(XH, YT se e sé se

2. RE~R? ou, RE~R»® ¢ R7~ R,

para « algum ordinal inicial nao enumerdvel, p e q ordinais finitos .
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Prova. Suponha que

K(XA Y ~ (XM Y.

Como X* ou Y tém a propriedade de aproximagao, pela Relagao 2.3, temos que

KXY YE) ~ (XM)*®YE ~ £,([0,N], X*)® Y. (5.9)
(XM Y™) ~ (XP)*@Y ™ ~ £4([0, u], X*)®Y™. (5.10)

Logo,
6([0,M], X*)®Y* ~ £,([0, p], X)®Y™. (5.11)

Pela Proposicao 5.4, vemos que A = ji. Consideremos o espaco Z = £1([0, \], X*)®.Y. Como
X* é separavel e Y tem a propriedade de Mazur, segue que X*®.Y tem a propriedade de
Mazur, conforme ao item 3 do Corolario 5.2 de [40]. Pelo Teorema 1.3.25, temos que ¢; ([0, A])
tem a propriedade de Mazur. Portanto, pelo Teorema 1.5.8, concluimos que o espaco Z tem

a propriedade de Mazur. Pela Equacao 1.5.6, vemos que
ZP ~ 0,([0, )], X*)® Y7 (5.12)

Assim, as Relagoes 5.11 e 5.12 implicam
ARSYAD (5.13)

Além disso, como Y nao contém subespago isomorfo ao espago c,, segue, pelo Lema 5.3, que
Z nao contém subespago isomorfo ao espago ¢,. Logo, pelo item 1 da Proposigao 1.2.25,
concluimos que & = 7. Portanto, podemos supor que &,7 sao ordinais com a mesma cardi-
nalidade e £ < 7. Consideremos o um ordinal inicial ndo enumeravel de cardinalidade &.

Distinguiremos dois casos conforme a Proposi¢ao 1.2.25 .

Primeiro caso. « = w ou « é um ordinal singular ou a é um ordinal regular nao enu-
meravel com o? < £. Entdo, o item 2 da Proposicao 1.2.25 e a Relacao 5.13, implicam que
n < &, e portanto, pelo Teorema 1.2.14 concluimos que R¢ ~ R”, o que prova o item 2 do

teorema.
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Segundo caso. Suponhamos que « seja um ordinal regular nao enumeravel com § < a? e

consideremos ordinais £',7/,ve d com &, < a e 7,0 < « tais que
E=af' +7 e n=oan +9.
Logo, pelo Isomorfismo 1.2.3, temos que
R¢ ~ R e R" ~ R, (5.14)

Como Z¢ ~ Z", vemos, pelo item 3 da Proposicao 1.2.25, que ou & e 1 sio finitos ou & e
7/ sdo infinitos com a mesma cardinalidade. Se & e 7/ sdo finitos, entdao tomando p = & e

=1’ ¢ usando a Relacgdo 5.14 concluimos que

Provando o item 2. Caso & e 7' sdo infinitos com & = 7/, entao pelo item 2 do Teorema

1.2.14, vemos que Ré ~ R”, provando o item 2 do teorema.

Reciprocamente, suponhamos que R ~ R”7 ou, Ré ~ R ¢ R7 ~ R*. Faremos a prova

em dois casos.

Primeiro caso. R¢ ~ R”. Pela Relacao 4.28, temos que Y¢ ~ Y. Como A e p tem a

mesma cardinalidade, segue que
01([0, A}, X*) ~ £1([0, p], X*). (5.15)

Logo,
el([07 /\],X*)®€YE o~ Zl([oa /-"]a X*)®€Y".

Portanto,

K(X* Y ~ K(XH, Y.

Segundo caso. R¢ ~ R e R7” ~ R, Usando o mesmo argumento que Usamos para
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provar a Relagao 4.28, temos que

YEn Y ¢ YT Y™, (5.16)

Portanto,
0:([0, ], X*)®Y¢ ~ £,([0, \], X*)®Y?. (5.17)
G ([0, 1), X)RY ~ £1([0, ], X¥)R. Y. (5.18)

Como A é um ordinal infinito e ¢ um ordinal finito, segue, pelo item 2 da Proposicao 1.3.4,
que

€i([0, ], X) ~ (&4 ([0, ], X7))7. (5.19)

Logo, usando a Relagao 5.19 e o fato que o produto tensorial injetivo é distributivo, con-

cluimos que
G([0,N], X*)IRY P ~ (£4([0, A], X*)®YP)T ~ £4([0, A], X*)®,(YP). (5.20)
Pelo Isomorfismo 1.5.4, temos que
(Yor)s ~ yolrd)  (yeay, (5.21)
Usando as Relagoes 5.15, 5.17, 5.20, e 5.21, concluimos que

0,([0, ], X)RY* ~ £1([0, N], X*)I®. Y P
~  (64([0, A], X*)® Y *P)
~ (&([0, ], XT) @Y )P
~ 0 ([0, ), X*)® Y ™.
Disso, e das Relagoes 5.17 e 5.18, segue que

el([o’ )‘]) X*)®€Y£ ~ fl([O, :U], X*)@e}”’

Portanto,

K(XA Y ~ KC(XH, Y™
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Isso encerra a demonstracao do teorema. |

Observacgao 5.6 Em [37, pdgs. 106-108], A. Kunumari prova que é relativamente consistente
com Z F'C que cardinais mensuraveis nao existem. Portanto, é relativamente consistente com

ZFC que o Teorema 5.5 é vélido para A e p ordinais arbitrarios.

Os resultados do Teorema 5.5 s@o verdadeiros se substituirmos Y um Ky-espago por Y um
subespaco de £, com 1 < p < 0o, e X um espaco de Banach com X* isomorfo ao espaco (.
Para provar isto, basta observar que cada subespago de ¢, com 1 < p < co é separdvel (e
portanto um Ky-espago ) e ndo contém subespago isomorfo ao espago ¢,. Além disso X* ~ ¢;
implica que X* tem a propriedade de aproximacao. Portanto, do Teorema 5.5 temos o se-

guinte resultado bastante importante.

Teorema 5.7 (Generalizacao e extensao de (4)) Sejam \, pu, &,n ordinais infinitos com
X e 7i ndo mensurdveis ¢ X,Y espacos de Banach tais que X* ¢é 1somorfo ao espago €1 eY

€ um subespaco de €, com 1 < p < co. Entao,
L (XA YE) ~ K(XHY™) see sdse

2. RE~R" ou, RE~R® e R? ~ R,
para o algum ordinal inicial na@o enumerdvel, p e q ordinais finitos e \ e p sdo ordinais

com cardinais ndo mensurdveis.

O Teorema 5.7 é particularmente interessante quando os espagos de Banach X e Y sdo o

espago real R.

Teorema 5.8 Sejam \, pu,&,n ordinais infinitos com X e i ndo mensurdveis. Entao,
1. K(R* R®) ~ KC(R*,R7) se e sd se

2. RE~R? ou, RE~R® ¢ R? ~ R,

para o algum ordinal inicial nao enumerdvel, p e q ordinais finitos.
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Observacao 5.9 O Teorema 5.8 generaliza um resultado de C. Samuel em [57] (veja Teo-
rema 3.3 de [57]), pois ndo fazemos nenhuma hipétese sobre os ordinais ), i, &, 7 como é no
referido artigo. Além disso, o Teorema 5.7 mostra que este resultado é estendido para uma

ampla classe de espagos de Banach X e Y.

Finalmente, usando os Teoremas 2.8, 3.7, 4.14, 5.7, concluimos que é relativamente consis-

tente com ZFC

Teorema 5.10 (Teorema Principal) Sejam A, p,&,n ordinais infinitos e X,Y espacos
de Banach tais que X é um Ny-espago e X* tem a propriedade de aprozimacdo, e Y é um

subespago de £, com 1 < p < co. Entao, para quaisquer \, p,&,n
L N(XNYE) e K(X*,Y7) sio de dimensao linear incompardvel.
Além disso, se X é um Ni-espago entdo sio equivalentes as sequintes afirmacies
2. N(XM, Y% ~ N(XH,Y7)
3. K(XM, Y% ~ K(XH Y™

4. RE ~R" ou, RE~R» e R? ~ R,
para a algum ordinal inicial ndo enumerdvel, p e q ordinais finitos. Além disso, \ e

tem a mesma cardinalidade.



Capitulo 6
Algumas observacoes e problemas em aberto

Ao longo deste trabalho surgiram naturalmente diversos problemas elementares na geometria

de espagos de Banach. Terminamos a tese destacando alguns deles.
Problema 6.1. O Teorema 2.8 permanece vdlido quando se toma Y = {;?

Pelo Teorema 2.2 é claro que uma resposta positiva a seguinte pergunta daria uma resposta

positiva para o Problema 6.1.

Problema 6.2. E verdadeiro que
O )1 7 ba®cly ?
n=1

Problema 6.3. Suponha que X é um Ny-espago. X* € isomorfo ao espago {1 ?

Problema 6.4. Seja X um espaco de Banach tal que X* € isomorfo a um subespago de ¢;.
(a) X é um Np-espago?
(b) X é um Ni-espago?

(c) X é um Ny-espago?
Problema 6.5. Sejam I,J conjuntos infinitos com |I| > |J| e X um espago de Banach.

Entao,

G(I) = 6(J,X) = 6,(I) = X ?
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Problema 6.6. Todo espago de Banach X € um Ky-espaco ?

Problema 6.7. Suponha que X é um espaco de Banach tal que existe um m € N satisfa-

zendo c,(ly) — X™. Segue que c,(ly) — X 7
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