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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar o artigo "Fixed-point theory

for homogeneous spaces" de Peter Wong, cuja descrição é a seguinte. Seja
G um grupo de Lie conexo e compacto, .K um subgrupo fechado (não ne-
cessariamente conexo) e i\,f = (;/Ã' o espaço homogêneo de classes laterais à

esquei'da. Suponha que A/ é oi'rentável e p* : Hn(G) -+ H«(.A4') é não itulo,
onde n = dinl.A/. Neste trabalho, empregamos uma versão equivariante da

teoria de raízes de Nielsen para mostrar que a recíproca do teorema do ponto

fixo de LeEschetz é verdadeira pala todas as autoaplicações sobre .ü/. Mais
ainda, se o número de Lefschetz de uma autoaplícação / : À/ > .A4 é não
nulo, então o número de Nielsen de / coincide com o número de Reidenleister
de /, que pode ser calculado algebiicamente.

Palavras-chave: ponto fixo, raiz, teorema do ponto fixo de Lefschetz
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Abstract

The main goal of tais work is to study the paper "Fixed-point theory for
homogeneous spaces" by Peter Wong, which description is the following. Let
G be a compact connected Lie group, K' a closed subgroup (not necessarily
connected) a.ild À/ = G/Ã. the homogeneous space of left cosets. Assume

that À'f is oi'ientab]e and p* : .17n(G) --> H.(]W) is nonzero, where n = dimM
In this work, we employ an equivariant version of Nielsen root theory to
show that the converse of the Lefschetz fixed-point theoreln holds true for all

selfmaps on À4- Moreover, if the Leíschetz number of a selfmap / : &/ -+ À/
is ]lonzero, then the Nielsen nunlber of ./' coincides with the Reidemeister
Jlumbei of /, which can be computed algebraically.

Keywords: fixed point, root, Lefschetz fixed-point theorem

Vlll



lx



Sumário

Agi'adecimentos lv

Resumo vl

Abstract Vlll

Int.rodurãn 2

l Elementos de topologia algébrica
1.1 A junção de dois complexos

1.2 Variedades de homologia
1.3 0 complexo bloco dual
1 .4 Dualidade de Poincaré

1.5 Dualidade de Lefschetz

6
6

8

9

13

17

2 Teoria de ponto fixo para espaços hoi-nogêneos
2.1 Pontos eixos

2.2 Raízes

2.3 0 índice equivariante de raiz
2.4 Uma classe de espaços homogêneos

2.5 Recíproca do teorema do ponto fixo de Lefschetz
2.6 Classes de Reideineister equivaiiantes

22

23

23

25

36

48

54

X



Referências Bibliográficas 67



Introdução

SÜa ]W uma variedade compacta e conexo e / : i\4 --} .A'f uma autoaplicação.

A recíproca do clássico teoretlla do ponto fixo de Lefschetz endereça o pro-
blema de saber se ./ é hotllotópica a uma aplicação livre de pontos fixos
quando o número de Lefschetz L(/) é zero. Em geral, 1,(/) = 0 não é
suficiente para deformar / a uma aplicação livre de pontos fixos. Por outro

lado, uin resultado clássico de Wecken (vede IBrl) afirma que / é homotópica
a unia aplicação cona exatamente N(./:) pontos fixos dado que dimJW 2 3,
onde N(/) denota o número de Nielsen de /, um limitante inferior para o
]lúmero de pontos fixos de g para qualquer g homotópica a .f. Segue que o

anulamento de N(/) é suficiente para deformar / eln uma aplicação livre de

pontos fixos exceto para dimM = 2 (IJ31). Visto que o número de Nielsen

é definido geometrica.mente, o cá]cu]o (]e ]V(./') é em geral muito difícil e o
problema de encontrar técnicas de cálculo úteis é um dos temas centrais na

teoria de ponto fixo de Nielsen

Em seu antigo IJll, B. Jiang estudou um certo subgrupo J(À/) do grupo

fundamental a-l (JW), agora conhecido como o subgrupo de Jiang, e considerou
a condição quando J(]W) = n-i(À/). Sob essa condição (de Jiang) sobre M,
para toda aplicação ./' : M --> ]W,

(CI) todas as classes de ponto fixo de / têm o mesmo índice de ponto fixo;

(C2) L(./') o ::> JV(/) - o;

2



(c3) L(/) # o + x'(/) - R(.f);

onde R(/) é o número de Reidemeister de /, que é definido algebricamente no
níve[ de grupo fundamenta[. Se ]W satisfaz a condição de Jiang, então n-l (.A4)
deve ser abeliano. A condição de Jiang é satisfeita por uma ampla classe

de espaços, agora conhecidos como espaços de Jiang, que incluem espaços
simplesmente conexos, /lí-espaços, espaços de lentes generalizados e espaços
homogêneos da forma G/Go, onde G é u]]] grupo topológico e Go é um
subgrupo coJlexo e fechado. A essência da condição de Jiang é que classes
de ponto fixo são relacionadas por homotopias de tal forma que seus índices
de ponto fixo são iguais. Dessa forma, se dimÀ/ # 2 e ]W é um espaço de
Jiang, então a recíproca do teorema do ponto fixo de Lefschetz é verdadeira
e o número de Nielsen pode ser calculado algebricamente.

Dizemos que um espaço X é tipo Jáang se as condições (C2) e (C3)
valem para todas as autoaplicações de X. Até o momento foram encon-

trados pouquíssimos espaços do tipo Jiang que não são espaços de Jiang
E. Fadell e S. Husseini mostram'am (Corolário 6.38 de IFHI), empregando

um traço generalizado de Lefschetz (vede também IHal), que (C2) e (C3)

valem pa.l a todas as autoaplicações de espaços de órbitas de esferas ímpares
sob ações livres de grupos finitos. Mais geralmente, Jiang (Teorema 11.5.6

de IJ21) mostrou que se um grupo finito r age livremente sobre un] poliedro
compacto, conexo e simplesmente collexo X e trivíalmente sobre a homologia

racional de X, então o espaço de órbitas X/n- é tipo Jial)g. h/lais recente-

mente, B. Norton-Odenthal INOX reforçou uin resultado de D. Aílosov IAm
e mostrou que nilvariedades são tipo Jiang

Em IWI, P. Wong aumentou a classe de variedades tipo Jiaílg. Especifi-

camente, mostrou que unia certa classe de espaços hollaogêneos de grupos de

Lie compactos e conexos são do tipo Jiang e que a recíproca do teorema do
ponto fixo de Lefschetz vale para essas variedades. Assim, quando 1,(/) # 0,

a igualdade N(/) = R(.f) reduz o cálculo do número de Nielsen àquele do
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número de Reidetneister. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo, K

um subgrupo fechado (não necessariamente collexo) e .A/ = G//{ o espaço
hon)ogêneo de classes laterias à esquerda. Suponha que Àcf é orientável. Em

IFI, E. Fade]] observou que G x/{ (M,]W eX) e (]\4 x ]\4,À/ x .A/ A)
são hotlleomoifos fibra a fibra como pares de vibrados sobre i\4, o que con-

sequentemente transforma um problema de ponto fixo sobre ]W ein um pro-

blema do tipo Borsuk-Ulam de uma aplicação equivaria.nte de G em .A/. Essa
visão tem sido usada para estudar coincidências de duas autoaplicações sobre

uma nilvariedade compacta (vede IBWI). O objetivo de Wong foi explorar
mais além essa conexão estendendo a teoria de Nielsen análoga para raízes,

desenvolvida por R. Brooks IBll (vede também IKil), para uma teoria de

raízes de Nielsen equivariante. Usando suas técnicas, recuperou a maioria

das consequências essenciais dos resultados de Jiang (incluindo a recíproca

do teoienla do ponto fixo de Lefschetz) para os espaços de lentes generalizados

e espaços homogéneos cla forma (l;/Go, onde G é um grupo de Lie compacto e

conexo e Go é um subgrupo conexo e fechado (vede observação 2.6.8; note que

os resultados de Jiang para espaços simplesmente conexos seguem da teoria

clássica de Jíang-\Vecken). h/leis ainda, os resultados podem ser aplicados a

uma ampla classe de variedades para as quais os resultados de IJll, IJ21 e
IFill não são aplicáveis (vede exemplo 2.6.9).

Para estudarmos o trabalho de Wong foram itecessários estudos de as-
suntos que não são abordados ila disciplina Tipologia Algébrica 1. Assim, no

Capítulo l foram incluídos diversos resultados de IMI. No Capítulo 2 ocorre
o estudo do artigo propriamente dito. Alguns resultados, como o teorema

2.5.1, tiveram suas demonstrações ligeiramente alteradas, betll como algu-
mas definições. Para maior clareza, diversos diagramas conlutativos foram

desenhados de naaneira não usual. Além disso, foi feito uin estudo detalhado

da demonstração de o toro ser Wecken.

4



5



Capítulo l

Elementos de topologia
algébrica

Nesse capítulo tratamos de tópicos essenciais para a definição do Índice
Equiva diante de Raiz, ferramenta essencial ila demonstração dos principais
teoremas do trabalho, dada no capítulo 2. As três primeiras seções formam

a base para as deilaonstrações principais do capítulo, a saber, as Dualidades
de Poincaré e Lefschetz, e não serão utilizadas diretametlte no capítulo 2. Já

as seções 4 e 5, respectivamente, contêm os enunciados e demonstrações das
dualidade citadas, que serão muito úteis no desenvolvimento do capítulo 2.

O material contido nesse capítulo pode ser encontrado en] IMj.

1.1 A junção de dois complexos

Nessa seção introduzimos a noção de junção de dois complexos e estudamos

um lema que nos será útil no futuro.

Definição 1.1.1. Sejam. K e L compZezos rzão vazios em algum espaço etz-

clidiavto EJ. Sejam s :: uO...u,. o simple=o geral de 1< e t :: wO...ton

6



o stmpteno geral de L. Suponha que sempre que s C K e t ç: L, os pon-

tOS UO, . . . ,Um, tO0, . . . ,lo. são independentes. Então denotamos por s + t =

UO...UmlOO.. .W. o simpLezo que eles geram. Se a colação consistindo de

todos os sãmple=os s + t e suas faces é um compleaco sãml)làcial, evttão esse

complexo é chamado junção de K e L, e é devtol,udo por K '- L.

Lelíla 1.1.2. Seja a = uO. . .t;mmO . ..w. um sámpZezo em EJ. Então a á

igual à união de todos os segmentos de Teta ligando pontos de $ :: uo . . . u«

Q povttos de t = wo . . . w.; dois tais segmentos de Teta se {ntersecl,am em vlo

má=into um ponto $nat em comum. Além disso, lvtt a é igual à união de
todos os segmentos de Teta abetos ligando povttos de Int s a pontos de ITtt t.

Dem.: Provaremos o enunciado sobre Int a primeiro. Suponha p = Àz -F

(l À)3/,emque0<À< 1,z€1ntseg/clntt. Então,z ll:auí
e g = >:PÍmÍ, em que ai > 0, Õj > 0 e )I'cv{ :: >:êÍ = 1. Daí, p ::

>l: (Àcl{)ui + )l: (l À)Üwj, onde os coeficientes são positivos e sua soma é

1. Logo, p está em Int a. Reciprocamente, suponha p C Int o-, de tal forma

que p :: }:'yiu{ + >'õjmj, onde 7i > 0, õj > 0 e )l,lí + }:ój = 1. Coloque

À=>:'yi,ai =igk. Então,p=À :au +(l À)>ll:ÜwÍ. Assim,
p está no interior de um segmento de rega ligando un] ponto de Int s e uill
ponto de Intt.

Agora provaremos o enunciado com respeito a ct. Visto que a é convexo,
ele contém todos os segmentos de reta ligando pontos de s a pontos de t.

Reciprocamente, suponha que z C a e que z não está alem em s nem em
t. Então, z é interior a uma face a' de a que tem vértices em comum com

ambos s e t. Pelo resultado do parágrafo anterior, z está sobre ulll segmento
de reta aberto ligando um ponto de a' n s a um ponto de a' í) t.

Finalmente, mostraremos que quaisquer dois desses segmentos de rega se
intersectam no máximo em um ponto final em colbuln. Suponha que p é um
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ponto que está em dois tais segmentos de reta, isto é

p-*>,«:«:+(1 À)}:A««J - À'},«l«:+(i À')>1:4««j,

onde 0 $ À, À' $ 1, a{ 2 0, /3Í ? 0, a; ? 0, #; ? 0, e >,a{ = }'êj
>,al = }1:#; = 1. Visto que a soma dos coeficientes em cada lado dessa

equação é 1, concluímos da independência dos vértices de a que Àcv{ = À'a;,

e (l À)Ü = (1 À')«. Somando a primeira dessas, vemos que À = À'. Se

À :: 0 ou À = 1, então p é um ponto final de cada segmento de neta. Caso

contrário, essas duas equações implicam que a{ :: cv; e #j = P;, e os dois
segmentos de reta coincidem.[]

Definição 1.1.3. Seja s am sámpZezo do compZezo Ã.'. ,4 estrela de s em
K, denotado por S\s, é Q união dos ãntehores de todos os sivnplezos de K

que têm s caIrIa uma face. O .fecho de St s é denotado por St s; ele é a união
de todos os sãmple=os de K que têm s colmo uma face e é chamado de estrela

fechada de s em I':. O elo de s evrl K, denotado por Lks, é a união de
todos os simplezos de K que estão em St s e que são disjuTitos de s.

1.2 Variedades de homologia

Nessa seção definimos variedades de homologia e enunciámos um lenta que
será útil no decorrer do capítulo. A classe de variedades de homologia inclui,

entre outras coisas, todas as variedade topológicas, logo, é uma ampla e
importante classe de espaços. As variedades de honlologia triangularizáveis

serão os objetos básicos envolvidos nos teoremas de dualidade.

Definição 1.2.1. Um par topoZógico (X,-Á) é chamado de n-uaMedade de
homologãa relatada se para cada ponto = de X que não está em A, o grupo

de homologia local Hi(.X,X z) se anata se { :# n e é cíclico {n$nito se
{ :: TL. No caso em qae A é vazão, nos rejehmos a X simplesmente como
n-ua7qedade de homologia.

8



C) ]enla a seguir será usado na próxima seção e sua demonstração pode

ser encontrada em IMI (página 374 e anteriores).

Lema 1.2.2. Sida s um X;-sámpZezo do como/ezo /{.. Sega g seu bahcentro

H{ x;-l(Lk s) se Lks # Ü,
Hi(s, Bd s) se Lks = Ü.

x:(IK'l,lx'l

1.3 O complexo bloco dual

Associada a uma variedade de homologia triangulatizada X existe unia certa

partição de X em subconjuntos que são (quase) células abertas, de tal fonlla

que X se torna (quase) um complexo celular regular. Os subconjuntos na
verdade não são células topológicas, mas apenas células honlológicas. Visto
que não podemos chama-los de céZKim, os chamaremos de blocos. E chamare-

mos a coleção desses blocos de decomposição em óiocos duais de X. Assim

como para complexos celulares, existe um complexo de cadeia associado a
esse complexo de blocos que pode ser usado para calcular a hoinologia e a

cnhomologia de X. O chamaremos de compiezo de cadeia dual; ele será uma

ferramenta crucial na demonstração das dualidades.

Definição 1.3.1. Sega X um compZezo sámpZácáaZ localmente .Prato, e denoíe

por sd X sua phmeãra divisão bahcênthca. Os simple=os de sd X são da

fonTta ãi.iti, . . . ãi., onde ai. '» ai. '» '» oi.. Podemos ordenar T)a.rciat-

mente os uédices de sd X diminuindo ü dimevtsão dos simplezos de X dos

quais eles são os bariceTttros; essa ordenação induz uma ordenação linear
sobre os védicas de cada simplexo de sd X. Dado um sãmplezo o de X, a

união de todos os simplezos abetos de sd X dos quais ã é o védica inicial é

Int a. De$nimos DÇo) como a união de todos os stml)ledos abertos de sd X
dos quais à é o uéüice anal; esse conju7].to é chamado bloco dual a a.

9



Os blocos D(.a) terão um papel análogo àquele das células abeüas de 'uln

CW complexo. Chamctm,os o fecho Dta) de Dta) de bloco fechcLdo dual Q
a. Ele é igual à 'união de todos os sivri\p\ecos de sd X dos quais õ é o uéT],ice

$nül; ele é o potitopo de um subcomple=o de sd X. Seja DÇa) = Í)ta) DÇa).

Teorema 1.3.2. Seja X um compZezo sámp/ãcáaZ localmente ./ináío que cora

riste inteirameTtte de n simple=os e suas faces. Seja a um k-simple=o de X
Então:

a) os blocos dua s são dãsyuntos e sua uzzáão é IXj;

b) D(.a) é o politopo de um subcomple=o de sd X de divnensão n k;
c) l)(o-) é a união de todos os Z)focos D(1'-) para os quais r tem a como uma
face prol)ria; esses blocos têm dimensão lrlellor que n k;

d) O(a) é ãg-J « ««. IO(a) * âl;

e) se H:(X,X â) = Z p«« á - ,' ' « -«'" "« ««í,á«{o, .nt'.
(D(.a), D(a» tem a homologia de uma n k célula módulo seu bordo.

Dem.: a) Os simplexos abertos de sd X são disjuntos, e cada unl está em
precisamente um bloco D(a) - a saber, aquele tal que â é seu vértice final

b) Dado a de dimensão k, seja a' um n-simplexo de X que tem a como uma
face. Existe uma sequência de simplexos de X, a' = a. >" a.-i » ' - >'"

ak = a tal que cada simplexo na sequência tem uma dimensão a menos que o
simplexo precedente. Então o simplexo â.â..i . . . âe de sd X tem dimensão

n k e está em Z)(a). Ten)os que nenhum simplexo de sd X de dimensão
maior pode ter o-k como seu vértice final, visto que X não tem simplexos de

dimensão maior que n.

c) d) Agora, i)(a) é a união de todos os simplexos de sd X cujo vértice

final é âl eles são da forma âi: . . . alfa. A intersecção de um tal simplexo
com D(a) consiste da face desse simplexo obtida delegando â. Assim, Ó(a)

consiste de todos os simplexos da forma â{. .â{. para os quais aí. »- a.
Agora, o interior de um tal simplexo está contido em D(ai,); e reciproca-

mente, qualquer simplexo aberto de sd X que está em Z)(a{,) é dessa forma.

r '"

==-
rT}

C.J.)
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Segue que Z)(o-) é a união dos blocos Z)(ai,) para a{. » o-. Segue taillbém

q« l.D(a)l D(a) * õl.

e) Se dim c, então l)(a) consiste do ponto â, que é ullla O-célula.

Suponha que dim a :: k < n. No complexo sd X, a estrela fechada

St(o-,sdX) é igual à união de todos os simplexos da forma 'r = âi.
âi.â{,+. . . . âiç' onde aiP+: :: a, e aij » aij+. para todo .j. A face de r ge-

rada pelos vértices à esquerda de â na sequência é o simplexo típico de Z)(a) ; a

face gerada por â e pelos vértices à direita nessa sequência é o sil-nplexo típico

de sd a. Concluímos que Sil(â,sdX) = 1)(a)* sda(a) + â* sd(Bda).
Agora, também é verdade que Si(â,sdX) = â # Lk(â,sdX). Concluímos

que Lk(â,sd X) = -D(a) # sd(Bd a). Como sd(Bd a) é topologicamente uma

k l esfera (ou é vazio se k = 0), #i+k(Lk(â,sdX)) B Ht(-D(a)). Visto
que a homologia local de X en] â é cíclica infinita em dimensão n e se anula
caso contrário, Lk(õ-, sd X) é uma n l esfera de homologia, pelo letila 1.2.2.

Portanto, ])(a) é unia n k l esfera de honlologia.

Como .Õ(a) é acíclico (sendo um cone), a sequência exala longa de ho-
:nologia «s dá u«- isomorfis«-o H:(i)(a), O(a)) B H: :(O(a)). Co«cl«ímos

que (-D(a), Õ(a)) tem a homo]ogia de uma li k cé]u]a módu]o seu bordo.[]

Definição 1.3.3. Seja X xm completo /oralmente ./inato que é uma n-uahe-

dade de homotogia. Então, o teorentu untehor se aplicct n cadct slmple=o a

de X. A coteção de b\ocos duais DÇa) seta chamada de decomposição 'por
blocos duais de X. A união dos blocos de dimen.são no Tn.ázimo p será

denotado por XP, e chaTrtadu de p-esquel,eto dual. de X. O covnpteuo (le

cadeia dual'D(.X) de X é de$nido sendo seu gr"t.tpo de cadeias em dimensão

p o gmpo DpÇX) - HpÇXp,Xp-\). Seu operador bordo é o holnolítor$s'mo a*
'« «q«ê«.i. e«t« d« te«.« (X,, X. :, X,-,).

Teorema 1.3.4. Seja X um compZezo ZocaZmente ./inato que é amua n-uaheda

de de hovrítologia. Sela XP o p-esqueleto dual de X. Sela'D(.){) o coTítplelo

11



de cadeia anal de X. Então:

aÕ O g'i"'upo HiÇXp,Xp Ü se anula. pcLra 't :# p e é um grupo ube\iaTto livre

pctra i, :: T). Umu base quando ã - p é obtida escolheTtdo geradores T)ürü os

grua)os Hp(.D(.a), D(.a», en(quanto D(.a) valia sobre todos os p-blocos de X,

e tomando suas imagens, sob o homomor$smo induzido por inclusão, em

Hp (X,, X.-:) .
bÜ O coTTtple=o de cadeia dual'DÇX) pode ser zsüdo l)ara, calcular a, homologia

de X. De falo, DpÇX) é igual ao s'ubg'r"upo de CpqsdXI) coTtsistindo duque
las cadelas carregadas 'por XP chãos bordos sao cal"regados por XP.-L. E Q
aplicação inclusão Dp(.X) ---> Cpl.sd X) árdua um isovnorjismo em homologia;
portanto, ela também induz isomor$smos em homologia e co-homologia com
coe/icãentes arbãtráhos

l)em.: a) Co:no O(a) é u«l cone com vértice â, sua base O(a) é um retrato
por deformação de D(a) â, para cada a. Essas retrações por deformação

induzem uma retração por deformação de .KP Upâ sobre XP i, onde UPõ-
denota a união dos baricentros de todos os simplexos de a de X de dimensão

Se E.(D(a), ])(a)) denota a soma topológica dos p-blocos de X, teiJlos o
cliagranaa comutativa

P

E,(.õ(a),Ó(a)) --E.(i)(a),.D(a) â) - E,(D(a),O(.)

(X.,X.-:)(XP,X. UÕ)- U(D(a),D(a)

â)

â)

onde as aplicações horizontais induzem isolrlorfisinos em homologia singular
e as aplicações verticais são inclusões. O enunciado a) segue para teoria
singular, e daí segue para teoria simplicial.

b) Tenros que Hi(XP,XP i) = 0 se { :/ p pelo item a). Qualquer conjunto
compacto em X está ein um bloco dual de X, então está em X{ para algum
á. Visto que XP não contém blocos duais de dimensão p + 1, o grupo de
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homo[ogia HP(XP, XP i) é igual ao grupo de p-cic]os re]ativos, que é o núc]eo
do homomorfisnlo

q,(X,) .. Cp--(X,)
q(Xp-:) ' Cp :(X. :)

Como XP l não contém blocos duais de dimensão p, o denominador do lado
esquerdo se anula. Logo, HP(XP, XP ]) é igual ao grupo de p-cadeias duais

de X suportadas por XP cujos bordos são suportados por XP i- Portanto,

Z)P(X) é igual ao subgrupo de Op(sd X) consistindo daquelas cadeias supor-
tadas por XP cujos bordos são suportados por XP i.[]

1.4 Dualidade de Poincaré

O teorenaa da dualidade de Poincaré é un] dos mais importantes resultados
en] topologia. Em sua forma original, enunciava que para uma n-uaüedade

Ihangu ahzada ohenióuei compacta X, os números de Betti em dimensão
k e n k era.m iguais e os núllleros de torção em dimensão À; e n k l
eram iguais. Hoje eni dia, ele é enunciado em uma formulação diferente,
mas equivalente, colho um teorema que diz que os grupos de homologia e

co-homologia de X em dimensão k e n k são isomorfos.

Definição 1.4.1. Sega X uma rz-uahedade de AorltoZogáa IhanguZahzada

compctcta. Dizemos que X é o'r"iene(í'uel $e é possível ohentar todos os ll

simplelos ai de X de tal fo'r"ma que Q solllu 'X := '!..ai é uln ciclo. Tal ciclo
l será chamado de ciclo de OT"iemtação para X

Teorema 1.4.2. Seja X uma n-uahedade de homoZogáa compacta than
gulaüzada,. Se X é ohentáuel, então para todo 'p, existe ulll isowtol$smo

HP ÇX'.G)'E Hn pÇX',G), Oltde G é zm, gT'upo arbitral\o de coe$cieTttes. Se
X é niio oriebtauet, então, para todo T) ea;isto ulll isomor$smo Hp\.X\'Z.l21) u:

Hn ,(X;Z/2).
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Dem.: Usaremos o complexo de cadeia simplicial C(X) de X para calcular a
co-homologia de X, e o complexo de cadeia dual l)(X) de X para calcular a
homologia de X. Existe u]r]a correspondência un] a um entre os p-simplexos

de X e os ri p blocos duais de X que aplica cada simplexo em seu bloco

dual. Daí os grupos abelianos livres, CP(X) e l)« ,(X) são isomorfos, por
um isomorfismo @ que leva o elemento básico a* de C'P(X) (onde a é um
p-simplexo orientado) em um gerador de H«-,(D(a), D(a)). Se X for ori-
entável, mostraiemos que o sinal de Ó(a*) pode ser escolhido de tal forma
que o seguinte diagrama comute

GP '(X) E- 0« ,+:(X)

'*' *; ...,'*,
Isso provará a existência do isomolfismo da dualidade de Poincaré no caso
de coeficientes inteiros

Para definir @, procedemos colho segue: primeiro, oriente os n-simplexos

de X de tal forma que a soma deles, ', seja um ciclos oriente os outros
simplexos de X arbitrariamente.

Começamos definindo @ em dimensão n. Os n-simplexos orientados a

de X formam uma base para G(X); seus duais a* formam uma base para
C"(X). O bloco dual i)(a) do n-sinlplexo o- é a 0-célula â. Definimos
@(o-*) = â, notando que â é um gerador do grupo Ho(â). Assim, definimos
««. isomorfis«.o @ : O"(X) --> Do(X).

Agora definimos @ ein dimensão n 1. Seja s um (n l)-simplexo orien-
tado de X. Queremos definir Ó(s*) de tal forma (lue é?'#(s*) = Ó(õs*). Agora,
s é uma face de exatamente dois n-simplexos ao e al de X; visto que ' é um

ciclo, eles estão orientados de tal forma que aoo + aai tem coeficiente zero em

s. Suponha que a indexação tenha sido escolhida de tal forma que aao tenha

coeficiente l em s e aal tenha coeficiente l em s. Então, õs* - a; ail,
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e daí Ó(õs*) = âi âo por definição. O l-bloco Z)(s) é a união dos seg-
mentos de reta de g a âo e âl; definimos Ó(s:) = lõo,ÉI t IÊ,ail. Então,
Ó(s*) é um ciclo fundamental para a l-célula (D(s), D(s)), como queríamos,
e a@(.*) - @(õ.*).

Ein geral, suponha é definido em dimensão p+ 1 < 7z. QuereJrlos deíll)i-lo

en] dimensão p de tal forma que para cada p-sinlplexo orientado s, a@(s*) =

@(Õ.*) .

Dado o p-simplexo orientado s, calculamos õs# :: )l, cÍa;, onde a soilla se

estende sobre todos os (p + l)-simplexos ai dos quais s é uma face, e c = :LI
é o coeficiente de s na expressão para aoi. Então, @(.5s*) = >1:ci@(a;).

Provaremos que @(õs*) é un] ciclo fundamental para D(s).
A cadeia Ó(a;) é por hipótese um ciclo fundamental para o bloco -D(ai),

dual a ai, naódulo Z)(ai). Esse bloco está em D(s), visto que ai » s. Assim,
Ó(a;) é suportado por l)(s) pata cada í. Então, a cadeia Ó(õs*) também

é suportada por /)(s). Além disso, Ó(õs*) é um ciclo, visto que aÓ(5s*) =
Ó(õõs*) pela hipótese de indução. Agora, D(s) é uma (n p 1) esfera de
llonlologia, onde n p 1 > 0. O ciclo Ó(õs*) é não trivial, e ele não é
um múltiplo de um outro ciclo, pois sua restrição ao bloco Z)(a{) é igual a
Ó(a;), clue é um ciclo fundamental para esse bloco módulo l)(ai). Daí, Ó(õs*)

representa. uni gerador de H« .-l(D(s)), como afiiinado.
Considere a sequência exala

0 a H« ,(-Õ(s),Ó(s)) -gb Hn , :(Ó(s)) -+0

Por razões dimensionais, os grupos de honlologia são iguais aos grupos de

ciclos. Defina Ó(s*) como o ciclo fundamental de (-D(s), D(s)) cujo bordo é
igual ao gerador é(õs*). Então, @ está definido para dimensão p, e a@(s*) =

Ó(õs*), como desejado.
Assim, o teorema está provado para o caso de coeficientes inteiros. Para
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prova-lo para coeficientes arbitrários, note que os isomolfismos

Hom(q(x), G) = Ho«.(cP(x), z) ® G egy D« .(x) ® G

colnutam com (5 e a.

Finalmente, considera.mos o cmo não orientável. Grosseiramente falando,
fazemos a mesma demonstração. Definimos um isonaorfismo

Hom(q(X),Z/2) 3 O« .(X) ® Z/2

por indução. Se a é um n-simplexo, denotamos por a* a c(>cadeia cujo valor

é jll C Z/2 sobre a, e 0 sobre todos os outros símplexos. Definimos então
Ó(a*) = â ® jll. Se s é um (n l)-simplexo que é uma face dos n-simplexos
ao e ai , definimos Ó(s*) = (lâo, ÉI + li, âll) (8 jlj; sinais não importam, pois o

grupo de coeficientes é Z/2. O restante da dei]]onstração é igual, cona a frase

"ciclo fundamental" substituída por "único ciclo i)ão trivial com coeficientes

em Z/2" .[]

Corolário 1.4.3. Seja X uma n-uahedade de pomo/agia cornpacZa Zhangu
laüza.da. Se X é covle=o, então, para, quaisquer dois Tt-sàmpte=os a, a' de X,

existe uma sequência a :: ao, a\, . . ., ak :; a de n simplexos de X tal que

ai íl ai+i é nm (n l)-sámpZezo de X, para cada í.
Dem.: Definimos a «, a' se existe uma tal sequência conectando-os. Note

que essa relação é de equivalência. A soma )ll: a{ dos n-simplexos elJI qualquer
classe de equivalência é um ciclo se seu grupo de coeficientes é tomado como

sendo Z/2, pois, dado um (rz l)-simplexo s de X, os dois n-simplexos dos
quais ele é f.ace são equivalentes, então ou ambos aparecem nessa soma ou

nenhum deles aparece; em qualquer caso, a(>1: ai) tem coeficiente 101 C Z/2
sobre s

Concluímos que existe apenas uma classe de equivalência, visto que caso

contrário X teria mais do que um n-ciclo não trivial sobre Z/2, contradizen-

do o fato que #«(X; Z/2) B H'(X; Z/2) = Z/2.[]
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Corolário 1.4.4. Seja X uma n uahedade de homoZogáa compacta e Züanga-
i.h«d«. Se X é con««, então H.(X) = Z p«« X o ntá«Z . #.(X) -0
para X Ttão ohentáuel.
Dem.: Se X é orientável, então H.(X) = H'(X) = Z. Recíproca.mente,

inostraremos que se -H«(X) :# 0, então X é orientável. Oriente os n-simplexos

de X arbitrariamente. Suponha que z é uill n-ciclo não trivial de X, com

coeficientes inteiros. Agora, se a{ e ai+i são n-simplexos de X com uma
(n l)-face em comum, e se z tem coeficiente m sobre ai, ele deve ter
coeficiente +m sobre aí+i. Em vista do corolário anterior, z deve ter o mesmo

coeficiente, a menos de sinal, sobre cada n-simplexo de X. Suponha que esse

coeficiente tenha valor absoluto m. Então, dividindo z por m, obtemos un:l

cic[o de orientação para X.[]

Corolário 1.4.5. Seja X uma n uahedade de homoZogáa comzpacla e tMarz

gulahzada. Então, X é ohentáuel se, e somente se, para cada componente

X: de X, Zelo. H.(X:) = Z.n

1.5 Dualidade de Lefschetz

Como é de se esperar, o teorema da dua.lidade de Poincaré se generaliza para
varieades de hoinologia relativas. A generalização é graças a Lefschetz, e a
natllH ;, rnnl nq nnqq;. qnnãn

DeHnição 1.5.1. Seja .4 um subcompZezo de am compZezo X. l){zemos gwe

A é um subcomptezo cheio de X se todo simplezo de X cujos uédices estão
erra ,4 está em .4.

Enl geral, um subcoinplexo .A de X não é cheio. h/las se passannos à

primeira subdivisão baricêntrica, podemos mostrar que sd .4 é unl subcom-

plexo cheio de sdX. De fato, seja s = âi . . . âk um simplexo de sdX, onde
al >-- a2 >'" ' - . >- ax;l então, s C al. Se cada vértice de s pertence a sd.4,
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então em particular ât C sd ,4, de tal forma que Tntai intersecta l.41. Segue

que ai C .4, .de tal forma que s C ai C l,41, como afirmado.

Lema 1.5.2. Seja .4 um subcomp/ezo cAeáo do completo sàmplácáa/ ./inato X

Seja C' íguaZ à união de todos os sámp/ecos de X que são dá unlos de l,41.
Então, l,'il é um reírnZo por de/armação de IXI -- ICI, e ICI é um reZrnlo por
de/orvrz«çã. de IX l..'ll.

Dem.: Primeiro, notamos que cada vértice de X pertence ou a .4 ou a C'

Segundo, nota.ll)os que C é um subcomplexo cheio de X: se os vértices de

a estão eil] (7, então o simplexo a não pode intersectar l..41, daí está em C.
Terceiro, notamos que .A consiste de todos os simplexos de X disjuntos de

Cl: todo sinlplexo de .A é disjunto de l(yl; e, reciprocamente, se a é disjunto
de IC'l, então cada vértice de a está em .4, daí a pertence a ,4.

Por simetria, é suficiente mostrar que IÁI é uin retrato por deformação
de IXI ICI. Seja a um simplexo de X que não pertence nem a .4 nem a
C. Então, a = s # t, onde s é gerado pelos vértices de a que pertencem a
.4 e t é gerado pelos vértices que pertencem a (.7. Então, s C ,4 e É c C'.
Cada ponto z de cr s t está sobre um único segmento de reta que une

um ponto de s a um ponto de t; denotemos o ponto final desse segmento

de reta (que está eln l.41) por /a(z). Estendemos /a ao simplexo s fazendo
/a igual à identidade sobre sl então, /a é contínua sobre a t (de fato, se
s =uo...up et =up+l..-u« ez está em a t, entãoz = >:i::.aÍuí implica

/a(Z) = >1:::. fu{, onde À = >1:Z:. cl.; vide demonstração do lema 1.1.2).

Temos que quaisquer duas das funções /a são iguais sobre a parte comum

de seus domínios. Portanto, podemos definir uma função contínua / : IXI
1(.;1 --> 1.41 que retrai IXI IC'l sobre l.41, pelas equações:

rr.\ J z se z c l.41,

1. /a(Z) se :« c a ICI e a çÉ Á.

A função F'(z,t) = (1 t)z + t/(z) é então a retração por depor:nação
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exigida.[]

Teorema 1.5.3. ÍDKaZãdade de Le/scAetz) Sda (X, .A) uma ?z-uahedade de

homotogia relativa thangulaüzada compacta. Se (.X, A) é odentáuet, existem
bomorfismos

H*(X, .A; G) = H« k( XI l-Al; G),

Hk(X,,'l;G) = #" *(IXI - l..4l;C),

para todo G. Se tX.Ah é não orientáuel, esses isovitor$smos e:citem para
G -' la.

Dem.: Denote por X* o subcomplexo da primeira subdivisão baricêntrica de
X consistindo de todos os sinaplexos de sd X que são disjuntos de l.AI. Agora,

l.41 é o politopo de um subcomplexo cheio de sd X. Pelo lema anterior, IX*l
é um retrato por deformação de IXI l,41. Portanto, podemos substituir
IXI l.41 por X* no enunciado do teorema.

Consideraremos, como na demonstração da dualidade de Poitlcaré, a

coleção de blocos D(a) duais aos simplexos de X. Piovaremos o seguinte:
O espaço IX*l é igual à união de todos os blocos D(a) duais a simplexos

a de X que não estão en] .4.
Para provar esse fato, seja s = âi . . . âA; um simplexo de sd X, onde ai >-

» a*. Então s está no bloco i)(ak). Se s é disjunto de l.AI, então o
vértice âk em particular não está ein l-Al; daí, o simplexo ak não pertence a
,4. Reciprocamente, se ak não pertence a -A, então também não pertencem
a .A os simplexos al , . . . , ai; 1 , visto que eles têm ak como uma face. Logo, s

não intersecta l.41.

Agora, para cada bloco l)(a-) en] que a não está enl .4, o ponto â está
em IXI l.AI, de tal forma que .r%(IXI,IXI â) é cíclico infinito para {-
n e se anula caso contrário (pois (X, .4) é Urna n-variedade de homologia

relativa). Segue (lue (D(a), -D(o-)) é uma célula homológica de dimensão
n dama (vide Teorema 1.3.2). Denote por Z)(X*) o complexo de cadeia
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dual de X*; o grupo DP(X*) é gerado por ciclos fuíldamentais para as células
hollaológicas (1)(a), l)(o-)) de dimensão p (vede Teorema 1.3.4). Assim como

antes, a inclusão 'Z)(X*) H C(X*) induz um isonlorfismo em co-homologia e
em homologia (vide Teorema 1.3.4).

Agora consideramos o caso em que (X,.A) é orientável. Lembre que o
grupo de co-homologia relativo (7k(X, .4) pode ser naturalmente considerado
como o subgrupo de C't(X) consistindo de todas as co-cadeias de X que se
a[[ulam sobre simplexos de Á. Portanto, ele é abeliano livre cona uma base

consistindo das cocadeias a*, com a variando sobre todos os k-sinlplexos de
X que não estão em .4. O argumento usado na demonstração da dualidade de
Poincaré se repete seno mudanças, para nos dar um isomorfisnlo Ck(X, .4) -$

D. k(X*), tendo a propriedade que @(5 = é. Segue então a existência de
uin isomorfisnlo H*(X, .A) = H« k(X*) = H. k( Xj-- l.41). Esse é o primeiro
de nossos isolnorfismos de dualidade.

Para. obter o segundo isomorfisino de dualidade, lembramos que o grupo

noJll(c*(x, .A), Z) é naturalmente isomorfo ao grupo Ck(X, .4). Visto que Ó

é un] isomorflsmo, seu dual

nom((7*(x, .4), z) +-L no:n(o. t(X*), Z)

também o é. Portanto, temos o isomorfismo

xx;(x,.A) {g- x"'*(x*) = x" '(lxl IÁI)

A demonstração para coeficientes arbitrários se (X, .4) é orientável, ou
para coeficientes em Z/2 se (X, .A) é não orientável, segue como na demons-
tração da. dua]idade de Poincaré.[]
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Capítulo 2

Teoria de ponto fixo para
espaços homogéneos

Nesse capítulo encontram-se os principais resultados do trabalho. Conheça-
mos coJn villa breve revisão sobre pontos fixos e raízes nas duas primeiras

seções. Na seção 3 encontra-se a definição do Índice Equivariante de Raiz,
que será a base de todos os principais resultados do trabalho. Na seção 4

define-se uma classe especial de espaços homogêneos, para os quais nossos

resultados principais seixo aplicáveis. Na seção 5, apresentalllos a recíproca
do teorema do ponto fixo de Lefschetz pala essa classe especial de espaços.

Finalmente, na seção 6 nos utilizamos da parte mais algébrica da teoria de
ponto fixo para demonstrar que pala a nossa classe especial de espaços vale o
resultado que diz que se o número de Lefschetz de uma aplicação é diferente

de zero, então os números de Nielsen e de Reidemeister dessa aplicação são
Iguais.
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2.1 Pontos fixos

Aqui fazemos uma breve revisão de pontos da teoria de ponto fixo. O leitor

interessado a conhecer mais a fundo a teoria pode encontra-la em IJ21.
Dada. uma autoaplicação .f : X -+ X de um poliedro compacto e conexo

X, o conjunto de pontos fixos Fix(/) = {z C XI/(z) = z} pode ser
particionado pela equivalência de Nielsen como segue. Para quaisquer z,
g/ c Fix(/), dizemos que z e 3/ são ]VáeZsen eqwÍuaZenles como pontos fixos

com respeito a ./ se existe um caldinho cv : 10, 11 --> X com c1(0) = z, a(1) = y

tal que cl é homotópico a / o a (a -' ./' o a) relativo aos pontos extremos.

Decote por .V(./') o conjunto de classes de ponto fixo (clmses de equivalência)
de ./. Unia classe de ponto fixo ' c .V(/) é essência/ se o índice de ponto fixo

ind(/, 7) é não «ulo e é não essencial, caso contrário. O número de Náe/sen

]V(/) de / é definido como o número de classes de ponto fixo essenciais de /

2.2 Raízes

Essa seção contém uma breve revisão da teoria de raízes. Para mais resulta-
dos indicamos IBll e IB21

Em IBI), R. Brooks introduziu uma teoria análoga à de Nielsen para
estudar as soluções da equação p(z) = a, a C y, onde p : X --> y é uma

aplicação entre dois espaços topológicos. Duas soluções (rnúes) z e g/ são
]VáeZsen egaáuaZentes como raízes com respeito a p se existe un] caminho

a : lO,il -+ X com C(0) = z, (7(1) que / o C é homotópica
relativa aos pontos extremos à aplicação constante elll a, ã. Essa relação é

de equivalência; uma classe de equivalência de raízes é chamada de classe de

rales. O conjunto de raízes de p(z) = a é denotado por I'(p, a) e o conjunto
de classes de raízes é denotado por I'(p,a). Uma raiz zo de F(z,0) = a
está F'-relacáozzada a uma raiz zi de F(z, 1) = a, Ollde F' : X x / d y
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é uma homotopia, se Fí o C' é homotópica relativa aos pontos extremos à

aplicação constante. eill a, ã, para algum can)anho C : / --> X de zo a zl.
A F'-relação entre raízes induz uma relação um a um ente'e classes de raízes.

Dada. uma classe de raízes (classe de equivalência) cv de p, dizemos que a
é essencãaZ se a não desaparece sob nenhuma homotopia de p, isto é, para

qualquer llo)notopia Et com Eo = p, a está r'-relacionada a unia classe de

raízes de F]. Denote por ]V(g, a) o número de classes de raízes essenciais
de p. Se zo é uma raiz de g(z) = a, então g induz um homomorfismo

'p# : n-l(X, zo) -} n-l(y, a) dos grupos fundamentais. O conjunto de classes

laterais à direita da imagem de p#, n-i (y, a)/Imp#, é denotado por poker p#
e o número de tais classes laterais é denotado por R(g, a).

Definição 2.2.1. O {hdãce de raiz de a rou de um cozÜurzto isolado de raúesJ
covil real)eito a p é o homomorlismo u(.(p,a) dado pelo homomor$smo com-

posto u(9,a) oá* : H*(X) H H*(}',}'' a) nduzádo por

x4(x,x a) & (y. }'' a) $ (y, y «)

OTtde V é uma vizinhança .fechada de ci que vtão contém outras raízes, j induz

isomor$smo por ezcisão e H* denota o g'r"upo de t\omologiü singular graduado,

a)*.. Hk

Se y é uma n-variedade compacta orientável e X é compacto, então

«, (P, a) p*. . j:: ' {*, H.(X) --> Hn(}', }''' a)

pois nesse caso H{(y,y a) = 0, VÍ / n. Além disso, nesse caso temos
o seguinte resultado que se deve a R. Brooks (Corolário 2, Teorema 2 e
observações após o Teorema 2 e o Corolário 4 de IBll):

Teorema 2.2.2. Sejam X, y uaüedades compactas e corzezas mão ne-
cessahamevtte de m,esmo dimensão) com Y oMentáuel e sem bordo. Para

24



g-ã.q«« .Z«. de «ú« a, P d. p, w(p,a) (p,P). ,4Zém dá«., s'

p(;c] - Q tem uma classe de raízes esse'n,ciat, então todas CLS classes de raízes
.'' "sencá«ás . /V(p, «) - R(p, «).

Observação 2.2.3. Se cd(p,a) # 0, então a é essencãaZ. Entretarzfo, a
recíproca, Kão é 'uerdadeirct, T)or exemplo, Q aplicctção de Hopjp . Ss -+ SZ

De fato, sejam p : S3 -+ S2 a aplicação de Hopf e a C S2. Como p é uma
vibração, segue (lue p é sobrejetora, e assim I'(p, a) # 0. h4ostrelnos (lue p

não é homotópica a unia aplicação constante. Suponha p «. cte. Nesse caso,

teríamos que S2 seria contrátil, o que não ocorre. Agora, seja p' : S3 --> S2
uma aplicação que não é sobrejetora. Então p'(S3) é un] subconjunto próprio

e conexo por caminhos de S2. Logo, p'(S3) pode ser contraído en] um ponto
dentro da esfera. Daí, p' é homotópica a uma aplicação constante. Logo, p'
não pode ser hoillotópica a p. Assim, qualquer aplicação homotópica a p deve

ser sobrejetora e daí I'(p', a) :/ 0 sempre que p' «, p. Seja.m zo, zi C I'(p, a) e
C' um caminho em S3 de zo a zi . Como S2 é simplesmente conexo, po (7 -., ã

relativo aos pontos extre[T)os. Assina, I'(p, a) tem excita.mente un] elen]ento,
que denotarelnos poi cl, e daí ]V(p,a) $ 1. Agora, seja F : S3 x / > S2

uma hoinotopia de p. Temos que I'(FI(z),a) :/ Ü. Escolha zo C cl e zi C

ê C f(FI(z), a), e seja C um caminho ein $; de zo a zi. Então, visto que
S2 é simplesmente conexo, Fí o (,y «. ã relativo aos pontos extremos, e daí cv

está .F-relacionada a /3. Segue que a é essencial. Assim, N(p,a) = 1. Note

que H2(S3) = 0, e daí segue do teorema 2.2.2 que w(p, a) = p« o .j;: o ã«

H2(S;) --> #2(S') é o homomorfisino nulo. Portanto, cr é essencial, mas
«,(P, a) - 0.

2.3 O índice equivariante de raiz

Nessa seção, encontram-se a definição e os resultados que formam a base para

os resultados principais do trabalho. Utilizamos aqui as teorias de ações de
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grupos, grupos de Lie e espaços homogêneos, que podem ser encontradas em
IKal. Usamos também un] resultado que pode ser ellcontrado em IFI que faz

uma ligação muito importante entre as teorias de raízes e de ponto fixo. A
proposição 2.3.2 nos dá uma bijeção entre classes de ponto fixo e classes de

raízes /(-Nielsen, o lema 2.3.6 define unia igualdade muito interessante entre
o índice equivariante de raiz e o índice de ponto fixo e a proposição 2.3.7 faz

a ligação entre o índice de ponto fixo, o índice de raiz e o índice equivariante
de raiz.

Daqui en] diante, G sempre dellotará uln grupo de Lie compacto e conexo,

.f( un] subgrupo fechado de G, ]14 = G//( o espaço homogêneo de classes

laterais à esquerda e assumimos que A/ é orientável e seill bordo. O subgrupo
Ã age livreillente sobre G via k o g = gk': e (não livremente) sobre .A4 via

k + gK = çkg)K.

Dada uma autoaplicação ./ : i\4 -+ i\4, associamos a ela uma aplicação
K-equivariante p : G H ]W por ç'(g) = g :/(g/q. IVlostremos que p é de

fato -K-equivariai)te. Sejam k C Ã' e g C G. Teillos:

P(k . g) - P(gk ') (gh ') '/((gk ')K)

= kg ' fÇgK) = k + g ' f(gK) = k + -pQgh-

Reciprocamente, se p : G > À4 é uma K-aplicação, associamos a ela uma

autoaplicação / : À/ --> À/ por /(gK) (g). Segue de IFI que p(g)

se, e somente se, /(gK) = gÃ, onde e c G é o elemento identidade. Em
outras palavras, g é uma raiz da equação p(g) = eX' se, e somente se, gK' é
um ponto fixo de /. Pela Ã.-equivariância de p, se g é uma raiz de p, então

É o g = gk'i é também uma raiz de p para todo k C /(. Assim, existe uma
correspondência un] a um entre as K'-órbitas de raízes de p e os pontos Hxos

Seja I'vK o conjunto de /(-órbitas de raízes de p e (9i, O2 c I'PK. Dizemos
que (9t e O2 são K-.A%eZsen equivalentes como órbitas de raízes se, e somente

de /
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se, existem g] C O], g2 C O2, um caminho a : 10, 11 --> G tal que a(0) = gi,
a(1) e p(a) «., e-K (aplicação constante em eX) relativo aos pontos

extremos. Denote por fPK o conjunto de classes (de raízes) K'-Nielsell de p.
De IWhl (p. 675), temos que a projeção natural p : G 4 À4 é a projeção

de ull] vibrado localnaente trivial. E disso segue que:

Corolário 2.3.1 .4 aplicação p G i M é uma vibração

Proposição 2.3.2. Ea;êste cinza corvespondêncáa m a urn erztre I'PK e Jv'(/).
i\4azs preczsamenZe, se gi, g2 sa0 7'azzes de y), oi e o2 sao as orbzías corre-
spondentes, então (1)i e Oz são K-Nãelsen equivalentes se, e somevtte se

g\K e g'zK são Nielsen equàlialentes co'rno pontos $zos de J

Dem.: Suponha que OI , O2 C I'PK e são K-Nielsen equivalentes colllo órbitas
de raízes. Então, existe a : 10, il q G tal (lue a(0) = gi, a(1) = kog2 = g2k :

para algum k c -K cona p o a «. eK relativo aos pontos extremos. Seja ã =

p(a), onde p : G --> G/Ã a p«jeção natural. Então, ã(s) = a(s)K,
ã(0) = g:Ã' e ã(1) - (g,k ')Ã' = g,K'. Mais ainda, (/ . ã)(s) = ./'(ã(s)) -

/(a(s)X') - .«(s)p(c-(s)). Visto que p.a «' eX' relativo aos pontos extremos,

temos / o ã «' cveK = ã t'elativo aos pontos extien)os. Portanto, giK' e g2/(

são Nielsen equivalentes como pontos fixos de ./:.

Reciprocamente, se # : 10, il M é tal que P(0) = gtK', #(1) = g2Ã' e

/ o /3 ,w P re]ativo aos pontos extremos, como p : (.; -+ ]\4 é uma vibração,

podemos levantar /3 a um caminho P : 10, 11 -+ G tal que p o P = #. Então,

/3(0) C OI, Õ(1) C O2 e

(p./j)(.) - p(Õ(.)) - IÕ(.)l :/(/j(.)x') - IÕ(.)l :.f(P(s)) - IÕ(.)l 'P(.) -

- IÕ(s)l ',Õ(.)Ã' - ãK,
ou seja, p o /3 v e.f( relativo aos pontos extremos. Portanto, Oi e O2 são
Ã.'-Nie]sen equivalentes.[]

Colll isso, demonstramos o seguinteS
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Os dois próximos resultados são sobre grupos de Lie. O primeiro pode

ser encontrado em IKal, o segundo pode ser encontrado em IABj:

Teorema 2.3.3. rlreorema da lqzinhança TubuZar9 Sega G um gr"tipo de LÍe

compacto. Para uma s'ubuariedade G-ãvtuahünte A de uma G-variedade M,
existe uma vizinhança tubular G-inuahanLe de A em M

Teor'ema 2.3.4. rlneorema das yizãnhanças 6'erndoras,) Sejam G um gmpo
de Lie e GO a componente covlela da identidade e C G. Então, Go é um
subir"upo de Lie TtoT"mal de G e as componentes conexas de G sâo da joTma
gG0 , l)QTQ ütguln g C G. Mais üindct, düdct umcl uizinhançct ctbert,ü U de e,

íamos que G' = Uj:::U', onde U" = {gf:' . . - gl:' : g: c C/}

Denote por .f(l,... ,/(. as componentes conexas de /(', dim /{ = k,

dim M = n e, daí, dim G = n + k. Para um ponto fixo isolado g/{ de

/, com g fixo, seja (9g a K-órbita de raízes isolada de p contendo g. Con-
sidere o diagrama

(G,G -K)3(C,a Og)&(V.V OÓ)-$(M,M eÃ')&i\4

onde V é ullla vizinhas)ça. fechada -K-invariante de Og (cuja existência é
garantida pelo teorema 2.3.3, onde no teorema G = /{, Á = (9g e À'f = G) e

0Ó é o homeomorfismo induzido por g. Isso induz o seguinte diagrama

(Dl=: Ho(6) -:---L H*(K') -4---» H«(G,'G Ã')
00. n«QC,c oõa

H.(M) -:>-H«(M,M eX') --J!: H«(y. V OÕ)

onde .rl/. e .17" denotam hon)ologia e co-homologia singulares inteiras, respec-
tivamente, e D e ,4 denotam os isomorfismos nas dualidades de Poincaré e

Lefschetz, respectivamente. Note clue í : (V,V OÕ) -+ (C;,G OÚ) de fato

induz un] isomorfismo por excisão. Para isso, basta que G V Ç int(G Oã).

h/las como V' é uma vizinhança de (9©, temos o resultado diretamente.
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Seja p{ o gerador de Ho(Ã'i) para á = 1, . . . , m e pm o gerador de 17n(M).

Defina o áhdáce equáuaMante de raiz de Og com respeito a p colho o inteiro
coK(p, Oã) tal que

P* o i:i o 00. o .A o l)'i (PI © © P.) (P, 0g) . .j*(Pm)

Para cada {, l $ { $ m, seja pí. a coJllposiÇão

Ho(Ã :) -'-Z- H'(Ã':) -d---- H«(G, G /Ü) -J!:-- Hn (G, G

eK) --b- H.(%, HH«ÇM,M

onde

oã-oX':-leklkcX:} e H-u,.«oi u,#:Oã.

Aqui, (0â é definido dessa forma para que 0g : (G, G -rC) --> (G,G -- Oã)
seja uma aplicação e H é definido dessa forma para que { : (K, % OÚ) --}

(G, G Oe) induza isoilaorfismo por excisão. Aqui, note que como V é uma
vizinhança fechada /<.-invariante de Og, então (9P C y, para qualquer g C V'

Logo, U C V. h/mostremos que Uscv' Olr ' y. Temos que Ugcv Os c V pelo
que foi feito acima. Seja z c V. Então, z C Og C V, para algum g C V
e z c Oã, para algum .j. Se .j = ã, obtemos o resultado. Suponha .j :/ ã.

Então, z = gki, com Ãy C IÇ. Agora, pelo teorema 2.3.4 acima, temos que
/i.i = k](o e .IÇ = k'.f(o, para certos k, k' C K'. Daí, temos:

Ko = k l Ki k' \ Kj ::#p Ki :: k'k \ Ki

Logo, dado kÍ C /G, existetla k, k' C /( e k{ C Ki tais que kj
Logo:

k'k :ki

« - gkj - (gk'k :)k. c ol.*,* .
Assim, Uscv (2; D V
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Para que á induza um isonlorfislno por excisão, basta que G % Ç

int(G--- OÕ). Note que Ã'{ é fechado em -K e .K é fechado enl G. Daí,
Ã': é fechado em G. A aplicação @ : Ãi --} O; dada por l/'(k) = gk é uln

homeoinorfismo, e assim a aplicação 0e : (G, G Ã'í) --> (G, G (Oli) também
é unl homeomorfismo. Então, O. é fechado em G, e assim G Ol} é aberto
em G, ou seja, int(G OÕ) = G (9#. Note que % é uma vizinhança de O; in-

variante por multiplicação à direita por elementos de .rG. Logo, Oã c int\q.
Daí, G % c int(G O}). Logo,ã : (%,H Oã) --> (G,G Oã)induz
isomorfismo poi excisão.

Visto que .fíi é hon]eomorfo a ]q sob multiplicação por un] elemento de
X' (pelo teorema 2.3.4) e p é /(-equival'jante, segue que

P:. (P: ) pj, (Hj) para l $ í,.j $ m,

e daí

«,K (P, 0,) . .j*(P«.)

Definimos tainbétll o íhdáce eg áuahante de raiz da á-ésáma componente O:

colho wK(p, O5), o inteiro tal que

«,,.(p, o;) ' .j*(p«) - p.. (p:) - p-.(p:).

Em outras palavras,

u..(p,O;) =«,/í(p,Oâ) pa:a l $ {,.j $ m.

Analogamente, seus correspondentes índices de raiz ordinários são iguais, isto

e,

«,(ç',O;) =«,(p,O3) para l $ í,.j .$ m.

Além disso, se R é uma união disjunta de órbitas de raízes de p, definimos

«,«(Ç', R) - }: wK(ç', 0,:),
2

onde R = nãos:
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Observação 2.3.5. JVo q'ue segue, não /fizemos aso dãreto da ánuarãârzcáa

homotópica equãuaT'tarte de wK. Ainda assim, uer'ijiqueTTLos que uK possui as

pro'piedades usuais. Seja H = \ht\ : tp - $ '. U -.+ M hma, homotopiü K

equiuahante tal que UtciFã=K.ht) é compacto em U, onde U é uma vizinhança

abe'rta. K-inuaüünte de O'g Note que como g - tão g* -- $*. Daí,
q tPTn '

«,K(P, 0,) . .j*(P«) P* . * . 0,. . .4 o 0 '(P: © ©P«)

.0,,..A.0 :(P-© .©P.) Os)..j*(P«.)

Além disso, podemos de$nir para um conjuTLto de raízes compacto arbitráho

R, uK(g,R) '.:: QKÇ-gl,RI), OTtde tp e (p' estão relacio'n,abas por 'ürT\Q K

homoíopáa {Ez} : U x 10, 11 --> À4 sobre alguma t/ãzánhança aberta /(-ãnuaharz-

te U de R tal qKe UtFÍt ÇeK) é comi)acto em U e R! é isolado.

Lema 2.3.6. 1)ada uma autoapZàcação / : M > M e s'ua c07vespondenle K

aplicação q) . G -+ M, se gK é um ponto $xo isol,ado de j, então uKqg. OID =
ind(f, gK ) .
Dem.: Considere o seguinte diagrallla:

(G,G Ã':) M

(a,a oi) (m,m g-K)

(H,% o:) ' ; (R,h gx')

':,«,l . '',-,l
G x (M, M - eK) =::= M --n- (M x M, M x M A)

o«de (l,p)(a) = (a, p(.-)), (.f, l)(aK) = (./(aK),aK), d' é « G-ação sobre

M, isto é, '>(g,âÃ) ã)Ã., s(gK) gK), K:, 0,, Vi e OJ fora«,
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definidos a.nteriormente, p é a restrição de p : G H À:f, p(H) = U, prl é

a projeção na primeira coordenada, ã, ã' e .j' são inclusões. Note que esse
diagrama é comutativo. De fato, seja o- C H

'> . (1, P)(a) '>(a, p(a)) «p(a) J(aK) l(f(aK), aK)

- p,: . (/, 1)(aK') - m': . (.f, 1) . p(a)

Conto M é ul-na n-variedade, segue que Hí(À/, À4 eK) = 0, se á # n.
Logo, H«(G x (J\4,M eK')) = /7o(G) ® H.(M,M eK). Daí, o diagrama
acima induz o seguinte diagrama em homologia:

H«(G, G' Ã':) H.(M)
o,* l a .jí l B

H«(G, G' 0:) #«(A/,M gÃ')

{* l B {: l B

H«(H,K o!) '' ; A.(R,R g/{)
(i,p), l (.f,i). l

H.(G) ®H«(M,M 'Ã')::;l:=H«(M)-nH«(M' * M,M * M A)

A inclusão s : À/ --> G x (M,M eK') induz s* : H.(À4) --> H.(G x
(M,M eK')) B Ho(G) ®H«(M,M eR'), que leva PA4 em PC GO.j*(PW),

onde pc é o gerador de Ho(G) e .j : ]\4 -} (M,À4 eR) é a inclusão.

Te«.os q« '} . s(gK) '}(e,gX) é, '} .s
Logo, q'* o s* = («' o s)* = IH.(m)l daí, 'D* é um epimorfismo. h'las note que

Ho(G) ®H«(M, M eX) = 28)Z = Z = H.(M), e como uin epimorfismo de

Z em Z é «m iso:norfismo, seg«e q« q'* : Ho(G)e)H.(M, M .Ã') --> H.(M)
é um isomorfismo que leva PC ® .j*(PA/) em pàí

Note que temos também:

H.(K'- ) -'-e-- H'*(Ã': ) --$ #.(G, G Ã'- )
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onde .D e .,4 são os isomorfismos das dualidades de Poincaré e Lefschetz

respectivamente.

h'mostremos que a inc]usão á' : (R,Pi gX) --> (À4,]W gK') satisfaz as

condições do teorema de excisão. Para isso, basta mostrar que o fecho de

(J\4 Vi) está contido em int(À4 gÃ'), e para isso basta mostrar que gK C
int Vt. Temos que gK' é um ponto em À/, logo, um conjunto fechado, pois
À/ é HausdorK. Daí, J\4 g/( é aberto e int(JW gK) = M g/{. Agora,
como p : G > A/ é um vibrado, segue que p é uma aplicação aberta. Temos

p(Vi) daí, p(int H) C R e p(int Vi) é aberto em M; assim, p(int Vi) C
int K. Agora, note que O} C intH e p(Oi) = g/{. Daí, gÃ' C int Vi, como
queriamos.

Agora, mostremos que p* e pri. são epimorfislllos, levando assim gerador

em gerador.
h,mostremos primeiro que Vi é homeomorfo a Vq x /{l . Defina m : VI x .f('i >

H por m(ãK', k) = ãk e n : U -+ Vi x X'i por rz(Õk) = (ãÃ', k). Aqui, note

que se z C VI, então z c (9} pala algum g C I'', e daí z :: Õk, pala algulll
k c X.. I'emos q« «. e m são conta«as e (m . n)(Õk) - m(ãR',k) = Õk,
(nom)(ÕÃ', k) = n(Õk) = (ÕK, k). Logo, m e n são homeomorfistnos inversos

entre si. Daí, V] H V] x KI, e como O3 H X'l, segue que (Vi,Vi O:) =
(yl x Ã'l,(q gK') x K'-) H (Vi,R gÃ') x Ki. Considere o seguinte

diagrama

(n,H o:l)-'-!t-(ü,R g/{) x Ã'-

(VI,V gÃ')

onde p e m foram definidas anteriormente e a- é a projeção na prinaeira

coordenada. Note que esse diagrama é comutativa. De fato, seja. (ãR', k) C
VI x X'i:

P T

(p . m) (âÃ', k) p(m(ã-K, k)) - p(âk) (âlç)K
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Agora, fixemos É C /{. edefinamosa : (H, H gK) --> (Vi,VI gK)xÃ'i por

a(ã.rq Temos q« a é co«tí«-a e («- . a)(âÂ) - « (ÕK, k)
e daí a-* o a* = (n- o a)* = ád*. Portanto, a-* é um epimoifismo. Agora, note

quem.(q,R gK)=H.(M,M gK)=ZeH.((R,R g/{)xKi)=
H«(VI , VI gÃ') e)Ho(K'i) = Zg)Z = Z, e daí a-* é um isonlorfisnio. Voltando
ao diagrama acima, temos que ele induz o seguinte diagrama comutativo em

homologia:

H.(Vi,V Ojl)---ZX«(V.,R gÃ')«,Ho(Ã'-)
p;.. l1. .,,.-'' n' .*

H.(Vi,V gK')

Daí, note que r* o m;l = a-* o n* - p* e a-* e n* são isomorfismos. Logo, p* é
um isomorfismo, levando, assim, gerador en] gerador.

Agora, pri : ]W x ]W -+ i\4 dada por pri(gÃ,g'.K) = gÃ' é contínua e

sobrejetora. Além disso, ó : iW H (M x M, À4 x &/ A) dada por .5(gK) =
(gK', gÃ') é contínua e injetora. Note que p'l o õ = IA,r. Assim, obtemos:

lw. - (Z«'- . ã)* - m':, . Õ*

Portanto, prl. é sobrejetora

Agora, temos:

l©*o(l,P)* oã:' .0,* ..4.0 ')(P:)

.0,. ..A.0 :(P:),P* .á;' .0,. ...'1.0 '(P:))

- q'*(Pc '8 «,K(P, 03) ' .j*(P«.)) - «,«(P, 0:) ' 'b*(Hc ® .j*(P«.))

- «,«(P, o]) ' P«.
Por outro lado:

I'p*.(1, 9)*l.ã;:.o,, ..A.n :(p- ) p,:. o(/, 1)*.b*.ã;:o0,. ..Ao0 '(H-))
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- }«':. . (/, 1)*(PO,.,V: ,K)) (/, 1)* . Í:': . .j*(p«..)l -

= W't.(ind(/, g-K) . p(Mx&/,M*M a)) = ind(.f, gK') - m'i.(p(À/*m,m,.A:r A))

= ind(/, gK') . PW

onde p(i?.,Ü gK) e p(Mx&f,A'rxA,f a) são os geradores de H«(Vi,}/l g/O e
Hn(M x ]W, -A4 x ]\4 A), respectivamente. Portanto,

«,K (P, 03) ind(./', gÃ') . []

O índice de raiz ordinário, o índice equivariante de raiz e o índice de ponto

fixo estão relaciollados como segue.

Pi'oposição 2.3.7. Supor/za qzie gK' é urna classe de pozzlo Pzo de JVáeZsen

de f. Seja Og Q correspoTtdente classe l<-Nielsen de (p e a c 0o uma classe

de «ã, «dánáh« d. p. Se «,(p,a) é não nwJ., .níâ. «,K(p,O,) / 0 e d«í
iRaI.J, gK) :# Q.

Dem.: Primeiro note que dois pontos ein uma componente conexo Ob são
Nielsen equivalentes como raízes (ordinárias) com respeito a p. Assim, a =

U!.:O; (reenunlerando se necessário) é simplesmente uma união disjunta de
algumas das componentes ein Os Considere o seguinte diagrama:

G --L-- (G, G Ã') :!=-- (G,G ul.:X'.) --g:--- (G, G a)
'.

(yQ, ya c-)(M,M eK) --J-

ondeã: G H (G,G A),.j. : (G,G K') --} (G,G ul.:-Ki)eí.
(Va,ya CV) H (G,G a) são inclusões e essa última induz isoilloríismo

por excisão, 0.* : (G,G ui..Ã:,) --> (G,G a) dada por 0..(z) = gz é um
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homeomorfismo e ya = V' (UF:z+:Oi). Note que então 0.. o .j. o { é uma

inclusão. Esse diagrama induz o seguinte em holnologia:

H.(G)--J:-H«(G,G a)-'-:L-H«(Ua,Ua a) gb-H«(M,M .Ã')

onde .j* = (0.. o.j. oá)* é induzida por inclusão. Esse diagrama nos dá o índice

de raiz ordinário w(p,a). Visto que w(p,a) é não nulo, o homolnorfismo

p* oiiJ o.j* = p* o íiJ o 0.. o.j.. oi* é não nulo, e daí p* o á;: o 0a. , que nos dá

wK(ç', a) = Z w/((p, (03) com Z igual ao número de componentes conexas de

cv, é não nulo. Logo, ü..'x-(ç', O}) # 0. A afirmação que ind(/,gK) / 0 segue
do gema 2.3.6.[]

2.4 Uma classe de espaços homogêneos

Nessa seção, definimos uma classe especial de espaços para a qual nossos
principais resultados serão aplicáveis, e demonstramos um resultado que diz

que todo espaço dessa classe é Wecken.

Seja 'Ho o conjunto de todos os espaços homogêneos (classes laterais)
orientáveis G/-]( = ]\4 de grupos de Lie compactos e corlexos G tais que
a projeção canónica p : G --> M induz um homomorfismo não nulo p*

H.(G) -+ H.(JW), onde rl = dim JW. Note que Ho contém a classe de todos

os grupos de Lie compactos e conexos, ou seja, 7{o contém todos os espaços
homogêneos G//( com .f( = {e}, onde e é o elemento identidade de G e G é

um grupo de Lie compacto e conexo. Mais ainda, 'lZo contém os espaços de

lentes generalizados (Exenaplo 2.4.5) e espaços homogêneos G/K, onde K é

finito (Exemplo 2.4.6). Dados À4t = Gi/Ki, .A42 :; G2//{2 C 7Zo, o produto

topológico MI x .ü/2 é um espaço de classes laterais de (;i x (;2, que está

equipado com a estrutura de Grupo de Lie produto. Portanto, temos:

Proposição 2.4.1. $e ]t4i, i\42 C 'Ho, erztão ]14i x .A/2 C 'Ho, isto é, 'Ho é

!ecrã,do sob produto tipológico.
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A definição a seguir pode ser encontrada em IKal.
Dado um grupo de Lie N, decote por Aut(Ar) o conjunto de todos os

automorfisinos de grupos de Lie de .ÍV. Então, Aut(N') forma um grupo com
respeito à composição de aplicações. Definimos agora o conceito de que um

homomoifismo de grupos 0 : G -} Aut(.N) é suave como segue. Dada 0 como

acima, definimos uma aplicação 0' : G x -N --> -N por a'(g, n) = a(g)(n), para
g € G, n C -V. Se 0' é uma aplicação suave da variedade produto G x ]V em

.ÍV, dizemos que f? é suave.

Dado um homomorfismo suave 0 : G --> Aut(.V), definimos um novo

grupo de Lie ]V xa G (ou -M x G) como segue.

A estrutura de variedade sobre Ar xo (; é dada pela variedade produto
.ÍV x G, isto é, como variedade co]oca.mos ]V xo G = Ar x G. A operação do

g«upo é dada por (n,g)(n',g') (nO(g)(n'),gg') para n, "' C N, g, g' C G,
o«de 0(g)(n') c ]V, e nO(g)(n') e gg' (denota«. as «.ultiplicações en] .M e G,
respectivamente. Daí, fazendo uso da Itipótese de que 0 é suave, podemos
verificar que a operação do grupo é suave. Assim, .ÍV >4o G se torna um grupo

de Lie, que é chamado de prodwfo semãdãreto de Ar e G com respeáZo a 0.
Em IKal (p. 22 e 161), encontramos o seguinte:

Corolário 2.4.2. Se .A = -N xo G,então o quociente .A/Ar é um grupo de L e
aAIW'z G.

Assim, podemos utilizar o produto semidireto de grupos de Lie para
construir elementos de 7{o.

A próxima definição e o próximo resultado podem ser encontrados em IH

(P. 258):

Definição 2.4.3. Para uma apJ cação / : À/ > /V erzíre n-uahedades

conexas, /ecAadas e ohenláueás com classes /undamenta s IJt/l e IWI, o grau
de / é de$nã . como . ánt.ã« d t.Z q«. /.(IWI) - alWI, . d«í o .i-Z "'

grau depende da escolha das classes fundamentais.
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Pi'oposição 2.4.4. Sejam .A4 e /V uahedades oheíztáueás /ecAadas e corzezas.

Se f . M -+ N é CL projeçõ,o de um espaço de recobr'imebto a.p-folhcLS, então

f tem grau :Lp.

Dem.: Seja y c ]V. Como / é a projeção de uill espaço de lecobrimento a

p-folhas, temos que /-i(g/) consiste de p pontos, digam)os zl, . . ., zp Sejam
V' uma vizinhança de 3/ e Ut , . . ., ii4, tais que zi C t/i e Ut é aplicado hotlle-
omorficainente por ./ sobre y pata todo á. Então, /(t/i zi) = \'' y para
cada á, e temos o seguinte diagrama coinutativo:

#n(Q,a :«:) !=----x«(v.}'' z/)

n.ÇM.M xÜ-n-n.tM.M J "Qg»--!:--m.ÇN,N ly)

H. ÇM) '' ; n. ÇN)
/,

O[)de todas as aplicações são as naturais, en] particular k{ e pi são induzidas
por incltlsões.

Os dois isomorfismos na metade de cima do diagrama vêm de excisão,

enquanto os dois isonlorfismos na naetade de baixo vêm de sequências exatas

de pares. Via esses quatro isomoifismos, os dois grupos no topo do diagra.ma

podem ser identificados com H«(M) e H,(/V), respectiva.mente, e o hoJno-
morfislno de cima, ./*, se torna a multiplicação por um inteiro, cha.medo de

grau local de ./ em zi, denotado por deg/lz{
Lembremos que ./' aplica cada Zi4 homeomorficamente sobre y, e daí

deg/lz{ = #l para cada á. Note também que, por / ser a projeção de

um espaço de recobrimento, o sinal de deg/lzí é igual para todo á, pois
/ : t& > y tens a mesma orientação para todo í.

Por excisão, o termo central H.(.A4, À4 / :(Z/)) no diagrama acima éa
soma direta dos grupos ]7n([&, tÃ zi), com k{ a inc]usão do í-ésimo somando
e p{ a piojeção sobre o á-ésimo somando. A comutatividade do triângulo
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de baixo nos diz que pi.j(IÀcfl) = 1.ütl, daí .j(lJwl) = (lmil,...,omPI)
}:: ki(IWil). A comutatividade.do quadrado de cima nos diz que o /* do meio
leva ki(líKI) em deg.flui IXPI = :LINvl, e daí a soma E: ki(IÀ4il) = .j(l7WI)

é levada en] >jj:ídeg/lzi IArvl = +P ' IATPI. Por fim, a comutatividade do

quadrado de baixo dá então deg/ = üp.[]

Exemplo 2.4.5. O espaço de lentes cZássáco Z,:" l é o espaço de órbitas
da elifera nátáãa S2n-l C Cn reza anão ladre do g7"üpo cíbZico ZP :: <(> de
or'Zem p gerado por ( = e'":/' uáa ( . (zi,z2,. . . ,z.) -} ((zi,(z2,. . ,(z.)
Podemos também lied 1;? \ com,o hlíl espaço homogénea do gr"tipo unitórào
U(n) como segue. Seja H :: U(n 1) mergulhado em U(n) como o sabgr"upo

d« m«íh"' n x n -atam« ..'! com (.A)- - l, (.A):« - 0 - (.A)«j p««
L '( 'l,] < n,. Con,sidere N-L = 'Z.P) o co'n3uhto düs mala\zes diagonctis 'n x 'rl

B( corri(Bdi (FaTaIS urze(Bdje FaTaIS.j,k$rze.j:#k
Note que U(ln] e U(n L) são fechados em GL(.n.(b, e N\ é óbito. Então,

o conjunto HN\ é hm subgr"upo fechado de Uqn] consistindo de mal,üzes dü

onde ..4 C U(n l), .r é a mat«áz á então«de em U(n 1) e a C Z,. Po«t«nto,
no espaço de classes laterais U(=nàjHNx, .M.\HN\ - .M.2HNa. 'pura .M.i C

U(n) se, e «me«íe «,

0 1
Á o r =1-0 a

a.,4 0

«,-«-lr =l
p«« cedo. a e ..'l. b'á'to g«. S'"-: - U(n)/U(n l) «ü « ãdent@c«çã.

l.ml H .Me., o«de .. é o «to« (0, . . . ,0, 1) em C" . .M c U(n), tem« q«.

i;l'-' = 9" * I'z. = çul.]nàlukn tlÕIN\ = ui.wàlnN\ como l«m espaço de

c/esses Zate7nás de t/(n).
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iWais geralmente, tome inteiros it,. . . ,l. l relatavam.ente pomos a p, e

consáde« Z. = N2 - {C(IQ .Zá«gon«i e (O0ii (': -,Zo

subgrupo de Ukn]. Então, o espaço de classes \aterais UQnhjHN2 é sim
plesmente o espaço de lentes generalizado l;Í' l l.It, . . ,tn 1), que é o espaço
de órbitas de S2" 1 C (C" reza açâo iãure do gmpo cíclico ZP - <(> u'a
(.(z-,.,,.. ,,.) -> ((,:,('-.,,. .,('« -..)

iVole que a prdeção U(n) --> Li'':(Zi, . . . ,l« 1) se /alara como U(n) -->

U(n)/U(n 1) H -ti" :(ZI , . . . , Z.-l), onde a segunda apZãcação é um recobre

m'"t. . p-/oZh«. ,'{«:m, po, e.4.4, p"« «.o'*", que ].,:" :(Z:, . . ,Z. :) C

H., é .uã.{ent. mos*"' q« « .pZá«çã. p : U(n) q U(n)/U(n 1) - S'" "

induz um homomor$smo não ntllo em dimensão 2n \ em homologáa. Em

co-/zomoiogãa ánieára, p induz p* : -H'"':(S'" ') --> H'" '(U(n)). U«, .zr-

gumevtto elementar na sequência espectral de Leram Tiiostra que o homo-

«.o$smo Zámáíe p* é nã. m«/o. Visto que H'"':(U(n)) é i{«e de torção,
tentos }iz" l (UI.n» = Hom(Ha«-t(.U(:n»,Z) e assim o hom07rtor$smo p*

H2.-1(C/(n)) --> H2. 1(S:" 1) é rzâo nulo. .A/aás a.anda, p* marzda o elemento

pümàtiuo de dimeltsão 2,n, À- da álgebra de Hol)fH*ÇUÇ:nà) no gerador de
H,. -(S'" :).

Exemplo 2.4.6. Seja À4 = G/-K um espaço /iorrzogêneo de um gr'tipo de
Lie compacto e colle=o G e K um subir"tipo $Ttito de G. Então, Q projeçào

p : 6' > Àcf é um recobhrnento a l.Ifl-/oZAas. L/isto que G é oheníáueZ, segue

de um ressttado de gT"upas de Lie que M também o é. Assim, de 2.4.4 temos
que M C'H,o

Temos que um espaço é Wecken se para toda ap]icação ./ : i\4 -+ ]W,
N(/) = .aíPI/l := mánl#Fix g l g -.., /}. Un) resultado muito conhecido diz

que variedades compactas e conexas de dimensão diferente de 2 são Wecken.

Proposição 2.4.7. Se ]W C 7Zo, então ]W é l.reckerz
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Dem.: Precisamos apenas considerar o caso em que dim i\4 = 2. Se

dim M = 2, então À/ é o toro. Isso segue do fato que se uma superfície
fechada orientável A4 de característica de Euler negativa fosse um espaço
de classes laterais de um grupo de Lie compacto e conexo, então seu grupo
fundamental deve ser virtualmente abeliano e daí seria o grupo fundamental
de uma variedade planam mas uma superfície Riemanniana de menus g > l

certamente não é plana. Assim, À4 pode ser ou a 2-esfera ou o toro. Visto
que S2 = S3/Si e .f7Z(S3) :: 0, concluímos que S2 g 7Zo e A4 deve ser o toro

Agora vamos mostrar que o Toro é Wecken. A demonstração colocada

aqui é de ICKI. Para isso, dividiremos a prova em quatro partes.

Primeira parte: Se L(/) = 0, então construiremos uma função g : T a
T, homotópica a /, sem pontos fixos.

Seja o toro T :: SI x St . Considere em IR2 a seguinte relação de equivalên-
cia

(zi,yi)-.,(z2,g/2) se zl =n2 e g/l=y2modZ.

O conjunto das classes de equivalência pode ser identificado com T e a

projeção p : ]R2 H T é o recobrimento universal.

Seja / : 7' H T e seja p : Z a) Z H Z q) Z a aplicação induzida por ./' ein

«-, (7'), cuja matriz é

\ " q

em relação à base canónica de Z © Z. Denote por mi e zi os cociclos

desenhados na figura a seguir. Temos que a :: {wl} e P :: {zi} geram
#l(T) a Z a) Z. Se orientarmos cada 2-simp]exo no sentido ]iorário, então
A = {o-*} gei'a H2(7') B Z, onde a é qualquer 2-simplexo orientado de T
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« = {lt::' !

('a h

Ordene os vértices de T alfabeticamente. Usando essa ordenação, cal
culamos o valor de wi U zi sobre cada 2-simplexo orientado a. Note que

(wl U zi, a> - 0 a menos que uma face de a esteja no suporte de wi e uma
face esteja no suporte de zi. Assim, os únicos possíveis valores não nulos

ocorrem quando cr :: ghã ou a = A{.j. Calculamos:

<««: u .:, Ig,h, {l> - <««', Ig, hl>. <,:, lh, il> - i. i- i,

<.«: u,:, lh,{,.jl> - <««', lh,il> . <,',1{,.jl> - l
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Assim, wi U zi = Ig, h, íl*. Agora, note que a orientação de Ig, h, il é horária

Portanto, em termos de nossos geradores padrão, cr U D = A.
Um cálculo similar mostra que:

<,: u «,' , Ig, h, {l> o.( 1) - o,

<,: u«,',lh, {,.jl> - 1 1 - i,
de tal formaque zi Umi:: IA,{,.il*. Assim, #Ua = A.

Das propriedades do produto cup, temos a U a = (a U cl) e /3 UP
(P U /3). Visto que H:(T) não possui elementos de ordem 2, segue que

a U a = /3 U # = 0. Agora, da definição de p e do fato que a-i (7') = Ht(T) B

H:(7') B Z © Z, segue que /*(a) = ma + rzP e /*(P) = pa + çP. Como

aplicações contínuas preservam produto cup, obtemos:

/*(A) /*(a) U /*(P) (ma + nP) U (pa + çP)

a) + mq(a U P) + «p(P U a) + nq(P U P)

UP) np(aU#) np)(aUP)-(mq np)A.
Como

Z,(./;) - }: (-1)*Tr(/*lH.(X, Q)),
k>o

temos que

L(/) - l (m + q) + mq np

que pode ser interpretado como sendo

...r m
Va.mos supor que L(/) :; 0. Então, consideremos a aplicação g : R2 --> IR2

dada por
g(«, Z,) - (m« + pb + ., n« + qb)
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onde c é um número irracional fixado.

Temos que g induz uma aplicação g : 7' --> T e que g é homotópica a /
De fato, considere o seguinte diagrama:

onde g : T H 7' é definida por g(la,ól) = 1(ma + pb + c,na + çó)l. Sejam

l(at,Z,l)l, l(a:,Z,2)l c r tais que l(at,ól)l b2)l. Note que l(ai,Z,i)l
l(a2,ó2)l ai a2CZebi b2cZ. Temos:

Ú(l(«: , z,:)j) l(m«. + pZ,- + ', n«: + qZ,:)l

o(l(«, , b,)l) 1(«.«, + Pb, + ', n«, + qZ,:)l

e

mal+pbi+c ma2 pb2 c::m.(ai a2)+p'(bi ó2)CZ

n«:+qb- n«, qZ,:-n.(«: «,)+q-(b: Z,,)CZ.

Logo, g(l(.z- , bi)l) = g(l(a,, b2)l). Portanto, g induz uma aplicação g : 7' H T
Agora, considere F' : R2 x / -+ ]R2 dada por

F'((«, b) , t) (m« + pZ, + t', n« + qb)

Temos q« F' é co«tí-a, -F((«,Z,),0) b) - (m« + pó,n« + qZ,) e

F'((a, b), 1) b). Note que, assim como fizemos para g, podentos provar

que F'((a, b), t) induz unia aplicação de 7' em T para todo t C .r. Logo, existe
F : 7' x / --> / induzida por F' que é uma homotopia entre / e g.

Agora, vamos calcular o número de pontos fixos de g. Para isto, basta
resolver o sistema

ma + pb + c = a mod Z

na + qb = Z) mod Z
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( ) l l

(m l)a +pb = ki c, para algum ki

na + (q l)ó = k2, para algum k2 C

Como L(/) = 0, temos que as linhas da matriz

z' \
q l /

são proporciollais. Sem perda de generalidade, vamos
tal que

cZ
Z

assumir que existe r

« . (n,q l) - (m l,p).

Certamente r é um número racional. Logo

,n« + «(q l)Z, - ,k:

kl c :: rk2,

o que é unia contradição, pois c é irracional. Portanto, #Fix(g) = 0.

Segunda parte: Dada ./' com L(/) / 0, construiremos g honlotópica a
.f com IL(./)l pontos fixos.

Considere a transformação ]inear g : R2 --} ]R2 dada por

e

g(«, b) - (m« + pb, « + qb)

Vamos calcular os pontos fixos da aplicação induzida g : T -+ T

Seja o sistema
ma + pb = a niod Z

zta + qb = b mod Z

Assim,

(« l)a + pó = kl, para algum ki C Z
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na + (q l)b = k2, para algum kz C Z

Seja p : ]R2 -+ ]R2 a transfol'mação linear dada pela matriz

n l /

Logo, ullla solução para o sistema acima nada mais é do que um elemento

de p :(r,s), onde(r,s) C Z©Z. Além disso, duas soluções(al,bl) e(a2,b2)
são equivalentes se, e se«lente se, (a- , bl) = (a2, b2) + (r, s). Logo,

P(«- , b- ) P(«2, Z,,) C P(Z © Z),

o que mostra que o número de soluções não equivalentes é no máximo a

ordem do grupo quociente (Z O Z)/(p(Z © Z))
Como

det(p) = det l ' ' 1 = L(/) / 0
\ " q l /

por hipótese, temos que p : llt2 q IR2 é sobrejetora. Logo, o número de

soluções não equivalentes é exatamente a ordem de (Z © Z)/(p(Z © Z)).

Por um teorema de álgebra, temos que este grupo tem ordeill jdet(g)
IL(.f)l. Logo, g tem precisamente IL(/)l pontos fixos

Tei'ceira parte: Cada classe de Nielsen da função g acima tem apenas

un] ponto fixo.

Seja p : R2 --> 7' o recobrimento universal. Se z, g/ C Fix(g) estão na
mesma classe de Nielsen, então existe um caminho ' ligando z a g/ tal que

'y = g . ,y relt0, 1}

Seja ? um levantamento de 'r que tem ponto inicial i. Então,

g'{ g(ã)+ Ê
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é um levantamento de g . ' cona ponto inicial ê. Logo, devemos tei

j(1) - g(l(i)) g(i) + ã

ou

(g ãd)(+(1) ê) - o.

Isto contradiz o fato de (g {d) ser ínjetora, a menos que l(1)
implica z = y.

Quarta parte: Os pontos fixos de g têm o mesmo índice.

Sejam z, 3/ C Fix(g) e h.,, : T --> T o homeomorfismo que leva z em g/,
dado pela equação

h,,,(«) - Z/z :«.

Consideremos uma vizinhança aberta U de z tal que U n Fix(g)
h,,,(c/) n nx(g) = {g/}. Então, temos

{«} .

á({«}) l qT, ü, U) /(r, Oh;ll, . h,,,, u)

á({z/}) g, h,,,(u))

Pelo axioma da colnutatividade, temos

.í(I", gh;ll,h,,, , u) -r (I', h,,«ohil,, h,,,(u))

Mas

ü,,,OA;,l,(«) gz 'g(:«3/ :a) y:« :g(:«)g(Z/) 'g(a)

Logo, {({«}) - í({3/}).

Portanto, IL(/)l = N(/) = MFI/l.tJ

Corolário 2.4.8. Sega M = G/K € 7Zo. Para qua/quer awtoapZácaçâo /

M -+ M, existe umn aplicação f' «' J tat que +Fi= f' = N(f). Mais ainda,

se g' . G -+ M é a, K-apta,cação comespovtdeTtte a f' , então:
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({) toda, classe de raízes K-Nielse'n de g' é uma única K-órbita. Og 'pctra

a,lgum gK ç: Fix f' ;

(ái) toda classe de raiz ordináha de p' está em uma única K-órbita

Dem.: A prin)eira afirmação é apenas um re-enunciado da proposição 2.4.7
Visto que toda classe de ponto fixo de /' consiste de um único ponto, a
proposição 2.3.2 afirma que uma classe K' Nielsen de p' contém apenas uma

/{-órbita de raízes. A afirmação (ii) segue do fato que equivalência de raiz
de Nie[sen imp[ica equivalência de raiz /(-Níe]sen.[]

2.5 Recíproca do teorema do ponto fixo de
Lefschetz

Nessa seção, mostramos que a recíproca do teorema do ponto fixo de Lefschetz

vale para À'f - G//( C 'Ho. No caso quando K' é finito, deduzimos uma

fórmula simples relacionando o número de Lefschetz L(/) e o grau topológico
de p.

Teorema 2.5.1. Seca À/ = G/-lí c 'Ho. Para qualquer aatoapZicação .f

M -+ M, se 'l, 't' e: .MÇj), então inda.f,'l) = ç) se, e somente se, indÇf.I' ) -

0, e L(/) = 0 implica ]V(/) = 0. Mais ainda, se p : G -+ ]t/ é a X-aplicação
coT"resto'ndente, e'ntao

l,U) - : }: w«@,0,).
Os eÍ'f

Dem.: Pelo corolário 2.4.8, podemos assumir sem perda de generalidade que

#Fix/ = N(/). Seja OP C fPK uma classe de raízes -K-Nielsen de p. Note

que OP consiste de uma união disjunta de classes de raízes (ordinárias) de g,

e cada uma dessas é uma união disjunta UOji
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Considere o seguinte diagrama cotllutativo

G ' :M

(G,G Ã') ' ; (M,M eX')

(G,G 0,) ' : (M,M gK')

(v.I'' o,) ' ; (V', V' g-K)

G x(M,M eA.)-l--M---n(M x M,M xM

P

P

P

z\)

Visto que wK(p,(9;) = coK(p,Oã) para l $ í,.j $ m, pelo lema 2.3.6,
temos:

ind(.f,gÃ') (y', Og). (2.1)

Se ind(./',gK) = 0, então a classe de ponto fixo gÃ é não essencial e
portanto pode ser removida localmente via uma homotopia de /. Isso implica

que (9a pode ser removida equivariantenlente via uma /(-homotopia de p.
Visto que Os consiste de classes de raízes ordinárias de y, concluímos pelo
teorema 2.2.2 que todas as classes de raízes (ordinárias) de p.devem ser não

essenciais. Logo, u(p,P) = 0 para todas as classes de raízes de p. Seja
g'K' C Fix/ com g'.lí 7É gK. Pelo corolário 2.4.8, podemos encontrar ullla

classe de raízes ordinária P de p contida na -K-órbita Og' . Se ind(/, g'Ã') :/ 0,
então, pela comutatividade do diagrama acima e o fato que p* é não nulo, a

linha da esquerda do diagramajunto com ® induz um homomorfislno não nulo

no n-ésimo nível de homologia (segue o raciocínio da demonstração do lema
2.3.6). Em particular, o índice de raiz w(g, Od) seria não nulo (seguindo

o raciocínio da demonstração da proposição 2.3.7). Segue da propriedade
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aditivo do índice de raiz e do teorema 2.2.2 que w(p,P) / 0 para qualquer
ê C Os'. Isso contradiz o fato de que todas as classes de raízes de p são não
essenciais. Logo, ind(/, g'K) = 0.

Escolha um gerador p C H«(G) tal que p*(p) # 0 e seja a C Og unia
classe de raízes de p. Note que, pela propriedade aditiva do índice de raiz,

«,(P, a) (P) «,(P, 0;) #C(a)

«,(ç', P)(p) - «,(p, OJ,) ' #c(P),
onde #C'('y) denota o número de componentes conexas de '. Visto que, pelo

teo«ema 2.2.2, «,(p, a)(p)(p, ê)(p), segue que

e

«,(P, 03)(P) ' w(P, 0},)(P) > 0

A partir dessa informação, vamos mostrar que ind(/, g-K) ind(/, g'K') > 0.
Daí, concluímos que as classes de ponto fixo de Nielsen de ./' ou são todas não

esserlciais ou são todas essenciais com índice de ponto fixo de mesmo sinal.
Observe o seguinte diagrama:

H.(G)

H«(G', G Ã'.)

x«(c,c oã)

H.(h,H o!)

H.(G,G 0},)

H.(q',%' o},)

H«ÇM,M eK)
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Temos:

«,(P, 03)(P) - (P* o á:' o 0,* o j*)(P)

«.,(p, o:,)(p) - (p* . {:: . o,l ' .j*)(p)

Observe também o diagrama abaixo:

Ho (Ã'- )

T«
H*(Ã': )

1«
n.(G,G Kt)

x«(c,c OJ)

H«(VI,H 03)

H«(a,a oj,)

H«(H',%' oi,)

H«ÇM,M eK)

H«(A/)

Temos:

(P* oã;' .0,. o .A o 0 ')(P-) - wK(P,0;) '.j*(P«.)

(P* ' ã:' o 0,. o ..4 . 0 ')(P-) - «,K(P, 0i,) ' .j*(P«).
Suponha que wK(p, Oj) wK(p, Oã,) $ 0 e seja PC: o gerador de Hn(G,G
K:). Daí, ot)temos:

«,K(ç', 0;) ' «,K(P, 0i) $ 0 ::> ({:' ' 0,.)(Pc:) ' (ár: ' 0,:)(Pc:) $ 0 ::>

+(ã:: ' OP.)(.j*(P)) '({:': " 0Ü)(.j*(P)) $ 0 + «,(P, 01)(P) '«,(P, 01,)(P) $ 0
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Logo, w/((p, O') ' wK(p, Os') > 0, o que implica, pelo lema 2.3.6,

ind(.f, gÃ') . ind(./', g'Ã') > 0

Assim, as classes de ponto lixo de Nielsen de ./ ou são todas não essenciais

ou são todas essenciais com índice de ponto fixo de mesjllo sinal. Segue que

L(/) = 0 implica N(/) = 0, e de (2.1) que:

; }l: «,«(p,0D- }: ;w«@,0,) - }l: í«dU,g/'')-L(/).EI
oscrvK c)scFf u/KFix.f

Observação 2.5.2. /Va demonst7nção do teorema g?.5. 7, se o saógmpo K' é
conexo, então cada classe K-Nielsen de p é uma classe de raízes ordi7i.áüa.

Segue que as classes de ponto $10 de Nielselt de f tênt o mesmo índice de

poTtto $=o.

O teorema a seguir é a recíproca do teorema do ponto fixo de Lefschetz

para espaços homogêneos À'f C Ho.

Teorema 2.5.3. rReczbroca do Teorema de Le/scAeiz,) Sqa M C 'Ho. Para
qualquer f . M + M, se LÇJ) - q, e'nl,ão J é homotó'pica. a, uma aT)\icação

time de portos $=os.

Dem.: ]sso segue direta.mente do teorema 2.5.1 e c]o coro]ário 2.4.8.[]

Em contraste à desigualdade N(/) 2 IL(/) para autoaplicações de va-
riedades solúveis compactas (espaços homogêneos de grupos de Lie solúveis)

IMcl, obtemos, como uma consequência do teorema 2.5.1, o seguinte:

Corolário 2.5.4. Suponha que À/ C 'Ho. Para q aZquer autoapZácação /

M --> m, x(/) $ 1L(/)l.
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Dem.: Sem perda de generalidade, podemos assumir que N(.f) = #Fix.f
Visto que os índices das classes de ponto fixo de / têm o lnesnlo sinal, .temos

L(./:)l >' jind(/,gK)1 2 #Fix/
gKcFix.f

Observação 2.5.5. Pe/o coroZáho 2.5.#, toda atztoapZácação / é Aomot(ípáca

ü bllla aplicação f' com :hFilf' -:: N(j) $ \LÇf)\. De fato, a desigualdade

pode ser estrita. Por exemplo, tome uvrla autoaplãcação f do espaço projetiuo

m.Z RP'" : - S0(2n)/0(2n 1) de t«//ozvrz« q«.

/. : H2. .(RP'" :;Q) a X2. i(RP'"'';(Q)

é m«ZtàpZác«ção p-m C Z { 1,0,1,2,3}. Ente., /,(.f) - l m, m«
N(J) '$ 'Z.

Em IDI, H. Duan obteve a interessante fórmula a seguir

L(/) = deg p.f

para autoaplicações .f : G -} G de um grupo de Lie compacto e conexo G,

onde p.f(g) = g '/(g) e deg denota o grau topológico. Essa fórmula pode ser
generalizada como segue no caso em que K é finito.

Seja Os ullla órbita de raízes isolada de p. Então, Os consiste de IK'
pontos. Temos:

H.(G)

Ho(e) -.-Z-H*(.) 4-----H«(G,G e) -!!--Hn(G,G g)

H.(M,M eK') --!: H«(yg,yg g)

Assim, utilizando as definições e o Teorema 2.2.2, segue que wK(p, OP)
IKI . «,K(p, g) - IÃ"l . ã(p, g), o«de ã(p, g) = «,(p, g)(pa) é o índice de raiz

J

,T
Z
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ordinário (numérico) de g. Como um corolário do teorema 2.5.1, obtemos o
seguinte:

Corolário 2.5.6. SuporzAa gue M :: G//(, onde G é um gr"tipo de Líe com-

pacto e conexo e .f( é um suZ)grua)o ./iízáto de ordem IK'l. Então, para qualquer

üutoaplicução f '. M. -+ M,

/{l . l,(./') - degp,

OTtde p . G -+ M é Q K-aplicação con'espondenle e degg denota o grau

tipológico de q).

Dem.: O exemplo 2.4.6 mostra que -A4 c 7Zo. Pelo corolário 5 de IBlj,

idas

}:õ(p,g) - >1:
g

KI . õ(p, g) «,K(p, 0,) - IX'l . L(/),

em que a ú]tinla igua]dade segue do teorema 2.5.1.[]

2.6 Classes de Reidemeister equivariantes

A seguir, tnostramos que N(/) = R(.f) quando L(/) # 0. Visto que o número
de Reidemeister é o ]lúmero de classes de ponto fixo (incluindo as vazias) no
sentido de levantamentos para o recobrimento universal, precisamos desen-

volver os conceitos de classes de raízes e depois de classes de órbitas de raízes

equivariantes via a visão por espaços de recobrimento. Primeiro vamos re-
visar a situação não equivariante.

Sejam € : X --> y uma aplicação entre variedades compactas e conexas e
a c y. Denote por 77x : X > X e ?7r : y > y as aplicações de recobrimento
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uíliversal de X e y, respectivamente. Escolha pontos base zo C X, :ío C

qli:(zo), g/o - {(zo), do C r7;:(yo). Seja € o levantamento de { tal que

((ão) = Úo. Denote por Cov(77x) e Cov(?») os grupos de transfonnações de

recobrimento de ?7x e 7h', isto é, Cov(?7x) = {a : X -+ Xl77x o cl = 77x}

e Cov(,7r) = {# : }'' --} ylqr o P = ,7r}. Va:nos identi6cá-los co«. seus

respectivos grupos fundamentais a-i (X) e 7rl (y). Para qualquer levanta.mento
{' de {, e' = #e para algum /3 C Cov(?7r) (IJ2,1.1.2.ivl). Para qualquer a C

Cov(,7x), existe u:n único :(a) c Cov(?r) tal que ea (c-){ (IJ2,ii.t.il).
Assim, : rl(X) --> n-l(y) é uin homomorfismo de grupos e n'l(X) age sobre

«-i(}'') via

.- . P (a)': (2.2)

onde a C a-i(X), /3 C n-i(y). Porta.nto, essa ação define uma relação de

equivalência sobre o conjLmto dos levantamentos de € como segue. Dois
levantamentos /3ie e Õ2C são equivalentes se, e somente se, /32 = Pl:(o-) :

para algum a C Cov(?7x). Em outras palavras, eles são equivalentes se, e

somente se, </3i> = </32>, onde </3> é a órbita de B sob a ação de 2.2. Sejam l#€1

a classe de equivalência do levantamento /3€ e K(Pe) = {i c XjPe(i)
O conjunto de classes de raízes de Reidemeister de { é Ap = {?7x7Z(Pe)1ê c
Co« (,7«)} .

Proposição 2.6.1. ?7xR(/3€) = v7x7Z(/3'e) se, e somente se, l/3€1 = 1P'€1.

Dem.: Suponha l/3€1 = 1P'€1. Então, /3' = /3=(a) ' para algutll a C Cov(v7x)

Soam z C qxR(#'e) e i C n(p'e) tal que qx(i) ão, õ'((ã)
P=(a) '((i) = P{(c, :i). lssoimplicaa :i C 7?(/3€). Con.oa ' C Cov(qx),
seg«e que qx(a :i) = (,7x . a :)(i) - ,7x(i) = z. Logo, «; c ,7x7Z(0€).
Assim, ,7x7Z(#'e) Ç qx7Z(Pe).

Agora, ílote que P - p':(a) e soam Z/ C 77x7Z(Pe) e g C 7Z(/3€) tal que
W(©) = 3/. Então, /3€(©) = ã = Õ':(a)((0) = /3'e(a&). Isso implica ''# C

K(p'e). Como a C Co«(,7x), seg« q« qx(ag) o a)(#)
Logo, g/ C qx7Z(/3'e). Assim, ?7x7Z(/3{) Ç ?7x7?(#'e).
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Porta«to, ,7xR(P{) R(#'e).
Suponha agora que v7x7?(/3€) = ?7x7Z(p'{). Seja i -C 7?(Pe) tal que

qx(i) R(#O ,7xR(p'e). E«tão, existe ã' C n(p'e) tal que

,7x(i') c Cov(,7x) tal que a(i) Então:

êe(ã) ã p'e(ai)

Logo, # = Õ':(a), ou seja, P' = Õ=(a)'', cona a C Cov(qx). Portanto,

IP€1

Agora temos uma correspolldência uin a um entre {l/3€1}, {<P>} e
{,7x7?(#e)} e, portanto, R(e, a) = #l<#>} Coker=.

Retomamos agora à nossa situação de uma aplicação K'-equiva.diante

p : G -+ ]W. Seja @ : G -} .A4 uln levantamento de p. Definimos as

classes de órbitas de raízes ,f('-Reidemeister como os conjuntos Ã invariantes

/{r7c7Z(P@), P C zi(]W). Para incorporar as K-ações sobre (7 e sobre M,
consideramos os seguintes grupos de extensão cobrindo as -fí ações. Sejam:

I'c {q C Homeo(G)l?7Ct = '77C, para algum ,y C Ã'l;

I'À,/ = {1 C Honleo(A4)l77A,/+ - '?7Ar, para algum ,y C Ã}

Assim, temos as seguintes sequências exal,as de grupos:

l ; «-: (G) Cov(qc) -:g--- I'c -!g--- Ã' -- l

l --«-:(M) = Cov(q«.) ]!L--l'. !!!-.K' -- l,

onde áG(cv) = a e .jC(1) = ', onde ?7c = 7?7c; analogamente definimos ájt/ e

.jA,. Temos:

e

a C Cov(V7C) + 77Ccv '7c - .,7c 4'' .jc(ãa(a)) .jG(a)

::> Im(á.) Ç Ker(.j.),
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l c Ker(.ja) ::> .jC({) = e :} qC{ - er7C + + C Cov(,7C) = Im(íC) +

:> Ker(.jC) Ç Im(ãC).

Logo, Ker(.jC) = Im(ác) e a prin)eira sequência é excita. Analogamente,

Ker(.jÀ/) = lln(áAÍ) e a segunda sequência é exala.
Por sínlplicidade, supomos p(e) = eÃ', de modo que .f(e/{) = eK. Es-

colha pontos base ê C ?7ã:(e), eK C qã'(eK) e ]evantamentos ® : G q ]W,
li : (; --} M, / : ]\4 --} M e a' : G x M -+ Ã4 de p, p, / e q), respectivamente,

detalformaque@(ê) -.A,P(ê)/(e/{)(ê,eÃ')
Considere os seguintes diagramas:

G !g-G

«l !"
M ;M

G !u-G
'+ J'
M ;M

l.A:r

Ni -!L- M

M :M
l.A/

onde ãc : G -+ G é dada por ãC(g) = ã o g = gã ', ãx/ : ]W --> ]W é dada

por ãA{(gÃ.') ãg)K' e ã € K'. Note que eles são comutativos:

/ /

(p.ãC)(g) p(ãc(g)) - P(ã . g) - P(gã ') (gã ') '/(gã 'Ã')

- ãg :/(g/{) - ãP(g) - (ã«,. . P)(g)

b.ãc)(g) -p(gã ') - gã :Ã' - gÃ' -p(g) -(l«. .p)(g)
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Daí, por IJ2,111.1.51, dados levantatnentos o- de ãC, @ de p e » de p, existem

ú«ecos le-ntame«tos q'(a) de ãw e c(a) de l«í, ou seja, ü(a) C I'«. e
c(a) C Clov(v7A./), tais que os diagramas a seguir comutam

G ''-G

q'(a)

M ;M

ou seja, Pa = ü'(o-)P e ãa = c(a)P. Agora, novamente por IJ2,11i.1.51, dados
levantamentos / de / e c(o-) de l&/, existe um único levantamento Q(c(a))

de lm, ou seja, Q(c(a)) C Cov(?7m), tal que o diagrama a seguir comuta

n(c(a»

ou seja, /.(a) (c(a))/. Temos que q' : I'C a I'À/, . : FC H r:(M) e

ç2 : n-. (À:f) --> n-l (]\4) são homomorfismos de grupos. Visto que 7 # eK' = eX'

para tod(i 7 C Ã', existe um único elemento 'r('y) C I'm tal clue I'-('y)(eK') =
eX' e r('y) cobre '. Em particular, se ' = e, então T('y) = IÚ. Assim, I'C
age sobre a-l (]W) via

a . P - ,(ã)P@(a) ', (2.3)

onde a C I'a, ã C K' é coberto por o e /3 C n-i(A/). Note que l-(ã) cobre ã
e que a cobre ã, daí, como q'(a) é único no sentido (lue ea - ü(o)e, @(o-)

cobre ã. Logo:

,7«..-(d)P©(a) : ã,7«,.pq' (a) ' : ã,7mq'(«) : ãã 'vlA{ " 'RÀ.í
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e a ação 2.3 é de fato de ]'C sobre a-i (]W). Quando o- C n-i (G), a ação 2.3 se

reduz à ação 2.2 de zl (G) sobre a-i(.A4) (pois nesse caso ã = e c K). Denote

por <P>K a órbita. de /3 sob a ação dada por 2.3. Note que

<D:>. = </3,>. e P, = r(ã)#-q'(a)':, p«:" alg«m a C I'(G) o

+ Õ,@ (a)P: q'(a) '@.

Segue, colho na proposição 2.6.1, que Ã'?7C7?(Pi@) = /{?7C7?(Õ2©) se, e so-

«.e«te se, <P,>.

Sejam Af = {Ã'OC7Z(P@)} e 7Z(/) = {77à/Fix(P./')} as classes de órbitas
de raízes K'-Reidemeister de p e as classes (de ponto fixo) de Reidemeister de
/. Lembremos que existe uma bijeção entre FK e .V(/). Sabemos também

que existe uma injeção de JV(/) ein 7Z(./:). Do lema 2.6.2 abaixo, temos que

existe uma bijeção entre Af e 7Z(/). Assim, temos o seguinte diagrama:

í'lã -et-- .v(í)

h 1: - a;-- 'R(J)

de onde concluímos que existe uma função injetiva de I'f em ApK. Para
qualquer /3 c n-i(À/), denote por (/3).f a classe de equivalência definida pela
ielaçao:

[i' -., ]3 o ]i' Í3n(a] " .

para algum a C a-l(M). É bem sabido (por exemplo, IJ2,11.1.71) que a
correspondência ?7mFix(/3/) -> (P).r é bijetiva. O número de Reidenleister
R(/) é definido como o número de classes de equivalência {(/3).f} ou equi

va[entelT)ente, o número de órbitas da ação de n-l (M) sobre a-l(]\4) dada por
.«.P ->aPQ(a) '

Lema 2.6.2. .A aplicação (

ílh.iFigá.Bf) é uma bi3eção.
h.E -+ 'KÇf) d,üd,a. por KHc'RÇB(h -+
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Dem.: E suficiente mostrar que para quaisquer /?l, P2 c n-t(]W), <Pl>K

</?2>K se, e somente se, (Pi).f = (/32)/. Primeiro note que a relação entre p e

.f é dada por / op = q'(l, p). Considere os seguintes diagramas conlutativos:

ã l.B© ã x ]Ü ã'0*P D

, -l I'. '*',
q'(lxP ')

lê

lê

In (. u)

1:«
/

ê.e!,. Ói %..:. ê .. Ü õw"B:>-ü
il le 1Q(.(a :»

à.e!.. ÚL:.!,. é .. Ü »o»'g h : Ü
onde € - pq'(a :)P ', ã(a) = (ê,ã) e ã.-(i) - (a 'ê,ã) de tal forma que

á. - o Q(a ') cobre (ã'',ã '), onde (ã':,ã :) : ]t4 -} G x M é dada por

(ã ',ã ')(gK) - (ã ' .e,ã '(gK')) ,ã''(gK')) - (ã,ã '(gÃ')). De

fato, q'(a)': cobre ã ' : .A,f --> M dada por ã :(gK) = (ã 'g)K e {. - cobre

a aplicação áõ : : M G x .A4 dada por ãa -(gÃ) = (ã,g-K). Como {, -o

ã ' = (ã':,ã :), segue que i.:l .@(a ') cobre (ã :,ã :). Assim, 'Õ.;l;-: .
q'(a':) C Co«(,7«.), pois '$ cobre '> e '} . (ã :,ã ')(gK) = '>(ã,ã :(gÃ)) -

aa':(gK) seja, 'b o í. - o q'(a :) cobre e. Mostremos que de fato
os diagramas são comutativos:

(.f. P)(õ) - .f(P(õ)) - .f(;X') - e;k - õ(ê, eã) - õ(l x # :)(ê,pe;R) -

- IÕ(i x # ') . (i,P®)l(ê)

l(a': x e) . (1, #@)l(Õ) (a ' x e)1(t,P@)(õ)l - (a : x {)(ê,pe;R)
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(a 'ê,Õq'(a :).lk) - (a :ê,pq'(a :)@(ê)) - (a :ê,p@a 'ê)

- (t,P#)l.- :(ê)j - l(i,#@) .a 'l(õ)

IQ(.(a ')).ã'(i xÕ :)l(ê,peã) Q(.(a ')) .'D(ê, eX') Q(.(a '))(eX')

Q(.(a '))(.f(eã)) - .f.(a ")(eã) - .f.(a':)(p(ê)) - .f.»(a 'ê)

- Õ(l,@)(a :ê) - Õ(a 'ê,@a :(ê)) - 'Õ(a 'ê,@(a ')@(ê)) -

- õ(a 'ê,@(a :)(e;k)) - ã,(l x # ')(a 'ê,pq'(a ')eã) -

:) . (a'' x QI(ê, PeK)

(e . P@)(õ) ((P@(õ)) e(#eÃ') (a :)(.Ã') P@(a :)@(ê)

(©@.a :)(ê)

IQ(.(a ')) . 'Õ(l x P :) . ãl(pe;R) Q(.(a ')) . '>(1 x P :)(ê, PeK)

- O(.(.- :)) . 'Õ(ê,e;k) - Q(.(a :))(;R') - Q(.(a :)).r(e;k) -

')(e/{) ')»(ê) :ê) ,e)(a 'ê)

- 'í(a :ê,®a '(ê)) - 'õ(a :ê,W(a ')®(ê)) - '}(a :ê, ü(a :)e;k) -

- ã'(l x P ')(a :ê,P@(a :)e;k) - ã'(l x P :) .ãl;-T(p@(a :)e;R) -

- I'$(t x P ') . ãl;: . (l(Pe:R)

Note que ã2 é um levantamento de {2 : /W --> G x M dado por á2(gK') =

(e,gK). Logo, (l x P :);2 também é um levantamento de í2. Além disso,
© é un] levantamento de ®. Daí, © o (l x P ');2 é um levantamento de
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'D o á2 = lm. Logo, 'D(l x # l){2 cobre 'D o {2 = IA,/, e manda /?e.f( em eK'

daí segue que q'(l x /3 l)ã2 = p'i. O segundo diagrama implica que

Ç2(.(a :))#': - ã'(l x D :);l;:e (2.4)

ou

Q(.(a :)) - ã'(l x P ')j;=P®(a ').

Note que a restrição OIÕ».{áX} é um levantamento de ®lcx{.K} ' p o
;Hr'l IC*{.K}, que por sua vez é coberto por polme IÕ,.{áK}, onde W-i : G x A/ -+
À4 e ãh : G x i\4 > G são as projeções sobre o primeiro favor. Visto que

©(ê,'Ã') - eK - P'j©(ê,eÃ'), t'«'« '>lÕ*ta} - P ' j61Õ*ta} ""'
levantamentos. Segue que:

(2.5)

.(a) . 'P . ã, - (eX') .(a) . 'D(a 'ê, eX') .(a) .P .ãÕ(a :ê, eX')

. P(a 'ê) -Paa '(ê)

Por definição, 'r(ã)(eK') (ã) cobre ã. Também, c(a) cobre IA/, ®
cobre 'P e ã. - cobre í,--, e co-no IA/.'b.ã,--(gR') - lm.a'(ã, gÃ') = ã(gK'),
segue que c(a) o 'b o {. - cobre ã. Por unicidade de levantamentos,

,(ã) .(a) . '> . á. . (2.6)

Agora, note que #q'(l x P :) cobre 'b. Daí, como #©(l x /3 ')i2(eK')
PÕ':(.-K) (eK), seg« que

P'Õ(i x Õ ') (2.7)

Portanto, de 2.5, 2.6 e 2.7, obtemos

,(ã)pq'(a :) - .(a) . 'i o ;;l=P@(a ')

- .(a) .P'$(t x B':) .;l;:#@(a ') .(a)pÇ2 (.(a'') )
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Isso mostra. que a aplicação ( está bem-definida.

Note que a aplicação ii é uma vibração (pois p é uma vibração) e daí uma

sobrejeção. Para qualquer ,y C Cov(77W), ?7A/'y» = 77A,rP = /WC = pã77C =

;qaa = v7.v/jia, logo existe alguJla a C I'C tal que »c, assim ' = c(a).
Se (P').r .f, então P' - 7PQ(7 '), para algum 7 C «-i(M). Portanto,

a' (1 ') .(a)PQ(.(a':)) - ,-(ã)pq'(a '),

pelo cálculo anterior. Isso significa que (P').r = (P)/ ::> <Õ'>K

Agora, se <P'>,. então P' = 1'-(ã)PW(a '), para algum a C I'c

Port«to, 0' = r(ã)Õ©(a :) = .(a)PO(.(a ')) pelo cálculo a«te«ior. Co«:o
c : I'C --> «--(M) e Q : «-l(M) H «-i(M), segue que P' - 7PO(1':), para

a[gum 7 c n-i(]W). ]sso significa que </3'>K <P>K H (/3').r = (P).r.

Portanto, (P').r = (#)/ se, e somente se, </3'>. = <P>K e a aplicação

( : AJ --> 7Z(/) dada por Ã'77cR(P@) -> ?7A4Fix(P/) é unia bijeção.[]

O próximo resultado nos permite calcular o núlllero de Nielsen algebrica
mente.

Teor'ema 2.6.3. Seja À4 c 'Ho- Para qualquer auZoapZácação / : A/ > JW,

se L(.J) :# 0, então N(.J) = R(.f).
Dem.: Da demonstração do teoretlla 2.5.1, L(./) :/ 0 implica que
uK(9, Oe) / 0 para qualquer (9s c Íf e, pelo teorema 2.2.2, todas as classes
de raízes de Reidellleister en] A.p são essenciais, isto é, não há classes de
raízes de Reidemeister vazias. Note que a função Ap --> A$ que manda
0CR(/3@) e:n -K,7CR(P@) é sot)rejetora. Segue que «,K(p, Ã',7c7?(P#)) # 0
para toda classe de raízes K'-Reidemeister K'r7c7?(P(ê), pois se duas raízes
são .f(-Nielsen equivalentes, então pertencem à mesma classe de órbitas de

raízes -K-Reidetlleister, o que implica que -K?7CR(#®) = UOS, e do teorema

2.5.1 sabemos que wK(p,Os) têm o mesmo sinal, pata qualquer Og c Pf
Pelo lema 2.6.2, colllo ( é bijeção, coK(p,X'?7C7Z(#@)) # 0 implica que
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ind(/,z7mFix(#/)) # 0, e pelo teorema 2.5.1 temos que ind(./','y) = 0 se,
e somente se, ind(.f,'y') = 0. Portanto, toda classe de ponto fixo de Reide-
meister (P)/ é esse-íal e daí -N(/)

Exemplo 2.6.4. O teorema 2.6.J? rios permite cozeu/ar o rzúmero de Aíãelsen

N(./') e «.ám . núm.,« mhãm. p.nto. .P«s WT'l/l c«lcuZ-do R(.f)
Suponha que M C 'l-Lo telTt grupo fuvLdclunrental n. Seja. K . 'n -} T o homo

mor$smo induzido por .f sobre o gr"tipo fundamental. E bem sábado qlLe se T
é abeliano, ou, mais geralmente, se K é eueTttualviteTite coTitutatiuo, então

Rtf) := :hCoker(\ K.bh, o'nde K.b é o hoTnomor$sTno induzido sobre Q

übetictnização Klb,n\ (raide, T)or enemT)\o, IJ2,11.2.51). Mais a.inda, se n é

anito, então KÇfb é igual ao núvllero de classes de co'njugação ($,ih elll 'n tal

qu. Ç«q«)h - q.à («ide IFenil).

Observação 2.6.5. (7onsádere a aplicação ádezttádade l&/ soZ)re o rzão oh

eTttáuel espaço projetiuo real de dimensão par

j\4' :: ]Rp2n S0(2m + 1)/0(2n)

C.mo X(RP'") / 0, .ntão N(1«) l Considere o seguinte diagrama

S2n ; Sa"

«l l«
RP2n --..., IR/)27il.v

onde ?7 : S2n -+ IR/)2n e o recobri7nenÍo &nzuersaZ de R/)2n. ('lom.o lzl C IR/)2n

uem de dois T)autos de Sz" (= e z), sabemos que existem pelo menos dois
Zeua7ttcz77 e7 tos para IÀ/, (z s(zber, Isbn e .4, OnCZe ,4 : S2n --} S2n e (i aplicação

üntípoda. Note que pura. 'l '. Sz" -+ S'2n seT um Levantamento de \h.[, deve

sal,isfazer a con.lição n"f - n. Seja = ç: Sz" . Temos:

q'y(z) I'(z)l - {"r(«), 7(:«)}
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,7(z) - {#, :«}

,77(z) (z) 0 '(z)
LOGO, IS2« e .4 s(io os ulztcos Zeuarzt(i7rierztos de IA,/. .4goz'n, lzoíe que .A o

IS2« o ,4 l :: IS2« e Isbn o.4 o l;J. := ,4, de taZ/or'ma que IS2« e .4 estão em
c/esses djferen[es. Po arzío, R(]A,/) = 2. ]Vo]e quep* : H2«+i(S0(2n+])) -->

#:.+-(M) é n«Z., poü H:.*-(M) - 0 . M é nã. ohentá«Z, . d.ÍM g Ho

Combinando o corolário 2.4.8 e o teorema 2.6.3 obtemos o seguinte

Teorema 2.6.6. Sega À4 c Xo. Então, À4 é do tipo Jáang ráslo é, L(.f) =
ü :» NÇj) -- Q e LQJ) :f Q :+ NÇJ) = Ki..f) para toda autoupticação f de
M), e a, recíproca do teoreTnü do po«\to $zo de Lefschetz 'unte para todas üs
autoüplica,ções de M

Observação 2.6.7. 1)eue7rzos apontar q e se ]W = G/](, onde G é um grtzpo
de Lie compacto, conexo e simplesmente conexo, e 1< é um subg7"upo $náto,

elttão o teorema 2.6.6 segue de IJ2,11.5.6j, Disto que por ÍArl (página 100,

teorema 5.13), K\ÇM) = K, e K üge thuiatmeTtte sobre Q homologict racionctl
deG

Observação 2.6.8. (Espaços de Jiavtg Clássicos) Seja M = L{' l ulll espaço
de lentes generali,lado com p pomo e f . M -+ M uma üutoap\tenção.

Usando o exemplo 2.4.S, podemos escrever M - CJK e K tem p campo

n.n*" "ne«.. W.í. g«e l«-:(m)l - p é pomo, R(./) - #Cok.dl -- K) .

#Cok.«l K) dá«áde l«--(W)l, s.g«e q«. .«ã.f.m l o« p cla« de «&«.

Na demonstração do teorevrta 2.5.1, pode-se uer que se j tem mais do que
unia classe de Nielse7t essencial, e7ttão f tem ezatamente p tais classes, e

Tlesse caso, como R(j) :: NÇf), toda, classe de raízes K-Nietsell de \p contém
ezatamente uma classe de raízes ordànáTia. Isso implica que os Índices de
povtto $zo das classes de ponto .H=o de NielseTt de J são iguais. Assim, liunto
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com o teorema 2.6.6, temos que para as autoaplicações dos espaços de tevttes

generalizados valem:

({) todas as classes de ponto $zo de J têm o Trlesmo Índice de ponto $zo;

(i{) L(J)

(ii{) L(.f) :/: Q + N(J) - R(.F)

Para espaços homogéneos da fomna M - Gago caiu Go colle=o, o teorema

2.6.6 e a obsemação 2.5.2 mostram que as condições ({), ({{) e ({i{) Datem

pCLTCL M dado qUe M Ç:'KQ.

A classe 'Ho contém muitos espaços do tipo Jiang que não estavam previ-

amente classificados, pois nem o trabalho de Jiang IJll, IJ21 nem o de Fadell
e Husseini IFHI se aplicam a espaços com grupo fundamental infinito e não
abeliano.

Exetnplo 2.6.9. Soam. G - S' x S0(3) e Ã' = {1} x ,4s. Então, G/Ã' H

IS' x S0(3)l/.A., .«Jo g«po /und«.ent.Z é Zx .r«s, .nde .ecos denoí« o g'"p'
icosaedrat bãnáho de ordem 1.20 (o g7"upo fundamenta! da 3-es.fera de homoto

gict de Poincaré). Do exemT)\o 2.4.6 e do teorema 2.6.6, segue qKe GJK é do

liT)o Jiüng. Mas GJK hão é um espaço de Jiang, pois seu gr"ltpo fundamenta,l

ítão é abetiano, Disto que As é não a.be\cano. Por outro \üdo, Disto que GJK
Le'm g'rufo jundamebtal in$nito, nem IFn,6.381 neva IJ2,11.S.61 se aplicam.
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