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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar o artigo “Fixed-point theory
for homogeneous spaces” de Peter Wong, cuja descricao é a seguinte. Seja
G um grupo de Lie conexo e compacto, K um subgrupo fechado (nao ne-
cessariamente conexo) e M = G/K o espago homogéneo de classes laterais &
esquerda. Suponha que M é orientével e p, : H,(G) — H,(M) é nao nulo,
onde n = dimM. Neste trabalho, empregamos uma versao equivariante da
teoria de raizes de Nielsen para mostrar que a reciproca do teorema do ponto
fixo de Lefschetz é verdadeira para todas as autoaplicacoes sobre M. Mais
ainda, se o nimero de Lefschetz de uma autoaplicacao f : M — M é nao
nulo, entao o nimero de Nielsen de f coincide com o nimero de Reidemeister

de f, que pode ser calculado algebricamente.

Palavras-chave: ponto fixo, raiz, teorema do ponto fixo de Lefschetz.
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Abstract

The main goal of this work is to study the paper “Fixed-point theory for
homogeneous spaces” by Peter Wong, which description is the following. Let
G be a compact connected Lie group, K a closed subgroup (not necessarily
connected) and M = G/K the homogeneous space of left cosets. Assume
that M is orientable and p, : H,(G) — H,(M) is nonzero, where n = dimM.
In this work, we employ an equivariant version of Nielsen root theory to
show that the converse of the Lefschetz fixed-point theorem holds true for all
selfmaps on M. Moreover, if the Lefschetz number of a selfmap f: M — M
is nonzero, then the Nielsen number of f coincides with the Reidemeister

number of f, which can be computed algebraically.

Keywords: fixed point, root, Lefschetz fixed-point theorem.
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Introducao

Seja M uma variedade compacta e conexa e f : M — M uma autoaplicacao.
A reciproca do classico teorema do ponto fixo de Lefschetz endereca o pro-
blema de saber se f é homotdpica a uma aplicacao livre de pontos fixos
quando o nimero de Lefschetz L(f) é zero. Em geral, L(f) = 0 nao é
suficiente para deformar f a uma aplicacao livre de pontos fixos. Por outro
lado, um resultado classico de Wecken (vide [Br]) afirma que f é homotépica
a uma aplicacao com exatamente N(f) pontos fixos dado que dimM > 3,
onde N(f) denota o nimero de Nielsen de f, um limitante inferior para o
nimero de pontos fixos de g para qualquer g homotépica a f. Segue que o
anulamento de N(f) é suficiente para deformar f em uma aplicacao livre de
pontos fixos exceto para dimM = 2 ([J3]). Visto que o nimero de Nielsen
é definido geometricamente, o calculo de N(f) é em geral muito dificil e o
problema de encontrar técnicas de calculo teis é um dos temas centrais na
teoria de p011to fixo de Nielsen.

Em seu artigo [J1], B. Jiang estudou um certo subgrupo J(M) do grupo
fundamental 7, (M), agora conhecido como o subgrupo de Jiang, e considerou
a condigao quando J(M) = m(M). Sob essa condi¢ao (de Jiang) sobre M,
para toda aplicagcao f: M — M,

(C1) todas as classes de ponto fixo de f tém o mesmo indice de ponto fixo;

(C2) L(f) =0= N(f) =0



(C3) L(f) # 0= N(f) = R(f);

onde R(f) é o niimero de Reidemeister de f, que é definido algebricamente no
nivel de grupo fundamental. Se M satisfaz a condigao de Jiang, entao m (M)
deve ser abeliano. A condicao de Jiang é satisfeita por uma ampla classe
de espacos, agora conhecidos como espacos de Jiang, que incluem espagos
simplesmente conexos, H-espacos, espacos de lentes generalizados e espacos
homogeéneos da forma G/G,, onde G é um grupo topolégico e Gy é um
subgrupo conexo e fechado. A esséncia da condigao de Jiang é que classes
de ponto fixo sao relacionadas por homotopias de tal forma que seus indices
de ponto fixo sio iguais. Dessa forma, se dimM # 2 e M é um espago de
Jiang, entao a reciproca do teorema do ponto fixo de Lefschetz é verdadeira
e o numero de Nielsen pode ser calculado algebricamente.

Dizemos que um espaco X é tipo Jiang se as condigoes (C2) e (C3)
valem para todas as autoaplicagoes de X. Até o momento foram encon-
trados pouquissimos espacos do tipo Jiang que nao sao espagos de Jiang.
E. Fadell e S. Husseini mostraram (Coroldrio 6.38 de [FH]), empregando
um traco generalizado de Lefschetz (vide também [Hal), que (C2) e (C3)
valem para todas as autoaplicacoes de espagos de érbitas de esferas impares
sob acoes livres de grupos finitos. Mais geralmente, Jiang (Teorema I11.5.6
de [J2]) mostrou que se um grupo finito 7 age livremente sobre um poliedro
compacto, conexo e simplesmente conexo X e trivialmente sobre a homologia
racional de X, entdo o espacgo de érbitas X/m é tipo Jiang. Mais recente-
mente, B. Norton-Odenthal [NO] reforgou um resultado de D. Anosov [An]
e mostrou que nilvariedades sao tipo Jiang.

Em [W], P. Wong aumentou a classe de variedades tipo Jiang. Especifi-
camente, mostrou que uma certa classe de espagos homogéneos de grupos de
Lie compactos e conexos sao do tipo Jiang e que a reciproca do teorema do
ponto fixo de Lefschetz vale para essas variedades. Assim, quando L(f) # 0,

a igualdade N(f) = R(f) reduz o célculo do nimero de Nielsen aquele do
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numero de Reidemeister. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo, K
um subgrupo fechado (nao necessariamente conexo) e M = G/K o espago
homogéneo de classes laterias & esquerda. Suponha que M é orientdvel. Em
[F], E. Fadell observou que G X (M,M —eK) e (M x M,M x M — A)
sao homeomorfos fibra a fibra como pares de fibrados sobre M, o que con-
sequentemente transforma um problema de ponto fixo sobre M em um pro-
blema do tipo Borsuk-Ulam de uma aplicagao equivariante de G em M. Essa
visao tem sido usada para estudar coincidéncias de duas autoaplicagoes sobre
uma nilvariedade compacta (vide [BW]). O objetivo de Wong foi explorar
mais além essa conexao estendendo a teoria de Nielsen andloga para raizes,
desenvolvida por R. Brooks [B1] (vide também [Ki]), para uma teoria de
raizes de Nielsen equivariante. Usando suas técnicas, recuperou a maioria
das consequéncias essenciais dos resultados de Jiang (incluindo a reciproca
do teorema do ponto fixo de Lefschetz) para os espagos de lentes generalizados
e espagos homogeéneos da forma G/Gy, onde G é um grupo de Lie compacto e
conexo e G € um subgrupo conexo e fechado (vide observagao 2.6.8; note que
os resultados de Jiang para espagos simplesmente conexos seguem da teoria
classica de Jiang-Wecken). Mais ainda, os resultados podem ser aplicados a
uma ampla classe de variedades para as quais os resultados de [J1], [J2] e
[FH] nao sao aplicéveis (vide exemplo 2.6.9).

Para estudarmos o trabalho de Wong foram necessarios estudos de as-
suntos que nao sao abordados na disciplina Topologia Algébrica I. Assim, no
Capitulo 1 foram incluidos diversos resultados de [M]. No Capitulo 2 ocorre
o estudo do artigo propriamente dito. Alguns resultados, como o teorema
2.5.1, tiveram suas demonstracoes ligeiramente alteradas, bem como algu-
mas definicoes. Para maior clareza, diversos diagramas comutativos foram
desenhados de maneira nao usual. Além disso, foi feito um estudo detalhado

da demonstracao de o toro ser Wecken.






Capitulo 1

Elementos de topologia

algébrica

Nesse capitulo tratamos de tépicos essenciais para a definicio do Indice
Equivariante de Raiz, ferramenta essencial na demonstragao dos principais
teoremas do trabalho, dada no capitulo 2. As trés primeiras se¢oes formam
a base para as demonstragoes principais do capitulo, a saber, as Dualidades
de Poincaré e Lefschetz, e nao serao utilizadas diretamente no capitulo 2. J&
as secoes 4 e b, respectivamente, contém os enunciados e demonstragoes das
dualidade citadas, que serao muito titeis no desenvolvimento do capitulo 2.

O material contido nesse capitulo pode ser encontrado em [M].

1.1 A juncao de dois complexos

Nessa secao introduzimos a nogao de juncao de dois complexos e estudamos

um lema que nos serd til no futuro.

Definicao 1.1.1. Sejam K e L complezos ndao vazios em algum espago eu-

clidiano E’. Sejam s = wvy...v, o simplexo geral de K e t = wy...w,



o simplexo geral de L. Suponha que sempre que s € K et € L, os pon-
tos vg, ..., Um, Wy, - . ., Wy SG0 tndependentes. Entao denotamos por s xt =
Vg ... UmWp ... W, 0 simplexo que eles geram. Se a colegao consistindo de
todos os simplezos s xt e suas faces € um complero simplicial, entao esse

complexo € chamado juncao de K e L, e é denotado por K x L.

Lema 1.1.2. Seja 0 = vg...0mWo . .. w, um simplezo em E’. Entdo o é
igual a unido de todos os segmentos de reta ligando pontos de s = vy ... Up
a pontos de t = wy ... wy; dois tais segmentos de reta se intersectam em no
mdzimo um ponto final em comum. Além disso, Int o € igual a unido de
todos os segmentos de reta abertos ligando pontos de Int s a pontos de Int t.
Dem.: Provaremos o enunciado sobre Int ¢ primeiro. Suponha p = Az +
(1—-XNy,emque0 < \A<1 z€lntsey € Intt Entdo, z = v
ey =Y Bjw;, emquea; >0, 8 >0ed o =) B; =1 Dai p=
> (Aag)v; + > (1 — X)Bjw;, onde os coeficientes sao positivos e sua soma é
1. Logo, p esta em Int 0. Reciprocamente, suponha p € Int o, de tal forma
que p = > v + Y. 0;wj, onde y; > 0,6; >0e Y v+ > d; =1. Coloque
A=Y 7o =Fef= % Entdo, p =AY ayv;+ (1 —XA) Y Bjw;. Assim,
p estd no interior de um segmento de reta ligando um ponto de Int s e um
ponto de Int 2.

Agora provaremos o enunciado com respeito a o. Visto que o é convexo,
ele contém todos os segmentos de reta ligando pontos de s a pontos de t.
Reciprocamente, suponha que z € ¢ e que = nao estd nem em s nem em
t. Entao, = é interior a uma face o’ de o que tem vértices em comum com
ambos s e t. Pelo resultado do pardgrafo anterior, = esta sobre um segmento
de reta aberto ligando um ponto de ¢’ N's a um ponto de ¢’ Nt.

Finalmente, mostraremos que quaisquer dois desses segmentos de reta se

intersectam no maximo em um ponto final em comum. Suponha que p é um



ponto que estd em dois tais segmentos de reta, isto é,

P=AY o+ (1=N)) Bw; = N ai+ (1= X)) B,
onde 0 < AN <1,0;,20,82>0,0;2>20,8;>0,ed ;=3 5 =
Y.a; =) B; = 1. Visto que a soma dos coeficientes em cada lado dessa
equacao ¢ 1, concluimos da independéncia dos vértices de o que Ao; = N,
e(l-X)B=(01- X)B;. Somando a primeira dessas, vemos que A = X'. Se
A=0o0u A =1, entdao p é um ponto final de cada segmento de reta. Caso
contrario, essas duas equagoes implicam que o; = o} e f; = B;, e os dois

segmentos de reta coincidem.[]

Definicao 1.1.3. Seja s um simplezo do complero K. A estrela de s em
K, denotada por Sts, € a unido dos interiores de todos os simplexos de K
que tém s como uma face. O fecho de Sts é denotado por St s; ele é a unido
de todos os simplezos de K que tém s como uma face e é chamado de estrela
fechada de s em K. O elo de s em K, denotado por Lks, é a unido de

todos os simplezos de K que estdo em St s e que sdo disjuntos de s.

1.2 Variedades de homologia

Nessa secao definimos variedades de homologia e enunciamos um lema que
serd 1til no decorrer do capitulo. A classe de variedades de homologia inclui,
entre outras coisas, todas as variedade topoldgicas, logo, é uma ampla e
importante classe de espagos. As variedades de homologia triangularizaveis

serao os objetos basicos envolvidos nos teoremas de dualidade.

Definicao 1.2.1. Um par topoldgico (X, A) é chamado de n-variedade de
homologia relativa se para cada ponto x de X que nao estd em A, o grupo
de homologia local H;(X,X — x) se anula se i # n e € ciclico infinito se
1 =mn. No caso em que A € vazio, nos referimos a X simplesmente como

n-variedade de homologia.



O lema a seguir sera usado na proxima segao e sua demonstracao pode

ser encontrada em [M] (pégina 374 e anteriores).

Lema 1.2.2. Seja s um k-simplezo do complexo K. Seja § seu baricentro.

FEntao

H; ;_1(Lks) se Lks#0,

Hy(|K|, |K] - 5) =
H;(s,Bds) se Lks=0.

1.3 O complexo bloco dual

Associada a uma, variedade de homologia triangularizada X existe uma certa
particao de X em subconjuntos que sao (quase) células abertas, de tal forma
que X se torna (quase) um complexo celular regular. Os subconjuntos na
verdade nao sao células topoldgicas, mas apenas células homolédgicas. Visto
que nao podemos chamaé-los de células, os chamaremos de blocos. E chamare-
mos a cole¢ao desses blocos de decomposi¢iao em blocos duais de X. Assim
como para complexos celulares, existe um complexo de cadeia associado a
esse complexo de blocos que pode ser usado para calcular a homologia e a
co-homologia de X. O chamaremos de complezo de cadeia dual; ele serd uma

ferramenta crucial na demonstragao das dualidades.

Definigao 1.3.1. Seja X um complezo simplicial localmente finito, e denote
por sd X sua primeira divisao baricéntrica. Os simplezos de sd X sao da
forma 6,64, . .. G, onde o5, > 04, > -+ = 0y,. Podemos ordenar parcial-
mente o0s vértices de sd X diminuindo a dimensao dos simplezos de X dos
quais eles sdo os baricentros; essa ordenac¢do induz uma ordenacao linear
sobre 0s vértices de cada simplezo de sd X. Dado um simplexo o de X, a
unidao de todos os simplexos abertos de sd X dos quais 6 é o vértice inicial é
Int 0. Definimos D(o) como a unido de todos os simplezos abertos de sd X

dos quais & € o vértice final; esse conjunto é chamado bloco dual a o.
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Os blocos D(0) terao um papel andlogo aquele das células abertas de um
CW complezo. Chamamos o fecho D(o) de D(o) de bloco fechado dual a
o. Ele € igual a uniao de todos os simplexos de sd X dos quais & é o vértice

final; ele é o politopo de um subcomplezo de sd X. Seja D(0) = D(¢)—D(0).

Teorema 1.3.2. Seja X um complexo simplicial localmente finito que con-
siste inteiramente de n-simplexos e suas faces. Seja o um k-simplexo de X .
Entao:

a) os blocos duais sio disjuntos e sua unido é | X|;

b) D(o) € o politopo de um subcomplezo de sd X de dimensdo n — k;

¢) D(o) € a unido de todos os blocos D(r) para os quais T tem o como uma
face propria; esses blocos tém dimensao menor que n — k;

d) D(o) é igual ao cone |D(c) * &|;

e) se H(X,X —6) = Z para © = n e se anula caso contrdrio, entdo
(D(c), D(0)) tem a homologia de uma n — k célula médulo seu bordo.
Dem.: a) Os simplexos abertos de sd X sao disjuntos, e cada um estd em
precisamente um bloco D(0) - a saber, aquele tal que & é seu vértice final.
b) Dado ¢ de dimensao k, seja ¢’ um n-simplexo de X que tem o como uma
face. Existe uma sequéncia de simplexos de X, 0/ = 0,, > 0p_1 > -+ >
o) = o tal que cada simplexo na sequéncia tem uma dimensao a menos que o
simplexo precedente. Entao o simplexo ¢,0p_1 ... 0% de sd X tem dimensao
n —k e estd em D(0). Temos que nenhum simplexo de sd X de dimensao
maior pode ter o} como seu vértice final, visto que X nao tem simplexos de
dimensao maior que n.

¢) — d) Agora, D(o) é a unido de todos os simplexos de sd X cujo vértice
final é 4; eles sdo da forma G;, ...G6;,6. A interseccdo de um tal simplexo
com D(c) consiste da face desse simplexo obtida deletando 6. Assim, D(o)
consiste de todos os simplexos da forma 6y, ...6;, para os quais o;, > 0.
Agora, o interior de um tal simplexo estd contido em D(o;,); e reciproca-

mente, qualquer simplexo aberto de sd X que esta em D(o;,) é dessa forma.

10



Segue que D(c) é a unido dos blocos D(o;,) para 0;, = 0. Segue também
que |D(0)| = |D(0) 5]
e) Se dim o = n, entdo D(o) consiste do ponto &, que é uma 0-célula.
Suponha que dim ¢ = k < n. No complexo sd X, a estrela fechada
St(o,sd X) é igual & unido de todos os simplexos da forma 7 = 4&;, ...
.. 04,04, ---0i,, onde 0y, = 0, € 0; > 0;,, para todo j. A face de 7 ge-
rada pelos vértices a esquerda de ¢ na sequéncia é o simplexo tipico de D(a); a
face gerada por ¢ e pelos vértices a direita nessa sequéncia é o simplexo tipico
de sd o. Concluimos que St(5,sd X) = D(c) *sdo = D(0) * & * sd(Bd o).
Agora, também é verdade que St(5,sd X) = & * Lk(6,sd X). Conclufmos
que Lk(G,5d X) = D(0) *sd(Bd o). Como sd(Bd o) é topologicamente uma
k — 1 esfera (ou é vazio se k = 0), Hiyx(Lk(6,5d X)) = Hy(D(0)). Visto
que a homologia local de X em ¢ é ciclica infinita em dimensao n e se anula
caso contrario, Lk(d,sd X) é uma n — 1 esfera de homologia, pelo lema 1.2.2.
Portanto, D(a) é uma n — k — 1 esfera de homologia.

Como D(o) é aciclico (sendo um cone), a sequéncia exata longa de ho-
mologia nos d4 um isomorfismo H;(D(c), D(¢)) =2 H;_1(D(c)). Concluimos

que (D(0), D(0)) tem a homologia de uma n — k célula médulo seu bordo.O]

Definicao 1.3.3. Seja X um complezxo localmente finito que é uma n-varie-
dade de homologia. Entdo, o teorema anterior se aplica a cada simplero o
de X. A colegdo de blocos duais D(o) serd chamada de decomposi¢cao por
blocos duais de X. A unido dos blocos de dimensdao no mdzimo p serd
denotada por X,, e chamada de p-esqueleto dual de X. O complezo de
cadeia dual D(X) de X é definido sendo seu grupo de cadeias em dimensao
p o grupo Dy(X) = Hy(Xp, Xp—1). Seu operador bordo é o homomorfismo O,

da sequéncia ezata da terna (X, Xp—1, Xp—2).

Teorema 1.3.4. Seja X um complexo localmente finito que é uma n-varieda-

de de homologia. Seja X, o p-esqueleto dual de X. Seja D(X) o complezo
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de cadeia dual de X. Entao:
a) O grupo Hi(X,, X,-1) se anula para i # p e é um grupo abeliano livre
para © = p. Uma base quando i = p € obtida escolhendo geradores para 0s
grupos H,(D(c), D(0)), enquanto D(o) varia sobre todos os p-blocos de X,
e tomando suas vmagens, sob o homomorfismo induzido por inclusio, em
HP(XP’XP~1)~
b) O complezo de cadeia dual D(X) pode ser usado para calcular a homologia
de X. De fato, D,(X) € igual ao subgrupo de C,(sd X) consistindo daque-
las cadetas carregadas por X, cujos bordos sio carregados por X, 1. E a
aplicagao inclusio D,(X) — Cp(sd X) induz um isomorfismo em homologia,
portanto, ela também induz isomorfismos em homologia e co-homologia com
coeficientes arbitrarios.
Dem.: a) Como D(c) é um cone com vértice &, sua base D(¢) é um retrato
por deformacio de D(o) — &, para cada o. Essas retracoes por deformagcio
induzem uma retragao por deformagao de X, — U,G sobre X,,_;, onde U,d
denota a uniao dos baricentros de todos os simplexos de ¢ de X de dimensao
n—p.

Se ,(D(0), D(0)) denota a soma. topolégica dos p-blocos de X, temos o

diagrama comutativo

Ly(D(0), D(0)) — %y(D(0), D(0) = 6) < £,(D(0), D(0) - 6)

| | N

(Xp, Xp-1) (Xp, Xp — Uyp0) U(D(o), D(o) —0)

onde as aplicagoes horizontais induzem isomorfismos em homologia singular
e as aplicagoes verticais sao inclusoes. O enunciado a) segue para teoria
singular, e dai segue para teoria simplicial.

b) Temos que H;(X,, X,—1) = 0 se ¢ # p pelo item a). Qualquer conjunto
compacto em X estd em um bloco dual de X, entao estd em X; para algum

1. Visto que X, nao contém blocos duais de dimensao p + 1, o grupo de

12



homologia H,(X,, X,_1) é igual ao grupo de p-ciclos relativos, que é o niicleo

do homomorfismo
CP(XP) _3) prl (Xp)

CAXa)  CoidXp)

Como X,_; nao contém blocos duais de dimensao p, o denominador do lado

esquerdo se anula. Logo, H,(X,, Xp_1) é igual ao grupo de p-cadeias duais
de X suportadas por X, cujos bordos sao suportados por X, ;. Portanto,
D,(X) é igual ao subgrupo de Cp(sd X) consistindo daquelas cadeias supor-

tadas por X, cujos bordos sao suportados por X, ;.01

1.4 Dualidade de Poincaré

O teorema da dualidade de Poincaré é um dos mais importantes resultados
em topologia. Em sua forma original, enunciava que para uma n-variedade
triangularizada orientdvel compacta X, os nimeros de Betti em dimensao
k e n — k eram iguais e os nimeros de tor¢ao em dimensao k en — k — 1
eram iguais. Hoje em dia, ele é enunciado em uma formulacao diferente,
mas equivalente, como um teorema que diz que os grupos de homologia e

co-homologia de X em dimensao k e n — k sao isomorfos.

Definicao 1.4.1. Seja X uma n-variedade de homologia triangularizada
compacta. Dizemos que X € orientdvel se é possivel orientar todos os n-
simplezos o; de X de tal forma que a soma vy = ) 0; é um ciclo. Tal ciclo

v serd chamado de ciclo de orientacao para X.

Teorema 1.4.2. Seja X uma n-variedade de homologia compacta trian-
gularizada. Se X € orientdvel, entdo para todo p, existe um isomorfismo
H?(X;G) ® Hp,p(X;G), onde G € wm grupo arbitrdrio de coeficientes. Se
X € nao orientdvel, entdo, para todo p existe um isomorfismo HP(X;Z/2) =
H, ,(X;Z/2).
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Dem.: Usaremos o complexo de cadeia simplicial C(X) de X para calcular a
co-homologia de X, e o complexo de cadeia dual D(X) de X para calcular a
homologia de X. Existe uma correspondéncia um a um entre os p-simplexos
de X e os n — p blocos duais de X que aplica cada simplexo em seu bloco
dual. Daf os grupos abelianos livres, C?(X) e D,_,(X) sao isomorfos, por
um isomorfismo ¢ que leva o elemento bésico ¢* de CP(X) (onde ¢ é um
p-simplexo orientado) em um gerador de H, ,(D(c), D(0)). Se X for ori-
entdvel, mostraremos que o sinal de ¢(¢*) pode ser escolhido de tal forma

que o seguinte diagrama comute

CPH(X) —2> Dopia (X)

] o

CP(X) —L—> Dyp(X)

Isso provara a existéncia do isomorfismo da dualidade de Poincaré no caso
de coeficientes inteiros.

Para definir ¢, procedemos como segue: primeiro, oriente os n-simplexos
de X de tal forma que a soma deles, 7, seja um ciclo; oriente os outros
simplexos de X arbitrariamente.

Comecamos definindo ¢ em dimensao n. Os n-simplexos orientados o
de X formam uma base para C,(X); seus duais o* formam uma base para
C™(X). O bloco dual D(¢) do n-simplexo o é a 0-célula 6. Definimos
¢(c*) = &, notando que ¢ é um gerador do grupo Hy(d). Assim, definimos
um isomorfismo ¢ : C™(X) — Dy(X).

Agora definimos ¢ em dimensao n — 1. Seja s um (n — 1)-simplexo orien-
tado de X. Queremos definir ¢(s*) de tal forma que d¢(s*) = ¢(ds*). Agora,
s é uma face de exatamente dois n-simplexos g e 07 de X; visto que v é um
ciclo, eles estao orientados de tal forma que doy+do, tem coeficiente zero em
s. Suponha que a indexagao tenha sido escolhida de tal forma que dog tenha

coeficiente —1 em s e do; tenha coeficiente 1 em s. Entao, ds* = o} — o3,
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e dai ¢(ds*) = 6, — 6o por definicio. O 1-bloco D(s) é a unido dos seg-
mentos de reta de § a Gy e 01; definimos ¢(s*) = [do, §] + [$,61]. Entao,
#(s*) é um ciclo fundamental para a 1-célula (D(s), D(s)), como querifamos,
e dp(s*) = o1 — o = P(0s*).

Em geral, suponha ¢ definido em dimensao p+1 < n. Queremos defini-lo
em dimensao p de tal forma que para cada p-simplexo orientado s, d¢p(s*) =
P(ds").

Dado o p-simplexo orientado s, calculamos ds* = ) €;07, onde a soma se
estende sobre todos os (p + 1)-simplexos o; dos quais s é uma face, e € = %1
é o coeficiente de s na expressao para do;. Entao, ¢(ds*) = > €¢(o7).
Provaremos que ¢(ds*) é um ciclo fundamental para D(s).

A cadeia ¢(o7) é por hipétese um ciclo fundamental para o bloco D(0;),
dual a 0y, médulo D(o;). Esse bloco esta em D(s), visto que o; > s. Assim,
¢(oF) é suportado por D(s) para cada i. Entdo, a cadeia ¢(ds*) também
é suportada por D(s). Além disso, $(65*) é um ciclo, visto que d¢p(Js*) =
#(06s*) pela hipétese de inducgao. Agora, D(s) é uma (n —p — 1) esfera de
homologia, onde n —p — 1 > 0. O ciclo ¢(ds*) é nao trivial, e ele nao é
um miiltiplo de um outro ciclo, pois sua restricio ao bloco D(o;) é igual a
$(07), que é um ciclo fundamental para esse bloco médulo D(o;). Dai, ¢(5s*)
representa um gerador de H,_, 1(D(s)), como afirmado.

Considere a sequéncia exata
0 — Hp_p(D(s), D(s)) 2= Hp_p1(D(s)) — 0.

Por razoes dimensionais, os grupos de homologia sao iguais aos grupos de
ciclos. Defina ¢(s*) como o ciclo fundamental de (D(s), D(s)) cujo bordo é
igual ao gerador ¢(ds*). Entao, ¢ estd definido para dimensao p, e 9¢(s*) =
#(ds*), como desejado.

Assim, o teorema esta provado para o caso de coeficientes inteiros. Para

15



prova-lo para coeficientes arbitrarios, note que os isomorfismos
Hom(Cy(X),G) =2 Hom(C,(X),Z) ® G &S D,_,(X)® G

comutam com ¢ e 0.
Finalmente, consideramos o caso nao orientavel. Grosseiramente falando,

fazemos a mesma demonstracao. Definimos um isomorfismo
Hom(Cy(X),2/2) % Dp_p(X) ® Z.)2

por indugao. Se o é um n-simplexo, denotamos por ¢* a co-cadeia cujo valor
é [1] € Z/2 sobre o, e 0 sobre todos os outros simplexos. Definimos entao
#(0*) = 6 ®[1]. Se s é um (n — 1)-simplexo que é uma face dos n-simplexos
g e 01, definimos ¢(s*) = ([do, 8] + [§, 61]) ® [1]; sinais nao importam, pois o
grupo de coeficientes é Z/2. O restante da demonstracao é igual, com a frase
“ciclo fundamental” substituida por “Unico ciclo nao trivial com coeficientes
em Z/2”.0J

Corolario 1.4.3. Seja X uma n-variedade de homologia compacta triangu-
larizada. Se X € conexo, entao, para quaisquer dois n-simplexzos o, o’ de X,
existe uma sequéncia 0 = oy, 01, ..., 0 = o de n-simplexos de X tal que
i Noip1 € um (n — 1)-simplezo de X, para cada i.
Dem.: Definimos o ~ ¢’ se existe uma tal sequéncia conectando-os. Note
que essa relacao é de equivaléncia. A soma ) o; dos n-simplexos em qualquer
classe de equivaléncia é um ciclo se seu grupo de coeficientes é tomado como
sendo Z/2, pois, dado um (n — 1)-simplexo s de X, os dois n-simplexos dos
quais ele é face sao equivalentes, entao ou ambos aparecem nessa soma ou
nenhum deles aparece; em qualquer caso, d()  0;) tem coeficiente [0] € Z/2
sobre s.

Concluimos que existe apenas uma classe de equivaléncia, visto que caso
contrario X teria mais do que um n-ciclo néo trivial sobre Z/2, contradizen-
do o fato que H,(X;Z/2) 2 H*(X;Z/2) 2 7/2.0
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Corolario 1.4.4. Seja X uma n-variedade de homologia compacta e triangu-
larizada. Se X é coneza, entao H,(X) = Z para X orientdvel e H,(X) =0
para X nao orientavel.

Dem.: Se X é orientavel, entdo H,(X) = H°(X) = Z. Reciprocamente,
mostraremos que se H,,(X) # 0, entao X é orientdvel. Oriente os n-simplexos
de X arbitrariamente. Suponha que z é um n-ciclo nao trivial de X, com
coeficientes inteiros. Agora, se g; e 0;;1 sao n-simplexos de X com uma
(n — 1)-face em comum, e se z tem coeficiente m sobre o;, ele deve ter
coeficiente +m sobre 0;,,. Em vista do corolario anterior, z deve ter o mesmo
coeficiente, a menos de sinal, sobre cada n-simplexo de X. Suponha que esse
coeficiente tenha valor absoluto m. Entao, dividindo z por m, obtemos um

ciclo de orientagao para X.[]

Corolario 1.4.5. Seja X uma n-variedade de homologia compacta e trian-
gularizada. Entao, X € orientdvel se, e somente se, para cada componente
X; de X, temos H,(X;) = 2.0

1.5 Dualidade de Lefschetz

Como é de se esperar, o teorema da dualidade de Poincaré se generaliza para
varieades de homologia relativas. A generalizagao é gracas a Lefschetz, e a

estudaremos nessa secao.

Definicao 1.5.1. Seja A um subcomplezo de um complezo X. Dizemos que
A é um subcomplezo cheio de X se todo simplexo de X cujos vértices estao
em A estd em A.

Em geral, um subcomplexo A de X nao é cheio. Mas se passarmos a
primeira subdivisao baricéntrica, podemos mostrar que sd A é um subcom-
plexo cheio de sd X. De fato, seja s = 67 ...06; um simplexo de sd X, onde

o1 = 09 = -+ = 0}; entdo, s C 0;. Se cada vértice de s pertence a sd A,
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entao em particular 6, € sd A, de tal forma que Into; intersecta |A|. Segue

que 07 € A, de tal forma que s C 0; C |A[, como afirmado.

Lema 1.5.2. Seja A um subcomplexo cheio do complexo simplicial finito X .
Seja C igual a unido de todos os simplexos de X que sio disjuntos de |A|.
Entao, |A| é um retrato por deformagao de |X|—|C|, e |C| é um retrato por
deformagao de | X| — |A|.
Dem.: Primeiro, notamos que cada vértice de X pertence ou a A ou a C.
Segundo, notamos que C' é um subcomplexo cheio de X: se os vértices de
o estao em C, entao o simplexo ¢ nao pode intersectar |A|, dai estd em C.
Terceiro, notamos que A consiste de todos os simplexos de X disjuntos de
|C|: todo simplexo de A é disjunto de |C|; e, reciprocamente, se o é disjunto
de |C|, entao cada vértice de o estd em A, daf o pertence a A.

Por simetria, é suficiente mostrar que |A| é um retrato por deformagao
de |X| —|C|. Seja o um simplexo de X que nao pertence nem a A nem a
C. Entao, 0 = s*t, onde s é gerado pelos vértices de o que pertencem a
A et é gerado pelos vértices que pertencem a C. Entao, s € Aet € C.
Cada ponto = de 0 — s — t estd sobre um tinico segmento de reta que une
um ponto de s a um ponto de ¢; denotemos o ponto final desse segmento
de reta (que esta em |A|) por f,(x). Estendemos f, ao simplexo s fazendo
fo igual a identidade sobre s; entdo, f, é continua sobre o —t (de fato, se
§=1Up...Upel=1Upy1...Vy €T estd em o — ¢, entdo T = y ., a;v; implica
fo(x) =37 o §vi, onde A = 377 | ;; vide demonstragao do lema 1.1.2).

Temos que quaisquer duas das fungoes f, sao iguais sobre a parte comum
de seus dominios. Portanto, podemos definir uma fungéo continua f : | X| —

|C| — |A| que retrai | X| — |C| sobre |A|, pelas equagoes:

* se € |A

f(z) =
(@) fo(z) se xz€0—|C| e o¢A.
A fungao F(z,t) = (1 —t)z + tf(z) é entdao a retracao por deformacao
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exigida.lJ

Teorema 1.5.3. (Dualidade de Lefschetz) Seja (X, A) uma n-variedade de
homologia relativa triangularizada compacta. Se (X, A) é orientdvel, existem
1somorfismos

HY(X, A;G) = Hy (1X] - |A; G),

Hy(X, A;G) = H"(|X] ~ |A]; G),

para todo G. Se (X,A) € nao orientdvel, esses isomorfismos existem para
G=12)2.

Dem.: Denote por X* o subcomplexo da primeira subdivisao baricéntrica de
X consistindo de todos os simplexos de sd X que sao disjuntos de |A|. Agora,
|A| é o politopo de um subcomplexo cheio de sd X. Pelo lema anterior, | X*|
é um retrato por deformagéo de |X| — |A|. Portanto, podemos substituir
| X| — |A| por X* no enunciado do teorema.

Consideraremos, como na demonstragao da dualidade de Poincaré, a
colecao de blocos D(o) duais aos simplexos de X. Provaremos o seguinte:

O espago | X*| é igual & unido de todos os blocos D(o) duais a simplexos
o de X que nao estao em A.

Para provar esse fato, seja s = 47 ... um simplexo de sd X, onde o7 >

- > o0y. Bntdo s estd no bloco D(o;). Se s é disjunto de |A|, entao o
vértice 6;, em particular nao estd em |Al; dai, o simplexo o} nao pertence a
A. Reciprocamente, se o) nao pertence a A, entao também nao pertencem
a A os simplexos oy, . ..,0,_1, visto que eles tém o}, como uma face. Logo, s
nao intersecta |A|.

Agora, para cada bloco D(¢) em que o nao estd em A, o ponto ¢ esta
em |X| — |A|, de tal forma que H;(|X|,|X|— &) é ciclico infinito para i =
n e se anula caso contrdrio (pois (X, A) é uma n-variedade de homologia
relativa). Segue que (D(c), D(c)) é uma célula homolégica de dimensao

n — dimo (vide Teorema 1.3.2). Denote por D(X*) o complexo de cadeia
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dual de X*; o grupo D,(X*) é gerado por ciclos fundamentais para as células
homolégicas (D(0), D(o)) de dimensao p (vide Teorema 1.3.4). Assim como
antes, a inclusdo D(X*) — C(X*) induz um isomorfismo em co-homologia e
em homologia (vide Teorema 1.3.4).

Agora consideramos o caso em que (X, A) é orientdvel. Lembre que o
grupo de co-homologia relativo C*¥(X, A) pode ser naturalmente considerado
como o subgrupo de C*(X) consistindo de todas as co-cadeias de X que se
anulam sobre simplexos de A. Portanto, ele é abeliano livre com uma base
consistindo das cocadeias ¢*, com ¢ variando sobre todos os k-simplexos de
X que nao estao em A. O argumento usado na demonstracao da dualidade de
Poincaré se repete sem mudangas, para nos dar um isomorfismo C*(X, A) E.A
D,,_(X™), tendo a propriedade que ¢d = 9. Segue entao a existéncia de
um isomorfismo H*(X, A) = H,_,(X*) = H,_(]X|—]A]). Esse é o primeiro
de nossos isomorfismos de dualidade.

Para obter o segundo isomorfismo de dualidade, lembramos que o grupo
Hom(C*(X, A),Z) é naturalmente isomorfo ao grupo Cy(X, A). Visto que ¢

é um isomorfismo, seu dual
Hom(C*(X, A), Z) <~ Hom(Dn_x(X*), Z)
também o é. Portanto, temos o isomorfismo
Hy(X, A) &= H"H(X*) = H*(|X| - |A]).

A demonstracao para coeficientes arbitréarios se (X, A) é orientdvel, ou
para coeficientes em Z/2 se (X, A) é nao orientdvel, segue como na demons-

tracao da dualidade de Poincaré.[J
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Capitulo 2

Teoria de ponto fixo para

espacos homogéeneos

Nesse capitulo encontram-se os principais resultados do trabalho. Comeca-
mos com uma breve revisao sobre pontos fixos e raizes nas duas primeiras
segoes. Na segao 3 encontra-se a defini¢ao do Indice Equivariante de Raiz,
que serd a base de todos os principais resultados do trabalho. Na secao 4
define-se uma classe especial de espagos homogéneos, para os quais nossos
resultados principais serao aplicdveis. Na segao 5, apresentamos a reciproca
do teorema do ponto fixo de Lefschetz para essa classe especial de espacos.
Finalmente, na segao 6 nos utilizamos da parte mais algébrica da teoria de
ponto fixo para demonstrar que para a nossa classe especial de espagos vale o
resultado que diz que se o nimero de Lefschetz de uma aplicacgao é diferente
de zero, entao os niimeros de Nielsen e de Reidemeister dessa aplicacao sao

iguais.
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2.1 Pontos fixos

Aqui fazemos uma breve revisao de pontos da teoria de ponto fixo. O leitor
interessado a conhecer mais a fundo a teoria pode encontra-la em [J2].
Dada uma autoaplicacao f : X — X de um poliedro compacto e conexo
X, o conjunto de pontos fixos Fix(f) = {z € X|f(z) = z} pode ser
particionado pela equivaléncia de Nielsen como segue. Para quaisquer z,
y € Fix(f), dizemos que x e y sao Nielsen equivalentes como pontos fixos
com respeito a f se existe um caminho a : [0,1] = X com a(0) =z, a(l) =y
tal que a é homotdpico a f o a (a ~ f o a) relativo aos pontos extremos.
Denote por N (f) o conjunto de classes de ponto fixo (classes de equivaléncia)
de f. Uma classe de ponto fixo v € N(f) é essencial se o indice de ponto fixo
ind(f,) é nao nulo e é nao essencial, caso contrario. O nimero de Nielsen

N(f) de f é definido como o nimero de classes de ponto fixo essenciais de f.

2.2 Raizes

Essa segao contém uma breve revisao da teoria de raizes. Para mais resulta-
dos indicamos [B1] e [B2].

Em [B1], R. Brooks introduziu uma teoria andloga a de Nielsen para
estudar as solugoes da equagao ¢(z) = a, a € Y, onde ¢ : X — Y é uma
aplicagao entre dois espagos topoldégicos. Duas solugoes (raizes) x e y sao
Nielsen equivalentes como raizes com respeito a ¢ se existe um caminho
C :10,1] = X com C(0) = z, C(1) = y tal que f o C' é homotépica
relativa aos pontos extremos a aplicacao constante em a, a. Essa relagao é
de equivaléncia; uma classe de equivaléncia de raizes é chamada de classe de
raizes. O conjunto de raizes de ¢(z) = a é denotado por I'(p, a) e o conjunto
de classes de raizes é denotado por T'(p,a). Uma raiz zo de F(z,0) = a

estd F-relacionada a uma raiz z; de F(z,1) = a, onde FF : X x I —» Y
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é uma homotopia, se F; o C' é homotdpica relativa aos pontos extremos a
aplicacao constante. em a, a, para algum caminho C : I — X de zg a z;.
A F-relacao entre raizes induz uma relacao um a um entre classes de raizes.
Dada uma classe de raizes (classe de equivaléncia) o de ¢, dizemos que «
é essencial se o nao desaparece sob nenhuma homotopia de ¢, isto é, para
qualquer homotopia F; com Fy = ¢, a estd F-relacionada a uma classe de
raizes de Fy. Denote por N(p,a) o nimero de classes de raizes essenciais
de ¢. Se zp é uma raiz de p(xz) = a, entdo ¢ induz um homomorfismo
g+ m(X,z0) = m(Y,a) dos grupos fundamentais. O conjunto de classes
laterais & direita da imagem de @y, 71 (Y, a)/Imgy, é denotado por Coker @

e o nimero de tais classes laterais é denotado por R(yp, a).

Definicao 2.2.1. O indice de raiz de o (ou de um conjunto isolado de raizes)
com respeito a ¢ € o homomorfismo w(yp, ) dado pelo homomorfismo com-

posto w(p,a) = .05,  od, : H(X) — H.(Y,Y — a) induzido por
XS XX-a) & (V,V-a)B Y —a)

onde V é uma vizinhanga fechada de o que nao contém outras raizes, j induz

wsomorfismo por excisao e H, denota o grupo de homologia singular graduado,
@k:ﬂ H.

Se Y é uma n-variedade compacta orientavel e X é compacto, entao
w(p, @) = ¢y, 0. 0, t Hy(X) = Ha(Y,Y —a)

pois nesse caso H;(Y,Y —a) = 0, Vi # n. Além disso, nesse caso temos
o seguinte resultado que se deve a R. Brooks (Corolario 2, Teorema 2 e

observagoes apés o Teorema 2 e o Corolério 4 de [B1]):

Teorema 2.2.2. Sejam X, Y wariedades compactas e conexas (nao ne-

cessariamente de mesma dimensio) com Y orientdvel e sem bordo. Para
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quaisquer classes de raizes o, B de p, w(p,a) = w(p,B). Além disso, se
o(z) = a tem uma classe de raizes essencial, entdo todas as classes de raizes

sao essenciais e N(p,a) = R(yp,a).

Observagao 2.2.3. Se w(p,a) # 0, entdo « é essencial. Entretanto, a
reciproca ndo é verdadeira, por exemplo, a aplicagdo de Hopfp: S* — S2.

De fato, sejam p : S — S? a aplicacao de Hopf e a € S2. Como p é uma
fibracdo, segue que p é sobrejetora, e assim I'(p,a) # 0. Mostremos que p
nao é homotdpica a uma aplicagao constante. Suponha p ~ cte. Nesse caso,
terfamos que S? seria contratil, o que nao ocorre. Agora, seja p’ : S® — S?
uma aplicacio que nao é sobrejetora. Entao p/(S?) é um subconjunto préprio
e conexo por caminhos de S%. Logo, p'(S®) pode ser contraido em um ponto
dentro da esfera. Dai, p’ é homotdpica a uma aplicacao constante. Logo, p’
nao pode ser homotdpica a p. Assim, qualquer aplicagao homotépica a p deve
ser sobrejetora e dai I'(p', a) # () sempre que p’ ~ p. Sejam zo, 1 € ['(p,a) e
C um caminho em S® de 7y a ;. Como S? é simplesmente conexo, poC ~ @
relativo aos pontos extremos. Assim, f‘(p, a) tem exatamente um elemento,
que denotaremos por «, e dai N(p,a) < 1. Agora, seja F' : S3 x [ — S?
uma homotopia de p. Temos que f‘(Fl (x),a) # 0. Escolha zp € o e z7 €
B € T'(Fy(z),a), e seja. C um caminho em S° de zy a z;. Entao, visto que
52 é simplesmente conexo, F; o C' ~ a relativo aos pontos extremos, e dai o
estd F-relacionada a B. Segue que a é essencial. Assim, N(p,a) = 1. Note -
que Hy(S%) = 0, e daf segue do teorema 2.2.2 que w(p, &) = @, 0 j..) 0y, :
Ho(S%) — H(S?) é o homomorfismo nulo. Portanto, a é essencial, mas
w(p,a) = 0.

2.3 O indice equivariante de raiz

Nessa secao, encontram-se a defini¢do e os resultados que formam a base para

os resultados principais do trabalho. Utilizamos aqui as teorias de agoes de
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grupos, grupos de Lie e espagos homogéneos, que podem ser encontradas em
[Ka]. Usamos também um resultado que pode ser encontrado em [F] que faz
uma ligagao muito importante entre as teorias de raizes e de ponto fixo. A
proposicao 2.3.2 nos da uma bije¢ao entre classes de ponto fixo e classes de
raizes {-Nielsen, o lema 2.3.6 define uma igualdade muito interessante entre
o indice equivariante de raiz e o indice de ponto fixo e a proposigao 2.3.7 faz
a ligacao entre o indice de ponto fixo, o indice de raiz e o indice equivariante
de raiz.

Daqui em diante, G sempre denotara um grupo de Lie compacto e conexo,
K um subgrupo fechado de G, M = G/K o espago homogéneo de classes
laterais a esquerda e assumimos que M é orientdvel e sem bordo. O subgrupo
K age livremente sobre G via ko g = gk™! e (nao livremente) sobre M via
kxgK = (kg)K.

Dada uma autoaplicagao f : M — M, associamos a ela uma aplicagao
K-equivariante ¢ : G — M por ¢(g) = g~ ' f(gK). Mostremos que  é de
fato K-equivariante. Sejam k € K e g € G. Temos:

p(kog)=p(gk™") = (k™) f((gk ) K) =

= kg~ f(9K) =k * g7 f(9K) = k * p(g)-

Reciprocamente, se ¢ : G — M é uma K-aplicacao, associamos a ela uma
autoaplicagao f: M — M por f(gK) = go(g). Segue de [F] que p(g) = eK
se, e somente se, f(gK) = gK, onde e € G é o elemento identidade. Em
outras palavras, g é uma raiz da equagao ¢(g) = eK se, e somente se, gK é
um ponto fixo de f. Pela K-equivariancia de ¢, se g é uma raiz de ¢, entao
kog = gk™! é também uma raiz de ¢ para todo k € K. Assim, existe uma
correspondéncia um a um entre as K-orbitas de raizes de ¢ e os pontos fixos
de f.

Seja Fg o conjunto de K-érbitas de raizes de p e O, Oy € F{o( . Dizemos

que O e Oy sao K -Nielsen equivalentes como érbitas de raizes se, e somente
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se, existem g; € Oy, go € Oy, um caminho «a : [0,1] = G tal que a(0) = g1,
a(l) = g2 e p(a) ~ eK (aplicacdo constante em eK) relativo aos pontos
extremos. Denote por f‘g o conjunto de classes (de raizes) K-Nielsen de .

De [Wh] (p. 675), temos que a projegao natural p: G — M é a projecao

de um fibrado localmente trivial. E disso segue que:

Coroléario 2.3.1. A aplicagao p : G — M € uma fibragao.

Com isso, demonstramos o seguinte:

Proposicao 2.3.2. Eziste uma correspondéncia um a um entre f‘g e N(f).
Mais precisamente, se gy, g» sao raizes de @, O7 e Oy sao as orbitas cor-
respondentes, entdo O, e Oy sao K-Nielsen equivalentes se, e somente se,
g1 K e g2 K sio Nielsen equivalentes como pontos fizos de f.
Dem.: Suponha que O,, O, € Pg e sao K-Nielsen equivalentes como érbitas
de raizes. Entdo, existe a : [0, 1] — G tal que a(0) = g1, a(1) = kogy = gok™!
para algum k € K com ¢ o a ~ eK relativo aos pontos extremos. Seja & =
p(a), onde p: G — G/K = M é a projecao natural. Entao, a(s) = a(s)K,
a(0) = g1 K e a(l) = (gok™ ') K = g2 K. Mais ainda, (f o @)(s) = f(a(s)) =
fla(s)K) = a(s)p(a(s)). Visto que poa ~ eK relativo aos pontos extremos,
temos f o @ ~ ael{ = & relativo aos pontos extremos. Portanto, g; K e g2 K
sao Nielsen equivalentes como pontos fixos de f.

Reciprocamente, se 3 : [0,1] — M é tal que 5(0) = a1 K, B(1) = g2 K e
f o B ~ B relativo aos pontos extremos, como p : G — M é uma fibragao,
podemos levantar f a um caminho B : [0,1] — G tal que po B = B. Entao,
B(0) € O, B(1) € Oy e

(poB)(s) = w(B(s)) = (BN F(B(s)K) = [B(s)) ' F(B(s)) ~ [B(s)]*B(s) =
= [B(s) ' B(s)K = €K,

ou seja, ¢ o B ~ eK relativo aos pontos extremos. Portanto, O; e Oy sdo

K -Nielsen equivalentes.[J
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Os dois préximos resultados sao sobre grupos de Lie. O primeiro pode

ser encontrado em [Kal, o segundo pode ser encontrado em [AB]:

Teorema 2.3.3. (Teorema da Vizinhanga Tubular) Seja G um grupo de Lie
compacto. Para uma subvariedade G-invariante A de uma G-variedade M ,

eziste uma vizinhanga tubular G-ivariante de A em M.

Teorema 2.3.4. (Teorema das Vizinhangas Geradoras) Sejam G um grupo
de Lie e G° a componente conezxa da identidade e € G. Entao, G° é um
subgrupo de Lie normal de G e as componentes conezas de G sao da forma
gG®, para algum g € G. Mais ainda, dada uma vizinhanga aberta U de e,
temos que G° = U U™, onde U™ = {gf' ---g*' : g; € U}.

Denote por Ki,...,I,, as componentes conexas de I, dim K = k,
dim M = n e, dai, dim G = n + k. Para um ponto fixo isolado g de
f, com g fixo, seja Oy a K-6rbita de raizes isolada de ¢ contendo g. Con-

sidere o diagrama
(G, G—K) B (G,G—0,) & (V,V —0,) B (M, M — eK) &> M

onde V' é uma vizinhanca fechada K-invariante de Oj (cuja existéncia é
garantida pelo teorema 2.3.3, onde no teorema G = K, A=0ye M =G) e

05 é o homeomorfismo induzido por g. Isso induz o seguinte diagrama

B, Ho(K:) <2 HH(K) —A— H, (G, G — K) —2> Ho(G, G — Op)

o8
gTi*

Ho(M) —2> Hp (M, M — eK) <2~ H\(V,V — O,
= g

onde H, e H" denotam homologia e co-homologia singulares inteiras, respec-
tivamente, e D e A denotam os isomorfismos nas dualidades de Poincaré e
Lefschetz, respectivamente. Note que 7 : (V,V — O3) = (G,G — Oj) de fato
induz um isomorfismo por excisio. Para isso, basta que G — V C int(G—0Oj).

Mas como V' ¢é uma vizinhanca de Oy, temos o resultado diretamente.
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Seja p; o gerador de Hy(K;) parai = 1,...,m e uy o gerador de H,(M).
Defina o indice equivariante de raiz de Oy com respeito a ¢ como o inteiro

wik (¢, O5) tal que
p. 00, 05,0 A0 DT (11 @ - ® ) = wic (@, Op) - Julpins)-
Para cada 7, 1 <1 < m, seja ;, a composicao

Ho(K:) <2 H*(I;) —A—~ H, (G, G — K;) —2> H,(G,G — O

gTi,

Ho(M, M — eK) <2 H,(V;,V; — O%)

onde
Ol =gk, = {gklk € K;} e Vi=Uyey O} — Lju0%.

Aqui, O} é definido dessa forma para que 0; : (G,G — K;) = (G,G — O})
seja uma aplicagao e V; é definido dessa forma para que 7 : (V;,V; — (93) —
(G,G - Og) induza isomorfismo por excisao. Aqui, note que como V é uma
vizinhanca fechada K-invariante de O, entao O, C V, para qualquer g € V.
Logo, V; C V. Mostremos que Ly (9; = V. Temos que Ugey (9; C V pelo
que foi feito acima. Seja z € V. Entao, z € O, C V, para algum g € V
ez € Og, para algum j. Se j = i, obtemos o resultado. Suponha j # 1.
Entao, v = gk;, com k; € K;. Agora, pelo teorema 2.3.4 acima, temos que
K; = kKj e K; = k'K, para certos k, k' € K. Dali, temos:

Ky=k"'K;=k'K; = K; = k'k'K,.

Logo, dado k; € Kj, existem k, k' € K e k; € K; tais que k; = K'k™'k;.
Logo:
z = gk; = (gk'k ™" ki € Ol

Assim, Ugey O D V.
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Para que 7 induza um isomorfismo por excisdo, basta que G —V, C
int(G.— 0%). Note que K; é fechado em K e K é fechado em G. Dai,
K; é fechado em G. A aplicagio ¢ : K; — O} dada por (k) = gk é um
homeomorfismo, e assim a aplicagao 03 : (G,G — K;) — (G, G — O%) também
é um homeomorfismo. Entao, Oé é fechado em G, e assim G — @g é aberto
em G, ou seja, int(G—Og) =G ~O§. Note que V; é uma vizinhanga de Oé in-
variante por multiplicagao a direita por elementos de K;. Logo, (93 C intV;.
Daf, G —V; C int(G — Ol). Logo, i : (V;,V; = 0h) = (G,G — 0}) induz
isomorfismo por excisao.

Visto que K; é homeomorfo a K; sob multiplicacao por um elemento de

K (pelo teorema 2.3.4) e ¢ é K-equivariante, segue que

e dail
wi (9, Og) - Ju(par) = m - 1, (1)

Definimos também o indice equivariante de raiz da i-ésima componente O;

como w(yp, O), o inteiro tal que
wic(p, Op) - 4u(pinr) = @i (1) = 1. ().
Em outras palavras,
wK(c,o,(Q_f]) = wg (v, (9;) para 1<4,j<m.

Analogamente, seus correspondentes indices de raiz ordinarios sao iguais, isto
é,
w(p,0;) = w(p,09) para 1<4,5<m.

Além disso, se R é uma uniao disjunta de érbitas de raizes de ¢, definimos
w](((»o7 R) = Z WK((P, Og,‘),
i
onde R = L;O,,.
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Observacao 2.3.5. No que seque, nao fazemos uso direto da invariancia
homotdpica equivariante de wy. Ainda assim, verifiquemos que wx possui as
propriedades usuais. Seja H = {h} : ¢ ~ 1 : U — M wuma homotopia K-
equivariante tal que Ue; Fiz(hy) é compacto em U, onde U é uma vizinhanga
aberta K-invariante de (’);. Note que como ¢ =~ 1, entao @, = P.. Dai,

vem:
wic(p, Og) - Ju(par) = @ 04, 0805, 0 Ao DT (i1 @ -+ @ piyn) =

=1, 01,00,, 0A0 D_I(M DD ) = wi (2, Og) < 3o (pear)

Além disso, podemos definir para um conjunto de raizes compacto arbitrdrio
R, wi(p,R) = wi(¢,R), onde ¢ e ¢ estao relacionadas por uma K-
homotopia {F;} : U x|[0,1] — M sobre alguma vizinhanga aberta K -invarian-
te U de R tal que U, F; ' (eK) é compacto em U e R' é isolado.

Lema 2.3.6. Dada uma autoaplicagao f : M — M e sua correspondente K -
aplicagio ¢ : G — M, se gK é um ponto fizo isolado de f, entdo wk (p, Oy) =
nd(f,gK).

Dem.: Considere o seguinte diagrama:

(G, G — K1) M
by 7
(G,G— 0O} (M, M — gK)
(1) (£,1)

G x (M, M — eK) === M <"" (M x M, M x M — A)

onde (1,¢)(0) = (0,9(0)), (f,1)(6K) = (f(¢K),cK), ® é a G-acao sobre
M, isto é, ®(g,9K) = (99)K, s(9K) = (e,9K), K, 0,, V1 e O; foram
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definidos anteriormente, p é a restricao de p : G — M, p(Vy) = Wy, pry é
a projecao na primeira coordenada, i, 7 e j' s@ao inclusdes. Note que esse

diagrama é comutativo. De fato, seja o € 1]:
®o(1,9)(0) = ®(o,¢(0)) = 0p(0) = f(0K) = pri(f(0K),0K) =

=prio(f,1)(0K) =prio(f,1)op(o)
Como M é uma n-variedade, segue que H;(M,M — eK) = 0, se 1 # n.
Logo, H,(G x (M, M —eK)) = Hy(G) ® H,(M, M — eK). Dal, o diagrama

acima induz o seguinte diagrama em homologia:

H.(G,G - K) H,(M)

Og. | = i |=
H.(G,G - 0)) Hy(M, M — gK)
Hy(Vi, Vi — O} - H,(Vi, Vi — gK)

(1,9)+ (f,1)«

D, r
Ho(G) ® Hy (M, M — eK) —= Hy,(M) <" Ho(M x M, M x M — A)

A inclusao s : M — G x (M, M — eK) induz s, : H,(M) — H,(G X
(M, M —eK)) = Hy(G) @ Hy(M, M — eK), que leva puy em pug ® ju(par),
onde pg é o gerador de Ho(G) e j : M — (M,M — eK) é a inclusao.
Temos que ® o s(¢9K) = P(e,gK) = (eg) K = gK, isto é, Pos = 1.
Logo, ®, 05, = (P os), = 1y, (a; dai, @, é um epimorfismo. Mas note que
Ho(G)Q@H,(M,M —eK) 2 ZQZ =7 = H,(M), e como um epimorfismo de
Z em 7Z é um isomorfismo, segue que ®, : Hy(G)@H, (M, M —eK) — H,(M)
¢ um isomorfismo que leva je @ j.(ppr) em pupy.

Note que temos também:

Ho(Ky) <2— HY(K)) —a> Ho(G, G — K,)
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onde D e A sao os isomorfismos das dualidades de Poincaré e Lefschetz,
respectivamente. i

Mostremos que a inclusdo 7’ : (V3, Vi — gK) — (M, M — gK) satisfaz as
condigoes do teorema de excisao. Para isso, basta mostrar que o fecho de
(M — V) est4 contido em int(M — gK), e para isso basta mostrar que gK €
int ;. Temos que gK é um ponto em M, logo, um conjunto fechado, pois
M ¢é Hausdorff. Dai, M — gK é aberto e int(M — gK) = M — gK. Agora,
como p: G — M é um fibrado, segue que p é uma aplicacao aberta. Temos
p(Vi) = W; dai, p(int V;) C V; e p(int V;) é aberto em M; assim, p(int V;) C
int V4. Agora, note que (9!1] C intW; e p(O;) = gK. Dai, gK € int V;, como
querfamos.

Agora, mostremos que p, e pry, sdo epimorfismos, levando assim gerador
em gerador.

Mostremos primeiro que V; € homeomorfo a Vix K;. Definam : Vi xK; —
Vi por m(§K, k) = gk en : V; = V; x K, por n(gk) = (§K, k). Aqui, note
que se T € Vi, entao x € (93 para algum g € V, e dai x = gk, para algum
k € K,. Temos que m e n sao continuas e (m o n)(jk) = m(gK, k) = gk,
(nom)(§K, k) = n(gk) = (§K, k). Logo, m e n sao homeomorfismos inversos
entre si. Daf, Vi = V4 x K;, e como O, ~ K, segue que (V;,V) — 0,) =
(V1 x K1,(Vi — gK) x K;) = (,Vi — gK) x K;. Considere o seguinte
diagrama

(", — (9;) <" (Vi, Vi — gK) x K
|
(1, Vi — gK)

onde p e m foram definidas anteriormente e m é a projegao na primeira
coordenada. Note que esse diagrama é comutativo. De fato, seja (§K, k) €
Vi x K;:

(pom)(§X, k) = p(m(§I, k)) = p(gk) = (§k) K = 9K = (3K, k)
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Agora, fixemos k € K e definamos o : (Vi, Vi —gK) — (V}, Vi—gK) x K, por
a(gK) = (gK, k). Temos que « é continua e (7o a)(gK) = (9K, k) = §K,
e dai m, o a, = (7o a), = id,. Portanto, 7. é um epimorfismo. Agora, note
que H,(Vi,Vi —gK) = H,(M,M — gK) = 7 e H,(V},V} — gK) x K,) =
H,(Vi,Vi—gK)®Hy(K,) 2 ZQZ = 7, e dai m, é um isomorfismo. Voltando
ao diagrama acima, temos que ele induz o seguinte diagrama comutativo em

homologia:

H,(Vi, Vi = O)) <=~ Ho(Vi, Vi — gK) ® Ho(K)

N

Hn(‘7l> Vl - gI()

Dai, note que m, om;! = m, on, = p, e , e n, sdo isomorfismos. Logo, p, é
um isomorfismo, levando, assim, gerador em gerador.

Agora, pry : M x M — M dada por pri(gi,¢'K) = gK é continua e
sobrejetora. Além disso, 6 : M — (M x M, M x M — A) dada por §(gK) =

(9K, gK) é continua e injetora. Note que pry od = 1,,. Assim, obtemos:
Ly, = (priod). = pry, 04..

Portanto, pry, é sobrejetora.

Agora, temos:
[®.0(L,p)s0i, 0B, 0 Ao D*lj(ul) =
=®,(i; 00y, 0 Ao DN m),p. 00 00, 0 Ao D (1y)) =
= D.(nc ® wi (9, Op) - ju(kar)) = wic (9, Og) - Bulpic ® ju(par)) =

= wi(p, Oy) - pim

Por outro lado:
[@.0(1, ¢).]ois 18, 0 Ao D (1y) = pry.o(f, 1),0[p,0is 10, 0 A0 D™ ()] =
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it

=pr.o(f, 1)*(#(\71,\71—91()) =pri.o[(f, 1.0 oju(pm)] =

= pr1, (ind(f, 9K) - pousarpxni—ay) = ind(f, gK) - pro, (i xm,mxni-a)) =
=ind(f, gK) - pams

onde [y, i—gk) © I(MxMMxM—-A) S30 os geradores de H,(Vi,Vi —gK) e
H,(M x M,M x M — A), respectivamente. Portanto,

wr (e, (’);) = ind(f, ¢K).O

O indice de raiz ordinario, o indice equivariante de raiz e o indice de ponto

fixo estao relacionados como segue.

Proposicao 2.3.7. Suponha que gK € uma classe de ponto firo de Nielsen
de f. Seja Oq4 a correspondente classe IC-Nielsen de ¢ e a C Oy uma classe
de raiz ordindria de ¢. Se w(p,a) é nao nulo, entio wk(p,O,y) # 0 e dai
ind(f,gK) # 0.

Dem.: Primeiro note que dois pontos em uma componente conexa O; sao
Nielsen equivalentes como raizes (ordindrias) com respeito a ¢. Assim, a =
Uézl(’); (reenumerando se necessério) é simplesmente uma uniao disjunta de

algumas das componentes em O,. Considere o seguinte diagrama:

G—+(G,G - K) 2~ (G,G — U_,K;) 22~ (G,G - a)

Ji

(M, M — eK)<2— (Vy, Vo — @)

onde i : G = (G,G - K), jo : (G,G - K) = (G,G - U_K,) e iy :
(Vo, Va — @) = (G,G — a) sao inclusoes e essa ultima induz isomorfismo

por excisao, O, : (G,G — U_,K;) = (G,G — a) dada por 0,(z) = gz é um
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homeomorfismo e V, = V — (U7, HO;). Note que entao 0, o j, 07 é uma

inclusao. Esse diagrama induz o seguinte em homologia:
Ho(G) 2> Ho(G, G — @) <= Hy(Va, Vo — @) =2 Ho(M, M — €K)

onde j, = (040j,01). é induzida por inclusao. Esse diagrama nos d4 o indice
de raiz ordindrio w(yp,a). Visto que w(p,a) é nao nulo, o homomorfismo

sm=l) . -—1 0 . - ’ ~ l d z o) 0 1/
@, 0igl 0f, = p, 00 0b,, 0, 0, é nd0 nulo, e daf g, 04, 06,,, que nos da
wi (@, ) =1 - wi(p, O,) com [ igual ao nimero de componentes conexas de
a, é ndo nulo. Logo, wr(p,0y) # 0. A afirmagao que ind(f, gK) # 0 segue
do lema 2.3.6.0J

2.4 Uma classe de espacos homogéneos

Nessa segao, definimos uma classe especial de espacos para a qual nossos
principais resultados serao aplicaveis, e demonstramos um resultado que diz
que todo espaco dessa classe é Wecken.

Seja Ho o conjunto de todos os espagos homogéneos (classes laterais)
orientdveis G/K = M de grupos de Lie compactos e conexos G tais que
a projecao canodnica p : G — M induz um homomorfismo nao nulo p, :
H,(G) = Hp(M), onde n = dim M. Note que Hy contém a classe de todos
os grupos de Lie compactos e conexos, ou seja, Hg contém todos os espagos
homogéneos G/K com K = {e}, onde e é o elemento identidade de G e G é
um grupo de Lie compacto e conexo. Mais ainda, Hy contém os espagos de
lentes generalizados (Exemplo 2.4.5) e espagos homogéneos G/K, onde K é
finito (Exemplo 2.4.6). Dados M; = G1/K;, My = Go/Ky € Hg, o produto
topolégico M, x M, é um espaco de classes laterais de Gy X Ga, que esta

equipado com a estrutura de Grupo de Lie produto. Portanto, temos:

Proposicao 2.4.1. Se My, My € Hy, entdo My X My € Hy, isto €, Ho €
fechado sob produto topoldgico.
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A defini¢ao a seguir pode ser encontrada em [Ka).

Dado um grupo de Lie N, denote por Aut(N) o conjunto de todos os
automorfismos de grupos de Lie de N. Entao, Aut(/N) forma um grupo com
respeito a composigao de aplicagoes. Definimos agora o conceito de que um
homomorfismo de grupos 6 : G — Aut(N) é suave como segue. Dada € como
acima, definimos uma aplicagao ' : G x N — N por 6'(g,n) = 6(g)(n), para
g € G,n € N. Se #' é uma aplicagao suave da variedade produto G x N em
N, dizemos que 0 é suave.

Dado um homomorfismo suave 6 : G — Aut(N), definimos um novo
grupo de Lie N x5 G (ou N x G) como segue.

A estrutura de variedade sobre N g G é dada pela variedade produto
N x G, isto é, como variedade colocamos N 9 G = N x G. A operagao do
grupo é dada por (n, g)(n/,g') = (nb(g)(n'),g9q’) paran, n’' € N, g, ¢ € G,
onde 0(g)(n') € N, e nf(g)(n’) e gg’ denotam as multiplicagoes em N e G,
respectivamente. Dali, fazendo uso da hipétese de que € é suave, podemos
verificar que a operagao do grupo é suave. Assim, N Xy G se torna um grupo
de Lie, que é chamado de produto semidireto de N e G com respeito a 6.

Em [Ka] (p. 22 e 161), encontramos o seguinte:

Coroldrio 2.4.2. Se A~ N xyG,entdo o quociente A/N é um grupo de Lie
e A/IN =@G.

Assim, podemos utilizar o produto semidireto de grupos de Lie para
construir elementos de Hy.

A préoxima defini¢ao e o préximo resultado podem ser encontrados em [H]
(p. 258):

Definicao 2.4.3. Para uma aplicagio f : M — N entre n-variedades
conezas, fechadas e orientdveis com classes fundamentais [M] e [N], o grau
de f ¢é definido como o inteiro d tal que f.([M]) = d[N], e dai o sinal do

grau depende da escolha das classes fundamentais.
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Proposicao 2.4.4. Sejam M e N variedades orientdveis fechadas e conezxas.
Se f: M — N ¢é a projecao de um espago de recobrimento a p-folhas, entao
f tem grau +p.

Dem.: Seja y € N. Como f é a projecao de um espago de recobrimento a
p-folhas, temos que f~'(y) consiste de p pontos, digamos 1, ..., z,. Sejam
V' uma vizinhanga de y e Uy, ..., U, tais que x; € U; e U; é aplicado home-
omorficamente por f sobre V para todo i. Entao, f(U; —z;) = V — y para

cada 7, e temos o seguinte diagrama comutativo:

UzaUl ) Hn(v>v_y)

} -

Ho(M, M — ;) <22 Hy (M, M — f~\(y)) —2> Ho(N,N — )

\] 13

H, (M) H,(N)

onde todas as aplicagoes sao as naturais, em particular k; e p; sao induzidas
por inclusoes.

Os dois isomorfismos na metade de cima do diagrama vém de excisao,
enquanto os dois isomorfismos na metade de baixo vém de sequéncias exatas
de pares. Via esses quatro isomorfismos, os dois grupos no topo do diagrama
podem ser identificados com H,(M) e H,(N), respectivamente, e o homo-
morfismo de cima, f,, se torna a multiplicacao por um inteiro, chamado de
grau local de f em x;, denotado por degf|z;.

Lembremos que f aplica cada U; homeomorficamente sobre V, e dai
degf|z; = +1 para cada i. Note também que, por f ser a projecio de
um espago de recobrimento, o sinal de degf|z; é igual para todo i, pois
f:U; = V tem a mesma orientagao para todo 1.

Por excisdo, o termo central H, (M, M — f~!(y)) no diagrama acima é a
soma direta dos grupos H,,(U;, U; —z;), com k; a inclusao do i-ésimo somando

e p; a projegao sobre o i-ésimo somando. A comutatividade do tridngulo
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de baixo nos diz que p;j([M]) = [M;], dai j([M]) = ([Mi],...,[M)]) =
> ki([M;]). A comutatividade do quadrado de cima nos diz que o f. do meio
leva k;([M;]) em degf|z; - [Ny] = £[Ny], e dai a soma ) . k;([M;]) = j([M])
é levada em ), degflz; - [N,] = +p - [N,]. Por fim, a comutatividade do
quadrado de baixo d4 entao degf = +p.J

Exemplo 2.4.5. O espago de lentes cldssico L2*™" € o espago de drbitas
da esfera unitdria S**~' C C" pela agdo lvre do grupo ciclico Z, = (C) de
ordem p gerado por ¢ = €¥/P wia ¢ - (21,2, ...,22) > (C21,C20,- .., C2n).
Podemos também ver Lf,"‘l como um espag¢o homogéneo do grupo unitdrio
U(n) como seque. Seja H = U(n — 1) mergulhado em U(n) como o subgrupo
das matrizes n x n unitdrias A com (A)pn = 1, (A)in = 0 = (A)y; para
1 < 4,5 <n. Considere Ny = Z,, o conjunto das matrizes diagonais n X n
Be com (Be)ii =Cparal <i<ne(B)jx=0paral <jk<nej#k.
Note que U(n) e U(n — 1) sao fechados em GL(n,C), e Ny € finito. Entdao,

o conjunto HN; é um subgrupo fechado de U(n) consistindo de matrizes da

A0 al 0} [aA 0
(o 1)( 0 a>_< 0 a>
onde A€ U(n—1), I é a matriz identidade em U(n—1) e o € Z,. Portanto,
no espago de classes laterais U(n)/HN,, MiHN, = MyHN; para M; €

U(n) se, e somente se,
A 0
M2 = M1 ( @ )
0 «

para certos o e A. Visto que S* 1 = U(n)/U(n — 1) sob a identificagio
[M] & Me,, onde e, € o vetor (0,...,0,1) em C* e M € U(n), temos que
Lt =577, = (U(n)/U(n — 1)) /Ny = U(n)/HN, como um espago de

classes laterais de U(n).

forma
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Mais geralmente, tome inteiros ly,...,l,_1 relativamente primos a p, e
considere Z, = Ny = {C¢|C, diagonal e (C¢); = ¢'1,lp = 1} como um
subgrupo de U(n). Entao, o espago de classes laterais U(n)/HNy é sim-
plesmente o espago de lentes generalizado Lg"‘l(ll, oo yln1), que € o espago
de drbitas de S*™ ' C C™ pela agdo livre do grupo ciclico Z, = (C) via
€ - (21028 -y 20} 2 (C21,88 2,0+ ., {1 2).

Note que a projecio U(n) — L2 (ly,...,l,_1) se fatora como U(n) —
Un)/U(n—1) = L2y, ...,In1), onde a sequnda aplicagio é um recobri-
mento a p-folhas. Assim, por 2.4.4, para mostrar que L3 '(ly, ..., ln_1) €
Mo, € suficiente mostrar que a aplicagio p : U(n) — U(n)/U(n—1) = §?-1
wnduz um homomorfismo nao nulo em dimensao 2n — 1 em homologia. Em
co-homologia inteira, p induz p* : H*71(S™1) — H> Y (U(n)). Um ar-
gumento elementar na sequéncia espectral de Leray mostra que o homo-
morfismo limite p* é nao nulo. Visto que H***(U(n)) ¢é livre de tor¢do,
temos H* ' (U(n)) & Hom(Hy, 1(U(n)),Z) e assim o homomorfismo p, :
Hy,1(U(n)) = Hau1(S*1) é nao nulo. Mais ainda, p, manda o elemento
primitivo de dimensao 2n — 1 da dlgebra de Hopf H.(U(n)) no gerador de
H2n—1(52n_1)-

Exemplo 2.4.6. Seja M = G/K wum espago homogéneo de um grupo de
Lie compacto e conezo G' e K um subgrupo finito de G. FEntao, a projegao
p: G — M é um recobrimento a |K|-folhas. Visto que G é orientdvel, seque
de um resultado de grupos de Lie que M também o é. Assim, de 2.4.4 temos
que M € Hy.

Temos que um espaco é Wecken se para toda aplicagao f : M — M,
N(f) = MF[f] .= min{#Fix g | g ~ f}. Um resultado muito conhecido diz

que variedades compactas e conexas de dimensao diferente de 2 sao Wecken.

Proposicao 2.4.7. Se M € H,y, entao M é Wecken.
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Dem.: Precisamos apenas considerar o caso em que dim M = 2. Se
dim M = 2, entao M é o toro. Isso segue do fato que se uma superficie
fechada orientdvel M de caracteristica de Euler negativa fosse um espago
de classes laterais de um grupo de Lie compacto e conexo, entao seu grupo
fundamental deve ser virtualmente abeliano e daf seria o grupo fundamental
de uma variedade plana; mas uma superficie Riemanniana de genus g > 1
certamente nao é plana. Assim, M pode ser ou a 2-esfera ou o toro. Visto
que S? = $3/S' e Hy(S?) = 0, concluimos que S? ¢ Hy e M deve ser o toro.

Agora vamos mostrar que o Toro é Wecken. A demonstragao colocada
aqui é de [GK]. Para isso, dividiremos a prova em quatro partes.

Primeira parte: Se L(f) = 0, entao construiremos uma fungao g : T —
T, homotépica a f, sem pontos fixos.

Seja o toro " = S x S*. Considere em R? a seguinte relacao de equivalén-
cia:

(T1,11) ~ (T2,y2) se x3 =9 e Y3 =y modZ.

O conjunto das classes de equivaléncia pode ser identificado com 7" e a
projecao p : R? — T' é o recobrimento universal.

Seja f:T = T esejay:Z®Z — Z @ Z a aplicacao induzida por f em

(77)

em relacio & base candnica de Z @ Z. Denote por w! e z! os cociclos

m(T), cuja matriz é

desenhados na figura a seguir. Temos que a = {w'} e B = {z'} geram
HY(T) ¥ Z ® Z. Se orientarmos cada 2-simplexo no sentido horéario, entao

A = {0*} gera H*(T) = Z, onde ¢ é qualquer 2-simplexo orientado de 7.
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Ordene os vértices de 7' alfabeticamente. Usando essa ordenacao, cal-

1

culamos o valor de w! U z' sobre cada 2-simplexo orientado o. Note que

(wl U 2!, o) = 0 a menos que uma face de o esteja no suporte de w! e uma
face esteja no suporte de z'. Assim, os tinicos possiveis valores nao nulos

ocorrem quando o = ght ou ¢ = hij. Calculamos:
<wl U zla [g)h77’]> = <w1a [97 h’]> ’ <Zl, [h’a 2’]> =11= 17

(w' Uz, [h,i,4]) = (W', [h,4]) - (2", [i, 5]) = =1 -0 = 0.
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Assim, w' U 2! = [g, h,|*. Agora, note que a orientacio de [g, h, 7] é horaria.
Portanto, em termos de nossos geradores padrao, a U 8 = A.

Um calculo similar mostra que:
<zl Uw', g, h,i]) =0-(-1)=0,

(Zluw',[h5,5])=1-1=1,
de tal forma que 2! Uw' = [h,1,j]*. Assim, BU o = —A.

Das propriedades do produto cup, temos a Ua = —(aUa) e fULS =
—(BU B). Visto que H*(T') nao possui elementos de ordem 2, segue que
aUa = pUB =0. Agora, da definigao de ¢ e do fato que m (T") = H,(T') =
HYT) = Z ® Z, segue que f*(a) = ma +nB e f*(8) = pa + gB. Como

aplicagoes continuas preservam produto cup, obtemos:
F(\) = FauB) = f(a)U f*(B) = (ma +nB) U (pa +qp) =

=mp(aUa)+mg(laUpB) +np(BUa) +ng(BUPB) =
=mgq(aU B) —np(aU B) = (mqg —np)(a U B) = (mqg — np)A.

Como

L(H) =) (~D*Tx(F|Hy(X, Q)),
k>0
temos que

L(f) = 1— (m+q) +mq —np

que pode ser interpretado como sendo

-1
det mn R
n q—1

Vamos supor que L(f) = 0. Entao, consideremos a aplicacio g : R? — R?
dada por
g(a,b) = (ma + pb+ €, na + ¢b)
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onde € é um numero irracional fixado.
Temos que g induz uma aplicagao g : T — T e que § é homotédpica a f.

De fato, considere o seguinte diagrama:

RZ_P .

P,k

R2-Z.T

onde g : T' — T é definida por g([a,b]) = [(ma + pb + €,na + gb)]. Sejam
[(a1,01)], [(ag,b2)] € T tais que [(a1,b1)] = [(a2,bs)]. Note que [(a1,b)] =
[(az,b2)] © a1 —ay € Z e by — by € Z. Temos:

9([(a1,b1)]) = [(may + pby + €, na; + gby)]

9([(az, b2)]) = [(maz + pba + €, naz + qby)]

may +pby + € —mag —pby —e=m- (a1 —az)+p-(by — b)) €Z
naj + gby —nag —gba =n - (a; —az) +q- (b — by) € Z.

Logo, g([(a1,01)]) = g([(ag, b2)]). Portanto, ¢ induz uma aplicacao g : T — T
Agora, considere F': R? x I — R? dada por

F((a,b),t) = (ma + pb + te, na + gb).

Temos que F' é continua, F((a,b),0) = f(a,b) = (ma + pb,na + ¢b) e
F((a,b),1) = g(a,b). Note que, assim como fizemos para g, podemos provar
que F'((a,b),t) induz uma aplicagao de T em T para todo t € I. Logo, existe
F:T x I — I induzida por F que é uma homotopia entre f e g.

Agora, vamos calcular o nimero de pontos fixos de g. Para isto, basta
resolver o sistema

ma + pb+ € = a mod Z

na+ qb = b mod Z
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ou

(m—1)a+pb=k; —¢, para algum k; € Z
na+ (g — 1)b = ks, para algum ks € Z

Como L(f) = 0, temos que as linhas da matriz

m—1 p
n q—1

sdo proporcionais. Sem perda de generalidade, vamos assumir que existe r

tal que
r-(n,g—1) = (m—1,p).

Certamente r é um numero racional. Logo

rna+ (g — 1)b =k

k] =& :’f’k’g,

o que é uma contradicao, pois € é irracional. Portanto, #Fix(g) = 0.
Segunda parte: Dada f com L(f) # 0, construiremos § homotépica a
f com |L(f)| pontos fixos.

Considere a transformacao linear g : R? — R? dada por
g(a,b) = (ma + pb,na + gb).

Vamos calcular os pontos fixos da aplicagao induzida g : 1" — T'.
Seja o sistema

ma + pb = a modZ
na + gb = b mod Z.
Assim,

(m —1)a+ pb = ky, para algum k; € Z
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na+ (¢ — 1)b = ky, para algum ky € Z.

Seja ¢ : R? — R? a transformacao linear dada pela matriz

m—1 P
n qg—1 .

Logo, uma solugao para o sistema acima nada mais é do que um elemento
de ¢~!(r,s), onde (r,s) € Z® Z. Além disso, duas solucdes (a1, b;) e (as, bs)

sao equivalentes se, e somente se, (a;,b;) = (ag, bg) + (7, 5). Logo,
(P(a1, bl) - (p((lz, b2) € (P(Z @ Z),

0o que mostra que o nimero de solugoes nao equivalentes é no maximo a
ordem do grupo quociente (Z @ Z)/(p(Z & Z)).

Como

da@»:dm<7n_l P )-—LU)¢0

n q—1
por hipétese, temos que ¢ : R? — R? é sobrejetora. Logo, o nimero de
solugoes nao equivalentes é exatamente a ordem de (Z ® Z)/(p(Z ® Z)).
Por um teorema de algebra, temos que este grupo tem ordem |det(p)| =
IL(f)]- Logo, g tem precisamente |L(f)| pontos fixos.
Terceira parte: Cada classe de Nielsen da fungao g acima tem apenas

um ponto fixo.
Seja p : R? — T o recobrimento universal. Se z, y € Fix(g) estdao na

mesma classe de Nielsen, entao existe um caminho 7 ligando z a y tal que

y~g-y rel{0,1}.

Seja ¥ um levantamento de ¢ que tem ponto inicial Z. Entao,

g-7—g(&)+2T
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¢ um levantamento de g -y com ponto inicial . Logo, devemos ter

(1) =9(3(1)) — 9(z) + 2
ou
(9 —id)(%(1) —z) =0.

Isto contradiz o fato de (g — id) ser injetora, a menos que (1) = Z, o que
implica & = y.

Quarta parte: Os pontos fixos de g tém o mesmo indice.

Sejam z, y € Fix(g) € hyy : T'— T o homeomorfismo que leva z em y,
dado pela equagao

hey(a) = yz 'a.

Consideremos uma vizinhanga aberta U de z tal que U N Fix(g) = {z} e
hey(U) NFix(g) = {y}. Entdo, temos

i({z}) = I(T,g,U) = I(T, gh;’; 0 hyy,U)
Z({y}) = I(T: g? hz,y(U))-
Pelo axioma da comutatividade, temos:

I(T, gh;’_}/hz,y, U) = I(T, hyyghy y, hay(U)).

z,y’

Mas
hayGhy () = yz~'g(zy~'a) = ya~'g(x)g(y) "' g(a) = g(a).

Logo, i({z}) = i({y}).
Portanto, |L(f)| = N(f) = MF[f].0

Corolério 2.4.8. Seja M = G/K € Ho. Para qualquer autoaplicagdo f :
M — M, existe uma aplicagdao f' ~ f tal que #Fiz f' = N(f). Mais ainda,

seyp' :G— M é a K-aplicagao correspondente a f', entdo:
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(i) toda classe de raizes I -Nielsen de ¢' é wma unica K-drbita Oy para

algum gK € Fiz f';
(i) toda classe de raiz ordindria de ' estd em uma tnica K-drbita.

Dem.: A primeira afirmacao é apenas um re-enunciado da proposigao 2.4.7.
Visto que toda classe de ponto fixo de f’ consiste de um tnico ponto, a
proposicao 2.3.2 afirma que uma classe K-Nielsen de ¢’ contém apenas uma
K-6rbita de raizes. A afirmagao (ii) segue do fato que equivaléncia de raiz

de Nielsen implica equivaléncia de raiz K-Nielsen.[]

2.5 Reciproca do teorema do ponto fixo de

Lefschetz

Nessa segao, mostramos que a reciproca do teorema do ponto fixo de Lefschetz
vale para M = G/K € Hy. No caso quando K é finito, deduzimos uma,
férmula simples relacionando o nimero de Lefschetz L( f) e o grau topoldgico

de .

Teorema 2.5.1. Seja M = G/K € Hy. Para qualquer autoaplicagao f :
M — M, sevy, v € N(f), entio ind(f,v) =0 se, e somente se, ind(f,v') =
0, e L(f) = 0 implica N(f) = 0. Mais ainda, se p : G — M é a K-aplicagao

correspondente, entao

Lf)== > wk(p,0y).

04Tk

Dem.: Pelo corolario 2.4.8, podemos assumir sem perda de generalidade que
#Fixf = N(f). Seja O, € f‘g uma classe de raizes I{-Nielsen de . Note
que O, consiste de uma uniao disjunta de classes de raizes (ordinérias) de ¢,

e cada uma dessas ¢ uma uniao disjunta I_IOZ.
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Considere o seguinte diagrama comutativo:

G E M
(G,G - K) u (M, M — eK)
0.‘1 9—9
G,G-0 £ M, M — gK
g9
(V,V — Oy) ~ (V,V - gK)
(1) (£.1)

G x (M,M —eK) 2> M <" (M x M,M x M — A)

Visto que wi(p, 0}) = wi(p,0)) para 1 < 4,5 < m, pelo lema 2.3.6,

temos:

ind(f, gK) =~k (¢, Oy). (2.1)

Se ind(f,gK) = 0, entdo a classe de ponto fixo g é nao essencial e
portanto pode ser removida localmente via uma homotopia de f. Isso implica
que O, pode ser removida equivariantemente via uma K-homotopia de ¢.
Visto que O, consiste de classes de raizes ordinérias de ¢, concluimos pelo
teorema 2.2.2 que todas as classes de raizes (ordindrias) de ¢.devem ser nao
essenciais. Logo, w(p,8) = 0 para todas as classes de raizes de ¢. Seja
g K € Fixf com ¢ K # gK. Pelo corolario 2.4.8, podemos encontrar uma
classe de raizes ordinéria  de ¢ contida na K-érbita Oy. Se ind(f, ¢’K’) # 0,
entao, pela comutatividade do diagrama acima e o fato que p, é nao nulo, a
linha da esquerda do diagrama junto com ® induz um homomorfismo nao nulo
no n-ésimo nivel de homologia (segue o raciocinio da demonstracao do lema
2.3.6). Em particular, o indice de raiz w(p, Oy) seria nao nulo (seguindo

o raciocinio da demonstragdo da proposicao 2.3.7). Segue da propriedade
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aditiva do indice de raiz e do teorema 2.2.2 que w(¢p, 8) # 0 para qualquer
B C Oy Isso contradiz o fato de que todas as classes de raizes de ¢ sao nao
essenciais. Logo, ind(f, ¢'K) = 0.

Escolha um gerador p € H,(G) tal que p.(u) # 0 e seja a C Oy uma

classe de raizes de . Note que, pela propriedade aditiva do indice de raiz,

w(p, a)(1) = w(p, Op) - #C()

w(p, B) (1) = w(p,Oy) - #C(B),

onde #C(7) denota o niimero de componentes conexas de . Visto que, pelo

teorema 2.2.2, w(yp, a)(p) = w(yp, B)(1), segue que

w(ip, Og) (1) - w(p, Og) () > 0.

A partir dessa informagdo, vamos mostrar que ind(f, ¢K) - ind(f,¢'K) > 0.
Dai, concluimos que as classes de ponto fixo de Nielsen de f ou sao todas nao
essenciais ou sao todas essenciais com indice de ponto fixo de mesmo sinal.

Observe o seguinte diagrama:

H,(G)
lj’
W66 =K
H.(G,G - O}) H,(G,G —O})
Ho(Vi, Vi — Ho(V/,V{ — O)
(M, M — eK)



Temos:
w(p, Og) (1) = (p. 03,1 00y, 0 7.)(1n)

w(p, OL) (1) = (p. 027 06y, 0 5.) ().

Observe também o diagrama. abaixo:

Ho(K,)
TD
H*(K)
lA
GG — Ky)
H,(G,G — 0O}) 2(G,G—0})
H, (Wi, Vi — H,(V},V{ - OL)

\/

n(M, M — eK)

B

H, (M)

Temos:

(pe0i; 00, 0 Ao D7) () = wi(w, O) - 3u(1enr)
(o0t 08y 0 Ao D7) () = wi(p, O) - ju(par)-

Suponha que wgk (¢, (9;) - wi (e, (’);,) <0 e seja g, o gerador de H,(G,G —
K;). Dali, obtemos:

wK((p7 O ) wK(W) ) <0= ( 99*)(/1'G1) : (,L-;—l © Hgi)(ﬁl‘Gl) <0=

= (i, 00,,)(G:(1) - (17 00g) (G2 (1)) < 0= wlep, Og) (1) - w(p, Op) () <
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Logo, wi(p, Oy) - wi (v, O)) > 0, o que implica, pelo lema 2.3.6,
ind(f, gK) -ind(f,¢'K) > 0.

Assim, as classes de ponto fixo de Nielsen de f ou sao todas nao essenciais
ou sao todas essenciais com indice de ponto fixo de mesmo sinal. Segue que
L(f) = 0 implica N(f) =0, e de (2.1) que:

= w0 = Y cuk(p,0) = Y ind(f,gK) = L(f) D

m = - 4
OgeTk 0gelk gk eFixy

Observacao 2.5.2. Na demonstragio do teorema 2.5.1, se o subgrupo K é
conezo, entao cada classe K-Nielsen de ¢ € uma classe de raizes ordindria.
Seque que as classes de ponto fixo de Nielsen de f tém o mesmo indice de

ponto fixo.

O teorema a seguir é a reciproca do teorema do ponto fixo de Lefschetz

para espacos homogéneos M € H,.

Teorema 2.5.3. (Reciproca do Teorema de Lefschetz) Seja M € Hy. Para
qualquer f : M — M, se L(f) = 0, entdo f é homotdpica a uma aplicagio
livre de pontos fizos.

Dem.: Isso segue diretamente do teorema 2.5.1 e do corolario 2.4.8.00

Em contraste a desigualdade N(f) > |L(f)| para autoaplicagoes de va-
riedades soliveis compactas (espagos homogéneos de grupos de Lie soliveis)

[Mc], obtemos, como uma consequéncia do teorema 2.5.1, o seguinte:

Corolario 2.5.4. Suponha que M € Hy. Para qualquer autoaplicagao f :
M — M, N(f) <|L(f)|-
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Dem.: Sem perda de generalidade, podemos assumir que N(f) = #Fixf.

Visto que os indices das classes de ponto fixo de f tém o mesmo sinal, temos:
IL(HI= > lind(f,gK)| > #Fixf = N(f).0
gkelFixs

Observagao 2.5.5. Pelo coroldrio 2.5.4, toda autoaplicagao f é homotdpica
a uma aplicacio f' com #Fizf' = N(f) < |L(f)|. De fato, a desigualdade
pode ser estrita. Por exemplo, tome uma autoaplicacdo f do espago projetivo
real RP?"~1 = SO(2n)/O(2n — 1) de tal forma que

fe: Hyp 1(RP™1Q) — Hap 1 (RP™ Q)

é multiplicagao por m € Z — {—1,0,1,2,3}. Entao, L(f) = 1 — m, mas
N(f) <2.

Em [D], H. Duan obteve a interessante férmula a seguir

L(f) = degpy

para autoaplicacées f : G — G de um grupo de Lie compacto e conexo G,
onde 117(g) = g7 ' f(g) e deg denota o grau topoldgico. Essa férmula pode ser
generalizada como segue no caso em que K é finito.

Seja O, uma 6rbita de raizes isolada de ¢. Entao, O consiste de |K|

pontos. Temos:

Ho(G)

glj*

Ho(e) <2~ H*(e) —A— H,(G, G — ) —=— H,(G,G — g)

o
gT

Ho(M, M — eK) <2~ H,(V,,V, — 9)

Assim, utilizando as definigoes e o Teorema 2.2.2, segue que wk(p,Oy) =

|K| - wk(p,g9) = |K|-@(p,g), onde @(p, g) = w(p, g)(ic) é o indice de raiz
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ordindrio (numérico) de g. Como um corolario do teorema 2.5.1, obtemos o

seguinte:

Corolario 2.5.6. Suponha que M = G/K, onde G é um grupo de Lie com-
pacto e conezxo e K é um subgrupo finito de ordem |K|. Entdo, para qualquer

autoaplicagao f: M — M,

|K| - L(f) = degep,

onde ¢ : G — M é a K-aplicagio correspondente e degy denota o grau
topolégico de .
Dem.: O exemplo 2.4.6 mostra que M € Hg. Pelo corolario 5 de [B1],

> (e, g) = degep,

9

mas

daleg)= Y 1K a@(e,9) = Y wilp,Op) =|K]|-L(f),

9 OyeTk 04Tk

em que a ultima igualdade segue do teorema 2.5.1.0J

2.6 Classes de Reidemeister equivariantes

A seguir, mostramos que N (f) = R(f) quando L(f) # 0. Visto que o niimero
de Reidemeister é o nimero de classes de ponto fixo (incluindo as vazias) no
sentido de levantamentos para o recobrimento universal, precisamos desen-
volver os conceitos de classes de raizes e depois de classes de érbitas de raizes
equivariantes via a visao por espagos de recobrimento. Primeiro vamos re-
visar a situacao nao equivariante.

Sejam £ : X — Y uma aplicacao entre variedades compactas e conexas e

a €Y. Denote por ny : X Xe Ny : Y — Y as aplicacoes de recobrimento

54



universal de X e Y, respectivamente. Escolha pontos base xg € X, g €
X (z0), o = &(0), Yo € Ny (o). Seja € o levantamento de ¢ tal que
£(%o) = 9o. Denote por Cov(nx) e Cov(ny) os grupos de transformagcoes de
recobrimento de 7x e 7y, isto é, Cov(ny) = {a : X = X|nx o a = 7x}
e Cov(ny) = {8 :Y —= Y|gy o 8 = ny}. Vamos identifici-los com seus
respectivos grupos fundamentais m; (X) e m;(Y). Para qualquer levantamento
€ de &, £ = BE para algum B € Cov(ny) ([J2,1.1.2.iv]). Para qualquer a €
Cov(nx), existe um tnico Z(a) € Cov(ny) tal que fa = Z(a)€ ([J2,11.1.1]).
Assim, = : m(X) — m(Y) é um homomorfismo de grupos e m(X) age sobre
m(Y) via

o= B(0)! (2.2)
onde 0 € m(X), B € m(Y). Portanto, essa acao define uma relagao de
equivaléncia sobre o conjunto dos levantamentos de £ como segue. Dois
levantamentos ﬁlg e 525 sdo equivalentes se, e somente se, 8, = $;=(0)7!
para algum ¢ € Cov(nx). Em outras palavras, eles sdo equivalentes se, e
somente se, (1) = (B2), onde (B) é a érbita de S sob a agao de 2.2. Sejam [,B{f]
a classe de equivaléncia do levantamento B¢ e R(BE) = {z € X|BE(z) = a}.
O conjunto de classes de raizes de Reidemeister de £ é A, = {U,\R(ﬁé)]ﬁ €

Cov(ny)}.

Proposicao 2.6.1. nyR(BE) = nxR(B'E) se, e somente se, [BE] = [B'€).
Dem.: Suponha [8€] = [#'€]. Entéo, 8/ = BZ(0) " para algum o € Cov(ny).
Sejam z € nxR(B'E) e Z € R(B'E) tal que nx (&) = z. Entdo, E(Z) = a =
BE(0)1E(Z) = BE(01%). Isso implica 0~'% € R(BE). Como o~ € Cov(ny),
segue que 7x(07'%) = (1x 0 07')(&) = nx(%) = 2. Logo, = € nxR(BE).
Assim, nxR(B'€) € nxR(BE).

Agora, note que 8 = f'Z(0) e sejam y € nxR(BE) e g € R(BE) tal que
ny(§) = y. Entdo, BE(G) = a = B'E(0)é(H) = B'E(o7). Isso implica o €
R(B'€). Como o € Cov(ny), segue que nx(07) = (ny o 0)(§) = nx(#) = v.
Logo, y € nxR(BE). Assim, nxR(BE) € nxR(B'E).
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Portanto, nxR(B¢) = nxR(B'E).

Suponha agora que nxR(BE) = nxR(FE). Seja &.€ R(BE) tal que
nx(Z) = z € nxR(BE) = nxR(F€). Entdo, existe & € R(F€) tal que
nx(&') = z. Seja o € Cov(nx) tal que o(z) = Z’. Entao:

BE(E) = & = BEF) = BE(0) = BE(0)E(3)-
Logo, 8 = B'Z(0), ou seja, B = B=(0)7!, com o € Cov(ny). Portanto,
6€] = [8€).0

Agora temos uma correspondéncia um a um entre {[B¢]}, {(8)} e
{nxR(BE)} e, portanto, R(£,a) = #{(B)} = #CokerZ.

Retornamos agora a nossa situacao de uma aplicagao K-equivariante
¢ : G — M. Seja ¢ : G — M um levantamento de ¢. Definimos as
classes de drbitas de raizes I{-Reidemeister como os conjuntos K-invariantes
KneR(Bp), B € m(M). Para incorporar as K-agdes sobre G e sobre M,

consideramos os seguintes grupos de extensao cobrindo as K-acoes. Sejam:
I'c = {7 € Homeo(G)|ne¥ = yng, para algum v € K};

L'y = {7 € Homeo(M)|ny7 = ynar, para algum v € K}.

Assim, temos as seguintes sequéncias exatas de grupos:

1——m(G) = Cov(ng) % Ty 1

1 ——>m(M) = Cov(nmy) 2sTpy 2o K — 1,

onde ig(a) = a e je(7) = 7, onde ng7y = yne; analogamente definimos i), e

Jar- Temos:
a € Cov(ng) = nea = ng = eng = jelic(a)) = je(a) =e=
= Im(ig) C Ker(jg),
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7 € Ker(jg) = jo(7) = e = 16y = eng = 7 € Cov(ne) = Im(ig) =
= Ker(je) C Im(ig).

Logo, Ker(jg) = Im(ig) e a primeira sequéncia é exata. Analogamente,
Ker(ja) = Im(ipr) e a segunda sequéncia é exata.

Por simplicidade, supomos @(e) = eK, de modo que f(eK) = eK. Es-
colha pontos base & € n;'(e), eK € M (eK) e levantamentos ¢ : G — M,
p: G — ]\7[, f ‘M Med:GxM— M de w, p, f e ®, respectivamente,
de tal forma que @(é) = eK, p(é) = ek, fleK) = ek e B(g,eK) = eK.

Considere os seguintes diagramas:

a2,

of

M—M
anr

G-c. ¢

M—M
1ar
M 2o M

s

M—M
1n

onde 6¢ : G — G é dada por ag(g9) =Go0g =g ', 6y : M — M é dada
por oy (gK) = (69)K e 6 € K. Note que eles sao comutativos:

(podc)(g) = (c(9) =@ og)=w(gs ") = (9 ") " flgo 'K) =

=59 ' f(gK) = ap(g9) = (G 0 9)(9)

(podc)(g) =plgs™") =95 'K = gK = p(g) = (1m op)(9)
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Dai, por [J2,II1.1.5], dados levantamentos o de g, ¢ de p e p de p, existem
unicos levantamentos U(o) de ) e €(o) de 1y, ou seja, ¥(o) € Ty e

(o) € Cov(mar), tais que os diagramas a seguir comutam

=
=

(o)
ou seja, po = V(o)p e po = e(o)p. Agora, novamente por [J2,II1.1.5], dados
levantamentos f de f e e(o) de 1y, existe um tnico levantamento Q(e(o))

de 1y, ou seja, 2(e(a)) € Cov(nar), tal que o diagrama a seguir comuta

M LUL M

il

M —— M
M o

ou seja, fe(o) = Q(e(0))f. Temos que ¥ : I — Ty, € : Tg — m(M) e
Q:m(M) — m (M) sao homomorfismos de grupos. Visto que v x eK = eK
para todo vy € K, existe um tnico elemento 7(y) € 'y tal que T('y)(eff( )=
eK e 7(7) cobre . Em particular, se 7 = e, entao 7(y) = 1;,. Assim, '
age sobre 1 (M) via

o p=1(c)B¥(o)7", (2.3)
onde 0 € I', @ € K é coberto por o e § € m(M). Note que 7(d) cobre &
e que o cobre g, dai, como V(o) é tinico no sentido que o = ¥(0)p, V(o)

cobre . Logo:
nuT(3)BY(0) " = anuBY (o) =nu (o) =66 "na =N
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e a agdo 2.3 é de fato de I'g sobre m (M). Quando o € m(G), a agdo 2.3 se
reduz & agao 2.2 de m (G) sobre m; (M) (pois nesse caso & = e € K). Denote -

por (), a érbita de B sob a acao dada por 2.3. Note que
(B1) i = (Ba) ¢ & Bo = T(7)1¥(0) 7", para algum o € I'(G)

& Bop = T1(3)B1 ¥ (o).
Segue, como na proposicao 2.6.1, que KneR(B1p) = KneR(B2p) se, e so-
mente se, (81) , = (Ba) -

Sejam AY = {KncR(Bp)} e R(f) = {nuFix(Bf)} as classes de Grbitas
de raizes K-Reidemeister de ¢ e as classes (de ponto fixo) de Reidemeister de
f. Lembremos que existe uma bijecao entre f'g e N(f). Sabemos também
que existe uma inje¢ao de N'(f) em R(f). Do lema 2.6.2 abaixo, temos que

existe uma bijecao entre Ag e R(f). Assim, temos o seguinte diagrama:

T 2 N (f)

s

Ay ——TR(f)

® " bij.
de onde concluimos que existe uma fungao injetiva de f‘g em A{p( . Para
qualquer B € m (M), denote por (B); a classe de equivaléncia definida pela
relagao:
B ~Bef =afa),

para algum o € m(M). E bem sabido (por exemplo, [J2,I1.1.7]) que a
correspondéncia 7y Fix(8f) — (B); é bijetiva. O ntimero de Reidemeister
R(f) é definido como o nimero de classes de equivaléncia {(8)s} ou equi-

valentemente, o nimero de érbitas da agao de m (M) sobre m; (M) dada por
a-B+ afQ(a)t

Lema 2.6.2. A aplicacio ¢ : A — R(f) dada por KngR(Bp)
nu Fiz(Bf) é uma bijecao.
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Dem.: E suficiente mostrar que para quaisquer By, B2 € m (M), (B1), =
(B2) ¢ se, e somente se, (B1); = (B2). Primeiro note que a relagao entre ¢ e

f é dada por fop = ®(1,¢). Considere os seguintes diagramas comutativos:

G—" o1 £ M

1s 11(1
hes = 3| &
GUB2) & o g 20X

o1 i e(o=1))
é G x M M

T

1 Iy

G—" w1 ! M

1

G P2 B G 2T

a*ll l£ - 19(6(0“‘))

= ~ 1 _ = 2 dq -1 ol
G i G 2D |

onde £ = BU (o187, 12(Z) = (,%) e 1,-1(Z) = (67'¢,%) de tal forma que
ig1 0 W(o™) cobre (671,671, onde (671,671) : M — G x M é dada por
(7o )(9gK) = (67 oe,67(gK)) = (ed,5 (g9K)) = (7,671 (gK)). De
fato, W(o)™" cobre 3! : M — M dada por 3~ (gK) = (67'¢)K e i,—1 cobre
a aplicagao i1 : M — G x M dada por i;-1(gK) = (7,9K). Como iz-1 o
7' = (a71,57"), segue que 7,10 ¥(o!) cobre (67!,51). Assim, ®o0i, 10
W(o~1) € Cov(n), pois ® cobre d e ®o (571,57 )(gK) = ®(5,5 (gK)) =
55 (gK) = gI, ou seja, D o iyg-1 0 U(o~1) cobre e. Mostremos que de fato

os diagramas sao comutativos:
(foD)(@) = f(B(e)) = f(eK) = eK = B(,eK) = (1 x 7)(&, feK) =
=[@(1x ") o (1,85)](€)

(07" x &) o (1,89)](8) = (07" x E)[(1, 88)(&)] = (07 x £)(&, BeK) =
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= (076, BU (07" )eK) = (o7&, BU(c ) 3(E)) = (07 '¢, Bpo &) =

= (LBR)le™"(&)] = [(1,8p) o 0] (e)

[Qe(0™)) 0 B(1 x B7V)](E, BeK) = Qe(07)) 0 B(, eK) = Qe(0™))(eK) =

= Qe(0™))(f(eK)) = fe(o™")(eK) = fe(o™)(B(&)) = fop(o'e) =

'(€)) = ®(o7"e, U(o)p(e)) =
o )eK) =

= ®(1,)(07'6) = (07 '¢, g0~
=B(07'e, U(o7)(eK)) = B(1 x B1) (07, BY(
= [@1 x B 0 (07" x £)](é, BeK)

(€ 0 B@) (&) = E(BH(E)) = £(BeK) = BU(07")(eK) = BU(0™")@(E) =
= (Bp oo ) (@)

[Qelo™)) 0 D(1 x ) 0 i5)(BeK) = Q(e(o1)) 0 B(1 x B71)(&, BeK) =

Qe(o™)) 0 B(E,eK) = Qe(o))(eK) = N)f(eK) =

Qe(o™
fe(o™)(eK) = fe(o™)p(E) = [o (o™ e) = (1, ¢)(08) =
1)eK):

I

Il

(a 1g,p071(€)) = B(07'¢, U(07")p(&)) = B(07'E, U(o
B(1 x fY) 0ip1(BU(07Y)eK) =

reu

1x BN te B (0 )eK) =
— @1 x B Yo g1 © f](ﬁeK)

Note que 7y é um levantamento de 35 : M — G x M dado por i9(gK) =
(e,9K). Logo, (1 x B71)iy também é um levantamento de i5. Além disso,

® é um levantamento de ®. Dai, ® o (1 x 87!)i; é um levantamento de
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® oy = 1p. Logo, @(1 X ﬂ_l)i; cobre ® o4y = 1;;, e manda B(;VK em (;I\%,

daf segue que ®(1 x f)i, = 1. O segundo diagrama implica que

Qe(o™))B™" = B(1 x f)ig-1€ (24)

Ue(o™)) = (1 x B)ig1BU(c™"). (2.5)

Note que a restricao (i)lc'x (eky ¢ um levantamento de Plexiexy = PO
Prilex{eky, que por sua vez é coberto por ﬁoﬁléx{ﬁ(}’ onde pr; : Gx M —
M e pr,: G x M — G sao as projecoes sobre o primeiro fator. Visto que
(6, eK) = eK = po pr(é eK), temos (i)lc':x{él?} = P © Prilgy oy como

levantamentos. Segue que:
() 0 ® 0i1(eK) = (0) 0 D071, eK) = e(0) 0 0 (0712, eK) =
= c(0) 0 f(07'e) = poo(€) = (e) = ek
Por definicao, 7(6)(67/() =eK e 7(5) cobre . Também, €(c) cobre 1,;, ®

cobre ® € i,1 cobre iz-1, € como 1y 0Poiz-1(gK) = 1),09(5,9K) = 5(gK),

segue que €(o) o P o ig—1 cobre 7. Por unicidade de levantamentos,
7(7) = €(0) 0 D 01y, (2.6)

Agora, note que f®(1 x B7') cobre ®. Dai, como S®(1 x ﬁ_lﬁg(e,[v() =
BB (eK) = eK = &ﬁz(e’\f(), segue que

Bd(1 x B1) = d. 1)
Portanto, de 2.5, 2.6 e 2.7, obtemos:
(@)Y (0c™") = e(0) 0 B 018U (07 !) =

=¢(0) 0 fB(1 x B7Y) 011 8T (c7Y) = €(0)BQUe(0™)).
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Isso mostra que a aplicagao ( estda bem-definida.

Note que a aplicagao p é uma fibragao (pois p é uma fibra¢ao) e dai uma
sobrejegao. Para qualquer v € Cov(ny), nuYp = NMup = pe = pone =
pco = nupo, logo existe algum o € T'g tal que po = yp e assim v = €(0).
Se (B')5 = (B)y, entao B’ = vBQ(y~'), para algum «y € m(M). Portanto,

B =B ") = e(0)BUe(0™)) = T(5)BL(0 ),

pelo cédlculo anterior. Isso significa que (8)f = (B);y = (B = (B)k-
Agora, se (B'), = (B)y, entdao f' = 7(5)B¥(c™"), para algum o € T'g.
Portanto, 8/ = 7(5)B8¥(c7!) = €(0)BQ(e(c™")) pelo célculo anterior. Como
€ :Tg = m(M)eQ:m(M)— m(M), segue que 8 = v8Q(y!), para
algum y € m(M). Isso significa que ('), = (B)x = (B8')s = (B).

Portanto, (8')f = (B)s se, e somente se, (B'),, = (B); e a aplicacao
¢: AY — R(f) dada por KngR(Bp) nuFix(Bf) é uma bijecao.0]

O préximo resultado nos permite calcular o nimero de Nielsen algebrica-

mente.

Teorema 2.6.3. Seja M € Hy. Para qualquer autoaplicacio f : M — M,
se L(f) # 0, entao N(f) = R(f).

Dem.: Da demonstracio do teorema 2.5.1, L(f) # 0 implica que
wi (¢, Og) # 0 para qualquer O, € f‘g e, pelo teorema 2.2.2, todas as classes
de raizes de Reidemeister em A, sao essenciais, isto é, nao hé classes de
raizes de Reidemeister vazias. Note que a funcao A, — Ag que manda
ncR(Bp) em KngR(Bp) é sobrejetora. Segue que wi(p, KngR(Bp)) # 0
para toda classe de raizes K-Reidemeister KncR(8¢), pois se duas raizes
sdo K-Nielsen equivalentes, entao pertencem a mesma classe de dorbitas de
raizes K-Reidemeister, o que implica que KneR(Bp) = LO,, e do teorema
2.5.1 sabemos que wk(p,O,) tém o mesmo sinal, para qualquer O, € r f;f .

Pelo lema 2.6.2, como ( é bijecdo, wgk(p, KneR(Bp)) # 0 implica que
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ind(f, nuFix(Bf)) # 0, e pelo teorema 2.5.1 temos que ind(f,7) = 0 se,
e somente se, ind(f,v") = 0. Portanto, toda classe de ponto fixo de Reide-
meister (8); é essencial e dai N(f) = R(f).0

Exemplo 2.6.4. O teorema 2.6.3 nos permite calcular o nimero de Nielsen
N(f) e assim o nimero minimo de pontos fizos MF[f] calculando R(f).
Suponha que M € Hy tem grupo fundamental w. Seja k : m — m™ 0 homo-
morfismo induzido por f sobre o grupo fundamental. E bem sabido que se
é abeliano, ou, mais geralmente, se r € eventualmente comutativo, entdo
R(f) = #Coker(1 — ka), onde ko € o homomorfismo induzido sobre a
abelianizacao w/(m,n1| (vide, por exemplo, [J2,I1.2.5]). Mais ainda, se © €

finito, entdao R(f) é igual ao mimero de classes de conjugagio (w) em 7 tal
que (k(w)) = (w) (vide [FeHi)).

Observacao 2.6.5. Considere a aplicacao identidade 15, sobre o nao ori-

entdvel espago projetivo real de dimensao par
M =RP™ ~ SO(2n +1)/0(2n).
Como x(RP?) # 0, entdo N(1,) = 1. Considere o sequinte diagrama:

Szn 5211

)

R P2n >R P2n
1ar

onde n : S*™ — RP? é o recobrimento universal de RP?. Como [z] € RP?™
vem de dois pontos de S™ (v e —x), sabemos que ezistem pelo menos dois
levantamentos para 1y, a saber, 1gon e A, onde A : S — S?" é a aplicacao
antipoda. Note que para v : S™ — S?* ser um levantamento de 1y, deve

satisfazer a condigdo ny = 1. Seja x € S*. Temos:

ny(z) = [v(z)] = {v(z), —(z)}
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n(z) = {z, —z}
ny(z) = n(z) & v(z) = L.
Logo, 1s2n € A sdo os tunicos levantamentos de 1,;. Agora, note que Ao
lgzn 0 A7 = 1g2 e lgmn 0 Ao 153, = A, de tal forma que 1g2n e A estio em
classes diferentes. Portanto, R(1)) = 2. Note que p. : Hyp1(SO(2n+1)) —
Hopi1 (M) € nulo, pois Hyp1 (M) =0 e M € nao orientdvel, e dai M ¢ H,.

Combinando o corolédrio 2.4.8 e o teorema 2.6.3 obtemos o seguinte:

Teorema 2.6.6. Seja M € Hy. Entdo, M é do tipo Jiang (isto é, L(f) =
0= N(f)=0¢eL(f) # 0= N(f) = R(f) para toda autoaplicagio f de
M), e a reciproca do teorema do ponto fizo de Lefschetz vale para todas as

autoaplicacoes de M.

Observagao 2.6.7. Devemos apontar que se M = G/K, onde G é um grupo
de Lie compacto, conexo e simplesmente conezo, e K é um subgrupo finito,
entdo o teorema 2.6.6 seque de [J2,I1.5.6], visto que por [Ar] (pdgina 100,
teorema 5.18), m(M) = K, e K age trivialmente sobre a homologia racional
de G.

Observacao 2.6.8. (Espagos de Jiang Cldssicos) Seja M = L2* um espago
de lentes generalizado com p primo e f : M — M wuma autoaplicagao.
Usando o exemplo 2.4.5, podemos escrever M = G/K e K tem p compo-
nentes conezxas. Visto que |m(M)| = p € primo, R(f) = #Coker(1 — k) e
#Coker(1 — k) dwide |m(M)|, seque que existem 1 ou p classes de raizes.
Na demonstragao do teorema 2.5.1, pode-se ver que se f tem mais do que
uma classe de Nielsen essencial, entao f tem exatamente p tais classes, e
nesse caso, como R(f) = N(f), toda classe de raizes K -Nielsen de ¢ contém
ezatamente uma classe de raizes ordindria. Isso implica que os indices de

ponto fizo das classes de ponto fizo de Nielsen de f sdo iguais. Assim, junto
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com o teorema 2.6.6, temos que para as autoaplicacoes dos espacos de lentes

generalizados valem:
(i) todas as classes de ponto fizo de f tém o mesmo indice de ponto fizo;
(1) L(f) =0= N(f) =0;

(iir) L(f) # 0= N(f) = R(f)

Para espagos homogéneos da forma M = G /Gy com Gy conezo, o teorema
2.6.6 e a observagao 2.5.2 mostram que as condigées (i), (i) e (ii1) valem
para M dado que M € Hy.

A classe Hp contém muitos espagos do tipo Jiang que nao estavam previ-
amente classificados, pois nem o trabalho de Jiang [J1], [J2] nem o de Fadell

e Husseini [FH]| se aplicam a espagos com grupo fundamental infinito e nao

abeliano.

Exemplo 2.6.9. Sejam G = S' x SO(3) e K = {1} x As. Entio, G/K =~
[STx.SO(3)]/As, cujo grupo fundamental é Zx Icos, onde Icos denota o grupo
icosaedral bindrio de ordem 120 (o grupo fundamental da 3-esfera de homolo-
gia de Poincaré). Do exemplo 2.4.6 e do teorema 2.6.6, seque que G/K € do
tipo Jiang. Mas G|/K nao é um espago de Jiang, pois seu grupo fundamental
nao € abeliano, visto que As € nao abeliano. Por outro lado, visto que G/ K

tem grupo fundamental infinito, nem [FH,6.38] nem [J2,I1.5.6] se aplicam.
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