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Resumo

Neste trabalho, usaremos a teoria de perturbação de fronteira, desenvolvida por Hellry em l61,
pala investigar a situação genérica dos autovalores para os seguintes problemas elípticos, no conjunto

das regiões I'egulates e simétricas: o Laplaciano com condição de fronteira. de Dirichlet ou Neulnann

e o Bilaplaciano com condição de fronteira de Dirichlet.

Palavras-chave: Laplaciallo, condição dc Diticlllet, condição de Neunitt-nlt, Bilaplttciano, autoval-

ores, regiões silnétiicas, peitui'bação de ílonteira



Abstract

In this work, we use the boundary peitulbation theory, developed by Henry l61, to investigate
the generic situation of the eigenvalues for the followiílg elliptic problema, in the set of regulam and

symmetric iegiol\s:the Laplacian with Dirichlet or Neunlal)n boundary condition and the Bilaplacian

with Dirichlet boundary condition.

Keywords: Laplacian,Dirichlet boundaty condition, Neui)la.nn bounda.ry condition, Bilaplacian,

eigenvalues, syntmetiic regions, boundary perturbation
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Capítulo l

Introdução

A teoria de peituibação de fronteira (ou domínios de definição) palit EDPs foi e continua sendo
desenvolvida, em vários aspectos, poi muitos autores entre os quais destacamos, J. Hadamard l51,

J.W.S. Rayleigh j211, B. Rousselet 1231, D. B. Henry l61, Sokolowski e P. Zolézio 1261, J. Simon

1251,P.D.Lalnberti jlll. Podemos citar também os trabalhos de A. h/l. Micheletti j13j, j141, Saut e

Teman 1241 , nos quais propriedades genéricas, com relação a perturbação do domínio, de soluções de

problemas de valor de contorno não linear e simplicidade de autovalores foram tratados.

Em l61, llenry desenvolveu uma espécie de cálculo diferencial onde a variável independente é
o domínio de definição da equação diferencial. Com isso pode-se utilizei teoremas clássicos tais

como Teo[en[a da Função Intplícita e o Método de Lyapunov-Schniit. Neste ]nesino trabalho, Henry

detnonstrou uma versão generalizada do Teorema da 'lYansveisalidade de Thoin e, como aplicação,

obteve outros resultados dc genericidadc de soluções de equações elípticas com várias condições de
fronteira.

Pi-opriedades genéricas dos autovalores e autofunções para problemais elípticos foram investigados

por vários a.utores. Entre outros podemos citei Henry l61, A.L.Pereira j161, j17j , j181, M.C.Pereila j181 ,

Drisco11 l41, Tanikawa 1271, Micheletti j141, Uhlenbeck 1281. Os trabalhos de A.L.Peneira j161, j171, j181,

M.C.Pereiia j181, j191, Drisco11 l41 e Tanikawa 1271 tratam mais especificamente da situação genérica

dos autovdores de alguns problemas elípticos em legiões com simetria.

Existem na literatura pelo menos duas abordagens para estudar o problema de simplicidade

genérica de autovalores de problemas elípticos: um deles é utilizar as expressões da derivada dos au-
tovalores eln função do domínio de definição da equação e o outro é utilizar o Teorema da TYansveisali-

dade. O primeiro foi utilizado, por exemplo, por Henry l61 , Drisco11 l41, Tanikawa l27), À'licheletti j141 l

l
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ja o segundo por A.L.Pereira j161, [171, j18j, lvl.C.Pereira j181,Uhlenbeck ]281.

A. L. Peneira j161, j18j e M. C. Pereira j191, j181 utilizaram a teoria desenvolvida por Henry em l61

para demonstrar propriedades de genericidade dos autovalores eln dontínios com simetria, tanto para
o Laplaciano cona condição de fronteira de Dirichlet como para o Bilaplaciano e, nestas situações, o

Teorema da 'ltansveisalidade generalizado de Henry foi utilizado.

Nest.c t.rabalho, consideraremos o problema de simplicidade genérica em legiões simétricas para os

seguintes pioblelnas elípicos: problema de Laplace com condição de fronteira de Dirichlet e Neumann

e Bilaplaciano com condição de Dirichlet. O caso do problema de Laplace com condição de Dirichlet,

mesmo já tendo sido vastanlente estudado anteriormente, será revisitado aqui, pois algumas questões

ainda permanecem não resolvidas. Nlais adiante citaremos os avanços realizados neste trabalho pala

o problema de simplicidade genérica dos autovaloies destes problemas

Tntroduziremos nas próximas seções algumas notações e conceitos, deixando mais claro o problema

proposto e o método que utilizarelTlos para resolvo-lo.

1.1 Considerações Preliminares

l.l.l Perturbação de fronteira

Seja Q um aberto do R" com fronteira C" regular. Uma perturbação C" regular de Q é dada

por nh ' h(Q), onde h é uma ap]icação C"'-regular de n ein ]R" tal que h é injetiva e ldeth'(]ç)l é
limitado em n. Assim, deflnilllos o conjxinto das O'"-perturbações como

Di.FJ' (Ç\) {/l C a"(Q, R")/h é injet.iva e ldet/I'(z)l é lilltitado em Q}

Considere os operadores diferenciais foiinais definidos em C"'(n) e C"'(aQ) respectivamente e

dados por

Fn(u)(z) = /(z, Lu(z)),z € Q

Bl2(«)(:«) , z,u(z), À4rNn(z)), z c aQ

onde Z, &/ são operadores diferenciais com coeficientes constantes; / e b são funções cujo número de

variáveis é compatível com os operadores L e .R4; Arn é o campo normal unitário exterior el-n aQ.

Um dos objetivos da teoria de perturbação de fronteira é estudar' o comportamento das soluções do
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problema:

J Fh0 (u)(z) Z.u(z))

l -Bh(o)(u)(z) (z),M]Vüw)(:«)) =0, z c ah(Q);

quando se perturba o domínio, ou seja, quando se varia o parâmetro A C l)ã//"(Q). Existe uma

dificuldade grande enl provar a iegulaiidade do opeiadoi com relação ao paiânletro A, pois os espaços

de funções variam com A. Para contorna este problema, pode-se utilizei uma mudança de variável
pala que o domínio permaneça fixo.

Ma.is precisamente, considera-se o l)uZZ pack /}* de /l

h*«.(z) - u(h(z))

onde a função u está definida em n.

Agora, se Fh(S2) está definido ejn /}(Q), pode-se collsideiai o operador diferencial /t*Fh(n)h* l
definido na I'egião fixada í2. Note--se que agora são os coeficientes do operador que valiam com h

Com este piocedilllento a tarefa de decidia tuegulaiidade do operador peltuibado com relação a
/z é n)ais fácil, porém executar o cálculo das derivadas torna-se exttemalnente complicado, principal-

mente se tentarmos calculei diretamente. Com " calcular diretamente" queremos dizei simplesmente

aplicam a regra da cadeia em

;/(h':(t,A(t, .)),-Lu(t, h :(t, .))(h(t, .)))

onde t -+ (A(t, .),u(t, .)) c Z){//"'(Q) x C"'(Q) é uma curva diferenciável eln t. Até lnesino pala
opeladoies com coeficientes constantes, colho por exemplo o Laplaciano, esse cálculo é extremamente

longo (ver j131). Assim, o cálculo para opeiadoies com coeficientes variáveis ou com alguma não
linearidade é possível, porém impraticável

Neste ponto, Henry introduziu uln artifício que facilita o cálculo com a região fixada. O truque
é baseado na introdução da derivada arzti-cozzuectíua

«,-i ".«,.,Ê,"'«,*,-(:) :$

que, quando aplicada ao operador A'(t, .)Fh(n)A*' (t, .) numa região fixada é, de certa forma, equiv-

alente à t-derivada aplicada ao operador Fh(t,g2) numa região perturbada. O lema abaixo mostra com
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clareza o truque.

Lema [.]. Suponha que @ : IR" x R > R e A : ]R x IR" --> IR sâo de classe Ci e que para cada é,

h(t, .) é uln difeomor$smo sobre sua imagem ç}(t). Então

o.o*w - A*W

Com este lema, não é difícil provar os teoremas 2.6 e 2.8 do capítulo 2 que fornecem as expressões

das derivadas dos operadores A*Fh(n)h* l e A*Bb(n)h* l

1.1.2 A simetria de ç2 e a multiplicidade dos autovalores

Os autores Drisco11 l41 e Tanikawa 1271 já Itaviaiil notado que a simetria. da legião de definição

da. equação implica ]la presença de a.utovalotes múltiplos, dependendo do grupo de simetria G de (2

No entanto, foi A.L.Pereira j17j que investigou com mais detalhes as consequências da simetria da
região sobre autovaloies do Laplaciano com condição de Dirichlet.

Sejam Q uin aberto do IR' e G um subgrupo do grupo ortogonal O(n). Dizemos que Q é G-
silnétrico ou G-invariante se gn = (2 pala todo g C G. Podemos colisidei-ai a teprcsentação I' de (;

eni -L2(n) dada por

I',u(z)

A representação I' pode também ser chamada de ação de natural de G em L2(Q)

A representação I' possui a propriedade fundamental, para nossos propósitos, de comutar com o

Laplacia.no e Bilaplaciatto, isto é,

(I'., . A)u (Au) .g " A(u.g :) .I',)u

Assim, os auto...espaços Ãer(A+À) (resp Ker(A'+p)) são invariantes para I', pois se @ C -Ker(A+À)
então I'S@ = Ó o g'i C K'er(A + À). Além disso, I' induz uma decomposição ortogonal no espaço
Z.:(n), isto é,

-L'(n) - (11) m.,

onde cada espaço ]4a e o Laplaciano (resp Bilaplaciano) deixa cada espaço Ma inval'iante.

Supondo que G possua um ponto livre, A.L.Pereira j161, j171 mostrou que em regiões {2 C-

aca
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sitllétricas sempre existem autovalores múltiplos pata o Laplaciano, exceto para subgrupos (; isomor-

fos a Z2 © ... © Zu (m vezes). Mais precisamente, os autovaloies possuem multiplicidade tão grande

quanto foie3n as dilneilsões das t'epresentações irredutíveis de G.

Portanto, na presença de simetria , a situação genérica esperada é: pala uin conjunto residual de

regiões G-sinlétiicas a ação de G em -Ker(A + À) é irredutível parti todos os autovalotes do Laplaciano

(resp Bilaplaciano). Um determinado autovalor cuja ação de G eni X'er(A + À) (resp -Ker(A2 + p))
é irredutível será chamado de autovalor G-simples.

Desta forllla, pode-se formular a seguinte conjectlua a respeito dos a.utovalores dos problemas de

Laplace com condição de Dirichlet, Neuinann e Bilaplaciano com condição de Dirichlet.

Co«jectura 1. Sd« G «m uóg«p. c.mp«t. d. O(n). -Em um co«j-ío «si u Z «gáõe. G
simétricas do R'' todos os autouülores de qualquer um dos problemas citados ctci7Tta são G-sim})les.

Pode-se dividir a conjectura l em dois sub-problemas

(1) Ein um conjunto residual de regiões G-simétricas do R" a ação de natural de G em R'er(Z\ +
À) n ]L/a (resp K'e7'(A' + P) n a4.,.) é irredutível.

(11) Em ull] conjunto residua] de regiões G-simétricas do ]R" não existem autovaloies do Laplaciano
(rcsp Bilaplaciano) com autofunções associadas pertencentes a dois A4, distintos.

No que se segue diremos que um autovalor À para o Laplaciano restrito aos espaços de simetria

À4. é (;.-simples se a ação natural de G em K'er(a. + À) n &4. é irredutível

1.2 Resultados

Tanikawa l27j collsiderou apenas regiões do R" com simetria Za e provou o resultado de generi-

cidade para o Laplaciano com condição de Dirichlet restrito aos espaços de simetria À4., já Driscoll

obteve em l41 uma resposta completa para a conjectura considerando o Laplaciano com condição de

Dirichlet eni regiões contidas em R2 com simetria Z,,., para 2 5; m 5; 4. A.L.Peneira j171 mostrou
que a conjectura é verdadeira pala as classes de grupos comutativos finitos e subgrupos finitos de

0(2). Além disso, A.L.Pereira mostrou, neste trabalho, um resultado parcial considerando legiões
do ]R" cujo grupo de simetria é compacto comutativo infinito com dimensão < rz 2. Na verdade, foi

estabelecida a etapa (1) da conjectura 1, ou seja, a G.-simplicidade dos autovalores do Laplaciano
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restrito aos espaços de simetria Jk4a. Em todos esses trabalhos pode-se notar' que a dificuldade em

provar a conjectura ocorre quando a dimensão d. das representações irredutíveis de G é maior que
2

Obtivemos, no presente trabalho, alguns resultados parciais pala a conjectura considerando

também o Laplaciano com condição de fronteira de Diriclüet. Mais precisamente, nlostialnos que

em lun conjunto residual de regiões C2-regulares G-simétricas todos os autovalores do Laplaci:uio,
restrito aos espaços de simetria Jk/a, são G.-simples, onde G pode ser qualquer subgrupo compacto

de O(n).

NI.C.Pereira j191, j181 mostrou que a. conjectura l é verdadeira para o Bilaplaciano se o grupo
de simetria for isomoifo a Z2. Pode-se notar, nesses trabalhos, que a ordem do operador torna o

problema de silllplicidade gel:Lérica bem mais delicado. Mostramos aqui que a conjectlua, para o

Bilaplaciano, é verdadeira pala a classe de grupos coinutativos Além disso, foram provados todos

os resultados parciais obtidos para o Laplaciano também para o Bilaplaciano

Para piorar todos os resultados citados acima, tanto pala o Laplz\dano com condição de Dil'ichlct

como para o Bilaplacial)o foi necessário calcular as expressões pala as derivadas de curvas de auto-

valol'es onde o pat'âmetto é o domínio da. equação. A existência de curvas analíticas cle autovalores e

autofunções, bem como a continuidade dos autovalores ein relação a variação do domínio, podem-n ser

obtidas da Teoria de Perturbação dos Operadores Lineares( ver j101) . Apaienteniente a existência

dessas curvas pala o Laplaciano com condição de Neumman pode também sei extraída dos resultados

de j101, porém preferimos seguir a linha apresentado por Henry l61, exemplos 4.1 e 4.4.

1.3 Organização do 'l-Yabalho

No Clapítulo 2 apresentaremos de fonlla sucinta a. teoria de pert\u'bação de fronteira desenvolvida

por Henry em l61.

No Capítulo 3 apresentaremos as definições e conceitos a despeito da teoria de representações de

grupos compactos e as consequências da simetria da região Q de definição das equações consideradas.

No Capítulo 4 ievisitamos o piobleina da situação genérica dos autovalores do Laplacimlo comi

condição de fronteira de Dirichlet apresentando a demonstração da conjectura l para as mesmas
classes de grupos de simetria considerados por A.L.Pereíra em j171 , j161, provámos também alguns

novos resultados parciais no presente trabalho.
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No Ca.pítulo 5 encontiain-se os resultados obtidos para o Bilaplaciano. Mais precisa.ntente todos

os resultados provados pala o Laplaciano a respeito da conjectura l talltém foram provados para o
Bilaplaciano.

Os Capítulos 6, 7 contêm os resultados a respeito do Laplaciauo comi condição de Neumann. No

piimeiio estão os teoremas sobre a continuidade dos autovaloies em relação t\o dontínio e a existência

de curvas analíticas de autofunções. Esses resultados foram provados seguindo a mesma linha de

raciocínio apresentada por Henry eln l61, exemplo 4.4. No segundo estão os resultados da com

relação à conjectura propriamente dita.

Por fim, no capítulo 8, encontram-se os cálculos para os operadores de fronteira que apa-tecem

nos capítulos 4, 5 e 7.

O apêndice trata o Teorema de Puiseux que foi utilizado no capítulo 6
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Capítulo 2

Perturbação de ]üonteira

Neste capítulo ellcontia-se ulJla apiescntação sucinta da teoria de pertuibt\ção de flonteiia de-
senvolvida por llenry l61

2.1 Definições e resultados preliminares

Estabeleceremos aqui algumas definições e notações que serão utilizadas ao longo de todo o
trabalho.

Pontos # C R" serão representados por uma n-upla de númci'os reais z = (zl , ..., z.). Utilizaremos

a representação de inulti-índice pala derivadas parciais

onde a = (ai, ...a.) C N, lal = ai + a2 + ... + a.. Denotaiemos as derivadas parciais tambéili da

seguinte forma:

z': - ã-- . I'' - of' ...og"

Se / : R" > ]R é m-diferenciável no ponto z, então sua m-ésima derivada pode ser representada

das seguintes formas:

e coillo a coleção das derivadas parciais de ordem m

a ::

D"' f(- )

" 0'-l 0'-2 Õa«

azf" a.l?''''a«g"

Z

:

9

== 77'}
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B como uma forma m-]inear simétrica eln ]R"

h -:l D"' f(=)h'''

onde a norma pode ser definida por

lo"'/(")l - HH lo"/(')h'l

Denotalemos por Q uin subconjunto aberto do R" com fronteira aQ e fecho Q. Dado uln espaço

vetorial normado E, (,;"'(Q,E) é o espaço das funções limitadas m-diferenciáveis / : í) d -E com

derivadas limitadas que também se estendem continuamente a Q, com norma

ll/llo«.w,E) ' .l1111S. s«p l0".f(")l

Se E = R então C"'(Q, E) sela apenas C"' (Q). Desta coima, podemos definir os seguintes subespaços

e COm é O subespaço das funções m-diferenciáveis com suporte compacto elll í}

8 C«: {.f é o subespaço fechado elll (J'" (í2, .E) das fullções colll a. m-ésima. derivada unifoi'memente
contínua. Observe que se Q é limitado esse conjunto é o próprio C"'(n, E).

. (7"'''(Q, E) é o espaço das funções cuja a m-ésiina derivada é moldei contínua com expoente

cv, 0 < a $ 1, e norma.

1/11C,-,.(S2,a) ' max { ll/liam(n,E), #a(1)"'/)}

onde

Xan(/)-;"plL11q?:-Íl@;« C }

Dizemos que uln conjunto aberto Q C IR" é C" regular ou possui fronteira (7'" regular se existir

@ c C":(R",]R), ou pelo menos (=.:/, tal que

Q é(z)> 0}

e Ó(z) = 0 implica IV@(z)1 2 1
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Está provado em l61 que, pata abertos limitados, a definição acima é equivalente às definições

apresentadas em l31 e l21.

Além dos espaços de funções suaves acima faremos uso recorrente de espaços de funções de
Sobolev. Apresentaremos as definições básicas desses espaços

Sejam m um inteiro não negativo, l $ p < oo e Q uin aberto limitado. Para a C O"'(Q) definimos
a norma ]

P

«ii - l r E i«-«i"-«l
\" '' laj$m /

O espaço vetoiial C"'(Q) não é conapleto quando equipado com essa noiilla. O completa.talento do

espaço C"'(Q) com a iloiina acima é denotado poi H"'P(n). Considere também o espaço W"'P(Q)

das funções m vezes tl'acaniente diferenciáveis cujas derivadas fracas de oidelll llleiloi ou igual a m

pertencem a P'(Q). Prova-se blue se a(2 é C''-regulam então WP'"(Q) = OP-"(ç2). Usalenios pa-ra

P «ot.Ção Hp'"(S2) - H'"({2)

De modo análogo definiremos HOm (Q) COlllo o completamente do espaço Cr(Q) e I'HOm (Q) o espaços

das funções cuja a m-ésima derivada fraca pertence a LP(Q) satisfazendo, para lal 5; -Í, Z)"u = 0
emdQ

Para funções @ definidas sobre n introduziremos a classe de funções 1,1/" i;'p(an) de forma que

# é o valor de fronteira de funções u C t'r"'(Q) cuja a norma é dada por

Id)ll = inf llullkr«:,p(n)

onde ínhmo é tomado sobre todas u C }V":(í2) tal que t;l,. = 'ê

Por muitas vezes necessitateliios traba]hai com operadores diferellciais eln hipeisuperrícies do ]R"

Sejam S uma hipersuperfície CI em ]R" e @ : S -+ ]R de classe Ci. Para uma curva suave z(t) em
S temos

-=@(z(t)) (t)) .ã(t),

onde \Zsé é uln campo vetorial tangente em S

Sejam S uma hipersuperfície (;2 em IR" e a um campo (;i em S. Definimos deus 7: S --} ll& como
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a função contínua ta] que pat'a toda função @ : S > ]R de classe (7i com suporte compacto em .S

S

Sejan] u : S IR de classe C2, então Asu :: dãusVsu, ou equivalentemente, pala toda função
Ó : S a ]R temos

Vs+.''Vsu

Teorema 2.1.
S

]. $e S é u7rir hzpc7-supc7:/ícáe C;i em ]R" e d) : IR" -} IR de classe Ci em z17/ia vizinhança de S,

então VsÓ\;t] é u contpoltente tangenci(il de x7$ em S 110 ponto x, ou seca,

vsÓ

onde N é o campo uetoüal normal exterior sobre S.

2. Se S e de classe (;2, a: RI + IR': de classe (l;l de#ntdo e7rz um.ü uzztnAança de S, Ar o campo
Ttowitat e=teúor a S. Então

.zi«7-aí«'Z -H(")7 il:(Z 'a')

sobre S, onde H(.z) :: diuN(.=).

3. Se S e tt : Rn --} R são de c/asse (72, então

a..

hsu = 6.u -- üuN -i&

Â2..

ãÚ: + v" aN'

sobre S, onde H(.z) :: diuNI.=)

l)emonstração. Vet l6

n

Teorema 2.2. $dam Q C R" aZ)edo, (;2-reg'miar e h(t,.) ama /amz#ía de dll/eomor$smo tal que

áÀ(t,z) = V'(t,A([,z)), g>, jl:: são con ínuas e y C a2(]R x ]R",R"). Se .f : R x ]R" --} ]R é de



2.2. PERTURBAÇAODEFRONTEIRA 13

classe C:, erztâo para t prózã7no de zero, t n Jbn(t) -/(t,';)d'4, é classe C: e

L J'''.''*,..-«- - /.... G*« . ~R* «« - ~Õ'",,
N é o campo normal e=teMor a açll.t) e H diuN

O Teoieina de Unicidade de Cauchy será feirainenta fundamental na deinonstiação dos nossos
resultados de separação.

Teorema 2.3. S(#an7z (2 C IR" ater'ío, cone30, Zãmátado, C4-regular e .E3 u771a Z)oZa aZ)er'ta em Rn com

raio positivo tat que B (] aç} é umu hiperslLperfície de classe Ca . Suponha que u çi H4 (.çt] satisfaça

A'ul $ C(IA«l + IVul + lul) q.t.p e.n í2

para atgttma constante C positiva e que

« - ã - »« - qP - . .« " - '-.

Então u é necessaüamevtte vtula em Q

Teorema 2.4. Scljam Q C IRn ater'ío, c07].ezo, Zãmilada, (;2-regular e .B uma bola aberta eTrz IRn comi

raio positivo tat que B n aç) é ulrbü hipersnperjície de classe CZ. Suponha que u ei HZ l.çt) satisfaça

Aul $ C(IVul + lul) q.t.p e«- É2

para alguma constuTlte C positiva e que

0 em B í] aQ

Então 'u é necessahamevite vlu,{a ewi ç\

2.2 Perturbação de ]üonteira

Clonsideremos o operador diferencial linear formal

'«'«, -(«'«,,:'«,, ,:..,,$.«,,gL'«,,) , . ' ««,
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l,u(z) € RP. Dada uj-na função .f : O C IR" x RP, O conjunto aberto, podemos definir o operador
diferencial formal por

«(z) (z, L«(z».

Para abertos Q do ]R" definimos o operador }'n por

Fn = .f(z, Lu(z)), :« C n

pa-ia funções definidas eln Q suficientemente suaves tais que (aç,-Lu(z)) C O, para todo z C n. Por

exemplo, se / for contínua, Q liillitado e o operador diferencial L for de ordem menor ou igual a m,

então o domínio de Fn é ull] subconjunto aberto de C"'(n) e a imagem está contida en] Co(n). Isto

Fn : Z)f'n C C"(Q) 4 CO(Q) Í2.1)
« n ./'(z, Lu(z)). ' '

e,

Seja h : n > R" difeomorfisillo de classe C"'. Definimos a aplicação de colllposição poi

h*«(z) - (u . h) (z) u(h(z)), z C Q

onde u está definida em h((2)

Proposição 2.5. 4 apZãcação

h* : C"' (h(Q)) d C"''(Q)

é «« ã«,-r$.«.o «m án«« h* ' = (h :)*

Demonstração. Se h é uin difeomorfislno de classe O" temos, pela regra da cadeia, que h* está

bem definido e é linear, injetiva e sobrejetiva. De fato, é também limitada, pois llb.*ullcm(n)

u o Aliam(s2) $ cllullC«:(h(n» para algum c > 0.

n

As perturbações regulares serão realizadas por difeomorfismos como o definido acima. Deste

modo, podemos considerei o operador difêiencia] formal agindo em funções definidas na região per-
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turbada h(n), ou seja,

Fh(n) : 0a.(.) c C'"(h(Q)) -+ C;o(A(Q))

Essa forma de considerar o operador diferencial é chamada forma Euleriana, onde os coeficientes

do operador é o mesmo, porém agindo em espaços de funções diferentes. Enquanto

/l*Fh(n)h* 1 : h*Z)q.(.) c 0"(Q) -+ Co(Q)

é chamada forma Lagrangeana para o lneslllo operador diferencial formal, neste caso os coeficientes

do operador variam cona /z. O diagrama a seguir esclarece a relação entre as duas falidas de repre'

sensação.

0"' (A(Q)) -%!!:- C'(A(Q))

h* 1 1 h*

.«4«1'=ue='..w

A forma Eulei'iana é dais natura] e enl gera] mais simples para fazei cá]cu]os (ver, por exelnp]o,

o corolário 6.5), já a fora)aa Ladra.ngeana é utilizada para provei os teoremas (ver capítulo 6).

A vantagem da forma Lagrangeana está no fato dos espaços de funções não dependerem de h.
Isso possibilita o uso de teoremas tais como Teorema das Funções Implícitas e Inversa. Entretanto,

para podermos utilízaimos, de fato, esses teoretnas precisamos garantir a diferenciabilidade de

(u, A) -> h*Fh(n)A ' , (2.2)

além de calcular as derivadas com relação a h. Em verdade, precisamos explicitar em que conjunto

estamos tomando o parâmetro h. Se Q C R" é aberto, limitado, com fronteira aQ m-regular, então

Diff"' (nÕ {h C a"'(Q,R")/h é injetivo e ldeth,(z)l : é limitado em Q}

Henry mostra em l61 que a aplicação dada em (2.2) é tão regular quanto for a função / que o define

2.2.1 Cálculo na foi'ma Lagrangeana

Vitnos iia seção anterior que
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h --} h*Fh(n)h* iu

é derivável, para obter a expressão da derivada basta calculam a dciivada de Gâteaux, isto é, a
t-derivada ao longo de uma curva CI de diíêomoifisinos t 4 A(t, .). Nosso interesse é calcular

Fnw(")(g') - áj'(v, z,"(v))

co-« 3/ = (h(t,z)) fixo e«: (2(t) = A(t,Q). Pa«a que y p'-"'a«eça 6xo deve:nos tet z = :«(t),

g/ z(t)) tal q«

g*Z«'w-',
ou equivalentemente

rah\'\ í)h

,'.*,.- (z)'' $
Ou seja, se U(t,z) = (g)': g, :«(t) é a solução da equação dif':'ncial # - U(t,z(t)), assim

a derivada na forma Euleiiana com Z/ = h(t, z) fixo corresponde à deüuada anta-convectiva Z), da
falira. Lagrangeana na região de refetêiicia ÍZ

«.-i "..,«,z, "'«,*,-(:) :$

Os próximos teoremas, cujas demonstrações encontram-se ein l61, permitem calculam as expressões

para as derivadas.

Teorema 2.6. Sda /(t,3/,À) de cZmse C' liam conjunto abano de ]R x IR" x IRP, L é tlm operador

dljfererzcáaZ com coe$cáentes constantes de ordem mzenor ou igual m com Z,u(3/) C RP. Para 'um

conjunto abeto Q C Wn e juvtções 'u definidas em Q, seja FQ(t)u a aplicação de$nidct por

z/ -> /(t, z/, L«(v)), z/ c Q

S«romã«m« que { --} A(t, .) é «,- c-« d. dá/eomor$.mo de «m «Z,.do Q C Q, 12(t) = h(Z,n) e

p«,« l.jl 5; m, lkl $ m + l,(t,z) -} õ.dA(t,z),@h(t,z),@u(t,z) .ão «ntúu« .m R x n num«
uázãnhança de t = 0 e que à* :u(t, .) está no domínio de Fn(t)- Então nos porztos de Q

0.(h*PnU(t)h*':) - *lhW(t)h*':u+ *rbU(t)h* : '0.u
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onde Z)t é a dezáuada anui-corzuectáua de/inída azztehozvnerzte,

Ü(t) -%(t, y, z.«)

pê(t)" ' "(v) - g(t,y, z'"(3/)) ' z"(3/), y c Q

á . Zãn««á«Çào d' Z/ --} EQ(t)«.

e

Exen[plo: Seja.n] Á = }:lal$«. aa(y)(ã;)' un] operador diferencial linear' de ordena m que não
depende explicitamente de t e /t(t, z) = z + ty(t) é unia família de difeomoifisinos numa vizinhança

de { = 0 e = C Q. Então, pelo teorema 2.6, temos

i@*..'lh*'DI... Ot(A*.Ah*'i)l... + h;lAf ' V(h*AÀ*

«(: «-»«)«« ,'««'

.4:: + ['' - V, ..4]«.

DI...

IV - V,..'1l é chamado comutador e embora y - V.A e .4(y V) sejam operadores de ordeili m + l o

comutador é de ordem m e portanto pode sei aplicado em funções de classe CJ"

As principais condições de fronteira que aparecerão ao longo deste trabalho serão: u :: 0, ig$ :: 0,

(êh + /3(n))u. = 0. Entretanto, il teoria desenvolvida poi Helny permite tiatai condições de fionteita
mais gerais, tais como

b(t, y, Lu, à4Nn(t)(y)) = 0 para y c aQ(t),

onde Z, e À/ são operadores diferenciais com coeficientes constantes e /Vn(t) é o campo vetou'ial normal

exterior a aS2(Z) , estendido suavemente a um campo vetorial em unia vizinhança de aí)(t). Escolhendo

alguma extensão para o campo Arn na região de referência definimos JVh(n) por

h*Nh(q(z) W(h(z))
(Àli:yNn

11(/,; 'yNn l l
(2.3)

pala z próximo à aç), onde (A;i)t é a transposta inversa da matriz Jacobiana h, e 11.11 é a norma

Euc[ideana. A extensão ]VÜ(n) definida acima deve sei entendida da seguinte forma:

b(t,y, -Lu,MIVn(t)(3/)) = 0 para ly C ({) está definido para y € Q próximo a af2 e tem limite zero
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quando quando Z/ --} aQ, onde o limite depende dos espaços de funções empregados

Lema 2.7. cegam Q região (;2-regular, Arn campo norvrzaZ ezÉeüor de classe (71, e para urrza /unção

/. : Q --} IR" de$,'« Nh(Q) sobre "m« «á'ãnAança de h(aQ) = a/'(Q) com' em Í2.3). Suporia« q"e

It(.t, .) é um difeomor$smo para cada t de$Ttido por

;h([, -) - ]''(t, h(t, .)) para " C Q, h(0,z) - ",
(t,y) --> V(t,y) aplicação de classe (72, Q(1) = h(t,Q). Então para z próhmo a í) e

p«ázimo « aQ(t) p.d.mo. c«ZcuZ« . d.h-d. (a/a.).-««..-.. e, « g/ c aQ,

h(t, z)

i"..,'«' - ".'"* :»..,,',, - («.-. * .ã) ,
orzde c,(t) = y(t,y) Arn(t)(y) e Vaia é a dehuada tangencia/ a aQ.

Teorema 2.8. $dam b(t,g,À,/l) aplicação de classe C' sobre umz suóconjunío abe o de ]R x IR" x

RP x IRÇ e L, À4 operadores dll/erencáais com coe$cáeníes constantes de ordem $ m com dámerzsões

apropriadas para que b(.t, !J, Lu(.y), A/{Nnl.y» faça seTttido. AssttTrba. fine ç} é ií.fria. legião C" -regular,

Arn é o campo vetada/ noz.17zaZ eztehor a aQ e de$na JVÜ(çi) cozrlo em Í2.S) quando /z : n --} R" é llm

dàfeomor$smo de classe C-+t . Delinn também Bt.(n)(.t) por

( (t)«(3/) b(t , y, Z.u(3/) , MIVü«D (y) )

para prózárno ã aQ(t). Se t a h(t, .) é uma curda de dlfeomor$smos de apara l.jl $ m, lkl $ m+l,
(t,z) 4 (at/#zh, Z4h,atéE=u, é4u)([,z) são conta'nuas sopre ]R x ç2 prózámo t = 0, então eTn porztos de

n prózà7rzos à aQ

Ot(h* hW)(t)A* :)(u) h*8h(n)(t)h* iu + h*BI.(n)(t)A* l(u ' l)tu)

* («*:P'*,«*-')« «.'«*"..,',

onde /' - /'(t, .), É, BI.(ç2)(t) são dadas como no teorema 2.6,

g:lf»(t)(") ' '7(3/) - ;(t, 3/, -L"(3/), À4Nn(y)) ' -aí'7(p)
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e Dt(A*Arn(t))lan é dada como no lema 2.7.

Exemplo: Vamos aplicar o teorema anterior para calcular a derivada da condição de fronteira

/z*(aâ; + P)/z*':". Se /}(t, z) = z + ty(z) + o(t) é u:na família de diteom'réis:nos, então

*Ç: -- ©A*':«l... «* («*.á -- «,«* :«)) i,-. --

*« . , (á * ,) «
(â * ,) « «i.-. -'- ".'"*««..,, ,-.

(Ú«,) (: «.,«)

(,,-«*=) »«.

2.2.2 Direi'enciabilidade na forma Euleriana

Com a forma Lagrangeana fica. mais simples avalia.i a regularidade do operador diferencial com
relação ao patâmetio h, porém em muitas ocasiões seta necessário utilizam a forma Euleriana não

apenas pala realizar os cálculos, luas também pata fazer uma análise mais fina do comportamento
do problema perturbado (ver teorema 5.1).

Considere a aplicação

F 0J- C H"'(Q) x Dá./'/'"(Q) q H" *(Q)
(A, u) -> h*.l$,(n)h* :u

onde Fh(n) é um operador diferencial íbl'mal definido em (2.1) com / suficientemente regular e

h*DFh(.) C H" (Q). Suponha que exista uma curva difeieiiciável A n uh c H"'(Q) tal que .F(h, uh) =

/z*Fh(n)A uà ' 0. Quem'elmos mosto-ar que a curva definida por h*uh = ah é difêienciável em /z, ou
sela, a curva de soluções para o operador diferellcial formal na forma Euleriana é diferenciável

Faremos agora. uma breve exposição de como obter a difelenciabilidade para a curva uh. Come-

çaremos comi un] teorema sobre extensão de funções definidas inicialmente em Q para IR" mantendo

a nlüsm& regularidade.
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Teorema 2.9. Sda n C IR" aberto com /ronceira C"'' ou ((1;",'-+,), 1 $ m < (x). Eàste um operador

Zárzear .En que Zela /urzções u : í2 --> R enz /Mações EQ(u) : IR" q R taZ que E (u) = u sobre Q, para

qualquer ánÉeiro 0 $ k $ m, e quaisquer p e /3 em l $ p $ m, 0 $ P $ 1, com h + # $ 7rl + a,

lullwk.p(n) $ 11-El2(u)llwk,p(IR') $ cn.,!211%llLFk.p(!2)

allCk,p(n) $ 11En(U)llCk,p(R") $ Cm.g2llUllCk,p(g2)

onde Cb.,s2 é ur7za constarzte dependerzdo apenas de m e n. Se aQ C Cx-P e u C (7k'P então E u C

(7k,#(R"). Para quaZq'uer to > 0 nós podemos escoZAer wma ro-uázinAança do suporte de u (Cn) taZ
que Esta fora de çl depeTtde apertas dos valores de u enl uma rü-vizinhança. de í)ç}. Neste caso a

corzstarzte C;.,n depende íambé7n de rO. .As corzstantes (J.,,h(n) sâo limitadas quazzdo h Dama em uma

C'",'--«à,ãnA-ç« d« àncZ«.ão án : Q a R". $' aQ é C=; ' u = q. p«« 'Zg«m« U C CE:(iK"), então

Enu C CH:(R").

Demorzsfração. Ver l61

n

Lema 2.10. Sda X &m subconyun.ta cona,ezo de C'"(R",IR") de aplicações H tais que H(#) = :«

p«« lzl ? Ro r& j-do) q«. são d@.m.asma. c.m -OJH(z) ' DJH '(z) -í/o«"'mente Zámàf«d«

para 0 5; .j $ m. Para cada .j, 0 $ .j $ m, a aplicação

Z X c C"' (R''', ]R") q C"' ' (]R", ]R")

H oZ(H)= H "

é de classe C; e para l $ p $ oo a apZ7:cação

F W"''p(R") x X --} W"'J'p(]R")

kJ.n)-} rçf,n)= f',n *

é de classe CJ

l)emoristração. Ver l61
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Combilla.ndo os dois resultados acima obtém-se a regularidade de uh. De fato, se EÍZ é o operador

extensão dado pelo teoienla 2.9, então a aplicação h -> En(uh) é derivável assim como h n H =

ádK + Eí2(h ísz) c C"'(]R",IR"), e H'i € C" pata /l em alguma (,;"-vizinhança de áÍZ. Defittimos

uh = (H ')*En(uh) C H"(R"), assim Fh(n)uh C H"'-k(IR") e uhlh(n) = h* :u é solução pala o

operador diferencial na forma Euleriana. Porta.nto, pelo Lema 2.10, temos que a aplicação /} F--> uh C

H; (]R") é dc classe C" J

Alguns exemplos Ollde serão rea.liza.dos cálculos na forma Euleriana. são:

Í h*(A' + À)A*':u = 0,
'L « - :g - ',

na denionstiação do tcoienta 5.1 e

em Q;
em (2;

h*(Z\ + .X)/,* :u

h*(ah)h*':« - o, em aQ;

]lo cálculo da segunda derivada de autovaloies múltiplos no corolário 6.5
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Capítulo 3

Clonsequências da simetria de (2

3.1 Introdução

Aplesent.cremos neste capot.ulo algum)las definições e resultados a I'esperto da Teoria de Rel)rc-

sentação de Grupos Compactos (vei' l81 capítulo 3 seção 27 pat'a detalhes e provas) necessários pala

se obter as principais consequências da simetria da região n. Entelldenlos por simetria de n o sub-

grupo G de O(n) tal que g(2 = (2 para todo g C G. Diremos que n é G-simétrico ou G-invariante se

existir um subgrupo não trivial de O(n) tal que gQ = Q para todo g C G.

3.2 Preliminares Algébricas

Seja G un] grupo co[[ipacto- Uma ieprcsentação de G em uni espitço de Hilbeit J7 é un] homo-

morfisnio de grupo y : G a GZ,(H), onde GL(H) é o grupo (com a operação de composição) dos
open'odores lincates contínuos inversíveis enl .r7.

Considere .r/ é um espaço cle Hilbett complexo, uma t'eptesentação }'' será chamada unitária se

a imagem y(g), que passaremos a denotar por yg, for um operador unitário, pata qualquer g C G.

Analogamente, se H fol um espaço de Hilbert real a representação sela cha.made ortogonal se a

imagem yg for um operador ortogonal, pa.ra todo g C G.

Definição 1. t/ma representação G é/odemente contígua se lim Vz( = 1 para qualquer ( C /7.

l)efinição 2. Sd.m }' : G a GZ,(H) . y' : G --> GI,(-H') «p«nt«çõ« conta"".

1. Daremos que V e V' são equivalentes se existir uma ãsometha linear T : H -+ H' ta! que

yz/ o :r :: T o }r , para qualquer z C (;.

23
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2. V é .hnita se H possui dimensão finita

3. Um s'ubespaço /ecAado -171 C .27 é ànuaríarzZe para y se Vz/lrl C J7i para todo = C G. .4

"p«'.nt«ção }" : G --> GZ,(Hi) é d.nomàn«d« s«Z'-"p«"nt«çã. d. }' . «,á án ãc«'Z" p"
I'ln

4. y é imedutz'ueZ se os tínácos suóespa.ços/achados nuaharttes para V são {0} e /i'. Caso contráho,
V' é doía redttÍíueZ.

5. $e .llr := 17i (1) .172 (D .-- (D /7m; 07t(Ze OS /Ji sa0 27}u(ima7}tes parca v escTezie77zos l/r :: }rl//i (Í) l/l/l2 (i)

a) yw. e diremos que y é soma di7cta dízs rep7esezztações ylH:

Teorema 3.1. Toda representação anafada ámeduZz'ueZ de G é de dimerzsão .$níta. G é abeZíano se,
e someTtte se toda representação àmedulíuel de G possua dimensão l.

Seja V uma representação de dimensão finita. de G. A função XV dada poi g --} tryg, onde tr

denota o traço do operador' yg, é chamada carácter de y. Note que duas representações equivalentes

possuem o mesmo carácter.

Seja G lun subgrupo compacto do grupo ortogonal O(n). O conjunto de todas as classes de

equivalências de representações contínuas irredutíveis de G é chaillado de oóyeto dual de G e seta
denotado por G Nós deiiotai'anos pOt' Xa O cai'achei' de qualquer' I'epresentação lla classe a c Ge

por d. sua dimensão. Se -ll é um espaço de Hilbert e V : G --> G1,(.17) é uma representação ortogonal

de G, pode-se definir , piu'a cada a C G, o operador' .r)a em fí poi'

(Pa , r7> <Vg(, '7> 'Í.X. (g) dg
G

Pa é uma projeção contínua (ver l81, Teorema 27.44). Chamaremos PnH = &/. de espaços de
simetria.

O próximo teorema seta fundamental para a seção seguinte e sua demonstração ellcontra-se
em 1161.

Teorema 3.2. $da G suügmpo compacto de O(n) e y umü represerztação odogorzaZ de G em #
Para calda, o C G, seja, P. o OT)Gradar enl H de$nido por:

<Pae, q> <%:(, v7> d,x.dz
'G
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Então P. é um operador l)ro5eção em H. Façamos P.H = NI.. Se a' + a então h/l.,NI.. são

subespaços oüogovLais de H e H = ©.Coma. Parca cada a C G, A'l., é 0 ou soma direta de m.

subespaços ánuaráantes La,.f C07rZ dáTJzJ,a,j = da e l/'ll.,j C a.
O número cardinat m. pode ser Feito ou ivLP7Lito.

O subespuço M. é o melhor sübespaço fechado de H contendo Lodos os subespaços invariantes de H

Testhto elos q'vais V está enl a.
Essa soma é única 110 seguãTtte seTttido:

SeH
ÀCA

OTtde Nx é inedutíuel p rü todo X C N, então

{NÀlyll,.,. C a} = A4.

e ezàsíem m. swbespaços Arx tais que qxÀ c a

3.3 Clonsequências da simetria de Q

Esta seção contém as principais coiasequências da sinietiia da legião Q sobre a. multiplicidade dos

autovalores do Laplaciano. O principal resultado apresentado aqui é devido a A.L.Peneira j171, j161
Supondo que G possua uni ponto livre, A.L.Pciciia nlostiou quc em legiões (2 G-simétl'ices selnpie

existem autovalores múltiplos pala o Laplaciano, exceto pata subgrupos (l; isolnorfos a Z2 a) ... (D Z2

l m vezes )

Se G é una subgrupo compacto de O(n), existe uma a.ção natural de G em R" dada por: (g, z) H

gaç. O subgrupo Gz - {g C G : gz = z} é chamado grupo de isotropia de # C IR" e G(z) = {gz

g C G} é chamada órbita. de z sobre essa a.ção. IJm ponto z C R" tal que G. = /d é chamado ponto
livre

Seja É2 c R", aberto, limitado, G-invariante e I' : G a GI,(L2(Q)) a representação de G definida
por:

I'.,«. , Vg C G, Vu C L'(Q)

Esta representação é ortogonal e possui a propriedade, fundamental, de comutar com o Laplaciallo,
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isto é:

(I', .A)u .g': .g :)

pma todo u C .r72({Z), e todo g C G. Unia consequência imediata deste fato é que os auto..espaços do

Laplaciatlo são illvariantes pela representação I'

Pata cada. a C G, seja Pa a piojeção definida no teore)na 3.2:

kP. j, hà ÇT,f, hà ü.x.ag

O teorema 3.2 afiilna que

I'(o) - (11) w«,

onde .Aórn = pnL2(n)

A ptóxinla proposição niostia que os espaços J\óra são invariantes pelo Laplaciano e Bilaplaciano.

Eill verdade: é necessário definir uin domínio pai'a que o opetadoi Laplaciano e o Bilaplaciano fiquem

bem definidos. De fato, os doillínios de nosso interesse sã.o

Do Htl (n),

DB - H' n wlÍ(n)

Dx-luc-H'(Q)lig;-0, maná
Esses domínios são deter)minados naturalmente pelas condições de fi'onteira de Dirichlet e Neumattn

respectivamente. Em todo caso vale a seguinte

e

Proposição 3.3. Os operadores Lapiaciazzo e Ziãlaplacáa7zo rco l os doírlúlàos dados acárrza,) são

transformações \iTteures de h/l. n'D elll M..

Demonstração. Basta mostrarmos que PaA a..f%., o caso 6.2 é inteiramente análogo. De fato, para
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quaisquer junções u, u C 11) temos

<Pa a. «, «> Z
J.(~«"',

UO g

<Pa«., Au>

<(Au) . g ' , «> .Z.X..Zg

:) , «> d.x..zg

A«> d.X. .Zg

(APaU,U>

Cromo cada uin dos domínios D é denso enl -L2({2) segue o resultado

n

Com esse resultado e considerando a decomposição espectral do La.placiano restrito aos espaços

/k/a, pode-se pt'ovm' que a dimensão dos auto-espaços são múltiplos de d.. Esse resultado segue
diretall-Lente da seguinte

Pi-oposição 3.4. (-cada um dos espaços h/, pode ser decornposfo em soma díreta de sübespaços Ã4i
satisfazendo:

/. it/3 é ànuaüanZe peia representação I' e I'ml é umcl representação imeduLíuel na classe a

2. À4} é iriuarãa7zte pe/o LapZaciano e AIÀ,r! é um múZtipZo da idenZádade, ou sela, ]14} é corzstítuz'Ho

de auto.funções associadas a um mesmo uutouulor X.

Z)emonsÉraçâo. Considei'e a decomposição espectral do Laplaciano restrito ao espaço À4a, ou seja,

À4a ' a)yÀ onde VÀ é o auto-espaço associado ao autovalor À. Pela discussão realizada no início da

seção o Laplaciano comuta com I', portanto os auto-espaços yÀ são invariantes por esta representação.

O teorema 3.2 mosto'a que podemos decompor os espaços yÀ :: I'T © ... © }'f, onde cada yÀJ são
subespaços irredutíveis na classe cr. Portanto segue o resultado.

n

Corolário 3.5. .4 rrzuZtápZácídade de cada auÍoualor do -LapZacáan.o resthto a À4. é z&m múZíipZo da

dimensão de umu representação irredulíue! nü classe a.



28 CAPITUL03. CONSEQUENCIASDASIMETRIADEn

Demorzsíração. Segue imediatamente da proposição 3.4

n

Nada do que f'oi dito até agora garante que os espaços À4a sejam não vazios. Mesmo que G

contenha representações irredutíveis com dimensão d. > 1 não podemos concluir que existam auto-

valores .X para o Laplaciailo com multiplicidade maior que 1 . Entretanto, considerando uma hipótese

técnica adicional ao grupo G, pode-se gare.ntir que a. representação quase regulam I' contenha todas

as classes de i'epresentações irredutíveis de G e portanto gm'antindo que llenhum dos espaços Ã4a é
va.zio

Teorema 3.6. Se G é zzm stiógmpo compacto de O(n) que pois ã um ponto Záure z C {2, então para

cada a C G existe 'um autoualor X do LaplctciüTto e ILlil subespuço H do nltto-espaço associado V\

tal que F\H está na classe a. Em particular, para todo a c (;, e=istent ãn$nitos üutouttlores cuja a
Trutttãptlcàdn.dc e u.Tll. ltl lliplo Tino vui.lo díi. di ) CTlsao da dc qUÍJ.t(1lter T'epreselLtaçcto ivl'edutíuel dc (= na
classe a

Coi ovário 3.7. $e G não é sorrzrz dáreía .P7iita de grupos cz'cZicos de 07der/t 2 e possua ürrl ponto Ziure

então sempre existe {tutouulores múltiplos do Laplaciano enl toda região G-simétr'ica.



Capítulo 4

Laplaciano com condição de Dirichlet em regiões simétricas

4 1 Ttl+ t.nd ll rã n

Dedi('aillos o presente capítulo ao problema de gencricidade dos aut.ovalol'es simples pala. o
problema de Laplace com condição de Dirichlet ein regiões simétricas

(A + À)u
u = 0, em aQi

(4.1)

Os resultados do capítulo anterior (ver corolário 3.7) mostram que, com exceção das regiões com
simetria Z2 q) Z2... q) Z2, todos os outros tipos de simetria implicam na existência de autovalores

múltiplos. Contudo, ainda existe uma multiplicidade mínima para os autovalores que est.á associada
a características do grupo, mais pi'ecisa.mente à dimensão de suas representações reaisi irredutíveis

(vei proposição 3.4) . En] termos das representações do grupo de simetria do do]nínio (2, un] autovalor

À possui multiplicidade mínima se a ação natural de G sobre -Ker(A + À) é irredutível (vei definição

3). Portanto, a situação genérica que podemos esperar é: para uln conjunto residual de regiões
G-simétricas a ação natural de G elll .Ke7'(A + À) é irredutível para qualquer autovalor À.

O conteúdo do principal teorema deste capítulo mostra que isto é verdade para subgrupos finitos

de O(TZ) cuja as representações irredutíveis possua.m dimensão menor ou igual a dois. Como já

citamos na introdução, esse teorema, foi demonstrado primeiramente por A.L.Pereira em j171 , poiéin
existem ao menos dois motivos para o apresentarmos neste trabalho. Primeiro por termos obtido

l Ao longo deste e dos próximos capítulos sempre que nos referimos a representações de G estaremos considerando
representações reais

29
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genes'alizações pata alguns resultados apresentados em j171 (ver teoienta 4.2 e os corolários 4.3, 4.9,

5.2),segundo, por utilizarmos um método diferente do argumento de transvetsalidade usado por
A.L.Pel'eira. Como veremos a seguir o método de sepa.ração de autovalores usado aqui apresenta

algumas vantagens sobre o Teorema da TFansversalidade.

A simetria do domínio í) tem implicações sobre o espaço de funções definidas cm Q . Se uni
aberto Q do R" é G-simétrico, onde G é um subgrupo compacto de O(TZ) então, considerando a

representação quase iegulat I'!,u = u o g-] , tellaos a seguinte decomposição

L'(Q) - (D Ma

onde G é o objeto dual do grupo G (vei teorema 3.2). Os espaços À4ra, que a partir de agora

chaniatemos de espaços de simetria, são caracterizados poi possuírem uma base ortonoiinal

{'»] ' ' ' Ód.' Ói, ' Ód, , ...} que satisfaz:

:) .,-«..., (:) . (4.2)

para todo g c G e g H H.(g) é uma representação matricial ortogonal irredutível na classe a de
dimensão d.. A]ént disso, cada espaço ]\4a é invariante pela ação do Laplaciano, ou seja, A(-A4. n

H'(Q)) C .A4. (ver pt'oposição 3.3).

Com base na discussão acima temos a seguinte

Definição 3. U«. auíouaZor À do operador A : H' n x(l(n) q l,'(Q) será chamado G-simples se a

anão nat raZ de G em .f(er(A + À) é {rredutúeZ, ou seja, g H I'SJK.,(a+X) é {m'edutúeZ.

Portanto, podemos fol'mulas a conjecturar

Co«jectura 2. Sda G ?.«. $"óg'"p' c07npacto de O(n). Em um co«junto residual de regiões G

simétricas do R" todos os autoualores do problema de Laplace com condição de Dihchlet são G
simples.

'Esta conjcctuia está enunciada cxatamcntc da mcsliia folttia em j161
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Desta forma, considerando a decomposição de L2(n) e a invai'iância dos espaços A4. pelo Lapla-

ciano pode-se dividir a conjectLLra em duas etapas:

(1) Em um conjunto residual de regiões G-simétricas do ll&" todos os autovalores do problema de
Laplace com condição de Dirichlet restrit.o aos espaços de simetria A4a são G-simples.

(11) Em um conjunto residual de regiões G-simétricas do R" não existem autovalores do problema de

Laplace com condição de Dirichlet com autofunções associadas pertencentes a dois .A4. distintos.

O que a etapa l está nos dizendo é: pata unl conjunto residual de regiões G-simétricas do IR" a

ação natural de G em ker(Z\l jv. + À) = X'er(A + À) n Jt4a é irredutível, denotam'elilos tal autovalor

por Ga-simples. Entretanto, isso não quem' dizer que a ação de G enl ker(Z\ + À) seja irredutível,

pode ocorrem' que un] ]nesmo autovalor possua. autofunções associa.das a. A/a. e A/a, e a ação de (; em

ker(Alm., + À) e Éer(Alm.: + À) seja irredutível. Portanto, um autovaJor À do operador AI.,. ser
G-simples não implica que também seja pala o operador A. Motivado por esta observação temos a

Defittição 4. Dzzemzos que ? m& a'uíouaZor À está associado ao empa.ço de sãmeÉrírz -Abra se ezàstár unia

utLtojuTLção associada u X pertencente a À'r.. Note que X pode cstuv associado ü lr tais de ünl espaço
de sámetda.

Cada uma das ct.opas acitlia é, de certa forma, um problema independent.e e apresenta.nl difi-

culdades particulares, como veremos nas pióxinias seções. O presente capítulo está organizado da

seguinte forma. Na seção 4.2 encontra-se o resultado de separação para os a.utovaloies do Laplaciano

restrito aos espaços de simeti'ia A/., onde a C G e G é um subgrupo compacto qualquer' de O(n). Já

a seção 4.3 está dividida em duas subseções, em 4.3.1 encontra-se a. demonstl'ação de que é possível

separar autovalores associados a dois espaços de simetria distintos, se G é subgrupo finito de O(n)

cuja representações irredutíveis tem dimensão inenoi ou igual a 21 em 4.3.2 encontra-se a prova da

conjectLLra 2 com as mesmas hipóteses sobre o grupo G da seção anterior. Finalizainos o capítulo

com uma pequena preparação pala o estudo da conjectura 2 pala o Bilaplaciano colei condição de
fronteira de Dirichlet. e o Laplaciano comi condição de frotleíra de Neuitlanli

4.2 Separação nos espaços À4a

O problema de sepm'ação dos autovalores do Laplaciano restrito aos espaços de simetria é, de certo

modo, análogo ao problellla sem simetria. Na verdade a hipótese (que mostraremos sei contraditória)



32CApÍTUL0 4. LAPLACIANO COMI CONDIÇÃO DE DIRICHLET ENI REGIOES SIR'TÉTRICAS

de não separabilidade por pequenas perturbações simétricas do domínio implica que o autovalor não

varia com a perturbação do domínio. Além disso, as autofunções associadas a esse autovalor dex'em

ser nulas eln uma vizinhança. aberta (CQ) de aQ. Isto foi notado primeiramente por Henry para

perturbação de domínios gerais (ver l61 exemplo 4.4). Esse comportamento apa.Tece mais claramente

quando estudamos o coinportalnento de uln autovalor ntúltiplo aplicando a Teoria de Perturbação

Allalítíca. de Operadores Lineares api'esentada por Kato ejn j101 ou o método de Henry utilizado no

exemplo 4.4 de l61. Desse modo, obtenaos m curvas de autovalores (contando sua multiplicidade)

também allalíticas, para as quais podemos calcular as expressões da primeira e segunda. derivadas
utilizando o calculo diferencial desenvolvido por Henry en] l61. Os resultados de separação serão

obtidos poi meio da análise dessas derivadas.

Em linhas gerais, o argumento é o seguinte. Supondo a não sepaiabilidade dos autovaloles,

teremos uma única cln va de autovalor com multiplicidade m. As derivadas das curvas de autovalores

são dadas pelos autovaloles da matriz

ü«,-- /.» . :« %k,
onde pj são autofunções associadas ao autovalor À pertencentes a ÀCía . A hipótese de não sepai'abil-

idade implica imediata.mente que a tnatriz Jv é múltiplo da identidade. Supondo m :: rd., r > 1,

teremos r conjuntos de autofunções {Ójlg=. duas a duas ortogonais que satisfazent (4.2). Assim,
para ã # k

Q

z. « . ~g g
é um e]emento da matriz Jk/ fora da diagonal e portanto igual zct-o. Segue do fato das autofunções

{@llg=. satisfazerem a relação (4.2) que a função dada por

z.--' ÕN ÕN (4.3)

é G-invariante, logo

pala todo campo y (-;a.regular G-invariante.

-()
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Para concluirmos que

z.--. ÕN aN
0 e7rzõS2

precisamos do seguinte lema técnico

Lema 4.1. $dam G s?lógrupo compacto de O(n), í) C ]R" aberto e ]V / a ez erosão conÍh- em

Q do campo rzormaZ llnáÍáráo ezÍeráor er/i aQ. $e p : > R é uma ./unção G-ánuaharzte conlíhua,

.nÍão «ã.te «m c«mpo V : R" q ]R" d. .Z«s. C'' .q«á-,í«ni., i.[. é, y(gz) (z) í«Z qu.

V - Naç} está tirbitrartarttente próximo u tp ]].a. topologãü uniloTvnLe. (Se tp C LP(.açl) a aprozimüção

pode ser realizada lla topologáa de LPI.í)ç\)).

Z)enlomsÍração. Considere W : R" -+ IR" de classe (;'" e ptóxitno a y/V iia topolognumifbime

y : R" H R" por
Defina

V(=)= 1 g IWI.g=)dg.
G

segue que V é equivariante. Além disso, temos

L'(z) y(z)N(n) : }Ç''(gz) P(z)g :JV(gz)dg

g '(W(g:«) P(:«)JV(g:«))dg

C

G

Portanto y está próximo a pAr lla. tipologia uniforme. D

Portanto a relação entre as autoíunções dada en] (4.3) deve ser nula ila fronteira. de Q (ver lema

4.1). A dificuldade encontt'ada pata provar- o i'esultado está justamente eill mostrar essa condição

não pode correr. Essa dificuldade loi superada graças ao fato dos aubovalores da matriz JM não
dependerem da escolha das autofunções associadas, bastando apenas serem ottonormais. Como

vercn[os na demonstração do teoietna 4.2 é justa]nente esta liberdade ]ia escolhtt das autofunções o

principal ingrediente da demonstração.

O principal avanço com relação aos resultados de separação restrito aos espaços de simetria Jv,

anteriores está justamente em não exigir nenhutna hipótese, além da compacidade, para o grupo G

de simetria do domínio Q. Este é o conteúdo do teorema 4.2 a seguir.

n
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Teorema 4.2. Soam G suógrtzpo compac o de O(n) e (2 C R" , aberto, Zdmáfado, cancro com
fronteira CS-regular e G-simétrico. Se X é um autoualor com multiplicidade mda, m > 1, para o
OT)erüdor:

A : .a/. n x' n xfl (n) 4 m,

onde o C G. Então X pode ser decomposto e711 111 autoualores G.-simples por meão de pequevtas

perturbações G-siméthcas de n. Mais precisamente, dado qualquer e > Q ezástem h (i Dijjã(.n),
/i -- íl2llc2 < c e (i > 0 taZ que eàstem ezatameníe m autouaZores À(/}) G.-sárnpZes do operador

h*z\A*-' : M. n H' n Ho(Q) 4 -A4a no ante«,aZ (À õ, À + õ).

Observação 4.2.1. Mote q /.e o teores.a. acima. aámna r7?/.e os a.?ito?/ízZore.s do operador a.IW. guarida

"p««d« .ã. G-sãmpZ«, - .©«, « .çã. n [«,«Z d. G «o K'«(AIÀ4. + À(h)) é á«,eduÍÚ.Z. /st.
nâo implica que a anão de G em Ker(A + À(h)) é árredufz'ueZ, oü sela, podem e:r sÍãr auto/urzções

associadas perLevtcenLes cl outros espaços de sãmelMu diferevit.es de M., meslrlo depois de perturbado.

Z)emzorzsiração. Suponha que a multiplicidade de À não possa ser reduzida por pequenas perturbações

de Q. Então, dado c > 0, existe uma. vizinhança. y de iÍZ em CS(Q,R") tal que pala todo h nesta

vizillhança existe apenas um autovaloi À(A) comi ntultiplicidade md., IÀ(A) ÀI < c.

Como estamos supondo que À é autovalor para 'ÃIÀ.,. com auto-funções pertencentes a À4a, então

Éer(AI«,. + À) é unl subespaço do espaço À4a invariante pela representação quase-regular I'. Colll

isto, cada sub-iepiesentação irredutível cm ker(AI«,. + À) é equivalente à repicsentação matricial:
g n -.4.(g), onde Á.(g) é matriz ortogonal de dimensão d.. Portanto existe uma base ortonormal

{él},.j = 1, .., d.,{ = 1, ...,m para ker(AI«,.+À) com a propriedade(4.2) pala cada índice á = 1, ..., m.
Collsidere a seguinte curva de difeomorfisnlos A(z,t) = a; + ty(z), com y c C3(Q,R") e G-

invariante. Assim: temos uma família de operadores

h*(t,.)(A)h* '(t,.): Ma nH' nHo(Q) --} Ma

analíticas no sentido de l<ato. Segue do Teorema. 3.9 (Kato, capítulo Vll pag 392), a existência de

d,m curvas analíticas de autovalores pk(t) , PÜ(0) = À, e dm ci«vas an-líricas de autofunções @k(t)

associadas, @k(0) C ker(AI«,. +À). Considerando nossa hipótese de não separabilidade, existe apenas

ullla curva de autovalores p(t) com multiplicidade d.m. Portanto, tomando qualquer uma das curvas
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de a.utofu«ções @(t) = @t(t) ten.os

h*(t,)(a. + P(t))h* :(t,)@(í)

@(t)

0 em Q;
em aQ;

(4.4)

Utilizando o teorema 2.6 segue

ã IA*(A + P(t))/'*':@(t)l ,.o
l *(A + p(t))h* :V'(t)l l... + I'' . vl(A + p(o))@(o)l

0.(A*(t,)(A+ P(t))/'* :(t,)@(t)) ...
(A + À)0.(@(t))l.-o+ /,' @(0)
(A + À)(@ (0) y . V@(0))+ /' @(0)

(4.5)

o«de É p(t)It-o, Ú(0)

}'' - V@(0) c H'(Q)
á@(t)It-o = 0. Como an é de classe C3 temos que @(0) C H:(Q) e

Vamos reindexar as autofunções {@j}, .j = 1, ..,d.,á = 1, ..,m, dadas inicialmente da seguinte
forma:

y:'k com k l)d. +.j

ou seja, k = 1, ..., d.m. Lembrando que @(0)

equação (4.5) por yk e integrando, obtemos

>l:Ó=T cjpk para ck não todos nulos, multiplicaJido a
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PX;(A + .X)(@ }' - V@)
Q

(Ü }'.V@)(A+À)Pk Pk(A+À)(@ }' V@)

« ~ã)ü (ú .~gg)

[..« . ~RU (4.6)

Portanto a derivada das chuvas de autovalores p(t) são dadas pelos autovalores da matriz simétrica

M*,-- J. " . '''' mm
Como espantos supondo que os autovaloies não se separam quando t valia, todos os autovalores de
A/ devem ser iguais, logo A/= A/ onde .r é a matriz identidade. Assim devemos ter

n

r.« ~ G$- /.« ~ Gd,
1. V . N?RIR- O, k :#t,

(4.7)

(4.8)

para todo campo y em (;3(Q,]R") G-invariante. Observe que os elerrlentos da matriz JW são dados

pelo produto de

ÕNaN

para todos á,Z = 1, ..,m e .j, k = 1, .., d.. Além disto, a função
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é G-invariante para todo {, Z, pois por um lado

}l;(@} ' g)(«) - glv(.) - VÓ}(g") - x(g") ' vçó}(g«) - :l(g«)

e por outro lado

l . (.)->:'*ju:3(«)

onde a(g)Ê,j são elementos da matriz -A(g). Portanto, pelo leda 4.1, (4.7) e (4.8), temos que

lJ

sl'-. (4.9)

(4.10)0

emõQ

A seguir mostiaremos que as observações acima, aliadas ao fato dos autovaloies da inatiiz iü4

não dependerena da escolha de @} implicalll que ;# :: 0 em aQ. Defina. pata todo ã :: l, ...,m as
seguintes funções ui : aS2 -> R",

0

«:(.) aN'8N'

Cromo é} C Jv. satisfazem a propriedade (4.2), as funções definidas acima satisfazem,

«í(gz) .'l.(g)«:(z)

pala todo g C G. Para cada ã = 1, ..., m e z em aQ fixos Ollde ui(z) # 0 temos que {ui(gz)},eG gera
o IRÚ- . De fato, como g -> ,4.(g) é uma sub-representação irredutível de G na classe a, segue que
todo vetor não nulo de Ra' é cíclico pela. ação da sub-representação portanto segue o resultado.

Note que tomando á ;; 1, g c G e substituindo as autofunções @] , ..,@3. por @i o g, ..., ÓS. o g o

novo conjunto ortonoimal de autotunções [ornlado por {@} ' glg=i U {Ó;ll=23-i constitui uma nova

base para ker(Alm. + À). Agora como os autovalores da matriz A4 não dependem da escolha das
n
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autofu[[ções, as equações (4.9) e (4.10) valen] pata as ]]ovas funções. Portanto a. partir da propriedade

(4.2) e da equação (4.10) segue que

o->1:ãl . ( ) 1( )-<«:ü«),«.(.)>
J

para cada z C aQ, onde <,> denota o produto interno do Ra' e uz colllo definido acima. Suponha

que ui(z) # 0 para algum z em aQ, então os vetores {ul(gz)}scC geram o RU', logo a equação

acima mostra que ul(z) = 0 que resulta em ;g = 0 eni aQ pala todo .j = 1,2, ...,d. e todo Z / l.

Consequentemente, poi (4.9), ;l$(z) = 0 em aç2 pm'a todo í,.j. Decorre do Teorema de Unicidade

de Cauchy que @} = 0 eln Q.

n

O corolário a seguir mosto'a. que a etapa l da conjectura 2 é verdadeira pala. qualquer subgrupo

compacto de O(n). Isto é um avanço eln direção à prova completa da conjectura, visto que até o
presente nloinento, a validade dessa. etapa- havia sido comprovada a.penas pata subgrupos finitos de

O(n) cuja t'epresentações inedutíveis tem dimensão menor ou igual a dois e subgrupos comutativos
infinitos com dimG < n 2

Corolário 4.3. Sda G suógmpo comzpacto de O(n) e a C G triz que Jk/a é não uazío. O subconjunto

C = {h C Oi/.fã(n) nodosos autovaloresdo operador

A : M. n H2 n xJ(íz) -+ À/n são G. simples}

é residual cm Dif.f2G(Q)

l)emir séração. Considere o conjunto

cÀ; {/z C OÍ./.ê(n) l os autovalores À do AI«. , À < k sãoG simples}

Como OÍ.r./ã(n) é um espaço de Baile basta. mostrar que Cx; é aberto e denso eln Z)i/.fli(n), assim o
conjunto c = nkcmCk é residual em Z)í/.G(O). O teorema 4.2 garante que CÀ; é denso. Pm'a ver que

Ci; é aberto basta mostra.t que os autovalores G-simples do operador /}*AIÀ,. /}*-l são contínuos com
relação ao paiâmetto A. De fato, o resultado segue dos Teoremas IV-3.16 e IV-2.14 de j101. Assin-t
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dado um autovalor À G.-simples pata o operador Alm. existe uma vizinllança P de áç} em Z)á/.f2 (n)
tal que para todo h c P existem exatainente d. autovalores próximos a À. Desta folha, tomando

qualquer' autofunção é enl her(A*A/}*-l + À) n .Abra tenros que {l'P@,g C G} gera d. autofutlções

linearmente independentes, isto é, a multiplicidade de À(h) é d. e portanto G-simples.

D

4.3 Separação entre espaços .A4a e a Prova da Conjectura

4.3.1 Separação entre espaços Ma distintos

Separa-t autovalol'es que possuem autofunções associadas peiteilcentes a. dois espaços de simetria

distintos é, como veremos a seguir, a paire tilais difícil da prova da conjectura. 2. Isso se deve ao fato

de que, supondo a não sepaiabilidade dos autovalores, não conseguimos obter, usando a primeira

derivada, informações análogas as obtidas anteriormellbe sobre as derivadas lloiinais g9- na fronteira

aQ. Desta forma, somos levados a calculam a segunda derivada pata as curvas de autovalores. Tais

derivadas nos fornecem, ainda supondo a. hão separabilidade, que centos operadores de fronteira

(vei teorema 8.4) são identicanlente nulos. Esses operadores são os mesmos obtidos poi A.L.Peneira

em lt61.

O passo seguinte é calcular a expansão desses operadores eln certas f:unções especiais para obter-

mos n[ais informações sobre as autofunções na fronteira de Q. Pala isso A.L.Peneira ei]] j161 utilizou o

Método das Soluções " Rapidatnente Oscilantes"desenvolvido por Henry e é precisamente nesse ponto

que reside toda a dificuldade do problellaa.

Contudo, a barreira. que realmente nos impede de obter o resultado de separação para grupos

quaisquer, não está no cálculo dos termos da expansão, lhas sim na manipulação dos mesmos. O

principal impedimento, como veremos no lema 4.5, é o tatnanho da dimensão das representações

irredutíveis de G. Precisamente o que ocorre é o seguinte: supondo que exista uln autovaloi À, que

nao se separa, associado a dois espaços de simetria A/.: e .Abra, distintos (conforme definição 4),
obteremos por meio da matriz da piimeirtt derivada a relação

lÊI lsl' -lgl lsl' .««

E importante observar que a condição (4.10) 1oi fundamental na demonstração do teorema 4.2, porém
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não é possível obter uma condição análoga qua.ndo estamos coílsiderando um autovalol. associado a

dois espaços de simetria distintos. Desta forma, somos levados a calculam a segunda derivada para as
curvas de autovalores. Ao fazê-lo nos depararemos com o operador de fronteira O (vel' a. delilonstt'ação

do teorema 4.4 ):

.-t$1gú'-,l.al lgl ú'~*l.SI,
a hipótese de não separabilidade implicará que o operador acima deve sei nulo, consequentemente

tatnbéin serão todos os termos da expansão. Calculando as expressões pala os teiinos obtém-se mais

informações sobre as autofunções ila fronteira de ç2. Utiliza.ndo o h/método das Soluções "Rapidamente

Oscilantes"encontra-se a seguinte expa-nsão (ver teorema 8.4)

O(acosw0) = :aC(a)cos«,a + O(w''), onde C(a) é dado po'

'.,,-lll a a'Éj -,' }111
e 0 é uma função suave G-invariante. Como, sob nossas hipóteses, o operador O é nulo devemos ter

C(0) = 0 em aQ para toda função 0 suave e G-invariante. Se G foi finito o teorema 8.4 mostra. que

,tg :lgi' (4.11)

para todo 7- C Tz(an). Com essa identidade e mais a obtida através da primeira derivada soillente

foi possível atingia a contradição com a hipótese adicional d: 5; 2 (ver lema 4.5).

Teorema 4.4. Soam G um subgmpo .$náto de O(n) íaZ que d. 5; 2 para todo a C G e n C ]R",

abeto, limitado, collezo, com fronteira Ca-regular e G-simétüco.. Se X é autoualor associado a M..

e Maz pnr(i o open(idos:

a:(w.. © m.) n x' n xd(n) H(M.. © W«)

taZ que a anão de G ern ker(Alm.: +À) e ker(Alm., +À) é án'edutúeZ, então À pode se7- decomposto em

dois autouülores G-simples por meio de pequenas pedurbuções G-siméthcas de Q. ]\dais precisamente,

d.do qu«{q«, . > 0, e«{stem h C OÍ./'.G(n), llh áízllc, < . . õ > 0 t.ás q«e e«ã.t'm '-t«m'nt' 2
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«ut««Zo«. À-(/.), À,(A) p.denc.nte. - ánl.««Zo (À Õ, À + Õ), P«« o OP««'Í"

h*z\h* ' : (w.. © À4.,) n m' n mtl(n) a (À/.. © À/,,)

onde a anão de G em ker(h*Ah*':l(m..oh/.,)+ÀI(h)) e ker(h*Ah*''l(m.,OW..)+À2(h)) é án'ed-'tú'eZ.

l)enzonstraçâo. A/tais uma vez vamos supor que não é possível separar o a.utovalor. Raciocinando

como na demonstração do teorema 4.2, escolhemos ullla base ortonotlnal {@j} para o auto..espaço

associado que satisfaz @; C Àcra: e

«..«, ( ;: ).

(4.12)

Com isso, temos que ma.triz derivada j\4 pala as fulvas de autovaloies é dada por

0

y
'aQ

onde pk :: @Ê, { :: l se 0 $ A $ da. e i= 2 se da: < k $ d.. + d,. A hipótese de não sepa'abilidade

imp[ica em A/= /1/, ou seja, va]eln as ie]ações (4.7) e (4.8), para todo campo }'' ern C3(Q,]R")
G-invariante.

Podemos apenas concluir de (4.7) que

iill$1' lgl lsl' .««
(4.13)

Como obtemos por meio da matriz derivada soulente a condição (4.13), não é possível aplicar o mesmo
procedimento realizado na demonstração do teorema 4.2. Desta forma somos levados a calcular a

segtmda derivada para. as curvas de autovaloies. Calculamos a primeira derivada usando a forma

Lagrangeana, porém pt\-ta a segunda derivada il foi'ma Euleiicatia é tilais apropriada (vei capítulo 2,

seção 2.2.2).

Seja É --> /}(t, .) uma família analítica de difeonlorfislno de classe O4 G-invariante. Como estamos
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supondo que o a.utovalor não se separa (a multiplicidade não muda quando variamos o pala.metro

t) existe uma família ortonoimal de autofunções {pk(t)}j-iS, analíticas em t, associadas a clava
de autovalores p(t). Desta. coima, utilizando o teorema 2.9 e o lema 2.10 podemos estender as

autofunções em todo o ]R" de forma clue ek(t. .)Ih(t,ç2) ' h*'i (t, .)pt(é) satisfaz

/ (A+p(t))ek(t,.) -0, 'm n(t); (4.14)
1. {1x;(t, .) =0, e«a aQ(t). ' '

A expressão encontrada pala os elementos da matriz A/ deve sei- a mesma para todo domínio !)(t) e

collao já vimos ek(t, .) é duas vezes difêrenciável ein t, segue então que

n

ú'k,. (t) - .Z..., I'' . N gi(t, .)gi(t, .)
é dites'enciável na variável t. Fazendo a V . .N, derivando a expressão acima

á .ü*,' u ,.. - .Z. á {.-.jão,.)gã«,-)} l,..--

* .â{.ãB1*.'«:3
, supondo a não separabilidade temos que é À/l;,z (t) ,.n - ji/' Note que

ágg(t,.) ...-&.vü+g% - -.vg$+ga
--Varia é dada pelo lema 2.7, considerando /V tal que ãN

DN'

[) eaígualdade /V

a'ei:
ÕN'L «R,

onde a igualdade segue do teorema 2.1.

anão é possível construir uma família ortonormal analítica em é se a itiultiplicidade vai'ia com t, veja j101, pag
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Dessas observações segue

Í .Ü*,' (t) ... z.[:'.ã* «.'] â9
Z..{Üã*Rã+ (4.15)

Sabemos que as funções

$(ã)'
g''(ã)'

g(g)' (4.16)

d.

z-1+.Za: Ê(g)' (4.17)

definidas en] aQ são G-invadia.ntes e satisfazem a relação (4.13). Além disso, as funções Zlt são soluções

pma a equação

(A + P){x; + Óex; = 0,
é* - v'' . w8,

.m Í2(t);

.«. aQ(t);
(4.18)

portanto

d.

E DNaNz-l c--' aN E)Nl-\

também são G-invariantes

Agora. note que
d.l
z-] l :Fií "«,
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p'i' é Mk,t (t) ... - jir, ou seja,

Á. i: * .ã * «.'i i Íi(ar ' 'z.' ll íi wül -
z. is *.â * «.'i t Êi(ü): *:Â' 1 :. Íi gül ,

pma toda função a definida em a(2 de classe (;õ G-invariante. Com isto e com (4.13), segue que

ü., t=aN aN
0 (4.19)

em8Q

Como aC = Za BA+À(a a( ) módulo posto finito (vei seção 8.4 do capítulo 8 pata. definição de
6a+À ) segue da igualdade acima que o operador de fronteira O definido por:

«-iÊlsú'-*l' l IÍI ü'«*l.sl, (4.20)

deve ser identicamente nulo. Portando de acordo com o teorema 8.4 temos que

a a'éj -,
õl- aN ::Lg (4.21)

para todo 'r C Tz(aQ).

O próximo passo agora é mostrar que as igualdades (4.13) e (4.21) não podem ocorrer simulta-

neamente, porém sela possível faze-lo apenas para d. $ 2. Note que pai'a cada z c g2 podellios

definia dois pares de vetores do R2, da seguinte forma: se d: :; 2 para á = 1,2

«.«, - la,
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«'«, - lw,.,: ),
se caso unl dos d.: for igual a l basta repetir a coordellada $H- para obtermos ullla função vetorial
de R2. Assim

9'«,

õa- aN

a a@''.

a a@'',
' õl- aN

Definindo os vetou'es dessa fottlaa as igualdades (4.13) e (4.21) tolttam-se

<ul("),"1(")> - <u2(';),u2(';)> e <lau ("),a"(")> - <at-2("),au2(")> onde <,> denota o pi'oduto
interno do Ra. Supor)do d :: 2 mostraremos no lenla4 a seguir que existe uma ttansforlnação ortogonal

T tal que u.(z) = Tu2(g) em ]m] aberto }' C aí2, ou seja, g- = ailg$ + ai2éj@ em y, onde aij
são os eletlleutos da. bla.nsfoitllação T. Note que cona essa condição de fronteil'a. adicional pala as

autofunções, temos
Í(z\+À)(+} «il@f ai2@g)-0 -' ç2,

'l @! aiJ#'? ai2@8 = 0 em an,

1 4(ó! «nó? «i,@g) I'naç2

Portanto pelo Teorema de Unicidade de Cauchy, @! :: aÍ]Ó? + ai2@g em Q. O que clal'amente não

pode ocorrer, pois ÓI çl À/a.

R.esta provar a existêlacia de unia transformação ortogonal 7' com a propriedade acima.

Lema 4.5. $(yaz/i .4'f u rla variedade dll/brer&cicíueZ c /', (; : &d > IR2 /Mações dli/ere7zcááucis. Se

IP(z)l l e igçl tg p«« t.do ,- € TzM, .nÍã. «á;{. um «óed. I'' 'm à/ . «m« í«,''-
/o,m«çâ. o,togonaZ 7' de R' taZ que F'(z) = 7'G(z) em y

Como as funções }' e G tomam valores no IR2 podemos trabalhar no plano complexo. Desta

romã, temos .F(z) = e:o(')G(aç). Se 0(z) for constante podemos tomai a. transformação T igual

a uma rotação de 0 indianos e o resultado está demonstrado. Consideremos então o caso onde

cesse resultado foi provado primeiramente por A.L.Peneira em j161
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Vm0(aç) :# 0. Escolhendo cartas locais (zi, ...,:«.-l) em b4 e toma.ndo l-

condição la;l = la;l que

x'(g8) - x'(E:e).

segue da

(4.22)

Como estamos supondo F(z) e;'(')G(z) temos,

=x -c=."-.«n l e {o

' l ': ; lG-=
ÕGÕGl (4.23)

Observe que

,.(=z''*:(='â'
=e'''«(='á

z'â'))
'i'). (4.24)

Fazendo (l; := gi + {g2,

a

gi
g: ã--

segue

'«(='á' ':')- g]
g,ã

agi
ç,ã--

Tomando a parte real na identidade (4.23) usando as relações (4.22) e (4.24) obtemos

1: *H el* l; *q l
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Supondo g2 / 0 podemos reescrever n)ais uma. vez a equa.ção acima da seguinte forma,

= (;z *á «-« (:» *e (!= *: «- (:» - . (4.25)

Como estamos supondo Van0 # 0, pelo menos lama componente aa # 0. Fazendo i= .j :: k em

(4.25), obtemos

z (g * -- '«. (:)) - .
Gostaríamos de concluir o mesmo pala todo índice k, mas pode ocorrer que :ge- = 0 para algum
índice. Ainda assim, fazendo { = k em (4.25) coiacluímos o inesino fato acima pala o índice j.

Portanto 0 = 2 arctan(E) + C e

F'(:«)

\ /.:(-'''-''-(ã)")c(«) - .:'-l: cw

.:'t!:# - .:' ' (.) (4.26)

e a tiansfoimação ortogonal 7' é dada por 7'
cos(.;

sin (l:

sina
cos C

D

Observação 4.3.1. Para proua7vrzos o resuZíado de separação acima, selrl írnpor restrições sopre a

dimensão das representações ãnedutÍueis de G, precisamos provar o tema ,4.S pata junções F e G

g'ue [omarri uaZores em ]R"' corra m > 2. Porém as hãpóieses coízsideradas no lema não parecem ser

su$cierztes para tctZ.

Os teoremas de separação 4.2 e 4.4 mostram que dado um autovalor À caiu multiplicidade "alta"é

possível sepa-á-lo em Ài(h), Àu(A), ...,Àx:(h) de forma que a ação de G eni cada X'er(A + À(h)) seja

irredutível. Isto é, cada autovalot' À{(A) está associado a apenas um espaço À4ai e sua multiplicidade

é d:. Para provarmos a conjectura precisamos mostrar apenas que os autovalores G-simples do

operador A : -H2 n x(l (Q) -} L'(Q) variam continuamente.

Um autovalor G-simples para o Laplaciano é uin autovalor G.-simples do operador Z\lA,. para
algum cr C (; que está associado apenas a À4a. Sob esse ponto de vista, uma pequena extensão do
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teorema 4.4 pode sel' provada se considerar'mos espaços h4a tais que d. :: 1. Se temos um autovalor

À G.-simples do operador Alm. que está associado a outros espaços de simetria, então podemos
perturbar a região Q de f'arma que À(A) está associa.do apenas a. À/a.

Teorema 4.6. Soam G um subgrupo .#niÉo de O(n) e Q C R", aberto, Zãmátado, corzea;o, comi

fronteira CIZ-regular e G-siméthco. Se X é autoualor associado a M.. e M.., onde d.. = 1- para o
operador:

A : H' n Htl (Q) H L'(n),

então X pode ser separado; por meio de pequenas peüurbações G-simétücus de çl, elrl dois autoualores

«.d. «m d.Ze. é .ímpZes. M«ís p«c:«m.nte, d«do q«.-.Zq-, . > 0 e«ite,« /. € oí.r.8(n), ll/' ánllc, <

( e õ > 0 íaZ qae xm dos ízutouaZores separados, pertencentes ao ante aZo (À õ, À+t5), está üssocàado

apenas üo espaço M.,. e portanto é simples.b

Z)emon.stração. De fato, se d, :: ] então seguindo os lllcsmos passos da demonstração do teorcn)a

anterior teieinos que as autofunções associadas satisfazelTI as relações (4.13) e (4.21). E com isto,

podemos tatnbém definia funções vetoriais

«.«,-la, ,%l . «.«,-w'',:, ,:,
pertencentes a Rdai que satisfazem m relações

««'.,,«'.» - ««'.',«'«» - '«(Hy

<9',,, 9',,> - <t'«,, g.,,> - .«(g:gy ,
para todo z C aQ. Fazendo (1, 1, ..., 1) = 1 podemos escrever ui da seguinte forma

e

(4.27)

«- («) - g11.A(«) 'i,
E importante observar que o fato da ação de G em Ker(Alar. + À) ser irredutível não galante qiie a ação eln

Ker(A + À) também seja.
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onde 4(3ç) é uma. transformação ortogonal. Derivando a função ul temos

::g«.«, '? --$::«.,, 'í

segue da identidade (4.27) que

,égg <«'«, '',::«'«, 'í> --(#y i«'«, ' : -'
Note que <1.A(") l,A(z) i> - <i, i> então <1.4(z) 1 , a Á(z) i> = o, portanto

gy :.-'«, ' ' - .,
para á ' 1,2,...,n 1. Co]]]o g$ # 0 en] um conjLmto aberto e denso de an, concluímos que

Vaia( 4(z) 1) = 0, collsequentemente Á(k) l é consta.nte em aQ. Porém, isso implica. que ilH- =

aj95 em an o que não pode ocorrer, pois @j ÇI .A4a2'

l

D

4.3.2 A pi'ova da con.jectura

Esta seção contém a prova da conjectura piopriainente dita. Se considerailnos os autovaloi-es

pata o operador A : H2 n x(l(o) q L2(Q) contidos em um compacto da Teta, então os resultados

das seções anteriores mostram que a propriedade de todos os autovalores contidos neste compacto

serem G-sin)pies é densa. no conjunto das regiões (;-simétricas. Para coilcluinnos o resultado de
genericidade é necessário lnostrat que esta propriedade também é aberta. Para este fim, mostra-se

Proposição 4.7. $dam G suóg7mpo compacto de O(n), I' a representação quase reglzZar de G em
Z.'(Q) e yÀ = K«(Z\ + À) ca« dámyÀ I'jvÀ é ã«'eduÍÍ«eZ, então ezáste € > 0 taZ que, se

{n üll.:, < . e A c Oi/.G(n), I'jvx:.«,'--. ovx,,..«, é í«''d«tí«eZ.

Demorzstração. Se À é uln autovalor G-simples pala A : H2 n XJ(o) -+ L2(Q), então está associado

a um único A/. e possui multiplicidade d.. Existe uma vizinhança P de ãs2 em Z)i/.f.e (Q) tal que
para todo h C P existem exatamente d. autovalores do operador h*Ah*'i próximos de À. Como os
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autovalores do Laplaciano I'estrito ao espaço À/a também variam continuamente segue que um dos
autova[ores próximos a À está associado a Ma e portanto todos estão. []

Com isto, temos provado, de fato, a conjectura 2 para grupos G tais que d. $ 2 para todo a C (;

Corolário 4.8. SuporzAamos que G é 1[71z suógr?zpo .Prato dc O(71) fa! que d. 5; 2 para todo a C G.
Então, para um coTLjunto residual de regiões CZ-regulares e G-simétücas os autoualores do operador

A : H2 n wd (Q) --} L2(Q) são G-simples.

Z)emon.stração. Considere o seguinte conjunto

cÃ; {/} € D{.f./ã(Q)/todos os autovaloies IÀI < k são G simples}

Os resultados acima niostranl que Cx; é aberto para. todo k C N e os teoremas 4.2 e 4.4 garantem que

CÀ; também é denso. Sabendo que i)i.f.B(O) é uln espaço topológico de Barre, temos que nk>ock é
un] conjunto residual.

H

Observação 4.3.2. Umct consequência ámedíaia do teorema acima é gue a conlecíura 2 ./ica como/e

lamente estabelecida consideTavt-do regiões do plano (subconjuntos de R2 ) G-siméthcas com G anito,

pois n.ão e=isteTri subgrupos de 0(2) cuja Q dimeTtsão das represevLLações inedutíueàs seja Tratar bate

2. De .fato, sabemos que todo subgv"tipo $nãto de O(12) possui pontos lim'es, portaTtto, Feto teorema

3.6 cb represevttação quase regltlal' F contéTll. todas as sltb-representações iTnedut fieis de G. Sabemos

também qxte os autoualores do LaplaciaTto 110 disco em RZ possui apenas autoualores duplos e simples,

lolJO sc existisse ulguTrta. represc7ttação iv'reduLíuel de G com dimensão > 2, pelo coroláüo 3. 7, de'ueT'ia

existir um autouütor cuja lr uttiplicidade é um múltiplo não nulo da dimensão dessa representuçã(f

O teorema acima foi provado primeiramente por A.L.Peneira eni j171 e até o presente momento é

o resultado mais completo existente para a conjectura. 2 coltsidera.ndo subgrupos finit.ns de O(n) .

Contudo, coi]] o atuílio do teorema 4.6, ao menos um resultado pm'cial pata subgrupos finito

quaisquer de O(n) pode ser demonstrado. O teorema 4.3 mostra que, genericamente no conjunto das

regiões (72-regulares e G-simétricas a ação de I' em .l(er(A + À) n JW. é irredutível, o que não implica

60 resultado acima não se encontra mencionado explicitamente em j161, porém segue facilmente dos resultados
eiicontl-idos nesse trabalho.
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que a mesma ação em Ker(Z\ + À) também seja, pois o autovalot pode estai associado a mais de um

espaço de simetria. Porém, como veremos logo abaixo, se d. = 1 isto é necessariamente verdade. Ou

seja, os autovalores associados aos espaços Jv/a com d. = 1 são, de fato, geilerícanlente sintples.

Corolário 4.9. $da G süóg7upo ./inàío dc O(n) e a C G taZ que d. 1. 0 subcozzj'u7].[o

c = {h c -oi.r./ã(íz) todos os autovalores do operador

A : H2 n Hi (Q) --> L2(Q) associados a M. são simples}

é residual em Dilf2C(Q)

Demonsi7'anão. Collsidere o conjunto

Ck = {À. C Di.//â(í2)/todos os autovalores IÀI < k clue estão associados a

À4.são sintples}

mais Mina vez a proposição 4.7 garante que CX; é aberto e o beoiema 4.6 galante a densidade

TolilaTldo a inteiseção de todos os CÀ;, com k c IN segue o resultado.

n

4.4 Prelúdio para os Próximos Capítulos

Apresentamos neste capítulo os principais resultados a respeito da conjectura 2 para o problema

de Laplace com condição de fronteira de Dirichlet. Podemos perceber que a dificuldade encontrada

em prova-la para grupos compactos quaisquer não está associada unicamente a características do

Laplaciano ou da condição de fronteira. Pelo menos pala grupos finitos, t\ peça funda.mental pattt a

obtenção do resultado foi o lema 4.5, provado somente para dimensão 2 (ver observação 4.3.1). Ao

coilsideratnlos o problema de Laplace, com condição de fronteit'a de Neumaim, em regiões simétricas

também sel'á llecessário aplicailnos o leda 4.5, portanto a prova da conjectura estará limitada aos

grupos finitos cuja as representações iit'edutíveis hão possualla dimensão maior que 2.

O método geral que utilizamos no estudo da simplicidade genética dos autovaloies pala o prob-

lema de Laplace ein regiões simétricas foi estabelecido também neste capítulo, portanto, cabe neste

momento, uliJã análise do alcance e limitações do nosso argumento. Eni linhas gerais o que fizemos

foi analisar as expressões para as derivadas de curvas de autovalores que começam em um autovalor
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com multiplicidade alta, sempre supondo que a multiplicidade deste autovalor não possa sei reduzida
por pequenas perturbações simétricas da I'egião Q. A existência e suavidade das curvas de a.utoval-

ores do problema de Laplace Dirichlet é garantida pela. teoria. de perturbação de operadores lineares

apresentada por Kato em j101. Com a hipótese de não separabilidade do autovalor a expressão da

primeira derivada fornece uma nova condição pm'a as autofunções na fronteira de (2 e espel'a-se obter

ullla contradição. Se com esta. nova condição não foi- possível chegar a uma contradição, calcula.se

a segtmda derivada, onde nos deparamos com um certo tipo de operador de fronteira que deve ser

nulo (ou mais geralmente de posto finito, ver denlollstração do teor'ema. 7.4). Pata extraiimos mais
informações sobre as autofunções na fronteira lançamos mão do Nlétodo das Soluções "Rapidamente

Oscilantes" . A rigor pode-se encontrar varias condições extras para. as autofunções na fronteira uti-

lizando este método, po]é]n as dificuldades técnicas e]i] executar o método, lnesino que meramente

computacionais, dificultam seu uso.

No próximo capítulo, onde trataremos o análogo da conjectura 2 pala. o problema. do Biaplaciano,

seguiretllos exatantente o mesmo reteiro seguido no presente capítulo- O fato do problema do fila.pla-

ciano sei de ordem quatro impõe dificuldades extras na prova da conjectura, porém mostraielnos que
supor a não de sepaiabilidade de uni autovaloi caIU nlultiplicidadc " alta"iniplicaiá quc o t\.utovaloi

não varia quando perturbados a região Q e as autofutlções se anulam em uma vizinhança de aQ
isto será suhcient.e pa.ta chegarmos a uma contradição

Ao tratarmos o problema de Laplace com condição de Neulnanl) em I'egiões simétricas o primeiro

passo é garantir a existência e suavidade das curvas de autovalores, além de calculei as expressões

pal'a suas derivadas. Este tópico set-á desenvolvido no capítulo 6. Veremos que ao considerarmos

essas condições de fronteira: nem mesmo a etapa l da conjectura poderá ser demonstrada somente

coma análise da matriz da primeira derivada como foi feito pala a condição de Dirichlet. Assim a

análise da segunda derivada é naturalmente o próximo passo. Utilizando a segunda derivada pode-se

lnostrai tainbélil que os autovalores G-simples de Neumann variam quando aplicamos perturbações

simétricas da legião Q, este fato sela de grande importância lia conclusão da etapa l para grupos

infinitos. A mesma questão para o problema de Laplace com condição de Dirichlet segue trivialmente

da. análise da primeira derivada.

A expressão para a primeira derivada. para autovalores múltiplos do problema de Laplace com

condição de Neumann é dada por
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0

NIK,i a(VÕn@k Vaçl'bi Ào@k@j)

onde @j são autofunções associadas a um mesmo autovalor À (ver corolário 6.5). A hipótese de não

sepatabilidade implica. que as autoíunções associadas são tais que

}:vó} . v@j .xo@J@$ -'
J

d

eTll aÍ2, onde as autofunções {Ó.Íly:i , i= 1, 2 satisfazem a propriedade (4.2). Seguindo comi a análise
da segunda. deiivada7 obteremos, por meio do h4étodo da Soluções " Rapidamente Oscilantes" , outra
condição de fronteira pata as autoíunções, a saber,

0,

i$ = Van0 - V, e 0 G-invariante.

De fato, as duas condições adicionais ]la fronteira pata as a.utofunções serão suficientes para

provarmos os resultados. Entretanto, em virtude do método ,será necessário separar o caso dos

grupos finitos e infinitos. E fundamental que a condição de fronteira acima seja verdadeira para

todo r C aQ, logo piecisainos que pata cadtt r C aí2 exista unia função 0 G-invariante tal que

Van0(z) = 1'-. Se G for finito isso é sempre verdade, pois sempre possui um ponto livre (ver leda
8.2). Se C é infinito retemos Van017',G(z) pata qualquer junção 0 : 8(2 --> R G-invariante, assim

ainda precisalemos analisam o que ocorre com as derivadas das autofutlções na direção de G(z).

A infinitude do grupo G impõe, portanto, dgunlas dificuldades ao método. Nesse caso será
necessário considerar duas hipóteses extras sobre o gl'upo infinito (compacto) G, a saber, dímG < n l

e deve existir um ponto livre pela ação de G em IR". Essas duas condições são necessárias primeiro

porque para aplicarmos o método precisamos que \Za1)0 / 0 em algum ponto de an, segulldo por

garantir a existência de funções G-invariantes tais que dado qualquer vetor r C lr}(G(z)), Van0(z) =
T

rA expressão para a iiiatiiz da segunda derivada é bcni tiiais contplicada que a de À/k,j e, neste momento, não nos
ajuda a visualizar a essência das dificuldades do probleilla, por isso não a apresentamos aqui
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Capítulo 5

Bilaplaciano com condição de Dirichlet em regiões simétricas

5 1 Tn+rndllrãn

CJonsideie o seguinte pioblellla de autovaloi

(A' + À)u
a

'ãHU = 'u =

: 0

0 em aÉ 2 l

Ollde í2 é uin aberto, limitado, conexo, (.;4-regular.

Pode-se nota.r pelos trabalhos j181 , 1201 , j191 de M.C.Pereira que a ordem do operador gera grandes

dificuldades quando se bata de questões a despeito de genelicidade, evidentemente o inesnlo ocoiie no

estudo da situação genérica de autovalores em regiões simétricas. Até o presente momento, o análogo

da. conjectlua 2 para operadores de ordem maiores foi provada apenas para o operador Biaplaciano
em regiões Z2 (DZ2q) .. . G)Z2-simétricasi . Uma das principais dificuldades aparece devido a necessidade

dc calcular a expansão dos operadores dc fronteiras associados ao problema utilizando o Método das

Soluções " Rapidamente Oscilantes" que é extrelnainente ardiloso pata operadores de ordem muito
grande.

A conjectura 2 será estabelecida pala o problema do Bilaplaciano com as mesmas hipóteses sobre

o grupo G de simetria consideradas pata o problema do Laplaciano com condição de Dirichlet, isto

é, subgrupos finitos G de O(n) cuja as representações irredutíveis possuam dimensão menor ou igual

a dois. Aléiii disso, o análogo ao teoielna 4.9 também sela obtido.

l A prova para este fato foi realizada eln j181 apenas para o grupo Z2, mas a extensão para o caso acima é imediata.

55
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O teorema. 5.1 contém a parte mais difícil na piava da etapa (1) da conjectura 2 pala o opera-

dor Bilaplaciano considerando qualquer subgrupo compacto de O(n). A linha da demonstração é
a. mesma do teorema 4.2, onde a colldição obtida com a primeira. derivada. da curva de autovalores

agora será, como veremos na. demonstração do teorema 5.1,

t :g :ê - . .« '-.
Isso a.carreta em :=-11 = 0 na fronteira de Q, mas apoia não podemos concluir diretamente que

ét = 0 cni i2. No ente.nto, este fato sendo verdadeiro pala toda autoíhnção osso(inda a À implica

que ,i(A) = 0 pa.ra todo h suficientemente próximo a ín, ou seja, o autovalor À não se altera por
pequenas perturbações simétt'ocas da. h'inteira. Pi'ovalcmos a seguir que ist.o implica qxtc ras aut.o-

funções do operador Bilaplaciano se anulam em uma vizinhança abeira de aç2, se supuserinos a. não
sepalabilidade. Tal fato será suficiente pat'a chegailnos a.o i-esultado esperado.

Eln mais detalhes o argumento passa pl'illleiratnente por encontram villa condição pata as aut

olunções para o operador Biaplaciano análogas a. (4.9) e (4.10) encontradas para o Laplaciano e
mostra' que, pol' conta dessas consequências da não separabilidade, todas as autofunções associadas

a À se ailulanl enl unia vizinltaiiça de an- Assim devemos nlostiar que as derivadas até ordem 3

das autofunções se anulam na fronteira a(2 gelando mais uma vez um absurdo. A necessidade de

sabei que todas as derivadas até ordem 3 se tnlulam n?l. fronteittt vem do Teorema da Unicidade de

Cauchy. Na verdade nossa intenção, colilo sempre, é utiliza-lo para concluirmos que as autolufições

são identicamente nulas em n e cona isso obter o absurdo. Desta forma, apertas saber que bjíg- :: 0
..a fronteira não é suficiente (ver teorema. ??).

A separação de autovalores associados a espaços de simetria distintos ser-á novamente a paire mais

delicada na prova da conjectura. e será fundatnental o uso do lema 4.5. Veremos na demonstração

do teorema 5.4 que a hipótese de não separabilidade implicará mais uma vez que os autovalores não

variam quando perturbainos o domínio Q.

2 l
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5.2 Separação nos espaços À4a

Seja S2 C R" aberto, limitado, C'a-regulam e considere o problema de autovalores

(A2 + À)u

â"-":
: 0

()

.m /.(Q) ;

em ah(í2) ;
(5.1)

onde h C Dá//a(Q). Usando a teorema descrita no capítulo 2 velllos que o problema equivalente na

forma Lagrangeana é dado por

h*(A2 + À)h* iu = 0

Ü*agih* :u

emQ;

em aç2;

onde u = /t*u. Porém, lnostraremos a seguir que h*a$i/}* iu
se y = A(z) pala z C aQ

aN 0 eni a(2. De fato

«*á«*-'«) '., Ê («*;«* :«) '«,'«,:''.'«',

>: }1;(" ' ü':)(/'("))(]v«):(h("))

>ll: ;:(A*' :(3/))2(11:b(h("))(/v«):(h('))
7} ,.

>ll: gll; («) (A; ' )j: («) (Nh): @(«))

Nh(A(z)) . (h;'yVu(z),

observe que Vu = 0 em af2 pois u :: 0 e aN :: 0 em an. Portanto

h* Ê h* lu = 0 + igH: = 0. Desta forma, o problema (5.1) é equivalente a

h* (z\' + À)h*

ÂH
iu :: 0

em Z?Q;

Teo:'ema 5.1. Sd.m G .«Z,g«po «mp«to d. O(n) e Q C ]R" , «Z,.d., /ímàt«d., ","" "m
fronteira Clb-regular e G-simétrico. Se )\ é UTll üuLouulor com vnullãpticidude UTtd., m > 1, l)arü o
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operador.

a.' : w. n x' n xlÍ(n) a w.

ovLde a ç; G. Então )\ pode ser decomposto em m autouatores G.-simples (neste caso cada subespaço

associado possui dimensão d.) por víleio de pequenas pedurbuções de çl. Mais precisantevtte, dado

quaZq er ( > 0 ezãstem

h C Dãj.fÍ:"-+l l~Q) e õ > t) ta! que existem ezatamevtte m autoualores X(.h), G.-simples, do operador
h*A:h* 1 : À4,n H4 n H8(n) --} À4a rzo ãntemaZo (À õ,À +õ) para ll/& inllc; < e.

Z)emonstração. A demonstração segue exatalllent.e o mesmo raciocínio do teorema 4.2. Suponha que

a multiplicidade não possa ser reduzida por pequenas perturbações G-simétricas de ç2. Então dado

é > 0 existe ujlla vizinhança. y de án em CS(Q,]R") tal que pa-ra todo h c y existe apenas um
autovaloi À(/1) cona multiplicidade md,, IÀ(h) .XI < c.

Considere uma base ortonormal {Ój},.j = 1, .., d., { = 1, ..., m para ker(AIÀ,, + À) que satisfazem

.,-»',(:

(5.2)

para todo g C G e g n -,'l.(g) é unia representação matricial ortogonal irredutível na classe a de

dimensão d. . Considere a seguinte curva de difeomorfisinos h(aç, t) = z + ty(z), com y C GS(n, ]R")

e G-invariante, assim temos unia família de operadores

h*(t,)(a.')h*''(t,): A4. n x' n xg({z) a &4,

allalíticas no sentido de l<ato. Segue do Teorema 3.9 ( j101, capítulo Vll pag 392) a existência dc

d.m curvas analíticas de autovdores ph(t) , p;.;(0) = À e d.m curvas a«alíticas de autofu«ções @k(t)

associadas, @h(0) C ker(A b. + À) . Considerando nossa. hipótese de não separabilidade existe apenas
uma ruiva de autovalores p(t) com multiplicidade (Z.m. Portanto, tomando qualquer uma das curvas

de autofu«ções @(t) = @k(t) temos:

h*(t,)(A' +p(t))h*':(t,)@(t) = 0, em ç2;

@(t) - qP - 0, .m aQ;
(5.3)
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Utilizando o teorema 2.6 segue

â lh*(A' + p(t))A* :@(t)j l..o
Ot [h*(A'+ P(t))h*''V'(t)] *.o+ V - V](A'+ p(o))V'(o)]

o(h*(z,)(z\' + p(í))h*''(t,)v'(t)) l...
(A' + À) 0. (@(t))l.-o+ ;' @(0)

lz\'+ À)(Ú(o) }'' . v@(o))+ /.' Ú(o)

(5.4)

onde A = áp(t)It-o, @(0) = é@(t)It-o e segue da colldição de fronteira de (5.3) que @

aQ. Como aO é de classe a' ten,os que @(0) c HS(n) e y . V@(0) C H'(Q).

0 eln

Vamos reindexar as autofunções {@j}, .j = 1, ..,d,,{ = 1, ..,m dadas inicialmente da seguinte
fora)la:

y't c.m k l)d. +.j

pala k = 1, ...,d.rrl. Lelllbrando que @(0) = >.a'"' ckpk pa-ra cx- não todos nulos, multiplicando a

equação (5.4) poi pt e integrando, obter)os

BCK Pt(a.' +À)(Ú }' V@)

(@ t' V@)(A'+À) k Pk(a.'+À)(@ V'-V@)

(.{(ó « ~a)á'»«-,
-«*á»(ú «'g$) --ü»(ú « ~g$)}
[;.«.~g '«*

»«*á (ó « ~g)

Segue do teorema 2.1 que ApÀ; = il:zpk eni aÉ), logo

d.m r
pck :: CZ

[-]

y
'aQ ' ' 8.N2 ÕIV2
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Portanto a derivada das chuvas de autovalores p(t) são dadas pelos autovaloies da. matriz simétrica

0

A4 À:,z y

Como estamos supondo que os autovalores não se separam quando É varia, todos os autovalores de

&4 devem sel iguais, logo À4= /1/ onde / é a. matriz identidade. Assim, devemos ter

r.« ~çú-l..« ~Gg
1.« . ~ç$:$ - ', * # .,

(5.5)

(5.6)

para todo campo y em (yÕ(Q,]R") G-invariante. Argumentando como na demonstt'ação do teorema
4.2, segue de (5.5) e (5.6) que

gl' 0 (5.7)

(5.8)0

em aQ. Portanto, concluímos que iii+ :: 0 enl aQ.

Colho consequência da nossa hipótese de não sepaíabilidade vemos que »(t) :: 0 em uma vizin-

hança de 0, ou seja, o ttutovalor À não se move através de pequenas perluTbações G-simétricas de

Q e existe uma base ortonotmal de auto-funções associadas a À tal que ãjH. (z) = 0 em aQ, isto é,

.#l c ]74 n /íã(O). Contudo ainda ))ão telllos a contradição cspei'ada. Pala alcança-la naostra.t'eixos

que existe uma base ortonoinld que se anula em uma vizinhança de aQ.

Pelo argumento apresentado acima devemos ter /zk(t) = À para [ pequeno e todo k, ]ogo

2

/z*(t, .)(A' + À)A*':(t, .)@t(t)

@À;([)

0, em n;
em aQ;

Considere as estensões {lx;(t, .) € H4(IR") das autofunções @(t, .) dadas pelo teorema 2.9 tais que
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CA;([, .)in(t) = /}* :(t, .)@t(t, .) e satisfazem

(Z\' + À)élA;(t, .)

ek(t, .) .)
.,n Q(t);

.m aQ(t)
(5.9)

Como estamos supondo Q CS-regular e /z(t,.)de classe CÕ, o lema 2.10 garante que a aplicação

[ -> {lx;([, .) C H4(]R") é de c]asse C' : portanto podemos derivar cona relação a t a equação (5.9).
Com isto, telllos a seguinte expressão para a derivada da condição de fronteira:

1=(élh(t, À(t, "))) - {l(t, h(t, "))+ À(t, z) ' V(k(t, h(t,z))

éx;(t, .) - À(t, .) ' JV.gi(t,") - 0 em an(t)

lã(w(t, h(t,")) ' vek(t, h(t, "))

IÍw(z,à(t,"))) . v(t(í,)+ ]v* ' v(ék(t, -)+ À(i: -) ' v(k(t, .))

gi«,.)- -Wz:l: «,.)-0 .m aç2W.

As duas últimas igualdades se justificam pelo fato de que <lk(t, .) = g}(t, .) = gl$$(t, .) = 0 em a(2(t),
pois sendo assim temos Vek([, .) = 0 e

Ü'".''*'',-,, -" ,(ã'',.,) -" ~.8'*,.'-.
em aç2(t). Pala a parte interior o resultado da derivada é:

(A' + À)(j;(t, .) em Q(t)

Portanto (i;(t, .) C K'er(A2(.) + À) para todo É = 1, ...,md.. Assim, existem números reais ak,j(t)
tais que

md.

(k(t, .) ak,j(t)ej(t, .).
]J

Escolha a matriz B(t) de dimensão md. como sendo a solução pala o seguinte sistema de equações
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diferenciais:

Í É(t) B([)Á(t),
1. B(o) - -r,

Cotim tal escolha teremos unia nova base de autofiulções

md.

r7k(t, .) ,j(t)(j(t, .)

com a propriedade adicional ÕA;(t, z) = 0 em Q(t) pala t pequeno.

Considere uni campo y de classe (;5 G-invariante suficientemente próximo de Ar em aí2 e uma

curva de difeomorfistno /&(t, z) = z+ty(aç). Com isto existe õ > 0 tal clue n(t) C n para õ < t < 0e

U õ<t$oa(2([) é uma. vizinhança aberta de õí2 em Õ. Como consequência pala todo y C U ó<t$oõQ(t)

temos 0 = 77k(t, g) = ?7k(0, 3/), assim ?7k(0, .) se anula. nesta vizinhança. Com isto, todas as derivadas

de ]7k(0, .) deven] se anular ei]] aQ, segue do teorema 2.3 que ?7x;(0, -) = 0 em Q. Obtemos assim o

abstido espetado.

H

Corolário 5.2. Sda G suZ,grupo compacto de O(n) e a C G taJ que A4. é «âo vazio. O suZ,canga,'éo

C = {b. C Oi./'./â(n) l todos os autovaloies do operador AÜ, são G simples}

é residual em nijJ:ê;(s})

Demtortstzação. Inteiramente alia.Ioga a demonstração do corolário 4.3

n

Veremos agora que um autovalor À G-simples do Bilaplaciano valia quando perturbamos o
domínio Q. De fato, se supormos o contrário devemos ter que a p3'iineira derivada

''"," -:i/"'., - . ~(3)'
é identicamente nula pata todo campo A de classe CÕ equivariante e toda região /}(Q) próxima de
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-. '.:. xj:. (By - . .« «w, -«',:-.. B - o .« '"w -.-', '.-. -'.'-,;' «.:,-,
Porém, como vitnos na delílonstração do teorema 5.1 isto não pode ocorrer. Clone isto, temos

Teorema 5.3. $da G s'uógrupo compacto de O(n). Se À é au ouaZor G-simples associado ao espaço

Ma par(L o ol)er(idos

A2 : à/. n /:í4 n .fi/g(íz) q &4.

então ezãslerrz /i erra wrrza C'4-uázinÀn.nça. de 1l íaZ que IÀ(/t) ÀI # 0.

5.3 Separação entre espaços À/a e a Prova da Conjectui'a

Pala tiiosttarmos que é possível sopa.tar, pot meio de pequenas peia.urbações sitnétri(as, a.ut.o

valores do Bilaplaciano associados a. espaços de simetria distintos teremos, coillo já citamos na in-
t.rodução do capítulo, que calcttlal- a segunda derivada para. os autovalotes, aléill cle utilizei o Método

das Soluções R apidanlente Oscilantes.

Teor'eMa 5.4. Soam G llm .s?&Z)grTl7)o ./inato dc O(Tb) íaZ que d. $ 2 pata fado a C ê e Q C R",

aberto, limitado, colle=o, com fronteira CS-regular e G-simétüco. Se X é uutouutor associado Q h4.*
e h/laz para o opera(Lor:

A':(Ma: © .A4.,) n H' n xg(n) -}(Ma. © &/.,)

[.Z que « «ção de G '«. k«(A'lma. + À) e k«(A'l«.., + À) é á«'d«tí«eZ, ntão À p.d. «, 'Z"'a-
posto em dois autouatores G-simples por meio de pequenas perturbações G-simétücas de Q. leais

p«c'«m.nte, d«do qu«Zq«« . > 0, .«à.te,« h C OÍ/.ê(n), 11/, anil.;. < . . õ > 0 t«á. q«. .àst'm
e-t'm«íe 2 -t««Z«e' À-(A),À,(h) p n«nt« - int ««Z. (À õ,À + õ), p«« . .pe«do,

h*A2A*-':(A4.. © A/.,) n H' n -ug(n) q(&/.: © À/.,)

onde a anão de G em ker(h*A'h* :l(m..OÀ/.,) + ÀI(/z)) e ker(h*A'A* 'l(m.,OÀ/..) + À2(h)) é ím'e
dutz'ueZ.

Demonstração. Supondo À associado a dois espaços de simetria &/,. , À4a, com ntultiplicidade igual

a d.. + d: escolhemos uma base {@l}, i= 1, 2 e .j = 1, ...d: satisfazendo a relação (5.2). Com isso,
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temos que matriz derivada À4 para as curvas de autovalores é dada por
()

0 y
'aQ

onde pk = él, ã :: l se 0 $ k $ d.. e á :: 2 se d: < k $ d: + d,. A hipótese de não separabilidade

implica em .A/= /1/, ou seja, valem as relações (5.5) e (5.6), pma todo campo V' eni C3(n,R")
G-invariante. Podemos apenas concluir de (5.5) que

:Êll3l' lgllgl' emdQ. (5.10)

Seja t q h(t, .) uma. falllília analítica de difeomorfismo de classe C'6 G-invariante. Como estamos

supondo que o autovalor não se separa (a lllultiplicidade não muda quando variados o para.metro

t) existe unia família ortonormal de autoíhlções {pe(t)}j-12, analíticas eln t, associadas a curva
de autovalores /l(t). Desta forma, utilizando o teorema. 2.9 e o lema. 2.10 podemos estender as

autofunções em todo o R" de forma que (k(t, .)Ih(t,SZ) ' h* l(t, .)ç'k(t) satisfaz

.f (A'+p(t))(k(t,.) -o, em n(t); (S.ii)
1. ah€1k(t,.)=(k(t,.)=0, em. an(t). ~ '

A expressão encontrada pala os elementos da matriz À/ deve sei a ]llesma para todo domínio Q(t) e

como já vimos ek(t, .) é duas vezes diferenciável cm t, segue então que

.m n(t)

.m. an(t)

0

A/x.,z (t.

r

,Á.:'' " . N :3-u, .):)e, .)

é diferenciável na variável t. Note que gg = Au em an, paa toda função u c .174 n-17o2(Q). Fazendo
a :: V . JV, derivando a expressão acima:

á ü*.- (t) *.. /l l: + .i;; + a.'l a.p.Av'* .'Z:(avlz\'p*)

a(APhA€1z + APzAek)

anão é possível consttuii uma família ortottolitlal analítica eni t se a multiplicidade varia com t, veja j101, pag

+ (5.12)
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as funções (k são soluções para o problema

(A' + À)Cx; + X(x; = 0,
€x;

ái(A;

em Q;

em aç2;

em aQ;
(5.13)

Portanto, temos { = ÁA2+À(aAO módulo posto finito (o operador .4A2+À está definido no capítulo

8 seção 8.5). Supondo a não separabilidade tentos que é A/A;,z (t) ,.. - ji/. Observe que

d.i

>: (Z\éjz)'
z-l

dal+d2

}: (Aez)'
z=1+d,:

(5.14)

(5.15)

definidas em a(2 são G-illvariantes Portanto

d.i

E z\é} z\e.

d2

também são G-illvaliantes

Note que

:ÊI * «,.: 1 ::1 á '*«,
. 0

p'is á -Úx;,z (t) ,..
ii/, ou seja,

/l. l: * .ã -- «.'l i ÊI ('«n' * : .Z. ' 1 ;1 E »*; »e.1

z. i: *.a * «.'i l ÊI .»«"'*:z. «ll gl »«;»;.l ,
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pala toda função o- definida en] aQ de classe CÕ G-invariante. Com isto e cona (5.10), segue que

, dal . 'Za2

ÚEa Aé ÚE fAé'-''':-'

en] an Segue da igualdade acima que o operador de fronteira qr definido por

;l-E:'''ZiP\ y+2lz »,..*(.z\ )l

P.@?)'+2lA@?z\.4.,+*(. ?)l. (5-16)

deve ser identicanlente nulo. Portando, de acordo com o teorema 8.8, temos que

IE '"} lti:;»*?i' - . (5.17)

para todo 'r C Tz(aQ). Lembrando que ijfi = AÓ em aQ, a condição acima tol'na-se
2

a a''éj -,
õv 8N'z g: 9i' - ' (5.18)

De posse das condições (5.10) e (5.18) mostrarei)los, com o auxílio do lema 4.5, que á7P = 0 enl aQ,

para ã :: 1, 2 e .j = 1, 2, 3..., d:. De fato, pala cada z C aQ podemos definir dois pares de vetores do

R2, da seguinte forma: se d: :: 2 para i:: 1,2

2 ,ti

«l(:«) ÕN'2' : )

«.., - ls:
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se caso um dos d: for igual a l basta repetir a coordenada gl#}. Assim

9'«, âr õ.N2 '

l:g,

a a'ó''.

a a'@'',
' õv ÕNag'«,

Definindo os vetores dessa forma. as igualdades (5.10) e (5.18) tornam-se

(ul("),«'1(3)> - <u2("),u2(")> e < Õr (';), Õr (")> - <au2(z), aT (';)> onde <,> denota o produto
interno do R2. O lema 4.5 garante que existe unia ti'ansfoiiitação oitogottal T tal que zil (z) = 7'u2(z)

eil] aQ, ou seja, gl:} = aüj:$4- + ai2glé?, onde aiJ são os elementos da transformação T. Como

gl$} # A4., devemos ter g$} = 0 eni an e portanto ill:i :: 0 pala todo à = 1,2 e j :: 1, 2, ..,d:
Desta forma, concluímos que a derivada À é nula pala todo domínio /l(í)) próximo á Q, porém o
teoleina 5.3 galante que isto não pode ocorrer.

n

Coi'olaria 5.5. Suponhamos que G é u7rz subgrupo PniÍo de O(n) taZ que d. $ 2 para lodo a c ê.
Então, pata um colEI'uvl.to residual de regiões Ca-regulares e G-sãvTtétviccts todos os alta,oualores do

operacZor Z\ : H' n xlÍ(n) q L'(Q) são G-simples.

Teor'e«ia 5.6. $dam G u«. sl.ógrupo #nãto de O(n) e Q C R", aZ,efta, Zámátado, conexo, com
jronteirü Cs-regular e G-simétrico. Se X é ctul,oua\or associcLdo a, M.. e M.,, OTtde d.. = \ para o

operador:

A2 : H' n Xg(n) --> L'(Q),

então X pode $er seT)atado, por meio de peq\teTtüs perturbações G-sivTtéthcas de çl, elrl dois autouülores

.nde «m d'Z« é mpZ« M«ãsp«.:«m.«te, d«d. qu«Zq««. > 0 «item/ c //â,(n), llh inllc. <
. . õ > 0 í.{ q«. «m d« -t«'Z«« «p««'í", p.'tencent« « ãnt.««l. (À õ, À+õ); «tá .sso.i«'o
apertas ao espaço Ma. e portaTtto é simples-a

l)enzonslração. De fato, consideiaildo podemos repetir o argumento do teorema anterior até obtermos

'E importante observar que o fato da ação de G em /{cz'(A2lm.. + À) ser irredutível não garante que a ação em
A'er(A' + À) também seja
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funções vetoriais da forma:

«'«,-l9 ,wi .«'.,-u':,«,
pertencentes a Rdai que satisfazem as relações

1)

'«:'.',«'«» - ««',',«'«» - '« (wy
<9'«,, :'.,,> - <g.«,, p..,> - -«(::#y ,

para todo z c a . Agora argumentmtdo colho na demonstração do teoielna 4.6 obtemos ã#-

ein a(}, porem como d ÇI jLcra2 devemos ter ;j;{ :: 0 enl ao.

e

l

9

(5.19)

.,w
n

Corolário 5.7. Sda G subgrupo #níto d. O(n) e a c G taZ que d. 1. 0 ST&bc07Üunto

C = {h c Oi/.fã(ç)) l todos os autovalores do operador,

A2 : H4 n H2(n) H L2(Q) associados a À/,, são simples}

é residual em Dilfb(n)



Capítulo 6

Continuidade e Existência de Curvas de Autovalores

6.1 Introdução

Neste ca.pítulo apresentaremos os resultados soba'e continuidade dos autovalores cona relação à

perturbação regular do domínio de definição do problema de Laplace cole condição de fronteira
de Robin, alétn da existência de curvas a.nalíticas de a.utovaloies e autofunções para o problema de

Laplace com condição de fronteira de Neuma.nn. A principal técnica utilizada pala obter os resultados

é o Método de Liapunov-Schmitd, seguindo a. ]nesma. linha apresentada pot Henty em l61.

6.2 Continuidade

Considere o piob]etna de Lap]acc com condição de Robin eiii uma região (2 do ]R" aberta, linütada

cona fronteira. regular

Í (Z,+ .X)« - 0, .m Q;

1. (Â +P(«))«- 0, 'm aQ;

onde L é operador diferencial dado por A + c(z) e as funções c e # são de classe C2

O problema na forma Lagrageana associado ao dado acima é

(6.1)

h*(L+ À)h* :u = 0.

/,*(Õh +P(z))h* :u -0,
em {2;

(6.2)

orJde h C Dã./'/S(Q). A regularidade do problema perturbado com relação ao parâmetro h depende

da regularidade das funções c e P. h'leis precisamente, considerando A C Z)i//3(Q) e u C H2(Q)

69
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temos

(h,u) ---> A*(A + c)h* :u C L'(Q),

de classe (l:2 e

(/l, u) --+ /}*(Õg;- + P)h*''u C H{ (aQ)

de classe CI, pois (h, u) ---} (/3 o A)u € -H:(Q) é de classe (;'

Teorema 6.1. Sega Ào um a'utouaZor com mulíipZàcádade m > 1 para o problema r6.],). Dado € > 0

existe õ > 0 íaZ que para todo /} € 1){//3(n), llA íl2llc; < ó ehstem ezatamente m autouaZores

rcontando suas muZtzpZàcãdades) pa"« o praz,Zem« rõ.P9 no án e«'«aZo (Ào c, Ào + c)

Z)emonstração. Sejam {@jljZI uma. base ortonorma] pa.t'a o auto-espaço associado a Ào e Pu

:T @j in @ju pi'ojeção ortogonal sobre o auto-espaço Com essa piojeção temos a decomposição
L2(n) = 7Z(P) © N(P), ou seja, qualquer função nesse espaço pode sel' escrita de forma úttica colllo

u = @ + @ onde @ c 7Z(P) = #er(A + À) e @ C ./V'(P). Colei isto, o problema. perturbado (6.2) é

equivalente às equações

P(h*(Z, + À)A* :(@+ @))

(/ P)(A*(L +À)A* :(@+ @) :
h*(iá +P(z))h* :(@+@) em

0, (6.3)

Começaremos resolvendo o problema determinado pelas segunda e terceira equações acima. A

paire da fronteira pode ser reescrita da seguinte forma:

â*,)«*(«*(ú*,)«* :(á*,))'«*«,-'.
Agora somando e subtraindo na. segunda equação a parcela (L + À)@ e observado que
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@j(L + À)@

Ói(L-FX)$ $(L-FX) l)

'..«.Ü «»

c.«. (â*,)« «(â*,)«.)

[..«,G-*Õ«

7n,

p) l(z' + À)'/'l + }l: @j .L Ó:í(L + À)V',

obtemos

''*''"*'' '''"*'"*': "''"*", $'.L«,(á*')«-
rtanto a segunda e terceira equações são equivalentes a aplicação F(h, À, é, @)

F' : -oã//(Q) x R x R(P) x H'(n) n.N'(P) -+ iv'(P) x H:(Q)

F(A,À,é,@)(h,À,@,@),Fa(A,À,@,@))

de:

J' -h À)V' + (-r - P)(h*Z'h* : - Z)(V' + @) - EZ:i @ Jan Ói(gà + P)V',

'l -& +P(«))V'+(h*(iâ+P)h*': - (z$+P))(@+Ó).

P(z + À)@PL$

(L +À)@ (/

0

Po
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Note que a aplicação F depende das variáveis À, A e @, além de Ó. Nossa intenção é mostrar,

utilizando o Teorema das Funções Implícitas, que podemos iesolvei a equação f'(h, À, é, V') = (0, 0)

cona @ em função de À, h e é. Para este fim precisamos verificar a seguinte

Afirmação 6.2. Para A :: ãn,À :: Ào,@ :: 0 a ap/ácação

il:l (áç2 , Xo , 0, 0)Ú ((É + Ào)i' E;:i @i Jaí2 @i(ilh + P)#', (ià + P("))'Ó)

é a«l {so,norjsmo sob,-det.,- «bre « «p«ços H'(Q) n.V(P) e Jv'(P) x H{ (Q)

l)emorzsÍração. Vet j121 para. ullla pi'ova considerando domínios C"

D

Pelo Teorema das Funções Implícitas existem vizinhanças 'P em CS(IR", IR") de áíz, (Ào e, Ào +0

de Àn e u:na tu«ção S(h, À)@ de classe C'' «as variáveis (A,À) tal que F(/},À, @, S(h, À)@) = 0 em P

A[étii disto, S(À, À)@ é analítica eni À e linear eni @.

Agora. pala resolver a primeira equação enconti-ada eill (6.3) temos que @ C 7Z(P), logo existent

ci, c2, ..., c. números reais não todos nulos, tais que )ll:=:i cj@j e então a. equação (6.3) é equivalente

ao sistenaa nas variáveis ci , ..-, cj

ékA*(L + À)h*
Q

:(@j + S(A, À)@j) 0

pala k = 1, 2, ..., 711. Portanto À é un] autovalor para o problema (6.2) se, e somente se, Deth/(A, À) =
0 onde

Além disto, as autofunções associadas são dadas por

À4k,j(h,À) @x;h*(L+ À)h*''(@j+ S(/z, À)éj).

?], }l: cj(@j + S(h, À)@j),
l7

onde c (cl , ..., c.) satisfaz .Alfa = 0
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Afirmação 6.3. Dado c > 0 ehste llrna uizãnAança de in taZ que para cada h neslü uàzãrzAarzça

e"istem ezat«.ente m raizes de Oe&M(A, À) no ante«,aZo (,XO c, Ào + e).

De fato, para h = án, Z)etlv(in, À) = (À Ào)" e sabendo que Det.A/(A, À) é analítica ein À para
cada h, considere as extensões naturais de (À Ào)" e Deé.A/(A,À) para À complexo. Então pelo

Teorema de Rouché's segue que Z)etlv(A, À) tem exataniente m l dizes para cada h c P

A conclusão do teorema segue da afirmação acima.

n

6.3 Existência de curvas analíticas

O próximo resultado galante a existência de curvas analíticas de autovalores e autofunções pala

o problema (6.2)h(t,.) quando /&(t, .) é unia curva analítica de difeoinorfismosl P e c são identicamente
nulas, ou seja, quando estamos considerando o problema de Laplace com condição de fronteira de
Neumann.

[Feoi'ema 6.4. Seja Ào um üntouaZor comi muZZíp/ác Jade m > 1 pata o problema r6.],) cozzsiderarzdo #

e c junções ãdenticamente nulas. Considere }tl.t, .) uma Jamtaiü a7talítica de dijeomor8smos de classe

(;3 taZ que /}(0, z) - aç. -Então existem rn climas de alttouaZores p.Í(t) para o proa/ema (6.2)b(Í,.) e m

curdas de nutojunções ÓJÇt] analíticas eln t.

Z)emonstraçâo. Pma. provar a existência das curvas a.nalíticas de autovalores bastaria considerei a

equação l)et.A/(h(É, .),À) = 0 obtida na demonstração do teorema anterior e utilizar o Teorema

de Puiseux para funções analíticas (ver apêndice). Porém a existência de uma curva a.t)alítíca de

atttofunções associada não segue tão diretamente. A razão para isto é a seguinte: o teorema anterior

mosto'a que as autoíunções associadas a ullla dada curva de autovalores À([) são dadas por u -

EZ;: cj(Ój + S(h(i, .), À(t))@j), onde c =(cl, ..., G.«) C R"' é u:-- a-to«to: da :nat:iz A/(h(t, .),À(t))
associado ao autovalor 0 e claramente c depende de t. Portmto, já que a fullção S(h(í, .), À(t))@j é

analítica enl t, a curva de autofullções u(t) é analítica se, e somente se c(t) é analítica. também. No
entanto, como a matriz JM não é simétrica não podemos obter o resultado diietamente da Teoria de

Perturbação Analítica de Open'odores Lineares em Dimensão Finit.a. Pala contornatmos o problema

batemos uma construção, seguindo a mesma linha do teoretna anterior, de coima que a matriz JW seja
simétrica.
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Sejam {@jlZ;i soluções para o problema (6.1) associadas a Ào que formam uma base ortonoimal
pala o auto-espaço- Para cada .j = 1, ..m considere o seguinte problema:

(A + Ào)u
*ah * :(@j +") -o,

Pu = E=;i @} /n Ója = 0

e?n Q;
em aQ; (6.4)

Mostraremos, para cada .j, a existência de uma curva de soluções pma o plobleina acima. De

fato, considere aplicação

F' : 0Í./'.f:(n) x H'(Q) l@jlx n xR(P) x H:(aQ)

F'(h, w) -((Z\ + Ào)w, Pw, A*ãM:h*':(éj+ '")),

onde l@jli é complemento ortogonal de ker(A+ Ào) eni L2 (S)) . O Teorema das Funções Implícitas

garante a existêllcia de unia vizinhança 'P de àn e unia função analítica wj(/}) defi]]ida en] y tal que

F(h, wj(A)) = 0. É imediato vel que g:l(ín, 0) é unl isoinoihsnio.

Com isto, obtemos para cada /l enl y lun conjunto {yj(/t)}&i, y'j(/&) - @j + '';i(/'), linearn.ente

independente de funções que satisfazem a equação (6.4)À. Utilizando o processo de ottonoilnalização

de eram-Schmidt com o produto interno (u, u) = /n «'udet/t.dz teremos lml conjunto {@:Í(h)}j:::i

tal que (@.j(h),#k(h)) = õjk. Note que as funções @j(A) estão no domínio do operador definido

por A*AA* l com domínio Z)h = {u C /72(n), h* Nih* iu :: 0}. Além disso, já. que com o produto
interno dado acima o operador é auto-adjunto, temos que a matriz dada por /n pjh*Ah* iphdetA,dz

é simétrica.

Considere y C CS(R", IR"), /t(t,z) = z + ty(z) família de difeonloifismos pala t suficientemente

pequeno e a projeçao

ZP(t)u - }l: @j(t) «.0j (t)det/',: (t, .)dz
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Defina. a aplicação

Gj : (-.,.)xlRxH'(n) -, L'(Q)x H8(Q)xL'(Q)
(6.5)

onde:

Í G- P(í))(h*(t,.)(A + À)h* :(t,.))(«, + @:i(t))

'l G2 =A*l$j%h*'iw;
1. G3

mais uma vez aplicando o Teorema das Funções Itnplícitas, existe Rima vizinhança Z/ de ãn e uma

aplicação uj(t, À) tal que Gj(t, À,wj(t, À)) = (0, 0, 0). Unl número À seta autov-lor para (6.2)Ü(t,.) se,
e soillente se existir c = (ci, ..., c.) não nulo tal que Jv(t, À)c = 0, onde

À4ij ({, .X) @:(t)/.*(Z, .)(A + .X)/.*
Q

'(t, .)(@j(t) + «,.j(t, À))d.t/..(í, .). (6.6)

Isto é, À é autovalor se, somente se l)eÉA4(t,À) = 0. Observe que agora a matriz À/ é simétrica.

O teorema de Puiseux garante a existência de soluções analíticas À(t) para l)et/W(t, À) = 0. Como
a matriz A4 é sinlétiica pala cada cuida de autovalores À(t) existe uma cuida c(t) C R"' analítica

tal que Â/(t,À(t))c(t) - 0. Porta"to @(t) = EZi cj(t)(@j + «,j(t, À(t))) é \una cur- a«alítica de

autofunções associadas a À.

D

Observação 6.3.1. .A construção das se/rações parti o probZer/trz auz Zoar r6.4,) /oá necessária pe/o /ato

do domínio D}. do operador )l+ bh+ \ uüúar comi h. Não é possível obter anllu mütr'tz ]vl slrrí\él,üca

usando diretumevtte a mesma construção üpresentcLdct T)or HenrU em i61 elemT)lo 4.4.

A partir do Teorema acima podemos obter expressões para as primeiras duas derivadas das curvas

de autovalores utilizando a teoria desenvolvida por Henry em l61 e apresentada no capítulo 2.

Corolário 6.5. C'orzsádere Ào aula'maior para o proóZema ('6.2), com /3 = c = 0, e uma curda de

.Z@omor$.«-« h(t, .) dad« c.m. «im.. E«tã. í mo. q«e áÀI.-o, $ÀI.-o p«« c«d. «"'« '" m
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curvas À(t) devem salas/fizer as seguintes equações em IR"

(À.r+ &/).
00

(À(0)-r+ M)c + 2(À-r+ M)ê

As matizes M, N{ são dadas por:

Mk.j - l a(vaS'L(bK'''va11+j x0@K@j)

QJK :: 'qaçld)j - 'qan$K Xo+j4'k

Qjk:: NaÇld)K'''qaçl$j X@kÓj XOkÓ},

ori.de {@jl;l:l /armam uma base ortonormaZ FrITa o auto-espaço associado a Ào e éj satislfaz

@jlsp«nl@ilT

Í (Z\ + Ào)Új c spanléilT,

'l gk uas2(aVanój)+.Xoa@j), em aQ.

Z)emonstra.ção. Sabemos que cada pai (À(t), u(t)) constituído po]' autovalo] e unia aut.ofunção asso-
ciada. deve satisfazer:

N{K,j - J z.õj.+.'l:lIQiK-F %. + alba + Ha2

0

Q

(1

;

l (A + À(t))«(t, .)

l :#-., .«. ,o.;

Derivando com relação a t a equação em Qt, pata g - h(t, z) € Q

(z\ + À(t))ãi"(t, v) + àix(t)"(t, v) - o
A partir de apoia usaremos sempre a notação u para a derivada âu(t, .) e analogalllente para toda
derivada em Z.

r) 1: 1 ] .1:: J.]'....+.:...+ .....+,.,].../r)r)

obtemos
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fl;ii1-2(t,A(t,z)) \7vu(t,A(t,z)) -o
onde VU é a. derivada na variável g = h({, z). derivando a expressão acima com relação a t

d [a«(t, /,(t,z))]
d{ l aNn.

a

l)Nçl.

álA'«.(t, h(t, "))l ' v«"(z, A(t, "))

+Nn. (t, h(t, z)) : lv,«(t, h(t, «))l

Nn.(t,y) - V,u(t,y)+ .Nn.(t,3/) V,Ó(t,y) +

Nn.(t, y) ' V:u(t, g)}'+(VgNç2,(t, y)}''') V,u(t, 3/)

L'([,y) 'Vp(JVn. 'Vp«)

De acordo com o ]eilla. 2.7,

onde a = y(t, Z/) - Nn.
Lembra.ndo que li:l!- = 0 em aQt, segue

« . «, (Ü) Ü), .« ,«

Assim,

à ,.....,,..«*.ü (ü) 0 em aQt

Por flm, aplicando o teorema. 2.1 obtemos

}j::- ualz,(aVal2.«)+ À(t)a", 'm a{2.
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Portanto ó deve satisfazer o seguinte problema:

Í (z\+ À)ó +,i(t)«

'l agl uaQ.(aval ")+À(t)a", e"'' ant;
(6.7)

Sabemos que u(0, .) = )1,j-l cj4j para cj não todos nulos, lllultiplicando a equação (6.7) com
[ = 0 por ék e integrando temos,

ÀcÀ; @x;(A + Ào)ó
Q

Ó(A + Ào)é;; @k(A + Ào)ú

/ @x.(diuan(aVal2u) + Àoau))

a(Vasz@e Vas2u Ào@ku)

(6.8)

a(Van@k Ào@k@j)

Definindo c =(ci, c2, ..., c,,.) e

À'lk,j:: l a(VanÓk ''Vaçl+j Xo@K@i)

vemos que (À/ Á)c = 0, portanto a derivada. para a curva À(t) de autovalores é uni dos autovalores
da matriz iM.

n

n

Agora pala o cálculo de .X precisamos deriva a equação (6.7) lnàs unia vez. Começaremos

calculando a derivada para a condição de fronteira, a saber

ãaÓ('Zi'"S2.(aval.-)+ À(t)a") -0 (6.9)

A derivada. em t de /(t,h(t,z)) = 0, Vsç C an, onde / é uma função suficientemente suave,
satisfaz:

.r(o,')+'álÍ(o,')-o, 'moça.
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Aplicando a fórmula acima para a equação (6.9), temos

.f(o,") - gk v,-'-v«ó- lg:dj««,(v« ")+ :-('À")l

«::-o,«) - .g; . lzi-a'',,-(.-v««)+ ãk(..x«)l

79

:l:- - v«..v«ó .jlb+«(Â"+ÀÓ)+ l:+';;l .x«+

+ãiaíuan. (aval.u) + aãN dáuân (aVanu).

Nlultiplicando a equação (6.9) por aH e soillando com a equação acima obtemos a seguinte condição
de fronteira:

gç - dá«n(ava-ó) +2a(Ã"+óÀ)+ l:i +a;i: +.'Hj À"+

;dã«n,(aVas2.«)+ aã:-dí«si(aVaíl") + aH'Zi"s2(aVa11")

Por fim, derivando a equação do interior de Q,

(A + Ào)ü + 2ÀÜ + Àu = 0. (6.11)

Como podemos observei para determinar a segunda derivada é necessário conhecer u. De fato,

existe uma única @j c H2(n), ta] que éitl@jl

Í (a. + ,Xo)Új c spanj@:jf'

1. :# "an(aVanÓj) +ÀOa@j), '«'' an-

Logo, dt-o = >.{-Í cj@j + êj@j, onde os êj não são todos nulos e cj são como Multiplicando aantes l r

(6.10)
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equação acima por ék e integrando eln Q, temos

Xck + 2ÀêÀ; 'bK-=-=

onde

r
$k ..,

r
Á.«*(-:«,-'.'«», *: ''« **., *l: *.Ü

/ 'bk-:idiuaç} l.a'Van-i) + 'bKa il:idium (a'Vaçlu) 'F

+c,H@kdáuo (aVas2u)

+ a2 /7
*«)

(6.12)

E conveniente encontrar ullla forllla illais apropriada para a expressão acima. Vamos dividir o

cálculo en] duas pares. A primeira integral será chamada de / e a segunda, pelo qual colneçaiemos,

Note primeiramente que

ã l.Z. '#*-:«..(.'«.")l ... .Á ó*;ai«-.(«v«.«)l...

+aZl; (d'k'íÍ"n (aval"))
+aH$kdiuÕç} (.aVaçllJ) = ll

por outrolado

@À:dáuOn. (aVaÍ}. u) a'Vaçl. 'bt:

Portanto,

.Á ;:bv«.é*.v«.") ...

VasZu) a2-ll/Vasz@k Vaç2u-
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Agora

V an. 'bt. Vaso.u) ...

a

[«,- (#)
[,,« (:)
yaçlb . ''Vaç\ 4'K

t-o ...) ,,-**
i (3)~ Ü"] ,,.«*
i (â)~ =»]

,,-« * (;,...«

+ qaçl 0k

Segue dai,

.Z lõa +.:;. +.-' l v,.ó* . v,.«+.''ll:(v«ó* .v««)

a'Vaçx$k NawÜ

Observe que para o prinleíro teimo da integral / temos,

@x;dáuaí2 (aVaszó) = a'Võç\ Õt. 'yõç\à
'aQ

Cona isto,

2a(Van óx; Àoéx:ó À@k'u)

r...' â".«"*

C l-©+.;;+.'"l (v« *.v

Ào@ku)

Ào@À;«)

Lembrando que dt-o = >i,Z;i cléj + êj#j, u XZ:: qó* .

Àck + 2ÀêÀ;
/;. ««; ,

Concluímos que os valores pa.ta À são determinados pelas seguintes equa.ções em IR"'
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oo . o

(À(0)/+ &/)c + 2(À.r+ à/)ê

(À,r+ A/). - 0
onde a4 foi dada acima e

0

a

00

Nlj,K .Á. :.'« -- «'â.* -- .l; -- .'â -- «.'l .«:

QJK := 'Vaçld)j - Naç} @k Xü#j#K

Qjk - Van$t:''yaçl$j \4)K$i XÓK$j
H

Observação 6.3.2. 4 matiz Jv.j,k dada CEcima. é sãmélüca. Z)e /aÍo, basta mosÍrclr q e ü fria ráz

/om/fada Feios elementos /açl 2aQjk é sàméíüca. Corno @jlspanj@kjE::i e satljfaz

(A + Ào)Ój c spanl@ilT

:# "í}(aVal2@j)+Àoa@j),

logo

.- /.',.',,.*..&* **«'**»õ,- l..ó.U- .}»Ü
Portanto
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2aQjx; aÇNün#K ' Van$j X@KÓj - X@K$j)
'aQ

@j(dáuali(aV@k)+ aÀ@k)+ c,ÀÓ @j

d'x;

r
2

+ aX@jbt.

Ók(dáuai2(aVÓs)+ aÀÓj)+ aÀÓJÓ

2 l .ÇNa-.+i.'7.n&K X$j&t. \#i+ü
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Capítulo 7

Laplaciano com condição de Neumann em regiões simétricas

7.]. Introdução

Nest.e capítulo analisam'amos a validade da conjectura. 2 para. o problellla de Laplace colll condição
de tionteira de Neumann. Eln virtude de dificuldades técnicas, os casos G finito e infinito serão

tratados separadamente. De fato, ao considerarmos G infinito será ttecessário fazer unia hipótese

adicional sobre o grupo, a saber, dama < n l e Q deve contei uln ponto livre pela ação de
G. Assim estabeleceremos a etapa l da. conjectura para subgrupos infinitos compactos G de O(n).
Além disso, também veienlos que a conjectura é válida para subgrupos finitos que não possuam
representações irredutíveis de dimensão maior que 2.

Ouvi-o aspecto que também sela analisado no pl'esente capítulo é o conlportainento dos aubovaloi es

G-simples comi relação a pequenas pciturbações do dolrlínio quc preservatil a simetria. Conto podemos

nota para os autovalores do problema de Laplace colei condição de Dirichlet a análise da primeira

derivada da curva de autovalores G-simples é suficiente para verificarmos que os autovalores G-simples

variam com relação a perturbações simétricas do domínio. A situação é um pouco mais delicada para

o probletJla. com condição de Neumann, principalmellte se o subgrupo G for infinito.

A abordagem apresentada é basicamente a mesma utilizada no capítulo 4 para o problema de
Laplace com condição de llonteira de Dirichlet, isto é , o estudo do comportamento das derivadas

dos autovalores na presença de simetria.

85
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7.2 Grupos Finitos

7.2.1 Caso Z2 ([) Zu © ... a) Z2

Iniciaremos o capítulo considerando domínios Q do IR" com simetria Z2 q) Z2 (1) . .. (D Z2 (m vezes) .

Essa é a simetria mais simples eln domínios f2 do IR" e basicaillente o único caso que pode ser

analisado usando apenas a primeira derivada das chuvas de autovalores. Pala todas as outras simetrias

consideradas a segunda derivada se faz necessál-ia. As seções seguintes seguem a tlleslna ordem do

capítulo 2. Primeiro tiatalnos o problema iestlito aos espaços de simetria depois elll espaços de
simetria distintos.

Seja Q C ]R" aberto, limitado, conexo com fronteira C3-regular e G-simétrico, onde (; é uin

subgrupo de O(n) isomorfo a Z2 © Z2 q) ... © Z2. Sabemos que a simetria do domínio n implica na

decomposição do espaço I'2(n) - (1)xc(3 Ã4x onde .A4x - {./ C Z,2((2) : / o g = X(g)/, Vg C G} e
X(g) c { 1, 1} pala todo g C G. Considere o seguinte problema de autovalores

(A + À)u
R-o,

0, em, n;
em aQ

(7.1)

Dado um autovalor Ào com nLultiplicidade rn > 1 mostra.remos que esta multiplicidade pode ser

reduzida a l por pequenas perturbações de Q que preservam a simetria, onde o problema perturbado

na forma Lagrangea.na. é seguinte

h*(A + À)A* :u

*i#i: * :u= 0,

0, em (2;

em aQ;
(7.2)

O teorema 6.4 garante a existência de m curvas analíticas quando consideramos unia família

analítica de difeomorfistllos t -+ h(t, .) c CS e suas derivadas são dadas pelos autovalol'es da matriz

(ve:' corolário 6.5)

aÇN+i '7®3 X 0i Õ

Colho sempre partimos da hipótese que os autovaloi-es não podelll sei separados poi perturbações

simétricas. Consequentemente temos que ]W::À .r, isto é,

0
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a(IV@:l' Ào@?(IV@jl' Ào@3))-0

:rÇNOi -'y+j \ü$i@j"l

(7.3)

(7.4)

pala toda função a G-invariante. O autovalor Ào pode ou não estai' associado a lllais de um espaço

de simetria À4x, já que sua multiplicidade é maior que 1. Escolhendo uma base ortonormal {@jl;l=i,
onde cada. @j C MxÍ (os espaços Aárx, não precisam ser todos distintos) temos duas situações pata
analisar:

i) X{ = Xj para algum i / .f

ü) x: / xj

A condição i) imp]ica. que existe mais de uma autofunção peitellcente ao mesjllo espaço (]e simetria

A4x' Desta forma, a expressão V@i V@j Ào@i@j é uma f:unção G-invariante em aQ, consequentemente

a relação (7.4) nos fornece que V@i V@j Ào@i@j = 0 em aQ. A condição ii) implica que existem

autolunções Ói, @j pertencentes a espaços de simetria distintos. Como as funções

Véil2 ÀoÓ2 são G-invariantes para cada á a relação (7.3) gana.nte que

V(@i + @:f) - V(@{ @j) Ào(éi + Ój)(Ói @j) V@il' ÀoÓ? (IVéjl' ,XoÓj)

eln8(2. Chamando@+=@i+@je@ =Ói @jtenlosV@+ V@ Ào@+Ú =0,onde@+e@
são autofunções associadas }l Ào. Desta foniia, tanto pai-a a condição i) como pata a. ii) temos quc

verificar que para autofullções distintas e não nulas a identidade

V$ - ''V@ Xo$Ó = Q, E)ÇE

não pode ocorrer Este é o conteúdo do lema abaixo

Lema 7.1. Sejam X número real positivo e .f,g .funções de classe CZ definidas em aQ. Se

'7an.f - ''gang Xjg = 0. em. aç)

então pelo lltellos uma delas é {devtticumeTtl,e VLnla em açl
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Antes de provarmos o lema vamos mostrar que ele, de fato, é suficiente pala gata.ntir a cepa.ha-

bilidade de Ào. De fato, as relações (7.3) e (7.4) não podem ocorrer simultaneamente para todo a

G-invada.nte, caso contrário pelo menos uma das autofunções seria nula, logo deve existir um campo

V' de classe C3 de forma que a perturbação h(t,z) = z + ty(z) reduza a nlultiplicida.de de Ào. Se

pa-ra todo t >. 0 (arbitrariamente pequeno) ainda houver algum autovaloi múltiplo próximo a Ào,

então podelllos iepetii o pt-ocesso até que todos os autovaloies pióxinios a Ào soja-ni todos simples.

l)emonsiração. Considere a curva z(t) en] aQ determinada pelo seguinte campo de classe (-;l

Vaia/(aç(t)) =ã (t), como aQ é compacta então z(t) está definida para todo t. Note que também

é./(z(t)) = IV/(z(t))1' 2 0. Agora a função g(:«(t)) satisfaz a equação diferencial ordinária 'l(t) -

À/(z(t))u(t), logo g(z(t)) )ezp(À .G /(z('))ds). Portanto se g(3o) / 0 « f«:ção g(z(t)) se:ia

ilimitada em Z)Q, porém isto não pode ocorrer, pois g é contínua e aç) é compacta. []

Com isto, acabamos de provar o seguinte

Temi'ema 7.2. Soam G suZ)gmpo de O(n) ásom07$o a Z2 © Z2 a) ... © Z2; (2 C ]R", ízberÍo, limitado,

conCHa, CS regular e G-siTrtétTico. Cortsidele Xo at toualor com multiplicidade nl. > 1 pctra o problema

r7.],). Dado c > 0 eúsÍem õ > 0 e h C C3(Q,IR'), llA ínllc3 < c taZ que os a touaZores para o
p«Z,lem« r7.P9 - ánt«Z. (Ào õ, Ào + õ) 'â. í.do. ;ámp/".

Corolário 7.3. $e G é subgrtzpo Jirzálo de O(n) {somor/o a Z2 © Z2 © ... G) Z2, erztão para llm

conjunto residia! de regiões Q do R" , abertas, conexas, limitadas CZ-regulares e G-siméthcas, todos
os autoualores para o problevíta (7.1) são simples.

Z)emon.[r«ção. Seja

Ck = {h C oi.f.é(n) : os auto«lo:es À de (7.1) ,

À < k, são todos simles}

O teorema 7.2 garante que Ck é denso em Oi.f.fã(n) e o resultado de continuidade do teorema 6.1

garante que também é aberto. Portanto nx:2icÀ; é residual.

n
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7.2.2 Grupos finitos quaisquer

Como vimos no corolário 3.7, pata quaisquer subgrupos G de O(n) não isomorfos a ZU(DZ2©...©Z2,

existeJll autovalores tllúltiplos pala o problema de Laplace elJ] regiões G-simétricas. Pal'a esses casos

preferimos dividir a conjectura 2 eln duas etapas. Veremos a seguir que a primeira etapa, separação

em um mesmo espaço de simetria é verdadeira para qualquer grupo finito. Já a etapa de separação
de autovalores entre espaços de simetria distintos foi possível apenas em alguns casos particulares

h/leis precisamente, os autovalores À associados a espaços de simeti-ia A4. tais que d. $ 2 podem ser

sepait\dos (tos outros de formtt que a ação natural de G em ke7(A + À) seja iiiedutívell

Como já foi dito a.ntes, o pl'oblelna de separabilidade dos autovalorcs de Neunlann é um poitco

mais delicado mesmo quando restrito aos espaços de simetria .Abra. Na verdade o que ocoiie é o
seguinte: a. expressão fornecida pela matriz h/ da primeira derivada da chuva de autovalores não nos

fornece, ao menos aparentemente, uma contradição. Dessa lornla, somos levados a calcular a segunda

clel'ivada, Ollde a. condição de irão sepatabilidade implica que um cento tipo de open'adol' de flonteiia
é de posto finito. Nesse ponto utilizamos o h'método da Soluções " RapidalTlente Oscilantes"pa.ra obter

l-Dais infoiliJaÇÕes sobre as autofunções na [ronteiia de {)

0

Teor'ema 7.4. Soam G lóm suZ,grupo ./irzito de O(n) e Q C R", aZ)efta, limitado, conexo, C'3.regular
e G-inuctdante. Considere 'ulrl autoualor Xo com multiplicidade md., m > 1, para o problema (7.1)

«.th*' " "p«ço .R/.,., omd. a c ê. Z)«do . > 0 e«:ã.t.m õ > 0 . /. c oi.f.G(n), ll/' ánllc, < É«í;

que ezistent e=atamente m antoualores G.-simples pata o problema (7.2) resta'ito a M., vlo intervalo

(Ào â, .Xo + Õ).

Demonsiraçâo. Seja {@l}, í = 1, ..., m;.j = 1, ..., d. uma base ortonotinal para o auto-espaço associ-
ado a Àn que satisfaz a seguinte propriedade

.'!.(g) (7.5)

pala todo g c G e g H ,4.(g) é uma representação matricial irredutível na classe a de dimensão d,.

Considere a seguinte reordenação das funções Ój, pk = @} onde k = (á l)da + .i. Assim temos a

' Note quc a os resultados de separação da etapa l gaiaiitem apenas que a anão de G em ke7(Alm. + À) é inedutível
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seguinte ordem

{PI = '#l, .--,Pú:: d'lÇ.,Pa.+i ;; '#l,..-,P2a. = @d.,...,pn2d = d'd.}

Suponha que a multiplicidade do autovalor Ào não possa ser reduzida pot pequellas perturbações
simétricas. Então a matriz JW dada por:

0

0

a(VPI ' VPh ÀoPZPi;)

0

é ta] que Jv :À /, isto é,

a(IVPkl' ÀoPÍ) IVP.l: ÀoPl;))

a(Vpk 'Vpl Àopx;pz) =0, 1$ k,Z $ md.

(7.6)

(7.7)

As relações acima individuallllente não nos foinecetn nenhuma iníorinação nova, já que os integrandos

não são funções (7-invariantes. Como nos elementos da matriz Ã/ apaiecein expi'essões do tipo
n

V@} - Vé} Àodi'êj

para l 5; á, Z $ 1rl, ainda é possível extrair lama condição nova para. as autofunções observando que

as funções
d.

l7

d.

]J

>ll:vó} vd! Àoóiój

: IVé I' .Xo(@})'

são G-invariantes en] aQ. Pala isto, mosttatelnos que a soma das parcelas que envolvem o gradiente

é G invariante, pois a outt'a soma é cllu-alllente G-invariante. De fato

d.

@} .g '(z) (g)@i;,
k-l
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Ollde ajk(g) são os eles«.entos da representação matricial g H ,4.(g). Segue que

d.

g 'V@;(g :z) - >: 'jk(g)Véi:(z)
k-l

d. d.

>l, V@} . VÓÇ(g 'z) )i: ajk(g).j.(g)V@i; V@l,(z)
.j=i .j,k,p

Observe que Xg=: aj,k(g)a:f,.(g) = õk,, logo

}: V@} . VÓli(P :z)

d.

õ*.vói; . vdÍ,(') - }: vó} . vó}(«)
k ,p .j = l
E
d. d.

A demonstração que >.g=i IV@jl2 Ào(@j)2 é G-invariante em an é inteiramente análoga

Com isto, as relações (7.7) e (7.6) nos fornecem

d.

)i:tv@jt' Ào(ó})'

d.

>: IV@SI' ,Xo(@$y

y vó} . vóç

em aQ. Mesmo com essa nova informação sobre as autofunções na fronteira não foi possível chegar

a uma. conta'adição, então calculamos a segullda derivada da curva de autovalotes. O corolário 6.52

nos fornece a seguinte expressão para a matriz da segunda derivada

d.

lJ
Ào@$@lF - ', (7.8)

w*.j .Z 2.-é,*+.'Zãc?j.+ 1: + g +H'.'j Qj. (7.9)

UO corolário 6.5 não é necessário para encontrarmos a expressão da matriz da segunda derivada, pois supondo a não
sepal'abilidade dos autovalores podemos derivam diretamente os termos da lllatiiz cia primeira derivada.
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onde

QiK :: 'VaçltPj ' VDQLPk xtllPj\Pk

QiK= vaçl(PK -'Vaçl+i-- \çPkPI xPK j.

e +j satisfaz

Í (A + Ào)+j c sp-lpílT,

'l g# .Vanç'j ailÇZpj, em aQ (7.10)
1. @jlsp-lpilT

Mais uma vez precisamos somar alguns elementos da matriz A/ para que o integrando seja uma

função G-invariante. Na verdade, veremos que o integrando de >1:g=i À/j,j+a. é G-invariante. De
fato, sabemos de (7.8) que

00

d.

}l: Qj,.j+d.

d.

:V V 3 Ào@J'#j
0

e a função )ll:g=1 ZiNQj,j+d, é G-invai-iante. Segue da observação 6.3.2 que

2aQJA; = a(Q.jk + Qtj)
'aQ

portanto pala verificarmos que o integrando da expressão >.j:i .A'fj,j-Fa. também é (;-invariante

basta mostrar que i:g l Qjj+ó. + Qj+a,j é G-invariante. Note que as autofunções é.í dependem do
parâmetro t da família de difeomorfismos utilizada para perturba.r o domínio Q. Além disso, pala

cada t (pequeno) Ój(t) são autor\iuções associadas a À(t) para o problema (7.2)n(t) pertencentes a

À4.. Com isto, t -} >1,g=i Qj,j+a. (t) é uma curva Ci no espaço das funções (;-invariantes, logo

, d. d.

E
.j=1 j=i

lE: Qí,j*.. (t)I'-o - Qjj+ó. + Qj+a.j

é uma função G-invariante.

Da não separabilidade dos autovaloies segue >1:!=1 .A/j,j+a. = 0 para toda função G-invariante a,
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col:tsequentemente

}, Qjj+.z. + Ql+a.j + ali;hQj+Ó.j = 0. (7. 11)

Para simplificar introduzimos a notação Q(u,u) = Vu . Vu ÀOuu. Assim a expressão (7.11) pode
ser escrita da seguinte forma

d.

J

E E.-Jkçz(ó;l,@j) o(ó}, Új) çz(ó},Ó:l)- Á( @} @3 ) . (7.12)

As soluções @j do problema (7.10) definem um operador de fronteira. que passateuios a denotar
poi

rl' fh'

@} - C(Vané} voga aãlH)
(sela provado no capítulo 8 que o operador C está bem definido). Mais uma vez para siinplifàcar

a notação introduzimos .Aq(a) = Van@} . Vasta agl$}. Desta folnla, a equação (7.12) define o
operador de fronteira.dado por:

:(') - }:"i;he(Ó},Ój) e(Ó:l,C(jW')) e(Ój,C(J4'))

d.

J

(7.13)

onde a é uma função G-invariante em a(2. A mesma expressão também nos diz que o operador = é

de posto finito. O teor'eira 8.4 fornece a seguinte condição necessária pala. o open'odor sel' de posto
finito

em aQ e r C T#8ç2

Argumentando como no probleilla de Dirichlet podemos refazem todo o processo considerando

as autofunções Ói o g. Interpretando a relação acima como o produto interno de velares uí ::

(1l« , ...., eg?-) do IRa' podemos notar <.4a(g)UI,U2> = 0 para todo g c G, logo aT = 0 para todo

z C Q e todo 'r C Tz(õ(2). Poi'tanto obtemos que V@? = 0 enl aç2. Leulbrando que a condição
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obtida com a matriz da primeira derivada íoi

d.

E VÓ VÓj ÀoÓ}ÓÍ -'

segue que }l:g=i @j@j :: 0 em aQ. Podemos repetir todo o processo acima mais uma vez para concluir

que Ó} :: 0 em aç2. Como Ó2 também satisfaz gg :: 0 em aQ o Teorema da Unicidade de Cauchy
gala.nte que Ój = 0 em n, levando ao absurdo espetado.

n

Corolário 7.5. $da G subgrupo .anito de O(n) e a C G. O subco@unto

C = {A c Oi.f.fã(n)l nodosos autovalores pala o problel)la (7.1), restrito a

Àch., são G. simples}

é residual em DiJJ8(n]

Demonstração. Seja

CA; = {A C o{/.fâ(n) : os autovdores À de (7.1) restrito a .A{,,

À < k, são todos G simles}.

O teorema 7.4 gala.nte que CA; é denso em O{.f.fã(n), portanto basta. mostram' que também é aberto.
O mesmo resultado de continuidade do teorema 6.1 também é válido se considei-armas apenas o

problema (7.1) restrito a A/., logo Ck é aberto.

n

Não íoi possível provar', utilizando a priJlleira derivada, que os autovalores (;-simples pala o

problema de Neumann de fato variant quando se perturba o domínio mantendo a simetria, porém
este resultado segue facilmente da análise da segunda deüvada.

Teorema 7.6. $e À é ülóÍouaZor G-simples associado ao espaço ]k/a para o problema r7.],), então
eüstem A em uma C2-uázánharzça de n tai que IÀ(h) ÀI # 0.
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Z)emorzstração. De fato, se À é autovalol' G-simples associado ao espaço de simetria &4a, para o

problema (7.1) que não se alteia com pequenas perturbações simétricas de Q, então a matriz da

primeira derivada da. clava de autovalor deve sei identica.mente nula. Segue que

0

'aQ
Ào@k@l) ()

{'PklZ:. é uma base ortonorinal associada a À que satisfaz (7.5). Como vimos, na demonstração do

teorema anterior, o inteigrando de >ll:É:i .A4tt é G-invariante, portanto podemos concluir que

d.

}: lv@x;l' À(óh)'
k-l

() (7.14)

em an. Como não fon)os ca.pazes de chega' a uma contradição com essa condição extra para as
autoíunções na fronteira calculamos a segunda derivada.

00

Mk,j .Á,: ,«',* -- .'i~.* -- 1% ' .ã ' «.'l .,* - .
onde

Qkt -- Vaçl@! 'Vaçl@k X$1@K

QKt = 'VaÇX+l.;''Vaç\01 X$K l X@}.:'b!

e Óh satisfaz

Í (Z\ + À)ák C sp-l@zlT,

< g# - va«.v«d'* .õÜÓ',
1. éx;lspanl@zlT

Note que (2kh = 0 e À :: 0 e },a::i Qkh é G-invariante. Mais uma vez nos deparamos com um operador
de fronteira

em a(2

n(a) - )l: allle(«'k, ék) 2Q(d'k,C(a/k(a)))(7.15)

onde A/k(a) = Va{2@J; ' Vasta o-gl# que deve ser nulo por conta da primeira e segunda derivada
serem nulas. O teorema 8.4 nos fornece uma condição necessária para o operador ser de posto filhito,

d.

J
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$(?)' - '
e r C Tz8Q. Segue dessa relação que aÓ] = 0 para todo r C Tz(aQ) e todo j = 1, ..., d.. A relação

(7.14) torna-se >:g:i À(@j)2 - 0 e dai segue que Ój = 0 em aQ o que não pode ocoiier pelo Teorema
da Unicidade de Cauchy.

n

A validade do análogo da conjectura 2 para o problema de Laplace cole condição de Neumann

depende do Lellla 4.5, assim como o problema de Dirichlet. Portanto o principal resultado de sep-
aração de autovalores de Neumaml em espaços de simetria distintos sela. apresentado com a mesma

hipótese, sobre o grupo G, usado no caso do problema de Dirichlet. Os grupos finitos considerados
são tais que suas representações irredutíveis não possuem dimensão maior do que 2

Teor'ema 7.7. Sejam G um subgrupo .Przáto de O(n) taZ que d, 5; 2 para todo a C G e (2 C IR"

aberto, limitado, collexo, colrl .froTLteira Ca-regular e G-simétr«ico. Se X é uutoualor associado ü

h/,. . A/., p«« o p«Z,Z.m« r7.]) t.Z q- « «çã. d. G em ke,'(AIA,r.: + ,X) e ke,'(AI«.., + À) é

i«edutí«e/, .mão d«d. q-Zq«, . > 0, .«nem A C oí.f.Ü(í2), llA ínllc; < . e õ > 0 t.Z qa. «àst'"''

.-t«m.ní. 2 -t««lo,«s .X- (h), À2(A) G-sámpZe' p«« . p«Z,Zem« r'7.2; «;t,á'' " "p«ço .A4.. © À'L' ,

no ãntemaZo (À õ,À + õ). Oü sda, a anão na u7aZ de G ern ke7'(à*Ah* 'lm.,OW.. + Ài(h)) e

ker(A*A/z* ilm,,OÀ/.: + À2(A)) é im'eduÉúeZ.

l)cmonslração. Como sempre pa-rtiremos da hipótese que o autovaloi À não pode ser separado por

pequenas pet'tuibações G-sillléti-idas. Cona isto, a. inatiiz da primeira dei-ivada À4 deve ser niúltipltt

daidentidade. Logo

()

a(lvpkl' ÀopZ) a(IVpzl' ÀoP?) (7.16)

onde pj = @=1 se l $ .j $ da. e pj

{Ójlg satisfazem a relação .(7.5)

; ój--.z'. se d. + l 5; i $ da. + da, e as autofunções {óilg=X e
Já sabemos que os integrandos que aparecem na relação acima
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não são funções G-invariantes. Porém, as seguintes funções são : de fato, G-invariantes

dal al

)l:lvp,I' À(ç'.í)' - >1: 1vÓjl' À(Ó})'
.j=í .j=l

da2

vp:íl' À(pj)' lvójl' À(@j)'
j=1+dai

Portanto segue da relação (7.16)

. da2

E
' .j=l

v@ll' À(Ó:l)'-a: lv@?l: À(@?y (7.17)

Porém nrn.da. podcinos collcluii com essa Tela.ção. Calculando .a segunda derivada pata a. curva de

autovalores e seguindo col-no ila demonstração do teorema 7.4, temos que o operador de fronteira

'>(a)
. dai .

ã!' >: aiá: e(ÓI, Ó'l;) - 2(Q(@l, C(A41 ('')))'.j=X
. aal n

:L- }: .SÍ çz(ól, ól;) - 2(e(ól, c(À4,l (')))
' :i=K

(7.18)

possui posto finito. Segue do teorema 8.5 que

iÊll$1'-1$1'$1' (7.19)

pai'a todo T C Tz(aç)). Clonsidere agora uma base {nlllJ ortonoi'mal pai'a T=(aQ), com isso temos

'«} - ,::: (g) «;, -... i(gy. ;«';-'«:«-' ";" "-:«;;. .« '' "' .»'.«"

iÊIElgl' ''~;,'-t11Elal' «;,'
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Utilizando a relação (7.19) segue

lx )'-lxw$)'. (7.20)

A partir de agora utilizaremos as relações (7.19) e (7.20) de folha. a aplicarmos o lema 4.5 pala

chegarmos a contradição espetada, portanto devemos supor que d. 5; 2. Com efeito, defina as

seguintes funções vetoriais definidas em aQ: se d. :: 2 pala á ;: 1,2

F'(Z) - (#'{ , ..., @3.: )

c(") - (ó?, ..., @lÍ.,)

se caso um dos d: for igual a l basta repetir a coordenada. gã pat'a obtermos uma função vetorial
de ]R*

Segue da relações (7.20) e (7.19) que IPI = ICI e laPI = lacl. Lembrando que d: $ 2, o lel)la
4.5 gmante que ein uma vizinhança y de z em aQ existe uma transformação ot-togonal T tal que

F(z) = TG(z) em }''. Então temos, por exemplo, é{ = aÓ? + P@g em b' e

(Z\ + À)(@! aÓ? P@:)

Â (@! aÓ? PÓg)

! aé P@ê-o

er/i Q,
em an,
em ynaQ

Portanto pelo Teorema de Unicidade de Cauchy, @! = aéf + P@: ein Q. O que claramente não pode

ocorrer, pois @! g .A4a',

n

Corolário 7.8. $e G é snbgmpo ./inato de O(n) laZ que para todo a C G, d. $ 2, então para

um conju7Lto residual de legiões çl do ®", abeüas, Limitadas CZ-regulares e G-simétücas: todos os

autoualores para o problema ('7.1) são G-simples.
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De«.omslração. Seja

Ck {h C Oà/.Ü(n): osautovaloiesÀ de(7.1),

À < k, são todos G simples}

O teorema 7.7 galante que Cx; é denso em Dá/.fS (n) e o resultado de continuidade do teorema 6.1,

que pode ser aplicado ao problema (7.1) restrito a .A4,, galante que também é aberto. Portanto
nx;>iCk é residual.

n

Podetllos também estabelecer um resultado de genericidade análogo ao teorema. 4.9 pala o prob

lema de Neumann, ou seja, os autovaloi'es associados a espaços J\4. cona d. = 1 são genericamente
simples.

Teorema 7.9. Soam G um sl&ógrupo #rzãto de O(n) e Q C IR", aZ)crio, ZámáZízdo, corzezo, corri
!rovtteira C'Z-regular e G-simétrico. Se X é nutouulor associctdo U h'la. e M., onde d.. - \ para,

o problema (7.1), evttão X pode ser separado, por Freio de peque7tcts pertltrbações G-simétricas de
ç}, em dois autoualores onde um deles é simples. Mais precisamente, dado {lltülquer e > Q emitem

h C OÍ.f./ã((2), ll/z áíZllc:, < c e .5 > 0 taZ que um dos alltouaZores separados, pertencentes ao

iate«««Z. (À õ, .X + õ), «[á «soca«'Z' ap.n« - «p«ço A/.. . po,[-nt. é sámpZe..:

Z)emonsíração. Primeiramente seguindo os passos da demonstração do teorema 7.7 obtemos as

seguintes funções vetoriais:

F(z) (1, .... , 1)

c(") - (d'?, ...., @3.,)

Agoi-a podemos reproduzir linha por linha. a. demonstração do teoretna 4.9.

n

Corolário 7.10. Suponhamos que G é um suógrapo .Pnáto de O(n) [aZ qae d. $ 2 para iodo a C G.

Então, para um conjunto residual de regiões CIS-regulares e G-sintétricas os autouütores do problema
('T. 1) são G-simples.

;E importante obseivaT que o fato da ação de (7 em }(er(AIÀf.. + À) se ii-dedutível não gaiaitte quc a ação em
Ker(A + À) t.«-bén. seja.
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Demonstração. Seja

Ck = (h E Diffê(9) : osautovalores À de (7.1) restritoa M,,

À < k, sãotodos G — simples).

O teorema 7.9 garante que Cy. é denso em Diffê(9) e o teorema 6.1 garante que é aberto.

7.3 Grupos Infinitos

Se o grupo G de simetria do domínio 9 é compacto infinito, verificar que os autovalores variam

quando perturbamos o domínio mantendo a simetria é mais complicada que no caso finito. Convém

mencionar que podemos variar facilmente o autovalor se aplicarmos ao domínio uma homotetia,

porém esta perturbação particular varia também o volume da região 9) e, para muitas aplicações,

é importante saber o comportamento dos autovalores considerando perturbações que preservam o

volume da região de definição da equação.

O fato dos autovalores variarem será ponto chave na demonstração dos resultados de separabili-

daderestrito aos espaços de simetria. A dificuldadereside no seguinte: se À é um autovalor G simples

associado ao espaço Ms, a primeira derivada é dada por

. . 1 .&
Minh = — / NHVó— Mó.

o JON j=1

Assim, se A(h) é constante , devemos ter Des |V6;|2 — Md;)? = 0 em 99. Calculando a segunda

derivada e usando o Método das Soluções ” Rapidamente Oscilantes”obteremos a relação

d, 2“ /06;
>, (52) =0, em dO.
a or :

Contudo, se G é infinito a relação acima é verdadeira apenas para 7 pertencentes a T;(G(a))* (ver

lema 8.2). Portanto, precisamos de informações sobre as derivadas das autofunções na direção de

Gt(a).

Teorema 7.11. Seja G subgrupo compacto de O(n) que possui ponto livre e dimG <n— 1. Se
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X é üutouator G-simples associado a.o espaço M., para o problema (7.1), eTitão existem it em 'uma

C'-«á;án -ç« de {n t.Z q«e «.Z(h(Q)) (Q) e l.X(A) ÀI # 0.

Demonstração. Escolhendo unia base ortononnal de autorunções {@.Ílg=] e procedendo como na

demonstração do teorema 7.6 chega.mos a conclusão que >1.;:'t IV@jl2 À(@j)2 = 0 em aQ. Utilizando
a segunda derivada e o teorema 8.4 obtemos gU :: 0 em aQ, porém apenas pata 'r octogonal a
T= (G(«; ) )

Estudaremos a partir de apoia o que ocoiie com as deiivaclas na dircção de G(z). Sejam z € õí),

XCTe(G),Xz Co«lide:'eg(t) (tX)z,é ...,@d.) e@og(t)z=.4.(g(t))@(z) ,onde

g -+ À.(g) é a tepiesentação irredutível (]nat.iicial) OI'togolial de G na classe a. Assim,

g(") - :'!.(s(t))l,-o@(").

Fazendo á.4.(g(t))It-o = Á; C Te(O(d.)), temos que -Á} é anel simétrica e

Ê ('?',,y - <«,«'«,, "'"'«,> - < '"',:«'«',"'«,»j-l ~ '

(7.21)

Tomando unia base Ti ortonormal pata T=(an) e utilizando a identidade (7.21), a relação

l:#:i IV@jl2 À(@j)2 = 0 obtida com a primeira derivada torna-se:

{l lil (:yl ~*,,'- ll T «,:,'-*l ««, ««,l -.
(7.22)

Todo o argumento acima pode ser repetido utilizando as autofunções @j o g (que satisfazem a relação

(7.5)), logo a identidade (7.22) é verdadeira para '4a(g)@(z) no lugar de é(z). Sabendo que .4.é

gera o Ra' e que (.4;)2 é simétrica concluímos },i.:iC (.4':)2 = À/. Note que essa propriedade está

associada. apenas ao grupo de simetria e não a características das autofunções.

Considere agora uma perturbação paiticulai dada pelo difeomorfismo H(z) = cz, c constante
positiva. A perturbação considerada é uma hoinotetia de centro na oiigelll de R" e não há peida

de generalidade supor que 0 C n. De fato, se @j é uma autofunção associada a À, então .flí*-i@j
é autofunção para o problema (7.2)H associada ao autovalor À . Considerando o mesmo problema
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de estabilidade partindo do autovalor À na legião H(Q) chegaremos a mesma coJlclusão anterior,

>l-.IÜ'i'C (.4T )2 = P/. O que não pode ocos'l'er, pois .A' depende do grupo considerado.

n

O resultado acima foi demonstrado com duas hipóteses técnicas adicionais, a saber, dinzG < n l

e a existência de uin ponto livre. O teorema de separa-bilidade a seguir tainbélll possui as mesmas

hipóteses, o trabalho mais delicado na prova do resultado foi quase todo realizado no teorema 7.11 e
no teorema. 7.4.

Teorema 7.12. $dam G 'um suZ)grupo compacto de O(n), dimG 5; n 1, e ea;êste um porzto livre,

e (2 C Rn, aberto, Zz7nztado, conexo, (l:3.regular e (l;-amuar'íarzíe. (;07zszdere um a'utouaZor Ào c07n

TTt'ultiplicàdade m.d., m. > 1, para o problema (7.1) restüLo a juvtções de M., onde a C G. Dado

. > 0 «á.tem .5 > 0 e /. C ni/.râ(n), 11/, inllc, < . t«á' q«. e«á.['n, e«t«m'nte «'. «t"'Z""
G.-.ãmpZ« p«« o p«bZem« r7 PJ «.thío « À/.,. mo ante««Z. (Ào õ, À. + õ).

l)e rzo tstração. A demollstração do teoienia 7.4 pode sei seguida. linha. por lillha pala concluir' que

!:lÍ = 0 para .j - 1,2, ..., da, r ortogonal a. G(a). Escolhendo uma base oi'tonol'mal para T=(aQ)
tentos

x'-'} .«@} *"l-'j-x E gg *@}.'j-..
.j=i .j=i k=l

Analogamente ao que foi exposto no teorema 7.11, para T C T=(G(z))

>: :g-(«)Çg («) - <-.4;ó:(.), .4;é'(«)> - <-(.4;)'ó:(«), @'(«)>
J

Logo

k l
)ll: <(--(.Al-.)' À)d':(z), Ó'(")> =0

Mais uma vez todo o argumento pode ser repetido pa.la funções @j og e assim >ll:ll:S'C ('4' .)2
O que não pode ocorrer para toda legião G-simétrica próxima a Q, pois À varia comi A.

À/.

n

Corolário 7.13. Sda G subgrlzpo de O(n) taZ que d nzG < n l e ehste ílm ponto livre pela açâo
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de G. Então o subconjuvito

C = {A C Oi/./â(n)l todosos autovalores para o problema (7.1), restrito a

A/., são G simples}

é resi.dual em Diffà(n'i
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Capítulo 8

Operadores de Fronteira

Ao longo deste trabalho nos deparamos com centos operadores (pseudo-diferenciais) de fronteira

que, por hipótese, devem ser nulos ou de posto finito. b/leitos destes operadores encontrados aqui são

os ]nesmos etlcont.rados também pot A.L. Pel'eira j161, j17j, j181 e À'l.C.Peneira j19j, j181. Na verdade,

estes operadores especiais aparecem com trequêllcia em problemas de perturbação de fronteira. Sabe-

se, através da teoria dos open'odores pseudo-diferenciais, que os símbolos de qualquer Ordem destes

operadores devem ser nulos. Assim, podem'ia-se inca.final que a teoria abstrata de operador'es difer

enciais fosse o caminho natural para obter os símbolos. Contudo, Henry l61 desenvolveu um método,

independente da teoria dos operadores pseudo-diferenciais, que permite obter condições necessárias

pma que os operadores, que ocori'em em nossos problelTlas, tenham posto finito. O método é baseado

no comportamento dos mesmos quando aplicados a funções rapidamente oscilantes (ver (8.2)).

Aprcsentaiemos eln mais detalhes o método e sua (tenlonst.ração aplicado a equação de Laplace

com condição de Neumann, porém enunciaiemos os resultados obtidos por A.L.Pereira em j161 e
h,l.C.Pereira em j101 pala as equações de Li-tplace cona condição de Dirichlet e Bilaplaciano I'especti-
vamente.

8.1 0 Método

Ao longo desta seção trabalhaiemos coil] funções definidas eln abertos do R" assunaindo valores

complexos. Pala qualquer operador linear T agindo elii funções a valores complexos temos que

7u rlR.(u)l + i7'l/m(u)l

105
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onde Re(u) e /m(u) são as partes real e imaginária de u respectivamente.

Estallios interessados inicialmente em uma. solução formal u = e"S(') )ll:x;?o Ui (=) de

.l q'\+N«.p«)f' '" n; o.u1. ã -2«,G(-) 'm aQ; ~' '
quando w --} oo, onde Ut é uma função suave assumindo valores complexosl n C IR" é aberto,
lilliitado, conexo com fronteira regular; -íV é o campo noilnal unitário exterior a ÕQ;

f'(") - '"'(') )ll: l:il#, c(") - '"'(') }' :!}(4, (8.2)

.fÜ e Gx; sã.o funções suaves assumindo valores complexos; Slaç2 = iO, Re(igÊ) > 0 com : IR

suave tal que IVanal = 1 na legião de interesso. Note que co]]] as hipóteses sobre S existe unia
vizinhança aberta de R" tal que Re(S) > 0 em y n Q. Com isto, obtemos que as funções u e
(2w)e"s(')F tendem a zelo rapidamente quando w --} oo (enceta sobre ou muito próximo à aQ)

Substituindo ca solução fotnial iia. equação obtemos

Au 2we"S/' - l.«'''xól
>:(1l:>A(e"s) +e"S a'Uk + { 2 V(e"S) VUk 2"e"s fq(")

'" lsú(~''«''"'- ,«*«:'y * '»**'"~-

."' IX 0ij:"'N8'uA+ E eiPC~"-+ (A+ Nu*-: rnl

onde

(8.3)



8.1. O MÉTODO 107

e

-21- -- 2ürci"0GaN --- ' E Üb; i: ü:"'"o

.:«'l:F*i:«. '.}
Escolhendo S de forma que (VS)2 = VS . VS = 0 em u]]]a vizinhança de aQ ei]] R", temos para
todo A >0

AUk + (Z\ + À)Uk-l

e%F- + {gu. - c,:. ern õí21
(8.4)

com U.i=0

Agora encontraremos soluções apt'oxidadas pata a equação (8.4) utilizalldo "cool denadas nor-
mais"elll unia. vizinhança. de aQ eln IR". Pode-se encontrar um estudo detalhado dessas coordenadas

ell] l61 (Teorema 1.5 e capítulo 8 seção 8.2). As coordenadas normais são dadas pelo difeontoi-cismo

(t, y) -+ (y, tN(3/)) definido em (--.5, .5) x aQ onde õ > 0 é suficientemente pe(luello e a(2 é pelo melros

de classe (J2. Nessas coordenadas g/ é o ponto de aç2 mais próximo de z e

'- {+.ZÍ;t(#, aQ) ,
dÍ.t(z, aQ) ,

se z C ÇZC

se z C n

Se u : ]R" > ]R é uma função suave em uma vizinhança de an, temos que

Vu(3/ + t-M(y) ) (l + tK(3/)) :Vanu(y+ tN(y)) + ut(y+ tN(y))N(y)

e

Z\u(y + t.N(y)) u«(3/+ tN(3/)) + .X.(t, g/)u.(y+ tN(y))

+(l+ tK'(g/)) 'À,(t,y) . u,(Z/ + [N(g/))

+di«nl(l + tÃ'(y)) '«,(g/+ tN'(V))l,

onde

. -K(y) = DN(y), matriz curvatura no espa.ço tangente, KN 0,
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. À(t, 3/) = Znldet(l + tÃ')j = )ll:.... (=:!2;:].f7m(y) para t suficientemente peque-lo,

. Hm(y) -tr«çoÃ'" (y),

ver l61 pala mais detalhes.

Como apmecem as fullções VS e AS na expressão de A ell] (8.3) devemos, então, escrever a

função S, determinada por Slan = áO e VS VS = 0 ein uma vizinhança de ÕQ, em coordenadas
normais. Deste modo,

S (t, y) - S(z(t, y)) S(y + [N(y))
k>o

Observe que

s (o, y) (o,y)) ío(y)

e

«.(i : '.,«,) - «.(:'«'.,«,,) » ..

Assim

VS(z(t, #) ) VS(3/ + tN(y))

(l+ tK(y)) :Vens(y + tN(g)) + S.(y + tJV(Z/))JV(y)

e

(l + tÃ.'(y)) " l tÃ'(y) + t2k2(y) - tSK'3(y) +

segue que

(VS(Z/ + tN(y))):

(canso(y))' + ($i(3/))'

+t(2S] (3/)S2(y) + 2Val2So(g) . VanSi (y) + 2Vaí2So(y) . K(3/)canso(y)) +
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Como estádios supondo IVa11]

assim poc[emos ca]a

1o9

OI = 1 na região de interesse, obtemos recursivanlente

%(3/) - áO(y)

St (y)

S2(y) Van0(3/) . Val2Ã'(y)Vai20(y)

culai qua.fetos teilltos se fazei neccssálio. Com isto,

VS(z(Z,y)) = JV+áVan0 [(ã-KVana S2N) +0(t2)

AS(y+tJV(3/)) = Hi+S2+áAasz0(y)+

+t(S3(y) + iS2 + =Hi(g/) 2á iu(Ã'(g/)Vasz0(y)) H2(y))

+o(t')

VS(y + tN(y)) V - ãVal20 . Vaso + ;+t
a

2i.l(\Z'an0 . V'as + S2ãi + o(t')

onde }$ = Vaí20 . Va -

Escrevendo

Fk(z(t,g))+tN(y)) +À(y)[+Pk;-+0(t;)

Gk(:«(t,y)) [N(y)) = Gk(y)+ ék(y)t+ dk;- + 0({;)

Uk(z(t,g/)) - Uk(y+ tN(g/)) + Uk(y)t + Ük:- + 0(t;)

2

2

2

(8.5)

(8.6)

(8.7)

esabendo que

(l+tK(g/)) ' (l+tR'(g/)) '(l+tK'(y)) '

(l tK(y)+t'K''(y) ..)(l tK'(y)+ t'Ã''(y))...)

1 2tX'(y) + 3t'Ã''(y) 4t;K';(3/) + 0(t'), (8.8)
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temos

áVaíza - V,nUk + ÜÀ;+ ;(Hi+S2 +i afia(g))Ut

. r 2ãXvan0 . ValiUx; + S2Ht + ;(S3(y) + #iS2)Ut À

' k+4(áx:(v) 2ád{«(Ã'(y)cano(y)) H2(z/))uk 7

+o(t')

xiiui; 1 + $u. : +àa.anui-i(y)+Àuk l

. , r ük(y) + HitlÜ + VanUk VanHi(3/) \

v' k -2idá«(K(3/)VanUk) H2(3/)Úk J

+o(t')

(8.9)

(Z\ + À)Uk ]

(8.10)

Agol'a est.amos preparados para obter os coefi(ientes de [/k pala k ? 0 substituindo as expressões

(8.6) até (8.10) em (8.4).

' pala k = 0 temos por (8.4)

AUo

4uo em an;

o que resulta eni

2Go (8.11)

iVõn0 . Val2Go

1;(Hi Vaí2a(y) Valia.(y)Varia(y) + áAan0(y))Go

e para k :: l

AUi+(A +À)Uo

W + 4t'« - '-;-
resultando em

Ui = 2Gi 2Eo + 4ãa é)yGo + 2aoGo
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8.2 Demonstração do Mlétodo

Pata dellloiistrar o método precisamos provar que a solução fonnal construída é unia aproximação
pala a "solução excita'

Sabemos que o operador L = A + À de HP = {u C /:r2(Q, C) : a" = 0} eni Z,2(Q,C) é Fredholm

de índice zero. Assim a imagem de /., é un] subespaço fechado de É2(n,C) com codimensão finita.

Sejan] {wjl;:: uma base para um subespaço complementa.t de 7Z(L) e {@jlj::i uma base pala
A/'(L) com base dual associada {q };:i . Definimos

ÁL : Z.'(Q,C) -+ }V2(Ç2,C)

C. : W' }''(aQ,C) -+ W''p(Q,C) (8.12)

por

onde

u = .4L(/) + CL(g)

É« / c {.«jl;:.

ãN = g evn a€1

e

u r.f= 0 79rl.z'a. lodo .j :: 1, 2, ...m

Veremos que os opera.dores acima estão bem definidos. Sabemos que L é Fredholm de índice zero,
então

z,-(n,c) L) © l«jlZ::.

Portanto, dado / - /i +Jb C #'(n, C) com /l G 7Z(Z,) e /2 c lujlj-i existe uma única u C W2,P(Q, (C)

tal que .Lu = .fi, ák = g e]]] a(2 e Jn u ;j= 0 para todo .j :: 1, 2, ...m. A unicidade segue de Jn u ;j= 0

para todo .j :: 1, 2, ...m, para a existência ver j121
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Mostratemos agora que a solução formal encontrada. pai'a (8.1) é unia aproximação da solução

« (/) + CL(g)

quando w --} oo em uma vizinhança de aQ e qualldo as funções .f e g são da forma (8.2)

De fato, suponha que

«(«) - ."'('):l uk

F'(z)

G(z)

As funções Ue, /k são de classe (;2+w-k e (;l+w k respectivamente e (;J; de classe (;2+A' k em al2

(2 e 0 de classe (73+/V (em nossos piobleiiias podciJlos supor g2 t.ão tegulaies qu?unto d('sejarlllos)

Assim, podemos escolher S(y + t/V(3/)) de classe C3+/v tal que pala algutll õ > 0

(vs)'

Í A Ü+ Uk.i Ft = 0(tJV+:'k)

'l egk'- + agiu. - c.
unifoimenlente em õ < = dÍst(aç,aQ) $õ

Esco[hemos uma função iea] X de classe C" comi suporte compacto em ]R", X = 1 quando

õ < t = dist(z,an) $ õ com suporte contido em uma vizillhança dcst.e conjunto

enz aQi

A'lostraremos que

lixa «llw,.-GO < o(t w)

quandoco + oo se

1/ - x(2")'"s(') }l: ii;hll m,o < o(t ")k::O ~ '
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Ig - x(2«,)'"s(') >: Í$:hl lc,@o,q < o(t'/'').

Com isto, temos que

IN .

L« - (2")'"'(') }' .:!L .

d ip.«)"'i»nEêM;'''"«,

Ê.b-"*\n 'l
Como a função X foi escolhida C'" com suporte compacto em unia. vizinhança de aQ existe uma
constante positiva C tal que

ILIX(z)z'(z)l -- (2")X(")e"s(") >i: (:;l$1 $ c" We "'/',k-o ' '

portanto

Z,IXul /

uniformemente eln n, (5 5; { $ 0 quando u --> oo.

Pela definição de u = .4L(/) + CL(g) existem escaleres ai, ..., a,,. C (C tais que

(8.13)
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Cada clj está bem deter'minado. De fato, se a{ é uma base para À/'(L*) temos pata cada l $ .j $ m

Q

õu r a ai f ,
..Ú': j."-õi-

g ãi l J ai,

como as funções /, g, a{ são dadas, os ai escalão bem definidos se provarmos que a matriz /n wj ãi

é inveisível. Sc tal inatiiz não fosse inversível existiiiain cscalaies (j não todos nulos tais que

)ll: :i (j /n wj l;i =0 pala todo i= 1, 2, ...m. Isto implica que >ll:;:t (jwj C laili = .V(É*)X - 7Z(Z')

o que claramente não pode ocorrer.

Seja
77t

Z Xu-« }:P'Éj

onde os escaleres /3t , ..., P,,. C C são escolhidos de forma que /n z Tj= 0 para todo .j = 1,

que

, m. Note

:-i;k« «)-.:'"'Xtl:> ,-oG, ''D

uniformemente em aQ quando co } oo. Assim, pelo Lema de Riemann-Lebesgue, temos

'wj o'{ g ai
'aQ

ÊZ. ''«"& ;.

+0(w ")

/l x(")'"'(') {:l:b i: +o(" ''')

(8.14)

e
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XU 'rj l T rj

E .Á x(«)."'(') d:) ;,
0(w w)

(8.15)

quando co -+ oo, pois .r'k,(;k e [/k são respectivamente de c]asse Ct+/v k,C'3+W k e C2+W k. Logo

laia = (co W) e l#il = (w X) para todo á = 1, ...,m quando u --> oo. Clolllo Lz = LIXul Z,u segue de

(8.13), (8.14) q«e

f L, = O(«, X) em n;

1. jk. ]v) 'm an;

qualtdo w H oo. Logo podemos concluir de (8.15) e (8.16) que

(8.16)

IXU UllH~.p(!2,C)

171.

Z :PJWjllW,,p(n,C) o(«, ")

8.3 0peradotes =, 11, ©

Utilizaielnos o Método das Soluções Rapidamente Oscilantes apresentado na seção anterior pala

obter uma condição ne(essáiia pata os opciadores =, ll e 'l), dchnidos ein (7.13),(7.15),(7.18) respec-
tivamente, serem de posto finito. Para isto, necessitaieinos do seguinte ]etriâ:

Lema 8.1. Soam S uma uahedade Ci; 4 e -B C Z,2(S) corri suporte compacto; 0 uma /urzção C'i a

uulores reais de$Ttida em S colll 'Vasto + ü ll união dos sul)odes de A e B; E C La ÇS) subesl)uço

ueioríaZ de dimerzsão #náÉa e u(co) C -E para lodo u C R oz&de

u(w) - .'lhos(uO) + -Bs.n(uO) + .(1) .m L'(S)

guarida w > oo. .Então ..'l B=0emS

Z)enzonsÍração. Ver l61

n



Realizaremos os cálculos com todos os detalhes para o operador =, os cálculos pata ll e © são

eiralnente análogos.

Seja = o operador definido em (7.13) por

=(a) - >ll: allk Q(@}, @?) - e(Ó;l, C(-A4a)) - Q(@}, C(J@a)) (8.17)

e:n (8.12),

Jq(a)-Va-Ó}.Va a a H (8.i8)

Q(« , «)

Com o N,método das Soluções R.apidanielite Oscila\.ates prova-ienlos quc

=h«.ü,w - «,«.G,o E {l$- 1l$ ' o(«)

quando w -} oo. Como estamos sempre supondo que o operador = é de posto finit
lema 8.1 que

tgg-..«'-.
otação da. seção 8.1 temos que

C(Van@} Varia ag19) - .:«oq'j + o(i)

OPERADORESDEFRONTElltAlCAPITUL08.116

int

J

onde C tbi definidoTI( e

e

(8.19)? /.

o concluímos dol l ( :l l l l

IJsa.]]do a. mesma i]sa.n P
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Assim,

(v@;l ' v Àó})c(v«@Í v«a - a:lg) Van@:l . Vaç}(e:"'te'j) À.:"'ulÍ '' @}

L
Í

Z l?@. «#,'« *

.'"},«i'',l'j
ze' :=-d''«, + o(i) ,

l

ou seja,

Q(@:) ,C(/L4j2a)) - {w:''''1l$uo2,j« + o(i)
Analogamente temos

Q(Ó?,C(]4a)) - í"':"'1ll?d'j«, + o(i)
Portanto

('ye'"0)
.:«'ÍÊ ,« l9«;' *s« 'l

a
+1 o(@:l, @j

Determina.ndo o termo [4'J da. so]ução ]oima] tecemos o resu]tado desejado. Para isto, basta escrever

a função ]WJ1(7':"') na forma (8.2), ou seja,

Ã4('re:"o) - 2coe:"o >1: iCk

e utilizei as relações obtidas cm (8.12) De fato,

Jq(7';"') Van (le:"0 ) Van'ê} 'e:"' DN'z

C VÕs2'y ' VaQ@} + wá'y

:-'«l:, *i«.,,l
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Logo

'. - :,i1l:-, ': - '"jn,
i7.'"'i:$-. Con- isto,assim [4''

:('y':"') - '':"'«, >i: 1l:-1l$ + o(i)

Observe que

:('y"'("a)) - !R' {=('y':"') + :('y' :"')} ,
portanto

;h«.(«w - «,«.(«o E {l:-1l$ -'- ow
J

Como esta3110s supondo que o operador é de posto finito obtemos

Ê$g - . .« '-. (8.20)

Os próximos dois lemas são íundalnentais pai'a podeiinos concluir que a propriedade acima é

vá.lida pata todo a'lTz(G(z)), em pa-rticulai se o grupo G for finito a identidade é verdadeira pa-ia

Lema 8.2. Soam G subgmpo compacto de O(n) tal que eàste z C IR" ZZuze pela anão de G; í2 C R",
ctbeTtf), !imitado com Porteira regular e G-in.uaüante. Se u : í)Q } R é saque e G-àvtuahünte então

Van «IG(z)

D"«.n.[«ção. Seja ' : R -} G suave tal q«e áylt-o:« = ,- c Ta(G(z)). Note que «,('f(í)n) «(«),
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então

Vara ' a'' ái.-.«b(o«)

il.-ou(")
0

n

Lema 8.3. Sega K é uma uãzànAarzça do espaço no?'maZ ci G(z) n.o ponto z C Q, Q com a mesmas

coTtdições que no lema acima. Dada tLmQ juvLção covttíT La em Vt é sempre possível estevtdê-la a uma

função G-invariante em Q. CoTTLO consequêTtcia Vu pode ser qualquer uetor normal a G(.z).

Demonstração. Ver j16 n

Teorema 8.4. Selara G suZ)g po coma)acto de O(71) que possua um ponto Záure; n azedo, conexo

Zámáíado, C3.reg'miar e G sámétráca; {Ól}.f=i, á = 1, 2 são auto/uniões pürü o probZe7rta r7.-Z,), perferz
Gentes ao espaço Nra, q\Le satisfazem

> 1 Q(çól , @:Í) - o

em açl, onde Q é dado em (8.19). Se o operador'= de$nido el-« (8.1'7) é de posto $«it,o e«tão

d

lJ

'm ««-. «i,á""-nç« y d. aQ, p«« [.d. .-]Tn(G(z)). Em p.dá.uZ", p-« ]od. r C T=(aQ), « G é
./Inato

Podemos facilmente obter uln resu]tado aná]ogo pala os operadores de h'onteira ]T e © dehnidos

elll (7.15) e (7.18) por

n(a) - )l: aZl;Q(d'k, ók) 2Q(@k,C(Jk/k(a)))

d

.7
(8.21)
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ã!- Sll .ZioWl;, ól) 2W@l;,c(w:(.M'.j=k

eWl;, 1) 2 @l;,CGad(«M,

©(a)

(8.22)

respectivalllente.

Teorema 8.5. Soam G suba«.po como«ío de O(n) que possua um poria ladre; Q «óe'to, co"'";o,

lintitado, CS-regulam e G-siméthca; {'bj\j=1 , são a.u.to.flLnções pa.rn o probl.em.a. (7.1), peüencente ao

espaço l\la ,que satis.fazem

i.- )l: e(ó}, @}) - o

em aQ, onde Q está de$Tiido em (8.19). Se o operador H definido em (8.21) é dc posto $nãlo, então

d.

l/

iÊI(?y ()

'm um« «à;ãnA-ç« }'' d. an, p«« tod. .-lTz(G(z)). -Em p«[à«Z«, r c Tz(aQ), « G é Prato.

Teor'ema 8.6. Sejam G saZ)grupo compacto de O(n) qwe possua um ponto Záu7r; Q aberto, conexo,

ZimãÍado, (;3-regular e (;-sãméZrqca; {Óllj' i, i= 1, 2 são auto/nações para o problema r7.-í,), perlen-
cevttes uos espaços NI.:, que sütisfazevTL

;L-X ew}, ó}) ;lE 'aw?, ó?)

em aQ, onde Q está de$nido em (8.19). Se o operador © de$nido em (8.22) é de posto $nãto, então

:gll$1'lgll$1'
'm «m« «i.{nA-ç« y de an, p«« t.do ,-lT=(G(z)). .Em p«tác«Z«, p«t« l.do .- C T=(aQ), « G é

finito
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8.4 0peradoi O

Nesta scção encontra-se o resumo dos t-esultados obtidos poi A.L.Peneira j161 pala o opeladol O

porém a demonstração será apenas esboçada.

No capítulo 4 nos deparmnos comi o operador de ft-onteira O definido em (4.20) por

.-l11ai'«,l.sl igl ü'«*l.al, (8.23)

onde as autofunções @j satislazenl a condição

iÍllsl' ü$11sl'0 em an

e o operador BA+À é defiltido da seguinte forma: se u :; 6A+Àg então

(Z\ + .X)u C Ã'er(A + À), ulÃ'er(A + À), ulaí2 g

Pala completatmos a dentonstração do teorema 4.4 precisamos mostrar que se O é identicamente

nulo,então

iÍI '-lÍI (8.24)

para todo 1- c Tz(aQ).

Cotli isto, definimos o operador O dado poi

.-iÍlsú'-,l.sl :i ü'«,l.al
onde @} são autofunções do Laplaciailo com condição de Dirichlet associadas a. À que também satis-
fazem

$ g)' - . .«,". '*.:;,
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Utilizando o h/método das Soluções Rapidamente Oscilantes A.L.Pereira j161 provou que

'.««;«",- :««;~«lü 1:::. i,«üi' lâ yl
í;- l:;; l«:-si' (â$yl 1 * ''« '''~',

Teorema 8.7. Se G é 71m subgmpo ./irzáZo de O(n) e @', á = 1,2 e j = 1,2, ..., da. são auto/mações

associadas as À qae satáa/agem a corzdíção r8.1?5,). Erzíão uma coítdáção n.ecessáMa para O ser 7zuZo é

(8.26)

:::l' igi'-' (8.27)

em aQ p«« iodo ,- C T=(aí2)

Demonstração. Se ll > 2 então, por (8.26): uma. condição llecessária pala. que O seja nulo é

ilÊI
l

d. gl,«$t'
em8Q

,,.Ü-Ei3«,
onde {rl} é uma base ortonormal pai'a T=(an). Além disto, pelo lema 8.3, qualquer' vedor de Tz(aQ)
é gr?\dicnt.c de unia função G-invariante definida em aQ. Desta foiiiia, temos

Podemos escrever

«' lü- :l:. (g$y (gsyl
Ép. (âgy (â$y

-«,*-:,' ,« : -«»««Ü;EJ:J:(âgy ÜEg3(Ê$y-.
Agora, se n = 2 segue de (8.26) que O(acosu0) = O(w'2). Consequentemente é necessário
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calculam coeficientes de co de ordem superior. Fazelldo isto, o resultado obtido é

v li$ 1isl' lilâ I'l*..~-',O(a cos «,0)

n

8.5 Operador W

Considere o operador de fronteira \ü dehnido em (5.16) e dado por

ã!- $1: .Zi(Aó})' + 2 IAóJA.4.,+*(' é )l

-:L- >: '''ã:(a@j)' + 2 lz\ójAÁ»,. *('zi@})l :
J

(8.28)

onde as a.utofunções éj satisfazem

sl' l$ 1sl' .««
(8.29)

e o operador

,+* : w; }''(aQ) --> t'r' n wol(n, c)

é definido da seguinte foi'lna: se u :: .4A2+Àg então

(A'+ À)I' c K'er(A' + À), t'lx'er(A'+ À), iil: - g
Esse operador é semelhante ao operador que aparece em j181 , onde foi provado que genericamente, no

conjunto das regiões CS-regulares e Z2-simétricas, todos os autovalores do Bílaplaciano cotn condição

de lionteira. de Dirichlet são siliiples. Neste mesiiio trabalho M.C.Pereirtt utilizou o Método das

Soluções Rapidamente Oscilantes para calculam' alguns termos da expansão do open'odor A.4A2+À(g)
quando aplicado em funções rapidalncnte oscilantes. Nós apresentaremos aqui as expressões obtidas,
porém sem demonstração.
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Usar elmos a mesma notação utilizada na seção 8.1. Reuniremos abaixo as expressões calculadas

por M.C.Pereira j191.

Seja .4A,+Xg = e:"" EÀ;ZO Íã©

8 Uo = Go;

. Ü. - Xo (q a+2áá) t7o;

©

Uo
Eo - (a 3q+2ããÓ)Uo-

}«' +áã +ip
0{.Kâ 2içá aq

+i«á; rF «' l «;

e Ui :: Gi;

e

, (« « ,:á)'
a.f71 +/3 -172 + 2Aas2

+Ss 4{-KVan0 . V
a ..

(a + 2Hi + 2ÍãÕ -- 2q)Uo

+2ÍHlá
+ãq:

2t/o;

)«

. q = Võl20(y) . K(g/)Val20(3/);

. SS = 3Val20(y) . K''(3/)Vasta(3/) q'(3/) + ig(V);

. a(y) (y) q(y) +iAana;

. P(3/) = Ss(y) Hi(y)q(y) +i%i- 2 iuasz(X(y)Vat20(y)) H2 (y)

Agora

«»,**k"'a,'}) - ."'(p«»ÜI''+ "q''+ q'') -- '(«-D

"»,...*@"'».'$) - .:"' (Q«)«'' -- x«'' -- «'') + '(~-D,
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observe que os índices ã e .j dos termos [4'J são compatíveis com os índices da autofutlção que aparece

no aigunlento de a..4A2+À. Logo

;L- }l: 2 lz\ó$z\c.~,+*('Aó:l)l - ã:- )ll: 2 la.ójAC»,...*('Aój)l

l ,t E ,»«} (p«''J'' -- "'4'' * ":'')
;l E :'«j (':"''':'' -- "'a' -- "g'') l

O coeficiellte do termo 2w é

iE ,»"lü,' lx,""j«,'
onde U(I'j = z\@.) e (troa,j

coeficiente de (2w)o é da.do por

segue da condição (8.29) que este coehciente deve ser nulo. Já o

ix :»"JU,' tx ,',ó3üi,' (8.30)

onde

q,j
(«

(«

« -- ,:á) '«}

«,'
« ' ,:á) »«?

segue que

. dal . 'Zal

ã!-E:2Aéjq' - :L->1:(ç-a)(aÓ})' 0'V(ad})'
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À'leis uma vez, pela condição (8.29), temos que o coeficiente de (2co)o é nulo. Logo

::- >ll: 2 IAóJAC.,.. ,('Aó})l - :t }l: 2 laójz\c.,...*("aó?)l - o("':)

Portanto uma condição necessái'ia pala o operador de fronteira O sel de posto é

i {l á:(»óp' lg á:('+p' - '. (8.31)

Ente'etanto essa nova condição extra pala. as autofunções ainda não é suficiente para obteinlos o
resulta.do, assim devemos calcular o coeficiente do termo (2w) i. Considere

Ha,+*(e;"'A@} ) .'"' { (p«Oq'' -- x'4:' -- q'') +

.Z (p«)'lJ'' -- "ü:'' -- ÜI'') ' '(«-n}

."'((2")ü'' + xq'j+ ['{,j + i(xüJ''+ üf,'))
o(«, ').+

AÁ,\,+*(e:"'A@3) - e:"'((2w)[4'j + X(4'j + Ü?,j + :L(XÜf'j + Ü?'Í)) + o(" ')

Nosso interesse nesse estágio é calcular o coeficiente de Ê, assim

@(e:"') ./')u'

* l lll»«'«:'*'.', IÊ»«;'":''*«;'',l *.'« ',

Observe que U{'j = Ui 'j :: Gi :: 0, então

''.«', - i li $»«;*:'' «:'1 * .'~-',
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Como

' ,::)'i''
+P /72 + 2Aas2 +2áHlâ

4áK'Van0.V +Í%t

-(cl + 2Hi + 2iil: 2ç)t4'j - 2Ül;j

)«''

e

Uo À (« 3«+2iâ)q,'
}«' +49 +gp

6{Ã'â 2içá aq Tà;* «' l ,:,..;
Antes de substituirlllos a expressão de UJI'j e Ule,j no coeficiente de (2u)'l note que se 7' é qualquer
operador diferellcial tangencial de ordem l ou zelo temos, pela condição (8.29), que

. d.:

ÚE z\óJa"(Aó} ) l E "-'j'@,'}) - '
Coítl isto, e lembra.ndo que tlot'j A#}, «,' z\@3, [';,' Ú2,j - 0, obtemos

dal . da2

ÚX»óJn' ãx»óiü?'

ÍE -'"}»«'"} Ê E »"}»«»«? »*j$»"?
, aal .

iX'ó}( '"- +,ó«,'

--iX»óJP« --'::oq' ÜE»ó p~ '«*'';o«,'.

d.2
a

}l:A@}(-a+2 l 2i lõ

l
'2

+ 2ç)q'' +
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A'lostrarenlos agora que as parcelas onde aparecem [H'j e iJo2'j, sem derivadas ig , são nu]as. De fato,

sabemos que o coeficiente de (2w)o, fornecido em (8.30), do operador @ é zero, isto é,

lx,»"}«,' 0

Porta.nto l-naus callcela.mentos simplificatll a. expressa-o

iÊl~;"'' {l»«;"''

á » »«'-@}

,) da2

;lx »«},::;'i,'.

aó} }$''.@j

*;:LE »«}:::;«:,'

Agora para as parcelas onde aparecem i% tlH'Í, i%ZlJo2'j e lembrando que

'u''-( «*« ::á) »«}

'i''-( --« ::â)»*?,
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temos

;tr '«}::::'d,' IE »«}«::'*'

«:;' «, ll$~;,' $'»«;,'1
+

:} }l .«}$'-'' ::: gl »«}:$"i,'

:8»«;$",' ;:e .«!:$":,'

Assim temos

lx »-'Jüf,'

:x »"}»«»"J--»*Já»*} á »*j»«»"j*»«jg;»«;

Observe que

Z\an (Z\ é} ) ' 2A@ Aal2A@J + 2 Variz\.Pi l2

e

}ã «\ó})' 2 ó:l?lhz\ó +2

Ut.ilizando a condição (8.29), obtemos

d. d2n l
@

ixi'«'óli' á»«}y- '«»*li: (â»«}y
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Portanto, pala qr ser de posto finito é necessário

i:i »«} (;»«;r-tÍI »"}

em8Q

Teorema 8.8. Seca Q C R" , n > 2, aberto, limitado, cozzezo, com .#onteára regular e (;-sà7néthco.

Se G é um süógrzlpo .Prato de O(n) e @}, í = 1, 2 e .j - 1,2, ...,da: sâo aut(lfnnções associadas as À

que satisjcLzem as condições (8.29) e (8.31). EvtLão umu condição necessáüa para W ser nulo é

:;$1' ;lg 0

.m aQ p«« iodo , c Z.(aQ)

Z)emonsíração. Podemos escrevem

n--l .

"«'.«} -EI â»";«
onde {7-klE:{ é uma base ortonoi'mal para Tn(aQ). Assim

li$i»««' 18
:: li»«} l li»*}

a

»óji'l -

para todo Z = 1,2, ...,n 1. Como estamos supondo rz > 2 obtemos

g.»óli' l l »ó$i'-'

pala todo 1- C T=(aç2)



8.5. OPERADOR Q 131

n
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Apêndice A

Apêndice

Aqui encontra-se o enunciado do Teorcina de Puiseux que fbi fuiidanlental litl denlonstiação da
existência de curvas analíticas de autovalores do Laplaciano com condição de Neumann. A referência

pata est.e capot.ulo encont.ia-se em 1291

D'finição 5. Soam p(z, y) e q(z, g/) dois po/ínómãos ho«ogêne«o. de gra?. m e n, respectivamente
Considere lrl + n T)olãnõmãos homogéneos de grau in + n \ dados por

:'" ' 'y'P(z,y) (0 $ s < m) z" ''"g/'q(z,y) (0 5; , < nz),

seus coe$cielttes forrrtum ulllu mutül quadrada. O determinuTtLe dessa mutril, denotado por Ktp, qh,

é cttuTnado T'es'ultuvtLe de p e q.

Definição 6. Z)ado um poZámómão /zomogêneo quaZqtter h(z, y) dePrze-se o díscMm.{naníe de k por

o(k) - a(g,Ü).

Uma série de potência }l:... a«..z"y" em duas variáveis é dita convergente se existir duas con-
stantes positivas S e R tais que os iiúmeios a.«.,.R"S" são limitados. Neste caso, a série é convem'gente

na região lzl < R e Ig/l < S e defina uma função holomorfa nesta legião. Reciprocamente, uma função

/(z, y) é dit.a hololllorfa em unia vizinhança do 0 sc pode sei expandida como uma série de potências

convergentes. O conjunto de tais séries é um anel e será denotado por Ctz, g/}

Uma função analítica /(z,g/) é dita regular em y de ordem m se podemos escrever /(0,y)

y"'.4(y) onde Á(0) # 0 tal que 7iia também é hololnorfa

Te-ema A.l. $©' /(:«,g) /anca. «n«ZÍZíc« e«. z,y. S. ./'(0,0) = 0 . ./(0,#) # 0 p«« y # 0, mtã.

133
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" 'q«ção /(z,y) - 0 «dmãte p'Z. men« um« «Zução d« /omrz« 3/ ), ."d' g é -«ZÍZàc«.

AléTrt disso, se .f for regular de ordeTít ml evTuy escoe'Hemos f - UF OTtde U. é ünbll u tidude edil C\z,ly\

. F é «m poZinómío mónÍco 'í' g«« m em y, «d.*em m soZ«çõ« gj(#'' ) dí'tdn'" " m'"" q«. .

discüminante de F sejcl ideTttãcameTtte n.ulo e

]

r'(g/) llu
l

gj (z "' ))
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