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RESUMO

Dadas C uma categoria pequena e A uma categoria qualquer, podemos
considerar a categoria C(A), cujos objetos sao funtores de C em A e cujos
morfismos sdo transformagoes naturais. Seja B outra categoria, e novamente,
consideramos a categoria C(8). Agora, dado um funtor F : A — B construi-
mos o funtor induzido F¢ : C(A) — C(B).

Acrescentando a hipétese de A e B serem categorias abelianas temos que
as categorias C(A) e C(B) sao também abelianas. Logo tem sentido falar
da categoria derivada D(C(.A)). Além disso, se A tem suficientes injetivos
prova-se que C(A) também tem suficientes injetivos, o que possibilita pensar
no funtor derivado R(F¢) : D(C(A)) — D(C(B)).

Neste trabalho temos dois objetivos principais:

1. encontrar uma relagéo entre as categorias D(C(A)) e C(D(A));
2. relacionar os funtores R(F¢) e (RF)c : C(D(A)) — C(D(B)).

Inicialmente demonstramos que Kom(C(A)) e C(Kom(A)) sao categorias
isomorfas, onde Kom(A) denota a categoria dos complexos de A. Mostra-
mos também que se Q é uma categoria gerada por um quiver sem relagoes,
D(Q(A)) é uma subcategoria plena de Q(D(A)).

Finalmente, mostramos que D(C(A))e C(D(A)) sao categorias equivalen-
tes se, e somente se, C = Q e Q é uma categoria gerada por um quiver sem
flechas.

Partindo para o segundo objetivo, mostramos que se o funtor (RF)g € uma
equivaléncia de categorias entdo R(Fg) também € uma equivaléncia.

Como aplicagéo destes resultados temos uma versdo do Teorema de Mukai
para Q-feixes quase-coerentes.

Palavras-chave: categorias derivadas, categorias de funtores, Q-feixes
quase-coerentes.



ABSTRACT

Let C be small category and A an arbitrary category. Consider the category
C(A) whose objects are functors from C in A and whose morphisms are natural
transformations. Let B be other category, and again, consider the category
C(B). Now, given a functor F' : A — B we construct the induced functor F¢ :
C(A) — C(B).

Assuming A and B to be abelian categories we have the categories C(A)
and C(B) is also abelian. Therefore, it makes sense to talk about the derived
category D(C(.A)). Moreover, if A has enough injectives one can prove that
C(A) also has enough injectives, which guarantees the existence of the derived
functor R (F¢) : D(C(A)) — D(C(B)).

In this work we have two main goals:

1. to find a relationship between D(C(A)) and C(D(A));
2. relate the functors R(F¢) and (RF)c : C(D(A)) — C(D(B)).

Initially we show that Kom(C(A)) and C(Kom(A)) are isomorphic catego-
ries, where Kom/(A) denotes the category of complexes of .A. We also show
that if @ is a category generated by a quiver without relations, then D(Q(A)) is
a full subcategory of 9(D(A)). And finally, we show that D(C(A)) and C(D(A))
are equivalent categories if and only if C = Q, where Q is a category generated
by a quiver without arrows.

Towards the second goal, we show that if the functor (RF)g is an equiva-
lence of categories then R(Fg) is also an equivalence.

We use this results to prove a version of Mukai's Theorem for @-quasi-
coherent sheaves.

Keywords: derived categories, functor categories, Q-quasi-coherent she-
aves.
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Introducao

Sabe-se que duas variedades projetivas sao isomorfas se, e somente se,
as categorias dos feixes coerentes sobre cada uma delas s&o equivalentes
[3]. Naturalmente, estendemos o estudo para categorias derivadas de feixes
coerentes, onde este mesmo resultado nao é verdadeiro.

Nos anos 80, Shigeru Mukai [8] demonstra que sendo X uma variedade
abeliana e X a variedade dual, o funtor integral entre as categorias derivadas
D(X) e Db(X), o qual se define por

P _o(€°) = Rrg, (nx€° @P),
é uma equivaléncia, onde P ¢ o fibrado de Poincaré sobre X x X. Anos depois,
este funtor passa a ser chamado de transformada Fourier-Mukai [1].

Unindo o estudo de categorias derivadas com o estudo de representa¢oes
de quivers surge de forma natural a idéia de olhar para a categoria derivada
de Q-feixes. Lembrando que um quiver @ é uma quadrupla @ = (Qo, Q1,t, h)
onde Qo € o conjunto de vértices, @, € o conjunto de flechas entre os vértices
e t e h sdo mapas de Q; em Qo que determinam, respectivamente, o inicio e
o término de cada flecha. Em resumo, um quiver nada mais & que um grafo
orientado.

A cada quiver Q é possivel associar uma categoria Q, onde cada vértice
é visto como um objeto e cada morfismo é um caminho em @, isto é, uma
concatenagéo de flechas do quiver, onde duas flechas s6 podem ser concate-
nadas se uma comega onde a outra termina. Dizemos entéo que a categoria
Q é gerada pelo quiver Q.

Definimos um Q-feixe quase-coerente como um funtor entre as categorias
Q e Qco(X), analogamente definimos Q-feixe coerente. Esta definicdo gene-
raliza varias nogoes de feixes com estruturas adicionais, como por exemplo
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os Fibrados de Higgs e as triplas holomorfas [9]. Temos portanto, como moti-
vagao para nosso trabalho verificar se a transformada de Fourier-Mukai entre
Db(X) e D"()?) induz uma equivaléncia entre as categorias derivada dos Q-
feixes quase-coerentes sobre X e X.

De maneira mais geral teremos: sejam C uma categoria pequena e A uma
categoria, podemos considerar a categoria C(A), cujos objetos sdo funtores
de C em A e cujos morfismos séo transformacdes naturais. Seja B outra ca-
tegoria, e novamente, consideramos a categoria C(B). Agora, dado um funtor
F : A — B construimos o funtor induzido F¢ : C(A) — C(B). Acrescen-
tando a hipétese de A e B serem categorias abelianas podemos provar que as
categorias C(A) e C(B) sdo também abelianas. Logo tem sentido falar da ca-
tegoria derivada D(C(A)). Além disso, se A tem suficientes injetivos prova-se
que C(A) também tem suficientes injetivos, o que possibilita pensar no funtor
derivado R(F¢) : D(C(A)) — D(C(B)). Sendo assim nossa pergunta ge-
ral é:

Seja RF : D(A) — D(B) uma equivaléncia. Sera que o funtor
R(F¢) : D(C(A)) — D(C(B)) e também uma equivaléncia?

O texto é dividido em cinco capitulos. O primeiro capitulo sera destinado
para uma introdugao tedrica. Comegaremos com um breve resumo de teoria
de categorias e de teoria de categorias aditivas e abelianas. O ponto central
deste capitulo é o estudo das categorias derivadas, onde o principal teorema
diz que a categoria derivada D*(A) de uma categoria abeliana A com su-
ficientes injetivos é equivalente a categoria homotdpica da subcategoria dos
injetivos de A , isto é, D*(A) = K*+(Z). E a partir deste resultado que torna-
se possivel estender um funtor exato & esquerda entre categorias abelianas
F : A — B para um funtor exato RF' : D(A) — D(B) chamado de funtor
derivado & direita. Pode-se fazer uma construgdo analoga quando A é uma
categoria abeliana com suficientes projetivos e F é um funtor exato a direita,
neste caso podemos construir o funtor derivado a esquerda.

Sejam C uma categoria pequena e A uma categoria qualquer, definimos a
categoria C(A) cujos objetos sdo funtores de C em A e cujos morfismos sao
transformagdes naturais. O objetivo do segundo capitulo é estudar as princi-
pais caracteristicas que a categoria C(.A) herda da categoria A. Inicialmente
provamos que se A é abeliana entdo C(.A) é também abeliana. No caso em
que A tem suficientes injetivos, C(A) herda esta propriedade sob a hipotese
de A ser completa ou sob a hipétese de C ter um nimero finito de objetos e
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morfismos. Ainda neste capitulo definimos a nogédo de funtor induzido, isto é,
dado um funtor F : A — B, definimos o funtor induzido F¢ : C(A) — C(B)
por F¢(G) = F oG para qualquer G € Ob(C(A)) e Fc(n) = {F(ne) : ¢ € Ob(C)}
para qualquer n € Home(4)(G, H). Demonstramos também que existem pelo
menos duas propriedades de F relacionadas com as mesmas duas proprie-
dades F¢. Ou seja,

1. F é um funtor exato se, e somente se, F¢ é exato;
2. F é uma equivaléncia se, e somente se, F¢ é equivaléncia.

Dado que a abelianidade de A é herdada por C(A) tem sentido estudar
a categoria D(C(A)) e surge um questionamento natural: Qual sera a rela-
¢ao entre as categorias D(C(A)) e C(D(.A))? Sendo assim, no terceiro ca-
pitulo, estudamos estas categorias bem como a relacéo entre elas. Primei-
ramente demonstramos que as categorias Kom(C(A)) e C(Kom(A)) séo iso-
morfas. A partir deste isomorfismo, podemos garantir a existéncia de um funtor
T : D(C(A)) — C(D(A)), que passa a ser o objeto de nosso estudo. Demons-
traremos entao que quando tomamos C = Q, onde Q é a categoria gerada por
um quiver finito @ sem relagoes, T' : D(Q(A)) — Q(D(A)) é pleno e fiel.
Além disso, T' é uma equivaléncia se, e somente se, Q é um quiver que nao
possui flechas.

No quarto capitulo estudamos a relagao entre os funtores
R(F)¢ : DY(C(A)) — D*(C(B)) e (RF)c : C(D*(A)) — C(D*(B)), onde
F : A — B é um funtor exato a esquerda entre categorias abelianas tais
que A tem suficientes injetivos e F¢ : C(A) — C(B) é o funtor induzido de
F que é também exato a esquerda. Temos entdo que R(F)¢ é o derivado
do funtor induzido enquanto que (RF)¢ é o funtor induzido do funtor derivado
RF. Provamos que o0 seguinte diagrama comuta quando C(A) tem suficientes
injetivos
R(Fc)

D*(C(A)) D*(c(B))
- -
C(D*(A)) — g C(DF(B)).

Usando esta comutatividade e lembrando que T4 e Tp séo fiéis e plenos
quando C = Q, provamos o principal teorema desta tese: se RF é uma equi-
valéncia entdo R(Fg) é também uma equivaléncia.
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No ultimo capitulo concluimos que a transformada de Fourier-Mukai entre
D¥(X) e D"()? ) de fato induz uma equivaléncia entre as categorias derivada
dos Q-feixes quase-coerentes sobre X e X. Ou seja, demonstramos o se-
guinte teorema:

Teorema de Mukai para Q-feixes quase-coerentes. Seja Q a categoria
gerada por um quiver finito @ sem relagdes. Entao o funtor derivado R(§Q) do
funtor induzido §Q 1 0Q(X) — QQ()? ) € uma equivaléncia de categorias.

Onde QQ(X) é a categoria dos funtores de Q@ em Qco(X) e S Qco(X) —
Qco(X) esta definida por §(&) = 75, (P ® 7XE).



Capitulo 1
Nocoes Basicas

Nosso objetivo neste primeiro capitulo é fazer uma breve introdugao a al-
gebra homoldgica, que serd nossa principal ferramenta no desenvolvimento
deste trabalho.

Inicialmente, na primeira segao, faremos um resumo das definigoes e dos
resultados que precisaremos em teoria de categorias, principalmente para po-
der fixar a notagéo que utilizaremos. Para um estudo mais aprofundado cita-
mos [6], [7] e [12].

Na segunda secédo apresentaremos as definigdes de categorias aditivas e
abelianas. Veremos também como construir uma resolucéo injetiva/projetiva
em uma categoria abeliana com suficientes injetivos/projetivos. Ver [1], [2] e
[11].

Comegaremos a terceira e lltima secéo estudando a categoria de comple-
x0s e a categoria homotdpica, conceitos importantes para definir a categoria
derivada de uma categoria abeliana. Apresentaremos entdo uma construgéo
da categoria derivada e a definicao de funtor derivado. Utilizamos como base
as referéncias [1], [5],[11], [12] e [13].

1.1 Categorias e Funtores

1.1.1 Categorias
Definigdo 1.1. Uma categoria C consiste de:

1. Uma classe de objetos, Ob(C);
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2. Para cada par de objetos (X,Y) um conjunto denotado por Home(X,Y),
onde os elementos sao chamados de morfismos com dominio em X e
contradominioemY’;

3. Para cada tripla ordenada de objetos (X,Y, Z) temos uma aplicagdo
o: Home(X,Y)x Home(Y,Z) — Home(X,Z2)
(f,9) — gof
que é chamada de composigdo ou produto.
As seguintes condigbées devem ser satisfeitas:
C1 Se(X,Y) # (Z,W) entdo Hom¢(X,Y) e Home(Z, W) s&o disjuntos;

C 2 Associatividade: Se f € Home(X,Y), g € Home(Y,Z) eh € Home(Z, W)
entdoho(go f) = (hog)o f;

C 3 Unidade: Para objeto X, temos um morfismo 1x € Home(X, X) tal que

folx=f, Vfe€ Home(X,Y),
l1xog=g, Vg€ Hom¢(Y,X).

Denotamos por Mor(C) a classe de todos os morfismos de uma categoria C,
isto é,
Mor(C) := Ux,yeousc)Home (X,Y).

Notagdo. Se f € Home(X,Y), escrevemos [ : X — Y.

Exemplo 1.1. O exemplo mais intuitivo é a categoria dos conjuntos, Set.
Ob(Set) € a classe dos conjuntos, neste caso cada objeto & um conjunto e
se A e B sdo objetos de Set entdo

Homgei(A,B) = {f : A — B; f fungao}.

E facil verificar que a composicdo usual de mapas satisfaz os axiomas de
categorias.

Exemplo 1.2. Outro exemplo é a categoria dos grupos, Grp.
Nesta categoria os objetos sdo grupos e os morfismos s&o os homomorfis-
mos de grupos.
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Exemplo 1.3. Seja X um espaco topoldgico, definimos a categoria Top(X)
cujos objetos sdo os conjuntos abertos de X e cujos morfismos s&o apenas
as fungdes de inclusado. Ou seja, dados U,V conjuntos abertos de X temos

{iUV}> se U = V;
Homsopx)(U, V) = { 0 se UZV.

Exemplo 1.4. Chamaremos de R a categoria cujos objetos sao os ntimeros
reais , isto é, Ob(R) = R e dados «, p € R definimos

{i*f} se a>pB;
0 caso contrario.

Homg(a, ) = {

De forma mais geral, qualquer conjunto parcialmente ordenado X define uma
categoria cujos objetos sdo os elementos do conjunto X e dados dois elemen-
tos = e y, um Unico morfismo entre eles é definido se = > y. Neste caso, a lei
de composigao é satisfeita pela transitividade da relagdo de ordem.

Exemplo 1.5. Um quiver Q é uma quddrupla @ = (Qo, @1,t, h) onde
e Qo é o conjunto de vértices;
e @ € o conjunto de flechas entre os vértices;

et e h sdo mapas chamados, respectivamente, de inicio e término:

t: @1 — Qo

a +— t(a) = vértice inicial,
h: Q 1 = Qo

a +— h(a) = vértice final.

Dados @ um quiver e A uma categoria, uma representagdo (V, ¢), de Q em A
consiste em

e uma familia {V; € Ob(A) : i € Qo};
e uma familia {¢a € Homa(Vi(a), Va(a)) : @ € Q1}-

Podemos entao definir uma nova categoria, a categoria das representagoes
de um quiver Q sobre uma categoria A, que denotaremos por R(Q, A). Nesta
categoria 0s objetos sdo representagoes de Q em A e, dadas (V,¢) e (W,v)
duas representagées, definimos um morfismo f : (V,¢) — (W,v) como sendo
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uma familia f = {f; € Homu(V;,W;) : i € Qo} tal que, para cada flecha
a € Q1, 1emos 1, o fia) = fn(a) © ¢a, iStO €, 0 seguinte diagrama comuta.

Vita) I Vi(a)

ft(u)l lfh(a)

Wia) —— Wh(a)

Exemplo 1.6. Podemos associar a um dado quiver QQ, uma categoria onde 0s
objetos sao os vértices do quiver e os morfismos sdo 0s caminhos do quiver.
Denotaremos tal categoria por Q.

Definicdo 1.2. Um categoria D chama-se subcategoria de outra categoria C
se:

i Ob(D) é uma subclasse de Ob(C);
ii Homp(X,Y) C Home(X,Y), paratodo X, Y objetos de D,
iii 1x de Home (X, X) estd em Homp(X, X), para todo X € Ob(D).

Uma subcategoria D de C é completa, ou plena, se Homp(X,Y) = Home(X,Y),
para cada par (X,Y’) de objetos de D.

Exemplo. A categoria Ab de grupos abelianos, isto &, a categoria cujos
objetos s@o grupos abelianos e os morfismos s@o homomorfismos de grupos
€ uma subcategoria de Set e uma subcategoria plena de Grp.

Defini¢do 1.3. Um morfismo f € Home(X,Y) emC é dito um isomorfismo se
existe g € Home(Y, X) também em C tal que fog =1y ego f = 1x. Neste
caso, dizemos que os objetos X e 'Y sdo isomorfos.

Definigdo 1.4. Sejam C uma categoria e f um morfismo emC.

o fé chamado ménico se é canceldvel a esquerda, isto é,
fog=fog = g=g1;
o fé chamado épico se é canceldvel a direita, isto é,

gof=gof=g=0,

onde g e g, também sdo morfismos de C.



1. Nogodes Basicas 9

Proposigdo 1.5. Um morfismo f em Set ou em Grp é ménico (épico) se, e
somente se, f é injetivo (sobrejetivo).

Proposigdo 1.6. Seja Ring a categoria cujos objetos sao anéis e cujos mor-
fismos sdo homomorfismos de anéis. Um morfismo f em Ring é mdnico se,
e somente se, f é injetivo. Entretanto, existem morfismos épicos que ndo sédo
sobrejetivos.

Para uma demonstragdo destes resultados ver [6, 1.1] e [6, 1.2].

1.1.2 Funtores e Transformag¢oes Naturais

Definicdo 1.7. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante (contrava-
riante) F' de C em D consiste de :

1. Uma aplicagao X — F(X) de Ob(C) em Ob(D);

2. Para cada par de objetos (X,Y) em C uma aplicagdo f — F(f) de
Home(X,Y) em Homp(F(X),F(Y)) (Homp(F(Y), F(X))) tal que:

F1 Se go f esta definido em C entdo F(go f) = F(g) o F(f) (F(go f) =
F(f)e F(g));

F2 F(lx) = 1F(X)~
Notagdo. Um funtor F de C em D pode ser denotado por ' : C — D.

Sejam F': ¢ — D e G : D — & funtores entdo podemos definir sua
composigao pelo funtor

GF: C — &
X +— GF(X)
X +— GF(X)
fl GF(f)
Y GF(Y).

Obs 1. Usando a composigao de funtores podemos definir a categoria C AT,
a categoria de categorias. Isto é, uma categoria cujo objetos sdo categorias e
cujos morfismo sao funtores.
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Exemplo 1.7. Dada uma categoria C temos o seguinte funtor chamado de
identidade:

l¢g: € — C
X — X

X — X
1)

Y Y.

Exemplo 1.8. Um funtor de Grp em Set: A cada grupo ele associa seu con-
junto fundamental (ou seja, basta considerar o grupo sem sua operagao) e a
cada morfismo de grupo serd a aplicagdo correspondente.

Este funtor é chamado de funtor esquecimento.

Exemplo 1.9. Sejam C uma categoria e X um objeto em C. Podemos definir
um funtor covariante:

Hom(X,-): C — Set
Y +~—  Home(X,Y)
Y +——  Home(X,Y)
fl i
4 Home(X, Z)

onde f*(p) = f o, para qualquer ¢ € Home(X,Y).
Também podemos definir um funtor contravariante:

Hom(—,X) : — Set
—  Home(Y, X)

—  Home(Y, X)

|

Homc(Z,X)

< o

e

onde f,(v) = v o f para qualquery € Home(Z, X).

Exemplo 1.10. Um pré-feixe de grupos abelianos & & um funtor contravari-
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ante da categoria Top(X) na categoria Ab.

F: Top(X) — Ab

U —  F(U)
u —  ZU)
| o

4 F(V)

Definicdo 1.8. Um funtor F : C — D é fiel (pleno) se para cada par de objetos
(X,Y) de C a aplicagao

Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))

€ injetora (sobrejetora).

Definicdo 1.9. Sejam F' e G funtores de C em D. Definimos uma transfor-
magéao natural n de F em G como uma aplicagdo que a cada objeto X de
C associa um morfismo nx € Homp(F(X),G(X)), tal que para cada f €
Home(X,Y) o diagrama

F(X) 2> G(X)

F‘(f)l lG(I)

F(Y) ——> G(Y)

é comutativo na categoria D.
Se para cada X € Ob(C), temos que nx é um isomorfismo entdo n chama-
se isomorfismo natural.

Podemos definir a composi¢ao de transformagdes naturais:
Sejam 7 tranformacgéo naturalde Fem G evde Gem E,onde F,Ge E
sao funtores de C em D. Para cada f € Hom¢(X,Y') temos

F(X) 2> G(X) 2> B(X)

F‘(f)l G(f)l E(f)l

F(Y) G(Y) E(Y)

ny vy

onde os dois retangulos pequenos séo comutativos. Assim vn é uma transfor-
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magao natural entre F' e E definida por (vn)x = vxnx.

Obs 2. No caso em que C € uma categoria pequena, usando a composi¢ao de
transformagdes naturais, obtemos a categoria C(A), cujos objetos sgo funtores
de C em A e cujos morfismos sdo as transformagées naturais. Estudaremos
esta categoria com detalhes no préximo capitulo.

Defini¢do 1.10. Dizemos que duas categorias C e D sdo isomorfas se existem
funtores F:C — DeG:D—ClaisqueGoF=1¢ceFoG=1p.

Pedir que duas categorias sejam isomorfas é uma condigdo muito forte e
na maioria dos casos identificam-se as categorias isomorfas. Por exemplo, a
categoria dos grupos abelianos Ab pode ser identificada com a categoria dos
Z-modulos Z — mod.

Podemos dar uma nogéo, também interessante, enfraguecendo esta defi-
nicao da seguinte forma:

Defini¢do 1.11. Duas categorias C e D sdo equivalentes se existirem funtores
F:C—DeG:D— Ctaisque GF ~ 1¢c e FG ~ 1p, onde ~ representa
um isomorfismo natural. Sendo assim dizemos que F (ou G) determina uma
equivaléncia de categorias.

Proposi¢ao 1.12. Sgja F : C — D um funtor. Entdo F' determina uma equi-
valéncia entre as categorias C e D se, e somente se, F satisfaz as seguintes
propriedades:

1. F é pleno e fiel;

2. F é essencialmente sobrejetora, isto €, para cada X' objeto de D, existe
X objeto de C tal que F(X) e X’ sdo isomorfos na categoria D.

Uma demonstragéo desta proposi¢ao pode ser encontrada em [6, 1.3, pag.
27].

Defini¢cdo 1.13. Dados funtores R : C — D e L : D — C, dizemos que L
é adjunto a esquerda de R (e que R é adjunto a direita de L) se existe um
isomorfismo funtorial Homp(Y, R(X)) ~ Homc¢(L(Y), X) para todo objeto X
emCeY emD.

Obs 3. Quando falamos em isomorfismo funtorial estamos dizendo que se
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h € Home (X, X'") temos o seguinte diagrama comutativo:

Homp (Y, R(X)) —— Home(L(Y), X)

(Rh)‘l lh‘

Homp(Y, R(X")) —== Home(L(Y),X"),

para todoY € Ob(D).

1.1.3 Produto e Coproduto

Defini¢do 1.14. Sejam C uma categoria e { X, }ac1 uma familia de objetos de
C. Definimos o produto [],c; Xo como sendo um conjunto {X,ps : o € I }
onde X € Ob(C) e p, € Home(X,X,), para o € I, tais que para qualquer
outro conjunto {Y, fo : a € I}, comY € Ob(C) e fo € Home(Y, X.), para cada
a € I, existe Unico morfismo f € Hom¢ (Y, X) tal que o diagrama

v I
Po

h
Xa

€ comutativo para cada o € 1.

Proposic¢édo 1.15. Seja {X.}aer uma familia de objetos de C. Se o produto
[Tacr Xa existe em C entao ele € unico a menos de isomorfismo.

Para uma demonstragéo desta proposigao veja [6, 1., pag 33].

O conceito dual do conceito de produto é chamado coproduto, a definicdo
em detalhes segue abaixo. No caso de coproduto temos uma proposi¢éo ana-
loga a proposigao 1.15, ou seja, a menos de isomorfismo o coproduto, quando
existe, € unico.

Defini¢do 1.16. Sejam C uma categoria e { X4 }acr uma familia de objetos de
C. Definimos o coproduto de ][, c; X« como sendo um conjunto {X,iq : o € I}
onde X € Ob(C) ei, € Home(X4, X), paraa € I, tais que para qualquer outro
conjunto {Y, fo : « € I}, comY € Ob(C) e fo € Home(Xo,Y), paraa € I,
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existe unico morfismo f € Home(X,Y) tal que o diagrama

Xa

) N

X—f—>Y

€ comutativo para cada « € 1.

1.2 Categorias Aditivas e Abelianas
Definigdo 1.17. Uma categoria C € dita aditiva se satisfaz as seguintes condi-
goes:

(i) Dados X e Y dois objetos de C, existe uma estrutura de grupo abeliano em
Home(X,Y) tal que a fungdo composicdo Home (X,Y)xHome(Y, Z) —
Home (X, Z) € bilinear para qualquer Z € Ob(C);

(ii) Existe um objeto zero 0 tal que Hom¢(0,0) € o grupo trivial. Isto implica
que Home(0,X) e Home(X,0) sdo também grupos triviais e que dados
dois objetos zero eles sdo isomorfos;

(iii) Dados X, e X, objetos de C existe um objeto X e morfismos

i p2
Xl(p—X<.—X2
1 i

tais que:
proty =1x,, p2oig=1x,, pioia=peon =0 e
fyopy+igopy =1x.

Defini¢do 1.18. Um funtor F : C — D entre duas categorias aditivas & dito
aditivo se para qualquer par f,g € Home(X,Y') temos que:

F(f+g) = F(f) + F(g).

Defini¢do 1.19. SejaC uma categoria e ¢ € Home(X,Y'). Definimos o nticleo
de ¢ pelo par (K,i) onde K € Ob(C) ei € Home (K, X) sdo tais que para cada
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objeto M de C a sequéncia de grupos abelianos

0 —— Home(M, K) ——> Home (M, X) —2—> Home(M,Y)

é exata.

Esta definicdo equivale a dizer que ¢ o 7 = 0 e que 7 satisfaz a seguinte
propriedade universal:

para qualquer ¢ € Homce(K’,X) tal que ¢ o' = 0 existe Unico h €
Home(K',K) talque i’ =ioh.

Definicdo 1.20. Seja C uma categoria e ¢ € Home(X,Y'). Definimos o conu-
cleo de ¢ pelo par (C,p) onde C € Ob(C) e p € Home(Y, C) sdo tais que para
cada objeto M de C a sequéncia de grupos abelianos

0 — > Home(C, M) 22> Home (Y, M) —2*> Home (X, M)

é exata.

Equivalentemente, po ¢ = 0 e p satisfaz a seguinte propriedade universal:
para qualquer p’ € Home (Y, C') tal que p’o¢ = 0 existe Unico h € Home(C, C")
talque p’ = hop.

Obs 4. Notemos que o nucleo (conucleo) de um morfismo, se ele existe, é
Unico a menos de isomorfismo. Esta afirmag¢do vem da propriedade universal
de ntcleo (contcleo).

Notagdo. Em geral, costumamos denotar o objeto K da definicdo de nu-
cleo por Ker(¢) e o objeto C da definicao de conlcleo por Coker(¢).

Definigdo 1.21. Uma categoria aditiva C é dita abeliana se:
Ab-1 Todo morfismo tem ntcleo e contcleo;

Ab-2 Todo monomorfismo é nucleo de seu contcleo;

Ab-3 Todo epimorfismo é conucleo de seu ntcleo;

Ab-4 Todo morfismo pode ser expresso como a composi¢ao de um epimor-
fismo com um monomorfismo.

Exemplo 1.11. A categoria dos grupos abelianos Ab é uma categoria abeli-
ana.
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Exemplo 1.12. A categoria dos anéis comutativos ndo é uma categoria aditiva.
Pois para isso precisariamos que produto e coproduto fossem isomorfo, porem
nesta categoria, o produto é o produto cartesiano, ja o coproduto é o produto
tensorial mas

ZRL~T#7ZxTL.

Exemplo 1.13. Dado R um anel comutativo, a categoria dos R-mddulos é
abeliana.

Exemplo 1.14. A categoria dos feixes de O x -mddulos de um espago anelado
(X, Ox), Moo (X), é abeliana.

Exemplo 1.15. A categoria de feixes quase-coerentes/coerentes de O x -médulos
em uma variedade algébrica X, Qco(X) / Coh(X), € abeliana.

Definicdo 1.22. Sejam A uma categoria abeliana e f € Hom4(X,Y) um
morfismo. Definimos a imagem de f, Im(f) como o nucleo do contcleo de f.

Definigdo 1.23. Seja .A uma categoria abeliana. Um diagrama da forma

) fn—2 fn—1 Ja X1 Jat1

é chamado de sequéncia exata se para cada trés objetos consecutivos temos
Im(f;) = Ker(fiy1). As sequéncias exatas da forma

0 X Lo xr s x 0

damos o nome de sequéncia exata curta. Neste caso temos que f é monomor-
fismo, g € epimorfismo e Im(f) = Ker(g).

Definigao 1.24. Sejam A e B categorias abelianas e F : A — B um funtor
covariante. Dada uma sequéncia exata curta(0 — X — X" — X' — 0
em A, dizemos que F é:

1. exato a esquerda se 0 — F(X) — F(X") — F(X') é exato em B;
2. exato a direita se F(X) — F(X") — F(X') — 0 é exato em B,
3. exato se for exato a esquerda e a direita.

De maneira similar definimos para funtores contravariantes.



1. Nogodes Basicas 17

1.2.1 Resolucoes Injetivas e Projetivas

Definicdo 1.25. Um objeto I de uma categoria abeliana A é dito injetivo se o
funtor Hom(—, I'), definido no exemplo 3 de funtor, é exato. Isto significa que
dado um monomorfismo f € Hom4(X,Y) e um morfismo g € Hom (X, I)
existe um morfismo h € Hom 4(Y, I) tal que o seguinte diagrama comuta:

f

00— X—Y
e
g 7/
l‘/ h
1

Dualmente, definimos que um objeto P de A é projetivo se o funtor Hom(P, —)
é exato. Isto é, dado um epimorfismo f € Homa(X,Y) e um morfismo
g € Hom4(P,Y) existe um morfismo h € Hom(P,X) tal que o seguinte
diagrama comuta:
7
/
ph lg

X—Y —>0

Temos a seguinte proposi¢ao de facil demonstragao.

Proposicédo 1.26. Se {I;};c; € uma familia de objetos injetivos em uma cate-
goria abeliana A, entao o produto [[,., I; (se existir em A) é também injetivo.

Para o caso de objetos projetivos temos um enunciado dual. Isto é copro-
duto de injetivos € injetivo.

Proposicao 1.27. Sejam A e BB duas categorias abelianas. Se um funtor adi-
tivo R : B — A adjunto a direita de um funtor exato L : A — B e I é um
objeto injetivo de B, entao R(I) € um objeto injetivo em A.

Dualmente, se L : A — B é adjunto a esquerda de um funtor exato R :
B — A e P é um objeto projetivo em A, entdo L(P) é um objeto projetivo em
B.

Para uma demonstragao desta veja [13, 2.3.10, pag. 41]

Definicdo 1.28. Uma categoria abeliana A tem suficientes injetivos (projeti-
vos) se para qualquer X € Ob(A) existe um monomorfismo X — I onde
I é um objeto injetivo de A (um epimorfismo P — X onde P & um objeto
projetivo de A).
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Uma resolugéo injetiva de um objeto X de A é uma sequéncia exata
0—X—I" 51" —712 5183 ...

onde cada It é um objeto injetivo de A.
Dualmente, uma resolugdo projetiva de um objeto X de A é uma sequéncia
exata
o—PP PP PP X —0

onde cada P* é um objeto projetivo de A.

Exemplo 1.16. A categoria de feixes quase-coerentes de O x-médulos em
uma variedade algébrica X, Qco(X) é uma categoria com suficientes injetivos.

Exemplo 1.17. A categoria R — mod, cujos objetos sdao R-bimddulos e cujos
morfismos sdo homomorfismos de médulos, tem suficientes injetivos e sufici-
entes projetivos.

Proposicdo 1.29. A é uma categoria abeliana com suficientes injetivos (pro-
Jetivos) se, e somente se, todo objeto de A tem resolugdo injetiva (projetiva).

Demonstragdo. Vamos mostrar o caso injetivo. O caso projetivo é dual.

(=) Seja X objeto de .A. Dado que A tem suficientes injetivos existe um
objeto injetivo 7°(X) em .A e um monomorfismo
f € Hom4(X,I°(X)) logo temos a seguinte sequéncia exata:

0—> X —L> 1°0X) > iy —0. (1.1)

Chamemos ﬁ = X, que é também um objeto de A e portanto existem um
objeto injetivo I°(X,) e um monomorfismo fi € Homa(X1,1°(X1)), e cha-
mando ﬁ% = X, temos a sequéncia exata

0 — X; —2s 19(X,) 2> Xy — 0.

Recursivamente, temos as sequéncias exatas

00— Xi L) IO(X,l) LX,;},I e 0,

Xi_
onde X; = forx 3 (x.-_ll)-



1. Nocgoes Basicas 19

Notemos que todos estes X;'s dependem do X inicialmente escolhido, logo
usaremos a notagéo I'(X) := I°(X;) e temos a seguinte sequéncia :

0 x —Ls o(x) 1'(X) 2(X) —> - (1.2)

Obviamente cada I(X) é um objeto injetivo de A, logo para que esta sequén-
cia seja uma resolugédo de injetivos para X falta verificarmos que ela é exata.

De fato, vejamos que o pedago X Py I°(X) —— I'(X) éexato. Para
isso chamaremos o segundo morfismo de g, entdo temos que mostrar que
Im(f) = Ker(g):

Primeiramente devemos observar que g = f; o p, e pela sequéncia (1.1),
Im(f) = Ker(p) logo temos que Im(f) C Ker(g). Reciprocamente , como f;
é um monomorfismo, Ker(f1) = 0 e portanto Ker(f op) C Ker(p), mas este
é a propria Im(f).

Analogamente pode-se mostrar que cada trés objetos consecutivos de (1.2)
temos pedagos exatos. Portanto conseguimos encontrar uma resolugao inje-
tiva para qualquer objeto de A.

(«<=) E natural. O

1.3 Teoria de Categorias Derivadas

1.3.1 As Categorias Kom(A) e K(A)

Seja A uma categoria aditiva. Podemos definir um complexo (K°,dx) em
A como uma sequéncia do tipo
n—1 n

K K

K1 K"

K’n+l

onde K™ € ob(A), n € Z, e os morfismos d}; sdo morfismos em A tais
que di odl = 0 para todo n € Z. Estes morfismos d; sdo chamados de
diferenciais do complexo (K*°,dk).

Definicdo 1.30. A categoria dos complexos de A, denotada por Kom(A),
é a categoria cujos objetos sdo complexos (K°®,dx) em A e cujos morfis-
mos f : (K°,dx) — (L*,d.) sa@o familias de morfismos em A, f = {f. €
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Hom4(K™, L") : n € Z} tais que cada quadrado do diagrama

n—1 n
K dK

K1 K™ Kntl
fn—xl fnl fn—Hl
n=1 7
-1 2 " L [+l

comuta, ou seja, ffod ' =d? o frl, Vn € Z.
K L

P

Proposigao 1.31. A categoria Kom(A)
uma categoria abeliana, entdo Kom(A)

sempre aditiva. Além disso, se A é

é
é também abeliana.

Notacdo. Se ndo houver lugar a confusao denotaremos (K*°,dk) por K*°.

Obs 5. Apartir de agora assumiremos que A é uma categoria abeliana.

Defini¢ao 1.32. Sejam .A uma categoria abeliana e K* um objeto de Kom(A).
O (n + 1)-ésimo objeto de cohomologia do complexo K* € o objeto

H"(K®) = Coker(a™) = Ker(b™!),
determinado pelo seguinte diagrama
Coker(d™)
e
dn+l
Kn Kn+1 I("+2

Ker(d™t?)

Dizemos que o complexo K* é aciclico quando Hi(K*®) = 0 para todo
1€ Z.

Para ver uma demonstragdo de que as duas definigdes coincidem, isto €,
Coker(a™) = Ker(b"*1), consultar [11] pagina 123.

Um morfismo de complexos f : K°* — L® induz um morfismo entre os
objetos de cohomologia Hi(f) : H'(K*®) — H(L®) para cada i € Z. Além
disso, H(fog) = H(f) o Hi(g). Logo podemos definir H* como um funtor de
Kom(A) em A, para cada i € Z. Estes funtores recebem o nome de funtores
de cohomologia e tem a seguinte propriedade:



1. Nogdes Basicas ’ 21

I g

Proposigao 1.33. Sejam A uma categoria abeliana e ( A® B* c*
uma sequéncia exata curta em Kom(A) entédo a sequéncia longa
n n n+1
. —— H™(A®) ) H™(B*) H9) H™(C*) — Hn+1(A-)H_(l)...

é exata.

Definigdao 1.34. Um morfismo f : K* — L* em Kom(A) é dito um quase-
isomorfismo se H™(f) : H*(K*) — H"™(L®) é um isomorfismo para cada
neZz.

Definicdo 1.35. Seja f € Hompgoma)(K*®,L*). Dizemos que f é homo-
tépico a zero (notagdo f ~ 0) se existe uma familia de morfismos h™ €
Hom (K™, L™ 1) tal que f* = h"*' o d} +d} ' o k™, Vn € Z. Como no
seguinte diagrama:

I(n—l Kn 1{n+1
| o
Ln—l Lr Ln+1

Dizemos que dois morfismos f,g € Hom g om(4)(K*, L*) sGo homotdpicos (no-
tagdo f ~ g) se f — g é homotdpico a zero.

Dado que a soma de dois morfismo f,g € Hom g om(a)(K*°, L*) homotopi-
cos a 0 é homotdpica a 0, obtemos que os morfismos de complexos homot6-
picos a 0 é um subgrupo, denotado por H;(K*,L®), de Hom kg om(a)(K°, L*).
Além disso, vale que se f ol € homotdpico a 0 ou f ou ! sdo homotdpicos a 0,
portanto os morfismos homotdpicos a zero formam um ideal de Mor(Kom(A)).
Assim podemos definir:

Defini¢do 1.36. A categoria homotdpica K (A) é a categoria cujos objetos s§o
0s objetos de Kom(A) e cujos morfismos s&o

HOTI’LK(A) (I(., L.) = HOTTLKDm(A) (I(., L.)/Ht(](., L.)
Obs 6. Mesmo partindo de uma categoria abeliana A a categoria K (A) nao é
necessariamente abeliana.

Proposicao 1.37. Um morfismo f € Hom iom()(K*,L*) tal que f ~ 0 induz
nas cohomologias o morfismo zero, isto €, H™(f) = 0. Portanto dois morfismos
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homotdpicos induzem o mesmo morfismo nas cohomologias. Com isto, H"™ &
um funtor de K (A) em A.

Obs 7. E importante notar que se ¢ é um quase-isomorfismo, f e g sdo mor-
fismos em Kom(A) tais que (f o ¢) ~ (g o ¢) (analogamente (¢ o f) ~ (¢ o g))
entdo f ~ g.

De fato, sejam (fo¢) ~ (9o ) entdo (fop—go¢) ~0logo ((f —g)o¢) ~ 0.
Sendo assim, ou (f — g) ~ 0 ou ¢ ~ 0. Mas a segunda afirmativa ndo pode
ocorrer pois ¢ € quase-isomorfismo logo H™(¢) # H™(0), pra todo n € Z.
Temos portanto f ~ g.

1.3.2 Categorias Derivadas

Na literatura de modo geral surge a necessidade de identificar um objeto
A de uma categoria abeliana com suas resolugdes. Se uma categoria abe-
liana A tem suficientes injetivos ( ou projetivos), podemos provar que dado
um complexo A®* em Kom™*(A) (Kom™(A)) é possivel encontrar um complexo
de objetos injetivos I°* (projetivos P*) quase-isomorfo a A®. Assim, a idéia
principal que nos leva ao estudo de categorias derivadas é a de transformar
quase-isomorfismos em isomorfismo. Desta forma, podemos identificar os ob-
jetos com suas resolugdes o que nos possibilita transformar funtores exatos a
esquerda (ou a direita) em funtores exatos na categorias derivadas.

Definicdo 1.38. Seja A uma categoria abeliana. A categoria derivada da ca-
tegoria A, D(A), e o funtor Q : Kom(A) — D(A) sdo caracterizados pelas
seguintes propriedades:

e Q(f) é um isomorfismo para qualquer quase-isomorfismo f;

e Qualquer funtor F : Kom(A) — D transformando quase-isomorfismos
em isomorfismos pode ser fatorado por D(A), isto &, existe um unico
funtor G : D(A) — D talque F = G o Q.

Como ja comentamos, a idéia principal para a construgdo da categoria de-
rivada é transformar quase-isomorfismos em isomorfismos. Para fazer isso
copiaremos a idéia de localizagdo de um anel, ou seja, dados A um anel co-
mutativo e § c A um sistema multiplicativo (isto é, 1 € S e dados s,t € S entéo
s.t € S.) o objetivo é tornar os elementos s € S invertiveis em um novo anel.
Definimos o anel localizado S—! A cujos elementos sdo classes de equivalén-
cia de pares (a,s) € A x S, onde (a, s) ~ (a/,s’) se, e somente se, existe t € S
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tal que t(as’ — a’s) = 0. E as operagdes sao :
a & 9 _ |at+bs
s t] st ’
el 2] = [
s]lt] [st]”

No anel localizado representamos s € S pela classe [(s,1)] € S7!A cujo
inverso é a classe [(1,s)] € S71A.

Temos a seguinte propriedade universal:

Seja j : A — S~!A um homomorfismo de anéis tal que todo s € S é
levado em [(s,1)] € S~'A e seja f : A — T outro homomoforfismo de anéis
tal que se s € S, f(s) é invertivel. Entdo existe Unico homomorfismo de anéis
g:S'A—Ttalque f =goj.

Para fazer um processo analogo na construgdo da categoria derivada pre-
cisamos definir o que faria o papel de "sistema multiplicativo" sobre os morfis-
mos:

Definicdo 1.39. Uma classe de morfismos S C Mor(C) é dita localizada se
satisfaz as seguintes condigbes:

a) S é fechada por composi¢ao:

o Idx € S, paratodo X € Ob(C),

e ses,t € S entdo sot € S sempre que a composicao estiver definida.

b) Condigado de extensao:

Para todo f € Mor(C) e s € S existem g € Mor(C) et € S tais que o
seguinte diagrama comuta:

| @

=-3
|
T<<—W—N

=<

—_—
f
c) Sejam f,g € Hom¢(X,Y), A existéncia de s € S tal que sf = sg equivale a

existénciat € S tal que ft = gt.

Assim, partindo de uma categoria qualquer C com uma classe localizada
S, podemos usar S como "sistema multiplicativo" e construir uma nova cate-
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goria S~!C onde os morfismos pertencentes a classe localizada S séo trans-
formados em isomorfismos na nova categoria. Este processo é chamado de
localizagao de C pelos morfismos de S e seré descrito pelo lema a seguir.

Lema 1.40. Seja S uma classe localizada de morfismos em uma categoria C.
Entdo S—1C pode ser descrita por:

0b(S~1C) = 0b(C),

e um morfismo em Homg-1¢(X,Y) € a classe de equivaléncia (f/s], [ €
Mor(C) e s € S representada pelo "telhado":

XI
VRN
X ¥

onde [f/s] ~ [g/t] se, e somente se, existem r,u € S tais que 0 seguinte
diagrama comuta:

(i) Id: X — X éaclasse [Idx,Idx);

(ii) A composicao de [f/s] o (g/t] é a classe [gf'/st']:

> N
XI yl
SN N

X Y

onde t' e f' sdo dados pelo item b) da definicdo de classe localizada.

Z,
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Também é possivel mostrar que construindo o funtor
F. C
X — X

J,

que obviamente leva todo s € S para um isomorfismo em S~1C, vale a proprie-
dade universal, isto é, se T : C —» D tal que T'(s) é um isomorfismo para todo
s € S entdo existe tnico G : S7'C — D talqueT = Go F.

“
Y

Os quase-isomorfismos da categoria Kom(A) ndo formam em geral uma
classe localizada. Para contornar este problema, passamos para a categoria
K(A), onde é possivel demonstrar que os quase-isomorfismos formam uma
classe localizada. Temos entéo o seguinte teorema:

Teorema 1.41. A localizagao de K(A) por quase-isomorfismos & canonica-
mente isomorfa a categoria derivada D(A).

Obs 8. Nesta ultima constru¢do omitimos as demonstragdes do Lema 1.40,
da afirmagdo de que a classe de quase-isomorfismos € uma classe localizada
em K(A) e do Teorema 1.41. Estas demonstragées podem ser encontradas
em [11] respectivamente nas paginas 148, 160 e 159.

Resumindo, para construir a categoria derivada D(A) de uma categoria
abeliana A precisamos basicamente de dois passos, primeiramente identifi-
camos os morfismos homotopicamente equivalentes de Kom(A) passando
para a categoria K(A), pois em K(A) a classe de quase-isomorfismos é
uma classe localizada, e por tltimo localizamos K (A) por quase-isomorfismos.
Além disso, pode-se provar que o funtor @ da definicdo 1.38 de categoria de-
rivada tem a propriedade de que se f ~ g em Kom(A) entdo Q(f) = Q(9).
Assim ele fica definido como o funtor localizag@o da seguinte forma:

Kom(A) D(A)

K(A)

Por abuso de notagdo também denominamos @ : K (A) — D(A). Temos
entdo o seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [1] no
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Apéndice A.

Proposicdo 1.42. A categoria D(A) é uma categoria aditiva e o funtor Q :
K(A) — D(A) é um funtor aditivo.

Definicdo 1.43. Dois complexos K* e L® sdo quase-isomorfos se existem
quase-isomorfismos K°® <—— S®* —— L°.

Obs 9. E importante notar que um morfismo de complexos f é um quase-
isomorfismo se, e somente se, o morfismo induzido na categoria derivada é
um isomorfismo.

Apesar de D(A) ndo ser abeliana, existem diagramas na categoria deri-
vada, chamados de tridngulos exatos, que fornecem uma estrutura notavel,
que reflete as principais propriedades homoldgicas de A. Para definir tais dia-
gramas precisaremos de duas definigées:

Defini¢ao 1.44. Para qualquer inteiron, podemos definir o funtor de translagdo
[n] : Kom(A) — Kom(A) onde K[n]* = K" com diferencial djcsn =
(=1)"dxe € um morfismo f : K* —s L* é levado no morfismo f(n] : K*[n] —
L*[n] dado por fn]t = fi+m.

Definicdo 1.45. Seja f : K* — L* um morfismo de complexos. Definimos
um complexo, chamado de cone de f e denotado por Cone(f), por Cone(f)" =

K™+l @ L™ e os diferenciais
( —dit 0 >
fn+1 dZ'

Para qualquer morfismo f : K* — L° em Kom(A) temos a sequéncia

exata curta K* ——> [* —L> Cone(f) . K*[1] , onde

g: L* — Cone(f), h: Cone(f) — K°[1].
I s (0,0) k1) —  k

Temos, também em Kom(A), o seguinte diagrama

KL 10— Cone(f) 2 K°[1], (1.3)

Tomando este diagrama na categoria homotépica K (.A) nota-se que a compo-
sicdo de dois morfismos consecutivos é zero.
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Podemos entéo definir os tridngulos exatos em D(A):

Definigao 1.46.

1. Um tridngulo em Kom*(A), K*(A) e D x (A) é uma sequéncia

K*——>[*—> M*—> K°[1] .
2. Um morfismo de tridngulos é um diagrama da forma:

K* ——>[* —> M*—>K"*[1]

NN

K'* = pe —Y Mt —> K1)

Um morfismo de tridngulos é um isomorfismo sempre que f e g séo
isomorfismos.

3. Um trigngulo é dito exato em D(.A) se é isomorfo a imagem pelo funtor
de localizagdo de um tridngulo do tipo (1.3) em Kom* (A).

Estes triangulos exatos tem uma propriedade homoldgica muito impor-
tante, que substitui as sequéncias exatas curtas da estrutura abeliana da ca-
tegoria A em uma nova estrutura similar criada em D(A) :

Teorema 1.47. Um tridngulo exato

K* ——L*—> M* — K"°[1]

em D(A) induz uma sequéncia exata longa

o (i) — ey O gy

——— H"(K*[1]) = H"(K*)

Proposicéo 1.48. A colegao de tridangulos exatos em D(A) satisfaz as seguin-
tes propriedades:

(TRO) Um tridngulo isomorfo a um tridngulo exato é exato;



1. Nogdes Basicas 28

(TR1) Para cada objeto K* em D(A), o tridngulo K* —%> K* 0 —2= K°[1]
é exalo.

(TR2) Todo morfismo f : K* — L* em D(A) pode ser completado a um

triangulo exato K* —~ L M® K*[1].

u v w

(TR3) Umtridngulo K*

L* M® K°[1] éexato se, e somente

se, It —Y> Mo~ k(1] s Lo[1] 6 exato.

v w

(TR4) Dados dois tridngulos exatos K* —— L° M*® K*[1] e

K" 1o —Ys ppe —s K*[1] e dois morfismos f : K* — K'*
eg:L* — L'* taisquegou = u' o f, existe h : M* — M'® que
completa o morfismo de tridngulos:

u

K® —— L[* —> M* —> K*[1]

|
fl lg I h lf[l]
7 ! V !

K L —— M —=K"[1].

h ndo necessariamente é unico.

(TR5) (Axioma do octaedro) Dados trés tridngulos exatos

K® u L° M'® ]('[1]
L° v M?® K'* L® [1]
K* —> M* L K*[1)

existe um tridngulo exato M'® L' K'* M'*[1] tal que
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0 seguinte diagrama comuta:

u

K* L M K°[1]
Id v Id
K*—2> M* L' K*[1]
u Id u(1]
L* —— M* K’ L*[1]
Id
M’ L' K' M'"[1]

Esta demonstragao encontra-se em [11] na pagina 251.

Definigdo 1.49. Seja D uma categoria aditiva. A estrutura de uma categoria
triangulada em D é dada por automorfismo T : D — D, que serd chamado
funtor translagdo, e um conjunto de tridngulos exatos

K L M T(K)

que satisfazem as propriedades (TRO0) até (TR5) da Proposigéo 1.48.

Logo K (A) é uma categoria triangulada se tomamos como tridngulos exa-
tos os tridngulos isomorfos a algum tridngulo definido pelo cone de um mor-
fismo. Também, pela Proposicéo 1.48, temos que D(A) é uma categoria trian-
gulada.

Definigdo 1.50. Um funtor F : D — U, entre categorias trianguladas D e U,
€ dito exato se F' comuta com o funtor de translagdo, ou seja, se I'(Tp(K)) =
Tu(F(K)) e se cada tridngulo exato em D tem como imagem um tridngulo
exatoemU.

Teorema 1.51. O funtor de localizagdo Q 4 : K (A) — D(A) é um funtor exato
de categorias trianguladas.

A demonstragéo pode ser encontrada em [11] na pagina 251.

Obs 10. Podemos também considerar complexos em uma categoria abeliana
A com varias condigoes de finitude:

e Kom™(A) é a categoria dos complexos acotados por baixo de A, isto €,
existe j tal que X* = 0 para todo i < j;
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e Kom™(A) é a categoria dos complexos acotados por cima de A, isto é,
existe j tal que X = 0 para todoi > j;

o Kom®(A) = Kom™*(A) N Kom™(A).

Todas elas sao sub-cartegorias plenas de Kom(A). Identificando os motrfis-
mos homotdpicos temos as categorias K+ (A), K~ (A) e K®(A) e ao localizar
por quase-isomorfismos formam suas correspondentes categorias derivadas
Dt(A), D~(A) e D*(A). E importante notar que K*(A) e D*(A) sdo todas
categorias trianguladas, onde * = +, —, b.

Nota-se que néo é facil fazer calculos explicitos na categoria derivada. En-
tretanto, para uma certa classe de complexos, os morfismos na categoria de-
rivada e na categoria homotdpica sdo os mesmos. Veremos entdo que sob
determinadas condigdes de A, cada complexo pode ser substituido por um
complexo dessa certa classe.

Proposicao 1.52. Seja A uma categoria abeliana com suficientes injetivos.
Entéo, dado A* objeto de K+ (A), existe I*, também em K*(A), onde cada I
€ um objeto injetivo de A tal que existe um quase-isomorfismo entre A® e I°.

Uma demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [5, pag. 39].
Notacgdo. Tal complexo I°® associado ao complexo A® sera denotado por
I(A®)°.

Lema 1.53. Seja A® ——> B* um quase-isomorfismo entre dois complexos
A* e B* em K*(A), entdo para qualquer complexo I° € Ob(K*(A)), onde
cada I é um objeto injetivo de A temos que

HO‘TTLK+(A)(B', I*)y — HOTI’L[(+-(A)(A', I°)
f — fop
é uma bijegao.

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [5, pag. 40].
Obs 11. Seja [* —2> J* um quase-isomorfismo em K*(A), onde I* e J*
sdo complexos tais que, para cada i, I' e J' sdo objetos injetivos de A.

Pelo dltimo lema, temos que o & um isomorfismo na categoria de K+ (A).

De fato, pelo lema, existe tnicoy : J* — I° tal que o seguinte diagrama
comuta em K (A):



1. Nogoes Basicas 31

I° )

S X

J n I®

Logo temos que 1 é quase-isomorfismo e temos (yo¢) ~ Id.. Por outro lado,
como 1) é quase-isomorfismo e usando novamente o ultimo lema, existe ¢ tal

que
/ y:.

I. >

comuta em K(A), logo (£ o ¢) ~ Idy.. Temos entdo o seguinte diagrama
comutativo:

I°—1°

20

P

de onde temos que ¢ ~ &, logo (p o) ~ Id e e, portanto, ¢ é um isomorfismo
em K*(A).

Concluimos entdo que, qualquer quase-isomorfismo entre complexos cujos
objetos sdo injetivos é um isomorfismo.

Lema 1.54. Sejam A® e I* em Kom™ (A), onde cada I' é injetivo. Entdo temos
a bijecao
Homyc(a)(A®*,I*) —=> Hompa)(A*,I°) .

‘ Demonstragao. Usando o funtor de localizacdo temos uma fungao
Q : Homy)(A®,I°) — Hompa)(A®,I°)

dada por Q([f]) = [f/Id]. Sejam [f] e [g] em Homg4)(A*,1*) tais que
Q([f]) = Q([g]), entao existe um quase-isomorfismo « tal que o seguinte dia-
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grama é comutativo em K (A):

B.
A° A
y 1d 9 X
A® I°
logo, pela Observagédo 7, f ~ g e portanto [f] = [g]. O que implica que @ é
injetiva.
Vejamos que é sobrejetiva. Seja [f/a] a classe de morfismos em D(A)

representada por:
BI
VRN
A® I°.

Pelo Lema 1.53, como B* —>= A* é quase-isomorfismo, existe tinico mor-

fismo A® —> * tal que

BO
SN
AT

h

comuta em K (A).
Logo Q([h]) = [h/Id] = [f/«a] pois temos 0 seguinte diagrama comutativo:

B.
N
A® B*
;/ N h \
A° I°.
O

Seja Z a subcategoria plena de A formada por todos os objetos injetivos
de A. E seja K*(Z) a categoria de complexos de Z limitados a esquerda cujo
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morfismos séo morfismos de complexos mddulo homotopia. Temos o seguinte
teorema.

Teorema 1.55. Seja A uma categoria abeliana com suficientes injetivos entdo
o funtor p : K+(Z) — D™*(A), induzido por Q, é uma equivaléncia.

A demonstragao destes resultados podem ser vistas em [5] nas paginas 39
até 42.

Podemos fazer uma construgdo andloga para D~ (A) quando A tem sufici-
entes projetivos.

Caso em que A é uma categoria abeliana semissimples

Existe um tipo de categoria abeliana para a qual é facil caracterizar a cate-
goria derivada:

Definicdo 1.56. Uma categoria abeliana A é dita semissimples se toda sequén-
cia exata curta cinde. Isto €, se para qualquer sequéncia do tipo

0 X Y Z 0

tivermos queY ~ X & Z.

Denotaremos por Komg(.A) a subcategoria plena de Kom(.A) cujos objetos
sdo complexos onde todos os diferenciais sao nulos.

Seja F : Kom(A) — Komg(A) um funtor definido por, F((K*®,d}Y)) =
(H™(K*),0) e se f € Homgom(a)(K*,L*), F(f) = {H"(f);n € Z}. Pela
propria definicdo deste funtor observa-se que ele leva quase-isomorfismo em
isomorfismo, portanto existe um Unico funtor G : D(A) — Komo(A) tal que
F = G o Q. Podemos entdo enunciar a Proposigao 1.4 da pagina 146 de [11]:

Notagao. Quando ndo houver lugar a confusao, usaremos a notagao H"(K*)
para denotar o complexo (H™(K*),0).

Proposicao 1.57. A é uma categoria semissimples se, e somente se, o funtor
G : D(A) — Komg(A) definido acima é uma equivaléncia de categorias.

A demonstragao deste resultado esta na propria referéncia e nao sera apre-
sentada neste texto. A proxima proposigao tem uma demonstracao muito pa-
recida.

Ainda sob a hipétese de A ser uma categoria semissimples, podemos
definir um funtor de K(A) em Komg(A) compondo o funtor de localizagéo
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Q : K(A) — D(A) e o funtor G ja definido. Chamaremos este funtor de G’ e
provaremos que o funtor R, definido pela composi¢éo

Komg(A) —— Kom(A) —— K(A),

e G’ sdo quase-inversos mutuamente. Assim teremos:

Proposic¢do 1.58. A é uma categoria semissimples se, e somente se, o funtor
G’ : K(A) — Komg(A) definido acima é uma equivaléncia de categorias.

Lema 1.59. Seja A uma categoria abeliana triangulada. Entdo A é semissim-
ples.

Demonstragdo. (Proposicéao 1.58)
(=) Inicialmente apresentaremos os funtores G’ e R:

G': KA — Komg(A) R: Komg(A) — K(A)
K* — H(](.) K* — K*

[f]l H(f)l fl [f]l
L® H(L*) L* L*.

Como H™(K*) = K™ para todo K* € Ob(Komq(A), fica claro que G’ o R
é isomorfo ao funtor identidade de Komg(A). Vejamos agora que Ro G’ é
isomorfo a identidade em K (.A). Precisamos encontrar um isomorfismo natural
~ tal que o seguinte digrama comuta em K (A):

K* > RoG'(K")
U]l lROG'(If])
B = RoG'(L*),
onde RoG'(K*) = H(K®), RoG'(L*) = H(L*) e Ro G'([f]) = [H(f)] =
H(f). Ou seja, estamos interessados na comutatidade de

K* > H(K®)

[f]l lH(f)
L* —> H(L®).
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Vamos construir tal 7.

Para cada complexo (K*®,d®) temos as seguintes sequéncias exatas cur-
tas:

0 — Ker(d™)¢ An

Im(d™) 0,

0 —> Im(d"1)—> Ker(d") — H"(K*) —> 0.

Logo, como A é semissimples, podemos escrever K™ = Im(d"'@H"(K*)®
Im(d") e

d®: Im(d"'@® H"(K®)® Im(d") — Im(d"® H""'(K*)® Im(d"*!)

(z™1, R, 2™) — (z™,0,0)
Definamos
af K" — H™(K*)
(z*~bA™ 2™) — h",

By H"(K*) — K"

h" — (0, h",0). (1-4)

Assim, a e Bk sd@o mutuamente inversas em K (A). Podemos entédo tomar
vk = [ak] para cada K°, de onde teremos que o digrama (1.4) comuta, visto
que f pode ser aplicada coordenada a coordenada.

(«<=) Basta usar o Lema 1.59. Visto que Komo(A) ~ K(A), Komo(A) é
abeliana e triangulada, portanto semissimples. Assim temos A semissimples.

O

A demonstragdo do Lema 1.59 encontra-se em [11], pagina 250.

Obs 12. Pela forma como definimos os funtores G e G’ temos o seguinte
diagrama comutativo:

GI
K(A) —2> D(A) —S Komo(A).

Além disso, Se A é uma categoria semissimples teremos que G e G’ séo
equivaléncias e portanto temos que @ € uma equivaléncia.
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De fato, pela defini¢do de categoria derivada, @ funciona como uma iden-
tidade sobre os objetos, logo é essencialmente sobre. Resta verificar que @ é
pleno e fiel, ou seja, Hom g 4)(K*®, L*) ~ Hompay(K*, L*).

Dado que G' é equivaléncia temos

Homg(ay(K*, L*) = Homgomo(a)(H(K*®), H(L*)),
e usando que G é também equivaléncia
Homgomg(ay(H(K*), H(L*)) =~ Homp(ay(H(K*), H(L*)).
Agora, como i € vy, sdo isomorfismos em K (A), temos que
Homp(a)(H(K®),H(L®*)) ~ Hompay(K®,L"*).

Assim Q é pleno e fiel.
Concluimos portanto que se A é uma categoria semissimples teremos que
K(A) ~ D(A).

1.3.3 Funtor Derivado

Sejam A e B categorias abelianas tal que A tem suficientes injetivos (pro-
jetivos). Seja F' : A — B um funtor aditivo exato a esquerda (direita), mos-
traremos que existe uma extenséo RF : D¥(A) — D*(B) (LF : D~ (A) —
D~(B)),chamada de funtor derivado a direita (esquerda). Tal funtor & um funtor
exato entre categorias trianguladas.

Primeiramente estendemos F para C*F : Kom*(A) — Kom*(B) compo-
nente a componente. Como F ¢ aditivo, esta extensao leva morfismo homoto-
picos em morfismos homopicos entdo temos o funtor K*F : K*(A) — K*(B).
Agora, usando que A tem suficientes injetivos e a equivaléncia p : K+(Z4) —
D*(A) temos o seguinte diagrama

KF

K+ (T)—> K*+(A) K+(B)

Nl o e

Dt (A) D+ (B).
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Entéo definimos o funtor derivado a direita de F, como
RF :=QpoKFop™!:D%(A) — DY (B).

Ou seja, dado um morfismo

N

em D*(A) vejamos quem é RF([f/qa]).

O primeiro passo € aplicar p~1, isto &, encontrar um morfismo I(X*)® e I(Y*)°
em K+(I):

Z.
/ \

X* Yy
q—isol lq—iao
I X' . ° ..
(x*) I([f/a]) 1)

Agora aplicamos K F etemos KF(I(X*®)®) KR /el

O ultimo passo é aplicar @, ou seja, localizar:

KF(I(Y*)*) em K*+(B).

KF(I(X*)*)
/ Wm
KF(I(X*)*) KF(I(Y*)*).

Notemos que RF esta bem definido.
De fato, sejam [f/¢] = [g/«] entdo teremos I([f/¢]) ~ I([g/+]) e portanto
KF(I([f/4])) ~ KF(I([g/41]))-

Obs 13. Em principio pode néo ficar claro porque ndo podemos estender na-
turalmente F para um funtor D(F) como no caso de K(F). Esta extenséo
nao pode ocorrer porque K (F'), em geral, ndo manda quase-isomorfismos em
quase-isomorfismos. S6 temos garantia de este fato quando F é um funtor
exato.
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Defini¢cdo 1.60. Sejam .A uma categoria com suficientes injetivos (projetivos)
e F : A — B um funtor exato a esquerda (direita). Seja RF (LF) o funtor
derivado & direita (esquerda) de F. O funtor R‘F := H'(RF) (LF := H'(LF))
€ chamado o i-ésimo funtor derivado de F'.

Exemplo 1.18. Sejam A uma categoria abeliana com suficientes injetivos e
X € Ob(A). O funtor Hom(X,_) de A em Ab, definido no Exemplo 1.9 é
um funtor exato a esquerda, logo podemos considerar seu funtor derivado
RHom(X,_). Pode-se provar que

Ext'(X,_ ) ~ R*Hom(X,_).

1.3.4 Outras propriedades das categorias derivadas

Defini¢do 1.61. Sejam A uma categoria abeliana, A’ e A" objetos de A. Uma
extensdo de A" por A’ é uma sequéncia exata curta de objetos de A

0 A A A" 0.

Definicdo 1.62. Seja A’ uma subcategoria aditiva plena de A. Dizemos que
A’ é uma subcategoria fechada por extensées se dados dois objetos em A’
qualquer extensdo deles em A esta em A’.

Denotamos por Kom a:(A) a categoria dos complexos em A cujos obje-
tos de cohomologia estdo em A’. Apartir de Kom 4/(A) podemos construir a
categoria homotopica K 4(A) e a categoria derivada D 4/ (A).

O funtor K 4-(A) — D(A) induz um funtor D 4 (A) — D(.A) que é pleno
e fiel, ou seja, D4 (A) é equivalente a uma subcategoria de D(.A) onde os
objetos sd@o complexos em A cujos objetos de cohomologia estédo em A’.

Analogamente, podemos definir K}, (A), K 1, (A) e K%, (A) e ainda D, (A),
D7 (A) e DY, (A).

Seja A’ uma subcategoria de A, com suficientes injetivos em A, isto é,
dado K um objeto em A’, existe um monomorfismo K < I, onde I é também
objeto de A’ o qual é injetivo em A. Sob estas condigdes dizemos que A’ tem
suficientes A-injetivos.

Se A’ é abeliana, o funtor K*(A') — D*(A) leva quase-isomorfismos
em isomorfismos, portanto fornece um funtor D*(A’) — D*(A). Quando A’
tem suficientes A-injetivos, pode-se provar que, dados dois objetos L® e K*®
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em D*(A'), Homp.a(L°®, K*) = Homp-.(4)(L®, K*). Mais ainda, podemos
provar que a imagem de D*(A") — D*(\A) é equivalente a categoria D%, (A),
ou seja, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.63. Se A’ tem suficientes A-injetivos, entédo o funtor
D*(A") — D*(A)

é pleno e fiel e induz uma equivaléncia de categorias D*(A') —— D%, (A).



Capitulo 2

Categorias de Funtores

2.1 Definicao

Definigcdo 2.1. Dizemos que uma categoria C é pequena se a classe de obje-
tos Ob(C) é um conjunto.

Definicao 2.2. Sejam C uma categoria pequena e A uma categoria. Deno-
tamos por C(A) a categoria cujos objetos sdo funtores de C em A e cujos
morfismos sao as transformagoes naturais.

Obs 14. Se C é uma categoria pequena entao

Mor(C) = U Home(A,B) e 1T Home(A, B)
(A,B)€0b(C)x0b(C) (A,B)€0b(C) x Ob(C)

s&o conjuntos, o que nos garante que Homc(a)(F,G) seja também um con-
junto para quaisquer F,G € Ob(C(A)), condigdo necessaria para que C(A)
seja uma categoria. Para mais detalhes ver [12] .

2.2 Propriedades de C(A)

Para nossa préxima proposi¢ao precisamos do seguinte lema, que se en-
contra enunciado e demonstrado em [7, pag. 195).

Lema 2.3. Sejam A uma categoria abeliana e f um morfismo em A com fa-
torizagdo f = m o e, onde m é monico e e é épico. Dada outra fatorizagao

40
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f''=m' o€’ e um diagrama comutativo

Proposicédo 2.4. Se a A é uma categoria aditiva (abeliana) entdo C(A) é tam-
bém aditiva (abeliana).

Demonstraggo. Primeiramente vamos demonstrar que C(A) é aditiva, para
isso precisamos mostrar (i) a (iii) da defini¢gdo 1.17:

(i) Sejam F,G € 0b(C(A)), vejamos que Home(4)(F,G) € um grupo abeliano:

Sejam n1,n2 € Home(a)(F,G), ou seja, n; = {(n:)c; C € Ob(C)}, para
i = 1,2. Nestas condigbes, definimos a operagdo do grupo por:

m+n2 = {(m +m2)c = (m)c + (n2)c; C € 0b(C)}.

Vamos mostrar que 7; +1, € uma tranformagao natural entre os funtores
F e G. Paraisso temos que verificar que (71 +n2)c o F(f) = G(f)o (m +
n2) p para todo morfismo f : C — D na categoria C. Logo usando o fato
de A ser aditiva temos:

(m+m)coF(f) =((m)c+(m)c)oF(f)=
=(m)co F(f) +(m)coF(f) =
=G(f)o(m)p +G(f) o (m2)p =
=G(f)o((m)p + (m)p) =
=G(f) o (m +n2)p.

Portanto, acabamos de definir uma operagao para a qual o conjunto



2. Categorias de Funtores 42

Home(4)(F, G) é fechado. Falta verificar que ele é de fato um grupo:
1) Existéncia de um elemento neutro:

O elemento neutro para a operagao que acabamos de definir é :
0= {0c =0€ Homa(F(C),G(C));C € 0b(C)};
i) Para cada n € Homg( A)'(F, G) podemos definir seu inverso por:
—n={(-n)c = —(nc);C € 0b(C)}.

Onde 0 é o elemento neutro de Hom4(F(C),G(C)) e —(nc) é o ele-

mento inverso de ¢ também em Hom 4(F(C), G(C)). Lembrando Hom 4(F(C), G(C))
é um grupo pelo fato de A ser uma categoria aditiva.

Abilineariadade de o : Homc(a)(F, G)x Home(a)(G, H) — Home(ay(F, H)

com relag@o a operagao definida, segue da bilinearidade de o : Hom 4(F(C), G(C))x
Hom 4(G(C), H(C)) — Hom4(F(C), H(C)) para cada C € 0b(C).

(ii) Definimos o objeto 0o, para qual Home(ay(00s,00s) € 0 grupo trivial da
seguinte forma:

Oop : ¢ —¥ A
C — 0
f€ Home(C,D) +— 0€ Homu(0,0).

Onde, por abuso de notagao 0 é o objeto zero da categoria A e 0 é 0
Unico elemento do grupo trivial Hom 4(0,0), ambos existentes em A por
sua aditividade.

Notemos que obviamente 0oy, & um funtor e Home(4)(00s, 00s) € 0 grupo
trivial.
(iii) Sejam F,G € Ob(C(.A)). Devemos definir o funtor FF & G.

Sejam C e D objetos de C e f € Hom¢(C, D). Pelo fato de A ser uma
categoria aditiva temos o seguinte diagrama:

ir(c) iG(c)

F(C) = F(C) @ G(C) < G(C)

|
x ;FQM

F(D)® G(D)
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onde ay = ip(pyo F(f), by = igpyo D(f) e F@®G(f) € o unico morfismo
que faz o diagrama comutar pela definicdo de soma. Entdo podemos
definir o funtor:

FeG: C — A
C +— (F®G)(C):=F(C)®a(C)
c — (Fo G)(C)
fl lFG)G(f)
B (FeG)(D)

Definimos a transformag&o natural ip € Home(q)(F, F @ G) por ip =
{ir)c = ipcy € Homa(F(C),(F & G)(C)); C € C}, onde cada ip(c)
existe por A ser categoria aditiva.

Analogamente definimos as transformagdes naturais i¢ € Homc()(G, F®
G), pr € Homc(A)(F ®G,F), pc € Homc(A)(F ®G,G).

Afirmacgao. O funtor F' & G e as transformagées ir, i, pr € pc S0 0
produto e o coproduto dos funtores F' e G.

De fato, comegamos comprovando que F & G, ir,ic € 0 coproduto.
Sejam H em C(A) , nr € Homea)(F, H) € ng € Home(4)(G, H), para
cada C € C temos 0 seguinte diagrama em A:

(ir)c (ic)c

F(C) — (F @ G)(C) =— G(C)

ule]

H(C)

Logo gostariamos que n = {nc¢ € Homa((F ® G)(C),H(C));C € C}
fosse tranformagao natural, e portanto seria o Unico morfismo em C(.A)
tal que o diagrama

FrsFrac<_¢
4
H

comuta, pois, @ menos de isomorfismo, cada n¢ € Unico. Assim mostra-
riamos o desejado. Entdo, para mostrar que 7 é transformagéo basta ver
que para cada morfismo f : C — D em C o diagrama
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(F@G)(C) == H(C)
(FGBG)(f)l lH(f)
(F @& G)(D) —> H(D)
comuta. Para isto precisamos usar que (nr)c = 71¢ © (ir)c, para todo
CeCeolema?2s.
Analogamente prova-se que F & G, pr, pe € 0 produto. As propriedades

que relacionam os morfismos i's e p's sao de facil verificagao.

Logo mostramos que C(.A) é uma categoria aditiva. Vejamos agora que se
A é abeliana entdo C(A) é também abeliana, isto é, que temos satisfeitas Ab-1
até Ab-4 da definigdo 1.21:

Ab 1 Temos que provar que dado um morfismo 7 € Home()(F,G) ele tem
nlcleo e conlcleo. Verificaremos que qualquer morfismo tem nucleo, a
verificagdo da existéncia do contcleo é andloga.

Primeiramente devemos dizer quem é o candidato a nucleo de 7:

Para cada C objeto de C temos um morfismo em A, nc € Hom 4(F(C), G(C))
que, pelo fato de A ser abeliana, possui nicleo (K¢,i¢). Assim, dado
f € Home(C, D) temos o seguinte diagrama comutativo:

K
Ke--L>Kp (2.1)

icl lip
£(f)

F(C) — F(D)

G()

ac) =L a()

Queremos garantir a existencia e a unicidade de Ky no diagrama:
Notemos, que pelo diagrama npo F(f)oic = G(f)oncoic € usando que
(Kc,ic) sabemos que n¢ o ic = 0 logo temos F(f) oic € Ker((np)*)-
Agora, como (Kp,ip) € nicleo de np a sequéncia

0 —> Homa(Ko, Kp) “2 Homa(Ke, F(D)) 2% Homu(Kc, G(D))
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é exata, de onde Ker(np) = Im((ip)*) logo existe Ky € Hom(K¢, Kp)
talque ipo Ky = F(f)oic. Ainda usando que a sequéncia é exata temos
(ip)* injetora e portanto conseguimos a unicidade de K.

Sendo assim podemos definir o seguinte funtor:

K: C — A
C — K():=K¢
C — I((C)
fl lK(f)::Ki
D K(D)

Obviamente i = {ic;C € C} é tranformagéo natural entre os funtor K e
F, pois
K(C) —<= F(C)

K(f)l lF‘(f)

K(D) —— F(D)
(32
comuta, visto que K(f) foi assim escolhido para a comutatividade de
(2.1).
Notemos que (K, i) é nicleo de 5. De fato, dado M € Ob(C(.A)) temos
que demonstrar que a sequéncia

00— Homc(A)(A/[, 1() —I—'> Homc(A)(A/I, F)) L) HOTnC(A)(]\/I, G)

é exata, isto &, Ker(i*) = 0 e que Im(:*) = Ker(n*).

Seja ¢ € Home(4)(M, K) talque i* (p) = 0 entdo i o ¢ = 0 portanto, para

todo C € Ob(C), temos (iop)c = 0, ou ainda ic o pc = 0, 0 que significa

que p¢ € Ker((ic)*). Mas , paracada C € C

0—— Hom4(M(C),K(C)) Lcid Homu(M(C), F(C)) bl Hom4(M(C)),G(C))
(2.2)

é exata, logo Ker((i¢)*) = 0 entdo ¢ = 0 para todo objeto C de C, de

onde ¢ = 0 e portanto Ker(i*) = 0.

Vejamos agora que Im(z*) = Ker(n*):
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Sejaa € Home(4)(M, F) tal que o € Im(i*). Entéo, existe o' € Home(a)(M, K)
tal que @ = i0a’ 10go ac = ic o ap. Por (2.2) temos Im((ic)*) =
Ker((nc)*) para todo C € Ob(C), dai n¢ o ac = 0 para todo C, de onde

noa = Oe portanto « € Ker(n*). Reciprocamente, seja a € Ker(n*) en-

tdo noa = 0 0 que implica que n¢ o ac = 0 e portanto ac € Ker((ne)*),

para todo C' € 0b(C). Novamente pelo fato de (2.2) ser exata existe a, €
Homa(Mc, K¢) tal que ac = ic o a. Tomando a = {ac;C € 0b(C)},

temos a = i o /. A demonstracdo de que « é de fato um morfismo em

C(A) decorre de que i e o' s@o morfismos nesta categoria.

Portanto concluimos nossa demonstragao.
Ab 2 Sejam F e G objetos de C(A) e n € Homea)(F,G) um monomorfismo,
queremos mostrar que n € nlcleo de seu contcleo. Ou seja, se (W, p)

é conucleo de n (notemos que a existencia do conucleo é garantida por
Ab 1 queremos mostrar que (F,n) é nucleo de p.

De fato, queremos provar que, para qualquer M € Ob(C(A)), a seguinte
sequéncia é exata:

0 —— Homeay(M, F) —> Home(ay(M, G)) —=—> Home(uy(M, W).
(2.3)

Mas, notemos que para cada C € Ob(C) a sequéncia

0 — Homa(Mg, Fe) % Hom(Mc, Ge)) 225 Homa(Me, We)

é exata, 0 que, usando os argumentos do item anterior, garante que a
sequéncia (2.3) é também exata.

Ab 3 Tem demonstragdo andloga a Ab 2.

Ab 4 Devemos mostrar que todo morfismo se escreve como a composigao de
um epimorfismo com um monomorfismo.

Sejam F e G objetos de C(A) e n € Home(a)(F,G). Como A é abe-
liana, para cada C € Ob(C), nc € Homu(F(C),G(C)) pode ser es-
crito por n¢ = Bc o ac, onde ac € Homu(F(C),H(C)) é epimor-
fismo e Bc € Hom4(H(C), G(C)) € monomorfismo. Sabemos que para
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f € Home(C, D),
F(C) > G(C)

F(f)l lC(f)

F(D) —=> G(D)

Comuta, assim pelo Lema 2.3, para cada objeto C' de C existem unicos
H(f) € Hom(H(C), H(D)) tal que o seguinte diagrama & comutivo:

P(C) 22> H(C) 22> ¢(0)

F‘(J')l 1H(F) lG(f)

F(D) —5> H(D) ——> G(D)

Portanto temos que H é funtor, @ = {a¢;C € 0b(C)} e B = {B¢c;C €
0b(C)} sdo transformagdes naturais tais que a € Homeay(r,u) € €pi-
morfismo, 8 € Home(ayu,c) € monomorfismo e 7 = B o c, 0 que conclui
a demonstragéo.

Assim provamos que a categoria C(.A) é abeliana. |

Definicdo 2.5. Dizemos que uma categoria abeliana A é completa se dado
uma familia qualquer de objetos de A, {A;} e, seu produto, [[;c; A;, existe.

Exemplo 2.1. A categoria dos R-mddulos é completa.

Corolario 2.6. Se A é uma categoria abeliana completa entdo C(A) é também
uma categoria abeliana completa.

A demonstragdo deste corolario é andloga a demonstragdo de que C(A)
satisfaz a propriedade (iii) de aditividade sempre que A for aditiva.

Nem todas as propriedades de A s@o herdadas por C(A) téo linearmente
quanto a abelianidade. No caso em que A é uma categoria com suficientes in-
jetivos, para garantir que C(.A) tenha também suficientes injetivos, precisamos
pedir algumas hipdteses a mais sobre A e sobre C. Temos entdo a proxima
proposi¢ao:

Proposigdo 2.7. Se A é uma categoria abeliana completa com suficientes
injetivos entdo C(A) também tem suficientes injetivos.
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Demonstraggo. Para mostrar que C(A) tem suficientes injetivos usaremos a
proposi¢ao 1.27 para isso temos que definir dois funtores adjuntos exatos entre
AeC(A). :

Para cada objeto K de C, podemos definir um funtor K* por

K*: CA) — A

nl l

G G(K)

Facilmente vemos que K* é exato. Agora, para cada A objeto de A definimos
outro funtor K, A : C — A, onde para cada C € Ob(C),

KAC)= ][ A

Hom¢(C,K)

ese f: C — D éum morfismo em C, K,A(f) € determinada por f* :
Home(D, K) — Home(C, K),onde f*(y) = wof, para qualquer ¢ € Home (D, K).
Ou seja, K. A(f) funciona como uma projecéo onde cada fator A, do pro-
duto K,A(C) é projetado sobre o fator A, do produto K,A(D), onde ¢ €
Hom¢(C, K) é da forma ¢ = f*(¢) para algum ¢ € Home(D, K).

Agora, seja g : A — B um morfismo em A. Podemos definir K.g :
K.A — K,B morfismo em C(A), onde cada (K.g)c : K. A(C) — K.B(C)
€ I trome (c, i) 9- LOGO K, pode ser pensado como um funtor de A em C(A) :

K*: A —  CA)
A

— K,A
gl lK.g
B K.B.

Além disso, pelas propriedades de produto, K, € aditivo.

Afirmagédo. K, é adjunto a direita de K*.

De fato, temos que provar que Homea)(F, K.A) ~ Homa(K*(F), A),
para qualquer F objeto de C(.A) e A objeto de A.

Seja a : K*(F) — A, lembrando que K*(F) = F(K). Queremos definir
n: F — K,A, para tal precisamos definir nc para cada objeto C de C e
mostrar que dado um morfismo h € Hom¢(C, D) o seguinte diagrama comuta
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F(C) —> K,A(C) (2.4)

F‘(h)l lK.A(h)

F(D) —5 K. A(D).
Para cada m € Hom¢(C, K) temos

F(m)

F(C) F(K) 22— A.
Assim, como K, A(C) = [Iyome(c,x) A Para cada C € Ob(C), e usando a
definicdo de produto, temos que existe Unico nc € Hom 4(F(C), K. A(C)) tal
que

A

o
Pm

F(C) ——> K.A(C).

Para ter que n = {nc;c € Ob(C)} é uma transformacao natural falta apenas
verificar que (2.4) comuta. Tal comutatividade é verificdvel usando novamente
a definicao de produto.

Portanto provamos que dada a € Hom 4(K*(F), A) existe Unica
n € Homea)(F, K, A). Falta entao mostrar que cada n € Home(a)(F, K. A)
vem de um a € Hom4(K*(F),A). Sejaentaon : F — K,A, como K €
0b(C), existe nx : F(K) — K.A(K). Notemos que Idx € Home(K, K)
entdo temos

F(K) > K, A(K) =% 4,
Usando a = pyq, o nx temos o que procuravamos.

Sendo assim, pela proposi¢do 1.27, o funtor K, preserva injetivos.

Agora seja F' € Ob(C(A)). Para cada K € Ob(C) existe um monomorfismo
ix : F(K) < Ik, onde Ix é um objeto injetivo em A e portanto K, Ix é um
objeto injetivo de C(A). Seja G = []xcouc) K+Ix, pelo corolario 2.6, G é
objeto de C(.A) e por ser produto de injetivos é também injetivo. Mostraremos
agora que existe um monomorfismo do funtor F para G.

Como K* e K, sao adjuntos, Hom4(F(K),Ix) ~ Homca)(F,K.Ix) €
portanto existe um morfismo correspondente a ix : F(K) — Ix que chama-
remos de ) : F — K, I.

Seja pi : G — K. Ik, tal que (G, {pk}keon(c)) & 0 produto dos K, Ik.
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Entao, pela definicdo de produto, existe Unico £ tal que o diagrama comuta:

Notemos que se 7) for um monomorfismo entdo & serd um monomor-
fismo. Mas cada nﬁf ) 6 monomorfismo pois temos o seguinte diagrama comu-

tativo

Ik

>
P
F(K) — K,Ix(K).
"5( )
Logo ¢ : F — G é um monomorfismo e portanto C(.A) tem suficientes
injetivos.
O

Corolario 2.8. Sejam A uma categoria abeliana com suficientes injetivos e C
uma categoria com um numero finito de objetos e morfismos. Entdo C(A) tem
suficientes injetivos.

2.2.1 Outras propriedades de C(.A)

Proposicgao 2.9. Seja A’ uma subcategoria fechada por extensées de A. En-
tdo C(A’") é uma subcategoria fechada por extensées de C(A).

Demonstragdo. Sejam F e G objetos de C(A’), e portanto objetos de C(A).
Seja H um objeto em C(.A) tal que a seguinte sequéncia é exata:

0 F H a 0. (2.5)

Logo, para cada morfismo ¢ —-—> D em C temos o diagrama

0 F(C) H(C) G(C) 0 (2.6)

lF(t) lH(t) lG(t)

0 F(D) H(D) G(D) 0
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em A, onde F(C), G(C), F(D) e G(D) sao objetos de A’. Como A’ é fechada
por extensdes, H(C) e H(D) também s&o objetos de A’. Mas A’ é subcate-
goria plena e portanto H(t) € um morfismo em A’. Sendo assim, o diagrama
(2.6) esta em A’, logo a sequéncia (2.5) estd em C(A').

Além disso, C(A’) é subcategoria plena de C(A).

De fato, sejam F' e G em Ob(C(A")) e sejan € Homea)(F,G). Para cada
C € 0b(C), nc € Homu(F(C),G(C)) = Homa (F(C),G(C)). Entao n €
Home(ay(F, G). O

Proposicdo 2.10. Seja A’ uma subcategoria de A tal que A’ tem suficientes
A-injetivos. Seja C uma categoria com numero finito de objetos e morfismos.
Entao C(A") tem suficientes C(A)-injetivos.

Demonstragdo. Seja F € Ob(C(A"), queremos provar que existe uma imer-
sdo F — I onde I € Ob(C(A")) tal que é injetivo em C(A). Para fazer esta
construgao usaremos a demonstragao da Proposigao 2.7

Como A’ tem suficientes A-injetivos, para cada K € Ob(C), existe um mo-
nomorfismo F(K) < I, tal que Ix € Ob(A’) e k é injetivo em A. Portanto
K. I é um objeto em C(A’) injetivo em C(A) (K, esta definido na demonstra-
¢ao da Proposigao 2.7).

Defina

I= [] K.k,
Ke0ob(C)

logo I € Ob(C(A")) e i é injetivo em C(A)). Além disso, pela Proposi¢éo 2.7,
existe um monomorfismo F' — I. a

2.2.2 A como subcategoria plena de C(A)

Seja A uma categoria abeliana. Sejam D € 0b(C) e A € Ob(A), definimos
o seguinte funtor Ip(A) em C(A):

0 se C#D

ID(A)(G)={ 4 wolp

e dado t € Hom¢(C, D) definimos:

Idy se t=Idp
0 caso contrario.

Ip(A)(t) = {
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Dado f € Hom4(A;, A;) podemos definir uma transformagéo natural ¢ =
{wc;C € Ob(C)} de Ip(A;) para Ip(Az):

) f se C=D
¥¢=1 0 caso contrario.
Sendo assim temos o seguinte funtor:

Ip: A —¥ C(.A)
A1 — ID(Al)

T

A2 ID(Az).

Proposic¢ao 2.11. O funtor Ip definido acima é pleno e fiel para cada D €
0b(C).

Demonstragdo. Sejam A; e A, objetos de A. Qualquer morfismo f : A, —
A, gera uma Unica transformagéo natural ¢ como a definida acima. Além
disso, dado que cada grupo Hom 4(0,0), Hom 4(0, A) e Hom 4(A,0) € o grupo
trivial para qualquer A € Ob(.A), a escolha de uma transformacgao natural entre
os funtores Ip(A;) e Ip(Asz), determina um Unico morfismo em Hom 4(A;, A2).
Portanto temos:

HOTnA(Al,Az) ~ HOTTLc(A)(ID(Al),ID(Az))

O

Proposicdo 2.12. O funtor Ip definido acima é um funtor exato para cada
D € 0b(C).

Demonstragdo. Seja

uma sequéncia exata em .A. Queremos provar que

In(f) Ip(g)

0 —— Ip(4A')

ID(A) ID(A") —0

é exata em C(A).
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De fato, Ip(f) € monomorfismo pois Ip(f)c € monomorfismo para cada
C € 0b(C), visto que Ip(f)p = f e f € monomorfismo. Analogamente prova-
se que Ip(g) é epimorfismo. Além disso, temos que Ker(Ip(g)) = Im(Ip(f)),
pois Ker(g) = Im(f), logo Ker(Ip(g))c = Im(Ip(f))c paratodo C € Ob(C).
Temos, portanto, que I é exato para todo D € Ob(C). O

2.3 Funtor Induzido

Sejam, agora, A e B duas categorias e seja F' : A — B um funtor. Pode-
mos definir um funtor induzido de F, F¢ de C(A) em C(B) por:

Fe: CA) — C(B)
G +— Fe(G):=FoG
G FoG

Ul lFC('I)

H FoH

Onde Fe(n) = {(Fe(m)c = F(nc) € Homp(F(G(C)), F(H(C)));C €
0b(C)}.
Vejamos entao que propriedades F¢ herda de F.

Proposicédo 2.13. Sejam A e B categorias aditivas e seja F : A — B um
funtor aditivo . Entdo o funtor induzido F¢ é aditivo.

Demonstragdo. Sejam a, 8 € Home 4y (R, S). devemos provar que
Fe(a+ B) = Fe(a) + Fe(B).
Por defini¢cao
Fe(a+ B) = {Flac + fic) € Homes)(F(R(C)), F(S(C)) : C € 0b(0)},
logo, como F ¢ aditivo, F(ac + c) = F(ac) + F(Bc) e
Fe(a+p8) = {F(ac)+ F(Bc):C € 0b(C)}

{F(ac) : C € Ob(C)} U{F(Bc) : C € Ob(C)}
Fe(a) + Fe(B).

Il



2. Categorias de Funtores 54

Proposicao 2.14. Sejam A e B categorias abelianas e seja F : A — B um
funtor. Entdo F é exato se, e somente se, o funtor induzido F. é também exato.

Demonstragao.
(=)Seja

0 R—1sp—*spr 0 (2.7)

uma sequéncia exata em C(A). Queremos provar que

Fe(§)

0 Fe(R)) Fe(n)

Fe(R) Fe(R") —0 (2.8)
é exata em C(B), ou seja, F¢(n) € monomorfismo, F¢(§) é epimorfismo e
Ker(Fe(€)) = Im(Fe(n))-

Notemos que o fato de (2.7) ser uma sequéncia exata ocorre se, e somente
se, para cada objeto C de C, a seguinte sequéncia é também exata:

0 R'(C) ne R(C’) éc

R"(C) 0.

De fato, uma transformagao natural . € monomorfismo (epimorfismo) se, e
somente se, uc € monomorfismo (epimorfismo). Além disso, pela defini¢éo de
Ker(u), temos que o nicleo de puc é Ker(p)(C). Analogamente temos que
Im(uc) € Im(p)(C).
Assim, como F' é um funtor exato a sequéncia
0— F(R(C)) " F(R(C)) % F(R"(C)) —= 0.

¢é exata. Mas pela defini¢do de Fe, F(R/'(C)) = FcR'(C) e F(nec) = (Fe(n))c,
respectivamente para R, R" e €. Logo, para cada C € Ob(C)

0 R (€ o () O, o o

é exata e portanto (2.8) & também exata.
(<) Seja

0 AL A2y 0

uma sequéncia exata em A. Pela Proposicao 2.12, temos que I é exato para
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todo D € Ob(C), logo temos a seguinte sequéncia eata em C(A):

Ip(f) In(g)

0—— ID(A/)

Ip(A) Ip(A") —0.

Por hipdtese, Fr € um funtor exato, além disso,

Fc(ID(A)) =Fo ID(A) = ID(F(A)) e
Fe(Ip(f)) = FoIp(f) = In(F(f)),

para todo A € Ob(.A) logo temos

Ip(F Ip(F
0 — In(F(4)) 221, (r(4)) 25 o (R (A7) —> 0

€ uma sequéncia exata em C(B). Sendo assim, para cada C € Ob(C) a
sequéncia

0 — (Ip(F(A))e L2, (1 (m(a)))o 25, (1 (F(a")))e —= 0

é exata em B. em especial, quando tomamos C = D temos

. Py 29, pay £9)

F(AII) 0
exata em B. Logo temos que F é um funtor exato. O

Proposic¢do 2.15. Sejam A e B categorias e F : A — B uma equivaléncia
de categorias. Entao F¢ : C(A) — C(B) também é uma equivaléncia.

Demonstragao. Pela proposi¢ao 2.16 F' € uma equivaléncia se, e somente se,

i F é pleno e fiel, ou seja, dados A; e A, em Ob(A), F : Hom4(A;, Ay) —
Homp(F(A;), F(A2)) é bijetora;

ii F" é essencialmente sobrejetor, ou seja, dado B objeto em B, existe A objeto
em A tal que F'(A) ~ B.

Para verificar que F¢ é equivaléncia provaremos que Fr também satisfaz i e ii
anteriores.

Vejamos primeiramente que F¢ € pleno e fiel:

Sejam R, e Ry em Ob(C(.A)), queremos mostrar que F¢ : Home(ay(R1, R2) —
Home )y (Fe(R1), Fe(Rg)) € sobrejetora e injetora.
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Seja B € Home(sy(Fe(R1), Fe(R2)) entdo, para cada C objeto de C, B¢ €
Homp(F(R1(C)), F(R2(C))), logo como F é pleno, existe ac € Hom 4(R1(C), R2(C))
tal que F(ac) = Bec.

Definamos a = {ac;C € Ob(C)} queremos provar que « é tranformagdo
natural de R; em R, ou seja, que dado um morfismo f : C — D emC 0
seguinte diagrama comuta:

Ry(C) == Ry(C) (2.9)

R:(I)l le(f)

R] (D) TD) R2(D)

Sabemos que 3 é transformagéo natural de F(R;) em F(R3) e usando que
Bc = F(ac), paratodo C € Ob(C),temos

F(ac)

F(Ry(C)) — F(R2(C))
P(Ru(f))l lF(sz(I))
F(R:1(D)) o F(Rq(D))

comuta, isto é,
F(Ra(f) o ac) = F(ap o Ri(f)).

Portanto, usando que F é fiel, Ra(f) o ac = ap o Ry(f) provando a comutati-
vidade de (2.9). Logo F¢ é pleno.

Sejam oV e o® em Home(ay(R1, R2) tais que Fe(alV) = Fe(af?). Entao,
para cada objeto C de C, vale (F¢c(aV))c = (Fe(a?))c, que por definigao
implica em F(ag)) = F(ag)). Assim, usando que F é fiel, temos ag) = ag)
para todo C, portanto o) = a(?). Logo F¢ é fiel.

Vejamos agora que F¢ satisfaz o item ii:

Seja S objeto de C(BB), queremos encontrar R em Ob(C(A)) tal que F¢(R) ~
S, isto é, existe um isomorfismo natural entre FoR e S.

Dado que F' é essencialmente sobre, para cada C' em Ob(C), existe R¢
objeto de de A tal que F(R¢) ~ S(C) em B. Entdo existe pelo menos um
isomorfismo nc € Homp(F(R¢),S(C)). Fixemos tal isomorfismo para cada
C em 0b(C) logo para cada f : C — D morfismo em C, temos 0 seguinte
isomorfismo nos Hom'’s:
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Homgp(S(C),S8(D)) =~ Homg(F(Rc),F(Rp))
S(f) » 15 0 S(f)onc
Agora, como F é fiel e pleno, existe tnico morfismo R; de Homp(Rc, Rp) tal
que F(Ry) =np' o S(f) onc.
Assim, pelo fato de n¢ estar fixada para cada C, R é um funtor de C em A
e temos o seguinte diagrama comutativo:

F(R(C)) —~ S(C)
F(R(f))l lS(I )
F(R(D)) = S(D)),

de onde concluimos que n € um isomorfismo natural entre F¢(R) e S. Portanto
F¢ é essencialmente sobre, o que conclui nossa demonstragao.
O

Veremos na proxima proposi¢do que com algumas hip6teses adicionais, a
reciproca da ultima proposigdo também é verdadeira.

Proposicao 2.16. Sejam A e B categorias aditivas e F : A — B um funtor
aditivo. Entao F é uma equivaléncia de categorias se, e somente se, Fe é uma
equivaléncia de categorias.

Demonstragdo. A primeira implicagdo sai da proposi¢ao anterior. Vejamos a
reciproca.
Seja F¢ : C(A) — C(B) uma equivaléncia.

(i) Vejamos que F é essencialmente sobre:

Sejam B € Ob(B) e D € 0b(C), temos entao o funtor Ip(B) : C — B
definido na Segéo 2.2.2 deste mesmo Capitulo.

Como F¢ € uma equivaléncia, existe K € Ob(C(A)) tal que F¢(K) =
Ip(B), ou seja F o K ~ Ip(B). Temos, portanto que existe um isomor-
fismo natural  entre Fo K e Ip(B). Sendo assim, existe um isomorfismo
np € Homp(F o K(D),Ip(B)(D)), logo F(K(D)) ~ Ip(B)(D) = B e
K (D) € Ob(A). Temos portanto F essencialmente sobre.

(if) Vejamos que F é pleno e fiel:
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Sejam A; e A, objetos de A. Visto na Proposigdo 2.11 que Ip € pleno e
fiel, temos

Hom (A1, A2) ~ Home(a)(Ip(Ar),Ip(A2)),
além disso, usando que F¢ é equivaléncia
Home(a)(Ip(A1), Ip(A2)) =~ Home(s)(Fe(Ip(Ar)), Fe(Ip(A2))).
Mas Fe(Ip(Ai)) = FoIp(A;) = Ip(F(A;)) logo

Homegs (Fe(Ip(A1)), Fe(In(42)) = Home)(In(F(41)), In(F(42)))
Homp(F(A1), F(A2))

1

Temos, portanto,

HomA(Al, Az) Lt HO’ITLB(F(Al), F(Az))



Capitulo 3

As Categorias D(C(A)) e
C(D(A))

Dadas C uma categoria pequena e A uma categoria abeliana j& provamos
que C(A) é também abeliana, logo faz sentido pensar na categoria derivada
da categoria de funtores D(C(A)). Nosso objetivo neste capitulo é comparar
D(C(A)) com a categoria de funtores de C em D(A), C(D(A)).

Provaremos que D(C(A)) nao é em geral equivalente a C(D(A)). Inici-
almente demonstraremos que as categorias Kom(C(A)) e C(Kom(A)) sao
isomorfas. Usando este isomorfismo podemos garantir a existéncia de um
funtor T : D(C(A)) — C(D(A)) tal que se definimos Q como a categoria ge-
rada por um quiver finito sem relagdes, o funtor T : D(Q(A)) — Q(D(A)) é
pleno e fiel, ou seja, existe em Q(D(.A)) uma subcategoria plena equivalente a
D(Q(A)). Além disso, se o quiver @ ndo possui flechas teremos que T' é uma
equivaléncia.

3.1 O isomorfismo entre Kom(C(A)) e C(Kom(.A))

Um objeto (F*,dr) em Kom(C(A)) € um complexo na categoria de funto-
res C(A), ou seja, € uma sequéncia do tipo

- i
di d

Fn— 1 Fn Fn+l

59
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onde cada F : C — A é um funtor e cada morfismo di. € uma transformagao
natural entre Fi e Fit!,i € Z,isto é d% = {(di)c € Homa(Fi(C), Fit1(C));C €
0b(C)}, onde, dado ¢ —-> D morfismo em C temos Fitl(t) o (di)c =
(di)p o Fi(t)). Logo, para cada C € Ob(C), temos um objeto (F(C)*,dp(c))
em Kom(A):
n—1 n
T Fn—l(C)(dF_)an(C) ﬂ(‘; FrH(C) —— -

Um morfismo n°* € Homgom(c(ay) ((F°*,dr),(G*,dg)) é uma familia de
transformagdes naturais n°® = {n' € Home(a)(F',G?)/d5 o' = n*tl odlii €
Z}. Ou seja, para cada morfismo ¢ —=> D em C o cubo comutativo:

Gi-1(C) (3.1)
ng ! (dg e
Fi=1(0) Gi(C)
\ i1 nic
(d;—l & /
F¥(C)
Fi=l(t) Gi(t)
Gi—l(D)

Fi-—l (D)
)
(d= b
Fi

Fixada a notagdo temos o seguinte Lema:

Lema 3.1. Sejam C uma categoria pequena e A uma categoria abeliana. En-
tdo as categorias Kom(C(A)) e C(Kom(A)) sdo isomorfas.

Demonstragdo. Queremos encontrar funtores K : Kom(C(A)) — C(Kom/(A))
e K' : C(Kom(A)) — Kom(C(A)) tais que K o K’ = l¢(komay € K' o K =
Licom(c(ay):-

Primeiramente definiremos K':

Seja (F*,dr) um objeto em Kom(C(A)), definimos K ((F'*,dr)) como sendo



3. As Categorias D(C(A)) e C(D(A)) 61

o funtor F de C em Kom(.A) definido por:

F: — Kom(A)

—  (F(C)*,dr())

lF(t)'

(F(D)*,dr(p))

O=—Q o

onde F(t)* = {(F(t))! = Fi(t);i € Z}. Notemos que F(t)* é um morfismo em
Kom(A). De fato, como cada d%. é uma transformagao natural e cada F é um
funtor, o diagrama

Fi(0) % piv (o)

Fi(t)l 1Fi+l(l)

Fl(D) — Fi+1(D)
(dr)p

comuta para todo i € Z e para todo C —L > D morfismo em C.
Seja agora n® € Homom(c(ay) ((F*,dr), (G*,dg)), entao temos:
n* = {n' € Home(F',G)/dL on' =0t odii € Z}
= {(n')c € Homa(F*(C),G'(C)) tal que
(d oni)c = (f+ o din)c; i € Z, C € Ob(C)}.

Definimos

n:=K(n®)

Il

{(nc)* € Homyom(a)(F(C)*,G(C)*); C € 0b(C)}
{(nc)} € Hom 4(F(C))',(G(C))"))tal que
(dL oni)e = (n't! o din)c;i € Z,C € Ob(C)}.

Pelo cubo comutativo (3.1), temos que 7 é transformacao natural entre os
funtores F' = K((F*,dr)) e G = K((G*,dg)).
Resumindo, temos que K é o seguinte funtor:

K: Kom(C(A)) — C(Kom(A))
(F',dp) — F

(G.’dG) G
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Vamos agora definir K':
Seja F € Ob(C(Kom(A))). Entéo, para cada C € 0b(C), F(C) é um com-
plexo em A e para cada t € Hom¢(C, D), F(t) € um morfismo de complexos:

n—1

d dan
F(C) = e — F(O)1 =& F(C)" =3 F(C)™H! — -
lF(t) F(t)“-l F(t)" F(L)"+l
dnﬁl dn
F(D) = i — F(D)"! =& F(D)" =2 F(D)MH —— ...

Logo, por F ser um funtor de C em Kom(A), temos facilmente cada F*
definido por
Fi. A

Fi(C) = F(C)!

Q a
Il

—
-~

Fi(t)=F ()"

>

Fi{(D) = F(D)

ou seja, cada F* é um funtor de C em .A. Além disso, podemos definir para
cada i € Z, dp = {djpg) € Homa(F(C)',F(C)*');C € 0b(C)} que, pela
definido de F, é transformagao natural satisfazendo dii' o di. = 0, para todo
1 € Z. Portanto

-1 ,,
d dr

Fn— 1 F Fn-H

é um objeto de Kom(C(.A)) que serd aimagem de F pelo funtor K’.
Seja agora n uma transformagao natural entre F' e G, logo

n = {nc € Homgoma)(F(C)®,G(C)*);C € 0b(C)}
{(nc)’ € Homa(F(C))', (G(C))"))tal que
(d5 on')e = (Nt odin)csi € Z,C € Ob(C)}.

Il

Ou seja, n = {(nc)* € Homgoma)(F(C)*,G(C)*); C € Ob(C)}.
Definamos

Il

n* = K'(n) {(nc)® € Homgom(a)(F(C)*,G(C)*); C € Ob(C)}
{(ne) € Hom4(F(C))},(G(C))"))tal que

(dfg on)c = (it odh)c;i € Z,C € Ob(C)}.

Il

Portanto, pela comutatividade do cubo (3.1), temos que K’(n) é um morfismo
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em Kom(C(A)) de (F°,dr) em (G*,dg).
Resumindo K’ é:

K': C(Kom(A)) — Kom(C(A))

F — (F°,dr)
F
G (G*,dg).

Sendo assim, temos que K manda (n')c — (nc)' e K’ manda
(ne)t = (n')c. Portanto K e K’ atuam como a identidade sobre os Hom's
pois é apenas uma mudaga da posigdo dos indices. Verifica-se faciimente que
KoK'e K'o K, sobre os objetos, sdo os funtores identidades das respectivas
categorias C(Kom(A)) e Kom(C(A)).

Concluimos, portanto, que C(Kom(A)) e Kom(C(A)) sdo isomorfas. O

Devemos observar que, analogamente, prova-se que Kom*(C(A)) e C(Kom*(A))
também sao categorias isomorfas, para * = +,— ou b.
Seja a categoria Komg(A) definida no Capitulo 1:

Corolario 3.2. Sob as mesmas hipdteses do lema anterior, Komg(C(A)) e
C(Komo(A)) sdo categorias isomorfas.

3.2 Descricao das categorias D(C(A)) e C(D(A))

Esta secgéo sera dedicada a entender as principais caracteristicas das cate-
gorias D(C(A)) e C(D(A)). Para isso usaremos a equivaléncia K apresentada
na segao anterior.

3.2.1 A categoria D(C(A))

Pela definigdo de categoria derivada, sabemos que os objetos de D(C(A))
s@o 0os mesmos objetos da categoria Kom(C(.A)). Logo, usando a equivaléncia
K, podemos pensar nos objetos de D(C(.A)) como objetos de C(Kom(A)), ou
seja, a cada F* € Ob(D(C(A))) associamos um funtor F : C — Kom(A).

Um morfismo F* — G* em D(C(A)) é uma classe de diagramas da forma:
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H* (3.2)
2N
F* G,

onde [f] e [a] s@o morfismos em K (C(A)).

Notemos que se f ~ g em Kom(C(A)) entdo fc ~ gc em Kom(A), para
todo C € Ob(C). Lembrando que a notagdo fz vem, por abuso de notagao,
pensando na equivaléncia de Kom(C(.A)) com C(Kom(A)).

Além disso, provaremos adiante que, se a é um quase-isomorfismo em
Kom(C(A)) entdo ac é um quase-isomorfismo em Kom(.A). Portanto, dado o
diagrama (3.2) temos, para cada morfismo C € Ob(C), um diagrama em D(A):

H(C)
[ac] [fe]
F(C )/ \G (@),

onde H(C), F(C) e G(C) sao objetos de Kom(A) induzidos pela equiva-
Iéncia K. E para cada morfismo C —' > D emC temos o seguinte diagrama
em K (A), onde cada quadrado é comutativo:

H(C) H(Y)

H(D) (3.3)

o G(D).

Vamos entdo demonstrar que um quase-isomorfismo a em Kom/(C(A)) in-
duz um quase-isomorfismo ac em Kom(A). Para este resultado, usaremos
0 seguinte lema, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [12], Corolario
2.11.9, pagina 97.

Lema 3.3. Sejay : S — T um morfimos em C(A) com nucleo (8, K'). Entdo
(6c, K(C)) é nucleo de ye : S(C) — T(C).
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Proposic¢édo 3.4. se o é quase-isomorfismo em Kom(C(A)) entdo ac € quase-
isomorfismo em Kom(A).

Demonstragdo. Seja a € Homgom(c(ay)(F*,G*) um quase-isomorfismo, isto
é, temos que H'(a) é um isomorfismo em C(.A) para todo i. Temos portanto
que (H'(a))c é isomorfismo para todo C em C.

Pela equivaléncia K podemos considerar o : F — G em C(Kom(A)).
Queremos provar que ac : F(C) — G(C) em Kom(A) é um quase-isomorfismo
para todo C € 0b(C), isto é, H(ac) € isomorfismo para todo C € Ob(C).

Por definigao temos que H"*1(F*) = Coker(a™) e que H"*1(G*) = Coker(b™),
onde a™ e b" s@o:

n n+1 n n+1
Jal o Frtl e Gn 45 Gn+l d
Ker(dpth) Ker(d%t).

Assim, pelo Lema 3.3,
(H™(F*))(C) = (Coker(a™))(C) = Coker(al) = H"(F(C))

e analogamente (H™**1(G*))(C) = H"*1(G(C)). Além disso, vale o seguinte
diagrama

n
ele]

dr)c apt? (dg)e
_EIC 2 8¢ =

F™(C) Fri+¥(0) —=— G™H{() an(e)

n b"
ac n41 c

Ker((d3t)e) —S> Ker((d5™)o).

H™(F(C) - = = H™Y(G(C)),
Ondeqoag‘lLl oag = qc o bgoag, mas gc o b = OentéqucoozE.+1 oag =0
pela definicdo de conucleo, existe Gnico morfismo r¢ tal que rc op = go
frtl Mas, tanto (H™*!(a))c quanto H™**(a¢) fazem o quadrado inferior no
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diagrama comutar, logo, pela unicidade, (H"*!(a))c = H"!(ag). Portanto
H"(ac) é um isomorfismo, de onde ac € um quase-isomorfismo para todo
C € 0b(C). O

3.2.2 A categoria C(D(A))

Os objetos desta categoria sao funtores de C em D(A), logo se F é objeto
de C(D(A)) e ¢ —-> D é morfismo em C teremos que F(t) = [Fp(t)/Fc(t)]
é uma classe de diagramas:

® fer )
Fe(t Fp(t
F(C’)/ \F(D).

Agorase F—> ¢ é um morfismo em C(D(A)), para cada C € Ob(C) te-
mos F(C) —<> G(C) , em D(A), onde nc = [1¢/nr] representa uma classe

de diagramas:
VN

F(C) G(O).

Como 7 é uma transformagédo natural entre F e G, dado um morfismo
¢ —Y> D em C temos o seguinte diagrama comutativo em D(A):

F(C) > G(C)

F(t)l lG(t)

F(D) ——> G(D).

Ou podemos reescrever para o diagrama:
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Fep Gep
Fco(t) an
nrc

FC) S oo

Fp(t)

3.3 O funtorT

Sendo @ : Kom(A) — D(A) o funtor de localizagdo. Podemos definir o
funtor induzido Q¢:

Qc: C(Kom(A) — C(D(A))

F — QoF
l" ch(fl)
G QoG

onde Qc(n) = {Q(nc) € Homp4)(QF(C),QG(C));C € Ob(C)}. Lembrando
que QF(C) = F(C), QG(C) = G(C) e Q(nc) = [nec/1d], sendo representado
pelo seguinte diagrama em D(A):

F(C)
Id nc
F(C’)/ \G(C)

Proposigdo 3.5. Seja K : Kom(C(A)) — C(Kom(A)) a equivaléncia do
Lema 3.1 e Q¢ o funtor definido acima. Entdo Q¢ o K leva quase isomorfismo
em isomorfismos.

(3.4)
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Demonstraggo. Seja n® € Homomc(ay) ((F*,dr), (G*,dg)) um quase-
isomorfismo. Isto significa que Hi(n®) : H(F*) — H(G®) é um isomor-
fismo na categoria C(A) para todo i € Z, logo (H!(n°))c : (H*(F*))(C) —
(H{(G*))(C) é isomorfismo na categoria .A para cada C € 0b(C).

Queremos provar que Q¢(n) € um isomorfismo em C(D(A)), ou seja, que
para cada C € Ob(C), nc do diagrama (3.4) é um quase-isomorfismo em
Kom(A). Portanto, queremos provar que se (H(n®))c é isomorfismo entao
Hi(nc) também é um isomorfismo. Mas, esta afirmagéo ja foi demonstrada na
Proposicéo 3.4, de onde temos o resultado desejado. O

Seja @ : Kom(C(A)) — D(C(A)) o funtor de localizagao para a categoria
C(A). Acabamos de demonstrar que o funtor QcoK : Kom(C(A)) — C(D(A))
leva quase-isomorfimos em isomorfismo. Portanto, pela definicdo de categoria
derivada, existe tnico funtor T': D(C(A)) — C(D(A)) talque ToQ = Qco K,
ou seja, existe Unico T tal que o seguinte diagrama é comutativo:

Kom(C(A)) D(C(A)) (3.5)
K : T
Qc ¥
C(Kom(A)) C(D(A)).

Vejamos que tal 7' pode ser definido da seguinte forma:
T D(C(A)) — C(D(A))

— T(F*) = Qc(F)

H.
« f
/ \ lT([f/a))
F. G’.

T(G*) = Qc(G),

(3.6)

onde F e G sao, respectivamente, as imagem de F* e G* pelo funtor K e
T([f/a]) = {(T([f/a])c := [fec/acl;C € Ob(C)}.

Primeiramente devemos verificar que 7" é de fato um funtor de D(C(A)) em
C(D(A)).

Seja F* € Ob(D(C(A))), definimos T'(F*) = Q¢(F), onde F = K(F*).
Logo F € Ob(C(Kom(A)) e portanto T'(F*) é um objeto de C(D(A)). Vejamos
que T([f/a]) é um morfismo em C(D(A)), ou seja, vejamos que T'([f/a]) €
uma transformagado natural. Para isso, basta verificar que dado um morfismo
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¢ —Y~ D emC o diagrama

F(c)Yeleg [fe/a C]G(C)
[F(i)/ld]l l[G(i)/ld]
F(D) ;= G(D)

comuta, ou seja, temos que verificar que

[G(t)/Id)o [fc/ac] = [fp/ap] e [F(t)/1d].

Notemos que cada lado da igualdade é representado por um dos tridngulos
abaixo

H(C)
Id fe
H(C) \G(C)
e fe Id G(t)
F(C’)/ \G‘(C')/ \G(D)

logo [G(t)/Id] o [fc/ac) = [G(f) o fc/ac] e

/Y

H(D)

/W/\

F(C)

também [fp/ap) o [F(t)/1d) = [fp o H(t)/ac].
A comutatividade do quadrado [1] e a igualdade [G(t) o fc/ac] = [fp ©

H(t)/ac] vem de que o morfismo F Liel G* em D(C(A)) induz, para cada

morfismo ¢ —“> D na categoria C, um diagrama em K (.A) como o diagrama
(8.3).

Vejamos agora que T esta bem definido, isto é, dados [fi/a1] = [f2/a2]
temos que demonstrar que T'([f1/a1]) = T([f2/az2]):
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Sejam [fi1/a1] = [f2/a2], ou seja, que as seguintes classes de diagramas
sdo equivalentes:

Hy

H,
RN RN
Py G1

Fy G

entdo existem quase-isomorfismos Hy <—— R—> Hj tais que o se-
guinte diagrama comuta:

R.
N
H? H3

e G*.
T([fr/en]) = T([f2/az]) se, e somente se, [(fi)c/(en)c] = [(f2)e/(a2)c]
para cada C € Ob(C). Gostariamos entdo de encontrar quase-isomorfismos
Hy(C) <2~ Re —2%> H,(C) tais que

N

H,(C) Hy(C)

(ar)c (f2)c
(a2)c (f1)e

F(C) G(C).

comuta para C objeto de C. Estes quase-isomorfismos sdo dados pelos quase-
isomorfismos Hf <—— R —>> Hj . Logo temos o que queriamos.

Faltam verificar as duas propriedades de funtor, e para estas demonstra-
¢Oes usaremos o seguinte lema:
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Lema 3.6. Dado o diagrama
ST

F— ¥

em K (A), fazendo uma mudanga, se necessaria, dos representantes dos mor-
fismos X <—— X" = . X ey<"y"—2>y em D(A), podemos
encontrar um morfismo

X" —— y" tal que os dois quadrados comutam em K (A), isto é, sou” = uot

egou” =vof.

A demonstragdo deste pode ser encontrada na pagina 253 da referéncia
[11]. Os autores usam este fato para demonstrar que a categoria derivada de
uma categoria abeliana é triangulada.

Vejamos entdo que as duas propriedades de funtor valem para T
(i) Sejam F* i N G* e G° Bt} E* morfismos em D(C(A)). Devemos

provar que T([f/a] o [g/B]) = T([f/a]) o T([9/B))-

Pela definigdo de composi¢éo de morfismos em uma categoria derivada,
existem §' e f’ tais que

T([f/e)ol9/B]) = T(lgo f'/a o B) = {lgc ° fe/ac © Bcl; C € Ob(C)}.
Por outro lado, para cada C € Ob(C), existem S e f¢ tais que

T([f/e]) o T([9/B]) = {lgc © f&/ac o Bel; C € Ob(C)}.
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Pelo Lema 3.6, existe ¢ que torna os quadrados do diagrama

E(C)

T E(C)
comutativos. E importante notar que, neste caso, ¢ é um quase-isomorfismo
e este fato se deve a construgdo da demonstragéo do Lema 3.6. Assim
temos que

We

We V(C)

acofé gcofe
acofc gcofe

F(C) E(C)

comuta e portanto [g¢ o f&t/ac o BE] = lgc o f&/ac o Be).
Logo T'([f/a] o 9/B]) = T([f/al) o T([g/B]).
(i) Para verificar que T'(Idp.) = Idp(re) basta usar a definicdo de T'.

E de imediata verificagdo que T' definido em (3.6) faz o diagrama (3.5)
comutar.

Notemos que também podemos garantir a existéncia do funtor 7" no caso
de D*(C(A)) e C(D*(A)).

Em geral, o funtor T ndo é uma equivaléncia de categorias. Vejamos entéao
a préxima segao:

3.3.1 Caso A semissimples

Apresentaremos um exemplo que mostra que, em geral, as categorias
D(C(A)) e C(D(A)) nao sdo equivalentes, ou seja que 7' ndo é uma equiva-
Iéncia. Além disso, mostraremos que se A é semissimples existem condigdes
sobre C que fazem verdadeira a equivaléncia D(C(.A)) = C(D(A)).
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Seja A uma categoria semissimples. Entao, pela Proposi¢ao 1.57, o funtor
G : D(A) — Komo(A) € uma equivaléncia, logo, usando a proposi¢ao 2.15,
o funtor induzido Ge¢ : C(D(A)) — C(Komo(A)) € também uma equivaléncia.

Pergunta: Dada A semissimples, sera que C(A) é semissimples?

Resposta: Nao necessariamente, vejamos o exemplo a seguir.

Seja C uma categoria pequena com apenas dois objetos, 0b(C) = {C1, C>},
e trés morfismos Mor(C) = {Id¢,,Idc,,a : C; — C2}. Tomemos A sendo a
categoria dos espagos vetoriais sobre o corpo C. Sem duvidas temos que A é
semissimples, mas C(A) ndo é necessariamente semissimples.

De fato, definimos os seguintes funtores de C em A, ou seja, objetos de
C(A):

e F dado por F(C;) = {0}, F(C3) = C e F(a) =1, onde 7 é a incluséo;
e G dado por G(C:) = C, G(C) = {0} e G(a) = {0};
e H dado por H(C:) =C, H(C2) = C e H(a) = Idc;

Temos entdo a seguinte sequéncia exata curta em C(A):

(P TR N U . —

onden={m =i:{0} 2 Cpe=1Idc:C—C}leé={=1Idc:C—C,& =
0:C — {0}}. Logo podemos reescrever a sequéncia exata curta

1=Id¢

{0y — {0} 2= ¢ {0}
lF(a):i lH(a):ldch(a)=0
{0} —a Co (0 {0}

Mas temos que H # F & G pois H(a) # F(a) ® G(a). Portanto, neste exemplo
C(A) ndo é semissimples.
Sendo assim, e lembrando do Exemplo 1.6 temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.7. Seja A semissimples. O funtor T : D(Q(A)) — Q(D(A)) é
uma equivaléncia se, e somente se, Q € a categoria gerada por um quiver Q
sem flechas, isto é, Q; = 0.

Demonstragao.
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(=) Suponhamos por absurdo que o quiver @ tem pelo menos uma flecha.
Entao, cairiamos num exemplo anélogo ao exemplo acima logo Q(A) néo é
uma categoria semissimples.

Pelo fato de .A ser semissimples temos que Gg : Q(D(A)) — Q(Komg(A))
é uma equivaléncia. Assim, pela comutatividade do diagrama

G
/_\
Komo(Q(A))—> Kom(Q(A)) 2 D(Q(A))
Kl lK lT

Q(Komo(A))—— Q(Kom(A)) —— Q(D(A))
Go

se tivéssemos que T é uma equivaléncia, teriamos que G é também uma
equivaléncia, o que, pela Proposi¢édo 1.57, nos leva a um absurdo pois Q(A)
ndo é semissimples.

(<=) Por hipttese A é semissimples entdo Gg é uma equivaléncia, assim se
Q(A) for semissimples G : D(Q(A)) — Komo(Q(A)) é equivaléncia entdo
teriamos T equivaléncia.

Afirmacdo. Se Q é uma categoria pequena tal que os Unicos morfismos
sao as identidades e Q é uma categoria abeliana semissimples entdo Q(A) é
semissimples.

De fato. Seja Q uma categoria cujo conjunto Ob(Q) pode ser represen-
tado por um conjunto indexado {C;;i € I} para algum I e cujos 0s morfismos
sejam apenas as identidades. Entdo um objeto na categoria Q(.A) pode ser
considerado como um conjunto V' = {V; € Ob(A) : i € I'}.

Sejam V,W,U € 0Ob(Q(A)) tais que a seguinte sequéncia exata curta é
verdadeira:

0 1% W U 0 (3.7)

Queremos provarque W =V @ U, isto é, W; =V, & U;, paratodo i € I.
A sequéncia (3.7) induz para cada i € I, 7 sequéncias em A do tipo

0 Vi W; U; 0, 1<i<n.

Logo, como A é semissimples temos que W; =V, ® U;, paratodoic I. [
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3.4 Propriedades do funtor T

Nesta sec¢ao estamos interessados em estudar o funtor 7.

Demonstraremos que, sob certas hipéteses, T' pode ser pleno e fiel. Por-
tanto, visto que 7" ndo pode ser uma equivaléncia, temos que 7' ndo é essen-
cialmente sobre.

Concluiremos esta se¢do mostrando que é possivel tirar a hipétese de A
ser semissimples na Proposicéao 3.7.

3.4.1 Quando T é pleno e fiel

Defini¢do 3.8. Um caminho em @ é uma sequéncia p = aas...a,, onde cada
a; é uma flecha em Q tais que h(ai+1) = t(a;), lembrando que h e t foram
definidas também no Exemplo 5. Dizemos que o caminho p comega em t(a,)
e termina em h(a;).

Para cada vértice i € Qo, denotamos por e; o caminho trivial que comega
e termina no vértice 1.

Defini¢do 3.9. Seja k um corpo. A algebra de caminhos kQ associada ao
quiver Q é o k-espago vetorial cuja base é o conjunto de todos os caminhos em
@, com o produto dado por concatenagio, isto 6, sep = aj...a, € ¢ = by...by,
sdo caminhos em Q, temos

ay...apby..by,  S€ t(p) = h(q)
Pq = -
0 caso contrario.

Também temos

€; sei=j
€i€j = )
o 0 caso contrério.

p se h(p)=i
€ip = P
0 caso contrario.

pe;  se t(p) =1
pe; = <
0 caso contrario.

A dlgebra de caminhos tem unidade } ;. €:-

Defini¢do 3.10. Uma relagdo R no quiver @ é uma soma de caminhos p; € kQ,
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que comecga e termina nos mesmos vértices, isto &,

n
R= ZP:‘,
i=1

com (p;) = t(p;) € h(p:) = h(p;), 4,5 =1,...,n.

Defini¢cdo 3.11. Sejam p,’ caminhos em Q e sejam R; = Y17, p{ relagoes,
j = 1,..,m. Definimos a algebra de caminhos do quiver com relagbes pelo
quociente kQ/1, onde I & o ideal gerado por R;, para cada j = 1, ...m.

Definicdo 3.12. Dizemos que um quiver Q € finito se ele tem um numero finito
de vértices e de flechas. Ou seja, se 0s conjuntos Qo € @1, ja definidos no
capitulo 1, sdo conjuntos finitos.

Teorema 3.13. Sejam Q um quiver sem relagées e Q a categoria associada a
ele. Entdo o funtor T : D(Q(A)) — Q(D(.A)) é pleno e fiel.

Demonstragdo. Para mostrar que T' é pleno e fiel, devemos mostrar que dados
F*eG*em D(Q(A)),entdo T : Homp(g(ay)(F*,G*) — Homg(pay)(T(F*), T(G*))
é uma fungao bijetora. Lembrando que T'(F*) = Qo(K(F*®)) = QoF. Note que

neste caso @ volta a denotar o funtor de localizagéo @ : Kom(A) — D(A).

(i) Sejam f/a] e [g/B) em Homp(g(ay)(F*,G*) dados por:

E* D*
/ \ y \
Fe G* e G*®
respectivamente, tais que T'([f/«]) = T(|g/B]). Ou seja,

{lfi/eu] : i€ Ob(Q)} = {[g:/Bi] : 1 € Ob(Q)}.

Entédo temos, para cada i € Ob(Q), que [fi/a;] = [g:/Bi], isto &, existem
quase-isomorfismos E(7)* L W (i)® LN D(7)* tais que o seguinte
diagrama comuta:
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Qi 9i
Bi fi

F(i)* G(3)*.

Seja i ——> j um morfismo em Q. Pelo Lema 3.6, existe um W(p) tal
que os dois quadrados do diagrama

0%
E(i):/ ) EG)*

D()* D(j)*

D(p)

comutam. Logo podemos definir um funtor

w: 9 — KA
i —  W()®

P lW(P)
J w()*

Observemos que, neste ponto, poderiamos ter um problema na definicao
do funtor W pois a escolha de W (p) no diagrama (3.8) ndo é Unica. Logo
se p, g e r fossem morfismos em Q tais que p = gor, o funtor W deveria
satisfazer W (qor) = W(q)oW (r) e portanto W (p) = W(g)oW (r). Sendo
assim W (p) ficaria definida de duas formas diferentes o que deixa W
mal definido como funtor. Tal problema nao ocorre pois o quiver @ nao
tem relagdes e portanto ndao existem morfismos p, ¢ e 7 em Q tais que
p = q or.

Logo a né@o unicidade da escolha de W (p) ndo impede a boa defini¢gao
de W como funtor, basta apenas fixar que se ; ——> j ——> k S0 mor-
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fismos em Q, definimos W (p o q) = W(p) o W(q).

A partir de W podemos criar um funtor W’ : @ — Kom(A) escolhendo
um representante da classe W(p) em Kom(A), que denotaremos por
W,,. Novamente, temos que a boa definicao de W’ vem do fato de Q ser
um quiver sem relagdes. Assim:

W': Q@ — Kom(A)
i — W@
P lW(p)
J W' (5)°
onde W'(:)* = W (¢)* para cada i objeto de Q.
Além disso, pela comutatividade do diagrama (3.8), temos que

7= {7 € Hom(W'(i)*, E(1)*);i € Ob(Q)} e
d={6; € Hom(W (i)'*, D(:)*);i € Ob(Q)}

sao transformacgoes naturais, respectivamente, de W/ em E, e de W em
D. E, usando a equivaléncia K, temos em D(C(.A)) o seguinte diagrama:

/ \

E* D*
«@ g
B I
F* ) G°.
Onde v e § sdo quase-isomorfismos, pelo fato de ; e §; serem quase-
isomorfismos para cada : € Ob(Q). Todo temos que [f/a] = [9/8]. Logo
T: HOITLD(Q(A))(F., G.) =N HOmQ(D(A))(T(F'),T(G.)) é uma fungéo
injetora.

(i) Seja f € Homg(p(ay)(QoF, QoG), queremos definir [h/@] € Homp(g(ay)(F*,G*)
tal que T'([h/¢]) = f. f é uma transformagdo natural entre os funto-
resQoF : @ — D(A) e QoG : Q — D(A). Podemos definir
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£ ={[fi/e);i € Ob(Q)} tal que, dado ; — j , temos que o diagrama

F(i) 22 g (3.9)

(
[F(P)/ldll l[G(p)/ldI

s ,
(7) mG(J)»

comuta em D(A), lembrando que Q o F(i) = F(i) para todo i € Ob(Q), e
Qo F(p) = [F(p)/1d] para todo p € Mor(Q). Analogamente para @ o G.

Por outro lado, [h/¢] é da forma

N

em D(Q(A)), e como ja vimos anteriormente, para cada morfismo ; oy
em Q, terlamos:

H(j)* (3.10)

G@)*

G(p) GG
Logo, para definir [h/¢], podemos definir h; = fi, ¢ = a; € H(t) =
H; para todo i € 0b(Q), faltaria apenas dizer quem seria H(p), para
poder definir H*. Mas usando o Lema (3.6) e o fato do quiver @ ser um
quiver sem relagdes, pelo mesmo argumento usado para definir W(p)
anteriormente, garantimos a existéncia de H(p). Novamente, podemos
tomar H : @ — Kom(A). Desta forma, [h/¢] assim definido é tal que

T([h/¢)) = [
O

Observemos que 0 mesmo teorema vale quando T" : D*(Q(A)) — Q(D*(A)),
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a construgdo é analoga.

3.4.2 Quando T é uma equivaléncia

Corolario 3.14. T': D(Q(A)) — Q(D(A)) é uma equivaléncia de categorias
se, e somente se, a categoria Q é gerada por um quiver @ que ndo possui
flechas.

Demonstragdo. Mesmo no caso em que @ possui uma Unica flecha, a catego-
ria Q gerada por ele tem um morfismo diferente da identidade. Ja vimos que,
neste caso, T' ndo é essencialmente sobre e portanto ndo é uma equivaléncia.

Reciprocamente, pelo Teorema 3.13 temos que T é pleno e fiel, falta mos-
trar que 7' € essencialmente sobre.

Seja F € Ob(C(D(A)). Como C nao tem morfismos diferentes da identi-
dade, para determinar T basta determinar cada complexo T'(C)*em A, para
cada C € 0b(C). Ou seja, para cada objeto C' de C exibir um diagrama da
forma

n—1

dF‘(C) ;(C)

. — F(C)"1 FO)" 59 p(oymtt — ...

Definamos (F*,dr) em D(C(A)) onde cada F* é um funtor de C em A
definido por F*(C) = F(C)" e (df)c = di(c)-
Sendo assim, T'(F*) = F e temos T essencialmente sobre. O

Novamente, fazemos a observagéo de que este corolario é valido quando
T : D*(Q(A)) — Q(D*(A)).



Capitulo 4

Funtor derivado

Sejam A e B categorias abelianas tal que A tem suficientes injetivos. Seja
F : A — B um funtor aditivo exato a esquerda, logo, pelas Proposi¢oes 2.13
e 2.14, ambas do Capitulo 2, temos que o funtor induzido F¢ : C(A) — C(B) é
também aditivo e exato a esquerda. Além disso, sob certas condigdes, j& apre-
sentadas no segundo capitulo, podemos considerar que C(.A) também tem su-
ficientes injetivos, o0 que garante a existéncia da extensdo RF¢ : D¥(C(A)) —
DY (C(B)).

Por outro lado, partindo do mesmo F : A — B aditivo e exato a esquerda,
temos sua extensdo RF : D*Y(A) — D™ (B) e podemos definir o funtor in-
duzido (RF)c : C(D*(A)) — C(D*(B)). Surge entdo um questionamento
natural: Qual é a relagéo entre o funtor (RF)¢ e o funtor R(F)¢?

Primeiramente, vamos demonstrar que se A e B sao categorias semis-
simples, onde A tem suficientes injetivos, e se RF é uma equivaléncias de
categorias entdo F também sera equivaléncia. Sendo assim, para o caso em
que C(A) tem suficientes injetivos, temos que R(F¢) também é equivaléncia.

De maneira mais geral, mostraremos que para quaisquer categorias abe-
lianas A e B tais que A e C(A) tem suficientes injetivos o seguinte diagrama

comuta:
R(Fc)

D¥(C(A)) DH(C(B))
- -
C(DH(A) — > C(D*(B)),

onde T4 e T representam o funtor 7" descrito no Capitulo 3, respectiva-

81
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mente, para as categorias A e B.

Assim, pela comutatividade do diagrama acima e sabendo que T4 e Tz s@0
funtores plenos e fiéis quando C = Q, onde Q é gerada por um quiver Q sem
relagdes, mostraremos que se RF' é uma equivaléncia de categorias e uma
das seguintes hipoteses é satisfeita:

e @ é um quiver finito;
e A é uma categoria completa;

entdo R(F)q também sera equivaléncia. Lembrando que a presenga de uma
destas duas Ultimas hipoteses é necessaria apenas para garantir que Q(A)
tenha suficientes injetivos e portanto garantir a existéncia do funtor derivado
R(F)qo.

Devemos notar que todas estas construgdes e resultados podem ser ana-
logamente obtidos quando A é uma categoria com suficientes projetivos e
F: A — B é exato a direita. Neste caso teriamos L(F¢) : D™ (C(A)) —
D=(C(B)) e (LF)c : C(D~(A)) — C(D~(B)).

4.1 Caso particular: A e B semissimples

Sejam A e B duas categorias abelianas semissimples. Logo teremos:

D(A) —Z2> Komo(A) ;
D(B) % Komy(B) .

Proposicdo 4.1. Sejam A e B categorias abelianas semissimples, onde A
tem suficientes injetivos. Seja F : A — B um funtor exato a esquerda tal
que RF : DY (A) — D*(B) é uma equivaléncia. Entdo F' também & uma
equivaléncia.

Demonstragdo. Tendo A e B semissimples temos 0 seguinte diagrama, onde
Q4, Qs e RF sao equivaléncias:

K+ (A) =5 K+(B)

o| |

D*(A) ——= D*(B).
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Logo temos que K F' é também uma equivaléncia e a comutatividade de

K(A) —25 Komo(A)

[
KFlN I P
e/ v
K (B) —— Komg(B),

garante que I é uma equivaléncia, onde F = G0 KF o (G) ' e G e G’
estao definidos na Obs 12 dada no Capitulo 1.

Lembrando que (G’;)~! é um abuso de notagéo, pois este funtor é quase-
inverso ao funtor G',.

Seja B € 0b(B) logo temos que - 0 B 0 « éum
objeto de Komg(B), que denotaremos por B*. Como F é equivaléncia, existe
A® objeto em Komg(A) tal que F(A®*) ~ B*. Assim temos

G’BoKFo(G"A)_l(A') ~ B*
KFo(Gy)™H(A%) =~ (Gp)~'(B*)
KF(A*) ~ B*

Logo, existe um isomorfismo f € Hom g om, sy (K F(A®), B®):

0 B 0
lfn—l lfﬂ lfn+l
- —> F(A"1) F(A™) FA™H) — > .

ou seja, cada fi é um isomorfismo em B.

Portanto, encontramos uma objeto A™ em A tal que F(A™) ~ B. Logo
temos que o funtor F' é essencialmente sobre.

Vejamos entdo que F é pleno e fiel: Seja A € Ob(A) e seja A® o objeto de

Komg(A) - 0 A 0 -+ entao temos:
F(A*) =~ GroKFo(G) (A%
~ GiyoKF(A®)
~ Gp(F(A)*)
mas F(A)® é - 0 F(A) 0 . Logo H(F(A)* = F(A)*

entdo Gz(F(A)®) = F(A)* portanto F'(A®) = F(A)* e teremos
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HOmA(Al,Ag) el HomKomo(A)(AI)As)
Homl(omo(B)(F(AI)wF(Aa))

HomKomo(B)(F(Al).aF(Az).)
~ Hompg(F (A1), F(A2)).

12

1R

Entao temos que F equivaléncia. O

Resumindo, se F : A — B é um funtor aditivo exato a esquerda entre
duas categorias abelianas semissimples tal que RF : D*(A) — D*(B) é
uma equivaléncia, demonstramos que KF : K*(A) — K*(B) e F séo tam-
bém equivaléncias. Assim, pela Proposigéo 2.16, F é também equivaléncia e
portanto R(F¢) € equivaléncia. Ou seja, se A e B sdo categorias semissimples
tais que A e C(A) tem suficientes injetivos e (RF)¢ € equivaléncia teremos que
R(F¢) também sera.

4.2 Caso geral

Nesta segdo temos como objetivo mostrar a comutatividade do diagrama
apresentado na introdugéo deste capitulo e apartir desta, usando que T4 € Tz
sdo plenos e fiéis provar que se (RF)g € equivaléncia de categorias, R(Fg)
também serd equivaléncia.

Obs 15. Suponhamos C(A) com suficientes injetivos, ou seja, ou C tem um
numero finito de objetos e morfismos ou a categoria A € completa. Sendo
assim temos:

Seja A* um objeto em D(C(A)). Pelo fato de C(A) ter suficientes injetivos,
existe um quase-isomorfismo o : A* — I(A°®)*, onde I(A°®)* é um complexo
de objetos injetivos. Ou seja, temos o seguinte isomorfismo em D(C(A)):

/ e
A I(A®)°

Aplicando o funtor T 4 sobre [/ Id] temos a transformagao natural em C(D(.A))

Ta(la/1d]) : Qao A — QaoI(A%),
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onde A e I(A®) representam, respectivamente, as imagem de A® e I(A®) pelo
funtor K 4 : Kom(C(A)) — C(Kom(A)) e lembrando que Q 4 € o funtor de
localizagdo, de Kom(A) para D(A). Ou segja,

Ta(le/1d]) = {[ac/1d] € Homp(a)(A(C),I(A*)(C)) : C € Ob(C)}

tais que o seguinte diagrama é comutativo para cada morfismo C —~>Dp

emcC:
[ac/1d]

A(C) 1(4%)(C)
[A(t)/fdll l[’(A')(t)/Id]
A(D) — > 1(4")(D).

QD/[d]

Agora podemos aplicar sobre o morfismo T s([a/Id]) : Qo A — Qo I(A®)
o funtor (RF)¢, e teremos uma transformagao natural

(RF)¢(Ta([a/Id])) : RFoQupuoA — RFoQa0I(A%)

em C(D(B)).
Assim, dado C —Y~ D um morfismo em C, teremos RFoQ 40 A( C —>D )
descrito por:

c Qa0A

A(C)
. Id A(t)
ll) A(C)/ \A(D)

e aplicando RF como na Segao 1.3.3 do primeiro capitulo:

A(C)

o
I(A(t))

apoA(t)
I(A(C))* I(A(D))*
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e finalmente

KF(I(A

/ KF(I(A(1)))
KF(I

Analogamente temos RF o Q 4 0 I(A®)( C —— D ):

KF(I(A(C

KF(I(A*)(C))

/ KF(I(A*)(1))

KF(I(A*)(C KF(I(A®)(D)).
E finalmente temos (RF)c(Ta([e/1d])) = {RF([ac/Id]) : C € Ob(C)}, isto €,
(RF)c(Ta(la/1d))) = {[KF(I(ac))/1d] : C € Ob(C)},

ou seja, para cada C, determinamos I(ac) por:

A(C) (4.1)
A(f) I (A'l)(G)
q4(c) Id
I(AC)) ——o— 1(A)(O),

portanto (RF)c(Ta([a/Id])) = {[KF(I(ac))/Id] : C € Ob(C)} tais que o dia-
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grama
KF(I(A(C))*) —EEWeeI ke pir(a%)(c)) (4.2)
[KF(I(A(t))/1d) [KKF(I(A®)(t))/1d]
KF(I(A(D))*) KF(I(A*)(D))

[KF(I(ap))/1d]

é comultativo, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo em K (B):

we
/ \
KF(I(A(C)®) KF(I(A(C)®)
Id (1)
KF(I(A(C)®) KF(I(A®)(D)),

onde (1) = KF(I(A®)(t)) o KF(I(ac)) e (2) = KF(I(ap)) o KF(I(A(t))).
Portanto, usando a Observagado 7 do primeiro capitulo, temos

<KF(I(aD)) o I(F(I(A(t)))) ~ (KF(I(A‘)(t)) oKF(I(ac))> (4.3)

Cabe observar neste ponto que I(ac) € um quase-isomorfismo entre comple-
xos de objetos injetivos e, pela Observagao 11, I(ac), e consequentemente
KF(I(ac)), sdo isomorfismos para todo C € Ob(C).

Lema 4.2. Sejam A uma categoria abeliana com suficientes injetivos e C uma
categoria pequena, tais que, ou A esta sob as hipdteses da Proposigéo 2.7 ou
C esta sob as hipéteses do Coroldrio 2.8. Entéo para todo funtor F : A — B
exato a esquerda o seguinte diagrama é comutativo:

DHc(A) —L . pH(c(B) (4.4)

nl lm

C(D*(A)) —ma— C(DT(B))

Demonstragdo. Faremos a demonstragdo em duas etapas. Na primeira etapa,
mostraremos que (4.4) comuta nos objetos. A segunda etapa, consistira em
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mostrar que (4.4) comuta nos morfismos.
1° etapa: Seja A® € Ob(D(C(A))) entao teremos Ty(A®) = Qao0A:C —
D(.A) dado por:

c A(C)
' Id A(t)
£ A(C)/ \A(D),

onde A = K 4(A°®) € Ob(C(Kom(A)).
Aplicando (RF)c em T4(A®) temos um funtor de C em D(B) definido por

c KF(I(A(C))®)
D KF(I(A(C))") 0)) KF(I(A(D))").

Por outro lado,
R(Fe)(A%) = K(Fe)(I(A®)*) = (Fe(I1(A%))* = (F o I(A%))®
em Ob(D(C(B)). Assim, definindo F o I(A®*) = Kg((F o I(A®))*), temos

T o R(Fe)(A*) = Qs o (F o (I(A%)) : ¢ — D(B)

cC —» (FolI(A®))(C)
,.l / W)
b (FoI(A")(C) (F o I(A*))(D).

Notemos que (FoI(A®))(C) = KF(I(A®)(C)) e (FoI(A®))(t) = KF(I(A®)(t)),
para todo C objeto de C e para todo ¢ morfismo de C. Logo Tz o R(F¢)(A®) fica
definido por:

c — KF(I(A*)(C))
D KF(I(A%)(C)) (11) KF(I(A*)(D)).

Sendo assim, basta verificar que os telhados (I) e (II) s&o equivalentes.
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Notemos que o telhado (I) é equivalente ao telhado:

KF(I(A(C)))
W \w»om(l(aon
KF(I(A*)(C)) KF(I(A®)(D)),

pois KF(I(ac)) e KF(I(ap)) sao isomorfismos. Logo, usando (4.3), temos
que o seguinte diagrama é comutativo em K (B):

KF(I(A(C)))
KF(I(A(C))) KF(I(A®)(C))
KF(I(ac))
KF(I(A*)(C)) KF(I(A(t))oK F(I(A(D)) —

KF(I(A®)(D)).

Portanto (4.4) comuta nos objetos.
2° etapa: Seja [f/¢] um morfismo em D(C(A)) representado por:

N

entao, TA([f/4)) = {[fc/¢c] : C € Ob(C)} tal que, para qualquer morfismo
C —tspem C, o0 seguinte diagrama comuta

E(C) [fe/dc]

G(C)
(Eu)/fdll l[G(t)/Id]

B} i )

Agora, aplicando (RF)¢ temos

(RF)c o Ta([f/4]) = {RF([fc/dc)) : C € Ob(C)}.
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Isto significa que para cada objeto C' de C podemos construir I(fc/dc),

L(C)
dc fe
E(C)/ \G(C’)
1(B(C)) —— s 1(G(O),

e finalmente (RF)¢c o Ta([f/4]) = {[KF(I(fc/¢c))/Id] : C € Ob(C)}, isto &,
para cada C temos a classe representada por

KF(I(E(C)))
/ wi/asc))
KF(I(E(C))) KF(I(G(C))).

Por outro lado, aplicando R(F¢) sobre [f/¢] temos

L
/ \
E* G*®
q—isol lq~—iso

I(E°) I(f/4)

K(Fe)(I1(E®))

/ K(Fe)(I(f/4))

K(Fe)(I(E®)) K(Fe)(1(G*)),

Lembrando que K(F¢)(I(E*)) = (FoI(E®))* e K(Fc)(I(f/4)) = [Fe(I(f/$)))-
Logo, podemos rescrever:

(FoI(E®))®

/ erﬁ))l

(FoI(E*))* (FoI(G*))",
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na categoria D(C(B)). Agora, aplicando T:
Ts([Fe(I(f/9))/1d]) = {[(Fe(I(f/#)))c/1d) : C € Ob(C)}.

Mas por definigao de Fe, (Fe(I(f/4)))c = (F(UI(f/é))c)® = KF((I(f/¢))c)
logo,

Ts([Fe(I(f/4))/1d])) = {[KF((I(f/$))c)/1d] : C € Ob(C)}-

Sendo assim, para ter (RF)c o T4([f/¢]) = T o R(F)c([f/¢]), falta provar
que
KF(I(fc/¢c)) ~ KF((I(f/9))c)-
Sejam ¢ : E* — I(E®) e 6 : G* — I(G*) os quase-isomorfismos na-

turais. Temos os seguintes diagramas comutativos determinados como em
(4.1):

E(C) G(C)
2 2T
I(E(C))* e, I(E®)(C) HGO) ————1(G")(©),

onde gg(c), 4c(c), &c. Bc s@o quase-isomorfismos enquanto que (&) e I(0c)
sdo isomorfismos. E, usando as definicdes de I(f/¢) e de I(fc/dc), temos o
diagrama comutativo em K (A):

L(C)
2N
E(C) G(C)
l'lr;(c) qG(c)
t| 1E©) (fe/dc) lewey  Jo
l’(fc) I(6¢c)
HE)C) —G7ame I(s/9ec d

Portanto, I(fc/¢c) ~ (I(f/¢))c e, consequentemente,

KF(I(fc/dc)) ~ KF((I(f/$))c)-
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Observemos que para ter T4 e T plenos e fiéis teremos que tomar C =
Q onde Q é a categoria gerada por um quiver @ sem relagdoes. Sob estas
condig¢des temos entao o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Sejam A uma categoria abeliana com suficientes injetivos, Q
a categoria gerada por um quiver Q finito sem relagbes e RF : Dt(A) —
D (B) uma equivaléncia. Entdo R(F)g : D*(Q(A)) — D*(Q(B)) é também
uma equivaléncia.

Obs 16. A hipdtese do quiver Q ser finitos esta sendo usada para poder ga-
rantir que Q(A) tenha suficientes injetivos. Portanto ela pode ser substituida
pela hipdtese de A ser uma categoria completa.

Demonstragdo. Por hipétese temos que RF é equivaléncia logo, pela Proposi-
¢a0 2.15, (RF)g é também equivaléncia e portanto é pleno e fiel. Além disso,
ja demonstramos que T4 e Tz sdo funtores plenos e fiéis. Assim, usando a
comutatividade do diagrama (4.4), concluimos que R(Fg) é um funtor pleno
e fiel. Portanto, para terminar a demonstragédo deste teorema, é necessario e
suficiente demonstrar que R(Fg) é essencialmente sobre.

Seja B* € Ob(D*(Q(B)), logo B®* € Ob(Kom™(Q(B)) e pela equivaléncia
Kpg, temos um funtor B : @ — Kom(B) associado a B®.

Para cada i objeto de Q, B(i) € Ob(D*(B)) entdo, dado que RF' é essen-
cialmente sobre, existe um objeto A em D+ (A) tal que RF(A?) ~ B(3), isto
é, KF(I(A?)) ~ B(i) em D*(B).

Seja i ——j um morfismo em Q, logo temos B(i) i Y B(j) um mor-

fismo em Kom™(B) que gera um morfismo

B(7)
Id [B(p)]
)/ \B ()

em D(B) e, como Homps)(B(3), B(j)) ~ Homps)(KF(I(A})), KF(I(A3))),
existe um morfismo [g/v] € Hom ps)(K F(I(A})), K F(I(Aj))) correspondente
a [B(p)/1d).

Dado que RF é pleno e fiel,

B(i

RF: HOTnD(A)(A;, A;) — HOTIID(B) (I(F([(A:)), [(F(I(A;)))
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é bijetora e portanto existe tnico [f/¢] € Homp(ay(Af, A}) talque RF([f/¢]) =
l9/¥), ou seja, Q@ o KF(I([f/4])) = [g/4]-

Nosso objetivo é definir um funtor de Q@ em Kom™*(A). Lembrando que
I([f/¢]) é um morfismo em K +(A), seja A(p) um representante em Kom™(A),
isto &, [A(p)] = I([f/¢]). Definamos o seguinte funtor:

A: Q@ —  Komt(A)
P AG) = A

| |

J A(5) = A3.

Observemos que este funtor esta bem definido pois a categoria Q é gerado
por um quiver finito sem relagoes.

Como K 4 é equivaléncia, existe A° € Ob(D*(Q(A))) tal que K 4(A°®) = A.
Falta, entdo, demonstrar que R(F)g(A®) ~ B°. lIsto significa que devemos
encontrar quase-isomorfismos R(F)g(A®) <=—C* P, pe.

Por definigdo temos que K (Fg)(I(A®) = (F o I(A®)®, logo, para cada i €
0b(Q),

K(Fo)(I(A®)(3) = (F o I(A®)())* = KF(I(A®)(2))-

Mas, pela Observagéo 15, KF(I(A®)(:)) ~ KF(I(A(i))) em K(B). Por outro
lado, K F(I(A(:)) ~ B(i) em D(B), logo existem quase-isomorfismos

(R(F)o(A*))(i) <—— ¢; e, B(i) . E dado i — j temos o diagrama:

R(F)Q(Ay B; R(F)o(A®))(p)

B(i)

B(j).

B(p)

Onde a existéncia de C, esta garantida pelo Lema 3.6. Assim, usando os
mesmos argumentos da demonstragdo do Teorema 3.13 temos os quase-
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isomorfismos
N
R(F)g(A®) B°.
Como queriamos demonstrar. a

E importante notar que o Lema 4.2 e o Teorema 4.3 também s&o validos
quando substituimos D* por D°. Isto é, também podemos garantir a comuta-

tividade de
R(Fe)

Db(C(A)) DH(C(B)
- -
C(DX(A)) —gm—> C(D*(B))

e portanto, sob as mesmas hipétese do Teorema 4.3, se RF : DY(A) —
D(B) é uma equivaléncia teremos que R(F)g : D*(Q(A)) — D"(Q(B))
também serd equivaléncia.

Estes resultados se devem ao fato de que D®(A) é equivalente a uma sub-
categoria de D*(A), para qualquer categoria abeliana A.



Capitulo 5

Teorema de Mukai para
()-feixes

Neste Ultimo capitulo temos como objetivo demonstrar uma versao do Teo-
rema de Mukai no caso de Q-feixes quase-coerentes.

O Teorema de Mukai é principalmente usado na classificagdo de varieda-
des abelianas e afirma que o funtor integral % o : D*(X) — DYX) é
uma equivaléncia de categorias, onde X denota uma variedade abeliana, X
denota a variedade dual e P é o fibrado de Poincaré sobre X x X. Este fun-
tor coincide com o funtor derivado do funtor 8 : €oh(X) — €ohy(X) definido
por §(8) =7z, (P®nxE), onde mx € g sA0 as projegdes de X x X sobre,
respectivamente, X e X.

A transformada de Fourier-Mukai pode ser estendida para a categoria de
feixes quase-coerentes, logo temos D?(Qco( X)) ~ D*(Qco(X)).

Dado uma categoria Q gerada por um quiver @, um Q-feixe quase-coerente
€ um funtor de @ — Qco(X). A categoria cujos objetos sdo estes funto-
res € denotada por QQ(X). Como Qco(X) é abeliana, temos que QQ(X)
¢é abeliana, logo podemos pensar na categoria derivada que sera denotada
por D(QQ(X)). Analogamente, definimos a categoria dos Q-feixes coerentes
9C(X) que também é abeliana e definimos D(Q(X)) := Doc(x)(2RQ(X)).

Provaremos que R(S)g : D*(QQ(X)) — D*(QQ(X)) é uma equivalén-
cia. Para esta demonstracéo aplicaremos a teoria desenvolvida nos capitulos
anteriores, usando como principal resultado o Teorema 4.3.

95
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5.1 Teorema de Mukai

Dadas X e Y duas variedades projetivas ndo singulares sobre um corpo
K, definimos mx e my sendo as projegdes do produto cartesiano X x Y sobre
os respectivos fatores. Definimos o funtor %", : D=(X) — D~ (Y) por:

K" (£%) = Ray. (7% & ®F K*),

onde K* é um objeto de D~ (X x Y) que chamaremos de nucleo do funtor. O
funtor X", ., recebe o nome de funtor integral.

Quando um funtor integral € uma equivaléncia de categorias, ele sera cha-
mado de funtor de Fourier-Mukai. Se, além disso, o nicleo K*® pode ser re-
duzido a um Unico feixe coerente em X x Y, o funtor integral é chamado de
transformada de Fourier-Mukai.

Sejam X uma variedade abeliana sobre um corpo K de caracteristica zero,
X sua variedade abeliana dual e P o fibrado de Poincaré em X x X entao:

Teorema de Mukai. O funtor integral ®% _ o : D*(X) — Db(X) é uma
transformada de Fourier-Mukai.

Neste caso podemos escrever a transforma de Fourier-Mukai como o funtor
derivado do funtor §(&) = mg, (P ® 7%E).

A transformada de Fourier-Mukai pode ser estendida para a categoria de
feixes quase-coerentes, logo temos a equivaléncia:

R(S8) : D*(Qco(X)) — D*(Qco(X)).

5.2 Q-feixes

Definigdo 5.1. Seja Q um quiver. Um Q-feixe quase-coerente em X é um
funtor de @ — Qco(X). Denotaremos por QQ(X) a categoria Q(Qco(X))
dos Q-feixes quase-coerentes em X .

Analogamente, definimos um Q-feixe coerente em X como um funtor de
Q — Coh(X). Denotaremos por QC(X) a categoria Q(Coh(X)) dos Q-feixes
coerentes em X.

Lembrando que Q é a categoria gerada pelo quiver Q definida na Seg¢ao
3.4 do Capitulo 3.

Lema 5.2. As categorias QQ(X) e QC(X) definidas acima sdo abelianas.
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Além disso, se Q for um quiver finito e se X for um esquema noetheriano
entdo QQ(X) também tem suficientes injetivos.

Demonstragédo. A primeira afirmagdo vem do fato que as categorias Qco(X)
e Coh(X) sdo abeliana, logo usando a Proposigdo 2.4 do segundo capitulo
temos QQ(X) e QC(X) abelianas.

Quando X é um esquema noetheriano temos que Qco(X) € uma catego-
ria com suficientes injetivos. Logo tomando @ um quiver finito temos, pelo
Corolério 2.8, que 9Q(X) tem suficientes injetivos. O

Teorema de Mukai para Q-feixes. Seja Q a categoria gerada por um
quiver Q sem relages. Entdo o funtor derivado R(S)g do funtor induzido
So : QQ(X) — QQ(X) é uma equivaléncia de categorias.

Demonstragdo. Como vimos anteriormente temos S : Cob(X) —s Gol)()? ) de-
finida por S(£) = ¢, (P®n%E) e que pode ser estendida para S : Qco(X) —
Qco(X).
Pelo Teorema de Mukai,
RS : D*(Qco(X)) — D*(Qco(X))
é uma equivaléncia. Logo, pela Proposigéao 2.15, temos a equivaléncia
(R8)g : Q(D*(Qc0(X))) — Q(DP(Qco(X))).
Entao, pelo Teorema 4.3

R(Sg) : D*(QQ(X)) — D*(QQ(X))

é também equivaléncia. a
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