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RESUMO

Dadas C uma categoria pequena e .A uma categoria qualquer, podemos

considerar a categoria c(.4). cujos objetos são funtores de C em .4 e Guias

morfismos são transformações naturais. Seja Zi outra categoria, e novamente.

consideramos a categoria C(B). Agora. dado um funtor F : .4 4 B construí-

mos o funtor induzido Ec : C(.4)

Acrescentando a hipótese de .4 e 23 serem categorias abelianas temos que

as categorias C(.4) e C(B) são também abelianas. Logo tem sentido falar
da categoria derivada o(C(.4)). Além disso. se .4 tem suficientes injetivos

prova-se que C(.4) também tem suficientes injetivos, o que possibilita pensar

no funtor derivado R(Ec) : O(C(.4)) -} O(C(B)).

Neste trabalho temos dois objetivos principais:

l encontrar uma relação entre as categorias O(C(.4)) e C(O(Á))

2. relacionar os funtores R(Ec) e (RF')c : C(O(.4)) -+ C(O(B))

Inicialmente demonstramos que Ã'.m(C(.4)) e C(Ko«l(.4)) são categorias
isomorfas, onde Kom(.4) denota a categoria dos complexos de .4. Mostra-
mos também que se ç2 é uma categoria gerada por um quiver sem relações,

O(Q(H)) é uma subcategoria plena de Q(O(.4)).

Finalmente, mostramos que O(C(.4))e C(Z)(.4)) são categorias equivalen-

tes se. e somente se. C = Q e Q é uma categoria gerada por um qu/ver sem
flechas.

Partindo para o segundo objetivo, mostramos que se o funtor (RF')e é uma

equivalência de categorias então R(Fo) também é uma equivalência.

Como aplicação destes resultados temos uma versão do Teorema de Mukai
para (2-feixes quase-coerentes.

Palavras-chave: categorias derivadas, categorias de funtores, Q-feixes
quase-coerentes.



ABSTRACT

Let C be small category and .4 an arbitrary category. Consider the category

C(.4) whose objects are functors from C in .4 and whose morphisms are natural

transformations. Let 13 be other category, and again, consider the category
C(B). Now, given a functor F' : .4 --} 6 we construct the induced functor Ec

C(Á) -+ C(B).
Assuming .4 and 23 to be abelian categories we have the categories C(.4)

and C(B) is also abelian. Therefore, it makes pense to talk about the derived
category l)(C(.4)). Moreover, if .4 has enough injectives one can prove that

C(.4) also has enough injectives, which guarantees the existente of the derived

functor R (Ec) ; D(C(.4)) --} O(C(23)).
In this work we have two main goals:

l to find a relationship between O(C(.4)) and C(O(.4))

2. rebate the functors R(Ec) anca (RF')c : C(O(.4)) --} C(O(B))

Initially we show that Ãom(C(.4)) and C(Kom(.4)) are isomorphic catego-
ries, where X'om(.4) denotes the category of complexes of .4. We also show

that if Q is a category generated by a quíver without relations. then l)(Q(.4» is

a full subcategory of Q(O(.4)). And finally, we show that O(C(.4)) and C(O(.4))
are equivalent categories if and only if C = ç2. where Q is a category generated

by a quiver without arrows.
Towards the second goal, we show that if the functor (RF')e is an equiva-

lence of categories then R(Fa) is also an equivalence.

We use this resulta to prove a version of Mukai's Theorem for Q-quasi-
coherent sheaves.

Keywords: derived categories, functor categories, Q-quasi-coherent she-
aves
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Introdução

Sabe-se que duas variedades projetivas são isomorfas se. e somente se,

as categorias dos feixes coerentes sobre cada uma delas são equivalentes

[3]. Naturalmente, estendemos o estudo para categorias derivadas de feixes
coerentes, onde este mesmo resultado não é verdadeiro.

Nos anos 80, Shigeru Mukai ]8] demonstra que sendo X uma variedade

abeliana e .t a variedade dual, o funtor integral entre as categorias derivadas

Z)ó(X) e Ob(.f), o qual se define por

a'Ç.R(e') - R«-.f*(«';e' e' 7')

é uma equivalência. onde P é o fibrado de Poincaré sobre X x X. Anos depois.

este funtor passa a ser chamado de transformada Fourier-Mukai jl].

Unindo o estudo de categorias derivadas com o estudo de representações

de qu/vens surge de forma natural a idéia de olhar para a categoria derivada

de (2-feixes. Lembrando que um qu/vero é uma quádrupla Q =(Qo,Qi,t,h)
onde Qo é o conjunto de vértices, Qi é o conjunto de flechas entre os vértices

e t e h são mapas de Qi em Qo que determinam, respectivamente, o início e
o término de cada flecha. Em resumo, um qu/ver nada mais é que um grafo
orientado.

A cada qu/ver Q é possível associar uma categoria Q, onde cada vértice

é visto como um objeto e cada morfismo é um caminho em Q. isto é, uma
concatenação de flechas do qu/ver. onde duas flechas só podem ser concate-

nadas se uma começa onde a outra termina. Dizemos então que a categoria

Q é gerada pelo qu/vero.
Definimos um C2-feixe quase-coerente como um funtor entre as categorias

Q e Dco(X), analogamente definimos Q-feixe coerente. Esta definição gene-
raliza varias noções de feixes com estruturas adicionais, como por exemplo

l



Introdução 2

os Fibrados de Higgs e as triplas holomorfas [91. Temos portanto, como moti-

vação para nosso trabalho verificar se a transformada de Fourier-Mukai entre

l)ó(X) e l)ó(.t) induz uma equivalência entre as categorias derivada dos Q-
feixes quase-coerentes sobre X e X.

De maneira mais geral teremos: sejam C uma categoria pequena e .4 uma

categoria, podemos considerar a categoria C(.4), cujos objetos são funtores
de C em .4 e cujos morfismos são transformações naturais. Seja 6 outra ca-

tegoria, e novamente. consideramos a categoria C(B). Agora, dado um funtor

F : .,4 -+ 23 construímos o funtor induzido Ec : C(.4) --> C(B). Acrescen-

tando a hipótese de .4 e 23 serem categorias abelianas podemos provar que as

categorias C(.4) e C(B) são também abelianas. Logo tem sentido falar da ca-

tegoria derivada Z)(C(.4)). Além disso. se .4 tem suficientes injetivos prova-se

que C(.4) também tem suficientes injetivos, o que possibilita pensar no funtor

derivado R(Ec) : O(C(.4)) --} O(C(B)). Sendo assim nossa pergunta ge-

Seja RF : D(A) -+ D(B) uma equivalência. Será que o funtor

R(Ec) : O(C(.4)) q O(C(B)) é também uma equ/I'a/énc/a?

ralé

O texto é dividido em cinco capítulos. O primeiro capítulo será destinado

para uma introdução teórica. Começaremos com um breve resumo de teoria

de categorias e de teoria de categorias aditivas e abelianas. O ponto central

deste capítulo é o estudo das categorias derivadas, onde o principal teorema

diz que a categoria derivada D+(Á) de uma categoria abeliana .4 com su-
ficientes injetivos é equivalente a categoria homotópica da subcategoria dos

injetivos de .4 , isto é, O+(.4) = X+(Z). É a partir deste resultado que torna-
se possível estender um funtor exato à esquerda entre categorias abelianas

F : .4 --} 13 para um funtor exato RF : D(Á) -+ Z)(6) chamado de funtor

derivado à direita. Pode-se fazer uma construção análoga quando .4 é uma

categoria abeliana com suficientes projetivos e F é um funtor exato à direita,

neste caso podemos construir o funtor derivado à esquerda.

Sejam C uma categoria pequena e .4 uma categoria qualquer, definimos a

categoria C(.4) cujos objetos são funtores de C em .4 e Guias morfismos são
transformações naturais. O objetivo do segundo capítulo é estudar as princi-

pais características que a categoria C(.4) herda da categoria .4. Inicialmente
provámos que se .4 é abeliana então C(.4) é também abeliana. No caso em

que ,4 tem suficientes injetivos, C(.4) herda esta propriedade sob a hipótese
de .4 ser completa ou sob a hipótese de C ter um número finito de objetos e
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morfismos. Ainda neste capítulo definimos a noção de funtor induzido, isto é,
dado um funtor F : .4 4 B, definimos o funtor induzido Ec : C(.4) --} C(B)

por Ec(G) = f' o G para qualquer G c Ob(C(.4)) e Ec(?) = {F(q.) : c c Ob(C)}

para qualquer ?7 c Nome(.4)(G, H). Demonstramos também que existem pelo
menos duas propriedades de F' relacionadas com as mesmas duas proprie-

dades Ec. Ou seja.

1 . F é um funtor exato se, e somente se, Ec é exato

2. F é uma equivalência se, e somente se, Ec é equivalência

Dado que a abelianidade de .4 é herdada por C(.4) tem sentido estudar

a categoria Z)(C(.4)) e surge um questionamento natural: Qual será a rela-
ção entre as categorias O(C(.4)) e C(O(Á))? Sendo assim, no terceiro ca-
pítulo, estudamos estas categorias bem como a relação entre elas. Primei-
ramente demonstramos que as categorias Ã'om(C(.4)) e C(X'om(.4)) são iso-

morfas. A partir deste isomorfismo, podemos garantir a existência de um funtor

r : D(c(Á)) -} C(O(.4)), que passa a ser o objeto de nosso estudo. Demons-

traremos então que quando tomamos C = Q. onde Q é a categoria gerada por

um qu/ver finito Q sem relações, r : o(Q(.4)) -+ Q(O(,4)) é pleno e fiel.
Além disso, T é uma equivalência se, e somente se, Q é um qu/ver que não

possuiflechas.

No quarto capítulo estudamos a relação entre os funtores

R(F')c : D+(C(Á)) a Ot(C(B» e (RF')c : C(O+(.4)) -} C(O+(B». onde

F : .4 4 13 é um funtor exato à esquerda entre categorias abelianas tais

que .4 tem suficientes injetivos e Ec : C(.4) --+ C(B) é o funtor induzido de
F que é também exato à esquerda. Temos então que R(F)c é o derivado
do funtor induzido enquanto que (RF)c é o funtor induzido do funtor derivado

RF. Provámos que o seguinte diagrama comuta quando C(.4) tem suficientes
injetivos

0+ (C(.4) )

«1
C(0+ (.4) )

: 0'F(C(B))

1«
WF)c ' (0+(B))

Usando esta comutatividade e lembrando que T,i e TB são fiéis e plenos
quando C = Q, provámos o principal teorema desta tese: se RF é uma equi-

valência então R(Fe) é também uma equivalência.
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No último capítulo concluímos que a transformada de Fourier-Mukai entre

l)ó(X) e Z)b(-f) de fato induz uma equivalência entre as categorias derivada
dos Q-feixes quase-coerentes sobre X e X. Ou seja, demonstramos o se-

guinte teorema:

Teorema de Mukai para C?-feixes quase-coerentes. Sq/a Q a cafegoda
gerada por um quiver finito Q sem relações. Então o funtor derivado R(SQ) do

funtor induzido Se : QQ(X) -+ QQ(X ) é uma equivalência de categorias.

Onde (!Q(X) é acategoriadosfuntoresde Q em Dco(X) e S : Dco(X) a

Dco(X) esta definida por S(f) = «-X*(7' ® zkC).



Capítulo l

Noções Básicas

Nosso objetivo neste primeiro capítulo é fazer uma breve introdução à ál-

gebra homológica. que será nossa principal ferramenta no desenvolvimento
destetrabalho.

Inicialmente, na primeira seção, faremos um resumo das definições e dos

resultados que precisaremos em teoria de categorias, principalmente para po-

der fixar a notação que utilizaremos. Para um estudo mais aprofundado cita-
mos [6], [7] e [1 2].

Na segunda seção apresentaremos as definições de categorias aditivas e

abelianas. Veremos também como construir uma resolução injetiva/projetiva

em uma categoria abe]iana com suficientes injetivos/projetivos. Ver [1], 12] e

Começaremos a terceira e última seção estudando a categoria de comple-

xos e a categoria homotópíca, conceitos importantes para definir a categoria
derivada de uma categoria abeliana. Apresentaremos então uma construção

da categoria derivada e a definição de funtor derivado. Utilizamos como base

as referências j1], ]5].[1 1].[1 2] e [1 31.

1 .1 Categorias e Funtores

1 .1 .1 Categorias

Definição 1 .1 . Uma caregorfa C cona/sfe de

1. Uma classe de objetos, Ob(C)

5
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2. Para cada par de objetos (X, Y) um conjunto denotado por Homc (X. Y),
onde os elementos são chamados de morfismos com domínio em X e

contradomínio em Y

3. Para cada tripla ordenada de objetos (.X, Y, Z) temos uma aplicação

o : Nome(X,}'') x Nome(y,Z) a Nome(X,Z)

(j,g) --l gof

que é chamada de composição ou produto.

As seguintes condições devem ser satisfeitas

C l Se (X, }') # (z, lt') então Nome(X, }') e H.mc(Z, 14') são dfqunfos

C 2 Associatividade: Se J c Homc(.X, Y), g c nome(Y, Z) e h c Homc(Z, W)
então h Q tg . J) = (h . g) a J;

C 3 Unidade: Para objeto X, temos um modismo lx c nome(.X,X) tal que

Jo'Lx = J, Wj c nome kX,Y)
lx .g - g, Vg C Ho«.c(y,X)

Denotamos por Mor(C) a classe de todos os morfismos de uma categoria C,
/sto é,

Mo«(C) : .oóK)H'"c(X, y).

Notação. Se .f C Nome(X, }''), escrevemos / : X --} y

Exemp\o 1 .1 . 0 exemplo mais intuitivo é a categoria dos conjuntos. Set.

Ob(Seta é a classe dos conjuntos, neste caso cada objeto é um conjunto e

se A e B são objetos de Set então

Horas.t(.4, B) = {/ ; .4 -+ B; / funÇão}

É fácil verificar que a composição usual de mapas satisfaz os axiomas de
categorias.

Exemplo 1 .2. Outro exeml)/o é a cafegor/a dos grupos, Grp.
Nesta categoria os objetos são grupos e os morfismos são os homomorfis

mos de grupos.
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Exemplo 1 .3. Se/a X um esl)aço fofo/óg/co, def/n/mos a cafegor/a 'íop(X)

cujos objetos são os conjuntos abertos de X e cujos morfismos são apenas

as funções de inclusão. Ou seja, dados U, V conjuntos abertos de X temos

"'m,...*,@,n-l {'uü"}, ;'

u ç y;
u glv'.

Exemplo 1 .4. Chamaremos de IR a cafegorfa caos Duelos são os números
reais . Isto é, Ob($t) = R. e dados a.0 c W. definimos

{í«,P}
0

©

H .mR(a, #)
se cv 2 P;

caso contrario

De forma mais geral, qualquer conjunto parcialmente ordenado X define uma

categoria cujos objetos são os elementos do conjunto X e dados dois elemen-

tos x e y, um único morfismo entre eles é definido se H 2 y. Neste caso. a lei

de composição é satisfeita pela transitividade da relação de ordem.

Exemplo 1 .5. Um qu/ver Q é uma quádrup/a Q (C?o,Q-, t, h) onde

Qo é o conjunto de vértices

e QI é o conjunto de flechas entre os vértices.

e t e h são mapas chamados, respectivamente, de início e término

t: Qt -} Qo

a ...--} t(Q) = vértice inicial\

h: Qi -+ Qo

ü ---} h(Q) = vértice final.

Dados Q um quiver e .A uma categoria, uma representação (V, +), de Q em A
consiste em

. uma Xam /a {% € Ob(,4) : { € Qo}

. uma Xam /a {Ó. c Hom,4(H(.), vh(.)) : a c Qi}

Podemos então definir uma nova categoria, a categoria das representações

de um quiver Q sobre uma categoria A, que denotaremos por R(Q,.A). Nesta

categoria os objetos são representações de Q em A e, dadas (V, 4) e (W, $)

duas representações. definimos um marasmo f : (V, Ó) -+ (W, $) como sendo
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uma família J = {Ji c Hora.A(Vi.Wi) : i c Qo\ tal que, para cada flecha

Q € QI, temos @« o ft(.) = JK(.) o +., isto é, o seguinte diagrama comuta.

yt(.) "''''' vh(.)

W!(') '"i'' Wh(')

Exemp\o q .6. Podemos associar a um dado quiser Q, uma categoria onde os

objetos são os vértices do quiver e os morfismos são os caminhos do quiver.

Denotaremos tal categoria por Q.

Definição 1 .2. Um cafegor/a D chama-se subcalegor/a de outra cafegor/a C
se

i Ob(D) é uma subclasse de Ob(C)

ii Homo(X, y) c Nome(X, y), l)ara rodo X, y oyefos de Z)

iii lx de Nome(X,X) está em Homo(X, X), l)ara rodo X c Ob(D).

Uma subcategoriaD de C é completa. ou plena, se Homo(X, Y) = Homcl.X, Y)

para cada par (.X, Y) de objetos de 'D.

Exemplo. A categoria ,4b de grupos abelianos. isto é, a categoria cujos

objetos são grupos abelianos e os morfismos são homomorfismos de grupos
é uma subcategoria de Set e uma subcategoria plena de Grp.

Detin\ção 1 .3. Um morflsmo J c Homc(.X, Y) em C é dito um isomorfísmo se

existe g € Homc(Y,X) também em C tal que J o g = lv e g o J = lx. Neste

caso, dizemos que os objetos X e Y são isomorfas.

Definição 1 .4. S(i/am C uma caregor/a e / um mora/smo em C

f é chamado mõnico se é cancelável a esquerda, isto é.

Jo g :: j o g\ ::::+ g = g\

e f é chamado épico se é cancelável a direita, isto é.

9 o f :; g\ o J -::+ g - 9\

onde g e gl também são morfismos deC
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Proposição 1 .5. Um morfismo J em Set ou em Grp é mânico (épico) se, e

somente se, f é injetivo {sobrejetivo).

Prados\çãa 1 .6. Seja Rins a categoria cujos objetos são anéis e cujos mor-

fismos são homomorfismos de anéis. Um morfismo j em RiTlg é mõnico se,

e somente se, f é injetivo. Entretanto, existem morfismos épicos que não são

sobrejetivos.

Para uma demonstração destes resultados ver ]6, 1 .1 ] e l6, 1 .21

1.1.2 Funtores e Transformações Naturais

Det\n\ção 1 .7. Sejam C e '0 duas categorias. Um tuntor covariante(centrava

riante) F de C em 'D consiste de :

1. Uma aplicação X b } F(X) de Ob(C) em Ob(n);

2. Para cada par de objetos (.X,Y) em C uma aplicação J t---} F(f) de

Nome(X, }'') em Homo(F'(X), F'(}'')) (Homo(F'(}'), F'(X)» fa/ que:

F q Se g Q f esta definido em C então F(.g o J) = F(.g) a F(J) (F(g o j)

F'(/) . F'(g));

F 2 F(lx) = ip(x).

Notação. Um funtor F de C em 1) pode ser denotado por F : C H 2)

Sejam F : C -+ D e G : D -+ € funtores então podemos definir sua

composição pelo funtor

C

X
X

y
/

f

GF(X)
Gf'(X)

GF' (y) .

GF'(j')

Obs 1 . Usando a composição de funtores podemos definir a categoria CAT.

a categoria de categorias. Isto é, uma categoria cujo objetos são categorias e

cujos morfismo são funtores.
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Exemplo 1.7. Dada uma categoria C temos o seguinte funtor chamado de

identidade:
lo: CC —s €

XorsS X

Xos X

do
Y Y.

Exemplo 1.8. Um funtor de Grp em Set: A cada grupo ele associa seu con-

junto fundamental(ou seja, basta considerar o grupo sem sua operação) e a

cada morfismo de grupo será a aplicação correspondente.

Este funtor é chamado de funtor esquecimento.

Exemplo 1.9. Sejam C uma categoria e X um objeto em C. Podemosdefinir

um funtor covariante:

Hom(X,-): CC —s Set

Yo-s Home(X,Y)

Yo os Home(X,Y)

| fe

z Homce(X,Z)

onde f*(p) = fo «p, para qualquer p e Home(X,Y).

Também podemosdefinir um funtor contravariante:

— Set

>  Home(Y,X)

—  Home(Y,X)

1]
Home(Z, X)

Hom(-,X):

Mg
s
a

n
e

onde f.(1h) = bo f para qualquer y E Homc(Z, X).

Exemplo 1.10. Um pré-feixe de grupos abelianos 7 é um funtor contravari-
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ante da categoria 5op(.X ) na categoria Ab

.g 5oP(X) a
u -+
y. '--->

#'(u)
#(u)

.g(v)

#({)

y

Detin\ção l .B. Um funtorF : C 4 'D é fiel (pleno) se para cada par de objetos

(X, y) de C a ap/lcação

Ho«.c (X, }'') a Ho«.P(F'(X), F'(}''))

éinjetora (sobrejetora)

Detin\ção 1.9. Sejam F e G funtores de C em 'D. Definimos uma transfor-
mação natural n de F em G como uma aplicação que a cada objeto X de
C associa um morfismo qx c Homo(F(X),G(X». tal que para cada j €

HomC (X, Y} o diagrama

F'(X) --!!-- G(X)

'col lcm
F'(y) -;i;--- G(}'')

é comutativa na categoria 'D.

Se para cada X c Ob(C). temos que vlx é um isomorfismo então vl chama
se isomorfísmo natural.

Podemos definir a composição de transformações naturais:

Sejam ?7 tranformação natural de F em G e p de G em E, onde F, G e E

são funtores de C em D. Para cada / c Nome(X, y) temos

F'(X) --!!- G(X) --=Z- E(X)

F'(y) --iF'' G(}'') --;;-'" E(y)

onde os dois retângulos pequenos são comutativos. Assim Pq é uma transfor
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mação natural entre F e E definida por (P?7)x uxqx

Obs 2. No caso em que C é uma categoria pequena, usando a composição de

transformações naturais. obtemos a categoria C (A), cujos objetos são funtores

de C em .A e cujos morfismos são as transformações naturais. Estudaremos
esta categoria com detalhes no próximo capítulo.

Definição 1 .1 0. 1)ízemos que duas categorias C e D são /sono/ías se ex/saem

funtoresF=C --y'DeG:'D dCtaisqueGoF= \ceFoG=lD

Pedir que duas categorias sejam isomarfas é uma condição muito forte e

na maioria dos casos identificam-se as categorias isomorfas. Por exemplo, a

categoria dos grupos abelíanos Ab pode ser identificada com a categoria dos
Z-módulos Z mod.

Podemos dar uma noção, também interessante, enfraquecendo esta defi-

nição da seguinte forma:

Definição 1 .1 1 . Duas cafegorlas C e 1) são equ/va/erres se ex/sr/rem fur7fores

F: C -+ l)eG='1) a C taisqueGFz lc eFG--- lo,onde=representa
um isomorfismo natural. Sendo assim dizemos que F(ou G) determina uma

equivalência de categorias.

Proposição \ .12. Seja F : C -+ D um funtor. Então F determina uma equi-

valência entre as categorias C e 'D se, e somente se, F satisfaz as seguintes

propriedades:

1. Fé pleno e fiel.

2. F é essencialmente sobrejetora, isto é, para cada X' objeto de 'D, existe
X objeto de C tal que F(.X) e X' são isomorfos na categoria'D.

Uma demonstração desta proposição pode ser encontrada em [6, 1 .3, pág

27]

Definição 1.13. Dados funfores R : C ---} 1) e L : 1) H C, d/demos que L
é adjunto a esquerda de R(e que R é adjunto a direita de L) se existe um

ísomorfismo funtorial Homo(Y, R(.X» - Homc(L(Y),X) para todo objeto X
emCeyemD.

Obs 3 Quando falamos em isomorfismo funtorial estamos dizendo que se
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h c fiomc (.X, X' ) temos o seguinte diagrama comutativa

Ho«.P(y, R(X)) ----=-> Nome (L(y), X)

(ah)' 1 1 h
+ v

#o«,P(y, R(X')) -=--- Nome(L(y), X'),

para lodo }' c Ob(D)

1.1.3 Produto e Coproduto

Definição 1 .14. Secam C uma cafegorfa e {X.}.e/ uma Xamã/a de oóyetos de

C. Definimos o produto T\.eiX. como sendo um conjunto {x,pa : a c l
onde X c Ob(C) e p. C Homc(X,X.), para a € 1, tais que para qualquer
outro codunro {l'', .f. : a c .r}, com }' c Ob(C) e /. c Nome(y, X.), para cada

a c 1, existe único morfismo f c Homc(Y, X} tal que o diagrama

é comutativa para cada cx c l

Proposição 1 .15. Sega {X.}.c/ uma Xam///a de oóyefos de C. Se o produto

'il.e! X. existe em C então ele é único a menos de isomodismo.

Para uma demonstração desta proposição veja ]6. 1 .. pag 33].

O conceito dual do conceito de produto é chamado coprodufo. a definição

em detalhes segue abaixo. No caso de coproduto temos uma proposição aná-

loga a proposição 1 .1 5, ou seja, a menos de isomorfismo o coproduto. quando
existe, é único.

Definição 1 .16. Se/nm C uma cafegor/a e {X.}.c/ uma Énmi7/a de oóyefos de

C. Definimos o coproduto de 'll.ei X. como sendo um conjunto X.X, i. l ci c l}
onde X c Ob(C) e á. c Hontc (X., X). para a € 1, tais que para qualquer outro

codunfo {y,/. : a c .r}, com y c Ob(c) e /Q c Nome(x..,y), para a c /,
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existe único morfismo J c Homc(X, Y) tal que o diagrama

é comutativa para cada cl € 1

1.2 Categorias Aditivas e Abelianas

Definição 1 .17. Uma categoria C é dita aditiva se satisfaz as seguintes conde

0) Dados X e Y dois objetos de C. existe uma estrutura de grupo abeliano em

Homc(X, Y) calque a função composição Homc(X, Y)x Homc(Y, Z) -+

nome (.X, Z) é bilinear para qualquer Z € Ob(C);

0\) Existe um objeto zero o tal que Horiic(Q,0) é o grupo trivial. Isto implica

que HomcQQ, X) e Homc(X,Q) são também grupos triviais e que dados
dois objetos zero eles são isomorfos;

(ii\ Dados X\ e Xz objetos de C existe um obyeto X e morfismos

Xi:::::X:::::::X2

tais que:

PloÍl::lX:, p2oá2"lX2, PioÍ2"P2oZi=0 e

{l o P1 + {2 o P2 := IX

Definição 1.18. Um funror F : C -+ D er7fre duas cafegor/as adff/vas é d/ro
aditivo se para qualquer par f, g C Homc(.X, Y) temos que:

F'(/ + g) + F'(g)

Definição 1 .19. Sda C uma caregorla e é c Nome(X, y). De//n/mos o núc/eo

de @ pelo par (K, Ü onde K c Obl.C) e i C Horitc (K, X) são tais que para cada
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objeto M de C a sequência de grupos abelianos

0 (M, X') --!- - Ho«.c (M, X) --e:-, Nome (M, y)

é exala

Esta definição equivale a dizer que @ o { = 0 e que { satisfaz a seguinte

propriedade universal:

para qualquer {' c Nome(K',X) tal que Ó o {' existe único hc
Nome(Ã'', Ã') tat que {'

Definição 1 .20. Sda C uma cafegor/a e Ó c Honzc(X, }''). l.)e#n/mos o conú-

cleo de + pelo par (C, p) onde C c Ob(C) e P C Homc (Y, C) são tais que para

cada objeto M de C a sequência de grupos abelianos

0 - ---* Nome(a, M) --!b Nome(y, M) --!:- Nome(X, M)

é exala

Equivalentemente. P o Ó = 0 e P satisfaz a seguinte propriedade universal:
para qualquer p' c Nome(y, C') tal que p'.@ êste único h € /fome(C, C')

tal que P' = /z o P.

Obs 4. Notemos que o núcleo(conúcleo) de um morfismo. se ele existe, é
único a menos de isomodismo. Esta afirmação vem da propriedade universal

de núcleo (conúcleo).

Notação. Em geral, costumamos denotar o objeto X da definição de nú

cleo por Xer(#) e o objeto C da definição de conúcleo por Comer(é).

Definição 1.21 Uma categoria aditiva C é dita abeliana se

Ab-\ Bodo morfismo tem núcleo e conúcleo;

Ab-2 Todo monomodismo é núcleo de seu conúcleo

Ab-3 Bodo epimorfismo é conúcleo de seu núcleo

Ab-4 Todo morfismo pode ser expresso como a composição de um epimor
filmo com um monomorfismo.

Exemplo 1 .1 1. .4 cafegor/a dos grupos abe//anos .4b é uma caregor/a abe//
ana
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Exemplo 1 .1 2. Á adregar/a dos ané/s comufaf/vos não é uma adregar/a adff/va.

Pois para isso precisaríamos que produto e coproduto fossem isomorfo, porem

nesta categoria, o produto é o produto cartesiano. já o coproduto é o produto
sensorial mas

Z ® Z = Z # Z x Z.

Exemplo 1.13. 1)ado R um ane/ comufaf/uo, a cafegor/a dos R-módu/os é
abeliana.

Exemplo 1 .1 4. 4 cafegor/a dos áeües de C)x -módu/os de um espaço ane/ado

(X, Ox), moü(X), é aóe//ana.

Exemplo 1 .15. .4 cafegor/a de ãeües quase-coerentes/coerentes de Ox -módu/os

em uma variedade algébrica X. Dca(X ) / Cob(X ), é abeliana.

Definição 1.22. Sejam ..4 uma cafegor/a aóe//ana e / c Hom,{(X,y) um

morfismo. Definimos a imagem de J, Im(.J) como o núcleo do conúcleo de J.

Definição 1 .23. Sela ..4 uma cafegor/a abe/fama. Um d/agrada da forma

-!=:1 x... -!=.L x. -:b-- x..... -&-K

é chamado de sequência exala se para cada três objetos consecutivos temos

Im (Ji) = Ker(Ji.n ). Às sequências exatas da forma

0 - - X --L-» X/r ---=-,- X/ - 0

damos o nome de sequência exata curta. Neste caso temos que f é monomor

filmo, g é epimorfismo e Im(j) = Ker(g).

Definição 1.24. Se/am Á e 23 cafegor/as abe//amas e F' : .4 --} 23 um furtar
covariante. Dada uma sequência exala curta Q d X d X" -+ X' -+ 0
em A, dizemos que F é:

7. exafoaesquerdase0 -} F'(X) ") 4 F'(X') éexafoemB

2. exalta d/re/fa seF'(X) -} r'(X") a F(X') -} o éexafoem8

3. exala se for exala a esquerda e a direita.

De maneira similar definimos para funtores contravariantes
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1.2.1 Resoluções Injetivas e Projetivas

Definição 1 .25. Um objeto l de uma categoria abellana A é dito injetivo se o

funtor Hom(-- , 1), definido no exemplo 3 de funtor, é excito. Isto significa que

dado um monomorfismo J c Hom.A(.X,Y) e um morfismo g c Hom.A(X, l)

existe um morfismo h C Hom.A(Y, 1) tal que o seguinte diagrama comuta:

Dualmente, definimos que um objeto P de .A é projetivo se o funtor Hom(P, )

é exala. Isto é. dado um epimorfismo J C Hom.A(X,Y) e um morfismo
g c Hom.A(.P,Y) existe um morfismo h c Hom.A(.P.X) tal que o seguinte
diagrama comuta:

Temos a seguinte proposição de fácil demonstração

Proposição 1 .26. Se {/{lic/ é uma fam /a de oóyefos /muar/vos em uma cale

gorja abeliana A, então o produto T\.ci li(se existir em A) é também injetivo.

Para o caso de objetos projetivos temos um enunciado dual. Isto é sopro

duto deinjetivos éinjetivo.

Prados\ção q .27. Sejam .A e B duas categorias abelianas. Se um funtor adi-

tivo R : B -+ .A adjunto a direita de um funtor exato L : A d B e l é um

objeto injetivo de B. então R(1) é um objeto injetivo em .A.

Dualmente, se L : .A ---} B é adjunto a esquerda de um funtor exato R
B -+ A e P é um objeto projetivo em .A, então L(P} é um objeto projetivo em
6

Para uma demonstração desta veja [13, 2.3.1 0, pág. 41]

Definição q .28. Uma categoria abeliana .A tem suficientes injetivos (projeti-

vos) se para qualquer X c Ob(Á) existe um monomorfismo X --} l onde

l é um objeto injetivo de A(um epimorfismo P -+ X onde P é um objeto

projetivo de A).
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Uma resolução injetiva de um objeto X de A é uma sequência excita

0 +X --.>.Ío --+/1 -+/2 --.}/3....}

onde cada li é um objeto injetivo de .A.

Dualmente, uma resolução projetiva de um objeto X de .A é uma sequência
exala

--.>.F)3 -+.F)2 +Pi +Po -+X --.>0

onde cada Pi é um objeto projetivo de .A

Exemplo 1 .1 6. .4 cafegor/a de feixes quase-coerentes de Ox -módu/os em
uma variedade algébrica X. Dca (X } é uma categoria com suficientes injetivos.

Exemp\o 1.17. A categoria R mod, cujos objetos são R-bimódulos e cujos

morfísmos são homomorflsmos de módulos, tem suficientes injetivos e sufici-

entes projetivos.

Proposição q .29. A é uma categoria abeliana com suficientes injetivas(pro

jetivos) se. e somente se. todo objeto de A tem resolução injetlva(projetiva).

Depor?srração. Vamos mostrar o caso injetivo. O caso projetivo é dual.

(::+) Seja X objeto de .4. Dado que .4 tem suficientes injetivos existe um

objeto injetivo .r'(X) em .4 e um monomorfismo

/ c Hom.4(x, .r'(x)) logo temos a seguinte sequência exata:

0 (X) --L- T-W ------0 ll .l )

Chamemos Ta?5O = Xi que é também um objeto de .4 e portanto existem um
objeto injetivo .r'(Xi) e um monomorfismo .fi c Hom.4(Xi, .r'(xi)). e cha-

mando Tn?)}= = X2 temos a sequência exata

0 -- X: --!!-- .r'(X:) --!!- X2

Recursivamente, temos as sequências exatas

o -- x. --8--- .ro(xí) --11- xí+i

onde x: - í.ilÊi:b
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Notemos que todos estes X{'s dependem do X inicialmente escolhido, logo

usaremos a notação .r:(X) := .ro(X{) e temos a seguinte sequência

o ---x--l--/'(x) (x) ---/'(x) ---

Obviamente cada .ri(X) é um objeto injetivo de .4, logo para que esta sequên-

cia seja uma resolução de injetivos para X falta verificarmos que ela é exata.

Oe fato. vejamos que o pedaço x ---L-,- .r'(X) ----- .r: (X) é exato. Para

isso chamaremos o segundo morfismo de g. então temos que mostrar que
.rm(/) = Ã'e«(g):

Primeiramente devemos observar que g = .fi o P, e pela sequência (1 .1).

/m(/) = Xer(p) logo temos que .rm(/) c Xer(g). Reciprocamente . como /l

é um monomorfismo. Ker(/i) = 0 e portanto Ker(/i o p) C X'er(p). mas este
é a própria /m(/).

Analogamente pode-se mostrar que cada três objetos consecutivos de(1 .2)

temos pedaços exatos. Portanto conseguimos encontrar uma resolução inje-

tiva para qualquerobjeto de.4.

(+=) E natural. []

1.3 Teoria de Categorias Derivadas

1.3.1 As Categorias Kom(.4) e K(.4)

Seja .4 uma categoria aditiva. Podemos definir um complexo (K', dK) em

.4 como uma sequência do tipo

- J;=. K- -!c- K« '-:

onde X'" c ob(.4), 7z c Z, e os morfismos ak são morfismos em .4 tais

que dóri o ak = 0 para todo íi c Z. Estes morfismos aR. são chamados de
diferenciais do complexo (X', dlJ.

Definição 1 .30. .4 cafegor/a dos como/exos de .4, demorada por Xom(.4),
é a categoria cujos objetos são complexos (.K' ,dK) em A e cujos morfis-

mos J \ (.K' ,dK) -+ (.L' ,dl) são famílias de morfismos em .A, j = {j. c
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Hom.A(.K" , L" ) : n c Z} tais que cada quadrado do diagrama

- J=- K" -!s'' K"': ..

=:1.. .:(]. ::::1*: .
comuta, ou seja, j" . (!K aZ-: . .f" :, Vn c Z

Proposição 1 .31 . 4 cafegorfa Kom(.4) é se/npre ad/f/va. .4/ém disso, se .4 é

uma categoria abeliana. então Kom(A) é também abeliana.

Notação. Se não houver lugar a confusão denotaremos (K',dK) por X'

Obs 5. Apartar de agora assumiremos que A é uma categoria abeliana

Definição 1 .32. Se/am .4 uma cafegor/a abe//ar?a e X'' um Quero de X'om(.4)

O (n + l)-ésimo objeto de cohomologla do complexo K' é o obleto

H"+:(K') (a") (b"+')

determinado pelo seguinte diagrama

aok«(d")

:.]*::
Ã'er(d "+ : )

a

Dizemos que o complexo Ã' é ac/ê//co quando #:(Ã'') = 0 para todo

Para ver uma demonstração de que as duas definições coincidem. isto é.

poker(a") = Ã'er(b"+:), consultar [l 1 1 página 1 23.
Um morfismo de complexos / : Ã'' --} ].,' induz um morfismo entre os

objetos de cohomologia H:(/) : H:(K') -+ H:(L') para cada { € Z. Além

disso, Hi(/ o g) = H{(.f) o Hi(g). Logo podemos definir H' como um funtor de

Ãom(.4) em .4, para cada { c Z. Estes funtores recebem o nome de funfores
de cohomo/agia e tem a seguinte propriedade:
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Proposição 1 .33. Secam .4 uma caregor/a abe/fada e o -- -- .4' ---L-» B' ---t-,- C' ------» o

uma sequência exala curta em Kart(Á) então a sequência longa

-11-12 H"(B') -!!--lÜ H.(C') ------- H"+:(.'1')l!--!!g).

é exala

Definição 1.34. (im mor//smo / : X' -+ L' em Kom(.4) é d/to um quase-
lsomorfismo se H"(.J) : H"(.K') --+ H"(L' ) é um isomorfismo para cada

Definição 1.35. Sda / c Homo.«(.4)(Ã',L'). Z)izemos que / é homo-
tópico a zero(notação j N 0) se existe uma família de morfismos h" c

Hom.4(X'",L" :) fa/ que .f" = h"+: o ak + dZ ' o A", Vn c Z. Como no
seguinte diagrama:

-----,- Kn l -- -- .F(" -----,- /rn+i -- -»

,« -J ;4«l T> 'l
-----> Z,n i- >» J.,71 ---> ].,rl+i -----)..

Dizemos que dois morfismos j, g c HomK.«(.A) l.K' , L' ) são homotópicos (no

ração f « g) se f g é homotópico a zero.

Dado que a soma de dois morfismo /,g c Homo.,.(.4)(K', L') homotópi
cos a 0 é homotópica a 0. obtemos que os morfismos de complexos homotó

picos a 0 é um subgrupo, denotado por Ht(K', L'), de /7omK..(.4)(Ã'', l,')
Além disso, vale que se / o J é homotópico a 0 0u / ou Z são homotópicos a 0

portanto os morfismos homotópicos a zero formam um ideal de A'for(Kom(.4))

Assim podemos definir:

Definição 1 .36. .4 cafegor/a homofópfca X(.4) é a caregor/a caos oyeros são

os objetos de Kom(A) e cujos morfismos são

H'«,KGO (K' , L' ) HomK.,- tA](-K' ,L' )IHcÇK' . l.' )

Obs 6. Mesmo partindo de uma categoria abeliana A a categoria K(A) não é
necessariamente abeliana.

Prados\ção 1 .37. Um morfísmo j c HomK.-nt.A}(K' , L' ) tal que j «' 0 Induz
nas cohomologias o morfismo zero, isto é, H" (.J)= 0. Portanto dois morfismos



1. Noções Básicas 22

homotópicos Induzem o mesmo morflsmo nas cohomologias. Com isto. H" é

um funtor de K(.A) em A.

Obs 7. É importante notar que se @ é um quase-isomorfismo. J e g são mor-
fismos em Kom(A) tais que U o Ó} -, (.g a @) (analogamente (+ o J) -, l.@ o g))

então J «, g.

Defato. sejam (JoÓ) -, (goó então(.Jo@ go+) N Q logo «J g)oÓ) «, 0.

Sendo assim, ou (J g) N 0 0u @ -.., 0. Mas a segunda afirmativa não pode

ocorrer pois 4' é quase-isomorfismo logo H"(+) # H"1.0), pra todo n c Z.
demos portanto f «, g.

1 .3.2 Categorias Derivadas

Na literatura de modo geral surge a necessidade de identificar um objeto

,4 de uma categoria abeliana com suas resoluções. Se uma categoria abe-

liana .4 tem suficientes injetivos ( ou projetivos), podemos provar que dado
um complexo Á' em Kom+(.4) (Xom (.4)) é possível encontrar um complexo
de objetos injetivos /' (projetivos P') quase-isomorfo a Á'. Assim, a idéia
principal que nos leva ao estudo de categorias derivadas é a de transformar

quase-isomorfismos em isomorfismo. Desta forma, podemos identificar os ob-

jetos com suas resoluções o que nos possibilita transformar funtores exatos à

esquerda (ou à direita) em funtores exatos na categorias derivadas.

Definição 1 .38. Se/a ,4 uma caregor/a at)e/fada. A cafegor/a derivada da ca-

tegoria .A. D(..A}. e o funtor Q . Kom(À) -+ D(.A) são caracterizados pelas
seguintespropriedades:

e Q(J) é um isomorfismo para qualquer quase-lsomorfismo J

e Qualquer funtor F : Kom(A) -+ D transformando quase-isomorfismos

em isomodismos pode ser fatorado por D(A). isto é. existe um único

funtor G : D(A) H D ta! que F = G o Q.

Como já comentámos, a idéia principal para a construção da categoria de-
rivada é transformar quase-isomorfismos em isomorfismos. Para fazer isso

copiaremos a idéia de localização de um anel. ou seja, dados Á um anel co-

mutativa e S c Á um sistema multiplicativo (isto é, l c S e dados s, t c S então
s.t c S.) o objetivo é tornar os elementos s c S invertíveis em um novo anel.

Definimos o anel localizado S i.A cujos elementos são classes de equivalên-

cia de pares (a, s) C .4 x S, onde (a, s) «, (a', s') se, e somente se, existe t € S
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tal que [(as' a's) = 0. E as operações são

:l -- lÍI - I'PI
r«i [ói r«bi

-- l . l -- l = 1 -- 1

l s 1 1 t 1 1 st l

No anel localizado representamos s c S pela classe l(s, 1)1 c S :Á cujo

inverso é a classe l(l,s)l c S :.4.

Temos a seguinte propriedade universal:

Seja J : .A q S i,4 um homomorfismo de anéis tal que todo s c Sé
levado em l(s, 1)1 c S i.4 e seja / : ,4 -+ T outro homomoforfismo de anéis
tal que se s c S, /(õ) é invertível. Então existe único homomorfismo de anéis

g : S i.4 -+ T tal que / = g o.j

Para fazer um processo análogo na construção da categoria derivada pre-

cisamos definir o que faria o papel de "sistema multiplicativo" sobre os morfis-
mos:

Definição 1.39. Uma c/asse de mod/smas S c À4or(C) é dera /oca//fada se

satisfaz as seguintes condições:

a) S é fechada por composição

e Idx c S. para todo X c Ob(C),

e se s,t ç! S então sot c S sempre que a composição estiverdefinida

b} Condição de extensão:

Para todo j c Mor(C) e s c S existem g c Mor(C) e t c S tais que o
seguinte diagrama comuta:

c) Sejam f,g c Homc(X, Y);A existência de s c S tal que sJ = sg equivale a

existência t c S tal que Jt = gt.

Assim. partindo de uma categoria qualquer C com uma classe localizada

S, podemos usar S como "sistema multiplicativo" e construir uma nova cate-
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goria S iC onde os morfismos pertencentes a classe localizada S são trans-

formados em isomorfismos na nova categoria. Este processo é chamado de

localização de C pelos morfismos de S e será descrito pelo lema a seguir.

Lema q .4Q. Seja S uma classe localizada de morfismos em uma categoria C

Então S tC pede ser descrita por:

Ob(s :c)

e um morfismo em Horas -c(.x,Y) é a classe de equivalência \J/s\, J c
Miar (C) e s c S representada pelo "telhado

.K'

y.x

rX

ZyX

oncíe l//sl «' Ig/tl se, e somente se, ex/irem r,u c S fa/s que o sega/nfe
diagrama comuta:

x/'

(i) .rd : x -+ x é a c/asse l/dx, /dxl,

(ii) .4 campos/ção de [//sl o ]S/(] é a c/asse ]g/'/st']

x"
c , ' "' .... !'
/ \

x/ y'

onde t' e f' são dados pelo item b) da definição de classe localizada
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Também é possível mostrar que construindo o funtor

y,

que obviamente leva todo s c S para um isomorfismo em S \C, vale a proprie-

dade universal. isto é. se T : C -+ D tal quer(.s) é um isomorfismo para todo
s c SentãoexisteúnicoG = S tC -+ D talqueT= GaF

Os quase-isomorfismos da categoria Ã'om(.4) não formam em geral uma

classe localizada. Para contornar este problema, passamos para a categoria

Ã(.4). onde é possível demonstrar que os quase-isomorfismos formam uma
classe localizada. Temos então o seguinte teorema:

Teorema 1 .41 . .4 /oca/lzação de Ã(.4) por quase-isomorf/smas é canoa/ca

mente isomorfa a categoria derivada D (ÀI).

Obs 8. Nesta última construção omitimos as demonstrações do Lema 1.40,

da afirmação de que a classe de quase-isomorfismos é uma classe localizada

em K(A) e do Teorema 1.41. Estas demonstrações podem ser encontradas

em [1 1] respectivamente nas páginas 148, 160 e 159.

Resumindo, para construir a categoria derivada D(.4) de uma categoria
abeliana .4 precisamos basicamente de dois passos, primeiramente identifi-

camos os morfismos homotopicamente equivalentes de Xom(.4) passando

para a categoria X(.4), pois em X(.A) a classe de quase-isomorfismos é
uma classe localizada, e por último localizamos Ã(.4) por quase-isomorfismos.

Além disso, pode-se provar que o funtor Q da definição 1 .38 de categoria de-

rivada tem a propriedade de que se / -, g em Kom(Á) então Q(/) = (2(p).
Assim ele fica definido como o funtor localização da seguinte forma:

X'om(.4) 0(.4)

K(.4)

Por abuso de notação também denominamos Q : X(.4) --+ O(.4). Temos

então o seguinte resu]tado, cuja demonstração pode ser encontrada em [1] no
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Apêndice A

Proposição 1.42. .4 cafegor/a D(.4) é unoa cafegor/a ad/f/va e o funlor Q
K(...4) --} D(.A) é um funtor aditivo.

Definição 1.43. 1)o/s como/exos R' e L' sáo quase-isomoráos se ex/saem

quase-isomorfismos K' ---- S' -----» L'

Obs 9. É importante notar que um morfismo de complexos J é um quase-
isomodismo se, e somente se, o modismo induzido na categoria derivada é
um {somodismo.

Apesar de Z)(.4) não ser abeliana, existem diagramas na categoria dera

vada, chamados de triângulos exatos, que fornecem uma estrutura notável

que reflete as principais propriedades homológicas de .4. Para definir tais dia

gramas precisaremos de duas definições:

Definição 1 .44. Para qualquer inteiro n, podemos definir o funtor de translação

lnl : Xo«.(.4) a X.m(Á) onde Xlnl: Ã"+: com d/ferencü/ dK.[«] '

( 1)"dK. eummoMsmo.f : K' -} L' é/evadonomodsmo.flnl : X'lnl -}
/.,'lnl dado por /lnl: = /:+"

Detin\ção 1.45. Seja j : K' --} L' um morfismo de complexos. Definimos
um complexo, chamado de cone de j e denotado porCoTie (J), por Covie(J)" =
K"+t ÇD Ln e os diferenciais

-d"''''
/"+:

Para qualquer morfismo / : /{' --> Z,' em Kom(.4) temos a sequência

exata curta K' --:l-. L' --L-- C-.(.f) ---!L-- K'lil . onde

g : L' -+ (.;-.(.f)
[ --+ (o,z)

h : C-e(/) -} K'lil
(k,Z) ---} A;

Temos, também em X'om(.4), o seguinte diagrama

K' --L- L' --g--- Cone(/) --!L-- K'lil (1.3)

Tomando este diagrama na categoria homotópica X(.4) nota-se que a rompo

sição de dois morfismos consecutivos é zero.
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Podemos então definir os triângulos exatos em Z)(.4)

Definição 1.46

1. Um triângulo em Kom' (A), K' (.A) e D + (A) é uma sequência

K' --!!--- I' --J!--- w' -H- /plil

2. Um morfismo de triângulos é um diagrama da forma

X'' ---:L-- Z,'

J. , l, , l« , !'':-
K'. --!--» L'. --.-=-- w« ---!!- K'' lil.

Um modismo de triângulos é um isomorfismo sempre que f e g são
isomodismos.

3. Um triângulo é dito exala em D(AI) se é isomorfo a imagem pelo funtor
de localização de um triângulo do tipo (1.3) em Kom' (Á).

Estes triângulos exatos tem uma propriedade homológica muito impor
tante. que substitui as sequências exatas curtas da estrutura abeliana da ca

tegoria .4 em uma nova estrutura similar criada em Z)(.4)

Teorema 1 .47. Um fr/ângu/o exafo

K' -jL-- L' --:l-- m' =-- /('lil

em D(Á) induz uma sequência exala longa

: H"(K') H"(u) : H.(Z,') H (:1) x«(w') !-!2

H "(x' 'lil)

Proposição 1 .48. 4 co/eção de fr/ângu/os exalos em D(.4) saf/sÉaz as sega/n

tes propriedades:

(TRQ) Um triângulo isomorfo a um triângulo exala é exala;
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(TRI) Para cada oyefo Ã' em O(.4), o fr/ángu/o K' --Jg- x' ---., o --:!L-,p Ã'lil
é exafo.

ÇTR2) lodo morflsmo J : K' -+ L' em D(.A) pode ser completado a um

rríángu/o exafo x' --=L-,- l,' - -- .A/' ----,... Ã' jll

(TR3) Um fríángu/o K' -!!-+ l,' --:L-- À/' -!!!- K'lil é excito se, e somente

se, L' ---:!-,.. M' --JIL-- X''lil --!!!L- L' lil é exala.

(TR4) Dados do/s fr/ângu/os exalos Ã'' -:!-,.- l,' --!!- À/. --JIL-- K' lil e

K'. --!!---- 1,« ---11-- .44'. --!!:-- X''jll e do/s mo#ismos / : Ã' -+ X"

e g : L' --} l,'' tais quedou = ui Q f, existem : M' -} M'' que

completa o morfismo de triângulos:

K' --jL-- Z,'

,J , J, , !- , l.':,
K« --!c-. Z« -!:-,... W« --!!:--- K" lil.

h não necessariamente é único.

(TR5)(Axioma do octaedro) Dados três triângulos exatos

K. -jL- L' - A4'' - K'tl]
z,' --!!-, w' -- x''' - -. L'lil
K' --Jlc-- m' - -- 1" - x''ltl

existe um triângulo exato M'' -. L'' - -'- K'' ----,. M'' \l\ tal que
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o seguinte diagrama comuta

K' ---!c--. z,' -- -'- w" --. K'ltl

/{. ---:!L-- w' - L'' -- -- /{'lil

1« 1'' 1 1«':,
L' - K" --, J,'lil

w" ------ z,'' - K'' - -- w"lil

U

Esta demonstração encontra-se em [1 1] na página 251

Definição 1 .49. Sela 1) uma caregor/a ad/f/va. ,4 esfrufura de uma cafegor/a

triangulada em 'D é dada por automorfismo T : 'D -+ 'D. que será chamado

funtor translação, e um conjunto de triângulos exatos

K - L- M - TÇK)

que satisfazem as propriedades (TRO) até (TR5) da Proposição 1.48.

Logo K(Á) é uma categoria triangulada se tomamos como triângulos exa
tos os triângulos isomorfos a algum triângulo definido pelo cone de um mor
cismo. Também, pela Proposição 1 .48, temos que D(.4) é uma categoria trian

guiada.

Detin\ção 1 .50. Um funtor F : 'D H tl, entre categorias trlanguladas'D e U.

é dito elato se F comuta com o funtor de translação, ou seja. se F(To(K» =

Tu(.F(.K» e se cada triângulo exato em 'D tem como imagem um triângulo
exa to em a.

Teorema 1 .51 . O íunfor de /oca//cação Q..* : X(H) (Á) é um funfor exafo

de categoriastrianguladas.

A demonstração pode ser encontrada em [l l] na página 251

Obs \ 0. Podemos também considerar complexos em uma categoria abeliana

.A com varias condições de finitude:.

e Kom'F (A) é a categoria dos complexos anotados por baixo de .A, isto é,
existe j tal que Xi = o para todo i$ j;
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Kom (A) é a categoria dos complexos acatadas por cima de .A, isto é.

existe j tal que Xi = 0 para todo { 2. j;

. x'.«.'(.4) o«.+(.4) n x'o«. (.4)

Todas elas são sub-cartegorias plenas de Kom (A). Identificando os morfis-

mos homotópicos temos as categorias K+ (.AI), K (A) e Kõ (ÁI) e ao localizar

por quase-isomorfismos formam suas correspondentes categorias derivadas

O+(.4), O (.4) e Oó(.4). É /mporfanfe morar que K'(.4) e O'(.4) sáo rodas
categorias trianguladas, onde + = -F, -- , b.

Nota-se que não é fácil fazer cálculos explícitos na categoria derivada. En-

tretanto, para uma certa classe de complexos, os morfismos na categoria de-

rivada e na categoria homotópica são os mesmos. Veremos então que sob

determinadas condições de .4. cada complexo pode ser substituído por um

complexo dessa certa classe.

Proposição 1 .52. Seja .A uma categoria abeliana com suficientes injetivos.

Então, dado A' objeto de K+ (Á), existe I' , também em K+ (A), onde cada li

é um objeto injetivo de A tal que existe um quase-isomorflsmo entre A' e I'

Uma demonstração desta proposição pode ser encontrada em [5, pag. 39].

Notação. Tal complexo /' associado ao complexo Á' será denotado por

/(Á')'

Lema q .53. Seja A' ---11-- B' um quase-isomorfismo entre dois complexas
A' e B' em K+ (A); então para qualquer complexo I' c Ob(K+l.A». onde

cada I' é um objeto injetivo de A temos que

HomK+(.4)(B',/') a HomK+(.A)(.4',/')
f --+ j'-p

é uma bijeção.

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em l5. pag. 401

Obs 11. Seja I' --!-'- J' um quase-isomorfismo em K+ (A). onde I' e J'
são complexos tais que, para cada i. li e J: são objetos injetivos de A.

Pelo último lema, temos que 'p é um isomorfismo na categoria de K} (A).
De fato, pelo lema. existe único @ : J' --} I' tal que o seguinte diagrama

comuta em X(.4):
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/'

J'

Logo temos que @ é quase-isomorfismo e temos (úo d) «' Idi. . Por outro lado.

como $ é quase-isomorfismo e usando novamente o último lema, existe € tal

que
J'

/' J'

comuta em K(.4)
comutativa:

/ogo (e . @) IdJ. . Temos então o seguinte diagrama

Idi.I' ---=---. 1'

J'--ii--- J'

de onde temos que P N (. logo (IPO ®) -, IdJ. e, portanto, {P é um isomorfismo

em K+ (.4).

Concluímos então que, qualquer quase-isomorfismo entre complexos cujos

objetos são injetivos é um isomorfismo.

Lema 1 .54. Se/am .4' e .r' em Kom+ (.4), onde cada /: é /Üef/vo. Então remos

a bijeção
Homo(.4) (.A', /') --=--- Homo(.4)(Á', /')

Demonsfraç;ão. Usando o funtor de localização temos uma função

Q : #omK(.A)(A', /') d Homo(Á)(.4', /')

dada por Q(1/1) = 1///d. Sejam 1/1 e ISI em /look(,{)(.4',/') tais que
Q(1/1) 1PI). então existe um quase-isomorfismo a tal que o seguinte día-
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grama é comutativo em Ã(,4)

B'

logo, pela Observação 7, / ,- g e portanto l/l = lpl. O que implica que Q é

injetiva.

Vejamos que é sobrejetiva. Seja l//al a classe de morfismos em O(.4)
representada por:

B'

Á' /'

Pelo Lema 1 .53, como B' --E-» ,4' é quase-isomorfismo, existe único mor

cismo .4' --!L- /' tal que

B'

comuta em Ã(.4).

Logo Q(lhl) = lh//al = 1.f/al pois temos o seguinte diagrama comutativa

B'

n

Seja z a subcategoria plena de .4 formada por todos os objetos injetivos

de .4. E seja x'+(z) a categoria de complexos de z limitados a esquerda cujo
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morfismos são morfismos de complexos módulo homotopia. Temos o seguinte
teorema.

Teorema t .55. Seja A uma categoria abeliana com suficientes injetivos então

o funtorp : K+ (Z} a D+ (A). induzido por Q, é uma equivalência.

A demonstração destes resultados podem ser vistas em [51 nas páginas 39
até 42.

Podemos fazer uma construção análoga para 1) (.4) quando .4 tem sufici-

entes projetivos.

Caso em que .4 é uma categoria abeliana semissimples

Existe um tipo de categoria abeliana para a qual é fácil caracterizar a cate
geria derivada:

Definição t .56. Uma categoria abeliana .A é dita semlssimples se toda sequên

cia exala curta cinde. Isto é, se para qualquer sequência do tipo

o ------,-x - - y - z - - o

tivermos que Y = X © Z

Denotaremos por como(.4) a subcategoria plena de Kom(.4) cujos objetos

são complexos onde todos os diferenciais são nulos.

Seja r' : Kom(.4) -+ como(.4) um funtor definido por. r'«K',ak)) =
(H"(X''),0) e se / c Ho«',K.«.OO(X'',L'), F'(/) (/);n c Z}. Pela
própria definição deste funtor observa-se que ele leva quase-isomorfismo em

isomorfismo, portanto existe um único funtor G : O(.4) -+ como(.4) tal que
F = Go Q. Podemos então enunciar a Proposição 111.4 da página 146 dellll:

Notação. Quando não houver lugar a confusão, usaremos a notação H"(X')
para denotar o complexo (H"(X'), 0).

Proposição 1 .57. .4 é uma cafegor/a sem/ss/mp/es se, e somerlre se, o funlor

G : D (A) H Homo(.A) definido acima é uma equivalência de categorias.

A demonstração deste resultado está na própria referência e não será apre-

sentada neste texto. A próxima proposição tem uma demonstração muito pa-
recida.

Ainda sob a hipótese de .4 ser uma categoria semissimples, podemos

definir um funtor de K(.4) em Ramo(.4) compondo o funtor de localização
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Q : Ã(.4) -+ Z)(.4) e o funtor G já definido. Chamaremos este funtor de G' e
provaremos que o funtor R, definido pela composição

K.mo(.4) --l-- X'om(Á) -=--- Ã'(.4)

e G' são quase-inversos mutuamente. Assim teremos

Proposição 1 .58. ,4 é uma cafegor/a semfss/mp/es se, e somente se, o funlor

G' : K(A) --} Homo(.A) definido acima é uma equivalência de categorias.

Lema q .59. Seja .A uma categoria abeliana triangulada. Então A é semissim

p/es

Demonstração.(Proposição 1 .58)

(-:+) Inicialmente apresentaremos os funtores G' e R

G'

Como H"(Ã'') = Ã'" para todo Ã'' € Ob(Ã'om0(.4). fica claro que G' o R
é isomorfo ao funtor identidade de Ã'omo(.4). Vejamos agora que R o G' é
isomorfo a identidade em Ã(.4). Precisamos encontrar um isomorfismo natural

'y tal que o seguinte digrama comuta em K(.4):

K' -]5-- R . G'(K'')

''-l l«.'''''',
L' --:i;-- R . G'(L'),

onde R.G'(K') R.G'(L') = H(L') e a.c'(1/1)
H(.f). Ou seja. estamos interessados na comutatidade de

lx(/)l

Ã.' --!=-,- H(K'')

-',! l"'',
L' --;?;-- H(L')

K(.'{)   Nono(.4) R Homo (Á)   x'(d)
K'   H(K')   K'   K'

             
L'   H(J,')   L'   L'
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Vamos construir tal '.

Para cada complexo (Ã',d') temos as seguintes sequências exatas cur
tas:

o : Ã'«(d"y ,.l« --d-= .rm(d") ---0

0 : .rm(d" :y Ã'«(d") - H"(K') ----- 0

Logo, como .4 é semissimples, podemos escrever K" = /m(d" :©H"(X')©
/m(d") e

d" : .rm(d"': © /7"(X'') ©.rm(d") -+ .rm(d' ©H"+:(K')©/m(d"+:)
(z" :,h",z") ---} (r",0, 0)

Definimos

PR : H"(K'') -+ Ã'"
h" --+ (o, h",o)

(1.4)

Assim, o K e 0K são mutuamente inversas em X(.4). Podemos então tomar

'yK = laKI para cada /(', de onde teremos que o digrama (1 .4) comuta, visto

que / pode ser aplicada coordenada a coordenada.

(+:=) Basta usar o Lema 1 .59. Visto que Nono(.4) = X'(.4). Ã'omo(.4) é
abeliana e triangulada. portanto semissimples. Assim temos .4 semissimples.

D

A demonstração do Lema 1 .59 encontra-se em [1 1], página 250

Obs \2. Peia forma como definimos os funtores G e G' temos o seguinte

diagrama comutativa:

C

K(.4Í--g--- O(Á) ----S homo(Á)

Além disso, Se .A é uma categoria semissimples teremos que G e G' são
equivalências e portanto temos que Q é uma equivalência.
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De fato, pela definição de categoria derivada. Q funciona como uma iden-
tidade sobre os objetos, logo é essencialmente sobre. Resta verificar que Q é

pleno e fiel, ou seja, Homo(.A)(K' , l,' ) - Homo(.A)(K' , l,' ).

Dado que G' é equivalência temos

H'maGO (X'' , L' ) H'"''"-.. (.0(H(X'') , H(Z.'))

e usando que G é também equivalência

Homo.,. (,{) (/7(X'') , H(L')) H'mo(.q (H(Ã''), H(L'»

Agora, como 'YK e"ll são isomorfismos em K(.Á). temos que

H'mD(.© (H(X'), H(Z.')) H'moGQ (X'' , Z.' )

Assim Q é pleno e fiel.

Concluímos portanto que se .A é uma categoria semissimples teremos que

X'(.4) = 0(Á).

1.3.3 FuntorDerivado

Sejam .4 e 23 categorias abelianas tal que Á tem suficientes injetivos (pro-

jetivos). Seja F : .4 --} B um funtor aditivo exato a esquerda (direitas. mos-

traremos que existe uma extensão RF' : O+(.4) -+ O+(B) (LF' : D (.4) -+
Z)'(B»,chamada de funtor derivado a direita(esquerda). lal funtor é um funtor

exato entre categorias trianguladas.
Primeiramente estendemos F para (-;'F' : Kom*(.4) -+ Ã'om*(B) compo-

nente a componente. Como F é aditivo, esta extensão leva morfismo homotó-

pícos em morfismos homópicos então temos o funtor K*F' : K* (.4) -+ X' (B).

Agora, usando que .4 tem suficientes injetivos e a equivalência p : K+ (ZJ) -+

D+(H) temos o seguinte diagrama

K+ (ZJ )(

P

X'+(J) E!-,n Ã'+(B)

0+(.4) 0+(B)
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Então definimos o funtor derivado a direita de F, como

QB o X'F' o P': : D+(.4) -} 0+(B)

Ou seja, dado um morfismo

z'

x'

em o+(.4) vejamos quem é RT'(l.f/al).

O primeiro passo é aplicar p':, isto é. encontrar um morfismo /(X')' l-11:Cl13P /(y')'
em K+ (Z):

z'

x'

/(x')'

y'

/(}''')'/(]//a])

Agora aplicamos KF' e temos XF'(.r(X')') KP('(1//'1)) ÃF(.r(}'')') em K+(B)

O último passo é aplicar QB, ou seja, localizar:

X'F' ( .r (X ') ' )
r'(r(l//a}»

KF' (.r (X ') ' ) KT' (.r (}''') ' )

Notemos que RF' esta bem definido.

De fato, sejam ]//é] = ip/@] então teremos .r(l//él) «., /(ip/ÚI) e portanto
Kr(.r(l//@l)) '- xr'(/( IP/@l)).

Obs q 3. Em princípio pode não ficar claro porque não podemos estender na-

turalmente F para um funtor D(.F) como no caso de K(.F}. Esta extensão
não pode ocorrerporque K(.F), em geral. não manda quase-isomorfismos em
quase-isomorfismos. SÓ temos garantia de este fato quando F é um funtor
exato.
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Det\Tt\ção 1 .60. Sejam À uma categoria com suficientes injetivos(projetivos)

e F : A --} B um funtorexato à esquerda (direita). Seja RF(LF) o funtor
derivado à direita(esquerda) de F. O funtor RI F := Hi (.RF)(Li F := Hi (LF))
é chamado o {-ésimo funtor derivado de F

Exemp\o \ .l B. Sejam À uma categoria abellana com suficientes injetivos e

X c Ob(A). O funtor Hom(X, .) de .A em Ab. definido no Exemplo 1.9 é
um funtor exala à esquerda, logo podemos considerar seu funtor derivado
Ruam(X, .). Pode-se provar que

E«t'(X,.) = R'H.m(X,.)

1.3.4 Outras propriedades das categorias derivadas

Definição 1 .61 . Se/am .4 uma cafegor/a aóe//ana, .,4r e .A" oóy'elos de .4. (./ma

extensão de A" por A' é uma sequência exala curta de objetos de .A

0 ----,- .4/ -- - .4 - --- ,4// -,-0

Definição 1 .62. Sega .4' uma suócafegor/a adff/ua p/ena de .4. 1)iremos que

.,4r é uma subcategoria fechada por extensões se dados dois obJetos em .A'

qualquer extensão deles em .A está em .A'

Denotamos por Kom.4,(.4) a categoria dos complexos em .4 cujos obje-

tos de cohomologia estão em .4'. Apartar de Ãom,{,(.4) podemos construir a

categoria homotópica X,4, (.4) e a categoria derivada Z).4, (.4).

O funtor Ã.4,(.4) -+ O(.4) induz um funtor O.4,(.4) -} O(.4) que é pleno

e fiel. ou seja, J),4,(.4) é equivalente a uma subcategoria de Z)(Á) onde os
objetos são complexos em .4 cujos objetos de cohomologia estão em .4'

Analogamente, podemos definir KJ+, (.4). K.i, (.4) e Ã&, (.4) e ainda olk (.4)
o.i,(.4) e oh (Á).

Seja .4' uma subcategoria de .4, com suficientes injetivos em .4. isto é.

dado X um objeto em .4'. existe um monomorfismo Ã -+ /, onde / é também

objeto de .4' o qual é injetivo em .4. Sob estas condições dizemos que .4' tem

suficientes .4-injetivos.

Se .4' é abeliana, o funtor /{'(,4') --} O*(.4) leva quase-isomorfismos
em isomorflsmos, portanto fornece um funtor Z)*(.4') -+ O*(.4). Quando .4'

tem suficientes .4-injetivos, pode-se provar que, dados dois objetos L' e Ã'
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em 1)'(.4'). Homo.(.4')(L', K') = Homo.(.4)(L', K'). Mais ainda, podemos
provar que a imagem de O*(Á') -+ J)* (.4) é equivalente a categoria O;,(.4).
ou seja, temos o seguinte resultado:

Proposição 1 .63. Se .4' fem su/fc/entes ..4-in#ef/vos, então o íunfor

0*(Á') --> 0*(.4)

é pleno e fiel e induz uma equivalência de categorias D' (,A' ) --=--- D\, (.A)



Capítulo 2

Categorias de Funtores

2.1 Definição

Definição 2.1 . Dizemos que uma categoria C é pequena se a classe de obje

tos Ob(C) é um conjunto.

Definição 2.2. Se/am C uma categoria pequena e .4 uma caregorfa. l)ano-
tamos por C(A) a categoria cujos objetos são funtores de c em .A e cujos
morfismos são as transformações naturais.

Obs 14. Se C é uma cafegor/a pequena então

Mo,(C) U Ho«.c(Á, B)
(A,B)€0b(C)xOb(C)

. ll H.mc(.4,B)
(A .B)€0b(C) xOb(C )

são conjuntos, o que nos garante que Homc(.All.F, G) seja também um con-
junto para quaisquer F,G c Ob(C(À». condição necessária para que C(À)

seja uma categoria. Para mais detalhes verÍ12]

2.2 Propriedades de C(Á)

Para nossa próxima proposição precisamos do seguinte lema, que se en

contra enunciado e demonstrado em l7, pág. 1 951.

Lema 2.3. Sejam .A uma categoria abeliana e J um morfismo em .A com fa-

torização j = mo e, onde m é mõnico e e é épico. Dada outra fatorização

40
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f' = m' o e' e um diagrama comutativa

existe único morfismo k tal que o seguinte diagrama comuta

a

b

k

e e

Proposição 2.4. Se a .4 é uma cafegorfa ad/f/va rale//ana; então C(.4) é fam

bém adltiva (abetiana}.

Demonstração. Primeiramente vamos demonstrar que C(.4) é aditiva, para
isso precisamos mostrar(i) a(iii) da definição 1.17:

(i) Sejam F', G c Ob(C(.4)), vejamos que Homc(..O(r', G) é um grupo abeliano:

Sejam ql,772 c Homo(..{)(F,G)l ou seja, qi = {(qi)c; G € Ob(C)}, para

i= 1, 2. Nestas condições. definimos a operação do grupo por:

'7: + q, + ,7,)c (77i)c + (772)c; C C 0b(C)}

Vamos mostrar que ?h + ?72 é uma tranformação natural entre os funtores

F' e G. Para isso temos que verificar que (?1 +?2)c o F'(.f) = G(/) o (ql +

772)0 para todo morfismo / : C --} 1) na categoria C. Logo usando o fato
de .4 ser aditiva temos:

(ql + r72)a o F'(/) ((q:)c + (,7,)a) . F'(/)
(qi)C o F'(/) + (q2)C o F'(/)
G(/) . (,7:)o + G(/) . (q,)o

G(/) o ((?1)0 + (r72)0) =

G(/) o (ql + q2)0.

Portanto, acabamos de definir uma operação para a qual o conjunto
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Nome(.4)(F, G) é fechado. Falta verificar que ele é de fato um grupo

{) Existência de um elemento neutro:

O elemento neutro para a operação que acabamos de definir é :

Ü {Õc = 0 C Hom,4(r'(C), G(C)); C C Ob(C)}

i{) Para cada ? c Nome(.4)(F, G) podemos definir seu inverso por

q = {(-77)c );a C 0b(C)}

Onde 0 é o elemento neutro de Ho«.,{(F'(C:),G(a)) e (qc) é o ele-
mento inverso de ,7c também em Hom,{(F'(C), G(C)). Lembrando Ho,«,{(F'(C), G(a))

é um grupo pelo fato de .4 ser uma categoria adltiva.

A bilineariadade de o : Nome(.4) (/', G) x Nome(.4)(G, H) -+ /7omc(.4)(F, H)
com relação a operação definida, segue da bilinearidade de o : Hom.4(F(C), G(C)) x
Ho«'.,4(G(a), H(C)) -} Ho«..,t(F'(a), H(a)) para cada C c OÓ(C).

(ii) Definimos o objeto Ooó para qual Nome(.4)(Ooó,Ooó) é o grupo trivial da
seguinte forma:

Ooü: C -+ .4

/ € Nome (O, O) --+ 0 C #om.4 (0, 0)

Onde, por abuso de notação 0 é o objeto zero da categoria .4 e 0 é o

único elemento do grupo trivial Hom,4(0, 0). ambos existentes em ,4 por
sua aditividade.

Notemos que obviamente Ooó é um funtor e Nome(,{) (Ooó, Ooõ) é o grupo
trivial.

(iii) Sejam F, G c Ob(C(.4)). Devemos definir o funtor F (o G.

Sejam C e O objetos de C e / C Nome(O, O). Pelo fato de .4 ser uma

categoria aditiva temos o seguinte diagrama:

F'(C) -:=!% F'(C) © G(a) -:!e- G(C)

"" \ l F'©G( f),/
"'\. Y ,,/',

r'(0) © G(0)
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onde a/ = {p(o) ' F'(/), b/ = áG(o) ' O(/) e F'© G(/) é o único morfismo
que faz o diagrama comutar pela definição de soma. Então podemos
definir o funtor:

C

a
a

D

/

Á
(F' © G)(C) : f'(C) © G(C;)

(F' © G)(a)

f'©G(/)
Y

(F' 0 G)(0)

Definimos a transformação natural {p c /fome(.4)(F, F © G) por ip

{({p)c = p(c) € Hom,{(F'(C),(F' qo G)(O));C: c C}, onde cada áF(c)
existe por .4 ser categoria aditiva.

Analogamente definimos as transformações naturais {c c Nome(.4) (G, F(1)

G), PP C Nome(.4)(F' O G, F). PC C Nome(.4)(F a) G, G).

Afirmação. O funtor F © G e as transformações {p, c, PP e pc são o

produto e o coproduto dos funtores F e G.

De fato, começamos comprovando que F q) G, {p. ic é o coproduto.

Sejam H em C(.4) , F € Nome(.4)(F, H) e ?a c Nome(,{)(G, H), para
cada C c C temos o seguinte diagrama em .4:

p(c) J!=k (r' © c)(c) fsb- c(c)

H(C)

Logo gostaríamos que q = {,7c c Hom,{((F' © G)(C),H(a));C € C}

fosse tranformação natural, e portanto seria o único morfismo em C(.4)

tal que o diagrama

comuta, pois. a menos de isomorfismo, cada ?7c é único. Assim mostra-

ríamos o desejado. Então. para mostrar que ?7 é transformação basta ver

que para cada morfismo / : a --> 1) em C o diagrama
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(F'©G)(C) JS- H(C)

(po u)l, IHU)
(F' © G)(0) --!2+ H(0)

comuta. Para isto precisamos usar que (qP)c
O c C e o Lema 2.3.

qc o({F)c, para todo

Analogamente prova-se que F © G, PP,pa é o produto. As propriedades

que relacionam os morfismos {'s e p's são de fácil verificação.

Logo mostramos que C(.4) é uma categoria aditiva. Vejamos agora que se

,4 é abeliana então C(.4) é também abeliana. isto é, que temos satisfeitas Ab-l

até Ab-4 da definição 1 .21 :

Ab l Temos que provar que dado um morfismo q c Hornc(.4)(F.G) ele tem
núcleo e conúcleo. Verificaremos que qualquer morfismo tem núcleo. a

verificação da existência do conúcleo é análoga.

Primeiramente devemos dizer quem é o candidato a núcleo de 77:

Para cada a objeto de C temos um morfismo em .4, qc c Ho«,,{(f'(C), G(C))

que. pelo fato de .4 ser abeliana, possui núcleo (Kc,{c). Assim, dado

/ c Nome((J, D) temos o seguinte diagrama comutativo:

!c - K»

;l;,-,k
:l;, -.t;

(2.1)

Queremos garantir a existencia e a unicidade de /{/ no diagrama:

Notemos, que pelo diagrama qooF(/)oÍC = G(/)or7CoÍc e usando que

(Xa,{c) sabemos que qc . áa = 0 logo temos F'(/) . ic c Ker((,70)').
Agora, como (xD, io) é núcleo de 770 a sequência

0 --- Hom.4(KC, X'o) -!!!L Hom.4(KC, F'(O)) -!!eE Hom,4(Ã'C, G(O))
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é exata, de onde Xer(qb) = ]«.(({o)') logo existe K/ c o«,(Kc, Ko)
tal que DoK/ = F(/)oÍa. Ainda usando que a sequência é exata temos

({o)' injetora e portanto conseguimos a unicidade de K/.

Sendo assim podemos definir o seguinte funtor:

K C

a
0

D

/

Á

K'(o) ::
K(c)

X'(D)

K(/)

Obviamente {

F, pois

{ c; C c C} é tranformação natural entre os funtor /( e

K(C) --!g--- F'(C)

Kcnl I'm
x'(o)

' ID '

comuta. visto que K(/) foi assim escolhido para a comutatividade de

Notemos que (Ã,á) é núcleo de q. De fato, dado M c Ob(C(.4)) temos

que demonstrar que a sequência

l2.1)

0 mcQq (M, K) ---!- - HomcQO (M, f'» --!-,- HomcQO (M, G)

é exata, isto é, X'«({*) - 0 e que .r«.(i') = Ke,(q').

Seja P c NomeOU(M, Ã') talque {* (P) = o então { o P = 0 portanto, para
todo C c Ob(C), temos ({ o P)c = 0, ou ainda ic o PC = 0, o que significa
que pc c Xer«{c)*). Mas , para cada C c C

0 - ---- Hom.4(M(O), Ã'(C)) -!112: Hom.4(M(a), F'(C)) -ÇIS:- Hom,4(M(C)), G(C))

é exata, logo Xer(({c)') = 0 então yc = 0 para todo objeto C de C, de
onde p = 0 e portanto Ker({') = 0.

Vejamos agora que /m(á*) = Ã'er(q'):

(2.2)
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Seja a c Nome(,4)(M, F) tal que a € /m({'). Então, existe a' c Nome(.Q(M, K)
tal que a = { o a' logo aC = {c o ab. Por (2.2) temos /m(({c)*) =

X'er((qC)') para todo O c Ob(C), daí qc o cvc para todo a. de onde
0 o a = 0e portanto cv C Ã'er(17'). Reciprocamente, seja a C Ã'er(q*) en-

tão q o a = 0 0 que implica que 77c o ac = 0 e portanto ac C X'er((qc)*),

para todo c c Ob(c). Novamente pelo fato de (2.2) ser exata existe ab c

Ho«.,4(Mc,Ãa) tal que ac = {a o ab. Tomando a = {aa; C € Ob(C)}.

temos cl = { o a'. A demonstração de que a é de fato um morfismo em

C(H) decorre de que { e a' são morfismos nesta categoria.

Portanto concluímos nossa demonstração.

Ab 2 Sejam F e G objetos de C(.4) e ? c Nome(.4)(F', G) um monomorfismo.
queremos mostrar que q é núcleo de seu conúcleo. Ou seja, se (W,p)
é conúcleo de T7 (notemos que a existencia do conúcleo é garantida por

Ab l queremos mostrar que (F, r7) é núcleo de p.

De fato, queremos provar que. para qualquer JW c Ob(C(.4)), a seguinte

sequência é exata:

o -- Hornc(.Q(M, F) --:L-,- HomcGO(M, G)) ---.e-- Hc'mc(.o(M, W)

Mas, notemos que para cada a c Ob(C) a sequência

0 - Hom,4(Mc, Ec) -!!SL Ho«.,{(Mc, GC)) -!eS= Hom.,{(Mc, Wc)

é exata, o que, usando os argumentos do item anterior. garante que a
sequência (2.3) é também exata.

Ab 3 Tem demonstração análoga a Ab 2

Ab 4 Devemos mostrar que todo morfismo se escreve como a composição de

um epimorfismo com um monomorfismo.

Sejam F e G objetos de C(.4) e q c Homo(.4)(F,G). Como .4 é abe-
liana, para cada C € Ob(C). ?a C Hom,4(F'(a),G(C» pode ser es-
crito por c = 0a o ac, onde ac C Hom.4(F'((7),H(C» é epimor-

fismo e #c c Ho«.,{(H(C), G(O)) é monomorfismo. Sabemos que para
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f ç: HomctC,D)
F'(C) !g-- G(0)

'u)l I'm
F'(o) -n'"' G(o)

Comuta, assim pelo Lema 2.3, para cada objeto C de C existem únicos

H(/) c Hom(H(a), H(O» tal que o seguinte diagrama é comutivo:

r'(a) -=s- x(c) --gs- c(c)
!''(/) l H(f')

r'(o) --;;'' x(n) --B;» c(o)

G(/)

Portanto temos que H é funtor, a = {c*c; C c Ob(C)} e P = {Pc; C €
Ob(C)} são transformações naturais tais que a € Nome(.4)(P,H) é epi-

morfismo, P c .r7omc(.4)(H.a) é monomorfismo e ?7 = /i o a, o que conclu
a demonstração.

Assim provámos que a categoria C(.4) é abellana. D

Det\feição 2.5. Dizemos que uma categoria abeliana A é completa se dado

uma família qualquer de objetos de .A, X.Aj\jcJ, seu produto, TI.jcJ Aj, existe.

Exemplo 2.1 . .4 cafegor/a dos R-módu/os é como/efa

Corolário 2.6. Se .4 é uma cafegor/a abe/fama como/efa er7fáo C(.4) é também

uma categoria abeliana completa.

A demonstração deste corolário é análoga a demonstração de que C(.4)

satisfaz a propriedade (iií) de aditividade sempre que .4 for aditiva.

Nem todas as propriedades de .4 são herdadas por C(.4) tão linearmente

quanto a abelianidade. No caso em que .4 é uma categoria com suficientes in-

jetivos, para garantir que C(.4) tenha também suficientes injetivos, precisamos

pedir algumas hipóteses a mais sobre .4 e sobre C. Temos então a próxima

proposição:

Proposição 2.7. Se .A é uma categoria abeliana completa com suficientes

injetivos então C(A) também tem suficientes injetivos.
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Demonstração. Para mostrar que C(.4) tem suficientes injetivos usaremos a

proposição 1.27 para isso temos que definir dois funtores adjuntos exatos entre

.4 e C(.4).

Para cada objeto X de C, podemos definir um funtor Ã* por

K c(Á)
F }--+

G

Á

F'(X')

1«"
G(X')

Facilmente vemos que .f(' é exato. Agora. para cada .4 objeto de .4 definimos

outro funtor X..4 : C --+ H, onde para cada a c Ob(C),

Ã',Á(c) ll ,'
Nome(C.K)

e se / : C -+ Z) é um morflsmo em C. K.Á(/) é determinada por /'

Nome(O, K) -} Nome(C, K), onde /'(9) = PO/, para qualquer p c Ho«lc(O, Ã)

Ou seja, K,.4(/) funciona como uma projeção onde cada fator Áé do pro-

duto K.A(O) é projetado sobre o fator Áp do produto K*.4(0), onde @ c
Nome(C, X') é da forma é = /'(P) para algum P C Nome(D, K').

Agora, seja g : .4 --> B um morfismo em .4. Podemos definir K,g

K*.4 -} K*B morfismo em C(.4), onde cada (K*g)c : X.Á(C) -} K*B(C)

é HH.,«.(c,K) g. Logo X* pode ser pensado como um funtor de .4 em C(H)

K .4 --+ C(.4)
.4 1---} K*..'l

B K*B

Além disso, pelas propriedades de produto, K. é aditivo.

Afirmação. K* é adjunto a direita de .f(*
De fato, temos que provar que Nome(,{)(r', K.Á) = Hom.4(X'(F'), Á).

para qualquer F' objeto de C(.4) e .4 objeto de .4.
Seja a : K'(F) -} .4, lembrando que /('(F) = F(K). Queremos definir

i7 : F --} K'.Á, para tal precisamos definir ?7c para cada objeto a de Ce

mostrar que dado um morfismo A c Nome((7, D) o seguinte diagrama comuta
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r'(a) --!S-- K'..4(C)

'wl I"."H)
r'(o) --;7' K'..'i(o)

(2.4)

Para cada m C Nome(C, K) temos

r(c) -!-!B r'(K) --s--- ,.l

Assim, como K*.4(a) - rlH.,,.c(c.K) '4 para cada C c Ob(C), e usando a
definição de produto. temos que existe único qc c Hom,{(/'(C), K.Á(C:)) tal
que

Á

T-«
r'(c) --;i;''' K'.Á(c).

Para ter que q = {77c;c c OÓ(C)} é uma transformação natural falta apenas
verificar que (2.4) comuta. Tal comutatividade é verificável usando novamente

a definição de produto.

Portanto provámos que dada a c Hom,{(X'*(F'), .4) existe única

l7 c Nome(,4)(F, X..4). Falta então mostrar que cada ?7 c Nome(.4)(F, Ã*Á)
vem de um a c H.m,4(Ã'*(F),.4). Seja então q : r' -.> K..'l, como X €
Ob(C), existe qK : F'(K') -+ X'*A(K). Notemos que /dK c Ho,nc(K,K)
então temos

r'(K') --!!-,- x'. ,a(x') -11115p ,.l

Usando a = p/a,. o ?7K temos o que procurávamos.

Sendo assim, pela proposição 1 .27, o funtor Ã. preserva injetivos.

Agora seja f' € Ob(C(.4)). Para cada Ã c Ob(C) existe um monomarfismo

áK : F'(X) --} /K, onde .rK é um objeto injetivo em .4 e portanto K..rK é um

objeto injetivo de C(.4). Seja G = llKcoü(c) X*'rK- pelo corolário 2.6, Gé
objeto de C(.4) e por ser produto de injetivos é também injetivo. Mostraremos

agora que existe um monomorfismo do funtor F' para G.

Como /{' e K, são adjuntos, Ho«.,{(F'(X), /K) = Nome(.o(F', K..r/J e
portanto existe um morfismo correspondente a {/( : F'(Ã) --} /K que chama-
remos de 77(K) : f' q .l{./K-

Seja PK : G ---} K..rK. tal que (G, {PK}KcoóK)) é o produto dos K..r/(
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Então, pela definição de produto, existe único ( tal que o diagrama comuta

Notemos que se 77(K) for um monomorflsmo então € será um monomor
fismo. Mas cada ?7Íf) é monomorfismo pois temos o seguinte diagrama comu
tativo

F'(K) ----iB K',/K (X')
qk '

Logo €

ínjetivos.

F --} G é um monomorfismo e portanto C(.4) tem suficientes

n

Coro\ária 2.8. Sejam .A uma categoria abeliana com suficientes injetivos eC

uma categoria com um número finito de objetos e morfismos. Então C(A) tem

suficientesinjetivos.

2.2.1 Outras propriedades de C(,4)

Proposição 2.9. SeH .4' uma subcaregor/a fechada por extensões de .4. En

tãa C(..A' ) é uma subcategoria fechada por extensões de C(A).

Oemonslraç;ão. Sejam F' e G objetos de C(H'), e portanto objetos de C(.4)
Seja /J um objeto em C(.4) tal que a seguinte sequência é exata:

0-F-H-G-0 (2.5)

Logo, para cada morfismo a --!-,.. 1) em C temos o diagrama

0 - F'(C) --- G(C) -

0 -G(0) -0
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em .4. onde F'(C), G(O). F'(O) e G(O) são objetos de .4'. Como .4' é fechada

por extensões, H(C) e H(O) também são objetos de .4'. Mas .4' é subcate-

goria plena e portanto H(t) é um morfismo em .4'. Sendo assim, o diagrama
(2.6) está em Á', logo a sequência (2.5) está em C(.4').

Além disso, C(.4') é subcategoria plena de C(.4).

De fato, sejam F' e G em Ob(C(.4')) e seja 77 c Nome(.4)(F', G). Para cada

C C Ob(C). qC C Hom,4(F'(C),G(C)) H.«.,{,(r'(C),G(C)). Então ? .c

H'mc(.40 (F', G) . []

Proposição 2.1 0. Se/a .4' uma subcafegor/a de .4 fa/ que .4' lem su/fc/erres

A-injetivos. Seja C uma categoria com número finito de objetos e morfismos.

Então C (.A' ) tem suficientes C(.À)-injetivos.

Oemonslração. Seja F' c Ob(C(.4'), queremos provar que existe uma imer-
são F' -+ .r onde .r c Ob(c(.4')) tal que é injetivo em C(.4). Para fazer esta

construção usaremos a demonstração da Proposição 2.7
Como .4' tem suficientes .4-injetivos, para cada K c Ob(C). existe um mo-

nomorfismo f'(X) --} //(. tal que //( c Ob(.4') e K é injetivo em .4. Portanto
K,.rK é um objeto em C(.4') injetivo em C(.4) (Ã, está definido na demonstra-

ção da Proposição 2.7).
Defina

'- H
KCOb(c)

logo .r c Ob(C(.4')) e { é injetivo em C(.4)). Além disso, pela Proposição 2.7.
existe um monomorfismo F' --} /. []

K*lK,

2.2.2 .4 como subcategoria plena de C(.4)

Seja .4 uma categoria abeliana. Sejam O € OZ,(C) e .4 c Ob(.4), definimos

o seguinte funtor /o(Á) em C(.4):

',w(') -l : se a# O
se C = Z);

e dado [ c Nome((7, D) definimos:

/,ww -l ':" se t = /do
caso contrário.
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Dado / c Xom,{(Á] , .42) podemos definir uma transformação natural p

{pc; C c Ob(C)} de /o(Ái) para .ro(.'12):

l .f se C = O
PC ' 'l o caso contrário

Sendo assim temos o seguinte funtor:

/0 Á
'4i

'4z

C(.4)

/o (.A l )

.ro(Á,)

Proposição 2.11. O funtor ID definido acima é pleno e fiel para cada D c

oó(c).

Demonstração. Sejam .4i e .42 objetos de .4. Qualquer morfismo / : Ái ---}

4u gera uma única transformação natural P como a definida acima. Além
disso, dado que cada grupo Hom.4(0, 0) , Hom.4(0, Á) e Hom.4(.4, 0) é o grupo

trivial para qualquer .4 € Ob(H), a escolha de uma transformação natural entre

os funtores .ro(.4i) e .ro(Á2), determina um único morfismo em Hom.4(Ái, .42).
Portanto temos:

Ho«.,{ (.'l: , A: ) H'«,c(,q (/o (Á -) , /o (Á:) )

n

Proposição 2.q2. O funtor in definido acima é um funtor exato para cada
0 c 0b(C).

Oemonsrração. Seja

0

uma sequência exata em .4. Queremos provar que

o ---- /,(A') leia /o(-4) -!eB .ro(.'1") ---- o

é exata em C(H)
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De fato, /o(/) é monomorfismo pois .ro(/)c é monomorfismo para cada

a c Ob(C). visto que .ro(/)o = / e / é monomorflsmo. Analogamente prova-

se que /o(g) é epimorfismo. Além disso, temos que Ker(/o(g)) = .r«.(/o(/)),

pois X'er(g) = /«.(/). logo X'er(/o(g))C (/))a para todo a € OÓ(C).

Temos, portanto, que .ro é exato para todo Z) c Ob(C). []

2.3 Funtorlnduzido

Sejam, agora, Á e !3 duas categorias e seja F : .4 -+ 23 um funtor. Pode

mos definir um funtor induzido de F, Ec de C(.4) em C(B) por:

c(Á)
G

G

H

q

C(6)

Ec(G) :

FoG

FoH
Ec (q)

Onde Ec(q) = {(Ec(?))c : F'(qa) C Homo(F'(G(C)),F'(H(a)));C; C

Ob(c)}.
Vejamos então que propriedades Ec herda de F

Proposição 2.13. Safam .4 e /3 categorias ad/f/vas e se/a F : .4 -+ 23 um
funtor aditivo . Então o funtor induzido Fc é aditivo.

Demonstração. Sejam cr, a c Nome(.4) (R, S). devemos provar que

EC(a+ P) + Ec(P)

Pordefinição

Ec(a +P) {F'(ac + Pa) C Nome(©(F'(R(C)), r'(S(C)) : a C Ob(C)},

logo, como F é aditivo. F(ac + /3c) F'(ac)+ F'(0c)e

Ec(a+P) {F'(ac) + F'(#c) : C C 0b(C)}

{F'(ac) : C c 0b(C)} U{F'(#c) : C c 0Ó(C)}
Ec (a) + Ec (P).

D
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Proposição 2.14. Secam .4 e B Galego/:hs al)e//aras e seca F : .4 --.} 23 um
funtor. Então F é exato se, e somente se, o funtor induzido Fc é também exato.

Demonstração.

(-+)Seja
0 --- R' --!.-.R -l- R" ---0 (2.7)

uma sequência exala em C(.4). Queremos provar que

0 R') !112-Ec(R) -Bl2Ec(R") ---0 (2.8)

é exata em C(B), ou seja. Ec(q) é monomorfismo, Ec(O é epimorfismo e
X'«(Ec(e)) (Ec(q)).

Notemos que o fato de (2.7) ser uma sequência exata ocorre se, e somente

se, para cada objeto C de C. a seguinte sequência é também exata:

0 ------ R'(C) --!S- R(0) --!g- R"(C) ------- 0

De fato, uma transformação natural p é monomorfismo (epimorfismo) se, e

somente se, pc é monomorfismo (epimorfismo). Além disso, pela definição de

Xer(p), temos que o núcleo de pc é Ker(p)(a). Analogamente temos que
/nz(PC) é .rm(P)(C).

Assim, como F' é um funtor exato a sequência

o ---- r'(R'(a)) !Sla r'(R(c)) -!Çld r'(a"(a)) ------ o

é exata. Mas pela definição de Ec. F'(R'(C)) = EcR'(C) e r'(?a) = (Ec(77))c

respectivamente para R. R" e (. Logo, para cada (7 c OÓ(C)

0 (CI({l!!!!!S;Ec a(0)(elg'1%a"(C) ---- 0

é exata e portanto (2.8) é também exata.

(4=) Seja

0 ---- .4' ---L-. ,4 !--. ,4" -- 0

uma sequência exata em .4. Pela Proposição 2.1 2. temos que /o é exala para
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todo O € Ob(C). logo temos a seguinte sequência eata em C(.4):

0 (.A') leia- /o(.4) -!elã /o(Á")

Por hipótese, Ec é um funtor exato, além disso.

Ec(/o(Á)) (.'1) (F'(Á» e

EC(/0(/)) = F' o .rO(/) (F'(/)),

para todo .4 c OÓ(.4) logo temos

0 (F'(.'1'))re!!-g)/o(F'(Á))re!!y)7o(F(..4")) - ---- 0

é uma sequência exata em C(B). Sendo assim, para cada C c Ob(C) a
sequencia

u.

0 ------ (.rO(F'(.'1'»)C «'P'M»c (/0(F'(.'1)))C U'(F SM. (/0(F'(A")))C ------'- 0

é exata em B. em especial, quando tomamos (7 = Z) temos

o ) -!!:L r'(.4) --:!a r'(.4") ---- o

exata em 23. Logo temos que F é um funtor exato. []

Proposição 2.15. cegam .4 e B caregorfas e F : .4 -+ B uma equ/va/énc/a
de categorias. Então Fc : C(A) a C(B) também é uma equivalência.

Demonstração. Pela proposição 2.1 6 F é uma equivalência se, e somente se,

i F' é pleno e fiel. ou seja, dados AI e 42 em Ob(.4). F' : Hom,{(Ai,.42) a

Homes(F'(.41), r'(Á2)) é bijetora;

F é essencialmente sobrejetor, ou seja, dado B objeto em Zi, existe .4 objeto

em .4 tal que F'(.4) = B.

Para verificar que Ec é equivalência provaremos que Ec também satisfaz ie ii
anteriores.

Vejamos primeiramente que Ec é pleno e fiel:

Sejam Ri e R2 em Ob(C(H)), queremos mostrar que Ec : Nome(,.O(Rt , R2) -+

Homem(Ec(Ri), Ec(R2)) é sobrejetora e injetora.

i i
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Seja # c Nome(©(Ec(Rt), Ec(R2)) então, para cada C objeto de C, Dc c
Ho«.õ(F'(Ri (C)), F'(R2(C))), logo como F' é pleno, existe ac c H.«.,{(Ri (a), R2(C))

tal que r'(aC)
Definamos cv = {ao; C c Ob(C)} queremos provar que a é tranformação

natural de Ri em R2, ou seja, que dado um morfismo / : C 4 1) em Co

seguinte diagrama comuta:

R: (0) --!S-- R2(C)

* ' ,J I",'',
R:(0) i;'"' R,(0).

(2.9)

Sabemos que # é transformação natural de f'(Ri) em F(R2) e usando que

0c = F'(ac), para todo C c Ob(C),temos

F'(Ri(C)) !112- F'(R2(a))

p'(n-u»l lr'w,cr»

r'(a: (o)) i;i:;3 f'(a,(o))

comuta, isto é

F'(R2(/) .ac) (ao . Ri(/))

Portanto. usando que F' é fiel, R2(/) o aa = ao o Ri (/) provando a comutati-

vidade de (2.9). Logo Ec é pleno.

Sejam cr(i) e a(2) em Nome(.4)(Ri, R2) tais que Ec(a(i)) = Ec(a(2)). Então.
para cada objeto a de C, vale (Ec(a(:)))c = (Ec(a(')»c, que por definição

implica em P(a9)) = F(aa)). Assim. usando que F é fiel, temos ac) - ac)
para todo (;, portanto cl(i) = a(2). Logo Ec é fiel

Vejamos agora que .rb satisfaz o item ii:

Seja S objeto de C(6), queremos encontrar R em Ob(C(.4)) tal que Fc (R) =
S, isto é. existe um isomorfismo natural entre F o R e S.

Dado que F' é essencialmente sobre, para cada C em Ob(C), existe Rc

objeto de de .4 tal que F'(Rc) = S(C) em 23. Então existe pelo menos um

isomorfismo qc c Homo(F'(Rc), S(C)). Fixemos tal isomorfismo para cada
a em Ob(C) logo para cada / : C -+ Z) morfismo em C, temos o seguinte
isomodismo nos Hom's:
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Homo(S(C),S(O» = H.mz;(F'(Rc), F'(Ro))

S(/) -} ?B: oS(/) oqc

Agora. como F é fiel e pleno, existe único morfismo R/ de Boné(Rc, Ro) tal

que f'(R/) = OB: . S(.f) . ,7c
Assim, pelo fato de 77c estar fixada para cada C. R é um funtor de C em .4

e temos o seguinte diagrama comutativo:

F'(R(a)) " ; S(C)

'("u»l l,sm
F'(R(0)) -;i;'-,- S(0)),

de onde concluímos que q é um isomorfismo natural entre Ec(R) e S. Portanto

Ec é essencialmente sobre, o que conclui nossa demonstração.
D

Veremos na próxima proposição que com algumas hipóteses adicionais. a

recíproca da ultima proposição também é verdadeira.

Proposição 2.16. Se/am ..4 e B cafegor/as ad/rfvas e F : .4 --> 23 um funfor

aditivo. Então F é uma equivalência de categorias se. e somente se. Fc é uma

equivalência de categorias.

Demonstração. A primeira implicação sai da proposição anterior. Vejamos a

recíproca.

Seja Ec : C(Á) a C(B) uma equivalência.

li) Vejamos que F é essencialmente sobre:

Sejam B c Ob(B) e O c Ob(C), temos então o funtor /o(B) : C -} B
definido na Seção 2.2.2 deste mesmo Capítulo.

Como Ec é uma equivalência. existe X c OÓ(C(.4)) tal que Ec(K) =
/P(B), ou seja F' o K = .ro(B). Temos, portanto que existe um isomor-
fismo natural v7 entre Fo K' e /o(B). Sendo assim, existe um isomorfismo

D c omB(r'. x(o),/o(B)(o)). logo F'(K(O» = .rP(B)(O) - Be
Ã'(O) c Ob(.4). Temos portanto F' essencialmente sobre.

(ii) Vejamos que F é pleno e fiel
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Sejam Ai e .42 objetos de .4. Visto na Proposição 2.1 1 que /o é pleno e
fiel. temos

além disso, usando que Ec é equivalência

Nome(.o(.ro(.4i), .ro(Á2)) = Homem(Ec (J'o(.AI )), Ec (/o(A2))).

MasEc(/o(.'b»(Ái)(F'(.4i))logo

Homem(Ec(J'o(.Ai)), Ec(/o(Á2))) = Homem(/o(F'(Át)), /o(F'(A2)))
Homo(F'(.4:) , F'(.4,))

Hom,{ (.'! , , .'1: ) H'meDO (/o (Á:) , /o (Á,»n 2C

Temos, portanto,

/7om ,ç (.41 , .42) = .f7ontn(F'(.41 ), F(,4a))

D



Capítulo 3

As Categorias D(C(.4)) e
C(D(À))

Dadas C uma categoria pequena e .4 uma categoria abeliana já provámos

que C(.4) é também abeliana, logo faz sentido pensar na categoria derivada

da categoria de funtores l)(C(.4)). Nosso objetivo neste capítulo é comparar

O(C(.4» com a categoria de funtores de C em D(.4). C(O(.4)).

Provaremos que O(C(.4)) não é em geral equivalente a C(O(.4)). Inici-
almente demonstraremos que as categorias Kom(C(.Á)) e C(X'om(.4)) são
isomorfas. Usando este isomorfismo podemos garantir a existência de um

funtor T : O(C(.4)) -> C(O(.4» tal que se definimos Q como a categoria ge-
rada por um quiver finito sem relações, o funtor T : O(Q(.4)) -+ Q(O(.4)) é
pleno e fiel. ou seja, existe em Q(O(.4)) uma subcategoria plena equivalente a

Z)(Q(.4)). Além disso, se o quiver Q não possui flechas teremos que T é uma

equivalência.

3.1 O isomorfismo entre .Ko«.(C(,4)) e C(Ã'om(Á))

Um objeto (F'', dp) em Xom(C(.4)) é um complexo na categoria de funto

res C(.4), ou seja, é uma sequência do tipo

- J!=. p« -!=- p«--: .,.

59
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onde cada Fi : C -+ .4 é um funtor e cada morfismo d}. é uma transformação

natural entre F': e F':+:. i c Z, isto é al. {(db)c € Hom,4(F':(C), F':+: (C)); Cc

OÓ(C)}, onde, dado c---L-- o morfismo em c temos F'i+:(t) o (db)c =
(db)o . r':(t)). Logo, para cada C c OÓ(C), temos um objeto (r'(a)',dp(c))
em Ã'o«.(.4):

--- F'"--(C)G}' ')c/;..(C) l!!k F'"+'(C) ---

Um morfismo l7' c Homo.m(c(.4))((F',dp),(G',da)) é uma família de

transformações naturais q' = { i c Nome(,{)(F':, Gi)/db 0 77: = 77:+i o ab;{ c
Z}. Ou seja, para cada morfismo (7 ---L-,- 1) em C o cubo comutativo:

G:- '(C) (3.1)

G'(C)

F':(C)

G'(t)

G'- '(0)
.Éúã'')oF

F': - :(0) G'(0)

F''(0)

Fixada a notação temos o seguinte Lema

Lema 3.1. Sejam C uma categoria pequena e A uma categoria abeliana. En
fão as cafegorfas X'om(C(.4)) e C(Ã'.m(.4)) são /somadas.

Oemonslração. Queremos encontrar funtores X : K.m(C(.4)) -+ C(Ãom(.4))

e X'' : C(Ã'om(.4)) a X'om(C(.4)) tais que Ã' o K'' = lc(K.,«O{» e K' o Ã' =
1 /{ om(C(.4) )

Primeiramente definiremos K:

Seja(F'' , dP) um objeto em Xom(C(.4)), definimos X((F'' , dF)) como sendo
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o funtor F' de C em Ã'om(.4) definido por

F

(.7 .--}

D

t

X'.«.(.4)

(F'(a) ' , dp(c) )

(F'(0)' , dp(o))

onde r'(&)' = {(F'(Z)): = F':(t);i c Z}. Notemos que F'(t)' é um morfismo em

Korn(.4). De fato, como cada ab é uma transformação natural e cada F: é um
funtor, o diagrama

r'(c) l!!=k' r':+: (o)

p'wl lp'+'w

r':(o) -iã.= r':+:(o)

comuta para todo { € Z e para todo c ---l-,- z) morfismo em C.

Seja agora q' c omK-.K(.4»((r'',dp),(G', dc)), então temos

q' {?7i C Nome(.4)(F:, G{)/db 0 77: = q:+i o ah; { c z}
{(q:)c c H.«..4(F':(a), G:(C)) tal que

(db o r7:)c = (77:+: o db)c; { c z, c € Ob(c)}.

Definimos

q : {(qa)' C HornK.«00(F'(a)',G(a)'); C C 0b(C)}
{(qc): c Ho«.,{(F'(a)):, (G(C)):))tat que

(db o q:)c =(q:+: o db)a;{ c z,c c 0b(c)}

Pelo cubo comutativo (3.1). temos que 77 é transformação natural entre os

funtores F' K((F'',dP)) e G K((G',dc)).
Resumindo. temos que .K é o seguinte funtor:

K X'o«.(C(Á))

(F'',dp)

1«'
(G' , dc )
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Vamos agora definir /{':

Seja F' c Ob(C(Ã'o«.(.4))). Então, para cada O c Ob(C), f'(a) é um com

plexo em .4 e para cada t c Homo(O, O). F'(t) é um morfismo de complexos:

F'(a)

r'(o)

- ' !=!sip p(c;)" J=!S r'(c)"''

-- '.]l:::"& ,.li«'.« '.li:::"\
Logo. por F ser um funtor de C em K'om(.4). temos facilmente cada F'

definido por
C --> .4

--+ F':(a) r'(a):

F'(0)

F'(t)

C

D

ou seja, cada Fi é um funtor de C em .4. Além disso, podemos definir para

cada á c z. ah = {db(c) € o"t,{(F(cy,F'(C;):+:);a € Ob(C)} que, pela
definição de F, é transformação natural satisfazendo df'i o ah = 0, para todo
á c Z. Portanto

- J=- p« -!=-- r'«+: --.-

é um objeto de X'om(C(Á)) que será a imagem de F' pelo funtor X''

Seja agora r7 uma transformação natural entre F e G, logo

{qc € Homo.«OO(F'(a)', G(C)'); C € Ob(C)}
{(qa): c Ho«.,{(F'(C)):, (G(C)):))tal que

(db 077:)c :+: o d}.)c;{ c Z,a C 0b(C)}.

Ou seja, 77 = {(,7c)' c Homo-.(.O(F'(C)',G(O)'); C c Ob(C)}
Definamos

q' {(qC)' C omK.«00(F'(a)', G(a)'); C c 0b(C)}

{(qc): c Hom.,{(F'(a))', (G(C)):))tal que

(db o q:)c =(q:+: o db)c;{ c z,a c Ob(c)}

Portanto, pela comutatividade do cubo (3.1), temos que K'(q) é um morfismo
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em Ã'om(C(.4)) de (F'', dP) em (G', dc)
Resumindo Kr é:

K'r C(Kom(.4)) X'o«.(C(Á))

(F'',dp)

1«'
(G' , da ) .

Sendo assim, temos que Ã manda (q:)c ---} (qc): e K' manda

(77c): --+ (77:)c. Portanto Ã' e K'' atuam como a identidade sobre os Hom's
pois é apenas uma mudaça da posição dos índices. Verifica-se facilmente que

X' o K'/ e K'' o K', sobre os objetos, são os funtores identidades das respectivas

categorias C(Ã'o«.(.4)) e X'o«.(C(.4)).
Concluímos, portanto. que C(X'om(.4)) e Ko«,(C(.4)) são isomorfas. [-]

Devemos observar que, analogamente. prova-se que Kom*(C(.4)) e C(Ã'om'(.'{))

também são categorias isomorfas, para 'k = +, ou b.

Seja a categoria homo(Á) definida no Capítulo l :

Corolário 3.2. Sob as mesmas hlpófeses do /ema anfer/oc como(C(.4)) e
C(Komo(A» são categorias isomorfas.

3.2 Descrição das categorias .O(C(.4)) e C(D(.4))

Esta seção será dedicada a entender as principais características das cate-

gorias O(C(.4)) e C(O(.4)). Para isso usaremos a equivalência Ã' apresentada
na seção anterior.

3.2.1 A categoria -0(C(Á))

Pela definição de categoria derivada, sabemos que os objetos de l)(C(.4))

são os mesmos objetos da categoria Kom(C(.4)). Logo, usando a equivalência

/{. podemos pensar nos objetos de D(C(.4)) como objetos de C(Ã'om(.4)). ou

seja. a cada F'' c Ob(O(C(.4») associamos um funtor F' : C --} Ko«,(.4).
Um morfismo F' -+ G' em l)(C(Á)) é uma classe de diagramas da forma:
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H' l3.2)

F' G'

onde 1/1 e lal são morfismos em X'(C(.4)).

Notemos que se / «. g em Xom(C(.4)) então /c '- gc em Kom(.4), para
todo C c Ob(C). Lembrando que a notação .fc; vem, por abuso de notação,
pensando na equivalência de X'om(C(.4)) com C(X'om(.4)).

Além disso, provaremos adiante que, se a é um quase-isomorfismo em

X'om(C(.4)) então crc é um quase-isomorfismo em X'om(.4). Portanto, dado o

diagrama (3.2) temos, para cada morfismo C c Ob(C). um diagrama em D(.4):

H(C)
laca ,,/ "\.. [/c]

F'(a) G(C),

onde H(C), F'(C) e G(C) são objetos de Xom(.4) induzidos pela equiva-

lência Ã'. E para cada morfismo a ---L-,. z) em C temos o seguinte diagrama

em Ã'(.4). onde cada quadrado é comutativo:

H(t)
(3.3)

F'(cj //. ,n ; (o)

- G(0)

Vamos então demonstrar que um quase-isomarfismo a em K'om(C(.4)) in-

duz um quase-isomorfismo ac em Ã'om(.4). Para este resultado, usaremos
o seguinte lema, cuja demonstração pode ser encontrada em [121, Corolário

2.11.9, página 97.

Lema 3.3. Seja @ : S -+ T um moramos em C(A) com núcleo (0, K). Então

(0c, K(C)) é núc/eo de Úc : S(C:) -} T(C).



3. As Categorias O(C(.4)) e C(1)(.4)) 65

Proposição 3.4. se cr é quase-/somoMsmo em Ãom(C(.4)) então ac é quase

lsomorfismo em Kom(AI).

Demonstração. Seja a c Homo.m(C(Á»(F' , G') um quase-isomorfismo, isto
é. temos que H:(a) é um isomorfismo em C(J) para todo {. Temos portanto

que (H:(a))c é isomorflsmo para todo C em C.
Pela equivalência Ã' podemos considerar cl : F -+ G em C(Kom(.4)).

Queremos provar que ac : F'(C) -+ G(C) em Ã'o«,(.4) é um quase-isomorfismo

para todo a c Ob(C). isto é, H:(ac) é ísomorfismo para todo C c Ob(C).

Por definição temos que H"+' (F'') = Comer(a") e que #"+: (G') = poker(b")
onde a" e b" são:

/;.« -JE--- /;..+: -!c. G" JE-. c....: -!Z

x'«?2Ç'D Ã'e,(@l' : )

Assim. pelo Lema 3.3

(H"+:(F''»(C) (Ooke,(."))(C) Comer(a8) = H"+:(F'(a))

e analogamente (H"+'(G'))(C) = H'+:(G(C)). Além disso. vale o seguinte
diagrama

.."+:
r'"(c) ---!$2SH r'"+:(a) c"+: (c) -J1lÊZ!-: c"(a)

Ker«ap+D.) ='-- ''««aC+'H

H'+:(F'(C)) T' ,' H"+'(G(a)),

onde q o o'l;+i o aC = qc o ó8 o a8, mas qc o ó8 = o então qc o o8+i o a8 = 0
pela definição de conúcleo, existe único morfismo rC tal que rC o p = q o
/"+:. Mas, tanto (H"+'(a))c quanto H"+'(ac) fazem o quadrado inferior no
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diagrama comutar, logo, pela unicidade, (H"+:(a))c = H"+:(ac). Portanto

H"+:(aC) é um isomorfismo, de onde ac é um quase-isomorfismo para todo

0 c 0b(C). []

3.2.2 A categoria C(O(.4))

Os objetos desta categoria são funtores de C em D(.4). logo se F' é objeto

de C(O(.4» e c ---L-- o é morfismo em C teremos que r'(t) = IFo([)/Ec(t)l
é uma classe de diagramas:

Fco

F'(C) F'(0)

Agora se F' --l-- G é um morfismo em C(1)(.4)). para cada a c Ob(C) te-

mos F'(C) --!g,- G(C) , em O(.4). onde ,7c = lr7c/,VPI representa uma classe
de diagramas:

H'7c

F' (C) G(C) .

Como 77 é uma transformação natural entre F e G, dado um morflsmo

c ---!-- 1) em C temos o seguinte diagrama comutativo em O(.4):

F'(0) --!g-- G(C)

F'(t)l lc(t)
F'(0) --;i;-'" G(0)

Ou podemos reescrever para o diagrama
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Eop Gcn

Gc(t)

> G(C)
C? 0(t )

f'(o) ,- G(0)

3.3 0 funtor 7'

Sendo Q : Kom(.4) H 1)(.4) o funtor de localização. Podemos definir o
funtor induzido Qc

Qc C(0(.4))
QoF'

J..'«,

onde Qc(q) = {Q(,7c) c /ío«.o(.O((2F'(C), QC(C));C € Ob(C)}. Lembrando
que QT'(O)(a),QC(C) C) e Q(,7c)/.rdl, sendo representado

pelo seguinte diagrama em 1)(.4):

F'(a) (3.4)

F'(C) G(C)

Proposição 3.5. Se/a X' : K'om(C(.4)) -+ C(X'o«.(.4)) a equ/va/énc/a do

Lema 3. 1 e Qc o funtordefinido acima. Então Qc a K leva quase isomorflsmo
em isomorfÍsmos.
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Demonstração. Seja q' € Homo.«(c(.4»((F', dF), (G', dc;)) um quase-
isomorfismo. Isto significa que H:(?') : H:(F') --+ H:(G') é um isomor-
fismo na categoria C(Á) para todo c Z, logo (H:(?'))c : (H:(F''))(C) -+

(H:(G'))(C) é isomorfismo na categoria .4 para cada C: c OÓ(C).
Queremos provar que Qc(?7) é um isomorfismo em C(O(.4)), ou seja, que

para cada a c Ob(C), qa do diagrama (3.4) é um quase-isomorfismo em
Kom(Á). Portanto, queremos provar que se (H:(q'))c é isomorfismo então

H:(77c) também é um isomorfismo. Mas. esta afirmação já fol demonstrada na
Proposição 3.4, de onde temos o resultado desejado. []

Seja © : Ãom(C(.4)) -+ O(C(.4)) o funtor de localização para a categoria
C(.4). Acabamos de demonstrar que o funtor QcoK : X'om(C(.4)) -} C(O(.4))
leva quase-isomorfimos em isomorfismo. Portanto, pela definição de categoria

derivada, existe único funtor 7' : D(C(.4)) -} c(o(.4)) tal que To Q = Qc o /{.

ou seja. existe único T tal que o seguinte diagrama é comutativa:

X'om(C(.4))

«!
C(Ko«.(Á))

©

Qc

0(C(.4) )

T
Y

c(o(Á))

(3.5)

Vejamos que tal 7' pode ser definido da seguinte forma

T 0(C(J)) -} C(0(.4))

H' r(F'') Qc(f')

r([//a])
+

r(G') Qc(G)

(3.6)

F' G'

onde F e G são, respectivamente. as imagem de F' e G' pelo funtor K e

r(l//al) (7'(l//al))c : l/c/ocl; c c Ob(c)}.
Primeiramente devemos verificar que T é de fato um funtor de l)(C(.4)) em

C(0(.4».
Seja F'' c Ob(O(C(.4))), definimos I"(F'') = Qc(F'), onde F' = X(r'').

Logo F c Ob(C(Ko«.(.4)) e portanto r(F'') é um objeto de c(o(.4)). Vejamos

que r(l//ol) é um morfismo em C(o(.4)). ou seja, vejamos que r(l//al) é
uma transformação natural. Para isso, basta verificar que dado um morfismo
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(; ---L-+ 1) em C o diagrama

r(c)t&1l=jc(a)

I'-m//41 lIaM//'j
r'(o)i;;7=lc(o)

comuta, ou seja, temos que verificar que

lc(t)//al . l/c/acl /aol . lr'(1)//d

Notemos que cada lado da igualdade é representado por um dos triângulos
abaixo

H(a)

H(a) G(C)
G(t)

F'(0) G(C) G(0)

logo IC(t)/.rd . l/c/acl IC(/) . .fc/aal e

H(a)

r'(a) lil
F(t)

H(0)

F' (C) F' (0) G(0 )

também l/o/aol . lr'(t)/.ral = 1/o . H(t)/aal.
A comutatividade do quadrado jll e a igualdade IG(t) o .fc/aal = 1/o o

H(t)/ac] vem de que o morfismo F'' -l:r/al G' em O(C(.4)) induz. para cada

morfismo c -----L-» z) na categoria C, um diagrama em X(.4) como o diagrama

Vejamos agora que 7' esta bem definido, isto é, dados l./l/cvil = 1/2/a21
temos que demonstrar que r(l.fl/ail)/a21):
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Sejam l/i/ail = 1/2/a21. ou seja, que as seguintes classes de diagramas

são equivalentes:

a &

então existem quase-isomorfismos /íf -.l-- R --l-,- H; tais que o se

guinte diagrama comuta:

R'

r(l/-/atl)/o21) se, e somente se, l(/i)c/(a:)cl)c/(a,)cl
para cada C c Ob(C). Gostaríamos então de encontrar quase-isomorfismos

H. (C) -ZS-- Ra ---!g-- H2(C) tais que

H: (C) H,(C)

F'(C;)

(a2)c (J'i)c

G(C)

comuta para (7 objeto de C. Estes quase-isomorfismos são dados pelos quase

isomorfismos H; --.L-- R ---!--,.. H; . Logo temos o que queríamos.

Faltam verificar as duas propriedades de funtor. e para estas demonstra

ções usaremos o seguinte lema:
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Lema 3.6. Dado o diagrama

XT' uC' ,..y/'

em l< (A). fazendo uma mudança, se necessária, dos representantes dos mor-

ffsmos x -.:--L x« ---L- x' e y .--!.-- y« --g--- y' em O(.4), podemos
encontrar um morfismo

x« -!!---» y" tal que os dois quadrados comutam em K(A), isto é. sou" = uot

e 9 Q u'' -- d Q j.

A demonstração deste pode ser encontrada na página 253 da referência

jl l]. Os autores usam este fato para demonstrar que a categoria derivada de

uma categoria abeliana é triangulada.

Vejamos então que as duas propriedades de funtor valem para 7':

(i) Sejam F' -j!!ja] G' e G' ]P/#] E' morfismos em O(C(.4». Oevemos
provar que r(]//a] . ]g/#]) = 7'(].f/a]) . 7'(Ig/PI).

Pela definição de composição de morfismos em uma categoria derivada.

existem #' e /' tais que

r([//a] . ]P/p]) is . /'/a . #']) {lgc o .fb/ac o Pbl; C C Ob(C)}

Por outro lado. para cada C c Ob(C). existem Pê; e /8 tais que

r(l//al) . r(Ig/pl) {lgc o .f8/ac o Pl;l; C € 0Ó(C)}
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Pelo Lema 3.6, existe é que torna os quadrados do diagrama

d- - -y(C)

'«:+;# r'(a) ,4../é;

E(C) ,. - E(C)

comutativos. E importante notar que, neste caso. Ó é um quase-isomorfismo
e este fato se deve a construção da demonstração do Lema 3.6. Assim

temos que

y(a)

F'(C) E(C)

comuta e portanto ]gc o /g/ao o #];] = Igc o /&/cvc o Obl

Logo 7'(l//al . Ip/#l) - r(l//al) . r(ip/#l).

(ii) Para verificar que T(/dp.) = .rdr(r.) basta usar a definição de T

É de imediata verificação que T definido em (3.6) faz o diagrama (3.5)
comutar.

Notemos que também podemos garantir a existência do funtor T no caso

de O* (C(Á)) e C(O* (.4)).

Em geral, o funtor 7' não é uma equivalência de categorias. Vejamos então

a proxima seçao:

3.3.1 Caso .4 semissimples

Apresentaremos um exemplo que mostra que, em geral, as categorias
O(C(.4» e C(O(.4)) não são equivalentes, ou seja que 7' não é uma equiva-
lência. Além disso, mostraremos que se .4 é semissimples existem condições

sobre C que fazem verdadeira a equivalência O(C(.4)) = C(Z)(.4)).
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Seja .4 uma categoria semissimples. Então, pela Proposição 1 .57, o funtor

G : O(.4) a K'omo(.4) é uma equivalência, logo, usando a proposição 2.15.

o funtor induzido Gc : C(O(.4)) --} C(X'omo(.4)) é também uma equivalência.
Pergunta: Dada .4 semissimples, será que C(Á) é semissimples?

Resposta: Não necessariamente. vejamos o exemplo a seguir
Seja C uma categoria pequena com apenas dois objetos, Ob(C) = {Ci , O2}.

e três morfismos Mor(C) = {/da., /do,,a : ai --} C2}. Tomemos .4 sendo a
categoria dos espaços vetoriais sobre o corpo C. Sem dúvidas temos que .4 é

semissimples, mas C(.4) não é necessariamente semissimples.

De fato, definimos os seguintes funtores de C em .4, ou seja, objetos de
C(.4)

F dado por F((;i) {0}, F'(C2) C e F'(a) = {. onde { é a inclusão

G dado por G(ai) = C, G(Ca) {0} e G(a)

. H dado por H(Ci) C, H(C2) = C e H(a)

Temos então a seguinte sequência exata curta em C(.4)

0 - ---. F --!--,.. H --l-- G - --- 0

onde v7 = {v7i = { : {0} --} (C,r72 = /dc : C --} C} e € = {(1 = .rclc : C -+ C, (2
0 : C -+ {0l}. Logo podemos reescrever a sequência exata curta

{o} -!!=cS!:!5c ---- {o}
F'(a)=i l H(a)=ldcl G(a)=0

{o} - - -- c i=a- c -i;;an {o}

Mas temos que H # F'© G pois H(a) # F'(a) © G(a). Portanto, neste exemplo

C(.4) não é semissimples.

Sendo assim, e lembrando do Exemplo 1 .6 temos o seguinte resultado:

Proposição 3.7. Se/a .4 semfss/mp/es. O funforT : n(Q(.4)) -+ ç2(0(.4)) é
uma equivalência se. e somente se, Q é a categoria gerada por um quiver Q

sem flechas, isto é, QI = Q.

Demonstração
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(:-+) Suponhamos por absurdo que o quiver Q tem pelo menos uma flecha.

Então, cairíamos num exemplo análogo ao exemplo acima logo Q(.4) nãa é

uma categoria semissimples.

Pelo fato de .'{ ser semissimples temos que Ge : Q(O(.4)) -} Q(homo(.4))

é uma equivalência. Assim, pela comutatividade do diagrama

e'

K'o«.o(Q(H)y

«1
Q(K.mo(.4)y

X'o«.(Q(.4)) -S-+ n(Q(.4))

l« I"
Q(K'm(.4)) --Õ='- Q(O(.4))

GQ

se tivéssemos que 7' é uma equivalência, teríamos que G é também uma
equivalência, o que, pela Proposição 1 .57, nos leva a um absurdo pois Q(.4)

não é semissimples.

( +=) Por hipótese .4 é semissimples então Ge é uma equivalência, assim se

ç!(.4) for semissimples a : O(Q(Á» 4 homo(Q(.4» é equivalência então
teríamos 7' equivalência.

Afirmação. Se Q é uma categoria pequena tal que os únicos morfismos
são as identidades e Q é uma categoria abeliana semissimples então ç2(.4) é

semissimples.

De fato. Seja Q uma categoria cujo conjunto Ob(Q) pode ser represen-
tado por um conjunto indexado {Oi; c /} para algum .r e cujos os morfismos
sejam apenas as identidades. Então um objeto na categoria Q(.4) pode ser
considerado como um conjunto }' = {K c Ob(J) : { c /}.

Sejam }', I'. U c OZ,(Q(.4» tais que a seguinte sequência exata curta é
verdadeira:

o u

Queremos provar que W = y © U. isto é, Wi = H © tA. para todo { c /
A sequência (3.7) induz para cada { c /, { sequências em .4 do tipo

o -.% 1 < { < rz

Logo, como .4 é semissimples temos que IV{ B © t/i, para todo { c / n
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3.4 Propriedades do funtor T

Nesta seção estamos interessados em estudar o funtor T.

Demonstraremos que, sob certas hipóteses, T pode ser pleno e fiel. Por-
tanto. visto que T não pode ser uma equivalência, temos que T não é essen-
cialmente sobre.

Concluiremos esta seção mostrando que é possível tirar a hipótese de .4

ser semissimples na Proposição 3.7.

3.4.1 Quando T é pleno e fiel

Definição 3.8. Um cam/nho em Q é uma sequénc/a p = aias...a., or7de cada
ai é uma flecha em Q tais que h(ai-u) = tl.ai). lembrando que h e t foram
definidas também no Exemplo 5. Dizemos que o caminho P começa em t(a.)

e termina em h (a\ ).

Para cada vértice i c Qo, denotamos por ei o caminho trivial que começa
e termina no vértice {.

Definição 3.9. Se/a # um corpo. .4 á/febra de cam/nãos kQ assou/ada ao
quiver Q é o k-espaço vetorial cuja base é o conjunto de todos os caminhos em

Q, com o produto dado por concatenação, isto é. se p = al...a. e q = bt ...b.
são caminhos em Q, temos

ai . . .a.bi . .b.

0

se t(p)
caso contrário

Também temos

eie.j
se {

caso contrário.

eip
se h(p)

caso contrário

r p.: se t(p)

pej = 1 0 caso confrár/o.

A áfgebra de caminhos tem unidade }:ieQ. ei.

Definição 3.1 0. Uma re/anão R no qu/vero? é uma soma de cam/nãos pi € kQ
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que começa e termina nos mesmos vértices, isto é.

com (p{) = t(pj) e h(p{) = h(pj), i,.j = l

Definição 3.11. Secam d cam/nãos em C? e secam aj = ::=: d re/anões,
j = 1, ..,m. Definimos a álgebra de caminhos do quiver com relações pelo

quociente KQ/i, onde r é o ideal gerado por Rj. para cada j = 1 , .. .m.

Del\feição 3.1 2. Dizemos que um quiser Q é finito se ele tem um número finito

de vértices e de flechas. Ou seja, se os conjuntos Qo e Qi, já definidos no
capítulo 1, são conjuntos finitos.

Teorema 3.13. Sejam Q um quiversem relações e Q a categoria associada a

e/e. Então o funforT : O(Q(.4» -} Ç!(O(Á)) é p/eno e /fe/.

Demonstração. Para mostrar que T é pleno e fiel. devemos mostrar que dados

F'' e G' em O(Q(.4)). então r : HomoWO4»(F'', G') --} Nome(p(.W(r(F''), r(G'))
é uma função bijetora. Lembrando que 7'(F') = (2e(X'(P')) = Qo/?. Note que

neste caso Q volta a denotar o funtor de localização Q : Ã'om(,4) -+ O(.4).

(i) Sejam l//al e Ig/DI em Homo(Q(.4))(F', G') dados por

E' D'

F' G' F' G'

respectivamente, tais que r(l//al) r(ip/PI). Ou seja

{[/i/ai] : á C 0Ó(Q)} =Í]gÍ/#i] : { C 0b(Q)}

Então temos, para cada ic OÓ(Q), que l/i/cria = Igi/#íl, isto é, existem

quase-isomorfismos E({)' ---!=- W({)' !--- O({)' tais que o seguinte
diagrama comuta:
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n' (ã)'

E({) 0({)

F'({) G({)

Seja á ---e--*.j um morfismo em Q. Pelo Lema 3.6. existe um W(p) tal
que os dois quadrados do diagrama

n'({)' E'(0 ,.. w(j)' (3.8)

"w' 7'á:m E(J)

0(á)' OM - (J)'

comutam. Logo podemos definir um funtor

Q --}
á b-

J

P

X'(,4)

w({)'

n'(j)'

Observemos que, neste ponto, poderíamos ter um problema na definição

do funtor W pois a escolha de W(p) no diagrama (3.8) não é única. Logo

se P. q e r fossem morfismos em Q tais que p = q o r, o funtor IV deveria

satisfazerW(q.r) .W(,)eportantoW(p) .H'(r). Sendo

assim W(p) ficaria definida de duas formas diferentes o que deixa W
mal definido como funtor. lal problema não ocorre pois o quiver Q não

tem relações e portanto não existem morfismos p, q e r em Q tais que

Logo a não unicidade da escolha de IV(p) não impede a boa definição

de I'r como funtor, basta apenas fixar que se { --=--,- J --:c-,- É são mor-

P q o r
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flsmos em Q, definimos W(P o g) = W(P) o H'(q).

A partir de W podemos criar um funtor W' : Q a Ã'om(.4) escolhendo

um representante da classe H'(p) em Ãom(.4). que denotaremos por

}t/i. Novamente, temos que a boa definição de t'l/' vem do fato de Q ser

um quiver sem relações. Assim:

Q --}
{ }---}

J

P

K.m(.4)
n" ({) '

n'' (J ) '

onde IV'({)' = n'(á)' para cada { objeto de Q.

Além disso, pela comutatividade do diagrama (3.8), temos que

'r = {'yi c Hom(IV'(i)', E({)');á c OÓ(Q)} e

õ {óÍ c Hom(n'({)", o({)');{ c Ob(Q)}

são transformações naturais, respectivamente, de I'r' em E, e de W em

Z). E, usando a equivalência K, temos em Z)(C(.4)) o seguinte diagrama:

çv"

Onde 7 e õ são quase-isomorfismos, pelo fato de 'i e õí serem quase-
isomorfismos para cada { c OÓ(Q). Todo temos que l.f/al = Ig/#l. Logo

T : Homo(Q(..4»(F', G') -+ Nome(p(.4»(T(F'),T(G')) é uma função

injetora.

(ii) Seja / c Nome(o(.4»(QoF, QoG). queremos definir lh/@l c Homo(Q(.4»(F', G')
tal que r(Íh/@l) / é uma transformação natural entre os funto-
res QoF' : Q -+ D(.4) e Q. G : Ç2 --} D(Á). Podemos definir
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/ {l.Ê/aíl; { € OÓ(Q)} tal que, dado { ---Z--- .j , temos que o diagrama

p({) yl1l:U a({)

[p //'ql l]aw/I'a

F'(j) i;i7;;Í c(.í),

(3.9)

comuta em o(.4), lembrando que Q o F'(á) = F'({) para todo { c OÓ(Q). e

c? o F'(P) = lr'(p)/.rdl para todo P c Mor(Q). Analogamente para Q ' G.

Por outro lado. lh/él é da forma

H'

F' G'

em O(Q(.4)). e como já vimos anteriormente, para cada morfismo á ---=-- j
em Q, teríamos:

H(i)' > H (j)' l3.10)

'n'7';-a- r'(j)'

G({)' aM - C(J)'

Logo, para definir lh/ÓI, podemos definir hi = /i. @i = ai e H({)
Hi para todo { c OÓ(Q), faltaria apenas dizer quem seria H(p), para
poder definir H'. Mas usando o Lema (3.6) e o fato do quiver (2 ser um

quiver sem relações, pelo mesmo argumento usado para definir W(p)

anteriormente, garantimos a existência de H(p). Novamente, podemos

tomar H : Ç2 --} Kom(.4). Desta forma, IA/él assim definido é tal que
r(Ih/ól)

D

Observemos que o mesmo teorema vale quando 7' : D* (Q(.4)) -+ Q(O* (.4))
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a construção é análoga

3.4.2 Quando T é uma equivalência

Corolário 3.14. 7' : O(ç!(.4)) -} Q(D(.4)) é uma equ/va/énc/a de categorias

se, e somente se, a categoria Q é gerada por um quiver Q que não possui
flechas.

Demor7sfração. Mesmo no caso em que Q possui uma única flecha. a catego-

ria Q gerada por ele tem um morfismo diferente da identidade. Já vimos que.

neste caso, 7' não é essencialmente sobre e portanto não é uma equivalência.

Reciprocamente, pelo Teorema 3.13 temos que T é pleno e fiel, falta mos-

trar que T é essencialmente sobre.
Seja F' € Ob(C(O(.4)). Como C não tem morfismos diferentes da identi-

dade, para determinar T basta determinar cada complexo T((7)'em .4, para

cada a c Ob(C). Ou seja, para cada objeto C de C exibir um diagrama da
forma

- ---* r'(c)"': -:!!L r'(a)" -==e r'(a)"+'

Definamos (r'',dp) em O(C(.4)) onde cada F': é um funtor de C em .4

definido por F:((7) = F'(c): e (db)c = db(c)
Sendo assim, T(F') = F e temos T essencia]mente sobre. []

Novamente. fazemos a observação de que este corolário é válido quando

r : o'(ç2(.4)) -+ Q(o'(.4)).



Capítulo 4

Funtorderivado

Sejam .4 e 6 categorias abelianas tal que .4 tem suficientes injetivos. Seja

F : .4 --> 13 um funtor aditivo excito à esquerda, logo, pelas Proposições 2.13

e 2.14, ambas do Capitulo 2, temos que o funtor induzido Ec : C(.4) --> C(B) é

também aditivo e exato à esquerda. Além disso, sob certas condições, já apre-

sentadas no segundo capítulo. podemos considerar que C(.4) também tem su-

ficientes injetivos, o que garante a existência da extensão REc : O+(C(.4)) -+

0'p (C(B)) .
Por outro lado, partindo do mesmo F : .4 -+ 23 aditivo e exato à esquerda,

temos sua extensão RF : O+(Á) -+ l)+(B) e podemos definir o funtor in-

duzido (RF')c : C(O+(.4)) --} C(O+(B)). Surge então um questionamento
natural: Qual é a relação entre o funtor (RF')c e o funtor R(F')c?

Primeiramente, vamos demonstrar que se .4 e Zi são categorias semis-
simples. onde .4 tem suficientes injetivos, e se RF é uma equivalências de

categorias então F também será equivalência. Sendo assim, para o caso em

que C(.4) tem suficientes injetivos, temos que R(Ec) também é equivalência.

De maneira mais geral, mostraremos que para quaisquer categorias abe-

lianas .4 e li tais que .4 e C(.4) tem suficientes injetivos o seguinte diagrama
comuta:

0't (C(.4»

«1
C(0+ (.4) )

R(Fc)
0*(C(B))

1«
C(0+(B) ) ,(RF')c

onde 7h e Ta representam o funtor 7' descrito no Capítulo 3, respectiva

81
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mente, para as categorias ,4 e !3.

Assim, pela comutatividade do diagrama acima e sabendo que T,4 e 7b são

funtores plenos e fiéis quando C = Q, onde Q é gerada por um qu/pera sem

relações. mostraremos que se RF é uma equivalência de categorias e uma

das seguintes hipóteses é satisfeita:

e Q é um qu/ver finito

.4 é uma categoria completa

então R(F)e também será equivalência. Lembrando que a presença de uma
destas duas últimas hipóteses é necessária apenas para garantir que Q(.4)

tenha suficientes injetivos e portanto garantir a existência do funtor derivado

Devemos notar que todas estas construções e resultados podem ser ana-

logamente obtidos quando .4 é uma categoria com suficientes projetivos e

F' : .4 -+ B é exato à direita. Neste caso teríamos L(Ec) : O (C(.4)) -}

O(C(B))e(LF')c :C(O(Á)) aC(O(B».

R(F')e

4.1 Caso particular: .4 e 23 semissimples

Sejam .4 e 23 duas categorias abelianas semissimples. Logo teremos

O(.4) --ga- X'.mo(Á)

0(B) --!b- K'omo(B)

Proposição 4.1 . Sq/am .4 e B cafegorfas abe//amas sem/ss/ml)/es, onde .4
tem suficientes injetivos. Seja F : A --} B um funtor exala a esquerda tal

que RF : D+(.A) a D+(.B) é uma equivalência. Então F também é uma
equivalência.

Demonstração. Tendo .4 e 6 semissimples temos o seguinte diagrama, onde

C?,4, (2B e RF são equivalências:

K+ (.4) --e=,' K+(B)

0+(.4) --iF'' 0+(B)
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Logo temos que XF é também uma equivalência e a comutatividade de

Ã'(.4) --Sa- X'o«.o(.4)

KT'l" ij'

x'h) -gg- K.««W

garante que P é uma equivalência, onde f' = Ck o Ã'F o (Gl4)': e G e G'
estão definidos na Obs 1 2 dada no Capítulo l .

Lembrando que (Gl4)'i é um abuso de notação, pois este funtor é quase-
inverso ao funtor G', .

SejaBcOb(B)logotemosque .. -o --/3 ----o

objeto de como(B), que denotaremos por B'. Como F é equivalência, existe

Á' objeto em como(Á) tal que F'(.4') = B'. Assim temos

CL . K'f' . (Gl4)':(Á')
x'r'. (ch) :(Á')

KF' (Á' )

(ck) ' : (B' )

Logo, existe um isomorfismo / c Homo.,«.(B)(KF'(.4'), B')

1.« , 1,- J,«,-
- F'(.'1") -,- F'(Á"+:)

ou seja, cada /i é um isomorfismo em B.

Portanto, encontramos uma objeto 4" em .4 tal que F(.4") = B. Logo
temos que o funtor F é essencialmente sobre.

Vejamos então que F' é pleno e fiel: Seja .4 c Ob(.4) e seja A' o objeto de
X'omo(.4) ...- -.4 -o -.. entãotemos:

F'(.'1') GÍ, . K'F' . (Gl4)': (.'1')

cl:, . Ã'f'(Á')
Gí; (F' (Á) ' )

mass'(Á)'é . . -.o -F'(.'1)------o Logos(F'(A)' =F'(A)'
entãoGb(F'(Á)') portanto F'(A') Á)' e teremos
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X.m,{ (.A- , .4, ) #'"'".«.(.© (AT , Á; )

H'mK.,«W(F'(A:) , F(Á;) )

H'mK.«.@(F' (Á :)' , F' (.4,) ' )
Ho«.B(F'(Á :) , F'(Á:» .

Então temos que F equivalência. n

Resumindo, se F : .4 --} 13 é um funtor aditivo exato a esquerda entre

duas categorias abelianas semissimples tal que RF : D+(.4) a O+(B) é
uma equivalência, demonstramos que XF' : K+(.4) -+ Ã+(B) e F' são tam-

bém equivalências. Assim, pela Proposição 2.1 6. Ec é também equivalência e

portanto R(Ec) é equivalência. Ou seja, se .4 e B são categorias semissimples

tais que .4 e C(.4) tem suficientes injetivos e(RF')c é equivalência teremos que

R(Ec) também será.

4.2 Caso geral

Nesta seção temos como objetivo mostrar a comutativídade do diagrama

apresentado na introdução deste capítulo e apartar desta, usando que T,4 e irb

são plenos e fiéis provar que se (RF)e é equivalência de categorias, R(Fe)
também será equivalência.

Obs q5. Suponhamos C(A) com suficientes injetivos, ou seja, ou C tem um
número finito de objetos e morfismos ou a categoria A é completa. Sendo
assim temos:

Seja A' um objeto em D(C(A». Pelo fato de c(Á) ter suficientes injetivos,

existe um quase-isomodismo a : A' } l(.A' }' , onde l(A' )' é um complexo

de objetos injetivos. Ou seja, temos o seguinte isomodismo em D(C(A»:

Á'

Á' .r(.'1')'

Aplicando o funtor'l',\ sobre \a/IdÀ temos a transformação natural em C(DI.AI»

rÁ(l.«//d): Q,{o Á -+ Q.4o /(Á')
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onde A e l(.A' ) representam. respectivamente, as imagem de A' e r(A' ) pelo

funtor K.A : Kom(C(À» -+ C(Komt(A» e lembrando que Q,\ é o funtor de
localização, de Kom(A) para D(A). Ou seja.

TÁ(la//d) {lcrc//d C HomoPO(.4(C), /(Á')(C)) : a € Ob(C)}

tais que o seguinte diagrama é comutativa para cada morfismo
pmf''

c --!:-- o

Á(o)

[AU//a] l
.'l(o)

lac//q
.r (A ')(a)

tifo! //
/(Á')(o).lao/Id]

Agora podemos aplicar sobre o morfismo T,\(\cE/Idi) : Q o A a Q o l(A' )

o funtor (.RF)c, e teremos uma transformação natural

(RF')c(Ta(la/.rdl)) : RF' o Q,{ o .4 -+ RF' o Q,4 o /(.4')

em C(0(23)) .

Assim, dado c --L-,- D um morfismo emC, teremos RFoQ,\oA( C ---!--- D )

descrito por:

a

D

Q,{..4

\
\

\

.'i(c)
.4(t)

.'i(c) Á(o)

e aplicando RF como na Seção 1.3.3 do primeiro capítulo

Á(o)
ao..4(t)

'mo» : â..i(o))'/(Á(c))'
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e finalmente

X'F' ( .r (Á(C)) ' )

KF(/(A(t)»

Ã'F'( .r (A(c» ' )

Analogamente temos RF a Q.A o l (A' ) (. C ---!--- D ):

K r' ( .r (Á ')(c»

KF'(.r (Á(0)) ' )

,KF' (r(A ')(t»

X' F'(/(Á')(a)) X' F'(/(Á')(0) )

E #na/mente remos (RF')c(TH(l.//dl)) lac/.ral) : c c Ob(c)}

(RF')c(TJ(la//d)) IXF'(.r(ac))/.rdl : C € OÜ(C)},

ou seja, para cada C, determinamos l (ac) por:

Á(o)

isto é

Á(a) .r ( .4')(c)

q,{(c) l l .I'd

/(A(C))' ,..., - /('4')(a),

porranfo (RF')c(TÁ(la/.rd)) .r(ac))/.rdl : C c Ob(C)} fa/s que o d/a
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grama

X'F' (/( .'l(a)) ' )
[K F'(r(ac»//d]

Ã'F' ( .r (Á')(c) )

IKT'(/(A(t))//dl IKF'(/( .A ')(t»/ról

Ã'F'(/(.4(0))') IKf'(/(an»//4 Ã'F' ( .r ( .'1')(D) )

é comutativa, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativa em K(.B)

W'e

K F' (/(A(C ) K' F' (J' ( .A (C)) ' )

K F'(/(.A (C)) ' ) K F' (J( .A ')( O) )

onde (1) (A')(t)) . K/'(.r(ac)) e (2) = K'F'(/(aO)) o X'F'(/(Á(t)))
Portanto, usando a Observação 7 do primeiro capítulo. temos

1-«(-». "'«uw)l- l«,«uow)."'«(«»l n.

Cabe observar neste ponto que l(ac) é um quase-isomorfismo entre comple-

xos de objetos injetivos e. pela Observação l l, l(ac). e consequentemente

KF(l(ac». são isomorfismos para todo Ci c Ob(C).

Lema 4.2. Sejam A uma categoria abeliana com suficientes injetivos e C uma

categoria pequena, tais que, ou .A esta sob as hipóteses da Proposição 2. 7 ou

C esta sob as hipóteses do Corolário 2.8. Então para todo funtor F : A -+ B
exala a esquerda o seguinte diagrama é comutativa:

0+ (C(.4) )

«1
c(o+ (Á) )

R(Ec)

(RF')c

0*(C(B»

1«
C(0+ (B))

Demorlsrração. Faremos a demonstração em duas etapas. Na primeira etapa,

mostraremos que (4.4) comuta nos objetos. A segunda etapa, consistirá em



4. Funtorderivado 88

mostrar que (4.4) comuta nos morfismos.
I' etapa: Seja A' c Ob(o(C(.4))) então teremos TÀ(.4') Q,{ . .'! : C 4

Z)(.4) dado por:

(.; F--}

D

A(a)

.4(C) .'!(o)

onde Á = K.4(.'1') € Ob(C(Kom(.4)).
Aplicando (RF)c em Ta(.4') temos um funtor de C em D(B) definido por

(; --+

D

Kf' (/(Á(o)) ' )

CT' (/( '{ (t)) )

Kf'(/(.4(C))') (/) KF'(/(A(0)) ' )

Por outro lado

R(Ec)(Á') (.'1')') (Ec(.r(Á')))' /(À'»

em Ob(D(C(B)). Assim. definindo F' o /(.4') KB«F' . .r(.'1'))'), temos

Teor(EC)(.4') o(F'o(/(.'1')) :C 4 0(B)

D

(f' . .r(.'i'))(a)
.FoJ'(A'))(t)

(F' . .r(,4 '))(c) (F' . J(Á'))(0)

Notemos que(F'..r(.'1'))(c) F'(.r(Á')(C)) e(F'./(A'))(t)
para todo C objeto de C e para todo [ morfismo de C. Logo '7b o R(Ec)(.4') fica
definido por:

c --}

D

Kf'(.r(Á ')( (-;»
F'(.r(A ')(t) )

KF'(/(A ')(C» (/.r) X'F' (.r (.4')(0 »

Sendo assim, basta verificar que os telhados (/) e (//) são equivalentes
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Notemos que o telhado (.r) é equivalente ao telhado

x'f'(.r(.4(c)»
F'(/(.4(t»)oKf'(/(ap))

X'F' (/(A ')(C) ) X'F' (/(Á ')(0) )

pois XF'(.r(ac)) e KF'(.r(ao)) são isomorfismos. Logo, usando (4.3), temos
que o seguinte diagrama é comutativo em K(6):

Ã'F'(.r(.'i(a)))

KF'(/(.'l(C»)

KF'u(«»l
X'F' (.r (Á ')(C»

Ã'F' (/( .4 ')(C»

íl «(AU)'KT'(.r(4(0» l KPGTG'l'H)

KF'(/(Á ')(0) )

Portanto (4.4) comuta nos objetos.

2' etapa: Seja l//@l um morfismo em D(C(Á)) representado por

L'

E' G'

então, 7h(l//@l) = {1/c/Ócl : C c Ob(C)} tal que, para qualquer morfismo

c --L-,. z) em C, o seguinte diagrama comuta

z(c) lk1leSI c(c)

taw//dl, lIaM//'a

z(o) i.F;7= ]c(o)

Agora, aplicando (RF)c temos

(RF')c . Ta (l//@l) {XT'(l/c/@cl) : C € 0Z,(C)}



Isto significa que para cada objeto C de C podemos construir /(/c/éc)

L(C)

E(C) G(C)

.r(E(c)) ,u./+.) - /(G(c)),

e finalmente (RF')c . rÀ(l//ÓI) = {lX'F'(/(/c/Óc))//dl : C' c Ob

para cada C temos a classe representada por

KF' (/(E(C)) )
5Ftl(Jc! c)l

Ã' F'( .r(E(C))) X' F'( J'(G(a)) )

Por outro lado, aplicando R(Ec) sobre l//@l temos

E' G'

,-:,.! l,-:..
.r(E') ,.,/© ' (G')

Ã' (Ec )(/(E') )
.K ( /-'c )(/(//Ó) )

x(Ec)(.r(E')) K(Ec)(.r(G')),

Lembrando que K(Ec)(/(E')) = (F'..r(.E'»' e x(Ec)(/(//@)) = IEc(.r(//ó))l
Logo, podemos rescrever:

(F' . /(E'))'
[Fc (/(J'/+»]

(F' . /(E'))' (F' . .r (G'))'

q--tso q--tso

(c)} isto é
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na categoria O(C(Zi». Agora, aplicando TB :

Tn(IEc(.r(//é))/.rdl)(.r(//@)))c/.rd: c € Ob(c)}.

Mas por definição cle Ec. (Ec(/(//é)))c = (F'((/(//@))c)' = ÃF'((.r(.f/é))c)
logo

Ta(IEc(.r(//é))//d) {lKF'((.r(//é))c)//d : a C 0b(C)}

Sendo assim, para ter (RF')c . rJ(l//él) = Tn o X(r')c(l//@l), falta provar

que

KFÇIÇfcj+c» « KF({ltflÓ)bc).

Sejam € : E' d .r(E') e 0 : G' d .r(G') os quase-isomorfismos na-
turais. Temos os seguintes diagramas comutativos determinados como em
(4.1) :

E(C) c(c)

/(a(c))' (E')(o) /(a(o))' Ti;=Í - /(a')(c)

onde qa(c), qG(c) , (c, 0c são quase-isomorfismos enquanto que /(ec) e /(0c)
são ísomorfismos. E, usando as definições de /(//@) e de .r(/c/Óa), temos o

diagrama comutativa em X'(.4):

z,(c')

E(a) G(C)

=l:::, ''''"'' ',:l'=
/(E')(C) UU/©). - /(G')(C)

.-(/(//é))c e, consequentemente.

KFÇIUcj+c» -' KF(ÇIÇflÓÜ)c).

€c

Portanto, .r(/c/éc)

n
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Observemos que para ter T,4 e Ta plenos e fiéis teremos que tomar C =
Q onde ç! é a categoria gerada por um qu/ver (2 sem relações. Sob estas
condições temos então o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Sejam .A uma categoria abeliana com suficientes injetivos, Q

a categoria gerada por um quiver Q finito sem relações e RF : D+ l.Á) -.+

O+(B) uma equ/va/éncfa. Então R(F')e : O+(Q(.4)) 4 O+(Q(õ)) é também

uma equivalência.

Obs q6. A hipótese do quiver Q ser finitos esta sendo usada para poder ga-

rantir que Q(.A) tenha suficientes injetivos. Portanto ela pode ser substituída
pela hipótese de A ser uma categoria comp)eta.

l)emonsfração. Por hipótese temos que RF é equivalência logo, pela Proposi-

ção 2.1 5, (RF)e é também equivalência e portanto é pleno e fiel. Além disso,
já demonstramos que T,4 e Ta são funtores plenos e fiéis. Assim. usando a
comutatividade do diagrama (4.4). concluímos que R(Fe) é um funtor pleno
e fiel. Portanto, para terminar a demonstração deste teorema. é necessário e

suficiente demonstrar que R(Fe) é essencialmente sobre.

Seja B' c Ob(O+(Q(B)), logo B' c Ob(Ã'o«.+(Ç1(6)) e pela equivalência

XB, temos um funtor B : Q -+ Xom(B) associado a B'

Para cada { objeto de Q, B({) c Ob(O+(B)) então, dado que RF' é essen-

cialmente sobre. existe um objeto 4; em O+(.4) tal que RF'(A:) = B({). isto
é, X'F'(.r(.4:)) z B({) em O+(B).

Seja { --Z--j um morfismo em Q, logo temos B(í) -!!a B(j) um mor-

fismo em X'om+(B) que gera um morfismo

B({)

B({) B(j)

em O(B) e, como H'moW(B(á), n(j)) = Ho«',PW(KF'(.r(À;)), XF'(}'(A;))),
existe um morfismo IS/@l c Ho«.o@(KF'(J'(A;)), XF'(J'(Á;))) correspondente
a IB(p)/.rd.

Dado que RF é pleno e fiel.

RF' : HomoOO(Á; , .4;) -+ Ho«.OW(Ã'F'(/(Á;)), Ã'F'(.r(Á;)))
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é bijetora e portanto existe único l//él € Homo(.4) (.4:, .4;) tal que RT'(Í.f/él) =
Ig/@l, ou seja, Q . xr'(.r(l//él))

Nosso objetivo é definir um funtor de Q em X'om+(.4). Lembrando que

/(l//él) é um morfismo em X'+(.4). seja .'!(P) um representante em Kom't(.4).

isto é, l.4(p)l = .r(l//él). Definamos o seguinte funtor:

Á

{ }---}

J

P

Ko «.+ (Á)
A(á)

.4(j)

Observemos que este funtor esta bem definido pois a categoria ÇZ é gerado

por um quiver finito sem relações.

Como X.4 é equivalência, existe ,4' c OÓ(O+(Q(.4)» tal que K,4(Á')
Falta, então, demonstrar que R(F)e(.4') = B'. Isto significa que devemos

encontrar quase-isomorfismos R(F')e(Á') --=--- o' --l-- B'

Por definição temos que X(Fe)(/(.4') = (F . /(Á')', logo, para cada á c

0b(Q) .

K(f'Q)(/(Á')({)(F' o .r(.4')(Í))'(Á')({)).

Mas, pela Observação 15. KF'(.r(Á')(á)) = XF'(.r(A({)» em K(B). Por outro
lado, XF'(/(Á({)) N B(á) em O(B), logo existem quase-isomodismos

(R(F')e(Á'))({) --=L- Ci --!!- B(á) . E dado { --=-- .Í temos o diagrama:

R(r') e('l'»(t}4; R(F') Q(.A '))(P) R(p')e(Á'))(=i)4,

B(á)
B(P)

B(j)

Onde a existência de CP esta garantida pelo Lema 3.6. Assim, usando os
mesmos argumentos da demonstração do Teorema 3.13 temos os quase-
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isomorfismos

c'

R(F') e(.'1' ) B'

Como queríamos demonstrar. D

E importante notar que o Lema 4.2 e o Teorema 4.3 também são válidos
quando substituímos D+ por l)ó. Isto é, também podemos garantir a comuta-
tividade de

e portanto, sob as mesmas hipótese do Teorema 4.3, se RF : l)ó(.4) -+
Oó(B) é uma equivalência teremos que R(F')e : O'(Q(.4)) a O'(Q(õ))
também será equivalência.

Estes resultados se devem ao fato de que Z)ó(.4) é equivalente a uma sub-

categoria de Z)+(H), para qualquer categoria abeliana .Á.

o' (c(Á) )
R(F'c )

0'(C(B))

«1   1«
C(0ó(.4 ) )

( RF' ) c
,- C(0'(B»



Capítulo 5

Teorema de Mukai para
Q-feixes

Neste último capitulo temos como objetivo demonstrar uma versão do Teo-

rema de Mukai no caso de Q-feixes quase-coerentes.

O Teorema de Mukai é principalmente usado na classificação de varieda-

des abelianas e afirma que o funtor integral Q7'.Í : l)ó(x) ---} Z)ü(.f) é
uma equivalência de categorias. onde X denota uma variedade abeliana, X
denota a variedade dual e P é o fibrado de Poincaré sobre X x X. Este fun-

tor coincide com o funtor derivado do funtor .S ; Cob(X) -+ Cob(X) definido

por 'S(f) = T.f.(P ® Kk8), onde xx e z.f são as projeções de X x X sobre.

respectivamente, X e X.
A transformada de Fourier-Mukai pode ser estendida para a categoria de

feixes quase-coerentes. logo temos O'(Dco(X)) = O'(Dco(X)).

Dado uma categoria Q gerada por um quiver Q, um Q-feixe quase-coerente
é um funtor de Q a Dco(X). A categoria cujos objetos são estes funto-

res é denotada por QQ(x). Como Dco(X) é abeliana, temos que çlQ(X)
é abeliana, logo podemos pensar na categoria derivada que será denotada

por O(QQ(X)). Analogamente, definimos a categoria dos Q-feixes coerentes

Qa(x) que também é abeliana e definimos o(Q(x» := Oec(x)(ç2Q(X)).

Provaremos que R(Ã)e : Ob(QQ(X)) -+ O'(QC?(.f)) é uma equivalên-
cia. Para esta demonstração aplicaremos a teoria desenvolvida nos capítulos

anteriores, usando como principal resultado o Teorema 4.3.
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5.1 Teorema de Mukai

Dadas X e y duas variedades projetivas não singulares sobre um corpo

IK. definimos ax e 7rr sendo as projeções do produto cartesiano X x y sobre

os respectivos fatores. Definimos o funtor 'Df.,r: l)(X) -+ D(}') por:

Of.,r(C') e'®' X'')

onde X'' é um objeto de D (X x y) que chamaremos de núcleo do funtor. O

funtor a'f:r recebe o nome de funfor /nfegra/.
Quando um funtor integral é uma equivalência de categorias, ele será cha-

mado de /unlor de Houver-/Uukaf. Se, além disso, o núcleo K' pode ser re-

duzido a um único feixe coerente em X x y, o funtor integral é chamado de
transformada de Fourier-Mukai.

Sejam X uma variedade abeliana sobre um corpo K de característica zero,
.X sua variedade abeliana dual e P o vibrado de Poincaré em X x X então:

Teorema de Mukai. O funfor /alegra/ QP.ç : Z)ó(X) a Dó(.f) é uma
transformada de Fourier-Mukai.

Neste caso podemos escrever a transforma de Fourier-Mukai como o funtor

derivado do funtor .S(8) = x.t. (7' ® 7rlC).
A transformada de Fourier-Mukai pode ser estendida para a categoria de

feixes quase-coerentes. logo temos a equivalência:

R(S) : Dó(Dco(X)) a 0'(Dco(X))

5.2 Q-feixes

Definição 5.1. Seca Q um qu/ver. Um C?-fe/xe quase-coerente em X é um

furtar de Q -} Dco(X). Oenofaremos por Qc?(X) a cafegor/a Q(D"(X))
dos Q-feixes quase-coerentes em X

Analogamente. definimos um Q-feixe coerente em X como um funtor de

Q 4 cob(x). Denofaremos Í)or QC(x) a caregor/a Q(cob(X)) dos Q-íe/xes
coerentes em X.

Lembrando que Q é a categoria gerada pelo quiser Q definida na Seção

3.4 do Capítulo 3.

Lema 5.2. .4s cafegor/as QC?(X) e QC(X) def/nadas ac/ma são abe//amas
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Além disso, se Q for um quiver finito e se X for um esquema noetheriano
então QQ(x} também tem suficientes injetivos.

l)emonsfração. A primeira afirmação vem do fato que as categorias Dco(X)

e Cob(X) são abeliana, logo usando a Proposição 2.4 do segundo capítulo
temos ç2Q(X) e Qa(X) abeUanas.

Quando X é um esquema noetheriano temos que Dco(X) é uma catego-

ria com suficientes injetivos. Logo tomando Q um quiver finito temos, pelo
Coro[ário 2.8, que (!Q(x) tem suficientes injetivos. []

Teorema de Mukai para Q-feixes. Sega Q a calegor/a gerada por um
quiser Q sem relações. Então o tuntor derivado R(S)ÇZ do funtor induzido
Se : QQ(X) --} QQ(X) é uma equivalência de categorias.

Oemonsrração. Como vimos anteriormente temos S : Cob(X)

finida por S(e) = r.f*(P®zl8) e que pode ser estendida para S : Dco(X) -+
Dco(X).

Pelo Teorema de Mukai,

.r?# : 0'(Dço(X)) a 0'(Dco(.f))

é uma equivalência. Logo, pela Proposição 2.1 5, temos a equivalência

(.FÚ)e : Q(0'(Dço(X))) a Q(Db(Dco(.f)))

Então, pelo Teorema 4.3

R(SO) : 0'(QQ(X)) -} 0Ó(QQ(-f))

é também equivalência. D



Referências Bibliográficas

jl] D. H. Ruiperez. C. Bartocci, U. Bruzzo. Fouder-A4uka/ and /Vahm 77ans-

óorms /n Geomefry and A4arhemaf/ca/ Phys/cs. volume 276. Birkhaüser

Verlag,2009.

\2\ P. Freyd. Abelian Categories An }ntroduction to the Theory of Functors
Raper and Row, 1966.

l31 P. Gabriel. Des catégories abéliennes. Bu//.Soc. Mafh. Frar7ce, (90):323
448,1962.

l41 Alexander Grothendieck. Sur quelques points d'algêbre homologique
7he Zohoku Mafhemaf/ca/ Journa/, Second Séries 9:1 1 9 221 , 1 957

[5] D. Huybrechts. tour/er-Multa/ ãransáorms/n 4/febra/c Geomefry. Oxford

Mathematical Monographs. Oxford University Press, 2006.

[6] N. Jacobson. Base 4/geóra //. W.H. Freeman and Company, 1910

[7] S. MacLane. Categorfes áor work/r7g mafhemaf/c/an, volume 5 of Graduafe

ãexs /n Marhemaf/cs. Springer- Verlag, 1 971.

l81 Shigeru Mukai. Duality between d(x) e d(i) with its application to picard

sheaves./Vagoya Mafh. J.,(81):1 53 - 175, 1981.

l91 Alastair. D. King Peter. B. Gothen. Homological algebra of twisted quiver
bundles. J, l.ondon Mafh. Soc., 71 :85-99, 2005.

j1 0] D. M. Prata. Representações torcidas de quivers. Master's thesis, IMECC
UNiCAMR 2008.

jl 1] YU. 1. Manin S.l. Gelfand. Mefhods ofHomo/og/ca/.4/geóra. Springer Mo

nographs in Mathematics. Springer Verlag, second edition edition. 2003.

98



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 99

j1 2] V.S. Vargas. Elementos de álgebra homológica en categorias abelianas

y el teorema de inmersión en la categoria de grupos abelianos. Manter's
thesis. Facultad de Ciencias - Universidad Nacional Autónoma de Mexico,

www.matem.unam.mx/omendoza/tesis/TesisLicValente.pdf, 2007

j1 31 C.A. Weibel. Án /nrroducf/on fo Homo/og/ca/ .4/gel)ra. volume 38 of Cam

brfdge Sfud/es in 4dvanced Marhemal/cs. Cambridge University Press
1995

[1 41 K. Yokogawa. Infinitesimal deformation of parabolic higgs sheaves. /nfer.

r7affona/ Journa/ of Marhemaf/cs, 6(1 ):1 25 - 1 48, 1 995.


