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Resumo

ARAKELIAN, N. Curvas Frobenius nao classicas e cotas superiores para pontos ra-
cionais em curvas sobre corpos finitos. 2013. 120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de
Matemaéatica e Estatistica, Universidade de S&o Paulo, Sdo Paulo, 2013.

Este trabalho se divide em duas partes distintas. Na primeira parte, para cada inteiro s > 1,
apresentamos uma familia de curvas definidas sobre um corpo finito IF, que, sob certas hipoteses,
sdo [F~Frobenius nédo classicas com relagao ao sistema linear de curvas planas de grau s. Para o
caso s = 2, sob certas hip6teses, apresentamos um critério necessario e suficiente para que tais
curvas sejam g -Frobenius ndo classicas com relagao ao sistema linear de cénicas, obtendo assim
exemplos de curvas diferentes das curvas de Fermat que atendem tal propriedade.

Na segunda parte, dada uma curva X definida sobre um corpo finito F,, através de um mor-
fismo birracional definido sobre F, de X em um espago projetivo P?, obtemos uma cota superior
para o namero de seus pontos Fgr-racionais , onde Fy» € uma extenséo finita de F,. Tal cota for-
nece uma melhora para as cotas de Stohr-Voloch e Hasse-Weil em vérios tipos de curvas; dentre
elas, as curvas Frobenius nao cldssicas com relagiio ao morfismo em questdo, que em geral, séo

curvas gue tendem a possuir muitos pontos racionais.

Palavras-chave: Curvas algébricas, Corpos finitos, Pontos racionais.
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Abstract

ARAKELIAN, n. Frobenius non-classical curves and upper bounds for rational points
on curves over finite fields. 2013. 120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Mateméatica e
Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2013.

This work is composed of two different parts. In the first one, for each integer s > 1, we
present a family of curves defined over a finite field Iy that, under certain hypotheses, are F-
Frobenius non-classical with respect to the linear system of plane curves of degree s. For the case
s = 2, we give, under certain hypotheses, a necessary and sufficient condition for such curves be
F,-Frobenius non-classical with respect to the linear system of conics, which give examples of
curves with such property, different of the Fermat curves.

In the secound part, given a curve A defined over a finite field F,, by a birrational morphism
defined over Fy from & into a projective space P, we obtain an upper bound for the number of
its F4r-rational points, were Fy- is a finite extension of Fy. Such bound provides an inprovement
of the Stohr-Voloch and Hasse-Weil bounds in several types of curves; among these, the Frobe-
nius non-classical curves with respect to the referred morphism, that in general, are curves that

tend to have many rational points.

Keywords: Algebraic curves, Finite fields, Rational points.
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Capitulo 1

Introducao e resultados preliminares

A contagem/estimativa de pontos racionais em uma curva algébrica definida sobre um corpo
finito & de extrema importancia na teoria de curvas algébricas, pois possul diversas aplicagdes,
como por exemplo em teoria de cbdigos, geometria finita, teoria dos nimeros e problemas de
Waring (ver [15] e [23, Capitulo 6]). Seja. X’ curva algébrica arbitraria de género g definida sobre
wm corpo finito Fy com g = p" elementos, e defina N como sendo o niimero de pontos F,-racionais
de X. Calcular o valor preciso de IV nao costuma ser uma tarefa facil; formulas praticas para
a obtencao deste nimero s6 sao conhecidas para certas classes de curvas (por exemplo, ver [14,
Teorema 1]).

O resultado mais conhecido & esse respeito é o Teorema de Hasse-Weil (hip6tese de Riemann
para curvas algébricas sobre corpos finitos), através do qual se estabelece a seguinte cota para
N (chamada cota de Hasse-Weil)

|V — (g + 1)| < 29/ (1.0.1)

Em particular, temos
N g+ 1+ 204/4 (1.0.2)

Existern curvas que atingem a cota (1.0.2), conhecidas como curvas maximais, cujo exemplo
mais conhecido é a curva Hermitiana sobre F 2, que é dada pela equagiio X914+ Y9+ + Z29+1 = g,
Por conta disto, a cota superior de Hasse-Weil nao pode ser melhorada de maneira geral; mas
existem varias situagbes em que um aprimoramento desta cota pode ser obtido. Por exemplo,

em [27], Serre prova que
|V — (g + 1) < g[2v/3],

onde [a] denota a parte inteira do namero real a.

Em [29], Stohr e Voloch introduziram uma técnica para obter novas cotas para pontos racio-
nais de uma curva algébrica sobre um corpo finito. Através desta técnica, obtém-se em particular
a cota de Hasse-Weil, e esta pode ser ser melhorada em varios casos. Neste capitulo, relembra-

remos alguns resultados basicos da teoria de Stohr-Voloch. Durante todo o texto, a menos de
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mengio contraria, estabelecemos o seguinte:
o F, & um corpo finito com ¢ = p* elementos;
e X & uma curva algébrica projetiva nao singular de género g irredutivel definida sobre Fy;
e K & o fecho algébrico de Fy;
e NNV, & o niimero de pontos Fyr-racionais da curva &, onde Fyr é uma extensao finita de F;
e P(K) e P*(IF;-) séo os espagos projetivos de dimensao n respectivamente sobre K e Fgr;
o K(X)} e Fyr(X) sio os corpos de fungoes de X respectivamente sobre K e Fyr;
e X(F) & o conjunto de pontos F-racionais de &, onde F C K é um subcorpo de KK;

e Se X C P"(K), o mapa Fy-Frobenius ®, & definido em & por

Py X — X

fag t o tag) > (af r .1 al)

e Sejam X, Y C P*(K) duas curvas algébricas e P € P*(K). Denotaremos por I(P,XNY) a

multiplicidade de infersegiio de X' e Y no ponto P;
» Para um ponto ndo singular P € X, a valorizacio discreta en P serd denofada por vp;

e Dados dois inteiros n > m > 1 e uma matriz quadrada M de ordem n, o desenvolvimento
de Laplace utilizando as m primeiras linhas{colunas) de M nos fornece que det{M) &
igual & soma alternada dos produtos que se obtém multiplicando todos os menores de
ordem m contidos nas m primeiras linhas(colunas) de M pelos correspondentes menores

complementares de ordem n — m.

Daqui por diante, sempre que mencionarmos a palavra curva, estaremos nos referindo a
uma curva algébrica projetiva. Para detalhes e provas dos resultados exibidos neste capitulo,
recomendamos [29], [31} e [18].

1.1 Morfismos e séries lineares

Seja ¢ = (fo 1 oo @ fo) + & — P*(K) um morfismo néo degenerado (ou seja, fo,..., fn sdo
linearmente independentes sobre K), onde fy, ..., fn € K(X), com f; 5 0 para algum 4, sio as
funcées coordenadas de ¢. O morfismo ¢ define unicamente suas fungoes coordenadas a menos
de um fator ndo nulo em K(X), ou seja, podemos enxergar ¢ como um ponto de P*(K(AX)).

Dado um ponto P € X, temos que

¢(P) = ((E%F fo)(P) = .t (B fn)(P)),
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onde ep = —min{vp(fa), ..., vp(fa)} et € K(X) & um pardmetro local em P. A imagem ¢(X) é
uma. curva (possivelmente singular) em P"(K), cujo corpo de fungdes é K(o{X)) = K(ii'-, . ff),
onde f; # 0. O grau de ¢ & definido por deg(¢) = [K(X) : K(¢(X))]. O morfismo ¢ é dito
birracional quando K(¢(X)) = K(X), ou seja, quando deg(¢) = 1. Caso ¢ seja birracional, curva
X pode ser pensada como uma curva parametrizada em P*(K), ou ¢(X') como uma manifestacio
de X em P*(K). Neste caso, para Q € ¢(X), os pontos da fibra ¢7}(Q) sdo ramos (de X) de
@#(X) centrados em @ (ver [18, Capitulo 4, segéo 4.3]).

Seja Din(K(A")) o grupo dos divisores de K(X), e seja E € Div(K(X)) definido por
B = Z epl.

Pela definigdo de E, temos que todas as fugSes coordenadas de ¢ pertencem ao espago de
Riemann-Roch L(E) = {f € K(X)* | div(f) + E > 0} U {0}; estas geram um subespago Vj
de £L{E) de dimenséo n (uma vez que ¢ & nio degenerado).

Portanto, associado a ¢ temos, a menos de mudanga de coordenadas projetivas em P™(K(X)),

uma inica série linear de dimensao n livre de ponto base

n
Dy = {dz’v (Z affi) + E | ap, .-y n € ]K} C |E|={D e Div{K(X)) | D >0, D~ E}.
i=0

O grau da série Dy é o grau do divisor E. Reciprocamente, pode-se provar que a cada série
linear livre de ponto base T de dimensao n esta associado, a menos de mudanga de coordenadas
projetivas em P*(K), um tanico morfismo ndo degenerado ¢ : X —3 P*(K). Dizemos que uma
série linear é éimples quando o morfismo associado a ela € birracional. No que segue, a menos
de mengdo contraria, sempre que usarmos a palavra morfismo, estaremos nos referindo a um
morfismo birracional nao degenerado.

Qutra interpretagdo para a relagéo entre séries lineares e morfismos é a seguinte: A intersecio
de um hiperplano de P"(K} com os ramos da curva X’ da origem a um divisor D € Dg; por outro
lado, todo divisor D) € Dy também & obtido pela intersecdo de um hiperplano de P*(K) com os

ramos da curva X,

1.2 Pontos de Weierstrass e o divisor de ramificagio

Seja ¢ : X — P*(K) um morfismo (birracional nio degenerado) e D a série linear corres-
pondente. Dado um ponte P € X, a idéia é considerar todas as possiveis multiplicidades de
intersecao dos hiperplanos de P"(K) e o ponto P (centrado em ¢{P)) da curva X. Os divisores
obtidos pela intersegao dos hiperplanos de P™(K) com os pontos de X também dao origem & série
linear . Uma maneira de observar que D ¢, de fato, livre de ponto base, é através do fato de
que dado um ponto ¢(P) € ¢(X'), existe um hiperplano de P*(K) que nio passa por ¢(P).

Definicado 1.2.1. Seja P € X. Um inteiro positivo § € um P-invariante Hermitiano de D ou
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uma (D, P)-ordem se existir um divisor D € D tal que vp(L2) = j, isto significa que existe um

hiperplane H < P*(K) intersectando o ponto P com multiplicidade j.

Para cada inteiro %, temos que
D, ={DeD|D>iP}

& uma subsérie de . Para todo i, temos que D; corresponde ao subespago de P*(K) formado
por todos os hiperplanos que intersectam o ponto P com multiplicidade maior ou igual a 1. Pela
propria defini¢do, temos

D=Dg 2D 2P 2. 2 Dy 2 e

Além disto, a codimensao de D; 1 em D; é 0 ou 1. Portanto, um inteiro § é uma (D, P)-ordem
se, ¢ somente se, D; # D;y1, e neste caso, Djy tem codinmensao 1 em D;. Observe que D; = 0

se i > d = deg D. Desta maneira, existem exatamente n + 1 {D, P)-ordens, digamos

jO(P) <j1(P) << jZ(P) << jn(P)a

in(P) < d. Como D é livre de ponto base, temos jo(F) = 0. Quando ndo houver divida quanto
ao ponto P ao qual estamos nos referindo, escreveremos j; ao invés de j;(P).

Seja L; a interse¢ao de todos os hiperplanos em P*(K) que intersectam o ponto P com
multiplicidade maior ou igual a ji+1(P). O subespaco L; é o i-ésimo plano osculador em P, e

L1 o hiperplano osculador em P. Repare que Ly = ¢(P) e L1 é a reta tangente a ¢(X) em P.

Definicao 1.2.2. Seja t um elemento transcendente sobre K. Definimos a i-ésima derivada de

Hasse em K[t] da seguinte maneira:

D (Le’) o= 1 (7)ot

onde i,7 > 0. Convencionaremos que (1) = 0 se i > j. Note gue esta derivada pode ser
naturalmente estendida o K(t), ao corpe das séries de Laurent K((t)) e o qualquer extensio finita
separdvel de K(t). Em particular, a i-ésima derivada de Hasse D,(f} estd definida em K{X), onde
t € uma varivel separante (Para mais detalhes, referimos [31, Segio 2.1] e [18, Secdes 5.7 e

5.10}).

Teorema 1.2.3. Sejam P € X et um pardmetro local em P, e suponha (multiplicando f; por
t°P ) que ep = 0. Assuma que as primeiras © (D, P)-ordens jo, ..., ji—1 sio conhecidas. Entao
ji € o menor inteiro tal que os pontos ((Dt("’”)fo)(P) 3 s (Dt(“?“)fn)(P)) com-8 = Wyt sto

linearmente independentes sobre K, e o i-ésimo plano osculador em P € gerado por esses pontos.
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Corolario 1.2.4. O hiperplano osculador em P € X € dado pela equagdo

X X,
(j0) (Jo)
| @ :fo)(P) (D @)(P) i~
(DI 1) (P) ... (DI (P)

Seja agora t uma variavel separante de K(X') e considere o conjunto
Hy = {(mg, ... mn) | Mi €Z, 0 < mp < ... < My, det(Démi)fj)osi,an # 0}

munido da ordem lexicografica. Pelo Teorema 1.2.3, temos Hy # §. O elemento minimo (0 =
€0, ---, €n) de Hy é chamado sequéncia de D-ordens de &, e esta depende apenas da série linear D
(do morfismo ¢). Os inteiros ¢; sdo chamados D-ordens de . Dado P € X com (D, P)-ordens

J0s -+ Jn, pela minimalidade de (ep, ..., €,) temos que ¢; < j; para todo i =0, ..., 1.

Definigao 1.2.5. O divisor de ramificacdo de D € definido por
R := div(det(D{¥) £,)) + (e1 + ... + en)div(dt) + (n + 1)E,

onde t € uma varidvel separante e E =5 epP, com ep = —min{vp(fo), ...,vp(fn)}-

Assim como a sequéncia de D-ordens de &, o divisor de ramificagdo depende apenas da série
linear D (do morfismo ¢). Além disso, o divisor R é efetivo (ou seja, R > 0) e seu grau é
deg(R) =(e1+ ... +€)(29 —2) + (n + 1)d.

Teorema 1.2.6. Seja P € X e jo, ..., jn suas (D, P)-ordens. Entdo

n

vp(R) = Z(ji — &k

1=0

e a igualdade vale se, e somente se,

det ((gﬁ) Z0 mod p.

Os pontos P € X que pertencem ao suporte de R sdo chamados de pontos D-Weierstrass,
e para estes pontos, temos que (jo(P), ..., jn(P)) # (€0, ..., €n). O restante dos pontos P € X
sdo chamados D-ordinérios, e para estes temos (jo(P), ..., jn(P)) = (€0,-.-, €n). Em particular,
temos que a menos de um subconjunto finito de pontos de X, a sequéncia de (D, P)-ordens e a
sequéncia de D-ordens coincidem.

Dizemos que a curva X é classica com relagdo a D se (¢g, ..., €n) = (0,1,...,n). Caso ¢ # i
para algum %, dizemos que X" é ndo classica com relagdo a D.
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Proposigao 1.2.7. Sejam P € X € jo, ..., jn 65 (D, P)-ordens. Se o inteiro [],, (ji—js)/(i—s)
nao € divisivel por p entao X € cldssica com relacdo a D e o peso de P no divisor R € igual a

22— 1)

Como consequéncia da Proposigdo 1.2.7, temos que se p > d = deg(D), a curva X é cléssica
com relagdo a D. Também, toda curva definida sobre um corpo de caracteristica 0 é classica com

relagao a qualquer série linear.

Proposicao 1.2.8. Seja e uma D-ordem e . um inteiro tal que (;) # 0 mod p. Entdo u também
é uma D-ordem. Em particular, se € é uma D-ordem menor que p entdo os inteiros 0,1,..,e—1

também sao D-ordens.

Corolario 1.2.9. Suponha que p > n = dim(D), e que para 0,1, ...,n—1 as D-ordens sdo € = i.

Se D € nao cldssica, entdao ¢, € uma poténcia de p.

Seja (K(X))m = {uP" | u € K(X)}, que é umn subcorpo de K(X). O seguinte resultado
de Garcia e Voloch [11] é muito atil para decidir-se se dada curva é ou nfo cléssica para certo

morfismo.

Teorema 1.2.10 (Garcia-Voloch). Seja ¢ = (fo : ... : fu) + & — PYK) um morfismo com
fos - fn € K(X). Entdo fo,..., fn sao linearmente independentes sobre (K(X)).,, se, e somente

se, existirem inteiros €g, ..., €n < P tais que det(D(ef)z;j) £ ),

1.3 O divisor de Frobenius e o Teorema de Stohr-Voloch

Nesta segéo, vamos supor que o morfismo ¢ = (fo : ... : f,) esta definido sobre Fy, ou seja,
fo,o, fn € Fg(&X). Neste caso, dizemos também que ¢ é um F;-morfismo. Como a curva X esta
definida sobre Ty, temos que estd definido o mapa F,-Frobenius @, : X — &, de maneira que
um ponto P € X é F,-racional se, e somente se, ®,(P) = P. O mapa ®,; induz uma agéo no
grupo Diw(K(X)), e dizemos que um divisor D é Fy-racional se ®,(D) = D. Da mesma forma,
dizemos que uma série linear D esté definida sobre Fy se ©,(D) = D para todo D € D. Prova-se
que o morfismo ¢ é um Fg-morfismo se, e somente se, o divisor £ = ZPex epP e a série linear
D = Dy estao definidos sobre F, (para detalhes, recomendamos [18, Capitulo 8]).

A idéia de Stohr e Voloch em [29] para obter cotas superiores para Ny é coletar os pontos
P € X tais que a imagem de ¢(P) pelo mapa de Frobenius &, em P™(K) pertenga ao hiperplano

osculador em P. Um ponto P € X atende a essa propriedade se, e somente se,

fo(P)* fn(P)*

(Jo) (Jo)
ek (Dt .fO)(P) (Dt fn)(P)

OBy .. (P P
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onde t é um pardmetro local em P e j; sdo as (D, P)-ordens, com i = 0,...,n. Isso motiva o

estudo das fungoes

B A

Dmo f D(mO) k

tho"“’mn_l(fo, ---,fn) e det . . 0 ) t . f i (1.3.1)
pim-tg, . Dife-lg

onde ¢t é uma varidvel separante de IFq(X ) e mp < ... < mp— s@o inteiros ndo negativos. Como
fizemos antes, fixado ¢, consideramos o conjunto

K¢ = {('m,o, ...,mn_l) | 115 € Ly D img & v & Mgt Wznu’""mn—l(‘fo, sasy fn) 22 0}

munido da ordem lexicografica. Pode-se provar que o conjunto Ky é nao vazio e portanto admite
um elemento minimo (0 = vy, ..., ¥n—1). A sequéncia (v, ..., n—1) é denotada sequécia de ordens
F,-Frobenius de &' com relagdo a D, e os inteiros v; sao chamados ordens Fy-Frobenius de &
Prova-se também que esta sequéncia depende apenas da série linear D, e que existe um inteiro
I €{1,..,n} (denotado indice F,-Frobenius ) tal que {1y, ...,vn—1} = {€o,..., en}\{er}-

Definicao 1.3.1. O divisor de Frobenius de D é definido por
S i= div(W, """ (fo, vy fr)) + (1 + o + vn_1)div(dt) + (¢ + 1) E,

onde t € uma varidvel separante e E =3 epP, com ep = —min{vp(fo), ..., vp(fa)}

O divisor de Frobenius, assim como o divisor de ramificagao, depende apenas da série linear
D. Ele é um divisor efetivo e seu grau é deg(S) = (1 +...+vp-1)(29—2)+(g+n)d. A curva X é
dita IF-Frobenius classica com relagao a D se (v, ..., Vn—1) = (0, ...,n—1); caso contrério, a curva
X é F,-Frobenius nao classica com relagdo a D. Sempre que néo houver davida sobre qual série
linear estamos tratando e sobre qual corpo finito a curva X é definida, diremos simplesmente
que a curva X é Frobenius (néo) classica se X for IF,-Frobenius (néo) classica com relagao a D.

O préximo resultado, provado por Hefez e Voloch [14], relaciona D-ordens de X com suas

ordens de Fg-Frobenius.

Teorema 1.3.2. Seja X uma curva irredutivel nao singular definida sobre IFy, onde g = ph com
p>2 Sejap=(fo:..:fn): X — P*(K) um Fg-morfismo, e sejam (eg, ..., €n) € (10, .o, Un—1)
respectivamente suas sequéncia de D-ordens e sequéncia de ordens Fy-Frobenius. Se vy > 1 entdo
€9 > 2.

Temos um resultado anédlogo & Proposigao 1.2.8 para ordens [Fg-Frobenius.

Proposicao 1.3.3. Se v € uma ordem de Frobenius de D menor que q, entdo todo p tal que
(5) # 0 mod p também € uma ordem de Frobenius de D. Em particular, se v; < p, entdo
(Vo, nacny Ui) = (0, aniy 7)
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Corolaric 1.3.4. Suponha que p > n — 1, onde n = dim(D), e que para 0,1,...,n— 2 as ordens
F,-Frobenius em relagdo a D sio 1v; = 1. Se D € Fy-Frobenius ndo cldssica, entdo vp_1 € uma

peténcia de p.

Os dois seguintes resultados avaliam os pesos dos pontos /7 € & no divisor 5, especialmente

os pontos Fg-racionais. O Teorema de Stohr-Voloch é provado a partir destes resultados.

Proposigao 1.3.5. (a) Se P € X € um ponto Fy-racional com (D, P)-ordens jp, ..., Jn, entdo

vp(S) = Z(]z & T
d=1

e o igualdade vale se, e somente se,

det ((ﬁ)) Z 0 mod p.
s/ 7 0gsgn-1, 1<i<n

(b) Se P € X € um ponto arbitrdrio com (D, P)-ordens jy, ..., jn, entdo

n-1

vp(8) 2 Y (G —wa)y

i=1

AR
det(( z)) =0 mod p,
Ys/ Jo<sign—1

vale @ desigualdade estrita.

Proposigdo 1.3.6. Sejamm P € A um ponto F,-racional e jo,...,jn as (D, FP)-ordens, Entdo
v; < jia1 — 71 para cada i =0,..,n— 1, ewp(S) > nji.

Teorema 1.3.7 (Stéhr-Voloch). Seja X' uma curve irredutivel ndo singular de género g definide
sobre Fy, e seja Ny o mimero de pontos Fy-racionais de X. Se existir em X' uma série linear livre
de ponto base definida sobre F, de grau d, dimensdon, e com sequéncia de ordens de Fy-Frobenius

Y, veey V1, €NEGO
(1 + ..+ va_1)(29 — 2) + (g +n)d

Ny

[A

1

Seja (€0, .., €n) @ sequéncia de D-ordens de X. Tendo em vista a Proposigio 1.3.5(a), temos
gue a cota de Stohr-Voloch admite a seguinte versio:

Z(Ei B Ui_l)N'[ S (Vl e AT Vn_l)(r/.)g = 2) + (q g n)d (132)
i=1 ‘
Ao longo deste texto, a desigualdade (1.3.2) também serd denomindada cota de Stéhr-Voloch.
Fazendo uso do método de Stohr-Voloch, em [14] Hefez e Voloch determinam o valor exato

de Ny para certas curvas Frobenius ndo classicas.
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Teorema 1.3.8 (Hefez-Voloch). Seja X wma curva irredutivel nao singular de género g definida
sobre F,y obtida através de uma série linear D de dimensao n e grau d com ordens [Fq-Frobenius

V0, ey Un—1 tal que vy > 1. Entdo
Ny=d(g—1)— (29 - 2).

Encerraremos este capitulo introdutério com outro resultado que relaciona classicalidade e

Frobenius classicalidade de uma curva, que nos serd 1til ao longo deste texto.

Proposigao 1.3.9. Seja D uma série linear de dimensdo n da curva X, definida sobre Fy, tol
que p > n. Se X € Fy-Frobenius nao cldssica com relagdo a D, entdo X € nao cldssica com

relacao a D.

Demonstragdo. Sejam (i, ..., ¥n-1) € (€p. ..., €n) TESpectivamente a sequéncia de ordens F,-Frobenius
com relagdo a D e a sequéncia de D-ordens de & . Se (vg, ..., ¥n—1) = (€0y s €n—1), tEMOS 0 re-
sultado trivialmente. Caso contrario, temos que {vg, ..., va—1} = {0, .., €n}\{cs} para algum
Ie{1,..,n—1}. Logo, por [10, Corolario 3], temos que €741 = 0 mod p. Como p > n, segue o
resultado. i
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Capitulo 2

Curvas Frobenius nao classicas com

relacao a curvas de grau s > 1

Considere um polinémio homogéneo F'(z,y,2) € Fy(z,y, 2] tal que X : F(z,y,2) =0 é uma
curva plana projetiva irredutivel de grau d. O corpo de fungdes de X & dado por K(X) = K(=z, y),
com f(z,y) =0, onde f(z,y) == F(z,y,1). Para cada inteiro s tal que 1 < s < d — 3, definimos
o morfismo

ge=ll i o s Lol 2 ) L B — PR (2.0.1)

ondei+j<seM=("}%) —1=(s?+3s)/2. Este morfismo é chamado morfismo de Veronese.
Associada a ele, temos a série linear D, que é simples, livre de ponto base e tem grau sd (ver
[18, Segao 7.7]).

Agora, para toda curva C C P?(K), a intersegio de C com um ramo da curva X da origem
a um divisor D € Div(KK(X)), e dado um sistema linear de curvas planas T, as intersecbes de
todas as curvas de ' com os ramos da curva A dio origem a uma série linear (dizemos que tal
série & obtida pelo corte de & pelo sistema linear I').

Considere 'y o sistema linear formado por todas as curvas planas de grau s. A série linear
D, é obtida também pelo corte de &' pelo sistema linear I's (ver [18, capitulo 6]). Desta maneira,
dado um ponto nao singular P € A, a multiplicidade de intersegdo de X com uma curva plana
C de grau s em P corresponde & multiplicidade de intersegdo do ramo P da curva ¢,(X) com
algum hiperplano H ¢ PM(K). Assim, as (D, P)-ordens jp(P), ..., jar(P) correspondem a todas
as possiveis multiplicidades de intersecdo de & com alguma curva plana de grau s em P. Em
particular, existe uma Gnica curva plana H%, chamada curva s-osculadora a X em P , tal que a
muiltiplicidade de intersecdo de X e HE no ponto P é I(P, X NHE) = ju(P).

Pelo Teorema de Stoéhr-Voloch 1.3.7, segue que

d(d = 3)(1/0 S -l—VMHl) Bt sd(q + M)
M 3

Ny

A

(2.0.2)

onde vg, ..., vy € a sequéncia de ordens FF,-Frobenius de &' com relagio a D,. Se a curva X for

11
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F,-Fobenius classica, temos que (2.0.2) nos fornece a seguinte cota:

d{d—3)(M - 1) & sniq+ M)

N <
2 M

(2.0.3)

A cota (2.0.3) melhora a cota de Hasse-Weil em diversos casos (por exemplo, ver [29, Secao 3] e
[12)).

Em contrapartida, se a curva X & Fg-Frobenius nao classica, obtemos um valor maior no lado
direito da desigualdade (2.0.2), isto &, a cota obtida néo é tdo boa quanto (2.0.3). Em particular,
para p suficientemente grande em comparagao a s, temos pela Proposicao 1.3.3 que p|v; para
algum ¢ € {1,..., M — 1}. Assim, conclue-se facilmente que o método de Stohr-Voloch é mais
eficiente quando aplicado a curvas F,-Frobenius classicas. Contrastando com este fato, temos
que o valor maior no lado direito da desigualdade (2.0.2) nos casos Fy-Frobenius nao classicos
indica que tais curvas tendem a possuir muitos pontos [Fy-racionais.

Portanto, caracterizar as curvas [ -Frobenius nao classicas com relagéo a um sistema linear
de curvas pode ser visto como umn problema de duas vertentes. Por um lado, excluindo as curvas
Fo-Frobenius nao classicas, ficamos comn uma classe de curvas para as quais uma boa cota (2.0.3)
pode ser aplicada. Por outro lado, com as curvas F,-Frobenius nao classicas em maos, temos
uma potencial fonte de curvas com muitos pontos F4-racionais, como ilustraremos a seguir.

Curvas com muitos pontos [Fo-racionais sao muito uGteis, pois possuem diversas aplicagoes;
dentre elas, a teoria de codigos (ver, por exemplo, [28, Capitulos 2 e 8]). A cota (2.0.3) para

s =71 + 1 é melhor do que para s = r se, aproximadamente,

d(r +1)
\7% + 1073 + 3572 + 50r + 24 /

d< q,

onde r > 1. Para s = 1 (ou seja, para a série obtida pelo corte de X por retas em P?(K)), a cota

(2.0.3) &
dd+qg-1)
—— &

Portanto, a cota (2.0.4) néo pode ser atingida por uma curva & tal que d < ¢/15, a menos

M < (2.0.4)

que esta seja [Fy-Frobenius nao classica com relagao a Dy. Da mesma maneira, a cota (2.0.3) para
s = 2 ndo pode ser atingida por uma curva &' tal que d < ¢/30, a menos que & seja F,-Frobenius
nao classica com relagido a Ds, e assin por diante. Logo, apesar de raras, tais curvas sao muito
importantes.

O caso s = 1 foi investigado por varios autores. Por exemplo em [4],[9],[12] e [14], alguns
exemplos de classes de curvas IF,-Frobenius nao classicas sao apresentados. No entanto, mesmo
para o caso s = 1, ndo existe uma caracterizagdo completa de uma curva Fg -Frobenius ndo
cléssica.

Em [12], Garcia e Voloch estabeleceram critérios nescessarios e suficientes para que uma curva

d

de Fermat (ou seja, as curvas dadas por az? + byt = z¢, com ab # 0 e d > 1 néo divisivel por

p) seja Fg-Frobenius néo clssicas para Dy e Dy. Aparentemente, além das curvas de Fermat,
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nao sdo conhecidos muitos exemplos de curvas F,-Frobenius nao classicas com relagao ao sistema
linear de conicas.

Neste capitulo apresentaremos uma familia de curvas Fy-Frobenius nao classicas com relagio
a D; para s > 1 diferentes das curvas de Fermat. Para o caso s = 2 estabeleceremos, sob
certas hipoteses, condigbes necessérias e suficientes para que tais curvas sejam F,-Frobenius néo

classicas,

2.1 Curvas F,-Frobenius nao classicas

Seja X uma curva plana projetiva, nao singular, de grau sn definida sobre I, (¢ = PP, com

h > 1), dada pela equagio F(z,y,z) =0,coms(n—~1) >3, pjn—1,p> s e

5 _
Flegaz)= E et P R, (2.1.1}

i+i+t=s
Nesta segio, estudaremos a [F-Frobenius classicalidade de &' com relacao & série linear D;. Note
que a curva X pode ser vista como uma generalizagio da curva de Fermat, isto é, a curva dada por
az™ + by™ = 2" com ab # 0. Para investigarmos a Frobenius classicalidade de A, precisaremos

dos dois resultados seguintes.

Lema 2.1.1. Sejam F, G, H trés curvas planas, b > 0 um intetro e P € F wm ponto nio
singular, Se I(P,.FNG) 2be I(P,FNH) 2 b, entao I(P,HNG) = b,

Demonstragio. Segue de {25, Lema 1.3.8] (embora o resultado referido seja para curvas sobre o
corpo C dos niumeros complexos, a prova continua valida para curvas sobre corpos de caracteris-

tica positiva). O

Lema 2.1.2. Sejo X a curva dada por (2.1.1). Entdo para todos os pontos P = (a : b : ¢) € X tais

que abe # 0, a curva Hp s-osculedore a X em P € uma curva irredutivel dada por H(x,y,z) =0,

onde

Him: s ¢ = Z ¢i; (@™ iy ot (2.1:2)
i+j+t=s

n =dp* +1 e mde(p,d) = 1. Além disto, se s > 1, temos que X € ndo cldssica com relacio a

Ds, mas € cldssica com relagdo a Dy, parat € {1,...,8—1}.

Demonstragao. Seja f(z,y) = F(z,y,1). Note que f(z,y) = 0 pode ser escrito como

Y, ey gy =1 (2.1.3)

0<i4+j<s
no corpo de fungdes K(X'), e o Teorema 1.2.10 implica que X é ndo classica com relacdo a Ds.
Além disto, se (eg,€1,....€p) & a sequéncia de Ds-ordens de X, temos que ey > p”. Tome

P=(a:b:c) €A com abe # 0; podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¢ = 1. Seja
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h(z,y) = H(z,y,1) e considere a curva C: H(zx,y, z) = 0 de grau 5. Afirmamos que a curva C &

irredutivel. De fato, seja G o fecho projetivo da curva dada por g(z,y) = 0, onde

g{z,y) = Z Cz‘jf?jj-

O<i43<s

Como h(z,y) = gla®" g, b%"y), temos que G e C sdo isomorfas. Além disto, como & & irredutivel
e f(z,y) = y(z™, y™), temos que G & irredutivel, e portanto, C também o é.
Agora, f(z,y) = 0 fornece

Wyl =Megl—Teyi= 3 afd™®— gy, (2.1.4)
D<i+g<s

Loge vp(C) = ¥, ou seja, I(P, X NC) = p’. Seja H} a curva s-osculadora a X em P,
Como €y = p¥, temos I(P,X NH%) > p¥. Como A & ndo singular, pelo Lema 2.1.1 temos
que I(P,H3: N C) > p¥. Mas p > s* e portanto I(P,HS NC) > 8% = deg(H}) - deg(C). Logo,
pelo Teorema de Bézout temos que C e H% tém uma componente em comum. Entretanto, C é
irredutivel e deg(H$) = deg(C). Portanto, temos que C = Hjp; em particular, H}p & irredutivel.

Para a dltima afirmacio, & suficiente mostrarmos gue A é cléssica com relagio a Ds_1.
Suponha que X é nio classica com relagio a D,.y; dai por [28, Corolario 1.9] terfamos que a
multiplicidade de intersecio da curva (s — 1)-osculadora 'Hﬁfl a X em um ponto genérico P
seria. (P, AN ’H'S,;_l) > p. Vimos que (P, X NH5) > p¥. Novamente, como X é ndo singular,
pelo Lema 2.1.1 temos que I(P,HLNHEY) > p > s% > s(s — 1) = deg(H}p) - deg(H5S ).
Logo, pelo Teorema de Bézout ?—Lf,{l é uma componente de %, um absurdo, uma vez que Hp

& nrredutiveal. O
Segue agora o principal resultado desta segao.

Teorema 2.1.3. Seja X a curva dada por (2.1.1). Entdo $,(FP) € H; para infinitos pontos
P € X se e somente sen = (p" = 1)/(p* — 1) e ¢;; € Fpw para todo ¢, j, onde ¢ = p*, b > v, vk,

€ ’H; ¢ a curva s-osculadora a P em X.

Demonstragdo. Como pln — 1, temos que n = dp” + 1 para certos inteiros positivos v,d, com
mdc{p, d) = 1. Suponhamos que $4(P) € H} para infinitos pontes P € &. Tendo em vista o
Lema 2.1.2, temos que isto é equivalente a dizermos que para infinitos pontos P = (a : b : e &

com ab # 0, temos

Z c,;j(aidbjd)puaiquq =

D<itg<s

Sendo assim, a fungao g(z,y) é identicamente nula no corpo de fungdes de X', onde

slmay= 3. el 2.
O<i+i<s
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Em outras palavras, f(z,v)|g(z,y), onde f(z,y) = F(z,y,1). Como dp” +q=n-+q— 1, temos

que

glmad= ), eysrialigrred)
0<i+j<s
Note que v < h, pois caso contrario terfamos n + g — 1 = dp¥ + p* = ph(dp*™" + 1), e
glz,y) = lz; y)ph, onde

Uz, y) = Dm0t
0<i+j<s

h
com 75 = c}j/p para todo %, j. Mas f(x,y) é irredutivel, e portanto teriamos f(z,y)|l(z,y), que

é uma contradigdo, uma vez que h > 1 e portanto deg(l(z,y)) < deg(f(z,y)) Assim, temos que
n+g—-1=dp’+p"=p’(d+p""), e g(z,y) =7(z,y)"", onde

’ Rewy o o
r(g;, y) = Z ﬂijxl(d‘l—p )yJ(d'i'P )’
0<its<s

COMN Wiy = c}j/p“ para todo %, j. Pela irredutibilidade de f(z,y), temos que f(z,y)|r(z,y).

Afirmagdo: O fecho projetivo R da curva dada por r(z,y) = 0 é nao singular.

Assumindo a afirmagao, temos que 7(z,y) é irredutivel, e portanto f(z,y) = r(z,y). Assim
d+p" v =nelogon+qg—1=p’n=>n(p’"—1) =p" — 1. Além disso, c;; = n;; para todo i, ,
ou seja, ¢ij € Fpn.

Prova da afirmagao: Suponha que R possui um ponto singular P = (a : b : ¢). Primeiro,

suponha que abc # 0. Podemos assumir que ¢ = 1. Seja k = d + p"~?. Dai temos r(a,b) =
rela,b) =ry(a,b) =0, isto &

Z b = 0

0<i+j<s
515081 4+ (s — 1011675 + L+ 2m900F + b+ = 0
T)(s-l)la(s_l)’c + oo+ sm0sbCTVE £ Lt + 200bF 01 = 0,

onde rz(z,y) e ry(z,y) sdo as derivadas parciais do polinémio r(z,y) com relagio a z e a v,

respectivamente. Elevando os dois lados de cada igualdade acima a p? obtemos

Z c,-jaikpvbjkp” = 0

0<i+j<s
sespalsDRPY 4 (5 — 1)0(3_1)1(1(5"2)]"”"1)"’”“ + 420008 4+ 116" Fc1p= = 0
C(s_l)la(s—l)kp" A 8 = SCosb(s—l)kpu = s Cllakp” + 2602bkpv +co1 = 0,
e logo (a“cﬁ‘ B 1) é um ponto singular de X, uma contradigio.

Agora, sem perda de generalidade, suponhamos que a = 0. Assim temos bc # 0 e portanto
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podemos supor P = (0:b:1). De 7(0,b) = r,(0,b) = ry(0, b) obtemos

M0sb™ + no(s—1ydF + .+ noab® +morbF +mge = 0
s’qosb(s_])k + (s — 1)n0(s_1)b(s_2)k S s 5 27’]ogbk +n01 = 0.

Elevando os dois lados de cada igualdade acima a p¥ obtemos

Cgs(bkpv)s = Co(s— IJ(ka")S_l + ...+ Coz(bkpv)2 =t Col(bkpv) +cogp = 0
e (B 7 4 e l)co(s_l)(bk"”u)s_2 +o 4 2002 (P )+ co1 = 0,
k v
e neste caso também temos que (0 : b 1) é um ponto singular de X, contradizendo a ndo

singularidade da mesma. Portanto a afirmacfo estd provada.
Reciprocamente, se n = (p" —1)/(p*—1) e cij € Fpv para todo 4, j, com h > v, v|h, temos que
n+q—1=np". Logo g(z,y) = f(z,y)?" =0, e portanto o resultado segue do Lema 2.1.2. [

Corolario 2.1.4. Suponha que X € dada por (2.1.1), comn = (p" —1)/(p* = 1) e ¢;; € Fpn

para todo i, j, onde h > v, v|h. Entio X € [Fy-Frobenius ndo cldssica com relagdo a Ds.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.1.3, temos que ®,(P) € H% para infinitos pontos P € X. Isto
significa que para infinitos pontos P € X, o ponto ®,(¢s(P)) pertence ao hiperplano osculador
a ¢s(X) em P. Como para um ponto ordinario P € X as (Ds, P)-ordens séo ey, ..., €7, temos
pelo Teorema 1.2.4 que isto é equivalente a

7

i i
fo fm
det Dg”fo Dgel)fM =0,
D£_€M—1)f0 D‘g"cM;l)fM

onde 7 & uma variavel separante de Fq(&"). Assim, temos que v; > ¢; para algumi=1,..., M — 1.
Portanto & é F,-Frobenius nao classica para D;. O

Observagao 2.1.5. No coroldrio anterior, vimos que caso X seja tal que ®,(P) € H} para
infinitos P € &, temos que X' € Fq-Frobenius ndo cldssica com relagio a D,. A reciproca nem
sempre € verdadeira; podemos ter que X € Fy-Frobenius ndo cldssica com relagdio a D; com
sequéncia de ordens Fq-Frobenius (v, ...,Vp—1) = (€0, ...,€m—1). Neste caso, teremos $4(P) €

M5 apenas para um mimero finito de pontos de X (os pontos do suporte do divisor de Frobenius

S).

Como mencionamos na introdugao deste capitulo, se uma curva de grau d < ¢/15 atingir a
cota (2.0.4), entéo tal curva é Fg-Frobenius néo cléssicas com relagéo a Dz. O préximo teorema

ilustra como algumas destas curvas podem ser explicitamente construidas.
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Teorema 2.1.6. Seja C uma curva ndo singular de grau s, definida sobre Fpv, compt s —1,

dada por G(z,y,z) =0, onde

Gla,yy)= > cyr'yld, (2.1.5)
i+jtt=s

tal que C atinge a cota (2.0.4) e nido possui nenhum ponto Fpv-racional tal que zyz = 0. Seja
X a curva de grau d = sn dada por F(z,y,z) = G(z",y",2") =0, onden = f::—j, com h > v
e vlh. Entdo X possui d(d + q — 1)/2 pontos Fq-racionais, onde ¢ = p". Em outras palavras, a

curva X atinge a cota (2.0.4).

Demonstragdo. Seja N : F;, — v a aplicagdo norma definida por & — a™. Sabemos que para
todo 8 € Fju, existem n elementos distintos g e [F; tais que N(B)=8.SejaQ=(a:b:c)eC
um ponto Fpv-racional. Como C ndo possui pontos Fpe-racionais com zyz = 0, podemos supor
sem perda de generalidade que ¢ = 1. Assim, se o, 8 € Fy sdo tais que a™ = a e 8" = b, temos
que P = (a: B: 1) € um ponto [Fy-racional de X. Portanto, temos que a todo ponto F,:-racional
de C estdo associados n? pontos F,-racionais de X. Como C atinge a cota (2.0.4), temos que C
possui s(s + p¥ — 1)/2 pontos Fpv-racionais. Portanto, existem pelo menos n?s(s + p¥ — 1)/2
pontos Fy-racionais em A’

Agora, afirmamos que A é F,-Frobenius classica com relagdo D;. De fato, suponha que X
é F,-Frobenius ndo classica; em particular, pela Proposigdo 1.3.2, temos que X é néo classica
e assim, por um resultado de Pardini [26, Corolario 2.2], temos que p|(sn — 1). Como p|n — 1,

concluimos que p|(s — 1)n, uma contradigdo. Portanto, por (2.0.4) temos

sn(sn+q—1) s [ (q—1)? (q—1)? s (g—1)2 " sn¥(s+p¥ —1)
M= 2 2 ((p’“ Tt o) T2 o e 2
Logo, X atinge a cota (2.0.4). O

Podemos usar o Teorema 2.1.6 para construirmos curvas de grau d < g/15 definidas sobre F, -
que atingem a cota (2.0.4)(e tais curvas serdo Fy-Frobenius nao cléssicas com relagio a Ds).

Por exemplo, vejamos o caso s = 2: é facil contruir uma conica irredutivel C definida sobre
Fpv tal que C nao possui pontos Fyv-racionais com zyz = 0. Como C ¢é irredutivel, temos que
C possui p” + 1 pontos Fpv-racionas, ou seja, C atinge a cota (2.0.4). Portanto, existem varios
exemplos de cénicas que podem fazer o papel da curva C do Teorema 2.1.6. Logo, pelo mesmo
teorema, obtemos diversos exemplos de curvas (F,-Frobenius néo cléssicas com relagio a Dy)
de grau 2n < ¢/15 que atingem a cota (2.0.4). Na préxima secdo, iremos mais adiante na
investigacdo do caso s = 2.

2.2 O casos=2

Se s = 1, a curva & dada por uma equagdo do tipo (2.1.1) é a curva de Fermat dada por

az™ +by™ = 2", e suas classicalidade e F,-Frobenius classicalidade com relagao & série linear Dy
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foram estudadas em [11] e [12]. Nesta se¢do, estudaremos o caso s = 2, ou seja, estudaremos a
classicalidade e a F,-Frobenius classicalidade da curva & de grau 2n dada por Fle,w z) =G
onde

Bl )= a1z2™ + aoz™y" + azy®" + aax" 2" +asy"2" + agz™,

a; € Fg, @ = 1,2,3,4,5,6, sob as hipéteses de que X & nao singular (em particular, temos
a1azag # 0) e X ndo é uma curva de Fermat. Ao longo desta secio, denotaremos f(z,y) =

F(z,y,1). Comegaremos com o seguinte resultado
Proposigao 2.2.1. Eziste wm ponto P € X cuja sequéncia de (Dy, P)-ordens ¢ (0, 1, nJ.

Demonstragdo. Como X nao é uma curva de Fermat, temos que a3, a4 € a5 nio sao todos nulos.
Entiio, sem perda de generalidade, podemos supor que az % 0. Tome um ponto P = (u:0:1) €
A Dai, texnos que f(u,0) =0, ou seja,

e g™ Fag = 0

¢ a reta tangente a X em P é dada por Ip : x —uz = 0. Agora, f(u,y) = y"i(y), onde
t(y) = apu™ + as +azy™.

Note que como X & irredutivel, ¢(y) £ 0. Logo, se azu™ +as = 0, temos que az,a5 # 0 ¢
I{P,lpNX) = 2n e se agu™+as 7 0, temos que I (P, {pNX) = n, pois neste caso, t(0) # 0. Sendo
assim, o problema se resume a encontrarmos um ponto P = (u:0: 1) € A com asu™ + as # 0.

Suponha que ndo existem tais pontos. Dai, se # & uma raiz do polinémio g(A) = B APE 4
as A" + ag = 0, temos que asu™ + a5 = 0. Logo, a equagao a12> + aqr + ag = 0 tem uma raiz

dupla o = —as/as, o que significa que
& - 5 -
ay — dd1ag =0, a1ai — ustaus + azag = 0. (2.2.1)
Das equacdes (2.2.1), obtemos

a1 a2/2 aq/2
det | az/2 a3 as/2 | =0,
a4/2 as/2 s

que é uma contradigdo, uma vez que a conica definida por @122 + a0y +azy’ +asx +asy+1=0
é irredutivel (tal fato segue da irredutibilidade de X'). a

Proposigao 2.2.2. Suponha quep > 2. Entdo X € cldssica com relagio a Dy; consequentemente,

X € Fy-Frobenius cldssica com relagdo ¢ D.

Demenstragio. Suponha que X é ndo classica com relagiio a ;. Como & & nao singular, por
[26, Corolario 2.2], temos que p|(2n — 1). Por outro lado, pela Proposicao 2.2.1, existe P € &
tal que sua sequéncia de (D, P)-ordens é (0,1,n). Assim, pela Proposigio 1.2.7, pin{n — 1);
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portanto, temos que p|n, contradizendo a irredutibilidade de X'. Logo, X & clssica com relagio

a Dy. Por [14, Proposigdo 1}, temos também que A é F,-Frobenius classica para Dy. O

No restante desta se¢iio, vamos supor quep > 7Ten > 2. Vamos agora estudar a classicalidade

da curva X com relago ao sistema linear D5. Mais precisamente, provaremos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.3. Se & for ndo cldssica com relagdo a Dy, entdo pj(n — 1){(2n — 1). Além disto,

se pln — 1, a reciproca é verdadeira.

O caso p|2n — 1 mais sutil, e serd discutido na subsecio 2.2.1. Agora, para provarmos o

Teorema 2.2.3, precisaremos dos seguintes lemas.
Lema 2.2.4. Se X € ndo cldssica com relag@o a Dy, entdo p|(n — 1)(n + 1)(n — 2)(2n — 1).

Demonstragdo. Pela Proposicao 2.2.1, existe P € & com sequéncia de (Dj, P)-ordens (0, 1,n),
ou seja, 0, 1 e n sdo todas as possiveis multiplicidades de intersegio de X com uma reta de P?(K).
Logo, como a dimensao (projetiva) de Dy é 5, temos que existem 6 possiveis multiplicidades de
intersecio de X com uma conica em P?(K). Portanto estas possibilidades sdo 0,1,2,n,n+ 1 e
2n. Em outras palavras, a sequéncia de (D, P)-ordens é (0, 1,2, 7, n+ 1, 2n). Assim, o resultado
segue pela Proposicao 1.2.7. O

Lema 2.2.5. Se p|{n + 1)(n — 2), entao X € cldssica com relacdo a Ds.

Demonstra¢c@o. Como X é clissica com relagio a T, temos que a sequéncia de Dy-ordens de X
é dada por (0,1,2,3,4,¢), onde ¢ > 5. Se ¢ > 5, por [11, Proposicio 2|, temos que ¢ = p?, para
algum d > 0. Suponhamos que € > 5.

Primeiro, assuma que p|ln — 2. Dai n = mp" + 2, para certos m, v > 0, com mde{m, p)=1.
Assim, como f(z,y) = 0 em K(X'), temos

0 = f(z,y) =a13™™ + az™y"™ + asy®™ + asz”™ + agy™ + ag =
0 = a1(@®)P 2 + aa(z™y™)P 2% + as(y™™ P y* + au(z™P 2% + as(y™)P" y? + as.

Seja P = (u:w:1) € X com uw # 0 e considere o fecho projetivo Qp C P?(K) da curva
dada por

r(z,y) = a1 ()P 2t + 0o (W w™) 222 + az(w?™)P y* + ay (WP 22 + as(w™)P Y% +ag =0

A curva Qp é uma quartica, pois caso contrario A seria uma curva de Fermat. Afirmamos que
Q@p é irredutivel. De fato, para todo P = (u:w : 1) com uw # 0, a curva Qp é isomorfa i curva
C dada por

a1zt + ag$2y2 + a3y4 + agzz® + a5y2z2 + agz? =0,

% - v 2 o .
onde o isomorfismo & dado por (z:y: z) = (W™ z : w™"y : 2), e a curva C é nio singular.

Com efeito, suponha que C possui um ponto singular P = (a : b : ¢). Podemos supor sem perda
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de generalidade que ¢ # 0 e assim, podemos assumir que P = (a: b: 1). Dai temos

ajat + ageb® 4+ agb? + asa® +ash® +ag = 0
2a(2a1a% +azb® +aq) = 0
2b(aza’ + 2ash® +as5) = 0.

Logo, o ponto @ = (g b2/™ - 1) satisfaz o sistema de equacdes

Flz,y) = a12®™ + aox™y™ + a3y™ + aaz” +asy” +ag = 0
2" 202" +ay” +aq) = 0
ny" Hagr™ + 2a3y™ +a5) = 0,

e portanto @ é um ponto singular de X, o que contradiz a hipétese de a curva A ser nao singular.

Logo, para todo P = (u:w: 1) € & com ww # 0, no corpo de fungoes da curva & temos

el = iyl JE §

2m Zm)p

= @it 2t + ap (™™ — 2™y 2%y? +oag(w?™ - y?m)P !

+ agu™ — )P r? + as(w™ — y™P i

Assim, vp(r(z,y)) = p”, e portanto [(P, @p N A) = p¥. Seja H?3 a conica osculadora a X
em P. Como estamos supondo € = p%, temos que I(P ’HQP n&) > p% Logo, como X & nio
singular, pelo Lema 2.1.1, temos que (P, H: N Qp) > p > 11 > 8 = deg(H3) - dﬁg(Qp) Logo
polo Teorema de Bézout, a conica HQP & uma componente de Qp, uma
¢ irredutivel. Portando X é classica com relagio a Dq quando pln — 2.

Suponhamos agora p|n + 1. Existem r,v > 0 tais que n = mp* — 1, com mde(m, p)=1. De
f(z,y) =0 obtemos

0 = flzy)ey’ =
0 = a@™)" 9% + ao(@™y™)F 2y + ea®™)P 2 + ag(z™) zy® +as(y™V sty + agny®.
Mais uma vez aqui, consideremos um ponto P = (u : w : 1) € & com uw # 0 e o fecho

projetivo @p C P?(K) da curva dada por s{z,y) = 0, onde

s(z,y) = age®y? + as(w™)P 2%y + aa (WP 2% + as(w™)P 2% + ag(umw™)F 2y + a1 (WP R
Note que Q’P é uma quartica, uma vez que ag # 0. Sejam a = u™ e § = ™. Multipli-

cando s(z,y) por 1/a?8?, temos que le é o fecho projetivo da curva dada pela equagao

22 2 2 5
Ty Ty xy? % T Y
ag 262+a5 zﬁ-!-a4 52+a3 e iy zwkal——ﬁz:ﬂ.
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Logo Q'P ¢ isomorfa a curva ) dada por
H(z,y,z) = asxy? + astyz + agry’z + asx?2® + agzyz® + a1y%2% = 0,

via (z:y:2)— (z/a:y/B: 2).
Assim, temos que Q'P é birracionalmente equivalente & curva £ dada por

a122 + agzy + asy® + aszz + asyz + agz’ = 0.

De fato, como ajagas # 0, temos que (1:0:0),(0:1:0),(0:0:1) ¢ £ Portanto Y é a
imagem de & pela transformagdo standart de Cremona (z : y : z) = (yz : zz : zy). Como & é
irredutitvel (pois se fosse redutivel, X também seria), temos que Q:p é irredutivel.

Agora, para todo P = (u: w: 1) € X com uw # 0, no corpo de fungdes da curva X’ temos

s(z,y) = s(z,y) - flz,y)a®y
= as(wm _ ym)p"$2y P a4(um - wm)p"xy2 i aa(w2m - y2m)p"w2

+ as{u"w™ — ymym)Pvmy + a1 (uzm — 2m)Py 2,

Da tltima igualdade, temos que vp(Qp) > p¥, e portanto I(P, Qp N X) > p? > 11. Assim,
como no caso anterior, se H}z, é a conica osculadora a X em P, temos que I(P, ’prﬂé\.’) > pd g
e mais uma vez, pelo Teorema de Bézout teriamos que a conica H% € uma componente de Q’P,

o que contradiz a irredutibilidade desta ultima. Portanto, a curva X' é classica. O
Lema 2.2.6. Se p|n — 1, entdo X € nao cldssica com relagio a Ds.

Demonstragao. Suponhamos n = mp? + 1, com mde(m, p)=1. De f(z,y) = 0 obtemos

0 = a1 + asz™y" + a3y®™ + agz™ + asy” + ag =
0 = a1(@®™)P"z? + aa(z™y™)" 2y + az3(¥®™)P y? + aa (™) z + as(y™)" y + as.
Pelo Teorema 1.2.10, temos o resultado. O

Assim, o Teorema 2.2.3 segue dos Lemas 2.2.4, 2.2.5 e 2.2.6. Estabeleceremos agora o resul-
tado principal desta segéo.

Teorema 2.2.7. Suponha que p{2n — 1. Entdo X € Fy-Frobenius ndo cldssica com relagio a

"L comh > v, vlh ea; € Fpv, parai=1,2,3,4,5,6.

Dy se, e somente se, n = %ﬁ,

B 2
Demonstragao. Se pln—len = %_—i—, com h > v, v|h e a; € Fpv, para i = 1,2,3,4,5,6, pelo
Corolério 2.1.4 aplicado a s = 2, temos que &" é F,-Frobenius nao classica com relagéo a Dj.
Reciprocamente, suponhamos que A é [ -Frobenius nao classica para Dy. Em particular, pela

Proposicao 1.3.9, X é néo classica para Dy. Logo, pelo Teorema 2.2.3, temos que p|n — 1. Sejam
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(0,1,2,3,4,¢) a sequéncia de Dy-ordens de & e (v, 1, V2, 3,14) a sequéncia de Fg-ordens de

Frobenius de X para Dy. Como a sequéncia (v, 11, 9, V3, 4) € ndo classica, temos

( 1 54 Y r2a 2Ty y2a
1 @ 1y oL Ty y®
0 D(@) DMy D@ DP@y) DY(y?)
det (@) (2) @05 O @2 | =9
0 Dy"(z) D:'(y) D:'(z%) D:'(zy) D:"(y°)
0 D) 0Py D) DPeyy DR
0 D¥z) Dy DV(®) D¥(zy) DIP@?)

onde 7 é uma varidvel separante em F,(X). Como (0,1, 2,3, 4, ¢) é a sequéncia de (Ds, P)-ordens
para quase todo ponto P € &, pelo Corolario 1.2.4, temos que ®,(P) pertence ao hiperplano
osculador a ¢5(X) em P para infinitos pontos P € X. Portanto, ®4(P) € H% para infinitos
pontos P € X, onde ’H?, é a cOnica osculadora a X em P. Logo, pelo Teorema 2.1.3, n = et

prsls
com h > v, vlh e a; € Fpo, parai=1,2,3,4,5,6. O

2.2.1 O casop|2n—1

Seja X a curva plana nao singular definida por F(z,y,z) = 0 como na se¢do 2.2. Provamos
que se /X é ndo classica com relagdo a D, entdo p|(n — 1)(2n — 1), e a reciproca é verdadeira se
pln—1. Nesta segdo, discutiremos a classicalidacde de X para o caso p|2n— 1. Suponhamos entao
2n = mpY + 1 para certos m, v > 0 com mdc(m, p) = 1. Existem alguns cascs para os quais a

curva X é ndo classica com relagdio a Dy. Listemos alguns destes casos:

e A curva X dada por F(z,y,2) =0, onde F(xz.y,z) = a12®" + azy®* + aqa"z" + agz*" (on

seja, az = as = 0), é ndo classica para D;. De fato, temos em K(X) que

0 = a1z +a3y™ + agz™ +ag =
_a4xn = al(IIJ??Z)Y)"ﬂJ e a3(ym)pvy + ag —>
a<21 (;Um)if’"x = {a;(mm)pwx + ag(ym)pvy + as)z;

logo, pelo Teorema 1.2.10, temos que X € ndo classica para Ds.

e A curva X dada por F(z,y,2) =0, onde F(z,y,2) = a12%" + axz™y"™ + a3y®® + agz*" (ou
seja, ag = as = 0), é nado classica para Dy. De fato,

0 = 812" +aa™y"™ + sy +ag =
—agz™y" = a1(z™Pz+ ag(ym)?’"y + ag =
a3(@™y™ P zy = (a1(@™) z + a3y y +ag)’,

e novamente temos o resultado pelo Teorema 1.2.10 para este caso.
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o O mesmo argumento dos itens acima mostra que a curva dada por a12?" +asy®™ +asy" 2" +

agz®™ = 0 também é ndo cléssica para Ds.

Por outro lado, existem casos para os quais A é classica para Dh. Por exemplo, considere a
curva Xy dada por H{z,y,2) =0, onde H(z; 1.2) = 22 + z™y® 19" £ 272" 442"+ 220, A
curva X € ndo singular se p > 7 (veja o Lema 2.3.1 na proxima sego). Seja h{z,y) = H(z,y, 1).
Como h(z,y) =0 em K(&), temos

(x2n+$nyn+y2n+$n+yn+1)($2'n_$nyn+y2n;In+yn+l) = B
=>:C4’n+$2‘ny2n +y4'n+:r2n+3y2n+1 — _2(y3n+yn)‘

Elevando ao quadrado os dois lados da dltima igualdade e fazendo algumas manipulacdes,

obtemos
G =2 mSn d y8n 4 2$6ny2n - 2x2ny6n i 3I4ny4n & 2'7;6?1 2 Qyﬁn L 8$2ﬁy4n + 8.‘1,'4”:(]2”
4 Bt 8y"P ) Ba™ R 4 BP9y g .28
isto &,
0 = @2+ "y + () 2y + ey T ey 4 (G %y
£ ™SS+ (PP 4 (PP ay? + (PP 5ty + (62
FEPP Y 4 (™ zy + (VT (™) + 1, (2.2.3)

onde n = 247" ¢ £ = 37", Seja P = (w:w:1) € X com uww # 0 e seja Qp o fecho projetivo
da quartica dada por r(z,y) = 0, onde

T(I, y) 8 (u4m)p"$4 e (wfim)p“yil s (nu3mwm)p”$3y i (numWSm}p"myS 4 (£u2mw2m)p”$2y2
4 (nu'&m)p”mi’: 4 (,n,w3m)p"y3 FS (n3umw2m)p“’$y2 o8 (n3u2mwm)p"$2y b (£u2m)p”x2
+ P g (™) g 4 (™ o+ ™ L (2.2.4)

A quértica Qp € isomorfa & curva G dada por G(z,y,z) = 0, onde

Glz,y,2) = of +9* + 2%+ 2y + 32%°% + 2% 4+ 2Pz + 8xy%z + 8zlyz
4 3% 4 3y%2? + Buyz® +05a + 2% + 4, (2.2.5)

e 0 isomorfismo & dado por (z: ¥ : 2) = (U™ z: w™ y : z). Afirmamos que G é irredutivel. De
fato, observe primeiro que um ponto de intersegio de duas componentes de uma curva redutivel
é um ponto singular da mesma. Nao é dificil mostrar que os pontos singulares de G sdo P =
(=1:-1:1), Pa=(l:-1:1)eP3=(—1:1:1), e tais pontos sdo singularidades ordinarias
duplas. Como Py, P; e P3 néao sao colineares, temos que G nao pode ser a uniao de uma reta com

uma cithica. Como G possui apenas singularidades duplas, se G fosse a unido de duas conicas,
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pelo Teorema de Bézouts teriamos que G pessui pele menos quatro singularidades ordinarias ou
pelo menos uma singularidade nao ordindria. Logo, ¢ é irredutivel, e portanto, Op também é.

Portanto, pelos mesmos argumentos da prova do Lema 2.2.5, temos que [(F, Qp N A7) > p.
Suponha que ) seja nio classica para Ds. Como A; é classica para D, pela Proposi¢ao 1.2.9,
a sequéncia de Dy-ordens de X € (0,1,2,3,4,p"), para algum { > 0. Portanto, se ’H,f:. & a conica
osculadora a Xy em P, temos I(P,H% N X)) > p'. Pelo Lema 2.1.1, I(P,H:LNQ,) > p> 8 =
deg(H2) - deg(Qp), contradizendo o Teorema de Bézout {(uma vez que Qp é irredutivel). Logo
A1 é classica para Dsy.

Apesar de existirem exemplos de curvas nao classicas com relagio a Dy quando p[2n — 1,
calculos realizados para indmeros casos particulares usando o software "Magma Calculator"nos
levam a suspeitar que nao existem curvas Frobenius néo classicas com relagao a Dg nesfe caso,

ol scja, suspeitamos que a hipétese "p 1 2n — 1"do Teorema 2.2.7 pode ser dispensada.
] P

2.3 Curvas nao classicas

Na secio 2.1, apresentamos condigbes para que uma curva. X : F'(z,y, z) = 0seja Fy-Frobenius
ndo classica com relagiao a D, sob certas hipéteses, dentre as quais, X ser ndo singular ¢ pln —
1. Pela Proposicao 1.3.9, os candidatos naturais a serem curvas Fg-Frobenius nao classicas
para Dy sdo as curvas néo cldssicas para a mesma série linear. Nesta secdo, exibiremos uma
condigho necessiria para que um certo exemplo de curva seja ndo classico, e consequernteente,
F,-Frobenius néo classico para D;.

Considere a curva Xy : H(z,y,z) = 0 de grau sn, onde s(n— 1) > 3, pfn e
Himmg) = Y, #%"™ (2.3.1)
Pht=s

Lema 2.3.1. 4 curva X7 € ndo singulor se p > (.942—2)_

Demonstragdo. Note que H(xz,y,z) = G(x™, ™, z"), onde

Blopa= 5, abyeb,

1+j+k=s

Como H(x,y,z) € um polindémio simétrico (ou seja, H(z,y, z) é invariante pela permutagio
de suas coordenadas projetivas z,y e z), podemos trabalhar apenas com os pontos afins. Seja
h(z,y) = H(z,y,1) e suponha que exista um ponto singular P = {a,b) na curva afim dada por
h(z,y} = 0. Daf temos

0 = BEle™ 8l
0 = Hulab) =(8){a" 5% Una®
0 = Bfabl =16000" 8 Uni™ 7,
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onde F, e F} denotam as derivadas parciais de um polindmio F' com relagfo as variaveis z e y,
respectivamente,

Se ab # 0, temos que h{a,b) = (Gs)z{a™ : ™ : 1) = (Gs)y(a™ : b™ : 1) = 0, e portanto
(@™ : 4" : 1) é um ponto singular da curva F dada por Gs(z 1y : z) = 0. Mas como p > (5'52) =
(s +2)(s+1)/2, temos que p { (s + 2)(s + 1) e portanto por [32, Teorema 1], a curva F & néo
singular; logoe este caso ndo ocorre.

Suponhamos entdo sem perda de generalidade b = 0. Neste caso, temos que a # ( e, desta
forma, temos 0 = h{a,0) = hy(a,b). Mas

(:Un)s+1 ==
h(z,0) = ———
(,0) = T ——=,
e portanto a & uma raiz n(s -+ 1)-ésima de 1, e estas sfo todas distintas, uma vez que p nao divide

n(s +1). Logo, a equagdo hy(a, b) = 0 fornece uma contradigao. a

Lema 2.3.2. Suponha que p > (3;2). Os pontos P € X1 com zyz = 0 sdo pontos de inflexdo, e

sua sequéncia de (Dq, P)-ordens € (0,1, n).

Demonsiragio. Suponhamos sem perda de generalidade que o ponto é P = (g : 0: 1). Dal temos

que a*™ 4+ al*~ M7 4 4+ 4"+ 1=0 e areta tangente a X, em P é dada porlp : z—az =0. Um

célculo simples verifica que h(a,y) = y™t(y), onde y t t(y). Portanto, temos que [{P,{pNX) =n.
O

Daremos agora uma condigdo necessaria para que &7 seja Fo-Frobenius nao classica com

relagdo a Ds.

Proposicao 2.3.3. Suponha que p > (

duwvide ﬁ ﬁ (rn+1t).

Femlif=—d

5"2'2). Se X € ndo cldssica com relagio a Dy, entdo p

Demonstracdo. Se P é um ponto A7 com zyz = 0, 0 Lema 2.3.2 diz que 0, 1 e n sio todas
as possiveis multiplicidades de intersecdo de X; com uma reta em P2(K). Logo, temos que o
conjunto de todas as possiveis multiplicidades de intersegao de X7 com uma curva plana de grau

s é dado por {an + b | a + b < s}. Pela Proposi¢ao 1.2.7, segue o resultado. O
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Capitulo 3

Pontos racionails em curvas sobre

corpos finitos

3.1 Introducgao

Como mencionado no capitulo 1, em [29] Stérh e Voloch obtiveram cotas para o nimero de
pontos racionais em uma curva X definida sobre um corpo finite F,; através de fungées que se
anulam nos pontos P € & tais que a imagem pelo mapa Fg-Frobenius do ponto ¢(P) pertence
a0 hiperplano osculador a ¢{X) em P, onde ¢ : & — P"*(K) é um morfismo definido sobre Fg,
comn > 2,

Sejam u, m dois inteiros tais que m > u e mde(w, m) = 1, e sejam Pgm, Pgu : H(X) — H(X)
respectivamente os Fym e Fou mapas de Frobenius definidos em ¢(&’). Inspirados na idéia de
[29], neste trabalho obteremos novas cotas maximais através de fungdes que se anulam nos pontos
P € X tais que existe uma reta em P"(K) passando por @4u(¢{P)) e $,m(¢(P)) que intersecta
0 espago (n — 2)-osculador a ¢(X) em P.

3.2 O divisor (g%, ¢™)-Frobenius

Sejam X uma curva ndo singular irredutivel de género g definidasobre Fgep = (fo: ... fn) €
P*(Fy (X)) (n > 2) um morfismo definido sobre Fg, ou seja, ¢ = (fo : ... : fa) : & — PMK),
com fg, .., fo € Fo(X) tais que {fo,..., fn} € linearmente independente sobre K. Sejam P € X,
t € K(X') um pardmetro local em P e ep = —min{ve(fu), ....,vp(fn)}. Sabemos pelo Teorema
1.2.3, supondo que ep = 0 (multiplicando cada. f; por t*F), que o plano (n — 2)-osculador a ¢(X)

em P é gerado pelos pontos
(D fo)(P) : o : (DY ENPY), =0,0ym =2,

onde Dg” é a l-ésima derivada de Hasse com relagdo a ¢ e j; € a i-ésima (D, P)-ordem de X, onde
D é a série linear correspondente ao morfismo ¢.

O nosso objetivo é contar os pontos F de X tais que exista uma reta em P*(K) passando por

27
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Pou(@(P)) e @4m(d(P)) que intersecte o plano (n — 2)-osculador a ¢(X) em P. Dado P € &,
existe uma reta em P"(K) passando por ®gu(¢(P)) e ®gm(¢(P)) que intersecta o plano (n — 2)-
osculador a ¢(A') em P se, e somente se,

fo(P)" nwe)e - SR
.fq(P)qu fl‘(P)qu f@(P)qu
det | DPf)P) (D f)P) .. DFR)P) | =0

(D§jn_2)f0)(P) (Dt(j""z)fl)(P) (Dt(j"—z)fn)(P)

Tal fato motiva o estudo deste determinante num ponto genérico de X'. Considere t € F,(X)

uma variavel separante. Estudaremos as fungoes do tipo

fg"n flqm . fgm
£ fi - A
Aporpn-z(pfYi=det | D DFf .. D, (32.1)

Dan—2)f0 Dt(Pn—'Z)fl Dt(Pn-—2)fn

em ]Fq(X ), onde pp, p1, ..., Pn—2 s80 inteiros nao negativos. Comegaremos mostrando que fungoes
nao nulas dadas por (3.2.1) de fato existem em Fq(X).

Proposigao 3.2.1. Exisiem inteiros nao negativos Ko, ..., kn—2, COM kg < ... < kn_2, tais que a

fungao Afo""’n"‘z(fg, oy fn) néo se anula em X.

Demonstragio. Como ¢ é néo degenerado, observe que (f& : .. : fI') # (fgm Do ).
Sejam vg < v < ... < Vp_1 as ordens Fg«-Frobenius de X com relagdo a ¢. Se as n + 1-uplas
(fgm, - f,‘{m), (fou._ il % (Dt(y‘)fg, ...,Dt(ui)fn), com i =0,...,n — 2, sao linearmente indepen-
dentes sobre Fg, o resultado esta provado. Caso contrario, seja I € {0,...,n — 2} o menor inteiro
tal que a n+ 1-upla (fgm, o f&7) seja combinagio linear de (fgu, e (Dt(”i)fo, ks Dgui)fn),
para i = 0,...,/. Suponha que existe [ € {I + 1,...,n — 1} tal que (fgm,...,ff{m) seja uma
combinacéao linear de (fg“, — ff{u) e (Dg”")fo, ...,Dgui)fn), com ¢ € {0,...,Io}\{I}. Dai temos
que o conjunto formado por (fgu,...,fﬂ,u) e (Dt("i)fo,...,Dt("i)fn), para ¢ = 0, ..., [, & linear-
mente dependente, o que contradiz a defini¢ao da sequéncia {vy, ..., ¥p—1}. Portanto, temos que
{Koy ooy Bm—2} = {¥0, s Un—1}\{¥1} sBo tais que A" """ *(fo, ..., fn) # 0. 0O

Escolheremos sempre os inteiros 0 < kg < ... < Kp—2 minimalmente na ordem lexicogréfica,
isto &, kg é 0 menor inteiro tal que as n+1-uplas (fgu, W F, (fgm, o fi Ve (Dt('“’)fo, . Dt('io)fn)
sao linearmente independentes sobre Fy e, se kg, ..., k;_1 sdo conhecidos, entao x; € o menor in-
teiro tal que as n + l-uplas (fg“, - f,‘{u), (fgm, - f,‘{m),...,(Dgni)fg, iy Dé"‘"")fn), pars = 0.l
sao linearmente independentes sobre [Fy.

Repare que na proposigao anterior, poderiamos ter feito o mesmo procedimento usando as
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ordens Fyn-Frobenius de X' com relagdo a ¢, digamos pog,....in—1. Assim, temos o seguinte

resultado.

Corolario 3.2.2. Ezistem inteiros positwvos I e J tais que {Ko, ..., Kn—-2} = {v0, -y Un—1}\{¥s} =
{10, .y in—1}\{pt7}. Em particular, temos que k; > maz{v;, u;} para todo i =0,...,n — 2.

A préxima proposigdo mostra que a minimalidade dos inteiros sy, ..., k-2 vale em um sentido

ainda mais forte.

Proposigao 3.2.3. Se my, ..., ms sdo inteiros com 0 < mg < ... < my tais que as linhas da

matriz
7 A - i
7 - A L
pirely, pdy . pifeg (3.2.2)

iy By .. D™,
sao linearmente independentes, entdo k; < m; para cada i =0, ..., 8.

Demonstragio. Pela definigao de x;, para t =0,...,n — 2, as ks + 2 linhas da matriz

75 B « &
& Fo. g
p®g  p®p . DOf,
pWsp  pMa .. DMy,

D]Ercs—l)fo Dt(ns—l)fl D-En"-l)fn

geram um subespaco vetorial de K(X)"+! de dimensdo s + 2. Como as linhas da matriz (3.2.2)
geram um subespaco de dimensdo s+3 de K(X)"*!, temos que x5—1 < mg, ou seja, ks < ms. O

Proposigao 3.2.4. (o) Se gi =) aijf; com (aij) € GLny1(Fy), entdo
AT 2 (g0, ey gn) = det(@i ) AT 2 (foy eny fr)-
(b) Se h € Fo(X)*, entdo

AT oy Bify) s B TE Al Rt £
(c) Se x é outra varidvel separante de Fq(X), entdo

dt ®o+Kr1+...+Rn-2
KQ;--yln—=2¢ p .
) AtOI ' (J‘O;m:fn)'

A o ] = (E
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Demonstragdo. (a) Segue facilmente usando propriedades de determinante, e nao depende da

(b)

minimalidade dos k;.

Pela regra do produto da derivada de Hasse,

D™ (hf;) = h- Dy f+ 3 (Dh) - (DI ).

H=1

Na primeira e segunda linhas de A7 """ *“2(hfy, ..., Afn), todo elemento tem respectiva-

mente h?" e h? como fator. A terceira linha & dada por
Do D),

onde as reticénclas em-cada entrada indicam termos que sfc coordenadas de um vetor
w gque & uma combinacgio linear dos vetores (Dgc) fou ...,Dt(c) ¥r) com 0 < ¢ < kg Pela
minimalidade de xp, temos que w pode ser omitido do determinante, e novamente A é

um fator da segunda linha. Repetindo os mesmos argumentos para as demais linhas de
ATt (b fo, .y R f), temos o resultado.

Por [18, Teorema 5.82], para cada i = 0,...n — 2 temos que

AN )y )

. Ki

D) f = (d_*) D+ Z ;D f.
=

onde dy,..,dg,—1 € F (X) que sio polindmios nas indeterminadas ng}t para 1 € 7 <

k;. Usando novamente a regra do produto da derivada de Hasse, o resultado segue por

procedimento analogo ao do item (b).
|

Pela Proposicio 3.2.4, a sequéncia de inteiros (sg, ..., 5n—2) esta totalmente determinada pela

morfismo ¢, e portanto também pela série D associada a0 mesmo. Chamaremos os inteiros

0 < kg < ... < Kn—2 de ordens (¢", ¢™)-Frobenius de & com relagao a ¢ (ou com relagéo a D).

Quando k; =i parai=0,1,...,n— 2, diremos que X & (g“, ¢™)-Frobenius classica com relagio

ao morfismo ¢ (& série linear D), ou simplesmente que X & (g%, ¢™)-Frobenius cldssica. Se x; # 1

para algum 14, diremos que X é (¢%, ¢™)-Frobenius nfo classica. Convém observarmos que todas

as definigGes e resultados obtidos até aqui valem mesmo se ¢ ndo for birracional.

Definigao 3.2.5. O divisor (¢*, ¢™)-Frobenius de D € definido por

Tum = div(A7"" 2 (fo, oy fn)) + (0 + K1 + o + Bno2)div(dt) + (¢" +¢* +n — 1)E,

ondet é uma varidvel separante de Fy(X) e B =3 poy epP, comep = —min{ve(fo), ..., ve(fn)}
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Novamente pela Proposigao 3.2.4, o divisor T, ,, estd bem definido e depende apenas do

morfismo ¢ (da série linear D). Além disso, o grau de Ty, €
deg(Tum) = (50 + &1+ .. + Kn=2)(29 — 2) + (g™ + ¢" + n — 1)d, (3.2.3)

onde d = deg(D) = deg(FE).

Proposicao 3.2.6. Sejam ¢ = (fo : ... : fn) : X — P*K) um morfismo definido sobre
Fy e Ko,...,kn—2 as ordens (q“,q™)-Frobenius associadas a ¢. Suponha que ko > 0. Entdo
Fo(z,y) CTF(X) CE, onde Fy(z,y) € o corpo de fungdes da curva definida por h(z,y) = 0, para

Mo y) = ET =D 1) = 7 = )" —5)

T — D) —y) = T 9= —2) S

e E € o fecho Galoisiano de Fo(z,y)/F,(z). Em particular, eziste um nimero finito de curvas (a

menos de transformagéao birracional) que admitem um modelo projetivo para o qual kg > 0.

Demonstragao. Dividindo todas as funcoes coordenadas de ¢ por fy, podemos assumir que
¢ =1 : fi: faye. © fn). Além disso, a menos de uma mudanga de coordenadas projeti-
vas sobre F;, podemos assumir que z := f; é uma varidvel separante de Fo(&)/F,. Sejam
1 = (1, f1y 00 fn)va = (l,ff", o fiY e vy = (1,ff’",...,f3"’). Como ¢ é nao degenerado,
sabemos que v1,vp e vz sao dois a dois linearmente independentes sobre K. Suponhamos que
ko > 0. Pela definigdo de kg, temos entdo que o conjunto {vy,v2,v3} é linearmente dependente
sobre K(X), ou seja, a matriz

1 ff,m f2qm fg'm
U=|1 " £ . £
1 A fo e fa

tem posto igual a 2. Sendo assim, todas as matrizes 3 x 3 obtidas escolhendo-se trés colunas
distintas de U tém determinante nulo. Em particular, temos para cada i = 2,...,n que g(z, f;) =
0, onde

9(z, i) = @ —2)(UF ~ £) - (U - )" —a). (3.2.5)

Por [4, Teorema 1.1}, para cada i temos que g(z, f;) = g1(z, fi)h(z, f;), onde g1(z, f;) =
(xQQ —x)(fl - fi) - ( fiq2 — fi)(z? — z) é o produto de todos os fatores lineares ndo nulos de
F,lz, fi] e h(z, fi) & irredutivel. Como o morfismo ¢ é nao degenerado, temos que g1 (z, f;) # 0.
Portanto h(z, f;) = 0 em K(X), e assim, para quaisquer ,j € {2, ...,n}, os elementos f; e f; so
conjugados sobre Fy(z). Logo, Fo(X) C E. O

Seja F o fecho projetivo da curva dada pela equagéo h(z,y) = 0, onde h(z,y) é definido
por (3.2.4). A curva F é amplamente estudada em [4]; 14, dentre outras coisas, é exibida a sua

IPode-se verificar que h{z,y) de fato é um polindmio.
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uantidade de pontos Fyr-racionais, para r = 1,u,m,m — u ([4, Teorema 4.4]). Além disso, a
curva F é ndo cléssica com relagio ao morfismo ¢ = (1 : z : y) : X — P?(K) com sequéncia de
Dj-ordens (0, 1,¢") ([4, Teorema 2.6]) e é a tunica curva simultaneamente Fyu e Fym-Frobenius
nao classica com relagio a ¢ ([4, Teorema 3.4]). Assim, pela demonstragio da Proposigdo 3.2.6
e pelo Corolario 3.2.2, temos que JF é a tnica curva (g%, ¢™)-Frobenius nio classica para ¢; e sua
orcdem {g*, ¢™)-Forbenius é kg = ¢*. Com estes fatos em maos, facilmente verificamos o seguinte

resultado.

Corolario 3.2.7. Para um morfismo arbitririo ¢ + X — P*(K) sobre F;, se kg > 0, entdo
kg = qu.

Sejam X e ¢ como no enunciado da Proposicdo 3.2.6, ou seja, suponha que xg > 0. Considere
Fq(F) o corpo de fungdes de F sobre Fy e seja s = [Fy(X) : Fo(F)]. Como todo ponto Fgr-
racional de A" esté sobre um Gnico ponto Fyr-racional de F, temos que N, < s- #(F(Fyr)) para
r = 1,u,m,m — u; em particular, por [4, Teorema 4.4], temos N; = 0. No que segue, sempre
vamos supor que xg = (.

Dado um ponto P € & gualquer, seja ¢ € K(X) um pardmetro local em P. Multiplicando
cada funcio coordenada fy, ..., fn de ¢ por t°7, podemos supor que ep = 0, & como tal operagio

nio altera o divisor Ty, ., temos gue

Up(Tugn) = UpLAL "™ (fo, 0 )] 20,

uma vez que vp(div{dt)) = 0. Em particular, temos que T, ,» € wn divisor efetivo.

Observagao 3.2.8. Note que se P & um ponto Fgu-racional ou Fyn-racional (e em particular,

se P & um ponto Fy-racional), temos que Ay """ *(fo, .., [a)(P) = 0, ou sejo, todo ponto
Fyu-ractonal e Fym-racional pertence ao suporte de Thym. Além destes, o suporte de Ty, ;m conta
tambémn com 05 pontos F o -racionais de X, jd que neste caso F{PY" = F{(P)" pare i =
e

¥

Queremos agora estudar as propriedades de T, ,,. Nas proximas proposigdes, estimaremos o

peso de certos tipos de pontos de A ne divisor T, ,,,.

Proposicao 3.2.9. Seje P € X um ponto Fy-racional com (D, P)-ordens jo, j1, ..., jn. Entdo

n—=2
el Tign) 24 Z(jprz — Kk,
i

e vale a igualdade se, e somente se,

det((]i>) 20 mod p.
fs/ S agicn0<s<n—2

Demonstracio. Sejam P € X um ponto Fy-racional e £ um parametro local em FP. Multiplicando

todas as fungoes coordenadas f; por t°F, podemos supor ep = 0. Sabemos que o i-ésimo plano
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osculador L; no ponto P € X é gerado pelos pontos ((ng’)fo)(P) o § (ng’)fn)(P)), para
s = 0,...,72. Como P é um ponto F,-racional, temos que os planos osculadores em P estao
definidos sobre F,. Podemos assim fazer uma mudanga de coordenadas projetivas cuja imagem
de L; & {(Zo % .. 1 Bw) € PPK) | Zogr =is = B = 0}

Logo, esta mudanga de coordenadas é dada por uma matriz com coeficientes em [y, e portanto
pelo item (a) da Proposicio 3.2.4 podemos assumir que f; = t%i + ... é a expansio local de
cada fungéo coordenada de ¢ em P, onde todos os coeficientes desta expansao pertencem a IF,.
Dividindo todas as fungoes coordenadas de ¢ por fp, podemos também supor que fy = 1. Assim

AP foy v fn) =

1 P G, a2 4 g™
1 9 4, 992 199 4.,
1 Ciotf "0 4 ... T i I Cnotd™ 50 4 ..
i 0 O LA Copt?2 ™1 4 .. Cortin =51 4 ., ’

0 Cl(n_g)tjl-ﬁ'""z + ... 02(n_2)tj2—ﬂn—2 + ... Cn(n_Q)tj“_K"“z 4+ ...

i SO & i
onde ¢;s = (7). Logo AFOtn=R(f L fn) = A1—Az+ A3, onde Aj, Ay e Aj sio os determinantes
obtidos pelo desenvolvimento de Laplace usando a primeira coluna. Analisaremos cada um destes

trés determinantes.

T 9492 4 . 1a"In 4
clotjl—m) + ... Cgotjg_no + ... Cnoij”'ﬁ"o + ...
A = det C11tj1_K’1 + s Czltjz*'“ = s Cnlij"_x‘l =+ i
Cl(n_2)tj1_'g"‘2 +.... 62(n_2)tj2—_'€n—2 + ... Cn(n—2) tjf"_'{",'2 e

1+ ... 0 G2=0) 4 Gn—01) 4
G T e coot?2™ 4+ . Cnotin ™91 4 ..
- tquj1+Z:L=_02(J'1 =) . det c11 + ... cortf2—h 4 BB o o,

Cl(n—2) T -

14+...

€10 + ...
— NI Gira—Kd) | det c1y + ..

C1(n—2) T -

62(n_2)tj2_j1 + ..

tlg¥=1)(G2—5) e

(61 e
c21 + ...

C2(n—2) T

Cn(n_g)tj"_jl + ...
(@ =-1)(n—51) 4
Cno + ee

Cri = s

Cn(n—2) T -
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Ay = det ((Jl )) : tq1‘jl+z;1=_02(ji+2—"«i) > - (3.2.6)
Ks/ / a<i<n,0<s<n—2

onde as reticéncias indicam os termos de grau superior em ¢. Analogamente, temos que

14 ... tl@™-Dle-i) 4 @ -Dln-)
cip+ ... 20 + .. By e
Ag =t PFER Ga—ed et | o1+ i Gl ;
C1(n-2) “ne C2(n—2) = e Cn(n—2) o
e também
14... t@™=Dz=n) 4 fe™-DUa-) 4
1. tlae=DGe—i) 4 ge*-Dla-i) 4
Az = t(qm+qu_1)j1+2?=_02(ji+2_m)'det it o B R
Cl(n-2) T B C2(n—2) + ai Cn(n—2) e
Assim,

A?D’m,nn—z(f[), - fn) sz Al . A2 + A3 - det ((j'l)) g tq"‘jl+2?—_:02(ji+‘2—f€i) + s
2<i<n,0<s<n—2

Ks

onde novamente temos que as reticéncias indicam os termos de grau superior em t. Como
vp(Tum) = ve(A:" """ (fo, .., fa)), temos o resultado. O

Proposigao 3.2.10. Seja P € X um ponto arbitrdrio com (D, P)-ordens jo, 71, -, jn- Entdo
n—2

vp(Tum) = Z(ji — B s

=0
det((ﬁ)> =0 mod p,
Ks/ / 0<i,s<n—2

Demonstragao. Podemos novamente supor ep = 0. Como na prova da Proposicao 3.2.9, aplica-

vale o desigualdade estrita.

mos uma transformagéo projetiva de P"(K) obtendo g; = > 7_;as;f; tal que g; = th4+ .. éa
expansdo local de g; em P (onde ¢ é um pardmetro local em P). Mas desta vez, como P é arbitra-
rio, temos que a;; € K para todo i, j, mas estes coeficientes nao sdo necessariamente elementos

de [Fy; assim nao podemos aplicar o item (a) da Proposicao 3.2.4. Sejam entdo b; = ) a;; fJ‘-’m )
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g =¥, aijf;-’u. Temos

bo by b,
ho hy A,
D(Nc)go D("O)gl D(K/O)g n
KQjserylin—2 ¥ e i t t ¥ = _NER T
Ay (fos:-1 fn) det(ai;) = det Dt(m)go Dt('“)g1 Dt(,gl)gn 1=0( 1)*bid;,
Dgﬂn—-?)go Dgﬂn—2)gl _— Dé"n—?)gn

onde

. k. sek <1
s = E (—L) ™ bl omp— { by B g
k€{0,... n}\ {4} g BEISS

e ly; sao os menores (n— 1) x (n— 1) obtidos pela matriz acima, omitindo-se suas duas primeiras

linhas e as k-ésima e 7-ésima colunas. Logo
n
i=0 ks

Como fo, ..., fn s@0 regulares em P, temos que vp(b;) > 0 para todo i e vp(hg) > 0 para
todo k. Portanto, temos que vp(Tym) = min{vp(lx) | 1 = 0,...,n, k € {0,...,n}\{7}}. Por
procedimento analogo ao céalculo de (3.2.6), temos que

lki = det ((jr)tjr_ns 4 o )
Ks

= g ((]T)) tjo+‘..+jn—jk—ji—rco——...—nn_z I (327)

Ks

onde 0 < s < n —2ere€{0,..,n}\{k, i}, e assim
‘Up(l]ci) 2 G0+ i F Jn—Jk —Ji = KO — e — Kp—3. (3.2.8)

Os menores valores possiveis para o lado direito de (3.2.8) sdo obtidos quando k, i € {n—1,n}.

Logo, temos a desigualdade enunciada. Por fim, se

det((ﬁ)) =0 mod p,
Ks/ / 0<i,s<n—2

temos que vp(lp—1n) > jo + ... + Jn—2 — K0 — ... — Kn—2. O

Proposicao 3.2.11. Seja P € X um ponto Fyr-racional, pam r = u,m, com (D, P)-ordens
30y J15 -y Jn- Entao

n—1
vp(Tum) > maz {Z(]z — Rid s 1} A

g==1;
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Além disso, se

x n—1
det((]’)) =0 modp e Z(ji—rci_l)z 1
Ks/ / 1<i<n—1,0<s<n—2

t=1

vale a desigualdade estrita. Em particular, se X for (¢*, ¢™)-Frobenius cldssica com relagdo a ¢,

temos que vp(Tym) 2 Jn—1 21— 1.

Demonstragdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que P é um ponto Fgu-racional (o caso
em que P é Fgm-racional é analogo). Seja t um paramnetro local em P. Novamente, multiplicando
todas as fungbes coordenadas f; por t°F, podemos supor que ep = 0. Como na prova da
Proposigao 3.2.9, aplicamos uma transformacao projetiva de P*(K) obtendo g; = Z?:o ai; f; tal
que g; = t/* + ... é a expansao local de g; em P. Como P é Fgu-racional, os planos osculadores
em P estdo definidos sobre Fgu. Assim, todos os coeficientes desta expansio sao elementos de
Fyu e a matriz (a;;) da transformagao projetiva correspondente é tal que a;; € Fgu. Para cada

. ; ; gin By = L ¥
i =0,...,n, seja entdo 2—Ejanfj . Temos

s by by
Y
(r0) (ko) (x0) n
. D% D1 . DiVgn :
VW T det(a;;) = det i K P = —1)*bids,
[ o ) det(ag) Dl D D | =D
v Vgy iUy . DY,

oncle

N L P
k€{0,...,n\{i} B
e 0s l; sdo como na prova da Proposi¢do 3.2.10. Novamente neste caso, como vp(b;) > 0 para
todo i, temos que vp(Tym) = min{vp(gzulki) |i=0,..,n, k€{0,..,n}\{:}}. Uma vez que
vplgl ) = q%jx e por (3.2.8) vp(lks) = Jo + .. + Jn — jk — Ji — Ko — ... — Kn_2, temos que

wp(gd lks) > q%Jk + Jo + o + Jn = Gk = Ji — K0 = . — Knp (3.2.9)

para todo i € {0,...,n} e k € {0,...,n}\{i}. Observe que na soma do lado direito de (3.2.9), o
menor valor é obtido quando k = 0 e i = n. Como, por (3.2.7), vp(lon) > Y17} (ji — Ki—1) caso
p| det ((is)), coml<i<n—1e0<s<n-—2 temos o resultado. O

Vamos agora estimar o peso dos pontos Fq(m_u)-racionais de & em T, ,. Comecaremos pelo

caso de uma curva plana, que nos ajudard posteriormente ao estudo do caso geral.

Lema 3.2.12. Seja X um modelo projetivo néo singular de uma curva plana irredutivel dada

por f(z,y) = 0 definida sobre F,, com q = p", e seja Tym o divisor (g%, ¢™)-Frobenius associado
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ao morfismo ¢1 = (1 :z :y) : X — PYK). Se P € X € um ponto F (m-w -racional, entdo
UP(Tu,m) > qu-

Demonstragdo. Se t é uma varidvel separante de Fy(X'), temos por (3.2.1) que
ALz ny=glagy=6" - g% -y~ ~yils" =2 (3.2.10)
Como visto na demonstragio da Proposigdo 3.2.6, temos g(z,y) = g1{z, y)h(z, v), onde

ae= L Gorrewsa
(ag:a1:a2)eP3(F,)

e h(z,y) € F,[z,y| & o polindmio absolutamente irredutivel dado por (3.2.4). Assim, para o fecho
projetivo C da curva plana dada por g(z,y) = 0, temos C = S U F, onde S é a unido de todas
as retas de P?(K) definidas sobre F, e F ¢ a curva que figura na Proposigao 3.2.6 (ou seja, F é
o fecho projetivo da curva afim dada por h(z,y) = 0).

Se P € X & um ponto F-racional, o resultado segue da Proposicao 3.2.9. Seja P € A um
ponto F (m-w-racional que néo & Fy-racional, centrado em ¢1(F) € P2 jom-uy ) \P? (Fy ). Por [4,
Proposigiio 3.2, temos que ¢1(P) tem multiplicidade ¢* — 1 na curva F caso ¢1(P) € S, ou
multiplicidade ¢* caso ¢1(P) & S. Logo, em qualquer um dos casos, ¢1(P) tem multiplicidade

q* em C. Supondo ep = 0, temos
op(Tam) = vp(A2(1,2,9)) =vpla(z,2)) = (P, XN C) = ¢*.

a

No Lema 3.2.12 avaliamos o peso dos pontos F (m-u)-racionais da curva & no divisor (¢%, ¢™)-
Frobenius com relagao & série linear 7 obtida pelo corte de A" pelo sistema linear de retas em

P2(K). Vejamos agora o caso para um morfismo arbitrario.
Teorema 3.2.13. Sejo P € X um ponio I[“q(m_u) -ractonal. Entde vp(Tum) = g*.

Demonstracdo. Dividindo cada f; por fg, para ¢ = 0,...,n, podemos supor que fy = 1. Seja
P € X um ponto ]Fq(m_u)«raciona,l e sejat € Fq_(mw) um paradmetro local em P. Novamente,

podemos supor que ep = 0 e assim temos que vp(f;) > 0 para todo i =0,...,n e
UP(Tu,m) = UP(A?O’”.,KR_Q(L Sl fn))
Repare agora que, pelo desenvolvimento de Laplace utilizando as trés primeiras linhas,

A:U""’Kn_z(l,fla s fn) = Z Ny Wos Dy,

0<i<{jsn
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1 S5 f
onde Wy =det | 1 f&° 2 e Dy = det{D i brtnis, 12520, i
1 fi  fj

sendo Ay € {—1,1} o sinal correspondente. Como vp(Dy;) = 0, para 0 < i < j € n, temos
vp(Tum) = min{vp(Wij)}tocicjcn- Portanto, é suficiente provarmos que vp(Wy;) > ¢* para
O<i<j<n.

Dada uma curva C com corpo de fungdes K(z,w), defina g(z,w) = (29 — 2)(w? —w) —
(wI™ — w)(29" — z) e suponha g(z, w) # 0. Pela demosntragio do Lema 3.2.12, para todo ponto
W‘q(m_u)~raci0nal P € C tal que z e w sejam regulares em P, temos vp(g(z,w)) = ¢*

Sejam i e j tais que i < j e Wy; # 0, e defina £ := f; e 5 := f;. Considere o morfismo
Y= (1:£:7): X — PYK) definido sobre Fy e seja ¥ = 1%(X). Observe que K(¢,n) € K(X) é
o corpo de fungdes de ) e a extensdo K(')/K(£,n) é finita. Uma vez que 9 esta definido sobre
[Fy, temos que ¢ = %(F) € V é um ponto F m-w-racional. Logo, temos que vg(g(§, 7)) = g™
Portanto

vp(Wyy) =vp(g(6,m) = e(PIQ) -vo(g(€,m) = e(P|Q) - ¢¥,

onde e( P|Q) é o indice de ramificagio de P sobre Q. [}

A estimativa para o peso dos pontos IFj-racionais no divisor T}, », obtida na Proposigdo 3.2.9
depende das (D, P)-ordens e da sequéncia de ordens (g%, ¢™)-Frobenius de X com relacio a D.

O objetivo dos proximos dots resultados é obter um limitante inferior para tal estimativa.

Proposigao 3.2.14. Seja P € X um ponto F,-racional e sejam jg, ..., in as suas (D, P)-ordens.

Semg, ..., Mp_a 840 inteiros tats gue 0 < mg<my < ... < Mp_o €

det ((ﬁ ; J2)> Z0 mod p,
iy 0<rEn—2, 2<ign

entie x; < mg pare todo 1.

Demonstragdo. A prova ¢ analoga a de [29, Proposi¢io 2.5]. Seja = uma varidvel separante de

F.(AX) e sejam 7y, ..., Tn—2 as ordens do seguinte morfismo:
q 0y +ims

g:PHK) — P %K)

(Liz) s (Qigh 9y gh i) = (g8 008, 1 gn),

Como det ((j"ﬂ:jz))M i 2. Bl # (0 mod p, temos que mg =0 e
i <rdn-—2, 2<i<n

My

det(D;mﬁ-,)J;ji—jg) = det ((-ﬁ = _]2)) .xz?;jlz(ji—k.‘z—mi)—(ﬂ_g)jz # 0.
0<r<n-2, 2<i<n
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Assim, pela minimalidade dos 74, temos que 7; £ m; para todo 1 = 0,..,n — 2. Por outro

lado, temos que s; < 7; para cada i. De fato, como 7p, ..., Tn_2 580 as ordens de 6, temos que
det(Dgr}:vjf} £ (. Logo,

det ((3‘)) 0 mod p.
Tr) / 0gr€n—2, 2<i<n

Como P ¢ F,-racional, novamente podemos supor que fo =1 e f; = t% 4 _.. para cada i.
Assim, como na prova da Proposigdo 3.2.9, temos

AP fy o fu) = det ((i)) ATIAEIS Geemm) 4 2 g,
L 2<i<n,0<r<n—2

Portanto x; < 7, pela minimalidade dos ;. A dJ

Corolario 3.2.15. Seje P € X um ponto F,-racional. Entao para todo i € {0,1, ...,n—2} temos
Ki € Jixa — Jo €, além disso,
UP(Tu,m) = qu + 2(‘?@. - 1)

Demonstragdo. A primeira afirmacio segue da Proposigdo 3.2.14 fazendo m, = jry2 — j2. A

segunda afirmagdo segue da primeira, da Proposigao 3.2.9, edo fatodeque j1 > le j 2 2. U

Como consequéncia imediata do Corolario 3.2.15, temos uma prova alternativa para o seguinte

resultado, que ji fol obtido antes.
Corolario 3.2.16. Se kg > 0, entdo X(F,) =0 (ou seja, N1 =0).

Estamos agora interessados em critérios para a determinagio das ordens (g%, ¢™)-Frobenius.

Levando em consideragio as relagdes ¢; < 1y < K;, comegamos com os seguintes resultados.

Corolario 3.2.17. Se exzistir um ponto P € X(Fy) com (D, P)-ordens jo, -, jn tais que

det ((ﬁ N jz)) #£0 meod p,
& 0<r<n—2, 2<i<n

entdo k; = €; para todo i.

Corolario 3.2.18. Sejam vy, ..., vn—1 as ordens Fqu-Frobenius de X com relagio a D. Se existir
um ponto P € X(F,) com (D, P)-ordens jo, ..., jn tais que

det ((Ji - Jz)) Z0 mod p,
kp 0<r<n—2, 2<i<n

entdo k; = 1 para todo 1.

O resultado do Corolario 3.2.18 também é valido para u; no lugar de v, onde g, ..., pin—1 540

as ordens Fym-Frobenius com relagio a D. No caso em que m; = i, obtemos o seguinte.
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Cerclario 3.2.19. Seja P € X(F,) e sejam jo, .., jn as (D, P)-ordens. Se o inleiro H2Si<r§n(j"_

4i)/(r — i) néo € divistvel por p, entdo k; =i para todoi=10,...,n—2 e
UP(Tum)—Qn—l-}- ]1+Z

Demonstragdo. Usando propriedades basicas de determinante, temos

1 4, J202-1) 72(92—1)...(42—(n—3))
]2 21 s (n‘2)!
1 s J3 (j23!_1) js(js—lz-r;fjés,)!—(n—ii))
-det ((ﬁ>) = det 1. 4 j4(3'é+1) J'4(J'4—1)...(3;24l_(n_3))
") ] 0<r<n—2, 2<i<n ' (ri—2)!
1 s, Inla-l) n(in=1)...(Jn—(n=3))
J‘n. 2] .. (n_2)!
1 jo j3—J2 o 3%+
1 js j3-Js .. 337+
1 1 4 52 = n—2 o
= ey J i o= P
= SR | | M T A :
K 1 j’n jv%_jn 3,?_2—0—

onde as reticéncias na ultima coluna indicam os termos de poténcias menores que n — 2 em j;.

Logo, uma vez que 2!3!...(n — 2)! = [ 54 e, (7 = 7), temos

ji det(jT) det \’1’11/c\lex\monde
et (( )) - l & (Gr —3:)/(r—1). (3.2.11)
Y T R 11 )/

2<i<rLn

Assim, temos que p { [[y<;cpen(Fr — 73)/(r — 1) implica p { det (( ))0<7‘<n - Como

P ¢ X(F,), podemos supor fy =1le f; = t¥ + ... para cada i. Novamente como na prova da
Proposigéao 3.2.9, temos

A?,.,.,r—‘z(fo, s fn) = det Ji ‘ tquj1+2?='02(ji+2—i) +...%0.
T/ / 2<i<n,0<r<n—2

Portanto, x; = i para todo 7, e pelo Teorema 3.2.9 temos que

n—2

Up(Tuwm) = ¢° ]1+Z]z+2—l)—2n-—l+ —1)]1-1-2 i —1).
1=0

a

Seja d = deg(D) e suponha X(F;) # 0. Como j, < d, temos pelo Cororlario 3.2.19 que se
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p > d—1, entdo k; = 1 para todo 1 =0, ...,n— 2, ou seja, a curva X & (g%, ¢™)-Frobenius classica
com relagdo a D. O proximo teorema, revela uma caracteristica importante da sequéncia de
ordens (g%, ¢™)-Frobenius. Através dele, em particular, poderemos provar um resultado analogo

4 afirmacao anterior sem precisarmos assumir X (F,) # 0.

Teorema 3.2.20. Seja ¢ = (fo: fr: ..t fu) : & — PMK), comn > 2, um morfismo definido
sobre Fy tal que X € (¢%, ¢™)-Frobenius ndo cldssica com relagio a ¢. Sejo £ € {1,...,n — 2} tal

que k; = i para i < £ e ke > £. Entao p|xe.

Note que o resultado obtido no Teorema 3.2.20 & analogo ao obtido em [10, Corolario 3],

sendo este dltimo relacionado & sequéncia de ordens F -Frobenius.

Corolario 3.2.21. Sejam ¢ = (fo: f1:...: fa) : & — P*(K) um morfismo definido sobre Fy e
D o sua série linear correspondente. Se p > d = deg(D), entdo X é (¢*,¢™)-Frobenius cldssica

com relagio a 'D.
Demonstracdo. Segue imediatamente do Teorema 3.2.20 ¢ do fato de que kp—3 < d. O

Corolario 3.2.22. Seja ¢ = (fo : f1: ... fa) 1 & — P*(K) um morfismo definido sobre I
e suponha que p > n— 1. Se X € (g*, q™)-Frobenius ndo cldssica com relagdo a ¢, entdo X ¢é
[Fy-Frobenius ndo cldssica com relagdo a ¢, parar = u,m. Além disso, sep > n, a curva X €

ndo cldssica para ¢.

Demonstragdo. Sejam (v, ..., ¥n—1) € (Ko, ..., Kn—2) respectivamente as sequéncias [ «-Frobenius
e (g%, g™)-Frobenius de & com relagdo a ¢. Suponhamos que X & (g%, ¢™)-Frobenius nao clés-
sica com relagio a ¢. Pelo Corolario 3.2.2, existe J € {1,...,n — 1} tal que {xo, ..., sn—2} =
{vo, s naf\{vr}. Se I =n— 1, temos que (Vg .. ¥n—1) = (Ko, <y #n—2) ¢ imediatamente
concluimos que X é Fgu-Frobenius ndo clssica para ¢. Se I # n — 1, uma vez que p|k; para
algum £=1,..,n—2 (Teorema 3.2.20), temos que p|y; para algum i € {0, ...,n — 1}\{I}. Como
1 <n-—1<p, acurva A é Fpu-Frobenius nao clissica para ¢. De maneira aniloga, prova-se que

X é Fym-Frobenius nédo classica para ¢. A iltima afirmagéo segue da Proposigao 1.3.9. O

A fim provarmos o Teorema 3.2.20, precisaremos estabelecer algumas notagtes e dos dois
lemas seguintes. Dados um morfismo ¢ = (fo : f1:...: fa) : & — P*(K) definido sobre Fy e ¢
uma varidvel separante de [F,(&X'), para cada inteiro positivo r > 0 definimos

I
W =t g g (3.2.12)
D) D) DI(f)

onde 1, 7,k € {1,...,n} sdo distintos. Convencionaremos Wy(¢,t) := Wigpk) (b, t). Quando ndo

e 5 . 55 T
houver dividas quanto ao morfismo e & varidvel separante em questfo, denotaremos apenas sz(;; k)
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ao invés de VE/'T(;k (¢,t). Também, sejam fs,,..., fs, € {fo,.-yfnp onde 1 < k < n+1esejam
1, ..., T inteiros positivos. Definimos

g, D™ME, .. BV,

D(T2) D(T2) A D(T2) 'y
Mo ) i=det | .f“ ‘ _f2 ; ,f‘ . (3.2.13)

.....

Dy Df¥fy ... DIV,

Neste caso, também denotaremos M. s¥ ao invés de Mg sk(¢,t) quando estiverem claros o

morfismo ¢ e a variavel separante ¢ em questao. Note que se r; =75 para i,s € {1,...,k}, temos
T1y--9Th __
que M, s = 0.

Lema 3.2.23. Sejam ¢ = (fo: fi i ...t fo) : X — P*(K) um morfismo definido sobre Fy et
uma varidvel separante de F,(X). Entdo DEI ( Uk) = (r+ 1)I/Vi(jrk+1) para todo r > 0.
Demonstragio. Em primeiro lugar, temos que Dgl)(gql) = 0 para todo g € K(X), com [ > 0.
Para i, j, k fixados, definimos g; := fj‘""_"f,c—fjf,‘c’m"u,gj gy f;’""”fk—fif',?m—" e gr = fzf?'”"“f]. .
fi fj‘?m_", e observamos que

Wil =DVl - D () + D ()t

Usando a regra do produto das Derivaclas de Hasse e o fato de que Dfl)(ggu) = (; parag = 5 Lk,
temos que

pPwE) = DMDP (el - DD (£)98") + DD (fi)gl’)

= (r+ DOV (e - DIV (FgT + DIV (el ) = (r + WY,

como queriamos. O

Lema 3.2.24. Sejamn ¢ = (fo: f1: ... 1 fa) : X — P*(K) um morfismo definido sobre Fy et
uma varidvel separante de IFQ(A’). Entao, para todor > 0 e k > 0 temos

DEI)(A/]\T r+k: 1) = (T+k) M7 ,T+k 1,r+k:

$1yySk

Demonstragido. Demonstraremos por indugao em k. O caso k = 1 pode ser facilmente checado.
Suponhamos que a propriedade é valida para k¥ < n — 1. Pelo o desenvolvimento de Laplace

usando a primeira linha, temos que

k+1
’i yrusy k
Mprab Ltk = (OPD ) M E (3.2.14)
=1
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Assim, temos que

k+1
Dgl)(MT,...,r+k—1,r+k) = K4 Z(_ z+1D(r)(f3‘ Dgl (jwr-{-l AT+k )’

S14y0038kySk41

onde
! (r+1) +1,...,7+k
1 T T -
A= +1) | D (0D ) Myt )
i=1
Agora, note que
- (T‘ e 1) Mr+1 7-+1 ..... r+k — 0}

1,7+1,...,
visto que as duas primeiras linhas da matriz cujo determinante & My, 5f 5; +f+k se repetem. Por

outro lado, pela hipétese de indugao, para todo i =1, ...,k + 1, temos

D(l)(A[T'Fl itk ) (T+k+1) Mr+l,..;,r+k,'r+k+l.

CHIg Sk41 81y Sy Sk+1

Portanto, temos que Dgl) (M s,rlrgiks'k: +k) =

k+1
(7‘ 54 1) (Z(—l)i+lD§T)(fsl) A/[H-l’ .k, T+k+1> = (7‘ +k+ 1) . Mr,...,r+k—1,r+k+l'

) PO aSk+1 S1yeeySiyey Skl
=1

O

Demonstragio do Teorema 3.2.20. Seja a > 0 tal que kg = £ +a+ 1. Como X & (¢% q™)-
Frobenius nao classica com relagdo a ¢ nas hip6teses do enunciado, temos que l"gg,’j_’f;i’f“ == [J
para toda sequéncia sg < ... < g9 tal que s; € {0,...,n}, onde

&5 7 A s
Fao fa y -2 Pois
rrore —qop | PEOUs) D) DY) o D (o)
80 st+2' Dc(rl)(fso) Dt(rl)(fSI) Dfﬁ)(f”) Dgrl)(fs,“) )
DY) DENfa) DEfa) o DEN o)

sendo ¢ é uma variavel separante de F;(X). Repare que, utilizando o desenvolvimento de Laplace
usando as trés primeiras linhas, obtemos

TOyeeTE 7"(}) T1yeenaTl
FSO, Seq2 2 : Aslstk stsjskMSa,a;é'L,],k’ (3215)
<j<k

onde Ag;s:s, € {1, —1} & o sinal correspondente e 7,5,k € {0,...,£ + 2}. Desta maneira, fixada
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uma sequéncia sg < ... < 3piy COmM §, € {O, ...,n}, temos que

LE-1.0
0_ 1‘10 W= 1]€+(l _—y Z AStSJSkW M +CL-

S0y Se+2 5555k .S‘Q,Ct?é'r.,jj,
1<j<k

Logo, 0 = D (Po-E b4y — Ay 4 Ay onde

aSE42

1 1,0, f—1,0+
Z As;sj-skDf(’ )(Wsisjsk)Mia,a;ﬁi‘j‘k .

i< j<k

e
7 (1) AN R
Z L\SiSjSk "Vsz-SjSkDa (Msma;évj?j_k &
i<ji<k
Agora, pelo Lema 3.2.23, temos que
O eSSl ool e R
¥ By W Ml e =T il S o 1y (3.2.16)
i<j<k

uma vez que a terceira e a quarta linhas da matriz cujo determinante & Féél,f.'::’si:_;’ha sdo iguais.

Portanto, temos que Ay = 0. Por outro lade, pelo desenvolvimento de Laplace usando a Gltima

linha aplicado a M’ L aigﬁja, obtemos

ﬂ/fl f Li—‘-ﬂ - Z A,.Dfe—'_a)(fsr)ﬂf[l"g_l

S0 S, gkt
1,7,k
s e e Ty el o A we ptee T s baews Thiliesndis s Tosas 20 o9 Nl
Gilae 7 {U, cey £ 2} € A £ O Sillen COTTeSPOIaenic. vilidzZanGs O LCIRG &.4. 5% Tanhion LS TN
o

= (f ta+ 1) ’ Z A""DEE+G+1)(J£‘9?‘)‘ aa G#w kr +4 - Z A ‘D e (f-‘?v )er‘c;f'—‘_i.zj’i,r

Secy
i r#1,0,k
. iy 1,...6—1,6+a+1 1, =20 040
—(£+a+1)-M3u'a¢i,jlk + L Ty
Portanto
¢—1,8+a+1 | L2004
iy e bl ¥ P W ME DO 4 g, 5% R W it Ll
i<g<k i<g<k
= [Bta+T-Tird W g g ke (3.2.17)
L2 4a . : —
Afirmamos que I’SU, e = (} para toda sequéncia sg < ... < spyo tal que s; € {0,...,n}.

De fato: para a = 0, a afirmacao pode ser facilmente verificada. Suponha a > 0 e suponha
L-2,00+a

também que I“SO e # 0 para alguma tal sequéncia. Pela Proposicio 3.2.3, teriamos que
ke < £+ a, uma contradi¢ao, j& que kg = £ +a + 1. Assim, concluimos que

L v 0,000f=1,4a+1 Qo fig— 1,54
Di= iy = [f4a 4 1) -Tof ot =ighel gl e -

L= ]E—‘-a\ D
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Pela definicao da sequéncia (ko ..., k21, K¢), temos que existe uma sequéncia sg < ... < 8p42,
e PR = R

com 3; € {0,...,n}, tal que ['sy) s/, # 0. Portanto, pls,. |
Segue agora o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.2.25. Seja X uma curva projetive wrredutivel ndo singular de género g definida sobre
F,, e sejam N, a sua quantidade de pontos Fyr-racionais, parar = 1,u,m, m — u. Se existir em
X uma série linear D definida sobre Fy simples, lwre de ponto base, de grau d, dimensdo n e
ordens (¢", ¢™)-Frobenius Ko, K1, ..., Kn—2, entdo

(Cl _Cu_cm—cm—u)Nl ST TTs A e U o T L N (K0+f€1+...—!—fcn72)(29—2)+(qm+q”+n—l)d.,

onde ¢, € o peso minimo dos pontos P € X(Fyr) no divisor Tym, parar = 1, u, m,m —u. Além
disto, cm—v = q% ec1 2 q* 4+ 2(n—1).

Demonstragio. Pela Observacdo 3.2.8 os pontos F,--racionais sempre aparecem no suporte de
Tum parar = Lu,m,m —u. Como mde(u, m)=1, temos que X (Fyr) ﬂ#s/'t’(iﬁ‘qs) = X(F,),
para r,s € {l,u,m, m — u} {em particular, V. = N; para cada r). Também, uma vez que

X(F,) C X(Fy) parar € {u,m,m — u}, temos que c; > ¢, para cada r. Logo, temos
e iVy =+ Cu(Nu = Nl) Si Cm(Nm s Nl) + Gl Nmey =) £ deg(Tu,m)-

Portanto, a desigualdade enunciada segue de (3.2.3). Os valores minimos assumidos por ¢m—q €

¢y seguem respectivamente do Teorema 3.2.13 e do Corolario 3.2.15. 0

Observagao 3.2.26. Note gue caso X seja (g%, q™)-Frobenius cldssica, segue da Proposigio
S22 guecy, 2m—1 ecn 2 n—1.

Repare agora que, se existir um ponto P € X no suporte de T, ,, que ndo seja Fyr-racional,
para r = u,m, (m — u), podemos somar vp (T}, n) do lado esquerdo da desigualdade exibida no
Teorema 3.2.25. Da mesma forma, se existir um ponto Fgr-racional P € A no suporte de T},
tal que vp(Tym) > ¢r, podemos somar (vp(Tym)—¢r) do lado esquerdo da mesma desigualdade,
onde r = 1, u, m, m —u. Assim, usando as Proposiges 3.2.9, 3.2.10 e 3.2.11, podemos reescrever

o Teorema 3.2.25 da seguinte maneira.

Teorema 3.2.27. Seja & uma curva rredutivel ndo singular de género g definida sobre Fy, e
sejam Ny a sua guantidade de pontos Fgr-racionais, para r = 1,u,m,m — u. Se existir em &
uma série linear D definida sobre Fy simples, livre de ponto base, de graw d, dimensdo n e ordens

(g, q™)-Frobenius kg, K1, -..; Kn—2, entdo

(Cl —Cy — Cm — Cm—u)Nl FauNo Fond Ve H0n—ullamy + Z B(P)
Pex
< (kg+ K1+ o+ Ea2)29—2)+ (@™ +¢" +n— 1), (3.2.18)
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onde ¢, € o pese minimo dos pontos P € X(Fy-) no divisor Tym, parar =1, umm—u e

g“jr + S E Gira — &i) — c1, para P € X(Fy);
maz {0, '-:1 Ji — Ki—1) — Cr para P € X (F- )\X(F,), r=u,m;
—— {0, TEX } (F)\X (Fy)
vp{Thm) — CGin—n para P € X(Fgm-)\X(Fy);
max{0, Z?;[)?(ji — ki) }, nos demais casos .

Além disto, c;p—y > q* €1 > g4 +2(n —1).

Demonstragdo. Os valores de B(P) seguem da Proposi¢do 3.2.9 caso P € X (F,), da Proposigéo
3.2.11 caso P € X(Fg)\X(Fy), para 7 = u,m e da Proposicao 3.2.10 caso P ¢ X(F, ), para
r=1,u,m,m—u. O restante da demonstragao é analoga & do Teorema 3.2.25. O

3.3 Exemplos

Nesta se¢ao veremos alguns exemplos de aplicagbes do Teorema 3.2.25, obtendo-se assim
novas cotas superiores para pontos racionais em curvas definidas sobre ;. Compararemos estas

novas cotas a cotas ja existentes.

Exemplo 3.3.1. Seja X' um modelo projetivo nao singular de uma curva plana de género g,

grau d, definida por f(z,y) = 0 sobre [F, e considere o morfismo de Veronese
ps=(:z:y:a:.. iz .8 X — PHY(K),

comit+j<s,ondel<s<d—-3eM= (3'52) — 1= (s +35)/2. Sabemos que a série linear
D;s associada ao morfismo ¢ € simples, livre de ponto base e deg(Ds) = sd (ver 2.0.1). Se X €
(g“, q™)-Frobenius cldssica para Ds, o Teorema 3.2.25 fornece

(M —=1)Ny + (M = 1)Npp + q“Npyy < (M — 1)(M — 2)(g — 1) + sd(g™ + ¢* + M — 1). (3.3.1)

Para s = 1, temos o morfismo ¢1 = (1 : x : y) : X — P?(K). Note que neste caso, ndo
€ preciso o uso da derivada de Hasse e logo, na construgao do divisor (g%, ¢™)-Frobenius Ty m,
ndo precisamos do diwisor canénico pare fazer a “correcdo” em caso de mudanga de varidvel

separante. Portanto, temos que X € (¢%, ¢™)-Frobenius cldssica para ¢, e
Tum = div((z"" —2){y? —9) — (47 —9)(=? —2)) + (" + ¢* + DE.
Como o grau de Dy € d, temos deg(Tym) = d(¢™ +q + 1). Assim, a cota (3.8.1) é dada por
Ny+ Ny +¢¥Npp—yy < d(@™ + ¢+ 1). (3.3.2)

Sejam r = u, m,m — u. Supondo que X seja Fyr-Frobenius cldssica com relagio a ¢1, temos
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que a cota de Stohr-Voloch fornece
2N, € 2(g—1)+dlg" + 2). {3-3.3}

Vejamos o sequinte caso: A curva X atinge a cota (8.8.3), ou seja, 2Ny = 2(g—1) +d(g+2).
Fazendo uw = m — 1, temos por (3.3.2) que

g™ g — 1 +dlg +2)/2) + N1 + N S dlg™ +¢™ 1 +1);
ou seja, temos que
2Nm < 2(g—1) +d(g™ +2) — Z(Qmﬁl + Dt — D) — 8,1,

que € melhor que o cota (8.3.8) para Ny, sempre que d > 2. Podemos encontrar exemplos de
classes de curvas que atingem a cota (3.8.3) em [3, Teorema 2.1] e [6, Teorema 2J.
Pare s = 2, temos o morfismo ¢g = (1 : z 2y - 2% : 2y 1 y?) : X — P3(K). Se X for

(g%, g™)-Frobenius cldssica para Da, o cota (3.3.1) neste caso fornece
AN, + 4N + ¢ " Ny < 12(g — 1) + 2d(¢™ + ¢* + 4). (3.3.4)
A cota de Stéhr-Voloch para X Fyr-Frobenius cldssica para Dy €
5N, < 20(g — 1) + 2d(¢" + 5). (3:3.9)

A cota (3.8.4) para Ny, € melhor do que o cota (3.3.2), aprozimadamente, se 3d < q™ ™. Se
em particular tivermos aprozimadamente Ny, > dg™ %/2, a cota (8.3.4) para N, também é
melhor do que a cota (3.3.5).

Exemplo 3.3.2. Seja & uwma curva nas hipdteses do exemplo anterior. Param =2 eu=1, 0

Teorema 5.2.25 fornece a segquinte cota (associada ao morfismo ¢ ):
No <d(g* +q+1) - (g+ )N (3.3.6)

Em [19], trabalhando com a Fun¢do Zeta da curva, Ihara observou a sequinte relacdo entre
N1 e Ng By

(Nl—Q“‘l)g_

Ny €¢*+1+29g - (3.3.7)

Em algumas sttuagées, dependendo de n,q e N1, a cota (3.5.6) é melhor do que (3.3.7). Por
exemplo, suponha que X € néo singular; se N1 > dg/2, temos que (3.3.6) é melhor do que (3.3.7),
aprorimadamente, se d > q/2 + 3.

Exemplo 3.3.3. Considere a curva X apresentada em [6, Teorema 2/ dada pelo fecho projetivo
da curva afim definida por
(y+2)18+y18_$18_ 1=0
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sobre Fa7. Por [6, Teorema 2/, temes que X & ndo singular (portanto seu género é g = (d—1)(d—
2)/2 =136) e Ny = 3(p — 1)2/8 = 486. Utilizando o software “Magma Calculator”, obtemos que
No = 2430. Através da tabele (3.3.8), podemos comparar a cota (8.8.2) com outras cotas aqui

listadas:
Cota Ny <
Storh- Voloch (8.3.3) | 12475
Hasse-Weil (1.0.2) | 11434 {3.3.8)
Thara (3.8.7) 9959
(3.8.8) 6858

Exemplo 3.3.4. Seja X a curva de graw 6 definida sobre F3 dada por

Z Ty’ = U

r+s+k=6

Queremos estimar a quantidade de pontos For-racionais de X. Assim, usaremos a cota (3.58.2)
param = 3 eu = 1. Por [3, Teorema 2.1/, temos que X € ndo singular e possuid(d+q*—1)/2 =
42 pontos Fg-racionais, ou seja, No = 42. Seu género € dado por (d — 1)(d — 2)/2 = 10. Usando
o software “Magma Calculator”, obtemos N1 = 0 e N3 = 24. Podemos comparar a cota (5.3.2)

com as demais através da tabela (3.5.9).

Cota N3 <
Hasse- Weil (1.0.2) | 131
Storh-Voloch (8.3.3) | 96
f2.5.8) 60

(3.3.9)

3.4 Curvas F,-Frobenius nao classicas, para r = u,m

Seja A" uma curva nao singular de género g irredutivel definida sobre F,. Nesta se¢ao, anali-
saremos os casos em que a curva X € (¢*, ¢™ )-Frobenius classica e Fg-Frobenius néo classica com
relagao a um morfismo ¢ definido sobre Fy, para r = u, m, e as consequéncias que este fato exerce
no Teorema 3.2.25. Comegaremos por um resultado que estima o peso de um ponto Fym-racional
no divisor 7y,,, no qual fazemos uso do fato de que os determinantes Ay® "™ ~*(fo, ..., fn) €
linha, onde (v, ..., up—1) € a sequéncia nao classica de ordens Fyu-Frobeius de & com relagdo ao

morfismo ¢.

Proposicao 3.4.1. Seja X' uma curva irredutivel ndo singular Fqu-Frobenius nao cldssica e
(g*, ¢™)-Frobenius cldssica com relagio ao morfismo ¢ = (1: f1:...: fn). Seja P € X um ponto

Fgm -ractonal com (D, P)-ordens jo, ..., jn tais que Hogs<r<n—1(jr—j3)/(7'_3) # 0 mod p. Entdo

n—2
UP<Tu,m) =5 + Z(Jz = 7')
=0
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Caso

det ((JT)) =0 mod p,
S/ / 0<s<n—1, 1<r<n

vale a desigualdade estrita.

Demonstragcao. Podemos assumir que ep = 0. Sejam ¢ um paradmetro local em P e (a;;) €
GLpt1(Fgm), comagp = 1 e agr =0 parar = 1,...,n, tal que g; := Z?:o aijfj = thi+..., parai =
0,...,n, onde fp:=1. Uma vez que X é Fgu-Frobenius néo classica e (g%, ¢™)-Frobenius classica
com relagdo a ¢, temos que a sequéncia de ordens [Fgu-Frobenius é dada por (0,1...,n— 2, ¢), com

€ >n—1. Assim, temos

1 il JI
1 f S ¥
(1) (1) -
det| 0 D7 (A) - D'(fa) | =0. (3.4.1)
0 DI V() .. DITV(fa)
Portanto,
1 s & 1 hy P
1 A N » 1 @1 e gn
det| 0 D) .. DM(f)  |det(ai)=det| 0 DP(g) .. DM |=o,
i DO o B 0 DI Vg) .. DM Vig)

(3.4.2)
onde h; = Z?:n aij f;’u. Assim, utilizando o desenvolvimento de Laplace nas colunas do ultimo

determinante, para cada ¢ = 1, ...,n obtemos

1

n—1 b o )
hi=Y (-1¥ 2. pPg;, (3.4.3)
§=0 :
onde ; é o menor n x n de (3.4.2) obtido omitindo-se a primeira linha e a 7 4+ 1-ésima coluna e
Yi; € o menor n X n de (3.4.2) obtido omitindo-se a j 4+ 2-ésima linha e a 7 + 1-ésima coluna.
Afirmagdo: Yrj/vr = Ysj/7vs para todo r,s € {1,..,n} comr #seje€ {0,..,n— 1}.
Assumindo a afirmagéo, temos que d; := Y;;/; para todo i € {1,..,n} ej € {0,..,n—1};
em particular, 6,1 = Tpp—1/vn. Como h; é regular em P para todo j e

1 hy hp-1
1 4. Pn-1 4 ...

Tnn_l = det O C]_ltjl—l + - . C(n—l)]_tjn_l_l - - ,
0 cl(n—?)tjl_(n_2) e C(n_l)(n_z)tj"—l_(n_z) o om

"
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onde ¢; = {9,;), temos que vp(Lpn_1) > Z?;O?(ji — ). Também, como

DM(g) .. DM(gn) |
o = det { —ffet ((1)) M) L
D" g) .. DI V(gn)

n—1

edet (7)) =Tlocucren-slir—3s)/(r—5) £ 0 mod p, temos vp(ya) = T (s = i)
Portanto, vpfdn:l) 2 —jJn—1+n — 1. Agora, note que

1 9(1;171 grqlm
1 9 In
(1) (1)
. 8 D7 D
(_1)'nAig.o,.-.,.Kn-2<fO,fl’ -~~sf'n) . det(aij) = il t (gl) i (qn)
0 D" g1) .. DI (gn)
1 hi Hig,
Através da relagao
n—1 5 g 3 I
(L1, oshn) = > (1085 - (D (1), D (g1), ..o D (gn1)),
j=0
onde &p := 1, obtemos (—1)Ay" " 2(fo, f1, -, fn) - det(as;) =
S G S
1 o e o
o D . pW 5 o
B o« i . ¢ ‘(5’1) t '(gn) el or (det ((j;)) ST B g o ) )
0 D" q) . DI (gn)

=

B ey .. D Yg,)

Portanto, 'UP(Tu,m) = UP(A?O,.“‘Kn_z(f():fl:--w fn)) > vP(an—l) + 221:1 5 — (i - 1) = jn +
S i — ).

Prova da Afirmagdo: Queremos mostrar que vsX,; = v, T;; para todo r,s € {1,...,n} com

r#sej€{0,..n— 1} Para simplificarmos a exposigio, vamos supor que s =n e r = 1; ndo
é dificil constatar que os demais casos sdo andlogos. Primeiro, repare que o desenvolvimento de

Laplace aplicado a (3.4.2) usando a primeira e a segunda linhas fornece

n n
mh=A+) (-D)whi ¢ ma=A+) (1) g

=2 =2

onde A & o menor n x n de (3.4.2) obtido omitindo-se a primeira linha e a primeira coluna.
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Também, usando propriedades bésicas de determinantes, verifica-se facilmente que v Dt(r) (g1) =
Z?ﬂ(—l)i%Dgr) (g;) para todo r # 7. Assim 71 Tp; =.

1 hy A1 1 Yiha hn-1 \
i g1 9n-1 1 T191 Gn-1
0 DMg) .. DMgn-1) 0 mDg) . DP(gn-a)

¥ «tbek : ! > —det| _ —1) .
0 DY) .. DI V(gu) 0 1Dl ar) . DFgan)
0 DI*Vg) .. DI (gny) 0 0D g ... DFV(gn-n)
0 D V) . DI Mga) / K 0 1D g) . DI (gno)

e portanto

1 A+ Z?=2(—1)i’)‘ihi ho A
b AT (-1 % 92 Gn—1
0 Tho(-1PuDM@)  DMMg) .. DMigs-a)
T =det | © S e ! . (3.4.4)
0 Yr,(-1%DI V(g) DY D(gs) .. DI V(gn_1)
§ -1 ey D) . 00, o)
0 T (-1)%D" Vg) D V(g .. DIV(ga1) )

Usando a linearidade na segunda coluna de (3.4.4) e o fato de que os inteiros n e n — 2 tém a

mesma paridade, temos que v Ypn; = Yo Y15, como queriamos. O

Exemplo 3.4.2. Seja F : f(z,y) = 0 wma curva plana de grau d e género g definida sobre
F, e seja & um modelo projetivo ndo singular de F. Considere o morfismo de Veronese ¢ :
X — PM(K), com1 <s<d—3, onde M = (522) —1=(s2+35)/2, tal quep > M — 1.
Sabemos que associada a ¢ temos a série linear D,, que € simples, livre de ponto base e tem grau
sd. Suponhamos que X seja (g%, ¢™)-Frobenius cldssica com relagio a Ds e Fgqu-Frobenius ndo
cldssica. Como a sequéncia (Ko, ..., kpr—2) = (0,..., M —2) é uma subsequéncia da sequéncia Fou-
Frobenius (v, ..., ¥pr—1), temos pelo Coroldrio 1.8.4 que (vg,...,vp—1) = (0,1,..., M —2,9"), para
algumr > 0 (p" > M —1); esta ultima € uma subsequéncia da sequéncia de Ds-ordens (eq, ..., €p1),
e assim temos que €, =t parat =0,...M — 2, epy—1 =M — 1 oup” e ep > p’. Suponhamos
também que [y serapr—1(Gr(P) = js(P))/(r — s) # 0 mod p para todo P € X(Fgn)\X(F,;) N
Supp(R), onde R € o divisor de ramificacio de X com relacdo a Ds.

Vamos primeiro assumir que epr—1 = M — 1, e portanto epr = p™. Desta maneira, temos que
Cm—u = q* (Proposigio 3.2.13), c1 > ¢*+p"+M —1 (Proposigao 3.2.9) e ¢, > M —1 (Proposi¢cdo
8.2.11). Também, como [[pcserapr_1(3r(P) = 3s(P))/(r —5) = 1 para todo P & Supp(R), temos
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que ¢m > 2" {Preposicéo 3.4.1) Pelo Teorema 3.2.25, temos
(M = U)Ny + 9" Npp + ¢“Npes € (M = 1D)(M — 2)(g — 1) +sd(q™ +¢* + M - 1).

A cota obtida para N,, € melhor do que a cota de Stohr-Voloch relativa a série linear D, para N,
sempre que, aprozimadamente, (M — 1)Ny/q* + Npy—y, > sd. Agora, suponhamos que epp-1 = p"
e assim ey > p'. Aqui, temos que ¢m—y = ¢* (Proposicio 8.2.13), ¢1 > q* + 2p" (Proposicio
3.2.9), ¢y 29" ecy > p" (Proposigao 3.2.11). Neste caso, O Teorema 3.2.25 fornece

PNy +p N+ ¢" Ny < (M = 1)(M —2)(g — 1) + sd(¢™ +¢" + M —1).

Aqui, cota obtida para Ny, € melhor do que a cota de Stéhr-Voloch relativa a série linear Ds para
N sempre que, aprozimadamente, p" Ny /q" + Nyp—o + 9" (29 — 2)/q% > sd.

Exemplo 3.4.3. Sejam ¢ uma poténcia de um primo p e v > 0 um inteiro. As aplicagoes

norma N : Fg — Fe e tragco T : Fy — Fe, onde ¢ = €7, sao definidas respectivamente por
=1 i

N{a)=ae1 eTr(a) =a°  +af

pelo fecho projetivo da curva afim

r—

‘4o +of+a. A curva norma-trago F sobre I, € definida

N(z)=Tr(y).

O grau de F € % ="V +e" 2 + . +e+1. Por[18, Teorema 7.65 (iii)], a curva F € ndo
cldssica para ¢1 e sua sequéncia de Dy-ordens € dada por (0,1,2). Seja X um modelo projetivo
ndo singular de F. Utilizando-se do fato de que a aplicagcao trago € linear e sobrejetiva, néio é
dificil mostrar que X possui €21 + 1 pontos Fy-racionais. Além disso, como N(z) e Tr(y) sao
polmémios com o conjunto minimo de valores, por [5] temos que a curva A € I¥'o-Frobenius ndo
cldssica para ¢1, com sequéncia Fq-Frobenius (0,€). Verifica-se sem dificuldades que F possui
um dnico ponto singular P = (0 : 1 : 0), que € Fy-racional; sendo assim, p { j1(P) para todo
P € X(Fgm)\X (). Utilizando o exemplo 3.4.2 para s =1, u =1 em = 2, temos que

Ny <

() fe™ RS et et e+ 1) = fg + LT £ 1) (3.4.5)

c

Vejamos o caso em que e =3 e g = €° = 27, ou seja, = 3. Neste caso, temos que a curva
X ¢ dada por 1% = y° + 4% +y. Através do software “Magma Calculator”, calculamos Ny = 946.
Utilizando a tabela (3.4.6), podemos comparar a cota (3.4.5) com outras cotas para Ny.

Cota Ny <
Hasse-Weil (1.0.2) | 3322
Storh-Voloch (1.3.2) | 3261 (3.4.6)
Thara (3.3.7) 2350
(8.4.5) 1003

Teorema 3.4.4. Seja X' uma curva plana ndo singular de grau d definida sobre Fy, com ¢ = ph.
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Suponha que X € Fy-Frobenius ndo cldssica com relagio ao sistema linear de retas em P?(K).

FEntao

pst+qu—1 Sd(qm+d‘" ]-)s (347)
para algum s > 0.

Demonstra¢do. Suponha que A" é o fecho projetivo da curva dada por f(z,y) =0, com f(z,y) €
Fy[z,y]. Considere o morfismo ¢ = (1:z :y) : X — P?(K) e D) a série linear correspondente.
Pela Proposigdo 3.2.6, temos que a nica ordem (g, ¢™)-Frobenius de X associada a Dy & 59 = 0.
Como X é F,-Frobenius néo classica para ¢1, temos em particular que ela é néo classica, e suas
sequéncia de Dy-ordens e sequéncia de ordens F,-Frobenius séo (0, 1,¢) e (0, €) respectivamente,
onde € = p® para algum s > 0 {Corolario 1.2.9). Além disto, como X & nao singular, temos que
51(P) =1 para todo P € X e, pelo Teorema 1.3.8, temos Ny = d(q — d + 2). Por [29, Corolério
2.10], todo ponto Fy-racional de X' & um ponto Dy-Weierstrass, ou seja, todo ponto Fy-racional
de X pertence ao suporte do divisor de ramificagéo R de Dy. Assim, dado P € X(F,), temos
que j2(P) = p* + L.

Portanto, pela Proposicio 3.2.9 e pela Proposigio 3.4.1, temos que vp(Ti.,) > gj1(P) +
j2(P) =q+p°+1se P &um ponto Fy-racional e vp(T1m) > j2(P) = p® se P é um ponto Fym-
racional. Também, se P & um ponto Fym-1-racional, temos pelo Teorema 3.2.13 que vp(T1,m) = q.
Aplicando o Teorema 3.2.25 com ¢; = g+ p° + 1, ¢ = p°, cm—1 = g e efetuando os célculos,

chegamos & cota superior desejada. (]

Seja A uma curva como no enuciaco do teorema anterior. Como X é I -Frobenius néao
classica, temos que & & Fym-Frobenius classica para ¢1 ([4, Teorema 1.1]); porém, esta é nao
classica com sequéncia de Dy-ordens (0, 1, p*). Logo, a cota de Stohr-Voloch para NV, com relacao

ao morfismo ¢ é
d(d +¢™ — 1)

ps

A cota (3.4.7) & melhor do que a cota de Stohr-Voloch acima sempre que Ny, 5 0. Isto acontece,

Ny, < (3.4.8)

em particular, se d # ¢+ 2. Caso V1 = 0, as cotas coincidem. Em algumas situagdes, a cota
(3.4.7) também é melhor do que a cota de Hasse-Weil. Por exemplo, caso m = 2, temos que a
cota (3.4.7) é melhor do que a cota de Thara (3.3.7} (que é melhor do que a cota de Hasse-Weil)
se, aproximadamente, d > ¢/p°.

Exemplo 3.4.5. Sejap =5, ¢ = 5° = 125 e considere a curva X de grau p® +p+ 1 = 31 sobre
Fio5 dada pelo fecho projetivo da curva definida por

Y2 (28 41— [° + u)° =0

Por [9, Secao 3/, a curva X € Fg-Frobenius ndo cldssica com relagio a ¢y = (1:z :y). Por [18,
Teorema 7.65 (i11)], temos que a sequéncia de Dy -ordens de X €(0,1,5). Néo é dificil mostrar que

a curva X € nao singular. Utbilizando o softwaere “Magma Caleulator”, obtemos gque Ny = 22196,



54 Capitulo 3. Pontos racionais em curvas sobre corpos finitos

ou seja, X possui 22196 pontos Fl%z'—mcionaés. Utilizando a tabela (3.4.9), podemos comparar
a cota (3.4.7) com outras cotus para Na.

Cota Ny <
Hasse-Weil (1.0.2) | 124376
Ihara (3.8.7) 105703 (3.4.9)
Storh-Voloch (8.4.8) | 97061
(3.4.7) 22661

Exemplo 3.4.6. Vejamos um evemplo de curva que atinge a cota (3.4.7). Seja X a curva

definida sobre Fg2 dada pela equagao
CARRINEDY L PR g | |

ou seja, a curva X € a Curva Hermitiana sobre Fgz. A curva X € uma curva mazimal (ou seja,
a curva X atinge a cota de Hasse-Weil) e seu género € dado por g = q(q—1)/2 (ver [28, Ezemplo
6.3.6/). Caso q # 2, por [18, Teorema 7.65 (iii)] temos que X' € F »-Frobenius ndo cldssica com
relagdo a ¢1, e sua sequéncia de Dy -ordens € dada por (0,1,q). Por [28, Coroldrio 5.1.16], temos
que

2g9
Ny =g +1-) o, (3.4.10)
i=1
onde ay, ..., agg € C sao o0s inversos das raizes do L-polindmio (o numerador da Fungdo Zeta) de
X sobre Fge (esta 1gualdade € verdadeira para curvas em geral, e ndo s6 para curvas MaTimMais).
Pelo Teorema de Hasse-Weil ([28, Teorema 5.2.1]), temos que || = g e, pela mazimalidade
de X, temos que Ny = ¢°> + 1 + 2gq. Com isso e usando (3.4.10), temos que a; = —q, para
g = 1., B,
Agora sejam > 1 e suponha, sem perda de generalidade, que m € par. Pela equagdo (3.4.10),
ternos

Np=¢""+1-29(—¢™) =¢*" +1-q¢"" (¢ - 1).

Também, temos que m — 1 € tmpar e novamente por (3.4.10), temos
N1 = @™ D 4 14q™(g — 1.

Portanto, obtemos

GNm + N1 = (@™ +1—¢™ g - 1)) + (> VY + 1+ ¢™(g - 1))
M+ P+ P+ g = (g + D)(*" +q)
= d(¢"™ +d - 1), (3.4.11)

onded=q-+1 € o grau da curva X.
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Finalizamos esta se¢ao observando que na Proposigao 3.4.1 e no Exemplo 3.4.2 supusemos que
X & Fgu-Forbenius nao classica com relagao a ¢ e tomamos um ponto Fym-racional P € X para
estimar seu peso em Ty, ,,. Se supuséssemos que X é F m-Forbenius nao classica com relacgao a ¢
e toméAssemos um ponto P € X que fosse Fgu-racional, obteriamos resultados equivalentes (tro-
cando a sequéncia de ordens Fgu-Frobenius (v, ..., vn—1) pela sequéncia de ordens Fym-Frobenius

(10, -y in—1)). Todas as demonstragdes sdo andlogas.

3.5 Aplicagao a uma curva de Fermat

Seja X := Xy(a,b) uma curva de Fermat de grau d definida sobre Fy (¢ = p"), ou seja, a
curva X & dada por uma equagio do tipo az? + by® = z¢, com a,b € F,, onde p{ d. Em [12], sdo
apresentadas cotas superiores para N1 quando a curva & é F,-Frobenius classica com relacéo ao
morfisino de Veronese ¢, com 1 < s < d— 3 e, para os casos s = 1 e s = 2, o valor exato de Ny
é determinado quando &" é F,-Frobenius néo classica.

Aqui aplicaremos o Teorema 3.2.27 aos morfismos de Veroncse em curvas de Fermat definidas
sobre F,. Para os casos em que tais curvas sio [y -Frobenius ndo classicas, porém (g,q™)-
Frobenius classicas para s = 1 e s = 2, daremos novas cotas superiores para o numero de
pontos racionais de X em uma extensao de Fy, que melhoram as cotas obtidas pelo Teorema de
Stohr-Voloch.

Considere novamente o morfismo de Veronese ¢s : X — PM com M = (5'52) -1 =
(s24+35)/2,1<s<d-3,ondegps=(L:z:y:x®:..:x% ;... :y%),talquei+j<seDsa

série linear associada ao mesmo.

Teorema 3.5.1. Sejam X = Xy(a,b) uma curva de Fermat irredutivel definida sobre Fy e s um

inteiro tal que 1 < s <d— 3. Se X € (q,q™)-Frobenius cldssica com relagdo a Ds, entdo

(€1 = tm — em—-1)N1 + emNpm + em-1Nm—1 + R(E) + 2E3 + ¢m + €m-1 — €y — Cpp—1)
+ 3dEs + Rnlcy, —cm — E2) + Rm—1(cpn_1 — m-1 — E2)

< (M—2)(M—1)(g—1)+sd{q™ +q+M—1), (3.5.1)

comey > q+2M—1), cme1 > q, cm > (M — 1), onde

s +2
M = <9;’ )—1, B e dls = 1) = gy,

Ez=%((d——s—l)s(s—1)(3-+—4)-|—5(8_1)(3_2)(S+5)) _2s—1)d—(s+2)(s+1)+6

4 2 ’
R € o numero de pontos Fg-racionais de X com zyz = 0, R, € o nimero de pontos Fyr-racionais
de X com zyz =0 e ¢} é o peso minimo dos pontos P € X(F)\X(Fg) com xyz = 0 no divisor

Tim, parar =m,(m —1).
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Demonstragéo. Sabemos por {12, Teorema 1] que um ponto P € X é ponte de inflexio total
(isto é, a multiplicidade de interse¢io de X com sua reta tangente em P ¢ d) se, e somente se,
P el :zyz =0. A idéla é aplicarmos o Teorema 3.2.27 ac morfismo ¢, calculando o valor de
B(P) nestes pontos de inflexao total. Como as possiveis multiplicidades de intersecao de retas
com a curva & em um ponto de inflexao total sdo 0,1,d, temos que as (D, P)-ordens nestes
pontos 880 {Jo, ... jm} ={i+dji | 4,720, i+7 < s}

Temos assim 3d pontos de inflexdo total em X, sendo R deles Fy-racionais, R,,_1 deles Fgm-1-
racionais e Ry, deles Fy=-racionais. Logo, tendo em vista que as ordens (g, ¢™)-Frobenius sio

0,1,2,...,M — 2, calculando B{F) para estes pontos e aplicando o Teorema 3.2.27 obtemos

M2
(61— Om = Cm—1)N1 + o + emo1 Vet + (3d = Rn = Rent + R)( Y (i = 1))
=0

' M=2
+ (B — R)(c, — tm) + {Rm-1 — R){e1 — m-1) + R(gF1 + Z {lse—3) — 1)
=0
< (M -1)(M - 2){g—1) +sd(g™ +g+M—1).
Em [12, Corolario 1], &€ mostrado que
M-=1
1 O D 5
> Gim = g (@ - Ds(o s+ 4 LTI,
Logo, como jp 1 = {8 — 1)d + 1, temos que
M2 M1
Z (s 1) = Z b =3 = [pi— = (M = 1)} = E5.
i=0 i=0

Assim, reescrevemos a desigualdade acima:

(C] — Cm — Cm_l)N1 1 le'vm <o Cm—le—l A 3dE2 = (Rm_l i H)(C:nfl — Cm—1 — Eg)
M—2 M-—2
+ Rlg+ Y Gmo—i)— ) (Gi—1)— 1)+ (B — B)(ch — cm — E)
i=0 =0
< M-1)(M-=-2)(g—1)+sd(g"+¢+M—1).
Uma vez que j1 =1, jys = sd e jy—1 = (s — 1)d + 1, temos
M-2 M2
g+ Y Giea—i)— Y i —i)~a =B,
=0 =0
¢ assim obtemos o resultado. O

Observagao 3.5.2. Para ¢y = ¢+ 2(M — 1), temos que By =s(2d —s—3) —d + 2.



3.5. Aplicagao a uma curva de Fermat 57

Vamos agora estudar o Teorema 3.5.1 sob a hipotese de A’ ser F -Frobenius nao classica para
o morfismo ¢; = (1 : 2z : y). Por [12, Teorema 2}, se p # 2, a curva X é F,-Frobenius nao classica
para ¢ se, e somente se, d = (p" — 1)/(p” — 1) para algum r|h e a,b € Fp (lembrando que
g = p™), e neste caso a sequéncia de Dp-ordens de X & (0, 1,p") ([18, Teorema 7.65 (iii)]). Além
disso, temos que todos os pontos de inflexao total de A" sdo pontos Fg-racionais. Logo, para este
caso, temos que R = Ry, = Ano1 = 3d.

Teorema 3.5.3. Suponhe p > 2 e seja X' = Xy(a,b) uma curva de Fermat definida sobre Fy. Se
X € Fy-Frobenius nio cldssica com relagdo co morfismo ¢y = (1 : z 1 y), entdo existe r > 0 tal

que
d(g™ +d—1) - 3d(d —p") — ¢Nm_1 + 3d

pr

Demonstracdo. Como observamos acima, A é nao classica para ¢ e a sequéncia de D;-ordens de

Ny, <

(3.5.2)

X ¢ (0,1,p"), para algum r > 0 (precisamente, o inteiro 7 é tal que d = (p"* — 1)/(p" — 1}). Logo,
a sequéncia de ordens F,-Frobenius de X com relagéo a ¢, € (0,p"). Como a X é ndo singular,
temos pela Proposicdo 3.4.1 que ¢, > p™. Agora, se P € X(Fy), temos que ja(P) > p" + 1 ([29,
Corolario 2.10]) e assim, pela Proposicio 3.2.9, obtemos ¢; 2 ¢ + p" + 1. Também, pelo Lema
3.2.12, temos que ¢m—1 = q.

Do fato de X ser nao singular, segue também que g = (d — 2){(d — 1)/2, e pelo Teorema 1.3.8,
temos N1 = d(g—d+2). Por fim, B} =d—p"—1e Ey = 0. Aplicando o Teorema 3.5.1 (levando
em conta que R = Ry = Rm_1 = 3d), temos a desigualdade procurada. O

A cota para Ny, usando a técnica apresentada em [12] para ¢, é

d{g™ +d — 1) — 3d(d — p")

N, 2 =

(3.5.3)

A cota (3.5.2) é sempre melhor do que a cota (3.5.3).

Exemplo 3.5.4. A Curva Hermitiana X apresentada no exemplo 3.4.6 também atinge a cota
(8.5.2), pois esta e a cota (3.4.7) sdo o mesma neste caso, uma vez qued =g+ 1 ep” =g (visto
que a sequéncia de Dy-ordens de X € (0,1,q)).

Exemplo 3.5.5. Sejap =7, ¢ = 7° = 343 e considere a curva de Fermat de graud = p*+p+1 =
57
DT +y57 oy wiiE

definida sobre Faq3. Sua sequéncia de Dy-ordens € (0,1,7), e como X € Fy-Frobenius ndo cldssica
para ¢, temos pelo Teorema 1.8.8 que Ny = d(q— 1) — d(d — 3) = 16416. Usando o software
“Magma Calculator”, obtemos que No = 152874. Através da tabela (8.5.4), comparamos a cota
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{3.5.2) a outras cotas para Ns.

Cota Ny <
Hasse-Weil (1.0.2) | 1154882
Thara (3.3.7) 1006356 | (3.5.4)
Garcia-Voloch (3.5.3) | 957233
(3.5.2) 152874

Ou seja, a curva X atinge a cota (8.5.2).

Suponhamos agora que p > 5, que X seja (g, ¢™)-Frobenius classica para ¢o = (1:2:y : 22 :

zy : y?) e também que X seja Fy-Frobenius néo classica para ¢,, porém classica para ¢;. Por
[12, Teorema 3|, temos que X" atende a uma das trés seguintes propriedades:

(1) pl(d - 2) e d = 2(p" = 1)/(" — 1) com r < b, rlh ¢ a,b € Fye.
(2) pl(2d—1) ed = (p" —1)/2(p" — 1) com h = tr (¢ par) e a?,b% € Fpr.
(3) g=d+1ea+b=1 (ver Observagdo 3.5.7).

Além disso, temos nos trés casos que todo ponto de inflexdo total de A é F,-racional (e portanto
R =R, = Ry-1 =3d). Sejae:=(p" — 1)/(p" - 1). Por (12, segiio 2], temos que

(g — 1) no caso (3);
Ny = (e2/4)(p" — 2) + 3e/2 no caso (2);
e2(p" + 1 — 2(9(a) + 9(b) + 9(—ab))) + 2e(d(a) + I(b) + I(—ab)) no caso (1),

onde ¥ : Fyr — {0,1} é dada por ¥(c) = 1 se, e somente se, € H, onde H é o subgrupo de
F}» de indice 2.

Por [11, Teorema 1] e [18, Teorema 7.65 (iii)], temos que X é ndo classica para ¢o e sua sequén-
cia de Dy-ordens é (o, ..., €5) = (0,1,2,3,4,p"). Como a sequéncia (g, ¢”*)-Frobenius é (0, 1, 2, 3),
temos que e a sequéncia [F-Frobenius para ¢ € (0,1,2,3,p"). Seja P € X(Fym)\X(F,). Uma
vez que todas as inflexbes de & sao Fy-racionais, temos que as (D, P)-ordens sdo (0, 1, 2). Por-
tanto, existem conicas (degeneradas) que intersectam X em P com multiplicidades 0,1,2,3 e 4,
de onde concluimos que a sequéncia de (D, P)-ordens é (jo, j1, jo, 73, J4, 75) = (0, 1,2, 3,4, j5) e,
consequentemente, [[oc,o,<s(ir — Js)/(r — ) = 1. Assim, para tais pontos, temos pela Pro-
posicao 3.4.1 que vp(i:l,m) > p". Por [29, Coroléario 2.10], temos para todo P € X(IF,) que
Ji(P) > €; 4+ 1 para algum i = 2, ..., 5. Logo, pela Proposicdo 3.2.9, se P é um ponto Fy-racional
de X, temos vp(T1,m) > ¢+ p” + 4 e pelo Teorema 3.2.13, se P é um ponto F4(m-1-racional,
temos vp(T1,m) = ¢. Como E1 =3d —p" —4 e Ey =d — 3, o Teorema 3.5.1 fornece

L 24(2d+q™ +9—2)— 4N —gNm1 _ 3d(4d—p" — 7)
= pr p'r :

(3.5.5)

m

Reescrevendo a desigualdade (3.5.5), obtems o seguinte.
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Teorema 3.5.6. Seja X = Xy(a,b) uma curva de Fermat definida sobre F,, onde ¢ = p" e
p > 5. Suponha que X seja (g,q™)-Frobenius cldssica para ¢3. Suponha também que X seja

Fq-Frobenius ndo cldssica para ¢z, porém cldssica para ¢y. Entdo existe v > 0 tal que

2d(2d +q™ —1) —3d(2d —p") 4N +qNm—1 +3d(2d - 7) — 2d(q — 1)

Ny < o e (3.5.6)
A cota para N, usando a técnica apresentada em [12] para ¢ é
2d(2d + ¢™ — 1) — 3d(2d — p"
PR ) ed-pJ (3.5.7)

p

Um célculo simples mostra que 4N; > 2d(qg — 1). Logo, a cota (3.5.6) é melhor do que a cota
(3.5.7) em todos os trés casos possiveis.

Observagao 3.5.7. Apesar de ndo citada em [12, Teorema 3/, a curva X : az9 '+ (1 —a)y?~! -
1 =0, com a € Fy, € Fyg-Frobenius nao cldssica para ¢3. Na prova do referido Teorema, €
analisado o caso em que p|d+1, onde d € o grau da curva de Fermat X = Xy(a,b) definida sobre

Fy. Ld, supde-se que x € uma varidvel separante de F,(X) e, desta maneira, é mostrado que
WRASSAL oy, 2%y ®) = F- B £0, (3.5.8)

onde G := x99y — azdtly? — bydtlz? e F € Fqo(X)*. Na verdade, uma situagdo deizou de ser
considerada em [12, Teorema 3]. Suponha que X € Fy-Frobenius ndo cldssica para ¢2, ou seja,
que G = 0. Escreva d+1 = p'l, onde p nao divide |. Ser > h, tomando a raiz p*-ésima de G,
obtemos

Ty — allp"xp""ly — Py My — g,

que é uma equagao relacionando x e y de grau menor que d, uma contradigdo. Suponha entdo

quer < h e tome a raiz p"-ésima de G
mph'-r'yph.—'l‘ _ al/prw[yph—r _ bl/pry[xph—r - 0

Aplicando a primeira derivada de Hasse com relagdo a x dos dois lados desta iltima equagdo,

P d-1
/e Lyl e (E) =0,

obtemos

b\y
e assim p" " +d —1 =0, o que também € uma contradi¢do, uma vez que d +1 > 1.
Resta entdo olharmos para o casor = h, ou seja, d + 1 = ql. Neste caso, temos que G =0

fornece
zy(1 — az?¢H — pyal-1)) = g,

e portanto 1 — az"™! —by'~1 = 0. Sel > 1, teriamos que uma equacdo de grau menor que d

relactonando = ey, um absurdo. Logo I =1, ou seja, a +b=1. Assim, temos que a hipdtese de
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que as Dy-ordens de Frobentus so nao cldssicas e p{{d + 1) nos foreneced=g-1eb=1—a.

A reciproca deste caso pode ser verificada sem dificuldades.

Finalizaremos a se¢fio mostrando que a classe que curvas de Fermat que atendem as hipoteses
do Teorema 3.5.6 é néo vazia, isto é, mostrando que existern curvas (g, ¢™)-Frobenius classicas
para g2 que sejam F -Frobenius nédo classicas para ¢, porém classicas para ¢. Para isso, faremos

uso da seguinte Proposigao.

Proposigdo 3.5.8. Seja Xya,b) = X uma curve de Fermat definida sobre F,, com ¢ = p"
(p > 5), e seja R o nimero de pontos Fy-racionais de X tais que zyz = 0. Se R £ 0 e X €

(g,q™)-Frobenius ndo cldssica com relagdo a ¢a, entdo p|(d — 1)(d — 2).

Demonstragdo. Seja P € A um ponto Fg-racional tal que zyz = 0. As ordens de P com relagéo
a ¢ sao 0,1 e d; logo, as (D, P)-ordens sdo 0,1,2,d,d + 1 e 2d. Como X €& (g, ¢™)-Frobenius
nao classica com relagio a ¢, pelo Corolario 3.2.19 temos que p| [ [y, pes(fr — i)/ (7 —1). Logo,
pld(d — 1)(d — 2). Como p1{d, temos portanto que p|(d — 1)(d — 2)._ B |

Pela Proposigdo 3.5.8, existem curvas que atendem as hipoteses do Teorema 3.5.6. De fato,

seja X a curva definida por az® + by? = 2¢

,com a,b € Fyr, onde d = e/2 e p > 5. Como
observado antes, temos neste caso que R = 3d # 0; entretanto, p f (d — 1)(d — 2). Logo, X &

{g,¢™)-Frobenius classica com relagio a ¢,.
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