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Resumo 

ARAKELIAN, N. Curvas Frobenius não clássicas e cotas superiores para pontos ra­

cionais em curvas sobre corpos finitos. 2013. 120 f. Tese (Doutorado) - Instituto ele 

Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2013. 

Este trabalho se divide em duas partes distintas. Na primeira parte, para cada inteiros 2'. 1, 

apresentamos uma família de curvas definidas sobre um corpo finito IF q que, sob certas hipóteses, 

são IF q-Frobenius não clássicas com relação ao sistema linear de curvas planas de grau s . Para o 

caso s = 2, sob certas hipóteses, apresentamos um critério necessário e suficiente para que tais 

curvas sejam JF9-Frobenius não clássicas com relação ao sistema linear de cônicas, obtendo assim 

exemplos de curvas diferentes das curvas de Fermat que atendem tal propriedade. 

Na segunda parte, dada uma curva X definida sobre um corpo finito lFq, através de um mor­

fismo birracional definido sobre lF q de X em um espaço projetivo 1pm, obtemos uma cota superior 

para o número de seus pontos IFq1·-racionais , onde lFqr é uma extensão finita de lFq, Tal cota for­

nece uma melhora para as cotas de Stohr-Voloch e Hasse-Weil em vários tipos de curvas; dentre 

elas, as curvas Frobenius não clássicas com relação ao morfismo em questão, que em geral, sã.o 

curvas que tendem a possuir muitos pontos racionais. 

Palavras-chave: Curvas algébricas, Corpos finitos, Pontos racionais. 
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Abstract 

ARAKELIAN, n. Frobenius non-classical curves and upper bounds for rational points 

on curves over finite fields. 2013. 120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e 

Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2013. 

This work is composed of two different parts. ln the first one, for each integer s 2: 1, we 

present a family of curves defined over a finite field lF q that, under certain hypotheses, are IF q­

Frobenius non-classical with respect to the linear system of plane curves of degree s. For the case 

s = 2, we give, under certain hypotheses, a necessary and sufficient condition for such curves be 

IFq-Frobenius non-classical with respect to the linear system of conics, which give examples of 

curves with such property, different of the Fermat curves. 

ln the secound part, given a curve X defined over a finite field IFq, by a birrational morphism 

defined over IFq from X into a projective space IP'n, we obtain an upper bound for the number of 

its IFqr-rational points, were lFq,· is a finite extension of IFq. Such bound provides an inprovement 

of the Stõhr-Voloch and Hasse-Weil bounds in several types of curves; among these, the Frobe­

nius non-classical curves with respect to the referred morphism, that in general, are curves that 

tend to have many rational points. 

Keywords: Algebraic curves, Finite fields, Rational points. 
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Capítulo 1 

Introduçao e resultados preliminares 

A contagem/ estimativa de pontos racionais em uma curva algébrica definida sobre um corpo 

finito é de extrema importância na teoria de curvas algébricas, pois possui diversas aplicações, 

como por exemplo em teoria de códigos, geometria finita, teoria dos números e problemas de 

Waring (ver [15] e [23, Capítulo 6]). Seja X curva algébrica arbitrária de gênero g definida sobre 

um corpo finito IFq com q = ph elementos, e defina N como sendo o número de pontos IFq-racionais 

de X. Calcular o valor preciso de N não costuma ser uma tarefa fácil; fórmulas práticas para 

a obtenção deste número só são conhecidas para certas classes de curvas (por exemplo, ver [14, 

Teorema 1]). 

O resultado mais conhecido à esse respeito é o Teorema de Hasse-Weil (hipótese de Riemann 

para curvas algébricas sobre corpos finitos), através do qual se estabelece a seguinte cota para 

N ( chamada cota de Hasse-Weil) 

IN - (q + 1)1 ~ 2gJq. (1.0.1) 

Em particular, temos 

N :s; q + 1 + 2gJq. (1.0.2) 

Existem curvas que atingem a cota (1.0.2) , conhecidas como curvas maximais, cujo exemplo 

mais conhecido é a curva Hermitiana sobre !Fq2 , que é dada pela equação xq+I+yq+l + zq+l = O. 

Por conta disto, a cota superior de Hasse-Weil não pode ser melhorada de maneira geral; mas 

existem várias situações em que um aprimoramento desta cota pode ser obtido. Por exemplo, 

em [27] , Serre prova que 

IN - (q + 1)1 ::; g[2Jq], 

onde [a] denota a parte inteira do número real a. 

Em [29], Sti:ihr e Voloch introduziram uma técnica para obter novas cotas para pontos racio­

nais de urna curva algébrica sobre um corpo finito. Através desta técnica, obtém-se em particular 

a cota de Hasse-Weil, e esta pode ser ser melhorada em vários casos. Neste capítulo, relembra­

remos alguns resultados básicos ela teoria de Sti:ihr-Voloch. Durante todo o texto, a menos ele 
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2 Capítulo 1. Introdução e resultados preliminares 

menção contrária, estabelecemos o seguinte: 

• IF q P. um corpo finito com q = ph elementos; 

• X é uma curva algébrica projetiva não singular de gênero g irredutível definida sobre IFq; 

• IK é o fecho algébrico de IF q; 

• Nr é o número de pontos IFqr-racionais da curva X, onde lFqr é uma extensão finita de IFq; 

• [P'n(IK) e IP'n(lFqr) são os espaços projetivos de dimensão n respectivamente sobre IK e IB'qr; 

• !K(,Y) e IFq•·(,Y) são os corpos de funções de X respectivamente sobre IK e IFqr; 

• ,Y(F) é o conjunto de pontos F-racionais de X, onde F Ç IK é um subcorpo ele !K; 

• Se X Ç JP,n(IK.), o mapa f q-Frobenius <I>q é definido em X por 

X X 

( ao : . . . : an) f----t ( aq · · aq )· Ü • " ' • 'li l 

• Sejam X, Y Ç JP'TI(!K) duas curvas algébricas e P E IP'n(IK). Denotaremos por I(P, X n Y) a 

multiplicidade de interseção de X e Y no ponto P; 

• Para um ponto não singular P E X, a valorização discreta em P será denotada por Vp; 

• Dados dois inteiros n 2: m 2: 1 e uma matriz quadrada M de ordem n, o desenvolvimento 

ele Laplace utilizando as m primeiras linhas(colun<lli) de M nos forne<.:e que det(lvf) é 

igual à soma alternada dos produtos que se obtêm multiplicando todos os menores de 

ordem m contidos nas m primeiras línhas(colunas) de M pelos correspondentes menores 

complementares de ordem n - m. 

Daqui por diante, sempre que mencionarmos a palavra curva, estaremos nos referindo a 

urna curva algébrica projetiva. Para detalhes e provas dos resultados exibidos neste capítulo, 

recomendamos [29], [31] e [18] . 

1.1 Morfismos e séries lineares 

Seja (jJ = (Jo : ... : fn) : X --+ IP'n(JK) um morfismo não degenerado (ou seja, fo , ... , fn são 

linearmente independentes sobre IK), onde fo, ... , fn E IK(X), com Íi f O para algum i, são as 

funções coordenadas de (/J. O morfismo ef> define unicamente suas funções coordenadas a menos 

de um fator não nulo em IK(X), ou seja, podemos enxergar rp como um ponto de JP>n(JK(X)) . 

Dado um ponto P E X, temos que 

ef>(P) = ((tep fo) (P) : ... : Wp fn)(P)), 
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onde ep = -min{vp(fo), ... , vp(fn)} e t E IK(X) é um parâmetro local em P. A imagem cp(X) é 

uma curva (possivelmente singular) em !Pn(IK), cujo corpo de funções é IK(cp(X)) = IK(t, ... , 1J:-), 
onde Íi -:/:- O. O grau de cp é definido por deg(cp) = [IK(X) : IK(cp(X))]. O morfismo cp é dito 

birracional quando IK(cp(X)) = IK(X), ou seja, quando deg(cp) = 1. Caso cp seja birracional, curva 

X pode ser pensada como uma curva parametrizada em IF(IK), ou cp(X) como uma manifestação 

de X em rn(IK). Neste caso, para Q E cp(X), os pontos da fibra q>- 1(Q) são ramos (de X) de 

cp(X) centrados em Q (ver [18, Capítulo 4, seção 4.3]). 

Seja Div(IK(X)) o grupo dos divisores de IK(X), e seja E E Div(IK(X)) definido por 

Pela definição de E, temos que todas as fuções coordenadas de </> pertencem ao espaço de 

Riemann-Roch 1:,(E) = {f E IK(X)* 1 div(J) + E 2: O} U {O}; estas geram um subespaço V</> 

de í:,(E) de dimensão n (uma vez que</> é não degenerado). 

Portanto, associado a <p temos, a menos de mudança de coordenadas projetivas em rn(IK(X)), 

uma única série linear de dimensão n livre de ponto base 

V</,= { div (t,a,J,) + E I ao,.,-,an E 1K} Ç IEI e= {D C Div(IK(X)) 1 D 2, O, D~ E). 

O grau da série Dip é o grau do divisor E. Reciprocamente, pode-se provar que a cada série 

linear livre de ponto base V de dimensão n está associado, a menos de mudança de coordenadas 

projetivas em IF(IK), um único morfismo não degenerado <p : X --+ lPm(IK). Dizemos que uma 

série linear é simples quando o morfismo associado a ela é birracional. No que segue, a menos 

de menção contrária, sempre que usarmos a palavra morfismo, estaremos nos referindo a um 

morfismo birracional não degenerado. 

Outra interpretação para a relação entre séries lineares e morfismos é a seguinte: A interseção 

de um hiperplano de IP'n(IK) com os ramos da curva X da origem a um divisor D E 'Dip; por outro 

lado, todo divisor D E 'Dip também é obtido pela interseção de um hiperplano de rn(lK) com os 

ramos da curva X. 

1.2 Pontos de Weierstrass e o divisor de ramificação 

Seja </> : X ----+ rn(lK) um morfismo (binacional não degenerado) e V a série linear corres­

pondente. Dado um ponto P E X, a idéia é considerar todas as possíveis multiplicidades de 

interseção dos hiperplanos de IP'n(lK) e o ponto P (centrado em cp(P)) da curva X. Os divisores 

obtidos pela interseção dos hiperplanos de !Pm(IK) com os pontos de X também dão origem à série 

linear D. Urna maneira de observar que D é, de fato, livre de ponto base, é através do fato de 

que dado um ponto cp(P) E <j>(X), existe um hiperplano de lP'n(IK) que não passa por cp(P) . 

Definição 1.2.1. Seja P E X. Um inteiro positivo j é um P-invariante Hermitiano de V ou 
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uma (D, ?)-ordem se existir um divisor D E D tal que vp(D) = j; isto significa que existe tim 

hiperplano H e !Pn(OC) intersectando o ponto P com multiplicidade j. 

Para cada inteiro i, temos que 

Di ={DE 'D I D 2:: iP} 

é uma subsérie de 'D. Para todo i, temos que 'Di corresponde ao subespaço de IPm(IK) formado 

por todos os hiperplanos que intersectam o ponto P com multiplicidade maior ou igual ai. Pela 

própria definição, temos 

Além disto, a codimensão de 'Di+1 em Di é O ou l. Portanto, um inteiro j é uma (D, ?)-ordem 

se, e somente se, Vj =/:- Dj+l, e neste caso, Dj+l tem codimensão 1 em 1)j· Observe que 'Di = 0 

se i > d = deg D. Desta maneira, existem exatamente n + 1 ('D, ?)-ordens, digamos 

jo(P) < }1(P) < J2(P) < ... < Jn(P), 

}n(P) :S d. Como D é livre de ponto base, temos jo(P) = O. Quando não houver dúvida quanto 

ao ponto P ao qual estamos nos referindo, escreveremos Ji ao invés de Ji(P). 

Seja L; a interseção de todos os hiperpianos em 1Pm(IK) que intersectam o ponto P com 

multiplicidade maior ou igual a Ji+l ( P) . O subespaço Li é o i-ésimo plano osculador em P, e 

Ln-l o hiperplano oscula.dor em P. Repare que Ln= cb(P) e L1 é a reta tangente a <P(X) em P. 

Definição 1.2.2. Seja t um elemento transcendente sobre 1K. Deffoimos a i-ésima derivada de 

Hasse em IK[t] da seguinte maneira: 

onde i, j 2:: O. Convencionaremos que (D = O se i > j. Note que esta derivada pode ser 

naturalmente estendida a IK(t), ao corpo das séries de Laurent OC((t)) e a qualquer extensào finita 

separável de OC(t). Em particular, ai-ésima der·ivada de }lasse D?) está definida em JK.(X), onde 

t é uma vo.rivel separante {Para mais detaihes, referimos /31, Seção 2.1/ e /18, Seções 5. 7 e 

5.10/). 

Teorema 1.2.3. Sejam P E X e t um parâmetro local em P, e suponha (multiplicando Íi por 

tep) que ep = O. Assuma que as primeiras i (D, P) -ordens Jo, ... ,Ji- 1 são conhecidas. Então 

Ji é o menor inteiro tal que os pontos ((Dtª) fo)(P) : ... : (D}j•) fn)(P)) com s = O, ... , i são 

linearmente independentes sobre JK., e o i-ésimo plano oswlador em P é gerado por esses pontos. 
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Corolário 1.2.4. O hiperplano osculador em P E X é dado pela equação 

det 

Xo 
(D~jo) fo)(P) 

(DPn-l) fo)(P) 

Xn 
(DPº) f~)(P) 

=Ü. 

Seja agora t uma variável separante de IK.(X) e considere o conjunto 
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munido da ordem lexicográfica. Pelo Teorema 1.2.3, temos H,t, # 0. O elemento mínimo (O = 
Eo, ... , En) de H4> é chamado sequência de D-ordens de X, e esta depende apenas da série linear D 

(do morfismo </J). Os inteiros Ei são chamados D-ordens de X. Dado P E X com (D, ?)-ordens 

Jo, ... ,jn, pela minimalidade de (Eo, ... , En) temos que Ei:; ji para todo i = O, ... ,n. 

Definição 1.2.5. O divisor de ramificação de D é definido por 

R := div(det(D~e;) fJ)) + (e1 + ... + En)div(dt) + (n + l)E, 

onde t é uma variável separante e E = I: epP, com ep = -min{vp(fo), ... , vp(f n)}. 

Assim como a sequência de D-ordens ele X, o divisor de ramificação depende apenas ela série 

linear D (elo morfismo efJ). Além disso, o divisor R é efetivo (ou seja, R 2: O) e seu grau é 

deg(R) = (E1 + ... + En)(2g - 2) + (n + I)d. 

Teorema 1.2.6. Seja P E X e jo, .. . ,jn sitas (D, P)-ordens. Então 

n 

vp(R) 2: I)Ji - Ei), 
i=O 

e a igualdade vale se, e somente se, 

det ( CJ) t O mod p. 

Os pontos P E X que pertencem ao suporte de R são chamados de pontos D-Weierstrass, 

e para estes pontos, temos que Uo(P), .. . ,jn(P)) -=/- (Eo, ... , En)- O restante dos pontos P E X 

são chamados D-ordinários, e para estes temos (jo(P), ... , Jn(P)) = (Eo, ... , En)- Em particular, 

temos que a menos de um subconjunto finito de pontos de X, a sequência de (D, P)-ordens e a 

sequência de 'D-ordens coincidem. 

Dizemos que a curva X é clássica com relação a 'D se (e:o, ... , En) = (O, 1, ... , n). Caso éi -=/- i 

para algum i, dizemos que X é não clássica com relação a 1). 
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Proposição 1.2.7. Sejam P E X ejo, ... ,jn as (D, P)-ordens. Se o inteiro fl>s(jí- j 8 )/(i - s) 

não é divisível por p então X é clássica com relação a D e o peso de P no divisor R é igual a 

L(Ji-i). 

Corno consequência da Proposição 1.2.7, temos que se p >d= deg(V), a curva X é clássica 

com relação a V. Também, toda curva definida sobre nrn corpo de característica O é clássica com 

relação a qualquer série linear. 

Proposição 1.2.8. Seja E uma V-ordem eµ um inteiro tal que(:) "# O rnod p. Entãoµ também 

é uma D-ordem. Em particular, se E é uma D-ordem menor q11.e p então os inteiros O, 1, ... , E - 1 

também são V-ordens . 

Corolário 1.2.9. Suponha que p 2: n = dim(D), e que para. O, 1, ... , n-1 as V -ordens são Ei = i. 
Se. D -é não clássica, enúio tn é uma potência de p. 

Seja (IK(X))m = {uPm 1 ·u E IK(X)}, que é um subcorpo de IK(X). O seguinte resultado 

de Garcia e Voloch [11] é muito útil para decidir-se se dada curva é ou não clássica para certo 

morfismo. 

Teorema 1.2.10 (Garcia-Voloch). Seja rP = Uo : ... : fn) : ,y -----+ IfDn(IK) um morfismo com 

fo, ... , f 11 E IK(X). Então fo, ... , fn são linearmente independentes sobre (IK(X))m se, e somente 

se, exist-írem inteiros ED, .•• , En < pm tais que det(D(t,)xj) f O. 

1.3 O divisor de Frobenius e o Teorema de Stohr-Voloch 

Nesta seção, vamos supor que o morfismo rp = Uo : ... : fn) está definido sobre !Fq, ou seja, 

fo, ... , fn E !Fq(,--1:'). Neste caso, dizemos também que <pé um !F'q-morfismo. Corno a curva X está 

definida sobre IF'q, temos que está definido o mapa !Fq-Frobenius Wq: X-----+ X, de maneira que 

um ponto P E X é !Fq-racional se, e somente se, 1?q(P) = P . O mapa cI>q induz urna ação no 

grupo Div(IK(X)), e dizemos que um divisor D é lFq-racional se cI>q(D) = D. Da mesma forma, 

dizemos que uma série linear 'D está definida sobre IFq se iJ;,q(D) = D para todo D E D. Prova-se 

q\lc o morfismo e/; é um lFq-morfismo se, e somente se, o divisor E = :z=PEX epP e a série linear 

D= Dcp estão definidos sobre IP'q (para detalhes, recomendamos [18, Capítulo 8]). 

A idéia de Stohr e Voloch em [29] para obter cotas superiores para N1 é coletar os pontos 

P E X tais que a imagem de ef>(P) pelo mapa de Frobenius él>q em IfDn(IK) pertença ao hiperplano 

oscula.dor em P. Um ponto P E X atende a essa propriedade se, e somente se, 

fo(P)q Ín(P)q 

det 
(D~J°o) fo)(P) (D}jo) fn)(P) 

=Ü, 

(D}1n-i) fo)(P) (D~Jn- il fn)(P) 
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onde t é um parâmetro local em P e ji são as ('D, ?)-ordens, com i = O, ... , n. Isso motiva o 

estudo das funções 

W mo, ... ,mn-1 (f f ) ·= d t t o, ... , n . e (1.3.1) 

onde t é uma variável separante ele IFq(X) e mo s; ... s; mn-1 são inteiros não negativos. Como 

fizemos antes, fixado t , consideramos o conjunto 

K {( ) 1 E '7/ O< < r.yt1nu , ... ,rnn-1 (J'o, ... , fn) J. O} 1> := ·rno, .. . , -rnn- 1 rrii ll.J, _mo < ... ·mn- 1, v r 

munido da ordem lexicográfica. Pode-se provar que o conjunto K4> é não vazio e portanto admite 

um elemento mínimo (O= vo , ... , Vn-1). A sequência (vo, ... , Vn-1) é denotada sequêcia de ordens 

!Fq-Frobenius de X com relação a IJ, e os inteiros Vi são chamados ordens IFq-Frobenius de X. 

Prova-se também que esta sequência depende apenas da série linear D, e que existe um inteiro 

J E {1, ... , n} (denotado índice IFq-Frobenius) tal que {vo, .. . , Vn-d = {Eo, ... , En}\ {E/}. 

Definição 1.3.1. O divisor de Frobenius de IJ é definido por 

S := div(W(º ' .. ,1-'n-l Uo, ... , fn)) + (v1 + ... + Vn-1)div(dt) + (q + n)E, 

onde t é uma variável separante e E= L epP, com ep = -min{vp(Jo ), .. . , ·up(Jn)}, 

O divisor de Frobenins, assim como o divisor de ramificação, depende apellaS da série linear 

IJ . Ele é um divisor efetivo e seu grau é deg(S) = (v1 + ... + vn- 1)(2g - 2) + (q + n)cl. A curva X é 

dita lFq-Frobenius clássica com relação a D se (vo, ... , Vn-i) = (O, ... , n- I); caso contrário, a curva 

X é lF q-Frobenius não clássica com relação a 'D. Sempre que não houver dúvida sobre qual série 

linear estamos tratando e sobre qual corpo finito a curva X é definida, diremos simplesmente 

que a curva X é Frobenius (não) clássica se X for IFq-Frobenius (não) clássica com relação a D. 

O próximo resultado, provado por Refez e Voloch [14], relaciona D-ordens ele ,,y com suas 

ordens de lF q-Frobenius. 

Teorema 1.3.2. Seja X uma curva iTTedutível não singular definida sobre IFq, onde q = ph com 

p > 2. Seja e/>= (Jo : .. . : fn) : X--+ !P'n(JK) um lFq-morfismo, e sejam (Eo, ... , En) e (vo , ... , Vn-1) 

respectivamente suas sequência de D -ordens e sequência de ordens "1Fq-Frobenius. Se v1 > 1 então 

E2 > 2. 

Temos um resultado análogo à Proposição 1.2.8 para ordens lFq-Frobenius. 

Proposição 1.3.3. Se v é uma ordem de Frobeníus de 'D menor que q, então todo µ tal que 

(~) -=/:. O mod p também é uma ordem de Frobenius de D. Em particular, se vi < p, então 

(vo, ... , ví) =(O, ... , i). 
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Corolário 1.3.4. Suponha que p :?:'. n - 1, onde n = dim(D), e que para O, 1, .. . , n - 2 as ordens 

'iFq-Frobenius em relação a 1) são v; = i. Se V é 'iFq-Frobenius não clássica, então Vn-l é uma 

potência de p. 

Os dois seguintes resultados avaliam os pesos dos pontos P E X no divisor S, especialmente 

os pontos IF q-racionais. O Teorema de Stohr-Voloch é provado a partir destes resultados. 

Proposição 1.3.5. (a) Se P E X é 1tm ponto !Fq-racional com (V, P)-ordens jo, ... , jn, então 

n 

Vp(S) 2: L(j; - V;-1), 
·i=l 

e a igualdade vale se, e somente se, 

det ((J;)) =f=. O mod p. 
Vs o.:;s,:;n-l, l,:;i:<;n 

(b) Se P E X é um ponto arbitrário com (D, ?)-ordens jo, ... ,jn, então 

n--1 

Vp(S) 2 L(j; - v;), 
i=l 

e se 

((]i)) det ~ O 
1/s 0:<;s,i:<;n-1 

modp, 

vale a desigualdade estrita. 

Proposição 1.3.6. Sejam P E X um ponto !Fq-racional e jo, ... ,jn as (D, P)-ordens, Então 

v; ~ ]i+l - ]I para cada i =O, ... , n - l, e ·up(S) :?:'. nj1 . 

Teorema 1.3. 7 (Stohr-Voloch). Seja ,,.Y uma curva irredutível não singular de gênero g definida 

sobre 1Fq, e seja N1 o número de pontos Wq-racionais de X. Se existir em X uma série linear livre 

de ponto base definida sobre lF q de grau d, dimensão n, e com sequência de ordens de IF q-Frobenius 

110, . .. , lln-l, então 
l\T (v1 + ... + lln-1)(2g - 2) + (q + n)d i ~ l :::; _;_ _____ .:.....:.......c..._ _ _;_____;c..:...._ _ _;__. 

n 

Seja (Eo, ... , En) a sequência de D-ordens de X. Tendo em vista a Proposição l.3.5(a), temos 

que a cota de Stohr-Voloch admite a seguinte versão: 

n 

L(E; - lli-1)N1 ~ (v1 + ... + Vn-1)(2g - 2) + (q + n)d. (1.3.2) 
i=l 

Ao longo deste texto, a desigualdade (1.3.2) também será denomindada cota de Stohr-Voloch. 

Fazendo uso do método de Stohr-Voloch, em [14] Hefez e Voloch determinam o valor exato 

de N1 para certas curvas Frobenius não clássicas. 
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Teorema 1.3.8 (Hefez-Voloch). Seja X uma curva irredutível não singular de gênero g definida 

sobre IFq obtida através de uma série linear D de dimensão n e grau d com ordens IFq-Frobenius 

vo, ... , lln-1 tal que vi > 1. Então 

N1 = d(q - 1) - (2g - 2). 

Encerraremos este capítulo introdutório com outro resultado que relaciona classicalidade e 

Frobenius classicalidade de uma curva, que nos será útil ao longo deste texto. 

Proposição 1.3.9. Seja V uma série linear de dimensão n da curva X, definida sobre lF q, tal 

que p > n. Se X é Fq -Frobenius não clássica com relação a 'D, então X é não clássica com 

relação a V. 

Demonstração. Sejam (vo, ... , Vn-1) e (<:o, ... , én) respectivamente a sequência ele ordens!F q-Frobenius 

com relação a 'D e a sequência de V-ordens de X . Se (vo, ... , Vn-1) = (Eo, ... , én-1), temos ore­

sultado trivialmente. Caso contrário, temos que {vo, ... ,vn-d = {<::o, .. ,,En}\{Er} para algum 

J E {l, ... ,n -1}. Logo, por [10, Corolário 3], temos que éJ+ l = O mod p . Como p > n, segue o 

resultado. D 
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Capítulo 2 

Curvas Frobenius não clássicas com 

relação a curvas de grau s > l 

Considere um polinômio homogêneo F(x, y, z) E IFq[x, y , z] tal que X : F(x, y, z) = O é uma 

curva plll,na projetiva irredutível de grau d. O corpo de funções de X é dado por IK(,Y) = IK(x, y) , 

com f(x,y) = O, onde f(x,y) := F(x,y, 1). Para cada inteiros tal que 1:::; s:::; d- 3, definimos 

o morfismo 
,/.. - (1. X. y. x2. . xíyj. . ys). V---'- IP'M(IV) 'f'S - • . • , .. • • • .. . • • l'1. -----, li\\ (2.0.1) 

onde ·i + j :::; ~ e M = (5t2
) - 1 = (s2 + 3s)/2. Este morfismo é chamado morfismo de Veronese. 

Associada a ele, temos a série linear 'Ds , que é simples, livre de ponto base e tem grau sd (ver 

[18, Seção 7.71). 

Agora, para toda curva C e JP>2 (IK), a interseção de C com um ramo da curva X da origem 

a um divisor D E Div(IK(X)), e dado um sistema linear de curvas planas r, as interseções de 

todas as curvas de r com os ramos da curva X dão origem a uma série linear ( dizemos que tal 

série é obtida pelo corte de X pelo sistema linear f). 

Considere r s o sistema linear formado por todas as curvas planas de grau s. A série linear 

V 5 é obtida também pelo corte de X pelo sistema linear I's (ver [18, capítulo 61). Desta maneira, 

dado um ponto não singular P E X, a multiplicidade de interseção de ,Y com uma curva plana 

C de grau s em P corresponde à multiplicidade de interseção do ramo P da curva <Ps(X) com 

algum hiperplano H C IP'M (IK). Assim, as (Ds, P)-ordens }o(P), ... , }M(P) correspondem a todas 

as possíveis multiplicidades de interseção de X com alguma curva plana ele grau s em P . Em 

particular, existe uma única curva plana 7-lp, chamada curva s-osculadora a X em P, tal que a 

muiltiplicidade de interseção de X e 7-l} no ponto Pé I(P, X n 7-l}) = }M(P). 

Pelo Teorema de Stõhr-Voloch 1.3.7, segue que 

N d(d - 3)(vo + ... + VM-1) + sd(q + M) 
1 ~ M ' (2.0.2) 

onde v0 , ... , VM é a sequência de ordens IFq-Frobenius de X com relação a Ds, Se a curva X for 

11 
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IFq-Fobenius clássica, temos que (2 .0.2) nos fornece a seguinte cota: 

N d(d - 3)(M - 1) sn(q + M) 
1 :::; 2 + M . (2.0.3) 

A cota (2.0.3) melhora a cota de Hasse-Weil em diversos casos (por exemplo, ver [29, Seção 3] e 

[12]). 
Em contrapartida, se a curva X é rF'q-Frobenius não clássica, obtemos um valor maior no lado 

direito da desigualdade (2.0.2) , isto é, a cota obtida não é tão boa quanto (2.0.3). Em particular, 

para p suficientemente grande em comparação a s, temos pela Proposição 1.3.3 que pj//i para 

algum i E {l, ... , M - l}. Assim, conclue-se facilmente que o método de Sti::ihr-Voloch é mais 

eficiente quando aplicado a curvas lF q-Frobenius clássicas . Contrastando com este fato, temos 

que o valor maior no lado direito ela desigualdade (2.0.2) nos casos lFq-Frobenius não clássicos 

indica qtie tais curvas tendem a possuir mui tos pontos lF q-racionais. 

Portanto, caracterizar as curvas 1Fq-Frobenius não clássicas com relação a um sistema linear 

ele curvas pode ser visto como um problema de duas vertentes. Por um lado, excluindo as curvas 

lFq-Frobenius não clássicas, ficamos com mna classe de curvas para as quais uma boa cota (2 .0.3) 

pode ser aplicada. Por outro lado, com as curvas IFq-Frobenius não clássicas em mãos, temos 

uma potencial fonte ele curvas com muitos pontos IFq-racionais , como ilustraremos a seguir. 

Curvas com muitos pontos lF q-racionais são muito úteis, pois possuem diversas aplicações; 

dentre elas, a teoria de códigos (ver, por exemplo, [28, Capítulos 2 e 8]). A cota (2.0.3) para 

s = r + 1 é melhor cio que para s = r se, aproximadamente, 

d< ( 4(r + 1) l 
\T~ + iür3 + 35r2 + 50r + 24) q, 

onde r ~ l. Paras = l ( ou seja, para a série obtida pelo corte ele X por retas em lP'2 (IK)), a cota 

(2.0.3) é 
N d(d + q - l) 

1 :S 2 . (2.0.4) 

Portanto, a cota (2.0.4) não pode ser atingida por uma curva X tal que d < q/15, a menos 

que esta seja IFq-Frobenius não clássica com relação a D2. Da mesma maneira, a cota (2.0.3) para 

s = 2 não pode ser atingida por uma curva X tal que d < q/30, a menos que X seja IFq-Frobenius 

não clássica com relação a D3 , e assim por diante. Logo, apesar de raras, tais curvas são muito 

importantes. 

O caso s = l foi investigado por vários autores. Por exemplo em [4],[9],[12] e [14], alguns 

exemplos de classes de curvas l[,'q-Frobenius não clássicas são apresentados. No entanto, mesmo 

para o caso s = l, não existe uma caracterização completa de uma curva !Fq-Frobenius não 

clássica. 

Em [12], Garcia e Voloch estabeleceram critérios nescessários e suficientes para que uma curva 

de Fermat (ou seja, as curvas dadas por axd + byd = zd, com ab f O e d > 1 não divisível por 

p) seja IF'q-Frobenius não clássicas para D1 e D2. Aparentemente, além das curvas ele Fermat, 
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não são conhecidos muitos exemplos de curvas 1Fq-Frobenius não clássicas com relação ao sistema 

linear de cônicas. 

Neste capítulo apresentaremos uma família de curvas IF q-Frobenius não clássicas com relação 

a Ds para s 2: 1 diferentes das curvas de Fermat. Para o caso s = 2 estabeleceremos, sob 

certas hipóteses, condições necessárias e suficientes para que tais curvas sejam lF q-Frobenius não 

clássicas. 

2.1 Curvas IFq-Frobenius não clássicas 

Seja X uma curva plana projetiva, não singular, de grau sn definida sobre IFq (q = ph, com 

h 2: 1), dada pela equação F(x, y, z) = O, com s(n - 1) 2: 3, pln - 1, p > s 2 e 

F(x, y, z) = L GijXinyjnztn_ 
i+j+t=s 

(2.1.1) 

Nesta seção, estudaremos a IFq-Frobeníus classicalidade de X com relação à série linear 'D8 • Note 

que a curva X pode ser vista como uma generalização da curva de Fermat, isto é, a curva dada por 

axn + byn = zn com ab -f. O. Para investigarmos a Frobenius classicalidade de ,..Y, precisaremos 

dos dois resultados seguintes. 

Lema 2.1.1. Sejam F, Ç, 7-l três curvas planas, b > O um inteiro e P E F iim ponto nao 

singular. Se I(P, F n Ç) 2: b e I(P, F n 1-l) 2: b, então I(P, 1-l n Ç) 2: b. 

Demonstração. Segue ele [25, Lema 1.3.8] (embora o resultado referido seja para curvas sobre o 

corpo <C dos números complexos, a prova continua válida para curvas sobre corpos de caracterís­

tica positiva). D 

Lema 2 .1.2. Seja X a curva dada por (2.1 .1). Então para todos os pontos P =(a: b: r) E X tais 

que abc -f. O, a curva H.} s-osculadora a X em P é uma curva irredutível dada por H(:r:, y , z) = O, 

onde 

H (x,y,z) = L Gij(aidbidctd)P"xiyji, 
i+j +t=s 

(2.1.2) 

n = dpv + 1 e mdc(p, d) = 1. Além disto, se s > l, temos que X é não clássica com relação a 

Ds , mas é clássica com relação a T>i, parai E {l, ... , s - l} . 

Demonstração. Seja f(x, y) = F(x, y, 1). Note que f(x, y) = O pode ser escrito como 

L Cij(xidyjd)P" xiyi = O 

DSi+jS s 

(2 .1.3) 

no corpo de funções IK(X), e o Teorema 1.2.10 implica que X é não clássica com relação a D8 • 

Além disto, se (éo, q, ... , éM ) é a sequência ele D8 -ordens de X, t emos que EM 2: pv. Tome 

P = (a : b : e) E X com abc e/ O; podemos assumir, sem perda de generalidade, que e= 1. Seja 
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h(x, y) = H(x, y, 1) e considere a curva C: H (x , y, z ) = Ode graus. Afirmamos que a curva C é 

irredutível. De fato, seja Ç o fecho projetivo da curva dada por g(x, y) = O, onde 

g(x, y) = L CijXiyj. 
0$·i+j$s 

Como h(x, y) = g(adpv x, bdpv y), temos que Ç e C são isomorfas. Além disto, como X é irredutível 

e f(x,y) = g(xn,yn) , temos que Ç é irredutível, e portanto, C também o é. 

Agora, f(x,y) = O fornece 

h(x,y) = h(x,y)- f(x,y) = L C;J(aidbid - xidyJd)P"x·iyj. 

0$ i+.i$s 

(2.1.4) 

Logo ·up(C) 2: pv, ou seja, I(P, X n C) 2: pv . Sej;:i, Hp a curva s-Qsculadora a X em P. 

Corno Etvt 2': pv, temos J(P, X n Hp) 2 pu. Como X é não singular, pelo Lema 2.1.1 temos 

que I(P, Hp n C) 2: pv. Mas p > s2 e portanto l(P, Hp n C) > s 2 = deg(H}) · deg(C). Logo, 

pelo Teorema de Bézout temos que C e Hp têm uma componente em comum. Entretanto, C é 

irredutível e deg(Hp) = deg(C). Portanto, temos que C = Hp; em particular, Hp é irredutível. 

Para a última afirmação, é suficiente mostrarmos que X é clássica com relação a 'Ds-1· 

Suponha que X é não clássica com relação a '[)5 _1; daí por [29 , Corolário 1.9] t eríamos que a 

multiplicidade de interseção da curva (s - 1)-osculadora 1{~- l a X em um ponto genérico P 

seria J(P, X n H.~1 ) 2: p. Vimos que I(P, X n H}) 2: pv . Novamente, como X é não singular, 

pelo Lema 2.1.l t emos que I(P, 1-lp n H~-1
) 2: p > s2 > s(s - 1) = deg(Hp) · deg(H~-1

). 

Logo, pelo Teorema de Bézout H~- 1 é uma componente de Hp, um absurdo, uma vez que 1-í} 

é irredutível. D 

Segue agora o principal resultado desta seção. 

Teorema 2.1.3. Seja X a curva dada por {2.1.1). Então 1>q(P) E H~ para infinitos pontos 

P E X se e somente se n = (ph - l)/(pv - 1) e Ci,J E IF'pu para todo i, j, onde q = ph, h > v, vJh, 

e Ht é a curva s-osculadora a P em X. 

Demonstração. Como pJn - 1, temos que n = dpv + l para certos inteiros positivos v, d, com 

mdc(p, d) = 1. Suponhamos que <Pq(P) E 7-l} para infinitos pontos P E X. Tendo em vista o 

Lema 2.1.2, temos que isto é equivalente a dizermos que para infinitos pontos P = (a: b: 1) E X 

com ab e/= O, temos 

L Cij(aiabid)P''aiqbiq = O. 
D~i+j~s 

Sendo assim, a função g(x, y) é identicamente nula no corpo de funções de X, onde 

g(x, y) = L Cij(Xidyjd)P'' xiqyjq_ 

o:=;i+j$s 
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Em outras palavras, f(x, y) lg(x, y), onde f(x, y) = F(x, y, 1). Como dpv + q = n + q - 1, temos 

que 
g(x, y) = L CijXi(n+q- l)Yj(n+q - 1) _ 

0'.Si+j'.Ss 

Note que v < h, pois caso contrário teríamos n + q - 1 = dpv + ph = ph(dpv - h + 1), e 
h. 

g(x, y) = l(x, y)P , onde 

l(x, y) = L T/íjXí(dp"-h+1)yj(dp"·-h+ 1) ' 

O:Si+j'.Ss 

com T/ij = c;Jrh para todo i,j. Mas f(x, y) é irredutível, e portanto teríamos J(x, y) ll(x, y), que 

é uma contradição, uma vez que h > 1 e portanto deg(l(x, y)) < deg(J(x, y)) Assim, temos que 

n + q - l = dpv + ph = pv(d + ph- v), e g(x, y) = r(x, y)_P", onde 

r(x, y) = L T/íjXi(d+ph-v)yj(d+ph -v )' 

0'.Si+j'.Ss 

1/p" . . 
com T/íj = cij para todo i,J. Pela irredutibilidade de J(x, y), temos que f(x, y)lr(x, y). 

Afirmaçau: O fecho projetivo R da curva dada por r(x,y) = O é não singular. 

Assmniudo a afirmação, ternos que r(x, y) é irredutível, e portanto J(x, y) = r(x, y). Assim 

d + ph-v = n e logo n + q - 1 = pvn ==} n(pv - 1) = ph - 1. Além disso, Cij = T/ij para todo i,j, 

ou seja, Cí.i E 1F p " . 

Prova da afirmação: Suponha que R possui um ponto singular P = (a. : b : e). Primeiro, 

suponha que abc -::f O. Podemos assumir que e = 1. Seja k = d + ph-v. Daí temos r(a, b) = 
rx(a, b) = ry(a, b) = O, isto é 

(s - l)k + + b(s- l)k + + k ') bk 7J(s-1) 1ª ·· · S7Jos •·· T}11a + ~TJ02 + 7]01 o, 

onde rx(x, y) e ry(x, y) são as derivadas parciais do polinômio r(x, y) com relação a x e a y, 

respectivamente. Elevando os dois lados de cada igualdade acima a pv obtemos 

O:Si+j:Ss 

(s - 1)/cpv ( l) (s-2)/cp"bkp" 2 kp" b/cpv sc5 oa + s- C(s-l)lª + ... + c20a +cn +cm= - O 

(s-l)kp 11 + + b(s-l)kp" + kp" 2 bkp" C(s-1)1ª ... scos . .. + cua + co2 + co1 o, 

~ ftL.. 
e logo (a " : b n : 1) é um ponto singular de X, uma contradição. 

Agora, sem perda de generalidade, suponhamos que a = O. Assim temos bc -::f O e portanto 
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podemos supor P = (O: b: 1). De r(0, b) = rx(0, b) = ry(O, b) obtemos 

l sk + b(s-l)k + + b2k , bk + 'T!Os 1 "T/o(s-l) •· · T/02 -r- ''701 'T}OO 

S'T}osb{s-l)k + (s - l)7Jo(s-1)b(s - 2)k + .. . + 27102bk + T]01 

Elevando os dois lados de cada igualdade acima a pv obtemos 

o 
o. 

k " s kp" s 1 k " 2 k v cos(b P ) + co(s- 1J(b ) - + ... + co2(b P ) + co1(b P ) + coo = O 

( kp")s - 1 ( ) ( kpu)s - 2 ( kp") scos b · + s - l Co(s-1) b + ... + 2co2 b + c01 o, 

~ e neste caso também ternos que (O : b n : 1) é um ponto singular de X, contradizendo a não 

singularidade da mesma. Portanto a afirmação está provada. 

Reciprocamente, se n = (p" - l)/(pv - 1) e C.i,j E IFpv para todo i, j, com h > v , v/h, temos que 

n + q- l = npv. Logo g(x,y) = J(x,y)P" = O, e portanto o resultado segue do Lema 2.1.2. D 

Corolário 2.1.4. Suponha que X é dada por (2.1. 1), com n = (ph - l) / (pv - 1) e Cij E lF p" 

para todo i,j, onde h > v, v/h. Então X é F9 -Frobenius não clássica com relação a D 8 . 

Demonstração. Pelo Teorema 2.1.3, temos que iJ;>q(P) E H} para infinitos pontos P E ,l'. Isto 

significa que para infinitos pontos P E X, o ponto J;,q(1J 8 (P)) pertence ao hiperplano osculador 

a cp8 (X) em P . Como para um ponto ordinário P E X as (D8 ,P)-ordens são Eo, ... ,f.M, temos 

pelo Teorema 1.2.4 que isto é equivalente a 

det = O, 

onde ré uma variável separante de IF9 (X). Âssim, temos que vi> Ei para algum i = 1, ... , lvl - l. 

Portanto X é Fq-Frobenius não clássica para TJ.,.;. O 

Observação 2.1.5. No corolário anterior, vimos que caso X seja tal que <J>q(P) E H~ para 

infinitos P E X, temos q1te X é 1Fq-Frobenius não clássica com relação a D 8 • A recíproca nem 

sempre é verdadeira; podemos ter que X é lF9 -Frobenius não clássica com relação a Ds com 

sequência de ordens IF9 -Frobenius (vo, ... , VM-1) = (Eo, ... , EM-d- Neste caso, teremos <Ii 9 (P) E 

H}, apenas para um número finito de pontos de X (os pontos do suporte do divisor de Frobenius 

S). 

Como mencionamos na introdução deste capítulo, se uma curva de grau d< q/15 atingir a 

cota (2.0.4), então tal curva é lF'9-Frobenius não clássicas com relação a D2 . O próximo teorema 

ilustra como algumas destas curvas podem ser explicitamente construidas. 
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Teorema 2.1.6. Seja C uma curva não singular de grau s, definida sobre 1Fp", com p f s - l, 

dada por G(x, y, z) = O, onde 

G(x, y, y) = (2.1.5) 
i+j+t=s 

tal que C atinge a cota {2.0.4) e não possui nenhum ponto 1Fpv-rncional tal que xyz = O. Seja 

X a curva de grau d= sn dada por F(x, y, z) := G(xn, yn, zn) = O, onde n = ~~=i, com h > v 

e vlh, Então X possui d(d + q - 1)/2 pontos !Fq-racionais, onde q = ph. Em outras palavras, a 

curva X atinge a cota {2. 0.4). 

Demonstração. Seja N: IFq ----+ 1Fp" a aplicação norma definida por a t----+ an. Sabemos que para 

todo fJ E IF;,, 1 existem n elementos distintos /3 1 E IF; tais que N(fJ') = (3. Seja Q = (a : b : e) E C 
um ponto 1Fpv-racional. Como C não possui pontos 1Fpv-racionais com xyz = O, podemos supor 

sem perda de generalidade que e = l. Assim, se a, f3 E lFq são tais que o:n = a e 13n = b, temos 

que P = (a : /3: 1) é um ponto 1Fq-racional de X. Portanto, temos que a todo ponto 1Fp, .. -racional 

de Cestão associados n2 pontos IFq-racionais de X. Como C atinge a cota (2.0.4), temos que C 

possui s(s + pv - 1)/2 pontos 1Fpv-racionais. Portanto, existem pelo menos n2s(s + pv - 1)/2 

pontos lFq-racionais ern X. 

Agora, afirmamos que X é lF q-Frobenius classica com relação V1 . De fato, suponha que X 

é lFq-Frobenius não clássica; em particular, pela Proposição 1.3.2, temos que X é não classica 

e assim, por um resultado de Pardini [26, Corolário 2.21, temos que Pl(sn - 1). Como pln - 1, 

concluímos que Pl(s - l)n, uma contradição. Portanto, por (2 .0.4) temos . 

N < ------ = -· ---..,,..s + ---sn ( sn + q - 1 ) s ( ( q - 1 ) 2 ( q - l) 2 ) 

q - 2 2 (pV ~ 1)2 (pV - 1) 

Logo, X atinge a cota (2.0.4). D 

Podemos usar o Teorema 2.1.6 para construirmos curvas de grau d< q/15 definidas sobre lFq 

que atingem a cota (2.0.4)(e tais curvas serão lFq-Frobenius não clássicas com relação a D2) . 

Por exemplo, vejamos o caso s = 2: é fácil contruir uma cônica irredutível C defi nida sobre 

1Fp" tal que C não possui pontos 1Fpv-racionais com xyz = O. Como C é irredutível, temos que 

C possui pv + 1 pontos !Fpv-racionas, ou seja1 C atinge a cota (2.0.4). Portanto, existem vários 

exemplos de cônicas que podem fazer o papel da curva C do Teorema 2.1.6. Logo, pelo mesmo 

teorema, obtemos diversos exemplos de curvas (IFq-Frobenius não clássicas com relação a V2) 

de grau 2n < q/15 que atingem a cota (2.0.4). Na próxima seção, iremos mais adiante na 

investigação do caso s = 2. 

2. 2 O caso s = 2 

Se s = 1, a curva X dada por uma equação do tipo (2.1.1) é a curva de Fermat dada por 

axn + byn = zn, e suas classicalidade e IFq-Frobenius classicalidade com relação à série linear 1J1 
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foram estudadas em [11] e [12]. Nesta seção, estudaremos o caso s = 2, ou seja, estudaremos a 

classicalidade e a IFq-Frobenius classicaliclade ela curva X de grau 2n dada por F (x, y, z) = O, 

onde 

ai E !Fq, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, sob as hipóteses de que X é não singular (em particular, temos 

a1a3a6 i=- O) e X não é uma curva de Fermat. Ao longo desta seção, denotaremos f(x, y) = 
F(x, y, 1). Começaremos com o seguinte resultado 

Proposição 2.2.1. Existe um ponto P E X cuja sequência de (D1,P)-ordens é (0, 1,n). 

Demonstração. Como X não é uma curva de Fermat , temos que a2 , a4 e a5 não são todos nulos. 

Então, sem perda de generalidade, podemos supor que a2 i=- O. Tome um ponto P = ( u : O : 1) E 

X. Daí, temos que f(u, O) = O, ou seja, 

e a reta tangente a X em P é dada por lp : x - ·uz = O. Agora, J(u,y) = y11t(y) , onde 

t(y) = a2u11 + a5 + a3y11
• 

Note que como X é irredutível, t(y) i=- O. Logo, se a2u11 + a5 = O, temos que a3, a5 i=- O e 

I(P, lpnX) = 2n e se a2un+as-=/=- O, temos que I(P, lpnX) = n, pois neste caso, t(O) i=- O. Sendo 

assim, o problema se resume a encontrarmos um ponto P = (?.t : O : 1) E X com a2u11 + as i=- O. 

Suponha que não existem tais pontos. Daí, se ·11. é uma raiz do polinômio g(À) = a1 >-211 + 
a.4Àn + ª6 = O, temos que a211,n + a5 = O. Logo, a equação a1:1:

2 + a4x + a6 = O tem urna raíz 

dupla o:= -a5/a2, o que significa que 

(2.2.1) 

Das equações (2.2.1), obtemos 

que é uma contradição, uma vez que a cônica definida por a1x
2 +a2,-i:y + a3J;2 +a4x + a5y + l = O 

é irredutível (tal fato segue da irredutibilidade de X). O 

Proposição 2.2.2. Suponha que p > 2. Então X é clássica com relação a D1; consequentemente, 

X é IF q-Frobenius clássica com relação a V1 . 

Demonstração. Suponha que X é não clássica com relação a D1 . Como X é não singular, por 

[26, Corolário 2.2], temos que p\(2n - 1). Por outro lado, pela Proposição 2.2.1, existe P E X 

tal que sua sequência de ('D1,P)-ordens é (O, l,n). Assim, pela Proposição 1.2.7, pJn(n - l); 
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portanto, temos que pln, contradizendo a irredutibilidade de X. Logo, X é clássica com relação 

a 'D1. Por [14, Proposição 1]. temos também que X é 1Fq-Frobenius clássica para D1. D 

No restante desta seção, vamos supor que p > 7 e n > 2. Vamos agora estudar a classicalidade 

da curva X com relação ao sistema linear 'D2. Mais precisamente, provaremos o seguinte teorema. 

Teorema 2.2.3. Se X for não clássica com relação a 'D2, então pj(n - 1)(2n - 1). Além disto, 

se p ln - l, a recíproca é verdadeira. 

O caso p j2n - 1 mais sutil, e será discutido na subseção 2.2.l. Agora, para provarmos o 

Teorema 2.2.3, precisaremos dos seguintes lemas. 

Lema 2.2.4. Se X é não clássica com relação a 'D2, então p l(n - l) (n + l)(n - 2)(2n - 1). 

Demonstração. Pela Proposição 2.2.1, existe P E X com sequência ele ('D1 ,P)-ordens (O, l,n), 

ou seja, O, 1 e n são todas as possíveis multiplicidades de interseção ele X com uma reta de !P'2 (IK). 

Logo, como a dimensão (projetiva) de 'D2 é 5, temos que existem 6 possíveis multiplicidades de 

interseção de X com uma cônica em lP'2 (IK). Portanto estas possibilidades são O, 1, 2, n, n + 1 e 

2n. Em outras palavras, a sequência de ('D2, ?)-ordens é (O, 1, 2, n, n + 1, 2n). Assim, o resultado 

segue pela Proposição 1.2.7. D 

Lema 2.2.5. Se pj(n + l)(n - 2), então X é clássica com relação a 'D2. 

Demonstração. Como X é clássica com relação a 'D1, temos que a sequência de D2-ordens de X 

é dada por (O, 1, 2, 3, 4, E), onde E~ 5. Se E> 5, por [11 , Proposição 2], temos que E= pd, para 

algum d > O. Suponhamos que E > 5. 

Primeiro, assuma que pjn - 2. Daí n = mpv + 2, para certos m, v > O, com mdc(m,p)=l. 

Assim, como f(x, y) = O em IK(X), temos 

O = f(x, y) = a1x2n + a2xnyn + a3y2
n + a4xn + a5yn + a6 =} 

O a1(x2my" x4 + a2(xmym)P" x2y2 + a3(y2m )P'' y4 + a4(xm)P" x2 + a5(ym)P" y2 + ª6· 

Seja P = (u : w : 1) E X com uw -=f O e considere o fecho projetivo Qp e lP'2 (IK) da curva 

dada por 

A curva Qp é uma quártica, pois caso contrário X seria uma curva de Fermat. Afirmamos que 

Qp é irredutível. De fato, para todo P = (u: w: 1) com uw -=f O, a curva Qp é isomorfa à curva 

C dada por 

onde o isomorfismo é dado por ( x : y : z) H- ( u mp" x : wmp" y : z), e a curva C é não singular. 

Com efeito, suponha que C possui um ponto singular P = (a : b: e) . Podemos supor sem perda 
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de generalidade que e i- O e assim, podemos assumir que P = (a : b: 1). Daí temos 

a1a4 + a.2rib2 + a3b4 + a.4a
2 + a5b

2 + a5 

2a(2a1a
2 + a2b

2 + a4) 

2b(a2a2 + 2a3b2 + a5) 

Logo, o ponto Q = ( a2/n : b2111 
: 1) satisfaz o sistema de equações 

o 
o 

= o. 

J(x, y) = a1x2n + a2x11 y11 + a3y2n + a4xn + a5yn + a5 

nxn-l (2a1Xn + azyn + a4) 

ny11
-

1 (a2x11 + 2a3y11 + %) 

o 

o 
o, 

e portanto Q é um ponto singular ele ..-1', o que contradiz a hipótese ele a curva X ser não singular. 

Logo, para todo P = ('U : w : 1) E ..-1' com -u·w =/ O, no corpo de funções da curva ,.y temos 

r(x,y) r(x, y) - J(x , y) 

= ai(u2m _ X2my"" :i;4 + a2 (timwm _ xmym)Pv x2y2 + a3 (w2m _ Y2m)P" y4 

+ a1(um - xm)P'' x2 + a5(wm - ym)Pv y2. 

Assim, vp(r(x,y)) 2: pu, e portanto I(P, Qp n ..-1') 2: pv . Seja H~ a cônica osculaclora a X 

em P. Como estamos supondo E = ri, temos que J(P, 1-li n X) 2: pd. Logo, como X é não 

singular, pelo Lema 2.1.1, temos que J(P, H~ n Qp) 2: p 2: 11 > 8 = deg(H~) · deg(Qp). Logo 
~nln '1:eorema de Bó-,.-.nt " cAnica 'L/2 é nma, romnr,nonto rlo n ~ 11IT1<l r-r,ntr<iriir-êín vi«tr, f'lll l> 01, jJV&V .L · J. V U~UV) {.L v.1. T1.-p '--~.,.._ '- ,._, ._.., ,t'-.J V .o.•v..., -",J <.,r) ,._..,.À,.._ ,..,...,,..,.. __ ~ ~••".S"-~ 1 · •--- -i·-- -..... 

é irredutível. Portando X é clássica com relação a 1J2 quando pln - 2. 

Suponhamos agora pln + 1. Existem rn, v > O tais que n = mpv - l, com mdc(m,p)=,l. De 

f(x, y) = O obtemos 

1\/lais uma. vez aqui, consideremos um ponto P = (u : w 1) E X com uw i- O e o fecho 

projetivo Q~ e IP'2 (JK.) da curva dada por s(x, y) = O, onde 

Note que Q~ é uma quártica, uma vez que a5 -/= O. Sejam a = ump" e (3 = wmp". Multipli­

cando s(x, y) por 1/o:2(32, temos que Q~ é o fecho projetivo da curva dada pela equação 
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Logo Q~ é isomorfa à curva Y dada por 

via ( x : y : z) e-+ ( x / o:. : y / fJ : z). 

Assim, ternos que Q~ é birracionalmente equivalente à curva E dada por 

De fato, como a1a3a6 f O, ternos que (1 : O : O), (O : 1 : O), (O : O : 1) t/. E. Portanto Y é a 

imagem de E pela transformação standart de Cremona (x : y : z) e-+ (yz : xz : xy). Como E é 

irredutítvel {pois se fosse redutível, X também seria), temos que Q~ é irredutível. 

Agora, para todo P = (u : w : 1) E ,Y com uw f 01 no corpo de funções ela curva X temos 

s(x,y) s(x, y) - f(x, y)x2y2 
as(wm. - ym)pv xzy + a4(um - xm)P'' xy2 + a3(w2m - -y2m)p''x2 

+ a2(umwm - ymym)P" xy + a1(u2m - x2m)P" y2. 

Da última igualdade, temos que vp(Q~)?: pv, e portanto I(P, Q~ n X) 2: pv 2: 11. Assim, 

como no caso anterior, se H,i é a cônica osculadora a X em P, temos que I(P, H,~nX) ?: pd?: 11, 

e mais uma vez, pelo Teorema de Bézout teríamos que a cônica H,i é uma componente de Q~, 
o que contradiz a irredutibilidade desta última. Portanto, a curva X é clássica. D 

Lema 2.2.6. Se pln - l, então X é não clássica com relação a V 2 . 

Demonstração. Suponhamos n = mpv + l , com mdc(m,p)=l. De J(x, y) = O obtemos 

O a1x2n + a2xnyn + a3y2n + CL4Xn + a5yn + ª6 =}-

O a1(x2m)pv x2 + a2(xmym)Pv xy + a3(y2myv y2 + a4(xm)Pu X+ a5(ym)P°" y + ª6· 

Pelo Teorema 1.2.10, ternos o resultado. D 

Assim, o Teorema 2.2.3 segue dos Lemas 2.2.4, 2.2.5 e 2.2.6. Estabeleceremos agora o resul­

tado principal desta seção. 

Teorema 2.2.7. Suponha que p f 2n - 1. Então X é lFq-Frobenius não clássica com relação a 

V2 se, e somente se, n = ~~=i, com h > v, vlh e ai E lFpv, parai= l, 2, 3, 4, 5, 6 . 

Demonstração. Se pln -1 e n = ~~=i, com h > v, vlh e ai E lFp", parai= 1,2,3,4,5,6, pelo 

Corolário 2.1.4 aplicado as = 2, temos que X é !Fq-Frobenius não clássica com relação a V 2 . 

Reciprocamente, suponhamos que X é lFq-Frobenius não clássica para 'D2 . Em particular, pela 

Proposição 1.3.9, X é não clássica para 1J2. Logo, pelo Teorema 2.2.3, ternos que pln - l. Sejam 
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(-0, 1, 2, 3, 4, é) a sequência de D2-orclens de X e (vo, v1, 112, v3, v4) a sequência de 1Fq-ordens de 

Frobenius de X para 'D2. Como a sequência (vo, v1, v2, v3, v4) é não clássica, temos 

1 xq yq x2q xqyq y2q 

1 X y x2 xy y2 

det 
o D~1)(x) D~l)(y) D~l) (x2) D~1\xy) D~l) (y2) 

o D~2)(x) D~2)(y) D~2) (:r.2) D~2\xy) D?) (1;2) 
= o, 

o D~3l(x) nt3l(y) Di31 (x2) D~3\xy) D~3) (y2) 

o D~4)(x) D~4)(y) Dt4) (x2) D~4\xy) D~4) (y2) 

onde T é uma variável separante em 1Fq(X). Como (O, 1, 2, 3, 4, E) é a sequência de (V2, P)-orclens 

para quase todo ponto P E X, pelo Corolário 1.2.4, temos que éliq(P) pertence ao hiperplano 

osculador a <P2(X) em P para infinitos pontos P E X. Portanto, éliq(P) E Ht para infinitos 
. 2 . . _0-1 

pontos P E X, onde 1-lp é a cônica osculadora n X em P. Logo, pelo Teorema 2.1.3, n - p"-I, 

com h > v, vlh e ai E IFp", parai= 1, 2, 3, 4, 5, 6. D 

2.2.1 O caso pl2n - 1 

Seja ...-Y a curva plana não singular definida por F(x, y, z) = O como na seção 2.2. Provamos 

que se X é não clássica com relação a 'D2, então pl(n - 1)(2n - 1), e a recíproca é verdadeira se 

PI n -1. Nesta seção, discutiremos a classicalidade ele X para o caso PI 2n - 1. Suponhamos então 

2n = mpv + 1 para certos m, v > O com mdc(m,p) = 1. Existem alguns casos para os quais a 

curva X é nã.o clássica com relação a V2. Listemos alguns destes casos: 

• A curva X dada por F(x, y, z) = O, onde F(x, :y, z ) = a1x2n + a3y2" + a4x'tz" + o,6z2" (ou 

seja, a2 = a5 = O), é não clássica para V2. De fato, ternos em IK(X) que 

O a1x'.ln + a3y 271 + a4xn + a6 ==> 

-a4xn a1(xm)P'' 1.: + a3(ym)Pv y + a6 ==> 

a](xm)Pv X = (a1(xm)P"x + a3(ym)P''y + a6)2; 

logo, pelo Teorema 1.2.10, temos que X é não clássica para D2. 

• A curva X dada por F(x, y, z) = O, onde F(x, y, z) = a1x2n + a2xnyn + a3y2n + a6z2n (ou 

seja, a 4 = a 5 = O), é não clássica para V2. De fato, 

o 
-a2xnyn 

a~(xmym)p" xy 

a1x2n + a2xnyn + a3y2n + ª6 ==> 

a1(xm)Pv x + a3(ym)P" y + a6 ==> 

(a1 (xm )P" x + a3 (ym)P') y + a6)2, 

e novamente temos o resultado pelo Teorema 1.2.10 para este caso. 
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• O mesmo argumento dos itens acima mostra que a curva dada por a1x 2n +a3 y2n +a5ynzn+ 

a6z2n = O também é não clássica para D2. 

Por outro lado, existem casos para os quais X é classica para 1J2. Por exemplo, considere a 

curva X1 dada por H(:x, y, z) = O, onde H(x, y, z) = :r:2n + xnyn + y2n + xnzn + ynzn + z2n. A 

curva X1 é não singular se p 2'. 7 (veja o Lema 2.3.1 na próxima seção). Seja h(x, y) = H(x, y, 1). 

Como h(x, y) = O em OC(X), temos 

(x2n + xnyn + y2n + xn + yn + l)(x2n _ xnyn + y2n _ xn + yn + l) 

~ X4n + X2ny2n + Y4n + X2n + 3y2n + l 

Elevando ao quadrado os dois lados da última igualdade e fazendo algumas manipulações, 

obtemos 

o 

isto é, 

o 

= 

+ 

-

+ 
+ 

_r,8n + Y8n + 2x6ny2n + 2x2ny6n + 3x4ny4n + 2x6n + 2Y6n + 8x2ny4n + S.:z:4ny2n 

3x4n + 3y4n + 8x2ny2n + 2x2n + 2y2n + 1, (2.2.2) 

(x4m)Pv X4 + (y4m)pv y4 + (ryx3mym)Pv x3y + ('TJXmY3m)Pv xy3 + (çx2my2my" x2y2 

(7JX3m)P'" x3 + (TJY3m)P11 Y3 + (rJ3xmy2m)Pv xy2 + (7J3X2mym)Pv x2y + (çx2m)P'' X2 

(2.2.3) 

onde ·r7 = 21/p" e ç = 3l/p". Seja P = (-u : w : 1) E X1 com -uw -# O e seja Qp o fecho projetivo 

da quártica dada por r(x, y) = O, onde 

r(x, y) (u4m)p" x4 + (w4m)p" y4 + (7Ju3mwm)P" x3y + (TJumw3m)P" xy3 + (çu2mw2m)Pv x2y2 

+ (TJU3m)P" X3 + (ryw3m)p" Y3 + (TJ3UmW2m)P" xy2 + (7]3U2mwm)P" x2y + (çu2m)Pv X2 

+ (çw2m)P" Y2 + (773umwm)Pv xy + (TJum)P" X+ (77wm)Pv Y + l. (2.2.4) 

A quártica Qp é isomorfa à curva Ç dada por G(x, y, z) = O, onde 

G(x,y,z) x 4 + y 4 + 2x3y + 2xy3 + 3x2y2 + 2x3z + 2y3z + 8xy2z + 8x2yz 

+ 3x2z 2 + 3y2z2 + 8xyz2 + 2xz3 + 2yz3 + z4, (2.2.5) 

e o isomorfismo é dado por (x: y: z) i-+ (umpv x: wmp" y: z) . Afirmamos que Ç é irredutível. De 

fato , observe primeiro que um ponto de interseção de duas componentes de uma curva redutível 

é um ponto singular da mesma. Não é difícil mostrar que os pontos singulares de Ç são P1 = 
(- 1 : - 1 : 1), P2 = (1 : - 1 : 1) e P3 = (-1 : 1 : 1), e tais pontos são singularidades ordinárias 

duplas. Como Pi , P2 e P3 não são colineares, t emos que Ç não pode ser a união de uma reta com 

uma cúbica. Como Ç possui apenas singularidades duplas, se Ç fosse a união de duas cônicas, 
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pelo Teorema de Bézouts teríamos que Ç possui pelo menos quatro singularidades ordinárias ou 

pelo menos uma singularidade não ordinária. Logo, Ç é irredutível, e portanto, Qp também é. 

Portanto, pelos mesmos argumentos da prova do Lema 2.2.5, temos que I ( P, Qp n X1) ?: p. 

Suponha que X 1 seja não clássica para D2. Como X1 é classica para 'D1, pela Proposição 1.2.9, 

a sequência de V2-ordens de X é (O, 1, 2, 3, 4,p1) , para algum l > O. Portanto, se 1-l} é a cônica 

osculadora a X1 em P, temos I ( P, 1-li n X1) ?: p1. Pelo Lema 2.1.1, I ( P, 1-li n QP) ?: p > 8 = 
deg(Hi) · deg(Qp) , contradizendo o Teorema de Bézout (uma vez que Qp é irredutível) . Logo 

X1 é classica para 1J2. 

Apesar de existirem exemplos de curvas não clássicas com relação a 1J2 quando pl2n - 1, 

cálculos realizados para inúmeros casos particulares usando o software "Magma Calculator"nos 

levam a suspeitar que não existem curvas Frobenius não clássicas com relação a 1J2 neste caso, 

ou seja, suspeitamos que a hipótese "p f 2n - l 11do Teorema 2.2.7 pode ser dispensada. 

2.3 Curvas não clássicas 

Na seção 2.1, apresentamos condições para que uma curva X: F(x, y, z) = O seja Fq-Frobcnius 

não clássica com relação a 1)5 sob certas hipóteses, dentre as quais, X ser não singular e ,u ln -

l. Pela Proposição 1.3. 9, os candidatos naturais a serem curvas IF q-Frobenius não clássicas 

para 'Ds são as curvas não clássicas para a mesma série linear. Nesta seção, exibiremos uma 

condição necessária para que um certo exemplo de curva seja não clássico, e consequentemente, 

!Fq-Frobenius não clássico para 1)5 

Considere a curva X1 : H(x, y, z ) =O de grau sn, onde s(n - 1)?: 3, p f n e 

'\ ' Xinyjnztn_ H(x, y, z) := L..i , 
i+j+t=s 

Lema 2.3 .1. A curva X1 é não singular se p?: ('5t2
). 

Demonstração. Note que H(x, y , z) = Gs(xn, yn, zn), onde 

Gs(x,y,z)= I: xí7/zk. 
i+ j+k=s 

(2 .3.1) 

Como H(x,y,z) é um polinômio simétrico (ou seja, H(x,y,z) é invariante pela permutação 

de suas coordenadas projetivas x , y e z), podemos trabalhar apenas com os pontos afins. Seja 

h(x, y) = H(x , y, 1) e suponha que exista um ponto singular P = (a, b) na curva afim dada por 

h(x, y) = O. Daí temos 

O Gs(an : bn: 1) 

O hx(a, b) = (G5 )x(an: bn: l)nan-l 

O = hy(a,b) = (Gs)y(an: bn: l)nbn-l, 
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onde Fx e Fy denotam as derivadas parciais de um polinômio F com relação às variáveis x e y, 

respectivamente. 

Se ab f. O, temos que h(a, b) = (Gs)x(an : bn : 1) = (Gs)y(an : bn : 1) = O, e portanto 

(an : bn : 1) é um ponto singular da curva F dada por G 5 (x: y: z) = O. Mas como p 2: (8!2
) = 

(s + 2)(s + 1)/2, temos que p f (s + 2)(s + 1) e portanto por [32, Teorema l], a curva Fé não 

singular; logo este caso não ocorre. 

Suponhamos então sem perda de generalidade b = O. Neste caso, temos que a i= O e, desta 

forma, temos O= h(a, O) = hx(a, b). Mas 

e portanto a é uma raiz n(s + 1)-ésima de 1, e estas são todas distintas, uma vez que p não divide 

n(s + 1). Logo, a equação hx(a, b) = O fornece uma contradição. O 

Lema 2.3.2. Suponha que p 2: (s!2). Os pontos P E X1 com xyz = O seio ponto:; de inflexão, e 

sua sequência de (V1, P)-ordens é (O, 1, n). 

Demonstração. Suponhamos sem perda de generalidade que o ponto é P =(a: O: 1). Daí temos 

que asn + a<s-l)n + .. . + an + 1 = O e a reta tangente a X1 em Pé dada por lp: x - az = O. Um 

cálculo simples verifica que h(a, y) = ynt(y), onde y f t(y). Portanto, temos que l(P, lpn,Y) = n. 

D 

Daremos agora uma condição necessária para que X1 seja lFq-Frobenius não clássica com 

relação a D s. 

Proposição 2.3.3. S·uponha que p 2: (8!2
). Se Xi é não clássica com relação a 'Ds, então p 

s s-r 

divide II II (rn + t). 
r=l t==-s 

Demonstração. Se P é um ponto X1 com xyz = O, o Lema 2.3.2 diz que O, 1 e n são todas 

as possíveis multiplicidades de interseção de X1 com uma reta em IP2 (JK). Logo, temos que o 

conjunto de todas as possíveis multiplicidades de interseção de X1 com uma curva plana de grau 

sé dado por {an + b I a+ b::; s }. Pela Proposição 1.2.7, segue o resultado. D 
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Capítulo 3 

Pontos racionais em curvas sobre 

corpos finitos 

3.1 Introdução 

Como mencionado no capítulo 1, em [29] Storh e Voloch obtiveram cotas para o número de 

pontos racionais em uma curva X definida sobre um corpo finito lFq através de funções que se 

anulam nos pontos P E X tais que a imagem pelo mapa 1Fq-Frobenius do ponto cp(P) pertence 

ao hiperplano osculador a rp(X) em P, onde cp : X -----+ n:nn(oc) é um morfismo definido sobre lFq, 

com n 2:: 2. 

Sejam u, m dois inteiros tais quem> u e rnclc('tl; m) = 1, e sejam <I>qm, <l>qu : rp(X) ·-----+ rp(X) 

respectivamente os IF qm e lF q" mapas de Frobenius definidos em cp( X) . Inspirados na idéia de 

[29], neste trabalho obteremos novas cotas maximais através de funções que se anulam nos pontos 

P E X tais que existe uma reta em F(JK) passando por <I>qu(ef;(P)) e <l>qm(cp(P)) que intersecta 

o espaço (n - 2)-osculador a ef>(X) em P. 

3.2 O divisor (q", qm)-Frobenius 

Sejam X uma curva não singular irredutível de gênero g definida sobre lF q e cp = (.fo : ... : .fn) E 

n:nn(lFq(X)) (n ~ 2) um morfismo definido sobre IFq, ou seja, ef; = Uo : ... : .fn) : X -----+ n:nn(JK), 

com fo, ... , fn E IFq(X) tais que {!o, ... , fn} é linearmente independente sobre JK. Sejam P E ,l'.', 

t E JK(X) um parâmetro local em P e ep = - min{vp(fo), ... , vp(fn)}. Sabemos pelo Teorema 

1.2.3, supondo que ep = O (multiplicando cada Íi por teP), que o plano (n - 2)-osculador a ef;(X) 

em P é gerado pelos pontos 

((D~ji) fo)(P) : ... : (Dfil fn)(P)), i = O, ... , n - 2, 

onde D?) é a l-ésima derivada de Hasse com relação ate )i é ai-ésima (P, P)-ordem de X, onde 

1) é a série linear correspondente ao morfismo ef>. 

O nosso objetivo é contar os pontos P de X tais que exista uma reta em n:nn(lK) passando por 

27 
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4>qu(cp(P)) e <I?qm((jJ(P)) que intersecte o plano (n - 2)-osculador a cp(X) em P. Dado P E X, 

existe uma reta em pn(!K) passando por <Pqu(</>(P)) e <I>q=(ef>(P)) que intersecta o plano (n - 2)­

osculador a (j,J(X) em P se, e somente se, 

det 

fo(P)qm 

fo(P)q" 

(Diío) Jo)(P) 

h (P)q,,,, 

h (I')q" 

(D~ío) h)(P) 

f n(P)qm 

fn(P)º" 
(D~jo) fn)(P) = o. 

Tal fato motiva o estudo deste determinante num ponto genérico de X. Considere t E lFq(X) 

uma variável separante. Estudaremos as funções do tipo 

qm 
Ío 

q= 
.!1 

q"' 
Ín 

q'-' 
fo 

q" 
!1 q" 

Ín 
APO,··•,Pn-2 (f f ) ·= 1 t t O:·· · ,.n . ce D}po) lo DiPo) h Dipo) ln (3.2.1) 

Dtn-z) lo Dtn- 2) Íl D~Pn-2) Ín 

em IFq(X), onde Po, P1, .. , Pn-2 são inteiros não negativos. Começaremos mostrando que funções 

não nulas dadas por (3.2.l) de fato existem em IFq(X). 

Proposição 3.2 .1. Exú,1,em inteiros não negativos K-o, ... , K:n-2, com K:o < ... < 11·.n-2, tais que a 

função A~º····,Kn-z(fo, ... , ./~) não se anula em X. 

Demonstração. Como <P é não degenerado, observe que ut : . .. : 1f") f U3'" : .. . : 1t'"). 
Sejam vo < v1 < ... < Un-1 as ordens lFqu-Frobenius de X com relação a (j,J. Se as n + 1-uplas 

( q"' fºm) ( ,q" q") ( (v,)f D(v;)f ) · - Ü - l' · · d J0 , ... , n , Jo , ... ,f.n , Dt o, ... , t n, comi - , ... ,n- 2, sao 1nearmente m epen-

dentes sobre !Fq, o resultado está provado. Caso contrário, seja J E {O, ... , n - 2} o menor inteiro 

( qm fºm) . b' - . ( ,q'u fºu) (D(v;) r: D(v;)f ) talquean+l-upla J0 , ... , n se.1acom maçaolmearde JO , ... , n e t JQ, ... , t n, 

parai= 0, ... ,1. Suponha que existe I2 E {I + l, .. . ,n -1} tal que (Jf', ... ,Jf') seja uma 

combinação linear de (Jf, ... ,Jf) e (Dt;)fo, ... ,Dt;)fn), comi E {O, .. . ,h}\{J}. Daí ternos 
. { qu fq'") ( (v;)f (v;) ) . l que o conJunto formado por J0 , .. . , n e Dt o, ... , Dt fn , para i = O, .. . , 12, é inear-

mente dependente, o que contradiz a definição da sequência {vo, .. . , Vn-1}- Portanto, temos que 

{K-o, ... , ll:n-2} = {110, ... , un-d\{v1} são tais que A:o, ... ,~n- 2 (10, ... , fn)-=-/= O. □ 

Escolheremos sempre os inteiros O :S K-o < ... < K:n-2 minimalmente na ordem lexicográfica, 
· t ' ' · t · · t l +l l (Jq"' Jq") (fqm Jºm.) (D(~o) r D(i<:o)f ) 1soe,11:aeomenorme110 a queasn -upas O , . .. , n, 0 , ... , n e t JO, ... , t n 

são linearmente independentes sobre lFq e, se K-o, ... , li/-1 são conhecidos, então li/ é o menor in-
. l (Jq" Jq") (fqm fqm) (D(~;) r D(~;) f ) . l teuo tal que as n + 1-up as O , ... , n , 0 , ..• , n , ... , t JO, •.. , t n , para z =O, ... , , 

são linearmente independentes sobre IF q · 

Repare que na proposição anterior, poderíamos ter feito o mesmo procedimento usando as 
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ordens IFq=-Frobenius de X com relação a r/>, digamos µo, .... µn-l· Assim, temos o seguinte 

resultado. 

Corolário 3.2.2. Existem inteiros positivos I e J tais que {x:o, ... , Kn -2 } = {vo, ... , Vn-Ü\{v1} = 
{µo, ... ,µn - d\{µ1}- Em particular, temos que Ki 2: max{vi,µi} para todo -i = O, ... ,n - 2. 

A próxima proposição mostra que a minimalidade dos inteiros Ko , ... , l'i-n - 2 vale em um sentido 

ainda mais forte . 

Proposição 3.2.3 . Se mo, ... , m 8 são inteiros com O -::; mo < ... < rns tais que as linhas da 

matriz 

qm 
fo rt qm 

Ín 
qu 

fo 
q" 

Í1 
q" ln 

Dimo) fo D}mo} Ji D~mo) Ín (3.2.2) 

D~m.) fo D}mslh D~m,) Ín 

são linearmente independentes, então K.i -::; mi para cada i =O, ... , s. 

Demonstração. Pela defiuição de Ki, parai= O, ... , n - 2, as /<i, 8 + 2 linhas da matriz 

q= 
fo 

qm. 
Í1 

qm 
fn 

qU 
lo J( lf 

D~ºl lo D!º) li Dtl ln 

vP) !o Df)h DF)fn 

D(K., - 1) f 
t o D}Ks-1) Ji D~,.,-i) ln 

geram um subespaço vetorial de !K.(Xf+1 de dimensão s + 2. Como as linhas ela matriz (3.2.2) 

geram um subespaço de dimensão s+3 de !K.(xr+1 , temos que l'i,s-1 < ms, ou seja, Ks -::; ffis- D 

AKO,··· ,Kn-2 ( ) d t( )AlbQ,, , ,,Kn - 2 (j, f ) 
t 90, · · ·, 9n = e ªij t o, · · ·, n , 

(b) Se h E lFq(X)*, então 

AK,Q, ... ,K,n - 2 (h í' hf ) = l qm.+q"+n-lA"O,··•,Kn- 2 (j f ) 
t JO,···, n L t 0, .. ·,n• 

(c) Se x é outra variável separante de IFq(X), então 

( 
dt) KQ+Kl + ... +itn-2 

AKQ , .. ,,Kn - Z (j' 1· ) = _ AKQ, ... ,K,n-2 (j' 1· ) 
x O,·--, n d t O, ... , n · 

X 
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Demonstração. (a) Segue facilmente usando propriedades de determinante, e não depende da 

minimalidade dos K:i-

(b) Pela regra do produto da derivada de Hasse, 

/ti 

Dilti\hf.i) = h. Dt;) Íi + ~(D}s)h). (Dt;-s) Jj)-
s=l 

Na primeira e segunda linhas ele A~º·· ·""-2 (hfo, ... , hfn), todo elemento tem respectiva­

mente hqm e hq" como fator. A terceira linha é dada por 

onde as reticências em· cada entrada indicam termos que são coordenadas de um vetor 

w que é uma combinação linear dos vetores (Dt) fo, ... , D}c) j~) com O S e < K:o. Pela 

minimalidade de K:o, temos que w pode ser omitido do determinante, e novamente h é 

um fator da segunda linha. Repetindo os mesmos argumentos para as demais linhas de 

A~0
•···,1<n-

2 (hfo, ... ,hfn), temos o resultado. 

(c) Por [18, Teorema 5.82l, para cada i = O, ... n - 2 temos que 

D1tt;) f = (::) '- i Dt" f + I:1 

djD}j) f. 
J=l 

onde d1 , .. , d;,;;-l E !Fq(.X) que são polinômios nas indeterminadas DIJ)t para 1 S j S 
"-i· Usando novamente a regra do produto da derivada de Hasse, o resultado segue por 

procedimento análogo ao do ítem (b). 

o 

Pela Proposição 3.2.4, a sequência ele inteiros (K,o, ... , "'n-2) está totalmente determinada pela 

morfismo </>, e portanto também pela série D associada ao mesmo. Chamaremos os inteiros 

OS K:o < ... < K;n-2 de ordens (q1',qm)-Frol.Jenius de X com relação a</> (ou com relação a D). 

Quando K;i = i parai= O, 1, ... , n - 2, diremos que X é (qu, qm)-Frobenius clássica com relação 

ao morfismo cp (à série linear D), ou simplesmente que X é (qu, qm)-Frobenius clássica, Se K:i =/. i 

para algum ·i , diremos que X é (qu, qm)-Frobenius não clássica. Convém observarmos que todas 

as definições e resultados obtidos até aqui valem mesmo se </> não for binacional. 

Definição 3.2.5. O divisor (qu, qm)-Probenius de D é definido por 

onde t é uma variável separante de Wq( ,Y) e E = LPEX epP, com ep = - min{ vp(Jo), ... , vp(fn)} . 
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Novamente pela Proposição 3.2.4, o divisor Tu,m está bem definido e depende apenas do 

morfismo <p (da série linear '.D). Além disso, o grau de Tu,m é 

(3.2.3) 

onde d = deg('.D) = deg(E). 

Proposição 3.2.6. Sejam. 1> = Uo : .. . : fn) : X ---t pn(!K) um morfismo definido sobre 

IF'q e KO,···,K:n-2 as ordens (qu,qm)-Frobenius associadas a </J. Suponha que x:0 > O. Então 

IF'q(x, y) Ç IF'q(X) Ç !E, onde 1Fq(x, y) é o corpo de funções da curva definida por h(x, y) = O, para 

(3.2.4) 

e !E é o fecho Galoisiano de IFq(x, y)/IFq(x). Em particular, existe um número finito de wrvas (a 

menos de transformação bfrracíonal) crue admitem um modelo projetivo para o qual x:0 > O. 

Demonstração. Dividindo todas as funções coordenadas de <P por / 0 , podemos assumir que 

rp = (l : fi : h, ... : fn)- Além disso, a menos de uma mudança de coordenadas projeti­

vas sobre IFq, podemos assumir quE? .r := h é uma variável separante de IFq(X)/IFq . Sejam 
- - q" q" - qm q= , - . 

v1 - (1, /i, ... , fn), v2 - (1, f1 , . . . , .fn ) e V3 - (1, J1 , . . . , Ín ). Como rp e nao degene1ado , 

sabemos que v1, v2 e v3 são dois a dois linearmente independentes sobre .IK. Suponhamos que 

K;Q > O. Pela definição ele r.:o, temos então que o conjunto { v1, v2, v3} é linearmente dependente 

sobre .IK(X), ou seja, a matriz 

qm ) ··· Ín 
q" ... ln 

Ín 

tem posto igual a 2. Sendo assim, todas as matrizes 3 x 3 obtidas escolhendo-se três colunas 

distintas de U têm determinante nulo. Em particular, temos para cada i = 2, ... , n que g(x, f.i) = 
O, onde 

(3.2.5) 

Por [4, Teorema 1.1], para cada 'i temos que 9(x, li) = 91 (x, fi)h(x, Íi), onde 91(x, fi) = 
(xq 2 

- x)(J; - /i) - (Jf - fi)(xq - x) é o produto de todos os fatores lineares não nulos de 

IF q[x, /i] e h(x, fi) é irredutível. Como o morfismo ef> é não degenerado, temos que 91 (x, fi) -=/- O. 

Portanto h(x, fi) = O em .IK(X), e assim, para quaisquer i, j E {2, ... , n }, os elementos Íi e /j são 

conjugados sobre !Fq(x). Logo, IFq(X) Ç lE. D 

Seja F o fecho projetivo da curva dada pela equação h(x, y) = O, onde h(x, y) é definido 

por (3.2.4). A curva Fé amplamente estudada em [4]; lá, dentre outras coisas, é exibida a sua 

1 Pode-se verificar que h(x, y) ele fato é um polinômio. 
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quantidade de pontos IFqr-racionais, para r = 1, u, m, m - u ([4, Teorema 4.4l). Além disso, a 

curva :F é não clássica com relação ao morfismo </J 1 = ( 1 : x : y) : X ---t ?2 ( 1K) com sequência de 

D1-ordens (O, 1, qu) ([4, Teorema 2.6]) e é a única curva simultaneamente 1Fq" e IFqm-Frobenius 

não clássica com relação a </J1 ([4, Teorema 3.4]). Assim, pela demonstração da Proposição 3.2.6 

e pelo Corolário 3.2.2, temos que :Fé a única curva ( qu, qm )-Frobenius não clássica para q;1 e sua 

ordem (qu, qm)-Forbenius é Ko = qu. Com estes fatos em mãos, facilmente verificamos o seguinte 

resultado. 

Corolário 3.2 .7. Para um morfismo arbitrário </J : X ---+ lP'n(IK) sobre IFq, se x:0 > O, então 

t;;o = qu. 

Sejam X e cp como no enunciado da Proposição 3.2.6, ou seja, suponha que K-o > O. Considere 

1Fq(.F) o corpo de funções de :F sobre lFq e sejas = [IFq(X) : !Fq(:F)]. Como todo ponto IFqr­

racional ele A' está sobre um único ponto IFqr-racional ele :F, temos que Nr s; s · #(:F(lFqr )) para 

r = 1, u, m, m - u; em particular, por [4, Teorema 4.4], temos N1 = O. No que segue, sempre 

vamos supor que Kü = O. 

Dado um ponto P E X qualquer, seja t E IK(X) um parâmetro local em P. Multiplicando 

cada função coordenada fo, ... , fn de cp por tep, podemos supor que ep = O, e como tal operação 

não altera o divisor Tu,m, temos que 

(T ) (A"O,··•,•'<n-2 (; j )) > Ü 
Vp u,m = Vp t JO, ···, n _ , 

uma vez que vp(div(dt)) = O. Em particular, temos que T",m é um divisor efetivo. 

Observação 3.2.8. Note que se P é um ponto lFqu-racíonal ov. 1Fqm-racional (e em particular, 

se P é um ponto lFq-racional), temos q1te A;0
•·· ,Kn-

2 (!0, ... , f,,)(P) = O, ou seja, todo ponto 

IFq"-racional e lFqm-racional pertence ao suporte de Tu,m· Além destes, o suporte de T,_1,m conta 

também com os pontos IFq(m-uJ-raC'ionais de X, já que neste caso fi(P )q" = fí(P)q"' pam 'Í = 
O, ... ,n. 

Queremos agora estudar as propriedades de Tu,rn· Nas próximas proposições, estimaremos o 

peso ele certos tipos de pontos de X no divisor Tu,m· 

Proposição 3.2.9. Seja P E X um ponto "IFq-racional com (D, P)-orclens Jo, J1, ... , jn. Então 

n - 2 

vp(Tu,m) 2 qujl + I)ji+2 - ;;;;), 
i=O 

e vale a igualdade se, e somente se, 

det ((Ji)) -::j. O mod p. 
K s 2:::,i:Sn,D:Ss:::,n- 2 

Demonstração. Sejam P E X um ponto lFq-racional e tum parâmetro local em P. Mult iplicando 

todas as funções coordenadas Íi por tep, podemos supor ep = O. Sabemos que oi-ésimo plano 
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osculador Li no ponto P E X é gerado pelos pontos ((Di1•) fo)(P) 

s = O, ... , -i. Como P é um ponto 1Fq-racional, temos que os planos osculadores em P estão 

definidos sobre IF q· Podemos assim fazer uma mudança de coordenadas projetivas cuja imagem 

de Li é { (xo : ... : Xn) E F(IK) 1 Xi+l = ... = Xn = O}. 
Logo, esta mudança de coordenadas é dada por uma matriz com coeficientes em IF'q, e portanto 

pelo ítem (a) da Proposição 3.2.4 podemos assumir que fi = tJ; + ... é a expansão local de 

cada função coordenada de</> em P, onde todos os coeficientes desta expansão pertencem a IFq. 

Dividindo todas as funções coordenadas de </J por fo , podemos também supor que fo = l. Assim 

A11;0,···,"n-2 (! f ) = t O,, .• , n 

1 tqmjl + ... tqm}2 + .. . tqm.jn + ... 
1 tq"j1 + ... tq''h + ... tqujn 1 , .. . 

1 C1otJI -KO + .. . c20th-"0 + ... Cnofj-" - KO + ... 
det o cutji - K1 + ... C21 th - 11:1 + ... Cnl tJn-K-J + ... 

o C1(n - 2)tJJ-Kn-2 + ... . th-"n - 2 + C2(n- 2) ··· Cn(n-2)tJn-Kn-2 + ... 

onde Cis = C:). Logo A;o, .. ,,Kn-2(!0, ... , fn) = A1-A2+A3, onde A1, A2 e A3 são os determinantes 

obtidos pelo desenvolvimento de Laplace usando a primeira coluna. Analisaremos cada um destes 

três determinantes. 

tq''j1 + ... tq"j2 + ... 
cioth - Ko + .. . c20tj2-Ko + .. . 

det cntii-"1 + .. . C21tJ2-KJ + .. . 

1 + .. . tq"(j2-j1) + .. . 
C10 + .. . c20th- J1 + .. . 
C11 + .. . c21tj2-j1 + .. . 

1 + .. . t(q" - l)(h-JJ) + ... 
c10 + .. . c20 + .. . 
C11 + , .. C21 + .. . 

Cnolj.,,_-K.Q + .. . 
C.n ] [Jn -1<:1 + .. . 

e tJn-Kn-2 + n(n - 2) . . . •· • 

tq"(jn-J1) + .. , 
CnotJn-}1 + .. . 
CnltJn-JI + .. . 

e t}n - Jl + 
n(n-2) ··· 

t(q"-l )(jn-Jl) + ... 

CnO + , .. 

Cnl + ··· 

Cn(n-2) + , .. 
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Daí 

(3 .2.6) 

onde as reticências indicam os termos de grau superior em t. Analogamente, temos que 

m · +'-'n-2(. ) A 2 = tq 11 L..;=o .J;+2 - 1s:; . det 

e também 

Assim, 

1 + ·-- t(qm-l)(32-j1) + .. . 
C10 + .. . 
C11 + .. . 

"l(n-2) + ··· 

1 + .. . 
1 + .. . 

C11 + .. . 

c20+ .. . 

c21 + .. . 

Cz(n- 2) + •·· 

t(,/" - l )(h-h) + .. . 
t(q"-1)(32 - jl) + ·- -

C21 + ··· 

C2(n-2) + ··· 

CnO + ··· 
Cnl + ··· 

Cn(n-2) + ··· 

t(q"'-l)(j,,-J1) + .. . 
t(qU-l)(j,, - h) + .. . 

Cnl + , .. 

Cn(n-2) + ··· 

onde novamente temos que as reticências indicam os termos de grau superior em t. Como 

vp(Tu,m) = vp(A;0 •··· ,"·n - 2 (Jo, ... , fn)), temos o resultado . O 

Proposição 3.2.10. Seja P E X um ponto arbitrá-rio com (D, P)-ordens Jo, ji, ... , Jn· Então 

n-2 

vp(Tt, ,m) ~ zui - Ki), 
-i=O 

e se 

det ( (~:)) O:Si,s:Sn- 2 = O mod p, 

vale a desigualdade estrita. 

Demonstração. Podemos novamente supor ep = O. Como na prova da Proposição 3.2.9, aplica­

mos uma transformação projetiva de JP'7'(IK) obtendo 9i = LJ1=o aijÍj tal que 9i = tJ; + ... é a 

expansão local de 9i em P (onde t é um parâmetro local em P). Mas desta vez, como Pé arbitrá­

rio, temos que ªiJ E lK para todo i, j, mas estes coeficientes não são necessariamente elementos 

de IFq; assim não podemos aplicar o ítem (a) da Proposição 3.2.4. Sejam então bi = L ªiJÍ}m e 
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A ,_o, ... ,,-n- 2 ( r J ) d t( ) - d t t J o, • .. , n e aij - e 

onde 

bo 

ho 
Dtº)go 

Dt 1 )9o 

di = :z= (-1r~kihklki, 
kE {O, .. . ,n}\ { i} 

b1 

h1 

Dtºlg1 

Dt•ilgl 

k, 

k + 1, 

bn 

hn 

Dtº)9n 

Dt 1 )9n 

se k < i 
se k > i 

35 

n 

= L(-l)ibidi, 
i=O 

e lki são ~s menores (n - 1) x (n - 1) obtidos pela matriz acima, omitindo-se suas duas primeiras 

linhas e as k-ésima e i-ésima colunas. Logo 

n 

A~º·· ,Kn- 2 (10, ... , fn) det(aij) = L L(-l)i+a:kibihklki· 
i=O k#i 

Como fo, ... , fn são regulares em P, temos que vp(bi) 2 O para todo i e vp(hk) 2 O para 

todo k. Portanto, temos que '1Jp(T.iL,m) 2 min{vp(lki) 1 i = O, ... ,n, k E {O, ... ,n}\{-i }}. Por 

procedimento análogo ao cálculo de (3 .2.6), temos que 

(3 .2.7) 

onde O :S s :S n - 2 e r E {O, ... ,n}\{k,i}, e assim 

(3.2.8) 

Os menores valores possíveis para o lado direito de {3.2.8) são obtidos quando k, i E { n - 1, n }. 

Logo, temos a desigualdade enunciada. Por fim, se 

det ( (~:)) O~i,s~n- 2 = O mod p, 

temos que vp(ln-1,n) > Jo + ... + Jn-2 - x:o - ... - Kn- 2· D 

Proposição 3.2.11. Seja P E X um ponto !Fqr-racional, parar = u, m, com (D, P)-ordens 

Jo,J1, ... ,Jn- Então 
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Além disso, se 

n- 1 

e I)Ji - t;;i-1) 2: 1 
i=l 

vale a desigualdade estrita. Em particular, se X for (qu, qm)-Frobenius clássica com relação a</>, 

temos que 11p(Tu,m) 2: _jn-1 2: n - 1. 

Demonstração. Suponhamos, sem perda de genernlirlade; que P é um ponto lF qu -racíonal ( o caso 

em que Pé IF'qm-racional é análogo). Seja tum parâmetro local em P . Novamente, multiplicando 

tod as as funções coordenadas Íi por tep, podemos supor que ep = O. Como na prova da 

Proposição 3.2.9, aplicamos uma transformação projetiva de ]pm(IIC) obtendo 9i = ~J=O aiJÍJ tal 

que g, = t1' + ... é a expansão local de 9i em P. Como P é lFqu-racional, os planos osculadores 

em P estão definidos sobre lF qu. Assim, todos os coeficientes desta expai:tsão ·são elementos de 

lFq·" e a m:::ttriz (aij) da transformação projetiva correspondente é tal que aij E IFq"· Para cada 

i =O, ... , n, seja então bi = ~ aiJÍ}m . Temos 

bo bi bn 
q" 

9o 
q" 

91 
q" 

9n 
D}Ko) go D~Ko) 91 D~Ko)Yn n 

A"º· ,Kn-2(,fi f) d t( ) - d t = I)-l)ibidi, t O, ... , n e aij - e 
Dt1)go D("1) D("1) g 

t [./I t n i=O 

D(Kn- 2) 
t 90 

D("n-2) 
t 91 

D(Kn-2) 
t 9n 

onde 

I: (-lt'kigf lkí, O'.kí = { 
k se k < i 

di = J 

k + I, se k > i 
kE{G, ... ,n}\{i} ' 

e os l.1.;i são como na prova da Proposição 3.2.10. Novamente neste caso, como vp(bi) 2: O para 

todo i, temos que vp(Tu,m) 2:: min{vp(gf lki) 1 i =O, ... , n, k E {O, .. . , n}\{i}}. Uma vez que 

vp(gf'') = qujk e por (3.2.8) vp(lki) 2:: Jo + .. . + Jn - ]k - Ji - r.o - .. . - ;;;n-2, temos que 

(3.2.9) 

para todo i E {O, ... ,n} e k E {ü, ... ,n}\{i}. Observe que na soma do lado direito de (3.2.9), o 

menor valor é obtido quando k = O e i = n. Como, por (3.2.7), vp(lon) > ~7~/ (ji - Ki-1) caso 

PI det ( U:)), com 1 '.S i '.S n - l e O '.S s '.S n - 2, temos o resultado. D 

Vamos agora estimar o peso dos pontos lFq(m-,,) -racionais de ,l' em Tu,m• Começaremos pelo 

caso de uma curva plana, que nos ajudará posteriormente ao estudo do caso geral. 

Lema 3.2.12. Seja X um modelo projetivo não singular· de uma curva plana irredutível dada 

por f(x, y) = O definida sobre lF'q, com q = p\ e seja Tu,m o divisor (q1\ qm) -Frobenius associado 
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ao morfismo cp1 = (1 : x : y) : X --t fll'2 (IK). Se P E X é um ponto IF
9
(m-u)-racional, então 

Vp(Tu,m) ~ qu. 

Demonstração. Se t é uma variável separante de 1Fq(X), temos por (3.2.1) que 

(3.2.10) 

Como visto na demonstração da Proposição 3.2.6, temos g(x,y) = g1 (x,y)h(x,y), onde 

II 

e h(x, y) E 1F9 [x, y] é o polinômio absolutamente irredutível dado por (3.2.4). Assim, para o fecho 

projetivo C da curva plana dada por g(x, y) = O, temos C = S U F, onde Sé a união de todas 

as retas de JPl2 (IK) definidas sobre 1Fq e Fé a curva que figura na Proposição 3.2.6 (ou seja, Fé 

o fecho projetivo da curva afim dada por h(x, y) = O). 

Se P E X é um ponto lFq-racional, o resultado segue ela Proposição 3.2.9. Seja P E X um 

ponto lFqcm- uJ-racional que não é 1Fq-racional, centrado em <h(P) E 1P'2 (Il"qcm- u))\JP2 (1Fq)- Por [4, 

Proposição 3.2], temos que cp1 (P) tem multiplicidade qu - 1 na curva F caso cjJ1(P) E S, ou 

multiplicidade qu caso cp1 (P) r/. S. Logo, em qualquer um dos casos, cp1 (P) tem multiplicidade 

qu em C. Supondo ep = O, temos 

vp(Tu,m) = vp(A~(l, x, y)) = vp(g(x, y)) = I(P, X n C) ~ qu. 

o 

No Lema 3.2.12 avaliamos o peso dos pontos IFq(m-,.)-racionais da curva X no divisor (qu, qm)­

Frobenius com relação à série linear 'D1 obtida pelo corte de X pelo sistema linear de retas em 

lll>2 (IK.). Vejamos agora o caso para um morfismo arbitrário. 

Teorema 3.2.13. Seja P E X um ponto lFq(m-ui-racional. Então vp(Tu,m) ~ qu. 

Demonstração. Dividindo cada Íi por fo, para i = O, ... , n, podemos supor que fo = 1. Seja 

P E X um ponto !Fq(m- u) -racional e seja t E !Fq(m-,,) um parâmetro local em P. Novamente, 

podemos supor que ep = O e assim temos que vp(fi) ~ O para todo ·i = O, ... , n e 

Repare agora que, pelo desenvolvimento de Laplace utilizando as três primeiras linhas, 

Al<:Q , •• . ,l<:n- 2 (1 f f ) = t , l, ·· · , n 
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( 

1 1r· 
onde WiJ = det 1 J(. 

l f'i 

sendo D.ij E {-1, l} o sinal correspondente. Corno vp(Dij) 2: O, para O < i < j :s; n, ternos 

vp(Tu,m) 2: min{vp(Wij)}O<i<j'.Sn· Portanto, é suficiente provarmos que vp(Wij) 2: qu para 

O< í < j::; n. 

Dada uma curva C com corpo de funções JK(z,w), defina g(z,w) := (zqm - z)(wq" - w) -

(wq"" - w)(zq" - z) e suponha g(z, w)-:/:: O. Pela demosntração do Lema 3.2.12, para todo ponto 

lFqcm-u)-racional P E C tal que z e w sejam regulares em P, temos vp(g(z,w)) 2: q1
'. 

Sejam i e j tais que i < j e vVij -:/:: O, e defina ç := .fi e rJ := Jj- Considere o morfismo 

?.jJ = (1 : ç: ry): X -t IP'2{JK) definido sobre Fq e seja Y = ?.jJ(X). Observe que JK(ç, ry) Ç IK(X) é 

o corpo de funções de Y e a extensão JK(X)/lK(ç, ·17) é finita. Uma vez que 'lj; está definido sobre 

!Fq, ternos que Q = 'lj;(P) E Y é um ponto IF'qm-u-racional. Logo, temos que VQ(g(ç, ry)) 2: qu_ 

Portanto 

onde e(PIQ) é o índice de ramificação de P sobre Q. o 

A estimativa para o peso dos pontos Fq-racionais no divisor Tu,m obtida na Proposição 3.2.9 

depende das (D, P)-ordens e da sequência de ordens (q'\ qm)-Frobenius de X com relação a V. 

O objetivo dos próximos dois resultados é obter um limitante inferior para tal estimativa. 

Proposição 3.2.14. Seja P E X iim ponto Fq-racional e sejam Jo, ... ,j.11 as .mas (V, P) -ordens. 

Se mo, ... , mn-2 são inteiros tais q11,e O :S mo < m1 < ... < mn- 2 e 

det ((Ji -J2
)) =f O mod p, 

mr Osrsn-2, 2si:Çn 

então Ki :s; mi para todo i. 

Demonstração. A prova é análoga a de [29, Proposição 2.5]. Seja x urna variável separant e de 

lFq(,Y) e sejam To, ... , Tn- 2 as ordens do s0:guinte morfismo: 

0: JP'l(JK) -t ]P'n-2(JK) 

( 1 : x) f----t ( 1 : xh- J2 : _ .. : xJn - í2 ) = ( xí2 : x13 : . . . : xJn ) . 

Corno det (e;-j2
)) -=j_ O mod p, temos que mo = O e 

mr Osr:Çn-2, 2si~n 
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Assim, pela minimalidade dos Ti, temos que Ti S mi para todo i = O, ... , n - 2. Por outro 

lado, temos que K,i S Ti para cada i. De fato, como To , .•. , Tn-2 são as ordens de 0, temos que 

det(Dt,.)xj;) =J. O. Logo, 

((]')) det i -:/:: O mod p. 
Tr 0:Sr:Sn-2, 2:Si:::;n 

Como P é IFq-racional, novamente podemos supor que fo = 1 e Íi = tj; + ... para cada i. 

Assim, como na prova da Proposição 3.2.9, temos 

Portanto K,i '.S. Ti, pela minimalidade dos Ki. o 

Corolário 3.2.15. Seja P E X um ponto Fq-racional. Então para todo i E {O, 1, ... , n-2} temos 

K,i ::;; Ji+2 - j2 e, além disso, 

Demonstração. A primeira afirmação segue da Proposição 3.2.14 fazendo mr = Jr+2 - )2. A 

segunda afirmação segue da primeira, da Proposição 3.2.9, e do fato de que j 1 2: 1 e j2 2: 2. O 

Como consequência imediata do Corolário 3.2.15, temos uma prova alternativa para o seguinte 

resultado, que já foi obtido antes. 

Corolário 3.2.16. Se 11:0 > O, então X(IFq) = 0 (ou seja, N1 = O). 

Estamos agora interessados em critérios para a determinação das ordens (qu, qm)-Frobenius. 

Levando em consideração as relações éi ::;; Vi ::;; K,i, começamos com os seguintes resultados. 

Corolário 3.2.17. Se existir um ponto P E X(lFq) com (1J, P)-ordens Jo, ... , jn tais que 

então Ki = éi para todo i. 

Corolário 3.2.18. Sejam 1/o, ... , T/n-1 as ordens IF'qu-Frobenius de X com relação a V . Se existir 

um ponto P E X(IF'q) com (D, ?)-ordens Jo, .. ,, }n tais que 

então "-i = vi para todo i. 

O resultado do Corolário 3.2.18 também é válido para µi no lugar de vi, onde µo, .. ,,µn- 1 são 

as ordens lFqm-Frobenius com relação a V. No caso em que mi= i, obtemos o seguinte. 
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Corolário 3.2.19. Seja P E X(IFq) e sejamjo, ···,Jn as (IJ, P)-ordens. Se o inteiro fb:si<rSnUr ­

Ji)/(r - i) não é divisível por p, então Kí = i para todo i =O, ... , n - 2 e 

n 

Vp(Tu,m) = 2n - 1 + (qu - l)j1 + I)Ji - i). 
i=l 

Demonstração. Usando propriedades básicas de determinante, temos 

1 )2 
jz(j2-l) 12(12- l) .. (J2-(n-3)) 

2! (n-2)! 

1 ]3 
h(fa-1) j3(j3- l) ... (j3 -(n-3)) 

2! (n-2)! 

( (1í)) 1 j4(j4-l) j4U4-l) ... (j4-(n-3)) 
. det = det )4 21 (n-2)! 

r O:SrSn-2, 2:Si:Sn 

\ 1 ]n 
Jn(j,,-1) Jn(j,.-1) .. (jn-(n-3)) 

2! (n-2)! 

1 )2 
,') . 

]2 - )2 
·n-2 h + ... 

1 )3 
·2 . 

h -.73 
-n-2 h + ... 

1 1 ·2 . ·n-2 

= 1 1 ( )ldet 
]4 ]4 - ]4 h + ... 

2.3 .... n - 2 . 

1 
. ') ·n-2 ]n J.; - ]n Jn + ... 

onde as reticências na última coluna indicam os termos de potências menores que n - 2 em Ji· 

Logo, uma vez que 2!3! .. . (n - 2)! = fLsi<r:Sn(r - i), temos 

det(j.[) 
2!3!. .. (n - 2)! 

clet Vanclermonde 

~ (3.2.11) 

Assim, temos que p f TI 2<i<r<nUr - Ji)/(r - i) implica p f det ((~)) . . Como 
- - O:Sr:Sn-2 , 2:SiSn 

P E X(lFq), podemos supor fo = 1 e Íi = tf, + ... para cada i. Novamente como na prova da 

Proposição 3.2.9, temos 

Portanto, r.;i = i para todo i, e pelo Teorema 3.2.9 temos que 

n-2 n 

vp(Tu,m) = qu}l + L)Ji+2 - i) = 2n - 1 + (qu - l)j1 + L(Jí - i). 
i=O i=l 

D 

Seja d = deg(D) e suponha X(IF'q) f= 0. Como Jn '.S cl, temos pelo Cororlário 3.2.19 que se 



3.2. O divisor (qu, qm)-Frobenius 41 

p 2: d - 1, então "-i = i para todo i =O, ... , n- 2, ou seja, a curva X é (qu, qm)-Frobenius clássica 

com relação a V. O próximo teorema, revela uma característica importante da sequência de 

ordens (qu, qm)-Frobenius. Através dele, em particular, poderemos provar um resultado análogo 

à afirmação anterior sem precisarmos assumir X(lF'q) -:/- 0. 

Teorema 3.2.20. Seja</; = Uo: fi : ... : fn) : X -----+ IP'n(II(), com n > 2, 11.m morfismo definido 

sobre lF q tal que X é ( qu, qm )-Frobenius não clássica com relação a </J. Seja f_ E { 1, ... , n - 2} tal 

qtie l'êi = i para í < e e K.e > e. Então Pl"'e• 

Note que o resultado obtido no Teorema 3.2.20 é análogo ao obtido em [10, Corolário 3], 

sendo este último relacionado à sequência de ordens IF q-Frobenius. 

Corolário 3.2.21. Sejam </J = (fo : fi : ... : fn) : X-----+ IP'n(IK) um morfismo definido sobre IFq e 

V a sua série linear correspondente. Se p >d= deg(V), ente.o X é (q1
\ qm)-Frobenius clássica 

com relação a V. 

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 3.2.20 e do fato de que "-n-2 :S d. o 

Corolário 3.2.22. Seja if> = Uo : fi : ... : fn) : X -----+ IPm(IK) um morfismo definido sobre 1Fq 

e suponha que p > n - l. Se X é (qu,qm)-Frobenius não clássica com relação a </J, então X é 

IFqr-Frobenius não clássica com relação a </J, parar = u, m. A lém disso, se p > n, a curva X é 

não clássica para cp. 

Demonstração. Sejam (vo, ... , Vn-1) e (Ko, ... , "'n-2) respectivamente as sequências IFqu-Frobenius 

e (qu, qm)-Frobenius de X com relação a ef>. Suponhamos que X é (q", qm)-Frobenius não clás­

sica com relação a </J. Pelo Corolário 3.2.2, existe I E {l, .. . , n - 1} tal que {K:o, ... , K:n-2} = 
{vo, ... , Vn- 1}\{v1 }. Se I = n - 1, temos que (vo, ... , Vn- 1) = ("'o, ... , l'i:n-2) e imediatamente 

concluímos que X é 1Fqu-Frobenius não clássica para ef>. Se I -:/- n - 1, uma vez que pjK:g para 

algum 1!, = 1, ... ,n - 2 (Teorema 3.2.20), temos que p[vi para algum 'i E {O, ... , n-1}\{I}. Como 

·i s; n - 1 < p, a curva X é lF qu-Frobenius não clássica para ef;. De maneira análoga, prova-se que 

X é 1Fqm-Frobenius não clássica para ef;. A última afirmação segue da Proposição 1.3.9. O 

A fim provarmos o Teorema 3.2.20, precisaremos est abelecer algumas notações e elos dois 

lemas seguintes. Dados um morfismo </J = Uo : h : ... : fn) : X -----+ IP'n(IK) definido sobre IB'q e t 

uma variável separante de lFq(X), para cada inteiro positivo r 2: O definimos 

(3.2.12) 

onde i,j,k E {l, ... ,n} são distintos. Convencionaremos Wijk(<P,t) := Wi~º2(cf>,t). Quando não 

houver dúvidas quanto ao morfismo e à variável separante em questão, denotaremos apenas wt2 
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. 'd w(r)(,1..t\ T b' . 1· .r {f .r} d l<k< +l . ao mves e ijk l/-', 1 . amem, seJam 81 , ... ,Jsk E o,---,Jn on e _ _ n e seJam 

r1, ... , rk inteiros positivos. Definimos 

D(ri) f 
t si 

D(r1) f 
t s2 

D(r1) f 
t Sk 

D(r2) f D(r2) f D(r2) f 
Mr 1 , . .. ,rk ( c/J t) := det t s1 t s2 t Sk 

(3 .2.13) SI, .. . ,Sk 1 

D(rk) f 
t S1 

D(rk) f 
t s2 

Dh)f 
t Sk 

Neste caso, também denotaremos M;;:.·:·:;; ao invés de M;;;::::;;(<fa, t) quando estiverem claros o 

morfismo ef> e a variável separante tem questão. Note que se ri = r 8 parai , s E {l, .. . , k}, temos 
ue Mr1 , ... ,rk = O q S) , •. ,,Sk · 

Lema 3.2 .23. Sejam rp = Uo : h : ... : fn) : X -+ lP'n(OC) um morfi.5mo definido sobre IFq e t 

uma variável separante de IFq(X ) Então DP\wi~/4) = (r + 1)w/;/1l para todo r 2': O. 
Demonstração. Em primeiro lugar , temos que DP)(gl) = O para todo g E IK(X), com l > O. 

_ . _ -r(1i.- u _ qm-u qm. - u . . .qn1.- ·u. ,qTn - u . 

Para-. ,J,kfixados,defimmosgi:=J1 h - Jjh ,gj:=fi fk-h}k egk := fi }1 -

JdJm-u' e observamos que 

w(rl = D(ri (J'.-)g"" - D(r)(f-)g"." +D(r)(J )o""-
i1 k t ,. . i t J J t k "'k 

Usando a regra do produto elas Derinvlas de Hasse e o fato de que Di 1 ) (gf) = O, para a,= i , _j, k, 
ternos que 

D?)(Df\fi)g() - D?\Dt)(fi)gf) +D?)(Dt)(fk)gf') 

= (r + l)(Dt+1)(f;).c/( - Dt+l)(Jj)gf +Dt+l)(fk)gf) = (r + l)Wi~/1l , 

corno queríamos. D 

Lema 3.2.24. Sejam cp = (!o : h : ... : fn) : X -+ lP'n(OC) um morfismo definido sobre IFq e t 

uma variável separante de IFq(X) . Então, para todo r > O e k > O temos 

Demonstração. Demonstraremos por indução em k. O caso k = 1 pode ser facilmente checado. 

Suponhamos que a propriedade é válida para k :S n - 1. Pelo o desenvolvimento de Laplace 

usando a primeira linha, temos que 

k+l 

.l\llr, .. ,r+k- 1,r+k = ~(-l)i+l D(r)Us -) . .l\llr+l,.:..:,_,r+k . 
.s1 , ... ,Sk ,Sk+l L....,, t t s1, .. . ,s,, ... ,Sk+l (3 .2.14) 

i=l 
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Assim, temos que 

k+l 
D(l)(Ar• ··•,r+k-1,r+k) =A+ ~(-l)i+ID(r)(f ) . D(l)(Mr+1, . ._._,r+k ) 

t s1, .. ,,SJç,Sk+1 L....,, t Si t SJ , ... ,s;, ... ,s1:+1 1 

i=l 

onde 

Agora, note que 

. d . . 1· l d . . d . t , " '1r+1 r+ l r+k p visto que as uas pnme1ras m 1as a matnz CUJO etermman e e 1vJ si , ... ',s1:,s·~-~'i se repetem. or 

outro lado, pela hipótese de indução, para todo i = 1, ... , k + 1, temos 

P t t t D (l) (i~ ,1r, . .. ,r+k-1,r+k) orano, emosque t VJs 1 , ... ,sk,sk+i = 

(r + k + 1) (f (-l)i+1 Dt)UsJ · M;~~.',"i;'~:+~k+l) = (r + k + 1) • M;;·:::.:;,~.-:-,;{~k+l_ 
i= 1 

o 

Demonstração do Teorema 3.2.20. Seja a 2: O tal que K-e = f +a+ 1. Como X é (qu, qm)-

F b . - l' . 1 - ,1., h" , t d . d rº e-1 e+a O ro emus nao e ass1ca com re açao a <f' nas 1po eses o enuncia o, temos que 5 ~·.·:.•.,st; 2 = 
para toda sequência so < .. . < se+2 tal que Si E {O, ... , n}, onde 

qm 
fso 

qm 
Ís1 

qm 
Ís2 

q"' 
.fsH2 

q" 
fso 

q"' 
Ís1 

qu 
Ís2 

q'-' 
fsl-t-2 

rro, .. ,,T[ := det 
Dtº) Uso) Dtº)Us1) Dtº) Us2) D iro) Ust+z) 

SQ , .. . ,S[+2 D~ri) Uso) Dt1 )Us1) Dt1 ) Us2) Dt1 ) Use+2) 

Dtt)Uso) Dtt)Us1) Dte)Us2) Dte) Use+2) 

sendo t é uma variável separante de IF q (X). Repare que, utilizando o desenvolvimento de Laplace 

usando as três primeiras linhas, obtemos 

rro, .. -,rt _ ~ ~ w(ro) Mr1, .. ,,rt 
so, .. . ,se+2 - L.,_, SiSjSk SiSjSk Sc,,cr:/:i ,j,k' (3.2 .15) 

i<j<k 

onde ~ s;sisk E {l, -1} é o sinal correspondente e i,j,k E {O, ... ,C + 2}. Desta maneira, fixada 
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uma sequência. so < ... < Se+2 com s1 E { O, ... , n}, temos que 

Ü _ ro, ... ,e- 1,e+a _ ~ 6. W Ml, ... ,e-1,e+a 
- so, ... ,S ( +2 - 0 S;SjSk SiSjSk So ,o.,f,i,j,k . 

i<j<k 

L O D(l) (rº·•·-,l-1,e+a) A + /\. d ogo, = t s0 , ... ,sl+2 = 1q 2, on e 

e 

/\. L J\ ·vrl D(l)(Ml, ... ,e-1,e+a) 
2:= Us·s ·sk 1 s·s·sL t _,_ .. k · 

·t J t J ~ S0t.,O: r 'l,J, 

i<j<k 

Agora, pelo Lema_ 3.2.23, temos que 

(3.2.16) 

· 1· h d · · d · , rl 1 e-1 e+a ~ • . uma vez que a terceira e a quarta m as a :11at.nz cu.10 etermmante e só,:::;;t+2 ' sao iguais. 

Portanto, temos que A2 = O. Por outro lado, pelo desenvolvimento de Laplace usando a última 

1. h 1· d 11 '11•·--,e- i/+a bt 1n a ap 1ca o a iVJ sc.,o.#i,j,k , o emos 

= (f +a+ 1) · L 6.rDf+a+!) Us,. ).iVJL,";~~.~.k;r + f, · L 6.rD~e+a) Us,.)M;~·,'d~~}tr 
·r#·i,j,k r#i,j,k 

= (f +a+ l). Ml, .,e-1,e+a+1 +.e. Ml, . ,e-2_,e,e+a 
Su ,o.#i,J,k Se, ,o.,j=i,;,k 

Portanto 

A (f + + 1) ~ 6. vil Nfl, .. . ,e-1,e+a+l .J... e. ~ 6. w Ml, ... ,i-2,f/+a 
2 = a . 0 SiSj Sk SiSjSk: s" ,u,f,i,j,k 1 0 SiSjSk S;SjSk Sa,O.#i ,j,k 

i<j<k i<j<k 

(f +a+ l). rD, ... ,e-1,e+a+l + f. rº•· .,e-2,e,e+a_ 
so, .. ,,st+2 so, ... ,se+2 (3.2.17) 

Afi r o, ... ,i-2,e,e+a - O . t d . ~ . < < t 1 E {O } rmamos que so, .. ,,st+2 - pai a o a sequencia so ... se+2 a que Si , ... , n . 

De fato: para a = O, a afirmação pode ser facilmente verificada. Suponha a > O e suponha 

também que f~b·,::~;l!;.f+a -:/- O para alguma tal sequência. Pela Proposição 3.2.3, teríamos que 

"'e :s; f + a, uma contradição, já que "'e = e + a + l. Assim, concluímos que 
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Pela definição da sequência (Ko, ... , Kf-l, Ke), temos que existe uma sequência so < ... < Se+2, 

{o } t 1 r KQ, ... ,Kt-1 ,Kt _/.. Ü p t t I O com Si E , ... , n , a que s0 , ..• ,st+2 r . or an o, p Ke. 

Segue agora o resultado principal deste capítulo. 

Teorema 3.2.25. Seja X uma curva projetiva irredutível não singular de gênero g definida sobre 

lFq, e sejam Nr a sua quantidade de pontos lFqr-racionais, parar= l, u, m, m - u. Se existir em 

X uma série linear V definida sobre lF q simples, livre de ponto base, de grau d, dimensão n e 

ordens (q1i, qm)-Frobenius KQ, K1, ..• , Kn-2, então 

onde C:r é o peso mínimo dos pontos P E X(IFgr) no divisor Tu,m, parar = l, 11,, m, m - u. Além 

disto, Cm-u 2: q" e c1 2: qu + 2(n -1). 

Demonstração. Pela Observação 3.2.8 os pontos IF gr-racionais sempre aparecem no suporte de 

Tu,m parar = 1, u, m, m - u . Como mdc(u, m)=l, temos que X(lFqr) ílr;i=s X(!Fqs) = X(!Fq), 

para r,s E {l,u,m,m - u} (em particular, Nr 2: N1 para cada r). Também, uma vez que 

X(IF'q) Ç X(lFq,·) parar E {u,m,m - u}, temos que c1 2: Cr para cada r. Logo, temos 

Portanto, a desigualdade enunciada segue de (3.2.3) . Os valores mínimos assumidos por Cm-u e 

c1 seguem respectivamente do Teorema 3.2.13 e do Corolário 3.2.15. D 

Observação 3.2.26. Note que caso X seja (q11
, qm)-Frobenius clássica, segue da Proposição 

3. 2 .11 que Cu 2: n - 1 e Cm 2: n - l. 

Repare agora que, se existir um ponto P E X no suporte de Tu,m que ri.ão seja lFqr-racional, 

parar= u, m, (m - u), podemos somar vp(Tu,m) do lado esquerdo da desigualdade exibida no 

Teorema 3.2.25. Da mesma forma, se existir um ponto IF'qr-racional P E X no suporte de Tu,m 

tal que vp(Tu,m) > Cr, podemos somar (vp(T,,,m)-Cr) do lado esquerdo da mesma desigualdade, 

onde r = 1, u, m, m - u. Assim, usando as Proposições 3.2.9, 3.2.10 e 3.2.11, podemos reescrever 

o Teorema 3.2.25 da seguinte maneira. 

Teorema 3.2.27. Seja X uma curva irredutível não singular de gênero g definida sobre IF'q, e 

sejam Nr a sua quantidade de pontos lF qr -racionais, para r = l, u, m, m - u. Se existir em X 

uma série linear V definida sobre Fq simples, livre de ponto base, de grau d, dimensão n e ordens 

(qu, qm)-Frobenius Ko, 11:1 1 ... , ll:n-2, então 

(c1 - Cu - Cm - Cm-u)N1 + CuNu + CmNm + Cm-v.Nm-u + I: B(P) 
P EX 

(3.2.18) 
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onde Ccr é o peso mínimo dos pontos P E X (lF q,.) no divisor Tu,m, para r = 1, 1L, m, m - u e 

B(P) = 

q"j1 + I::-a2 Ui+2 - r.;i) - c1, 

max { O, I:~;;/ (ji - r.;i_ i) - Cr} 
vp(Tu,m) - Ccm-1t 

max{O, L~;;lui - r.;i)}, 

para P E X(lFq); 

para P E X(!Fqr )\X(IFq) , r=u,m; 

para P E X(IFqm-11 )\X(!Fq); 

nos demais casos . 

Demonstração. Os valores de B(P) seguem da Proposição 3.2.9 caso P E X(lF'q), ela Proposição 

3.2.11 caso P E X(IFqr)\X(lFq), parar= u,m e da Proposição 3 .2.10 caso P ~ ,-Y(IFq•·), para 

r = 1, u, m, m - u. O restante da demonstração é análoga à do Teorema 3.2.25. D 

3.3 Exemplos 

Nesta seção veremos alguns exemplos de aplicações do Teorema 3.2.25, obtendo-se assim 

novas cotas superiores para pontos racionais em curvas definidas sobre IFq. Compararemos estas 

novas cotas à cotas já existentes . 

Exemplo 3.3.1. Seja ,Y um modelo projetivo não singular de uma curva plana. de género g, 

grau d, definida. por f(x, y) = O sobre lFq e considere o morfismo de Veronese 

,1., - ( 1 . x . y . x2 . . x·iyJ° . . ys) . v ________... fil!vf (iv) \f/s - . . . • , •• . • • •• . . r1. ---r lr ~ ' 

comi+ j ::S s, onde 1 ~ s ::S d - 3 e M = (8i2) - 1 = (.s 2 + 3s)/2 . Sabemos qv.e a série linear 

'D5 associada ao morfismo <Ps é simples, livre de ponto base e deg('Ds) = sd (ver 2.0.1). Se X é 

(qu, q"'- )-Frobenius clássica para 'Ds, o Teorema 3.2.25 fornece 

{M - l)Nu + (M - l)Nrn + qu Nm-u ::S (M - 1)(1\!l - 2) (g - 1) + sd(qm + q11 + M - l). (3.3.1) 

Paras = l, temos o morfismo <P1 = (1 : x : y) : X ---+ IP2 (1K.). Note qne neste caso, não 

é preciso o uso da derivada de Hasse e logo, na constnição do divisor (q·u, qm·) -Frobenius Tu,m, 

não precisamos do divisor canônico para fazer· a "correção" em caso de mudança de variável 

separante. Portanto, temos que X é (qu, qm)-Frobenius clássica para <P1 e 

Como o grau de 'D1 é d, temos deg(Tu,m) = d(qm + q + 1). Assim, a cota (3.3.1) é dada por 

(3.3.2) 

Sejam r = n,m,rn - 11 .. Supondo que X seja !Fq,·-Frobenius clássica com relação a <P1, temos 
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que a cota de Stõhr- Voloch fornece 

(3.3.3) 

Vejamos o seguinte caso: A curva X atinge a cota (3.3.3), ou seja, 2N1 = 2(g- l) + d(q + 2). 

Fazendo 'lL = m, - 1, temos por (3.3.2) que 

ou seja, temos que 

2Nm '.S: 2(g - 1) + d(q= + 2) - 2(qm-l + l)(g - 1) - 2Nm-1, 

que é melhor que a cota {3.3.3) para Nm sempre que d > 2. Podemos encontrar exemplos de 

classes de curvas q·ue atingem a cota {3.3,3) em (3, Teorema 2.1/ e /6, Teorema 2/-

Paras = 2, temos o morfismo </J2 = (1 : x : y : x 2 : xy : y2) : X ---+ JP>5 (IK) , Se X for 

(q'1", qm)-Frobeniiis clássica para 'D2, a cota {S . .'J. t) nP.ste wso fornP.ce 

(3.3.4) 

A cota de Stõhr- Voloch para X IF qr -Frobenius clássica para 'D2 é 

5Nr:::; 20(g - 1) + 2d(qr + 5). (3.3.5) 

A cota (3.3.4) para Nm é melhor do que a cota (3.3.2), aproximadamente, se 3d < qm-u_ Se 

em particular tivermos aproximadamente Nm-u 2 dqm-u /2, a cota {3.3.4) para Nm também é 

melhor do que a cota {3.3.5). 

Exemplo 3.3.2. Seja X uma curva nas hipóteses do exemplo anterior. Param = 2 eu= l, o 

Teorema 3.2.25 fornece a seguinte -cota {associada ao morfismo </J1): 

(3.3.6) 

Em (19/, trabalhando com a Função Zeta da curva, lhara observou a seguinte relação entre 

N1 e N2: 

N2:::; q2 + 1 + 2gq- _(N_1_-_q_-_1)_2 
g 

(3.3.7) 

Em algumas situações, dependendo de n,q e N1, a cota {3.3.6) é m elhor do que {3,3.7) . Por 

exemplo, suponha que X é não singular; se N1 2 dq/2, temos que {3.3.6) é melhor do que {3.3. 7), 

aproximadamente, se d 2 q/2 + 3. 

Exemplo 3.3.3. Considere a curva X apresentada em /6, Teorema 2/ dada pelo fecho projetivo 

da curva afim definida por 

(y + 2)18 + yl8 _ X18 _ 1 = Ü 
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sobre lF3 7 . Por /6, Teorema 2}, temos que ,Y t não singular (portanto seu gênero ég = (d- l)(d-

2)/2 = 136} e N1 = 3(p - 1)2 /8 = 486. Utilizando o software "Magma Calculator", obtemos qzie 

N2 = 2430. Através da tabela (3.3.8), podemos comparar a cota {3.3.2) com outras cotas aqui 

listadas: 
Cota N2-:;. 

Storh- Voloch (3.3.3) 12475 

Hasse- Weil (1.0.2) 11434 

Jhara (3.3. 7) 9959 

(3.3.2) 6858 

Exemplo 3.3.4. Seja X a curva de grau 6 definida sobre IF3 dada por 

L xryszk = O. 
r+s+k=6 

(3.3.8) 

Queremos estimar a quantidade de pontos IF27-racionais de X. Assim, usaremos a cota (3.3.2) 

param= 3 eu = l. Por (3, Teorema 2.1/, temos que X é não singular e possuid(d+q2 - 1)/2 = 
42 pontos lF9-racíonais, ou seja, N2 = 42. Seu gênero é dado por (d - 1) (d - 2)/2 = 10. Usando 

o software "Magma Calculator", obtemos N1 = O e N3 = 24. Podemos comparar a cota (3. 3. 2) 

com as demais através da tabela (3.3.9). 

Cota N3-:;. 

Hasse- Weil (1.0.2) 131 
Storh- Voloch (3.3.3) 96 

(3.3 .9) 

i (3.3.2) 60 

3 .4 Curvas lF qr-Fro beni us não clássicas, para r = u, rn 

Seja X uma curva não singular de gênero g irredutível definida sobre IFq- Nesta seção, anali­

saremos os casos em que a curva ,,y é (qv., qm)-Frobenius clássica e IFqr-Frobenius não clássica com 

relaçào a um morfismo <P definido sobre IFq, parar = u, rn, e as consequências que este fato exerce 

no Teorema 3.2.25. Começaremos por um resultado que est ima o peso de um ponto IFqm-racional 

no divisor Tv.,m, no qual fazemos uso do fato de que os determinantes A7o, ... ,Kn- 2 (16, ... ,Jn) e 

w;o, ... ,v,._ 1 (!0, ... ,Jn) (definido como em (1.3.1) para IFqm) diferem um do outro por apenas uma. 

linha, onde (vo, .. . , Vn-d é a sequência. não clássica de ordens IFq-u-Frobeius de X com relação ao 

morfismo <p. 

Proposição 3.4.1. Seja X uma _curva irredutível não singular IFq-u-Frobenius não clássica e 

(qv., qm)-Frobenius clássica com -relaçâo ao morfismo <p = (1: fi: ... : fn) - Seja P E X um ponto 

IFqm-racionalcom(D,P)-ordensjo, ... ,jn tais quef1o.-;s<r~n-l(jr-Js)/(-r-s) =/=- O modp. Então 

n-2 

vp(T1l,m) 2: jn + I)ji - í). 
Í=Ü 
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Caso 

det ( (1;)) os;ss;n-l , l S::r S::n = O mod p, 

vale a desigualdade estrita. 

Demonstração. Podemos assumir que ep = O. Sejam t um parâmetro local em P e (aij) E 

GLn+I (IFqm ), com aoo = 1 e aor = O parar = l, .. . , n , tal que 9i := L j=O aijÍj =ti;+ ... , parai = 
O, ... , n, onde /o := 1. Uma vez que X é lFqu-Frobenius não clássica e (qu, q-m)-Frobenius clássica 

com relação a e/;, temos que a sequência de ordens IFqu-Frobenius é dada por (O, 1..., n- 2, 1:), com 

é > n - l. Assim, temos 

1 q" 
Í1 

q" 
Ín 

1 h Ín 

det o D;1l(h) Df1 l Un) =O. (3.4. l) 

o Dt-l)(h) Dt - l) (/n) 

Portanto, 

1 q" 
Í1 

q" 
Ín 1 h1 hn 

1 h Ín 1 91 9n 

det o D~1)(h) DP\Jn) -det(aij) = clet o DP\91) D~l) (gn ) = O, 

Ü ot-l)(/i) D~n-l)Un) Ü Dt-1\91) Dt-l)(gn) 

(3.4.2) 

onde hi = Lj=O ªiiÍr. Assim, utilizando o desenvolvimento de Laplace nas colunas do último 

determinante, para cada i = 1, ... , n obtemos 

(3.4 .3) 

onde 'Yi é o menor n x n de (3.4.2) obtido omitindo-se a primeira linha e ai+ 1-ésima coluna e 

Íij é o menor n x n de (3.4.2) obtido omitindo-se a j + 2-ésima linha e ai+ 1-ésima coluna. 

Afirmação: Y rj /'Yr = Y sj/1 s para todo r, s E {l, .. . , n} com r =f. s e j E {O, ... , n - 1 }. 

Assumindo a afirmação, ternos que Ój := Yijhi para todo i E {l, ... ,n} e j E {O, ... ,n - 1}; 

em particular, Ón- 1 = Y nn-if 'Yn• Como hj é regular em P para todo j e 

1 

1 

Ynn-1 = det O 

h1 
th + ... 

. 1 
c11tJ1- + · · · 

hn-1 

tfn- 1 +,, , 
. -1 

C(n-l)ltJn-1 + ... 

.... -

.. 
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d - {Ji) (Y ) > °"'n-2(. º) T b' on e Cik - \ k , temos que Vp nn-I _ L,i=O Ji - i . am em, como 

e det ( (1;)) l <r.s<n-l = Ti o:s;s<r:Sn-1 Ur - Js)/(r - s) -::f. O mod p, temos Vp(,n) = Z~/(ji - i). 

Portanto, vp{ón_=-1) 2:: - Jn-1 + n - l. Agora, note que 

1 

1 

o 

q"' 
91 

91 

DP)(.91) 

qm 
9n 

9n 
D;1) (gn) 

Através da relação 

n-1 

( 1, h1 , ... , hn) = I)-l)j Ój · (D~j) (1), DF\91) 1 ••• , Dij\[}n-1)), 
j=O 

1 9(' 
oqm 
~n 

1 91 9n 

o DP)(g1) DP\9n) = <)n-1 · ( det ( (~)) tL7~i.ii-(i-l) + · · ·). On-1 · det 

o D(n-21( ) 
t 91 D}n-2) (gn) 

o D(n-1)( ) 
l 91 D~n-1) (gn) 

Portanto, vp(Tu,m) = vp(A~º··--,"'-n- 2 (/o, fi, ... , ln)) 2:: vp(ón-1) + z:~1 Ji - (i - 1) = Jn + 
z~==l (ji - 'i). 

Prova da Afirmação: Queremos mostrar que 18 Y rj = ir Y sj para todo r, s E {1, ... , n} com 

r =f s e j E {O, ... , n - l}. Para simplificarmos a exposição, vamos supor que s = n e r = 1; não 

é dífícíl constatar que os demais casos são análogos. Primeiro, repare que o desenvolvimento de 

Laplace aplicado a (3.4.2) usando a primeira e a segunda linhas fornece 

n n 

11h1 =A+ I)-l)i1ihi e 1191 =A+ I)- ltYi9i , 
i=2 i=2 

onde A é o menor n x n ele (3.4.2) obtido omitindo-se a primeira. linha e a primeira coluna. 
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Também, usando propriedades básicas de determinantes, verifíca-se facilmente que , 1Dt)(g1 ) = 
L~=2(-1r,iDt)(gi) para todo r =/=-j. Assim 'Yllnj = . 

1 h1 hn-l 1 'Yl h1 hn-1 

1 91 9n-l 1 1'191 9n-l 

o D?\91) 
(1) 

D t (9n- 1) o (1) 
11 Dt (91) (1) ( Dt 9n-l) 

11 · det 
D~1- 1\9i) DU-1\ ) 

= det 
'Yl D}-j - l) (91) D(j- 1)( ) o t 9n-1 o t 9n-1 

o D~j+l){g1) D(j+1) ( ) 
t 9n- l o D(j+l) ( ) 11 l 91 D~H1\9n-1) 

o D~n- l ) (91) D(n-1) ( ) 
t 9n-1 o D(n-1) ( ) 1'1 t 91 D(n-1) ( ) 

t 9n-l 

e portanto 

1 A+ L~2(-l)i1'ihi h2 hn-1 

1 A + L7=2 ( - 1 f-Yi9i g2 Un-1 

o L~=2(-l)iriD?l(gi) v?l(g2) (1) ( ) Dt 9n- l 

, 1 lnj = clet 
Ln ( l)i D(j-1)( ) D~j-l\92) nU- 1)( ) 

(3.4.4) 
o i=2 - l'i t 9i t 9n-l 

o L~=2 ( -1 )i'YiD}j+l) (9i) D(j+l)( ) 
t 92 D(j+l)( ) 

t 9n-l 

o Ln ( )i D(n- 1)( ) 
i=2 -1 1i t 9i D~n-1)(92) D(n-11( ) 

t 9n-l 

Usando a linearidade na segunda coluna de (3.4.4) e o fato de que os inteiros n e n - 2 têm a 

mesma parjdade, temos que 11 i nj = l'n i 1j, como queríamos. D 

Exemplo 3.4.2. Seja F : J(x, y) = O uma curva plana de grau d e gênero g definida sobre 

1Fq e seja X um modelo projetivo não singular de F. Considere o morfismo de Veronese </Js : 

..--Y -t p M (lK), com l ::; s s; d - 3, onde M = (8;2) - 1 = (s2 + 3s)/2, tal que p ~ .M - 1. 

Sabemos que associada a <p8 temos a série linear V 8 , que é simples, livre de ponto base e tem grau 

sd. Suponhamos que X seja (qu, qm)-Frobenius clássica com relação a 'Ds e IF'qu-Frobenius não 

clássica. Como a sequência (11:0, ... , KM-2) =(O, ... , M -2) é uma subsequência da sequência !Fqu­

Frobenius (vo, ... , llM-1), temos pelo Corolário 1.3.4 que (vo , ... , VM-1) = (O, 1, ... , M -2, pr), para 

algum r > O (pr > M-l); esta última é uma subsequência da sequência de V 8 -ordens (Eo, .. . , EÚ), 

e assim temos que Ei = i parai = O, ... , M - 2, éM-1 = M - l ou pr e EM 2: pr. Suponhamos 

também que fioss<r:SM- 1(j.,.(P) - js(P))/(r - s)-;/=. O mod p para todo P E X(lFqm)\X(IFq) n 
Supp(R), onde R é o divisor de ramificação de X com relação a V 8 . 

Vamos primeiro assumir que EM- 1 = M - l, e portanto EM = pr. Desta maneira, temos que 

Cm - u 2: qu (Proposição 3.2.13), ci 2: qu+pr +M-1 {Proposição 3.2.9) e Cu~ M-l (Proposição 

3.2.11). Também, como íloss<r:SM-l(j.,.(P)- Js(P))/(r -s) = 1 para todo P (/. Supp(R), temos 
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que Cm ~ pr (Proposição 3.,4- 1} Pelo Teorema 3.2.25, temos 

A cota obtida para Nm é melhor do que a cota de Stohr- Volvch relativa a série. linear Vs para Nm 

sempre que, aproximadamente, (lvf - l)Nu/q11, + Nm-u > sd. Agora, suponhamos que f.M -- l = pr 

e assim é.M > pr. Aqui, temos que Cm-u ~ qu (Propos·ição 3.2.13}, ci ~ qu + 2pT (Proposição 

3.2.9}, Cm~ pT e Cu ~ pr (Proposição 3.2.11). Neste caso, O Teorema 3.2.25 fornece 

Aqui, cota obtida para Nm é melhor do que a cota de Stohr- Voloch relativa a sétie linear Ds para 

Nm sempre que, aproximadamente, pT N,.,/qu + Nm- 1l + pr(2g - 2)/qu > sd. 

Exemplo 3.4.3. Sejam E uma potência de um primo p e r > O um inteiro. As api'tcações 

norma N : lF'q ----+ 1Fe e traço T : IFq ----+ IFe, onde q = ET, são definidas respectivamente por 
( 

E:r-l r- J r-2 
N o:)= o: ,-1 e Tr(o:) = ae + at: + ... +o:t: +a:. A curva norma-traço F sobre IFq é definida 

pelo fecho projetivo da curva afim 

N(x) = Tr(y). 

O grau de Fé t:;::} = ér- 1 + ET- 2 + ... +E+ l. Por (18, Teorema 7.65 (iii}J, a curva F é não 

clássica para r/>1 e sua sequência de V1 -ordens é dada por (O, 1, E). Seja X um modelo projetivo 

não singular ele F. Utilizando-se do fato de que a aplicação traço é linear e sobrejetiva, não é 

difícil mostrar que X possui E 2r-l + 1 pontos 1Fq-racionais. Além disso, como N{x) e Tr(y) são 

polinômios com o conJunto mínimo de valores, por í5/ temos que a curva X é l'lq-Frobenius não 

clássica para qy1 , com sequência F q-Frobenius (O, ê). Verífíca-se sem dificuldades que F possui 

um único ponto singular P = (O : 1 : O), qzie é 1Fq sracional; sendo assim, p f j 1 (P) para todo 

P E X(Fqm)\X(IF'q)- Utilizando o exemplo 3.4.2 paras= l, ·u = 1 em= 2, temos que 

N (ET-1 + Er - 2 + ... +E+ l)(q2 + q + 1) - (q + l)(é2T-l + 1) 
2 :S ----- ------------------. 

ê 
(3.4.5) 

Vejamos o caso em que E = 3 e q = E3 = 27, ou seja, r = 3. Neste caso, temos que a cu.rua 

X é dada porx13 = y9 +y3 + y. Através do software "Magma. Calculator", calculamos N2 = 946. 

Utilizando a tabela (3.4.6), podemos comparar a cota (3.4.5) com outras cotas para N2. 

Cota N2 :S 
Hasse-Weil (1.0.2) 3322 

Storh- Voloch (1 .3.2} 3261 (3.4 .6) 

Ihara (3.3. 7} 2350 

(3.4.5) 1003 

Teorema 3.4.4. Seja X uma curva plana não singular de grau d definida sobre 1Fq, com q = ph_ 
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Suponha que X é IF q-Frobenius não clássica com relação ao sistema linear de retas em JlD2 (IK) . 

Então 

(3.4.7) 

para algum s > O. 

Demonstração. Suponha que X é o fecho projetivo da curva dada por J(x, y) = O, com J(x , y) E 

IFq[x , y]. Considere o morfismo ef>1 = (1 : x : y) : X--+ W'2(IK) e 'D1 a série linear correspondente. 

Pela Proposição 3.2.6, temos que a única ordem (q, qm)-Frobenius de X associada a 'D1 é 1':o = O. 

Como X é IF q-Frobenius não clássica para </>1 , temos em particular que ela é não clássica, e suas 

sequência de Vi-ordens e sequência ele ordens IFq-Frobenius são (O, 1, E) e (O, E) respectivamente, 

onde E = p8 para algum s > O (Corolário 1.2.9). Além disto, como X é não singular, temos que 

j1(P) = 1 para todo P E X e, pelo Teorema 1.3.8, temos N1 = d(q - d+ 2). Por [29, Corolário 

2. ÍO], todo ponto IF q-racional de X é um ponto 'D1 -Weierstrass, ou seja, todo ponto IF q-racional 

de X pertence ao suporte do divisor de ramifir.ação R de 'D1. Assim, dado P E X(IFq), temos 

que J2(P) 2: ps + l. 
Portanto, pela Proposição 3.2.9 e pela Proposição 3.4.1, temos que vp(Ti,m) 2: qj1 (P) + 

h(P) = q + p8 + 1 se Pé um ponto IFq-ra.cional e vp(T1,m) 2: h(P) = ps se Pé um ponto IFqm­

racional. Também, se Pé um ponto IFq,,,-1-racional , temos pelo Teorema 3.2.13 que vp(T1,m) 2: q. 

Aplicando o Teorema 3.2.25 com c1 = q + p5 + 1, Cm = p5, cm-1 = q e efetuando os cálculos, 

chegamos à cota superior desejada. o 

Seja X uma curva como no enuciaclo cio teorema anterior. Como X é IFq-Frobenius não 

clássica, temos que X é 1Fqm-Frobenius clássica para ef>1 ([4, Teorema 1.1]); porém, esta é não 

clássica com sequência de 'D1-ordens (O, 1, p5
). Logo, a cota de Stohr-Voloch para Nm com relação 

ao morfismo f 1 é 
~, cl(cl + qm - 1) 
lvm<------. - PS (3.4.8) 

A cota (3.4.7) é melhor do que a cota de Stohr-Voloch acima sempre que Nm-l -=J. O. Isto acontece, 

em particular, se d -=J. q + 2. Caso Nm- 1 = O, as cotas coincidem. Em algumas situações, a cota 

(3.4. 7) também é melhor do que a cota ele Hasse-Weil. Por exemplo, caso m = 2, t emos que a 

cota (3.4.7) é melhor do que a cota de Ihara (3.3.7) (que é melhor do que a cota de Hasse-Weil) 

se, aproximadamente, d ~ q/p5
• 

Exemplo 3.4.5. Seja p = 5, q = 53 = 125 e considere a curva X de grau p2 + p + l = 31 sobre 

IF 125 dada pelo fecho projetivo da curva definida por 

Por (9, Seção 3/, a curva X é 1Fq-Frobenius não clássica com relação a 4>1 = (1 : x: y). Por (18, 

Teorema 7. 65 {iíi) /, temos que a sequência de 'D1 -ordens de X é (O, 1, 5). Não é difícil mostrar que 

a curva X é não singular. Utilizando o softwo.re "Magma Calculator': obtemos que N2 = 22196, 
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ou seja, X possui 22196 pontos lF 1252 -racionais. Utilizando a tabela (3.4. 9), podemos comparar 

a cota. (3.4 . 7) com outras cotas para N2 . 

Cota N2 5:. 
Hasse- Weil {1 .0.2) 124376 

Jhara (3.3. 7) 105703 (3.4.9) 

Storh- Voloch (3.4.8) 97061 

(3.4- 7) 22661 

Exemplo 3.4.6. Vejamos um exemplo de curva que atinge a cota (3.4 .1) . Seja X a curva 

definida sobre lFq2 dada pela equação 

ou seja, a curva X é a Curva Hermitiana sobre IB\2. A cur-va X é .uma cv.rva maximal (ou seja, 

a curva X atinge a cota de Hasse - Weil) e seu gênero é dado por g = q(q-1)/2 (ver /28, Exemplo 

6.3.6/) . Caso q =/- 2, por /18, Teorema 7.65 (iii)} temos que X é lFq2-Frobenius não clássica com 

relação a <Pi, e sua sequência de D1-ordens é dada por (O, 1, q). Por /28, Corolário 5.1.16/, temos 

q1te 
2g 

Nr = q2r + 1 - L O:i, (3.4.10) 
i=l 

onde Lq, .. . , c.129 E lC são os inversos das raízes do L-polinômio ( o numerador da Função Zeta) de 

X sobre lFq2 {esta igualdade é verdadeira para cur-vas em gera( e nã.o só para curvas maximais). 

Pelo Teorema de Hasse- Weil (/28, Teorema 5.2.1/), temos que luil = q e, pela maximalidade 

de X, temos que N1 = q2 + 1 + 2gq . Com isso e usando (S.4 .1 O), temos que ai = -q, para 

i =l , .. . ,2g . 

Agora sejam> 1 e s11ponha1 sem perda de generalidade, quem é par. Pela equação (3.4.10), 

temos 

Também, temos que m - 1 é ímpar e novamente por (3.4.1 O), temos 

Portanto, obtemos 

q(q2m + 1- qm+l(q - 1)) + q2(q2(m-l) + 1 + qm(q _ 1)) 

q2m+l + q2m + q2 + q = (q + l)(q2m + q) 

d(q 2m + d - 1), 

onde d= q + l é o grau da curva X. 

(3.4.11) 
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Finalizamos esta seção observando que na Proposição 3.4.l e no Exemplo 3.4.2 supusemos que 

X é 1Fqu-Forbenius não clássica com relação a cp e tomamos um ponto 1Fqm-racional P E X para 

estimar seu peso em Tu,m • Se supuséssemos que X é IFqm-Forbenius não clássica com relação a</> 

e tomássemos um ponto P E X que fosse 1Fqu-racional, obteríamos resultados equivalentes (tro­

cando a sequência de ordens !Fqu-Frobenius (vo, .. . , vn- 1) pela sequência de ordens !Fqm-Frobenius 

(µo, ... , µn - 1)). Todas as demonstrações são análogas. 

3.5 Aplicação a uma curva de Fermat 

Seja X := Xd(a, b) uma curva de Fermat de grau d definida sobre 1Fq (q = ph), ou seja, a 

curva X é dada por uma equação do tipo axd + byd = zd, com a., b E IFq, onde p f d. Em [12], são 

apresentadas cotas superiores para N1 quando a curva X é IF q-Frobenius clássica com relação ao 

morfismo de Veronese 1Js, com 1 S s S d - 3 e, para os casos .s = 1 e .s = 2, o valor exato de N1 

é clet ermínado quando X é IFq-Frobenius não clássica. 

Aqui aplicaremos o Teorema 3.2.27 aos morfismos de Vcroncse em curvas de Fermat definidas 

sobre IFq. Para os casos em que tais curvas são 1Fq-Frobenius não clássicas, porém (q, qm)­

Frobenius clássicas para s = 1 e s = 2, daremos novas cotas superiores para o número de 

pontos racionais de X em uma extensão de lFq, que melhoram a::; cotas obtidas pelo Teorema de 

Stohr-Voloch. 

Considere novamente o morfismo de Veronese <Ps : X --+ pM, com M = ( 512) - 1 = 
(s 2 + 3s)/2, 1 S s S d - 3, onde <Ps = (l: x: y: x2 : .. . : x 1y1 : ... : y 5 ), tal que í + j S se V 5 a 

série línear associada ao mesmo. 

Teorema 3.5.1. Sejam X= Xd(a, b) uma curva de Ferrnat irredutível definida sobre lFq e s um 

inteiro tal que 1 S s S d - 3. Se X é (q, qm)-Frobenius clássica com relação a 'Ds, então 

< (M - 2)(1VJ - l)(g - 1) + sd(qm + q + M - 1), (3.5 .1) 

com c1 2: q + 2(M - 1), Cm-1 2 q, Cm 2'. (M - 1), onde 

]\t = - 1 1 ( s + 2) 
2 ' 

R é o número de pontos lF q -racionais de X com xyz = O, Rr é o número de pontos IF qr -racionais 

de X com xyz = O e c; é o peso mínimo dos pontos P E X(IFqr )\X(!Fq) com xyz = O no divisor 

T1 ,m, para r = m, (m - l). 
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Demonstração. Sabemos por [12, Teorema 1] que um pcnto P E X é ponto de inflexão total 

(isto é, a multiplicidade de interseção de X com sua reta tangente em P é d) se, e somente se, 

P E C : xyz = O. A idéia é aplicarmos o Teorema 3.2.27 ao morfismo <Ps, calculando o valor de 

B(P) nestes pontos de inflexão total. Como as possíveis multiplicidades de interseção de retas 

com a curva X em um ponto de inflexão total são O, 1, d, temos que as (Ds, ?)-ordens nestes 

pontos são {jo,J1, ... ,Ji1,I} = {i + dj I i,j ~ O, i + j s; s}. 

Temos assim 3d pontos ele inflexão total em X, sendo R deles lFq-racionais, R111 _ 1 deles lFqm-1-

racionais e Rm deles lFqm-racionais. Logo, tendo em vista que as ordens (q, qm)-Frobenius siio 

O, 1, 2, ... , M - 2, calculando B(P) para estes pontos e aplicando o Teorema 3.2.27 obtemos 

M-2 

(c1 - Cm - Cm-1)N1 + CmNm + Cm-lNm-1 + (3d - Rm - Rm-1 + R)( L (ji - i)) 
i =Ü 

M - 2 

+ (Rm - R)(c~ - Cm)+ (Rm-1 - R)(c~-1 - Cm-1) + R(qj1 + L (ji+2 - i) - c1) 
i=O 

< (M - l)(M - 2)(g - 1) + sd(qm +q + M -1). 

Em [12, Corolário 1], é mostrado que 

itl (j í - i) = t ( ( d - s - l) s ( s - l) ( s + 4) + s ( s - l) ( s - 2) ( s + 5) ) . 
i=O 4 

Logo, como JM-1 = (s - l)d + 1, temos que 

M-2 M-1 

L (j; - ·i) = L (j; - i) - UM-1 - (M - 1)) = E2. 
i=O í=O 

Assim, reescrevemos a clesigualdade acima: 

(c1 - Cm - Cm-1)N1 + CmNm + Cm- lNm-1 + 3dE2 + (Rm-1 - R)(c~- 1 - Cm-1 - E2) 

M-2 l'vf-2 

+ R(q + L Uí+2 - i) - L (j; - i) - c1) + (Rm - R)(c:n - Cm - E2) 

i= O 

< (M - l)(M - 2)(.9 - 1) + sd(qm + q + M - 1). 

Uma vez que )1 = 1, )M = sd e JM- 1 = (s - l)d + 1, temos 

M-2 M -2 

q + L Ui+z - í) - L (ji - í ) - c1 = E1, 
i = O i=O 

e assim obtemos o resultado. 

Observação 3.5.2. Pam. c 1 = q + 2(M - 1), temos q·ue E1 = s(2d - s - 3) - d+ 2. 

D 
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Vamos agora estudar o Teorema 3.5.1 sob a hipótese de X ser lFq-Frobenius não clássica p,ara 

o morfismo cp1 = (1: x: y). Por [12, Teorema 2], se p =/- 2, a curva X é IFq-Frobenius não clássica 

para </>1 se, e somente se, d = (ph - 1)/(pT - 1) para algum rJh e a, b E IFpr (lembrando que 

q = ph), e neste caso a sequência de V1-ordens de X é (O, l,pr) ([18, Teorema 7.65 (iii) j). Além 

disso, temos que todos os pontos de inflexão total de X são pontos lFq-racionais. Logo, para este 

caso, temos que R = Rm = Rm-1 = 3d. 

Teorema 3.5.3. Suponha p > 2 e seja X = Xd(a, b) uma cnrva de Fermat definida sobre lF' q· Se 

X é 1Fq-Frobenius não clássica com relação ao morfismo </>1 = (1 : x: y), então existe r > O tal 

que 

N 
d(qm + d - 1) - 3d(d - PT) - qNm-1 + 3d 

m<----------------. - pT (3.5.2) 

Demonstração. Como observamos acima, X é não clássica para </>1 e a sequê_ncia de V1 -ordens de 

X é (O, 1, pT), para algum r > O (precisamente, o inteiro ré tal que d= (ph - l)/(pT - 1)). Logo, 

a sequência de ordens lFq-Frobenius de X com relação a cp1 é (O,pT). Como a X é não singular, 

temos pela Proposição 3.4.1 que Cm ~ p-r. Agora, se P E X(lFq), temos que j2(P) ~ pT + l ([29, 

Corolário 2.10]) e assim, pela Proposição 3.2.9, obtemos c1 ~ q + pT + l. Também, pelo Lema 

3.2.12, temos que Cm-1 2:: q. 

Do fato de X ser não singular, segue também que g = (d - 2)(d - 1)/2, e pelo Teorema 1.3.8, 

temos N1 = d(q - d+2). Por fim, E1 = d- pr -1 e E2 = O. Aplicando o Teorema 3.5.1 (levando 

em conta que R = Rm = Rm-1 = 3d), temos a desigualdade procurada. O 

A cota para Nm usando a técnica apresentada em [12j para. </>1 é 

(3.5.3) 

A cota (3.5.2) é sempre melhor do que a cota (3.5.3). 

Exemplo 3.5.4. A Curva Hermitiana X apresentada no exemplo 3.4.6 também atinge a cota 

(3.5.2), pois esta e a cota (3.4. 1) são a. mesma neste caso, uma vez que d= q + 1 e pr = q (visto 

que a sequência de V1 -ordens de X é (O, 1, q)) . 

Exemplo 3.5.5. Sejap = 7, q = 73 = 343 e considere a curva de Fermat de grau d= p2 +p+l = 
57 

X : x57 + ys1 = zs1 

definida sobre lF343. Sua sequência de D1 -ordens é (O, 1, 7), e como X é !Fq-Frobenius não clássica 

para </>1, temos pelo Teorema 1.3.8 que N1 = d(q - l) - d(d - 3) = 16416. Usando o software 

"Magma Calculator", obtemos que N2 = 152874. Através da tabela (3.5.4), comparamos a cota 
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(3.5.2) a outras cotas para N2. 

Cota N2 '.:S 

Hasse- Weil (1.0.2) 1154882 

Ihara (3.3. 7) 1006356 (3.5.4) 

Garcia- Voloch (3.5.3) 957233 

(3.5.2) 152874 

Ou seja, a curva X atinge a cota (3.5.2). 

Suponhamos agora que p > 5, que X seja (q, qm)-Frobenius clássica para <h = (1 : x : y : x 2 : 

xy : y2) e também que X seja IFq-Frobenius não clássica para <jJ2 , porém clássica para <f> 1 . Por 

[12 , Teorema 3], temos que X atende a uma das três seguintes propriedades: 

(1) pl(d - 2) e d= 2(ph - 1)/(pr - 1) com r < h, rjh e a, b E 1Fpr. 

(2) Pl(2d - 1) e d= (ph - 1)/2(pr - 1) com h = tr (t par) e a2 , b2 E lFpr· 

(3) q =d+ 1 e a+ b = 1 (ver Observação 3.5.7). 

Além disso , temos nos três casos que todo ponto de inflexão total de X é lF q-racional ( e portanto 

R = Rm = Rm- l = 3d). Seja e := (ph - 1)/(pr - 1). Por [12, seção 2], temos que 

{ 
(q-1)2 

N1 = (e2 /4)(pr - 2) + 3e/2 

e2 (pr + 1 - 2({)(a) + '!9(b) + '19(-ab))) + 2e('!9(a) + '!9(b) + '!9(-ab)) 

no caso (3); 

no caso (2); 

no caso (1), 

onde i9 : lF;r ---+ { O, 1} é dada por 19 (a) = 1 se, e somente se, a E H , onde H é o subgrupo de 

lF;r de índice 2. 

Por [11 , Teorema 1] e [18 , Teorema 7.65 (iii)], temos que X é não clássica para rp2 e sua sequên­

cia de D2-orclens é (1.:0, ... , 1.:5) = (O, 1, 2, 3, 4, pr). Como a sequência (q, qm)-Frobenius é (O, 1, 2, 3), 

temos que e a sequência lFq-Frobenius para r/>2 é (O, 1, 2, 3,pr). Seja P E ,.Y(lFqm)\X(lFq)- Uma 

vez que todas as inflexões de X são lFq-racionais, temos que as (D1 , P)-ordens são (O, i, 2). Por­

tanto, existem cônicas (degeneradas) que intersectam X em P com multiplicidades O, 1, 2, 3 e 4, 

de onde concluímos que a sequência de (D2, P)-ordens é Uo, j1 , j2, Í3, j4 , .is) = (O, 1, 2, 3, 4, j5) e, 

consequentemente, flo :ss<r:::;4 Ur - Js)/(r - s) = 1. Assim, para tais pontos, temos pela Pro­

posição 3.4.1 que vp(T1,m) ~ pr. Por [29, Corolário 2.10], temos para todo P E X(IFq) que 

ji(P) ~ Ei + 1 para algum i = 2, ... , 5. Logo, pela Proposição 3.2.9, se Pé um ponto lFq-racional 

de X, temos vp(T1,m) ~ q + pr + 4 e pelo Teorema 3.2.13, se P é um ponto lFq(m-wracional, 

temos vp(T1,m) ~ q. Como E1 = 3d - pr - 4 e E2 = d - 3, o Teorema 3.5.1 fornece 

N < _2d_(_2d_+_qm_+_q_-_2_) _-_4N_1 -_qN_m_-_l _ _ 3d_( 4_d_-_P_r_-_7_) 
m - pT p1· . (3.5.5) 

Reescrevendo a desigualdade (3.5.5), obtems o seguinte. 
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Teorema 3.5.6. Seja X = Xd(a, b) uma curva de Fermat definida sobre IFq, onde q = ph e 

p > 5. Suponha que X seja ( q, qm )-Frobenius clássica para t/)2. Suponha também que X seJa 

'lF'q-Frobenius não clássica para t/)2, porém clássica para r/>1. Então existe r > O tal que 

2d(2d + qm - 1) - 3d(2d - pr) 4N1 + qNm-1 + 3d(2d - 7) - 2d(q - 1) 
Nm < ----- ------- - ----------------. 

- pT pT (3.5.6) 

A cota para Nm usando a técnica apresentada em 112] para ef>2 é 

(3.5.7) 

Um cálculo simples mostra que 4N1 > 2d(q - 1) . Logo, a cota (3.5.6) é melhor do que a cota 

(3.5.7) em todos os três casos possíveis. 

Observação 3.5. 7. Apesar de não citada em (12, Teorema 3/, a curva X: axq-l + (1 - a)yq-l -

1 = O, com a E IF;, é 1Fq-Probeníus não clássica para c/J2- Na prova do referido Teorema, é 

analisado o caso em que pld + 1, onde d é o grau da wrva de Fermat X = Xd( a, b) definida sobre 

IFq- Lá, supõe-se que x é uma variável separante de IFq(X) e, desta maneira, é mostrado que 

wo,I,2,3,4(1 X y x2 xy y2) = F . G ..../.. o 
X i ' ' ' l, T ' (3.5.8) 

onde G := xªyª - axd+lyq - byd+lxq e F E IFq(X)* . Na verdade, uma situação deixou de ser 

considerada em (12, Teorema 3/. Suponha que X é IFq-Frobenius não clássica para </>2, ou seja, 

que G = O. Escreva d+ 1 = prz, onde p não divide l. Ser> h, tomando a raiz ph-ésima de G, 

obtemos 
1/ h r-hl 1/ h r-hz xy - a P xP y - b P yP x = O, 

que é uma equação relacionando x e y de grau menor que d, uma contradição. Suponha então 

que r < h e tome a raiz pr -ésima de G 

Aplicando a primeira derivada de Hasse com relação a x dos dois lados desta última equação, 

obtemos 

e assim ph-r + d - l = O, o que também é uma contradição, uma vez que d+ 1 > l. 

Resta então olharmos para o caso r = h, ou seja, d+ 1 = ql. Neste caso, temos que G = O 

fornece 

e portanto 1 - axl-l - byl-l = O. Se l > 1, teriamas que uma equação de grau menor que d 

relacionando x e y, um absurdo. Logo l = 1, ou seja, a+ b = 1. Assim, temos que a hipótese de 
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que as D2-ordcn:; de Frobenius são não clássicas e PI ( d + l) nos forenece d = q - l e b = l - a. 

A recíproca deste ca.so pode ser verificada sem dificuldades. 

Finalizaremos a seção mostrando que a classe que curvas de Fermat que atendem as hipóteses 

do Teorema 3.5.6 é não vazia, isto é, mostrando que existem curvas (q, qm)-Frobenius clássicas 

para </J2 que sejam lF q-Frobenius não clássicas para <P2 , porém clássicas para cp1 . Para isso, faremos 

uso da seguinte Proposição. 

Proposição 3.5.8. SeJa Xd(a, b) = X uma curva de Fermat definida sobrP- lFq, com q = ph 

(p > 5), e se]a R o número de pontos lFq-racionais de X tais que xyz = O. Se R =/:- O e X é 

(q,qm)-Frobeniv.s nr'io clássica com relação a c/J2, então pJ(d- l)(d - 2). 

Demonstração. Seja P E X um ponto lFq-racional tal que xyz = O. As ordens de P com relação 

a c/>1 são O, 1 e d; logo, as (D2, ?)-ordens são O, 1, 2, d, d+ l e 2d. Como X é (q, qm)-Frobenius 

não clássica com relação a c/12, pelo Corolário 3.2.19 temos que PI flzs;i<r:::;sUr -.ii)/(r - -i) Logo, 

pJd(d - l)(d - 2). Corno p f r( temos portanto que Pl(d - l)(d - 2). D 

Pela Proposição 3.5.8, existem curvas que atendem as hipóteses do Teorema 3.5.6. De fato, 

seja X a curva definida por a.1:d + byd = zd, com a , b E !F'pr, onde d = e/2 e p > 5. Como 

observado antes, temos neste caso que R = 3d i- O; entretanto, p f (d - l)(d - 2) . Logo, X é 

(q,qm)-Frobenius clássica com relação a </>2-
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